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Gesellschaft zu Berlin. Jahrg. 50. Abth. t—3. Braunschweig 1 896.

Verhandlungen der physikalischen Gesellschaft zu Merlin i. J. 189S,
No. 3-^5. 1896. Nr. 1—5 (Jahrg. 14. 15). Berlin d. J.

Ceniralblatt für Physiologie. Unter Mitwirkung der Physiologischen Gesell-

schaft zu Berlin herausgegeben. Bd. 9 (Jahrg. 4896), No. 10—>t6.
Bd. 10 (Jahrg. 4896), No. 1—19. Berlin d. J.

Verhandlungen der Physiologischen Gesellschafl zu Berlin. Jahrg. 14

(1895/96), No. 1— 17. Berlin d. J.

Abhandlungen der Kgl. i^reuss. geolog. Landesanstalt. N. F. U. 49 (mit

Atlas). Beriln 4896.

Jahrbuch der K^l. Preuss. goulo^ Lau icsanslall u. Bergakademie zu Berlin
r. d. J« 4894. Bd. 15. Berlin 4896.
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Sooietatum littene. Veneichnias der ia d. Psblikationen der Akademfen
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Neues Lausitzisches Magazin. Im Auftrag d. Obcriausitz. Gesellscb. d.
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550. Gedenktage d. Oberlauaitser StUdlebilndnisaes. Th. 4.) Gtf rlitx

Abbandlungen der Königl. Gescllsclutft der Wissensehaften zu Gott in gen.
Bd. 40, vom Jahre 1894 und 1895. Güttingen 1895. i'hilologisch-

historische Classe. N. F. Bd. 4. No. 4-^1, Berlin 4898.

Nachriclilen von der Königl. Gesellschaft der Wiaaenschaften zu Göttin-

gen. Malh.-phys. Cl. 189,',, No 4. 189fi. No. 1—8. Phllol.-hisl. Cl.

4896, No. 4—3. GeschttfUicbo Miltheiluugen. 4898, H. 4. S. Göt-
tingen d. J.

Piüdter, JuUui, Geaamroelte wissenschaftliche Abliandiungeo. loa Anfing
der Kgl. riesellsrhafl d. Wissenschaften zu Göttingen Iwag. von
A. Schuenfitcs und Fr. I'ockels. Bd. i. Leipzig 1S96.

Jabreabericht der Fürsten- und Laudesschulo zu Grimma iiber d. Schul-
jahr 4895/98. — Gübertf Ovidianae quaeationea criticae et exegeticae.
Grimma 1896.

Nova Acta Academiae Caes. Leopoldiuo-Carolin.io germanicae naturae

curiosorum. Tom. 63. 64. Ualis 1895. — kalaiog der Bibliothek

der Kais. kLoop.-CaroIfn. deutschen Alcademie der Naturforscher.
Lief. 4. 6. Halle 4887. 95.

Leopoldina. Amtl. Organ d. Knis. Leopoldinisch-Catolinisch dcut.schen Akad.
der Naturforscher. H. 34, No. 93. 94. 11. 39, No. 1—41. Halle

4898. 98.

Neue Heidelberger Jahrbttcher. Heranag. vom Hiator.-philoaopbiachen
Vereine ta Heidelberg. Jahrg. 6, Heft 4. f. Heidelberg 4898.

Verhandlungen des Naturhist.-mcdicinischen Vereins KU Heldelberg. N. F.

Bd. 5, H. 4. Heidelberg 189fi.

Programm der Technischen Hochschule zu Karlsruhe f. d. J. (896/97. —
Leictionsplan der Teohniachen Hochachule f. d. Winteraem. 4898/97.— Baumeister, R., W^rlhschaftliche AnfL-'ahen des Ingenieurs (Fest-

rede). — Hafier, hrits, Kx|>erimcntal-lnlersuchungen über Zersetzung
und Verbrennung von Kohlenwasserslolfen (Uabtlilationsschrift).

Mönchen 4896. — Umurathf Jüan«, Die Waidwegbenten dea Forst-
bezirks St. ßi.isien (desgl.). Langenaalxa 4895« — 8 Dlaaertationen
vom Jahre 1895—96.
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Chmiik d. UniversiUit zu Kiel f. d. J. 4895/96. — Verzeichniss der Vor-
lesungen. Winter 4 895/96, Somraer 4 896. — Bruns, Ivo, Die alti-

cisti&cbeo Bestrebungen in der griechischeo Literatur (Rede). —
BM, Mbm, Der l8.lanQar 4871 (Rede). — MÜOüMfer, A., Rede
mm Winkelroannstage am 9. Dec. 1 895. Das arcbaeologische Sculp-
iuren-Museum der Kieler Universität. — Schlossmann, Siegmund,

Bürgerliches Gesetzbuch und akaderoisciier Rechtsunterricht (Rede).— Plntarehi Solonis capita XU priora, apparata crilico instruela et

recognlta ab A, ScMn« (Progr.).— 4SI DiiaertationeD a. d. J. 1898/9«.

Wiasenschaflliche Meercsuntersucliuni:oii. Hrsg. von der Commission zur

wissenschnfll Untersiicfiung der doutschon Mcoro in Kiol und der

Biologischen Anstull auf Helgoland. Im Auftrage des Konigl. Minist,

für LaadwirthsehafI, Domflnen a.8.w. N. F. Bd.4, H.S. Kiel aod
Leipzig 1896.

Scbriflen der physikalisch -ökonomischen Geaellscbaft tu Königsberg.
Jahrg. 36 (1895). Königsberg 1895.

Vierteljahrsschrift der Astronom. Gesellschaft. Jahrg. ao, H. 4. — General-

regiater d. Jahrg. I—16. Leipzig 189S.

Zeilachrift des Vereloa fllr Lfibecker Geichichle u. Alterlhnmakoode. Bd. 7,

H. 2. Lübeck 489."..

Jahresbericht und Abhandlungen des naturwissenschaftlicheo VereiOB SO
Magdeburg. 1894. 2 Halbjahr. Magdeburg 4 896.

Abbandiungea d. histor. Gl. d. k. bayer. Aliad. d. Wissenscb. Bd. i1 (in

d. Reihe d. Deokachr. d. 88. Bd.), Abth. 8. München 4898.

Abhandlongen der roathem.-physikal. Gl. der k. bayer. Akad. d. Wissensch.
Bd. 49 (in d. Reihe d. Denkschr. d. 69. Bd.). Abtb. 4. München 4 896.

Sitinogsberichte der mathem.-phy.^^lkal. Gl. der k. bayer. .\kad, d. Wiss.
zu Müneben. 4895, H. 3. 4896, H. 1.2. München 4

Sitzungsberichte der pbilos.-pbilol. u. histor. Gl. der k. bayer. Akad. d.

Wlaa. tu Mflnehen. 4898, H. 4. 8. Httoohen 4888.

Wilibald Pirclcbeimers Schweizerkrieg. Hrsg. von Karl Rück. — Beckmann,
August, Der churbrandenburgische Kanzler Alois Freiherr von Kreit-

mayr (Festrede). — Chroustf Anton, Abraham von Dohna. München
4898. 88.

88. Jahrwbericht des WeatlUisohen Provintial-Vereins f. WissenaehafI n.

Kunst f. I894/98. Münster 4895.

Abbandlungen d. Naturhistorlscben GeaellaohafI zu Nürnberg. Bd. 40,

H. 4. Nürnberg 1896.

Jahresl>ericht d. Naturhistorischen Gesellschaft zu Nürnberg. 1895. Nürn-
berg 4898.

Anseiger des Germaniseben Nalionatmnseoms. Jahi^. 4895. — MiUheilun-
gen aus dem Germanischen Museum. Jahrg. 1895 ~ .\tlas zum
Iwatalog der im Germanischen Museum vorhandenen Holz^itöcke vom
4 5.—4 8. Jahrb. Nürnberg 4896.

Mittbeihingen des Allertbumsvereins in Planen i.V. 44. u. 49. Jahresber. .

(4884/98, 4895/98.) Planen 4895. 96.

SonderveröfTentlichunpcn der Historischen nesellschaft für die Provinz

Posen. III. Das Juhr 1793. Urkunden u. Aktenstücke zur Gescbichte

der Organisation Sudpreussens. Posen 4895.

Zeitscbrift der Hisloriscben Gesellscbafl für die Provinz Posen. Jahrg. 9,

H. 8. 4. Jahrg. 44. 48, H. 4. 8. Posen 4894.

Digltized'



Jahresbericht des Direktors der Kgl. GeodäUschea Institata (lu Poltdam)
488i/87 bis 1896/98^ Bertis It87—4896.

Comptes rendiit det stonees de la CoamifMion permanente de rAsaociation
geodesique internationale < 887— 4 894. Berlin et NcuchateH888—98.
— Ferrero, A., Rapport sur los Triangiilations. 4887. 1891.

Publication des Kgl. preuss. GeodUti.scIicn Instituts. Astronomisch-geo-
dötische Arbeiten i. d. J. 1883 u. 1884. Berlin 1885.

VerttffenUichong des Kgl. prensa. Geodtttlschen Institnta. — Aatron<nniach-

geodätische Arheilen 1 Ordnung. Tele>:raphiscbe L^ngsbeslim-
mODgen i. d. J. 1885 u. 1886. Berlin 1893. LülhabwrichuDgoo H. 4.

4886, Loihnbweichun^en iu der Umgebung von Berlin. 1S89,

VerülTentlicbung des Kgl. preuss. GcodUtischen Instituts u. Ceulralbureuus
der internationalen Brdmessang. Die SchweritrafI im Hochgebirge.
Berlin 1890. Die eoroptfische Grodmessung in 52" Breite 1893. Die

earopaiscbe Längengradmessung in 52" Breite von Grccnwicb bis

Warschau. U. 4.2. 4893. 96. Zenithdistanzen zur Bestimmung der
Höhenlage der Nordseeinseln Helgoland n. s. w. 4 895. Bestimmung
der Polliohe aus der Intensität der .*Jchwerkrafl auf 22 Stationen
von der Ostsee bei Kolberg bis zur .Sttimeekoppe. 4 896.

Annalen der Kais. Universiläts-Sternwarte in Strassburg. Bd. l. Karls-

mhe 4H96.

Wttrllembergisclie Vierteljahrsscbrift für Landesgeschichte. Ilstr. von der
Wüiitembergischen Komrnisoion f. Landeageacbicbte. N.F. Jabrg.4
(4895), H. 1—4. Stuttgart 1895/96.

Thara oder forstliches Jahrbuch. Bd. 45, 8. 46, 4. Dresden 4896.

Festgabe inm i5j8hrl|Een Regirrungsjubiliom 9. M. des Königs Karl von
Württemberg. Die anter der Regierung Sr. M. an der Univerail&t Tü-
bingen errichteten und erweiterten Institute (ier nnturwisaenschaft-
lichen und der medicinischen Facultal. Tubingen 1889.

Mittbeilungen des Voreins für Kunst und Aiterthum in Ii Im und Ober-
acbwaben. H. 8—8. Ulm 4898.

Jahrbücher des Nassauiachen Vereine f. Natarkonde. Jnbrg. 49. Wiea-
baden 1896.

Sitsungsherichte der physikal.-medicin. Gesellschaft xu Wttrzburg.
Jaifrg. 1895, No. 3—9. Würzburg d. J.

Verhandlungen der physikal.-medicin. Gesellschaft zu Würzburg. N. F.

Bd. 99, No. 8. 7. Bd. 89, No. 4^. Wttrtbmg 4898. 98.

Oesterreich -Ungarn.

Djela Jugoslavenske Akademije snalosti i umjetnosti (Agram) 17. U
Zagrebu 4896.

I^lopla Jugoslavenske Akademije tnatosti i umjetnosti. Svet. 49. 4898.

0 Zagrebu 1896.

Mooumenia specianlia historiam Slavoruio merldlonalium. Vol. 87. 88,

Zagrabiae 1895, 96.

Rad Jugoslavenske Akademie znatosti i umjetnosti. Knija 4t8—488. 0
Zugrebn 4898. 98.

lyecnik hrvatskoga ili srpskogn jezika. Izd. Jugoslav. Akad. znalOStl 1 um*
jetnosti. Svcz. 15. U Ziigrcbn 1895.

Starine na sviet izdaje Jugoslav. Akad. znatosti i umjetnosti. knija tl.

0 Zagrebu 4898.
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ViesUlik UrvatskogaarkeoiogiokogaDruilva. N.S. God.4. (I8B5.) UZtgrebo
< 895 96.

^g^nwic-Kmmbergtr C, De pisoibus fossilibus Coincni Mrzleci. Lesinn«
et II. Ubanonis. Edit. Aoad. scienl. ei art. Slavor. merid. Zagnbiae
IS95.

Magyar, tudom. Akademiai Almanach 1896. Budapest d. J.

MaUiematischc u. naturwiss. Beneble aus Ungarn. Mit ünlerstützun^' der
Ungar. Akad. d. Wissooscb. berausgeg. Bd. 4 3 (4895), 11. i, Buda-
pest 1895.

Ertokes^k a nyelv-te-ai^tiidoiDtoyok KOrtfb^l. Eiadja a Magyar todom.
Akad. Köt. 4 6, sz&m. 6.7. Budapest 4895. 96.

Ertekezdsek a tärsudalmi ludom.iiiyok K()r(^l)ül. Eiadüa a Magyar (ttdom.
Akad. Kot. n, szäm. H. Hudapcsl 4 8y6.

Eriekez6sek a turtoueti ludomünyok Kor^böl. Kol. 4 6. szuui. 6. 7. Budapest
4895. 96.

Archaeologiai trteail». A M. T. Akad. arcb. blioUatgiftiiak H av Om. M-
gdszeti s cmt). Tdrstilatnak Közltfnye. Ktft 48, SsAm. 4. 5. EOt. 48,
szam. i Hudupest i895. 96.

Hatbematikai 6s termöszetludoin^nyi Erlesitö. Kiadja a Magyar tudom.
Akad. Köt. U, fuz. 3^5. Köt. 44, fUz. 4. i. Budapest 1895. 96.

Arcbaeologiai Ktfilemdoyek. KtacUa a Magyar, tadom. Akad. afchaeol.

biBOttsAga. Köl. 18. 49. Budapeat 1895. 96.

Malhematikai termäszettudomänyi Közlem()nyok. Kiadja a .Vagyar ta-
dom. Akad. Köt 26, szäm 3—5. Budapest tS95.

Nyelvtudomänyi Közlem^nyek. Kiadja a Magyar tudom. Akad. Eöt. 25,

fuz. 3. 4. Köt. i6, füz. 4. i. Budapest 1895. 96.

Monuuieota HuDgariae Historica. Gl. II. VÖl. 84. Budapest 4896.

Monameota Hungarie jaridico-bistorica. Corpus statutoruoi üungariae
munlclpallom. T. 4. P. 4. Budapest 4896.

MottuiDoola comitaiia regoi Traoasylvaniae. Köl. 48. Budapest 4895.

Rapport sur l'actlriM de rAoad^ssie Hongroise des scieuoes eo 4895. Buda-
pest 1 895.

Qogariscbe Kevue. Mit Unterstützung der Ungar. Akad. d. \Vis.<. his^. v.

P, JJunfaivy u. Gust. Heinrich. Jabrg. 15 (4895;, H. 5— 10. Budapest
4885.

Mgi Magyar ktfitok läre. Köt. 6. Budapest 4896.

TOrtfk MagyarkoH TtfrMnelmi Emlekek. Köt. 1. Budapest 4896.

A Bfagyar Tudom. Akad Kiadäsäban megj* lent muokak 6a (olyöiratok

czirojegyz^ke 1831—1895. Budapest 4896.

Fraknöi, Vilmos, M{ityäs Kiräly levelei II.

Heller, Aug., Katalog der Eli.scher'schon «ioothe-Siuiitnlung. Budapest 1896.

Korosi, Jöz. A., Megyei Monogratlak. Köt. 2. Budapest 1895»

Kotit, J , La Hongrie littöraire ot scientitiquo. Paris 1896.

Munkacsi, Bernat, Lexicon lini;uac votaicorom. Füz 4, Budapest 4896.

Verzeicbaiss d. ollentl. Vorlesungen an der k. k. Franz-Josefs-üniversität zu
Gxernowtti tm WiDter-Sem. 4886/97. — Deberstebt der akad.
Behörden im Studienjahr 4886/97.— Die frierliehe loeafurattoii des
Bectors t 4885/96.



Beitrtlge zur Kuttde steiermUrkischcr Geschichtsquellen. Hsg. v. d. Uislor.

Vereine f. Steiermark. Jahrg. 37. Grai 4896.

MitlhelliiiigoD des DatnrwIiMDiobafllicfaeii Verelos f. Slaiermarfc. H. tt.

Gras 4896.

Zettach rift des Ferdinandeums f. Tirol u. Vortriberg. t. Folge. H. S9. 49.

I nnsbruck 1895. 96.

Berichte des naturwiss.-roedizin. Vereins in Innsbruck. Jahrg. Si. 4893— U6.

Innsbruck 4876.

Starohrvaltka PfOiyiela. God 4, br. 4. God i, br.4, i. Kninu 4898.96.

Amefger der Akademie d. Wlssenscbaften io KralLaa. Jabrg. 4895,

Ho, 19. 4898, No. 4—9. Kraitau d. J.

Alias geologiczny Galicyl. Zcszyt S. 7. Krakow 1895.

liiblijoteca pi^^nrräw i)(>lskich (Wydaniciwa Akad. uroi^. w Krakowie).
No. 31. W Krakowic 1896

Matertal y anlropologiczno-archeologiczne i etnograticziie. Wydaw. stari-

niem Itomisyi antropolog. Akademii umiejet T. 4. Kraköw 4898.

Monumenta medii aevi btalorlca res gestas Polonlae illustraotia. T. 45. W
Krakowie 1896.

Rocznik .\kadeinii umi^etnotei w Krakowie. Rok 4894/95. W Krakowie
1895.

Rozprawy Akademii umi^etnu8Ci. Wydziaiu fiiologicsoego. T. iS. S4.

(Ser. 11. T. 7. 9.) Wyds. bistor. fllos. T. 89. (Ser. II. T. 7.) ~
Wydz tii:itemat.*prtyrodn. T. 98. 99. (Ser. II. T. 8. 9.). W Krako-
wie 1 895.

.Sprawozdiinia kottiisyi flzo^raticziiöj. T. 30. Krakow 1895.

Öprawozdania kumisyi do badänia historyi szuli w Folsce. T. 5. sesz. 4.

W Krakowie 4896.

Balfer, Ofinold, Geoealogia Piasl6w. Wydanie Akad. umiej. W Krakowie
4895.

FMtd, LudUK, Bibliografia hisloryi Polskiej. Gieac. 9, zes.8. Kraköw 4 896.

Mittheilurifjon des MofealVereines für KraiD. Jahrg. 8. Ablb. 4—>8. Laibach
1895. 96.

Izvestija Muzejsko};;! drustva za Kranjsko. l.<Mnik 5, V Ljubijani 4895.

Almanach Cesko Akademie Cisare Franliska Josefa. Roco. 6. 4896. V
Praze d. J.

Historick^ Archiv. Öisl. 7. V Prase 4895.

Bulletin international. ll6saDi68 des travaus prtoentös. Glesse des scienc.

mat^mat. et naturelles. II. Prague 4 895.

Codei juris muntcipalis Regni Bohemiae. T. 2. V Praze 4898.

Rospravy 6e.'?ke Akad. CIs. FrantiSka Josefa. Trid. I (pro v2dy filos., prdvn.

a histor.) Rocn. 4. — Trid. II (mathemaU-pHrodn.) Rocn. 4. — Trid.

III (Philolog.) Rocn. 4. V Praze 1895.

Vfetnik (äeske Akad. Cik PrantÜka loaefa. Roen. 4, Öisl. 4—9. V Praie4895.

Sbtrka Pramen4v ka Posnini literdroibo livota. Sknpina 4. Rada t, £isL9.
Sknp. 8. £isl. 4. V Prase 4895.

ll^ivot cirkevnf V Sech&ch. Praxe 4895.

Jahresbericht der k. höhm. GesellsobaR d. Wissenscbaflen für das Jahr
4895. Prag 1896.
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HR —
Sitzungsberichte der k. böhm. Gesellschaft d. Wissenschaften. Math.-

naturw. Classe. Jahrg. 1895. 1. II. — PhUo8.-hi8lor.-phfiolog. Classe
Jahrg. 1895. Prag 1896.

Beiträge zur deutscli-böhinischen Volkskunde. Ilrg. von der Gesellschaft

zur Förderung deutscher Wissenschaft, Kunst und Literatur in

Btfhmeo. Bd. 4. H. I. i. Prag 4896.

Bibliothek deatseher Schriftsteller aas BflKmeo. Bsg. im Auftrage der
Gesellschaft zur Fürdcrun^ deutsch. Wissensch., Kunst und LU. in

Böhmen. Bd. 4. Joh. lUalhesius, Ausgewählte Werke. Bd.1. Leichen-
reden. Hsg. von Geo. Löscher. Bd. 5. Rank, Josef. Erinnerungen aus
meinem Leben. Prag, Wien etc. 4%W.

Brliateraogen zur geologischen Karte des Böhmischen Mittelgebirges. BKI.
Wien 1896.

ForschmiLTcn zur Kunsltiescliiclito Böhmens. Veröffentlicht v. d. Gesellsch.

zur Kurderung duulsch. Wissensch., Kunst und Lil. in Böhmen

:

NemoMh, Jme,» Mittelalterliche Wandgemttlde und Tafelbilder der
Burg Karlstein in Böhmen. — Der Bildercyklus des Luxemburger
Stammbaumes aus Kari!>tein. Prag <896.

.Mittheilung der Gesellsciiaft zur Förderung deutscher Wissenschaft, Kunst
und Literalur In BOhmen. No. ft. 6. Prag 4896.

Prager Studien auf dem Gebiete der classitchen Alterthumswissenscbafth
Hsg. mit Unterstützung des k. k. Ministeriums Rlr Cultur und Unter-
richt. H. 5. Prag <895.

Bella, Rich.f Altnordische Stoffe und Studien in Deutschland. Hsg. mit
OnlertlllttuBg der Oesellaeb. f. Forderung deutseb. Wissensch.
Kunst und LIt. in Böhmen. Absohn. 4. Bayreuth. 1996.

ihtittr, W,J., Die hebräischen Verba denominativa. Gedruckt mit Unter-
stützung der Ciesellsch. z. Förderung deutsch. Wissensch., Kunst u.

Lit. in Böhmen. Leipzig 1896.

Lippert, Jul, Social-Geschichte Böhmens in vorhussitischer ZeiL Bd.1. Mit
Unterstützung der Oeselisch, z. Förderung deutsch. Wissensch.,
Kunst u. Lit. in Böhmen. Prag, Wien, Leipzig 1896.

MmMT, Paul. Joseph Messner, ein Lebensbild. Gedruckt mitUntcrslützun;*

der Gesellsch. z. Förderung deutsch. Wtssensch., Kunst u. Lit. in

Böhmen. LobsOw o. J.

B^sfCffete, Jl. Monographie der Gattung Euphrasla. Brsg. mit Unter~
Stützung der Gcselisc h. zur Förderung deutsch. Wisienscb., Kunst
u. Lit. in Böhmen, Leipzig 1896.

Bericht der Lese- und Redehalle der deutschen Studenten in Prag über d.

1. 1699. Prag 1896.

Magnetische und meleorologiscbe Beobechtungen an der k. k. Sternwarte
SU Prag im J. 1895. Jahrg. 56. Prag 4896.

Personalstand der k. k. Deutschen Carl-Ferdinands-Universitat in Prag zu
Anfang d. Studienjahres 1896/97. — Ordnung d. Vorlesungea im
Wiateitem. 1896/97.

ittbeilungen des Vereins für Geschichte der Deutschen in BOhmen. Jahr-
gang 8*, No. 1—4. Prag 1898/96.

Abhandlungen des deutschen naturwissenschaftlich-medicinischen Vereins
für Böhmen »Lotos«. Bd. 1. H. 1. Prag 1896.

Krok, oasopis v6aovany veikerym pot^ebäm stredniho skoUtva. Roon. 10,

Bei. 4—4 9. V Piaae 4896.
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Wi8äcnäcba(Uicbe MiUheilungen aus Bosnien und der llercegoviDa. Hrsg.
vom botoiieh-liercegovinlsclMn Landesmosseufn In 8araJeTo.Bd.t.
Wien 1896.

Ballüttiiio di archeologia e storin dalmata. Anno 47 (IM4), No. S'-IS.
Anno 19 (<896), No. 1—9. jypa I h l o d. J.

Anseiger der Kaiserl. Akad. d. Wissenschaften in Wien. Malb.-ualurw. Cl.

Jahrg. 48»5, No. 49—27. Jahrg. 1896, No.1—«6.
Archiv f. österreichische Geschichte. Hrsg. v. der s. Pflege vaterltfod. Ge-

schichte aufgeslelltcn Commission der Kais. Akad. d. Wlssenaeii«
Bd. 9i, H. 1. S. Bd. 83, H. 1. Wien 1895. 96.

Oeoksclirificn der Kais. Akad. d. Wissenschaften. Mathem.-naiurw. Claase,
Bd. 62. Wien 1895.

Fontes rerum Austriacaruu). Oestcrreicbisciie Geschichlj>qucilcii hrsg. v. d.

bistor. Commission d. Kais. Al^adeosie d. Wisseosch. Bd. 4S. I. Mlfte.
Wien 1896.

Silsungsberichtc der Kaiserl. Alvad. d. Wissensch. Matb.-nalurw. Clussc.

Ablb. 1, 11% IIb, III. Bd. 404 (1895j, H. «—10. — Pbil9S.-histor. Q.
Bd. U8 (1894. 1896). Wien d. J.

Mittheilungen der k. o. k. geographischen Geaellaehall in Wien. 489S.
Bd. 88 (N. F. Bd. 88). Wien d. J.

VerfaandlunKcn dcrk. k. zoologiscb-botanisohen Gesellschaft in Wien. Bd. 45,
H. 10. Bd. 46, H. 1—9. Wien 1895. 96.

Publicationen für die internationale Erdroessung. Astronomische Arliciten

der k. k. Gradmessuogs-Commission. Bd. 7. L.Miigenbestimmungon.
Wien 4888.

Verliandlungen der Österreich. Gradniessungty-Commission. Protokolle Uber
die am 9. April und 24. Januar 4895 und 84. Juni 4890 abgehaltenen
Sitzungen. Wien 1895. 96.

Abhandlungen der k. k. geologischen Reichsanglali. Bd. 1 8, II. 1 . Wien 1 895.

Annalen des k. k. naturhistorischen Hofrauseums Bd. 4 0, No. 8. 4. Bd. H,
No 4. 8. Wien 4898. 4896.

Jabrbaeh d. k. k. geologischen Reichsanstalt. Jahrg. 46 (4896), H. t-4.
Jahrg. 46 (4896), H. 4. W ien d J.

Verhandlungen d. k. k. geologischen Reichsanstalt. Jahrg. 4895, No. 40—46.

Jahr«. 1896, No. 4—12. Wien d. J.

Mittheilungen der Section f. Naturkunde des Ociiterreichischen Tourislen-

Club. Jahrg. 7. Wien 4898.

Pablleatlonen der KnlTei'schen Sternwarie. Hrsg. von leodeBoU, Bd.).
Wien 4896.

Belgien.

Bulletin de l'Aeaddnie d'arohdologie de Belgiqie (IV. 86r. des Annales),
II. Partin. No. 24—97. A nvers 4895. 96.

Analecta Bollandiana. T. 15. Kasc. 4— 4. B ruxelles 4896.

La Cellule. Rccueil de Cytologie et d'histoiogie g6n6rale. T. 44, Fase. 8.

Bruxelles 48»6.

Dänemark.

Overaigt over det Konp. Danske Videnskabernes Selsknbs Fnrbandlinger I

aarel 1895, No. 9. 4. 4896, No. 4—5. I^jebenbavo d. J.
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Del Kong. Danske Videnskabemes Selskabs Skrifter. Hist. og philos. Afd.

6. R»kke. Bd. 3, No. 4. — Nalurv. og malb. Afd. 6. Rskke. Bd. 8,

No. 2. Kj0beohavn 1896.

RegestA diplomalica blttoriae Danicae, cnra Socielalia Reg. soieotiar.

DaDicae. Ser. II, T. S, IIL KJebeDbavn 4891.

England.

Prooaedings of tbc Cambridge Pbiloaopbical Society. Vol. 9, P. i—9.

Cambridge 1896.

iransactions of Ihe Cambridge Pbiiusopbical Socicly. Yol. 4 6, P. 1. Cam-
bridge 4896.

Proeeedings oftheR. Iriab Academy. Ser. III. Vol. 9, No. 4. 8. Dublin
1895. 96.

Transactions of the R. Irish Academy. Vol. 30, P. 15—20. Dublin 4895. 96.

List of tbe loembers of the R. Irish Academy 1895, 4896.

The scientific Proceedings of Ibe R. Dublin Society. N. S. Vol. 8, P. 9. 4.

Dublin 4894. 95.

Tbescicntific Transactions orthc R. Dublin Soclely. Ser.II. Vol.8,No.8—4t.

Vol. n, No. 1. Dublin 189'. — 96.

Proceedings of the R.Society of Edinburgh. Vol. 20, No. 7. Vol. 24. No.1.9.
Edinburgh 4995/96.

Traniactions of the R. Society of Edinburgh. Vol. 97, P. 9. 4. Vol. 98, P. 4. 8.

Edinburgh 4898. 96.

Proceeding^i of the R. Physical Society ofEdinburgh. Vol. 49, P. 4. (Session

1894/95.* Edinburgh 189.n

TransactioDS of the Edinburgh. Geoiugicul Society. Vul.7, F. 2. Edinburgh
4898.

Proceedings of the R. Institution of Great Britein. Vol. 44. P. 9 (No. 89).

London 4896.

Praceedin^'s of the R. Society of London. Vol. 59. 60, No. 853—S68. Lon-
don 1895. 96.

Pbilosopbical Transaclions of the R. Society uf London. For tiie ycar 1895.

Vol. 486. P. I. II, A. B. London 4896.

Gslalogue of scientific Papers, 4874—4888. Vol. 44. London 4896.

Memoirs of the R. Aslronomical Society. Vol. 54. London 4895.

42eneral-Index to Vol. 80—52 of t!if> Monthly Notices of the R. Aslronomical
Society 1869—1892. London 1S96.

Proceedings of the London Malhematical Society. Vol. 26, No. 528—534.
Vol. 87, Ko. 888—868. London 4895. 98.

Journal of tbe R. MieroMopical Society, oontalolng ito Transaoliona and
Proceedings. 4896, No. 1—5. London d. J.

Memoirs and Proceedings of tbe Literary and Philosopbical Society of

Manchester. IV.Ser. Vul. 4 0, No. 4—3. Vol.44,P.4. Manchester
4895. 96.

Gomplole Lisi of the Members «nd Oftteers of tbe Mancbeslor Ulorary and
Pbilosopbical Society from Iis Institallon on Febr. 4784 lo April 4896.
Manchester 1896.

Report of the Manchester museum Owens College for 1895/96. Maoehester
4896
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Frankreich.

M^moires de la Sociötf^ dos sciences physiques ei naturelles de Bordeaux.
IV. S6r. T. 5. Paris <895.

Mömoires de la Soci6tö Daliuualo des »cieiiccs naturelles et malht^matbiques
de Cherbou rg. T. 29. (s 8er. III, T. 9). Paris 489t—96.

Annales de la SoeWId Liondenne de Lyon. N. S. T. 41. 41 (4894. 95).

Lyon el Paris d. J.

Annales de la Facultö des sciences de Marseille. T. 4, Fase. 4. T. 5—7.

Annales de riostilut Colon iai de Marseille. Vol. 2. 4895. Lille d. J.

Inventaire sommaire des Archives du döpariemeol des affaires 6(rang^res.
Supplement. Paris 4 896.

Bulletin du Mussum d'hisloire naturelle. Ann(^elbü5, No.8. 1896. No. 4—5.

Paris d. J.

• Comitd International des polds el mesures. Procte-verbaux des sdances
de 1894. Paris 4 895.

Travaux et Memolres du Bureau internalioiial des poids el mesures, publ.

sous i'autorilö du Comilö inlernational. T. 10. 11. Paris 4894. 95.

Jouriiai de l'ficole polytechnique. Ser. II. Cah. 1. Paris 4 895.

Bulletin de la Soci6l6 matbömatique de France. T. 8^, No. 1—7. Paris 1895.

Griechenland.

^COlc fran^aise d' Äthanes. Bulletin de i^nrrespondance hell^nique. Annäe 19

(4 895), No. 1 1—18. Ann6e 20 {1S96,\ No. ^—iO. Athen, Paris d. J.

Miltheilungen des Kaiserl. Deutschen Archäologischen Instituts, Athenische
Abtbeilung. Bd. 80, H. 4. Bd. 84, H. 4. Athen 4898. 98.

Holland.

Jaarboek van (it> Kon Aknd. v. Wetenscbappen gevestigt te Amsterdam,
voor 18'J5. Amsterdam d. J.

Verhandelingen d. Kon. Akad. v. Wetenschaupen. Afdeel. Letierkunde.

IL Beeks, Deel 4 , No. 8. 8. — Afdeel. Hatuurkunde. Seet. I. Deel 8,

No. 5—9. Deel 4. 5, No. 1 2. Sect. IL Deel 4, No.7—9. Deels,
No. 4— 8. Amsterdam 4895. 96.

Verslagen der Zittin^en van ilo \Vi.«^-cn Natuurkund. Afdeel. d. Kon. Akad.
V. Wetensch. van i5. .Mai 1895 tot 48. Apr. 4 896. Deel 4. Amster-
dam 4898.

Programma certaminis poetici ab Acad. Reg. discipl. Neerlandica ex legale

HocufTliano indicti in nnnum 1897. — Pascoli, yoA.,Ceoa in oaudiano
*

Nervae aliaquo poemata. Amstelodami 1895.

Nieuw Archief voor Wiskunde. Uilg. door het Wiskundig Genootschap le

Amsterdam. -8. Eeeks. Deel 8, I. Amsterdam 4898.

WIskandige opgaven mel oplossingen door de leden van bei Wiskundig
Gonootschap. Deel 7,8lok 4. 8. Nieuwe opgaven. Deel 7, No. 78^98.
Amsterdam 1896.

Revue semestrelle des publications mathdmatiques. T. 4, P. 4. 8. Amster-
dam 4 896.

Archives n^erlandafses des soienoes exaeles et naturelles, publides par
la Sociöt^ Ilollandaise des sciences k Harlem. T.t9, Llvr.4. 8. T.88,
Livr. 4—8. Uarlem 4898.
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An hives du Mus6e Teyler. S6r. II. Vol. 5, P. 4. 2. Harlem 1896.

Haodelingen en mededecliiigcn van de maalschappij der Nederlandschri

Letterkunde te Leiden ovcr het jaar 4894/95. 4895/96. — G. van der

Schuerens Temlhonisl« of Duytseblender. Ultseg. door /. V$rdam,
Leiden 1896.

Levensberigten der aff^estorvene medelediMi von de maatschnppij der No-

derUndsche Letterkunde tu Leiden. Üijlage tot de Handeiingen van

1894/95. 4898/9«. Leiden 1898. 96.

Tijdtehrifl Toor Nederlandsche taal- en Ictlerkunde, ullgog. van wege de
Maatscli der NederL Letterkunde. Deel 15 (N. F. 7), Afl. 4—8.
Leiden 1896.

Noderlandäch kruidkuodig .\rcliief. Versiugcn eu lucdedeeiiugen derNedur-
landfche Botanische Vereeniging [Leiden]. Ser. IIL Deel 4, Stuk 4.

Nijmegcn 1896. — Naafiiüjsl der Nederlandsche Phaneroganion en
vaatkryptogamen vorkomcnde in tiet Ned. kruidk. Arch. Ser. I,

4—5. II, 4—6. Nijmegen 4896.

Programme de la Soci^M Batave de Philosopliie eip^rimentale de Eotter«
dam 4896.

Aanteekeningen van het verhniulelde in de seclie-verpaderinurn vati fiel

Provinciaal Utrecliiscb Genootscbap van kunsten en wetensch., ter

gelegenheid van da algem. vargad. gehouden den M. Jmi 4895.

Utraciild. J.

Versieg van het verliandelndc in de algem. vergad. van liel Provjnciaal Ul-

recbtech Genoolschap vau kuusten eu welenscb., gehouden d. 25. Juni

4 895. Utrecbid. J.

Bijdragen aa Madadaeüngen van iMi Uistorlach Genootacliap gevestigd le

Utreohi. Deel 47. *8 Oravanbage 4896.

Werken van het Historisch Genootschap gevestigd te Otrecht. III. Ser.

No. 9. La Haye, 's f.ravenhafie 4 896.

Ooderzoekingen gedaan in bei PbysiuL Laboratorium d. Utrcchlschc llooge-

school. IV. Heeks. 4, 1. Utrecht 4896.

lialian.

BoHeUino delle pubblicazioni italiane ricavala per dirltto di slanpa. No. 944
—264. Firenze 1896.

Memorte dell' Accademia delle scienxe deii' Istiluto di Bologna. Sor. 5

T. 4. Bologna 4894.

La Opera di Galileo GalllaL Edil. naxionale. VoK5. Firenze 4898.

PobUicationi dal R. Istilnlo di stndi sopariori pratici e di parfetionamento
in Firenze: Faggi, Adolfo^ La filn<^ofia dell' incon<:ciente. Firenze 1890.

Martinati, Com., Notizie storicu-biograbcbe inlorno al conte Bal-

dassare Casliglione. 1890. — Arcbivio di Anatomia normale e palu-

logioo. Diretto d. Giorgio P$UtSMari, Vol. 5, Fase. 4. 2. 4889->99.
Viniiti, Alfonso, Sol Lielirti rosse. 4 894. — Marchi^ Vittorio, Süll'

origine e decorso dei peduacoli cerebellari. 1894. Ristori, Gius.^

Sopra I reaU di tm eoobodrillo scoperti nelle ligniti uiioceniche di

Ifontabamboli. 4899.

MaoMrie del R. Istituto Lombardo di scienze c leltere. Classe di lottere e

scienze moraü e poüt. Vol. 20 (Ser. III, Vol. 14), Fase. 2.3. Mil ano4896.

B. Istituto Lombardo di scienze e lettere. Rendiconti. Ser. 11, VoL 98.

Milauo 4895.

4896.



Memorie dclla R. Accademia di 8ci«oze, letiere od arti diModena. Ser.II.

Vol. 41. Modena 4895.

Sooietii Reale dl Napolf. Atti della R. Accad. dl archeolog., lottere e beNe
arti. Vol. 47 (4898—96). Rendiconlo delle tornate c dei lavori dell'

Accad. di archeolof^ia, lettere e belle arti. N. Anno 9 (4 895).

GiugD.-Diz. Anno 4 0 (4 896). Genn.-Giugn. — Rendicooto delle tor-p

nate e dei lavori dell' Accad. di scieoie morali e politiche. Addo S4
(4MS). Napoli 4895. 9«.

Atlie Memorie della R. Accademia di scienie, lottere ed arti io Padova.
N. S. Vol. 4 4. Padova 1895.

Annuario dei circolo matrniuii«o di Palermo. Anno 4 3. Palermo 1896.

Rendiconti dei Circolo matematico di Palermo. T. 4 0, Fase. 4—5. Palermo
4896.

Alti e Rendiconti dell* Accademia medico-chirargica di Perugia. Vol. 7,

Fase. Vol. 8, Faie. 4. 8. Perugia 1895. 96.

Annali della R. Scuola normati* siiperiore di Pisa. Vol. 48 (Fiiosofia e
Filnlof^ia, Vol. 11) Pisa 1890.

Alti doUa Societä Toscana di scienzo oaturali resideolc in Pisa. Memorie.
Vol. 44. Pisa 4898.

Proceesi verliali della Soeielk Toscana di soiense naturaü residente in Pisa.

Vol. 40, adunania dei Nov. 4898. Lugl. 4898.

Alti della R. Accademia dei Lincei. Memorie dclla Clas.se di scienze morali,

Storicho e filologiclie. I>er. V, P. 11. (Notizie degli scavi), Vol. 3,

Ottob.-Diz. 4895. Vol. 4, Gcnn.-Otlob. 4896. — Rendiconti. Ser. V.

Classe di scienie fisicbe, natematidie e natnrall. Vol. 4 (4895),

II. Sem., Fase. 4 4. 49. Vol. 5 (1898) p. Sem.]. Fase. 4— 12. II. Sem..
Fase. 1— 11. — Classe di scienze morali, storiche o fllologiche. Vol. k

(1895), Fase. 11. 19. Vol. 5 (1896), Faso. 4—40. — Rendiconlo dell'

adunansa solenne dei 7. Glugno 4888. Roma d. J.

Mittbeilnngen des Kais. Dentsoben Arebaeologiscben Instituts. ROmisebe
Abiheilung (Bollellino (ielT Imp. Istitulo Archeologico-Germanico.
Sezione Romana). Bd. 10, H. 3. 4. Bd. 41, H. 1—3. Roma 4 895. 96.

Minlsterio di Agricollura, Induslria e Comercio. — Statlstica delle biblio-
teclie. P. 2. Roma 1896.

Alti della R. Accademia dei Fisiocritici di Siena. Ser. IV. Vol. 6, Suppl. al

Pasc 19, P.8. Vol. 7, Fase. 9. 4 8. VoL8, Fase. 4—8. Processi verbali

delle adunanse 4885. No. 8. 4898, No. 4^4. Siena 4888. 98.

Atti della R. Accademia delle sciense dlTorino. Vol. 84, Disp. 4—48.
Torino 1895/96.

Memorie della R. Accademia delle scienze di Torino. Ser. II. T. 46. Torino
4898.

Osservasioni meteorologiobe Ceitte neir nnno 4896 all* Osservatorio della R.

Unlversitb di Torino. Torino 4898.

Atti dei R. Istitulo Veneto di sciense, lettere ed arti. Ser. VII. T. 8, Disp.

4—10. T. 7, Disp. 4.2. Veoexi a 4 895. 96.

Memorie dei R. Istituto Venoto di soiense, lettere ed arti. Vol. 85, No. 4—^7.

Venezia 1895/96.

Temi di promio prociamali dal R. Istitulo Veneto di sciense. lellere ed arti

nella solenne adunann dei 84. Maggie 4888. Venetia d. J.
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XIX

Luxemburg.

Poblicatinns de rinstitut R. Gnind-Ducal de Luxemboarg. Sectioo des
scieoces naturelles. T. S4. Luiembourg 1896.

Portugal.

I. Qbeervatorlo astronomleo de h fsb oa (Tapada). Observatloos mirldleD-

oes de la Mars pendanl l'opposiUon de 46f9. Lisbonoe 4895.

R u in ü n i e n.

Buletinui Sociel&^ii de sciin^c fizice (Fizica, Chimia si Mineralogia) din

Bucareäci-Romänia. Anul4,No. H. 12. Anul 5, No. 1— 14. Bucaresci
4898. 96.

#

Russland.

Observation» publikes par Tlnstitut m^teorologiquo ceolral de la Societe

des Sciences de FInlandc. Livr. 1. Observations meMorologiques
faites ä Helsingfors en 1894.95. Vol. 13.44. Helsingfors 4895. 96.

— Ohsorvalions m^t^orologiques publikes par l'InsUtut meMorologi-
(jue central. 1884— 1890. T. suppleni. Kuoplo 4896.

Ofversigt af Finska Veteoskabs-Societeteus Forhandlingar. 87 (4894—95).

Helabiglbn 4895.

Vetenakapliga Meddelanden afGeografiska Föreningen 1 Finland. 9 (4894/95).

3. (1896). Helsingfors.

Bnllelin de la Commlsaion g^logique de la Finlande. No.4—^5. üelsiagfora
4 895. 96.

Finiands üeologiska Ondersökning. karlbladcl il— ai, u. Beskrifning Uli

KaHbL «7-^4. Koopio 4895.

IMoioires de la Sociötö ßnno-ougrienne. IX. Schlegel, G., Die chinesitche
Inschrirt auf dem Uiguhschen Denkmale. Helsingfors 4898«

Universität K a z a n. 4 Dissertationen a. d. J. 4893/96.

Universitetskija Izvest^a. Godl5, No. 44.49. God 86, No. 4—48. Kiev
4895. 96.

Bulletin de la Societ8 Imper. des Maturalialas de Moscou. Annee 4895,

No. 8. 4. 4896, No. 4. 9. Iloacon d. J.

Memotres de rAcadömio Impt^rialc des scicnccs de St. -Pelcrsbourg.
Ser. VIII. Gl. pbys.-malh^m. Vol. 1, No. 9. Vol. t. 3. 4, No. 4. Gl.

hisl.-philol. Vol. 1, No. 1. 2. .st.-l'etorsbouri.' 1895. l>6.

Annaien d. pbysikaliscben Centrulubäcrvatoriuoi^, lierausg. von U. Wild.

Jahrg. 4894, Tb. 4. 9. St-Pelersburg 4898.

Cooiite |;(^ologique, St. Pf^tersbourg. Bullelins. T. 4 4, No. 6—9 et Suppl.
T. 4 5, No. 4—4. — Mömoires. Vol. 4 0, No. 4. Vol. 48, No. 8. Vol.
4 5, No. 2. St. Pötersbourg 1894—96.

Acta Horli Petropolilani. T. 14, Fasel. T. 15, Fase. 1. Petropoli 1895.96.

Scripta botanica Horti Universita Iis. Imp. Petropolitani. T. 4, Fase. 2. T.3,

Fase. 4.9. T. 8. Petropoli 4898. 96.

Tmdy S.-Peterbargskago Obsocstva estestvoysp>latelcj. — Travaux de la

Soci6t6 des naturalisles de St. Pötersbourß. T.21,2. Sect. de gäologio

et de miu6rulogie. T. 85, i. Sect. de Zoologie et de physiologie.

Protokoly. 4895, 8—8, 4896, 4—4. St. Pttersbourg 4895. 96«
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('lodiciiyi Akt Imp. Pelerburgsk. Universilela za S.Feb. 1896. S.Pelerburg.

Obozrdnie propodavaoija nauk v Imp. S.- Pcterburgsk. Universiiel« na
oseDne i veseone polugodie 4896/97. S. Pefcerburg 4896.

Zapitki iftorik<H])bilol«glSMl»go Fakoltela Imp. S. Patereborgtkago Oni-
voraltota. Gast 85. t6. 88—49. 8. Paterburg 1895. 98.

Viiantijskij vi-emennik {Bv^ayjirn XQoytxa], izdavaaoiyi piilHipb Akad.
nauk. T i. 3. Vyb. 4. S. Pelerburg 4 895. 96.

Curreapondeuzbiatl des Nalurforscber-Vereins zu Riga. Jabrg. 88. Riga

1895.

Beobachtnogeo des Tifltser Physikalischen Observatoriums i. J. IS94.

Beobachtungen der Temperatur des Erdbodens i. J. 1899. Tlflis
1888. 96.

Schweden und Norwegen.

Bergens Museum. Aarbog for 4894/95. Afliandlinger och Aarberetning.
Bergen 4 89ß.

SarSf G. 0. Au Accouut of Ihe cruslacea of Norway. Vol.t, p. 4. i. Bergen
4896.

Forhandlinger I VidenslKabs-Selskabet i Christian ia. Aar 4894. Ghristia-

nia 4894. 95.

Skrifter ud^ivne af Yidenskabsseiskubct i Clirisliania. Muth.-iia(ur\ id. Kl.

4894, No. 4—6. Hisl.-filos. Kl. 1894, No. 4— 5. Kristiania 4 894.

Jaiirbuch des Norwegiscben meleurologisciicu lusUlub für 4b92. Clu islia-

nia 4894.

Nyt Magazin for Naturvidenskabeme. Bind 84 (4. R. Bd. 8), H. S. Christia-

nia 4 893.

Acta Universitatis Lundensis. Luods UniversilcLs Ärs-Skrifl. T. 84. l. U.
Lund 4895.

Acta malhematica. Hsg. v. G. Mitlag-Leffler. 89, 4. t. Stockholm 4898.

Bihaog tili kongl. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar. Bd. 89. 84.

Stockholm 4 895. 96.

Kongl. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar. Ny Fdljd. Bd. 17.

Mockholm 4 895/96.

Meteorologiska Jakttagelser i Srerige ulg. af kongl. Svenska Veteoskaps-
Akademien. Bd. 88 (8er. II. Bd.49>. Jhrg. 4884. Stockholm 4895.

Öfversigt af Kongl. Vetenskapa-Akademlens Fdrhandlingar. Aarg.5f. (4895.)

Stockholm 4 896.

Entomologisk Tidskrift utg. af Kiitomologiska KOreningen i Stockholm. Arg.
46 (4 895;. Sluckbolm d. J.

Tromso llusenms Aarsberetning Cor 4898. Tromf o 4895. •

Troms0 Museums Aarshefler. 47. Tromso I89S.

Bulletin of the Geological Institution of the University of Upsala. Vol. t,

P.II, Nu. 4. Upsala 4 896.

Bulletin men.<;iiol de l'Observatoiro möteorologlque de rUoiversitö d'UpsaL
Vol. a? ^1895). Upsal 1895. 96.

Schweiz.

Argovia. .lahrosschrifl der Historischen Gesellschaft des Kantons Aargau.

Bd. 26. Aarau 4895. — Taschenbuch der historischen Gesellschaft

«las Kantons Aargau f. 4898,
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VerhandloDReo der Nakurforgcbenden Gesellsohaft in Basel. Bd. 10, H. 2. 3.

M.I4, H.t. Baselim.
Jahraaberi^dit der Naturforschenden Gesellschaft GraubUndens. N F. Jahr»

gang 39 (1 895/96) . C h u r 4 896. — EblH^ Btrnh, lieber die Waldreflte
des Averser Oberthaies. (Vortrag.

)

Index lectionum in univers. Friburgensi per mens. aest. 4896 et per mens,
hien. 48M/»7. Pribnrgi Ifohwt. DnlTeniM de Prlbonng. Aoto^-

riMa, professeors et ötudianls. Sem. d'6l^ 4 896. Sero. d. dlllT. 4898/97.
Savigny, Lev. v. Rectoralsrede. Fribourg 4 896, 96.

Collectanea Friburgensia. Fase. 4. 5. FViburiii Helv. 1895. 96.

Vierleljahrsscbrift d. Naturforschenden Gesellschaft in Zürich. Jahrg. 40,

U. 3. 4. Jahrg. 44, H. 4. i. Zürich 4895. 96.

S. JahrMberiehi der physikalischen GeieltsolMfl in Zllriob. D8lar»Zttriob

4885.

Serbien.

Srpsl[a kralj. Akademija. Glas. 49. 50. Godianjak. 8. (I89A). — Nekolike Na-
pomeno.— Spomenik. No. 25. 30. Poslovnik 4 895. Beograd 4895. 96«

Goryevi^, Viadan, Grcka 1 srpska prosveta. Beograd 4 896.

hwarac^ llarim, Odlomci o grofu G6rgn Brankovicu i Ärsenlju Craojeviöu.

Beograd 4898.

Nordamerika.

Anaaal Report of tbe Americon Hislcirieal AaaoelBtion for the yenr 4884.
Waahington 4898.

Transactions of the American Plulological Aaaooiation. Vol. 96 (4898). fio»

slon d. J.

Journal of the America Oriental Society. Vol. 47. New Häven 4896.

Builelin of llie Geological Society of America. Vol. 7. Rocbester 4 896.

El inatructor. Periödico cieotifioo y Uierario. Ano4i, No. 5,6. Aguasca-
Ilentei4898.

iobns Hopkios University arenlars. No. 488—497. Baltimore 4898. 98.

American Journal ofMathematics pure and applied. Puhl, under the auspices
of the Johns Hopkins Univeraity. Vol. 47, No. 4. Vol. 48, No. 4.8.

Baltimore 1895. 96.

American Journal of l'hiloiogy. Vol. 46, No. 2— 4. Ballimuie 1895.

Amerldn «shemtcal Jownal. VoL 47, No.8—4 O. Vol. 1 8, No.4—8. Baltimore
4896. 98.

iobm Hopkins UniversitySludies in bistorlcal and pulilical scicncc. Ser. XI,
14. 42. Sor. \III, 9—12. -Ser XIV, 1—7. Baltimore 4895.96.

Proceedings of the American .Vcademy of arts aodsciences. N.Ser. Vol. 99,

(Whole Ser. Vol. 80.] Boston 4895.

Boaton Jonrnal of natural history. Vol. 4. 9. 4, No. 2. Vol. 5, No. 2. 4.

Boeton 4884—4847.

Memoirs of the Boston Society of natoral history. Vol. 8, No 4.9. Boston
4 895.

Proeeedingsof the Boston Society of natural history. Vol.96, P. 4. Vol. 97,

p. 4—74. Boaton 1895. 96.



BnllttiB oftbe Museum of compBrativc Zoolopy, at Harvard College, Cam-
bridge, Mass. Vol. 47, No. 7. Vol.«, No. 4—6. Vol. 30, No. 1.

Cambridge, Mass. 4895. 96.

Annual Report of Ihe Gmtor of tbe MaseiiB of eompantive Zoology, at

Harvard Golleg«, Gambridgo, Mass., lor 1894/95. Cambridge, Maas.

4 895.

Harvard OrlenUl Series. Vol. 3. WairTm,H. C, Buddhism io Iraoslalions.

Cambridge, Mass. 1896.

Bulletin of the Chicago Academy sciences. Vol. No.S, Chicago 4g9ft.

Chicago Academy of scieoces. 88. Aonaal Report for I89i. Cblisago 1996.

TerrettriiI Magoetiam. Vol. 4, No. I. Chicago 4899.

Fteld Colomblan Mnaenm. Pablicalioos. No.8—48. Chicago 4895. 96.

Yerkei Obaervatory, ünivenifty of Chicago. Balletin. No.4. Chicago '4 896.

Tafta College Stadies. No.4. [College Hill] «895.

Jowa Geological Snnrey. Vol. 4. Des Moioes 1898.

The Journal of coinparatlve Neurology. Bd. by CL £. Hwtiek, Vol. 6, No.4.t.
Granville 1896.

The Proceediogs and Transaclions of the Nova Scotian Institute of|science.

Ser. Ii. Vol. 4 , P. 4. Vol. i, P. 4 . H a I i fa x 4895. 96.

Annual Report of the Director of the Michigan Mining Scbool« Hooghton
4895.

The Journal of Phy.sical Chcmistry. Vol. 4, No. 4. Ithaca 4898.

Tiie Kansas University Quarterly. Vol. 5, No. r I.n w rcnce 4896.

Dnivertity of Nebraska. Bulletin of the Aßrieullural Experiment Station of

Nebraska. Vol. 8, No. U. 45. Lincoln 4 896,

Pubiications of the Washburn Observatory of tbe üniversily uf Wisconsin.

Vol. 9, P. 4. t. Madison 4896.

Tranaactions of the Wiaoonain Academy ofacieocea, arts and letters. Vol. 49.

Madiaon 4879—94.

Transactions of the Meriden Scientific Associatloo. Vol. 7. Meriden 4898.

Boletin dal Institnto geolögioo de Mdxico. No. 9. Mteico 4898.

Memorias de la Son'odnd ciontiflcn »Antonio Alnle«. T. 8, Coad. 6—8.

T. 9, Cuad. 4—4 0. Mexico 4 895. 96.

AomlrM, Santiago, Dalos parn la liistoria del Colegio de Mioeria. Edicton
de la Sociedad Alzate. Mexico <894.

4 3. anuual Report of the Board of TruHlees of the pubiiu Museum of the

City of Milwaakee 1895. Milwaukee 4895.

Contribntlona from tbe Lick Observatory . [Monnt Hamilton]. No.5.
Sacramenlo 4895.

Report for tlic yoar 4 895/96, presentcd by the Board of Managers of the

Observatory of Yale Univeraity to tbe President and Feiiowa. (New
Häven o. J.)

Transactions of tbe Astronomical Observatory of Vale Linivorsity. Vol. 4,

P. 5. New Heven 4896.

Annale of tbe New York Academy of sciences. Vol. 8, N0.6-H8. Vol. 9,

No. 4—8. New York 4895. 96.

Memolrs of the New York Acedemy of sciences. 4. New York 4898.
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Transactions of the New York Academy of sciences. Vol. U. New York
1894/95.

Bulletin of the American Geographicai Society. Vol. %1, No. 4. Vol. 28,

No. i—B. New York 1895. 96.

Bulletin of the American Museum of natural history. Vol. 1, No. 4—8. Vol. 2,

No. 1—4. Vol. 8, No. 1. 2. Vol. 4—7. New York 1884 -95.

Ilemoirs of tbe American Museum of natural history. Vol. 1, P. 1. 2. New
York 1893. 95.
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SITZUNG VOM 13. JANUAR 4896.

Vorträge hielten

:

1 . Herr Ad. Mayer, o. M. : Vorlegung einer Abhandlung von Dr. Emil Naetsch

in Dresden: >Untersuchungen über die Reduction und Integralion von

PiCABi»*8elMii DIITerenttelgleichnogen«.

S. Herr H.Bivks, o. M., empfiehlt die Aafnabme der Abhandlung von
F. Hantdorff Uber »infinitesimale Abbildungen der Optik«.

3. Herr Dnide, ao. M.: »Ueber dio anomale elektrische Dispersion von
Flüssigkeiten«. (Siehe Abhandlungen.)

4. Herr Sofbu Lie, o. M.: »Die infinitesimalen Berührungslransformalionen

der Oplikc.

5. Herr Berm. Ambrona, ao. M.: > Ueber Farbenerscbeinnngen an den
Grenten farbloser Objecto im Mikroskop«.

E. Naetsch, Untersuchungen über die Reduction und Inte-

gration von Pi(:ard\scfu'n DiHereniicUgleichungen, (Vorgelegt von

UerrD Ad. Mayer, o. M.)

Die Lehre von den doppeltperiodischen Functionen zweiter

Art ist geschichtlich durch ihre Entstehung, wie auch sachlich

durch ihre Anwendungen aufs Kngste verwachsen mit der

Theorie einer gewissen Classe von homogenen linearen Ditre-

rentialgleichungen. Herr Ch. Hekmitb, dem die Analysis den

Begriff der doppeltperiodischen Function zweiter Art verdankt,

wurde auf denselben bekanntlich geftihrt, als er es unternahm,

die Lam^ sehe Differentialgleichung

(I) jr«[m(«H-l)i!r«8ii«io+ il)y,

in welcher m eine ganze Zahl ist, für beliebige Werthe der

Constanten .4 zu integriren*); es stellte sich heraus, dass die

vollständige Lösung dieser Differentialgleichung stets durch

doppeltperiodische Functionen zweiter Ai t oder doch durch ge-

wisse Abarten solcher Functionen dargestellt werden kann.

4) Hermite, Sur ({uelques applications de la thöorie des fonctions

elliptiques. Paris 4885.

Matk.-pbjt. ClMM. \mi. I
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2 R. Naetscr,

Wesentlich verallgemeinert wuriie dieses Ergehniss durch Herrn

PicvRD, welcher bald darauf zeigte, dass die angegebene

Eigenschaft allen homogenen linearen Differentialgleichungen

mit doppellpcriodisrhen Cocfficienten zukommt, deren allge-

ineino Lösungen den Charakter rationaler Functionen besitzen').

Die dieser Classe angehörigen DifferentialgltMchungen —
man pflegt sie kurzweg die PiCAKn'sehon Differentialgleichungen

zu nennen sind seitdem in einer Reihe von Arbeiten be-

handelt wor.icn, indem l)ald eine einzelne Differentialgleichung,

l)ald eine mehr oder weniger umfassende Selia ir solcher r.lei-

chungen herausgegriffen wurde, um hinsichtlich ihrer Eigen-

schaften und der Beschaffenheit ihrer Lösungen untersucht zu

werden. Ein Blick auf diese Arbeiten lehrt nun, dass sich die

Aufmerksamkeit der Mathematiker hierbei in erster Linie sol-

chen Differentialgleichungen zuwandte, welche, wie die oben

angeführte LAMft sehe Gleichung, die Eigenschaft besitzen, sich'

nicht zu andern, wenn — ir an Stelle von w substituirt wird.

Insbesondere sind von den Herren Hbrmite^), Ell^ot Gylt)6n

Picard^], Duboux^^), bi Spakkb^] eine Reihe von Differential-

gleichungen II. Ordnung betrachtet inrorden, welche mit der

LauA'sehen das genannte Merkmal gemein haben; aber audi

in den vereinzelten Untersuchungen, welche bisher Ober Diffe-

rentialgleichungen höherer Ordnung mit doppeltperiodischen

Goeffidenten vorliegen, spielen Gleichungen, denen die obige

Eigenschaft zukommt, eine wichtige Rolle

Die gegenwärtige Arbelt Ist nun In erster Linie dem
Problem gewidmet, die allgemeinste PiCAin'sche Differential-

gleichung II. Ordnung aufzustellen und vollständig zu Integrlren,

welche bei Aenderung des Vorzeichens der unabhängigen Va-
riablen In sich selbst tkbergeht; daneben aber werden einige

nilgemeinere auf doppcllperiodische Functionen zweiter Art und
auf Picard sehe Differentialgleichungen beztlgliche Fragen er-

4) Kyti.i l'n^HD, .Sur Ics i't|ua(iuns (lillrrentielles linöatres a coefti*

cienls doublement pt^riodiques. Grelle, uo. Band.

9) Grelle's Journal, 89. Band. S) Acta matbematica, II. Band.

4) Comptas rendus, t. 88, p. 864. 8) Cnmptes rendns, 1. 88, p. 74.

6) Comptcs rendus, l. 9'«, p. 464S. 7) Ada niatliematioa, III. Bnnd.
8* Vorgloicho insliosondero dio verdicnslvollo Arboit HAi.PHf n's: M(^-

iiioire Sur lu rc^diirlion des i ()iiHlions dillV^rcnlielles Iin6ttires aux forme«
iritiigrahles [Mi-moires des savanls CMrangcrs, 1. 28j.
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filDCCriON L-. IXTBGRATION VON PlCARD HCHEN DiPP.-GlBICHUNGBN. 3

örtert, zu deren Studium die Behaudlung dieses Problems Ad-

lass giebt.

Die erste dieser Fragen belriffl die Beziehungen, welche

zwischen zwei conjugirlen doppeltperiodischen Functionen

zweiter Art stattfinden, d. h. zwischen zwei doppeltperio-

dischen Functionen zweiter Art, die sicli nur durch das Vor-

zeichen der unabhängigen VerUnderlichen ir von einander

untersclieiden. Von besonderer Hedeiitung für diese Bezieh-

ungen erweist sich der bereits durch Herrn Ukrmitf') bemerkte

Umstand, dass zu je zwei solchen Functionen F[w) und F{— w)j

wenn dieselben nur die eine singulare Stelle iv = i
h" haben,

immer drei ganze rationale Functionen des Arguments sn^w ge-

hören, zwischen denen eine einfache identische Relation besteht.

Aus dieser Identität folgen wichtige Beziehungen zwischen den

Goefficienten Z.^ , . der Reihe

welche man durch Kniwickelung des Ausdrucks F{iK' t) nach

steigenden Potenzen von i erhiilt.

In zweiter Linie kommt die wichtige Frage in Helrachl, ob

es vorlheilhafter ist, eine dojipeltperiodische Function zweiter

An mit der einzigen singularen Stelle w = / A welche einer

vorgelegten PiCARn'schen DiffereniialgleichuDg tienüge leisten

soll, in der Produclform

oder in der Summenform

darzustellen. I^s ergiebl sieh das bemerkenswerthe Resultat,

dass, sobald die Coefficienten

4) Comptes rendaSr t 94, p. 477 soqa.
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4 E. Naktsch,

der entsprechenden Reihenentwickelung (2) bekannt aiDd, die

Berechnung der in der Prodactform enthaltenen Gonstanten

grössere algebraische Schwierigkeiten bietet, aladie Bestimmung

der in die Summenfonn eingehenden CSonatanten

Ferner wird noch gezeigt, dass man jede beliebige PicAin-

sehe Differentialgleichung durch Einführung einer neuen unbe-

kannten Function auf eine gewisse Normalform bringen, d. h.

auf eine apdre PicAan^ache Differentialgleiehung yon derselben

Ordnung und mit denselben singulflren Stellen smUckfOhren

kann, welehe so beschaffen ist, dass ihre ToUsUUidige Losung

nur eine singulare Stelle besitst und ftlr keinen endlichen

Werth der unabhängigen Veränderlichen versehwindet

Dann wird unter Benutsung der gewonnenen Ergebnisse

die allgemeine Form Jeder PiCAan'sehen Differentialgleichung

sweiter Ordnung, welche sieh durch Vertausdhung von w mit
— u) nicht ttndert, festgestellt. Im Anschluss hieran zeigen wir,

wie sich derartige Differentialgleichungen durch Einfnhrang

einer neuen unbekannten Function in einander überfuhren

lassen, und wie sich die ZurUoklBhrung einer solchen Gleichung

auf die Normalform gestaltet. Den Eigenschaften der auf die

Normalform gebrachten Differentialgleichungen wird hierauf

eine nähere Betrachtung gewidmet.

Dabei findet insbesondere der Fall eingehende Würdigung,

wo die betrachtete Differentialgleichung nur die vier singuläreu

Stellen

tt; = iÄ'', u; = 0, w=^K, w^K-^-iK'

besitst; in diesem Falle ist dieselbe identisch mit der Gleichung,

welche Herr bb Sparrb in seiner oben genannten Arbeit be-

handelt hat, und welche ihrerseits alle in den ttbrigen vorhin

citirten Abhandlungen betrachteten Differentialgleichungen als

spedelle FSlle umfasst.

Zum Schluss wird ein auf den vorangehenden Bntwiekel-

ungen beruhendes Verfahren sur vollständigen Integration der

auf die Normalform gebrachten DifferentlalgleicfauBgen enge-
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RkDCCTIOKf U. IhTEGRATION VON PlCAftD SCBBN DiFF.-GlBICHUNGBN. 5

geben und an einigen einfachen Beispielen crlüutert. — Dieses

Verfahren iiisst sich übrigens — mulatis niutandis — auf alle

rK ARD'schen Differentialgleichungen zweiter Ordnung anwen-
den, welche die Normalform besitzen.

Bei der vollständigen Integration der in Rede stehenden

Differentialgleichungen setzen wir voraus, dass die vollstjindige

Lösung die Form
A • F{iv) B h\ {w)

erhalten kaon, wobei F(iv) und F^(w] doppeltperiodische

FanoUoaen sweiter Art sind; der Ausnahmefall, in welchem
diese Annahme nicht sulriffl, bleibl ausser Betracht.

l>arstellai^»niCB «Bipolarer «luppeltperioiUseber FincUvaea

sweiter Art.

Wenn für eine eindeutige analytischeFunction i2(i<;), welche

Im Endlichen nur ansserwesentlioh singulare Stellen besittt,

also ^ wie man sn sagen pflegt — den Ciharakter einer ratio-

nalen Function hat^ swei Functionalglelchnngen von der Form

A) (u? 4- 2 A) = 1/ . {w)
,

n{w 4- 2 1 A') = \ H [w)

Stattfinden, in denen A'und K' die in der Tbe|orie der elliptischen

Functionen übliche Bedeutung haben'), wShrend M und N
irgendwelche eonstante Grossen sind, so wird bekanntlich R{w)

eine doppdtperiodiicke Fimetim %u)eiier Art genannt; die Grossen

tK und %%£' beseichnet man als die Ferhäen, die Gonstanten

Jf und als die denselben entsprechenden MuUipUcaioreny die

Gleiehnngen (4) als die Fmodwitätsgleickungen dieser Function.

Hat man insbesondere

SO ist Hiw eine gewöhnliche doppeltperiodische Function, oder

wie man der Unterscheidung halber sagt, eine äoppellperioäisdie

tunclion erster Art,

r BetrefTs der in der Theorie der elliptischen Functionen vorkom-

meoden Argumente, Perioden, Moduln, Functionalzeicben u. s. w. schliossen

wirUM dorehweg der too Herrn KiAvei in teinem kttniieh erschleDeneD

Werke »Theorie der doppeltperiodiscbeii Fimctlonen einer verknderlichen

GMiee« [Lei|»Eig, 4SS5] «doptlrteo Beseiehnnogeweise an.
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6 £• NAKT8CII,

Anmerkung. — Hüufig cinjiliehll es sieb, den Bogriff der

doppellperiodischen Function erster Art etwas allgemeiner zu

fassen, indem man ihn auf alle diejenigen eindeutigen analy-

tischen Functionen ausdehnt, für welche zwei Periodicitats-

gleichungen T bestehen, in denen .V* = A* = \ ist. Die unter

diesen erweiterten Begriff fallenden FunctioDen scbeideo sich

dann in vier Kalegorien; und zwar wird

fttr die Functionen der T Kategorie: R[w -^-^K) ^ + R{w)
,

«(«'H-«fA")=H-ß(M');
» • • > »2. » H{ic 4- 2Ä) = — n(u

) ,

/?(/r + 2/A')=

» » 9 » 4. » h\u' -^^h) = H(tv)

,

In der Folge sollen jedoch, wo nicht ausdrücklich Anderes fest-

gesetzt wird, unter doppellperiodischen Functionen erster Art

immer solche der ersten Kaleuorie verstanilen werden.

Als die alliiemeinste doppeltperiodische Function zweiler

Art iLann der Ausdruck

angesehen werden, in welchem a , ... c beliebige

constante Grössen sind; das Argument v bangt mit iv durch die

bekannte Relation

lusammen. — Wenn insbesondere

c- = 0
,

ti, H 1- ti^ = (/j H \rf*n

ist, so wird H[w) eine doppellperiodisohe Function erster An,
und umgekehrt Itfsst sich jede doppeltperiodische Function erster

Art durch einen Ausdruck R(u:) von der obigen Form darstellen,

fUr welchen diese beiden Bedingungen erfollt sind. — Ist ftlr

4 t .\ls die ciiifiichsten diesen vifr Kalegorion anpcliurcndcn Func-

tionen kunncMi wir bez. dio vier Ausdrücke aü*w, snWf cou?, dow an-

sehen.
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BlOCCTION U. InTIUIATION PiCAKO'SGHBN DlPr.-GLBICBONGBIf. 7

einen vorgelrgten Ausdruck li[H'] nur (iie zwritr Bedingung

erfüllt, so gehört der besonderen Classe von doppeltperio-

discben Functionen zweiler Art an, auf welche sich die von

Herrn Mittag- Leffler in den Comptes rendus, L 90, p. 177 ge-

machte Mittheiiung bezieht.

Bei den folgenden Untersuchungen werden fast ausschlie5-s-

lieh solche doppeltperiodische Functionen zweiter Art in Re-

Iracht kommen, welche die einzige singulare Stelle ir = iK'

besatEen^). Jede derartige Function F{w) kann nach dem oben

Bemerkten in der Form

geschrieben werden; sie Iflsst sich aber im Allgemeinen, d. h.

wenn + <>t+ * * * + =t= ^ sweiten Form

v31

schreiben, an deren Stelle auch die für manche Zwecke be-

<|uciuere Darblellung

treten kann.

Wie man sieht, enthalt die allgemeinste dopjM'il periodische

Function zweiter Art. welche im Punkte ic = ih' von <l»'r m*'"

Ordnung unendlich gross wird, für jeden andern endlichen

WfTih von ir aber endlich bleibt, von eineuj unwesentlichen

Factor abgesehen, m -j- I willkarlicbe Constanten; bei der Dar-

stellung (2) sind dies die Grössen u^,
, . .

. ,
c, bei der

Darstellung (3) hingegen die Grössen .(,, .1,, a, v\

im ersten Falle ist hierbei der Umstand von Bedeutung, dass die

Constanten a,, a,, ctj^ in völlig symmetrischer Weise auf-

treten.

Die Form {%) — die sogenannte Productdarstellmg unserer

Ponction P(w) ^ bat vor der Form (3) — der sogenannten

1) In der Fulgo werden ^ir gelegcnllich Kunctionen, welche nur
eine siogolttie Stelle beben, kursveg als unipolare Functionen bezeichnen.
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8 b. NABfSCH,

SummendarStellung — den wesentlichen Vorzug, dass sie gültig

bleibt, auch wenn F[tv] eine Function der oben erwähnten
Mittag- LEFFLBi'schen Classe, oder eioe doppeltperiodiscbe

Function erster Art ist ; man hat nur im ersten Falle die Be-
dingung a, + a,+ • • • -f- = 0 einzuführen und im zweiten

Falle ausserdem noch c = 0 zu setsen. Die Darstellung 3) hin-

gegen wird beidemal unmöglich; um einen Ersatz für dieselbe

XU schaffen, muss man in beiden Fallen an Stelle des Quotienten

Bei einer vergleiehenden Würdigung der beiden Dar-

stellungsformen unserer Function F(w) muss noch ein anderer

Gesichtspunkt in Betracht gezogen werden.

Das Interesse, welches die Anahsis an den doppeltperio-

dischen Functionen zweiter Art nimmt, l)eruht in erster Linie

auf dem l'mstande, dass sich mil ihrer Hülfe die bekannten

PicARD Schen Differentialgleichungen inlegrireii lassen. Hat man
nun etwa festgestellt, dass einer vorgelegten derartigen Diffe-

rentialgleichung durch eine Function H{u \ von der obigen Be-

schaffenheit Gentige geleistet wird, so ist zur Ermittelung der-

selben erforderlich, dass man entweder die Grössen ... a^, c

oder die Grössen /I,, ... a, c berechnet, je nachdem die

gesuchte Function in der Form (2) oder in der Form [•l darj^e-

stellt werden soll. Von diesen beiden Aufgaben ist nun, wie
wir später ausführlich zeigen werden, die erste mit grösseren

Schwierigkeiten verbunden als die zweite. Sobald es sich also

darum handelt, eine vorgelegte ARn'sche Differentialgleichung

wirklich zu inlegriren, d. h. die Werthe der in ihren Lösungen

enllialtenen Constanten zu berechnen, ist es vortheilhaft, diese

Losungen in Summenform zu bringen. Bei allgemeinen Unter-

suchungen Uber derartige Differentialgleichungen, wie etwa bei

Reduction derselben auf kanonische Formen, oder bei Ermittelung

allgemeiner Eigenschallen ihrer Lösungen, empfiehlt es sich da-

gegen, die letzteren in Troductform vorauszusetzen. Zu Gunsten
der Productdarstellung spricht, abgesehen von ihrer übersieht^

liehen symmetrischen Form, insbesondere der Umstand, dass

sie die Nullstellen der Function /' (u), d. h. die Werthe von ir,

fdr welche die letztere verschwindet, unmittelbar ersichtlich

macht.

den Ausdruck einfuhren.
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Mit der soeben berührten Frage verwandt ist die Aufgabe,

dne Function F[iv], welche in Productform gegeben ist, in

Summenform darzustellen, und urngekehrt, eine Aufgabe, welche

wir offenbar folgendermassen formuliren können: Es sollen

unter der Voraussetzung, dass die beiden Ausdrtlcke (2 1 und 3]

eine und dieselbe Function F{w) darstellen, die Constanten

... ^m-i^ durch die GoDStanten ... a,„, c ausge-

druckt werden, und umgekehrt.

Bei allen diesen auf die Darstellungsfornu n unserer Function

F bezüglichen Problemen, welche in i:J 6 eingehender behan-

delt werden sollen, spielen die Entwickelungen der Ausdrücke

Ii) und (3) nach steigenden Potenzen von iv — i A ' eine wichtige

Rolle. Die Coefficienten dieser Entwickelungen nehmen nun

eine besonders einfache Gestalt an, wenn wir an Stelle von

^'mf ^ von A^j Af„_^ . (i, c andere Gonstanteu

einftthreD, indem wir die Ausdrücke (2) und (3) bez. in der Form

schreiben. Diese Form soll von jetzt an beibehalten werden.

Die Quelle ihrer Vorzüge ist in den beiden folgenden Thatsachen

so snohen: Erstens enthalten die Entwickelungen der Ausdrucke

i3')

nach steigenden Potensen von w— iK* = 4 keine Glieder mit

bei. mit und sweltens sind die GoelBcienten dieser Ent-

wickelungen in besonders einfacher Weise von den elliptischen

Functionen der Argumente a»^ ss 8 AT* , . .
. , ciIqis S IT * «^„1 , bes.

desArguments ta ss %K' v abhttngig. Aus dem ersteren Umstände
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folgt insbesondere, dass m der Entwickelung '\es Ausdrucks

welche, von einem constanten Faclor abgesehen,

(-J-f'c + /-.' +v + /-.'' + •••)

geschrieben werden kann, der crsle Goefticienl den Werth /.

besitzt.

§2.

Dantelluig genlor doppeltpeii«iiteher Fmetitien erster Art*)

Es sei 0{w) eine doppeltperiodische Function erster Art

mit der einzigen singutären Steile w = / A'. Dann kann, wie
in § i bereits angedeutet wurde, 0 (r) erstens in der Form

^,(i; + a,)-...'>«tt'-|-aj

zweitens aber auch in der Form

r/t >

MI

dargestellt werden; ini ersten Falle hat man

-4- «i H 1- "m = 0
,

während im zweiten F;ille die (nössen .1,, 1., ^„l_«, Af^^

keiner Beschränkung unterworfen sind. Die allgemeinste dop-

peitperiodiscbe Function erster Art, die im PunJLte ti; » lA' von

der 7/(^" Ordnung unendlich gross wird, für jeden andern end-

lichen Werth von w aber endlich bleibt, enthalt also, von

einem unwesentlichen Factor abgesehen , m — I wiliJLttrliche

Gonstanten.

Die Darstellung \%) können wir nun in beachtenswerther

Weise umformen, wenn wir von der beltannten Relation

dw i^^(v) 2A ^,

1} BelreHä der foigemleu LulwickeluDgen veri^leiclie kRAUSK, Üoppelt-

periodisebe FanctioneD, § BS.
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Gebrauch machen; dann ergiebt sich nünilich

— I SU*«; 4-
j

sn^it-+ ... 4- sn'icH-
,

wobei B|, B,, . .
. , -fffn.!, i^jM wiederum GoDstanten sind, deren

Werihe keiner Beschränkung unterliegen. Nun hat aber be-

kanntlich jeder gerade DifferentialquoUent von 8n*w die Form
G(8D*tt?), jeder ungerade Differentialquotieni hingegen die Form
snu; cnto dnttf • H[sii?iv\ wobei G und H ganie rationale Func-

tionen von sn*u7 bedeuten; wir ktfnnen daher 0(w) auch in die

Form

(3) ^, (sn* IL + sn M? cn w dn w . ö, (sn* «•)

bringen, wobei dann und (l^ ganze rationale Functionen von

sn*>/^ sind. — In der Folge wird uns besonders der Fall inter-

essireo, wo (D[w) eine gerade Function von wo also

0(— w) = a>(tt)

ist Wie man sich leicht überzeugt, tritt dieser Fall dann und
nur dann ein , wenn in dem Ausdruck (3) die ganze rationale

Fooetion G^(Bf^w) identisch verschwindet; wir erhalten also den

Lahmte. Jede gerade doppellperiodisehe Fimctum erster Art

mit der einzigen singulären Stelle w» tA' ist als ganze rationale

Function van sn*«; darstellbar,

£s sei femer V{tc) eine beliebige doppeltperiodische Func-
tion erster Art. Nach dem im vorigen Paragraphen Bemerkten

tonnen wir

seilen, wobei
/'i, ...

, 0„^ Consiunlen sind, zwischen

denen die Beziehung

«I + «t H h ('m = -f '^1 H h /^m

staufinden muss. Setzen wir daher

«I + «, H H = » '^ + ''i H f- /'wi = ß I

so können wir

schreiben , also die Function ^ (w) als Quotienten der beiden

Ausdrücke
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12 E. Nabtscb,

darstellen. Diese aber sind ihrerseits doppeltperiodische Func-
tionen erster Art mit der einzigen singularen Stelle w = l A";

wir können sie daher beide in die Form (3) bringen und sind

mithin berechtigt,

.
G^ (sn* w) -f- snw eaw dnto (sn* w)

zu satten, wobei G«, 7/^, ganie rationale Fanctionen von
8D*io bedeuten. Die Form dieses AusdmciLs kdnnen wir aber

noch vereinfachen, indem wirZShler und Nenner desseiben mit

(sn* w) — sn ?/• cn iv dnw • H^{&n*w)

muitiplieiren und von der Reiation

an*«? cn'tü dn'w = an*«? — [4 -|- 8n*to -|- k*sik*w

Gebrauch inachen. Wir erkennen dann, dass sich 'F(a^) in die Form

(4) (sn* u;) + sn u; cnu; dnt^; • ü,(8n* w)

bringen Ittsst, wobei R^ und rationale Fanctionen von an*«?

sind *). — Damit der AnsdnielL (4) eine ^ade Function von w
wirdy ist, wie sieh ebne Schwierigkeit seigen llsst, nothwendig

and hinreichend, dass Rg(sn*ti?) identisch verschwindet; oder

also wir erhalten den

Lahnate. Jede gerade doppeUperiodiiche ^mt^on ersier Art

voH'w kann als ratiimale FimcHon wm sn*io dargesteUt werden,

§3.

Conju^irte doppelt periodische Functionen zweiter Art mit der ein-

zigen singnlärea Stelle w = iK Die PolynoMe //(x), JJ^ nnd //, (xj

;

Eiseaseiuifl«B 4enie1%en.*)

Es sei nun F(u') irgend eine doppeltperiodische Function

zweiter Art, die im Punkt tv = ih' von der m^^^ Ordnung un-

endlich gross wird, für jeden andern endlichen Werth von w
dagegen endlich bleibt. Dann ist der Ausdruck

I) Die obige Ableitung dieses beJEannten Resultats ist dem citirten

Werk des Herro Kiausi eolnommen. Vergl. daselbst § 81. — Siehe aueb
Halph^w, Trait6 des fonctions elliptiques I, p. SfS—t45.

i) Der den folgenden Entwickelungen zu Hninde liegende Gedanice

rührt von Herrn Ukmiite ber [C. r., t. 94, p. 477—480].
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F(- w)

,

den wir von jetzt an immer durch F^ iw) bezeichnen wollen,

offenbar ebenfalls eine doppeltperiodische Function zweiter Art

Biit der einiigeD m^iaoheD singalaren Stelle wssiK'; und wenn

F(w 4- a JT) » Jf . f»
,

F(m; -f 2 1 Ä") = . F{w)

ist, so wird

P,[w + 2A0 = 1 . (w]
,

P,[w -h 2ir) = ^'F,{w];

die Muliiplicatoren derFunotion F^{w) sind also gleich den reci-

prokenWerthen der entsprechenden HultiplicatorenderFunction
F{w].

Wir werden {w) in der Folge die »u F[w) conjugirU Func-

tion nennen und allgemein swei doppeltperiodisehe Functionen

zweiter Art, die sidi nur durch das Voneiohen der Variablen

von einander unterscheiden, als swei conjugirte doppeltperiodiiche

Pünctionen sumter Art beielcfanen.

Da der Punkt w = iK' eine ausserwesentlioh singuMre

Stdle unserer beiden Functionen F(w] und F, (w) ist, mflssen

sich beide nach steigenden Potensen von w— iK'= e entwickeln

lassen; swlschen den beiden hierbei erhaltenen Reihen besteht

aber ein einfacher Zusammenhang.
Wir können jedenfalls

(I \»»

setsen; und hierbei sind I, , . . . oonstante GoefBcienten,

mit denen wir uns noch viel su besohnftlgen haben werden,

wihrend i4 ein fBr unsere Zwecke bedeutungsloser, ebenfalls

eoastanter Factor ist. Nun hat man offenbar

F,(ir+e)=F,Hir+e+«i'r)=l F,(- 1r-h e)=1 1),

und hieraus folgt, weil infolge (1)

wird,

F.lir+ e) = 4
)»»A . Jl

j'"
{4 - X. . 4- ^«- X,«» =b • . .).
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14 E. Nabtsch,

Wir wollen, um dieses Ergebniss in OberaicbtHcher Form aus-

sprechen SU können, die Constante i'^^i*^ ^ abkttrsend durch

und die beiden unendlichen Reihen

(j
vm

I
t \m-\

,) 0 +/-.*' + /-.*' + •••), (-) {/.,+/.,€' + •••}

bes. durch ^, und .S^ bezeichnen. Dann können wir sagen;

Sind F{w) und (f/;) zwei cnnjngirte doppeltperiodische

Functionen zweiter Art mU der einzigen snigtilüren Stelle w= l Ä",

so ivird

(8) F(i A" + «)= i4 . [S,+ S.l ,
P,{iK-+ t)= B. [S,- S,] ,

wobei S, und S, unendliche Jtetftcn von der Pom»

(3) S,=(|)"li+'-.^'+VM- - ), «.=({)""'{i,+V'+ -)

bedeuten, während A und R constante Factoren sind.

Wir wollen nunmehr die drei Ausdrücke

0(u}) F{w) ' {w)
,

(w) SB f {w) . Fi {w)
,

W^{w) = F{w) . F;{w) — F'{uy) • F, fw)

bilden, und das Verhalten dersell)en untersuclien.

ZunJichst ist klar, dass alle drei Ausdrücke gerade Func-

tionen von w sind| denn wir haben nach Annahme

F.H = F(- w)
,

und infolgedessen

hieraus aber folgt, dass

iD{w] = F(*r) . F(- jr)
, </>, {iv) = — F'(/^') • F'(^ w)

,

ai,(<^) s= — F(m>) . F'(- /r) - F'(w) ' F(—
,

also

ö>(— «») = 0{w)
, Ö>,(— lo) = 0^ {«') ,

d>,(— fr) = Ö»,(m')

isl. -— Ferner sind unsere drei Ausdrücke d()j)peltperiodische

Functionen erster Art; denn veriTiiiLio der oben liini^eschriebenen

Periodicitaisgleichungen der l)ei(it ii Functionen F u') UDdF|(M'),

aus denen durch Differentiiiliun noch die weiteren
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r {w+ « K) = M r [w] , r («' + 2 1 Ä") = iv .
/s" (u;)

,

falg^D, wird

<7>(<t' 4- 2 A = miw) , aUw + 2 / Ä') = 0
,

rZ>, + 2 A) = (/>, (//•)
, 0^, (a; 4- 2 1 A"; = </>,(«/;)

,

a>,(M7+ 2 Ä) = a).{tt;)
, + «iJST') = <D,(tt;)

.

Endlich können diese drei Functionen keine andere singulare

Stelle als den Punkt //• = ih' besitzen; und zwar llberzeugt

man sich leicht, dass in diesem Punkte 0{tr) von der 2m-ten,

<Z*,(fr) von der 2w + 2-ten, und <J\{tv) im Allgemeinen von der

2m-ten Ordnung unendlich gross wird.

Aus dem Vorstebeoden folgt nach §2, dasasich (I){w),

and <Z>,(u;) aU game rationale Functionen von sn* w darstellen

lassen mOasen; und zwar werden diese Functionen im Allge-

meinen bez. vom Grade m, m 4- 4 und m aein. Wir aind infolge-

dessen berechtigt,

0iw) ^AB' {(A«sn* ?r)*"4- a^'{kHn*llf' + • (A« sn« lü)»-*

-\ h «m} >

0,{io)^AB' {«!•(*• an««?)"»*' -h • (it«an« (A^an«»)"»-*

H Hym}

lu setzen; die besoncb ren Vorlhrile der gewHhllon Conslanten-

bezeichnung werden sich sogleich herausstellen. Schreiben wir

niso, wie von jetzt an immer geschehen- soll, u- an Stelle von

sn' w. und setzen

j
n{x)^ (ilf*aß)"»-t- «4 + «,.(**Jc)*»-*-| hörn ,

so erhalten wir die Beatehnngen

(5) (l>[w] ^ Ali n (sn» //) ,
</>, [ir] =^ ÄB 'U^ (sn* ttj

,

0^(u>)^^AB-n^(va:'w).
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Wir suchen nunmehr die Coefficienten y der drei

Polynome iT(x], TI^{x]j ^»('^'l *u ermitteln.

Zu diesem Zwecke macheD wir von den Entwickelungen

unserer drei Functionen 0{ic], 0^{w), <P, nach Potenxen

von w — I A ' = £ Gebrauch. Infolge der Relationen (2) ergiebi

sich offenbar

wir erhalten also die Gleichungen

'"in'J +^.(sn'J +-+/»<-.= «.''-^V.

Diese aber setzen uns in den Stand, die gesuchten Grössen

a , (iy y ganz und rational dureb die Coefficienten L^, L^^

der Reihencntwickelttng (1 darzustellen.

In der Thal, wenn wir beide Seiten der Relationen (6) nach

Potenzen von f entwickeln^ so ergeben sich links Reihen, deren

Coefßoienten die Grössen a, resp. die ß oder die / linear ent-

halten und ansserdem nar von den— als bekannt aniusehenden
— Coefficienten s«, . . . . der ReihenentwickeluDg

^ = (^)V +».*•+».«*+ «.«•+• • • •}

abhängen, wahrend wir auf den rechten Seiten vermöge der

Formeln (3) Reihen erhalten , deren Coefficienten sich ganz und

rational aus L^,
, ,— zusammensetzen. Setien wir daher

die Coefficienten gleicher Potenzen von a auf beiden Seiten ein-

ander gleich^ so entstehen drei Systeme von linearen Gleich-

ungen, aus denen sich a,, ...,«,„; z^^, .. . ßfn^^ ; . . /,„ be-

stimmen lassen ; und zwar sind die für diese Grössen erhaltenen

Werthe ganze rationale Functionen von L^y L^y , ....

Wir haben demnach den folgenden
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Lehrsatz. Sind F{w) und I'\ [w] zirei rinijutjuie doppelt-

pffiodische Functionen ziceder Art mit der einzigen smyuiären

Stelle w = iÄ", so sind die drei Ausdrücke

P(w) . F, (tt?) ,
P'(w) • Pl{w) ,

F{w) . Fi(w) — F'{w) - (w) »)

als ganze rationale Functionen von su* w darstellbar^ indem

F(w) . F^(w) ^AB' {{k* »n* «i (A* »n* w)'»"' H h «m} i

r{tr).F;(w) ==i4J.{m»(A«sn«wr+«+ft(*«8ii««;)'"H h/»m+i} >

fK . F;(tt;) — P'iw) . (jtO = 9iAB- [y,{/i* sn» t^)"»

gesetzt werden kann; die Coefßeienten a^t,,,afn, . . . //m^i

,

. . . /ui dieser ganzen rationalen Functionen (d>er lassen sich

gan% und rational durch die Coefficienten /j, L^, ... der

Beihenentwidielung

otisdruc^eTt.

Betreffs der Form dieser AusdrQeke aber können wir auf

Grand der Relationen (6) ohne Schwierigkeit noch Folgendes

feststellen:

Die a, fi und y ergeben sich als Summen von Gliedern,

welche sUmmtlich die Form

besitzen, wobei die C ausschliesslich von ^, • abhangen;

dabei treten in den für die a und ß erhaltenen Ausdrucken nur

Glieder auf, fOr welche i+ A: eine gerade, in den ftlr die y er-

haltenen nur Glieder, ftlr welche t+ ^ eine ungerade Zahl ist;

ferner emhult der Ausdruck von a/^ sowie der von ßn nur
Glieder, in denen i+ der Ausdruck von hingegen

nur solche Glieder, in denen <+ ^ SA+ 4 ist — Hieraus

folgt flbrigens, dass derAusdruck fOr in Besug auf die Grossen

^1» • • • ^A4>i homogen wird.

Die letztere Bemerkung ermöglicht uns nun auch, su ent-

scheiden, ob und wann sich der Grad des Polynoms /7,(sr-), der,

wie wir oben bemerkten, im Allgemeinen gleich m ist, ernied-

I) Den Ausdruck F(tv) • F^w)— F'(w) • Ft(io) oenueo wir gelegentlich

die DHtminanle der beiden eonjugirteo Funclioneu F{ui) und F^iw).
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18 E. Naetsch,

rigen kann. Wie man sofort siebt, tritt dieser Fall dann und
nur dann ein, wenn von den Grdssen L^

,
A,, Aj, ... die ersten

gleicli Null sind; und iwar gilt der

Lehrsati. £s seien F{w) und F^ {w) awei conjugirte doppelt

periodische Functionen zweiter Art mit der einzigen m-fachen nn-
giuUiren Stelle w« r A", und es mögen m der Reiheneniwiekehmg

(I \m

die Coefßcienten

^11^» ^> • • • » ^t*-i

den Werth Null besitzen^ icährend der Coef/icient L^^^ von Null

vemchiedeti aei; dann uird der Ausdruck

F{w] . F;{w) — F'{w) . F,(w)

eine ganze rationale Function ton sn* a-, deren (irad gleich m — h

ist.

§*.

Meatisebe Belattta swieehea des drei Polyaeaiea lT{x), n^[x), n^ix).

Zwischen den im vorig(!n Paragraphen eingeftlhrlen drei

Polynomen 11 (./), //,(r' und If^i-r) besteht eine ein fnche Relation,

mil der wir uns im Folgenden beschäftigen wollen.

Zwischen je zwei Functionen F'^w) und F^ [w] findet oflTenbar

immer identisch die Beziehung

(ff; -4- F'F,)«= (ff; — f'fj» + 4 FF, . r f;

statt, welche wir, wenn

F{w) P,{w)= a>M ,
F'(it') Fiiw) = 0, [iv)

,

F{w] Fl{w) — F'{w) (w) = (D^{w)

gesetzt wird,

schreiben ktfnnen. Wenn nun unter F[w) und F^{w) die l)eiden

in § 3 betrachteten conjugirten doppeltperiodischen Functionen

sweiter Art verstanden nnd auch sonst alle daselbst einge-

führten Bezeichnungen beibehalten werden, so haben wir
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also

0'[u) s= iAB . &aw cn w düw n'{x)

nnd infolgedessen

0'{wy = 4 {A B)* ' x(A — £c) (1 — **a?) • n'{x)*
;

aus der obigen Beziehung folgt also unter den gegenwärtigen

Voraussetzungen die Relation

1«) x{i — a?)(4 — A*a?) . JI'(x)» = JI,(a;)« 4- n(x) • JI,(a;)

,

welche nunmehr ebenso fQr jeden beliebigen Werth von x gelten

DIU8,wie die vorige fttrjeden beliebigen Werthvonw richtig war.

Bs gUi mithin der

Lehnati. Wenn F{w) und [w) zwei conjugirte doppeU"

penocftscAe Amdämen Mweiter Art mit der einzigen m-fachen
m^idaren SteUe w iJT sind, 9o hestM xwisdten den drei durth

4k Formeln

¥\w^ t\ [w] = AB' TIfsn* w)
,

F'{w) F;{w] = AB n, (sn* w)
,

F(w)Pl(w)— F*{w)F^{w) ^^AB • il,(8n*w)

iefnirten Polynomen

Wx]= + (AVrr-« + a^lÄ V)'»-* -\ h «m »

n,{x)= n(*'irr 4- y, (*«xr-« h- (*«a:r"'+ • "hrm
idt^ntisch, (l. h. für jeden bdiclngen Werth der unabhängigen Ver-

änderlichen £c, die Gleichung

{i
)

x(4 — aß){4 — Ä«fic) . n'(x)*= /I, (af + JI(.x) • il, («)
.

»)

Nnn lautet die Gleichung (1), ausftthriieb geschrieben,

{iijt» — (1 + Ä«) X* -f- j-} A*{/«

+ (m - 4)a.(Ä*a;r-* + • • +

{(k*xf'-\-a,{k*x]"*''-\ \-a^}{m*{k^x)"'^'-^(i^{k*x)"'

-f •-• + ßn^^,) ;

4) Die Identilat [4] hal Herr Hlkmite in den Comptes rendus, t. 94,

p. 477—480, abgeleitet; seine Voraassetxungen waren dabei Ubrtfseos

speeieller, als die dem obigen Satze zu Grunde liegenden, indem er von

vornherein unter F(w) und F^{u>) Lösungen einer LAM^.'schea DlfferenMal-

sleiHmn^^ verstand; die ganze rationale Function II^{x) reducirt Sicb dann,
wie wir spater sehen werden, auf ihr Absolutijlied y^»
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wir können ihr eine einfachere Geslalt geben, wenn wir au

Stelle von x das Argument

y = A*a*

eiofahren; sie erhult dann die Form

Hei der vollslilnilii;en Integration von Üitlerüntiaigleich-

ungen, denen durch doppeltperiodische Functionen zweiter Art

mit der einzigen ///-fachen singulflren Stelle w = < A' Genüge

geleistet wird, ist der Umstand von Bedeutung, dass zwischen

den Goefficienlen der Potenzreihe

(3) F(iÄ'+ = A • + 6 + 4- . .

.} ,

die uian durch Kntwickelung einer solchen Function F{fv) nach

steigenden Potenzen von ir — /A" = £ erhUlt, gewisse alge-

braische Ik lat innen stattfinden. In der That, unter diesen Coef-

ficienten können ja, da die allgemeinste derartige Function, w ie

wir in § 1 bemerkt haben, nur ni \ willkürliche Constanten

enthült, bloss m 4- \ von einander unabhängig sein; alle Obrigen

müssen sich durch diese /// + 1 ausdrücken lassen.

Die Bedeutung der Gleichung (1 ) oder (2 i besteht nun darin,

dass sie uns ein bequemes Mittel an die Hand giebt, solche Re-

lationen zwischen den Coefficienten der Beihe (3) — und zwar
kommen die Coefficienten X»,, X^, . .

. , ^tm^-u ^tm** ^ Betracht

— aufzustellen.

In der That, die Gleichung {%) liefert uns, da sie ausdrttckt,

dass zwei ganze rationale Functionen 3 //i + 1-ten Grades von

y einander identisch gleich sind, 2 //( -j- ^ Relationen zwischen

den CSoefficienten dieser Functionen. Die erste derselben lautet

m* s m*, ist also eine blosse Identität, die übrigen Sm-f- 1

Relationen stellen Besiebungen dar, welche zwischen den Coef-

ficienten

der drei Polynome n(x), //, ( rK TT, (.r) stattfinden. Nun sind,

w ie wir im vorigen Paragra|)hpn gesehen haben, die a, p?, y be-

stimmte ganze rationale Functionen vun L^y /««m^i*, jede
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Besiehung zwischen den erstcren Grössen führt also auf eine

Gleichung twiscbcn den letzteren. Somit geben aus der Relation

(2) im Ganten Sm+ ^ Gleichungen zwischen
, ... /.«m-i-t

hervor; von diesen sind aber die m ersten blosse Identitäten, so-

dass wir schliesslich m-f-^ Beziehungen zwischen jenen 2m4-2
Grossen erhalten; nnd iwar sind diese Beziehungen, wie man
sich leicht tlbersengen kann, algehrnische Gleichungen.

Wir erläutern unsere bisherigen Belrachtungen an einem

Beispiel, indem wir m s 4 yoraussetsen.

Es mttge sieh also um eine doppeltperiodische Function

sweiter Art bandeln, welche im Punkte w ^ iK* von der ersten

Ordnung unendlich gross wird, für jeden andern endlichen

Werth von w hingec^en endlich bleibt, welche also

gesebmban werden kann; wir erhalten dann

nnd infolgedeasen

SI - SJ - ( •
4- (8 - tf] f•+ • •

.)

,

- s;' = - + (- 6 1. + /.«) «•+•.),

Zn der franlicben Fanotion geboren nun drei Polynome

n[x) s (t«x)+ ot,
, //, (.<) = iA'x)' + ,i, (AV; + ,

i7,{x) = y,(*'«) + y.,

deren Coefficienten a^, y^, auf Grund der Relationen

J.. = ,
(J.JV -^.(sJf^)

+a = s." - .

Digitize
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zu bestimmen sind. Aus diesen aber folgt durch Heibenent-

wickeluDg und GoefficienteDvergleiobung

+ = - «i^t . 2^4- ^5 4- vt + fi, = - 6/., 4- ^i;

= — ^1 » *t y*-Hyt = — «J^jH-^i^tJ

also ergeben sich die Werthe

= 2/^ — X.;—
,= - 2 - « , = - 6 JL, H- tj 4- 2 *, •A 4- «J

- 2 5«

;

n = —
, /'i

= — 31, H- X., + 5, • ! ^ .

«

Nun findet zwischen den obigen drei Polynomen die Relation atatt

.V' - (< -h .'/* -f y = l/'o // + 4- (.V -f- «. ) Lv' -h .y+ /^,)

,

welche uns, da sie identisch bestehen muss, die drei Gleichungen

liefert. Substituirl man aber in diese Gleichungen die oben für

/^i > f^t? J'o» Yi gefundenen Werthe, so geht die erste in eine

Identität Uber, während sich aus den beiden anderen die Rela-

tionen

*• =: 2 (3 L, — I, X, — . I, ) — (2 — L; — s,) (2 + 2 5

J

- 6/., -f i; + 2s,
. 4- - 2*4

,

4- (21, - l; - 4- 44- 2«. • 4- - 2*J

ergeben, also zwei algebraische Gleichungen zwischen L(, L,,

ZiiaBHeahaag der Pelyat« n{x) ud 27, (xi Mit dei gaiiem rattaialw

Fiaetidiei f[x) nd tp[x).

Bei den Betrachtungen, welche wir in den beiden voran-

gehenden Paragraphen Ober die Polynome i7(.r), ^^(x)y nj.r)

angestellt haben^ ist die Darstellungsform der zu Grunde ge-
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legten doppelt periodischen Function zweiter Art /'f// ^ gar nicht

in Betracht gekommen; im gci^enwärtigen Paragraphen, welcher

speciell dem Studium der beiden Polynome //(.r) und Tl^'a-] ge-

widmet sein soll, verlassen wir diesen allgemeinen Standpunkt,

indem wir ausdrttcklich voraussetieD, dass die Function F(u.) in

Productdarsiellong vorgelegt, also in der Form
" .7'

k

eegi ben sei. Ks soll sich vor allem d.inim handeln, dio ('oefli-

cienten er,, y^, ... der beiden fraglichen Polynome,

die wir in § 3 durch die Grössen , ... auszudrücken

gelernt haben, als Functionen von v^y - Vmi ^ darzustellen.

Dabei wird sich zeigen, dass die bisherigen Betrachtungen als

eine Ergänzung von Untersuchungen angesehen werden können,

welche der Verfasser in §§ 40— 4 4 seiner Dissertation*^ ange-

steUt hat; insbesondere wird sich herausstellen, dass die Poly-

nome n[x) und n^(x) mit den daselbst eingeführten ganseD

rationalen Functionen f{x) und (p(x) im engsten Zusammenhange
flehen.

Bs sei also

dann haben wir, wenn alle in den ,§§ 3—4 eingefohrten Be-

leichnungen beibehalten werden,

(2) F(w)F[[u)] — F'(w)P^[u}) ^%AB H^(%n*w)
,

tt(x) = . (A«x)"»-« -f o, . {A«irr-« H 1-
,

n,{x) = y, . ik'xf^-\-y, . (A«.rr-' + • (A^x)"'"« H ^y^.
Andrerseits wollen wir die Function

-2"»

1) Zur Theorie dor homogenen linearen Dlfferentialgleichnngen mit
4oppeltperiodischeo Coefficieolen. Leipzig 48S4.
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auf wolcho sirli /•
i '/ ) für A = 0 rt^ducirt. in Betracht ziehen,

und auf diese Function die in der citirten Arbeit angestellten

Betrachtungen anwenden; d. h. wir wollen mit den m Constanlerx

zuntichst die 2 m Ausdrucke

X/f 8SB 8ii*ftij^, Ulf = snctfjtCDcnj^diiCtfjk [A* s= 1,2,..,, m]

bilden, sodann die m Grössen }>„i durch die IdentiUlt

(3) a;'»4-Pi«'""*+/>,aJ^"*+-- +P«s(a^-xJ(«-a:J ..(a^

und die m Grltosen f/g, L^^ , . .
.

, durch die Formeln

m

1

m

m

t;, (.rj 4- + p,)

,

defmiron, um schliesslich mit diesen Grössen die beiden ganzen

rationalen Functionen

f[x]= .T« -f rr»»- 4- r*»-« -f- • • -f- ,

XU bilden. Dann bestehen, wie a. a. 0. geteigt worden ist, die

m Relationen

aus diesen aber folgt nach den bekannten Prinripion der Partial-

bruchzerlegung von echt gebrochenen rationalen l unctionen die

Formel

(5) Vfl=-^^
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Auf Grund dieser Festsetzungen werden wir nunmehr
teigen, dass zwischen n{x)f n^(ir) einerseits und f *x)j qi(x)

andrerteito die Heiationen

(6) n{x)^k^^^nx),
(7) n,{x)^k*^.[<p{.r)- ).f[,r)]

stalltinden, durch welche die im Anfang des gcgenwürligen

Paragraphen gestellte Aufgabe ihre Erledigung findet.

Zu diesem Zwecke bedenken wir zunächst, dass

isl, dass also vemittge der Beziehung (1 ) die m Relationen

n{sn*üjf, =0 FÄ-= 4 ,
2, . .

. ,
m]

bestehen; diese drücken zufolge der obigen Festsetzungen aus,

dass die algebraische Gleichung m-ten Grades i/(.Ti = 0 die >n

Wurzeln
,
.t,, . .

. ,
x„^ besitzt, und hieraus folgt nach einem

bekannten Fundamentalsatz der Algebra

n{x) sas • {x — x^]{x— acj • • • (oc — Xfn) ,

wofttr wir kOraer

(6) n[x)=^k^'f(x)
sehreiben können.

Um auch zu der Relation (7) zu gelangen, gehen wir von

der bekannten für die Function F{w] bestehenden Formel

F' iw) ' sn tt? CD tt? dn to — tij^

ans. Erinnern wir uns, dass F^ {w) = F{— tv) ^ und infolge-

dessen Fliw] = — w) ist, so erkennen wir, dass für die

Fanetion F^ [w) die analoge Formel

Fl{w) ^ sn u; cn dn t(; + tijt

^iM"" I
in*w — xif

gilt Dufeh Sabtraotion ergiebt sich dann

2 Hl.

sn' w — Xj^

F{w)F;{w)-F'{w)F,iwi ^
F{w) F^ (w) ^

and hieraus folgt wegen (2) die Gleichung

gJI,(sn*i/^) ttjfc

•der also
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U{.v)-

Die letzU^rc Helation liefert uns, in Verbindung mit den oben
aufgestellten Gleichungen (5), die Beziehung

und aus dieser ergiebt sich mit Rücksicht auf die bereits be-

wiesene Formel (6) die Relation

(7) JT, {x) = Ä«'"
.

[<f
(x) - lf{x)] .

Wir erhalten somit den
Lehrsati. Die den beiden conjugirien doppeltperiodischen

Functionen zweiter Art

durch die Heiationen

(< ) F(w) P^{w)=^AB 'Il (so*«;)

,

(2) F(u)) F;{w) - FV: F^{w) ^%AB' n,(sn«w')

zugeordneten Polynome

n{x) = (A«arr+ ««

JT,(a;) = n(*«ajr -h y, (AVt)««-« h (- y,n

hangen mit den beiden der doppeUperiodi sehen Function zwetlerArt

^u>j= " ^
'^^^^^^„'^

'
,

^,(«,.j=/.•(- «•)

vermöge der oben reproducirlen Formeln zugeordneten ganzen
rationalen Functionen

/-(.r) = x'» -h p, o;'«-' 4- /»,x"'-* -h • • +Pmy

eturcA die Relationen

(6) // .r) = A-«"» . f^.v) ,

(7) - n,(.T) = A*'«.L9»(< - Vtar-)]

zusanmen.
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Wir wollen bei diesem Sittzc, durch welchen dns Studium

der Ausdrucke n{x] und U^ir) mit der Theorie der gansen

rationalen Functionen f[x) und fp(x] in Verbindung gebracht

wird, einen Augenblick stehen bleiben, um seine Bedeutung

nach beiden Seiten hin genauer festsustellen.

Zu den Polynomen n{x) und il«(a?) waren wir gelangt,

indem wir mit den beiden eonjugirten doppeltperiodischen

Fanctionen sweiter Art P{w) und F^{w) die Ausdrucke

F[tc) h\ [wj und h'^ir] /'Y^W; — /*'(«')
''^i

{w)

bildeten und dieselben als Functionen von x^8n*w darstellten.

Die Goefficienten

dieser Polynome hatten wir zunächst [in § 3 durch die Coeffi-

eienten L^, 1^^ L^, . , L^m+t Reihenentwickelung

ausgedrückt; da aber die letzteren ihrerseits von den in der

FuDotion F{w) enthaltenen Gonstanten

abhängen, so mtissen sich auch die Grössen (A) durch diese m-\-\

Gonstanten darstellen lassen. Unser Lehrsatz jiun liefert uns un-

mittelhar diese Darstellung; denn aus den Gleichungen (6) und

(7) folgen die Relationen

(8) a, = A«
, «m = ^""/>m »

ond diese drücken, da /',./),, . . . ,
f'n, .... be-

kannte Functionen von (u,, tü,, . .
. ,

tu^ sind'), die Grossen [Aj

durch
, r^, . . ., «/^,, A aus. — Dabei ist der Umstand von

Inten^sse, dass sich die Grössen A bcfjuenjer durch r,
, ,

Vfn, /. darstellen lassen, als die Goefficienten A,
, , . . . ,

A,;^^.,

selbst; denn jene Grössen sind uns vermöge der Relationen (8j

und (9; expLicite als Functionen von ...| ^, ' oj ••• ^m-i

4) Vergl. die auf S. 94 gegebene Defloitioo dieser FaDctiooeo.
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jjogRbrn, Nvahrond wir i>rzügiicl) diosor Cooffioipn(on niciit viel

mehr wissen, als Hnss sio jianz und ralional von den lel/tcren

Grössen abhängen'). — Noch ein weiterer Scliluss lilsst sich ans

unseren Ergebnissen ziehen: In § 3 halten wir geseben, dass

die 2 m 4- ^ Grössen

ganze rationale Functionen der im -\- i Grössen

W ^1 1 ^1 » • • • ^tmi ^tm¥t

sind; jetot ktfnnen wir hinxufflgen, das« sieb aucb umgekehrt
die 2m + 4 Grössen [B] gans und rational durch die 2iiiH- 4

Grössen (A) ausdrOcken lassen. Denn wir wissen, dass

. .
. , i^fn^i als ganse rationale Functionen von

darstellbar sind hieraus aber folgt, da vermöge (8) und (9)

n - •

Pt
«t

yi - yt
• «1

• • • •

• • 9 • > /'in
=

f,tm

ist, die Richtigkeit der obigen Behauptung.

1} Aos den lo der erwahnton Distertatton, Seite 48—60, angestellten

Betrachtungen erhalten wir durch einige einfache ScblOsae den folgenden

Lehrsatz. Rezeichnet man die Grössen A
, p, , ü^, p^, , .. Pm,

der Reüie nwik durch tffy «ti ^tm<«>it '®

£, eine gante rMnale Funetien von <r,

,

Lg » » » » * ''s
'^"^

'^i t

da6et A'ann a6cr die Grosse m den Coefficienten Lf,, ijA — i
wMr /»near

1HM*(fcOlllllieil.

t) Vergl. die vorige Fuasnote.
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Im Gegensalz zu deu Pohnotnen //(./ und -//,(./*) sind die

beiden ganzen rationalen Functionen f '.r' und (/ — nament-

lich aber die letzlere, — in rein fürmaler Weise detinirt worden.

Unter wurde der Ausdruck

(je: — — ur,) . .
. (ap— a»„),

unter tpix) hingegen dasjenige Polynom

verstanden, dessen Goefficienten die durch die Formeln (4) in

Verbindung mit der Identität (3) gegebenen Werthe besitsen^).

Verslehen wir nun unter F^ [ir] die zu F\ic^ conjugirto

doppellperiodische Function zweiler Art und i)L'zeichnen die den

beiden Functionen zugeordneten Pul\iiome //(ai und -i')

bez. durch iKr) und \ so ist klar, dass die durch fl) und

i) dt'finirten Polynome Jl ' und 11^ i
] bez. in ff f

/
) und njjr)

übergehen, wenn Ä = 0 ist. Aus den Gleichungen ^üi und 7)

ergebeo sich iofoigedesseu die Kelalioneu

oder also

1) Auf die t uucliuu (p x} war der Verfasser ursprünglich folgender-

nasseu geführt worden: Et hatte sich gezeigt [vergl. a. a. 0., Seite 4S],

da» die Goefficienten K*,, X^g, ... der Relhenentwickelung

die Coottanteo cuj
,
lu,, . .

. ,
ui^ nur in den im Verbindungen

, p^, . • , Pm
*ut<i 9«t 9tf • 9m- I

enthalten, von denen die enteren durch die IdentilSt

(t), die lelslereii durch die Qleichaogeo

m m ''

9«=»^*«»» 9i=»^» . ««i-i^J^*««*-»*"'
1 1 1

segeben sind. Diese in Bezu}^ auf die (iiössen m,, i/.^, u„, linearen

Gleichungen mussten nun nach denselben aufgelöst werden; dabei ergab

lieh in Form eines Bruchs; der Nenner desselben war gleich ; der

Uhler aber konnte nach einigen Omformungen gleichfalls als eine ganze
rationale Function m — t-ten Grades von a^j^ dargestellt werden, deren

Coefßcienten unabhängig vom Index waren; diese f;anze rationale Function

wurde durch (p{Tf^ bezeichnet. — üebrigens können, wie oben hervor-

gehoben worden ist, die m Formein ujtf'{X]^=s 9>(xjk) durch die eine Re-

latloB (S) enetst werden, welche wir somit als die eigeniliche Definitlons-

gleichung der ganten rationalen Function 9 (j;> ansehen ktfnnen.
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Demnaoh sind die beiden FaDctionen f(x] und 9p [x], abgesehen

von Constanten Factoren, bei. gleich F{w)F^(w) and F{w)F^{w)

Unser Lehnats bringt also einerseits das Studium der aitf

begrifflichem Wege eingeführten Polynome n[x) und Jl^i^') zu

einem gewissen formen Abschlnss, indem er es ermöglicht,

die Goeffioienten dieser Polynome durch die urspranglichen

Parameter r^f ...| 1^1,1, k anssudrttcken; andrerseits abnr
liefert er für die xunächst in rein formaler Weise definirlen

gansen rationalen Functionen f{x) und ip(x) eine begriffliche

Deutung, indem er xeigt, dass durch erstere das Product,

durch letstere die^ Determinante der beiden conjugtrten Func-
tionen F(w) und F(-~ w) dargestellt wird.

Anmerkung. — Aus den Relationen vjf»f(x^s <p (xj^) war
a. a. O., Seite 55, der Schluss gesogen worden, dass der alge-

braischen Gleichung 2fn -f- 4 -ten Grades x(\— x)(k— k^x) • f*{x)*

qt(x)* s= 0 durch die sllmmtlichen Wurseln or,
,
a*,, . .

. ,
x^^

der algebraischen Gleichung m-ten Grades f(x) = 0 Genüge
geleistet wird; daraus folgte dann weiter das Bestehen einer

identischen Gleichung von der Form

;r(1 _ .r) (1 — k*x) . f'{x'* = y (m* -f- fM • (.t)
,

in welcher/, {./ ) eine gewisse ganze rationale Function m -f- i-len

Grades von x bedeutet. Dieses Krm hniss erhalt nach dem Auf-
schluss, den uns deroliiLic r>ehrsalz (l[>er die Bedeutung der Func-
tionen /*{.r) und

(f
{.r) liefert, einen heL-ritriichen Inhalt; die obige

Identität bringt nichts anderes, als den auf die Functionen F{w)
und F^ [w) angewandten Lehrsatz des vorigen Paragraphen sum
Ausdruck, und die Function /, (

r) stellt, von einem constanten

Factor abgesehen, das Product F'{w)Fl(w) dar.

8 6.

Erledigang eiaes anf tie DarstelloogsfonieB der aaipolaren
doppeltperisdisehea FnnctIoaeB zweiter Art beailgliehen algebraischen

Problems.

Es niüge wiederum F{w) eine doppeltperiodische Function
zweiter Art sein, welche im Punkte w = 1

A" von der m-ien
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Ordnung unendlich gross wird, während sie für jeden andern

endlichen Werth von u- endlich bleibt. Dann Iuidd t\w\ im AU-
geoieiiien sowohl in die Form

aU auch in die Form

(„ _ ,)!
+*.• _a)i +*.•

(„ _ 3)1 + +*»-.-^«').

gebracht werden ; in jedem Falle aber lässt sich der Ausdruck
F(i Ä"4- «), von einem constanten Factor abgesehen, durch eine

unendliche Reihe von der Form

(3) + 4- A,, «.+ ...)

dBrsteUeti.

Wir stellen nun die Frage, wie Baan, sobald eine genügende

Antalü der Goelficienten L^J A^. . . . bekannt ist, die Constanten

and die GonstBnten

(Ii) B^,B^,..,, ^m-4>*'>-^

findet

[Diese Frage ist bei der Integration von homogenen linearen

Differentialgleichungen Yon grOsster Bedentang; denn sobald

einer vorgelegten derartigen Differentialgleichung durch eine

Fanction F(tv) von der obigen Beschaffenheit Genüge geleistet

wird, können wir — durch blosse Auflösung linearer Gleich-

ungen — von den entsprechenden CoefHrienlen /.,, f.^, . . .

beliebig viele berechnen, und es entsteht dann die Aufgabe, aus

diesen Goefficienten entweder die Werlhe der Grossen [1. oder

die Werthe der Grössen (II zu finden.

Es fragt sich nun. wie viele von den Coefficienlen
,

I|, ... wir als bekannt aooehmen wollen bez. müssen.
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Zur Bestimmung der Gonstanten (I) oder ^11) sind m+ 1

Gleiobungen erforderlich; von den obigen Goefftcienten mflssen

daher notwendig entweder m+ 4 oder mehr als m -|- 1 gegeben

sein. Im ersten Falle können alle diese GoefBeienten beliebige

Werthe besitzen; im sweiten Falle dagegen dttrfen höchstens

m -\- \ Goefßcienten willkürlich angenommen werden, wahrend
(He Werthe der übrigen dann gewissen Bedingungen lu genügen

haben').

Wenn z. B. jL,
,
A^, . .

. ,
Z^,^, gegeben sind, so liegt der

erste Fall vor; es zeigt sich aber, dass die Bestimmung der

Constanten ^1) und (II) dann keine eindeutige ist, dass sich viel-

mehr für die fraglichen Conslanten mehrere Werthsysteme er-

geben, wie man am besten durch Betrachtung einfacher Special-

fülle, wie /// = I, m — 2, erkennt.

Wenn hingegen etwa
,
A^, ... Z.^,,,, A^,,,^, gegeben sind,

80 haben wir den zweiten Fall vor uns; die Werthe dieserGrössen

sind also, falls die Bestimmung der Constanten Ii und (II) über-

haupt möglich sein soll, gewissen Bedingungen unterworfen.

Sind aber diese Bedingungen erfüllt, so ergiebt sich, wie wir

sehen werden, sowohl für die Conslanten 1 , als auch für die

Constanten II) nur je ein Werthsystem; die einen wie die anderen

sind also eindeutig bestimmt.

Mit diesem Fall wollen wir uns jetzt nüher beschüftigen

;

wir setzen also voraus, dass ein den frnglichen Bedingungen

Genüge leistendes System von Werthen der Coefücieuten

gegeben sei, und suchen nun die xugehtfrigen Werthe der Gon-

stanten (I) und der Gonstanten (II) zu bestimmen; insbesondere

werden wir unser Augenmerk auf den Umfang und die Schwierig-

keit der zur Losung dieser beiden Aufgaben erforderlichen

braischen Operalümen richten. Dabei sollen alle in den drei

vorangehenden Paragraphen eingeführten Bezeichnungen bei-

behalten werden.

Wenn es sich darum handelt, die Werthe von

(I) ^'j, A

zu ermitteln, so erinnern wir uns, dass die m Grossen

Xfe = sn*wic [A s= 1, 2, . .
. ,
m]

I) Vergl. belreffä dieser Bedingungen den § 4.
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die Wurzeln der algebraischen Gleichung wi-len Grades

(i) f{x) = X"* -h p,x"^-^ + . .
. 4- = 0

sind, und dass die m Grossen

Uji^ -= sn uiff cn 10f. du cof. [k s I, . . m]

den Gleichungen

— ' — 1, X, . .
.

,

Gentige leisten. Denn infolge § 5 sind ,/>,, . • , p,„ und Tq,

r, . . . f/,„_, ganz und rational durch 7.^, . . . . Z^^,,,^, aus-

drilckbar, wir können also ./ , , r^, . . . ,
j-,,, durch Auflösung der

Gleichung (4) finden und nachher die Vorzeichen von (^)^
,
u^y

. . . . (j^, welche ja durch Auffindung der Werthe von sn*f(j,,

SD*w,, .... sn*w^ noch nicht l^estimint sind, auf Grund der

Gleichungen (5) ermitteln. — Die Grösse Ä endlich besitzt, wie

wir wissen, den Werth
, ist also unmitlelbar bekaont.

Wir haben mithin den

LehrsAtz: Durch die torda ung^ dass in der Reihe

weldkt man durch EntwtckeUtng der Function

nach steigenden Potenzen von w — iK' e erhalt, die Coeffi-

ctenten

I.,, i'tmi ^m-f*

wrgeschri^hene Werthe besitzen sollen [die dann gewissen Be^

dingungen zu genügen haben],smddie in dieserFmetion enthaltenen

Constanten

1 » .... j'jjj , ^

eindeutig bestimmt^). Zur EniuttehiiKj derselben isl i4. a. die Auf-

lösung einer algebraischen Gleichung m-ten Grades erforderlich.

I) Dabei wird allerdiogs von doijenigen VIeldeattgkeil der Grtfssen mj^,

welche aus der Pcriodicittft von sn^w und snw cnw dntu resultirt, abgc-

•^ehen; die*^ kann aber um so eher poschehen, als die obige Function selbst,

auf deren Bestimmung es ja scIdiesslK Ii ankommt, von dieser Vieldeutig-

keit nicht berührt ^ird, sondern thutsUcIdich eindeutig bestimmt bt.

M»th.-ph>». Classe. 18%. g
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Wesenilicb anders gestaltet sich die Bnnittelung der Con-

stanten

(11/ , , . .
. , Ä^. , ,

Vj A ,

Die Bestiinmung von B,, B,, B^^^ bietet keinerlei

Schwierigkeit; entwickelt man den Ansdnick (8) nach Potenien

von vo — I iL" SB £ nnd vergleicht die erhaltene Reihe mit (3), so

ergeben sich die Werthe

Um auch io^^K^v nndA su finden, stellen wir sunSchst

eine Hitfsbetrachlung an*).

Die doppeltperiodisohe Function sweiter Art

muss, da dnreh den Ausdruck

die Function F(tt)) dargestellt werden soll, dieselben Multiplica-

toren besitsen, wie die letztere. Infolge dessen ist der Ausdruck

eine doppeltperiodische Function erster Art, welche im Punkte

fc = i k' von der w-|-1-ten Ordnung unendlich gross wird,

fnr jeden andern endliehen Werth von w aber endlich bleibt.

Wir sind daher berechtigt,

(7) F(— w) ' if>{ir) = 8nti7 cnu; dn«; • G{sa*w) 4- H{an'^w)

zu sel/< n, wobei ^' und // ganze rnlionalü Funclionen von so'it*

bedeuten [vergl. § 2], und zwar wird

„ »1 — 3 111+ 4^
G vom - g -ten und U vom —g ten drade,

wenn m eine ungerade, dagegen

G vom—^ ten and H vom -g--ten Grade
,

r Vcr^l. lii<»rzu Hlkmite, C. R., t. 94, p. 694; Sparre, Acta malhe-

iiiuiicü, M. Iii, und llALPHiM, Tratte des foucUoDS eliiptiques, t. 11, p. 506.
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wenn m eine gerade Zahl ist. In jedem Falle wird also die

Summe der Grade von (i und // LilnCh m — \.

Die CoefHcienleD dieser beideu Polynome kOODen aber leicht

gefunden werden.

Der Ausdruck F{— ir^ rnuss ja, da die Function F[tv) auch

in der Form [\] darslellbar ist , für Werlhe von w, nämlich

für w ~ l,J^ . ?/ = tu,, . .
.

, // = iü„^ verschwinden; aus Giei-

ehuDg ^7) folgen also die Relationen

welche wir, unter Benuliung unserer früheren Abkürzungen,

schreiben wollen. Aus diesen Relationen aber können wir, da

andrerseits

ist, sdiliesseo, dass

wird, dass also der algebraiscben Gleichung

G [x) . (p(x) + H(x) . f\x] = 0

die IN Wuneln der Gleichung

(4) fix) = 0

Genüge leisten. Hieraus folgt weiter, dass zwischen den ganzen

rationalen Functionen G{x), H(x), f(x)f ^{x) idenlisob eine

Relation von der Form

(•) G(x) . cp{x) + //(.r) . r(.x) W{x) . f x]

Stattfinden muss, in welcher W eine ganse rationale Function

X bedeutet, deren Grad gleich —-— oder gleich —j— ist»

je nachdem m eine ungerade oder eine gerade Zahl ist.

Die CoefRcienten von fix) und ff {x)j d. h. die Grössen p,,

"•jPm cüd £/o) >
• • » '^^'m-i ^•"'d aber, da wir sie zufolge § 5

ganz und rational durch /.^ , . .
. , /'«m+i ausdrücken können,

als bekannt anzusehen; die Relation 8) liefert uns infolgedessen

ein Mittel, die gesuchten Goefßcienten von (i(xj und H{x) zu

finden. Denn diese Belation serfälU, da sie identisch, d. h. für
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jeden Werth von sr besteben miiss, in ein System von Glei-

diungeo, welche in Bezug auf die nnliekannten Goefficienten der

drei Polynome -^ h ^^'(^) homogen und linear sind, und

diese Goefficienten, wie man sofort sieht, bis auf einen ihnen allen

gemeinschaftlichen Factor bestimmen.

Durch die Kenntniss der beiden Polynome G und H sind

wir auch in den Stand gesetzt, die Grossen v und £u finden.

Zu den Wertben derselben können wir t. B. gelangen, wenn wir

beide Seiten der Gleichung 7 nach Potenzen von w — i A ' = t

entwickeln und nachher die Goefficienten entsprechender Po-

tenzen vergleichen. Auf der rechten Seite erhalten wir, da

die Polynome (j(sn'?r) und //(sn'f bis auf einen gemeinschaft-

lichen Constanten Factor bestimmt sind, •

snw cnu dnw ' G sn* « j
-|- H ,sn* w)

wobei die Goefficienten A^, A,, A„ ... als bekannt angesehen

werden können^), wahrend D jenen constanten Factor bedeutet.

Die Entwickelung der linken Seite ergiebt sich als Product der

beiden Reihen

und

H-|^ +"^^[~^^ — ^/»*8n'cüj— ^/;*sn(tf cn(»dnoi|€'H--*'|t

in denen B und C constante Factoren sind. — Substituiren wir

nun diese Hntwickelungen in (7) und vergleichen die Goeffi-

cienten von t""**', c""*^*, so können wir aus den

erhaltenen Relationen die Gonstanten 0, D eliminiren und

erhalten dann die drei Grössen sn'ca und snca cnw dnof

rational durch L^^
,
A,, /i, ausgedruckt

Damit sind wir am Ziel.

i) Wie oian leicht übersieht, siod diese Goeffleienten rational dorch

£rj, tj, . . . . Lim-t-i flarstellbar; denn sie sind Ranze rationale Functionen

der Cocffic itMilon von und H{x), und diese ergeben >ich vermöge dW
Gleichung ifii rational durch }>|t •••«Pmi ^q, ausgedruckt.
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Änmerkimg. — Herr db Spabbb hat sich rar Bestimmung
der Grossen v und ^/ eines andern, sehr eleganten Verfahrens

bedient, bei welchem er ausser der Gleichung (7) noch die durch

Tortausclniiif; von w mit— w aus dieser hervorgehende Relation

(7') F{iv) ' \p{— ir) = — sn w cn w dn «• G (sn* w) -j- 11 (sn* ir]

benutzt Durch MultipUcation beider Gleichungen ergiebt sich

die Bexiehung

A'f[x)\x — 8n*w]

= — a:(4 — x] (4 — k^x) > G{x)* -h //(oj)* [A constant]

,

welcho, da die Coefficienten der Polynome f{x\ ^V.r\ // x be-

kannt sind, die Grösse sn' eindeutig hestimint. Setzt man
femer in Gleichung 7j it =— C(i oder in Gleictiung w= -\-iüf

80 folgt die Relation

— sncci onctf dnoi • G(8n* cu) ^ (sn*oi) = 0
,

durch welche die Grosse sno» cnadnio eindeutig bestimmt ist.

Wenn man schliesslich die beiden Gleichungen durch einander

£yidirty sodann die entstehende Relation logarithmisch diffe-

reniirt und schliesslich in derselben tv» iK' setzt, so ergiebt

sich auch X rational durch die Goefficienten von G{sa*w) und
H[m*w) ausgedrflckt.

Es gilt somit der

Lehrsatz. Durch die Fordeniny^ äass in der Hethe

(4
\«»

jj 0 + 4-/,. 1

; »

welche man durch Enttoicketung der Punctitm

nach steigenden Mensen von iK'^e erhälty die Coefficienten

,
L^, . .

. , l>^fn+ i

loryeschriebene Werlhe besitzen sollen [die dann tjorissen Be^

dtnjgmgen zu geniigen haben], sind die in dieser Function ent-

1) Acta mathematic«, Bd. III, Seite 4S5—488.
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haltenen Constanten B^J ß,n-i> ^'j eindeutig bestimmt^).

Die Ermittelung derselben erfordert keine andern algebraischen

Operationen, als die Auflösung linearer Gleichungen.

Wir sehen ilso, dass die Auffindung der Constanten r,

,

. . . 1'^, Ä, sobald A,, /.,,,.., bekannt sind, mit grösseren

algebraischen Schwierigkeiten verbunden ist, als die Ermittelung

von iij, fi,, . . . /?^,_,, r,

Anmerkung. — Auch noch in anderer Beziehung; i>[ die erste

Aufgabe schwieriger als die zweite. In der That, sob:dd die

Grösse snr^/ gefunden ist, erfordert ja die Bestimmung von lOf^

noch eine Quadratur. Diese Quadratur aber haben wir, um die

Grössen r, . J',, r^,, zu finden, m-nial, uiu dagegen die Grösse

V zu bestimmen, nur einmal auszuführen.

Wie man eine doppeltperiodische Function zweiter Art

welche uns in der Productform (1) gegeben ist, in die Sunimen-

form ä bringen kann, ist nun ebenfalls klar; in beiden Füllen

hat in;in zunächst die Coeffieienlcn . . . ., welche

sich stets eindeutig durch die gegebenen Constanten darstellen

lassen, zu berechnen und nachher in der vorhin angegebenen

Weise die gesuchten Constanten zu bestimmen. Es zeigt sich

dabei, dass die erste Aufgabe, was algebraische Operationen an-

betrifft, nur die Auflösung linearerGleichungen verlangti wttbrend

die iweite auf eine Gleiohang m-ten Grades fobrt.

§7.

Die Naraalfonii der Pieird'seheii DüferentialgieieliBageiu

Wir haben bereite gelegentlich bemerkt, dass die doppelt^

periodischen Fanctionen sweiter Art ihre Bedeutung in erster

Linie der Rolle verdanken, welche sie in der Theorie der Picias-

schen Differentialgleichungen spielen. Die in den yorangehen-

den Paragraphen enthaltenen Untersuchungen belogen sieh aus-

schliesslich auf unipolare doppeltperiodische Functionen sweiter

Art; und swar hatten wir immer vorausgesetst, dass die singulHre

Stelle derselben in den Punkt w = t A" fiel. Es lllsst sich nun
zeigen, dass die Integration einer beliebigen PiCAan'schen Diffe-

rentialgleichung immer auf die speciellere Aufgabe lurQckge-

4) In Besug auf die Bestimmung der Grösse r ist die vorhin Ober

»'li t '^m gemacht« Bemerkung su wiederholen.
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fahrt werden kann, eine PicxRn'sche Dincrontialgleichiing zu

iDtegriren, deren LOsuDgeo nur die eine sin^^uläre Stelle w= ih'

besitzen

Zu diesem Zwecke leiten wir zunächst einen in die allgemeine

Theorie der linearen DiÖerentialgleichunuen gehörenden Satz ab.

Ks sei die homogene lineare Differenlialgleicbung n-ier

Ordnung

(4) yC«) 4- {w) . yC«- *)+ P, (w) . yC«-«) H h P^iw) • y = 0

80 besobaffen, dass ihre allgemeine LtfsuDg den Charakter einer

rationalen Function beaiitt^); es sei femer der Punkt w = a

eine singulare Stelle dieser Differentialgleichung, d. h. ein Punkt,

in welchem wenigstens einer der Goeffioienten I\ {w)^ [t/ ), . .
.

,

P^{w] unendlich gross wird. Dann wissen wir, dass sich diese

GoelBcienten in der Form

= (jl^fiPi'^-^ P^'^ • («- «)+ Pi'^ . (u; - a)«+ .

.}

[Ä = 4, 2, ..., «]

darstellen lassen, wobei die p[^'\ ...constante Grössen

smd, und dass der algebraischen Gleichung 72-ten Grades

[i] 4(« — 0 • .
. (« — n -h 4) + /'^'^ • «(« — 4) • • • (a- — n + 2)

H.p(0.,(,_4)...(,_„ + 3) + ...4. p(»-i).5 + p(«)«^0

n von einander verschiedene ganze Zahlen

*« » *«» • • • >

Geottge leisten; wir wollen annehmen, dass dieselben nach ihrer

Grosse geordnet seien, also

< < < • • • < '^n

voraussetzen. Die Gleichung (2) pflegt man l)okannllich als die

lu der singuHiren Stelle w= o gehörige lielenmiurende (Ueichunfj

zu beieichnen ; ihre kleinste Wurzel s, gieht . je nachdem sie

positiv oder negativ i>t, an, von der wievielsten Ordnung im

Punkte IC — u die allgemeine Lösung unserer Diflerentinl-

gleichung (1) verschwindet oder unendlich gross wird. Denn

es giebt bei den gemachten Voraussetzungen n F unctionen

I) Uot«' einer Function rationalen Charakters wird eine eindeutige

•nalytischePonction verslanden,welcheIm Bndlichen nur aosaerwesentlich

linsolSre Stollen beaitst (also eine gebroeheoe tranicendente Function).
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welche der {^ogehrnon Differrntinlglcichung {{) Genüge leisten,

linear von einander un;ibbHngig sind, und Überdies die Ei^^eo-

scbafi besitzen, dass die n Ausdrücke

{w — ff)""*' • {w) ,
~- «)^'* •

j
... IM- — ff)""*" . Ff^(lr

im Punkte »/• = a endliche von Null verschiedene Werthe er-

bailen; die allgemeine Losung von (4) aber wird dann durch

den Ausdruck

F(w) = c, . F,H H- c, . t\{w) H- . . -f • FnM
dargestellt, in welchem r,

,
r, , . . ., vvillktlrliche Constanten

bedeuten; und dieser ist ofl'enbar so beschaffen, dass

(tt» — a)~ • F(w')

im Punkte ir s= er weder verschwindet noob unendlich gross

wird.

Fabren wir nun in unsere Differentialgleichung (1 j an Stelle

von y durch die Substitution

(3) !/ = 3 . x{iv}

die neue unbekannte Function s ein, so wird die allgenaeine

Ldsang der hierdurch eihaltenen neuen Differeotialgleiohung

offenbar dann und nur dann den Charakter einer rationalen

Function besitsen, wenn der Ausdruck oin® Function ratio-

nalen Charakters ist.

Es sei nun diese Bedingung erfüllt; und swar mOge sieh

durch Entwiokelung der Function x(w) im Punkte w = a

X{w) = (u; - af + (u; - er)+ — a)« -f • • •}

ergeben, wobei eine von Null verschiedene Constante be-

deuten soll, wahrend a natttrlich eine (positive oder negative)

gante Zahl sein muss.

Der Punkt w = (t wird im Allgemeinen auch eine singulare

Stelle der Differentialgleichung (4') sein; wir sind daher berech-

tigt, die Entwiokelungen

-= (j^)Vi'^ -H ^['^ • - aj -f. /^^>. [w - a)* 4- • • •)

[As« 4, 2,..., «]
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ansuseUen und erhallen dann in

(«•) _ 4) . .
. (, - n 4- 1) 4- . s[s _ 1) .

.
. (, - n+ 2)

+ « (« — 4) .
. (« - n+ 3j H h 1^""*^ • « 4- ^"^= 0

die lugehörige determinirende Gleichung; die Wurzeln .v,', .v,',

. .
. , s,J dei*selben, die wir abermals ihrer Grösse nach geordnet

voraussetzen wollen , müssen wieder ganze Zahlen sein. —
Zwischen den Wurzeln der Gleichung 2') und denjenigen der

Gleichung (3) besteht nun ein sehr einfacher Zusammenhang;
es ist nttmlich

Der blosse Anblick der Relation (3), welche den Zusammenhang
iwischen der allgemeinen Lösung der ursprünglichen Diffe-

rentialgleiohnng (\] and derjenigen der transformirten Diffe-

rantialglelchong [V] vermittelt, lehrt die Richtigkeit dieser Be-

merkung, zu welcher man natarlioh auch aufdem Wege directer

Bedinung gelangen kann.

Ist nun insbesondere die Function xM so gewählt, dass

o=s s^t dass also

ist, 80 besittt die determinirende Gleichung (2') die Wurzeln

und hieraus folgt nach dem was wir vorhin gesehen haben, dass

die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (T
, im Punkte

w = a weder verschwindet noch unendlich gross wird
Mit andern Worten, es gilt der

Lehrsati. £s sei

eine homogene lineare Differenttalylcichung , deren allgemeine

l/fsung den Charakter einer rationalen Function besitzt; es sei

t) Der letxte Schlau ist abrigens umkehrbar; d. h. wenn die allge-

B^ae Lösung: einer homogenen linearen Differentialgleichung den Charakter
einer rationalen Function besitzt und für eine g«nvisse singuläre Stelle dieser

DifTerentialgieichung weder verschwindet noch unendlich gross wird, so

hat von den Wurzeln der zu dieser singuläreo Stelle gehörigen determi-
Direaden Glefehwig eine den Werth Null, wahrend die lihrigen sttmmtlich
positiv sind.
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ferner der PunLt w == et eine suufulürc Stelle dieser Differentnil-

yleichungj und es irerde unter o die Ueinste Wurzel der zu diesei"

singiilüren Stelle (jehöru/en determinirenden (Heivliunfj venitanden

;

wenn dann x'jf') Function rationalen Charahlers w/, welche

die Eigenschaft besitzt^ äass der Ausdruch'

im Punkte w = a endlich und von Null verschieden ist^ so gehl

die Differentialgleichung (1 ) durch die Substitution

(3) y = z-x["')

in eine andre homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ord^

nung über^ deren allgemeine Lösung ebenfalls den Charakter einer

rationalen Function hat, aber im Putäcte w = a weder ver-

schwindet noch unendlich gross wird.

Für die transformirto Differentialgletohang iit also derPunkl

w = a nur eine scheinbare singulare SteHe, aoch wenn er fllr

die nrsprUngliche Differentialgleiehung eine wirkliche singulare

Stelle war.

Dieses Ergebniss wenden wir nunmehr auf die Tlieorie der

PiCAin'schen Differentialgleiohungen an.

Bine Differentialgleichung (1) von der in Rede siehenden

Art nennt man bekanntlich eine Picard'sche DifferenÜalgfeichungf

wenn ihre Goefficienten

doppeltperiodisobe Functionen erster Art sind. — Durch eine

Substitution von der Form (3) geht eine PicARn'sche Differential-

gleichung dann und nur dann wieder in eine PicARD'sche Diffe-

rentialgleichung Uber,wenn /(^r) eine doppeltperiodische Function

zweiter Art ist. Den Beweis hierfür erbringt man leicht mit Hilfe

der RelationeUi welche die Goefficienten P^{w], . .
. , Pn(to) von

(r) durch die Goefficienten . .
. ,

P«(to) von (4) ausdrücken.

— Wenn die angegebene Bedingung erfüllt ist, und überdies

der Ausdruck ip'iw) : ip(w) nur in den singulflren Stellen, der

Differentialgleichung (1 j unendlich gross wird, so sind diese aneh

die einsigen singularen Stellen der Differentialgleichung (!'),

und umgekehrt.

Wir können nun, ohne dass die Allgemeinheit beschrankt

wird, annehmen, dass die vorgelegte PiCAsn'sche Differential-

gleichung (Ij die singulare Stelle w t&" hat [andernfalls
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könnten wir ja durch Einführung einer neuen unabhängigen

Veränderlichen eine singulare Stelle der gegebenen DitFerential-

gleichuDg in diesen Punkt verlegen'; ausserdem aber möge {\)

noch die singulären Stellen ir = «, , = a, , . . . . = besitzen.

Dann ist nach dem Vorhergehenden die allgemeinste Substitution

3i, durch welche (1) wiederum in eine PiCARo sche Difterential-

gieichuDg mit den /- -\- \ singulüren Stellen w ^ tk\ w s=

. . . IC SS Übergeht, in der Formel

enthalten, wobei a,
, , . .

. ,
positive oder negative ganze

Zahlen sind, und C sowie l beliebige Gonstanten sein können.

Wenn nun insbesondere die ganzen Zahlen ö, ,
u,, . .

bei. die kleinsten Wurzeln der zu den singulMren Stellen »/= ff,,

er = rr,, .... fr = ff,, gehörigen determinirenden Gleichungen

sind, so erfüllt die Substitution (4) bezüglich dieser r singuUiren

Stellen die Voraussetzungen des vorigen Lehrsatzes; die Irans-

formirte DilFerentialgleichung T) ist also dann so beschaffen,

dass ihre allgenieine Lösunjz nur itii Punkte // = / A ' unendlich

gross wird und für keinen endlichen Werth von //" verschwindet.

Bildet man für diese transformirte Differentialgleichun;^ die zu

den singulUren Stellen ic = , ic = a^, . . .
, tr — a,. gehörigen

determinirenden Gleichungen, so zeigt sich, dass dieselben

sämmtlich die Wurzel Null besitzen und dass ihre übrigen

Wurzeln s<immtlich positiv sind, während die zu der singulären

Stelle w = iK' gehörige determinirende Gleichung wenigslena

eine negative Wurzel batw

Wir wollen, um uns kurz ausdrücken zu können, von jeder

PiCAan'BcheD Differentialgleichung, welcher die soeben ange-

gebenen Eigenschaften inkommen, sagen, dass sie die Normal-

form besitze. Dann kOnnen wir, da vermOge der Relation (4) die

ToUstSndige LOsung von (4) sofort hingeschrieben werden kann,

sobald die yollstflndige Ltfsung von (\*) gefunden ist, unser Er-

gebnfss folgendermassen aussprechen:

Lehrsatl. Dievollstündiye Integration einer jeden Picard'sehen

Differentialgleichung lässt sich aufdie vollständit/»' hilrt/ration einer

anderen Picard'schen Di/l'erenUalykichuny zuriickj uhren^ welche

y^i' Ce^"^ II
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die Sornidlform hestfzt. lat lUiinlwh enie Picard sehe Differential"

gletchuny n-ler ürdnunff

(I
)

^n)^ (^,) . ^n-O^ (^,) .
y(n-t)+ . . .^ p^(«,) . y ^ o

mit den singulären Stellen w = i Ä", ir = a^, , . , y iv = vor-

geleglf und sirid o^, a,, ... bez, die kleinsten Wurzeln der zu

den singuläreti Stellen ?r =s= a^, ic= or, , . u?= a,. gehörenden

determimrenden Gleichungen ^ so erhall man aus (4) durch die

Sttbstilution

eine andere Picard'sche Differendnh/Ieichimg n-ler Ordnung mit

denseUfen singulären Stellen, welche die Normalform besitzt.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Zorttokftthnmg einer

PiGARii*8olien Diflerentialgleichung auf die Normalform immer
anf unendlich viele Arten geschehen kann, da in der Substitu-

tion (4), durch welche diese ZurttclLführung bewirkt wird, die

Gonstante il jeden beliebigen Werth haben darf. Durch geeignete

Wahl von X lassen sich in der Regel noch besondere Verein-

fachungen enielen.

Ausdem vorhin chanikterisirten Verhalten der vollständigen

LOsuDg einer PiCAio'schen Differentialgleichung, welche die Nor-

malform besHst, können wir zwei wichtige Schlttsse liehen:

Jede duppeliperiodische Function «weiter Art, welche einer

solchen Differentialgleichung Genüge leistet, muss sich in die

Form

»,(vr

bringen lassen; und wenn einer derartigen Differcolialgleichung

durch n linear von einander unabbUngige Functionen von oliiger

Form Genüge geleistet wird, so kann unmöglich eine der

Grössen r^, «'«i ^'^^ diese n Functionen denselben

Werth besitsen.
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§8.

Die geraden Picartrschen I)ilforential<r1eichnii<reii IT. OrdBMg.
Znräekftihraiig derselben auf die Nornialform.

Nachdem wir uns in den vorangebenden Paragraphen mit

einigen wichtigen allgemeinen Eigenschaften der doppeltperio-

dischen Functionen zweiter Art und derPiCAin'schen Differential-

gleichungen bekannt gemacht haben, wenden wir ans nunmehr
SD der folgenden Aufgabe

:

Es soll die cMgememsU Picard^sche Differentialgleichung

U, Ordnung

aufgestellt und vollständig integrirt werden, welche beiAenderung

des FoTMtcftefM der unabhängigen Variablen wieder in sich selbst

ubergeht

Die fragliche DüTerentialg^eiohung soll also die Eigenschaft

besitaen, dnroh die SuhfsütQtion tc sss — w' überzugehen in die

DfiFerenUalgleiobang

und hieraus folgt, dass, sobald F(w) eine Losung von (4) ist,

aacb die Fnnotion w) eine Ltfsnng von (1 ] sein muss.

Wir wollen nun, um eine ktlnere Ausdmcksweise su er-

möglichen, jede PicAUi'sche DifTereniialgleichung, welohe die

fragliche Eigensohaft besitit, eine gerade Pioard*sche Differential'

gleichung nennen. Dann können wir die oben formulirte Aufgabe
sneh folgendermassen ausspreoben

:

Es soll die allgemeinste gerade Picard^sche Differentialglei-

diung IL Ordnung aufgestellt und vollständig integrirt werden.

Wenn die Gleichung

eine Picakd sehe Differentialgleichung sein soll, so müssen ihre

Coefticienten /* und O doppoltperiodische Funftionen cMstcr Art

von ir sein; überdies kann — nach einem aligoraeinen Satze

Uber homogene lineare DifiereDtialgleichungen, deren allgemeine

1! Durch die Acceiit«' werden stets Differentiationen nach der unab-

baogigen Veränderlichenw angedeutet; es ist albo y' V '^'J^y
w.
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Lösungen den Charakter rationaler Functionen haben — die

Function P{iv] nur ausserwesentlich sinfi^ulüre Stellen erster Ord-

nung, die Function Q iw) höchstens solche zweiter Ordnung be-

sitzen. Soll nun tlherdies bei Vertauschung von {/' mit — ir die

Differentialgleichung (1) in sich selbst übergehen, also unge-

ündert bleiben, so muss offenbar P\^w} eine ungerade und QIw)
eine gerade Function von u- sein.

Der Gleichung (1) kann — nach einem allgemeinen Satz

über PiCARD'sehe Differentialgleichungen') — auf jeden Fall

durch eine gewisse doppeltperiodische Function zweiter Art,

die wir ) nennen w ollen, Genüge geleistet werden. Dann
ist aber — dem vorhin Bemerkten zufolge — auch die zu F{ic)

conjugirte Function /'(—//), welche durch F^[w) beseicbnet

werden möge, eine Lösung von (1).

Geht man umgekehrt von einer beliebigen doppeltperio-

dischen Function zweiter Art Flu-] aus, und bildet diejenige

homogene lineare Differentialgleichung IL Ordnung, w elcher die

beiden Ausdrücke F(" ' und F{— ir) Genüge leisten, so ist klar,

djKSs diesell)«' stets die über die Gleichung
\ \) gemachten Voraus-

setzungen erfüllen, d.h. doppclljx riodische Coefficienten besitzen

und durch Verlauschung von u; mit — w ungeändert bleiben

wird.

Wir können demnach sagen:

Die (dlgemeimte gerade Picard*sehe Differentialgleichung

II. Ordnung

wird erhalten^ wenn man

»/ . FFl—F'F. ^, ,
FF"—F"F[

(«) P(w)^^
FF[-F'f\ > ytl-FF'

setzt und hierbei unter F{w) die allgemeinste doppcltpenoilische

Function zweiter Artj unter F^{w) dagegen die zu F(w) conjttgirte

Function F{— w) versteht.

Auf Grund dieser Bemerkung werden wir zunächst die

Form der allgemeinsten geraden PicARD'scben Differential-

gleichung II. Ordnung ermitteln; dann soll gezeigt werden,
wie man eine solche Differentialgleichung durch Einfahrung

einer neuen unbekannten Function in eine Differentialgleichung

I) Vergl. dio in der Eioleituog ciiirte Arbeit des Herrn Picaro.
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von derselben Art überführen kann; im Anschluss hieran wer-

den wir die Reduclion der in Rede stehenden Differential-

gleichungen auf die Normalform darlegen.

Ks sei also F[ir) die allgemeinste doppellperiodische Func-

tion zweiter Art, und es mögt; unter /•',(«') die zu F{ir) conju-

Liirlc Function F(— w) verstanden werden. Ferner wollen wir

die Ausdrücke

t(w)Pl{w) — f'(w)F^{w) und f'{w)lf1{w) ^ F"(w) Fl{w)

bei. durch 0[w) und W[w) bezeichnen, so dass die fragliche

Differentialgleichung

geschrieben werden kann.

Der Ausdruck F{iv) genügt» als doppcltperiodische Func-

tion fweiter Art— twei IdentiUlten von der Form

F(w 4- ÄA)= itf • F{w)
,

F{w -h 2 * A') = iV • F{w]
,

in denen Jf und N Gonstanten sind; die lu P(w) conjugirte

Function P^[w] befriedigt infolgedessen identisch die beiden

Gleichungen

F, (u;+ 8 A)= ~ • F. (w) ,
F, (ti; -f- « i A')= . P, {w) •

Daraus folgt, dass

0{u 4- 2Ä') = (D{w)
,

0(w + SIjA"; ==0{w),

^{w 4- 2A) = '^[w]
,

W{w 4- 2i A') = W{w)

wird, dass also 0{w) und ^{w) doppeltperiodische Functionen

enter Art sind; dasselbe gilt natttrlich auch von 0^{w),

Femer lelgt sich, weil

P,{w)^F(^w)
und infolgedessen

Pl(w)= - r(- «;) , FJH= 4- ^)
ist, dass

w)= 0{w)
,

0'{iv) = — 0'{w)
,

W{— w) = 'P{ir]

wird: fl>'w) und W{u ] sind also gerade Functionen von w, wÄh-
rend 0' [w) eine ungerade Function ist.
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Die beiden Auedrikke 0[io) und V(u}) sind demnach doppeltr

perioditdie Functionen erster Art von die sich durch Vertaur

schung vonw mit --w nidU ändern. Beide Ausdrücke müssen in-

folgedessen als rationak Fumstionen von sn*w darstellbar sein.

Wir sind gomit berechtigt,
r

(3) 0(w)= C • sn*f

«

w ' cn*ff«u' • dn*^»M? •//(sn*ic — SD*a^)'V

zu setzen; hierbei bedeuten
f/, , .V3, , ^'i-

< ganze

Zahlen, welche positiv oder negativ, eveotueli auch zum Theil

gleich Null sein können, wahrend ,a,, constanle

Gritssen sind, von denen iLeine die Form

m • k'-\-n ' ih" {m und n ganse Zahlen)

hat. Aus (3) aber folgt

0'{tv] d ^, ^ cnw'dnir „ snu dna-

sn tr en w
1 VT— j 1- 2 sn IV cn u dn • —= =—

y

dnw? ' ^ sn»t<> — sn«

so dass sich für den ersten Cioefficienten P unserer Differential-

gleichung (1 ) die Form ergiebt

... . ^ cnt/'dn«' , _ sn'/ dnw , . k^snwcnw
(4) P(w')= — hSffi- h*^i 1

^ ^hp sn M? cn ti; dn w
sn*tt7 — sn*«^

Um auch die Form des tweiten CSoeffioienten Q su erroittdn,

der durch die Formel

gegeben ist. bedenk« n wir. dass // ) ebenso wie 0 ir rational

durch sn* /r darslelli)ar ist, und dass infolgedessen dasselbe

auch von (^[fr] gilt. Setzen wir also sn^a^ = o:, üo kann

geschrieben werden, und hierbei wird Ii eine rationale, im All-

gemrineu nalUrh'cb gebrochene Function von .r. Der Nenner
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dieser Panetion kann dio Factoren o?, 4 — or, 4 — A*x, ausser-

dem aber noch Factoren von der Form — 8D*a eDthallen, wo-
bei a jedenfalls nicht von der Form m • A'-j- n * iK' ist. — Ent-

wickeln wir daher die Function R(x} in Partialbrnche , und
erinnern uns, dass Q[w] keine ausserwesenllich singulären

Stellen von höherer als der zweiten Ordnung besilzeu kann,

80 finden wir fUr R[x] eine Darstellung von der Form

4 _ a; 4 - "*"^"ti^*aj - sn*«^ "^-f (x- sn«a^)*

'

in welcher die A, /?, C, D Constantpn sind. Dieselbe kann offen-

bar, wenn die nedeiitiing diesir (ionstanten entsprechend ge-

ändert wird, durch die andere Darstellung ersetzt werden

^' • X *l— a: — k*x

welche ans für Q den Aoadmck liefert:

* ' • ' sn*tt' "cn^io • dn*w

^ SC^ sn ag cn dn ^ kPg sn^ Ug cn^a^ dn* Oq

8n*w — 8n*a^ (8n*w - sn« a^)»

Wir haben somit den folgenden

Lehrsatz. alhjenu'inalc yerade Picard'6chc JJillcvtniial-

ijUidiuny II. üränuny liann

„ , f ^ cnwdnto . . snwdntv
. ^ A*snu?onic

^ ' l ^* snw ^ cniü ^* dna;

^SApsnwcnM^dnfrv
,

^
. dn^w- >f— i

y + /i,A*8n*M; H + ^4^—^^ sn^iü — sn*a^ ) \
• sn^K' 'cn-<r

,
. A*cnSr

,
,
^ sn cng

p
dncr^

^ 4/>pSn^«pcn^ftpdn^a
^,^ _

"^-4' (sn*M; — snVp)« j^"
Matk-phf«. dantu im 4
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geschrieben werden, irohei g^^ fj^^ . • • • ,
{"^^^^ übrigens

auch A^f A^f A^f ganze Zaitlen — positiv oder

negativ — sind.

Die Differentialjgleichung (6) geht bekanntlich durch die

Substitution

(7) y = * • xM »

wenn xi"') doppeltperiodiscbe Function zweiter Art ist^

wiederum in eine PicAin*8che Differentialgleichung II. Ordnung
ttber [vergl. den vorigen §]. Wir legen uns nunmehr die Frage

vor, wie die Function xi**') beschaffen sein muss, wenn die trans-

formirte Differentialgleichung dieselbe Form wie die ursprüng-

liche besitsen, d. h. wenn sie durch Vertauschung von u* mit

— tr ungeBndert bleiben und dieselben singulären Stellen wie

(6] haben soll.

Bekanntlich sind die (loeflicienlfn O diT durch die Siil)-

slilution 7 ans ein(T vorL?elegten homogenen iinearen Difleren-

tiaigleichung iL Ordnung

hervorgehenden Dill'erentialgleichung

z" P{w) ' z' -\- (J {ir) ' 5 = 0

gegeben durch die Formeln

Nun soll gegenwärtig die ursprüngliche Dillerenlialgleichuna

die Form (6) haben, die Irausformirto DilTereniialuieichung aber

sich von der ursprünglichen nur dadurch unterscheiden, dass

an Steile von

Po Pf» 9ii ^'(Jt -^1» ^J» ^7 ^(Ji '^J

andere Conslanten

9'n 9i, Ä^, ^i, ^l^ Ä', C^,

getreten sind. Dann muss, sufolge der ersten Gleichung (8), der

Ausdruck ^ die Form
X ("•)
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CD //" dn w SD w dn tv k* sn //' cnw
tn. —— — tu» — m. 5

* snw enw ' dnw

4- snw cnw dnw —=— —=

—

besitzen, wo m^, m,, m,, n,, . .
. ,

fi,. g^nse ZahleB sind, uad hier-

aus folgt
r

(9) xi^j — C ' sn"'' w ' cn"'"^ w - dn^^ w (sn* w — sn* a^)^

wobei C eine beliebige Conslante sein kimn. Diese Bedingung

ist aber auch hinreicliend, denn wenn sie erfüllt ist, so hat ver-

möge der zweiten Formel (8 auch Q(n'] die gewünschte Form,

wie mao sich leicht überzeugt, wenn man das Verhalten der

Function ^ -7 in ihren sineularen Stellen berücksichtigt.
X [ir)

Wir haben somit den

Lehnatt. Die Differentialgleichung (6) geht durch die Sub-

tUMion

(7) .'/=-•

d'iiin iiiiil tn(r dann in eine iJi/lcrentialyleichuny von derselben

Form iiber^ u enn jc(ic) die form

t

half wabei m^
i
m^^ //t,, n^y . .

. ,
n,. yanze Zahlen bedeuten^

während C eine beliebige Constanle sein kann,

Anmerkung. — Soll übrigens die allgemeine Lösung der

transformirten Differentialgleichung ebenso wie diejenige der

ursprünglichen den Charakter einer rationalen Function besitzen.

Sü müssen die r ganzen Zahlen , ,
, ... u^. sämmlUch gerade sein.

Die Differentialgleichung (6; besitzt die 2 r 4- 4 singulflren

Slellen

die determinirenden Gleichungen, welche den drei singulllren

Stellen

entsprechen, lauten bez.
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während zu den beiden sine;iilai eii Stellen /r = und

w = — die oamiicbe delermioireade Gleichung

(H) »(»-l)-»p.* + öp = 0

gehört. Verstehen wir also unier /u, bes. die kleinsten

Wurzeln der drei Gleichungen (40) und unter v^j die kleinere

Wursei der Gleichung (44), so ist nach § 7 klar, dass die ver-

langte Zurückftthrung der Differentialgleicbung (6)auf dieNormal-

form jedenfalls durch eine Substitution Ton der Form

(1 2) y = js • e*^ • sn'**w • cn''*ii? • daf*w -ffisn^w — sn'a^*'^*

erfolgen muss, wobei l eine beliebige Constante sein kann; es

empfiehlt sich aber, /. = 0 anzunehmen, weil dann — nach dem
vorigen Lehrsalz — die Iransformirte Differentialgleichung eben-

falls die Form 0) erhält.

Wir haben somit den folgenden

Lehrsats. Führt man in eine Picard'sche Differentialgleichung

iL Ordnung von der Form (6) eine neue unbekannte Function ein^

indem man
r

setzt und hierbei unter fjtj^ und die kleineren Wurzeln der

r+ 3 quadratischen Gleichungen

sis-i)- -5-1-4 = 0 [/» = 4, 2, 3]

und

s(s — 4) — . «+ = 0 = 4, 2, .. . r]

versteht^ so erhält man eine Picard'sehe Di/fcrcutiulffh ichung von

derselben Gestalt wie (6), welche aber die Normalform besitzt.

§9.

Allji;eiiielBe EigSMChafteii gerader Picard^selier Dlfferevtialgleiebiagea

n. Oriniag, welche die Ntnaalfora Itesitzen.

Wie wir im vorigen F*aragraphen gesehen haben, kann jede

gerade PiCAUD Sche Differentialgleichung 11. Ordnung
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„
, / a cn^/ dntr

,
_ snti? dn«'

, ^ k*6nwenw
''^ V+i-^H' + ^g» -ün^- + dn' u,

geschrieben werden. Wir wollon uns jetzt eingehender mit

dem Fall beschäftigen, wo die Differonlialgleichung (1) die

Nonnalform besiiEi; nach unseren letzten Ergebnissen sind wir

ji berechtigt, uns auf diesen Fall zu beschranken.

Die Differentialgleichung (\) hat, wie wir wissen, ausser

dem Punkte w i A" noch die singulttren Stellen

ttod zu diesen singulttren Stellen gehören bez. die determini-

renden Gleichungen

«(« — 4) — Aß .i-h/>ß=0 [^== l,2,...rj.

Da nun die genannte Differentialgleichung die Normalform be-

sitzen soll, so.muss jede einzelne von diesen r4- 3 quadratischen

Gleichungen so beschaffen sein, dass die eine Wursel den Werth
Noll hat, die andere Wurzel dagegen eine positive ganze Zahl

ist; und hierzu ist erforderlich, dass die Aj^^ Dg sämmtlich ver-

schwinden, wahrend von den r 8 ganzen Zahlen yi. ,
jeden-

falls keine negativ sein darf.

Wahrend die Punkte t#; = 0 , ir = A', w = A -|- ' A",

)r= ± er, , . .
.

, i/r =s dz o,. nur scheinbare singulare Stellen

unserer Differentialgleichung sind , Ist der Punkt iv = i A ' eine

wirkliche singulare Stelle derselben; die zugehörige determini-

rende Gleichiinu hat also mindestens eine negative Wurzel.

Diese Gleichung kann aber, wenn zur Abkürzung

r

i/. + i/i + üz ftf, = /

gssetst wird,
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(2) 4)4-2/ + = ö

geschrieben werden; bezeichnen wir also ihre kleinere Wurzel,

welche nach dem soeben Bemerkten auf jeden Fall eine negative

ganze Zahl sein iiiuss, durch — so haben wir

m(m 4-4) — 2/.m4-i4o = 0,
also

*

(3) ^ = (2/— m — 4)m.

Die ganze Zahl / ist, infolge der oben festgestellten BeschalTen-

heit von g^, 7,, .7,, ,
A,., unmöglich negativ; sie kann

nberdies auch nicht grösser als m sein, da sonst — entgegen der

gemachten Annahme — die zweite Wurzel der quadratischen

Gleichung (^1) kleiner als - m wttre.

Wir erhalten demaach den

Lehnats. Jede gerade Picard'sche Differentialgleichung

II. Ordnung^ welche die Normalform hesit%t^ kann

„ . ( ^ CBfi'dnir
. . sn^rdn<c

. « A^sn^rcnw?
(4) tr+{-*9,~^^+*9.-^^+ *9»

dn.o

' 2/,ySn«„cna^dn«^A
+ 1« (2 , _ ^ _ <

j
+ j,

- ^Cysagycna^dna^l
^^'^ sn*«; — SU« /

^

(jeach neben icerden] dabei sind ^«i ^j» A«» >*«i A^» ^

^anjse lahUn^ und zwar ist

ir.^O, (/,:-0, (/,:^'0, Ä,,^0 [e=4,2,...,r],

/«>0,
»

^ = + Sf« 4- -\rJ^Q S »* •

1

Uebrigens ist auch umgekehrt klar^ dass jede Picard sehe

DiffereDtialgieichung von der soeben angegebenen Gestalt bei

Vertauschung von -j- //- mit — w uDgeandert bleibt und ausser-

dem die Normalform besitzt.

Es sei nunmehr eine PiCAtD'sche Differentialgleichung von

der im vorigen Lehrsatx angegebenen Form (4) vorgelegt. Der-

selben wird, da der Punkt w= iK' ihre einxige singulKre Stelle,
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und — m die kleinere Wurzel der zugehörigen deterniinirenden

Gleichung ist, auf jeden Fall durch eine doppellperiodische

Function zweiter Art Genüge geleistet, welche in dem genann-

ten Punkte von der tn-ien Ordnung unendlich gross wird, für

jeden andern endlichen Werth von >r hingegen endlich bleibt;

dieser Function, wcldie wir F{ic} neniieD wolleo, können wir

bekanntlich stets die Form

W
geben. Dann ist auch die zu Fljr) conjutiirli' luinction, welche,

wie früher, durch bezeichnet werden niüge, eine Losung

der Differentialgleichung i), und zwar ImAUgemeinen eine von

F{w) linear unabhängige Lösung.

Sind umgekehrt zwei linear unabhängige conjugirte doppelt-

periodische FuDCiionen zweiter Art F{w) und F^{w] vorgelegt,

und 8oU die homogene lineare Differentialgleichung II. Ordnung,

welcher dieselben Genüge leisten, die Normalform besitzen, so

dttrfen diese Functionen nur im Punkte ir = ih" unendlich

gross werden, müssen also jedenfalls die Form (5) haben. Diese

Bedingung ist aber noch nicht hinreichend; es ist vielmehr noch

erforderlich, dass die FuDcttonen F(tc) und F^(w) fttr keinen

endlichen Werth von w gleichseitig verschwinden; und hieraus

folgt, dass diese beiden Functionen keine Factoren von der Form

-^v) ^^ {v — v)

oder, was dasselbe sagt, keine Factoren von der Form

sn* w — sn* w

enthalten dürfen*). [Insbesondere darf also keine der drei

Fonctionen snti?, cnw, dnu? als Factor in F(w) und F^{w) vor-

kommen.]

Es gilt somit der

I) Wir sagen, dass eine doppellperiodisehe Function zweiter Art

F[w), welche die einzige singulare Stelle w =s iK* besitzt, eine andere

Fenetion V^{ttr) von derselben Art als Factor enthalte, wenn derQuoiienl

F{w] : Vi>(io) wiederum eine lioppeKperiodische Function zweiter Art mit

der einsigen siogulttren Stelle w= iK' ist.
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Lehrsatz. Wenn eine gei'ade Picard^sehe Differentialgleichung

II. Ordnung die Normalform besitzt^ so irird ihr Geniige geleistet

durch zwei conjugirle doppeltperiodische Punctifmen zweiter Artj

welche die Form (5) haben und keine Factoren von der Form

enthalten^ und umgehehrt sind j/' -"-ri derart ir/r Functionen stets

Lösungen einer geraden Picard'sehen DifferenUalgleichung IL Ordr

nung, welche die Xormalform besitzt.

Durch diesen Lehrsatz wird die Theorie der geraden PiCAiD-

schen DiffereDtiaigleichungen II. Ordnung im Wesentlichen su-

iUckgefÜhrt auf die Betrachtung oonjugirter doppeltperiodischer

Functionen zweiter Art von der Form (5), also auf den Gegen-

stand, welcher uns in den §§ 3—5 beschäftigt hat. Allerdings

gieht es einen Fall, für welchen diese Zurttckfohrung illusorisdi

wird
;
jeder Differentialgleichung von der in Rede stehenden

Beschaffenheit genttgt swar eine doppultperiodische Function

zweiter Art F{u')] es kann aber vorkommen, dass die zu der

letzteren conjugirte Function F(— w) sich von F{w] nur um
einen constanten Factor unterscheidet *); dann sind die beiden

FuDctionen F{w) und F{— w) nicht mehr linear von einander

unabhängig, so dass der Ausdruck

A . F(w) + B • F(— w)
,

in welchem A und B willkürliche Constantenbedeuten, nichtmehr
die vollständige Losung der betreffenden Differentialgleichung

darstellt. Dieser Ausnahmefall, den wir schon früher still-

schweigend ttbergangen haben, soll auch in der Folge ausser

Betracht gelassen werden.

Ks sei nun /•
)
eine doppellperiodische Function «weiter

Art, welche die Fornr(;') besitzt, und keine Factoren von der

Form sn- — su'(ü enthüll; dann ist die zu h'{ir) conjugirle

Function F^ u )
= F[— u ] sicherlich nicht l)loss durch einen

constanten Factor von F{tc) verschieden, so dass der Ausdruck

A . F(w) -i-B F, (w)

i) lo diesem r.ille müssen die [beiden Kunclionen /•
'u' und F(— iv

Mio' n'ainlirhj^n Mnllipliciiton'u lial)en , und hieraus .folgt, das;« F[w] eine

doppellpenoilisclie Function iTster Arl im weiteren Sinne des Wortes

[vergl. §<j sein muss, und zwar notliwendig entweder eine gerade oder

•ioe ungerade FunctioD.
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als vollstyndige Lösung einer völlig bestimmten homogenen

linearen Differentialgleichung II. Ordnung angesehen werden
boD, welche dann die im vorletzten Lehrsatz angegebene Ge-

slatt besitsen mos« ; es sei (4) diese Differentialgleichung.

Wir wollen nan, um über die Beschaffenheit derselben

weiteren Anfschlnss sa erhalten, auf die Functionen P{w) und

Fifie) die in $ 3 entwickelten Betrachtungen anwenden, und ins-

beiondere die su diesen beiden Cnnctionen gehörenden Poly-

nome n{x) und 17, (x) in Betracht sieben. Dann können wir

nufichst eine bemerkenswerthe, zwischen den in der Diffe-

rentialgleichung (4) enthaltenen Gonstanten stattfindende Be-

nchmig feststellen.

In der Tbat, wenn wir (4] mit sn*u: — sn^Ufj multipliciren

nnd nachher y= F{w) substituiren, so wird ja der entstehen-

den Gleichung durch jeden beliebigen Werth von w gentigt;

und wenn wir in dieser Gleichung w=ia^ setzen, so ergiebt

sidi die Relation

^^—ihg-snop enoTpdn 'F(a^+ 2Cpsna^cnagdn er^ • F(op)

,

aas weicher wir, da sna^cna^dna^ von Null verschieden ist,

s

!^chliesseD kOnuen. Nun gilt aber bekanntlich identisch die

Gleichung

£^(ii;)
3 I

sn w cn w dn w — uj^

nnd diese kann, wie aus § 5 hervorgeht,

~ v_ / = snM7 cniodnfr • Tt?- « -r — rrr—i—

7

F{w) n(sn*w) il(sn'u;)

geschrieben werden. Die ganze rationale Function 77, .7 ) ver-

schwindet aber, sobald x = sn*«« gesetzt wird wir erhalten

also

*) VergU weiter nnten die Relation (7).
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und eiküunen somit, dass iD der Difl'ereulialgleicbuu}^ (4} all-

gemein

(6) Cp.

wird.

In besonders engem Zusjiinraenhange mit der DifVerential-

gleichunij; (4 steht das Polynom TT^ t\ Da n.lmlich l'{fr] und

t\iir] linear unabhängige LüsuDgea dieser DiÜ'ereütiaigieichuDg

sindf kann dieselbe auch

y, Pf

?/', f:

oder also

s=0

geschrieben werden ; es mnss miihfo identiseh

cn // dn iA? ^ SD w dnw ^ /.
* sn w cd m;

*^t—in:: ^y,
SDIÜ cnu;

^ h^, snu; onu7 dn w PF*— F'F^

sein. Die rechte Seite dieser Gleiohang ist aber nichts anderes

als die nach w genommene logarithmische Ableitung des Aus-

drucks ¥P[ — P'b\ , und dieser Ausdruck ist bekanntlich, von

einem constanten Factor abgesehen, gleich 77, (sn*wY Wir haben
demnach

;7-rr = 8snti7onu;dnu7 •

FF? - r F, _
PP[ — F' F,

~

und erhalten somit die Relation

ilj (.7") X \ — OL

aus dieser aber folgt, dass

JT;(8n* w)

n, (SD* w)

'

sein muss, wobri /'
« inen constanten Factor bedeutet, d«'sseu

WerlU leicht geiundun werden kaoo. — Früher hallen wir
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geschrieben, also die gante rationale Funclion 77, [x) als Samme,
ab Polynom, dargestellt; jetzt haben wir fttr dieselbe Function

eine Prodaetdarstellnng gefunden.— Gleichseitig erkennen wir,

dass die vorhin eingeführte ganze Zahl

r

t

den Grad angiebt, welchen die ganze rationide Function //.,( '
)

faclisch besitzt, wHhrend bekanntlich m der Grad ist, den sie

höchstens haben kann.

Wenn die Constanten r,
, , ... X, welche in die der

Betrachtung zu Grunde gelegte Function F{u'] eingehen, will-

kürlich angcMiommene Werlhe l)esitzon. so ist klar, dass

1) das Producl (7 keinen der drei Facloren ./ , 1
— Xy i — k*x

ealbalten kann, also </^ = ^ O3 — nuiss;

II in diesem Producte kein einziger mehrfacher Factor von
der Form — sn* a vorkommen kann, also = /i, = • . . =a

= { sein muss

;

III) das Polynom (8) von keinem niedrigeren als dem m-ten
Grade sein kann, also y^^O und infolgedessen / = r ss m
werden muss.

Denn sowohl das Verschwinden einzelner Coeflicienten y
io dem Polynom (8), als auch das Auftreten mehrfacher Factoren

in dem Produet (7), als auch das Vorkommen der Factoren o;,

l — iT, l — k*x in diesem Producta involvirt gewisse Beding-

QDgen filr die m 4- 1 Goefficienten ytf-i ymi ^^^^
die m 4- 4 Gonstanten f'i > ^1, • • -

y ^mt ^ Sobald wir also die

Wertbe dieser m+ ^ Gonstanten willkOrlich annehmen, wird

i7i(a:;) die Form

r '{x — sn* a,) {x — sn* er,) • • • (x — sn' a„,)

erbaiieu, und die entsprechende Differentialgleichung (4) infolge-

dessen

iT— 2 snto cnto dnti?y* —^ 5 y' -^[m im— \ ) k- sn*

-7^ 71 (sn* Ulf} sn»w — sn* cj^ /

w

lauten.
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Aus der Heihe der Falle, in denen — infolge besonderer

zwischen den obigen m 1 Conslauten slatlündender Bezieh-

ungen — die Differentialgleichung ti] eine andere als die zu-

letzt angegebene Gestalt hat, wollen wir jetzt nur den einea

herausgreifcDi WO vau den tn -f- \ Coefficienten des Polynoms (8)

alle bis auf einen einsigen verachwinden. Es sei also etwa

n = = • •= /m-/-i = }'m-l^i = • • • = ym =^ Ö

,

Dann haben wir

also g^ /, 7, = 7, = 0, Ä, = Ä, = ••• = A,. s= 0, und erhallen

somit die Differentialgleichung

(10) y--8/2!i^^.t/ -h[//u2/-iii-1)it«8n*a?4-J5}y=0.

Diese aber ist identisch mit der in Band II der Acta mathematica

von Herrn Eluot betrachteten Differentialgleichung >
]

; wenn

insbesondere / = 0 ist, lautet sie

wird also identisch mit der I.Aift'schen Differentialgleichung.—
Die obigen Sohlttsse lassen sich auch umkehren , sodass wir

sagen können:

Dcmü zwei conjugirte doppeltperiodische FUnctimen stceäer

Arty welche Unear von einander unabhängig sind^ einer DifferenUal-

(jlt ichung IL Ordnung von der Form

(1 0) y"- 2 i —^^—^ • .V'4- {»* («/- IM- 1
)

. Ä*sn«a?H- JT) .y«0

Genüge leintcu^ ist nothivendiy und hinreichend^ dass diese huwy

tionen die Form

(5)

benilzenf keine Factoren von der Fomi

sn^w — sn*cu

4) Sur nne iiqaation linteire da second ordre ä coefficients doublement

p^riodiqaes, Acta matb., Bd. II, p. 2S8.
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aUhalien und so beschaffen sind, dass sich das zuyehüriye /*<>///-

nom //, {x)= [k* x)"* -f- y^{k*xy'*~^ H h ym «w/* f^as einzige

Glied

näucirt.

Damit übrigens die Bedingungen (9 erfüllt sind, ist— zu-

foige § 5 — Dothweodig und hiareichend, dass

wird. — Insbesondere sind swei conjugirte doppeUperiodisohe

Ponctionen iweiter Art dann und nur dann LOsnngen einer

Differentialgleichung von der Form der LAHft*8chen

^ 4- {— m(m 4- 4)**sn*w 4- i^} y = 0

,

wenn sie die Form (5) besiUen, und die Gonstanten »'u - • •
>

p^y l den Bedingungen

x = o, t/, = ü, = ... = ü;«_. = o

Genflge leisten. Diese beiden Lösungen sind übrigens linear von

mander unabhängig oder nicht, je nachdem C^^n-i von Null

verschieden oder gleich Null ist.

§10.

Bdtadere Sigenaeliaflen geradar Pieard'aeliar Diffareatialgleieliaugeii

nreiter Ordnang Bit den elBiigeB siagalärei Stallen to = «o = o,

tos JT, WS
Wir haben gesehen, dass die Theorie der geraden PiCAan-

sehen Differentialgleichungen II. Ordnung in der Hauptsache auf

die Untersuchung der speciellen Gleichungen hinauslauft, welche
die Normalforni hesiUen. Im gegenwürligen wollen wir nun
eine besondere Glasse solcher DilVerentialgleicluingen behandeln,

indem wir ausschliesslich den Fall in Betracht ziehen, wo die

betreffende Gleichung ausser der wirklichen singulüren Stelle

v A 'nur di«* drei scheinbaren singulilren Stellen iv-^ 0, //• A',

Ä'-f- / A ' besitzt. Dieser Fall ist einerseits historisch von

hesonderer Bedeutung, indem er allein bisher in der Litteratur

hehandelt worden ist, und er ist andrerseits sachlich von In-

t<^resse, indem die betreÜenden Differentialgleichungen gegen-
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über gewissen einfachen Transformationen, welche in der gleich-

zeitigen Einführnng einer neuen unbekannten Function und

einer neuen unabhängigea Veränderlichen bestehen, ihre Form

bewahren.

Nach unsern bisherigen Ergebnissen kann jede in die obige

Classe gehörende Differentialgleichung

geschridiien werden; und xwar bedeutet hierbei B eine eon-

Staate Grosse, wtthrend g^t g^ und m gante Zahlen sind, von

denen keine negativ ist; insbesondere ist stets

Ml > 0 und 4- fif« -h </, % »* •

Bevor wir die DiflTerentialgleichung (4) in ihrer vollen All-

gemeinheit behandeln, wollen wir uns mit dem speciellen Fall

beschäftigen, wo und gleich Null sind; dann li^ die bereits

im vorigen § betrachtete ELLior^sche Differentialgleieliung

vor, in welcher m eine positive ganze Zahl ist und /y einen der

m 4- 1 Werthe 0, 1, 2, . .
.

, »i besitzt.

Die vollsiändiijo Integration dieser DifTerontialgleichung.

welche uns im folgeuduu Paragraphen naher beschaltigen wird,

gestaltet sich nun besonders einfach, wenn ^ ^ ist [der ein-

fachste Fall lioet vor. wenn 7 0 ist
; dann wird durch (2) die

LAMf'sche DitVorciitialglcicliung dari^pstellt ; es ist daher alsein

wesentlicher Vorlheil zu begrUssen, dass man die Integration

einer jeden Differentialgleichung (2), in welcher 7 >> ~ Ist, auf

die Integralion einer Differentialgleichung von derselben Form

zurückftlhren kann, in der g <C^-^ ist.

Um die Möglichkeit dieser Reduction su seigen, fuhren wir

sunttchst in (2) an Stelle von y durch die Substitution

y = z sn'" w
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eine neue tinbekannle Function s eio und erhalten hierdurch

die Differentialgleichung

in welcher B eine Gonstante bedeutet, die man leicht durch B
ausdracken kann [es wird nämlich B = Ü -j- 2^m(l +
— m*(l + A-*)] ; dann fahren wir in (2') an Stelle von w durch

die Substitution

mo neue unabhUngigc Veränderliche « ein, und gelangen hier-

durch tu der Differentialgleichung

f) 2(m -5)^•^~i.i'^[mmm^g]'-m- l)A*sn*€+ ß}s == 0

.

Man kann also durch Einführung einer neuen unbekannten

Function und einer netten unabhängigen Veränderlichen jede

Differentialglei^ung (2) in eine andere D^erentiaigleichung (2")

t(ftn/Ü2Are7i, welche sich von ihr nur dadurch unter scheidet, dass

an Stelle der ganzen Zahl g die (janze Zahl m — y und an Stelle

von B eine andere Constante B geireten ist.

Damit aber ist bewiesen, dass man die yollstttndigc Lösung

einer jeden Differentialgleichung von der Form (2) sofort an-

geben kann, sobald die vollsUindige Integration aller derjenigen

Differentialgleichungen {i gelungen ist, in denen

ist. — Insbesondere ISsst sich auf diesem Wege, wenn 7 = m
ist, die Differentialgleichung 2} auf die LAHfi*scbe Gleichung su-

rOckftthren.

Wir wenden uns nunmehr /u der allgemeinen Differential-

gleichung f1). Diese kann, wie man sich leicht überzeugt, auf

drei verschiedene Arten durch gleichzeitige Einführung einer

neuen unbekannten Function und einer neuen unabhängigen

Veränderlichen in eine Ditrerentialgleichung von derselben Form
Übergeführt werden.

Wenn man nämlich

(l) y — « • 8n"*a> , lü = lÄ" -t-

1
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setzt, so geht {\] in die Differentialgleichung

ttber, in welcher

also

9l+ 9i+ 9i = ff*-9i

ist. — Wenn femer

gesetst wird, so erhalten wir aus (K ) die neue DifferenUalgleichung

{ oufdne ^ sn^dnc A**8n£ cne^ .

H- {m(2 r/;'+ 2^;' + 2^;' - m - i)Ä*8n««+ ;5 = 0

,

in welcher

also

ist — W enn schliesslich

(HI) y = a-dn'"w, w^e+ K

gesetzt wird, so geht aus (4 ) die Differentialgleichung

(4 ) - +t-*i'« — + cne dnt i

-h 4- 2^;"+ 2^;' — in — 4) A«sn«c+ B"}x^O
hervor, in welcher

9r= 9ti 9!'^9ii 9r^-»^ — {9i + 9t + 9t)f

also

wird. — Die Grossen i/', J/\ B'" sind GonsUulen, ebenso wie B,

Oigjljzed byjC^OOgtc^
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Für die vollständige Integration derDifrerentialglcichung(1]

ist es nun vortheilhaft, wenn die Summe 7, -h ^4 im Ver-,

gleich zu der ganzen Zahl m möglichst klein ist. Durch An-
wendung der drei Transformationen (I), (II), (III) sind wir aber

im Stande, die Integration jeder vorgelegten Differentialgleich-

ong [K) auf die Integration einer Differentialgleichung von der-

selben Form zurückzufuhren, in welcher die obige Summe einen

gewissen Mazimalwerth nicht ttbersohreitet« Es gill nimlioh der

fotgende

LehiMti« Zu jeder DifferenUtU^ehung von der Farm

»
, f ^ cawdikw

, a snu;dntD
, ^ sn^c; cnt/^)

,

i^i y +1— h*^« h ^Ui iy

+ {m (2^, -h 2^, -h 2^/, - m - 4)*»sn»ii7 4- Ä} y = 0

gdoren drei andere Differentialgleichungen vonderselben Form[d,h.

Differentialgleichungen^ die eich von (I) nur durch die numeri"
sehen Werthe von g^^ g^, g^ und B unterscheiden] ^ welche so

beschaffen sind, dass numjededer iner Gleichungen dunA eine sofort

angebbare einfache TransfomuiUon in jede der drei anderen d6er-

fvhren kann, — Unter diesen vier DifferentitügleiGhungen nun be-

findet sichf

A) wenn keine der drei Zahlen g^, g^ , g^ gleich Null ist, wenig-

Stent «he, für welche g^ g^-^ g^ | m ist,

B) wenn eine der genanjiten drei Zahlen gleich \ull ist, die bei-

den ändert} hingegen von Null verschieden sind, wenigstens eine,für
wdclie g^ -f g, S | /«, u'ul

C) wenn nur eine der obigen drei Zahlen von Mull verschieden

ist, wenigstens eine, für welche 4- 4- ^1 ^ i ist.

Der erste Theil dieses Lehrsatzes folgt unmiiteibar ans den

vorangehenden Bemerkungen. In Bezug auf den zweiten Theil

begnügen wir uns damit, den Beweis lOr den Fall (^4) in geben.

Wir nehmen an, daas in den drei Differentialgleiehongen (I
']

(Hin die Summen jf+ ^i-h^;, ^+^+ ^,
almmtlieh grosser als |m seien^ dass also

sei; dann branehen wir, um den gewflnschten Beweis lu führen,

nur lu seigen, dass nnn in der Differentialgleichnng (1] g^ 4-

^9 S wird. Aas obigen Annahmen folgt aber, dass

)Utk.-pkjra. CUM« im. 5
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also

und iiiilhin

tsiy w. z. b. w.

Die Beweise für die Fälle (B) und (CJ sind ganz analog tn

erbringen.

Wir wollen schliesslich dio gefundenen Ergebnisse an-

wenden auf die von Herrn de Spahhe^J bebandelte Differential-

gleichung

. 1^ fi*8nwcnw
, - snM'dnio ^ cnt^dnt^l

,

^ ' ^ ^ \ dato ^ * caw • snio

+ {C«'+ n + •'t 4- «) + •'t + n — « — ^ ) so« u?

w . .
,v/''<*n'w

. . dn'w
4- (i' - «i) + + — + (*^. - n,) {r, -^n,-^\}^^

sn* I ' '

in welcher n, n^, n^, n, positive gaoie Zahlen sind, wahrend A
eine beliebige Gonstante bedeutet.

Diese Gleichung begreift einerseits alle in der bisherigen

Litteratur betrachteten geraden PiCAiii'sohen Diflferentialgleieh-

nngen II. Ordnung als speolelle Plllle in sich, und kann andrer-

seits, sobald Pf f^i, ganze Zahlen sind^), als die allgemeinste

Acta malhemalica, Band III.

t) Herr db SrAitE führt diese Besohrinkoog aloht ehii versteht vtel-

mehr unter , beliebige Contlanten ; die DUforentialgleiohmig (•}, dereo

IntegratioD übrigens formal durch diese Annahme gar nicht beeinflasst

wird, gehört dann, da ihre allgemeine Losung aufhört, den Charakter einer

rationalen Function zu besitzen, nicht mehr In das Gebiet der eigentlichen

l'icARo'schen Diirerentialgleichungen ; sie ist vielmehr in diesem Falle jener

Classe von hurnugeuen linearen Ditrerentialgleichungcn zuzurechnen, für

welche nieht die eiDielDen Lflanngen selbst, sondern erst deren QuoMeiilsii

den Charakter rationaler Functionen besitzen. — Vergl. über diese Classe

von Differentialgleichungen Halphek, Memoire sur la rtfduotion etc. und

UALrafa, Fonctions elUptiques, U 11.
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gerade PiCABD'scbe Differentialgleichung IL Ordnung mit den

viersingulttren Stellen w s= i A", wsstO,w^KfWsB AT-f- iK*

angesdieii werden.

Wir beginnen mit der Zurackftalurang der Diflferentialgleich-

mig (3) auf die Normalform.

Den drei singoliren Stellen s 0 , u;s A', t& ssK+ iK'

dieser Differentialgleichung entsprechen der Reihe nach die

determinirenden Gleichungen

»(* — ^) -
•

K - ftJK+ «, + 4) = 0

,

welche bei. die Wuneln

— «,+ ,
M» -h •'i + < ,

— »tH-*'o + +

haben. Um die Differentialgleichung (3) auf die Normalform zu-

rttckiuftthren, werden wir also

y s js • an ' ^u? • cn ^ 'm; • an -w

seilen müssen; dann erhalten wir die Differentialgleichung

„
, I ^ cnwdntt'

. ^ sntrdn«?
. ^ Är'sn«;cntr\

,

' \ • snw • • cnu; * dnto I

welche offenbar die Form (4) besittt, und auf welche infolge-

dstsen der vorige LehrsaU eingewendet werden kann. Dabei

verdienen swei Pille, in denen sich die Differentialgleicfaung

betrlchtlidi Yereinfacbt, besondere Beachtung. Bs gelten in Be-

lüg auf dieselben die beiden folgenden Lehrslltse

:

A) Wenn von den vier ganzen Zahlen n,, 7t,, drei gleich

!hUl sind, während die vierie von Null verschieden ist^ eo reducirt

iteA die Differentialgleichung (4) — und infolgedessen axixh die

Differentialgleichung (3) — auf die Lame'ache^ oder kann doch so-

fort auf diese zurückgeführt werden.

B) Wenn von den vier ganzen Zahlen », /<, zwei gleich

SuUf die beiden andern hingegen von Null verschieden siiui, so
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kam} die DifferentiaUjb'ichunq (4) — und infolgedessen auch die

Dill'erentialyleichunff (3) — unfeine der drei Formen

(5) Z"- • ^'H- {'^' (2/ - I»- 4) A'sn'u; 4- C} = 0,

zurückgeführt werden^).

Beweis lu A. — Wenn wir ss s n, s= 0 haben, m
ist die Riditigkeit des Sattes evident; wenn dagegen n aB>0 and

etwa noch ss n, s 0 ist, sodass die Glelehnng (4)

*^ " ^
8nt(;

" ' * - 1)Ä«sn*ii?+ Ä) ;i = 0

lautet^ so geht dieselbe durch die Substitution

in die LAuS'sche DifferentialgleiohuDg

Z" — {n,(fi,+ 4)ifc«sn«6 + C} Zs 0

ttber. Analog in den beiden andern Fällen.

Beweis in B. — Es sei zunächst n^ = = 0 , sodass die

Differentialgleichung (4)

'^^^'^^i^—a'+{(n,+n)(ii,-fi-4).Ä«sn«w+Ä}*=0

lautet Setsen wir dann n^^l^ n^-^n^m, so kann dieselbe

geschrieben werden, besitzt also unmittelbar die Form (5).

Es sei ferner n^ = = 0 oder = = 0. Im ersten

Falle bat man = /, 4- " = zweiten hingegen = /
,

-{- /) ^ m zu setzen, um die Differentialgleichung bez. in der

Form

^„
snivdnto

. ^ f^jj _ <)&«sn«w + B} « = 0

oder in der Form

• 4- {'« (2^ - '« - 4) A'8n»u; + i?} * = 0

SU erhalten.

<) Verpl. betreffs dieser drei Differential^ileichungen Hbrüitb, Sur Till"

t^ration de l'öquatton differealielle de Lan)6. Crbll«, 89.
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Wenn ferner n s= 0 , s= 0 i8t| also die Gleiohimg (4)

anw ' cnw )
*

Imtoli 80 kann man dieselbe entweder durch die Substitutionen

auf die Differentialgleichung

BD c

oder aber durch die Substitutionen

auf die Differentialgleichung

xurückfahren, also in jedem Falle auf eine Differentialgleichung

von der Form (5). Zu bemerken ist hierbei, dass, wofern nicht

gerade = ist, die eine der beiden Zahlen und noth-

mdig kleiner als ~^ sein muss.

Analoge Resultate ergeben sich in den Fallen n = = 0

and n = 11^ = 0.

Im Falle nsssn^^O würden wir durch die Substitutionen

m der Differentialgleichung

un a

nnd durch die Substitutionen

« = Z . cn"* w , w^€+ K+iK'
m

tg der Differentialgleieliuiig
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gelangen. Man wird sich mit grösserem Vortheil der ersten oder

der zweiten Transformalion bedienen, je nachdem ist.

Falls = n.^ ist, sind offenbar die beiden traDsformirien Diüe-

rentialgleichunj^en mit einander identisch.!

Wenn schliessiiob n= = 0 ist, kann man sich derSul>-

stitutionen

oder aber auch der Substitutionen

bedienen ; im ersten Falle kommt man zu der DifferentialgleiohoDg

r+sn. ""^"^
.r+ {(«,+ «,)(„,_«,_ 4)*««««+ c}z= 0,

CD o

im zweiten su der Differentialgleichung

Z"+ 2 w, . ^4. {(n,4-ii,)(n,- n,- 1 ) an««+ C) Z= 0

.

cn 6

Die erste TransforDiation ist vortheilhafter, wenn n| <[ ti,
,
die

zweite hingegen, wenn n^ ^ n, ist. [Sobald fi, = n, ist, fallen

die beiden transformirten Differentialgleichungen susammeD.]

Volistäudige l&tegi'ation gerader Picard'.scher DiirereEtialgleichan|;eB

zweiter Ordanng.

Bei der vollständigen Integralion der geraden PiCARD Soben

Differentialgleichungen II. Ordnung können wir uns, früheren

Ergebnissen sufolge, auf solche Differentialgleichungen be-

schrttnken, welche die Normalform besiUen, welche sich also

„ . / ^ cn?rdnM* . - snw'dnjr , _ Ar'snM'cnti'
«) y + \- «?.-r— + + a*.~d^^

^ 2(,sn«^co«pdna^
|

sn*«;-sn««p

schreiben lassen. Mit der vollsiaiidigeii Integration derartiger

PiCARD'scher Differentialgleichungen wollen wir uns nunmehr
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beschäftigen. Dabei soll, wie schon bemerkt, von dem auf

Seite oC erwähnten Falle abgesehen werden.

Der Gleichung (1) kann, als einer PuiARn'schen Differential-

gleichung, welche die Normalform besitzt, und deren allgemeine

Lösung im Punkte iv = / A ' von der //<-ten Ordnung unendlich

gross wird, stets durch eine doppeltperiodische Function zweiter

Art F{w) mit der einzigen ?/^-fachen singulären Stelle ir = / A'

Genüge geleistet werden, durch eine Function F[u;) also, welche

HUiD nach Belieben in einer der beiden Formen

oder

(m — <)! ^ < (m — 2)1 ^ ^ ' '

schreibeii kann. Um diese Function F{u:] zu ermitteln, brauchen

wir, wie uns aus § 6 bekannt ist, nur die 2m -f- 4 ersten GoelB-

denten L^y L^, L^m-t-i entsprechenden Reihenentr

Wickelung

f (.Ä' + «)-. ^ {4 + i, + Z,,«» +..
.)

ZU berechnen; da (U)rigens durch diese Coefficienten die Function

)
eindeutig bestimmt ist, so werden sich für die letzteren

im Allgemeinen zwei Werthsysteme ergeben mttssen; denn der

Diflferentialgleichung (i) kann ja, wenn nicht gerade der oben
erwtthnte Ausnahmefall vorliegt, durch zwei verschiedene Func-
Uonenvon der in Rede stehenden Beschaffenheit Genüge geleistet

werden [durch die Function F{w) und die su derselben conju-

girte Function F(— w)].

Um aber I^, . .
. ,

L^q,^, zu berechnen, machen wir su-

nlchst von der bekannten lüethode der unbestimmten GoefB-

clenteu Gebrauch.

In der That, durch die Forderung, dass die Reihe
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der DifferenUaJgleicbiing (1) identisch Genüge leisten soll, wer-

den von den Coefficienten L^, L^, L,, ... dieser Reihe die

2 m — %l ersten eindeutig bestimmt, wahrend sich alle ttbrigen

als ganze lineare Functionen einer iwnächst unbekannten Grösse,

die wir q nennen wollen, ergeben; mit anderen Worten, die

fragliche Reihe ergiebt sich in der Form

-h ^ . (w — lÄ')«»*»-«' . {i-i- B, (w — lÄ") H )

,

wobei die A und B eindeutig hostinunt sind, die Grösse () hin-

gegen unbestiniDit bleibt. Denn die obige Forderung führt auf

ein System von Gleichungen

(«) «.»=0, Ä, = 0, «.«O, ll.»0,...,

welche die Form

besitzen, also in Bezug auf die Goeföcienten L,
,
L^, ... linear

sind; und zwar wird, weil die zu der singulttren Stelle w = lA"

unserer Differentialgleichung gehörige determinirendo Gleiohang

«(* — ^) 4- 2/ .
« -h m(8 / — m — 4) Ä 0

lautet,

also insbesondere

^••= 0, und ^ ,,^_„= 0.

Es handelt sich nun bloss noch darum, jene Grösse q so zu

bestimmen, dass die Ht ihe (L), von einem constanten Factor al>-

gesehen, einen Ausdruck von der Art der Function I'{u ) darstellt-

Zu diesem Zwecke bedienen wir uns der in den §§ 3— i

entwickelten Hilfsmittel, indem wir die zur Function t' ir) ge-

hörenden Polynome //(r), n^[x)f n^{x) in Betracht ziehen. In

der That, die Coefficienten a^,..., «m» • •>/*m+o
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diewr drei Polynome Bind ja yermtfge ihrer AbhttngiglLeil von
da GrOesen

, L^ff^^,^ zum Theil eindeutig bestimmt,

vm Tbeil ergeben sie sieb als ganie rationale Functionen von q ;

«teilen wir also swiseben den genannten Polynomen die Glei-

P) a?(4 — aj)(4 — k^x) • il'(x)« = ll,(ac)« -i- n(x) . /l,(a;)

hernnd drücken aus, dass dieselbe identisch, d. h. ftlr jeden be-

liebigen Werth von Xj stattfinden soll, so erhalten wir [vgl. § 4]

ein System von 2 m ^ Relationen, welche zum Theil Identitäten,

lUDi Theil aber algebraische Gleichungen mit der Unbekannten ^
sein werden. Diese algebraischen Gleichungen nun mtlssen zwei

gemeiDscbaliliche Wurzeln, Q^ und haben; und zu jeder

dieser beiden Wurzeln gehört nach unsern obigen Ergebnissen

ein völlig bestimmtes System Ton Wertben der Soi -i- 4 Goeffi-

cientenXr,,/^, L^^.
Das soeben skiuirte Yerfabren zur voUstlndigen Integration

der DiHbrentialgleicbung (1} lasat sieb offenbar auf alle Picasd-

seben DUferentialgleiebungen II. Ordnung anwenden, wdcbe die

Ronnalform besitsen. In dem besonderen Falle derDifferential-

gleiehnng (4) vereinfacht sieb dasselbe Übrigens beträchtlich

infolge des UmStandes, dass diese Differentialgleichung sich durch

?ertauschung von mit — w nicht ändert.

In der That, aus diesem Umstände folgt, dass die Relationen

/?, = 0, /i,= 0, /<,= 0, Ä^s=ü,... die folgende Form be-

sitzen:

= (2/ — Sm) . JL, 0

,

= (8/ — 2w 4- 4) . L, + .4 = 0
,

5 (2i — 2m+ S) • + • ^1 = 0

,

= (2/ — + 3) . 4- C . 1, -h D = 0
,

IMese Gleichungen aber liefern für dieCoefficienten L,, L,, L^, ...

•
T l^m-%i-i gemeinschaftlichen Werth Null und bestimmen

ausserdem sowohl die sämmtlichen Coefficienten mit geradem

Index — Z,,, L,, Lß, . . . — als auch die Verhältnisse der weiteren

Coefficienten mit ungeradem Index. — />„„_,/^.,, ''«m-t^+s? •

^ eindeutig. Schreiben wir also — im Anscbluss an § 3 —
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80 ist durch die Gleichungen (8) die unendliche Reihe ein-

deutig gegeben, die unendliche Reihe dagegen bis auf eincD

conslanten Factor q bestimmt. Berechnen wir daher die Goefli-

cienten a,„, /i?,, fi,n+^, y^, so seigt sieh

vermüge der am Sdüuss des § 3 gemachten BemerimngeD, dass

die a und soweit sie nicht eindeutig bestimoil sind, lineare

Functionen von werden, und dass sich die Grossen y, soweit

sie nicht den Werth Null erhalten, in der Form q* • const er-

geben. Stellen wir dann zwischen /I(.t), ^^[x], /I,(x) die

Gleichung (3) her und drüclten aus, dass diese für jeden Werth

von x bestehen soll, so gehen aus derselben u. a. mehrere

nicht identische Relationen hervor, welche die Grösse (j nur in

der 2. und in der 4. l'otenz enthalt«'n und infolgedessen als alge-

braische — zum Theil lineare, zum Theil quadratische — Glei-

chungen mit der Unbekannten angesehen werden können.

Es muss nun möglich sein, allen diesen Gleichungen durch einen

bestimmten Werth von ^* Genllge zu leisten; und diesem ent-

sprechen zwei nur durch das Vorzeichen von einander verschie-

dene Werthe von (). .le nachdem wir den einen oder den andern

der beiden Werthe nehmen, erhalten wir die Function

selbst oder die zu ihr conjugirte Function F{— tc) [vergl. § 3

Gleichzeitig bemerken wir, dass der Ausnahmefall, in welcliem

F(— w]:F{tr) eine blosse Gonstante ist, dann und nur dann

eintritt, wenn den obigen algebraischen Gleichungen durch den

Werth ^* = 0 genügt wird.

Wir haben schliesslich, mit Rücksicht auf die Ergebnisse

des § 6, den folgenden

Lehrsati. Es sei eine beliebige Picard'sehe Differentialglei-

chuny II. Ordnung vorgelegt ^ weldM die Ncrmalform besitzt^ und

zwar möge die allgemeine Lösung im Punkte w^iK' von der

m-ten Ordnung unendlich gross werdeti; dann muss man, um die

beiden jener Di/Jerentiulyleichuny Genüge leistenden doppellperio-

diSrht'H Functionen zweiter Art zu ermitteln, ausser einer gewissen

quüdrultsdien Gleichung uueh zicei ulyebruische Gleichungen m-leu
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Gradet außnen^ falls diese PuncUonm in Produdform dargesielll

werden Stilen ; wünscht man sie dagegen th Summenform üti «r-

kaltenj so sind zu ihrer Auffindung ausser dei* Auflösung jener

ftadratischen Gleichung keine anderen algebraischen Operationen

erforderlich als die Auflösung linearer Gleichungen^). — Ist tfif-

betmdere die vorgelegte Picard^sche Di/ferenHalgleiehung IL Orrf-

nung eine gerade, so hat die erwähnte quadratisdte Gleichung die

Am
^* s const.

Wir erlttutern das Verfahren an einigen Beispielen.

Wenn die LAMfe'sche Dißerentialgleichun^

tor Integration vorgelegt ist, so werden durch die Gleicboiigen

{%] die Goeffioienten £, ,
L, , . .

. ,
L,^ und L^m^ eindeutig be-

stimmt, während ^^^^-»-1 unbestimmt bleibt und infolgedessen

gleich Q gesetzt werden kann; insbesondere aber erhalten wir

3= XB L, s= • * • ns SS 0
,

wogegen sich I,^ als ganze rationale Punclioo Ar-4en Grades von
Borgiebt Setaen wir demgemVss

•S=(]f{^+^»^'+/^*«*+-}, s.=e..--'{<-f /w*+- •}>

und berechnen die GoeflScienten . . . a^f^j Z?« , . .
. , /^m-i-t > /o • • • ^'m

infGrand der in § 4 entwiekeHen Principien, so zeigt sich, dass

dieselben mit alleiniger Ausnahme von y„^ eindeutig bestimmt

sind, und zwar ergiebt sich = ss • • . ss y^^_^ = 0

,

wihrend oj^ sowie ßf^ eine ganze rationale Function Är-ten Grades

on B wird; für y^^ dagegen erhallen wir die Formel

Om nun q su bestimmen, bilden wir mit den für die y ge-

fondenan Werthen die Helation (3); von den -|- 4 Gleichungen

I) Herr Hbuhits hatte die Freandlichkeit, den Verfasser darauf hiosu-

vdten, data dmd im Slaode sein rnttssa, jede Pigaid'scIm Differential*

s^leichaog II. Ordnung vollstSodig m integrireo, ohne hierzu der Auflösung
algebraischer Gleichungen von einem höheren als dem zweiten Grade zu
Mürfen. Aus dem Bestreben, diesem Gesioht-ipiinktc Rechnung zu tragen,

eingen die in § 6 der gegeuwttrligea Artieit eothalteiven • Betrachtungen
hervor.
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twisoheo den o, auf welche diese Relation fobrt, sind die

%m eniao frei Yon ^, müssen also nolhwendig lauter Identitiien

sein, nur die leiste Gieiehuog

0 = yj, 4- öf» • ßm^ I

welche wir auch

schreiben künnen, enthalt die Grösse und bestimmt dieselbe

offenbar als ganze rationale Function 2 m -\- i-ten Grades von B.

Soll bei der LAMß'schen Differentialgleichung [k] der Ausnahme-

fall eintreten, so muss demnach die Grösse B einer algebraischen

Gleichung im -f- 4-ten Grades Genüge leisten.

Es möge femer die schon mehrfach erwllhnte EixioT*sche

DifiTerenlialgleichoDg

W sT- «^^'^^^ . {m(8^- m- 4) sn»w^B)y^O

vorgelegt sein; dann können wir uns bekanntlich auf den Fall

besohrilnkeD, wo ^ ^ ^ isl.

Es sei lanBebst 9 - ^nat ist m — 2^+ 4 ss m <— 2/

+ 4^2; es enthalt also sowohl die Reihe 8, als auch die aus

ihr durch Differentiation hervorgehende Reihe Si nur Glieder

mit positiven Exponeslen. Infolgedessen hängen die a und ß
nor TOD L^f ^t» i'e> • • • ^^^^ sammtlich eindeutig be-

stimml, wogegen sich ^^.^ = (2m — 2^+ 4)^* ergiebt; alle

übrigen y erhalten bekanntuch den Werth Null. Bilden wirmm
die Relation (3), so bemerkeD wir, dass die 8m+ 4 aus derselben

hervorgehenden Gleichungen swiseben den y simmtlidi

Identitiien sein mttssen, mii Ausnahme der einen, die man durch

Vergleiohung der Goefficlenten von x*^ erliilt; diese sielll als

ganse rationale Pnnetion 8m » 2^ -f- 4-ten Grades von B dar.

Bs sei sweitens ^ = ^ . Dann ist m — 8^ -|- ^ ^ — 8/

-(- 4 siä 4, es beslebl also die Reihe aus lauter Gliedern mit

positiven Exponenten, wogegen die Reihe S^^ ausserdem ein von

t freies Glied enthalt. Mithin sind or, , . .
. ,

a„^ eindeutig be-

stimmt, ß^, ebenfalls, aber /i^^^, ergiebt sich linear

durch ausgedrückt. Zur Bestimmung der Grösse verwendet
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man in diesem Falle am besten die letzte anter den Sei+

1

lelatioAmi, denen die Gleiolmiig (3) Hqnivatoni iai; diese Rela-

tioB aber laatel

0 = rJn + «m • (^m^y ,

and bieraua ergiebt sich, da in ttoaerem Falle = 0, a„| aber

vaabhangig von q und überdies veraobieden von Null sein muas,

nr Bestimmung von ^* die Gleicbung

weiche diese Grösse als ganse rationale Function m-j-^-teu

Grades von B darstellt.

Bei der Differentialgleichung [5} tritt, sowohl wenn g <C ^

als auch wenn g =^ ist, der Ausnahmefall dann und nur dann

eni, wenn B einer gewissen algebraisoben Gieiehung — %y
+ l'ten Grades Gentlge leistet.

In ahniiober Weise, wie die Gieiehung (5), lassen sieh die

analog gebauten Differentialgleiehungen

^'-^^9
^'"^J"'"'

. y-f {in(ty- m- 4 )Ä» an* u; 4- ^} y = 0

,

behandeln.

Als weiteres Beispiel nehmen wir den Fall, wo die be-

trachtete Differentialgleichung

„ 8sntt' CH'/ dn//' ,
. , .

?rsn« cnrr dn rr)

lautet, wo also m = 1 , / = 1 ist.

Die vollständige Lösung wird im Punkte w = iK' von der

ersten Ordnung unendlich gross und ergiebt sich, wenn w=iiK'
+ « geaetat wird, iu der Form

^i + 'S, = |{l +V + ^4«*4--- }-H{^f4-^.«'-H ••}.

wobei die Goefßcienten L,, L^, . . . der Reihe S^ eindeutig ge-

geben, die Coefficienten /.j, ... der Reihe 8, hingegen bis

auf einen gemeinschaftlichen constanten Factor bestimmt sind;
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es handelt sich nun darum, denjenigen Werth zu bestimmen,

den dieser constante Faclor ^ erhalten muss, wenn dnrdi

S| + St

eine doppeitperiodische Function zweiter Art

dargestellt werden soll. Zu diesem Zwecke aber bedienen wir

uns der in § 4 abgeleiteten algebraischen Relationen

= 2 (3 — L, - s, A.) - (2 — - sJ («X, J
- + Li+ 26, • 1.4- - 2*4,

4- (2/., _ - (- 61. + -f. 25, . -h s\ -
,

welche vermöge der soeben ausgesprochenen Forderung Ewischen

/.f,
L,, y.« stattfinden müssen; diese Relationen worden offen-

bar lineare Gleichungen mit der Unbekannten q*. Es sei ^ein

denselben genügender Werth, und F{ir) die Funetion, die man

vermöge § 6 aus den entsprechenden WeHhen von
,
L„ L|

erhttlt; dann befriedigt oflfenbar aaoh — ^ diese Gleichungen,

und die lu den entsprechenden Grossen — , + 1.,, — ^ffi"
hörende Function F^(to) = F(— w) wird ebenfalls eine Lösung

unserer Differentialgleichung.
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F. Hausdorff, fufinifcsimale Ahbtlduagen der Optik. (Vor-

gelegt von Herrn H. Bruks, o. M.)

1.

Ein Aufh.'iu der geometrischen Optik auf breiterer mathe-

matiscber Grundlage, über die beschränkten Zwecke der prak-

tischen und reoliDenden Optik hinaus, ist erst neuerdings zu

Stande gekommen. Nachdem bereits Abbe ^) in strengerer Weise
als seine Vorgllnger den Antheil der Liniengeometrie aus den
optischen Süteen herausgearbeitet hatte, gab Bions^ eine äusserst

cooseqnentennd nmfassende Darstellong, indem eraUe Strahlen-

abbOdangen lasammeanahni) die dem MAuvs^sehen Satie ge*-

harohen. Dieser Sats, wonaeh flttchennormale Bttsohel bei jeder

Brechung (und Spiegelung) fladbennormal bleiben, gilt fttr alle

optisehen Abbildungen In isotropen Medien (nieht auch für die

Ooppelbreehnng in Krystallen) ; die umgekehrtePrage, ob jedeAb-
Mldnag, die dem MAtos'sehen Satze genügt, dureh optische Htdfs-

mittel SU verwirklleben sei, ist von Bruns gestellt, aber nicht

beantwortet worden. Einen Beitrag hierzu will die folgende

Arbeit liefern, und zwar mit Benutzung eines analytischen Ver-

fahrens, zu dem die Anregung in der BRiiNs'schen Abhandlung
selbst enthalten ist. Eine Strahlenabhildung, die dem Mali^s-

schen Satze entspricht, ist namfich nichts anderes als eine Be-

nihrungstrnnsfnrmation in fünf Variablen von specieller Form
;

das »Eikonal« der Abbildung ist seinem Hauptbestandtheil nach

identisch mit der »erzeugenden Function« der Bertlhrungstrans-

formation. Beiiciufig sei erwähnt, dass dieser Zusammenhang
zwiachen der Opük und den fruchtbaren LiB'schen Theorien

I } CiAPSEi,Theorie der opUsoben lostromento nach Abbb, Breslau 4 S98.

S) Das BIkona]» Abbandlangen der K. Siebs. Gesellschaft der Wissen-
acbaflen, ISS5.
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nicht der einzige ist; auch die Bewegung des Lichtstrahls im
elastischen Medium fahrt unter YermitduDg des HuT«iii8*sehen

Princips auf eine gewisse Klasse von Berohrongstransfiimiar

Üonen Der grosse Voriheil nun, den das Reebnen mit if^fri»-

' tmmaUn BerOhningatransformattonen gewSlirt, legt es nahe,

auch unendlich kleine Strahlenabbildongen der Optik lur Unter-

suchung SU sieben, d. h. solche, die jeden Strahl des Objecto

raumes in einen unendlich benachbarten Strahl des Bildraumes

überführen. Das Ergebniss einer hiermit angestellten Probe
fliilt nieht ungünstig aus; u. a. ISsst sich die wiebtige Frage

nach der Existenx einet idealen Femrohrobjectivs auf diesem
Wege, wenn auch nicht vollständig, entscheiden. Worin der
Vortheil der Kinführung infinitesimaler Abbildungen, gegenüber

den endlichen
,
besteht, kann man im voraus abschätzen : ge-

wisse Beziehungen lassen sich hier explicite, statt implicite,

schreiben, und an Stelle successiver Ausftlhrung zweier Opera-

tionen tritt im Gebiet des Cnendlichkleinen die blosse Super-

position. Beispielsweise erfordert das FJkonal einer zweifachen

Brechung eine meist undurchführbare Klimination von Variablen;

die entsprechende charakteristische Function für unendlich

kleine Brechungen dagegen ist additiv aus zwei Einzelbestand-

theilen zusammengesetzt fso lange man sich auf die Glieder

niedrigster Ordnung beschränkt). Aber auch die Schwächen

dieser Methode liegen auf der Hand: die infinitesimale Operation

verhält sich rar endlichen, wie das erste Glied einer Reihen-

entwicklung sur gansen Reihe, wie die nttcbste Umgebung eines

Punktes sur ganien Gurve oder Flüche; Ergebnisse, die sich auf

eine infinitesimale Operation besiehen, lassen sich nicht ohne

weiteres auf die endliche tibertragen, sondern geben hüdbstens

einen heuristischen Fingerseig; ausserdem — und hierin liegt

für unser Vorhaben eine wirkliche EinsohrSnkung — ist berelta

die Annahme der Ezistens infinitesimaler Operationen eine

Specialisirung der endlicheni weil sie das Vorhandensein passend

gewählter willkUrltcher Parameter voraussetzt. Wenn zwischen

den Variablen x und A eine Beziehung

X= f ,x, a)

besteht, die den willkttriichen Parameter a enthält, so sprechen

1) LiE-ScuBFFfiRS, Geometrie der BerübruDgstransformatiooeD L
(Leipzig 1896j.
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wir von einer Seher Trensformetionen swisdien x tind X; jedem
bestimmten Werthe a entspriehl eine Transformetion der Schar.

Giebt es nun einen gewissen Werth, etwa aas 0, des Para-

meters, fttr den sich f(Xf a) identisch anfx rednoirt) so heisst

diese Transformation

X^f(x, 0)=a?

die Identität der Schar, und jede ihr unendlich benachbarte eine

inßnitesiroale Transformation; die Gleichung einer solchen ist,

nach Potenien yon a entwickelt,

A'=ic + ax-,4-
2 ^tH »

wo T, , r^, • • Functionen von x sind. Dagegen kann man nicht

von der infinitesimalen Transformation einer einzelnen Trans-

formation A' = /'(a) sprechen, die keinen willkürlichen Para-

raeter enthält; ebenso waren Scharen von Transformationen

auszuschliessen , denen die Idenlililt nicht angehört. Dieselbe

Erwägung gilt für Transformationen zwischen mehren Variablen

mit mehren Parametern. Wenn wir daher im Folgenden die

Existenz infinitesimaler Strahlenabbildungen voraussetzen , so

beschränken wir uns auf solche endlichen Abbildungen, die min-

destens ein willkürliches Element enlhnlten; isolirto Falle, also

.Abbildungen mit ganz bestimmten Werthen der Brechungs-

exponenten und ganz bestimmter Anordnung der brechenden

Flächen, bleiben von unserer Betrachtung ausgeschlossen. Eine

noch weiter gehende Einschränkung, die wir erst im Lauf der

ÜDtersuebung begründen können, soll hier schon ausgesprochen

werden. Denkt man sich eine endliche Abbildung optisch ver-

wirklicht, durch ein System brechender Flächen F, F^,, ...

^a-i ia> reiche die Medien if,
, 1/^ ,

if, .. . if^ mit den Brechungs*

iadices n,
,
n,, . . . n„ von einander trennen, so leitet man daraus

dorch einzelne oder combinirte Anwendung folgender beiden

Verfahren eine infinitesimale Abbildung ab:

entweder Issst man alle bis auf kleine Grossen erster

Ordnung einander gleich werden, oder man wählt alle brechen-

den Flachen unendlich benachbart und den ersten Brechungs-

eiponenten gleich dem letsten.

Die erste Operation setat voraus, dass die VeihUltnisse der
a« (soweit sie von Eins verschieden sind) wirUich disponibel

seien, wlihrend die brechenden Flachen ebenfalls disponibel

MttSL^hr»» CluM. 1896. 's
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oder von vornhereiD gegeben sein kttmieB. Bei dem zweiten

Verfahren können umgekehrt die gegeben sein, während in

die F die ndthige Art und Ansahl verfügbarer Elemente ein-

gehen muss. Wir werden uns aber ktinfUg auf infinitesimale

Abbildungen der ersten Art beschranken.

Mit Rttcksioht auf das mehr optische als rein matlieniatisdie

Interesse der Betraolitiing soll im Folgenden dasjenige^ was ans

dem Gebiete der Bertthrungstransformatlonen des Raumes ge-

brauoht wird, besonders abgeleitet werden; im Obrigen ist auf

die ausführliobe Theorie im swelten Bande der Lia'sohen Trans-

formatlonsgruppen lu yerweisen*

Wir schreiben die Gleichungen eines Strahls o in der Form

wo tfi
y p, q die Richtungscosinus von a gegen die Goordinaten-

achsen, 0, h , L die Goordinaten seines Schnittpunkts mit der yz-

l^bene (Grundebene) sind , und wählen //, A', />, q als die vier

Bestimmungsstücke von a (Strahlencoordinaten). Die aus (4)

folgenden Gleichungen

geben wenn die beiden anderen CSoordinaten q und ain

beliebiger Punkt y, % des Strahles gegeben ist. Ncl>en diesan

Grossen, die sich auf den Objeotraum beliehen, sollen die ent-

sprechenden Grttssen für den Bildraum eingeführt und mit

grossen Buchstaben bezeichnet werden. Die »Abbildung« des

einen Baums auf den andern besteht in der Zuordnung eines

Strahls 2 su jedem Strahl a, d. h. in vier Gleichungen, welche

die Strahlencoordinaten //, A, P, Q als Functionen von A, A*, />, g

definiren und umgekehrt.

Eine Mannigfaltigkeit von oo* Strahlen heisst ein Strahlen-

bllschel; man erhalt ein solches, wenn man Ä, A, p, q als FuDO-

lionen zweier Parameter, oder auch /j, q als Functionen von /j, A

(resp. umgekehrt) ansieht. Ein flächeunormales Büschel ist

durch die Forderung definirt, dass

pdh 4- qdk

(2)
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«1 foOsllndiges Differential sei. (Tgl. Bkonal, p. 333.) Ist

i^S{*Jji) die Gleiehung einer Flflehe (WeUenflSolie) und liat

ihre dnieh den Punkt gellende Normale die Strahleneoor-

^aaten Ä, Ä, p, g, so ist j^f,^
= ^, =

,

- 'i ^«»

womit hf k, 9 als Functionen von i/, { bestimmt sind. Damit

folgt

= - m(S,rf,+ g;dO+ «rfg-
(I)

Weon also das Büschel flachennormal ist, so ist

(3) (// = pdh 4- qdh

eia ToUstandiges Differential^ und die Gleichungen

(4) ^^^ml, r}^h--pl, ^^k^ql
stellen eine WelleDfläche dar, sobald man darin l = /(A, A),

i^ = ^ik, 9 = /* acut«).

Die hier angestellte Betrachtung führt darauf, den vier

Stnhlencoordinaten />, p, q eine fünfte Variable / su adjun-

girsD, derart, dass die PpAPP'scbe Gleichung (3) oder

(5) dl — pdh — <yrfit = 0

^ie Bedingung der Flächennormalität angiebt. Allen uptischen

Abbildungen ^die sich jetzt als fünf Gleichungen zwischen den

^ ^ Pi 9 und //, A, L, (J darstellen} gemeinsam ist nun die

1) Wir bezeichnen «lurchwag partielle DfffereBtialqttOlienten in dieser

»BiiBverttandllcbeo Welse.

6«
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Gttltigkeit des MALis'schen Saties oder die EriialtuDg der Flä-

cbennormalitilt, eine Bedingung, die sich so anssprioht, dais die

PvAFv'sohe Gleiohnng

(6) dl " PdH ^ QdK^ (S

eine Folge von (5) ist. Da die linke Seite von (6) bei EinsetEung

der FuDcUonen //, A', Q linear in den Differentialen der

/r, q wird, so besteht hiemaoh eine Identität von der Form

(7) dl — PdU ^QdK^(i(dl— pdh - qdk).

Andererseits denke man sich die fünf Abbildungsgleichun-

gen angesetzt und aus ihnen die vier Grössen P, Q, p, q elimioirt;

es ergiebt sich dann im Allgemeinen eine Gleichung

zwischen den h, k, /, 77, A', L; wir nehmen an, es ergebe sich

nur diese eine Gleichung' . Dann muss die Gleichung r/i^ — 0,

die aus denselben Diirerentialen wie (7) gebildet ist, mit dieser

identisch sein, da sonst zwischen den /, 77, A, L mehr als

eine Relation besttinde, es ist also

£h Sh

mit andern Worten, das System der Abbildungsgleichmigeo ist

gegeben durch

und der Faotor ^ der Identität (7) dureh

Die »erzeugende Function« Q kann als Function ihrer sechs

Argumente beliebig gewählt werden, nur muss sie alle sechs Vari-

ablen enthalten und das System der Gleichungen (8) muss sowohl

naeh den kleinen als nach den grossen Buchstaben auflösbar sein.

Deuten wir ür, l als rechtwinklige Goordinaten eines Punk-

tes im drdfachen Räume und p, q als Riohtungscoordinaten

eines hindurchgehenden Pltohenelementes, so haben wir den

4) AbblldtuigeD, die anf iwel oder drei toloher Oleichangen fülirea,

spielen in der Optik keine besondere Rolle.
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Lu^solieD Begriff einer BerOhraiigsiransforaiatioii des gewtfhn-

fiohen Raumes. Ist l Function von A-, so spricht die Gleiehung

(3} ans, dass das Flaöhenelement Ar, /, />, q die Flache /= / (A, A)

im Punkte h, A, / berflhrt; die oo* Flächenelemente, die eine

Ftache berühren, gehen bei einer Bernhrungstransformation in

solche von gleicher Eigenschaft über. Die drei Gleichungen (4)

definiren selbst eine BerührungstraDsformatioQ zwischen den
Variablen

/, /i, kj Pj q und

Sf «?, £, X

Bit der erzeugenden Fonetion

ans den noch felilenden Gleichungen tv

erhalt man in der That eine Identität yon der Form (7), nttmlich

d£ — ndij — xdf = — {dl — pdh — qdk) .

« • •

Wenn die Gleichungen (8) eine Strahlenabbildung dar-

stellen sollen, so dürfen die durch Auflösung nach P, Q
eibaltenen Gleichungen keine der adjungirten Variablen /, L
mehr enthalten, oder es mnss jede der vier letzten Gleichungen

(8) frei von L werden, wenn man eine dieser Variablen mit

Htüfe von 12 = 0 eliminirt. Es bestehen also die Gleichungen

\L
' hL~ hl '

hl 'bL'~ Vi hL ~ i/ • dX'

deren erste lautet

pi= pi, QiiQiQhL- Qh = ßi, {Qi — ^u)

oder mit Einführung des Ausdrucks [9j

Diese Gleichung, die erfnllt sein soll für die Yariablenpaare

hk, kl^ LH, HK^ KL

wird befriedigt, wenn ^ eine Function yon i2, oder £1 eine

Usnng der partiellen Differentialgleichung

%—

—

1
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isif deren allgemeine Lttsnng Q gefunden wird, indem man eioe

beliebige Gleichung swisohen den aecha Argumenten

12, L — v/, /i, A, //, A'

(wo ^= (f(Q)) naoh U auflöst Denkt man sich dieae Gleichuni

nach L— (fl aufigelOat und schreibt

(10) I— qI^ A, i/, A, Si,
,

so folgt durch Differentiation, wenn q' = und« eine der vier

Grössen /j, A, //, A' bedeutet:

also

flx- .« ! ., 12.=-- n. fl«=

und Mdi (8)

(««) P = -y. «=--^. i'=V,, <?="fx.

In diesen Gleichungen ist noch _Q == 0 zu setzen, wodurch g

in eine Constante, in eine blosse Function von /i, A, //, A' über-

geht; die Form der Gleichungen [14) seigli dasa man diese Sub-

stitution gleich von fomherein yomehmen, also die eneugende

Gleichung in der Form

jt— ^/— tp
(Ä, A, //, A) = 0 , ^ =s constans

ansetzen kann. Wählt man^ um auf den Fall der Optik xu

kommen,

(12) ß « iVZ,— nl -H E{h, k, H, A),

80 wird ^ s ^ , und die Abbildungsgleichungen (8) geben

(43) npBFi^4, nq^B^^ -^NP^Ea^ --NQ^Er,
n und N sind hier die Brechungsindioes von Object- und Bild-

raum, K das Eikonal der Abbildung. Solcher Eikonale giebt es,

wie man bei Bri ns [a. a. 0., p. 356] auseinandergesetzt findet,

im allgemeinen Falle 46; wir wollen hier nur diejenigen vitr

Formen benutzen, in denen Riehtiings- und Streckengrössen

paarweise auftreteOi d. h. die vier Eikoaaiformen
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£,==£(Ä,^, //,Ä),

Du System der Abbüdungsgloidmiigen ist in den lusammeih-

bnenden Formeln

UiE^ = — n (hdp 4- kdq) + .V (lldP + KdQ)
]dt\ = — n {hdp 4- fidq) — A (Pdll +
jrf/ij = 4- /, (pdh 4- — y [Pdll H
\db\ = 4- n 4- 7r/A) + A' (UdP 4- Ä(/C>)

enUialten, die so su lesen sind, wie es im Falle h\ die Gleichun-

gen (13) zeigen. Gehören alle vier Eikonale einer und der-

selben Abbildung an, so bestehen swbohen ihnen die Belationen

1<5)
[E, ^E,^E,-^E.^ N(Ptt-{^ Q£),

l£, — = ij; - £; = n (pÄ + qk).

3.

Im Falle einer infinitesimalen Transformation sind die Ab-
bildungsgleichungen von der Form

// ^ Ä 4. yV 4- ~ Ä" 4-

«

A- = Ä + pk' 4- j A" 4-

P p 4- 4- ^ //

wo V eine unendlich kleine constante Grösse ist, die sonst in

den Gleichungen nicht vorkommt; die Grössen /' h' k' p q u. s. \v.

sind Functionen von Ihkpq, Stellen die Gleichungen 16 eine

iDfioitesimale Berührungstransformation dar, so müssen sie die

Identität 7) erfQllen, worin wir uns q ebenfalls als Potenzreihe

von V entwickelt su denken haben, deren erstes Glied offenbar

^ I ist. Setsen wir daher die Gleichungen (46) und
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(47J Q=h +
in (7) ein und trennen die eimelnen Potenten von so ent-

stehen die folgenden Identitäten:

(48) dl' —pdh' — qdk' — p'dh — q'dk= q' [dl — pdh —qdk),

(49) dr — pdh" — qdk" — S (p'dV -|- qdk') — /»'dÄ — ^"d*

= (dj - pdA — qdk)

ü. 8. w. Um xunächst (48) zu befHedigen^ setzen wir

(80) W^ph' -{-qkf - (

und erhalten

dW^ h'dp H- — p'dh - ^dür - (^^ P^* — (iäk).'

Ist daher IV'^ W {/, A, Ä-, p, q] eine beliebige Function der fünf

ursprünglichen Coordinaten, so zerfallt die letzte Gleichung in

die ftlnf folgenden

h • Wp f
k' Wq

f

die mit (20^ zusammen die fllnf Grössen l' h' k' p' q' und q' ex-

plicite durch U und seine Ableitungen ausdrücken ; U' ist die

erzeugende Function oder >charitkleristische Function« der Be-

rtihrungstransformation, genauer ausgedrückt, ihrer Glieder

erster Ordnung.

In ahnlicher Weise wird mit

w = ph' -h qk' — r

dW= Vdp + k"dq - p^dh - q"dk— %{p'dh' + ^dk')

^q' (dl pdh qdk)\

die Zerlegung dieser Gleichung liefert die fünf neuen Grössen

rh"k" p"q" und q" ausgedrückt durch Differentialoperationen an

der willkürlichen Function U ' (der charakteristischen Function

der Glieder zweiter Ordnung und den bereits bekannten h*

und A '. In gleicher Weise ist mit den Gliedern höherer Ordnung
fortzufahren.

Sollen die Abbildungsgleichungen fOr die vier eigentlichen

Strahlencoordinaten hkpq frei von / sein, so sind einiein ATpY,
h'k'pY, • • • frei yon L Die vier Ausdrttcke

geben, nach l dilferentiirt,
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ood wenn man die letalen beiden Gleichungen nach p, resp. q

differenUirt nnd die ersten berttcksiehtigt,

also ist W| s _ ^' eine Constante. Dies ToranssnBehende Re-

saltaty das sich nach 7] durch ^ = ^ = coustans ausdrucken

tisst, liefert für die chainkterislbchen Fnnetienen den AnsaU

0. 8. w. Die Abbildnngsgleichangen (24) gehen damit Uber in

(23) Ä'=rp, Ä-'=r^, p' = ^'P-v^Ä, 9' = e'9-»'*,

wo q' eine Constante, V eine beliebige Function der Grössen

h, A-, /), 7 ist, die wir als die erzeugende oder charakteristische

Fonetion der infinitesimalen Strahlenabbildung bezeichnen

wollen. Die Constante ^' kann = 0 sein, wenn erster und letz-

ter Brechnngsexponent einander gleich sind; ist sie von Null

verschieden, so kann sie unbeschadet der Allgemeinheit durch

einen bestimmten Werth , etwa ^' s — I , ersetzt werden, in-

dem man die Beseichnung des unendlich kleinen Inorements y

ändert.

Ist eine infinitesimale BerObrungstransformaUon vollständig,

d. Il in allen ftlnf Variablen Ihkpqy bekannt, so findet sich die

charakteristische Function W einfach durch Anwendung der

Gleichung (20). Ist hingegen nur eine infinitesimale Abbildung

in den vier Variablen hlipq vorgelegt, so verlaDt;L die Aufsuchung

der erzeugenden Function T eine Quadratur; mau bat nämlich

nach ;S3) die Constante ^ so zu wählen, dass

.24) d K= h'dp 4- Is^äq + (^> — p*) dh + (f^'q - q')dk

ein volbtilndiges Differential wird, dessen Integration die Func-

tion V liefert. Obrigens wird im Folgenden die additive willkttr-

Udie Constante, die man sn V hinzufügen kann , stets weg-

gelassen werden.

Liegt die Abbildung in endlicher Form vor, so kann man V
auch aus ihrem Eikonal herleiten. Besitzt die Abbildung z. B.

das Eikonal = E (p^ q, P, (^), so ist

dE^ s= — n{häp -i- kdq) -j- N(HdP KdQ)^

Oigitiz
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und mit

{«5) — h (NP - np) - k{NQ — «9) = /•',

Selten wir die AiudrOoke (1 6) und (17 ein, so wird

dF= XvdV -h ••
.

Man drückt also mit Hülfe dor Abbildungsgleichungen F als

Function von Ä, />, q aus, gehl in der von Fall zu Fall vorge-

schriebenen Weise zur infinilesimalen Abbildung Uber und divi-

dirt durch Nv. Den Zusammenhang von P mil einem der anderen

Eikonale, falls nicht exislirl, vermitteln die Gleichnngen (45)

und ;ä5).

Die Zusammensetzung beliebig vieler infinitesimaler Ab-

bildungen geschieht in den Gliedern erster Ordnung durch ein-

fache Superposition, wobei auch die Reihenfolge der Gomponen-

ten gleichgUltig ist. Die Abbildungen mit den charakteristischen

Grössen , v* s. w. setien sich also ausammen 10

einer Abbildung mit den charakteristischen Grössen

4.

Als erstes Beispiel soll die charakteristische Function fflr

diejenige infinitesimale Abbildung gesucht werden, die einer

blossen Änderung des Goordinatensystems und des Linearmass-

stabs entspricht, oder wie man sich in der Regel ausdrückt: die

erzeugende Function für infinitesimale Bewegung und Ahnlicb-

keitstransformation. Es versteht sieh von selbst^ dass diese Ab-

bildung dem MAUDs'sehen Satse genügt.

Die genannte Transformation führt jeden Punkt

Raumes in einen benachbarten S+ rg', 17+ ^1/ > C+^'C
tüber, wo

r = c-i- - (5:,

und lässt sich zerlegen in eine iulinitesimale Translation um die

Strecken ra, j'b, rc, in eine infinitesimale Rotation um die

Achse mit den Richtungscosinus ß, y und um den Winkel i',

endlich in eine constante Yergri^ening aller Raumdimensionen

im Massstab 4 : (i -1- dij/J.
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Um daraus die Änderung der Strahlcncoordinaten zu ßnden,

innafbrmire loh iwti Punkte mit den Goerdinaten §1^^ und

Die hindurchgehende Gerade hat die Strahlencoordinaten

X y % r '
i 9 \

)

* m m
Die Änderungen von x^y, z^r ergeben sich zu

= — yy dxy

^ = yaj— a5 4- öy,

z' ^ ay — ßx 4- dz
,

daraus

,
ixV rx' — xr' ßz — yy

oder
~W- r«

—
;26) m'^ßq — ypf p'sssym-^aq^

(f ^ap-— ßm,
FQr die Änderungen von h und Ar ergiebi sieh nach einigen Zwi-

sehenrechnungen

(27)

= 6 — a ^ 4- — + - (yA — ßk)

= C — o ^ -i- (JA -i- a/i + ^ (y/i — /^A)

.

Seist man damit das DifTerential (24) an, so folgt

dV s= d[am -|- bp -\- cq — h{ym — aq] — k{ap — ß mj]

+ d(Ad/> + + (('(pdh + gdit)

.

IKe Gonstanle ^' ist also= und die eharakteristisehe Function

(28) K= am 4- 6p -h C9 4- a((//* — pk) -f- /^mA* — ymA

Ein zweites Beispiel führt uns in das eigentliche Gebiet

unserer Untersuchung: die charakteristische Function fttr die

Brechung an einer Fläche.

Sind n und N die Breohungsindioes der durch die Fittche

Digitized by Gc).



M F. Haosdobfp,

getronnten Medien, so kann die Gleichung der FlXobe, die wir

uns vorUnflg in der Form xs=t xfy^ z) gescbrieben denkeiii

auch das VerhiÜtiiiM xf enlhaltea, wird also, nach Potenxen vonN
V entwickelt, die Form

X = (p(y, i) + vipiyy 5) -f- • • •

annehmen. Man übersieht sofort, das8 fOr die Glieder erster

Ordnung der infinitesimalen Abbildung nur das erste Glied

(29) x^<p{y,z)

dieser Reihe in Betracht kommt; wenn wir also die Gleichung

(29) kurzweg als die Gleichung der brechenden Fläche be-

xeiolmen, so ist damit eigentlich gemeint, dass die brechende

Fluche ftlr Um ^ =s 4 die Gestalt (29) annimmt

Beziehen sich die kleinen Buchstaben auf den einfallenden

Strahl, die grossen auf den gebrochenen, so gelten die Giei-

chnngen

(30) P Q

die besagen, dass sich beide Strahlen im Punkte Xy z der

Fluche schneiden; ausserdem liefert das Brechungsgesets oder

das Princip der kttrsesten Liohtzeit die beiden Besiehungen

NM— nm NP^np NQ— nq

Die sechs erhaltenen Gleichungen, aus denen die Parameter y, z

zu eliminiren sind, stellen die gesuchte Strahlenabbildung dar.

Geht man zum Fall der infinitesimalen Abbildung über, so wird

NM — nm= iV(ifi -f •'m'+ • •) — + H )

=a Nr (m' — Q'm)

und die Gleichungen (30) und (31) werden

(32)
\mß tnr mr

m' — ^'m // — q'p q' —
(f'q

— 4 (fy 9^
'
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wom noch die ersten beiden Gleichungen (30) oder die Glei-

dnmgen (%) treten. Wegen

mm' + pp' 4- g^' Ä 0

folgt daraus

m' — ^'m= — — ^
,m —

h'dp + l^dq == — ^ i^'äm + p'dp -f- qdq)

= — —(»»' — ^'mj ((im — y^t/p — q>zi^q];

bilden wir damit das Differential (24), so wird

dK=~ (m' — ^'m) (Jm — y^tip — 9p,(/g)

-f (m' — ^'iw) (9ydÄ 4- (pz^^) j

,
= a>« (dh H- ^ cip) -H + ^ —— rfm

.

Fflhreo wir statt der Differentiale von h und k nach (Ül) die-

jenigen von y und z ein, setien also

80 wird

dV

dh^dy^Up^ini[l],

dk=^dz^ldq-qd[^),

= (m — pyy-gf/>,)r/
,

demnach

^ ' m
Die eneugende Function ist also siemlich einlach, ersoheint aber
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sunllchst Boeh in 9, s ausgedrttokt; mil Hülfe der QA^ir

ohungen {%) sind statt dessen 7, A, k einsofttbren. Sehreibl smb

SO erkennt man die geometrische Bedeutung von t;; r ist die

zwischen Grundebene und breehender Flttohe entlialtene Sirecke

des Sirahls (h^k^p^q). Gebt man femer von der vorbin sa

Grande gelegten Form der Gieicbang (89) ab ond sebreibt die

brecbende Flttebe in der Gestalt

(35 (Oia-, .V, =) = 0,

so erhält man v als Fonotion von k, q doreb Auflösung der

Gleiobung

(36) 0{mv, Ä + pr, A + ^i)^©

nach r. Die Abbildungsgleiobungen (23) werden

(37) k'~=-(f'v,, — + «'=«'(«+«'»)•

Fllr eine nmmmeDgesetst« Brechung erbalt man ebenso

(38) A' = -^e;-„„ *'=-^ei«'«,. .

a «

a a

GltMchuni^en, die sich wieder in der i:'ürm (23J schreiben laäseD|

wenn mau

(39) ?'=JS'e'<.. y=-2:^a'u

setzt. Hierbei ist, den Objectraum mit dem Index n nicht mit-

gezählt, 71^ der Index des Mediums, 0^^(xyz) = O die

Gleichung; der a*'" brechenden Flüche, die Auflösung der

Gleichung

a>„ {niv^ , h -i-pv^ , /. 4- V^ J ^ ^

naeb r„ und
'

wo V eine allen Brechungen gemeinsame unendlich kleine Gon-

stante bedeutet. Die Eeibenfolge der Brechungen ist offenbar

gieichgaltig.

Einige einfache Beispiele mögen den Gebrauch dieser hör-
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neb «iaatern. Bei einer •inmaligen Breehmig kann in den
Gleidinngen (37) ^'a — 4 gesetil werden.

Für die Breohnng an der Bbene

ax+ (fy 4- = d

wird

(40) V =
am fip yq

FQr ein System brechender I^benen (Priamenayslem) wird nach

(31)) die cbarakteriatiaohe Function

(ii) K=rBÄ+ CA:— />,

wo

alflo V linear in h und k.

Um für die Breoliung an der Kugel

(a;-^)«4.(y-B)«+ (a-C)«= D«

die charakteristische Function zu erhalten, ist die Gleichung

{mv — i4)« 4- (pv -h A — Ä)« -i- (gv H- Ä — Q* = /)«

oder — « V (i4m -f- Up+ — pÄ — qk)

= D« — il*— (*^ Ä)* - (A - C)«

nach V aufxulOaen; mit

{M«« />• — i4«— (A — J)« — (*- C)«

+ (>lm -f Ä/i -f Cq -^ph — qk)*

ü = Am Bp Cq — ph — qk±H.

Die Zweideutigkeit beziehl sieh auf die beiden Punkte,

worin der Strahl % p, q) die Kugel sohneidel. Unteredieiden

wir beide Werthe dnroh und und aetien lieide Breohungen

tosanunen mit den GoelBdenten

W= = 2 ,

so wird nach (39)

Vr=zd(ph-\-cik — Äm — Bp— Cq]

zas d ph qk] -f- am -f- 6p 4- cq
,
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wenn

(44) A f *= C f
Nach (88) eneiigt das erhaltene V eine Translation and eine

MassstabsyergrOssemng; diese beiden infinitesimalen Trans-

formationen lassen sich also durch sweimalige Brechung an

einer Kugeloberflache ersetsen. Die Untlbertragbarkeit dieses

Satses auf endliche Brechungen ist eine Erläuterung zu dem,

was in der Einleitung Ober infinitesimale Abbildungen gesagt

wurde.

Eine Translation ohne MassstabsAnderung (ö 0) ISsst sieh

durch viermalige Brechung an swei KugelflSchen erseugen. Sind

A, B, C und A*, Bf^ 0 die Goordinaten der beiden Rugelmittel-

punkte, so kann man die beiden charakteristischen Functionen

V =^6 'ph 4- 7A — .1 m — Up — Cq) und
r = d ,ph -i- qk — A m — i^'p — Cq)

mit den Factoren + ^ und — 1 su

V— V^ d{A' A)m-^ Ö[B* ^ B)p d(a — C)q

= a m -f- -\- cq

zusammensetzen ; sind hier a, c gegeben, so kann man d{^0\
Ati'i " beliebig wählen und findet daraus ABC. Mit/I's= Ä'=C
=s 0 gelten wieder die Gleichungen (44).

5.

Die bisher besprochene Herleitung einer infinitesimalen

susammengesetsten Brechung setite voraus, dass die Brechungs-

exponenten unendlich wenig verschieden waren, dass man also

Ober sie frei verfdgen konnte. Wenn einige unter den be-

stimmte Zahlenwerthe besitzen, ist diese Methode nicht mehr
ausführbar; eine infinitesimale Abbildung kann dann nur da-

durch zu Stande kommen, dass man disponible Fiiichen unend-
lich nahe zusammenrücken iHssl. Alle Falle dieser Art setzen

sieh durch Superposition aus dem einfachsten zusammen, den

wir so formuliren:

Zwei unendlich benachl.arle Flachen schliessen ein Medium
vom Brechungsindex .V ein, wahrend der äussere Raum deu

Index // = 1 besitzt. Beim Durchgang durch die unendlich

dUune Schicht wird der Strahl zweimal gebrochen, so dass seine
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diilta (Biid-)Laf;e sich unendlich wenig yon seiner ersten [An-

faDgs-)Laae unterscheidet. Diese iofinitesimale Abbildung ist

iD StrahiencoordiDaten awiBttdrttokeo und ihre charakteristische

FoDction zu suchen.

Die beiden brechenden FUchen heisBen T\ ihre Glei-

eimngen seien

(S) X = ff (f/, -) und [T] x^(p{y,z)-\-vip (y, 3)

.

Der Lichtweg A BCD schneide die Fläche S in die Flache T
iD C; die Goordinaten von B seien Xj y, die von C seien

X'\-vx'f y+ v^^ s+ f^s', wobei offenbar

(45) x'= q>yy' + 9?, s' + V •

Der Strahl nimmt drei Lagen an , von denen i und 3 unterein-

ander nur um Grossen von der Ordnung von 2 aber endlich

verschieden sind; die Strahlenooordinaten seien, etwas anders

als frflher bexeicbnet, *

{AB): h , k
, p , q,

[Sq: H , AT , P , Q,

(CD) : h -\- vh'
,

k-\- rh', p + vp\

Die erste Brechung liefert die Gleichungen {%) und (34 die mit

eiaem ProportionalitHtsfactor k so geschrieben werden ktfnnen:

(46) iVJf— m= — A, NP-^p^Xtpy, NQ-^q^Xip^.

Der Strahl BC liefert die beiden Gleiohungssysteme

(47) Ä = y-a:~, Ä-^ - x ^
and 0=y'-x'-J, O^a'-ac'^,
woraus nach (45) folgt

Jx'^rM, y'^rP, s'^rQ,

Die Kichtungscosinus der Normalen zur Flache T im Punkte C
sind proportional mit

Bttk.-f^ OlMM. I8M. 7
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darin // und z durch // + >'//', z vz' ersetfl: die zweite Bre-

chung im Punkte (' liefert also die zu (46) aoaiogea Gleichungen

m + pm' — NM = il+ y^i

,

7 + >'V' — A'(> = — (A -f [</3 -f- »'i'^ayi/' + -f «/'j)]^

worin k-^vfi einen Proportionalitatsfactor bedeutet. Die Ver-

blödung dieser Gleichungen mit (46) giebt

m'= |«, = — — ^(yviry'+ ^y»'' + ^»)»

7' = — f^ff z — ^- ('Ar,/.'/ -f- fpzz^' -\- •

Um diese Gleichungen etwas tlbersichliicher auszudrucken, dif-

ferentiire ich die aus (46) folgende Formel

(49) iV« - 4 = X« (< + ^jPy* + - « ^ (»»- P^Ptf - 99.) »

wodurch ). als Function von y, ^ ausgedrückt wird, und

erhalte ftlr das totale Differential von l

— X(dm — (fydp — (pM^9) t

eine Gleichung, die sich wegen

+ fy* + Vz*) - -Pfy- 9ffz)

einfacher schreibt

— Ä {dm — q>ydp — •

Uieraus folgl

ipky= Xr (i>yj^ 4- = A (y^y'+ Vy» *')
I

womit die oben für m' p q erhaltenen Ausdrücke Ubergehen in

Für /f erhMlt man wegen mm' -|- pp' -|- 99' 0

(58)
^««Pf^^'V

in'-'pq>y'-qtpg
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Damit sind ni' p' q' gefunden, ausgedrückt in y>. 7, //, r ; für h\ h'

ergeben sich zwei Gleichungen aus der Forderung, dass der

Paoit X -\- vx\ . . . auf dem Strahl h 4- vh\ . . . liege, nämlich

(53) A' = w' - aj' £ — X , A-' = s«' - a?' 1 - a; 1-^)'

.

^ ' * 1» \m} ' m \m]

Um die eraeugende Function dieser infinitesimalen Abbildung

zu finden, setzen wir an

dV^ h'dp 4- k'dq ~ p'dh ^ q'dk
,

da wegen der Gleichheit der Breehungßindices in Object- und
Kldranm die Constante

(f*
verachwindet. Statt der Differentiale

von h und k fuhren wir wieder nach {%} die von % ein und
eihalten lonSehat

h'dp 4- k'dq= x'dm-^y'dp-i' zdq — ~ {m'dm -j-p'dp-i- q'dq)
,

dx
p'äh 4- q'dk= p'dy 4- q'd»—— {pp' 4- qq')

X
=» m'dx-^p'dy'{'q'dz — — (m'dm4-p'<<p4-?'<'9)i

also dV= .r'ilm y'dp-\- z'dq — m'dx— p'dy — ^'rfs

,

und weiter nach (48), (46), (50)

x'dm '\-y'dp-\-z'dq= r[Mdm 4- Pdp -\-Qdq)

= dm'^(pydp'^q>^dq)

^^(Ipdp^l^dq),
sowie nach (54)

m'dx-^j/dy'i-q'dM^(idx--'u{(fydy-\-(f,dz) — [?,ip)ydy

== — {^H>)ydy — (^^),rf«

.

Domgemflaa wird

d K=r vr(Apdp 4- ^^rf^) -f «/^ 4- (X ^),rf* = rf(A ^)

,

da l von //, />, 7, dagegen <// nur von //, z abhängt.

Die erzeugende Function unserer inÜuitesimülen Trans-

formation ist also

[54)

7*
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wo
(f y, z] und ip{yj z) die gegebeDen FoDcUoDen sind, di6 die

beiden uneDdlich benachbarten Flächen

x^q> und x= g) v tff

defioiren; A' ist der Breohongsindex des swischen ihnen ent-

haltenen Mediams gegen den Süsseren Raum, k die durch (49)

definirte Funetion von q; Kist damit als Funetien ?on

y, z, q und mit Httlfe der Gleichungen

(55) Äs=y-^p^» *^*'"^«

als Function von h, q bekannt.

Aus dem besprochenen einfachsten Fall— swei benseb-

harte Flachen, die eine unendlich dttnne Linse efnsohliessen—
entsteht durch Superposition die Abbildung mit der charakteri-

stischen Function

wobei sowülil die FunL-tionen cp und ip, als auch der Brechungs-

index A' und die Varial)len y , - mit der Nummer a zu versehen

sind; aus jedem einzelnen Ausdruck >t«i/'« ^^^^ Grössen

yat Hülfe der Gleichungen

zu eliminiren. I^in besonderer Fall hiervon ist der, dass die

zweite Flache der vorhergehenden Linse die erste Flache der

folgenden ist, dass wir also ein System unendlich benachbarter

Fluchen

vor uns haben; dann reduciren sich alle (p^ , von Gliedern hllherer

Ordnung abgesehen , auf q) ,
sowie Vi ^ *> versefaie-

denen Functionen it« unterscheiden sich nur durch den Breehr

ungsindez A^^, ausserdem ist die Elimination der Grossen y,s

fdr jeden Bestandth^l 1^ ip„ mit denselben Gleichlingen (55)

auszuführen , kann also dxui an der ganxen Summe V vorge-

nommen werden.

Von hervorragendem Interesse ist der Fall der Spiegelung

an zwei benachbarten Flächen. Setzen wir in (49) t= — 4
,

so wird
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(56) X « 2 'IZ^Pl^^ .

AU Beispiel hierzu möge die Aufgabe behandcll wordco, far die

Spiegelang an iwei Ebenen, die mit einander den Winkel

bilden und durch den CoordinalenaDfang gehen, die üharakte-

ristiscbe Function zu suchen.

Die GieicbuDgen der beiden £benen lassen sich in der Form

schreiben

Ax-i-ßy + Cs = 0^

wenn wir festsetzen, dass

^ 4- C* = 4- + C* = <
,

Die Schniiilinie beider Ebenen hat in dieiem Fall die Riehtnngg-

Cosinus

;57) a=^BC'^CB\ (t^CA' ^AC
, y == .lÄ' — Äi4'

.

For die Functionen q> und 0 erhttlt man

By-hC%9^
A '

By+ Cz+ jlB'y-i-Cz]

=— - — -
I

und für Ä aus (56)

X= 2/1 {Am ^Bp-^ Cq) .

2ar Elimination von y und z dienen die Oleiobungen

m A m A

aus denen folgt

Bh + Ck
By 4- Cz = Am •

. Z r-w »•'^ Am Bp Cq
*
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_ B'h + ak Bh-^Ck A'm + B'p + Cq

A A " Am-^Bp-^Cq'
Daher wird

V= (äA H- CA) + Ä>+ Cq) - [B'h+ Ck) {Am-^Bp-h Cq)

und naoh (57]

(58) V=a{qh — }) k] -\- ßmk — ym h .

Dies ist, nach (28), die charakteristische Function einer Dreftuit^

um die Achse or, ß, y (Schnittachse der beiden spiegelnden

Ebenen) und um den Winkel v (das Doppelle des spiegelnden

Winkels); hier haben wir einen Fall vor aii8| wo das infinitesi-

male Resultat auch auf eudUohe Abbildungen übertragbar ist.

6.

Die im yorigen. Absehnitt aufgestellte charakteristische

Function V wird, wenn man die Elfminatfon von y und % wirk-

lich ausführt oder ausgeftahrt denkt, im Allgemeinen keine ein-

fache Form besitsen; ihrer Entstehungsart nach genügt sie, als

Function von hkpq, gewissen partiellen Differentialgleichungen

höherer Ordnung, deren Gestalt sich wohl schwer ttbersehen

lässt. Wir gehen daher wieder zu dem ersten Verfahren zurück,

nehmen also an , dass aus einer endlichen Abbildung, die mit

optischen Mitteln zu verwirklichen ist, eine infinitesimale nichl

durch unendlich benachbarte Lagen der (brechenden oder spie-

gelndem l lachen, sondern durch unendlich benachbarte Werlhe

der Brechungsexponenten abgeleitet worden sei und nennen

eine solcho infinitesimale Abbildung optisch crzeiiglmr im engeren

Sinne. Wie schon mehrfach bemerkt, setzt diese Auffassung der

infinitesimalen Abbildungen voraus, dass in die Gleichungen der

endlichen Abbildung die Werlhe der Brechungsindices, soweit sie

von einander verschieden sind, als unbestimmte (lisponü)te Con-

st.inlen eingehen; damit sind z. B. Spiegelungen ausgeschlossen.

Die charakteristische Function einer optisch erxeugbaren Abbil-

dung ist

(69) V^2''u'>u
a

und die Abbildungsgleiühungen
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WO die Bezeichnung ein wenig geändert ist (<t = — q') ; dir

sind Constanten, die vom Verhältniss der Brechiingsexponenten

an der a^"" brechenden Fläche abhängen und sich schreiben

lassen

(62) i'cr„ = 1-''-^ = aiog/*«;

ODter verstehen wir, wenn

die Gleichung der a^^° brechenden Fläche ist, die Auflösung der

Gleichung

^a("**^«f Ä-t-i>«^a> A*-1-9PJ = 0
Dach r^.

Jedes einzelne v genügt, als Lösung einer Gleichung

(35) <D(aj,y,») = 0

Dü den SnbsUtationen

;34) fic = wt', y — h pv
^
%sk-\-qv,

zwei gewissen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnunj^,

die man folgendermassen findet. Durch vollständige Diiferen-

Uation von (35) ergiebt sich

0g^(mdv+ vdm) 4- Oy(dh pdv -f vdp)

+ 0g (dk 4- qdv vdf) «s 0

oder, wenn fttr den Augenblick fn0^ + i)(Dy-\- q(D^:=t 0'

gesetzt wird

:

— m0'(h = m0y{ilh -f- tv/;)) + m0g{dk -f- t'(i^]

'h—-^f =— 5?"»

I^üminirt man aus diesen vier Gleichungen die Vcrhaltuisse

^o; • } ^0 folgen die beiden Differentialgleichungen

(63)
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oder

(64)
"^^P" »

Aus den lelzlen beiden folgt als IntegrabilitätsbedinguDg

oder

(65) 0= J{v) = Vp» — p(t;4+ p t?p,t 4- gvgk)

diese letzte Gleichung zweiter Ordnung ist linear und homogen,

wird also nicht nur von jedem einxelnen v^,, sondern auch von

erfüllt. «

Die charakteristische Function V jeder optisch erseugbaren

Ahhildiing genügt der linearen homogenen Differentialgleichung

zweiter Ordnung
J(V) = 0.

Damit ist die Frage, ob sich jede Strahlenabbildung, die

dem MALus'schen Satse genOgt, durch optische HOlfsmittel reali-

siren Uisst, im verneinenden ^ne entschieden.

Wenden wir das erhaltene nothwendige (nicht auch hin-

reichende) Kriterium einer optisch erzeugbaren Abbildung bei-

spielsweise auf die charakteristische Function (58) einer unend-

lich kleinen Rotation an, so folgt

J{qh — pk]=— 8 IM*, J{m Aj= — 2 /«yj ,
J[— mh) =^^imqj

also

(66) J[ V] = — %m{am -f ßp + yq) ,

d. h. eine infinitesimale Rotation ist (aufdem hier eingeschlagenen

Wege) optisch nicht erzeugbar.

Hierzu eine beiläufige Remerkung. Risher legten wir für

Objectraum und Rildraum dasselbe rechtwinklige Goordinalen-

achsensystem zu Grunde; daran hindert nichts, wenn die Glei-

chungen der Abbildung aus geometrischen oder physikalischen

Daten selbst abzuleiten sind. Liegt umgekehrt eine gegebene
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Abbildung vor, sei es aU Eikonal oder oharakteristische Function

r oder als System von vier Gleichungen, so kommt auch die

Möglichkeit in Betracht, dass der Biidramn auf ein anderes

Achsensystem bezogen sei als dar Objectraam: Zu den optischen

Blenenten der Abbildung tritt dann eine Translation, eine Rota-

tion und eventuell eine Massstabsttnderung hinzu, und die cha-

nkteristisehe Function V wird ausser dem optiseli erseugbaren

Theil die Glieder (%%) enthalten. Hiervon kann man nach (66}

die Rotationsglieder mit Hülfe der Operation J(V) nachweisen,

«Im nachtrttgUch aus V entfernen, wShrend Translation und
Aehnlichkeit tu den optisch erseugbaren (Infinitesimalen) Ab-
bildungen gehören.

Das Kriterium ^[V) = 0 ist, wie bemerkt, nothwendig,

aber nicht hinreichend. Ein hinreichendes Kriterium daftlr, ob

eine gegebene Function V[h, Ä, q\ sich als liiunre Vorbindung
von Functionen r^, darstellen lasse, deren jede den (ileichungen

;6i genügt, ddrfle sehr schwer zu finden sein und hatte für die

Optik auch kein Interesse, weil die optische Erzeugbarkeit der

infinitesimalen Abbildungen nicht die der endlichen nach sich

zieht. Es liegt in der Natur der gegenwärtigen Untersuchung,

hauptsächlich nerjative Resultate zu liefern. Das wichtigste dieser

Art ist die UnmtUjlirhkeil eines idealen Fernrohrobjectivs, zu deren

Beweis (innerhalb der gedachten Beschränkung] wir jetzt über-

gehen.

7.

Ein Slrahlenbtlschel , d. h. ein«» zweifache Mannigfaltigkeit

von Strahlen, heisse centrisch , wenn alle Strahlen durch einen

gemeinsamen Punkt, die Spitze des Büschels, gehen. Ein cen-

Irisches Btlschel des Objeclraums, das in ein wiederum centri-

sches Btlschel des Bildraums transformirt wird, bildet mit diesem

elndicentrisches Büschel von Lichtwegen; die Spitzen der beiden

Sirahlenbüschel bilden ein Paar conjwjirler dicentrischer Punkte.

Die dicentrischen Punkte können in endlicher oder unendlicher

Anzahl vorbanden sein; im letzten Fall bilden sie je nach Um-
ständen dicentrische Linien^ Flächen oder Körper. Das Auftreten

dicentrischer Flächen ohne dicentrische Körper ist der fttr die

Optik wichtigste Fall und soll als Apianaste beseichnet werden;
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die Abbildung, die Fiacben und die Punkte der Fiaoben heimo
apianatisch >).

Ein besonderer Fall des centrischen Bttscbels ist das

parallele Bttscbel; bier ist die Spitze ein unendlich ferner

Punkt. Wird bei einer aplanaiiscben Abbildung jedes parallele

BüBobel des Objectraums in ein centrisohes Bttschel des Bild-

raoms flber|^fOhrt, so ist die aplanatiscbe Flllobe des Object-

raums die unendlich ferne Ebene; diese Abbildung kann als apla-

natisehe Abbildung der unendlich fernen Ebene beielohnet

werden und ihre optische Verwirklichung wäre das ideale Fem-
rohrobjectiv. Der Fall, dass auch die aplanatische Bildflftohe ins

Unendliche rflekt, dass also parallele Büschel in parallele Btt-

schel übergehen, ist bei jedem PHsmensats reallslrt. Liegt die

aplanatische Objectfläche im Endlichen, die Bildfläche im Un-

endlichen, so haben wir don idealen CoUimator, die ümkehrung

des idealen Fernrohrs; liegen endlich beide aplanatische Flüchen

hu Endlichen, so haben wir das ideale Mikroskop, wobei es für

diese gröbere Classification unwesentlich ist, welche weiteren

Forderungen i Bildebenheit, eorrecte Zt ichninii^ u. s. w.) an jene

optischen Instrumente gestellt werden. Der Kdrze wegen >ollen

hiernach die verschicdenfn Arten der Apianasie als nuhru^la)-

pisc/w [Object und Bild im Kndlichen), teleskopische Objecl un-

endlich fern, Bild im Endlichen), und prismatische Aplanasie

(Object und Bild unendlich fern) bezeichnet werden.

Wir suchen nun die charakteristischen Functionen der apla-

natischen infinitesimalen Abbildungen, und swar sunächstder

mikroskopischen. Zwischen den Strahlencoordinaten eines cen-

trischen Büschels mit der Spitse Xy z bestehen die Gleichungen

Das Bild dieses Büschels habe die Strahlencoordinaten h+ph',-*
und sei ebenfalls centriseh; seine Spitse wird die von a^tff

»

4) Diese von Bruns in seinen Vorlesungen über Optik durchgeführte

Bezeichnung stimmt im Wesentlichen mit der Atn'schen ttherein , weicht

aber von der im »Bikonal« befolgten einigermassen ab. AmetUgmaUsch

heisst jetzt ein BüscA^/e/menf (Elementarbüschel), das beiderseits cenirisch

ist, diceutrisch ein Hiiscliol von beliebiger endlicher Ocllnung; in dei \h-

hondlun? iil)ef das Eikoniil waren dicenlrisi lu' urul nnasligmaiiscbe Ge-

bilde unter der lelzleu Uezciclumng zu.«iammeogefa5St.

^ m '
xl.
m
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mieiidUok wenig verschiedenen Goordinaten x+ rx% y+ vy^^

2 4- ¥%' besitMü und es bestehen die Gieiohnngen

Sollen die Punkte .x, y, z und x -|- vx'^ ij -\- ry\ z -f rz'

je eine Flache bilden, so kann man sich z und x\ y\ z' als

Functionen zweier Parameter y dargestellt denken, die wir

dann mit Hülfe der Gleichungen (2) statt /. als Strahlencoordi-

naten einführen können. Das Differential der charakteristischen

Function wird nach (60), wenn a eine disponible Cpnstante be-

deutet:

dV^h'dy -i- k'dq — p'dh— q'dk— aipdh -f- qdk)
,

ferner

Kdp+ l^dq= x'dm+ y'dp+ %'dq — ~ [m'dm +p'dp -H ^Td^)

,

-f- = m'dd -j- // -j- 5'(/j3 — ^ [m'diu 4- p'di)-^q'dq)
,

dVss x'dm -j- y'dp + st'dq — m'rfa; — p'rfy — q'd»+ «''^

— o{ind.r -j- pdy -j- qdz].

Selten wir daher

(67) V =^ -i- Jfm + y'p + z'q -\-
,

seist

— d(p =8 mdac'+ jirfy' -4- qdz' -f- w'dac+ p'dy -f- ry'c/js

4- cy (/ d: pdy (j d z)

.

Denken wir uns für .r, y, z, ./•', y', z' ihre Warthe in ßj y ein-

gesetit, so wird il(p eine lineare Verbindung von dß und r/;/,

also ff^ eine blosse Function von ß und Man erhalt also die

charakteristische Function der vorgelegten infinitesimalen mikro-

skopisch-aplanatischen Abbildung, indem man aus (67], wo
(f

eine beliebige Function von und den Gleii huni^en (2) die

Pisrameter % y eliminirt. Wegen der Willkürlicbkeit von
(f

kann man also, selbst wenn die aplanatisohen Flttchen nnd die
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Punktbeziehung zwischen den conjugirten Büschel spitzen vor-

geschrieben ist, auf anendlidi viele Arten die aplanatisobe Ab-

bildung erteogen.

Ptlr die teleskopisoh-aplanatischen Abbildungen ist der

Ansatz in dieser Form nnsolassig, da die xyit unendlich werden;

die ebarakteristische Fonction einer solchen soll im nftchsten f
hergeleitet werden.

Fragen wir zuvor, welche nikroskopisch-aplanatisehen Ab-

bildungen optisch eneugbar sind. Hierbei soll die aplanatisebe

Objectfltiehe in der Form

angenommen, also z als unabhängige Parameter ßj y gewählt

werden; sr, r/), .r', fj\ s' werden damit Functionen von »/, z. Im

Falle einer optisch erzeugbaren Abbildung gellen die Gleichungen

i59
, (61), (64), die wir umformen wollen, indem wir y, z, p, q

statt //, /.
, }>, (j als Slrahlencoordinatcn einführen. Selzen wir

die Function r^, die aus der Gleichung

ZU ermitteln ist, gleich ^

—

\- w„ , so wird

a

a

und ergiebt sieb aus der Gleichung

unmittelbar als Function von p» 9, 2. Für die durch eine

Gleichung

(69) Ö)(.r 4- , // -h /; w , 5 -f qu^ = 0

detinirte Function // existiren aber zwei Differentialgleichungen

erster Ordnunf^. die sich ähnlich wie (03) oder 64) ableiten, in-

dem man (69) differentürt und die Verhältnisse der AbleituDgeo

von eliminirt; das Resultat ist

(70)
^ " '"^'^«^ H- P) («^ -H PW'p+ q^q) f

Wie«, = — (otx, + q) (w +pw^ -f- qw^) .

1) Geometrisch betrachtet ist w der zwischen brechender nnd aplana-

iischer Fliehe enthaltene Theil det Strahles J^ Ir, p, q.
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Als IniegrabilitttUbediu^uug folgt hieraus

E{w) =s tüp,— {mxy+ p) {wg -f p -f- q Wg,)

etoe lioeare homogene Differeniialgleichuag, der aebeo auch

m

genflgt. Andererseits ist nach (67) und (68)

W =s mx' + py' 4- 9 + y

,

i£^%*fp Fnnetionen von y^%\ die hierdoroh definirte Function

fw s mnss identisch der Gleichung J?(W)« 0 genOgen. Nun
findet man

TFp =:y' — = a' - ac' 1

,

— «(majy -H p) (OTflc' 4- py'+ 9«')

»

— 2(i/ia;, 4- gj (wx' 4- py' 4- ga')

.

Also muss sein

,

— 8 (mxy 4- 4- py% 4- 9

O

= 3y'4- x'j^x, — f/)y(wa?, 4- g)

— «(mx- 4- 9) [mxy +pyy 4- 9V)-
Eine Identitttt von der Form

(72) am-j-ßp-{-yq-\-am*-{-bp*-\-cq*-tA})q-\-Bqm'\'CmpTsd

leri^it aber in die einzelnen Gleichungen

demnach erhalten wir aus (71) die folgenden Gleichungen, deren

Herkunft die in Klammem beigesetzten Potenzen von /i, q

angeben:

(P) ^» — 0, (g) 9>y = 0, also ^P = 0,

da auf eine additive Gonstante nichts ankommt
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(P?) ^% = yy , IV ''0 •^'t/ «z' = ' z ^f/' -i-V t

hieraus, wenn ^ eine Fnnetion ven .v,
% bedentel:

(73) y' = ipzi 3' = </'yi ^^y^yt — ^x^my
SCg ^= '^%^ys "~ ^y^2% •

Endlieh (I, m*, p\ 9«): ^

drei GleichuDgeu, die sich auf

nach (73) auf

reduoiren. Die Fnnetion xp hal hiernach mit den Gonstanten

7, die Fonn

womit aus (73) folgt

uud mit einer neueo (konstante a

x' s= a öx

.

Schreiben wir

cf= — (5a, ,i = — d6, y= — de,

so besteht zwischen den conjugirteu aplanatischen Puniiteo die

Beziehung

(74) a:' = d(aj-a), y'= d(y-.ft), *'«d(Ä— c),

die eine constante YergrOsaerung aller Radienveeteren vom

Punkte a, 6, c ans im YerhSltniss 4 : (1 + i^d) ausdrOoki. Dieser

für die praktische Optik belanglose Fall ist bei den ooncentri-

schen aplanatischen Kugeln verwirklicht, wobei die brechenden

Flächen ebenfalls concentrische Kugeln sind mit gewissen, VOB

den Brechungsexponenten abhängigen Radien. Im Fall einer

Brechung sei u der Radius der brechenden Kugel, dann erhall

man .ils aplanatische Flächen die concentrischen Kugeln mit den

Radien

r= — nnd A ss a — .
^ n ^ iV
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Ist die BrechuQg infimtesimaly so setseo wir

, ^= < — Ätfi/H ;

die Gleichung der aplanatischen ObjecKlilche ist liier, wenn
0, 6, c die Coordinalen des Kuj^elmiUelpuDkls,

die Gleiebuog der brechenden Fliiehe

^(?,»?,f)= (|-'OM- ,^-6)*-i-U-^)*-r»(1-2t/,.4-- '-=0

und da wir, um die Glieder erster Ordnung der infinitesimalen

Abbildung zu erhalten, von der Gleichung der brechenden
Fläche nur das Glied nullter Ordnung brauchen,

FOr die charakteristische Function ergiebt sich Wssaw^ wenn
IT aus der Gleichung

0{x-{-mWj y~\-pi'', z-^qtr) = 0

= («lü -1-fic— o)* + {pw^y— 6)* -|- {qw s— c)* — r*

oder

tt?* -h Sto [m(aj— o) 4- 6) + c)] = 0

bestimmt wird, deren beide Wurzeln i^; = 0 und

to s= — 2 [m(«— o)+ p(y— 6) -|- ^ (a— c)]

sind. Da andererseits

M folgt ds — Sa, eine Relation, die mit (74) und der Gleichung

Jl=r+ yr' = r||,y=:r(4-«(ri'), r'« — «ar

Obereinstimmt. Bei einer einsigen Brechung ist der Fall der

aplanatischen Kugeln übrigens der einsige Fall von mikroskopi-

scher Aplanasie, wie man durch Einsetzung der Formel

w= ^ = -u)-{- ir^y-b) +q{z- c)

j

in die Gleichungen (70) erkennt, wahrend bei einer Reihe von
Bfecbungen nur die Besiehung (74) aus unseren Formeln direct

hervorgeht.
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8.

Fohren wir statt der Goordinaten s der BOsdielspibe

die Grössen

.T ijn X
ein, so geben die Gleichungen ^2] und (53) über in

(75)

m m

wo «, und u rct\ ß-\-vß', y-\-vy' die Bestimmungs-

sltlcke conjugirter BUschelspitzen sind. Ist Aplanasie vorhanden,

so können a, a', ß\ y als Functionen von y angesehen werden.

Dieser AnsaU ist auch für teleskopische Aplanasie geeignet, wobei

einfach er = 0 zu setzen ist, während a' nicht identisch ver-

schwindet; ist auch a'=0, so wird ein paralleles Büschel in

em paralleles tlbergeführt (prismatische Aplanasie). FUrdie

teleskopisohe Aplanasie erhält man daher

(76)

und kann hierin a', ß', / als beliebige Fanotionen von q (statt

von y) ansehen. Aus den Gleichungen (76) ergeben sich mit

Rfloksicht auf mm'^ pp*+ qq' ^ 0 die folgenden Werlhe

vonp', 9':

Sucht man die diarakteristisehe Fnnclion V nnd beaebtet, dau

p' = — ap—V^, q=— aq— I»

,

so folgt

= A[k - p(fh + qk)\+ B
,

(77)
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wo die drei Grtfflsen

78) i4 = a'm , B= — crp — /J'm+ pm (/C?>+ /q) ,

Ce=— — /m + qm (ß'p + y'q)

FuDctioDen von q allein sind. Durch Integration folgt aus (77)

J9i V=^ + A- - (yWi + (/A/j 4- Bh -h CA + Ü
,

wo Deine vierte, willkürliche Function von p, ^ ist. Diese in

Ä quadratische Form ist die charakteristische Function einer

infinilesiinalen teleskopisch-aplanalischen Abbildung.

Zur Controlie, und um auch diese Ableitungsart an einem

Beispiel vorzuführen, soll die charakteristische Function (79)

aus dem Kikonal der endlichen Abbildung entwickelt werden.

Es seien A', )', /, F beliebige Functionen von p, q\ wir setfen das

£ikoDal E {p^ q, P, Q] [also £^ nach dem Schema (4 4)]

(80) E= N{MX+ PK+ QZ-h F)

an mit den Abbildungsgleichungen

(81)
n

(82)

A" 9

aus denen sich ergiebt, dass der Bildstrahl durch den Punkt
V, }, Z geht, das8 also jedem parallelen Objectbüschel mit den
Eiehtoogsoosiiras m, /», q ein centrisches Bildbttschel mit der

Spitie X, Yy Z sageordnet, d. h. die unendlich ferne Ebene
aplaoatisch abgebildet wird. Soll die Abbildung eine unendlich

klebe aeio, so liegt der Punkt X, Z bis auf Grossen von der

Ordnung v im Unendlichen, d. h. wir können ansetsen

(83)

yP= y 4- y -I-
— y " 4-

Iblk-phjs. CImm. IMM. 8
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wo die f] ^ (p , s' C (f'y
" • gewisse, Iheils willkürliche, theils

zu bestimmende Functionen von /j, 7 sind. Setzen wir diese

Gleichungen, sowie die Entwicklungen 16) und (17* in das

Eikonal (80) und bezeichnen zur Abktirzunu; eine Summe Uber

die drei Coordinaienaohsen durch so ergiebt sieb

(84) ^/= S(m+ »'m'4-2^'*'>••0(S+ ^r+^V+•••^

4-^P+ «'y'+jy"H .

Nach (25) wird aber

(86) H— h{NP— np) — A- (NQ — nq)= NvV-i ,

woraus hervorgeht, das« E darob v theilbar sein muss; die Bnt-

wiokeluDg (84) darf rechter Hand also erst mit beginnen und

es bestehen die Identitäten

(86) 6'm^-4-y=:0, i^(m'g+ mS')4-y' = 0,

Ferner ergiebt sich durch Einsetzung der Reihen (16), (i7), (83)

in die ersten AbbildungsgleichuDgeu (81)

— vÄ(i -{-q'v-\ ) = '/>!, + »'^p' + g- <ir/
H

und die entsprechende zweite Gleichung; durch Trennung der

Potenzen von v entsteht

(88) 0= 5wgp+i/)p, 0=^Sm^^+ iPg,

(89) -Ä=S(m'i;-,,+ ///i:y -*= S(w'^-^-|-m|^')4-y;,

^ \ -«^'Ä=:S(m%+2iii'f^'+ mf/)+<,
• • • • •

Hiervon hestirauien die Gleichungen (88) (p, die Gleichungen (89)

m p'q\ die Gleichungen (90) m"p"q", wenn man noch die Re-

lationen

Smm' = 0 , Smm" « — 5m'"

beracksichlig^; die erhaltenen Warthe mttsaen noch den Glei-
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chuDgen (86) gentigen. — Endlich liefert das zweite Paar Ab-

bilduoi^sgleichungen (82) die KeialioDen

v(h-\-tfh' ) = ly + -h ^ »/" H

die sich trennen in

-,v=,--r^-..(:)'-i(:);
(93) .

mid ausser einigen weiteren Relationen die Werthe von h\ ArV **

liefern.

Gleichungen (86) und (91) zusammen geben

(94) f=_my, i?==— £= — g^P,

womit lugleich (88) erfUUt sind. Femer folgt aus (98) und (86)

' ' ' m nr ' m m
also

im'(p = — in {})h -\- qk + (p' — if'

ttod damit weiter (95) \ p'q>= — p (ph+ ^Ä+ y') — i^' Ä

= - ^ (pA+ ^* H- y') - C+ *

,

Gleichungen, die zugleich (89) erfüllen. Ks bleiben unausgenutzt

noch die Gleichungen 90) und (93), die uns die hier nicht ge-

brauchten Werthe m", //', g", h\ k' liefern würden.

Für das Eikonai folgt nun aus (87) und (94)

a p

8»
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Nach (95) ist

y«Sm'«« (ph 4- -h (p')*+ A» ^. ifc« 4- f•+ ly'« -f.

— 2^' (/>/i + 9Ä 4- y/) — -f ^Aj (pA + qk -f y')

= — (pA-|-^it+ 9)')«+ A« -h A« — 8 (ly'A + C*)

H- -f v'* + r .

c/)6^m'r = f/»' {ph 4- 4- ^^'J
- P - - r* + ffh + J'A,

•*jv?
= ^" '^'^ ^ " ~ ^"

4-(mr+pi?"-hge"+y")9»
oder

= V"/"
+ - (ir+ en - (r+ ^)''+ r*),

also D eine wUlkOrlicbe Punetion von p, q

.

Weiler wird nach (85)

= ß+ j
[A«+ *• - (pA+ 9*)') + {pk+ qk 4- y )

s= ] [/j« 4- Ä« — (/> A 4- gÄ)*] 4- ÄÄ 4- CA 4- D

,

(90) i, B = t+£SL-„p, C= ^+ 9-f--0q,

ttbereinstimmend mit (78) und (79 , wenn man beachtet, dass

die dortigen Grössen a\ ß\ y mit den hiesigen durch die Glei-

chungen

-•-i-ü).. -^-m;).' '^-i-(a
susammenbängen, in denen der Index 0 die Substitution = 0

bedeutet In der Tbat wird dann

Digitized by Google



IPTPlIflTlfnALt AbBILDUNGKiN DER OpTlK. 117

Pp H- 9y = — -—I h H- «»s) jt = |r — ^ »

woraus sich leicht die Ideotiiflt der Werthe (78) und (96j ab-

lesen lässt. —
Stellen wir die Frage nach der optischen Eneugbarkeit der

teleskopisoh-aplanatischen Abbildung, so erhalten wir zunächst

durch Anwendung des Kriterinms J{V) = 0 auf die Funetion

(79) eine in Beiug auf k lineiire Identität, die naob einigen

Mnotionen in die drei Gleichungen lerflHllt:

^p = 0, ^^= 0,

(97) - 9 4- p + g ^,) = - p (C -I- p Cp H- g C^)

.

Hiernach w&re A eonatanl^ g> eonstant, and nach (94)

die anaatigmatische Bildflache eine Kugel mit dem Radius ^ •

Aber eine genauere Betrachtung zeigt, dass ein Glied wie das

mit .1 multiplicirte in einem optisch crzeugharen T überhaupt
nicht auftreten kann. 1' ist eine lineare Verbindung von Func-
tionen V, deren jede den partiellen Diderentialgleichungen i64)

genügt. Beztlglich der Art und Weise, wie v die Varial)len h

und Ii enthält, folgt hieraus, dass ftlr lim // = oo v nicht von

höherer Ordnung unendlich werden kann als h\ Angenommen,
es werde lim r = oo von der Ordnung einer Function so

dass für grosse Werthe von h eine Entwicklung von der Form

iih, wo der Rest im Verhältniss zu ip{h) mit wachsendem h unter

jede Grenze sinkt, so ist einerseits

andererseits

lim ^ = Ii«. V»= Um y- ^i'l± f ' t+
A " V

V« H '

sodass lim ^ sowohl endlich bleiben als verschwinden, aber

nicht unendlich werden kann.
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Es ist also für hinlänglich grosse Werthe von h und k jedes

einzelne v und demnach auch V höchstens von der Dimension

h\ A"', womit das in (79) mit A multiplicirte Glied ausgeschlossen

ist. Demyt'müss ist teleskopisrhe Aplanasie optisch unerzeugbar

und das ideale Fernrohrobjectiv bei unbestimml bleibenden Werthen

der Brechungsexponenten durch keine Wahl der brechenden fla-

chen 2U verwirklichen.

Setzt man ^4 = 0 , so ist V die erzeugende Function für

prismatische Aplanasie, wobei parallele Büschel durck parallele

abgebildet werden ; es bleibt dann noch die Bedingung (97) sa

erfüllen« Nach (78) war, wenn Cor den Augenbliok

gesellt werden,

Die Forderung (97) sohreibt sich

Cp-B^^ p(C + pCp- qB^) -f q(- B^pC^- qB^]

^p{pC-qB]p-^q{pC^qB)^,

woraus man mit fiinsetsung von (98) erhält

d. h. es ist ;i d
p -\- y d q ein vollständiges Diflerential, oder mit

einer willkürlichen Function

Beispielsweise entspricht die Annahme

j= (7 log I am -|- 6p 4- c q)

einer Brechnng an der Ebene

ax+ 6y+ cü= d.

—

Hier bemerke ich nochmals, dass ich die Unvollständi^ktii

des gegebenen Beweises für die Nichtexistenz idealer Fernrohr-

objective keineswegs verkenne. Wenn es auch unwahrschein-

lich ist, dass ein optisches System für bestimmte Zahlenwerihe

der Brechungsexponenten wesentliche Eigenschaften wie die

Aplanasie besitzen solle, die es bei allgemeinen, disponiblen

Werthen derselben nicht besitzt, so wUre eine Uebertragung des

Beweisprincips auf endliche Abbildungen doch schon wünschens-

werth, um einen tieferen i^inbliok in die Haiur des Widerspruchs
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iwiMhen Aplanasi'e und optiseher Eraeug^arkeit zu erhalten,

ab ihn der rein formelle Bau einer Function V{hy g) ge-

wahrt Noch fühlbarer ist vielleicht der Mangel^ der in der Aus-

schliessung kakptrischer Systeme liegt. Um dem absuhelfen,

waren die Formeln des § 5 genauer su disoutiren, als es hier

geschehen ist, wobei aber, wie es scheint, die Bedeutung der

infinitesimalen Abbildungen merklich verblasst; denn es lassen

sieh, rein mathematisch betrachtet, aus Spiegelungen an benach-

barten Flachen charakteristische Functionen susammensetien,

die audii das kritische Glied der teleskopischen Aplanasie

(99) -4- — {ph 4- gÄf

enthalten. SeUen wir s. B. in (54), (55), (56)

' + 4- -* = y**, q> = Vr* — / — z*
,

tjj = iy

so dass die Spiegelung an zwei Kugeln vom Badius r vor sich

geht, deren Mittelpunkte um die Strecke v von einander entfernt

aof der .Y-Achse liegen, so ist die charakteristische Function

/II., /

wo V aus der Gleichung

{mv)* H- (Ä -h pv)* + (A 4- 5 =
la bestimmen ist. Mit

«• =s r« — — + (l'f^ 4- 9A)«

folgt hieraus

t? s= —ph^ qk ztu^

und wenn man aus

''.= ^(»' + "Ü''' + «A;) und l , =y +
eine eraeugendc Function r= 4- ^

i
zusamuu'nsetzt,
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Hiernach wäre durch viermalige Spiegelung an zwei benach-

barten Kugeln teleskopische Aplanasie zu erreichen; eine infini-

iesimale Eigenschaft, zu der man kein endliches Analogen kennt.

Iramerbm darf hiernach die UnmtfgUohkeil des idealen Fem-
rohrobjeotivB innllehst nur für die rein dioptriscben Systeme

behauptet werden.

Die gedachten Ergüniongen vorbehalten, wird man auf

teleskopiache Aplanasie bei beUebiger BOscheltfflfhong auch theo-

retisch yenichten und sieh auf die Untersuchung der Blementar-

bttschel beschränken müssen; d. h. an Stelle der dioentrisehen

treten die anastigmatischen Gebilde, und fOr die Abbildungs-

functionen resp. -gleichungen sind Reihenentwicklungen bis zu

einer gewissen Ordnung heranzuziehen — Reihenentwicklungen,

nicht, wie hier geschehen, nach den Parametern Brechungs-

exponenten), sondern nach den Van'aftteu (Slrahlencoordinaten)

der Abbildung. Dass gerade im Fall des idealen Fernrohrohjec-

tivs die praktische Optik instinctiv das Richtige getroffen hat,

indem sie eine Annäherung njil brechenden hufiflflUrhe» ver-

suchte, geht fast unmittelbar aus der Form (99
i des kritischen

Gliedes hervor. Für die Brechung an einer Kugel mit dein

Radius / um den GoordinalenanfaDg existirt die charakteristische

Function V= ov,

V= — pÄ — r/A- -h Vr* — -f (p/' ~r *

.

Für hinlänglich kleine Warthe von h, /. , d. h. für Strahlen, die

hinlänglich nahe am Mittelpunkt der brechenden Fläche vorbei-

gehen, gilt demnach die AeiheoentwickluDg

woraus f(lr ein centrirtes Linsensysleni die Aplanasie })ara\ialer

Strahlen folgt. Fllr die Beibehaltung sphärischer Flächen spricht

also ausser den technis('hen Gründen der theoretische, dass in

die zugehörigen charakteristischen Functionen g«'rade nur die

Verbindung (99) der in bezug auf h und A quadratischen Glieder

eingeht.

9.

Anhangsweise seil noch der Fall der Doppelbrechung in

ein- und zweiachsigen' Krystallen behandelt werden, iiier gilt
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der MALUft'sehe Sali nicht mehr ond die Beiiehnng su den Be-

rfibmogstransforroationen tritt zurOck; immerhin besitien die

infinitesimalen Abbildungen dieser Gattung noch eine «bersicht-

liehe Gestalt und erlauben die Frage nach der teleskopiscben

Aplanasie zu beantworten, — auch hier im verneinenden Sinne.

Wir haben zunächst, den bekannten Sätzen der theoreli-

Mben Optik folgend, die Beziehung zwischen Strahl und Wellen-

normale im anisotropen Medium aufzustellen, wobei wir die

optischen Symmetrieebenen des Mediums (Hauptebenen des

Elaslicilatsellipsoids) vorläufig zu Coordinjitenebenen wühlen.

Die Gleichung der WeUenllache, bezogen auf ihren Mittelpunkt,

bat die Form

"i i + Ii :+ T i = O OU'^''

,400,

(r— M* O* — c*— w*
'

u* z=i X*+ y* + »*
y

wo«, I), r die reciproken Halbachsen des Frksnki 'sehen Elasti-

citätsellipsoides sind. Sind /i:, x die liicblungscosinus des

Strahls, also

SO folgt der sugehOrige Radiusveotor u der Wellenflache aus
einer der beiden Gleichungen

1
. i H- Ti i + . 4=0 oder

^lie entwickelt in \r quadratisch werden , entsprechend den
beiden Schalen der Wellenflache. I JasticitUtsellipsoid und Wel-
ieafläche mögen sich auf die Zeiteinheit beziehen.

Wir legen im Punkte ar, y, 3 die Tangentialebene an die

Wellenn^che und fällen vom Mittelpunkt das Loth auf diese
£bene; die Länge des Lothes sei seine Richtungscosinus
sodais

;i08) w = XQ -f- y(7 + sr = h{ii{> -| m/ + xr)

.

Die Grössen ^, a, r sind proportional mit den Ableitungen der
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Gleichung (100) nach y, z\ wUhlen wir die sweiteForm, so

können wir ansetzen

Aus (1 03] folgt durch Quadriren und Addiren

andrerseits aus (4 02)

daher

Demnach folgt aus (403)

(4 05)

flu

a*—
aw

6*— «;«"" 6«— u*

tw XU

c*—w'

und ^, o
,
r, f/' t

den, denken wir uns nach (105 geschrieben

uml die beiden entsprechenden ; hieraus folgt nach (102)

oder

= 0.
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Stellen wir die einander entsprechenden Formeln zusammen, so

erhallen wir ausser (105J die Gleichungen

I?

(107)

(108)

Q* ff« T«

im) tt««su;*H-^.

Ist also itj /r, X gegeben, so bestimmt man aus (4 07)^ i/, aus

(<08), x'A, aus (<09) ir, aus (<05) ^, a, r. Ist umgekehrt ^, (T, t

gegeben, so findet man aus (4 07), aus (108)^ ^, aus (109) t/,

8118(405 M, /r, X. Die Gleichungen für u und ir sind quadra-

tisch; zu jedem Strahl f.t , 7t ^ x giebt es zwei Wellennormalen

^, ff, r, umgekehrt zu jeder Wellennormale ^, a, r zwei Strahlen

:r, X. Es ist ttbrigens im Folgenden unnölhig, die beiden

Werthsysteme (das ordentliche und das ausserordentliche) ge-

trennt zu behandeln.

Durch Differentiation von (107)^, worin w als Function von

^) T anxusehen ist» ergebt sich

Qdq ada tdt dw
a

Damit folgt aus (406)

(HO)

}iäQ -i-Ttda ndt = -äw y und aus (4 02)

Diese Formeln, die die bekannte Enveloppenbesielmng swi-
sehen Welienebene und WeUenflftche darstellen

,
gelten unver-
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ändert bei beliebiger Wahl der C^oordinatenaehflen. Sind also,

belogen auf ein neues festes Achsensystem
, q die ftieli-

tungscosinus des Strahles, r, s^t die der Wellennormale, so

ist auch

wobei t« der lu mp^ gehörige Radiusvector der Wellenfllohe,

w das auf die Wellenebene geteilte Loth und zugleich die Fort-

pflansuDgsgeschwindigkeit der Welle ist.

Bei der Brechung an der Grense sweier anisotropen Medien

folgen die Wellennormalen dem gewöhnlichen Brechungsgesetz,

aber mit den variablen Fortpflanzungsgeschwindigkeiten (red-

proken Brecbungsindices) w . Man geht also vom einfallenden

Strahl nach den obigen Formeln zur einfallenden Wellennormale,

von dieser nach dem BrcchunsiSi^esetz zur gebrochenen Wellen-

normale, von dieser zum gebrochenen Strahl über; da zwei

dieser einzelnen Beziehungen zweideutig sind, ist die Gesaninil-

beziehung vierdeutig. Im isotropen Medium füllt der Strahl mit

seiner Wellennormale zusannnen; d« r rehertrilt aus isotropen

in krystallinische Medien und umgekcdirt ist zweideutig, der

Uebertrilt aus isotropen in isotrope eindeutig. Offenbar gentlgl

es, den UeherLi.ing zwischen isotropen und krystallinischen

Medien zu Ix irachten , da man zwischen zwei krystallinische,

die unmittelbar an einander grenzen, ein isotropes eingeschaltet

denken kann.

Die Hiclitungscosinus des Strahles U im isotropen Medium,

bezogen auf beliebige Achsen . bezeichnen wir mit i/, P, Q, die

des Strahles u im krystallinischen Medium mit ?/}, 9, die der

Wellennormale w mit r, 5, /; ferner seien wie bisher die Rich-

tungscosinus von Strahl u und Wellennormale ;r, belogen auf

die Symmetrieebenen des Rrystalis, //, rr, / und (>, o, r, und ti,

^ die oben delinirten Grossen. Zwischen den Richtungs-

Cosinus in beiden Achsensystemen bestehen die orthogonalen

Besiehungen mit constanten Goelficienten f 17 C ... , die wir in

Form der Tafelohen

u
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u TT y.

m 1' r r ? r

P

9 r r

schreiben kVnnen; die | /; Q sind die Richtungsoosinns der
optischen Symmeirieaofasen gegen die Cioordinatenacbsen. Zu
dcB oben abgeleiteten Relationen tritt zwischen Strahl V und
Wellennormale ic eine gewöhnliche Brechung mit deu Indices

4
A'= \ und n = — , es sind daher die Differensenw

w ' w w
den lUchtnngscosinus des RinfnIIslothes proportional, also wenn
xssxliffZ] die Gleichung der brechenden Fläche ist,

m if=^+A i'-i-/-^y, <^=z;-f^'-

Beim Austritt aus dem Krystall sind in, Pj q gegeben ; daraus

findet man /i, /r, x, femer nach dem Froheren
,

daraus r, t und mit HUlfe der Gleichungen (112) und der
Belation

4. fH 4- (^t ^ ^

die Unbekannten /, J/, P, Schwieriger ist der Eintritt in das

krystallinische Medium; hier sind Pf Q gegeben, und aus

(HS), worin aber w nach (4 07), von ^, er, t oder r, 5, f abhängt,

and unter Zuziehung von r* + ^* + = ^ Unbekannten

^ fi /*su bestimmen, wonach die weitere Rechnung den um-
g^ehrten Gang wie vorhin nimmt.

Gehen wir, im Fall des Austritts, lur infinitesimalen Abbil-

dong über, indem wir a, b, c bis auf Grössen von der Ordnung
der nnendUdi kleinen Gonstante v gleich der Einheit, also

Mtien. Da u und w swischen dem grOssten und klemsten der

Werthe a, 6, c liegen, so werden auch sie bis auf Grttssen von
der Ordnung v gleich 4, also
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Die Gleichung (4 07)^ giebt, wenn stets nur die niedrigsten Poten-

zen von V beibehalten werden,

die61eldrang(408)«
^ = tvB y wenn

Danach folgt aus (409)

= u* — ^ s= I -f y H •

sodass u und ;/ sich erst in den Gliedern mit unterscheiden.

£ndlich liefert (405)

oder

Der Strahl und seine sngehörige Wellennormale unterscheiden

sich also nur um Glieder von der Ordnung v\ demgemttss gelten

auch Formeln von der Gestalt

wo i»! p^ 9, gewisse Functionen von (m), q beieidinen, für

die sich aus (4 44) swei Relationen ergeben. Einerseits ist nach

tr

u

also, da — 4 von der Ordnung ist,

(4 44) 0= mm, -]-pp^ + qq, J

andererseits folgt aus (4 4 4 ],

u)d = ^ V {m^dm p^üp +9, äq) = — i^rfy H ,
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also

sodass sich in einfaoher Weise durch die Ableitungen

der einiigen Fnnciion q>^q>(p^ q) nach und q ausdrücken

lassen. Nach (412) wird weiter

ifsm (h — ^(jp) — yw<, 4-

UDÜ da

Mm -i- Pp-{-Qq = \ — v(p-{- l\m — pXy — rjx,)

bis auf Glieder von der Ordnung v* gleich der Einheit ist, so wird

m — pXy —
Setsen wir endlich wieder, wie früher

M^m-^vm'^ P^^p-^vp' f Q^q-i-^q' 9 so folgt

9
m' = — mw — m. -4 ——

^ • m — pxy —

P — — P9- Pi- 9 X»

9i

m — pXy — qXg

m— pxy — qxg

Aufj.genau dieselben Formeln hätte auch der Eintritt ins

kryslallinische Medium geführt, wenn immer M P(J den Strahl

im isotropen, mpq den im krystallinischen Medium bedeutet.

Soll hingegen, mit unserem ursprllnglichen Gebrauch überein-

>limiiiend. inpff den Strahl im vorangehenden, MPQ den im

(tilgenden Medium bedeuten (vorangehend und folgend im Sinne

der Lichtbewegung), so sind im Falle des Eintritts die Zeichen

von 'H61 umzukehren. Tritt der Strahl aus einem anisotropen

Mt'dium 1 in ein anisotropes so setzt sich die GesammtUnde-
nmg vm' von m lusammen aus

* m — p.iy — qjLj

mJ =s -jr Wm Im —l + »w*^ • m^pxy — qxj •
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wo jedes einzelne (p durch eine Gleichung von der Form ^U3)

oder

definirt ist; die Gonstanten a, /, i;, ^ . . . sind mit Indicei

4, 2 SU yerselieD; fttr beide Indices gelten (1 U) und (415).

Man erkennt hierans, dass m jedem Faü einer einzigen

Brechung zwischen anisotropen oder isotropen Medien die Äb-

bildungsgleichungen die Form haben

m = q> [in A) + |

,

X m — — gxj s= 4
,

wo <jp, ^, ' . Z gewisse Functionen von q vorstellen, swiscben

denen die Relationen

?«»4-///y + :9 = o,

ff/ m -f- i](lp 4- = d<p

bestehen. Bei einer Brechung zwischen zwei isotropen Medien

ist fp eine Gonstanle, während Ji/^ verschwinden. — Für die

noch fehlenden Strahiencoordinaten k und ihre Incremente

h\ k' gelten wieder die Gleichungen

' m ' III
'

die den Punkt xy% als Schnittpunkt des gebrochenen und dss

einfallenden Strahls definiren; das erste Paar dient, wie frflher,

tum Uebergang von den Goordinaten p q y z vi den eigent-

lichen Strahiencoordinaten pqhk. In diesem Sinne hat man

pdh H- q'dk= m'dx -h p'dy+ q'dx— - (m^dm-^- p'dp'^^äq)t

h'dp k'dq= ~ ^ {^'dm -f- päp + qdq] .

Bildet man den DiflTerentialausdruck

(449) D= A -f ^dk— Ä'dp— = //i'(/a;+ //(i */ + q'ds
,

(448)
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80 fällt in (Iii) das mit Ä multiplicirte Glied fort und es bleibt

D.tsstp {mdx + pdy qdz)+ Sdx ^dz.

Allgemein ist

Ida? -f ijäy -j- ^dz= lyciA+ idk+ gm 4- lyp+ ^q) d

also nach (4 1 8)

ferner

also

<2*

^dx 4- ¥fdy 4- ^dz — d*/) -j- lyrfÄ+ JdÄr

,

mdx+ pdy+ s= (l 4- ^dA •\'qdkf

Z>» d |r/> ~j 4. ^ (pdA 4- gd/r) 4- V^h+ fdik

(«20) =s d(9i;) 4- 9> (pdA 4- fdA)+ i^dA 4- Qdk
,

wo V wiederum die Losung der Gleiehvng

0 m V
,
h -\- p V

,
Ii -\- q r) = 0

und (l) (.r, y, 3) = 0 die Gleichuog der brechenden Flüche ist.

Die AbbildoogsgleiehungeD haben nach (449) und (420) daher

die Form

m)
^' ''^

' '
Ä' = — (<5P t;)p

,

9' = {ipv)k 4- 4- f , = - ((pv\
,

lassen sich also aus xwei charaktei istischen Functionen (p und
V durch Differentialoperationen bilden, da auch 1;, ^ nach (448)

durch und q>q ausdrOckbar sind. Für eine Summe Ton
Brechungen

I
deren einielne charakteristische Grossen (p und

y— tpv sivA^ bestehen xu (484) analoge Gleichungen mit den
charakterisUachen Grossen

a a

Die frtlher festgestellte Form von v entscheidet auch hier

die Frage nach der Möglichkeit teleskopischer Aplanasie; da
jedes einzelne t'^ bei grossen Werthen von k höchstens von
der Dimension A', A' ist und jedes (p^ nur von q abhOngt, so

ist V in Besug auf die Grossen A, k von derselben Form wie
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(( sind also hochsttMis von der Dimension /<", A". Im Falle tele-

skopischer Aplanasie mttssten aber/;', 9' die Grossen /i, A in den

YerbiodiiDgen

entballen, was für y1 4= 0 dem eben gewonnenen Resultate

widerspricht. Man wird also auf 1 = 0 , auf den Fall der pris-

matischen Aplanasie geführt, und das ideale Fernrohrobjectiv ist

selbst unter ZuhQifenahwe anisotroper Medien eine Unmög-

lichkeit.
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In den Jahren 1869 und 1870 erkannte ich (vjj:l. die Verb,

d. G d. W. zu Christiania), dass es sweckmässig ist, die Bec;riffe

infinitesimale PunkttraDsformation und eingliedrige Gruppe von

PankUransfonDaiionen sowie den allgemeinen Begriff Berüh-

ranL'^transformation einsuftthren ond systematisoh fttrGeometrie

und DifferentialgleicbuDgen za yerwertheD. Durch Yerkntipfung

und AiisdehDang dieser Begriffe gingen sodann in den Jahren

1874 und 1872 (vgl. GOtt. Nachrichten vnd Verh. d. G. d. W.
tn Ghristiania) die allgemeinen Begriffe infintiesimale Bertth-

rungstransformation sowie eingliedrige Gruppe von Beriihntngs^

tramformaHonen hervor; hiermit war die Grundlage sowohl fttr

die Invariantentheorie der Bertthrungstransformationen (1878)

wie ftlr die Theorie der Transformationsgruppen gewonnen.

In meinen vieljäbrigenVorlesungen Uber die von mir be-

gründeten Theorien an den Universitäten Ghristiania (1878 bis

1885 und Leipzig pflege ich regelmässig die Aufmerksamkeit

meiner Zuhörer darauf zu lenken, dctss verschiedene Gebiete der

Mechanik und Physik (insbesondere der Optik) in schönster

Weise die Begriffe eingliedrige Gi uppe von Punkt- bez. Berllh-

rungstransformationen illuslnicn und gleichzeitig durch explicite

EiDfUhruui< dieser BegritTe gefürdei t werden.

Auch durch Vorträge u. a. in diese»- Gesellschaft im Jahre

1893) sowie durch mündliche MüiIh Hungen an mehrere Mathe-

matiker, Astronomen, Physiker und und Chemiker versuchte ich

4j Theorie der Trt^r. Bd. I, S. 58, Leipzig 4888 ; Bd. II, S. 250, 4 890;
Bd. III, Vorrede 8. 7, 4893 ;

Leipziger Berichte 1889, S. U5 ;
vgl. auch mein

Btgleitwort tu der dentoebeo Uebersetnng von Goomat's Theorie der par-
tiellen Dtfferentialgleiehnngen erster Ordn^ Leipiig 1898.

9*
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andere Forscher dazu zu veranlassen , meine Theorien fttr die

Naiurerklarung zu verwerihen.

Diese meine Bestrebungen sind nicht ganz ohne Erfolg ge-

blieben. Da indess Vertreter der Astronomie, Physik und Chemie

sich im Allgemeinen nur mit Mtthe in neueren und höheren

Zweigen der Mathematik orientiren können, halte ich es für

richtig, in einer besonderen, allerdhig» knapp gelassten Note auf

meine hier in BetrachtkommendenUntersnchungen hinsnweisen.
Die sogenannten Wellenbewegungen geben das einfachste

Bild einer eingliedrigen Gruppe von Berflhningatransforma-

tionen. Für isotrope Medien (deren WelUnflächen eo ipso Kugeln

sind) wird diese Gruppe von einer infinitesimalen Bertthrungs-

transformatioD erzeugt, als deren Symbol ich den Ausdruck

benutze. Die Gruppeneigenschaft aller Dilatationen steht im

genauesten Zusammenhange mit dem HtYGBifs^schen Principe).

Reflexionen sind Bertthrungstransformationen, die jene in-

finitesimale Bertthrungstransformation invariant lassen und mit

ihr vertauachbar sind.

Refractionen bei Uebergang so einem andern isotropen Me-

dium sind Bertthrungstransformationen, die ebenfalls jene infini-

tesimale Bemhmngstransformation invariant lassen.

Dies folgt unmittelbar aus den Gonstructionen und Ent-

wickelungen der Lehri>ttcher (s. B. Jamir] (Iber Reflexionen und

Refractionen, verbunden mit meiner alten Bemerkung, dass jeder

Flächencomplex / (oder Gurvencomplex) eine Bertthrungstrans-

formation definirt. (Alle oo' Flächen /, die eine beliebige Fläche

(f
berühren, umhüllen nUmlich im Allgemeinen noch eine andere

Mache <7>, und dabei ist der Ueborgaug von <p zu. 0 eine Be-

rührungstransformation.)

Ueberdies hebe ich hervor, dass alle infinitesimalen Be-

rührungstransfdrmationen, die mit einer gegebenen BerUhrungs-

transformalien vertau^chbar sind, eine homogene Funclionen-

gruppe bilden. Ebenso erzeugen alle Berührungstransforma-

tionen, die eine solche infinitesimale Transformation invariant

lassen, eine unendliche Gruppe.

1 In fliosrr Vorbindunp pflege ich darauf liinzuwoison. flnss auch der

Begriff Diiatattm im Gruodc auf Uuygkms zurückgefiihrt werden kann.
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Diese meine allgemeinen Theorien dehnen sich, wie ich

fihrigens neuerdings in diesen Berichten (1895, S. 499) ans-

drteklichhervorgehoben habe, selbstverständlich anfa//«Wellen-

bewegungen aus, gleichgttltig, ob die betreffenden Medien isotrop

aind oder nicht.

In dieser Weise erhielt ich u. a. eine Verallgemeinerung

des berühmten Satzes von Malus. Dabei benutzte ich eine Aus-

dehnung der gewöhnlichen Krümmungslheorie, die ich im Jahre

<872 im fünften Bande der Mathematischen Annalen, S. 196,

entwickelte. Mit Benutzung dieser Terminologie lüsst sich der

verallgemeinerte Salz von Malis in folgender Weise fonimliren:

Lichtstrahlen, die ein Pseudonormalensysteni bilden, gehen bei

jeder Reflexion und Hefraction in ein Pseudonormalensystem

über. Sind bei einer solchen Hefraction die beiden in Betracht

kommenden Pseudokugeln d. h. Wellenflcichon) wesentlich ver-

schieden, so bezieht sich jedes Pseudonormalensystem auf die

Psettdokugei des betreffenden Haumes.
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Objecle im Mikroakop. Mit einer Fij^ur.

Wird ein farbloses Object in einem farblosen Medium ein-

gebettet, so kann man die Grenzen zwischen dem Object und

dem umgebenden Medium nur dann wahrnehmen , wenn die

Brechungsexponenten der beiden Körper für die bei der Be-

obachtung benutzten Lichtstrahlen verschieden sind. Diese Be-

dingung ist im Allgemeinen immer erfüllt, wenn man im weissen

Liebte beobachtet. Die Gründe dafür, dass man unter diesen

Umständen die Grenze deutlich siebt, selbst wenn keine für das

Auge bemerkbare Verschiedenbeil der Absorption vorliegt, sind

daroh die Aaii'scbe Theorie der secundttren Abbildung klargelegt

worden. Nach dieser Theorie kann die Grenie nur dann in der

dem Object oonjugjrten Ebene abgebildet werden, wenn von dem
abgebeugten Licht, das durch die Nebeneinandersobichtung der

beiden verschieden brechenden Ktfrper erseugt wird, wenigstens

ein Theil in das Objectiv aufgenommen wird.

Legt man ein gewöhnliches Deckglaschen in eine farblote

Flüssigkeit Ton erheblich anderem Brechung^vermögen, s. B. in

Wasser oder MonobromnaphthaUn, so sieht man die Grenie

zwischen beiden Körpern vollkommen deutlich; sie erscheint

bei Anwendung gut corrigirter Objective, besonders der Apochro-

mate, unter Benutzung centraler Beleuchtung und bei genauer

Einstellung vollständig farblos als dunkle Linie. Diese vollstän-

dige Farblosigkeit ist nun aber, wie im Nachstehenden gezeigt

werden soll , selbst bei Anwendung apochromatischer Systeme

von geringer numerischer Apertur und bei engen Beleuchtungs-

kegeln durchaus nicht immer vorhanden. Sie ist vielmehr noch

an eine weitere Bedingung geknüpft; sie tritt nur dann ein,

wenn die Brechungsexponenten beider Körper erheblich von
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dunder yeracbieden sind. Weichen hingegen die Weithe Itlr

die Brochnng^exponenten nur nni wenige Einheilen in der dritten

Itoeimale von einander ab, so beobachtet man im weissen Lichte

iD der Grense gewisse oft sehr lebhafte Farbenerscbeinungen,

die sowohl fOr die Theorie des Mikroskopes wie anch fttr manöhe
praktische Zwecke von einigem Interesse sind.

Es ist eine Erfahrungstbatsacbe, dass farblose flüssige Kör-

per und farblose feste Körper, deren Brechungscxponenicn für

eine mittlere Farbe, z. B. für die />-Linie übereinstimmen, eine

beträchtliche Verschiedenheit in der Dispersion zeigen. Es ist

näinh'ch unter diesen Umstanden immer der Werth ii/. nc ftlr

die Flüssigkeit grosser als ftir den festen Körper. Infolge dessen

ist uc für die Flüssigkeit kleiner als für den festen Körper und
ü/für die FInssigkeit grösser als für den festen Körper.

Hieraus ergiebt sich für die Beobachtung im weissen l ichte

eine eigenthümiiche Ablenkung der mit streifender Incidenz an

der Grenze beider Körper einfallenden Strahlen. Das gelbe

Licht geht ohne jede Verändenmg durch beide KOrper hin-

durch und erleidet infolge dessen auch keine Beugung. Eine
Abbildung der Grense durch die gelben Strahlen ist also un-
möglich, das Object verhält sich fttr diesen Bezirk des Spectnims
wie eine homogene Schicht. Fttr die ttbrigen Strahlen ist das
Object aber nicht homogen. Würde man s. B. im monochroma-
tiidien blauen Lichte beobachten, so mttsste die Grense in Folge

der nun eintretenden Beugnngserscheinungen wieder sichtbar

sein, ebenso natttrlich im rothen Lichte. Beobachtet man aber

in weissem Lichte, so tritt ausser diesen Interferenswirkungen

für die einseinen Strahlenbesirke, die sUmmtlich nur die Sidit-

barkeit der Grense überhaupt ermöglichen, an Lamellen yon
pOsserer Dicke noch eine andere Erscheinung auf. Die mit

ftreifender Incidenz einfallenden Strahlenbttscbel erfahren an
der Grenze eine VerMnderung, die mit jenen Beugungserschei-

nuns^en. wie sie besonders von Qi inckk^, an sehr dünnen La-

mellen untersucht wurden, zunächst nichts zu thun haben. Die

gelben Strahlen werden geradlinig fortgepflanzt, sie erzeugen in

der hinteren Brennebene des Objectivs oder des ganzen Mikros-

kops ein dir^<^^^ ^^^^ der Lichtquelle, eine Abbildung der Grense

1 QriTfcii, Poggeod. Abd. Bd. CXXXII, vergl. auch JocBMAim ebda*
Bd. CXXXVI.
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kann aber durch sie nirgends ermöglicht werden. Die übrigen

Strahlen erfahren eine mehr oder minder beträchtliche Ablen-

kung, da gerade unter solchen Umständen schon geringe Ver-

sehiedenheiten in den Brechangsexponenten eine erhebliche

Yenehiedenheit in den zu den einxelnen Strahlen gehörenden

Grenzwinkeln der Totalreflexion hervorrufen. Wird dieser

Winkel mit e, die Brechungsexponenten der Flüssigkeit mit

die des festen Ktfrpers mit // bezeichnet nnd geben dielndices

C und F den lugehdrigen Beiirk des Spectnuns an, so gelten

die Gleiehungen:

8in C(»=s

—

j- > sin cjf= —

,

wo also no<, n'c nnd n>. Da die Sinus der Winkel in der

Nlthe von 90^ nur sehr langsam sich verändern, so entspricht

schon einer geringen Differeni der Brechungsexponenten eine

nicht unbeträchtliche Aenderung des Grenswinkels.

Die mit streifender Incidens einfallenden rothen Strahlen

werden also nach dem festen Rtfrper hin, die blauen hingegen

nach der Fltlssigkett hia

Olu9ktiv

F abgelenkt, wie dies

beistehender sehematischer

Zeichnung ersichtlich ist.

Für ein bestimmtes Bei-

spiel sind die Brechungsex-

ponenten sowie die Winkel «,

unter denen die abgelenkten

Strahlen die Axe des Mikro-

skops schneiden (Complement

Winkel d. Grenzwinkel d.

Totalreflexion) für verschie-

dene Spectralbezirke zusan>-

^ mengestollt. Die beiden Kör-

per sind Glas und eine

Mischung von Monobrom-
naphlhalin mit Xylol. Die

Werthe für die Brechunes-

exponenlen sind z. Th. nach

der CAUGHYSchen Dispersions-

fQrmel mit zwei Gonstanten näherungsweise berechnet worden,

da eine grossere Genauigkeit hierbei kaum ntfthig war.

0

//
fJuss/gkeit

)^/ Gias

•
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_^ ^ j

Olas Flüssigkeit

4,5134 4,5097

nc 4,5444 4,5446

1,5170 1,5170

4,5204 4,5236

ny 4,5934 4,5S96

no 4,5290 1,5406

HB 4,5335 4,5500

tf

4"

o«*

30 40'

5040^

8«^ 20'

Für das Bfld der Lichtquelle — eines weit entfernten Spal-

tes — in der hinttren Brennebene /'/' des Objectivs ergiebt sich

hieraus vgl. die Figur Folgendes: In der Mitte bei S wird ein

direcles Bild des Spaltes entworfen, es wird erzeugt durch die

mit streifender Incidenz einfallenden gelben und die nicht mit

streifender Incidenz einfallenden weissen Strahlen. Die Ver-

einigung der abgelenkten Strahlen findet in derselben F^lx'ue in

bestimmter ICntfernung von dem mittleren directen Bilde statt,

da sie von den gleichfalls in weiter Entfernung liegenden vir-

tuellen f.irbigeo Spaltbiidera ausgehen, die durch die Brechung
an der Grenie entworfen werden. Es wird also in der hinteren

Brennebene aus den terschiedenen nebeneinander liegenden

reellen Bildern der Lichtquelle ein vollständiges Speotrum ent*

stehen, wie dies ja in ahnlieher Weise auch bei dem Polfricb-

schen RefracCometer der Fall ist, wenn man statt mit monochro-

natischem mit weissem Uchte beobachtet.

In dem gewählten Beispiel, das durch die Figur sdhematisch

dargestellt ist, Hegen also GrOn, Blau, Violett auf der linken

Seite, Orange und Roth auf der rechten Seite von 5. Die Entfer-

nang der einseinen Farben von 6\ die durch q bezeichnet werden
soll, hangt von der Brennweite des Objectivsystems und von

dem Winkel ab, unter dem die aus dem ganzen Präparat aus-

tretenden Strahlen die Axe schneiden. Berücksichtigt man
noch die weiteren Ablenkungen, die durch den Uebertritt in

Luft erfolgen, so kann man aus der Brennweite und der Entfer-

nung o den Winkel, unter dem eine bestimmte Strahlengattiing

die Axe schneidet, herechnen; aus diesem erhalt man dann
laicht auch den Winkel der Totalreflexion und somit das Verhält-

üm der Brechungsexponenten beider Körper für die betreffende
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Farbe. Wird der Winkel, unter dem die austretenden Strahlen

die Axen achneiden, mit u beseichnet, ao gilt, wie Abm geaeigl

hat) die Besiehung:

sin u "

worin f die Brennweite des Objeciivsystems ist. Die Grtfsae ^

Iflsst sich leicht direct messen, wenn man ein sog. Rlllfs-

mikroskop einschaltet, wie es zur Bestimmung der numerischen

Apertur mit dem ÄBBE'schen Apertometer oder bei Beobachtung

der Axenbilder doppelbrechondcr Krystalle benutzt wird.

Hat man nun die DispersionsvLThaltnisse der angewandten

FlUssij^keit e;on<'iu bestimmt, so ergiebt eine einfache Rechnung,

unter BerUcksichtigunj^ der Wcrlhe (j ftlr die einzelnen Farbeo,

auch die Dispersion des zu untersuchenden festen Körpers.

Das direcle Bild der Lichlipiellc muss stets an der Stelle

des in der Austrittspupille des Objectivs entworfenen Spec-

trums liegen, für die der ßrechungsexponent der aneinander

grenzenden Körper den gleichen Werth hat. Benutzt man
ein Flüssigkeit^gemisch, wie das oben angegebene aus Mono-

bromnaphthalin und Xylol, und schotst dieses nicht genügend

vor Verdunsten, so iSsst sich sehr gut beobachten, wie das

Spectrum aich allmählich verschiebt und das direote Spaltbild

in das Both zu liegen kommt Dies mhrt daher, dasa das

Xylol schneller verdunstet als das Monobromnaphthalin, wo-

durch der Brechungsexponent der Flttssigkeit allmtthlich hoher

wird. Bei einem anderen Gemische, in dem der starker

brechende Ktfrper schneller verdunstet, tritt nattuiieh die

umgekehrte Verschiebung ein

Es bleibt nun noch kurz zu erörtern, welche Wirkung diese

Ablenkung der niit streifender Incidenz einfallendeu StraUleu

i) Das Id der faiaterea Brennebene entworfene Spactrom zeigt

übrigens an manchen Stellen IntensitHtsunterschiede, die jedenfalls mit

den ausserdem noch io derselben Ebene auftretenden Beugungsbildern für

die einzelnen Strnhlen in Zusammenhan? stehen. Besonders deutlich be-

ohat lifr-t man eine Reihe dunklerer Streifen, wenn die Krechuni;sexponen-

len nit Iii tür eine iniltlerc Farbe, sondern für Holh oder Violelt übereiu-

stimmcn, oder wenn das ganze Spectrum auf der einen Seite des direden

SpaltbUdes liegt. Die von Quirckb genauer stndirlen Beugungsenchei-

Bongen an sehr dttnnen Lamellen müssen Ja auch in tthnllcber Weise an

dielien Lamellen auftreten, wenn die Brechungsexponenten der beiden

Körper nur geringe Verscbiedenheiten seigen.
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auf das eigentlich mikroskopische Bild des Objectes — in der

dem Objeet eonjugirten Ebene — ausüben wird. Eine ein-

geheDde theoretische Untersuchung dieser Frage vermag ich

allerdings nicht su geben, ich glaube aber, dass folgende ein-

fMfae Ueberlegung den Saohyertialt richtig wiedergiebt Stellt

a»n auf die obere Ebene des Präparats {AB in der Figur) ein,

so müssen die der Grenie xunKclüst Hegenden Partieen — wie

dies auch die Beobachtung bestätigt— farbig erscheinen, und
fwar muss bei gleichem np der Rand des Glases rötblich, der

Rand der Flüssigkeit bläulichgrün erscheinen, weil sie ja von

den abgelenkten StrahlenbUsoheln der betreflenden Farl)en be-

leuchtet werden; die Grenze selbst erscheint dabei als zarte

dunkle Linie zwischen den beiden Farbenrandern. Stellt man
dagegen auf die untere Ebene CD ein, so wird sich infolge der

Richtung der abgelenkten Büschel die Farbenerscheinung gerade

umkehren, jetzt muss der Rand des Glases l)laugrün und der

Rand der Flüssiekeit röthlich erscheinen, was ebenfalls die Be-

obachtung sofort bestätigt. Bei einer mittleren Einstellung

wischen AB und CD treten allerhand andere Färbungen auf

and die Grenze selbst wird undeutlicher.

Die im Vorstehenden geschilderten Farbenerscheinungen

sieht man am schönsten bei Anwendung von Systemen mit

langer Brennweite, so i. B. mit d^ Znss'schen Systeme aa
and dem schwachen apoohromatisch«! Systeme von 46 mm
Brennweite. Dass sie gerade unter diesen Umständen so deut-

Ush tu sehen sind, beweist auch, dass sie nicht etwa in der

GoDstruction der Objeetivsysteme begründet sind. Die Reste der

chromatischen AbweichuDgen, die ja ähnliche Erscheinungen

henrorrufen konnten, sind bei den ApoChromaten fast vollstlln-

dig beseittgt und kommen auch bei dem System aa (Brennweite

S6 mm) kaum in Betracht. Das Spectrum in der hinteren Brenn-

ebene und ebenso die Farbenränder in dem eigentlichen mikros-

kopischen Bilde müssen deshalb ihren Grund in dem Objecte

selbst haben >).

Von praktischer Bedeutung sind diese Farbenerscheinungen

für die Bestimmung der Brechungsexponenten mikroskopischer

4] Aehnliche Farben«ncbeinungea sind übrigens auch schon an
Gemischen von Pulvern und Flüssigkeiten von C. Christiansen beobachtet

worden. Vgl. Wudemaiik's Anoaleo XXIil S. 30ä u, XXIV S. 444.
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Objecte, an denen man keioe ebenen FlHcbea anschleifen kann.

Bine einfache Ueberlegimg ergiebt, dass die Grenie beider Kör-

per dttrehaus nicht eine ideale Bbene zu sein braucht, wenn die

Farbenränder eintreten sollen; sie kann vielmehr ganz erheblich

anders gestaltet sein, und trotzdem bleibt der Strahlengang

nahezu derselbe, was auch die Beobaohtung sofort bestätigt

Nach meinen bisherigen Erfahrungen lässt sich die Bestimmang

der Brechungsexponenten mittels dieser Farbenersoheinungen

bis zu einer Einheit in der dritten Decimale ausführen, was

im Vergleich mit den bisher bei mikroskopischen Objecten

angewandten Motboden als eine Verbesserung anzusehen ist

Man verfährt bei kleinen Objecten am besten in folgender

Weise: Aus einer Reihe von FUlssigkeitsgemischen, deren

Brechungsexponenten etwa um je fünf Einheiten in der dritten

Düciniale verschieden sind, sucht man sich diejenige heraus, in

der die farbigen Rander am deutlichsten auftreten; man ist

dann sicher, dass der Werth für tij, in beiden Körpern nicht

mehr sehr verschieden ist. Nunmehr beobachtet man in Natrium*

Hebt, was bei den angewandten schwachen Systemen genügend

helle Bilder liefert und variirt den Brechungsexponenten der

Flüssigkeit noch innerhalb geringer Grenzen. Auf diese Weise

findet man dann bald eine Mischung, in der die Grenzen voU-

stMndig yersehwinden. Bei einiger Uebung Ulsst sich auf diese

Weise die Bestimmung von fi/> in verhKltnissmHssig kurier Zeit

ausführen. Hat man grössere Flüchen zur Verfügung, s. B. Spal-

tungslamellen von KrystaUen, so kann man durch Bieobaofatoog

des Spectrums in der hinteren Brennebene des Objectivs noch

rascher zum Ziele kommen und zugleich in der oben ange-

gebenen Weise die Werthe von n für versdiiedene Strahlen

berechnen.

Es lasst sich diese Methode auch bei anisotropen Ktfrpero

mit F>folg anwenden, nur muss dann ein Nicorsches Prisma

in passender Weise eingeschaltet werden. So kann man z. B.

an einer Kalkspalhlanielle , die in Monobromnaphthab'n einge-

bettet ist, diese Farbenerscheinungen sehr gut beobachten, da

?/ß für den ordentlichen Strahl des Kalkspaths und für die

Flüssigkeit fast voUstandii.; übereinstimmt, und die Werthe für

n der Reihe nach mit guter Annäherung berechnen.
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SITZUNG VOM 3. FEBRUAR 1 896.

Vortröge hielten:

I. W. 8eh«ibner, o. M., Ceber die Ausführung eines nach den im Band XI

dir Ablmidliingen der matheinatisch-physikaliscben Classe eotwickei-

teo Principien berechneten dreillMoliigen Femrobrobjectivi durch
Dr. B. ScBöaosa in London (verttffentUcht In Nr. 2761 und tSit der
Astronomischen Nachrichten),

t Sophas Lie, o. M. . lieber die Theorie der Translationsflttchen und das
Abel sche Theorem,

t. SoFHDs LiE, o. M., Vorlegung einer Arbeit von £. Btadj-Bonn unter dem
Titel »Betrecbiungen über Doppelverbällaisse«.

Sopliiit IiU» Die Theorie der Translationsfläckm und das

Abwiche Theorem.

(Aogemeldet in der Sitzung vom 24.Oct.4 895, eingeliefert den 3. Febr. 4 896.)

In den Jahren 4869-^4874 wurde ieh dam veranlasst, mich
eingehend mit denjenigen Flachen sn beschilftigen , die durch
drei Gletdiungen yen der Form

^ = CM + c.(g

dargestellt werden. Diese Flüchen, die naturgemSss als Trans-

latimsfiächen beseichnet werden ktfnnen, enthalten swei aus-

geieichnete Gurvensehaaren , nämlich die Schaaren t^ s Gonst.

and = Consl., deren jede aus oo* congruenten und gleich-

gestellten Curven besiebt. Eine TranslationsflUche lUsst sich

daher als eine Fläche definiren, die in zwei Weisen durch

Translationsbewegung einer Gurve erzeugt werden kann. Hier-

bei ist aber zu bemerken, dass sobald eine Fläche in einer Weise

durch Translationsbewegung einer Curve erzeugt werden kann,

inmer noch eine zweite derartige Erzeugung müglich ist; bei

der ersten Erzeugung beschreiben ja alle Punkte der bewegten

Corve congruente und gleichgestellte Bahncurven.

]lilk..ikfiu ClMM. UM. 40
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Eine Fläche heisst daher eine Translationsjlächey wenn sie

eine Schaar congi^ttenler und gleidiyestellter Gurven enthälL Dann

enthält sie aber immer noch eine »weite derartige Curvenschaar,

Diese beiden Curvenschaaren können allerdings in besonderen

Fällen eine irreducibele Schaar bilden; dann aber gehen durch

jeden Punkt der Fläche zwei Curven dieser irreducibelen Schaar,

die iiberdiee innerhalb eines passend gewühlten Bereiches m Mwei

getrennte Schaaren verfällt.

Es ^ebl nnn aber Fischen, die io mehr als swei Weisen

durch Translation einer Gorve erseugt werden können. Fflr

derartige Fl«ohen gilt offenbar der Sats, dass die beireffenden

Erseugungen paarweise susammengehtfren, so dass ihre Ansaht

gi'ade oder aber unendlich ist. Wenn insbesondere vier solche

Erzeugungen möglich sind, wollen wir sagen, dass die betreffende

Fläche in stve i Weinen als Iranslalionsllüche au/yefasst werden

kann.

Dem entsprochcnd sagen wir zuweilen, dass eine Flüche,

die in unendlich vielen Weisen durch Translation einer Curve

erzeugt werden kann, in unendlich vielen Weisen als Iran^
lationsfläche aufgefasst werden kann.

Im Laufe der fünfundzwanzig letzten Jahre beschäftigte

ich mich bei vielen Gelegenheiten eingehend mit der Theorie

der Translailonsflaohen, nnd ich glaube in dieser Weise Resultate

von grosser, theilweise sogar von hervorragender Wichtigkeit

erhalten su haben. Unter diesen meinen Arbeiten sind wobl

nur diejenigen, die sich auf Minimalflttehen beziehen, allgemein

bekannt geworden. Meine übrigen Unterauchungen Uber Trans-

lationsflflchen sind, wahrscheinlicherweise weil sie grtfssten-

theils in norwegischen Schriften, wenn auch in deutscher

Sprache, verOflfentlicht wurden, lange wenig beachtet worden.

In neuerer Zeit fangen aber verschiedene Mathematiker au, sich

auch mit diesen meinen Arbeiten zu beschäftigen.

Unter diesen Umstanden sah ich mich neuerdings^! dazu

veranlasst, diesen Gegenstand wieder aufzunehmen und zwar

werde ich jetzt versuchen, in zwei Abhandlungen den von mir

entdeckten fundamentalen Zusamuienluinu zwischen der Theorie

der Translationsflächen und dem Abel'schen Theorem aus-

4) Diese Uehchle 4892, S. 447 und 559.
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führ!icher als in meiaen bisherigen Publicatiouen darzustellen

aad zu begründen.

Neuerdings bat sich auch Herr Poincak« in einer Note, die

in der ersten Hälfte des Jahres \ 895 in den Gompt. rend. erschien,

mit dieser von mir begründeten Theorie hoschäftigt. L( id(T hatte

der ausgezeichnete Verfasser, dessen Leistungen auf anderen

Gebieten Niemand mehr als ich anerkenne, Yersttumi sich

binlaoglicb mit meinen Untersuchungen bekannt su machen,

iedenfalis kann ich mir nicht in anderer Weise erküren, dass

er sich m seinen üntenuchungen Über TranikUumsflächen und
Translationsmannigfaltigkeiten mit Resultaten begntlgt, die sich

als ganz epedelle Fälle tmter meinen allgemeinen SäUen unter'

ordnen.

Da es sich nun auch bei anderen Gelegenheiten geseigt hat,

dass meine Untersuchunge n flber Translationsgebilde nicht

hinlänglich bekannt sind, so ertaube ich mir sunttchst ein voll»

ständiges Yeneichniss meiner ausflohrlicheren oder wichtigeren

Fublicationen auf diesem Gebiete einiuschalten.

1} Kurzes Resumä mehrerer meiner Theorien. Verhandlungen der

6c8. d. W. zd ChrlBtiania, 487t S. t7, Z. 4—4. In dieser Note wurde ange-

deutet, dass es mirgelongen war, alle Flachen zu bestimmen, die unend-
lich viele Schaa reo congruenter und gleichgestellter Curven enthalten.

2) Synthetisch -analytische Untersuchungen über Minimaltläclicn.

Archiv for Math, oy Naturv. , Band 2, Chrisliania <877, Diese ziemlich

ausführliche Arbeil enthält allgemeine Untersuchungen über Trunslations-

flSchen, über die Bestimmung der Ordnung und Classe derartiger Flächen,

Sbsr ihre unendlich fernen Punkte o. s. w., die in den nachstehenden Ar-

bdtan theilweise weitergefOhrt sind.

3) Weitere Untersuchungen über Minimalflachen, Archiv for Math.

OS Naturv., Band i, Chrisliania 4 879. Diese Abhandlung liefert eine etn-

gehtnde Bestimmung und Disrussion cUler Miniou^ächen, die unendUch viele

TranslalionserZeugungen gestatten.

4) 5j Beilrüge zur Theorie der Minimalllächen I, II, Math. Annalen,
Bd. 44 und 45. Diese Abhandlungen nehmen ihren Ausgangspunlct in all-

semeinen Saisen über TranslattonsflSchan.

6} Bestimmung aller in eine algebraische Developpable eingescbrie-

! em n algebraischen Intcgralflächen derDlfferentlalgleicbung fnO; Archiv
lorMalb. og Naturv., Band 4, Chrisliania 1879.

7) Bestimmung aller Flarhen, die in mehrfacher Weise durch Trans-

lation einer Curve erzeugt werden, Archiv for Math, og Naturv., Band 7.

Diese wichUge Arbeil leistet durch grosse Rechnungen die vollständige Bc-

Unmung aütr Flächen, die in mehrfacher Weite ele Trmulationefläehen auf*

iffwt werden kifnnen; der Zusammenhang dieses PreMms mU dem Altel-

«Am Theorem war mir damals unbekannt , wahrend ich allerdings einen

40*
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bekanntmi Saü Uber die SehmiUpmkle einer Geraden und einer Cum
vierter Ordnung benutzte.

8) Sur une interprötntinn noufclle du thcorrme d'Ahel. Comptes rendus

4 89i, p. 877. DiP'^p ^richtige Note culhdlt eincrscils eine merkivurdifje nnif

Deutung des Abfischen Theorems, andererseits eine noch tuichligere Im-

kehrung des Abel'sehen Theorems; es werden sum ersten Male €Mgemeiiu

analyUiche Eigenschaften der AbeFs^m IniegnUe angegeben, üe Mmm
andere» ana^fUi^im F^meUanen Mtütaamian,

9) Sur une application de lalb^orie desgronpescontiniia älatbterie

des fonctions, Comptes rendus 1892, p. 334.

40) Hi Untersuchungen über Translationsflachen I, II; Berichleder

Kgl. Sachs. Ges. d. W., Leipzig 4892. Die erste unter diesen AbtiandiuDgeD

entwickell eine sehr merkwürdige pseudo-m^rU^ fksarle der IVeat-

kUUmtfläeheHf die damit anfllngt, den PoHCsi.sT'scben Kugelkreis durch eine

beliebige ebene Curve su ersetzen; in der zweiten Arbeit werden u. a. alle

algebraischen Integralfliichen der Gleichung i s=s 0 bestimmt, die durdi

eine beliebige algebraische Gurve biodorcbgeben.

Kapilel L

FUkbei, die im ineiHleb Yielei Weiset alt Tniilatitifliekai

•ifl^flMst werdei Une«.

Im Winter 1869—1870 bemerkte ich zufälligerweise, dass

die Ebenen und Gyiinderflachen keineswegs die einzigen Flä-

chen sind, die in unendlich vielen Weisen durch Translations-

bewegung einer Curve erzeugt werden können. In diesem

Kapitel reproducire ich die an sich sehr lehrreichen Betraeb-

tungen, die mich ursprünglich su dieser Entdeckung fahrten.

Ich stellte eine Besiehung zwischen den Punkten xyz und

zweier dreidimensionaien RSume fest, indem ich dem

Punkte xyst denjenigen Punkt im suordnete, dessen Goordi-

naten die Werthe

(A) y=iog.T, ^ = logy, j = log ä

besassen. Die hierdurch bestimmte transcendenle Punktirans^

formation wandte ich auf die Ebenen

des Raumes a;^2 an und erhielt so die transcendenlen Flttchea

Dabei konnte ich ;uis den mir schon damals bekannten Eigen-

schaften der logarithmischen Piinkllransfürmation (A) den

Schiuss ziehen, dass die gefundenen transcendenten Flächen
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unendlich viele congruenler und (gleichgestellter Curven ent-

halten. Wir werden auf diesen Schluss, der auch im folgenden

Kapitel eine Rolle spielt, sogleich ausfnhrlich eingehen.

Alle krummen Curven des Baumes lassen sich derart

in Schaaren anordnen, dass jede Schaar aus oo' coDgruenten

and gleichgestellten Curven besteht.

Denken wir uns nun eine Gurve einer solchen Schaar durch

die Gleichungen

dargestellt; so bestimmen die Gleichungen

mft den drei Parametern a, 6, c eine Gurvensehaar bestehend

ans 00* Gnrven, die mit der yorgelegten congruent und gleich-

gestellt sind; hiermit haben wir eine analytische Darstellung

der vorgelegten Curvenschaar.

Unsere Punkltraiisformation (A) ordnet diesen oo* Gurven
im Räume xyz oo' Bildcurven zu, deren Gleichungen

log o; a= a{t) 4-0, log ^ = ß{t)+ 6, log z = -f c

anf die Form

gebracht werden können. Die hiermit erhaltene Schaar von oo*

Gurren des Baumes xyx besitst daher die folgende eharak-

teristiiehe Eigenschaft: Jede Gorve der Schaar (4) geht aus einer

bestimmten Gorve der Schaar, etwa der Gorve

durch eine friijwUw Transformation von der Form

a?, = Ax^ = By^ = C%

hervor.

Zwei Curven c,
,
c, des Raumes xyz bilden sich daher dann

^nd nur dann als congruente und gleichgestellte Curven des

Raumei 19)^} ^'''^ einander projectiv sindf

und xtoor vermöge einer linearen Transformation

fite die Coordinatenebenen .t = 0, y = 0, 3 = 0 und die un-

endlich ferne Ebene in Riihe lüsst.
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*

Soll daher eine Fläche Q{.rys) ss 0 sich im Räume (9|

als eine Translalionsflächc abbilden , so ist hienu nothwendig

und hiureichend, dass die Fläche £i(xyst) s= 0 unendlich viele

Garven enlhSiU) die unter einander projectiv sind, und zwar

vermöge projectiven Transformationen, die die speoieüeForm

X| s i4a;, BS By, ^ Ci bestUen.

Um die Spracbe lu erleiohtern wollen wir, wie gelegentlich

in alteren Arbieiten (Gott. Nachr., Januar 1870), sagen, dassco*

Garven des Raumes xy» eine GaUung bilden, wenn sie unter

einander vermöge Transformationen von der speoiellen Form

x^ ^ Axj y^ == Byj = Cz projectiv sind.

Alsdann können wir uns kürser so ausdrttekeo

:

Bei der logarithmischen Abbildung

I = loga?, 9 = logsr, i^\ogs
gehen Curven derselben GaUung des Raumes xyz in congruente

und gleichgestellte Curven des Raumes it)^ über.

Die Flüche Tr(ji)j) = 0 ist dann und nur dann eine Trans-

formations/Jüchey wenn die (iii ic/iuncf

. H^(log £c, log y, log = 0

im Ratme xyz eine FUuhe darsteüt, die oo* Curven derselben

GaUung enthält.

Als Gorollar erhalten wir tiberdies unmittelbar den Sals:

Eine Fläche £i{e^y e^j t*) ä 0 lässt sich dann und nur dann

in unendlich vielen Weisen durch Translationsbetvegung

einer Curve erzeugen^ wenn die entsprechende Hache II [Xyz)=Q
im Waumexyz oo' Curvcnsvhaaren enthüll ^ deren jede aus oo'

Curve)i derselben (iattinif/ besieht.

In dieser Lage beüudet sich nun aber jede Ebene

Ax+ By+ Cz '\' D ssz 0

des Raumes ///'; denn die oo* Geraden, dio in einer Elniie

enthalten sind, orjlnen sieh, wie wir jetzt zeigen, in r>o' Schaaren,

deren jede aus oo' Geraden derselben Galtung besluht.

Sollen uünilieli zwei Geraden des Haurnes .r?/r derselben

Gattuni; ani^ehilren, anders ausi^esprochen , soll es möglich seiiu

die eine Gerade in die andere durch eine projectivc Trans-

formalioQ

x^ = Ax, y^ = By, z^ s= Cz
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Obenafbhreii, die die Goordinatenebeneii affssO^ysOySsO
und die unendlieb ferne Ebene oo = 0 in Bube lässt, so ist

disa erforderlicb, dass diese beiden Geraden jene vier Ebenen
io vier Pankten treffen, die in beiden Fallen dasselbe Doppel*

erhaltniss bestimmen. Und diese notbwendige fiedingung ist

audi, wie man leiobt verificirt, binreiobend.

Hieraus folgt nnmtttelbar, dass die oo* Geraden, die ia

einer beliebig gewählten Ebene

(2) Ax-i-By-^Cz+D^a
liegen, sich wirklich in oo* Scbaaren anordnen, deren jede aus

oo' Geraden derselben Gattung bestehen. Die Geraden jeder

einzelnen Gattung, die oirenbar mit vier festen (icraden der

Ebene (2) dasselbe Doppelhaltniss l)esli!ninen , umhüllen einen

Regelschnilt, der die vier Ebenen .r = 0, y= 0, 3 = Ü, oo = 0

berührt.

iliermil ist nun das angekündigte Resultat abgeleitet, so

dass wir den folgenden Satz aufstellen können:

Theorem I, Die Flache

yl e? 4- Je*+ Cei+ D = 0

enthüll, welche Werlhe auch die Conslanten Aj Bj C, D
haben mögen, immer oo* Curvcnschaaren, deren jede
aus no^ couf/r Kenten und (jleichgeslelllen Curven besteht.

Die Flache lüssl sich daher in unendlich luelen Weisen
durch Translalionsbewegung einer Curve erzeugen.
Bei jeder derartigen Erzeugung beschreiben die Punkte
der bewegten Curve Bahneurven, die nicht allein unter
tinander, sondern auch mit der bewegten Curve con-
gruent und gleichgestellt sind.

Die vier Ebenen a; = 0, % ^ 0, oo = 0 bestim-

men, können wir sagen, ein Tetraeder und jede Gerade des

Baumes xyx schneidet die vier Flachen dieses Tetraeders in

vier Punkten, deren PoppelverhfiUniss x offenbar von der gegen-

seitigen Lage des Tetraeders und der betreffenden Geraden ab-

hSngt. Alle oo' Geraden, die in dem angegebenen Sinne unser

Tetraeder nach einem gegebenen DoppelverbSltnisse x schnei-

den, bnden einen Liniencomplez, einen sogenannten tetraedralen

Uniencomplcx. Zu unserem Tetraeder gehören ofibnbar oo*
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verschiedene tetraedrale Liniencomplexe, und diese Complexe

sind sttminUich vom zweiten Grade, indem alle Geraden eines

CSompIcxes, die in einer beliebig gewählten Ebene liegen, einen

Kegelschnitt umhüllen, der die vier Tetraederflttchen berOhri

Bringt man nach Plögkir die Gleichungen einer Geraden

allgemeiner Lage auf die Form

X= r% y = sz a

und betrachtet dementsprechend r, a als Liniencoordi-

naten, so erkennt man dun^ einfache Rechnungen, die wir hier

nicht SU wiederholen brauchen, dass die besprochenen tein-

edralen Liniencompleze durch die Gleichung

ra— %»QS =s 0

dargestellt werden.

Alk 00^ Geraden emes tetraedralen Lkuencompleases

ra— X ' QS = 0,

die in einer Ebene liegen und dabei einen ComplexhegelschniU

umkUUen^ gehören— so können wir jetzt sagen — derselben Gat-

tung an. Diese oo* Geraden bilden sich daher hei der logarithmi-

sehen Abbildung ^ s= log x, )y log ) s= log z im Räume {)|)

als congruente und gleiäigestellte Chtrven ab.

Es ist dieser Sats nur eine andere Fassung unserer froheren

Ergebnisse.

Die in diesem Kapitel dargestellten Entwickelungen stam-

man aus dem Winter 1869—70 (vgl. kurzes Resume mehrerer

neuer Theorien, Verh. der Ges. d. W. zu Christiania, 30. April

\ 872) ; eine ausführliche Darstellung dieser Betrachtungen findet

sich in der Abhandlung: Weitere Untersuchungen ttberMinimal-

flächen im norwegischen Archiv, Bd. 4, 4879 ; in dieser letsten

Arbeit werden u. a. auch die Ausartungen der Flachen

sorgfuUig discutirt; hiermitwaren, abgesehen von den Cylinder-

fliielien und Ebenen, alle Flüchen gefunden, die in unendlich

vielen Weisen als Translalionsflüchen aufgefasst werden können.

Iiier können wir uns auf die folcende Andputtin!: b«^sthr;inkcn

:

Liegt irgend eine transitive druppc von verlauschbaren und projecUvea

Transformationen vor, etwa die Gruppe
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M giebt es Immer rtoe TransfonnattoD, in easa die Transfonnation

y = lo- X, V = log y, 3 = 3,

die die vorgelegte Gruppe in die Gruppe aller Transl.Tlionen des Kaumes

(91 verwandelt. Alsdann bilden sich immer die Ebenea des Raumes xyz:

in Binme |9) als Fliehen ab, die in unendlich vielen Weisen durch Trans-
latioo einer Curve erseogt werden iiönnen. Dies ist also insbesondere der

Fall mil den Flttcben:

if«(+Btft) + Cs+ />»0.

Ualer den hierdurch bestimmten Flächen finden sich n. a. die gerad-

liaige Mlaimalfltche^ sowie die CATunr'sohe RegelflMche dritten Grades.

Kapitel II.

Flieheii, die in vier Weisen durch Translation einer CarTe erzeugt

werden.

Wir sahen im yorigen Kapitel, dass die logarithmlsche Ab-
bfldiing I SS log rr, 9 » log 3 » log angewandt auf

Ebenen des Raumes xffMfim Baume i^i nttohen liefert, die in

uoendlieh vielen Weisen durch Translation einer Curve erzeugt

werden können. In diesem Kapitel sdgen wir, dass eben diese

ÄU>fldung die oo* Flachen iweiten Grades

(1) Axy-i-Byx+ Czx^ Dz-i- Ex^ Fy —

die die Ecken des Tetraeders a;s=0, y = 0, 2 = 0, 00 = 0

enthalten, in Flachen

(j) A^-^+ Äe^+i + C<!i+Jf 4- De* 4- ^^1?+ Fe» 8= 0

oberftüirt, die in vier Weisen durch Translationsbewegung einer

Gonre erseugt werden.

Zum Beweis dieses merkwürdigen Satsea erinnern wir

nmadisl an die langst bekannte Bemerkung, dass alle oo* Ge-
raden der einen Erzeugung einer FlSohe iweiten Grades jedes

Tetraeder, dessen vier Ecken auf der Flttche liegen, nach dem-
selben Doppelverhfiltnisse schneiden.

Hieraus folgt, dass eine jede unter den beiden Geraden-

schaareo der Fläche zweiten Grades (4 ) aos Geraden derselben

Gattung besteht. Dementsprechend eaiiialt die transcendeute
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Bildflltche (2) jedenblls zwei Sehaaren congruenter und gleidi-

gestdlter Gurven.

Um nun naebtuweiaeii) dass die Fliehe «weiten Grades (l'i

vier Curvenschaarcn enthält, die aus Curven derselben Gattung

bestehen, fuhren wir auf diese Fläche eine involutorische Trans-

formation von der Form

IIS ^ ^

aus und erhalten hierdurch wiederum eine FlSche iweitea

Grades

die um unser Tetraeder umschrieben ist. Setsen wir insbeson-

dere voraus, dass alle sechs GoefBcienten B», , P von NuU

verschieden sind, so können die Parameter luv immer derart

gewählt werden, dass die neue Flüche zweiten Grades mit

der ursprUnuliclien Flüche I) identisch ist; dies tritt nämlich

ein dann und nur dann, wenn

i^^H —HI — £f
CA' AB' '''' BC

gesetzt wird.

Nun a]>er ist die involu lorische Transform;ition ./, wie oiao

leicht veriücirt, mit allen projectivcn Trausformalioneo

.T, mar, y, =^ wa

vertauschbar, die unser Tt^lraedcr invariant lassen. In Folge

dessen verwandelt die Transformation J alle 00" Curven eiDcr

beliebigen Gattuni; in 00 ' (!ur\ eu einer «ze\N issen anderen Gat-

tung. Insbesondere gehen alle oq'' (ieraden ein' s letraedralen

Liniencomplexes r(j — x (> s = () in ^* Curveu dritter Ord-

nung Uber, die einer Gattung angehören.

Durch Zusammenfassung der hiermit erhaltenen £i^ehnisse

jLOnnen wir nun den folgenden Sats aufstellen:

Theorom II. Jede Fläche zweiten Grades

(A, B, C, />, F =}= 0),

die um das Tetraeder ac = 0, y = 0, a » 0, 00 sa= Omsi-

schrieben ist^ enthält vier ausgezeichnete Curven-
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leAoaren, der^n jede aus oo* Curven derselben Gattung
besteht. Zwei unter diesen Curvenschaaren bestehen

aus lauter Geraden, nämlich den geradlinigen Erzeu^
§enden der Fläche. Die beiden anderen Curvenschaaren
bestehen aus Curven dritter Ordnung^ denjenigen Cur-
oen dritter Ordnung nämlichy die auf unserer Fläche

liegen und durch die vier Tetraederecken gehend).

Wenden wir nun die logarithmiscbe Transformation

auf die Fläche zweiten Grades

Aasy-\-Byx'k'OzX'i-Dz'^Ex-\'Fy s= 0

und die vier eben besprochenen auf ihr liegenden Curven-

schaaren an, so erkennen wir unnaittelbar, dass die hervor-

gehende transcendento Flüche wirklich, wie früher angekündigt,

vier Schaaren congruenter untl t^loichgeslellter Curven enthüll,

und somit in vier Weisen durch Translalion einer Curve erzeugt

werden kann. In dieser Weise erhalten wir den folgenden

merkwürdigen Satz:

Theorem III, Jede Fläche^ deren Gleichuny die Form

A ei+« -I- B^+i -H Ce»+<+ + £er+ Fe^) = 0

{A,B, C, /), F+0)
besitzt, i-nthäll der Schaaren co ny ruenter und (jlciv/i-

fjestellter Ciirroi, deren jede durch eine hinzutretende

lineare Gleichung in den Grossen

oder aber eine ebensolche Gleichung in den inversen

Grössen

ausfjcsch leden trird. Diese Flüchen kiinnen daher in

vier verschiedenen Weisen durch Translalionsbewegung
einer Curve erzeugt werden'^).

0 Schon in meiner eisten mallieniatischqn Arbeil Repräsentation

de» luiagiuareu der l'iangcoiuctric , Yerli. ü. ü. d. W. zu Cbrisliauia, 1869,

S. 119—4 SO) beschäftigte ich mich sufHUigerweise recht eingebend mit
d«a vier im T«ite betprocheaeii CurveoscbaareD; den Sali des Textes

entwickelte ich Im Laufe des Wiaiers IS69—70 io einem Seminarvortrage
bei Professor KrMMKR.

S) Das Theorem (aod ich, ^reon ich nicht irre, schon im Winter
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Bs M Bim leicht weiten Fliebeo lo floden, die inniffr WeiseD dordi
Translation einer Curve erzeugt werden können. Zu diesem Zwecke ver-

fahren wir etwa wie im Schlüsse des vorigen Kapitels. Wir denken uns,

dass das vorgelegte Tetraeder ausartet, was bekanntlich in mehreren

Welsen geschehen kann. Sodann artet die projective Gruppe j:, = Ax,
SS i^y, 2 = Cj3 in eine andere projective Gruppe aus, die immer durch

eine sweckmässige iranscendente oder elgebraische Transformation T in

die Gruppe der Translationen ttbergefttbrt werden kann. Wenden wir nun
diese Transformation T anf diejenigen Flioben sweiten Grades an, die am
das ausgeartete Tetraeder umschrieben sind, so eilialten wir jedesmal

Flachen, die in vier Welsen darch Translationsiiewegnng einer Conre er>

zeugt werden können.

Es ist aber nicht nothwendig, diese Andeutung hier weiter auszu-

fuhren; später geben wir nämlich, wie in früheren Arbeiten, eine directe

und allgemeine Bestimmung aller Flttcheo, die in vier Weisen durch Trans-

lationsbewegung einer Cnrve enengt werden.

Der Begriff Translalionsflache dehnt sich, wie ieh Ifingsl

tind bei vielen Gelegenheiten hervorgehoben habe, sogar in

mehreren Weisen auf n Dimensionen aus Die nlchstliegende

YerallgemeineruDg dieses Begriffes ist die folgende:

Eineg-fach ausgedehnte Punktmannigfaltigkeit desn-fachcn

Raumes £C,
,
.t, . . . rr„ heisst eine Translationsmannigfaltigkeit,

wenn die Goordinaten ihrer Punkte durch Gleichungen von der

Form
= ^nM + <Pxt (M H i" <Puq{iq)

(x s 4, 2. . . n)

als Functionen von q Parametern ausgedrückt werden können.

In dieser und meiner folgenden Arbeit legen wir diese

Definition zu Grunde und beschäftigen uns ganz besonders mit

dem wichtigen Falle q = n— 4. Wir stellen uns die Aufgabe,

im n^fachen Räume alle (n— i)-dimensionalen ManmgfdUigkeiten

üu finden^ die in tnehrfacher Weise aU Translatiimmanm^aUiff'

1869—70; jedenfalls besass ich schon damals zwei Sätze, aus denen es ein

unmittelbares Coroilar ist. In meiner früher citirten Arbeit aus dem Jahre

488t, die alle FIMchen mll mehrfacher TmnslatiMiNneQgiing beatimmt, iit

das Theorem nicht erwihnt

4) Vgl. Insbesondere die beiden oben citirten Arbelten: •Bestimmnng
aller Flüchen, die in mehrfacher Weise durch Translation einer Carte

erzeugt worden können« (488S) und »Sur une Interpretation nouvelle da

theor^me d'AjEL«, 4898.
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keitcn aufgefasst werden künnen Dieses ausserordentlich

schwierige Problem, das io den beiden soeben citirten Arbeiten

tum ersten Male gnstclU und tM>/^<tffu/iV/ erledigt wurde, bildet

den Gegenstand fttr diese und unsere nächste Arbeit. An dieser

Stelle besohrSnken wir ans auf die vorläufige Bemerkung, dass

die Gleichung

welche Werthe auch die Parameter A^A^,.»A^ haben mtfgen,

imiiMr eine Mannigfaltigkeit darstellt, die in oo*'* Weisen als

Tirmslationsmannigfaltigkeil aufgefasst werden kann.

In dieser ersten Abhandlung geben wir ftlr den Fall n = 3

eine allgemeine Erledigung unseres Problems, die wesentlich

einfachere Rechnungen verlangt, als unsere ursprtlngliche im

Jahre 4 882 veröffentlichte Behandlung desselben Problems. In

unserer nächsten Abhandlung geben wir eine ausgeftlhrte

Darstellung der früher (4 892) von uns nur skiziirten Erledigung

des allgemeinen Problems fQr beliebiges n. Da es meinen

Nachfolgern, wie os scheint, nicht gelungen ist, die von mir

skizzirte Methode zu reconstruiren , will ich die vollständige

Darstelluni^ meiner Theorie nicht länger zurtlckhalten. Ich

kann hiozufOgen, dass ich diese Theorie in meinen Vorlesungen

an der Universität Leipzig wiederholt nusfllhrlich dargestellt

habe, sowie dass ich schon im Anfange des Jahres 4S9S mehre-
ren Mathematikern ausführliche Mittheilungen ^llber diese meine

Untersuchungen gemacht habe.

K] Es ist mir übrigens auch gelungen alle (n— 7)-fachen Mannigfaltig-

keiten des n-fachen Raumes zu finden, die sich in mehrfacher Weise als

Translationsroaunigfaltigkeiten aufrassen lassen. Die weitergehende Frage

aeh alleo MtoDigfiltigkeitoD, die In mehrbicber Weise dte DarstelluDg

(« «. I . . . «
, 4- . . . + <

n

gestallen, habe ich ebenfalls mit Erfolg in AngrifT genommen, wenn auch
ihre allgemeine Erledigung meine Kräfte übersteigt.
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Kapitel III.

Dnreh zweckmässige YerwertliiiBg itn AkePgehei Tkeorems

ämiti HielieB, die in mehrfafher Weite Ali TnulatiMsÜckii
aifgefust werden kinea.

Daroh die im Vorhergehenden dargestellten Entdeckangeni)

wurde ich in den siebziger Jahren daiu veranlasst, mir dis

allgemeine Problem zo stellen: alle Flächen zu finden, die in

mehrfacher Weise als Translationsflächen aufgefasst werden

können.

Ich sah bald, dass dieses Problem ausserordentliche Schwie-

rigkeiten darbietet. Die directe Behandlung desselben führte

auf sehr ausgedehnte Rechnungen, die jedenfalls bei dem ersten

Anblickt' vollständig undurchsichtig waren. Zufallise Umstände

kamen mir indess zu Hülfe, und es tirianiz mir zu beweisen,

dass es oo"" nicht developpable Flächen giel)t, die in mehrfacher

Weise als Translationsüachen aufgefasst werden können, ferner

dass es möglich ist, alle diese Flächen durch Ausfuhrung ge-

wisser Quadraturen su finden.

Diese Flächen waren im Allgemeinen transcenclent. Es

ergab sich aber merkwürdigerweise, dass jede derartige Flache

zu einer gewissen ebenen algebraischen Curve in einer eigen-

thUmlichen Beziehung steht. Zu jeder irredncibcln Gunre vierter

Ordnung gehtfren nttmlich oo* tthnliohe und gleiobgestellte

FlSehen Ton der.verlangten Eigenschaft Ebenfalls gehtfren la

jeder Curve vierter Ordnung, die in eine irrednoible Gorve

dritter Ordnung und eine Gerade zerfallen ist, oo* ahnliche und

gleichgestellte Flachen von der verlangten Beschaffenheit. Da-

gegen gehtfren su jeder aus zwei irreducibeln Kegelschnitten

ioder ans einem imdadbebi und etnem xerfalleiien Kegel-

i) Meiiio im Jahre 1872 aDgedcutctc He>tiinmunf; aller Flachen, die

sich in unendlich vielen Weisen als Translationsflächon auffassen lassen,

nahm ihren Ausgangspunkt in einem beachtensworthen Hülfssatz, dessen

Beweis von mir nie verdATeollicht wurde. Dieser Hülfssatz besieht darin,

dats ein Bflschel von KegelschnUtwi die einzige SchMr von co* Corven in

der Ebene liefert, die auf jeder Geraden dieser Ebene eine Involntioo be-

stimmt. Mein Beweis dieses Httlfwat/os beruht auf der Theorie der izc-

wöhnlichen DifTerentialgleichuncen und deckt sich woIjI so ziemlich mit

den Betrachtungen, durch welche Uerr Schkffeks später die Rictiiigl^eit

meines Satzes bestätigt hat.
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schnitte] bestehenden Curve vierter Ordnung zwei ganz ver-

schiedene FlUchenschaaren mit den verlangten Eigenschaften

;

jede Schaar besteht, wie in den früheren Fällen, ans no^ ähn-

lichen und gleichgestellten FlHclien. Endlich gehören zu jeder

aus vier Geraden bestehenden Curve vierler Ordnung drei ge-

trennte Fiäcbenschaaren , unter denen jede aus oo' ähnlichen

und gleichgestellten Flachen mit unendlich vielen £rseugungen
besteht.

Der hiermit aufgedeckte Zmammenhang zioUchen einer

hodunieressanten Kategorie tramseendenter Flächen und aUen
ebenen algebraischen Curven vierter Ordnung interessirie mich

lebhaft (vgl meine mehrmals citirte Arbeit im norwegischeii

Arohiv 4888). Da ich aber selbst den inneren Grund dieses

merfcwtirdigen Zusammenhanges nicht übersah, versuchte ich

in den Jahren 4881—1889 wiederholt in schriftlichen oder

mOndlichen Mittheflungen die Aufmerhsamkeit hervorragender

Geometer (u. A. der Herrn Kum, Schwau, Voss, Röhn] auf meine

Pttblioationen ttber diesen Gegenstand su lenken. Gegenober

einigen unter diesen Herren (insbesondere gegenttber Herrn

Röhn) bemerkte ich sogar ausdrücklich, dass das von mir gelüste

Problem gewiss mit j>dem AbeVsehen Theorem vi in Verbindung

stehen müsste. Niemand unter den genannten Mathemalikern,

die doch alle sowohl in der Geometrie wie in der Theorie der

AuLSchen Integrale vpllstündig zu Hause sind, bemerkten mir

gegenüber, dass es möglich ist, durch zweckmässige Verwerthung

des AsEL'schen Theorems, angewandt auf die Integrale erster

Galtung einer algebraischen Curve vierter Ordnung, Trans-

lalionsflüchen mit vier Erzeugungen zu construiren.

Es war auch keineswegs leicht, aus meinen analytischen

EntWickelungen den Zusammenhang des erledigten Problems

mit dem AiBL'schen Theoren herauszulesen; denn meine Ent-

wickelungen seigten nur, dass die gesuchten Flachen dadurch

gefunden werden kdnnen, dass man zuerst ein vollständiges

Differential integrirt, das die Irrationalität einer Curve vierter

Ordnung entbült und sodann ein neues Differential integrirt,

das von dem gefundenen Integral abhüngt. Dass aber diese

moeiiiven Quadraturen durch eine einsige Quadratur (richtiger

gesagt durch unabhängige Quadraturen) ersetzt werden ktfnnen,

entging damals meiner Aufmerksamkeit; dies rechneriteh tu

eonstatiren, durfte wohl auch kein Kinderspiel sein.
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Ich sehe mich dazu veranlasst, auf diesen Punkt ausführlich eiaza-

gehoD. Heine Untersachaogen auf dem Jahre 4881 selgten, dast es, sobaM

eine beliebige algebraische Curve vierter Ordnung vorliegt, immer mOgU(A

ist, durch rein alcchraische Operationen swei partielle Differentialglei-

chungen iweiter Ordnung

auCrastellen, die oo* gemeinatme und nichl-cylindrische Integralfliebaa

mit den verlangten Eigenschaften besitzen. Alle diese Integralflächen sind

eo ipso ühnlich und gleichgestellt, indem das Gleichnngssyitem (4) b«

allen AehnlichkeitstraosformaUonen von der Form

invariant bleibt. Diese Gruppe mit den vier Parametern m, o, b und c ist

integrabel. Sie enthält überdies eine invariante Untei^ruppe, nämlich die

Gruppe aller Translationen, die aus vertamchbaren Transformationen be-

steht. Hieraus lässt sich nach meinen allgeinein<'u Theorien schllessen,

dass die Bestimmung der gesuchten 00* Flächen auf Quadraturen zurück-

geführt werden kann; au« der ZusommmMlswi^ dar vkrgUtdrtgvn Gruppe

Uust sieh ober ktin§tweg$ sMettm, das« die bHnffintdm pMad^vfnran ms
einander unabhängig sind; dass im vorliegenden Falle eine solche Coalh

höngigkeit in gewissem Sinne factisch stattfindet, beruht auf der besonderen

Form der Goefficienton 7*x' Diese L'nabhUngigkeit der Quadratiiron

aus meinen allen Formeln herauszulesen wiirde wahrscheinlicherweise

auch zur Zeil ausgedehnte Rechnungen verlangen. Für mich liegt aber

kein Gmnd vor, auf diese Rechnungen elnsugehen.

Erst im Winter 4891—4892 bemerkte ich, dass das

ÄBBL'sche Theorem, angewandt auf Curven vierter Ordnung,

bei zwt'ckmassiger Deutung oo*"* im Allgemeinen transcendente

Flachen liefert, die in zweifncher Weise als Translationsflächen

aufgefasst werden können. nun meine Untersuchungen aus

dem Jahre 1882 mir gezeigt hatten, dass es gerade cx)*"* Flächen

giebt, die diese Eigenschaft besitzen, so laii es nahe zu vermulhen,

dass das ABKi.'sche 'Pheorem bei der besprochenen Deutung nlh

rUlchen lieterl, die in mehrfacher Weise als Translationsflächen

aufgefasst werden können. Eine relativ einfache Discussion der

Integrabilitatsbedingungen der beiden in Betracht kommenden

partiellen DifferenUalgleichangeii leigte, dass diese Yermathung

richtig war.

Das hiermit gefundene Resultat hat sowohl fttr die Geo-

metrie wie für die Functionentheorie ein hervorragendes Inter-

esse. Dwr^ seine Ausdehnung auf n Dimensionen^ die durch sehr

beaehtenswer&ie Betrachtungen durchgeführt wurde, gelang et

mir factisch snm ersten Male die ÄbePs^en hUegrale iharth

Km« 4*01 Vi " <i*y+ ^i *\ =• miv+c
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allgemeine analytisclie Eigenschaften zu charakterisirm^ die mit

im Begriffe algebraisch gar nichts zu thun haben.

Dieses Ergebniss muss gewiss für die Theorie der Abbl-

schen Integrale und ABBL^scheo Functionen eine hervorragende

Wiehtigkeii besiUen. Haben aach fast alle meine mathemati-

schen Untersuchnngen sich auf gant anderen Gebieten als der

FoDctlonentlieorie bewegt, so glaube ich doch diese meine Auf-

bmng aussprechen sn dürfen.

Wir wählen eine beliebige trreduoible oder redncible Glei-

chung vierten Grades

F{aß] » 0

io den Veränderlichen a und ji. Deuten wir sodann diese

Grossen als Carlesiscbe Goordinaten in einer Kbene, so stellt

F= 0 eine irreducible oder zerfallene Gurve vierter Ord-
BQog dar.

Setsen wir sodann

und beieichnen die Goordinaten der vier Schnitlpunkte der

Gorve mit einer Geraden aUgemeiner Lage durch

«xßi'y f^tßt\ «3/^3*) ^Jai
SO nimmt das AsBL'sche Theorem, angewandt auf den vörliegen-

den Fall, die Form an:

H- ff («1) 4- <p{cii) + (p{a^) = Gonst.

ip{a,) + ifj{a,) -f- tp{a,) + i/'forj = Const.

Hier können wir sogar bei passender Wahl der unteren Grenzen

erreichen, dass die drei rechtsstehenden Constanten verschwin-

den, sodass das AsBL sche Theorem uns die noch einfacheren

Gleichungen

liefert

lh.-tkjt. ClBMlk IBM. II
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Bilden wir nun die drei Gleichungen

a? = 9)(aj-f-.9'(«t)

' JC(«i)H-x(oi)

und deuten dabei x^y^z als Gartesische Goordinaten eines Raum-

Punktes, a^ und er« als unabhängige Parameter, so bestimmeD

diese Gleichungen eine Translationsflache und diese Translatioos-

flttche wird gleichseitig durch die Gleichungen

(«') " -y = v(«,)+V'(«J
— » = X K) -f- X («4)

dargeslellt, dabei vorausgesetzt, dass jetzt a, und als unab-

hängige Parameter gedacht werden.

Ks ist dabei unmittelbar klar, dass eine jede unter den vier

Gleichungen

s= Gonst. (x = 4, 8, 3, 4)

eine Schaar congruenler und gleichgestellter Curven auf unserer

Flache liefert. Iis iüsst sirh aber iiherdies nac/iiveiseu, dass flifs>'

vier Clin oischaaren paarweise von einander verschieden snui.

Waren naiulich z. B. die beiden Curvenschaaren a^ = Const.

und ^(.^ = Const. identisch, so müsste und er, olletibar durch

eine Relation verknüpft sein, was aber nicht der Fall ist; be-

stände in der That eine Relation <(.^ — w(a,), so bestimmte sie

in der a^^-Ebene 00' Geraden, und dann waren auch a^ und ff,

durch eine Relation verbunden, während doch a^ und unab-

hängige Parameter darstellen sollen. Hiermit ist in definitiver

Weise erwiesen, dass die beiden Curvenschaaren or^ = ConsU

und aj SS Gonst. immer verschieden sind, und iwar bleibt dies

wahr sowohl wenn wir unsere Flache in ihrer ganzen Ausdeh-

nung betrachten, wie wenn wir uns innerhalb eines bestimmteo

Bereiches halten.

Wesentlich anders steht die Sache, wenn wir die beiden

Curvenschaaren = Gonst. und = Gonst in Betracht liehen.

Nach meiner allgemeinen Theorie der Translationsflachen , auf

die ich hier verweise , bilden nämlich diese beiden Gurven-

1) Vgl. z. B. Math. Ann. Bd. XIV, S. 345—346.
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sehaareD eine imducihle Sehaar, die aber unsere Flflche doppelt

bedeekt Wenn wir uns aber innerbalb eines passenden Be-

reidies halten, so serfHiU diese irreducible Schaar in dem Sinne

in swei verschiedene Schaaren, dass ein continuirlicher Ueber-

gang von einer Gurre der Schaar = Gonst. su einer Gurve

der Schaar = Gonst. mcft/ imerhaU) des betreffenden Bereiches

möglich ist.

Um jeden Zweifel aus/.uschliessen wollen wir den Beweis

des Satzes, dass eine jede unter den l)eiden Curvenschaaren

== Const. und = Const. von einer jeden unter den beiden

Sthiaren f^, = Const. und = Const. verschieden ist, rein

analytisch führen.

Wir haben zwei verschiedene Parameterdarstellungen (2)

und (2') für die Punkte unserer Mache. Es liegt dann in der

Natur der Sache, dass die beiden Parameter und ((^, die in

die erste Darstellung eingehen , mit den beiden Parametern «3

und der zweiten Darstellung durch zwei unabhängige Rela-

Uooen verknüpft sein müssen. Unter den drei Relationen

fr>'s\) + U -r 'i ("3) -f H («4) = 0

können dalier nur zwei unabhUngig sein, l'nd durch Auflösung

ergeben sich einerseits für und Ausdrücke

als Functionen von und , andererseits für und Aus-

drucke

«4 = ^4 » «t = J •

Unsere Behauptung kommt nun darauf hinaus, dass ein

jeder unter den Ausdrücken

J,(a,cf,\ >4<(cf,«j, '^:^^3«4), ^»(«/O
wirklich von zwei Argumenten abhängt, sodass die acht Diffe-

rentialquotienten

dilg hA^

da, ' dor, ' der, ' do,

0/^3 ii/y, öß,

44»
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sKmmtlich von Null vendiieden sind. DaM dies wirklich der

Fall ist, folgt unmitteUiar daraus, dass unter den vier Scfanitl-

punkten einer Gnnre irierter Ordnung mit einer Geraden iw«
gans beliebig auf der Gnrve gewählt werden können.

Bei der vorangehenden Discussion betrachteten wir es als

selbstverständlich, dass die Gleichungen (2) eine Fläche und

nicht etwa eine Gurre darstellen. Um die Richtigkeit dieser

Voraussetzung wirklich zu beweisen, betrachten wir ganz ali-

gemein drei Gleichungen von der ¥ovm

y 4-^(r),

* «y(u)H-d(t;J.

Waren nun etwa x nnd y duroh eine Relation verbunden, flo

bestände eine Functionalgleichung von der Form

a(uJH-^(i;) = fi(u+ t;),

und diese Gleichung gilbe durdi Differentiation nach u, wenn
u+ v ah Gonstante l)etracbtet wird,

a(u) — ß'(v) = 0;

dann aber wären a'(u) und ß'(v) gleich derselben Gonstanten

k und
a{u) = ku+k^

,
jCi^(i;) s Arv+ ^t*

Stellten daher die Gleichungen (3) keine Fläche, soudeni

eine Curve dar, so wäre diese Curve eine Gerade.

Da nun aber die drei Integrale

/
da fada f ßda

die SU der Curve vierter Ordnung F{aß) sss 0 gehören, keine

lineare Relation mit constanten Goefficienten und noch weniger

zwei solche Relationen erfüllen, so sehen wir, dass unsere

frühere Annahme, dass die drei Gleichungen (S) eine Flache und

keine Gurve darstellen, sieh als richtig bewahrt.

Unsere Fläche [%) läest sich in Folge dessen m zweifa^er

Weise als TranslaUonsfläche auffassen.

Die hiermit gefundene Flache, deren oo* Punkte als Reprfl*

sentanten der oo* Geraden der aß-Ehene auftreten, geniesst

merkwürdige Eigenschaften. Hier beschränken wir uns auf
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die eYidente Bemerkung, dass sie hinsichtlich des Goordinaten-

anfanges symmetrisch ist, sowie, dass sie im AUgemeinen sechs-

foflh periodisch ist i).

Hiennit sind oo^* Pittehen gefunden, die in xweifaeher

Weise als Translalfonsflttöhen anfgefassl werden können. Wir
werden spater sehen, dass swei mit einander projective Curven

vierter Ordnung Flttohen geben, die mit einander c^n sind.

Bs wird sich andererseits spttter zeigen, dass wir die in

Kap. I betraohteten Flttchen mil oo* Translationseneugungen

dann erhalten, wenn die Gurve vierter Ordnung in swei Kegel-

schnitte terfilllt und dabei die beiden Punkte a^f^^ und a^{i^ auf

demselben Kegelschnitte liegen. Dagegen finden wir die Flachen

des Kap. II, wenn die Gurve yierter Ordnung in iwei Kegel-

schnitte Kerfallt und dabei die Punkte a^ß^ und a^ß^ nicht

auf demselben Kegelschnitte liegen.

Die beiden soeben jin.nekUndigten Sätze lassen sich leicht

verificiren; dagegen liegt nach meiner Ansicht die von mir erst

mit grosser Mühe gemachte Entdeckung, dass die Formeln (2)

alle nicht (Icveloppabcln Flächen mit vier oder noch mehr Trans-

lationserzeugungeii liefern, tief genug.

Hierauf gehen wir in den folgenden Kapiteln dieser Ab-

handlung ausfuhrlich ein. Vorläufig begnügen wir uns mit der

Formulirung derjenigen Ergebnisse, die im Vorangehenden

wirUich bewiesen sind.

Theorem IV. Bildet man eine irreducible oder redu-
eible Gleichung vierten Grades

F[ctß) = 0

zwischen a und ß und setzt sodann

/'ada
, ,

r'^ßda . . n da

SQ liefern die Formeln

I) Die OlelcbaogeD des Umkebrproblems

J^-V'W+VW+V^W, j-if(»)+af(ir)+jrW

bettimmen eine PankttrensfonDation cwischen den Ramnen xys nnd
bei der die Ebenen x = Const., y = Const., s = Const in Translations-

flächen des Textes übergehen. Diese Kemcrkuii}:, die siel» auf n Dimensionen

ausdchnl. zolgt schon, wie die Knlwickelungt'n i\e^ Textes zur Illustration

der von Abel und Rismarn gescbaffeneo Theorien Uienun können.
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aj = 9(«i)-l-^p(«,)

y =VK)+V'(at)

sohdld j', 7, 3 a/s ('(irtc.sischc Courdinaten Cfedrutcl wer-

den, i nun er eine Flüche, die in vier \Veisen oder sogar

in oo' Weisen durch Translation einer Curve erzeugt

werden kann,

Kapitel IV.

Analytiflehe Fanmliniag 4e8 all^eveinen PraUens.

Translalionsfläche nenne ich, wie schon gesagt, jede Flttdhe,

deren Punkte xyz durch drei Gleichungen von der Form

* = C,f/,) + C,(/,)

defmirt werden, Ertheill man dein Parameter nach und nach

alle möglichen cunstanten Werlhe . so erhält man eine Schaar

congruenter und gleichgestellter Curven

die anf der Fläche ^clej^en siiul iiml im folgenden mit dem

gemeinsamen Symbol »
,

l>ezrichnct werden. Frtheilt man

andererseits dem l*aram<*ter /, constante Werlhe, so erhiilt man

eine andere Schaar congrucuter und gleichgestellter (iurven

die ebenfalls auf der FIttche liegen and im Folgenden als Ganren

c, bezeichnet werden.

Fassen wir die oo' Curven als UUckkehrcurven von oo'

al)w ickelharen Flüchen auf, so st»lien wir, dass alle diese Ah-

w ickelbaren die unendlich ferne Ebene nach einer gemeinsamen

Curve (\ schneiden. l'J)enfalls sind di«* oo' Curven Rückkebr-

curven von oo' Abwickelbaren, die di(? unendlich ferne Ebene

nach einer gewissen anderen Curve schneiden. I>iese beiden

unendlich fernen Curven spielen in den folgenden Untersuchungen

eine fundamentale Holle.

Liegt eine bestinimte Translationsfltfche yor, so sind die

beiden zugehörigen Gurvenschaaren und c,, sowie die beiden

unendlich fernen Gurvon und im Allgemeinen voUsiandig
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bestimml; eine Unbestimmtheit tritt selbstverständlich nur dann

ein, wenn die betreffende Fittohe in mehrfacher Weise als

Tmislationsflache aofgefasst werden kann.

Denkt man sich dagegen, dass die beiden Gnrven C^ und
C| der nnendlicb fernen Ebene von vorne herein gegeben sind,

80 ist die ragehtfrige Translationsfitfcbe keineswegs bestimmt;

es gid>t ja nAmlieh oo^ viele Developpabeln, die die Gnrve C^

enthalten und ebenfalls oo^ Developpabeln, die die Gurve

enthalten; wählen wir eine beliebige Developpable aus jeder

Sehaar, und bezeichnen ihre Rückkehrcurven mit h\ und , so

giebl es oo'^ congruente und i;leichgestellte TranslationsflUehen,

deren erzeuii;enden Curven mit bez. congruent und gleich-

gestellt sind; und alle diese Flächen stehen eo ipso in der ver-

langten Beziehung zu den Curven und (\_.

Wir behaupten, dass alle Translationsflachen , die zu zwei

gegebenen unendlich fernen Curven C^ und (\ in der angegebe-

nen Beziehung stehen, als die Integralflächen einer gewissen

partieUen Differentialgleichung Utweiler Ordnung detinirt werden
können.

Differentiiren wir die drei Gleiohungen

einer Translationsfläche nach , so sind die drei hervorgehen-

den Ausdrucke

die gemein>araen Richtungscoefficientcn der Tani^enten aller

Curven im Punkte Diese drei Grossen erfüllen eine homu^

gene Relation

idx dl A

'\dt,' dt,' dtj^ '

die dnrch Elimination von gefunden wird. Passen wir, wie

wir offenbar können, diese drei BichtungBOoeffioienten als homo-

gene Goordinaten eines unendlich fernen Punktes auf, so ist

BS 0 gradesu die Gleiehung der Gurve 0«. Ganz analoge

Betrachtungen geben eine homogene Gleichung

idx dj/ ^^\ — 0

^*U<,' dt^' dtj" '

die die Gurve darstellt.
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In den folgenden Rechnungen ist es im Allgemeinen sweck-

mftssig, die homogenen Pnnktcoordinaten docy dy^ d% eines mi-

endlich fernen Punktes durch ihre Verhältnisse

dx ^ dy

sn ersetsen; wir setien daher

und dementsprechend

Alsdann erfüllen die Punkte der Gurve eine Gleichung von

der Form

und dementsprechend erhsli die Gleichung der Gurve die

Form

Wählen wir nun auf unserer TranslationsÜäche

einen Punkt allgemeiner Lage, so erfüllen alle oo* von diesem

Punkte ausgehenden Fortschreitungsrichtungen dxidyid» der

Flttche die bekannte Gleichung

(Iz — pdx — (jdy = 0

.

Insbesondere besteht diese Gleichung für die Fortschreitongs-

richtnng

längs der durch den gewühlten Punkt gehenden Gurve c«. In

dieser Weise erhalten wir die Gleichung

c;(<,)-h,'(0-9ä;('.) = o,

die wir jetzt nach differentiiren. Nun ist «
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öi,
"

di, + d/, "'•''»^+
ind also wird

oder

oder endlich nach EiDfUhrung der Grossen £4,1^1) 1;,, ij,*

Diese Gleichung lösst sich unmittelbar geometrisch deulen.

Sie sagt aus, dass die beiden Cnruensc/Kiaren undc^ im Dupin-
schen Sinjie conjugirte Curvenschuarm aufunserer Translations-

ßäche sind i).

Es beaiimmen nun die Gleiehungen

die Grttssen ^^ und t]^ als Functionen von p und q ; und dem-
entsprechend beslimmen die Gleichungen

< — Pft— 7«?f = 0, 17,
— = 0

die Grössen und als Funottonen von p und 9. Wir können

daher die Gleichung

als eine iiartieUc Di/lerciUialgleichutit/ zu eikv Ordnuuy auffassen.

Hiermit ist bewiesen, dass jede Translationsfluche, deren

eneugendeu Gurven c^ bez. c, die Monge'sche Gleichung

4) Niehls ist leichter sIs durch directe geometritchs BatFROhtaogeD
Q beweiseo, den die Gtolchuogen I, « Const. und ft Const coojugirte

ConreDschaaren liefern. Vgl. x.B. Math. Ann. Bd. XIV, S. 33 4. DieEntwicke-
huigea des Textes haben indess einen selbständigen formeUm Werth.
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befriedigen, die partielle Differentialgleicbung «weiter Ord-

nQDg (2) erfüllen.

Wir wollen beweisen, dass umgekebrt jede nicbt develop-

pable Integralfläcbe der partiellen Differentialgleichung (S) eine

Translalionsflache ist, deren erzeugende Curven die eiuc unter

den beiden Montio'sehen Gloichungen (3) (4) erfüllen.

Bezeichnen wir niimlich die auf unserer IntegrullJache ge-

legenen Ingralcurvcn der Monge schen Gleichung

mit /., , und die von ihnen verschiedenen auf der Fläche gelege-

nen Integralcurven der Gleichung

mit A^, so müssen auf jeder Developpablen, die unsere FlSche

längs einer beliebigen Curve A-, berflhrt, die geraden Linien

dieser Developpabeln die Curve treffen; und zwar treffen diese

Geraden die (]urve (\ jedesmal in demselben Punkt, indem die

bclrelTende Devejüi)j)al>le. die ja mit der Curve /,\ variirt, nicht

C^ eritliallen kann. Die l.Mntis einer Curve l,-^ uingesebriebene

Developpabie ist also irdesmal eine CiiUiulryfh'icJic, deren un-

endlich ferne Spitze; auf (\ gelegen ist. Wahlen wir nun auf

unserer Integralüiiche die Curven /. , und als (taussische Coor-

dinateniinien , deren zugeordnete Parameter etwa und r,

beissen, so besteben eo ipso Gleichungen von der Form

so dass die Flacbe durch drei Gleichungen von der Form

dx (ly dz

rfr,
'
f^T^

'
r/r,

(/./• (ly dz
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dargestellt wird. Dabei zeigen die IntegrabüiUltobediDgungeD,

dass ^4 nur von t^ , nur von abhängt.

Alle nicht developpablen Inteyralßüdn-n der partiellen JJi/fe-'

rentialgleichung (2) sind daher Tramlationsßüchen»

Wollen wir nun alle Flüchen liiulen, die sich in niclirfacher

Weise als Translalionstlüchen auffass»Mi lassen, so können wir

diesem Problem die folj^ende Form geben:

Es sollen in der unendlich fernen Ebene vier solche Curven

(jefufiden werden, dass die beiden partiellen Differentialgleichungen,

die man erhält, wenn man in den Gleichungen

die Grössen r^^ vennOge der Relationen

(X = 4, 2, 3, 4)

als Functionen v<m p und q ausdrückt^ gemeinsame^ nicht develop-

pable Integralflächen besitzen.

In dieser Abhandlung erledigen wir das hiermit gestellte

IHblem vollständig. Wir zeigen , dass es nothwendig und hin-

reichend ist, däss die vier Curven r^^ — </^x(^x) = 0 vier Zweige

einer irreduciblen oder zerfallenen algd>raischen Curvc vierter

Ordnung sind.

Dass unsere beiden partiellen Diirerentialgleielmngen wirk-

lich gemeinsame Integralllüchen haben, wenn die vier Curven

Ii
—

^iiSi) =^ ^ Zweige einer unendlich fernen Curvc vierler

Ordnung sind, geht aus dem im vorigen Kapitel abgeleiteten

iheorem unmittelbar hervor.

Denn diu damals gefundeoen Formeln

in denen die Symbole
(f

[u), ip{u], Functionen:

bezeichnen, während — 0 eine beliebige Gleichung vierten

Grades darstellt, geben unmittelbar
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hx hy hz
•

4
bc(^' ba^' ha^ l • *** •

öa: ö.V ö 3
. Ä . j

SeUen wir daher, in Uebereinstimoning mit dem Pmhereii

so sehen wir, dass sowohl r^^ wie i^, die Gleichung vierteu

Grades

FiSfj) = 0
erfüllen.

In ganz entsprechender Weise ergiebt sich auch, dass |,

und , sowie und ij« diese Gleichung vierten Grades erfttileo.

Kapitel V.

Vorlilnfige DiscvssioB 4m Problems.

Fuhrt man auf die Punkte x^y, z des Raumes irgend eine

lineare Transformation

a?| == ax -\- hy -\~ CS -\- d

J5^ = a,x+ 6^ +
aus, so gehen parallele Gerade offenbar in parallele Gerade über,

indem ja die unendlich ferne Ebene in Ruhe bleibt. Eine soldie

Transformation ftthrt also auch jedes Parallelogramm in ein

Parallelogramm ttber. Wendet man daher eine lineare Trans-

forinatioM auf zwei congruente und gleichgestellte Polygone an,

so erhült man wiederum zwei congruente und gleichgestellte

Polygone. Ein Grenzübergang zeigt sodann, dass eine lineare

Transformation congruente und gleichgestellte (Kurven in eben-

solche aberfahrt.

Hieraus folgt nun unmittelbar der folgende Satz

:

Satz. Alle mit einer Translationsflücke affinen Flächen sind

selbst TranskUionsflächen^).

4) Wir sahen früher, dass jede irreduciblo Curve vierter Ordnung
/•" ff Y) = 0 CX)* untor einander Ühnliche Flächen bestimmt, deren jede in

zwei Weiseu als Trauslationstläche aufgefasst werden kann. Selzen wir
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Kiohts isl leichter als diesen Satz analytisch tv Terifieiren;

Dan braooht nur rechts in den Gleichungen die Werthe

emraführen.

Der aofgostellle Sali kaoo übrigens auch folgendermassen formulirt

werden:

Satx. Die partielle Differentialgleichung vierter Ordnung, die alle

Translationtfläehin de/lwirt, gesUUM aUe limaren TrantformaUtmen äei

Raumes.

Dieser letzte Satz zeigt, wie ich an anderer Stelle ausgeführt habe,

dMs la jeder iBfliiilasiniale& Ifnaaren Tranafonnatfon a>* Translation«-

fliehen gahtfren, die aammtllcb diese lafiniteslniale Traasformatloii ge-
statten.

Die obenstehenden Betrachtungen geben endlich noch
den Satx:

8ati. Kann eine vorgelegte Mäche in zweifacher Weise

als Translationsfläche aufgefassl ivevden^ so gemessen alle affinen

Flächen dieselbe Eigenschaft.

Wir haben schon in der Einleitung darauf hingewiesen,

dass die Anzahl der Erzeugungen einer Flache durch Trans-

lationsbewegung einer Curve immer eine grr<u1r Zahl ist. Da-

gegen darf man nicht ohne weiteres behaupten, dass die auf einer

Translationsfläche gelegenen Schaaren congruenter und gleich-

gestellter Ciurven immer in grader Anzahl auftreten. Wir wollen

auf diesen nicht unwichtigen Punkt ausführlich eingehen.

Wir betrachten eine Fläche, die dadurch erseogt werden
kann, dass die Curve in Translationsbewegung Ittngs der

Gonre geführt wird, ferner dadurch, dass die Curve c, lang»

nna z.B. vorau^i, dass die Curve i-' = 0 eine infinitesimale projective Trans-

foniation dar.unendlich fernen Bbme gestatlali so folgt aus dem Salsa des
Teiles, dass Jede unter den ngebtfrigan Flächen eine infinitesimale lineare

Transformation des Raumes gestattel.

Besteht andererseits die Curve F = 0 aus vier getrennten Geraden,
•^0 lassen sich diese Geraden in drei Weisen in Paare zusammenordnen,
und dementsprechend gehören zu einer solchen zerfallenen Curve drei

verschiedene Flächeoschaarcn, deren jede CD^ ähnliche Flächen umfasst.

Di BQB>eds Permulation von vier Geraden einer Ebene dnreh eine prqiec*

Km TransformatloD dieser Ebene geleistet werden kann, so schliessen wir,

dass jene drei FUchenscbasren nicht wesentlich verschieden sind, Indem
Mächen, die sn swel verschiedenen Schaaren gebOreo, unter einander^ sind.
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(lor (kirve gt'fillirt wird. Es ist dann .sel!)slversländlichj dass

unsere Flüche auch d;uluich erzeugt werden kann, dass die

Curve längs oder aber liint^s c, gefdhrt wird. In den

von uns früher l)elraehteten Füllen gehen durch jeden Punkt

der Flüche vier verschiedene derartige Curven, unter denen

eine mit eine mit c,, eine mit c, und endlich eine mitCi

congruent und gleicbgesteilt ist.

Es liegt nun in der Natur der Sache, dass die beiden durch

einen allgemein gelegenen Punkt der Fläche gehenden Curven

und <\ verschiedene Gnnren sein inttssea'); ebenfalls liegt es

in der Nator der Sache, dass die durch einen Punkt der Flache

gehenden Gurven c, und verschieden sein mttssen. Dagegen

ist es keineswegs ausgesdüossen, dass etwa die beiden dorch

einen Punkt gehenden Gurven c, und c, identisch sind.

Betrachten wir tum Bcisi)iel eine Gylinderfläche und be-

zeichnen wir zwei auf ihr gelegene krumme nicht aber coä-

gruente C4urven mit und (\,, ferner eine beliebige Gerade

der Flüche mit <\ , so lüsst sich die Flache durch Translations-

!»ewegung der Geraden lüngs erzeuL'eu. gleichzeitii: aber

ilurch Trarislationsbewcizunu der Geraden c, lanys r In (licscui

Beispiel fungiren daher die Geraden der Cylinderfläche nicht

allein als Curven c, , sondern zugleich als C'urven r^.

Wir behaupten nun, dass die Cylinderilachen (und Ebeneni

die einzigen Flüchon sind, die durch zwei verschiedene Trans-

laUoDsbeirftjfnigen derselhe/i Curre c, erzeugt werden können.

Wir denken uns eine derartige Fläche vorgelegt und ziehen

durch einen beliebig gewählten Punkt Tangenten an die hin-

durchgehenden Gurven C| = c,, und c«. Diese Tangenten

bezeichnen wir mit ^«^t^'«; dabei sind nach unserer Annahme
die beiden Geraden und /, identisch, wahrend und ver-

schiedene Geraden sein sollen.

Nun aber sind und conjugirte Tangenten im Doplv

sehen Sinne; und ebenso sind und conjugirte Tangenten.

In unserem Fall sind aber /, und dieselbe Gerade; diese

Gerade ist somit eine HaiqUlanyi'nte,

4) Im Texte mflssen wir uns vorsichtig BQsdrttcken, indem as Dicht

ausgc<>chlossen ist, dass die Curven c, und Co congment und gleichgestellt

sind ; dies tritt ja auf den Flttchen ein, die ich als Doppelflichen beteicbnet

habe.
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Unter den gemachten Toraussetzungen müssen daher die

Conren c, Haupttangentencurven sein.

Da aber unsere Flache in zwei Weisen durch Translations-

beweguni; der Curve (\ erzeugt werden kann, niimlich sowohl

durch eine Translationsbewegung Uings
, wie durch eine

fraoslalionsbewegung liings der Curve , so erltennen wir,

dass nur zwei Möglichkeiten vorliegen, entweder entbüll unsere

Fläche oo^ verschiedene Haupttangentencurven , die mit C| ooiH

Sroeiit und gleichgestellt sind, oder aber die Curve c^ gestattet

oneodlich viele Translationen und ist somit eine Gerade. Da
aber die Ebene die einiige Flache ist, die mehr als oo* Haupt-

tangentencurven enthalt, und andererseits jede andere Flttche,

die durch Translationsbewegung einer Geraden erzeugt wird,

eioe GylinderflAche sein muss, so sehen wir, dass die gesuchten

Fischen entweder Ebenen oder Gylinder sind. Dieses Resultat

formuliren wir folgendermassen:

Satz, kann eine Fläche dadin ch erzcnyl tcm/i n , thiss eine

(firiRsc Curve c^ in zwei verschiedene TriinsUUiunsffeweijiinijen^

'funiiil längs einer Curve c^, ein andermal längs einer Curve c^,

lurtgefiihrt wird, so sind zwei Fälle mfiglich : entweder ist c^ eine

Gerade und die Fläche eine Cylinderf läche^ oder aber es ist c^

eine ebene Curve und die Fläche eine Ebene»

Um die vorhergehenden Entwickelungen su vervollstän-

digen, stellen wir die Frage nach allen developpablen Trans-

htionsßächen.

Wird eine developpable Flache durch Translationsbewe-

gong einer Curve c, lüngs einer Curve f ., erzeugt, so enthält die

Fläche nach den vorhergehenden Betrachtungen zwei conjugirte

Curvenschaaren, deren Curven mit r, bez. congruent und
gleichgestellt sind. Wenn aber auf einer d<'veloppabeln und
truminen Fläche zwei Curvenschaaren conjugirt sind, so besteht

die eine Schaar aus den Geraden der Fläche, die somit durch

iraoslalionsbewegung einer Geraden erzeugt wird. Also

8ats. Ist eine Translationsflache devehppabel^ so ist sie eine

CylinderfUuhe.

Da alle Traoslationsflacbeo, wie schon beilttafig bemerkt, als Inlegral-

flidieD einer partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung />, = 0 deß-

nirt werden können, während die developpabeln Flächen bekanntlich die

liilejiralflachen der (IleichunL' rt — = 0 •^itul, so liefern die soehen

üur€bgefüiirteu Betracbtungeo faclisch die Beötimmung der gemeinsamen
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Intcgralflächeo der beidea partiellea IDiffereoUalgleichungen i)« = 0 uoü

rt— s* = 0.

Man kann sich die Aufgabe stellen, alle intermediären JntegralgMchm-

g§» der partieUen Diffarenlialgleichaog vtertar Ordoung = • lo find«.

Indem ich mir vorbehalte, an anderer Stelle dieses besonders intemaanli

Problem eingehend zu behandeln, erlaube ich mir hier die folgenden ein-

fachen Bemericungen einzuschalten. Nimmt man eine beliebige Gurren-

Schaar, die aus cd' congrucnten und gleichgestellten Curven besteht, so ist

diejenige lineare partielle Differentialgleichung, deren CharaklerislikcD

diese Curven sind, immer eine intermediäre Integralgleichung von D^ssQ,~

Nimmt man endereraeits eine Sohaar bestehend aas €0^ coogruentao und

gleichgestellten Cnrven, so glebt es immer eine partielle DilferentialgM-

ehnng aweiter Ordnung

deren Integralllicben von den genannten Cnrven eraengt sind. Bier bat

man also eine ansgedehnteKategorie von Intermedilren IntegralgleichnngeB

zweiter Ordoung. Bs gieht aber, wie wir frfiher sahen, noob eine aaden

Kategorie von intermediären Integralgleichungen swelter Ordnung, diedii

Form besitzen

:

lila»-+ dl 9i+ htt)*+ — • •

dabei vomnsgesetit, dass itVthVt Fünellonen von pq etwa durch dit

Gleichungen

bestimmt sind.

Es ist nun aber auch möglich, beliebig viele intermediäre Integral-

gleichungen dritter Ordnung nufzustellen. Wählen wir nftmiich eine gaoi

beliebige Monge'sche Gleichung von der Form

so giebt es oo* viele Translationsflächen, deren erzeugende Curven der

einen Schaar diese Monge'sche Gleichung erfüllen, und diese Translations-

flachen lassen sich definiren als die Integralflttcheo einer partielleo Diffe-

rentialgleichung dritter Ordnung, die wir aufstellen wollen.

Wir bilden die Iwiden Gleichungen

in denen 9^ eine bcstimmle, eine tvillkürUche FuncUun des bctreffeadw

Argumentes beieichnen soll ; drücken wir sodann In der Gleichung

die Grössen 1^»?^ in bekannter Weise als Functionen von p und q au?, so

erhalten wir cx)*' viele partielle DilTerentialgleicliungon , deren Integral-

flächen TranslatioDsflächen sind und dabei jedesmal cx>* congrueote ubd

gleichgestellte Cnrven enthalten, die die Monge'sche Gleichung

r+ 1 N{pq)$+ N*t+ ü{pq) « 0,

l«P+M— VadJ«^

I, + (f, Vi + Ii V2) * + '/i »7a< = 0
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erfüiien. Wir wollen zeigen, dass alle diese Flächen eine partielle DifTe-

reoUalgleichung dritter Ordnung erfüllen, deren allgemeines Integral sie

bUdeo.

Ans der Gleiehung

folgt darch DUTei^ntiatioa und durch Berttcksichtigung der Relation

l,r

+

Vi«+ 1^(1' + « = 0

ad

ferner in entspreoliender Weise

"57 7+55f
*

DtinenUiren wir daher die Gleiehung

Dach X bez. i/ und setzen sodann die eben gefundenen Werthe ein, so er-

batteo wir die Gleichungen

:

-ihr+ 4- (I,.+ m '

J*T Hut

in denen n, /9, (f die Differentialquotienten dritter Ordnung von g be-
zeichnen. Zwischen diesen beiden GleichuDgen und den frtther aofge-
steilkea Gleichungen

Ii + +%Ii) «+ 9i<li)%< » «

Pli+ 9^Pi(li) —

<

«ttnlnireii wir die Yier GrSaseo

f»> 'iti vi

Kilh^y** 01mm. ISM. I %
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lud erbtltaii bierdareh«iDe partielle DifferenttalgleichaDg dritter Ordoong;

S{.vyzpqrsta ßyd) = 0
,

deren Intogralflächen Tran.slutionstlächen sind, die zu der voi^elegteo

Mongc'schcn Gleichung in der vcrlnngten Beziehung stehen.

Wie schon gesagt, wollen wir an anderer Stelle versuchen,

alle intermediären Integralgleichungen der Gleichungen 7)^ = 0

zu linden. Das hiermit fonnulirte Problem deckt sich mit der

Bestimmung aller partieller Differentialgleichungen, deren nichl-

singuiäre Integralflächen TraDsiationsflächen sind.

Kapitel VI.

Fläcbeu, die in drei Weisen darch Translation von ebenen Cnrvei

enevgt werden.

In den vorangehenden Kapiteln fahrten wir unser alige-

meines Problem darauf zurtlck, alle inte^ablen Systeme von swei

partiellen Dlfferentialgleichangen

lu finden, in denen die und als FnncUonen von p und q

durch Relationen bestimmt sind, die die Form

besitzen.

Es leuchtet unmittelbar ein, dass, sobald iwei solche par-

tielle Differentialgleichungen eine gemeinsame nicht cylindrisehe

Integralflache besitzen, sie dann immer gerade oo* gemeinsame

Integralflächen haben^ die unter einander ähnlich und gleich-

gestellt sind.

Sind nun die vier Relationen tjf^ — ^pki^k) = ^

liebig gewählt, sind also die vier entsprechenden unendlich

fernen Gurven (\, C^, 6,, ganz beliebige Curven, so lässl

sich voraussehen, dass die beiden partiollen Differentialglei-

chungen (1) keine gemeinsamen Integralilachen besitzen, üni

dies wirklich zu beweisen , wollen wir in diesem Kapitel an-

nehmen, dass die drei Gurven C,, und gerade Linien sind;

da wir finden werden, dass in diesem Falle auch die vierte

Curve eine Gerade sein miiss, so dttrfen wir mit voller Siober*

heit behaapten, dass das Gleiehungssystem (4) nur dann
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mtograbel isi, wenn die Tier nnendlioh fernen Cnrven .

.

gewisse Bedingongen erltülen.

Es wird sich femer ergeben, dass diejenigen Integralflächen,

die der Annahme entsprechen , dass die vier Cnrven Cj^ gerade

Linien sind, mit den frtther besprochenen Pittehen

identisch oder, richtiger gesagt, c^fin sind.

Wir wollen also annehmen, dass die drei Cnrven
,
C^, C,

drei gerade Linien sind, die ein wirhiidies Dreieck bilden. Da
wir wissen, dass die mit einer Translationsflaehe affinen FIftchen

selbst Translationsflachen sind , so können wir ohne Beschrttn-

kung annehmen, dass die drei besprochenen Geraden die Axen
der drei Ebenciibüschel x= CousL, y = Consl. und s = Const.

sind.

Ist insbesondere die Curve C^ identisch mit der Axe des

Ebenenbüschels x = Const., so besitzt die entsprechende Rela-

tioD zwischen S^ und i^^ die einfache Form

Ist andererseits die Curve identisch mit der Axe des Ebenen-

büschels y = Const., so erfüllen und die Gleichung

Vt = 0.

Ist endlich die Curve C, identisch mit der Axe des Büschels

S8B Const, so ergiebt sich aus den beiden Gleichungen

dzsssOf dZ'-' pdx — qdy s 0,

dass ftlr C, die Gleichung

besteht.

Die beiden partiellen Difierentialgleichungen (4) aweiter

Ordnung besiUen also unter den gemachten Yoransaetinngan

die Form

s»0

ond können daher durch die noch einfocheren Gleichungen

enetst werden.

11^



176 Sorna Lu,

Kon aber Isi die Gleiohiing «= 0 imiiiiltdbar integrdiel;

die zugehörigen Integralfllehen besitzen die ftUgemeineGleiehmig

und durch Substitution dieses Werthes von z in die zweite

partielle Dillereotialgleichung ergiebt sich die FunctionalgUt-

chung:

rrg,-rri?. = 0.

Auf der gesuchten Flaehe liegen oo* congruente und gleidi-

gestellte Gurven . Schneiden wir alle diese Gurren mit einer

beliebigen Ebene* des Bttsohels s = Gonst. und ziehen die zu-

gehtfrigeu Tangeuten in den Schnittpunkten mit der gewühlten

Ebene des Büschels, so sind diese oo' Taugenten jedesmal

parallel. Wir können daher die Grössen und t]^ sowie ihr

Yerhaltniss als Functionen von z = X— Y auffassen und deu-

entsprechend

oder aber

setzen.

Die unbekannte Function Z von X— y ist daher gleich

einem Product von zwei Factoren, unter denen der eine, nBmlich

-^f nur von x oder, was auf dasselbe herauskommt, nur von X

abhünfit, während der andere Factor nur von Y abhUngt.

Wir können daher

und dementsprechend

setzen, und finden sodann durch Differentiation nach X und Y
die Gleichung

O* ff

die uns zcigl, dubs bu\> ohi die liuke wie die rechte Seite constant
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sein anlas. In dieser Weise erhalten wir Ittr 0, ^ und Z Aus-
drtteke Yon der Form

m denen er, ß und k Gonstante bezeichnen. Also sind A' und Y
beslimmi als Functionen von x bez. y durch die Gleichungen

vn yff

oder aber durch die äquivalenten

die durch einmalige Integration^] geben:

Diese Integralgleichungen kdnnen aber folgendennassen ge-

schrieben werden:

nnd dementsprechend finden wir durch nochmalige Integration

4) Im Teite wird voo dem Falle 0 abgeseheo. Alsdann ist

^Bfli, W^n. Zcs^,
ferner

X« Ja**, Y^B^*
id, wMia m nad » beide von Nvll verecUeden sind,

n
We Gletehnng der betreffenden Flachen besitxt dann die Form

m ^ n '

^'on diesen speciellen Füllen kOnnen wir in diesem Kapitel absehen. Wäre
eine unter den Constanten m, n gleich Null, so wttrea die xugehörigen

iotegralflächen CyliDderflttcben.
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A.-

Tragen wir diese Werthe in die Gleichang s a X —
oder aber io die Äquivalente Gleichung

ein, so erhalten wir als Gleichung der gesuchten Flächen

oder aber

Es ist leicht, diese FlBefien durch die lineare Transformatioi

auf die Form

SU bringen; und diese letzteren Flächen können nach den£^

gebnissen des ersten Kapitels sogar in unendlich vielen Weises

als TranslationsflUchen aufgefasst werden.

Es ist nun eine directe Folge aus den froheren Entwicke-

lungen, dass die gefundenen Flfichen jedenfalls in drei WsiwD

durch Translation einer ebenm-Cvive erseugt werden kSimeo.

Wir haben ja nämlich ursprünglich an unsere Flüchen gride

die Forderung gestellt, dass ihre Schnittcurven mit den Ebenen

X = Const. coni^riienle und gleichgestellte Curven sein sollen,

ferner, dass auch die Scbnillcurven mit den Kbenen //
= Consl

(sowie mit den Ebenen r == Consl.j congruente und gleichge-

stellte Curven sein sollen.

Hieraus ergiebt sich zunächst, dass die Fläche

von den Ebenen eines jeden unter den drei Büscheln
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a?, — = Const., I/, = CoDst., = Gonst.

naeh congraenteii und gleichgestellten Curven geschnitten wird.

Und da die Gleichung unserer FlSche hinsichtlich x^^ und ji«

symmetrisch ist, so sehen wir gleichseitig, dass sie auch von den
Ebenen eines jeden unter den drei Büscheln

— a;, SS GoDSt., jjj — = Gonst, a:^ = GonsL

nach oongruenten und gleichgestellten Curven geschnitten wird.

Die Flache

gestattet somit sechs verschiedene Erjeugungen durdi Translation

einer ebenen Cwrre.

Es lassl sich voraussehen, dass diese sechs Erzeugungen

paan^^eise lusnmmengehören. Dass dem so ist, werden wir

jetzt sogar in zwei verschiedenen Weisen constaliren. Kehren

wir für einen Augenblick zu den ursprünglichen Coordinaten

T, y, z zurtlck, so wissen wir, dass unsere Flüche die partielle

Differentialgleichung 5 = 0 erfüllt und somit durch eine Glei-

chung von der Form z = X(.r) — Y{y) dargestellt wird. Daher

lässt sich unsere FlSche dadurch erzeugen , dass eine in einer

£bene x = Const. gelegene Curve in Translation längs einer

anderen ebenen Garve geführt wird, die in einer Ebene

y SS Gonst. gelegen ist Kehren wir daher zu den Coordinaten

^«t Vi» snrClck, so sehen wir, dass die beiden Schaaren oon-

gruenter Curven, die durch die Ebenen

— = Gonst., y^ = Const.

ausgeschnitten werden, im I>npni'8chen Sinne conjugirte Cunren-

schaaren sind.

Dementsprechend sehneiden auch die Bbenen der beiden

Büschel

y^
— x^ = Const., = ConsU

unsere Fläche nach zwei conjugirten Schaaren congruenter Cur-

ven. Und ebenfalls schneiden die Ebenen der beiden Büschel

*,— y^ = Gonst., = Gonst.

unsere FlSche nach iwei conjugirten Schaaren congruenter

Curven.
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Ehe wir nun in der Discussion unserer Flächen weiter

gehen, wollen wir ein Resultat notiren, das für uns ein beson-

deres Interesse besitzt. Factisch zeigen nümlich die früheren

Entwickelungeii| dass sobald die drei unendlich fernen Curven

und C, gerade Linien sind^ auch die vierte Curve eme

Gerade sein mttss^).

DasSystem der beiden partiellen Differentialgleichungen (1)

ist somit nur dann integrabel, wenn die vier Gorven Cj^ in sweok-

mässiger Weise gewühlt werden.

Zum Ueberfloss wollen wir auch rechnerisch constatiren,

dass die Gleichung zwischen den Grossen und rj^^ die die

Gurve darstellt^ linear ist. FrOher (S. 476) fanden wir ja die

Gleichung

y'A'"?, — x'yi?, = 0.

Andererseits erhalten wir aber durch Substitution des Werthes

ss — y in die Gleichung p^^-^ qr^^s^ i die Eelation

daher erhalten wir für und i;^ die Ausdrücke:

und durch Substitution der frOhar gefundenen Werthe

kommt

r
g^' «e^^

und

womit auch analytisch constatirt ist, dass auch eine gerade

Linie sein muss, wenn alle drei Gurven C|, C,, gerade

Linien sind.

Wirwollen nun die bis jetst erhaltenen Resultate susammen-
fassen:

8ati. Wird eme Flache einerseits durch Versdiidm einer

ebenen Curve längs einer anderen dmen Curven andererseits

I) Dies bleibt aneh dann wahr, wenn die frtther aufgetreteoe Con-
stante Ic verschwindet, q^r Leser kann es leicht verificlren.
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durch Verschieben einer dritten ebenen Curve längs einet' vierten

Curve erzeugt j so ist auch diese vierte Curve eben. Dann lässl

M unsere Fläche auch durch Vers(^ieben einer fünften ebenen

Owve längs einer sechsten ebenen Curve erzeugen»

Immerhin ist sa beachten, dass der letste Theil dieses

Salles nur dann gflltig bleibt, wenn die Ebenen der vier ersten

Gurren die tinendlich ferne Ebene nach vier Geraden schneiden,,

unter denen nicht drei einen Punkt gemein liaben.

Im vorliegenden Falle gehtfren also zur Flache nicht nur

vier, sondern sechs Gnrven C in der unendlich fernen Ebene,

die sSmmtlich Geniden sind. Die Entwickelungen des ersten

Kapitels haben uns überdies gezeigt, dass die betreffenden

Flachen (2) in unendlich vielen Weisen durch Translations-

bewegung einer Curve erzeugt werden können, und dass somit

die unendlich ferne Kbene unendlich viele Curven C enthalt.

Wir wollen jetzt den inneren Zusammenhang zwischen diesen

verschiedenen Ergebnissen aufdeci^en.

Jene sechs Geraden werden als Axen der sechs Ebenen-

bascSiei

3= Gonst, jfi
s Gonst., ji« =: Gonst.,

y,— s, aas Gonst.
, 3^ — = Gonst.

,
o:, — = Gonst.

durch die Gleichungen

dx^ = 0, dy^ = 0, d«, 0,

dy^ — c/j5| = 0, dz^ — dx^ = 0 ,
dx^ — dlJ^ = 0

dsrgesteUt, wenn wir die drei Differentiale dx^ dy, dz als

homogene Punktcoordinaten in der unendlich fernen Ebene

deoten. Diese sechs Geraden gehen zu je dreien durch einen

gemeinsamen Punkt und bestimmen dadurch vier Punkte

dx, = 0, dy^ = 0; dy^ = 0, dz^ = 0; tis^ = 0, dx^ ^ 0;

dx^ = dy^ = dz^,

die Ecken eines unendlich fernen Vierecks sind.

Es giebt nun oo' Kegelschnitte, die durch diese vier Punkte

gehen und dementsprechend durch die Gleichung

{b^e)dy^dz^ -h {c^a)dz^dx^ -f- (a— b)dx^dy^ = 0

dargestellt werden. In diesem Bllschel von Kegelschnitten

finden sich drei Geradenpaare , die hervorgehen, sobald zwei
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unter den Constanten a, b und c einander gleich gesetzt werdea

Ist z, B, a ==. bf &o erhalten wir das Geradeopaar

Denken wir uns nun in einem allgemein gelegenen Punkte

p unserer Fläche die Tangentenebene construirt. Sie schneidt l

die unendlich ferne Ebene nach einer Geraden G. Die beiden

'Hauptlangenten im Punkte p mögen G in und //, treffen.

Alsdann liegen H^ und //^ nach dem Früheren harmonisch zu

dem Punktpiiare, in dem G das Geradenpaar C^C^ unseres Kegel-

schnittsbüschels scbnoidet, und ebenfalls zu dem Punktpaare, in

dem G das Geradenpaar C,(7^ unseres Büschels trifift. Hieraus

folgt nun nach dem Satze von Dbsargubs , dass und ti^ w
jedem Punktpaare harmonisch liegen , in dem G iigend einen

Kegelschnitt unseres Büschels schneidet.

Hieraus ergiebt sich , dass unsere Fläche zu jedem Kegel-

schnitt dieses Büschels conjugirti) ist, und dass sie sich in Folge

dessen jedesmal durch Translation einer Gurre erzeugen llast,

deren Tangenten einen beliebigen Kegelschnitt unseres BUschek

treffen.

Hieraus ergiebt sieh femer, dass es oo* projective Trans-

formationen giebl, die unsere PlHche in eine Hinimalflflche um-

wandeln. Es genügt ja, irgend einen irredudblen Kegelschnitt

unseres BOschels durch eine projcctive Transformation in den

PoMCBLET'schen Kugelkreis überzuführen.

Die Enlv\ ickcUingen dieses Kapitels zeigen, dass das System

der beiden parlicllen Differentialgleichungen

integrabel wird, sobald die vier Gurren rj^—ffkih) — ^

Geraden von allgemeiner gegenseitiger Lage sind. Wir werden

spater sehen, dass dies noch wahr bleibt, wenn drei unter diesen

vier Geraden durch einen gemeinsamen Punkt gehen. Hieraof

brauchen wir aber vorläufig nicht einzugehen.

I) Um die Sprache abzukttnen sage ich, wie in meinen UtorM

Arbeilen, dass eine Fläch« gu ein&m KtgeUdmitt cor^girt ist, wenn die

beiden auf ihr gelegenen Curvenschaaren , deren Tangenten den Kegel-

•^t hnilt troffen, im Di pi>'schcn Sinno conjiigirte Curvenscliaaren sind. Als-

dann ist die Flüche eine Translalionnäche. Jede Fläche, die zu dem Kugel-

kreis conjugirt ist, stellt eine MinimalÜäclie dar.
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Dageg^ wollen wir Bolion jetit beweisen, daM nnaerSystem

von partiellen Aifferentialgleiehiuigen aooh dann integrabel ist,

wenn und Zweige eines Kegelschnittes, C, und Zweige

eines andern Kegelschnittes sind. Dabei können wir ohne Be-

sehrUnlning annehmen, dass diese beiden Kegelschnitte vier ge-

trennte Schnittpunkte haben.

Ist eine FlSehe eonjugirt zn zwei Kegelschnitten, so Ist sie,

wie wir frtther zeigten , anch zu allen oo' Kegelschnitten des-

jenigen Büschels eonjugirt, das jene beiden Kegelschnitte enthält.

Wenn aber zwei Kegelschnilte vier getrennte Schnittpunkte

haben, so enthalt das zugehörige Kegelschnitlsbüschel drei Ge-

radenpaare, deren jedes aus zwei gelreniUen Geraden besteht.

Es giebt aber immer oo* Flächen, die zu zwei in derselben

Ebene gelegenen Geradenpaaren eonjugirt sind, und diese

Flachen sind tlherdies zu allen oo* Kegelschnitten desjenigen

BOschels eonjugirt, das die beiden Geradenpaare enthält.

Die beiden partiellen Differentialgleichungen (1) zweiter

Ordnung haben daher gemeinsame iniegralflaohen, wenn die

beiden Gleichungen

('?.-r.(?J)(^,-7't(?*)) = o

(^3-93&))0ä-94(SJ)==0
zwei Kegelschnitte darstellen.

Kapitelm
Die Integrabilitätsbedingangen der beiden partiellen

Differestialgleiehnni^en.

Wir wählen in der unendlich fernen Ebene vier Curven,

deren GieichuDgen sind

% - ViiSd = 0 {< = I, 2, 3, 4)

und bilden die beiden partiellen Differentialgleiohnngen

,> f ?i?i>--h(Si'?i + >V;i)'f + '?t'?t^
= ö

i S,f«r4-(f,i?«-Hf4'?s)«+ »/,i7«< = 0,

die nach den Ergebnissen des vorigen Kapitels im Allgemeiuüii

keine gemeinsame nicht cyliiulrische Integralfläche besitzen.

Sollen diese beiden Differeutialgleichungen gemeinsame' uichL

cylindrische Integralflächen haben, so müssen also gewisse

htegrabilitülsbedingungen erfüllt sein. Und es Liegt in der
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Natar der Sache , daas diese iDtegrabilitatabedingungen nur in

Besiehnngen iwiachen den vier unendlich fernen Ganren

Vi - = 0

bestehen können.

Wir wollen in diesem Kapitel dieae Integrabilittttsbedin*

gungen ableiten nnd deuten. Zunächst aber schicken wir einige

einfache Bemerkungen voraus.

Wir bemerken dann zunächst, dass unsere DifiFerenlial-

gleichungen (\) identisch erfüllt werden, sobald z eine beliebige

lineare Function von x und y ist. Es sind daher alle oo^ Ebenen

immer gemeinsame Integralflacbeu, die aber als trivial keia

Interesse darbieten.

Es ist andererseits auch leicht zu erkennen, dass unter

Umstanden auch gemeinsame devehppabU Integralflttchen vor-

handen sind, die nach den froheren (S. 471) Entwickelungen

sicher Cylmderflächen sind. Auch von derartigen FUchen

kdnnen wir ohne weiteres absehen; denn jede nicht ebene

Cyliaderfllche gestattet oo^ viele Translationfieneugongen;

wSblt man eine beliebige aufder FlSche gelegenekrumme Gurvec

und eine Gerade g der Fläche, so sind jedesmal zwei zusammen-

gehörende Translationserzeugungen der Flüche bestimmt, und

andere derartige Erzeuguni^i n i4iebl es nicht. Liogt andererseits

eine Ebene vor, so ist die Zahl der niöiilichen Translationserzeu-

gungen noch grosser, indem zwei ganz beliebig gewählte Curven

der Ebene immer zwei zusammengehörende Erzeugungen de-

finiren.

Da wir von allen developpabien Integraliläeiu n des Giei-

chungssystems (i) absehen, so sind in einem Punkte p allge-

meiner Lage einer nicht trivialen Integralfläche die vier

Tangenten J,, r,, Ti der vier hindurchgehenden Curven

C|, c„ c, und sieher unter einander verschieden. Anders

ausgesprochen: in einem Punkte allgemeiner Lage unserer

Fläche sind die vier Yerhttltnisse

!ä Hl V*

S,'

sicher paarweise verschieden.

Conslniirt man daher in einem Punkte allgemeiner Lage

einer Integralfläche des Gieichuugssystems (1} die Tangential-
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ebene, to iriA diese Ebene die vier Gurven ij| — (p^iSil = 0 in

vier getrennten Pnnkien. Diese vier Gurven sind dalier unter

einander verschieden, v^enn es anoh keineswegs ausgeschlossen

ist, dass einige unter ihnen Zweige derselben analytischen

Gorve rind.

. ^ Diiferentilren wir die beiden Gleiohungcn [ 1
J nach x und y

und Selsen dabei

' da?«dy ' hxhy* " hy'

80 eifaalten vdr sur Bestimmung der vier Ableitungen dritter

Ordnung von % die vier linearen Gleichungen

_rÄl_ ,l(|i2i±itM « ttoi
dx da; da;

dy hy hy

hx hx hx

^,hß + (I, + . Jaly + 'i, 'm* =

P)

hy ' ' • ' hy

dereo Determinante

0 5,f4

dareh Berechnung die Form

i^iVi — fI n*) (^3 'i»
- J {?* i

- b» »24) (Si »21— ?i '?4)

«rhalt.

Nun aber wissen wir, dass in einem Punkte allgemeiner

Lage einer nicht developpablen Integralfläche die vier Verhält-

nisse r;,- : paarweise verschieden sind. Daher ist auch die

Determinante z/ in Punkten allgemeiner Lage einer nicht deve-

loppabien Integraifläche von Null verschieden.

Digitized by Google



186 Sonnni Ln,

Wenn dalier die beiden partiellen DiflTerentielgleiehQngeii

iweiier Ordnung ( 1 )
gemeinsame IntegralflMelien besitien, di«

keine Gylinderflttchen sind, so bestimmen sich fttr solche Flaehen

die Ableitungen dritter OrdnunLi a, fi, /, d von z und ebenso

die höheren Ableitungen als Functionen der acht Grössen

^) 7; ^ die selbst die beiden Relationen (4] erfaljen.

Die Tayior'sche Heihenentwickelung

einer solchen Flache in der Umgebung einer beliebig gewählten

Stelle r^f/^ enthHlt daher nur ricr wesentliche Conslanle 3^, p^,

</q, t\,. Daraus schliessen wir, dass die beiden Gleichungen (1)

nie mehr als oo* gemeinsame nicht cylindrische Integralflächen

besitzen. Frtlher (S. 174) bemerkten wir schon, dass, sobald eine

nicht cylindrische Intcgralfläche vorhanden ist, immer oo* ähn-

liche und gleichgestellte Integralfl.ichen existiren.

Hieraus schliessen wir, dass die beiden DijJ'erenliaUjleichtair

gen (4), sobald sie Oberhaid gemeinsame nicht cylindrische Inte^

graljßächen zulauen
^
grade oo* ähnliche und ähnlich gelegene

gememsame Jnliegra^ächen betÜMen,

Lösen wir daher die vier ans den Gleioliungen (\) dnrch

Differentiation abgeleiteten Gleichungen dritter Ordnung nacb

den Ableitungen 6 auf:

a = A{pqrst)

= )

y=c(
)

* = D( ),

so haben die Differentialgleichungen (1) dann und nur dann

gemeinsame nicht cylindrische Integralflttchen , wenn die Be-

dingungsgleichungen

(3) l£^^
eine Folge der beiden Gleichungssysteme {\) und (2) sind.

£s liegt nun, wie wir frtther sahen, in der Natur der Sache,

dass diese Bedingungsgleichungen diejenigen Beiiehung^ defi*

niren, die unter dea vier unendlich fernen Gnrven

Vi - ^slS») = Ö, 1^. ~ = 0
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stattfinden mllssen, wenn die beiden partidlen Differential-

glefehnngen sweiter Ordnung {\) gemeinsame Integralflllchen

baben sollen. Es wird sich überdies zeigen, dass die drei so-

eben gefundenen Intograbilitälsbedingungen (3) sich auf eine

einzige Gleichung zwischen den acht Grossen J,-, /;,• und den acht

Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung der nach

der entsprechenden zurückführen lassen.

Um die hierzu erforderlichen, nicht ganz einfachen Rech-

nungen übersichtlicher zu machen , führen wir mit Lbgkndrb

statt XftffZ die Grossen

ab nene Veränderliche ein, und betraehtan dabei & als Funelion

TOD p und q. Dann ist bekanntlich

und daher erhalten die beiden Gleiohungen (4) in diesen neuen

Veränderlichen die Form

dabei sind die Functionen Yon p und die venntfge der

Gleichungen

beieobnel werden sollen.

Selsen wir nnn sor Abkttrsong

80 finden wir daroh Difierentiation der Gleichungen

acht Gleichungen
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die durch Auflösung

St ^Si _ Vi

geben.

Differentiiren wir daher die erste Gleichung (4} naeh f

,

80 erhalten wir die Relation

(

Uier ersetzen wir redits die beiden Ableitungm

durch ihre Werthe genommen aus den Gleichungen (4) und

finden dadurch eine Relation von der Form

Hier bedeuten X«, fx«, A,, rcUfonale Fonctionen der acht

Grossen Sf ^ •

Durch Differentiation der beiden Gleichungen (4) nach p

und q erhält man drei tthnliche^ in allem also vier Gleichungen,

die in den Ableitungen dritter Ordnung von 0 linear sind. Und

da die zugehörige Determinante, wie wir früher (S. 485) sahen,

nicht identisch verschwindet, erhalten wir für die vier Ab-

leitungen

Ausdrücke von der Form
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tu deoen die aohi Grössen a und r ratioDale Fanetionen 1«

,

5j» 5o ^4» »/i» ^11 ?4 darstellen.

Diese Werllie setsen wir in die drei IntegrabiliUltsbedin-

gangen

ein und ßnden hierdurch, indem wir die Differentiationen aus-

fObren und sodann nochmals die früher gefundenen Werlhe der

Differentialquotienien (5) und (6) einseixen, drei Beiationen von

der Form

jj^M + «-.vi + "»»'ü + <".•!;' H- v) = 0

.

io denen ip und rationale Functionen der zwölf Grössen

Tj, r' bezeichnen, während i^j^" die zweite Ableitung von /y^

nach sein soll.

Hier können wir nun ohne weiteres annehmen, dass der

links stehende Factor von Null verschieden ist, denn sonst be-

ständen die drei Gleichungen

ond also reducirten sich die gemeinsaiui n InlegrallUlchen der

ursprünglich vorgelegten partiellen DifTerentialgleichungen (t)

oder (4) gegen unsere Voraussetzung auf die PunlLte (und die

Ebenen) des Raumes.

Die gesuchten InlegrabiUtätsbedmgunyen besitzen somit die

form

P) S^n{S>i'/)',k" + <Pii'i>i) = '>

und dabei sind die tp und ipj wie schon gesagt^ rationale Funcliom n

(ier 1^ und //.

Hiermit ist zunUchst analytisch bestätigt, dass sich die

Integrabilitatsbedingungen wirklich nur auf die vier unendlich

lernen Curven i^j — ipii^i) = 0 beziehen.

]litk.-fkji. ClMM. lfm, 18
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Eine direcU Berechnung der Gr()8sen ^, und ip als Fano-

Üonen der ^j^, r^j^ und i],^ würde ausgedehnte Rechnungen ver-

langen. Glücklicherweise können wir diese fast unausfülirbareD

Rechnungen durch einfache begrifl'liche Betrachtungen ersetiea;

gleichzeiUg ergiebl sich, daas die drei IntegrabiUttttabedingungeD

nicht unabhttngig aind, aondem sich auf eine einzige GleichuDg

reduciren.

Wir erinnern dann Eunttohat daran, daaa die Integrabilitilts-

bedingungen nach unseren früheren Ueberlegungen (S. ISO)

sicher erfüllt sind, wenn die vier unendlich fernen Gurven

Geraden von allgemeiner gegenseitiger Lage sind. Setsen wir

daher

lind verstehen dalK'i unter den r/, und h- acht all4^emein ge-

wiihlu^ Coiisldiitcfi , so dürfen wir sicher behaupten, dass die

drei Integrabilittttsbedingungen (7) bei der Substitution

Vi = «tl 4- ^, Vi = ö<> Vi" == Ö

erfüllt werden, dass also die drei Ausdrücke

für alle Werthe der swülfGrossen a^f 6,-, identisch verschwin-

den. Daraus ergiebt sich aber, dass auch die Ausdrücke

immer verschwinden, welche Zahlenwerthe auch die xwölf Ar-

gumente: i',, und r,' besitzen mögen.

Die Integrabilittttsbedingungen (7J besitzen daher die Form

und dabei sind die utjg rationale Functionen der zwölf Argumente

Si7 Vi «nd ij/.

Wir wissen ferner (S. 183), dass die IntegrabiliUltsbedin-

gungen sttmmtiich erfüllt sind, wenn unter den vier unendlicb

fernen Gurven Cff xwei s. B. C, und gerade Linien sind, wäh-

rend C^ und Zweige desselben Kegelschnittes sind.

Hieraus künnen wir sunHchst schliessen, daas die t/i^nor

durch eine lineare Gleichung verbunden sein künnen; denn exi-

stirten xwei oder noch mehr unabhängige lineare homogene

Relationen zwischen den ij^ so Hessen sich immer swei Grtfssen

z. B. und r/^ linear und homogen durch ij'^ und i/l auadrOeken;
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dann aber mtlBBien, sobald die Gorven C, und Gerade wHreD,
aach die Garven und Gerade sein. Da nun aber dies, wie
soeben gesagl, mit unseren frttberen Ergebnissen im Wider-
ipniehe stebt, so seben wir, dass die JntegrabäüiUsbedingunyen

wirklidi auf eine einzige in den tf lineare und homogene

Gleichung

^i'ii H H w*»?! = 0

reäuciren.

Unsere frflbere Bemerkung, dass die Integrabllitatsbedin-

gungen erfüllt sind, wenn und beliebige Geraden dar-

stellen, wttbrend (\ und Zweige eines ganz beliebigen Kegel-

sehoittes sind, giebt uns wichtige Aufschlüsse über die Form
der Wj.. Obgleich die Bestimmung der Coefficientcn 7/. iils

Functionen der Grössen i'., » , und » im Grunde keiiu sweizs

nothwendig ist, indem es bei den folgenden Betrachtungen

eigentlich nur darauf ankommt, dass die (oj^ ratioualt' Functionen

ihrer Argumente sind, wolh n wir doch jedenfalls andeiiten.

wie man ohne grössere Schwierigkeit diese Bestimmung direct

durchführen kann.

Wir müssen dann an einen längst bekannten Satz erinnern,

der sich auf die beiden Schnittpunkte eines beliebigen Kegel-

schnittes mit einer beliebig gewählten Geraden beziebt. In

rein analytiscber Fassung kann dieser Sats folgendermassen

formuUrt werden.

Liegen in den Veränderlichen |, swei algebraische Glei-

ehmigen vor, unter denen die eine Yom «weiten Grade ist,

wihrend die andere die Form besitzt

tmd somit vom ersten Grade ist, so findet man durch Auflösung

aach I und zwei Werthsysteme

Si *?! und St^^

aasgedrttckt als Punetionoi von p und q. Auf der anderen

Seite bestimmt die Gleichung zweiten Grades i;^ als Function

von und ebenfalls 1^, als Function von f^. Sind nun

1?, ^y,!?,) und = (p^i^^) diese Functionen, so besteht die

Gleichung
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(p+ qvliS,))'^ (p+ <i9i{St)y
~

identisch in £^ und sobald /> und q aus deo Gleichungen

bestimmt werden.

Diese Relulion können wir, wenn wir wiederum die Diffe

rentialquotietitcn der i^j^ nach mit iji^' und t/j^" bezeichneD,

auch so schreiben:

Kehren wir nun wiederum zu unserem räumlichen Problem

zurttck, so wissen wir, dass die IntegrabilitätsbedinguDg

«,'77 + H- «3 + ^^4 ^ 4 = ^

erfaüt wird, sobald i^, und r^^ lineare Funotionen

von ^"5 bez. sind, während sowohl r;^ und wie 1;, und s,

eine Gleichung zweiten (irades und zwar dieselbe Gleichung

zweiten Grades erfüllen. Bedenken wir dabei, dass die vier

Gonstanten «3, a^, ganz beliebig gewühlt werden könneo,

80 dürfen wir schliessen, dass die Gleichung

mit der früher aufgestellteo Gleichung (8) identisch sein moss.

Wir erkennen daher, dass das Yerhaltniss der Goefficienteo

ai|, ciif durch die Gleichung

bestimmt ist, und dass wir daher

g

setsen dürfen.

Dementsprechend können wir

setzen.
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Uaaere InlegnbiliUltobediiigoiig besitai daher die Form

WO jeiit nur noch das Yerhttitniss q : a unbekannt ist.

rm dieses Verhältniss tu. bestimmen schlug ich in meiner

Abhandlung aus dem Jahre 1882 den folgenden Weg ein.

Idi flaute voraus, dass die beiden unendlich fernen Gnrven

7i
"" 9i{Si) = ^ 9a (It) ^ ^ Geraden waren und

eiinmte, dass es dann nothwendig und hinreiehend ist, dass

die beiden Curven ly, — ^/),(|,) =: 0, i;, — f/^tfJ = 0 Zweige

änes irreducibeln oder lerfallenen Kegelschnittes sind. Waren
Bhalidi die beiden Geraden i;, —

(f^
^ und i;, — r/)^ = 0

die Axen der beiden Ebenenbtischel x= a und y= b, so

müssten die betreffenden Flächen, wie man leicht sieht, zwei

lineare partielle Differentialgleichungen von der Form

i»fi(«) + gi?t(«)— 4 =0
p^Ay) +qru{y) = o

erfüllen. Indem ich nun die Integrabilitätsbedingungen dieser

beiden Gleichungen suchte, fand ich durch relativ einfache Rech-

naogen, die allerdings nicht gans kurz waren, dass gemeinsame
Integralflacben dann und nur dann yorbanden sind, wenn die

Gleichung

1 'JJ 0

besteht. Und hieraus zog ich den Schluss, dnss das Verhäitniss

der frtiher betrachteten Grossen ^ und o gleich \ ist.

In dieser Weise erkannte ich im Jahre 1882, dass unser©

heiden partiellen BiffereDtialgleichuDgen zweiter Ordnung

dann und nur dann gemeinsame nicht cylindrische Integral-

flachen haben, wenn die Bedingungsgleichung

n" r" r" d"
V< t, I Ii

I
^4 ^ ^Ik

ip+

q

(p 4- g 1?;)' ^ ( -h « (p +

9

bestellt. IKese Bedingungsgleiohung ist aber nach einem Satie,

der tu verscliiedenen Zeilen von mehreren Hathemattkern^ suerst
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von Rbiss, spfilor von Haag, Holst und Anderen gefunden worden

ist, dann erfüllt, wenn die vier unendlich fernen Curven

Vi
—

'Pi\Si) ~ ^ Zweige derselben (Uirvc vierter Ordnung sind.

Nachdem ich soweit gekommon war, kostete es mir keine

grosse Mtlhe zu l>ew eisen, dass der Öaiz von Buss sich folgender-

roassen umkehren lassl.

Erfüllen die Schnittpunkte /y, ; . . . StnVm ^
radeo -\- qtj — ^ =0 und m Curven

1J^
— ta^(§^) = 0 ...

Im ^miStiJ ^ ^ BedingungffgleicbuDg

Vi . . I Vm _ A

80 siod diese m Curven Zweige eioer irredaoabein oder le^

fallenen algebraischen Cunre Yom Gerade m.

Also er^ab es sich, dass unsere beiden partieUen Differential'

gleichungen zweiter Ordnung (4) dann und nur dann nicht

drische gemeinsame inkgralflächen haben ^ wenn die wer Curven

1/1— ct>|(li) s= 0 Zweige einer alg^aischen Curve vierter Ord-

nung sind.

Nachdem ich durch diese Digression angedeutet habe,

durch welche Betrachtungen ich zum ersten Male mein allge-

meines Problem erledigte, werde ich jetzt zeigen, wie man durch

Verwerthung und Deutung des AiBL*8chen Theorems leichter

dasselbe Resultat ableiten kann.

Wir setien also als bekannt voraos auf der einen Seite,

dass die beiden partiellen Dififerentialgleichangen (1) nur die

einsige Integrabilfttttsbedingong

haben, deren CSoefficienten rationale Functionen der swOlf

Grossen Sut ^kt '^^^» andern Seite, dass vermttge

des ÄBiL'sohen Theorems oo** verschiedene FMehen gefunden

werden können, die die gestellten Forderungen erfttllen.

Die acht Grossen i^i, f^ sind verbunden durch die vier Rela-

tionen fji— ffi (I,) = 0 susammen mit den beiden durch £le-

mination von p , q zwischen den vier Gleichungen

hervorgehenden Relationen
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^, 'Ii
<

= 0,

5. < §4 »y. <

= 0,

die nur aussagen, chiss die vier unendlich fernen Punkte ^j^, 1^4

auf einor Geraden liegen.

Unter den acht Grössen
, i^i^ giebt es daher zwei unab-

hängige, und als solche wählen wir 5, und 5,. Bei dieser Auf-

fassung sind ij, r
;, ,

r;,, r^^ Functionen von den beiden

unabhängigen Veränderlichen f,,

Dabei erhalten wir durch Differentiation der beiden Giei-

chuDgeo

Vi ^

«0 (1 = 4,2)4

4

eine Hestimuiung der vier Ableitungen

ij, ij, ij, H,
H,' ai.' 45.'

als rationale Functionen der zwölf Grossen ^j^, r/j^ und tpf.' = f;/.

Auf der andern Seite erkennen wir durch Differentiation

der vier Gleichungen ffti^i) nach ^^ und i:, , dass auch die

acht Ableitungen der r]^ nach ^, und sich rational durch jene

xwölf Grössen r;, 1/ ausdrücken.

Nach diesen Vorbereitungen diflerentiiren wir die Integra-

büitatsbedingung

iversi nach |, uod sodann nach 1« . Hierdurch erhalten wir die

beiden Gleichungen

deren Goefficienlen il,, i4,y i4^, B,, Hi, rationale Functionen

der$, 1;, 17' sind; wlhrend A^, rationale Functionen der

Grossen i^, r/, i;" sind, die Uberdies in den tf linear sind.

Diese beiden neuen Gleichungen sind offenbar unabhttngig.

Durch wiederholte Differentiation nach und erhalten

wir dret unabhängige lineare Relationen swischen den vier

Grossen rf^^; dabei sind die CSoefflcienten rationale Functionen
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Durch nochmalige Ditierentiation erhalten wir Gleichungen,

die alle ly'^'' u. s. w. als rationale FunclioDen der ij, i/,

l^ \ i"' und ^/'^^ bestimmen.

Die 24 Grössen |, i], v", n\ erfüllen

4 4.24.3 = 6

unabbängige DiffereDiialgleichungen, woia noch die beiden

DeterminantengleiobiiDgen kommeD.
Daber entbalten die Beibenantwickelungen der GrdSMo

Vi» V«j 'i4> ?4 nacb den Potenzen von |, und höchstens

24 — 8 = 16 unabhängige Anfangswerthe. Da nun aber die

beiden Anfangswerthe keine wesentliche Bedeutung haben,

so schliessen wir

:

dasH es jedenfalls nicht mehr als 00" rersrhiedenr Cunrn-

SffSterne lj^ —
g>i{Si) = 0 . . . ij^— ^«(S*) = ö gtebt^ die unsere

Bedingung

r/;+ fil+ cu, r^' 4- = 0

erfüllen.

Auf Seite 167 fanden wir aber 00'* Gurvensysteme

die alle unaere Forderungen erfttllen. Es giebt ja nXinlioh in

der Ebene ^ /; gerade 00** vencbledene Caryen vierter Ordnong

und jede derartige Gnrve gab uns vier Gurvensweigey die unsere

Forderungen erfüllten.

Da nun auf der anderen Seite in unseren Reihenentwicke-

lungen alle Goefticienten sich rational durch vierzehn (lonstanten

ausdrücken, so können wir mit voller Sicherheit schliessen,

dass unser Problem in allyenn tnsler Weise sich dadurch erlednjf,

dass wir als Curven r^,-

—

fpiiSi — rerschiedene /Acei(f'

einer (^urre rierler Ordnung wdhlen. Diese Curve vierter Ord-

nung braucht nicht irreducibel zu sein; sie kann gern zerfallen,

und zwar auf alle möglichen Weisen. Ausgeschlossen sind nur

die Fülle, hei denen die Currf in Tficile zerfällt ^ die doppelt

zahlen. Die Curve vierter Ordnung darf somit nicht ein doppell-

zählender Kegelschnitt, oder eine vierfache Gerade sein, auch

nicht in einem Kegelschnitt und eine doppeltatthlende Gerade

serfallen.

Nur solche Ausartungen der Gurve vierter Ordnung gebea

brauchbare Lösungen, bei d^nen die Summe der Onfaiangeii

der auftretenden Theilcurven wirklich gleich vier ist.
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Wir fassen unsere wichtigsten Besultate folgendermassen

susammen

:

Theorem V. Wenn eine devol oppahl r Fffirhr eine

Translat ionsfläche ist^ so ist sie eine Khcne oder Cy lin-

derfläche und kann daher in unendlich vielen Weisen
durch Translationsbewegung einer Curve erzeugt
werden. Es giebt ferner oo** nicht cylindrische Flä^

chen^ die in mehrfacher Weise als Translationsflächen

aufgefasst iv erden können. Man findet aUe derartigen

Flachen^ indem man eine beliebige ebene algebraische
Curve vierUr Ordnung

auswählt und sodann die Integrale
m

, . fad« . fiida ,
. fda=j -p^ . *(«) =7 S-^ , «(«) -7 ^

bildet. Alsdann liefern die Formeln

y = v(«i)4-v(«t)

alle Translationsflächen, die die erlangte Eigenschaft
besitzen.

Noch schärfer triti die analytische Bedeutung dieses Theo-

rems durch die folgende Fassung hervor.

Liefern drei Gleichungen von der Form

/'ä. (^
) -h /ä-,w + /a-.w + /"fr.w = 0

nur zwei luiahhü ng ige Hei ationen zwischen den vier

Argumenten t^, t^ und giebt es dabei unter diesen

Relationen keine, die nur zwei Argumente enthüll^ so

sind nur zwei Fälle mn ff lieh: Entweder geht die eine

vorgelegte Gleichung dadurch aus den beiden anderen
hervor^ dass man sie mit Con stanten multipl icirt und
sodann addirt, oder aber die f^i sind AbeVsche Inte*

grale^ die %u einer Curve vierter Ordnung gehören.
Die drei ursprünglichen Gleichungen sind dann die

bekannten Gleichungen des AbeVschen Theorems,
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In meinen Vorlesungen Uber TranslationsflKcben, die ieh

holTentlich ziemlich bald in extenso veröffentlichen kann, discu-

tire ich eingehend alle Flüchen, die in mehrfacher Weise als

Translationsflüchen betrachtet werden können, und stelle dabei

u. a. alle derartige Flüchen auf, die algebraisch sind.

Bei dieser Gelegenheit muss ich mich auf die folgenden

weiteren Bemerkungen beschränken.

Die im Vorangehenden durchgeführten Betrachtungen geben

sozusagen unmittelbar die Bestimmung als geradlinigen Trans-

lationsflüchen
; denn auch dieses Problem findet seinen analy-

tischen Ausdruck in iwei partiellen Differentialgleichungen von

der Form

?.i + (?3 'ii
4- 1« »h) « + ni'u^ = ö

,

wosu aber jetst die Gleichungen

hinzukommen.

üntersiicbl man nun die IntegrahiiiliUshedingUMgen dieser

partiellen DitrerenliMlgleichiingen, so muss man genau solche

Betracbluni^^en wie früher anstellen. Dabei ist zu beachten,

dass die früher betrachtete Determinante ^ auch jetzt von Null

verschieden ist. Auch jetzt giebt es nur rinr IntegrabililcUs-

bcdingung) die ohne weitere Rechnung aufgestellt werden kann.
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E. Study, Betrachtungen über DoppelverhäUnme, (Mil einer

Fif^ur.)

Die folgende üntersuchunü; wurde veranlasst durch die Mit-

wirkung des Verfassers bei der Herausgabe df-r gesammelten

Werke Hermann Grasshann's. Es schien wUnschenswertb , die

von Grassmann schon im Jahre 4844 entdeckte liniengeometrisohe

Invariante, das Doppelverhältniss von vier Geraden im Baume,
näher za untersuchen, und ihren Zusammenhang mit verwandten

Bildungen zu ermitteln. In der schKessh'ch gewählten Darstellung

ist allerdings das GRASSMARiv'sche Doppelverhältniss etwas in den
Hintergrund gerttokt; es handelt sich mehr um versohiedene

Auslegungen einer und derselben Formelgruppe, die auch schon

früher hervorgetreten, und namentlioh, allerdings nidit mit

gleicher Vollständigkeit, von Möbius und Wmdbkind behandelt

worden ist

Alle die su betrachtenden Ausdrucke haben ein gemeinsames
BQdungßgesets; sie alle lassen sich, auf mehrere Weisen, auf ge-

wOhnliehe DoppelVerhältnisse von vier Elementen eines binaren

Gebietes surUckftlbren; und jeder von ihnen ist die einfachste

(absolute) Invariante einer gewissen Transformationsgruppe, die

ihrerseits durch den Ausdruck definirt ist. Da diese Gruppen
geradezu den ftlr die Geometrie wichtigsten gehören, und unsere

Resultate zum Theil sogar einen gnnz elementargcometrischen

Charakter haben, so dürfen wir vielleicht auf einiges Interesse

der Geometer rechnen.

<.

Da» Daf^pelTerhältniss voi vier Paakten auf einer Fliehe 2. Onlnnig

.

Es sei vorgelegt eine irreducibele (nicht serfallende) Fllldie

1 Ordnung, symbolisch dargestellt durch dieGleichung {L A)*sO
oderkflrser dprch (A A

J
== 0, und auf dieser seien vier versdiie-
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dene Punkte A, Ii, (', I) angenommen, von denen, im Falle die

Flache ein Kegel ist, keiner in den Scheitel fallen soll. Wir

nennen dann *DoppelverhäUtnsse der vier Punkte au/ der Flüche

Ordnung € die Quotienten aus den Polarenproduoten

(4) {AB)' {CD), [AC)'{DB), {AD)^{BC)

(wo z. H. (A H) zur Abkürzung steht für die Polare {LA){LSjljt

also die duroh die Identität D^D^sss^ verbundenen Grttssen

/«^
i._{AC){Bl)) __ {AD)[CB) _ {AB]{DC]

^ ' *
"

(A D) {B C) ' *~ (A B] (CD) * {A C) (DB)

und ihre recfproken Wertbe Dj, Von ihnen gilt der Stts:

Jedes der Doppelverhältnisse Z>,, D{ kann auf zwei Weisen

aufgefassl werden als ein gewöhnliches Doppelverhältniss von vier

Elementen eines binären Gebietes. Es ist nämlich z. B. />, gleich

dem entsjn echenden Doppelverhältniss der Punkte A , B und der

Tangentialebenen der Eläche 2. 0 in den Punkten C, Z>; oder auch

der Punkte C, D und der Tangentialebenen in A, B, ^
D. h. nennen wir C', // die Schnittpunkte der Geraden AB

mit den Ebenen (CA) 0, [DX] = 0, und A'\ B' die Schnitt-

punkte der Geraden CD mit den Ebenen (ilX) 0, {B\)» 0^

so ist

_{Aa)[BDr^ _ {rc}[srD)
— \AD') [Ba] {^l" D) [BT C] '

sofern nimlich die gesohweiften Klammem die binären sinmlr

tanen Invarianten der Punkte Bf C, 1/ oder A\ S^, D be-

deuten.

Jedes unserer DoppelverhäUnisse koAn aber^ auf irraUo-

naU Weisef auch dargestellt werden aU ein Producl sweier ge^

uHfhnUcher DoppelverhäUnisse c^<, d|.

In der Thal, beseiehnen vrir mit a, b, c, d und ß^y^d
die Erzeugenden unserer Fläehe, die durch die Punkte A^ B^ C, U
hindurchlaufen, und verstehen wir unter (ah), (a(f) u. s. w. die

zugehörigen binären invarianten, so bestehen Helationen der

Form

{AB)(CD) = ^.[ab){cd).(aß)(yd),

(4) {Aq (DB) « Q . (ac)m . (ay)(dÄ
,

(AD) (BC) = Q-{ad](bc)-{aö)ißy],

Digitized by GoogI<



BfTMAOmniaiii Om DomLTiulLTirun. 2D1

wo ^ einen ProportionaliUMefaetor bedeutet, dessen Werth uns
nidit weiter interesBirt Bs ist also

(5)

wo

(«)

so dass

_ (ac)(M) _ [ay] [lid]
Q. 8. W.

''«=<-5;=r^» '^-'"iri^'
Die Bestimmung der binaren DoppelVerhältnisse (/,, d, bei ge-

gebenen Werthen von
, , /), verlangt die Auflösung einer

Gleichung 2. Grades. Man findet:

_ — (^Ä)(c/)) -f (/i r) [/> //) + (
l/>)(ÄC)±V^

%(AD)(ßC)

^ %{Aq{BD)

- (i* fi) (CZ>)+ (il C) {/>iB)+ {i4 O) C) F'^

'

Ys,vs,qzvs,ys, ys;vs,=pV8,Vs. _

+
^ _ s.+ s.

1^1_
v-j;

K- <<. K-rf;K^- - 4 = y^,K^ K^;
•Mki Sur Abkürzung geseUt ist

- y{AB) [CD] - V{AC]{Dß) - ]/(I75)]Scj,

2 S, = — V(ilÄ)(C/)) 4- V{AC)(1)B) + V(/l/>)(Är)

,

«S,« V{AB){CD) + Y{AC) {Dß) - V(AD){BC)
,
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und

(9)

0 AB) (IC) (Ali)

{BA) 0 {BC) {BU)

(CA) (CB) 0 {CD)

(DA) {DB) {DC) 0

Die Abhängigkeit der Quadratwurzeln ist hier sti erklaren

durch

(40) 4 K\ I K\ VvS, = yj = {ABCD) . :

i bedeutet die Discriminante der quadratist^en Form {XK) oder

Nehmen wir zunächst an, dass J von Null verschieden ist,

80 kann ^ nur verschwinden, wenn die vier Punkte A^ B, C, D
in einer Ebene liegen; und dies war vofausiuaehen, denn es

sind ja im Falle (ABCD)= 0 die beiden firtengendenachaaren

unserer Flttche durch A^ C, D projectiv auf einander belogen,

4) Die Formeln des Textes haben sieb dem Verfasser ergeben dorch

Weiterfilbmog und Uebertragnng der Ontersnohung, die in den Anmer-
kungen von Grassmann's gesammelten Weriien (I. Bd., 4. Theil, S. 109) fll>er

das GRASSMAifN'sche Doppelvertiöltniss von vier (lornden im Räume ance-

stellt worden Ist. (Vgl. § 3, und Grassmann's Werke, 1. Bd., 2. Theil, S. 50S.i

Es zeigte sich dann, dass die Fürmclii zum Theil übereinstimmen mit sol-

chen, die (für den Fall einer reellen, nicht geradlinigen Flüche) schon vor

längerer Zeit Ton Herrn WtnsitSD entwickelt worden sind. S. dessen in-

teressante Abbandinngen Math. Annalen Bd. IX nnd Bd. XVII (AnstOge

aus den Schriften: »Beiträge snr geometrischen Interpretation blnlrer

Formen«, und »Studien im binären Wertbgebiet «, Karlsruhe 1875 und

<876). Herr Wedekind verfolgt übrigens andere Zwecke; es fehlen bei ihm,

wie es scheint, u. a. die Formeln (4), (5), auf die es in unserem Zusammen*
hang besonders ankommt.

Um mit dem genannten Autor und anderen neveren Methemstiksm

möglichst in Uebereinstimmnng zu blellwn, haben wir im Texte die Ba*

seicbnungen gegenttber denen der OsAasiiAHN-Ausgabe etwas abgeändert,

derart, dass d, das gewöhnlich mit [ab cd] bezeichnete Doppelverhaltniss

wird, dass sich also für d = a, fc, c auf die Werlhe 00, 0, \ reducirt.

Wegen mehrerer Kinzelheiten, auf die wir hier nicht eingehen könoeo,

* verweisen wir auf die erwähnten Abhandlungen.
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sodass die entsprechenden binJiron DoppelverhMltnisse einander

fiileich werden müssen. Wichtig ist zu bemerken, dass in diesem

Falle die Grossen c/^= d^, also die Verhältnisse der Quadrat-

wuneln

V{AB){CD}, V{AC){l}B), V(AD){BC)

radoiiül werden; und dasselbe gilt allgemtMn im Falle 7 = 0, in

dem die Grössen />,• ebenfalls gleich den Quadraten der ent-

sprechenden binilren Doppel verhUltnisse sind.

Man wird aus dem Gesagten leicht den folgenden Satz her-

leiten :

Die Figur von vier verschiedenen Punkten aufeiner allgemeinen

Fläche 2. 0. ist den automorphen collineären Transformationen der

Fläche gegenüber vollständig charakUrisirt durch die Werthe der

mgAori^ J)oppelverkuUnissef $o lange diete endlich sind^ d, h,

90 lange keine %wei der Punkte antf einer Bmeugenden liegen.

Dagegen genügt bei einem Keget die Gleichheit der enttpreehenr

den IhppelverhäUnüae von Moei Punktfiguren A^B^C^D und
A', B', C\ 0 noch niiAt »ur Entedieidung darüber , ob diese Fi'

^en durch eine automorphe eoUineare Traneformation der Ptüohe

in einander iHbergeführt werden kxmnen» Damü dies stattfinde^ ist

tridmdtr nöthig, dass ausserdem die Invarianten {ABCD) und
[A'B'CD') beide von SuU verschieden oder beide zugleich Null sind

;

d. h. dass keine der t'iguren in einer Ebene enthalten ist, oder

dass beide es sind.

Von besonderer Wichtigkeit ist die Formel (10):

/>/»' beiden Erzeugendenachaaren der Fläche 2. 0. entsprechen

danach den beiden Werthen der (Juadralu urzel aus der Discri'

iiunante J. ^) Sie sind also rational zu tremien, wenn J ein Qua-

dratist Allgemein bat man ansanehmen, dass VJ das Vorseiehen

1} Die Theorie der PlScben t. Grades gestaltet sieh sehr verschieden,

Jeaaeh dem, was man als rational bekannt ansiebt. Die Haaptuoterschlede
der verschiedenen Standpunkte können foltiondermaassen charuktorisirt

werden: Das Polarsyslem der Flüche allein ist rational bekannt, i) Die

beiden Erzeugendenschaaren sind rational getrennt. 3i Es sind Punkte

der Fläche rational bekannt, die Erzeugendcnschaaren sind aber nicht ge-

Ciennt (Dies ist die Annahm« des Testes.} 4) Bs sind elnieliie Sfsengesde
(nad felglieh auch Ponlcte der FMche) rational belEannl.

Die hieraus sich ergebenden Behandlnngsweisen der Theorie der
Fliehen S. Grades sind principiell verschieden, und sollten In den Lebr-

bttchem gehörig auseinandergehalten werden.
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wechselt bei einer un eigentlichen automorphen TransformatioD

der quadratischen Form (A A), d. h. einer solchen, die (A .V) ohne

zutretenden Factor reproducirt und die Determinante — 1 hat.

VJ ist nach Formel (101 rational bekannt für alle Figuren

von vier Punkten, sobald es iür eine einzige rational bekannt

ist; unser Satz liefert uns also auch das Aequivalenzkriterium

fflr zwei Figuren von vier Punkten gegenüber den eigentlichen

automorphen Transformationen der Flllcbe, denen, die die £r-

seugendensohaaren nicht vertauschen. Man muss natOrlich bei

der zweiten Punktfigur Vj* erfclttren durch

v7 _ [Ä'B'ri)')
^

yj'' {ABCD) »

das Kriterium ist dann di^d^^ ^i = ^i (^g^* § wtthrend

d| S9 d|', dj = r// auasagt, dass beide Figuren lu einander

»aymmetriach« sind.

Alle bisher angestellten Betrachtungen gelten ganz allge-

mein. Ein besonderes Interesse aber hat der von WinuiiD be-

handelte Fall, wo die Pillehe S. 0. reell und nichHS^ra^ilinig ^
und auch die Punkte .4, /> als reell angenommen werden.

J und d sind dann ««^oltv, und die Polarenproduete (A B)(CD)

u. s. w. haben alle dasselbe Vorzeichen, das man unbeschadet

der Allgemeinheit als positiv voraussetzen darf. Man kann dann,

nach Formel (9) , immer ein reelles ebenes Dreieck construiren,

das die Quadratwurzeln aus diesen Producten zu Seiten hat.

JV— J = iiABCD) ist der Flacheninhalt dieses Drei-

ecks. Die Grössen d^, d| sind natürlich jetzt eonjugirt-imagiofir;

sie fallen reell aus, wenn die vier Punkte in einer Ebene liegen.

8.

Das DsfpelTerkiUtaiss vsa vier Panklei in Eadidisehea Baaae.

Wir identiOciren jetzt die in § I betrachtete Flüche 2. O.

mit der Kugel, die durch vier Punkte A^ D dm Baumes
gelegt werden kann, oder, wenn die Punkte auf einem Kr^e
liegen, mit einer der sie enthaltenden Kugeln.

Beachten wir, dass die automorphen collinearen Transfor-

uiationen der kugel sich nicht unterscheiden von den automor-

phen conforinen Transformationen derselben Fläche, so weit
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DimHeb nor die Paukte der Kogel selbst in Betracht kommen i),

w kennen wir folgern , dass wir in den im § 4 betrac^teteten

DoppelveiiiiltiiiMen nnnmehr Invarianten derconformen Gruppe
der reofproken Radien vor uns haben. Und swar sind sie die

einfachsten (absoluten) Invarianten dieser Gruppe, da weniger

als vier Punkte (absolute) Invarinntcn Uberhaupt norh niclit

haben. Unsere Invarianten hüben nun eine elementargeome-

Irische Bedeutung : Es bestehen Gleichungen der Form

[A B] {CD) = /. . AB' . C5*
,

(12) (AC){DB)=^k'Ac' 'Di'
,

{ÄD){ßCi = IÄJj' bc\

wo it einen Proportlonalit&tafactor bedentet, und AB die Encli-

disebe Entfernung der Punkte A und B vorstellt. Wir wollen

die nach Anweisung der Formel (2) aus den Grössen rechts in

Nr. (12) zu bildenden Quotienten />,, />,' ^ Af>s(anils(loi>pelcfvhiill-

nissc< der vier Punkte nennen. Die Formel (Ii, sagt dann aus:

Die Doppelverhältnisse von vier Punkten auf einer huycl sind

(jleich den entsprechenden Abstandsdop^elverhüUnissen derselben

Pnnkle.

Bezeichnen wir mit V die Grösse, die aus dem Ausdruck
von J (Nr. 9) dadurch hervorgeht, dass man an Stelle der Po-

laren [A B) die Entfemungsquadrale A B^ subslituirt, und nennen
wir R den Radius unserer Kugel, und [ABCD] den secbafacben

Rauminhalt des Tetraeders ABCD^ unter gehöriger Bertlok-

aiehtiguDg des Voneichens, so ist bekanntlich

Es ist danach, bei beUd>iger Lage der Punkte A^ B^ C, D, das

Quadrat des Radius nicht aber dieser selbst eine rational be-

kannte Grosse. Wir unterscheiden die Kugel vom Radius R von
der Kugel vom Radius — R, und erklaren fttr alle Falle die

Yoneichen von VV und V— V durch die Formel

(13) VV = . i« i[ABCD] . Ä . I

;

r Vgl. hier und im Folgenden Kleinas Erlanger Programm, insbes.

S 6 und § 7.
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so dass bei feslgehallenen Punkten yl, T, D dem Vorzeichen-

wechsel von V V oder V— V ein solcher von Ii entspricht. Wir

wollen ferner, um den Realitatsverhältnissen der weiterhin zu

entwickelnden Formeln Rechnung; zu tragen, noch gleich eioe

Aniahl weiterer Wunelseicben einftthren durch die Formei

Die Formel (7) nimmt minmelir eine Gestalt an, in der alle vo^

kommenden Grossen einfaehe geometrische Bedeutungen habea:

:1

--AB^ CD +ÄC 'DB+AD 'BC ±iR'[ABCD]i

— ÄB* ClZ-i-Ac'- DlT-^- AD* ßC*=f:iR'lABCD]i

Die wichtigsten Eigenschaften der AbstandsdoppeWerfalH-

nisse von vier Punkten im Räume erhalten wir durch Ueber-

tragung aus den Sätzen des § 1 ; sie lassen sich aber auch leicht

direct ermitteln:

Die Abslandsdoppciverliültnisse von vier hinkten des Haumes

$ittd invariant bei Transformationen durch recipmke Buüien.

Die mvairianten Eigenschaften von vier Puuhtrn A, B, C /^

gegenüber der ronforrnen Crupjje, sind vollständig charakterisirt

durcfi die Werthe ihrer Absiandsdoppelverhältnisse^ so lange diese

endlich sind, d, h. So lange keine stcei deir vier Punkte auf einer so-

genannten Nullgeraflen {Minimalgeraden) iiegef», und so lange nidu

Vab*>cü* ± Väc* ' üt^ ± yxff ' BC^ ^ 0

oder V = 0 ist. Dn letzten Falle liegen die Punkte entweder auf

einer einzigen Punktkugel (Ä »s 0, [yiÄCl>] =)= 0) oder sie liegen

auf einem Krßise (Pt^müiMfih^ Lehrsßtii^ [ABGÜ]^^)\ iW
man muss wissen, o& das Eine oder das Andere eintritt, um iäter

die Aequiv(ä4n:s zweier Punkifigimren entscheiden xu kennen»

In beiden Fällen reduciren sich, nach dem in § 1 Gesagten,

die Abstandsdoppel Verhältnisse auf die Quadrate gewöhnlicher

Doppel Verhältnisse.
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Der obige Sali vereinfaehl sieh wesentUdi, wenn man aleh

reelle Punkte und reelle Tranaformationan besobrSnkt, indem
dann die Unterseheidvng sweier FMle In Wegfall kommt; die

Gleidiheit der Abstandsdoppelverlittitnisse Sst dann die noth-

wendlge nnd hinreicbende Bedingung fttr- die Aequivalenx def

beiden Pnnkifignren. In diesem Umfange ist der Sata.schon von

Möbius aufgestellt worden , der in seinen Untersuchnngen über

die von ihm entdeckte Gruppe der Kreisverwandtscbaften (die

conforme Gruppe das Abslandsdoppel verhültniss reeller Punkte,

oder vielmehr die Quadratwurzel daraus, eingehend untersucht

hat'). MöBiis war zur Bildung dieses BegriO's gelangt, indem er

in dem Ausdruck des comple\en DoppelverhUltnisses von vier

Punkten der G\i ss schen Zahlenebene jeden Factor durch seinen

absoluten Betrag, also durch den positiv genommenen Absland

der belreiTenden Punkte ersetzte, und die Invarianz des Aus-

drucks auch bei räumlichen Inversionen feststellte.

Nach Möbius laum man die AbstmdsüoppelverhäUnissc, run

vier Punkten auf mehrere Arten ausdrücken durch die Winkel ger

wister Kreisey die auf der durch die Punkte gelegten Kugel ge^

zogen sind.

Da die hierauf bezaglichen Sütze von Möbius einiger Er^

;i^nzangen fähig sind, so wird es nicht aberflüssig sein, sie hier

ün Znsammenhange darsustellen. Wir knttpfen dabei, um zu

iweokmflssigen Bestimmungen su gelangen, am besten ebenfalls

an die Figur von vier reellen Punkten an.

Wir setsen sunVoht fOr. die sammtlichen Winkel auf einer

Kugel einen gemeinsamen positiven Drehungssinntest, und swar
fllr Kugeln von positivem Bädius den einen, fUr Kugeln von ne-

gativem Badius den anderen. Die Zuordnung swischeu dem-Vpr-
leichen des Badius und der Orientirung der Kugel soll aber
aioht beliebig sein, sondern abhangig von der für die Tetraeder-

inhalte gewählten Yorzeichenbestimmung: Ist einer Kugel t on

positivem [negativem] Radius ein Tetraeder von positivem Inhalt

\[ABCD] eingeschrieben^ so soll sich der positive [negative] Dreh-

ungssinn auf der Kugel aus dem durch die Folge B, C, D bestimmten

l>vehungsstnn des Kreises [A] — [Ii
^
C, />) dadurch ergehen, dass

man diesen Kreis ^ ohne den Punkt A zu übersdireiten, zu einem

4) Abhaadlungcn aus den Jahren 185^— 1858, Mnmuä' Ges. Werke.
Bd. II, S. 490 u. tr. V|(l. aucb DjUiiioux,£c normale 4872 p. 328.

4**

Digitized by Google



208 £. Stüiit,

Punkt zusammenzieht. Wir setzen dann noch fUr die mit (ij,

(B\ (C), la beieichnenden Kreise positive UmlaufsrlchtungeD

fest, und zwar derart, dass durch die Punktfolgen i^Ci^-^CDil

— DAß— ABC der Reihe nach der positive — negative -

positive — negative Sinn angegeben wird. Unter dem WM
CAB z, B, wird dann der mod, besUmmte Winkel zu versUken

sein^ um den man die posUive Richtung des Kreises (C) im Pwkk
A drehen mtiM, um sie mit der positiven Rüstung des Ereises (Ij

zur Deckung zu bringen, Sehliesslich wollen wir Yorlüiifig die

Bestimmung treffen, dass den Qaadratwaneln ans den als poaitiT

voransgesetsten Producten {AB) {CD), und ebenso den Entb^

nungsproducten Ah CD der positive Werth beigelegt werde«

soll, und dass das Vorzeichen von V^J dem von H eutsprecbeu

soll (Nr. 13 und 13^).

Nach diesen etwas umsiandlichen, aber uneriässlichen Vor-

bereitunLien können wir behaupten:

Die vier h'rrist\ die je drei von vier Punkleu einer Kuyel rcr-

hinden, bilden mit einander nur drei verschiedene mod, in be-

stimmte Winkel:

(p=z l)AC= CHI) = BCA = AÜU
,

(44) %ff=: BAD= ABC= DGB ^ CDA
,

X^CAB^DBAz=: ACD^BDC,
deren Summe überdies = 0 mod. S /r i^^ Die einfachsten goniih

metrischen Fkmctionen dieser Winkel haben die Werthe:

eosg>

sin ip s

^ _ ^AB 'CD -^AC 'DB AD BC

2JcdB'Äd¥c
_ ^[AB)[CD) 4- [AC){DB)-}-{AD){Bq

^ V{AC)(DB) V{AD)(BC)

^ S,S, + S,S, ^_ l
d^ +

_ il/iBCD]'H

"iÄC'DB'AD'BC
{ABCD)y^

{An]{Cl))V{AC){DB)V(A l))(BC]

2V— S^S, S^S, ^ < d^^ d,

Y\AB){CDl
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U.S. w., mit cyklischer Verlauscbung von Ä, C, />; jj;

d^, 'I,,
,

f),
, {\.

Zum Beweise mögen \Nir etwa annehmen, dass r/<t' Tetra-

eder einen positiven Inhalt haben, bei denen die l*unkte /i, I)

von .1 aus gesehen im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers

aufeinander fol^^en. Halten wir dann bei einem solchen Tetra-

eder etwa die Punkte C, 1) fest, und lassen wir den Punkt A
ins Unendb'cbe rücken , so entsteht, falls auch der Radius der

omschriebeneo Kngel als positiv angenommen wurde, die fol-

geode Figur links, und es ergeben sich die behaupteten Be-

liebimgen zwischen obigen zwölf Winkeln, sammt den Aus-

drflcken fdr cos q), cos (//, cos

Aus den gefundenen Formeln sind dann die Werthe von
sin* ^ u. 8. w. SU entnehmen. Um auch dasYoneichen von sin q)

la bestimmen, mOgen wir den genannten GrenzObergang etwa
in der Weise ausführen , dass wir den Punkt A erst in einen

eadHch entfernten Punkt der Ebene BCD übergehen lassen.

Dann muss, wenn .1 ausserhalb des dem Dreieck BCJJ um-
schriebeneu Kreises zu liegen kommt,

w

lim%[ABCD]

R

« l-jCIV (Nr. 43)
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positiv bleibeo'); und es ergiebi sich der völlig besUmmte

Werth •

(10'') 4V_v==
= OÄ* ' [ßCD] OB* [CDÄ]'{' ÖC* '[DAß]-^ OI)''[ABC],

worin O einen ganz willkürlichen Punkt
, und z. B. ' RCIf] die

doppelte Fläche des Dreiecks HVIt bedeutet, die natürlich ent-

sprechend unserer Annahme Uber den positiven Sinn der Winkel,

einen positiven Werth hat. Lassen wir dann A in s Unendliche

rücken, so folgt weiter

(47) lim _ _ 1 =b4 L = sio^^i^ BC)

.

: 2AC'I)BADBC DBBC
Ein Bück auf die Figur teigt nunmehr, dass auch das Vor-

xeichen von sin gf richtig angegeben ist.

Unsere Ableitung liefert sugleich den Höuos'söhen Sats:

Die Winkel süid die {Aussen") Winkel des ebenen

Breiecksf dessen Seiten die Producte

AB' CD, AC DB, AD HC

anul. Man hann nämlich durch eine [stets reell r) Transformation

der conformen Gruppe die Punkte Ä, C, D in die entsprechenden

Ecken dieses Dreiecks, und gleichseitig den Punkt Ä in den wir

endlich fernen Punkt überführen.

Diese Betrachtung bezieht sich zunächst nur auf Tetraeder

von positivem Inhalt, die Kugeln mit positivem Radius einge-

schrieben sind, und ihre Grenzfalle. Nachdem aber auf diese

Weise erst einmal die YertrttgUchkeit unserer Gleichungen nach-

gewiesen ist, ktfnnen wir den Gedankengang umkehren, und

nunmehr die Gleichungen (4 5), sogleich für complexe Argumente,

a\ßJ>efinition der Winkel ^, tpj % der vier Kreise hinstellen. Die

Formelii erlangen dann unbeschränkte Gttltigkeit; nur muss man

)m der analytischen Fortsetiung natdrlich die gegenseitige Ab-

fillngigkeii der verschiedenen*Irrationalitäten im Auge behalten.

^) Wenn man den Pnnkt A In das hknwe des genannten Kreises

rücken iSsst, so kommt man zu dem entgegengesetzten Drehungssinn der

Winkol in (ior l-lhcne HCl). Um den erst angenoniriionon Sinn — den

Di ».'liiiMLssiiin der Figur — wieder lioizustollen , iiiu>> inati dann das Vor-

/»it Ihmi von } — V uniketiron, di'"^er (irosse also einen neflrolitTn Werth

heilegeu. Gleichzeitig wird dann auch die rechte 6eito voo (4 6^} negativ.
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Der bewiesene Satz lässi 9ioh noch in dne iweile se^.be-

merkenswerthe Form bringen.

Man denke sich die Funkte A, By C, f) wieder in eine Ebene

verlegt, und dorob gerade Limen verbanden. Dam ist^ tmcft

Jf06ftfSy auch der sogendMnte Doppelujinkel, die WmkMifferenz

[BC, BD)--{AC, AD),
•

eine Invariante der Gruppe der KreisverwandUchaften,

Dieser SaU Iflsst sich offenbar aach so ausdrucken:

Wenn man vier Punkte ByC^D einer Ebene oder Kugel

SUje zweien mit einem ganz willkürlicken Punkt X der Ebene oder

Kugel durdi Kreise verbindet , und z, B, dem Kreise ÄBX den

durch die Folge Aj Bj X bestimmten positiven Drehungssinn beilegt

^

so hat die Differenz der in den Punkten B und A gemessenen

Winkel dieser Kreise

{BCX, BDX)ß — [ACXf ADX)a

einen von der Lage des Punktes X tmabhüngigen Werth,

Lüsst man nun den Punkl X mit dem Punkte A susammen-
fallen, so seigt sich, dass dieser Werth nichts Anderes ist als

unser 7t — ^. Es ergtben sich also die folgenden weiteren Aus-

drücke der Winkel q>, jp^x^

^\BCX, BDX)b — {ACX, ADX)a

= {DAX, DBX)ü— {VAX, CBX)c,

jr—^«
= {CDX, CBX)c - {ADX, ABX)a

^ = [BAX , B CXjü — (DA X , D CX)p
,

•TT — x= •

=x {DBX
,
DCX)p ~ {ABX, A CX)a

^{CAX, CDX)c — (BAX, BDXjB.

Natarlioh kann rnfsn auch alle Winkel in dem Punkte X
messen. Man hat dann nur su berllcksichtigen, dass s. B.

[BCX, ÄZ>A)ä+(ÄC'A, BDX)x^O mod.äTr,

[Im Anschluss an die lotsten Bestimmungen kann man eine

Festsetzung Uber die Vorzeichen der Sehnen i4^ u. s. w. machen,

Digitized by Google



212 £. Study,

die von unseren bisherigen verschieden ist, und die wir hier er-

wähnen wollen, weil auch sie sich unter Umstanden als iweck-

mässig erweist: Man kann nämlich als positiv erklären, wenn

es dem Kreise .1 liX^ und als negativ, wenn es dem Kreise B.W
angehört. Die Formeln M 5) sind dano, mit Besag auf die in (48)

enthaltene Definition der Winkel (p, Xt folgendermassen «b-

suttndern

ÄC ' ÄD ' BC ' BD ' cosip ^
= 4 (AB' • CD — Je' • üb'' — ÄD ' BC'] ,

(15*) _ _
AC' AD 'BC'BD'Shktp^

= i[ABCD] 11 = 1 V'—V (vgl. Nr. 16'').

Diese Formel anterseheidet sieb also von der Formel (45)

durch die abweichende Bedeatvng des Zeichens BD,]

Der obige Satt drOokt die Verhültnisse der Grossen

1 (.4 B){CÜ) u. s. w., oder die Quadratworseln V^i= V— rf|

ans den AbstandsdoppelverhüUnlssen der vier Pankte ans dnrdi

die Sinns der Winkel fp^ ^p, macht damit ihre Invariant

gegenüber der conformen Gruppe augenscheinlich. Diese Aus-

drücke werden zwar .uiihriiuchbar, wenn die vier Tunkte auf

einem Kreise liegen: Für diesen Fall haben wir aber das Ab-

standsdoppelverhaltniss schon als Quadrat eines gewöhnlichen

DoppelverhMitnisses erkannt. •

Wir wollen nun zeigen, wie sich das Ahstandsdoppelver-

hältniss auch im allgemeinen Falle auf gewöhnliche Doppelver-

häitnisse zurückfuhren iHsst.

Einen ersten Ausdruck dieser Art haben wir schon in § 1

kennen gelernt : Die dort angestellte Betrachtung lässt sich

natürlich unmittelbar auf unseren jetzigen Fall anwenden. Man

hat nur, um sie in gehöriger Allgemeinheit zu fassen, an Stelle

der geraden Linien und Ebenen Kreise und Kugeln zu setzen,

die durch einen willkürlichen Punkt des Baumes hindurchlaufen.

Man kann aber auch eine Gonstruetion angeben, bei der man

die den Punkten ABCD umschriebene Kugel nberhaupt nicht

verlttsst:

Man suche den %weüen Schnittpunkt Bt des Kreises ^ der

den Kreis {B) [den Kreis CfD^A) im Punkte A berührt und den

Punkt B enthalt^ mit dem Kreise [A] [dem Kreise durch B, D\

und censtruire awüog die Punkte C\ ff, (S. die Fig. rechts, S. 84 0.)
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Ikam $md die MslandsdoppeherkäUnisie D^^D^, gleich ge-

wilmU^en DoppelverhäUnissenm hmären GäntU des Kreises {A):

[cD}[c'ß} _ {j)ii}[D'c} {jtfwm
^ ' *"~{CÄ}{C'i>}* *'~{DC){D'B)' {BD){B'C)'

In diesen Formeln können die binären Invarianten {CD}

u. s. w. auch durch die Euclidischen Abstünde T'O u. s.w. ersetzt

werden, sofern man die Vorzeichen in geeigneter Weise be-

stimmt. (Vgl. Möbius, Werke, II, S. 307.) NatOrh'oh Iflsst sich

die angegebene Gonstniction auch auf den Fall von vier Punkten

auf einer beliebigen Fläche 2. 0. übertragen.

Wir wollen sehliesalioh noch eine besondere Folgerung ans

imseren Sltsen erwähnen. Mnn kann nämlich niobt nnr ans

den Prodncten AB * 00, ÄC • FB, ÄD-Wc^ Dreieck con-

stmiren, sondern in Folge dessen auch aus ibren Quadratwurzeln.

Man kann daher vier reelle Punkte des Raumes immer dttrch redle

amforme Transfermaiionen in die Ecken eines Tetraeders von be-

sonderer Gestalt überführen. Diese Gestalt ist dadurch gekenn-'

leichnet, flass die gegeniiberliegenden Kanten gleich lang, die Seiten-

flächen also unter einander congriient sind. Bei einem solchen

Tetraeder bilden bekanntlich die Verbindungslinien der Mitten

gpgentlberliegender Kanten mit diesen Kanten und unter einan-

der rechte Winkel. Sic sind die Axen dreier Umwendungon,
die das Tetraeder mit sich selbst zur Deckung bringen; und diese

ümwendungcn erzeugen, mit drr Spiegelung an der umschrie-

benen Kugel verbunden, die (iruppe von acht confornien Trans*

formationen, die das Tetraeder im Ailgemeiuen gestattet.

3.

Das DeppelverhBlIiifls vob vier geraten Lialea i« Raiae.

Wir denken uns jetzt mit Ghassmann auf vier geraden

i.inien im Räume Strecken von hclieljii^er Richtung und Länge

33, ^ abgetragen, und bezeichnen mit u. s. w. die

sogenannten äusseren Producte der auf solche Art definirten

Linientheile oder Stäbe, nämlich die sechsfachen Hauminhalte der

Tetraeder, die jene Strecken zu gegentlberliegenden Kanten
haben, unter gehöriger Berücksichtigung der Vorzeichen. Dienach
Analogie der Formeln (2) aus den Producten [^ÜB] [(i^S)] u. s. w.
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gebndeten QttoUenten D^' sind duDi nach GriASMAiiR, tti^t

nur UBabbiDgig von der Lttnge undlUoliliiiig der aDgenommaieD

Strecken, sondern auch invariant gegenüber coUinearen (und

daalistiscben} Transformationen. Sie sind sugleich die einfach»

sten Uniengeometriscben (absolaten) Invarianten, die es giebt,

wenn man nicht den linearen Gomplex — wie es allerdings in

der Regel zvvcckmiissig ist — sondern, mit Fi.i i.kER, die gerade

Linie selbst als Raumelenient ansiebt. Wir wollen jene Grössen

die (irnssmaun^sehet) Doppelverhältnissa der vier Linien nennen.

Diese Doppelverhältnisse nun hängen mit den in § I und

§ 2 geschilderten auf eine stihr einfache Weise zusammen, auf

Grund der bekannten Beziehung der Liniengeometric zur Theorie

einer quadratischen Form von sechs Yoranderiichen. Wir JitfnneD

daher einen Theil unserer Betrachtungen auf die Liniengeometrie

übertragen; s. fi.:

Jedes der Gr<uiinann*ichm DoppelverhälUmse ka»n^ anf

zwei Weieen, att/yefasst werden cU$ ein ^wlfhnliches Doppelver-

häUniss wm vier Unearen Compleam eines Büschels, Man con-

struire in dem durch die Geraden X und ^ [(S und S>] besUmmtm
Complexbüschel die beiden Complexe C£', 93"], deneti die

Geraden ^ und ^ und f&] als Leäalruhlen angehören. Dann ist

Die binVren Doppelverhtfltnisse sind hier die der Null-

punkte irgend einer Ebene il (oder auch der Nullebenen ehies

Punktes) in Beiug auf die Nullsysteme, die mit den linearen

Gomplexen 9, 9, a ,
2)' oder fST, 0", ^ verbunden sind.

Sie ergeben sich durch eine bekannte lineare Oonstruction: Sind

J, C, T) die Schnittpunkte von 11 mit den (ieraden 5),

so liehe man von C und /) Secanten an 51 und 33 und verbinde

diese durch Ebenen mit und ^. Die Schnittpunkte C und ü'

dieser Ebenen mit der Geraden AB sind die gesuchten Punkte.

In tthnlicher Weise kann man auch den Sats auf S. SI3 Uber>

tragen : an Stelle der Kreise treten Rcgelflächen % Ordnung.

An Stelle der Formeln (4) treten jetzt analog gebaute Fof^.

mein,
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WO iimi a, 6, d und ßj y^S entweder die Sobnittpuiikle

oder die VerbiDdungsebenen der vier Geraden mit ihren ge-

meinsamen Secanlen vorstellen. Die weiteren Entwickelungen

sind so analog den früheren, dass sie nicht wiederholt zu werden

brauchen >).

Es ergiebt sich aus den angeführten Sätzen

:

Die LaffP von vier (leraden im Ihiiinie ist, projeclivcn Trans-

formationen (jcfjenüber, vollständig vharakterisirt durch die Werthe

der Grassmann'sehen DoppelverhäUnissef so lange diese alle endlich

sind, d, h, so lange keine zwei der Geraden sich schneiden^ und so

Umge keine Beiatüm der Form

betfekt. Im letzten Fall hat man zu untersdieiden zwisdien so/-

cAen Figuren von vier Geraden^ die nur eine gemeinsame Secante

Aa6en, und sokhen^ die von täten Geraden einer Hegelsehmar ge^

troffen werden.

Besonderes Interesse hat der Fall, wo i8, ^ reell

sind und conjugirte ioaaginäre Secanlen haben. Die Invariante A
ist dann wesentlich negativ, und die l'roducte [51 33] u. s.w.

haben alle dasselbe, also etwa das positive Vorzeichen.

Dm emflexe DeppeWerliiltiiN 4er FuftimieiitliMrle.

Betrachten wir wieder eine reelle Kugel von positivem

Rndius, mit vier reellen Punkten A
,

C, I). Wir können dann
nach einem vielfach benutzten SatsCi der sich ohne Weiteres

tos der GAUss'schcn Darstellung der complexen Veränderlichen

ergiebt [vgl. F. KuiN, Vorlesungen Über das Ikosaeder, S. 484)

den firaeugenden der Kugel, die. sich in einem rellen Punkte

MTen, oo^jugirt-imaginttre Parameter ertheilen, und damit die

bekannte Abbildung der complexen Grtfssen auf die Punkte
einer Kugel herstellen. Die Grössen d^

, ö^ sind jetst von vorn-

herein conjugirt-imaginar, und es leuchtet ein, dass die eine von

ihnen identiscli ist mit dem. gewöhnlichen complexen Doppel-

verhSitniss der Punkte .4, ß, C, />. Welche dies ist, zeigt ein

Bliek auf die Figur S. 210, wo bei der augeuommenen Lage des

1) Vgl. üiusäiuBA's Werke, i, 4. iliuil, b. 410.
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Dreiecks HCl) und dem als positiv vorausgesetzten Drehungs-

sinn der imaginfire Bestandtheil des complexen Doppelverhiill-

nisses positiv sein nuiss: es ist das Doppclverbältniss .

Wir haben also durch unsere Untersuchung auch das je-

wöhnliche ro?nplexe Doppelverhältniss von vier Punhien der Zahlen-

kugel oder der (lauss^schen Ehene auf mehrere Arten durrh reelle

Grössen ausgedrückt^ die unabhängig sind von jedem CoordinateH'

System und MAl ermUtelt werden künnenx daroh lineare Gon-

straction im Ranme (Nr. 3), oder durch Abgreifen auf der Kugel

mittels des Zirkels (Nr. 7^)) oder dureh verschiedene Gonstrue-

tionen auf der Kugel selbst (Nr. 1 4, 45, 48, 19). Hervonuhebeji

sind die aus [15J fliessenden , von Widiund angegebenen Aus-

drücke

, sin»/' . . _

(20) • sinjC

* sm^ ' ' sm^

die unabhängig sind von jeder Festsetzung Uber die positiven

ümlaufsriohtungen der Kreise (A\ (Ä), (C), (/>).') —
Neben die Darstellung der complexen Grdssen durch die

Punkte einer Kugel stellt sich, in unserem Zusammenhange gsm

ebensoungeswungen, eine andere, bei derdie complexen GrMses

durch die Strahlen einer Gongruens 4 . 0. 4. Gl. der zu Scfalo»

von § 3 erwähnten Art vertreten werden: Man ordne die Werlke

oo, 0, 4 ir^Ml drei reellen Strahlen S, SB, S einer Congrueni mit

conjugirlrimaginären Leitlmien zu ; die xu irgend einem vierten

reellen Strahl 5b gehörige complexe Zahl % ist dann gegeben

durch den Werth des Doppelrerhiiltnisses </, ^Nr. 4^, 6,7, <3*).

Die dureh die complexen Grössen vcriniltolte Abbildung unserer

Congruenz auf eine Kugel oder allgeineiner .nif eine nichl-gt rad-

b'nig«' Flüche 2. (). ist (b'esolbe, die man erhall, wenn man die

zu den Lcitstrahlen der (^üngnienz conjugirlen linearen Linien-

«oiiiplexe als Raumelemente einftlhrt: Die speciellen Complexe,

die Linien unserer Conuruonz, werden aus dieser Mannigfaltig-

keit durch eine quadratische Gleichung von negativer Discrimi-

nanle abgeschieden.

i) Math. Anoaleo Bd. 9, S. S14 und Bd. 47, 6. 9.
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Üas Üiarakt$ristiseke bei der Abbildung der Conffruen» auf
(Ug Kugel besteht offenbar darin^ dass den Linienfiachen Sl. Grades

m der Congi-uen% die Kreise aiuf der Kugel entsprechen. Man kann
daher die Abbildung aach so erhalten: Man projioire die Kugel

slereograpbiach auf eine Ebene, und ordne dann jedem Punkte »

der Ebene den ihn enthaltenden Sirahl S) einer Gongruenc 4 . 0.

4. Ct. zu, deren conjugirt-imaginUre Seiteostrahlen aus der Ebene
die sogenannten unendlich fernen Kreispunkte ausschneiden;

oder auch, man verbinde die entsprechenden Punkte 3, z' von

zwei eigentlich-Uhnlichen, in parallelen Ebenen enthaltenen,

aber nicht ähnlich liegenden Punktfeldern durch Gerade 5);

dann ist die Zuordnung {z, 2)) identisch mit der vorhin be-

sprochenen.

Aus den letzten Bemerkungen geht hervor, dass unsere

liniengeonietrische Darstellung der complexen Zahlen vollkom-

men tlbereiustimmt mit der von S. Lie (in Grelle s Journal^ Bd. 70)

angegebenen. Nur fehlt bei Lib die liniengeometrische Deutung
des reellen und des imaginären Bestandtheils der su einem Gon-
graenzstrahl ^ gehörigen complexen Zahl.

£a iai leicht zu sehen, wie man auch die Betrachtungen

des gegenwärtigen Paragraphen , ohne wesentliche Aenderung
ihrer Form, ao verallgemeinem kann, daaa die Besebrilnkung auf

reelle Linien und Punkte wegfilllt: an Stelle der beiden Haupt-

eiaheiten 4 , t der gewöhnlichen complexen Zahlen treten iwei

andere 8,, a, mit denadben Multiplioationaregeln. Die CoefB-

eienten von diesen können dann wieder gewtthnliche complexe

Zahlen aein.

5.

Das Doppelverkältaiss voa vier Kugeln.

Wir wollen nunmehr die Stttae ttber daa GaissnAMit'sche

Doppelverhflltniaa von vier Linien auf die Lia'acbe Kugelgeo-

metrie Ubertragen. Dabei mttaaen wir im Auge behalten, dass

in dieser Disciplin eine Kugel erat dann vllllig bestimmt ist,

wenn ihr Radius (nicht nur dessen Quadrat) bekannt ist, und
dass das Uebereinanderliegen zweier Kugeln von entgegenge-

setzten Radien oder entgegengesetzter Orienlirung (vgl. S. 208)

im Baume den LiE'schen Kugellransformationen gegenüber keine

invariante Eigenschaft darstellt. Die Lu'schen Kugeltransfor-
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mationen selbst bilden eine 15-gliedrige aus zwei getrennten

conlinuirlichen Schaaren bestehende Gruppe von eindeutigen

Transformationen der orientirten Kugein oder der orieulirlen

FlUchenelemente.

Es ist nun bemerkenswerlh . dnss die Grösse, die in der

Kui<elgeometrie dem üoppelverhiiltniss von vier geraden Linie"

der projectiven (ioometrie entspricht, auch wieder eine elenaen-

targeooietrisobe Bedeutung hat. Zwei Kugeln A und mit den

Radien r,^ und r^, haben nämlich eine gemeinsame Tangente von

einer bis aufs Voneioheii bestimmleD Länge^ die wireinfaeh dur«k

AB beseicbneu wollen, und die durch die Formel

(81) JÄ' = dS»-(r,-r4)«-4r<,rj..iii«iM'

definirt ist, worin (/^^ den Abstand der Mitlelpunkte und (i4, A)

den »Winkel« der Kugeln bedeutet Wir nennen nun ^Ikfff^
verhülüiisse* von vier Kugeln il, C, X> die naeb Analogie von

Formel (2) zu bildenden Quotienten Z>|, D/ der Producte

AB''CJ)\ ÄC* ÜB\ ÄD*'Bc\

Daun gilt der Salz:

Dem IhjppeUo haltniss vo7i vier (ft'raden Linien in der jiro-

jecliccn (ieomririe cntsffricht in der hugelyeometrie das Doppel'

verhältniss vo^i riei- Kugeln.

Diese (irösse, die das früher betrachtete Abstandsdoppelver-

hültniss von vier Punkten im Haumc als besonderen Fall umfasxt.

ist also invariant gegenüber den Lie'sehen KugeUransformcäioneti.

Die letztere Thatsache kann übrigens auch aus der Formel

(21 ) selbst abgeleitet werden, da diese die Invarians des Doppel-

Verhältnisses von. vier Kugeln bei Dilatationen und oonformen

Transformationen augenscheinlich macht
Die ZurQckfilhrung des Doppelverhllltntsses von vier Kugeln

auf gewohnliehe Doppelverbtitnisse kann auf verschiedene

Arten geleistet werden. . Wir heben den folgenden Satt hervor,

der die Produetserlegung D^ = d^ • enthBlt:

Vier ERtgeln bestimmen auf jeder det beiden gememtamen

Berührmgskugeln , die fftfim in der lA^sicken Kugelgeomeirie tvr

kommen, solche vier Punkte, deinen ABstandsdoppelverhültnisse

gleich sind den entsprechenden DoppelverhüUnissen der Kugeln

selbst.
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£8 besteht also auch der ganz einfache und rein elementar-

geometrisehe Sats, dass die Doppeiverhältnisse von vier Kugeln,

die eine gegebene Kogel berühren, nnr abhttngig sind von der
f^ge der BerOhrnngspunkte, nioh( aber von der Grösse der
Radien jener Kugeln. — Wenn .die Tier Kugeln B, C, D reell

siod, so Idlen die beiden Bertthmngskugeln reell aus oder con-

jugprt-fmaghillr, je nachdem der J entsprenbende, etwa mit A
in beieichnende Ausdroek negativ oder positiv ist. Das Yor-

nichen vonA seigt alse hier das uingekelurte Verhalten wie bei

der Uniengeometrie.

Zur Darstellung der oomplexen Giesen kann nun, nach

Analogie von § 4 , die Congruens aller Kugeln benutzt werden,

die dieselben beiden reellen Kugeln berühren, insbesondere

auch das doppelt tlberdecktc Ebenenbündel. Im allgemeinen

Falle entsprechen den Kreisen der HiRMANN'schen Zahlenkugel

natürlich ÜiPiJi'sche C\cliden. Man wird die Beziehuna; am
eiofacbsten dadurch herstellen, dass man die eine der beiden

festen Kugeln mit der Zahlenkugel selbst identißcirt. Jedem
Punkte z entsprtoht dann die Kugel der Congrueni, die in s

berührt.

Die gegenseitige Lage von vier kugeln isty gegenüber den Lie-^

idm KugeUßPansformationen, vollständig ckarakieriMtri durdi die

Werthe der zugehörigen Doppelverhültnissc, so lange diese endlich

mdj d. h, so lange keine zwei der äugeln sich berühren ^ und se

lange keine Relation der Form

f>estehL Im letzten Falle hat man mu unterscheiden »wischen lo/-

cfien Figuren von vier Kugelu, die nur von einer einzigen Kugel in

Punkten eines Kreises bvrührt werden ^ und snlcheti^ die einer

Schaar von KrOmmungsk-ugeln einer Dupin'sehen Cyclide ange-

hören.

Wenn vier Kugeln eine fünfte in Punkten eines Kreises

berOhren, so kann man, etwa durch reeiproke Radien, diesen

Kreis in einen grtfsiten Kreis transformiren, und dann die vier

Kugeln durch ihre Schnittlinien mit der Ebene dieses Kreises

«netien. So ergiebt sich, als besonderer Fall unseres Theorems,

ier Sati von Gasit:

üie Bedingung dufür, doss vier Kreise einer Ebene von einem

fünften berührt werden^ ist
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Vi? . cF+ Vä& dV^ VÄi? . BC* = 0 .

Vgl. Sai mon-Fifdi bii, Geometrie der Kegelschnitte, Cap. IX,

Nr. 152 u. H. (S. 199 der 4. Auflage), wo der SaU auf die Apoi-

loniscbe Bertthningsaufgabe angewendet wird.

Diese Betraobtungen Hessen sieh noeh weiter fortsetian.

Wir hatten s. B. unsere geometrischen Deutungen auch im Nichtr

Eudidisohen Baume ausfuhren» sowie, naeh dem Vorgänge fos

Möbius, Systeme von mehr als vier Elementargebilden (Plrnktea,

Unfen, Kugeln) auf ihre absoluten Invarianten hin untersudies

können ; wir hatten, wie sum Theil auch schon Mösiüs es gelhsD

hat, specielle Werthe der Doppelverhaltnisse, andrerseits aber

auch noch andere und allgemeinere Arten von »DoppelverhäU-

nissen« in Betracht ziehen können. Wichtiger ist wohl die viel

umfassendere Frage nach einer algebraischen In Variantentheorie

der Linien- und Kugelgeometrie Uberhaupt. Es ist dem Verfasser

gelungen, dieses schon von anderer Seite, aber mit einem gänz-

lichen Misserfolg, in Antjritt" genommene wichtige Probletu

wenigstens in den Grundzügen zu erledigen. Die Frage nach

den Invariantentypen beliebiger Linien- oder Kugelcomplexe

iHssl sich zurück! öhren auf die Fraise nach den Invarianten in

einem unbegrenzten System linearer Complexe. Solcher giebl

es zwei Typen, eine symmetrische Invariante von swei, und eine

altemirende von sechs Gomplexen. Der sehr umfangreiche

Gegenstand erfordert natttrlicb eine besondere Darstellung.

1
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ZUR FEIER DES GEBURTSTAGES SR. MAJESTÄT DES KÖNIGS.

Vortra«ie hieHen

:

t. ilerr G. Neumann, o. M.: Ucber die eleklrodyaamischen Elementar-
wirlmogeo.

I. Herr X. Herisf, o. 11.: lieber die BeiiehaDgen der LiohtempfindHchkeH
inin Purpurgehalte der Netahaut

C. Hanmann» Ueber die elektrodynamischen Elementarwir- •

iungen.

Häufig hon man die Ansicht aussprechen, dass in Wirk-
lichkeit immer nur yeschlossene elektrische Ströme vorkamen.

Eine solche Ansicht dürfte jeder BegrUnduDg entbehren, und
lierolich bedeokliob sein. Auch wird mön in den Sobriflen

wirklich hervorragender Physiker, wie z. B. in denen von
W. Webi^r, f. NEOHAim, H. Hhüholtz und G. KitcnoiP, ver-

geblich nach einer Stelle saeben, die einer solchen Vorstellung

rar Sttttie dienen konnte. Auch ist mir erUblt worden, dass

HuBOLTs, bei mandlicher Unterhaltung, gegen eine solche Yor-

stellnng sich geradezu ablehnend verhalten habe.

Gesettt aber, man wollte trots alledem die in Rede stehende

Vorstellung aeeeptiren, also annehmen, dass in der Natur nur
allein geschlossene elektrische Strome existiren, so wtirde hieraus

noch keineswegs folgen, dass man nur die /nte^a/wirkungen

dieser Strome ins Auge zu fassen habe, und dass man von der

Erforschung ihrer Elemenlarwirkxxu^en sich ohne Weiteres dis-

pensiren dürfe.

Denn die geschlossenen elektrischen Ströme können ja z. H.

in einer flüssigen Substanz, z. B. in Quecksilber circuliren. Als-

dann wird das Quecksilber, vermöge der von jenen Strömen

hervorgebrachten Krüfte, in Beweauniz ueralhen. l nd diese

Bewegung wird o(fen})ar wesentlich abhünsiig sein von den auf

die einzelnen ElemenU der Quecksilbermasse ausgeübten Wir-

IUtk^»^r*. ClMM. 1986. 4S
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kungen ; so dass also die Kenntniss dieser Elementarwirkjm^ffik

bei einer näheren Untersuchung der in Rede stehenden Be-

wegung schlechterdings uncntbclD-licli sein dürfte.

Dieses einfache Beispiel zeigt in deutlicher Weise, dass die

Erforschung der elektrodynamischen Elemrnlarwirkune^en eine

Aufgabe ist, der man sich nimmermehr entziehen kann, eine

Aufgabe, die unter allen Umständen bestehen bleibt, welche

VorstelluDgeD oder Ansichteo man im Uebrigen sich auch aor

eignen möge.

Auf diese Aufgabe gedenke ich hier näher einzugeben. Und

swar beabaiobtige ich im vorliegenden Aufsati, dia eigentiicheH

Grundlagen meiner hierauf besttgUchen Uotersuchongen, and

sogleich aach die ans denselben sieh ergebenden Resultate in

meglichst anschaulicher Weise darzulegen, mit Uebergehnng

aller einigermamn beschwerlicher Zwischenrechnungen. Dabei

sei sogleich bemerkt, dass diese Resultate tum grossen Thefl

identisch sein werden mit denjenigen, die von mir bereits im

lahrel87S publicirt wurden, (in diesen Berichten, August 1878,

Seite 163, 164).

Zur besonderen Genugthuung gereicht es mir, dass Hiur-

HOLTz njeine damaligen Untersuchungen als »sorgfältig und

scharfsinnig« bezeichnet hat. Und wenn trotzdem ein gewisser

Punkt meiner damaligen Untersuchungen von diesem grosaen

Naturforscher beanstandet worden ist, (vgl. IIblmholtz, Wiss.

Abb. Bd. 1, Seite 710, so dtlrfte das vielleicht darin seinen

Grund haben, dass Helmholtz diejenige meiner Publicationen,

in welcher gerade auf diesen besondem Punkt genauer einge-

gangen ist, nicht in Betracht gezogen hat. (Näheres hierüber

findet man im yorliegenden Aufsati in der Bemerkung su Ende

des §44.)

Zum Theil wohl veranlasst durch meine damaligen Aibeilen

aus den Jahren I87S, 4873, hat Hilmholti im Jahre 4874 sine

sehHtibare und tiefgehendeAbhandlung ttber die in Rede stehen-

den Elementarwirkungen vertfflTentlicfat, (Hsuiholti' Wiss. Abb.,

Bd. 4, Seite 702—768).
Der in dieser Abhandlung von Hklmvolte eingeschlagene

Weg hat seinen eigentlichen Ausgangspunkt in einer gewisisn

neuen Hypothese, die hier (ihrem Inhalt entsprechend) kunweg

als die IJelin/iollz\schc Uilntationshypothese bezeichnet werden

mag. Auf diesem Wege gelangte nun üslmholtz zu gewi2>seu

Digitized by Googl



Zok Eliutrodtnamik. § I. 223

tEndkr(lftm*j welche aber in Widersprach standen mit den
einige Zeit später von ihm selber angestellten experimentellen

UDterancbnngen. (Vgl. HiutHom* Wiss. Abb. Bd. I, Seite 787.)

In Folge dieses Widerspruchs ist eine gewisse Einschrtln-

ktmg jener Bilatationsbypothese , nnd hiermit Hand in Hand
gehend eine gewisse Abänderung jenes von Hblmholtz einge-

idilagenen Weges erforderlich. Alsdann aber gelangt man, wie

ich im vorliegenden Aufsatz näher darlegen werde , auf jenem
Wege zu Resultaten, die völlig in Einklang sind niil dem Ainph'e-

schen ponderomolonschen Eleiiicnlutyjrsetz^ und andererseits mit

dem voti mir im Jahre aufgestellten elektromotorischen Ek-
mentarycsetz.

Die in Rede stehenden HBLMuoLTz'schen Untersuchungen

sind also, falls man in ihnen die erforderlichen Abänderungen
eintreten lässt, weit davon entfernt, die soeben i;enannten beiden

Kleiuentargesetze zu erschüttern. Vielmehr kOnnen sie denselben

nur zur Bestätigung dienen.

Immerhin bleibt dabei noch ein gewisser anderer Ein-

wand von Helmholtz übrig, der darin besteht, dass jene Gesetze

ftlr die in einem Gonductor enthaltene Elektricität ein labiles

Gleichgewicht ergeben würden. Hierauf gedenke ich am Sohluss

des vorliegenden Anfsatses (nümlich in § 25) naher einsugefaen.

Die penderomoteriBcken FandaBeatalgleichaDsen.

Bewegt sich ein ponderabler Massenpankt m(x, z) unter

dem Einflnss einer ponderomotorischen Kraft (X, F, Z], so gelten

für die Bewegung des Punktes die bekannten Gleichungen:

(A) mdx' = Xdt^ md/^Ydt, md%'^Zdi,

wo x\ y\ z' die Geschwindigkeitscomponenten des Punktes

vorstellen. Multiplicirt man diese Gleichungen mit (C^, y\ z' und
addirt^ so erhalt man:

d. i.

(B) rfr=Xrfa?+ Ydy+ Zdz,

wo alsdann

45»
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die sogenannte lebendige Kraft des Punktes m Yorsteili. Auch

ist bekaoniy dass man das in (B) enthaltene Trinom

(D) Xf/.r-l- Y(ly^Zd%

zu bezeichnen pflegt als die auf den Punkt m w&hrend der Zeit

dt ausgeübte ponderomotorische Arbeit.

AIP diese Formeln bleiben auch dann noch in Gültigkeit,

wenn auf den Punkt m beliebig viele ponderomotorische Kräfte

(Xp /J, (A,, /t)> (^nt ^nt^ einwirken. Nur werden

alsdann X, Y, Z durch

i'>/., i'^A
k=l kssl kmt

ZU ersetzen sein; so dass also z. B. die Arbeil (D) in diesem

Falle aus n Theileu bestehen wird, entsprechend der Formel:

n

(E) Adx-f- y dy Zds ^^{X^dx -{•• Yf^dy-i-Zi.dst).

Bemerkung. — Die Formeln (A) sind gültig für ein absolut

ruhendes Coordinatensystem, und sind daher (wie aus ihnen

selbst durch Transformation sich ergiebt) nicht mehr gültig fttr

ein in Bewegung begriffenes Coordinatensystem. Solches ttber-

tmgi sieh auf die aus (A) abgeleiteten Formeln.

§2.

Die eleklroMSteriickeB FuidaBeitalgleiehugei.

Befindet sich die in einem Körper M enthaltene Elektricitit

in Bewegung unter dem Einfluss irgend welcher elektromolo-

risch^n Kräfte, so gellrn bokannllich für die in irgend einem

Punkt (./•, //. z) des Körpers \ ürhandeuen elektrischen Strümungs-

eomponenten u, w die Formeln;

wo X, 9), 3 Gomponenten der auf den Pankt [x, z) ein-

wirkenden elektromotorischen Kraft bezeichnen. Dabei reprl-

sentirl k eine Constante, nämlich die Leituugsfähigkeit des

betrachteten Körpers M,
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Molliplioiii man diese GleiobangeD {%) mit u^v^w^ und
addiit, 80 eriillU man:

Essel nun Dt ein an der betrachteten Stelle (./•, y, z) abge-

grenstes onendiioh kleines Volumelement. Multiplicirt man die

letite Formel mit
Dt 'dt

k '

wo (h das auf den betrachteten Zeitaugenblick / folgende un-

endlich kleine Zeitelement sein soll, so erhült man:
(,^t

t;* -
f. w*) Dt • dl ,3' j

—

• = [Xu-\^'^})L'-i-^w)DT'dtj

iL

(») ({Q = >Xu -f- ')} r + 3w) D% . dt
,

wo alsdann dQ die Bedeutung bat:

(8) dQ = K+ «''+ u.») Or.d(
^

Dieser Ausdruck d(J repräsentirt bekanntlich (nach den Joi Lt-

>chen Gesetzt die in Folge der elektrischen Strömung r, iv)

iiü Elemente D% wahrend der Zeit dt sich entwickelnde Wärme-
menge.

lieber die räumliohen, seitlichen und elektrischen Maass-

einheiten wollen wir nur eine einzige Yornussetzung machen.
Diese mag darin bestehen, dass die für die elektrische Leitungs-

fiübigkeit k sn wählende Maasseinheit den übrigen Maasseinheiten

in soleber Weise adjungirt sein soll, dass der in ((S) für die

WinnemeDge dQ angegebene Werth diese Wttrmemenge in

mechanischem Maasae darstellt, also diejenige lebendige Kraft

repräsentirt, welche dieser Wärmemenge UquiTalent ist.

Solches festgesetst, wird es in Anbetracht der Formel [SQ)

erlaubt sein, den daselbst auf der rechten Seite stehenden Aus-

druck:

(D) (3^14 + "Qv 4- ^w) Dt . dt

ab die wtthrend der Zeit dt auf das Element Dt ausgeübte

dektramoUnrische Arbeü au bezeichnen. Auch dürfte diese Be-

seichiiiingsweise identisch sein mit der von den meisten Phy-

sikern schon seit langer Zeit benotiten.
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Die vorstehenden Formeln bleiben gültig, wenn auf

die betrachtete Stelle beliebig viele elektromotorische KriAe

(3^4, %f 3.), P^ti Dil 3J - {Kl 9n, ÄJ einwirken. Nur werden

alsdann 2, f), 3 ersetsen sein dnrch:

n n n

1^^*» ^9/1» >

so dass alsdann die elektromotorische Arbeit (£)} aus n Tbeileo

besteht, entsprechend der Formel

:

Bemerkung. — Die Formeln sind gültig für ein mitdm
betrachteten Körper M fest yerbundenes Coordinatensysten,

nnd sind daher (wie aus ihnen selbst durch Transformation sidi

ergiebt) auch noch gültig für ein Goordinatensystemi dflsses

relative Lage zum Ktfrper M von Augenbliek tu Augenbliek in

beliebiger Weise sieh ündert Analoges gilt selbstverstlndlieh

von den aus (?() abgeleiteten Formeln.

§3.

Das F. Neumann'HChe elektrodynamische Potential.

In einem in sich zurücklaufenden Draht V sei ein elek-

trischer Strom vorhanden, dessen Stromstärke J eine blosse

Function der Zeit ist. Diesen Drahtring M denken wir uns durch

aufeinanderfolgende senkreehteQuersohnitte in lauter unendiieb

kleine Massenelemente DM serlegt, und beseiehnen die Unge

und das Volumen eines solchen Elementes DM respective init

Ds und Dt; so dass also die Relation stattfindet:

wo q den senkrechten Querschnitt vorstellt.

Ueberdies wollen wir uns noch einen iweiten Drahtring Jf|

gegeben denken, dessen elektrische StromsUIrke J^ ebenfalls

eine blosse Function der Zeit ist. Auch wollen wir für dieseo

zweiten Drahtring analoge Bezeichnungen, wie für den ersten

einfuhren; so dass z. B. die Formel zu notiren ist:

(2) Dt, « q, Ds, .
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Das F. Neutnann^sche MefUial der beiden Eioge aaf eioan-

der iaatet alsdann:

;3) i.—^ V^^^^^^i.*i>..,

WO r, f- die den beiden Elemonlen Ds, Ds^ entsprechen-

den Ampi're^schen Arf/umunle vorstellen. Es repriisenlirt also r

den gegenseitigen Abstand der beiden Elemente. Ferner sind

und die Winkel, unter denen die Uichtiing r(J)s^ ~> Ds)

gegen die beiden Elemente Ds und J)s^ geneigt ist. Endlich

beKichnet e den Neigungswinkel der beiden Elemente Ds, Ds^

gegen einander. Ueberdies bezeichnet A* eine posilive Gon-

stante, deren Werth abhängt von den der Betrachtung in Grande
gelegten Ifaaaseinheiten.

Wir kttnnan die Formel (3) anob so schreiben:

(4) P^JJ.Q,

wo alsdann Q die Bedeutung hat:

5) Q ^•2'2'^^^7^**^*. ^l^^"^^'^*.-

DemgemSss hängt P ab von «/, von und von während Q
seinerseits nur noch von den geometrischen Verhältnissen^ namlioh

von der Gestalt ond relativen Lage der beiden Ringe abhängt.

Pas F. MeimmnMo fonieroMstorisehe latogralgesets.

Wir halten fest an unseren l)isherigen Vorslollungen, denken

uns aber die beiden Hinge M und 3/, in beliebigen Bewegungen

begriffen, der Art, dass z. B. auch die Gestalt eines solchen

Ringes von Augenblick zu Augenblick in beliebiger Weise sich

andern kann. Dabei aber sollen die Stromstarken ./ und J^^ nach

wie vor, blosse Functionen der Zeit sein. Alsdann wird die vom
ganxen Ringe auf irgend ein Element DM des Ringes M
während der Zeit dt ausgeübte ponderomotorische Arbeit— ^it

heteichnen sie mit — dargestellt sein durch folgendes

Irinom:

(6) {dL)l^^= (X) dx -h (>•) dy-\-{Z)dz,
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wo
(
V], () ), {/) die Componenten der vom ganzen Ringe iW, auf

das einzelne Element DM ausgeübten ponderomotorischen Kraft

beseichnen; während dx, dy, dz die Zuwüchse der Goordinalen

o*, y, z des Elementes DM während der Zeit dl repräsentirefl.

Folglich wird die vom gansen Ringe M^ auf den ganzen

Ring M wtthrend der Zeil dt ausgeübte ponderomotorische

Arbeit— wir bexeichnen sie mit Li JA ^'— dargeslelU lein dorcb

die Summe:

(7) (i/l)^' =2" [(A )äx+ {Y)dy+ (Z) dz]

,

die SummatioQ ausgedehnt gedacht Uber alle Elemente DM
liioges M.

Analog den Formeln (Ol, (7 werden, bei analoger Bexeich-

nungßweise, folgende Formeln zu notiren sein:

H ^) DM, = l-^') + ' * •) ''y« + '

("J
(''^li =^i[(-^) + (>'.) ''y. + (^.)

•

Die Samme der beiden Arlieiten (7), (9):

(10) +
pflegt man bekanntlich kurzweg zu bezeichnen als die ganie

ponderomotorische Arbeit, welche die beiden Ringe M und if,

während dor Zeit dl auf einander ausüben.

Bm f. Veomaiin'iche ponderomotorische Integralgeietz

sagt nun ata, dass diese ArbeU (40) stets = — [dP]istj wo [d P]

denjenigen virtuellen Zuwcichs vorstellt, den das Potential P

während der Zeit dt annehmen würde, falls man bei BUdung

dieses Zuwachses die beiden Stromstärken J und /, {die in Wirk"

lichkeit Functionen der Zeit sindj als constant ansehen woüU,

Dieser virtuelle Zuwachs [dP] ist daher, nach (4), = JJ^dQ^ m
dQ den wirklichen Zuwachs von Q vorstellt,

DemgemUss ist das in Rede stehende Integralgesetz ausgedrückt

durch die Formel:

Der dem Zeitelement dl entsprechende wirkliche Zu-

wachs dQ rdhrl her von der Las;en Veränderung der beiden

Ringe, und ist daher in zwei Theile zerlegbar:
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(II) dQ^djgQ+ d^^Q,

wo djgQ von der LagenverSndeniiig dei Binges if, andererseits

aber Q von der des Ringes M^ herrührt. Demgemttss ist das

lotegralgesetz (4 4} auch so darstellbar:

(<3) [dL)l^ + [dl]^^ « JJMmQ + dM,Q) .

Dieses Gesell gilt aber fttr beliebige Bewegungen der bei-

den Hinge, also s. K auoli für den Fall, dass der Ring Jf« gar

kerne LagenTerflndemng erleidet. In diesem besonderen Falle

wird offenbar dj^^ 0 sein. Und gleichseitig werden in diesem

Falle die Grossen dx^J dy^y ds^^ mithin [nach (9)] anch die

Grosse ebenfalls alle = 0 sein; so dass also alsdann die

Formel (43) ttbergeht in:

(U) [äLjl^==^JJ,dMQ.

Bringt man andererseits die allgemeine Formel (I ')] auf den
besondem Fall in Anwendung, dasi der Ring M keine Lagen-

Teränderung erleidet, so erhält man

:

Das F. NeinaBn'sebe ek'ktroniutoriNche IntegralgenetK.

Nach wie vor seien beide Ringe in beliebigen Bewegungen
nnd Gestallsverinderungen begriffen, und die Stromstillten J
aod J^ blosse Functionen der Zeit. Alsdann wird die vom ganien

Hinge M^ auf ein Element DM des Ringes M wahrend der Zeit dl

auflgeObte dektromotorische Arbeit^)— wir bexeicbnen dieselbe

mii
l^^^^j^^

— dargestellt sein durch folgenden Ausdruck:

f^^' ("^^Idm = K^) " + ®) ^' +
•

'

wo(3Q, (9), (3) die Gomponenten der von M^ in irgend einem

Punkte des ElementesDM hervorgebrachten elektromotorischen

Kraft, und u, w die im Element DJf vorhandenen elektrischen

StrOmungscomponenten vorstellen. Beseiohnet man diese Strtf-

'muDg selber mit i, so ist bekanntlich Js=iq d. i.

I) YergL die Iq |.t.(2)) gegebene Definition.
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wo J die Stromslirke und g den QuerschniU bezeichneD.

Demgemäss ist

J J J

wo A, H, C dit Kichlungscosinus des (cylindrischen) Elementei

DM d. i. die Richtungscosinus von Ds vorstellen. [Vgl. (<) .

Sind nun />x, Dy^ Ds die Gomponenten des Elementes DSy

Dx
80 ist B. B. ii s=: — ; 80 da88 man also erhVH

Ds

_DxJ ^£y£ ^^2lL

Mlütipiicirt man diese Aelaiionen mit der Relation (i);

Dt = qDs
,

so erfamt man:

(46a) uDt=zJDx, vDt = JDy, wD%=iJDi,

ünd hierdurch geht die Formel (46) Uber in:

(dgj^J, « Jdt .m Dx+ (9) />y+ tä) .

Detngemäss wird die vom ganzen Ringe auf den ganzen

Ring M während der Zeil dl ausgeübte elektromotorische Arbeit
|

— wir beieiohnen dieselbe mit id S
j
^' — daiigesteUt sein darok

die Summe:

(48) (rf?)
JJ»
= Jdt Dx+ (») Dy+ (3) Dz] ,

die Summation ausgedehnt gedacht ttber alle Elemente DM oder

Ds des Ringes M.

DasP.Venmaan'sche elektromotorische Integralgesets sagt

nun aus, dass diese Arbeit (48) stets = [[dP]] ist, wo [[dP]] den-

jenigen virtuellen Zuwachs vorstelltf den das Potential P wiihr

rend des Zeitelementes dt erfahren würde
^
falls man bei Bddtmfi

dieses Zuwachses die Stromstärke J (welche in Wirklichkeit^ ebenso

wie J^f eine Function der Zeit ist}^ als eonstant ansehen woÜtt,

Dieser virtuelle Zuwachs [[dP]\ ist mithiny nach (4), ^Jd(Jfi\i
wo d(J^ Q] den wirklichen Zuwachs von (J^ Q) vorstellL

I
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Demgemäss ist das in Rede stehmie Jntegralgesei;^ ausdrüch-

bor durch folgende Pormäi

Analoges güt selbstversUlndH^ auch umgekehrt für die von

M auf ausgeübte eidstronwiorifche Arbeit; so dass alio für

diese letistere Arbeit die Formel %u noHren ist:

Nach (4) ist: JJ^ Q=^P, folglich:

Jd{J^Q) = dP—J^QdJ
,

J^d(JQ)^dP—JQdJ^ ;

so dass also die Formeln (1 9), (20) aneh so dantellbir sind:

(«) (d^)l^^dP--J,QdJ,

W {ds^)l^^dP^JQdJ,.

Nun war nach (44):

(23) {dl)l\-^\dL)l^^ •-JJ.dQ .

Addirt man diese drei Formeln (22), (23), so erhält man
rechter Hand:

ftdP—diJJ,Q)
,

d.i. ^dP'-dP^dP;
so dass man also durch jene Addition zu folgender Gleichung

gelangt:

m {äi)^'+ (äi):^ + (ä^)",' + (äi)l - äP.

(S5) .... Diese Gleichung (24) sagt aus^ dass die Summe aller

tctüirend der Zeit d t von den beiden Ringen auf einander ausge-

übten ponderomotorischen und elektromotorischen Arbeiten ein

vollständiges Differential ist^ nämlich identisch ist mit dem^
jenigen Zuwachs^ dm das gegenseitige Potential P der beiden Ringe

während der Zeit dt erfährt.

BenofkuiLg. — Es unterliegt wohl keinem Zweifel, dass die

hier besprochenen beiden F. NKUMANM'schen Integralgesetze giltig
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sind für beliebige Bewegongen und GesUltoTeittndenmgen der

beiden Ringe; nur ist dabei vorausinselcen, dass jeder solcher

Ring inextentibel sei.

Das elektromotorische Integralgesets hat sich anoh als richtig

erwiesen für Ringe, die mit GleästeUm behaltet sind. Dabei ist

aber alsdann wiederum vorausinsetcen, dass die einzelnen

Drähte, aus denen ein solcher mit Gleitstcllen behafteter Ring

zusammengesetzt ist, jeder fQr sich, inexlensibel sind.

Die Omilet^eiseliBftei 4er elektreneteriieliea Krifle.

Nach wie vor mögen die beiden Dr.ihie M und ^^^ in be-

h'ebigen Bewegungen und Gestjtllsveränderungen begriffen sein.

Irgend zwei Elemente der beiden Drühte seien mil /> J/, DM^,

und die Längen dieser Elemente mit />5, bezeichnet Ob

die beiden Drähte in sieb zurücklaufende Ringe sind oder nicht,

soll hier nicht weiter in Betracht kommen.

Es handelt sich nun um diejenige eUktrmotorische Kraft%
welche das ßement DM^ oder Ds^ in irgend einem Funkle m des

EkmenUs DM oder Ds hervorbringt Die Componenten dieser

Kraft 9i mögen mit 3^, f), 3 bezeichnet sein.

Ob diese Kraft % in Uebereinstimmung mit der W. Wün-
schen Theorie, in die Verbindungslinie von DM^ nnd respee-

tive in die Verlängerung derselben ftllt, oder aber ob sie irgend

welche andere Richtung besitzt, — darüber dürfte mil wirk-

licher Sicherheit wohl schwerlich irgend etwas Bestimmtes in

sagen sein. Wir stehen hier vor einer völlig ofTenen Frage.

Ebenso wie bisher betrachten wir beide Hinge als hnrnr,

d. h. ihre Querschnitte als unendlich klein ; so dass also von

jener Kraft ))i immer nur die der Richtung des Ringes M ent-

sprechende Componente zur Wirksamkeit gelangen kann. Diese

Componente — sie mag heissen — hat den Werth

:

(1.) (S==9{008W,

d. i. den Werth

wo w den Winkel beseichnet^ unter welchem die Kraft 9^ gegen

die Richtung des Ringes d. i. gegen Ds geneigt ist; wahrend A,

Bf C die Richtungscosinns des Elementes Dt vmtdleii»
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Beteidhoet dt irgend ein Zeitelemeiit, und (S den WerUi
der Kraft (S in irgend einem Augenblicke dieses Zeitelementes

so pilegt man bekanntlich das Produot (Bdt die während der Zeit

dt hervwgebrachte elektromotorische Kraft tn nennen. Die Strom-

stSrken der beiden Elemente De und Ds^ mögen im Augenblick

f Bit J und j andererseits im Augenblick t+ dt mit J-^dJ
und J^ -f- dJ^ bezeichnet sein.

Wenn man nun von den Vorstellungen, die im Laufe unse-

res Jahrhunderts tlber die Kraft (5^// entstanden sind, alles

Zweifelliafte abscheidet, so bleiben gewisse Grundeigeoscbaften

übrig, die man folgendermassen aussprechen kann:

Erste Omndeigensehaffc. Die Kraft iädt ist die Summe
sweier Kräfte^ welche respective prop^tional sind mit

J^Ds^ und {dJ^)Ds^

und von denen (Uso z, B, die erste in ihr Gegentheil umschlnr/en

foirdf (aUs man dieinDs^ vorhandene Stromrichtung umkehrt.

Zwelta Onmdeigenselialt. Die in Rede stehenden beiden

Kräfte sind, abgesehen von den sod)en genannten Factoren J^Ds^
vnd {dJ^)Ds^ , nur nodi abhängig von der zwischen Ds und Ds^
rni Augenblick t vorhandenen relativen Lage^ und von denjeni"

gen Aenderunyen
^ welche diese rdative Lage während des Zeit^

tiementes dt erfährt,

Smd diese Actidenüiffcn = 0, und ist dj^^ ebenfalls = 0, so

verschwinden die beiilen Kriifle.

Dritte Omndeigentchaft. Denkt man sich das Element Ds^
in drei aufeinander senkrechte Componenten DX^. Dfi^^ Dv^ zer-
Ityt, die mit Ds^ starr verhunden^ an der Bewegung ron Ds^

theilnehmen, so wird die in Rede stehende elektromotorische Kraft
^dt identisch sein mit der Summe derjenigen elektromotorischen

Kräfte, wekhe die Elemente DX^
, Dit^ ,

Dv^, einzeln genommen,
in Ds in der Riditung von Ds hervorbringen würden.

Dabei ist vorausgesetzt^ dass man nicht nur J,, sondern auch
dJ^ für aW jene drei Elemente Dk^

,
Dfi^, Dv^ ebenso gross sich

denkt, wie für D s^ selber.

Aus diesen Grundeigensehaflen folgt nun (was hier aller-

(lings nicht weiter ausgeführt werden soll) mit mathematischer

Consequenz, dass die Kraft i^dt einen Werth haben muss von
folgender Gestalt:
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(3) Cd/ =a 5J[x00^+X* J?] f/ r 4- ^ 0, Ö+ 0 Ö.+ £}

wo X, X*, II, Vf Oy 0* uubekaDDte FuDctiouen von r sind.

Dabei bezeichnen

(4) r, G = 008^, d| 8SS cos^, , £ s= cose

die AnpfeRBScben Argumente der beiden Elemente Ds, !>s^. Es

reprUsentirt also r den gegenseitigen Abstand der beiden Ele-

mente. Ferner sind i'> und ^, die Winkel, unter denen die

Richtung r{l)s^ J)s) gegen Ds und />.s\ geneigt ist. Fe rner

bezeichnet £ den Neigungswinkel beider Elemente gegen eiu-

ander. •

Kndlich bezeichnen r/r, r/©^, dE und dJ^ die ZuwUcbse

der GrdsfleD r, 0, B^^ E und wXhrend des betrachteten Zeit-

elementes dL

Die alakknniotoriaelie Arbeit. Nach nnaerer DefinitioB

sind Ds and D«, die LKngen der betrachteten beiden linearen

Stromclemente DM und DM^. Und dementsprechend haben wir

die beiden Elemente . wie es gerade in jedem Augenblick am

Bequemsten ist, b.ild mit DM, DM^, bald mit Ds, Ds^ bezeich-

net. Ferner sind 3 rechtwinkligen Componenlen

der von D^f^ in einetii Punkt des Elt;nientos />,V hervorgebrach-

ten elektromotorischen Kraft Oi. Kndlich soll (i die der Hichlung

des Elementes l>}f entsprechende Componente von sein, W
daas also die schon in (2} genannte Relation stattfindet:

(5) (5«X/l + 2)Ä+ 3C.

Bezeichnet man nun die vom Elemente DM^ d. L Ton der

Kraft de [X, % 3) wahrend der Zeit dt auf das Element DITaiu-

geObte elektromotorische Arbeit mit

80 ist nach § 2 (D)

:

(7) \d^l^ = (^u + 4. 3u;)Z)T . dt,

wo das Tolomen des Elementes DM beieidinet, wlhrend

Uy V, w die in DJf vorhandenen elektrischen Stremungscompo-

nenten vorstellen. Nun ist aber [vgl. § 5 (4 6 a.)]

:
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(8) uDT^ssJDXf vDvsBiJDyy wDv^JDz
d. i.

(9) uDv^JADs, vDt^JBDSf wDt^JCDs,
mDXf Dy, D» die CSomponenieii und A, C die Riohlungs*

eosiDos des Elementes Ds vorsleUen. Doroh Subslitution der

Werihe (9) geht die Pennel (7) über in

H DM = ^(^^ -H + &C)Ds dt;

und hieraus folgt mit Hinblick auf (5.) sofort:

Sobstituirt man nnn endlicb hier fOr die Componente (S

hren In (3.) angegebenen Werth, so erhalt man:

i^d:^^|^^'=^JJ^DsDs^{[xBQ^^x*E\d^^^

-\-J{dJ^]DsJ)s^{oQQ^ + o* £]

.

Und dementsprechend wird umgekehrt die von D3f auf /> 3/,

während der Zeit dl ausgeübte elektromotorisohe Arbeit den
Werth haben:

.

* ^J^{dJ)DsJ>i^[oee^'\'O^E\.

Beseudinet man sehliesslich die Snmme der beiden Arbeiten

(ft), (13) kurzweg mit d2:

SO erhilt man

:

jö, (/g = JJ^ üs Üs^ {2 [x 00^-h X* JT] (/ r + (/ 4- /<) f/ (0 0J + 2 f/(/ E]

§7.

Die Clruieigeisehaftei der ptiderevsterisehei Krftfle.

Wenn aueh henrorragende Physiker, wie i. B. W. Wma
und P. NiniÄifH ihr ganies Leben hindurch am Amph'^ziAen
Guetz festgehalten haben, so ist doch die gegentheillge Behaup-
tang, dass dieses Gesetz höchst unsicher, dass es eine »blosse

Hypothese < sei, nicht ganz von der Hand zu weisen.
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Gramharr und Glausius sind der Ansiolii, dass die gegen-

seitige ponderomotonscbe Binwirknng iwefer Stromelemente

nioht in die Linie der Entfernung ta fallen brancbe, sondern

möglicherweise irgend welche andere Richtung besitien kOnne.

Dieser Ansicht ist auch Hbumolte beigetreten*).

Aber mit all' diesen Yorstellnngen werden wir in Einklang

sein
f
wenn wir die Richtung der ponderemotorisehen Wirkung

gans dahingestellt sein lassen, und für die von swei linearen

Stromelementen DM und DM^ wahrend der Zeit auf einander

ausgeübte ponderomotorische Arbeit dL einen Ausdruck von fol-

gender Geslalt nehmen

:

(46) dL=^ F ' JJ^DsDs^y

wo F nur noch von der relativen Lage der beiden Elemente und

der Aenderung dieser relativen Lage wahrend der Zeit dt ab-

hängen soll. Dabei ist unter der genannten Arbeit d£ die

Summe su verstehen:

d. h. dieSumme derjenigen ponderomotorischen Arbeiten, welche

DM^ auf DM und umgekehrt DM auf DM^ ausübt. — Dass in der

Formel [1CJ J, J, die Stromstärken und />s, Ds^ die Langen der

beiden Elemente sein sollen, bedarf kaum noch der Erwähnung.

Demgemass wollen wir bei unseren Untersuchungen, om

denselben ein mtfgUchst breites und sicheres Fundament tu

geben, und keine der vorhin angedeuteten Vorstellungen ausser

Acht zu lassen, von folgenden Grundeigenschaften ausgehen:

Erste Grundeigenschaft. Die pouderofnolorische Arbeit dL,

^reiche zwei in heliehtycn Ii(>irr(fun(/i'n bcijnffene lineare elektrische

Stniineh'inente Ds und Ds^ wahrend der Zeil dl auf emuidi;t'

uusiibenj ist proportional mit

JJ^DiDs^^

wo Jy die Stromstärken im Augenblick t be^uichnen.

Zweite Onindeigensehall. Abgesehen von diesem Paeior

JJ^ DsDs^ ist die in Rede stehende Arbeit nur noch abhängig V0i

•

4) Dass Hblubolti ttberdies noch eigenthUaiUche und wenig tu-

sprechende »Endkrafte« angenomirten hat, kann hier wohl mit Still-

schweipcn übergangpn werden, weil Hf.hiiiolt/, selbst im weiteren Verlauf

gelner Inlersuchunucn von der Annahme solcher »Knrlkr^ifte« yurückce-

kommeu ist. V(jl. üelhugltz' Wissenschaft!. Abbaodlungeu, Bd.i, S. 78<'
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ür Mwiichen Ds und Di^ im Augenblick t vwhcMdenen relativ

vtn Lage und von denjenigen Aenderungenf welche dwse relative

Lay während der Zeit dt erfährt.

Sind insbesondere diese Aenderun^ b 0, ist die Arbeü

^aüs^O.
Dritte Chrundttgenieliftfl. — Denkt man sieh Ds^ in drei

rechtwinklige und mitDs^ starr verbundene Componenien Dl^^

II ^«rlegtf so wird die in Rede stehende ponderomotorische

Arbeit dL identisch sein mit der Summe derjenigen drei pondero-

motorischen Arbeiten^ welche Ds und Dl^^ femer Ds und Dfi^^

endlich Ds und Dv^ während der 'Zeit dt auf einander ausiiben

würden.

Dabei ist vorausgesetMt, dass für alle jene drei Elemente

Dk^
, D^^J Dv^ ebenso gross gedacht werde^ wie für Ds^ selber.

Aus diesen Grundeigenschaften ergiebt sieb (was hier nicht

weiter ausgefUhrt werden soll) mit nialhematischer Consequenz,

dass die Arbeit dL folgenden Werth haben muss

(U) dL r= JJ^ DsDs, {[^ee« 4- ^*£] dr H- >

wo 0, rp, X unbekannte Functionen von r vorstellen.

Dabei bezeichnen r, G, 0,, E die AuptitK sehen Argumente
(vgl. (4)1. Ferner bezeichnen rf©,, dE die Zuwtichse

der Grössen 6^, 6^«, £ wührend der Zeit dt,

Das Helmholtz'sehe Prinirip (1(>s vollständigen Diiferentials.

In § 5 (24) y (25) haben wir gesehen, dass die Samme der

wahrend der Zeit dt von swei elektrischen Stromringen auf ein-

ander ausgenbtan ponderomotorischen und elektromotorischen

Arbeiten ein vollständiges Di/f&ential ist, ntfmlich identisch ist

mit demjenigen Zuwaehs, den eine gewisse nur vom augenblick-

lioken Zustande der beiden Ringe abhängende Function wtthrend

der Zeit dt erfiihrt. Dass «diese Function = P ist, wollen wir

ang^Uoklich nicht weiter betonen.

Hujiboltz ist nun in seinen elektrodynamischen Unter-

sachungen von der Vorstellung ausgegangen, dass der eben

genannte Sats nicht nur für zwei elektrische Stromringe, sondern

ebenso auch für irgend zwei einzelne elektrische Stromelemente

Gültigkeit besitze. Mau vergleiche Uj&lhholtz Wissenschaftl.
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Abb. Bd. 1 , Seite 562, nameutlicb die Stelle, welche mit den

Worten schliesst:

» Eine Function dieser Art muss offenbar auch

»für eine einzelne oder zwei neben einander bestehende

»t/ngeschlossene Strömungen existiren. Es niuss sich der

»Werth des Arbeitsfiquivaientes ibrer elektrischen Bewegnog

»angeben lassen.«

Ob man diese PoncUon nun als Arbeitsiquivalent, oder mit

irgend welchen andern Namen bezeichnet, ist für uns (wenig-

stens augenblicklich) von untergeordneter Bedeutung. Jeden-

falls ist dieses IlBLHBOLTz*sohe Princip beachtenswerth genug.

Und wir werden dasselbe, wenn wir die Herbeisiehung eines

neuen Namens vermeiden wollen, seinem eigentlichen Ken
nach, folgendermassen aussprechen ktfnnen:

Dm Stlmholti*aehe Mneip des voUslindigen DüTerentiali.

— Die Summe der während der Zeit dt von irgend zwei eMt-

trischen Stromelementcn mtf einander ausgeiihten ponderomotO"

rischcn und elektruinoUtrischcn Arbeiten tat ein vo Usl ändiges

Differential , nilnilic/i identisclt mit demjenigen Zuwachs, den

eine geunsse noch unbekunntc, aber nur vom augenblicklichen Zu-

stande der beiden Elemente abhängende Function während der

Zeit dt erfährt. Dabei ist unter dem auijenblicklichen Zustande

der beiden Elemente Alles zu verstehen, was der Augenbh'ck

darbietet, also sowohl die auiicnhlickliche Beschaffenheit des

einen und des andern Elementes, wie auch die augenblickhebe

relative Lage der beiden Elemente zu einander.

Zufolge dieses Princips muss der Ausdruck

ein vollständiges Differential sein. Diesen Ausdruck aber können

wir, unter Anwendung der in (17] und [M] eingeführten Abbre-

viaturen, auch so schreiben

(22) dX.+ d8

.

Substituiren wir nun endlich fUr dL und di die in (1 8) und (15)

erhaltenen Werthe, so nimmt der Ausdruck folgende Gestalt an:

(23) dlA-dSL-JJ DsDs j[(^ + 2x)0^A + (^*4-2x*)/i](irj

H- d{JJ,) DsDs^loee, ~{-ü*E].
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Zufolge des Hiunioi.Ti*8ohen Prinoips soll nun dieser Ava-

dniok (SS) oder (83) ein voUttändi^ Differential sein.

PolgUeh nrass er die Gestell besiiseD:

(24) DsDs,d(JJJ),

wo / irgendwelche noch unbekannte Function vorstellt. Hieraus

ergeben sieb die beiden Formeln

:

^'
äf=B[{f + ix)&&, + {Q* + 'iK*)E]di-

4- (9+ 4+ »«) <i(ö Ö.)+ (X+ a*) df

;

nnd hierans folgt weiter dvreh Elimination von f:

= 00.+^ e] c/r + 0 </(00.) + o« d£

.

Da uun diese Gleichung ganz allgemein stalUinden soll für be-

liebige Werlhe von r, 0, Q^ , E und ebenso auch für beliebige

Werthe von ^/r, dG, dC-J^^ dll^ j^o gelangt man zu der Einsicht,

dass jene unbekannten (blos von r abhängenden) Functionen

(>, o*, X, <p^ if, r, o, o* mit einander verbunden sein

mOssen durch folgende ttelationen

:

§9.

Anwendung des elektromotorischen Integralgesetzes.

Es seien gegeben zwei in beliebigen Bewegungen und Ge-

slaltsveränderung begriffene lineare Ringe M und i/,, deren

StromsUirken J und blosse Functionen der Zeit sind. Denkt

Blatt sich diese Ringe in einzelne Elemente DM und />3/, zer-

legt^ und die Längen dieser Elemente mit Ds und Ds^ bezeich-

net, so besitzt die von DM^ anf DM wfihrend der Zeit dt aus-

geflble elektromotoriscbe Arbeit den in angegebenen Werth:

16»
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Die vom ganten Ringe M^ auf den ganzen Ring M während der

Zeit dt ausgeübte elektromotorisohe Arbeit wird daher aaige-

drttoki sein durch:

die Samroalionen auagedehnt gedacht Uber alle Elemente Dt

des Ringes M und ttber alle Elemente />«« des Ringea

Diese elektromotorische Arbeit (a) muss aber, nach den

elektromotorischen Integralgesetz [§ 5 (19) den Werth habea:

(b) '

(c/8)JJ*=^^/(A(?),

wo Q (vgl. § 3 (5)] folgende Bedeutung besitat:

(o) 0— - A'^yji>sDs,^ .

Setzt man nun die Ausdrttcke (a) und (b) einander gleich,

indem man dabei fttr Q seinen Werth (c) substituirt, so erhsU

man (unter Fortlassung des gemeinsamen Factors J):

Vsi)s^{[}tQQ^-^x*E]dr+ l&^dQ (lGd(:^^-^vdE}

Nun ist J^ eine beliebige Function der Zeit; so dass also J^ z. B.

coDStant und dJ^ — 0 sein kann. Aus dieser Ueberlegung fokt.

dass in der vorslt licnden Formol die Coefficicnten von J^ und

, einzeln genommen, auf beiden Seiten einander gleich sein

müssen; so dass man also zu folgenden beiden Formeln gelaugt:

2^2, ^^'i \^W,dG-tl^Gd&,^pdEl ^ ''[^^ " ' r
I

Diese beiden Formeln aber sind, falls man zur Abkürzung

(27) *<«=-7
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settty aueh so darstellbar:

IKese beiden Formeln (88) sollen nun stattfinden fOr zwei

in gans beliebigen Bewegungen und GestaltsverUnderungen be-

griffene Ringe. Hieraus aber ergiebt sich (was hier allerdings

nicht weiter ausgeführt werden soll) , dass swischen den unbe-

kannten Functionen o
,
o*, X, X*, V folgende Relationen

stattfinden mttssen:

0 — cti= r
dr

^1

wo lu die in (27) angegebene Bedeutung hat.

Bemerkong. Wir haben die beiden Ringe bisher von ge-

wöhnlicher Art, nttmlich ohne Gleitstellen uns gedacht. Das

angewendete elektromotorische Integralgesets ist aber auch

dann noeb gttltig, wenn Gleitstellen vorhanden sind. Und durch

diese allgemeinere Betraditung gelangt man au dem Resultate,

dass jene unbekannten Functionen o*, . . . nicht nur den Re-

lationen (29), sondern gleichzeitig auch noch folgenden Rela-

tiooen genügen müssen:

dv . do*

dr

§ 10.

Aiwemdug das poideroaotorlsehea Integralgasetses.

Wir betrachten wiederum zwei lineare Stromringe M und
iW, , die ia beliebiger Bewegung und Gestaltsverändening sich

befinden, und deren StromsUrkeu J und blosse Functionen

der Zeit sind.
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Bezeichnet man nun [ebenso wie in (1 7)] die von den bei-

den Elemenlen DM und DM^ wahrend der Zeit dl aufeiiiaiuler

ausgeübte ponderometrische Arbeit mit dLi

so wird far diese Arbeit der in (18) angegebene Ausdruck

gelten:

JJ, DsDSt {[(fSG, + ^* E]dr+ q>d{ee^)+ xäE).

Die von den ganzen Ringen M und ^^^ wübrend der Zeit dt anf>

einander ausgeübte ponderomotorische Arbeit:

+ Hm,
wird daher lauten:

(a) (dL)l^ + (dL)l^

die Summationen ausgedehnt gedacht über alle Elemente des

einen und des andern Ringes.

Diese Arbeit (a) muss aber, nach dem ponderomotorisehen

Integralgesets [§ 4 (H)] den Werth haben:

(b) H-(rf^)iI.==-''ArfO,
*

wo Q [vgl. § 3, (5)] die Bedeutung besitet:

(c) (?= - A jsJ^DsDs, .

Setit man nun die beiden Ausdrücke (a) und (b) einander

gleich, indem man dabei für Q seinen WerA (c) substituirt, so

erhalt man

:

JJt •Jf^^«/>*i{[^öö, 4- 9*E]dr+ q>d{ee,)+ xdE)=

oder falls man das Produot der StromstlriLen, d. i. den Fador

//i auf beiden Seiten fortlttsst:

Digiiiztxi by Google



ZOA EumODYHAMIK. §41. 243

IKese Formel aber ist falls man sur Abkttnung

A-
(30) w= -—

r

seUt, auch so darstellbar:

Diese Formel soll nun stattfindeo für beliebige Bewegungen
der beiden Ringe. Hieraus aber ergiebt sich (was hier nicht

weiter aosgefQhrt werden soll), dass zwischen den unbekannten

Fonetionen % % folgende Relationen statttinden mtunen:

M\ ^' dr*'

* ' ä y

wo fa die in (30) angegebene Bedeutung hat

§44.

Bie Zerlegug leifliehea Differeitials d in iwei TheUe:

Es sei gegeben ein starrer Karper M und ein rcvhlti uilJKjes

Ajensystem
//,

z\ und zwar möiien beide 01)jecte in ßianz be-

liebigen und von einander unabhängigen He\Nrpun!^en beprilTen

••^ein. Innerhalb des Körpers 3/ sei ir^Lüdwelche elektrische

Bewegung vorbanden. Die in irgend einem Massenpunkt m des

Körpers im Augenblick t vorhandene elektrische Stri^mung / mag
ihrer Grösse und Hichtung nach durch eine (von m ausgehende)

gerade Linie dargestellt gedacht, und diese Linie ebenfalls mit t

beieichnet sein.

Im nttchstfolgenden Augenblick t'\'dt wird im Allgemeinen

die im Punkte m vorhandene elektrische Strifmung bereits eine

etwas andere sein, etwa dargestellt sein durch eine Linie t', die

von % ihrer fiiehtnng und Lftnge nach verschieden ist. Die Ober-

fiicfae des Körpers wird mithin von der (verlängerten) Linie f
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und von der (verlKngerten) Linie T im Allgemeinen in ver-

schiedeneo Punkten getroffen werden.

Beceiohnet man also die den Axen (c, % entspreohendeo

Componenten der Linie i mit u, r, m, so werden diese ?/, r,

im Allgemeinen wShrend der Zeit dt aus doppeltem Grunde sich

ttndem, nämlich erstens deswegen, weil die Biohtung von i in

Innern des Kdrpers sich ändert, nnd zweitens auch deswegeo,

weil die relative Lage des Körpers in jenem Azensystem voo

Augenblick sn Augenblick eine andere wird.

Um anf diese Dinge genauer einzugehen, wollen wir nebea

jenem Axensystem % noch ein zweites rechtwinkliges

Axensystem ^, Z einführen, und dieses letstere mit dem ge-

gebenen Kttrper M starr verbunden uns denken. Die Riehtnngs-

Cosinus des einen Systems in Bezug auf das andere werden als*

dann Functionen der Zeit sein. Sie seien bezeichnet mit

Die Aenderungen von a', . . . während der Zeit dt mögen
da', dft, ... heissen; lugleidi werde gesetzt:

da = li'dy' 4- ß"(iy" -f r^h"' ,

(2) r/b = /rf«' 4- fäa + y'"(la"'
,

de = ct'dß' 4- (t'df+ a"dß"' .

Alsdann reprUsentiren bekanntlich

(3) da, d(, de

die Drehungen, welche der betrachtete starre Körper M während

der Zeit dt um die drei Axen .x, z erloidet. l'nd zwar wird

z. B. da denjenigen Winkel vorstellen, um welchen der Körper

M um die x-Axc im Sinne i/z wahrend der Zeit il( sieb dreht.

Kbenso wie die Componenten der Strömung / im Systeme

.T, //, mit ?/, r, w bezeichnet sind, ebenso mögen die Cnmpo-

nenten derselben im Systeme i^, 'Q mit m, v, w bcieicbnel

werden. Alsdann ist offenbar:

ja; y z

f «' /
V ^ ß^' f
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Hieraas ergiebi sich s. B. für den der Zeil di enispreehenden

Zawaehs yon u die Formel:

du= {a'dü+ a'V/ü + a'"äw) + {itdct' -f vda"-{-wda") .

Sobstitotri man hier im leliten Trinom für ü, t), tF die aus (4)

entspringenden Warthe:

w = cT'u ^(^''v-^ f'vo ,

80 erhält man

:

du= [a'dü+ cTdv + cT'dw)+ v^da'-^ fdcT-^ (fdaT')

-f w{y'da'-^ /V/r/'-f /"da")

.

Diese Formel aber verwaDdelt sich, unter Anwendung der Dreh-

uDgeo da,dhfäc (2), in die erste Formel folgenden Systems:

du = (</d5 -f €^dv H- a'^'dw) + (wdB— vdc),

(5) dv = iß"du -f /?"rft' + ß"'div) + (Mdc - türfa)

,

(/,/•= {/du 4- /'rfü + + [vda —
dessen ttbrige Formeln in analoger Weise su erhalten sind.

Schliesslich wollen wir diese Formeln (5) folgendermassen

adireiben:

du = Ju+ dUf

m dv = Jv 4- dv,

dw= Jw'\- Swy

wo alsdann die ^ti, Jv^ Jw und du, dv, du; die Bedeutungen
haben:

Ju^ a'du'\'a''dv'\'a'"du>^ Su=:wdh — vdc,

(7) Jv = ß'dil 4- /V/r? 4- fT'did, dv « «de — wrfa,

Jw= ydü 4- /"^/r -|- y"'dw^ dw= rda — näh.

Auf diese Weise sind die Zuwttchse du^ dvj dw (6) in zwei

Theile serlegt, in die Ju^ Jv^ und die dti, dv, dto. Die

Jv, Jw (7) sind susammengesetst aus den du, dv, dtv,

und röhren also, ebenso wie diese, lediglich von der Verflnde-

niog her, die die elektrische Strömung im Innern des Körpers
erieidet. Andrerseits sind die du, dv, dtv (7) zusammengesetst
aas den da, de, und rühren daher, ebenso wie diese, le-

diglich von der lo^veranderun^ her, welche derKOrper in

Bezug auf das Axensystem z erleidet.
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YmUgtaieiiieniiig. Es seien beliebig viele Ktfrper gege-

ben, die in Besag anf irgend ein Axensystem ü in beliebi-

gen Bewegungen begriffen sind. Und im Innern eines jeden

solchen KOrperis seien irgend welche elektrische StrOmnngea

vorhanden ; so dass also die CSonstlintion des gansen Systems aas

doppeltem Grande von Aagenblick zu Augenblick sich ändert,

einmal deswegen, weil die elektrischen Strotniingen im Innern

der einzelnen Körper sich andern, und zweitens auch deswegen.

w(;il die rUnudiche Lage der Kürper in Bezug auf jenes Axen-

system sich ändert.

Es sei nun
J^-

irgend eine Function der augenblicklichen

Constitution des betrachteten Systemes; ferner seien S und

S+ '^S die Werthe dieser Function in zwei aufeinander fol-

genden Zeitaugenblicken / und t-\- dt. Alsdann wird der Zo-

vrachs dg in swei Theiie lerlegbar sein:

(8) (/g = ^g+()g,

derart) dass ^g nur von den Yerandemngen im /imem der

einseinen Kdrper herrtthrt, andererseits aber dg lediglieh den

Lagenveränderungen der Körper in Bezug auf das Axensystem

y, 5 seine Entstehung verdankt.

Versteht man also z. H. unter /), 7, ... irgend welche nur

von der Eage der Körper und der Lage des Aiensystems r, //,
3

abhängenden Parameter, und denkt man sich die Function g

als einen Ausdruck von der Gestalt:

WO ti, V, r^, t/;^, ... die in den einseinen Kerperelementen

vorhandenen, anf die Axen at^ y, s besogenen Stmmnngsoom-

ponenten vorstellen sollen, so werden, bei der Zeriegnng

dg= ^g4-<Jg

die Werthe von ^g und dg folgendermassen lauten:

die Summalionen anagedehnt Uber alle i, tt, w^^ ...
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Um die Hauptsache zu betonen : In unserer Formel (6)

:

rflhrt der Theil Su her von der VersohiebuDg der ponderablen

Masse und der Mitverschiebung der in dieser Masse vorhandenen

elektrischen Strömung; während andererseits der Theil

herstammt von der Veränderung der elektrischen Strömung im

Innern der ponderablen Masse. Man könnte daher vielleicht du
als den ronvectiven Theil des Zuwachses du, und andrerseits

Ju als den ctidoyeneu Theil dieses Zuwachse? bezeichnen. —
Und dem analog könnte man alsdann auch in der allgemeinen

Formel (8)

:

den Theil dg als den eanve^iven und den Theil ^/g als den
endogenm Theil beielehnen.

In einem starren Körper M seien (in Folge irgend welcher

Ursaohen) elektrische Strömungen vorhanden, die von Augen-
blick in Augenblick sich andern. Bezeichnet man also s. B. die

io einem unendlich kleinen Massenelement DM des Ktfrpers vor-

handene elektrische Strömung mit t , und die Gomponenten von

t nach drei in die ponderable Moise des Körpers eingefügten d.h.

ttit dieser Masse fesl verbundenen (auf einander senkrechten)

Axen X, z mit ?/, t;, u), so werden diese t/, r, w Functionen

der Zeit sein, bin solches Element DM mit der in ihm enthal-

tenen elektrischen SirOmung t (ti, t^, w) pflegl man kunweg ein

körperliches Stromelement su nennen.

Yergleiehen wir ktfrperUehe Stromelemente mit den bisher

von ms betrachteten Imearm Stromelementen , so haben wir
offenbar gans heterogene Dinge vor uns. Wlhrend nSmlioh
die Strömung in einem linearen Element im Innern der ponde>
rablen Masse fortdauernd ein und dieselbe Richtung hat (nSm-
lich fortdanemd der Aze des Elementes parallel bleibt) , wird
die elektrische StrOmung In einem ktfrperlichen Stromelement
ihre Riohtung In Bemg auf die ponderable Masse dieses Elemen-
tes im Allgemeinen von Augenbllok su Angenblkk andern.

P) du = 4" du
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In Anbetracht dieser HeterogeniUlt ist es absolut unnUfglieh^

von den Elementen der einen Art auf die der andern Art

schliessen lu wollen, also s. B. absolut unmöglich, die fttr lineare

Elemente erhaltenen Sstse und Formeln ohne Weiteres auf kvr-

perliche Elemente ttbertragen zu wollen. Vielmehr bedarf es

zu einer solchen Ucbertragung irgend welcher Hypothese. Diese

Hypothese m«ig folgendermassen lauten:

Hypothese Delta Dcnhf man sich die in ciufm körper-

lichen Stronielement iÜM enthaltene elehfrische Strnniung i in drei

Componenten t/, 'r, tv zcrleyf nach drei in die ponderable Masse

des Elements eingefügten (auf einander senkrechten) Axen x, ij, 5,

so soll angenomme7i werden
, dass dieses Clement iDM, was seine

ponderomotorischen und elektromotorischen Wirkungen auf irgend

wekhe Objecte betrifft
^
völlig äquivalent sei md der (iesammtr

Wirkung der drei idealen Slromeleme$Ue uDM^ vDM^ wDM.
Bin solches ideales Stromelement uDif hat denselben Cha-

rakter wie ein gewöhnliches lineares Stromelement. Denn beim

einen wie beim andern ist die Richtung der Strömung im Innen

der ponderablen Masse fortdauernd dieselbe. Auch kann man

leicht ein solches ideales Stromelement uDM in ein System von

lauter linearen Stromelementen yerwandeln. Zu diesem Zwecke

braucht man nur jenes ideale Element uDM in unendlich klelfia

Elemente zweiter Ordnung, niimlich in Paralielepipeda xu zer-

legen, deren eine Kante mit // parallel ist.

Soll also di»' ponderomotorischo oder elektromotorische

Wirkung eines körperlichen Stromelements iDM auf irgend ein

gegebenes Object berechnet werden, so wird man, auf Grund

der Hypothese Delta, für diese Wirkung zunächst die Gesanimt-

wirkung der drei idealen Stromelemente uÜM^ vDM, u UM
XU substituircn haben. Sodann aber wird man die Wirkaog

eines jeden solchen idealen Elementes dadurch erhalten , dass

man dasselbe in lauter unendlich kleine Parallelepipeda, näm-

lich in lauter lineare Stromelemente serlegt, und nun endlich

die Wirkungen dieser linearen Elemente (nach den schon ge-

fundenen Slttaen und Formeln) näher bestimmt
So s. B. haben wir frtther zwei lineare Stromelemente JDt

und J^Ds^ betrachtet, und fttr die elektromotorisehe Kraft

welche Ds^ in irgend einem Punkte des Elementes JDs in der

I) Yergl. die Bemerkung zu Ende^dieses Paragrapbs.
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{%) üdt^Dv^
]

RicbtUDg Ds hervorbringi, folgende Formel erhalten [vgL § 6,

(3)]:

wo X, y*f /, //, Vj Oj o* unbekannte Ponotionen von r sind.

Nehmen wir nun statt des linearen Elementes Ds^ ein kür-

perliches Stromelement l^ I) A/, oder i\ I) / — es mag nämlich /) r,

das Volumen von />J/, vorstellen — , so erhalten wir (was Iiier

nicht weiter ausgeführt werden soll niiltelsl der soeben ange-

gebenen Methode für die elektromotorische Kraft Cr, welche die-

ses kiirpetiiche Stromeleinent
/,

f)i\ in irgend einem Punkte des

linearen l^llementes JJJs in der Kicbtung iJa iiervorbringl, fol-

gende Formel:

[x(aÄ • + •
') + X* {Au^ + ' •)) d

-f- fi{aA -|- • ')^{au^ + • •) + ^^(/l u^ -\- • •)

-f- /> f, lo (ttil 4-. -j^ (o -f • •) 4- 0* ^(il -i- • •)]»

wo 1. B. (oi4-f ..) für («i4-|-öB4-cC) und (a?/, + ••) für

(ar/, -i- ln\ -\'Ctv^) steht. Dabei beseiehnen o, 6, c die Rich-

tungscosinus der Linie r, femer /l, fjf, C die Richtungscosinus

von Dsj und u^, t\j u\ die Coniponcnten der Strömung i^.

EDdlich haben J und () die schon früher angegebenen Bedeu-

tungen ^vgL § 11 (6), (SV.

Dabei ist, was die lierleitung der Formel (2) betritU, ein in

die jjonderable 3Iassi' des FAemcnls i, Z> /, einycfiit/h's Axensysteui

r, y, 3 der Betrachtung zu Grunde sjelegt worden. Doch wer-

den offenbar die in (S) eDthaltenen Trinome

beim Uebergang zu einem andern CoordiDatensystem ihre Ge-
stalt nicht andern. Folglich ist die Formel (2) ganz allgemein

gültig für jedes beliebige Axensystem. Die beiden Stromele-

mente JDs und i^Dv^ und das Axensystem Xf z reprHsen-

tiren also drei Objecte, die in gans beliebigen und von einander

miabhSngigen Bewegungen begriffen sein dürfen — , stets wird

die Formel (8) in Gültigkeit sein.

Bei dieser gans allgemeinen Anschauungsweise haben als^

dann t, B, dA^ dB, äC, wie man leicht erkennt, die Werthe:
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dA = Cdh — BdCj

(3) dB= Ade — Cda,

dC ^Bdti'-Adh,

wo da, dhf de diejenigen Drehongen ontoUen, wdohe die

ponderable Masse des Elementes /Di wSbrend der Zeit dt om

die Axen x^y^z erleidet, der Art dess s. B. da den Drehong^

Winkel um die aj-Aie im Sinne yz bezeichnet. Ferner werden

alsdann, was das in (2) enthaltene ^(au^ 4- 6t'^ cil\) betrifii,

unter dUf, di\f öw^ ^vgl. § (7)] die AusdrOcke zu verste-

hen sein

:

^U^ = W^ rfB, — t\ dc^
,

(4) ^r, = u^dc^ — w^da^
j

^w^= v^da^ — u^dh^
,

woda,
,

d\>^, dc^ diejenigen Drehungen vorstellen, welche die

ponderable Masse des Elementes Dt^ wtthrend der Zeit dtm
die Axen nr, y, z erfahrt

Das in (2) enthaltene ist nur eine Componente der eigent-

lich ausgeübten elektromoriscben Kraft 9?, nSmlich die Compo-

nente yon ^ naeh der Richtung Di, und hat daher den Werth

(5) (5 «: + 9)Ä+ B 'Vgl- § 6, (2)]

,

wo B, C die Uicblungscosinus von Ds, und i*, 9), 3 die recht-

winkligen Coraponenten der Kraft 9i vorstellen. -4, B, C kön-

nen g.inz beliebige Werthe haben*). Substituirt man daher den

Ausdruck (5) in der Formel 2), so müssen in dieser Formel die

Coefrtcienten von .1, B, C auf beiden Seiten einander gleich

sein. Demgemäss zerfällt die Formel (2 in drei Formeln, wobei

Rücksicht zu nehmen ist auf die in 3) angegebenen Werthe von

dAj dB^ dC. Und von diesen drei Formeln wird s. B. die erste

folgendermassen lauten:

M 'i'Had{au^-^-- ]-j-v{du^ + v^dt^w^dh] 1

-|- DT^ [oaJ(au^ + •••) + o*Ju^'\

.

Aach wird diese Formel (6), ebenso wie (2), ganz allge-

meine Gültigkeit besitaen, welche Bewegungen die drei Objecte

JDs^i^ÜT^ und {x, jf, s) auch immer beailien mOgen.

1} abgaiehMi yod der Relation: il*+ B*+ > 4.
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Wie also diese BewegODgen auch beschaffen sein mOgen,

steCs wird die oMSomponente der von Dt^ in einem Punkte des

Klements JDi benrorgebraohten elektromolorisehen Kraft9t den
in [6) angegebenen Werth besitsen. Dass analoge Werthe für

die y- nnd ;ap-Goniponente der Kraft ^ gelten, bedarf kaum noch

der Erwähnung.

Nach einem ganz allgemeinen Grundsatz, den man, streng

genommen, allerdings als eine Hypothese zu bezeichnen hatte,

ist nun die elektromotorische Kraft nur allein vom Inducenlen

abhängig, nümlich unabhängig von der Beschaffenheit des indu-

cirten Körpers. Folglich wird die Formel 6) auch dann noch

gelten, wenn man statt des Elementes JDs das Element irgend

eines beliebigen und von beliebigen elektrischen Strömungen

dnrchflossenen Körpers M eintreten lässt. Somit gelangt man
n folgendem Sats

:

Es seien (gegeben xwei starre K&rper Mund Jtf,, und ti6er-

<Üet ein rechtÜDinkliges Aasensystem [x, s) ; und zwar seien aiC

diese drei Objecte in ganz hdiebiyen und von einanderunabhängigen

Bewegungen begriffen.

Femer seien DM und DM^ irgend zwei Massenelemente der

haden Körper, Das Volumen von DM^ und die in DM^ vorhanden

nen Metrischen StrOmungscomponenten seien bezeichnet mit D%^
und mit w,

,
i;^

,
u\.

Endlich seien 36, 9), 3 ^''^ Componcnten der ruin Elemente

DJ/, in irgend einem Punkt des Elementes DM hei'vorgebrachten

elektromotorischen Krajt, AUdann wird z, B, X den in (6] ange-

gebenen Werth haben :

P] Idi^ÜT /t^«Mi+-)+>«*''i]^^'*+^(«W|+-)(<^«+^<'c— C(fB)j

Hier bezeichnet r den gegenseitigen Abstand der beiden Elemente

OMf DM^. Ferner bezeichnen a, 6, c die Richtungscosinus von r.

Ferner bezeichnen da, dh, de die während der Zeit dt erfolgenden

Drehungen des KörpersM um die Axen x, y, z respecHve im Sinne

yz^ zXf xy. Ueberdies haben J und d die in % angegebenen

JMeutungen.

Spadalfiül. Sbid die KOrper M und M^ und das Axen-
system {x, z) alle drei miteinander starr verbunden, so virer-

den offenbar (/r, da, db^ dcj da^ dhj rfc, und ebenso auch öu^J
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öv^
,
öw^ und ^{(n^^ + br^ -f- ('w^) alle = 0 sein ; so dass also

in diesem speciellen Fall die Formel (7) sich reducirt auf

(7a) XdT= Z>Tj [oaJ{au^ 4- ^v, -f- cu?,) -f- o*^t/J.

Hieraus folgt beUttofig bemerkt, dass die ^ncHon o* keine von

Null verschiedene C<mstante sein kann\ denn sonst wtirde ein

Tbeil der von Jf« anf M ansgenbten elektriseben Krftfte onab-

hangig sein von der Entfemung, was ansunebmen offenbar ab-

surd wHre. — Von dieser einfacben Bemerkung ist weiterfaia

Gebrauob su macben.
BaoMtkvBy. — Die hier besprochene Hypothese Deila, welche

bereits in meiner ersten Publication über diese Geßensl^nde, nämlich

\i\ den Berichten unserer Ges. 4872 Seite 16i, n»il ,t)} bezeichnci

wurde, ist von Neuem von mir >^iederholt worden in meioein Werk:

• DiteUklrUehmKräftet^ Leipzig b. Teabner, 487S, daselbst Seite Kl
Uebrlgens reprSsentirt die Hypothese Delta keineswegs etwu

Neues, sondern vielmehr ein Axiom, welches stillschweigend (oboe

dasselbe als Axiom oder Hypothese zu bezeichnen, geWissermassen

als etwas sich von selht r \ erstehendes) schon vor mir von vicleo

Autoreu angewendet Ist, su z. B. von Kirchboff und Helmholtz.

Fertaetsaag.

Wir wenden uns zu den ponderomotorischen Wirkungen.

Wir beben die ponderomotorisebe Arbeit, welebe swei Uneart

Stromelemente DM und DM^ wflbrend der Zeit dt auf einander

ausüben, mit

(8) . äL={äL)ll^-^[äL)l^^

beseiobnet, [vgl. § 7, (1 7)], und fnr diese Arbeit folgenden Werth

gefunden [vgl. § 7, (48)]:

(9) (IL = JJ^Ds Ds^{[Q0e^ + (j* !:] dr + ,p<l{(^(^^) + /^/i:),

wo (), (f ,
•/ unbekannte Functionen von r sind. Dabei be- i

zeichnen Ds, l)s^ die langen der beiden Elemente, und^,

ihre Stromstärken.

Dieses Resultat ist nun, mittelst unserer (zu Anfang des

vorleben Paragraphs angegebenen) Hypothese Deila leicht (iber-

tragbar auf den Fnll. dass das eine der beiden Elemenle ein

körjieiiirhcs ist, und sodann auch auf den Fall, dass Ele- •

mente körperlich sind. Mao gelangt in solcher Weise (was hier

nicbt weiter ausgefobrt werden soLi] su folgendem Sats:
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Es seien gegeben zwei starre Körper M und , und ein

rechtwinkliges Axensystem (x, y, z); und zwar seien all* diese

drei Objecte in ganz beliebigen und von einander unabhängigen

Bewegungen begriffen.

Irgend zwei Massenelemente der beiden Körper seie?i be-

zeichnet mit DM und DM^. Ferner seien Di und bi\ die Volu-

mina dieser Massenelemente ^ und u,VjW und
,
t\, die in

ihnen vorhandenen elektrischen Strömungscomponcnlen.

Alsdann wird die von diesen beiden Elementen DM und I) M^

während der Zeit dt auf einander ausgeübte ponäei'omotorische

Arbeit dL den Werth haben :

Hier bezeichnet r den gegenseitigen Abstand der beiden Elemente.

Ferner bezeichnen a, b^ c die Hichlungscosinus von r. Und über-'

ätes haben ö die in § \ 1 angegebenen liedeutungen.

Man kann jetzt von Neuem das Ilebnholtz'sche l^ruicip des

vollständigen Differentials (§ 8) anwenden, nUmlich auf die pon-

deromotorische Arbeit (4 0 und auf die aus (7) sich ergebende

elektromotorische Arbeit. Mit andern Worten : Man kann jenes

Princip, ebenso wie es früher auf lineare Stromelemente ange-

wendet wurde, gegenwärtig auf zwei körperliche StromelomeDte

in Anwendung bringen. Dabei aber ergiebt sich nichts Neues.

Vielmehr gelangt man in solcher Weise (was hier nicht weiter

ausgeführt werden soll) zu gewissen Relationen, die völlig iden-

tisch sind mit den schon damals [in § 8, (26)] gefundenen Re-

lationen.

Vereinfachang der erhalteaen Resultate. Die Hypothese Epsilon.

Ist irgendwo im Universum eine elektrische Strömung t

vorhanden, die ihrer Starke und Richtung nach von Augenblick

sa Aogenhiick sich ändorti so werden durch diese Strömung t

und doroh die Aendemngen von i in allen übrigen Punkten des

Dniversoms bestimmte ponderomotorische und elektromotorische

Wirkungen erzeugt. Es liegt der Gedanke nahe, dass diese

Wirkungen unabhängig sein mttssten von den Ursachen^ durch

welche t und die Aendemngen Ton t herrorgebraohl werden.

i«k.-fh|iw OlMM. UM. 17
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Findel s. B. die SurOmmig i statt irgendwo im iDoern eioce

starren Körpers Jf, so kann eine Hioiifungsanderaiig TOD t da-

durch entstehen, dass die Strtfmung t im Innern der ponderabkn

Masse M sich dreht, ebenso gut aber auch dadurch, dass man

der ganien Masse M irgendwelche Drehung giebt, ohne dass

dabei die Strömung / im Innern von M sich ändert, und ebeoso

gut endlich auch dadurch, dass beiderlei Processe gleich-

zeitig erfolgen. Und unser Gedanke geht nun dahin, dass die

durch / und die Aenderung von / erzeugten Wirkungen in all'

diesen drei Fällen dieselben seien, falls man nur dafür Sorge

trägt, dass i und die Aenderung von i in allen drei Fällen

selben sind.

So ansprechend ein solcher Gedanke vielleicht auch er-

scheinen niag, so wird er doch immer nur als eine Hy}>othese

anzusehen sein. Und zwar wollen wir dieser Hypothese folgende

ganz bestimmte Fassung geben (indem wir dabei die Bachstaben

I, M durch , i/, ersetzen)

:

HjTpo^ese Epsilon^).— Es seiDM^ ein MasseneUment eines

starren Körpers • Ferner seien
,
v^, die ComponeiUen der

in D M^ vorhandenen elektrischen Strömung , die Componenten

gebildet gedacht nach drei AxM x^Pf 9f die in die ponderable

Masse irgend eines andern Starren Körpers M fest eingefügt sind.

Die beiden Körper M und mögen sich in ganst beliebigen^

von einander unabhängigen Bewegungen befinden.

Während der Zeit dt mögen nun die in DM^ twhandeMn

Strömungscmponenten u^^ v^^ w^ um du^
, dv^f dw^ anwachsen.

Alsdann soU angenmmen werden
t
dass die von DM^ auf die einr

»einen Punkte des Korpers M während der Zeit dt ausgeübten

ponderomotorischen und elektromotorischen Wirkungen viäUg unr

abhängig sind von den Ursachen , denen die Zuwüchse du«, dv^,

dw^ Äre Sntst^ng verdanken,

Oder mit andern Werten: Sind x^^ y^, und u^f v«, to,

die Coordinaten und elektrischen Strönnungscomponenten des Ü2r-

mentes DM^^ und sind femer dx^^ dy^^ dz^ und du^f dt;,, du\

die Zuwüchse dieser Grössen während der Zeit dt^ so soll ange-

nommen werden, dass die von diesem Element DM^ während der

Zeit dt auf die einzelnen Punkte des Körpers M ausgeübten peer

4) Vergl. die Bemerkuog zu End« dieMS Paragraphs.
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deromolorisehen und elektromotorischen Wirkungen durch Angabe

der zwiilf ArgumetUe

«I» if%f *i» ^i^u ^y%f

U,
,

V^y W^, (iw,, dL\, dw^

bereits völlig bestimmt sind, ohne dass es dazu noch irgend

welcher besondern Angaben über die Entstehungsweise der /m-

wücfise dcc^y dy^j dz^, du^^ di\, dlo^ bedürfte.

Es sei DM irgend ein Element des Körpers 3/, und es seien

^ die Gomponenten der von I)M^ in irgend einem Punkte

des Elementes DM hervorgef)rachten elektromotorischen Kraft.

Alsdann ist z. B. 3£ ohne Weiteres angebbar auf Grund der

Formel § 1 2, (7) ; wobei zu beachten ist, dass nach unserer gegen-

wärtigen Festsetzung die Axen x, z in die ponderable Masse

von M eingefügt^ mithin die in jener Formel vorhandenen Dreh-

ungen da» db, alle = 0 sind. Demgemttss erhalten wir, auf

Grund jener Formel, fflr die io Rede siebende Gomponente 36

folgeodeo Ausdruck:

{[%a(au^ + • •) + x*M,] f/r 4- /. [au^ -\ ) da

oaJ{flu^')r ") + o*Ju^

Nadi der tUta J^d gegebenen Definition (§ 1 4) ist allgemein

= 4^+ mithin J^szd^d, also s. B.

:

du^ = du^ —
,

^(au, 4- .
.) » d(ati, -h • •) + • •)

»

so dass also die Formel (1) ttbergeht in:

{['Ka{au^ H— ) + X*«,] dr + l{au^+ • •) da\

+ — o) ad{au^ + .

.)
(v ~ o*) du^ ]

wo DT^ das Volumen des Elementes DM^ bezeichnet.

Nun ist offenbar:

d(ai#, -|- • •) = (m, d o -|- • •) (a^tt, + • •)

.

Nach der Deünilion von d (§ \ \) sind aber ()a, öb^ de identisch

mit daj db^ de. Somit folgt

:

d(oii^+ • •) = (u, da+ • •)+ (adt#, +-••)•

47*
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Dies in (2) subsauiiri, erpebi sieh sofort:

Sind X, y, z und , . 3, die GoordhiaIeD der ElemeBte

DM und f)M^ , so werden offenbar x, y, 3 constantf d. h. TWi

der Zeil unabhaagig sein, weil das Axensystem [x, y, jj) mit der

ponderablen Masse des starren KOrpers M fest verbunden seio

80IL Somit ergiebt sich z. B.:

H«(x-xJ» + (y-yJ«+ (s-»,)%

mid ienier:

a = *

da« d«- ^ är ,

also mli Bfloksidil aof (4):

(6) da Ucc,+^!l^(^'dx,+^-^dy,+^d.,).

Denkt man sich nun diese Werthe von r, a, 6, c, rfr, da, db, de

im Ausdrucke (3) sub^tituirt, so erkennt man sofort, dass die

beiden ersten Zeilen jenes Ausdruckes nur von den zwölf Arg;u-

menten

^if *4f <'yi> »

tf,
y
V,, dtt,

, dv,
, dtOi

abhängen, (nämlich, abgesehen von diesen zwölf Argumenten,

nur noch die constfirUen Coordinaten des Elementes DM ent-

halten). Wesentlich andrer Art ist hingegen die dritte Zeile jenes

Ausdruckes, insofern, als in dieser dritten Zeile auch noch

gewisse Theüe der Zuwüchse du«, dt;,, dw^, nämlich die

Grossen

(8) du^f ^v^J ^w^

enthalten sind.
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Nach unserer Hypothese Epsilon soll nun aber die in Rede

stehende elektromotorische Wirkung nur allein von den %u)ölf

ArgumaUen (7) obhUn^. D. h. die in jener dritten Zeile ent-

haUenen Functionen /i —> o und — mOssen identisch

sO sein.

Um diese Schlassfoigernng etwas durchsichtiger tu ge*

stalten, sei iMmerkt, dass jene dritte Zeile, falls man ihr für

^tt„ dta, die belunnten Werthe [vgl. § 44, (7)]:

(9) dv, Ä u^dc^ — w^da^
,

Sw^ =* V|da, — u^dh^

sobstituirt, folgende Gestalt annimmt:

/ißt l{ft— o)a[{cv^'-bw^)da,'}-(aw^^-CU^)dh^-^(bu^'-av^]dc^]\

wo (/a^
,
c/b|

,
r/c« die der Zeit dt entsprechenden Drehungen des

Körpers Jf, um die Axen x, t/, 3 beieichnen.

Diese dritte Zeile [1 0) darf nun, ebenso wie der gante Aus-
dnick (3), nach unserer Hypothese Epsilon nur allein von den
swolfArgumenten (7) abhangen. Sie muss also s: B. unabküngig

sem Ton Jenen Drehungen da«, dh^^ dc^. Folglich müssen in

[1 0) die CSoeffioienten Ton da« ,d^>^,d c\ einseln os 0 sein. Hieraus

tber folgt — in Anbetracht der Willkflrlichkeit von o, 6, c,

ii«, w^ — sofort, dass die Pnnotionen fi^o und V— o*

identisch = 0 sein mUssen. — Q. e. d.

Wir haben somit die Relationen zu notiren:

(H) ju = o und V = o* .

Wir halten fest an den su Anfang dieses Paragraphen (in

der Hypothese Epsilon) gemachten Beseiohnungen und Fest-

setsangen, tlberdies aber wollen wir gegenwartig nicht nur in Jtf,,

Mndem ebenso auch in M irgendwelche elektrische Strömungen
uns denken, und die im Element DM vorhandenen Strönmngs-

eoDponenten mit ti, t^, to beieiehnen. Die wihrend der Zeit dt

von den beiden Elementen DM und DM^ auf einander ausgeübte

ponderomotonsc/ke Arimt dl wird alsdann, nach § 43 , (40), den
Werth haben:
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wo Z>T und Di^ die VolumiDa der filemenie DM und DM^ voi^

stellen. Diese Formel:

(13) ^^«x,^|>.i[^(-' + ••)("'^+••)-^'^'^-^+ ••)I^^^

^ M+9^[(au4-)(aw*+ -)] + Z^(t#«t+ -)'

wollen wir nun einer i^enaueren Betrachtung unterwerfen.

Es ist [vgl. § (7)]:

du ^ wdh » vdc ,

(4 4) 6v = t4rfc — wda
,

wo da, c/b, (fc die der Zeit dt entsprechenden Drebnngen des

Körpers M um die Axen s vorstellen. Diese Drehungen

aber sind = 0, weil das Axensyslem ar, y, 3 mit M fest ver-

bunden gedacht wird. Folglich sind im hier betrachteten Falle

die dVf dw alle = 0. Aus diesen Formeln

(45) duesO, dv»0, dwssO,

folgt aber sofort: d(oti -f- * *) » + '
*)i eder, weil die

da, db, de [nach der De6nition von d (§ 4 1)j mit den da, dh^ de

identisch sind:

(46) d(au-h ..)= {uda+").

Andererseits ist [wie schon beim Uebergange von (2) su (3) be-

merkt wurde]

:

(47) d(atij 4- . •) = (Uj(/a+ '•] + {a^u^ + • •) •

Aus (45), (46), (47) ergiebt sich nun weiter:

(18) (5(„w,+ --) = ("<JW| + --)t

(4 9) d[{au -h . •)(ou.4- • •)] = (a«, 4- • -)(uda --••)+
4- {au + (/a -f- •

)
-{- ('M/ -|- ••) (" ^ ~f"

Substituirt man diese Werthe (47), (48), (49) in (43), so erhAli

man sofort:

|[^(aii+ . .)(fl«i 4- • •)+ + ' •)] dr

Ih- y(«"+--)(«^»'4H--0+x("t^"i4--)

Nach unserer Hypothese Epsilon kann aber die pondero-

motorische Arbeit dL wohl von du^, dv^f dw^^ nicht aber voo
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iu^ ,di\fdw^ abhängen. Denn dm du^^dv^^öw^ reprttsentiren

gswigse Thefle der du^, t/u;«, and sind [vgl. (9}] ihren

Werthen nach wesentlieh bedingt durch die SnU^Mngsumge
der ZawOchse di/^

, ,
dw^,

Hieraus folgt, dass die dritte Zeile des Ausdrucks (20] ver-

schwinden muss, und dass also die Functionen (p und x identisch

= 0 sein müssen. Dieses Resultat, mit dem früheren Kesuitato

(11) zusammengefasst, können wir also sagen:

Aus der Hypothese Epsilon folgt, dass die FimßtUmen n,v,%
)t, 0, 0* folgenden vier ReiaUenen entsprechen mUesen:

Bemerkung. Die in diesem Paragrapli besprocfiene Hypothese
£p*i7on, welche schon in meiner ersten Fublication über diese Gegen-
stände, nämlich in den Berichten unserer Ges. (1872, Seile 4 62)

mit (i) bewichDet wurde, ist geoaiier yob mir dargelegt worden io

meineaa Werke »Me eUkiritchm KrUfle*, Leipzig, bei Teuboer 4878,

daselbst Seite 187.

Später, nämlich in den Abhandlungen unserer Ges. vom Jahre

1873, ist dieselbe, der Kürze willen und um lastipe Wiederholungen
zu vermeiden, nur in verdeckler Weise von mir angegeben worden,
Dämlich verschmolzen mit einer gewissen anderen Voraussetzung

[vgl. daselbst Seite 470 (/] und Seite 484, 482]. Und leider hat Helm-
BOLTs bei seinen Betrachtungen Uber meine Untersuehnngen die Hy-
pothese Epsilon in dieser mehr oder weniger undeutlichen Fassung,
nicht aber in ihrer ursprünglichen wahren Gestalt vor Augen gehabt.

(Vgl. Helmholtz' Wiss. Abb. Bd. 1, Seite 710, 7 H.)

Als beachtenswerth möchte ich noch diejenigen ausführlichen

Darlegungen hervorheben, welche von mir iiber die Hypothese

Epsilon in den Ber. unserer Ges. vom August 1874, Seite 137, 138

gemacht sind. s

Schliesslich bitte ich noch Folgendes zu ervvüsen: Es ist

ein bekannter und bis jetzt wohl niemals bezweifelter Satz, dass

die von einem elektrischen Strom in einem gegebenen Con-

duetor inducirten elekiromotorischen Krttfte stets Null sind, falls

die IntensitSt des Stromes, und ebenso auch seine relative Lage

nun Ck>nductor constant bleiben. Dieser Sats aber wttrde auf-

boren richtig in sein, falls man jene Hypothese Epsilon fallen

lassen wollte; — wie sich solches ergiebt aus einer von mir
yor wenig Jahren angestellten Untersnchong (Abb. unserer Ges.

1892, Seite 67, 483 und 445).

*
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§45.

Beütimiiiiig der unbekannten Fnnctioien. Die in solcher Weise fdr dM

elektr^Btttrisdie ud fdr das ponderomotorische EleaMtusMeteuek

Wir haben in unsem Formeln im Ganten eüf nnbekaimte

Fonotionen) nttmlioh*):

0, 0*, X, X*,

Und zur Bestimmung dieser Fnnetionen haben wir im Gapien

fünf%ehn Gleichungen erhalten, n&mlich lavOrderst:

vter Gleichnngen [§ 8, (S6)], auf Grund dea Hiunoin-

sehen Principa des voUstttudlgen Differentials ; femer

fünf Gleiehungen [§ 9, (89) und (S9g)], auf Grund des

F. NaoüAmi'sehen elektromotorisolien Integralgeaetsea; femer:

%vtm Gleiohungen [§ 10, (3S)], auf Grund des F. NmAHim-

aehen ponderomotoriaehen Integralgeaetaes; endlieli:

vier Gleiohungen [§ 14, (Sl)], aufGrund der vom Verfasser

eingeführten Hypothese Epsilon.

Es isi wohl ein reoht gtlnstiges Zeichen für die Riehtig|keit

unserer Grundlagen, daaa all' diese fünfzehn Gleiohungen, in

denen dodi nur et{f Unbekannte enthalten sind, tmter^nander

in Einklang sidi h^den, ZuvUrderst folgt aus diesen* fttofinba

Gleichungen [was hier nicht weiter ausgeführt werden soD),

dasa die Funetion o* eine Constante ist, und dass sie also naeb

einer frOher [in § 12 bei (7 a)] gemachten Bemerkung s 0 sein

muss. Solches erkannt ergiebt sich alsdann (was hier ebenfills

nicht weiter ausgeführt werden soll), dass jene eilf unbekaontan

Functionen folgende Werthe haben:

o> düt 2qi

' r ' ^ dr r

(*)

r ^ r '

flssWf und it SB SB ^ SS SS 0.

Oder genauer ausgedrückt: Ein Thcil der in Rede stehenden

ftlnfzehn Gleichungen fubrt zu den hier angegebenen Werthen,

4) Die Function «t» gehOrt ni^AI la den aabekannten Functionen. iQ

der That ist « eine gegebene Fanction. Vgl. § 9, (17).
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und der übrige Theil der Gleiohungen findet sieh durch diese

Werthe befriedigt.

Nan ist beksnnüieh ta nnr Abbreviatur fttr folgende

Funotion:

(2) w= [vgl. §9 (27)].

DemgenUlss ndimen die Werthe (IJ folgende Gestalt an:

,
Sil«

(3) ^o*=0, «•=+^, Q*

f«=s— -,und;..= j/ = y = ;c
= 0.

Subsliluirt man diese Werthe (3) in der Formel des Salzes

§ 42, so erhält man sofort:

1 r '

also weil ^+ d= ist:

Substituirt man ferner die Werthe (3) in der Formel des

Saties § 13, (40), so erhalt man sofort:

(5) äL= Ä^Ü.D., •
:1 -^iü^] rfr.

Demgemäss gewinnen die soeben citirlen Sätse [g (7)

und § 13, (10)] folgende einfache Gestalt:

Es seien gegeben zwei starre KOrper M und , und über-

dies ein rechtwinkliges Axensystem (x, »)\ und zwar seien alP

äkte drei Objede in ganz heUdnyen und von einander unabhängig

$en Bewegungen begriffen.

irgend zwei Maesenelemente der b&den Körper seien bezekh"

net mii DU und DM^, Femer seien Dt und Dt^ die Volumina

dieser Elemente^ und v^w und u^^ u
^ die in ihnen vorhan-

denen elektrischen Strömungscomponenten,
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D in u fjcnd einem Punkte des lüementes DM hervorgebrachten

elektromotorischen Kraft, Alsdann werden 3£| % 3 1^8^« W)
die Werthe haben:

Hier hczeirhnct r den grgenseilKjcn Abstand der beiden Klemenle

DM, DM^
\
ferner bezeichnen 6, c die nirhttingseosinus von r.

Endlich denlef dir (Charakteristik d diejenigen Zinriichse au, trrl<-he

die betri'ff'n}d''n (i}iissen n ährend des Zeitelements dt erfahren.

Andrerseits icird die von den beiden Elementen D3J und IfMi

V (ilnend der Zeit dt aufeinander ausgeiibte ponderomotorische

Arbeit dL [vgl. (5)] folgenden Werth habeni

(7) dL^A'DfDr,

wo b, c und ebenso auch dr dieselben Bedeutungen habm

wie in (6).

Nun ist offenbar:

drssaidx — dx^) + — dy^) + c{dz — (/sj,

f'ills man nämlich unter 6, c die Cosinus der Richtung

r{DM^ /) M) versteht, und überdies die CoordintUen der beiden

Elemente DM und DM^ mit s und x^y y^, beMeidmeL

SubsUtuirt man diesen Werth von cfr m (7), so erkennt man so-

fortj dass die Componenten A', Yj Z der von DM^ auf DM ausge*

iäften ponderomotorischen Kraft folgende Werthe habm:

(7 a)

3 {au 4" • 2(wwt + -)

3(au4- • ^){au^ 2(mu. +••)

3(atf+*

r»

r« i
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Für (iie Componrnten .Y,, V,, /, der umgekehrt von DM auf
/M/, ausgeübten ponderomotorischen Kraft ergeben sich genau die^

selben Werthe^ nur mit entgegengesetzten Vorseichen.

Ebenso wie früher [§ 6, [H)] mag die von den beiden

Klomcnten DM und DM^ wtthrend der Zeit dt aufeinander aus-

geObte elektromotorische Arbeit beieichnei werden mit

(8) <^«=MS2'H-(''«K-
Wir wollen jetit diese Arbeit^ und ebenso anoh ihre beiden

TheilOi näher su bestimmen suchen auf Grund der Formeln (6),

indem wir dabei snr AbkttrsuDg folgender AbkOrsungen ans

bedienen:

r SS au + + cw,

(9) r,= aii,4-&v, + CM;,,

Bekanntlioh ist [vgl. § 8, (t)) und § 6, (7)]

:

(10) (rf^)^^» = (iu H- 2)t; ^äw)D%-dt.

Suhstituirt man hier für 3 '^''^ Werthe (6), und bedient

man sich zugleich der Abkürzungen (9), so erhält man:

Desgleiehen wird offenbar die analoge Formel stattfinden:

(«, (.8)-,=_>..|,,l„.(IIi^.r+Ml).

Addirt man diese beiden Formeln (4 4), (48), so eigiebt sich mit

ROoksicht auf (8)
(OTT —. 9 s d' T T ]\

and dies ist also die zu berechnende elektromolorisrhe Arbeit,

Andrerseits hat die von den beiden Elementen DM und
DM^ während der Zeit fi ^ aufeinander ausgeübte /jo;j(/(7 o//<o/f)-

r/sr/i*' Arbeit dl. den Werth '7]; und dieser ist, unter Anwen-
dung der Abbreviaturen (9), folgendermassen darstellbar:

(44) t/L == - A^DxDt, |^^:Z^ZIij(/r.
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Aus (13), (U) folgt durch Addition:

d. i.

(45) dZ»+ d8« — il«/>T/)r,

also, falls man für 1, T^ ihre eigentlioheA Bedeatnngen (9) sob-

stituiri;

(<6) dl+,iit==-A*D.DT,
^|('"«+t^+cH(«».+t«',+c«,j.

Und diese Formel xetgt^ dost die Summe der während derZeUdt

von den beiden Stromelemenlen DM und DM^ auf einander «u-

geiibten ponderomotorischen und elektromotorischen Arbeiten ek

vollständiges Differential ist; was in vollem Einklang nl

mit dem Helmholis*sehen Princip. [Vgl. die twehe Seile des §8].

In Betreff der gefundenen Gesetse (6) und (7) ist noch Fol-

gendes hinturafttgen.

Erstens,: Das Geset» (7) oder (7 a) tsi, wie man bereits bi-

merkt haben toird, identisch mit dem Ampär^schen Gesetz,

Zweitens'. Das Gesetz (6) ist identisch mit demjenigen ^
su

weMiem der Verfasser schon vor langer Zeit auf wesentlich ande-

rem Wege gelangte. Vgl. des Verfassers »Theorie der elektri-

schen Kräfte«, Leipzig bei Teuhner 1873, daselbst Seite 1 92 (ITaj.

Will man die erhaltenen Gesetze in ihrer einfachsten Ge-

stalt vor Augen haben, so braucht man nur die betreffendeo

Arbeitenj d. i. die Formeln [7] und (11) hinzuschreiben:

(16a) dl« A*DtD i, î ^^r^^ ^^") »

(16« [ä,)i:'~-A^O.O.,(li^ä,+IiL).

Denn sobald diese Formeln Torliegen, sind ans ihnen die Werthe

der betreffenden Kräfte A, ) , Z und 3t\ % 3 ohne Weiteres ab-

lesbar.

§46.

AnwoBliBg to F. NeuMnn'schen Integialgesetae aif SpUm
Riagei.

Es seien gegeben swei in beliebigen Bewegungen ond Ge-

staltsvertndemngen begriffene inextensible lineare Stroniriii|e
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Zum EuKTumTiuatK. § 46. fßlS

jr imd if« , dereo Stronstarken J nnd J^ blosse Funclioiieii der

Zeil sind. Ferner beseichne

(I) P^JJ.Q, [vgl. §3, (4)],

das F. NiinuNN*sehe Potential der beiden Ringe auf einander.

Üeberdies mag, was den der Zeit dt entsprechenden Zuwachs
YOD Q betrifft, ebenso wie früher gesetzt werden

:

(%) dQ^djuQ-^dM^Q, [vgL§4,(48)].

Alsdann wird das F. Nei MA^N'sche ponderomolorische Inte-

^algeseiz ausgedrückt sein durch die Formeln

;

\Hm' ^^"-0,

Und andererseits wird alsdann das F. NEUMAprif'sche elektromo^

toiische IrUegraigesetz dargestellt sein durch folgende Formeln

:

I ((/ 8)J - di»- , [vgl. § 5, (24), (28)]

.

Eine elwas einfachere Gestalt erhalten diese Formeln durch

Anwendung der früher (in § U ) von uns eingeführten Charakteri-

stiken Zufolge (4) ist nttmiich

und von diesen beiden Theilen des Zuwachses d¥ wird (in Ein-

klang mit den Festsetzungen des § 44) der erste mit dP, der

sweile mit sn beseicbnen sein, so dass man also erhHlt

:

(5) t/P=<5P4-^P,

wo alsdann also dPnnd die Bedeutungen haben:

(6) dP^JJ.dij und JP=Qä[JJ^).

IKeses dP ist nach (8) aueh so darstellbar:

dP^JJ,dMQ+ JJ,d^^Q\

und demgemäss mag gesetst werden:

(7) dP^djuP-^dj^^P,
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DUmlich:

(8) äyfP:=JJ,d„Q und ö^^P^ JJ.d^^Q \

80 dass also djgP lediglich von der LagenTerSndening des Ring^

J#, und ebenso djg P lediglich von der des Ringes herrflhri.

Andererseits ist das in (6) aufgefOhrte JP ebenfalls in twei

Theile lerlegbar, nflmlich so darstellbar:

und von diesen beiden Theflen mag der erste mit ^jfP, der

Bweite mit ^m^^ beieiohnet werden. Alsdann ist also

(9) JP=zJ^P-i'Jj^^P,

nämlich:

(10) -^hfP= Q-^x^iJ und ^j»/, P = QJ'f^i ;

SO dass also ^jfP nur von der Stromstärkenändcning des Biages

Mf und ebenso Jßi^P nur von der des Ringes herrührt

Die Formeln (3) des ponderomotorischen Integralguetus

nehmen nun mit Rücksicht auf (8) die Gestalt an:

^M,P'^

wihrend andwenettt die Formeln (i) des »Uktromoleriidi»

Inteyrulges^tet mit Rttoksieht anf (1 0] abergehen in:

Man Übersieht nun sofort, dass diese Gesetie oderFormefai

(M), (12) nicht nur auf iwei einielne Ringe, sondern ebenso

auch auf swei Systeme von Ringen anwendbar sind. Dabei wird

alsdann in diesen Formeln unter Jf das eine, unter Jf« das

andere System , und unter P das Potential des einen Syslems

auf das andere su verstehen sein. Natflrlich ist dabei vorsaS'-

Busetten, dasa in jedwedem Ringe die Stromstarke eine hloise

Function der Zeit ist.
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Zut £Limo0TVAaTC. § 47. 267

§

Aiweidug der beiden Integralgesetze anf zwei stam Kttrper nlt
regalären StrttBuigBZBgt&iideii.

Wir wollen den in einem gegebenen Ktfrper M Torhande-

nen elektrischen StrOmungszustand {u,VjW) regulär nennen,

wenn derselbe folgenden Bedingungen entspricht:

hu hv hw

ticos(?i,x')+ t'cos(/i,y) -|- i^cos(rt,»)= 0, (an der Ober-

fläche von M)
,

wo n die auf der Oberfläche errichtete innere Normale sein soll.

Besitzt der Zustand diese Beschaffenheit, so wird offenbar der

Körper M angesehen werden iLönnen als ein System von Strom-

fltden, deren jeder geschlossen^ und seinem gansen Laufe nach

von einerlei Stromstärke ist.

Sind im Augenblick t die ReguiariUltsbedingungen (13) er-

füllt, und lässt man nun die i/, v, w wVhrend der Zeit dt um
unendlich kleine Grössen du^ dv^ dto anwachsen, und nimmt
man dabei an, dass diese du, dv, dw die Form haben:

(U) dt« SS u<r, dv^va, dw^wa^
wo 0s (7 [x, z) eine der partiellen IHfferentialgleichnng

* ' hx hy hz

entsprechende unendlich kleine Function sein soll, — so wird

der elektrische Strömungszustand des Ktfrpers, wie man leicht

übersieht, im Augenblick t -\- dt wiederum regulär sein. Auch
wird alsdann jedweder Stromfaden des Körpers wShrend der

Zeit dt seiner ponderablen Masse nach ungeändert geblieben

sein, und nur einen gewissen (positiven oder negativen) Zu-

wachs der Stromstärke erfahren haben.

(15a) ... • Aus unserer Definition (43) folgt nun sofort, dasi

die bmden Integralgesetze (44), (48) auch anwendbar iind auf
»wei m Bewegung begriffene starre Körper M und Jf^, mit

Bemg auf irgend ein ZedeUment dt, faüs man nur voraussetzt^

dass die elektrisd^en Strömungsgustande der beiden Körper wäh-
rend der Zeit dt regulär bleiben , und dass Überdiesjeder in einem

der beiden Ktsrper vorhandene Sttomfaden semer ponderablen

Masse nach während'der Zeit dt ungeändert bteä>t.
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Denn alsdann wird jeder der beiden KOrper angeselieD

werden ktfnnen als ein System von SiromriDgen, deren Strom-

stSrken blosse Fanolionen der Zeit sind. U. s. w. [Vgl. § 16].

Sind die Strömungszustände der beiden Körper i/ und J/,

reijulür, so ist ihr gegenseitiges Potential P leicht naher angeb-

bar. Zu diesem Zweck hat man zuvörderst zwei respective zu

3/ und zu 3/, gehörige Strofnfädtu ins Auge zu fassen. Das

gegenseitige Potential dieser beiden F&den besitzt oüenbar deD

Werth Lvßl. § 3, (3)];

d. L den Warth:

wo Z>.T, Py, Dz und
,
Dy^

,
/>3, die Componentea von Ds

und Ds^ vorstellen, wahrend a, c die Eichtungscosiaus der

Linie /* bezeichnen.

Nun ist aber [vgl. § 5, (46a)J:

JDy = vDz, (49) |
J, Üy^ == t', Z>r.

,

Hier bezeichnen Dt und />r, die Volumina jener beiden Strom-

fadenelemente, deren Latu/en in (16) mit Ds und Ds^ bezeichnet

worden sind. Ferner bezeichnen u, v, w und u,
,
i\

,
u\ die in

diesen Elementen vorhandenen Strömungscomponenten. —
Dorch (18), (49) geht nun die Formel (47] Uber in:

die Summationen ausgedehnt gedacht Über alle Volumelementfl

D(f Üt^ der beiden betrachteten Stromfädeu.
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Denkt oian sieh jeUt endiioh die Srnnmationen ausgedehnt

ober sämmüiehe Stromfuden^ also über alle Yolnmelemeiite Dt
«ks Körpers Jf and über alle Tolamelemeote Dv^ des Körpers

if,, so wird die Formel (SO) das gegenseitige Potentfal der bei'

den Körper liefern.

Ais experimentell constalirt dürfen die l)eiden F. Nfimann-

sehen Integralgesetze wohl nur angesehen werden für inej-leu-

sible lineare Ringe, und, falls Gleitstellen vorhanden sind, nur

fflr solche Hinge, deren einzelne Theile inc.rlcnsihel sind. Hkim-

HOLTZ bat angenommen, dass die genannten Gesetze auch für

fitensible Ringe gelten, nämlich für solche Hinge, deren pon-

derable Massen in beliebigen Dilatationen und (^ontractionen

begriffen sind. Genauer ausgedrückt wird zu sagen sein :

Die Helmboltz'sche Dilatations-Hypothese besteht darin^

dass die beiden F, NeumaniCecken IniegralgeseUe (14), (42):

amf Mwei in beliebigen Bewegungen befindliche lineare Ringe M
wid Jf^ auch dann noch anwendbar seien , wenn die ponderablen

Motten der beiden Hinge in belidngen Dilatationen oder Con-
tractionen begriffen sind^ immer voratsegetetMlf dost dieStront'

stärken J und der beiden Ringe blosse Pünctionen der Zeit sind.

Dabei ist alsdann in Betreff der in (94), (89) enthaltenen Zu-

wüchse hin»ugufUgen:

d/fP entsteht blos durch die räumlichen Verschi^ngen der

den Ring M constituirenden ponderablen Massenpunkte , und die

hierdurtA bewirkte MUverschitbung des Stromes J.

Anderersoits entsteht ^jgP blos durch Aenderung der Ihten-

tittu des Stromes, d. i, durch blosse Aenderung von J.

Von Hause ans ging die HsumoLTiVhe Ansieht noch wei*

ter, nlmlieh dahin, dass jene beiden Integralgesetse auch dann
noch gültig seien , wenn die Stromstttrfcen / und J^ Functionen

von Zeit und Ort sind, wenn also s. B. J an verschiedenen Stel-

len des Ringes M ganz verschiedene Werthe hat.

lUtk.-pkys. Omm ISM. 18

{U)

(««) äP-J„P



In dieser orsprünglichen Gestalt führte aber die Hypothese

tu den HBLMBOLTZ^sohen ^Endkrdften^ [vgl. Helhholtz' Wissen-

schaftUche Abh., Bd. I, Seite d. i. sa Krjrften, die, wie

einige Zeit spSter von Hiuiboltx constatirt wurde, mit den in-

iwischen von ihm selber angestellten experimentellen Unter-

suchungen in Widerspruch standen. [Vgl. Hiuibolti^ Wiss.

Abb., Bd. 1, Seite 787],

Demgemass habe ich die ursprOngliche allgemeinere Fas-

sung der HiuiBOLTx'seh«! Hypothese gans fallen lassen. In der

hier angegebenen beschrankteren Fassung aber dürfte die Hy-

pothese des grossen Physikers und Mathematikers wohl za aceep-

tiren und eines näheren Eingehens werth sein.

Bemerlnmg. Ebenso wie wir froher (§ 46, § 17] von ge-

wöhnlichen inesctemiblen Ringen sn «torrm Körpern IlbeigMigen,

ebenso wollen wir jetit von den exUmiblen Ringen aus rar Be-

trachtung solcher Ktfrper uns hinwenden, die in irgend weleheo

Dilatationen oder Cantractionen begriffen sind. Derartige Körper

können nach Belieben als elastisch oder weich oder flüssig ange-

sehen werden.

§19.

Anweato^ der Ulitm lategralgesetie aif iwel Klr^,
Üe in irgend welchen Bewegaagen and zugleich aocli in irgfi4

welchen Bilatatieiei eier Ceatraetienen begitfea nni.

Es seienM und M^ zwei elastische oäet wei^e oder flüssige

Körper. Beide Körper seien in beliebigen Bewegungen, and so-

gleich auch In beliebigen IHlataHonen oder Cantractionen be-

griffen. Auch noögen in jedem der beiden Körper elektrische

Strömungen stattfinden.

Im Augenblick t sei im Körper M ein regulärer Strömungs-

zustand vorhanden:

(4) ii= M(a;,y, s), v = v{x,y,s}, w= w{x,y,z)\

so dass also [vgl. § 47, (43)] die Gleichungen erfüllt sind:

I H- T— (hn Innern von Jf),

[ucos(n, a;)+V cos (n, y)-h u; co8(fi, m>)s=0, (an d. Oberfl. von Jtf),

wo n die auf der Oberflache errichtete innere Normale vor-

stellen soll. In diesem Augenblicke t wird alsdann der Körper
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M ansoMheii sein als efai System von StromlldeD, deren jeder

geschlossen, vnd seinem genien Laufe iieoh ven einerlei Strom-

ttlrke ist.

Wttbreod des nllebslfolgenden Zeitelemenies dt mtfgen nnii

ik poodemblen Massenpunkte des Körpers beliebige Lagen-

mfloderangen erleiden, der Art, dass die Geordinaten x, 2

eines solchen Matsanpnnkies wahrend der Zeil dt nm

anwachsen, wo /*, h beliebig gegebene unendlich kleine

FoDctionen vorstellen.

Betraohtei man also s. B. irgend ein Massenelement DM des

gegebenen Körpers, und bezeichnet man die Volumina dieses

Massenelementes Z>j|f in den Augenblicken t und t'{'dt respeo-

tiYc mit Dt und Dt -f- d{Dt)f so wird die Formel gelten:

Während nun die ponderablon Massenpunkte des Körpers

die soeben genannten raumlichen Verschiebungen (3) erleiden,

möyen jene im Körper enthaltenen elektrischen StromfUden mit-

verschoben gedacht werden, — (gleich, als ob die ponderable

Masse eines solchen Fadens mit einer für die elektrische iMaterie

undurchlässigen Hülle umkleidet wäre. — Und während dieser

YerschiebuDg des Fadens mag seine Stromstärke ungeändert

bleiben.

Alsdann werden die elektrischen Slrömungscomponenten

des Körpers im Augenblick t dt etwas andere Werthe haben,

als im Augenblick /. Und zwar werden die betreffenden Unter*

schiede oder Zuwüchse — sie mtfgen du, Öv^ öw heissen— die

Werthe haben:

b Betreff der Ableitung dieser Formeln (5) kann leh auf HeLa-

«.Tx Terweisen: Huboltz' Wiss. Abb. Bd. I, Seite 731, (3bj.
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Ueberdies mögen nun aber wahrend der Zeit dt aooh die

Siromitärken der eintelnen FSden geSindeit werden (aettMlYei^

standlich von Faden zu Faden in stetiger Weise). Die hierdfifdi

bewirkten Zuwüchse der w, w — sie mogeu bezeichnet sein

mit Ju, Jv^ Jir — werden alsdann, wie sich leicht er^^iebt,

die Werthe haben:

Ju SB ti • a SS u • a(Xf %) ,

6) ^t; s= t; • a s= i; • a{x^ y, %)

,

wo <7= a[Xf iff
z) eine beliebiye unendlich kleine Function vor-

stellt.

Die totalen Zuwüchse der Slrömungscomponenten m, r, w

wahrend der Zeit ät werden daher die Werthe haben:

du SS
9

(7) dv ^dv +Jv
^

Auch werden wir, in vollem Einklang mit unsern früheren Be-

zeichnungen j^vgl. § H, (9), (40)] die (5i/, Öv^ öw als die cou-

vectivcn, und die Ju, Jv, Jw als die endogenen TheHt der

Zuwüchse duy äVj dw bezeichnen dürfen.

Wir haben vorausgesetzt, dass der Strömungssustand (u, t\ w]

des Körpers M Im Augenblick t regulär sei. Wir wollen jetzt die

Dinge der Art einrichten, dass der im Augenblick t-i^dt im

Körper vorhandene Sirömungszustand (ti+du, v+dvy w-\-dw]

wiederum ein regulärer ist. Solches wird, wie man leiehi über-

sieht [vgl. § 47, (44), (45)], dadurch erreicht, dass man jene un-

endlich kleine Function asa(x, 2), die bis jetsi gans be-

liebig war, naohlraglich der Bedingung unterwirft:

Alsdann wird also der Strömungszustand im Augenblick

t-^ dt ein regulärer sein. Folglich wird in diesem Augenblick

f+ dt die Stromstärke eines jeden einseinen Stromfadeni

Sehlem gansen Laufe nach ein und dieselbe sein, — ebenso wie

solches im Augenblick / der Fall war.

Beiläufigsei noch Folgendes bemerkl: Allgemein i8ldsd+<^
[vgl. § i ij. Demgemüss ist s. B.:

(9) d(uDT) = öiuDT] + J{uDT).
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Obd iwar wird in dieser Formel der convective Zuwaehs S{uDt)

den Werlli haben:

Nnolslaber offenbar ^ (Dt) (Dt). Semit folgi:

d[uD%) = (du) • /)T+ U.rf(/>ir).

Sobstitairt man hier iQr du nnd d(Dt) die Warthe (5) und (4),

so erhill man aofort die erste Formel folgenden Systems:

dessen übrige Formeln in analoger Weiso zu erhalten sind.

Andererseils wird der in (9] enthaltene en(io^e«c Zuwachs

J[uUt) den Werth haben:
• ff

J(uD%) « (Ju) . /)t H- u . J[Dt) .

Offenbar ist aber ^(Dir)=sO. Somit folgt:

(H) J(uD%) = [Ju] . Dt= ti<FDT, [vgl. (6)]

.

So weit der Körper M. — Was nun femer den Körper J/,

betrifft, so wollen wir ttber diesen ganz analoge Vorstellungen

nnd Besetchnnngen adoptiren. Und zwar wollen wir bei beiden

Körpern der Betraehtong ein und dasselbe rechtwinklige Axen-

8|8tem {Xf %) fxk Grunde legen. Das gegenseitige Potential P
der beiden Kttrper wird alsdann im Augenbliek t den Werth
haben [vgl. § n, (20)]:

= - ^vsr"^*+^;;?"^'"^*DTDT,

,

die Snmmationen ausgedehnt gedacht ttber alle Massenelemente

Oif, DM^ der beiden Körper. Dabei beseiohnen Dt, Dx^ die

Yolomina dieser Massenelemente , nnd a, 6, c die Richtungs-

eosinns ihrer Verbindungslinie r.
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Aus dieseD Darlegungen [(4)— (12)] ergiebt sich, dass die

beiden F. Nei MAMs'scben Integralgesetze, auf Grund der FIki.m-

liULTz'scbeu Dilatationshypothese [§ 18, (21), 22 ], anwt'iidbar

sind auf je zwei Stromfäden des einen und des andern Körpers.

Folglich werden sie auch anwendbar sein auf alle Stromfäden

zusammengenommen , d. i. auf die betrachteten beiden Körper.

Somit ergeben sich für die vom Körper ^l^ auf den Körper AI

während der Zeit (/Tausgetlbte ponderomotorische und elektro-

motorische Arbeit| d. i. für

Hm'
folgeade Formeln [vgl. § 16, (H), (12)]:

(48) (di)j;<=-a„p,

(14) (da)*'=rfP-^,P.

Hier bezeichnet dP den totalen Zuwachs des Potentials /*(4 2)

während der Zeit dl. Dieses dP ist zerlegt zu denken in seinen

cofit/ec^tven and in seinen endogenen Theii:

(45) dPr^dP^JP.
Von diesen beiden Theilen ist jeder von Neuem in swei Tiieile

lerlegt su denken:

der Art, dass die dj^, J^ nur von den räumlichen und elektri-

schen Veittnderangen des Körpers JV, andrerseits aber die

^ir,> ^Jf, denen des JLOrpers if« henUkren. Und die

in solcher Weise deflnirten dj^Pund ^^P sind es, welohe in

den Formeln (43), (44) auftreten.

Beseiofanet man die vom Elemente BU^ auf das Element

DU ausgeübten ponderomotorisdien und elektromotorischen

Kräfte mit X, Z und J)> 3i andererseits aber die vom ^n-
zen Körper auf das emxelne Element DM ausgeübten Kräfte

mit (A), (y), {Z) und (X), (9), (3), so ist offenbar (vgl. § 4 (D) und

§ 2, im-

.
{diy^^^= iX)äx 4- ii J

dy 4- /}d2
,

m (rfß)^i^ = m + (9) V+ (3) ^]I>^ ' ät,
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wo Ot das Volumen des Elementes f>M vorstellt. DemgeroSss

ergeben sich für die vom Körper 3/, auf den ganzen Körper M
während der Zeit dt ausgettbteo Arbeiten die Ausdrücke:

(49) (dl)^' =2!^{X)dx+{Y)dy + {Z)dz],

(80) = (rfO^((3e)u+ {9)v+(3)tö)/>T,

die Sumroationen ausgedehnt gedacht über alle Elemente DM
des Körpers .)/. Substituirt man diese Ausdrücke 19), 20) in

den beiden Formeln (13), (14), und lüsst man dabei für äx, r/y,

da ihre Werthe /, h (SJ eintreten, so erhält man schliesslich:

(22) {dt) H^] " 0)v -hiä^wlDv^^dP-JM^'

Bei AHritungdmw keUmi Fcmuln (Sl), (tt) üi nur Mwmer^
lei voramgeseUtf nOmlich ertfens die Rüstigkeit der heiden F.NeU"

mann*schen Integralgesetxe, und »weitens die B&htigfceit der !Ielm~

holtx^sdten DikUcUiimhypothese. Wir wollen mm weiterhin sehen,

welche Werthe aus diesen Formdn (21), (SS) ßr die noch unbe^

kannten Kräfte {X), [Y), [Z) und {X), (% (3) sich ergOen.

Die Werthe von dP, daP, ^^^P können auf Grund des

Ausdruckes (4 S) und auf Grand der Definitionen (45), (46: leicht

berechnet werden, was hier nicht welter ausgeführt werden soll.

Substituirt man diese Werthe in den Formeln (24 ],
(SS), so erhalt

man:

(S3) ^P)/-H- -I-

=

A'i vtvtM+-) (/'^4 + ' •) -(q/^+--)(m*i4---)

(24) {dt) (i>+ (?)) i; -f (3) w\Dt «:

§20.

Fortsetzung.

und andrerseits:

'22 DtDt
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die Doppelsummen ausgedehnt gedacht ttber alle Massenele-

mente D Jf, DM^ der beiden ROrper. Dabei |>ezeichDen Dt,

/)r, die Volamina dieser Elemente. Ferner beseicbnet r ihren

gegenseitigen Abstand und a, 6, c sollen die Bichtungscosinus

von r sein.

Nun sind f/, h [vgl. (3)] ganz willliinlichr unendlich

kleine Functionen. Folglich müssen in (23) die unter den Sum-

menzeichen befindlichen Goefficienten von /*, g, h auf beiden

Seiten einander gleich sein. Somit ergiebt sich k. B. :

(S5) (X) = A*D, .2'(".(''"+-:)-°("±L,±:;)j/,^,
.,

und analoge Werthe ergeben sich fttr [) ) und (Z).

Was andrerseits die Formel (24) betnfft , so ist suvOrdersi

tu bemerken, dass dieselbe, was die in ihr enthaltenen ii, tJ^ w
anbelangt) offenbar von folgender Gestalt ist:

(«) ^(^" -H + »^') * = ö

,

wo alsdann s. B. U die Bedentnng hat:

Waren t/, w YtfUig wülktlrlioh, so wttrde ans (o) folgen, dass

r, r, TVeinseln s= 0 sind. Nun sind aber t/, x\ w den Bedin-

gungen (2) unterworfen. Somit folgt aus (a), dass CT, F, 1F die

Form haben müssen

:

M '^^ä- '-^^ '»'-i^.

wo A eine vöUig uiAekannU Pnnotion Torstellt. Substituirt man
hier in (j^) fttr seine dgentliche Bedeutung (ß), so erhält man:

86) (SEI dt^A^2(' + • -"^"1+ • Va^-^^^) i>,.+ ^;

und analoge Werthe (mit dem<e{6en A) ergeben sich für {^]dl

und a)dt.

Transformation. Der in (25) unter dem Summenzeichen
stehende Ausdruck kann in mannigfaltiger Weise abgeändert

werden, ohne dass dadurch die Summe selbst eine Aenderung
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erWdei. MiUelsl einer mMmh TrantformatioD (aaf welche hier

niohl naher eingegangen werden soll) yerwendeli sieh nun die

Formel (25] in folgende:

(«7) (.V)=^'X)T2'a("°"'^' t. V'.-
Selbstverständlich ergeben sich analoge Werthe für ) und Z,

.

£iner ähnlichen Transformation ist andrerseits auch die

Formel (26) fähig. Man erhält in solcher Weise (was hier eben-

falls nicht weiter ausgeführt werden soll) die Formel (26) in foi*

gender Gestali:

oder, falls es beliebt, auch in folgender Gestali:

Analoge Werihe ergeben sich fttr und \^)dt^ alle behaftet

mit dei'selben unbekannten Function A, Diese Function >i steht

ni der in (96) enthaltenen unbekannten Function X in folgender

(M) ^- A= ,t^ "A + --H"'!tJL:i o .

Die Gestalt (28a) zeichnet sich dadurch aus, dass in ihr

nur noch di4 totalen Zuwüchse d vorkommen, und verdient des-

wegen den Vorzug gegenüber den Gestalten (26, und (88), in

denen ausser den totalen Zuwüchsen d auch noch gewisse par-

tielle Zuwachse J enthalten sind.

§21.

Die aaf den Uelmhalt^'sclien Wege sich ergebenden Kesnitaie.

In § 48 habe ich die HBLnnoLTz'sehe Dilatationshypothese

angegeben in derjenigen Einsehrünkung, .welche für sie auf

Grand der von HuLnaotTz selbst angestellten experimentellen

Untersuchungen geboten war. Sodann habe ich in § 4 9 und
§ 20 den von Hsuiboltz selber auf Grand jener Hypothese sur
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näheren Erforschung der elektrodynamischen Kräfte eingesrhla-

genen Weg verfolgt, nur mit denjenigen Abünderuniien. welche

die Einschränkung jener Hypothese erforderlich machte. — Die

in solcher Weise erhaltenen Resultate lassen sich nun folgender-

maMen lusammenfassen

:

Es ieim gegeben zwei Körper M und i/, , die tn beliebigen

Betveffungen und zugleich in beliebigen Dilatationen oder Con'

tractionen begriffen sind. Und in jedem der beiden Körper

seten elektrische Strömungen vorhanden.

Die eMctrischen Strümmgen im Körper seien im Augen^

bück t regulär, und mögen auch regulär bleiben während des

nächstfolgenden Zeitelementes dt. Auch mag verausgesetst sein,

dass jedweder Stromfaden dieses Körpers während der Zeit

dt, seiner ponderabkn Masse nach, ein und derselbe bleibt;

so dass also die in einem solchen Stromfaden liegendenponderablen

Massenpunkte in den Augenblicken t und t-^dt ein und dt>-

selben sind.

Alsdamn werden die im Augenblick t vom ganzen Körper

auf irgend ein Mauendement DM des Körpers M ausgeübten pon-

deromotorischen Kräfte (A), (> ), {Z) die WerAe haben [vgl.

§20, (27)]:

3[aM-|- • -2(UM,-|-..)

3(au-l-'

r«

— ^(uM^-i—

)

die Summalionen ausgedehnl gedacht itbev alle Musscnelcrnentc

des Kiirpers 3/,. Dabei bezeichnet />r, das Volumen eines

solchen Elementes 1>M^, ebenso wie Dt das Volumen von UM sein

soll. Ferner bezeichnet r den gegenseitigen Abstand der beiden

Jüemente DM, D^I^. Ferner sind a, b, c die Richtungscosinus

der Linie r[l) > D M). Endlich sind u, v, iv und u^, r,, ?r,

die in DM und DM^ vorhandenen elektrischen Strömungscompo-

nenten.

Selbstverständlich sollen Dt, Dr,, r, a, b, c, ?/, r, m;, u^y v,, w^
die Werthe der genannten Gröuen im Augenblick t vorsteUen.
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Unter Anwenilung ilieser Bezeichnunyen imileii nun ferner

für die vom h'iirper J/, während der Zeit dt in iryend einem Vunkle

des Elementes 0M hervorgeh achten elekiromntorischen Krilftt

{%(H, 1^) dt folgende Foruteln gellen [vgL § 20, (28a)j:

xoo eine noch unbekannte Function vorstellt.

In diesen Formeln (2) sind durch die Charcüiteristik d diejenigen

Zuwüchse angedeutetf welche die betreffenden Grössen während der

Zeit dt erfahren. So s. B. bezeichnet d{DT^) den der Zeit dt enh
sprechenden Zuwachs des Voltmens Dv^ des Massenetementes DM^,

INe Formeln (4), (8), gelten, wie ans ihrer Ableitnng hervor-

geht) für ein gani beliebiges rechtwinkligesAxensystem (x^ s),

welches s. B. auch m gan» beliebiger Bewegung begriffen sein

dnrf. Anch ttbenengt man sich s. B. leicht davon, dass die

Fonndn bei ihrer Transformation von einem Axensystem auf

ein anderes (welches gegen das erste in beliebiger relativer

Bewegung begriffen ist) ihrer Gestalt nach vdUig nngeindert

bleibeB.

§22.

Vergleichang der aaf dem Helmlioltz'scheu Wege erhalteueu Resultate

mit denen, welche nach der Methode des Verfassers gefunden wnrden.

Zur Uotersoheidung von den soeben auf dem Helhholtz-

sohen Wege erhaltenen Resultaten mögen die nach meiner Me-

thode gefoBdeBon Krllfte mit A«, r% Z* und 3^*, J)*, 3* be-
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zeiebnet werden. Die Krüfte A'*, Y*^ Z* repräsentlren diejenige

ponderomotorische Wirkung, welche ein einzelnes Element DM

^

des Körpers ^f^ auf das betrachtete Element PM ausübt. Und

zwar lautet der z. B. für A* gefundene Werth folgendermassen

[vgl. §15 (7a)]:

(3) A*- A' " + • <" "'
+ - ^ (" + •

-i I
,

.

Andrerseits sind X*, ify 3* Gomponenten der von den

ein%einen Element DM^ in irgend einem Ponkte des Elementes

DM hervorgebrachten elektromotorischen Kraft. Und swarift

z. B. für y* folgende Formel gefunden [vgl. § 45, (6)]:

(4) l*dt
(

"^'"^'+ •
-»-"^ dr+'"'<'"*;"^ •

•'

)
AT.

.

Dabei ist su beachten, dass diese Formeln (3), (4) von mir

nur für Starre KOrper abgeleitet sind, wVhrend die anf den

HauiBOLTs'schen Wege gefundenen Formeln (4), (8) anf KOrper

sich beliehen, die in beliebigen Di/ataltonen uder Contraetiawm

begriffen sind.

Znvtfrderst bemerkt man sofort, dass mit Bezug anf die

ponderomotorischen Wirkungen , nämlich zwischen den Formeln

(^1) und (3), völlige l ebereinstimmung stattfindet.

Was ferner die clrLffornotonschcn \Virkun£?en, nämlich die

Formeln (i) und (4) betrifft, so ist zwischen diesen Formeln

ebenfalls Einklang vorhanden, falls man die unbekannte Function

^ J gleich Null oder gleich einer Constanten sich denkt, voraus-

gesetzt dass man bei einem solchen Vergleich auf starre Körper

sich beschränkt. Denn alsdann wird offenbar (i{DT^) = 0 sein.

Aber auch für nicht starre Körper sind diese Formeln (2)

und (4) in Einklang, wie gegenwartig geseigt werden soU.

Vor Allem ist dabei von Neuem hervonuheben, dass die

Formel (4) nur für starre Ktfrperelemente aufgestellt, mitbin

auf ein sich ausdehnendes Element DJf«, weldies im Augen-

blick t das Yolumen />r,, im uKchstfolgenden AugenhUcke

/ -f fit das Volumen Dt^ +d{nT^) besitzt, nicht ohne Weiteres

anwendbar ist. Uro trotzdem eine solche Anwendung zn er-

möglichen, mllsseu wir das Element ansehen als ein

Aggregat zweier Elemente, welche die während der Zeit di
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miUuU bleibenden Volumina Dt^ und ä(Dt^) besitzen, und
deren elektrisobe Zustünde der Art lu denken sind, dass wMb-
rend der Zeit dt die Strömungen des ersten yon

u^f f,, auf u^-^ du^f L\ 4- äv\j w^ -H tiu^,

die des zweiten hingegen von

0, 0, 0 auf -1- » «^1 4- t'i'i > w^« äw^ ^

aawaehsen.

Alsdann gilt für die vom ersten Element hervorgebrachte

eleklromolorische Kraft X"* ohne Weiteres die Formel (4):

;a) XUl + -

,

eine Formel, die man offenbar auch so schreiben kann

:

Dementsprechend wird die vom zweiten Element hervorge-

gebraehte elektromotorisehe Kraft IL* folgenden Werth haben:

Dabei ist, was s. B. das hier auftretende Trinom {aü^ H- * - *) d. i.

(aü, -I- 6t;, -f- eW|) betrifft, unter ti| ein unbekannter Mittel-

werth iwisehen 0 und {n^ + c^Vt)» ebenso unter v^ ein Mittel-

werth swischen 0 und {l\ + drj, ebenso unter ein solcher

iwiaehen 0 und -{- du\) su Terstehen. Unter Portlassung

on Gliedern bühcrer Ordnung reducirt sich nun aber die letzte

Formel soiorl auf

Die Tom ganzen Element DM^ henrorgebraehte elektromo*

torisehe Krall wird nun die Summe der beiden in (a) und

\ß\ angegebenen Krifle sein, mithin folgenden Werth besitien:

(5) vdt—^« ( °
("

"1 + • •)- "1 dr l>
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Sumniirt man al)er diese Formel über alle Elemente DM^, so

erhält man für die vom ganzen kürper J/, hervorgebrachte

elektromotorische Kraft [^*) die Formel:

(6) {i*)ä,= -4.--— «''•+ ) 1^'.

was mit (2) identisch ist, falls man nur die unbekannte Fuoction

gleich Null oder gleich eiuer Goostanten sich denkt.— e, d.

Ueber eine ei^enthüniliche nene Form der beiden Elemeatargesetze.

Rückblick. Wir hüben die beiden F. NBiTHAim^schen In*

tegralgesetie in die Gestalt gebracht:

W {^^)m+{'^^)m,'=^-'^^* lvgL§16,(UJuüd(7)],

=dP-./jl,,P, [vgl.§<6,(42)].

Vollkommen sicher sind diese beiden Gesetze für dasjenige Ge-

biet, für welches sie von F. Nki ^cann aufgestellt wurden, näm-

lich für inertcnsible Inirnre Hinf/c, deren Stromstärken blosse

Functionen der Zeit sind. Und hieraus ergiebt sich sofort, dass

dieselben unter gewissen Voraussetzungen [vgl. § 17 (15a)]

auch noch für Körper gelten, und zwar für starre Körper.

Nach der HBLMHOLTz'schen Dilatationshypothese [vgl. § 48,

(21), (22)], sollen nun aber diese beiden Gesetzte auch noch

gültig sein fttr extensible (d. h. lür sich dilatirende oder contra-

hirende) lineare Binge, — immer vorausgesetzt, dass die Strome

stärken blosse Functionen der Zeit sind. Aus dieser Hypothese

folgt [vgl. § 19, (13), (14)], dass die in Rede stehenden beiden

Gesetze, unter gewissen Voraussetzungen, auch noch gültig sind

fttr xwei in beliebiyen Dilatationen oder Contractionen begriffene

Körper. Und hieraus folgt alsdann weiter, dass fUr die Einwir-

kung eines KVrpers Jf, auf das Element D3f eines andern Kör-

pers M gewisse Stttae gelten [§ S1, (1), (2)}, die in vellem Ein-

(«)
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klang stehen einerseits zu dem AiipfeRE'schen ponderomotorischen

Elementargesetz, und andererseits zu dem vom Verf. aufge-

stellten elektromotorischen Elementargesetz [vgl. § 221

Air diese Betrachtungen §^ Ifi, 17, ... 22] repräsenliren

in ihrer Gesammtheil einen einfach fortschreitenden und leicht

zu Ubersehenden Gedankengang , welcher ausgeht von den bei-

den F. NBiMANN'schen Integralgeselzen , von diesen aus mit ma-

thematischer Consequenz fortschreitet, und dabei nur eine ein-

zige Hypothese in sich aafnimmt, nttmlioh jene UBLiiBOLTZ^sohe

IKlatationsb ypothese.

Wix •flASsen jetzt dieita Qadankengang, uod wenden
uns hin in andern fieiraohtODgen. — Man denke sich zwei in

beliebigen Bewegungen und lagleich in beliebigen Dilatationen

oder Gontractionen begriffene Körper, und nehme an, dass die

in denselben vorhandenen elektrisohen Strtfmangszustttnde

(u, Vf w) und {u^f v„ toj ^an» beliebige nnd gnnz beliebig sich

ändernde seien. Ferner verstehe man unter M und M^ entwe-

der die Körper selbst, oder besser irgend twei bestimmte Theüe

derselben.

Hass die Anwendung der beiden Integralgesetie (1 ), [2) auf

twei solche Kürpertheile M und ^^^ dnrdbaus unstatthaft und
unberechtigt sein wtirde, bedarf keiner näheren Darlegung.

Wir stellen uns die Aufgabe, die Fehler su untersuohen, welche

eine solche Anwendung mit sich bringen wtirde.

Mit andern Worten: An Stelle der beiden Formehi (4), (2),

werden for die betrachteten beiden Kürpertheile M und Üf« fol-

gende Formeln su Selsen sein:

wo alsdann ^, x die soeben genannten Fehler vorstellen.

Wir stellen uns die Aufgabe, diese Fehler oder Zusatzglieder

9, tjjy X naher zu untersuchen. Dabei wollen wir. die litiker

Hand stehenden Arbeiten berechnen aufGrund des Anrftts'schen

ponderomelorisehen Elementargesetses und auf Grund des vom
Verf. aufgestellten elektromotorischen Elementargesetses. An*

M
-dp-i-tjp,
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dererseits wollen wir uns dabei das rechter Hand auftreteDde P

definirt denken duroh einen der beiden bekannten Ausdrucke

[§ 49, (42)], nllHilich enlwedw durch den AuedrodL

(6) P ^2:2'''"""^
"r""'"^"'^'^'"

oder aber durch den Ausdruck:

(6) P= - ^»^^ ("'«. + - ) ütDt, .

In der Thal ist hier zwischen diesen beiden Ausdrücken zu m-
terscheiden. Denn es unterliegt keinem Zweifel, dass hier, wo

Ober die Strömungen 'n, t;, w) und (w^, i\, u\) keinerlei Vor-

aussetzung gemacht ist, der Werth von P wesentlich verschieden

sein wird, je nachdem man der Definition (5) oder der Definition

(6) sich bedient.

Unter Zu^i^ndeU^ung des Ausdrudses (5) findet man . nun

(was hier nicht weiter ausgeführt werden aoU), dass

bO, mithin:

(7) 9» = -(V^ + /)

ist, und ferner, dass tp und % folgende Werthe haben:

die Sumuiationen ausgedehnt gedacht über alle Elemente Dil,

f>M^ der betrachteten beiden Körpertheile 3/, 3/, . Dabeisind

unter Dt und Dv^ die Volumina dieser Elemente DM^ im

Augenblick t su verstehen. SelbstversUlndlich steht z. B.

(Jj«+-
).UAbkOm«gftlr {'£u+^^v+'£w),

ebenso

(hr \ / ör hr hr \

n. s. w. Endlich sind unter Xy z und o?,, y,, 2, die Goordlna-

ten der beiden Elemente DM und DM^ im Angenbliek t wa yer-

stehen; so daas s. B.
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ist, falls a^bfC die Cosinus der RichtUBg r {DM^ DM) vor-

stellen.

Statt der beiden Körpertheile M und 3/j kann man offen-

bar, weil dieselben ganz beliebig zu denken sind, auch zwei

unendlich hleiiic Körpertbeile, d. h. zwei K'örper-Iilcinenit' neh-

men. Und die Formeln (3), fi) werden alsdann, in ihnen für

V'S X die Werthe (71, (8) substituirt 2;edacht , die Gesetze reprä-

sentiren, nach denen zwei solche Körper-Elemente auf einander

einwirken. Wir gelangen in solcher Weise zu einer eigenthüm-

lichen und wohl beachtenswerlhen Gestalt der Elementargesetze.

Namentlich sehen wir, dass dieselben ausdrückbar sind mittelst

der Function P (5) und der Functionen q, (8). An diese eigen-

thümliche Form der Elementargesetze knüpfen sich mancherlei

weitere Gedanken und Fragen, die vielleicht geeignet sein

dürften, uns dem eigentlichen Mittelpunkt der Elektrodynamik ein

wenig näher bringen könnten.

Hier mag nur noch bemerkt sein, dass die Werthe der Zu-

satzglieder rp, i//, x sich sehr viel complicirter gestalten würden,

wenn man , statt des Ausdruckes (5), den Ausdruck (6) der Be-

trachtung KOT Grunde legen wollte.

XiniMlier Beweis elBee Hebikelti*aelieB SetMt.

Man kann, was bis jetzt wohl noch niemals geschehen sein

dürfte, folgenden Satz hinstellen

:

Das Ipsopotential eines beliebig gegebenen materiellen Systems,

dessen Massen theils positiv theils negativ sein können, ist, bei Zvr-

grundelegtmg des Newton^sehen Gesetzes, stets positiv. Oder mü
andern Worten: Das Integral

tif iteU poiiHVf folk man die eme InkgßraUion, hei festgehaUenm

DJf, , iÄer aUe EUnmU DM des Systems ^ sodann aber die an-

dere Iniegration iUfer sämmtUche J^emente DM^ des Systems sich

ausyedeknt denkt.

§24.

(0

llatb.-pk78. 01mm. tSM.
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Ohne auf den Beweis dieses wichtigen und durch seine

grosse Einfachheit ausgezeichneten Satzes hier näher einiu-

gehen, will ich nur den Weg darlegen, auf welchem man von

diesem Satze aus zu einem gewissen HelmhoUz^sehen 8aU hio-

fugelangen im Stande ist.

Beseichnet man die Volumina der Elemente ^)^f^ mit

Dtf DT^f und setzt man J) M = ^Dt und DM^ = t^ I) r, , so dass

also £ und die Dichtigkeiten vorstellen, so nimmt der Sats (4)

die Gestalt an:

(2) ^^_!_-L^pos.

Dabei kann die Panetfon as a (x, z), deren Werthe für die

ElementeDt, Bt^ mit beieielinet^ eine ganM beliebig gegebene

sein.

Denkt man sieh also i. B. fn dem System irgend weiche

elektrische Strömungen vorhanden

:

(3) u = ^.T, y, 3) , i; = V {x,
//, 3) , w = w {x^ y, 3)

,

80 wird der Sats (2) ohne Weiteres anwendbar sein auf die

Fanetion ti ss (x, js); und man erhält also die Formel:

uu.DvDt.—L- i pos.

Analoge Formeln ergeben sich für die Functionen r= r ( ^ .y,^)

und w — tr ( r , ?/, r). Und durch Addition dieser drei Furmelu

gelangt man sofort zu folgendeiii Salz:

Sind i/n Haume irycfKt welche elektrische Strömungen m, v^w

vorhandeiif so wird das Integral

(i)
y^x:f ^^^4 + + ww^)DzD%^

stets positiv seitiy falls man die eine Integration, bei festgehalte-

tenem Z)r, , über alle Volumelemente Dt des ganzen Raumes j so-

dann aber die sweite Integration über sämmlliche Volumelemente

Dt^ des ganzen Raumes ausgedehnt sich denkt.

Dies aber ist der von Hblmholtz schon im Jahre 1870 auf-

gestellte Satz. (Vgl. Heihholtz' Wiss. Abh. Bd. \, Seite 561).

Der hier von mir zum Beweise des Sattes eingeschlagene Weg
ist offenbar der eigentliche llmiptiveff^ während der von HiU-
noLTz eingeschlagene Weg als ein indirecter und recht mUhsamer
Weg bezeichnet werden muss.
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§25.

Der fiinwMd des Ul^ileB Gleichgewichts.

Meine Untenuchiiiigeii berahen auf drei Grundlagen resp.

Hypothesen, nanlich:

(I.) auf den beiden F. NsmiAmi'aclken Integralgeseiien

(§ 4 und § 5),

(II.) auf dem HujnoLTi'sohenPrineip des voUsUUidigen

Differentials (§ 8),

(III.) auf den Hypothesen Delta (§ 1 2) und Epsilon (§ \ 4).

l nd zwar habe ich absichtlich diese drei Quellen im gegen-

wärtigen Aufsatz nicht mit einander vermischt, sondern einzeln

verfolgt. Hierdurch ist erreicht, dass man, falls etwa irgend eine

dieser drei Quellen bedenlLÜch erscheinen sollte, dieselbe ohne

Weiteres ausschalten kann, ohne dass dadurch die aus den bei-

den andern Quellen gesehtfpften Resultate irgendwie bertthrt

würden.

Mit grOssler Sicherheit ausgestattet^ und z. B. auch mit den
HiunoLTs'schen Ansichten und Arbeiten in völligem Einklang,

sind die Grundlagen (I.) und (II.) und daneben auch die in (IIL)

genannte Hypothese DeUa, ^igemiassen unsicher, mehr oder

weniger bedenklich dtlrfle also nur allein die in (III.) aufgeftihrte

Hypothese Epsilon sein, obwohl dieselbe bisher von mir in

Sdiutz genommen ist.

Lässt man diese Hypothese Epsilon fallen, so gelangt man,

was die zu entdeckenden lüeraentargesetze betrifft, zu etwas an-

deren Uesultaten. An Stelle der Formeln § 15, (10«, ß) treten

nämlich (was hier nicht weiter ausgeführt werden soll] alsdann

folgende Formeln:

wo C und G unbchannle Constanleii sind, während ^/ die in

§44 angegebenen Bedeutungen besitzen.

(a) UL^A^DtDt^

r
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Gehören beide FAemente DM und DM^ ein und demselben

starren Conduclor an, so wird offenbat* = 0 und . / — d\ auch

wird alsdann z. B. dr = 0, so dass also für diesen besoDdern

Fall die Formel (/^] übergeht in:

Beachtet man nun, dass die linke Seite dieser Formel den Aas-

druok

reprttsentirty und dass femer T und T^ die Bedeutungen haben*.

T = au bv -{-cw
,

r, = aü, + K+cw,, [vgl, § 45, (9)],

so ergeben sich aus (/) sofort die Werthe der elektromotorisclieü

Kräfte j^, 2), 3. Man erhalt z. B.

:

{ä) Idt = - A'Ut, - c— —

,

oder, weil im gegenwärtigen Falle ä T^=aäu^+bäv^+cäw^ ist:

(*) Ut Dt, \[K- C)
" + fe^ ^. 4- cd ...) p

_

oder, falls man durch das Zeitelement dl dividirt:

Die betreffende Heimholte'sehe Formel (Wiss. Abb. Bd. 4,

Seite 568) wUrde, wie man leicht übersieht, folgendermassea

lauten *

SO dass also zwischen diesen beiden Formeln (c) und (J*) völlige

Uebereinstiminung vorhanden ist, falls man nur

*^

T"
•etat.
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Uelmholtz hat bekanntlich gezeigt, dass jeder negative Werth

von k labiles Gleichgewicht ergeben würde, dass mithin k nolh-

wendigerweisepositiv sein muss. Somit ergiebt sieb aus (17}, dass

lebimiiBs!

Was andererseits die in (a), {ß] enthaltene Gonstante G be-

iriit, so scheint sieh ^rllnfig zur nVheren Bestimmung von G
kein irgendwie sicherer Weg su erdffhen. Es konnte s. B. Gs 0

wiD. Alsdann würde die Formel (a) identisch sein mit unserer

froheren Formel § (16 a), das ponderomotorisohe Elementar-

geselz also identisch bleiben mit dem Amph'e^sehen.

Man sieht, dass ich durch all' meine Untersuchuimen immer
wieder zum Anip('rc\schen (icsctz gelange. Ich wenie hierdurch

in meiner Vorstellung^ von der Richtigkeit dieses Gesetzes um so

mehr bestärkt, als Ijekanntlich mein Vater sein ganzes Leben

hindurch an demselben festgehalten hat, und der Ansicht war,

dass dasselbe etwas mehr sei als eine »blosse Hypothese«.
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SITZUNG VOM 4. MAI 1896.

Einen Vortrag hielt

UerrMATtia SntVM^ o. M.: Zur TransforioalioD der Tbetafunctioneo.

M. KxasM, o. M.: Zur TransfomuUion der TheUifunctionen, Y.

In vier Abbandlungen gleichen Titels'; sind einige neue

Additionstheoreme iwischen rhetafimotionen mit verschicdenea

Moduln entwickelt und eine Heibe von Anwendungen ilcrselbeo

auf die Theorie der Tbetnfunctionen gemacht worden, inshe-

Modere auf deren Transformalionslheorie fttr den Fall von einem

und Yon xwei Argumenten. Diese Anwendungen gehen im

Giwen und Garnen dabin, für die TranafonnaUon 3^*" und 5^
GnAes Transformationsgieiohungen sei es Modular- oder Mul-

tiplieatorgleicbungen — lu entwiokeln, während die SStse und
Botwickelungen fttr allgemeine TVansformatlonsgrade suradL-

trelen. Mit der folgenden Arbeit soll nun der Anfang fdr eine

systematische Aufstellung!; allgemeiner Transformationsgleichiin-

gen gemacht werden, und zwar sollen in derselben alle irgend-

wie wichtigen Addition^^theoreine aufgestellt werden, (h*e zwi-

schen Producten von je zwei und von je drei Factoren bestehen,

vorausgesetzt, dass die Zahlen in der linken Seiten die Werlhe

annehmen 2, 2 n, die Zahlen n der rechten Seite die Werthe

S'', Vn. Der Grund, warum diese Kombinationen und nur diese

gewählt sind, ist aus den früheren Betrachtungen klar.

Satwiekelug Adütiml]ieer«i«i swischea Prtdaeteam swei Faefttrea.

Fttr den Fall von swei Factoren besteht das Addition»-

theorem:

1) Siehe dies«' Berichte 6. Fehruar, 8. Mai, 3<. Juli, h. Dtveniher 4 898,

danebea werde auf die früher cilirten Arbeilen von öcuaOTKa verwiesen.
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welches su dem Sohema gehdri:

«11 «11

wtthrend iwischen den Zahlen a die Gleichongen bestehen:

'»I^U H-««i«4«= »i >

w»t«4i««i + Wi,a4,a„ = 0 .

Aus diesen Gleichungen folgen allgemein die weiteren:

»»1«1«M—

=

Wir wollen nun die folgenden Werthcombinatlonen der Zahlen

m und fi ins Auge fassen:

I) m^^^
,
m, = 1

,
71, = Ä*"«

,
n, = Ä'n

.

In diesem Falle nehmen die vorhin aufgestellten Gleichungen

die Form an:

«««Ii
— »4«i«= ö,

oder also wir erhalten:

Daneben besteht dann die Gleichung:

rn« o«, 4- a},

.

Unter solchen Umstünden erhalten wir den

Lehrsatz: Leistet eine Zahl n der (Ueichung Genüge .

2»^»= a* 4-
und üt:

j= r mod 2
,

so ^i/t das Additionslheormn:

welches zu dem Schema gehifrt:

« , ß
s—r t—r
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Wir seilen jetit

Wenn dann r eine nngerade Zahl bedeuiet» so ist der Ansati

irobei die Grössen a^^ und a^, die Warthe haben

:

Bs müssen folglich die Gleichungen bestehen:

Mithin erhalten wir

a;, = al,= 2^-*n

and damit den

Laihraati: Ist r eine ungerade, s eine gerade Zahl, femer
aas Sa*, so giU das AddiHonstheorem

:

welches au dem Schema gehört:

Der Fall eines geraden r führt lu keinen irgendwie wichtigen

AddiUonsUieorenien, ebenso wenig wie der Fall:

m^ = \ ^ = 4
,

n^ = , n, = 2*

.

Wir nehmen jetzt:

{UV} mfssl, = 8, n,=5t^n, n,= 8'fi.

Es miu» dann die Zerlegung stattfinden:

femer folgt unmittelbar aus den aufgestellten Gleichungen

:

oder also wir erhalten den

Oigitized bjbCoogle



2M M. KiAuti,

Lehmti: Leistet eme Zahl n der Gleichung Genüge:

= a« +
und iet

9+ i — r= 0 mod 2,

so gilt das Addüimstheorem:

welches zu dein Schema ychiirl

:

a , ß

— 2 *"^Vf 2 * a.

HfltteD wir = SC' geseUi, sa hätte sich wesentlich Neues dicIA

ergeben können, da wir die Quadratsahl, die in %9 enthalten

ist, mit den Zahlen cij, und zusaramensiehen hOnnen. Wir

nehmen jetzt:

(IV) m4 = 4, m, = 2, n< = 2*, «, = 2*».

Es mUssle dann sein

:

Nebiuou wir an, dass t ungerade ist, so folgt:

r—

I

«H = 0, a„= a *
,

ferner muss u,, = 0 sein oder also wir erhalten den

Lehnati : Ist r eine ungerade Zahl und leistet n der Gleiät^

Geniige :

so gilt das Ädäilionslheorem

:

^) ^i^'t, 2.) = 2^ ^M[w, ,
2'-^j [tv,, 2*nf)

,

welches %u dem Schema gehifrt:

0, 2 *

a, 0

.
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Analog wäre der Fall su behandelo, wenn r eine gerade Zahl

bedealel, ferner ftihri der Fall:

SB 4
, ffif s= S , = , =

zu keinem irgendwie wichtigen Additionstheorem.

Wir setzen jetzt:

(V) nii :s 4
,

tn, SS fi
,

fij = 8*"
,

n,= 8*n

,

dann gelten die Gletdrangen:

Sind die Zahlen rt,, und f/,, aus der ersten dieser drei Gleichun-

gen bestimmt, so können wir

s—

r

«—

r

aetten, oder also wir erhalten den

Lehmti: LeisM n der Gleichung Genüge

:

und ist s^r mod 2, so gilt das Addilionstheorem

:

welches su dem Sdkema gehört:

« I

*— r 5— r

Die beiden Falle:

4 ,
m, s= n

,
n, = , = 8*«

nnd
m, SS 4

,
m,s n

,
n, = 2*^

,
n,= 8

'

,

fuhren zu keinen irgend wie wichtigen Additionstheoremen.

Gans analog wie der Fall (V) ist der Fall su behandeln:

(VI) = 4
,

fii| SS 8)t , 8s 8*"
,

n, 8'n

.
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Wir erhalten den

Lehrsatz: Leintet n der Gleichung Genüge:

ist femer « » r5 1 mod 8, 50 gilt das Ädditwns0mrem

:

wekhes zu dm Schema gehört .

Of , ß

Die weiteren möglichen Fälle ftlhren ta keinem wichtigen Äd-

ditionstheorem. Es branehl kaum hervorgehoben 10 werden,

dass die Zahlen r und s so zu wählen sind, dass die Traoslbr-

luutionüzuhleD ganze Zahlen werden.

§2.

Bntwickeliiag von Additionstheoremen zwUcken Pr(NLact«B

von je drei Factoren.

Wir wenden uns nonmehr zu Additionstheoremen, die

zwischen Producten von je drei Factoren bestehen. Hierbei

können die Zahlen m die Werthe 4, % n, 8n annehmen, die

Zahlen n die Werthe 8^n, 2'.

Wir setsen nnn:

(1) = //i, = m, = 4
,

?ij = = fi, S5= »

.

Die Bedingungsgleichungen lauten dann:

+ = «u«„ -f",i«« + ai,«« = 0»

< 4- + = "
,

a„ a„ 4- a„a„ + a„a„ = 0 ,

«Si + «M+ ö»*« « • <Hi «i i + «M «4 1+ Oj, a^, 0

.

Ans den Gleichungen folgen die Beziehungen:

d, :d. • ^»1

^4 — «tf ö*t

»

— «II««»

Unter solohen Umstinden erhalten wir die Belation:
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oder also es miMS n eine Quadratzahl sein. Ist diese Eigeiischafi

erfüllt, so kdnnen wir leicht mit Hülfe bekannter Parameterdar-

stellangen entsprechende Additionstheoreme finden. In der

That, setsen wir— was stets mdgiioh ist:

) « = «* + /V^ + /' + ^%
so können wir fttr die Zahlen a die folgenden Werthe wählen:

Es mdge dieses das Gleichungssystem (4) sein, dann ktfnnen wir

den folgenden Lehrsati ausbrechen:

Lahrsati: Ist n eine Omdratzahl, welche der Glei^!ung

Geniige leistet

:

= ci«+ /S?« 4- y»+ di*

,

so eansttrt das Additionstheorem:

welclics zu dem Glcichungssyslein [\ )
yehürl.

Wir setsen nunmehr:

(n) w, = m,= m, = 4
,

n^ssa 8**n
,

n, = 2*n
,

n,= 8*

.

lu diesem Falle mttsste sein

:

2<«=a5, + aJ,+ o;,.

Ist fs 4, so ist nur eine Zerlegung mttglich:

«= 4 +4 = 4«-|-f—

ist < s= 2, so ist ebenfalls nur eine Zerlegung müglich und zwar:

Auf diiese beiden FKlle kann der allgemeine surOckgefOhrt

werden*

In der That, ist ^ >- 2, so müssen jedenfalls die drei Ziihleii

) ^at) Sa gerade Zahlen sein.. Setien wir:

ao würde folgen:
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und daraus folgt die Richtigkeit der Behauptung unmittelbar.

Nehmen wir nua au, dafls i ungerade iat^ so folgt als eiosige

ZerfäUuDg:

nehmen wir an, dass t gerade ist, die einzige ZerfttUuug:

Wir wollen nun lediglich den Fall ins Auge fassen, dass I un-

gerade ist, da der iweite Fall xu unwichtige Resultate ergiebt,

dann kAnnen wir ohne der Allgemeinheit im Wesentlidien Ab-

bruch lu thun annehmen, dass tasl ist und erhalten das

GleiehungBsyiitem:

rn = f/*, + aj, H- aj,
,

a„ — a,, = 0
,

8*n = a}« 4-a;,-|-a;,, ö.«
— Om= 0,

Den Gleichungen wird Genüge geleistet, wenn wir setien:

Unter solchen Umstünden erhalten wir den

Lehfsali: LOsst die Zahl 8**fi skA m die Fbrm bringen:

und r= s -i- 4 moä 2, go gilt das AddüioMthearem

:

II, «Ä**!!, n,= Ä*», n,= 2.

welches zu dem Schema gehitrt:

s— r— 4 s— r— 4 5— r-f-4

2 * y , y, -2 ^ «,4,-4, 0.

Der hieran sich anschliessende Fall:

= = m, = 4 , = 2' i*
,

u, = 2*
,

n, = 2^

Itann als su unwichtig fortgelassen werden.
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Wir nehmen jeUl:

(lU) nifsm^ssl, fn^^%^ „ «- ^

^

Die Bedingungsgleichungen nehmen die Form an:

"ti + aj. H- = n
,

fl„ o,. -f- a„o„ + «3, = 0
,

Jedenfalls ist soviel klar, dass n das Doppelte einer Quadratzahl
sein muss. Ist dasselbe der Fail, so ergiebt sich unmittelbar die
Hicbtigkeit der beiden Sätze :

Lehrsatz: hl n dag Doppelte einer Quadratzahl md lässt
e$ eich in die Form bringen:

so yät das ÄddUionstheurem

:

welches zu dem Schema yehürl:

a a ß

ß^ - er

VI -VI 0.

Lehrsatz: 7^/ n das Doppelte einer QuadratMohl und lasst

es sich m die Form bringen:

so gilt das Additionstheurem:

*.(f,

,

') ») *,(v„ 8»)

=

2^n»»la,]K , «»)

,

icelches zu dem Schema yehürt:

VI " ß

0 2/^ — er.

Diese lieiden Satxe können aber bedeutend yerallgemeinert

werden.
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In der Thal, wir wollen lanächsi der einfaohereD Bezeich-

nungßweise wegen Selzen;

80 011188 ti 8ich in die Form bringen lassen:

Aus den Bedingangsgleicbungen folgt:

ß 2y

so d.iss sich für a^, die quadratische Gleichung ergiebt:

(a* -i- /^)oJ, — 4/yyo„a, = a*n — 2a* cj — ka\ .

Dareh AnflOsong der quadratischen Gleiohnng nach a,, er-

halten wir:

Die drei noch fehlenden Transformalionszahlen sind genau so

zu bestimmen — ihre Werthe w erden im Lehrsatze angegeben

werden. Die gefundenen Werthe sind nur dann brauchbar,

wenn sie ganze Zahlen sind.

Wenn «'
-f- gleich dem Producte einer ungera<len Prim-

zahl mit 2 resp. einer Potenz von t ist, so ist dasselbe bei einem

Vorzeichen stets der Fall.

Unter solchen Umständen erhalten wir den Lehrsatz, der die

beiden vorigen als specielie Fülle in sich fasst:

Lehmti: ht n dca DoppeUe emer Quadraixahl und lässt es

sich in die Formen brin^

:

n= 4- j** -f 2 y* = 2 («1 4- + / )

,

so yill das AddUwmUieorem

:

welches zu dem Schema gehört

:

« f —ß y f

- %aa^ydb ßß^y%n ißyctj ±aß,Vin

-•%aß, y± ßa^yin %ßyß^ ±: « a, VJn
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Ist I. B. ns 98, 80 ergiebi sich das Sehema:

8—4 3

—5—1 6

3 9 8.

Der Fall, dass die rechten Seiten, oder anders ausgedrückt, dass

die Moduln auf den rechten Seiten gleich 2'*n etc. sind, kann

ftlglich fortgelassen werden.

Wir wollen ferner die Annahme machen:

(IV) = 4
,

w, = 1
,

w, = 2 , = a^^n

,

In diesem Falle mttsste die Gleichung bestehen:

Nehmen wir nn, dnss 2 ist, so mOssen die Zahlen a,,,

"ity ^33 jedenfalls gerade sein. Dividircn wir daher die leiste

Gleichung durch 4, so wtlrden wir eine Gleichung von der

Form erhalten:

«'-•«aiJ+ aa+ aaiJ.

Wir können demnach das Problem bis auf die Fülle /= 1,

/ = 2 reduciren. Wir wollen den Fall / = 1 als zu unwichlic
I?

ausser Auge lassen, so bleibt t = 2 übrig und zwar können wir

dann schreiben:

4 = 4*-f 4«+ «.1«.

Auf diesen Fall wollen wir uns beschranken und demgemass
setsen:

«»I = Am = a„ = 4 .

Bie Bedingvngsgleichungen nehmen die Form an

:

rn = oj, -i- a?, + 2rt«,
,

f/,, -f a,, 4-2'/., 0
,

rn = a\, -f- "1. 4- ,
a„ -|- a„ 4- 2a„ = 0

,

«tl H" ««Ott H- 2«4J = •

Aus diesen Gleichungen folgt:

2*-«ii = (a„4-a„r-h2a«,,

Kl H- «u) («11 -h ö«) + ^««0«= 0 •

Unter solchen Umstän den erhalten den

Malb.-phjs. ClMM«. 1896. 20
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Lehriats: Findet die Gleichung statt

:

so gilt das Additionstheorem :

welches stu dem Schema gehört

:

1,4,4
4—

r

-ä—
/>ie /.(i/tU'n r und a sind so zu wühlen^ da^s alles yanzzohlig wtrd.

Der FaU

m, =s 4 m,= 4 , ^ 2 , «, Ä**!! , = 2*
,

w, = 2'

fuhrt zu keinen wiebtigeren ResuitateD| ebenso wie der Fall:

m, = 4 , s= 4
,

m, bs 2 ,
n« s 8** , = 2*

,
n,ä 2'

.

Wfr nehmen jetit

(V) m,= 1, m,= 1, m^z=nj ;j,=2''«, »4= 2*«, n,= 2^j.

in diesem Falle müssen die Gleichungen bestehen

:

aj« 4- a?i + wö?s «,,«1» + '^'ii'^4 + »«ua« = 0,

«5. + «« + "«Ja 2*
, Qti^u 4- «M«,« H- ««M«», 0 .

«I« oJt + ««»f= 2* « .
flj, «11 + a,tO«+ ««»lö« = 0

.

Jedenfalls müssen die drei Ausdrücke:

«(Ä'-üJ,), "{2*-o;3), «(2'-ay

sich als Summen zweier Qiiadratxnhlcn darstellen lassen. Das-

selbe würde von den drei Ausdrücken gelten:

«(2'*-|-«'-(«.3 + 0') ,
"(2^ + 2«-(a„-f a„n ,

„(2/+2'_(a„-f-ri,3)').

Dann aber folgt, dass 2** — oj^ einen Primfactor von der Form
4/+ 3 nicht eine ungrad(> Anzahl mal besitsen darf. In der

That, würe dasselbe der Fall, so mttsste ihn n aneh eine un-
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gerade Zahl mal besüsen^ denn sonst konnte n(V^a}^) sieb

nicht als Snmme iweier Qnadratsahlen darstellen lassen.

Dasselbe würde für

2'--aJ,, 2'-a;,, + 2^ - (a.,+ o»,)« etc.

gelten, also mflssten auch die Prodacte

:

durch die Primzahl von der Form 4/ -(-3 theilhar sein. Das

fuhrt zu einem Widerspruch, denn besüsse z. B. , den defi-

nirten Pritnfaotor, so könnte ihn 2*' — r/J, nicht besitzen.

Unter solchen Umständen müssen die Ausdrucke:

2'--a« . 2*-a» .
2'

-

a

die Form haben:

(4m +4)2/*,

— den Fall, dass eine der drei Grossen gleich NnO ist, wollen

wir als zn unwichtig nusscbliessen.

Unter solchen Umstttndan können die drei Grossen a^,,

r—4 *—4 1—4

nur die Werthe 0 oder i "
,
^ *

» 2 * annehmen. Alle

drei Grössen können nicht von Null verschieden sein, denn es

besteht ja die Gleichung:

Ä* fi* rt*

^ 2* ^ 2<

und diese würde im Falle, dass die Grössen a die Werthe be-

sitzen:

r— i s— i 4

o„ = 2^ , a,, = 2^, a„= 2^
in einem Widerspmeh führen.

Ebenso wenig können swei oder drei der Grossen a^,, a,,,

a„ gleich Null sein — es bleibt also nur der Fall tlbrig, dass

swei von ihnen von Null verschieden, die dritte dagegen gleich

Null sei. Wir nehmen an, es sei dieses , so crgicbt sich:

r— i s—i

Die Bedingungsgleichungen nehmen die Form an:

so*
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««+»«= 2^"*«» «*l Oll

Ojl + «It — f «tl «31 + «tl«»«= ^ »

Die Bestimmung der noch fehlenden Grössen aus diesen Glei-

chaogeD hat keine Schwierigkeiten. Wir erhalten den

Lahnati: iMiU sich die Zahl n m die Form Mngen :

f» = «' + /?»,

so gilt das AddUionstheorem

:

welches stu dem Schema gehört

:

r—

<

r—i

8 " er, 2 » ß, S « '

i * ß,
1

-«««
,

0

Die Zahlen r und s sind ungerade, l gerade.

Der Fall:

m, =5 1
,
m,= 4

,
fit,s n

,
n,« 2*"n

, «,= 2*»
,
n, = 8'

kann wieder ausser Auge gelassen werden, da er nur unwich-

tigere Theoreme ergiebt

Wir nehmen jetst:

(VI) m,= 1, 7/j3 = f?, «, =2';j, 7jj= 2*, 7ij = 2'.

Die Bedingnngsgleichungen können gesdirieben werden:

«?4 -4- n\+ w ojj= 8*11
, «, ,

a,, H- ,
, , + «a„ a„= 0

,

+ «Ii+ , «ii«3, + "««3,4-«a,3a„= 0,

Aus den Bedingungsgleichungen folgt, dasa a„ und o^, abge-

sehen von Potensen von 8 durch n theilbar sein mflssen. Wir

wollen setsen:
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wir wollen ferner der Einfachheit halber a^, durch / beieiobneD,

dann folgt fttr n die Gleiohimg:

„'(«• 4. « ««^ 1 yt

,

Aus den BediDgungsgleiehnogen folgt:

fi y

so dass wir fOr a«, die quadratische Gleichung erhalten:

Hieraus folgt:

Wir erhalten fttr o«, einen rationalen Ausdruck, wenn wir setsen

:

und annehmeD, dass r eine gerade Zahl ist. Unter diesen Voraus-

setsungen nimlich können wir schreiben:

+
Ferner ist klar, dass wenn ff' -|- eine Primzahl isl, jedenfalls

das Vorzeichen so gewählt worden kann, dass a,, eine ganze

ZaM ist. Wir wollen der eiafachereo Bezeichnung wegen setzen:

r

dann kann der Werth von u^^ geschrieben werden

:

Hiermit sind alle Schwierigkeiten ttberwunden und wir er-

halten den

Lehrtatz. LeisUt n der Gleich kikj Genüge:

<o existirt das Addüiofuth^orem

•
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welches jiu dem Sciiema gehört:

an , — /?n
, y

r

w= •

Dm Korjsetcften bei w ist so snt wählen^ dass w eine ganxe Zahl

wiräj r ist als gerade Zahl anzunehmen.

Ein Mhnliches Resultat würde sich ergehen, wenn wir die

Bedingung fallen lassen, dass r= s ist.

Der Fall:

fuhrt zu keinen irgendwie wichtigen Theoremen, denn ans der

Gleichung:

wUrdo folgen, dass ;i eine Potenz von 2 sein müsslu.

Wir kommen zu dem Fall

:

^VII) m^^^^ m^ssi^f mf=nfn^=sii''nf n,= 2*n, iig= 2'n.

In demselben nehmen die Bedingungsgleichungen die Form an:

aj,+ 8a;,= fi(««-a;.),

ö« "«4+ 2 «ti Ö.1 + '* «M a„ = 0 .

Aus diesen Gleichungen ergeben sich drei weitere, als deren

Repräsentant wir die Gleichung ansehen wollen:

Aus unseren Gleichungen folgt, dass 2*" — oj, keinen Primfacto

von der Form 8^-4-6 oder Sq -^7 eine ungerade Anzahl mal

haben kann, denn sonst mUsste n und mit ihm 2^ —
,
und

2' — a*, ihn auch besitaen. Dasselbe wttrde dann für die Aus-

drücke:

2'*4-«*-(a„+a„)* etc.
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gelten, also mossien die Producte

:

duroh eine Primiahl imd swar die voiliin definirle tod der

Fem 8^4-5 oder 8^+ 7 (heilbar sein. Daa führt lu einem

Widerspruch, denn besHaae s. B. den deflninen Primfaotor)

ae konnte ihn S** — a*, nieht beaitien.

Unter aolefaen UmatSnden mtlasen die AuadraclKe:

r-aj„ s'-oi,
die Form haben:

(8m +4)2^ oder (8inH-3)S^,

wobei wir den Fall, daaa eine dieser GrOaaen Noll ist, ala su

nnwiehtig anaaehlieaaen.

Mit Hflife weniger SeblOsae folgt dann, daaa die Gritoaen

a^^, a„y a,, die folgenden Wertbe annehmen können

r— 4 I I— I r— 1 a t—%

0, 2«, 2«, 2«, 2*.
Nimmt man die Gleichung binsu:

^ -L- 2w -1. — 4

so folgt, dass iwci Fälle zu erwägen sind:

r—

1

»—

a

1—1

r—

1

«—1

«) o„= 0.

Im ersten Falle wollen wir der Einfachheit halber annehmen,

dass

r==1 ,5 = 2, / = 2

sei, dann erhalten wir die Gleichungen:

etc.

Aus dieaen Gleiohungen ergiebt sich fttr a,, die quadratische

Gleichung:
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oder also wir erhalten:

Die «brigen Grossen sind dann leiolit bestimmi. Behalten wir

das untere Zeichen bei, so ergiebt sioh der

Xehrsati. Lässt n sich in die Form bringen:

so existirt das AddUümstheorem:

n|s2n, ft^sssin, ii,s4n,

welches au dem Scftema g^Ufrt:

« , ,
<

Der Fall aUgemdner Werthe r, Hst gans analog zu be-

handeln.

Wir nehmen iweitens an, dass die Gleiehungen bestehen:

a« = 2 *
, «„ = 2 *

, a„^0
und swar mtfge wiedenun der Einfachheit halber gesetit werden

:

so erhalten wir den

Lehxsati. Lässt n sich in die Perm Migen:

= +
so existirt das Additionstheorem :

welches su dem Schema yehürl :

a /9 I

a —

I

8/!^ — a 0.

Der Fall allgemeiner Werthe r, s, / ist ganz analog zu behandeln.

Den Fall wi,= 4, //i,=2, i/j,=/i, w^= 2^«, n,=2^;j, ii,=2^
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können wir faglich wieder fortlassen und wenden uns sofort zu

dem Falle;

Wir wollen der einfacheren Beieiohnungsweise wegen setien:

au = «», «it = — /^^s «13 = y,

wobei angenommen ist, dass a,, und a,, durch // theill)jir sind.

Es möge in Bezug hierauf auf einige frühere Bemerkungen ver-

wiesen werden.

Dann folgt aus den Bediogungsgleichungen:

" a

Setzen wir diesen Werth von (^^^ in die Gleichung ein:

80 erhalten wir für a,, eine quadratische GleichoDg, aus welcher

das Resultat folgt:

Es ergiebt sich für a,, ein rationaler Auadruck, wenn wir setsen:

uud zwar erhalten wir:

r

y ± 2«
«^ = ^r+2?-

Ist c<* -|- eine Primzahl, so kann das Zeichen stets so gewählt

werden, dass ic eine ganze Zahl ist, wobei vorauszusetzen ist,

dass / eine gerade Zahl bedeutet.

Mit diesen Üemerkungen sind alle Schwierigkeiten über-

wunden. Wir erhalten den

Lehrsatz. LemleL n der (ilcichuny Geniiye:

n{a* + 2/3^*) = 2»" —
,

so gilt das Addäumslheorm
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u>Mi€S zu dem Sdtema g^Ufrl:

na
,

—ßn
, y

— y+ a/^*u;
,

aßw , a

r

y db 2*

Hiermit sind wir Im Wesentlfoben am Ziele. Die fehlenden Fllle

können entweder ;iuf die bisherigen zurückfj^efuhrt werden oder

sind so einfach) dass von ihrer Aufstellung abgesehen werden

kann.
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Vorträge hielten:

4. Herr Wilh. Ptoffer, o. M., Heber die vorübergebeode Aufhebung der

Afsimllationsfthigkeit von Ghlorophyllkörpem.

1 Herr Mmx. Vnj, a. o. H., UntersudiüDgeD Uber dto Sinnesranctionen

der men<;chlichen Hank 4. Abhandlong: DraokempfindaDg und Schmon
'siehe Abhandliingenl.

t. Herr Faol Drude, u. o. M., Der elektrUche Brecbuogsexpoaeat von Wasaer
und wässrigen Lösungen.

4. Derselbe, Theorie der slehenden elektrischen Drahtwellen (siehe Ab«

handlangen).

5. Herr Otto iliote, a. o. II., Beitrüge nur Mnskelstatik. Debar daa Glaiob-

gewicht von MnskeUi und Schwan an iwaigUedrigan Köiparaystaman
(Nahe Abtaandlongan).

Wilh. Pfdflbr gpraoh auf Grand der im botanisolieii Instilul

m Henn Ewakt ansgefilhrten Untenuohangen über di» vor-

übergehende Äußebung der AssmiUUknufähigfseit m Chlorophyll-'

^erpentt

Trotz der sehr zahlreichen Studien Ober die Abhängigkeit

der Kohlensäurezersetzung von äusseren Einflüssen wurdt; bis-

her noch keinmal näher untersucht, ob und in wie weit den

Ghlorophyllkörpem die assimilatorische Fähigkeit zeitweise ge-

raubt werden kann. Das ist aber thatsächlich möglich, wie die

Untersuchungen des Herrn Kwart ergaben. Sehr gewöhnlich,

ja wohl allgemein, werden nämlich die Ghlorophyllkörper bei

genügend langem Verweilen unier solchen Verhältnissen, die

bei noch längerer Fortdauer endlich den Tod des Organismiis

herbeiführen, in einen Zustand versetzt, in welohem sie mmmefar
unfähig sind, bei Wiederberatellong der besten Bedingnngen
&obleii8ttiire sa assimiliren. Diese FSliigkeii' kehrl aber unter

normalen Anssenbedingongen allmahlieh surttck, es war also

unter der Ungunst der YerhSltnisse keine dauerade, sondern
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eine wieder aiisgleichbare Verschiebung der Eigenschaften her-

heigeftihrt, die in keiner Weise durch das gail£ normale Aus-

sehen der Chlorophyllkörper verrathen wird.

Derartige Erfolge konnten durch Temperaturextreme, durch

intensive Lichtwirkung, durch Austrocknen, durch Mangel von

Sauerstoff, durch die Wirkung von Kohlensäure, durch Aether,

Chloroform und Antipyrin herbeigeführt werden. Es handell

sich also dabei nicht um die speoifische Wirkung eines bestimm-

ten Agens, sondern um eine durch ungünstig«* Verhältnisse ver-

anlasste Veränderung, welche unter Umständen Ulogere Zeit

ertragen werden kann, ohne zum Tode zu führen.

Natürlich hängt es von der Natur der Pflanze, sowie von

der Art und der Dauer solcher äusseren Einwirkungen ab, ob

dieser inactive Zustand in auffälliger Weise geschafifen wird.

Hat z. B. eine geeignete Pflanze (Hex, Buxus, Prunus u. s. w.)

nur kurze Zeit bei 0 bis 4°C. verweilt, so wird mit Wiederher-

stellung der günstigen Temperatur die Chlorophyllfunction so-

fort wieder aufgenommen. Dauert aber ein solcher Aufenthalt

einen bis einige Tage, dann erweisen sich die Ghlorophyllkörper

zunächst inactivund gewinnen unter den normalen Bedingungen

nur allmählich, je nach Umständen schon in kurzer Zeit oder auch

erst nach mehr als 24 Stunden die asssimilatonsche Fähigkeit

wieder. Deshalb vermögen auch im Freien Pflenieii nach

lüngerer Kulte nieht sogleich wieder zu assimiliren, wenn plötz-

lioh warme Tage kommen. Doch scheint selbst bei den stark

reagirenden Pflanzen lange Zeit zur Regeneration nicht nöthig

EU sein, die z. B. in den geprüften Laubmoosen sieh zumeist so

schnell YoUsiebt, dass man überhaupt nur nach langer Kältewii^

kung eine gewisse Sistirung der Chlorophyllfunction zu consta-

tiren vermag. Aber auch dann, wenn dieser inducirte inactive

Zustand lungere Zeit anhält, ist eine Veränderung der Gestaltung

und Färbung der Chlorophyllkörper gewöhnlich nicht vorhanden,

es liegt also nur ein specieller Fall vor, wenn beidos in den

winterlich sich verfärbenden Cioniferen mit der Sohai^g des

inactiven Zustandes zusammenfallt.

An dieser Stelle soll nicht weiter auf die in principieller

Hinsicht analoge Wirkung der anderen genannten Eingriffe ein-

gegangen werdend Doch sei erwähnt, dass schon vor langer

Zeit BoussnrOAULT eine Asphyxie der Blätter durch KohlensHure-

einfluss beobachtete, olme indess den Gegenstand weiter su
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verfolgen und In seiner generellen Bedeutung zu erkennen.

Auch in den VerBuohen Jihellb's, in welchen dureh Erbitsen

getrockneter Moose und Flechten die Kohlensäureienietsung

eliminiri wurde, hendelt es siob nicht, wie der Autor annimmt,

am eine permanente, sondern nur um transitorlsche Inactivi-

rung der GhlorophyllkOrper, und das gilt ebenso fttr die Ver^

suche, in welchen Aetber oder Gblorolonn sum Inectiviren be-

nutst wurde.

Bis dahin kam es in unteren Versuchen nicht vor, dass

ohne Ttfdtang des Protoplasten die Ghloroplasten getödtet oder

derartig verändert waren, dass ihre assimilatorische Thätigkeit

nicht Burückkehrte. Doch dürfte solches durch geeignete Ein-

flüsse wohl noch gelingen und thatsttchlich wird die bisherige

Functionsfäbigkeit auf die Dauer aufgehoben, wenn in der lebens-

thaiigen Pflanie die Ghloroplasten in andere FarbstoffkOrper

u. 8. w. verwandelt werden. Ebenso gut konnten aber auch

GhlorophyllkOrper von normalem Aussehen permanent inactiv

sein, obgleich jeder der von uns geprüften GhlorophyllkOrper

unter den zureichenden Bedingungen Sauerstoff producirte.

Die Eigenschaft der GhlorophyllkOrper, ihre assimilatorische

Beteiligung ohne sichtbare Yerttnderung seitweise einsubOssen

und dann dieselbe wieder zu regeneriren, ist wohl verständlich,

wenn man bedenkt, dass es sichum lebendige Organe handelt, in

welchen nicht etwa allein der Ghlorophyllfarbstoff, sondern der

gesammte Aufbau und Zustand der lebendigen Substans für

die ThätlglLeit entscheidend ist. Eine dem Absterben Toraus-

gebende Schwächung der Befähigungen ist aber eine rerbreitete

Brscheinung, die s. B. darin sum Ausdruck kommt» dass in alten

Samen sunOchBi die Keimschnelligkeii vermindert wird oder

dasa wachsende Organe nach Ittngerem Aufenthalt in niedriger

Temperaturuntergünstigen Vegelationsbedingungen nurallmühr

lieh die normale Wachsthumsschnelligkeit wieder erreichen,

wahrend sie sogleich auf diese surttckkehren, wenn die Thätig-

keit nur kurse Zeit durch niedrige Temperatur gehemmt worden
war. Auch bedarf es gewisser Zeil sur Regeneration des nor-

malen ZuStandes, wenn die Structur des Protoplasten dureh

niedrige Temperatur oder durch andere Eingriffe in sichtbarer

Weisse deformirt worden ist Bben die Regeneration ist der

Beweis,, dass nur eine Störung, nicht aber eine TOdtung ersielt

worden war. Und da splche Störungen nioht alle Functionen
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gleichzeitig treffen, so kann nur empirisch entschieden werden,

ol) mit der Sistirung der Kohlensäurezersetzung gleichzeitig auch

die Fähigkeit der Stärkebildung aus vorbaDdenem Zucker zum

Stillstand gebracht wird.

Im Grossen und Ganzen scheint die besprochene functio-

nelle Störung in den Chlornphyllkörpern relativ leicht einzutreten,

denn sie ist erreicht, wenn z. B. die Plasmaströmung oaob der

Rtlckkehr in normale Verhältnisse sogleich wieder aufgenomiDeD

wird . Miider Sistirangder GhlorophylIfunotion isl die Ätluniiiigs-

bef^igung nicht suspendirt und das moss aneh so seiOi da

ohne diese BeiriebskraA die sur ThIlUgkeit ond damit lar Re-

generation nothwendigen Bedingungen fehlen wurden. Natttrlieh

ist eine gewisseBeeinflussung derAthmnng nicht ausgeschlosseo

und nach den Gesammterfahmngen durfte diese, wenigstens

nach gewissen hemmenden Eingriffen (s. B. nach Aufenthalt in

tiefer Temperatur) zunächst deprimirt sein, dann sich aber all-

uiählicli für i;owissc Zeit (Iber das ftlr die constaute Bedingung

giltige Maass erhoben.

Da die Chlorophyllkörper lebendige Ori^ane sind, welche in

dem leboniien Protoplasten die Stätte ihres Bildens und Wirkens

finden, so ist nicht zu verwundern, dass sie nach dem Isoliren,

auch in isosnmtischer Zuckerlösiing, ihre Fähigkeiten verlieren.

Wie aber der ausgeschnittene Muskel, obgleich er nicht niif die

Dauer lebensfähig^ ist, noch einige Zeit zuckungsfähig ist, be-

wahren manche Ghloroplasten nach der Ueberführung in Zucker-

lösung noch einige Zeit die Fähigkeit im Lichte Sauerstoff zu pro-

duciren. Damit finden die nicht ganz einwandsfreien Beobacb-

tungen von Ehoblsjuhi und Habirlanbt ihre Bestätigung und es

ist also erwiesen, dass die Ghlorophyllkürper Organe sind, welche

ohne directe Mithilfe des übrigen Protoplasmas dieKoblensHnre-

assimilation su vollbringen vermögen.

Ohne auf die Methodik weiter einzugehen sei nur erwShnt,

dass zum Nachweis der Rohlensäurezersetzung die Bacterien-

methode benutzt wurde, welche einmal die geringste (den Ath-

iiuingsbedarf übertreffende) Saiierstoffproduction anzeii^t und

zudem den unschälzbnren Vorthoil ge\v;llirt, in jedem Augen-

blicke ftlr eiix^ einzelne Zelle die Assimiiationsfahigkeit contro-

liren zu können.
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Fitiil Drude» Der elektrische Brechungseximent von Watser

und wäSMrigen iJimngen, Mii einer Fig;ar.

In der Arbeit: »Ueber anomale elektrische Dispersion von

Pittssii^eiten« (AbbandL d. l^ttnigl. sjichs. Ges. d. Wiss., mstbem.-

pbys. Klasse, S3. Bd. S. 1, 4896) babe iob erwähnt^ dass sieb

beimWasser keine elektrisebe Dispendon naobweisen lasst, and
dass sieb wXssrige, elektrolytiseb leitende Ltfsnngen selbst ftlr

sebr sobnelle elektrisebe Sobwingnngen normal verbalten, d.b.

in der Weise, wie es ans ibrem Yerbalten (Ür sebr langsame

SehwiDgungen im voraas sa bereobnen wSre. Hinsiobtlicb des

Zahlenmaterials für diese Bebaaptangen nnd der genaneren Be-

sehreibnng dieserVersnobe babe iob anf eine spatere Gelegenheit

verwiesen. leb will daher jetst diese Tersnebe genauer mit-'

theilen, wobei aneb die Abhängigkeit des elektrischen Brecbnngs-

exponenten des Wassers von der Temperatur, sowie das inter-

essante Verhalten von snokerbaltigen Ltfsangen besprochen

werden soll. — Eine genaue Kenntniss der E^ensehaften des

Wassers und wBssriger Ltfsangen ist deshalb von Widitigkeit,

weil dieselben bei Untersuchungen anderer Substanien mit

schnellen elektrischen SehwiDgungen sehr gut als Vergleiobs-

kttrpcr gewühlt werden können.

Hinsiebtliob der Besobreibung der Methode verweise iob

auf die anfangs genannte Arbeit. Ich will hier nur ervübnen,

dass in einer Leitungvon zwei parallelen KupferdrIKbten stehende

elektrisebe Wellen erregt wurden, indem ein die Drtihte über-

brttekender Bügel fest liegen blieb, ein sweiter Bflgel J?, da-

hinter so verseboben wurde, dass sieb stehende Wellen zwischen

/y, und bildeten. Im Folgenden sind diese Lagen von 17, mit^

getheilt, und zwar einmal, wenn die Drahtleitung ganz in Luft

vertief, andrerseits wenn die Drahtleitung hinter dem ersten

elektrischen Knoten in Wasser, hezw. wassriger Lösung lag.

Die successiven Abstände der Bracke B^ geben im ersten Falle
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Hie halbe Wellenlänge der Schwingungen in Luft ).\ im zwei-

ten Fnlle die halbe Wellenliinize der Schwingungen im Wasser,

bezw. der Lösung (JA'). Der clcktrischo Hrechungseiponent n

soll das VerbttltDiss beider Grtisseii genannt werden

:

Die Wellenlünge in Luft (^A) ist vor und nach der Beobach-

tung der Schwingungen im Wasser bestimmt worden, um sicher zu

sein, dass durch Auswechselung der Luftleitung mit der Leitung,

welche den das Wasser enthaltenden Trog durchsetzt, am Erreger

der Wellen durch etwaige Erschütterung keine Aendening einge-

treten ist. Die weitaus meisten Beobachtungen wurden mit einem

Erreger gemacht, welcher \k zu etwa 37 cm ergab. Einige Be-

obachtuDgen wurden auch mit einem grösseren Erreger, der

SU etwa 1 m ergab, angestellt. Sie sind im Folgenden durch die

besondere üeberschrift : »grosser Erreger« gekennzeichnet.

Um die Umstünde möglichst sn Tariiren, ist bei verschiede-

ner Dicke der Drahlleitung, bei verschiedenem gegenseitigem

Abstand ihrer Drähte, und bei Benutzung verschiedener FlQssig-

'keitströge beobachtet worden. Ich habe deren fünf angewandt:

4) Grosser Thontrog: 48 cm lang, 21 cm breit, 35 cm hoch

(im Lichten), 1,1 om Wandstärke. Der Trog ist innen glasirt

und wird bis 1 cm unter seinen Band mit Wasser gefüllt. Die

Drahtleitung verlauft 42 cm unter dem Band des Troges.

2) Kleiner Thontrog: 31 cm lang. 1 1 cm breit, 44 cm hoch,

1 ,1 cm Wandstärke. Innen glasirt; Drahlleitung 6 om unter dem
Rand.

3) Blerhlroc/, mit 8 mm dicken Ebonit-Seitenwänden, durch
welche die Drahlleitung tritt. 60 cm lang, 46 em breit, 46 cm
hoch. Drahtleitung 8 cm unter dem Rand.

4) Grosser Glastrog^ 30 cm lang, 5 cm breit, 6 om hooh,

0,8 cm Wandstärke. Drahtleitung 3^ cm unter dem Rand.

5) Kleiner (ikatrog^ 30 cm lang, 3 cm breit, S^cmhoeh.
Drahtleitung S om unter dem Band. Alle Maasse gellen im Lichten.

Die Innenseitc der Yorderwaod der TrOge, durch welche
die Drahlleitung eintritt, d. h. der FItissigkeitsanfang, lag sehr

nahe (mindestens bis auf 4 mm) in dem ersten Knoten der

elektrischen Kraft^ welcher (vom Erreger ab gerechnet) hinter

dem ersten Bflgel Uegt Dieser (wahre) Knoten VÜXi nicht
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genau znsamiiieii mit der Stellung des Bttgels 1^,, für welche die

DrahileitttDg swisdien und in der Resonans des Unisono

mit den vom Erreger Tor B^ eneugten Schwingungen steht

(erste Knotenlage von B^]^ sondern liegt, falls die LKnge des

BUgels B^ 8cm betrügt, um 8 mm dahinter, falls sie 4 em betrügt

um 4 mm dahinter Bei einigen Versuchen wurde der Flüssig-

keitsanfang absichtlich nicht in den ersten wahren elektrischen

Knoten gelegt, um die hierdurch bewirkte Aenderung su con-

statiren. Fttr diese Versuche ist die Lage desFlOssigkeitsanfang^

besonders angegeben.

Am FlttssiglLeitsende (also noch hinter dem Bttgel B^ ist im
Allgemeinen kein dritter BUgel B^ aufgelegt; nur bei einigeo

Versuchen ist dies goschehen, bei denen es besonders angeftihrt

ist. Fttr die Bestimmung der WellenlXnge in Luft wurde mehr-
fach constatirt, dass die Anwesenheit eines dritten Bogels B^

hinter B^ ohne Belang ist

Fttr die Wellen in Luft bedeuten die mitgetheilten Zahlen

die Knotenlagen desBttgels S|, von einem willkttrlichen Anfangs-

punkte an in cm gesählt, fttr die Wellen in Flüssigkeit bedeuten

sie abwechselnd Bauch- und Knotenlagen, und zwar vomFlttssig-

keitsanfang an in cm gerechnet. Die erste Zahl bedeutet einen

Bauch, d. h. eine Lage von A,, fttr welche das Zustandekommen
elektrischer Schwingungen hinter dem Bttgel B^ am vollstündig-

sten gehindert ist.

Die mitgetheilten Zahlen sind die Mittel aus meist vier Be-

obachtungen. Aus den Beobachtungen ist die halbe Wellenlänge

nach der Methode der kleinsten Quadrate berechnet worden.

Mit Benutzung der berechneten Wellenlänge erhfllt man die

unter »ber.« angefahrten Knoten-, besw. Bauchlagen von B^.

^ bedeutet die Temperatur in Gels. Sie wurde an zwei

(oder drei) Thermometern abgelesen, von deren Gefässen sich

das eine in Höhe der Drahtieitung in der Flüssigkeit, das andere

\ cm unter der FlOssigkeitsoberflache befand. Die Thermometer

sind mit einem Normalthermometer verglichen worden.

bedeutet das Qujjdrat des elektrischen Brcchungsexpo-

nenten, wenn man das bei der Temperatur 0^ beobachtete

V, «liizu ilie ( itirle Arboil, S. 31. (Diese Arbeit soU im Folgen

den kurz mit >Abhaii(.il.< citirl wurdeo.)
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auf die Temperatur 17" redncirl mit Holfe des tod Hmvieni*)
fftr die DielektridUltseonstante $ des Wassers angegebenen

Temperatnrooefficienten

:

= £ + 0,362(,» - 47),

d. h,f da nj, sehr nahe identisch isi mit t^^:

n;, = n« -1-0,362(^—47).

Die Beobaehtungen wurden im Lanfe mehrerer Monate mit

vielen Unterbrechungen angestellt. Der Erreger wurde da-

zwischen öfter auseinandergenommen und wieder zusammen-

gesetzt, das umspulende Petroleum häufig erneuert. Ich theile

sämmtUche Beobachtungen mit, ohne irgend eine der Ubeihaupt

mit Sorgfalt angestellten aussuschliessen. Durch diese AusflBlv-

lichkeit mochte ich darstellen, in wie weit bei Einielbeobach-

tungen Abweidinngen vom richtigen Resultat nach dieser Me-

thode im Maximum zu erwarten sind.

Destillirtes Wasser.

Die Leitfähigkeit des Wassers bei 47** schwankte, da es

zum Theil längere Zeit benutzt wurde, zwischen 7 . 4
0"'" bis

20 . 4 0~'" bezogen auf Quecksilber. Da innerhalb dieser Gren-

zen die Resultate nicht irgend bemerkbar von der Leitfähigkeit

beeinflusst werden, so unterdrücke ich nicht die Beobachtungen

mit dem stärker verunreinigten Wasser. Für die weitaus meisten

Beobachtungen lag übrigens die Leitfähigkeit zwischen 7 .
40'***

und 9. 4
0-*».

Auch der Luftgehalt des Wassers scheint keinen merkUchen

Einfluss zu haben. Streng luftfreies Wasser ist allerdings nicht

untersucht worden, sondern nur solches, welches mindestens

3 Stunden nach Erwärmung auf 60° mit der Luft in Berührung

gestanden hatte.

I) Grosser Thontrog. Distanz der Drihte a» 4 ,8 cm« Dicke

der Dmhte d s= 4 mm.

Wellen in Luft.

Anfang:

Beob. 8,4 46,2 83,7 4 24,1 158,2

Ber. 8,6 46,4 83,5 424,0 458,4, 37,45

1j r. Hekrwagkk, Wied. Ann. 49, S. 278. 4 893.
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Sohlus:

Beob. 8,5 4M ^3,7 124,0 458,5

Ber. 8,6 46,4 83,6 424,4 458,5, = 37,48

Wellen in Wasser, ^= 47,0.

Beob. '«Sa ''58 »«72 '-76 »-88 "-97 '*01 ««'Sl "34
Ber. 54 60 69 78 88 97 06 45 24 34

|;/ = 4,484. n = 8,953\ n« = 80,16; = 80,46.

2) Grosier Thontrog, a s 4 em, d » 4 nun.

Wellen in Luft.

Anfang:

Beob. 9,0 46,9 84,5 121,1 158,2

Ber. 9,4 46,7 83,9 424,2 458,4, = 37,25

Schluss:

Beob. 9,1 46,6 84,2 120,7 157,9

Ber. 9,3 46,5 83,7 420,9 158,0, 4Ä = 37,17

Wellen in Wasser, ^ = 11,7.

Beob. *'72 ^-80 ^'82 '-Se '^-94 **'00 «*'04 *'^'07 •H4
Ber. 72 77 82 87 93 98 03 08 44

Beob. •••49 •••25 •«•25 •••36 «HO •••52 »••46

Ber. 19 24 29 34 40 45 50

^k' = 4,4 04. n = 9,067; n« = 82,21 ;
n}, = 80,50.

Bass in dieser zweiten Beobachtungsreihe für die Wellen in Luft

die Differenzen zwischen den beobachteten und berechneten

Knotenlagen grösser sind, als in der ersten Beobachtungsreihe,

rührt daher, dass bei 1 cm Drabtabstand kleine Störungen der

Parallelität der Drähte stärkeren Einfluss gewinnen, als bei

4,8 cm Drabtabstand. Die gute Uebereinstimmung zwisehen 4)

und 2) im Resultat ftlr nj, seigt, dass die seitliobe Begrenzung

des Wassers keine Störung bervorruft bei den gewählten Draht-

dMianden. Denn wenn eine solche bemerkbar wttre, so mttsste

diese Stamng fttr den Drahtabstand as 4,8 cm weit starker

auftreten, als ttkv den Drahtbestand 4 cm^).

4J Vgl. »Abhandl.« S. 36.
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Im Folgenden theile ich Yersnebe mit, die mit halber Draht-

dicke angestellt worden sind, sum Beweise dafür, dass der end-

liche galvanische Leitungswiderstand der Drähte keine bemerk-

bare Sttfrung hervorrufli).

3) Grosser Thonirog, a s= 4,8 cm, d = ^ mm.

Wellen in Luft.

Anfang

:

Beob. 8,3 MyS> 83,3 120,i 157,2

Her. 8,4 45,7 8i,9 120,2 157,4, JA = 37,24

Schluss:

Bool). 8.i in,8 83,5 120,4 157,2

Ber. 8,6 45,8 83,4 420,3 457,5, := 37,22

Wellen in Wasser, ^ =11,2.

Beob. **62 »'62 *'73 '«73 »'83 »«'93 »*'94 «'^•96 *'-98 "02 "10

Ber. 62 67 72 76 84 86 94 96 00 05 40

4^'= 4,096. n = 9,0S9\ = «i>,67
; /jj, = 80,S4 .

4) Grosser Thontrog, a &=s 4 cm, ^ mm.

Wellen in Luft.

Anfani;:

heob. t>,1 45,8 83.4 I :>(),1 150.8

Ber. U,l 46,0 83,0 1i0,0 450,9, JA = 36,95

Schlass:

Beob. 8,9 45,8 82,8 449,8 456,8

Ber. 8,9 45,8 82,8 449,8 456,8, |A = 36,99

Wellen in Wasser, & = 42,7.

Beob. «'76 »'78 »'89 ^«92 ••97 "»03 ««'4 4 «•-08 «••43 •••24 «••24

Ber. 77 82 87 92 96 04 06 40 45 20 25

^l'= 4,096. 1} = 9/)2({\ = Sf,47\ /jf,
= 79,92.

Um noch auf andere Weise, als durch Variirung des Drahtr

abstandes a nachzuweisen, dass die seitliche Begrentnng der

Flüssigkeit keine Störungen hervorruft >), wurde eine Beobaohr

4) Vgl. >Abhancll.« S. 28.

2) Vgl. »Abhandl.« S. 26.
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tngsreflie gemteht, bei welcher der grosse Thonkasten gans

oft Staniol, beklebl und mit einem Blechdeckel zugedeckt

war. Aach die Schmalseiten des Troges, doreh welche die

Drahtleitung hindurch trat, waren mit Staniol beklebt, nur

waren um die Eintrittspunkle der Drahtleitung zwei Kreise von

je icm Durchmesser frei gelassen. Weil der Fitissigkeitsanfang

gerade wie bei den vorigen Versuchen in den ersten wahren
elektrischen Knoten gelegt werden sollte, so wurden besondere

Versuche darüber angestellt, ob die Lage des Knotens durch die

Staniolbeklebung der Stirnseite nicht geändert war. Dies war
aber nicht der Fall.

5) Grosser ThmUrog^ bekUöL a» 4,8 cm, d 4 mm.

Wellen in Luft.

Anfang:

46,4 83,2 480,« 457,9

45,9 83,8 430,5 457,8, 37,99

Schluss:

46,3 83,3 480,6 458,0

46,0 83,3 480,7 458,0, 37,33

Wellen in Wasser, ^ = 48,9.

Beob. ''50 ^'56 ^«59 '62 "•67 "82 ' 84 '-90 '»-OO *"'02

Ber. 48 54 60 66 72 78 84 91 97 03

^A' = 4,483. n = 9,0^0; «• = 81^90; nj, = 60,4:2.

Bei den bisherigen Versuchen wurde der Flttssigkeitsanfang

in den ersten wahren elektrischen Knoten, der hinter dem Bttgel

B^ ist, gelegt. Um dies ausführen zu können, bedarf man
der Kenntniss des Unterschiedes zwischen den Knotenlagen des

Bügels und den wahren Knoten auf der Drahtleitang, d. h.

der sogenannten Bttgelverkürsung. Betreffs ihrer Bestimmung
verweise ich auf die eingangs genannte Arbeit S. 38. Wie ich

dorterwShnt habe, ruft die 4,4 cm dicke Yorderwand des Troges

keine Uber 4 ,5 mm betragende Verschiebung der Knotenlagen

hervor. Dies ergab sich aus Ermittelung der Knotenlagen auf

der Drahtleitung, welche den leeren Thontrog durchsetzt.

Es ist nun aber noch die Frage, ob dasselbe eintritt, wenn die

Beob. 8,5

Ber. 8,6

Beob. 8,5

Ber. 8,7
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Vorderwand des Troges nieht beiderseitig an Luft angrensl, son-

dern theils an Lüh, tlieils an Wasser. Um diese Frage entacfad-

den lu ktfnnen, habe ich eine Drahileitang etwa 40 ob vor dem

ersten elektrisoben Knoten hinter B^ rechtwinklig nach unten

umgebogen, sodass sie yertical in ein grosseres Wassergettn

eintrat Die Wasseroberfliiohe belmd sieh in dem ersten mhrea
elektrischen Knoten. Es wurden dann mit Httlfe eines an emm
geeigneteD Halter befestigten Hügels die erste Bauch- und

Knotenlage dieses Bügels JJ^ im Wasser bestimmt. Nun wurde

eine ^ cm dicke Petroleumschicht auf das Wasser aufgegossen.

Dadurch veränderten sich die Bauch- und Knolenlage von H^

gar nicht. Wenn man also dieses Verhallen einer Petroleum-

schicht flberlra^cn darf auf das Verhalten der Thontrogwand,

so ist dieselben ganz indifferent , d. h. die elektrischen Wellen

vertheilen sich im Drahtsystem ebenso, als ob das Wasser direct

an Luft angrenzte.

Im Folgenden theile ich Beobachtungen mit, bei denen ab-

sichtlich der Wasseranfuig nicht genan in den wahren elektri-

schen Knoten gelegt wurde, sondern um eine Distani 6 Tor

(negatives b) oder hinter (positives b] den wahren Knoten, am

hieraus entstehende Unterschiede festiustellen.

6) Groster Thmiroy. a= 4 ,8 cm, <i= 4 mm, 6= ^ mi»*

Wellen in Luft.

Anfang:

Beob. 7,8 44,6 80,8 H7,9 155,2

Ber. 7,6 44,5 81,3 448,1 454,9, = 36,84

Schloss:

Beob. 7,8 44,7 84,5 448,5 454,9

Ber. 7,9 44,7 81,5 448,3 455,4 ,
|;t= 36,80

Wellen in Wasser, ^ = 13,7.

Beob. '76 '69 *'94 '85 "«84 »••99 *'97 **'00 *H>4

Ber. 73 77 84 85 88 92 96 00 0»

Beob. *H0 "07 **12 ••17 *'''24 '»S« '*'35

Ber. 08 42 16 49 23 27 34

\X' = 4,077. n = 9fi37\ fi« = 84,4S\ « 80,$9.
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7) Grauer Tkontrog, a« 4,8 em, d 4 mm, 6 + 6 mm.

Wellen in Luft.

Anfang:]

Beob. 8,4 45,6 82,5 449,4 456,4

Ber. 8,3 45,3 88,3 449,3 456,4, = 37,02

S<hluss:

Beob. 8,2 45,4 82,6 150.1

fier. 8,3 45,3 82,3 449,3 456,2, = 36,97

Weilen in Wasser, ^ = 40,4.

Beob. «^S HO ••62 »•64 ••72 •••76 •••76 •••87 •'•85

Ber. 55 59 63 66 70 74 78 82 85

Beob. "-84 *''9l "'99

Ber. 89 93 97

^k' = 4,076. n = 9,078; n« = 82,44; nj, = 79,94.

8) Grauer Thontrog, a ss= 4,8 cm, r/ = 4 mm, 6 =s — 9 mm.

Wellen in LuU.

Anfang:

Beob. 7,0 44,4 80,5 447,8 453,4

Ber. 7,4 44,0 80,6 H7,2 453,8, ^ 36,61

Schluss:

Beob. 7,0 43,6 80,4 446,5 453,2

Ber. 7,0 43,5 80,4 446,6 453,4, |il =^ 36,52

Wellen in WasBer, & s 42,3.

Beob. H6 ^09 •""14 "18 "»15 '*21 "21 •••20 *»23 »"äl **'22

Ber. 43 14 15 46 47 48 19 20 21 22 23

= 4,024. n = 9,092; n* = 82,66; »}, = 80,96.

Vergleicht man die Resultate der Beobachtungsreihen 6)

7), 8), so beme^i man, daas ein positives b einen kleineren

Brectmngßexponenten, ein negatives b einen grösseren als den

Normalwerth .(for 6s 0) liefert. Diese Thatsacbe ist theoretisch

erUarbar, da aber diese ErkUlrung hier siemlioh viel Raum er-

fordem wflrde, so soll sie in einem iheoreüschen Theile («Zar
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Theorie elektrischer Drahlwellen«) gegeben werden. Dort wird

auch streng abgeleitet, dass man für h= Q die richtigen Werthe

fttr n erhalt.

Nach 6/ 7) und 8^ wtlrde eine Verkleinerung von 6 um
1 0 min eine scheinbare Yergrösserung des um etwa 0,6 ver-

ursachen.

Um den Einfluss der Lage des FlUssigkeitsanfangs noch

direcler zu constatiren, habe ich Beobachtungen gemacht, in

welchen unmittelbar nach einander dem FlUssigkeitsanfang ver-

schiedene Lagen gegeben wurden, während dieLaize der Brtlcke

und damit die Länge k der benutzten Wellen in Luft unver-

ändert blieb. Dies sind folgende beiden Beobachtungsreihen.

9) Grosser Thontrog, a= 4,8 om, d=s\ mm, 6= -1- 8 mm.

Wellen in Luft,

Anfang:

45,6 82,5 H9,3 156,2

45,4 82,3 449,3 456,3

Schlufs:

45,7 88,5 .H8,9 455,8

45,3 88,2 449,4 455,9

Beob. 8,4

Ber. 8,4 45,4 82,3 449,3 456,3, 36,99

Beob. 8,4

Ber. 8,5 45,3 88,2 449,4 455,9, ^Ärs 36,86

Wellen in Wasser, ^ = 40,8.

Beob. »•56 ^58 -65 -04 »'74 "-HO "77 «»-Sl

Ber. 55 59 63 67 71 75 79 83

^l' SS 4,079. n = 9fiU\ n» = 81,97; = 79,S4.

4 0) Grosser Thontrog, as 4,8 cm, ds 4 mm, b= — 7 mm.

Wellen in Luft vgl. 9).
^

Wellen in Wasser, & s 40,7.

Heob. '80 ^'85 -88 ^-88 »-96 "'99 '^-86 '**'04

Ber. 82 85 87 89 91 94 96 98

^;t' = 4,046. n = 9,4S7; n* = 83,30; n}, 81,02.

Naoh diesen beiden Beobachtungsreihen wllrde eine Ver-

kleinemng des 6 um 45 mm eine Vergrtfsserong des n* am 4,5,
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alfo eine Yerlndeniiig des 6 nm 40 mm eine Yerttndeniiig des
II* am 4,0 bewirken.

Die bisher miigetbeiiten Beobaehinngsreihen 4) bis 40)

leigen eine sehr gate Uebereinstimmung. Redadrt man nttm-

lidi die Resaltate der Reihen 4) bis 40) auf 6 = 0, indem man
ab Mittel annimmt, dass eine Verkleinerung des 6 um \ 0 mm
eine scheinbare Vergrösserung des «f. um 0,80 hervorruft, so

flhid die Resultate der Beobachtungsreihcn für folgende:

nf,:

4) 80,10

2) 80,30

3) 80,51

4) 79,92

5) 80,42

6) 80,69

7) 80,39

8) 80,24

9) 80,45

40) 80,46

Mittel 80,32

Hieniaeh würde der mittlere Fehler des Mittels 0,07 sein,

d. h. n}, wäre auf 1 " genau bestimmt. Indess ergeben variirte

Nebenumstände grössere Abweichungen, sodass obige Genauig-

keit nicht als wirklich erreicht anzusehen ist.

Zunächst habt' ich untersucht, ob Feuchtigkeit der Vorder-

wand des Troges Finfluss hätte. Durch eine Verletzung in der

Glasur an der Eintrittsstelle der Drähte wurde nämlich etwas

Wasser in die Trogwand eingesaugt. Wie die oben S. :i22 ge-

nannten Versuche milder vorgelagerten Petroleumschicht lehren,

hat zwar die Vorlagemng einer 4 cm dicken Schicht, deren

Dielektricitätsconstante keinen grossen Betrag besitzt, keinen

Einfluss anf die Wellen im Wasser, indess ist doch die Frage,

ob eine feuchte Thonwand nicht eine grosse DlelektrioittttsooD-

stante besitst, und dementsprechend Einfluss gewinnen kann.

Denn ein solcher muss ja offenbar vorhanden sein, wenn die

Thonwand denselben Brechangsexponenten, wie das Wasser,

besitsen sollte. Der Effect mflsste dann derselbe sein, als ob
der Wasseranfang um die Didce der Wand naher an die Brttcke
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B, gerttoki wllre, d. h. » mOMte bei feachterTJionwaiid grOner

ausfallen, als bei trockeoer. — Dieser extreme Fall wird nun

allerdings nie eintreten, and in Wirkliehkeit seheint n dnreh

die Feuchtigkeit der Thonwand gerade im entgegengesetstcs

Sinne etwas beeinflusst zu sein; jedenfalls muss aber dieser

Umstand zur Erreichung der grössten Sicherheit einer PrttluDg

unterzogen werden.

Der Thontrog wurde mehrere Tage in der Nähe eines stark

gebeizten Ofens getrocknet, iinil sodann die schadhaften Stellen

der (Innen-; Glasur mit Schellack überzogen. Es konnte dann,

selbst wenn Wasser mehrere Tage lang im Trog gestanden halte,

keine Feuchtigkeit der Trogwand an der Aussenseite wahrge-

nommen werden. •

14] Grosser Thontrog, getrocknet. a= 4,8 cm, ä= I mm, 6= 0.

Wellen in Luft.

37,26

Anfang:

Beob. 6,6 43,8 81,3 148,5 455,6

Ber. 6,6 43,9 84,2 148,4 455,7

Schluss:

Beob. 6,7 43,9 81,2 14 8,2 155,5

Ber. 6,7 43,9 84,1 4 48,3 455,5

Wellen in Wasser,

Beob. ''65 >'63 »•74 '•82 «'84 '*'86

Ber. 64 68 73 78 82 86

=H 37,20

*''94 "'96 "'97

94 96 00

Beob. "03 "05 "»19

Ber. 04 09 14

^;t' = 4,090. n = 9,103', «« = S:i,86\ n{, = 84,S9.

Nach Verlauf von mehreren Monaten wurde dieser Versucb

mit destillirtem Wasser anderer Herkunft wiederholt.

12) Grosser Thmtrog^ gotroeknet. a=1,8cm, d=1mffl, 6ssO.

Welien in Luft.

Anfang:

Beob. 6,4 43,9 81,2 118,9

Ber. 6,4 43,9 81,3 418,8, ^il = 37,48
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Schluss:

Beob. 6,4 44,0 81,5 118,8

Ber. 6,5 43,9 84,4 448,9, |il= 37,47

Wellen in Wasser, ^ s 43,4.

Beob. ««es »'73 »'74 »-77 ••84 "»Oa •»•94 •••04 •••04 «••08

Ber. 64 69 74 79 84 88 93 97 02 07

4A' = 4,097. n = 9^147; n» = «J,67; «J, = 82^37.

Die Beobaobiungen 1 2J fttr die WelUtt im Wasser sind die

Mittel ans drei Reihen, bei deren erster kein dritter Bttgel

anf den DrXhten lag, wahrend bei der iweiten ein Bflgel um
%i cm Yor dem Kastenende, d. h. am 45,6 cm vom Wasseranfang

entfernt lag; bei der dritten Reibe lag ein Rttgd um 47,6 em
om Wasseranfang entfernt auf. Letttere Lage entspricht maxi-

maler Resonans der Drahtleitung zwischen den Bügeln und
B,mit der Leitung swischeu B^ und B,, falls in einer Knoten-

lage ist; dagegen wird diese Resonanz bei der Entfernung

= 45,6 cm vom Wasseranfang vollständig vernichtet. In-

dessen zeigte sich kein^j Eintluss der Lage oder des Vorhanden-

seins des Btlgels B^.

Die Resultate der Reihen 11) und 12) weichen erbeblich

ab von denen der vorigen Reihen. Ob die letzteren Resultate

zuverlässiger sind, d h. ob die Feuchtigkeit der Trogvvand wirk-

lich einen erheblichen Fehler verursacht, kann entschieden

werden durch Versuche mit anderen Flüssigkeitsbohältern. In

dieser Beziehung ist jedenfalls der Hlechkasten einwandsfrei,

da seine Vorderwand aus £bonit bestand.

13) BlechlroQ. a s 1,8 cm, d — \ mm, 6 = 0.

Wellen in Luft.

Anfang:

Beob. 6,7 44,3 81,0 119,0 156,4

Ber. 6,8 44,2 81,6 119,0 156,4, ^A:= 37,41

4) Es liegt dies an der j^rossen Enlfernun}:. wehiu! ß, von den he-

obachleten Knolenlagcii des l)'>silzt. Wenn /?, (h'ni ß., bis auf wonit;e

Centimeter (^eoSbert wird, so isl ein Eintluss erkennbar. Vgl. »AblianUi.«

S.lt.
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Schluss:

lieob. 0,7 44,1 81,3 118,5 155,8

Her. 6,7 44,0 84,3 418,5 155,8, i;t = 37,27

Wellen in Wasser, S- ^ 40,2.

Beob. ••40 '39 ••47 '-50 "55 "63 "61 '-63 ''70 '••77

üer. 38 42 46 50 54 59 63 67 74 75

= 4,084. n = 9y4S0; n* = 83,74; «J, = SlySS.

44) BUchlrog. a = 4,8 cm, d = 4 mm, 6 = 0.

Wellenjn Luft.

Anfang:

6.7 44,7 88,2 420,0

6.8 44,5 82,3 420,0, ^il = 37,74

Schluss:

6,7 44,5 82,1 119,9

6,7 44,4 82,2 449,9, ^it» 37,72

Wellen in Wasser, = 44,2.

Beob. '-44 '^H -62 '-72 "'-79 "•83 '^-97 ''^'^9 '«03

Ber. 47 55 62 70 77 85 92 99 07

Beob. •••44 •••47 •«•3i

Ber. 44 22 29

= 4,148. n == 9,096\ n* = 82,74; = S/,73.

Die Zahlen 14) fUr die Wellen in Wasser sind grade wie

die Zahlen der Reihe 1 2) die Mittel aus drei BeobachtongsreiheD,

bei deren ersten kein Bügel auflag, während bei dem sweiten

ein Bügel sich auf einer Knotenlage (56,4 cm vom Wasser-

anfang entfernt, maximale Resonans), bei der dritten auf einer

Bauchlage (58,4 cm vom Wasseranfang entfernt, minimale Reso-

nans) befand. Es war aber, grade wie bei der Reihe 4 2), kein

Unterschied für diese drei Fälle zu constatiren.

Ich theile im Folgenden Beobachtungen mit, welche bei

falscherLage desFlttssigkeitsanfangs angestellt wurden. Derselbe

befand sich vor dem ersten wahren elektrischen Knoten, b ist

negativ, (nj^jecfr. bedeutet den für 6 » 0 reducirten Werth

von n}f, wenn man nach S. 325 die Gorrection 0,80 ttktbss

4 0 mm anwendet.

Beob.

Ber.

Beob.

Ber.
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45) Blechtreg. a s 4^8 cm, » 4 mm, 6 a — 8 mm.

Wellen in Luft.

Anfang:

Bmb. 4,0 40,4 77,« 443,6

Ber. 4,0 40,5 77,4 443,7, » 36,56

.Schluss:

Beob. 4.0 40,5 77,2 H:i,9

Ber. 4,0 40,6 77,2 443,8, ^jl 36,60

Wellen in Wasser, ^ = 43,8.

Beob. — »'68 »64 '»74 ••75 "•67 •»•65 «»'68 "»69 •••67

Ber. — 65 66 67 67 68 69 69 70 74

Beob. *''76 *''76

Ber. 72 73

{l' ^ 4,045. n = 9,444; n* = 85,00; » 84,84;

{n},)^, = 84,W.

46) Blechtrog, a = 4,8 cm, d ~ i luin, 6 = — 4 3 mm.

Wellen in Luft.

« Anfang:

Beob. 4,5 41,8 78,8 11 (ij

Ber. 4,5 44,7 78,9 446,4 , 1^ = 37,18

SoMnss:

Beob. 4,6 44,9 79,4 446,3

Ber. 4,7 44,9 79,0 446,2, 37,47

Wellen in Wasser, ^ » 47,2.

Beob. — "03 «18 '"'26 '-:i8 "29 '*"30 "*'34 *"'43 ^-37

Her. — 06 10 44 19 23 27 31 35 40 44

^k' = 4,083. n = 9,406; «* = 8My9Ji; »}, = 82,99;

KOeorr, = 84,9S.

Wenn anoh den Beobaehtnngen 45) und 46), namentlich

der letaleren, kein sehr grosses Gewicht beitolegen ist wegen
des tiemlicfa erheblichen Betrages der Gorrection der Lage 6,

sobeaUlligMi sie doch durdians das Besoltat der BeiAiaehtungen
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13) und 14 , da<s die grossen Werlhe von //,-.. welche mit dem
getrockneten Thontrog erhallen sind, die richtigen sein werden,

und nicht die kleinen Wcrlhc der S. '^25. Dies wird auch be-

stätigt durch Versuche mit dem kleinen Thontrog. Die Glasur

desselben war onverletit, sodass seine Wände trocken blieben:

47] Kleiner Thontmg. a = 1,8 cm, d = \ mm, 6=0.

Wellen in Lafi, vgl 44).

Wellen in Wasser, &= 14,6.

Beob. *'62 '87 ^-98 *03 ^-98 **12 ««'12 '»27 "•37 **-32

Der. 77 84 94 97 04 44 48 2& 34 38

4X'= 4,437. n = 9,4S0; n* = 85^47; nj, = 82,50.

Bei diesen Beobachtnngen ist ebenfalls mit und ohne hinte-

ren Bügel beobachtet worden [in Distanz 27,6 cm hinterWasser-

anfang). Ein Untersobied Itlr die Knoten— bezw Bauchlngon von

war nicht zu constatirsn. Nur ftir die hinter 20,3S liegenden

Bäuche, bezw. Knoten trat sichtlich ein Einflnss Ton inTaga,

weil die Distanz iwiaehen B^ ond B^ zu gering wurde. Daher

sind diese Lagen von B^ nicht stir Berechnung Ton heran-

gesogen.

48} Kleiner ThorUrog, a = 4,8 cm, d ^ \ mm, 6 ss 0.

Wellen in Luft

Anfang:

Beob. 6,8 44,4 89,1 120,0

Her. 6,7 44,5 82,2 119,9, i>.
= 37,73

Schluss:

Beob. 6,7 44,5 82,3 120,2

Her. 6,7 44,5 82,3 420,2, 37,83

Weilen in Wasser, ^ = 13,7.

Beob. '»ÖO »'90 »'94 •*04 "«OS " ^S *«'09 «••37 «••36 «H5
Bor. 73 84 89 97 05 43 S4 89 37 45

{X* «= 4,158. n = 9,086; n' = 82,56; n\, = 84,$6.

Diese Beobaehtangen ftlr Waaser sind wiederum das Mittel

aus 3 Beihen, welche mit und ohne hinteren Bogel B^ (bei 27,7,
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beiw. 89,7 cm Abstand vom Wasseranfang) angestelH worden
sind. Bin deutliclier Unterschied in den Reihen war nicht in
oonataiiren.

4 9] Kleiner Thontrog, a = 4,8 cm, d = 4 mm, 6 = 4~ o mm.

Wellen in Luft

Anfang:

Beob. 6,2 43,9 81,1 118,8

IJer. 6,2 43,8 81,3 148,8,

Scblofls:

Beob. 6,8 43,9 80,8 448,6

Ber. 6,3 43,7 84,4 448,5,

Wellen in Wasser, ^ = 44,4.

Beeb. «*56 ''68 •*84 '90 »»OS ««'95 «««OO ***48 *«-39

Ber. 63 70 77 84 94 98 05 48 49 86

= 4,444. II = 9fi4e\ n* = nj, = 80fi9\

Die Beobachtungen wurdenohnehinteren Bügel angestel lt.

Im Folgenden sind dieResultate der Beobachtungen 1
1 ) bis

49) znsarnmengestellt. PHr die Falle, in welchen der Wasser-
anfang nicht genau in dem wahren elektrischen Knoten lag

< 0), ist der auf 6 ä 0 corrigirte Werth von n* benutzt.

j;t = 37,00

» 37,44

Bleohtrog

;

Groeser Thontrog: nj, = 84,59 \

88,37 /
^*»^^

84,85
gl nfa

I

8^;^^
Mittel 84,53

84,95

)

88,30

84,36 Mittel 84,65
84,89

Mittel rsT^67'± 0,10

Kleiner Thontrog:

Der mittlere Fehler des Mittels ist nach diesen Beobach-

tungen 0,15, der wahrscheinliche Fehler 0,10. Es erscheint da^

Hernie auf mindestens 2'yoo> ^* ^» Brechun^sexponent n selbst
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auf l^i f^Q
f/enau hestiiumi. ladeas balle ioh es Dicht fttr auflge-

schlössen, dassduroh die Anwesenheit der vorderen Trogwand,

d. h. durch den Umstand, dass die Drahtleitnng nicht direct von

Luft in Wasser übertritt, kleine Fehler herbeigeführt werden,

die den Betrag 8*/o« übersohreiten. Wenn man ninlicli

die einielnen Beobachtongsreihen betrachtet, so überrascht die

Genauigkeit, mit welcher sich die beobachteten Baach- resp.

Knotenlagen im Allgemeinen den berechneten ansdiliessen.

Infolge dessen mttsste die Bestimmung von n schon bei einer

einzelnen Reihe von sehr grosser Gcnaiiigkeil sein. Diese sehr

grosse (ienauigkt'it der Einzell)esliiiiinung wird aber illusorisch,

wenn man die Resultate der verschiedenen Reihen unterein-

ander vergleicht, dir zum Theil Abweichungen von über 1*
,

untereinander zeigen. Diese Abweichungen sind beim Blechlrog

geringer als bei den Thontrögen, und ich kann mir nur denken,

dass der verschiedene Feuchtigkeitszustand der Thonlrogwände

immer noch etwas £influs8 besitzen wird. Andere Ursachen ittr

die Abweichung der verschiedenen Reihen von einander weiss

ich wenigstens vorläufig nicht lu nennen. AnC die seitliche

Dttmpfung der vom Erreger entsandten Wellen kommt es nicht

an und indem lindert sie sich nicht bemerkbar, die DrShte sind

immer blank gehalten worden, nnd schliesslich kann eine ge-

ringe Abweichung der Eigenschwingungen der Zehnder'sehen

BiOhre, welche sum Erkennen derstehendenWellenbenutstwurde
(vergl.» AbhandL« p. 8], von der Schwingungsdauer der Erreger-

wellen keine systematischen Fehler veranlassen. Denn da stets

dieselbe Zehnder'sche iiöhre mit ganz constanter Resonalor-

leitung benutzt wurde, müsstcn sich s\ steniatische Abweichungen

in den Resultaten je nach der benutzten Wellenlänge /. zeigen.

Dies ist aber nicht der Fall, wie ein liiick auf die mitgelbeilleD

ßeobachtunt^en lelirt.

Denkbar wäre auch, dass der Brechungsex ponenl des

Wassers vielleicht nicht unter allen Umstanden derselbe isl

Dies halte ich aber für sehr unwahrscheinlich; irgend ein Eis-

flnss der Leitfähigkeit hat sich jedenfalls nicht geltend gemacht,

ebenso wenig etwaige Schwankungen des Luftgehaltes (vgl-

obenS. 348).

Da das luletst gewonnene Mittel fflr nttmlich 84,67, wd

2Vo von dem Mittel abweicht, welohes pag. 325 aus den Beob-

aohtungen bei feuchter Trogwand abgeleitet worden ist (80,3^))
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$omag auch das letzte Resultat : ,
&= 81,67, werfen des Vorhanden-

seins riner Trogwanduberhati^ttetwa auf als sicher angesdiSH

werden^).

Vergleicht man die hier gewonnene Zahl fttr das Quadrat
des elektrischen Brecbiingsexponenten des Wassers mit der yon
anderen Beobachtern ftir sehr viel langsamere Schwingungen
abgeleiteten Dielektrioitlltsoonstante i des Wassers, so sind in

erster Linie die Beobachtungen von HtniWAaiif heransusiehen,

welohe wohl die sorgfttltigsCen sind. Nach Hbuvagbh ist

= 80,88 dl 0,01.

Hbbrwagen sagt, dass der sehr geringe wahrscheinliche Fehler

±: 0,04 durch andere Fehlerquellen bedentend Ubersehritten

werden kann.

Nach FsARo'} ist

t^J = 84,65.

Beide Forscher haben pon<l('roiTiotorische elektrische Kräfte im
Wasser mit den entsprechenden in Luft verglichen.

Nach Nbbust^), welcher Gapacitiltsmessungen benutste, ist

= 80,0. *

Diese drei, auf versdiiedenen Wegen eriialtenen Besultate

stimmen nicht in der Weise Uberein, dass man mit vtflliger

Sicherheit behaupten könnte, dass für die hier benutiten

schnellen Schwingungen n* seL Daaber denBeobaehtnngen
Yon HnawAOBR nnd Nbbhst wohl ein grosseres Gewicht, als den

^) In den >Abhandl,« habe ich nj, = 80,2 für diese Schwingungeo
angej^ebeo. ,In der dortigen Tabelle S. 65 ist eia Druckfehler stehen ge-

blieben, die Zahleo SO,S und 79|7 müssen in ihren Colonnen vertauscht

werden.) Wie idi schon dort bemerkte, sollte jene Zahl, die aus Beobach-

tungen bei feuchter Trogwand gewonnen war, keine definitive für Wasser
sein. In der Thal ist sie nacli den hier gemacliten Angaben zu corritiiren.

— Die dort für die anderen Substanzen angegebenen Zahlen bedürfen keiner

Correclur, da sie im kleinen Thontrog untersucht wurden, dessen Wfinde

trocken blieben. Auch das dort S. 87 ausgesprocbene Resultat, dass die Dl-

elektricitatsconstsnte des Wasser bis zur Schwingungszahl 400 BUUionen

pro Secunde innerhalb 1^ constant ist, bedarf noch kt itior Aenderung.

2) F. HKF.nw\(;rN. Wied. Ann. 48, S. 3\ 1S93, — S. »7», 4898.

3) A. FRANkE, Wied. Ann. 50, S. 4 69, 1S9S.

4) W. NxMTST, Zeitech. f. phys. Chein. 14, S. 622, 4 894.

MaUi.-ph>8. CUM«. 1896. 22
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FRANKK'scben beizulegen ist, so scheint nach den bisherigen Be-

obachtungen doch das Quadrat des elektrischen Brechungsex-

ponenten des Wassers für schnelle Schtvingungen etira<i ffrusser,

als die Dieleldricüätsconstantc des Wassers zu sein, was für eine

ganz sehwach auftretende normale elektrische Dispersion des

Wassers sprechen würde. Dieselbe ist theoretisch so erwaitcn,

da fttr elektrische Schwingungen bisher keine auswählende Ab-

sorptionsgebiete des Wassers beobeohtet worden dnd, wihrend

sie für noch kOrsere Wellen (nltraroCbe) entsohieden anfticlai

mttssen. — Benutzt man indess die HiBAWAGiii'sohe Zahl für c,

so liegt die normale Dispersion des n* innerhalb 4^1^ bis m den

benutzten schnellen Schwingungen herauf.

leh habe noeh Beobachtungen mit den oben S. $46 be-

schriebenen Glasküsten angestellt, welche wesentlich weniger

Flüssigkeit erfordern (750 cm^, bezw. 270 cm^), um zu sehen,

wie weit man die Dimensionen des FlüssigkeitsbehJilters vorrin-

i^ern kann, ohne merkliche Fehler zu begehen. Ich theile zu-

nächst zwei Reihen mit, bei deren erster (I) kein Bügel By

wahrend bei der zweiten Keihe (II) ein Bügel in einer Knoten-

lage (28 cm^voni Wasseranfang) aufgelegt war. Das Flüssigkeils-

ende (30 cm) lag in einem elektrischen Bauch. Die Indices a und

b) beziehen sich darauf, dass beim Index a) alle Beobachtungen

snr Berechnung benutzt, während beim Index b die beiden

letzten Beobachtungen ausgeschlossen worden sind.

20) Grosser Glastrog, a — ^ cm,d=si mm, 6 = 0.

Wellen in Luft.

Schluss:

Heob. 6,15 42,0 79,5 HG,4
Ber. 6,45 42,9 79,6 4 46,4, ^it 36,75

Wellen in Wasser, ^ = 46,2.

Beob. I. «'75 »'80 »SO » 95 »'95 *«'96 "»98 *H>9

Ber. a) 76 84 86 94 96 00 05 10 45

b) 75 80 85 94 96 04 06 44 47

Beob. I. "'22 «» 23 "'25

Ber. a) 20 2i 29

b) 22 27 32
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Beob. II.«-78 »•8« »»8« '»96 •^i «H)0 *«»09 «HS ««M
Ber. a) 76 88 87 9S 97 03 08 43 48

b) 75 81 86 9% 98 04 09 15 20

Reob. II. " 30 " gD

Ber. a) 24 29 34

b) 26 32 38

JÄ': la =r 4,096, IIa = 4,406, Ib = 4,404, IIb » 4,444.

Wie man sieht, differiren die Resultate I. und 11.. d. h. mit

uDd ohne Ä,, nur um j,. Ebenso ist der Unterschied zwischen

den Resultaten a) und b) nur ^io- Nimmt man (um den beiden

letiten Beobachtangen nur das halbe Gewicht beixuleg^n) ans

aUen vier bereohneten ^k' das MiUel, so enlstehi

^A' = 4,105.

Daher

n = S,9ü3', n* = 80^16; »f, = 79y86.

Dieser Werth von n*, unterscheidet sich von dem wahr-

scheinlich riohtigea Werthe 84,67 um etwas mehr als 27«-

IHir«h die besdirankteii Dimenskmeii des Glastroges wird also

ein merklicher Fehler herbeigefOhri, indess wird dieser Fehler

fllr andere Substanzen mit geringerem elektrischen Brechungs-

exponenten wesentlich kleiner, und daher ein derartiger Trog

noch brauchbar sein.

24) Kleiner Glastrog, a 4 cm, d =s i mm, 6 = 0.

Wellen in Luft.

Anfang:

Beob. 7,2 44,1 81,4 118,3

Ber. 7,2 44,2 81,3 118,3, 4^ = 37,06

Schluss:

Beob. 7,1 44,4 81,5 1 18,7

Ber. 7,4 44,3 81,5 448,7, ^il^ 37,49

Wellen in Wasser, ^ = 17,0. (Ohne i?,.)

Heob. *'73 '-82 '<''23 '*'30 «H2 ""53 '"•62

Ber. 77 87 98 09 49 30 40 54 62

Beob. «••75 "78 •«•94

Ber. 72 83 93

^Ä' = 4,212. w = V/^i '»II
=
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Dieser kleine Trog liefert also 5^
,
zu kleioe Werthe fOr n*.

TroUdem wird er gute Dienste ieiftten ktfonen. wenn man Sub-
BtaDzen beobachten will, von denen grössere Mengen scbwer tu

beschaffen sind. Man kann dann in dem kleinen Troge die zu

untersuchende Substanz mit einer anderen, deren elektrischer

Brechungsexponenl bekannt ist, und der von ungeDlhr gleicher

Grösse sein muss, gut vergleiohen.

Im Folgenden theile ich einige Beobachtungen mi^ die mit

einem grosseren Erreger, und dementsprechend grüsseren

Wellenlängen angestellt worden sind. Die ftesnllate für n sind

niebt so genau, wie beim kleinen Erreger, weil einerseits

weniger Wellen im Wasser wegen der beschrankten Länge der

Trtfge stt messen sind, und weil andererseits das FlOssigkeits-

ende und seine Begrensang (Lage eines Bttgels S,) hier mehr

Einflnss gewinnen kann.

Grosser Erreger.

tü] Grosser Thontrog (getrocknet . a = 4,8 cm, d = i mm,
6 = 0.

Wellen in Luft
Anfang:

Beob. 48,9 413,7 248,5

Ber. 42,9 443,7 242,5, |>t = 99,80

Schluss:

Beob. U,0 11:^.0 242,5

Ber. 43,4 4 42,9 242,5, := 99,75

Wellen in Wasser, & = 43,5.

Ueob. I.-U '"'16 '« U •«•32 *" 09 ^*32 '^0'^

lier. «'OC 'H6 '-96 *' 46 ^HH) ^-46 '' ^Ö, ^i' = 4 1,00.

Beob.n.''1i '"59 "^16 ^-'liS -•14 '-67 '»*'06

Ber. H3 'H3 »'^•42 **'62 *H2 "64 " 4 4, ^X' « 40,99.

Bei der Reibe I lag kein Bügel ^3 auf den Drühten, du
FlUssigkeitsende (welches wegen sehr starker Reflexion der

Wellen ahnlich wie ein Melallbtlgel wirkt) lag bei 48,4, d. h. in

einem elektrischen Bauche. — Bei der Reihe II lag ein Bügel Bj

auf d. h. in einem elektrischen Knoten <für diese Luge ist
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die Hügelverkürzung mit zu l)erUcksichligenJ. Die Resullate der

Reihen I und II unterscbciden sich nur unmerklich i1'*/oo)?

wohl die lU ilic II sich den Hcrochnuniien viel l)c'sser anschliessl,

als die Reibe I. Hei dieser tritt niiuilich die I>igenthümlichkcit

zu Tage, dass die Knoten nicht mitten zwischen die Bäuche

fallen, sondern nach dem FlUssigkeitsanfang zu verschoben

sind. Die Büuche sind in beiden Reihen 1 und II tibereinstim-

mend. Hält man daher die Knoten der Reihe 1 durch Beein-

flussung des FlUssiizkeilsendes fttr falsch, schlicsst sie dement-

sprechend von der Berechnung aus, so folgt aus der Benutzung

der BHuche der Reihe I : {/.' = 10,97, also auch nur ein unbe^

deutend anderer Werth, als er oben beiBoDutzong von Baueben

und Knoten berechnet ist.

Es folgt so:

23) Blechtrog, a s 4,8 cm, d » 4 mm, 6 = 0.

Wellen in Luft.

Anfang:

Beob. 13,5 212,8

Ber. U,6 113,3 242,9, ^il = 9ü,öö

Schluss:

Beob. 13,4 113,G 213,1

Ber. 43,5 413,4 243,2, ^il 99,85

Wellen in Wasser, & — 43,8.

Beob. L»'07 *H0 "'20 "-96 "«27 »«-53 »••33

Ber. 06 60 44 68 22 76 30, 44,08

Beob. II. •'4 6 "»34 *H3 •••73 »M7 »•«44 »»»SS

Ber. 02 55 08 64 44 67 20, ^X':» 11,06.

Bei der Beihe I big kein Bogel auf den Driihten, das

Fittssigkeitsendelag bei 60,0, d.h. in einem elektrischen Bauche.

Die Störung, welche bei 22) su Tage trat, dass die Knoten nicht

mitten zwischen den Bttuohen liegen, ist hier nicht tu bemerken,

ennathlich weil der Th»g langer, d. h. das FlOssigkeftsende

weiter entfernt war. — Bei der Beihe II lag ein Bügel Z^, auf
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51,0. d. h. in einem elektrischen Knoten. — Die Resultate der

Keihea 1 uad Ii unterscheideo sich our um i"/oo* ^^^^

24) Kleiner Tkontrog, a ^ 4,8 om, dz= i mm, 6 = 0.

Wellen in LufL

Anfang: 49,5 4S8,0, |X =r 402,5

ScUus8: 49,5 422,5, 403,0.

Wellen in Wasser, ^ = 44,6.

Beob. »'57 "»23 «••94

Ber. 56 25 93.

JA' = 11,37. n = 9,031; n* = i/,oi^; «J, = 75,64.

Dies hier ermittelte nf, ist anifilllig iLlein. Bei der KUne
des Kastens iLann das Plllssigkeitsende (bei 34 cm) störend ein-

gewirkt haben. Einen Bügel auf einen Bauch oder Knoten

aufiulegen verbot sich, weil dann schon bei der dritten Beob-

achtung >16,9) /i, in siemliohe NShe von kommt und dann

ein Binfluss leicht eintreten kann, — Zur Evidens kann man
einen solchen Einfluss zeigen, wenn starr mit verbunden

wird, sodass zwischen beiden 40 cm Distanz ist. Die Bauch-

bezw. Knotenlagen sind dann folgende

:

Heob. ^-52 «»-lö '«'73

Ber. 53 43 74, = 44,24.

n = 9y462; n* « 85,93; njy = 84,98,

Daher ist diesen Beobachtungen mit dem kleinen Thonkasten

nicht dasselbe Gewicht beizulegen, wie den Beobachtungen mit

dem grossen Thonkasten, bezw. Blechkasten. Das Mittel aus

diesen letzteren Beobachtungen ist

nj, =s 80,60.

Dieser Werth ist Uber i'^ „ kleiner, als das Mittel der mit dem
kleinen Krreger gewonnenen Zahl <Sl,()7 |cf. oben S. 331). Dies

würde tnil der Aullassung, das> geringe nornuile Disp»!rsiou auf-

tritt ^cf. oben S. 334,, gut vereinbar sein. Indess halte ich die
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hier mitgetheilten Beobachtungen mit dem grossen Erreger nicht

fOrgeDÜgend, um diesen Schluss mit voller Sicherheit ziehen

n können. Man müsste dazu noch längere Tröge anwenden.

Ich nXkshte die Beschreibung dieser Versuche nicht ab-

brechen, ohne noch den Einfluss, den eine feisohe Lage des

Flussigkeitsanfangs ausObt (6 ^ 0) , etwas ntther besprochen zu

haben. Wie sehen oben S. 3S3 bei Besehreibong der Versuehe

mit dem kleinen Erreger gesagt ist| hat ein positives 6, d. h. der

Pill, dass derFlttssigkeitsanfanghinterdem erstenwahren elefctri-

ichenKnoten liegt, zur Folge, dass derelektrisohe Breehungsexpo-

aentm klein anshuit; umgekehrt bewirkt ein negatives b ein su

grosses n. — Neben dieser BrseheinuDg, d. h. eines geringen

Bfaiflusses des 6aaf die aus allen Beobachtungen zu berechnende

Wellenlänge ).', geht noch eine lindere nebenher, nämlich die

unsymmetrische gegensoilige Lage von Knoten und Bauch. Sie

wird bei Anwendung des kleinen Erregers erst iKüiierkbar, wenn
die Lage des Flüssigkeitsanfangs erheblich falsch ist. So lag

für h=: — 25 mm der erste Knoten im Wasser um 2,1 8 cm ent-

fernt vom ersten Hauch, dagegen um 1,98 cm entfernt vom
zweiten Bauch. Diese Ersoheinnng wird sehr bemerJLbar beim
grossen Erreger.

Ich lasse hier Beobachtungen folgen, welche mit dem grossen

Thontrog [und grossen Erreger) angestellt wurden. Die Zahlen be-

deuten die gegenseitigen Abstttnde aufeinanderfolgender Bttuche

ond Knoten im Wasser. Die erste Zahl isider Abstand des ersten

Baaehes vom ersten (im Wasser liegenden] Knoten.

6s 0:

5,86 5,86 5,68 5,83 5,46

b = — 28 mm

:

7,84 3,43 7,60 3,74 7,45

6 = -f- 32 mm:

3,00 8,08 3,06 7,73 3,49.

Diese Erscheinung erschöpfend theoretisch zu berechnen, wird

kaum überwindliche Schwierigkeilen verursachen. Iis ist ausser-

dem zu bedenken, dass hierbei die Lage des FlUssigkeitsendes

Einfluss auf die Erscheinung gewinnen kann, wie ein Blick auf

die Beobachtungsreihe 82} lehrt, in welcher auch fUr 6 0
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eine, allerdings nur geringe, Unsymmetric der gegenseitigen

Lage yon Knolen und Biueben vorbanden ist, die bei geeigneter

Lage eines binteren Bttgels yersobwindet.

Der erste Baueh liegt, falls der Flflssigkeitsanfang in einen

wahren elektrischen Knoten fHllt, ntther als [// an diesen heran

wegen der Bügelverkttnung. Dieselbe hat im Wasser einen

kleineren Werth, als in Lnft, sie betragt ftir die Wellen dei

kleinen Erregers, wie die mitgetbeilten Beobachtnngen teigen.

etwa 5—6 mm, wahrend sie in lAifl 8 mm betrügt. Die Lage

der Knolen und Hiiuche relativ zum Flüssigkeitsanfang hängt

natürlich auch von dem Werth«? dos h ah, hei püsilivcm h rtlcken

sie niiher an den Flüssigkeitsanfang heran, bei negativem h ent-

tcrncn sie sich von ihm. \e}. z. B. die Beobachtuni^sreihen 9

und tO . Die Knoten und Hjiuehf? machen aber die Bewegune

des ganzen Flüssigkeitslroges stark mit, sodass sie nicht voll-

ständig feste Lagen in Besag auf den Erreger, oder den festen

Bügel B^
y
haben, sondern eher noch feste Lagen m Betng auf

den Flüssigkeitsanfang. (VgL 9) und 10).) Besonders lur Er-

mittelung dieserVerhältnisse angestellte Versuchehaben ergeben,

dass die relative Bewegung der Knoten und Bliuohe sum Flflssig-

keitsanfang nur den 0,82**" Theil des Wertbes von 6 ausmacht

Dies gilt sowohl für den grossen, wie für den kleinen Erreger.

Zu einer befriedigenden Erklärung dieser Erscheinangen

bedarf es des Eingehens auf ausführliche theoretische Erörte-

rungen. Dies soll an anderer Stelle geschehen.
•

Temperaturcoeftteient.

Die bisherigen BeobacbtuDgensind in derNuhe von 4 7" Geis,

gemachtworden. Die Beobachtungen sind mit IlilfedesHiiawAGix-

schen Temperaturcoeffieienten auf 47^ reducirt, was gestattet

ist) da derselbe sich sehr annähernd auch aus meinen Beobach-

tungen ergeben hat Im Folgenden theile ich Beobachtangen

mit, weldie denZweck haben, dieAbhttngigkeit des elektrischen

Brechungsexponenten von der Temperatur in grosseren Inter-

vallen festsustellen.

Es wurden der kleine Erreger und der grosse Thontrog ver-

wendet. In seinen vier Ecken waren vier 32 cm lange, 2 cm im

Durchmesser haltende Turbinen (mit je swei Schraubenrädern)

angebracht, welche durch einen schnell laufenden kleinen Elektro-
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molor in rnsche Rotation versetzt wurden. Die Turbinen reichten

fom Grande des Wassers bis nahe an seine Oberfläche, und be-

wirkten eine so ToUsifindige Umrtthrang, dass die Abweichungen

dreier Thennomeler, welche in je 40 cm VerticalabsUlnden In

das Wasser eingetaucht waren, fast stets unter lagen. —
Durch besondere Versuche wurde festgestellt, dass die Bewe-
gung des Wasser keinerlei Binfluss auf die Knoten und Bttuche

besitst.

Die ErwSrmung des Wassers geschah durch drei grosse

Bunsenbrenner, welche unter den Trog gestellt wurden. Wenn
eine Beoi>acblungsreihe gemacht werden sollte, so wurde die

Temperatur dureh successives Fortnehmen oder wieder Unter-

stellen der Brenner wahrend der Beobachtungen innerhalb

constant gehalten. Dieses maclite bei der bedeutenden Wasi>er-

masse (35 Liter keine Schwieriiikeit.

Der Thontrog w urde ohne Lackscbicht auf den schadhaften

Stellen seiner Glasur benutzt. Dadurch können die absoluten

Warthe fttr n kleine Fehler enthalten, fttr die Bestimmung des

Temperaturcoefficienten ist dies aber belanglos. Zudem seigt

sieh auch, dass in der Nahe von 47^ die absoluten Werthe von

»nicht wesentlich kleiner, als dasoben S.334 als wahrscheinlich

riditig aufgestellte Mittel sind, was dadurch herbeigeführt sein

mag, dass das Wasser nur wenige Stunden im Trog aufbewahrt

warde, wahrend es bei den früheren Beobachtungen \ ] bis 8)

raweilen tagelang im Trog gestanden hat — Es wurde nur der
kleine Erreger angewandt. Der Wasseranfang lag stets in dem
wahren elektrischen Knoten (6= 0), ferner betrug bei allen Ver-

suchen a = 1,8 cm, (l = \ mm.

25) Weilen in Luft
AnfiiDg:

Beob. 8,5 46,1 83,4 481,1 158,8

Ber. 8,5 46,0 83,6 121,1 158,7, ^it = 37,56

Schluss!

Beob. 8,5 ifi,! 83,6 HO, 9 158,5

Ber. 8,0 40,0 83,5 121,0 158,5, 5/. = 37,48.

Wellen in Wasser, 0- 0/^,

Beob. •49 »'50 H4 '«44 »'50 *'58 »^-bl »''51 *»'55

Ber. 47 48 48 49 50 51 54 52 53 54

JA' == 4,015. n = 9,345 ; n« = 87,35. tu = 86,96.
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bedeutet die Dielektricitätsconstante nach übbewagen.

fieob. ''60 H4 H8 •54 *''62 »»'57 '^'^1 "70 «''e?

Her. 44 47 50 52 55 58 64 64 66 69

{l* == 4,056. II = 9,^ö0\ M» ^ 86,57, bm =- 85,64.

Bei der Berechnung dieser Reihe ist unwahrscheinlich, dass

der erste berechnete Bauch um 0,6 mm abweicht von der Beob-

achtung, die eine sehr scharfe ist. Uältnum die Beobachtung 1,50

für richtig, und berechnet JA' einfijch aus der Differenz der

ersten letzten und beobachteten Zahl !lU,07 , so foli^t i//

=

4,038, N* = 86,34. Jedenfalls ist also wahrscheinlich, dass «'

fUr & — 3,9 etwas grösser als 85,57 ist.

26) Wellen in Luft.

Anfang:

Beob. 8,5 45,8 83,2 <20,5 157,7

Ber. 8,5 45,8 83,4 420,5 457,8, i>l = 37,34

Schlass:

Beob. 8,4 45,8 82,9 120,5 157,7

Ber. 8,4 45,7 83,4 420,4 457,7, 1^ = 37,33.

Wellen in Wasser, ^ = 4^3.

Beob. '-öl '«52 «'•48 ^53 '•'•58 "53 •'54 •»•58 "-58 '"•59

fier. 54 52 52 53 54 54 55 56 56 57

Beob. " ^S ••^2

Ber. 58 58 59

{l' = 4,043. n = 9,500; n* = 86,48. €m = 85,48.

27) Wellen in Luft vgl. 25.

Wellen io Wasser, ^ = 7^9.

Ks ist rin Bauch Ikm 17,80, ein Knoten bei 10,93 beobachtet.

Diese Beobachtungen sind schnell hinler den Beobachtungen 25

und 26) angestellt. Aus diesen beiden Beobachtungen folgt eine
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BUgelverkttnuDg 5,3 mm im Wasser*). Deshalb ergicbt

sich, wenn man diese BagelverkttrsuDg auch hier xu Grunde

legi:

bei^Pir

4i'=iMi+Mi„ 8,046.

Im Mittel iA' « 4,082. n =^ 0,19^, n* = 84,49, = 84,47.

28) Wellen in Luft
Anfang:

ßt'ob. 8,4 46,2

Ber. 8,5 46,0

Hi'ob. 8,5 46,3

Her. 8,6 46,2

Schiuss

:

Wellen in Wasser, ^^llfi.

Rauch bei 17,92,KnoU>n bei 20,01, imgelverkürzung 0,ö7cm

naeb der BeebachtungBreihe bei sb 25,8, weiche für gleiche

Lage ({< r Messscala gilt.

Es folgt

4r » 48,49 : 9 » 2,054 besw. 20,58 : 10 ^ 2,058.

Mittel: JA' = 4,H2. n = 9,f35\ n* = 83,41. tu = 82,83.

Bauch: 48,20, Knoten: 20,25, BUgelverk: 0,57,

\X' = 48,77 : 9 = 2,085 bezw. 20,85 : 10 = 2,082.

Mittel: \l' = 4,468. n = 9,04 i\ n* = 64,iO. Bh = 80,94.

4) Dass die Bui^d Verkürzung bei di'n verschiedenen Beobachlungs-

reihen scheinbar etwas schwankt, liegt duran, duss die Scala, an welcher

die Knolenlagon abgelesen wurden, eine zwar bei der einielnen Beobaob-
Urngsreibe feste, aber für die versobiedenen Beobacbtungareiben unter

Umständen verschiedene Lage zum Flüssigkeitsanfanp hatte, und dass diese

Lage nurauf e(v.a imni i^enau beslimnit wurde. Daherkaiiii die Butielver-

kürzung für eine Beobachtung nur dann mitGenauigkeil in Ansatz gebracht

werden, wenn auch der erste Baucb bei derselben Lage der Scala wenigstens

fttr eine Temperatur bestimmt worden ist
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Krslcr Hauch: 4,54. FünfUr Knoleu: 20,68.

\k' = 20,68 — 4,54 : 9 = S»426. (Daher BOgelvcrk. ^ 2,43
— 4,54 =r 0,59.)

JA' = 4,«5«. n = 8,851 ; ti« = 77,99. e„ = 77,70.

Hei diescM* Temperatur muss man schon sehr darauf achten,

dass kleine Luflhlüschcn, die sich aus dem Wasser ausscheiden

nndaufderDrahtleitttngfestsetzeD,stets8orgCttlUgentferntwerden.

Denn sie bewirken eine deutliche Yergrösserung der Wellen-

Unge A' und daher ein zu kleines n. Die Blasen wurden mil

einem dtinnen Kupferdrahte beständig abgestrichen, unmittelbar

vor einer Beobachtung. Ich lasse hier zwei Beobachtungsreihen

folgen, in der ersten wurden die Bläschen entfernt, in der

Bweiten nicht.

Beob. 1.''53 «-75 -91 "'95 '^'^H «*'23 «HO «HS '^-62 •••74

li(ol).Il. 55 73 90 97 20 31 49 62 68 85

Diif. 0,02-0,02-0,04 0,02 0,02 0,08 0,09 0,47 0,06 0,44

Der fünfte Knoten ist also durch Anwesenheil der Luftbläschen

um 1,4 mm nach hinten verschoben. Dies würde schon einen

merklichen Fehler in /<* veranlassen. Horechnel man
J/.'

nach

der Methode der kleinsten Quadrate ausl. so folgt ^k' = 4,253,

/i* = 77,97, d. h. der Werth, der oben aus Heobachtung des 5**"

Knotens und 4'"" Bauches allein gewonnen ist. Berechnet man
dagegen ^X' aus II, so folgt = 4,285, d. h. n' = 70,79.

Bcob. '63 «'79 ••06 ••26 *»42 '-02 '^87 *'06 ''M9 •*'40

Der. 64 83 03 23 43 63 83 03 22 42

. ^X' = 4,397. n = 8,640 \ n* = 72,93. Bß = 72,59.

Beob. 8,0 40,2 83,5 4 21,3 159.0

Ber. 8,5 46,4 83,7 424,3 408,9, = 37,64.

29) Weilen in Luft.

Bcob. 8.5

Ber. 8,7

Anfang:

46,2 83,9 121,5 158,5

40,2 83,7 424,3 158,8, 37,53
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Wellen in Wasser, ß'^SOfS.
4. Bauch: 1,58; 5. Bauch: 19,04; 5. kuoleo: 21,25.

{l'^%,m, beiw. 2,486.

|r = 4,369. n = 8,S99; n* = 73,9S, bb= 72,74.

BUgelverk. 0,00 gemesseo.

5. Knoten 24,66. Bügelverk. 0,59 angenommen,

ft' .=1= 4,460. n » «,445; 3» 7/,2«. = 70,60.

^ = 49,8.

4. Bauch: 4,67; 5. Bauch: 49,58; 5. Knoten: 24,92.

\V = 2,239, beiw. 2,250.

j;t' = 4,490. n = S,M7 ; n* ^70,0i. €ä = 69,00.

BflgeWerk. 0,57 gemessen.

5. Knoten: 2:i,ü9. Bügelverk. 0,59 angen.

{l' Ä 4,536. n = Ä,i4(J; n = 68,60. 6j, = 67,24.

4. Baueh: 4,68; 5. Bauoh: 20,00; 5. Knoten: 22,33.

{k' = 2,289, bezw. 2,294.

=z 4,584. n = 96; n* 67,/7. 65,43.

Bugelverk. 0,64 gemessen.

» = 6*6,0.

5. Knoten: 22,53. Bügelverk. 0,59 angen.

\l' = 4,624. n = ; n« = 66,02. ea = 63,4 4.

^ ro,:r.

4. Bauch: 4,76; 5. Kooten: 22,76.

4,666. n s: 8,0S2; n* = 64,^5. £ir ^ 64,66.

Bügelverk. 0,57 gemessen.
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* = 72^.

5. Knoten: 88,95. Bflgelverk. 0,59 angen.

« 4,708. n = 7,P«0; n* = 63,68. ea =^ 60,66.

^ = 76,3.

5. Knoten: 23,44; BOgelverk. 0,59 angen.

lü' = 4,740. n = 7,PJ?(?; n« = 6S,82, Ba= 59,44.

Die Temperatur weiter zu steigern verbot sieh wegen der

zu Schnellsich bildenden Luft- bezw. Darnpflilasen, welche sofort

Einfluss auf die Knolenlagen haben und eine fehlerhafte, schein-

bare Verkleinerung von n herbeiführen. So niussto bciderlelzlen

Beobachtung für ^ = 7G° unmittelbar vor jeder Einstellung die

Leitung durch Ueberstreichen mit einem Drahte von Blasen ge-

säubert werden. Wenn man 20 See. nach der frischen Ein-

stellung eine zweite Einstellung wiederholte, ohne die Leitung

zu sMubern, so rückte der 5'* Knoten um 2,4 mm nach hinten,

sodass n' zu 61,57 sich ergeben würde. Da die erste Einstellung

unter der Dauer von 6 See. kaum zu machen ist, so halte ich es

für wahrscheinlich, dass auch die hier mitgetheille Zahl

— 62,82 durch Anwesenheit von Luftblasen zu klein sein

wird. Nach einer gewissen Extrapolation ist aber 63,4 als oberer

Grenzwerth von n- anzunehmen.

Im Folgenden stelle ich die Resultate 25) bis 29), geordnet

nach steigenden Temperaluren. zusammen. Dabei habe ich die

Beobachtungen 25) und 26
,
welche bei nahe benachbarten Tem-

peraturen = 3.9 und i> = 4,3 angestellt worden sind, aber ver-

hällnissmassig stark von einander abweichen, d. h. durch Fehler

einzeln entstellt sind, zu einem Mittelwerth, geltend für die

Mitleltemperalur 4,1, vereinigt, und ebenso die beobachtungen

28J und i^j für ^= 39,9 bezw. ^= 39,5.

1

0,8

1

7,9 14,6 46,9 85,8 39,7

n«

Diff.

87,33

86,96

0,37

86,02

85,55

0,47

84,49

84,47

0,38

83,44

82,83

0,58

81,20

80,94

0,89

77,99

77,70

0,89

73,44

78,67

0,77
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49,8 54,8 59,7 66,0 ,70,4 72,8 76,3

»« 70,01 68,60 67,17 66,02 64,83 63,68 62,82

70,60 69,00 67,21 65,43 63,U 64,66 60,66 59,44

bis. 0,68 4,0i 4,39 4,74 2,88 3,47 3,02 3,44

Die Differenz iwischenn'aDdCj^ (»Diff.<)liatbi8surTeioperft-

tnr 25,8 einen nahezn constanten Werth. Bis su dieser Tempe-
ratur ist daher der HaawAGiif'sohe Temperaturcoelficien^ d. h.

Ahnahme des n* nm 0,362 pro Grad, sehr gut bestüligt

Insbesondere erglebt sich auch nach diesen Beobachlongen, in

Uebereinsiimmnng mit Hinwiem und Fiaxu, dagegen in

Wi4er8pruoh mit Tnwm«*), dost n* kein Maximum bei 4®, d, h.

dem Du^tigkeitsmaximum des Wassers, besitzt

Oberhalb 25,8 wird die Differenz zwischen und

grösser, d. h. der Temperaturcoefficient ist kleiner als der von

Hkerwagk.n 'nur für das Temperaturintervail von Ü" bis 21°)

angegebene Werth, und die Aendening des n* findet nicht mehr

proportional mit der Temperatur statt, sondern langsamer.

^'0 20 30 40 90 eo 70 eo

Die Curve der Figur enthält die Beobachtungen graphisch und
stellt den Verlauf der Aenderung des ;i* mit 0^ dar.

Berechnet man für die Temperaturen bis zu 25,8° n* nach

4) Ca. B* Teviio, Ztsobfl. f. phys. Ghem. 44, p. S8S, 4894.
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einer linearen Formel aus ded ßeobuchluogen oach der Jlietliüde

der kleinsten Quadrule, so folgl

n* = n,* — 0,567 - ^,

der TemperaturcoefficieDt ist also nur um grösser als der

HsKRWAGSw'sche. Die Uebereinstitnmiing der Beobachtungen bis

zu 25,8° mit der Rechnung nach der h'nearen Formel ist eine

sehr gute, wie Folgendes zeigt:

0,2
i

7,9 H,6 46,9 25,8

Beob. 87,33 80,02 8i,40 83,41 84,20 77,99

Ber. 87,40 85,97 84,57 83,24 84,27' 80,02

Die sUmmtlichen lieobachlungen bis zu 70" kann man durch

eine Formel der Gestalt:

innerhalb der Beobacbtungsfehler darstellen. Nach der Methode

der kleinsten Quadrate folgt:

n* = 87,63 — 0,4040 ^ + 0,004028 ^\

0,2 4,4 1 7,9
•

44,6 46,9 25,8 39,7 45,4

Beob.

Ber.

Diff.

87,33

87,55

-0,22

86,02
1
84,49

86,00 84,52

i

+0,02 ! -0,03

83,44

83,40

+0,34

84,20

84,43

+0,07

77,99

77,95

+0,04

73,44

73,32

+0,42

74,28

74,53

-0,25

49,8 54,8 .59,7 66,0 70,4 72,8 76,3

Beob.

Ber.

Diff.

70.01

70, 2i

1

-0,23

68,60

68,70

-0,4 0

67,17

67,32

-0,45

66,02 64,83

65,50 64,54

1+0,43 +0,29

63,68

63.84

^0,46

OiM
62.97

-0,45

Aus der letzten Formel würde folgen j= 84,11. Dachen

S. 331 rt*. — 81,67 als wahrscheinlichster absoluter Werth ge-

wonnen ist, so erhillt man durch .Multiplication der letzten

Formel mit 81,67 : 81,11 = 1,0069 <i/s Iu)rmel für den wahr-

sdicinhc/isten Werth von n- mncrhalO der Tempeiuluren

(/"bis 76°:

«* = **,J85 — 0^4044 ^ -h 0,004056
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Aus dieser Formel würde für ^— 100*' folgen n- = 58,14,

während nach der HEBRWACEN'schen linearen Formel, wenn man
sie bis sa 4 00" ausdehnen wollte, folgen würde n* s= 50,80.

Wässrige Lösungen.

Dieselben wurden im grossen Glaslrog untersucht. Wenn
derselbe auch etwas zu kleine absolute Werlhe für n liefert, so

ist er doch zum Vergleich der Brechungsexponenten von

wüssrigen Lösungen mit dem des rt incn Wassers wohl geeignet,

zumal da beide fast genau denselben Betrag haben. — ZunUcbst

wurde an der Luftleitung (bei dem kleinen Erreger, = 37,5)

der erste wahre elektrische KnotcMi hinter dem Bügel H^ ermittelt

(Bügel Verkürzung 4 mm, da Driditabsland nur 1 cm betrug',

sodann der grosse Glastrog vorsichtig an die Leitung so ange-

setzt, dass die Innenfläche seiner Vorderwand in dem wahren

Knoten lag (6 = 0). Der Trog wurde mit deslillirtem Wasser
gefüllt, die Wellenlänge darin bestimmt, dann das Wasser
durch einen Heber vollständig abgesaugt und die Lösung ein-

gefüllt, ohne dass die Verbindung der Trogleitung mit der Luft-

leitung aufgehoben wurde. Nach der Bestimmung der Wellen-

länge ^)." in der Lösung wurde noch einmal destillirtes Wasser
eingefüllt und einige Knotenlagen gemessen, um zu controliren,

dass
J

/.' völlig oonstant geblieben war. — K bedeutet die Leit-

fähigkeit, bezogen auf Quecksilber.

KupfersalfatlSsnngen.

30) Destillirtes Wasser, & = 15,2. Ä' ^ T./ö"'«.

Beob. »'84 '«94 «-03 »03 '°'02 '^il '*'16 '<^'29 '••37

Ber. 86 92 97 03 00 14 20 26 34

Beob. "'40 "'40 «*'47

Ber. 37 13 48
.

4;L' = 4,113.

CuSO^ -f aq, K= SOO . & = 46,5.

Beob. *»86 W ^99 »'95 ••07 «H3 *«19 *»'29 •••30

Ber. 85 91 97 03 09 44 20 26 32

Beob. •••37 •••48 •••49

Ber. 38 43 49

4,446.

Die Einstellungen Hessen sich bei dieser Lösung, die 74 mal
besser leitet, als das benutite destillirte Wasser, ebenso gut

llatli.*pbjs. OImm. IftM. 88
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machen, als bei leUterem. Auf gleiche leiuperatur 4 6|5 be>

sogen wäre

.J//
r-. 4,125

; \
;." = 4,116.

Die Diflerenz von /." und welche
^.^

hetrHgl, kann noch iu

den BeohachtungsfchhTn dieser Einzelbestimniung liegen.

Man kann jedenfalls sagen: Innerhalb |* „ ist der lircrhunffs-

exponent einer w/iKsrif/en Kup[ers\tlf'nHi'iSun<i der Leitfuhiykeil

5 . iO~^ für eleldrisvhe Srhwinffunfjen der Sch(vinf/ungS2cJil 4 , iO*

pro Seciinde derselbe^ wie der (h's reinen ]V(issers.

CuSO^ + (,q. A'= . = 16,2.

Beob. '89 ^-92 ^-88 '-Oi '"03 '«-14

Ber. 86 90 94 99 04 09

ir= 4,094.

Die Dämpfung der Wellen wegen der erhöhten Leitföhig-

keit der Flttssigkeit wird hier bemerkbar; es Hessen sich daher

nur obige 3 Bauohe und 3 Knoten einstellbar ermitteln. Pflr die

Temperatur 46,2 ist:

iA's=4,4S2; 4,094.

Die Diflereuz von X* und A", die betragt, mag schon ausser-

lialb der Beobachtungsfehler fallen, welche Übrigens hier des-

halb höher sind, wie vorhin, weil wegen der grösseren Dämpf-

ung der Wellen weniger Knoten-, bezw. Bauchlagen zur Berech-

nung von \ k' herangezogen werden können. Innerhalb /"^^ isl

aber n dasselbey wie bei reinem Wasser.

34] Destillirtes Wasser^ ^ = 45,4.

Beob. 4,83 3,88 5,96
Ber. 83 89 96

4,430.

Melir Beobachtungen für Wasser zu machen, hat von nun

an keinen Zweck, ila fili die stilrker concentiirten Lösungen

sich auch nicht mehr Einstellungen ermöglichen lassen.

Beob. 1,84 3.8G

Ber. 85 88 92

4,07. 1 = 4,093, Diü. 4^,.

A'= 7^0. /Ö-»», ;> = 43,3.

Beob. 4,82 3,85.

= 4,06. = 4,444, Diff. 4V,.
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K =s mOO . 40-*\ & = 4 4,0.

Beob. 4,75 3,78.

= 4,06. = 4,480, Diff. i^Vo-

K= 43400 . ^O-*», ^ =a 44,5.

Beob. 1. Bauch: 4,67.

32) Destillirtes Wasser, 0- = 4 4,3.

4. Baach: 4,83.

CuSO^ + aq. K = 16000 . 10"'^ ^ = 42,2.

4. Bauch 4,70.

4. Baach 4,63.

K^JtüOOO . iO-'\ & = 42,8.

4. Baach 4,58.

Ä = J6W>. IO-'\ 43,3.

4. Bauch 4,54 (?).

Noch stttrker conoentrirte LtfauDgen Hessen sich nicht anter-

sucben, weil die EinslelluDgen selbst des 4.Baaches sa ansicher

worden. Sehen die letste Zahl 4,54 ist recht unsicher; die

LOsong istaber auch schon sehr stark, nämlich etwa 4 5 Gewicbts-

theile wasserfreies Salz auf 100 Gewichblheiie Lösung.

Kochsakli^siiigeii«

33] DesUlUrtcs Wasser,

Anfuig, ^s 43,4. 4. Baach 4,83; 6. Baaeh 22,39. \l' = 4,442

SehlQS8,^r=s46,0. 4. Bauch 4,83; 6. Baach 22,28. |r= 4,05^0

d. h. ftor « 43,4 wäre ^l'» 4,064.

Daher MiUci aus Anfang- und Scbluss-Heobachtung

^it =: 4,088 fOr^s^ 43,4.

NaCl -f aq. A'= 586 . iO"^*, & =z 45.9

4. Baach 4,84; 6. Bauch 22;33; 6. Knoten 24,46

4,098 besw 4,442.

Mittel ir= 4,4 06. = 4,4 03. Diff. OVo-

88*
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Ikob. 1,84 3,87 5,95 8,02 10,10 12,14

Ber. 83 89 96 02 09 15

^r= 4,430. « 4,4 06. Diff. - tV,.

K:= 5540.10"''', ^=43,7.

Beob. 4,85 3,83 5,90

Ber. 83 86 89

ir = 4,05. iÄ'„,, = 4,09. Diir. + T/,.

K=z77S0.40-'\ ^=43,5.
Beob. 1,81 3,82.

= 4,08. = 4,09. Diff- «Vo-

K^i4400.iO-'\ i>=U,5.

4. Baueh 4,76.

Ä'= 16600, W\ ^ = 43,5.

4. Bauch 4,69.

A:= J?4fOOÖ . #0- ^ = 43,8.

4. Baaeh 4,54.

An dieser Stelle mag schliesslich erwühnt werden, dass aus

der Wasserleitung entnommenes WnssfM-, dessen Leitnihigkeil

Ä'= 140. 10-'° betrug, innerhalb ^^'y, dieselbe WeUeülinge,

wie destillirtes Wasser, besass.

Die oben für CuSO^ aus 30) gezogenen Schlüsse sehen wir

hier bei den ^VaCZ-LOsungen gleicher Leitfähigkeit bestätigt. Für

K== S840 . 40~** ist sogar hier der Breohungsexponeiit un VA
kleiner, wKhreud er oben beim CuSO^ um grosser besUmnA

war. Aus diesem üatersohiede kann man nach der Genauigkeit

der Beobachtungen noch nicht auf eine speclfisch Yerschiedene

Wirkung des NaCl und das CuSO^ schliessen, weil der Unter-

schied von l" und X' unter 47» beträgt, und dieser sich bei der

Leitfähigkeit K= 2840 .
40~~/<^ unter den BeobachtungsfeUern

versteckt.

Aus den Beobachtungen für beide Salze folgt, dass von der

Leitfiihi(jkeit ä'= 7000 . 1
0^'® an eine Vcrgrüsserung des clek-

IrischenBrechungsexponenten der Lösungyeyenüöer dem des m'nen
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Wassers bemerkbar wirdf die allerdings verhältnissmässig sehr

gering ist. Eine Lösung, die über i 000 mal besser leitet, als

destillirtes Wasser, hat einen um nur ^Y/a Ü^^^^^^^^^'^^^^^^^^Q^'

exponenten. Zugleich erkennt man, dnss die Lage der Knoten

und Bäuche nur von der Leitfähigkeit, nicht von der Natur des

Salzes bestimmt] ivird. Dies ist am besten aus folgender

Zosammensteilung der Beobacbtungsresultate 30) bis 33) in tf^

sehen, in welcher ^/,' = 4,1 0 für ^ = 43° als gemeinsamer
MiUelwerth angenommen ist (die Einzelabweichungen sind nur

I* ^ und daher zu vernachlässigen). In der ersten Tabelle ist

in den ersten beidenReihen das beobachtete^r'(reducirtauf 13*^)

angegeben, in der zweiten (bei höherer LeiU^higkeit) die Differeni

der Lage des 4 . Bauches in der Lösung gegenüber der Lage des

4. Bauches im reinen Wasser (4,83) in mm.— Die Leitftfhigkeiten

A' sind in der Tabelle als angenäherte su betrachten.

Abhängigkeit der Wellenlänge von der LeüfähigkeiL

A'. 40'» 7 1 540 SI700
1
5000

j
7500

|
4 4000

CuSO^

XnCl

Mittel

Diff. in

Theoret.

Abhängig

4,4 0

4,40

4,4 0

ßü des (

4,09 ' 4,07

4.08 4,44

4.09 4,09

0.2 0,2

0,0
1

0,2

trsten Bauches

4,09 4,06

4,05 ' 4,02

4,07 4,04

0,7 ' 4,5

4,4
i

2,4

von der Leitfäh

4,05

4,05

1.2

1
».0

igkeit.

44000 43000 16000 49000 25000 38000

CuSO^

NaCl

Buttel

Diff. in «/o

Theoret.

0,8mm
0,7

0,8

3,9

5,0

4,6

4,6

7,8

5,8

4,3

6,8

8,2

2,0

2,0

9,7

44,0

2,5

2,9

8,7

43,4

45,3

2,9

2,9

14,1

24,3

Die in den ersten beiden Reihen enthaltenen Resultate

seigen keine systematische Abweichung von einander. Ihre

Mittelwerthe sind in der dritten Reihe angefahrt. In der 4^
Reihe ist der Untersohied des Brechungsexponenten des reinen
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Wassers in Procenlen angegeben, d. h. wenn n" der Brechungs-

exponeut der Lösung, n der des reinen Wassers ist, die Zahl:

.üiff. in •/.. = ,ooll^=ioo-t!Lz:-/!L= tool^".

Für diejenigen Beobachtungen (von A'=41 000 an aufwärts),

ftlr Nvelebe ^l" nicht direct beobachtet worden ist, sondern

nur die Differenz ö der Lage des ersten Bauches in der Lösung

gegenüber der Lage des ersten Bauohes in reinem Wass^,

ist berechnet nach:

Diese Berechnung; ist allerdings nicht in aller Strenge gestattet

Denn bei grosser Leitfühii^keit muss nach theoretischen Gi Uiiden

ausser der Verkürzung der Wellenlüni^e, d. h. der Verkleinerung

des gegenseitigen Abslandes von Knoten und Bauchen auch eine

Phasenänderung beim Uebergang der Wellen von Luft in's Wasser

eintreten, die eine Verschiebung der Knoten und Bäuche gegen

den Wasseranfang zur Folge hat. Eine aosfohrliche theoretischa

und numerische Berechnung soll an anderer Stelle gegeben

werden.

Wenn auch nach den mitgetheilten Beobachtungen eine

Yergrtfsserung des elektrischen Brechungsezponenlen bei sehr

grosser Leitfthigkelt eintritt, so iit es doch noch eine gang andere

FragCj ob die DielektrieitlUsamstanle der Lösung dieselbe^ wie die

des reinen Wassers ist^ oder nic/U. Zunächst: Was ist die

Dielektricitfttsconstante eines gut leitenden Ktfrpers? Man
kann sie nur definiren, wenn man auf die Di'fierential-

gleiohungen des elektromagnetischen Feldes in dem Körper

eingeht. Bezeichnet man irgend eine für das Feld charakte-

ristische Zustandsgrösse, z. H. die elektrische Kraft, mit f\ so

werden in einem sich seU)st überlassenen leitenden Körper die

zeitlichen und ürllichen Vcninderuntien dieses /Mer ErfahruDg
entsprechend durch die DiÜerentiaigleichung dargestellt i):

a ist die durch constanie oder langsame Wechselströme sa

messende Leitfähigkeit nach absolutem elektronagneiischem

i) V«]. s. B. deft Verf. Phys. d. Aothers, S. 550, Fonuel (8).
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Mmse, c die Lichtgeschwindigkeit (Verhältniss der elektrostatisch

gemessenen ElektricitUtsnienge zur elektromagnetisch ge-

messenen), hie Definition der Dielektricitiitsconslante ist die als

Coefficient e in obiger' Di/ferentinlgleichun(/.

Falls (7 = 0 ist, so wird das Quadrat des elektrischen

Brechungsexponenten ir gleich dem Goefficienten f. Wenn a

moimmty so lässt sich leicht Dachweisen, dass auch bei constan-

tem e ein Wachsen von n eintritt, dass allerdings je nach der

in Luft gemessenen Wellenlänge X die Schwingung verschieden

Ibl Nennt man
caX

e
*

80 lasst sich leicht ableiten, dass ist

II " = e— -^-5 >

oder, da € SS n* ist, falls n den Brechongsexponenten für a ss 0

bsMidinet

tt *
: 14* = —— .

Berechnet man nach dieser Formel den Hiecbungsexponenten

der Lösungen, und sucht dann die procentische Differenz des

firechungsexponenten

:

IAA ^" —
n

aof, so erhiUt man die in der letzten Reihe der obigen Tabellen

anf S. 353, 354 unter »Theoret.« angeführten Werthe. Ein Ver^

gleich dieser theoretischen Zahlen mit den in der Tabelle darüber

siehenden experimentellen zeigt, dass erstere jedenfalls nicht

kleiner, sondern sogar etwas grosser sind, als letztere. Wenn
man nun auch die zweite jener Tabellen wegen Auftretens

der Phasenanderung ausserhalb der Betrachtungen stellt, so

scheint doch schon aus der ersten jener Tabellen zu folgen,

dass nach der Beobachtung der Brechungsexponent einer Lösung

mit lunehmenderLeitfühiiikc'it in etwas geringerem Grade wUchsl^

als er dies thun mtlsste. wenn die Dieleklricitätsconstante in

jeder Lösung dieselbe ist. wie die des reinen Wassers. Man
würde ddher auf eine yerinye Abnahme der Dielelitricitütsconstitnte

mit wechselndem Sdizgehalt zu schliessen haben. Wenn auch

dieser Schluss wegen der Grosse der Beobachtungsfehler nicht
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mit voller Sieherheit Torlliafig sa üehea aein mag, to geht dock

aus den Beobachtungen zweifellos hervor^ dose die IHeUktriciUUi'

constante des Wassers durch Auflösung eines BUktrolytm selbst

bis »u der LeitfähigkeitK^44 ,40"'^ jedenfalls ntcAl vergrässert

wird^), — Bin ZasammenhaDg zwischan Leiifthigkeit und IHe-

lektricitttiscoDStante besteht also nicht.

Wie gesagt, möchte ich den Schlass auf eine geringe Ab-

nahme der Dieleklricitälsconstante einer Lüsung mit waebsen-

dem Salzgehalt aus den Beo])achlungen noch als einen durchaus

unsicheren bezeichnen. Immerhin erscheint es mir sehr wahr-

scheinlich, dass sehr stark concenlrirte Lösungen wirklich eine

kleinere Dieleklricitiitsconstante, als reines Wasser haben werden,

da die Diclektriciliitsconstanle des gelösten Körpers wohl immer

kleiner, als die des Wassers sein wird. Man kennt zwar bis-

her die Dielektricitätsconstanle eines gelösten elektrolvtisch

leitenden Salzes nichti denn aus der Dielektricitätaconstante des

festen, eventuell wasserhaltieen Kryatalles kann m-m noch

keinen Schluss auf die Dielekricitutsconstante dieses Körpers in

Ltfsnng sieben, da schon mit der Aenderung des Aggregatsor

Standes meist eine bedeutendeAendemng der Dielekiricitfliseon-

stante verbunden ist. So ist die Dielektricittttaoonstante desEisas

verhtfUnissmlissig klein, die des fltlsaigen Wassers sehr gross.

Immerhin kann man über die im Maximum xu erwartende

Aenderung der Dielektricitataconstante durch Anwesenheit

eines Salles Aufscbluss bekommen, wenn man dieDielektrieitats-

eonstante der Lösung nach derVolummischungsregeP) berechnet,

and als Dielcktricitätsconstante des Salzes den im festen Zustand

gemessenen nimmt. Da wahrscheinlich dem Salz In Lösung eine

hohen» Dielektricitätsconstanle die in beiden Jonen verschieden

sein wird) zukommt, so ist die so berechnete Aenderuni; der

DieleklricitUtsconstanteu der ganzen Lösung sehr wahrscheinlich

zu gross.

i] Bisher ist ein Schluss auf die Diclcktricitütsconstante einer Lösung

bei einiger Leitfähigkeit nur von Cohn in Wied. Ann. 46, p. 375, IS93 ge-

macht, der für J:«> 455

.

49^^ helX^m 586 cm n" am etwas aber t^/i

grtfiuer fand als n. Bei constantem e sollte ea nach der Theorie anrasi
^o/o grösser sein. — Ich zweifle nicht, dass bei einer Wiedcrholong dlaser

Bcoliiichtungon, die ConN und Zekmann in Aussicht gestellt haben, eine ge-

ringere Aenderung des n als 30/q sich l^or^^\l•^s(ellon wird.

2) Diese wird jedenfulis bei Elektrolyten auch nicht mit Strenge an*

zuwenden sein, weil durch Auflösung eine Contraction eintritt.
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Nun hatTHwi^ro^) die Dielektricitütsconstante des (wasser-

haltigen) krystallisirten Knpfersulfats zu 5,46 bestimmt. Fflr die

Leitftliigkeit 1:^=» 38000 .
40-*« sind in 400 g Ltfsung 14,5 g

wasserfreies, daher 2S,7 g wasserhaltiges Salz. Das spec Gewicht

des Knpfersulfats ist 2,85, also haben 8S,7 g Salz das

Volumen 4 0,1 cm', wtthrend die 77,3 g Wassec das Volumen
77,3 cm* besitzen. Daher ist nach der Mischungsregel die

DielektriciUltsconstante der Losung

Der rnttTSchied gegen 8i beträgt 10V„; für A = 18000 .
10-'»

würde folgen f = 7S,7
; d. h. nur etwa 3"

,
UnU rsohied, d. h.

für den Brecbungsexponenten ^ Unlei schii d. Da dies die

maximal zu erwartenden Aendcrungen sind, so sielil man, dass

sie sich der lk*ol)achlung entziehe!» werdeni^für A =38 000 , 1
0""***

ist die Beobachtung unzuverlässig!. — Dabei ist noch zu berück-

sichtigen, dass eine Kupfer>ulfallosung eine geringere Leit-

fähigkeit hat, als die meisten anderen Losungen gleicher

Concontration, und dass daher die l'rniedrigungderDielektricitäls-

coiislaiiU' i)ei Lösungen von anderen Elektrolyten für gleiche

Leitfähigkeit A noch licringer sein wird, als hei CuSO^ -\- aq.

lieber diese Fragen erhält man einen besseren Aufschluss,

wenn man einen stark löslichen Nicht-Klekrolyten untersucht.

Die Beobachtung ist dann bei hoher Concentration nicht durch

grosse Leitfähigkeit gehindert. Ich habe deshalb Rohr/.ucker-

lösungen untersucht, und theile nun die Hesultate mit. Es

wurde wiederum der grosse Glastrog angewendet.

Kohrzuckeriöäuugcu

.

34) Destillirtes Wasser, » = <7,3.

1. Bauch 1,83; 6. Bauch 92,78; 6. Knoten 84,87. = 4,190.

liohrziichcrliisiinf/, sj»rr. (hnc i, v/ — 17,3.

Beob. ^ Or) K^\) ' OG ^00 "-35 '"'•öt '''85 — «^'iO

Ber. 07 37 68 08 28 58 89 49 49

= 4,606.

J=^ = ^/Ö. <; = II« : 4,84 = 67,S,

A) Ca. B. TuwiNG, Zlschr. f. pbys. Chem. 14, p. 286, 1894.
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Spec. Gew. 4,S49 bei 90<*, ^ s= 84,5.

Beob. «74 40 ^47 «'40 »'-97

Ber. 90 54 38 26 44

|r = 5,68.

Hier ist in der That eine (jtniz hcdcutemle Veildeincrung de$

iircc/nnu/seoq[)(m('t}tf'n mit i'rhu/iter CoiiccJitnUiun zu berucrken,

welche nicht durclidie (nicht vorhandene) F.oitfHhigkeit. sondern

nur durch die Gcuenwart des Zuckers herheißefdhrt wird, l'ic

Verkleinerung des ist aber viel gerinser, als sie derMischunus-

regel entspricht, falls man dieDieleklricitütsconstante des fosien

Zuckers (f = 4,19 nach Tbwing) für den gelösten Zustand io

Ansatz bringt.

Für das speo. Gew. 4,4 74 ist die Lösung etwa 40%,d.]L

in 400 g LOsnng sind 40 g Zucker, d. h. 60 gr. Wasser. Da

also das Yolaaen des Wassers 60 om*, das der Ldsnng

400 : 4,474 85 cm' ist, so ist das des Zuckers 85 om^ und

nach der Mischungsregel mttsste sein:

„ 81 .60 4-4,2.25 .

«7!= 58,4,

d. h. kleiner, als es beobachtet ist (n"}, = 67,5).

Ebenso mtlaste bei der concentrirteren (65*/») Utoong Umt

nach der Mischungsregel lu 40,0 folgen, wahrend es la 45,3

beobachtel ist.

Es mag dies vielleicht nicht wunderbar erscheinen, weil for

die Dielektricitätsconstante des gelösten Zuckers ein höhererWerth

in Ansatz gebracht werden niuss, als er für den festen Zucker

jiilt. In der That berechnet ihn TiiwiMi i) zu 52,0. Berechnet man

auch nach diesen Versuchen die Dielektricitälsconslante des

jit loslen /uckers in der Weis(?, dass das beobachtete d^r

Mischuugsregcl entspricht so folgt

dünnere Losung: Bg = 35,8

stärkere Ltfsung: = 44,3.

Hier tritt also das .M( rkwürdiLie ein, dass die Dieleklriciläts-

constante des gelösten Zuckers mit stärkerer ConcenlratiuD

4) 1. c. p. 398.
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scheinbar abnimmt, wofttr (jbei dem Mangel an elektrolytischer

Dissociatioo) kein Grund vorhanden zvi sein scheint.

Dieses auffttUige Verhalten hangt mit einer anderen Eigen-

Ihttmlichkeit xusammen, die ich bisher nicht erwähnt habe: die

Biohntuckerlösungm buU»m anomale elektrische Absorptüm,

Schon bei der dflnneren Ltfsang ist deutb'ch sa constatiren, dass

der 4** und 5^* Knoten schlechter auagebildet ist, als im reinen

Wasser; bei derstärkeren Losung ist die Absorption so bedeutend,

dass Oberhaupt nur 2 Knoten und 3 Bauche einstellbar werden.

Die Absorption ist also (vgl. oben S. 350—352) etwa so stark,

wie die eines wässrigen Elektrolyten der Lei^igkeit AT

3000. #0"**, obwohl die direct gemessene Leitfilhigkeit der .

Zuckerltfsung unter 6 .
40"*** lag.

Da nun, wie ich in der citirten Arbeit (»Abhandle) nachge-

wiesen habe, anomale Absorption auch stets mit anomaler Dis-

persion Hand in Hand geht, so werden die Zuckerlösungen auch

jedenfalls anomale elektrische Dispersion besitzen, und swar die

starker concentrirte in höherem Maasse, als die donnere

Losung. In Folge dessen muss für dieselbe SdiwingungiBperiode

der elektrische Brechungsexponent der stärkeren Losung durch

Yorbandensein der stärkeren anomalen Dispersion mehr ver-

kleinert sein, als der der schwächeren Losung, und daher er-

scheint auch die Dielektricitätsconstante e^ des gelösten Zuckers

für die stärkere LOsung weit kleiner als far die donnere

Losung. Dass bedeutende anomale Dispersion vorhanden ist,

erkennt man aus dem Vergleich mit den Beobachtungen Thwirg's

welcher mit 4 6 mal langsameren Schwingungen = 5S fand.

Das Auftreten anomaler Absorption und Dispersion an

Zuekerlüsungen schliessl sich der früher Al>handl.«) he-

sproclienen Thatsaclie an, dass Substanzen mit hohem Molekular-

gewicht vorzugsweise davf>n bctroÖen werden. Zucker hat ein

selir srossps Molekuhirgewicht, und eine Zuckerlosung verhält

sich in elektrischer Hinsicht im TotalefFect wie eine Fldssiükeit,

deren Molekulargewicht zwischen dem des reinen Wassers und
dem des Zuckers liegt und sich dem letzteren uinsomebr nübert,

je höher die Conceutration der Lösung ist.
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. Resnltaie.

Die Haaptresiiltate lauten folgendermassen

:

4) Für SchtvDU/ungen der Schu iti'/unffszahl 4 . fO^ pro

St unde ist (las Quadrat des elchlnschen Brediunysexponenlen des

Wassers für 47° Cels. «}, = 81,67.

2) Für Schwinr/unget) der Schirinr/ungszahl 4^3.10* pro

Secunde ist nj. = SO,(iO bestimmL Dieser Messung haftet aber

eventuell 4'^;\f
Unsicherheit an. Immerhin erscheint in Anbetracht

der kleineren Zahlen für die DielekiricitdUcmstante des Wassen

bei sehr langsamen Sdiwingungen eine geringe (nichtmehr als I*/,

betragende) normale Dispersion des n* vorhanden %u sein.

3) Zwischen (P und ist die Aenderung' des n' der Tem-

peratur proportional ; n* nimmt pro Grad Temperaturerhöhung

um 0,367 ab. — Zwischen (P und 76° kann die Abhängigkeit des

n* von der Temperatur ^ dargestellt ircrdru durch :

n* « ««,i3 — 0^4044 ^ + 0,0040öS ^\

4) Für das Verhalten wässriger elektrolytisch leitender

sungen gegen idjer elektrischen W(dlen ist nur ihre Leitfühigkeit

massgebend. Bis zur fj'ttfaiuijLcJf A == .5'
.

10~' {l)ezoi2en auf

Qiiocksilber als Einheit) ist der elektrische lirechu/tijse.rpoueiit ^?'»

Weilen der Schu ingungsz<dil i . 10* sec.~^ innerfialb 1^ ^ derselhe,

wie beim reinen Wasser. Mit höherer Leitfähigkeit wird der

elektrische Brechungsexponent kleiner, hei K = .)S . 4
0"' jeden-

falls um mehr tds UPj^. — Die DtelektrwUlUsconstante der Lösung

ist jedenfalls bis zur Leitfühigkeil K = 44 . 40~\ wahrsdiein-

lieh sogar bis zur Leitfähigkeit K^ .40"'' nicht grösser, als

die des reinen Wassers.

5) In HohrzuckerUisungen ist der elektrische BrechungS"

ea^onent bei höherer Concentration bedeutend kleiner^ als m reinem

Wasser. Die Lösungen jseigen anomale elektrische Absorption und

anomale elektrische Dispersion, und zwar um so mehr, je höher die

Concentration ist. Eine ßSprocentige Lösung absorbirt die Wellm

wie eine eMtrolytisch leitende wüssrige Lösung der Leitfuhi^eit

Leipiig, Mai 4896.
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AUSSEROaUEiN ILIGHE SliZüiNG VOM Ö. JULI 1896.

Vorträge hielten:

i. Herr H. Rhi ns, o. M. : Vorlegung einer Arbeit von Dr. H&rtmann über
Mondtinstertusse. Zur Begutachtung über die Aufnahme in die >Ab-

handlungen« wird eloeCommission, bestehend aus den Herren H. Bruns
und W. ScHBttMiB, niedergesetzt.

t. Herr Ad. Mater, o. M.: Vorlegung einer Abhandlung von G. Inge-Jena:
»Ueber die BegrUbscbrift des Herrn Piako und meine eigene«, für die

Berichte.

G. Frege, Ueber die Begi^i/fsschrift des Herrn Peano utid

meine eigene.

In der mathematischen St clion der Naturforscherversamm-

lung in Lübeck habe ich einen Vortrag Uber die Begriffsschrift

des Herrn Pbano und meine eigene i^ehalten. Die Kdrze der

verfügbaren Zeil hat mich jedoch verhindert, der Sache hin-

länglich gerecht zu werden, so dass ich darauf verzichtet habe,

den V'ortrag so zu verüll'entiirhen, wie er gehalten ist. Ich habe

mir jedoch eine etwas eingehendere Behandlung des Gegen-

standes vorbehalten und versuche im Folgenden eine solche zu

geben. Wegen der grossen Monge der hier auftauchenden Fragen

muss ich es mir freilich auch hier versageo, den Gegenstand su

erschöpfen.

Es ist für mich schwierig, da ich selber Partei bin, der Be-

griffsschrift des Herrn Pkano volle Gerechtigkeit wiederfahren zu

lassen; und man wird vielleicht den Eindruck erhalten, dass ich

zu ungünstig urtheile. Wenn ich wirklich in diesen Fehler ver-

fallen sollte, so möge mir die Sachlage sur Entschuldigung dienen,

die ihn schwer vermeidbar macht. Es ist natürlich, dass ich

meine eigene Begriffsschrift besser verstehe als eine fremde und

daas mir ihre Vorzüge mehr einleuchten als ihre Nachtheiie. In

einer ähnlichen Lage befand sich Herr Peano, als er meine

]IMk.-rkfi. OlMMb 1896. S4
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Grundgeset%e der Arithmetik anieigte^). Und ich habe in der

Thai den Eindrack, dass er meiner Begriflbschrifit nicht gani ga-

recht geworden ist; auch sind augenscheinlich Missvefsttodr

nisae dabei antergelaufen. Dies hindert mich jedoch nicht) diese

Beurtheilung danltbar sn begrOssen als einen Ausgangspunkt f&r

weitere Erörterungen, wodurch die MissVerständnisse aufgeklart

und die Streitfragen ihrer Lösung naber gebracht werden können.

Was ich hier darlege, ist jedoch nicht als Antwort auf jene Be-

nrtheilung anzusehen. Eine solche gedenke ich in der Hivista

di Matematica zu t^obon.

Wenn der Tadel im Folnenden vielleicht zu sehr die Anei^

kennuna zu tlberwietjen scheint, so ist dabei auch die Verschie-

denheit der Zweck«' in Betracht zu ziehen, die wir verfolst haben.

Denn dieselbe Bezeicbnungsweise oder Bestimmung kann zweck-

mflssig oder nnsweckmässig scheinen je nach der Absicht, die

man dabei voraussetst. Deshalb mOgen die Absiebten und Be-

weggrflnde zunächst etwas näher betrachtet werden.

Das Bedürfniss nach einer Begriflbschrift machte sich bei

mir fühlbar, als ich nach den unbeweisbaren GrundsAtien oder

Axiomen fragte, auf denen die ganze Mathematik beruht Efsl

nach Beantwortung dieser Frage kann man mit Brfolg den B^

kenntnissquellen nachsuspttren hoffen, aus denen diese Wissea-

schaft schöpft. Wenn diese* letzte Frage nun auch mehr der

Philosophie angehört, so muss man jene doch als matbematisehe

anerkennen. Die Frage ist schon alt; denn schon Euklid scbeial

sie sich gotolll zu haben. Wenn sie trotzdem noch nicht ge-

nügend beantwortet ist, so ist der Grund in der logischen Un-

vollkommcnheit unserer Sprachen zu sehen. Will man erprohen,

ob ein Verzeichniss von" .Axiomen vollständig sei, so muss man

versuchen, aus ihnen alle Beweise des Zweiges der Wissenschaft

zu führen, um den es sich handelt. Und hierbei muss man genau

darauf achten, die Schlüsse nur nach rein logischen Gesetzen

SU sieben ; denn sonst würde sich unmerklich etwas einmischeo.

was als Axiom btttte aufgestellt werden müssen. Der Grand,

weshalb die Wortsprachen zu diesem Zwecke wenig geeignet

sind, liegt nicht nur in der Torkommenden Vieldeutigkeit der

Ausdrucke, sondern vor allem in dem Mangel fester Formen ftr

das Schliessen. Wörter wie «also*, ^folglich*, «weiF deaten iwar

4) Riviftta (II Matematica, Volome V, S. US ff.
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darauf hin, dass geschlossen wird, sagen aber nichts ttber das

Gesetz, nach dem geschlossen wird, nnd können ohne Sprach-

fehler aneh gebraucht werden, wo gar kein logisch gerecht-

fertigter Schloss vorliegt. Bei einer Untersuchung, welche ich

Uet im Auge habe , kommt es aber nicht nur darauf au , dass

man sich von der Wahrheit des Schlusssatzes überzeuge, womit
man sich sonst in der Mathematik meistens begntlgt; sondern

man muss sich auch zum Bewusstsein bringen, wodurch diese

l'eberzeugung gerechtfertigt isl, auf welchen Urgesetzen sie be-

ruht. Dazu sind feste Geleise erforderlich, in denen sich das

Schlicssen bewegen muss, und solche sind in den Wortsprachen

nicht ausgebildet. Wenn man die Gesetze, nach denen ge-

scbiosseD wird , hei den in gewöhnlicher Weise geführten Be-

weisen aufsuzählen versucht, so ßndet man eine kaum ü})erseh-

hare und anscheinend nicht bestimmt abgegrenzte Mannigfaltig-

kiul. Der Grund.hienron liegt offenbar darin, dass diese Schlüsse

ans einfacheren lusammengesetit sind. Und dabei kann leicht

etwas einfliessen, was nicht logischer Natur ist und folglich als

Axiom auftafahren wttre. Darin besteht die Schwierigkeit, die

Axiome rein heraussuschlüen. Es sind demnach die Sehlttsse

in ihre einfachen Bestandtheile aufiiulosen. So wird man wenige

Sefalusswetsen aulfinden, mit denen man dann überall durch-

zukommen suchen muss. Gelingt dies an einer Stelle nicht, so

wird man zu frat{«'n li;ihen, oh man hier eine Wahrheit ange-

troffen habe, die aus einer nichtlogischen Erkenntnissquelle

fliesse, oder ob man eine neue Schlussweise anerkennen müsse,

oder ob vielleicht der beabsichtigte Schritt überhaupt nicht ge-

Ihan werden dürfe. Aber eine solche Auflösung der zusammen-
aesetzlen Schlussweisen hat eine VerlHngfTung der Beweise zur

nothwendigen Folge; und dabei bildet die Weitläufigkeit der

Wortsprachen neben ihrer logischen Unvolikommenheit ein fast

unüberwindliches Hinderniss, solange man sich nicht entschliesst^

ein ganz neues HQlfsmittel des Gedankenausdruokes aniu-

wenden, bei dem logische Vollkommenheit mit möglichster Ktirse

ereinigt ist. Man wird dabei die Ansahl der Schlussweisen

möglichst beschränken und diese als Regeln dieser neuen
Sprache aufotellen. Dies ist der Grundgedanke meiner Begriflb-

scfarüt. Wie der Name andeutet sind ihre Urbestandtheile nicht

Laute oder Silben, sondern Schriftzeichen; sie ist, um einen

L^nitisehen Ausdruck zu gebrauchen, eine lingua charaderica.

i4*



364 G. Frege,

Dieser Unterschied von den Wortsprachen ist nicht ohne Belang.

Er tritt hauptsUchlich in zweifacher Weise hervor: die Schrift-

zeichen dauern, die Laute vergehen; die Schriflzeichen er-

scheinen auf der zweifach ausgedehnten Flüche, die Laute io

der einfach ausgedehnten Zeit. Durch ihre Dauer sind die

Schriftzeiclien den Begriffen lihnlieher und so zum logischen Ge-

brauche geeigneter als die Laute. Sie sind auch bestimmter und
uolhigen dadurch das Denken zu grosserer Bestimmtheit. Eine

Gruppe von Schriftzeichen kann wiederholt und .luf verschie-

denen Wegen vom Auge tlberiilickt werden; so kann ihr Sinn

mit allen darin enthallefien Beziehungen der Theile zu einander

dem Geiste mehrfach vorgefahrt werden, und es gelingt leichter

das Ganze zu erfassen und gegenwärtig zu erhalten. Durch die

zwiefache Ausdehnung der Schreibflilche wird eine Mannig-

faltigkeit von Stellungen der Sehrlft/.eichen zu einander möglich,

und das kann für die Zweekf d« s Gedankenausdrucks benutzt

werden. Bei einem gewöhnliehen geschriebenen oder gedruckten

Texte ist es freilieh ganz zufallig, welche Schriflzeichen unter

einander zu stehen kommen; dagegen benutzt man bei tabel-

larischen Zusammenstellungen die zwiefache Ausdehnung, um
üebersichtlichkeit zu erzielen. In ahnlicher Weise suche ich das

in meiner Be^rifTsehrift zu Ihun. Indem ich die einzelnen Theil-

sütze — z. B. Folgesatz und Bedingung.ssütze — unter einander

schreibe und links davon durch eine Verbindung von Strichen

die logischen Beziehungen bezeichne, durch die das Ganze zu-

sammengehalten wird . erreiche ich eine durchsichtige Gliede-

rung des Satzes. It h erwühne dies, weil jetzt Bestrebungen

hervortreten, jede Formel in eine Zeile zu pressen. In der Pea-

no'schen BegrifTsschrift wird die Einzeiligkeit der Formeln, wie

es scheint. urundsMlzlich durchgeführt, was mir wie ein muth-

williger Verzicht auf einen Hauptvorzug des Geschriebenen vor

dem Gesprochenen vorkommt. Die Bequemlichkeit des Setzers

ist denn doch der Gtlter höchstes nicht. Aus physiologischen

Gründen ist eine lange Zeile schwerer zu übersehen und ihre

Gliederung schwerer aufzufassen als kürzere unter einander

stehende Zeilen , die aus der Brechung; jener entstanden sind,

falls diese Theiluog der Gliederung des Sinnes entspricht. Mir

scheint, dass diese Einzeiligkeil der Peano'schen Begriffsschrift

noch schwerere Nachlheile im Gefolge gehabt bat. Doch davon

^pUler! Das Schiiessen geht nun in meiner Begriffsschrift nach
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Art einer Rechnung vor sich. Ich meine dies nicht in dem ciit^cn

Sinne, als ob dabei ein Aii^orithmus lierrschtc, gleich oderahnlich

dem <ies gewöhnlichen Addirens und Muitiplicirens, sondern in

dem Sinne, dass überhau|»t ein Algorithmus da isl, d. h. ein

Gan^s von Hegeln, die den Uebergang von einem Satze oder

von zweien zu einem neuen beherrschen, sodass nichts geschieht,

was nicht diesen Hegeln gemüss würe.

Meine Absicht ist also auf Itlckenlose Strenge der Beweis-

führung und grösstc logische Genauigkeit gerichtet, daDeben

auf Uebersichtlichkeil und Kürze.

Welchen Zweck Herr Peano mit seiner Begriffsschrift oder

mathematischen Logik verfolgt, kann ich weniger bestimmt an-

geben ; ich bin dabei mehr auf Vcrmuthungen angewiesen. Er
hat eine kleine Schrift verfasst : Notations de logique mathäma^
tique. Introduction au formulaire de mathematique publik par la

*Hwista di Matematica*^ in der er seine Bezeichnungsweise dar-

legt, und ans der ich hauptsUcblich meine Kenntniss gesohtfpft

habe. Ich werde sie im Folgenden als ^ Introduction^ anführen.

Soviel glaube ich daraus entnehmen zu können, dass die Unter-

sacbiing der Grundlagen der Mathematik dabei nicht den An-

8i088 gegeben hat und für die Weise der Durchführung bestim-

mend gewesen ist. Denn gleich im § S dieser Inlrodudion

werden kurze Bezeichnungen der Klassen der gansen reellen

Zahlen, der Rationalzahlen, der PrimEahien u. s. w. eingeftthrt,

wobei alle diese Begriffe als bekannt varausgesetEt werden.

Dasselbe gesohiehi auch mit den Bedeutungen der Bechnungs-

teichen ,— ,X* <V^' «• s. w., woraus zu entnehmen ist,

dass eine Auflösung dieser logisoben Gebilde in ihre einfachen

Bestandtheile nicht beabsichtigt war. Und da ohne eine solche

AufItfsnng eine Untersuchung, wie die von mir geplante, nicht

mttglioh ist, so wird auch eine solche nicht in der Absicht des

Herrn Pbano gelegen haben. Wie der oben angeführte Titel an-

giebt, soll diese Schrift die Einleitung su einem grossem Unter-

nehmen sein, dem Formulaire de maihämatiques^)^ su dem sich

mehrere Gelehrte vereinigt haben, und das die Gesammtheit

des mathematischen Wissens enthalten soll, veneichnet in der

Peano'schen Begriffbschrift Hiemach scheint die Absicht mehr
auf die Aufspeicherung des Wissens als auf das Beweisen ge-

il Tarin, 4 SM, Bocca fr^res; Gh. Clausen.
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richtet seiD, mehr auf Ktlrze und Internationaliläi als aof logische

Vollkommenheit. Allerdings sagt Herr PkAMO im Vorworte som

Pormulaire S. VI:

»SO. Apr^ avoir icrit une formuh en gymboUSj ü conviaU

d^appliquer ä la formtUe quelques traniformations de loifique. (k

verra omtt, «'i7 est posstbU de la riduire ä une forme plus simpU;

et fof» reconnaU facüement si la formule n^est pas dien Saite.

81. Cor les notaüons de hgique ne sont pas seulemerU uns

tachigraphiBy p<mr reprisenter sous une forme abregne les prth

positiuns de matfiemdlKjues; elles sont un instrumeiU puissant pour

analyser les propositions et les theories.*

Hiernach hat der Verfasser offenbar auch eine logische Be-

arbeitung im Auge gehabt; aber mit den Worten »analyspr les

proposttions et les theories* scheint er nur die Arbeit gemeint zu

haben, die 'lu thun ist, um einen Satz möglichst einfach in Sym-

bolen hinsuschreiben. Dazu ist allerdings oft eine genauere

Fassung und eine Zerlegung in einiacbere Bestandtbeile er-

forderlich oder wttnschenswerth ; aber diese Zerlegung wird

nicht bis zu den einfachsten Tbeilen fortinsohreiten brauchen.

Jedenfalls ist bier auf die Strenge der Beweiafübrang und die

logiscbe Yollkommenbeit weniger Gewiobt gelegt als in mdner

Begriffsscbrift. Im Vorworte lom Pormulaire beisst es auf S. VII:

»85. Oti peut aussi publier les dimonstraUons des propo-

sUionSf oti au moms les liens qui subsütent entre les propositumt

d^une suite. Mais la transformathn en symboles d^une dimm'

slration est enffdneral plus diffictle que l'enonciation d^untheoreme.*

Dass die Beweisführung hier mehr im Hintergrunde steht,

geht auch aus dem Fehlen der Re|.;eln für das Schliesscn hervor;

denn die Formeln im 1. Theile des Fonnulin) e können keinen

Ersatz dafür bieten. Es handelt sich eben darum, wie man aus

einer dieser Formeln oder aus zweien eine neue bildet.

Die logische Vollkommenheit vermisse ich besonders in der

Weise des Defmirens. Dass dasselbe Uneioben mehrfach erklärt

wird, ist fast die Regel Sehr häufig sind auch die bediogtea

Definitionen. Ich verlange dagegen, dass jedes Zeichen nur

einmal und vollständig, nicht mebrCaeb und stOekweise definiri

werde, dass der definirende Ausdruok mit dem definirten un-

bedingt in der Bedeutung tlbereiostimme, dass die Reohtmissig-

keit einer Definition nicht von einem su beweisenden Satse ab-

hängig sei. Das ist immer der Fall, wenn dasselbe Zeiohea
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nehrlMh erUttri wird ; denn es ist dann der Nacbweis erforder-

liehy dass diese Erklttmngen vereinbar seien. Davon bemerke
ieh jedoeh bei Herrn Piano keine Spur.

Wenn nnn auch das Streben naeh logischer Genauigkeit

hier weniger hervortritt als in meiner Begriffisschrift, so ist es

doeh vorhanden nnd hat mehrfach snr Bestätigung meiner Auf-

stellungen geführt, was fttr mich besonders werthvoll ist, wo
fast alle Logiker anderer Meinung zu sein scheinen. Ein solcher

Filii liegt vor bei den parliculHr bejahenden Sülzen. Hier be-

raht die Peano sehe Bezeichnung auf derselben Auffassung, die

auch meiner zu Grunde liegt, dass wir hier niimlieh die Ver-

neinung der Allgemeinheit einer Verneinung haben [Iiitrod. § 9

am Ende), während die meisten Logiker in dem Satze »einige

Zahlen sind Primzahlen«, durch die Sprache verleitet, die Worte

»einige Zahlen« zusammenfassen und deren Bedeutung als lo-

gisches Subject behandeln, von dem die Eigenschaft, Primzahl

in sein, ebenso ausgesagt w erde, wie etwa von der Zahl S in

dem Satze »Zwei ist eine Primzahl c. Und wenn man nun nach

der Bedeutung der Wortverbindung »einige Zahlen« fragt, be-

kommt man etwas su htfren wie »ein Theil des Inbegriffes aller

Zahlen« oder »ein Theil aller Zahlen«, worauf man mit Recht

fragen kann: welcher Theil? Und hierauf ist keine Antwort

nOghch, die fttr alle Satze zutrttfe, in denen diese Worte als

grammatisehes Subject vorkommen. So wSren sie denn unend-
lich vieldeutig und also logisch durchaus verwerflich. Sie sind

in Wahrheit gar nicht zusammenzufassen, und nach dt-r Bedeu-

tung dieser Verbindung darf gar nicht gefragt werden. Wir
haben hier ein grammatisches Pseudosultject libnlich wie alle

Menschen«, >kein Mensch«, ^nichts«, Bildungen, in denen sich

die Sprache gefallen zu haben scheint, um die Logiker irre zu

führen. Auch Herr 1.. Scdrödkr ist in seiner Algebra der Logik

in diese Schlinge gefallen und selbst Herr Pkano hat sie nicht

gans vermieden , indem er im § 33 der Introduction Bezeich-

nungen einführt, die ganz den Wertausdrücken nachgebildet

nad daher logisch falsch sind. Glücklicherweise macht er jedoch,

wie es scheint, keinen Gebrauch davon. Den particulSren Stttien

sind die Bxistentialsatse mit »es giebt« nahe verwandt. Man
vergleiche die Satze »es giebt Zahlen, die Primzahlen sind« und
»einige Zahlen sind Primzahlen«. Diese Existenz wird noch oft

mit Wirklichkeit nnd Objectivitttt vermengt. Auch hier weist
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die Bezeichnung des Herrn Pkano auf die richtige Auffassung

hin. Man vergleiche die Iiitroduclion S. 13 unten').

Für meinen Satz, dass die Zahlanaabc eine Aussage von

einem Begriffe enthalt, kann ioh eine Bestätigung in der Peano-

schen Schreibweise
,num

sehen {Introduction § 1 9], wobei ,ti' eine Klasse andeuten soll.

Freilich kommt dabei alles darauf an, wie das Wort »Klassec

so verstehen ist. Wenn man mit Herrn £. Scbröder Klasse als

oolleotive Vereinigung auffosste, sodass die Beziehung einer

Klasse su einem ihr angehörenden Gegenstande die des Gänsen

SU einem Theile wäre, so stimmte jene Bezeichnung allerdings

nicht lu meiner Lehre. Welche Auffassung nun Herr Piano

vertritt, kann zweifelhaft sein. Die Klasse erscheint bei ihm

lunfichst wie bei Boou als etwas Ursprüngliches, was nicht

weiter surttcksufQhren ist. Aber im § 47 der Introduction finde

ich eine Bezeichnung ^XB einer Klasse yon Gegenstflnden,

die einer gewissen Bedingung genügen, gewisse Eigenschaften

haben. Die Klasse erscheint hier also dem Begriffe gegenüber

als das Abgeleitete, sie erscheint als Begriffsumfang, und damit

kann Ich mich^ganz einverstanden erklttren, wiewohl mir die

Schreibweise ^x e nicht sehr gefällt.

In einem andern Falle ist meine Uebereinstimmung mit

Herrn Piano mehr versteckt, indem es erst eines Schlusses be-

darf, um sie deutlich hervortreten su lassen. Dies betrifft meine

Lehre vom Wahren und Falschen, nach der alle wahren Satze

dasselbe' bedeuten, nttmlich das Wahre, und nach der auch alle

falschen SStze dasselbe bedeuten: das Falsche. Da diese Lehre

auf den ersten Blick etwas Befremdliches hat und in Gefahr ist,

ohne genauere Prüfung kurzer Hand abgethan zu werden, so hat

die Bestätigung durch Herrn Pba^to besondern Werth für niicli,

obgleich sich bei ihm wohl nur_die Prämissen"dazu vorTiiulcn.

Er führt nämlich {Introduction § 9) das Zeichen >.Y« ein, indem

er sagt: represente l^tbsitrde^. Ich sage dafür: »das Falschr?.

Der Satz, dass 2 nicht grösser ist als 3, wird hiermit so ge-

schrieben:

.(2>3)=^ .

i) Die Existenzfragen spielen fn der Mathematik eine gewisse Rolle.

Darum ist es nicht einerlei, wie man sie versteht».

Digitized by Google



ünu ME BKRimSCHtlfT BBS HsftlN PliLMO U. MBIMB lIGUn. 969

Wir sehen hieraus, dass alle falschen Sätze nach Herrn Peano

dasselbe bedeuten müssen, sofern wenigstens das Gleiohbeils-

seichen hier völliges Zusammen fallen, Identität beseiobnen solL

Nun heisst es in der That im § 40 der Jntroäuction:

*L'egeUUe a=b a toujours la mime signification : a elb sont

tdeiitiqueSf ou a et h sont dcu.r noms donnes ä la vi^me chosr.€

Danach haben wir in ^2 > 3", ^7- = 0', Zeichen für die-

selbe Sache; d. h.: die Bedeutungen dieser Zeichen fallen zu-

sammen. Da nun Herr Peano ebenso swischen je zwei wahren
Sätzen das Gleicbbeitaseichen lulVsst, so scheint er hiermit

völlig meiner oben ausgesprochenen Lehre beisustimmen. Wenn
er sie dennoch, soweit ich sehe, nirgends ausspricbt, so bat ibn

wahrscheinlich das Befremdliche meines Satzes davon abge-

halten. Und ich bin nicht einmal sicher, ob er den Sehluss aus

seinen Prämissen billigt. Die Uebereinstimmung mit meiner

Lehre ist darum nicht minder beachtenswertb, weil sie stob trots

dieses Wtderstrebens geltend macht. Der Einwurf liegt ja nahe,

dass wahre SXtse die verschiedensten Gedanken ausdrucken

kttnnen. Bie Sittte ^8 • 2 4' und ^3> 2* können nach Herrn

Pkaüo durch das Gleiobheitsseicben verbunden werden:

>(2 • 2 =s 4) =: (3 2)«, und doch wird jeder sugesteben, dass

sie gar nicht dasselbe besagen. Diese Schwierigkeit wOrde ohne

meine Unterscheidung von Sinn und Bedeutung unttberwindlich

sein. Daher wird diese Unterscheidung mittelbar durch das be-

krftftigt, was meine Lehre vom Wabren und Falschen stQtit.

Folgendes mOge zur Erläuterung dienen. Wir bezeichnen zu-

weilen mit verschiedenen Namen denselben Gegenstand, ohne
es zu wissen. Wir sprechen z. B. vom Kometen des Astronomen

X und vom Kometen des Astronomen Y und Uberzeugen uns
erst nachträglich, dass wir mit beiden Bezeichnungen denselben

Himmelskörper benannt haben. Ich sage in solchem Falle : beide

Bezeichnungen haben zwar dieselbe Bedeutung, bezeichnen oder

bedeuten oderbenennen dasselbe, aber sie haben verschiedenen

Sinn, weil es einer besonderen Erkenntnissthat bedarf, um das

Zusammenfallen einzusehen. So sage ich auch von den Bezeich-

nungen

.3+r, ,2-1-2', ,2.2',

dass sie dasselbe bedeuten^ aber verschiedenen Sinn haben, oder

Verschiedenes ausdrücken. Wenn man nun In einer Zeiohen-
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Verbindung 0Lf\ die eine Bedeutung hat, ein Zeichen

durch ein anderes J' von derselben Bedeutung ersetzt, so wird
die neue Zeichenverbindung /I>{jy otVenbar dasselbe bedeuten
wie die ursprüngliche ^0 (^:/)'. Wenn aber der Sinn von

vom Sinne von abweicht, so wird im Allgemeinen auch der
Sinn von //> .^j' vom Sinne von abweichen. Wenden
wir dies auf den Satz + 1 = 2 2' an, indem wir für ^3 -j- T
der Reibe nach die gleichbedeutenden Zeichen H~ ^'f + 2\
.2 • einsetsen. So erhalten wir die Stttxe

ji -i-3=:2.r

die alle dieselbe Bedcutitnij haben müssen, uud diese nenne ich

das Wahre, während sie Verschiedenes ausdriicU'n. Den Sinn

eines Satzes nenne ich einen Gedanken. Diese Salze drücken

also verseliiedene (ledanken aus. Wenn ein Satz überhaupt eine

Bedeutung hat, so ist diese entweder das Wahre oder das Falsche.

Es kommen aber in Dichtung und Sage auch Siltzc vor, die keine

Bedeutung, wohl aber einen Sinn haben, wie z. B. >die Sk\lla

hat seclis Kupfe«. Dieser Satz ist weder wahr noch falsch, weil

zu dem einen wie zu dem andern erforderlich wäre, dass er
eine Bedeutung hätte; eine solche ist aber nicht vorhanden, weil

der Eigenname Skylia* nichts bezeichnet. In der Dichtung ba-
gnOgt man sich eben mit dem Sinne, während die Wissenschaft

auch nach der Bedeutung fragt

Ich gehe nun etwas näher auf das Wesen der Pcanoschen

Begriffsschrift ein. Sie stellt sich dar als ein Abkünunling von

BooLB s rechnender Logik, aber — man könnte sagen — als ein

aus der Art geschlagener. Ich meine das nicht im tadelnden

Sinne; im Gegentheile halte ich die Abweichungen von Boole

im Ganzen für Verbesserungen. Aber der Grundgedanke ist

ganz verändert. Boolk's Logik ist Logik und nichts als dirs.

Nur auf die logische Form kommt es ihr an, gar nicht darauf,

einen Inhalt in diese Form zu uiessen. und das qrade ist die Ab-
sieht des Herrn Piano. In dieser Hinsieht steht sein I nter-

nehmen meiner Hegritlsschrift näher als der Logik von Boolb.

In andrer Hinsicht kann man auch eine engere Verwandtschaft

4) Man vergleiche hienu meinen Aufsatt ttber Sinn und Bedeutung
im 400. Bd. dar Zeilscbrift f. Pbilos. n. pbil. Kritik.
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swiscben der Boolc'schen Logik und meiner Begrilfsscbrift aner-

kennen, sofern nümllch der Hauptnachdruck auf das Schliessen

fällt, %Yas in der Peano'<schen rechnenden Logik weniger betont

wird. Mit Leibniziscben Ausdrücken kann man sagen : Boolb's

Logik ist ein calculus ratiocinator, aber keine lingua characteriea^

die Peano'sche matbematische Logik ist in der llauptsacbe eine

Ungua charactpn'cn, daneben aucb ein calculus ratiocinatory wäh-
rend meine Begriffsschrift beides mit gleichem Nachdrucke sein

Boll. Gans anverändert durfte Herr Fbaho die Boole'sche Be-

zeichnongßweise nicht lassen; denn sie war bot Aufnahme eines

Inhalts und besonders eines mathematischen, wenig geeignet.

Störend scheint mir dabei nicht am wenigsten das Zerfallen in

die Rechnnog mit Klassen und in die Rechnung mit Urlheilen i),

wie man su sag^ pflegt. Und diese Scheidung ist Ihm Herrn

Pbaho schon weniger schnrf. Das Zeichen y s. B., das in A t

einen Gegenstand .1 einer Klasse S zuweist^ und das ich für

eine wesentliche Bereicherung von Boole's Bezeichnungen an-

sehe, theilt nicht die Eigenthümlichkeit der andern Urzeichen,

in doppelter Weise, man könnte fast sagen, in doppelter Be-

deutung gebraucht su werden, je nachdem es in der Rechnung

mit Klassen oder in der mit Urtheiien vorkommt Man vergleiche

dazu Introduction § 9 : >on adopte entre proponthns les signes dejä

expliquis entre elasses avec la signification suivante.* Diese Zwie-

fachheit kann mir nun freilich wenig gefallen. Dagegen spricht

derselbe Grund, der Herrn Pbamo abgehalten hat, das Plus-

seichen nicht nur als arithmetisches, sondern auch wie Booli

als logisches Zeichen zu gebrauchen >). Wenn daraus auch viel-

leicht keine Fehler entstehen, so leidet doch die Verständlich-

keit der Formeln darunter, wenn man sich immer erst be-

sinnen muss, wie ein Zeichen verstanden werden soll. Beson-

ders störend ist es, wenn dasselbe Zeichen in derselben Formel

mehrfach in verschiedener Gebrauchsweise vorkommt:

Solehe zwiefache Gebrauchsweise haben wir auch bei dem
Zeichen p\ das in der Rechnung mit Urtheiien Deduotions-

seichen genannt werden kann. Nur als solches mag es hier

1 Herr pEANO sapt ^proposiliont, ich w utile <aaen WüIh lieilswortli«,

indem ich das Wort >S;ilz< im Siim»^ «'iner /.eicluMiv»'! Idniiuni: i:rl>riuicli(%

(leren Sinn ein üedunkc und deren Bedeutung ein Walirhcilsvsei tlt — das

Wahre oder das Falsche— Ist.

Z) Man vergleiche hiroduetUm S. 98 oben.
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etwas naher betrachtet werden. Was bodeiitrl also die Zeichen-

verbinduns n-)!)', wenn o und /; SUtze vorsu Ih n ? Herr Peano

antwortet darauf mit drei verschiedenen Erklärungen Diese

0reiheit scheint mir ein Ueberflnss und dieser Ueberfluss scheint

mir ein Mangel zu sein. Denn es erheben sich sofort Fragen

nach den Verhältnissen dieser Erklärungen zu einander: sind

sie mit einander vertrUglicb? ist die eine Folge einer andern?

Sehen wir uns diese Erkltfningen der Reihe nadi an! In § 9 der

hitroduclion heissfc es: sif/nißc jle la a on dcduit la 6' Ott

JUi b est oonsequence de la a\* Diese Erklärung befriedigt wenig,

da sie uns gleich bei einigen Beispielen im Stiche IttssL Be-

trachten wir etwa

^(2* = 4)d(3 + 7= I0)'

Kann man sagen, dass man den Satz 3 -|- 7 = 10' ableite aus

dem Satze 2* = 4'? Schwerlich! Ist 3 -f 7 = 1 0' Folee von

3- = 4 ? Ks seheint nicht so; und doch ist hier das Deduclions-

zeichen nach der Meinuuii des Herrn Pfand richtig gesetsl, yde

wir sehen werden. Betrachten wir ferner das Beispiel

.(2> 3) D {V= 0)'

Man wird nicht sagen wollen, dass man den Salz 7'— 0' aus

.2 > 3' ableite; denn man leitet ihn gar nicht ab, da er falsch

ist. Auch wird man 7- — 0' nicht wohl Folge von i.
3'

nennen. Nach unserer Erklärung sollte man also denken, dass

das Dedurtions/eichen nicht ges( tzt weiden dürfte; aber die

dritte Peanosche Erklärung wird uns eines Besseni belehren.

W(uiden wir uns zunächst zur zweiten 1 In § 44 der Intro-

äuclion beist es:

»Si a ei b sonl des propositions contenant des letlres inde-

lermitides flc, y, . . . c^'s^ä-dire^ soni des conditions enlre ces leUres,

la d^duction aob signifie: jnueUcs que soient les mleurs de

, . , pourvu qu'elles satisfassent ä la condüion eUes satisferont

aussi d la condition 6'.«

Diese Erklärung besieht sich nur auf den Fall, dass soge-

nannte unbestimmte Buchstaben vorkommen. Den entgegen-

gesetsten sucht Herr Pbano im § 4 5 auf diesen inmcksuftthren,

4) Nehmen wir die ErklSrong für die Verweodung des Zelcbeot fo

der KlasseorecbDang hlnsu, so haboa wir vier BrUMniDgen.
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indem er daran erinnert, dass man in der Analvsis auch solche

Ausdrücke als Functionen von r l)etrachle, die r nicht enthalten,

oder aus denen man x wegheben könne. Demgemäss sagt er:

>$i a t'i b sont des proposüions qui ne contiennent pa$ de

letlres mdeiermn^es ^ la deäuclim aod si^ifie Umjours ^$ia esi

vraie, b est aussi vrnie\

Danach würde j2 > 3) d (7* = 0)' wiederzugeben' sein:

»wenn es wahr ist, dass 2 grösser ist als 3, so ist es auch wahr,

dass das Quadrat von 7 0 ist«, womit man jedoch kaum einen

Sinn verbinden wird. £s ist daher ntftbig, dass Herr Pbaro

fortfahrt:

>&est''ärdiref ouaest wraie et b est vrate, ou a est fausse et

b est «rate ouaest fausse et b est fausse^ et Pen exclut le seul cos

fi est vraie et b est fauss^**

Dies ist die dritte Erkltfrung. Sie stimmt mit der Oberein, die

ich im Jahre 1 879 in meiner Begriffssehrift fttr das entsprechende

Zeichen gegeben habe. Wir sehen daraus, dass in der Thai in

unsem Beispielen .(2*« 4) 3 (3+ 7» 1 0)' und ,(8> 3) 3 (7* 0)*

das Dedactionsseichen riditig gesetst ist.

Wie ist nun aber der Fall aufiiufassen, wo unbestimmte

Buchstaben vorkonmien, wie Herr Pbajio sagt, oder unbestimmt

andeutende, wie ich lieber sagen möchte ? Wir nehmen als

Beispiel den SaU
>(a->2) D (a;*>2)<

den wir wohl übersetzen können: »wenn etwas grösser ist als 2,

80 ist auch sein Quadrat grösser als 2«. Wir haben hier ein hy-

pothetisches Urtheil nach dem Sprachgebrauche der Logiker;

und hierbei ist zweierlei zu unterscheiden : die Bedeutung des

Zeichens und die Allgemeinheit, die mit dem unbestimmt

andeutenden Buchstaben ^x* bezeichnet wird. In der vorhin

angeführten zweiten Peano'schen Erklärung ist beides mit ein-

ander vermischt und das ist ein methodischer Fehler. Richtig

wird es sein, erstens die Bedeutung des Deduoüonszeichens fest-

zustellen und zweitens ganz unabhängig davon zu erklaren, wie

die Allgemeinheit mit unbestimmt andeutenden Buchstaben he-

leicbnet wird. Aus beiden zusammen muss sich dann von selbst

ergeben, was eine Deduction besagt, wenn links und rechts

unbestimmt andeutende Buchstaben vorkommen. Versuchen

wir das in folgender Weisel £s stelle iO(xy einen Sais vor, in
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dem ^* vorkommt. Dann seUen wir fest, dass durch das Vor-

kommen des gesagt sein solle, der Sats sei wahr, welche Be-

deutung wir auch dem fd beilegen mtfgen. In unserm Falle eat-

sprieht dem ,Q> (x)'

^(x > 2) D (X» > 2)'

In der That, geben wir dem fli der Reihe nach die BedeutuDg

4, 8, 3, 80 erhallen wir suerst

was wahr ist, weil beide Seiten der Deduclion falsch sind. Wir

erhalten sweitens

.(2>2)3(2*>«r

was wahr isl, weil die linke Seite falsch, die rechte aber wahr

ist. Drittens erhallen w'iv

.(3>a^D(3»>2)'

was wahr ist, weil beide Seilen wahr sind. Was wir auohfbr

.T* setzen mö^en, nie tritt der Fall ein, dass die linke Seite der

Deduction wahr und die rechte l.ilsoh ist; und das ist es, was

wir sagen wollen. Man kann noch triii;en: was wird aus der

Sache, wenn jj^ar kein Zahlzeiehen, sondern etwa das Zeichen

der Sonne («^ eingesetzt wird ? Gewiss ist auch dieser Fall in

Retraeht zu ziehen. Der Satz ^0> 2' ist falsch, weil die Sonne

keine Zahl isl und nur Zahlen grosser als t sein können. Danach

wäre der Satss

wahr, einerlei ob die rechte Seite wahr oder falsch ist; aber

eins von beiden nittsste sie sein. Nach den üblichen KrkUl-

rungen der Zeichen Verbindung
,

hat sie jedoch keine Bedeu-

tung. Man muss hierbei also eine solche Erklärung von x*'

voraussetzen, bei welcher sich immer eine Bedeutung ergicbU

welches Zeichen auch fQr " eingesetzt werden iniige, wenn nur

dieses selbst eine B deulung hat, nämlich einen Gegenstand be-

zeichnel. Hieraus erhellt die Nolhwendigkeit meiner Forderung,

die Functionen so zu erklären, dass sie fttr jedes Argumeal

einen Werth erhalten. In unserm Falle könnte man i. B. fest-

setien, dass die Bedeutung von mit der von ^ tusammen-
fallen solle, wenn einen Gegenstand bedeutet, der keine ZaU

ist. Was man festsetst) istverhaltnissmüssig gleichgOUig, wesent-
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Uch Ist aber, dass für jede Bedealung des ^ dem «0^' eine Be-

dentttog gesichert werde. Herr Piano selidnt die Nothwendig-

keit dieser Forderang nieht aniaerkennen.

Auch auf ein anderes Bedenken muss etwas näher einge-

gWg^n werden. Wir haben die ganze Deduction

als dem ^0{xy entsprechend anfgefasst; aber schon die linke

Seite Cur sich ist ein Satz, der /r" enthält , und ebenso die

rechte. Wenden wir nun auf ,x^ 2* unsere Erklärung der All-

gemeinheitsbezeichnung an, so wird damit gesagt: jeder Gegen-

stand ist grösser als 2', was offenbar falsch ist. Aehnliches haben

wir auf der rechten Seite. Dadurch würde die ganze Deduction

zwar wieder wahr, erhielte aber einen üanz andern Sinn: wenn
jeder Gegenstand grösser als 2 wäre, so wäre das Quadrat jedes

(jt'geuslandes grösser als 2. ') Wir sehen hieraus, dass noch

eine Bestimmung über die Abgrenzung des (Gebietes der Allge-

meinheit getroffen werden muss. Das hat auch Herr Pbano ein-

gesehen. IcLwill an einem Beispiele klar zu machen suchen,

wie er dieser Anforderung genügt. £s mOgen in

,</> ./•)', JF(n%y)\ A'(v)' Siitze vorstellen, in denen die in Klani-

raern stehenden Buchslaben .r' und // vorkommen. Wir haben

dann eine Deduction, deren linke Seite wieder ein Deduetions-

Zeichen enthalt. Wenn nun Herr Peano die mittelst .7' zu be-

leichnende Allgemeinheit auf die linke Seite des Hauptdeduc-

tioDszeichens beschränken will, bringt er ^x als Index an dem
Nebendednctionsseichen an, wie folgt:

Um anzuzeigen, dass die Allgemeinheit in Hinsicht anf y sich

anf den lohalt der ganzen Formel erstrecken solle, bringt er jf
als Index an d^ Uanptdeductionsseichen an:

,(0{x) D^^^{x,!,}OyXiyr

Wenn dies aber eine selbständige Formel ist, nicht Theil

eioer andern, so lässt er den index ^ auch weg. Diese Indices

4) Auch hier muss wieder vornusgesolzl werden, «lass die Worte xlas

QiiaUral von x< oder die Zeichenvcrbiudung »x** eine Bedeutung habe,

welchn Gegenslaiid mto auch uoter •x< veratehen möge.
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kommen ausser an dein Deductionszeichen auch an andern Be-

ziehungszeichen, z. B. an dem Gleichheitszeichen vor. Ich linde

diese Weise nicht liesonders glücklich, weil dabei die Bezeich-

nung der Allgemeinheit mit der einer Beziehung verquickt wird,

mit der sie nichts zu thun hat. Daraus entsteht der Nachtheil,

dass man genöthigt werden kann, v\n Heziehungszeichen eigens

zu dem Zwecke in die Formel einzuführen, um die Indices an-

bringen zu können. Ferner erhalt man dadurch neue Zeichen,

DämUch neben den einfachen Beziehungszeichen solche mit

einem oder mehren Indices, und diese müssen besonders erklärt

werden. Herr Pbano sagt im § 18 der Introduction:

»Les indices au signe d salisfotit ä des lois qu*<m n'a pas

encore sufpsamment äudiees. Celle theorie d^ä abstruse par elle-

mim€f U devienl encoi'e plus si l^on tCaccompagne pas ces regles

par des ecoemplcs. Le mi^ux u faire, cest (fcraminer le röle de

ces signes et leur transformation dans les formules et les demonr

sirations de Mathematique.€

In der That werden nur Beispiele gegeben. Wir sehen dabei|

dass die Indioes von einem Beziehungszeieben auf ein anderes

übertragen werden, ohne dass die Gesetze angegeben wären,

nach denen dies geschieht. In dieser Hinsicht ist meine BegrifTs-

sohrift vom Jahre 1879 der Peano'schen Uberlegen. Ich hal)e fflr

meine Bezeichnung der Allgemeinheit schon damals alle Gesetze

angegeben, die man braucht, sodass nicbts Grundlegendes dabei

2u untersuchen Übrig bleibt Diese Gesetze sind gering an Zahl,

und ich wUsste aucb nicht, warum sie abstrus zu nennen waren.

Wenn dies in der Peano'schen Begriffsschrift anders ist, so liegt

das an der unzweckmässigen Bezeichnung und diese bat wohl

ihren tiefern Grund in der oben erwllbnten Einzeiligkeit. Hier-

durch wird es schwieriger zu machen, dass ein Zeichen seine

Kraft auf einen Satz erstrecke. Es würden sieh dabei wohl die

Klammem zu sehr hHufen. Und diese Schwierigkeit soheint

auch durdi die sinnreiche Punktirungsmethode nicht ganz über-

wunden SU sein, deren sich Herr Pbano statt der Klammem zur

Gliederung des Satzes bedient. Auf denselben Grund ist es

wohl zurückzuführen, dass auch das Zeichen der Yemeinung
oft mit einem Beziehungsseichen verschmolzen wird, wodurch
ebenfalls die Anzahl der nOthigen Festsetzungen vermehrt wird.

Immerhin ist es Boota gegenüber als grosser Fortschritt anzu-

sehen, dass hier überhaupt eine Allgemeinheitsbeselchnung da
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aif und dass sie es möglicb maeht, die AUgemeiDheit auf einen

bettimmten Theü des Ganzen einzuschränken.

loh füge einige Bemerkungen über meine Allgemeinheits-

beieieluiilog huna. Bei der vorhin betrachteten Formel

wird niati lanllcbst ein Gefühl des Befremdens empfinden, das

durch den ungewöhnlichen Gebrauch der Zeichen =' und
veranlasst wird. Gewöhnlich nümlieh dient ein aolebes Zeichen

zu zwei verschiedenen Zwecken , indem es erstens eine Bezie-

hung beselohnen und zweitens das Stattfinden dieser Beziehung

zwischen gewissen Gegenständen behaupten soll. Danach

seheint es so, als ob in jenerFormel etwas Falsches ^ 3, 7* =0)
behaui^vtet werden soUe, was gar nicht der Fall ist. Wir müssen

ninlieii den Beziehungszeichen die behauptende Kraft nehmen,

die man unwillkürlicli hineinlegt. Und das gilt ebenso für raeine

wie für die Peano'sche Begriffsscbrift. Nun wollen wir aber doch

zuweilen etwas behaupten, und ich habe deshalb ein eignes

Zeichen mit behauptender Kraft eingeführt: den Urtheilsstrieh.

Dies ist eine Bethätigung meines Strebens, jeden sachlichen

Unterschied sich in der Bezeichnung abspiegeln zu lassen. Mit

diesem Urtheilsstriche nun schliesse ich einen Satz nl> . sodass

jede Bedingung, die zur Geltung ntfthig ist, auch wirklich darin

vorkommt; und den Inhalt des so abgeschlossenen Saties be-

haupte ich mit demselben Zeichen als wahr. Herr Peano hat

kein solches Zeichen, sondern er gebraucht seine Besiehungs-

leichen bald mit bald ohne behauptende Kraft, und zwar hat

stets das Hauptbeiiehongsseichen behauptende Kraft. Daraus

folgt für Herrn Pcano die Unmöglichkeit, einen Sats, der nicht

als Theil in einem andern vorkommt, hinzuschreiben, ohne ihn

als wahr hinsustellen. Auch entbehren dadurch seine Stttze der

Geschlossenheit, und es finden sich nicht selten Bedingungen
von der Bauptfonnel getrennt vor. Man sieht es so einem Pea-

no'schen Satie nicht an, ob er vollstflndig ist

Wenn sich nun das Gebiet der Allgemeinheit aufden gansen

durch den Urtheüsstricb abgeschlossenen Sats erstrecken soll,

so bediene ich mich in der Begel der lateinischen Buchstaben,

im Wesentlichen ebenso wie HerrPBANO da, wo er keine Indices

anbringt; nur sondere ich die Funotionsbuchstaben von den

Gegenstandsbuohstaben und bediene mich jener nur, um Func-

II«tk.<^k7t*ClaM«. IM6. 15

Digitized by Google



378 G. fBxaUf U11.D. BiGiiifstcBiiPT ». HbrkhPuno 0. miiBiiaiiii.

tionen, dieser nur, um GegcnsUlnde aniodeuten, gemllss meiner

scharfen UoterseheiduDg von Fonetionen und Gegensianden, die

Herr Pbano nicht kennt. Wenn aber die Aligemeinheit sich nur

aiit einon Theil des Satzes erstreckcMi soll, nehme ich deutsche

Huchstaben, indem ich zugleich das Gebiet dieser Allgemeinheit

abgrenze in eiiuT \V<'ise. die ich zuletzt im § 8 meiner Grund-

geselze der Arithmetik angegeben habe. Dies entspricht der

Peano'schen Bezeiehnnnasweise mit Index am Beziehnngszeichen.

Ich hatte hier ebenso wie Herr Pkano statt der deutschen latei-

nische Buchstaben wählen können. Aber far das Schliessen ist

die Allgemeinheit, die sich auf den Inhalt des ganzen Satzes er-

streckt, von wesentlich anderer Bedeutsamkeit als diejenige,

deren Gebiet nur einen Theil des Satzes ausmacht. Daher trlg^

es sur UebersichtHchkeit sehr bei, dass das Auge an dem Te^

schiedenen Typus der lateinischen und deutschen Buchstaben

sofort diese verschiedene Rolle erkennt Eine Ähnliche Ve^

schiedenheit besteht in der Gebrauchsweise der Buchstaben y
und flf in der Formel

wobei er eigentlich als Rechnungszeichen dient. Auch Herr

Peano erkennt diesen Unterschied an, ohne ihm jedoch durch

die Wahl verschiedenartiger Buchstaben Rechnung lu tragen.

Man vergleiche hierzu Jntroduction § 1 3, und Formulair€f pr^act

S. Y unter 46 und S. VI unter 47, wo von leUres apparentes und

variables apparentes die Rede ist.

Indem ich mir vorbehalte, unsere Begriffsschriften in Rflck-

sicht auf andere Punkte spater einmal su vergleichen, bemerke

ich nurnoch, dass die Peano'scheBeseichnungsweise ohne Zweifel

für den Setzer bequemer ist und in vielen Fällen auch weniger

Raum in Anspruch nimmt als meine eigene, dass diese Vorthelle

mir aber durch gerini^ere Uebersiehllichkeil und logische Mängel

zu thcuer erkauft scheinen, wenigstens für die von mir verfolgten

Zwecke.

n
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SITZUNG VOM 27. JULI 1896.

Vorträge hielten:

I. Herr W. Pfeffnr, o. II.: Ueber die lockere Bindung von Stuerstoff in ge-

wissen Bacterion.

1 Derselbe: Ueber die Stcij-'erung der Athniuog uod Wärmeproductioa
nach Verletzung lebenskräftiger Pflanzen,

i. Herr Bophas Lie, o. M.: Zur aligemeioen Transformalionstbeorie.

4. IMsMlbe: Ueber pFAFr'scbe AusdrOclie und Gleichungen.

5. Herr A. llATti, o. II.: Yorlegnng einer Abhandlung des Herrn 1. Engel,

a.o. M., über das PpAFF'sche Problem.

6. Herr P. Dnde» a.0. M.: Ueber elelitriscbe Anomalie und chemische Gon*
siilution.

Wüh. Pfeffer» o. M., berichtet über die lockere Bindung von

Sauerstoff in gewissen Bacterien, welche von Herrn Ewart^) im
botanischen Institut antersaehl wurde.

Zumeist wird in den Pflanzen kein Sauerstoff durch lockere

Bindung aufgespeichert, wie sich daraus ergiebt, dass die Pro-

toplasmastrtfmung nach dem Verdrangen des Sauerstoffs durch

Wasserstoff gewöhnlich sehr schnell zum Stillstand kommt.

Auch ist mit Hilfe der Bacterienmethode zu erweisen, dass mit

dem Verdunkeln sehr bald die Ausgabe von Sauerstoff aus assi-

milirenden grflnen Zellen auihttrt. Doch besitzen einzelne Bao-

terien, in analoger Weise wie das Blut (Httmoglobin) die Fähigkeit,

ein erhebliches Quantum von Sauerstoff in der Art locker zu

binden, dass die so aufgespeicherte Men^e allmählich an einen

sauerstofffreien Raum abgegeben wird. Bis dahin wurde diese

Eigenschaft nur l)ei bestimmten Farbstotlbacterien ])eübachtet.

Verhültnissmässig viel Sauerstoff fixiren u. A. Bacterium brun-

neum, B. cinnabareum, Micrococcus agilis, Staphylococcus ci-

treus, Bacillus jaDthinus, wahrend diese Fähigkeit u. a. bei

V Die ausführlichen Mittheilungen wird eine Arbelt des Herrn Dr.

BwAKT bringen.
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Diplococcus roseus, Sarcina roseu und lutea viel schwächer

ausgci)il(iet isl

'

Vermöge dieser Sauersloüabgabe bleiben Baeterium termo,

Spirillum undula, tenue etc. längere Zeit in Bewegung, wenn
sie mit einer der genannten Arten unter Deckglas gebracht sind

und der Zutritt der Luft abgeschlossen ist. Diese Beobachtung

führte zunächst zum näherem Studium des Gegenstandes, doch

wurde fernerhin die so überaus empfindliche liai'terienuiethode

zumeist in fol|4cnder Weise zum Nachweis der Sauerstoffausgabe

verwandt. In dem kleinen Hüngetrupfcn eines Deckglases, wel-

ches mit Vasclin luftdicht auf eine kleine Gaskammer gesetzt

wurde, kam das als Reagens auf Sauerstoff benutzte Baeterium

(Formen des Baeterium termo etc.), während auf den Boden der

Kammer etwas von dem zu prüfenden Übjecte gebracht wurde.

Durch die Zu- und Ableilunj;srolire wurde nun ein Strom von

Wassersloil getrieben und so das Baeterium tenuo bewegungslos

gemacht. Dieser Zustand verblieb nach Sistirung des Wasser-

sloffstromes, sofern das eingebrachte Object keinen Sauerstoff

abgab. Da aber die schon genannten bactcrien das Reagens-

bactorium nach Wiederholung der WasserstofTdurchleitung

immer wieder in Bewegnni: brachten, .»^o war damit erwiesen,

dass dieselben einen gasförmiticn Kürper abgaben, der durch

den Luftraum der Kanjmer dem Hängetropfen zugeführt w urde

und der |.:anzen Sachlage nach nur Sauerstoff sein konnte. Mil

dieser Methode ist übriizens auch zu zeigen, dass Ilümogiobin,

Holzkohle etc. in analoger Weise Sauerstoff abgeben und bei

fortuesetzter Wasserstoffdurchleitung lässt sich die Zeit er-

luiiieln, in welcher die GesannDtmeDge des locker gebuDdenen
Sauerstoffs abgegeben wird.

Diese Sauersloffabgabe wird mit der Zeil schwächer und

schwächer, kann aber bei unseren Bacterien in Zimmertempera-

tur Doch nach einigen Stunden
,
ja zuweilen selbst nach zwölf

Stunden merklich sein. Noch länger httlt diese Abgabe von

Sauerslofif bei Hämoglobin an. Wie dieses nehmen auch die

Bacterien an der Luft von Neuem Sauerstoff auf, und sind dann

befähigt, im Wasserstoff wiederum Sauerstoff anssugeben. Diese

4) Die Nomenclatar oaeb Lbhuaiiii and NsmiAiiir, Atlas ond Grandriss

. der Bacteriologie 1896. Ein Theil der Bacterien stamint übrigens aus dem
von Lkhmamii dirigirlen bygieniscben Institut in WUrtburg.
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iillinählioho A!)Sj>altiini; gehl, ebenso wie beim Htinioglobin, im
Licht und im Dunkeln von statten und wird natui gemäss durch
Erhöhung der Temperatur beschleunigt. Gleichzeitig mit dem
Sauerstoff geben die Bacter cii KohlensUure aus. wie sich schon

aus der Entfärbung einer Phenoljilitaleinlösung cri;i(>bt, welche
an Stelle des Reagensbacteriums in den Hänuetropfen gebracht

ist. Ausserdem wurde auch makrochemisch die gleichzeitige

Entwicklung von KohlensHure festgestellt.

Ferner wurde das Vorhandensein des locker gebundenen
SauerstofTs makrochemisch nachgewiesen , indem aus einer

flüssigen Cultur die Luft mittelst W.isserslofT ausgetrieben, <ias

Culturgefässchen abgeschmnlzen und dann einige Zeit nuf 100"G.

erhitzt wurde. Das Gasgemisch in dem kleinen Luftraum ent-

hielt nunmehr viel, unter Umslcinden bis 30^' Sauerstoff, wäh-
rend bei gleicher Operation mit anderen Bacterien keine Spur
von Sauerstofi' nachzuweisen war. Nach Versuchen mil grösseren

Mengen wurde z. B. auf diese Weise aus \ g Bacterium brunneus
0.1 — 0,1?) ccm Sauerstoff gewonnen. Real muss aber die ge-

bundene Menge schon deshalb ansehnlicher sein, weil beim
Durchleiten von WassersloflT ein gewisses Quantum von Sauer-

stoff weggeftlhrt wurde.

Eine solche Sauerstoffspeicherung wurde bisher bei keinem

farblosen Bacterium beobachtet, kommt aber auch nicht allen

farbigen Arten zu. So wurden (zumeist mit der Kammer-
methode) u. a. von farbigen Bacterien Bacterium eyanogenes,

pyocyaneus, Micrococcus prodigiosus, Spirülun) rubrum etc. mil

negativem Resultat geprüft. Ebenso erwiesen sich im Dunkeln
indifferent einige chlorophyllführende Bacterien, welche im
Licht Sauerstoff erzeugen, sowie ChromaliuDi Okenii u. a., die

nach Engflmanii noch im Ultraroth Sauerstoff produciren.

Bei den genannten wirksamen Arten ist aber die Bindung
von Sauerstoff an die Exisleni des Farbstoffes gekettet, denn
diese Speicherung ging den Gultnren von Bacterium brunneum
u. s. w. ah, welche sich unter bestimmten Bedingungen farblos

entwickelt hatten und bei nur geringer Färbung wurde auch
nur wenig Sauerstoff gebunden. Ausserdem sprechen die Er-

fahrungen dafür, dass die färbende Substans, im analogen Sinne

wie Hämoglobin, der Sauerstoffbindende Körper ist. Denn diese

Sanerstoffbindung ist noch vorhanden, wenn die Bacterien durch
mehrtägige Einwirkung von Aether vOlUg getOdtel sind. Auch
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nach dem AbMdten hei 80"^ C. war ebenfalls eine aDseboHohe

Bindung von Sattersloll zu honierken, deren Vernichlong bei

tätigerem Erhitsen auf 100 'G. auf eine Aendeniog des mass-

gebenden Körpers durch höhere Temperatur zu schiel)en ist.

Einige Versuche lehrten auch bereits, dass das kalt bereitete

alkohoU'sche Extract ebenfalls in merklicher Weise Sauerstoff

locker bindet. Es liUrfte demnach geh'ngen, einen nicht in

Wasser loslichen farbigen Korper zu isoh'ren, welchem speciell

di(^ Sauerstoffbindung ganz oder der Hauptsache nach su ver-

danken ist.

Wenn dieses EutriiTt, wird die bindende Sii1)stanz vielleicht

sogar wirksamer sein als ilänioglobin, das nach Berührung mit

Luft in 1 g ungefähr 1,i ccni locker gebundenen SauerstolT ent-

hält. Denn aus 4 g frischer Bacterienmasse, in welcher der

Farbstoff nur einen kleinen Bruchtheil ausmacht, wurde, wie

schon erwähnt, gelegentlich bis su 0,45 ccm Sauerstoff ge-

wonnen.
Aller Wahrscheinlichkeit liegt hier, wie beim Hämoglobin,

eine lockere und dissociirende chemische Bindung des Sauerstoffs

vor. Doch ist eine bestimmte Abgrenzung zwischen solcher

chemischer Bindung und Absorption gar nicht möglich, da

beide eine Function der Partiärpressung sind, deshalb also
*

Sauerstoff an den sauerstofflfreien Raum abgegeben und demge-

mäss bei continuirlicher Erhallung der Partiärpressung auf Null

mit der Zeit die Gesammtmenge des locker gebundenen Sauer-

stoffs verloren wird. Unter solchen Umständen wird der Sauer-

stoff auch für das athmende Bacterium disponibel, gleichviel ob

sich der bindende Körper innerhalb oder ausserhalb des Proto-

plasten befindet. Im abgeschlossenen Baume muss also auch

der locker gebundene Sauerstoff durch die Athmungsthätigl^eit

dieser aöroben Organismen verbraucht werden, wie das auch in

directen Versuchen gefunden wurde.

Offenbar besitzen also unsere aöroben Bacterien eine gewisse

Sauerstoffreserve, welche ihnen gestattet, noch eine gewisse Zeit

(vielleicht in schwächerem Maasse) die normale Athmung fort-

zusetzen, wenn ihnen einmal in ihrem Lebenslauf der freie

Sauerstoff entzogen wird. Eine zu solchem Zwecke geeignete

Sauerstoffreserve können aber nicht alle aöroben Bacterien auf-

speichern. Doch wird näher zu prttfen sein, ob nidit mehrfach

eine Bindung des Sauerstoffs in der obigen oder in anderer
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Weise bei farbigen oder farblosen Baoterien vorkommt. An eine

solebe M<tglichkeii wird man insbesondere bei solchen Organis-

men denken, weiche nur begrenste Zeit ein anaerobes Leben su

führen vermögen. Natttrlieh ist es nicht nothig, dass der Sauer-

stoff immer in derselben Weise aufgespeichert ist. Ij^ ttkono-

mischer und Ökologischer Hinsicht würde es sogar vorlheilhafter

sein, wenn die gespeicherte und bei Loftsutritt regenerations-

föhige Verbindung den Sauerstoff nicht an das Vacnum abgiebl,

wohl aber die Athmung su unterhalten vermag. Kommt solches

vor, was ohne Frage der experimentellen Entscheidung zugäng-

lich ist, so würden die obwaltenden Verhaltnisse einigermassen

den Vorstellungen Pastbue's entsprechen, welcher zuerst und
begreiflicher Weise annahm, dass bei allem anaeroben Leben die

Saaerstoffathmung fortbestehe, indem nunmehr der Sauerstoff

der in der Gähmng zerfallenden Verbindung entrissen werde.

Ist diese Generalisirung auch nicht zulässig, so ist doch gewiss,

dass auf diesem Gebiete eine Fülle von specifischen Eigenheiten

und interessanten Problemen vorliegt, die in der That sehr wohl

der empirischen Aufklärung ziigünglich sind. Uebrigens lassen

mich einige Erfahrungen vermuthen, dass die Speicherung einer

gewissen Sauerslofifreserve auch in einzelnen höheren Pflanzen

vorkoDHut, die in Bezug auf den Sauerstoff allerdings der Regel

nach aus der Hand in den Muud leben.
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Wilh. Pfeffer, <». M,, spricht über die Slciyerung der At/imung

und der Würmeproductionnach Verletzung lebensthüUger Pflanzen;

traumatische Reactionen, welche von Dr. H. M. BiciuiDS im bo-

lanischen lostitut näher studirt wurden.

Nach den ersten Beobachtungen Böhm's') wurde die Stei-

gerung der Athmiing nach Verletzung von Stich als eine gene-

relle Reaction nachgewiesen, jedoch in ihrem Verlaufe und in

ihren Boziohnngen nicht nHher verfolgt. Die Studien von Richards

bestätigen, dass alle I'llanzen, jedoch in einem sehr verschiedenen

Grade, in besagtem Sinne reagiren. Die ansehnlichste Athmungs-

steigerung wurde im Allgemeinen bei fleischig und nuissig ent-

wickelten Organen, bei Knollen, Zwiebein, Wurzeln etc. ge-

funden, in welchen die zuvor schwache Atlimung nach dem Zer-

schneiden gelegentlich selbst um das zwanzigfache zunehmen
kann. Diese vermehrte AthmungsthHtigkeit, deren Beginn schon

bald nach dem Zerschneiden nachzuweisen ist, steigt bis zu

einem Maximum, das bei Zimmertemperatur in | bis 2 Tagen

erreicht wird. Alsdann beginnt ein allmählicher Abfall, durch

welchen unter normalen Verhaltnissen die ursprUDgliche Ath-

mungscnergie im Laufe von einigen Tagen ganx oder annähernd

wieder hergestellt wird.

Von einer kleineren Kartoffelsorte gaben z. B. 300 g in einer

Stunde 1,2— 2 n)g Kohlensäure ab. Nach dem Zerschneiden io

vier gleiche Stücke wurden in der zweiten Stunde 9, in der

fünften Stunde 44,4, in der neunten Stunde 1t», 8, in der 28.

Stunde 18,6 mg Kohlensäure producirt. Nach 51 Stunden war

die stündliche Production aaf 43,6, nach vier Tagen auf 3,2,

nach sechs Tagen auf 1,6 mg gesunken.

Die merkliche Reaclion erstreckt sich von der Wundfliiehe

i] Bot. Ztg. 4 887, p. 686.

S) Flora 1891, p. 15.
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Btt naohlattender Intensität nur auf eine gewisse Distans, fallt

also in Beiog anf die gante Kartoffisl mit einer leichten Yerletzung

geringer aus nnd wird mitderGrosse derVerwondung gesteigert.

So wurde i. B. für dieselbe Kartoffelmenge die maximale Kohlen-

starereprodnction beim Halbiren mit 8,5, beim Zertheilen in

swtflf Stttcke mit 2i,7 mg erreicht.

Aefanliche Resultate wurden mit gelben Roben, Zucker-

rüben etc. erhalten. Im gleichen Sinne reagiren Oberhaupt alle

Pflanzen. Bei Blättern wird aber häufig nicht einmal eine Ver-

doppelung der Kohlensäureproduction und zumeist schon in

einigen Stunden das Maximum der Reaclionscurve erreicht.

Natürlich muss auf die primäre Steigerung endlich eine Senkung
der Athmungsthatigkeit unter das ursprüngliche Niveau folgen,

wenn die traumatischen Kinf^rifTe weiterhin eine Beeintrüchligung

der I.ebenslhütiiikeit zur Folge haben.

In massigen Organen ist eine reichliche Menge von Kohlen-

säure gelöst, die nach dem Zerschneiden bis zur Wiederher-

stellung des Gleichgewichts in Folge der erleichterten Ditl'usion

exhalirt wird. Dieses hat natürlich in der ersten Stunde eine

.Vnschwellung der Kohlensäureausgabe zur Folge, welclie aber

kaum benierklich wird, wenn Blätter oder Püanzcnlheile zum
Versuche gewählt werden, in welchen der erleichterte Gasaus-

lausch eine Anhäufung der Kohlensäure verhindert. Aber auch

hei den Karloüeln u. s. vv. unterbleibt diese transitorische Aus-

gabe von Kohlensäure, wenn die Gasanhäufung sogleich nach
dem Zerschneiden durch ein flüchtiges Evacuiren beseitigt wird.

Wenn fflr Beseitigung dieser Abgabe von gclüsfer Kohlensäure

gesorgt ist, erfährt d.ts Verhältniss C7>, : O nach dem Verletzen

keine wesentliche Veränderung, die aber von Stich beobachtet

wurde, weil er den besagten Zuschuss von iLohlenstture mit in

Hechnun^ zog.

Wie zur vollen Tliiitigkeit ist auch zur Entwicklung einer

kräftigen traumatischen Beaction die Zufuhr von Sauerstoff noth-

wendig. Demgemäss tritt nur eine geringe Zunahme der Kohlen-

sHureproduction in der intramolekularen Athmung ein, wenn
die Kartoflfeln sogleich nach dem Zerschneiden in reinen Wasser-
stof?' gebracht werden. Geschieht dieses, nachdem durch den

/uvorigen Genuss von SaiierstotV die traumatische Beaction in

Scene gesetzt worden war, so ist nunmehr mit der Gesammt-
aciion auch die intramoiekuUre Athmung gesteigert.
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Die angestrebtp Athmung^Uittligkeii kaan natürlich nur

dann zur vollen £nifaUuog kommen, wenn jedeneii die ge-

nügende Menge von Sauerstoff den Zellen zugeführt wird. Das

gelingt nach der Verwnndong, weil gleiohieitig an der Wand-

flache die Saneratoffiafahr sehr erleichtert wird. Bedeckt mai

aber z. B. die Wnndflilche einer Kartoffel mitThonf so dringt der

Sauerstoff dnrch diesenunddurch die Sehale nicht schnell gena^;,

um die erheblich vennehrten AffinitItten voll su befriedigen and

dieserhalb kommt , wie es der Yersueh lehrt, unter diesen Be-

dingungen eine geringere traumatische Steigerung der AthmuDg

zu Stande.

Mit einer Zunahme der Athniung, gleichviel wodurch diese

verursacht wird, ist unter sonst gleichen Verhiiltnissen unver-

meidlich eine vermehrte Wärmeproduction vorknUpft^i und

eine solche liehorhaftc Steigerung in Folge einer Verwundung

Hess sich auch empirisch nachweisen.

Es gelingt dieser Nachweis leicht, wenn man eine grössere

Menge Kartoffeln etc. unter eine nicht zu grosse Glocke bringt

und durch ein Thermometer die Lufttemperatur in- dieser cod-

trolirt. Um einen höheren Effect zu erhalten^ waren die Apparate

mit einer dicken Baumwollenschicht umhüllt und war ausser-

dem daiOr gesorgt y dass ebne unnOthigen Luftwechsel Sauer-

stoff genngend Zutritt fand, eine KoblensHureanhSufung aber

nicht zu Stande kam. Eine unveränderte Aussentemperator

war in dem oonstant temperirten Zimmer des botanischen Idt

stituts geboten, in welchem diese und alle folgenden Versuche

bei 24,4—84,3'' G. angestellt wurden.

Waren zwei solcher Apparate in gleicher Weise mit Kar-

toH'olu beschickt, so zeigten die Thermometer nach etwa zwölf

Stunden in der folgenden Zeit dieselbe Temperatur und zwar

eine Teniperaturcrhöhung von 0,i^^C. an. Wurden dann die

KartüÜeln dereinen Glocke in zwei bis sechs Sttleke zerschnitten,

so begann die Temperatur zu steigen und erhob sich nach \ bis

4
J
Tag bis zu VC. über die Temperatur der Vergleichsglocke,

der sie sich im Laufe einiger Tage bis zur Wiederübereinstimmung

nUherte. Der Verlauf dieser Temperaturcurve stimmt also io

allen HauptsOgen mit der nach dem Zerscbneiden beobachteten

Athmungscurve uberein.

1) Pfeffer, Stadion zur Energetik der Pflanze, 4S9S, p. 101.

Digitized by Google



StBIGBRUNG der AtBHUNG l'ND DER WlRUBPRODtTCTIOX ETC. 387

Ausserdem wurde auch noch die durch die traumatische

Reizung veranlasste Fiebertemperatur mit nadelfbrmigen Ther-

me-Elementen (Neusilber+ Eisen) und Messung des thermoelek-

trisohen Stromes mittelst eines empfindlichen Spiegelgalvano-

meter controlirt. Waren die beiden Nadeln in swet gleichartige

Kartoffeln eingeführt, die sich unter einer Glocke in dampf-

gesüttigter Luft befanden , so war nach einiger Zeit Überhaupt

kein Temperaturunterschied su bemerken. Wurde dann eine

der beiden Kartoffeln nahezu in zwei Theile gespalten und die

Nadel in den Schnittspalt gebracht, so ergaben die successiven

Ablesungen wiederum in der Hauptsache eine mit der trauma-

tischen Atbmungscurve übereinstimmende Temperaturcurve.

Das Maximum |der Teroperaturstcigerung im Vergleich zu der

unverletzten Kartoffel betrug etwa 0,3° C, wahrend die intacte

Kartoffel ungefähr 0,1 6° C. wHrmer war, als die umgebende Luft.

Indern die Nadel in verschiedener Enlfernung von der

Schniltflilche eingesteckt wurde, Hess sich ferner feststellen,

dass die Temperatursteii^crung bei der Kartoffel zumeist schon

in einer Kntfcrnung von 2 cm ausgeklungen war. Es stimmt

dieses durchaus mit der Erfahrung, dass eine Vermehrung der

SchnillflUchen die Athmun^; und auch die Xemperaturerhebung
in dem Glockenversuch erheblich steigert.

Im Princip übereinstimmende Hesultate wurden mit Kohl-

rabi, gelben Büben, Gurken etc. erhallen. Ebenso mit den
Zwiebeln von AUium Gepa, in welchen sich aber die Temperatur-

Steigerung von der Wunde aus über die ganze Zwiebel aus-

breitete und 4,5 cm von der Wunde entfernt zwar abgeschwächt,

aber doch noch recht erheblich war. Entsprechend dieser an-

sehnlicheren Ausbreitung der Reaotion wurde bei den Glocken-

versuchen mit den Zwiebeln eine ungefähr dreimal so grosse

Temperaturerhöhung, als mit derselben Menge Kartoffeln ersielt.

Duroh die in Kttrse angedeuteten Tbatsachen wird also

klar erwiesen, dass eine Verletfung eine mit der Ausdehnung
der Verwundung zunehmende und sich mehr oder minder weit

ausbreitende Steigerung der Athmung und Hand in Hand damit
eine Temperatursteigerung, ein Wundfieber erzeugt. Wir haben
femer gesehen, dass diese tunflehst verhaltnissmassig schnell

anschwellende Wundreaction weiterhin allmtthlicher ausklingi.

Es handelt sich dabei um eine traumatische Reiswirkung, welche
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eine gesteigerte Stoffwechselthatigkeit und damit die Beding-

ungen für eine Steigerung der Athmung hervorruft, die ja in

allen Fallen durch die entwickelten Sauerstoffaffinitlten be-

stimmt und regulirt wird. In richtiger Würdigung dieses ye^

hültnisses ist selbstverstlbidlich, dass nicht schlechthin etwa die

Atbmungsbeschleunigung die Folge einer durch die Wundflidie

erleichterten Sauerstoffknfuhr ist und dieses wird femer direet

damit erwiesen, dass ohne Verwundung eine reichlichere Zufobr

von Sauerstoffkeine derartige Beschleunigung der Athmung he^

vorruft.

Auf eine quantitative Bestininiung der Gesamnitproduction

von Wärme war es nicht abgesehen und eine solche ist auch

zur Charaklerisirung der Wundreaction nicht nothwendig. Die

Eigentemperalur a])er ist von verschiedenen Umständen, insbe-

sondere auch von Ausstrahlung und Leitung abhiingig'). Des-

halb ist es nicht wunderbar, dass an der Wundfläche der Tem-

peraturttberscbuss in der KartofTel nur von 0,<6 auf 0,3, also

ungefähr um das Doppelte steigt, während die Athmung nächst

der Wundflttohe sicher viel ansehnlicher, als es unsere Versuche

für die ganse Masse der Kartoffel angeben, voraussichtlich mehr

als um das swansigfache gesteigert wird. Wie man sieht, handelt

es sich local um sehr energische Reactionen, die verhsltniss-

mllssig wohl nicht hinter denjenigen surQckstehen, welche an

Wunden bei höheren Thieren in Stande kommen.
Fttr alle Organismen und ebenso für die Oekonomie der

Pflonte ist es ganz unerlässlich, dass Verletzungen eine Reaction

hervorrufen, welche auf Ausgleichung oder Unschädlichmachung

der Verwunduiiü hin.irheitet. Solche Reactionen, die uns in der

Bildung von Callus, Uel erwallungen, Wundkork u. s. w. in auf-

fälliger Weise entgoiientreten, legen in dieser sichtbaren Ge-

staltung zugleich dafür Zeutzniss ab, dass gleichzeitig an der

Wundstelle die Slotfwechsellhätigkeit in der zum Betriebe ge-

eigneten und den veränderten Verhältnissen entsprechenden

Weise geregelt, also bei Vermehning der Thätigkeit beschleunigt

wurde. Bei der correlativen Verkettung des Getriel)es im Ge-

sammtorganismus kttnnen solche Reactionen gar nicht streag

ocalisirt bleiben. Uem entspricht vollkommen die mehr oder

minder weitgehende Ausbreitung der AthmungsbeaohleunigiiDg

1) Vgl. Pfbpper, Pflanzenpbyslologle Bd. II, p. 404.
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und der Warmebildimg und mit dem vermehrten Verbraudi
ran Itthrstoffen wird ohne Frage auch in rttckgreifender Weise
die Lenkong von Nabratoffen so den Gonsnmaorten in einer dem
gesleigerten Verbrauch entsprechenden Weise gefördert.

Die Stoffwechselprocesse treten aber im Allgemeinen dem
Beobachter nicht so direct entgegen, wie die durch Bewegungen
oder Geslaltiingeii markirten Krfolge der Reactionen. Zu diesen

/ (hll auch die Beschleunii:ung der Proloplasinastt öniung, welche

in sehr vielen Füllen tll)erhaupt erst in Folge der traumatischen

oder einer anderen HeizunL; eine Bcwegungsschnelligkeit erlangt,

welche zur momentanen Wahrnehmung der Erscheinung aus-

reicht'), üebrigens gehört ebenfalls das Austreiben von ruhen-

den Knospen nach dem Abschneiden der FrOhjabrstriebe und
las ganze Heer analoger Gorrelationsthätigkeiten zu denjenigen

Erfolgen, für welche der gewaltsame Eingriff, in diesem Falle

also die Verwondnng, |ils der ttossere Beis ansnspreohen ist.

I) Vgl. HAurTFLBiscB, Jahrb. f. wies. Bot. 1893, p. 94, p. 17S.



Sophiu Lie, o. M., Zur allgemeinen TraMformationstheork.

Die naebfllehende Note zerfällt in zwei Abschnitte, die e^
sobiedeneGegenstände behandeln. In beiden Abschnitten spielen

die Begriffe: Transformation und infinitesimale TransformatioD

eine fundamentale Rolle.

I.

lieber Differentialgleichangen, die eine continuirliche (irupj^e

gestatten.

Der leitende Gedanke hei allen meinen zahlreichen Unter-

suchiingen tlber Differentialgleichungen ist das Bestreben ge-

wesen, die Transformationstheorie für die Integrationstbeorie su

verwerthen. Ist es nun auch nicht möglich, ein einsiges Prioeip

zu formuliren, aus dem alle meine Resultate fliessen, so kann

man doch ohne Schwierigkeit einsehen, dass viele unter meioen

Theorien im inneren Zusammenhange stehen und jedesmal alsbe-

sondere Ausflasse eines gemeinsamen Principes aufzufassen sind.

Ein solches allgemeines Princip, das in vielen unter meioen

Arbeiten verwerthet worden ist, ISsst sich in der folgaiden tri-

vialen Weise formuliren:

Gestaltet ein System von Dill'erentialgleichnngeu bez. Diffe-

rentiaiausdrUckc'ii eine endliche oder infinitesimale Berührungs-

Iranslurmalion bez. Punkttran sforniation), so geht jedes ändert

System von Ditlerentialgleichungen bez. Differenlialausdrticken.

das zu dem gegebenen Systeme in einer gewissen, durch Be-

rtlhrungstransformationen (bez. Punkttransformationen i
invari.m-

ten Beziehung sich befindet, in ein ebensolches System Ober'J.

4] Iii oincr ^oomelrisclieii Note, die im Januar 4870 in den Gotliogor

Nuclirichteu verülTunllicht \surdo, opcrirte ich systematisch mit einem

aotlogtn geometrischen PrlDoipe. Bs Ist selbstvenUndnch, dais sieb wo

analoges Princip für alle Gegenstände formuliren iMsst, die ttberhaop*

transformirt werden können.
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Ich werde mir erlauben, inerst an einige Anwendungen,
die ich von diesem allgemeinen Principe gemacht habe, zu er-

innern. Sodann entwickele ich weitergehende Anwendungen
desselben Prineipes auf die allgemeine Theorie der Differential-

gleichungen.

1. Gestattet die lineare partielle Differentialgleichung:

die infinitesimale Transformation

^''^^•ö^, + "* + ^«eä'

so führt diese Transformation jede Lttsung q> (sowie jede Inte-

gralgleichung: ^— 0) von Af sss 0 in eine Losung g> -h X^) * dl

(bes. Integralgleichung tff+ X\f/'dtssO) Aber.

2. Gestattet die partielle Differentialgleichung erster Ord-

nung

W\x^ . . . 2 Pi . . . Pn) = a

die inünitesimule BerUbrungstraDsformallou

so fuhrt diese Transformation jede andere Gleichung

die mit 1l^s= a in Involution liegt, in eine ebensolche Gleichung

über. Dieser Satz umfasst das berühmte PoissoN^sche Theorem
als besonderen Fall.

3. Liegt eine bestimmte Kategorie von linearen partiellen

Differentialgleichungen

:

0= er. -!-... + «« 5^ =i4Y

or, für welche ein Multiplicaior aufgestellt werden kann, und
kennt man eine endliche oder infinitesimale Transformation, die

eine gewisse Gleichung A'fsssQ in eine Gleichung derselben

Kategorie überführt, so ist es immer möglich, eine LOsüng von
A'fsss 0 aufirastellen, die sich allerdings unter Umstünden auf
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eine GoDstante reduciren kann. Dieser Satz, der in meinen

Untersuchungen UbiT geodiUisohe Curven eine Holle gespielt

hat, deckt u. ;i. den inneren Zusammenhang zwischen I.ioi viitis

und DinTs schünen Untersuchungen über geodätische Curven

auf. Auch auf neuere Untersuchungen Uber geodätische Curven

im /j-dimensionalen llaume wirft diese Bemerkung Licht. (Vßl.

nieine Abhandlung: ClassificaUoD und Integration von gewöhn-

lichen DitlerentialgLeichuDgen, die eine continuirliche Groppe

gestatten, IV; Norwegisches Archiv Bd. VII, 4884.)

4. Gestaltet eine MoNOB-AapJttB'sche partielle Diflferen-

tialgleicbung «weiter Ordnang:

//r 4- 2A'5 -h M + \{rt — 5«) = 0

eine inlinitesimale BeröhraDgstraDsformation, so kann man, M-

bald eine intermedillre IntegraigleiobuDg:

vorliegt, eine neue intermediäre Integralgleichung mit sioet ar-

biträren Gonstanten a und b aufstellen. Diese Bemerkung Te^

wertbete icb naob verschiedenen Richtungen in der kursgefassteo

Note »Kurses Resumö mehrerer neuer Theorien«, April 4872,

Verhandlungen der Oes. d. W. in Oirisliania.

5. Jede BerOhmngstransforroation, die eine vorgelegte pa^

tielle Differentialgleichung m**' Ordnung f= 0 in sich trans-

formirt, führt jede Gleichung r/^®*" Ordnung </> = 0, die mit

F= 0 Integralgebilde gemein hat, in eine ebensolche Gleichung

Uber; bei ßerührungstraosformation bleibt die Involutions-

bezkhuiHj invariant

.

6. Im Jahre (vj;l. Verh. und Silzungsberichte d. G.

d. W. zu Chrisliania, Novi)r. und Üecbr. iS8ä) entwickelte ich

einige andere Anwendungen meines allgemeinen Principes, die

ich jetzt resumiren werde.

Deuten wir in den D'AuHBsaT'scben Gleichungen:

dcDu

dz = +
die Grttsse % als Coordinate einer Schaar paralleler Ebenen,

ferner x^^ x^^ als homogene Punktcoordinaten in den isbeoeo

3 s Gonst., so wird jedes System von Losungen:

^% = Vi (»J I == ViW > = '/»i(^)
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durch eine Owve im Baume dargeslellt, und es fßtk/i oo* soldie

Integralcorven. Kennen wir nun eine Flache:

die Ton oo* Integralcurven erzeugt ist, so schneidet diese Fläche

die oo' Ebenen: z = Const. nach oo* ebenen Curven, die unter

einander jnojectiv sind. Hieraus zog ich den Schluss, dass die

Integration des simultanen Systems (1) geleistet werden kann,

wenn die ebene Schnittcurve der Fläche Q = 0 entweder keine

infinitesimale projective Transformation oder auch nur eine

solche gestattet. War dagegen diese ebene Schnittcurve ein

Kegelschnitt oder eine Gerade, so musste eine Eioc4Ti'scbe Glei-

ehnng erster Ordnung integrirt werden.

Seuen wir andereraeiis Yoraus, dass ein System von der

Form:

zur iutegration vorgelef^t ist^ und dass eine Integralgleichung:

gegeben ist, dass also die Gleichung

vermöge W= 0 besteht, so gelten analoge Sätze. Deuten wir

-T,
, 3?^, und z als Gartesische Coordinaten eines vierdimen-

sicoalen Baumes, so bestimmt das simultane System oo^ Inte-

gralcurveni und die Mannigfaltigkeit W sss d iai von oo* soleben

Integralcuryen erseogt

Die Gleiehnng: z = Gonst. serlegi den yierdimensionalen

Baom in oo* ebene und dreidimensionale BSnme. Diese oo*

ebene Bäume sind vermöge des simultanen Systems projecHVf ja

linear auf einander bezogen. Die Mannigfaltigkeii H^s» 0 sebnei-

detdaber diese ebenen Bttume nacb Ftaebeui die unter einander

projecthr und sogar Imear'projectw sind. Gestattet eine solobe

FlSebe allgemeiner Lage keine infinitesimale lineare Transfor-

mation, so ist die Integration des simultanen Systems als geleistet

zu betrachten. Sind die Flächen W = 0, 3 = Const. im Knd-

lichen gelegen, so verlangt die Integration des Systems (2j im

luik-pbjrs. ciM««. ib»6. te
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UDgünstigsteD Falle die Erledigung einer BiocATi'schen GleichuDg

erster OrdouDg.

Die Integrationsschwierigkeit beruht auf der Zusammen-

setztmg derjenigen linearen Gruppe, die eine einzelne unter den

besprochenen oo' Flächen invanant lässt. Ist diese Gruppe inte-

gi abel, 80 Sind nur Quadraturen erforderlich. Dieser Satz bleibt

bestebeOi wenn ein System von zwei Integralgleicbungen

vorgelegt ist; wenn also die zweidimensionale Mannigfaltigkeit

= 0, = 0 von oo' Inlegralcurven erzeugt ist. Schneidet

diese Maonigfalligkeit die ebenen Räume z = Const. nach ge-

wundenen Gurven, so ist die lineare Gruppe einer solchen Carve

immer integral )el und die Integration des simultanen Systems

(2) verlangt dementsprechend nur Quadraturen.

In meinen oben citirten Arbeiten aus dem Jahre 4882 gab

ich nun ausdrücklich an, dass diese Theorien sich unter meh-

reren Gesichtspunkten ausdehnen lassen. Auf der einen Seite

übersieht man ohne weiteres, dasa tthnliche Theorien für jedes

simultane System

(3) ^ = Wa^. + • • • + Zkn{*)^n + Z*W
(Ar = i , 2 . . . . /i)

gelten, wenn ein beliebiges System von Integralgleichungen

Wi{a\ . . . x^z) = 0 (i = 1, 2 . . . (/)

vorliegt. Gestattet jede einzelne unter den oo* (mit einander

projectiven) Mannigfaltigkeiten:

]\\ == 0, . . . = 0 , Ä =s = Gonst.

keine infinitesimale lineare Transformation der Veränderlichen

x^ , . . . .T„ , 80 ist die Integration des simultanen Systems (3)

ausftibrbar, ebenso wenn solche infinitesimale Transformationen

vorbanden sind, die eine integrable Gruppe erseugen^).

In jedem einseinen Falle beruht die Integratlonssohwierigr

keit auf der Zusammensetzung derjenigen linearen Gruppe, die

eine allgemein gewählte Mannigfaltigkeit

i) Vgl. hier und im Folgendeo Math. Aonalen Bd. M.
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W^(x^ . . . x^uj = 0 ,
(t =: 4 . .

.

iDTariant lUsst.

" Id meinen beiden'früher citirlen Noten, die im Novbr. und
Decbr. 1882 der Ges. d. W. su Ghrisliania vorgelegt wurden,

gab ich femer an, das« diese Theorien sich dadurch verallge-

meinem lassen , dass die projective (bez. h'neare) Grappe durch
eine ganz beliebige endliche oontinairliohe Grappe ersetit wird.

Sind XJf X^ff . . . Xf,f

^f^^^ ( ' i .
.

. ^n) = 4 ... r)

r unabhängige infinitesimnle Transformalionen einer r-gliedrigen

Gruppe, so betrachtete ich eine beliebige lineare partielle Diffe-

rentialgleichung

die mit dem simultanen Systeme

(4j ^ ^ ^ . . .

Squivalent ist. Kannte ich nun im Räume x^, , . i eine

Mannigtaltigkeit

W^{x^ . . . a?„j«) = 0 ,
(i SB 4 ... 9)

,

die von Intogralcurven des simultanen Systems (4) erzeugt ist,

so beruhte die Integrationsschwierigkeit auf der Zusammen-

Setzung derjenigen Untergruppe der vorgelegten Gruppe
A,/. . . Xf^ff die eine beliebig gewählte Mannigfaltigkeit

W^{x^ . . . x„a^) = 0 j
= Gonst

(i == 4 . . . 5)

ioTarianl laut. War diese üntergnippe integrabel, so liesse sieh

die Integration des simnltanen Systems (4) dnrch Quadrataren

leisten. War die Untergruppe einfach, so brauchte nur eine

einzige HUlfsgleichung integrirt XU werden. War s. B. diese Un-

tergruppe gleicbrosammengesetst mit der allgemeinen projeo-

tiven Gruppe des m-dimensionalen Raumes, so Hesse sich die

betreffende Htllfsgleichung auf eine gewöhnliche lineare Diffe-

^ntialgleichung von 4- 1/^^ Ordnung zurückfuhren, u. s. w.

16*
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7. Liegt eine gewöhnliche lineare und homogene Differen-

lialgleicbung n^' Ordnung

vor, so lassen sieh alle Lösungen nach d'Alehbe&t aus n particu-

laren Lösungen "> yn durch die Formel

y = C,y, H hCnVn (C = 001l8t)

ableiten. Weiss iiuin nun zufälligerweise, dass die vorot legle

Gleichung " Ordnung n unabhängige Lösungen besiUt, die m
bekannte Differentialgleichungen von der Form

ßit . .
. ^ ; • .

. Vn • • • y?*^ . . . ^) = 0

SS 4 ... in)

erfüllen, so kann man diesen Umstand für die Integration der

Gleichung (1) verwerthen. tfan kann innachst mit Benntinng

der Gleichung (1) erreichen, dass ,u ^ n » 4 wird. Man ersetit

alsdann die Gleichung (1) n^' Ordnung durch das simultane

System

^ ^ 4 y* yk -J^i-iÄ«-
{k = i ... n)

,

das mit der linearen partiellen DiÜ'erentialgleichung

(Jf.-. + • • • + A = 0

ai|uivalent ist. Diese lineare partielle DilTerentiaigleichuug in

den /i' 4^ 4 unabhängen VerUnderiichen

• • • '//I ^ U 1 ' " Hn • • • .7 1 • * • yn

gestattet nun die infinitesimalen Transformationen
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die eine n*-gliedrige, mit der allgemeinen linearen homogenen

Grappe in den Verilnderlichen . . . gleichznsammengesetzte

Gnippe bilden. Man Obersieht nnmittelbar, dass zwischen den
ti*+ 1 Aasdraoken Af^ F,,/*, Y^^f . . . Y^^f Iceine lineare homo-

gene Relation besteht, wührend dte Auidrikke (A^ idtniisdi

vtTuhwmden.
Naoh unserer Yoraussetinng ist nun die Mannigfaltigkeit:

ßk(x . . . y„ y[,..y^.., i^i"
. .

. i/L'*"*^)
= ö (A = i . .

.

m)

Ton Integralcurven des simultanen Systems (2) oder, was auf

dasselbe hinauskommt, von Charakteristiken der linearen par-

tiellen Differentialgleichung AfssQ erzeugt, so swar dass durch

jeden Punkt der Mannigfaltigkeit üj^sszO eine Integralcurve

hindurchgeht.

Jede infinitesimale Transformation der Gruppe Y^j^f Whri
eo ipso die Mannigfaltigkeit =s 0 tu eine Mannigfaltigkeit

Qll SS 0 Uber, die ebenfalls Ton Integralcurven erzeugt ist. Da
nun die oo"" Integralcurven von der Gruppe Y^j^f transitiv

transformirt werden, so kann man immer unter den Transfor-

mationen der Gruppe Y^f eine finden, die eine beliebig ge-

wählte Integralcurve der Mannigfaltigkeit s 0 in irgend eine

andere Integralcurve dieser Mannigfaltigkeit tlberfdhrt. Es sind

dabei swei FKlle möglich: Es ist denkbar, dass jede Transfor-

mation der Gruppe Y^i^ff die eine Integralcurve der Mannigfal-

tigkeit QjgsszOin eine andere Integralcurve dieser Mannigfaltig-

keil Überfuhrt, gleichseitig die Mannigfaltigkeit in sich transfor-

mirt. Es ist aber auch denkbar, dass einige Transformationen

der Gruppe y^j^/*, die eine Integralcurve der Mannigfaltigkeit

fift= 0 in eine andere Integralcurve dieser Mannigfaltigkeit

tiberfahren, die Mannigfaltigkeit £2]g^0 in eine neue Mannig-
faltigkeit

Qjf'= 0 umwandeln, die dann ebenfalls von Integral-

curven erzeugt ist In diesem letzten Falle schneiden sich die

Mannigfaltigkeiten: = 0 und ^ 0 nach einer kleineren

Mann%faltigkeit

die wiederum von Integralcurven erzeugt ist. Indem man diese

neue Mannigfaltigkeit in genau derselben Weise behandelt, findet

>nan schliesslich eine von Integralcurven erzeugte Mannigfaltigkeit

i2| a 0 ... i2y SB 0

,
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die so bescbaffen ist, dnss jede Transformation der Gruppe Yn^fj

die eine Integralcurve der Mannigfaltigkeit in eine andere Inte-

gralcurve der Mannigfaltigkeit (iberftthrt, diese Mannigfaltigkeit

invariant lässt.

Die hiermit besiimmlen Transformationen der Gruppe Yf^-f

erzeugen eine Untergruppe g. Ist diese Untergruppe integrabel,

so verlangt die Bestimmung der Inlegralcurven der Mannigfaltig-

keit ii, — 0 , . . . Qy = 0 und gleichzeitig die Integration des

simullanen Systems (2) nur Quadraturen. Ist die Untergruppe

nicht integrabel, so bestimmt die Zusammensetzung dieser Unter-

gruppe wie gewöhnlich die vorliegenden Integrationsschwierig-

keiten

Es bilden die /r-1- 1 infinitesimalen Transformationen yi/", y^^f
... y^nf eine einfach transitive Gruppe des {n* + l)-dimen-

sionalen Raumes a //, ... ?//, . • //,"~'^ • • • yj""''- Um die zugehörige

reciproke Gruppe zu finden, beachten wir, dass die Trans-

fonnationen Y^j^f eine einfach transitive Gruppe des Raumes:

• • • • > * • • • bilden, deren reoiproke Gruppe die

Form

besitzt. Daraus folgt(Math. Ann. Bd. 25,S. 4 07u. AT.), dassdie Trans-

formationen der gesuchten reciproken Gruppe des Raumes
X . .. die allgemeine Form

Af, W^f^;p^^i^{x)Z^f,f (vt=4,8..,fi*)

besitaen. Die ^if^^ioc) sind unbekannte FunotioDen Yonx. Naeh
unseren alten Integrationstheorien sind die Integration der Glei-

chung Af=0 und die Bestimmung der Functionen ^{fi^ipß)
äquivalente Probleme.

4) Die hier dargestellIeD Theorien nnterordoen sich als besondere
Fälle unter allgemeine Theorien, die ich in den Halb. Ann. Bd. 25 (4884,

4 8851 cnlwickell iiabe. Am Schlüsse des Jahres 1885 entwickelte ich zur

lUuslralion meiner allgemeinen Theorien] die Integrationstheorie einer

linearen Gleichung y^">+ A'»_,y" - > -j ^ Xy^O unter der speciellen

Voraossetxang, dats man weiss, daas n unablittngige Integrale y, . . . tW
durch gegebene Relationen verlinüpft sind. Ich zeigte, dass BieloeTlieofiea
diese von früheren Verfassern nnr gestreifte Frage Tollstiodlg erledigflo.
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Jetzt setzen wir wiederum voraus, dass eio System von q
lutegraigleichuDgen

ßfc(ajy....y„y;...//ir-)) = 0

vorliegt, das sich nicht durch Differentiation vervollstandigeo

illsst, indem jede Transformation der Gruppe Yf^f^ die eine In-

tegralen rve der Mannigfaliigkeii = 0 . . . ß,^ = 0 in eine

andere lotegralcurve dieser Mannigfaltigkeit überführt, gleich-

sdiig die Mannigfaltigkeit tss 0 . . . Q, = o invariant Ittsst

Alsdann giebt es —
• 9 unabhängige infinitesimale Trans-

formationen

die eine Mannigfaltigkeit -Q, ^ 0 . . .
~ 0, r = jv^ invariant

lassen, und diese Transformationen bilden eine [n^ — ^j-gliedrige

Gruppe ff. Nach meinen allgemeinen Theorien giebt es dann
auch unter den infinitesimalen Transformationen U',,/ der reci-

proken Gruppe («*— q) unabhängige Transformationen, die unsere

Mannigfaltigkeit = 0 . . . = 0, t = x^ invariant lassen

und diese n*— q Transformationen erzeugen eine (n* — ^)-glied-

rige Gruppe /. Um diese Gruppe / zu finden, Sachen wir alle

infinitesimalen Transformationen von der Form

die eine Mannigfaltigkeit

invariant lassen; es giebt n* — q solche infinitesimale Transfor-

mationen

die durch ausführbare Operationen gefunden werden können.

Alsdann wissen wir, dass die infinitesimalen Transformationen

Uf der Gruppe y die form

Okf ^Am W ykJ+ »k.[^) ^*t/'+ • • • \n--,{^) Vky-qf

besitzen; dabei sind die ^f^(x) Functionen von die wir nicht

kennen.

Denken wir uns jetzt auf die Mannigfaltigkeit Q^ ~ 0 . . .

0 alle endlichen Transformationen der Gruppe y\J»*»yfmf
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ausgeführt, so erhalten wir im (n* -h Ramne xy^ . .

.

y unendlich viele und iwar oo^ von Integnleurven eneogle

Mannigfaltigkeilen, die den Raum ausfallen.

Die Schaar S dieser oo? Mannigfaltigkeiten bleibt bei allen

Transformationen der Gruppe: Af, Y^^f , . , )\^,J invariant;

und jede einzelne ManniyfaUigkeü dieser Schaar gemattet die

früher bestimmte Unterijruppe Uf , , . U^i_f^f der reciproken

(Iruppe. An<ierevseits leuchtet ein, dciss die (h'uppe \\f...

die wir irtrkltch aufstellen hinnen, jede einzelne unter denoo^

Mannigfaltigkeiten der Schaar S invariant lässt.

7:5 ist ferner klar, dass jede von Inlegralcurven erzeugte

Mannigfaltigkeit des {n* \ )-dimensionalen Raumes^ die bei der

Gruppe V^f, ..V^t^f invariant bleibt^ aus Mannigfaltigkeiten M-
sammengesetzt ist, die der besprochenen Schaar S angehören.

Die hier aufgestellten Stftfe sind direote Gonseq[nensen un-

serer allgemeinen Theorie der reciproken, einfach transitiven

Gruppen, deren grundlegende Stttze wir der Gesellschaft der

Wissenschaften su Ghristiania im November 4882 (vgl. die

Sitzungsberichte dieser Gesellschaft für 1882, sowie Math. Aon.

Bd. 25) mittheilten. Diese Theorien werfen Licht über eine

Theorie, die in späteren Jahren von mehreren Verfassern be-

handelt wurde, nämlich die Integrationstheorie der gewöhn-

lichen linearen DitTcrenlialgleichungen

mit algebraischen Goefficienten.

Besitzt eine vorgelegte Gleich uiig dieser Form eine alge-

braische Integralcurve, so sind ihre Integralcurven sämnULicb

algebraisch.

Sind die Inlegralcurven nicht algebraisch, so ist es doch

denkbar, dass eine solche Curve auf einer algebraischen Mannig-

faltigkeit gelegen ist. Dann gilt dasselbe für alle oo'*' Integral-

curven. In diesem Falle giebt es unter allen algebraischen

Mannigfaltigkeiten, die eine bestimmte Integralcurve enthalten,

sicher eine kleinste, und diese kleinste Mannigfaltigkeit ist dann

immer von Integralcurven erzeugt; sie geniesst überdies otTcnbar

die folgende Eigenschaft: sie bleibt invariant bei jeder Trans-

formation der Gruppe l^« «/*... InnA ^® Mannig-

faltigkeit gdegene Integralcurve in eine andere Integraleone

dieser MannigfaltigfLeit ttberftthrt
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Es gelten daher dit; foh/emlcn Sätze, die nett sind, irenn sie

auch iitif Picard's und Vbssiot's Satzcti in Zusammenhany yebrachl

werden ki>/tn<'n

:

I. Jede von Integralcurven erzeiKfte algebraische Mannig-

faUigkeit bleibt invariant bei der Gruppe VJ...

Ii. Jede von Integralcurven erzeugte Mannigfaltigkeit des

Raumes xy^ ... y« die hei allen Transformationen

der Gruppe V,/* . . . V^t_gf invariant bleibt^ ist entweder selbst a/-

^aisdt oder aus olgAraischen Mannigfaltigkeiten zusammen^

ysetztf die sämmtlich von Inteyralcurven erzeugt sind.

In den soeben oitirten Untersachnngen, die ich allerdings

mir oberflächlich kenne, tritt die Grnppe V^f... nicht

;iuf. Diese (i nippe bleibt immer dieselbe; sie hängt nur von der

DiÜ'erentiaigleichung

und dem gewählten Uationalilatsbereiche ah. UV/r/*e Integral-

curve (d. h. welches System parliculiirer Lösungeni zu (iriinde

ifclrfjt icu'dj koiHiitt nicht in Betracht. Unsere Gruppe \\ f ... V^i_gf

ist linear in den n* Veränderlichen y^ ... y„ y'^ ... y^^~^\ lässt

sich aber nicht auffassen tUs eine (lineare) Gruppe in den Ker-

Onderliehen y^ . . . y«.

Bei einer anderen Gelegenheit werden wir aufdieseTheorien

etwas ansfohrlicher eingehen. Mag es auch* fttr viele Leser be-

quem sein, wenn bei der Darstellung dieser Theorien möglichst

wenig aus unserer allgemeinen Grappentheorie als bekannt yor-

insgesetzt wird, so glauben wir doch, dass der Kern der Sache

klarer hervortritt, wenn eine breitere Grundlage vorausgesetzt

wird.

8. Selzen wir jetzt ganz allgemein voraus, dass n Grössen

V, . . . V« Functionen der Veränderlichen x durch ein System
von DiOerentialgleichungen

ß*fa?4y. y^y; ••• y» i/T^ i^^) =o
(/r== 2 ...)

bestimmt sind, deren allgemeinste Lösungen y, ... y^ als

Fuictionen eines speciellen Losungssystems ... durch

Gleichungen

Diyiiizeo by CjillOgle
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bestimmt sind, die eine > -gliedrige Gruppe bilden. Ausgedrückt

als Functionen der x hängen somit die allgemeinsten Lösungen

des Systems Qj^. = 0 nur von r willktlrlichen Constanlen

c^c^...Cr ab; wir setzen der EiDfacbheit we^^en voraus, dass io

diesen Ausdrücken

yk = ffki^- c, ... Cr)

die r Gonslanien wesentlich sind.

Bhe wir nun weiter gehen, wollen wir, um die Darstellung

Stt vereinfachen, die nicht wesentliche Beschränkung einführen,

dass das Gleicliungssystem Ü^^^O ausn Gleichungen besteh^

die nach . . . ^> auflösbar sind:

(2) yi""^ = ni-r ... //„ y[ ... y«' --yT'' C')-
Alsdann I^sst sich das Gleichnngssystem s 0 durch die

lineare partielle Differentialgleichung

in den mn-\- \ unabhängigen Veränderlichen

*• y* Vn vi'" Vn »T'* —
ersetzen. Unser Problem komnit darauf hinaus, die 00"*** Cha-

rakteristiken von Af = 0 zu bestimmen.

Sind Y^f ... Yfy r unabhängige infinitesimale Transfor-

mationen der r-gliedripen Gruppe Yj-^ß und Y^^-^^f... y("—^J/"

die zugehörigen ei weiterlen infinitesimalen Transformationen in

den Veränderlichen y^ ... y„y\ ... ?/„' . . •
y\^~^^

. • so ge-

stattet die Gleichung Af= 0 die r-gliedrige Gruppe lY""^*/^ -.

Yj^-^^f^ und da die Schaar der Charakteristiken der Gleichung

Af^ 0 Yon der Gruppe F^"-^)/*... Y^^^f^Uxii transitiv trans-

formirt wird, so ist

r Ä nm.

Liegt nun irgend eine von solchen Gharateristiken eneagte

Mannigfoliigkeit

ß*!-^ i/i
. .

. yn yl-'-yn-y^:^"^- y^n" = o

yor, so erkennt man genau, wie im vorigen Beispiel, dass es

immer mOgllch ist, durch DifferenUation eine Mannigfaltigkeit

»0... ßf s=O...I2^ =0
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zu finden, die ebenfalls von Charakteristiken eneugt ist und
überdies die folgende Eigenschaft geniesst: die SchaarderCfiarak-
teristiken dieser neuen Mannigfaltigkeit -wird von einer Unter-

gruppe der Gmppe i^'^if... Y(j^^>f einCaoh transitiv trana-

formirt.

(Allerdings übersieht man in diesem Fall nicht, ob auch jetat

die Aulfindung einer Charakteristik immer die Erledigung des
simallanen Systems (2) nach sich zieht. Dasa dieaeintriU, wenn
die endlichen Gleichungen der Gruppe (4) bekannt aind, iatyon

yornherein klar.

Auf die hiermit geatreifte Frage wollen wir hier nicht ein-

geben, da unser jetiigea Integration^problem des Systema(S) sich

a priori auf die Integration eines Systems von der froher be-

trachteten Form lurttckfnhren lüsst^).)

Betrachten wir jettt ein aimuitanea Syatem

dessen allgemeinstes Lösungssystem wiederum nur von will-

kürlichen Constanten abhängt. Wir setzen voraus, dass das

Gleichungssystem I2j^ess 0 eine bekannte endliche continuirliche

Gruppe: YJ,.» Y^fi

^'kl = 'ikM^~ H f-

gestattet, die aber in dem Sinne intransitiv ist, dasa sie nicht

jede Integralearve in jede andere fiberfQhrl.

In einem solchen Falle ist es im Allgemeinen sweckmSssig,

die Diiferentialinvarianten der Gruppe Yf^f als neue VerUnder-

Kohe einsafahren. Hierdurch erhalt man ein vereinfachtes

System von Diflferentialgleichungen, das keine bekannte Gruppe
gestattet. Ist dieaes Gleichungssystem integrirt, so bleibt nur

1] Die Theorie des Textes dehai sich ohne weilerst aof Systeme
partieller Differentialgleicbuogea aus

dVi dl/? \

deren allgemeinstes Lösungssystem i/|...y«i aus einein speciellea Lösungs-

system JS| ... durch Gleichungen

ahgaleitet wird, die eine contiauirliche endliche Gruppe bestimmea (Math.

Ann. Bd. 18).
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flbiig, ein Systemyod Differentialgletohungen so integrireo, deaseo

Gruppe transitiv ist.

Wir wenden uns nun zu unhesciiränkt inlegrabien Systemen

von partiellen Dill'erentialgleichungen

^ki-'i "'(^nUi •••^m^ •••) =
deren allgemeinste Losungen von unendlich vielen wiliicUrlicheD

Gonstanten abhttngen. Wir nehmen an, dass unser Gleicfamig»-

system: i2jfc
» 0 eine bekannte unendliche Gruppe G gestattet,

dass ferner diese Gruppe in dem Sinne transitiv ist, dass sie

jedes allgemeine System von Losungen ... in jedes andere

derartige System tiberfOhrt.

Uegt nun irgend ein anderes Gleichungssystem:

Wfix^ ... ac^y, ...y^ ...) = 0

vor, das mit dem System .0/,. = 0 Lösungen gemein hat. die

nicht nur von willkürlichen Constanten abhängen, so sind zwei

Fälle möglich. Es ist denkbar, dass jede Transformation S der

Gruppe Cr, die ein LOsungßsystem Vi * . . y« des Gleichungssystems

^2« = 0 ... 0, =bO... H^^asO

in ein d>ensolches Ltfsungssystem ttberfohrt, das Gieichungs-

System Qj^ =s 0 ^
= 0 invariant lässt; in diesem Falle ge-

stattet das Gleichlingssystem
[}f^.
= 0, — 0 eine gewisse un-

endliche) Untergruppe der Gruppe G. Es ist aber auch denkbar,

dass einige unter deneben definirlen Transformalionen f der

vorgelegten (iriippe d das Gleiclmngssystem 52/. = 0
,

\\\ = 0

nicht invariant lassen. In diesem letzteren Falle ist es immer

möglich, das Gleichungssystem H', = 0 derart zu vervollstän-

digen, dass das hervorgebende unbeschränkt integrable System

(3) = 0 ... = 0 , = 0 ... W^^Q ... W^^^ = 0

eine solche Untergruppe der Gruppe G gestaltet, deren Trans-

formationen die Lüsungssvstenic des unbeschränkt integrabltu

Systems ji) Inuisdir transformiren.

Fuhrt man nun auf das hiermit erhaltene Syslem (3; alle

Transformationen der Gruppe G aus, so erhält man unendlich

viele analoge Systeme und dabei leuchtet ein, dass jedes Lösungs-

syslem der ursprünglichen Gleichungen ijj^ = 0 eins unter den

soeben besprochenen Systemen befriedigt.
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Durch geometrische Untersuchungen wurde ich schon in

den Jahren 4874 und 4 872 sur Betrachtung von PFAFp'schen

Gleichungen und Ausdrücken geführt. So z. B. eriLsnote ich,

im mein Sats, dass auf jeder Regel fläche eines linearen Gom-
plexes eine Hanpttangentencunre durch DiffererUiation nnd so-

dann die Übrigen Haupttangentencurven durch Quadratur ge-

funden werden können, mit der Theorie der PPAPF'aohen Glei-

chungen in Verbindung steht Meine Bestimmung aller Gurven
eioes iinearen Gomplexes durch Differentiation ist ja sogar ein

direetes Gorollar der PtAPp'sehen Theorie.

Noch grösseren Eindruck machte auf mich die Entdeckung,

dass die von mir durch geometrische Betrachtungen begründete

Theorie der Berührungstransformationen mit der Translorma-

tionstheorie der PpAFF'schen Ausdrücke und Gleichungen ver-

knüpft ist.

Durch diese letzten Untersuchungen und meine damit im

Zusammenhange stehende allgemeine Theorie der partiellen

Ditferentialgleichungen erster Ordnung wurde die grosse Wich-
tigkeit derPPAFp'schen Theorien in eine neue Beleuchtung gesetzt.

In den Jahren 4 872

—

\ 877 veröffentlichte ich in norwegischen

Zeitschriften mehrere Arbeiten über das PpAPP^sche Problem.

Leider ist von meiner letzten Arbeit Uber diesen Gegenstand

Dor die erste Hälfte erschienen (Theorie desPrAPp'scben Problems

erste Abhandlung, Archiv for Math, og Naturv. Bd. 2]. Die zweite

Hslfte sollte eine neue Begründung und weitere EntwiciLelung

dieser Theorie liefern, deren Grundlage die Betrachtung der

infinitesimalen Transformationen der Pfa/f^sehen Gleichungen und
Ausdrücke sein würde. Ich sehe mich dazu veranlasst, einige

unter den grundleizenden Ideen dieser von mir angekündigten

zweiten Ahhandluui: /u recapitulireii
;
gleichzeilii^ erlaube ieh mir

aus meinen in den Jahren 1872— 1877 erschieneueu Abhand-
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handlungen einige Stellen in Noten unter den Text wortlautend

zu referiren.

Liegt eine PFAFP^sobe Gleichung:

U^{x, • • • iig,)<<x, 4- h Uf^dx^ =s 0

in den Veränderlichen a\ . vor, so kann man sieh die Ant-

rabe steiieni alle infinitesimalen Transformationen:

zu tinden, die diese Gleichung invariant lassen. Diese Forderung

ündet ihren analytischen Ausdruck in der Bedingungsgleichung:

die sich kürzer so schreiben Ifisst:

^» düjk . dxj, 4-^* Uf, ddxjt üjdxj

oder noch koner

^(^* Uudx,f)^Q^Ujdxj.

Ganz besonders beschäftigte ich mich mit denjenigen infini-

tesimalen Transformationen x}\ deren Incremente dxj^ = iitdi

die Bedingung

JC| ^X^ 4" • * • "f*^ ^*^n ^

erfüllen. Grade diese letzte Fragestellung war der Ausgangs-

punkt für alle meine Untersuchungen über inßnitesimale Be-

rtlhrungstransformationen. Ich ersetzte nämlich mit Ppaff das

Integrationsproblem der partiellen Difierentialgleiohung erster

Ordnung

W{m • . • £C|| Pi . . . 0
I

4) Id der Note: Zur Theorie der DifTercntiulprobleruc, Verbandlunge»

der Oes. d. W. lu Ghrlstiania IS7S, leokto ich nun ertlen Male mit dw
folgenden Worten die AufmerlcBainlcelt auf die infinitesimalen Trantlbiva-

tionen der PFAFp'schea GleichuDgen: Es ist mir gelungen, meine ArbaltM

Uber partielle Gleichungen mit infinitesimalen Transformationen nach m-
srhiedonen Seiten hin zu erweitern, insbesondere auch auf PpArp'scbe UD<i

simuitaue Systeme gewöhnlicher Gleicbuageo auszudebneo.
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die ioh nach anflMte:

p„ = /"(a-, = Z'n-i)

durch das Problem, die PfiFp'aohe Gleichang

(Aj dz—p^dx^ p^^^ dx„_^ --fdxn = 0

auf eine n-gliedrige Form la bringen. Indem ich sodann alle

infinitesimalen Transformationen der Gleichung (AJ sacbtCi für

wdohe die Gleichung

dx-^ p^^x^ • — p„_, — fdx^ — 0

besteht, entdeckte ich, wie ich hier nicht näher ausführe, dass

alle infinitesimalen BerOhniDgstransformatiouen des Baumes
Form

besitzen.

Bald sah ich aber, dass es nothwendig war, auch für Pf'a/f'

sehe Ausdrücke alle infinitesimalen Transformationen zu be-

stimmen.

Ich bestimmte daher alle infinitesimalen Transformationen

A/, die eine Relation von der Form

X(^Udx)^dQ

oder eine Gleichung von der Form

X(^Udxj = 0

erfüllen 1).

I) Am Scblaas der Abhaodliing: »IN« StOrsngstheorie und die Be-

rtthraogstraiisfonDatiooen« (Archiv for Hatb. Bd.S, 4877) Btellte loh die im
TestebeBprocheoe Aufgabe In den folgenden Worten : »Ist Irgend ein Pfapp-

scher Awdrock .STidd?! + *** +^ äx,^ sa^Xdx vorgelegt, lo kann

man sich dieAufgabe stellen, dleallgemeinsle loflnlteslmsle Transformation
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Ich werde mir erlauben kurz anzugeben, wie ich seineraeil

die angekündigten Bestimmungen durchführte.

Der Ausdruck X dx^ Ittsst sich folgendermassen um-

formen:

woraus, wenn

gesetzt wird, die Relation folgt:

Legen wir diese Formel lu Grunde, so nimmt die Bedingr

ung^gleiehung:

die Form an:

woWwie i2 eine wiUkQrliehe Ftnolion der Argumente . . . os^

bedeutet Unsere Forderung findet daher ihren analytischen

Ausdruck in den m linearen Gleichungen:

(Ä = ... w).

Hi(>r stellt sich nun die Sache verschieden, je nachdem die

Determinante

I «fe, I
= «

von Null verschieden ist oder nicht ist. Ist insbesondere A ^ 0,

so ergiebt sich

SQ finden, welche eine Relation von der Form A[^Xdxj erfüllt,

oder auch welche A ( Jj7 X dxj «= 0 glebt. Diese Aufgaben können Imoier

erledigt werden. Ist inabesondere ms a« , und ist dabei die Nonnalfona

on^ Xdx n-gliedrig mit 1» unabhMngigen Functionen, so verlangt die

erste Aufgabe nur ausführbare Operattonao« ....
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und

Dpf hiermit gefundene Ausdruck spielt bekanntlich langst eine

wichtige Holle in der Theorie des pFAFF^scben Problems.

Die BediDgungsgleichung:

nimmt in entopreobender Weise die Form an:

und es wird
. ^ dH

und wenn
1 |

4^ ö ist

:

Hier ist H Iceine wiUkflrUdie Fnnetion der x; es ist j«

V'l/jlj = // und in Folge dessen

Ist fTeine beliebige Lösung dieser linearen partiellen Differential-

gleichnng, so ist

(b)

der allgemeine Ausdruok der gesnehten infinitesimalen Trana-

formationen.

Setzen wir insbesondere m ~ 2n nnd

m

U^dx^^p^dx^ H >

80 wird die Grösse W in der Formel (a) eine beliebige Fnnotion

der X und p, und X/* erbttlt die Form

MAt)l..pl|j«. ClMM. im 17
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unter derselben YorausseUung erhält Xf in der Formel (b die

Gestalt .

X/^« {///), wo JSi'\p^«'

Diese beiden Formeln bilden bekannUioh die Grandlage filr

meineallgemeineTheoriederBertthrungs transfonnaiionsgruppen.

Wenden wir uns jetzt zu den Bedingungsgleicdiungen:

die uns cur Bestimmung der Grossen ... und ^ die

Gleichungen

«iif, H höimliii — =0,

«"«•i Ii H h <hnmSm — ^^'m = ^ >

Uefera. Ist insbesondere die Determinante

• • •
•

\ ^nii ' ' ' Um
\ ' ' ' d

von Null verschieden, so verschwinden alle f. Ist dagegen

diese Determinante gleich Null, während einige unter ihren

grösstcn I ntcrdeterminanlen von Null verschieden sind, so

werden dir Vcrhüllnissc der f,- voUslilndig l)eslimmt. Das hier-

mit formulirte specielle Hesultal, das in den obeustehenden For-

meln enthalten ist, deckt sich mit meiner alten Bemerkung, dass

eine infinitesimale Elementtransformation des Raumes 3 3\ -
•

^nPi Pni d>® jedes Eiemenl einer partiellen Diffisrential-

gleichunt; erster Ordnung

in sich verschiebt, itiitner jedes Element der Gleichung in ein

benachbartes Element des zugehörigen charakteristischen

Streifens tiborführl.

Was im Uebrigen den Inhalt meiner im Jahre <877 an-

gekündigten zweiten Abhandlung über das PpAFF sche Problem

betrifft, beschranke ich mich auf die folgenden Bemerkungen.
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In meiiier ^ssen Abhandlung »Theorie der Transfer-

mationsgrappenc, die im Bd. 46 der Malh. Annalen (4879) er-

schien, findet sich die folgende Stelle: »Und iwar hat meine

TheorieBedeutung nicht allein für solche Differentialgleichungen,

die eine Transformationsgruppe gestatten, sondern Uberhaupt

Cor beliebige BifferenUalgleichungen. Dies beruht wesentlich

auf den folgenden Bonerkungen. Die Frage, ob eine vorgelegte

DiffeDtialgleichung GsssO (oder ein System solcher Gleichungen)

durch eine zweckmässige Punkt- oder Berührungstransformation

auf eine gewisse Form F = 0 gebracht werden kann, verlangt

zu ihrer Erledigung in jedem einzelnen Falle nur solche Ope-

rationen, die man in der Integralrechnung als ausfahrbar zu

bezeichnen pflegt. Gestattet sowohl (i = 0 wie /* == 0 je eine

Transformationsgruppe, so ist zunächst nothwendig, dass die

eineGruppe in die andere Gruppe überführtwerdenkann « u» s. w.

Handelt es sich um PvAPr'sche Gleichungen yj Udu = 0^

oder aber um PrArr*sche Ausdrucke, so ist nach meinen alten

Ontersuchungen die Aehnlichkeit der sugehörigen Transfor-

mationsgruppen ein hinreichendes Kriterium für dieAequivalenz.

Bei verschiedenen Gelegenheiten habe ich darauf hin-

gewiesen, dass die Theorie der Functionenizruppen mit der

Theorie der PpAFFSchcn Ausdrücke im Zusammenhang steht.

Dieser Zusammenhang beruht auf der folgenden Bemerkungi die

aomitlelbar aus meinen alten Theorien hervorgeht, wenn sie

iueh möglicherweise nirgends von mir expUcite formuUrt wurde.

Ist X, . . . Xg .

.

. A'ü+m eiue (2 ^ -j- m)-gliedrige Funo»

tionengruppe, so finaen wir die^allgemeinste kanonische Form
dieser Gruppe:

<?, = «>i( ),

indem wir die Gleichung

in allgemeinster Weise lüsen und sodann Yg^ . . . gleich

wiUkttrlichen Ptnctionen von X^^, ... X^^^^^ setsen.

Dementsprechend wird, wenn die vorgelegte Gruppe ho-
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mogeo iai, ihre allgemeinste kaDoniscbe Fonn gefunden, indem

das Transformalionsproblem

1 1

gelöst wird 1).

4) Bei dieser Gelegenheit mtfchte ich aotdrttektich bemerkeo, dass

diejenige neue Deutung des Integrationsprobleois einer partiellen Difliemh

tialgleichung erster Ordnung

F(3xyp9)»0,
die ich in den Math. Ann. ßd. 6 verttffenUicbte, sich damit decld, dassder

Salz von Meusribr Uber die Krilromung der FIttcben sich auf UoKat'sdw

Gleichungen ansdehnt.
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Schon Ppaff selbst hat das nach ihm benannte Problem auf

die Integration gewöhnlicher DifTerenlialgleichungen zurückge-

führt. Spütor ist OS nach und nach gelungen, die Ordnung der

erforderlichen Integrationen immer mehr herabzudrUcken, aber

nach den Untersuchungen von Lie hat man jetzt bereits das

Aensserste erreicht, was überhaupt geleistet werden kann, so

lange die in einem Pp vFFSchen Probleme auftretenden Funktionen

ganz allgemeiner Natur sind: so lange das der Fall ist, lässt

sich die Ordnung der erforderlichen Intei^rationen nicht weiter

herabdrücken, als es schon geschehen ist^j. £s wttre daher ver-

gebliches Bemühen, die Lösung des Problems noch weiter ver-

einfachen zu wollen, dagegen scheint mir, dass die Herieitung

und die Darstellung der Lösung noch der Vereinfachung fähig

ist, wenn man den von Lie mit so grossem Erfolge eingeführten

Begriff der infinitesimalen Transformation möglichst ausnutzt.

Zu zeigen, wie das geschehen kann, ist der Zweck dieser Zeilen.

Uai man einen beliebigen PPAFPSchen Ausdruck:

l...n

V, Die Abhandlungen von I-ie, die speciell das PFAFrschi« Problem

behandeln, sind fnk'onclo: >NeiH' Inlejirationsmethixlo eines 2 »-iilioiii Igen

I'kaff seilen Problenis«, Ges. d. \V. zu Chrisliania 187a. »Theorie des Pkaff-

scben Problems (Erste — bisher einzige — Abhandlung)«. Archiv for

Malheroatik Bd. S, Chrisliania 4876. Vgl. auch »Die SlOrungstbeorie and
die Bortthrttogslransfonnatioaen«, ebd.
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und eine beliebige infinitesimale Transformalion:

so ist der Ausdruck:

(2) ^^«.'(a^i, •••a^Jfv

eine simultane Invariante von und \/' gcgemiber allen Punkt'

Iransfnnnationcn in den Veründei Helten u\y ... x,^.

Ist Dämlich:

(3) Fy(aD,, ... <c») (y—

eine beliebige Punkttransformation, so erhalt J bei Einführung

der neuen Veränderlichen x^', . . . a;,/ eine neue Furm:

l...n 1...«

(4) • • • ^n) dx^'

tind sngleioh erhalt Xf eine neue Form:

Xf=^ {x[ , . . . ) T—i •

^iuD aber bestehen zwischen den Zuwachsen:

dx,. ^ §ydl (y s=s 4 ,..,«)

,

die A/ den alten Veränderlichen erlheilt, und den Zuwachsen:

dXy SS §ySt = 4 ,...«)

,

die es den neuen Veränderlichen erlheill, oilrnbar genau die-

selben Beziehiini^en , wie zwischen den Differentialen f/.;,, und

dn^,\ demnach folgt aus (4) das Besteben einer Gleichung von

der Gestalt:

(ö) (X) . I, [.X) ' U-^') ,

womit unsre Behauptung bewiesen ist.

Denkt man sich jetzt die infinitesimale Transformatton A/

auf den PpAPPScben Ausdruck J ausgeführt, so erhält ./ einen

nnendlieh kleinen Zuwachs dJ^ den wir naeh Lu in der Form:

(6) tf^=?A(^).dl
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flchreSben ktfnneD, und es liegt auf der Hand, daaa auoh der

Aoadrack \(J) eine simaltane Invariante vonJ und Xf ist. Fttr

\(J] ergiebt sieh der Werth:

-V(^ ^ dx,+J^c, dl,
'•

der bei BenuUung der Abkürzungen:

in der Gestalt

:

erscheint, eine Formel, die wir häufig benutzen werden. Da

übrigens^g^^gy eine simultane Invariante von J und Xf ist,

so ist auoh d^Oy eine solche nnd damit zugleich:

Es ist das die bekannte Kovariante von J, die man gewöhnlich

in der Form:

schreibt.

§2.

Wir fragen jetzt nach solchen Schaaren von infinitesimalen

Transformationen, die mit unserm PpAFFSchen Ausdrucke (4)

invariant verknüpft sind gegenttber allen Punkttransforroationen.

Eine derartige Schaar bietet sich ganz von selbst dar, näm-
lich die Schaar aller infinitesimalen Transformationen X/*, die

der Gleichung:

genügen« Eine zweite Schaar, di& mit J invariant verknüpft

ist, bilden die infinitesimalen Transformationen X^ bei denen
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der Aufldraok J inyariant bleibt, für die also der Aaadniek \\d\

identisch verschwindet; eine dritte Schaar dieser Art büdei

endlich die infinitesimalen Transformationen A/, die 4^ bis «of

ein hinzutretendes vollständiges Differential invariant lassen, fBr

die also eine Gleichung von der Form .V(^) = du besteht, unter

M eine Funktion von ^\ ,
. . . „ verstanden. Dass auch diese

beiden Schaaren von infinitesinuilen Transformationen mit J

invariant verkntlpft sind, folgt daraus, dass eine simultane

Invariante von A/ und ^7 ist, denn darin Hci^t, dass A'f./l wenn

es einmal verschwindet, auch nach Kinfahning neuer VerUnder-

licher den Werth Null behalt, und wenn es einmal ein voll-

stündiges Differential ist, auch bei Einführung neuer Ye^ande^
|

lieber ein voUstttudiges Differential bleibt.

Es liegt nun auf der Hand^ dass auch alle die infinitesimalen
1

Transformationen, die gleichseitig der ersten und der sweh« j

Schaar angehören, eine mitJ invariant verknöpfte Schaar bilden,

und dasselbe gilt offenbar von dem Inbegriff aller infinitesimalen

Transformationen, die lugleich der ersten und der dritten Schaar

angeboren. Diese beiden neuen Schaaren von infinitesimalen

Transformationen werden wir jeltt naher untersuchen.

§3.

Soli eine infinitesimale Transformation \( die Gleichung:

= 0 befriedigen und zugleich den Ausdruck J inva-

riant lassen, also der Gleichung: \(J]= () identisch genügen,

so ist nach (8) nothwendigund hinreichend, dass die Gleichungen:

bestehen.

Die Gleichungen
l
iOj bestiminen also eine mit J invariant

verknüpfte Schaar von infinitesimalen Transformationen. Ver-

schwinden nun in der Matrix:

... iif^

«II . . . «Jd

^ni • • • ^«n
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der Gleicbongen (10) alle (fM+ 1]-reibigen DetermiDanten, nicht

aber alle m-reihigen, so lassen sich die Gleichungen (10) oach
m von den i,, auflösen, wahrend die n — m ttbrigen der f,, ganz

willküriich bleiben. Es giebt^also gerade n— m infinitesimale

Transformationen

:

\...n ^t-

(4a) A'jt/*^^SuA^n • • • Ä^" = »») I

die den Gleiehungen (iO) geniigen und swlschen denen keine

Identitai von der Form:

ffi {'') ViAH h (fn-mi^) -^n-mf= 0

besteht, in der die Functionen (p^, ... (p„^,„ nicht alle verschwin-

den. Zugleich ist klar, dass der Inbegriff aller in6nitesimalen

Transformationen Xf, die den Gleichungen (10) genügen, durch

einen Ausdruck von der Form

:

1.. II— III

k

dargestellt wird, wo x^, ... Xn-m willkttrlicbe Functionen sind.

Da nun die Schaar (1 3) mitJ invariant verknflpft Ist, so leuchtet

ein, dass die Zahl tn, die durch das Verhalten der Determinanten

der Matrix (H) bestfmml ist, eine Invariante von J ist gegen-

Uber allen Punkttransformationen in

Es versteht sich von selbst, dass man auch umgekehrt
sagen kann: weiss man aus irgend einem Grande, dass es n—m
infinitesimale Transformationen: A,/^, ... Y^.,;,/" giebt, die der

Gleichung: N^a,. = 0 genügen, die durch keine IdenlitUt von

der Form:
(f,

{x) • A',/ -j
f- if„^„,(.r) • X,,_^f= 0 verknüpft

. sind und die den PrAFP'sohen Ausdnick:^a„d(r„ invariant

lassen, so kann man schliessen, dass in der Matrix (11) minde-

stens alle Determinanten mit n-|-1 — (it — m)=Bm-(-1 Reihen

und Kolonnen verschwinden.

Da die Schaar (13) 'aus lauter infinitesimalen Transforma-

tionen besteht, die invariant lassen, und da sie mitJ invariant

verknüpft ist, so Hegt auf der Hand, dass sie bei jeder ihr an-

gehtfrigen infinitesimalen Transformation invariant bleibt. Nun
verwandelt sich aber die Infinitesimale Transformation .V;^^

wenn man auf sie die infinitesimale Transformation Xjf oder
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.T,,' = ;/;, -{- Vy ./•,, • (5/ ausführt, in: .\/./ -|-()/ V; V^), also rauss

auch V;. \j) der Schaar {\ 3) aogehören, d. b. es musö eioe Relatioo

von der Form:
1...M—

m

(14) (A'^ A;^) =^ ff^j, {x) XJ (Ä-, 7 =: I . . . n~ iw)

a

bestehen. Mit andern Worten; die ft — m von einander unalj-

hängigen Gleichungen:

(<6) X,f=0, .... X^=<i
bilden ein (n — m)-gUedriges vollständiges System und haben

gerade m unabhängige Lösungen gemein.

Man kann diese Eigenschaft der Gleichungen (15) auch

durch eine sehr einfache Rechnung beweisen. Aus A^(^} = 0

und Xj{J) = 0 folgt nämlich:

oder, wenn man

setxt:

HJ) = 0

,

also UiMl auch Zf den Amdrnek J invariant. Demnaeh wird:

der Schaar (43) angehtfren, sobald^ s 0 ist. Nun ist:

also auch:

oder ausgerechnet:

diese Gleichung reduoirt sich aber, weil die 1;^^ und die deo

Gleichungen (10) geottgen, auf:

1...W

S «1/ J*. = 0

.
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Wir fragen nunmehr nach allen infinilesimaleD Transfor-

mationen die der Bedingung: ^«»Sy= 0 genOgeQ, und die

dan Ausdruck J bis auf ein hininiretendes vollatKndiges Diffe-

renlial inYariani lassen, fttr die also eine Gleichung von der

Form: 7\J) = rft/besteht, unter /' eine gewisse Funktion von

J, ,....r,^ verstanden. Giebt es solche inlinilesimalo Trans-

formationen, so bilden sie sicher eine mit J invariant verknüpfte

Schaar.

£s soU IJ ss^dU werden und:^ o,,^^= 0 , also nach (8):

Wir erhalten demnaeh für , ... die Bedingungen:

'II

Durch Elimination der t„ ergeben sich aus (16) gewisse Diffe-

rentialgleichungen fnr ü und es muss sunMcbst nachgewiesen

werden, dass diese Differentialgleichungen Losungen besitsen.

Die Differentialgleichungen, denen U genügen muss, sind

in der Form

:

enthalten, wo i;^ , ... f;„ so beschaffen sein müssen, dass

tt p r

wird für alle Werthe von ^, , . . . t,, . Mithin sind , ... 17,1 die

allgemeinsten Funktionen, vermüge deren n Gleichungen von
der Form

:

1...«
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bott'hen. Da a^,...cf„ nicht .siimnitlich verschwinden. >o

hissen sich die (ilt ichungen 17) unter den im § 3 über die

Matrix MI) gemachten Voraussetzungen nach (j und nach iii — \

von den Grössen auflösen, wahrend die n — tn \ tlbrig^'n

der vollkommen w illkürlich bleiben. Demnach niuss gerade

n —m 4- 1 von einander uuabhangif^o Gleichungen:

(48) W=^W^4...a;Jj^-^«0 (Ä= 4...,n-m+ <)

erfüllen.

Ist insbesondere \f eine infinitesimale Transformation, die

der Gleichung^ «yg» s= 0 genügt und die J invariant llsst,

far die also die Gleichungen (10) gelten, so folgt aus (46):

1...M 1...H ^^

1*9 V A*

wo die linke Seite wegen ct^^ss — a,^^ und wegen (10; ver-

schwindet. Demnach sind unter den Gleichungen (1 8] auch die

von einander unabhängigen Gleichungen (45) enthaiten, und wir

kdnnen daher das System (48) in der Form:

j
-V,/ = 0, .\,_„/ = o

darstellen, wo die Gleichung l^n.m-«-iA^ ^ n—

m

übrigen unabhängig ist.

Die Gleichungen (48) oder (48') bilden ihrerseits ein

{n — m-j- 4)-gliedriges vollständiges System. Um das tu be-

weisen, bemerken wir, dass jede infinitesimale TransformatioD

Yff die den Gleichungen (4 7) genügt, nach (8) auch die Gleichung:

l...tl 1...H

erfüllt, also wegen (47) die Gleichung:

(19) V(z^)==c>-^ + (/V\,^,,
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and ebenso erfUlU umgekehrt jede infinitesimale Transformation

}/, ftlr die eine Gleichung von der Form (49) besteht, die Re-

lationen Nun jibor sind ^«,,r,. und y{Jj sinuillane In-

varianten von ^ und > /', wenn dabei* für > / eine Gleichung

von der Form (19) besieht, so gilt das auch-dano noch, wenn wir

in J und }7' durch eine beliebige Transformation neue Verander-

Uche einfuhren. Demnach ist die Schaar aller infinitesimalen

Transformationen >/, fUr die eine Gleichung von der Form (49)

besteht, mit J invariant verknüpft, und dasselbe gilt von der

damit snsammenfallenden Schaar aller infinitesimalen Trans-

formationen Yff die Relationen von der Form (47) erfollen.

Die eben beschriebene Schaar von infinitesimalen Trans-

formatioDeD kann aber nach dem Früheren in der Form:

dargestellt werden, wo Xi •••Xn-m-H willkürliche Funktionen

on , .. . Xu sind. Da diese Schaar mit ^invariant verknttpft

ist) so muss sie insbesondere bei Ausführung der infinitesimalen

Transformationen XJj

.

. . die ja alleJ invariant lassen,

ehenfeUs Invariant bleiben. Demnach müssen die n — m infini-

tesimale Transformalionen: y„_fn-*-\) ^^»eder der Schaar (19]

angehören, das heissl es müssen Relalioneu von der Form

1...H—

m

(ju s 4 ,,..n—m)

bestehen, die in Verbindung mit (1 4) zeigen, dass die Gleichungen

(IH
) wirklich ein {n ^ m + 4)-gliedriges vollständiges System

bilden.

Man kann diese Eigenschaft der Gleichungen (4 8) oder (18')

aach durch Rechnung beweisen und braucht zu diesem Zwecke

nur Folgendes zu seigen: wenn zwei infinitesimale Transfor-

mationen:

Reiatfoneu von der Form:
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erflUlen, so b«6tebi für:

fvjM- v/r - ,
^J]ill\lL

eine Relation von der Form;

Wir bemerken sunScfast) das« die Gleichungen (28) mit den

nachstehenden:

gleichbedeutend sind. Ans (23) aber folgt:

Ut'

was sich nach (23) auch in der Form

:

(24) + Qk2^i*^^l^ = ^

schreiben Itfsst Andrerseits folgt aus (23) auch noch:

(24) Qi^apt}iP = ^f ^*^«r'MK = Ö.

Wenn daher nicht gleich Null ist, so sindj^a^i^jy und

^c(^, beide gleich Null; wenn aber^ a^i;,,. nicht gleich Null

ist, so verschwinden o, und Qf. beide.

Nach diesen Voibcreitungen bilden wir mit Hülfe von (22)

den Ausdruck

:
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9 9

9 9

Dem vorhin Gesagten zufolge verscbwinden hier die Glieder in

der zweiten Zeile und wir bekommen, wenn wir noch: Y^{(fif)

— SS a setien:

9f$

Hier lasst sich das Differential in der zweiten Zeile nach (23y in

der Form

:

9

darstellen and verschwindet daher sicher, es bleibt somit:

was eben lu beweisen war.

Da wir jetst wissen, dass die Gleichmigen (48) oder (48')

em (n— m+ 4)-gUedrige8 vollsaindiges System bilden, und da

andrerseits m g n aber ^ 1 ist, so sind wir sicher, dass für

4 die Gleichungen (1 8) oder (18') immer Lttsungen besitien,

dass es also für m > 4 immer solche infinitesimale Transfor-

mationen Zf giebt, wie wir sie im Anfange dieses Paragraphen

gesucht haben. Um eine solche infinitesiraale Transformation

Zf zu finden, brauchen wir nämlich blos eine Lösung !J des

vollständigen Systems 18') aufzusuchen, die sich nicht auf eine

Konstante reducirl, und müssen dann noch C, den

Gleichungen (161 entsprechend bestimmen. Wegen der Be-

schaffenheit von [/reduciren sich die GleichungCF» (16) auf gerade

m von einander unabhängige, aus denen man /// von den

durch die Übrigen, die vollkommen willkürlich bleiben, aus-

drucken kann.
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Hai man ^, , ... 'C„ so bestimmt, dass die Gleicbaogen ()6]
|

befriedigt sind, so wird Z[J) ^dV und zugleich, wie noch ans

(10J folgt:

^ ' ^ = Z{ü) = 0

.

Ausdrücklich möge nocli beraerkl werden, dass Z/ augen-

scheinlich nicht der Schaar der inlinilesimalcn Transformalionen.

Xxi'^'l^if-^ h;f„-mH ^n-wif) angehört, weil ja für jede

infinitesimale Transformation \f dieser Schaar die Glt'icluini:

\{J] r= 0 t^ill. wilhrend /.(.J) = il U von Null vorsi hicden ist

Demnach kann zwisclien \J f,,,X^^^ und /f keine iiuean

homogene iielatioa bestehen.

Nunniehr können wir zeigen, wie ein beliebiger vorgelegter

PpAFFScher Ausdruck:

1...H

(4) J =^ay(aj< »...acjdflc^

auf eine Normalform surttckftthrbar ist. Wir setsen dabei, wie

bisher, voraus, dass in der sn (\) gehürigen Matrix (H] alle

(m + 1]-reihigen, nicht aber alle m-reihigen Determinanten ver-

schwinden, m ^ n

.

Unter dergemachten Voraussetzung giebt es nach §3 gerade

n — /// inünitesimale Transformationen: X^f , ... A'„_,„/ , die der

Gleichung = 0 gentigen, den Ausdruck J invariant

lassen und durch keine^iineare homogene Relation verknüpft

sind. Wir denken uns diese infinitesimalen TransformationeD

aufgestellt. Femer denken wir das (ti m + 4)-gUedrige

vollständige System;

(\ 8 ) XJ=0,:.., X^^J = 0
, y^^j= 0

aufgestellt, dessen allgemeinste Gleidiung Yf ^ 0 duroh die

Gleichungen (1 7) definirt Ist, denken uns, unter der Toraus-

setsung, dass 4 ist, eine nicht konstante Lösung U{x^ , ...

dieses vollständigen Systems berechnet und sodann eine infini-

tesiniale Transformation gebildet, die den Gleichungen (<6)

genügt, so dass also Z^[J} = dU und Z^{U) = 0 wird. Auch
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iwisditfii XJj.,,Xft^f und /i/* besteht dann keine lineare

homogene Relation.

Wir wollen annehmen, dasa o;,
,
x„_, und ü Ton ein-

ander unabhängig sind , was offenbar keine Beschränkung der

Allgemeinheit bedeutet, und wollen und C^= v„

als neue Veränderliche einftthren. In den neuen Yeränderliohen

wird J eine neue Form

:

l...n-l

(25) J =^a^(a;|,... ,üßi»_, ,yjdaj^-i-c,,(ar4,...aßi,.,,yjdy„

erhalten, femer werden die infinitesimalen Transformationen

^i/", >^n-mfy ^if die Form:

aoaehmen, sie werden also sammtlieh von

K
frei sein; da überdies der Ausdruck ^«,^,, nach § h eine simul-

tane Invariante von J und Xf ist, so werden die Gleichungen:

^ «Ik^ =»0 (* =- I ... n — «)

(46) { l...n—

1

2 «»c«^=»

bestehen. Endlich wird:

(«7) ZJ^==dy,i, Xjk(^«:0 (* = 4 ,...11 — 1»)

sein.

Wir aetsen nnnmehr:

]btk.-»kjrt. OlMM. IM6. IS
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dann werden die Ausdrücke Xj^^J^), Z^{J^) offenbar von dy^

frei, und da andererseits

ist, 80 ergidbt sioh:

(29) Z.(^.) = 0, A'^.(^,) = 0 .n-m).

Der pFAFFSche Ausdruck , in dem j/m nur noch die Kelle eines

Parameters spielt, hat daher die Eigenschaft, dass er bei den

n — m -\- \ infinitesimalen Transformal ionen: A, /",,.. A„.|„/*,

ZJ invariant bleibt, die sHmmtlich der Gleichung:

2 "'S' =

*

genttgen, und die durch keine lineare homogene Relation ver^

knflpft sind. Betrachten wir daher J^ als einen PPAmehen
Ausdruck in den Yerlinderlichen , ... x,,.«, und setsen wir

entsprechend dem Früheren:

so ist nach § 3 klar, dass in der su J^ gehörigen Matrix:

(31) • "in-4

alle Determinanten mit n — i +1 — (n — m 1) Reihen und

Kolonnen, das heisst alle [m — l^-reihigen Determinanten, ver-

schwinden. Dagegen lässt sich zeigen, dass in der Matrix (34)

nicht alle (/;< —2)-reihigen Determinanten verschwinden.

Selzen wir nümiich:

(32J

und aim 0 , 80 lautet die zu der neuen Form (25) von J ge-

hörige Matrix:

Digitized by Google
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a

(33)

'II

n-i an

an-ii

'IM

und in dieser Matrix verschwinden zwar alle [m 1)-reihigen

Delerminanten , nicht aber alle //j-reihigen, weil nach § 3 die

Zahl m eine Invariante des PpAFFSchen Ausdrucks ^ ist. Das

ist aber nur möglich, wenn in der Matrix (31) Dicht alle (m — 2)-

reihigen Delerminanten verschwinden.

Durch das Vorstehende ist gezeigt, dass Jeder PpAFFSche

Ausdruck J in n Veranderliohen, in dessen Matrix (H) alle

(02+ 4)-reihigen, nicht aber alle m-reibigeii DelenniDanten ver-

sehwinden, auf eine solche Fonn:

(25)

— -^i H" v"^** > • • • ^n—1 » ^Vn

gebncht werden kann, dass zu dem Ausdrucke , wenn man
diesen als einen Ausdruck in den n — \ Veränderlichen a;^ ...

ac^i betrachtet) eine Matrix gehört^ in der alle (m — 4 )-reihigeny

aieht aber alle (m — 8)-reihigen Determinanten verschwinden.

Erferderlieh ist dazu nnr die Aufliuchnng einer einsigen Ldsnng
eines (n — m + 4)-g)iedrigen vollstttndigen Systems in n Yer-

indeiUohen, also nach der von La angewendeten Ansdmoks-
weise eine IntegrationBoperation von der Ordnung m — 4.

Den Ansdraok können wir nun ebenso behandeln wie
vorhin J , und es werden nur an die Stelle der Zahlen n und m
die Zahlen n — 1 und m — 2 treten. Wir haben also eine einzige

Lösung eines [n — m -f- 2)-gliedrigen vollständigen Systems in

den n — \ Veränderlichen (r\ ,...a;„_, aufzusuchen, was eine

lotegrationsoperation von der Ordnung m — 3 ist. Diese Lösung

Vn-K 1 die etwa von .... unabhängig sei, führen wir zu-

sammen mit (Bf , . . . als neueVeränderliche ein und erhaltcm:

(34) = ^, + ä„_, (x, , . . . , rj,,^,
, yn]dyn^i ,

WO von äfff^^^ frei ist und ab PrAPiaoher Ausdruck in a;| ,

.

SS*
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^«-s betrachtet, eine Matrix besitit, in der alle (m— 3)-TeibigeD,

nicht aber alle (m — ij-reihigen Determinanten verschwinden.

Wollen wir endlich wissen, welche Form der ursprüngliche

Ausdruck^ in den nenen Veränderlichen

erhält, so müssen wir beachten, dass hei Bildung der Gleichung

(34) y,^ als coQStant betrachtet worden ist, demnach werden wir

bekommen:

= -^t H- «n-i «^y«-! 4- {On(^i I • • • » Vn)+

WO ffn noch dnroh o;, , ... Xn., , y^., aossndrookea ist

Behandeln wir jettt wieder so wie nrsprtinglldi J und

fahren wir in dieser Weise fort, so gelangen wir nach dem

^-ten Schritte dain, J in der Form danustellen:

WO von (/^n-fc-i-i; • * • '^^n fi'^i ^^^^^ pFAFFScber Ausdruck

in den n — A- Veränderlichen 2t7| , • • • «z^n^j^ eine Matrix besitz

in der alle (m — 2A'-{- 4) -reihigen Determinanten Yersohwiodcn.

Erforderlich ist dasuder Beihe naoh je eine Integrationsoperation

on der Ordnung: m — 4,m— 3,m—'5, m — 24+ <

.

Da m endlich ist, so kamn das Verfahren nur eine bestimmte

Ansahl von Malen wiederiiolt werden. Um Uber diesen Punkt

ins Klare sn kommen, mttssen wir unterscheiden, ob m gerade

ist oder ungerade.

Istm gerade, 2 / , so kommen wir nach dem ^-ten Schritte

zu einem Ausdrucke in n — 2/ Veränderlichen, in dessea

Matrix alle einreihigen Determinanten verschwinden, der also

selbst verschwindet. Demnach hat ^ dann die Form:

(35) J a^l^ . . . x^i, . . . yj dy»^
«

erhalten.

Ist aber m ungerade, = 2 / + 4, so kommen wir nach dem

I4en Schritte auf einen Auadruek:

(^4, • • • ^n-/ » yn-l*o • • • yn) i

Digilized by GoogI<
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der als Ausdruck in , ... x^^i betrachtet eine Matrix besitst,

in der alle zweireihigen, nicht aber alle einreihigen DeterminanteD

venohwinden. Demnach wird sein:

TeUsiandiges DIfferentiat in den n— /Vertnderlidien x^y...Xn.^.

Durch eine Quadratur bestimmt man jetst eine Fnnetien y^^i
von . . . Xf^_i , i/n^i^M • • • 2/n SO, dass dy„_/= so lange man

yn-t-fi; ' - yn konstant betrachtet. Pohrt man dann noch

... x^_i_^j üf^ii Hn ^^'^ Veränderliche ein, so wird:

Dainit ist zugleich auch der auf S. 424 ausgeschlossene Fall

tn = 1 erledigt.

Die beiden Formen (35) und (36) können noch weiter ver-

einfacht werden. Von vornherein ist nämlich klar, dass J un-

möglich durch Einfahrung neuer Veränderlicher js, js,i auf

eine Form:

gebracht werden kann, in der Uberhaupt blos m — 1 von den

Veränderlichen , . . . 3„ vorkommen. In der That, nach § 3

muss zu jeder Form von J ^ die durch Einführung neuer Ver-

änderlicher erhalten werden kann, eine Matrix gehören, in der

alle [m -f- i)-reihigen, nicht aber alle m-reihigen Determinanten

verschwinden. Zu der Form (37) von J würde aber otFenbar

eine Matrix gehören, in der alle m-reihigen Determinanten ver-

schwinden, was ausgeschlossen ist.

Wir können hieraus schliessen, dass in dem Ausdrucke (35)

die Grttssen cl'L/^.i, . . . al,'^ in Bezug auf / von den Veränderlichen

x^y ..,Xf^^l von einander unabhängig sind und somit als neue

Veränderliche neben yn-i+tj - --yn eingeführt werden können.

Ebenso sind in (36) die Goeffioienten oi|ii|i,...ol!'^'^ in Bezug

anf l von den Veränderlichen , ... ocn-i-i unabhängig and
kdnnen als neue Verttnderliehe eingeftthrt werden.

1...M—

I

137)
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langt:

Demnach sind wir Dunmehr zu dem bekannten Satze ge-

Die einzige Invariante, die ein Pfaffscher Ausdruck

i...n

in n Veränderlichen gegenüber alleti Punkttransformationen be-

süstf ist eine gewüie ganxe Zahl m, die dadurch bestimmt ist^ dau
in der Matrix:

(38)

%war alle {m-{- reihigen Determinanten verschwinden^ nidtt

aber alle m-'reihigen. Ist m gerade, «8/, so kann man staU

x^^ ...Xn solchc ncuc VeränderluAe einführen, dass J die Farm:

(39)

erhält, IVO die Vcrlindcrlichcn
i*,,

... JT/, t), , . . . von einander

nnabhünffig sind. Ist dagegen m ungerade, » 2/4" ^ » *o Aon«

man J auf die Form:
i...t

(40)

bringen, t/'o die Veränderlichen ji Ji • • • Ei, 9» • • • 9/ von einander

unabhängig sind.

Schliesslich möge noch darauf hingewiesen werden, dass

die Zurückführung auf die betreffende Normalform (39) oder (40)

selbstverständlich nur dann möglich ist, wenn man sich auf

Werthsysteme a*, , ... von allgemeiner Lage beschränkt, das

heisst, anf solche Werlhsysteme j\, . . . .r„, für die nicht alle

m-reihigen Determinanten der Matrix (38j verschwinden.
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FUr gewisse Flüssigkeiten habe ich, wie ich früher') mit-

theilte, gefunden, dasssie für schnelle elektrische Schwingungen

anomale Absorption besitzen, d. h. eine viel grössere Absorption,

als der elektrischen Leitungsfühigkeit der Flüssigkeit für con-

Staate Ströme entsprechen würde. So ist z. B. das Absorptions-

vermögen des Amylalkohols für elektrische Schwingungen, deren

WelleDlönge in Luft 75 cm betragt, roh geschätzt eben so gross,

als dasjenige einer wässrigen Kupfersulfatlösung von 20000 mal

grösserer Leitfähigkeit. — Es hatte sich dabei herausgestellt,

dass die Körper, welche anomale elektrische Absorption zeigen,

auch anomale Dispersion ihres elektrischen Brecbungsexponenten

(worunter das Verhaltniss der Wellenlänge der elektrischen

Schwingung in der Luft zu der Wellenlänge in dem betreflen-

(ien Körper verstanden wird) besitzen, d. h. der elektrische

Brechungsexponent variirt zum Theil sehr stark mit der

Schwingungsdauer, und zwar in der Weise, dass er für schnellere

Schwingungen kleiner ist, als für langsamere. Ich will dieses

Verhalten kurz als elektn'srhe Anomalie bezeichnen, und die be-

trefiTenden Flüssigkeiten als elektrisch anomal , im Gegensalz zu

den elektrisch normalen FiOssigkeiieo, welche jenes auütaliige

Verlialten nicht besitzen.

Ich habe nun die BeaDtworlung der Frage in Angriff ge*

nommen

:

Welche Flüssigkeiten sind elektrisch ononuil?

Zunächst bedarf die Frage noch einer präciseren Fassung.

£s i«i nttmiich klar, dass fttr die Tersehiedenen Flttssigkeiien

Her. d. K. Sachs. Gos. d. Wiss., math.-pliys. Cl. <895. p. 34i, S48.

AbhandU d. K. äich& Ges. d. Wiss., matb.-phys. Cl. Bd. 13, p. 4, 4896.
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ihre elektrische Anomalie in ganz verschiedenen Scbwingungs-

Perioden eintreten kann. Dieselben können eventuell so klein

werden, dass die zugehörigen Schwingungen eben so gut dem

Gebiete der strahlenden Wttrme, als dem der dektrisebeD

Sohwingongen sagereohnet werden k0nnen. Thnt man das

letitere, so ist die Zahl der anomalen Snbstanien sehr gross.

Denn naoh dem Standpunkte der elektromagnetischen Lieht-

theorie ist eine Anomalie far Schwingungsperioden, die lang-

samer als die des sichtbaren Lichtes sind, bei allen denjenigen

Sabstansen so erwarten, deren Dielektricitfitsconstante (definiit

durch das elektrische Verhalten der Substanz bei langsam

wechselnden elektrischen Kräften) grösser als das Quadrat des

optischen Brechungsindex ist. Man wird aber zweckmässie

immer zwischen einer Absorption der strahlenden Wärme und

einer Absorption von elektrischen Wellen unterscheiden, nur

ist die Scheidungsgrenze nicht genau zu ziehen, was aber des-

halb irrelevant ist, weil vorlMufig Schwingungen der betreffen-

den Uebergangsperioden experimentell nicht herstellbar sind.

Im Folgenden ist nun näher untersucht, welche Flüssig-

keiten schon für elektrische Schwmgungertf deren Welletilänge

(in Luft gemessen) grösser oder mindestens gleich 38 cm üt,

Änemalie besitzen.

Wenn ich auch bisher keine voUstflndige Lösung selbst

dieser specielleren Aufgabe lu geben vermag, da die Mannig-

faltigkeit der untersnchungsfthigen chemischen Snbstansen fast

unendlich ist, und andererseits gentigende Mengen von vielen

Substanzen schwer zu beschaflfen sind^), so mOdkte loh doch

schon ein allgemeineres Resultat im Folgenden mittheilen.

Was die Untersuchungsmethode anbelangt, so ist sie die in

den eingangs citirten Arbeiten beschriebene. Ich habe rar

Untersuchung drei verschieden grosse Erreger der elektrischen

Wellen benutzt, für welche die Knotenabslände halbe Wellen-

längen] auf einer von Luft umgebenen Drahtleitung betrugen: -

^^ = 98 cm grosser Erreger),

^ A = 37 cm (mittlerer Erreger),

^ ;t= 4 9 cm (kleiner Erreger).

1} IMo hier uDtersnchteo Sabstamen aind TOn der Firma Kabuiüi
in Berlin mir leihweise überlassen. Ich mOcbte aa dieser Stelle der Finna

meinen DaniL fUr ihre bereitwillige ünterstatsnng «uüprecheii.
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Die elekIriMlie Anomalie iel besonders anffHllig bei den
AlkoholeD hohen Moleknlargewiebtes. Die CSompUeiiiheit des

Iblektllbaaes bedingt aber die Anomalie nooii niobt allein, denn
Beniol nnd wobl ttberbaopi alle Koblenwaaserstoflb, sowohl die

mmitisdien als die der Melhanreihey sind elektriseh normal.

Van kminta deshalb Yermnthen, dass die Gegenwart von

Sauerstoff wesentlfeh inm Zostandekommen der elektrischen

Anomalie ist. Dem aber steht entgegen, dass, wie ich schon
* froher angab, bei Aelhylather anomale elektrische Dispersion

nicht besteht, und normale elektrische Absorption, wenn sie

Überhaupt besteht, jedenfalls sehr gering ist. Diese früher ge-

machte Angabe kann ich jetzt ergUnzen. Sie war zweifelhaft,

weil wegen Benutzung längerer Wellen bei der Kürze des Ge-

fHsses im Aethyläther nur ein Knoten beobachtet werden konnte.

Mit dem kleinen Erreger (^>l= 49cm^ konnte ich jetzt zwei

Knoten beobachten, und die unverminderte Deutb'chkeit auch

des sweiien Knotens aeigi, dass Aethyläther keine elektrische

Absorpti<m besttst.

Nnn wäre es ja denkbar, dass die Anomalie wenigstens bei

denAethem höheren Moleknlargewiohtes anftritt Zn dem Zweek
QOtersaditer AmffUUher seigte sieh aber ebenfalls TOllig absorp-

tionsfrei, anoh Dispersion ist jedenfalls nicht in betrüchiUehem

GFMle YOfhaaden. (Das Quadrat seines elektrischen Breofanngp-

eiponenten ergab sich bei 16° G. sn n* as 3,47 beim mittleren

Srreger, so =r 3,42 beim kleinen Erreger.)

Hiernach ist wahrscheinlich, dass die Aether überhaupt

elektrisch normal sind. Dies zeigt, dass nicht nur der Werth

des elektrischen Brechunyse.iponenlen, sondern auch das Auftreten

der elektrischen Anomalie eine hervorragend constitutive , d. h.

von der chemischen Constitution abhängende Eigenschaft ist^

da Alkohole und die mit ihnen isomeren Aether sich ganz ver-

schieden verhallen. — Damit steht die schon langer bekannte

Thatsache im Einklang, dass auch der optische Brechungs-

exponent von der Constitution, nicht nur Ton der Anwesenheit

bestimmter Atome beeinflusst wird.

Ebenso wie die Aether sind auch die Ketone und Aldehyde

(innerhalb des genannten Schwingnngsintervalies) elektrisch

nonnaL Ton ersteren habe ich nntersncht : Aceton {n*= 24 —22)
nnd DitUhylkßlon (n*sss 47—48), von letsteren AceUUdekyä

(n* etwa s= 23) nnd BenMoldekyd (n* s 18 etwa). Diese vier
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Substanzen waren völlig absorptionsfrei. Zum Tbeil besilzen

sie merkliche normale Dispenioiii) {n* wird ((rtfeser mit ab-

nehmender Wellenlänge A).

Die drei Gruppen: Aether, Ketone, Aldehyde enthalten

sttmmtlieh Sanerstoff, aber im Gegensatz lu den AlkoboleD

keinen mll Waaaentoff sur Hydroxylgruppe Tafbundenea

Sauentoff.

Dageg» tritt elektrisehe Anomalie in der Reihe der Fett^

sMuren auf. Sehen froher liatle ioh sie an der Essigmure nach-

'

gewiesen, anomale Absorption konnte ieh jetil, wenn audi um
Theil sehr sohwach, an der Ämeiaensäure (n* ses 61 etwa), Pro-

pionsäure (n*»3,3), Buttersäure (fi*aB2,8) und siemlieh be-

deutend an der Isovaleriansäure (ii*ä8,5) wahrnehmen. Diese

Körper besitzen auch geringe anomale Dispersion. — Da in

diesen Körpern die Hydroxylgruppe O-U vorhanden ist. so

ist es sehr wahrscheinlich, da.ss die Hydroxylgi^ppe weseiUiich

zum Zustandi'kommen der elektnschen Anomalie ist.

Dieser Schluss wird noch deutlicher dadurch bewiesen,

dass der anomale Aeth\ lalkohol bei Ersetzung seiner Hydroxyl-

gruppe durch Jod oder Brom in elektrisch normale Körper ver-

wandelt wird: Aethyljodid{n*^l,l) und Aethylbromid (n* = 9,2,

sind völlig absorptionsfrei,— sowie dadurch, dass das elektrisch

normale Beniol durch Einführung der Hydroxylgruppe in das

elektrisch anomale Phenol (n* »40) verwandelt wird, wekhes

deutliohe anomale Absorption (etwa in demselben Betrage, wie

die Ameisensinre) besittt.

In Uebereinslimmung mit dieser Anlbssung Yon der Be-

deutung der Hydroxylgruppe steht die früher^ erwähnte Thal-

saehe, dass Rohrxueker (der Hydroxyl im Moleklll enthalt) ha

gelösten Zustande elektrisehe Anomalie besitit, sowie die jeirt

gemachte Beobaebtung, dass stark eoneentrirte Malme^LOsungea
elektriseh normal sind. Wenn man auch die chemisohe Gonsti-

tution der Gelatine nicht genau kennt, so wird ihr doch die Aor

Wesenheit der il\ droxN Igruppe im Molekül nicht zugeschrieben.

Dass die Hydroxylgruppe elektrische Anomalie hervorruft,

ist ein Zeichen dafür, dass sie eine verhäitDissmassig sehr lang-

4) Die erhaltenen Zahlen werde ich damolchst im Zusammeohug
mit den Resultaten für noch zahlreichere Körper veröffentlichen.

%) Bar. d. K. Sichs. Gas. d. Wies., math.-phy8. Gl. 4896, p. MS.
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same Eigenschwingung besitzt, oder besser gesagt, dass ihre

Anwesenheit im Molekül (vielleicht durch die lockere Bindung

des H und ()) eine langsame Eigenschwingung bedingt, die um
so langsamer ist, je mehr Atome an die Grupi)e 110 sonst noch .

angekettet sind. Daher ist die anomale Absorption wachsend
mit steigendem Molekulargewicht. Dass Wasser die elektrische

Anomalie innerhalb des genannten Schwingungsgebietes nicht

zeigt, wird (wie ich schon früher behauptete] an dem geriogen

Molekulargewicht liegen.

Vermuthlich wird es noch mehr Atomgruppen geben, dio

langsame Eigenschwingungen besitzen und daher elektrische

Anomalie schon für verhaltnissmUssig langsame Schwingungs-

zahlen hervorrufen. Vielleicht ist die Amidogruppe A7/, eine

solche, da, wie ich frtlher angab, Anilin elektrisch anomal ist.

Ich kann die allgemeine Wirksamkeit von NH^ aber noch nicht

mit Sicherheit behaupten , da ich bisher Dicht mehr KOrper, die

iVi/, enthalten, untersucht habe.

Zum Sohluss möchte ichdas Resultat noch einmal lusammen-
(assen

:

Die elektrische Anomalie (innerhalb des genannten Schwing-

ungsintervalls) ist durch das Auftreten gewisser Atomgruppen im
Molekül bedingt. Als solche hat sich bisher mü Sicherheit die Hy-

droxylgruppe Oll nachweisen lassen durch Berücksichtigung des

UmstandeSf dass die Alkohole Fettsäuren und Phenol elektrische

Anomalie besitzen^ die Äether, Kßtone^ Aldehyde^ Aeihy^id und
Aelhylbromid nichL

Leipzig, im August 1896.

4) Abgesehen vom Methylalkohol, fttr den elektrische Anomalie wegen
seines geringeren Molekulargewichtes erst fttr Scbwlngangra auftrelen

wird, die schneller als die henaUten sind.



SITZUNG VOM 19. OCTOBER 1896.

Vorlrtii!e liiellen:

4. Herr Otto Fisohar, a. o. M.: Beilrttgo zur Muskeldynamik, S. AbbandlOA^

(siehe Abhandlungen}.

5. Herr A. Xayer, o. H.: Die Krilerien des MiDlmamt einfacher Intepale

bei variabeln Grenxwerthen.

A» MkjWf Die Kräerten des Minimum einfacher Integnk

hei varieMn Gren%u)erihen.

Wie ich bereits io einer ftuberen Arbeit heryorgehobeo

habe, stehen sieh in Betreff der Art» wie man in den Kriterien

des Minimnms der einfaehen Integrale in dem Falle gelangen

könne, wo die Grenzwertbe der Variabeln nieht fest gegebea

sind, twei Ansichten gegenOber. Die Einen gehen davon aas,

dass man in diesem Falle oach dem Vorgänge von Poissox and

Jacobi die Aufgabe nur in «wei Theile zu zerlegen brauche. Zu-

erst sieht man die Grenzwerthe als fest gegeben, aber unbestimmt

an und sucht in dieser Auffassung den Minimalwerth des Inle-

griiles. Hat man denselben als Function der Grenzwerlhe be-

rechnet, so sind die letzteren nun weiter so zu bestimmen, dass

diese Function selbst wieder ein Minimum erreicht. Auf diesem

Wege ergeben sich also die gesuchten Kriterien einfach dadurch,

dass man die bekannten Kriterien des Minimums der einfachen

Integrale bei festen Grenzwertben mit den gleichfalls bekannten

Kriterien des gewöhnlichen Minimums combinirt. Die Andern
daliegen halten diesen Weg fttr unbefriedigend und verlangea,

dass das ganse Problem nngetheilt in Angriff genommen werde.

In dem oitirten Anfsatie habe ieb die Grttnde anseinandargeselst,

die mir die erste Metbode als selbstveratündlieb und eben daher

4) Zur Aafstellang der Krilerleo des Maiimams und lIlDiamms der

•infachen Integrale bei variabeln Grentwertben. Diese Beriehle I8S4 M.
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gar keines besonderen Beweises bedürftig erscheinen lassen, und
auch diese Auseinandersetzungen selbst waren nur veranlasst

durch die Einwürfe, die naoieDUich Eeomann gegen die Me-
thode erhoben hatte.

Nun ist es aber mit der Selbstverständlichkeit in der Mathe-

matik eine eigene Sache. Bei näherer Untersuchung findet mau
nicht selten, dass etwas, was zuerst ganz selbstverstiindlich

aussah, in Wirklichkeit doch ganz und gar nicht selbstverständ-

lich, ja vielleicht überhaupt nicht einmal richtig ist, und gerade

in der Variationsrechnung sind mehrere eclatante Fälle solcher

Täuschungen vorgekommen. So oft mich daher meine Vor-

lesungen wieder einmal zu den Kriterien des Minimums bei

variabeln Grenzwerthen führten, war es mir ein unbehagliches

Gefühl, diese Kriterien nur auf eine einzige, möglicherweise

doch noch nicht ganz einwurfsfreie Art abgeleitet zu haben.

Dem Wunsche, diese Zweifel endlich einmal zu beseitigen und
Gewissheit darüber zu erhalten, ob sich nicht doch vielleicht

bei ungetbeilter Behandlung des Problems andere Resultate

herausstellen könnten, als bei der Zerlegungsmethode, sind die

folgenden Untersuchungen entsprungen, deren Ergebniss, wie
ich von vornherein auch gar nicht anders erwartete, das ist,

dass beide Methoden zu genau demselben Resultate führen und
nicht etwa die zweite den Mininiumslx'dingungen, welche die

erste auf weitaus einfacherein und klarerem Wege liefert, noch
weitere neue Bedingungen hinzufügt.

In § 1 entwickle ich zunächst die Kriterien auf die Jacobi-

sche Art, diesmal jedoch ohne dabei von der HAMii.ioN'sohen par-

tiellen Dififerentialglcichung des Problems Gebrauch zu machen.

Will man das Problem in seinem zweiten Theile unmittelbar auf

eine Aufgabe des gewöhnlichen Minimums zurückführen, so

muss man zunächst durch eine Quadratur den Werth, den das

vorgelegte Integral für die vollständigen Lösungen der Differen-

tialgleichungen des Problems annimmt, wirklich berechnen.

I^iese Quadratur bat man aber eben bereits ausgefttbrt, so oft

1} G. Erdmann, Zur Untartuchunp; der zweiten Variation einfacher

Integrale. Zeitschrift für Mathematik und Piiysik XXIII, p. 362. Erdmam«

behandelt oer das einfkohste Problem der VariationgreohnuDg und seine

Kriterien enthaltsam was den Vergleich ausserordentlich erschwert, noch
ten ganien, zur Reduction der swsiten Variation des Integrales enf ihre

shifaöhate Form nothigen Apparak
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man eine ToUstHndige LMang jener partiellen DUfereDtnlr

gleichuDg kennt, und swar liefert jede solohe LOsnng, wie ieb

froher ausgelllhrt habe, den Integralwerth gleieh In einer Fenn,

die zur Untersuchung seiner Minima ganz besonders geeignet

ist. Da es hierbei jedoch im Grunde gar nicht auf den Inlegral-

werth selbst, sondern nur auf seine Variationen ankommt, so

kann man sich diese Quadratur Überhaupt immer ersparen und

gelangt dann zu Formeln, die für die Anwendungen wohl noch

bequemer sein dürften, als die in meiner ersten Arbeit abge-

leiteten.

Der «weite Paragraph nimmt dann das Problem von

Neuem auf, um es nunmehr ungelheilt zu lösen, wobei man aber

naitlriich die Benutzung der Kriterien des Minimums bei festen

Grenswerthen doch nicht gani umgehen kann.

Auf beiden Wegen ergeben sieh, abgesehen immer voa

solchen besonderen Ausnahmen, wie sie lufWige UnstetiglLeiten

swiscben den Grensen bewirken können, dieselben drei Be-

dingungen als nothwendig und hinreichend für ein sicheres

Minimum.

Zwischen zwei von diesen drei Bedingungen könnte in-

dessen möglicher Weise ein gewisser innerer Connex bestehen.

Daher schien es nicht Überflüssig, im letzten Paragraphen an

einem möglichst einfachen Beispiele zu zeigen, dass im Allge-

meinen doch jedenfalls keine der beiden Bedingungen eine

blosse Folge der anderen und der dritten Bedingung ist.

Ich muss noch hinzufügen, dass man su den im Folgenden

SU Grunde gelegten Kriterien des Minimums bei festen Grenir

werthenjgelangt, wenn man die Betrachtungen, durch welebe

WanutsTRiss in seinen, leider noch immer nicht yerOffentlicbten

Vorlesungen Uber Yariationsrechnung für geometrische llim-

mumsprobleme die endgiUigen Kriterien gewinnt, unter der

Yoraussetiung fester Greniwerthe auf das rein analytische

Problem anwendet:

Unter allen sletifjcn Functionen »/^ , • .
. , .Vn unabhünffiyeii

Variabein Xj die r <^ n yeyebene, nach r voti den Di/ferenitai-

quotienten • • •
j

auflösbare Bedingungsgleicliungeni

erfüUm und deren Werthe an den beiden GrenMen cc, und a:^'^w^
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überdies 9 <[ Sin+ ^ gegebenen, von einander unabhängigen Glei"

unierwarfen sind, dkjmigen zu finden^ durch welche das wrgel^e
Integral

einen kleinsten Werth erhält
y

ein Problem, das aber in dieser Arbeit eben bei nieht

mehr festen , sondera nur den Bedingungen (2) unterworfenen

Grenzwertben behandelt werden soll. Der Unterschied zwi-

schen den hier und den früher benutzten Kriterien Isisst sich,

wenn man sich der Einfachheit halber auf den Fall beschränkt,

wo keine Bedingungsgleichungen [i] vorgeschrieben sind,

kurz so aussprechen: Die ersten fragen sich allgemein, wann
das gegebene Integral für die Lüsungen des Problems kleiner

ist als für alle anderen stetigen Nachbarfunctionen
//,

, . .
. , ?/„

,

welche in den beiden festen Grenzen dieselben Werlhe be-

sitzen wie die Lösungen. Die letzten dagegen geben nur die

Bedingungen an, unter denen das Integral für die Lösungen

einen kleineren Werth annimmt, als für alle anderen solchen

stetigen Functionen mit denselben Grenzwerthen, welche zwi-

schen den Grenzen nicht nur selbst, sondern auch in ihren

ersten DiflFerenlialquotienten überall nur sehr wenig von den

Lösungen und deren ersten Differentialquotienten abweichen.

Die ursprüngliche Ableitung dieser früheren Kriterien aber be-

ruhte auf der trotz ihrer scheinbaren Selbstverständlichkeit von

ScHBBPPER doch als unhaltbar erkannten Annahme, dass auch

bei den Integralen das Minimum gesichert sei, so oft die erste

Variation verschwindet und die zweite definit positiv ist').

Dass ich immer nur den Fall des Minimums ins Auge fasse,

geschieht natürlich nur, um mich kürzer ausdrücken zu können.

Man braucht ja auch, um vom Minimum zum Maximum überzu-

gehen, im Folgenden nur f mit — /"zu verlauschen, wobei man,

um die Formeln nicht unnöthig zu ändern, ^eicbxeitig auch noch

jedes durch — ip^ ersetzen kann.

4) L. ScBZEPFBR, Oeber die Bedeotong der Begriffe »Mtsinmm tmd
Minimum« io der Yariationsrecbnong. Diese Berichte 1885, p. 91, und
Matbem. Annalen, Bd. 86, p. 4 97.

chungen :
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Ente Methdde.

Betrachtet man zunächst die Grenzwerthe von >t, ^^...,9«

sflmmtlioh aU fest gegeben^ aber unbestimmt, und aetit

:

(3) ß = A.f/), + ---+/r'/r,

so fdhrt, wie bekannt, daa vorgelegte Problem auf die n+ r

Differentialgleiobimgen

:

Es seien

(5) y<= yi{^, Ca A^= A^(ap, c,, c,J

ihre voUsUlndigen Ltfaimgen; die Snbatitntion diaaer LOraiigcn

werde immer duroh einen oberen Strich angeieigl.

Ana ihnen ergeben aich unmittelbar die folgenden Aafr*

draoke der Greniwertbe der Functionen y in den Gramen X|

und in den Integrationaeonatanten c«, . .
. ,

c„|:

W yj»= y<K > c„ . . . , c,J= , yi,= y< (x, ,
Cj , . .

. , c,Js y^,

.

Damit ferner für ein bestimmtes Werthsystem der Grenzen und

Integrationscouslanten die Lösungen (5) dem Integrale V sicher

einen kleineren Werth verschaffen, als alle anderen stetigen

Nachbarfunctionen y,, //„, welche die Bedingungsgleichungen

(1) erfüllen und gleichfalls die Grenzwerthe (6) besitaen, mOMeo

die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sein:

/. Die Fünctüm:

- Aa^f yi »— f Vni ylf — » yä —̂ ^ iPt— y/)

»

d€ren n u)älkiirlkk$ Argumente , . .
. ,

jn^ den r Bedmgimg»

untenvoffen sind:

(8) 9(»(^iy7> •••iy»f f«» ••m/'J = 0,

muss, ausser für die Werthe p^= y/, im ganzen Intervalle a\

bestündig positiv bleiben.
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//. Die obere Grenze darf die sunüchst auf folyende

Wurzel X der Grensenyleichuny:

i9)
^ ^y^ ^yn ^yto ^y^ _ a

^ » w Äc„ öc„^, dr,„

tße(/e7- überschreileii, noch auch selbst erreichen.

Im vorgelegten Problem sind nun aber die Greniwerthe

nicht mehr fest gegeben, sondern nor an die q Bedingiingen (2)

gebunden, aus denen sieb fnr die Grensen und Integrations-

eoDBtanten die Bedingungsc^eiohnngen ergeben:

Mm bat also die Grenzen und Integrationsoonstanten selbst erst

so in bestimmen, dass der Werth

v=r'fdx,

oder, was dasselbe ist:

(14) V= r'Üdx,

den das gegebene Integral dnrob die Losungen (5) erhalt, auoh

seinerseits wieder ein Minimum wird.

Yariirt man nun die Grenzen und Integrationsoonstanten,

10 erhalt dieser Variationswerth des Integrales die Variation:

Nach (11) ist bierin, wenn man immer durch die Indices 0 und 4

die Substitutionen xssx^ und x^x^ anseigt:

und wegen der durch die Substitutionen (5) identischen Glei*

ehongen (4):

also folgt:

IbUi.-ylij«. 01mm. I8M. 29
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,F-S.a.,-ii...,+^.[||i.g..._^,[g]|.§*..

Es ist aber

:

2n

(42)

Substituirt man die hieraus folgenden Werthe der Summoi
rechts und fahrt die Abkürzungen ein:

von denen die erste nalflrlich aneb so geschrieben werden kann,

so erbalt man seUienHoh

(4 i) dr= p, dx, - p.da> {Qn - y„ öyl,)

Um also den Variationswerth V zu einem Minimum zu machen,

hat man die Unbekannten r^, .r,
, , . .

. ,
c,„ so zu bestimmen

dass der Ausdruck (4 4) ftlr alle Werthe der Variationen

(e) ^^ot ^^1» ^^«» ^^«n

verschwindet I welche die aus (40j folgenden Bedingungen er-

füllen:

(45) ^/i^gd..+ga..+i'.(g,5-+
»J^,^.)=0.

Nach der Bedingung Ii darf aber im Besondem ancb

J [x^
,
otq) =^ 0 sein. Will man also eine solche Lösung des

Problems gewinnen, ftlr welche sich die Frage des Minimums

sicher entscheiden Itfsst, so muss man überdies von den Unbe-

kannten verlangen, dass sie die Determinante ^(a:,, a;J nicht

sum Verschwinden bringen sollen.
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Dann aber drUckea die Formeln (42) umgekehrt die dc/^

durch die dy^^^ und dy^ ans; man kann daher die letzteren an

Stelle der dcf^ als neae, an sieh unabhängige Variable einftihren,

und damit die Forderung, dass ^Kin Folge der Bedingungen

(15) yeraöhwinden soll, aneh so ansspreehen: Der Ausdruck (44)

muBS ftlr alle Werihe der Yariationen:

(b) da?o, dx^f dy^,, dy„,, dy„, dy^

verschwinden, welche die Bedingungsgleichungen (^5) erfüllen.

Schreibt man aber .\uf Grund dieser Gleichungen unter

EiofUhrung von q MultiplicatoreD die Formel (44) also:

(46) dK=P,da-,-P,daJ.+^Mft*^y;;-^Oto<>yi)+^^
1 1

so kommt dies darauf surdok, dass hierin die C!oefficienten aller

2n -{- 2 Variationen (b) einseln versehwinden mttssen. Man er-

halt somit die 8+ Gleichungen:

und hat demnach aus diesen und den q gegebenen Gleichungen

(40) die S+ Sfi+ 9 Unbekannten: •

KU bestimmen.

Jedes solche System reeller Auflösungen dieser 2 + :2 /i -|- g
Gleichungen, in welchem alle q Unbekannten /, , . .

., /^^ bestimmte

Werthe erhalten haben, lit fert in Verbindung mit den Gleichun-

gen (5) eine Lösung des Problems. Der Einfachheit halber will

ich nur den allgemeinen Fall ins Auge fassen, d. h. annehmen,
dass die Gleichungen (40; und (47) alle ihre Unbekannten voll-

ständig bestimmen.

Damit aber eine so erhaltene Lösung einem wirklichen

Minimum des Problems entspreche, muss sie einerseits bei Fest-
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baUiiDg der gefuDdenen Wertbe der Grenien und IntegraUoM-
,

oonstanten dem Integral V einen kleinsten Werth ertheüen und i

andererseits gleichzeitig auch seinen Yariationswerth \ ebenfalls

zu einem Minimum machen.

Die erste Forderung wird gesichert durch die ErfoUung

der Bedingungen I und II, und für die letztere ist hinreichend,

und von besonderen Ausnahmef^len abgesehen, auch nothweii-

dig, dass für das erhaltene System Auflösungen der Gleichungen

(10) und (47) die durch nochmalige Variation der Grenzen und

Integrationsconstanten aus (16) entstehende zweite VariatioD

von d. i., weil die zweiten Variationen der Grenzwerthein

Folge der Gleichungen (47) sich von aelbat wegheben, die

Summe

:

i 1

worin:

in 1 olge der Uedingungsgleichungen ;i5) definit positiv aus-

falle.

In dieser Summe treten nun at>er die dc^ nicht mehr blois

in den Variationen ()\v,o ^lin ^uf. Denn naoh den Defioitio-

nen 13) enthalten iS \\ und die () C^-, ausser (3 a?, und den (3,v„

noch die Variationen 6 y,/ und ö Ä^,, und ebenso kommen in dP,

und den 6Q^^ neben und den dy^^ noch die Variationen

dy^,' und ^XL vor. Wollte man daher auch bei der Diacusnon

der letzten Bedingung wiederum die Variationen (b) in unab-

hSngigen Variabein nehmen, so mtlsste man erat mit Hülfe der

8n Gleichungen (1 2) die dcj^ ans den Werthen

der Variationen ()//,,' , ^ , <3\v,o', ()/.oo elirainiren. Daher ist

es jedenfalls ungleich bequemer, aus der Formel (48) Tals
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Ftmction der Varialionen (a) sa bereohneD, die den GleiohuDgen

(I5)y oder saeh (40) den Gleiehongen genflgen mflaaeii:

Das Einfachste wird aber wohl immer sein, ersi die Formel (4 6)

Bich den Variationen (a) in ordnen, und wenn aie hierdoreh

die Form erhalten hat:

die Formel (18) dnreh die, in Folge der Gleiohnngen (47) ihr

IqniTalente sn ersetien

:

Aof diesem Wege ergeben sieb somit für ein sicheres Mini"

wum unseres PrMems die folgenden Bedingungen:

Das Problem wird gelost dorch die voUsUlndigejD Losungen

(5) seiner Differentialgletohungen (4), in denen die %n Integra-

tfoDsconstanten , . .
. , „ snsammen mit den weiteren 2 + 9

Unbekannten x^^ x^^ l^, . .
.

, aus den 9+ 2+ 2n Gleichunr

gen (40) und (47J lu bestimmen sind.

Damit aber die irgend einem bestimmten reellen System

AnflOsungen dieser GleichuDgen zugehörigen Lösungen fS) einem

sicheren Minimum des Problems entsprechen, müssen diese Lö-

sungen und Auflösungen den folgenden drei Bedingungen ge-

nflgen :

/. Die durch !7 defimrle Funclmn E muss unter den Be-

dingungen (8y innerhalb der erhullemn Grenzen x^ und x^ stets

posüivbleä)eny ausser für die Werthe Pi^y^ ihrer n Argumente
//. x^ muss zwischen Xg und der nächst grosseren Wursel

X der Grenzengleichung (9) liegen.

III, Die ganze homogene Function »weiten Grades (4 8) oder

(48^) der Varhbeln dx^, dx^, dc^, de^ muss durch die Be^

dingungen (45) oder (45') deßnit posiiiv werden.
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Spttterer Anwendung wegen schalte Ich hier noch die fol-

gende Bemerkung ein.

Wegen der Bedingungsgleichungen (1) und (8) kann man

in der Definition [7 j der Function /f die Differenz

auoh erselien durch

:

wo i2p aus i2 entsteht, wenn man die y( durch die ersetzt.

^filnmt man dann im Besondem jedes nur sehr wenig

von dem entsprechenden Yi verschieden an, sodass also die

Differenten

Oi= Pi - yi

sSmmtlich sehr kleine absolute Werthe erhalten, und entwiokelt

nun sowohl die Function als auch die Gleichungen (8) Da(^

steigenden Polenzen dieser Differenzen, so verschwinden in der

Entwicklung von F die in den (j, linearen Glieder von selbst

und das Vorzeichen von wird im Allgemeinen durch die

(juadratischen Glieder entschieden. Sieht man also von beson-

deren Ausnahmefallen ab, so schliesst die Bedingung I. von selbst

ein, dass auch die ganze homogene Function »weilen Grades:

(19) 8ir^J^^gf^^a,a„

deren n Argumente a,, an den r Bedingungen untertcorfei^

sind:

im ganzen InteyrationsintcrmlJe definit positii^ sein muss.

Und das ist die wohlbekannte Bedingung, die man frtlher

direct aus der CtEBScirschen Reduction der zweiten VariatioD

des Integrales V bei festen Grenzwerthen ableitete.

y jd by Googl
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§ 2.

Zweite Hetkede.

Nimmt man nanmehr das Problem ungetheilt in Angriff, so

macht 68 twar gar keine besonderen Schwierigkeiten , wiede-

rum lar Bedingung III zn gelangen aber es bedarf grosserer

Vorbereitungen , um einsuseheo, dass dieselbe susammen mit

den Bedingungen I und II sich auch auf diesem Wege als hin-

reichend erweist^ und das ist doch eben das Einzige , worflber

man Sicheriieit su gewinnen wünscht Namentlich liegt darin,

dass man abwechselnd immer mit Grenswerthen von Yariatio-

nan und mit Variationen von Grenswerthen operiren und dabei

auch auf die «weiten Variationen Blicksicht nehmen muss, eine

grosse, aber, soweit ich sehen kann, nicht su umgehende Unbe-

qaemlichkeit, die auch die Formeln gani betmehtllch eompliotrt.

Um daher die letzteren nicht gar su lang und unbeholfen aus-

fallen zu lassen, wird es yor allem nttthig, abkürzende symbo-

lische Bezeichnungen einzuführen.

Ks möge im Folgenden durch die Charakteristik J immtT
angezeigt werdeu, dass nur die Functionen // zu variiren sind,

die unabhängige Variable x aber, auch wenn sie nur als obere

oder untere Grenze auftritt, unverändert zu lassen ist. Dagegen

soll die gewöhnliche Charakteristik 6 ausdrücken, dass mit den

ij zugleich auch .r, beziehentlich und zu variiren ist. Da

wir zwischen den Grenzen die unabhängige Variable nicht mit

variiren, so werden wir die letzte Charakteristik im Grunde

immer nur auf die Variation von Grenzwerthen oder aber von

solchen Ausdrücken anzuwenden haben, die ausser von den y
auch noch von den Grenzen abhiingen. Die gleichzeitige Be-

nutzung beider Charakteristiken, verbunden eventuell mit dem
gewohnten Zeichen:

[V^(a?)ll= V'(a;,)-V'(a?J,

gestattet aber, je zwei entsprechende Formeln oder Glieder, die

sich nur durch die Grenze x^ oder £r, , an der sie auftreten, von

einander unterscheiden, in eine Formel oder in ein Glied zu-

sammenfassen, also z. B. die bekannten Relationen, welche

zwischen den Grenzwerthen der Variation von und den Va-

1) S. die Anmerkung uui Schlüsse dieses §.
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riatioDcn der Grcnzwerthe uod y^^ bestehen, durch die eine

Formel auAzudrttcken:

(24) . dyi = Jyi-\ry'idx.

Aus derselben ergiebt sieh durch noobmalige gleichzeitige Va-

riation von X nnd von yi zwischen den sweiten Variationen der

Greniwerthe von und den Greniwerthen der zweiten Varia-

tionen von yi sofort die Relation:

Ö^yi^^^diJy^-^öit/idx,

oder:

(28) d«y,= J^yi+ tJyfiöx 4- »?(daj)* -h 6^x.

Es liegt endlich in der Natur der beiden Charakteristiken J und

dass man sie ohne Weiteres auch anwenden kann auf die-

jenigen Variationen der Lösungen (5), welche cmer blossen

Variation der Integrationsconstanten c, oder aber einer gleich-

seitigen Variation der c und der Variabein x entsprechen. —
Dies vorausgeschickt ergiebt sich aus der durch die Be-

dingungsgleichungen (1) berechtigten Formel:

wenn man sowohl die Functionen , . .
.
, als auch die Grea-

sen x^ und x^ variirt:

23) ^^'=/ ^ßtiiJc + [ßdx]i.

E& ist aber:

Führt man daher gleich noch durdi (21) an Stelle der Grena-
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werthe der Variationen /y. die Variationen d»/,^ und d//,, der

GreDswerUie von yi ein, so erhttlt maa die bekannto Formel

:

Für diejenigen Functionen
//, , welche unser Problem

lösen, muss daher die rechte Seite verschwinden in Folge

einerseits der von den Variationeo zu erfaUendeo Bedin-

gangen:

und aodereneits der BediDgirogeD:

denen die Variationen der Greniwerthe genügen mOasen.

Den letiteren genttgt man aber im Beaondem immer da-

dnreb, dass man simroUiehe GreniwerthYarialionen = 0 setit,

alao die Greniwerthe selbst als fest betraditet. Daher muss
das Integral in der Formel (24) fOr sich versehwinden ftar alle

stetigen Variationen Jyi^ welche die Bedingungsgleichnngen

(25) erfüllen nnd in den beiden Grensen j\ und verschwin-

den. Und dies verlangt wieder, dass die gesuchten Functionen

l/ii
zusammen mit den LAGRANCKschen Multiplicatoren

Äj, die Differentialgleichungen 4) befriedigen müssen.

Die Substitution der vollständigen Lösungen (5) dieser

Differentiiilgleichungen bringt nun das Integral in der Forniel

(24) zum Verschwinden und reducirt damit, wenn wir wieder

die Abkürzungen (13j einftthreu, die Forderung dV=a darauf,

dass die Gleichung:

eine Folge der Gleiehungen (26) werden muss.
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Man gelangl somil wieder su den Gleiofanngen (47) md
erhalt die Losungen der Aufgabe, indem man die Gleiehnngen

(I i^) und (1 7) nach den Unbekannten o?,,
,

. .
. ,
c^,

,

lg auflost und dieAuflösungen , c«„ in diie Gleichungen (S)

substituirt

Um nun weiter aber su untersuchen, ob diese Losungen in

dem vorgelegten Problem auch wirklieh ein Minimum bervo^

bringen, hat man für dieselben die zweite Variation des Inte-

grales r zu liilden.

Durch nochriialit^e gleichzeitige Vaiialion der Funclioneü

^

uud der beiden Grenzen erhält man aus (23)

d*V^dJ ^/ßrfx-f d[X2dar]i.
«•

Man hal aber einerseits nach (ST :

andererseits wiederum nach [23 :

und erhält also:

(87) d*K=J üdx + \U6^x-^^(dxY -^%Jüdx\.

Vi Anstatt die Formel ;27j durch nochmalige Variation aus der For-

mel (88) abzuleiten, kann man «lie Werthe von cf K und cf F auch gfelefc-

MiUg aU Coöfficienteo voa a* UDd von — in der Kntwicklung desjeoigefi

Intograles bereebnee, das aas
/»Xl

Fat/ Qdx

entsteht, wenn man

«0 in ^0 + ««^'-^o + Y<^'^Jo.

Wx in ac, 4- oox, -f- o'.r,

und jedes
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Sollen daher die orh.iltenen Losungen ein sicheres Minimum
des Integrales V bewirken, so nmss nach Substitution derselben

der Werth ,27) von T^O bleiben für alle im Problem zu-

lässigen YariatioDen der FuDCtionen y und der Grenzen

und x^

.

Diese Bedingung ist aber noch nicht hinreichend. Denn

zunächst kann man wieder die gefundenen Werthe der Grenzen

und .r, und der Grenzwerthe der //, festhalten und nur die

Functionen //, selbst zwischen den Grenzen variiren und dann

reicht die Forderung d- 0 allein noch nicht aus zur Siche-

rung des Minimums. Man muss derselben also wiederum die

beiden frühei en Bedingungen I und II hinzuftlgen.

Diese sichern aber umgekehrt das Posilivbleiben von V

eben nur dann, wenn man sämmtliche Grenzwerthvariationen

= 0 setzt. Es bleibt also tlbrig, die Bedingungen zu finden,

unter denen V auch für alle anderen luittssigen Werthe die>

ser Variationen 0 bleibt.

Nun ist, wenn man

wo der obere Strich wieder die Substitation der erhaltenen

Losungen (5) anieigen soll. In Folge der Differentialgleiehnng

(4) ist daher weiter:

Nach Substitution der Lösungen ergiebl daher die Formel
.
(27):

nimmt:

übergehen läAst.
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worin:

ist. SeUt man die Werthe ein

:

80 folgt:

l ührt mnn aber mittelst der Formeln (21 und (22), in denen

natürlich jet/.l für
//, , »// selbst die erhaltenen Werlhe y, . /A,

f/i einzusetzen sind, an Stelle der Grenzwerthe der Variationen

die Variationen der Grenzwerthe in die Formel ^29] ein, so sieht

man, dass mau darin Ii auch so schreiben kauo:

30) B = (ß-V. /, Vi) d'X + V* l^i a«y,

/n der Formel (99) Aatt^f Aifmocft das äussere Glied [R]l

nur ab von den Variationen der Grenzwerthe von
, y«»

ist aber gan» unabhängig davon, welche Werlhe sonst die Voriar

Uonen Jy^ zwischen den Grenzen erhalten mögen.

Wenn daher K der kleinste Werth ist, den iwischen den

festen Grenien or, und
,
genommen das Integral

tFdx

unter den BcdiogUDgen
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(25') ^i'. f-^ ^i/i + ^i//) ^

bei festen aber unbesUmiDteii Grensweithen der Variationen

^y^i /fy^ anzunehmen vermag, so ist es, nachdem man
aacb dieaen kleinsten Werth A' durch die Variationen der Grens-

wertbe ausgedrückt hat, für die Forderung (5* T^O nothwen-
dig und hinreichend, dass für aUß uiU den Bedingungen (26)

verträglichen Varialionen der Grenzwerthe:

(34) ir+[ß]i>0

Seist man nnn:

(32) aß,=«F+ ^y^'.^K'^fpo,
1

so wird die Aufgabe, unter allen stetigen Functionen Jy^,

^y^y welche die Bedingungen (25') erfüllen und in den beiden

gegebenen Grenzen ii\ und feste Grenswerthe besitzen, die-

jenigen lu finden, welche

(33) r^tdx=
^9%

Min.

machen, gelost durch die Dififerentialgleichungen:

und man weiss, dass die voUatllndigen Losungen dieser Diffe-

rentialgleichungen sind

:

(35) ^yi=^*J-Jac„ =^*^3^dc,.

Wegen der Bedingung 11, die unsere Lösungen (5) erfüllen müs-
sen, wenn sie ein sicheres Minimum erzeugen sollen, ist nun
auch ^ \x^y 4^ 0. Nach der Üelinition (9) der Determinante

^(x, x^ lassen sich folglich die 2/j Integrationsconstanten dc/,

Stets und zwar nur auf Eine Weise äo bestimmen, dass die n

Ulsungeu

:
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für ./ = und r = .r, die gegebenen Grenivverthe erhallen.

Unser neues l'ruhlem (33) Ittsst somit Stets nur eine eiiuig^

Lösung lu, derea Formeln:

(36) Jy;^Jyi, JX^^jl^
erhalten werden, wenn man die auf die eben genannte Art be-

stimmten Werthe der GonstaDten dcj| in die Gleichungen (35)

einsetzt.

Ueberdies ist naoh (35)

Das Problem (33) hat also wiedenim die Gleichung (9) sur Gres-

lengleichuiig und endlich wird,

gesetit, seine S-Punotion

:

E^iä:„- Sfl, -8^ ,

WO der obere Sirieh nunmehr die Subetitiilion der Losungen

(36) markiren soll, und aus 2i}, entsteht, wenn man jedes

J r/, durch Jj/'i + ersetzt. Wegen der Bedingungsgleichun-

gen 25') sind die Variabein dieser ^-Function den Bedingun-

gen unterworfen:

Die Lösungen Jy^ =^^pi des Problems (33! erfüllen aber iden-

tisch die Gleichungen (25'), also reduciren sich diese letsten

BedingiiDgen einfach auf die früheren Gleichungen

:

• •

Da ferner nach ihrer Definition durch die Formeln (32) und
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(28) eine ganze Funotioa zweiten Grades der Jtj^ ist, so

hat man:

während nach denselben Formeln zu gleicher Zeit:

ist. Die neue Function E selbst reducirl sich also auf die bereits

fraber eingeführte Function:

(19) >w=^^<,»»,.

and bleibt somit, da wir auch die Bedingung I als erfüllt vor-

aussetzen müssen, nach der Schlussbemerkung des vorigen §
definit positiv im Integrationsintcrvall.

Für jedes gegebene Systeui von Grenzwerthen der Varia-

tionen dii^ , J xjn verschaffen daher die Lösungen 3t)] dem
Integrale (33) wirklich den kleinsten Werth, den es unter den

Bedingungen (25'j anzunehmen vermag.

Nach (28} und (32) wird weiter durch diese Bedingungen

einerseits

und andererseits:

=2
' (,4 - di ö-^'l ^ 55 FJ^'

•

Nach (34) und (35) erhalt man also den kleinsten Werth A des

Integrales (33) aus der Formel:

(37)
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wenD man:

(38)

In

seUl) worin die GonstaDlen dcf^ aus den 'in Gleicbungeo:

KU bestimmen sind.

Um nun diesen Minimalwerth des Integrales (33) durch die

Variationea der GreDzwerthe auszadrUokeDy beDuUe ich die

Formeln

:

^^i'i «^y* ^i^i
'

Verbindet nan diese mit den ans (84) folgenden Formeln:

(39) ^yh=^yh'-yhd^, ^yk=dyk—ykäx, ^x^=JA^—Ij<J^,

ao findet man:

^ \^yi ^yh ^yi ^y^ '
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Nach (S8) uod (3S) ist aber die rechte Seite dieser aelation nichts

anderes als

also ergiebt sich:

Nach (37), (38 und (39) erblll man daher K ans:

+ ><5

durch die Subsiilutionen:

In

2n

in denen die ö'c^ selbst aus dea in GleichuDgea zu beslim-

meo sind:

(42)

2n V

2n

1 *'A

In Felge dieser Bestimmangsart der de^ sind aber, auf die Gren-

ten and besogen, für welche ja die Gleichungen (44) flber-

hanpt nur in Betracht kommep, die n ersten von diesen Glei-

chungen Identitäten, und nach (30) kommen in A die Variationen

öy- und dk^ gar nicht vor. Man kann daher, ohne su

andern, auch schon in R die Substitutionen (41) vornehmen

lUtb.-ph^b.Ci&SM. 1896. 30
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und somit die linke Seite der Bedingung (31 ) in der Art berech-

nen, dass man unmittelbar den Werth (30) von H zur Formel

(iOt addirt, hierauf erst x = x^^ dann .r = ./ „ setzt und die

Resultate von einander abzieht, und schliesslich in der lianzon

resultirenden Formel die Substitutionen (44) unter den Be-

dingungen (4S) ausfuhrt.

Aus (30) und (40) aber folgt:

Nun ist:

Benutzt man also wieder die Abkürzungen:

so erhttlt man sohliesslieh:

(43) A+ [/<]i=[/^^*x -i-^'<?<(J*y.]V ^äPdx ÖQiöy^ ,

worin nun nach Bestimmung der ^Cf^ aus den Gleichungen (42)

die Substitutionen (44) austufttbren sind.

Erfttllt demnach die erhaltene Lttsung des Problems ^FsO
die Bedingungen I und II, so hat sie, um ein sicheres MiniiDuni

hervonubringen, nur noch der Bedingung sn genttgen, dass der

so erhaltene Ausdruck (43) >»0 bleibe für alle ersten und zwei-

ten Yariationen der Grenswerthe (c,, y,,, y^, x^^

, welche den %q Bedingungen genügen:

und:
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4

MultipUcirt man aber die q letiten BedingoDgen mit den aus

den GlefchoDgen (40) und (47) erhaltenen WerÖien der /j^ und
addirt sie dann zur Formel (43) , so beben sich nach den Glei-

chungen (17) die zweiten Variationen der Grenswerthe ganz

weg und man findet:

(44) Ä'+ IR]1 =ÖP,öx,-ÖP, dx,+^ {d dy,, - ö Q,, 6 «/J
1

Mit Rücksicht darauf aber, dass hierin noch die Werthe (41)

einzusetzen sind, sieht man, dass die rechte Seite dieser Formel

vollständig übereinstimmt mit der rechten Seite der Formel

(18). Lnd da man die Gleichungen (42), anstatt durch dieselben

^.y,o ^Vh Stelle der dc/^ als Variable einzuführen,

weit bequemer benutzen kann, um umgekehrt die öy-^ und

6y.^ durch die dcf^ auszudrücken, so erhellt unmittelbar, dass

die Bedingung (31) eben nichts anderes ist als unsere frühere

Bedingung III.

Beide Methoden führen also in der That zu genau demsel-

ben Resultate i).

4} Aus (24) ergiebt sich dorch nochmalige Variation, jetzt jedoch

nicht mehr bloss der Functionen y und der Grenzen, sondern zugleich auch

der Multiplicatorcn ?. , wenn man die Cliarakteristik z/ auch auf diese Va-

riation bezieht und nach Ausführung derselben die Lösungen des Problems

0 sabstituirt, unter Benutzung der Abkürzungen (18) die Fonnel:
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§3.

BeBerkM^ ib4 B«ls|^i6l.

Die zweite Variation des Integrals V im vorgelegten Pro-

bleme lässt sich, falls die tlbrit^cn Bedingungen des Minimums

erfüllt sind, doch immer noch zum Verschwinden bringen,

wenn entweder in der erhaltenen Lösung die obere Grenze

die zunächst auf folgende Wurzel ./• der Grenzengleichuog

(9) gerade erreicht hat, oder aber fttr die Ldsung der Werth (48>

von V dQroh die Bedinguiigeii (45) nur gerade semidefioit po-

sitiv geworden ist, und beide Male Ittsst dann die Pordenug

d Ks 0 neben der betrachteten Losung nooh eine zweite un-

endlich benachbarte Lösung zu. Auch bin ich In solchen Bei-

spielen, bei denen in Folge einer von vornherein im Problem

auftretenden unbestimmten Gonstante die Ltfsung stetiger Aeo-

derungen fähig ist, bisher noch nie dem Falle begegnet, dass die

Bedingung III der Grenze x^ einen grösseren Spielraum gestal-

tet hJUle, als die Bedingung II. Diese Bemerkungen lassen einen

gewissen inneren Zusammenhang zwischen den beiden Bedin-

gungen II und III von vornherein wenigstens nicht ganz unmög-

lich erscheinen. Wie es sich damit aber auch verhallen nit»k'»\

jedenf.ills geht dieser Zusammenhang doch nicht so weit, dass

etwa die Bedingung II eo ipso schon in den Bedingungen I und

III enthalten wiire. Im Allgemeinen ist vielmehr von «len Be-

dingungen II und III sicher keine eine blosse Folge der andereo

und der Bedingung I.

Dies zeigt sich sehr deutlich an dem folgenden einfachen

Beispiele, welches die Bedingung I stets erfüllt, dagegen je nach

der Grosse seiner unbestimmten Constanten a von deo Bedia-

gnngen II und III beide^ oder keine, oder nur die eine, resp.Diir

die andere befriedigt.

Das Beispiel gehdrt der einfachsten Problemgattnng'an:

Bei ger/ebenem und und unler der vorgeschrieben/»

Grenzbedmyuny

die Funciiim y aus der Forderung

wetehe sofort die Bedinguog III aneh auf dem zweiten Wega als notfc-

weodlg erkennen Itfsst^
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V=fj(x, y, }/)dx =. Min.

2U bestimmen.

Durch die Bedingungeo 6x^ = dy« = 0 reduciri sich die

Formel (U) hier aal die:

worin der obere Strich die SnbsUtation der TolbUindigenLOsaDg:

der DiffereutialgleichuDg des Problems

anxeigt. Wegen der Grensbedingung //,
=

(f
muss aber weiter

lein. Setat man daher:

80 wird:

und die Forderung öV=0 verlangt demnach 0, = 0. Man hat

aUo die beiden Integrationsconstanten c^
,

c, und die obere

Grense ans den drei Gleichungen su bestimmen:

Damit dann die irgend einem System reeller Auflösungen c^
,
c,,

a;, dieser drei Gleichungen zugehörige LOsung [a) ein sicheres

Minimnm des Integrales V bewirke, mnss nach § 4

:

L Die Function der Variabein p:
TT

£= Aa?, i, p) — /^(iB, y, y'J — — y')-^

im Intervall bis x^ stets ^ 0 bleiben, ausser ftlr p — y \

II. T, zwischen x^ und der nttohslgrösseren Wurzel x der

Gleichung liegen:
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und endlich III. die ganze homogene Function zweiten Grades

der Variabein öx^
,
de« , d c,

:

in Folge der Bedingungen

:

definit positiv werden.

Kann man die beiden ersten Gleichungen 'y) nach deu

beiden Unbekannten c^ und auflösen, so erhalt man durch

Substitution der Auflösungen

in die dritte Gleichung (/j für x^ die Gleichung:

W öi(a?i,yi(a?i),ytK)) = o

und y reducirt sich auf

so dass dann die Bedingung III nur eine solche Wursel o^i der

Gleichung [6] lulttsst, fttr welche:

I" 2-1 >••

Nehmen wir nun, um zu unserem Beispiel zu kommen:

/=
80 wird:

.'/' + .V =- 0

die Differentialgleichung des Problems.

Aus ihrer vollständigen Lösung:

ergiebt sich

:

J {Xf a?J = sin (o; — £cj.
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dk Bedingung 11 verlangt daher in dieaem Falle:

Dagegen lei^t die Bedingung 1 der Lösung hier gar keine Bc-

schräokuDg auf. Denn man erhalt:

Weiler wird nach («')

und daher nach ^i)

:

I/) (a?4, c„ cj=— i{c; -f-cj— 8 9p' (c, cosa;^— c^sinaj}*

Für die drei Unbekannten c«, c,, ergeben sich somit die drei

Gleiehnngen

:

!c^ sin + COS.To = ,

c^ sma\ + t't Cosa*, = (p {x^)
,

— %Q^= c^* c^* — ay' X, (c^ cosX| — sinxj= 0.

Sei jetst im Besonderen gegeben:

^•= y« = Ö, =(a — xj'^*, o>0,
also die gans speoielle Aufgabe vorgelegt:

ütUer den Festsetzungen:

<ia« Problem 9U Ufsen:

F=i^(y'«-y*)daj«llin.

Die Bedingung (H erfaeisoht dann:

(II') 0 < rr. < 7r

,

und die beiden ersten Gleichungen (/] geben sofort:

Sin

Hierdurch wird die dritte:
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and liefen also für die Gleiobwig

:

{q') ^^i^i) = 3aj| — sintx^ = 3«.

Die Bedingung (e) reducirt sich hiernach auf die:

und verlangt somit, da

?^||i) = 3-800.8«.

Stets >0 bleibt, nur:

(III') x.<«.

Nun wachst \p(x^] beständig wxlx^ zugleich und verschwindel

für = 0. Für jedes gegebene positive a besitit daher die

Gleicbong (/;') stets nur eine und swar wiederum positive War-

sei x^ , und diese liegt swiscben a und so oft

V/(o)<3«<(/;(6)

ist. Ueberdies ist:

ip(a) < 3 « für 0 < 2 of < /r, uud dann (/^ (^j
=^ >3a,

>3« für <2«<2;c, ^ '

<3a für <2a<37r,

und >• 3 a für 3/t -< 2 a < 4 /r, und dann (-j-j=^<[^^-

Die eine Wurzel der Gleichung (r/', ist daher:

>aund<^ im Falle 0<a<-^,
^ ^ ^

>« » ^<«<_,
und <attnd>^ » ^<a<^8^.

Die sugebtfrige Ltfsung:

(flt - o;,)'^.

y = :—s^sino!
sm a^i
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unaerer Aufgabe ertheilt also dem Integrale V nur im Falle

einen kleinsten Werth. Denn nur dann genügt die Wurzel
gleichzeitig beiden Bedingungen (11') und (111').

Im Falle:

0<«<f
widerspricht die Wurzel der fiedinguug (Ui'j, erlttUi aber die

Bedingung (11); fUr:

3 /r _ ^ ^— <a<2«
erftlllt sie umgekehrt die Bedingung (III'} und widerspricht der
Bedingung (11'] ; und endUeh im Falle

»<«<-i-
widerspricht sie beiden Bedingungen.

Es lag mir selbstversUlndlich daran, die Aufgabe als Bei-

spiel tu der vorangehenden Theorie zu behandeln; an sich wäre
es einlacher gewesen, unmittelbar die Quadratur

0

auszufahren und dann die Aufgabe F= Min. direcl zu lüseu.
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SITZUNG VOM 2. NOVEMBER 1896.

Vortrai^e hielten:

4. Herr Sophoi Li«, o. M.: Zar Invariantentheorie dor Grappa d«r Be*

WflgaDgen.

i. Herr SophnsLie, o. M.: Vorlegung einer Arbeit von Faid SIMil-KOiiig»-

berg anter dem Titel: »Beitrttge lar Fiticbentheorie«.

Sophui Ida, Zur Invariantentheorie der Gruppe der Be-

wegungen,

Bt'i einer früheren Gelegenheit fdiese Berichte 5.Juni 1893'

sah ich mich dazu veranlasst, ausdrttcklich zu betonen, dass

meine allgemeine Theorie der Differentialinvarianten aller Trans-

formationsgruppen, die durch DitTereDlialgleichangea definirt

werden können, angewandt auf die Gruppe aller Bewegungen,

die EiLER-MoNGfi'sche KrUmmungstheorie als ein specielles Ka-

pitel umfasst. Ich entwickelte gleichzeitig eingehend ein neues

Kapitel meiner Theorie dieser wichtigen Gnippe, indem ich näm-

lich für die Congnieni (im EucLiD'schen Sinne) iweier Raum-

wrven nothwendige und hinreichende Kriterien angab, die auch

dann gQltig bleiben, wenn die betreffenden Gurven imaginir

sind oder gar die Lange Null haben. In dieaer Weise erhielt ich

insbesondere eine Aequivalenxtheorie der MitUmahurvenj die ein

hervorragendes theoretisches Interesse dari>ietet und überdies

auch für mehrere Gebiete der Geometrie der reellen Gebilde

verwerthet werden kann.

In meinen Vorlesungen entwickele ich seit Jahren zugleich

die allgemeinen Kriterien ftlr die Congruenz zweier Flächen, die

durch heliehif/r reelle odtsr inKiynuirc Gleichungen definirt sind.

So pinfach, ja selbstverständlich auch diese meine allgemeine

Acrjuivalenztheone der l'lächen erscheinen mag, wohlbemerkt,

wenn man meine allgemeine Invarianlontheorie kennt, halte

ich es doch für richtig, auch diese Betrachtungen einigermassen

ausführlich darzustellen; sie geben in der That nicht nllein

schone Illustrationen meiner allgemeinen Theorien, sondern sie
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haben überdies auch einen selbständigen tbeorelischen wie

piaktiseben Werth.

Liegt eine Flftebe F vor, die keine infinitesimale Bewegung
des Bannes gestattet , so erblllt diese FlMohe bei Ansfühmng
aller oo* Bewegungen des Baomes siober oo* verscbiedene La-

gen. Die hiermit erhaltenen oo* Flächen bilden eine bei allen

Bewegungen invariante Flachenschaar, und es leuchtet unmittel-

bau ein, dass /' in keiner kleineren Flächenschaar enthalten ist,

die bei allen Hewe^unsien invariant bleibt.

Liegt (iaiiei^en eine Flilche (D vor, die gewisse und zwar ut

unabhängige infinitesimale Bewegungen gestattet, so gehört diese

Flüche einer bei allen BcNvegungen invarianten Flüchenschaar,

die nur oo-' " Flächen umfasst; sie gehört andererseits keiner

üeinereQ Flllchenschaar, die alle Bewegungen gestattet.

Jede FlUchenschaar, die oo'^' Flächen umfasst, lässt sich nun

definiren durcb ein unbeschränkt inlegrables System von DifTe-

rentialgleichungen , bestehend aus Gleichungen erster Ord-

nung, Gleichungen zweiter Ordnung, .».Vq-.\ Gleichungen

(9— 4)^ Ordnung und endlich Vq Gleichungen 9^' Ordnung ; die

Zahlen y,, ... Vq^\^ erftlUen dabei die Bedingungen:

es ist ferner, können wir annehmen, unmöglich, durch Difl'eren-

tiation und Elimination weitere Differentialgleichungen abzu-

leiten, deren Ordnung kleiner als 9+ 4 ist, und es besteht über-

dies die Relation:

\ +(«-^,)4.(3— yj-f ... + (7- r^_J = ^,

sowie die äquivalente:

^^^^-^ - (n + »'.+— + V.) = e •

Nachdem wir diese allgemeinen Bemerkungen, die wir

spSter verwerthen, yorausgeschickt haben, wenden wir uns ins-

liesondere tu denjenigen unbeschrankt integrablen Systemen
von Differentlalgleicbungen:

ßjt ^-rifz /> 7 . . .) = 0 , A = 4 , 2 . . .
,

die bei allen Bewegungen iiivariant bleiben, und überdies die

Eigenschaft geniessen, dass jede Integralfläche von einer passend
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gewählten Bewegung in jede andere Integralflache des beireffen-

den Gleichungssystems f}/;.= 0 Uberizeführt wei den kann. An-

ders ausgesprochen, wir suchen das allgemeinste unbescbränkl

integrable System von Differentialgleichungen

nj,{xyzpq ,..)^0, = % ...),

dessen sämmlliche Integralflächen dadurch hervorgehen, dass

alle Bewegungen des Raumes auf eine beliebig gewühlte Integral-

flache ausgeftthrt werden.

Liegt irgend ein derartiges unbesobrflnki integrablesSyster

vor, das Gleichungen erster Ordnung

davon unabhängige Gleichungen zweiter Ordnung

ß^\xy2pqrst) = 0 y = 4 ...)

n. 8. w. und endlich s=s ^+ 4 Gleichungen Ordnung um-

fasst^ so dttrfen wir immer behaupten, erstens, dass das System

der Gleichungen cister Ordnung
-^-i'^" ^ Gruppe in-

variant bleibt, zweitens, dass das System der Gleichungen erslet

und xweiter Ordnung: 0, i^Jf'ss 0 bei der Gruppe in-

variant ist U.S. auf die Frage, ob alle diese invarianten Sf-

steme von Differentialgleichungen unbeschränkt integrabel wHi

mtlssen, brauchen wir hier gar nicht einsugehen.

Es liegt somit nahe, den folgenden Weg tu gehen: Wir be-

stimmen EunVohst alle invarianten Gleichungssysteme fai dco

fünf Veränderlichen .r, t/, z, p, r/, sodann alle Invarianten Gtei-

chungssysteme in den Veränderlichen or, i/, r-, />, 7, s, / U.8.W.

Zu diesem Zwecke nehmen wir die alljiemeinste infinitesi-

male Bewegung und berechnen die entsprechenden Incremente

der Grössen p und 9, sodann die Incremente der Grössen r, s

und / u. s. w.

Die gesuchten Gleichungssysteme in den Veränderlichen

.7-, »/, 5, q sind dadurch bestimmt, dass sie die sechs, emmal

erweiterten inhoitesimalen Bewegungen:

- y Google
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Vi/ V
ix' iy ' h» '

'

gestalten. Die drei ersten infinitesioialen Transformationen

(Translationen) seigen, dass jedes derartige Gleicliungssystem

TOD {/, z frei sein muss und somit nur /) und q enthalten kann;

es muss dabei die drei Transformationen in q:

gestatten. Nun aber versehwinden die sw.eireihigen Determi-

nanten der Matrix

q — p I

(*+P*) V9

Dämlich die Grössen

nicht identisch, wahrend sie dann und nur dann sammtiich

gleich Noll werden, wenn p nnd q die Gleichung

erfüllen.

Es giebi S(mU nur ein einziges GleidiungssysUm in den Fer-

itnäerUdien x, Sy py q^ nämlich die Gleichung

:

die aiie Beweyunyen gestattei.

Nichts ist leichter, als dieses erste Resultat auch durch ein-

lache geometrische Betrachlungen absuleiten, wohlbemerJ^t,
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weno wir die Theorie des Poncelefschen^) Kreises als bekannt

vorausseUen. Liegen namliehxwei FlHchenelemeDte: s,p, 9,

und (Dtlft^tPi^t ^<^^t doroQ Ebenen diesen Kreis in je iwei

getrennten Pnnkten treffen, wahrend die sechs ftufiAteoordinateD

^lUi^i^il/t^i sammtlich endliche Werthe haben, so giebtes

immer eine Bewegung (ja sogar einfach nnendlioh Tiele), die das

erste Flachenelement in das zweite Element ttberftlhrt. Liegen

andererseits im endlichen Punktraume zwei Flachenelemente

vor, deren Kbenen den PoNCELKi'schen Kreis berühren, so ist es

eberifalls immer niöglieh, das eine I'^leiiient durch eine Bewegung

in das andere Element überzuführen. Eine solche Ueberftthruui;

ist aber nicht mehr möglich, wenn die Ebene des einen Elements

den PüNCF.LKTSchen Kreis berührt, die Ebene des zweiten Ele-

ments dagegen diesen Kreis schneidet. Diese geometrischen Be-

trachlungen zeigen, dass die Gleichung: 1 -|- /j* -(- 7* = ^ die

einzige invariante Elementschaar liefert, die nicht nur solche

Elemente umfasst, deren Punkte in der unendlich fernen Ebene

liegen. ^Die hier angestellten Betrachtungen ermöglichen selbst-

verständlich auch die Bestimmung aller invarianten Elementr

schaaren, die nur solche Elemente enthalten, deren Punkte un-

endlich ifem liegen; mit diesen lotsten invarianten Element-

schaaren braudien wir uns aber bei dieser Gelegenheit nicht 10

beschäftigen.

Wollen wir jetst alle Gleiehungssysteme in den Veränder-

lichen y y Pf q, Vy s und t bestimmen, die bei allen Be-

wegungen invariant bleiben , so bilden wir nach meinen allge-

meinen Regeln die sechs zweitnal erweiterten infinitesimalen

Bewegungen

:

1) lob schlage vor, die unendlich fernen imaginären Kreispunkte einer

Ebene als ihre PonceleCschru Punkte, und dementsprechend den unend-

lich fernen imaginären kuuelkreis des Raiimos als den Poncclct'schuft

Kreis zu bezeichnen. Die Eioführuug dieser iiegrillu ist doch Poncillets

originellste Leistung, wenn auch dieser grOsste Qeomeler unseres Jahr-

bnnderts, der leider so frtth von der Geometrie woggemgea ward«, nicbt

dczn Gelegenheit fand, die Tragweite dieserBegriffe nach allen Riobtungeo

klar zu stellen.
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ix' iy' Ö2 '

nnler denen die drei ersten zeigen, dnss die gesuchten Glei-

chungssysleme von r, y, z frei sind und daher mit denjenigen

Gleichungssyslemen in 7, r, 5, / identisch siDd, die gegeDttber

den drei Transformationen

- P» g- +9«) ;-^-(2i«+,r)5^-(89*+P')^-:i7'^,

invariant sind. Nach meinen allgemeinen Theorien zerfallen die

betreffenden Systeme in iwei getrennte Kategorien, je nachdem
die dreireihigen Determinaoten der Matrix

q — p 8« < — r —
(M) -pq -(4 4-9*)-. (2/;6 + gr)- (2^5 — 3^/

vermöge des Gleiehnngssyatems verschwinden oder nicht.

Unter den Determinanten dieser Matrix branchen wir nur
die folgenden

:
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hiiiza8chr«ibeii. Sehen wir dabei vorllufig von allen imagmaren

Developpablen ab, die den PoiiGiUR'sehen Kngelkreis enäialten,

anders ausgedrückt, schliessen wir alle Gleicbungssysteme aas,

uuler dercD Gleichungen sich die Gleichung erster Ordnung:

findet, so sehen wir, dass jedes andere Gleiehungssystem. lür

welches unsere Determinanten sämmtiich verschwinden, die bei-

den Gleichungen

entbtilt. Diese beiden Gleichungen bestimmen aber alle Ele-

mente zweiter Ordnung [xyzpqrst)^ die man als Sabelpunkte

SU bezeichnen pflegt Darum leuchtet ohne weiterea ein, daas

diese Elemente eine mvanante Schaar bilden.

Um direoi zu beweisen, dass die Gleichungen (N) das ein-

zige invariante Gleichungssystem in unseren adU Veränder-

lichen liefern
I

das durch Determinantenbildung unmitkibar

gefunden wird (und nicht die Gleichung 4 + + 9*» ^ nm-

fasst), stellen wir am besten die folgenden hegrifflichm Betracht

iungen an. Die Determinanten der Matrix (M) verschwinden dann

und nur dann sflmmtlich, wenp das betreifende Element sweitcr

Ordnung (o? . . . t] bei mindestens einer infinitesimalen Bewegung

seine Lage behalt Diese Bedingung ist aber dann und nur dann

erfüllt, wenn das betreffende Element einer Kugel angehört, das

heisst, wenn es einen Nabelpunkt definirt.

Dit beiden Gletchunycn aller Nabelpunkte

liefern also das einziye bei allen Bewe(ßtngen invariante System

run Diß'erentialyleichungen zweiter Ordnung^ das unmilteibar

bei Determinunlenhäduny gefunden wird.

Dieses Gleiehungssystem ist unbeschrSnkt integrabel und

es sind die cx>* Kugeln die xugehtfrigen Integralflachen. Zwei

Kugeln sind aber dann und nur dann congruent, wenn das Qua-

drat des Radius für beide Kugeln denselben Werth hat.

Ertheilen wir daher in der bekannten Gleichung derHaupt-

krilmmungsradien
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(R) t-s*)R*- Iii -{•p^)t-2pgs-\-{\+q*)r] y\-[-j^-^q^.H

+ + P* + q')' = 0

der Grosse H einen beliebigen oonstanten Werth k und fügen die

hervorgehende Gleiohung ku den beiden Gleichungen (N) aller

Nabelpunkte hinzu, 80 erlialten wir das allgemeinste System von

Differentialgleichungen Isweiler Ordnung:

r _ s _ t

4 -i-p'~pq ""^ -^q^ '

(rl— [(4 ^p*)i^^pqs^{i^q*)r] V1-hP*-f

das bei allen Bewegungen invariant bleibt^ das ferner alle Deter-

minanten der Matrix verschwinden lässty und das endlich nur

krumme Integralflächen besitzt, die unter einander congruent sind.

Hierau kommt das System : r= « =s /= 0 .

Soeben wir jetzt alle invarianten Systeme von Differential-

gleichungen zweiter Ordnung, für welche die Determinanten der
Matrix (M) nicht samintlich verschwinden, so sollen wir nach
meinen allgemeinen Regeln die Symbole (vgl. S. 471) der zwei-

mal erweiterten infinitesimalen Bewegungen gleich iNuU setzen

und die beiden Losungen des erhaltenen vollständigen Systems
suchen. Diese Lösungen, anders ausgedrückt, die Di/fcrential-

in Varianten zweiter Ordnung der Beweyunysgruppe , sind aber
grade die beiden HauplkrUmmungsradien li^ und deren
analytische Ausdrücke die beiden Wurzeln der Gieicbung (R)

sind.

/:'.v giebt daher zweierlei invariante Systeme von Differential'

gleichungen zweiler Ordnung, für welche die Determinanten der

Matrix (M) nicht sümmtlich verschwinden. Die Systeme der erstell

Art bestehen jedesmal nur aus einer Gleichung zwischen den bei-

den Hauptkriinmungsradien

:

Die Systeme der s^weiten Art haben die Form:

= o =as Gonst.
, 7?^ SB 6 s=s Gonst.

,

sind aber nach bekannten Sätzen nur dann integrabel, wenn die

beiden Constanten a und b denselben Werth haben, oder aber die

eine unendlich gross ist.

Haik.-plijs. GlMt*. tttMi. 31
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Jede part ielle Differentialgleichung von der Form£(i2|i2f)=0

hat oo^ viele lotegraiflachen und zwar lauter WBiNGARmf'sche

Flächen; es ist selbstverständlich, dass diese oo"^ viele Integral-

flachen einer bestimmten Gleichung £i{H^ = 0 nicht sammlr

lieh congruent eind. Es ist aber ebenso selbstverständlich, dtn

jede IntegralflKche einer solchen Gleichung von jeder Bewegpng

in eine Integralfliofae abergefdhrt wird. Bs ordnen sidi also

alle Integralflllchen einer Gleichung i2^ 0 in invariante Schaa-

ren, deren jede aus lauter congruenten Flachen besteht Eine

solche Schaar enthalt höchstens oo* Flachen, kann aber auch ans

einer geringeren Aniabl Piaehen bestehen.

Zwei partielle Differentialgleichungen von der Form:

R^=a = Const. , = 6 a= Const.

haben nur dann gemeinsame nicht<ylMrüche Integralflacheo,

wenn die Gonstanten a und 6 gleich gross sind. Das Gleiehong^

System:

B^ =2 a = Const. , = « = Const.

ist unbeschränkt integrabel und ist überdies ein Involutions-

system, dessen oo*^ Integralflachen in der folgenden Weise ge-

landen werden: Man sucht die Umhullungsfläche von oo* Kn-
|

geln mit Radius o, deren Mittelpunkte eine beliebig gewählte i

Minimalcurve ausfallen. Die Frage nach den Kriterien fdr die

Gongrueni sweier derartigen Umhüllungsflachen redudrt sick

auf die froher von uns erledigte Frage nach den Congmeiu-

kriterien sweier Minfmalcurven.

Fragen wir nun ganz allgemein, wie man entscheidet, ob

iwei beliebiy vorgelegte Flächen congruent sind, so können wir

diese Frage in der folgenden Weise erledigen.

Erfüllt die eine Fläche die Gleichung:

so muss auch die sweite Flache eine Minimaldeveloppable sein.

Zwei solche Developpablen sind congruent, wenn ihre Rflek-

kehreurven, die alle beide Minimaleurven sind, mit einander

congruent sind. Ist insbesondere die eine Flache eine Minimal-

ebene, so muss auch die andere Fläche eine Minimalebene sein,
j

Wir können fernerhin von den Minimaldeveloppableo ab- i

sehen.
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Ist die eine Flllohe eine Kugel mit Badhu so moaB aadi
die andere Fliehe eine Kogel mil RadioB a eein. Diese nolh-

wendige Bedingung isl aneh hinreichend.

Nadulem hiemdl die aofgealeUte Frage fttrHinimaldeTelop-

pabkn und Kugeln erledigt worden ist^ bMbt uns nur nodk Ufrrti^,

qU$ Fltt^m MU beircuMen^ für toelehe die DHermmanten der Jtfio-

trix nicht sämmilich verschwinden. Eine derartige Fläche zu-

samiuen mit allen mit ihr congruenten Flächen wird durch ein

iDvariantes System von DifferentialgleicbungeD bestimmt, das

aaf eine solche Form

gehracht werden kann, daas alle Grtfaaen ^4 , ... Jm DiflTeren-

tialinTarianten der Bewegungsgruppe daraiellen. Hier müssen
nun wiederum mehrere Möglichkeiten berücksichtigt werden.

Findet sich unter den Gleichungen des unbeschrankt inte-

grablen invarianten Systems keine, deren Ordnung kleiner als

drei ist, so muss es, weil die Zahl der Integralflachen nicht

grösser als 00® sein darf, vier Gleichungen dritter Ordnung ent-

balten. Unsere Gruppe hat zwei Differentialinvarianten zweiter

Ordnung H^, /i, und xuer von dritter Ordnung, die 2f,
, -3

und^^ heissen mögen. Das betreffende unbeschrankt integrabie

System besteht aus vier Gleichungen von der Form

^k^nif^i^ «») (A=i...4).

Zwei hierher gehörige Flachen sind dann und nur dann con-

gruent, wenn die beiden Flachen dieselben Gleichunt^en =
^lc{B^ , erfüllen. I'ntor den hier gemachten Voraussetzungen

gestatten die betreflenden Flachen keine infinitesimale Be-

wegung, denn aonst waren die Krümmungsradien durch eine

Belation gebunden; unter den Congruenskriterien fände sich

somit mindestens eine Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Setsen]wir jetst voraus, dass das betreffende unbesohrünki

integrabie System, das uns die Congruenskriterien liefert, eine

und nur eine Gleiehung zweiter Ordnung enthttlt, die somit die

Form
o(/?,,ß,) = 0

besitst. Hat nun dieses Gieichungßsystem 00" verschiedene

S4*
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IntegralflAehen, anders ausgedrOckt, gestattaliiidiljade Integnü-

flaehe eine infoitesimale Bewegnng, eo finden sieb uoler dea

Gleichangen dea Systems drei Gleiebungen dritter Ordnung, la

diesem Falle bestehen daher die Gongraenskriterien wiedemm
ans vier Gleichangen swiseben sechs DifferentialinYariantaa

B^^ S^^ 2^, ^, und S^. Diese vier Gleichangen lassen sieh

aber jetit nicht nach den vier2 anfltfsen^ indem H^ und daith

eine Relation gebunden sind. — Hat das unbeschränkt integrable

Gleichungssystem, das die Gongruenzkriterien liefertj nicht oo*,

sondern nur oo'' verschiedene Integralflächen, und gestatleo

dementsprechend die beiden vorgelegten Flächen eine und nur

eine infiDitesimale Bewegung, so besteht das Gleichungssystem

aus fünf Gleichungen, die und die vier 2"^. durch H^ aus-

drücken. Weitere Möglichkeiten treten hier nicht ein, indem

ein unbeschränkt integrables System, das keine Gleichung erster

Ordnung und nur eine Gleichung zweiter Ordnung eothttit, mia-

deslens oo* verschiedene Integralflachen amfasst.

Jetzt kommen wir zu dem letzten Falle, der sich dadurch

charakterisiren lässt, dass die Congruenzkriterien zwei und nur

zwei Gleichungen zweiter Ordnung enthalten, die dann sicher

die Form

ff^ =s a , B 6 (a == Gonst. , b= Genst)

haben. Das betreffende unbeschränkt integrable System hat

mindestens oo* und selbstverständlich höchstens oo* Integral-

flachen. Ist die Zahl der Integralflachen gleich oo* , so besteht

das betreffende Gleichangssystem aas sechs Gleiehongen swi-

sehen den Grdssen R und 2^ die somit sammtlich gans bestimmte

Zahlenwerthe haben. In diesem Falle kann die Gleichung der

betreffenden Flachen, wie meine Bestimmung aller sweiglied-

rigen Bewegungsgruppen zeigt, eine unter den Formen:

fl5*-f-ys=sA-, (x-jriu)*^^^ 9 «

«

ä leg (a? -h ty)

erhallen, und jedesmal entscheidet die Gonstante /, die Frage

der Aequivalenz. Ist die Zahl der Integralflächcn g:leich co^

oder oo*^^, so kann durch jeden Punkt einer solchen Fläche nur

eine RrOmmungslinie gehen; denn sonst wäre sie eine Dupi^v-

sehe Gydide, ja ein Botationscylinder mit swei infim'tenmalen
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Bewegungen in sich, was ausgeschlossen ist. Unsere Flächen

sind also jedesmal Umhüllungsflachen von c»' gleichjzrossen

Kugeln, deren Mitlelpunkle auf einer Maximalcurve liegen. Für

diesen Fall gaben wir schon auf Seite 474 die Gongruenz-

kriterien. — Zu beachten bleibt immerhin, dass die Beweise

meiner Sätze nur innerhalb passend gewählter Bereiche gelten,

und dass dementsprechend in dieser Note Symmetrie als Gon-

gruens anlgefasst wird.
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Paul 8ti€k6l in Ktfnigßberg i. P.: Beiträge %wr Flüchen^

theorie.

I.

Zv TkMrie KrUmugtlliiei.

1. SoPHis LiE hat in seiner schönen Abhandlung: Ueber

(fcodätische Linien ') darauf hingewiesen, dass es bei Unter-

suchungen in der Flachentheorie unerlässlich ist, zu unter-

scheiden, ob man sich auf /w//e Grössen beschränkt, oder ob

man auch couiplcxe Grössen zulassen und damit die volle Allge-

meinheit der Ergebnisse erreichen will, und er hat später her-

vorgehoben -), dass »die Unter.siichunLien tlber imaginäre Ge-

bilde, obgleich sie an sich wichtij^ genug sind, häufig auch für

reelle Gebilde nutzbringend verwerthet werden können wo-
für seine Kntdcckungen in der Theorie der Minimalflächen ein

schlagendes Beispiel waren.

Trotz dieser wiederholten Hinweise Lie's ist meines Wis-

sens noch nicht genauer untersucht worden, welche Modifica-

tionen di(^ klassische Theorie der hriimmtnig der Flächen erfährt,

wenn man die Voraussetzung der Realität fallen lässt, und es

scheint mir daher au der Zeit zu sein, dass diese Lücke ausge-

füllt wird.

2. Einer der wichtigsten Sätze der Krümmungstheorie be-

steht darin, dass die kriimmnnyslinien ein Orthugonalsystem auf

der Fläche bilden. Ausgenommen ist nur die Kugel, auf der

jede Curve als Krümmungslinie angesehen werden darf. Man
überzeugt sich leicht, dass im compiexen Gebiete noch andere

4) Note I: I t'her die allgemeinste geodätische Abbildung einer roel-

len oder imaginüreu Fläche. Mathematische Annaien, Bd. 20. tSSO. 4t9.

5) Lii, Vorlesungen über oontinuirliche Gruppen mit geometrischeo
und anderen Anwendungen. Bearbeitet nnd hennsgeg. von G. Scbsfius.
Leipzig 4801. 8.667.
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AfUMhoMÜlIle himitreton. Es IflM nkUk das am einfacbsten

fiboMhen, wenn die AsymptotmtHmm alt Parametenmnren u
as oonal. und ve oontl. eingafttbit werden, und das ist erlaubt,

sobald die betraobtete FlSobe ein von Null versobiedenes Krttm-

mungsmanss besitzt. Unler dieser VorausseteUDg wird die Dif-

ferentialgleichung der KrUmmungslinien:

und hieraus fol^, dass die Krttmmangslimen in der That ein

Orlhogonalsystem bilden, so lange die Determinante EG von

Noll verschieden ist

Hai man 6= 0, so wird die Flflohe eine Kugel, denn

der Krflmmungsradins q des Normalsehnittes, der durch die

Punkte u, v und u-^du,v+ dv geht, wird allgemein durch

die Gleichung:

_ Edu* -^^Fdudv Gdv*
^ "~ Ldu* 4- ^Mdudv + Ndv*

gegeben. Ist also gleichseitig L = 0, iV=0, weil die Asym-

ptotenlinien Parametercurven sind, und £s= 0, G= 0, so wird

P

und CS besilsen alle Normalschnitte im Punkte v dieselbe

JLrümmung.

Lagst man jedoch auch imaginäre Flachen zu, so darf man
annehmen, dass E verschwindet, während G nicht identisch

gleich Null ist, und dann giebt es auf derFlSohe nur etne Schaar

von KrümmungsUnimf ntmlich die Gurven vssconst., die zu-

gleich AiympMenlmien und, wegen £=0, Mmitnakurven sind.

Fallt nmgekehrt bei einer FlSdie die eine Schaar der Asym-
ptotenlinien mit der einen Schaar der Hinfanaleurven sussmmen,

80 wird bei Binführung der Asymptotenlinien als Parameter-

curven

£=:0, iV=0, J?=sO,

und hieraus folgt, dass die Flache nur eine Schaar von Krllm-

mungslinien, nämlich gerade die betreffende Schaar der Minimal-

4) Leider sind dieBezeichnuDgen in der Flächentheorie von einer ver*

wirraodoD Mannigfaltigkeit. Ich scUlesse mich im Folgenden an die reeht

iweckmtfssigen BefeiehooDgeo von J. KvoeLAOCH an (Binleltnng In die aN-

gNDeiiie Thoorie der krummen Flächen. Leipzig .48S8}.
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linien, besitzt. Ztrischen die allgemeinen Flächen j bei denen die

k'rümnmiKjsluuen ein Orthngonalsystem bilden , und die Kugeln,

bei denen jede Flächenrurve Kritmmungslinie ist^ schieben steh mit-

hin im complexen Gebiete die Flüchen ein
,

die durch das Zu-

sammenfallen der einen Schaar von Minimallinien mit der einett

Schaar ron Asymptotenlinien Charakterisirt sind^ und bei denen

nur eine Schaar von Krümmungslinien e^istirt.

3. Die soeben definirten Ausnahmeflachen sollen jetzt ge-

nauer untersucht werden. Als Gleichung für die HaupUuiUn-

mungsradien erhalt man lunttohst:

es wird also

P
Ä| = ^« =

jl
•

Hieraus folgt für das Giuss^sohe KrOmmangsmaass:

Zu weiteren Etgensohaften gelangt man yermtfge der drei

Fundamentalgleichungen^ die swischen den seohs Fundamental-

grossen F^G\ L^M^N bestehen, und die unter Benuttong der

GaiisTOFm'schen Symbde folgendermaassen lauten:

lA-il' _

Werden im Besonderen die Asymptotenlinien als ParamelM^

eurven gewählt, so ist

1 = 0 und A = 0.

Fahrt man ferner an Stelle von M die Grosse:

M
an

VEG — F'

4) Kkoblavcb, a. a. 0. S. %\. Den Ausdruck für A' findet man S. 74.
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ein und beaehtei die RelaUoaen:

H4( . m _ ^lo8 VEG^P*
i'j M( b7i

»

}t}-i-}4j= 5^ »

80 erhalten die FundameolalgleiehuDgeQ die einfache Gealalt:

Seilt man in diesen Gleichungen £ob 0, so wird j^/j = 0

,

und es ist daher nach II') iÜi eine Function von v allein

:

(I) a»«ie-M«).

Diese Gleichung zeigt, dass die Linien v = const. auch die Linien

ctmstanten Ki ümmungsmaasses sind, denn es wird

Die Gleichung III') geht nunmehr über in:

W ^= '''(«')''.

nnd bildet man jetzt A unter der Annahme:

£=0 und |^ = /i'(t;)/^,
Ott

f w »

so Liefert (1) die Gleichung

dttdr

I) Bekanntlich gilt für Fa>G«>0 die Formel ir-»~^T^^-
Hier erkennt man, dass diese Formel richtig bleibt, wenn allgemeiner
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Nach LiocviLLB ist das allgemeine Integral dieser partiellen Dif-

ferentialgleichung fweiter Ordnung:

and mit P ist durch (4) und (3) auch Jf und G gegeben.

Fuhrt man schliesslich, was erlaubt ist, an Stelle toq u und
V als GAOss^sche Goordinaten (p und ^ ein und schreibt nach-

träglich für ff und ip wieder u und so ergiebt sich, dass fOr

die betrachteten Flachen die Fundamentalgleichungen in allge-

meinster Weise durch:

(6)

A'=0, /• = -7-V-T¥-» ^= -7 HnM,

befriedigt werden; m{v) und n(t;) sind dabei wOlkllrliche Func-

tionen ihrer Argumente.

4. Nach einem Satie von Omiar Bohrst ist durch die An»
gäbe Ton sechs Functionen F, G\ die den drei Fun-
damentalgleichungen I), 11) j

ni) geniigen
I eine Flache bis auf

ihre Lage im Räume und die Spiegelung an einerEbene eindeutig

festgelegt. Zu jedem Paare von Functionen m[v) und n[v) ge-

hört daher eine Flache, bei der die eine Schaar der Asymptoten-

linien mit der einen Schaar der Minimalflachen susammenfittlt,

und es lasst sich mithin die Gesammtheit dieser Flachen durch

eine partielle Differentialgleichung sweiter Ordnung charakteri-

siren.

Um von den sechs FundamenlalgrOssen f, F, G\ I, Jkf, lY lu

der Darstellung der Gartesischen Goordinaten o-, s eines

Punktes der Flache als Functionen von u und v wa gelangen, hat

man die folgenden Gleichungen su integriren, in denen .\, Yy Z
die Richtungsoosinus der Normale bedeuten^:

i) Memoire sur la Ih^orie des surfaces applicables sur udc surface

doDDde. lonnial de 1*60016 polytechnique. Ohier ts. 4867. S. 91.

t) Man vergleiche daillber etwa Stabl und Koubull, Die GroBd-
fonneln der allgemeineb FlSchentbeorie. Leipzig 1893. 1 8.
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b) (£(i _ f) « (FiV_ ejf)^+{FM- EN)^;

c)
du'

6;r
+1' 4|

du «i dv »

du if dv '

il

du

und die entspreobenden Gleichungen gelten für Y'und y, Zund
Für den Torliegenden Fell geaOgl es, die Gleichung c) lu

bilden, die in

d*ac_ — 2 bx

du* u-|- V du

übergeht. Es ist daher

(B) «=^+v,.(u,, j/=aiM

+

und hieraus erschliesst man sofort, dass die (lurven r = consl.

gerade Linien sind. Mithin sind lUe Flüchen, bei denen diehrum-
mungslinien in eine Schaar zusdmmenfallen, (jcvadlinig, und die

erzeugenden Geraden sind Minimalgeraden. Wird unigckehrl

eine Fläche durch die Bewegung einer Minimakeraden erzeugt'),

so erhalt man bei Einführung der Asymptotenlien als Parameler-

curven

:

L = 0 , A'= 0 , = 0
,

und es fallen daher die KrOmmungslinien in eine Schaar tnaam*
men. Hiermit ist der Lehraati gewonnen:

Die Krümmungslmien einer Fläche ^ deren KrUmmungi"
maass von NaU verschieden ist, bilden im Aügemeinen
ein Ortiibgonalsystem, Ausgenommen sind nur die gerade

linigen Ftächen, die durch Bewegung einer Minimalgeraden

I) DieMAosdnickäweise ist erlaubt, da alle Minimal|{eraden einaDdw
coogment sind; vergleiche Ln^ Torlesmigen Uber coatlonirllcbe Grappco.
Leipsig 489S. S. l%k.
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imUtdien, Bei diesen Piachen fallen die Krümmmgilmm
in eine Schaar gusammen^ es sei denn, dass die Fläche

noch eine zweite Erzeugung durch MinimaUferaden mdätsL

Sie ist dann eine Kugel, und jede Plöchmcurve darf ah

Kriimmungslinie angesehen uberden.

Aus diesem Lehrsatze ergiebt sich sofort die allgemeinste

Darstellung von z durch Gxuss'scbe CoordinateiL Setzt

man Dttuüich:

(B') ac«=/;(9)/>+ .7,(9n y==ft{^)p-i-9t{9)\ ^=fMP'^9M'

80 wird für 9 SB oonsl.:

dx* -{-dy'-i-dz' = (/-; -^I1+fl)dp' ,

imd man bat daher in {ff) die Punolionen A > /> nnr der Be-

dingung in nnlerwerfen, dase

/T + /l + /l = o

wird. Die Garven q= oonet sind alsdann die Minimalgeradflo.

Lässt man die Voraussetzung fallen, dass das KrUmmungs-

niaass der Fläche von Null verschieden ist, so ergeben sich die

Developpablen, Auch bei ihnen bilden die f^rümmungslinien im

Allgemeinen ein OrthogonalSystem. Ausgenommen sind nur die

Developpabeln, die durch Bewegung einer Minimalgeraden ent-

stehen. Diese Flachen theilen mit der Kngel die Bigenschaft»

dass eine jede Flaehenenrye als KrOmmongslinie angesehea

werden kann.

Diese Ergantnng des vorher bewiesenen Lehrsaties Ter-

danke ich einer frenndliohen Mittbeilnng von Sonus Ln, deai

die Brgelmisse dieser Nommer sohon vor S5 Jahren bekamit

gewesen sind.

5. Unter den Flachen, die duroh die Bewegung einer Mi-

nimalgeraden erzeugt werden, stehen der Kugel am nächsten die

Flächen von constnntem Kriimmungsmaasse. SetJtl man, was un-

beschadet der Allgemeinheit geschehen darf:

so wird m{v) = 0 und die Fundamentalgrössen haben die

Werthe

:
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£=0, F =
, , G = n(t');

' (w + 1?)' ' ^
'

Hieraus ergeben sieh die Gleichnogen:

•)äi7^— öi7' •»'s^-— i>,r
-*»(")(•'+•')•

-SS
5

' ^ött« u+t)4u' ^ 4«d» (u+ o)'
*'

deren Integration ohne Mttbe durchgeführt werden kann.

Aua c') folgt wieder:

und daher wird naeh a') und b'):

X « ^ ^r^l - 4,{v)+\fn{v]ip{v)dv

.

Die deiehungen d') und e') werden alsdann:

= \fn(v}q>{v)dv^i^' (v)
,

^(i;)= {v) ip{v)
,

sodass (p{v) durch die lineare homogene DiUerentialgleichung

dritter Ordnung:

bestimmt wird. Kennt man aber ^, so ist es leitet (c, y und s

in erhalten.

II.

lieber die Fiindftmeutalgrüssen <Ier Flächentheorie.

1. Einer der wichtigsten SStse der Pittchentheorie ist der

Sats von Ossiah Borrbt, der besagt, dass durch jedes System

von seehs Ftanetionen E, G; U^N, die den drei Punda-

mentalgleiehungen

:
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III)

genflgeD, eine Fläche bis auf ihre Lage im Räume und die Spie-

gelung an einer Ebene eindeutig festgelegt ist'). Werden daher

swei Flttchen S ond auf einander abgebildet and stellt es sich

heraus, dass sa entspreohendeo Punkten von 8 nnd 5« dieselben

Werthe der Fundamentalgrüssan enter und sweiter Ordnung

gehören, dass also

ist, so iBsst sich die eine Flache in die andere durch eine Be-

wegung oberftlhren, der ndthigenfalls eine Spiegelung an einer

Ebene hiniuiufflgen ist, und bei dieser Transformation gehen

die Bildpunkte in einander Uber.

Der Zweck dieser Abhandlung ist su seigen, dass der Sali

von BollifBT folgende bemerkenswerthe Yerallgemeinerung xo-

lüsst. Werden zwei Flachen S und auf einander abgebildet,

und stellt es sieb heraus, dass in entsprechenden Punkten von S

und S^ die Verhältnisse der Fundamentalgrössen erster Ordnung

und die Verhältnisse der Fundamentalgrössen iweiter Ordnung

ttbereinstimmen, dass also

ist, so llisst sich im Allgemeinen die eine Fläche in die andere

durch eine Aehnlicbkeitstransformalton überführen, und dabei

gehen die Bildpunkte in einander tlber. Im Allgemeinen be-

deutet, dass dieser Sali yersagen kann, wenn die Flachen 8 und

4) OssiA« BojJNET, Memoire sur la thöoriedes surfaces applicables rar

une surface donnee. Journal de TEcole pnlytprhni(|iu>. Cahier41. 4867.

S. 3<. Man vergleiche auch: C. Runge, Ueber die Kiünimung, Torsion und

geodätische Krümmuog der auf einer Flttche gezo^enca Curveo. Disüerta-

Uon. Berliii 1181, ood E. LtncaiTS, üntersoehungen Uber die BeitliiiiliiiBg

on Oberflächen mit yorgMehriebeiiem AvsdraclL der LineareleaMBte.

SittQogflberlchla der Berliner Akademie. Jahrgang I8S8. S. Sil«
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S^ einer durdi bettiomite f|iartielle Differential^eidiuDgeii oba-

rakteiisfrten Klasse von Flttoben angehören , die ich der KOrse

wegen im Folgenden als C-Flächen beseichnen will; su den
C-Flachen gehören sum Beispiel die Kugeln und die Minimal-

flaohen^).

2. Stehen zwei Flachen S und S^ in der eben angegebenen

Beziehung , so haben die Minimalcurven der ersten FUche die

Minimaicurven der zweiten Flache und gleichzeitig die Asyni'

ptotenlinien der ersten die Asymptotenlinien der zweiten zu Bil»

dem, die Abbildung ist also nach einer von mir vorgeschlagenen

Ausdrucksweise zugleich conform und conjunctiv. Es wird dnher

vortheilbaft sein, bei der folgenden Untersuchung eins dieser

beiden Curvensysteme zu Paramelercurven zu machen, und
zwar sollen die Asymptotenlinien gewählt werden; das ist er-

laubt, sobald das G.u ss'sche Krömmungsmaass A nicht identisch

verschwindet. Unter dieser Voraussetzung gelten zunächst die

Gleichungen

:

Setii man ferner

Kü'G — /** Vii; G^ — fl

so lauten die Fnndamentalgleiehungen für S nnd S^

:

AJ = i VK, AJ = / VA,

,

Sollen auch die MinioMlcurven von 6 nnd S^ einander eol-

spreoben, so müssen die Gleichungen:

4; Diese Verallgemeinerunp; des BoNNET'schon Satzes habe ich bereits

iu meiner Abhandlung: Ueber Abbildungen (Mathematische Annalen,

4894. S. 560} als Yermuthung uusi^esprochen. Ferner müge noch darauf

tofmerksam gemacht werden, dass sehr wobi die Kittchen 5 und S| mit
«ioander identisch lein IcODoen, und dsM siimBeifpiol die Kogel conform-
conjancllvau/'jicA5e/&«/abgobildct werden kann, ohne dassdie t-ntsprechen-

den Punkte sich dorch ein« Aebnlichkeitstransfonnalion in einander Uber-
führen lasten.
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(3) E.^B'^.E, F, «««».F, (;,=e«^.(;

bestehen. Setei man diese Werthe in die Gleiohungen A,),

B|) und G,) ein, so ergeben sich im Ganien sedis Glefäungen

swisohen den seehs Grossen:

£, F, G\ aO?», ÜK,; to,

auf deren genauere UntersuohuDg alles ankommen wird
3. Es ist leicht aus den Gleichungen, um die es sieh iuuh

doli, M und i0}, su eUminiren. Man erhall die Relationen:

Die Gleiohungen D) und B) mttssen bei Jeder Plidie S iwisehsa

den Fundamentalgrössen erster ^Ordnung P, G bestehen,

wenn die Parametercurven u = const. und t; = const. die Asym-

ptotenlinien sein sollen. Die entsprechenden Gleichungen D, *

und KJ für S, werden vermöge der Gleichungen (3) zwei par-

tielle Differentialgleichungen driller Ordnung für fr, deren Co-

efficienten von /i, h\ (i nebst deren Ableitungen nach u und v

abhängen. Es fragt sich jetzt, was für gemeinschaftliche Lösun-

gen diese beiden partiellen Differentialgleichungen unter der Vor-

aus^setziiny besitzen^ dass F, G durch die beideti Relationen D)

und E) mit einander verknüpft sitid.

Man überzeugt sich leicht, dass unter allen Umstanden

w =^ oonst. %k

eine geuieinschaflliche Lösung der Gleichungen D^} und ist.

Setst man nUmlich

I,«0, J/4= ±e*if, ^, = 0,

so werden der Reihe naeh die Gleiehungen AJ, BJ, CJ mit den

Gleichungen A], B), G) identisch. Hierdurch aber wird bedingt,

dass die Flüchen S und 6\ durch eine Aehnlichkeitstransforms-

tion in einander Ubergeführt werden können, und iwar so, dass

die entsprechenden Punkte u, r in einander übergehen. Es

kommt daher alles darauf an zu zeigen, dass die Gleichungen

D,) und E,) fiusser «' = const. keine gemeinsame Lösung be-

sitzen, es sei denn, dass F, G noch durch eine dritte Relation
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F) vertnttpft sind. Ist .das richtig, so werden durch die Glei-

ehuDgen D), £) und F) die C-Plächen definirt, die ausser den
AehDlichkeitstransformalionen noch andere conform-coDjugirte

Abbildungen zulassen.

Die wirkliche Aufstellung der Gleichung F) und die Durch-

führung des Heweises, dass F) keine Folge von D und K) ist,

scheitert an der Verwickelung der Formeln, und man ist daher

genöthigt, einen anderen Weg einzuschlagen. Ware F) eine

Folge von D) und E), so würden zu jeder Fläche ^' Flachen ^',

gehören, die eine conform-conjugirle Al)bildurjg auf S gestatten

und doch durch keine Aehnlichkeitstransformation mit F>haltung

der entsprechenden Punkte in einander eingeführt werden kön-

aen. Gelingt es also, in einem einzigen besonderen Falle nach-

laweisen, dass alle Flachen 8^ , die auf eine Fläche S conform-

coDjunctiY abgebildet werden können, aus S durch eine Aehn-
Uehkeitstransformation mit Erhaltung der entsprechenden Punkte

hervorgehen, so ist damit geseigt, dass F) keine Folge von D)

and E] sein kann.

4. Einen besondem Fall der verlangten Art liefern die

Flächen Constanten Krümmungsmaasses^ die durch die Beiceguny

einer Minimaigeraden erzeugt werden. Fahrt man die Asym-
ptotenlinien als Parametereurven ein, so werden (vergl. S. 484)

die pQudamentalgrOssen von S :

Soll 8 eine conform-conjunctivc Abbildung auf eine Fläche

S, gestatten, so müssen die Fundamentalgrössen von iJ^ den

Da £^ SS 0 ist, so wird (vergl. Nr. 3 der ersten Abhandlung):

Gleichungen genügen;

und

83
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mitbin wird, sobald n {v) niobt identiscb vencbwiiidet, das beiaH»

sobald die FlHobe S keine Kogel ist:

Weiter erhält mau:

oder:

i"* /w _i_
(u _|_ vj* (u 4- 1;)* dttiv

SeUt man bierin für den vorher erhaltenen Werth ein, so

kommt:

und hieraus erj^iebi sich

:

~ tt(v)(u+v)* • V dv u(t;) ^ n(t;) (u 4- vj/

Die Yergleiebong der beiden Wertbe von ^ in (6) und (7)

iebrt, dass

dv 11 [v] +
sein muss, und das ist nur möglich, wenn identisch ver-

sobwindet, wenn also ft^{v) eine Gonstante ist. Dann ist auch

w= Äjti, (v) eine Gonstante, und hieraus folgt, dass die betrach

taten Flaoben S ausser den AebnlichkeitstransformaUonen keioe

anderen conform-oonjunotiven Abbildnngen gestatten. Daout

ist aber die Bebauptnng vollständig bewiesen*

y u,^ jd by Google



BlITtleB ZDl PUCBUITBIOIIB. 491

ni.

Zur Theorie der Minimalflächen.

h Bekanntlioli besilien die Minimalftächen die charakteris-

tiscbe Eigenschaft, durch die beiden Schaaren fhTerAstfmptoten^

Imim in Quadrate getheili so werden. Man wird daher ver-

mnthen, dass sich eine YeraHgemeinerang der Mhiimalflaehen

ergiebty wenn man nach den Flttohen fragte die durch ihre Asym-
ptotenlinien in Bauten mit constarUem Winkel getheflt werden. '

Eine genauere Unlersuchnng ergiebi indessen die nberrasehende

Thatsache , dass dies nichl der Fall ist So lange nHmlich der

Winkel ^ von einem Rechten verschieden ist, gehtirt bu ihm^

von den Aehnlichkeitstransformationen abgesehen, eine einzige

gani bestimmte FlHche der verlangten Eigenschaft, die mit

beseichnet werden mUge. L4lsst man aber & in einen Rechten

ttbergehen, so geht in das Catenoid tlber, und alle anderen

Minimalflüchen haben fdr ^ <[ )^ kein Analogen.

% Zum Beweise sei sunftchst an einige allgemeine Formeln

derFlflcbentheorie erinnert. DieFundamentalgrtfssen ersterOrd-

nung E, Fj G und die Fnndamentalgrössen xweiter Ordnung I,

Jf, N sbdd durdi die drei Fundamentalgleichnngen mit einander

verbunden, die unter Benutsung der GHaisTOiPiL'schen Symbole
folgeodermaasen lauten:

K bedeutet das GAuss^sche Krttmmungsmaass, das bei Binfab-

mng des Winkels ^ swischen den Gurven u— const. und
V= const. durch die Gleichung:

gegeben wird 1).

I] Stahl und Komuerell, DieGrundformelo der aUgemeinen Flächeo«

theorie. Leipzig 489S. S. 81, Formel (IS).

SS*
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Werden im liesonderen die Asymptotenliniea als Para-

metercurveo der Flüche gewählt, so ist zunächst:

jL= 0, N=0.
Ftthrt oian ferner an Stelle von M die Grösse

ein, so erhalten die Fundamentalglciciiungen die einfache Gestail:

Man kann daher aus II'] und III') log ^} mittelst einer Qna-

drator berechnen, wenn die Integrabilitatsbedingnng:

du ~ dv /2t

erfttllt ist» und tu dieser ersten Relation swisehen G kommt
eine zweite, wenn man den so erhaltenen Werth von in T)

eintragt

3* Soll die betrachtete Flüche dnrch ihre Asymptotenlinien

in Rauten mit constantem Winkel ^ getheilt werden, so moss

das Quadrat ihres Lioienelementes ds durch Einführung dieser

Linien als Parametercunren auf die Form

:

ds* = c^'((iu* + 2 cos ^ duäv + dv*)

gebracht werden können, und es ist daher in dem vorHegenden

Falle:

JP=ew, Fsscos^.c«», G=
Hieraus folgt:

lM = 2iii?T\d;7-<^^^d7)'
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sodass man als integrabililtttobedingang:

erhalt. Ist ^ von einem Rechten verschieden , so muss w der

Gleichung:

gentlgen, deren allgemeine Lttsung

ist Yortheilhafter schreibt man diese Ltfsung in der Form

w = sin* ^[(p{u -i- v) + ^(m — t;)]

,

denn alsdann wird:

j7(
= sin* 4^ - q>'(u+ v) — cos* • tp'{u— v)

,

l'jfj
= sin* . 9)'(u 4- 4- cos* . i//' (u — v)

und daher

-1 bedeutet eine willkürliche Gonstante, die notbwendig vuqNuU
verschieden ist.

4 Setst man diese Werthe von w und 9R in V) ein, so

kommt:

^ 4 tin* l^'*ip{u+r)-A cos« i »/ (i»— t)

Sl sin* i^g>" (u -f v) + 2 cos?4 (t< — v) .

Werden daher als unabhängige Veründerliche statt u und v .a

und j durch die Gleichungen:

eingeführt, so folgt durch Differentiation zuerst nach o und dar-

auf nach t:

y'(a).V/(»)=0.

Man darf unbeschadet der Allgemeinheit annehmen , dass diese

Gleichung durch
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I// = 0

erfttllt wird, und erbttU alsdaDii fttr «p{a) die Diffeotialgleichiisg

zweiter Ordnung:

^t^4ü«i = « sin« 1^ y^ta)

,

deren allgemeines Integral:

ist; a und 6 sind die beiden Integrationsoonstanten.

Der Ausdruck fttr rp {a) iasst sieh erheblich yerein&cheii,

wenn man bertteksichiigt, dass die Gestalt Ton d<* bei der Sub-

stitution: ^

ungeHndert bleibt Hieraus folgt, dass unbeschadet der Allge-

meinheit:

angenommen werden darf. Setst man noch tur Abkttrsung:

cot«t^= //, (i4sin4^)i" = x,

so wird jetzt:

tf«= x«CÄ(u + tf I«, Jfs=2jtcos4^CÄ{tt+ t;)M-i.

Nun werden bei einer Aehnlichkeitstransformation mit dem

Kodul k die FündamentalgrOssen erster Ordnung mit k*j die

Fundamentalgrtfssen zweiter Ordnung mit k multiplicirt Sieht

man also Ton einer solchen Transformation ab, so werden dieFoa-

damentalgleiohungen T), II'), III') in allgemeinster Weise duiob:

£=CA(M-ht;)*i", F=cos^. C/i(w 4- *')*•", ^= CA (u-f if.",

L— Jtf= 8 cos CÄ(u+ A=0
befHedigt >).

I) Den Ausdruck fttr^ habe ich bereits ohne Beweis in meiner Ab-

hfirKnnnf:: t'pher Abbildungen 'Mathematische Annaion. Bei. 44. 1894. S. 56t)

antjegchen, nur nuiss es dort 2 cot- { w statt — cosu;) heisseo, und der

Ausnahiuelall cos u; s= db | fällt dann fort.
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In diesen Gleichungen tritt keine willkttrliciie Gonstante

auf, und da nach einem Satze von Os^^ian Bo^rifET durch die An-

gabe der sechs FundamenialgrOssen Ey F^G\ M^Njede Fläche

bis auf ihre Lage im Räume und die Spiegelung an einer Ebene
eindeutig bestimmt ist, io ist hiermit bewiesen^ dass zu jedem

Werthe von d^j der wm einem Rechten verschieden ist, abgesehen

von dm AelmiiMeiislraniformaHonenj eine eininge Plädie der

verlangten Bigentehaft gehört,

Fttr^ss^^r wird/ual. Setit man in diesem Falle V^,
so wird

X.= 0, iY=0,

und genau diese Fundamentalgrössen besitzt das Catemid

:

X BB Ch{u+ oes (ti — v)

,

ysBCh{u-\-v) sin (ti— v)

,

das demnach als Flache /?
^ gewählt werden darf. Alle anderen

Minimalflächen ergeben sich, wenn man von vorn herein cos

= 0 setzt; doch hat es kein Interesse, die Uechnung durchzu-

fohren, da das Ergebniss schon bekannt isL

5. Zum Schlüsse sollen noch einige Eigenschaften der Flä-

chen R<t entwickelt werden, die den Minimalfläohen in vielen

Beziehungen nahe stehen.

Nach DiPiN ') hangt die Grösse des Winkels S- zwischen den

Asymploteniinien nur von dem Verhältnisse der beiden üaupt-

krttmmungsradien Ji^ und ab, es ist nämlich

Hat der Winkel & eine constante Grösse, so gilt dasselbe von
dem Quotienten:

demnach bleibt die Eigenscha/'l der Minimalßächen^ doMZ das Fer-

i) D^veloppemeots de G^omölhe. Paris 4813. S. 189.
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hällfusü der beiden Ilauplkrümmungsraäten conslant tsl^ 6et den

Flächen erhalten.

Feiner wird die Differentialgleichung der KramnrangvlinteD:

</u» — (/v« = 0 .

Setzt man also

p= tt-|-r, 7= tgii».(y — v),

80 Stellen die Curven p = const. und q= consL die RrUm-

mnngslinien der Flachen dar. Fahrt man p und q statt u and

V ein und setzt

Ar =: 008 }^

,

80 wird:

und hieraus folgt erstens, dass die Flächen durch ihre Krüm-

iwinr/slinien in Quadrate geiheilt werden
^ wodurch eine neue

Analogie dieser I iMrhen mit den Minimalflüchen gewonnen ist,

und fweitens, dass die Flache R» auf die Rolationsßäche:

X = Ch{py*. cos q ,

y = Ch(p)l*, sin q ,

z=:fCh{p)f' - * VCh^p)— fi^Sh'Jp). dp

abwickelbar ist. Jedoch ist /?.9 nicht etwa mit dieser Rotations-

flüche identisch, deren As\ mptotcnlinien , wie man sich leicht

überzeugt, nur dann einen ronstanlen Winkel mit einander bil-

den, wenn /i == ^
i

also ^= ^7t ist.

6. Die Fläche H,, theilt endlich eine vierte Eigenschaft mit

den Minimalflachen. Bei I^inftlhrung des Asymptoten linien als

Parametercurven lasst sich das Quadrat des Linienelemenles

einer jeden MinimalflMche auf die Form:

bringen. Bildet man also swei Minimalfläohen in der Weise auf

einander ab, dass Punkte, die zu demselben Werthsysteme u, v

gehören, einander entsprechen , so haben die Asymptotenlinien

der ersten Fläche die Asymptotenlinien der zweiten Fläche und

gleichzeitig die Miuiiuailinieu u iv= const. der ersten FUehe
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die Minimaliinien der zweiten zu Bildern, das heisst, jedem con-

jugirten Systeme auf der ersten Fläche entspricht ein conjugirles

System auf der zweiten, und jedem Orthogonalsysteme auf der

ersten ein ebenso beschaffenes System auf der zweiten. Diese

interessante Art der Abbildung, die, von den Aehniichkcitstrans-

forniationen abgesehen, nur bei besonderen Flächen mügUch ist»

habe ich als conform-conjuiicfir bezeichnet.

Es ist leicht zu zeigen, dass die Flache H-t confonn-con jirnctiv

auf sich selbst abgebildet werden kann, und &war auf oo^ Arten.

SeUt man nllmlicb:

wo a, //, h" willkürliche Constanten bedeuten, so stellen auch

die Curven 7i^ = const. und i', = const. die Asymptoienlinien

dar, und ^eichzeitig wird:

man brancbt also nur die Punkte u, v und au-^b*, av b"

als Bilder aufzufassen, um eine solche Abbildung lu erhalten.

Man tibeneugt sich auch ohne Muhe, dass nur diese oo' Abbil-

dungen von auf sich selbst conform-conjunoUv sind und dass

sie nioht durch AebDlichkeiisiransformatioiieii erseUt werden
kdnnen.

IV.

A¥MlinigeB ud Ktnulseknitte.

1. Zwei krumme Oberflüchen und mögen durch eine

Abbildung auf einander bezogen sein. Will man eine solche

Abbildung genauer untersuchen, so wird m<m zunilchst die Jiü-

schel der FliUhrntanfjcnlcn in zwei bildpunkten }\ und l\ be-

trachten, die als reguliire Punkte vorausgesetzt werden. Neben
diese Beziehungen erster Ordnung, die ich in meiner Abhand-
lung: Ueber Abbildungen betrachtet habe'), treten Beziehungen

höherer Ordnung, wenn man zu Gebilden höherer Ordnung
übergeht, die zu entsprechenden Punkten gehören, und da wird

man vor allem die Krümmungskreise der NormaUchnUte oder

kttner die Normalkrümmungen heransiehen.

4) Matttematisebe Annalen, Bd.^K. 1894. S. 554—584.
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Als erste Frage bietet sieh hier die dar, welchen KrOm-

mungskrefsen in P^ eben so grosse Krammiingskreise in P, ent-

sprechen. Werden die Bedien dieser Kreise, die In ObÜdier

Weise mit einem Yorseichen behaftet sind, durch ^« und be-

selohnet, so wird diese Forderung analytisch dnreh die Glei-

chnng ausgedrtlclLt:

(I) = ' .

Setit man hierin for ^, und ^, ihre Werthe ein:

_ E, du* 4- 8 dudv -f dv*
W — i M^dudv N^dv* '

und

— ^t<<«*+ 8 Fj dudv + C^dv*
~ L^du* 4- ^M^äudv+ N^dv^

(3) f W„« 1 O If _L_ -V w*,« »

80 erhalt man eine Gleiehung oc/Uen Grades fllT ^ , es giebt

also im Allgemeinen acht verschiedene, reelle oder imagiDSre

)htnngen der verlangten Art.

Eine Yereinfachvng entsteht, wenn in den Ansdrttoken Ar

^1 and entweder die Zflhler oder die Nenner einander pra-

portional sind, wenn ahK> die Abblldnng entweder amform oder

conjuncHv ist.

2« Ist die Abbildung conform^ so hat man

nnd erhalt daher eine Gleichung vierten Grades , die sich sofort

in die iwei Gleichungen sweiten Grades spaltet:

(5) (A, =bxf.,)rft#« -f-2(^, =t xil/,)r/Mdv4- (V,drxiSr,)rfi?«= 0.

Diese Gleichungen deßniren zwei Paare von FlächentangcDten,

bei denen die Normalkrümmung invariant ist. Die scheinhar

verschwundenen zwei Paare sind zusammengefallen mit den Tan-

genten der Minimaicurven durch die betreffenden Punkte, die ja

einander vermOge der conformen Abbildung entsprechen.

NaturgemSss wird man den Fall ausseichneu, dass die bei-

den durch (5) definirten Tangentenpaare eine AarmonttcAe Gruppe

bilden. Bedingimg hierfür ist das Bestehen der Gleichung:

(6) (I, 4- X L,){N^ - XiVJ - 2(3/, H- xi/,)(if, - X .VJ
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ans der sofort:

foißL Andererseits ist in Folge von (4):

(8) jF,G,-F; = x*(^,G.-fl),

milhin muss

;

sein, das heisst, die Flächen S, und mUssen in entsprechen-

den Punkten dasselbe Gai ss'sche KrUmmungsmaass A besitzen.

Bestehen aber umgekehrt die Gleichungen (4) und (9), so fült;t

aus ihnen die Gleichung (6), das heisst, die durch -5) definirten

Tangentenpaare bilden eine harmonisobe Gruppe. Man bat da-

her den Lehrsatz:

Gestatten zwei Flächen S, und S, eine conforme Abbildung

auf einander j bei der entsprechende Punkte dasselbe Gkms^sche

KrümmungsmcKiss besitzen^ so bilden in jedem Punkte von S^ und

5, diejenigen Flächentangenten ^ bei denen der h'riimmungskreis des

zugehörigen Normalschnittes für beide Flächen gleich grosi aus-

fälUf eine harmonische Gruppe und umgekehrt.

Die beiden darch (5) definirten Tangentenpaare stehen in

einer interessanten Besiehnng su den Flaohentangenten, die

das gemeinsehaftUche canjugirte System von und liefert:

sie gehitrm der InvohUion an, deren Doppeielemente gerade diese

Flächentangenten sind, Znm Beweise genagt es xu bemerken, dass

das gemeinsehaftliche conjugirte System dureh die Differential-

gleiehnng

:

(/u* — dudv dv* I

N, M, L,

1^

gegeben wird').

3. Die confornien Abbildungen mit Erhaltung des Kriim-

mungsmaasses bilden ein beuierkenswerthesMitte^lied zwisclu n

den oonformen Abbildungen Überhaupt und den Biegungen ^ die

ilO) = 0

<) Vergleiche meine Abhandlung: Ueber Abbildungen S. 558. Spöter

hat Darroix dieselbe Gleichung gegeben (Legons Sur la thöorie göQörale

des surfaces. t. IV. Paris 4895. S.

Dioitized bv Google



500 Paul SricKiL,

sie als besonderen Fall in sich enthalten. Hureh diese Bemer-

kung wird zugleich der Zusammenhang aufgedeckt, in dcui die

vorliegende, bereits im Sommer 1893 verfasste Abhandlung zu

Untersuchungen sieht, die A. Voss vor Kurzem veröffentlicht

hat'), und es wird ein Theorem in das rechte Licht gesetzt,

auf das Voss Gewicht legt. Handelt es sich n.1mlich um zwei

reelle Biesiungsllachen , so beweist er, dass von den lifiden

Tangentenpaaren
j für welche die Quadrate der Aornialkruinnnui-

gen einander (jleich sind, mindestens das eine stets reell ist. Diese

Thatsache erklärt sich in einfachster Weise daraus, dass diese

beiden Tangentenpaare bei einer Abbildung; durch Biegung im

Besonderen, wie Überhaupt bei einer conformen Abbildung mit

Erhalluui; des Krtlmraungsmaasses, eine hai nionische (irupjii i)il-

den und dass alle Paare von Elementen, die zu conjii§^rl ima^-

nären harmonisch sind, nolhwendig reell au>fallen.

Die Theorie der conformen Abbildungen mit Erhallung des

KrUmmungsmaasses giebt Gelegenheit zu einer Anw endung der

schönen Stttse, die Moutakd tiber die DiffereniialgleiohungeD der

Form:

angestellt hat'). Führt man nämlich als Parametercurven ti»
oonst. und t;s eonau die Mfnimalcurven ein, die einander bei

der oonfermen Abbildung entsprecben^ so wird

(14) =i?,= 0, = (;, = o

und

^ ' ' F^ bubv ^ ' F, bubv

Soll also das GAi ss'sohe KrOmmungsmaass erhalten bleiben, so

muss l\ der Differentialgleichung

1) Veber isometrische Flächen. Mathematische Annaion. Bd. 46.

bis 48t. Die Arbeit ist datirt vom Juli 4894.

t) Sar la coostmeUon des dqoations de la forme:

qoi edmetteni nne laterale g^o^rale explicite. Journal de V^eole poly-

technique. Cabier 46. 1878. S. 4. Man vergleiche aach Dabiovx, Lecons

Sur la tböorie g^n^rale des surfacoS) 1. 11. Paris 4888. Si 444—488.
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i F 1 F
M3) - - - = «

diidi; bubv

genügen. Sieht man also als gegeben an, so erhitti man alle

Flächen , die auf mit Erhaltung des Krttmmnngsmaasses

eonfonn abgebildet werden können, wenn man zuerst die Diffe-

rentialgleichung (13) integrirt und alsdann alle Bieyungsftächen

ermittelt, deren Linienelement ds durch die Gleichung

(44) ds*:=ziiF^dudv

gegeben wird.

Demnach sind jeder Flllohe gani bestimmte, durch eine

partielle Differentialgleichung oharakterisirte Flüchen zuge-

ordnet^ die sich anf conform mit Erhaltung des Krflmmungs-

maasses abbilden lassen, nud jedem Integrale der Gleichung

[1 3) gebort eine Klasse solcher Flüchen in. Ist im Besonderen

sBs Ff , so besteht diese Klasse aus den Biegungsflachen von S,.

Die Satze vonMocTARD ermöglichen es, in beliebiger Antahl

Linienelemente aufzustellen, bei denen das allgemeine Integral

der Gleichung (13 sich ermitteln ISsst; doch mOge es einer

spUleren Abhandlung vorbehalten bleiben, hierauf des Näheren

einzugehen.

4« Ist die Abbildung conjunctiVf so hat mau

(4') L^^XL,, M^^XM,, N^r^XN,

und erhalt wiederum eine Gleichung vierten Grades, die sich

sofort in die zwei Gleichungen zweiten Grades spaltet.

:

(5') (F, ±XE;} du* + 8 (F, =fc

^

F^)dudv+ (AT, =b A N,)dv* =» 0.

Diese Gleichungen dctinirf n zwei Paare von Tangenten der ver-

langten Art. Die scheinbar verschwundenen zwei Paare sind

zusammengefallen mit den asymptotischen Tangenten in dem
betreffenden Punkte, die ja einander vermöge der conjunctiven

Abbildung entsprechen.

Auch hier wird man den Fall auszeichnen, dass die beiden

durch (5') deßnirten Tangentenpaare eine harmonische Gruppe

bilden. Bedingung hierlnr ist das Bestehen der Gleichung

:

(6') (A, -\-XE,)[G^ -Xa,) - 2(F, -i-Xh\)(t\ - XF,)

+ iß^-X£,)iG^ + XO,)==0,
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aus der sofort:

mithin oiuss:

sein, das heissl, die Flächen .S, und 8, müssen, wie vorhin, in

entsprechenden Punkten dasselbe Gai ss'sche Krömmungsmaass

besitzen. Der dort ausgesprochene Lehrsatz behält also seine

Gültigkeit, wenn man das Wort conform durch coniuncliv erseUU

Die beiden durob (5') defiDirten Tangentenpaare gehttrea

jetat der Involntion an, deren Doppelelemente die Flachentan-

genten des gemeinsamen Orthogonalsyatems von 8^ und S| naö,

denn dieses System wird duroh die DifferenUalgleidiung:

gegeben.

5. Ist endliob die Abbildung gleicbseitig conform und csn-

/tmcftv, so wird:

die Krümmungsradien entsprechender Normalsohnitte in den i

BQdpunkten und P| beben also ein constantes Yeibaltaiss.

Ist die Abbildung eine Aehnlichkeitstransformation, so hat diese

Gonstante ftlr alle Punkte von denselben Werth; bei des

O-PUtchm (Yorgl. S. 487] jLann sie sich jedodi von Punkt is

Punkt andern.

Von besonderem Interesse ist der i all, dass

wird. Soll dies eintreten, so muss x = A sein. Führt man die

Asymptotenlimeu als Parametercunren ein, so wird für :

(<5)

9t =-91
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(46) i^| = 0, ATjSrzO

und für S«: -

0, if,=:x3/,, a; = o.

Aus diesen Gleichungen folgt zunächst, dass das Gai ss"schc

Krtlmnniungsmaass von 6', und in entsprechenden Punkten

denselben Werth haben muss, was wegen der Gleichung Q^ =
von vorn herein zu erwarten war. Femer wird (vergi. S. 487)

(48) iD2,»a»o
und die PandaiDeiiialgleiolMiDgeii (B) und (G) ftlr S^ and 5^ lie-

fern die Relationen:

Setil man bierin für G, Ihre Wertbe aus (17) ein, so

kommt:

(20)

• * dv ' * du

* * 6tt * * dt?

bi die Determinante dieser Gleiehungen

von Null verschieden, so moss x eine Gonstante sein, und dann

ist klar, daas in durch eine Bewegnng ttbergeftthrt werden
kann , der nttthigenfoUa eine Spiegelang an einer Ebene hinza-

sofOgen ist.

Verschwindet indem =0, aber t\ und 4= ^ ^^er

G,= 0, aber E^ und t\ 4= 0 ist»), so wird S, durch die

wegung einer Minimalgeraden erzeugt (vergl. S.483) und Indem
man das S.489 fUr K= 1 benutzte Verfahren yerallgemeinert,

erkennt man, dass auch hier die conjunctiv-conforme Abbildung

nnr eine Bewegung sein kann, der eine Spiegelung an einer

Ebene hinzugefügt werden darf.

Ist endlich gleichzeitig = 0 und G, = 0 , so werden

3| and 5, Kugeln, deren Halbmesser wegen der Gleichheit dea

KrttmmongnnaasaeB einander gleich sein müssen.

4j Dass EG — verschwindet, wird hier.immer ausguscblossen.
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Hiermit ist schliesslich der Lehrsatz gewonnen:

Gestatten zwei Flüchen eine eonjorvi-conjunetive Ahhildung.

hei der die k'riimmunysradieti der entsprecitenden XoniKilsi hnitte

invariant sind, so lässt sich entwd'der die eine Flache m die andere

durch eine Ik'wejjuny überführen, der niithiyenfalls eine Spief/eliinfj

an einer Fhene hinznzufiiyen ist, und dabei gehen die entsprechen-

den Punlite in einander über, oder die Flächen sind kugeln von

gleichem KadtuSf die au) irgend eine Art conform auf einander

abgebildet sind.

Zur Erläuterung sei noch bemerkt, dnss auch die beiden

Kugeln durch eine Bewegung in einander übtreeführt werden

können , dabei gehen jedoch im AUgemeiüeo ealsprecheade

Punkte Dicht io einander Ober.
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SITZUNG VOM 7. DECEMBER 1896

VoHrig« hielten:

4. Herr W. Pfeffir, o. M.: Ueber den BinfloM det Zellkenis eaf die

Bildung der Zellbaut.

i. Derselbe: Ueber die regulatorische Bildung der Diastase.

3. Herr A. M&yert o. M. : Ueber die Existenzbedingungen eines kinetischen

Potentlelt.

4. Derselbe: Vorlegaog einer Abfaendlaog Ton 1. ThesM in Jene, o.M.:

Deber die durch die leaohteade Soonenkngel und den Setnrnring er»

zeugte Schattenflache.

5. Herr F. Drude, a.o. M.: Ueber Messung der Dielektricit^itsconstaDten

kleiner Substanzinciifieii vermittelst elektrischer Drahtwellen.

6. Herr H. Ambronn, a.o. M.: Ueber Fleochroismus pflanzHcher und thle-

riscber Pasero, die mit Milier* and Goldsalxeo gef&rbt sind.

7. Herr C Ntoiunr, o. M.: Verlegung einer Miithellung von Prof. Inage
in Berlin: Ueber einen elementaren Beweis des Reeiprocittttssslies.

S. Derselbe: Vorlegung einer Abhandlang von Smsk Veoauum: Ein
Beitrag zur Elektrostatik.

9. Herr S. Lib, o. M.: Vorlegung einer Abhandlung von E. Study in Bonn:
Bewegangsinvarianten und elementare Geometrie.

II. Derselbe: Vorlegung einer Abhandlung von 0. Biermann in BrUnn:

Zur Ln^schen Theorie von den partiellen .Differentialgleichungen.

W. Pfeffer, o. M., berichtet über die im botanischen In-

stitut ausgeführten Untersuchungen des Herrn Tow.nsexd über

den Einfluss des Zallkerns auf die Btlduny der Zellhaut.

WtfiTeiid naeh Kuis^) eine isolirte Cytoplagmamasse keine

Zellhant bildet, soll diese nach Palla^) ohne Mitwirkung des

Zellkerns entstehen. Zu diesem irrigen Schlüsse kam aber

Paila, weil er die piasmalischen Verhindungsföden übersah,

die es, wie sich in den Studien Tow.nsend's ergab, ermöglichen,

dass Gytoplasmamassen durch kernhaUige Protoplaste zur Haut-

1) Untersuchung, a. d. Boten, losliiut in Tübingen 1888, Bd. II, p. 590

8) Flora 1890, p. 3M.

IUUi.-yli7i. C'lMM. tm, 88
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bildung angeregt werden. Durch eine solche fadenförmig ausge-

zogene Plasmamasse bleiben bekannlb'ch dcrRegel nach die Theil-

stücke verbunden, in welche der Froloplast einer lanaj^estreckUn

Zelle bei der Plasmolyse zu zerfallen pfle|zt. und ebenso bleiben

solche Fäden zwisclu'n Zellwand und Protoplast ausgespannt. Zu-

nächst wenigstens sind solche Verbinduniisfilden immer vorhanden

und wenn ein Theil derselben mit der Zeit eingezogen wird, so

erhalten sich doch andrre. wie sich aus dem Folgenden ergieht.

so lange, als die Zelle lebendig bleibt. Dabei können sie aber

so fein seiD, dass sie ohne eine kritische PrO/ung leicht der Be-

obachtung entgehen.

Da nun faoUsch auch die feinsten Verbindungsftfden den

die Hautbildung veranlassenden Reiz übermitteln, so musste fDr

eine unbedingt sichere Separation der kernfreien Gytoplasma-

Portionen gesorgt werden. Dieaes wurde erreicht» indem die

nivor plaamolysirten Zellen entweder an passender Stelle ter-

schnitten oder indem durch mechanischen Druck oder durch

localisirt angewandte Inductionsschläge die Verbindung^Okien

tersttfrt wurden. Ausserdem wurden auch kemfreie und kern-

haltige Plasmamassen untersucht, welche aus den fcnnslltch oder

spontan geöffneten Zellen in die umgebende FlOssigkeit hervor-

getreten und entweder total abi^eU ennl oder mit dem restirenden

Zellinhalt in Verbindung {geblieben waren. In diesem Falle war

es möglich, auch isoionische Zui kerlösungen zu verwenden, wäh-

rend ausserdem in der Versiiehszeit durch eine hyperisolo-

nische Zuckerlösung ein plasmolytischer Zustand erhalten werden

musste.

Zu den Untersuchungen dienten verschiedene Pflanzen und

Pflanzentheile, z. B. Rhizoiden von Moosen, Prothallien, Ohara,

BiAtter von Moosen, Elodea, Blatt- und Wurzelhaare von Cucur-

bita etc., ferner Pollen schifluche und darunter auch solche, die

Palla SU seinen Studien verwandte. NaturgemSss wurden nur

Objeote verwandt» in denen der Zellkern leicht su oentrolirea

war und deren separirte Plasmamassen ISngere Zeit lebendig

und gut lur Zellhautbildung befithigt blieben. Je nach der Natur

der Pflanze wird auch um den intaeten Protoplasten sowie um
dessen Theilsttteke eine neue Wandung entweder schon nach

zwei Stunden oder erst nach einigen Tagen gebildet.

4} Vgl. KLRim, Jahrb. t wiss. Eot. 1895, ßil. 28, p. 647.

Digitized by Qo.



IeBBR DB!f ElNFLlSS DBS ZfcLLURNS Aiit D. BlLD. DM ZfcLLHAl T. 507

In keinem der lehlreiehen Versoche kam nm eine wirklieh

itoUrte Cytoplasmamasse eine Zellhaot in Stande, und wo eine

solche auftrat, konnte immer ein Verhindungsfadennacbf^ewicsen

werden. Bei Vorhandensein dieser lebendificn Conlinuitüt bil-

dete sich unter }?iiten Verhrilliiissen zuineisl eine Zellhaut, die

auch um alle grösseren und kleineren Plasinaporlionen ent-

stehen kann, in welche der Proloplasl einer lanij^eslreekteu

Zelle hei der Plasmolyse zerf»Sllt. Hierl^ei handelt es sich also

um eine Rei/wirkung, di»' unter Umsüinden auf eine grössere

Strecke unci wiederholt durch sehr feine IMasmafäden über-

mittelt wird. In unseren Versuchen war im höchsten Falle die

isoUrte Gytoplaamaportion 3,7 mm von dem Nucleus entfernt, der

indes gewiss auch nuf grössere Distantendaroh die Plaamaiilden

hindurch den selthautbiidendea Keis ausinUben Yermag.

Allerdings wird zuweilen um eine normal aussehende Gyto-

plasmamasse eine Wandnng nicht fermirt. Aber dasselbe wird
aach an kerobaltigem Gyteplasma beobachtet und ist als eine

Folge der störenden und nicht immer gleiehen experimentellen

Eingriffe sehr wohl sn verstehen. Deshalb kann es nicht über-

mohen, dass in einer durch Plasmolyse gewonnenen Rette die

Zellwand suweilen etwas spttter nm die kernhaltige Partie, als

nm die kemfreien Portionen gebildel wird und dass in Bezug

auf diese die Hautbildung zuweilen sprungweise fortschreitet,

oder wohl gar einnwil an einer zwischenliegenden Portion ganz

unterbleibt. Itn (irossen und (janzen scheint aber doch die

Hautproduetion vom Kerne aus cenlrifiigal lortzurUrken, also in

den fernsten Cyloplasmaportioncn etwas später einzutreten.

Diese zeitliche Diflerenz war freilich in unseren Versuchen jeden-

falls nur gering, wird aber gewiss mit Verlängerung der reiz-

leitenden Bahn ansehnlicher ausfallen.

Zur sicheren it^rkeunung der neugebildeten Zellhaut muss
man im Allgemeinen durch verstärkte Plasmolyse eine Abhebung
des Protoplasten herbeiführen. Um den SO oontrahirten Pruto-

plasten wird dann oft wiederum eine neue Wandung formirt und
swar ebenfalls um kern freie Sttlcke, deren lebendige Gontinui-

tKt aber nachweislich durch PJasmaverbindungen erhalten ist^

welche die luerst gebildete Wandnng durchsetsen. Uebrigens

hallen sich auch die Plasmaverbindungen oft, vielleicht der

Regel nach in Zellwandung ein. Eine solche ist an den dickeren

Plasmaverbindungen mit Sicherheit nachsuweisen und suweilen

33*
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konnte eine Gellulosereaction an sehr dünnen Plasmafäden er-

halten werden. Jedenfalls werden diese späterhin durch Kali>

lauge etc. nieht mehr zum Verschwinden gebracht und so liegt

die Annahme nahe, dass diese höhere Soiiditttt und Kesisteni

allgemein durch die Umkieidung mit einer larten Zellwand ge-

wonnen wird.

Diese zur Hautbildung führende Rei7Avirkung wird nur

durch die lebendige GontinuitHt, nieht aber durch eine innige

Bertthrung ermöglicht. Denn wenn die aus der Wandung her-

vorgetretenen Plasmaportionen sieh berührten, so brachte es

doch immer nur der kernhaltige Tbeil zu einer Zellwand. Das-

selbe traf zu, als in einer Haarzelle von Cucurbita die Ver-

bindungsfäden durch InductionsschlägeserstOrtnnd daraufdurch

allmähliche Aufhebung der Plasmolyse erreidit worden war,

dass die isolirten Portionen sich eng aneinander preasten. In

diesem Falle entstand nur an der Grentfläehe des kernhaltigen

Stttckes ZelOiaut, welche also nicht swischen den folgenden-

kemfreien Theilstttcken gebildet wurde.

Nach den mitgetheilten Erfahrungen konnte es kaum noch

sweifelhaft sein, dass der sur Hautbildung nOthige Reis auch

durch die ttberaus feinen PlasmalHden vermittelt wird, welche

die Zellwand dnrchsetsen und so die lebendige Gontinuitilt

swischen den benachbarten Protoplasten herstellen. Diese Er-

wartung fand durch das Experiment ihre volle BesUltigung.

Denn wenn ein Haar, ein Moosprotonema u. s. w. derart prlpa-

rirt wurde, dass eine völlig isoHrte Cytoplasmamasse der einen

Zelle durch diese plasmatischen Wandfilden mit dem kemfob-
renden Protoplast der Nachbarselle in Verbindung blieb, so

bildete sich um jenes kemfreie Stack Zellwand. Diese trat aber

nicht auf, wenn in dieser NachlMnelle die trennende Querwand
ebenfalls nur mit isolirtem, kemfreiem Cytoplasma inVerbindung

stand. Damit wird also nur bestätigt, dass schon sehr feine

Plasmafaden sur Uebermittlung des fraglichen Reises ausreiehen,

der in den vorhin beschriebenen Versuchen auf viel weitere

Strecken durch die kttnstlich erzeugten und tum Theil schon

sehr sarten Plasmafilden tibertragen wurde.

Konnte esaudi nie sweifelhaft sein, dass durch dieio plasma-

tischen Wandfkiden sehr mannigfache Reise übermitteltwerden

1) Vgl. PrKFFift, Die Reizbarkeit der POanzen, 1893, p. 28.
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SO ist es doch wichtig, dass hier für eine l)estimmte Pai^

tinirunction eine klare und unzweideutige Demonstration ge-

lanj^. Ohne Frage wird eine solche auch noch ftlr andere Func-

tionen geliefert werden können. In der 1 hat erstreckt flioh der

80 vermittelte Einfluss auf das generelle Lebensgetriebe, wie sich

daraus ergibt, dass bekanntlich das völlig isolirte Gytoplasma

endlich zu Grunde geht, während es, sobald durch feine Plasma-

fäden eine Verbindang mit kernhaltigem Plasma hergestellt ist,

ebenso wie letzteres am Leben bleibt. Somit kann sehr wohl in

einem Gewebeverband ein kemfreier Gytoplast dauernd leben

und wirken, wie das für die Siebrnhren zutrilTt , die nach Über-

einstimmenden Angaben keinen Zellkern besitzen'). Unsere

Versnohe ergaben ttbrigens, dass die plasmolytisch getrennten

Plasmaportionen der Siebröhron von Cucurbita sich ebenfalls mit

Zellhaut umkleiden, wenn sie der Wandung anliegen, wenn also

ihr Zusammenhang mit den von den Nachbarzellen ausgehenden

Plasmaf^lden bewahrt wird, während die völlig isolirten Plasma-

Portionen nie Zellhaut formiren.

Beiläufig bemerkt, sind die Kerne verschiedenwertliiger

Zellen zur Ausübung dieses Reizeinflusses befähigt und speciell

imPoilenschlanohewird die Hautbildung in gleicherweise durch

den TOgetativen und generativen Zellkern veranlasst. In dieser

Reitwirknng handelt es sich aber nioht um euie längere Zeit

naohklingende Induotion , wie sehen aus dem negativen Erfolg

mit den separirten Gytoplasmamassen zu entnehmen ist. Zudem
tritt um diese auch dann keine Hautbildung ein, wenn man die

Plasmafilden thunliehst lange bestehen läset und erst einige Zeit

vor dem Termine durchschneidet, anwelohem erfahmngsgemäss

der Beginn der Zellhautbildung su constatiren ist.

Wie im näheren die Zellhautbildung durch Uebermittelung

angeregt wird, mnss vorläufigunentsehieden bleiben, doch dttrfte

es durch fernere Studien wohl mtfglieh werden, einige Auf-

klärung SU schaffen. Soviel ist wenigstens gewiss, dass das

Gytoplasma während seines normalen Zusammenwirkens mit

dem Nucleus die Gesammtheit der Bedingungen nicht derart er-

wirbt, dass es sich nach der Separation selbstthätig eine Zellhaut

su bauen vermag. Auch sprechen die luletit erwähnten Ver-

suche dagegen, dass etwa in der durch die Plasmolyse geschah

4) Zacharias, Flora, Erganznogsband 4896, p. 947.
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fenen Nolhlage materielle Theüe durch die VerbiiiduDc;jBMeD

ttberwandem, durch die nunmehr die Mtfglidikeit gebolen isi^

ohne fernere Mitwirkung des Zellkerns die Zellhaut su formiren.

In solcher ErwKgung wird man vorlttofig lu dem Glauben geneigt

sein, dass es zur Production der Zellhaut der continuirlicben

Ut^bermitteliinii und Mitwirkung von bestininilen Bewegungs-

iind Schwiiii^ungszusländen bedarf, welche vom Zellkern aus-

strahlen oder vielmehr aus dem Zusammenwirken von ZeUkern

lind Cytoplasma ihren Ursprung ableiten. Wenn man bedenkt,

dass auch die Schw ingungen einer Saite sich w eithin loriptlanzen

und Mittönen erzielen, dass mit Hilfe des Telephon> Millheilungen

und Befehle in weiter Ferne wiederhallen, so kann es in der Tliitt

nicht Uberraschen, wenn auch durch bestimmte specifiscbe Be*

wcgnngszustande in den den Nerven vergleichbaren Plaama-

fälleben ReiKwirkung selbst bis auf weite Ferne (ibertrageB

werden. Ja es ist denkbar, dass durch Gombination von

Schwingungen, analog wie durch Gombination der I.autschwiag-

ungen im Telephon, mit Hilfe derselben Verbindungsbahn eine

schier unbegrenite Mannigfaltigkeit von Auslosungen erreiehhir

ist« Damit soll aber durchaus nicht gesagt sein, dass die Plasnia-

filden ihre einiige Aufgabe in der Uebermittelung von Reiten

finden. Denn abgesehen davon, dass es sich schon bei gewisses

Reiittbertragungen fraglos um die Ueberfdhning materieller

Körper dreht, werden die Plasmaftlden unter Umstanden woU
auch als Transportwege für NährslofTe dienstbar gemacht sein

Wissen wir auch nicht, bis auf welche Entfernung gerade

der zur Ilauthildung führende Reiz wirkt, so reichen doch die

mitgetheillen Thalsacrhen in üehereinstiminunj; mit anderen Er-

fahrungen aus. um zu zeiiien , dass es gerade* in dieser Function

nicht allzusehr auf die unmittelbare Nachbarschaft des Zellkerns

ankommt- . Wenn man also im allgemeinen die ausgesprochene

Tendenz tintld, die Areale, über welche sich die Herrschaft und

Wechselwirkung eines einzelnen Zellkernes tu erstrecken bat,

nicht allzusehr tu vergrössern, so dürfte das in erster Linie auf

andere Functionen und Ziele berechnet sein.

Zur richtigen Beurtheilung der Sachlage sei daran erinnert^

dass es sum Gedeihen und Bestehen des Organismus, des Zusanr

1) Vgl. Hfkuhs, Studien zur Knergelik, 1892, p. 27«.

S} Für sulcliu NulicWirkung ist IUberlanot eingetreten in: Function

und Lage des Zellkemi,.48i7.
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menwirkens von Zellkern ond Cytopiasma, überliaapi aller noüi-

wendigen Organ« und Glieder bedarf. Doch so gul wie der aa»-

gesobniltene Moskel nocli la Zncfcongen befiibigt ist, TennOgen
aocb isolirte und fttr sieb niebt ezistensfilbige TbeiUttteke des

Proloplaalen einselne TbMtigkeiten für gewisse Zeit Ibrttnsetien

oder scblnmmemde potentielle Fflbigkeiien sor Geltong za

bringen. So balt in dem isolirten Cytoplasoia stunden- oder

tagelang die Strömung an, dnrcb welche sngleleb die Fortdnner

von Athmungs- und StoflTwecbselprocessen angezeigt wird. Das

Gleiche gilt auch für denNucleiis, der nach der Separirung sogar

eine begonnene Theilung bis zu einem gewissen Grade durch-

zufuhren vermag (I)emoor). In allen diesen und anderen Fällen

kann man, wenn es beliebt, mit vollem Rechte von einer Nach-

wirkung reden, die, wie die ganze Existenz des Organismus,

darch das vorausgegangene normale Zusammenwirken aller COD-

stiiairenden Tbeile ermöglicht und bedingt ist.

Mit der Separirung werden aber immer nur einzelne

Partialfunotionen fortgesetzt, denn im Protoplast ist sicher-

lich , ebenso wie in den höchsten Organismen, die Realisirong

anderer Functionen derart an die Wechselwirkung und an

das Zusammengreifen der constituirenden Theile gekettet,

dass gerade wichtige und entscheidende Functionen mit der

Ltfsung des Verbandes sogleich oder bald sum Stillstand

kommen. Zu diesen Operationen sllhlt auch schon die Formation

der Zellhaut, wenigstens nach den bisherigen Erfahrungen, die

nattirlicfa nicht ausschliessen, dass diese specielle Leistung bei

anderen Organismen oder unter anderen Yersuchsbedingungen

. von dem isolirten Cytopiasma vollbracht wird. Das ist völlig

vertraglich mit den obigen, auf breitester Basis stehenden Be-

trachtungen und Forderungen, die auch zu vollem Rechte be-

stehen bleiben . wenn Organismen bekanntwerden sollten, in

welchen die Ditlorenzirung in Zellkern, Cytopiasma u. s. w. unter-

blieb. Denn da, wo di«'se Differcnzirung erreicht ist, hängt die

zureichende Thatigkeil und der Forlbestand des Organismus

ebenso gut von dem Zusamnu nwirken dieser Theile ab, wie bei

den höchst entwickelten Thieren von dem Zusammengreifen des

Gehirns, des Herzens u. s. w., Organen, die in den niedersten

Thieren nicht zur Ausbildung kamen.

In richtiger und voller Würdigung des Gesammtzusammen-

hanges ist es selbstverständlich, dass die mitgetheiiten £rfahr-
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linsen in keiner Weise berechtigen, die Zellbautbildung ganz

oder auch nur der Hauptsache nach dem Zellkern zuzuschieben.

Denn wir wissen schlechterdings nicht, in welcher Weise sur

Krreiohung des besagten Zieles Gytoplasma und Zellkern xa-

Mmmenwirken, der, soviel bekannt, weder innerhalb des Proto-

plasten, noeh im isolirten Zustand Zellhaut formirt. Ueberhanpt

kann aus der Nolbwendigkeit und der Gesammtheit unserer Br-

fahrungen durchaus nicht gefolgert werden, dass gerade der für

sich ebenfalls nioht ezistensCMiige Nudeus der befehlende und
bestimmende Herrscher, das Gytoplasma aber nur das ge-

horchende und dienende Glied ist. Vielmehr besteht offenbar im

Protoplasten, analog wie in htfchst entwickelten Organism«iy eine

auf Arbeitstheflung und gegenseitige Untersttttsung basirie Ge-

nossenschaft und dementsprechend wird je nach den in das

Auge gelasslen Specialfunctiouen bald die Thätigkeit und die

Bedeutung des Zellkerns, bald die des Cyloplasmas (oder einei»

Organs in diesem] in den Vordergrund treten.
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W. Pfeifer, o. M., lieber regulcUorische BUdumj von niastase

auf Grund der von Herrn Dr, K<Um im Bokmisch&i JtutUut an

guUUtm Unteriuchmgen,

Da das ganse Stoffwecbselgetriebe selbstregulatorisch ge-

lenkt wird, 80 UHUS nothwendigerweise die Tbätigkeit des

Organismiis in mannigfacher Weise durch die firotthmngp-

bedingoDgen und die eigenen Prodnote beeinflussi werden.

Daaa Gleiches auoh für die Ensyme gilt» wird dnroh die nioht

genügend kritisohen Studien von Fiun wahrseheinllohst ge-

Biaeht, nadi welchen die Bacterien nidil unter allenBedingungen

proteolytische Enzyme produciren. Ferner beobachtete Wort-
uum^ ein Unterbleiben der Diastasewiikung bei Gegenwart
fiter gentigenden Menge von Zucker. Doch kann auf diese

Experimente nicht viel Gewicht gelegt werden, weil bei dem
Operiren mit einem Gemisch zahlreicher Bacterienartcn nicht

abzusehen ist, in wie weit die besagten Resultate dadurch her-

beigeführt wurden, dass mit der Veränderung der NtthrCIttssig-

keit andere Arten obsiegten. Uebrigeos sprechen auch die

Beobachtungen von Brown und Morris 3) dafür, dass in den

Keimlingen der Gräser die Production von Diastase durch die

Anhäufung von Zucker reducirt wird.

Jedenfalls liegen bis dahin keine klaren und unanfeoht-

haren Belege Uber die regulatorische Production von Enzymen
vor. Um ai>er sunäohst in principieller Hinsiohv einen sicheren

Boden sn gewinnen, Teranlasste ich Herrn Dr. Katz, das Thema
an einigen Organismen (Penioillium glaucum, Aspergillus niger

und Baeterinm megatherhun) su stndiren.

4) CeDtralbiatt f. Bacteriol. 1891, X, p. 405; 1892, p. 7U.
9) Zeitichr. f. physiol. Cbem. 4s8t, Bd. 6, p. S87.

5) Botan. Zeitung 1893, p. 4S4.
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Unserer Aufgabe entsprechend wurden diese Organismen

in Reinciilliir in flüssigem Nährboden cullivirl, in welchem ihnen

viel oder wenig Zucker, oder an Stelle dieses eine andere

KohlcnstolTverbindung als Nahrung zur Verftigung stand. Als

Reagens auf die Diaslase diente ihre Wirkung auf StUrke, die

zumeist in der Form der nach Limnkh ') dargeslelllen löslichen

Stärke in Anwendunt^ kam. Dabei genUgle es für unsere ver-

gleichenden Untersuchungen mit Hülfe der .lodreaction zu ver-

folgen, ob und in welcher Zeit die kleine und gleiche Menge der

zugefügten Stärke zum Verschv^Moden kam. Neben derKielen stoff-

quelle enthielt die wässerige I>ösung die nöthigen anorganiaelMB

SaUe UDd mit diesen AmmoniumDitrat; dochwurde ftirbesiimmte

Zwecke in einzelnen Versuchen etwas Pepton oder Asperagio

zugefügt. Zumeist wurde Rohrzucker angewandt, dodi lehrten

einige Versuche, dass dieser ebenso wie Glucose wirkte ms
schon deshalb zu erwarten ist^ weil die besagten VermMhi^

pflanzen kräftig invertiren.

Die drei genannten Organismen besitzen die Fshigkdt,

neben anderen Enzymen 2) reicbHoh Diastase zu produeireo.

Demgemäss wachsen sie auch auf Stärkekleisler, doch kommt

viel schnelleres Gedeihen und damit schnellere Diaslase^^ irkiiop

zu Wege, wenn durch eine ganz geringe Zugabe von Zucker das

Keimen und damit der Beginn der Entwicklung beschieunigt

wird.

Eine Zunahme desZuckei j^ehaltes hat immer eine Depression

der Diastaseproduction zur Folge, doch reagiren die genannten

Versuchsobjccte in graduell ungleichem Grade. In Penicillium

glaucum wird Diastase überhaupt nicht mehr gebildet, wenn

der Pilz auf einer 4 5- oder 1 0 procent. Losung von Hohrsucker

eultivirt wird und schon bei einem Gehalt von 1.5 Proc. wurde

die Starke nicht merklich angegriffen. Real wird solche Deckung

schon durch eine geringere Menge tod Zucker erreicht, da dieser

ja mit der Bntwicklnng des Hlaes und der Nihrflttsaigkeii a^
nimmt Ein gleiches Eeaultat und ein tthnlioher Grenswertk

wurde auch in den Versuchen mit Baderinm megatherinm er-

halten. Aspergillus nigererzeugt indessDiastase noeh bei30 Free.

<) Journal f. pract. Gliem., Bd. 34, p. 378.

2) BouRQUELOT, CompU read. d. I. soc. d. Biel. 1893, p. 6&3; Ha!(sk>,

Flora 1889, p. 88.
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Uohnucker, jedoch in etwas geringerem Grade. Denn in der

SOproc. Lösung halte d'w eher mUchiiger entwickelte PÜEmasse

erst nach 6—7 Tagen dieselbe Stirkemenge siim Versobwindeo

gebracht, welehe in der 4,5proe. Ufsang schon nach swei Tagen

völlig umgewandelt war.

Eine maximale Wirkung haben Hohrzucker und Dextrose,

rrsp.Invertsucker. Denn wenn auch Maltose die Diastasebildung

in Penicillium entschieden hemmt, so war doch selbst bei Dar^

bietung einer lOproc. Lösung von Maltose, allerdings erst nach

44 Tagen, die Stärke völlig verschwunden, wahrend Hnct. me-
gatheriuDi schon in einer 3proc. Lösung von Mallose die Pro-

duction von Diastase einstdlte. Auf dieses Bacterium scheint

aber Milchinoker etwas weniger zu wirken als auf Penicillium,

in dem die Diastasebildung in tfhnlioher Weise beeinflusst wird,

wie durch Maitose. Eine genaue Fixining der Grensv^ orthe war
indess xunichst nicht beabsichtigt, und sur näheren Aufhellung

wurde ohnedies tu verfolgen sein, ob und in wie weit Milch-

sueker und Maltose durch diese Organismen hydrolytisch ge-

spalten werden.

Wird unseren PItsen anstatt einer Zuckerart eine andere

RoblenstoffVerbindung dargeboten, so wurde wenigstens eine auf-

f^lige Beeinflussung der Diastasebildung in den von uns ans-

geführten Versuchen nicht bemei^lich. So bringt Penicillium

die Jodreaction bald sum Schwinden, wenn es ungefUhr ebenso

üppig wie auf Zucker auf einer nentrallsirten LUsung wttchst^

die 3 Proc. Chinasäure enthalt. Aber auch dann, wenn auf einer

1 0proc. CAilnasaure nur kleine Pilsrasen entstehen, ist die Starke

doch bald nicht mehr nachsuwelsen. Ebenso wurde bei Er-

nährung mit Glycerin oder Weinsaure eine aufX^illlge Hemmung
der Diastasebildung in Penicillium nicht beobachtet. Dasselbe

Besultat kam In den Versuchen mit Aspergillus niger heraus, in

welchemohnehin dieDiastaseproduction in weit geringerem Grade
durch die Qualltat und Quantität der Nahrung beeinflusst wird.

Die mitgetheilten Erfahrungen beslehen sich sunaohst auf

die elwelssfrelen NahriOsungen, in welchen der Stickstoff in

Form von Ammoniumnitrat lur Verfügung stand. Doch vnirden

bei Zugabe von etwas Pepton oder Asparagin im wesentlichen

dieselben Resultate erhalten. Nur scheint bei Darbietung von
Pepton der Zuckergehalt ein wenig gesteigert werden su mttssen,

um in Penicillium die Diastasebildung su sistiren.
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Wenn die Grenswerthe in unseren Versuchen nicht gaoi

genau pracisirt wurden , so wird doch durch dieselben das gra-

duell verschiedene Reactionsvermdgen diflerenter Organismen

hewiesen, unter denen bei Aspergillus nur eine KinschrUnkimg.

nicht aber eine Sistiruiig der Diastasebildung erzielt wurde,

iiiernach ist es nicht zu bezweifeln, dass bei Ausdehnung: der

Studien auf eine grössere Zahl von ()ri?anismen alle njugliv hen

Abstufungen gefunden werden. Auch werden sicherlich die

Fähigkeiten und dieAclionen und somit die Grenzwerthe je n.ieh

den tlbrigen Ernührungs- und Culturbedingungen mehr oder

minder weitgehende Verschiebungen erfahren.

Die besprochenen Erfolge werden aber thatsttchlich durch

eine verminderte Production, nicht etwa durch eine Hemmmig
der Seoretion der Diastase ereieit. Darüber können schon die

mitgeiheilten Erfshmngen keinen Zweifel lassen und ausserdesi

ergab ein direoter Versuch, dass PenicilUumi wenn es auf einer

9proo. Zuokerlosung erwuchst, keine Diastase enthlik

Zugleich geht aus den mitgetheflten Versuchen schlagend

hervor, dass nicht schlechthin jedwelche ausreichende Befriedig-

ung des Nahrungsbedttrfnisses die Depression der Diaslas^

bildung bedingt. Denn diese wird in PeniciUium auf das beste

betrieben, während es bei Ernährung mit Chinasäure so gut wie

mit Zucker wächst, und steht ebenso nicht still, wenn der Pilf

auf der concenlrirleren Chinasäure nur kümmerlich forlkoDiUil

Die regulirende Wirkung hängt also in erster Linie von der che-

nn'schen Qualität des influirenden Körpers ab. Benchtenswerth

ist dabei, dass uerade Zuckerarien, die bei der hvdrol\ lischeu

Spaltung der Stärke durch Diastase entstehen , eine energische,

ja vielleicht die intensivste Wirkuni; haben. Ob in dieser Hin-

sicht eine weitgehende Anpassung l)esteht, ist aus unseren Vi-r-

suchen nicht sicher su entnehmen. Denn es wurde nicht unter-

sucht, ob die von den Versuchsobjecten secemirte Diastsseart

die Stärke in Dextrose oder Maltose verwandelt, und es ist nicht

unmöglich, dass die benutsten Pflansen verschiedene Arten von

Diastase produoiren >). Vorlttufig muss es dahingestellt bleiben,

ob mit einer solchen DiflTerens die grossere Reactionsfittiigkeit

von Daot. megatherinm gegen Maltose in einem Zusammenhang

steht. Sollte indess der Milchsucker nicht gespalten werden, so

I) Vgl. Blylhirck, Cüulrulbl. f. BacU, II. Ab(b., 1895, Bü. 1, p. ttS.
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würde daraus in entnebmeii sein , dass die Production der Diu-

stase, wie es ohnehin wahrscheinlich ist, auch durch solche

Kttrper beeinflusst werden kann, welcho hei der Wirkung dieses

Enzyms auf Stärke nicht gebildet werden. Vielleicht wirkt also

der Hohrzucker direct, der allerdings in unseren Experimenten
wohl zumeist ziemlich bald invertirtwar. Ob dann Dextrose und
Laevulose dieEniymproduction in gleichem oderYorschiedenem

Grade hemmen, wurde nicht untersucht.

Jedenfalls wird aber durch die Krfolge eine von der che-

mischen Qualitttl und der Menge des Körpers abhttngige Keiz-

wirkung angezeigi, durchweiche in dem Organismus eine solche

Umstimmung veranlasst wird, dass er nach Maassgabe seiner

specißschen Sensibilitllt und nach der Intensität des Reizes die

Production von Diastase thetlweise oder ganz einstellt i). Aus
den mitgetheilten Thatsachen ergibt sich unmittelbar, dass nicht

etwa in rein chemisch-physikalischer Weise die Action der Dia-

stase unterdrückt wird und zudem ist längst bekannt, dass erst

bei einem hohen Zuckergehalt eine erbebh'che Retardirung der

Diastasewirkung eintritt^. Zu solcher chemischer Reürang muss
sich mit zunehmender Gonoentration die osmotische Leistung

gesellen und es ist selbstverstllndlioh, dass durch genügende
Steigerung dieser, endUch durchjeden KtfrperdieGesammtthStig-
keit des Organismus und so sicherlich auch die Production von
Diastase eingeengt wird.

Unter normalen Verhältnissen bedarf es aber der Anregung
dureh Zucker oder Stärke nicht, um die Production von Diastase

in Gang zu setzen, die eben auch bei Ernährung mit anderen

Kohlenstoffverbindungen entsteht. Da aber solche Productionen

immer regulatorisch gelenkt werden, so wird sicherlich auch
Diastase nur so lange formirt, bis die Anhäufung einen bestimm-
ten Grenswerth erreicht hat. Eine dauernde Fortführung oder

Beschlagnahme muss dann eine vermehrte Totalproduction sur

Folge haben und diese Yorraussetsung fand in Versuchen mit

Aspergillus niger ihre Bestätigung.

In diesen Experimenten wurde Aspergillus auf einer Lösung
oultivirt, die 40 Proo. Bohrsucker, 0,5 Proo. Itfslicbe Stärke und
0,5Proc.Tannin enthielt. DiesesletzterehemmtdieEntwicklungdes
Pibes nicht, beschlagnahmt aber dauernd die secemirte Diastase,

i) Pff-ffkr, Jahrb. f. wiss. Bot,, Bd. 28, p. 137 ff.

i) Nach den Untersuchungen von Kjeldahl u. A.
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mit der es eine fast unltfsliobe Yerbindong eingelrt. Ans den

gesammelten Niederschlag wird dureh Alkohol ein ansehnlidier

Theil des Tannins gelost und nunmehr Iftssl sich die so in Frei-

heit tiesetzte liiastase mit Wasser auszieh<'n. Da aus dem Resi-

duum Alkohol wiederum einen ansehnlichen Theil des Tannins

auszieht, so i^ewinnl man bei wiederliolter Behandlung fast die

gesammte Menge in dureli.ms wirksamer Form. Um einen Ver-

gleich anstellen zu kOiincn, wurde Aspergillus auf der>ell)en

Lösung, jedoch ohne den Zusatz von Tannin cullivirt, das jetzt

erst nach Abschluss des Versuches hinzugefügt w urde. Aus dem

so gewonnenen Niederschlag wurde in genau derselben Weise

die Diastase in Freiheit gesetst und bei Einhaltung gans iden-

tischer Operationen konnte nunmehr ans der diastalischen

Wirkung der Losungen , d. h. aus der Menge des reduciremdea

Zuckers , welcher in derselben Zeit aus Stärke gebildet wurde,

auf die Ausgiebigkeit der Diastaseproduction mit und obne Fest-

legung dureh Tannin gesehlossen werden. Im letiteren Falle

lieferte das ausgeschiedene Kupferoxydul 0,06 g Co, wShrand

bei Festlegung mit Tannin 0,1 g Gu gewonnen wurde. Das ist

immer eine ansehnliche Steigenmg der Diastase, die auch in

einem anderen Versuche in fast gleiehemHaasse gefandenwurde.

Infolge der regulatorischen Nachbildung wird aber audi die 1b-

anspruchnnhmc durch Stürkeumsatz eine gewisse Vermehroog

der Totalfiroduetion an Diastase herbeiführen, von der mit

diesem Wirken ein gewisses 0"«'»ntuin abizenutzt wir<l.

Aehnliche N erhJiltnisse w erden wohl vielfach auch in Beiiig

auf die reaulalorische Produclion anderer Enzyme ohwallon.

Doch ist anzunehmen, dass neben der hemmenden Wirkung der

Producte auch Falle vorkommen, in welchen die Prodnction und

Secretion eines Enzymes durch liestimmte Körper erst veraulas>l

oder doch beschleunigt wird. Thalsäohlich ist solches für eine

Anzahl der Ueischverdauenden Phanerogamen bekannt. Uebri-

gens lassen unsere Untersuchungen unentschieden, ob oicbl

etwa (uno geringe Menge von Zucker eine absolute Beschleunig !

ung der Formation von Diastase hervorruft, während alierdiogs

nicht in erwarten ist, dass eine solcheBeiswirkung direot dorob

die unlösliche Sttirke su Stande kommt Wenn ein Organistaai

verschiedeneBnsyme eneugt, so dürfte wohl hHufig die Prodno-

tion eines jeden einzelnen £nzyms in mehr oder minder untb-

hüngiger Weise regulirt und beeinflusst werden.
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A. Mayer, o. M., bie Lu:islenzb€dinyunyen eines kinetischen

hiteiUiales.

In der Abhandlung * Ucher die physikalische Bedeutung

des Princips der kleinsten Wirkungen« hat Helmiioitz hervor-

gehoben '), dass lör die Bewegung eines Systems materieller

Punkte mit den unabhängigen Bestimmungsstflcken /j, , ... /'„

stets ein liiiictisches Potential ff existirt. so oft die I.AüRA.NGF/scIien

Ausdrücke der l)evvegenden Kriifte l\, des Systems

solche, in deo p" lineare Functionen der /v, />' uml //', d. ii. der

Variabela !'„ und ihrer ersten und zweiten Uitkrential-

quotienten nach der Zeit t sind, iwischen denen die Relalionen

ideniiscb bestehen

:

oder also, dass es unter diesen Voraussetsungen immer eine

Function H der p und // giebt, wekhe die it Gleichungen iden-

tisch erfüllt:
*

Bbumolti deutet zugleich an, dass sich diese Behauptung be-

weisen lasse durch Ausdehnung gewisser Stttse aus der Theorie

der PoteniiaUnnctionen auf den Baum von n Dimensionen, fügt

aber hinsu: Da der Beweis eine Sache von selbständigem Inter-

esse sei, so scheine es ihm nicht passend, sie nur nebensüchlich

abiuthun, und er zöge deshalb yor, den Beweis bei einer an-

dern Gelegenheit zu geben.

4) Joonwl ntr die reine und angewaadle llatbematlk, Bd. i09,

p. <65 n. 166.
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In der ungemein anregenden Arbeit »lieber die Principien

der Mechanik « hat nun kürzlich Kok.mgsbbrgrr einen anderen

Weg angegeben '), auf dem man den HBLMHOLT/'schen Salz be-

weisen und die Untersuchung sogar erstrecken könne auf die

Frage nach den nothwendigeo uod hinreichenden Bediogungen

daftlr, dass n Functionen , . . P,^ der Variabein p^, . .
., Pn

ond ihrer Differentialquotienten nach t bis zur Ordnung ivsitk

durch eine einzige Function // der /) und ihrer DifferenlialqiMh

lienten bis lur Ordnung v in der Form ausdrOeken lassen:

Wirklich durchgeführt wird der Beweis jedoch nur fOr des

Im Folgenden theile ich einen anderen, kttneren und gut

directen Beweis der HiUBOLTz'sohen Bemerkung mit, der Uber-

dies vötlig unabhängig davon ist, ob in den Px auch die Zeit

selbst auftritt oder nicht, und richte diesen Beweis von allem

Anfang an so ein, dass man ohne Weiteres sieht, wie raan auch

hei der Beantwortung jener allgemeineren, von Kofnigsbergcr

aufgeworfenen Frage mit einem Minimum von Rechnung rauss

auskommen können. Diesem letzteren Zwecke zu IJebe nehme

ich das Princip, durch welches Jacobi gelehrt hat, die partiellen

Ableitungen von vollständigen Differentialquotienten durch

blosse Variation zu berechnen^), zum Ausgangspunkt, obgleich

in dem vorliegenden einfachen Falle die directe Rechnung fast

ebenso rasch zu den gewUn^ten Formeln ftthrt. Dies frucht-

bare Princip gestattet aber, wenn man es nur noch ein wenig

4) Sitzungsbericht« der Kgl. Pr^ats. Akademie d. Wias. ta Beriia,

aO. Juli 1896, p. 932—935.

3} Dabei hat sich ein kleines Versehen eingeächlichen. Auf p. 931

shid nttmlich die beiden Bedingungen ausgelassen worden:

Hrsl diese ober ermöglichen die Beslimiming dor Function w aus de«

iileicliungen (121) von p. 934, indem sie lehren, dass H^ und it| frei

von p\ und sein müssen.

8) Jacom, Werke Bd. iV p. 496.
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weiter ausbildet, überhaupt die interesuDten Formeln der

KoB?fiG8BBmfin'flchen AbhandluDg mit grtfsster Leichtigkeit ab»

BQleiien.

Nach dem Yorbergehenden handelt es sich um vollstflndige

Beaniworiung der Frage

:

Welche Bedingungen müssen n gegebene PüncUonen P, t
* • •

>

i\i der n Variabeln .
. p^« ersten und stweUen Diffe^

rentkUquotienten nach t und eventueU aticA ttocft der unabhängigen

Variabein t selbst erfüllen^ damit eine Function H von ^ p, f
. . •

t

Pnt f^ii '1 Pn cifcistire^ welche die n Gleichungen:

identisch befriedigt?

Bezeichnet man aligemein durch ÖV die Variation, welche

irgeod eine Function von den p und ihren DilTcrenti:(1<]uoticn-

ten nach t erfährt, wenn man den Variabein p die wilUtlriichen

Variationen dp ertbeilt, so hat man stets:

^dt^ dt '

im Besonderen also, wenn V keine höheren Differentialquotien-

ten der p als die ersten enthalt:

KlL^' A^' i

r dt . . dl ddpi . dt d'dpA

= rt2^Un^''^'^Wx dt j

lind hieraus flicssen durch Vergleichuntj; der Coefficienten von

^}>x lind seiner DitlerentialquotieDten auf beiden Seilen unmit-

telbar die Relationen

:

ö dV d M* .

(A)

hpx dt - dt hpx
'
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Dies fesigesleilt lUbre ich durch die n SubstitulioueD

:

die n Gleichungen (1] zurilck auf die 2n folgenden:

Da /f frei ist yon den p", so Yerlangen diese Gleichongen m-

nttdhst nach [C]

:

dt/',- ö/'i ^

und damit lugleicb, was auch schon die Gleichungen (4) lehren,

dass die P| linear sein müssen in den sweiten DifferenUakpia-

iienten der p.

Bildet man weiter an der Hand der Formeln (AJ und (BJ

aus den Werthen (2) die Integrabilitätsbedingungen

:

,öf/ d// hlf hH
Ö , Ö— 0— Ö— Cr Cr

hpi bpi'
' d/>| dp; ' dp, dp,

'

so erl^ennt man: Zur Existent einer Function die allen tn

Gleichungen (2) identisch genügt, ist ausserdem noch nothwes-

dig, aber sugleich auch hinreichend das identische BesUheo

der

Bedingungen ':

'Xbpt bp^ c/^ dpi dp,

dt dt bpi t>//,-
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Ans (3) und (4) folgt aber:

und aus (5J erhttlt man die beiden, lusammen den n* Gleichun-

gen (5} äquivalenten Systeme:

Yon denen das erste, das auch fOr x » i su erfttUen ist, nach (3)

sich so schreiben iSsst:

*
^ ^Pn ^Pi~ätUp:'^bp^r '

Endlich giebt (6):

^Px ^Pi
~~

ät\iipJ^ hpil

und damit nach (5 b):

Zur Existenz einer, die Forderungen (1) erfüllenden Funclion //

ist somit jedenfalls uofh freudig, dass P^, . . solche in den

p" lineare Functionen seien^ zwischen denen die

BelaUonen (7), (8), (9) identisch beskhen.

Umgekehrt gehen aus den Gleichungen (7), (8], (9), sobald

man ihnen noch die Gleichungen (3) und [5bJ hinsufügt, wieder^

om die Gleichungen (4), (5 a) und (6), also eben die ursprüng-

lichen Integrabilitätsbedingungen (4), (5}, (6) hervor.

Jene nothwendigen Bedingungen werden daher zugleich

auch hinreichend sein, warn sicÄ, .so oft sie erfüllt sind^ die n

t'unctionen " ipn ^^^^^ bestimmen lassen^ dass die Glei-

1) Wcjjcn (7) ist das eben die ZNveile ilcLMBOLn'sche Bedingung.

•4*
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obttDgen (3) und (5 b}, oder, was nach (7) dasselbe ist, dm dit

n* 4-**-'^^--*- Gleichunyen:

identisdi befriedigt werden.

Um dies m zeigen, setse Ich demnach jeiii voraus, dass die

f} Functionen , . .
. ,

P„ die oben angegebenen nothwendigen

Bedingungen crfnllen, und xiehe nun vor allem aus den Ideati-

tülen ;9: weitere idenliscbe Uelalionen.

Zunächst fordern diese Identitäten, da links drille Diffe-

renlialquoticnten der nicht vorkommen:

Weiterfolgtaus ihnen durch Anwendung der Formeln fC]und[BJ:

(VA) ± 1^^ _ ^\ ^ i- /^Ji _ ^JA

und:

Vertauscht man in der letzten Formel successive die lodices

t, X mit I,' X, l und x, A, i, addlrt die so entstehenden drei

Formeln und bedenkt^ dass einerseits:

ist uiui aiuitTfTSeits diese Siiimne idciilisrh verschsN indol. wenn

man in ihr die |>;irtiellcn Dlllrn ntialtjuolienten nach pi
durch solche nach p\ ersetzt, so findet man:

,14) ± _ ^J'xi +± /»ix _ ' ^±i^j:h_

= 0.
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Nun verlangen sanSchsl die Gleichungen (40), dass die Function

eine gemeinsame Lösung der n partiellen Differentialglei-

chungen sei:

Diese sind frei von den jiT und nach (42) ist:

JPl= Jil!^ .

dp;

Die Gleichungen (40') erfttllen mithin die Integrabilitfitsbedin-

gangen; man l^ann daher aus ihnen tpx durch eine blosse Qua-

dratur bestimmen, und wenn diese

als eine gemeinsame Lösung der n Gleichungen (10 )
ergiebt,

80 ist:

WO wx eine willkürliche Function, ilire allgenieine Lösung.

Substituirt man diese Werlhe der i/';^ in die Gleichungen

(M) und fuhrt die Abkürzungen ein:

sodass also = — so geben diese Gleichungen Uber in:

Hierin sind die rechten Seiten nach (1 2) /ubücIisI frei von den p".

Sie sind aber auch frei von den ;>'. Uenn nach (10) und (7} ist:

folglich wird:

dpi 2ört\dp; dp// \dp^d/.i dp>rt/

2 dpi Idp; d/),'/ dpi idp^ dp. /

und das ist Null nach (43).
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Die —— Gleiebungen (17) enthalten demnach nd>en
z

eventuell dem Parameter l nur noch die Variabein f>«f •••»fW
selbst.

Nach (16) und (U) bestehen tlberdies swisoben ihren

rechten Seiten die Relationen:

(18) ^+ *-f-.> + "k= o.
»W »Pi ^P,

Ordnet man nnn die Gleichungen (47) also an:

ru^hD^^'^' bn.'^bü. d^I.-do,bp, bp, bp, bp, • bp,

dp, d/>4 d/>« d/>^

und setst vorau8| dass man bereits solche Functionen ciiny ^n^n
• • *t ^A«.! ^^^^ finden können, welche die n — 1— 4 leUten

Reihen (17') identisch erfflllen, so erhalt man tur Bestimmung
von tax Gleichungen:

1 ^^-.^5ä±i . o ^^^X^^f»>n

Damit diese n — A Gleichungen erfüllbar seien, ist nothwendig

und hinreichend, dass für ). -\- \ ^ /< <^ y ^ /i

:

sei. hl Folge derjenigen Gleichungen (17'), die nach Voraus-

setzung bereits befriedigt worden sind, ist aber für alle diese

Werthe von ft und v

^P,^ ^Pu
^

und damit auch:
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^Pr^PX'^ ^Pfi^Pk ^PX

Wegen Qx^ — — lassen sich daher die Inlegrabilittttsbe-

dinguDgen der Gleichungen [iT] so schreiben:

imd sind nach (1 8) also in der That erfttlU.

Man kann somit, nachdem man coj^ willkürlich als Function

von /, /;„ gewählt hat, zuerst aus der letzten

Gleichung (t 7'), hierauf aus den beiden vorletzten Glei-

cbangen, u. s. f., schliesslich ^o^ aus den n — I ersten Gleichun-

'gen (4 7') bestimmen, und zwar erhalt man jede neue Function

ü) aus den bereits gewonnenen immer durch eine blosse Qua-
dratur.

Die Einsetzung der so erhaltenen Werthc der (o^ in die

bereits gefundenen Gleichungen (45) liefert n solche Functionen

^1» • • •» VW» welche allen Gleichungen (10) und (U) identisch

genOgen. FQr diese Functionen werden, in Folge unsrer Vor-

anssetiungen ttber die P, die Integrabilitatsbedingungen (4), (5),

(6) der Gleichungen (S) identisch erfüllt, und man erhalt aus

diesen 2n Gleichungen daher schliesslich auch H selbst durch

eine blosse Quadratur.

Damit ist die aufgeworfene Frage beantwortet und geteigi:

Zur EodüUm einer Function welche die n Forderungen

{{) befriedigty ist nicht nurnothwendigf sondern auch hinreichend^

dass P^y ,y Pn solchef m den p" lineare Functionen der p\
p" seien, welche, gleichviel ob sie auch noch t selbst enthalten oder

nicht, den Bediuyunfn'n (7), (8), (9) identisch (jcniKjen.

Um aber keinerlei Unklarheilen zurückzulassen, dürfte

vielleicht noch die folgende Benierkuiii? nicht ganz überflüssig

sein, bei der selbstverständlich vorausgesetzt wird, dass die

Functionen l* den angegebenen Bedingungen gehorchen.

Ist // = H^ irgend eine Lösung der n Gleichungen (1), so

gehen diese durch die Substitution:

über in die Gleichungen:

dp, ^ dt d/>/
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Diese n partiellen Diä'erentialgleichunpen aber lassen sieh nicbt

anders befriedigen, als durch die Annahme;

>

in der die Function (D willkürlich bleibt. Die allgemeine LtfSttilg

der Gleichungen (4) ist daher nothwendig von der Form:

(49)
H«H,+£®(fiiiLi-iis).

Es mUssen daher auch diejenigen willkOrlichen Fnnclionen, die

bei der allgemeinen Integration des Systems partieller DUTeren-

tialgleichungen (47) in den Werthen der einseinen Functionen*

(a hinsntreten, sich schliesslich su einer einsigen willkftriicheo

Function susammensetsen.

Nun kann man aber, wenn man die Integration dieses

Systems in der oben angegebenen Weise durch successive Qua-

draturen ausftihrt, sunüchst die Function ta^ gans willktlriich

wählen und hierauf nach (47^) auch noch jeder anderen Func-

tion tax eine willkOriiche Function von p, , • • Px allein hin-

sufUgen, und man tibersieht nicht sogleich, wie sich alle diese

n willkttrlichen Functionen m einer einsigen willkllrlicheo

Function vereinigen lassen.

Es ist daher sehr angenehm, dass man sich um diese eio-

lelnen willkürlichen Functionen gar nicht weiter tu kOmmem
braucht, weil die Gleichungen (4 7) auch ihrerseits wieder von

gans analoger Natur sind wie die Gleichungen (4). Liefern

nämlich die n Gleichungen:

irgend ein bestimmtes System von Functionen oi, das den

iiffi — 4)

i
- - Gleichungen (47) genügt, und setzt man dann jedes

WA "X + t'A
,

SO reduciren sich diese Gleichungen auf:

und verlungen also, dass jedes Vx die Gestalt habe

:
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,/'»)
'

wo O für jedes A eine und dieselbe willkürliche Funclion ist.

Die allgemeinst on Wertbe der Functionen 10^^ welche die

Gleichungen (47) befriedigen, sind hiernach von der Form:

^k^H{*tPit "-yPnl-i

Nach (45) haben folglich die allgemeinen L()sungeu i//j^der Glei-

chungen (40) und (44) die Gestalt:

Für diese Losungen werden die Gleichungen (2):

Ist daher, unter der Annahme (?) = 0, ff= ff, irgend eine be-

stiramle Lösung dieser 2/j (ileichungen, so ergiebt sich in voller

Uebereinslimmun^ mit dem von vornherein erkannten UesuU
late [49):

als der allgemeinste Werth von i/, welcher die n Gleichungen

(4) erfOlU.

Sind im Besonderen die /', solche, von / freie und in den

p " lineare Functionen der />, />', p", welche die Bedingungen (7),

(8), (9) identisch erfüllen, so kommt / auch in den Gleichungen

(40) und (4 4) gar nicht vor, es giebt daher stets Losungen

dieser GleicbungeO) die gleichfalls frei von t sind, und daher

eiistiren In diesem Falle auch stets von I freie Functionen

welche die n Gleichungen [4) befriedigen.
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J. Thomae, o« M., I/efrer die durch die leuchtende Sonnenkugd

und den Satumring erzeugte Schattenßaehe» Mit iwei Figuren.

Durch die von Herrn BAtxitn beobaohtele Verfinstening

des Satummondes JapetuB und ihre astronomiscbe Yerwerthimg

ist die Aufmerksamkeit auf das schon von Lapuck bebanddle

Sohattenproblem von neuem gelenkt worden. Es gilt die FiScbe

nebst ihrer Fortseisung lu l>e8timmen, die den Halbschstlea

einerseits vom Ganischatten und andererseits vom gans erleuch-

teten Räume trennt, die also den Halbschatten einhüllt. In dem
Falle, der in der Astronomie gerade vorliegt, und der ;iuch der

einfachste ist, dass der leuchtende und der Schalten gebende

Körper von Oberlliichen zweiten Grades begrenzt werden, bat

G. Sai.M(in die Eliminationen, die das Problem erfordert, ausge-

ftlhrt und die Gleichung der Flache vollständig, allerdings unter

Anwendung zusammenfassender Abkürzungen, aufgestellt. Ab-

gesehen von der Auffindung der vier Doppelkeuelschnitle, die

die Flüche enthält, scheinen die lu'geDSchaften dieser Schatten-

fläohe noch nicht naher untersucht zu sein, was darin seinen

Grund haben mag, dass die praktische Astronomie sich an einer

genüherten Losung des Problems genügen iHsst, in der an Stelle

der wahren Fläche vom achten Grade eine vom vierten Grade

gesetst wird. Die wahre Schattenflflche ist aber iweifeilos einer

genaueren Untersuchung werth. Hierzu 3o\\ hier ein Anfang

gemacht werden, und twar unter besonderer Berttcksichligung

des Falles, dass die leuchtende Flache eine Kugel und der

Schatten gebende KOrper eine sehr dünne kreisförmige Platte,

also kurz gesagt ein Kreis Ist, welcher Fall in grosser Annähe-

rung am Himmel in der leuchtenden Sonne und dem Schatten

gebenden Saturnringe ein Beispiel findet, üebrigens liegt in

dieser Speciaiisirung keine wesentliche Beschränkung der
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Allgemehiheii, wenn man das Problem Tom Standpunkte der

piejecCiven («eometHe ansiebt.

Das was bier ttber die Scbattenflflcbe beigebraobt wird, ist

fo sa sagen etwas bausbaekener Natnr; ieb ttbergebe es aber

der Oeffentliobkeiti weil es, wie ich glaube, einer Vertiefung der

Dntersnebung voranfgeben mnss und xu ihr Anregung geben

kann.

Ptnaallnig des PrtUe««.

Es seien x y s rechtwinkelige Coordinalen und u v w auf

dieselben Axen besogene Ebenencoordinaten. In der a;^-£bene

liege ein Kreis, dessen Gleichung in Ebeneneoordinaten

R(ti, V, w] = r^tt« -f r^v* — 4 =« 0

ist, der als der äussere Rand des Saturnringes angesehen wer-

den kann.

Eine Kugel, die Sonnenkugel, habe den Radius rd und die

Goordinaten ihres Miitelpunktes seien x = 0, y = rß, z^ry
10 dasB also die ys-fibene durch ihren Mittelpunkt geht. Wird

Oiniti?
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die finiferoang des Kreis- und KttgelmiitelpuDktes gleich r^,

ß =: (fcoss, y = g sin e gesetzt, so ist e die Elevation des

ScDnenmitlelpunktes Uber <Ier Ringcbene, sie kann in Maxime
angefUtbr 88^ erreiehen. Die Gleichung der Kugel P in Ebenen-

coordinaten ist

F{u vw) = {rßv + ryw + I)* — r-d*{u^ + -f tv*} = 0

s= — r«d*t#* 4- tH*{ß* — d?) H- r*w*(y* — d*) -f- 9ir*fiyvw

Die CjleichuD^

II* ^ Hö^ -\- f = 0

= r*v*/5r*H- r* «?• (y*— d*) -h a i^ßyvw ^irßv+iryw^i'-d*

bedeulet, da u in ihr nicht vorkoiiiinl, die (Jleii'hung eines in

der ^js-£bene liegenden Kegelschnittes in Ebeuencoordinateo.

Die gemeinsamea Ebenen der Bündel = 0, Z«' =: 0, oder

was dasselbe ist, der EbenenbtlDdel ii = 0 und H* = 0 bilden

einen EbenenbUsciiel, dessen Gleichungen die Gleichungen einer

geradlinigen abwickelbaren Fluche 6, der Schaitenfläche die

hier untersucht werden soll, in Ebcncncoordinalen sind.

Durch eine Tangente des Kreises H lassen sich zwei Tan*

gentialebenen an die Kugel F oder den Kegelschnitt ti (dessen

Gleichung //* = 0 ist] legen, von denen die eine dann eine be-

Btttndige ist, wenn die Kreisebene die Kugel berührt. — Diesen

singulären Fall schliessen wir hier von der Betrachtung aus. —
Die Verbindungslinie der Punkte, welche die Tangentialebene

auf R und F oder R und H bestimmt, ist eine Eneugende von 5.

Es gehen daher durch jeden Punkt von R iwei Brseugende von
S, die auf dem Kegelschnitte H iwei Punkte bestimmen, und es

gehen durch jeden Punkt von H swei Erteugende von S, die

auf R zwei Punkte bestimmen. Die Erseugenden von S bestim-

men daher auf R und // eine sweisweideutige Verwandtschaft,

auf die wir später surttckkommen.

Die beiden Erseugenden durch einen Punkt von R liegen

nicht zugleich in einer S in ihm bertthrenden Ebene. Jeder

Punkt von R ist demnach ein' Doppelpunkt von S und iwar ein

biplanarer. Es giebt vier Tangenten an A, die die Kugel F
sngleich berOhren. Durch die BerOhrungspunkte dieser Tan-

genleu mit Ii giebt es nur je eine Krzeugende von S. Diese
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vier Punkte von R sind unipianare Doppelpunkte von 5. Der

Kreis R und in gleiober Weise der Kegelschnitt H sind demnadl

Doppellinien der Flache S,

§«.

Diseassi^u des Kegelschuities IJ,

Der Mittelpunkt des Kegelschnittes H hat die Goordinaten

r(j cos fc sin t

er liegt auf der Verbindungslinie des Saturn- und Sonnenmittel-

punktes, die wir die Centrale nennen wollen und ist vom Satum-

mittelpunkte um die Strecke : (1 — d*) entfernt und liegt auf

der von der Sonne abgewendelen Seite des Saturnringes, wenn
()> 1 ist.

Um die Gleichung des kci^elsebnitles // in rechtwinkeligen

Coordinalen zu erhallen, seUen wir

r»/^* = a„, rVy = «,„ r/!f = a„, r»(y* - «= «m»
ry^a^if I— d*=:a„,

// = ofj^t''4- 2«„r?i*4- «„?c>*-i-2or„t?-|-2a„»c+ of33 = 0,

und bemerken nebenbei, dass a^, = «ia«43 I^i^ Ad^junoten

(Minoren) der a in der Determinante |o| mtfgen mit o,,a,, . .

.

beseiehnet werden, so ist

Siebt man von trivialen Fällen ab, so kann von den Grossen

r ß d nur ß verschwinden , es kann also
|
a

\ nur verschwinden,

wenn ß gleich Null ist, und nur in diesem Falle stellt H* s= 0

ein Punktpaar in der ys-Ebene dar. Dies findet dann statt,

wenn die Elevation der Sonne Uber der Ringebene 90^ betragt,

was astronomisch nicht eintreten kann. Von diesem Falle, in

dem die SchaUenflache in zwei gewöhnliche Kegel zerfallt,

sehen wir ab.

Die Gleiehung des Kegelschnittes // in rechtwinkeligen

Coordinalen ist nun

y*(d* — y«- 4) + ^tyzßy — 5*/^* + ityrß — r*ß^ = 0

.
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Die Determinante des qaadratisehen Theiles dieser Form

ist — ß*{ll*— 1), der Kegelschnilt // ist demnach eine H>'perb€l,

so lange i ist, eine Parabel oder Ellipse, wenn 1 ist.

Hier mag wie hei Sonne und Saturnring (5]> < sein, also //* = 0

eine Hyperbel bedeuten. Wir geben ihrer Gleichung in Punkl-

üourdinaten die Formen:

Ä)'i^-/-'1+«(.-t^)(-ÄW

-»((»-Ä) "•'-(— rirji)
^ ')' - I'^TT - •

Ans der letzten Gleichung gebt hervor, dass die s-Axe und die

Geotrale fttr H conjogirte gerade Linien sind.

Die Centrale ystcotc, j8Bs<tifia trifft die Hyperbel

in Punkten die Wuneln der Gleiohnng

5«((J«__4)4-25r(.; — ry = 0

sind. Ibre Discriminante ? 4- r*^*(d*— 4 ) = / 6^ ist eio

yollstündiges Quadrat, die Grossen jf|S, haben die Wertbe

Zieht man durch den Sonnenmittelpunkl einen Hadius paralle.

sur y-A\e, und verbindet den Endpunkt mit den beiden Punkten,

die der Kreis H roit der y-Aj^e gemein hat, so bestimmen die

Verbindungslinien auf der Centrale die beiden Punkte s^s. . sie

sind die AehnUcbkeitspunkte des Sennenkreises derr/3-Ebene

und des Satumringkreises, wenn leisterer um seinen Mittelpunkt

in die y 3-Ebenc gedreht wird. Die Mitte zwiseben diesen beiden

Punkten ist der Hyperbelmittelpunkt.

Die is-Axe wird von der Hyperbel nicht reeU getroffen, die

y-kxe in den beiden Punkten

also nur dann reell, wenn die Ringebene durch die Sonne geht

—Die Asymptoten von U haben die Gleichung:
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Sind i4| die beiden Asymptoten und sogleich die Winkel, die

sie mit der ^Axe bilden, — der Asymptotenwinkel, so ist

Der Asymptotenwinkel ist für die Saturnringschaltenflüche

sehr spitz und die Hyperbel ist sehr flach im spitzen Winkel

gelegen. Durch die Asymptoten und einen der Punkte s^s^ ist

die Hyperbel schon bestimmt und mittelst des PASCAL'schen

Satzes construirbar. Es lassen sich aber noch einige andere

Pankte Ton H nnmitielbar bestimmen. Die beiden Punkte der

yj-Ebene

y^rß, z^r{y-\-di; y ^ rß , 3 = r{y— d),

die wir den höchsten und tiefsten Punkt de» Sonne nennen
wollen, liegen auf der Hyperbel, ebenso die in Besug auf den

Hyperbelmittelpunkt symmetrisch zu ihnen gelegenen. Endlich

sind durch die Asymptoten auch die Axen gegeben und die

Symmetrie in Besug auf sie liefert noch weitere Punkte.

Die beiden von den Punkten ^ = r, 5 0 an den in

der j^jz-Rbene gelegenen Sonnenkreis gesogenen Tangentenpaare

gehören ebenso wie die Hyperbel H der Sehattenflttohe S an,

sie haben die Gleichungen:

(f- [y- 'f+ ^Vf^ - fi?- + 2 (y~ ;•) . (1 - V = 0

,

Sie sind zugleich Tangenten an die Ilyiu rbel, so dass neben den

Asymptoten noch vier Tangenten von // unmittelbar gegeben

sind, wodurch die Construclion dei selbon und die Vorstellung

von ihrer Lage erleichtert wird. Man würde sich nun leicht

eine Zeichnung des Schnittes von 6' mit der //3-Ebene, der

Hyperbel // und vier gerader Linien anfertigen können, wenn
dem nicht die gerade für diesen Zweck ausserordentlich un-

günstigen Verhältnisse der Dimensionen entgegenstünden. Aus
diesem Grunde hübe ich mir eine Zeichnung angefertigt, in der

die Entfernung der beiden Ktfrper verkürzt auftritt, die aber

tg -1. «
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sehematisoh immer noch eine gnte Voratellting von dem Seboitte

der FIflehe liefert Nach den gemachten Angaben kann aioh ein

Jeder diese Zeichnung leicht herstellen.

Die Gleichung der Schnittearve 8^ der Schattenflüche mit

der y%-lBbeM ist

Gonsl. ( (y«- a«) [y- ,f+ [[ \ - ß)'- d'\ 4- 2 _ r) - 7 ( 1~ ,i )

Es kann sogleich bemerkt werden, dass die Hyperbel H nur

snm Tbeil in der Flttche liegt, d. h. von reellen Flächengebieten

umgeben ist, sum Theil isolirt verlauft. Die Grenspunkte swi-

schen diesen Gurventbeilen sind die Punkte, deren Tangenten

die Sonne berühren und den Kreis R treffen, die Berührungs-

punkte der eben besprochenen Tangenten. Sie theilen die (im

Unendlichen als geschlossen gedachte) üyperbel in vier Stticke,

von denen iwei isolirt verlaufende sind. Zu den letiteren ge-

hören die Theile der Hyperbel, die innerhalb der Sonne liegen.

Ist e SB 0, also y ss 0, ß ^ so nimmt die Hypeibel-

gleichung die Form an

:

_ -j^t 2/// - rV = 0,

(lio v-Axe ist Axe der Hyperbel und ihr Mittelpunkt bat die

Abscisse y = r ^ : (d*— 4).

Ist s d, sin € ^ d\qy berührt die Ringebene dieSonoe,

so ist

die Hyperbelfc^ieichung. // berührt die a y-Ehene und die Sunne

in ihrem tiefslcn Punkte. Von den vier Geraden des Scbnilles

Sj. fallen swei mit der y-Axe xusammeo.

§3.

Der Schnitt 5, der Sehatteafllche nit ier j;y-Sbeae.

Dor Scbnilt dor j-7-I!l»ent' inil der Schaltenflüchc N ist der

Salurnring Ii doppolt gezülilt. Dazu kommen die vier Geraden,

die den Kreis /{ und die Sonne zugleich berühren. Da die Sonnr

in der Ringehene nur dann eine reelle Spur besitzt, wenn die

Ringebene die Sonne .schneidet, so sind die vier Geraden nur
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in diesem Falle reell, aber imaginlir, wenn die Hingebene die

Sonne nichl trifft Diese beiden FSlle unterscheiden sich auch

dadurch, dass im ersten die vier Berttbrungspunkte der Tan-

genten den Satumring in vier Stflcke lerlegen, von denen swei

symmetrisch lury-Axe gelegene iaolirte Linien von S bilden, die

beiden andern aber von reellen FlSchentheilen umgeben sind.

Im andern Falle liegt der Kreis ganz in der Fläche. Die vier

Erseugenden von S schneiden sich paarweise in den Punkten,

die die Hyperbel // mit der a?^-£bene gemein hat, sie haben die

Coordinaten

aj= o, y,«r/?:(va*::rp+4).

Daraus ergeben sich als Gleichungen unserer Geradenpaare:

^* 0/«— r«)—yV«+2yy,r—yj r« o?« (yj—r«)—(y— y, )*r«= 0

,

und als Gleichung des Schnittes der Schatteofläche mit der

asy-Ebene findet man

Const/ (a:j«-f-y»-.r«)*(ir«(y?-r») - (y-yj'r')

X(.T*(»/|-r*) -(//-//,)»/•'-') = ().

Das von den Coordinaten freie Glied darin hat den Werth

r«y?»/; = rV* : (4 4-/*— ^*).

Das von den Coordinaten freie Glied in der Gleicluing des

Schnittes Sj. hat den Werth r*(i*(y*— d*), man muss deshalb

Const.'= Const. ß*{y*— d«)« (4 + y«— d*) : r*

setzen, wenn die beiden Gieichnngen S', — O, = 0 aus der-

selben Gleichung S — 0 abgeleitet werden sollen, indem man
bez. iL* = 0 oder ^ = 0 setzt.

Die lMi4ea aadfira Dap]ielkeg«lfichaitte Taa ia fibeaeacaanliaatDn.

Es werde

gesetzt, so dass die Gleichung des Kegelschnittes U in Ebenen-

coordinaten die Form gewinnt:

Digitized by Google



538 J. TttoiuB,

Um XU den weiteren Doppelkegelselinfiten der FlSehe S sa ge-

langen ist es nützlich, H und H gleichzeitig durch ein Qnadrst

von je vier Onadrnlen linccirer Grundformen ausiudrücken,

oder was dasselbe ist, das gemeinsame Polartetraeder der Bündel

It und // (oder H und /'; zu bestimmen. Da in jeder der Formen

Ii und // ein Quadrat schon vorkommt, das die andere nicht

enthalt, so gelangt man zur Lösung dieser Aufgabe, wenn man

die beiden Ausdrücke

II j t 1 . .
* + — d»

r«t?«— 4, rV + -^

—

^'^ß^ *

daroh Aggregate von je iwei Quadraten Unetrer Gnindfonneo

darstellt. — Unter der Annahme x -f- = I
, -h — ^

setxen wir

Uunn ergeben sich die Gleichungen

xAj -f- x';i, =3= 0, x,A} 4- x'AJ = — t

,

oder

und
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x/i'

—

fix A, 'Kfi'
—

fi'/! ^

Berührt die Ringeheue die Sonnei Ist d, so wtfre einfacher

^•=)=V^' K = >^ =y^> ."' = 0;

diese Specialisirung ist indessen wohl nn //*, niclit al)er an //

zulässig, weil diese letztere Form für y = d identisch ver-

schwindet, für = 0 aber erhalt man

4 4- ^*— d«+ V(<
—~d«)^^^ ^ ,

, 4 -h^*— d*— V(4 — ^*— d*)0 4-3^*— d*)

Die Sehaar von Bündeln swefter Ordnung

deren gemeinsame l^l)encn die Tangentialebenen der Schatten-

flücbe S bilden, dient Salmon dazu, die Gleichung derselben auf-

zustellen. Er bildet dir der Gleichung // 4- Ä/f = 0 adjungirte

Gleichung, die in /. vom dritten Grade ist, sie stellt für jedes /.

eine die Schattenflüche berührende OberflHchc zweiten Grades

dar. Bildet man die Adjuncte für zwei unendlich nahe benach-

barte Warthe von /., für / und A-f- und climinirt dann
oder was dasselbe ist, bildet man die Discriminante jener Ad-
jnncte als einer Gleichnng dritten Grades in iL, so erhilll man in

einfacher Weise die Gleichnng der Schattenflache 8 in Putikt-

coordinaten, die vom achten Grade ist.

Diejenigen Werthe von l, (üt die H+XH ein Aggregat

von drei Quadraten linearer Grondgrössen wird, liefern die

Doppelkegelschnitte der Flache in Ebenencoordinaten. Die

Werthe iL 0 nnd A = oo geben die schon discntirte Hyperbel

H nnd den Kreis R als iwei dieser Kegelschnitte. Die Werthe
l — — fnix nnd X'= — ft'ix* ergeben die beiden andern

Kegelschnitte, die wir mit L und N bezeichnen wollen. Setzt

man für / und ii die oben gefundenen Ausdrücke yin, so lindet

Ulan für diese Kegelschnitte die Gleichungen:

35*
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Die Ebenen der Kegelschnitte RHLX bilden das der Schaar

H-^IR SS 0 eonjngirte Tetraeder. Dayon werde die xy-Ebene
die RmgdteMy die yjs-Ebene Ef^ die Sifmmelrieehene, die A^enl-

haltende Ebene E^ die innere^ die £ enthaltende Ebene £| die

äussere oonjugirte Ebene genannt

Die Ebene E^ hat die Goordinaten

sie trifft die ^Axe im Punkte y= rA, und ist der a;-Axc parallel.

Bei den hier in Betracht kommendon Grössenverbältnissen ist

^ 4 , die Klx ne /f^ trißl deshalb den Ring nicht reell, ans

diesem (frunde soll sie die äussere c«tnjugirte Kbene heissen.

Die Ebene E^ des Kegelschnittes hat die Koordinaten

sie ist der a;-Axe ebenfalls parallel und trüli die ^-Axe im

Punkte

y r = 2 r^ cos e : (4 + ^*— d*) -f V(1 -f-^*—d*j*— 4^«^?"«^

uisu im Innern des Hintes und /.war für grosse nahe dem
MitUlpiiukte. Deshalb nennen wir sie die innere coojugirte

Kbene.

Hierdurch sind unmittelbar die (^ourdinaten der drei Ecken

des conjugirten Tetraeders bestimmt, die in der x^-Ebene liegen.

Sie sind

3 = 0, .r — oo, //
— 0,

z =z i)j .r 0, //
~ ''A,,

and sind einander sowohl in Besug auf den Ring als anch in

Bezug auf die Sonnenkngel conjngirt. Die Süssere Ei>ene ist

die Polarebene des Punktes z ^ 0, x ^ 0, y ^ rk^, sie geht,
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da dieser Punkt ausserhalb der Sonne liegt, durch die Sonne

und swar für grosse Werthe von q nahe am Mittelpunkte der-

selben vorüber und ist nahezu senkrecht zur Genirale.

§5.

Ueberseklaf eiliger tirttssea- oad Lai^enverkältnisse.

Die Grosse r des nasseren SatamriDges wird in Kilometern

aar 439415, im Mittel auf 4 447 800000, rd auf 693345 an-

gegeben, so dass
(f

40000 und d ein wenig kleiner als 5 ist.

IMe scheinbare Grosse von 4000 Kilometer des Sonnenradius

vom Saturn ans gesehen ist 0^445. Bei einer der Wahrheit an-

genäherten Benrtheilung der Grossen- und Lagenveihlltnisse

mag 4 : ^ als eine kleine Grosse erster Ordnung angesehen

w^en, und es mag [q'*]
,
[q"*] . • . eine kleine Grosse sweiter,

dritter . • • Ordnung bedealüi. — Bs Ist

und wenn wir die kleine Grösse zweiter Ordnung Jlc»"*], dessen

Anfangsglicd oder dessen Bestandlheil /weiter Ordnung deu

Werth — cos* $(d*— sin* e) : q* hat, mit t bezeichnen,

-— sin- £ . T cos e T. Q -— siir £

CaS€ qCMB pCOS€* * (f ifC08 9

In vielen Füllen dt^r Abschiltzimu; ist es wichtig, besonders Hber

wenn ;
-— eine kleine Grösse ist, diesen Werthen eine andere

Form SU geben, nämlich:

d«)«— 4^*co5«€ = 1/(4— ^« 4- d^)« -I- 4 {Q^sinU—^)

^lo* 4 d«\/44.*f^*-^*)(^+^)\-(^ -4-d«)(4+-^_—^-j
sa setseUy worin a eine kleine Grosse sweiter Ordnung ist. Als-

dann ist
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ßK^^^f « 05^^.- ^•-y"= [^'-fi^^+^^i^l^ ,

und es isl er' eine kleine Grosse sweiter Ordnung. Ebenso ist

die Grosse

eine kleine Grösse xwoitor Ordniing.

Die Ebene hat in Pnnktcoordinaten die Gleichung

woraus für die Neigung der Süsseren oonjugirlen Ebene

gegen die Hingebene sich ergiebt:

(cos f r \ — ^
—

Diese Formel lasst erkennen, dass (/j/Ü^V) von J -f 4-f mir

wenig a))Nvoicbt. Eine geometrische Betrachtung fahrt indessen

UOmilU'lbarer zu dieser Erkenntniss.

Wir l(')^en eine zu Ei parallele Kbene /./ durch den Sonnen-

mittelpunkt h\^^, sie steht senkrecht auf der Geraden A^r...F,^,

die tinler dem Winkel t gegen die Ringebene geneigt ist, weil

die Polarebenc von in Bezug auf die Sonnenkugcl V isl.

Folglich ist (Üi/Zv) == i^f 4- = « -l-^i wenn 7^ die scheia-

bare Grosse der Linie l,^r ^l^r zin k von der Soone
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gesehen ist. Nun ist k^r sin i nahesQ gleich r sin : 2^ eine

Grösse, die no( Ii nicht sieben Kilometer betragt. Die scheinbare

Grösse eines Kilometers bclrägt etwa O^'OOOib und es ist deshalb

Fig. a.

(f <C 0"00f05. Es durfte deshalb, wenn es sich um pralitische

Rechnungen handeil, ohne Wcileres e für t' gesetzt werden.

Ist f 0, sn ist genau senkrecht auf der Centrale.

Die Gleichung der Ebeue i^^ ist

sie trifl't die Sounenkugel, wcou £ <[ urcsin (d : q) ist, im andern

Falle triOl sie sie nicht, sie wird der (Zentrale um so naher

parallel, je grösser ist, ftir / = 0 aber ist sie parallel und
steht senkrecht auf der Genirale.

§6.

Der Kegvlsehiitt L,

Setzt man in der Ebenencoordinateogleichung des Kegel-

schnittes L

-r-F+^'+,^)"+6-')-"'+^i"H-y-.,
w s 0, 80 erhalt man die orthogenalo Projeotfon Lg des
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KegelsebniUes L in der x (/-Ebene in Uniencoordinaten. Im

Falle y SS 0 artet Lg in eine Gerade aus, und es nrass dann

eine andere Projeelion iintersacht werden. Die LiniengleicboDg

Yon Lg ist

,.„f._,)+..,.(j_i;)H.„..(^_^)

Die Cuordinaten des Mittelpunktes von L. sind

sie sind sngleiob die beiden ersten Goordinaten des Mittel-

punktes von I. Die dritte Goordinate desselben ergiebt sieh

aus der Gleiebung der Ebene ITj des vorigen Paragraphen:

^lm= ''y\^*'-f)'(ß^*K — y*) = 'Jim ft/ «

•

Der Mittelpunkt von A liegt auf der (leutrale. Dies folgt schon

aus dem bekannten Satxe, duss die Mittelpunkte einer linearea

Schnar von Flächen zweiter Ordnung auf einer Geraden liegen.

Die eiue Axe des Kegelschnittes L ist die durch den Mittelpunikt

zur .r-Axe parallel gezogene Grade, die andere ist der Schaitt

der Symmetrieebene mit fg. Um die Grtfssen dieser Axen sa

finden, stellen wir snnaobst die Gleichung des Kegelschnittes

Lg in Punktooordinaten auf. Daiu setsen wir die Liniengleichung

dieses Kegelschnittes in die Perm:

und es ist

Die Adjuncte von tt^i, in der Determinante |>t| werde mit

bezeichnet, so ist
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Die Grossen y> haben den gemeinsamen Factor,!,,, mit ÜDter-

drtickung desselben erhält mao daher fUr in Punktcoordinaten

die GleiübuDg:

^ =0.

Mulliplicirl man diese Gleichung noch mit fi^ - y* ('^tt^
—

^Ji

so nimmt sie die Gestalt an

:

Die Grösse = — : {l^ßd* — y*) ist bereits auf Seite 542

einer Schätzung unterworfen worden, sie unterscheidet sich von

Eins nur um eine kleine Grösse zweiter Ordnung, Die der

.7'-Axe parallele Halbaxe von A- oder von L ist gleich röip, also

nahe rö, d. h. sie ist dem Sonnenhalbmesser nahezu gleich.

Das Quadrat der zweiten Ualbaxe von hat den Werth:

Die Bweiie Halbaxe von L. ist demnach von r6 sine nur

um eine kleine Grösse zweiter Ordnung versebieden, nnd da
sie die ortbogonale Projection der «weiten Axe von L ist, so ist

diese von rÖ nur um eine kleine Grösse iweiter Ordnung ver-

schieden. Der Kegelschnitt den wir den leuchtenden Kegel-

schnitt nennen wollen, weil er mit dem Satumring dieselbe

SefaattenflMohe erseugt als die Sonne, wenn er als leuchtend

angenommen wird, dieser Kegelschnitt L ist nahezu ein Kreis

mit demselben Durchmesser als die Sonne und steht nahesu
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senkrecht auf der Ccnlralo. Bei praklisrhen AnwiiMiuniien

wird er iinmillen>{ir durch die (schoinl)nrc) SonncnsclHjil'o er-

sclzl werden können. Dies soll jodocl» hier nicht };cschch(Mi,

es soll vielmehr I. als eine Ellipse mit den llalhaxon r(S^
,
rÖ.

angenommen, und ihre Ebene soll nicht als senkrecht zur

.1 //-Ebene betrachtet werden, es soll vielmehr das Problem all-

geuiciner W(Mler duri hiicfdhrl werden.

Ist ;' = 0, so kann m;m die I^'ojection in di(» ./ //-Ebene zur

rnlersuchnn}: von /. nicht btunlzen, sondern mnss dazu die

ileiii Orii;inal conji^ruente Projeelion 7.,^ in die .r:;-I^I>ene ver-

wenden. Die Gleichung von Ly in Liniencoordinaten ist fOr

i/
= 0:

und in Punktcoordinaten {(i ^ q):

mit der Ebenengleichung // = zusammen ist dies der Kegel-

schnitt L selbst. J'^ntwickelt man

nach Potenzen von I : (> bis auf kleine Grössen vierter Ordouugi

so crgiebl sich für diese Wurzel der Werth:

und es ist [^~*] eine positive Grttssv. Femer ist

und das VerliUlloiss der Quadrate der beide» Axeu uuserer

Ellipse ist

Die in der liingeltene gelegeiu' Axc ist (hMunach die grö.yserc.

Das^ dies auch soust so der Fall ist, wird sich weiter uaten

cr^jcbcn.
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In ilcr l'^heiH^ /.'/ liei^en noch vier l^izciianuli' vdii .s. die

TMn;4i'nlen an L von den luM'dtMi Punkten, in denen die llyi)erl)el

// iWv Khone Kl Iritll, oder was dasselbe i>t, die Tanizenten an /.

von den beiden l'unkten, in denen (b r Kreis H die l\bene /i^

trilVl. Die Pvnikte /{/-.V sind irnagiiuir. die Pnnklt; (///"/) sind

reell, liefen aber ww Innern von A, so dass die Tangenlen, aisu

die vier Krzeugcndcn in Z^i, iroaginUr üiud.

7.

Der KegeUehiitt N.

Setzt man in der Ebenenooordinati'oglüicbung des Kegel-

schnittes .V

tt» s= 0 . so erhall man die Pnijeetien A. dieses KegeläcbuiUes

in der ar^-lvhenc in Linicucoordinalen. Sie laulel:

Die (ioordinalen des MiUeipuukles dieses Kegelscbnitles sind:

a'w«= 0, S«, = r(!f(d«-/):(A,/if<J'-y«),

sie sind zugleich die beiden ersten Coordinalen des Millelpunkles

des Ko&^elschniltes A'. Die drille Coordinale i,,^ ergiebt sieh

aus der Gleichung der Lbene des § 5 als die Grösse

'nm = ryiS'- y*)
: {ß^'K— f) = Vwm f9 ^

•

Der Mittelpunkt von A liegt, wie sich schon von selbst versteht,

auf der Centrale, und ist negativ, wenn die Hingidiene

die Sonne nicht trliVl. Da sich die Gleichnngen der KegeU
sdinilt«^ AiVund ebenso di<' von f.- \- in Linienco(»rdinalen nur
dadurch von einander unterscheiden, dass /.,/., >erlansrhl auf-

treten, so uuiss dies auch für die (Jleichungen in Punktcoordi-

naten der Fall sein. Somit isl die Gleichung von A,:
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sie bedealet efne Ellipse und es ist slso N eine Ellipse. Die

der a?-Axe parallele Axe Ten ist der Grtfsse nach sogleich

die Axe von N und hat in der AnoSherung il^ = ^:gox,
iL, SS 0 den Werth:

rd(i : ^ Y6*— «n*« = rd cos e : Vd*— sm* c

.

Die andere Axe ron iV, ist in derselben Annahening:

Qrydß : Q*{d*— «m* «) = r^d cos « stVi « ; (d*— «n* .

Ist / SS 0, so ist der »»Ebene parallel, und es muss die

Projection Ny von N in die a;s-Ebene untersucht werden. Die
Gleichung von \y in Liniencoordinaten ist fUr ^ as 0:

Die Halbaxen sind aDgentthert r und rdiQf die erste ein

wenig grtfsser als /*; die Ellipse ist sehr fladi und wird dureh

die Ringebene gehiilfiet. Da im Falle / = 0 reelle Erseugende

in der o^^Ebene vorhanden sind, durch deren Schnittpunkte

die Ellipse geht, so sieht man auch geometrisch ein, dass die

Ellipse die Ringebene ausserhalb des Kreises, jedoch nahe dem
Rande trifft. Die je vier Erzeugenden , die in den Ebenen der

Doppelkegelschnitte liegen und die Doppclkegelschnitte berüh-

ren, schneiden sich in jeder dieser EbeniMi in sechs Fiinklen,

es sind die Punkte, in denen die drei andern Doppelkegelschnitto

die Ebene des ersten treffen.

Ist 7^(5, so trilll die Ebene E,^ die Sonne, und es giebt

reelle Erzeugende in ihr. Es muss deshalb alsdann der Hing Ii

die El)ene der Ellipse .V ausserhalb .\ tretren. Die von den vier

TreHpiinkteii an «lie Ellipse gezogenen Tangenten sind die vier

Erzeugenden in /:„, ihre weiteren Schnittpunkte sind diei*unkte,

in denen H„ von // und /. getrolTen wird.

Ist y <^ (J, so giebt es keine reellen Erzeugenden in 7:'„. Der

Kreis R trifft die Ebene /:'„ im Innern der Ellipse -V. und der

Schnitt SH„ besteht aus der EUipse iV und »wei isolirten Punkten
im innern derselben.

4-^

und in Punktcoordinaten:

Digitized by Google



Uun MRi ScurniirUau. 549

l>ie vierte Kcke des S conjuiiirU'ii Ti liiii cJers ist der Pol

der Bingebene in Bezug auf die ijonne, sie hat die Coordinaten:

§8.

Die Axta it» Itachteadei KegeUehiittea.

Dm una Ober die Axen von L genauer tu unterriebien,

formen wir den Auidruok ^* des § 6 etwas mn. Es ist

(^-y')(A+<'-<)
(/»i. - <)

! __

(i*
(f*

COS* t

Es ist demnach ^* ein wenig kleiner als Eins and die der
a?-Axe parallele Halbaxe von L ist:

^ \ /^-|-(d*-4)Aj'

sie ist von dem Sonnenradius erst in der sechsten Deeimale ver-

sidiieden, wenn q = 40000 angenommen wird. Im Mittel ist

^ noeh etwas grosser als 10000, im Perihel etwas kleiner.

Der Werth

ist von einer Genauigkeit, dessen Fehler sich jeder möglichen

Beobachtnng entliehen dtirfte.

Auf dieselbe Weise ergpebt sieh

:
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= — ctgeli -^^\ ~
,

cos« {EtEr) = : te«-2/!?A,H-«).

L)as Quadrat der zweiten Halbaxe von L hat den Werth:

* ßX^C0B*(EiEr)

Es Ist also auch diese Axe nur wenig kleiner als rd. Ferner

ist mil VeroaohlässigaDg sehr kleiner Grossen

etwas kleiner als Eins und

— •— cos* :t

etwas kleiner als / '()|, was schon oben ausgesprochen wurde.

r als Eins und

^ 9.

Allgeneines iber 4ea Sekattearisg.

Die ScliJiUcntigur des Salurnringes in irgend einer nicht

sintiiihiren l^hene ist eine (Uirve vierler Klasse mit zwei

I)op|)eltangenten, also eine Curve achter Ordnung mit zwanzig

l)()|jj)<'l[)unkten. Acht von diesen Doppelpunkten sind natürlich

die Schnittpunkte von mit den vier Doppelkegelschnitten, die

iiln igen zwölf sind die Schnillpunkte von /: mit der Rückkehr-

kaute der Flüche, es sind Hückkchrpunkte.

Der Parameter / lüsst sich stets so einrichten, dass die ge-

gebene ICbene dem Bündel //-f-/. /? = 0 angehört, der mit

^/ bezeichnet werden mag und dessen Gleichung mit . / = 0

angesetzt werden kann. Die Flache sei die dem Bündel ^/

ailjiingirle Flache zweiter Ordnung. — Durch eine Gerade p der

UingelM ne /:,. lassen sich zwei Tangentialebenen an ./ legen, sie

bestinnnen in Ii 7s\\c\ Strahlen die \>ir ein i*<ttir nmnen
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wollen, jud«r Geraden in entsprechen so swei einander ge-

paarte gerade. Linien in K, Ist p Tangente an den Kegelschnitt

den /sV aas A sehneidet, so gebt nur eine TangentialeiMne

dnreb />, und die Gesammthett der Tangcotialebenen, wenn p
die Tangenten von Sr durcblMufi, bilden einen Regel zweiter

Ordnung, dessen Spitze der Pol von in Bexug auf yi ist. Den
Tangenten von entsprechen daher in H die Tangenten eines

Kegelschnittes der in ein Geradcnpiinr ausartet, wenn der

Pol von AV auf/:' fällt. Der Geraden 7, in der sich /:,. und E
schneiden, entspricht zuerst die Gerade 7 seihst, indem die eine

durch q an j^elogto Tangentialebene /: eben in 7 trifft. Die

zweite Tangentialebene ist aber selbst, und die 7 gepaarte

Gerade ist deshalb unbeslimtnt. Legt man aber durch tiueu

Punkt auf 7 einen Slrahl/*, so stehen die beiden ilim ent-

sprechenden Strahlen f' durch {J
— die Geraden eines be-

liebigen Paares ./ schneiiicn sich auf 7 — ; dreht man j> stelig

in die l.aae von 7, so rdckt <ler Hi rilhriingspunkt der einen

Tangentialebene auf ./ stetig an den Funkt 7 iieran, in dem
^/ berührt, und der Schnitt dieser Tangentialebene mit /; niihert

sich iuimer mehr der Geraden QT. Die den (ieradcn 7 in

entsprechenden {ieraden der h^bene A' sind also die Gerade 7

und alle durch T gehenden geraden Linien, so dass 7 nicht blos

einem Paare, sondern unendlitli vielen (ierailen entspricht.

Denkt man sieh die Gerade 7 durch Drehung um einen ihrer

Punkte Q erhallen, so (ludet man als die ihr entsprechende

zweite Gerade in I: die Gerade (^) T.

Der Kegelschnitt tritfl die Gerade q in denselben Punkten

/{ H', in denen 7 die beiden sich in T treffenden Geraden
TR = r. TH' ^ die aus _ / schneidet, durchkreuzt. Gehl
}t ilurch Ii oder !\', so ist von den cr»tsprechenden Strahlen .r 7t'

einer ein bestandiger, niimlich /• l)e/>. 1', denn die Ebene pr ist

eine Tangentialebene an weil sie eine Gerade von ^/enthält.

Wird ein Büsclici 11^''^ Oidnung in 1',. durch die in Bede

stehende Beziehung aul /. altLicbiliiel , so besitzt das Hihi die

Strahlen ; ?
' als /i-faelie Strahlen, weil der Büschel Ordnung

" Strahlen durch H und // Strahlen durch /f' sendet. Die Ord-
nung des Bildbüschcls aber ist 2/;, denn ein linearer Büschel in

bildet sich auf einen (juadratischen in /•',. ab, und dieser hat

mit den» ()riginall)üs(;liel in Strahlen gemtMii, also hat ein

linearer Büschel in L mit dem liildbüsohel in Strahlen gemein.
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Das Bild des SaturnriDges, sein Schattenriss in der Bbene ist

demnach eine Curve vierter Klasse, und rr' sind Doppelstrahlen

derselben. Die bekannten Pi.icKER'schen Relationen führen

hieraus dazu, dass die C.urve von der achten Ordnung ist und
zwanzig Doppeljuinkte hat.

Die Polaron aller Geraden ;/ in /-,. durch einen Punkt Q auf

q in Bezug auf .7 gehen durch einen Punkt, den Pol von und
liegen in einer Ebene, sie bestimmen auf dem Kegelschnitte, den

die Polarebene von Q aus schneidet, eine Involution. Die

Tangentialebenen an durch die Geraden }> bestimmen daher

auf einer unter ihnen, also auch auf H eine Involution, die Paare

;t 71 sind in Involution, die doppelten Strahlen der Involution

sind die von Q an H gezogenen Tangenten. Die Strahlenpaare

in /: sind für den Kegelschnitt ^ conjugirte Strahlen, deshalb

ist der eine dureh den andern mittels linearer Construclioncn

in der Ebene E erhältlich, sobald an S wenigstens fUnf Tan-

geoten construirt sind.

Die Strahlen des Büschels vierter Ordnung, der den
Schattenriss uinhUllt, bestimmen auf den beiden Doppelstrahlen

r r' eine zweizvveideutige Verwandtschaft, die durch acht Paart»

bestinunt ist. Die weiteren Strahlen lassen sich dann dureh

zwei projective lineare Schaaren von Büscheln zweiler Ordnung
bestimmen, die r r' und noch je zwei von den acht Strahlen zu

Grundstrahlen haben (vgl. meine Untersuchungen über zwei-

zweidcutige Verwandtschaften in den Abhandlungen der königl.

Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften Bd. XXI, S. 439),

und die Strahlen des Büschels zweiter Ordnung können daher,

wenn ;• und r' und aehl Strahlen gezeichnet sind, durch Con-

Stniclionen in der Ebene /•.' gefunden werden.

Besondere Flllle sind die, in denen der Pol von A',. in Bezug

auf v/ auf die Linie q fällt, oder wenn die l'hene // nicht blos

v^, sondern auch H berührt. (Man vgl. Ii. Liebmann: Die ein-

sweideutigen PunktverwaDdischaften der Ebene. Jena 4895.)

§40.

Drei 5 etvjngirte Bbeiei alt GünliiateielbeM«.

Wir ändern jetzt das Coordinatensystem ab. Die o^-Axe

sei der Schnitt der Ebenen E^Ei^ auf ihr senkrecht durch die

Centrale gehend stehe die ys-Ebene, die Symmetrieebene. Die

I
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(cy-Ebene ist die Ringebeoe, die £c«-Ebene die des leuchtenden

Kegelschnittes. Die beiden Ebenen stehen schief su einander,

jedoch so wenig, dass sie beim Saturniingschattenproblemc

wohl ohne Weiteres als rechtwinklig angesehen werden dttrften.

Die Bbenencoordinaten uv w sollen anf dieselben Axen be-

logen sein.

Die Gleichungen des Ringes und der leuchtenden Scheibe

sind alsdann in Punktcoordinaten, wenn der Ring auf der Seite

der positiven x gedacht wird:

In fibeneoceoidinaten sind sie bes.

In dirsem Coorclinaten.s\stpm kann der analytische Ausdnick.

für die einzweideulige Verwandtschaft dos vorijien Paragraphen

leicht erbracht \Mrden. Wir begnügen uns mit dem Falle, dass

die Ebt»ne /:', deren Coordinalen u' v' u ' sein möji^en
,
parallel

zur ./ r-Ebene Hegt, also die Gleichung //r'-f- I
— 0 hat, so

dass = 0, w' = 0 ist. Wird mit Ii' // der Werth von l{ bez.

L für u = u\ V = v'f w = w' bezeichnet, so eoihMlt der

Bündel

die Ebene u* v' w\ Legt man durch die Gerade uv der Ring-

ebene die beiden Ebenen des Rttndels, so istw eine sweiwerthige

Function von u und und swar ist

Setzt man die negativen reciproken Wei ihe der Abschnitte, die

die Ebenen ii r u- in der Ebene /
'

?/
' auf der x- und a-Axe

hestimmen, bez. gleich // and so findet man
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V—v' t) —-fr
worin iv die oben bestininile zweiwerthige Function von ?/( ist,

so dass jedem Werthe ;/ r zwei Werlhe UW entsprechen. —
Umgekehrt aber sind ur rationale Functionen von UW.

§14.

Vomkrift lar ModeiUrtig.

Die EneogendeD der Scbattenflflehe S besiimmeik auf swe!

von den Doppelkegelflchnilten einander iweisweldentig suge-

ordnete Pankireihen, und swar ist die iweiiweidenlige Ver-

wandtoehaft insofern eine speeielle, als die den Punkten der

einen Reihe entsprechenden Paare der andern Reihe eine

(quadratische) Involution bUden, und umgekehrt die den Punk-
ten der sweiten Reihe entsprechenden Paare ebenfalls eine

Involution bilden. Legt man durch einen Punkt der o^Ase,

des Schnittes von und £| je eine Tangente an il und so

bestimmen sie eine Ebene, die beide Kegelschnitte berflhrt, die

Verbindungslinie der Rerohrungspuokte ist eine Erseugende.

Um also die beiden durch einen Punkt von R gehenden Er-

.teugenden von S sn oonstruiren, siehe man durch ihn eine

Tangente an die die a>Axe in einem Punkte P trifft Die Polare

des Punktes P in Besng auf L trifft L in swei Punkten Pi ?{ and
die Geraden Pi, P^ P{ sind das Paar Eneugender durch P^.

Den Punkten P^ auf R entsprechen auf L die Paare der Invo-

lution, deren Axe die a^Axe, deren Gentrum der Pol der
avAxe in Beiug auf L ist. ist eine Ecke des S conjugirten

Tetraeders. »

Die Tangente des Punktes an L trifft die x-Axe in A*

und die Polare dieses Punktes in Beiug auf R trifft R in PrPr'^

diese Punkte sind Paare der Involution auf ü, die die ayAxe sur

Axe und den Pol R^ derselben In Berog auf eine twelte Ecke
des conjugirten Tetraeders, lum Centrum hat. Den Punkten P^ P,

'

entspreehen also die Punkte Pi Pi' und umgekehrt, und die /V P/
sind Paare einer Involution, Pi P/ Paare einer andern, und beide

Involutionen sind einander projectiv zugeordnet. Die Gonstruc-

tion entsprechender Paare ist sehr einfach, verbindet man die-

selben durch Fttden, die man geradlinig Uber H und L hinaus

verlHngert, so erhall man ein Modell der Schattenlläche .S.
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Bneni PuDkie der x-kxe ist ein Qaadnipel tod EneugendeDy
die ein windsohiefes Vieneit bilden, eindenlig sugeordnet und
diB Qnadrapel ist dnrdi eine Enengende bestimmt. — Nacli

einer Mittbeiiang des Herrn Sbblmbb in den Sitinngslierieliten

der k. b. Akademie su MOnehen 4 894, Beil IT, S. 4t3 besittt man
MadeUe von Sehattenfl&chen , mir ist jedoch noch keins zu Ge-

siebt gekommen.

§ 42.

' Vier Kei^el vierter Klame.

Die Ebenen durch P,. und die ihnen zugeordnelen Funklo

Pj Pf umhüllen einen K<*gel. dessen Spitze ist, sie sind den

Huukleii P auf ./ einzweideutig zugeordnet. Durch jede

treffende Gerade der Ebene /:"/ gohen zwei Tangentialebenen des

Kegels, die Ebene A'/ gehört aber selbst zweimal zu den Tan-

gentialebenen des Kegels, sie ist Doppellangentialebene, weil

durch die beiden Schnittpunkte von h) mit Ii je zwei in Jii

liegende Erzeugende von «S geben. Der Kegel ist daher von der

vierten Klasse. Der unendlich ferne Punkt der x-Axe und der

Goordinatenanfang, die beiden letzten Ecken des S conjngirten

Tetraeders hakten in Bezog auf L und R Polaren, die sieh sehnei-

den. Die Ebenen dieser Polaren gehören dem Kegel an, es

shid die beiden Ebenen des oonjogirten Tetraeders, in denen
R und L niohi liegen. Ausser den vier Tetraederebenen giebt

es weiter keine Ebenen, in denen vtsr Erzeugende von S zu-

gleich liegen.

Durch die s-Axe giebt es nur eine Ebene des Kegels {Lj.),

die Symmetrieebene Ef^y und da die 3-Axe keine Erzeugende

des Kegels ist, so ist Ef, eine Doppeltangentialebene des Kegels,

Ebenso ist /i„ eine Doppeltangentialebene desselben.

Die Tangentialebenen des Kegels (L J bestimmen auf Ii eine

eindreideutige Verwandtschaft. Legt man dun h einen Funkt /*

auf R die beiden Erzeugenden, so ist dureh sie eine Tangential-

ebene des Kegels (/>,.) gegeben, die auf H einen /* entsprechen-

den Punkt P' bestimmt. Legt man aber durch einen Punkt Z**

auf Ii eine Gerade /^// in /:',., so f)estirniiil sie mit f., eine l"l>eue

und durch sie eine Gerade durch /., , Diese Geraden bestiitnnen

durch ihre Pole auf der ;r-Axe eine ihnen projective Punkt-

reihe (x)j und diese Punkte wiederum bestimmen durch ihre

Polaren in Bezug auf R Punktpaare //«/I, auf R einer {(r)

sa*
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projectivea lovwlatioD. Yarürt H »iir so sind die Punkte il

dmi PiareD der loTolulion U^H^ imjeetiv sii0eordiie^ and dni-

mal fallen enUpredieikde Elemente rasannen. Es giebl also

drei Ponkle P P^Ptf deren dnreh sie gehende Ebenen ^on Br-

leugendenpaaren aooh durch P' gehen , es entspreehen P'M
Punkte. Der Direetionsbttsehel der eindreidentigen Terwaadt^

Schaft wird gebildet von den Spuren der Tangentialebenen des

Kegels (Lj.) in der Ringebent». Die Schnitte der drei andern

Tetraederebenen mit Ii liefern die drei involulorischen Paare

der eindreideutigen Verwandtschaft und also die Doppeltangeo-

tialebenen des Kegels (/.J.
— Da der Regel drei DoppeltaogeD-

tialebenen hat, so lUsst er sich mittels einer Steinbr'sehen Ver-

wandtschaft auf einen Kegel zweiter Klasse (sweiter Ordnung)

abbilden.

Nennen wir die Erzeugenden durch einen Punkt v\nes

Doppelkegelsclinittes ein Paar, und die sie enthaltenden Ebenen

PaarebmeHf ao erseugen die Paarebenen den vier Doppelkegel-

schnitten entspreehend vier Kegel vierter Klasse mit je drei

Doppeiebenen. Je swei der Kegel haben zwei der Doppeltangea-

tialebenen gemein, und die Spitsen der ILegei sind die Edtea

des 8 eonjngirten Tetraeders.

§43.

OarstsUaig dar KlaneMsaidlialan dar MattoaÜeka
iwn\ ainaa ParaaMtsr.

Der Tangentialebenenbttschel der SchattenllUche ist dn>

dualistische Gegenstück la der Raunu urve vierter Ordnun;:

erster Species. Deshalb lassen sich hier die Ebenencoordinaton

wie dort die Punktcoordinatcn eindeutig durch doppeltperio-

dische Functionen eines Parameters darstellen. Setsen wir

II = V =s K, w jj^—5: = Wt

so werden die Ebenengleichungen der Schattenflache in diesen

neuen Goordinaten
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nnd w«nn U^V^W^ ein den Gleiehungen genügendes WerCli-

syslem, t. B. wenn

rM_1)» r{d\-v\)

ist) und wenn ^ ein veränderlicher ParaaMler ist, so diücken

aiflli UVW durok diesen in der Fenn ans:

worin A bdieUg,

ist. Will man elliptische Functionen einführen , so empfiehlt es

sich, wenn die Ringebene die Sonne nieht triff^ A= i:r*{p\— 4)

sa seilen* Dann ist

SetKi man

^ si tya t (modulo A)

,

so ergiebi sich

U^.VAigat, K=^'.^. W^W,^^-

Ist f'J <C -j- —
»'l» <C trifft <iie Hingebene die

leuchtende Scheibe, so ist /.* >> 1 . und es würde sich die

Einführung andrer elliptischer Functionen empfehlen. Für
— 4) = S\(y\^ö\) ist X = 0, für = ist x = 4 , und

die £benencoordinaten lassen sich rational durch einen Para-

meler aasdrücken. Der erste Fall liefert einen Kegel, weil bei

ihm /. und H zwei Punkte gemein haben. Im zweiten Falle

berührt die Bingebene die leuchtende Ebene, die Schaitenflache

wird von der sechsten Ordnung. Wir sehen von diesen Fallen

hier ab.
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Dir drei elliptischen Functionen tga t, ca t, du t haben

(in Jacom'» Beseichnung) die gemeinsamen Perioden 4A\ iik'

und werden nnendlich gross ftlr

sind also im gemeinsamen Periodenparalleloiiramme doppeli-

periodisehe Functionen vierte) Ordnung. Die Summe der Argu-

inentwerthe von vier Ebenen durch einen Punkt ist nach dem
TeriodicitaismodulsN >iera congrueat Null. Die vier Ebenen fallen

in eine zusammen, wenn

ist, und wenn m, n die Werthe Q, 4, 9» 3, annehmen. Es giebt

46 solcher Bbenen und ihre BerOhrungspunlLte mit S sind die

Stationiren Punkte der Guspidalkante von Die SMie, welehe

Hasnagk und Herr Lamb (Sondanim^s Zeitschrift XYIII) Uber

die Wendeberflbrungspunkle einer Gurve vierter Ordnung auf-

gestellt haben, finden auf der Fliehe S ihr dualistisches Gegen-

stück in den Tangentialebenen derjenigen uniplanaren Doppel-

punkte der Flache S, die in den Ebenen des eonjugirten

Tetraeders liegen. Das Interessante aber dabei ist, dass auch

die BerOhrungspunkte >), die stationären Punkte der Bflckkehr-

kante selbst su einer solchen Gonfiguration Anlass geben, worauf

wir surttckkommen.

Ist es 0, so ist

und man kann nun ^ = — sa* it

setzen. Wegen der Klt inhoit dos Moduls sind diese Functionen

trotz d<>s imaginfiren Argumentes für numerische Rechnungen

wohl brauchbar.

Definirt man \ ) / als Coordinaten des Punktes der TrSger

des line.iren Büschels

*! l>i»'Sf Khfiicii l)t"ni[iren alleidiiigs S lUriL'S «Mner Krzcugi'udeD, aber

in den hier genannlcn Punkten ist die tieruhi ung am innigsten.
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so erhSlt man in ihnen für die Eneugenden die Gleichungen:

XA , YB , ZC+ -7====^ + 77== =0.
vui+As^ Vv\-^Bi^ ywi-^cd^

Die Goordinaten der Schnittpankte einer derselben mit dea
Ebenen XsO, r=0, ZsO mOgen bei. mit X^, Y^, Z^;

Xyi 2y\ X^, Y^^ beieiehnel werden, dann fliessen ans

den Miden angeeeUien Gleichungen für diese Goordinaten die

Wertbe:

^y^Awi^cuy ^^"^ cui'-Awy

Av^.'-BUi ' '^/^ » ^a —

Bildet man das Doppelverhällniss des Sctinittes einer Kr-

zeugenden noil den Ebenen A = 0, )' = 0, Z = 0 und der in

diesem Goordinatensyslem unendlich fernen Ebene, also die

Grösse

z; - 00 •

Zj, - Z, Z, B[GV\ - .1 \\ \
'

so findet man^ dass dieses Doppelverhflltniss von ^ unabbAngig

ifti. Durch die Grossen v^i^ ausgedruckt, unter Annabme der

obigen Wertbe = 0 u.s.w., bat es denWeHh [BW\^CV\i\BVif\
gleiob

« X := (^5 [v\ - 1 j
- (); - d})) : M - 1

)

und ist also der Modul der oben eingeführten elliptischen

Funktionen.

Die Grossen XY Z blingen mit opy s durch die Gleichungen

zusammen:

X
X :sss '

,
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r

^1 V .I -I 11 Y4-

Z
% =

4 4- y4. ij

y

r(4-,^)^r(dj-rj,

f

Der Nenner der letiten drei Ausdrücke gleieh Noll gesellt

giebt die Gleichung der fiSiene E^, Die Ebenen X 0 , r» 0,

Zs 0 stimmen bes. mit den Ebenen rrasO, ^»0, üs=0
«berein, aber die unendlich ferne Ebene des Systems X FZ ist

die Ebene E^, Es Iflsst sich demnach die Einführung der

Grössen XFZ als eine GoUineation deuten , durch welche die

Ebenen des 8 coDjugirten Tetraeders auf die drei GoordinaleD-

ebenen und die unendlich ferne Ebene abgebildet werden.

£f SS 0 bedeutet alle Ebenen durch den unendlioh fernen Punlrt

der x-Aze, Ks 0 die Ebenen durdi den Punkt

und K 0 bedeutet die Ebenen durch den Punkt

jTssO,
.7
= 0, z ^ r[v\ — 6\):

unduneDÜlich grosse VVerlhe von // V U bedeuten Ebenen durch

den GoordinatcDanfang. Diese vier Punkte sind die Ecken des

8 conjugirten Tetraeders.

Der Modul x der elliptischen Functionen, durch welche die

Kbenencoordinaten der Fläche 6' dargestellt sind, gewinnt dem-

nach die Bedeutung, dass er das Doppel verhttltniss des Schnittes

einer beliebigen Erzeugenden mit den Ebenen des oonjugirten

Tetraeders ist. Da in den Schnittpunkten die Erzeugende viermal
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on ainer andern Erzeugenden getroffen wird, so kann man auch

sageDy der Modul sei das DoppelverhälUiiss der vier Punkte » in

denen eine Erzeugende der Fläche von andern Erzeugenden

getroffen wird, und dieses Doppelverhültniss ist von der Wahl
jener Erzeugenden unabhängig.

In den Coordinaten XYZ sind die Gleiehungen der Kegel-

sobniite K X. iV bei.

ö\(i - v\)- 61(01-- pll
^ öl{\^v}] «/J-dJ

•

Es werde

geseilt, so ist

— — , A — ,

U -g^* = » jr,
'

Die Gleichungen einer Erzeugenden sind danu:

oder mit Anwendung eines ProportionalitStsfaetors

x»=ujf,y,(^), 1 — y^ = aif,y,(;:^), /—

=

Es folgt daraus, dass die Lage der Erseugenden mittels doppelt-

periodischer Functionen eindeutig durch einen Parameter be-

stimmt ist. Betrachtet man die Grossen \y \^ ,
Y

, )\ als die

Coordinaten eines Strahles, so sind die Liniencoordinaten der

Sehatlenflsehe als einer Regelsehaar unmittelbar durch ellip-

tisohe Functionen eindeutig bestimmt.

A
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IlirMting der Mdelini^ der 8etott6iii«1ie mefe flthtra^ XetMe.

Die einem Individuum des Handels Ii ).L = 0 adjuugirte

Fläche zweiter Ordnung berührt die SchnttenflUche. Dasselbe

gilt auch von der ihr unendlich nahe benachbarten Flache, die

-\- -\- ''^-) / = 0 adjungirt ist, und es schneiden sich diese

benachbarten Flächen in einer ^' angehörenden Curve. Eli-

minirt man /. aus den GleiohuDgen der unendlich nahe benacb-

barten Flachen, so erhalt man die Gleichung der Schattenfläcbe

S, Die AdjuDcte von li-\-}iL enthalt K im dritten Grade. Seilt

man darin k'^dk und subtrahirt die nrsprQDgliche A^ion^
oder bilde! man den DiffereDlialqiioÜenteii der Adjunole nach

X und elimlniri dann d. b. bildet man die Discrimlnanle der

GleioboDg dritten Grades, so erbült man die Gleichong der

ScbaUenflSobe. Selsen wir

IR = A,, u* 4- y* -f ; X.= H,, + B,,W -i- B,,

so ist die Gleiebnng der dem BOndel A 4- = 0 a4)UDgirteD

Flacbe

0

A

>•

Z

\

X y

0 >l„

0 0

z

0

0

kBIS

I

0

0

0

4«

X*A„B„{A„+ iB„)l+ Y*{A„+ kB„)lB„{A„ +iÄ„:

oder naob Polenieii von l geordnet

+ l*(A„B„B„X^+ {A,
,
B„ B„ + A„B„ B„) > »

+ HA,,At,U„X' + A„.\„B„ y-

+ Z*A^^ A^^ A^^
,

.t„ = r' .1.. x= 1 : (^J - «

B^^ = r^ä\ Ä,, =» r»(dj - vj) i».,= «>I : (W - *8
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XU setzen ist. Zur Abkürzung schreiben wir

3l'C„ » ' + i»(C„ A« + C„ Y' +C„jC+ C„)

+ A{C„ X»+ C.. P+ C„Z' -l- C„)+ C„Z*- 0

.

Die Gleichung der Schaltt^nfliiche ist alsdann

(9 c„ c„ y«/« - (t,, .V 4- t „ >•+ C„£' + t„)

X (C., X» 4- C„ 1^+ C„2»+ C,,»'

- 3 C., ) •(t.. A« + C„ 1 » + C„i« + CJ)

X (3 c„ ««(C., X* c„ r«+ c„p+ c„)

Setzt 0, so creioltt sieb die tiieichuo|s der ScbniUcurvc

mil der A i'-Ebeoe, sie lautet

(C.,X»+ C„>'+ C„)«

X(< 2 c-„)« (c„ Y'+ c„ y«+c,.)-3 (c,. \'+r„ 0

,

Der erste im Quadrat stehende Factor ist von einem constanten

Multiplicator abgesehen gleich

und bedeatet gleich Null gesellt den KegelschttitI A doppelt ge-

lahit. DaM sich der andre in vier lineare Factoren spalten lässt,

ist schon von Salhun ausgesprochen worden. Das von XYZ
freie Glied ha( den Werth

^•4^M — * ^1« = —^'Kx K% »

der Goefficieni von .V* ist multiplicirt mit *

^11 ^1. — ^ — — ^^\kK^Kt^^\i •

Am complicirtesltMi ist der Coefticient von \*)'*Z*. üebrigens

hat Sauioii die Gleichung nach Potenzen von A } / geordnet voll-

ständig ausgeschrieben fUr den Fall angegeben, dass der unend-

üoli ferne Kegeischnitt der absolute^ Kugelkreis ist. Man könnte

daraus leicht tum allgemeinen Fall gelangen, wenn man für die

Goordinalen Ihnen proportionale einftthrte, allerdings mit Zu-

lasanng imaginllfer Proportionalitlllsfacloren. Wir wollen jedoch
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inr Erlangung der (ileichung einen andern Weg einschlagen,

der auf direcler Elimination des Pmmeten aus der Gleichung

einer firzengenden benibt.

§45.

Zwdte Melktde m JMthng der SehatteniMeiglelekaif

.

Um die Gleidhang der PUleheonmlttelbar ans den Gleicbon-

gen einer Erzeugenden zu erlangen, lassen wir die Kegel-

schnitte KZ. allgemeine sein, wodurch eine cyklische Schreibweise

ermöglicht wird, was eine willkommene Abkürzung gestattet.

Wir fanden

und setzen jetzt für U^^ \\ ABC nicht ihre aus den lileichun-

gen /f = 0
,
= 0 hervorgehenden Werlhe ein, sondern lassen

sie allgemein sein. Die Grüssenbezeichnung

behiiller) wir bei. linier C^fiA, 3f
, ,

X) verstehen wir eine

cyklische Suninu'. in der/'(.4, jI/,
,
A) Anfangsglied ist, aus dem

die übrigen durch gleichzeitige cyklische Vertauschung von

ABCj von ^^o^'o^'^oj ^^i^t^^i ""^ ^'^^ ^^-^ hervorgehen, so

dass z. %X\A ) * = A > « + HZ* ( ist.

Die Gleichungen einer Ersengenden sind

E (^) = < H- C,\ip,{i^]=Xip, }>,(^)+ /y,(^) =0,

'/>.Ä ^p^iMi y.W
Duroh Elimination von je einer Goordinale fliessen ans ihnen die

drei Gleichungen

V J/3 ZM^
I- i — 0 i.. n—

0

von denen die eine eine Folge der andern ist. Denn mnltiplidri

man ihre linken Seiten bez. mit M, M, und addirt, so ergiebt

die Summe identisch Null. Mittels dieser Gleichungen drücke»
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wir X Y durob Z ans, quadrir«a die so erhaltenen Auedracke

and gewinnen die Relationen

Um aus diesen Gleichungen den Parameter ^ zu elimiiiiren,

setzen wir erst yK^) = H * + = s* , ^ = (ä* — Wl) : C,

so erhalten wir

+— \—s—

)

X«JfJC<*« A/,s« + >i H- i»/! A', + < iW;^«' H-

oder

1) jrj j/jz* + ÄirjM, 1/,^« + (Ä*^, + AM*z*— Ci^*.v*;4*

-f- ^ABM^Zs' 4- /1Ä*Ä* = 0
,

ond

n) — 3/, + 2i4 JM, H- (ÄJ/|/« — CMl —
— 2 AHM^Zs* + = 0 .

Mittels der Gombination 1. yl ^ II. B entfernen wir s* und er*

hallen

M^M^IAM^ -i- BM^Z* ^iABZ(AJti, BM^)s^

Sellen wir sur AbkOnnng

()= (i4Jf, — /y^g/- 4- MV» — ')ii/,

und dividiren die Gleichung mit — Ci/,, so erhalten wir

lU) if« jr,Z«+ 4- + %ABZs*= 0

.
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Die GombiDalioD I. + 11. Jl, giebt weiter

(A M, -f BM^)Zg 4- AB{A + BM^)»*

4- {H*M^ — A*Af^ -f- 1/, .W, [AJ^^ -i- Äü,)/* — ri/,i/J\*

Setien wir cor AbkUnung

P= M^M, V* -h »/, )^ + i»^, = r, A/, V«

uud dividiren die Gleichung mit — Wv'»? t*rhailen wir

IV) Sir, Jf^Z+ (Äi/, — i4 J#, H- P)«+ i4 fi«'= 0 .

Die GlelcbuDgen ID) und IV) bedeuten Hyperboloidsebaaren,

die sich in Enengenden von S schneiden. Es seien

= BM^ — f 'jl/, , />, = CM, — A 3/, , n, = A .W, - HM,

weitere AbkUrsttngen, zwischen ihnen besieht die Gleichung

0,+i>t+ ^, = ö-

fiiimintrt man ans III) und IV) dien Parameler jt, so erhMlt man

die Gleichung der Sohatlenfliche ^S.

§16.

Eliniiisti«B nsch der B^seat'sek«! Methode.

Sind die beiden Gleichungen gegeben

+ «+ -|- o,«* = 0

und wird r/,^. — n^hf. — a/, />, gesetzt, so ist nach BfezouT die Re-

sultante der beiden Gleichungen

- ''oi
rf?, — «'m^S.— - ^> •

''o.i

Mittels der Identität

lassen sich die drei Glieder

in <^o(*t^«<'i3-i-</üi''4 3)

zusammensiehen, so dass die Resultante die Form gewinnt
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in onBerem Falle, Wo a, = 0, 6, =s= 0 ist, wird

Nun ist die Hesultantt» leicht zu bilden. Sie hui den Factor /*,

den wir uoterdrücken, und um den Ausdruck cykliseli zu

machen, malUpUciren wir ihn noch mil — M^: AB, so finden

wir als Gleichung der Flüche

^SABM*M\Z*(AB-i'Q){P^D,)-\-^I*m{P'-l>,r[AB-^Q)

— ilA*B*M\MlZ*==0,

Das von XYZ freie Glied ist

A*B*MIM\DI-^ iiW;3/J 1^/?' = A^B*M*^M\ iABM^M, -{- Dl)

r^A*B*M\Ml{AM^ + BM;^*^A*B*C*MlMlMt .

Es bleibt ungeHndert bei c) klischer Vertauscbunn^ dies muss,

weil die ersengende Ebene die Goordinaten und die Grossen

ABC und \\ \\\ cyklisch enthalt, für die ganze Fl»chenglei-

cbung stattfinden, üebrigens ändert sich die erzeugende Ebene

nicht, wenn man A mit )', .1 mit Ii, Lj\ mit \\ verlauscht, es

wird sich also bei diesen Vertauschungen auch die Flilchen-

gleichung nicht andern, wobei zu beachten ist, dass l)ei

dieser Vertauschung ^l^ in — 3/,, V, in — M^, in — A/,

übergeht, aber bleibt ungeänderl. Da in der Gleichung

der Schattenfläche die Goordinaten nur als Quadrate vorkommen,

so enthUlt sie 35 Glieder, von deiien das freie und das A - Y^Z*

enthaltende Glied bei cyklisrher Vertauschung in sich selbst

tibergehen. Die tlbrigen ordnen sich in elf dreigliedrige Grup-

pen, deren Glieder aus dem ersten durch cyklische Vertauschung

erhalten werden. Die Anfangaglieder dieser Gruppen enthalten

die Goordinatenpotemen

x\ A«, x*r«, x\ XM«, x\ x«y*,

die SU X* V*, X^Z* gehörenden Gruppen, ebenso die su X^Y*
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X*Z* gehörenden gehen noch aus einander durch eine nicht-

cyklische Yerlauschun^ hervor.

Die OleiehiiDg der Schattenttäehe n in den Ceerdiiiateii A ) z

Die Glieder achter Dimension der Gleichung für S werden

von dem Ausdrucke gebildet

= jr;jrjjf*i*(i4U* + c*z*— %Asxn*— «Bcnr

Der geklammerte Ausdruck xerfilUt in vier lineare Factoren von

der Form

xyl±: yvb±zvc.
Die itn S\slem X) / unendlich ferne Ebene schneidet au8 der

Flache einen doppelt /u zahlenden Kegel>Lhi)ilt und vier gerade

l.inien aus. Der Schnitt ist das Bild des Kejzelschnittps N um!

der in der Ebene A'„ oben bestinuiiten vier Geraden in der zwi-

schen .tj/t und \y/ bestehenden collinearen Verwandtschaft.

Will man die Glieder achter Dimension nach Potenzen und Pro-

ducten von A ) / ordnen, so erhall man fünfzehn Glieder, die

man in der Form anschreiben kann

Ist Sur augeDblicklichen AbkOrzung P* das, was aus Q und ?

für / =r 0 wird| so erhalten wir die Gleichung des Schnittes

mit der XV-Bbene in dem Ausdrucke

0 = j/;.y| (yt Ä 4- .{>y (cm/; — 2 y>, + -j- üt^

X (X«Ml+ Y*M*+% .\« 1« I/, 3/, -H C«—«CJl, X« + « CJf, P)

.

Der geklammerte Ausdruck lüssl sich in vier lineare Factoren

von der Form zerlegen
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und bedeutet vier gerade Linien. Setzt man in AB-\-Q'' für

ABU^V\ die Werlhe des § 13 ein, so folgt

Aß+ i^^= Aß-{' M^iAX' — ß > *)

^aH-^+"
\„j - 4 ^ , *

(„j _ I)* , — 1)' /
»

gleich Noll geseift ist dies die Gleichung des Ringes

Der Goefificient von ist

9iM*M\Jlil{AUiM\M, — A*CM\m;i = %A'M\MlMll),
,

der Goemcieot von 1 'i/Ji/Ji/J ist

= 3/3 (.1* CiV, J/3 — 3 /l Ä« .

Um das zu erhalten, was mit A'/i- inulliplicirt ist, vertauscht

man // mit C, mit — il/,, i/, mit — i/,, mit — J/^ und
findet so den Coefficienlen

— « Jf, (>l«Äif, 3/, — 3 >l C*i#5) A/; 3/| Ml .

So lassen sich die Glieder sechsler Dimension, von dem sich

selbst c)kliscben abgesebeni in der Form anschreiben

Der Goefficient von V* J/f M\Ml ist

/i*i<-i/| ~ 4/l-/yc J/, J/3 + A-L 'Ml

= 4- CM,)' - 1/3)= J^« — 6ÄC J/, »73)

.

Der Goemcicnt von 2A' )
' i/fi/i i/| ist

— l/KM/;- -f i VHCM.M^ + /lÄH J/. y^ -f l-ZiM/,

= — 3/iÄC*il/J 4- A^ß'-M^ M^^A ß(ABM, i/, - \\C'M\) .

Die Glieder vierter Ordnung der FlUcbongleichung sind dem-
nach

M\M\M\X
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Die Glieder xweiter Dimension sind

Der Coeflicient von A* ) -Z* wird von den Gliedern

der l' liichcngleichuns? geliefert, und zwar geben das erste, dritte

und letzte Glied den Ikitrag — 30.1 liMl MIM]!)^, das zweite

Glied aber gieht dazu einen Beitrag, dessen einer Faclor HIM\M\
ist, der andere ist gleich

2 itf, {A + /),)* B'Ji'%D^(ABM,y^— D\)'-%AM^ (D,- B JfJ«

^%A*BM\M.^%AB^ M, M\'\-K^ABM,

— A 3/, />« — 2 12 I /U/, .V,/>3 — 4/)«.

Wenn man darin durch /^l l*.Wf -|- Ä^WJ --tAüM^M^
erseUti so findet man fUr den Goefficienten von

den Werth ^
— 5 i4 Ä A/, Z>3 — « (/i* iWJ 4- ^MXi

= — l\{AHM, i»/, + 2 CM/*) .

•

Nun ist !>, = (fli/, — Cif,) (Cif, — i4if,)

= - C« i/; 4- ^ C Jf, ir, H- Ä Cl/, J»f, — i4 B Jf, Jf,

= _ 2r- i/^ — j/yj/, ii/,

,

und folglich ist der (^oefficienl von A- l'*Z* in der Flttchen^ei-

chung gleich 2 M ; .17 ^ />, />3 .

Nachdem nun alle Coeflirienten erbracht sind, erkennt

man. dass in der i;efunden<'n Fliichengleichung noch der Faclor

J/
;
.)/|J7 - sich vorfindet. Mit Unterdrückung desselben lautet

die Gleichung far 6

' 5 —^AMtM^D^X^Z^ — ^BCMlMlx^Y^Z*

3Ä-.W;)AM

Ml)X*Z*^

4- C, - 6 B C Af, JJf,).\«+« .4B(ilBW, 3/,—3 C« JtfJ) A«H
' ^' -%C,ABCD^V 'i-^D^D^D^X^Y^Z^'^A'B^C'.

j. IM/, .1/3/^, V« + .I J/,(.1( »/, 3/, -
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Verfugt man Ober die Grössen l^^ \\ U'^ so, dass .>/, =
i/, = il/, =r 1 ,

= Ä — r, n^ = C — 1 =z A — B wird

(womit luan natürlich das eigentliche Sonne-Satiirnringschat-

lenproblem verlässt), so wird der im System A > / unendlich

ferne Doppelkegelschnilt der Flüche N der absolute Kugelkreis,

und man gelangt dadurch zu dem von Salmon bereits gegebenen

Falle. Es ist eine willkommcne Controle fttr unsere Hechnuna.

dass dann die Gleichung N= O mit der von Saim(»n 'Saimon-

FiKDLEH, Geometrie der Curven und Flüchen im Baume, Leipzig

18G5, png. C19j (Ur diesen Fall gegebenen Gleichung völlig

übereinstimmt.

Das Umsetzen dieser Gleichung in die Coordinaten ./ 7 r

millels der Gleichungen des § l'] ist natürlich etwas mühsam,
aber bei einiger Geduld, wenn es sich als nöthig erweisen sollte,

durchführbar. Diese Coordinaten sind beim Scbatlenproblem

des Saturnringes so nahe rechtwinklige, dass die Abweichung
des Winkels a r. von einem Rechten wohl unter den astronomisch

messbaren Grössen bleibt. Sollten genau rechtwinklige Coordi-

naten verwendet werden, wozu ein Zwang sich wohl kaum je

ergeben dürfte, so würde das Anordnen der SchattenÜüchen-

gleichung nach Polenzen und nach Froducten dieser Coordinaten

sich natürlich noch etwas mehr compliciren. In einer Abhand-
lung Uber das Saturnringschattenproblem in den Silzungsbe-

richten der k. k. Academie der Wissenschaften in Wien (matb.-

naturwissenschaflliche Classc Band CIV Alilheilung II, 1895) hat

Herr Blchholz es sich gerade zur Aufgabe gemacht, die wie er

sagt strenge, das will na(*li ihm sagen die nach Potenzen und

Froducten geordnete Gleichung der Schaltenflaclio in recht-

wiokligeD Coordinaten aufzustellen. Zu der Ansicht gelangend,

dass die vollständige Berechnung der Coefficienten tbeils sehr

mühsam, tbeils ohne Nutzen sei, begnttgi sich Herr Bücrbolz da-

mit, wenigstens einige derselben auszurechnen. Da er aber den

Radius des Saturnringes sowohl, als auch die eine Coordioate

des Sonnenmiitelpunktes mit demselben Buchstaben r be-

zeichnet hat, und da diese im wörtlichen Sinne himmelweit von

einander verschiedenen Grossen in den Hechnungsresultaten

nicht von einander unterschieden sind, so dass es sogar den
Anschein hat, als ob Producle derselben zu Potenten zusammen-
gezogen seien, so sind deshalb die Hechnungsresultate unbrauch-

bar. Wenn Herr Bucbiiolz den Werth seiner Arbeit darin findet,

»7*
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dass sie vlnon l.inblick in die coniplicirle Natur des Problems

gewidire, so dar f das nicht dahin niissver>tanden werden, als

ob die Arbeil die lünsicbt in das coni|dieirte Problem fördere,

sondern vielmehr dahin, dass der Verfasser nur zu der EiDSicbt

gelangt Lst, dass das Problem ein complicirtes sei.

§ iS.

Die CeiHtutei 4er SeliattoBflAeke ^.

Von den Grossen W^^ ABC ist Je eine wiilkttrikh.

Wir setzten schon oben s 0, B= ^2» ^

i
^ L_ ==rt

C= SS U «

/>, == ci/, — .1 j/, — xM 1 ; w ; — .irj w jx=.i t j u ji«
-^x

,

I : Kl. I : 1^,, \ : U'„ sind Linienslreeken, MiC sind von der

S»«"', »/, I/. I/, von der P^", />, y^/>j von der 6^*° Dimension

Ersetzt man .1 .\-, Vi ) -
, U ,;/- bez. durch fj l)-, so erhäU

man die Gleichung einer FUiebe, deren Coefficienten einzig von

/ abhangen, und diese Flüche ist N collinear. Nach Tnlcf-

drückuDg des Factors ^ J H J < rgiebt sich für sie die Gleicbuof

(
- ^-^+ XV* ^ x^r- (X' -f- V* -h - «XVs* - «x'sV- %pY)

-JvVlst+'Jit^j+äx'lx'+ax^jjV-^^S^x+ax'.^+äi^Vix'+a««)

+ ih^A^^'- 3) - 2 V* ( < + x) (fX- 4H -f I+ J * (x ' 4- 6x1

4-V'(i -r>xx')+ ^V;*-f6/)-2y*t)*(x-f 3x'; - 2i>%'/Wx'4-3/'

(xx'-3)+2i*x'(l -hx') -h 2v'x'(2x-4 )+ 24*x'(4+ x)4-»'

= 0.
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§<9.

Eile 4tT 8ekBtl«iflle1ie yerwMit« tliwiekelbBre Flielie.

Die Gleichung der Flüche S enthält die Coordinutcn .\ ) /
nur in deren Quadraten. Ersetzt man in ihnen A* bez.

durch so erhalt man eine Flache M') vierter Ordnun.;:, die

man als eine S verwandle Flüche bezeichnen darf, und die

selbst eine a])\vickelbare Fläche ist. nämlich die Tamzenten-

fläche einer Haumcurve dritter Ordnung. Mach der SALMoN schen

Methode wurde die Gleichunt^ der Fl<icbe 6' gefunden durch

Elimination von l aus der Gleichung

0 X Y z 1

V yl., 0 0 0

)' 0 A,, 0 0.r

Z 0 0 0

1 0 0 0 .1,.

und ihrer Ableitung nach ).. Nach Einführung der §rj^ kann

diese Gleichung geschrieben werden

Dies ist die Gleichung eines EbenenbUschels dritter Ordnung.

Eliminirt man aus ihr und ihrer Ableitung den Parameter so

erhält man die Tangentenflache FC*) einer Raumcur?c dritter

Ordnung, deren Scbmiegungsebenen unsern Büschel driller

Ordnung bilden. In dieser Gurve dritter Ordnung C^^\ der

Rockkehrkante der Flache P^*\ schneiden sich in jedem Punkte

zwei unendlich nahe benachbarte Eraeugende von Fi*K Ersetzt

man die $17^ wieder durch A*PZ*, so gehen diese Erseogen-

den in Raumcurven vierter Ordnung Uber, und ein Punkt von

C(') geht in einen Punkt der Rückkehrkante von $ Ober, die

mit bezeichnet werden mag. Da sich nun f T als ganze

Functionen dritten Grades des Parameters k darstellen lassen,

so lassen sich die Coordinaten V )'/ der Rückkehrkante von S

als Quadratwurzeln von Ausdrückt n driiUn Grades darstellen,

woraus folgt, dass /lO*) von der zwölften Ordnuni; ist. Ks wer-

den sich nachher für die Coordinaten der Utlckkehrkanle von S

sehr eiijfache Ausdrücke erLz<d)en.

Die Ebenen des 6 coitjugirlen Tetraeders schneiden aus 6'
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einen doppelt zu zahlenden Kcuelschnilt und vier gerade Linien

heraus. Die entsprechenden Iü)enen, die ^r—, r.^-, TJ- Ebene
und die unendlich ferne Ebene sehneiden aus F'^*^ eine doppelt

zu zählende Gerade und einen Kegelschnitt heraus, sie sind also

Tangentialebenen von /" '^ oder^^Schniiegnngsebenen vou C'^'X

Dem Werlhe /. = 0 entspricht z. H. die Ebene ;^
= 0.

Die Uaumcurvc C('^ wird erzeugt durch drei projective

EbenenbUschel, die Rückkehrkanle von S kann folglich durch

drei projective FItichcnbüschel zweiter Ordnung erzeugt werden,

und das 8 conjugirte Tetraeder ist auch jedem der drei erzeu-

genden Fiächenbttschel conjugirt.

§20.

Mi RflekkeMMtem S.

Neben der im vorigen Faragra])hen besprochenen Methode,

die Hückkehrkante zu tinden. kann man dieselbe auch noch

durch Elimination von 0^ aus den drei Gleichungen bestimmen

\A \n zc
0,

vITJ+ÄS ^Fj-i-Ä^ ywi-^-c^

Ayl« >Ä* ZC*
0.

Aus ihnen folgt (mit Unterdrttckimg des Parameters ^ hinter

dem Zeichen tp)

A: ) :1 »
9i 9*

B c •

• C A • A B •
• A B c

.

'

'fi <h

r-

9l 9V 9>i 9l

= BCM, q>\:CAM^g^l:ABM^fpl:~- C,BCJH^ ip*

.

Der Nenner in diesen Ausdrucken für die Coordinalen lUsst sich

von .7 l)efreien. Er ist

C,y;B CM/, = C,(t/i 4- Ä i/J yl;> 4. A*&*)BCM^^ C, UlBCM, ,
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weil CfUlM^=iC^AM^s=sQ ist. Schreibt man lur AbkttnuDg

__BCM^_^ CAM^ _ ^

AHM,

80 sind die Goordinaten der Httckkebrkante

Durch das DoppeiverhUllniss und die Grossen i^r^lVg ausge-

drückt ist

C,UlBCM,^A*VlWix,

x' x' I

. X*« — x'x'^»:yl,, l*= x'x'(4 4-^^)': J^Jx»,

Setzt man wieder } * = , = c , so folgt

und OS verwandelt sich dadurch die Rückkehrkante in die Curve

drilter Ordnung des vorigen Parnizraphen, deren Coordinalen

hier sehr einfach, niimlich als drille Folenzon linearer Aus-

drücke auftreten. Nach \'^ lassen sich nun die Coordinalen

eindeutig durch elliplische Funclionen eines Parameters aus-

drücken, die Curve ist vom Geschlcchle Eins. Kntnimmt man
die doppelt periodischen Functionen dem § 43, so erhalt man

worin der Modul x — / - das bekannte Doppel verhallniss ist.

Durch Differentiation nach /, die durch einen L4QiANGB*schen

Strich angedeutet wird, erhält man weiter

ViVisatdat

cart
'

, ^^W\ %' saldo'

t

Digitized by Google



576 J. Tm«4I,

Diese Ausdracka versohwinden gleichseitig für die Argomente

fs=0, ÄÄ", «lÄ", «ir+«iÄ'',

A-fjÄ', 3A+iA', A-f2/A", 3A-i-2/Ä'',

tA", 3iA', 2A-ftA% SA:+3iir\

sie entsprechen swdlf stationtfren Pankten der RQckkehrkanie.

Es ist leicht tu erkennen, dsss die Argumenlwerthe

/=A', 3A, Ä'-H2<A', 3A'+8iA',

noch vier unendlich ferne Cuspidalpankte der Rackkehrkaote

liefern. Diese sechsehn Punkte liegen tu je vieren in dea

Ebenen des 5 conjugirten Tetraeders. Bs sind die Punkte, fa

denen die Tier in jeder dieser Ebenen liegenden Enengendes

den ebendarin liegenden Ddppelkegelachnitt Bertthren. Diese

Argumenlwerthe sind dieselben als diejenigen, die bei der Be-

stimmung der Wendebertlbrungspunkle einer durch elliptische

l unclionen dargestellt'^n Curve vierter Ordnung, z. B. derCurve

aullrtlen, die man erhült. wenn mau für die drillen Wurzeln

der Coordinaten unserer HUckkebrkante einfacbi' Coordluaien,

elwa ^' L einfahrt, so dass

ist. Die sechsehn Punkte geben zu derselben GonfiguraUoB

Anlass, als die Wend» punklo e iner Curve vierler Ordnung, so

dass, wie schon oben bemerkt wurde, an der FlJche S diese

Conßguraliui) zugleich mil ihrem dualistischen Gegenstück auf-

tritt. Die Kbenen. die die dualistische Configuralion bilden,

sind je durch eine Telraederecke und eine in der gegenüber-

liegenden Telraederebene liej^ende Erzeugende beslimml.

IVOjicirl man die KUckkehrkanle durch Strahlen, die der

/-Achse parallel sind in die \ ) -Ebene, so gewinnt man die

Gleichung der Projection wie folgt

Die Projeelion w ürde also die Evolule einer l^llipse odtT Hy-

perbel sein, wenn \ ) /rechtwinklige Goordinalcnwäreu. Jedeo-
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falls aber sind die xa den Kanten des conjugirten Tetraeders

parallelen Projectionen der Rttokkehrkante in die Cioordinaten-

ebenen soliden Evoluten eolKoear.

Die Gleichungen einer Tangente der Rttckkehrkante sind:

Y= ^V{vi-j^BFy -f X S3V
( VI -f .1 ^]

,

sie stellen sogleich die Goordinaten der Fläche 5 durch swei

Parameter dar.

Sehatftearffise.

Die Gleichung der Schaitenllacbe wurde gefunden durch

Elimination von Ä aus der Gleichung

und ihrer Ableitung. Der Schnitt der Ebene Y^c wird daher

gefunden aus der Gleichung

und ihrer Ableitung. D;is Resultat der Kllrninalion von A liefert

die Parallelprojection dieses SchaiUes in die A ) -Ebene. Setzen

wir

so gehl der Ausdruck Uber in

oder

A M- B,, A,, : c* Ä.,) /^(-i^,,yl..:c^ßj ^
Ä r /'

oder wenn man

c
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seilt) in

3' _ , .
4.=«^»

EUminirt man aus dieser Gleichung und ihrer Ableitung nach /i

den Parameter fi, 8o erhält man eioe Parallelcurve des Kegel-

schnitteB

d. h. eine Gurve die entsteht,wenn man auf allen Normalen dieses

Kegelsohnittes nach beiden Seiten die Strecken l^^,:c» abtAgt

Dabei sind % 3 als rechtwinklige Goordinaten gedacht Es geht

daraus hervor, dass der Sohattenriss in der Ebene K s= c einer

Parallelcarve collinear ist.

Setit man Z c, so erhMlt man

und setzt man weiter Ji^^ + i-
y|^^ = ^ und verfahrt wie vor-

hin, so findet man, dass auch die derXK-Ebene parallelen Ebe-

nen die Flache 5 In Gurven treffen, die Kegelschnittparallel-

ourven (wenigstens analytisch) collinear sind. Geht man su den

Goordinaten xy» Uber, so folgt aus unfern Betrachtungen, dsss

die Ebenen, die durch die Kanten des S oonjugirten Tetraeden

gehen, Gurven aus 8 heraus schneiden, die Kegelsohnittparallel-

curven collinear sind. Diese Gurven, die geeignet scheinen, von

den Schattenrissen des Saturnringes eine Vorstellung zu geben,

müssen weiter untersucht werden, woran ich jedoch zur Zeit

clurcb BerufsgcschUfte behindert bin, weshalb ich mich mit

der Untersuchung eines speciellen Falles im folgenden Para-

graphen begnüge. — Die Schattenrisse in beliebigen nicht sio-

gulüren Ebenen sind wie die Kegelschnitlparallelcurven Curven

acblcr Ordnung mil zwanzig Doppelpunkten, also Curven vom

Geschlechte Eins.
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§ 8S.

Sduitteiriiie im «iim ^aMidami FtUe.

Geht die Ringebene dnroli den Sonnenmlttelpunkt, so ist

eine Kante des eonjugirten Tetraeders die unendlich ferne Ge-
rade der xx-Ebene, die C!oordinaten xyz sind genau recht-

winklig, und die Scliattenriase des Ringes in Ebenen durch die

unendlieh ferne Tetraederakante sind ihren Projectionen in der

0?«»Ebene congruent. Dieser Fall ist deshalb ein besonders

einfacher. — Die Ebene F„ hat die Gleichung

_ . v^y r(v\ — 4)

ri,.;-^}^'®'
—

V,
—

'

sie ist der »s-Ebene parallel| und der Schatten gebende Ring

kann eraetat werden durch die Ellipse N, Zur weitem Verein-

fachung nehmen wir d, « d,a d und rs 4 an, so ist

J„ =«d*=«Ä„=dS A,, B,, B,,= -K* 4-<J»- 4): (n*
- 4),

Die Gleichung der Schattenfläche wird gefunden durch EUmi-
nalion von iL aus der Gleichung

and ihrer Ableitung nach it. Um den Schattenrlss in einer der

X2-Ebene parallelen Ebene lu finden, haben wir y und folglich

%n als constant aniunehmen, wir wollen aber diese Buchstaben

beibehalten. Setien wir A^^+ XU««» — ^, so folgt

^'f^u .
»'^44 ^ - y* ^

^44 - ^44 ^4» - (- ^4« - /O ^
oder

Aus dieser Gleichung und ihrer Ableitung ergeben sich die

Schattenrisse. Fttr ^« 0 , y [v\ — 4) : erhillt man die

Gurve
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7+ 7^ = ^

also den Kegelschnitt selbst, wie zu erwarten war.

Für andere Werle von y setzt man zunächst

In diesem Coordinalensyslenn ist der Scbattenriss die

Purallelcurve zu dem Kegelschnitt

die der Mittelpunkt eines auf ihm abrollenden Kreises beschreibt,

der den Hadius

y y V i'« — <

'

diese Grösse absolut g<^nommen, besitiL Im Goordinaten*

System 1 1] unterscheiden sich diese Gurven fUr waehsende y

immer wenigor von eiDander, sie sind aber den wahren Gurveo

ähnlich, weil

ist, sie vergrOssem sich thalallchltch mit wachsenden y.

Die Parallelcurven bestehen ans twei getrennten Zügen,

der Hussere bat anter allen Umstünden eine der Ellipse tthnebde

Gestalt, der innere in den meisten Fallen auch, in andern jedoch

besitzt er Knotenpunkte. Für y ss «r, -)- 4 s. B. ist im Goordi-

natensystem | ( der Radius des abrollenden Kreises gleich

und die kleine Achse des Kegelschnittes, auf dem der Kreis ab-

rollt, ist ebenfalls 1 : Vr^— I. Den Scheiteln der kleinen Achse

entspricht daher in der Parallelcurve der Goordinatenanfang,

der ein Knotenpunkt derselben ist. Der innere Zug hat daher

in diesem Falle ein lemn'scalenarliges Aussehen.

Digitized by Google



UniR IINI SCBÄTTINPUtiHB. Mi

Inhalt.

Im § \ wird das Problem formulirt| die Gleichungen der

Schallenfläche S werden in Ebenencoordinaten aufgeslellt und

68 wird zugleich neben dem schallengebenden Kreise Ii ein

weiterer in der Symmelrieebene Heftender Doppelkegelschnilt

der Flüche gefunden, der im § 2 genauer disoaürt wird. Dort

werden auch die Miilel zu seiner elementaren Gonstmction ge-

funden, die Gleichung des Schnittes mit der Bbene dieses Kegel-

schnittes H wird aufgestellt, und die vier in ihr noch liegenden

Enengenden werden bestimmt. Im § 3 wird der Schnitt der .

SchattenflSche mit der Ringebene untersucht, und die in ihr

neben dem Satumkreis noch liegenden vier Geraden werden

aufgefunden. Im § 4 werden die beiden andern in S noch vor>

handenen Dopfielkegelschnitte lunttohst in Linienooordinaten

dargestellt, das S conjugirte Tetraeder wird ermittelt, und die

Ckiordinaten der Ecken dieses Tetraeders werden berechnet.

Im § 5 werden einige Schatsungen von Grössenverhsltnissen

vorgenommen. DieSonne lasst sich durcheineleuchtende Scheibe

ersetzen, die sich von einem Kreise wenig unterscheidet. Im

§ 6 wird der lecchtende Kegelschnitt L genauer untersucht,

und die in seiner Ebene liegenden vier Erzeugenden werden be-

stimmt. Der vierte Doppelkegelscbnitt, der mit N bezeichnet

wird und die in seiner Ebene noch liegenden Geraden behandelt

der § 7. Im § 8 werden die Achsen des leuchtenden Kegel-

schnittes L noch genauer geprüft, die der Ringebene parallele

ist die grössere. Im § 9 werden die Schalten6guren des Ringes

Im Allgemeinen behandelt, und eine einzweideutige Verwandt^

schalt fuhrt zur Erzeugung der Tangentenbttschel dieser Figuren

durch projective Bttschel zweiter Ordnung. Von nun ab (§ 10)

werden drei der Kbenen des conjugirten Tetraeders als Goor-

dinaten xy z eingeführt, und es werden auch die Ebenencoor-

dinaten Hvw auf dieselbe Achse bezogen. Der § H enthKit

eine Vorschrift zur Anfertigung eines Modelles. Im § 42 werden

vier Kegel vierler Klasse, die mit der Fläche S verbunden sind,

besprochen, sie hoben ihre Spitzen in den Ecken des conjugir-

ten Tetraeders. Im § I 5 werden die Ebenencoordinaten eindeutig

miltels elliptischer Functionen eines Parameters dargestellt.

Der Modul der Functionen ist das couslante Doppelverhüllniss
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welches die Ebenen des oonjugirten Tetraeders auf einer Er-

leoganden bestimmen. Eine Gonfignration wird besprochen.

Im § 14 wird die Gleichung der Sdiattenfitiche nach Sauiob's

Mettiode aufgestelll; in den §§ 45 und 46 wird dasselbe erreicht

durch directe BItmination des Parameters aus den Gleichungen

der Ersengenden, und die Gleichung wird in Tetraederooordi-

naten im § 47 voHstflndig ausgesdirieben aufgestellt § 48

druckt' die Gonstanten der Schattenfliche durch das bu S ge-

hörende Doppelveihiltniss aus, und giebi eine Gleichung yon 5,

in deren Goefficienten nur dies DoppelverhSltniss Torfcommt.

Der § 49 macht auf die Yerwandtschafl von S mit einer ab-

wickelbaren PlSche vierter Ordnung aufmerksam. Im § 80

wird die Rttokkehrkante durch einen Parameter eindeutig dar-

gestellt, sie ist vom swOlften Grade und giebt bu einer Gonfigu-

ration Anlass, die das dualistische Gegenstück bu der weiter

oben besprochenen ist. Der § 24 deckt die Besiehung gewisser

Schattenrisse bu Kegelschnittparallelcurven auf, und der §88
verfolgt diese Besiehung in einem speciellen Palle weiter.

Jena, im Ociober 1896.

J. Xbohab.
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P. Drude» a. o. M. : Ueber Messung der Dielektricitütscon'

sldiUen kleiner Substanzmengen vermiUeUt elektrischer Draht-

welkn, (Mit drei Figuren.)

In frilheren Arbeiten habe ich eine Methode beschrieben

und verwcrthet, um den elektrischen Brechungsexponenten

(dessen Quadrat bei fehlrnder Ahsorpiion gh^ch der Diolektri-

citaisconstante ist) von Flüssli^kciton mit Hülfe elektrischer

Drahtwellen hecjuem und exact zu niesson.

Da es wegen der Beziehungen der hierbei auflretcndoii !•>-

scheinungen zur chemischen Constitution der Körper von In-

teresse ist, dir Untersuchung auf möglichst viele Fidssigkeiten

ausdehnen zu können, so habe ich es als einen üebelstand der

Metbode empfunden, dass sie verhaltnissmUssig noch grosse Sub-

stanzmengen (270 cm^) erfordert. Um diese Schwierigkeit zu

umgehen, möchte ich hier eine andere Methode beschreiben,

welche nur sehr geringe Substanzmengen ({ cm'') erfordert und
welche die Dielektricitlllseonstanto im Allgemeinen auf etwa

Fehler xu bestimmen erlaubt. Die Bestimmungen sind

allerdings, wofern wenigstens der Fehler 2^ nicht überschreiten

soll, keine absoluten, sondern nur relative, indem die Dielektri-

citatsconstanten verschiedener Flüssigkeiten untereinander ver-

glichen werden können. Aber hier tritt die früher beschriebene

Methode, welche absolute Zahlen liefert, als willkommene Er-

gänzung hinzu, indem sie beliebig viele Vergleichsflüssigkeiten

(Aicbflüssigkeiten) liefern kann. Nach einmaliger Ermittelung

solcher Aichflüssigkeiten gentigt dann schon diese neue Methode

allein, wobei ich allerdings hervorheben möchte, dass die frfiher

beschriebene Methode auf eine grössere Genauigkeit getrieben

werden kann, als diese neue.

i; Diese Berichte 1895, p. 329. — <896, p. 315. — Abhaodiungeil tl.

k. Sachs. Ges. d. Wiüs. Malh.-pbyii. Gl. Bd. 33, p. 1, 1896.

3] Vgl. P. Drvok, diese Bericbte 1896.
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Der VortheU der neuen Methode beruht in dem geringen Be-

darf an Subitan^mengff und in ihrer Einfachheit
,
vermöge deren

an Hand einer für den Apparat einmal ermittelten Curve die Di'

elektricitatteomtante einer FliittigkeU aut der Einstellung am Ap-

paral sofort abgelesen werden kann. Zudem lässt dieselbe sofort

das Auftreten selbst geringer Absorption der eUktrischen Sekwisr

(jungen in der Flüssigkeit erkennen ^ sowie dieselbe wenigstens on-

nähemd quantitativ messen.

Wegen der Schnelligkeit der angewandten elektrischen

Schwinjiungen ^halbe Wellenlänge in Luft 36 cm) gewinnt die

I.eilfclhigkeit der FUlssigkeilen ersl hei ziemlich hohen Werlhen

hei wüssrigen Lösungen Lei(fabi|^keit Ä bezogen auf Queck-

silber A> iO . lO-*; EinÜuss.

Beschreibung der Methode.

Das Wesentliche der Methode liegt darin, dass die GapacitSt

eines kleinen Condensators, welcher mit der in untersocbenden

Flüssigkeit besehicki wird
,
gemessen wird durch den Eiofluss,

welchen derselbe auf die Lange der elektrischen Drahtwellen

ausübt. Dieses Princip liegt schon der LECHER'schen Metbode za

Grunde '

, naeh wclciier iiin i^nde eines Dral:ts\ stems l) I), in wel-

chem eleklrische Scliw ingnnu« n ern ^t werden, ein Condens. lor

an^ehiin^t wird, und ein DrahlbUgel It so über den Drahten />/>

versehoben wird, düss Hesonanz des DrahU\hlems vor der

Brücke H mit dem hinler Ii slaUlimlel. Hesonanz wird erk;uuU

durch das Aulh uchten einer Vaeuumrohre, welche entweder

einfach tlber die Condensalorpl.illen gelegt wird, oder deren

Elektroden mit letzteren metallisch verbunden sind. Nun ist

aber das Ansprechen der Vacuumröhre um so weniger intensiv,

je grösser die (lapacitat des Condensators ist, aus dem leicht er-

sichtlichen Grunde, dass mit wachsender Capacität die Potential-

differens der Gondensatorplalten abnimmt. Eine unendlich

grosse GapacitHt würde ja wie eiue metallische Ueberbrückung

wirken, and in der Nähe einer Brücke ist die elektrische Kraft

xwischen den Drtthten DD äusserst klein , daher spricht eine

Vacuumrtfhre dort nicht an. Man ist also bei dieser Methode, m-
mal bei den geringeren Intensitäten, welche handliche, d.h.

I) E. Lechkb, Wien. Bcr. 99, p. <S0, 1899. — Wibd. Aod. 48, p. «42»
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kttnere Drahtwellen besitsen, auf geringe GapacitSten ange-

wieaeOi wenn die YacuumrOhrd, oder irgend ein anderer Wellen-

indicator, gut anapreehen soll, und damit verlVast man die Be-

dingungen, welche die genaueste Messung der Dielektricitats-

oonstanten erlauben, wie weiter unten im theoretischen Theil

geieigt wird.

Daher bin ich so verfahren, dass der WellenindicaCor

(Zehnder'sche Rtthre) hinter der stets festliegenden BrOcke B an

einem Bauch der elektrischen Kräfte, d. h. eine Yiertelwellen-

Ittnge hinter ü, Uber die Drahte DD tlbergelcgi wurde, und nun
die LSnge des hinter B liegenden Drahtsystems, welches durch

einen kleinen Gondensator abgeschlossen wurde, in der Weise

ariirt wurde, dass die Vacuumrdhre maximal leuchtete. Sie

spricht dann stets mit gleicher Starke an, unabhängig von der

Gapacität des Endoondenaators. Denn die VacuumrOhre reagirt

jetit nichtmehrauf die PotentialdiflTerensenan denEnden desGon-
denaatora, sondern es wird durch die Anordnung nurdie Phasen-
differenz gemessen, mit welcher elektrische Drahtwellen, die sich

zum Gondensator hin längs DD fortpflanzen, an ihm reflectirt

werden. Diese Reflexion ist, wenn man von geringem Strablungs-

Verlust und etwaiger Absorption in der Substanz des Gonden-

sators absieht, eine totale, da das Drabtsystem durch den Gon-

densator begrenzt wird, Sie würde nicht total sein, wenn die

Drähte DD beliebig lang fortliefen, und ein Gondensator nur

lani4S ihnen verschoben würde, denn derselbe würde dann um
so weniger refleetiren, je kleiner seine (Ijipaciliil ist. — Ist die

Capacitiit des Condensators unendlich gross, so wirkt er wie

eine metallische üeberbrückung, d. h. bei maximalem Leuchten

der Röhren muss der Gondensator ein ganzes Muitij)Ium von .\ /.

K = Wellenlänge) von der Brücke /y entfernt sein. Nehmen wir

z. B. an, er läge um hinter H (erster Knoten hinter /^ . Wird

nun seine Gapacität verringert, so muss man, um die HOhre im

Leuchten zu erhalten'), das Ürahtsystem hinler Ii um / cm ver-

längern, bis dass l)ei der Gapacität Null das Knde des Draht-

systems Ja hinter Ii liegt d. h. / == ist. Wie die l änge /, die

kurz die > Einstellung« genannt werden soll, mit der Gapacitäl

1} Die Brtcbeinungen lassen sicli im Hellen mit Hülfe efnes Elektro-

skups iti ilor von mir früher (diese Ber. 1895, p. 8t9. — Wied. Ano. M,
p. ß83 hes'-liriehenon Weise demonstriren.
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variirt, wird unten berechnet werden. Jedenfalls ist schon ohoe

Theorie klar, dass zweiFlQssigkeiten dann gleiche Dielektricitiits-

constante besitzen, wenn derselbe Cundensator, uiil beiden

Flüssigkeiten beschickt, gleiche Giiii>lellungen / liefert, voraai-

gesetzt} dass die Periode dar Schwingung in beiden Fällen dier-

sclbe ist. Um letzteres lu eraielen, bleibt der DrahtbUgei B slels

fest liegen.

Wenn man bei Beschickung des Condensaturs mit mehreren

AichflUssigkeiten in einer Tafel die Einstellungen / des Appara*

tes als l'unclion der Dielektricitätsconstaote einträgt, so kann

die dadurch erhalten«' Curvc
[
Condens;itorcurve«) dazu diqneo,

aus jeder beliebigen Einstellung die Dielektrlcitätsconstante so-

fort ans der Tafel su entnehmen. Etwas xationeller verfährt man,

wenn man empirisch die Abhängigkeit des cutg S/r . von der

Dielektrioitaisconstante e an einigen AichflUssigkeiten bestimmt»

da nach der Theorie (und auoh nach der Erfahrung) die so er-

haltene Corvo nahesu eine gerade Linie ist. Wie man la ver-

fahren hat, um bei einer absorbirenden Fittssigkeit sowohl Oie-

lek&rioiUltsoonstanto als Absorptionsindex su ermitteln, soll im
theoretischen Theii besprochen werden.

Die speoiellere Anordnung des Apparates Ist. folgende (vgl

Figur 4). Der Blondloi'sche Erreger {HfE) und Empfanger

haben die von mir auch in den früheren Arbeiten meist be-

nutsten Dimensionen. Die Erregerdrtthte EE lunsohliessen einen

Kreis von 5 cm Durchmesser. Die 4 mm starkem Empfunger-

drähte />/), welche 4,8 cm gegenseitigen Abstand, besitaen,

setsen sich in etwa 1 7 cm Abstand vom Erreger in 2mm starke^

20 cm lange Messingrtfhrohen UM fort, in welchen swei durch

das Ebonitstttck S starr verbundene, 1 4 mm dicke, 24 cm lang^

Kopferdrahte leicht verschieblich sind. Die KupferdrShte enden
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in zwei kloinen, im Ebonitstdck N angebracht« n Verliefungen,

welche je einen Quecksilberlropfen e?Uhalten. Quer in N ange-

brachte Utlh-n lUi nehmen die OondensatordrHhte auf. welche

ebenfalls in die QuecksilhertropiVn tauchen, un(i dadurch |j;uten

metallischen Contacl mit den Kupferdrahten hesiUen. Etwa
6 cm hinter dem Erreger liegt die Brücke H über den Drahten

/>/>, 17 cm hinter Ii die Vacuuun ohre /. Am Ende der Messing-

röhrchen sind sehr kleine Schrauben .v, s angebracht, um even-

tuell eine längere Kupferdrahtleitung dort einsetzen su ktfnueD.

Der Gondensator darf nur kleine Capaciiat haben, wenn er

bei der Kürze der Wellenlänge k {). = 73 cm) nicht nahezu wie

eine melaUisobe Ueberbrückung wirken soll. Die Theorie ergiebt^

dass der proeentisohe Fehler in der Bestimniung der Dielektrioi-

tstseonstaiita e am genngslen ist, wenn / ist. Aber aaeh

innerhalbderGrenten:i^X<C'^ {-ilistderFehlerrarBestimmung
von € nieht wesentlieh grösser. Um diese Bedingung bei Pttllnng

mit den versobiedensten Flüssigkeiten, deren e von 2 bis 88
variiren, erAUen xu können, brauoht man mindestens swei

Gondensaloren versefaiedener (Lnft>) Gapaeitttt. In den Figuren

% und 3 sind sie in naturliober Grosse dargestellt. Sie sind kleino

Glaskölbeben , in welche

Platindrähte cingescbmohen

sind, die entweder in 4 nun f2
Abstand ohne luulcapacitäten

gegenüberslehen,oder welche

zwei 4 mm im Durchmesser / v ^ i i \^
haltende Platinplatten tragen, ^V*/^
die 3 mm von einander ent-

Flg. j Flg. 8.

fernt sind. Erstere l'orm

dient zur Messung grosser Dielektricitatsconstanten über

€ = H , letztere zur Messung kleiner. Die Ca[)acitiit hangt von

der Höhe des Standes der Flüssigkeit im Kolbenhalse nicht al».

Der Kolbenhals wird durch einen Korkstopfen geschlossen. Zur

Temperaturmessung kann (nicht \Nahrend der Einslcllungl) ein

klames Thermometer in den Kolbenhals eingefohrt werden.

Ks tstnbrigenswegenderkleinenSubstammenge {\ em') darauf

so aehtssn; dass das Thermometer vorher nahera auf gleiche

Temperator, wie die FlOssigkeit, gebracht wird.

Die Handhabung des Apparates ist nun folgende': Zunächst

wird in die Rillen HR des fibonitstückes S* ein Metalldraht ein-
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gelegt, und durcli Verschiebung von .S die Lage des 4. Knoleos

hinter der Brücke H besiimmt. (Die EiDsteUangen können an

einer seitlich befestigten mm Scala abgelesen werden.) Dana
wird der mit Flüssigkeit besohickte Gondensator in die Killen

eingelegt, der Hals des Kolbens steht schräg nach oben und lehnt

sich gegen eine kleine Stütze 1*', welche aufdem EbonittstuckS be-

festigtist. Dnroh Versehiebung vonS erhältman jetzt die »Einstel-

long» / undkanndannan Handderdurch AiidiflttssiglLeiten herge-

stelltenCnrvesoforidieGonstanteederimGondensatorbefindlichen

PlüBsigkeit entneboien. Ftlr jeden Gondensator mnss man natür-

lich eine besondere Gunre herstellen. — Die Anlsoehnng des 4.

Knotens ist nbrigcns nur selten nothwendig, da bei fester Lage

der Brttcke falls der Apparat keine Stdsse erfaftlt^ derselbe

sehr constant seine Lage beibehlllt.

Wie schon oben hervorgehoben, ist die Einstellung / ftlr

einen bestimmten Gondensator beiPdllung mit einem bestimmten

£ nur constant, Calis die Periode, d. h. auch die WeUenlinge
der Schwingung, constant bleibt. Um dies controliren sn

ktfnnen, kann man von Zeit tuZeitdurch fiinsetsen einer lungeren

(4 m langen) Drahtleitung in die MessIngrOhrohen die Wellen-

lange messen, indem ein sweiter Metallbogel Uber den Drahten

verschoben wird. Bei fester Lage des ersten Bogels B lindert

sich aber diese Wellenlange monatelang nur sehr wenig; die fOr

ein bestimmte Wellenlange entworfene Tafel sur Bestimmung
von e kann man auch benulsen, wenn die Wellenltlnge etwas

abweichen sollte. Es muss dann nur eine Gorrection ange-

bracht werden, die im theoretischen Theil berechnet wird.

Bei einigjenPlassigkeiteo, s. B. Aethylalkohol, AmeisensMure,

bemerkt man, dass die VacuumrOhre schlecht oder gar nicht an-

spricht Es ist dies ein Zeichen dafOr, dass die elektrischen

I) Als Aichflüssigkeiten zwischen <len Werlhon 3 3 und SS (Wasser

bei 0*^ empfehlen sich Mischungen von Methylalkohol und Wasser. Die Ah-
8orplion der Wellen ist gerinir. Die Dielektricitalsconstante boreehnel sich

fast genau aus dem Procentgehalt nach der Mischungsrcgel (die von Thwikg
in der Ztsehr. f. pby8.CbeiD.14, p.t04, 4894 betcbrieboneo Uiurageliiittssig-

keiicn habe ich dorciiaai nicht beitätigt gefteoden).— Für kleiner« Wertke
der Üieleklricitätsconstanten sind Mischungen von Propionsöure mit Was-
ser geeignet. Ich werde demnächst die numerischen nesultale. auch die

empirisch gefundenen > Condensatorcurven « im Zusammenhange mil-

theflen.
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Schwingongen in der GondensatorflllssIgkeU absorbirt werden,

d. b. dass sieh ihre Energie dort (heiiweise in Wttrme omsetst;

sodass die Weilen am Gondensator mit Verlast reflectirt werden.

Diese Metbode ist sogar sebr empfindlieh , vm bei geeigneter

GapaeitSt des Condensators (ef. Üieoret. Tbeil) schon geringe

Alworptionen nachweisen sa ktfnnen. Die froher besprochene

Beiiehnng der anomalen Absorption mit der chemischen Con-

stitution habe ich in dieser Weise bequem bestätigt gt>fanden:

alle bisher vor mir untersuchten, die O-ff-Gruppe enthaltenden

Flllsaigkeiten (auch Methylali^ohol), abgesehen von Wasser,

schwSchen die Wellen. Es lohnte sich der Mflhe, su untersuchen,

m wtefem diese Methode als wirklich bei aUen SubstanMen ver^

toendharet Beagens auf die O-iMruppe oder vieUeidU auch auf
beitimmte andere Gruppen (NHi) sii verwerthen t>f. Wenn das

Absorptionsvermögen nicht sehr gross ist, so gelingt es meist,

durch Anwendung eines längeren (4 cm langen) gebogenen Bü-

gels B die Yacuiimrühre wieder zum Ansprechen su bringen,

da dann die Intensität der Wellen gesteigert wird 2). Es ist bei

Anwendung eines längeren Bügels aber die Knotenlage und die

Wellenlängenänderung zu messen. Wenn die Absorption sebr

bedeutend ist, so wird die Einstellung / schlechter. Was dann

durch / gemessen wird, soll die Theorie unten lehren. Dort

wird auch gezeigt werden, wie man das Absorptionsverniögen

der Flüssigkeit bestimmen kann. üi(! Leitfähigkeit wässriger

Losungen uiacht sit h natürlich in gleicher Weise bemerklich,

sie muss aber, wie schon oben gesagt ist, wegen der Kleinheit

der Wellenliinge }. verhyltnis.-^mässig hoch sein (cf. oben), sodass

z. B. Wasser, selbst wenn es der Wasserleitung entnommen ist,

als Nollkofnmener Isolator w irkt. Mit wachsfuder (loncenlralion

einer wUssrIgen Losung nimmt natdrlich zunächst die Absorp-

tion der Wellen zu, jetloch rauss dies eine Grenze erreichen,

denn eine sehr gut leitende Flüssigkeit wirkt wie eine metal-

lische Ueberbriickung der Dnihte DD, sie reflectirt also die Wel-

len wieder ohne Verlust. Es erhebt sich alsc» die theoretisch

interessante Frage, lifi nH-lchrr Lril/älin/ln'tl ein nui.vimalev Än-

iheil der iiehlnsclu'tt lliwriju' in Joule sehr W'üi ine unujesetzt u^inL

Die Theorie beantwortet diese Frage ohne Schwierigkeit und

0 Diese Berichte 1896.

i) Vgl. diese Berichte 4895, p. a8S.
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zeigt zugleich, wie der Umsatz der Energie nicht nur von der

Leitfähigkeit, sondern auch von der Gapaeität des Gondensators

UQd der Wellenliinge abhängt.

loh mtfohte schliesslich hervorbeben, dass die Metbode au(Ji

zur Messung der /JielehtricUättOWiimUe kleiner Mengm fuUr
Kürper bei sobDelien Schwingungen geeignet tu sein scheint,

was tor Untersuchung zahlreicher hrystalle VMI Wkbtigkeit ist,

auch besonders derjenigen, bei welckian aine geringe oberflach-

Hohe Leitfähigkeit die Anwendung laagaamer Weobaeliahleii

ausschliesst. Die Elektroden des Condensators mOssen sich za

dem Zwecke federnd an die, als dünne kleine Platte geachlifl'ene

feste Subatans anlegen, ihre Dielektricitätsconstante kaw dnrob
Vergleichung mit der von Aichflüssigkeiten gefunden weiden,
welche bei derselben Elektrodendiatani dea Condensators als

PlaaaigkeitaplaUen beobaohlel werden. Um aolche Fittaaigkeita-

platten heratelien su können , brauchen nur die Etektroden dea

Gondenaators mit isoUreoden Platten eines laolatora, i. B. Glaa,

umgeben m sein, die genau mit den Elektrodeniielüien einer

Ebene abgeacblillen aind. Heber dieae Anwendong der Methode
für feate Ktfrper habe ich aber bisher noch keiae Veravohe ge-

macht, wilhrend ich fttr PItiaaigkeiten die Bravebbarkaü erpüaU
bebe. Ausgedehnteres Zahlenmaterial hoffe ieh demnVohat ge-

ben au kennen.

Wenn ein Leeher^aohes Drahtsyatem (swei Paralleldrihte)

von einem Gondenaator begrenai ist, so werden einfallende elek-

trische Weilen an dem Gondensator mit einer Amplituden- und
Phaseninderung refleclirt, die aua der am Gondenaator atatw

findenden Gransbediagung su berechnen aind. Besoiofaaei man
die Gapaoftät dea {Uß Allgemeinen mit FltUsigkeit gefUllen;

Gondensatora nach elektromagnetiaohem Maaaae mit C, die Po-
tentialdifferens aeiner Belegungen mit — F,, femer mit w den
galvanischen Widerstand, welchen die Fttllflttasigkett dem
Stromdurchgange zwischen den Gondensatorelektroden bietet,

so iat die ^tromatürke, naoh elekiromagpietisehem Maasse im
Gondenaator:

Theorie.

(<)
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Ersleres Glied ist der Verschlel)UDgsstroin (nach Maxwell scber

Beseichnung) , letzleres der Leitungsstrom. Man kann nun V,

s=5— K, setzen, da bei symmetrischer Anordnung die Potentiale

in gegenüberliegenden Punkten des Drahtsystems entgegen-

gesetzt gleich sind. Ist femer e die elektrische Ladung der

LHngeneinheit eines Drahtes des Lecher sehen Systemes an einer

beliebigen Stelle desselben nach eiektrostaUscbem Maasse, so

(l

würe, falls das Drahlsyslem von Luft uini;t'beü ist, lg das
Ii

elektrostatisch gemessene Potential auf dem Drahte an jener

Stelle, falls die Paralleldrahte den gegenseitigen Abstand «{.und

die halbe Dicke R besitsen. Das elektromagnetisch gemessene

Potential F ist c= 3 • 10** om. seC* mal so gross. Daher ist

(2) l^^äclgy.c.

/wischen c und i besteht nun an jeder Stelle des Drahtsystems

die Beziehung
*J

:

falls I die Zeit, z die Axenricbtong der Faralleldrllhle beseichnet.

Die Gleichung (3) kann man auch auf das Ende des Drahtsystems,

an welchem der Gondensator liegt, anwenden; die Gleichung (2)

nXherungsweise ebenfalls. Jedenfalls ist V auch dort lu e pro-

d
portioiial, der Factor ist von 2 c ig ein wenig abweichend, es

komml aber auf eine genaue Kenntntss dieses Factors filr un-

seren Zweck nicht an. Am Ende des Drahtes ist das Potential

V identisch mft dem Potential \\ auf der einen Ck»ndensalor-

belegunj!, falls dieselbe durch ein sehr kurzes Drahtsttlck mit

den Paralleldrahten verbunden sind, was [vgl. big. 2 u. 3) der

Fall war. Ferner ist wenigstens sehr nttberungsweise di r Strom

im Gondensator derselbe, wie der Sirom am Ende der Paraliel-

drtthte. Eine t^eringe Diß'erenz besteht allerdings, weil die

Drähte am Knde auch ins Unendliche elektrische Energie hin-

ausstrahlen, und zwar um so mehr, je mehr relativen Abstand

die Condensatorbelegungen besitzen. Von diesem Strnblungs-

verlust wollen wir aber in der liecbnung absehen. — Daher er-

1) Vgl. KmcHHOFP, ges. Ahbandl. p. ISI, IS4. 48t. — Dkom, Phys. d»

Aoihers, p. 876.
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giebt nun die Anu ondunfi^ der (tieichnngen [\), (S), (3 , wenn
m.in (1; nach l diUereuzirl, als GrenzbedinguDg am Eude der

Drähte;

(4) 4c-lg^-^C_+ --|.

Es uiögen nun vom Erreger die Wellen:

= «-/(tt) cos — ~|

in das Drahlssslem gesandt werden. Dabei ist ). — cT die

Wellenlange der Schwingung. Man kann als den reellen

Theii einer C(>niplo\en (irüsse schreiben. Wir wollen e^. dieser

complexen Grösse selbst gleichsetzen und am Schluss der Hrch-

nung zu dem reellen Theil wieder übergehen. £s sei also

(5) ee= e"(T"T), u = -y^%n\^k ,

Am Gondensatory der bei j ss/^it liege, wird diese einfallende

Ladungswelle refleclirt sa:

(6) er-

wobei / \^Ller He/lexiorisfactor im Allgemeinen eint* coniplexe

Grösse ist ; diese erlaubt die Amplitude und die Phase der reflec-

lirten Welle zu berechnen. — Aus (3], (5) und (6) folgen die

Stromwellen:

Da nun in (4) zu setzen ist i= ty, »xs^fik^ so folgt durch

einfache Aecbnung;

(7)
• r-r**;-^,

Setzt man nun

so wird

(10) r=: — ^.e*y|».eMf»-f»)K^.
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Liegt nun bei ji s= 0 eine Metaiibrttcke B ober deo Pürallel-

drahten, so werden an ihr die \om Ciondensator reflectirten

Wellen e,. bezw. i\. wiederum reflectirt, und zwar sehr an-

genfthert>) einfach mit Umkehr des Voneichens. SVmmtliche

Bwisehen dem Ciondensator und der Brücke hin- und hergehen-

den Wellen nntersttttien sich nun in ihrer Wirkung , wenn
der Reflexionsfaetor r eine negative reelle Grosse ist') , d. b.

falls ist

wobei /. eine ganze Zahl (oder Null) ist. Diese Werlhc von fi l)e-

stimmen diejenigen Längen li 'A der Drahtieitunc:, von der Brücke

Ii i\h gerechnet, welche maximales Leuchten einer hinter Ii an-

gebrachten Vacuumröhre veranlassen, d. h. bei welchen He-

sonanz der Drahtleitung hinter H mit den Schwingungen vor B
besteht. Bei der eingangs beschriebenen Methode ist /. = 1 ge-

wählt. Die sogenannte »EinstelluDg« / des Apparates ist ge>

geben durch

Um nun / in berechnen , müssen in (8) und (9) die reellen nnd
imaginären Bestandtheile von einander getrennt werden. Seist

man

wobei u und f> reelle Grössen sind, so wird nach (Hl und 'i),

falls man für c*C schreibt C (die elektrostatisch gemessene Ca-

paoitat);

(12)

b

4) Wie weil diese Annäherung geht, habe ich in den Abhudl* d. k.

t»ttcbs. Ges. ii(1.23, iiiutli.-pliN s (II. 1S9G, p. 71 borecbnet.

5) Vgl. Abhaiidl d. k. »«ich^. Oes. 1. c. p. 76.
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(46) ***''V='-i~^iiiZ.-i'

Nach 1^1 und (15} ist also die »LinslcUuug« des Apparate^ ge-

gegeben durch:

Die EinstelluDg / liegt also, wie es auch die Versuche be-

siHtigen, stets zwischen 0 und [A, und zwar, wenn man zu-

nächst von der Grösse a, d. h. dem Kiniluss der Leilßibigkeit.

absieht, ist /= 0 für unendlich grosse CSapaciUity dagegen /= |>.

für f =s 0. Q bedeutet das Verbaltoiss der reflectirlen Ain-

]>1itude sar einfeHenden, wie man aus (10) ersiebt, falls mao

dort ß = 0 setzt. (Der dortige Füctor eVP' bedeutet keine wirk-

liche AmplitudenVerstärkung.) Für a = 0 ist ^« 1, d. h. die

einfallenden Wellen werden total reflectirt.

Wenn die Grttsse a nur einen geringen Betrag hat, d. b. der

Widerstand w sehr erheblich ist (die Dttmphingsconstante y ist

stets klein neben Stt), so hat w nur sehr wenig Etnfluss auf die

Kiostelluug /, da nach (lOj lg ijc ^ nur von a- abhängt. Da-

gegen ist der Binfluss des anf die AmpUCudcnsohwtfotaig ^

nadi Formel (1 4) bedeniender, da auch Ton der erste» Potew

des a abhüngt; q nimmt mit abnehmendem w ebenfalls ab. —
Ist dagegen w sehr klein, d. h. a sehr gross, so wird die Ein-

stellung / erheblioh dureh w modifioirt, indem sie sieh dem
Werthe Null nähert. Die refleotirte Amplitude nimmt wieder an

Betrag xu, um den Werth 4 zu erreiehen, falls to 0, d. h. a sr oo

wird. Letsteres Resultat ergiebt ja auöh ohne Weiteres die obeo

angestellte Ueberlegung, dass eine sehrgut leitende Gondensator-

flOssigkeit dem CSondensator einfach die Rolle einer metallischen

Brfloke suertheilt.

1. Betrachten wir jetzt zunächst den Fall w =: oo genauer,

d. A. nehmen wir zunächst an, der Condensator Hi mU einem fso'

lator oAne Leitfähif/heit erfiiUl, In (16) kann man dann a* neben

h* vernachlässigen, da ;
* stets neben i ;/* zu vernachlässigen ist

(hei meinem Erreger ist /* <^ 0,03). Die Formel (16) rereinfacbt

sich dann tu
/ ...

^47) colg2.i -T-= 6 ,
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Die in h auflretende (iajKicitHt C des Coudensalors setzt sich

nun additiv aus zwei fJliedtTn zusammen, von denen das eine

.mnahernd ftlr jeden speciell i;ewHhIten Condensator ronslant

ist, während das zweite proportional mit der Dielektricit^tscon-

»taoie 4 der FoUflttBsigkeil ist, d. h. es ist annähernd:

denn die gewählte Form der GondenMioren entoprichi Kweien

im Nebensohhiss liegenden Capacitäten, tmi denen die erste (A,)

die GepaoiUli derjenigen Stttoke der GondensatordrUlile ist^

welehe im äiueeren Laiiraiiiiie und in der Glaswiüdang des

KtfÜMiiene liegen, wihrend die tweite Gapaoitll {tk) die der im
imemanm des Kvlboliens liegenden Hetalllheile iet, die preper-

Uenal sur DielelitrieiUHsooafltante der FlIllflIlMigkeit lunimmt.

Die Gieiohnng (18} ist aller nur eine angenälierle, da dio

CapacÜStif^eiidweldierMetelltkeftedann streng propertional der

INelektrieitMeoonttanle b ihrer Umgebung ist, wenn sieb dieselbe

homogen in die Unendlichkeit erstreckt, oder allgemeiner stets

dann^wenn die Richtung der elektrischen Kraftlinien bei Yariirung

des i unverändert bleibt.

I.elzteres wtlrde nun auch lu'i dci- von uns gewählten Form
»ler Cuiidensalüren der Fall sein, falN die Innenflache der Glns-

Wiind desKölbcliens Uberall parallel den elektrischen Kraftlinien

des Condensators im ungefüllten Zustande verliefe. Sowie aber

diese Innenfläche von elektrischen Kraftlinien geschnitten wird,

$0 erfahren sie bei Füllung des Condeusators mit verschiedenem

< ganz verschiedene Knicke au der Innenwand, d. h. der Ver-

lanf der Kraftlinien wird im Allgemeinen mit € varüren, und
deshalb ist die Formel (18) nicht atreng richtig. Angenähert

wird sie allerdings gelten, da näherungsweise die Glaswand des

Kölbchens den elektrisohen Kraftlinien parallel verllluft, und
letstere anch vorzugsweise an den einander sugewandten Seiten

der Metellthetle des Condensators hafieo. . .

Wenn man die Formel (18) su Grande legte, so wttrde nach

(17) und (13) sein:

wobei d, und 6 die Faclorcn lg und . mit enthalten.

(18)

(19) ci)tg27ir-j-= 6= 8H lg

Digitized by Google



590

Wenn die Fortuel (19) slreng gttlUg warey so massle colg in

als Function von t- in eine Tafel eingezeichuel, eine Grade dar-

stellen. ThatsÜL'blich ist diese Linie nach den Versuchen be-

sonders bei grosseren e sehr annähernd eine Gerade, jedoch wird

sie bei kleinen t roit wachsendem f etwassleiler gegen die f-Axe.

li. b. mit wachsendem f nimmt das Verbültoiss d : etwas tu',.

Die Formel (49) würde ein sehr bequemes Mittel bieten, qd

i entweder mit einem bekanntem t' lo vergleichen, indem man

mit demselben Ck>ndensator bei Füllung mit Luft, Aichflttssigkei^

UntersuobungsflOssigkeit drei £insielluDgen macbl, oder om i

absoioi SU bestimmen durch Anwendung sweier verschiedener

Gondensatoren von gleichem d, aber verschiedenem d, inden

man vier Einstellungen maehti iwei bei Luftfdlluog, swei bei

Fallung mit c. Diese beiden Wege sind gans dieselben, wie sie

Nunst*) bei seiner Methode eiogcschlagen hat, es gelten aneh

hier dieselben von Niinst entwickelten Formeln, wenn man die

NnifST^sehen BlnstelluDgsgrdssen Sete. erselstdurch unsere

Kinstellungsgrtfssen ootg ^* Bei diesen Wegen istdieKenntr

niss der Grtfsse lg 4 uAtttrlieh nioht nothwendig, die Wellen-
ff

Ittnge l muss allerdings tiemessen w erden, um / : A zu kennen.

Ntthrung^weise kann man diesen Weg zur Messung voo (

also auch hier betreten, aber genaue Bestimmungen würden lu-

mal bei kleinen t dadurch nicht geliefert 3). Letstere sind viel-

mehr so zu erhalten, dass durch Anwendung einiger AichflUssig-

keiten, deren e (für dieselbe Wellenlänge ?,) man durch andere

Messung, s. B. die früher von mir beschriebene Methode, gean

i) Dass die Formel (19] nicht slreog güUig ist, liegt ausser au deiu au-

gcführlen Grunde auch daran, dass die BrUckeuverkürzuug der festM

Brücke B (vgl. AbbandU I. o. p. 7t) und die des GoadeaMton niebt streog

gleleh sein urerdea; letEtare wird sieb mit lunehmonder Cipaoltit der ton

der MetallbrUcke bervorgebracbten BrUckeaverkünaDg DSham.

S) W.Nbkhst, Ztschr. f. ph\s. Cbem. 14, p. 6tt,'lS94.

8) Derartipo Fehler sind bei der von Nern«? anfjewandlen Coudcn-

satorforni niciit zu befürchten, da bei ihr die Richtung der elektrischen

krufllinien durch Füllung mit verschiedenen e nicht verändert wini. —
Hiuc gleiche Form konnte hier nicht angcwaudl werden, weil die Capacitit

des GoDdeosators sebr klein sein muss.

'
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keoDt, coig 2/t ^ als tuuctiuii von t ermitlell wird. Das» diese

FuDetlon sehr nahe eine lineare ist, macht sie snr graphisefaen

oder reohneriachen Interpolation geeigneter, als wenn die Ab-
hüngigkeit der Einstellungen / selber von e ermittelt wird.

Für die Praxis ist es bequem, die fttr ein bestimmtes l er-

haltene Gurve des ootg 8>r i auchdirect verwenden saktfnnen,

wenn /. sieh eUvas geändert haben sollte, sagen wir in /, '1 -f- r •

wobei L so klein gegen 1 ist, dass 1.** zu vernachhissit^en ist.

Durch Uebergang des /.in '/.
\ -f- 1) gehe / über in / (1 -h x)-

Um die kleine Aenderun}<sgrüsse/ zu berechnen, ist die Nüherungs-

formel (4 9] wohl anwendbar. Sie liefert:

d. h.

(SO) +

sin j
)

Wenn also bei einer Beobachtung die WellenlUnge um il£

grosser ist, als die Normalwellenltfnge des Apparates, so ist von

derBinstellungdie nach der Formel (20] bestimmte Grifsse 1% ab-

sutiehen, um direct die ftlr die Normalwellenlflnge entworfene

Tafel snm Finden des e benutsen sn können. Wie wir gleich ab-

leiten werden, wählt man su den Beobachtungen l : X praktisch

zwischen den Grenzen 0,05 <C <I 0»^^* i^^r Gorreetionsfuctor

1 sin in

k k + 4.

0,05 0,40

0,07 0,13

0,09 o,ir)'

0,H 0,19

0,13 0,21

0,15 0,23

0,18 0,24
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Zur lieurlheHuiKj der Gcnauiffkeit der HcohacfUum/en kann

man die Naheningsformol '
\ 9) ebenfalls verwenden. Einer kleinen

Aenderung de von 6 eatepricbleDtoprichi eine kleine£iDSieUuog»-

änderang dl nach:

^^dl =s— de . ö sia* ätt f

oder da nach (i9}

eOlg ÄTT y — <),

SO ist:

(84)

* sin 4 ;r — sin* ^^j^
^

Auf der linken Seite dieserGleiehnng steht die proeentische

Unsieherheit von falls die Einstellungen um dl ansieher sind.

Die Besaitete sur Messung von « sind also am genauesten, wenn

sin 4^ y^ sin* y möglichst gross ist. Ware 6^ ver-

schwindend klein, so wttrde /: A— | die günstigste Beobachtung^-

bedingung sein. Da bei A = 72 cm der Einstellnngsfehler dl

(als Mittel mehrerer Beobachtungen) kleiner als 1 mm ist, so

würde für dl = < mm bei = 0 aus (24) folgen:

« kdnnte also bei 4 mm Einstellungfehler auf etwa 2^ genau

bestimmt werden.

Das Vorhandensein des Werthes bewirkt, dass der pro-

eentische Fehler far e grMer wird und dass die genauesten

Besaitete bei Einstellungen / erhalten werden, die etwas kleiner

als \X sind. J^, welches nach (19] proportional su der GapaeitSt

derjenigen DrahtstOcke des Gondensators ist, die in der Glas-

wand und im Aussenraume desselben liegen, ist (bei festem l)

für die verschiedenen angewandten Gondensatoren nicht sehr

verschieden, jedoch variirt es etwas mit dem absoluten Werth«

von c, indem aus dem oben p. 595 angefUhrten Grunde hei

grösserem e der Werth von kleiner wird. Mit Benzollttllang,

d. h. bei e=2,^G, ist für itss72cm(nllheruDgsweisej (),=0,25;
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bei WasserfUllung £ = 81 ist etwa c),^ = 0,1. Mit Zugrunde*

leguDg dieser beiden Werlbe ersiebt sich, falls (// = 1 mm und
/. 3 1% cm angenommen wird, foUende Unsicherheiten (U : s

fttr versohiedeiie Binsiellungsgebiete /:

l
(e klein)

de .- («gross)

3,1^
0,06 2,8 2,7

0,07 2,6

V,Uo e k

0,09 «,<

0,40 2,3 2,0

0,44'

0^4«

0,43

0,14

0,45

0,16

0,17

0,18

0,19

0,20

9,2

2,3

«,*

2,6

2,8

3,2

3,8

4,8

(>,9

12,8

(,»

«.»

2,0

2,0

«.<

?,3

2,5

2,8

3,4

1
t,3

Man erkennt ans dieser Tabelle, dass man den Spielraum

derEinstellungen / ziemlich weitwihlen kann, ohne an Genauig-

keit wesentlioh einsubtlflsen, dass dieser Spielraum aber fttr

gmase « etwas weiter ist, als fttr kleine.

Wenn die WeüenUinge k der Schwingungen grttsaer ge-

wählt wird, ae llstt sich dadureh die Genauigkeit etwas steigern.

äl:k befailt iwar, wie ieh mich durch Versuche ttberseugt

habe, etwa denselben Werth, jedeeh ist nach (19) umgekehrt

perportienal sn iL Man erkennt aber sugleich, dass der Gewinn
aa Genauigkeit durch Steigerung von l nicht erheblich ist.

l>enn wühlt man k 2^ mal so gross, d. h. it« 2-^*72s 480 cm,

so wttrde d« vom Werthe 0,25 auf 0,4 sinken, d. h. man wttrde

mit den grossen Wellen bei kleinem e dieselbe Genauigkeit er-

reichen , wie mit den 72 cm Wellen bei grossem e; wie aber

die vorige Tebelle lehrt, ist dieser Unterschied, abgesehen bei

groeaem Werthe des /, nicht bedeutend, sodass dieser Toriheil

nidit die Unbequemlichkeit, welche der Meaaung längerer

Wellen anhaftet, aufwiegt.



An der Hand obiger Tabelle können wir jetii die Frage be-

antworten, mit wieviel verschicdeiienCondensnforen man innerhaib

guter Genauigkeit sämmUiche vorkommmuiefi Dieleleklricitiitscon-

sfanten bestimmen kann. Wählt man naeh obiger Tabelle fttr

kleine e die'Grensen

:

0,055 <^ < 0,455,

Ittr grossere e die Grenien:

0,055 <y< 0,483 ,

und setat man für c die Grenien 2 (Petroleum) und 87 <kaltes

Wasser) fest, so lisst sich mit einem Gondensator, dessen

= 0,25; d>B 0,84 5 beträgt, von €= 8 bis s» 4 4 ,7 messen. Hit

einem Gondensator, dessen d,= 0,90 ; d= 0,03 beträgt, lässt

sieh von e 4 4,7 bis € 85,5 messen. Bei geeigneter Wahl

kann man daher mit ilütfe zweier Condensatoren sämmüiche vor'

kommenden DielektridUUsconstanien e bestimmen^ wobei ein Ein-

stellnngsfehler von 4 mm bei it= 72 cm höchstens Fehler

in e bedingt. Durch Häufung sahlreicher Beobachtungen lisst

sich mindestens ^ mm Einstellungsgenauigkeit erreichen, die

LeietungsfUhigkeit derMeUtode kann also (bei nicht absorbirenden

Substansen) wenigstene auf ^ \ % getiiiben werden.

Knüpfen wir nun noch einige Bemerkungen an den Ae-

ßexionsfaclor ^ der Amplitude, Die Formeln (43) und (44) er-

geben das merkwürdige Resultat, dass für ti;s oo, da dana

die Grosse a< 0 ist, ^^ 4 wird. Wenn auch bei den in praxi

vorkommenden Werthen der seitlichen Dämpfung y der Ueber-

sdiuss des q Uber 4 immer nur sehr gering ist , so ist es doch

widersinnig, dass die reflectirte Walle stärker sein sollte, als die

einfallende. Es ist aber tu berflcksichtigen, dass wegen der Ver-

nachlässigung des Strahlungsverlustes (cf. oben pag. 594) nach

unseren Rechnungen die reflectirte Amplitude zu gross ausfallen

muss, und zwar um so mehr, je kleiner die Gapacität C ist.

FOr sehr grosses C nähert sich auch q* nach (44) für jeden

Werth von y dem Betrage 1 . — Bei diesen angenäherten Betrach-

tungen kann man also dieser theoretischen Amplituden vergrösse-

rung hei der Reflexion am Gondensator ivein Gewicht beilegen.

Um der Wahrheit näher zu kommen, werden wir jetit einfach
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das mit / proportionale Glied für a in (13) fortlassen, so dass
wir haben:

il w
Dann wird fllr ti;s oo stets q^ I naeh (1 4). Bei der Kleinheil

von y werden auch bei endlichem w die Besaitete durch Um-
Sndemngder ersten derFonneln(43) in die Formel (88) nur sehr

wenig beeinflnsst.

n. Wir unMen jetzt ann^mm, dass der Condensalor mü
siner Substanx von ßndUchsr IjsüfQhighcU erfüllt sei^ d. h. wir
wollen w endlich annehmen. Das Hauptinteresse knüpft sieb

snnSchst an die Formel (H), aus der sich ergiebt, dass durch

endliche Leitfähigkeit allemal eine AmplitudenscÄtt'öcAuwr/ bei

Her Reflexion eintritt. Zur näheren Untersuchung ihres Betrages

kann man zwei Fragen stellen

:

\) Wenn die Dielektricitätsconstantc h der FallflUssigkeit

einen festen Werth hat, dagegen ihre Leitfähigkeit beliebig va-

riirt werden kann, bei welchem Betrage der letzteren ist die Am-
plitudenschwächung ein Maximum, und wie gross ist dieselbe?

S) Wenn Dielektricitätsconstanle und Leitfähigkeit der

Flüssigkeit gegeben sind, wie hängt dann die Amplitudenschwä-

chnng vom Betrage der Gapacitttt, oder der Einstellung / ab?
1. Die Beantwortung der ersten Frage, auf die zunächst

eingegangen werden soll, kann zur Beurtheiiung des Ansprechens
der Vacanmröhre bei der beschriebenen Anordnung dienen,

falls man einen bestimmten Condensator wählt, der mit wflss-

rigen Losungen verschiedener Goncentration beschickt wird.

Bei welcher LeitCtthigkeit spricht die VacuumrOhre am schlech-

testen an?
Da in diesem Falle nach (13) 6 constant ist, so muss man

in (U) nach der variabelen Grosse o differensiren und
dp^ s= 0 setien. Diese Operation liefert als Bedingung des Mini-

mums Ton

(83) a' SS I + 6 » pIi.= .-

VI +6« + l

Wie man hieraus erkennt, ist die maximale Amplitudenschwfl-

chung um so bedeutender, je kleiner 6, d. h. die Gapacitat des

ftth.-phjf. OfauM. IflM. 39
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Gondensatora ist — Man kann das Resultat in eine bequeme

und anschauliclie Form bringen , wenn man die Einstellnng t

emltlhrt, welche der Gondensator bei FOUung mit reinem Wasser

d. h. bei a= 0, herbeiführt Da nach ,17) ist:

COtgS.Ty =6,

so folgt aus (23):

(23') a= e^-^i^^U-t)-
sin«/r4.

^

Aus (f 6] folgt, dass die Einstellung l bei diesem nngOnstigsten

Werthe o die Hälfte von /' beträgt.

Um die Leitfähigkeit a (nach absolutem elektromagnetischem

Maasse definirt) der Flüssigkeit einzufahren , ist zu berttcksicb-

tigen, dass der galvanische Widerstand, den der elektrische

Strom beim Uebergang swischen swei Elektroden in einer Fllls-

sigkeit erfährt, in einem gewissen, nur von derNatur der FlQssig-

keit abhängendem Yerhaltniss sn der Gapacitüt der Elektroden

in der Fltlssigkeit steht, falls die Richtung der elektrischen Kraft'

linien und die der Strömungslinien Oberaü zusammenfallen. Leti-

teres ist der Fall, wenn die, die Elektroden umspulende Fltlssig-

keit unbegrenzt wäre oder falls wenigstens ihre (nicht an die

Elektroden stossenden) Grenzen ttberall elektrischen Kraftlinien

parallel wKren. Näherungsweise ist das nun bei den von uns

angewandten Gondensatoren der Fall, da ja (cf. oben pag. 13)

grade bei dieser Voraussetiung die Formeln (4 8), (1 9) bestehen,

und diese nach den Versuchen wenigstens sehr annähernd gel-

ten. Wir können also for den Innenraum der Gondensatofeo

voraussetsen, dass Kraftlinien und Stromlinien zusammenfallen.

Wenn wir nun eine unendlich dttnneKraftrOhre oder Strom-

rtfhre ins Auge fassen, welche von einer Stelle der Elektrode I

ausgeht und an einer Stelle der Elektrode 8 endet, so ist ihr

galvanischer Widerstand

, i fds
a ,1 q

'

falls ^'s- f'in I-ingselemenl der Röhre, 7 ihren Querschnitt an

ln'li»'l)iL;t r StrI h> l)edeiitt't. Klx nso kann man den dielektrischen

Widersland der kraftröhre einfahren*) durch

1} Vgl. P. Drcdc, Wied. Ann. 67, p.StS, 1896.
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Sämmllicbe Kraft-, besw. Stromrtfhren sind nun parallel ge-

schaltet, und ihr Gesammtwiderstand w besw. \o folgt aus:

w ^ w' ^ rds
J q

Da nun*) die Gapadtat iweier Elektroden gleich dem reoiproken

dielektrischen Gesamnitwiderstande dividirt durch in* ist und
wir nach (1 8) mit tk die Gapacitttt der in den Innenraum des

Ck>nden8ator8 ragenden Metalltheile beseichnet haben, so ist

4/1 tu
'

und

(«*) ,7
-*««'*•')

Nach (13j ist also

asss8/T lg ^ A*. %cü .

n

Üa wir nun nach (19) 8.t Ig ^ • ^ mit abgekttrst bezeichnet

haben, so folgt

^^^^
h = + f (K

Nach (t'i) ist also die Amplitudenschwachung durch Um-
setzung in Joule'sche Wärme) am bedeutendsten, falls ist:

oder nach (:23'):

(26)
i^^ =

j. j,
COS 2 /I ^- — sin i /t

4) P. l)KLi.r, I. c. p. i±l.

t) Dioso llezit'liiini; ist z. B. all dem Beispiele einci« PiiiUeiHoiuU'i)-

balors sofort zu veriticiren.

39*
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die ungünstigste Leitfähigkeit hängt also von V, d. h, der Coiutoi-

saUiTcapaciUU ab,

Wabli man einen Gondensalor, dessen Einstellung /' mit

reinem Wasser \X betrügt [nahesu grösste Genauigkeit, cf. oben

png. 599), so ist die ungOnstigste Leitfähigkeit nach (26]:

ca/. Vä"

d. h. beiil = 78 cm, e = 81 , = 0,4

:

<j= 0,294.40-'« ; &= 276.10-»

.

K bedeutet das Leitvermögen besogen auf Qneeksilber. Nimmt
man das Leitvermögen des gewöhnlichen destfllirten Wafters sn

AT= 7.10^** an, so wttrde also eine wllssrige Lösung von 4000-

mal höherer Leitnihigkeit am meisten die elektrische Energie der

72 cm langen Wellen in Joule'sche Warme verwandeln, d. h.

besser oder sohlechter leitende Losungen würden die Wellen

besser reflectiren.

Fttr diesen Werth des t wttrde die maximale Amplituden-

schwSchung so bedeutend sein, dass eine Einstellung des Gondea-

sators am Apparat gar nicht mehr möglich wttre. Denn nach

(83') ist fOr r = |A:

Will man bei jeder Leitfllhigkeit Einstellungen des Gonden-

sators ermöglichen, so muss man dessen Gapacitat grosser wableo,

d. h. r kleiner. Es muss s. B., falls = 0,8 sein soll, welcher

Werth etwa die Greoze guter EinstellungsHlhigkeit am Apparat

cuLspriübt, = 0,035 seiu. Durch verkleiuerles t uiuiuilnacb

(26} die ungOnstigste Leitfilhigkeit ab. Fflr den kleinsten mög-

lichen Werth, r = 0, folgt aus (26)

K= I7Ö.10-*.

2. Zur Beantwortung der zweiten Prage^ die oben pag. 604

aufgeworfen wurde, wollen wir sur Abkttrsung die schon vo^

hin auftretende Grosse *)

1) In den Abhandlungen d. k. sSebs. Ges. Bd. SS, p. 4 OS ist dieselbe Ab-

kürsuog gebraucht.
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(27] -^= .

setieo. Nach (25] ist dann

(«8) a= 2s(6-^J.

Seist maD diesen Worth in ^ti) ein, so erhalt man durch

Biflferentiation des nach 6, dass ein MiDimam erreicht,

falls ist:

(29) 6« + 4 ««(Ä- a,)'= < + «^o«'

,

d. h. falls nach (lOj isl:

(30) Hs*4=^;'
und zwar isl dann

Die Resultate werden besonders einfach, wenn man den

meist kleinen Betrag vernachlässigt. Ks wird dann

(28') a= 2s6.

Die stärkste Schwächung tritt ein fOr

(29') 6«(4+4s') = <,

d. h.

(30') tg47r|=oo, l^il,

und «war ist

i^*) ^-«r4:2;6-vr+i.^T2.'
Für beliebiges ^, d. h. /, ergeben die Formeln (14) und (16),

faUs 9 so klein ist^ dass man is* neben \ vernachlässigen kann:

(32j ^=*^ — 2ssin4iTj-

FUr die genauesten Einstellungen /, die nach pag. 599 in der

Nahe von / = ^z. liegen, folgt nach (32):

(32') ^ = 4 — 2* .

Da man schon siemlich geringe Unterschiede von q gegen 4

am Apparat erkennen kann (x. B. sicher a r 0,95), so kann
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man verhaUnissmassig geringe Werlhe von s erkennen (i. B.

s ^ 0,025).

Hat s bedeutendere Betrage^ so erhält man gute Einstellungen

des Apparates nur für kleine ') Werthe /, d. h. grosse Werlhe 6,

da sonst nach Formel (14) q zu klein wird. Man kann dann in

f \ 4)und(1 6) 1 neben vernachlässigen, ebenso dieNüherun.^s-

formel '28') anwenden, da in f28 klein neben dem grossen

b ist. Es ergiebt sich daher aus (16):

(33) i/f^ =
und aus (1 4]:

Ist s»Sjc-^ klein gegen 4, so folgt

(34') x.Siri-

.

Die Beobachtungen besUftigen diese ibeoretischeD Schlösse

insofern, als die Gapacitäten der Gondensatoren um so grosser,

die Einstellongen l um so kleiner su wählen sind, falls man gutes

Ansprechen der VacttumrOhre erzielen will, je bllher die Leit-

fähigkeit der Flüssigkeit ist. So ergab eine concentrirte wSssrige

Kupfersnlfatltfsung der Leitfähigkeit ^=39.40'^ d. h. üss

44,5. 40'**, kein Ansprechen bei / = S cm, A = 78 cm, aber

schon schwaches Ansprechen bei i s 4 cm, und gutes bei

/ =
J
cm. Da für A = 72 cm s nach (27) folgt zu « = 4,1 so

ist bei /» 4 cm: 8;ry s s 0,38, d. h. nach (34) q ss 0,67. For

/ = 2 cm folgt
ii
=^ 0,37 ; für / ^ l cm o ^ 0,82.

Alle diese Absorplioiist rscheimiiigeii hängen, gerade wie

bei der früher beschriebenen Methode zur Messung des elek-

4} Werthe von 1, die nahexu sind, d. h. sehr kleine Werthe voa «f»

ergeben ebenfalls geringe Ampliladenschwichong. Zar Untersochnng der

Nator der PlOssigIceit ist dies aber weniger su empfehlen.
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Irischen Brechungscxponoiiteii , mir von der Grösse s ab').

Bei Verkleinerung der Welloiilange um Hie Iliilfte niuss daher

die Leitfähigkeit bei gleichem e doppeil so|jrossseiD| um gleiche

Absorption hervorzurufen.

Was die Einstellungen / anbelangt, so zeigt die Formel (16),

dass durch erhebiiche.Werthe von .s die Werlhe/ kleiner werden.

Das Resultat ist aus (16) sofort abzulest n, wenn man fdr a den

Werth nacb[:28j oder dea Mahrungswerlh(i8')eiD8eUt. Letzlerer

liefert:

(35) lg4/ry =

Es erhebt sich nun die Frage, wie man aus der Einstellung

l auf die Constnnten e und o der Condensatorßüssifjkeit schliessen

kann. Da ollenbarzwei, von einanderunabhüngigeBeobachtungen

gemacht werden nULssen, so kann man in folgender Weise ver-

fahren: Bei Anwendung eines Condensators ((5^, , ö^) erhalle

man die Einstellung /,, der die (ausderexperimt ntell ermittelten

Curve entnommene; Dieleklricilätsconstantof, entsprechen möge,

falls die Condensatorflüssigkeit ein vollkonimener Isolator wäre.

Man hat dann nach [16), (^5) und (35):

Bei Anwendung eines zweiten Gondensators anderer Capacitiil

((5,,, (5^1 finde man die Einstellung der die Dielektricitttiscon-

stante eines vollkommenen Isolators entspreche.

4 ) Dass diese Grösse s eine entscheidende Kolie spielt bei allen Fragen,

in denen es sich handelt um den Einfluss der Leitfähigkeit auf Messungen,

weiehe die dieleictrisohen Bigenscbafteo der Sobstans anchliessen wollen,

ist direcl aus den Differeatialgleiobnogen des elektromagnetischen Feldes

im Innern der Substanz zu entnehmen. Vgl. die Physik des Aothers vom
Verf. p. 549. Man kann snprn. Hnss die I.eilfiihipikeil aikuTial die Genauig-

keit derartiger Messungen zerstört, falls die Grosse s den Werth 4 wesent-

lich überschreitet So ist z. B. bei Messungen mit Rbumkorff-Schwingungen
und Telephon 46000 als obere Grense der SchwIngongssabI anzunebnien.

In (S7) wird für s = 81 und X ~ c : 16000, f « 4 bei JTa 4,4 .
40-*^

Diese Leitfähigkeit entspricht etwa gut destillirtem Wasser. Wössrige

Lo-ungcn von höherer Leitfähigkeit, als A' = U . 1 0 " (s = 1 0) wird

mun jedenfalls nach dieser Methode nicht mehr genau untersuchen

können. Diese Zahl entspricht der von Hstdwbilbr (Wied. Ann. 57, p. 698,

4896) auf aodereni Woge berechneten Orenxe.
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Dann ist, analog wie io (36):

2 + ^ c)-,;

(4+ 4i«)—

4

Aus (36) und 37) ergiebt sich, dass der Einfloss von 5, d. h. der

Leitfilhigkeit, dann bemerklich ist» wenn verschieden gefunden

wird von e^. Beide Goostanten a und s können aas (36) und (37;

berechnet werden.

Um diese Berechnung bequem zu gestaiteUi wollen wir die

swei möglichen Fälle gesondert betrachten:

4) Leitfähigkeil gross, d. h. 4«* gross neben 4. Da man ein

Ansprechen der VaciiumrOhre in diesem Falle nur bei kleinen

Werthen /, und /, erzielen kann, wtM'l sonst die Amplituden-

schwächung zu stark, d. h. q zu klein ist, so kann man in (36)

und(37:i \ neben (d,-\-e^dj\ f<Jo-fe,d,)«und(do4-« ^,)*(4-h*

A

(^0 + i <),)* (4 + 4 s*) vernachlässigen und erhält dann aus (36)

und (37):

4 ^ 4

<5.-<-^i^.~(<J.-4-«d,)(4-|.4s*)'

4 ^ 4

Da nun ferner zumal beigrosserGesamiiitcapnciiyt, einkleiner

Bruch ist (0,1), so kann man es gegen das bedeutende etc.

vernachlässigen und erhält daher:

(38) a,sa,z=e(4+4<*).

Bei sehr grosser Leitfidiigkeit, d. h. bedeutendem f, werden dar

her die beiden äquivalenten c, und a, einander gleich, man
kann a nnd a nicht gesondert bestimsien, sondern eiiudi nur die

Gonbination e (4 + 45*). üm a sn ermitteln, muss man daher

8 kennen.

Fttr sehr, grosse Werthe der LeitDlhigkeit knUpfit oian die

Berechnung am besten direct an die Formel (4 6) an, welche bei

grosser Leitfähigkeit flbergeht in:

(85') 4;rj-^*=A+4..

Man kann nach dieserFormel, wennman /und9 beobachtet)

wenigstens die Grifsseoordnung der Dielektricititsoonstante

taxiren. Z. B. ist bei SOß( Sohwefelsiure eo» 3,3. Da femer
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Condensatoren mit (5= 0,01 und d,, = 0,2 wohl construirhiir

sind (z. B. der in Figur 2 auf pag. 5S7 abgebildete Condensator

besitzt ungefähr diese Werthe,, so folgt aus (35i für diesen Fall

bei ;i = 72 cm: / = 1 mm für 6 = 0. / = 6 mm für t = 100.

Die Formel (I i ergiebt zugleich einen nicht allzukleinen Werth
von ^, sodass rohe Einstellungen noch möglich sein niüsslen.

Ich hoffe später über derartige Versuche zur Taxirung der

DieiectriciUtskoDSiaote unorganischer Säuren berichten su

können.

2) Leitfohigkeit klein, is* klein ersterOrdnung neben 1, so-

dass (4 s*)* neben I in vernachllissigen ist. Dann ist auch 9^ und

«I wenig von einander und von e verschieden, man kann setsen

(39) £, = £4(1 +fc), 4 = ^(1 -yi = f,(^ —if — 'C),

wobei die Quadrate von
(f

und L' gegen 4 zu vernachlässigen

sind. Aus (36) und (37) folgt dann, da nach (47) uHherungs-

weise ist:

cotg ä^r = (J^ -|- t , colg 2;f = 4- «
)

und nllhemngaweise auch d, gegen cotg Stt ^-besw. cotg S/r

zu vernachlässigen ist, weil nur kleine Werlhe gutes

Functioniren des Apparates erlauben

:

5

j^^j
cos* ä/r ^ — cos* %7t ^

9 SS 4s* cos* *

Hiernach sind also aus bekanntem *^ die beiden Unbekannten

4s* und ffj d. h. auch e und a su berechnen. Die Bestimmung
von 4 s* wird aber nur ungenau, da wegen der Störung durch

die Absorption auch ? nur ungenau zu ermitteln ist

III. Der Ccndenstüor sei mit einer anomal absorbirenden

Flüssigkeit erfüllt. Handle Flttssigkelten, s. B. die Alkohole und
Fettsfloren, besitien für elektrische Wellen der hier betrach-

teten Lflnge anomale Absorption, d. h. eine solche, wie sie nicht

ans der elektrischen LeitfUbigkeit derselben folgt. Letstere ist

vielmehr wegen ihres geringen Betrages hier gans su vernaoh-
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lassigen. Diese »anomalen« Flüssigkeiten besitzen hinsichtlich

ihrer elektrischen Natur far jede Schwingung bestimmter Periode

zwei charakteristische CiODStanteiii als welche man ihren elek-

trischen Brechungsexponenten n und Absorptionsindex ^) x wäh-

len kann. Ks fragt sich, in welcher Weise die an einem Gonden-

siilor, der mit »anomaler« Flüssigkeit gefüllt ist, beobachtbaren

Erscheinungen von den Gonstanten n and x der FlOssigkeit ab-

hängen.

Für Yertfndeningen bestimmter leitUober Periode (ohne

Dämpfung) können die Eigenschaften des elektrischen Feldes ia

jedem Medium durch die Differentialgleichung charakleristrt

werden:

(f-in ^Sl „ ö«g 5»g 5»g

worin der reelle Theil der im Allgemeinen complexen Grosse %
die elektrische Kraft bedeutet, c die Lichtgeschwindigkeit im

Yacuum, t die imaginüre Einheit und f und f iwei positive

Werthe sind, die im Allgemeinen von der betrachteten Sehwin-

gungsperiode 7* abhängen können.

Far »normalec Substanzen der DielektriciUitaconstante e

und Leitfähigkeit a ist

Der Brecbungsexponent n und Absorptionsindez x einer belie-

bigen durch f und f definirten Substans bestimmt sich aus den

Gleichungen:

Wir könnte daher inunsre früheren Betrachtungen und Formeln

sofort die (konstanten ;{ und x einer beliebigen, auch anomalen,

Substanz einfuhren, wenn wir darin setzen^}:

(44) e = ««(4— X»), <rc*r^fi«x.

4) Betreffs der De6iiltlon dieser Grossen vgl. Abhandlaogen d. k.

sticbs. Ges. d. Wiss. mattu-phys. a. Bd. B$t p. ISS, I8S6.

9) Wie anfanp bervorgehobeo ist, gcIteD diese Pomielo nur für pe-

riodische Feldünderungen ohne wesentliche [)ampfung. Strenuerc Fi rmeln

sind in den Abhondl. d. k. siichs. Ges. 28, p.UO (Formeln <09 aufge-

stolU. Dort ist auch gezeigt, dass mau in deo praktischen Fällen auf die

DSnpfbog keine Rücksicht tu nehmen braucht.
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Dn cT= X (Wellenlänge der Schwingung in Luft) ist, so folgt mit

Rocksiebt auf (27)

:

Die frohere Formel [31'] fUr die grOsste AmplitudenschwU-
chung wird so:

Sie ist .'ilso ein Maximum für x — i, dann refleclirt der Gonden-
sator überhaupt die elektrische Welle nicht mehr.

Die frtibere Formel (32) die für kleine Absorptionsbetrüge

gilt, wird:

(44) ^ = 1 ~8x8in4fri,

die Formel (3i), die fOr grossere Werke von x gilt, welche nicht

klein gegen 4 sind, wird

:

(45) 1.
4 — x« + 8?rxj

Aus (38) folgt) dass bei bedentendero x die FlOssigkeit hinsieht^

lieh der Einstellung / des Gondensators so wirkt, wie ein guter

Isolator der Dielektricittttsconstante:

(46) ,= „*(<+,,»)j£t^;

und schliesslich folgt ans (40) eine experimentelle Bestimmung

von n und x gesondert, falls man die Einstellungen mit zwei

verschiedenen CSondensatoren vornimmt, x* muss dabei klein

4. Ordnung gegen 4 sein. In (40) ist dann einfach durch

tu ersetsen, und mit Berücksichtigung von (44) und (39) wird:

(47) n«=:c.j^1 +x»|4 — 4cos«87r ^jj-

Eine genauere Bestimmung des x erhiilt man, falls man diejenige

wüssrige Losung eines Elektrolyten aufsucht, welche in irgend

einem Condensator gleiche Amplitudenschwingung hervorruft,

wie die zu untersuchende anomale FlOssigkeit In einem belie-
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bigen anderen oder gleichen Ck>nden8ator. Es sind wiederam

die Ffllle xu unterscheiden

:

\] X gross. Die Eiaslelluogen / mUsseD klein sein, damit

die Yacuumröhre überhaapt anspricht. Es ist dann näherongs-

weise fttr die wtfsarige Ulsung iEiosteliong /«) nach (34'):

fUr die anomule FiUsbigkeit (Einstellung
/
J

:

Bei Gleichheit von ^, nod folgt:

Berechnet man also das 5 der Losuna aus ihrer Leitfähigkeit a.

so ist aus 16) und (48) « und /. der anomalen Flüssigkeit zu er-

halten. Das X der anomalen Flüssigkeit ist nur dann dem Ab-

sorptionsindex der wUssrigen Lösung gleich, falls = ist.

Zweckmässig sind die Conden^atoren so zu wählen, dass nicbl

sehr verschieden von /, ist.

/. Llein. Kann man x* neben 1 vernachlässigen, so wirkt

die anomale Flüssigkeit hinsichtlich der Einstellung / des Coa-

densators wie ein guter Isolator der Dielektricitätsconstante

(49) e » .

Die Formeln (32) und [44} Hefern:

8in 4;r-j

(50) x»i ^,
sin 47r^

falls 5 der aus i7) folgende Werth für eine wässrige Lösung ist,

die gleiches Ansprechen der Vacuumrohre hervorruft, wie die

anomale Flüssigkeil
; /, und /, bedeuten die Einstellungen an den

mit Lösung bezw. Flüssigkeit gefüllten Condensatoren. Dieselben

können von einander verschieden gewählt werden, aber es ist

zweckmässig, dass sowohl /, als /, in der Nahe von J A liegt, da

nach (3:? berw. ;44) dann der stärkste Einfluss von s beiw. x

auf die Starke q der reflectirten Amplitude, d. h. auch anf das

Ansprechen der Vacuuiaröhre. ausgeübt wird.

Leipiig, December 4896.
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H. Ambronn, a.o. M. : Ucher Pleochroismus pfhoizlicher und

Üüerisdier tasern^ die mit Silber- und Goldsalzen gefärbt sind.

I.

In einigen fröheren Mittheilungen') hal>e ich bereits darauf

aufmerksam gemacht, dass man durch gewisse Farbunt;en in

optisch anisotropen Substanzen des Pflanzen- und Thicrkorpers

einen starken Pleochroismus hervorrufen kann. Ich halle dabei

die Vermuthunji ausgesprochen, dass die Ursache dieser Er-

scheinung in der Einlagerung des Farbstoffes in kryslallinischer

Form zu suchen sei. Die Kryslalle der zu den Fürbungen be-

nutzten Stoffe zeigten Sclmnitb'ch einen ganz ahnlichen Pleo-

chroismus, wie die in ihren Lösungen gefUrbten Fasern. Eine

durch die anisotropen Eigenschaften dieser Fasern hervorgerufene

gleichsinnige Orientirung eingelagerter Krystalltheilchen würde
also auch ungeführ dieselben oplischen Wirkungen hervorbriogeo

ktfonen, wie die Kryslalle der Farbstoffe selbst.

Wurden dagegen die Färbungen mit Stoffen ausgeführt, die

in festem Zustande entweder überhaupt nicht krystallinisch

waren oder deren Kryslalle keinen Pleochroismus besassen, so

liess sich auch in den damit gefärbten Fasern keine Verschieden-

heit der Absorption in verschiedenen Richtungen erkennen.

Die Resultate einiger Versuche, die ich später niistellle,

waren sehr geeignet, die in den erwähnten Miltheilungen aus-

gesprochene Vcrmulhung zu bestätigen. Es lag nahe, die in der

Histologie so vielfach benutzte Einlagerung von Silber hinsicht-

lich ihres optischen Verhaltens zu prüfen. Das Silber krystalli-

sirt im regulären System und ein Dimorphismus ist nicht be-

kannt, also konnte man annehmen, dass auch bei Einlagerung

dieses Metalles in krystailinisober Form kein Pleocliroismus auf-

4) WiioB«. Annalen Bd. 84, 1888. S. 840; Arcb. f. d. ges. Phys.

Bd. 44, 1889. S. 801; Ber. d. Deutschen Bot Ges, Bd. 6, 1888. S. 9t6, und

Bd. 7, 4889. 8. 198.
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treten würde. Diese Erwartung wurde bei den damaligen Ver-

suchen in der Thal bestätigt, die versilberten Fasern zeigten

keine Spur von Pleuchroismus. Das dabei angew andte Verfahren

war folgendes: es wurden I.einen- oder Bauniwollenfasern oder

auch Schnitte aus Conifereuholz einige Zeit in eine Lösung von

Silbernitrat gelegt, dann in destillirtem Wasser genügend ab-

gespült und in eine Chlornatriumlösung gebracht. Nach noch-

maligem Auswaschen wurden dann die Objecte belichtet. Diese

Methode war deshalb gewählt w orden, weil das hierbei in den

Membranen gebildete Chlorsilber bei intensiver Beleiichlung

ziemlich rasch geschwärzt wird. Die so erhaltenen Pnijiarale

zeigten eine gleichmässige, dunkel blaiigraue Färbung der Mem-
branen, aber nicht den geringsten Pleoehroisnius.

Neuerdings habe ich nun diese V^ersuchc aus anderen

Gründen wiederholt, dabei aber die Bildung von Chlorsilber ver-

mieden, also die Belichtung direct nach der Behandlung mit

Silbernitrat einwirken lassen. Unter diesen Umständen tritt

bekanntlich ebenfalls eine Schwärzung der Fasern ein, aber es

dauert viel länger, etwa 24 Stunden und darüber, ehe die Fär-

buni^ in genügender Weise stattgefunden hat. Die auf diese

Weise behandelten Präparate zeigen nun ein canz anderes op-

tisches Verhalten. Schon bei makroskopischer Betrachtung niil

einem Nicol sehen Prisma oder mit einer dichroskopischen Lupe

kann man erkennen, dass jetzt ein starker Pleochroismus vor-

handen ist. Bei Beobachtung im Mikroskop unter Anwendung
gewöhnlichen l ichtes ergieblsich, dass die einzelnen Membranen

in sehr verschiedener Weise pefärbl sind; die einen haben blau-

grüne, die anderen röthlichviolelte ndor anoh braunrothe Fär-

bungen angenommen. Nach Einschallimc des Polarisators

und Drehung des Präparates über diesem zeigen sich sehr be-

deutende Farben- und Intensitätsunterschiede bei den ver-

schiedenen Lagen der Fasern zur PoiarisaUonsebene des ein-

fallenden Lichtes.

Ist die längere Achse der Elasticitätsellipse in den Fasern

parallel lur Polarisationsebene, so erscheinen fast sämroilicbe

Membranen gsDS hellgelb oder hellgrün lieb; werden dagegen

beide Riebtungen rechtwinklig gekreuzt, so zeigen jetzt die ein-

zelnen Membranen lebhaft blaue, grttne oder auch rotbe und

violette Farbentüne. Dünne Schnitte aus Fichtenbolz geben da-

bei ein giiDS farbenprüobtiges Bild, die einzelnen Membranen
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erscheinen in den leuchtendsten Farben, und fast jeder behöfle

TUpfel hat in Folge der radialen Lage der GlasticitUlseliipäen

xwei lebhaft gefürbte und zwei helle Sectoren.

Man kann auf verschiedene Weise verfahren, um diese

PttrbuDgen hervorzurufen. Man bringt am besten die Schnitte

oder Fasern in eine I — 2proc. Lösung von Silbernitrat oder

Silberacetat und lasst sie darin einige Zeit im Dunkeln liegen;

sodann nimmt man sie heraus und lässt sie austrocknen. Nach

etwa zweitägiger Belichtung haben die Membranen jene inten-

siven Färbungen angenommen. Nunmehr wäscht man sie in

Wasser gründlich aus und legt sie nach Behandlung mit Alkohol

und Xylol in Canadabalsam oder ein llhnliches stark brechendes

Medium, weil unter diesen Umständen die Farben am schönsten

hervortreten und von den dunkeln Contouren der Membraneu
am wenigsten gestört werden.

Sehr intensive, aber nicht so gleichmässige Fürbuiiiren er-

hält man bei Anwendung stärker concentrirler Lösungen von

Silbernitrat. Bringt man auf ein Stückchen Fichtenholz oder

ein leinenes Gewebe einige Tropfen dieser Lösungen und lüsst

nun bei Belichtung eintrocknen, so sieht man nach ein odi r zwei

Tagen dunkle, unregelmässig begrenzte Flecken, die in der Mille

stark braun, am Rande dagegen dunkelblau oder auch röthlich

erscheinen. Untersucht man nun die Fasern aus den brauneu

Partien, so erkennt man an diesen ebenfalls einen starken Pleo-

chroismus: duukelbraunviolett — hellbraun. Die aus den

Randpartien entnommenen Fasern zeigen hingegen die ver-

schiedensten Farbentöne in derselben Weise, wie man sie in

verdünnten Lösungen erhält.

Es scheint nothwendig zu sein, dass die Präparate ein-

trookoen, denn lässt man sie in den Lösungen bei Belichtung

liegen, so werden sie nach längerer Zeit auch etwas dunkler,

abw mehr missfarbig grau, die einzelnen Membranen erscheinen

dann bei mikroskopischer Betrachtung fast ungefärbt und be-

silien keinen Pleochroismus.

Sehr bemerkenswerth ist, dass eine intensive Färbung selbst

dann möglich ist, wenn man Uberhaupt keine Lösungen an-

wendet, sondern die lufttrockenen Schnitte oder Fasern mit fein

pulverisirtem Silbemitrat bestreut und so im Uchte liegen lässt

Ja man kann sagen, dass man auf diese Weise sogar die inten-

sivsten Färbungen erhält. Nach etwa zwei Tagen bildet sich
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um joden Kryslallsplitter, der mit den Fasern in directer Be-

rührung steht, ein sehr lebhaft gefärbter Hof, der sich allmählich

immer mehr verbreitert. An seiner Peripherie erscheint er zart

rosa, weiter nach innen lebhalt blau, grün, violett, wenn die

Poiarisationsebene senkrecht zu der Uin.^eren A\e der Elaslici-

tütsellipse steht. Bei Parallelstelinng sind die Membranen fast

farblos. LHsst man solche Präparate mehrere Wochen lang ohne

jede Berührung mit Wasser in tropfbar flüssiger Form liegen, so

erreicht der Durchmesser der Höfe etv\^a 2— 3 mm, jetzt sind aber

nur in den äusseren Zonen jene lebhaften Farbentöne bemerk-

bar, weiter nach innen erscheinen die Fasern in der einen

Stellung dunkelbraunviolett und in der anderen hellbraun, also

^anz ebenso wie die Fasern, die mit concentrirten Lösungen

gefärbt wurden.

Erwähnt mag noch werden, dass man in diesen Höfen eine

grössere Anzahl eigenthtlmlicher concentrischcr Ringe mit

scharfen Contouren sieht. Ks hat fast den Anschein, als ob ver-

schiedene Perioden in dem Vordringen der Färbung zu unter-

scheiden wären. Die ganze Erscheinung ist schwer zu be-

schreiben und ich will deshalb auch nicht weiter darauf eingehen,

snmal ja die Herstellung solcher Präparate und ihreBeobadiUing

Dicht die gering.'iten Schwierigkeiten bietet.

Ein derartiger Vorgang, bei dem ein fester Körper mit einem

anderen festen Körper ohne Mitwirkung irgend einer Flüssigkeit

gefärbt wird, hat zunächst etwas Ueberraschendes. Jedenfalls

liegt ein ganz eigenartiger Diffusionsvorgang der Erscheinung zu

Grande, der näher untersucht zu werden verdient. Dass der

Wassergehalt der Luft und die geringe Hygroscopicität der be-

nntsten Fasern dabei eine Rolle spielt, ist wohl mit Sicherheit

anzunehmen, denn hei Präparaten, die mehrereWochen hindurch

sich im Exsiccator befanden, sonst aber in ganz derselbenWeise

hergestellt waren, unterblieb die Hofbildung fast ganz und nur

an den Rerühnin^ssteUen der KrystallspUtter zeigten sieh sehr

kleine gefärbte Flecken.

Wenn somit auch der Wassergehalt der Luft bei diesem

Vorgange eine wichtige Rolle spielt, so bieten doch im Uebrigen

das allmähliche Vordringen und die damit verbundenen fort-

währenden Furbenänderungen noch manches Rflithselbafte. Be-

sonders auffHllig erscheint dabei das Auftreten jener scharf oon-

tonrirten coneentrisohen Ringe, [denn die naheliegende Ver-
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nniUiDiigy dass durch sie vielleicht die tJtglichen Belicblungs-

perioden von einander gelrennt werden, islwohl kiium zulrefTend,

da ihre Zahl durchaus nicht mit der der Ta^e übereiDstlmmt,

sondern geringer als dirse ist. Da in einem Zeitraum von meh-
reren Wochen die Intensität der einzelnen UIglicheu Belichtungen

und ebenso auch die Luftfeuchtigkeit grosse Verschiedenheilen

aufweist, so wäre es Immerhin mtfglidi, dass die Bildung der

Ringe dadurch beeinilusst wttrde. Es wUre deshalb sehr wün-
schenswerth, diese Versuche unter Einwirkung einer andauernd

gleich starken Lichtquelle und bei constantem 'Wassergehalt der

Luft auszuführen. Unter diesen Umständen liessen sich auch

Messungen Ober die Schnelligkeit des Vordringens gewinnen.

Leider bin ich nicht In derLagCi derartige Versuche anzustellen.

Es mag noch bemerkt werden, dass diese Art der Färbung

mit trockenem Silbernitrat nicht bloss bei pflanzlichen Fasern

eintritt, sondern sich ;iiich in ganz ähnlicherWeise an thierischen

Fasern oder Haaren, sowie an (ielatine und künstlich hergestellten

Cellulosehäuten beobachten liissl. Führt man die Versuche an

Chitinsehnen \on Krebsen aus, so treten ganz dieselben Fär-

bungen auf wie l)ei den |)(lan/,lichen Fasern, zumal wenn die

Sehnen vorher mit kochender alkoholischer Kalilauge behandelt

waren. Hei anderen Sehnen, z. B. bei denen des Mäuse-

schwanzes, ferner bei weissen Menschenhaaren, dauert das Ein-

dringen jedenfalls etwas iHnger und die Höfe zeigen von Anfang

an nur braunviolelte Fürbungen, aber ebenfalls einen starken

Pleochroismus dunkelbraun violett— hellbraun. Ganz dieselben

Farben treten aucli in trockener Gelatine bei Bestreuung mit

Silbernitrat auf. Nimmt man zu den Versuchen gewöhnliche

Gelatine, so seigen die braunen Höfe natürlich keinen Pleochrois-

mus, war aber die Gelatine durch starke Spannungen vorher

doppelbrechend gemacht, so Hess sich derselbe Pleochroismus

wie bei den Mäuseschwanzsehnen beobachten. Schliesst man
diese Präparate mit braungenirbten Hofen in CSanadabalsam ein,

so verbreitem sich nach kurzer Zeit die gefärbten Zonen sehr

bedeutend, aber ohne scharfe Grenzen, und schliesslich werden
die ganzen Fasern oder Gelatinestreifen ziemlich gleichmässig

braun gefärbt. Auch diese nachträgliche Färbung ergiebt bei

den erwähnten thierischen Objeoten, sowie bei den doppel-

brechenden Gelatinepartien denselben Pleochroismus. Eine

solche nachträgliche difl'use Färbung in Canadabatsam erinnert
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einigennassen an die VorgUnge, die vor einiger Zeit von R. Fic»')

bei Präparaten nach der Golgi'schen Methode beschrieben wurden.

Bringt man Übrigens kleine Splitter von Silbernitrat direct in

Canadabalsam, so bildet sich nach einigen Tagen im Lichte um

jeden Splitter ein ahnlicher brauner Hof, und es wäre deshalb

wohl möglich, dass auch bei jenen Präparaten die nachtr^glicbe

Färbung durch noch nicht veränderte Partien des angawandten

Siibernilrats oder eines anderen Siibersalsea bewirkt würde.

Behandelt man die tbierischen Fasern und die Gelatine-

atreifen nicht mit trockenem Silbernitrat, sondern mit L5-

sungen dieses Salses in ähnlicher Weise, wie dies obeD fOr die

pflanslichen Fasern beschrieben wurde, so treten nach Be-

lichtung dieselben braunen Färbungen auf. Bei den Sehnen-

fasern und Haaren findet sich dann auch der gleiche Pleoohrois-

mas. Die doppelbreohenden Gelatinestreifen kann man aller-

dings nicht mit wasseriger Silbernitratitfsung behandeln, weil sie

sonst ihre Anisotropie Yeriieren wurden. Man muss bei diesen

'

eine in ca. SOproc. Alkohol gesSttigte SllbemitratlOsung anwenden

und die Streifen mehrere Tage darin liegen lassen. Bringt man

sie dann ans Licht, so färben sie sich ebenfalls gleichmBssig

braun und besitzen auch jenen starken Pleochrolsmus.

Da hiemach die Anwendung des Silbemitrats bei den ver-

schiedensten Objecten stets pleochroitische Färbungen ergeben

hatte, so lag es nahe, auch die Wirkungen des in der Histologie

viel benutzten Goldchlorids in dieser Hinsicht zu studiren. Das

Verhalten anderer verwandter Metalle habe ich bis jetzt noch

nicht geprüft, hoffe aber später ttber solche Untersuchungen be-

richten zu kännen.

Lässt man pflanzliche Fasern oder Haare, am besten dttnne

Schnitte aus Fichtenholz, einige Zeit in 1—Sproc. wässeriger

oder alkoholischer GoldcbloridlOsnng liegen und dann auf dem
Objectträger eintrocknen, so zeigen sie nach zwei- bis dreitägiger

Einwirkung des Lichtes eine blaugraue Färbung. Wäscht man
nun die Präparate in Wasser aus und schliesst sie dann in

Ganadabalsam ein, so kann man ebenfalls schon bei makroskopi-

scher Betrachtung mit einem Nicol oder mit der dichroakopisohen

Lupe eine sehr starke Verschiedenheit in der Absorption er-

1) R. FicK, Zur Technik der Golgi'scheD Färbung. Zeitsclir. f. wiss.

Mikroskopie Bd. 8, S. 108.
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kennen. Der bef dieser FSrbung auftretende Pleoobroismus ist

80 stark, dass man nicbt einmal ein Nicol'scbes Prisma braucbt,

am ibn su erkennen; scbon das tbeilweise geradlinig polarisirte

Liebt) das vom blauen Himmel refleetirt wird, gentigtvollkommen

dasu. Halt man das Präparat in der Weise gegen eine von der

Sonne siemliob entfernte Stelle des blauen Himmels, dass die

LSngsriebtung der Fasern parallel su der durch die Sonne und
den beobachteten Ort des Himmels gehenden Linie liegen, so

erscheinen sie rtfthlich geftlrbt» kreust man beide Richtungen

unter rechtem Winkel, so haben sie nunmehr eine blaugrUne

Farbe.

Noch deutlicher wird natttriich die Erscheinung im Mikro-

skop sichtbar. Steht die Polarisationsebene parallel su der

längeren Axe der wirksamen Elasticitfltsellipse, so seigen die

Membranen eine lebhafte rothe Färbung, dreht man den Objeci-

tisch um 90*, so findert sich die Farbe in ein leuchtendes Blau-

grtln oder reines Grttn. Gans ahnliche Unterschiede zeigen auch

in derselben Weise behandelte Leinenfasem, Samenbaare und
dergl., sowie von thierischen Objecten Chitinsehnen, elastische

Fasern, Haare und vor allem die Sehnenfasem des Mäuse-

schwanzes. Bei dem letzteren Objecto sind die Farben noch in-

tensiver als bei den erwähnten Holzfasern. Remerkcnswerth

ist, dass auch hier eine längere Zeit nolhwendig ist, um die stark

pleochroitische Färbung mit Goldchlorid hervorzurufen; denn
wenn man die Fasern nach wenigen Stunden aus ilcr Gold-

chloridlösunj; herausnininit imd dann mit Anioiscnsaure behan-

delt, so werden sie allerdings sehr bald intensiv blau oder blau-

violett gf'fürbl. Aber die so ij;efarbten Membranen besitzen keine

Spur von rieochroisinus. Die Fürbung der untersuchten pflanz-

lichen Fasern erfolgt, wie es scheint, am schönsten, wenn man
2proc. Lösungen von Goldchlorid anwendet. Renutzt man

concentrirterc Lösungen oder legt man kleine Krysl;ille von Gold-

chiorid auf die Fasern, so tritt bald eine intensive braune Für-

bung ein, die jedoch keinen bemerkbaren IMeochroismus zeigt;

nur an den Randern der dabei entstandenen Flecken entstehen

blaue Fiirbun^en mit starkem Pleochroismus.

Bei den erwalinten thierisrhen Fasern ist ein längeres Ver-

weilen in den Losuniien nöthip, und die Färbung erfolgt dann
auch ohne Austrocknen nach eini.L;en Tagen. Am besten gelingt

sie, wenn man die frischen Fasern direcl in die Goldcblorid-

40*
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lösung l^ringl, zwei Tage im Dunkeln darin Hegen Itlsslund dann
in dr>tillirtein Wasser auswüsclil. Werden dit; im Wasser lie-

genden Präparate dem Liciite ausgesetzt, so entstehen nach
einigen Tagen die beschriebenen sehr intensiven Fürbungen, die

selbst an den dünnsten Fasern von nur wenigen iMiiirorriilli-

meiern Durohmesser ausserordentlich deutlich zu beobachten

sind. Gerade diese dflnnsten Fasern zeigen die Erscheinung am
reinsten und besitzen die leuchtendsten reihen und blaugrdnen

F'arbentöne bei verschiedenen Lagen zur Polarisationsebene. Sie

nbri trefTen in der Stilrke des l'leochrnismus bei weitem die ce-

wohnlich als typische Beispiele aufgeführten Mineralien wie

Pennin, Epidot, Cordierit ; denn Platten aus diesen Krystallen

von so geringer Dicke lassen kaum noch eine verschiedene Ab-
sorption erkennen. Mehr Aehnlichkeit besteht schon zwischen

solchen Fasern und den (binnen KryslallplJUlchen des Her-

apathits, deren Pleochroismus bekanatiich Doch stärker als der

des olivengrünen Turmalins ist.

Auch bei do})pelbrechender Gelatine Uisst sich durch Ein-

wirkung des Goldchlorids ein deutlicher Pleochroismus herbei-

führen. Legt man Streifen aus solcher Gelatine mehrere Taue

in alkoholische Goldchloridlösung, so nehmen sie eine schwach

gelbliche Färbung an, zeigen aber keinen Pleochroismus. Schliesst

man sie nun in t.anadabalsam ein, so tritt ganz allmählich im

Laufe mehrerer Wochen eine röthliche Färbung ein, und nun-

mehr ist auch eine beträchtliche Verschiedenheil in der Ab-

sorption zu beobachten. Viel intensivere Rothfärbung erhält

man auf folgende Weise: man lässt isotrope Gelatineslreifen in

wässeriger Goldchloridlösung aufi|uellen und M)dann in stark

gespanntem Zustande eintrocknen. Sic haben dann eine hell-

grttnlichgelbe Färbung und diese Farbe ändert sich auch nicht,

wenn die Streifen mehrere Wochen hindurch in Luft liegen

bleiben. Schliesst man sie jedoch in Canadabalsam ein, so ver-

wandelt sich nach mehreren Wochen die gelbgrttnliche Färbung

in eine leuchtend rothe, und diese besitst einen sehr starken

Pleochroismus.

Es ist wohl zweifellos, dass die im Vorstehenden beschrie-

benen Färbungen ausser an den von mir untersuchten Objecten

auch noch an /ahlreichen anderen pflanzlichen und thieriscfaen

Fasern in ähnlicher Weise hervorgerufen werden können: auch

andere Gold- und Silberverbindungen dürften die gleichen Wir-
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kungen haben. Ich habe nun zwar niclil die Absicht, die Unter-

suchungen in dieser Hichlung auszudehnen, niiichte aber doch

darauf aufmerksam machen, dass solche Färbungen gewiss

schon oft bei histologischen Untersuchungen beobachtet wurden
und dass nur der dabei auftretende Pieochroismus aus nahe-

h'egenden Gründen tlbersehen worden ist. Man pflegt in der

Histologie nach dem optischen Verhalten solcher Färbungen

nicht viel zu fragen. Vielleicht ist es in dieser Beziehung nicht

ohne Nutzen, hier darauf hinzuweisen, dass eine solche Prüfung

nicht die geringsten Schwierigkeiten bereitet. Nach RinschallUDg

eines NicoPschen Prismas UDter dem Objecttisch braucht man
das Prttparat nur um die optische Achse des Mil^roskops su

drehen I um sofort erkennen zu können, ob Pieochroismus vor-

handen ist oder nicht.

II.

Es bleibt nun noch zu erörtern , wie etwa ein so starker

Pleochroisnms durch die Einwirkung der Guld- und Silbersalze

tu erklUren würe. Von vielen Seilen wird angenommen, dass

bei derartigen Färbungen eine Keduction der Verbindungen zu

sehr fein verlheillem Silber und Gold in metallischer Form statt-

findet , und man spricht deshalb ja auch hUutig in der mikros-

kopischen Technik direct von Versilberuiii^ und Veri^oldung der

Fasern. Wollte man den PleuchroiNums auf eine Einlagerung der

Metalle in amorpher oder kryslallinischer Forn» zurückfuhren,

so müsste man annehnjcn
,
dass die an sich isotropen Metall-

tbeilchen durch die anisotropen Eigenschaften der Fasern in

irgend einer Weise eine regelmässige nach verschiedenen Rich-

tungen verschiedene Anordnung erfahren und dass hierdurch

der Unterschied in der Absorption hervorgerufen würde. Wir
hatten somit ein Gebiide, das man wohl als ein anisotropes trübes

Medium bezeichnen konnte.

Die optischen Bigensohaften der trüben Medien sind aller-

dings sehen vielfach untersucht worden, aber immer nur an
optisch isotropen Ktfrpem

;
wenigstens ist mir kein Fall in der

Literatur bekannt, wovon einem anisotropen trüben Medium die

Rede wäre. Obwohl wir also die optischen Eigenschaften der'

anisotropen trüben Medien zur Zeit nicht kennen, so konnte man
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doch nus llieorelischen Gründen wohl annehmen, dass bei

solchen K(>i pern ein»' vtT.scluedene Alisorpliou in verschiedenen

Uichtuni^en auftreten würde. Die Frage ist nur, ob auch bei den

hier in Betracht kommt nden Fürbungen eine solche Erklärung

sich als slichhaltit; erweist. Zunächst ist zu heinerken, dass die

Durchmesser der eingelagerten Metalltbeilchen jedenfalls weil

unterhalb der Grössenordnung der Lichtwellenlüngen lieiren,

und dass unter solchen Umstunden eigentlich jede gefärbte Faser

sowie jeder durch andere Stoffe gefärbte doppelbrechende

Krystali ein solches anisotropes trUbes Medium darstellen mUsste.

Danach wäre zu erwarten, dass auch alle solche Fasern und

Krysialle plcocbroitische EigenschaCten hHUen; das ist aber,

wie wir aus lahlreichen Beispielen wissen, nicht der Fall.

Auch aus dem ol>eD Erwähnten gebt ja hervor, dass die

EinlageniDg von Silber und Gold in feinvertheiltem Zustande

unter gewissen Umstünden nicht die geringste Verschiedenheit

in der Absorption verursacht. Uogefähr gleichbedeutend mit der

Annahme eines anisotropen trüben Mediums wttrde es seiD|

wenn man sich vorstellte, dass durch die Fttrfonng eine Art

Kreuzgitter oder irgend ein anderes Gitter entstünde, in dem
die Abstünde der Gitterstäbe in verschiedenen Richtungen ver-

schieden wären. Durch solche Gitter wflrde ohne Zweifel auch

je nach der Richtung eine verschiedene Einwirkung auC das

durchgehende Licht ausgeübt werden. Gegen eine Erklärung des

Pleodireismus aus einer solchen Structnr würde sich allerdings

nicht viel einwenden lassen; nur wäre es wiederum nicht recht

verständlich, warum manche gefärbte Fasern und Krystalle

Pleochroismus besitsen , andere dagegen nicht. Es scheint mir

deshalb einfacher und auch berechtigter su sein, wenn man an-

nimmt, dass die pleochroitische Wirkung auf eine Eigenschaft

des fllrbenden Ktfrpers selbst surtlcksufähren ist, die dann sur

Geltung kommt, wenn alle seine Theilchen oder doch die Mehr-

sahl davon durch irgend einen Einfluss gleichsinnig orientirt

werden, ebenso wie die Rrystallmolekttle in einem einheitlichen

farbigen Krystalle mit pleochroitischen Eigcnsphaften. Uiersn

aberwOrde es nothwendig sein, dass an den einseinen Theilchen

selbst in irgend einer Weise verschiedene Bichtungca aus^

gebildet wären , dass sie also mit anderen Worten selbst schon

anisotrope Eigenschaften hätten. Für diese Annahme scheinen

mir auch die interessanten Beobachtungen zu sprechen, die

Digitized by Google



Ulm PLBOcnomos rpLiHSLicmt v. nmiitcnR FASitif, btg. 623

Kl NDT I) früher an gewissen MetallDiederschlagen gemacht hat

nnd die funflehst mit den hier behandelten FUrbunged in gar

keinem Zosammenhange su stehen scheinen. Kxmvr hat bei

seinen Untersuchnngen über die elektromagnetische Drehung
der Polarisationsebene des Lichtes in Metallen dflnne Schichten

dieser KOrper in verschiedenerWeise auf Glas niedergeschlagen.

Die eine Methode bestand darin, dass das betreffende Metall in

Form eines dttnnen Drahtes als Rathode im Yacuum benotst und
nnn bei geeigneter Stürke der elektrischen EnUadnng Aber einer

Glasscheibe terstaubt wurde. Es bildeten sich dabei unterhalb

der Kathode conische Melallspiegel , die überraschende optische

Eigensch;iflen besassen. Kuni»t sagt hierüber'^): »Die auf die

angegebene Weise niedtTgesclilagenen Melallspiegel erweisen

sich unter dem Mikroskop im durchfallenden Licht als völlig

cohürent und homogen; sie zeigen meist, auch wenn sie an-

scheinend ganz oxydfrei sind, Nawton'schQ Ringe, die besonders

deutlich und schön sichtbar sind, wenn die Platten bei ziemlich

schiefer Incidenz des Lichtes mit einem NicoKschen Prisma be-

trachtet werden. Als ich dieselben aber behufs der Untersuch-

ong der elektromagnetischen Drehung swisohen gekreuzte Nieds

brachte, fand ich su meiner Ueberraschung, dass die Spiegel

doppeihrechend waren. Es wurde bald festgestellt, dass nicht

das Glas bei der Herstellung der Metallschichten dauernd doppei-

hrechend geworden war, sondern dass die dünnen Metall-

schichten selbst die beobachtete optische Erscheinung be-

dingtenc.

Bei genauerer Untersuchung der Doppelbrechung stellte

KoHDT fest, dass die Elasticitätsachsen radial sum Fusspunkt der

Kathode und senkrecht dasn lagen ; und swar sind die radial

verlaufenden Achsen nach der hier gewählten Beseichnungg-

weise die längeren Achsen der wirksamen ElasticitHtsellipsen*

Er liefert sodann den Beweis, dass weder Spannungen in

dem Glase, auf dem die Schichten niedergeschlagen waren, noch

auch solche in den Metallschichten selbst die Ursache der

Doppell)rechung sein können. Da somit diese Möj^lichktilcn,

die Doppelbrechung verständlich zu machen, wegtieleUi so suchte

1) KuHDT, Ueber Doppelbrechaag des Lichtes In Metallspiegelo.

Wiedem. Ann. Bd. 27, 48S6, S. 89 ff.

S) a. a. 0., S. Sl.
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er naeh ^iner anderen Erklärung, und die Ueberlegungeni die er

SU diesem Zweoke anstellte, sind gerade fOr die hier in Betracht

kommenden Färbungen von grossem Interesse. Es möge deshalb

Entschuldigong finden, wenn ich den gansen hierauf besOg-

lichen Absatz der KuNnr'schen Mittheilung wiedergebe^):

»Es bleibt mithin, soviel ich sehe, nichts anderes ttbrig, als

ansunehmen, dass die Metalltheilchen durch irgend eine Ursache

siob auf der Glasplatte krystallinisch anordnen. Man konnte so-

nflchst vermuthen, dass diese krystallinische Anordnung in der

Weise lu Stande kommt, dass kleine Krystallindivlduen, die sieh

aus dem von der Katbode ausgesandten Metall bilden, sich in

einer bestimmten Richtung radial anordnen, wie ja oft aus einer

Losung doppelbrechender Krystalle eine radial angeordnete

flache Druse sich ausscheidet. Eine solche flache Druse kann

dann auch im Polarisationsapparat bei parallelem Lichte ein

schwarzes Kreuz zeigen, dessen Schnittpunkt im Mittelpunkt der

Druse liegt. In diesem Falle müssen aber die kleinen KrystaU-

individuen an und fttr sieh doppelbrechend sein. Von den oben

genannten Metallen, mit denen Spiegel hergestellt wurden, sind

nun aber Silber, Gold und Kupfer fUr gewohnlich regulär. Mit-

hin filllt auch diese Annahme fort, man mOsste denn annehmen,

dass auch die genannten Metalle in verschiedenen Krysiall-

Systemen krystallisiren können. Lllsst man diese, soviel ich weiss,

bisher unerwiesene Annahme fallen, so muss irgend eine be-

sondere Einwirkung in unserem Falle die Anordnung der

Theilohen so modificiren, dass die Schicht doppelbrechend
wird. Die einzige Kraft, die für diesen Zweck in Betracht kommen
kann, scheint mir die elektrische Wirkung zwischen der Kathode
und den weggeschleuderten Theiichen zu sein. Da die Ent-

ladungen in dem Apparate discontinuirlich sind, so ist jedenfalls

anzunehmen, dass jedes fortgeschleuderte Molekttl mll Elektri-

citttt geladen ist. Ist die Anordnung der ElektricitOt auf dem
MolekQle infolge der Gestalt desselben oder aus irgend einem
anderen Grunde nicht eine allseitig gleiche, so wird durch die

Elektricttat derKathode jedes Molekttl wahrend seiner Bewegung
gerichtet werden, und alle Molekttle werden auf der Glasplatte

in einer bestimmten Weise orientirt sich absetzen. Die Orieo-

tirung wird von derForm der Elektrode und der Lage derPiulic

i) a. a. 0., es.
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ZU derselben abhängen müssen. Ist die Kathode ein einfacher

brahi und befindet sich vertical unter derselben die Giusplutte,

so muss die OrientiruDg vom Mittelpunkt der Kathode auf allen

Radien die gleiche sein, sodass die beschriebeneArt der Doppel-

breehnng auftritL« Obwohl hiernach ICunot annimmt, dass das

Silber in keinem anderen als im regulären Systeme krystaiiisire,

so kommt er doch bei seinen weiteren Ueberlegongen zu dem
Besultate, dass die einzelnen von der (Kathode abgestäubten

SUbertheilchen an sich schon eine gewisse Anisotropie, also eine

Ungteiohwerthigkett der Richtungen besitzen. Eine derartige

Anisotropie wttrde aber bei gleichsinniger Orientirung aller

Molekttle doch wohl auch zu einem anisotropen Gesammtsystcm

mit den Eigenschalten eines anisotropen Krystalls fuhren können,

und es wäre deshalb ganz gut möglich, dass man es bei jenen

Niederschlagen mit einer Modification des Silbers zu thun htttte,

die in einem anderen Systeme krystallisirte; vorausgesetzt, dass

die Niederschlage ttberhaupt aus reinem Silber bestehen, was
immerhin fraglich ist.

Von besonderer Bedeutung ist nun noch die weitere Be-

obachtung KtiNDY's, dass die doppelbrechenden Silberspiei^el

auch einen starken Pleochroismus besitzen, der bezüglich der

dabei auftretenden FarbentOne fast ganz mit demjenigen tiber-

einstimmt, den ich bei den meisten oben erwähnten Fasern, die

mit Silbemitrat in geeigneter Weise behandelt worden waren,

nachweisen konnte. Ueber das Verhalten der Goldspiegei in

dieser Beziehung theilt Kuküt nichts mit, er sagt nur*) am
Schlüsse seiner Mitthellung, dass er an den Spiegeln von Platin,

Palladium und Eisen keinen Pleochroismus beobachten konnte.

In der bald darauf erschienenen Arl)eit von Dessau »Ueber

Metailschichten, welche durch Zerstäuben einer Kathode ent-

stehen«'-^!, ist allerdings von dem rieuchroisinus der Metallspicgel

l^ar nicht mehr die Hede, doch wird L;elegenth'ch bemerkt, dass

die Güidspieiiel unter gewissen Uinsliinden im durclifalienden

Lichte rölhlich erscheinen und aucli bei dieser Farbuni^ starke

Doppelbrechung zeigen. Es dürfte wohl zu erwarten sein, dass

derartige Spiegel bei Untersuchung mit einem Nicol sich ebenl'ails

als pleochroitifich erweisen wUrdeu. ich bin leider nicht in der

4) 0. u. U., is. 7».

Wieüem. Aua. UU. iU, itili6, ä, Ui.
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Lage, solche NiederscbUige herzuslolien und kann deshalb auch

diese Vermuthung nicht auf ihre UichÜL^keit prüfen.

Man könnte nun fragen, was die optischen Eigenschaften

jener von Kundt und Dessau untersuchten Metallspiegel mit den

Färbungen anisotroper Fasern zu thun haben, da es sich dabei

doch offenbar um ganz verschiedene Dinge handle. Trotzdem

dürfte es wohl gerechtfertigt sein, die Erscheinungen mit-

einander zu vergleichen. In beiden Füllen findet jedenfalls eine

gleichsinnige Richtung kleinster Theilchen statt, die in ihrem

physikalischen und wahrscheinlich auch in ihrem chemischen

Verhalten grosse Aehnlichkeit zeigen. Während in dem einen

Falle nach der KuNDr'schen Annahme die Richtung als eine Folge

der Abstäubung von der Kathode und der damit verbundenen

elektrischen Laduog eintritt, findet bei der Färbung der optisch

anisotropen Fasern eine gleichsinnige Orientirung infolge der

anisotropen EigeaschaftCD dieser Substanxen statt. So kommt es

in beiden Fällen zur Ausbildung eines Gesammtsystems der

färbenden 1 heilchen, das optisch anisotrop und sogleich stark

pleoobroitisch ist»

Die nach ErseugUDg von Ghlorsilber in den Membranen ent-

stehenden Färbungen und ebenso die bei Anwendung von

Ameisenstture beobachteten Goldeinlagerungen würden dagegen

ein isotropesGesammtsystem darstellen ; die einzelnen Theilchen

könnten hier nicht gerichtet werden, weil eben bei ihnen infolge

Gleichwerlhigkeit aller Hichtungen eine gleichsinnigeOrienlirung

gar nicht möglich ist. £s drängt sich in diesen letzteren beiden

Fallen dieVermatbnng auf, dass die hierbei eingelagerten Theil-

chen wirklich aus metallischem Silber oder Gold in der gewöhn-

lichen regulär kryslallistrenden Modification bestehen. Ob man

es nun bei den Färbungen, die starken Pleochroismus hervor-

rufen, ebenfalls mit reinem Silber und Gold, oder mit irgend

welchenVerbindungen dieserMetalle zu thun liat,musssanachst

dahingestelltbleiben. EineEntscheidung dieser mehrcbemischeD
Frage wOrde allerdings von grossem Interesse sein ; umsomehr,

da gerade in neuerer Zeit von verschiedenen Seiten*) darauf hin-

i) Caret Lea, Amer. Journ. of Sc. Bd. 37, S. 476; Bd. 38. S. 47 u. i37;

Bd. 43, S. 537. — Philos. Mag. Bd. 31, S. S88, 820, 497; Bd. IS,

S. 837. — Zeilscbr. f. anorg. Chemie Bd. 7, S. 344.

B. A, ScamiDii, Ber. d. detitach. ehem. Ges. Bd. ii, 8. 8S70; Bd. tl,
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gewiesen wordeo ist, dass diese Metalle auch in anderen Modi-

ficationen auftreien ktfODeD. So haben manche der von Cabet

Lbi dargestellten Formen »allotropen Silbersc in ihrer Farbe

grosseAehnlichkeit mit den oben beschriebenen, bei Einwirkung

von Siibemitrat auf organisirte Fasern entstehenden Fürbungen.

Bemeikenswerth erseheint es auch, dass einige dieser allotropen

Formen des Silbers sieh gerade beim Zusammenwirken yon

Siibemitrat und Golloiden bilden. Da wir es auch in jenen

Fasern im Wesentlichen mit eoUoidalen Substansen sn thun

haben, so wären aueh in dieser Besiehung bei den Firbungen
tfir die Umwandlung des Silbemitrats ähnliche Bedingungen

gegeben.

KuNDT und Dkssal haben bei ihren Versuchen, die Nieder-

schläge in verschiedenen Gasarten : Luft, Wassersloll, Sauerstoff,

Stickstoff sich bilden hissen und dabei stets Doppelbrechung

beobachtet. Sie halten es für rniiglicb, dass Verbindungen

der Metalle mit diesen Gasen entstehen. Dass .sich bei Gegen-

wart von Luft oder reinem Sauerstoff Oxydschichten bilden,

ist ja auch mit ziemlicher Sicherheit anzunehmen; aber auch

diese Schichten waren doppelbrechend und zeigten nur etwas

andere Färlningen, als die in reioem Wasserstoff oder Stickstoff

hergestellten Spiegel.

Ueber den Grad derDoppelbrechunginsolchenHetallspiegeln

hat KuNDT eine annähernde Berechnung angestellt; er gelangte

dabei su demBesnltate, dass dieDifferens der beiden Breehung3-

exponenten den ausserordentlich hohen Werth von mindestens

5 Einheiten in der ersten Decimale hat, dass aber in Wirklichkeit

sich dieserWerth wohl noch hoher stellen dürfte. Bei so grosser

Terschiedenheit der Breohungscxponenten wttrde auch der

starke Pleeehroismus in gans dünnen Schiebten nicht über-

raschen. Nach den Berechnungen von KonnT und später Dbssao

schwankt die Dicke der Spiegel etwa zwischen 40~* und
46"** mm. Die dünnsten Fasern, bei denen der Pleochroismus

noch sehr deutlich zu beobachten ist, haben einen Durchnje.sser

von 40"' bis 10~^ mm. Wenn man nun bedenkt, dass in diesen

ÜARüs und Schneider, Zeitscbr. Lpbyi.CheDle Bd.8|S.S8S.—Wiedem*
Ann. Bd. 48, S. 327.

Bards, Amer. Journ. of .Sc. Bd. 48, S. 4 54.

Oberbeck, Wieden). Aon. Bd. 46, S. 163^ Bd. 47, S. 358; Bd. 48, S. 745.

ScaoTTLXiDBB, Verh. d. dealschen Natnrt Vers. 1893, II, S. 78.

LouM, BalL d. Soc. fnoo. d. Min. 489S, 8. S78.
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Objeoten doch die Hauptmasse durch die Substanz der Paser

selbst gebildet wird, so erhalt mau für die Dicke der Schicht,

die saiDmtliche filrbeude T heilchen bilden würden, natttrlich

einen viel geringeren Werth, der wohl auch in der GrOssen-

ordnnng 4 bis iQ~* mm liegen dürfte.

Zum Schlüsse mOge noch auf eine Beobachtung von
Y. Labaolx^) hingewiesen werdeUi die er an Würfeln von Chlor-

silber von Schneeberg in Sachsen machte. An den farblosen

Krystalien Hess sich durch Druck, wie dies auch nicht anders zu

erwarten war, eine starke Doppelbrechung erzeugen. Zugleich

aber traten in den zusammengedruckten Partien an manchen
Stellen intensiv himmelblaue Farbentdne auf und diese Stellen

zeigten einen sehr auffallenden Pleochroismus: »das einemal

blau, in der um 90<^ verwendeten Stellung violett oder rosarothc.

filieben die KrystllUcben eine Zeit lang ruhig liegen , so verlor

sich der Pleochroismus wieder, durch vorsichtiges Erwärmen
konnte er aber von Neuem hervorgerufen werden und wHhrend

des Brwttrmens fand ein allmtthlicher Parbenwechsel statt Am
stlirksten war der Pleochroismus sofort nach der Einwirkung des

Druckes, und die am intensivsten gefifrbten Stellen zeigten auch

zwischen gekreuzten Nicols die stärkste Aufhellung. Aus dieser

fieobachtung v. Lasauul' geht hervor, dass unter Umstanden ein

regulärer Krystall durchSpannungen nicht blos doppelbrechend

wird, sondern auch seine Färbung bedeutend lindem und pleo-

chroitisch werden kann. Auf Grund dieser Thatsache könnte

man nun noch eine weitereErklärung ftlr die oben beschriebenen

Erscheinungen geben. NHhme man an, dass sowohl bei der Ein-

lagerung in die anisotropen Membranen wie auch bei der Ab-

stHubung von der Kathode die an sich isotropen Theilchen etwa

durch Spannungen anisotrop gemacht und zugleich orientirt

wttrden, so wäre es denkbar, dass sie sich dann iihniteh wie die

von V. Lasaclx beobachteten Krystalle verhielten. Man würde

aber dabei ebenfalls ein aus einzelnen nunmehr anisotropen

Theilchen bestehendesGesammtsystem erhalten, und eine solche

Erklärung liefe also im Wesentlichen auf dieselben Annahmen
hinaus, die den obigen Betrachtungen schon %a Grunde gelegt

worden sind.

4) »7. Jabratber. d. Sobles. Ges. fUr vatorlSnO. C«ltur 48SS, S. 471.
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Prof. Lange in Berlin: Ein elementarer Beweis des Hecipro-

citälssatzes. Vorgelegt von G. Nelhann, o. M.

§ 4-

Wenn p «= 8n 4- 4 eine Pn'miahl, und s eine beliebige,

durch p nicht theilbare Zahl Ist, so ist nach dem EtLBR*scben

Kriterium z quadratischer Rest oder Nichtrest von je nachdem
= 1 oder = — < (mod />) ist. Für den gegenwartigen

Zweck liisst sich hieraus noch eine andere Entscheidung her-

leilen. Wenn man die n Prodncte 1 3, 2?, 3 3 ... 71 3 durch />

dividirt, so können sich unter den " kleinsten positiven Resten

nicht 7Avei gleiche und nicht zwei vnrfinden, deren Summe ]) ist;

denn wenn solche etwa von den Producten az und (i z her-

kämen, so müsste im ersten Falle {a — ii)z und im zweiten

(a + /^)^ durch p iheilbar sein, was unmöglich ist, da a und (i

kleiner als ~ angenommen sind. Sneht man nnter diesen n
z

Resten die ungeraden Zahlen auf, und ersetzt jede derselben,

etwa r, durch die gerade Zahl p— r, so hat man n gerade Zahlen,

anter denen sieh nicht swei gleiche befinden ktfnnen; denn

diese konnten dodi nur von einem Paar r und p—r jener Reste

herkommen. Da diese Zahlen auch kleiner als p sind, so können

es nur die n Zahlen 9, 4, 6 ... 8n sein, und das Product der n
Congruensen von der Form er js= d=a' (mod p) ist daher gleich

4.2.3...ii.»'*= (— 4)"2.4.6...2n(mod/)),

wenn w die Anzahl der ungeraden Reste war. Ist n eine gerade

Zahl, so ist

2.4.6...2n= 2.4.C...».(p— — 3)(/>— ö)...(/>— «-+-4)
N

4^.1.2.3...«.
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Ist n dagegen ungerade, so isi

2.4.6...8iiBsS.4.6...(fi— l)(p— 4](p— 3) (/>-5)... (/i-n]

Da es hier niehl auf die Zahlen und '^"t^ ankomml,
Z Tu

sondern nur auf die Alternative ob gerade odrr ungerade, was

fur Abkürzung fortan der Charuhkv der Zahl genannt werden

soll, so kann man, ohne das Resultat zu ändern, jene Zahlen um

eine beliebige gerade Zahl vermehren oder vermindern. Ver-

mehrt man, wenn n gerade ist, um die gerade Zahl ond

wenn n ungerade ist, —^— am die gerade Zahl *

—

-—^ ,

so ist die Summe in beiden Fallen ^^'^^\ und daher ist es

gestaltet, in beiden Fallen die Zahl
^'

^ ' in die Stelle der
z

Exponenten und " ^
^

xu setzen, wodurch sich beide Fälle

in einen sosammensehliessen. Damach hat man also, nach Foii-

lassnng des gleichen Factors auf beiden Seiten, das folgende

Kriterium:

Wenn />ssSfi-f- 4 eitie PrimMhl und s eine belitbife,

durch p nicht theilbare Zahl ist; wenn femer die Ansaht der

kleinsten positiven ungeraden Reste der Preducte Is, 8;i,3i

. . . nji (med p) mit u Ikeseidinet wird^ so ist % quadraiisdier

Rest oder SitAtrest von p, je nachdem die SDahl

gerade oder ungerade ist; oder, mit BentUsiung des Legenäre-

sehen StfmboU:

§ 8.

Es seien nun /»
- 2 -f- 1 und 7 = 2//f -}- \ zwei Prim-

zahlen, p die grossere, und also n—m positiv. Bei der Aul-

^ cd by Güogl
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snohoiig der In dem BeciprooitStosati ausgesproehenen Be-

riehuDgen der beiden Primsahlen lu einander, welche in der

Gleichnng

vollslüiulig enthalten sind, kommt es also nach dem Vorigen auf

die Anzahl der ungeraden Zahlen an, die sich in den beiden

Aeihen der kleinsten positiven Reste

I. der Producte ip, ip^ Zp . , » mp (med q]
und

II. der Producie lg, 2^, 3^ . . . [med p)
vor6nden.

Diese silmmtlicht n Beste stellen sich anschaulich vor Augen,

wenn man sich vorstellt, dass von demselben Anfangspunkte

aus und in derselben Richtung n Strecken = q in den Punkten

Q[y Qi • ' Qn und ebenso ni Strecken = /> in den Punkten
Pj, P, . . . hinter einander abgetragen sind. Da nq^mp
+ H — w», so bleiben am Schluss ftlr die Strecke von P„, l)is

noch /{ - m Einheiten übrig. Die m Strecken in welche die

m Punkte P fallen, werden durch diese in zwei Theile getheilt,

von denen die nach dem Anfang zn liegenden mit r^...r^

die nach dem finde zn liegenden mit r/, . . . bezeichnet

werden sollen.

Die m Reste der Reihe I, welche sömmtlicb kleiner als q
sein müssen, stellen sich als die Strecken dar, die ihren Knd-
pankt in einem der Punkte P und ihren Anfangapunkt in dem
lonSchat vorhergehenden Punkte Q haben, nnd es sind also die

m vorhin mit r,, r,...rm bezeichneten Grossen. Ist ti die An-
lahl der ungeraden Zahlen nnter diesen Resten, so Ist nach dem
oben gewonnenen Kriterium p quadratischer Rest oder Niohtrest

on g, je nachdem die Zahl

gerade oder ungerade ist, oder es ist:

Von den Resten der Reihe II ist der erste in jedem Falle

weil q kleiner als p angenommen wurde; alle anderen sind ent-

weder grosser oder kleiner als q. Man erhlllt offenbar jeden
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Rest niiR dorn vorhorgehcnden. wonn man rlen letzl/^rrn um ff

vorniohrt. jedoch nur so Innpe, als der nono Rost unter der

r,rpn/o }) bleibt. Wird diese Grenze tiberschritten, indem ein 7

hinzugefügt wird, in welches einer der Punkte P füllt, so ist

ausserdem noch ein p nbzuzielien, oder der vorige Rest ist um
p — q zu vermindern. Der so erhaltene Rest ist kleiner als 7,

denn er hat seinen Anfangspunkt in einem der Punkte /* und

seinen Endpunkt in dem zunächst folgenden Punkte Q. Er wird

also durch eine der vorhin mit r[, r^...r'„ bezeichneten Strecken

dargestellt. Will man daher sämmtliche n Reste der Reihe II in

der natürlichen Reihenfolge, wie sie aus den Producten 4^, ig

,..nq hervorgegangen sind, hinter einander aufsShlen, so hat

man \n keinem Falle etwas anderes zu ibnn, als, mit q anfangend,

jeden voiiiergelienden Rest entweder nm q zu vermehren, oder

ihn um p— 7 zu vermindern; und swar muss dieser letitere

Fall nicht mehr und nicht weniger als m-mal eintreten, weil man

allen m Punkten P begegnet sein muss, wenn man beim letiten

Rest in Qn angelangt ist. Nun ist q eine ungerade, dagegen

p — q eine 'gerade Zahl ; daher wird der vorige Rest seinen

Charakter jedesmal ändern, wenn q hinzugefügt wird; dagegen

bleibt sein Ch.irnkfer ungeandert, wenn /)— 7 abgezogen wird.

Wenn man daher bei der Aufzahlung der Restreibe II diese m
Reste, welche den Charakter des vorigen Restes nicht ändern,

also die Reste r,', r,'. . . anslasst, so bilden die übrig bleibenden

n— m Reste eine Reibe von Zahlen, in welcher ungerade und

gerade Zahlen regelmässig mit einander abwechseln, und die

Anzahl der ungeraden Zahlen unter diesen n—m Resten ist

daher wenn ti— m eine gerade Zahl ist, und, da die erste

Zahl der Reibe in Jedem Falle die ungerade Zahl q war,

^— , wenn ri— ungerade ist. Da es auch hier nicht

auf die Zahlen selbst, sondern nur auf ihren CSbarakt er ankommt.

weil dieselben hier nur als Exponenten von — < in fletracht

kommen, so kann man auch diese beiden Fälle mit derselben

Begründung wie vorhin in einen zusammenfassen, wenn man die

V vJ"— — »1-4-4). j. v— m , n—mH-<
Zahl ^ in die Stelle von—s— und von ^

setzt. Es bleibt noch die ausgeschlossene Restreihe r,', vi. ..r'm

übrig. War u die Anzahl der ungeraden Zahlen in der Reibe

Oigitized by Google
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t\f 'mi so ist, da jedes r+'*'^9i die Aniahl der geraden

Zahlen in der Beihe r;, . . i '^ ebenfolls ii, und also die Anzahl

der ungeraden Zahlen in dieser Reihe m

—

u. Für die Ansah!

der ungeraden Zahlen in der gansen Reihe n kann man also

setien:

und wennmu d!6M^ •»eh de» obie«» biteriam, um '^pl
vern ieh rt, und dann noch um die gerade Zahl + ^

j+ ^^i^f^+ ^
1— 2mu vermindert, so ist, wenn

. m(fn-f-i)il^smn > ^ *— II

gesetsi wird:

und also

:

(f)-(^)=(-<i"*''-Mr.

oder, etwas ausführlieher geschrieben:

was zu beweisen war.

Berlin, November 1896.

lUtk>f Omm. 18M. 44
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Ernst Nenmaim aus Königsberg i. Pr. : Beiträge zur Elektro-

statik, insbesondej'e über einen von drei Kugel(Jüchen begrensUen

(Jonductor, Mit einer Figur. Vorgelegt von G. Neumahn, o. M.

Indem wahrend des Winteraemesters 1 895/96 abgehaltenen

mathematischen Seminar stellte mein hochverehrter Lehrer

und Onkel, Herr Professor Cael NamiAifN in Leipsig, n. a. die fol-

gende Aufgabe: Es solle AufBchluss gegeben werden Uber den

allgemeinen Charakter der FlVöhen conslanten elektrostatischen

Potentials (NiveauflUchen) bei einem Systeme, bestehend ans

swei elektrisch geladenen Metallkugeln, auf die von aussen her

eventuell noch feste elektfische Massen einwirkten. Die Be-

sohafUgung mit dieser Aufgabe gab mir die erste Anregung lu

einer Arbeit, die ich an anderer Stelle su verOffentUdien ge-

denke, und deren Resultate hier nur inKOne mitgetheilt werden

sollen.

Ein wesentUohes Httlfsmittel bei den Untersuchungen, Uber

die hier berichtet werden soll, bildeten die difiolaren OMrdi-

naten. Bin näheres Eingehen anf die Theorie derselben ver-

bietet an dieser Stelle der Mangel an Baum, doch werden fOr

unsere Zwecke auch die folgendenkurienAndeutungen genügen:
Sind swei Punkte und im Baume feat gegdben, und

beseiohnen wir jede durch dieselbe hindurchgehe&deEbene als

Meridianebene, so ist die Lage eines beliebigen Punktes S inner-

halb MeinerMeridiMuhene völlig bestimmt, sobaldman erstensdas

Verhaltniss seiner Entfernungen und von A^ und \ und

sweitens denWinkel ^ kennt, den diese Entfernungen und ^,

mit einander bilden. Die Lage von $ im Rmme wird mithin be-

.

stimmt sein, sobald man neben diesem Verhältniss — und dem

Winkel & auch noch die Neigung seiner Meridianebene gegen
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eine fette Meridianebene 9b 0 kennt. — Es empfiehlt sich,

jenes Yerbttltniss ~ gleich zu setzen, anstatt des Verhält-
st

niues selber also die GrOese

einzaftlhren. Dann können wir kurz sagen, die Lage des Punktes

J sei völlig bestimmt durch die Grössen /, ^, r/^. Wir bezeichnen

daher />, tp als Coordinaten des Punktes und zwar specieÜ

als seine dipolami Vnordinnten.

Die Punkte .1, und .1, heissen die beiden des dipolaren

Coordinatensvstems, ihre Verbindungslinie hrisst die Pollinie.

— Die Länge 2o dieser Pollinie ist eine dem dipolaren Co-

ordinatensystem zugehörige Gonstante. Ist dieselbe gegeben,

10 ist- damit das ganze System eindeutig bestimmt mit den drei

SDgehtfrigen, einander orthogonal schneidenden Fläohenscharen

il=const., .'A= con8t. und r/>= const. Die Flächen rf = const

stellen in ihrer Gesammtheit ein Ebenenbttschel dar, jede der

Flächen ist, wie aus dem Obigen hervorgeht, eine Meridian-

ebene. Femer bilden die Flachen X ss const. ein KugelbOschel

(mit imaginärem Schnittkreis), und zwar wird eine solche

Kugelflflche l = const., oder wie wir sie kurz nennen wollen,

eine l~Kugetflache den Pol A^ oder aber den Pol umschliessen,

je nachdem il>>0 oder A^O ist. — Die Flächen const. end-

lich sind Gonoidflflchen, d. b. Rotationsflächen von Kreisbogen

nm ihre Sehne. Diese Sehne ist in allen Fällen dieselbe, näm-

lich die Pollinie j4« ^4, , so dass die beiden Pole die coniseben

Punkte gleichzeitig sämmtlicher Conoidflächen sind.

Neben A, ^ und g> werden wir übrigens jedem Punkte im

Baume gleichsam als vierte (flberflOssige) Goordinate noch eine

Grosse Buordnen. Sie wird als Abkürzung stets in der Be-

deutung

^= -h c""* — 2 cos ^
gebraucht werden.

Um nun auf unsere oiuentliehen Untersuchungen näher ein-

zugehen, fassen wir einen beliebigen Punkt o ins Auge, der in

einem dipolaren (Koordinatensystem die Coordinaten /,„ (f\\

besitzt, und beschreiben um denselben mit dem Radius U
44*
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eine Kugelfläche. Dann wollen wir neben dem ursprttDglioh ge-

gebenen GoordinateDsystem noch ein zweites dipolares System

betracblen, dessen Pole Ai nnd AI den Polen A^ und A^ des ur-

sprOnglichen Systems in Bezug auf jene KngelfUlchen (o, H) con-

jugin sind (oonjngirt nach dem Gesetie der reciproken Radien).

Wir nennen dann dieses zweite System kurs das dipolare Bild-

System des ersteren. Sind alsdann f und ^ swei beliebige

Punkte, die einander conjugirt sind in Bezug auf eben jene Kugel-

fläche (o, H) und bezeichnen tp die dipolaren Coordinaten

von ( im ursprünglich gegebenen System und X\ ^\ q>' die Coordi'

natefi von ^ im dipolaren BUdsystm, so finden zwisdim diesen

Coordinaten die folgenden Beziehungen statt, Bs ist:

l' = ). — /.„

(A) cos s= cos i} cos + sio i^8iü&^ cos {(p — (p^)

, OOS & sin — sin d- cos cos lq>— wJi
cos Q> = ' 9 \y 7^

.

^ Sin y
Ferner stehen die Conslanten der beiden Systeme, d, h. die Pol-

distanzen A^A^=:^ta und AI A^ sss 2 a' zu einander tn der Be-

ziehung, dass

ist»

Aus den Relationen (A) foli^t nun, dass, sobald die Coordi-

naten k, (p gegeben sind, damit auch zugleich X\ cos ^' und

cos
(f'

bekannt sind. Nun ist &' seiner Natur nach auf das

Intervall von 0 bis beschränkt, es ist also mit cos gleich-

zeitig auch ^'selber eindeutig bestimmt. Nicht so (f. Um dieses

aus cos fp' in eindeutiger Weise zn erhalten, bedarf es vielmehr

noch einer weiteren Festsetzung. Diese lautet nun lolgender-

massen: ht fp^<C(p<i(p^~\- r (oder y,— 2.7 <f/^<<3ro— ^'')>

ist (p' zwischen 0 und 7t, iä^ c/a^e^^^-f-Tr <!</)<[y^-j- 2.t (oder

fp^— ^<C9<Cyo)j 'S/'/)' swischen n und iir zu tvählm. (Dn-

bei ist vorausgesetzt, dass die Meridianebene (p'= 0 des Rild-

systems dureh das Abbildungscentrum o hindurchgehe, und dass

die dritten Coordinaten
(f

und fp' zweier conjugirter Punkte

gleichzeitig zu- oder abnehmen.) Nach dieser Festsetzung

stellen jetzt die Relationen (A) eine völlig eindeutige Beziehung

dar swisohen den Coordinaten nnd^it', ^' oder
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swiMhen dem unprtiDgUch gegebenen dipolaren Goordinaten-

system ttod seinem dipolaren Bildsystem

£ine8 Grenslalles ist jedoch noeh firwübBUDg tu ibon, in

dem die fielationen (A) nieht ohne Weiteres anwendbar sind, des

Falles mmlidh, diss das AbbOdangscentmm o gerade in einen

derM» hineinfUlt, i. B. in A^, Dann rttekt nümlieh der Pol Ai
des BUdsystems ins Unendliche, das dipolare Bildsystem artet

in diesem Falle m ein monopolares System, d. h. in ein gewöhn-
liches Polarcoordinatensystem ai, o) ans. Wir ktfnnen dann
wieder in gani analoger Weise nach dem Znsammenhange
twischen diesen beiden conjugirten Systemen, dem dipolaren

und dem monopolaren CSoord&iatensystem fragen. Wir kommen
dann tn dem folgenden Resultate:

Beiüxi ein Punkt £ in dem d^^otaren Sifsieme die Coordmaten

ly g>, fo besitzt der m Bezug mf die Kugelfläche [A^
^
H) zu S

conjugirU Punkt m dem conjugirten monopolaren ^tem die

Coordinalen:

und hier besitzt die Grösse den Werth

TP

ne ist also m einfacher Weise abhängig von der Constanten des

doloren Systemsj d, h, von der Poldistanz A^A^=%a desseXben.

— Geometrisch stellt übrigens die Entfernung des AbbUdungS"

centrums A^ vom Anfangspunkt des monopolaren Coordinations^

Systems dar (zugleich sei bemerkt^ dass A^ in der Axe ois 0

dickes Systems liegt).

Die Relationen (A) und (B) bilden ein wichliges üttlfsmittel

für die weiteren Untersuchungen.

G. Nf.i MANN hat nun die oben besprochenen dipolaren Co-

ordinalen in Anwendung gebracht auf elektrostatische Probleme.

Er hat vermittelst derselben eine besonders einfache Lösung des

bekannten Poissow'schen Problems angegeben, jenes Problems,

betrefl'end die Yerlheilang der Elektricitat auf zwei isolirten

Metallkugeln ohne Einwirkung äusserer Kräfte (Erstes elektro-

4) Gni analoge Besiehnngen hat C NtcMAmi für die den dipolaren

Coordinalan verwandten peripolareo Coordioateo aogegeben. Vgl. den

Aufsatz »lieber die peripolaren Coordinaten« in den Abiiandlnogen dieser

Geaeliscliaa Bd. XX, 4880, daselbst § 4 u. 6.



Et!f8T NlOVilllly

Statisches FundameDtalproblem fttr zwei Kugeln). Doch weiter

lieferten die dipolaren Coordinaten C. Nfum vnn auch die Mittel

zur Lösung des höher stehenden Problems, betretend die Ver-

iheilung der auf zwei zur Erde abgeleiteten Kugeln von einem

tfusseren Massenpunkte inducirten Elektricität {Zweites Fumia-

tnentalproblem für zwei Kugeln). Dieses Problem nehme ich

nun in meiner Arbeit von Neuem auf. Es lässt sich die Lösung

desselben, wie das wohl auch schon sonst bemerkt ist, nach der

Methode der rocipmken Radien leicht zurückführen auf die Lö-

sung des PoissoN schen Problems. Diesen Weg schlage nun auch

ich ein, doch, wohl zum ersten Male, unter gleichzeitiger Anwen-
dung der dipolaren Coordinaten. Diese Behandlungsweise, bei

der die oben angeführten Relationen (A) eine grosse Holle spielen,

führt in überraschend einfacher Weise zum Ziele; sie liefert die

Resultate genau in der von G. Nrumann angegebenen Form').

Kennt man nun die Lösungen des PoissoN'scben und dieses

soeben besprochenen Problems, so erledigt sich das allgemeinste,

die Vertheilung der Elektricität auf zwei Kugeln betreffende

Problem leicht durcii Superposilion ^) und damit besitzen wir

dann die Mittel, der oben angegebenen Frage nach den Flächen

Constanten elektrostatischen Potentials naher zu treten. Mir

schien es hierbei zweckmässig, sunttchst su untersuchen, ob

man nicht in Spccialfüllen diese oder jene solche Niveaufläche

wirklich bestimmen könnte. So betrachtete ich denn ninttchsl

ein specielles elektrisches Massensystem, bestehend aus zwei

isolirten^ elektrisch geladenen Metallkugeini die wUer der Eihr

Wirkung eines in ihrer Choräaiebene gelegenen emjseMen Maisenr

Punktes m ständen.

Die Ghordalebene zweier Kugeln ist nun bekanntlich der

Mittelpunktsort aller Kugelflächen, welche jene beiden Kugeln

orthogonal schneiden. Wir können uns daher bezüglich jenes

Specialfalles auch so ausdrücken: Jener Massenpunkt m befinde

sich im Mittelpunkt einer, die beiden Metallkugeln oitliogonal

schneidenden Kugelfläche. Eine ntthere Untersuchung dieses

Falles ergiebt dann, dass bei einer gewissen Ladung der Metall-

kugeln diese Orthogonalkugelßäche eine Niyeauflttohe wird, oder

1) VgL den Aohang sn den »Hydrodymmlseliaa UirtennoliaogeBc
(Leipzig, bei Teubnor 1883) p. 274.

i) ebendaselbst p. i7a.
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vielmehr mtt den Conduclorkuyelobevllüchen gemeinsam eine ein-

zige {doppelt verzweigte) Niveaufläche bildet. Der auf dieser

Flache vorhandene Potenlialwerth wird gleich sein, wenn ff

den Radius jener Orthogonalkugelilttche bedeutet. Es ist also

^ Bugleioh der Potentialwerth, bis sn dem wir beide Me-

tallkugelo laden müssen, damit diese einfache Niveauflttche

auftritt.

Betrachten wir jetzt das System sämmtlioher NiveauflUohen

bei unserem speciellen elektrischen Hassensystem, so werden

wir unter diesen Flächen ioi Wesentlichen zwei verschiedene

Typen in miterscheiden hnhen, nUmlich solche Flächen, die allein

den Mnssenpunkt m einschliessen (Grentfail: Punkt m selber mit

Potentiaiwerth oo), und solche, die das ganze elektrische Massen-

system, also m und die beiden Gonductorkugeln, gleichzeitig

nmschliessen [Grenzfall: Unendlich ferne Kugel mit Potential-

werth 0). Den Uebergang von einem dieser Typen zum anderen

bildet nun die oben näher bestimmte verzweigte Miveauflfiche,

sie sieht zwischen beiden Typen. In ihr kennen wir also den

zweiten Grenzfall der einen sowohl, wie der anderen Fluchen-

kategorie und im Besitze dieser Kenntniss können wir uns jetzt

von dem Verlaufe auch sammtlicber anderen Niveauflachen ein

ansohauliches Bild entwerfen. — Bemerkt sei auch noch, das8|

wenn wir m positiv annehmen, von den beiden Kugelcalottetti

In welche die Orthogonalkugelflttohe jede der Metallkugelober-

fläohen theilt, (luf der m zugewandten negative, auf der abge->

wandten positive Elektricitflt vorhanden sein wird.

Diese letsteren Ai^ben beliehen sieh alle nur anf unser

speoieUes elektrisches Massensystem. Doeh werden wir uns
neeh diesen AnsfUhrangen von dem aUgemeiBen Ghankter der

Niveanflaehen und von den damit susammenhttngendenVerluilto

nissen jelit anoh in anderen Fallen leicht eine Yerstellang

meohen können, wenn wir s. B. den Kugeln andere Ladungen
mittheilen, oder auch dem indncirenden Massenpunkteine andere

Lage geben.

' Doch noch ki anderer Hinsieht fet die Kenntniss einfacher

Niveauflttdhen von grosserWichtigkeit. Für einen, von einer Ni-

veauflXohebegrenitenGonductor ist nttmlich nach bekannten Prin-
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cipiea leicht das elektrostatische Fundanientalproblem zu lösen

wenigstens unter der Voraussetzung, tla.^s keine äusseren Kräfte

einwirken (Erstes elektrostatisches Fundamentülproblem . Machen

wir die Anwendung hiervon auf die üben gefundene Niveaufläche,

oder vielmehr auf den äusseren L'inriss derselben, so gelangen

wir zur Lösung des Problems, betreffend die Vertheilung der

Eleklricitat auf einem Conductor K, dessen Oberflüche F aus drei

Kuyelflächai , (j , und a, gebildet wirdj deren erstere die

beiden anderen orthogonal schneidet. Besonders hervorgehoben

sei noch, dass dieser Conductor A' im AUgemeiuen kein Rotations-

körper sein wird.

Wir lagen derBelnokliiiigein dipolantOMidiiiataiityilaB

(Poldislaiii i7^,ssSo) ni Gmndt, den dieKiigallliolM ir« »d
(/, als ürKogdflielMn mit den Ptminelerii und {X^> 0>ilj

angeboren migen. Kennen wir aiidann in dieieni Sytleme nodi

die Geordlnaten *Pc^) Gentnnne e der Ortbogonalkngel-

4) Vgl. t. B. neiiies Grossvaten ^Vcrknmgtm äUr Jft TImri» im
PotmUM» wmd 4fr Kmgt^ktietiem»»* (LaifBlg,MTwbMr Iit9), It«.

i) Die 2-€oordiDate ist 1« = 1, da die Chordalebene der Kug«ifläcb«a

<T, und rr.j. in der c gelefien jeDom dipoUreo Syftam als i-kugelflAcbt

mit dem Faranieler 0 aDgehort.
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flüflke a«, 80 ist jetit die Gestell jenes Gondaoton K eindeutig

beateMl. Was mm die YertbeaiiDg der Blekiridlät auf dem-
selben anlangt, so kommen wir aufdem oben aDgegebenen Wege
sn dem folgenden Resnltet:

Wir dsfiAsn tins tftese» (kmdmckirK ekkiriteh fstodsn 6tf jwr

Sjfommmg C. Ahda/ttm hat die DiMgkeü der eniti^mdm eUikiri'

KkenOberfiiUimbelegwig in den EUmei^en da^^ da^ und da^ der

drei hegrensundm Kugelflachen die Werthex

r,=-L /l- V/i V (^l-> e^(^-^)+e* e^i*«-^))p„'(cos^j\

,

i "=4^ V'f^ V*i"^ (P. (cos - Pn (OOS
)

,

g f»=ü

«.=4^Vi J'A'*i"*(P,. (cos*J-P. (cosy.)),

too X, 1// m/7 (/en entsprechenden Indices die Coordinaten der

Elemente da^y da^ und da^ bedeuten^ und wo für den Di/Je^

renzialquotienten der Kugelfunction n-ter Ordnung P„ steht.

Femer ist die Gesammlmasse dieser Oberjlächenbelegung :

ü= C 4- 2 a^{kr' + e^'^) {i - (cos )^

,

und ihr Potential auf einen äusseren Punkt £ {k, 9)):

Afier fsl ^ s= ^ lier Acuftus der Qrthogonalkugeipache und

r<fme7' bedeutet r den Abstand des variablen Punktes f von dem

Centrum c. Sodann steht cos y als Abkürzung für cos ^ cos

+ sin & sin cos [(p— 90^.), und endlich haben die Coefficienten

l^f^ und kff^ die folgenden Bedeutungen:

wo d=szl^— ;t, und Ny wie auch oben^ ssfi+l*
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Unter allen diesen Fltfcben W dürfte diejenige das grOfisle

InteresM beanspruchen, die aus der OberflSehe F doreh Abbil-

dnng von einem der Pole, s. B. von aus, entsieht Ei Ist dies

namllch die Oberflaehe einer BalMcu^lschale, wie man sie erhSlI,

wenn man eine von swei eonoenlrischenKvgelflichen begrensie

Kugelsehale doreh eine Meridianebene halbirt Die GaiBii*sdie

Panetion und 6iiiii*sehe Belegung dieser Halbkogelschalenober»

flache wird nun jedoch nicht direct doreh die Ponndn (f'J und

(Q dargestellt, sondern vielmehr durch einen Grentfall derselben.

Es kommen eben bei Ihrer Bestimmung nicht die allgemeinen

Relationen (A), sondern die specieUen Rdationen (B) rar An-

wendung. So stellt sich denn das Resoltat auch in den (hier

augeuscheinlieh iweekmHssigeren) gewöhnlichen Polarcoerdi-

naten 0} dar. Der Anfeingspankt dieses Polarooordlnaten-

Systems ist dais gemeinsame Gentrom der beiden begrensendea

Halbkogelflilehen (deren Radien lt| ond A,, seien) und

xorAxe desSystems wühlen wir die Botationsaze der Halbkogek-

sehale. AUdann itt die einem innern Punkte p[(ipj o,]

dmerHalbkugelichale enUprechendeGreen^sche Function

und ferner besitzt die Dichtigkeit der jenem Punkte entspj'echenden

Green^sehen Belegung in den Kiementen ds^,, ds^ und ds^ det

ebenen ringförmigen Randes , der grüsseren und der kleineren

halbkugelfiache die Wertiie

wo ffssO \
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Hier ist r die BUfBmuny des b^rachUten PunkUs vom PwdU
P. (Qp ) 1

Op) ^ wt» Punkte p' (^p, tc— cop, Op). Amer «tolben

GOt 7^ tmd CM / m den BMleuliiii^:

cos y = -{- cos u) cos (rj^ -|" sin rf> sin cos [n— Op),

cos / = — cos ü) cos Wp + sin w sin £0p cos (o— Op),

tind endlich stehen liff> und h^f^ als Abkürsamgen für die folgenden

Ausdrücke:

Wir siiid hier in der glflcUichen Lage, diese lettten Besol-

tote, and damit aneh alle froheren Rechnungen eontrolliren in

können. Das Problem, die Gaim'aohe Ftonetion nnd Ganii^sohe

Belegung für dne Halbkngebehale lu finden, lasal sieh nflmlieh

auf das entsprechende Problem fttr die ganie Kngelschale sn-

meklnhrea— in einer Weise, deren nlthere Anseinandersetsung

an dieser Stelle freilioh in weit Inhren wttrde. Thun wir dies

nun, so gelangen wir sn genau den obigen Resnitoten, wir
finden so eine willkommene BestHtigung unserer bisherigen Aus-
Athrungen.

Naohdem wir dies oonstatirt haben, wollen wir jetat die

speoielien Probleme veilassen und uns snnMohst einer allge-

meineren Betrachtung suwenden.

Wirdenkenuns eine isolirte Metallkugel gegeben, aufwelche

von aussen her ein fester elektrischer Massenpunkt m einwirke.

Dann wird bei einer gewissen Ladung der Kugel, wie sieh leicht

leigen lasst, die um m als Gentrum beschriebenen, die Metall-

kugel orthogonal schneidende Kugelfläche mit dieser susammen
eioe Fluche oonstanten Potentials bilden i).— Fttr den Fall, dass

Mwei isolirte Hetollkugeln gegeben sind, haben wir oben einen

gans entoprechenden Sate bewiesen. Es liegt daher die Yer-

muthuDg nahe, dass Analoges auch bei 3, 4, oder auch bei gans

beliebig vielen Kugeln stattfinde, dass also der Sata gelta:

SM n Meiaükugeln so yelegen^ dass sie eine gemeinsame

Orüiogonedkugel besüxen, und wirkt auf diesdben ein elektriseher

Massenpunkt m ein, der sich geradelim Centrum c dieser Orthih

4) Vgl. den Aufsatz von Leokhard Weber ioi 8. üand der Malbemali-

sebeo Annalea.
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gonalkugel befindet, so können wir diese n MekUlkugeln üeU derart

elektrieeh ladenf dati ihre OberfUicken muammen mit der Ortinh

gonalkugelflädte eine einzige NiveaufUkshe hilden»

VemielieD wir es nun, diesen Sati su beweisen, so befinden

wir uns lanttcbst in einer misslicben Lage, da das Problem der

elektrisehen Yertheilong far n Kogeln bisher nieht geltfst ist,

oder doch wenigstens nicht die Eesätate in gesoblossener Form
dargestellt sind. Uns fehlt daher der analytisehe Ansdraok filr

das Potential, von dem ausgehend wir, wie in den obigen beiden

Speoialfilllen, den Beweis führen ktfnnten. Wir müssen uns da-

her nach anderen Mitteln umsehen, und diese bieten sich nun
in der Methode der redproken Radien. Es gelingt yermlttelst

derselben nicht nur, jenen Sats Überraschend einfiich su be-

weisen, sondern wir erhalten lugieich einen allgemeinen Sets,

welcher jenen als Specialfall in sich scUiesst. Dieser allge-

meinere Sats lautet:

Em eei gegeben irgend ein SffsUm ven Conduderen, deren

OherfUuhen die Bigeneehaft haben mögen, dnr^ Alfinkkmg an

einer beliebigen Kugelflache tn s^ transfarmirt tu werden.

Auf dieses System wirke ein elektrischer Massenpunkt m, der saoft

im Centrum jener Abbildungskugel befinde. Alsdann wird bei ge-

wissen Ladungen der CendiueUiren aufdieser Kugelflaehe der lUlfli-

Uehe cenelanU Fotentialwerth herrsdien, wie «xuf den sämmt'

liehen Conductoren.

Dieser Sats erweist sich nun wieder als sehr fruchtbar bei

der Behandlung specieller elektrostatischer Probleme. Es sei mir

gestattet, hier eine einfache Anwendung desselben su maoben.

Wir denken uns su diesem Zwecke einen Gonductor gegeben^

dessen Oberfläche gebildet werde von einer Gonoidflache, die

einem dipolaren System als Flache ^»const. angehöre i). Wirkt

alsdann auf diesen oonoldischen Cionduetor ein in der Yerllnge-

rung seiner Aze gelegener elektrisdier Massenpunkt m, so wer-

den wir es durch eine gewisse Ladung des Conducton erreieheB

können, dass diejenige iUKugelflidhe jenes dipolaren Systems,

deren Gentrum mit m susammenfUlt, eine Flüche oonstanten

Potentials wird, oder vielmehr mit der Gonoldoberfflüehe gemein»

4) Die eleklrnstalischen Probleme für diesen Conduclor sind celosl

durch die Arbeiten von Mehlea und C. Neumahm. Beide Aufsätze befiodeo

sieb im 18. Band der Ualbematiscban Aanaleii (p. 461, besw. ISS).
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sam eine NiveauflSohe bildet — das folgt eben unmittelbar aus

unserem obigen Satze und lässl sich an der Hand des analyti-

schen Ausdrucks fOr das Potential leicht bestätigen. Von der

Kenntniss dieser Niyeaufläche gelangt man dann nach bekannter

Metitode wieder leicht zur Lösung des ersten elektrostatischen

Fundamentalproblems für den von ihr begrenzten Gonductor,

der also aus einem Gonoid und einer il-Kugel besteht.

Die Lösung des elektrostatischen Problems fttr diesen spe-

eiellen Gonductor darf nun wohl an und fttr sich kein besonderes

Interesse beanspruchen — wir gehen deshalb auch an dieser

Stelle nicht näher auf dieselbe ein —, doch ist sie insofern von

einiger Wichtigkeit, als sie die Bestimmung der GRERN'schen

Function und GaEEiv'schen Belegung und damit die Lüsung des

Problems des stationären Temperaturzustandes für den Kugel-

sector vermittelt, in den jener Gonductor durch Abbildung von

einem Pole aus übergeführt wird. Dieser Kugelsector wird be-

grenzt von einer Kugelcalotte Sq und einem tlber dem kreis-

förmii^en Rande derselben stehenden Kegelmantel s^. Diese

beiden Flächen Sq und s^ stehen nun in einer einfachen Be-

ziehung zu einem gewöhnlichen Polarcoordinatensystem Wyo).

Sie sind nämlich Theilc einer Flüche q — const., bezw. einer

Flache 10 = const., und zwar mögen die Werthe dieser Con-

stanten mit bezw. mit lo^ bezeichnet werden. Liegt alsdann

ein Punkt p im Abstände Qp vom Anfangspunkte jenes Polarcoordi-

nalensystems atif der Axe desselben^ so ist die diesem innern

Punkte p des Kugelseclors entsprechende Green^sche

Function:

GP(^, itf, o]=-J=
I

(l (^,) A,(/u) cos q ii- Ip)

4- (A,(^JLj(/i)-I^(/i,)Ä,iA*j)-«»?(^-i-^p))-

Ferner wird die Dichtigkeit der dem Punkte p fiitspyrchcndcn

(Irecn^schen Belegung in den Elementen ds^, bezw. ds^ der kuyel-

calotUf beaw, des Kegelmantels die Werthe besilsen:

0
'
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= ^ . < r, OOS g

—

— cos qH,+ ^)

Hwr stehen i», o mtl de» 6fi^precAetui«n IndieetfUr die CoonU-

naten der ElemmUe äs^ und ds^
,
r, den il6«lQnid Mm ds^ vom

Punkte Pf und ferner steht »ur Ablktrxung

us OOS <t> und I sx log •

Schliesslich bedeuten h'(j(x) und f^g{x) die Mehler'sclieu h'eyel-

functionen, die zu einander in der Bezi^'hung stehen, dass A,^{-r)

= Ä'^ (

—

x) ist. (In Betreff dieser Functionen, sowie der Con-

stanten Cg vergl. die suleUl citirtau Arbeiten von Msuur und

C Neumann)*).

Zum Schluss sei es mir noch gestattet, einen einfachen Satz

.lus der Theorie der reciproken Radien anzuführen, der sich bei

meinen Untersuchungen beiläufig ergab und der meines Wissens

bisher noch nicht ausgesprochen ist. Es ist dies der folgende

Salz:

Sind zwei Conductoren gegeben^ deren einer aus dem anderen

durch Abbildung nach recipi'oken Hadien von einem beliebig ge-

wühlten Punlite 0 (tus eitsteht, und denken wir uns beide Conduc-

toren einzeln [d.h. ohne dtiss der andere id)crhnupl vorhanden ist)

tjcladen bis zu ein und demselben conslanten Potentiahverthe C, so

u.crden die beiden Potentiale der entstehenden Gleichgewichlsver'

theilungen im Punkte o den nämlichen Werth besitzen,

1) Der Fall, dass p eine beliebij^e I.aj;e im Innern besitzt, und nicht

gerade auf der Axe des Kugelseclurs liegt, i»l einer ganz analogen Be-

handlaog ftbig; doch wollen wir ani hier auf den obigen Speeialfali be-

tchrlUikeo.

^ ivj u^cd by Google



E. Study in Bonn: Ueber Jieivef/unffsinvarianteu und ele-

mentare Geomelne. I.
')

Vorgelegt von S. Lib, o. M.

Die namentlich zufoke der Untersuchungen des Herrn

S. LiK ininicr klarer zu Ti\'j,t' tretende grosse Bedeutung der Be-

griffe Gruppe und Inv.iriante ftlr weite Gebiete malheniatiseher

Forschunü liisst es in hiichslein Grade wünscbenswerth er-

scheinen, dass auch für andere algol)raische Gruppen als die bis

jetzt fast ausschliesslich uniersuchte allgemeine projective

Gruppe algebraische Invariantentbeorien ausgebildet und auf

die zu diesen Gruppen gehörigen geometrischen Prul)lenie an-

gewendet werden. Der Verfasser hat diesem Gegenstand seit

Jahren seine Aufmerksamkeit zugewendet, und bat für mehrere

Indem ich die werllivoUo Nole des Herrn Professor Stidy «ter Ge-

seiiscbaft vorlege, erlaube ich mir an den talentvollen Verfasser die Bitte

n riebtoD, gelegentlich aof die Beziehungen einzugehen, die swisoheo Ar>
beilao stattfinden, die fn neuerer Zeit fiber die Invariantentheorie einer

beliebigen (projectiven) continuirlichen Gruppe ausgeführt worden sind. Ich
denke hier zunJiclist an l ntcrsuchnngen, die von Maorf.r (Ciiristofffl?}^

tiiLBKRT. Srnnv und mir selbst Ijerrübren, Nach meiner Ansicht liat meine

Theorie der Transformaiionsgruppen und der Diderentialinvarianten (vgl.

iasb. Hatii. Ann. Bd. 34, 4884) die feste nnd vollständige analyti8di§ Grund*
logt für alle diese lovariantentheorien geliefert. Sie beantwortet ja alle

Fragen nach Invarianten, DifTerentialinvartanten, Diflerentialparametern

sowie nach den anah/tischen Kriterien für Aequivaienz innerhalb derrirui)pe.

Dagegen bin ich nie auf die speciellen und schwierigen, rein algef>raisrheti

Fragen eingegangen, die sich liier mit Nothwendigkeit stellen und nicht

mit meinen Methoden erledigt werden liönnen. Soprüs Lii.

Das Folgende bildet den Inhalt eines Vortro^js, der für die mnth.

Section der Nalurforscherver.'<ammlung zu Fiankfiirt atn Main angekündigt

war, aber aus Mangel an Zeit nicht wirklich gehallen werden konnte. Auch
bei einigen weiteren vorläufigen Mlllheilungen denke ich mich auf eine Dar-

l^Kong gewisser Grondgedanken so bescbrünken, da mir bis zu dem Er-
scheinen einer ausführlichen Darstellung meiner ünlersnchongen ein Ein-

gehen auf Einzelheiten zwecklos zo sein scheint.

Xatk-ylVi. Omm^ 18M> 4t
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der wicbtigsVen continuirlichen Gruppen (u. A. fur die lo-glied-

rige Gruppe der Lii'schen Kugellransformalionen) Ansätze in

solchen Theorien entwickeU. Ein Problem dieser Art soll uns

hier beschäftigen, das. so nahe es Hegt, schon einen ziemlich

verwickelten Charakter bat: Die JnvariantetUheorie der Euclh

dischi'n Bewegungen in der Ebene.

Wir verstehen unter einer ganzen Bever/uiujsinvartante

eine solche ganze allseitig-homogene Function der als unabhängig

verttnderlich gedachten Goeffioienten irgend welcher teraärer

algebraischer Formen
,
X,, X,; U^^U^^ U^), die bei Ana-

ftlhrang einer Bewegung auf die Punkte X und Linien U der

Ebene sich mit einem nur von den TransformationacoelficienteD

abhängigen Factor reproducirt^).

Die Frage nach allen Functionen dieser Art, durch die sidi

die übrigen rational und ganz ausdrücken lassen, Itfsst sich nicht

allgemein beantworten; man kann aber su einer gewissen Ein-

sicht in das Bildungsgesets der Bewegung9invarianten gdaDgen,

indem man, ebenso wie in der gewöhnlichen Invariantentheorie,

seigt, dass sie sich symbolisch als Invarianten linearer Formen

darstellen lassen. Das Problem wird hiermit, im Princip, lurdek-

gefuhrt auf eine speciellere, übrigens immer noch tiemlich all-

gemeine und auch an und für sich wichtige Aufgabe: »Die Bo-

wegungsinvarianten In einem unbegreniten System linearer

Formen, und die swisohen ihnen stattfindenden Relationen n
ermitteln.« Nach Losung dieses Problems hat man eine Methode,

die nicht nur theoretisch zur Beantwortung gewisser allgemeiner

Fragen ausreicht, sondern — was namentlich für die geome>

trischen Anwendungen hei Weitem wichtiger ist — in den

nächstliegenden besonderen Fillien sich als praktisch brauchbar

erweist und mit einiger Bequemlichkeil gebandhabt werden

kaun.

2.

Um die Bewegungsinvarianten von belieliig vielen Punkten

A, >', ... und Linien L', T, U , ... zu heslimmen, ist es

zweckmassig, vorher die in ahnlicher Weise deßnirten Invari-

anten derselben Punkte und Linien gegenüber der in der

\) Bei der analylisclien Darstclhini^ der Bewegungen in homogenen

Coordinaten iiiai: man etwa dio vum Verfasser Math. Aon. Bd. S9, S.

aufijestclllen Kurmein zu Grunde legen.
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Gruppe der BewcLjungen invariant enlbaUenen Untergruppe der

Schiebungen zu bestimmen. Wir nehmen zu diesera Behufe

auf der »unendlich fernen Geraden- — die, beiläufig bemerkt,

als eine ganz beliebige Gerade der I^^ltone angesehen werden
kann — zwei beb'ebigo Punkte S und - an. und bilden aus

diesen und den vorgelegten Punkten \ , )
,
/, . . . und Linien

U, V, \V, ... die folgenden simulUnen InvariaDien der ailge-

meineo projeotiven Gruppe:

{ÜVW), (UX), (XYZ),

(^) (US),

. [XYS], iA->J),

sammt den aus ihnen durch beliebige Vertauschungen der

Punkte Xy ) ,
Zj ... unter einander und der Linien U, V, W, ...

unter einander hervorgehenden neuen Invarianten^). Bilden

wir nun von diesen Grössen, oder wie wir uns kurz ausdrticken

wollen, von den *Tijpen* (4) solche ganze rationale Functionen,

die homogen sind in Bezug auf alle Symbole A', >\ Uj Vj

. .
. ,

(d. h. in Bezug auf jedes einzelne der Systeme von drei

Grilssen X,«, 1^, (/.^ V|, .. .), aber nicht (d. b. nicht noth-

wendig) homogen in Bezug auf Symbole 5 und 2;, so haben wir

in diesen Ausdrücken bereits die gesuchten Schiebungsinva-

rianten Tor uns.

Um die Bewegungsinvarianten, auf die es uns ankommt,

tu erhalten, legen wir den Punkten $ und 2 conjugir^imagi-

nilre Koordinaten bei, und identificiren sie mit den sogenannten

unendlich-fernen Kreispunkten. Nun muss sich jedeSchiebunizs-

invariante als eine Summe darstellen, deren einselne Glieder

homogen sind in Bezug auf S und Verlangen wir von diesen

Gliedern, dass die Differenz ihrer beiden Gradzahlen in BeiUg

auf 5 und ^ eine und dieselbe positive oder negative ganze

Zahl n sein soll, so erhalten wir die Invarianten der durch die

Punkte S und 2 definirten Gruppe der EucUdischen Bewegungen.

£s giebt also unendlich viele Gattungen von Bewegungs-

invarianteUi die den verschiedenen Wcrthen der genannten Zahl

n entsprechen, und die, wie man leicht erkennt, sich durch die

SU ihnen binsutretenden Pactoren von einander unterscheiden.

i) Hier ist {UVW^ «
|
i\ V,

| ,
(.Y YZ) = | A', r,Z,

| , (l/Äl



652 K. Study,

L'nter ihnen aber hat fUr die elementare Geometrie nur die

eine Gattung grösseres Interesse, die dem Werihe n = 0 ent-

spricht. Sie allein enthalt, bei reellen Grundformen, möglicher

Weise reelle Invarianten; und erst indem wir uns auf diese

Invarianten, die * Hauptinvarianten^ der Bewegungen beschrän-

ken, erhallen wir in deren Studium ein gegenüber der gewöhn-

lichen Theorie der ternüren Formen eigentlich neues Probleni.

Um (He Hauptinvarianlen, von denen wir weiterhin allein

reden werden, im Falle reeller Grundformen auch in reeller

Gestalt darstellen zu können, fuhren wir neue Bezeichnungen ein:

An Stelle der Typen (4) treten dann die Typen *):

(«J {LX), (LUV),

(UA^(VA\, {Üj£)[AXY), (AXY)(AX'Y').

Jede ganze t'undion dieser Grössen, die /kuikkjoi ist in Bez\ig

aufX, y, Z, . . .; f/, r, IV", . . . {aber nicht nullnrendig homof^i n

in Jk'zuy auf Sj/inLole L, yJ] ist eine ganze liauyUnvuriante der

BeiveyniKjen, und umgekehrt.

Die silnimlliohen Hauptinvariaiiten der Bewe^iiniieii sind

also ganze rationale Functionen gewisser elementarer Haupt-

invarianten; und diese lassen sich formal darstellen als simul-

tane Invarianten der allgemeinen projectiven Gruppe. Man hat,

um sie zu bilden, zu den gegebenen realen oder symbolischen

linearen Formen noch zwei weitere Formen hinzuiufügen, eine

lineare Form (LA i und eine quadratische Vi/, zwischen denen

beiden die Beziehungen

{LA)(UAj= 0
, iiAui'X]*« (LA)*

bestehen. Die genannten elementaren Hauptinvarianten sind

4) Die fünf leisten nehmen bei geeigneter Coordinetenwahl die fol-

genden Wertlie tn:

iUAiiylXY) = 1\{X, }\ - A\ )'3) + (A-, r, - A', ),) ,

{yiX KiMA' n = (A, r, - Y, ),)(A; ){ - A; +
+ (

v, \ ) ,)(a;)-- a; y[).
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dann gewöhnliche symbolische Prodaete in dem so emeiierten

System.

Ein Ergebniss dieser Art Hess sich, seinem allgemeinen

Charakter nach, im Voraus erwarten : Es handelt sich hier um
dieselbe Thatsache, die man, freilich in einer wenig exaoten

Form, häußg so ausgedrückt hat: > Die Satze der elementaren

Georaeirie sind Beziehungen geometrischer Fignren zu dem Paar

der nneDdlieh fernen Kreispankte. « Der genaue Inhalt unseres

Satzes lasst sich indessen nicht wohl vorhersehen. Man muss,

um diesen Satz richtig zu beurtheilen, zweierlei beachten:

Erstens wird die Darstellung der Invarianten des genannten er-

weiterten Systems gegenüber der allgemeinen projectiven

Gruppe durch die gewöhnliche Theorie der temttren Formen
nicht geleistet, da die Formen (LA), (U^)* nicht von einander

ünabhOngige Goefficienten haben; sweitens besteht nur bei den

elementaren Bewegungsinvarianten, ans denen sieh alle anderen

rational und gani susammensetzen lassen, eine thatsachliche

Uebereinstimmnng mit gewissen Invarianten der gewöhnlichen

Theorie dertemttrenPormen ; die zusammengesetztenBewegangs«
invarianten and namentlich auch die allgemeinen Hanptinvarian-

ten der Bewegungen sind in keinem Sinne Invarianten der all-

gemeinen projectiven Gmppe.

3.

Aus demselben Baumaterial nun, aus dem sich die Theorie

der Bewegungsinvarianten auffuhren Ittsst, nämlich aus den
Typen (8), lllsst sich die Invarianten iheorie einer jeden projec-

tiven Gruppe zusammensetzen, die die Bewegungen nmfasst.

Dabei Tcrhalten sich die algebraischen Gruppen, in denen die

Bewegungen mit anderen dreigliedrigen Untergruppen gleich-

berechtigt sind, anders als die, in denen die Gruppe der Be-

wegungen invariant enthalten ist. In den verschiedenen Fttllen

der ersten Art hat man gewisse der Typen (S) selbst wegsulassen,

in den anderen treten nur Beschränkungen in Bezug auf die

Homogeneitflt der Symbole von {LX) und (U^)* hiniu. Wir
betrachten nur die reellen Gruppen.

Die Bewegungen bilden eine invariante Untergruppe

i) der Gruppe der Bewegungen und Umlegungen;

? drr continuirlichen viergliedrigen Gruppe der eigent-

lichen Aehnlicbkeitstransformationen

;
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3) der Gruppe der sämmtlichen (eigeDilichen undnneigentr

lieben] Aehnlichkeitstransformationen.

1) Die Umle^ngsinvarianten sind sämmtlich Hauptinvari-

anten der Bewegungen. Es giebt twei Arten, die bei einer

Umiegongmit verschiedenen Factoren reproducirt werden: Bei

den einen (»geraden« Invarianten) kommen Symbole £ nur in

den Graden 0, 4, . .
.

, bei den anderen (»ungeraden« Inva-

rianten) nur in den Graden ^, 3, 5, . . . vor.

2) Bei den eigentlicben AebnlichkeitsttaDsforroationen müs-

sen Symbole 8 und 2 zusammen homogen auftreten; bei den

aus den Typen {2) zosammensusetienden Uauptinvarianten also

Symbole /. und -r4* Eusamraen.

3) Die Invarianten der Gruppe aller Aehnlichkeitstrans-

formationen sind identisch mit den Umlegungsinvarianten, bei

denen auch die Bedingung erfnlit ist, mit denen also, die homo-

gen sind in Besug auf Symbole L und ^* snsammen.

Die fiewegnngen sind ferner, wenn man Ton der allge-

meinen projectiven Gruppe absieht, als nichirinvariante Unter-

gruppe enthalten

{] in der continuirlichen fünfgliedrigen Gruppe der eigent-

lichen flächentreuen Gollineationen, der »speoiellen linearen

Gruppe« von S. Lib;

2) in der aus xwei Scbaaren bestehenden Gruppe der

eigentlichen und uneigentlichen flaohentreuen GoUineationen;

3) in der sechsgliedrigen continuirlichen Gruppe der tlber-

haupt affinen GoUineationen, der >a1lgemeinen linearen Gruppe«.

In allen drei F;illrn sind die Symbole (UAf wegpilasseo,

so daSS nur die folgenden fünf Typen elementarer Invarianten

bleiben:

(3) [UVW], (f/A-), (.V)'/); [L\), [LUV).

Im Falle 1) findet keine Beschränkung in Bezug auf die

Homogeneiiat der Symbole J. stalt. Im Falle i) können, in jedem

Glied einer und derselben Invariante, Symbole L nur in gerader

oder nur in ungerader Zahl auftreten, lui Falle 3k'ndlieh sind nur

solche Functionen der Typen (6) zu bilden, die homogen sind io

Bezug auf Symliole L.

Endlich erhalt man bekanntlich alle Invarianten der alke-

meinen projrctiven Gruppe, wenn man auch die InvarianteD

mit Symbolen L weglUsst.
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4.

Bei einer jeden der beCraohteien Gruppen nun wird eine

ganse Function der aufgezHhlten elementaren Invarianten, die

hinsichtlich ihrer Homogeneitat den angegebenen Bedingungen
genügt, eine zugehörige Invariante sein. Sie kann aber natttr-

lieh auch identisch den Werth Null haben. Es ist nun von

Wichtigkeit, dass auch die Functionen dieser letzten Art, also die

sämmtlichen Relationen zwischen den ganzen Functionen (2), sich

in gewissem Sinne erschöpfend a$igeben lassen. Es lllsst sich

nttmllch ein System irredudbeler Identitäten Gj{Ji^) = 0 swi-

sehen nnseren Invarianten Jj^ ao&tellen, das nur eine endliche

Zahl solcher Identitäten enthalt, wenn man je zwei Functionen

Gj als nicht verschieden betrachtet, oder zu demselben »Typus«

rechnet, die durch Vertauschung der an ihrer Bildung bethei-

ligten Punkte X, Z, und Linien U, F, IV, . . . In einander

übergeftihrt werden können.

Diese Identitäten sind, wenn wir noch für die drei letzten

unserer Invariantentypen die bequemeren Bezeichnungen

{ü\ V) = {U.1) [V^]
,

(V\\ Y) = (r./) Y)
,

(A'r|A" Y') = (-^Äi')(^A" 1")

einftihren, die folgenden

(»)

a) {t;, U, U,] (6-, X) - (l/, t/. ü.) (tr.X)+ (U, U, U,) [U, X) -

b) (JC.A, A,) {U\) - {X,X, X,] lux,) + [X, A, AJ (t/A.)-
-(XM){ux,)= o*,

e) {uvw]{xyz) — \{ux)ivr){wz)\ = o,

(6)

») {£ VW) (t/A) + {IAVU)IVX) + {LUV){ H'A) —
— [UV W)[t.X) = 0*

,

b) (t/. V, U,) [LU, V)- (ü,t/,t/,) (LU^Y] + [U,U^U^{LU, V) -
-{V,V,ü,){LÜ,V)^0,

c) (A. X, X.) (/. AJ- (X, X, X,
] i
L A,) + (X. X, X,) (I XJ -

-(X,A.AJ(LAJ = 0,
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{LS) {UX} (K.V)

(UY) (vy) =0,
(12) m C^)

e) {Li\U,HLL ,i',)+ [LU,U,)[LU,i',) + [LU, U,]{U\V,) = 0,

(6)

) {X,X,\X,X,) + (V, .V^I.V.A,) + (.V, .V.|.\,.V,} = 0 ,

b) (l/.t/, U,)[U,[ V) - {i',U,l',){0\\ l
) + {U,U,U^UU,[V] -

-(t/,ü,l/,)(ü,|K)= 0,

(q rzjlKJt) +(o|zx)(Ky)+ ((?jxr)(KZ)

—

— (xr2)(t;|v)= o***,

(.V..V. v,)(.\. )|6') - (.v,.v,.v,; (v,)|(/) +
+ XJ(X, ri ü) - (X, A-, (A, » I ü)= 0 •

,

(U,\V) (y,)')

('',11) (f.^i =0*.
(l/,|V) (17,.V) (t/,1-)

J) (I,t/.t/,)({/.| K)+ (/,{/,t/,) V) + (iü, V)= 0

,

g) (i.v)(i/|r/; + (tv)(t'iz.v) + (iZ)(L'|.v)-) = o*,

0 (tV)

(fr-A) (K)) =0»,

>•) (t^.li '.) - »VC'J '.) - v,)ßv, r.) = 0,

k) ((;|,vr;(f|ii-,-,i|.v)-)f(/nv)-

- {LUV){[LX)(WX) - (L\){WY)] = 0 *

,

I) F)(x, x,|y, y,) - (i/|x, x,)(y|r, r.) -

m) ((;| A, ) , 1
»1 A, A.)+ { ü'| V, ) , T

|
V, A,

) + ;
/;

|
.V, Y, ( I

j
X, A.y -

— (A, X, A,) (L Y) [L t/ »')= 0

.

e) (l/,t/,(/,)ir|A))

b} (i.l'JV)(fiAl)

Dabei baben wir der Kttne halber einige der aubufllhren-

den Belationen, nSmIidi solche, die aus den angegebenen durek

Sabstitutionen des Typus V ^ \ 1 oder A = (i V cnlslehtn,

nichl wirklich biDgeschriul>cn, sondern wir liabvn ihr Vorliao-
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densein nur durch den Formeln beigefügte Sterne * angedeutet;

80 dasB s. B. die Formel (6 g) ausser ihr selbst auch noch die

Identität

{LX,){YZ\X,X,) + {L\\){yZ\ V, V,) + (L.Y,)(rZ| A, A,)=:0

vertritt, die in diesen) Zusamuieuhaug als von (6gJ verschieden

angesehen werden muss.

Wie das System der Invarianten (2) selbst, so weist auch

das System der zwischen ihnen bestehenden Identitäten eine

bestimmte Structur auf. Die unter (4) zusammengestellten Ue-

lationen nilmlich verbinden nur Invarianten der allgemeinen

projectiven Gruppe; sie bilden, wie der Verfasser schon früher

gezeigt hat, das vollständige System derirreducibelen Relationen

dieser Art*). Ihre Anzahl i.st fünf. Die Formeln (4) und (ö) zu-

sammengenommen gehören ferner in demselben Sinne zur all-

gemeinen affinen Grui>|>e mit ihren invarianten Untergruppen.

Die Anzahl dieser Relationen ist elf. Endlich gehören die For-

meln (4), (5) und (6) zusammen zur Gruppe der Aehnlichkeits-

transformationen mit ihren invarianten Untergruppen. Ihre

Anzahl ist zweiunddreissig, da die Identität (5e) in diesem

Belationensystem — aber nicht in dem vorher betrachteten

System der Relationen (4) und (5) — reducibel, nttmliofa eine

Folge von (6 i) ist.

Einige andere Beispiele reducibeler Identitäten zwischen

gnn/en ßewegungsinvarianten sind die folgenden, die, wie man
leicht sieht, bekannten geometrischen Satsen entsprechen:

(/.V,)* (A'.r. A,),) (A,)VV,),) =ü,
IX,V,\X,Y,) (X^Y,\X^Y,)

4 (LA.) [LX^] {L A,) (A, A. A,) • (L >'.) (L ) l'J {
J

. * , > ,) +
0 {LYf (LY,)^ (LY,)*

[LX,r (.\,).|.v,y,) (A-.vjA\n) (.v. )-3|.\,)-3)

(LA.)« (A, y. I A, Y,) (A, n i
X. >;) (-^. >

,

' A'. 1 ,)

{L\,r {x,y,\x,)\) !^,>,i^a>t) v,),)

= 0.

4) Methoden zur Theorie der ternttren Formen, Leipzig, 1889, U, §.1.
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5.

Der Haoptnulzcn der angestellten Betrachlungen liegt darin,

dass das Rechnen niil den Identitäten (4 , i')), (6) den Gebrauch

('.rpliriti' geschriebener Coordinaten . also die Einführung will-

kürlicher Kleniente in die Formeln, in gewissem, (hn-tli das

Vorhcrffchcndc (jrmiu itUu rtcm Umfange entbehrlich macht').

Man wird daher eine Menue von Aufgaben der i:e\vohnlichen

analytischen Geometrie, die man bisher unter Benutzung spe-

cieller Coordinatensysteme l)elKuulelt hat, ebensowohl in völlig

allgemeiner Weise behandeln können '^). Um uns aber von

Uebertreibungen frei zu halten, wollen wir nicht unterlassen,

hinzuzufügen, d iss das Rechnen mit den Relationen 4], (o!, (6)

seine Schwierigkeiten hat. Es werden also noch viele Probleme

der Euclidischen Geometrie l)leiben, bei denen unsere Methode

einen wesentlichen Vortheil nicht oder Dur nach bedeutender

Anflirengung zu bieten vermag.

Einen weiteren Nutzen der aufgesteliten Sütxe glauben wir

darin ßnden zu dtlrfen, dass sie uns zn einer vertieften Einsicht

in die Structur des Systems geometrischer Satze fttbren, die

man gewöhnlich unter den Namen der elementaren Geometrie

snsammenfassi. Wir glauben nfimlioli, und wir haben das auch

i) Bekanntlfch bat bereits Liibnitz derartige Gedankeo enl wickelt,

und Hermann Gras?mann tiat in .seiner Ausdehnunßslehre einen ernsthaften

und bi.s zu einem gewissen Hrade (gelungenen Versuch in (lieber Richtun?

gemacht. Es fehlt aber bei Grassmann an einer klaren Problemstellung und

daher auch an einer richtigen Schätzung des von seiner Methode heherrschU»

Stoffe» Unieres Erachtens tat diese Methode nicht nur kein Universalioslni-

mant, aondem selbst in der Beschränkung auf die Geometrie der Be-

wegungsgruppe noch kein ausreichendes Ilülfsmittel. Die Ausdrücke i8

kommen zwar «Ömmllich bei Grassmans vor, sie haben ober für ihn nu ht

die Hedeutung als (symbolische) Beslandtheile der allgemeinsten

wegungs-Hauptinvarianten frei verönderticher Formen, und auch nicht die

als iM»(lsldiMl^« iDvariantensystam von Punkten und Linien.

Zu erwähnen dürfte übrigens sein» dess auch viele Rechnungen der

gewöhnlichen analytischen Geometrie auf einigen der Identitäten (4' — ^6'

beruhen. Dio prinri[(i(>llo Bedeutung dieser Formeln ist aber von den

Geometern keine>\\ej;s erkannt worden, und noch weniger bat man ver-

sucht, sie erschöpfend aufzuzählen.

Der ausgedehnlesle Gebrauch von den Ausdrucken (B) ist bis jetil

wohl in dem Werke »Geometrie der Kegelschnitte« von GmtoiuiveKa «ad

DiaCELDET (Leipzig, 4895; gemacht worden.

S) Wir geben weiterhin ein Beispiel.
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schon bei fraberer Gelegenheit hervorgehoben, dass die Geo-

metrie der Alten ein sorgfUltigeres nnd vielfleitigeres Stndinm

im Sinne modemer Betraohtuegsweisen verdienti als man ihr

hat m Theil werden lassen. Die Frage nach den geometrischen

Axiomen, die heute allein noch in weiteren Kreisen Interesse

IQ finden scheint, ist doch schliesslich nnr eine Seite der Sache;

wir wagen su glauben, dass auch noch in anderen Riebtongen

werthToUe Aufschlttsse sich darbieten können. So fuhren die

von uns angegebenen Stttse lu einer eigenthtlmlichen Begründung

der Elementargeometrie, bei der die einsehien Satte dieser Dis-

ciplin in gans anderer Weise angeordnet sind, als gewöhnlich,

indem s. B. der Begriff der Dreiecksfläche früher auftritt als der

Begriff der Entfernung zweier Punkte. Freilich ist es nicht wohl

möglich, in Kflne einen klaren Begriff von Dem su geben, was
wir hier im Äuge haben; doch wird wenigstens die enge Be-

ziehung zwischen der Euclidiscben Geometrie und unserer

Theorie der Bewegungsinvarianten deutlich werden, wenn wir

einen Blick auf die — grösstentheils wohlbekannten — Aus-

tlrilcke der Grössen werfen, mit denen es die Kiementargeomelrie

vorzugsweise zu Ihun hat. Diese sind nHmiich siirnnitlich Quo-

tienten von Bewegiin.2sin\ arianlen , r.itionale oder irnilionale

homogene Functionen 0'*'" Grades der Coordinaten — sogenannte

absolute Invarianten. Wir ftlhren die wichtigsten unter ihnen an.

(7).

a) Die rhppelte Fläche des durch drei Punkte R 6e-

siimmlen Dreiecks :

^

[LP){LQ]{IR)'

b) Die doppelte Fläche des durch drei gerade Linien J9, C
bestimnUen Dreiecks: > A^n^

{LBC)(LCA){LÄß)

c) Die einfachsten ganiometrischen Punctimen des Winkels

(Ä ,
B) zweier Geraden

:

.A ^^ (MS) . [LAB)
cos(^,^)= ^ i^=r, sin(i4,Ä)= ^

'

d) Die Entfetnung PQ zweier Ihnikte P, ij:
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e) Do« Producl der Entfernungen
,

(siehe d)) m
den (k>$intu des »ugeh(frigen Neigungswinkels, des Winkels der

Richtungen P^ P,,

f) Z>i<j Z.än^« t/er Projection von PQ auf eine Gerade Ä

:

YIA\A]{LP){L(,>)

gl Der {kürxesle) Abstand A- eines Punktes P von einer (ie-

raäen A:

' nA\A){LP)'

b) Die Fläche F des durch drei Gerade B, C oder Punkte

P, Q, H bestinunten Dreiecks^ getheilt durch den Radius r des um-

schriebenen Kreises :

= ylp . sin (Ä, C) = . - . = sin (C, .1) • sin (.1, i^) = . .
.

fArtc) (P(jn-

V{A\A)V(B\B)y{C\C] V{QR\QH)V{RP RPiV{P(7iPQ]

(Hier ist angenommeD, dass (AX)^ (QAX) u. 8. w.)

Es leuchtet ein. dass vermöge dieser Formeln aus den

Idenlitiiten (4) . . i t)] eine Men^ze elenitMilariieometrischer ScU/e

hervorgehen, Slitze, von denen einige wohlbekannt und hautig

benutzt, andere alxT auch in bisherigen Untersuchungen noch

nicht hervorgetreten sind. Da durch Rechnen mit jen» n Hela-

tionen (4) ... (6) alle überhaupt vorhandenen Helationen zwischen

ganzen Bewegungsinvarianlen zunächst von Punkten und Linien,

dann aber auch von höheren algebraischen Gebilden (Curven

und Gonne.xen' sich mttssen ermitteln lassen, so kann man die

Elementargeometrie als ein Studium des Modulsystems M auf-

fassen, das von den linken Seiten jener Identitäten gebildet

wird. Dieses Modulsystem bat freilich eine ziemlich verwickelte

Structur, und es kann nicht geleugnet werden, dass eine solche

Behandlungsweisc der Elementargeometrie nicht mehr gani

»elementare ist. Aber vielleicht hat man die Schwierigkeiten
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ontersobMity die in einer systematisdien Behandlung der Eocli-

diflchen Geometrie auch dann noeb liegen, wenn man gSnilich

Ton der Frage nach den Axiomen abaid^t.

6.

Man hat neuerdings stark den Umstand betont, dass die

Eaelidische Geometrie ein Grensfall der sogenannten Nicht-

Eaclidischen Geometrie ist. Werfen wir daher sur Tergleichung

einen Blick auf die Gruppe der automorphen oolünearen Trans-

formation eines festen Kegelschnittes, deren Zusammenhang mit

jener allgemeineren Art von »Geometrie« ja heute allgemein

bekannt ist Es seigt sich, dass die Invariantentheorie dieser

Gruppe in vieler Hinsicht elnlicher ist als die Invariantentheorie

der Äiclidischen Bewegungen. Der Grund dafür liegt in dem
Vorhandensein der mit dem Kegelschnitt verknOpllen dualisti-

schen Transformation, die die Unterscheidung von zwei Arien

linearer Formen überflüssig macht. Die Zahl der zu unter-

scheidenden Invarinnlentypen ist in diesem Falle zwei, und die

Zahl der Typen von Identitäten zwischen diesen Invarianten

ebenfalls zwei, wahrend wir bei den Euclidischen Bewegungen
acht Invarianten und zweiunddreissig Relationen zwischen ihnen

gefunden haben. Führen wir nun den erwiilinten von Cvyley

angegebenen Grenzübergang aus. so zeigt sich, d;iss (lal)ei die

ganzen Invarianten der Gruppe des Kegelschnittes keineswegs

in die Gesamnitheit der (Euclidischen ganzen Bew e^uni^sinva-

rianten übergehen; vielmehr entstehen auf diese Art nur Haupt-

invarianten, und auch unter ihnen nur solche, die zus^leich In-

Varianten der Umlegungen sind. Es kann danach nicht zweck-

mässig sein, die Euclidische Geometrie vorzugsweise als einen

Grenzfall der Nicht-Euclidischen zu behandeln. Jedenfalls wer-

den bei einem solchen Verfahren Fragen, die mit den den

Bewegungen übergeordneten projecltven Gruppen zusammen-
hangen, zu sehr in den Hintergrund gedrtfngt.

7.

Ein besonderer Vortheil der Methoden der Invarianten-

theorie iro Vergleich zur gewöhnlichen analytischen Geometrie

scheint mir ttberhanpt darin zn liegen, dass sie in einer be-

stimmteren vnd daher inhalUreidieren Fassung lahlreicher Pro-

bleme nttthigen.



So wird in unserem Falle schon die ganz elementare Frage

nach, der Bedingung dafür, dass vier Punkte auf einem Kreise

liegen, anders auszudrücken sein als in der gewöhnlichen analy-

tischen Geometrie. Wirhaben nttmlich zu fragen : > Welche ganzen

Fanctionen der BewegungsinVarianten (1) müssen verschwin-

den, damit die vier Pankte auf einem Kreise liegen ?c Die Go-

ordinaten werden alaOi wie schon gesagt, nicht einiein zuge-

lassen, sondern nur implicite, in ganz bestimmten, von vom
herein bekannten Verbindungen. Die Antwort wird daher aneh

nicht durch die bekannte Determinante gegeben. Der gemein-

aame Theiler der gesuchten, natürlich nur med. M bestimmten

Functionen ist vielmehr der (ebenfalls mod. M bestimmte, and
daher, wie jene Determinante, aitemirende) Auadruck

(8) (4234)« = (I2)i;234)(i3|U) — (LI) (434)(23|24) .

Die Gleichung (1234)* = 0 liefert beiläufig den Sata vom
conatanten Peripheriewinkel über gegebener Sehne.

Ausserdem führt sie zu einem Satz Ober die Figur von vier

beliebigen Curven i. Classe. Da nämlich der Ausdruck (8) die

Coordinaten eines jeden der vier Punkte im zweiten Grade ent-

hält, so kann er auch als der symbolische Ausdruck einer Be-

wegungsinvariante von vier (Kurven 2. Classe angesehen werden.

Was bedeutet das Verschwinden dieser allgemeineren Invariante?

Die Antwort ist sehr einfach: Zu jeder Cui ve 2. Classe (L (/>)-= 0

gehört ein bestimmter Kreis ((/> A | A)= 0 , der *Umfassungs-

krcis* der Curve (Cercle orthogene nach Picquet und Chasles,

Direclor Circle, Directorkreis nach Tuwnsbnd und Gundblfinger),

der Orlhogonalkreis aller den Poldreiecken der Curve umschrie-

benen Kreise, und der Ort aller Punkte, von denen aus die Curve

unter rechtem Winkel erscheint. Das Verschwinden obiger In-

variante ist nun die Bedingung dafür, dass die zu den vier

Curven 2. Classe gehörigen Kreise einem Hündel oder ^ieta an-

gehören [einen gemeinsamen Orthogonalkreis haben).

Wir wollen die Anwendung unserer Methode auf Frageu

der elementaren analytischen Geometrie noch durch ein anderes

Beispiel erläutern, indem wir die Gleichung des Feuerbach'sehen

Kreises aufstellen, der zu einem gegebenen Dreieck P, Q, H ge-

httrt, und aus ihr einige Folgerungen liehen. Diese Gleichung

ist allerdings langst ermittelt worden; man hat aber bei der

Ableitung, soviel uns bekannt, immer das gegebene Dreieck als
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Goordinalendreieck gewHblt Sieht man mm Ton dieser Vor- ,

ausseUung ab, betrachtet man also die Punkte Q, R als ver-

flnderlich, so leigl sich, dass die bekannten Fonneln mit fremden

Faetoren behaftet sind, dass sie in den Goordinaten von P, R
einen su hohen Grad aufweisen. Die Abscheidung jener Faetoren

führt lu einer, wie wir glauben, besser befriedigenden Losung

der Aufgabe, und tugleich su einigen bisher, wie es seheint,

nicht bemerkten eiementargeometrischen Stttsen.

Die Gleichung des umschriettenen Kreises ist nach Obigem
(vergl. Nr. 8)

(9) (\PQl{)- = 0.

Die Gleichung der üarmonicale des ütfhenschDiUpunktes ist

(40) {GX)^(rP\PQ){QRX)+
4- (/> 0

1

Qi^) {R PX) -\-{Qn\n p; (Po v) = o

.

Die GleichuDg des Fcuerbach schen Kreises isl dud:

(H) (APC>Ä)* — i(LA)(GA) « 0 .

Die Harmonieale des Höhenschnittpunktes ist also die Potenx-

linle des Büschels, zu dem der umschriebene Kreis und der

Feuerbach'sehe Kreis gehören.

Der Süssere Potenzkreis der genannten beiden Kreise, der

Kreis des Büschels, der seinen MillelpiiDkl im Hühenschnitlpunkt

hat, wird dargestellt durch die Gleichung

Er ist apolar zu der in drei Punkte zerfallenen Gurve 3. Gbisse

{UP) ' (ÜQ) • (ÜR)B 0 , und er ist durch diese Forderung be-

stimmt: Er ist identisch mit dem Kreis, von dem das gegebene

Dreieck ein Poldreieck ist.

Endlich hat auch der innere Potenikreis der genannten

beiden Kreise, der Kreis des Bttsehels, der seinen Mittelpunkt

im Schwerpunkt des Dreiecks hat, eine einfache Bedeutung.

Er wird nVmlich dargestellt durch die Gleichung

(43) (XPijny — iiLX}{GX) = {PQR) ' (it Aj* = 0

,

wo
(U) 3(Ä.t)«= {LP)(QX\RX) -f (LQ){RX\PX)+ [LR)(PX\QX) .

Die letzte Gleichung iHsst unuiitlelbar erkennen, dass der Kreis

{ikX]* = 0 der Imfassungskreis [s. obeo) der Ellipse
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Z(U0)' » (LP)(ÜQ){UR)+ [LQ)(ÜR)(ÜF) +

ist, die die Seiten des Dreiecks in ihren Millen berührt.

Mehr noch als hei dem hier gewähllen einfachen Bei-

spiel w ird es sich vielleicht hei verwickelleren Aufgaben lohnen,

die allzuoft unter spociellen Voraussetzungen entwickelten GUi-

chungen der gewühnlichen anaU tischen Geornelrie daraufhin zu

untersuchen, ob sie nicht fremde Factoren enthalten, und ob

nicht deren Beseitigung zu durchsichtigeren und brauchbareren

Formeln führt ; aber gerade bei einfacheren Aufgaben glauben

w ir schon aus pädagogischen Gründen besonderes Gewicht da-

rauf logen zu müssen, dass die Lösung bis zuEode durchgeführt

uod in reiner Form dargestellt wird.

Dass bei einer Bebandlungsweise der elemeDtaren nnaly-

tiscben Geometrie, wie wir sie hier im Auge haben, die soge-

nannte projective Verallgemeinerung maassgeometnscher Suite

keine Verailgemeinemng mehr ist, bedarf kaum der firwtthnaog.

Bis hierher haben wir von der Gruppe der Bewegungen aU

eine Untergruppe der allgemeinen projectiven Gruppe ge-

sprochen. Die genannte Gruppe ist aber auch Untergruppe der

nicht minder wichtigen Gruppe der Mösius'seben Kreisver-

wnndtschaften, oder der Gruppe der Inversionen. Von dea

hieraus fttr die Theorie der Bewegungsinvarianteo siob eig^

banden Polgerungen soll in einer ersten Fortsetsung dieser Mit-

thdiung die Rede sein.
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Otto Biermanii in Brünn: Zur Lie'schen Theorie von den

partiellen Differentiulyleichunyen. Vorgelegt von S. Lib, o. M.

Eine partielle Dill'erentialgleichung erster Ordnung

integriren, beissi nach Sopbos Lib alle (fi+ 1]-gliedrigeD Glei-

ohangensysteme

<r>,(r,
,

... /),, ... /»„^ = 0 (1 = 1,«... (n4-^))

ermitteln, welche die pFAvt'äche Gleichung

dz — p, dx^ — • • • — Pn^^n— ®

befriedigen und die Gleichung

V{Zf a:,, ... Xf^J /»p ... y>J = 0

umfassen

.

Zur Lösung dieser Aufj^ahc slellle Lik vor allem eine ein-

fache Form für jedes (// + 1 }-gIiedriü;e Gicichungensv slem her,

welches der pFAFF'schen Gleichung genügt, zeigte dann, dass

jedes (n+ 4)-gliedrige Gieicbungensysiem von der Form

hF

die infinitesimale Transformation

gestattet, wenn es die Gleichung V(3, Xjp)=sO umfasst, dasa

ferner ein auf die letzte Form zurtlckfubrbares (n-|- 1)-gHedri-

gea Gleichungensystem

(3, .T, /j) = 0 , ... V;^,(3, X, ;>) = 0

JIUtli.-pbji.ClaM«. lfm. 41
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alle die infinitesimalenTransformaUoiien
[
1^'/] gestattet oder, was

daaielbe bedeatet| daas alle AuadrOcke [ViVj] vermtfge der Glei-

chungen K| SB 0 Terschwinden, und endlich, daaa ein nach s und
den p aufldsbares [n+ 1 j-gliedrigea Gleiohnngenayatem 0^ = 0,

. . . a>„^, SB 0 dann und nur dann die PPAFp'sche Gleichung

erfflUt, wenn alle Ausdracke vermöge der Gleichungen

s 0, . . . (Z>„^, =s 0 verschwinden.

Doch weil Lu auch bewies, dass ein allgemeines (n + 1]-

gliedriges Gleichungensystero

^i(z,x,p) = 0 {i = i, z, ... [n-^i )

dann und nur dann die PpAFp'sche Gleichung dz — ^p^,äx^.= Q

befriedigt, wenn es alle die infinitesimalen Transformationen

['F^/J gestattet, so hat er das Integrationsproblem auf die Er-

mittlung eines die Gleichung r= 0 umfassenden {n -{- 1)-glie-

drigen Gleichungensystemes = 0 zurttckgeftlhrt, vermdge

dessen alle Ausdrücke ['F, Wj] verschwinden.

In den folgenden Zeilen suche ich diese Theoreme auf den

Fall auszudehnen, dass es sich um die Bestimmung aller

IS^tiiiS-i-?)— (rt _j_ Ij^-gliedrigerGleiohuDgeosystemeindeo

n+ ('S+ 4)t Variablen

handelt, welche die [n -\- I j Pfaff sehen Gleichungen

befriedigen und eine Gleichung

umfassen. Ich will nämlich im engsten Anschlüsse an Lies

Betrachtungsweise darlegen, wariin» seine Lösungsmetbode für

die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung auch in

entsprechend erweiterter Form im Allgemeinen nicht auf par-

tielle Differentialgleichungen zweiter Ordnunt: verwendbar ist.

denn mir scheint eine solche DarlegunJ^ ebenso wichtig, wieder

von mir') und Fousyiu^) geftlhrte Beweis, dass es nicht möglich

ist, das Integralciquivalent eines simultanen Systems bedinguog^

4) Scbltfinilch*8 Zeitschrlfl Bd. 80. 1885.

1) Thsorie der DiffereDtialgleicboogeo Bd. i. 4898.
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freier PpirF^scher Gleichungen durch eine Verallgemeinerung

der von PIpapp, Gldsch, GaASSHAiiif und Nataih herrührenden

Melhoden lur LOaung einer einzigen PfAFP*schen Gleichung xn

finden.

In dem ersten Paragraphen stelle ieh die dem genannten

Systeme von (n 4-
1 ) PFAFF'schen Gleichungen genügenden Glei-

cbungensysteme auf und im zweiten entwickele ich einige Eigen-

schaften dieser Systeme, welche die v ogte Einsicht gestatten.

Ein GleichungenSystem

swischen den n Verllnderlichen js, vennilge dessen nicht alle q-

reihigen Determinanten der Matrix:

verschwinden, enthalt q von einander unabhängige Gleichungen

und heisst darnach ein ^-gliedriges Gleiohungensystem. Ist s B.

die Determinante:

2 h0. bat.

wo '••Ctg irgend q der Zahlen 1
,
2, . .. n bedeuten, vermöge

der Gleichungen 0)^(2) ss 0 (x =s 1 ,
2, . . . q) nicht Null, so lassen

sich die Gleichungen

nach dz„ , ... ds« auflosen und aus den so bu bildenden Dar-

Stellungen iDr dz^^^ ... dz„ folgt, dass das vorgelegte Glei-

cbungensystem nach den q Verllnderlichen s„^j ... auflös-

bar ist.

Wird ein Gleichungensystem

4».
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von den dem froheren g-gliedrigen Gieichongensystem genügen-

den Werthesyslemen («) erfttllt, so ial es eine Folge des früheren.

Zwei gleiehgtiedrige Gleiehnngensysteme heissen aqoi-

alent» wenn jedes Werthesystem der Verinderlichen, das den

einen genttgt, aueh das andere erfüllt. Zur Aecpiivalenz zweier

9-gliedriger Gleiehnngensysteme ist nothwendig ond hinrei-

ehendi dass eine Anfloirang:

- )h ba^ -

sy.« '

des einen Gleichungen»ystoms das zweite identisch befriedigt.

Gestattet ein Gleichiiniicnss stem 0^ =: 0 (xss= 4, 2 ... q]

eine infinitesimale Transformation:

= Cr(«4» — («^= 4, 2 ... n)

,

d. h. werden die Ausdrücke:

yerroüge des Gleiehnngensysteme Nnll, so gestattet jedes Iqoi-

Yalente Gleicbungensystem diese infinitesimale Transformation.

Wird ein System von (n— k] PpAFP*sohen Gleiehnngen in

den n Variablen ji„ ... js«:

«iiWf's» H l-«4ni=)t/^n=0,

«n-fe,, H h = ^

von allen Werthesystemen z^, ... (Z?,, ... befriedigt,

welche einem Gleichungensysleni (D^'z) = 0 (x = 1, 2 ... q und

dem durch DitTerentiation entstehenden System rfOfSsO,

.. äOg s= 0 genügen, so sagt man, dass das Gieichungensystein

(Df =s 0, ... 0q = O die (« — A) PrAppschen Gleichungen e^

füllt, — Min dem Gleichungensystem (/), =0, ... 0f^=^O äqui-

valentes Gleicbungensystem erfüllt dieselben PpAFPSchen Glei-

chungen.

Besteben nun die genannten PpApp^schen Gleichungen ve^

mOge der Gleichungen

bO, ... a>^ssO, d0^ =sO, ... dOg^Oj
so gehören zu jedem besonderen Werthesystem (3), das Ö>|=0,

... = 0 befriedigt, — k]q solche Zahlengrössen

V« 0«= 4, 2 ... — x«4, 2 ... q),

iju.^cd by Googl^e
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dass für dasselbe besondere Werthesystem (z) die Gleicbungea

{u = 4,2 ... (n — kj)

gdten, welches auch die Werthe von dz^, ... d2„ seieD. Darum
aber mtlasen in den gleichwerthigen Gleichungen:

die CoefßcicnleQ von dz^J ... d3„ ulle verschwinden; man erhttlt

somit für die ^(fi — k) Grossen die tt(n k) Gleichungen:

^ H »" •

Ellminirt man aus diesen Gleichungen die Grössen A^^, so gehen

Gleichungen hervor, die für alle diejenigen Werthesysteme (s)

erfüllt sind, welche den Gleichungen </>^f3) = 0 fx = 1, ... q)

genügen, d.h. Gleichungen, die aus dem System </>^ = 0, ...

0»^= 0 folgen.

Will man darnach die PpAPP'schen Gleichungen erfüllende

Gleicbungensystemc angeben, so wühle man q ganz beliebige

Gleichungen

und füge zu diesen die durch Elimination der Ä^j^aus den n(n— A]

Gleichungen

entstehenden, untereinanderund mitden gewählten Gleichungen

ertraglichen Gleichungen. —
Ist ein System Pripp'scher Gleichungen in den Grossen

y%i ••• Vmi «i> • • vorgelegt, das von dy^, ... frei ist:

«M («I H H «•»(«I y)^^n= 0

,

y)d^i H 1- «ii-mC*» y)*'*»=
und können die n[n — k) Functionen a^,,{zjy] nicht gleichzeitig

für Werthesysteme (s, y) verschwinden, so mass jedes diese

PFAFP'schen Gleichungen erfüllende Gleicbungensystem:
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ir,(z,, ... 3„, ... t/fn) = 0, U, = 0, ...

Relationen in den Grössen a allein umfassen, d. h. es muss im-

pliciie Relationen in den z allein enthalten, denn anderenfalls

wfiren ja die Differentiale äz^^ ... «^'n nicht durch Gleichungen

verbunden.

Zur Bestimmung der die letsten Ppirr'achen Gleichungen

erfüllenden GleichungenSysteme wähle man somit q ganz be-

liebige (von einander nnabhtogige) Gleichungen in den z:

und füge zu diesen die durch Elimination der Grössen l^^ aus

den Gleichungen

V. + + =
hervorgehenden Gleichnngen

.v)
= 0,... t/f(5,y) = 0,

di(> unter einander und mit den Gleichungen ^i](= 0 (x=l, ... 9)

vertrciglich sind.

Fügt man zu den bisherigen Gleichungen Q= Ö und U=^0

neue
VJz,j,] = 0, K,(8,y) = 0, ...

die unter einander und mit den frtlheren Gleichungen verträg-

lich sind, so erhält man immer wieder ein die pFAFF Schen Glei-

chungen erfüllendes Gleichungensystem ; doch die Anzahl der

Relationen eines Systems darf die Ansah! der Variablen z uudy

nicht übersteigen. —
Will man nach diesen Vorschriften die den besonderen (n -4- 4)

PPAPF sehen Gleichungen

da— p.rfar^ p^dx^^O,

<^Pt —l'ix'^^'i Ptnd^n'=^i

^Pn — /»m rfi«?! Vim^^^n= ^

in den 2«+ 4 + 2il±-li Variablen

... 3 ; ...jpi,; Ph? *** PitA ^PiUi» ***

genOgenden Gleiohangensysteme

[z, X,., p^, p^^j = 0 ,
ir,= 0 , ...

jd by Googl
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bestimmen, so beachte man zunächst, dass jedes solche Glei-

chungensystem eine Anzahl von einander unabhängiger Rela-

tionen in den ;r,, und p,, umfassen muss und diese Relationen

die Grössen z und , ... /)„ nicht blos formoll enthalten oder

von ihnen frei sein können , denn wenn das der Fall wäre und
0^{x^, ... ,T„^ = 0, O, = 0, ... dio äquivalenten Relationen

wören, so lieferten die Gleichungen 11=0 und (l\V= 0 eben

dieselben Gleichungen wie die Beziehungen U'= 0 und dO=0]
doch die letzten Gleichungen dO = 0 würden in Widerspruch

mit den PFAPF^schen Gleichungen bei beliebigen dz^ dp^^ ... dpf^

erfüllt sein.

Die von einander unabhängigen Gleichungen in z, den x
und p mügen heissen:

und 7 werde kleiner als n angenommen. Es lllssi sieh seigen,

dass q mindestens gleich n sein mnss.

Die (9+ 1 )
Gleichungen jQ= 0 sind nach (r/+ 1 ) der Vari-

ablen Sj p lösbar; wir sagen sunMehsl nach von den x
und von den wenn 9« + 9« = 9 ^^^* Versteht man unter

a,, ... a„; ß^j... gewisse Reihenfolgen der Zahlen 1, 2,

... n, so bestehen also Relationen der Form:

Pfiu- '/^x, --^«.i J'ßu^t^ -PßJ'^^ K=^2...9,)

und hierauf sollen Betiebungen:

ä* — ^P^da-^ = [d »— df) -^J^Kk, [d -T««, - d
tp^)

ff»

Xl=l

n

dp, -J^Prf,dXf,= X,,. ((<» — dß +^K^^ (''^"««,- '^V»)

in

(y SB 1,2... Ii)
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gehen, welches auch die Werlhe voo ds^ den dx und dp sind.

Darum muss zunächst:

{r = <,2 ... (n-9j)

sein; es enchwinden daher nothwendig die PnnetionaldeCeniU'

nanten von ff ... g>g^ nach (9«+ 4) unter deo (n+ 9i
^ 9)

Grossen ^ Dieser Umstand sagt ans, dass iwisehen den

Functionen f/^, 7^,^ weitere Relationen bestehen, solange

fii<Zn — (f^
ist, oder solange v<C" 'Sl. Folglich müssen zwischen

den Variablen 9^ und a:^ mindestens 1] Helattonen

existiren.

Nimmt man an, dass die (7 + 1) Gleichungen i7= 0 nicht

w ie früher nach z, nach 7, von den :r, und nach 7, von den Py,

sondern nach 7,
-j- \ ] von den und nach 7, von den /)y auf-

lösbar seien, dass also Relationen von der Form

bestehen, wo wieder 9i +9, = 9 'd'i ist, so gelangt man anf

Grund der ersten Ppapp'sehen Gleichung zu den Beziehungen:

von welchen die lettten (n — 9,) wieder den Schluss erheischen,

dass q mindestens gleich n sein muss.

lyiu^cd by Google
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Darnach kitaiien wir non sagen, daaa jedes unsere (n+ 1)
PrAPf'schen Gleichungen erfallende Gleichungensystem

(n 4- 4 + 9) von einander unabhängige Relationen iwischen

den 0? und p umfasst, wo q entweder 0 oder 4 u.s. w. oder n
bedeutet

Heissen diese von einander unabhängigen Gleichungen:

so kann man mit Rücksicht darauf, dass sie st und die p nicht

blos formell enthalten oder von diesen Grossen nicht firei sein

dürfen, auch seigen, dass eine Functionaldeterminante aller i2

nach s , den p und nach q von den w nicht vermtfge der Glei-

chungen Üz=z0 verschwindet, und somit diese Gleichungen

nach Zf den p und nach q von den x auflösbar sind, oder dass

mehrereFunctionaldeterminanten allerü nach solchen Variablen-

reihen vermtfge der Gleichungen i2 s= 0 nicht verschwinden,

die zusammengenommen z und alle p enthalten.

Zum Beweise bemerke man, dass das Gleichungensystem

fV= 0 ausser den Gleichungen 12= 0 jedenfalls noch alle die

Besiehungen umfasst, welche aus den Gleichungen

ö 0

bz
^ •"4-

^o,n+tf+i

hx^ ^ • • • + ^0,114.94.1 4,...n), (a)

• • • + ^,ii+54.i 4,...n),

und

h ^fi,iH^ ds
0,

H V«^t —V (^'— r..n), (a')

X + H
Ii («'= ill)

= 4 , . . n)

(/i = 1,2...n)

durch ElimioatioD der Ä enistehen.
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Diese Gleichungen [a] und fff') sind aber nur dann unter-

einander und mit den Gleichungen ii = 0 verträglich, wenn

eine der (n + 9 + 4] -reihigen FuQoViooaldetermiDaDten der

Matrix:

^lii ... ^ßi UL< ... ^
• • • * «

« • • • •

h» bx^ hx^ ' bp^ hpfi

welche die erste Vcrlicalreihe der Matrix enthalten, von Null

verschieden ist, wenn ferner eine der FunctionaldeterminanleD,

welche die [>i+ ,«+ 1 Verticalreihe der Matrix enthalten, — wo

/i schrittweise jeden der Werthe i, 2 ... n annehmen kann

—

von Null verschieden ist. In der Ihat, wenn alle Funclional-

deternnnanten einer der genannten Kategorien verschwanden,

niüsslen auch alle llbritjen i/j -f- 7 4" 4)-roihigen Determinanten

Null sein, was mit der LnabliUngigkoit der Gleichungen i^ = 0

von einander nicht vereinbar ist; oder es müssten, was auch

nicht zulassig ist, alle 11 von z und den p frei sein. Sind i. B.

alle Determinanten der Matrix Null, welche die erste Vertical-

reihe dieser enthalten, so nehme man fum Beweise, dass die De-

terminanten

verschwinden, unter den erst genannten diejenigen [u -i-<? + ^)

heraus, die je [n + q) von solchen Vcrticalreihen der Matrix be-

sitzen, weiche durch die Ableitungen der i> nach j «,, ... a^^^^
'

p I, ... gekennieichnet sind, lOse alle nach denlüe

menten , ... ~*}±S±}- auf so muss die Determinante der

(n -f 9+M entstehendenhomogenen Gleiehnngen YerschwindeD,

weil die £i nicht alle von }^ frei sind. Die Determinante ist aber

die adjungirte deijenigen, deren Yerschwindep nacbsnweiteo

ist, und der Beweis ist erbracht.

Um also der Forderung nach der Verträglichkeit dtf
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früheren Gleichungon gerecht zu werden, darf entweder eine

FuDotionaidelermiaaiite der ii nach denpuüdq von den z.B.

vermöge der Gleichungen ^iassO nicht verschwinden, öderes

gibt zugleich nothwendig mehrere — und nolhwendig höchsleDB

(« — </ + ^) — Functionaldelerminanien der /i, die nicht ver-

möge der Gleichungen f2 = 0 verschwiaden, und zwar sind

diese nach solchen Variablenreihen genommen , dass in ihnen x

und alle p vorkommen; sie sind von den Gestalten:

Ist eine Detonninanle wie die unter (1) vermöge der Gleichungen

fi ~ 0 ni( hl Null, so ist das System von Gleichungen i2 = 0 auf

die Form zu bringen

:

und die Punctionaldeterminante

—ff — y«,» <^a^— Pi — V^i> Pn — V^n)

^(*i^«j> ... ac^^, Pi, ... pj

hat den Werth i.

Trügt man die Ausdrücke für 5, .r„^, in die Gleichungen (a)

ein, so entsteht:

((r= 1,2...(n-9));

man erhiüt also swischen den (nH-9+ 1)Fanciionen ^
(fi—g) Bedingungen; i/^.^^^, sind durch

f/;,^,
...

*Pa^i V'oj ausgedrückt.
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S6Utman dieAasdrOoke für , in die GleichungeD (a')

ein, 80 ergibt sieh

Id doD lettieo Gleichungen begegnet man nioht) wie es den An-

schein hat| (n^ 9)* Gleichungeni sondern nnr 2
"'^

^ )

'

'^^iS*r.«f** = ^«f+in«f+t»
Darstellung:

SU erlLonnen ist, die man mit Hilfe der AusdrOcke für Va^^^,

Das imseren [n K] FFAFP'scbea Gleichungen genügende

GleichuDgensyslem

:

(xaas 4, ... 9; 0s= 4, 2 ... (ll — 9))

ist daher

^ üd by GüOgl
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es steUi geradeia «, ar„^, p^, p^^ p„^^^ „^^^ durch die

«brigen in dem System vorkommenden Yariablen, d« b. durch

die Grifssen:

^«^j» die Variablen jP«^«^ dar').

Setzt man 9 = 0, also

80 wird

und mau hat em g ^-guedriges Gleichuügensystem

vor sich. Dieses System ist das aligemeinste nach den py und
rii4-l)(n+ 8)

auflösbare ~ -gliedrige Gleichungensyslem, das

die PpApr'sehen Gleiehungen erfüllt.

Fttr qs=n werden alle x undp oonstant; die y';^/« bleiben

unbestimmt. —
Weitere Betrachtungen über die hier behandelten Glei-

ohungensysteme folgen spater; jetst sollen sunttchst die Fälle

gesetstwerdeUi in denen keine Functionaldeterminante der Form

(1) vermöge der Gleichungen Qs=0 von Null verschieden ist.

Ist das Gleiehungensystem Q= 0 nach ^,f^(x= 1,2...

{q-{-7r]\ rr= 1, 2 ... « — 7 : q<n) und /)^^ (/ = 1, 2 ...

(n — 7f ) auflösbar, \v<'il div Functionaldelerminanle von d«T

Form 2 — und wie |.;ezeigt war. mindestens noch eine zweite

Funetionaldeterminante — nicht vermöge der Gleiehuugeu iJ= 0

verschwindet, und beisseo die Auflösungen:

I) QDd es entsteht eus dem (n + l}-gUedrigen Gleiehungensystem mit

Relationen iwischen «und den a;, welches die eine PrAPF*sehe Glei-

chung d9'^p^dx^ ^ • • •^ Pnd»H^ V erfüllt, aiisdem Gleiehungensystem

:

dadurch» dass msn die Relationen Pan" ^'o,!*^® uad die Gleichungen in

den Pf^, hiasufttgt.
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so gewinnt iiiciii auf dem fr(lh(*r lu zcii bneleti oder direcU'n Wege

die folgenden Glt'ithiint:en . die man zu den voranslchenden

hinzuzufügen bat, um ein den pFAFF ScbeDGleiohuDgeogeottgea-

des System vor sich zu babeo:

N*» hx„ -H, '^«'c öx„

(»=1,8... »-(,+ «)),

/e = 4, 2 ... in — 7i) \

DasGleichuDgensystem ist tmFalle
^

" ^1
j-

gliedrig und im Falle q'^^t

l
" 8 ~^— ^'"^ ~ 9/)-ßl»edng.

Ist endlieh eine Funclionaldeterminanle der f} von der

Form verinö;.:«' der Gleichungen = 0 nicht Null — und wie

früher mindestens noch eine zweite dann hat man in den fni-

genden Gleichungen ein den PpAFPSchea Gleichungen genügen-

des Gleichungensystem:

^ üd by Google
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(x= I, 2 ... +

(i= 1, 2 ... (» — ;rH- <)),

^ df/>„

(P= <,a... («-<)),

^»A
, y„ -0

VT,, ^0

—w + i ot «fj«
ÖU'

welches wiederum

oder

ist, je Dachdem

(f'^Tt — 4 oder 9 ^ tt — 4

ist; TT hat die Wenüe i, 2 ... oder {n — q) und 9 ist <:^ n.
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Zur Herstellung der unseren [n+ 4}PFAFP*scben GleiebuDgen

gentlgenden Gleicbungensysteme ist nun noch eine ErwSgung
vorxunebmen.

Nennt man den Inbegriff bestimmter Wertbe

(a, a?!, ... p,, ... Pn, Pill ... Pim)

ein Element zweiter Ordnung des Raumes (2, o*,, ... .ar„), so ent-

steht die Frage, die Herr Eivgel im Falle n aufwarf undbe-

handelte*), ob jedem Elemente ^z, j-, p] einer (n — ^j-fach aus-

gedehnten Punklmannigfaltigkeit,die als Elementmannigfaltigkeit

aufgefassl durch die Gleichungen

dargestellt sei, mit Hilfe der n Gleichungen

ein bestimmtes Element zweiter Ordnung zuzuordnen ist. So-

fern ist, also X, .i\ und , ... n„ >%iliktirlicb

sind, ergibt sich bei der Subsliliilion der Ausdrücke für 'i'ag^ *

und p„ in die pFAFF'schen Gleichungen

» "f+T

was ganz sinnlos ist. — Man wird also aufmerksam, dass dli

Grossen (Ckiordinaten) ... Pnn zur analytischen Berechnung

4) Ber. der K. öäclis. tiesellscbaU der W. vom 3. Juli 4S98.
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der Elemente zweiter Ordnung einer PaDkUnenDigfaltigkeit von

weniger aU n Dimensionen im Räume unbrauelÜNir sind.

Herr Engrl fahrte darum lOr die Elemente iweiter Ord-

nung neue Coordinaten ein, so dass jedem Elemente (g^x^p)

der ersten Ordnung einer (u — 1). {« — 2), ... 0-fach ausge-

dehnten PunktmannigfaltiglLeit ein bestimmtes Element zweiter

Ordnung lugehOrt Indem er im Falle n = 2, wo in ttblicher

Weise statt x^
,

r,,
, Pj, Pt«, p,, = p,, , p„ der Reihe naoh a?, y,

P» 9i ' gesehrieben werde, dx, dy^ dp^ dq als homogene Co-

ordinaten eines Raumes von drei Dimensionen auffasst, stellen

die zwei PrApr^sohen Gleichungen

dp — rdx — sdy= 0, dq — sdx — irfy= 0

oo' Geraden dar, welche einem linearen Complex angehören ; doch

die Coordinaten r, s, t reichen nicht aus, um alle Geraden des

Gomplexes darzustellen, und darum reichen sie nicht zur Be-

stimmung der Elemente zweiter Ordnung einer einfach oder null-

fach ausgedehnten Punktmannigfaltigkeit im Räume (2, x, y) aus.

Um nun alle Geraden des Gomplexes zu umfassen, ftlhrt

Herr Khorl fttnl Coordinaten 1 £| » ^ » i % ein, und swar sei;

tt, ti^ II,

Dann werdeu alle Geraden des Gomplexes durch die Gleichungen

II, dp+ da? -f- <4 dy= 0

,

t^dp^s.dq — (/a?s=0,

s^dp — r^dq + dy=0
dargestellt und man hat auf Grund dieser Gleichungen dem
Elemente (x, p, q) der Elementmannigfaltigkeiten:

«-/'M = 0, y-r/^(a))«0 p-r{^r)-\-qif>'{x)^0

beziehungsweise

ssa, a?s=6, y»c
bestimmte Elemente zweiler Ordnung {z^x^y^p, i\ :s^ :t^ :u^:v^)

zuzuordnen. Im ersten Falle wird wegen der Willkarlichkeit

von dx und dq

]Ut1i.<^s. 01mm. 1^ 44
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im iweitdii wegen der WiUkttrtichkeit yod dp and dq

w, = 0 , = r, = s, « 0.

Die Ausfuhrung dieser BetrachtungeD zur Bestimmung der

Elemente zweiter Ordnung von Punktmannigfaltigkeitea in

Räumen von mehr als drei DimeosioneD hat sich Herr £ifGiL vor-

behalten.

Darum knüpfen wir nunmehr allein im Falle ;i = 2 die Frage

an, ob uns bei Aufstellung des den drei PpAFF^schen GleichuDgeo

dz^pdx-^ qdyssO^ dp^rdx— «dyasO,

dq— idx— tdyä 0

genügenden Gleichungensystems:

die früher behandelt wurde, nicht am Ende Gleichungen ver-

loren gingen, welche erst bei Gebrauch der Coordinaten r,
,

s,,

,
u,

,
t\ in Erscheinung treten. Zur Entscheidung der Frage

setze man

«^AW, y=y(a)i p«r—
in die Gleichnngen [ß] ein, wobei

r- 7>'
H^'
- + 4- ^, = 0,

«I (T- 9' V'9>'') - r, -f r
,
y

' =. 0

entsteht und entnehme hieraus die Darstellungen:

n = - «4 (T- 9V- ^ + «1 9V+ 9'*

Diese Ausdrücke erfüllen die vierte der früheren Gleicbungeo

und ebenso die Relation

identisch. Darum gewinnt man beim Uebergang zu den nicht

homogenen GrOasen r, 5, t ausser den Gleichungen:

«=5^' — /y' und r =/^'— Sl^p'^'— ^y^-^/.y«
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kdne weitere mehr; t wird nicht eine doroh ^ mid ^ lu be»
stimmende Function von x.

Ebensowenig wie in dem hier betrachteten Falle n ss S sind

in anderen Fällen bei Aufstellung yon Gleiehungensystemen,

die den PFAn'schen Gleichungen genOgen, Gleichungen verloren

gegangen, es ist daher nur noch hininsufllgen, dass man aus den
aufgestellten Gleichungensystemen hOhergliedrige Gleichungen-

systeme findet, welche den Pripp^schen Gleichungen genitgen,

wenn man den gefundenen Gleichungen neue mit diesen und
untminander TertragUche Relationen

hinsugesellt; so wird man insbesondere ^ ^^
^^
-gliedrige

Gleicbungensysteme herstellen können.

§2.

Der in dem voranstehenden Paragraphen besdiriebene Vor-

gang lur Herstellung von Gleiehungensystemen, welche ein

System PTAiv'sdierGleichungen erfdUen, ist dann von Bedeutung,
wenn man die Integration einer partiellen DUferentialgleichung

iweiter Ordnung:

vi iL 1± ^ _5!£_\_.A

nicht als Bestimmung derjenigen Function z = F{x^
, . . . .t„) auf-

fasst, welche die (ileichung V=0 identisch befriedigen, sondern

nach Einführung der Bexeiohnungen:

als Bestimmung deijenigen nach s, den und pxfi auflösbaren,

(n _i_ \ ] (n -4- 2)
('*+ —— ^-gliedrigen Gleichungensystemevon

der Form:
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auffassty welche die Gleichung

SU einer Ideniitlii machen eder umfassen; und wenn man
weiter diese Aufgabe mit Rttcksicht auf den Umstand, dass die

Gleichungen [a] die + 1) PPAFP*8chen Gleichungen

n n

erfüllen, dahin verallgemeinert, dass alle (n 4- 1),-gliedrigen

Gleichungensysteme su finden seien, welehe diese PrAFr^scben

Gleichungen erfüllen und die Gleichung Ks 0 umfassen.

Ist diese Integrationsaufgabe gelöst, so ist es auch die vor-

anstehende, denn es rind unter den letstgeoannten Gleichungen-

Systemen nur die ausiuwtthlen, welche die Form (a) erhalten

können.

Es sollen aber xunachst die [n -4- \ j^-güedrigen Gleichungen-

systeme von der Form [a] in Betracht gezogen werden, welche

dne Gleichung

umfiissen, so dass also

identisch Null ist. Die aus diesci" Identität V'=0 durch Diffe-

rentiation nach einer der Grössen x entstehenden Identitäten

lehren, dass das Gleiehungensystem (a) ausser der Gleichung

V= 0 auch die n Gleichungen

ba?! d ^» -f dp^
fl^ bpxf, bxxhXf, da?, " '

(i'ss I, ... n)

umfasst

DieseThatsache soll nun unter stetem Verfolg des Yorganges,

den LiB bei Behandlung der partiellen DiObrentialgleichungen

erster Ordnung einschlug, dadurch snm Ausdruck gebracht
werden, dass gesagt wird: das Gleichungensystem (a) gestattet

eine infinitesimale Transformation
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in der die FunctioDen ip,(pyitp, , X;,u <» *j den x, p und

80 ermütelt werden aollen, dass der eben angegebene Ausdruck

nicht allein fdr

vermöge der Gleichungen (u) und «') verschwindet, sondern

für eines dieser /' gerade in die linke Seile der Gleichung [a'J

abergeht.

In der That ist das die Verallgemeinerung der Aussagen,

die Ub von einem (n + i)-gliedrigen Gleichungensysteme

macht, welches die eine PFAFP'sche Gleichung dz— Sp^ dar^= 0

erfüllt und sowohl die Gleichung 0{z,Xfp)=^O als auch die

Gleichungen

umfasst; denn wenn Lib sagt, dass das Gleichungensystem (5),

welches die Gleichung <2> = 0 umfasst, die infinitesimale Trans-

formalioQ

gestattet I
so hat er unter den infinitesimalen Transformationen,

welehe das Gleichungensystem (ä) gestattet, also unterden Trans-

formationen:

wo die q> noch willkttrliche Functionen von %, den und p sind,

diejenige herausgegriffen, fttr die:

Ist.
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Um nun die frühere Aufgabe zu losen, muss man das Giei-

cbungensystem (a) als ein System aullassen, welches ausser den

Variablen z, p nnd pxfi auch die von der Anordnung der In-

diees miabhäDgigen —^

—

^ g 3
— Grössen p;^, formal ent-

bfllt, nnd hat pxu, nicht am Ende als unabhängige Veränderliche,

sondern als Function der x ansusehen, nnd insbesondere als die

Ableitung von
pxf^

nach x^, wenn pxf» wie in dem System (a)

als Function der x auftritt.

Fubrl man nämlich den Ausdruck ein

:

der durch das Symbol

[vr,

beieiehiMt werde*), so losat sieh daroin weil

l*^^ dflCi hxj\, hp^ r d.Tj dayhxj

ist, zunächst sagen:

f ) wo
[ F, f]^ auch durch die Summe voo Determioauteo zu er-

klaren ist:

öx-, op;^^'"^' -y^r ap^v 5^;+v
"

Digitized by Güügl



ZdI Lib'sCHE!«! ThcORU VUN DUJi PART. DlFFÜRS.MlALGL. 687

Wenn ein Gleichiingensystem [a) die Gleichung F= 0 um-
fasst, so umfasst es auch die Gleichungen:

denn diese Gleichungen bestehen vermöge des GleichuageO'»

Systems («).

Deutet man hierauf

-L */ _n ITT \

als diejenige Transformation, welche den VeränderlicheD x, Xy^

Pm PXft fieibe nach die noendUoh kleinen Inoreuiente:

erlheilt, den Grössen //;^^, aber die Zuwüchse Null /.uortint i , so

kann man auch sagen, dass das GlcMchungensystem (a) d;iun,

w enn es die Gleichung 1=0 umfasst, die inünitesimale Trans-

formation [V, /"], gestattet.

Dann aber gestattet das Gleichungensystem [aj auch die

(n + ijj infinitesimalen Transformationen

[= -f.ii, [fi

-

j| , f] , [pi, - jfj^

.

d. b. alle diese Ausdrucke verschwinden für
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denn man kann ju i der iieihe nach durch

ersetzen, weil jede Gleichung des Systems [a) von dem System

umfasst wird

Nunmehr sei ein 4- 1 J^-gliedriges GleichuDgensyslem

M», a-, p, pa^)= 0 (0= 1,8, ... (n+l),)

vorgelegt, welches sich ahur niif die Form des Systems er) bringen

lasse. Dann gestattet das System [aj die (n 4- ^ )t inünitesimalen

Traosformationen

:

und das dem System (er) ttquivaleDte GleichungeDsystem F^s^O

gestattet dieseUlMn Traosfonnationen, folglich sind alle Ans-

diHeke:
[K^, U (a,»« 4, «,...(«+ 4),)

vermöge der Gleichungen = 0 Null.

Ist ferner ein Gleichungeosystem

gegeben, das wieder als ein System aufgefasst werde, welcbts

die von d(Mi Varijjhl*n 3, j-, />, abhiingig /.u denkenden Grössen

PX/iP iomial enthalt, und sind alle Ausdrücke

[0i0fit (*,j= 4,«...m)

vermöge der Gleichungen U*,, — 0 Null oder gestattet das Glei-

chungensystem = 0 die infinitesimalen Transformationrn

Hti SO wird auch jedes dem System = 0 acjuivalente

Gleichungensjslem W^^ = 0 die Eigenschaft besitzen, dass alle

Ausdrücke l^i^Fj]^ vermöge der Gleichungen W^ = (i ver-

schwitiden.

In der I hat, das Gleichnngensystem ^l^„ = 0 gestattet die

infinitesimalen Transformationen [fl*if\, d. li.es vorsrhwinden

alle Ausdrücke vermöge jedes der äquivalenten Glei-

chungensysleme ^l^^= 0 und 0^ = 0.

Nun ist aber

[i'i'i^jU^ - i'i'ja»,],.

daher verschwinden die Ausdrucke [^-<l>|]t vermöge der Glei-
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»

chungen «7)^, = 0, d. h. das Gleicbungenflystem 0^saO gestattet

aueh cUe infioiteaimaleii TraDsformationen

['fjf]* (••-<, ...«).

Doeh weil endlich das Vqoivaleiile GleichuDgensystem

ijF^ssO dieselben Transformationen gestattet , verschwinden

wirtJich alle Äusdrtlcke [^^ vermöge der Gleichungen ^^=0.
AufGrund diesesSatzes folgt: Wenn ein {n -\- 1)^-gliedriges

Gleichungensystem

(D(j{z, X, p, = 0 (rj = 1 , . . . 4- 1 ),)

ciuf die Form des Systems (u) zurUckführbar sein soll, so mUssen

die Gleichungen fn,j = 0 nicht allein nach 3, den /> und auf-

lösbar sein , sondern es mtlssen auch alle Ausdrücke [^^^^j],
vermöge der Gleichungen — 0 verschwinden.

Lautetnun die aufgelüsteForm derGleichungen (^„=0 etwa:

so mtlssen zunächst einmal alle AosdrHoke

vermöge der Gieichangen {ß) verschwinden, also muss

sein. Ferner aber tiiUssen auch alle Ausdrucke:

[* — VXiA — ^XfA]%, [Pi — fft, Pj - <r>]i

)

vermöge der Gleichungen [ß) verschwinden. Doch weil diese

Ausdrucke identisch Null, beiiehungiiweise:

•^+ ?>ir/ ^^f^ ^
und wiederum identisch Null sind, geht hier nicht mehr hervor

als der Sal/> : Die aufgelöste Form der Gleichungen U)q= 0 lautet

nothw endig:
F

Man kann aber mehr von einem [n -\- 1 ,-gliedrigen Glei-

ohungensystem 0^^^ 0, dasaufdie Form des Systems (a) zurttck-
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mhrbar sein soll
,
aussagen, wenn man noch bemerkty dass das

eine gegebene Gleichnng p^)= 0 nmfassende Glei-

cbongensystem

= 0

;ht allein die infinitesimale Tran

die loßnilesimule Transformalion

nicht allein die infinitesimale Transformation [T/ j,, sondern auch

21

gestattet.

/ d h

"39 ^Pk'fi

In der Thal, setzt manf=s — F oder ^ » *^ ^^"^

bfllt man gewiss Ansdracke, die vermtfge des Gleicbangen-

systems (a) und der Gleicb'ungen (a') versebwinden, weil [Vß^

verscbwindet nnd /^Jettt niebt Tön den pxfi abbangt. Seftt man

aber

so geht der Ausdruck hervor:

V 11/ _\ ,
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und dieser verschwindet, weilp^^v die Abieilang von nacha;^

bedeutet und

ist.

Jetst aber sieht man wieder, dass ein auf die Form des

Systems [a] larttckfuhrbares, (^i -{- 1),-giiedriges Gleichungen-

System Vff=sO die Eigenschaft hat, dass alle Ausdrücke
{ Va^rit

vermöge der Gleichungen V^ssO versohwinden. Und sind dann
swei Hqnivalente Gleiohangensysteme

0)^ = 0, ... a)„,=sO und «0, ... »f,„ =0
gegeben, von welchen das erste die Eigenschaft hat, dass alle

Ausdrücke
{(7>,f;>^}^ (,==4,2,...,,,)

vermöge der Gleichungen '/i^= 0 verschwinden, so werden auch

alle Ausdrücke {'/V';)« vermöge der Gleichungen ^^^= 0 Null.

Soll daher ein (^i+ ! ), -gliedrigesGleichungensystem (D^= 0

auf die Form des Systems in) lurUckgeführt werden können, so

muss es nicht allein nach 2, den p und pj^ auflösbar sein, also

etwa die Gestalt

sulassen, sondern es mllssen anch alle AnsdrQoke:

.... {Pi-9h»-F)t^Pi-

{» — Pa - ^aU =

_ VF

= + ^+^ +^ öi^.)h- '
Jr)

Digitized by Google



092 Otto BunvAinr,

vermöge der GleicboDgen {ß*) versohwinden; es nrass somit

seiu.

Weil nun das GIeichungei)system («) das allgemeinste nach

5, den p und p^u auflösbare (n ^)i-gliedrige Gleichungea-

system ist, welcaes die (»+ ^) PFAFv'scheo Gleichungen

ds^ ^^ p,djL\ = 0
y dpx-^^ pxfiäx^^O (A = ^,...«)

• I»

erfüllt, so folgt:

Ein nach z, den p und p^^ auflösbares (n 4- 1)g-gliedriges

Gleichungensyslem

<P|f(«I a?» Pf PV«) 0 (cr=<, ... (n+ 4)J

erfnUt dann und nur dann diese (n 4- 4 ) Pripp'sohen Gleichungen,

wenn alle AasdrOcke [O^OJ]^ vermöge der Gleiebnngen ^^ssO
verschwinden.

Und nun ist die Frage zn stellen , ob die im ersten Para-

graphen aufgestellten (n -|- 4],-gliedrigen Gleichungensysteme

(D^ = 0, ... Ö>(„^.,), = 0 die Eigenschaft haben, dass alle Aus-

drücke vermöge der Gleichungen des Systems ver-

schwinden. Eine Antwort ist leicht gegeben: Da die (« -j-

gliedrigon Gleichungensysterae im Allgemeinen willkürliche

Gleichungen enthalten und zwar die Gleicbungensysteme der

ersten Kategorie ^ ^\ die der swelten ^
^

^
^ — (^"- 9)> nachdem 9^ TT oder ^g*r Ist» und die

der dritten Kategorie iilrJJ oder iillll^ _ — < -

je nachdem q'^^r — 1 oder q'^ — 1 ist, so kann nicht davon

die Kede sein, dass allen /< + 1 )^-gliedrlgen Gleichungensystemen

<f)^y = 0 die Eigenschaft zukommt, dass alle Ausdrücke [0^<l)?i^

vermöge der Gleichungen (D,^ = 0 verschwinden. V.s wäre

darum nur mehr die Frage nach den besonderen n -|- l),-glie-

drigen Gleichungensysteroen zu stellen, welche die genannte

Eigenschaft besitzen; und es gibt solche, w^e uns bekannt ist.

Bisher iat also gezeigt, dass die Lis'sche Integrationsmethode

imAllgemeinen nichtauf partielle Differentialgleichungen sweiter

^ d by GüOgl
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Ordnung anwendbar ist, d.h. die Integrationsaufgabe bei solchen

Differenliiilgleichungen gestattet offenbar nur in einem Theile,

nur in einfachen Füllen eine Forraulirung, die als natürliche Er-

weiterung der LiK Schen Fassung seiner Integrationsaufgabe zu

bezeichnen ist. Doch auch in diesen Füllen wird nicht zu ver-

kennen sein, dass die neue Formulirung der Aufgabe nicht gut

zu verwenden sein kann, weil die infinitesimalen Transfurma-

nnationen {fl>,^f}^ zufolge der Bedeutung der Grössen pxuy nicht

blos von den einzelnen Functionen O,,, sondern von allen ab-

hängen, und darum begnüge ich mich — wenigstens augenblick-

lich — mit dem bisherigen Ergebniss.

Brttnn, den 9. October 4896.
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Moritz Wilhelm Drobisch.

Gedaohtnisnrede, gehalten am 5. Deoember 1896.

Eni seit wenigen Jahren ist es in unserer Gesellschaft

ttbUchy Worte des Gedlichtnisses der gestorbenen Mitglieder in

einer der nlchsten Sitsnngen nach ihrem Tode zu sprechen.

Hatten wir diesen Brauch nicht eingeführt, so wttrde sich jetzt

doch wohl allgemeiner das Bedttrfniss geltend machen, ehrend

in Gemeinschaft zn gedenken des vor Kurzem verschiedenen

Seniors unserer Gesellschaft, Moanz Wilbklh DaoaiscB, der su«

gleich langjähriger Senior der philosophischen Pacultllt, wie der

ganzen Universität gewesen ist, ohne den unsere Gesellschaft

überhaupt nicht existiren wttrde oder wenigstens nicht zu der

Zeit schon, wo sie gestiftet worden ist, entstanden wSre. Der

Genannte kann mit Fug und Recht als Begründer der Ktfniglich

Sachsisdien Gesellschaft der Wissenschaften bezeichnet werden

;

ttber 50 Jahre ist er dann ihr Mitglied gewesen, bat stets den

regsten Antheil an ihrer Entwickelung genommen und hat eine

grosse Zahl von Arbeiten in ihren Schriften, sogar beider Ab-
theilungen, geliefert, so dass er eigentlich beiden Glessen der

Gesellschaft angehörte.

Geboren war Dioaiscn den 16. August 1802 hier in Leipzig,

in derselben Strasse, in der er dann 57 Jahre lang, bis wenige

Jahre vor seinem Tode wohnte. Er war der Sohn des Stadt-

schreibers, eines schon wegen seines Amtes angesehenen Mannes.
Sein etwas ttber ein Jahr jttngerer Bruder Cua. Lodwig war ein

bekannter Kirchen- und Oratoriencomponist, der schon 1854 als

Kapellmeister in Augsburg starb. — Unser Daouscn besuchte

zunächst die hiesige Nioolaischule; in diese Zeit fiel die Schlacht

bei Leipzig, deren Gang der elQahrige Knabe von einem Thttrm-

chen der elteriichen Wohnung aus mit dem Femrohr in grOsster

lhlb.-fhft.GlMM. 18M. 45
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Spannung verfolgte. Seil i 8 l'j war er Fürsteoschdler in Grimma,

eine Zeit, an deren jugendlicben Frohsion er sieb noch in den

letzten iabren seines Lebens gern erinnerte. Schon früh zeigte

er Neigung und Begabang far Matbematik and beschäftigte sich

bereits in Grimma, soweit es ibm mOglicb war, mit Astronomie.

In dieser seiner Neigung wurde er, wie mir berichtet worden

ist, bestärkt und gefördert durch einen seiner Lehrer, den Pro-

fessor TöPFBt, den er noch in spttten Jahren mii groaser Aner-

kennung erwähnt.

Nach Beendigung der Gymnasialieit besuchte er 4 820 die

Universität seiner Vaterstadt, wo er vorzttglich Matbematik unter

MoLLWKiDB studirte, dessen er immer pietätvoll gedachte, und
jedenfalls von dem Kantianer Krug in die Philosophie, nament-

lich die KANT sche, eingeftibrl wurde. Die beiden anderen Pnn
fessoren der Philosophie neben Krug: Clodu s und Wendt, schei-

nen niobt bestimmend auf ihn cingowirki zu haben. 4824 wurde

er promovirt und erwarb sich zugleich die itechte eines Privat-

docenten in der philosopiscben Facultät durch Vertbeidigung

der Dissertation : Theoriae analyscns f/eoinefricd pmlustO. wie es

heisst, in der Uoffnung, sich durch die Habilitation dem Mioiste-

num zu einer Lebrerstelle an einer hOherenScbule zu empfehlen.

Statt dessen wurde er schon 1 826 zum «uasemdentlicben Pro-

fessor in der philosophischen Fitcultät ernannt, nachdem er als

Privatdocent Vorlesungen tlber die reine Mathematik, Geometrie,

Trigonometrie und Astronomie gehalten hatte, und schon in

demaelbenJabre, nachdem TodeMoi lweidkN, als Vierundzwanxig-

jtthnger zum ordentlichen Professor befördert. Und swar war
er nicht von der Faculiat zunächst dafür denominirt, sondern

auf die Anfrage des Ministeriums, ob die Facultät mit seiner Er-

nennung einverstanden sein wUrde, empfohlen worden, was bei

einigen älteren Herren der Facultät Bedenken erregte, weil sie

meinten, sich dadurch eines Rechts zu begeben. Auch an seiner

Jugend nahm Einer wenigstens Anstoss, worauf Krig erwiederte.

das sei ein Fehler, den Herr Drohsgh von Jabr au Jabr mehr
ablegen werde.

Professor der Mathematik blieb er bis 1868, bekleidete aber

nach dorn Tode Krig's von 1843 an zugleich eine ordentliche

Professur der Philosoplue, nachdem er schon iHngsl philosophische

Vorlesungen gehallen hatte, die von der Regierung als besonders
werlhvoU anerkannt wurden. 4868 legte er seine matbeniatisclie

uivju^cd by Google



GbdXgbthimiim auf W. M. Dromacb.

Professur nieder ond blieb nur Professor der Philosophie. Von
seinem 84. Jahre an glnobte er dasReeht in haben, sieh von der

Yerpffiohtung, Vorlesungen in halten , befreien in lassen: er

emptand das Bedttrfniss nach Ruhe, inmal ein Augenleiden, das

sieh aehon früher bei ihm geieigt hatte, das Lesen erschwerte.

Noch bis SU seinem Tode am 30. September d. J. war er,

obwohl körperUohsöhwacfa, so dass erdie letzten Jahre nichtmehr
ausging und die ISngrte Zeit des Tagas auf seinem Lehnstuhl

lubrachte^ doch geistig noeh verhMtnissmKssig frisch, noch voller

Tbaihuihme mehr fittr Persönliches als fOr Sachliches und treuen

Gedächtnisses, sobald es sich namentlich um früher Erlebtes

handelte.

Wie er sieh tßr Hathematik habilttirt hatte, so bezogen sidi

auf diese auch seine eraten Schrillen und auch die grösste Zahl

seinerArbeiten. Wenn er auchdem Umschwung in derMathematik,

wie er durch Jacobi, Abel, Dirichlbt hervorgebracht wurde, nicht

mehr folgte, so sind seine Arbeiten auf diesem Gebiet, von denen

gerade viele in den Schriften unvSerer Gesellschaft erschienen

sind, doch nicht ohne Werth. DasUrtlicil eines Fachmalheniatikcrs

Uber sie lautet: Sie legen von seiner regen wissenschaftliehen

ThHtigkeit auf dem Gebiete der Mathematik vollgültiges Zcugniss

ab. Wenn sich auch keine epochemachenden Arbeiten darunter

befinden, so /.eicbnen sich seine mathematischen Aufsätze doch

gleich den übrigen im Laufe der Jahre von ihm publicirten

mathematischen Werken und Universilälsprogrammen ebenso

durch eindrinj^endes Studium und scharfsinnige Durehführunc,

wie durch Klarheit und Prileision der Darstellung aus.« l'nd

wie mannigfaltig war der Inhalt seiner mathematischen und
diesen nahestehenden ArbeiW n! Kr schrieb »Grund/Uge der

Lehre von den höheren numerischen (Slleichungen«, »Ueber die

mathematische Bestimraungdermusikalisehen Intervalle«. » Ueber

musikalische Tonbestimmung un<l Temperatur«, >Uel)er Mittel-

grössen und die Berechnung des Schwankens desGoldwerthes«.

> lieber die wahrscheinlich zu erwartende Dauer der Khen«,

»lieber das Florentiner Problem«. > Ueber den Haum von drei

Dimensionen«, »Ueber die (leslalt des scheinbaren Himmelsge-

wölbes«, » Ueber Ficbhbe's psychophysiscbes GrundgeaeU« und
vieles Andere.

4B*
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Ton einschneidendster Bedeutung für seine ganze wissen-

sohaftUche Entwiekelung sowie fttr seine LelirUittUgkeii war der

Einfluss HsaBART^s auf ihn, eines Philosophen, der Deobisch's

mathematischerSchulung durch vielfacheAnwendung derMathe-

matik, sowie dessen klarem, wenig flberschwenglichem, im Gän-

sen nllchtemem Wesen durch seine Eudheit, seharfe BeslinH

mung der Begriffe und Betonung der Erfahrung besonder»
Bindraok machen muiste, so dassDionsoi seilseinem Auftreten

als philosophischerSehriAsteller und Lehrer bis cumEndeseiner
wissenschalUiehen Thjltigkeit sich im Gänsen als AnhMngerHiB-

MtT^s, als Heibertianer ftlhlte und su erkennen gab. Wie aber

HsiBAST selbst sieh als Kantianer, wenn auch etwas spftterer

Zeit, beselchnele, so war sieh auch Daonscn derYerwandlschaft

gewisser seiner Ansichten mit den KAirr'schen bewusst, so dass

er in vertrautem Kreise wohl HitBAmT seinen Täter und Kaut

seinen Grossvater nannte. Hatte er sich ja doch suerst durch

das Studium Kast's philosophische Ueberseugungen gebildel,

die dann nach seiner eigenen Angabe durch BaaBAST befestigt,

geklärt, berichtigt und ergünit worden waren. Er war der

vorzuglichste Tertreter der Lehre HBaaAar's in der Burg des

Herbartiniismus, wie Leipzig wohl beselchnet werden kennte^

Die Bekanntschaft mit Hbbbait leitete eine anonyme Re-

oensfon Daonscn's in der Leipziger Uleratuneitung ober Bn-
babt^s Abhandlung De aUmUümis menwro ein, die von Hiibabt

so hoch geschitst wurde, dass er an den auch ihm unbektmileQ

Terfasser durch Termittelung der Erpedition der Literatur-

leituDg einen Brief gelangen Hess. Alt dann Btouscu ihm un-

ter Aufgebe des Inoognltos antwortete, Vuiserte sieh flmAtr,

dem daran gelegen war, dass seine Arbeiten vefsUndDlsavolle

Besprechung und Wtirdigung fönden, brieflich wie auoh in der

Torrede tum I. Theile seiner Allgemeinen Metaphysik in der

schmeichelhaftesten Artüber dicBecenslon und forderte ihreoTer-

fasser auf, sich mit seiner Psydiologie su besehlfUgen. Das halle

zur Folge, dass 4828 in derselben Zeitschrift von Diobisgb, jettt

unter seinem Namen, eine längere Besprechung derHBaBABr'scben

Psychologie als Wissenschaft erschien, die von Hbbbait in seinea

Briefen an den Terfasser, aber namentlich in der Torrede nm
8. Theile seinerAllgemeinen Metaphysik in hoch lobenderWeine
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gepriesen wird. Er schreibt an ihn: »Wohl habe ick selbst

mancbnial mit Sorgfalt recensirt; aber, indem ich meiDGedttcht-

niss anstrenge, kann ich kaum ein Beispiel finden, wo ich mit

aller meiner Eii^enliebe mir selber im Stillen zu sagen getraute,

iob hätte eine Recension von so ausgezeichneter Zweckmässigkeit

mStande gebrurht. Man erkennt in der Ihrigen den Mathematiker
'

und seinen Takt, gerade das Rechte zu treffen, aber man erkennt

noch mehr. Man erkennt einen Mann, den man durchaus wün-
schen mnss, persönlich kennen zu lernen. € Und in der er^vähnten

Vorrede sagt Hsrbart: Die Recension sei für künftige Verhand-

lungen geradera als Aktenstück znbenutzen ; ihrVerfasser bewege
sich mit einem so hoben Grade von Leichtigkeit und Sicherheit

auf dem neuen Felde, als wMre bereits seit einem halben Jahr-

hundert Ton mathematischer Psychologie die Rede gewesen.

Hbrbart war sehr froh darüber, einen so kenntnissreichen,

inathematisoh geschulten Mann, der sugleich gewandter Schrilt-

steller war, als -Bekenner seiner neuen Lehre gewonnen su

haben. Aber es lag ihm weiterhin besonders daran, dass von

demselben auchseine Metaphysik besprochen wttrde. So schreibt

er ihm, als Droiisoh Bedenken trug, dies su thun, weil er damit

Uber seine Grensen hinausgehe, geradezu: »Sie müssen noch

weiter zeugen«, und: »Schieben Sie die Schuld auf mich; ich

bin in Ihre Grenzen gekommen, ich habe behauptet, dass Mathe-

matik in Physik und Metaphysik eingreifen müssen; noch mehr:

ich habe behauptet, Sie seien derjenige, welcher in meinen Ar-

beiten gerade dns verstehe, was Andern unbegreiflich vorkomme,

Sie seien aufs Drlni^endste aufgefordert, ein Zeugniss absulegen,

und es sei für SiekeinhinreichenderGrund, dies zu verweigern, c

Es folgte dann die persönliche Bekanntschaft der beiden bei

einer Zusammenkunft in Berlin, wo Hbrbait DaoMSCH lebhaftest

snredete, sich der Philosophie, für die er ganz geschaffen sei,

xosuwenden; kune Zeit darauf, am 28. und 29. Mai 1830, war
fliRSAET beiDBOBiBCH iu Leipzig, für Letzteren eine grosse Freude.

Hbrbvrt hatte von dem Minister eine Remuneration von i^OOThL

und Urlaub erhalten, ^dainit er in Stand gesetit werde, in Bezug

auf seine wissenschaftlichen Bestrebungen sich mit den Pro-

fessoren Bra?(dis in Bonn und Drobisch in Leipzig persönlich za

berathen«. Noch nicht einmal in Berlin, auf seiner Rückreise

nach Königsberg, schrieb er schon wieder an Drobi«?ch: »Lassen

Sie mir dieüoffbung, dass bei Ihrer wissenschaftlichenGenauig-
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keit Schutz für die sorgfiilligsten Arbeiten und für die verleU-

barsten Thcile meiner Unlersuchuiigeu dann zu finden »ci, wenn

man nach allen Seiten mit unreifenVeniachen daran lerren und

sieben wird.«

Endlieh entsehloss sich Dkubisch zur Besprechung, die in

der Jenaer Literalorzeitung 1830 noch erschien, zur grossen

Oenugtbuung Hbrbart's, im Wesentlichen eine Uebersicht des

Hauptinhalts von lichtvoller Kürze, nicht einmal durchaus lo-

bend, sondern an einigen Punkten Schwächen aufdeckend.

Trotidem äussert sich Herbart wiederum aufs Anerkennendsie

Uber sie in seiner Vorrede zur Encyclopädie der Philosophie,

indem er besonders die Pracision Ürobisch's mit Recht rühmt,

die so ausgezeichnet sei, dass man fragen möchte, ob jemals ein

metaphysisches Büch das Glück gehabt habe, von seinem Bc-

urtheiier so dargcsicllt /u werden. Es war diese Hecension

wirklich eine That für die IIbrbart'sehe Philosophie, es war, wie

es der Meister gewünscht hatte, Zeugniss für. sein Werk abge-

legt, und zugleich war durch sie und die früheren Reconsionen,

da sie in gelesenen Zeitschriften erschienen, die Aufmerksamkeit

weiterer Kreise mehr als bisher auf Hbrbart gelenkt, so dass sieb

Droriscii schon mit ihnen ein entscheidendes Verdienst um das

Bekanntworden von dessen Lehren erworben hat. Es spielen

diese Besprechungen eine nicht zu untersobätiende Holle in der

Geschichte der HERBABi'schen Philosophie.

Jetzt kam es Hbkraht darauf an, seinen Anhänger für die

Philosophie mehr und mehr zu gewinnen, aus dem Malheinaliker

auch einen philosophischen Schriftsteller und Lehrer zu inachen.

Und es ist wesentlich dem KinflussHERB^Rr's zuzuschreiben, dass

Drorisch allmählich in den Pfad der Philosophie einlenkte. Als

er Ernst damit gemacht hatte, schreibt ihm Herbart: »Wahrlich

es thut Noth, da.ss ein Mann wie Sie der gemisshandellen Philo-

sophie nicht den Rücken wende. Und sterade die Bedingung,

die man erfüllen muss, um jenen Voi*salz durchzuführen — Re-

signation — , haben Sie ausgesprochcfh So s;ewaffnel können Sic

dereinst bessere Zeiten herbeifllhren. « Und als Drobis<:h 1832

zum ersten Mal ein philosophisches Colleg, die später so viel

gehörte Logik las, da schreibt ihm IIerbart: »Philosophie von

Ihnen in Leipzig voruelragen — hoc erat iti votis. Sie treten

nur die Verwaltung Ihres natürlichen Eigenthums an, indem Sie

sich der Philosophie widmen. Der an sich fruchtbare Bodeo
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kaiiu Ihnen die reiehsl<^n Früchte IrageD, und Ihr Verdienst wird

unerniesslich sein, wenn Sie gerade jetzt Ordnung \n die besseren

Köpfe bringen.« Voller Selbstverleugnung setzt er noch hinzu:

»Entfernen Sie jeden Gedanken an die Frage, ob diejenigen

phi!o>>ophiscben Lehren, die Sie mdndlich vortragen undschrifl-

lieh ohne Zweifel noch verbreiten werden, »lie uieinigen seien

oder nicht. Mein Hecht werden Sit* mir schon widerfahren

lassen; es kann nicht in besseren Händen sein als in den Ihrigen

Mein Unrecht, wann und wo es Ihr Scharfsinn entde( ken mag,

sprechen Sie offen aus und fürchten Sie meinerseits keine Em-
pfindlichkeit. Es brauoht nicht, dass eine Schule nach mir ge-

nannt werde. Nur das wünsche ich, unter den £r8tea zu ftat%

die es erfahren, was Sie tadeln werden.«

Jedoch kurze Zeit darauf, als HeRiART von Seiten Schbl-

ling's einen AngrifiT fürchtet, sieht er sich nach Secundanten um,

und mahnt Drobisch zu ihm zu halten, da Eintracht zwischen

ihm und seinen Anhängern sehr nöthig sei — er wünscht also

doch sehr, Dhobisch zu seinen eigensten Schülern rechnen zu

können. Bald aber traten kleine Verstimmungen ein: die Frei-

heit und Selbständigkeit des Geistes Hess den Schüler sich doch

nicht unbedingt an den Mei.ster fesseln, so dass der Briefwechsel

einige Störung erleidet. Im Jahre <833 nahm Herhuit einen Rul

nach Guttingen an, zu dem Drobisch nach Hkrbvrt's eigener

Aeusserungwesentlich mit geholfen hatte, sei es durch unmittel-

bares Wirken in GöUingen, sei es, was mir wahrscheinlicher ist,

durch seine Hecensionen. Dir? Vertrautheit des Verhältnisses

nahm etwas ab, wenn auch Meister und Jünger noch drei Mal

persönlich zusammenkamen, einmal <834 in Weimar, sodann

1S35 in Nordh lusen und zuletzt, als Dhobisch zum Universitats-

jubiläum UiRBAHT selbst auf dessen dringende Einladung hin

besuchte, und obgleich Drubiscb im Jahre 4 834 die der Hbr

BARr 'sehen Philosophie sehr zu Gute kommenden »Beiträge zur

Orientirung über Hbrbari's System der Philosophie« erscheinen

Hess, in denen er sehr scharf gegen die AniirifTe auf Hfrbari

vorgeht und dieAeusserungen über ihn zurückwi isl, son denen

die eine die andere an Sinnlosigkeit übertreffe. Ks kam zu Diffe-

renzen sachlicher Art, namentlich wegen des Begriffs der Ilem-

inungssurome, auf welchen Ukhbart grossen Werth legte, auch

wegen der psychologischen Grundlehren überhaupt, die Drobisch

fttr üypothetien bali«A woUtQf während si« dies fttr Ubmabt nie
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waren and nie sein konnten. Humt bittet DtOBUCH aber noch

1835, ihm seine Bedenken mitsutheUen, damit er darauf ant>

Worten ktfnne, DtoiisGn werde dann selbst nrtheilen} nnd fügt

hinsu: »Es ist hilehst ntfthig, dass wir unsere Zusammenstim-

mung so sorgfUtig, als wir kifnnen, aufrecht erhalten. Dies

unter vier Augen!« Allein DaoiiscR wioh bald gerade da von

HiaBAET ab, wo dieser unbedingte Beistimmung erwartet hatte.

Trotsdem mahnt ihn HiaaAaT noch einmal, sich filr die Philo-

sophie ins Zeug zu legen, die in Deutschland bald in die Lage

kommen werde wie in England und Frankreich. . »Wer soll dies

verhindern? Ich sage: Sie, mein theurer Freund, und die,

welche Sie in Bewegung setzen werden. Sie müssen eilen, an-

regen, vrirken, ohne auob lange um mein Interesse sich su kOm-
mern. Hier stehen wichtigere Interessen auf dem Spiel, als per-

sOnliehe es sein können und dürfen. Das Studium der Philo-

sophie muss gehalten werden, gleichviel, woran und wie.«

Bei derAufhebungderVerfossung in Hannover, gegen welche

die Gtfttinger Sieben protestirt hatten, leigte sioh Hiuaut^ nicht

gerade muthig, weshalb er es offenbar für nOthig hielt, an Dio-

•isQB eine lange Rechtfertigung seines Verhaltens zu richten.

Die Erwiederung Drobiscb's, die zwar auch das Verhalten der

Sieben nicht gani billigt, aber doch betont, dass die Universität

mit dem freimtlthigen Bekenntniss ihrer Uebenm^pmg bitte

vorangehen müssen, und so das Verfahren Hiibart's nicht als

richtig anerkennt, beantwortet Hbibait spät und verstimmt.

Doch ist er hinteiber noch erfreut» als erbttrt» dass sich Deobugm

mit logisdien Ideen besohüftige. Wenn ein Anderer dies tbite,

würde er sich zu einem Frageseiehen versucht fohlen, bei

DaonsGB habe aber die Logik nichts su fürchten, nur su hoflen.

Bald wurde der Meister aber emstlich ungehalten über den

Schüler, vrie es so zu geschehen pflegt, daM von Seiten der

Gründer wissenschaftlidier Bichtangen im Princip jede Ab-
weichung den Anhängern frei stehen soll, kommt aber eine

solche faotisch vor, sie tibel vermerkt wird. Daosiscn hatte 1839

nach Empfang von Hbrsart's Psychologischen Untersuchungen

in einem Ungeren Schreiben an der mathematischen Psychologie

Manches auszusetzen gefunden, indem er zugab» voreinemJahre

habe er noch die emstlichsteAbsidit gehabt» die mathematische

Psychologie in unveründerter Gestalt zu einer möglichst evi-

denten Darstellung zu bringen, und dann Unzufügte: jetzt habe
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er angtluigeii» darauf Venieht lu leteteo, und zwar sei dies

Dicht das Werk des Uebermuths, der Willkar, eines falsehen

Ehrgeises, sondern der sich ihm aufdrangendenNothwendigkeit,

und swar denke er, mit seinen eigenen Ansichten, die bald su

verilffentlicben ihn allerdings nichts drtlnge^ wenn sie sich nieht

Anderten, hervorsutreten, da er keineswegs beabsichtige, die

mathematische Psychologie mit Stumpf und Stiel ausiurotten,

sondern sie nur su verbMsem. Eine Verwirrung in den Köpfen

wttrde durch solche Darlegung abweichender Ansichten kaum
hervorgebracht, da er ja nicht einmal recht wisse, ob ausser

ihnen beiden noch ein Dritter, der Mathematik ventehe, sich

emstlich damit beschHftigt habe. Br giebt dann die Punkte, wo
er Schwierigkeiten findet, an. HitsAar antwortet sehr kurs,

nennt DtoatscH nicht mehr »Freund«, wie seit längeren Jahren

regelmässig, sondern nur »Yerehrtester« und bemerkt, wenn
Drobisch eine gewisse Ansicht betreffs der Spannung und Ener-

gie der Vorstellungen hege, so verhielten sie beide sich zu ein-

ander wie Ja und Nein. Obgleich Drobisch etwa sechs Monate

später schrieb, er versichere, dass Hkrbart keinen Angriff von

ihm zu erwarten habt , und er leiste darauf Verzicht, die mathe-

Hiathische Psychologie künftighin zu einem Gegenstand öffent-

licher Discussion zu machen, sind die folgenden Briefe IIkhbart's

doch ktlhl, jazum Theil scharf gehalten. In dem letzten von den

83 an Drobisch gerichteten, manche kürzere oder längere wissen-

schaftliche Auseinandersetzung enthallenden Briefen, die ich

durchgesehen habe, redet er ihn. der gerade Rector war, ein-

fach mit Magni/ire an. Der Brief ist etwa drei Monate vor seinem

Tode aus dem Jahre 1 Sil datirl. Er halte zwar kurz vorher noch

die Nothwendiukeit der vollen litterarischen P'reiheit auch für

Drobisch betont, aber doch heimlich gehofft, in ihm einen un-

bedingten Apostel auf die Dauer zu haben, und dass sich dies

nieht erfüllte, schmerzte und verbitlcrlc ihn. Aucli Drobisch

lilt rnlschieden unter den Vrrslimmungcn ; es ist mir erst aus

der Kenntniss drs schliesslichen Verhältnisses zwischen den

beiden klar geworden, warum ich in Gesprächen mit Drobiscb

über HERBARr stets eine gewisse Zurückhaltung bei ihm zu be-

merken glaubte. — Aus Herbaet's Hinterlassenschaft war ihm
dessen Schreibzeug zugekommen.

Die höchste Verehrung zollte er dem Meister, der so viel

von ihm gehalten hatte, bis an das Ende seines Löbens, scheute
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siok auch nicht, späterhin mil Haii'wsimii xusimami von dem
HiMAiiT'schen als unserem System« ta rtdoD, wahrte sich aber

stets die SelbstttDdigkeit des Denkens — auf die Worte des

Meisters schwor er nie, hti aber zur Verbreitang von desseo

l^ehren durch seine Vorlesungen und Schriften wesentlich beige-

tragen. Wie er es fttr eine Pflicht der PictMt ansah, kan naek

dem Tode Hemakt's einen tfffentb'cben Vortrag ihm in Ehren lo

halten, so feierte er auch den hundertsten Geburtstag des Phito-

sophen , als diesem ein Denkmal in seiner Vaterstadt errichtet

wurde, dnreh eine spSter gedruckte akademische Festrede, la der

er eingeladen hatte, und legte als 74jShriger Mann noch einmal

In grosserVersammlnng Zengniss für HKRtAir ab. Er glaubt nieh%

dass alle Probleme, an denen sich die grossen Denker alter und

neuer Zeiten abgemüht haben, durch Herbart befrie<iigend geUfst^

dass alle philosophisehen Streitfragen durch ihn endgültig ent-

schieden seien, aber erspricht es als vollsteUebeneugung ans, dass

>HBaBART sich unvergingliche Verdienste um die Portbildung

der Philosophie erworben hat, dass die tiefe GrOndliohkeit seiner

Untersuchungen, die Methode seinerForschungen mustergihig ist,

und dass die Resultate, die er gewonnen, in der ttberwiegeoden

Mehnahl einen bleibenden Werth behalten werden«.

In einer nloht lange nach demTode Hiibabt^s gesehrieboMn

Abhandlung »Blieke auf die philosophisehen Zustande der Ge-

genwart« 4845, in der er seine allgemehienphüoMipliiaehen Au-

slohten vortragt, hatte er sehen auBgesproebeo, dass naob den

fOnfzigjahrigen KXmpfen, naeh den grossen Anstrengungen ohne

bleibenden Erfolg sieh die Zeugungskraft der Philosophie am
fruohtbaisten bewahren wtirde in der Wiederaufnahme der

Untersuchungen, die Kant so grossartig eingeleitet und nach ihm

Niemand umfassender und scharfsinniger fortgeführt hnbOy als

HmsAiT. An diesen sei demnaeh ansuknüpfen.

Den Zusammenhang mitHBRiART, ju dessen Geist leigen alle

philosophisehen Sehriften Dbosisch's, indem sie auch namentlich

den Gegensats gegen die pbantastisch-romanttsehenSpeenlationen

Scnri T INGES und seiner Anhänger, sowie auch gegen Hegel deut-

lich sehen lassen. Freilich liebte es Diobisob nicht, in dem
Maasse wie Uerbart polemisch vorzugehen. Seine »Neue Dar-
stellung der Logik nach ihren einfachsten VerhUlt-
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Dissen« erschien noch xu Lebzeiten IIkrbart's 1836. Dieser

rccensirte sie selbst und bemerkte dabei, dass Faiis darin viel-

fach benutat sei. Der L( tztgenannte wirft DtoiiscB in eineoi

Briefe vor, dieser höbe sich einmal von Ubsbabt dnlangeQ lasssD,

und dorum sei seine Passung der Logik so eng nnd ungenOgend

für die tieferen philosophischen Interessen; Bestimmang von

nci^rifl' und Urtbeii seien falsch, da sie irriger Weise von der

Erkenntnissiehre losgerissen seien. Dir Logik DRriBiscn's war
eben wie die Kaitt's undHiiBARTS eine rein formale, im Gegen-

sats sdUigei
,
ScHLEiBRiiACHBR, TaRNBELKNiuHG uud anderen Philo-

sophen: nichts von Metaphysik, nichts von Erkenntnissiehre

war in ihr zu finden. Die 8. Auflage, vielfach umgearbeitet und

erweitert 1854 erschienen, will zwar auch den formalen Cha-

rakter wahren, ein Kanon des Denkens sein, dem dies in seinen

Formen entsprechen mOsse, nm in sich wahr zu sein, aber zu-

gleich wird sie zum Organen der mittelbaren Erkenntniss, geht

also doch Uber das rein Formale hinaus. Kant hat die Trennung

des Denkens von^ Erkennen in einer Weise durchführen wollen,

die sich nicht consequent anfrecht erhalten lässt. »Die Logik soll

kein reines Denken vornussetsen und es nicht unternehmen, die

Formen eines solchen in abstracto su finden und so entwickeln.

Vielmehr sind die allgemeinsten Formen der innern und äussern

Erfahrung der Boden, ans dem sie ihre nhstractcn Grundbe-

stimmungen zu ziehen hat.« Diese 8. Auflage suchte mit richtigem

Gefühl eine Annäherung an TRnmtEXBURG. In der 3. Auflage,

die nOthig war, will Drorisch die Grenzen der formalen

Logik, die es nur mit Begritl'en, nicht mit renlen Gegenstitnden

SU thun habe, genauer einhalten, ohne deshalb in die Beschran-

kung zurückzufallen, die nöihig wHrc, wollte man alle synthe-

tischen Elemente von der Logik ausschliessen. Die 4. und 5.

Auflage, die in Zwischenrttumen von je 48 Jahren folgten, waren
siemlich unverändert.

Schon aus dieser Beihc von Auflagen ist zu ersehen, dass

DRoRiscn's Logik, trotz des im Grunde sehr trocknen Stoffes^ von

vielen benutzt wurde. Und auch heutigen Tages ist sie wegen
ihres hohen Lehrwerthes noch brauchbnr fiir den. der sich mit

den logischen Formen rasch und nicht blos oberflächlich bekannt

machen wiU. Ich glaube nicht, lu weit zu gehen, wenn ich sage,

dass sie die vorzüglichste Darstellung der Logik von dem for-

malen Standpunktaus Ist, ¥reil sie sich ausseichnetdurch Klarheit^
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Prlloisioii, Umsicht and duicb treffende Beispiele nementlich auf

dem Gebiete der Mathematik und Natnrwissensdiaflen.

Audinoeh zu Lebseiten HiaBAar's, 1840, erschienen Dso-

bisgh's »G.rnndlehren der Religionsphllosopbie« nn-

gefilhr lu gleicher Zeit mit Tavtb's »tteKgionsphikmiphie vom
Standpunkte der Religien Usbiast's«; beide von dem Meister

nicht mit günstigen Augen angesehen, da dieser bekanntlieh

selbst meinte, seine Metaphysik drohe^ sieh ihm tu entfremden,

wenn er sie auf Gott ansuwenden Tersuohe. Der plnralistiscfae

Realismusmitseinerabsoluten Selbstlndigkeifcder letstenWesen-

heiten kann einen Gott, der die Welt^ sei es in welchem Sinne

immer, erschaffen hat und eihill, nicht in sein System aufneh-

men. Diese fundamentale Schwierigkeit ist auch von Dnosisci

nicht gehoben, obgleich sein Versuch, die Philosophie in der

HsaBAiT^schen Weise mit der Theologie in Einklang su bringen,

sehr SU beachten ist. Die Philosophie hat nach ihm auch auf

dem reUglilsen Gebiete dieAufgabe, das Gegebene tu begreifen.

Das Gefahl der Beschrllnktheit und Ohnmacht ist da, aus ihm

entsteht das Bedorfniss nach Befreiung, nach ErlVsung aus der

Beschrinkung, nach Erhebung su etwas Höherem. Aber eine

blosse Geftahlsreligion ge&ttgt nicht, da sie über die blosse Sub-

jectivitat nicht hinauskommt und sie in Gefahr gerSth, »das

Kleinod, nach dem sie trachtet, gans und gar su verlieren. Wer
nur an einen Gott glaubt, weil er einen wünscht, weil ihm

diese Annahme w^hlthut^ der bildet sich nur einen Gott ein,

der hst ihn wie einen Fetisch selbst und nur fttr sich selbst

gemacht, einen Gott erkannt hat er nicht«. Es bedarf des

logischenNachweises. So prüft Dnosiscn die sogenannten Gottes-

beweise eingehender. Der ontologische und der kosmologische

sind nicht brauchbar, durch den teleologischen erglebt sich das

Ossein des geglaubten Gegenstandes als ein höchst wahrsehein-

liches. Zu festerer Ueberseugung bringen noch die moralisdi-

praktischenGlaubensgrOnde, die beiDiosisoi in ähnlicherWeise

wie bei Kart darauf hinauslaufen, dass es Bedingung sur Er-

ftlllung der Pflicht sei, au glauben, dass eine sittliche Ursache

die Welt auf denZweck des Guten hin eingerichtet habe. Unsere

Aufgabe ist es, das höchste Gut, d.h. den moralischen Weltsweok
SU Yorwirklichen, aber die Ausführung ist nur dann möglich,

wenn Gott die mit Absicht wirkende Ursache des sitiliohen

Zweckes und der fdr diesen sureichendftn Mittel in der Natur
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ist. So wird ein ausserwelllicher, lebendiger, ja persönlicher

Gott angenommen, und diesen bestimmt dann Drobisch nach

den fünf sogenannten HBRBARr'schen Ideen, d. h. der Heiiigkeit,

Vollkommenheit, Liebe, der richtenden und der vergeltenden

Gerechtigkeit. Er kommt zu einer Art Deismus, da Gott nicht

unmittelbar allgegenwärtig eingreift, sondern nurso, dass »alles

natürliche Dasein und Geschehen nicht als unmittelbare Wir-

kung Gottes, sondern nur als Folge seiner anfänglichen schöpfe-

rischen Thatigkeit zu betrachten ist. Eine andere continuirliche

wirksame Allgegenwart Gottes kann nichtangenommen werden«.

Der Glaube, dass nichts uegen den Willen Gottes geschieht, da

nichts geschehen kann, was hc\ der Schöpfung nicht wenigstens

als möglich vorausgesehen war, ist »stark genug, um uns in

Verbindung mit dem Gedanken, dass Gott nur das Gute will«,

in allen Nuthtui des Lebens aufzurichten. Den positiv christ-

lichen Do!;mPii von der Erlösung u. a. steht Drobisch kritisch

gegenüber; der Werth des Christenlhums soll dnrin bestehen,

dass es die Lehre von Gott als dem Vater aller Menschen und
die von einer Vergeltung im Jenseits aufgestellt habe. — Es

erinnern diese Ansichten vielfach an den allen Rationalisu»us;

manches tiefer angelegte religiöse Gemüth wird an ihnen kein

Genüge finden ; für Droriscu selbst sind sie in umDcber schweren
Zeit ein fesler Halt gewesen.

Ein Werk, das, wenn es auch nicht ganz neue Bahnen ging,

doch versuchte, eine Wissenschaft auf eine sichere Basis zu

stellen, ohne andere Grundlagen in ihre r Art zu verwei fen, ist

I>ROBr<en's sehr beachtenswerlhe -Em])irische Psychologie

n a e h n a t u r u i s s e n s c h a f 1 1 i c h e r M e l h o d e , 1 <S l i erschienen,

in welcher erden Beweis zu führen versucht, dass auch ohne Hülfe

der Metaphysik und der Mathematik durch blosse unbefangene

Zergliederung, Vergleichung und Verknüpfung der Thatsachen

unserer inneren Erfahrung sich eine gesunde Ansicht von den

Vorgängen des geistigen Lebens gewinnen lasse. Auf eine nach

erprobten \n issenschaftlielien (irundrcLicin nielliodiseh ueleilete

Autopsie komme es vor allen Dingen an. Von einer solchen,

meint er, werde diese Schrift holT nllieh Zeugniss ablegen, da

ihr Verfasser nichts niedergeschrieben habe, was er nicht —
wenn auch hJlufiii von anderen Psychologen angeregt — in seiner

eigenen inneren Erlahrung Irisch und lebendig kenni'ii gelernt

habe. Was die naturwissenscbaftltche Methode betriüi, so weiss
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Dkobisch >ell»sl. dass si«* holieii AiispriichtMi nicht i:euU^eii kann,

es soll die S<'hrifl auch nur ein erster, aber ein ernster Versuch

sein. Kr fn^t hin/u. diese Krklarung gebe er solchen, die durch

nialhenialisoh-nalurwisscnscliaftliche Studien an strenge Forde-

runiicn gewöhnt seien, nicht aber der kecken Unwissenheit,

vorlauten Anmassung utid sj)e<*uiativen Windbeulelei so vieler

unserer juriiim Philosophen . Ihnen gelte Hescheidenheit für

Schwache, ueil sie selbst kaum durch arroizante Prahlerei ihre

Blössen zu decken w üssten. Solche .lünger der Wahrheit freilich

würden in seinem Werk noch Manches /u lernen finden. Diese

scharfe Sprache hielt er für nöthig den wenig soliden psycho-

logischen Phantasien izegeoUber, die freilich damals schon in

Abnahme begrifVeu waren.

Die Uebersiclil, die i)Konis<;it nach seiner Methode über das

ganze geistige Leben gab, führte ihn zu einer erklärenden Grund-
ansichl, dun h welche sich die Wahrheil der IlhHBvRr sehen, auf

dem Wege der Speeulation gewonnenen Theorie des Seelenlebens

bethütigen sollle. indem sieh alle anderen Hypothesen als unge-

nügend erw iesen hatten. So wurden die Seelen Vorgänge ver-

worfen, und die Einheit der Seele als zulänglich begründet an-

gesehen, derArl, dasswir sie als strenge Einfachheit des Wesens
zu denken hätten. — Diese Psychologie ist wei;en der Fülle des

Materials, e})enso wegen der Besonnenheit in dessen Anwendung
und der klaren sehr h'sbaren Darstellung mit Recht viel ge-

braucht worden ; sie ist seit lange im Buchhandel vergritfen, so

dass man jetzt nach dem Tode ihres Verfassers, der eine neue

Auflage, so lange er noch lel)te, nicht genehmigen wollte, damit

umgeht, sie ebenso wieLorzt s medicinische Psychologie wieder

neu drucken zu lassen. Sie ist ja <lurch neuere Forschungen

und Methoden längst und weit td)erholt, aber einen blos ge-

schichtlichen Werth hat sie auch heutigen Tags noch nicht.

In diesem Werke hatte Drobiscu schon den L'ebergang zu

der rationalen Psychologie gebahnt. Diese bedarf nach ihm be-

sonders der Hülfe der Mathemalik, um ihren (irundbestimmungen
Specialität zu geben, ohne welche diese immer in vager Allge-

meinheit bleiben müssten; nur durch Betrachtung von Grössen-

verbSUnissen sei hier abzuhelfen. Hier müsse noch viel gethan
werden, meinte Drobisch, da die malhematisehe Psychologie auch
naok NniART noch der Erweiterung bedürfe, sow ie der klaren,

gegen jeden Einwurf beschUtzleu, BegründuDg. Nachdeui er

9
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schou früher filnf ^Spcciiiiina Quaeslionum mulftcmuUco-psycftO'

logicat'um* veroQ'enÜichi balte^ lies Drobisch deshalb seine lange

scholl vorbereiteten »Ersten Grundlinien der mathemati-
schen Psychologie« 1850 erscheinen, um den Zugang zu

dieserWissenschaft, die trotz ihres hohen Werthes von Wenigen
gekannt und gewürdigt sei, su erleichtern. Sei auch Manches

in der HmiBAaT^schen Theorie mangelhaft begründet, lückenhaft

ausgeführt und ungenügend dnrgestelli, se stehe dorh durch das

Ganze die Thalsache fest, »dass unsere wechselnden geistigen

ZusUlnde nur consequent zusammenhängenden mathemalischen

Untersuchungen zugMngl ich < seien, die zu Resultaten ftthrien, de-

ren Uebereinsiiminuiig mit den in uns beobachteten Phttoomenen

unverkennbar sei. Er selbst giebt hier nar einen Theil in neuer

Bearbeitung, die sich in der Art der BegrOodnng, wie in der Be-

handlungsweise, lum Theil sogar in den Resultaten von Hbbbait's

Lehre unterscheidet. Verdrängen wollte dadurch Drobiscb die

Schriften Hbmabt's nicht, ihnen vielteehr erneute Aufmerksam-
keit verschaffen.

Es ist ihm trots des musterhaft kura und verhttltnissmMssig

verständlich geschriebenen Werkes nicht gelungen, der mathe-

natisehen Psychologie Anhänger in grösserer Zahl su gewinnen.

Man erklarte nach wie vor die Statik und Mechanik des Geistes

wenn nicht für unmöglich und undurchführbar, so doch for

verfrüht, ich habe sogar den Eindruck, als habe Dbobiscu selbst

in den spateren Jahren Zweifel an dieser Wissenschaft gehegt,

wie er auch in seinen Vorlesungen sehr selten auf sie gekom-

men ist. — DeaMathematiker mochte dasProblem immer reisen,

aber die Losung stiess sieh an.der Wirklichkeit.

Im Jahre 4864 erschien zum Andenken EaiiBsn's die scharf-

sinnige Abhandlung: *De philosophia scienliae naturali mstto«,

worin er unter Bekämpfung des Materialismus es als Absicht

der Naturforschung ansieht, die Erscheinungen der Vernunft zu

unterwerfen, uiui weiter betiierkl, es gebe die Vernunft zwar Ge-

setze und stelle solche auf, die Natur aber nehme sie entweder

an oder weise sie zuriick, da die Begriffe des Seins und Deuli^ens

nicht identisch seien.

Mit seiner Kigenschall als Mathematiker verband sich bei

DaoMSGu die Neigung zur Statistik, die sich in einigen Arbeiten
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unserer Gesellschaft beibätigt, so m den >Beiträifen zur Statistik

der Universittt Leipzig innerhalb der ersten 140 Jahre ihres Be-

stehens«, aber namentlich eine schöne Frucht hervorgebracht

hat in seiner Schrift: Dio moralische Statistik uod die
menschliche Willensfreiheit«, 4867 erschienen, deren

Vorläuferin eine mehrfach sehr anerkannte Besprechung Dio-
kscb's Uber eine Abhandlung QrftTBi et's gewesen war. Er ver-

sucht in dieser Schrift darzuthun, dass die moralische Statistik

zwar einen DetermiDismus annehmen lassen müsse, dass aber

dieser Determinismus nicht blosser Naturmechaniamns sei, son-

dern vielmehr ein innerer psychologischer, der zwar die Ein-

wirkung der Aussenwelt auf unseren Geist anerkenne, aber

diesem eine hinreichende Unabhängigkeit von der Natur siehere,

der auch dem sittlichen Interesse nicht widerstreite, sondern

Yon diesem gefördert werde — der übliche Determinismiis der

IIerbartVIii n Schule. — Aus seinen mathematischen nnd sta-

tistischen Bestrebungen gingen auch seine metrischen I nler^

suchungen Uber den Hexameter und Pentameter im Distichon

in der antiken und deutschen Dichtung hervor, in denen er

nach dem Urtbeii eines Kenners >mit grosser Ausdauer und
vielem Scharfsinn den arithmetischen Verhältnissen dieserVerse

nachgegangen ist«.

Ein Gebiet, das Ubibaiit mit Vorliebe anhaute, die Päda-

gogik, hat DaoBiscn nur selten betreten, einmal in der kleinen

von Hbibart sehr günstig recensirten Schrift: »Philologie und
Mathematik als Gegenstände des Gymnasial Unterrichts
betrachtet, mit besonderer Beziehung auf Sachsens
Gelehrtenschulen«,1832, worin erverstündnissvoll den Werth

der klassischen Bildung, die er, wie auch das l^teinschreiben

und -sprechen, als guter Fürstenschüler hoch zu schätzen wusste,

und den der Mathematik vom Standpunkt des Psychologen aus

untersucht und auch fnr die heutige Zeit noch Beachtenswerthes

sagt, und ein anderes Mal mit der Abhandlung: »Ueber mathe-
matische Didaktik« in der Leipziger Literaturieitung.

In der Geschichte der Philosophie war Hbrbart mit grosseren

Werken nicht aufgetreten, wenngleich er genauer Kenner von

ihr war. Auch Drobisch hat nur wenig Philosophiegesehichllicbes
veröffentlicht. Eine mit Uberzeugungsvoller Kraft geschriebene

Arbeit ßndet sich in unseren Schriften: »Die Stellung
Schilier's sur Kant'schen Ethik«, die sich namentlich
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gegen Ausführungen Kuno Fischer^s wendet und diirthut, dm
Schiller in seinen pbilosophischenSchriften dem Siltlicbschönen

neben dem SiUUdierhabenen eine Stellung in der Ethik an-

weisl, und daes er das moralisohe Ideal nie durch das ästhetische

yerdrtlngen Hess oderttberiiaupt den flstheliachenGesichtspttnkl

Uber den moraliaehen stellte.

In den teilten Jahren seiner wissenschaftlichen Thfitigkeit

aiudirte DaonacH wieder mit grossem Bifer in lUirr, luelt aucli

Uber yersehiedene seiner Schriften, so Uber die Kritik der Ur-

theilskrafti Ober die Prolegpmena, femer Ober die Erkenntniss-

lehre Raiit*8 u. A. Vorlesungen. Dieser erneuten Beschäftigung

erdankt ihren Ursprung die kleine Schrift: »Kant's Dinge
an sich und sein Erfahrungsbegriff«, 488S erschienen, in

wdeher Daoiisoi namentiioh mit Scharfoinn den Widerspruöh
erörtert swlschen Kaiit^s realistischen Uebeneugungen und den
Gonsequenien seines Erfahrung^begrifiTs.

Nach Erwfthnung der hauptslÄlichsten Arbeiten Daoiisai's

muss ich noch hinsufttgen, dass er in eineReihe von Zeitschriften

werthvoUe AniMtze und Besprechungen lieferte, so in Gersdorfs

Repertorium, in die beiden schon erwähnten Uteraturseitungen,

in die Zeitschrift fOr ende Philosophie, in die Zeitschrift ftlr

Philosophieund philosophische Kritik, in dieHonatsbltttter lur Er-

gänzung der Allgemeinen Zeitung, in Poggendorff*s Annalen, in

das Literarische Gentralblatt und in andere. — Kurse Zeit war
er auch Mitglied in der Redaction der Leipiiger Literaturseitang.

Ausser seinen wissenschaftlich-schriftstellerischen Lei-

stungen kemmt bei DaoancH sehr in Betracht seine akademische

Lehithiltigkelt, auf die er grosses Gewicht, wenn nicht das

Hauptgewicht legte. Er war ein ausserordentlich fleissiger und
gewissenhafter Professor: nicht seilen hat er 16 Stunden Vor-

lesungen und Uebungen in der Woche gehalten, und dabei be-

reitete er seine Voriesungen mit der grOssten Sorgfalt vor, oder

arbeitete sie vielmehr aus. Abgesehen von den schon erwBhnten

allgemeinen mathematischen Vorlesungen, denen er solche Ober

specidlere Themata lufttgte, bis er die mathematischen 4868 im
WesentUehen abschloss — die leiste handelte Ober »Mathema-

tische Miscdlen« —, auch abgesehen von diesen war der Kreis

seiner Vorlesungen ein sehr ausgedehnter. Die vontlgliohsten

Mttk-fhjf. ClMi«. 18N. 4S
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und regelmttsflig wiederkehrenden waren Logik und Psychologie,

mit weleher ersieren er spKter regelmässig £inleitong in die

Philosophie verband, wVhrend er frtther getrennt Gmndlehren
und BncyklopKdie oder EncyklopHdie and Methodologie der

Philosophie vorgetragen hatte. Ausserdem las er sporadisch

Metaphysik nachHiiBART, Metaphysik der Natur nach demselben,

Mathematische Psychologie, diese nicht hftofig, einmal auch nach

HsiBAiT, Ueber die Fandamente der theoretischen und prak-

tischen Philoeophie, Gmndlehren der Ethik und Religionsphilo-

sophie, auch Religionsphilosophie allein, Einleitung in die Ethik

und Religionsphilosophie, Ueber HsaBAar's Metaphysik, Grund-
linien der Erkenntnisslheorie Kant's mit kritischer Bezugnahme
aufdessenYorginger, lieber verschiedene Schriften Kiirr's, Ueber

den Mechanismus und die teleologische Naturansicht, eins seiner

leUten Gollegien handelte Ueber die Willensfreiheit. Grössere

Vorlesungen über Geschichte der Philosophie hielt er nicht ; er

Oberliess sie seinem Freund Hartenstbiii. Dagegen behandelte

er beschranktere Gebiete historisch-kritisch; so las erttber Kant's

Theorie und Kritik der Erfahrung, Ueber die Fundamente von

Kant's Moralphilosopbie, Historische Einleitung in die Metaphysik,

Historisch -kritische Uebersicbt der Principien der Ethik Q. a.

Auch Uber Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf

menschliche Lebensverhältnisse las er noch in der letzten Zeit,

in jüngeren Jahren bat er einige Male Uber die rechte Einrich-

tung des akademischen Studiums Yortfige gehalten {De studio

academico reete dirigemlo).

Sogenannte Gesellschaften und Uebungen hat er in frtlherer

Zeit vielfach geleitet, mathematische und pbilosopische, sie aber

schon zeitig aufgegeben, obwohl er ihren hoben Werth aner-

kannte. Es mochte ihm schliesslich die Zeit dasu mangeln —
denn dass er nicht der rechte Mann gewesen sei, um in solchen

Uebungen nachhaltig auf Studirende einsuwirkmi, ist nicht aiH
annehmen.

Alle, die zu seinen Fussen gesessen haben — ich selbst ge-

höre SU ihnen— , werden die musterhafte Klarheit, Sachlichkeit^

den wissenschaftlichen Emst^ die strenge Ordnung, mit der er

seine Gedanken vortrug, bewundert haben. Ohne Abschwei-
fungen, nur vielfach Rttcksicht nehmend auf die geschiobtliebe

Entwiokelung, in einfacher ruhiger Sprache, niemals rhetorisch,

selten einmal ein Wort des WiUes, aber dann ein treflendes
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gehrauohend, trag er seine Lehre, in Paragraphen genau eingc-

thcilt, vor. Er wusste namentlich in seiner BncyklopUdie und
Einleitung die Probleme rein und sauber herauszuschälen, so

dass man in die grossen Fragen der Philosophie Ireffiich einge-

führt wurde, ebne dass er ihre Ltfsung ebenso ansfflbrlioh be-

bandelt bStte, wenn er auch stets die Anleitung zu ihr gab and
80 som eigenen Weiterdenken anregte. Es soll nicht selten vor-

gekommen sein, dass ein junger Student in die einleitenden

Vorlesungen hineinging, nur weil er sie belegt haltOi mit der

Absicht, bald wegzubleiben, durch den Vortrag aber so gefesselt

wurde, dass er bis Ende des Semesters ausharrte.

DieCollegien Drobisch's waren Stark besucht; lange Jahre war
es üblich, dass die Mehrzahl der jungen Studenten seine Logik
wenigstens bOrte und sich so etwas wissenschaftliGhe Schulung fttr

das Denken verschaffte. Zeitweise hatte DaoBiscn wobl ttberbaupt

die meisten Zuhörer an der Universität, und als er schliesslich

nach 64 jähriger akademischer Thutiizkeii hei dem KgL Ministerium

nm Befreiung von der Verpflichtung, Vorlesungen su halten,

naebsucbte, da konnte er auf eine staunenswertb grosse Zahl

von solcben, die ihn gehört, hinweisen. Wenn er aucb verhilt-

nissmässig wenig Studirenden persönlich sehr nabe trat, so bat

er doch auf eine Unsahl namentlich von Theologen und Lehrern

nachhaltig gewirkt, und tlberaus Viele hingen und hüni^en mit

Dank und Verehrung an ihm. Ein erlauchtes Beispiel dafür ist

der regierende Grossberzog von Oldenburg, der seinen allen

Lehrer Drobisch später noch oft in seiner Wohnung aufsuchte,

ibn bei einem Jubiläum in anerkennendsterWeise ehrte und nocb

an dem Sarge des Verbliebenen einen Kraus niederlegen Hess.

Obwohl Drobisch als Schriftsteller und Lehrer äusserst

thätig war, fand er doch noch Zeit, sich den UniversiUUs- und
Facultätsangclegenheiten aufopfernd zu widmen. Er war oft

Decan der philosophischen Facultttt, wie das seine Professur mit

sich brachte, viele Jahre Director aclorum eben derselben, lange

Zeit Mitglied des Senats und der Verwaltungsdeputation, wie

Stipendiatenephonis; im Jahre 1841 42 stand er als Rectoran der

Spitze der Universitllt. Alle diese Aemter verwaltete er mit

grösster Gewissi nliafli.L'kcit und Selbstlosigkeit; Alles, was er

angriff', war bei ihm, als einem Mann von weitem Blick, sicherem

4««
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Urtheil und Thulkraft^ in den besten Häodeo. Nach Guttfrikd

HnuiA2fN*8 Tod, den er höchst verehrt hatte, spielte er in der

Psooltllt eine hervorragende Rolle, ohne dass er seine Meinung

Jemandem htttte aufiwingen wollen: denn Herrisches lag niolil

in seiner Natar. Wenn es dagegen galt, die Wttrde der Person

oder die Wttrde des Amtes su waliren, da stand er als Mann
(est, wie er es besonders seigte In dem Gonfllet der Mehrsabi

des akademisoben Senats mit der Regierang in Saeben derWahl
eines Abgeordneten fttr die erste Kammer im Jahre 1850. Er
gebdrte sn den »renitenten« ihrofessoren, die sich nach Einbe-

mfang der alten Stande weigerten, eine nene^ nach ihrer Ansieht

nngesetsliobe Wahl vorannehmen, und in Folge dessen »als

Senatsmitglieder snspendirt« wurden. Als nun der Minister

oirBiusi ihn, den damaligen Decan der philosophischen Faenltst,

persönlich aufsuchte und ihn su einer Unterschrill in dieser An->

gelegenheit bereden wollte, die Daoaiscn nicht glaubte geben

SU dflrfen, sowies ihn dieser, wie er mir nicht lange vor seinem

Tode mit einem gewissen Stols noch ersihlte, darauf hin, dass er,

dar Professor, ebenso seine Standeadire habe wie der Minister

von BiosT, die su verletsen man ihm nicht sumuthen dürfe.

Durchaus loyal sein, aber seinen Rechten und Pflichten, auch

denen der Universität, nichts vergeben, das war sein Grundsats.

In einer wichtigen Angelegenheit, die ihm sehr am Ilenen

lag, haben seine mathematischen Kenntnisse die besten Dienste

geleistet, nUmlich bei der Einrichtung und Verwaltung der all-

gemeinen Universittlts-Wittwen- und Waisenkasse, über die er

viel beriehlet hat. Noch eine seiner letzten Arbeiten für unsere

Gesellsrh.ift behandelt die Rochnungsmethodcn. die bei der Re-

vision der genannten Kusse angewandt worden waren.

Und nun komme ich zur Grtlndung unserer Gesellschaft der

Wissenschaften, wobei ersieh als geschickter Organisator zeigte!

Zwar haben w ir die Verdienste Drobiscb s um diese Gründung

erst vor kurzer Zeit in Anwesenheit Sr. Majestät unseres Königs

von kundiu;sl( r Seile darstellen hiiren, aber es würde meinem

Vortrag das for uns Bedeutungsvollste fehlen, wollte ich sieganx

übergehen.

Zunächst ging der Vorschlag Dnomscn's dahin, die Jabio-

Mowsu'sche GeseLlschafi iu eine Gesellschaft der Wissenschafteo
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etwa nach dem Muster von Gtfttingen nmrawandeln, und swar

aar Feier des 900. Gebnrtstaga Lnaviiiens. Man fand, daia dies

gegen die Stiftungsbeatimmungen sei; als sieh aber ein in Folge

dieser Anregung gebildeter Verein rar Gründung einer solehen

Gesellsohaflt mit einer Theilung in swei Klassen, einer mathe-

matisch-naturwissensehafttiohen und philosephiseh-historisohen,

an die Regierung in dieser Angelegenheit wandte, war diese

dem Plane nieht abgeneigt, fragtejedoch an, ob nicht den beiden

Klassen eine rein philosophische rarSeite gestelltwerden kOnne,

weil diese es eigentlich sei, durch welche jene andern Geltung,

Leben und FesUgkeit gewonnen. Diese letite Ansicht, meint

DaOBiscn in seinem Votum darüber, beieichne mehr die ideale

Stellung, die die Philosophie als Wissenschaft su den Übrigen

Wissenschaften einndimen sollte, als die factische. Von einem

eintrlchtigen Zusammenarbeiten in der Philosophie sei jetst noch

viel weniger als in mancher froheren Zeit die Rede, und fOreine

bestisamte Richtung die' Klasse ra gründen, werde fttr alle

ausser der Philosophie Stehenden unbillig und einseitig erschei-

nen. Deshalb erklärt er sich gegen diese Klasse: sie sei weder
BedOrlbiss noch sweekmassig. Dagegen wire su wünschen, dass

in den Kreis der geschichtlichen Disciplinen ausdrücklich die

Geschichte der Philosophie und in den der naturwissenschaft-

lichen die Psychologie aufgenommen werde. Die Ansicht des

umsiohtigmi, nOchtemen, nicht fOr seine Schule einseitig sor-

genden Pachphilosophen schlug durch; so wurde unsere Gesell-

schaft mit den beiden Klassen gegründet, nachdem Dtosisoi

selbst noch die Statuten entworfen hatte, die im Gänsen nach

aeiner Fassung angenommen wurden. Auch sonst hatte er sich

den Hauptarbeiten bei der GrOndung untenogen.

Das PrOsidium bei der Feierlichkeit am 4. Juli 1840 führte

GormiBD HaasARN als grOsste wissenschaftliche AutoritOt, der

es aber eigentlidi Dsobisch, da von diesem der ganse Gedanke

ausgegangen sei, Obertragen wollte. Die wahre Weihe erhielt

freilich der Tag durch die tief in den fruchtbaren Gedanken
Latsüizens, Akademien su grOnden, eingehende Rede Drobisoh^s,

der lugleich der neuen Gesellschaft in echt wissensohaftlicfaem

Geiste die richtigen Dahnen wies. So krOnte er sein Werk auf

das Schönste. Die Gesellsidiaft hat, wie Sie wissen, bei der

OOjahrigen Jubelfeier ihres greisen Seniors gedacht: durch eine

Deputation wurde ihm der Dank der Gesellschaft und damit
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sogleicb die lettte Öffentliche Ehre dargebracht, über die er sich

nooh henlieb freutCi da er eidi sohon ginslieb yergeasen wahnle.
— Von Dbobucb ist anoh sn jener Zeit der Gründung unserer

Gesellschsft die erste Anregung dasu ausgegangen, dass unsere

Stadt ihrem grtfssten Sohne ein Standbild errichte und so eine

alte Ehrensdiuld abtrage, ein Gedanke, der damals freilieh schon

die Universität wie den Rath der Stadt stark bewegte, aber erst

Uber ein Mensehenalter spater sur Ausftlhrung gelangte.

Stand DiOBisci in der Wissenschaft und als einilussreieher

Lehrer sowie als Mann von prakUsoher Begabung in vollstem

Ansehen, so musste ihm als Charakter jeder, der ihn kennen

lernte, höchste Achtung bezeigen. Treu und fest an seinen

Gmndslltsen haltend, war er nicht der Mann, irgend welchen

wechselnden Einflössen und Stimmungen nachiugeben. Was
er gesagt, das galt auch: streng gegen sich selbst und gewissen-

haft bis ins Kleinste— schien er eine Verkörperung des kate-

gorisdien Imperativs su sein. Sosah er auch aus, wennman ihm in

sein von weissen Locken umrahmtes, wie aus Stein gemeisseltes

Gesicht blickte, das freilich merkwürdiges Leben erhielt^ sobald

man mit ihm sprach, namentlich tlber wissenschaftliehe Dinge.

Stand er fest auf seinem erkannten Recht, so wahrte er ebenso

genau die Rechte Anderer, war aber gegen deren Schwachen,

z. B. in den Prüfungen, nicht su nachsichtig. Seine eigenen Ver-

dienste schotste er^gering, doch war er dankbar erfreut über

Anerkennung und Ehren, die ihm sonst und namentlich bei der

Reihe seiner JubilSen in grosser Zahl und von verschiedensten

Seiten suTheil wurden, wenn er auch ihrer nicht wflrdig su sein

glaubte. Eine besondere Genugthuung hatte er über eine be-

deutende Geldsumme, die ihm von Verehrern, Schfllem und An-

hängern bei seinem 50jtthrigen Professoren-lubillum su seiner

Verfügung überreicht vnirde. Er bestimmte sie su einem Stipen-

dium, das jahrlich su seinem GedOchtniss vergeben wird an

Studirende, die einen Ausweis über ihrephilosophischen Studien

bringen. MSssig war er in seinenGenüssen, bescheiden in seinen

Ansprüchen, sufrieden damit, seiner Pflidit leben su können,
i

vollerVertrauen sur göttlichen Vorsehung, nie murrend, obwohl

sie ihm manches Schwere, so den su leitigen Verlust seiner

Gattin und den Verlust von sechs Kindern auferlegt hatte. Im
j
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Verkehr mit Andern beobachtete er bis in sein hohes Alter alle

Formen in höflicher Weise, doch vor zu rascher AnnUherung,

vor zu grosser Vertrauliohkeit wich er zurttck. In Gesellschaft

mit Bekannten anregend, liebenswürdig und heiter, schnell

fertig mit witzigem Wort, bisweilen auch sarkastisch, liebte er es

sein Leben, das seiner Angehörigen und Freundet mit sinnigen

Versen ernster und heiterer Art zu scbmUcken. In die Oeffent-

lichkeit trat er nicht ohne Noth: er hat nie eine politische Rolle

gespielt noch spielen wollen, obwohl er ein trefflicher Redner

war. — Den Werth von Drobisch^s sittlich hoch stehender Per-

sönlichkeit lernt man recht kennen aus seinen ausfuhrlich ge-

baltenen TagebUcherDy in die mir ein kurzer Einblick vergönnt

war.

Von I^eipzig war er nach seiner Schtllerzeit nie lange ab-

wesend, abgesehen von Reisen nach Tirol, nach der Schweiz,

wohin er einmal mit seinem Freunde Hartenstein ging, von

Ferienaufenthalten in Thüringen, in I'lster und anderen Orten.

Sein treuestcr Freund war der eben genannte Hartenstein, wie

er Herbartianer und College vun ihm ; sodann stand er freund-

schaftlich mit dem Historiker VVachsmith, mit Fechner, der ihn

hciufig zu dialektischen kämpfen reizte, mit Ernst Hnr. Wkbbm,

RoscHKR. HvNKFL u. A. Er fühlte sich als Leipziger, namentlich

als zurLniversitäl gehörig, weshalb er es auch kaum verwinden

konnte, dass er aus seiner ülien Universitätswohnung weichen

musste. 72 lahre hat er unserer Universität angehört. In drei

Tagen, am 8. dieses Monats, hätte er sein vOjähriges Jubiläum

als ordentlicher Professor gefeiert — wir hatten gehofft, dass

er dies Fest, das vielleicht in der Geschichte der deutschen Uni-

versitäten einzig dagestanden hatte, noch erleben würde; es

war ihm nicht beschieden, und er selbst hat sich auch nicht

danach gesehnt. — Umsonst hat er nicht gearbeitet und nicht

gelebt: das zeigen seine Schriften, die gewirkt haben und jetzt

noch wirken, das zeigt der Dank seiner vielen Schüler, das zeigt

unsere Gesellschaft der Wissenschaften.
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