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ETAT
DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

AU COMMENCEMENT DE L’ANNEE 1907 (*).

Membres honoraires du Bureau. ...

SeCTAtalres .....ov eiennreennn.n. t

Vice-Secrétaires................... x

Archiviste..........co.covviune.

Membres du Conseil(*). ......... (

MM. APPELL.

DARBOUX.
GUYOU.

HATON DE LA GOUPILLIERE.
HUMBERT.

JORDAN.

MITTAG-LEFFLER.

PICARD.

POINCARE.

VOLTERRA.

ZEUTHEN.

BIOCHE.
BRICARD.
LEVY (L.).
PERRIN (R.).
RAFFY.
SERVANT.

ESTANAVE.
FATOU.

FOUCHE.
CLAUDE-LAFONTAINE.

ROREL, 1909.
ROURLET, 1908.
CARVALLO, 1908.
FONTENE, 1908.
GREVY, 1910.
HADAMARD, 1910.
KOENIGS, 1910.
LAISANT, 1909.
LECORNU, 1910.
MAILLET, 1908.
MAROTTE, 1909.
D'OCAGNE, 1909.

(*) MM. les Membres de la Société sont instamment priés d’adresser au Secrétariat’
les rectifications qu'il y aurait lieu de faire a cette liste.

(*) La date qui suit le nom d’'un membre du Conseil indique I'année au com-
mencement de laqueile expire le mandat de ce membre.
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Date
de
l'admission.

1872. ACHARD, ancien directeur de la Compagnie d’assurances sur la vie la Fonciére,
ruede la Terrasse, 6 bis, a Paris (17*).

1900. ACKERMANN-TEUBNER, éditeur, a Leipzig ( Allemagne). 8. P. (').

1900. ADHENAR (vicomte Robert '), professeur suppléant a la Faculté libre des Sciences,
place de Geneviéres, 14, a Lille (Nord ).

1896. ANDOYER, professeur a la Faculté des Sciences, rue dn Val-de-Grhce, 1, & Paris (5°).

1894. AII)IA'DE. professeur a la Faculté des Sciences, rue de la Mouilliére, 1, a Besancou.

1872. ANDRE ( Désiré), docteur és sci , rue Ronaparte, 70 bis, & Paris (6°).

1879. APPELL, membre de I'Institut, doyen dela Faculté des Sciences et professeura I'Ecole
Centrale des Arts ct Manufactures, rue Bonaparte, 17, a Paris (6°).

1900. AURIC, ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Pierre-Corneille, 38, a Lyon.

1882. AUTONNE, ingénienr en chef des ponts et chaussées, A Chateauroux (Indre).

1900. BAIRE, professeur a la Faculté des Sciences de Dijon.

1896. BAKER, professeur a I'Université de Toronto (Canada).

1894. BALITRAND, ingénieur, a Métlaoui ( Tunisie).

1905. BARRE, capitaine du génie, & Verdun (Meuse).

1906. BARTHELS, professeur de mathématiqucs, Weissenburgerstrasse, 52, a Aschaflenburg
( Baviére).

1889. BEGHIN, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, avenue Duquesne, 11, a Paris (7°).

1875. BERDELLE, ancien garde genéral des foréts, a Rioz (Haute-Sadne). S. P.

1904. BERNSTEIN, docteur és sciences, rue Pouchkinskaia, 10, a Saint-Pétersbourg (Russie ).

1891. BERTRAND DE FONTVIOLANT, professeur a I'Ecole Centrale des Arts et Manufactures,
rue d’Erlanger, 29, a Paris (16°). S. P

1888. BIOCHE, professeur au lycée Louis-le-Grand, rue Notre-Dame-des-Champs, 56, i
Paris (6*). S. P. .

1900. BLUMENTHAL (Otto), professeur a 'Ecole technique supérieure, Riitscherstrasse, 37, a
Aix-la-Chapelle (Allemagne).

1891. BLUTEL, professeur au lycée Saint-Louis, chargé de conférences a la Faculté des
Sciences, rue Deufert-Rochereaun, 110, a Paris (14°).

1902. BOBERIL (vicomte Koger du), rue d'Orléans, 30, a Rennes. S. P.

1892. BONAPARTE (prince Rolund), avenue d’'léna, 10, i Paris (16°).

1895. BOREL, professeur-adjoint a la Faculté des Sciences, boulevard Arago, 2, a Paris. 8. P.

1896. BOULANGER, professeur-adjoint a la Faculté des Sciences, rue Caumartin, 78, a Lille.

1896. BOURGET (Henry), professeur adjoint a la Faculté des Sciences, rue Saint-Jucques,
20, a Toulouse.

1896. BOURLET, professeur au Conservatoire des Arts et Métiers et & I'Ecole des Beaux-Arts,
avenue de I’Observatoire, 22, a Paris (14°). 8. P.

1903. BOUTIN, rue La Vieuville, 26, a Paris (18°).

1904. BOUTROUX (P.), maitre de conférences a la Faculté des Sciences, chemin de la
Gaillarde, a Montpellier.

1900. BREITLING, proviseur dulycée Suint-Louis, boulevard Saint-Michel, 44, h Paris (6°).

1897. BRICARD, ingénieur des manufactures de I’Etat, vépétiteur i I'Ecole Polytechnique,
boulevard Raspail, 295, a Paris (14°).

1873. BROCARD, licutenant-coloncl dn géuie territorial, rue des Ducs de Bar, 75, a Bar-
le-Duc. S. P

1901. BUNL (Adolphe), maitre de conférences a la Faculté des Sciences, ruec de Ville-
franche, 6, a Montpellier.

1893. BURKHARDT, professeur a 'Université, Kreuzplatz, 1, a Ziirich (Suisse).

— —

(') Les initiales 8. P. indiquent les Sociétaires perpétuels.
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1894. CAHEN, professeur au collége Rollin, rue Cortambert, 46, a Paris (16°*).

1893. CALDARERA, professeur a I’Université, palazzo Giampaolo, via della Liberta, & Palerme.

1888. CANET (Gustave), ingénieur civil, directeur de 1’artillerie de MM. Schneider et Ct*,
avenue Henri-Martin, 87, a Paris (16°). S. P.

1885. CARON, professeur de géométrie descriptive, rue Claude-Bernard, 71, & Paris (5°).

1892. CARONNET, docteur és sciences mathématiques, rue Demours, 62 bis, a Paris (19°).

1896. CARTAN, chargé de cours & lu Faculté des Scietces, rue du faubourg Saint-Jean, 46,
a Nancy.

1887. CARVALLO, docteur és sciences, examinateur des éléves a 1’Ecole Polytechnique,

rue Clovis, 1, a Paris (5°*). 8. P.

1890. CEDERCREUTZ (baronne Nanny), Unionsgatan, §, a Helsingfors (Finlande).

1892. CELLERIER (Gustave), cours de Rive, 12, a Genéve (Suisse).

1887. CERRUTI, professeur a I'Université, piazza S. Pietro in vincoli, 5, 8 Rome (ltalie).

1888. CHAILAN (Edouard), rue Berthollet, 16, a Paris (5¢). ’

1896. CHARVE, doyen de la Faculté des Sciences, cours Pierre-Puget, 60, a Marseille.

1884. CHRYSTAL, professeur a I'Université, a Edimbourg (Ecosse).

1901. CLAIRIN, docteur és sciences, maftre de conférences a la Faculté des Sciences, rue
Jacquemars-Giélée, 57 dis, a Lille,

1875. CLAUDE-LAFONTAINE, banquier, rue de Trévise, 32, a Paris (g°*). 8. P.

1890. GOLOT, villa Sully, & Arcachon (Gironde).

1898. COMBEBIAC, capitaine du génie, docteur és sciences, rue Coulon, g, a Bourges.

1900. CONTE (Firmin), ingénieur des ponts et chaussées, 8 Commercy ( Meuse).

1896. COSSERAT (E.), professenr a ln Fuculté des Sciences, rue de Metz, 1, a Toulouse.

1896. COSSERAT (F.), ingénieur cn chef des pouts et chaussées, ruc d'Alsace, 23, & Pavis (10°).

1900. COTTON (Emile), professeur a I'Université de Grenoble. 8. P.

1904. CURTISS, Sherman avenue, 1939, A Evanston ([Hlinois, Etats-Unis).

1872. DARBOUX, secrétaire perpétuel de 'Académie des Sciences, doyen honoraire de la
Faculté des Sciences, rue Guy-Lussac, 36, & Paris (5°).

1885. DAUTHEVILLE, doyen de la Faculté des Sciences, cours Gambetta, 27, a Montpellier.

1901. DELASSUS, professeur a la Faculté des Sciences, chemin de Chastre-Monjoux, a
Besancon.

1905. DENJOY, agrégé de mathématiques, rond-point Bugeaud, 5, a Paris (16°).

1895. DELAUNAY (N.), professeur a I'Institut Empereur Alexandre 11, & Kieff (Russie).

1899. DELEMER, ingénieur des ponts et chaussées, place Simon-Vollant, 10, a Lille.

1885. DEMARTRES, doyen de lu Faculté des Sciences, avenue Saint-Maur, a la Madeleino-
lés-Lille (Nord).

1892. DEMOULIN (Alph.), professeur a I'Université, rue Joseph-Plateau 10,4 Gand (Belgique).

1883. DERUYTS, professeur a I'Université, rue des Augustins, 35, & Liége (Belgique).

1894. DESAINT, docteur é&s sciences, boulevard Gouvion-Saint-Cyr, 47, & Paris (17°).

1900. DICKSTEIN, Marszatkowska, 117, a Varsovie.

1902. DIBGUEL (D.-F.), professeur de mathématiques a 1'Ecole provinciale des Arts et
Industries, calle del Orzan, 4-3°, a La Corogne (Espagne).

1899. DRACH, professeur a la Fuculté des Sciences, rue des Carmélites, 68, a Poitiers.

1896. DUMAS (G.), docteur de I'Université de Paris, privat-docent a ’Ecole Polytechnique
fédérale, a Ziirich (Suisse),

1897. DUNONT, professeur au lycée, avenue Bouvard, 6, a Annecy ( Haute-Savoie).

1886. DUNCAN, Consulting Engineer, Empire Building, Broadway, 71, New-York City.

1897. DURAN-LORIGA (commandant), plaza de Maria Pita, 20, a la Corogne (Espagne),

1885, DYCK ( Walther ), Technische Hochschule, a Munich (Baviére).
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1902. EGOROFF (Dimitri), professeur a I'Université, Moltchanovka, maison Fryndisse, a
Moscou (Russie).

1903. ESPANET, ingénieur civil, rue Berthollet, 2, a Paris (5°).

1900. ESTANAVE, docteur és sciences, a la Sorbonne, a Paris (5°).

1896. RUVKRTE, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, ancien capitaine d'artillerie, rue
du Pré-aux-Clercs, a Paris (7°).

1888. FABRY, professeur & la Faculté des Sciences, 17, rue Chaptal, a Montpellier.

1906. FARAGEI, licencié és sciences, rue Sadi-Carnot, 11 bis, Mustapha-Alger.

1904. FATOU, docteur és sciences, astronome-adjoint & 1’Observatoire, boulevard du Mont-
parnasse, 172, a Paris (14*).

1891. PAUQUEMBERGUE, professeur au lycée, & Mont-de-Marsan.

1892. FEHR (Henri), professeur a I'Université, rue Ph.-Plantamour, 19, 3 Genéve (Suisse ).

1885. FIELDS (J.), professeur a I'Université, Toronto (Ontario, Canada ).

1881. FLOQUET, doyen de la Faculté des Sciences, rue de la Commanderie, a1, A Naney.

1872. FLYE SAINTE-NARIE, chef d’escadron d'artillerie en retraite, ancien répétitenr a I'Ecole
Polytechnique, place Royer-Collard, a Vitry-le-Francois (Marne).

1896. FONTANEAU, ancien officier de marine, cours Bugeaud, 8, a Limoges.

1897. FPONTENE, inspecteur de I'Académie de Paris, rue Le Goff, 7, & Paris (5°).

1903. FORD ( WaLTer R.), Forest avenue, 617, o Ann Arbor (Michigan, Etats-Unis).

1889. FPOUCHE, répétiteur a I'Ecole Polytechnique, rue Soufflot, 5, a Paris (5°).

1905. FOUEF (1'abbé), professeur a I'Institut catholique, rue Férou, i1, a Paris (6°).

1872. FOURET, répétiteur a I'Ecole Polytechnique, avenue Carnot, 4, a Paris (17°). 8. P.

1903. PRAISSE, professeur au lycée, a Lille.

1892. FROLOV (le génédral), avenue des Vollandes, 2, a Genéve (Suisse).

1903. FUETER, Scevogelstrasse, 7, a Bale (Suisse).

1900. GALDEANO (Z.-S. pe), professeur a I’Université, corso gg, 3, & Saragosse (Espagne).

1906. GARGAM DE MONCETZ, licencié és sciences, square de Latour-Maubourg, 8, a Paris (7°).

1872. GARIEL, inspecteur général des ponts et chaussées, professcur a la Faculté de Méde-
cine, rue Edovard-Detaille, 6, a Paris (15°).

1896. GAUTHIER-VILLARS, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, éditeur, quai des Grands-
Augustins, 55, a Paris (6°).

1890. GEBBIA, professeur libre a I'Université, a Palerme (ltalie).

1872. GENTY, ingénieur en chef des ponts et chaussées, avenue Rapp, 20, a Paris (7°).

1906. GERARDIN, quai Claude-le-Lorrain, 32, & Nancy.

1890. GERBALDI, professeur a I'Université, via XX Settembre, 66, a Palerme (Italie).

1897. GERRANS, professeur a Worcester College, Saint-John street, 20, a Oxford (Grande-
Bretagne).

1896. GIRARDYVILLE, capitaine d'artillerie, rue Michelet, 6, 8 Montreuil-sous-Bois (Seine).

1903. GODEY, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, rue du Rois-de-Boulogne, 7, a
Paris (16°).

1881. GOURSAT, professeur a la Fuculté des Scieuces, répétiteur a I'Ecole Polytechnique,
rue Denfert-Rochereau, 39, a Paris (5°).

1896. GRBENHILL, professeur a I'Ecole d'artillerie, a Woolwich (Grande-Bretagne).

1896. GREVY, professeur au lycée Saint-Louis, rue Claude-Bernard, 71,  Paris (5°).

1899.

CUADET, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, boulevard Saint-Germain, 20 bis, a
Paris (7°) .



Date
do

l'sdmission.

1880.
1906.
1900.
1881.
1885.
1873.

1882.
1896.

1901.

1894.
1901.

1900.

1872..

1905.

1892.
1893.
1879.

1895.
1880.

1881.
1903.
1896.
1898.

1898.
1872.

1903.
1872.
1875.

1892.
1880.

1897.

1873.

GUCCIA (Jean), professeur a I'Université, via Ruggiero Settimo, 30. a Palerme (ltalie).
GUERBY, professeur au collége Stanislas, boulevard de Port-Royal, 85, a Paris (14°).
CUICHARD, professenr a I'Université de Clermont-Ferrand.

CUNTHER (D* Sigismond ), professeur a I'Ecole Polytechnique, & Munich ( Baviére).
CUYOU, membre de I'lnstitut, capitaine de Irégate, rue Marguerin, 4, a Paris (14°).

BAAG, ingénieur en chef des ponts et chaussées, professeur i I'cole Polytechnique,
rue Chardin, 11 bés, it Paris (16°).

MABICH, directeur de I'Kcole des Ingénicurs, a Lima (Pérou).

HADAMARD, professeur adjoint a la Facunlté des Sciences. professeur suppléant an
Collége de France, rue Humboldt, 25, & Paris (14°). S. P.

BALBERSTADT, ingénicur des Arts et Manufactures, rue des Ecoles, § ter, a Paris
(5°).
UALSTED, professcur au Kenyon College, A Gambier ( Ohio, Eta's-Unis). S. P.

BANCOCK ( Harris), professeur a I'Université de Cincinnati, Auburn Hotel (Ohix,
Etats-Unis ).

HARDEL, villa italicnne. a Dieppedalle-Croisset (Seine-Inférieure).

HATON DE LA GOIJI'II.I.Il‘m!'I, membre de Ulnstitut, inspecteur général des mines, divee-
teur honoraire de I’Ecole des mines, rue de Vaugirard, 56, a Paris (6*). S. P.

HEDRICK, professcur a I'Université, South Ninth street, 302, a Columbia (Missouri,
Etats-Unis ). ’

HERMANN, libraire-éditeur, rue de la Sorbonue, 8, a Paris (5°).

HOLX, professeur en retraite, rue des Fossés-Suint-Jacques, 16, i Paris (5°).

HOLST (Elling), professcur al'Ecole Polytechnique,a Hovik, prés Christiania (Norvége).
HOTT (S.), professeur a 'Ecole S**-Geneviéve, rue Bausset, 4, a Paris (15°). S. P.

HUMBERT, membre de I'lnstitut, ingénicur en chel des miues, professeur a I'Eeole
Polytechnique, rue Daubigny, 6, a Paris (17°).

IMBER, directeur des études a I’Ecole Centrale, place Voltaire, 2, & Paris (11°).
ISSALY (Vabbé ), rue Poquelin-Moliére, 9, a Bordeaux.
JACQIET (E.), professenr au Prytanée militaire, rue Couchot, 8, a la Fléche.

JANNKE ( D E.), professcur a 'Académie des Mines, Ludwigskirchstrasse, 6, a Berlin
W' (Allemagne).

JARRY (N.), ingénieur civil, avenue du Bel-Air, 7, a Paris (12*).

JAVARY, chef de bataillon du génie on retraite, chef des travaux graphiques a I'Ecole
Polytechnique, rue du Cardinul-Lemoine, 1, o Parvis (5°).

JENSEN (J.-L.-W.-V.), ingénicur en chet des Téléphones, Gl. Kougevej, 80, a Copen-
hague, V (Danemark).

JORDAN, membre de Vinstitut, professenr i I’'Ecole Polytechnique et an Collége de
Fruuce, rue de Varenne, 48, a Pavis (7°). S. P

JUNG, professcur a V'lnstitut technique supérieur, via Fatebenefratelli, 19, a Milan
(italie).

KOCH (H. vox), professeur a I’Ecole Polytechnique, a Djursholm-Stockholm (Suéde).

KENICS, professcur a ln Faculté des Sciences, répétiteur a I'Ecole Polytechnique,
boulevard Arago, 101, a Paris (1}°).

LACAUCHIR, i ngénienr civil, chef du laboratoire de la Compagnie générale des Omni-
bus, rue de¢ Douai, 48, a Paris ().

LAISANT, docteur és sciences, répétiteur el examinateur a I'Ecole Polytechnique,
avenue Victor-Hugo, 162, a Paris (16°).



Date
de

I"'sdmission.

1906.
1893.
1899.

1896.

1873.
1896.
1880.
1896.
1902.

1903.
1893.

1895.
1872.

1904.
1879.
1895.
1898.
1891.
1900.
1882.

1872.

1875.
1898.

1877.
1886.

1900.
1888.

1902.

1902.
1882.

1895.

1905.
1905.

LALESCO, licencié¢ és scicnces, rue Mcnge, 14, & Paris (5°).
LANCELIN, astronome adjoint a 1'Observatoire, rue Boissonnade, 3, a Paris (14*).

LANDAU (Edmond), professcur a 1'Université de Berlin, Hardenbcrgnlrasse. 13, a
Charlotienburg ( Allemagne).

LAUGEL, ancien attaché d’ambassade, villa Ensolcillée, & Beaulieu-sur-Mer (Alpes-
Maritimes).

LAUTH, manufacturier, 2 Thann (Alsace).

LEAU, professeur au lycée Michelet, rue Vavin, 6, a Paris (6°).

LEAUTE, membre de I'Institut, boulevard de Courcelles, 18, a Paris (17°). S.P.
LEBEL, professeur au lycée, avenue Bouisson-Bertrand, 38, a Montpellier.

LEBESGUE, docteur és sciences, chargé de cours a la Faculté des Sciences, rue des
Quatre-Roues, 1, a Poitiers.

LEBEUF, directeur de I'observatoire de Besangon.

LECORXD, ingénieur en chel des mines, professeur & I'Ecole Polytechnique, rue Gay-
Lussac, 3, & Paris (5°).

LEMERAY, licencié &s sciences, ingénieur civil du génie maritime, boulevard de
IOcéan 51, & Saint-Nazaire (Loire-Inférieure).

LENOIRE (Emile), ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, villa Kérahu, aux Bordes, par
Montereau ( Seine-ct-Marne).

LEMOYKRE (T.), rue Ernesi-Renan, 21, a Paris (15°).

LE PAIGE, professeur a I'Université, a 1'observatoire de Cointe, a Liége (Relgique).
LE ROUX, professeur a la Faculté des Sciences, rue de Chateaudun, 17, & Rennes.
LE ROY, docteur és sciences, boulevard Raspail, 117, & Paris (6°).

LERY, agent voyer d'arrondissement, a Pontoise (Seine-et-Oiso).

LEVI CIVITA (7T.), professeur a PUniversité, via Altinate, 14, & Padoue (ltalie).

LEvY (Lucien), rcpeliwur et examinateur d’admission a I'Ecole Polytechnique,
rue du Regard, 12, a Paris (6°).

LEVY (Maurice), membre de I'Institut, inspecteur général des ponts et chaussées,
professeur au Collége de Frande, avenue du Trocadéro, 15, a l’nul (16°).

LEZ (Heuri), @ Lorrez-le-Bocage (Seine-et-Marne).

LINDELHF (Ernst), professsur a I'Université, Sandvikskajan, 15, & Helsingfors (Fin-
lande).
LINDEMANN, professeur a l'Université, Franz-Josephstrasse, 12, & Munich (Baviére).

LIDUVILLE, ingéanieur des poudres, examinateur des éléves a I’ Ecole Polytechnique,
quai Henn—lV 12, a Paris (§°).

LOVETT (E.-0), professeur a I'Université de Princeton (New-Jersey, Etats-Unis).

LUCAS (Félix), ingénieur en chel des ponts et chaussées en retraite, rue Boissiére,
30, a Paris (16°),

LUCAS-GIRARDVILLE, ingénieur a la Manufacture des Tabacs, rue de Charenton, 319,
b Paris (12°).

LUCAS BE PESLOUAY, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, avenue Rapp, 41, a Paris.

MACE DE LEPINAY, professenr de mathématiques spéciales au lycée Henri 1V, rue
Claude-Bernard, 79, & Paris (5°).

MAILLET, ingénieur des ponts et chaussées, répétiteur a I'Ecole Polytechnique, rue
de Fontenay, 11, a Bourg-la-Reine (Seine). 8. P.

MALUSKI, professeur au lycée Hoche, rue Gabriel, 12, A Versailles.
MANTELL (MY L.), rue Dutot, 30, a Paris (15°*).



Date
de

I"admission.

1906.
1904.
1884.
1889.

1901.
1894.
1897.

1889.

1884.
1902.
1902.
1904.
1893.

1873.
1904.
1902.
1897.
1898.

1903.
1885.
1897.
1903.

1900.
1882.

1905.
1873.
1901.
1893.

1888.

1884.
1881.
1874.
1881.
1873.
1892.
1896.

MARCUS, licencié és sciences, rue Thénard, 6, a Paris (3°).

NAROTTE, professeur au lycée Charlemagne, rue de Reuilly, 35 dis, it Paris (12°).

MARTIN ( Artemas), 1535, Colombia Strcet N. W.. a Washington D. C. (Etats-Unis).

MARTIN (Emile), ancien éléve de I’Ecole Polytechnique, professenr de mathéma-
tiques, rue des Foseés-Saint-Jacques, 22, a Paris (5°).

MASSAU (1.), professeur a I'Université, avenue des Arts, 43, a Gand (Belgique).

NAUPIN, professeur au lycée, rua de I'église S'-Ausone, 33, a Angouléme (Charente).

NEMMKE, professeur a 1'Ecole technique supérieure, Lowenstrasse, a Stuttgart-
Degerloch (Wurtemberg).

MENBIZABAL TAMBOREL (pe), membre de la Société de Géographie de Mexico, calle
de Jesus, 13, a Mexico ( Mexique). S. P.

MERCEREAU, licencié és sciences, rue de I’Université, 193, a Paris (7°). 8. P.
NERLIN, docteur en sciences, rue de la Poste, 22, a Uccle (Belgique).

MESNY (R.), professcur d’hydrographie a Saint-Tropez (Var).

METILER, professenr i I’Université, a Syracuse (Etat de New-York).

MICHEL (Francois), chef de parcours de la Compagnie des chemins de fer du Nord,
faubourg Saint-Denis, 210, a Paris (10°*).

MITTAG-LEFFLER, professeur it l’Université, a Stockholm (Suéde). -

MIWA, professeur a 1'Université de Kyoto (Japon).

MOLK (J.), professeur a la Faculté des Sciences, rue d’Alliance, 8, a Nancy.
MONTCHEUIL (I'abbé pe), docteur és sciences, rue du Languedoc, g, & Toulouse.

NONTESSUS DE BALLORE (vicomte Robert bE), professeur &4 la Faculté libre des
Sciences, houlevard de la Liberté, 121, a Lille (Nord).

NULLER (J.-0.), Nikolausbergerweg, 49, a Gottingen ( Allemagne).

NEUBERE, professeur a I'Université, rue Sclessin, 6, & Liége (Belnnque)

NICOLLIER, professeur, a' Montreux (Suisse).

NI{:I.S III‘E.SBN, lznls)pecteur !ge)nérnl de I’enseignement secondaire, Norrebrogade, 57, a

penhag a k).

NIEWENGLOWSKI, docteur és sciences, inspecteur général de I'Instruction publique.
rue de I'Arbaléte, 35, a Paris (5°).

OCAGNE (M. 0’), professeur a I'Ecole des Ponts et Chaussées, répétiteur & 1'Ecole
Polytechuique, rue La Boétie, 30, & Paris (8°). 8. P.

OUIVET, professeur au lycée, & Dijon.

OVIDIO (Enrico r'), professeur a I'Université, Corso-Oporto, 30, a Turin (ltalie).

PADE (H.), professeur a PUniversité, rue de Turenne, 89, a Bordeaux.

Hlll.“t, membre de Vinstitut, professeur a la Faculté des Sciences et a 1'Ecole
Polytechnique, ruc d'Assas, 33, a Paris (6°).

PAPELIER (Georges), professeur de mathématiques spéciales au lycée, rue de Re-
couvrance, 20, a Orléans ( Loiret).

PARAF, professeur-adjoint a la Faculté des Sciences de Toulouse.

PELLET, doyen de la Faculté des Sciences, rue Pascal, 30, & Clermont-l’errnnd
PERCIN, général de division, rue de la Faisanderie, 116, a Paris (16°).

PEROTT (Joseph), Université Clark, a Worcester ( Massachusetts, Etats-Unis). 8. P.
PERRIN (R.), inspecteur général des mines, rue de Grenelle, 80, a Paris (5*). 8. P.
PERRIN (Elie), professeur de mathématiques, rue Tarbé, 3, a Paris (17°).
PETROVITCH, professeur a I'Université, Kossanich-Venac, 26, a Belgrade (Serbic).




Date
de

— X -

admission.

1902.

1887.
1905.
1906.

1879.
1872.
1899.
1882.

1894,
1872.
1906.
1899.
1896.

1902.
1896.

1898.
1883.
1903.
1906.

1903.
1893.
1903.
1872.
1872.
1896.
1885.
1906.
1900.
1872,

1885.
1897.
1881.
1901.
1896.
1882.

PETRONITCH (S.), capitaine d’artillerie de la garde, professeur adjoint & I'Académie
d’artillerie Michel, Sabalkansky prospect 17 log. 15 a Seint-Patersbourg,

PELZ0 (ngu), professeur a I'Université, piazza San Marcellino, 2, a Naples (ltalie).
PFEIFFER, maitre de conférences a 1'Université, Tarassovskaia, 20, a Kiew (Russie),

PHILIPPE (Léon), inspecteur général des Ponts et Chaussées, rue de Turin, 23 &is,
a Paris (8°). .

PICARD (Emile), membre de I'lustitut, professeur a la Faculté des Sciances et a
I'Ecole Centrale des Arts et Manufuctures, rue Bara, §, a Paris (6°).

PICQUET, chef de bataillon du génie, examinateur des éléves a I’'Ecole Polytech-
nique, rue Monsieur-le-Prince, 4§, a Paris (6°).

PIERPONT (James), professeur & I'Université Yale, Mansfield street, 42, a New Haven
(Connecticut, Etats-Unis).

POINCARE, membre de I'lnstitut et du Bureau des Longitudes. professeur a la
Faculté des Sciences, rue Claude-Bernard, 63, & Paris (5°). S. P.

POTRON, docteur és sciences, rue du Val-de-Grace, 11, a Paris (5°).

POLICNAC (prince C. be), a Radmannsdorf (Carniole, Autriche). S.P.

POPOVICI, licencié és sciences, rue Monge, 29, a Paris (5°).

PRINGSHEIM, professcur a V'Université, Arcisstrasse, 12, a Miinich (Bavicére).

PRUVOST, inspecteur général honoraire de I'lnstruction publique, 11, rue de In
‘Four, a Paris (16%).

PUX ( Victor), ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, professeur de mathématiques,
ruec Madame, 54, a Paris (6°).

QUIQUET, actuaire de la Compagnie /a Nacionale, boulevard Saint-Germain, 92, a
Pavis (5°).

RABUT, ingénieur en chef des ponts et chanssées, rue Duplessis, 77, & Versailles,
RAFFY, professeur i In Faculté des Sciences, rue Pierre-Nicole, 7, a Paris (5°). S. P.
REMOUNDUS, professeur de nmlhémnl‘iques, rue Soultani, 17, a Athénes {Gréce).
REMY, éléve-ingénicur des mines, boulevard Arago, 112, a Paris (14°).

RENARD, avenue Victor-Hugo, 162, a PParis (16*).

RICHARD, professeur au lycée, place du Rosoir, 1, & Dijon.

RIVEREAU (I'abbé), professeur a I'lustitut catholique, a Augers (Maine-et-Loire).
ROCHE, agrégé de I'Université, rue d’Assas, 76, a Paris (6°).

ROUART, ingénieur civil, rue de Lisbonne, 34, a Paris (8°).

RDUCIII:!, membre de I'lustitut, boulevard S'-Germain, 213, a Paris (35°).

ROUGIER, docteur és sciences, rue Sylvabelle, 84, a Marseille.

ROUQUET (V.), professeur honoraire de mathématiques spéciales, & Belpech (Aude).
ROUSIERS, professeur an collége Stanislas, boulevard Raspail, 206, a Paris (15¢).
SALTYKOW, professeur a I'Université, a Kharkow ( Russie). S. P.

SARTIAUX, iugénicur en chef des ponts et chaussées, chel de I’exploitation i la Com-
pagnie du chemin de fer du Nord, a Paris.

SAUVAGE, professeur ala Faculté des Sciences de Marseille.

SCHOU (Erik), Gl. Antvorskov, a Slagelse (Danemark).

SCHOUTE, professeur a I'Université, a Groningue (Hollaude).

SEE (Thomas-J.-J.), Observatory Mare Island ( Californie).

SEGUIER (J.-A. bE), docteur é&s sciences, rue des Sninu-Péres; 36, a Paris (5°).

SELIVANOFF (Démétrins), professeur a I'Université, Fontanka, 116, log. 16, a Saiut-
Petersbourg (Russie). 8. P.
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Date
de
Padmission.
' 1900. SERVANT, doctour és sciences, rue des Saints-Péres, 8, a Paris (7°).
1900. - SPARRE (comte Magnus pe), avenue de I'’Archevéché, 7, a Lyon. S. P.
1879. STEPHANOS (Dr Cyparissos), professeur a I'Université, a Athénes (Gréce).
1901. STETSOX (Orlando), & Franklin (Massachusetts, Etats-Unis).
1898. STORMER (Carl), professeur a I'Université, Davesgade, 14, a Christiania (Norvége).
1903. SUCHAR, docteur és sciences, rue Saint-Lazare, 43, & Paris (8°).
1904. SUDRIA, professeur a I'Ecole pratique d'électricité industrielle, rue Ernest-Renan, 28,
a Paris (15°).
1904. SUNDMAN, maitre de conférences a I'Université, Skepparebvinken, 2, & Helsingfors
( Finlande).
1872. SYLOW, professeur a I'Université, a Frederikshald (Norvége). S. P.
1896. TANNENBERG (bk), docteur és sciences, rue d’Assas, 118, a Paris (6°).
1875. TANNERY, professeur a la Faculté des Sciences, sous-directeur dc I'Ecole Normale
supérieure, rue d’Ulm, }5, a Paris (5°).
1882. TARRY (Gaston), boulevard Pereire, 157, & Paris (17°). S. P.
1899. THYBAUT, professeur au lycée Saint-Louis, boulevard St-Germain, 11, a Paris (5°).
1873. TSSOT, ancien examinateur d’admission & I'Ecole Polytechnique,a Voreppe (Isére).
1896. TISSOT, igne de vai + profi r au forda, a Brest (Finistére).
1896. TORRES, membre de I'’Académie des Sciences, Valgame Dios, 3, a Madrid ( Espagne).
1893. TOUCHE, lieutenant-colonel d’artillerie territoriale, rue TI'ruffault, 23, a Paris (17°)"
1872. TRESCA, ingénieur en chef des ponts et chaussées en retraite, rue du général
Henrion-Rerthier, 7, a Neuilly-sur-Seine ( Seine).
1896. TRESSE, professcur au lycée Saint-Louis, rue Mizon, 6, a Paris (14°).
1893. VALLEK-POUSSIN (Cn.-J. b LA), professeur a I'Université, rue Léopold, 38, & Lou-
vain (Belgique).
1904. VANDEUREN, professcur a 1'Ecole militaire, avenue Macan, 16, & Bruxelles.
1905. VAN VLECK, professeur de Mathématiques, University of Wisconsin, a Maddison
( Wisconsin, Etats-Unis).
1897. VASSILAS-VITALIS (J.), professeur a I'Ecole militaire supérieure, rue Socrate, 11 A,
a Athénes (Gréce).
1898. VASSILIEF, président de la Société physico-mathématique, a Kasan ( Russie).
1901. VESSIOT, professeur a In Faculté des Sciences, quai des Brotteaux, 4, & 'Lyon.
1888. VOLTERRA ( Vito), professeur a I'Université, via Lucina, 17, & Rome.
1904. VORONOI, professeur a I'Université, rue Vilcza, 18, a Varsovie ( Russie).
1900. VYUIBERT, éditeur, houlevard Saint-Germain, 63, a Paris (5°).
1880. WALCKENAER, ingénieur en chef des mines, boulevard St-Germain, 218, a Paris (7°).
1879. WEILL, directeur du collége Chaptal, boulevard des Batignolles, 45, a Paris (8°).
1906. WILSON, assistant a I'Université de Yale, a New-Haven (Connecticut, Etats-Unis).
1878. WORMS BE ROMILLY, inygénieur en chel des mines, rue Balzac, 7, a Paris (8¢).
1882. ZABOUDSKI, membre du Comité d'artillerie et professenr a 1’Académie d'Artillerie,
rue Znamenkaia, 22, a Saint-Pétersbourg ( Russic).
1890. ZLAREMBA, professeur al'Université, rue Biskupia, 5, a Cracovie (Autriche).
1903. IERVOS, professeur agrégé a 1’'Université, rue Marie, 5 B, a Athénes (Gréce).
1881. IEUTHEN, professeur a I'Université, Rosenvonget, Sanct-Kanuikestreede, 11, & Co-
penhsgue (Danemark).
1898. ZLIWET, South Inpalls street, 644, a Ann Arbor (Michigan, Etats Unis).
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Liste des Sociétés scientifiques et des Recueils périodiques aveclesquels
la Société mathématique de France échange son Bulletin.

Amsterdam. .. ....
Amsterdam.......
Amsterdam.......

Raltimore. .......
Berlin............
Bovlin............

Berlin........
Bologne..........
Bordenux.........
Bruxelles.........

Broxelles.........
Cambridge. ......
Cambridge .......
Christiunia, ......
Coimbre. ........

Copenhague. .....
Cracovie..........

Bdimbourg. ......
Bdimbourg.......
Gand............
Gdttingen.........
Halifax..... .....

‘Harlew....... cesa

Helsingfors. .. ....

Académie Royale des Sciences d’Amsterdam.

Société mathématique d’Amsterdam.

Revue semestrielle des publications mathéma-
tigues.

Naturforschende Gesellschalft.

American Journal of Mathematics.

Académie des Sci de Berlin.

Jahrbuch itber die Fortschritte der Mathe-
matik.

.| Journal fiir die reine und angewandte Ma-

thematik.

Académie des Sci
logue.

Société des Sciences physiques et naturelles
de Bordeuux. ’

Académie Royale des Sciences, des Lettres et
des Benux-Arts de Belgique.

Société scientilique de Bruxelles.

Cambridge philosophical Society.

Aunals of Mathematics.

Archiv for Mathematik og Naturvidenskab.

{nnaes scientificos da Academia Polytech-
nica do Porto.

Nyt Tidsshrift for Mathematik.

Acadé des Sci de Cracovie.

Académie technique.

Soci¢té Royale d'Edimbourg.

Société mathématique (’Edimbourg.

Mathesis.

Société Royale des Sciences de Gottingen.

Nova Scotian Institute of Science.

Société mathématique de Hambourg.

Société hollandaise des Sci

Société des Sciences de Finlande.

Université de Kansas. ’

Sociélé physico-mathématique.

Annales de I'Université.

Société mathématique de Kharkov.

Archives néerlandaises des Sciences exactes
et naturelles.

Société Royale des Sciences de Saxe.

Mathematische Aunalen.

Archiv der Mathematik und Physik,

da l'lustitut de Bo-

Pays-Bas.
Pays-Bas.

Pays-Bas.
Suisse.

Etats-Unis.

Allemagne.

Allemagne.
Allemagye.
Italie,
France.

Belgique.
Belgique.
Grande-Bretague .
Massachusetts.

Norvége.

Portugal.
Danemark.
Autriche.
Pays-Bas.
Grande-Bretague .
Grande-Bretagne.

" Belgique.
Allemngne.
NUs.Ecosse(Canada)
Allemagne.
Hollande,
Finlande.
‘Etats-Unis.
Russie.
Russie.
Russie.

Pays-Bas.
Allemagne.
Allemagne.
Allemagne.



Liége..........
Livourne.........

Luxemboury......
Marseille.........
Mexico....... ...
Milan............

Rome. ...........
Saint-Pétersho ey,
Stockholm, .......
Stockholm........
Tokyo

Tounlouwe. ... ...

Turiteeoeeoenann,
Upsal. ...........
Varsovie .........

Vienne...........
Vienne...........
Washington. .....
Zurich, ., .......
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Société Royale des Sciences.

Periodico di Matematica.

Société astronomique de Londres.

Société mathématique de Londres.

Société Royale de Londres.

Institut Royal de Luxembourg.

Annalesdela Faculiédes Sci de Mzrseille.

Sociedad cientifica .4ntonio Alzate.

lustitut Royal lombard des Sciences et
Lettres.

Société mathématique de Moscou.

Académie des Sci de Munich.

Académie Royunle des Sciences physiques 1
mathématiques de Naples.

Académie des Sciences et Arts du Connec-
ticut.

American mathematical Society.

Société des naturalistes de la Nouvelle-Russic.

Rendiconti del Circolo matematico.

Académie des Sciences de Paris.

Association frangaise pour I'uvancement des
Sciences.

Société philomathique de Paris.

Bulletin des Sciences mathématiques,

lournal de U Ecole Polytachnique.

Institut des Actuaires frangais.

Intermdédiaire des Mathématiciens.

Kcole Royale Normale supérieure de Pine.

Université Royale de Pise.

1l Nuovo Cimento.

Académie des Scicnces de Bohéme.

Casopis p1o péstovani mathematiky a fysik) .

Société mathématique de Bohéme.

Académie Royale des Lincei.

Acadéemie hpeériale des Sciences. .

Acta Mathematica.

Nibliotheca mathematica.

Mathematico-physical Society.

Annales de la Faculle des Sciences de T'on

louse,
Académie des Sciences.
Sociéte Royale des Sciences d'Upsal.
Prace Matematyczno Fizyczne.
Institut Royal veuitien des Sciences, lLettre-
el Arts.
Académie linpérinle des Sciences de Viennec.
Monatshefte fir Mathematik und Physik.
Philosophical Society.
Naturforschende Gesellschaft.

Belgique.
lalie.
Grande-Bretagne.
Grande-Bretagne.
Grande-Bretagne.
Luxembourg.
France.
Mexique.

Italie.
Russie.
Raviére.

ltalie.

Etats-Unis.
Etats-Unis.
Russie.
Italie.
France.

France.
France.
France.
France.
France.
France.
Italie.
Italie.
Italie.
Autriche.
Autriche.
Autriche.
Italie.
Russie.
Suéde.
Suéde.
Japon.

Frauce,
Italie.
Russie.
Russie.

ltalie.
Autriche.
Autriche.
Etats-Unis.

Suisse,
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REGLEMENT

VOTE A LA SEANCE DE L'ASSEMBLEE GENERALE, LE 20 Juin 1888,
MODIFIE A LA SEANCE DU {0 JANVIRR 1907.

CHAPITRE PREMIER.

DISPOSITIONS GENERALES.

ARTICLE PREMIER. — Les conditions a remplir, pour étre membre de la
Société mathématique de France, sont fixées par le premier paragraphe de
l’article 3 des statuts.

Dans le cas ou, pour des motifs sérieux, le Bureau croit devoir surseoir
a la présentation d’un candidat, le différend est soumis au Conseil d’admi-
nistration, qui statue définitivement dans sa séance la plus prochaine.

ART. 2. — Les membres nouvellement élus, aprés avoir acquitté le droit
d’admission de dix francs et le montant de la premiére cotisation annuelle,
regoivent un diplome signé par le président, I'un des secrétaires et le tré-
sorier, et portant le sceau de la Société.

ART. 3. — La cotisation annuelle est payée au commencement de chaque
exercice, dont 'origine est fixée au 1*" novembre de chaque année.

Les nouveaux membres doivent payer la totalité de la cotisation de
I'exercice en cours, quelle que soit I'époque de leur admission.

ART. 4 — Tout membre a le droit, & une époque queiconque, de ra-
cheter ses cotisations a venir et de devenir sociétaire perpétuel, moyennant
la somme de trois cents francs (art. 3 des statuts). Cette somme peut étre
payée en une seule fois, ou par versements de cent francs chacun, se sui-
vant a des intervalles qui ne doivent pas dépasser une année.

En cas de retard, la cotisation annuelle continue & étre exigible, indé-
pendamment ct jusqu'a complet acquittement de la somme de trois cents
Srancs.

ART. 8. — Tout membre qui, n’étant pas sociétaire perpétuel, négligera
de payer réguliérement sa cotisation annuelle, sera, aprés avertissement du
trésorier, a lui adressé par lettre recommandée et resté sans effet, considéré
comme démissionnaire.

CHAPITRE II.

TENUE DES SEANCES DE LA SOCIETE.

ART. 6. — La Sociéié tient des séances ordinaires deux fois par mois;
elle prend trois mois de vacances, de la mi-juillet a la mi-octobre.
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ART. 7. — La premiére séance de janvier est consacrée spécialement aux
élections pour le renouvellement du Bureau et du Conseil.

ART. 8. — Il est adressé chaque année, dés le début d’octobre, & tous
les membres de la Société, une carte imprimée portant l'indication des
jours de séance.

AnT. 9. — Pour assister aux séances, les personnes étrangéres a la So-
ciété doivent étre présentées par I'un de ses membres.

Arr. 10. — La présence du président ou d’un vice-président, assisté d’un
des secrétaires ou vice-secrétaires, suffit pour constituer le Bureau a
chaque séance.

ArT. 11. — En cas d'absence du président et des vice-présidents, le
trésorier, ou, & son défaut, archiviste, occupe le fauteuil.

A défaut des membres du Bureau qui viennent d’étre désignés, les fonc-
tions de président sont remplies par le plus 4gé des sociétaires présents a
la séance.

En cas d’absence des secrétaires et vice-secrétaires, le président du jour
invite un des membres présents & en remplir les fonctions.

Arrt. 12. — Chaque séance commence par la lecture du procés-verbal de
la séance précédente.

Les Communications sont faites dans I'ordre de leur inscription. Chacune
d’elles ne peut durer plus de vingt minutes.

Ces dispositions ne s’appliquent pas aux conférences scientifiques qui
pourraient étre organisées par le Bureau.

ART. 13. — Les questions relatives a I'administration de la Société, a
moins d’une demande du Conseil, ne peuvent étre traitées en séance ordi-
naire. Elles doivent faire l'objet d'une note remise au président, qui en
réfere au Conseil dans sa plus prochaine réunion.

CHAPITRE III.

BULLETIN ET PUBLICATIONS DIVERSES.

ART. 14. — La Société publie par livraisons un recueil annuel qui a pour
titre : Bulletin de la Société mathématique de France, et qui contient,
avec un extrait des procés-verbaux des séances, des Notes et Mémoires sur
les Mathématiques pures ou appliquées, ayant pour auteurs des membres
de la Société, et présentant quelque originalité au point de vue de la mé-
thode ou des résultats.

Les travaux des personnes étrangéres a la Société peuvent, exception-
nellement, trouver place dans le Bulletin, a la condition d’offrir un intérét
suffisant.

ART. 18. — L'un des secrétaires est spécialement chargé par le Conseil
de tout ce qui concerne la publication du Bulletin. Il est assisté, dans le
choix des Notes et Mémoires qui peuvent y étre insérés, par une Com-
mission d’impression composée du président, des vice-présidents, du
deuxiéme secrétaire et des vice-secrétaires.
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ART. 16. — La Société se propose, dans les limites de ses droits et de
ses ressources, de publier, soit dans le corps du Bulletin, soit & part, des
Mémoires inédits et de réimprimer des ceuvres importantes d’anciens ma-
thématiciens frangais ou étrangers (art. 14 des statuts).

ART. 17. — Les livraisons du Bulletin sont adressées & tous les membres
de la Société, au fur et & mesure de leur publication. Toutefois, dans le
cas ol un sociétaire se met en retard dans le payement de sa cotisation,
I'envoi du Bulletin est suspendu pour lui, jusqu'a ce qu'il ait acquitté
P'arriéré.

ART, 18. — Le Conseil fixe, par mesure générale, les prix réduits moyen-
nant lesquels les membres de la Société peuvent se procurer les volumes
du Bulletin parus antérieurement a leur admission, et les Ouvrages autres
que le Bulletin publiés par les soins de la Société.

CHAPITRE 1V.

COMPOSITION ET MODE D’ELECTION DU BUREAU ET DU CONSEIL.

ART. {9. — La Société est administrée par un Conseil composé comme
I'indique I'article 4 des statuts.

Le Bureau du Conseil est le méme que celui de la Société (art. 4 des
statuts). '

Le nombre des membres honoraires prévus par I'article 4 des statuts
n’est pas limité; ces membres honoraires ne peuvent étre nommés que sur
la présentation du Conseil ou sur une proposition spéciale faite par écrit,
signée de vingt membres de la Société, et déposée au plus tard dans la
derniére séance de décembre.

ART. 20. — Le renouvellement du Bureau et du Conseil a lieu chaque
année, dans la premiére séance de janvier, et conformément aux prescrip-
tions des articles 3, 6 et 16 des statuts.

Dans ce but, un avis de convocation, accompagné de bulletins de vote
en blanc et, ¢'il y a lieu, des propositions du Conseil, est envoyé, en temps
utile, a tous les membres de la Société.

ART. 21. — Les membres, qui ne peuvent assister a la séance dans
laquelle ont lieu les élections, sont invités & envoyer au président, en temps
opportun, leurs votes sous ‘enveloppes fermées, en y joignant un avis
d’envoi portant leur signature.

Les enveloppes contenant les bulletins de vote ne sont ouvertes qu'au
moment du scrutin.

CHAPITRE V.
ATTRIBUTIONS DES MEMBAES DU BUREAU.

ARt. 22. — Le président veille & I'observation des statuts et du régle-
ment de la Société; il assure 'exécution des délibérations du Conseil,
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ART. 23. — Les secrétaires ou, a leur défaut, les vice-secrétaires rédigent
les procés-verbaux des séances de la Société et des séances du Conseil.

ART. 2. — Sous la direction du président, les secrétaires sont chargés
de la correspondance pour tout ce qui concerne les travaux et les affaires
de la Société; ils convoquent la Société, le Conseil et les Commissions,
quand il y a lieu, et préparent les ordres du jour.

ART. 28. — L'archiviste est chargé de la garde des archives de la Société.
Il a sous sa direction la bibliothéque; il dresse le catalogue des livres,
brochures et manuscrits qui en font partie.

ART. 26. — Le trésorier est chargé du recouvrement des sommes dues a
la Société. Il acquitte les dépenses ordonnancées par I'un des secrétaires,
spécialement délégué par le Conseil. Il tient un registre des recettes et des
dépenses.

ART. 27. — Il ne peut étre fait aucun emploi extraordmmre des fondsde
la Société, sans une délibération spéciale du Conseil.

CHAPITRE VI.

ATTRIBUTIONS DU CONSEIL ET TENUE DE S8ES SEANCES. — COMMISSIONS.

Art. 28. — Le Conseil se réunit dans les conditions fixées par I'article 7
des statuts.

Ant. 29. — A chaque séance du Conseil, les noms des membres présents
sont consignés au procés-verbal.

ART. 30. — Sur la proposition de cinq membres, le vote peut avoir lieu
au scrutin secret.

ART. 31. — Sur la demande'de cing membres, il peut étre faiv appel a la
Société des décisions qui n’auraient pas été prises aux deux tiers des -voix
des membres présents.

ARt. 32. — Les procés—verbaux des séances du Conseil dmvent étre
transcrits sur un registre coté et parafé par I'un des secrétaires; ils doivent
étre signés par le président et le secrétaire qui ont composé le Bureau;
les renvois doivent étre parafés et les mots rayés approuvés.

ART. 33. — Le Conseil se réunit chaque année au cours du dernier tri-
mestre, pour délibérer sur I'état des affaires de la Société, prendre les
mesures préparatoires relatives aux élections prévues au Chapitre IV, et
nommer la Commission de comptabilité chargée de vérifier la gestion du
trésorier. o

Ant. 34. — Cette Commission ne peut étre composée de mains de trois
membres. Elle fait son rapport a I’Assemblée générale dans la premiére
séance de janvier

ART. 33. — Le Conseil peut provoquer, parmi les membres de la Société,
la formation de Commissions ayant un but spécial, technique ou. scien-
tifique.
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CHAPITRE VIL

REVISION DES STATUTS OU DU REGLEMENT.

ART. 36. — Les conditions dans lesquelles peut avoir lieu la revision des
statuts sont fixées par l'article 18 desdits statuts.

Dans le cas o1, 4 la suite d’'une premiére convocation, I'assemblée extra-
ordinaire, réunie dans ce but, ne pourrait délibérer valablement, une nou-
velle assemblée extraordinaire serait réunie dans un délai inférieur a cinq
mois.

ART. 37. — Le réglement ne peut étre modifié que par une Assemblée
extraordinaire, convoquée a cet cffet.

Cette Assemblée extraordinaire ne peut délibérer valablement que si le
quart au moins des membres de la Société sont présents ou représentés. Si
cette proportion n’est pas attcinte, une nouvelle Assembléc extraordinaire
est réunie dans un délai compris entre un mois et cinq mois; ses délibéra-
tions sont valables, quel que soit le nombre des membres présents ou
représentés,

ARrT. 38. — Toute proposition de modification au réglement, si elle
o’émane pas de linitiative du Conseil d’administration, doit étre formulée
dans une lettre signée de vingt-cing membres de la Société au moins, et
adressée au président. Celui-ci doit réunir I'\ssemblée extraordinaire dans
les trente jours qui suivent la remise de la proposition, les vacances
annuelles n’étant pas comptées dans ce délai.

ART. 39. — Avant la réunion d'une Assemblée extraordinaire convoquée
pour délibérer sur la rvevision des statuts ou du réglement, le Conseil
d’'administration, réuni a cet effet, nomme une commission composée de
sept de ses membres, chargée d’¢cxaminer la demande de revision et de
présenter sur cette demande un rapport a I'assemblée extraordinaire.

ART. 40. — Pour les Assemblées extraordinaires, tous les membres de la
Société sont spécialement convoqués a domicile.

LISTE DES PRESIDENTS DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE PRANCE
DEPUIS SA FONDATION.

MN. CHASLES (1873). — LAFFON DE LADEBAT (1874). — BIENAME (1875). -- BB LA
GOURNERIE (1876). — MANNHEIN (1877). — DARBOUX (1878). - 0. BONNKT ( 1879 ).
— JORDAN (1880). — LAGUERRE (1881). — HALPHEN (1882) — ROUCHE (1883).
— PICARD (1884). -- APPELL (1885). — POINCARK (1886). — FOURET (1837). —
LAISANT (1888). — ANDRE ( DESIRE ) (1889). — HATON DE LA GOUPILLIERL (1390).
— COLLIGNON (1891). — VICAIRE ( 1892). -— HUMBERT ( 1893). — PICQUET ( 1894).
— GOURSAT (1895). — K@NIGS (1896). — PICARD (1897). — LECORNU (1898 ). —
CUYOU (1899). — POINCARE (1900). — D'OCAGNE (1901). — RAFFY (1902). -
PAIMLEVE (1903). — CARVALLO (190%). — BOREL (1905). — HADAMARD (1906).
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SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

COMPTES RENDUS DES SEANCES,

SEANCE DU 8 NOVEMBRE 19086.

PRESIDENCE DE M. HADAMARD.
Communications :

M. Lecornu : Sur U’extinction du frottement.

M. Raffy : Sur Uisothermie relative des réseaux et sur les
caractéristiques (asymptotiques et lignes de courbure) des sur-
Saces a lignes de courbure isothermes-conjuguées.

M. Hadamard signale deux Mémoires de Worpitzky, publiés
dés 1870 et o se trouvent certains résultats fondamentaux rela-
tifs & la détermination des singularités des séries entiéres.

SEANCE DU 22 NOVEMBRE 1906.
PRESIDENCE DE M. HADAMARD.
Communications :
M. Fatou : Sur certaines séries de Taylor.

M. Remy : Sur deuz classes de surfaces du quatriéme ordre
lides a Uoctuple gauche.

M. Hadamard : Sur une question du calcul des variations.

SEANCE DU 6 DECEMBRE 1906.
) PRESIDENCE DE M. HADAMARD.
Elections :

Sont élus, & I'unanimité, membres de la Société : M. K.-L. Bar-
thels, présenté par MM. Rafly et Grévy; MM. Guerby et Rousiers,
m'. .
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présentés par MM. Blutel et Grévy; M. Gargam de Moncetz, pré-
senté par MM. Picard et Raffy ; M. Lalesco, présenté par MM. Picard
et Hadamard.

Communications :

M. Maillet : Sur diverses propriétés des nombres transcen-
dants de Liouville.

M. Lalesco : Sur le groupe des équations trinomes de degré
premier.

M. Raffy : Remarques sur la recherche des surfaces isother-
miques.

SEANCE DU 20 DECEMBRE 1908.

PRESIDENCE DE M. HADAMARD.

Communications :

M. Remy : Sur une famille de surfaces hyperelliptiques &
quinze points doubles.

M. Rally : Sur la recherche des surfaces dont les courbures
principales sont fonctions U'une de l’autre.

SEANCE DU 10 JANVIER 1907.

PRESIDENCE DE M. HADAMARD.

La Société, réunie en Assemblée générale, procéde au renou-
vellement de son Bureau et d’une partie du Conseil d’administra-
tion. Elle entend et approuve le Rapport de la Commission des
finances.

La Société, réunie en Assemblée générale extraordinaire, discute
le Rapport présenté par la Commission de revision du Régle-
ment (').

(') Le texte nouveau du Réglement, tel qu'il résulte des décisions prises duns
cette séance, est inséré dans le présent Volume, p. xvi et suiv.




MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR L'EXTINCTION DU FROTTEMENT;

Par M. L. Lecornu.

Dans une Adresse lue en 19o5 au Congrés de I’Association fran-
caise pour 'avancement des sciences, M. Appell appelait 'atten-
tion sur divers cas ol le mouvement d’un systeme s’effectue de
fagon que le travail de frottement diminue de plus en plus, comme
si le systéme cherchait & échapper au frottement: c’est ce qui
arrive notamment dans le glissement d’un cerceau ou d’une boule,
glissement qui aboutit finalement a un simple roulement, ou en-
core dans le redressement progressif de I'axe d’un corps de révolu-
tion lancé sur un plan horizontal.

Je voudrais signaler ici un autre cxemple assez général, dans
lequel la méme tendance se manifeste avec une nettelé particu-
liére, Il s’agit du mouvement d’un ensemble quelconque de sphéres
homogénes qui ont leurs centres fixes et qui exercent a leurs divers
points de contact des pressions mutuelles données.

Je suppose d’abord que le systéme, aprés avoir éLé lancé d’une
fagon arbitraire, soit enti¢rement abandonné a lui-méme. Considé-
rons deux de ces sphéres, S, et S,, tangentes en un point A.
Soient zy, ¥, 3, et Za, ¥a, 33 les coordonnées de leurs centres O,
et O, par rapport a trois axes fixes rectangulaires. Soient p,, ¢,,
ry et p,, q,, ry les composantes de leurs rotations. Soient enfin £,
M, § les coordonnées de A. La vitesse de glissement V de S, par
rapport a S, a pour composantes :

U =qyf =3) —ran—ys) —qu{ ~3) +ri(n—y)
v =ryf —20)—pa(§ —31) —rif -y) +pi(§ —31)
w=pin—y1) — g1 — @) - pr(n —y0) + @ — 1)
Si F désigue I'effort tangentiel, de grandenr constante, que la
sphére S, éprouve de la part de S, en vertu du frottement, les

composantes de cet effort sont F %, F %, F %, et le moment de F
P viv 'y
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par rapport a O, a pour composantes :
L= g lw(n—y)—o( —sl,
M= %[u(( —a) —w(t—z)],
N= —[o(E —z)—u(n—y)]

D’autre part, la relation V= u?+ ¢*+ w* donne, en remar-
quant que u ne contient pas p, :

'A% do ow VYL
Vd—‘a_vap— +W$—V(C—I|)—W(n—yg)——-?
On est ainsi conduit aux trois identités :
P| dq, 0"1

Si donc A, désigne le moment d’inertie de la sphére S, par
rapport & l'un de ses diamétres, les équations du mouvement de
cette sphére sont

dp, dqy _ aV dry _ oV
A I S LR L

les sommations étant étendues 4 toutes les sphéres qui sont en
contact avec S,, ou, en d’autres lermes, a toutes les vitesses V
dont I'expression renferme p,, g, r;.

Ceci posé, considérons la fonction ® = ZFV calculée pour I'en-
semble de tous les points de contact existant dans le syst¢éme donné
de sphéres. On peut écrire :

AP 9% 0 _ _ 9 dry __ 9%,

dt op’ A ¢, MTr ory’
d’ou

M[(F) - (%) (@) ] (Gt Gta )

Si nous faisons la somme de toutes les équations analogues, et

si nous désignons par la dérivée totale de @ par rapport au

temps, il vient

@ =)~ (@)~ @)']
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Cette dérivée est donc négative, et par conséquent: la somme
des vitesses de glissement multipliées par les efforts tangentiels
correspondants est constamment décroissante, ou bien encore :
Le travail du frottement, rapporté a chaque instant a
Uunité de temps, tend constamment vers zéro.

La démonstration s’applique tant qu’il y a cffectivement glisse-
ment en chacun des points de contact. Examinons ce qui se passe
quand pour l'un de ces points, A par exemple, le glissement se
transforme en roulement. A ce moment, V s’annule et I'effort tan-
gentiel prend une valeurf inférieure & F; sa direction est sim-
plement assujettie & demeurer dans le plan tangent commun aux
sphéres S, et S;. Soient «, B, v les cosinus directeurs de f. Si I'on
appelle ¥ la fonction ZFV calculée en laissant de c6té A, les équa-
tions du mouvement de S, et S, sont

ﬁﬂ —f[ﬁ(c—-xn)—‘r(n—ya)]— -—

..........................................

le coefficient de fa est

d, d d
=0t =@ —r) L — =y S (- %
Ce coefficient est nul, car il représente la dérivée %L‘:’ de la

quantité u, qui est nulle pendant le roulement. f et y disparaissent
de méme, et il reste seulement

(44 dPl o dq‘ o dl'| o dp’ o dq, o d’"

—E=Gp dt tog ac tor A Top; dt T ogs dt *om dt

D’ailleurs, pendant le roulement, la fonction ® ne différe pas de
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la fonction ¥. On voit donc que la substitution du roulement au
glissement ne modifie pas les conclusions précédentes.

- Imaginons actuellement que I'une des sphéres, S, par exemple,
soit assujetlic & tourner autour d’un axe fixe passant par son centre.
Si a, b, c sont les cosinus directeurs de cet axe et si w désigne la
vitesse de rolation, on a p,=aw, ¢,=bw, ry=cw et I'équation
du mouvement de S, est

w:La—.—Mb—f—Nc: .-

+ 0 = 4 C =)
ap, g d"t)

dw\3 dpy\? dg\* /[dr\?

s (@) = (&) (&) + (@) ]
_ oV dp, dV dgq, oV d_r,_)
-7 (EW*’T,,&"’@T,«# '

D F( oV LoV oV

de sorte que la fixité de I’axe de rotation, tout en supprimant l'in-
dépendance de p,, q,, 'y, laisse subsister le théoréme fondamental.
Il en est évidemment de méme quel que soit le nombre des sphéres
obligées de tourner autour d’axes fixes. .
Nous allons maintenant supposer qu’an lieu d’abandonner le
systéme a lni-méme, on applique sur une ou plusieurs des sphéres
qui le composent des forces telles que chacune des sphéres ainsi
actionnées tourne, avec une vilesse conslante, autour d’un axe fixe.
Admettons par exemple que Lel soil le cas de la sphére S, Il faut
alors, dans les équations du mouvement, considérer p,, q,, r
comme des conslantes données, et, parconlre, supprimer les trois
équations qui se rapporlent au mouvement de S,. Les autres
équations subsistent sans modification. En combinant ces der-
niéres, et remarquant que dp,, dg,, dr, sont nuls, on retrouve

I'équation
do dp\* dg\? dr\?
Z=—2r(F)+ (@)~ &)]
La fonction @ est donc, ici encore, constamment décroissante.
Dua moment o 'une des sphéres ou plusieurs d’entre elles sont
ainsi assujetties & conserver des vilesses constantes, il peut arriver
que le systéme atleigue finalement un élal permanent dans lequel
persistent certains glissements. Quand cet état final se trouve réa-
lisé, c'est-a-dire quand toules les quantités p, g, r cessent de
, q q P9
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varier, on a, pour toutes les valeurs des indices,

et par conséquent la fonction ® présente alors un minimum.
D’aprés cela :

L’état final est tel que le travail de frottement dans l’unuté
de temps soit le plus petit possible.

Observons encore que les sphéres tournant autour d’axes fixes
peuvent étre remplacées par des corps de forme quelconque,
homogénes ou non, pourvu que chacun de ces corps tourne autour
d’un axe fixe el présente des surfaces de révolution touchant les
corps voisins en des points qui demeurent fixes. Car, dans ces
conditions, les équations du mouvement ne se Lrouvent aucune-
ment modifiées. 4

Comme application trés simple et facilement réalisable, consi-
dérons trois cylindres C, C,, C; & axes fixes paralléles de rayons R,
Ry, R; et supposons que les deux cylindres C,, C, soient obligés,
par des forces extérieures, a lourner en sens contraire avec des
vitesses circonférentielles constantes u, el u,, tandis que le troi-
siéme cylindre C est en contact avec eux. Soient F, et F, les efforts
tangentiels exercés par G, et G, sur C lorsqu’il y a glissement;
soient A le moment d’inertie de C, R son rayon, u sa vilesse cir-
conférentielle. En prenant pour sens positif des rotations celui
du cylindre C,, I’équation du mouvement de C, pendant que ce

cylindre glisse au contact des deux autres, est
A du
o = [Fl—I[F]

Dans cette expression [F,] désigne la force F, prise avec le
signe du glissement relatif u, + «, et [F,] la force F, prise avec
le signe du glissement relatif u;— u. La fonction ® est ici

®=F,[uy+ u]+ F[ug— u],
[uy+ u] et [us— u] désignant les valeurs absolues de u,— u ot
us — u. On en déduit

dd ... .du
ar = UF ] [Fa]) =55
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et, par suite,
A du)’ _.__a¢
Rt (7? =T dt
On vérifie ainsi que la fonction ® est constamment décroissante.

Supposons en particulier que le cylindre C parte du repos, et
admettons, ce qu'il est toujours loisible de faire, que I'on ait
Fs<F,. Au début du mouvement, il y a glissement a la fois sur
les deux cylindres C, et C, et I'équation du mouvement est

A du
mar -y
d’od
R?
u= 'X-(F’— F.)[.

Le mouvement continue dans ces conditions jusqu’a ce que I'on
Jusq q

Au
———R,(F’_’ 3 A cet
instant, la fonction @, partie de la valeur F, u, 4+ F,u,, se trouve
réduite a la valeur F(u,+ u,). Dés lors, le glissement sur C, est
supprimé et u conserve la valeur constante u,, de sorte que ® cesse
de varier. La constante de u exige que I'action tangentielle F, au
point de contact de C avec C; prenne exactement la valeur F,.
Cela est possible, puisque F, est inférieur & Fy; mais on peut
trouver étonnant que l'action tangentielle éprouve ainsi, d’une
fagon instantanée, la diminution finie F; — F,. Clest ici le lieu de
répéter une remarque que j’ai déja formulée dans une autre occa-
sion : la théorie précédente considére les cylindres comme rigou-
reusement indéformables et leur altribue ainsi une propriété que
ne possédent jamais les solides naturels. En réalité, au moment
ou le glissement de C sur C, fait place au roulement, I'action tan-
gentielle s’abaisse rapidement, mais non pas subitement, de la
valeur F, a la valeur F,. Cet abaissement a pour conséquence une
sorte de détente des surfaces en contact accompagnée, en vertu de
’élasticité des solides naturels, d’'un déplacement de la couche
extérieure de chaque cylindre par rapport aux couches sous-
jacentes, de telle sorte que pendant la trés courte période de tran-
sition dont il s’agit il n’est pas permis de considérer les cylindres
comme des solides invariables. Et, de celte fagon, toute difficulté
disparait.

ait u; = u, ce qui arrive au bout du temps t =



EXTENSION A L'ESPACE DU THEOREME DES POLYGONES
DE PONCELET PAR DES POLYEDRES RETICULES;

Par M. G. Fonteat.,

1. Yai appelé polyédres réticulés des polyédres de genre un,
dont les faces sont des quadrilatéres et dont les angles solides sont
des angles tétraédres (Bulletin, 1904 a 1906). La nature d'un po-
lyédre réticulé dépend de trois nombres caractéristiques p, q, r;
je supposerai ici 7= 1; la figure es faite pour le cas p = 4, g =4,
mais je raisonnerai en prenant p el ¢ quelconques.

Avec r=1, le nombre des sommets ou des faces est pg; le

nombre des paramétres dont dépend le polyédre est, réguliére-

Fig. 1.

ment, 2pq. Si le polyédre doit étre circonscrit a une quadrique S
et inscrit 2 une quadrique §', ce qui forme 2pg conditions (sauf
réductions possibles), il semble qu’il soit en général déterminé. Je
montrerai que la recherche d’un tel polyédre est un probléme
doublement indéterminé lorsque les deux quadriques satisfont
a une condition invariante, dépendant naturellement des valeurs
attribuées aux nombres caractéristiques p et q.

J’avais pensé tout d’abord que la question devait éire d’un ordre
plus élevé que celle des polygones de Poncelel : il se trouve qu’il
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n’en est rien. Il convient toutefois d’observer que I'on suppose
ici r =1; j’ai examiné précédemmentle cas r =12, p =12, ¢ =1,
pour lequel le résultat est bien différent du résultat général relatif
au cas r=1: on trouvera au paragraphe IV l'indication de ce
résultat. J'ajoute que la question reste entiére pour les polyédres
trigonaux 2 angles solides hexaédres, ou leurs corrélatifs, dont j’ai
signalé l'existence dans mon premier Mémoire.

2. Les arétes d’'un polyédre réticulé se distribuent en deux sys-
t¢mes. Celles du systéme A,B, forment des contours poncluels
AB,C,D,, ..., A,B,C,D,, ..., et des contours tangentiels
(A/By, A;B,, AyB,, ...), (B,C,, B;C,, B;C,, ...), ..., ainsi ap-
pelés parce que ce sont les plans de deux c8tés consécutifs qui
sont des éléments du polyédre; pour les polyédres que nous
aurons & considérer, les polygones A;B,C,..., A;B,C,..., ..
sont des polygones plans, dont les plans p,, p,. ... passent par une
méme droite XY; en conséquence, les droites A B,, A;B,, ...
sont les arétes d'un angle polyédre dont le sommet, situé sur XY,
sera désigné par A, et 'on désignera de méme par B le point de
concours sur XY des droites B,C,, B,C,, ..., et ainsi de suite.
Les arétes du systéme A A, formeront de méme des polygones plans
AAs;A,..., B{B;B,..., ..., dont les plans a, b, ... passent par
une méme droite ZT, el, par une conséquence nécessaire, les
droites A A,, B;B,, ... iront concourir en un point P, de la
droite ZT, les droites A;A;, B,B,, ... iront concourir en un

_ point P, de cette méme droile, et ainsi de suite. Ainsi, la droite XY
est liée au premier systéme d’arétes (plans p,, p,, .. ., et points A,
B, ...), tandis que la droite ZT est liée au second systéme d’arétes
(plans a, b, ..., et points P, Py, .. )

3. Je m'appuierai sur le théoréme suivant :

Considérons une quadrique S', et deux droites XY et ZT
conjuguées par rapport a cette quadrique (*); soient X et Y,

(') On peut supposer que la quadrique S’ est ua ellipsoide dont la droite ZT
est un diamétre, ou méme un axe; la droite XY est alors la droite a linfini du
plan diamétral correspondant.
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Z, et T, les points oi cette quadrique est rencontrée par les
deuz droites en question. '

Soit une quadrique U doublement tangente a la quadrique
S, aux points L, et T ; soit de méme une quadrique V double-
ment tangente & la quadrique S', auzx points X et Y.

Si A, est un point quelconque de la quadrique S' ( fig. 2),
menons de ce point une tangente A,B, a la section u, de la
quadrique U par le plan XYA, ou p,, et une tangente A, A,
a la section v, de la quadrique V par le plan LTA, ou a;
L’ENVELOPPE DU PLAN DETERMINE PAR CES DEUX TANGENTES EST UNE
QUADRIQUE S.

Cette quadrique S est doublement tangente a la quadrique U,
auz deux points X, et Y, de cette quadrique situés sur XY;
elle est de méme doublement tangente & la quadrique V, auz
deuz points L, et T, de cette quadrique situés sur LT.

Les cordes de contact des quadriques sont données par le Tableau
suivant :

U 2,7, | XoYo

' XY, | 2T,

La quadrique S’ contient le contour XjZ; Y, T,

: U » XoZ, Y, T),
» V » x:' z° Y’O To.
» S » x., Zo Yo To;

le systéme de ces quadriques dépend de 19 paramétres. Elles
admettent loutes quatre comme droiles conjuguées les deux
droites XY et ZT, et ont un tétraédre conjugué commun dont les
sommels sur XY, par exemple, sont les deux points qui sont con-
jugués par rapport a chacun des deux couples X,, Y, et X, Y.

La démonstration peut se faire avec un tétraédre de référence
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dont XY et ZT sont simplement deux arétes opposées; les équa-
tions des quadriques sont alors
(S) (@' X2+ 2 XY +0'Y )+ (c'Z3+ 2k ZT 4+~ & T2)=no,

(U)  (@aXt+2hXY+bY)4(cZ+2KZT +dTt)=o,
(V) (a’'X2+ 2A' XY + &' Yt)+(c Z*+ 2k ZT + dT2) =o,
(S) (a X+ 2h XY+ b Y?)—(c 28+ 2k ZT +-dT?) =o0.

On peut choisir comme 1étraédre de référence le tétraédre con-
Jugué commun aux quatre quadriques, de maniére a avoir A'= o,

Fig. 2.
r4

p

K=o, h=o0, k=0 (*). Voici le calcul, en rapportant la figure
au tétraédre de référence X, YoZ,T,, ce qui donne a=o0, b6 =o,
¢=o0, d=o, et réduit & une forme trés simple I'équation de
I'enveloppe cherchée S. Soit

UX+VY+ WZ 4+ RT =o.

(') Si l'on se place dans les conditions de la note précédente, on a les équations
2 2 2
(S') (%+{T)+(:+,—u)=o,
2 2
© &%)+
x’ ‘..2 :!
() (5 )=

(s) - + 55
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I’équation du plan qui contient les tangentes A, B,, A, A,. L’équa-
tion du plan XYA,B, étant Z =BT, on a pour la droite AB,

Z=BT, UX+VY+(WB+R)T=o,

et, pour les points d’intersection de cette droite avec la qua-
drique U,

2A(WB + RPXY +(c'Pr+24k'B+d)(UX+ VY)=o,
ou, en désignant par X,, Y,, Z;, T, les coordonnées du point A,
2h(WZy+ RT 3XY +(c'2} + 2K Z, T+ d' T})(UX + VY)r=o0;
en écrivant que cetle équation en ; a une racine double, on a
[(¢'Z}~+... ) UV + A(WZ, + RT 2P —(c'Z} +...)* Ut Vi=0o,
ce qui donne
2(¢'Z}+...)UV 4+ A(WZ;+ RTy)2=o0.
La tangente A, A, donne de méme
2(@'X]+...)WR + k(UX;+ VY;)t=o.

En tenant compte de ce que le poiut A, est sur la quadrique ¥/,
et dans le plan (U, V, W, R), on a donc pour I’équation tangen-
tielle de I'enveloppe de ce plan

LA ... Jp
h kK

on en déduit I'équation ponctuelle

hXY + kZT = o.

(Si 'on veut énoncer le théoréme en partant de la quadrique S
pour arriver a la quadrique §', au lieu de prendre un point A, de
cette derniére quadrique, on doit prendre un plan tangent & la

quadrique S. Si ce plan rencontre XY au point A et ZT au point P,,
il coupe le cone de sommet A circonscrit A la quadrique U suivant
deux génératrices dont l'une est la droite AA,, et le cone de
sommet P, circonscrit & la quadrique V suivant deux génératrices
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dont I'une est la droite P, A, ; le lieu du point A,, commun i ces
deux droites, est la quadrique S'.)

4. Des considérations géométriques permettent de prévoir que
I’enveloppe du plan des deux tangentes A B, et A, A, est une
quadrique dont I’équation est de la forme

(aX?4-2hXY +b6Y2)4+0(cZt+...+...)=0;

mais cela ne donne pas la valeur § =1. Les deux quadriques V
et 8’ sont bitangentes aux points X et Y, et les plans tangents en

ces points se coupent suivant ZT; le point P, étant sur LT, le cone

de sommet P,, circonscrit & la quadrique V, est bitangent a la
quadrique §', aux points X, et Y|, el la coupe par suite suivant
deux coniques s ets;, dont les plans p, et p, passent par XY; dés
lors, quand le point A, se déplace sur la conique s;, le plan des

deux tangentes A, B, et A, A, reste tangent au céne de sommet P,
qui a pour base la conique u, suivaot laquelle le plan p, coupe la

quadrique U. Le cone de sommet A, circonscrit & la quadrique U,
coupé de méme la quadrique S’ suivant deux coniques s, et sj,
dans les plans a et b passent par ZT; dés lors, quand le point A,
se déplace sur la conique s,, le plan des deux tangentes A,B,

et A A, reste tangent au cdne de sommet_K qui a pour base la
conique v, suivant laquelle le plan a coupe la quadrique V. Ainsi
I'enveloppe cherchée est, de deux maniéres dittérentes, enveloppe
de cOnes du second degré; les cOnes du premier systéme ont leurs
sommets sur ZT et sont tangents aux deux plans ZTX,, ZTY,,
aux points X, et Y,3 ‘les cOnes du second systéme ont leurs
sommets sur XY et sont tangents aux deux plans XYZ,, XYT,,
aux points Z, et T,. 1l faut montrer qu'une enveloppe possédant
ces propriétés est une quadrique.

Pour plus de clarté considérons la question corrélative. Une
surface est engendrée de deux maniéres différentes par des
coniques; pour I'un des sysiémes, les plans des coniques passent
par XY, et ces coniques passent aux points X et Y, ou elles sont
tangentes aux plans ZTX et ZT Y pour I'autre systéme, les plans
des coniques passent par ZT, etc. La surface, rapportée au tétraédre
de référence X YZT, peut éire représentée par I'un ou I'autre des
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deux groupes d’équations

Z =T, (X =pY,
Z=XYo(\). | X1= ZT $(p);

on a donc, pour un point de la surface,
’ MT2=pY2o(h),
pY?=AT?¢(p),
d’od, en multipliant,

A= o() 000 [
#=9(A)(p), ou X YL
comme cela doit avoir lieu quels que soient ) et i1, on a nécessaire-
ment
e(}) p

I = ——— = const. = k;
A d(p)

I’équation de la surface est alors

ZT = kXY. C. Q. F. D.

5. Jintroduis maintenant les quadrilatéres tels que A, BB, A,.
Les tangentes A, B, et A, A, menées des points A, de la quadrique
S’ aux deux quadriques U et V, dans les plans A, XY et A|ZT,
percent encore la quadrique S’ aux points B, et A;: du fait que
les droites XY et ZT sont conjuguées par rapport a la qua-

drique §', les droites AA, ct P,B, se coupent en un point B,
situé sur la quadrique §' : on obtient ainsi, dans un plan tangent
a S, le quadrilatére plan A;B,B; A, inscrit 3 §', et dont les c6tés
opposés se coupent sur XY et sar ZT. La droite A, B, est d'ailleurs
une des deux tangentes que I'on peut mener du point A, A la qua-
drique U dans le plan A, XY : ces deux tangentes délerminent en
effet avec la droite A; A, les deux plans tangents que l'on peut
mener par celle droite & la quadrique S; la droite B;B, est de
méme une des deux tangentes que I'on peut mener du point B, a
la quadrique V dans le plan B,ZT.

Relativement au fait que la droite A;B,, par exemple, est tangente
i la quadrique U, le point B, étant supposé obtenu par la droite

P,B, B,, je ferai la remarque suivante. Lorsque deux quadriqués
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S’ et U sont doublement tangentes, la droite qui joint les poiots de
contact étant ZT, la droite conjuguée étant XY, si 'on coupe
chacune de ces deux quadriques par deux plans passant par XY,
les deux cénes qui contiennent les deux sections de I'une ou I'autre
quadrique ont les mémes sommets, situés d’ailleurs sur la droite ZT ;
il suffit pour le voir de considérer les choses dans un plan con-

tenant ZT. Dés lors, comme le point P, est le sommet de I’un des
deux cones qui contiennent les deux coniques s} et s;, ce point est
aussi le sommet de 'un des deux cdnes qui contiennent les deux
coniques u, et u,: le plan A ;B,A;B; est tangent a ce dernier cne,
puisque la droite A, B, est tangente a la conique u,, et par suite
la droite A, B, est également tangeate a la conique u,.

6. Il reste a appliquer le théoréme des polygones de Poncelet.
Considérons les sections u et s’ des quadriques U el $' par un plan p
passant par XY; I'équation de ce plan étant Z =T, les deux
coniques en question sont sur les deux cones

(u) aX?+ 2hXY + bYt 4 (/B4 2k B+ 4 )T2=o,
(s') a'X¥+4 a2’ XY + &' Y24 (c'Pt+.......... )T:=o0.

Les racines du discriminant de la forme Au + s’ sont les racines
des deux équations '

Aa+a Ah+R

1=
1= Ah+h Ab+ b

= 0,

de sorte que ces racines sont indépendantes de B. Dés lors, sous
une condition unique imposée aux deux quadriques U et §, il
existera des polygones de p cdtés circonscrits & la conique u et
inscrits & la conique §', quel que soit le plan p. Ce fait résulte
encore de la remarque faite a la fin du n°® 5 : si un plan p passant
par XY donne deux coniques u et s’ satisfaisant a la condition en
question, il en sera de méme pour tout autre plan p passant par XY,
puisque le sommet d’un céne contenant les deux coniques s’ est
aussi le sommet d’un cdne contenant les deux coniques u. De
méme, sous une condition unique imposée aux deux quadriques V
et S, il existera des polygones de g cOtés circonscrits a la conique ¢
et inscrits a la conique ', les coniques ¢ et s’ étant les sections des
quadriques V et S' par un plan a passant par ZT.
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Les quadriques U et V étant liées 4 la quadrique S’ de la maniére
indiquée, soit A, un point quelconque de la quadrique S'. Consi-
dérons, dans le plan XYA,, le polygone de p cotés A;B,C,...
inscrit a la quadrique §’, circonscrit a la quadrique U, et, dans le
plan ZTA,, le polygone de ¢ cbtés A A A;... inscrit a la qua-
drique S/, circonscrit A la quadrique V. On a immédiatement le
quadrilatére A, B,B; A,, on en déduit les quadrilatéres B, C, G, B,,
C,D,D,C,, ..., les quadrilatéres A,B,B;A,, A3ByB,A,, ..., et,
de proche en proche, on obtient un polyédre réticulé aux caracté-
ristiques p et g, inscrit  la quadrique S' et circonscrit a la qua-
drique S. Le point A, variant sur la quadrique S, on obtient une
double infinité de tels polyédres.

Si, au lieu de partir de la quadrique S’ pour arriver a la qua-
drique S, on faisait le contraire, la considération des polygones
AB,C,..., A A A,... serail remplacée par celle des angles
polyédres dont il a été question. Si I'on envisage, par exemple, les
deux cones de sommet A circonscrils aux quadriques U et S, il
doit exister des angles polyédres, ayant des arétes en nombre ¢,
inscrits au premier cdne el circonscrits au second. Les relations

entre les quatre quadriques, dans cel ordre d'idées, sont indi-
quées d’une maniére trés concise par le Tableau suivant :

s’ S
U P q
v q P

7. Le systéme des deux quadriques S et S’ dépend de 17 para-
métres (19— 2=17). Si 'on se donne, par exemple, la qua-
drique ¥, le systtme des deux droites conjuguées XY et ZT
dépend de 4 paramétres, et chacune des deux quadriques U et V
dépend encore de deux paramétres (points X, et Yo, Z, et T,); la
quadrique S dépend donc de 8 paramétres. Ainsi le systéme des
deux quadriques S et §' vérifie une condition et une seule.

Le fait énoncé se trouve ainsi établi : Etant données deux

XXXxv. 2
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quadriques S et S', il existe, sous une condition invariante de
Sermeture, une double infinité de polyédres réticulés, aux
caractéristiques p, q, 1, qui sont circonscrits a la quadrique S
et inscrits a la quadrique S'.

Ces polyédres sont liés a deuz droites fondamentales XY
et LT, lesquelles sont deux arétes opposces du tétraédre con-
Jugué commun aux deur quadriques.

Lesarétes du systéme A, B, sont tangentes a une quadrique U,
celles du systéme A, A, sont tangentes & une quadrique V.

8. Relativement a la condition de fermeture, observons que les
racines du discriminant de la forme AS 4+ S’ sont les racines des
deux équations

Aa+a A+ R
Ch+h AO+ b

he+c Nk+ Kk
Ak+ Kk Ad+d

= 0.

=0,

nous les appellerons A,, X;, X5, A;. D’autre part, on a vu au n° 6
que les racines du discriminant de la forme Au —+s' sont les racines
des deux équations

Aa +~a Ak K
AR+ R ANO+ b

A+1=o0, l | = 0,

et les deux coniques u et s’ doivent admetire des polygones de p
colés circonscrits A u el inscrits A §'; de méme, les racines du dis-
criminant de la forme Av 4+ s’ sout les racines des deux équations

e +¢' Ak+ K
AN+K ANd+d

A+1=0, =o,

et les deux coniques ¢ et s’ doivent admettre des polygones de ¢
cOtés circonscrits a ¢ el inscrits a s’. Des deux relations ainsi
obtenues entre X, A, — 1 d’une part, et Ay, A;, —1 d’aatre part,
on déduira la relation homogéne qui doit exister entre les quan-
tités Ay, Ay, A3 Ay, pour que les deux quadriques S et S' admettent
des polyédres aux caractéristiques p, ¢, 1, circonscrits 2 S et
inscrits a S'.

9. Il serait certainement possible d’introduire dans 1’étude de
la question deux arguments elliptiques u el v, qui seraient les para-
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métres d’un point de la surface S/, le paramétre ¢ restant constant
le long d’une section de la surface par un plan contenant XY, le
paramétre u restant constant le long d’une section de la surface
par un plan contenant ZT, les sommets d’un polyédre de 'espéce
indiquée correspondant aux valeurs suivantes des deux paramétres

(u, v), (u+a,v), (u+2a, ),

(u,v+6b), (t+a v+0b), (u+ra,v+b),

ooy

ooy

a et b désignent respectivement la pi™ et la g'*™ partie d’une
période. On aurait des formules de la forme

X=Y f(u), X=Tg(v), Yh(u)=Tk(v),
ou
X Y oz T
fu)yk(o) ~ k(v) g k(u) k()

II.

10. Examinons plus particuliérement le cas p = 3, ¢ = 3; nous
remplacerons ici la notation S’ par la notation S".

En Géométrie plane, un polygone de Poncelet dépend de 10 pa-
ramétres (5+ 4 +1=10); tout pentagone est un polygone de
Poncelet; un hexagone n’est un polygone de Poncelet que s'il a
une droite de Pascal et un point de Brianchon; etc. Dans I'espace,
les polyédres réticulés dont il vient d’étre question dépendent de
1g paramétres (9 + 8 + 2 =19). Tout polyédre réticulé corres-
pondant aux valeurs simples p =3, ¢ =23 est un polyédre de
Pespéce indiquée : il a en effet g sommets, g faces, et on peut lui
circonscrire une quadrique S’, lui insciire une quadrique S; un
tel polyédre dépend, comme je I'ai montré, de 19 paramétres (au
lieu de 18, qui serait le nombre régulier); j’ai fait observer aussi
que, dans un polyédre de cette nature, les plans des triangles
A,B,C,, A,B,C,, A;B; Cy passent par une méme droite XY, etc.

11. Les conditions de fermeture relatives aux coniques « et s,
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¢ et s du n° 8 (je mets s” au lieu de s') sont ici
1=y =/ =o, 12V =V = 0;

la condition de fermeture relative aux deux quadriques S et 8" est
donc

(1) VahEVAREY/L =V =0,

les A étant les racines du discriminant de la forme AS 4 8"; c'est
Ja condition que j’avais obtenue par un calcul trés pénible dans
mon Mémoire de 1904.

En Géométrie plane, pour des triangles ABC qui doivent étre
circonscrits a une conique S et inscrits & une conique S”, on a la
condition

ViiEviatVh=o,

les X étant les racines du discriminant de la forme AS 4 S”; les
triangles ABC sont alors conjugués par rapport & une conique S’
(intermédiaire entre S et S”). et, si I'on désigne par p,, pa, ps les
racines du discriminant de la forme pS + $, on a

B+ P+ p3 =0,

il n’y a donc aucune différence a établir entre les sommets X, Y,
Z du triangle conjugué commun aux deux coniques. On sait qu'il
n'en est pas de méme lorsqu’il s’agit de quadrilatéres, la condition
de fermeture étant alors

— Ryt Qe+ M3 =0.

1l en est de méme dans I’espace, et, d’aprés ce que I'on a vu au
paragraphe I, on a ce théoréme :

Lorsque deux quadriques S et S" satisfont a la condition (1),
clles admettent trois séries de polyédres réticulés, auzx caracté-
ristiques p=3, g=3, circonscrits a S et inscrits a ', ces trois
séries de polyédres étant lices aux trois couples d’arétes
opposées (TX, YZ), (TY, ZX), (TZ, XY) du tétraédre con-

Jugué commun.
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12. l.es sommets d’'un polyédre de la nature indiquée étant

Aﬂ Bl Ch
Al Bl Ch
Al BS Ch

nous dirons que ce polyédre est conjugué par rapport 4 une qua-
drique S' si le plan polaire d’un sommet quelconque (A, par
exemple), relativement a la quadrique de conjugaison, est le plan
de la face opposée (B,C;C;By).

Les considérations suivantes éclaireront la nature de cette con-
jugaison. Soient g points, d’abord quelconques, auxquels nous
donnerons simplement un double classement d’aprés les lignes et
les colonnes du Tableau ci-dessus; soit en outre une quadrique S'.
Si I'on demande que deux quelconques des g points, n’appartenant
ni 4 une méme ligne ni & une méme colonne du Tableau, soient
conjugués par rapport a la quadrique, le nombre des conditions
9Xx 4

2

imposées est égal a ou 18; mais il y a la seulement 17 con-

ditions distiuctes, et le nombre des paramétres dont dépend la
figure est 27 4+ 9 — 17, ou 19. Les quatre points B, C,, B,, C,,
par exemple, sont dans le plan polaire du point Ay, et I'on a un
polyédre réticulé, aux caractéristiques (3, 3), conjugué par rap-
port a la quadrique S'. Comme un polyédre de cette nature dépend
par lui-méme de 19 paramétres, si on le suppose donné a priori,
iladmet une quadrique conjuguée S'. La conjugaison en question
équivaut dés lors a g conditions distinctes.

Que les 17 conditions relatives a un systéme de g points quel-
conques soient remplacées par un systéme de g conditions seule-
ment lorsque ces points sont supposés étre les sommets d’un
polyédre réticulé, c’est ce qu'il est facile de comprendre : du
moment que les points By, C,, B;, C; sont dans un méme plan,
une condition de conjugaison disparait, et il disparait ainsi 8 con-
ditions; l'existence des g plans ne forme en effet quc 8 conditions
distinctes (c'est ainsi que le polyédre dépend de 19 paramétres au
lieu de 18).

13. Cela érant, si I'on se donne deux quadriques S’ et §7, la
recherche d’un polyédre de 'espéce indiquée qui soit conjugué
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a §' et inscrit 4 S” est un probléme en apparence indéterminé,
puisque 'on dispose de 19 paramétres pour satisfaire a 18 condi-
tions; en réalité, c’est un probléme généralement impossible, et
qui ne devient possible qu’en devenant doublement indéterminé.
Supposons en effet que les deux quadriques S' et S” admettent un
tel polyédre, et soit S la quadrique qui est la polaire réciproque
de S" par rapport & §': le polyédre considéré est circonscrit a cette
quadrique S. Les deux quadriques S et S” admettent ainsi des po-
lyédres réticulés, aux caractéristiques (3, 3), circonscrits a S et
inscrits 8 8”; les racines de I'équation en A pour ces deux qua-
driques vérifient donc la condition (1). Or les racines de I'équation
en ) pour S’ et S sont les racines carrées des racines de 'équa-
tion en ) pour S et S*, prises avec des signes convenables; on le
voit en rapportant les trois quadriques a leur tétraédre conjugué
commun ; on a donc pour les quadriques S’ et S” une condition de
la forme

S+ Eafha+ Esha+ Hy= O (e==%1).

Comme deux arétes du tétraédre conjugué commun, XY et ZT
par exemple, jouent un réle particulier pour les polyédres con-
sidérés (circonscrits & S et inscrits 4 S”), la condition est certaine-
ment de la forme

(2) M B — 3 — i =0.

14. Réciproquement, si deux quadriques S et S' satisfont a
la condition (1), de sorte qu’il existe trois séries de polyédres
réticulés, aux caractéristiques 3, 3, circonscrits @ S et inscrits
a S', les polyédres de chaque série sont conjugués par rapport
@ une quadrique S': les trois quadriques dont il s'agit, S',, S',
Sy, sont trois des huit quadriques par rapport auzquelles les
quadrigques S et S sont polaires, réciproques, a savoir celles
qui vérifient une condition de la forme (2).

Les équations des deux quadriques étant

(S) T4yt 22 (1= 0,
(s") arrt+ byt+ 3t dit =y,
)
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on._peut toujours supposer que la condition (1) est

(') a+b+c+d=o;

les équations des quadriques S’ sont alors

(51) —azrt+ byr+c3t—di*=o,
(S3) azr?! —byrt+cz*—dtt= o,
(S3) azr!+ byt— czt—dtr= o,

et I'on a, par exemple, pour la derniére
(2') a+b—(—c)—(—d)=o;

J'ai vérifié ce résultal en supposant a = b.
Le polyédre que j’'ai considéré dans mon premier Mémoire est
conjugué par rapport  la quadrique

(8) &(d—d)(Sar+ b

= ’+—§z’+—‘£!’ +(ax+by+cz+dt)r=o,
Y o e

d

il.

15. Pour p = 4, ¢ =4, la condition de fermeture relative aux
coniques u et s' du n°8 est que l'une des racines de ’équation en A
soit égale a la somme des deux autres; on peut avoir

di+ =1, ou bien M—A==*+1,

et, selon I'hypothése adoptée, les diagonales du quadrilatére
A,B,C,D,, circonscrit & u et inscrit & s, passent par tel ou tel
des trois sommels du triangle autopolaire connnun aux deux
coniques : avec 'hypothése A, + X, =1, ce sommet est le point od
la droite ZT perce le plan des deux coniques, tandis que, avec
’hypothése A, — A, === 1, ce sommet est 'un des deux points de
la droite XY qui sont conjugués communs pour les deux qua-
driques U et §'; il y a la deux choses bien distinctes. Relativement
aux deux coniques v et §’, on peut de méme avoir

As+ Ay =1, ou bien Ai— A ==1;

avec la premitre hypothése, les diagonales du quadrilatére
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AA3;A; A, passent au point od la droite XY perce le plan des
deux coniques, tandis que, avec la seconde hypothése, elles
passent par I'un des deux points de la droite ZT qui sont con-
jugués communs pour les deux quadriques V et §'.
D’aprés les considérations qui sont exposées dans mon Mémoire
de 1905, on doit avoir, par exewple,

)\|+)\,=l, )\5—)\3=l;

les diagonales du quadrilatére A,B,C,D, passent au point ou la
droite Z'T rencontre le plan de ce quadrilatére, tandis que les dia-
gonales du quadrilatére A A;A;A, passent par I'un des deux
points de la droite ZT qui sont conjugués communs pour les deux
quadriques S et S'. Par exemple, si S et S’ sont deux ellipsoides
dont ZT est un axe, le premier étant intérieur au second, les qua-
drilatéres A, B, C, D, sont des quadrilatéres convexes dont les dia-

Fig. 3.

gonales se coupent sur I'axe en question, et les quadrilatéres
A, A A A, sont disposés comme l'indique la figure ci-dessous :
les diagonales se coupent au point T parce que, dans la relation
M= D)A+ 1, c’est A, qui joue un rdle 3 part.

La condition a laquelle satisfont les deux quadriques S et §' est
alors

(3) AM4+Ai+Ag— Ay =0,
et elle peut prendre les trois formes

.A‘—)\l:l,—}—kg, ).‘—)\’= ‘A;-&-kh ‘l\‘——)\;=)\1+)\g.
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Lorsque cette condition est remplie, les deux quadriques S
et S' admettent donc trois séries de polyédres réticulés, aux
caractéristiques 4, 4, circonscrits a S et inscrits & S'. Ces trois
séries de polyédres sont liées aux trois couples d’arétes opposées
du tétraédre conjugué commun XYLT : les arétes TX,TY,TZ
Jouent successivement le réle que jouait ci-dessus U’aréte TZ.

IV.

16. Ce paragraphe est complétement indépendant de ce qui
précéde.
Le polyédre réticulé qui correspond aux valeurs

p=-2 q =2, r=2

a 8 faces quadrangulaires, 8 angles solides Létraédres; dans la
figure suivante les faces sont ABD'C/, BCA'D’, ..., et ABB'A/,
BCU'B, ....

Ce polyédre dépend exceptionnellement de paramétres en
nombre 2pgr + 1 ou 1. Comme les 8 sommets forment en outre
un systéme de points de Lamé, en méme temps que les 8 plans des

Fig. 4.

faces forment un systéme de plans de Lamé, le probléme de con-
struire un tel polyédre, circonscrit i une quadrique S et inscrit a
une quadrique &', est un probléme triplement indéterminé en
apparence : J’ai montré que ce probl¢me est en réalité un probléme



généralement impossible, et qui ne devient possible qu’en devenant
quadruplement indéterminé; la condition de fermeture est

(‘) )-|+lg=1;+15.

Dans un Mémoire inséré au Volume du Bulletin pour 1906
(Sur une configuration remarquable dans Uespace), j'ai con-
sidéré une figure, comprenant 8 points et 8 plans, que j'ai appelée
un octuple gauche complet : les 8 poinis et les 8 plans de cette
figure sont, de trois maniéres différentes, les sommets et les pluns
des laces d’un polyédre réticulé aux caractéristiques 2, 2, 2 (loc.
cit., fig. 3). On peut dire, et c'est sous cette forme que j'ai
démontré le théoréme :

Le probléme de construire un octuple gauche complet, cir-
conscrit & une quadrique S et inscrit & une quadrique S', est
un probléme triplement indéterminé en apparence : ce pro-
bléme est en réalité un probléme géenéralement impossible, et
qui ne devient possible qu’en devenant quadruplement indéter-
miné.

17. La condition (4) ne doit pas étre considérée comme une
dépendance des conditions planes

i+ k=1, A— A =1,
ou

‘A|—)s)=l. ly—R‘:I.
ou

M—l,:l, 15— 1|=|.

du n° 13. Toutefois, parmi les polvédres en nombre quadruple-
ment infini que I'on a 3 considérer ici, se trouvent des polyédres
en nombre doublement infini pour lesquels les deux quadrilatéres
ABCD et A'B'C'DY, généralement ganches, sont des quadrilatéres
plans dont les plans passent par XY. en méme lemps que les deux
quadrilatéres AA'CC’ et BB'DD'. généralement gauches, sont des
quadrilatéres plans doot les plans passeat par ZT; pour ces
polyedres particuliers, les considérations du n® 13 sont valables :
les diagonales AC et BD, A’C’' et B'D’ se coupent sur ZT, les
diagonales AC et A’C', BD et B'D’ se coupent sur XY, et I'on a
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deux relations
k'—!—)\g:l, >\.+A5=(,

qui donnent lieu & la relation (4). [On doit ici considérer le
polyédre de la figure 4 comme une dégénérescence du polyédre
réticulé aux caractéristiques (4, 4, 1), les quadrilatéres A"B"C'D”
et A”B”C"D"” étant confondus avec les quadrilatéres CDAB et
CD'A’'B'.] '

SUR DIVERSES PROPRIETES DES NOMBRES TRANSCENDANTS
DE LIOUVILLE;

Par M. Epmonp MAILLET.

I. — InTRODUCTION.

Dans cette Note, je m’occupe d’ensembles formés de nombres
de Liouville correspondants, avec ou sans adjonction de nombres
rationnels. J'indique des catégories étendues C de nombres de
Liouville pour lesquelles sont vraies ces propriétés :

v
1° Est impossible I'identité o=2a,,.e°-, ot les an, % o, et
[
les b, distincts, sont des nombres de Liouville d’une méme caté-

gorie ou ensemble C ou des nombres rationnels. Exemple : sinb,,
est transcendant.

2° Les ¢, étant des nombres rationnels >1, et les d, des
nombres de Liouville réels > 1 de C, tout polynome a coefficients
entiers positifs formé avec dm, cir, d¥2, d°> est un nombre Itrans-
cendant.

Ces propriétés entrainent comme cas particuliers ou corollaires
divers théorémes, dont certains ont été indiqués par moi antérieu-
rement ().

(') Bull. Soc. math., 1906, p. 226, et Introduction a la theorie des nombres
transcendants et des proprietes arithmétiques des fonctions. Paris, Gauthier-
Villars, 1go6, p. 34.



II. — EnseMBLEs DE NOMBRES DE LIOUVILLE CORRESPONDANTS.

Soient I, I, 1’, ... des irrationnelles réelles ou imaginaires ('),
limites des suites de fractions rationnelles

IL, =P,Q7Y, ceey I.= PaQpt, ceey pour I,
(1) r,=pP,Q7', ..., I=P,Q;', ..., pourl,
(DD T R S,

avec Qnpi2Quy Q0 2Q0, -0y lImQ,=1imQ),=...= o pour

n =, tous les dénominateurs Q,, Q,, ... étant supposés réels.
Je pose

(2) ==, =Q;%, =|I—1]=Q % ...

n

J'admets encore que I'on puisse trouver une infinité de valeurs n,
de n telles que I'on ait

. T 0%
(3) n, > Q"-=Q’h ’ Q:‘-—- ny 0 tece
’ o "o
Pry = 0, Onor Pn, = Ta,Prir LR

ou « est aussi grand que 'on veut, o, , o, , ... sont positifs et ont
une limite inférieure et une limite supérieures communes pour
limny=oo, t,, 5, ... sont posilifs et ont une limite inférieure
commune pour limn, = o, mais non forcément une limite supé-
rieure. On sait qualors 1,1, I, ... sont des nombres transcen-
‘dants de Liouville. Je dirai que ces nombres, satisfaisant aux
conditions (1), (2) et (3), sont des nombres de Liouville corres-
pondants. Une fois qu'on a formé au moins deux nombres de
Liouville correspondants 1 et I', ce qui précise suffisamment les
valeurs n, de n, on peut évidemment considérer un ensemble S
de nombres de Liouville correspondants; on voit que S dépend
de 1, I' et des valeurs n,. I et — I sont alors correspondants.

I et I étant choisis, pour déterminer un pareil ensemble S,
il n’est pas nécessaire de considérer toutes les valeurs n, de n

(') Ceci veut dire que I, par exemple, n'est pas de la forme a + bi, o a et b
soat, a la fois, rationnels.
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pour lesquelles (2) et (3) ont lieu : il suffit d’en considérer une
infinité. Suivant la fagon dont on choisira ces valeurs, on pourra,
a 'occasion, avoir des ensembles S différents. De méme on pourra
avoir d’autres ensembles S avec I et un nombre transcendant de
Liouville J analogue a I’y mais différent de I'.

D’aprés les définitions précédentes, on voit que I et I’ se corres-
pondent, I et J se correspondent, mais I’ et J peuvent ne pas se
correspondre. Finalement, pour préciser complétement la notion
de correspondance, il faut se donuner I, I’ et les n,, ce qui déter-
mine 'ensemble S. Aussi devra-t-on dire, quand on pourra craindre
une ambiguité, que I, I', I, ... sont correspondants dans l’en-
semble S.

On pourra encore considérer des correspondances plus parti-
culié¢res en introduisant de nouvelles conditions a satistaire par I,
I', ..., spécifier par exemple, comme je 'ai indiqué ailleurs (*),
que 9, est plus grand qu'uoe certaine fooction de n,, croissant
indéfiniment avec n,, mais plus ou moins vite.

On pourra aussi spécifier que I, I', I, ... sont réels, et que

=1, V—Th,

sont tous de méme signe pour chaque valeur n, de n, sans que
Pon ait forcément I —1I, et I—1,; de méme signe quand n), % n,.
Avec cette restriction, I et — I ne¢ se correspondent plus. Soit §’
I’ensemble des nombres de Liouville correspondants en ce second
sens, pour des valeurs données de I, I et des n,. Ces valeurs défi-
nissent un ensemble S qui contient §'.

Je considérerai encore, en supposant 1 et I positifs, les nombres
de S’ qui sont positifs : ils forment un ensemble §’. Enfin, on
pourra considérer les nombres de S” pour lesquels les 7, , 7, ...
sont aussi limités supérieurement pour limn, = o : ils forment un
ensemble S”.

Soient enfin Sy, S|, S, 87 les ensembles formés en adjoignant
respectivement 3 S, 8/, ", §” les nombres rationnels ou rationnels
positifs. Je vais établir les propriétés suivantes : :

(") Introduction a la théorie des nombres transcendants et des proprietes
arithmétiques des fonctions. Paris, Gauthier-Villars, 1906, p. 34.
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Tutorkme I. — L’ensemble des nombres de S, forme un

groupe par rapport aux quatre opérations fondamentales de

Uarithmétique (addition, soustraction, multiplication, divi-

sion). Toute fonction rationnelle a coefficients rationnels
réels ou imaginaires des nombres de S, appartient & S,.

Trtorime ll. — L'ensemble des nombres de S, (ou de S7)
Sforme un groupe par rapport & Uaddition et la multipli-
cation. Tout polynome a coefficients positifs formé avec les
nombres de S, (ou de S7) appartient a S, (ou a S7) (').

Jétablis le théoréme 1. Soient

.z'=l=:v,,+h,,, y:yn+k,,, ey

ou z,=1,, ..., des nombres de S,, n étant un des nombres r,,

 Sf(z.y,...) la fraction rationnelle considérée dans I'énoncé; on a

I=f(z,y,...)=f(®n, ¥n, ...)+h,.ﬂ_+k,,f;_+...—+— hAfog ..o,

d’aprés la formule de Taylor.
Szny yny - o0), f.'r,.r fy,v R 3 TN

quand on y substitue A Zp, ¥a, ... leurs valeurs P,Q;',
P,Q,", ..., et qu'on chasse les dénominateurs, sont des nombres
rationnels p,q;,'; Pa, ¢a sont des polynomes a coefficients entiers
formés avec P,=1,Q,, P,=1,Q,, ..., Qu, Q,, ..., c’est-a-dire
que, d’aprés (2) et (3), le module de p,g;' est compris entre Q%
et Q,®, ol w est lixe et positif, quel que soit n, pour la fonction f
et les nombres z, y, ... considérés, puisque o/, 5}, ... sont limités
supérieurement et inférieurement. Si J,= f(Zu, ¥, --..), le mo-
dule de la différence J — J,, est alors de la forme Q,**%+, oi w,
est positif et limité inférieurement, c’est-i-dire que le nombre
S(z, y,...) appartient a S,. Bien entendu, & I'occasion, ce nombre
pourra étre nul.

Quant au théoréme II, si 'on prend pour J = f(z, y,...) un
polynome & coefficients positifs, z, y, ... étant positifs, la

(') Il résulte en particulier de la que I'on définit au moins un ensemble $,
et S| & 'aide du nombre I seul, satisfaisant a (1), (2) et (3). Pour définir com-
plétement cet ensemble, il restera & choisir la suite des valeurs n,.
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démonstration est presque identique. J, = f(Zny ¥uy )+ S
Sy --- sont positifs et £ o0, hy, ku, ... sont de méme signe,
d’apres les propriétés de S', et

J=Ju=(hufls,+ knfy+...) (1+La),

ou lim{,= o pour n = . J —J, étant de méme signe que k,, et
son module de la forme Q;;“~%, J appartient a S'.

Une propriété correspondante a évidemment lieu quand =, y, ...
appartiennent a S7. C. Q. F. D

II.

On vient de voir que toute fraction rationnelle a coefficients
rationnels formée avec les nombres de S, appartient a S,. Ceci
indique la portée de la propriété suivante, que je vais établir :

Taetorime Ill. — Soiene J@, J . . Jw T Jw ]
des nombres de S, dont les v 4+ premiers sont # o et les v +1
derniers distincts : il n’existe aucune identité de la forme

v

(4) ZJ‘“ =0,

[

lorsque oq crolt suffisamment vite avec n, pour les valeurs n,
de n qui servent a définir S,. Pour préciser, (4) est impossible
quand

.

7) uz Qb

~n

pouruneinfinité desvaleursn, de n assez grandes (lim3, = o).

En particulier, (4) est impossible lorsque les I® J® sont des
nombres de Liouville correspondants de la forme M 4+ M, i,
M et M, étant des fractions rationnelles a coefficients entiers
réels formées avec un nombre de Liouville réel dont le déve-
loppement en fraction continue satisfait aux conditions du
corollaire | du théoréme I de notre Note du Bull. Soc. math.,
t. XXXI1V, 1906, p. 219 (*).

(') Il est intéressant de rapprocher ce théoréme d’une propriété connue ana-
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J’admets qu'il y ait une identité de la forme (4). En en divisant
les deux membres par J® ¢!, on obtient

v
T+ Z:Jmu(w-el"”m 1Y
1

D’aprés le théoréme I, les J®®J(@=t sonL des nombres de S, 2 0;
les I® — 1(9) sont des nombres de S, distincts et 2 o. Finalement
on est ramené a une identité analogue a (4), mais ol le premier
terme est I'unité et les exposants sont 7 o. 11 suffit donc d’examiner

ce dernier cas.
Soit 'identité

v
®) 0 TN
1

La démonstration de son impossibilité n’est qu’une modification
convenable de la démonstration classique de la transcendance de e
(Jonoan, Cours d’Analyse lithographié de UEcole Polytech-
nigque). On part de 'identité

ez:fqme—z dz =—F(z,)+ e3 F(o0),
[

ou 5, est réel ou imaginaire, w —=w(z) est un polynome et
F(s)=® + o'+ ©" +.... On prend ici pour w le polynome

Pz —1W)p, . (53 —1V)p
’

®(z)=w(s IV, ... IV)= FY=

avec lp —i1=1.2...(p —1), p étant un nombre premier trés
grand dont la valeur sera fixée tout a '’heure.

On remarque de suite que les dérivées m*“™* de w par rapport
aux I® sont formées d’un seul ou d'une partie des termes (')
de w(™ (3) affectés du signe + ou —.

logue due & M. Lindemann, et relative non plus aux nombres de Liouville, mais
aux nombres algébriques, et d’'une Communication de M. Rémoundos ( Comptes
rendus, 16 janvier 1905, p. 135).

(') Chaque terme étant de la forme sh(s —IM)h.. (3 — 1)k,
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On a, quel que soit w, I'identité

>
e‘:’f me-‘dz:—F(-’))-ke';F(o);
(]

s'il existe une relation (5), on en conclut alors

v l(i) v
(6) Jwe!"’f we-3ds =— Y JWF(I®) —F(o).
S [

1° Soient II, le premier membre, A une quantité égale a trois fois
le plus grand des modules des quantités J(V, ... JW T 1%,

3y
v et 2 : on peut supposer l'intégrale f prise, dans le plan com-
o

slexe des z, le long de la droite joignant I'origine au point 3:
} ’ 8 Joig 8 P

on a, sous le signe [,

Je=12ed,  |wm|S(|p —1)-tAverrt,
Dés lors,

(7) I |S(|lp =) AVP+P+1 g2k £ A1plv+1) (f)ﬁp< (Av+2ep—t)p,

dés que p est assez grand.
2° Je m’occupe maintenant du deuxiéme membre de (6).
Jécrirai
F(z)=F(s,10, ..., I9),  Fa(z)=Fi3, I, ..., Iv),

w,(3)=w(s I, ..., IV),

ot n est un des nombres n,, [¥ = PX Q¥ -! upe des fractions de

la suite (1) dont I™® est limite, quand I® est un nombre de Liou-
ville.

Soit 3 une des quantités o, 1V, ..., I™  avec |, =0 quand 3 =o
ou 3 rationnel, /% = o quand I¥ est rationnel, et
3=lntln, IW= 4 pth)
(n étant assez grand). On a
F3, 10, ..., 19) = F(3) = F(Ip=+ In, I+ B9, ..., I+ )
® = Fu(ln) + lnFpy + IO F 4. ..+ —l%;(l,’,F’,’,,:+...) dranny

XXXV, 3



avec
Falor=Filg I} . . I =g by —wgr B — .
D'aprés ce quon a vu. F__. F.,;. ceen l"_:. ... somt formés

chacun de toat ou partie des termes. muluphés par —1.de F, L.).
On aura dooc une limite supérienre du module de tostes ces quan-
ttés en cherchant une himite supéricure L, de la somme des mo-
dules des termes de Fo(L.). Sosent 2, 33, 2 (3), ... les hmites
sapérieures analogues pour @, 3). W, 3. .... om a. poar 3 =)
ou s—1,, si Fom vewt.

[p—rlme s = s s — Bl e :—r:'_‘f{:_'u.;.;.' ) Savrp1,
\ —l!'.txbl PS5} _&—_l:.'ox»ipts—hl"*f—'
I R By P S e

ou les f,. f;. ... sout des prodaits & s — I} W_ L s — I,
en nembre respectivement S» 1. (» — 1%, ..., avec Wlp.
Alors

Ip—l[F.cl.![

glp—ul..givrr—t[.-_’n_-n_,:.'_;:-._-—,p(-—nn-...l.

oaxsyp+p—i. et
il-—ll.,él’?"-'-,v-&pl"*’([p‘r—(;l]ﬂ"!:; Wt
Cette inégalité a lieu que I’'on prenme Y égal ao. 1! . ..., 0u IO,
Cear posé. d'aprés (8).
Fuod) = Fatlgr+0,.

00
1% < L [ir=n—v—1d— —iv—prrrts | L]y ey,
puisque F(3) et de degré vp + p — 1. {, €tant celle des quan-
utés L. [ . .... I} doat le module est le plus grand. On conclut
de la

JEF(LE )= 32 — A [FolE) 08 [ =08 Fulk)+ 32,

Dapres le méme raisoancment. 3 est aussi limite sapéricurc de |p —+ F(3).



J® étant une des fractions de la suite (1) dont J® est la limite
et J— (JW 4 ;0 (70— o quand J® est rationnel);

[GR 1S 180 |2+ 2] 80| < | £y | (v - ypsto—to,

f, étant celle des quantités £, ji'’, ..., J' dont le module est le

plus grand. Le second membre de (6) changé de signe s'écrit
alors

v v
N IO F W)+ Fo)= 3 I Fa(1#)+ Fa(0)+ ya = fa+ Xns
1 1

)

ou

(9) [l <18 |(v 4 1)2ve+irg,

(6) donne donc

10y fa=— Xn— = {m,

o, d’aprés () et (9), quand p est assez grand,
() | ¥a ] <(ASV+2ep—t)p 4| 15| popv+ee,

En précisant cette limite supérieure de |{,|, et déterminant une
limite inférieure de |fn| pour la valeur de n considérée et une
valeur correspondante convenable de p, je vais établir 'impossi-
bilité de (10) dans les conditions indiquées au théoréme III.

J'étudie £, : en s’inspirant de la démonstration classique précitée
de la transcendance de e, on voit que

Fp(0)=w,(0)+ w)(0)+...,

ol les p—1 premiéres quantités w,(0), w,(0), ... sont nulles;
'~V (0) est de la forme

(— e (1. 1)e;

o’ (o), ®f*"'(0), ... sont de la forme

(12) pe(LY, L I,
ol ® est un polynome en I, ..., I & coeflicients entiers de

degré S pv.
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On voit encore que

by (s — PP+ by(s— 10 )p+14 .,
p—1

we(3)=

a, pour 5 = I, ses p — 1 premiéres dérivées nulles et toutes les
autres de la méme forme (12). Finalement, soit

. -1 v -1
IM = piQ—, b = pilogth=t)

ot Q¥ g% sont réels et satisfont (*) aux conditions (1), (2) et (3):
ona
(— (P PP QL. .. QW )rv—rg,t .. gt —p'F

Gl Q. QU ey ’

fn=

ou ¥ est un entier, réel ou imaginaire.

Soit g, le plus grand des nombres ¢’ ..., g%, QJ', ..., QY.
D’aprés (3), le dénominateur de f, est de la forme ¢5°~, oli o, est
limilé supérieurement et inférieurement. Quant au numérateur,
si W =o, il est £ 0, et son module est 21; si ¥35£o0, le numé-
rateur a son module 21 ou est nul : dans ce dernier cas, le carré
du module de chacun des deux termes du numérateur aurait méme

valeur; or, le carré du module du premier terme est
N =Pl POPP(QY... QY )v-2r(gi. .. g%

puisque les Q¥ et les ¢* sont réels. D’aprés (3), chaque facteur
du second membre de N étant S ¢7, o ¢ est fini, tout facteur pre-
mier du nombre N est S¢3. Si donc on prend le nombre premier
arbitraire p=¢%, ou a, est >ga, on voit que les carrés des
modules des deux termes du vumérateur de f, ne peuvent étre
égaux; donc alors, en tout cas, le numérateur de f, est un
entier 5 o, dont le module est 21.
Finalement, on aura, pour la valeur de p en question,

|fal2q7P* (= fixe convenable > o),
et, d'aprés (10) et (11),

(13) QFPE < (A +iep—t)p 4| U} | psev+ep.

(') Quand I® =TI ou J® = I sont rationnels (n assez grand), on peut
toujours les mettre sous une forme satisfaisant & ces conditions, avec ¥} = .
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D'une part,
(14) (Wv+H1ep=t)p < gt < 41 97"

car
QU< pet Aty

si a, est assez grand; d’autre part, d’aprés (3),

ltalSgzme (% fixe),
et

(15) | ] pOPY-H6PS g=Ti0n+8pan(v4+1) & g=2pT < %q—,n,

pourvu que
2pT < Ty Pn— 6P ap(v +1),
ou
T1Pn g% > 2T + 6a, (v +1).
Il suffira que

(16) On 2 gion,

autrement dit que 'on ait pour toute valeur de n, assez grande (ou
méme pour une infinité des valeurs n,)

(17) P> g%,

si grand que soit le nombre positifa (1).

La condition (17) étant supposée satisfaite par ’ensemble S,,
(14) et (15) ont lieu, et (13) est impossible, par suite aussi (6),
(5) et (4). La premiére partie du théoréme III se trouve ainsi
établie.

Je me reporte maintenant aux considérations qui suivent le
théoréme I de ma derniére Note du Bulletin de la Société mathé-
matique, 1906, p. 216, intitulée : Sur les nombres transcendants
dont le développement en fraction continue est quasi-périodique
et sur les nombres de Liouville. Soit le nombre réel de Liouville

(18) d=co+r:C;+1:C4+...,

(') L'existence du nombre premier p > g2 est alors une conséquence immé-

diate du postulat de Bertrand établi par Tchebychef : il y a toujours un nombre
premier entre l'entier ) et l'entier 2y.
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d’ordre 2(3, ) dans la premiére classification (e positif arbitraire ),
Ys le plus grand des entiers positifs ¢, ¢y, .. ., ¢, : la condition (17)
sera satisfaite par la s'*™¢ réduite de 3 si I'on a la condition ana-
logue a I'inégalité (5 bis) de cette Note

log ey > Y&s 2’ comme ) :
s

lordre étant quelconque, mais 2(3,¢), il y a toujours des frac-
tions continues salisfaisant & cette inégalité pour une infinité de
valeurs de s. L'ensemble S, correspondant a 3 pour ces valeurs de s
satisfait au théoréme III.

Enfin, quand le nombre réel de Liouville (18) satisfait aux
conditions du corollaire I du théoréme I de la méme Note, on voit
encore que (17) aura lieu si, pour une infinité de valeurs de s,

loglogc, > a's logy,—y,
ou, a fortiori, si

ex,-3(s)> a's ex,i(s) (ks> 4):

il suffit, si z = ¢, _,(s)> a's, e*> z3, pour z assez grand, ce qui
a lieu. Les fractions rationnelles a coefficients entiers réels M, M,
formées avec le nombre 3 et les nombres de I’ensemble S, corres-
pondant satisfout a (17); ces nombres comprenant ceux de la
forme M+ M, ¢, la deuxiéme partie du théoréme IlI se trouve

établie. C. Q. F. D.

Ce théoréme comporte une série de corollaires presque immé-
diats qui valent la peine, semble-t-il, d’étre énoncés isolément.

Je désigne toujours par 3 un nombre 20 de la forme (!)
M+ M, i, ot M et M, sont des nombres de Liouville réels de S,
satisfaisant & (17) ou des nombres rationnels.

Cororratre |. — €3, cos3, sin3, tang3 sont des nombres trans-
cendants.

Siz=a-+ bi, ou a et b sont rationnels et réels, z appartient

(") Cest la forme générale des nombres de S, [/ntroduction a la theorie des
nomnbres transcendants, p. 45, note (1)).
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4 S,, quel que soit le nombre de Liouville 3 satisfaisant a (17).
Donc :

Cororraire [I. — €2, o&t x # o est rationnel, réel ou imagi-
naire quelconque, n’est racine d’aucune équation algebrique
dont les coefficients sont des polynomes, a coefficients rationnels,
Jormés avec un méme nombre de Liouville satisfaisant & (17);
il en est de méme de cosz, sinz, langz.

En particulier, z 7o étant rationnel et réel, quelconque, e,
cosz, sinz, tangx, qui sont transcendants ('), ne peuvent étre
des nombres de Liouville satisfaisant a (17). Par suite, on peut
assigner une limite supérieure de leur ordre, c’est-a-dire de la
croissance des quotients incomplets de leur développement en
Jfraction continue arithmétique.

Ces fractions continues ne peuvent en effet satisfaire aux condi-
tions du corollaire I du théoréme I de notre Note précitée du Bull.
Soc. Math., 1906, p. 219 : si

Cot+1.Ci+1.Ch.uet1.Cp+... (cn entier)

est une de ces fractions, et si k, est le plus pelit entier positif ou
négatif tel que c,Se; (n), on a, par suite, dés que n est assez
grand, k, < n'*, si petit que soit le nombre positif fixe e.

Corovrratre lIl. — Le logarithme népérien d’un nombre de S,
n’est pasun nombre de S, ; le logarithme népérien d’un nombre
algébrique n’est pas un nombre de S,. Le développement en
Sfraction continue du logarithme népérien d’un nombre algé-
brique réel > 1 a son ordre limité (*) comme au corollaire I1.

En effet, si 3 et J sont deux nombres de S,, on n’a pas 3 =¢’,
log3 =J. D’autre part, soit y un nombre algébrique : on n’a pas
y=e>, logy=3.

(') La démonstration du théoréme III suffit pour montrer que sinz, cosz,
tangz sont transcendants pour x rationnel 7 o et réel, sans qu’il soit nécessaire
de recourir au théoréme général connu de M. Lindemann.

(3) Ceci s'applique en particulier 2 Log nép. (1 + \/;) (constante de M. Laisant).
Je remarque, en cours d’'impression, qu'il en est de méme du développement en
fraction continue de =, puisque e®¥= —1.
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- Remarque. — On pourrait essayer de généraliser le théo-
réme III et ses corollaires en considérant I’ensemble = formé des
nombres de S, et des nombres algébriques par rapport a S, c’est-
a-dire des nombres racines d’équations algébriques dont les coef-
ficients sont des nombres de S,. On aurait ainsi, semble-t-il, 'ex-
tension la plus générale du théoréme précité de M. Lindemann.
Pour une pareille tentative, il conviendra de se reporter aux
travaux de M. Lindemann (Math. Ann., t. XX, 1882, p. 213) et
de Weierstrass (Sitzungsberichte der Berl. Akad., 1885,
p. 1067), en cherchant a suivre une marche analogue.

Iv.

Je vais maintenant établir la propriété suivante :

Tatorime IV. — Soient a,, a,, ..., ay des nombres rationnels
>, 10 1@ IV des nombres de Liouville > 1 appartenant
a un ensemble 8" satisfaisant a (17). Tout polynome ¢ a coef-
Sicients entiers positifs formé avec les nombres 1V), a®, 1,
1% est un nombre transcendant.

La méme conclusion subsiste quand a,, a,, ..., a, sont des
nombres rationnels positifs quelconques 1, 10, 1, IV
des nombres de Liouville positifs quelconques fonctions ration-
nelles & coefficients entiers réels, d’un méme nombre de Liou-
ville positif 3 satisfaisant a (17), pourvu que la fonction ¥ (x)
obtenue en remplagant 3 par x dans le polynome § dépende
de z. )

Soit une quantité ¢ limite pour n inofini d'une suite de quan-

tités by, &4y ..., by, ..., o0t ¢, est une fonction de quantités
rationnelles

Eu'—_ P,,Q;', E§.= P;: ,"__|’ ooy

ayant elles-mémes pour limites quand n croitindéfiniment §, &/, ...
en sorte que

‘l’='¥(5,5" N q‘n=q‘(£me;n cee)e

Les £, &', ... seront des nombres transcendants de Liouville ou
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des nombres rationnels en nombre fini : 'un au moins sera un
nombre de Liouville.

Je suppose que, pour une infinité de valeurs de n, |4 — d,|
posséde une limite supérieure {,5£ o et fonction de n, quand les &,
Eo... prennent une série de valeurs appartenant i un certain
ensemble de nombres (par exemple S,5, 8", 8", S,,...) : [, tend

I
vers o avec ;-

J’admets alors quela quantité § puisse étre racine d’une équation
algébrique donnée irréductible arbitraive f(z)= o a coefficients
entiers : §,= z, est une valeur approchée de la racine. On aura,
pour n assez grand,

SWa)=f($+dn—¢)=(4s— $)M = o,
ou |M|§i|f’(t{;)| est fini, et
(19) |£(¥n)|S 1a M.

D’autre part, sil'on peut, par un procédé quelconque, avoir une
limite inférieure A, 52 o et fonction de n de la quantité | f({,)|
dés que n est assez grand, on devra avoir

A S LM

Si cette condition n'a pas lieu pour toule valeur de n assez
grande, ¢ est un nombre transcendant.

Jenvisage un cas plus particulicr, celui od ¢, est un nombre
algébrique racine d’une équation a coefficients entiers

(20) Fp(z)= Box'n+ Byzin—14+.. + Bg,= o,

de racines

N ={n, i, Ndp*

-

La fonction

(21) ‘I’u=Bg"f("ll)-“f(7W.)

est un entier fonction de n. L'équation f(x) = o ne peut avoir en
commun avec F, une racine sans diviser F, : si 'on peut établir
qu'il n’en est pas ainsi, ®,>< 0 et |®,]|21. On déterminera une
limite supérieure des |n;|, et I'on en déduira une limite supé-
rieure @, des | f(0;)|, en sorte que

(22) | f(a)l = |f(n)| = | Pal BE*f(Ma)- .. f(nn)| 12 BT prd*' = Ly;
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on pourra prendre A,=L,, et il faudra
L.Si, M.
En choisissant, si cela est possible, les £ — &, de fagon que
(23) In Bgr et

tende vers o pour une infinité de valeurs de n croissant indéfini-
ment, on obtient des quantités ¢ qui sont des nombres trans-
cendants.

Ces principes généraux posés, je vais en faire une application :
soient a@,, a, ..., @y un nombre fini de nombres rationnels réels
positifs > o, 1", 1@, .. 1™ un nombre fini de nombres de
Liouville réels positifs appartenant & un ensemble S'. Je prends
pour &, £, ... des quantités quelconques de la forme

)
(23 bis) 1, a?, et us,

Il'y a uncas oi I'on est sir que ¢ — ¢, %0, puisque les nombres 3
de S" sont tels que les 3 — I, sont tous de méme signe, c’est celui
ou, remplacant I¢ par z(?, quel que soit j, dans ¢, ¢ devient, au
voisinage du systéme de valeurs (" =1" 2z =I® ... une
fonction W simultanément croissante ou décroissante de toutes
les variables z("), z(), .... Exemples :

1 ¢ est une fonction rationnelle a coefficients entiers réels des
quantités (23 bis), et les I'V, ..., I™ sont des fonctions ration-
nelles, a coefficients rationnels réefs, d’'un méme nombre 3 de
Liouville réel : remplagant 3 par z, il suffira que W dépende effec-
tivement de z pour que ¢ — ¢, soit 7 o quand z =3, dés que n
est assez grand (*). Ainsi, quand § = ®+a, 4 — ¢, o;

2° @:ZAE"E’“'. .. est un polynome en &, £, ... a coefficients

entiers positifs, et les a; et les I/ sont tous >1; dans ce
deuziéme cas, que je vais seul considérer, en observant que les

' mémes raisounements s'appliquent en partie dans le premier,

quand on fait varier les () de quantités suffisamment petites

. . . ) ® .
Az toutes de méme signe, Az'/, Aa} , AzW" | Az sont tous

(') La fonction W (x) est, en eflet, monodrome aux environs de z = 9.
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du signe des Az, et aussi AW. Dés que n est asscz grand, on est

sir que ¢ — ¢, 54 0.

Ceci posé, dans ce méme cas,
Yo=Y AEREY. .,

et |¢ — ¢, | a une limite supérieure de la forme A, ot X est une
constante et §, une limite supérieure des quantités |1V —TY|.
D’aprés les relations (2), (3) et (19), on pourra poser

(23 ter) |¢—¢nI§lCn§QZ’9'= 1y, If('l/n)lélnM,

ol T > o esl une constante limitée inférieurement.
D'autre part, 3 et J étant deux quelconques des mombres
I, . 1w les&,, £, ... sont chacun d’une des formes

P\l L .
I, (;) s U, 17 (p, q entiers > o),

avec
lll:PllQ;:l>" Jn=p;z 'u">l, pq-l>';

Eny &,y ... sont racines d’équations algébriques d’une des formes

‘ Qn.l'— P,‘ = o, ql’-zQ.._ I)pn =o0,

(24) . .
| QFaztim PPazo, Q21— PP=o.

Si U'on remplace dans ¢,, de loutes les maniéres possibles,
chacune des quantités Eny By - - par les diverses racines de celles
des équations (24) dont elle est racine, on obtient d, quantités
conjuguées 0y = ¢y, N2y ..., %4, qui sont racines d’'une méme
équation algébrique F,= o i coefficients eutiers de la forme (20).

J'admets que ¢ soit racine de f(z)=o, c'est-a-dire soit algé-
brique.

Je dis d’abord que f(n;) % o. En ellet, si f(n;)= o, f(z), qui
est irréductible, divisera I, (z); loutes les racines de f(z), et en
particulier ¢, seront parmi les quantil’és Niy N2y ++-y Na,. Les
racines des équations (24) sont d’ailleurs d’une des formes

x =1, T = (Pq-—l )I,.eM-m‘Q;" T = ”‘_ eu»niq;—:,

@ = 159" etk mig =,

ol k est un des entiers o, 1, 2, ..., Q,— 1, ¥ un des entiers o,
4, 2,...,Q,—1, ¥ un des entiers 0, 1, 32, ..., ¢ — 1. On aura;
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par exemple, une égalité de la forme
¢ =ZAE¢:E/"@" L MR QT 0 RQT ) = i-

D’abord, quand les § — §, sont tous positifs, c’est-a-dire puisque
a;>1, [W>1, quand les 3 — I, dans S’ sont tous positifs, le mo-
dule du second membre est <<{, et I'égalité est impossible;
alors f(7;) est 2 0. Quand les » — I, sont tous négatils, J, étant
réel, ainsi que ¢,

Ya—Y=¢n—¢, =2 Aol [1—cos2n(wkQz' +w K Q'+ ...)] >o.

1 —cos2n(wkQ,'+...) tend vers o quand n croit indéfiniment,
puisque ¢, — ¢ tend alors vers o, c'est-d-dire que, N, étant entier,

_ anN,
T QaQl
avec A entier, lime, = o pour n = .
Or Q,Q);,... est de la forme QG (s, limité supérieurement et
inférieurement), d’aprés (3); 1— cosan(A=*¢),) est nul ou au
moins de I'ordre de grandeur de ¢?, c’est-a-dire 2Q,?, ol o
est un nombre fixe convenable >>o0; il en serait de méme de
|4n— 4, | 0, car les ¢, ne sont pas tous nuls; mais ¢, — 4

est 20 et au plus de l'ordre de grandeur de Q;*%~, d’aprés ce
qu’on a vu [ équation (23 ter)]; on est donc conduit i une impos-
sibilité quand n est assez grand.

Finalement, f(7;) est 34 o quand les 3 — I, dans S" sont tous

a la fois positifs ou négatifs ().

an(wkQrt+...) =an(A x¢)),

(') On remarquera que, si l'on suit des procédés de raisonnement analogues
dans le premier cas mentionné plus haut, en supposant ¢ =Z AEYE™..., ol A,

g, £, ... sont positifs et les IV fonctions rationnelles, & coefficients rationnels
réels, d’un méme nombre & de Liouville réel (a; et I>0), on est sar que | ¢ —¢,| =0
pour une infinité de valeurs de n, si W dépend de z; on a encore (23 ter), (24)
avec pg='>0, [¢,— ¢ >0,

1—cosa2m (At s)) =5} (3, fini 20),

les &, n’étant pas tous nuls, puisque |§ — ¢, | % 0. On est également conduit
A un résultat absurde, c'est-a-dire que f(m;) est aussi # o. 1l est inutile de
s'occuper du signe des quantités 1) — 13,

Dans le cas considéré ici, les raisonnements qui suivent s’appliquent a peu prés
1dentiquement.
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B Je suppose donc f(n;) Zo0. On a, dans (21), |®,|21. Une

limite supérieure des n; est précisément ¢, ; si 8 est une limite
supérieure du degré et des valeurs absolues des coefficients

de f(z),
(25) If) IS+ 118 = p, < A,

ot A’ est un nombre fixe. Il reste a obtenir une limite supérieure

de B, et de d,.

Le nombre des quantités §, £, ... distinctes dans § est limité;
quand on substitue dans §, a &,, &, ... les diverses racines des
équations (24), le nombre d, des quantités 0, M3, ..., 74,
obtenues est au plus égal & un nombre de la forme Q?;', ou 0, est
limité supérieurement, d’aprés (2) et (3). Donc

(26) das$QP, (0 positif indépendant de n).

Je fais dans les équations (24) le changement de variables res-
pectif

z=yQ', z=yq¥, z=yQ¥, z=yQ¥;

il vient les équations

(27) {7 —Pa=o, On— pPaghtstao,
2 y . ’ ’ ’
’ | pri—priQuerl, e PRQET=o.

Si p' est un entier supérieur au double de la plus grande des
quantités IV, ..., IV, a,, ..., a,, quand n est assez grand, les
racines des équations (27) sont des entiers algébriques. Posant

n=pnQn', = an—w» b= PnQ;F" ou n= PnQ;y"’

suivant celle des équations (27) dont £ est racine, et des relations
analogues pour &, ..., on peut déterminer un nombre v,<v/, dés
que n dépasse une certaine limite, et tel que

C,= ','."1 X_n=q’ncn=2AnP:'P’,:'r---’

ol les A, sont entiers, et 3, un entier algébrique; y, et ses con-
juguées sont racines d’une équation algébrique en z de degré d,,
ot le coefficient de la plus haute puissance de z est I'unité

34n4- Dy3dn—t -, . .+ Dy, = o0;

{a et ses conjuguées sont alors racines de I'’équation a coefficients
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entiers
Cinzdat D, Clt2dn-1 4. ..+ Dy, =0,
équation qui, ayant mémes racines que 1'équation (20), est telle
que, d’aprés (26), 'on peut prendre

(28) Bo< Cdrs QYdns QU0-.

Il ne reste plus qu’a rapprocher les conditions (23), (23 ter),
(25), (26) et (28); il en résulte que ¢ sera transcendant si

Qrem+varA'el

tend vers o pour une infinité de valeurs de n croissant indéfini-
ment. La condition suffisante alnsi obtenue est encore la con-
dition (17). 1l s’ensuit qu'elle a lien pour tous les nombres
réels >1 d’un ensemble S satisfaisaut 4 (17), en particulier d’un
ensemble S” défini par un nombre 3 > 1 de Liouville remplissant
les conditions du corollaire I du théoréme I de notre Note pré-
citée du Bull. Soc. math.

En tenant compte de ce qui a été dit pour le premier cas, on
obtient le théoréme IV. Cc. Q. F. D.

Ce théoréme comporte encore un certain nombre de corollaires
presque immédiats et qui valent la peine, semble-t-il, d’dtre
énoncés isolément.

CoroLLARE I. — 3 étant un nombre réel de Liouville, positif
ou négatif, satisfaisant a(17), a3, o a est rationnel >o et #1,
est transcendant.

Cororraire II. — 3 étant un nombre réel de Liouville, > o
et satisfaisant a (17), 33 est transcendant.

Cororratre lIl. — Le logarithme d’un nombre rationnel ou
algébrique réel >, dans le systéme de base a rationnelle >o
et Z 1, ne peut étre un nombre de Liouville satisfaisant a (17);
par suite son développement en fraction continue (') arithmé-
tique a son ordre limité comme au corollaire Il du théoréme III.

(') Ce logarithme peut étre rationnel : le logarithme de ;/;estiavec la base 2;

mais log y2 est irrationnel avec la base 3. De méme, la racine positive de == m
peut étre rationnelle car 2’=4; mais la racine de z*= 2 est irrationnelle.
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Cororramre IV. — La racine positive de l’équation x* = m,
oua m est algébrique > 1, ne peut étre un nombre de Liouville
salisfaisant a (17); par suite, son développement en fraction
continue a son ordre limité comme ci-dessus.

Enfin, je mentionnerai encore ce corollaire a titre d’exemple :

CororLamre V. — Tout étant posé comme au corollaire 1,
@+ a™ est transcendant.

o 3
Car si, par exemple, 3> o0, a ™ = (i) .

Je me contenterai d’indiquer la possibilité d’extensions du théo-
réme IV par les procédés précédents pour d’autres formes de § (').

NOTE RELATIVE AUX POINTS D'INTERSECTION
DES COURBES ALGEBRIQUES;

Par M. FtLix Lucas.

On sait que le groupe des points d’intersection de deux courbes
algébriques planes du méme degré présente, lorsque ce degré sur-
passe 2, cette intéressante particularité qu’il existe entre ces points
cerlaines liaisons inévitables. S'il s’agit, par exemple, de deux
cubiques, leurs neuf points d'intersection sont tels que huit d’entre
eux déterminent le neuviéme, car toutes les cubiques du faisceau
déterminé par ces huit points passent nécessairement par ce

(') Additions & la bibliographie indiquéc par moi a la page 273 de mon /ntro-
duction & la theéorie des nombres transcendants, article Nombres transcen-
dants.

A. HurwiTz, Acta mathematica, t. X1V, 18go, p. a11; Math. Ann., t. XXII,
p. 211; t. XXXII, p. 583; t. XXXIII, p. 249; t. XLIV, p. 417; Géttinger Nachr.,
1893, p. 220; Naturforsch. Gesellschaft, 1896, p. 34. Le premier de ces Mémoires
renferme des résultats trés élégants sur la réductibilité des fonctions entiéres &
coefficients rationnels, le dernier sur la théorie des fractions continues.

STAECKEL, Acta Math., t. XXV.

FABER, Math. Ann., t. LVIIL

Je dois en grande partie ces renseignements complémentaires & une obligeante
communication de MM. Hurwitz et Landau.
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neuviéme. S’agit-il, plus généralement, de deux courbes du
degré m supérieur a 2, il suffit de

m(m+ 3)
—_—

1
points quelconques du plan pour déterminer un faisceau de ces
courbes lesquelles ont m? points communs, en sorte que

m(m—3)
2

+1

points viennent s’adjoindre aux précédents en se liant avec eux.

Parmi les conséquences intéressantes qui résultent de ces
liaisons, nous nous proposons ici d’en étudier une dont voici l'in-
dication. Si 'on sépare un point du groupe des m? pivots, en
imposant & une courbe algébrique passant par les m? —1 autres
pivots la condition de ne pas passer par le premier, le degré de
cette courbe sera nécessairement supérieur & m. Quel sera le
minimum possible du degré et quelle sera I'équation générale de
la courbe? Tel est le probléme que nous allons résoudre.

Je prends pour origine des coordonnées (les axes rectangulaires
restant quelconques) celui des m? pivots qui doit étre isolé du
groupe. Les équations des deux courbes du degré m qui déter-
minent ces m? pivols seront alors dépourvues de terme constant;
désignons ces équations par

(1) U=o
et
(2) V =o.

Cousidérant la premiére, je divise le coefticient de chacun de
ses termes par le degré de ce terme, et j'obtiens I'équation d’une
courbe auxiliaire du méme degré m,

3) u=o;
je puis alors écrire I’équation (1) sous la forme
%) U=zuz+ yu,=o.

Opérant de méme pour I'équation (2), je considére la courbe



auxiliaire
(5) . v =o,
et je puis écrire

(6) V=zv,+yv,=0.

Prenons le rapport % dans chacune des équations (4) et (6) et

égalons les deux valeurs de ce rapport, nous aurons
(7) W=uzoy—uyvr=o,

équation du degré a(m —1). Cette courbe passe par les (m?—1)
pivots, autres que l’origine des coordonnées, communs aux dcux
courbes U et V; elle passe, d’autre part, par les (m —1)? pivots
du faisceau de courbes du degré (m — 1)

U+ Xu;.= o,

A\ désignant un paramétre arbitraire, ainsi que par les (m —1)?
pivots du faisceau de courbes du degré (m — 1)

v+ Aol =o.

Le nombre total des points ainsi désignés appartenant a la courbe W
est
Imr—4m 41,

il est supérieur, lorsque m surpasse 2, au nombre

2mt—m —1

des points nécessaires pour déterminer une courbe du inéme degré
a(m —1) que la courbe W; la valeur de I'excés dont il s’agit est
m? —3m—+ 3.

Cela posé, désignons par ¢ et ¢ deux polynomes du degré
(m —2a) a coelficients arbitraires, et formons I'équation

(8) Up+ V{+ W=o0;

nous aurons I'équation générale des courbes du degré a(m —1)

qui passent par les (m3— 1) pivols, autres que l'origine des coor-

données, communs aux deux courbes U et V. Je dis Péquation

générale; en voici le motif. Pour déterminer une courbe du degré
XXV, 4
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2(m —1) a laguelle on impose préalablement la condition de
passer par m?— 1 points donnés, il est nécessaire et suffisant de
se donner m(m —1) aulres points de cette courbe. Comme ce
nombre m(m —1) est précisément celui des coeflicients arbitraires
introduits dans P’équation (8) par les polynomes ¢ et ¢, on déter-
minera ces paramétres, considérés comme des inconnues, au moyen
d'un systéme de m(m — 1) équations linéaires 4 nombre égal
d’inconnues. Encore faut-il que les m(m — 1) points considérés
ne soient pas groupés de maniére i rendre incompatibles les
équations linéaires; pour ne ciler qu'un cas d’impossibilité,
lequel est d’une compléte évidence, indiquons la disposition de
plus de 2(m — 1) points sur une ligne droite qui passerail par
'origine des coordonnées. Si certains groupements des m(m — 1)
points conduisaient a des cas d’'indétermination, on pourrait
imposer aux coelficients des polynomes ¢ et J quelques conditions
supplémentaires. Quoi qu’il en soit, nous pouvons regarder conme
un fait acquis que l’équation (8) est l'équation générale des
courbes du degré 2(m — 1) qui passent par les (m —1)? points
d’intersection (autres que l'origine des coordonnées) des deux
courbes Uet V. .

Dans cette équation (8) le nombre des termes du plus haut
degré (c’est-a-dire du degré 2m — 2) est égal a 2m — 1, alors que le
nombre des coefficients des termes du plus haut degré (c'est-a-dire
du degré m — 2) dans I'ensemble des deux polynomes ¢ et ¢ est
seulement de am — 2. ll est par conséquent impossible de choisir
ces coefficients de maniére & abaisser d’une unité le degré de
I'équation (8). Cette observation nous indique qu'il ne doit pas
exister de courbes d’un degré inférieur & 2(m — 1) pouvant passer
par les m2— 1 pivots, autres que l'origine des coordonnées, des
courbes U et V, sans passer en méme lemps par cetle origine.
Encore reste-t-il 8 démontrer, pour confirmer cette prévision, que
le premier membre de I'équation (8) ne peut pas se décomposer
en deux facteurs dont I'un représenterait une courbe ne passant
par aucun des pivots des courbes données U et V; voici d’abord a
ce sujet une observation trés simple.

Supposons qu’une courbe

®=o0,
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d’un degré supérieur & m mais inférieur & 2(m — 1), passe par les
m2—1 pivols sans passer par l'origine des coordonnées; nous
pourrons lui adjoindre une courbe entiérement arbitraire

v = o,

d’un degré égal a I'excés de 2(m — 1) sur le degré de la courbe p,
cette courbe v ne passant par aucun des m? points d’intersection
de U et de V. L'équation, du degré 2(m — 1),

(9) v = o,

devra se trouver comprise dans I’équation générale (8); il devra
donc étre possible de déterminer les coefficients des polynomes ¢
et ¢ de maniére a identifier les premiers membhres des équations
(8) et (9). Or, en supposant, ce qui est permis, que dans chacun
des polynomes mis en cause la valeur absolue du terme constant
soit égale a I'unité, nous voyons que, dans chacun des premiers
membres des équations (8) et (9), le nombre des coefficients
(autres que le terme constant) est égal a 2m? — m — 1, tandis que
dans I'ensemble des polynomes ¢ et ¢ le nombre des coefficients
n'est que de m?— m. Par conséquent l'identification des deux
équations (8) et (9) exigerait la solution de am? — m — 1 équations
4 m?— m inconnues seulement; il ne parait pas téméraire d’ad-
meltre que cette insuffisancc du nombre des inconnues démontre
I'impossibilité de I'identitication.

Quoi qu'il en soit, on peut arriver au but avec une rigueur
inconlestable par le raisonnement suivant, qui nous a été indiqué
par notre collégue de la Société mathématique, M. Blutel.

Dans la courbe arbitraire

v=o,
nous pouvons faire entrer la droite
T = Ty,

paralléle a I'axe des y et assujettie a cette seule condition de ne
passer par aucun des points communs aux courbes données Uet V.
En faisant = o dans I’équation (8), nous obtiendrons I'identité,
par rapporta y,

(10) Uo?o-" Vo\Po’f‘ w°=0.
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Attribuons 4 y la valeur d’une des m racines de I'équation
Upy=o,
que nous pouvons également écrire sous la forme
(11) Zo(uZ)o+y(uy)e=o;

I'identité (10) deviendra

v°qlo+ WQ'—_-O,
ou, sous une autre forme
(12) [®o(92)o+ 7 (vy o] Yo+ (U)o (9y )o —(uy)o(92)o= 0.

Prenons dans (11) la valeur de (u,), et portons-la dans (12); il
viendra, réductions faites,

('3) vo[l’o'h,-—(ll}h]: [+

Le premier facteur V, ne peut pas étre nul, car, s'il était, le
point (Z,, y), qui appartient a la droite z = z,, serait commun
aux deux courbes U et V, contrairement & ’hypothése que nous
avons faite sur cette droite. Il faut donc que le second facteur soit
nul et cela pour chacune des m valeurs racines de Uy=10 qu'il
nous est possible d’attribuer & y; par conséquent ce second facteur
est identiquement nul; il en résulte que notre droite z = z, doit
faire partie de la courbe

(14) z¢—u,=o.

Ea prenant dans (11) la valeur de (u,),, au lieu de (u,),, pour la
porter dans (12) et raisonnant ensuite comme ci-dessus, nous
trouverons que notre droite z = x, doit faire partie de la courbe

(15) yYv+uz=o.

Puisque les deux premiers membres des équations (14) et (13)
sont divisibles par (z —z,), il en est de méine du premier
membre de I'équation

(16) ruL+yuy=o,

que nous obtenons en éliminant ¢ entre (14) ct (15).
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Or le premier membre de cette équation (16) est identiquement
le polynome U. Nous arrivons donc a ce résultat inadmissible que
notre droite 2 =ux,, laquelle est tout & fait arbitraire, ferait partie
de la courbe U = o. Il faut donc rejeter 'hypothése de I'existence
d’une courbe d’un degré inférieur & 2(m — 1) qui passerait par les
m3? — 1 points d’intersection, autres que I'origine des coordonnées,
des courbes U et V, sans passer en méme temps par ladite origine
des coordonnées.

De la ce théoréme : Il est impossible de faire passer une
courbe de degré inférieur & 2(m —1) par tous les points d’in-
tersection sauf un de deux courbes du degré m. :

La théorie que nous venons d’exposer peul étre généralisée en
attribuant aux polynomes U et V deux degrés différents m et n; le
polynome auxiliaire W est alors du degré m + n — 2. On trouve
ainsi qu'il est impossible de faire passer une courbe d’un
degré inférieur @ (m -+ n—a2a) par tous les points d’intersection
sauf un de deux courbes des degrés m et n. Et I'équation géné-
rale des courbes de ce degré satisfaisant a la condition indiquée

est
U+ V¢ +W=o,

o et ¢ désignant des polynomes dont les degrés respectifs sont
(n—2)et(m—2).

SUR UNE FAMILLE DENOMBRABLE DE SURFACES HYPERELLIPTIQUES
DU QUATRIEME ORDRE;

PPar M. L. Remy.

L’objet de cette Note est de définir et de caractériser une famille
de surfaces hyperelliptiques du quatriéme ordre a quinze points
doubles. Cette famille comprend une infinité dénombrable de sur-
faces, dépendant chacune de trois modules, et elle se trouve liée
a certaines équations arithmétiques du type de Pell.

On pourrait définir par le méme procédé des familles de sur-
faces hyperelliptiques du quatri¢me ordre & un nombre moindre
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de points doubles, également lices a des équations arithmétiques.
Mais il suffira d’étudier le cas des surfaces a quinze points doubles
qui présente le moins de complexité, pour mettre en évidence le
caraclére arithmétique du probléme de la recherche des surfaces
hyperelliptiques du quatriéme ordre.

1. Pour définir cette famille, considérons les fonctions théta de
deux variables «, v, répondant au tableau de périodes (')

o G H
(Ta)

o Ppi=

1 H G

d’ordre 2 n, de caractéristique nulle, paires, et admettant le point
u = o0, v =0 pour zéro d’ordre 4p.

En égalant les coordonnées homogénes d'un point zy, ..., z, 4
quatre de ces fonctions 8, ..., 6,, supposées linéairement dis-
tinctes, on obtient une surface algébrique telle qu’entre les points
de cette surface et les couples de points d’une courbe de genre
deuz, il existe une correspondance (1, A).

La surface poss¢de quinze points doubles correspondant aux
demi-périodes autres que u =0, v = 0. Son degré est égal a la
moitié (2) du nombre des zéros communs a deux des fonctions
considérées 8, non compris le point u =0, v =0, c’est-a-dire
3(24 < 2n < 2an — 4p < 4p). Pour que la surface soit du qua-
triéme ordre, il faut donc que les entiers A, n, p vérifient la rela-
tion

(E) Ant—apt=1.

Dans ce cas il existe effectivemeunt quatre fonctions 8 linéaire-
ment distinctes.

(') Ces fonctions ont été étudides systémnatiquement par M. Traynard. Leur
théorie était d’ailleurs implicitement contenue dans les travaux de M. Humbert,
ainsi que nous 'avons montré ( Comptes rendus, 36 mars 19o3).

(?) En effet, aux valeurs (u, v) et (—u, —v) correspond un méme point de¢
la surface,
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2. Inversement, étant donné un systéme d’entiers A, n, p, satis-
faisant a la condition (E), peut-on lui faire correspondre une sur-
face hyperelliptique du quatriéme ordre a quinze points doubles 2?
1l n’en est pas toujours ainsi, comme le montre I'exemple suivant :
soit le systéme

A=, n=17, p=12.

On peut mettre les qualre fonctions 8; correspondantes sous la

forme
1‘[:0[(“, O)IF(M,O)]' (i=l,2,3,4),

en désignant parl,, ..., i, les quatre fonctions théta d’ordre deuz,
de caractéristique nulle, paires et par F(u, ¢) la fonction théta
d’ordre quatre, de caractéristique nulle, paire et admettant le
point u =0, v =0 comme zéro d’ordre siz. Aprés suppression
du facteur commun [F(u, ¢)]®, on retrouve la représentation
classique de la surface de Kiimmer.

Aipsi, lorsque les quatre fonctions 8; possédent un facteur
commun, la surface définie par les équations z;= 6;(u, v) n’est
pas nécessairement une surface du quatriéme ovdre & quinze points
doubles; et, au cas ou il en serait ainsi, la surface correspondrait
en réalité, non pas au systtme d’entiers A, n, p, mais 4 un systéme

An, p(R<netp <p).

3. Tl importe donc de reconnaitre a priori si les fonctions 8;
possédent un facteur commun. A cet eflel considérons une fonc-
tion 8(u«, v) quelconque répondant au tableau (Ta), d’ordre v,
inférieur & 2n, s’annualant a 'ordre p au point u=o, v=o, et
formons I'expression

D(v, p)= Anv — pp,

qui, en général, représente la moitié du degré de la courbe
8(u, v) = o sur la surface définie par les équations z;= 6;(u, v).

Dans certains cas cette formyle peut donner pour D une valeur
négative ou nulle. En premier lieu, si D est négatif, les fonctions
O(u, v) et O;(«, v) possédent plus de 4nvA et, par suile, une
infinité de zéros communs. Donc les quatre fonctions 6;(u, v) sont

divisibles par 0(u, v).
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Supposons en second lieu que D = o et posons

Xy =2+ Mz,
X,..-—_. e+ l’.‘l,“,
X,= T3+ l,z’.,

Xy=z3;

on peut déterminer les constantes A de maniére que les fonctions
X, X3, X, possédent (4nvA + 1) zéros communs avec la fonction
0(u, ¢) et par suite renferment §(u, v) en facteur. Dés lors I’équa-
tion 8(u, ¢)= o représente sur la surface non pas une courbe mais
un point singulier X, =X,=X;=o0, ct la surface a plus de quinzc
points doubles.

En résumé, pour qu'il corresponde aux entiers A, n, p une sur-
face du quatriéme ordre & quinze points doubles, il est nécessaire
qu'il n’existe aucune fonction 0(«, ¢v) pour laquelle I'expression
D(v, p) soit nulle ou négative.

4. Cette condition est suffisante : pour le prouver, il suffit
d’établir que, si les fonctions 8;(«, ¢) ont un facteur commun
F(u, v), en sorte que

Ty= ¢i(u1 V)F(u» ")7

I'expression D(v, p) correspondant & la fonction F(u, ¢) est
nécessairement nulle ou négative.

Les fonctions F et ®; sont de méme parité, de méme caracté-
ristique, et leurs ordres sont de méme parité. Pour fixer les idées,
nous les supposerons d’ordre pair, de caractéristique nulle, et .
paires; la démonstration serait analogue dans les autres cas.

Désignons par av l'ordre de F, psr 2p 'ordre de multiplicité
du zéro u = 0, v =0, et enfin par 2v/, 2p’ les quantités analogues
pour les fonctions ®;. En vertu des relations

n=v+v,
2p=p+p.
]'équalion fondamentale

Ant—apt=1
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peut se mettre sous la forme
[(2av2+2 —p*)— 4] + (24w — pp’) + (a34nv — 2 pp) = 0.
Le premier terme est positif ou nul, car I'expression
(2Av't42—p'?)

représente le nombre des fonctions théta d’ordre 2v/, de caracté-
ristique nulle, paires, s’annulant 4 I'ordre 2p’ pour u =0, v =o,
et il y en a an moins quatre linéairement distinctes, & savoir
®,, ..., ®,. Le second terme ne peut éire négatif, car dans ce cas
les fonctions F et ®; ({ =1, 2, 3, 4) auraient plus de 24 < av <2V
zéros communs et par suite posséderaient un facteur commun. Dés
lors le troisiéme terme est négatif ou nul : or c’est précisément

D(av, 2p).

5. La condition précédente peut s’exprimer par un systéme de
deux inégalités entre les entiers indéterminés v et p. En effet, con-
sidérons d’abord les fonctions théia d’ordre pair 2v, de caracté-
ristique nulle, et paires : elles sont au nombre de (24v2+2)
linéairement distinctes, et pour que l'on puisse en former une
dont le développement de Mac Laurin au point u=o0, v=0
commence par des termes d’ordre 2p, il faut que

24vi4 2 —p221.

L'existence d’une surface = correspondant aux entiers A, n, p est
donc subordonnée & I'impossibilité de la résolution en nombres
entiers v, p du systéme d’inégalités

pr— 2Av2ZI,

I
M AnvZpo.

On obtient des systémes analogues en considérant des fonctions
théta paires ou impaires et de caractéristique quelconque. La
discussion n’offre pas de difficultés et montre que chacun de ces
systémes entraine nécessairement le systéme (I).

Le probléme se trouve donc ramené a la discussion de ce seul
systéme d'inégalités.
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6. Or la seconde inégalité du systéme (I) peut s’écrire
(an?)(Av?)< prpt,
c’est-a-dire, en vertu de I'équation (E),

(14 2p?) (Av?) < prp?
ou encore

pr— 24v22 él::
TP

ce qui exige, puisque p et v sont entiers,
p*— 2Avi21.
La comparaison de cette inégalité avec la premiére du systéme (I)
prouve que 'on doit avoir nécessairement I'égalité
(E") pr*— 2Avi=1.
Ainsi les entiers p, v vérifient 'équation de Pell (E'); et le sys-

teme (1) sera impossible a résoudre si 'on a, pour toute solution
Pk, vi de cette équalion,

Anve> pek.

Or, d’apreés I’équation (E'), le rapport ;—2 croit avec le rang k de la

solution vy, px; l'inégalité précédente sera donc vérifiée pour
toute valeur de £ si elle I'est pour k =1.
Voici donc quelle est la conclusion de I'analyse précédente :

Pour qu’il corresponde une surface X aux entiers A, n, p,
supposés liés par la relation (E), il faut et il suffit que la plus
petite solution p,, v, de U’équation de Pell (E') vérifie U'iné-
galité

) Anvy> poy.

IL

7. Les équations (E) et (E') se trouvent liées trés simplement
I'une & I'autre : les deux formes

AXt—a2Y?
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et
e 9 Ay?

ont méme discriminant; de plus, sous ’hypothése que la forme
AX2—2Y?2 peut représenter le nombre 1 (ce qui est le cas dans le
probléme actuel), ces deux formes sont équivalentes. Si I'on
désigoe en effet par n,, p, une solution quelconque de I'égqnation

Ant —a pi=1,
la substitution modulaire
(S) r=AanX+ap Y,
Y =P X+ ny Y
fait passer d’une forme a I'autre.

Nous supposerons désormais que dans ces formules n,, p,
désignent, non plus une solution quelconque, mais celle formée par
les plus pelits eutiers non négatifs. Il est aisé de démontrer que,
sous cette hypothise, on obtient toutes les solutions positives z, y
de I'équation (E') en remplagant dans les formales (S) X, Y par
toutes les solutions positives de 'équation (E) : il suffit, pour le

prouver, de vérifier que les formules (S) ne peuvent donner pour x
et y deux valeurs positives si X el Y ne sont pas tous deux positifs.

8. 1l convient d'examiner & part le cas oa p, serait nul, ce qui
exige que
A=,

daus ce cas les surfaces I correspondantes seraient représentables
sur la surface de Kummer. Mais, en fait, il n’en existe pas, car &
la solution

correspond la représentation classique de la surface de Kummer
et aucune aulre solution n, p de I'équation (E) ne satisfait a I'iné-
galité (T').

Ce cas é1ant écarté, on peut démontrer qu'a la plus petite solu-
tion n,, p, de 'équation (E) correspond certainement une sur-
face =, En effet, la plus petite solution x = S Y =V de l’équation
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(E') s’exprime en fonction de n, et p, par les formules (S), d’od

p1=4p}+1,
Vi=2p1ny.

Si I'on substitue ces valeurs dans I'inégalité (I') elle devient
P13Z0,

condition qui ne pourrait étre satisfaite que dans le cas précédem-
ment excln od p,=o.

Au contraire, si I’on considére la deuxiéme solution n,, p, de
I’équation (E), solution qui se calcule de suite par la résolution
de P’équation de Pell (E’) et par les relations (S), on recounait
qu’elle ne vérifie pas I'inégalité (I'). Il en est de méme a fortiori
pour toutes les autres solutions de I’équation (E), puisque le

rapport f croit avec le rang de la solution n, p.

Il ne correspond donc de surface = qu’a la plus petite solution

ny, py.

Nous parvenons ainsi au résultat suivant :

llexiste une famille dénombrable de surfaces hyperelliptiques
du quatrieme ordre Z5 définies de la maniére suivante : soit A
un entier quelconque (sauf A =1) tel que la forme AX?— 2Y?
puisse représenter le nombre 1, et soit n, p la plus petite solu-
tion de U'équation
An?— 2 pt=;

les coordonnées homogénes d’un point de la surface T sont
proportionnelles & quatre fonctions théta répondant au tableau
de périodes (Ta), d’ordre an, de caractéristique nulle, paires
et admettant le point u = o, v = o pour 3éro d’ordre 4 p.

Nous établirons un peu plus loin que ces surfaces sont effective-
ment toutes distinctes, ce qui n’est pas évident a priori; car a des
représentations paramétriques distincles pourrait correspondre
une méme surface.
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I1I.

9. La surface générale du quatriéme ordre a quinze points
doubles dépend projectivement de guatre paramétres, alors qu'une
surface hyperelliptique ne dépend que de trois modules : chacune
des surfaces Za doit donc &tre caractérisée par une condition.

A cet effet considérons l'unicursale singuli¢re C4 qui corres-
pond sur la surface 25 a la demi-période « =0, ¢ =0 annulant
les quatre fonctions coordonnées z,, ..., z,. Cette courbe est de
degré 4p, puisque les développements de Mac Laurin des fonc-
tions z,, Za, 3, £, autour du point u = 0, v = o sont supposés
commencer par des termes de degrés 4p; elle ne passe d’ailleurs
par aucun des points doubles de la surface.

L’existence de cette unicursale entraine une condition

So(a,b,c,d)=0

entre les quatre paramétres a, b, ¢, d dont dépend la surface gé-
nérale du quat'riéme ordre & quinze points doubles.

10. Pour former cette condition, nous raménerons ia question &
un probléme de Géométrie plane en projetant la surface & partir
d’un de ses points doubles O : le contour apparent en projection
se compose de quatre droites A,, ..., A, et d'une conique G, telles
qu'il existe une conique I bitangente & C et tangente aux quatre
droites A (*). Inversement, i une telle figure plane correspond une
surface du quatriéme ordre & quinze points doubles

Si la surface posséde une unicursale C, de degré 4p ne passant
par aucun point double, il existe, en projection, une unicursale G
de méme degré, inscrite au contour apparent; de la résulte une
condition, car cetle unicursale est assujettie & 12p conditlions de
contact, alors qu’elle ne dépend que de 12 p — 1 paramétres.

Cette méthode permet donc, par un nombre fini d’opérations
algébriques, de former une équation algébrique F,(a, b,c,d)=0
a laquelle satisfait loute surface du quatriéme ordre 3 quinze

(') Cette coniqueT correspond au céne des tangentes 2 la surface au centre de
projection O.
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points doubles qui posséde une unicursale d'ordre §p ne passant
par aucun point double. Il en résulte que le polynome I, (a, b, ¢, d)
est divisible par f,(a, b, ¢, d).

Mais I'équation F, = o peut renfermer des facteurs étrangers :
ainsi celle circonslance se présente dans le cas o le cone qui pro-
jette 'unicursale C & partir du point double O coupe la surface
suivant deux courbes unicursales qui passent toutes deux par le
centre de projection O. En fait, la présence de ces facteurs
étrangers dans I’équation F,= o rendrait tees difficile la formation
effective de I'équation f,=o.

Nous nous hornerons a donner une application de cette méthode
aucasou p=1.

1v.

11. Dans le cas oti p =1 la relation fondamentale

Ant— apt=1
exige ‘
A=3 et n=r.

La surface correspondante I, est caractérisée par l'existence
d’une quartique de deuxi¢me espéce C, ne passant par aucun point
double.

Elle posséde d’ailleurs une deuxi¢me quartique analogue G, qui
est son inlerseclion résiduelle par la quadrique menée par la
quartique G,.

D’aprés la méthode du paragraphe 111, pour former ’équation F,,
on doit déterminer dans le plan quatre droites A,, ..., A, el une
conique C jouissant des deux propriétés suivantes : d’une part, il
existe une conique I inscrite au quadrilatére A, ..., A, et bitan-
gente & C; d’autre part, il existe une quartique unicursale C,
bitangente 4 chacune des quatre droites et quadritangente a C.

A priori, ce probléme se décompose et par suite I'équation

Fi(a,b,c,d)=0
est réductible. En effet une quartique unicursale C, posséde quatre

familles de coniques quadritangentes : 'une de ces familles ne
comprend aucun couple de bitangentes, alors que chacune des
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trois autres familles en comprend deux (a savoir les couples A,, A,
et A, Ay; Ay, Ay et Ay, Ay Ay, A et Ay, Ay). De I3 quatre pro-
blémes distincts, suivant que la conique C est supposée appartenir
a 'une on l'autre des lamilles de coniques quadritangentes a C,.

Il serait facile de reconnafire que les trois derniéres familles
sont étrangéres au probléme actuel. Mais il est préférable pour
former I'équation f, = o de partir d’une autre propriété de la sur-
face 2, qui conduit & une équation irréductible.

12. A cet effet considérons les fonctions théta impaires, du
premier ordre, répondant i une caractéristique impaire et au
tableau de périodes (Ts). Elles définissent sur la surface une
lamille linéaire de biquadratiques passant par cinq points doubles.
Etant donné un autre point double O de: la surface, il existe une
biquadratique de la famille passant par O, et elle y présente un
point double. Elle est donc projetée de ce point suivant un céne
du second ordre y. On reconnait aisément que ce céne contient les
arétes du triedre formé par trois des plans langents singuliers
passant par O, ainsi que les deux points doubles de la surface
situés en dehors de ces plans; de plus il est tangent & la surface.

De Ja résulte la propriété suivante en projection :

Les droites A et la conique C formant le contour apparent sont
telles qu’il existe une conique y circonscrite au triangle A, 3, 4;,
passant par les points d’intersection de A, avec C et tangentes & C
en un autre point (*).

L]
13. Ceue condition peut se traduire analytiquement de la ma-
ni¢ére suivante : prenons les droites Ay, Ay, d; pour triangle de
référence x = o0, y =0, 3 =0 el soil

M(z.y,3)=a*+y*+ ' — 22y —2ys—2zxr =0

I'équation de la conique T' qui correspond au cOne des tangentes
au centre de projection.
La droite A4 qui doit étre tangente & cette conique a pour équa-
lon
z X
a

(') Cette méthode appartient pour le fond & M. Humbert (Comptes rendus,
2* semesire 18gg). ’
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avec la condition
(O) a+B+y=o0.
Enfin la cofique C de contour apparent a une équation de la
forme

C(z, y,3)=T(z,y,35)+(azx+ by +cs)t=o.
Il est aisé de former I'équation de la conique ¥, qui est la suivante:

C(z,, z)—(g + % + ;)[a(a’—;- Nz +B(br+ 1)y + Y(c?+1)s] =0,

et il suftit dés lors d’exprimer que cette conique est tangente a G,
ou encore que la droite

a(at+1)z+P(O2+1)y +y(ct+1)=0

est tangente a C.
Aprés suppression du facteur étranger (')

(ab + bc + ca—1),
on obtient I’équation suivante,
) Aa?+ BBr+ Cy?+2A'fy + 2aB'yz + 2C'af = o,

en posant
A =(a*+1)(ab + ac — bc +1),

les coefficients B, C se déduisant de A par permutation circulaire
et de méme B, C' de A'.

Sil'on pose B =1 et y=—(a+1), de maniére a satisfaire a la
relation (1), I’équation (&) est du second degré par rapport a a.
Elle est irréductible, car son discriminant n’est pas carré parfait
(ce dont on s’assure en faisant par exemple =0, c =0). En
définitive, on peut considérer a, b, c, @ comme les paramétres défi-
nissant une surface du quatriéme ordre a quinze points doubles et
I'équation (€) n’est autre que I’équation désignée plus haut
par fi=o.

(') Si ce facteur était nul, la conique C se décomposerait en deux droites.
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14. Enongons en terminant quelques propriétés géométriques
relatives a la surface particulié¢re 2, :

Soit une surface du quatriéme ordre a quinze points doubles;
on considére trois plans tangents singuliers P,, Py, Py menés
par un point double O et le céne du second ordre vy, de sommet
O, circonscrit au triédre P,P,P, et passant par les deux
points doubles de la sur face situés en dehors des plans P, , Py, P,
(on peut définir soixante cénes analogues).

Si la surface est tangente a l'un des cénes y :

1 Elle est hyperelliptique (');

2° Elle est tangente aux cinquante-neuf autres cénes y;

3o Elle est tangente & chacune des dix quadriques passant
par les neuf points situés en dehors d’un plan tangent sin-
gulier et la coupe suivant deux quartiques de deuxiéme
espéce;

4° Il existe une quadrique tangente en dizx points a la sur-
Jface, ne passant par aucun point double et la coupant suivant
deuzx quartiques de deuxiéme espéce.

V.

45. Pour aborder le cas général, il est nécessaire d’étudier sur
la surface Zap correspondant aux entiers A, n,, p, la famille des
courbes unicursales C sans points multiples et ne passant par
aucun point double de la surface.

En dehors de l'unicursale singuliére C,, loute courbe algé-
brique de la surface 2a s’obtient en égalant & zéro une fonction
8(u, ¢) répondant au tableau de périodes (Ta), paire ou im-
paire (2). Si la courbe ne passe par aucun point double de la sur-

(*) Pour pouvoir énoncer ce théoréme, il était nécessaire de vérifier que la con-
dition (L) est indécomposable.
(?) Nous supposons ici que les périodes g, h, g' ne sont pas singuliéres, c’est-
d-dire ne satisfont pas 2 une relation de la forme
Ag+Bh+Cg' +D(h—gg')+ E=o,

4 coefficients entiers.
XXXV. 5
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face, celle fonction est nécessairement d’ordre 2v, de caracté-
ristique nulle et paire; elle peut d’ailleurs s’anouler pour la
demi-période u = 0, v =0, soit 2p I'ordre de multiplicité de ce
zéro. Le genre de la courbe 6(u, ¢v)= o, supposée sans point mul-
tiple, est égal a

24vi+4-1 — p2.
De la résulte que la surface posséde une infinité d’unicursales
Cr liées aux solutions de I’équation de Pell

(E") pt—aAvt=1,

que nous avons déja rencontrée.
Le degré de la courbe Cx qui correspond a la k™ solution de
P’équation de Pell a pour expression

4(ARyVE— PyPk).

Cette valeur s'exprime plus simplement en fouction de la kléme
solution de I'équation fondamentale

(E) Ant—opt=1.
in effel les formules de la substitution S résolues par rapport
a ny et px donnent
Rg= Rypr— 2Py Vi,

Pr=—p1pi+ Anyvg.

Le degré de la courbe Cy est donc 4 pi. 1l croit avec 'indice; la
courbe de degré minimum C, est de degré 4p,, de méme que
P'unicursale singuliére C,.

L’entier 4p, a donc une signification géométrique simple :
il représente le degré minimum des unicursales C de la sur-

JSace.

De la résulte que deux surfaces Za, Za- correspondant a deux
entiers p,, p, différents sont distinctes. Ce raisonnement tombe
en délaut lorsque p, = p|, en sorte que

2pl+1=An}=A"n},

car les unicursales Cy et G; appartenant a ces deux surfaces el de
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méme indice sont de méme degré. Dans ce cas, on s’assure que les
surfaces sont distinctes par la considération d’une autre famille de
courbes : par exemple la famille linéaire définte par les fonclions
théta d’ordre deuz, de caractéristique nulle, et paires.

Nous énoncerons enfin le théoréme suivant relatif aux unicur-
sales C, et qui se déduit aisément de leur équation hyperelliptique :

Les courbes Cq et G, forment Uintersection compléte de la
surface I par une surface algébrique d’ordre 2p,; plus géné-
ralement on peut faire passer par la courbe Cx une surface

algébrique ayant avec la surface T un contact d’ordre (% — I)
1

le long de U'unicursale singuliére C,, et ne la coupant pas en
dehors des courbes G, et Ci.

VI.

16. Les considérations précédentes permettent d’établir un lien
entre 'équation An? — 2 p3 =1 et Péquation algébrique

SJo(a,b,e,d)=o,

qui exprime que la surface du quatri¢éme ordre & quinze points
doubles de paramétres a, b, c, d posséde une unicursale d’ordre
4 p (sans points multiples et ne passant par aucun point double de
la surface).

Soit p un entier quelconque : décomposons le nombre 2 p*+ 1
de toutes les maniéres possibles en un produit de deux facteurs
dont I'un soit carré parfait,

2pt+1=An'=A'n"t=...

1)

et considérons les surfaces hyperelliptiques Za, Za, ...
Remarquons tout d’abord que, dans le cas oi 2 p? 41 est carré
parfait, on ne doit pas considérer la décomposition A=,
n=y/2p*+1, & laquelle ne correspond pas de surface. Au con-
traire, on doit considérer la décomposition A=2p34-1,n=1,4
laquelle correspond la surface Z;p1y,.
Ceci posé, nous distinguerons les décompositions en deux
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classes, suivant que n et p forment ou non la plus petite solution
de I’équation An? — 2 p?=1.

Dans ce dernier cas, soit & le rang de la solution n, p, et soit
ny, py la plus petite solution. D’aprés les résultats du paragraphe V,
la surface 5 qui correspond aux entiers A, ny, p, posséde une
unicursale C de degré 4p, a savoir celle d'indice k. L’équation
JSp(a, b, ¢, d)=o renfermera donc en facteur le premier membre
de I’équation f, = o, qui caractérise la surface Za.

Supposons que l'on ait formé toutes les équations f, = o,
SJa=o, ..., jusqu’d fp_y=o. Parmi les polynomes fx(n << p), on
peul prévoir a priori ceux que contiendra en facteur I’équation
JSp= o et, par des opérations rationnelles, on débarrassera I’équa-
tion f,= o0 de ces facteurs.

Il reste donc a étudier les décompositions An? de la premiére
classe. A chacune d’clles correspond une surface Zp possédant
deux unicursales C,, C, d’ordre 4p el n’en possédant pas de degré
moindre. L'équation f,(a, b, ¢, d)=o proprement dite se décom-
posera donc en autant d’équations qu’il y a de décompositions An?
de premiére classe.

17. Voici deux remarques qui permettront dans la plupart des
cas de reconnaitre de suite a quelle classe appartient une décom-
position donnée 2 p2? + 1 = An?.

La deuxiéme solution n,, p, de’équation (E) se calcule aisément
en fonction de n,, p, par les formules S :

ny=n,(8p}+1),
Pr=p1(8p}+3).

Dés lors p, ne peut étre un nombre premier que si p,=1, et
d’ailleurs il en serait de méme de tous les nombres px qui con-
tiennent p, en facteur : donc, si p est un nombre premier différent
de onse, loutes les décompositions An? seront de la premiére
classe.

D’autre parl n, peut se mettre sous la forme

ny=n,(4an}—3);

or
ny21;
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donc, si k est différent de 1,

ni24A —3.

Dés lors, si n << 4A — 3, on est assuré que n, p est la plus petite
solution de I'équation (E), c’est-a-dire que la décomposition An?
est de premiére classe.

18. 1I résulte de I'étude que nous avons faite des unicursales C
tracées sur la surface Zp qu’il n’existe pas d’autre surface de la
famille étudiée qui posséde une unicursale d'ordre 4 p (sans poiots
multiples et ne passant par aucun point double) en dehors de
celles que nous venons de considérer. Mais I'analyse précédente
ne prouve pas que I'équation f, = o0 ne renferme pas d'autres fac-
leurs étrangers correspondant par exemple a des surfaces qui ne
seraient pas hyperelliptiques.

Quoi qu'il en soit, nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Il existe autant de tyves de surfaces hyperelliptiques du
quatriéme ordre & quinze points doubles possédant une uni-
cursale d’ordre 4p (sans points multiples et ne passant par
aucun point double) que le nombre 2 p*+ 1 admet de diviseurs
carrés. Dans cet énoncé on doit comprendre le diviseur 1, mais

.« . DT 0y P v
non le diviseur 2 p*+ 1 au cas ot 2 p*+1 est un carré.

Sous une autre forme :

L’équation algébrique qui exprime qu’une surface du qua-
triéme ordre & quinze points doubles posséde une unicursale
d’ordre 4p se décompose en autant de facteurs, au moins, que
le nombre 2 p*+ 1 posséde de diviseurs carrés (y compris 1 et

non compris \J2p*—+1).
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SUR LES SURFACES DU TROISIEME ET DU QUATRIEME ORDRE
QUI ADMETTENT POUR LIGNE ASYMPTOTIQUE
UNE COURBE DE QUATRIEME ORDRE ET DE QUATRIEME CLASSE;

Pax M. Cua. Biocse.

1. La détermination du nombre des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'une surface contienne une courbe donnée est
dans le cas général un probléme délicat. Il en est de méme, évi-
demment, de la détermination du nombre des conditions néces-
saires et suffisantes pour qu’une courbe soit ligne asymptotique,
ou, autrement dit, ait, a la fois, ses points sur la surface et ses
plans osculateurs tangents a la surface. Cependant, on peut trai-
ter facilement le probléme dans quelques cas simples (*); il m’a
semblé que les résultats obtenus dans des cas particuliers d’un
probléme généralement difficile pouvaient présenter quelque in-
térét.

Je considére ici le cas ou la courbe est de quatriéme ordre et de
quatriéme classe. Je rappellerai qu’il y a deux sortes de courbes a
distinguer (2); les unes sont les transformées homographiques de
la biquadratique

X_Y z_T
PUR TR W
dont le plan osculateur a pour équation
X —622Y 4 8MZ—3AT =o;

les autres sont les transformées homographiques de la quartique
a sécantes triples

dont le plan osculateur a pour équation

X —2AY +2MZ — AT =o.

2. Surfaces du troisiéme ordre ayant pour ligne asympto-

(") J'ai déja étudié le cas ou la courbe donnée est une cubique gauche dans
deux Mémoires (Bull. Soc. math., t. XXVI, 1898 et t. XXVII, 18gg).
(?) Voir Bull. Soc. math., t. XXXIlI, 1905, p. 18, -
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tigue une biguadratique de quatriéme classe. — 1l est facile de
voir que les points d’intersection d’une biquadratique avec une
surface algébrique d’ordre quelconque ne sont pas indépendants.
En particulier, toutes les surfaces du troisiéme ordre qui passent
par 11 points d’une pareille courbe ont en commun un 12° point,
I’équation qui donne les A des points d’intersection n’ayant pas de
terme du onzi¢me degré.

Il suffit donc d’écrire que la surface passe par un point indé-
pendant des 11 premiers pour qu’elle contienne 13 points, ct,
par suite, tous les points de la courbe. On a donc, dans I’équation
générale des surfaces du troisi¢éme ordre qui contiennent la courbe,
12 paramétres de moins que dans I’équation générale du troi-
siéme ordre. Il est lacile de vérifier que la premiére équstion peut
s'écrire

F(X,Y,Z,T)=(Y*—XT)(AX + BY + CZ + DT)
+(Z*—YT)(A'X+BY+CZ+DT)=o.

Pour exprimer que le plan osculateur i la biquadratique est
tangent i la surface il suffit, comme ce plan contient déja la tan-
gente a la courbe, d’écrire qu’il coupe une aréte du Létraddre de
référence au méme point que le plan osculateur, on aainsiI’équa-
tion

FeO8 084, 1) _ Fy (04221, n.
1 6A2

Cette équation est du sixiéme degré en A. Donc il y a 6 plans os-
culateurs qui toucheont la surface en leurs points de contact avec
la courbe; I'équation n’ayant pas de terme en ) ces points ne sont
pas indépendants; il y a donc 6 conditions seulement a exprimer
pour que la courbe soit ligne asymptotique; on obticnt alors,
comme équation générale des surfaces cherchées,

a(Y? 4+ XYT — 4XZ2) 4+ B(4YZ? — 5Y2T + XT?) = o.

On a en évidence dans cetle équation deux surfaces du qua-
triéme ordre, qui se conservent par loute transformation homo-
graphique conservant la biquadratique. Ces surfaces se coupent
suivant la biquadratique, le long de laquelle elles se touchent et
suivant la droite X =Y =o.
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- 3. Surfaces du quatriéme ordre ayant pour asymptotique
une biquadratique de quatriécme classe. — 11 suffit de 16 con-
ditions pour que la surface du quatriéme ordre contienne une bi-
quadratique de quatriéme classe; il reste alors, dans I'équation
d’une pareille surface, 19 termes et 'on peut I'écrire

[(Z*—YT)(AX?+A’Y2++A"Z?+2BYZ +2B'ZX
+2B XY +2CXT+2C YT +2C ZT + DT?)
+(Y2—=XT)[A, X2+ A} Y2 4+2B,YZ+2B, ZX
+2B}XY+2CXT+2C,YT+2C{ZT+D, T*] = o.

On a en évidence, dans cette équation, oulre les premiers
membres des équations de deux quadriques simples contenant la
biquadratique, ceux qui correspondent a deux autres quadriques,
les premiers membres des équations de ces derniéres contenant
I'un 10 termes, I'autre g seulement, car on peut ne pas y écrire de
terme en 72,

Si I'on forme, en opérant comme précédemment, I'équation qui
donne les points ou les plans osculateurs sont tangents a la sur-
face, on obtient une équation du 10° degré. Il y a donc 10 plans
osculateurs langents a la surface; mais, ces plans n’étant pas in-
dépendants, il suffit encore de 10 équations de condition pour
exprimer que lous les plans sont tangents a la surface. Il reste
donc g termes seulement dans I'équation que I'on peut écrire, en
metlant en évidence les deux surfaces particuli¢res du troisiéme
ordre, oblenues au paragraphe précédent,

(Y34+3XYT —4XZ?)(AX+BY+CZ +DT)
+(4Y22 - 5Y: T+ XT?)(A'X+B'Y+CZ+D'T)+K(Z*—YT)? = o.

4. Surfaces du troisiéme ordre ayant pour ligne asympto-
tiqgue une quartique a sécantes triples. — Les points d’inter-
section d’une telle courbe avec une surface sont indépendants; il
y a donc 13 équations de condition & écrire pour exprimer qu’une
surface du troisiéme ordre contient la courbe; I'équation de cette
surface peut s’écrire

A(X?Z —Y3) + B(XZ2— Y2 T) + C(YT: — Z3)
+(XT —YZ)(2 X+ BY+YZ + 8T) =o0;

I'équation qui détermine les points de contact des plans oscula-
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teurs tangents a la surface est

AN+ a8+ BAV+yA2 + 80+ C =,

Il y a donc 6 plans osculateurs tangents & la surface, mais I'é-
quation n’ayant pas de lerme en A® ces plans ne sont pas indé-
pendants. Il en résulte qu'il suffit, pour exprimer que la ligne est
asymplotique, d’écrire 6 équations de condition. On voit immé-
diatement que 1’équation de la surface est

XZ: — Y:T =o.

Il n’y a donc qu’une surface dn troisiéme ordre admettant comme
asymptolique une quartique de quatriéme classe a sécantes triples,
c’est lasurface réglée & directrices distincles. On savail bien qu’une
pareille surface avait ses lignes asymptoliques du quatriéme ordre
et de guatri¢me classe, avec des sécantes triples; on voit que c’est
la seule catégorie de surfaces du troisi¢me ordre admettant une
ligne asymptotique de cette nature.

5. Surfaces du quatriéme ordre ayant pour ligne asympto-
tique une quartique de quatriéme classe & sécantes triples. —
On a 17 équations de condition 2 écrire pour exprimer qu’'une
surface du quatriéme ordre contient la courbe; il reste donc dans
I'équation de la surface 18 termes. L'équation qui donne les X des
points ou le plan osculateur est tangent 4 la surface est du dixi¢me
degré; cette équation est compléte et il n’existe aucune relation
entre coefficients de termes de degrés différents, de sorte que les
plans sont indépendants, tandis qu’il n’en était pas de méme
dans les autres cas traités déja. On a alors 11 conditions nouvelles
4 exprimer pour que la courbe soit asymptotique, et il reste
7 termes dans I'équation qui peut s’écrire :

(X!Z—Y3T)(AX + BY+ CZ + DT) + «(YZ — XT)?
+B(Y'—2aX!YZ + X3T) + y(Z* — 2 YZT? + XT3) = 0.

On a en évidence dans 'équation une surlace particuliére se dé-
composant en un plan et une surface réglée du troisiéme ordre,
un systéme de deux quartiques confondues, et deux surfaces du
quatri¢me ordre proprement dites.

Les équations de ces dernié¢res se déduisent 'une de I'autre en
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remplagant X, Y, Z, T par T, Z, Y, X. Ce sont des surfaces réglées
ayant chacune pour directrice triple la tangente a la ligne asymp-
totique, en un de ses points d'inflexion linéaire. Les génératrices
de chacune de ces surfaces appartiennent a une congruence linéaire
ayant ses directrices confondues (').

6. Points doubles des surfaces. — Les surfaces passant par
une courbe algébrique et ayant cette courbe comme asymptotique
possédent des points doubles situés sur la courbe. C'est une pro-
priété générale que j'ai déja eu occasion de signaler dans le cas
ot la courbe est une cubique gauche (2).

Il suffit, pour le voir, de remarquer que les dérivées partielles
du premier membre de I'équation de la surlace, qui sont les coef-
ficients de I'équation du plan langent, sont proportionnelles aux
coefficients de ’équation du plan osculateur. Or le coellicient
de X dans cette équation étant 1, le coefficient de proportionnalité
est F,. Donc on aura des points doubles donnés par

FLO%, M, A 1) =0
dans le cas de la biquadratique, et par
FL(A%, B3, N\, 1) =0

dans le cas de I'autre courbe. Il est facile de reconnaitre que la
premiére équation est du huitiéme degré en ) et la seconde du
sixiéme.

On voil ainsi que, bien que les courbes soient du méme ordre
et de la méme classe, les degrés des équations déterminant les
points doubles ne sont pas les mémes.

Jajouterai que les équations peuvent avoir des racines mul-
tiples, et que, par suite, plusieurs points doubles peuvent se con-
fondre. Ce fait se produit sans que I'ordre de multiplicité des
points augmente, en général. Ordinairement il y a seulement dé-
composition du coéne des langentes. Des fails analogues se produi-
saient quand la ligne asymptolique était une cubique gauche.

(') VYoir Bull, Soc. math., t. XIX, p. 120,
(?) Voir Bull. Soc. math., 1. XXVI, 18¢8, p. 226.
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SUR LE GROUPE DES EQUATIONS TRINOMES;

Par M. T. LaLEsco.

1. Toute équation trinome peut étre réduite a la forme

(1) zh— kazx +a =o,
n—1
oii @ désigne un paramétre arbitraire et k la constante n:(n—1) " .

Je me propose de démontrer que le groupe de Galois de cette
équation, si son degré est premier, est le groupe symétrique.

En effet, les seules racines en a de son discriminant sont o et 1;
si donc on envisage les racines de (1) comme fonctions de a, autour
de 'origine elles formeront un seul cycle et autour du pointa =1
il y en a seulement deux qui se permutent, puisque la dérivée
seconde de (1) ne s’annule plus pour z 7 o.

Le groupe de monodromic de (1) est donc d’abord transitif a
cause du cycle de n racines; il contient d’ailleurs une transposition
provenant de la permutation de deux racines autour du point a=1.
D’aprés un théoréme bien connu, ce groupe est donc ou imprimitif
ou bien identique au groupe symétrique; comme n est premier, la
seconde hypothése est la seule admissible.

Dés lors, le groupe de Galois de I'équation (1), admettant le
groupe de monodromie comme sous-groupe invariant, se con-
fondra lui aussi avec le groupe symétrique.

2. D’aprés un théoréme de M. D. Hilbert, il existe dans ce cas
une infinité de valeurs rationnelles du paramétre a pour lesquelles
le groupe de I’équation (1) sera toujours le groupe symétrique. Par
conséquent une équation trinome, en général, sera sans affect.

Voici d'ailleurs une démonstration trés simple de I'important
théoréme de M. Hilbert, que nous venons de rappeler.

Soit # un élément primitif du corps de I'équation (1) et soient
Uy, U, ..., uy ses valeurs conjuguées; par définition, deux quel-
conques de ces expressions ue peuvent pas étre identiquement
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égales ('). Par conséquent, il existera une infinité de valeurs
rationnelles du paramétre a telles que les valeurs numériques
correspondantes des éléments u; soient toutes différentes entre
elles, ce qui suffit pour démontrer la proposition.

CONSTRUCTION DES RAYONS DE COURBURE D'UNE CLASSE
DE COURBES ET DE SURFACES;

Par M. A. PeLLET.

1. Par un point T pris sur la tangente en M a une conique,
menons une perpendiculaire sur la polaire de ce point T, et soit N
sa rencontre avec la normale en M ; par les points T et N, menons
des perpendiculaires sur la tangente et la normale et soit t le point
de rencontre de ces perpendiculaires; le lieu du point 7 lorsque T
se déplace sur la tangente en M est ane droite qui passe par le
centrc de courbure en M, par le péle de la normale MN, et coupe
4 angle droit la symétrique du diamétre de la conique qui passe
en M. Nous appellerons ce lieu du point t, pour abréger, are de
déviation de la conique au point M. En un point M d’une courbe
quelconque, les coniques ayant un contact du troisiéme ordre avec
la courbe ont méme axe de déviation, qui par suite peut étre dési-
gné par les mots axe de déviation de la courbe en M. En un point
de rencontre de deux coniques homofocales, les axes de dévia-
tion de deux coniques coincident. Plus généralement, soit M un
point d’une quadrique : le plan tangent en M coupe les deux qua-
driques homofocales passant en M suivant deux coniques qui ont
le méme axe de déviation, lequel n’est autre que la polaire de la
normale en M 4 la premiére quadrique par rapport a cette qua-
drique. En effet, menons par cetle normale un plan quelconque;
le lieu des péles de ce plan par rapport aux quadriques homo-
focales est une droite qui lui est perpendiculaire, se trouve
dans le plan tangent en M et rencontre les normales des qua-

(') Elles ne sont donc égales que pour un nombre fini de valeurs de a, racines
d'un certsin nombre d’équations algébriques en a.



—_1 —

driques homofocales passant par M en deux points d’od V'on déduit
un point £ appartenant i la fois aux deux axes de déviation.

2. Soit

=% a, r? +
ry=i3 6

I'équation d’une courbe rapportée & une tangente et la normale

correspondante. a, est égale a %- L’équation du diamétre de la

courbe a I'origine est

'

ar+ L y=o;
327 =%

el celle de 'axe de déviation

’

a
ay + 5;1‘:!.

La normale a4 I'axe de déviation menée par 'origine va couper
le rayon de courbure de la développée au tiers de sa longueur,

comptée & partir du point de conlact avec la normale z =o, y = -:;.

Pour une courbe normale,

ceey

’ !
a' y? aj y3
z=2X 1Y ;
2 6

ayant méme axe de déviation, on aura

’

aa' = =

| |
|8

3. Prenons un triangle de référence ABC; et soient X,, Y,, Z,
les coordonnées d’un point M, AX + BY + CZ = o I'équation
d’une droite passant par ce point M, MT.

Les courbes

o) Axo(xlo)"'-*- BY, (%)'"-.- Czo(zz—o)"'=o,

o TR

passent par le point M et sont langentes 3 MT; rapportons ces
courbes a leurs coordonnées normales en M, la droite MT, et la
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perpendiculaire menée par M a cette droite, axes des z et des y,
il vient

y= (I—zm)az.g_,_ ('—m)(‘;'m+al')z"+.--;

I’équation de la courbe (2) correspond & m = o.
L’axe de déviation de ces courbes au point M a pour équation
(r—m)ay + w?i—:—a"x =1.

Ainsi, lorsque m varie, I'axe de déviation passe par un point
fixe, et, pour construire I'axe de déviation d’une de ces courbes, il
suffit de connaitre les axes de déviation des courbes correspondant
a deux valeurs de m.

Or, pour m = 2, I’équation (1) représente une conique conju-
guée au triangle ABC. Soient a, b, c les points de rencontre de
BC, CA, AB avec MT; a est le pole de MA, b celui de MB et ¢ de
MC. On en déduit trois points de I'axe de déviation de cette
conique au point M.

Pour m =—1, I'équation (1) représente une conique circon-
scrite au triangle ABC; a est le pdle de la droite joignant M au
conjugué harmonique de a par rapport aux points B et C; b celui
de la droite joignant M au conjugué harmonique de & par rapport
aux points B et C; ¢ celui de la droite joignant M au conjugué

harmonique de ¢ par rapport aux points A et B. Pour m = i, '

I’équation (1) représente une conique inscrite au triangle ABC;
etl'on peut construire les péles des droites MA, MB, MC. Le péle
de la droite AM, par exemple, est a l'intersection de la droite
conjuguée harmonique de AM par rapport aux droites AB, AC

.. 1
avec MT. Ainsi, pour m=2, m=—1 et m= -, on peul con-

struire les axes de déviation des coniques correspondantes et I'on
en déduira I'axe de déviation de la courbe (1) pour les autres
valeurs de m.

4. L’enveloppe des polaires d'un point fixe P pris sur la droite
AX + BY + CZ =0 par rapporl aux coniques conjuguées au
triangle ABC et tangentes a cetle droite est la conique inscrite au



— 79 —

triangle ABC et langente a cette droite AX + BY +~ CZ =0 au
point P.
L’équation de ces coniques est, en elfet,

X Y? YA
A-x—o-f-BY;-l-Cz; =0,

X, Yo, Z, étant reliées par la relation
AXo+ BYy+ CZy = o.

La polaire du poiut P, X, Y,, Z, étant ses coordonnées, a pour
équation

A +B——+—C—-=0,

XX YWY 7z
xo Yo Zo

et I'enveloppe de cette droite lorsqu’on fait varier X,, Y,, Z,
AVX,X+ByYY,Y+CVZZ=o,

conique qui passe par le point X,, Y,, Z, si ce point est situé sur

la droite AX 4+ BY 4+ CZ =o.

Une conique est conjuguée par rapport au triangle formé par
ses deux axes et la droite de I'infini; on en déduit que I'axe de
déviation d’une conique en un point M est la polaire de ce point
par rapport a la parabole inscrite dans le quadrilatére formé par
les deux axes de la conique, Ja tangente et la normale en M. Les
axes des coniques ayant un contact du troisiéme ordre avec une

courbe en un point M de cette courbe sont tangeunts a une méme
parabole.

8. Soit ABCD un tétraédre de référence, X,, Yo, Zo, Ty un
point P du plan

(1) AX+BY+ CZ + DT = o,

les surfaces
X \m Y\m Z\m T \m
@ A% () "+ BY(3;) "+t (7)) "+ 0T () "=,

g (®)"&®)" (@) " Ew)"-

sont tangentes au plan (1) au point X,, Y,, Zg, Ty. Si on les rap-



— 80 —

porte a4 une perpendiculaire en ce point & ce plan, axe des 3, et
a deux droites rectangulaires situées dans ce plan, il vient

s = l—2mu’+ (t—m)(2—m)

+ (1—m)(2—m)...(n—m)
1.2...10

Uy, Usy .. yy Un, ... élant des fonclions homogeénes de z, y, 3, in-
dépendantes de m. Ces surfaces ont donc mémes directions
asymptotiques en P, et les rayons de courbure d’une section plane
sont inversement proportionnels ar—m.

Or, pour m = 2, I'équation (2) représente une quadrique con-
juguée au tétraedre ABCD. Les faces de ce tétraédre coupent le
plan (1) suivant un quadrilatére; les droites joignant le point P
aux sommets opposés de ce quadrilatére forment trois couples de
droites en involution ; les directions asymptotiques des sur-
faces (2) et (3) sont les rayons doubles de cette involution, PI et
PI,. Menons dans le plan (1) une droite PJ; elle coupe les faces
du tétraédre BCD, CDA, DAB, ABC aux points a, b, ¢, d, dont

on peut construire les plans polaires par rapport 4 la quadrique

AX, (X’E,)"" BY, (-Y’%)'-o- Cz, (z%)"*‘ DT, (%)’ =o.

Le plan polaire de «, par exemple, est le plan mené par les
droites PJ, et PA, PJ, éiant la conjuguée harmonique de PJ par
rapport aux directions asymptotiques PI, PI,.

Menouos par PJ un plan quelconque; il coupe la quadrique (2)
suivant une conique et les plans polaires de a, b, ¢, d suivant des
droites qui sont les polaires de ces points par rapport 3 la conique.
On en déduira quatre points de I'axe de déviation de la conique
en P.
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SUR LES SERIES ENTIERES ET LES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES;

Par M. E. Goursar.

1. Etant donnée une équation différenticlle du premier ordre
d
(1) & =f@ )

ou le second membre est une fonction holomorphe des variables z
et » dans le domaine D défini par les conditions

lz|fa, |y|20,

et dont le module ne dépasse pas un nombre positif M dans ce
domaine D, on sait,que l'intégrale de I’équation (1) qui prend la
valeur ¥ = o pour z = o est holomorphe a I'intérieur d’'un cercle
décrit de l'origine pour centre, dont le rayon est au moins égal an

. b . , .
plus petit des deux nombres a et R C’est 1a un résultal aujour-

d’hui classique, qui se déduit aisément de la premiére méthode de
Cauchy, ainsi que dc la méthode des approximations successives
de M. Picard.

Il parait difficile d’avoir unc limite plus avantagcuse pour le
rayon du domaine ot 'intégrale est holomorphe, si 'on ne posséde
pas sur la fonction f(z, y) d’autres renseignements que ceux qui
figurent dans I’énoncé que je viens de rappeler. Mais, si I'on
connait le domaine de convergence de la série entiére f(z, ), on
peut énoncer un résultat plus précis, qui donne dans tous les cas
le moyen d’avoir la limite la plus grande possible fournic par 'ap-
plication du théoréme précédent.

2. Nous rappellerons d’abord, en les précisant sur cerlains
points, les propositions principales relatives aux séries enticres a
plusieurs variables.

Soit

(2) zamnz""}'"

XXXV, (1}
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une série entiére en z ct y, a coelficients quelconques. D'aprés
un théoréme classique, si cette série est convergente pour & = z,,
¥ =0 (ou du moins si le module du terme général an,xy ¥4 reste
inférieur & un nombre fixe, quels que soient m et n), la série (2)
est absolument convcrgente pour tout systéme de valeurs de z et
de y tel que 'on ait a la fois

[zl <l|zol, |7 |<|Xol

Si 'on décrit de 'origine comme centre, dans les plans des z et
des y respectivement, deux cercles C et C' de rayon |z, | et | y,|
respectivement, la somme F(z, ) de la séric (2) est une fonction
holomorphe des variables z et y, lorsque la variable .v reste dans
le cercle C et la variable y dans le cercle C'. On se contente géné-
ralement d’établir ce résultat dans la plupart des Cours d’Analyse,
et d’étudier la fonction F(z, y) dans le domaine qui vient d'éire
défini. .

Pour avoir une idée plus précise du domaine de convergence de
la série (2), commengons par étudier la série des modules

(3) XAmnme", mn=lamnly X =lxl» Y=|}'Iy

et cherchons dans quelle partie de I'sngle XOY on doit prendre
le point de coordonnées (X, Y) pour que cette série (3) soit con-
vergente.

D’aprés le théoréme rappelé au début de ce paragraphe, si la
série (3) est convergente pour les coordonnées d’un point M pris
dans 'angle X OY, elle est aussi convergente en tout point pris &
I'intérieur ou sur les cotés du rectangle OPMQ, ayant deux cotés
sur OX et OY et dont le point M est un sommet. Au contraire,
si la série est divergente au point M, elle est forcément divergente
en tout point N pris dans 'angle P’MQ’ ou sur les cotés MP, MR'.
de cet angle; car, si la série était convergente au point N, clle le
serait @ fortiord au point M.

Cela posé, cousidérons une demi-droite indélinie OL dans I’angle
XOY, et un point m décrivant cette droite a partir de lorigine..
Les coordonnées de ce point m, et par suile tous les termes de la
séric (3), vont en croissant lorsque le point m s’éloigne de l'ori-
gine. Il y a done sur la droite OL un point séparatif M tel que la
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série (é) est convergente pour tout point du segment OM compris
entre l'origine et le point M, et divergente pour tout point de OL
au dela du point M ().

Comme cas particuliers, il peut arriver que le point M soit a
Parigine; les deux séries (3) et (2) sont alors divergentes saufl
pour z =y = o. Si le point M est rejeté a 'infini, la série (3) est
au conlraive absolument cenvergente, quels que soient z et y, et
représente une fonclion entiére des deux variables z et y.

Laissant de cdlé ces cas extrémes, sur chaque demi-droite
située dans I'angle XOY, nous avons ainsi un point M, dont la
distance a 'origine varie d’'une maniére continue avec le coefficient
angulaire X de cette droite. Soit en effet OL' une demi-droite
voisine de OL (fig. 1). La série (3) est convergente pour tout

Fig. 1.
Y P’ t
‘/.’
! + N
M B
]
e " ’
m R ¢

0 P

point du segment OM et par suite pour tout point du segment OR;
an contraire, cette série (3) est divergenle en tout point de la
demi-droite indéfinie ML et par suite en tout point de la demi-
droite indéfinie SL'. Le point séparatif M’ de la demi-droite OL'
est donc un point du segment RS, et par conséquent ce point M’
vient se confondre avec le point M lorsque OL' vient se confondre
avec OL. Il est a remarquer que la démonstration ne s’applique
plus aux axes eux-mémes OX et OY. Lorsque OL vient se con-

(') Si A cst le coefficient angulairc.de la droite OL. I'abscisse du point M est

linverse de la limite superieure pour n infini de l'expression "V,\")A, ol
n=p+q (LEMAIRE, Bulletin des Sciences mathématiques, 1906, p. 286). 11
serait intéressant d’étudier, au moins dans quclques cas simples, la fonction de A
ainsi définic.
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fondre avec OY, le point M nc tend pas forcément vers le point
séparalif situé sur OY, comme nous en verrons tout a I'heure un
exemple.

Le lieu décrit par le point M lorsque la demi-droite OL décrit
I’'angle XOY est donc une courbe continue T. 1l résulte de la
fagon méme dont on a obtenu cette courbe que, siz =R, y =R’
sont les coordonnées d’un point quelconque de I, la série (2) est
absolument convergente si U'on a a la fois

[z]<R, lyI<R,
et divergente si U’on a a la fois
IzI>R, |rI>R.

Les cercles C et (, de rayon R et R’, décrits de I'ovigine pour
centre dans les plans des variables z el y respectivement, con-
stituenL un systéme de cercles de convergence associés. A tout
point de la courbe T correspond un pareil systéme de cercles
associés.

D'une fagon générale, la série (2) est absolument convergente
pour un systéme de valeurs des variables z et y, si le point m de
coordonnées | x| et | | est intérieur & la courbe I', divergente si
ce point m est extérieur a T'. Il y a doute si le point m est surT.

L'ensemble des systémes de valeurs des variables complexes z
et y, tels que le point m de coordonnées |z | et | y| soit a I'inté-
vieur de I’ conslitue un continuum connexe D de P'espace a quatre
dimensions, & I'intériear duquel la série (2) est absolument con-
vergente, et la somme F(z, y) de cette série est une fonction
holomorphe des variables z et y dans ce domaine D.

3. Cette courbe séparatrice I' peut avoir des formes trés diverses,
suivant {a série considérée. Il résulte seulement du raisonnement
fait plus baut que Fordonnée d’un point de cetle courbe ne peut
augmenter lorsque I'abscisse augmente et inversement. Pour voir
ce qui arrive lorsque OL tend vers O X, il suffit de remarquer que
I'abscisse du point M ne peut décroitre et que I'ordonnée de ce
point ne peut augmenter; y tend donc vers une limite finie, tandis
que z peut tendre vers une limite ou augmenter indéfiniment. La
courbe I' peut donc uboutir & un point de OX, ou avoir une
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asymptote paralltle 8 OX, qui peut étre I'axe lui-méme. Il est clair
que Lout cela s’applique aussi a I'axe OY. Nous allons donner
quelques exemples.

1° La série double

LR =

est convergente si 'on a a la fois

[z]<a, |yI<$,

etdaos ce cas seulement. La courbe T est formée ici des deux cdiés
d'un rectangle paralléle aux axes. On prend généralement une
fonction majorante de ce type dans les démonstrations du calcul
des limites, mais il y aurail souvent avantage & prendre des majo-
rantes appartenant a des types différents.

2° La série double

ZM(m-o—n)! .3-)'" rY\* _ M
m!n! \a 6] (z
_m,n - -
n’est absolument convergente que si I'on a

x
a

z
b

<1.

La courbe T est ici le segment de la droite

X X,
a b ’
compris entre les axes OX, OY.
3° La série double Zam,z™ y", ot I'on a amm=1, €t @Gmm=o0
(pour m>£ n), n’est convergente que sil'ona |zy|<<1.LacourbeT
est une branche d’hyperbole asymptote aux deux axes.

4° La série
4 x\m X n
2n(2)"(5)"
ou les indices m et n varient de un & 4 o, est encore divergente

st l'on a |z|>a ou |y|>0b. La courbe T se compose donc,
comme dans le second exemple, des deux cétés d’un carré, et
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cependant la série est aussi convergente pour =0 ou pour y =o.
Lorsque la demi-droite OL tend vers OX, le point M de OL tend
vers le point d’abscisse a sur O X, tandis que le point séparatif sur
I'axe est rejeté a infini.

4. Reprenons I'équation différentielle

d
(l) j:—,=f(1'y}’),

et soit T la courbe que nous venons de définir relalivement a la
série enticre

S037= S amnyn

La fonction f(z, 5} est holomorphe dans le domaine D correspon-
dant, et nous supposerons que | f(z,y)| ne dépasse jamais un
nombre positif M dans ce domaine. On peut toujours satisfaire a
celte condition en remplacant au besoin la courbe I par une courbe
homothétique I” relativement & I'origine, et infiniment voisine
derT.

Soit Nun point de T' de coordonnées (a, b). La fonction f(z, y)
estholomorphe lorsque 'onaala fois |z | < a, | y | < b, et,d’aprés
le résultat classique rappelé au début de cet article, U'intégrale de
Péquation (1), qui est nulle pour £ = o, est certamement holo-
morphe dans un cercle de rayon /i, h étant le plus petit des deux
irombres

b NP
a = 0P, M=

Pour avoir la valeur de 4 la plus grande possible, il faut choisir

le point N sur I' de facon que le plus petit des deux nombres OP

NP . .
et 31 soit le plus grand possible. .

Il suffit pour cela de prendre le point d’intersection de la
courbe I avec la demi-droite OL de coefficient angulaire M.
En effet, si le point N est sur cette droite,on a NP =M < OP, ou

NP
OP:—M--

Pour un point N’ de I'a droite du point N (fig. 2), ona OP'>OP,



— 87 —

maits
N'P’ mpP

Pour un point N’ de I' & gauche de N, I'abscisse au contraire est
inférieure 3 OP.
En définitive, I'intégrale de I'équation (1), qui est nulle pour

Fig. 2.
Y
L
B
N*
N
m, N
(/] p P P A x

Z = o, est holomorphe dans un cercle décrit de l'origine pour
centre, dont le rayon est au moins égal & U’abscisse du point
d’intersection de la courbe T avec la droite Y = MX.

Lorsque la courbe I' se réduit aux deux cdtés du reclangle
formé par les axes et les deux droites X = a, Y = 0, on retrouve
bien la limite ordinaire.

3. Les considérations développées plus haut s’étendent évidem-
ment aux séries enliéres & un nombre quelconque de variables.
Prenons en particulicr une séric entiére a trois variables

(%) zamnp-z""}’"z"y
et soit
(3) DAy X Ynlp

la série des modules correspondante. Sur chaque demi-droite OL
située dans le triedre OXYZ, il existe un point M séparant les
points pour lesquels la série (5) est convergente des points pour
lesquels elle est divergente. Le lieu de ce point M est une surface ¥
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située dans le triedre OXYZ, qui peut avoir des formes trés
variées, mais qui salisfait loujours a la condition suivante : si
(a, b, c) sont les coordonnées d’un point de Z, tous les points
intérieurs au parallélépipéde formé par les 6 plans

X =o, X=a, Y=o, Y=6, Z=o, Z=c,

sont aussi intérieurs & .

La série (4) est absolument convergente pour un systéme de
valeurs z, ¥, 5 des variables, si le point de coordonnées |z |, | ¥ |,
| 5] est intérieur a la surface I, ct divergente si ce point est & 'in-
térieur de E. L'ensemble des systémes de valeurs de (z, y, s) tels
que le point de coordonnées |z |, | |, | 5| soit intérieur & 2, con-
stitue un domaine D ol la somme F(z, y, 5) de la série (4) est
une fonction holomorphe dc ces variables, et a chaque point de £
on peut encore faive correspondre un systéme de trois cercles de
convergence associés.

Si I'on a une seconde série entiére

(6) Ebmnp-‘l‘”'.}"'z",

il lui correspond une surface de séparation ¥, généralement diffé-
rente de 2. Toute demi-droite OL, située dans le triedre OXYZ,
rencontre T en un point M et 2’ en un point M. Celui de ces deux
points qui est le plus rapproché décrit une surface S, d’une forme
analogue a celle des surfaces = et ¥'; si R et R’ sont deux points
de S, les trois coordonnées de R’ ne peuvent étre a la fois plus
grandes ou plus petites que les coordonnées de R. L'ensemble des
systémes de valeurs des variables z, y, 5 tels que le point de
coordonnées |z|, |y |, | 5| soit du méme cdlé que l'origine par
rapport a S, constitue un domaine D, a l'intérieur duquel les
sommes des deux séries

F(z, y,2)= zamnpxm.}'” 3!,
d(z,y,3)= me,.,,.p'"y"zl'

sont des fonctions régulicres de x, y, 5. Nous supposcrons de plus
que ces fonctions sont finics sur la fronticre de ce domaine, et
nous désignerons par M et N des limites supéricures de |F| et
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de | @ | respectivement. On peut toujours satisfaire a cette derniére
condition en remplagant, si c’est nécessaire, la surface S par une
surface infiniment voisine.

Cela étant, considérons le systéme d’équations différentielles

(7) %’:F(z’}'")’ :—:=¢(1‘1y7‘)7

et soient (a, b, c) les coordonnées d’un point R de la surface S.
On voit aisément, en reprenant la méthode des approximations
successives, que les intégrales du systéme (7) qui s’annulent pour
z = o sont holomorphes a 'intérieur d’un cercle de centre z = o,
dont le rayon est au moins égal au plus petit des trois nombres

b c

M’ N

a,

Pour avoir la limite la plus grande possible, on doit prendre
pour R le point d’intersection de la surface S avec la droite
représentée par les équations

Y = MX, Z==NX.
En effet, si a, b, c sont les coordonnées de ce point, on a les
égalités
= h;

=
]
Zo

soient @', &/, ¢’ les coordonnées d’un autre point R’ de S; on ne
peut avoir a la fois

a'> a, > bs ¢'>c,
. b
. ’ (] v .
et par conséquent le plus petit des nombres @', &> % ne peut étre

supérieur a h.

6. La régle précédente peut étre étendue aux fonctions non
analytiques. Bornons-nous, pour fixer les idées, au cas d’une équa-
tion unique du premier ordre

(8) % = f(z,y);

la fonction f(z, y) est supposée continue & l'intérieur d’'un
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contour C formé d’un arc de courbe I' dans I'angle x Oy, joignant
un point A de Oz & un point B de Oy, et des segments OA, OB,
ct satisfait dans ce domaine a la condition de Lipschitz, c’est-
a-dire qu’il existe un nombre positif K tel que I'on ait

(20" )= flz, YIS K|y —y"),

(z,y') et (z,y") désignant les coordonnées de deux points quel-
conques pris i l'intérieur on sur le contour de C. La courbe I
peut avoir une forme quelconque; mais, comme on peut toujours
la remplacer par une courbe I intérieure & T, nous supposerons
que les coordonnées d’'un point de I' ne peuvent croitre ou diminuer
en méme temps. Cela posé, soient M la limite supérieure de
|f(z, ¥)| dans le domaine précédent, et & l'abscisse du point de
rencontre de I'arc de courbe I"avec la droite y = Mz. L'intégrale
de Uéquation (8) qui se réduit a séro pour x = o est certaine-
ment continue lorsque x varie de o a h.

On sait que M. E. Lindelof a indiqué une autre expression de
I'intervalle ou cette intégrale est certainement coantinue (Journal
de Mathématiques, 1894). Soient (a, b) les coordonnées d’un
point de l'arc I' et M, le maximum de | f(x, 0)| lorsque x varie
de o a a; M, est une fonction ¢(a) de 'abscisse @ qui ne peut
diminuer lorsque @ augmente et qui est au plus égale a M. D’aprés
M. E. Lindelof, l'intégrale de I'équation (8), qui s’annule pour
Z = o, est certainement continue dans l'intervalle (o, 2), p dési-
gnant Je plus petit des deux nombres

a et ~lo <1+-K—b>.
K °8 M,

Soit N le point de I'arc I' pour lequel les deux nombres précé-
dents sont égaux,

=1 Kby,
a= K Og(l-‘l—m),

ce point est a I'intersection de T avec la coutbe qui a pour équa-
tion

(9) =82 (re_

Tout autre point N’ de coordonnées (a’, ') sur I'arc T donnera
pour p ‘une limite plus petite que le point N. Cela est évident
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sia < a; sia est >a, on aura
‘e S PR
b = bv h'a': Muv A =18t 2

et par suite :
Ko Kb
|0°<l+ hl—,,7)<l“g<'+ M—;)

On aura donc la valeur de 5 la plus favorable en prenant le
point d’intersection N de la courbe T avec la courbe (g).

Pour savoir laquelle des deux méthodes fournit le plus grand
intervalle, il suffira de prendre les points d’intersection de I' avec
les deux courbes

y= Mx' y—_:?_{l{z._)(enq-_I)’

et de prendre celui de ces deux points dont I'abscisse est la plus
grande. Il est clair que le résultat dépend de la forme de l'arc T,
et aussi de la fonction ¢(x).

SUR UNE GENERALISATION DU MOUVEMENT DE POINSOT;

Par M. L. Lecornu.

On sait, depuis Poinsot, que le mouvement d'un corps solide
autour d’un point fixe O s’effectue, en 'absence de forces exté-
rieures, de fagon que I'ellipsoide d’inertie relatif a ce point roule
et pivote sur un plan fixe, avec une vitesse angulaire représentée
vectoriellement par le diamétre joignant le point fixe au point de
contact de Vellipsoide et du plan.

Supposons qu’au lieu de Pellipsoide d'inertie relatif & O, nous
considérions un autre ellipsoide, de méme centre O et de mémes
directions principales, dont les axes ne soient pas proportionnels
a ceux de Pellipsoide d'inertie : tel est par exemple le cas de la
surface d’un corps homogéne ayant une forme ellipsoidale. Si nous
assujettissons cet ellipsoide, que nous appellerons I'ellipsoide
superficiel, a se mouvoir autour de son centre, en roulant et
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pivotant, sans glissement, au contact d'un plan fixe, nous obte-
nons un mouvement fort analogue a celui de Poinsot, en ce sens
que le déplacement s’effectue, géométriquement parlant, d'une
facon identique, et que, dans un cas comme dans l'autre, la force
vive demeure constante. Mais I'action du plan cesse alors d’avoir
un moment nul par rapport au point O. Je me propose d'étudier
la nature de ce mouvement et de déterminer en outre I'action du
plan.

Soit ax?+ By?+ yz?=1 I'équation de I'ellipsoide superficiel,
rapporté & ses axes. Il roule et pivote sur un plan fixe II, placé a la
distance éde son centre O. Le lieu du pole P, c’est-a-dire du point
de contact avec le plan II, est la polhodie définie par les deux
équations
azr? + Pyt +y3t =1,
atzr? 4 payt_,_ Yy1st= °2.

()

Soient p, ¢, r les composantes de la rotation instantanée w.
Cette rotation s’effectue autour de OP, et I'on a, en appelant x,
¥y 5 les coordonnées de P,

(2) L2y,

le rapport A est généralement variable.

Si nous imprimoas au systéme une rotation — w autour de OP,
lellipsoide est ramené a I'immobilité et le plan II, qui était fixe,
devient mobile. L’équation de ce plan est, en appelant §, 7, § les
coordonnées courantes,

azf+Byn+ysi=1n

les cosinus directeurs de la normale au plan sont

]
>
A3

a

>

I ]
oS oS 3§

It

>

!
L
A3 o

2]
I

Ecrivons que le point dont les coordonnées sont a, b, c est
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entrainé par la rotation — w. Nous obtenons les relations

da db dc
= rb — qc, 2 =Pe—ra, a7 =99 —pb,

ou bien

dr d d
3 a2 =ME—vgr, BF =2—2p 15 = Ma—p)pg.

Revenons maintenant au mouvement réel.

La vitesse absolue du pdle P étant nulle, le travail de I’action du
plan sur Pellipsoide est également nul, et la force vive de celui-ci
est par conséquent constante. Si A, B, C désignent les moments
d'inertie principaux et / la (orce vive, on a

(4) Apt*+Bg*+Cri=h,
ou bien
Ax?+ Byr+ Cst=hdy;
d’otr
d dy

Si 'on pose, pour abréger,
(6) D=%<B—7:+%(v—a)+g(a—ﬂ),

dzx y a3
ct si 'on remplace 7, —5» - par leurs valeurs (3), I’équation (35)
devient

d\
() _ Dipgr=~h Ji
D’ailleurs

d.r_ dp d\
- P

Portons dans cette équation les valeurs de & 7—- el d 7 tirdes de (3)

et (7). Nous obtenons la premiére des relnuons suivantes (lcs
deux autres s’en déduisent par permutation)

_B—x . _ Pgr
dt = 7 A D
d _1—=__ Py'r
(8) Fi = B I'[I h D,

‘ A ~ Q 0o
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Soient L, M, N-les composantes de Uaction du plan. Les formules
connues
ap .
L= 1\7; 'T'(C_ B)ql.

donnent, en tenant compte de (8),

s L=[S@—n—-B-0)-Fs]em

(9) M=[gG—a—c€c—0-3¢]mw

C D
' N =[_—{(1—.3)—(A—B)— -Er’]pq.

On connait ainsi I'effort execcé par le plan sur le corps. Si l'on
veut que cet effort soil constamment nul, il faut d’abord, puisque
P> @, r sont variables, que l'on ait D =o0. Cette condition étant
remplie, on doit en outre poser

B—v _B—-C yv—a C—A a—f A-—B
a A 8 B ’ v G !
ou bien
Af —Ba= Ay —Ca,
By—C38=Bx—Aj},
Cz—Ay=C8—By.

En retranchant I'une de 'autre les deax premiéres de ces égalités,
il vient ‘
CB—By=Ay—Ca,

el en comparant a la troisi¢éme on en conclut les relations

L’action du plan n’est donc nulle que si Vellipsoide superficiel est
semblable & I'ellipsoide d’inertie.
Pour trouver, dans le cas général, laloi du mouvement écrivons
les deux équations
A(apt +-Bqgt +yr?) =1,
A(atpt4 Brgr4 yipn) =@,
Par élimination de 4 il vient

(10) a(a—82)pr+ B(8 —a)yr+v(y— o) rt=o.
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Les équations (4) et (10) permettent d’exprimer linéairement g2
et 72 en fonction de p?, et, en portant les valeurs trouvées dans la
premicre équation (8), on voit que le temps est donné en fonction
de p par une intégrale elliptique de troisiéme espéce.

Nous allons maintenant nous occuper spécialement dn cas ou la
quantité D est nulle. L'équation () montre que X est alors une
constante, de sorte que la vitesse de rotation est dans un rapport
constant avec la longueur OP. D’aprés cela :

Si D est nul, le mouvement de Uellipsoide superficiel est un
mouvement de Poinsot.

Mais l'action du plan n’est pas nulle, & moins que A, B, Cne
soient proportionnels a a, B, v, ce que nous nc supposons pas.

Cherchons ce que signifie I'équation D = o.

Quels que soient A, B, C on peut, en adnettant que 2, 3, v
soienl inégaux, trouver trois constantes R, S, T telles que I'on ait

A=R+ Sa+ Ta?,
B=R+ S8+ T,
C=R+Sy~+ Ty

En portant ces expressions dans I’équation (7), il vient
P I q \7

1 1 1)
D=R(;+5+3)

Si donc D est nul, on a simplement

A =Sa-+Ta?,
B =S8+ TP,
C =S+ Ty

D'apres cela, la relation D = o exprime que Pellipsoide d’inertie
Az?4By2+ C3z?=1 ct l'ellipsoide superficiel az*+ By*++ 32=1
se coupent suivant une courbe pour laquelle a?z* + 32 y2 + y252
est une quanlilé constante, c'est-i-dire suivant une polhodie de
Pellipsoide superficiel. La réciproque est évidemment vraie.
Comme l'échelle de construction de I'ellipsoide d’inertie est arbi-
traire, on peut loujours, quand D est nul, supposer que cet ellip-
soide passe par la polhodie que décrit le pole P. Admettons en
outre que I'unité de temps soit choisie de facon & rendre la con-



— 96 —
stante A égale a l'unité. Alors les coordonnées x, y, 5 de P ne
différent pas de p, ¢, 7.

En remplagant, dans les valeurs (9) de L, M, N les momeats
d’inertie A, B, C par leurs valeurs ci-dessus on trouve

L=T(P—y)(a—B—1)gqr,
M=T(;—a)y(B—1—2)rp,
N=T(z2—B)(y—=2—B)pg.

D’aprés le théoréme connu de Resal, L, M, N sont identiques
aux composantes de la vitesse du point G, extrémité du vecteur
représenlant le moment cinétique. Les coordonnées de G sont Ap,
Bg, Cr. Pour construire ce point, il suffit d’abaisser, & partir de¢ O,
une perpendiculaire sur le plan tangent en I’ 4 'ellipsoide d’inertie,
et de prendre sur cetle perpendiculaire une longueur OG égale i
I'inverse de la distance du point O au plan tangent.

1l existe d’ailleurs une intinité d’autres poiunts dont la vitesse
peut servir a représenter le moment de I'action du plan II. Cette
propriété appartient & tous les points K dont les coordonnées sont

§ =(Ux+ Ta?)p,
n=(U3+ TpY)g,
C=(Uy+Ty)r,

U désignant une constante arbitraire.
En effet, la vitesse relative d'un pareil point a pour projection
sur Ox

.d,
% =(Ua+Ta) 3 =(U+Ta)(B—1)gr.

La vitesse d’entrainement du méme point a pour projection
gi—ra=[U+T@E+NI(x~B)gr
Par suitc la projection de la vitesse absolue est
TE—1(=—B—"1)gr

expression identique a cclle de L.
Le lieu des points K, quand l'on fait varier U, est une droite
passant par G et dirigée perpendiculairement au plan tangent a
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I'ellipsoide superficiel : c’est donc une droite de direction fixe dans
I'espace.

Lorsque le corps est homogéne, les moments d'incriic A, B, C
ont pour valeurs, en appelant w la masse totale,

B peBGD) embied)
ce qui peut s’écrire
A=gpplardrpi—a),
B=iml@rpens—p,
c=5ﬁgﬁr+$+ﬂ7—fl

11 suffit alors de poser

g_BO+E+Y L p
- 5aBy T Safy’

pour rentrer dans le cas précédent.

La condition D = o est encore vérifiée lorsque le corps estcom-
posé de couches ellipsoidales homothétiques dont chacune est
homogéne. On le reconnait immédiatement c¢n considérant une
pareille couche comme la différence de deux cllipsoides homothé-
tiques et homogénes.

Par conséquent :

Un ellipsoide homogéne, ou composé de couches homothé-
tiques et homogénes, qui a son centre fixe et qui se meut en
roulant et pivotant au contact d’un plan fixe, obéit a la loi de
Poinsot.

XXXV, 7
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SUR UN ELEMENT GEOMETRIQUE NOUVEAU DES SURFACES;

Parn M. E. Baure.

Dans deux Communications insérées au Bulletin de la Société
mathématique (19 janvier et 16 mars 1887), M. le professeur
Demartres, de I'Université de Lille, signalait a I'attention des géo-
métres I'intérét d’un élément géométrique nouveau auquel il don-
nait le nom de flexion.

Le présent Mémoire a pour objet de continuer le travail de
M. Demartres et d’établir dans ses grandes lignes la théorie de cet
élément.

Je rappellerai ici les définitions et les résultats généraux signa-
1és dans les Mémoires précités, afin de présenter une étude qui se
suffise a elle-méme; mais je me bornerai a renvoyer le lecteur,
pour les démonstrations, aux Communications du savant profes-
seur de I'Université de Lille.

PREMIERE PARTIE. — DEFINITION DE LA FLEXION. PREMIERES PROPRIETES.
APPLICATIONS.

1. Définition. — Considérons sur une surface un point M et
prenons un plan de véférence fixe P. Si I'on se déplace infiniment
peu sur la surface, suivant une direction MM', on s’éloignera du
plan P d’une quantité dh; en méme temps, la trace du plan tan-
gent sur le plan de référence tourne de I'angle d¥. L’angle du
plan tangent en M avec le plan de référence étant 6§, nous appel-
lerons flexion de I'élément MM' par rapport au plan P le rapport

1 dh
() sint0 d¥

2. Tutorime I. — 8¢ l’on considére sur une méme surface
deux directions conjuguées dont les flexions relatives ¢ un
méme plan P soicnt 3, et §,, on a

(2) F15:+ R Ry=o,
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R, et R, étant les rayons de courbure principaux de la surface
au point M.

CoroLLare. — S¢ le déplacement a lieu suivant une asymp-
totique, on aura

(3) 3’:;/—R.K,,

et l’on remarquera que cette valeur est indépendante de la .
direction choisie pour le plan de référence. (Voir Communica-
tion du 19 jaovier.)

3. Ezpressionsdiverses de la flexion. — Soient MM’ I'élément
de courbe, Q le plan tangent en M. Soit ¢ la trace sur Q d'un
plan paralléle au plan de référence mené par M.

Si I'on désigne par ¢ I'angle que ¢ fait avec la direction MT de
la tangente en M a I'élément MM’ et par ¢, I'angle de ¢ avec la
direction conjuguée de MT, on démontre (Communication du
16 mars) la formule

. : _ ds sine

(4) F= ds sine,’

ds désignant I'élément d’arc du déplacement, ds I'élément cor-
respondant de I'arc d’indicatrice des normales.

La formule (4) conduit immédiatement au théoréme suivant :

Treoneme lI. — La flexion d’un élément n’est pas changée
quand le plan de référence tourne d’un angle quelconque
autour de sa trace sur le plan tangent en M.

Nous pouvons donc donner la définition suivante :

Définition. — La flexion d’un élément MM’ par rapport i une
direction ¢ du plan tangent en M est la flexion de I'élément MM’
relativement a un plan quelconque paralléle a 8.

Nous la désignerons par le symbole (T8) et nous I'appellerons,
pour abréger, flexion de T par rapport a .

Formules diverses. — Le Mémoire précité contient une série
de formules que je me borne a rappeler.
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Soient o I’angle de MT avec la direction principale de rayon de
courbure normale R,; w celui de M3 avec la méme direction, et
o, celui de la droite MT, conjuguée de MT avec cette direction;
on a en valeur absolue
(5) F= ic sin(w — ?) .

de sm(w—cp,)
Si I'on prend pour sens posilif des w, ¢ celui qui améne la direc-
tion relative a R, sur celle velative a R,, par une rotation d'un
quadrant, I'observateur étant supposé les pieds au point M et la
téte vers le centre de courbure, on trouve

sin(w—o) _ tangw — tange
coswcosy sinwsing Lo aneeta
R, R, R, 7R newtange

(6) F=(T3) =

ce qui peut aussi s’écrire

(6 bis) Ritangm lang&+lango—tangw+k—l =o;

et en désignant par R le rayon de courbure normale de MT et par
R’ celui de Mg :

= _ Rsin(w—o)sin(¢ —¢;)

(7) f sin(w — oy)
et

r= n' n [ n.\/
(8)

]
‘l)
1
' 1
+ E\/(R - ‘1,) ( )]
De 'une ou l'autre de ces relations on tire (T8) + (8T) = o;
ainsi :

Tutonime Ill. — La flexion de T par rapport a 8 est égale
et de signe contraire a celle de & par rapport a T.

On obtient de méme les résuliats suivants :

Tutorime IV. — A chaque direction T en correspond une
autre %, telle que To ait une valeur donnée. Les faisceaux
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correspondants T et ¢ sont homographiques et ont pour rayons
doubles les directions asymplotiques.

Tutonime V. — Quand deuz directions sont rectangulaires,
la flexion de l’une par rapport & lUautre a pour valeur
absolue ’inverse de la torsion géodésique de l'élément corres-
pondant (*).

Tutorime VI. — La courbure totale est égale et de signe
contraire al’incerse du produit des flexions d’un méme depla-
cement par rapport a deuz directions conjuguées.

La considération de la formule (6) m’améne immédiatement a
deux théorémes nouveaux; écrivons que la valeur de F est indé-
pendante de ©, on obtient, tous calculs faits :

Ry,

tangtow = — R,’

d’ott I'on conclut :

Tutosime VII. — Il eziste deux directions ¢ et deuz seule-
ment telles que la flexion (T ¢) ait une valeur indépendante de
la direction MT : ce sont les deux directions asymptotiques.

Cette valeur constante de la flexion est cn valeur absolue
\./—' R. 1{3.

Tueonime VIII. — Il existe deux directions et deux seule-
ment, les directions asymptotiques, pour lesquelles la flexion
soit indépendante du plan de référence choist.

Cette valeur est encore \/— R, R, au signe prés.

Remarque sur les modifications & apporter auzx énoncés
précédents dans le cas d’un point parabolique. — La flexion
en un pareil point ne sera, pour aucune direction, définic et inde-
pendante de la direction du plan ou de la direction de référence;
car la direction asymplotique unique pour laquelle seule cela
pourrait arriver donne une flexion infinie ou indéterminée suivant
le choix du plan ou de la direction de référence.

(') Dans ce cas, la formule (T3)+ (8T ) = o conduit au théoréme dec M. Ber-
trand sur les torsions géodésiques de deux déplacements rectangulaires.
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Méme remarque si I'on cherche une direction ¢ telle que (T¢)
soit indépendante de la direction T.

4. Nouvelle expression de la flexion. — On peut trans(ormer
I'expression (4) d’une maniére qui nous conduira & une formule
qui nous sera utile plus tard.

Soit M® la paralléle a la tangente & I'indicatrice des normales
relatives au point M. M® est, comme I'on sait, la direction du
plan tangent en M perpendiculaire 8 MT, conjuguée de MT. La
formule (4) donne donc immédiatement en valeur absolue

ds sin(3T)

(9) j:(T8)=£W.

.

5. Flexion relative au déplacement du plan osculateur
d’une courbe. — La définition générale de la flexion (n° 1) peut
évidemment s’appliquer au déplacement du plan osculateur a une
courbe en associant a chacun de ces plans son point de contact

_avec la courbe.

Si alors I'on prend pour O s une perpendiculaire au plan de
référence, on aura

ou d¥, § ont les significations précédemment définies et z, y, 3
représentent les coordonnées d’un point courant de la courbe.

Soient a, 3, v les cosinus directeurs de la tangente a la courbe;
@', B's ¥' ceux de sa normale principale, et a’, B*, " ceux de la
binormale. On a

sin?f = 1 — 4",

Mais la trace du plan osculatcur sur 2Oy a pour coefficient
angulaire — ES;

Soit alors T le rayon de torsion de la courbe; il vient

AV — df — §'da" _ a'f'—f'a'ds Yy ds
= a:,_'_g" = o« pl’ T = T"'—l T

et enfin § =—'T. Donc :

Tueonimr IX. — La flexion relatice au déplacement du
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plan osculateur & une courbe est égale, au signe prés, a son
rayon de torsion. B '

6. Etude de la flexion pour un déplacement suivant une
asymptotique. — Nous savons que la flexion pour un tel dépla-
cement est, au signe prés, égale a \/— R, R,.

D’aprés le théoréme précédent, elle est égale au rayon de tor-
sion de I'asymptotique; d’ou la relation connue

To=v— RiRy,

ou Tq est le rayon de torsion de |'asymptotique considérée.
Remarquons qu'en s’appuyant sur le théoréme V on pourrait
retrouver ces résultats. :

Cas oa Uasymptotique est une génératrice d’une surface
réglée. — Il ne peut plus éire question ici de torsion de I'asymp-
tolique, mais on peul arriver a d’autres conclusions.

Soit M e point considéré, O le point central. Prenons un plan
de référence perpendiculaire a la génératrice; dansces conditions,
en posant OM = p, on aura

-

_ 9% _2°
5= d—q;’ langy = K’

K étant le paramétre de distribution de la surface considérée. On
déduit de la

_ Kkdp 23+ Kt
VY=o TeTx
et finalement
(| .~I_.. = — —_.—RL__
0) R| R, - (.\""r‘ P')"

expression simple de la coyrbure totale d'une surface réglée.

1. Application des résultats précédents a la recherche des
surfaces réglées a courbure totale constante. — D’aprés I'ex-
pression (10), on voil quc, sauf le cas ou K est nul ou infini (déve-
loppables ct cylindres et courbure totale nulle), Ja courbure ne
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peut éire constante que si o est constant loul le long d’une géné-

ratrice. Ceci n’est possible que pour des génératrices isolropes.
On arrive dés lors facilement au théoréme suivant :

Tutorime X. — 1° Il R’existe aucune surface réglée a géné-
ratrices réelles applicables sur la sphére ou sur la pseudo-
sphére.

2* Les seules surfaces réglées réelles applicables sur une
sphére sont les sphéres égales.

3° Aucune surface réglée réelle n’est applicable sur une
pseudo-sphére.

Les deux derniéres parties de I'énoncé résultent de ce que, si la
surface admet la génératrice isotrope G, et si elle cst réelle, elle
admel également la droite imaginaire conjuguée G, comme géné-
ratrice et se réduil nécessairement & une sphére.

Remarque I. — 1l existe toutefois des surfaces réglées imagi-
naires, mais a équation réelle, applicables sur une pseudo-sphére.
Ce sont les sphéres iaginaires

zrt+ yr+ 314+ R1=o.
Y

Remarque 11. — Le paramétre de distribution d’une sphére de
rayon R est Ré.

8. Tutorime XI. — La torsion géodésique de la trajectoire
orthogonale d’une ligne asymptotique est, au signe prés, égale
a la torsion de cette asymptotique au point considéré.

Car la flexion prise par rapport a la direction perpendiculaire
au déplacement, direction qui n’est autre ici que la tangente prin-
cipale, est égale, au signe pres, a v— RR,, c'est-a-dire précisé-
ment au rayon de torsion de I'asymplotique.

Remarque. — Ce théoréme se déduit immédiatement de la
proposition de M. Bertrand sur les torsions géodésiques de deux
éléments rectangulaires.
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9. Ewde géométrique de la flexion dans les développables.
— Soit M le point considéré. Prenons un plan de référence per-
pendiculaire a la génératrice OM de la développable, O désignant
le point de contact de cette génératrice avec l'aréte de rebrousse-
ment. Posons OM = /. Soit MM’ la direction suivant laquelle on
veut étudier la flexion par rapport a la direction MD, perpendi-
culaire 8 OM dans le plan tangent en M. Soit M'O’ la génératrice

Fig. 1.

du point M'. Soient ds,,, ds, ds', ds” les éléments d’indicatrices :
de la normale 4 Ja surface au point M, de la tangente ct des deux
normales a I'aréte de rebroussement au point correspondant O.
Comme ici l'on a dy=ds, ct sinl =1, la flexion § a pour
expression

f = CE.
D’autre part, on a évidemment
de,,: do"';

d’ou, 7 étant I'angle indiqué sur la figure,

En réduisant et faisant usage des formules de Frenet, on arrive
i la formule suivante :

(11) 5:—-lcoup-;§:

ou T et R sont les rayons de courbure et de torsion de I'aréte de
la développable.
D’autre part, si K est le point de M'O’ situé duns le plan de

'
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référence dont MD est la trace sur le plan tangent, les segments
MR et MK sont des infiniment pelits équivalents en grandeur
absoluej ils sont, d’ailleurs, dirigés en sens inverse. On a évidem-

ment
MK

lim -Z‘F = R],
R, désignant le rayon de courbure de la section normale princi-
pale MK. Donc
@ =—lim MR = lim MRrot’o'
ay ay T T ay e

dy dy

d’ol enfin 'expression nouvelle de la flexion,

R] = lim

(12) F=R, cotg.

En comparant les relations (11) et (12) on obtient la formule
connue qui donne I'expression du rayon de courbure principal fini

d’une développable,

T
(13) R|=—lﬁ'

Si I'on prend un plan de référence perpendiculaire 3 MM’ défini
par sa trace MM dans le plan tangent, la flexion relative a cette
direction prend les formes suivautes :

_IdO_Tltﬂ_lIl i
T singdy  Rsing dy R siny cos(MK, MM])"
Or, on a
(M&MMU=E+%
d’otl
: ",Ri
(14) F= Q ~ sina¢

Q désignant la torsion géodésique de I'élément MM'. Cette formule
aurait d'ailleurs pu étre écrite de suile en se rappelant 'expres—
sion de la torsion géodésique.
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DEUXIEME PARTIE. — ETUDE DE L\ FLEXION EN COORDONNEES
CARTESIENNES RECTANGLES.

1. Ezpressions diverses de la flexion, le plan de référence
étant U’un des plans de coordonnées.— Nous supposons d’abord
Péquation de la surface ramenée a la forme

0 3= f(zy),

laissant de cdté le cas simple, ou la surface se réduirait a un cylindre
doat les génératrices seraient paralléles a I'axe O z.

Premier cas. — Le plan de référence est paralléle a I'un des
plans £ = o0 ou y =o0.0n démontre (Communication du 19 janvier)
que dans le premier cas la flexion ¥ est donnée par la formule
7 dr

(2) k¢ =(P'+9’+l)m’

olt p et g sont les dérivées premitres de f; r, s et ¢ ses dérivées
secondes.

Une formule absolument analogue donne la solution de la ques-
tion pour un plan de référence paralléle a y = o, :
. _ dy
(26“) 5_(P’+q’+l);‘m.

Deuziéme cas.—Le plan de référence est paralléle au plan zOy.
On obtient, par une marche identique a celle suivie par M. De-
martres, I'expression :

dr + q dy
3 F=(pt+qrt+ par+qay
ou
dr +qd
3 F =(pr+ gt + P qay .
) P+ gz (pt—gn dy

2. Points d’une surface pour lesquels la flexion, par rap-
port a un plan fixe, est indépendante du déplacement élémen-
taire choisi.— Prenons le plan 30y paralléle au plan de référence.
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En se reportant i la formule (2), on voit que la condition néces-
saire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que ¢ soit nul : le lieu
cherché est donc défini par les équations

{t =o,

5
( ) "'=f('771.7);

on voit que c’est le lien des points pour lesquels une direction
asymptotique est paralléle au plan de véférence; on pouvait le
prévoir d’aprés le théoréme VII. Sous une autre forme ce résultat
's'énonce ainsi :

Tutorime XII. — Le lieu T des points d’une surface T pour
lesquels la flexion par rapport a un plan donné est indépen-
dante du déplacement élémentaire est le liew des points d’in-
Mlexion des sections faites dans la surface E par des plans pa-
ralléles au plan de référence.

3. Il peut arriver que le liew précédent ne sout plus une ligne
mais bien une surface; ceci arviverait dans le cas ou la surface
considérée comprendrait une nappe pour laquelle on aurait en
tout point ¢ = o. L’équation ¢ = o représentant une surface réglée
a plan directeur, nous obtenons le théoréme suivant :

Tuatorime XIIl. — Toute surface telle gu’en chacun de ses
points la flexion par rapport @ un plan fize P soit indépen-
dante du déplacement élémentaire est une surface réglée ayant
le plan P comme plan directeur. Inversement, sur toute sur-
Jace réglée a plan directeur, la flexion prise par rapport a ce
plan pour un déplacement élémentaire quelconque estindépen-
dante de la direction de ce déplacement.

Remarque. — Cette derniére parlie se généralise sans peine :
dans toute surface réglée, la flexion suivant un déplacement quel-
conque, a partir d’un point, prise par rapport a la génératrice de
ce point, est constante et égale au signe présa /— Ry Ry. Clest
une conséquence immédiate du théoréme VIII.

4. PnosLime. — On peut se proposer de rechercher les lignes
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de la surface % telles que la flexion prise pour un déplacement
sur cette ligne, par rapport & un plan donné, soit en chaque
point donnée par une fonction déterminée ¥(x,y) de ses coor-
données indépendantes, la surface étant supposée représentée
par Uéquation (1).

Si nous adoptons le choix de coordonnées correspondant a la
formule (2), le lieu sera représenté par les équations

2 =f(1".7)’
(6) cdy _[pr+gqt+1 —s| .
(“’—[ F(z,7) ]‘

Nous obtenons ainsi une famille de courbes. Toutefois la dis-
cussion de la seconde des équations (6) améne a des développe-
ments analytiques que je crois hors de proportion avec I'intérét
qui s’y attache, aussi me bornerai-je a étudier quelques applica-
tions particuliéres.

Applications. — 1° La fonction ¥ se réduit a la constante zéro.
La seconde équation (6) ne peut plus étre appliquée en toute
rigueur. Toutefois, en considérant le résultat obtenu comme cas

limite, on Lrouve
dr =o.

Les courbes cherchées sont les sections de la surface par des plans
paralléles au plan de référence.

2° La surface est une surface réglée dont le plan de référence
est le plan directeur. On a, dans ce cas, { = o; par suite dz est
nul, ce qui donne les génératrices rectilignes : ce résultat peut
s’expliquer géoméiriquement, la flexion prise dans ces conditions
élant évidemment indéterminée.

On trouve, en outre, la solution singuli¢re seule intéressante :

y Prgia= s¥(z,y),
| 3=f(z,y) =y fi(z)+ fr(z),

ui représente une courbe bien définie sur la surface.
Supposons, par exemple, que la surface soit un paraboloide
¢quilatére el le plan de référence un de ses plans directeurs. Elle
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a pour équation

(R) . :.—:;‘zy.

La premi¢re des équalions (7) donne ici
(9) 1+ yi+ at=ad(a,y).

Dans le cas spécial ol la fonction ¥ serait du premier degré en x
et y et, en particulier, une constaute, cetle courbe serait tracée
sur un cylindre de révolution. Denc, les lignes d’égale flexion
du paraboloide équilatére par rapport a un de ses plans direc-
teurs sont ses intersections avec la famille des cylindres de
révolution autour de l’azxe de la surface.

3. Flexion dans Uhélicoide gauche a plan directeur, la
Mexion étant prise par rapport a ce plan. — L'équation de la
surface rapportée a son plan directeur est

Y

(10) i tang 2
d’on, en vertu de la formule (3), I'on conclut

. 4 y2
5=a+ 'r.

Ainsi, les lignes d’égale flexion sont les hélices asympilo-
tiques de la surface; nous négligeons, bien entendu, les généra-
trices rectilignes.

6. Flexion dans le paraboloide de révolution. — Nous pren-
drons comme plan de référence, soil un plan paralléle au plan
tangent au sommet, soit un plan paralléle a 'axe, c’est-a-dire a un
plan méridien.

I. L’équation de la surface étant

x4 y?
20

(11) s=

supposons d’abord le plan de référence perpendiculaire i 'axe. La
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formule (3) donne pour expression de la flexion

7— !+ y3+ at xdz—#—rdv'
- « rdy —y dx

(12)

Une iotégration immédiate donne en termes finis I'équation des
lignes d’égale flexion. Elles sont gauches, sauf quand cette flexion
doit étre nulle, auquel cas elles se réduisent aux paralléles de la
surface.

IL. Si le plan de référence cst paralléle a 'axe, nous pouvons le
supposer paralléle au plan z = o. La formule (2) donne alors

at+ at+ y? dr

(13) §= a dy

Cette formule permet de trouver les lignes a flexion constante et
de résoudre d’autres problémes du méme genre. On voit qu’elle
montre que le long d’un méridien la flexion varie comme la
distance du point considéré au plan tangent au sommet.

7. Il resterait, pour compléter cet exposé, a rechercher I'ex-
pression de la flexion pour une surface donnée par une équation

z=/f(2,)

le plan de référence étant quelconque. Ce probléme pouvant étre
considéré comme cas particulier du probléme général qui termine
ce travail, je ne le traiterai pas ici. On en déduit la solution du
probléme lorsque la surface est donnée par une équation de la

forme
Sz, y,3)=o0.

TROISIEME PARTIE. — ETuDE DE LA FLEXION EN COORDONNEES CURVILIGNES
RAPPORTEES A UN TRIEDRE TRIRECTANGLE.

Noqs supposons dans tout ce qui va suivre la surface définie par
des équations
Tr = f( u,v),
(') }’=?(",")»
s =4Y(u,v),
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et nous poserons suivant l'usage

o o o o o oo
o Ju Ju ou Ju Ju
A= B = C=
(2) 4 d ')_q’ ’ ?_q_l 9!_. ’ ()_f o9 ’
dv  ov dv  ov o ov
_v(of\? _eof of _ s (9f\?
, { E_}‘.(W). F=x2Ld, G_E(x),
(2) / 1 \
? H= (A2 B!+ C')?=(EG— F’)-".
ﬁ:‘ ?74' qh‘:' f;'w ?:w “y:'w
D= fl’l ?:4 "?’;A ’ D'= l’t ?:4 % )
So o b So = Y
3) i m
S g Yo
D'= f;t ?l't qff: N
\ So s Y
' Mo D o D’ ' D*
(3") h—ﬁ’ I‘_ﬁ, G—ﬁ.

A. Etablissement direct de la formule donnant la flexion par
rapport aw plan zOy. — On trouve, comme dans le travail de
M. Demartres, la formule

Hdz
() = AdB—BdA’

Cette derniére formule méne, par des calculs identiques 3 ceux
que nous rencontrerons prochainement, a la suivante

(Y% du + §, doYH?

(3) F= Dy D du T (D DV

2. Applications. — Dans le cas ou 'on prend des sections ho-
rizontales comme courbe ¢ = const., c’est-a-dire ou la fonction ¢
se réduit 2 une fonction de la seule variable Y, la formule (5)
se simplifie considérablement et devient

H2 dv

(6) bl v rarey Tpred
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elle s'écrit encore

) i__(F  Edu
(7 ’——'ﬁ HW.

On tire trés simplement de cette derniére forme divers résultats.
Quand E'= o, c’est-a-dire quand la direction de référence, in-
tersection du plan tangent et du plan de référence, est asympto-

tique, & est indépendant du rapport %:-f, c’est-a-dire du dépla-

cement choisi et c’est le seul cas ol cela ait licu; ¢’est un résultat
déja trouvé.

Soient maintenant Q; la torsion géodésique des courbes hori-
zontales ¢ = const. et Q, celle des courbes 1 = const. Ces deux"
fonctions sont dounées par les relations

1 ‘ ’ — _l~ G ’
Q=g (EF—FE),  Qu= g (F'G—FG).
La: flexion § suivant le déplacement du = o satisfail donc aux
deux relations

1 E'F
3+Q:=E—"‘)
8
® L g, GF
7 T WG

Les (ormules (8) conduisent aux résuh_ats suivants :

1° Si les courbes coordonnées u = const. et ¢ = const. sont
rectangulaires, F est nul et il vient

¢=Q:¢=—Qév'

résultat déja trouvé.
2° On a également - = Q, si G'= o, c'est-d-dire si les courbes
° ¥

u = const. sont asymptotiques. C’est un résultat connu (Théo-
réme XI).

Si E'=o0, on retrouve le résultat suivant : la flexion d’une
asymptotique par rapport ¢ une direction quelconque est égale
@ son rayon de torsion.

XXXV, 8
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3° Soient R, et R; les rayons des sections normales tangentes
aux courbes = const. et v = const. Les formules (8) s’écrivent

cosf

(9) 3+Q:= R, E}'—Qu= R

On obtient ainsi le théoréme suivant :

. Tutorime XIV. — L’inverse de la flexion d’une direction uT
par rapport a une direction de référence M8 est égale :

1° A la somme de la torsion géodésique relative a ladirection
considérée et du produit de sa courbure normale par le cosinus
de U'angle (Tq).

2° A la différence entre le produit de la courbure normale
de la direction de référence par le cosinus de ’angle (T3) et de
la torsion géodésique de cette direction de référence.

3. Revenons aux conséquences de I'équation générale (7). Si

'on pose % = ., la formule considérée s’écrit
e (FLLE):
3-_\® "ﬁ)

1° Soient 1, et py deux valeurs de u telles que p + py = o. En
appelant &, et &, les flexions relatives aux directions qui corres-
pondent & p, et pa,

’

e |

1 1
5t =—2 ’
3] s

e

ot §, désigne la flexion du déplacement suivant « = const. Ainsi:

Trtorime XV. — La flexion prise par rapport ¢ une direc-
tion quelconque pour un déplacement déterminé est moyenne
harmonique des flexions relatives & deuz déplacements conju-
gués harmoniques par rapport a la direction de référence et
au déplacement consideéré.

Corollaire. — La flexion d’un élément prise par rapport a une
direction perpendiculaire, égale a la torsion géodésique de la



— 115 —

direction du déplacement, est moyenne harmonique des flexions
prises par rapport 3 la méme direction, de deux déplacements
quelconques syméiriques par rapport au déplacement considéré.

Remargque. — Le théoréme V n’est qu'un cas particulier du
théoréme XIV.

2° Soient ., et py deux valeurs quelconques de p; on a

1 (pq -+ [J.g) E'F’ E"t
(IO) 515 H‘ '—m— + By s+ Tl—,'

Dans le cas ou les déplacements sont conjugués, on a

E'pypa+ F'(py+ pa) + G =o,
et 1l vient

1 _F"—E'G'___ 1

57,5, = H? 7 RiR;’

c’est-a-dire
9'|53+ RiRy=o,

résultat déja trouvé autrement.
4. Calcul de Uexpression générale de la flexion (T8) d’un

déplacement par rapport a une direction de référence. — On
voil sans peine que I'on a cn valeur absolue I'égalité

3= ds sin(8T) IX(a‘dy—B,dz)’]%

(i ds cos(3P) a,dA-i—ﬂ, dB + 1,dC

en désignant par a,,3,,y, les cosinus directeurs de M3 et par a,,
b,, ¢, ceux de la normale a la surface; orici

a—-A b—B c—C
—ﬁ’ —ﬁ) —‘ﬁ?

la formule (11) devient alors

5 H’[E(a.dy ﬂ.dz)’]’ -
H(a,da+ ﬂ;db+~{gdc)—-(aa|+bp|+c~“)dﬂ

La direction de référence étant daus le plan tangent, cette expres-
sion se réduit a

. : H[Z{aydy —p dz)’]' '
(lﬁbls-) L J— ‘A+ﬂ|d8':'vld(‘~ Lane . e
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Soient A et p les coefficients directeurs superficiels de la direction
de référence; on a

Y Y =Y /A
al_)\d—‘-‘+p.dv, dz—-a—‘du-i-dvdv
et la formule analogue; d’ou

ardy — Bydzr = C() dr — p du).

Il vient alors

1_ ()\dr—p.du)ﬂ’

(12) = a1 dA+ B1dB+ 7, dC

Le dénominateur est de la forme I du + J dv; il reste a calculer |
et J. Dans I'expression de a, dA qui, développée, s’écrit

AL N, N o

faisons les substitutions

dA’ n r ’ " ’ L ’ n
3; = Pus ‘!‘V — Qv %:"‘ Pu q’uv - q’u Quor

‘)A L ’ L n ’ n
;;; = ?uvq’v— q’uv?:t -+ ?;4 q’v‘l— ‘Pu Dy

Nous aurons, comme coefficient de du,

A d 0 " ” ’ " ’ ’ ” ’ ”
%7 (l ;{z -+ l";{) = MA(fn¥e— Y ?v)+ﬂc(?u Yo — Yo Puv)]
+ _[fo( @i bo— Y90 )+ fo (P Yo — Yupue)]-

Faisant la somme des termes analogues dans «, dA, 8, dB, v, dc,

nous trouvons
I=— (D +puD"),
J=—(AD'+ uD").

Nous avons donc au signe prés

= (ndu—hdo) 112
T (AD+pD)du+ (AD + pD")dv’

Pour voir quel signe il faut adopler, comparons avec la for-
mule (5), qui donne sans ambiguité la flexion par la direction
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définie poar la relation ¢, du + ¢, . = o. Nous constatons que la
formule précédente convient en grandeur et en signe. On a donc

sj__ (ndu— Adv) H?
T (AD+ uD')du+ (AD' 4+ uD") do

' _ H(pdu—Ado)
T (AE+pF)du+ (A4 pG') de

(13)

et, si ’on définit le déplacement par ses paramétres superficiels §, 7,
on obtient la formule

_ ~ H(pE—M)
(t4) j_()\E’+ pF)E+ (AF +uG)n’

et, si I'on pose

0(\e) = E'R+ 2F' A + G'p2,
on peut encore écrire

g 2HGE —Mn) aH(pf—Aq)

(13) T + m0, A8+ pb,

On vérifie immédiatement sur ces formules la relation
(T3)+(3T)=o0

et le fait que, si les directions (, n) et (A, &) sont conjugués, ¥ est
infini.

5. Interprétation géométrique nouvelle de la formule (15).
— Rapportons la surface a ses lignes de courbure : 'équation de
I'indicatrice en un point («, ¢) rapportée a ses axes sera

EMN+Gut=1,

I'homogénéité de la formule (15) permettant de prendre pour
valeurs des paramétres A et . les coordonnées rectangulaires (2, u)
du point correspondant de I'indicatrice.

L. Indicatrice elliptique. — On peut poser
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et

(16)

A = acosgy, p=bsingy,
§ = aeoso,, n = bsing,,

a et b étant les axes de I'indicatrice. Or, ici les axes superficiels
étant rectangles, on a

pE — M, = OROSssine,
et la formule (15) donne immédiatement

5 _ Hsine OROS

(17) = oS (p1—o1)

On peut aussi calculer la différence p§ — 20 au moyen des

Fig. 2.

relations (16); si I'on pose

L =o1— 9y
on arrive a la formule

(18) $=Hab tangy.

On peut transformer ces deux résultats de maniére & mettre en
évidence divers éléments géométriques : les rayons des sections
Ry, Rs, R et R’ des sections normales qui passent respectivement

par OU, OV, OR et OS. En effet, en posant H2=E'G'on ala

relation
(19) R Ry=
D’'ou

H:
H?

_ R|Rg.
OR 0S = W\/ ey

la formule (17) donne alors

Ry Ry sine

.(20) I = R—R’m

<
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La formule (18) donne immédiatement
(21) F= \/Rl—l{_,tangc.

Les formules (20) et (21) ont des significations géométriques
qu’on apergoit immédialement en faisant intervenir le cercle prin-
cipal de I'indicatrice.

Dans le cas d’un ombilic, les deux formules se réduisent &

¥ = R tange.

Il. Cas d’une indicatrice hyperbolique. — On posera ici

(a2) ( A = asecy,, § =ascco,,
| w=0>btangg,, 7 =btange,,

et 'on trouvera

R; R, sine

(23) F= 7% tangy

en posant ) .
tangy = I—Singising:

€OSQ) COSP,y

L’interprétation de cetle formule ne présente pas le méme intérét
géométrique que celle de la formmule (20). Méme observation pour
la formule qui remplace la formule (21).

Remarqpe. — 1l est évident qu'on pourrait ramener ce second
cas au premier par U'introduction d’angles imaginaires.

L. Cas d’une indicatrice réduite a deux paralléles. (Points
paraboliques.) — L’équation de 'indicatrice est ici
E'A2=1.
On a successivement

F= H.OR.OS sine E sine
- [ = E sinbsint’’

d’ot résulte
sine

(24) T=R s
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R, désignant le rayon de courbure normale fini unique au point
parabolique considéré.

Nous avons déja, dans I'étude des développables, rencontré des

cas particuliers de la formule (23). Par exemple, si la direction T
et ¢ sont rectangulaires, OR et OS sont rectangulaires; et 'on a
49

b
o 0+ =, §= —»
2 2

d’ou

(2’-)) 5: QRI

0 ’
sina0

formule qui n’est autre que la formule (13) de la premiére Partie.

6. Expression de la flexion suivant un déplacement donné
prise par rapport & un plan de référence arbitraire. — Soit

(26) az +By+ys=0
I'équation du plan de référence dans laquelle a, 3, y sont les
cosinus mémes de la normale au plan. On obtient la direction cor-
respondante (A, ) en portant dans I’équation (26) les valeurs

z = Ao+ pfo Y= X?;t"‘ 190, 3 = My, + pdl,

et Pemploi de la formule (14), par exemple, donne immédia-
tement
(27) i= H[(2f0 + Pou~+ wWu) du + (af .+ Bo, + y¥,.) dv] ,
[2(Ffu—Efo)+ B(Wou— E'oy )+ Y (F§, — E'¢,)] du %
+[2(G fu—F[0)+B(G ou—Fop)+ ¥ (G 4u—F'{y )] do

et avec la nolation en parameétres superficiels
(28) = Hlafu+Bou+ 198+ (2fo + Poo+ 1¥o) 1] )
El(Ffu—Efo) + B (Fou— Eol)+ 1 (F'{, — K'Y, )] %
+0[2(Gfu —Ff0)+ (G o —F'g) +7(G' ¥, —F'¢)]
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Remarque. — Ces formules se simplifient un peu si les coor-
données u, ¢ forment un systéme conjugué.

7. Application. — Nous nous bornerons a faire de la for-
mule (27) P'application signalée a la fin de la seconde Partie : la
surface élant donnée par son équation cartésienne

z=f(=7)
et le plan de référence étant représenté par ’équation
ax + By +ys5=o,
calculer la flexion. En appliquant la formule (27 ), on trouve

(29) JF= (P*+q*+1)[(2e+yp)dz+ (B +1q)dy] .
[xs — Bt +y(ps —g3)] dx + [a5 — Bs + y(pt — g3)|dy

SUR LE DEVELOPPEMENT
EN FRACTION CONTINUE D'UNE IRRATIONNELLE AMBIGUE
DU SECOND DEGRR;

Par M. Avuric.

Considérons une irrationnelle o racine de 'équation du second
degré

azr*+bzxr +c=o,
d'ot
W= M, A=bl_4ac.
2a

Le développement en fraction continue de w est périodique et
nous pouvons écrire

(.O)E()\“ A', ceey )\n).

. . . —b—yA . :
La racine conjuguée w'= —m—‘/— donne uaissance au déve-

loppement renversé et 'on a

w'= (Any ha—ty vy )‘!1 )‘I)'



Si l'irrationnelle w appartient a une classe ambigué, ces deux
développements sont identiques et cela ne peut se produire que
si la suite indéfinie

(l) ceny ln, ll’ )‘,, eeny )\n, 11, )\’, ey )\,,, )\“ )\g, cee

est symétrique soil par rapport a un terme A, soit par rapport i
I'intervalle compris entre deux Lermes consécutifs.
Nous savons que, dans le premier cas, w est racine d’une équa-
tion de la forme
art+ par +c=o,

. A . .
d'ott w = — £ Y2, el nous dirons que w est une pseudo-fraction.
2 2a q P )

Dans le second cas w est racine d’une équation de la forme
azx!4+bxr +a=o,

d’ott ww'=1, et nous dirons que w est une pseudo-unité (*).
Trois cas seulement peuvent se présenter :
P P

A. La suite (1) est symétrique par rapport a deux intervalles :
en d’autres termes il existe deux pseudo-unités distinctes équiva-
lentes au sens de Dedekind.

B. La suile (1) est symétrique par rapport a un intervalle et par
rapport i un terme, ce qui se présentera évidemment si la période
renferme un nombre impair de termes.

C. La suite (1) est symétrique par rapport a deux termes, c’est-
a-dire qu’il existe deux pseudo-fractions équivalentes.

Nous allons examiner successivement chacun de ces cas et nous
verrons que, si I'on appelle ¢, u la plus petite solution de I'équa-

tion de Fermat
0®— Aut= 4,

la nature de la suite (1) dépend exclusivement de la décomposition
en facteurs des deux nombres ¢ + 2 et ¢ — 2. ‘

(') Voir Jaurnal de M. Jordan, 1902, p. §16. La distinction entre pseudo-fractions
et pseudo-unités a pour but de faire ressortir des résultats différents au point de
vue des identités arithmétiques. Mais elle n'est pas essenticlle : en effet, toute
période (..., A, A, A, A, ...), symétrique par rapport & l'intervalle (X, },), se
raménce a la période (..., A _,, =14 N, =1, a4 A, Ay, ... ), qui est symétrique
par rapport au terme 1.
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A. Appelons v, v, les deux pseddo—unilés, on aura

Aw—B
Cw—=D’

ww'=ww) =1, W=

avec
BC—AD =1.

Cette relation subsiste évidemment si 'on remplace chaque ir-
rationnelle par son inverse, ce qui donne

t _A—Bo

wy C—Dw’

d’ou en substituant on obtient les deux relations :

_(A'—C)w — (AB—CD) __ (A?—B?)w;—(AC—BD)
¢T @B—CD)o—(Bi—D7)’ “'T (AT—BD)w,— (Ci— D7)

qui donnent sous une forme explicite les équations dont w et w,
sont racines.
La quantité placée sous le radical est égale a

(Bt+ C2— A?'—D?)1— 4,
ce qui permet d’écrire

B4+ Cr— A —_D2=¢
et, comme BC — AD =1, il vient

t+2=(B+C—(A+D2=(B+C+A+D)(B+C—A—-D),
t—2=(B—Cp—(A—Dp=(B—C+A—D)(B—C—A+D)

Si t+ 3 =mn et t — 2 = pq sont des décompositions accep-~
tables on aura évidemment

B="*tRr+PH+q L _M_R*tP—q,
4 §
c='_"_;"_"_£:!’_—_‘l, D=’"—_"4—_£_+_‘1.

B. Admettons en second lieu que I'on ait

, , Aw—B
wo'=1 wrei=h o =000
avec

BC—AD =1.
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On trouvera comme seconde relation

A—Bw
C—Dw

A==

et en éliminant il viendra
o= D(2B—DA)w — (BC+ AD—CD))
~ (BC+AD —CDn)w—C(2A—Cn)’

(AC—BD)w,—(A*—B?)
(C'—Dhw;— (AC — BD)

w|=)\'—

La quantité placée sous le radical sera égale a
[*(C:—D?)—2(AGC —BD)2—4,
d’ou I'on peut poser
AM(C!— D) —2AC +2BD = ¢
el par suite, en tenant compte de BC — AD =1,

t+2=(C+D)[A(C—D)—2A +12aBj,
t—2=(C—D)[MC~+D)—2A—2B].

Si les décompositions ¢+ 2 =mn, t—2 =pq sont accep-
tables, on aura

m—+p A=)\m—n—q’ p_m—pP B=)\p+n-—q.

C=2’ 4 ~ T a 4

Remarquons que 'on peut mettre le produit ¢A sous la forme
d’une somme algébrique de quatre carrés

¢\ =B+ (CA—A)t— Ar— (DA —B)

avec
B(CA—A)—A(DA\—B) =M.

C. Admettons, enfin, que I'on ail

’ Aw—B
0+ w=) Wi+ wj — Ay, © = Co—D

avec
BC —AD = 1.
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On aura comme seconde relation

et, par suite, en éliminant,
_ (CDA\y— BC—AD)w —D(D);—2B)
C(Cx\y—2A)w—(CDN—BC—AD)’

__ (ACA—BC—AD)w;—A(AA—2B)
C(CX—2D)w;— (ACA—BC—AD)"

w=)X\

wy= )\|

La quantité placée sous le radical est

(C2A\—2ACA —2DCAy+ 2BC + aAD )2 — 4,

ce qui permet de poser *

CA\y— 2ACA—2CD);+ 2BC+2AD =¢

et, par suite, puisque BC — AD =1,
t+2=C(CA;—aA\A—2D)\+ 4B),
t—2=(CM\—2A)(C\—2D),

et, si I'on pose encore ¢ + 2 = mn, t — 2 = pgq, il viendra

mA\ —ph—gli+n

B= 4

C=m, A=mM—P p_mri—gq
2 2

Enfin, nous remarquerons que l'on peut mettre le produit ¢},
sous la forme d’une somme algébrique de quatre carrés

£\ = B4 (CA\y— AA — D+ B)*— (AA — B)t— (DA, — B)t
avec

B(CM\—AX— D)\, + B)—(AA— B)(D\;— B) = A\,.

Il sera possible de déduire de nombreuses identités arithmé-
tiques des formules que nous venons d’établir.
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NOTE SUR LES EQUATIONS z*—a)’=1 ET 2’—ay’=-1;

Par M. B. NiewencLOWSKI.

1. On sait que I’équation
(1) —ayr=1,
dans laquelle @ est un entier non carré, a une infinité de solutions
enti¢res. Si z et y sont deux entiers positifs vérifiant 'équation,
; est une réduite de rang pair du développement de y/a en frac-

tion continue.

2. Soit z,, y. une solution enti¢re positive de I'équation (1),
telle que z, > 1, et soient a, B les racines de I’équation

(2) T*— 27T 4-1=0,

en posant

P 2= an+ﬂ~, Yu= ﬂ___E: (a>B);
2 2va 0

Zn, ¥a sera une solution entiére de (1). Si x,, y, désigne la plus
petite solution enliére el positive de ’équation considérée, on dé-
montre aisément que les formules (3) donunent toutes les solutions
eatiéres positives de la méme équation.

On calcule ces solutions par les formules de récurrence

Ta+1 = 221Tp~— Tp—1,

Yn+1=2Z1Yn— Yn-1-

(4)

3. L’équation (1) représente, en axes rectangulaires, une hyper-
bole de sommets (1, o) et (— 1, 0). Nous appellerons points en-
tiers les points de cette hyperbole ayant pour coordonnées des
nombres entiers.

On établit facilement les propriétés sunivantes de ces points. Si
M et M’ sont deux points entiers, la paralléle a la tangente en M’
menée par M rencontre une seconde fois 'hyperbole (1) en un
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point entier M”. Si M et M’ sont sur une méme branche et que
I'arc MM’ ne poss¢de aucun autre point entier que ses extrémités,
nous dirons que M et M’ sont des points entiers consécutifs; alors
M’ et M” sont aussi des points entiers consécutifs.

Soient A(1, o) le sommel, A,(z,,y,) le premier point entier 3
coordonnées positives ; la paralléle menée par A a la tangente
en A, donnera le point Ay(z,, ¥:); la corde A, A, sera paralléle
a la tangente en A,, etc., et I'on obtiendra ainsi tous les points a
coordonnées entiéres et positives. Par symétrie, on aura tous les
points entiers & coordonnées positives ou négatives.

Au moyen de ces remarques, on voit par exemple que, si 2/, '
est une solution entiére, les formules

r=22"%—1, y=az'y
en fournissent une nouvelle. De méme
r=42%—32', y=4ay’+3y, ceey

formules qu’on obtient aisément 4 'aide des équations (4).

On peut encore remarquer qu’il y a uoe infinité de maniéres
de distribuer les points entiers deux & deux sur des cordes paral-
léles.

4. L’équation z?— an?y?= a une infinité de solutions en-
tieres. Soit z', ' I'une d’elles; alors 2/, ny' est une solution de
’équation (1). Donc cetle équation (1) a une infinité de solutions
z, y telles que y soit un multiple d'un entier n donné arbitrai-
rement.

8. Occupons-nous maintenant de I'équation
0} r*—ayrt=—1.

Elle n’a pas toujours de solutions entiéres. Si elle en a, elle en
a une infinité et, si I'on désigne I'une quelconque par &, =, la frac-

§

tion , est une réduite de rang impair du développement de y/a.

En outre, si £, », désigne la solution entiére positive composée
des plus petits entiers possibles, on a £, >1 el en outre

<y, n< -
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Soient v, ¢ les racines de I'équation
(2) zrr— a2l —1=0;

si l'on pose

n on n_ &n
3y =1, === 8),
(3) En 5 Na Va2 (y>9)

El’_a")l’t =&,

on aura

¢ étant égal 3 + 1 ou & — 1, suivant que n est pair ou impair.

On a

) A Envr=2E 1 En + En—yy
Na+1= 2810 +Nn—y-

On obtient ainsi, en remarquant que §,=1, no=0,

$!= ')‘E} +1,
na =250,

Plus généralement, si I'on pose

d’ou

xr—1 x +1
(5) £=\/ —, a=y/ I

ou, inversement,

(6) x=2€’+'l .7=257h

si les formules (5) attribuent & §, 0 des valeurs entiéres, §, 1 sera
une solution de I'équation (1)'. D’autre part, si §, n est une solu-
tion entiére de (1)', les formules (6) donnent pour z, ¥ des valeurs
enti¢res vérifiant I'équation (1).

Or,

m=28n < 2214,
c’esl-a-dire
1< V-
Mais

donc
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La relation
Eg = ').E} —+1
peut donc s’écrire
Ty, = 'IE} —+1,
et de méme

yi=125n.
De la cette conséquence : pour que Uéquation

r2—ayt=—1
ait des solutions entiéres, il faut et il suffit que la plus petite
solution positive enticre autre que 1, o de Uéquation (1) soit de
la forme

Ty =1+ 2ul,

Y11= 2uv,

etalors§,=u,n,=v.

6. Cela posé, des formules

E'H-! =12 El Ep+l -+ ejn
Epri=1abt, + &,

. & =2bibp1+Ep-2
on tire
) Epra=221 §p— Ep2
et de méme
7y ) Np+2= 231 7p— T p-s.

Si nous supposons p impair, &5_2y Np_2; Epy Np; Epsar Nipsa sont
trois solutions de (1) fournies par les formules (3)'; désignons-
les par

! ’ . ! ’, , '
Zu-11YVn-15 FTurv Vs Tuttr Yasae

Nous aurons ainsi

g —_ r ’
Tpp) =224Ty — Tp_yq,

Y4t =29 Yn—Yn_y-

(3)

Ces formules ne peuvent servir qu'a partirde n = 2.
On a donc
Ty =137y — Ty,
Yi=2)s— e
XXXV, 9
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Dailleurs,

Ev=128 b+ &

Ly = (22 + 1)TYy,

ou

et de méme
Y= 2Ty 1+ Y-

Cela étant, on déduit des formules (8)
z'u-l-ly,n - ‘r;l.”'n+| = x‘:}"n—l _}"nz'n—h
et par suite, de proche cn proche, on arrvive a

! ’ ! , — ' ! .
Tuiy Yn—TaYn1 =T Yy — 1V
’ ' ! . U 1 ’
Ty Yu—Tn Va1 =22 (117 — 2, 71),
ou enfin
! ’ ’ ‘ .
TpetYan—ZTnYu+v1 = X1

7. Je dis maintenant que nous avons obtenu toutes les solutions
entic¢res de 'équation (1)'. Eu effet, soit 2/, 5’ une solution diffé-
rente de celles que nous avons trouvées. On voit immédiatement
que z' esl compris entre deux valeurs telles que z, et 7., ety
entre y, eLy,. .

Si I'on pose

T =Ty - Ay Yo

_ , s
Y =Y Thgr — & Yugas

z, y sera une solution de Péquation (1).
Or,
Y= (z"nu — Y+t \/a))"—(-t"—)"\/‘_l)}"nﬂ
ou

’

.V,'H-I v

+yva Tho+yeava

> o,

D’autre part, nous avons trouvé
Ty Y= Tu Va1 =)1,
ce qui peut s’écrire
J1= (1';4+| — Y \/E)J’:: - (T'n—)’;: ﬁ).";un

ou encore

— Yinsa Y
Y= ’ B - i B =
Ty+Yn Va 1'n+|‘+-}'n+l‘/a
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ce qui donne, par comparaison,

oLl y < Jrn

ce qui est impossible.

8. Reprenons lesrelations(7),(7) etsupposonsmaintenant que p
soit pair. Alors, §,_3, £, §p4a sont trois solutions de I'équation (1)
et, si on les désigne par x,_y, Tn, Zuy, ON aura entre ces quan-
tités les relations (4).

Doac, en réunissant les résultats obtenus, on voit que, si 'équa-
tion (1) a des solutions, les formules (4)' donnent alternativement
loutes les solutions de I'équation (1)’ et de I'équation (1), pourvu
que §, 1, désigne la plus petite solution positive entiére de (1)'.

9. Remarquons enfin que les points entiers de I'’hyperbole re-
présentée par I'équation (1)’ ont des propriéiés analogues a ceux

de sa conjugnée; mais les sommets de (1) ne sont pas des points
entiers.

SUR L'EXTINCTION DU FROTTEMENT;

Pan M. Pawr AvreLL.

Dans un intéressant article publié dans ce Recueil ('), M. Le-
cornu a étudié, sur un exemple assez général, le probléme de
I'extinction du frottement.

1. Je me propose d'étudier la méme question pour un systéme
matériel présentant les caracléres suivants, qui se trouvent réalisés
dans la plupart des systémes usuels.

1 Le systéme considéré est d’abord assujetti a des liaisons
quclconques, sans frottement, indépendantes de temps;

2" 1l est soumis & des forces intéricures dérivant d’un potenticl IT
qui est positif dans toutes les confligurations possibles du systéme

(') Bulletin de la Soci¢te mathematique de France, t. XXXV, p. 3, 1gv3.
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et qui devient nwl dans une configuration spéciale, constituant
une configuration d’équilibre stable du systéme sous I’action des
seules forces intérieures;

3" Le systéme est en conlact avec des solides fixes Sy, S,, ..., Sp,
sur lesquels il glisse avec (rottement;

4° 1l est soumis enfin 3 d’autres forces extérieures dérivant
d’une fonction U, qui reste inférieure & une limite fixe L, pour
toutes les positions du systéme dans lesquelles le contact subsiste
avec I'un au moins des corps Sy, Sa. ..., S,.

Il. Le systéme étant ainsi défini, le théoréme des forces vives
doane I'équation
(l) d(T+ﬂ —U) =—f|N|Vld‘—f,Nngdt'—-..—.fl,N,,P',d‘,
ou T est la demi-force vive, ou f,, fa, ..., fp sont les coefficients
de frottement, Ny, Ny, ..., N, les valeurs absolues des réactions
normales, v, ¢4, ..., ¢, les valeurs absolues des vitesses des points

matériels en contact avec les solides S, S,, ..., S,.
Oan déduit de cette équation la comséguence suivante :

S les réactions restent finies, il est impossible que {’un quel-
congue des produits Nyo,y Ny vy, ..., Npop, ainsi que la somme
2fNv, ait une limite inférieure autre que séro.

En effet, supposons, par exemple, que pour les valeurs crois-
santes du temps ¢, Ny reste supéricur & un nombre positif fixe ),
différent de zéro. On aura

d
ST+ —U) <=2\

d’ou, en intégrant,

T+nN—-U<—=Afit+C;
comme, par hypothése, U est limité, U < L, tant que le systéme
est en comact avec S, on a

T+N0<—=2fit+C+L.

Mais alors, au bout d'un temps ¢ sullisamment grand, T + 1
deviendrait nul, et les vitesses de tous les points du sysitme
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s'annuleraient dans la configuration d’équilibre stable correspon-

dant a I =o.
Ce résultat est en contradiction avec 'hypothése faite

Niox> 2,

car, puisque les vitesses s’annulent, v, tend vers zéro et Ny est sup-
posé fini.

Les limites inférieures de tous les produits Ny¢y, Navy, ...,
Npvp et de la somme ZfNv sont donc nulles.

Il arrivera, en général, que ces produits tendront tous vers 5éro.
Donc, certaines des réactions, Ny, N, ..., Ni, par exemple, ten-
dront vers 5éro; le systéme tendra & abandonner les liaisons avec
frottement d’ou proviennent ces réactions. Kkn méme temps les
vitesses des autres points frottants vxyy, Vaya, - ... vp lendront vers
zéro et les glissemeats correspondants tendront & disparaitre.

Le systéme, dans son ensemble, cherchera donc bien & échapper
au {rollement.

Ces considérations s'étendent au cas ou les corps du systéme
frottent les uns sur les autres. Je laisse a d’autres, qui auront plus
de loisirs que moi, le soin de les généraliser ct de les préciser.

SUR LE PROBLEME DES MULTIPLICATEURS RECIPROQUES;

Par M. C. Porovicr.

1. A propos de la théorie des derniers multiplicateurs, on peut
formuler le problé¢me suivant : Quels sont les systémes d’équa-
tions

(l dz', _d.‘l‘g _ _ tiz‘,,

) XA ST RY
dx| dz‘, d.’l‘n

ll —_— == =Ll =

( ) fl f! fn ’

tels que les coefficients d’un systéme soient les multiplicateurs

.
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de Uautre? C'est ce qu’on pourrait appeler le probléme des mul-
tplicateurs réciproques.
Pour le traiter, il faut résoudre le sysiéme de 2(n — 1) équa-
lions :

s df; I d:\| 0A, _
A'dx. A’ : "—T..Lf < A dxn)_o’

(HI) :\‘ 0\¢ d\( df. i)ﬁ _
ﬁ f,. (7;-‘ +...+dxn =0

(Ic=|,')., Lo ).

Nous ne considérerons que le cas de deux variables. Dans ce
cas, les derniers multiplicateurs sont cn méme temps [acteurs
intégrants.

Deux questions se posent :

1* Quels sont les deux groupes de facteurs intégrants réci-
proques A, B; f, o?

2° Quelles sont les intégrales que 'on obtient avec ces fac-
teurs?

Nous résoudrons les deux questions en méme temps.

2. Pour traiter la premiére, il faut intégrer le sysiéme

<.>§ df f( 35) = M”’z;' (df d?)”’
'A—-;—B (z:-;-%;):o, f;;+9gy§+n("f (f;):o.

En cc qui regarde la deuxiéme question, il faut remarquer que,
si 'on fait

= ¢

= =u,

B

Iy

A f
E

on a

‘ = dy pour ¢ = const.;

x
(2) " dz
- = dy pour u = const.
Il s’ensuit que chaque intégrale obtenue avec la combinaison
A dy — Bdz scra une fonclion de ¢ et chaque intégrale obtenue
avec la combinaison fdy — ¢ dx sera une fonction dc w«; par

LY
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conséquent, on aura

: ()= [fnay—Baz),  su)= [Afdy—sdr);
3) ‘
(2= ferdy—Bds), ()= [B(fdy —pdn).

Maintenant, si nous égalons les premiers membres de celles des
équations (1) qui sont écriles sur une méme ligne, nous obtien-
drons

€3] %Bf:;};:\?, ;&B/:&A?.
Donc
(5) Ag — B f = const. = &,
ce qui-revienlz‘a .
U—yv= B;’

et, en vertu des équations (3),

kx = 3(v)— t(u),

) ky=7¢(v)—<(u).

Ces formules font voir que les courbes « = const. et v = const.
sont des courbes de translation, ce qui résulte aussi des équa-
tions (2).

En vertu des équations (2), on peut écrire

(7) uvl+ v, = o, UL+ Uy =0,

d’oii, par élimination de v,
0 u_;.
5T o7
(8) w=— .‘.’lif.
d u_"

or ul

Pour intégrer cette équation, remarquons qu'en vertu des équa-
tions (2) et (6), on a

3'(v) t'(u)

Tw)

(9)
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Donc, sil’on fait k =1, il viendra

(10) z:fa{'(o)dv—bfu:’(u)du,
Y =5(v)—=(w),

ou, en éliminant ¢,

(n) z -+ ut(u)—‘j:c(u)du=1t[y-+--.(u)],

qui est l'intégrale générale de 'équation (8). On tircra ¢ de la
seconde équation (7).

L’intégration du systéme (1) est terminée si ’on se souvient que
nous avons encore obtenu I'intégrale (5). En cffet, les équa-
tions (4) et (7) sont équivalentes au systéme (1).

Il est intéressant de remarquer que les fonctions § et = peuvent
dire prises arbitrairement, en tlant qu’elles sont regardées comme
fonctions de ¢ et u; mais, si on les regarde ensuite comme fonc-
tions de z et y, elles ne sont plus arbitraires. En effet, les équa-
tions (3) nous donnent

(== —Bg.

On voit que le probléme dépend de trois fonctions arbitraires.
Supposons que I'on se donne, par cxemple, B, { et 7; alors les
¢quations (10) donnent u et ¢, I’équation (3) fait connaitre ¢;
puison a A= Bu, f=¢v et enfin z et ¢ par les équations (g).

Si 'on se donne d’avance les équations

dr _dy  de _dy

—_— = —_— ey

ANTB T e
ce sont les équations (3) et (5) qui permetlent de reconnailre si

les coefficients sont des multiplicateurs réciproques.

3. On peut résoudre un probléme plus général : Déterminer
les fonctions u et v telles que Uon ait

=dy pour v =const; =dy pour u = const.

Au) (o)
1l faut intégrer le systéme”

(7) )‘(u)v.,t'i"’-ly:ov P'(v)u!r'*-u_,y:o:
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qui nous conduit a Péquation
A(u) = D2(u),

9

D désignant le symbole O'T'V .
oz

Le probléme est le méme; car, si u est une intégrale de I'équa-

tion dr =v¢dy, AM(u) en sera une aussi; de méme p(v) sera

comme ¢ une intégrale de I'équation dz = udy.
Faisons donc A(u) = Uet p(v) = V; le systéme (7') se réduit a

UVi+Vy=o0, VU.+U,=o,

dont nous avons trouvé l'intégrale générale. En passant de U a «,

on a, pour cette dernié¢re fonction,
(1t') z--—)\(u)'l’(u)—f-f'l‘(u)a}u:n[y—T(u)].

On pourrait trouver encore celte solution en remarquant que,
d’aprés les équations ('), les courbes u et ¢ sont des courbes de

translation. Dés lors on doit avoir
z=23(v)+ t(u),

Y =8(v) +(u),

avec
s'(¢0)

t'(
gw) (

=) 5 Z} =(u).

4. Une question plus générale encore, que nous allons formuler,

conduit & une équation de la forme

Jt
P(z,t)g+ —
H(‘, t)= ‘:’};7 t=%'

(12)
P(z,t)p+ P

quc nous pourrons étudier et méme intégrer dans certains cas en
la réduisant a 'équation classique de Laplace
y
s+ap+ bg =o,

ot @ et b nc dépendent que de z et y.
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Nous avons jntégré I'équation (12) dans le cas o P est nul et
H fonction de 3; son intégrale générale est exprimée par la rela-
tion (11').

On arvive & celte équation quand on se propose de trouver les
fonctions u et ¢ telles que I'on ait

r(u,v)

=dy pour v = const.; =dy pour u = const.

A(le,v)
Pour cela il fant intégrer lc systéme

(13) A(u, 0)0i+vy=o, plu, v)uz+ uy=o.
De la deuxiéme équation on tire

w,

0=F(u,l), l=;a’

et en remplagant dans la premiére on obtient I’équation (12) od 3
représente la fonction u.

Réciproquement, on peut revenir de Péquation (12) au sys-
téme (13) si 'on intégre I'équation

du
E = P(u, ‘).

Lssayons maintenant d’intégrer le systéme (13).

Remarquons que ¢(v) et f(«) seront comme « et ¢ des intégrales
respeclives des équations (13). Nous pourrons donc user des sub-
stitutions U = f(u), V = ¢(¢) pour simplifier les expressions de A
ct de p.

Au lieu de chercher u et ¢ en fonction de z et y, cherchons
ct 5 en fonction de u et v. A cet effet, posons

) z=m(u,v), y=ulur).

Faisons successivement ¢ = const., « = const.} nous Lrouvons

r !
18 A
— = A(u, v — = m(w,v).
m‘l‘ ( 1 9) m:’ l‘( ' ¥)

Donc, si I'on connait la fonction m, on aura

(13) =(u,v)= [ Mol du + [ uw, dv.

“u, .
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Exprimons que le second membre est intégrable; nous arri-

vons a '

’

1
(16) Wt o, — o,

B A—p
ce qui est une équation de Laplace. Supposons que I'on connaisse
I'intégrale de 'équation (16); alors on aura l'expression de w avec
deux fonctions arbitraires, puis =; les équations (14) nous donne-
ront enfin la solution générale du systeme (13).

3. Exemere I. — On suppose ). fonction de u« et p. fonction
de v. On a

By, = 0,
Yy =wo(u,v)={(v)—(u)

On retombe sur une solution connue que nous avons exprimée
par la formule (11').

6. Exemere II. — On suppose )= pu. Les équations (13)

donnent alors

u, v,
— —
‘Iy = "—'?(“)'
x Yx

Les deux équatious (13) se réduisent a une seule
Mu, () ul+ ) = o.
et il n'y a pas lieu de chercher z et y. On a
z — Mu,9(u)ly ==(u),

avec deux fonctions arbitraires ¢ et .

7. Exemrre HI. — On se donne le systéme
Su)y'=to(e)rvi+v, =0, flu)¢(v)r—tu;+ v, =o.

Cet exemple contient comme cas particulier I'exemple 1 pour

— = ; — — —n=
n=n'=o et aussi le cas A = (v), » = f(u) pour n =n'=.

Pac un changement de variables on cst ramené aux équations

w=tenel 4+ ¢} =o, uren il + uy = o.
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La détermination de y dépend de I'équation

R n , n
Tuwt ™ T .

’ —
Wy = 0,

qui est I'équation d’Ealer et de Poisson. Son intégrale générale est
donnée par la formule

3 _ " f,(a)dﬁ ¢ f!(a)dp .
y = wlu,0) f (u—a;u'w—a)»*f,. (4 —B)"(v =B

On aura par suite pour 2

z = n(u,v) =f"w -+ “ _ugen-t fy(B)d3
g

(u—a)s’(v—a) v (to— Br(v—pgn

Pour nous rendre compte de la généralité de la méthode, remar-
quons que les fonctions ainsi trouvées ne sont pas seulement les
intégrales générales du systéme proposé; mais aussi d’une infinité
d’autres; 4 savoir ceux dans lesquels le couple A,  satisfait sux
équations

. PV n Mo 0

r—n T v—u’ *—p v—u

Eliminant p entre ces équations, on trouve

n . n'—
)-,"v— o—_uA"‘+ ‘—':—ul{, = 0.
Donc les solutions ci-dessus satisferont & unc double infinité

de systémes de la forme (13), dans lesquels on a

- LR R (I

J, @ ap-r(v—a)" — B (e —B) *
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NOTB AU SUJET DB CERTAINES DISCONTINUITES APPARENTES
DANS LES MOUVEMENTS
OU INTERVIENT LE FROTTEMENT DE GLISSEMENT;

Par M. pe Spanre.

Dans une Note publiée, I'an passé, dans le Bulletin de la
Société mathématique, jai fait voir que I'on arrive sans peinc
a4 lever I'ambiguité apparente & laquclle peut conduirve 'emploi
des lois de Coulomb, en tenunt compte de la continuité du mou-
vementl. . '

Il existe toutefois certains problémes ou application de ces lois
semble conduire, ainsi que je vais le faire voir, & un mouvement
discontinu, ce qui parait i premiére vue absurde. Toutefois, si I'on
examine la question de plus prés, on voit ue la solution alaquelle
on est conduit esl. au lieu de ccla fort rationnelle, et que la encore
les lois de Coulomb donnent une image, approchée sans doute,
mais sommne toute trés satisfaisante des phénomeénes. La disconti-
nuité qu'elles introduisent n’existe évidemment pas, mais elle
remplace une modification trés rapide des conditions du mouve-
ment, modilication que I'on peut sans inconvénients remplacer
par la discontinuité en question, si 'on se propose seulement de
connaitre ce (ui se passait avant et aprés la modification dont il
s'agit.

C'est d'ailleurs 'hypothése de la rigidité absolue des liaisons,
qui introduit dans le cas actuel la discontinuité dont nous venons
de parler, comme elle avait conduit a introduire des percussions
dans les problémes examinés par nous dans la Note que je rappelle
cn commengant,

St I'on tient compte de I'élasticité des liaisons, cette disconti-
nuité disparait et elle est remplacée par une modilication des
conditions du mouvement d’autant plus rapide que les liaisons
sont plus raides, et qui, a la limite, devient instantanéc lorsqu’on
les suppose absolument rigides.

Nous verrons aussi que, pour certains problémes, ol intervient
le frottement, on peut, pour des conditions initiales donndes,
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Supposons maintenant
S < 3iangh,

et supposons loujours le systéme abandonné a lui-méme sans
vilesse initiale.
On devra avoir, a l'instant initial,

Ney” > o.
Or, pour =10, on a

£2cns30(3 sinfh — fecosh)e(s costh —1)
(§sin0cost0 — fecosl + sinb)? ’

Nep' =2

Mais, dn moment que le mouvement se produit, on a
3sinf > fcos8,
la condition précédente revient donc (') a
€(2co8!0 —1) =ecos20 >o.

Donc, si §, < 45°, on devra prendre ¢ =+ 135 si, aulicu de ccla,
8, > 45°, on devra prendre e =—1.
Supposons maintenant que 'on ait d'abord

3tangly = f,

le systéme est encore en équilibre, et 'on a

N= -i-gcotoo,
0" =o.
Donnons & tangf, une valeur tant soit peu supérieure a ?;-f,

si 0, < 45°, on devra conserver pour ¢ la valeur + 1 qu’on avait dd
adopter tant que le systéme était en équilibre, de sorte que 0" et v’
commenceront par prendre des valeurs trés petites ct N aura une

.. 1 . . P
valeur trés voisine de celle, — g cos8,, qu’il avait pour | ion
138 v q vait pour la posit

d’équilibre ; en un mot, les valeurs de §”, 7" et N pour le mouvement

(') Car nous supposens
0 < go°.
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sont la suite de celles qu’elles avaient pour le repos et il n’y a, par
suite, pas de discontinuité. Supposons au lieu de cela le systéme
d'abord en équilibre pour

tangh, = %f avec  0,> 45",

et que 'on donne ensuite a tangf, une valeur tant soit peu snpé-
0 1 .
rieure 4 3 f, le systéme se mettra en mouvement ct, comme 80> 45°,

on devra prendre pour ¢ la valeur — 1, de sorte que §", au lieu de
prendre une valeur Lrés petiie, en prendra une sensiblement
égale a
3z sinf,cosy
27 8in0y(1 + cosily) '

¢ passe donc brusquement de la valeur o a une valenr finie et N
qui, au moment de I'équilibre, était égal a

1
~gcotd
26’ 0y

passe brusquement de cette valeur i la valeur négative

&(1 — 2.cos?l,) cosﬂ,,.
§sinby(1+ costly)

Il y a donc la une discontinuité, qui ne peut évidemment se
présenter dans les phénoménes naturels; mais nous allons voir :
1° que cette discontlinuité tient a la rigidité absolue, supposée aux
liaisons et qu'elle disparait lorsqu’on tient compte de leur élas-
ticité; 2" que les résultats fournis par laloi de Coulomb donnent en
définitive une image approchée Lrés suffisante des phénoménes, en
ce sens qu'au moment ou I'équilibre est rompu, le point A
échappe en un temps trés court au contact du guide sur lequel il
s'appuyait, pour venir frotler sur l'autre, si la liaison est bilalé-
rale, ou pour se mouvoir librement, si elle est unilatérale.

Nous supposerons donc dans ce qui va suivre que la Lige AB
s'allonge ou se raccourcisse proportionnellement i I'cflort qu’elle
supporte et nous négligerons, au lieu de cela, I'allongement du
fil OB ainsi que la déformation des guides.

Nous désignerons, comme plus haut, par r la longueur du fil,
supposée invariable, la longucur de la tige étant alors r + u, ct sa

XXXV, 10 '
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tension dans ces conditions étant

Q=vtu ('),
o v* désigne une constante.

La tige ayant actuellement lalongueur r+ u, elle fait avec I'ho-
rizontale un angle 6 + B, od B est trés pelit, et 'on aura pour

Fig. a.

Py PZaii

¥

déterminer cette quantité 3, en se bornanta la partie principale,
(r+u)cos(0+B)=rcosd
ou

rp = ucoth.
Nous aurons ensuite

n=rsind+(r+u)sin(0+pP)=2rsin0 4+ rpB cosd + u sind
ou

7 =2rsind 4+ —
L sin
Nous poserons alors
u
. = sinb’
ce qui nous donnera
n =2rsind +§,
7" = ar(cos00”— sin00'?) 4 T,
Q = v sinb.

(') La déformation étaat faible on peut, tout au moins comme premiére approxi-
mation, la supposer proportionnelle & la tension.
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Les équations des mouvements de B et de A nous donneront
donc :
ro"= g cos® + Qsin(20 + B),

n =g+ Q[fecos(0+3)—sin(0+§],
N =—Qcos(6+B); ¥

ou, en se bornant toujours a la partie principale,
(5) r6" = g cos0 + 2v* { sin?0 cos®,
7' =ar(cos80"—sin00?) + "= g + v?{ sin0( fec cos® —sinf),

de sorte que les équations du mouvement seront I'équation (3) ct
équation
6 {'+ v2Zsin0[4sin0 cos?0 + sin0 — fecos0]
® + g(2co0s?0 —1) —2rsinfl'2=o,
obtenue en remplagant § par sa valeur (5) dans I'équation précé-
dente que 'on peut écrire )
& U+ v3Ysin0[3sin0 — fecosO + 2sin6(2 cosr0 —1)]

) + g(2¢0s20 —1) — 2rsinbl'2=o.

Sil'on a

tangt = %f, 0 =o;

le syst¢me est en équilibre et I'on a

t=—

& =£
2visint0’ N= 2 cotd.

Pour ces valeurs de 6 et § le systéme reste en équilibre.
Donnons & § une valeur §, trés peu plus grande et telle que I'on
ait

f=3 tangoo[l —%a(l—acos’eo)].

en supposant 6, > 45° et « Lrés petit.
Si le systéme est maintenu en équilibre dans cette position par
une trés petite force verticale appliquée en A ('), on aura alors

Lo= £

7 avtsintl,’

(') La force qui maintient le systeme en équifibre est, en y comprenant le frot-



— 148 —

abandonnons maintenant le syst¢éme a lui-méme, sans vilesse ini-
tiale et considérons un espace de Lemps assez court pour que nons
puissions négliger la variation de § et prendre par suite

0'g=05=o, 6 = 0,.
Nous aurons
" — 2v28in?0,(1— 2 cos?8y) (1 — 2) { — g(1— 2 costly) = o.
Posons alors

2v2sin?0,(1 — 2) (1 — 2 cos? 0, ) = K2,
puisque
00> "5"'
K2 est positif et trés grand, v? I’élant et il devient infini avec v,

lorsqu’on suppose la tige de plus en plus raide.
Nous aurons

- & ([ 1 K¢ -y
c—- zv'sin‘ﬂo (l_z—!-.»\e + Be .

Nous avons d'ailleurs par hypothése

- r agy _ .
Go=— avt sin’t)o’ (22)0_ 03

et I'on en conclut

el par suite

TR S [l—;(e'“-t- e—'“)].

2v2sin?lo(1 — x)

Toutefois cette formule ne doit étre appliquée que jusqu’a {=o.
K étant trés grand et, par suite, e~** négligeable devant e*‘, dés

tement,
N3 tangb,= %ﬂ,

la force fournie par le frottement est Nf, la force supplémentaire serait donc
3—,‘5 — Nf =ag(1—2 cos’,),

elle est donc trés petite avec a.



— 149 —

que ¢ differe de zéro, on aura §{ = o sensiblement pour
2 1 2
ekt=_; donc t=-4L--
a’ K £ 2

A partir de cet instant, § changeant de signe, si la liaison est
unilatérale (lige s’appuyant cootre un mur), la tige échappera et le
mouvement subséquent sc fera comme si le mur n’existait pas.

Si, au lieu de cela, la liaison est bilatérale, N changera de signe;
il faudra, par suite, & partir de ce moment, prendre e=—1 et
Pon aurait, en prenant toujours 6 = §,, §; = o,

L'+ v sinOy[sin0y( 4 costOo+ 1)+ fcos0y] — g(1— 2cos0y) = o.

C’est-a-dire, si I'on se borne a la partie principale, f différant
tees peu de 3 tangf,,

§" 4 §v2sin?0, (1 4+ c0s20p){ — g (1 — 2 cos?h,) = o,

et, en posant
K} = 4v?sin20y(1+ cos?0,),
on aurait
1 — 2 cos? .
(= g—T}——?(|+AcosK,t+ BsinK,t),
de sorte qu'il se produirait une série d’oscillations, en réalité rapi-
dement amorties, autour de la position moyenne

1 — 2 cos?h,

L=

Valeur pour laquclle on aurait

£(1 — 2.cos?0,)
Q= 48inby(1 + cos'Uo)’
el par suile
£ cos0y(1—2 cos20,)

N=—Qcosby=— 4§ sinby (1 + costly)

ce qui est bien la valeur obtenue pour N par I'application des lois
de Coulomb et sans tenir compte de I'élasticité des liaisons.

Il reste a vérifier que 'échappement ou le changement de signe
de N (suivant que la liaison est unilatérale ou bilatérale) a lieu au
bout d’un temps assez court pour que 'on puisse négliger la varia-
tion de § pendant ce temps.
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“ Or, cn prenant § = ,, nous avons par I'équation (3)

r0"= gcos8y+ 2v1§sin?0,cos0,

_ _Reoslo[ @ L Kr
= g oos0y— L2240 [l S (ehi+ e k)
ou
e
on en déduit
i __ gacosh, v Ke key 2.
ro 0°)—_—|—a'[zK‘(e +e ) 2
Mais
ekl — ;, l=-l%{§’
de sorte que
geosly "
() — = - =
r(0—0,) = Kii—a) J" )]
Mais
S

est nul pour z = o, dc sorte que

2(e2)= (Ve

est Lres pelit avec a, et I'on peut prendre par suite

l'(o -_— 00) = i\%ﬁ%ﬂ:),
(uantité teés petite puisque K est trés grand et qui tend vers zéro
lorsque K augmente indéfiniment.

Nous remarquerons de plus que. si la liaison est unilatérale, ¥’
est Lrés petit au moment ou I’échappement se produit. On a en
effet

2K
4v28intBy(1 — a)

¢ =

(ekl—e--Kty),

soit sensiblement, puisque K =vsinfsy/2(1—2)(1 — 2 cos?b,),

U= gy 2(1— 2 costly)
2vsinlgy/1 — a ’

quantité trés pelite et qui tend vers zéro lorsque v croit indéfi-
niment. \
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On voit donc que, s'il y a échappement, le point A peut étre
considéré comme s’échappant avec une vitesse nulle.

Donc, en résumé, on voit que I'application des lois de Coulomb
se lrouve pleinement justifiée, en ce sens que, d’une part, I'ano-
malie qu’elles semblent présenter par suite de la discontinuité
qu’'elles conduisent a admettre dans le mouvement lient unique-
ment a la rigidité absolue supposée aux liaisons, et que, d’autre
part, sauf une période excessivement courle et sans importance, le
plus. souvent, elles donnent une image trés satisfaisante de I’en-
semble du mouvement.

Il. Examinons maintenant le second probléme que j'si en vue.

Je suppose deux points matériels A et B de méme masse égale
a 1, rcliés par une tige rigide de longueur r et de masse négli-
geable.

Le point A est assujetti & se mouvoir sur la verticale descen-
dante Oy, sur laquelle il frotte, le coefficient de frottement éiant

Fig. 3.
o xz
B
|
[}
A
y

¢gal a f. Le point B est seulement, en plus de sa liaison au point A,
assujelli a se mouvoir dans le plan vertical zOy.

Nous déterminerons la position du systéme par 'ordonnée n dn
point A et par l'angle § que fait AB avec la verticale ascendantc;
nous supposons

0<< T
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Soient z et y les coordonnées de B, on aura
x = rsinb,

¥ =mn —rcosl,
el 'on en déduit

(7) Z" = r(cos00"—sin00'?),
(8) ¥ =1"+ r(sin00" 4 cos00'?).

Si d’ailleurs on désigne par P la compression de la tige AB et
par N la réaction de Oy on aura

N = Psin0,
(9) 7' =g+ Pcos0—Pfesin0,
(10) 2" =P sin0,
(11) Y=g —Pcosh;

ol e =1, le signe de cette quantité élant déterminé par la condi-
tion

Nen'>o si n'So,
et par la condition

Nerx’>o0 si  3'=o,

cette derni¢re condilion revenant, puisque nous supposons sinf
positif, a :
Per” >0,

on déduit d’ailleurs des équations (7), (8), (9), (10) et (11)
sin0(sin60"+ cos00'?) 4+ (cos00°— sin00'?) (2 cos0 — fesin0) = o;
d’ot1 I'on déduit

__ 8in00'%(cosh — fesinf)
~ 1+ cos?0 — fe sin0 cos0’

(12)

el epsuile
P sin0 = r(cos06" — sin00'?),

c’est-a-dire, en tenant compte de (12),

_ ro'
1+ cost0 — fesin0cosO '

puis
. ri2(cosl — fesinbh)
= 8 T X costl— fesin0cosh
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En considérant ces formules il semble & premiére vue que, dans
le cas ou, le syst¢tme étant abandonné a lui-méme, sans vitesse ini-
tiale, on a 6, = o, il n’y ait qu’une solution possible, celle qui cor-
respond a

F=P=o, x'=g¢g,

c’est-a-dire au cas ou la lige se transporte parallélement a elle-
méme, sous l'influence de la pesanteur, sans étre soumise a aucune
action de la part de O g.

(e mouvement est évidemment celui qui se produit si le point A
a avec Oy un simple contact géométrique qui ne met pasen jeu le
frottement.

Mais en sera-t-il de méme si I'on a d’abord mis la lige en con-
tact avec O g dans une position ou elle fait un angle § avec cette
droite et si on la maintient au moyen d’une force verticale appli-
quée c¢n A et d'unc autre force perpendiculaire a sa direction
appliguée en B?

On aura alors

P = g cos0,
N = g cos0sin0,

et la réaction verticale Q qu'il faudra appliquer en A, si l'on ne
lient pas compte du frottement, sera

Q = g + g cos?0 = g(1+ cos?0).
Mais, si le coefficient de frottement est tel que l'on ait

1+ cos20
cos0sin0’

f>

on pourra supprimer la force Q appliquée en A et celte force
sera fournie par le frottement.

Si ensuite on rend le point B libre en supprimant la force nor-
male qui le retenait, rien ne sera changé au début aux réactions
qui s’exergaient en A el ce poinl restera fixe, la lige lournant
autour de lui.

D'ailleurs, puisque le point A reste fixe, on devra avoir

v =& 4 P(cosb — f,sin0) = o,

NsSs

avec
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de plus, puisque la tige tourne autour d’un point fixe, on a
P = gcos0— ro7,

et par suite le point A restera fixe tant que I'on aura

£(1+ cos?0) — r6'2cosd
gcoshsinl — r62sin0

<f.

On verrail ensuile qu'au moment ou celle inégalité se change
en égalité, 0", qui était nul jusque-la, prend brusquement une
valeur finie et que N, qui était positif, devient 3 ce moment brus-
quement négatif (ou nul si la liaison-est unilatérale). 1l y a donc
la une discontinuité apparente, mais dont 'explication, toute sem-
blable a celle donnée pour le probléme précédent, nous permettrait
encore de constater que les lois de Coulomb fournissent pour I'en-
semble des phénoménes une image trés suffisamment approchée.

Nous nereviendrons pas sur ce fait, car pour cela nous n’aurions,
a peu de chose prés, qu’a répéter ce que nous avons dit pour le pro-
bléme précédent, mais nous croyons au lieu de eela devoir insister
un peu sur ce qui se passe au début du mouvement.

Nous avoné vu, en supposant le sysléme abandonné sans vitesse
initiale, que, si 'on a
1 + costl)
coslsinh’

JS>

le probléme comporte deux solutions : 1° si la tige a avec Oy un
simple contact géoméirique elle se transporte parallélement a elle-
méme; 2° si Pon a d'abord maintenu la lige immobile en contact
avec A g, de fagon que le frottement entre en jeu, la lige tournc,
au début du mouvement du moins, autour du point A qui reste
fixe.

Si au lien de cela on a
1 4+ cos2f

/< cosfsin6’

on n’a dans tous les cas qu'une solution, la tige se transporte
parall¢lement & elle-méme sous l'influence de la seule pesanteur.

A premiére vue, ce dernier résallat peut parailre paradoxal; il
est certain, en effet, puisque I’on a d’abord maintenu la tige en
conlact avec Oy, que cette tige exerce sur Oy une pression égalea

& sinf cos0,
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le froltement entrc donc forcément en jeu an début du mouve-
ment et il semble a4 premiére vue étrange que ce mouvement soit
absolument le méme que s’il n’existait pas. Nous allons cepen-
dant reconnaitre que la encore les lois de Coulomb donnent une
image trés suffisamment approchée du phénoméne.

Nous allons montrer en effet que, si I'on tient compte de I'élasti-
cité de la tige AB, le frottement s’exercera pendant un temps assez
court pour que l'on puisse considérer son effet comme négli-
geable.

Nous aurons, en désignant par r la longueur normale de la
tige AB et par / + « sa longueur a un instant quelconque,

P=— ptu,

ol p? est trés grand ct devient infini lorsqu’on suppose la tige
rigide.
Nous aurons alors

n"'=g + P(cosh — fesin0),

7'=g+ ptu(fesin0 — cosl),

x =(r+ u)sind,

2= (r+ u)cos00" — (r 4+ u)sin00'2 + 24 cos 00’ + «" sin0,

¥y =n —(r—+u)cosl,

yY'=v"+(r+u)sin00" + (r + ) cos00'*+ 2u' sin 60’ — " cos 0,

el aussi
2"= Psin0 = — prusinl,
Y =g—Pcosd =g+ prucos),

de sorte qu’on aura

(r+u)costd"— (r+ u)sin06'2+ 20'0' cosh + " sin0 4 prusinl = o,
(r=+ u)sin00"+ (r + u) cos00'
+2u'0"sin0 — u" cosl — pru(2cos0 — fesind =o.

On en déduit

(13) (r+u)0"+20'0'— prusinl(cosld — fesinl) =o,

(1§) u—(r+ u)d?+ p2u(1 + costd — fesinlcosl) = o.

Toutefois, si le point A est fixe, on a v"=o et par suite f doit
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étre remplacé par une valeur f, telle que I’'on ait

(15) £ = ptu(cos0 — fiesin).
D’ailleurs a I'instant initial on a, dans tous fss cas,

P=—ptuy= gcosly;

d’ott

(16) uo:_gcoso,,

e

’

et aussi si le point A est fixe en vertu de (15) et (16),
1+ cos?8p— f; sin0, cos 0 = o.

On en conclut que, pour que le point A reste fixe & 'instant
initial, nous avons bien la condition

1 + cos?l,
TR,
sinly cosfy

fz
Si au lieu de cela on a

1 4 cos20,
< sinf cosf,’

le point A se met en mouvement et I'on a

1" >0,
N =— ptu,sinfy > o.

Il faut donc prendre € =+ 1. En supposant donc qu'il s'agisse
d’une période assez courte pour que I'on puisse négliger la varia-
tion de § et prendre 8 = 0, = o, (14) nous donnera

u’+ pru(1+ costhy— fsinl, cosy) = o,
ou en posant

1+ cos?ly— fsin0, cosd, = K2> o,

u' + u2Ku = o,

d’ou, en tenant compte de ce que

g cosly ,
Uy = — Ty u, = o,
g cosly

((FA u =———P—’—cosyKl.
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formule qui ne doit éire appliquée que tant que u est positif
(pnisque P et N et, par suile ¢, changent de signe avec u).

Or on a u =o pour
T

l=m’

et pour cette valeur de £ on a

0
w="f%g

De plus I'équation (13) nous donne, en négligeant les termes

en u3,
r8"= prusinfo(cosy— fesinfy),

ou, en remplagant u par sa valeur (17),

ro6"=— g cosf, sinfly(cosly— fe sinb,) cosp K¢,

BN

et par suile

& cosf, sinf,

"(0 - 00) = l"‘ K2

(cosy— fesin0y) (cosp Kt —1),

donc, pour = ——, 0 anra une valeur 0, donnée par la formule
p P

’ 2Kp

& cos B, sin0,

r(0i—0p) =— e

(cos0y — fesinl,),

ou, en tenant compte de la valcur de K?,

gsinﬂo

r(ol - 00) = F’K’

(K*—1),

quantité trés petite et qui tend vers zéro lorsque p croit indéfini-
ment, c’est-a-dire si la tige devient de plus en plus raide. 1l en est
d’ailleurs de méme de ' et de §'.

On conclut que, si la liaison est unilatérale, la tige échappera
a I'action de Oy au bout d’un temps assez court pour qu’on puisse
la considérer comme n’ayant pas sensiblement bougé et comme
ayant des vitesses de rotation et de translation nulles. Elle se trans-
portera donc parallélement & elle-méme sous I'influence de la
seule pesanteur.

Nous retrouvons par suite les résultats obtenus au moyen des
lois de Coulomb et en considérant la tige comme indéformable.
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Si, au lieu d'éire unilatérale, la liaison était bilatérale, il se ferait
quelques oscillations entre les deux guides qui seraient rapide-
ment amorties (vu la petitesse de leur amplitude comparable, ou
méme inlérieure au jeu qui existe forcément étre les deux guides).

On voit donc en résumé que, dans ce cas encore, I'application
des lois de Coulomb méne, ainsi que nous I'avons annoncé, a
une image suffissmment approchée du phénoméne, et qui con-
duit seulement a négliger une période de transition excessivement
courte, et le plus souvent sans importance.
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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR UN CAS ELEMENTAIRE DE L'EQUATION DE FREDHOLM ;

Par M. E. Gounsar.

1. L’équation de Fredholm
1
+ A K(x, ds = ),
(1) o(r) .[ (7, s)o(s)ds = Y(x)

oud(xr) et K(z,y) sont des fonclions données et o(z) la fonc-
tion inconnue, se résoul Lrés aisément lorsque la fonction K(z, y)
ou noyau (Kern) est de la forme

(‘2) K(Z’,y):le1+XgY’+...+ X,.Y,,,

X,, X,, ..., X, étant des fonctions de la seule variable z et Y,,
Y;, ..., Y, des fonctions de la seule variable y. Par quelques
transformations simples de déterminants, on arrive & mettre la
solution sous une forme ol ne figure que la seule fonction K(z,y);
en supposant ensuile que le nombre n croit indéfiniment, on est
conduit tout naturellement i la solution générale de I'équation (1)
sous la forme méme de M. Fredholm. J'ai pensé que celte remarque
pouvait présenter quelque intérét au point de vue de I'enseigne-
ment.

2. Si le noyau K(z, y) est de la forme (2), on peut supposer
que les n fonctions X,, X, ..., X, sont linéairement indépen-
dantes, sans quot il serait possible de mettre K(z, y) sous une
forme analogue & la formule (2), ol figureraient moins de n pro-
duits. On peut également supposer, pour la méme raison, que les
n fonctions Yy, Y, ..., Y, sont linéairement indépendantes. En
remplacant K(z, y) par I'expression X, Y, +...+X,Y, dans
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I'équation (1), celle-ci s’écrit
1
+AX Y ds
s?(r) [ (@) [ V)9

(3) ,
' +X,(x)f Y,(s)(p(s)ds+...]=v.!,(r),

et 'on en conclut que la fonction inconnue ¢ () doit étre de la
forme

(4) ¢(z)=4(2)— H X (z)— Ho Xy (2)—...— Ha Xa(2),

H,, H,, ..., H, étant des coefficients constants.
Pour déterminer ces coefficients, remplagons encore o(s) par

$(5)— Hy X, (5)— Hy X () = . . — Hp Xp(5)
dans I’équation (1); elle devient
[ $(2)— By Xy (2)— By Xy (2)—. ..— HaXa(2)
(5) +)\/‘[X,(z)Y.(s)+...+ Xn(2) Ya(s)]
l Xo[‘l'(s)—ﬂnxx(s)—---— H,Xa(s)]ds = §(x).

Les fonctions X,, X,, ..., X, étant par hypothése linéairement
indépendaantes, pour que cette égalité puisse avoir lieu, il faut que
I’on ait

1
n.:xf Y () [4(s)— Hy Xy (5)—. .. — HuXa(s)] ds,
[}
1
. n,:xf; Ya($)[(5)— Hi Xy (s)—. . .— Ha Xn(s)] ds,
.......... BRI PR
H,,=)\f Ya(s)[¥(s)— Hy Xy (5)—. . .— Ho Xn(s)] ds.
Posons
1
. A= [ Xi(s) Ye(s)ds;
) " [ () Ya(s) ds

on voit que les 2 coefficients H,, H,, ..., H, sont déterminés par
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les n équations linéaires

1
r (l+)\l\“)Hl+)\A“ “’—9—..-—!— XA,”l‘ln: A\/‘ Y,(s)q;(s) dS,

0

1
A H Mo )He+...+ XA Hy= A Y ds,
(8) { 1aHy+(1+AAgg)He +. ..+ 2 ‘[ 2(s) Y(s) ds

..... D I R I R R I I I I SN I S Y )

1
*MinHi+ AAgsHyr oo oo(14 AApn)Hp = xf Ya(s)d(s)ds;
0

H,, Hy, ..., H, sont donc des fonctions rationnelles du para-
métre A, et nous allons d’abord étudier le dénominateur commun
de ces fractions ‘
l+>\A“ )\A“ e )Aq]

AA]g |+Ai\gg s )\An’

....... DI “ee e e

)\A‘n XAgu cee l+)\An,,

(9) ®a(h)=

3. Si 'on ordonne ce polynome suivant les puissances de 2, le
coefficient de AP est égal & la somme de tous les déterminants
d'ordre p que I'on déduit du déterminant

Ay An ... Apm

D = A]g A,, .o 1\,“

Ain Ay ... Apa
en supprimant n — p colonnes quelconques et les n — p lignes
correspondantes. Nous désignerons I'un quelconque de ces déter-

minants par SQ.%._.“P, les indices a,, a3, ..., 2, désignant les rangs
des lignes et des colonnes conseryées; le coeflicient de A? est donc

D daianap

la sommation s’étendant a toates les combinaisons p 4 p des n pre-
miers nombres, et les indices a, a,, . .., ap sc succédant dans leur
ordre naturel. On a, par exemple,

A“ A" vee AI"
~ 'Al! A!! LR Ap!

Aip cAsp oo App
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Un terme queclconque de I'un de ces déterminants est un pro-
duit de p intégrales tel que

1 ! 1
[ Xi(8) Yi(s)ds x [ Xa(s) Ya(s)ds x...xf Xp(s) Yu(s)ds,
<y ‘0 1)

et 'on peat évidemment le remplacer par une intégrale multiple

d’ordre p

ff"'fxl(Tl)Yx(Z‘l)xz(Tz) Ya(21). o . Xp(xp) Yp(2p) dzy. . .dxp,

les limites de I'intégration étant o et 1 pour les p variables indé-
pendantes z,, Iy, ..., Zp, comme dans loutes les suivantes. Cette
remarque s'appliquant a un terme quelconque de 8,,...p, il s’ensuit
que, si I’on posc
Xi(xy) Yi(z1) Xo(x) Yo(z,) ... xp(-’l'l) Xi(xy)
, _ Xi(re) Yo(rs) Xy(ary) Ya(xs) ... Xp(1s) Ya(xy)

............................................

Xi(xp) Yp(xp) Xe(ap)Yp(xp) ... Xp(zp)Xpxp)

3-:...p=ff...f6;,,,,pdr. dry...dr,;

et la méme remarque s'applique évidemment aux autres détermi-
nants partiels 80““,”.%.

Cela posé, considérons les deux tableaux rectangulaires a
p lignes et a n colonnes (p<n):

on a

Xi(zy) Xa(ry) ... Xplx))
(T) Xi(ry) Xe(xy) ... Xu(xy) s
Xi(xp) Xo(xp) ... Xu(zp)
Yi(3) Ya(an) ... Ya(x)
™) o T
Yi(xp) Yalx,) ... Yu(zy)

et désignons par TT' le produit de ces deux tableaux, c'est-a-dire
la somme des produits obtenus en multipliant un déterminant
d’ordre p formé par p colonnes du tableau (T) par le déterminant
correspondant déduit de (T').
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Si Fon prend, par exemple, les p premitres colonnes de (T) et
de (T’), le produit correspondant est un déterminant d’ordre p
dont les éléments de la premiére ligne sont respectivement

Xi(2y) Yi(2))+ Xy (21) Yi(22)+.. .+ Xy (7p) Yi(Tp),

Xi(21) Yp(z1)+ Xi(21) Yp(23) +. . .+ Xy (7p) Yp(7p),

les autres lignes se déduisant de celle-1a en remplagant I'indice 1
de X par 2, 3, ..., p successivement. Ce déterminant est égal a la
somme de pP déterminants partiels obtenus en décomposant
chaque élément en p parties. Mais, pour avoir des déterminants
partiels différents de zéro, il faut prendre des indices différents
pour la variable z; dans chaque ligne. On aura donc seulement
1.2...p délerminants partiels différents de zéro, de la forme

Xi(zg,) Yi(28,) Xi(zg,) Ya(zg,) ... X,(.rpr)Y,,(:rp’)
Xe(x,) Yi(2g,) Xa(z,) Ya(zg,) ... X,(.rp’) Yp(xg,) ,

.................................................

Xp(28,) Yi(28,) Xp(z,) Ya(28,) ... Xp(28,)Y,(zp,)

Bis Bas ..., Bp désignant une permutation des p premiers nombres.
Il est clair que 'intégrale de ce déterminant, les limites pour toutes
les variables élant o et 1, est encore égale & 8,,...,. 1l s’ensuit que
le facteur 3,a..., se retrouve multiplié par p! dans I'intégrale mul-

tiple . .
]l'=ff .../ TT'dZ‘|d¢g...d-tp;
o Yo [}

il en est évidemment de méme de lous les autres facteurs 6“‘0"._.“",
et nous concluons de la que le coefficient de A? dans ®,()) est

égal a
I,

1.2...p

D’autre part, le produit TT’ est égal & un déterminant d’ordre n

Xi(xy) Yy(z0)+ Xo (1) Ya(21)+. .o+ Xy (2y) Ya(zy)
Xi(z2) Yi(21)+ Xg(x2) Yo (2)) 4. ..+ X (Z2) Ya(z1)

...................................................

Xi(2p) Yi(21)+ Xi(2p) Ya(21) 4. . .+ Xn(zp) Yn(x1)

TT' =

les autres colonnes se déduisant de la premiére en remplacant,
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dans Y;, z, par z,, &3, ..., Zp successivement. Mais ce détermi-
nant n’est autre chose, d’aprés la formule (2), que

K(zy, 7y) K(ay,75) ... K(zy,2p)
K(zy, 21). K(23,72) ... K(xy,7p)

..............................

K(zp, 21) K(zp,xs) ... K(zp, zp)
ou, d’aprés la notation de M. Fredholm,
K(z.,z,, ceey z‘p).
Lyy Lay ooey Zp
En définitive, nous voyons que le coefficient de 17 dans le poly-
nome ®,(A) est égal &

' fifl.-‘f’K(_z‘“.‘t,,..-,xp)dzdr dz
v2epJy Jo A Tyy Tay ooey Tp T

4. Des équations (8) on déduit I'expression de la somme

ngl-f‘ ling-i—. e ann
au moyen d’un nouveau déterminant d’ordre n + 1

o X (z) Xe(z) ... Xu(z)
'11 2 Bl I+A“x A")\ e A,uk
ZH‘X‘(”)=(‘DT) By  Aud  14+Amh ... Am}d |

i=1

s eeecssese

‘Bn Ain A Agn ) A . T
en posant

1
B,= f Yi(s) &) ds,
(]

ce que I'on pent encore écrire

1
Eﬂix,(z)=ﬁf V(s) T (z, s)ds,

T(z, s) désignant le déterminant

o '—x’(x) —X:(Z‘) cese —_\',,(.'c)
Y.(S) l+A“A A“l ) A,")\
T(xy S)= Y:(S) A|,l |+Az’)\ e Anz)\ .

Y,.(S) A],IA “A,”)\ cee V- An“l
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Nous allons encore chercher i développer T(z, s) suivant les
puissances de A. C’est un polynome de degré n — 1 au plus, dans
lequel le terme indépendant de X est égal au déterminant

o —Xi(z) —Xe(z) ... —Xp(2)
Yi(s) ' 0 o
Y. (s) ) 1 )
..... . . o
Ya.(s) [ [ 1

= Xi(2) Y (s)+ Xa(2) Ya(s)+...+ Xa(2) Ya(s)= K(z, s).

D’une (agon générale le coeflicient de A» dans T(z, s) est égal
a la somme des déterminants d’ordre p + 2 que l'on déduit du
déterminant

o —Xy(z) —Xa(z) ... —Xu(x)
Yi(s) An Ay Anm
A= Y’(S) “\1, Agy e A”. >
Ya(s) An Asn oo Ann

en conservant les éléments communs a p + 2 lignes et aux p + 2
colonnes correspondantes, la premiére ligne et la premiére colonne
n’étant jamais supprimées complétement. Il y a deux sortes de
termes de degré p en ); les uns contiennent en facteur un produit
tel que X;(z) Yi(s), les autres un facteur de la forme X;(2) Yx(s),
ol i 7% k. 1l suffit évidemment par raison de symétrie de calculer
les coefficients de A7 X (z) Y,(s) et de A\? X, (z) Y. (s).

Le coefficieat de 27 X, (z) Y, (s) est, d’aprés ce qui précdde,
égal a la somme des déterminants d’ordre p que I'on déduit da
déterminant

Ay Ay ... Ap
A= Ay Ay ... Ap ,

A!n Aan LR Ann

en conservant seulement les éléments communs a p lignes et aux
p colonnes correspondantes.

Chaque terme de ce déterminant est encore le produit de p inté-
grales simples et peut étre remplacé par une intégrale multiple
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d’ordre p. Or, si nous considérons les deux tablcaux:

Xi(z) Xy(z) ... Xu(z)

C = x:(-"l) Xo(zy) ... Xalxy) R
X.(x,,) X,(z‘,,) ceo X,.(.t,.)
Yi(s) Ya(s) ... Yau(s)

&= Yi(zy) Ya(zy) ... Ya(ay) ,
Yi(zp) Ye(zp) ... Yu(zp)

le coeflicient de X, (£) Y, (s) dans le produit G&' est égal au pro-
duit des deux tableaux

Xa(21) ... Xnlzy)

.................

Yy (2y) ... Ya(ay)

b4

Ya(zp) ... Yu(zp)

et I'on reconnait comme plus haut (n° 3) que chaque terme du
coeflicient de A7 X,(z)Y,(s) se retrouve, multiplié par p! dans
I'intégrale multiple

1 1
fff 00’ dz, dz,. . .dz,.
o 0 ]

Le coefficient de X, (z) Y;(s) dans le produit &' est de méme
égal, au signe prés, au produit des deux tableaux 6 et 8"

Yi(zy) Ys(z) ... Ya(zy)
' = . ..

Yi(zp) Ys(zp) ... Ya(xp)
et I'intégrale multiple

1 1 1
fff 86’ dz, dzy. . .dz,
(] () [}

contient encore p! fois chaque terme du coefficient de 27 X () Y,(s)
dans T(z, s). En délinitive, le coefficient de A? dans T(z, s) est
égal &

1

1 1
_'_fff €C dz,dry. . .dz,.
l). o o (Y .
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Mais le produit G&' est égal a un déterminant unique d’ordre p 41
Xy (2) Yi(8) oo+ Xo(2) Yuls) ... Xy(2) Yi(zp)+...+Xnl(z) Ya(zp)
G€'= XI(I])Y|($)+...+X,,(Z‘1)Yu(s) cee X.(z‘,)Y,(x,,)+...+X,.(.z‘.)Y,,(.’l:,,) s

....................................................................

Xi(2p)Yi(8)+ooe+ Xa(2p) Ya(s) ... Xy(zp)Yi(2p)+.otXul(xp) Yu(zp)
c'est-a-dire, d’aprés les notations de M. Fredholm,

€6 = K(

Z, Ty, Ty, ...,z‘,,)
1
S, Ty, Tyy ov oy Tp

9,
etl'on a

n—1 1 At 1
T(z, s)= K(z, s)+2)m [f ...f K('T’ 1 “"zp)dz....d:r,,.
p=1 Jo 0 (Y $y iy eeen Tp

En résumé, lorsque la fonction K(z, y) est de la forme (2), si
'on pose

" 1 A 1
(10) (o,,(x)=,+zl_’:f‘f...f K(x“x"“"z">dz....¢it,,.
P=‘P' o Yo 0 Ty Tey «o ey Tp

n-t 1 At 1
1) 5.(z,y;l)=ll((x,y)+2&1%l-f f [ K(;’::"“’::)dzi...dx,,,
p=1 () (] 3 L0y o0 ey

et si A n’est pas racine de I'équation ®,(A)= o, I'équation inté-
grale (1) admet une solution unique donnée par la formule

1
(12) ?(@)=4(2)— gy [ ¥ Fala 5 M) d
Lt ()

4. La loi de formation des coefficients, dans les deux polynomes
en A, ©,()) et F,(z,y; ), est évidemment indépendante de la
forme particuliére (2) que nous avons supposée & la fonclion
K(z, y); cette loi de formation peut s’appliquer en partant d’une
fonction quelconque des deux variables z et y. Mais, si I'on part
d’une fonction de la forme (2), les développements obtenus pour
@, (X) et F4(x, ;) s'arrétent d’eux-mémes, car les déterminants

Ty, Tey ooy Tp Ly Tyy Tay s00y Tp-y
K( »y K
Zyy Tgy ooy Tp Y1 &1y T2y « ooy Tp—

sont nuls, comme sommes de déterminants ayant deux colonnes
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identiques, dés que p est supérieur 4 n. Au contraire, si I'on part
d’une fonction quelconque de deux variables f(z, y), on obtient
en général deux séries entiéres en A toujours convergenles

+ o .
AP ! ! ! Iivr:,...,z‘,
13) AN =1+ ﬁ_fff < I)l’x...dx,,
) pz=‘1p! o o ° g Ty Tay -e0y Tp ! '

¥z, y;\)= U("J")"‘i%?fi['m

Tly ooy T,
p=1 .7' 1 ' & p

b J

si A n'est pas racine de I'équation @ (1)= o, on est conduit par
induction i représenter par la formule

1 ! : -
(13) ?@)= @)~ gy [ ¥ s b s
la solution de I’équation fonctionnelle
1
0% 2(@)+ [ Sl 0)p(e)ds= ().
0

On peut vérifier a posteriori 'exactitude de la solution par la
méthode de M. Fredholm. On peut aussi démontrer @ priori que
I'extension de la formule (12) au cas de n infini est légitime dans
le cas trés étendu ou la fonction f(z, y) est développable en série
uniformément convergente de la forme

(16) S, )= Xi(=) Yuly).

Posons en effet
n

K"(.T, }')=2xiYiy

et soient @, (X), F4(z, y; 1) les deux polynomes en X obtenus en
remplagant K(z, y) par K, (z, y) dans les formules (10) et (11).
On démontre facilement que le polynome ®,()) a pour limite
®(X), et que $.(z, »; A) tend uniformément vers F(z, y: \)
lorsque n croit indéfiniment, de sorte que la fonction 9, (z) repré-
sentée par la formule

1 -
(12) #a(x)= Y(@)— i [ 46 Falr, 5 0) ds
n ()

/J_/'(x’:rh ceny -Tp)d_,.,.,,d—zn
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tend uniformément vers la fonction ®(z)
1
(7) *)=4(@)— o5 ¥ F @50 ds,
[

pourvu que X ne soit pas racine de ’équation ®()) = o.
D’autre part, 'équation

1
on(z)+ )\f Ka(z, s)pa(s)ds = d(x)
0

peut s'écrire
1 1
n A , $) P d! A Kn(z, s)— s n d.
Pn(2)+ fof(x $)®(s)ds -+ fo[ (2, 8)— f(2, 5)] oa(s) ds
1
+1f S(@,5) [2a(s)— (s)] ds = (2);
0

si n croit indéfiniment, les deux derniéres intégrales du premier
membre lendent vers zéro, et il reste 3 la limite

1 .
2@)+2 [ f(@,5)@(s)ds = ¥(a).

Remarque. — Les théorémes généraux sur l'équation de
Fredholm pcuvent de méme se déduire comme cas limites de
théorémes analogues relalifs au cas élémentaire considéré dans
cette Note.

SUR LES EQUATIONS D'ORDRE NOMOGRAPHIQUE 3 ET 4 (');

Par M. Maurice p’OcacnE.

I

1. Ordre nomographique d’une équation. — Rappelons

(') Les principaux résultats contenus dans ce Mémoire ont été précédemment
communiqués i I'’Académie des Sciences (Comptes rendus, t. CXLII, p. o88;
t. CXLIV, p. 190, 895 et 1027).
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d’abord quelques notions maintenant classiques de Nomographie.
Si nous désignons les variables z,, 33, ..., 3,, entrant dans une
équation, simplement par leurs indices, ct si nous attribuons aux
divers signes fonctionnels les indices de toutes les variables sur
lesquelles ils portent, nous dirous qu'une équation & £ variables

Fis..n=0

est nomographiquement rationnelie si elle s’écrit

Zf,f,... n = O.

Si, ordonnée par rapport aux fonclions de la variable 3;, elle
contient p;+ 1 lermes linéairement distincts, elle est dite, comme
I'a proposé M. Sorcau ('), de 'ordre nomographique p; par
rapport a la variable 3;. Son ordre nomographique total sera

P=2P11

Par exemple, pour I'équation

f’f3+v '+fl’vl+f!’=flv

nomographiquement rationnelle par rapport aux fonctions

fh 1 l"‘f]’y fl» V'+fg’1 f!y
on a
Pr=1, Pr= 2 Ps=1
ct, par suite,
p=>5.

Mais, pour faire ressortic que cetle notion de I'ordre nomogra-
phique est purement formelle, nous n’aurons qu'a remarquer que
I'équation précédente peul encore s’écrire (2)

S1+ 82= &3,
lorsqu’on pose

sr=log(fi+Vi+fF), gr=log(fa+V1+/}),
&s=log(fsi+vVfi—1),

(') Bulletin de la Societe des Ingenieurs civils, aout 1gor, p. 243.
(?) Traite de Nomographie (ou, plus simplement, 7. N.), p. 421.
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ct que, sous cette forme, elle apparait comme étant de I'ordre 3.
Un tel changement des fouctions composantes équivaut d’ail-
leurs & une anamorphose transcendante.
Lorsqu’on se borne & des transformations projectives, 'ordre
nomographique se conserve.

2. Genre d’un nomogramme a points alignés. — Nous appe-
lons genre d’un nomogramme & points alignés le nombre des
échelles curvilignes qu'il comporte. Ce genre sera donc o, 1, 2
ou 3 suivant qu’il y aura o, 1, 2 ou 3 échelles curvilignes, c’est-
a-dire suivant que, dans I'équation représentée, mise sous forme
du déterminant :

S My
(1) Jr & M=o,
Js &3 M

il y aura o, 1, 2 ou 3 lignes dont les éléments seront linéairement
dépendants, c'est-a-dire exprimables linéairement au moyen
d’une seule fonction de méme indice.

En se reportant i la définition précédente, on voit que I'équa-
tion développée sera alors d’ordre 3, 4, 5 ou 6.

Donc, en général, 3 un nomogramme de genre ¢ correspondra
une équation d’ordre p = g + 3. Mais il pourra se faire que cette
équaltion renferme un ou plusieurs facteurs parasites ne portant
que sur deux des trois variables, de sorte que I’équation repré-
senlée, une fois débarrassée de ces facleurs parasiles, ne soit plus
que d’un ordre inférieur & g + 3.

Cela aura lieu si les supports de deux des échelles (3,) et (z,),
par exemple, sont confondus (sans d’ailleurs que ces échelles
soient identiques). Entre les valeurs de 5, et z, correspondant a
chaque point du support commun existe une relation bien déter-

minée
?1= Pa2-

I1 suit de la que des valeurs de 3, et 3, salisfaisant a cette rela-
lion, associées 4 une valeur quelconque pour 33, se correspondent
en vertu de I'équalion représentée, autrement dit que celle-ct doit
étre de la forme

(2) Sr2a(P1—52) =o.
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Et le nomogramme peut étre considéré comme représentatif de
I’équation

Sras=o
quand on associe & des valeurs de 5, et 3, affectées a des points
différents du support commun, la valeur de 53 que donne la
troisiéme échelle sur I'alignement des deux premiéres.

Le grand intérét de cette remarque réside dans ce fait, mis en
évidence pour la premiére fois par M. Clark, et sur lequel nous
reviendrons plus loin, que certaines équations, non directement
représentables par points alignés, peuvent le devenir grice a I'in-
troduction d’un facteur parasite convenable.

3. Construction des échelles par projection. — Toute échelle
cotée au moyen des valeurs de la variable (3;) peut éire définie
par I'équation en coordonnées paralléles « et v de son point cou-
rant

ufi+vgi+ hi=o.

Cette échelle est dite algébrique par rapport & la fonction f;

quand son équation peut s’écrire

U+V/fit+ WS+ . +Zf'=o,

U, V, W, ..., Z étant des fonctions linéaires en u et v, et nous
avons fait voir qu’une telle échelle peut se construire par des pro-
jections successives a parlir de I'échelle de la fonctlion f; portée
sur un axe recliligne. En particulier

(3) U+Vfi=o

représente une échelle portée sur la droite, unissant les
points U=o0, V=0, el qui est simplement projective de
celle de la fonction f; ('). Appelons faisceau projetant de
celle-ci le systéeme de toutes les droiles unissant les points de
celte échelle a un centre de projection quelconque. Toute échelle
projective de celle de f; s’obtiendra en coupant un tel faisceau par
une transversale dont la position sera entiérement définie par trois
de ses points. Donc, loute échelle projective peut étre construite
quand on a déterminé trois de ses points.

(') T. N., p. 15.
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On peut d'ailleurs, pour la construction, coler les points, non
pas au moyen des valeurs de la variable s;, mais au moyen de
eelles de la fonction f;, quilte, aprés la construction, a remplacer
celles-ci par les valeurs correspondantes de z;. En ce cas, I'échelle
a projeter est métrique, ce qui, en bien des cas, peut éire avan-
tageux, surtout lorsque, a loutes les valeurs de fi, ne corres-
pondent pas de valeurs réelles de 5; (exemple : sinz; qui ne donne
des valeurs réelles pour z; que si |sinz;| <<1).

De méme

(4) U+ Vfi+Wfl=o0

représenle une échelle dontle support est une conique et qui peat
se construire par double projection de I'échelle de la fonction f;,
attendu que nous avons démontré que tout faisceau projetant
une telle échelle & partir d’un de ses points se confond avec
un faisceau projetant de la fonction f; (*). Il suitde la qu’une
telle échelle est complétement déterminée par quatre de ses points,
attendu que le faisceau projetant ayant pour centre 'un quel-
conque de ces quatre poinls est entiérement déterminé par les
rayons unissant ce point aux Lrois autres et qu'il suffit de deux
tels faisceaux pour construire I'échelle conique demandée.

4. Transformation homographique générale. — Nous rap-
pellerons enfin qu’on peut (aire subir & tout nomogramme a points
alignés la transformation homographique la plus générale, ce qui
revient simplement a multiplier I'équation, mise sous forme de
déterminant, qu’il représente par un déterminant quelconque du
troisiéme ordre non nul. Et comme un tel déterminant renferme,
sous forme homogéne, g éléments, il permet I'introduction de
8 paramétres arbitraires. 1l permet notamment de choisir arbi-
trairement les points correspondant a quatre coles quelconques,
chacun d’eux équivalant a I'ensemble de deux coordonnées (2).

En particulier, comme nous venons de voir que toute échelle
conique est entiérement déterminée par quatre de ses points, il
en résulte que, si une lelle échelle inlervient sur un nomogramme

XXXv. 12
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4 points alignés, elle peut étre choisie d’une fagon entiérement
arbitraire.

En pratique, c’est généralement, parmi les trois variables, tou-
jours la méme, z4, qui est prise pour inconnue. Les deux autres, 3,
et 55, étant, dés lors, qualifiées de données, on sait, dans chaque
cas particulier, entre quelles limites @, et b,, a, et b,, elles
restent comprises; et les quatre points que I'on se donne arbitrai-
rement sont ceux qui correspondent a ces valeurs limites (!).

1.

5. Points critiques d’un nomogramme & points alignés. —
Nous appelons points critiques d’un nomogramme & points alignés
les points de mutuelle rencontre des échelles qui le composent,
valeurs critiques des variables servant & graduer ces échelles les
valeurs que ces variables prennent en ces points; et nous étendons
cetle désignation aux valeurs correspondantes des fonctions de
ces variables dont dépendent ces échelles.

Nous verrons, dans le paragraphe IlI de ce Mémoire, le role
capital que joue celte notion de valeur critique dans la construc-
tion des nomogrammes a points aligués; nous allons d’abord nous
occuper de la détermination de ces valeurs.

Celle-ci repose tout entiére sur la remarque que voici : lors-
qu’on donne & deux des variables, z, et 3, par exemple, les valeurs
critiques &, et §; qui correspondent & un méme point critique P,
'alignement &, &; est indéterminé; on peut le confondre avec une
droile quelconque. passant par le point P, et, par suite, la valeur
correspondante de z4 est aussi indéterminée. En d’autres Lermes,
on a les valeurs critiques correspondant auzx points de ren-
contre des échelles (3,) et (s2) en cherchant les couples de
valeurs de 3z, et 3, rendant z; indéeterminé.

Lorsque I'équation est mise sous la forme du déterminant (1),
cette détermination va de soi. Il est clair, en effct, que les valeurs
de 3, ct 53 qui annulent ce déterminant, quelle que soit la valeur

(') T-N.. p. 135



de z3, sont telles que

(5) fl_gl_hl

systéme de deux équations d’ot I'on tire les valeurs critiques de 3,
et 35; il y alieu toutefois d’examiner de prés, une fois ces valeurs
trouvées, de quelle fagon il convient de les associer, aux divers
points critiques.

Ce n’est d'ailleurs généralement pas ainsi que le probléme se
pose; le principal intérét de la considération des valeurs critiques
réside, comme nous I'allons voir, dans la possibilité qui en résulte
de construire le nomogramme a points alignés d’une équation sans
'amener au préalable (par des transformations algébriques par-
fois assez délicates) a la forme du déterminant (1). Notre premier
objet doit donc étre de trouver directement les valeurs critiques
des variables entrant dans une équation nomographiquement
rationnelle. Tel est le probléme dont nous allons nous occuper pour
les équations d’ordre nomographique 3 ou 4, les seules, ou & peu
prés, qui intéressent les applications pratiques.

6. Valeurs critiques dans le cas d’'une équation d’ordre
romographique 3. — L'équation d’ordre nomographique 3 la plus
générale peut s’écrire

6) Afifsfs+ D BiSifi+ D Cfi+D=0  (ijik=12,3).

L'étude algébrique compléte que nous avons faite précédem-
ment de celte équation (') a mis en évidence le role que jouent
dans cette théorie certaius invariants que définissent les formules
suivantes.

Posant

F,=z B;C;— AD,
E;=AC;— B;By, F;=TF,—2B;(C;, Gy=B;D — G;Cy,

(7)

on a, quel que soit 7,

(8) F}—4E;G;= A,

(') Acta mathematica, t. XXI, 1897, p. 301, et 7. N., Chap. VI, Sect. 11B.
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A éant le discriminant du premier membre de (6) rendu homo-
géne. Posant encore

(9) H"= B‘(FO—QBJCJ—2B‘C‘)+2AC}Ck‘, K=AFO—QBlB*B3,

nous aurons aussi
(o) F;B;+2E;C; = FiB;+2EC;= H;, AF;+2E;B;= K.
Pour déterminer les valeurs critiques ¢, et o, de f, et f3, nous
écrirons I'équation (6) sous la forme
Ss(ASifi+ By fa+ By fi+ C3) + By fy fr+ Cifi+ Ca fs+ D =0,
el nous remarquerons que ces valeurs critiques, rendant fy indé-
terminé, doivent satisfaire a la fois aux équations

A GG+ Blﬂ'g-’- B301+C3= o,
B3o,63+ Cjo;+ Cyo3+ D = o,

(1)

d’on, par élimination du terme en o,5,, on déduit immédiate-
ment, eu égard & (7),

E|0'|+ E’Q’g+ AD ’—B]C3= o.

Si I'on remarque, en se reportant encore  (7), que

F|+ Fg
_

AD—B;C;=— 2

on voit que cette derniére égalité peut encore s’écrire

(12) Eie;+ E;00— F'-:F’ =

Si, de méme, on élimine entre les équations (11) les termes

en g, seulement, on a

Fl—F,O’l—G1=O.

(13) E0,05+

Retranchant cette derniére équation de I'équation (12) mualti-
pliée par o,, on a
E,6} — Fi0,+ G, =o.

On trouverait la méme équation avec l'indice 2 par Iélimination
de 5,; et, comme le choix des variables 5, et 5, a été arbitraire,
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on peut dire que les valeurs critiques o} et o de f; sont les racines
de I'équation

(14) E;s} — Fio;+ G;=o.

Par suite,

(15) o, = l-?—l:E—:/Ky o= &#,
si nous convenons de représenter par \/A la valeur arithmétigue
de ce radical. Nous répartissons ainsi les valeurs criliques en deux
groupes (¢’) et (¢”) respectivement caraclérisés par le fait que le
covariant

QE‘O’,'— F[

a la méme valeur, \/A ou — /A, pour les trois valeurs critiques o;
du méme groupe. Or, I'équation (12) peut s’écrire

(16) 2E13|~F1=—(2E’0’g— Fg).

Ceci nous montre que les deux valeurs critiques associées cn
un méme point critique sont nécessairement de groupes diffé-
rents. 1l résulte de la que, si P; est le point critique d’'un nomo-
gramme de genre o situé a la rencontre des droites d; et di por-
tant respectivement les échelles (3;) et (5x), on pourra avoir soit
la disposition

Py(0},03), Pa(dh, 07), Py(d), %),
soil la disposition
Py(03,0%)y Pa(d},03), Pi(oy,0}),

d’ott, pour la méme équationd’ordre 3, deux classes de nomo-
grammes de genre o homographiquement irréductibles de
Uune a l'autre. :

La correspondance des points de la droite d; et des valeurs de
la fonction f; étant univoque, on voit en outre que les valeurs cri-
liques ¢ et les points critiques P sont ensemble réels ou imagi-
naires.

Donc, le nomogramme de genre o représentatif de U’équa-
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tion d’ordre 3 donnée ne seraréel que s A2 o (*). Clest le théo-
réme que nous avions précédemment obtenu par une autre
voie (*).

Si d’aillcurs A = o, les valeurs critiques ¢’ et ¢” devenant égales
deux i deux, les trois points critiques se confondent, ce qui est la
seconde partie du théoréme ici rappelé (3).

Nous verrons plus loin comment, une fois connues les valeurs
critiques, la construction du nomogramme pcut s’elfectuer par une
voie purement géométrique.

1. Valeurs critiques dans le cas d’une équation d’ordre no-
mographique 4. — L'équation d’ordre nomographique 4 la plus
générale peut s’écrire

Sa(ao fi fa+ay f1+as fat+ ay)+ g3(bo fi fo+ b1 f1+ by o+ b3)

('7) +Cof|fg+clf|+01fg+03=0.

L’équation représentée par un nomogramme de genre 1, sur
lequel les échelles rectilignes (5,) et (5;) (portées par les droites d
et d, qui se coupent en P3) sont respectivement projectives de f,
et f3, est de cette forme. Mais, inversement, une telle équation est-
elle toujours représentable par un tel nomogramme? Par une voie
purement algébrique [en cherchant a ramener I'équation (17) ala
forme canonique correspondant i un nomogramme de genre 1](*),
M. Clark a établi que non,en faisant connaitre la condition requise
pour que cetle représentation soit possible. Nous allons retrouver
son résultat d’une fagon bien simple, grice a la notion des valeurs
critiques.

En effet, si la représentation en question est possible, les
valeurs o, el 5, que prennent f, el f; en Py sont critiques. Or, ces
valeurs devant satisfaire a (17), quelle que soit la valeur de z,,

(') Il convient de ne pas perdre de vue que nous n’avons égard ici qu'aux
échelles projectives de celles des fonctions f;, car lorsque A < o on peut étre ra-
mené au cas ol A = o moyennant une anamorphose transcendante, ainsi que
M. Fontené en a, le premier, fait la remarque ( Nouvelles Annales de Mathe-
matiques, 1900, p. 49%).

() T. N, p. 4o.

(*) T. A, p. §%6-

(*) T. N, p. 182,
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doivent étre telles que I'on ait a la fois

@y %%+ @10y + @0+ as =0,
(IS) boa.c,+b,a|-—.~b,c;+b;= o,

Cp 0310+ C1 Gy + C3 G+ C3 = 0.

Et cela exige que le résultat de I’élimination de o, et o, entre ces
trois équations soit nul. Or, si I'on pose

a, as ag
D = b| b’ b;

¢y Cy C3

et si I'on représente par D; le déterminant déduit de celui-ci lors-
qu’on y remplace les éléments a;, b;, c; par a,, b, co, On voit, en
considérant les équations (18) comme linéaires en o 7,, 5, el oy,
que I'on en tire

(19) c,a,=—2-y = 1 Ty = —-

DN
1l vient, par suile, pour la condition cherchée
(20) DD,+ Dl Dg = 0.

C’est celle a laquelle M. Clark est parvenu par unc voie sensi-
blement plus laborieuse.

Si elle est remplie, les valeurs critiques de &, et &, sont données
par les deux derniéres formules (19).

Il

8. Construction projective des nomogrammesde genreoet 1.
— Plagons-nous d'abord, pour le genre o, dans I'hypothése
ol A > o, c’est-a-dire ol les trois points critiques sont distincts
(ce qui, par leur jonction deux & deux, donne trois supports d;
non concouranls).

Nous pouvons, comme nous I’avons vu au n° 4, nous donner
arbitrairement les points A, et B,, A, et B, ou les variables 3, et z,
prennent leurs valeurs limites a, et b,, a; et b,, auxquelles corres-
pondent pour les fonctions f, ct f, les valeurs «, et fy, @, et B,.
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Tirant les droites A, B, et A, B,, quisont les supports &, et ds,
nous avons le point critique Py od les valeurs de f, et f; sont res-
pectivement, par exemple (n° 6), &, et a),.

Or, sur d,, les points A,, B,, Ps cotés «, B, 5, appartiennent &
une échelle projective d’une échelle métrique (n° 3) et la déter-
minent complétement ('); on peut donc marquer sur cette échelle
le point coté &; c'est le point P,. Le point Py se détermine de
méme sur d, ol I'on connait déja les points A,, By, Ps.

Tirant la droite P, P, on a le support d, sur lequel les points P,
et P, sont cotés o, et o}; un troisi¢me point suffira pour déter-
miner complétement I'échelle (35) comme projective de celle de f;.
Or, ce troisitme point est immédiatement donné par la rencontre

1
[ X1) d, ©GIFR Ay

de d; avec I'alignement défini par deux points déja cotés sur d,
et d,, par exemple A, et A,, la cote du point obtenu se tirant de
I’équation (6) ou 3, et z; ont éLé remplacés par leurs valeurs a,
el a,. ’

SiA = o, la construction doit étre un peu modifiée, attendu que,
par les valeurs critiques, on n'a plus qu’un point (le point critique
unique P) de d,. Pour avoir un second point de ce support, il faut
déterminer sur d, et d, les points ol aboutissent deux alignements
correspondant, en vertu de (6), 4 une méme valeur de 35. Un troi-
siéme alignement quelconque, indépendant des deux premiers,

(') Si l'on posséde déja une échelle de la fonction f,, on peut coter A, B, P,
au moyen des valears correspondantes a,, b, §| de z, ct construirc directement
I'échelle (3,) comme projective de celle de f,.
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donnc-ensuite sur d, le troisi¢me point nécessaire a la détermi-
nation compléte de I'échelle (z,).

La méme construction projective s’étend immédiatement aux
nomogrammes de genre 1 lorsque la condition (20) ci-dessus est
remplie. En effet, la connaissance des valeurs o, et o, de f; et f,
au poiot critique P, jointe aux valeurs a, et 8, d’une part, «; et §,
de I'autre, permet la détermination compléte des échelles (3,)
et (33). On construit ensuite, au moyen de doubles alignements
correspondants, comme ci-dessus, autant de points qu’il est néces-
saire de I'échelle (53), quatre, par exemple, s’il s’agit d’une échelle
conique (n° 3).

9. Emploi direct des échelles des fonctions composantes. —
Pour que I'échelle (z;) figurant sur un nomogramme soit non pas
seulement projective de I'échelle de la fonction fi, mais cette
échelle elle-méme, il faut et il suffit que le point a I'infini sur la
droite d; corresponde 4 la valeur infinie de la fonction f;. Appelons
d’'une maniére générale I; le point de d; ou la fonction f; devient
infinie. Pour que les échelles (3;) et (z;) soient simultanément
réduites a celles des fonctions f; et f; il suffit, par une transfor-
mation homographique, de rejeter la droite I;I; & l'infini. Si, par
hasard, le point I se trouve lui-méme sur cette droite, la troi-
siéme échelle se trouve ipso facto réduite aussi a celle de la fonc-
tion fx. Mais il peut se faire aussi ue la droite I;I; coincide avec
le support d’une des échelles, auquel cas elle ne saurait étre lout
entiére rejetée a l'infini. Il est donc essentiel d’examiner a part les
cas ot I'un ou plusieurs des points I se confondent avec des points
critiques. C'est cette discussion que nous allons présenter ici
d’une fagon compléte.

Nous ferons correspondre les numéros I, II, Il et IV aux cas
ot 0, 1, 2 et 3 valeurs critiques des lonctlions composantes sont
infinies, en les aflectant d’un accent lorsque les trois supports d,,
d,, dy sont concourants et d’un indice a lorsque les trois points I,
I, I sont en ligne droite. Observons d'ailleurs tout de suite que
les hypotheses (IL,), (II,), (LII') et (IV') correspondent & des im-
possibilités.

La disposition relative a chacune des autres hypothéses cst re-
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présentée schématiquement sur le Tableau ci-joint ot la droite J
est celle que I'on rejette a Pinfini. Nous allons donner un exemple

de chacune d’elles.
Au préalable, faisons les deux remarques générales que voici :

1° Pour avoir la valeur que prend I'une des fonctions lorsque
les deux autres sont infinies, il faut diviser I'équation (6) par

Fig. 2.

le produit de celles-ci, ce qui montre que la valeur de f; pour
Ji= fx= o est donnée par

Afi+- B{: o,
et, par suite, qu’elle ne peut devenir elle-méme infinie que
siA—=o.
2° Pour qu'une des valeurs critiques o; devienne infinie, 1'équa-
tion (14) montre qu’il faut que E;=o.

Il suit de la que les divers cas sont caractérisés comme suit (la
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notation e indiquant une quantité différente de o) :

A>o.
. E/=e, E;j=oe, Ei=e, A=o,
o, o, o, o,
| . o, o, o, o,
| § D, o, o, o, o,
| § § PR © e, o, o, o,
| | o, o, - o, o,
| A . o, o, o, o.

A=o0
I.... vieeees Ej=oa, E;=oe, Ex=09o, A=e,
Ih..... ceees o, o, o, 0,
In........ e o, o, o, o,
Hi,......... o, o, 0, o,
1V,.. . o, o, o, [

Nous retrouvons bien ainsi les diverses conditions établies
naguére par une voie purement algébrique (').

Remarquons enfin que, élant libres de choisir des axes carlé-
siens avec lesquels les trois supports aient des équations aussi
simples que possible, et ayant sur chacun de ces supports les cotes
de 3 points, nous pouvons immédiatement écrire pour chacun
d’eux les coordonnées du point courant en fonction de sa cote.
I suffit ensuite de remplacer ces coordonnées par leur expression
dans le déterminant

ry 11
Ty Y2 ) | =0,
Ty Y 1

pour avoir, a peu prés sans calcul algébrique, la transformation de
'équation donnée sous la forme de déterminant (1). C'est ce que
nous aurons soin de faire 4 'occasion de chacun des exemples par-
liculiers ci-dessous.

10. Ezemples de tous les cas possibles d’équation d’ordre 3
représentable par un nomogramme de genre o. — Représentant

(") T. N, p. 459. A cet endroit, unc faute d'impression s’est glissée dans
'avant-derniére ligne du Tableau, oii le signe @ pour A doit é¢tre remplacé par o.
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par J, la valeur de 5, pour 3, = 2, =00, nous disposons au-dessous
de chaque équation les valeurs critiques dans I’ordre

(c; o )
4 @

en y ajoutant (J;).

I. 213333+ 3953 — 333+ 5,33+ %1 =0
1
—— o0 o
2 (=1
o —1 1

Nous indiquerons ici le détail de la mise sous forme de détermi-
nant, sans y revenir pour les exemples suivants ou nous nous con-
tentcrons de donner le résultat, qu’il est trés facile de retrouver en
se reportant & la marche indiquée ci-dessous.

Si nous prenons d, pour Oz, ds pour Oy, et d, comme droite
¥ =2 1, nous avons

Ty=my3 + ny,

Zy= Mg3s+ Ng,

myzy + n3
Yy = ——————
z;-f'P;
avec
1
&y =0, -1, pour 3 =0, —;!
Zy= 0, —1, pour Zy= 0, —1,
yi=o0, I, = pour 33=o0, 1, —I,
ce qui donne
=123y
Ty = 3y,
223
3= ’
r I3+1
-d’ou le déterminant
23 o 1
33 Tg+1 1 =o.
o 23; 33+1

Quant a la construction, elle est d'une extréme simplicité,
altendu que les échelles (3,) ct (5;) sont métriques et que 1’échelle
homographique (5;), ayant méme cote (o) que 'échelle (5,) en
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leur point.commun O, est effectivement projective de celle-ci; le
centre de projection est & la rencontre des alignements joignant,
par exemple, les points cotés 1 et les points cotés — 1 (ce dernier,
par conséquent, paralléle 4 Oy).

Pour les exemples suivants, nous bornant a inscrire au-dessous
de chaque équation les valeurs critiques ¢’ et ¢” ainsi que J3, nous
les faisons suivre de la transformée sous forme de déterminant
qui en résulte par une marche analogue a celle ci-dessus.

Ia. 3333 — 3331+ 3159+ 33 =0,
—1 o o
(=),
o —I 1
2z o I
33 Z3+1 1 |=o.

o ETY 1

I 313333 + 3351— B+ B9 =0,
—1 0 =
(o),
o —1 1
&) o I
S Zg+1 1 = 0.
o I 23
NI Z|3g23+z,3;—8‘=0,
—1 o o
(o),
o ® &
2, [} 1
o Zy 1 =0
— 323 I 33
Hli,. 3331— 5133 — 53 =0,
—1 0 ®
(=),
o ® O
E) o 1
(] &4y 1 |=o0.



— 190 —

Az‘z’z’.—[_—.:o,

V.
o o ©
(o),
® ® *
2y o !
o 1 Syt 1 |=o0.
1 — 3s — 33

IVa. 35—t 5 =0
=)
® 0 *® °
Z, O 1

zZy 1
o ' 33

_—3351’.— Z|Za+

(“ ‘)1

. 213233+ %253
(—2 —?2 —2)

2y o !

2 Zg"‘,
zy+2 F+l

—_1 = O.

— 33

. 2122

Za z,-}- 2351
(o © o) (w)’

24 o !
o %1 1 = 0.

zy 3 !

513183 — 51 =0

ir'.
(o o w) (0)1
%5 o 1
o 3 !
1 1 23

= 0.

5933 2535 +1 =0

1115,
SR (3)
1

4::0,
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1v,. 8y — 239+ B3 =0,
o
® ® ® -
3 0 O
Zg 1 1 |=o0.
23 2 1
IV.

11. Nomogrammes coniques pour équations d’ordre 3. —

Lorsqu’une équation est ordonnée nomographiquement par rap-

q q ! graphiq P P
port a I'une des variables, 55 par exemple, sous la forme

(21) Safuu+ g8+ hshya=o,

on peut essayer d'effectuer la disj.onction des variables en posant

(23) ufis— g1a=o, vfia— hya=o,

ce qui donne pour 3, I'échelle ponctuelle définie par
Saitugs+ohy=o.

Si, éliminant ensuite successivement 3, et 3, entre les équa-
lions (22), on trouve des équations linéaires en u et v

SNi+ugi+vhy=o,
Sr+ugy+vhy=o,

la disjonction se trouve effectuée sous la forme requise pour I'ap-
plication de la méthode des points alignés.

Appliquons cela a I'équation (6). Mise sous la forme (21), elle
s’écrira

f,(A/}fg-{- B.ﬁ-‘i— B,/'g-f- C;)-’- B;ﬁfg-ﬂ- lei-l'-Cg 9+ D= o,
et les équations (22) seront ici

A flfz'i‘ Bgf1+B|f’+ Ca‘_—: u,
B;f:fg-f- C|f|+C’f,+D =y.

L’élimination de enlre ces équations donne, eu égard aux
2 b )
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formules du n° 6,

E,f"-l,-(B,u—Av—F,)f,-i—C,u—B.v-%—G;:o,

équation linéaire en « el v, donc définissant un point dont le sup-
port a pour équation

(Biu—Av —Fy)—4E (Cyu— B|V+G|).= o,
que, eu égard encore aux formules du n° 6, on peut écrire
(Byue —Av)!—aHyu +2Kv +A =o,

équation qui resterait la méme si 'on permutait les indices 1 et 2.
Il résulte de 13 qu'on obtient ainsi un nomogramme sur lequel les
échelles (z,) et (3;) ont pour support une méme conique. Telle
est la remarque fondamentale due a M. Clark; et, comme elle ne
suppose rien sur le discriminant A, on voit qu’elle s’applique
indistinctement & toutes les équations d’ordre 3.

It résulte d’ailleurs de ce que nous avons rappelé au n® 3 que
chacune de ces échelles (z,) et (z,) peut étre construile au moyen
de deux faisceaux projetants de la fonction f, ou f.. Pour déter-
miner un tel faisceau, il en faut connaitre trois rayons. Or, grace
a la considération de I’'homographie la plus générale (n° 4), on
peut disposer arbitrairement de quatre points A, B, C, D d'une
de ces échelles, cotés d’une maniére quelconque. Dans le faisceau
obtenu en prenant pour centre I'un d’eux, A par exemple, on
connait les trois rayons AB, AC, AD avec leur cote; par suite, le
choix fait des quatre points A, B, G, D entraine la détermination
compléte soit de I'échelle (3,), soit de I'échelle (s,), et c’est éga-
lement sur cette remarque que M. Clark a fondé la construction
de ses nomogrammes coniques.

La question qui se pose est celle qui consiste a trouver la rela-
tion liant 5, et 5, en chaque point du support conique commun.
M. Clark la résout en ramenant I'équation donnée a la forme
canonique ’

(23) P99+ (P1+92) Ya+ Ya=o,

symétrique par rapport & @, et ©,, parce qu’alors la relation cher-
chée s’écrit

(24) 1= Q2.
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Mais la considération des valeurs criliqués nous a conduit &
trouver le moyen d’écrive cette relation d’aprés I’équation géné-
rale (6) sans lui faire subir aucune transformation préalable. Il
est, en effet, facile de se rendre compte a priori de la disposition
des valeurs critiques sur un nomogramme conique : si C est le
support conique commun des échelles (5,) et (3,), D le support
rectiligne de I'échelle (35), coupant la conique C aux points I et ],
il est clair que les valeurs criliques sont réunies en ces deux
points de fagon qu’a 'un d’eux correspondent, pour 3, et 35, deux
valeurs de méme groupe, et, pour 35, une valeur du groupe con-
traire; soit, par exemple : g}, ¢, et o; en [; &, o, et &, enJ.

Ainsi, les valeurs ¢ et o, d'une part, o] ct o}, de I'autre, sont
associées en un méme point de la conique. Or, ces couples de
valeurs satisfont, d’aprés ce qui a é1é vu au n° G, a la relation

2E| Ty — F1 = ')E’U’— F’,
d’ou I'on conclut que I’on doit avoir
?1=2E|fx—'Fh Pr= 'lEzf:— Fs.

Et, en effet, si, dans I'équation générale (6), on remplace f,
et f, par leurs valeurs tirées de 14, on obtient

2192(A fa+ Bs) + (9o1+ 92) (K f3+ Hy) + Ly fsi+M;=o0,

Ls = AF1F1+ 'lB]E.F,—{— ‘lBgE‘F|+4C;E|E’,
M,'——. BFIF,-'- ﬂclEgFlﬂ-QCgE]Fg-*" .6D E|Eg,

qui est bien de la forme (23).
Ainsi, la forme particuliére de la relation (24), déduite directe-
ment de I'équation générale (6), est

(25) 2E|ﬁ—F|= ZE’f’—Fg.

Elle permet une construction immédiate du nomogramme, ren-
dant inutile non seulement toute transformation algébrique préli-
minaire, mais méme la simple disjonction des variables, puisque,
I'échelle (5,) étant arbitrairement construite comme il vient d’étre
dit, la relation (25) permet de doubler sa graduation de celle de
Iéchelle (z,).

XXXV, 13
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Remarque. — Nous venons de voir qu’on pouvait arbitraire-
ment choisir quatre points colés de (3,). Pour ces quatre coles,
on prendra évidemment, d’une part, les valeurs de 5,, qui sont
limites pour I'application qu'on a en vue, de I'autre, celles qui,
en vertu de (25), correspondent de méme aux valeurs limites
de 5,.

12. Nomogrammes coniques pour équations d’ordre 4. —
Appliquons la méme analyse & I'équation générale d’ordre nomo-
graphique 4 écrite sous la forme (17) du n° 7, ou, par abréviation,

(17 bis) 12 fi+ Biags -+ Y12 = 0,
et, pour celé, posons
(26) Y12 — %3 = O, ‘{u"“pu-—"- 0.

Pour que nous puissions ainsi effectuer la disjonction des
variables, remarquons d’abord qu'il faut que les équations en f,

et fi,

i3 =0, Biz=o, Y12=0, .
ne soient pas compatibles. Si, en effet, elles 'étaient, on aurait
Y12 = Adga+ l-'-pm.
et, des équations (26), on déduirait

Au—+ pv=o,

équation indépendante de 3, et 3,, conduisant dés lors a une
impossibilité, Or, si 'on se reporte au n° 7, on voit que la condi-
tion d'incompatibilité des équations ci-dessus [ qui, moyennant le
remplacement de la notation f par la notation &, se confondent
avec les équations (18)] est

DD;3~+ Dy Dy 5 0.

Ainsi, la disjonction par les équations (26) pourra se faire
lorsque la condition (20) n'aura pas lieu, c’est-a-dire lorsque
P’équation (17) ne sera pas représentable par un nomogramme a
deux échelles rectilignes; d’ou cette conclusion, autrement
obtenue par M. Clark, que, tandis qu’une équation d’ordre 3
est ad libitum représentable par un nomogramme & échelles
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rectilignes ou coniques, une équation d’ordre 4 est représen-
table soit par U'un, soit par Uautre de ces types de nomo-
gramme, a U’exclusion U'un de l’autre.

Reste a vérifier que les équations (26) conduisent bien, pour 3,
et 3,, a des échelles coniques de méme support.

Si, d’une maniére générale, on pose

U= c;u— a;, vi=civ—b;,
les équations (26) peuvent s’écrire

Sa(uo fi+ us) + uy f1+ us=o,

Ji(vo i)+ fi4+vs=o0,
et, par suite, lorsqu’on pose encore

(27) Uij= uwj—u;v;,

le résultat de I'élimination de f; entre ces équations se met sous
la forme

(20) Uos f1+ (Uoa— Uys) f1+ Usa=o,
équation linéaire en u et v, car on vérifie immédiatement que
(29) U[j: (b[Cj— bjC[) u -+ (c;a/— c,a,) [ o (a,-bj— a/bi).

L’équation (28) définit donc bien pour 3, une échelle conique.
De méme, on trouverait pour 3, I'échelle

(30) U f31+ (Ups— Uyy) fa+ Uis=o.

Il s’agit maintenant de faire voir que les échelles définies par les
équations (28) et (30) ont inéme support. Les équations des sup-
ports de ces échelles sont respectivement (en coordonnées paral-
leles)
ot (Usa—Ug)— 4Ug Uss = o,

(Ups— Ug)t— 4Ups Uy = o,

et la vérification de leur identité, lorsqu’on remarque que
U, = — Uy,, se réduit a celle de
UpaUig— U1 Uss = Uy Uy,

qui est immddiate lorsqu’on y remplace les U par leurs expres-
sions (27)-
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PROPRIETES DES POLYGONES INSCRITS A UNE CONIQUE;

Par M. Mareiev WerLL.

Tatonime 1. — Le produit des distances d’un point quel-
conque d’une conique aux cétés d’un polygone inscrit est dans
un rapport constant avec le produit des distances de ce point
auz droites qui joignent de p en p les sommets du polygone.

Parcourons le polygone dans I'ordre indiqué parles cdtés 1, 2, ...,
Ps-+- €t, dans les égalités qui vont suivre, négligeons, pour la

Fig. 1.

commodité de l'écriture, des facteurs conslants, en désignant
par (1) la distance d’un point M de la conique au c6té 1, par (2) la
distance de M au cdté 2, et ainsi de suite.

Le quadrilatere AKLR formé par les coiés 1, p, «, 3 donue lieu
a I'égalité

1) (p) = (2)(B)-

Formons de pareilles égalités en parcourant les sommets suc-

cessifs du polygone, nous aurons

(3)(p+1) = (a)(F)
() (p+2)=(L)(F)

d’oli, en désignant par P le produit des distances de M a tous les
cbtés du polygone,

(Pyr=[(2) (") (2"). . .TLRY (B (B")-.. ).



— 197 —

Or, le produit (2) (2') (2")... représente le produit des distances
de M aux droites qui joignent les sommets pris de (p — 2)
en (p —2); et le produit (B)(f)... représente le produit des dis-
tances de M aux droites qui joignent les sommets pris de p en p.

Le théoréme est donc vrai pour p s'il 'est pour (p — 2). Or, il
est vrai pour la valeur p — 2 = 2; donc il est général.

Tutorime Il. — Etant donnéun polygone de 2 m cétés inscrit
dans une conique, et dont les cétés sont numérotés 1, 2, 3,
4, ..., 2am, le produit des distances d’un point quelconque M de
la conique aux cétés 1, 3,5, 7, ... est dans un rapport con-
stant avec le produit des distances de M aux cétés 2, 4,6, ...,2m;
et aussi dans un rapport constant avec le produit des distances
de M aux diagonales.

Pour démontrer la premiére partie, considérons, par exemple,

Fig. a.

un octogone que nous décomposerons en quadrilatére et hexagone
en joignant 2 sommets; 'en supposant le théoréme vrai pour
I’hexagone, nous aurons

1) 3)(5) = (2) (4) (a)
(7)(a) =(6)(8).

puis

On voit donc que, si le théoréme est vrai pour un polygone
de 2m cOtés, il est vrai pour un polygone de (2m 4 2) cOlés;
doac il est général.

Pour démontrer la deuxiéme partie, remarquons qu’on aura, en
appliquant le théoréme I au cas de 'octogone, par exemple,

(l) (2) (3). . -(8) = (D' D’D'D;)’,
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en Josigmant par Dy D.. ... les diagonales: d'oi
WIAMNPI= (M SR =D Dy DDy

i la conique doonée est wa cercle. les deax théorémes pré-
cédents donnent des produits éraws, et non plus dans un rapport
comnitant.

Applrguons le théorvme 1 3 un polrzoae de m cdtés et aux
droates qui Joigeent ks sommets de 2 em 2. par exemple; nous
aurves wne ¢galité de la forme

INTIX 1O LY T E0 O TVX SR 3INNN
em désizmant par A un factewr comstant. qei se rédmit 3 Tonilé
quand ka comique est we cercle, et ex disignamt par (&), (S} ---
les distances de M aux droites qui jogrment les sommets de 2 en 2.
O, Fequatinn precédseate. st [oa ¥ remplace les coordoanées de M
par des coordnances courantes, reprisente une coache de degré m,
fremee. Fune pact, de la cooique dosave et. dautre part, d'wne
couche restante de degré . m— 2. qui passe par les poiats de ren-
contre des coés du polvzone et des droites qui joignent les
somimets de 1 en 2. Tous les points de cette coarbe restante
Juuissent doanc de la propriéié exprimée parc I'égalité peécédente.

Le théoreme Il donne lieu 4 la méme remarque.

Considérons. maintenant, quelques cas particuliers; nous énoa-
cerons les résullats sans démonstraton.

Un hexagone étant inscrit dans une conique. le produit des dis-
tances d'un point quelconque de la droite de Pascal aux edtés
numératés 1, 3, 3 est dans un rapport constant avec le produnt
des distances aux cotes 1, {, 6, et avec le produit des distances anx
diagonales.

Lo triangle étant inscrit dans une circonférence, si 'on mene
les tangentes aux summets. la draile qui passe par les points de
rencontre de ces tangentes et des cotés jouit de la propriéilé que le
produit des distances d'un point de cette droite aux trois cotds est
égal au produit des distences de ce point aux treis tangentas.

Un polygone régulier est inscrit dans une circonférence: les
tangentes aux sommets focment un second polygone régulier doat
les cotés rencontrent ceux du premier polygone en des points
situés sur des circonférences coucentriques; le praduit des dis-
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tances d'un point quelconque d'unc de ces circonférences aux
c6tés du polygone est égal au produit des distances de ce point aux
tangentes.

Un polygone est inscrit dans une conique et circonscrit a une
autre conique, bitangente a la premiére le long d’une droite D.
Les c6tés du polygone et les droites qui joignent les sommets de
2 en 2, par exemple, se coupent en des points qui sont situés sur
des coniques bitangentes & la prémiére le long de D, et aussi sur
la droite D si le nombre des c61és est impair; le produit des dis-
tances d'un point quelconque de la droite D ou d’une de ces
coniques aux cé6tés du polygone est dans un rapport constant avec
le produit des distances de ce point aux droites qui joignent les
sommets de 2 en 2.

Méme résultat pour les droites qui joignent les sommets de
Jen3,defen4,....

Counsidérons encore un polygone d’'un nombre pair de cotés,
inserit dans une conique et circonscrit 4 unec autre conique quel-
conque; I’équation symbolique

(1 3)(5)(7)--. =(2)(4§)(6)(8)(10)...

représente d’abord la conique dans laquelle le polygone est inscrit,
puis une courbe restante formée elle-méme de coniques, auxquelles
vient s’adjoindre une droite quand le nombre des cétés est de la
forme (4m <+ 2); ce sont ces coniques dont les points jouissent
de la propriété indiquée par I'équation.

Si un polygone de (4m + 2) cOLés est inscrit dans une circon-
férence et circonscrit 4 une autre circonférence, les cotés opposés
se coupent deux i deux sur une droite; le produit des distances
d’un point quelconque de cette droite aux cotés numérotés i, 3, 5,...
est égal au produit des distances de ce point aux cotés numé-
rotés 2, 4, 6, ....

Tatorime lIl. — 1l existe une relation linéaire et homogéne
entre les inverses des distances d’un point quelconque d’une
conique auz cétés d’un polygone inscrit.

«=0, § =0, y = o étant les équations des cotés d’un triangle,
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I'équation d’une conique circonscrite peut s’écrire

+ = -+

=0,

RIQ
I O
>0

a, b, c étant des constantes.
Soit un quadrilatére ABCD et une conique circonscrite; les

Fig. 3.

dcux triangles ABC, ACD donneront lieu aux deux équations sui-
vantes de la conique circonscrite :

RIQ

+ 7+

LT
]
e

+ =+

®i0
={a, ™I
20 )

]

®

Donc taut point de la conique satisfait & une équation de la forme

g -+ é -+ f -+ e _ 0:
o B Y s
le théoréme se démontre de proche en proche.

L’équation de la conique est donc renfermée dans I’équation

2 -+ -l-)- + ..o —l- =0

atptty=o
qui représente la conique d'une part et, d’autre part, une courbe
restante de degré (m — 3) si le polygone a m cOtés; cette courbe
restante jouit donc de la méme propriété que la conique. Ainsi,
dans le cas du quadrilatére, c’est la droite qui joint les points de
rencontre des cOlés opposés; dans le cas du pentagone, c’est Ja
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conique qui passe pat les cinq points o se toupent les céiés,
points autres que les cing sommets situés sur la conique donnée.

Tutorime 1V. — Un polygone de m cétés étant inscrit dans
une conique, les m sommets de ce polygone et les m (m — §)
points oi les cdtés sont rencontrés respectivement par les
droites qui joignent les sommets de p en p appartiennent a
wne méme courbe de degré (m — 2).

Ce théoréme résulte de ce qui précéde.

Considérons, par exemple, un hexagone et les droites qui
joignent les sommets de 2 en 2; nous aurons 18 poiiits d'une
méme courbe du quatri¢me degré.

Tutorime V. — Trois courbes, C, S, 2, font partie d’un
Saisceau d’ordre m; deuz autres courbes, S', T, font partie
avec C d’un faisceau d’ordre m; les 2 m? points de rencontre
de S avec X' et de S' avec Z sont sur une courbe C' de degré m.

En effet, tout point de la courbe C satisfait a chacune des

équations
S =28, §'=pnz,

et, par suite, a I'équation
S8 = AuZx';

cetle équalion, qui représente la courbe C, représente donc aussi
une autre courbe C' qui passe par les points communs & S et ¥, et
aussi 4 §' et Z. .

En écrivant Sp¥' = §').3, on voit qu'il existe une courbe C’
de degré m passant par les points communs 2 S et S/, et a Z el X',

Considérons, par exemple, une cubique et un syst¢éme A de
3 droites et un autre syst¢tme B de 3 droites, tels que leurs
9 points communs appartiennent 4 la cubique; puis deux autres
systémes analogues A’, B'; les 18 points de rencontre de A avec B/,
et de A’ avec B, sont sur une méme cubique; le produit des dis-
tances d’un point quelconque de cette cubique aux 6 droites des
groupes A, A’ est proportionnel au produit des distances de ce
méme point aux 6 droites des groupes B, B'.

Résultat analogue pour deux groupes de 4 points sur une co-

XXXV, 13.
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nique quelconque. Transformons par polaires réciproques; nous
aurons le résultat suivant :

Etant donnés deux quadrilatéres ABCD, A’/BC'D (B et D étant
deux sommets opposés communs aux deux quadrilatéres), s’il
existe une conique inscrite 3 ABCD et ayant A’ et C' comme
foyers, il existe une conique inscrite 3 A'BC'D et ayant A et C
comme f(oyers.

CONTRIBUTION A L’ETUDE DES CORRESPONDANCES DE M. ZERMELO;

Par M. Henri Lesescuk.

Soit un ensemble M formé de certains éléments. Nous appelons
sous-ensemble de M tout ensemble formé avec des éléments de M
pris en totalité ou en partie. Imaginons qu’ chaque sous-ensemble
de M nous sachions faire correspondre un élément particulier,
bien déterminé, de ce sous-ensemble; une telle correspondance
entre les sous-ensembles de M et des éléments distingués de ces
sous-ensembles est dite une correspondance de M. Zermelo.

C’est en se fondant sur I'existence de telles correspondances que
M. Zermelo (') a démontré que tout ensemble pouvait étre bien
ordonné, le sens qu'il faut attribuer au verbe pouvoir restant
d’ailleurs trés obscur pour certains esprits.

Il n’est douteux pour personne qu’on ne pourra jamais, sans
particulariser I’ensemble M, nommer une correspondance de
M. Zermelo pour tout ensemble M, puisque rien ne nous permet
de distinguer deux éléments de M : nous savons seulement qu'ils
sont distincts. Je me propose de montrer dans cette Note combien
sont encore grandes les difficultés que 'on rencontrerait, si I'on
essayait de nommer une correspondance de M. Zermelo pour I'en-
semble M des nombres réels. Ma conclusion sera que I'on ne
pourra jamais définir une telle correspondance par des pro-

(') Beweiss dass jede Menge wohlgeordnet werden kann. ( Lettre & M. Hilbert,
publié¢e dans le Tome LIX des Math. Annalen.)
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cédés analytiques et cela méme si l’on se borne a la considéra-
tion de certains sous-ensembles trés particuliers.

J'emploie dans ce qui suit la terminologie que j'ai adoptée
dans un précédent travail (') et j’utilise certains des résultats que
J'ai obtenus.Je dirai qu’une fonction est représentable analytique-
ment, si ’on peut la construire en effectuant, suivant une loi déter-
minée, des opérations élémentaires (additions, soustractions, mul-
tiplications, divisions) et des passages a la limite, en nombre fini
ou dénombrable, & partir de constantes et des variables, supposées
en nombre fini ou dénombrable. Cette définition trés large com-
prend toutes les fonctions qui ont été nommées jusqu'ici, méme
celles qu’on a construites comme exemples des singularités les plus
inattendues, sauf celles que j’ai formées a la fin du Mémoire
cité. Encore faut-il ajouter que la méthode de construction que
j’ai employée, & laquelle Kronecker edt vraisemblablement dénié
les qualités qu’il exigeait d’'une définition, est un procédé d'exclu-
sion des fonctions représentables analytiquement; au contraire, les
procédés ordinaires de définition des fonctions, qui reviennent tous
a une division du domaine considéré en ensembles partiels par des
procédés analytiques el & une définition analytique de la fonction
sur chacun de ces ensembles, conduisent nécessairement a des
fonctions représentables analytiquement.

Pour qu’une fonction f soit représentable analytiquement il faut
et il suffit que, quels que soient a et b, les ensembles E(a < f< b),
E(a = f), formés des points pour lesquels les égalité et inégalité
entre parenthéses sonc vérifiées, soient mesurables B.

Les fonctions que j’ai construiles sont les seules connues qui ne
satisfont pas a cette condition; encore rentrent-elles dans la caté-
gorie des fonctions mesurables, c’est-a-dire de celles pour lesquelles
les ensembles E(a < f < b), E(a=/f) sont mesurables. On ne
sait pas si I’on pourra jamais nommer un ensemble non mesurable,
une fonction non mesurable.

On va voir que, pour nommer une correspondance de M. Zer-
melo pour les nombres réels, il faudrait bommer une fonction non
représentable analytiquement et méme non mesurable.

(') Sur les fonctions representables analytiquement (Journ. de Math.,
6° série, t. I, fasc. II, 1903, p. 139-216).
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Nomuwmer une telle correspondance, c'est faire correspondre i
tout ensemble de nombres E un des nombres de 'ensemble, ou
faire correspondre a la fonction f, égale a zéro aux points de E et
a 1 ailleurs, une des racines de cetie fonction. Si y est cette racine,
y apparait comme une fonction portant sur une variable qui est la
forme et la valear de la fonction f dans un intervalle. Les opéra-
tions fonctionnelles faisaut correspondre des nombres & des formes
de fonctions n'onl guére été étudiées, sauf cetle opération fonc-
tionnelle que 'on nomme intégration définie (*); il serait donc
prématuré de rechercher a quelle classe d’opérations fonctionnelles
il conviendrait de réserverle nom d’opérations analytiques. Mais,
si I'on convient de dire qu'une opération fonctionnelle est définie
par un procédé analytique quand elle fait correspondre a
toute fonction f(z, \) exprimable analytiquement un nombre
¥()) exprimable analytiquement, on est certain d’avoir une dé-
finition assez large pour qu'il soit trés difficile de trouver une
opération qui n'y satisfasse pas (2).

Ces préliminaires exposés, je démontre que, méme si l'on se
borne a la considération des ensembles dénombrables, il est
impossible de définir pour eux une correspondance de M. Zer-
melo par des procédés analytiques.

Soit ¢ une variable comprise eatre o et 1} je I'écris dans le sys-
t¢me décimal en ayant soin, par exemple, de n’employer qu'un
nombre fini de chiffres significatifs quand cela est possible. On a

(') Cependant il est facile de nommer bien d’autres opérations fonctionnelles
de la nature de celles dont il s'agit ici. Ainsi la limite supérieure, la variation
totale, la mesure extérieure de l’ensemble des valeurs d'une fonction soant des
fonctions de la forme de cette fonction. Quand on s'occupe de classes moins
étendues de fonctions on peut citer bien d'autres opérations fonctionanelles de la
nature ici considérée. Toutes celles étudiées par M. Volterra et par M. Hadamard
sont de cette nature. Les opérations fonctionnelles considérées par M. Pincherle
et par M. Bourlet sont un peu diférentes : elles font correspondre des fonctions
a des fonctions.

(*) Par exemple, si l'on peut obtenir le nombre y & partir de f en effectuant
une infinité dénombrable d’opérations élémentaires, de passages a la limite, d'o-
pérations f elles-mémes sur des nombres ou des fonctions, une infinité dénom-
brable d'intégrations, de dérivations, y est défini a partir de f par un procédé
analytique.

Les opérations fonctionnelles de la note précédente sont toutes définies par des
procédés analytiques.
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ainsi _
t=o0,aasa;....
Je pose
Ir=0,aaz Qg ...,

Z9y= 0, A3 Qg A1g--+y

T3 =0, AyA13Qgp . - .,
et d’une maniére générale
Tp= 0, Agn—1 1 Agn-1 3 Agr—! g« .« oo

A chaque valeur de ¢ je fais ainsi correspondre I’ensemble dé-
nombrable des valeurs z,, z,, ..., distinctes ou non. Réciproque-
ment, 4 tout ensemble de nombres z;, compris entre o et 1, cor-
respond au moins une valeur de ¢.

On sait que le plus grand entier non supérieur & un nombre x
est une fonction exprimable analytiquement de z et cela méme
3 l'aide d’expressions fort simples. Or a, est le plus grand
enlier contenu dans 10¢, a, le plus grand entier contenu dans
100t — a,, ..., donc a, est une fonction exprimable analytique-
ment de ¢. Par suile il cn est de méme de z,,; il serait méme facile
de prouver que x, est une fonction de classe 1 de la variable ¢.

Je désigne par o(8) la fonction égale & 1 pour 8 =o el 4 zéro
ailleurs; o() est la limite, pour p infini, de e=?*, c’est donc une
fonction exprimable analytiquement. La fonction f(z, t) égale d i
quand z prend l'une des valeurs z; correspondant & ¢ et égale a
zéro ailleurs est donc

Sz, t)=¢(z—x)+o(z—T1)+...;

c’est une fonction exprimable analytiquement de z et de ¢. Seule-
menl, pour que cela soit exact, nous ne considérerons que les
valeurs de ¢ pour lesquelles tous les z, sont différents. Les valeurs
de ¢t laissées de coté forment I'ensemble somme des ensembles
E, s (P#¢q), Epq étant formé des valeurs de ¢ pour lesquelles
Tp= Zq.

E, ¢ est partout non dense. En effet, dans un intervalle quel-
conque on peut en trouver un autre, limité par deux fractions déci-

R . n n+1
males exactes d’ordre a qui soient consécutives, (;5’ W>;

« étant tel que, parmi les « premiers chiffres de ¢, il y en ait des
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nombres inégaux 3 el y qui interviennent dans z, el z, (). Les

n

. . . +
valeurs de E, ; qui appartiennent a (1—07 ) n—w-a—l) ontalors a—+|B—y]|

chiffres déterminés, c’est-a-dire que 'on peut nommer des inter-

n n-+1

valles contenus dans (—-—’ —) dans lesquels il n’y a aucun
10 10% :

point de E, 4. E, ; est donc bien partout non dense.

Laissons encore de coté les valeurs de ¢ pour lesquelles 1'un
des z; est un nombre décimal exact, de fagon que la correspon-
dance entre ¢ et 'ensemble des z; soit biunivoque. Nous laissons
ainsi de c6té une infinité dénombrable d’ensembles tels que, pour
chacun d’eux, 'un déterminé z; des x ait une valeur décimale
déterminée r. r a deux développements déterminés différents r,
et ry; donc ¢ a une infinité de chiffres qui doivent étre égaux soit
aux chiffres de r,, soit & ceux de r,. Un raisonnement analogue
au précédent montre que l'ensemble des valeurs de ¢ pour
lesquelles on a z;= r est partout non dense.

En définitive, nous laissons de cOLé un ensemble qui est la somme
d’une infinité dénombrable d’ensémbles partoat non denses, c’est-
a-dire un ensemble de premiére catégorié (2).

Supposant toujours les z;non décimaux et différents, recherchons
quelques propriétés de la transformation de z, en z, les autres z
n'étant pas modifiés. Je dis que cette transformation fait corres-
pondre 4 un ensemble partout non dense de valeurs de ¢ un
ensemble partout non dense de valeurs de ¢. Appliquons, en effet,
la transformation a un ensemble E partout non dense dans (o, 1),
qui est le seul intervalle considéré, et soil (a, b) une partie quel-
conque de (o, 1). Dans (a, b) je prends un intervalle #, de la

forme (]%' nl-o—_:‘), « étant tel que, dans les a premiers chiflres

de ¢, il y en ait autant qui servent dans zp et dans z, et que le
dernier de ces « chillres p’appartienne ni a z, ni a z,.

(') On suppose ici que z, et Z, ne sont pas des fractions décimales exactes; ce
cas cst examiné plps loin.

(?) Les notions d’ensembles de premiére et de seconde catégories sont dus &
M. R. Baire; pour les propriétés de ces ensembles on consultera les Lecons sur
les fonctions discontinues de M. Baire ( Collection de Monographies publiées sous
la direction de M. Borel) ou sa Thése, Sur les fonctions de variables reelles
(Annali di Matematica, 1899).
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Alors la transformation de z, en z, fail correspondre a ¢, un
intervalle de méme forme . E étant non dense dans Z, on peut

. .. . . . m m-+1
trouver un intervalle j, intérieur a 7, de la forme ('—ﬁ’ —F—)’
10 §

B jouissant des propriétés ci-dessus indiquées pour a. La transfor-
mation de z, en z, transforme j en un intervalle de méme forme,,
intérieur & {,,donca(a, b), daps lequel il n'y a pas de points de E,.

Ceci posé, une correspondance de M. Zermelo fera correspondre
a toute valeur de ¢ non laissée de cdLé un nombre y(¢) qui sera
'un, bien déterminé puisqu'ils sont tous différents, des nombres
Zy, &3, .... Chacune de ces valeurs annulera dodc une et une
seule des fonctions y(t)— z,(t). Jappelle e, I'ensemble des
valeurs de ¢ annulant y (¢) — z,(¢t).

Decux ensembles e,, ¢, n’ont pas-de point commun; (o, 1) est la
somme des ensembles ¢, el de I'ensemble de premiére catégorie
formé des valeurs de ¢ laissées de c6té; donc I'un des e, est dc -
seconde catégorie.

Si la correspondance de M. Zermelo est définie, au moins pour
les ensembles dénombrables, par un procédé analytique, y(¢) sera
une fonction exprimable analyliquement el par suite les e, seront
des ensembles mesurables B.

L’un d’entre eux est de seconde catégorie; or on sail que, si un
ensemble mesurable B est de seconde catégorie, il y a un intervalle
dans lequel il est partout de seconde catégorie, c’est-a-dire dans
lequel son complémentaire est de premiére catégorie (‘). Je dis
que cela est impossible.

Pour le faire voir, je m'appuierai sur celle remarque évidente : la
transformation de z, en z, change ¢, en ¢,, et je montrerai que,
si e, est partout de seconde catégorie dans un intervalle, on peut
trouver un intervalle et un ensemble ¢, dans lequel e, et e, soient
tous deux partout de seconde catégorie, ce qui ne peut avoir lieu
quand e, est mesurable B.

Supposons donc e, partout de premiére catégorie dans (a, b);

dans (a, ) je choisis un intervalle ¢ de la forme (-'—:':;, %) et

un nombre ¢ plus grand que a. Dans les « premiers chiffres de ¢,

(') Voir mon Mémoire cité, p. 187.



— 208 —

il y en a § qui interviennent dans z, et il n’y en a pas qui inter-
viennent dans z,. Les valeurs de ¢ comprises dans 7 et pour lesquelles
zp et x4 ont les B premiers chiflres communs ont donc «—+ f
chiffres déterminés, c’est-d-dire que ces valeurs de ¢ appartiennent -

1or’ “1o¥
gement de x, en z, fait correspondre & toute valeur d’un inter-
valle j une valeur de ¢; donc les points de j qui n’appartiennent
pas & e, proviennent de points de ¢ n’appartenant pas & e,. Or ces
points forment un ensemble somme d’une infinité dénombrable
d’ensembles partout non denses a chacun desquels la transforma-
tion de z, en z, fait correspondre des ensembles partout non
denses. Dans les intervalles j, e, et e, sont donc partout de seconde
catégorie. La proposition est démontrée.

Modifions quelque peu le raisonnement précédent; nous obtien-

drons un résultat plus général. Nous avons vu que les points

n n+1
—_—
102" 0%

a un ou plusieurs intervalles j de la forme (—n— n—-H-) Le chan-

.

de E, 4 qui sont contenus dans ( ) ont plus de « chiffres

déterminés, c’est-a-dire qu'ils peuvent étre enfermés daus un inter-

valle de laforme <w+'+l' ?—(’;;—‘—;—:) De 14 il résulte que, si I'on peut

enfermer E, ; dans des intervalles de mesure totale /, on peut aussi
. l
Ienfermer dans des intervalles de mesure totale —, et E, ¢ est de

mesure nulle. On démontrera de méme que, quand I'un des z; a
une valeur décimale exacte donnée r, ¢ appartient & un ensemble
de mesure nulle. L’ensemble des valeurs de ¢ laissées de coté cst
donc de mesure nulle.

D’autre part, si y(¢) est une fonction mesurable, les ensembles
ep sonl mesurables. Je dis qu’ils ont tous méme mesure. En effet,

. . n n4+1
la transformation de z,, en x4 transforme l'intervalle (—; ——)
10% 10%

d’étendue —1%5 en un intervalle de méme étendue, pourvu que dans

les @ premiers chiffres de ¢ il y en ait autant de z, que de z, et
que le ai*™ chiffre n’appartienne ni 2 z, ni & z,4. Cela revient a
dire que la transformation de z, en z,, qui transforme e, en e,
transforme un ensemble qu’on peut enfermer dans des intervalles
de longueur totale { en un ensemble qu'on peut enfermer aussi
dans des intervalles de longueur totale /. Cette transformation
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conserve donc la mesure : tous les e, ont méme mesure. Or (o, 1)
est la somme des ¢, et de I'ensemble exceptionnel E; tous ces
ensembles sont sans points communs : on a donc les égalités incom-

patibles
1=m(E)+ m(ey)+ m(eg)+...,

m(E)=o, m(e)=m(ey)=m(e;)=....

1l est ainsi démontré que y(t) ne peut pas'étre une fonction
mesurable.

Les raisonnements précédents prouvent aussi que : il n'eziste
aucune fonction y (., Ta, Ty, ...) de U'infinité dénombrable de
variables x,,z,, zs, . .. qui soit représentable analytiquement,
ou méme simplement mesurable, et qui fasse correspondre &
tout ensemble dénombrable z,, x,, z,, ... un nombre distingué
y de Uensemble, dépendant de ’ensemble z,, x,, z3, ..., mais
pas de Uordre dans lequel sont rangés les points qui composent
cet ensemble (*).

La notion d’ensemble dénombrable le plus général n’étant pas
des plus claires, il ne sera peut-étre pas inutile de montrer qu’on
rencontre les mémes difficultés quand on essaye de nommer une
correspondance de M. Zermelo pour des familles trés simples
d’ensembles dénombrables. Pour n’avoir toujours a considérer que
le segment (o, 1), j'introduirai la notion d’ensemble réduit corres-
pondant & un ensemble E. J'appellerai ainsi ’ensemble des parties
fractionnaires F(¢) des valeurs de ¢ appartenant & E. Un ensemble
réduit ne conliendra donc que des valeurs telles que 1'on ait

osF(t)< 1.

Il n’est pas inutile de remarquer que F(¢), étant égale 4 t diminué
du plus grand entier, positif, nul ou négatif, qui ne surpasse pas ¢,
est une fonction exprimable analytiquement de ¢. De telle sorte
que, si E est définissable par des procédés analytiques, il en est
de mé&me de son ensemble réduit.

Laissons de coté les ensembles bien ordonnés dans I'échelle
croissante ou décroissante des valeurs de la variable. Le plus

(') Cet énoncé cst équivalent au précédent.
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simple, peut-étre, des autres ensembles démombrables est la
progression arithmétique infinie dans les deux sens formée des
nombres @ + nr, n étant un entier positif, nal ou négatif. Pour
ces progressions il est facile de nommer un élément distingué par
un procédé analytique; par exemple, le plus pelit terme positif de
la progression, lequel est une fonction de classe 1 des variables a
et . On va voir qu’au contraire cela est impossible pour I'en-
semble réduit (*).

Pour simplifier je suppose que r a une valeur irrationnelle
déterminée, /2 par exemple, et je démontre qu'il n’eziste aucune
Jonction y(a) représentable analytiquement ou simplement
mesurable qui fasse correspondre & tout ensemble formé des
valeurs de F(a + ny\/2) pour n entier, une valeur distinguée
de U’ensemble ne dépendant que de U'ensemble et non de la
maniére dont il est donné.

En effet, si y(a) existait, onm aurait, quel que fit I’entier p,

y@+n=y(a+py/a)=y(a);
)(a) désignant un entier convenable, 'expression
y(a)—a~+ Ma)
V2

définirait un entier s(a) vérifiant les égalités

z(a)=

z(a+1)= z(a),
3(a+pva)+p =3(a),
sla+F(pya)l+p = 3(a).
Désignons par e, I’ensemble des valeurs de a comprises dans

(0, 1) pour lesquelles 5(a)=¢g. Nous supposons ¥ mesurable;
donc e, est mesurable. Or on passe de e; & une partie de e;_p par

(') Ce fait, singulier au premier abord, résulte de ce que, tandis qu'il est
possible de repérer la position de la progression a <+ nr dans I'échelle des
nombres, cela devient impossible si I'on ne connalt que 'ensemble réduit corres-
pondant, parce que le méme ensemble réduit correspond & la fois aux deux pro-
gressions @ + nr et (a +1)+ nr. De sorte que ce qui va étre démontré, c'est
I'impossibilité de définir par des procédés analytiques une correspondance de
M. Zermelo pour les progressions arithmétiques & deux raisons formées des va-
leurs que prend ['expression a + m + nr pour toutes les valeurs entiéres de m

et d¢ n, et ccla méme si 7 a une valeur irrationnelle déterminée, /2 par excmple.
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les opérations suivantes : 1° on effectue la translation + F(py/2)
sur la partie de e, contenue dans [0, 1 —F(py/2)], l'extrémité
1—F(py/2) exclue; 2° on effectue la translation —[1—F(py/2)]
sur la partie de e, contenue dans [1 — ¥ (py/2), 1], origine com-
prise. On passerait de méme de e,_, 4 e,; donc e, et eq_p ont la
méme mesure.

(0, 1) est la somme des e, sans point commun; tous les e, ont
la méme mesure et ils sont en nombre infini; d’oli I'impossibilité
qui légitime I'énoncé. ‘

Je crois utile, en terminant, de faire quelques remarques. Dans
toute question d’exislence, il y a lieu de tenir comple de deux
mentalités différentes : celle de I'idéaliste et celle de 'empiriste
de P. du Bois-Reymond (). Dans ce qui précéde, j’ai donné anx
définitions leur sens idéaliste; c’est ainsi, par exemple, que j'ai
parlé d’une infinité dénombrable de constantes sans m’occuper
d’'une loi les définissant, parce que toul ce qui rentre dans la défi-
nition empirique rentre a fortiori dans la définition idéaliste. Au
contraire, j'ai fait des raisonnements empiristes parce que ce sont
les seuls qu’idéalistes et empiristes s’accordent & déclarer corrects.

En donnant aux définitions leur sens idéaliste, on est certain
de leur donner un sens aussi large que celui que les empiristes
leur donneront jamais (2); mais il ne s’ensuit pas qu’on doive uti-
liser des preuves idéalistes. Sans doute, celles de ces preuves qu’on

(1) Theéorie generale des fonctions, traduction G. Milhaud et A. Girot, Nice.
1887. 11 n’y a d'ailleurs pas que deux mentalités en présence, car il y a bien des
maniéres d’étre idéaliste ou empiriste. L'empirisme de Kronecker n’est pas celui
de M. Jules Drach; l'idéalisme de du Bois-Reymond différe sensiblement de cclui
de M. Jacques Hadamard.

Il est d'ailleurs vraisemblable que, connaissant les résultats récents obtenus
dans la Théorie des fonctions, du Bois-Reymond edt modifié, sur des points de
détail, le langage qu’il préte a l'idéaliste.

(?) On ne mérite donc pas ce reproche que M. Hadamard formulait ainsi : « Je
crois que le débat est au fond le méme qui s'est élevé entre Riemann et ses pré-
décesseurs sur la notion mé¢me de fonction. La loi qu'exige Lebesgue me paraft
ressembler fort & I'expression analytique que réclamaient 4 toute force les adver-
saires de Riemann. » Et en note : « Je crois devoir insiter un peu sur ce point
de vue qui, s'il faut dire toute ma pensée, me paralt former le fond méwme du
débat. Il me scmble que le progrés véritablement cssentiel des Mathématiques, i
partir de Vinvention méme du Calcul infinitésimal, a consisté dans Pannexion de
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peut copstruire actuellement légitiment tous les énoncés qui, au
cours des siécles, seront démontrés par les empiristes ; mais est-il
bien certain que ces preuves ne légiliment pas aussi des énoncés
que les empiristes démontreront étre faux? On a vu récemment
M. Burali-Forti, employant les raisonnements idéalistes que ’on
utilisait constamment, 4 I'exemple de M. G. Cantor, dans I’étude
des ensembles, meltre en évidence une contradiction a laquelle ils
conduisent ('). Sans doute, les raisonnements de M. Burali-Fortt
ont é1é immédiatement condamnés par des idéalistes qui ont fait
remarquer, avec raison, qu'il formait un ensemble avec des objets
non préalablement existants (2). Cette critique, pour |'empiriste,
a la valeur suivante : M. Burali-Forti raisonne sur des étres mal
définis comme s'ils élaient bien définis; or I'empiriste se demande
si ce n'est pas précisément la ce qui caractérise le raisonnement
idéaliste? Pour qu’un empiriste pt admettre les preuves idéalistes,
il faudrait qu’on lui edt enscigné comment, avant qu’un raison-
nement idéaliste ait conduit a une contradiclion, il pourra s’aper-
cevoir s’il est illégitime ou légitime.

Ayant ainsi fail mes réserves sur la valeur des preuves idéalistes,
J’énonce des propositions démontrées dans ce qui précéde par des
raisonnements idéalistes :

Il existe des ensembles qui ne sont pas mesurables.
Il existe des ensembles qui sont, ainsi que lears complémen-
taires, de seconde catégorie dans tout intervalle (3).

notions successives qui, les unes pour les Grecs, les autres pour les géométres de
la Renaissance ou les prédécesseurs de Riemann, étaient « en dehors des Mathé-
» matiques », parce qu’il était impossible de les décrire. » ( Ce Bulletin, t. XXXIII,
1905, p. 270.) )

(') Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1897. ( Voir aussi HILBERT.
Congrés de Heidelberg; J. RicHARD, Revue generale des Sciences, année 1go5.)

(?) Hapavaro, Loc. cit., p. 271.

(*) Cette Note a été rédigée & I'occasion d'une question posée par M. C. Segre
(Math. Ann., t. XL) et sur laquelle il a bien voulu appeler mon attention.

La réponse partielle que j’ai pu faire & cette question a été publiée dans les
Atti della R. Acc. delle Sc. di Torino, 10 mars 19o;. J'ai appris depuis que des
considérations analogues a certaines de celles que j'utilisais avaicat été déve-
loppées par M. Hamel dans le tome LX des Math. Annalen.

Yajoute que l'existence, au sens idéaliste, d'ensembles non mesurables a été
démontrée par M. VitaLt (Bologna, Tip. Gamberini ¢ Parmeggiani, 19053).
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SUR LE MODE DE CROISSANCE DES FONCTIONS ENTIERES;

Par M. Ortro BLUMENTHAL.

Soit f(z) une fonction entiére de 3. Posons z = re® et dési-
gnons par G(r, ¢) le module de f, par A(r, ) et B (r, o) ses
parties réelle et imaginaire. Soient, en outre, M(r), A(r), B(r)
les valeurs maxima de G, A, B sur le cercle de rayon r.

Nous allons établir sur ces fonctions quelques propositions
d’ordre général qui me paraisseat indispensables pour fonder so-
lidement la théorie des fonctions entiéres. Il semble que ces théo-
rémes n'aient pas encore été démontrés explicitement, quoique,
dans leurs grandes lignes, ils n’offrent peut-étre rien de nouveau
pour ceux qui s’occupent des fonctions entiéres.

Les propositions que je vais établir sont valables pour les trois
fonctions M(r), A(r), B(r) et de méme pour les valeurs minima
des fonctions G, A, B. Je me bornerai a les démontrer pour M(r),
la démonstration pour les autres fonctions étant ou identique ou
plus facile.

1. Jappellerai fonction (courbe) algébroide entiére une
fonction (courbe) réelle

Y =y(z)
de la variable réelle z, qui satisfait aux conditions suivantes :

1° Elle est finie et continue pour toutes les valeurs finies de .

2° Pour toutes les valeurs de z, sauf au plus pour une infinité
dénombrable de points tendant vers I'infini comme point limite
unique, y est analytique et réguliére en z.

3° Pour les valeurs exceptionnelles y admet des développements
i la Puiseux, suivant des puissances fractionnaires de z.

Ceci posé, voici la proposition a établir :

La fonction (courbe) M(r), évidemment monodrome, con-
tinue et croissante, se compose & un nombre fini ou infini dé-
XXXV, 14
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nombrable de parties de fonctions (arcs de courbes) algé-
broides. Les valeurs (points) de rencontre de deuzx parties de
Jonctions (arcs de courbes) différentes sont en nombre fini ou
n’ont qu'une valeur (point) limite unique & Uinfini ('). De
plus, on sait que M(r) tend vers I'infini avec r.

~ En particulier donc, la courbe sera partout analytique et algé-
broide sauf pour les points de rencontre ou il y aura, en général,
disconlinuité de la tangente et des dérivées supérieures.

Ces propriélés sont bien mises en relief par un exemple simple,
mais trés instructif, qu'on trouvera au n° 10 de ce travail.

2. Remarques préliminaires. — Pour éviter des renvois nom-
breux, je commencerai par rappeler quelques faits connus qui
nous seront utiles dans la suite.

A, B et logG satisfont a I’équation de Laplace

Au =o.

Nous en tirons le lemme suivant :

Une fonction entiére f(z), qui a une valeur absolue constante
sur un cercle de rayon R ayant Uorigine comme centre, est
nécessairement de la forme az™.

D’abord, si fn'a pas de racines a l'intérieur du cercle, logG,
étant constant sur sa périphérie et fini a son intérieur, est une
constante, et il en est de méme de f(3).

Soient dooc «;, a3, ..., @, celles des racines de f & I'inté-
rieur du cercle qui soot dillérentes de zéro. Nous appellerons
ry=|3s—ax| la distance d'un point variable z au point ax et
re=|3s—a| la distance de z au point o) symétrique & ax par
rapport au cercle (R). On sait alors que
rry...rp,

IOg
1,0 q
rylg...rp

(') J'ai énoncé ce théorémme dcux fuis sans démonstration : dans la thése de
M. A. Knarr, Ueber ganze transcendente Funktionen von unendlicher Ord-
nung (Dissertation, Gottingen, 1903 ) ; et Jahresber. d. deutschen Math.-Ver.,
t. XVI, février 19g07. Du reste, on peut, par nos méthodes et presque sans aucun
changement, démontrer une proposition analogue sur les séries de Taylor & I'in-
térieur de leur cercle de convergence.
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a une valeur constante sur le cercle. Du reste log G, devenant in-
fini comme logrx au point a4, est nécessairement de la forme

2.

!

PPy T
logG = const. + log —=""""2  mlogr,
Firy.. .

2
si l'origine est un zéro d'ordre m de f(3).

Donc logG deviendrait infini positif aux points a), ..., «,.
Ceci étant impossible, puisque f(3) est entitre, il vient

log G = const. + m logr,
ce qui prouve notre proposition (*).

Nous exclurons constamment par la suite les puissances az™.
Une autre forme du méme lemme est alors la suivante :

., 0 ’
La dérivée £ ne peut s’annuler tout le long d’un cercle

ayant U'origine comme centre.

En coordonnées polaires r, o, I'équation Au= o a la forme
9 , du\ 19 _ o
or\"or) " r dg1

dA JB JdlogG
=2, =2, 587

dp  do’ oo

On en conclut que

satisfont encore & I'équation de Laplace.

3. Nous posons

O ) —
f(3)= Za,,:", lim %a,,] =o,
n=aw

a,=a, + ia),. -

()
Alors

A(r,9)=a, +2r"(a,’, cosng — ay sinng),
(2) "

N\ .
B(r,¢) =a; —+—2'r"(a'," cosng + a, sinno).

(') Bien entendu, on peut aussi la démontrer sans faire intervenir explicite-
ment la théorie du potentiel.
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Par suite de la décroissance rapide des quanlités a,, les séries (2)
restent uniformément et absolument convergentes, méme si 'on
y admet pour r des valeurs complexes dont le module ne
dépasse pas une quantité arbitraire R, et pour ¢ des valeurs
complezes ayant un module < 2x. Par suite, d’aprés un théo-
réme connu, on peut y remplacer cosng, sinny par leurs déve-
loppements de Taylor et changer I'ordve des termes, de fagon a
obtenir '

(3) A(r,9)=a{,+r2c',,,r“9', B(r,¢) = aj +r2c7,,r’f9',
kol Y]

et ces séries convergent uniformément et absolument & I'intérieur
de tout cercle arbitrairement grand ayant son centre & I'origine
du plan des 3.

1l en est de méme de

%), G2 (r,g)= AX(r,9)+ BXr,0) = go-+r Y grerkel.
L

Les expressions (3) et (4) montrent que

dA(o, o) 0B(o, o) 9G(o, $)
dp op 0%

s’annulent identiquement en o (').

4. Counsidérons maintenant l'ensemble des valeurs (r,2) pour
lesquelles

Voici la proposition & prouver :

Dans tout le plan, Uensemble des points pour lesquels
3;% = o forme au plus une suite dénombrable de courbes algeé-
broides; il i’y a gu’un nombre fini de ces courbes (ou de leurs

branches) qui pénétrent dans Uintérieur d’un cercle (R).

(') Ce fait, évident dans le cas o g # o, se vérific aisément dans le cas gé-
néral A l'aide des formules (2).
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. Tout d’abord, il ne peut exister de poinl Isolé pour lequel
— =o.

Cela est évident pour le point r = o. Ecartons ce cas et sup-
posons en premier lieu que le point isolé ne soit pas un zéro

de G. Alors
dlogG _ 19
% ~Goy

s’annule en ce point et reste finie et continue dans son voisinage.
Tragons autour du point un cercle ¢ aussi petiL que nous vou-

al . . . .
drons. 2108G o par suite 9G doit changer de signe et, par suite,

99 9%

s'annuler sur le cercle, car, puisque %g'- satisfait & I'équation de

Laplace, on a, d'aprés le théoréme de la moyenne arithmélique,

dlogG

ds=o,
© 0P

ds désigoant I'élément de I'arc du cercle c. Donc le point n’est pas

un zéro isolé de 96,
Je

Supposons en second lieu que G s’annule en méme temps que

JaG <. e
P Nous considérons alors le cercle (r) ayant son centre & I'ovi-

gine et passant par le point. Il est évident que, sur ce cercle,

o . .
96 change de signe au point G = o. Entourons donc encore ce

9

point d’un petit cercle ¢, on voit que g change de signe et, par
suile, s’annule sur c.

Pour établir notre proposition, nous n’avons maintenant qu’a
appliquer les procédés généraux de I'élimination, ce qui, dans
le cas de deux variables, ne présente pas de difficulté. Soit ( 7, o)

. G I(G?)
un point quelconque pour lequel % =uo. Développant =
en série parlout convergente suivant les puissances de r—ry

a(G?)
/]

G
:

et de © — g,, la condition = o prend la forme

(42) E‘{u(" — ro)f(o — o) =o,
Y]
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et le premier membre ne s’annule pas identiquement pour r = rq,
en vertu du lemme démontré au n° 2 (1). A
Admettons, pour un moment, des valeurs complexes de r—r,

0(G?)

M b
et o — o,. Alors, si 5 commence par des termes d’ordre p en

r et o, il exisle exactement p développements de la forme
(5) ?.1)_ %o =ZE(}) ,
i

. 1
¢t élant une puissance fraclionnaire de r—ry : t = (r—r,)?
(p entier positif) (2). L'ensemble des valeurs (r, ¢) fournies par
ces développements est identique & I'ensemble des racines (r, ¢)

de 1’équation 9(GY
point (re, 9y).

Or, retournons au domaine réel. Comme le zéro (r,, 9,) ne peut
étre isolé, quelques-uns, du moins, des développements cités
auront une projection dans le domaine réel, qui n’est autre chose
qu’un élément de courbe algébroide passant par le point (7, @5).

T (G2

De plus, comme G n’a que des zéros isolés, les zéros de‘—@

%

sont, dans un certain voisinage du point, identiques & ceux de 9G,

£

= o dans un voisinage fini et déterminé du

donc :

Auvoisinage de chaque point (ry,9o) qui annule g
aG

o —© définit un nombre fini d’éléments algébroides réels

Uéquation

passant par le point. On s’assure, du reste, aisément que chacun
de ces éléments avec ses prolongements analytiques par le plan
des z donne une courbe algébroide entiére.

Envisageons ’ensemble de tous ces éléments. Bornons-nous i
ceux d’entre eux qui possédent des points & I'intérieur ou sur la

(') Le dernier raisonnement ne s’applique pas au point r = o. Pour traiter ce

2
point, on divisera d'abord d(dC; ) par une puissance convenablemeant choisie de r;

on sera ainsi ramené au cas général.

(?) Développements & la Puiseux. Comparer JoRDAN, Cours d’Analyse, t. |,
p- 342-350.
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périphérie d'un cercle (R). Je dis que ces éléments avec leurs pro-
longements analytiques ne forment qu’un nombre fini de courbes
(branches de courbes) algébroides.

En effet, supposons qu'il y en ait une infinité ayant des points
communs avec l'intérieur ou la périphérie de (R). Alorsil y a, dans
(R) ou sur (R), au moins un point limite P tel que dans son voi-

sinage pénétrent des courbes 9G _ o en nombre infini. La conti-

%

nuité de z—g exige alors que P soit lui-méme un zéro de la fonction.
Appliquant alors le théoréme ci-dessus, on voit que I'hypothése

faite est absurde. Notre proposition sur les valeursgg =o0 est

donc bien démontrée.
Nous désignerons dorénavant par courbes C les courbes algé-

broides entiéres 9 =o.

%

Une courbe C ne coupe un cercle (r) qu’en un nombre fini
de points. C'est ce qu'on démontre encore par la méthode du
point limite. Mais la méme méthode nous fournit encore le résultat
bien plus précis :

Sur tous les cercles (r) intérieurs a (R) le nombre des points
pour lesquel 3—(:'- = o est au plus égal & un nombre fini K qui

ne dépend que de R.

Une derniére conclusion i tirer de la considération des courbes
C est la suivante :

. dG . .o
Tous les points o =© d’un cercle(r) dans un certain voisi-

nage d’un cercle (ro) sont situés sur des courbes C ayant des
points communs avec (ry).

3. Les mémes résultats subsistent évidemment pour les

9 JB . . .
courbes 92 = o el — =o0; il y a méme lien de faire sur ces
) do .

courbes une remarque complémentaire.
q P

LY JB ;
Les courbes — = o (—— = o) ne peuvent étre ferméesy ou

%% o
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mieux: il ne peut exister, dans le plan des 5, aucun domaine fini,

limité exclusivement par des arcs de courbes g% =o (3.—? = o) .

En effet, comme %% satisfait partout a I'équation de Laplace
et qu'elle est réguliére dans tout domaine fini, elle serait iden-
tiquement nulle si elle s’annulait sur le contour.

Le résultat analogue sur les courbes C a une portée moins

dlogG . .

P les raisonnements ci-
dessus, on voit qu’il ne peut pas exister de domaines finis, limités
exclusivement par des arcs de courbes C, et tels qu'ils ne con-
tiennent, ni dans leur intérieur, ni sur leurs contours, aucun zéro

de G. De plus, il est évident que chaque zéro de G est nécessai-

grande. Tout d’abord, en appliquant &

. dG \
rement situé sur une courbe — = 0. D’ot1 ce résultat :

o9

S’il existe un domaine fini, limité exclusivement par des arcs
de courbes C et n’en contenant aucun dans son intérieur, il

Jaut que l'un au moins de ces arcs contienne un zéro de G
(C'est-a-dire de f).

L'exemple du n° 10 montrera du reste que celte eirconstance
peut bien se présenter.

6. Nous pouvons maintenant aborder notre probléme principal,
la recherche des plus grandes valeurs M () de G sur les différents
cercles (7). Nous commencerons par une orientation rapide, puis
nous approfondirons.

Prenons donc un cercle déterminé (r,) (ry << R) et cherchons-en
les points dans lesquels G prend la valeur M(r,). Je les appellerai
les points mazima du cercle. Ces points sont cerlainement com-
pris parmi les intersections du cercle avec les courbes C. Comme
le nombre de ces intersections est K, la détermination des points
maxima n’offre pas de difficulté théorique. Il peut y en avoir un
ou plusieurs.

1l s’agit maintenant dc trouver les points maxima sur les cercles
voisins de (7).

Supposons d'abord qu’il n’y ait, sur (r,), qu'un seul point
maximum et un seul élément C, des courbes C passant par ce
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point. Alors les choses sont trés simples. Comme, sur (r,), aux
intersections avec les aulres courbes C correspondent des valeurs
de G plus petites que M(r,), de méme, sur tous les cercles d’un
certain voisinage de (r,), la courbe C, fournira les plus grandes
valeurs de G, c’est-a-dire que, dans ce voisinage, les points maxima
seront les points d’intersection des différents cercles avec la méme
courbe algébroide C,. Ce voisinage comprend des valeurs r et plus
petites et plus grandes que r,.

Jappellerai courbe mazxima tout arc de courbe formé par des
points maxima. Donc, dans notre cas, il y a, dans le voisinage
de ry, une seule courbe maxima, arc de la courbe algébroide C,.

Mais le cas général est plus compliqué. En effet, s’il y a sur ro
plusieurs points maxima et plusieurs éléments C passant par eux,
il faut traiter séparément les valeurs r > ry et r<r,. Etudions
d’abord le cas 7 > r,. Envisageons tous les éléments de C passant
par les points maxima de (r,) et suivons-les dans la direction
des r croissants. Les points maxima des cercles (r) (r > r,) sont
cerlainement, dans un certain voisinage de (r,), compris parmi les
intersections de (r) avec ces éléments, d'aprés la remarque faite
a la fin du n° 4. Donc, les courbes maxima seront, dans le voisi-
nage de (r,), comprises parmi ces éléments : ce seront ceux qui
fournissent sur chaque cercle (r) (r > r,) assez voisin de (r,) les
plus grandes valeurs de G. Il peut y en avoir plusieurs.

Les mémes raisonnements sont valables pour les valeurs 1 < ry.
Mais les courbes maxima peuvent étre différentes pour r>r,
et pour r < ry.

Cest la un fait capital, par suite duquel la fonction M(r) se
comporte d’une fagon complétement différente des deux cotés
du point r,.

Je dirai que rq est un point anguleur de la fouction M(r),
si celle circonstance se présenle, c'est-a-dire, si les courbes
mazima sont différentes pour 1 >rq et r < ro.

1l y aura, du reste, lieu de distinguer deux sortes de points
anguleux : ‘

1° Points anguleuzx de la premiére sorte. — Les courbes
maxima des deux cdtés du cercle (r,) sont différentes, mais elles



— 993 —

passent par les mémes points maxima de (r,) (*). (Ce cas ne peut se
présenter que lorsque plusieurs éléments C passent par un point
maximum);

2° Points anguleurx de la deuxiéme sorte. — Les courbes
maxima des deux c4tés passent par des points maxima différents.

Nous reviendrons sur cette classification (n°9).

Les courbes maxima sont donc des arcs de courbes C, coupés
aux points anguleux.

Mais les raisonnements ci-dessus ne sont qu'approximatifs. 1l
faut les rendre concluants par une voie analytique, ce qui ne pré-

‘sente pas de difficulté.

7. A cet effet, nous allons calculer la fonction M(7) au voisi-
nage de r,, ce qui se fait par une élimination.

Nous écrirons les développements (5) de tous les éléments C
passant par les points maxima de (r,). C'est un nombre fini (SK)
de développements que nous désignerons par

Dy, Dy, ..., D,.

Nous aurons

(52) Dy: ¢V — ?1}) =Zt(‘l) .

La lettre t désigne dans tous ces développements la méme
puissance fractionnaire der — r.

Certains de ces développements pourront du reste n’étre réels
que pour r < roour>r,.
Nous avons, d’autre part, autour du point maximum (r, o) :

(4) GA(r, @) = Ma(ry) + Y3 (r — ro)(2 — o),
At

la somme s’annulant pour r = ry, ¢ = .

(') Pour parler plus exactement : il y a au moins un couple de courbes maxima
des deux cotés de (r,) qui passent par le méme point maximum de (r,).
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Nous désignerons par Gy(r) les valeurs de G(r, @) sur I'élé-
ment D). Substituant (52) dans (4%) et tenant compte de ce que
r — ro est une puissance entiére de ¢, nous trouvons

G} (r) =M3(ry) +Z B e,
’ 1
et, par suite, puisque M(r,) est différent de zéro :

(6) Gy(r) = M(r.,)+2A‘})¢i,
1

tous ces développements étant valables & la fois dans un voisinage
fini et déterminé de r,.

Les Gy(r) sont donc des éléments algébroides en r. Certains
peuvent n'éire réels que pour r << ro ou r > r,. Il peut aussi y en
avoir plusieurs d’identiques : dans ce cas, nous n’en conserverons
qu’un seul.

Distinguons maintenant les deux cas r < 7y et 7 > r,. Prenons
d’abord r > r,. Formons toutes les différences deux a deux des

G, réels pour r > ry. Soit
G —Gu=1t zx,tl (Ao #0)
[ ]

une de ces différences. Elle a pour toutes les valeurs de r (> r,)
dans le voisinage de r, un signe constant, celui de A,¢. Donc

il y a un développement bien déterminé, soit Gy, qui, pour toutes
les valeurs r > ry d’un voisinage fini, donne des valeurs de G
supérieures (ou au moins égales) & celles fournies par les autres
développements. On a alors dans tout ce voisinage

(62) M(r)=Ga(r) =M(ro)+ X APt (r>ro).
1

Le méme raisonnement s’applique aux valeurs r << ry, il y aura
encore un développement maximum, soit G, mais il est évi-
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dent qu'en général, G, est différent de G,. Donc

(6%) M(r)=(_}',,,(r)=M(ro)+2A‘ W (r<re).
1

Si Gy et G, différent, r, est un point anguleux de M (7).
Voici donc le résumé des résultats acquis :

De chaque cété d’un point quelconque ry, la fonction M(r)
admet un développement algébroide. Ces développements sont
valables dans un intervalle d’étendue finie. Si les développe-
ments des deux cétés sont identiques, nous avons un point ordi-
naire, sinon un point anguleuzx de M(r).

8. A Uintérieur d’un intervalle fini (o...R), il 'y a qu'un
nombre fini de points anguleux.

En effet, s'il y en avait une infinité, ils auraient un point
limite SR, ce qui est inadmissible, puisque, pour ce point, le théo-
réme du numéro précédent serait en défaut.

Notre proposition générale, énoncée au n° 1, est donc bien
établie.

Voici une autre forme du méme résultat : Les courbes mazima
sont des arcs de courbes algébroides. Toute courbe C qui est
mazxima dans un élément Uest sur un arc de longueur finie.

Pour rsR, cette longueur reste au-dessus d’une limite fixe,
différente de zéro. '

9. Je ferai encore quelques remarques a 1’égard des points angu-
leux. En les appelant ainsi, j’ai un peu généralisé I'acception ordi-
naire du mot. En effet, la définition ci-dessus du point anguleux
n'implique pas qu'il y ait forcément discontinuité de la tangente.

Il y a méme dans cet ordre d’idées une proposilion spéciale
sur les points anguleux de premiére sorte.

En un point anguleux de premiére sorte, la tangente est
toujours continue.

C'est une conséquence immédiate d’unc formule trés simple

. . ., dM
relative a la dérivée 'Jlf
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de
Soit — Z Ple coefﬁcnent angulaire de la courbe maxima an point r.

d . .
Nous supposerons d’abord que T?- n’est pas infini. On a alors

dMm dG G dy _ dG

() ar = dep dr —

Mais cette formule subsiste encore pour les points ot le coeffi-
cient angulaire est infini [c’est-a-dire od la courbe maxima est
tangente au cercle (r)]. Nous savons en effet, par suite du carac-
tére algébroide des courbes C, que ces points sont isolés. Or la
relation () étant vérifiée pour des points infiniment voisins du
point isolé, I'est aussi pour le point méme, parce que, sur une

. aM .
méme courbe maxima, 7"‘- ne fait pas de sauts brasques.
La formule (7) est assez remarquable : on en conclut, entre
., dM . . .
autres, que l? dérivée 7 est partout finie, ce qui ne parait nulle-
ment évident a priori (). _
Pour démontrer notre proposition sur les points anguleux de
premiére sorte, nous n’avons qu’'a appliquer la formule (7) au

point de rencontre (r,, ¢o) des deux courbes maxima pour rr < r,

et r>r,.

10.- La conclusion & tirer de notre théoréme général est que la
fonction M(r) estloin de se comporter d’une fagon simple; ce sont
surtout les points anguleux qui y introduisent une complication
trés sensible. Il m’a donc paru intéressant de vérifier sur un exemple
que ces discontinuités que notre méthode de démonstration a fait
prévoir se présentent bien en réalité. L'exemple le plus simple
d’une courbe M(r) composée de plusieurs arcs de courbes ana-
lytiques différentes est fourni par des polynomes du second
degré (2).

(') Voir aussi le théoréme cité i la fin de ce travail (n° 44), qui assure la méme

propriété & la dérivée scconde M

(?) M. Ed. Landau a bien voulu me faire savoir que, dés 1go}, il avait trouvé
et donné dans ses cours l'exemple de la fonction

S(2)=14+3—13%,

- qui rentre dans notre catégorie.
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Considérons d’abord une f{onction linéaire f(3) =35 + 3. 1l est
évident que cette fonction prend son module maximum une seule
fois sur chaque cercle ayant l'origine comme centre; la fonc-
tion M(r) a la forme trés simple

M(r)=r+|B|

Mais passons aux polynomes du second degré. Ici, des circon-
stances trés variées peuvent se présenter. Pour les étudier, je n’ai
pas pu me servir des procédés éliminatoires directs qui conduisent
3 des calculs & peu prés inextricables, mais j’ai dd recourir a des
considérations géométriques.

Je désignerai par e,, e, les deux racines du polynome du second
degré, de sorte que nous aurons

f(2)=351+az+P=(3—¢)(3—¢€).

Nous marquerons dans le plan les deux points e, et e, et nous

poserons
|3 —el|=ry, |3 —esl=ry,
donc

G(r,9)=ryn, M(r) = max(ryry) pour |3| = r.

La fonction M(r) est particuliérement simple, si e,, e, sont des
nombres complexes conjugués (et dans les cas qui se réduisent &
celui-ci par une rotation du plan). On a alors évidemment

M(r)y=nrt+|a|r+|B|.

Ecartons ce cas-la et de méme, pour un moment, le cas de
valeurs e,, e, réelles (et les cas réductibles & ceux-ci). Pour toutes
les autres positions des points e,, €; j'ai pu démontrer, par une
voie un peu détournée, que la fonction M(r) est partout algé-
broide et sans points anguleux, mais le calcul effectif de la fonc-
tion serait, probablement, assez long.

Le cas le plus intéressant est celui de valeurs e, e, réelles et de
signes conlraires; si e,, e, ont le méme signe, on a évidemment le
méme résullat que dans le cas de valeurs complexes conjugudes.

Soient donc e,, e; deux points situés sur 'axe des z. Envisa-
geons les courbes r ;= const. Ce sont des courbes de Cassini
ayant les points e,, ¢, pour foyers. Une telle courbe a, au plus,
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quatre points réels communs avec un cercle (*). Soit done M (rr) = «2
le maximum du module sur le cercle (r). Ce cercle est alors ren-
fermé tout entier a 'intérieur de la courbe ryr,—= 22 et il a au
moins un point commun avec elle. En ces poinls communs, il
doit y avoir contact entre la courbe et le cercle. Nous avons donc
deux cas a distinguer :

1° Le cercle (') a un seul point de contact avec la courbe (a)
(cercle simplement tangent). Pour des raisons de symétrie, ce
point est situé sur 'axe des z.

2° Le cercle a deux points de contact avec la courbe (cercle
doublement tangent). Les points de contact sont symétriques par
rapport a I'axe des z.

Nous chercherons toutes les valeurs de r qui correspondent
a des cercles doublement tangents.

L’équation d'une courbe de Cassini ayant les foyers e, e, est
(a) [(z —e )+ ][(x —es) +y2] =ab.

Nous supposerons, d’aprés ce que nous venons de remarquer,
que e, e; sont de signe contraire, et en parliculier e, =|e,|,
es= — | e,|; nous supposerons en oulre e, % — e,, le cas e, = — e,
étant un cas limite particuli¢rement simple (?). Pour fixer les idées,
nous choisirons e, + €, << 0, ce qui ne restreint pas la généralité.

Eliminant y entre (a) et I'équation du cercle

x? +y!= r!’
nous trouvons I’équation en z

(—2074+e}+r)(— 2027 + €} +1r?) = ab,
fejesxr— 2(ey+ e3)(eeg+rt)x + (e} + r2) (ej + rt) = at.

(%)
Pour qu'il y ait deux points de contact, il faut que cette équalion
ait une racine double. La condition est, tous calculs faits,

__(e1—e)?
fe ey

(¢) at= (rt—eje)t= ’(‘;—i:;—::l'):(""— ejes)?,

(') Parce que les deux points infinis du cercle sont des points doubles de la
courbe de Cassini.
(?) Voir 4 la fin de ce numéro.
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et Pabscisse commune des points de contact est

1 (ei+ey)(ejeqa+ 1)
() x‘—f € €3 )

1l semble donc qu’a chaque cercle 7~ corresponde une courbe ()
a contact double, « étant donné par la formule (¢). Mais ces points
de contact ne sont pas tous réels. En effet, substitvant la valeur
de z; dans I'équation du cercle, on trouve pour l'ordonnée la
valeur
1 (e1+en)t(érea+ 11
16 ele}

(e) yl=rt——

valeur évidemment négative pour les grandes et les petites valeurs
de r. Pour présenter nettement les choses, éliminons /- entre (d)
et (e); nous trouverons la courbe formée par les points de con-
tact. Un calcul facile nous donne

fejes

) 1?+f?=m$t—enea-

C’est U'équation d’un cercle ayant le point

266y
X=— =o0

e+ €3
comme cenltre et comme rayon la longuelu‘

Vleies|

€y — €y
€+ ¢

Le cercle coupe I'axe des x aux deux points

—r= a]— /—)QV|¢1€:

e+ €y

re= — (Ve + e Yoes

e+ €

(les racines étant affectées du signe +); d’aprés nos hypotheses
sur les valeurs e,, e,, le premier pomt est situé & gauche, le second
a droite de l'origine.

Donc, il y a contact double entre les cercles et les courbes de
Cassini correspondantes pour les valeurs de r entre

n= (al—viaD 98l o (et vim el

ley+ e, lel + e
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Les cercles sont d'ailleurs contenus dans 'intérieur des courbes

tangentes. On s’en assure en remarquant que, pour tous les points
du cercle (), on a I’équation analogue a ()

(—2ez+e}+ rt)(—a2eyx + e} +rt)=rird.
Mais le premier membre a son maximum pour z = z,.

Donc, pour r,Srir,, il y a deux courbes mazima, a savoir
les demi-cercles supérieur et inférieur (f). La fonction M(r)
est donnée par

Jea] -+ el

(¢ M
<) (r)= 2\/|exe:

(rt+|ejesl) rirsr,.
Son image géométrique est un arc de parabole,

Considérons maintenant les valeurs </ et r2r,. Nous avons
vu que pour ces valeurs il n’y a que des cercles simplement tan-
gents. Les courbes maxima sont donc des segments de I'axe des z
(voir p. 227, 1°). Je dis qu’avec nos hypothéses sur e,, ey, la courbe
maxima eatre r» = o et r = r, est le segment négatif entre z =0
et z = —r,; pour r2r,, au contraire, c'est le segment positif a
partic de z =+~ r,.

La démonstration étant trés simple, je ne 'indiquerai bri¢vement
que pour 7 < ry. ll faut s’assurer que la quantité

rirs=V[(z —e )+ y*][(z — e2)*+y?]

est plus grande pour x =—1r, y =0 que pour r =-+-r, ¥y =0
(rsry). Or
pour r=—r,y =0 : (r,r,)_=lr+e.”r—-|c,|',

pour z=-+r,y=o0: (r.r,).,.:[r—e,”r-{—le,ll.

La formule pour r; montre que, d’aprés nos hypothéses sur ey, ¢,,
= Wl Tall ey el e < vieai< e
Donc

(rirs). =(led|+r)(leal = 1),
tandis qu'il y a deux hypothéses admissibles sur (r,r,),. :
1° (rira)+=(el—r) (les] + 1),

2° (rir)+=(r—I\eil)(r+|e).
XXXV, 15
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Avec la premiére hypothése, I'inégalité cherchée
(rire)+ < (rire)
est évidente; avec la seconde, on a

(Pyry)=— (riry)e= 2:|c.e,| —r’:_z_azle,e,[— r}: > o,

ce qui prouve encore notre inégalité.
Nous résumerons, comme il suit, nos résultats :

1° Les courbes maxima. Entre r o et r = r,

M+f—””

il y a une seule courbe maxima : le segment (o0...— r,) de 'axe
des z; entre ry et r,

_ Vies|+ Viei] fTevesl
= Vlal—vie el

il y a deux courbes maxima : les deux demi-cercles (f); pourr>r,

Fig. 1.

il y a encore une seule courbe maxima : le segment (4- r, ... + )

de I'axe des z (fig. 1).
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2° La fonction M(r). Elle se compose de trois ares différents:
pour oSrsry : My(r)= |e,e,|+;|e,]—|e,|;r—r';

les] +|esl

pour riZriry: My(r)=
2y/|ejes|

pour r>ry M,(r):r’-l—:Ie,[—le.”r—le;e,l.

("""Ielezl);

Cc sont trois arcs de paraboles ( fig. 2).

Fig. 1.

‘ P

Py b

Les points r, et ry sont les points anguleux de M(r) (*).

(') Ils sont de la premiére sorte. On vérifie facilement la continuité des tan-
gentes. Il serait peut-étre intéressant de se procurer aussi un excmple de points
anguleux de la deuxiéme sorte. Je crois qu'on en trouvera parmi les polynomes

du troisi¢me degré.
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Remarquons, pour finir, que le cas e;—=— e, est un cas limite
dégénéré : on a alors r,=o, le cercle (f) dégénére dans I'axe
des y, et
M(r)y=rt+et (e=e=—ey).
Remarquons encore que I'axe des z, qui n’est courbe maxima

. oG
que sur une partie de son étendue, est partoul une courbe Fy =o.

11. 1l est clair que les propriétés que nous venons de démontrer
sur la fonction M(r) sont bien loin de la caractériser complétement.
Peut-on indiquer des conditions suffisantes simples pour qu’a une
fonction M(7) on puisse faire correspondre une fonction entiére

f(3) telle que
M(r) =max|f(z)| pour|z|=r?

C'est une question trés imporlante, mais qui ne parait pas prés
d’étre résolue. En attendant, une autre condition nécessaire a été
trouvée par trois voies toutes différentes par M. Hadamard ('),
M. Faber (2) et moi-méme (3). Nous avons démontré, en effet, que

I'expression _
dlogM _ r dM
dlogr — M dr

est loujours croissanle. Il s’ensuit que, pour les fonctions entiéres

non linéaires, la dérivée —d—l; est croissante a partir d’une certaine

. r o e .
valeur de r, car pour toutes ces fonctions 3 diminue sirvaen aug-

mentant A partir d’'une certaine valeur (4).

Comme je ne connaissais pas le travail antérieur de M. Hada-
mard lors de la publication de mon Mémoire, je profite de 'occa-
sion pour faire cette rectification bibliographique.

(') Bulletin de la Sociéteé mathématique de France, t. XXIV, 1896. M. Hada-
mard n'a pas publi¢ sa démonstration, il a bien voulu me I'indiquer par écrit. Sa
proposition a été reproduite par M. d’Adhémar dans sa rédaction des Legons sur
les series a termes positifs de M. Borel. La encore, la démonstration manque,
car le raisonnement ajouté par M. d’Adhémar ne porte pas sur la question.

(?) Math. Ann., t, LXIl1, 1g07.

(?) Jahresber. d. deutschen Math.-Ver., t. XVI, 1go7.

(‘) Voir aussi n°* 9, la note en bas de la page 225.



SUR LES COURBES GAUCHES UNICURSALES DU QUATRIEME ORDRE;

Par M. Cug. Brocue.

On sait que les courbes gauches du quatriéme ordre appar-
-tiennent & deux familles distinctes :

1° Les biquadratiques, par chacune desquelles il passe unc
infinité de surfaces du second ordre;

2° Les quartiques de Steiner, par chacune desquelles il ne
passe qu'une surface du second ordre, dont un systéme de généra-
trices est constitué par les sécantes triples de la courbe.

Les quartiques de Steiner sont unicursales; leur classe est 6, 3
ou 4.

Les biquadratiques ne sont unicursales que si elles ont un point
double; si celui-ci est un point double ordinaire, la courbe est de
sixiéme classe; si c’est un point de rebroussement, la courbe est de
quatriéme classe (').

J’ai é1é conduit a écrire ce Mémoire a la suile de cette remarque :
si d’un point M d’une courbe de sixiéme classe on méne les trois
plans osculateurs qui ont leurs points de contact distincts de M,
ces points sont dans un plan II passant par M. J'ai obtenu des
résultats curieux en cherchant I'enveloppe de ce plan II et, pour
pouvoir effectuer simplement les calculs, j’ai dd chercher des formes
réduites des équations générales des courbes gauches unicursales
du quatri¢me ordre. Enfin, en cherchant des exemples, j’ai obtenu
des formes assez générales d’équations donnant lieu A des remarques
intéressantes. ’

I. — PropPrIETES GENERALES.

1. Une courbe gauche unicursale du quatriéme ordre peut tou-

(') Jai déja étudié les courbes de quatricme ordre et de quatriéme classe ( Bull.
Soc. Math., t. XXXIII, 1903, p. 18).
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jours se présenter par les équations

X = @M+ a; N+ a, A2+ a3 A + a,
Y = Bohb+ by A3 by k2 + by h + by,
Z=coA4c A2+ ca A+ c3 A +cy,
T =dyM+d; M+ dy M+ dy )\ + d,,

les polynomes en A étant premiers entre eux dans leur ensemble.

Les A des points d’intersection de la courbe avec un plan quel-
conque sont liés par une relation qui doit étre du premier degré
par rapport a chacun de ces A pris isolément, puisque, trois d'entre
eux étant donnés arbitrairement, on doit avoir une équation du
premier degré pour déterminer le quatriéme. Il est facile de voir
que, si 'on considére le tableau des coefficients

adp a; as az a,
bo by by b by
Co C C3 C3 Cy

dy dy dy dy dy

si I'on désigne par A; le déterminant déduit de ce tableau en sup-
primant la colonne d’indice £, et par S; la somme des produits &
a k des quatre A des points d'intersection de la courbe avec un
plan, la relation en question peut s’écrire

(I) A+ A]S|+A’SQ+A.SQ+AgS;=O.

2. Soit X le paramétre correspondant au point de contact d’un
plan osculateur et X' le paramétre correspondant au point ol ce
plan coupe la courbe, la relation précédente montre que A et A’
sont liés par la relation

(2) Ao+ 35 M1 438, A+ Ay M3+ ' (Ay+ 3A5 M + 385 A2+ A M) = 0;

on en déduit immédiatement que, sil'on se donne X', on a trois
valeurs pour A. Autrement dit, d'un point de la courbe on peut
mener trois plans osculateurs autres que celui qui a son point de
contact au point correspondant a \'; ce dernier complant pour 3,
on voit que la courbe est ordinairement de la classe 3 +- 3 =6. Le
nombre qui mesure la classe s'abaisse, si I’équation (2) donne
pour ) des racines indépendantes de ). On peut reconuaitre que
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les points correspondant & ces valeurs de A sont des points d'in-
Mexion linéaire, c’esi-a-dire des points tels que la tangente y
coupe la courbe en trois points confondus, de sorte que tout plan
passant par cette langente y a également trois points d’intersection
confondus; la présence d’un de ces points abaisse la classe d’une
unité ().

Il peut arriver qu'un plan coupe la courbe en des points qui
correspondent a une seule valeur de A; les A des points en question’
sont donnés par I'équation

3) Ao+ 4A1A 4+ 6A3A24 §A, M3+ A At =0;

le plan est alors dit stationnaire. Les plans stationnaires peuvent
éire, on le constate facilement sur des exemples, soit réels, soit
imaginaires, soit les uns réels et les autres imaginaires.

3. En comparant les équations (2) et (3), on voit facilement que
la condition nécessaire et suffisante pour que I'équation (2) ait
une racine en A indépendante de )’ (racine que j'appellerai racine
singuliére), c'est-a-dire pour que le coeflicient de A’ et le terme
indépendant admetlent un facteur commun, est que I'équation (3)
posséde une racine multiple. En examinant les divers: cas qui
peuvent se présentler on reconnait que :

1° Si I'équation (3) a une racine double, 'équation (2) a une
racine singuli¢re; la courbe correspondante est une quartique &
sécantes triples ayant un point d’inflexion linéaire, qui correspond
a la racine singuliére. La courbe est de cinquiéme classe.

2° Si I'équation (3) a deux racines doubles, I'équation (2) a
deux racines singuliéres distinctes; la courbe correspondante est
une quartique a sécantes triples ayant deux points d’inflexion
linéaire qui correspondent aux racines singuli¢res. La courbe est
de quatriéme classe. Elle a comme tangentes des droites faisant
partie d’un complexe linéaire. Les courbes de celte nature sont les
lignes asymptotiques des surfaces réglées du troisiéme ordre 2
directrices distinctes.

3 Si 'équation (3) a une racine triple, 'équation (2) a une

(') Voir, Bull. Soc. Math., t. 1X, 1880-1881, un Mémoire dc M. Genty.



— 936 —

racine singuliére double; la courbe correspondante est une bigua-
dratique ayant un point de rebroussement donné par la racine
singuli¢re. La courbe est de quatriéme classe.

L’équation (3) ne peut pas avoir de racine quadruple, ou, autre-
ment dit, le coefficient de )’ et le terme indépendant de I'équa-
tion (2) ne peuvent avoir leurs coefficients proportionnels lorsque
les polynomes en A qui donnent les expressions des coordonnées
d’un point de la courbe considérée sont premiers entre eux dans
leur ensemble.

4. Considérons une quartique gauche unicursale de sixiéme
classe. Si I'on fait la perspective sur un plan quelconque en prenant
comnie point de vue un point M de la courbe, on obtient comme
perspective une cubique plane unicursale. Les tangentes d’inflexion
de cette cubique sont lés traces sur le plan du tableau des plans
osculateurs menés par M; comme on sait que les points d'inflexion
de la cubique sont en ligne droite, on en déduit que les points de
contact des plans osculateurs menés par un point M de la
courbe sont dans un plan passant par M. Pour abréger, je dé-
signerai ce plan par II.

A chaque point M correspond un plan II. Si I'on forme I'équa-
tion de ce plan, on reconnait facilement que les coefficients de
celle-ci sont du deuxiéme degré par rapport au paramétre X' du
poiot M. On en déduit que le plan envelappe un cdéne du second
degré, par suile passe conslamment par un point fixe que je dési-
gnerai par w, Je crois inutile de montrer I'existence du cone en
question au moyen des équations générales, et je vais, avant de
traiter les questions relatives au plan II, montrer comment on peut
simplitier les équations des courbes & étudier, par un choix con-
venable du tétraédve de référence et des transformations homo-
graphiques simples.

1. — EquaTions méEpuiTES.

8. Prenons pour faces du tétraédre de référence deux plans
osculaleurs et deux plans qui passent chacun par la corde qui
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joint les deux points et par la tangente en I'un d’eux; si I'un des
points correspond a la valeur zéro du paramétre A et 'autre 3 la
valeur infinie, hypothése qu’il est facile de réaliser, les équations
seront

X=akt+a'l, Y=>5b)40b)A, Z=crr+c'}, T=d\+d,

X =o0, T=o0 étant les plans osculateurs; on trouve facilement
alors pour les coefficients des équations (1), (2) et (3)

Ay=a'b'c'd, Ay=abcdd, My=abcd'd, Ay=abed, A,= abed.

On peut distinguer les biquadratiques des quartiques & sécantes
triples; il suffit de remarquer qu’une de ces derniéres n’a jamais
de point double, tandis qu'une biquadratique unicursale en a tou-
jours un. Or, pour qu’il y ait un point double, il faut et il suffit
que I'on puisse trouver un couple de valeurs de A et ., de fagon

que
aM+a'l b+ bN el c'h  di+d
apt+a'pd T bul+b6'pr cpt+cp du+d’

ces équations débarrassées de la solution A=y donnent le systéme

ablp +ab'(h+ p)+a'd'=o,
behp + be' (A +p)+b'c’ =o,
cdip+cd' (A +p)+c'd =o;

on en déduil immédiatement que la condition cherchée s’exprime
par

ab ab' a'b

be bc' b'c’ |=o.

cd cd c'd

6. Si I'on prend comme sommets du tétraédre de référence
situés sur la courbe les points de contact de deux plans station-
naires on a

et, comme a el d' doivent étre alors différents de zéro pour que
'on ait une courbe gauche du quatriéme ordre, on peut, par une
transforination consistant a diviser X et T par @ et &' respective-
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mcnt, ramener les équations & la forme

X _ Y _z T
M BN bON T Mk 1

Pour voir quelle est la classe d’une courbe représentée par ces
équations, on peut considérer, soit I'équation du plan osculateur
qui est '

(3beA2+3bc' A 4+ b'c’ )X —2(4¢c) + 3¢’ )22 Y
+ 2(3bA 445" )A33 —(bchr+4-3bc'A +-3b6'¢’)Ab =0,

soit ’équation qui donne les points stationnaires; celte derniére a
une racine infinie, une racine nulle et les deux autres sont données

par
abedr+3bc' A + 2bc' = o.

Il serait facile de faire le tableau des cas qui peuvent se présenter.
Pour obtenir des formes d’équations aussi simples que possible, je
ferai remarquer que, si I'on écarte le cas des courbes de quatriéme
classe que j'ai déja étudiées dans un autre Mémoire, on peut tou-
jours supposer b, &, c, ¢ différents de zéro. En effet, si b =0 ou
¢’= o, I’équation qui donne les points de contact des plans station-
naires a une racine Lriple infinie ou nulle; la courbe est une biqua-
dratique de quatriéme classe.

Si ¢ = o ou &'= o0, I’équation qui donne les plans stationnaires a
une racine double infinie ou nulle; on a alors une courbe de
cinquiéme classe, si une seule des conditions est vérifiée, ou une
quartique de quatriéme classe a sécantes triples, si les deux condi-
tions sont vérifiées simultanément.

Dans le cas ou la courbe est de cinquie¢me classe, on a vu que
celle-ci avait deux plans stationnaires ordinaires et un plan corres-
pondant a une tangente d’inflexion; c’est celui-ci qui correspond
a la racine double. Comme on peut toujours prendre pour sommets
du tétraédre de référence les points de contact des plans station-
naires ordinaires, on peut toujours faire en sorte que I’équation
qui donne ceux-ci n'ait pour racines infinie ou nulle que des
racines simples.

Si donc on suppose bb'cc’ 7% o on peut, par une transformation
analogue a celle que j'ai employée au début de ce numéro, ramener
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X_ Y _z T
PO e Rl EIure Sl

8 et y étant tous deux dilférents de zéro.

7. Si maintenant on remplace A par B}, X par 3'X, Y par %Y,
Z par B2Z et si 'on pose y= Af}, on obtient les équations

X _ Y _ z _T
PURD EID Ul TRy S Ui

et, d’aprés ce qui précéde, toute courbe du quatriéme ordre, de
sixitme ou de cinquiéme classe est transformée homographique
d’une des courbes représentées par ces équations. L’équation qui
donne les points de contact des plans stationnaires est alors

20+ 3AhL +2h =o0;

si k£ 0, I’équation ne peut avoir de racine double que si
9h —16 = o;

dans ce cas la courbe est de cinqui¢me classe.

La courbe est en général une quartique a sécantes triples; pour
que ce soit une biquadratique, il faut et il suffit que A=12a. La
courbe est alors sur les quadriques

Y*—ZX-- X =o,
I — X—4Y=o.

Les valeurs de A qui correspondent au point double sont données

par

AMi2l+a2=o0.

8. On peut maintenant faire I'énumération compléte des Lypes
de courbes qui, an moyen de transformations homographiques,
donnent toutes les courbes gauches unicursales du quatricme
ordre :

Biquadratique a rebroussement,

X = A4, Y=\, Z=1;
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quartique de quatriéme classe & sécantes triples,
X =2, Y =29, Z=);

quartique de cinquiéme classe a sécantes triples,

X=2a, Y=Mth, Z=v+'—9‘fx;
biquadratique & point double ordinaire,

X=2x, Y=2742), Z=2\+12);
quartique de sixiéme classe & sécantes triples,

X =28, Y =234 ), Z =2+ A,

h étant, dans ce dernier, différent de o, 2 et ? A

On peut remarquer que les équations des quatre premiers Lypes
ne contiennent plus de constante arbitraire; on en conclut immé-
diatement que toutes les courbes correspondant a I'un de ces types
se déduisent homographiquement de I'une d’elles.

On peut remarquer aussi que les équations

X = A%, Y = 23421, Z=24h)

donneraient une biquadratique & rebroussement pour A =o. De
sorte que ces équations peuvent étre considérées, a une transfor-
mation homographique prés, comme représentant toute courbe
gauche unicursale du quatri¢éme ordre, sauf les quartiques de
Steiner de quatri¢me classe, qui se distinguent des autres courbes
du quatri¢me ordre par ce fait que leurs tangentles appartiennent
a un complexe linéaire.

III. — LEs PLANS STATIONNAIRES.

9. Les A des points de contact des plans stationnaires étant
donnés par I'équation

Ag+ 4A|1 +6A,)s’+ .‘A;l’—f— A;)\‘: o,

la condition pour que ces points soient dans un méme plan s'ex-
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prime par
AoAs—.‘A|A3+6A§—4A’A]+A5Ao= 0. )
Si I'on prend les équations sous la forme réduite donnée au n°7, la

condition précédente donne

h=

Wl e

Donc les courbes dont les points de contact des plans station-
naires sont dans un méme plan sont transformées homographiques
de

X =28, Y = A4, Z=)~’+§)\.

On peut constater que les points en question sont dans le plan

Y+3Z=o0

et que deux d’entre eux sont imaginaires.

10. Dans le cas général, il existe une relation simple entre les
langentes a la courbe aux points stationnaires. Ces tangentes sont
sur une méme quadrique.

En effet 'équation générale des quadriques passant par les deux
tangentes qui sont les arétes du tétraédre de référence est

Z(AX+BY)+(CX+DY)=o0;

si 'on forme I'équation qui donne les A des points d’intersection
de la quadrique avec la courbe, on obtient

AAS+(B+Ah)25+4(B+ Bh + C)\*+(Bh + D)A34 DA2=o;
or le premier membre de cette équation est le carré du polynome

2A34+ 3AN 4 2k,

qui égalé a zéro donne les A des plans stationnaires, si I'on a

A=}, B =8k, C = hs, D = 4h2

Donc la quadrique
4XZ 4+ 8hYZ + h*X + {A2Y =0,

qui contient deux tangentes, est coupée par chacune des autres en
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deux points confondus; de plus, les coefficients directeurs des tan-
entes en ces points étant
g P

40,  3A'+ad, 2A+A,
ces droites sont paralléles au plan directeur

X+2ahY =0

de la quadrique puisque la condition de parallélisme s’exprime par

M +6hN 4 §Ah)L =0,

équation vérifiée par les ) des points de contact. Donc les tan-
gentes considérées ont trois points communs avec la quadrique.

11. Cette quadrique se décompose en deux plans si h=2,
c’est-a-dire si la courbe est une biquadratique; ces deux plans

X+4Y=o, Z+1=o0

sont des plans bilangents contenant chacun un couple de tangenles
aux points de coatact des plans stationnaires.
Quand la quadrique ne se décomposc pas, les plans

X+4Y=o, 42 + hr= o,

qui sont tangents a celle surface aux sommets du tétraédre de réfé-
rence ol la courbe a des plans stationnaires, sont encore des plans
bitangents. Ces points étant deux quelconques des quatre points
de contact des plans stationnaires, la propriété appartient & tous
ces points. Donc les plans tangents a la quadrique des tan-
gentes aux points de contact des plans stationnaires sont des
plans bitangents a la courbe.

12. Les plans stationnaires forment un tétraédre; la raison de
ce fait est qu'un plan stationnaire comptant comme deux plans
osculateurs confondus, si les plans stationnaires avaientl un point
commun de ce point, on pourrait mener huit plans osculateurs a
la courbe, ce qui est impossible. C’est pour une raison analogue
que les trois tangentes d'inflexion 2 une cubique plane a point
double ne peuvent étre concourantes.

On peul donc prendre les plans stationnaires comme faces du
tétraédre de référence; les équations de la courbe peuvent alors



s'écrire
X=a(h+2)}, Y=b+P)¥, Z=c(h+7v), T=d(h+23)W
et le plan osculateur a pour équation

X Y Y/ T

a b c d
(A+a)r  (A+B)2 (A+71)? (+8)r [=o.
a(A+a) BA+B)2 y(P+y)? S(A+d)
ar(h+a) B3(A+B) y¥(A+1y)r 8(h+48) |

On voit que cette équation est bien du sixiéme degré en A, autre-
ment dit, qu'une courbe ayant quatre plans stationnaires distincts
est de sixiéme classe. Si I'on forme la condition pour que les
quatre points de conlact des plans stationnaires soient dans un
méme plan, on voit que les déterminants A, A,, A;, A3, A, ontLen
facteur un déterminant de Vandermonde, et il reste

1228y — 3ZaZafy +(Z2B)t=o;

I'équation du deuxiéme degré, qui donnerait une des quantités «,
8, v, 8 si les trois autres étaient données, a ses racines imaginaires,
ce qui est d’accord avec le résultat signalé a la fin du n° 9.

1V. — LEg vran II.

13. J'ai déja fait vemarquer que, si d’un point M d’une courbe
de sixiéme classe on méne les plans osculateurs a la courbe, les
points de contact de ces plans sont dans un plan passant par M et
que j'ai désigné par I1. On peut se proposer de chercher si les points
de conlact des points osculateurs sont sur une méme droite.

Si la courbe est donnée par les équations

X =2, Y=M4d, Z=i+ Akl

la relation entre les A des points d’intersection avec un plan est

hS,-i— hs:+ S;= o,

Sx désignant la somme des produits & & k des quatre A. Si trois
des points sont en ligne droite et si 'on désigne par 7, 53, 7, la
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somme de ces A ou de leurs produits 2 4 2 0ou 3 4 3, et par X' le
quatriéme 1, la relation précédente s’écrit

h(ay+ 1)+ h(a3+ a1 X)+(03+ 03)") = 0.

Pour que les trois points soient en ligne droite il faut que cette
équation ne donne pas pour A’ une valeur déterminée, c’est-a-dire
que P’on ait simultanément

hoy+ hog+ 03=o0,
h +hﬂ'|+0’=0-

Or les A des points de contact des plans osculateurs menés du
point X' sout donnés par 'équation

M-3(h+2N)M4+3A(N+ DA+ VA =o0.

Si I’on remplace dans les équations de conditions précédentes g,
o3, 03 par leurs expressions déduites de cette derniére équation, on
obtient, aprés réductions simples,

N(3hr—§h)=o, 4h—3hr=o.

On en déduit immédiatement, puisque 4 ne peut étre nul, que,
pour que les points considérés soient en ligne droite, il faut et il
suffit que

4
h=_
3’
ce qui est la condition pour que les points de contact des plans
stationnaires soient dans un plan; le point d’oli I'on méne les plans

osculateurs n’intervient pas dans la condition. Donc :

1° Si les points de contact des plans osculateurs menés d’un
point de la courbe sont en ligne droite, il en est toujours de
méme, quel que soit le point pris sur la courbe;

2° La condition nécessaire et suffisante pour que ce fait se
produise est que les points de contact des plans stationnaires
soient dans un méme plan.

14. Pour obtenir I'équation du plan II, je vais écrire que les A
des points d’intersection de ce plan avec la courbe sont V' et les
trois A correspondant aux plans osculateurs menés par A'. L’équa-



tion d’un plan étant

AX+BY+ CZ+D=o,
il s’agit d’identifier I'équation

AA 4+ B(A3+ A2)+- C(A*+ AA)+D =o,
avec I’équation
A=N)[MB+3(N+A)R+3h(A+1)A+AN]=0.
On voit immédiatement que I'on peut prendre
A=, B =2)"+3k, C=—(3N1+2X"), D=—hA\1,
de sorte que I'équation du plan peut s’écrire
(X +3hY)+2(Y — Z)N—(3Z + h)N1= o;
on en déduit facilement que le plan a pour enveloppe le céne
(Y—Z)2+(X+3AhY)(3Z+h)=o,

dont le sommet est le point w

X=h’, Y=—T) Z=—

>
»
wl &

. . . . _ 9 .
Pour que le point w soit sur la courbe, il faut que k= 5 la

courbe serait alors de cinqui¢me classe ; d’un point M de la courbe
on ne peut mener que deux plans osculateurs, le plan passant
par M et par les points de contact passe par le point d’inflexion
linéaire, qui est le point w.

15. Lecdne enveloppe du plan 1 touche la courbe aux points
PP P P
de contact des plans stationnaires, car, si I'on remplace X, Y, Z
par leurs expressions en fonction de A dans le premier membre de
I'équation du cdne, on obtient, aprés simplifications et réductions
q 1 yap P ’

A (2234 3AhN+22) =0,

Or le premier membre de cetle équation est le carré du premier
membre de celle qui donne les points stationnaires.
Il est facile de reconnaitre que, lorsque les points stationnaires
XXXV, 16
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sont dans un méme plan, le point w est le pdle de ce plan par rap-
port a la quadrique qui contient les quatre tangentes. Les plans
qui touchent cette quadrique aux points stalionnaires ne sont
autres que les plans IT correspondant aux points stationnaires.

V. — CoOURBES PARTICULIERES.

16. Les courbes données par les équations

X Y Z _ T
cos0 sinf sin cost ~ acostt + ﬁsin’&’

. 0
ou, sil’on pose tang - =1,

X Y Z T

T— A ah(U+ M) 2h(1—A1) a 1 — A?)t+ § AT’

sont des courbes unicursales du quatriéme ordre. Les trois arétes.
du tétraédre de référence qui passerait par le point X=Y=Z=o0
sont des cordes de la courbe et le plan T = o est celui qui passe
par les conjugués du point de concours de ces cordes par rapport
aux segments déterminés par la courbe.

L’équation qui détermine les points de contact des plans sta-

tionnaires est
i (2 —2B3)A+6akt+(a—2P)=o.

La discussion de celte équation montre qu’elle a ses racines
distinctes, sauf dans les cas suivants, ou elle a deux racines doubles :
a=128, racine nulle et racine infinie;

B =24, racines 1,
a+f=o, racines == i.
Dans ces cas, on a des quartiques de Steiner de quatritme classe.

Dans les autres cas, on a des courbes de quatriéme ordre et de
sixiéme classe ('). ‘

(') Les lignes de striction dcs hyperboloides a4 une nappe sont des transformées
homographiques de courbes appartenant & la catégorie considérée. Ce sont des
quartiques de Steiner; elles sont cn général de sixiéme classe. Le cas oa elles sont
de quatriéme classe correspond, comme me I'a fait remarquer M. Blutel, au cas
des hyperbolaides dont les plans cycliques sont rectangulaires.
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17. On peut distinguer facilement les cas dans lesquels les
courbes données par les équations précédentes sont des biquadra-
tiques. Pour une biquadratique il passe par chaque point de Fes-
pace deux cordes proprement dites et la droite qui passe par le
point double. Le point X =Y =Z = o étant sur chaque droite le
conjugué du point situé dans le plan T = o, pour que la courbe ait
un point double, il faut que ce point soit dans le plan T =o.

On voit ainsi que I'on a des biquadratiques dans les cas suivants :

1° a =o0; la courbe est l'intersection des quadriques
BOp—2=T,  BVZ=TX;

2® 8 = o; la courbe est I'intersection des quadriques

a?(X?1—Z1)=T?, aX=TX;

3° 2 =4§; la courbe est I'intersection des quadriques

at(X?+ Y1) =T, aXY =TZ.

Dans tous les cas, la courbe est sur la quadrique

21Xt BrYI— (2 — BpZr=To,

18. Sil'on rejette & l'infini I'une des faces du tétraédre de réfé-
rence, les trois autres faces étant rectangulaires, on obtient une
courbe qui admet pour axes de symétrie les trois axes de coor-
données, sans avoir de centre de symétrie. On obtient les points
symétriques d’un point correspondant a une valeur § de 'angle

qui figure dans les premiéres équations en remplagant § par — 9,
n—0, =+ 0.

On a ainsi des courbes transformables de quatre facons dif-
férentes, en courbes ayant pour axes de symétrie les trois
arétes d’un triédre trirectangle, sans que le sommet de ce
triédre soit un centre.

Il est facile de constater que le point w considéré plus haut n’est
autre, dans le cas actuel, que le point X=Y=Z=o0.
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SUR LA REPRESENTATION DES NOMBRES PAR LES CLASSES DE FORMES
APPARTENANT A UN DETERMINANT DONNE;

Par M. T. LaLEsco.

1. Dans I'élude de la représentation des nombres par les classes
de formes appartenant & un déterminant donné 1), on peut sc
borner a considérer le groupe des classes primitives, c’est-a-dire
des classes de formes

O] axt*+abzy +cy?,

les nombres a, b et ¢ étant premiers dans leur ensemble.

On sait que la véritable représentation d’un nombre m par une
forme (1) est celle que I'on appelle la représentation propre de ce
nombre, c’est-d-dire une représentation telle que

m=akt*+ 268y, +cx?,

oit les nombres § et 7 sont premiers entre eux, car les représenta-
tions impropres reviennent toujours a des représentations propres
icréductibles. '

Ceci rappelé, prenons deux nombhres m et n représentés propre-
ment par deux classes quelconques que nous désignerons par K.
et K,. La théorie de la composition des formes nous apprend
alors que le produit mn pourra étre représenté par la classe com-
posée que nous désignerons par K, K, ; mais celte représentation
sera-t-elle propre ou non?

Si les nombres m et n sont premiers entre eux, une identité
fondamentale de la théorie de la composition des formes montre
tout de suile que cette représentation résullante sera propre éga-
lement; mais, si les nombres m et n ne sont pas premiers entre
eux, cela n’est plus vrai, comme on I'a admis quelquefois. Je me
propose de montrer ici qu’en général, dans ce cas, il y a plus de
représentations résultantes impropres et j'établirai un critére per-
mctiant de distinguer les deux cas.
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2. Soicnt
m=a$af... aZ“b?'bg’ .. bgr,

— a® a® a Y oYs Y.
n =apay...apci'cy ... 0,

les deux nombres considérés, supposés d’abord prenﬁers a 2D.
Faisons la remarque évidente que toute représentation propre
d’un produit de deux facteurs premiers entre eux provient néces-
sairement de la composition de deux représentations propres con-
venables de ses facleurs; en ellet, I'identité fondamentale

aa' X1+ 20XY +cYi=(azxt+2bxy +a'cyt)(a'z"+ 262"y’ + acy™?),

ou
X=zz'—cyy,
Y=az'y+a'zy +abyy'

nous montre que la représentation propre du nombre aa’ parla
forme (aa', b, c) peut résulter de la composition des représenta-
lions propres des nomnbres a et a’ a I'aide des formes (a, b, a'c)
et (a', b, ac).

Pour former donc toutes les représentations propres d’un
nombre composé, il suffira de déterminer toutes les représenta-
tions propres de ses facteurs premiers deux a deux et de com-
poser ensuite ces représentations de toutes les maniéres possibles.
Or, soit Ky ct Kj ' les deux classes opposées qui, elles seules,
représentent proprement le nombre premier ); la puissance A* ne
sera représenlable proprement que par les classes K{ et K5 ", en
représentant par K la classe qui résulie de la composition de K,
n fois de suite avec elle-méme. Comme, d’aprés une remarqne
déja faite, les représentations propres de deux nombres premiers
entre eux donnent par composition une représentalion qui est
propre aussi, les expressions générales des classes dout chacune
fournira une représentation propre distincte des nombres m et n
seront respectivement

K= KEMKE® . KESKED L KEPy,
Ky = KZOKS . KRS KEY L KT,

Nous obtenons ainsi 27+ représentations propres différentes du
nombre m et 29%% du nombre n.
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Considérons maintenant le produit
. a,+al ay+a g8 31 Yy
mn = af ...afl 1 e bpreltaiiel.

Ce nombre aura donc effectivement et seulement 27+9+% repré-
sentations propres par les classes du déterminant D. Or, on peut
combiner une représentation propre du nombre m 3 une repré-
sentation propre de n, de 27+9+2 facons différentes. Il y aura
donc, en général, 2P1tk(ak— 1) cas ow la représentation
résultante du produit mn ne sera pas propre, quoique les
représentations des nombres m et n le soient.

Si donc & > 1, c’est le nombre des cas d’exception qui sera le
plus grand. D’autre part, il est évident que les représentations
impropres seront données par les classes

a,

K ®, L kESOORER KR KEY L KEY,

et ceci nous permet d’énoncer le résultat suivant :

La représentation résultante scra impropre toutes les fois
que, dans les représentations propres des nombres m et n,Uun
au moins des facteurs communs de ces nombres sera représenté
par des classes opposées, et seulement dans ce cas.

3. Examinons maintenant les représentations des nombres qui
ne sont pas premiers a 2D.

D’aprés la remarque faite plus haut, cetie question revient a
I'étude de la représentation du nombre 2 et des facteurs de D.
Nous supposcrons ici D sans diviseurs carrés; dans ces condi-
tions, je dis qu’on a le théoréme suivant :

Un facteur d de D (D = d3) n’est représentable proprement
que par la classe ambigué

dri—cy?.

Aucune puissance de ce nombre n’est représentable propre-
ment par les classes des formes du déterminant D.

En eflet, si d est représentable proprement par une classe Ky,
celte clusse contiendra la forme (d, n, l) ou n?—dl=D =ds;
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on déduit de la n = kd et, par conséquent,

dzrt+2nzy + lyt=d(x + ky)— &y,

ce qui prouve que la classe K; est bien une classe de formes
ambigucs.

Prenons maintenant le nombre d*; on devrait avoir d’une fagcon
analogue n? — d*l = d8; or, celte égalilé est impossible si k> 1,
puisque 8 est premier a d.

Nous avons ainsi (remarquons-le en passant) une propriété
caractéristique des formes ambigués : ce sont les seules classes
qui représentent proprement les facteurs de D. Cette propriété ne
subsiste plus si D a des facleurs carrés: ainsi, par exemple, la
forme 9z* + 6 zy + 112 représente proprement g(z =1, y =0);
son déterminant est — go = — 32.10, et pourtant ce n’est pas
une forme ambigué.

La limitation aux déterminants sans diviseurs carrés est donc
utile pour simplilier les résultats, méme dans la théorie de la
représentation des nombres. Ce théoréme s’applique aussi pour
le facteur 2 si D est pair.

1l nous reste donc a examiner le cas de la représentation de 2
quand D est impair. Or, un théoréme bien connu sur les con-

gruences
zt= D(moda*)

nous permet d’affirmer immédiatement que 2 cst toujours repré-
senlable proprement par la seule classe
22+ 2zy + ky? (1—2k=D);
que 4 est toujours représentable par les deux classes opposées
jrrtoxzy +Kky* (1—4kK=D),
si D est de la forme 4n + 1 et seulement dans ce cas, et qu'enfin
2%(k > 2) est représenté proprement par 4 classes, deux a deux
opposées, si D = 8 + 1 et seulement dans ce cas.
On voit maintenant avec facilité comment on devra modifier

I'énoncé général trouvé précédemment pour ces divers cas. Ainsi,
par exemple, nous aurons les propriétés suivantes :

Si un facteur de D figure a la fois dans m et n, la représen-
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tation composée sera sdrement impropre; mais, st les nombres m
et n, touten n’étant pas premiers a D, ne sont pas divisibles par
les mémes facteurs de D, et si les autres conditions sont rem-
plies, la représentation résultante sera propre.

Dans I’évaluation des nombres p et g, il ne faudra pas tenir

compte des facteurs de D; enfin, 2 rentre dans la régle générale si
D est pair.

REMARQUES SUR LE MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE
DANS SON PLAN;

Par M. A. Perier.

1. Le centre de courbure (x, 3) de 'enveloppe des dvoites
zcosp+ ysing — f(g)=o0
est donné par les équations
—asing+ Bcoso —f =0, acospy+ Bsing+f=o,
d’out 'on déduit .
By fr, BBl (F—ar G —Br= (S,
az + By = f1—ff.

Ainsi, lorsque f est de la forme acos(bo — c), a, b, c étant des
constantes, un point de la courbe et son centre de courbure sont
conjugués par rapport a un cercle, de rayon ab. C’est précisément

le cas des épicycloides et le cercle n’est autre que le cercle de
base.

2. Nous pouvons définir le mouvement d’une figure plane dans
‘son plan par les positions successives de deux de ses droites que
nous choisirons rectangulaires I'une sur P'autre. Soient

E=xcosp+ysing—p=o0, N=--zsing+ycosg—p=o,
les équations de ces droites par rapport a des axes fixes; et

A+ By, 4+ C=o,
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A, B, C éiant des constantes, ’équation d'une droite du plan mo-
bile. Dans le mouvement du plan, cette droile enveloppe une
courbe dont la normale a pour équation AE{, —+ By; = o. Elle passe
par le point §; =0, yg = 0, centre instantané de rotation 1. De
méme la développée ni¢™ a pour normale la droite

AP + ByGsl = o.

Elle passe par un point I, (r -+ 1) centre instantané de rotation,
indépendant des coefficients A, B, C.

Lorsque ¢ varie, le lien du point I dans le plan mobile est la
roulette, dans le plan fixe la base; la droite II est normale pour
upe valeur de o 4 la base et a la roulette en leur point de contact,
eten général la droiteI,I,,, a la courbe engendrée parle pointl,;
enfin le second centre instantané I, est situé sur la polaire du
centre de courbure de la roulette par rapport au cercle de
courbure de la base,

Lorsque pour deux mouvements [, I, Iy, ..., I,_, coincident,
les deux mouvements ont un contact d’ordre n, c'est-a-dire
que les courbes décrites par un méme point ont un conlact
d’ordre n et réciproquement.

Soient I, I}, I les trois premiers centres instantanés de rotation
lorsqu’on fait rouler le cercle osculateur de la roulette sur le cercle
osculateur de la base; I| coincide avec I, ; I, est le pied de la per-
pendiculaire abaissée par le point I, sur la droite 11, (Journal de
Mathématiques spéciales de M. de Longchamps, 1895, p. 217
et suivantes).

3. Prenons pour axes de coordonnées la tangente, axe des z, et
la normale & la base, axe des y, au point de contact avec la rou-
lette A un certain moment; soient

r*+ y*—2Ry =o, z'+ yr—2R,;y=o0

les équations des cercles osculateurs de la roulette et de la base;
les coordonnées du second centre instantané de rotation (zy, y,)
sont données par les équations

ry=o, nR—Ri(yi+R)=o.

En faisant rouler le cercle 22+ y?— 20y = o0 sur le cercle
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x2+ y?*—'2p, ¥y = 0, on aura un mouvement ayant un contact du
second ordre avec le premier, si la relation
rie—ply+rp)=o
cst satisfaile. Le cercle de rayon p passe par le point a, 8 si 'on a
at+ Br—apf=o0.

Comme, dans le roulement du cercle p sur le cercle py, le
point a, B décrit une épicycloide, le centre de courbure (a,, 8,)
de la trajectoire se trouve a 'intersection des droites

“;' = % =K, ay+Bli—p/B+p) =0,

d’ot
K= ,‘)’vﬁ .
el
Pour 2 = o, on a la relation

Bi(rm+B)=mB,
ou

Les droites joignant les points «, B et 2,, B, aux centres des
cercles R et R, ont pour équations

Ty 1 zr y 1
1
z a ! =0, * p l—(. = 0.
1
o 1 = ]
R o 1 W;

Par soustraction, on obtient la droite
zu+ yfi=o,

d’ou le théoréme que M. G. Kaenigs veut prendre pour fondement
de la théorie (Bulletin des Sciences mathématiques, janvier19o7),
afin d’éviter des précautions lenant 4 la question des signes.

4. Soient C le cone licu des axes instantanés de rotation d’un
solide, mobile autour d’un point fixe O, dans I'espace; C' le cone
lieu de cet axe dans le solide; OM la génératrice de contact des
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deux cénes, axe inslantané a l'instant considéré. Menons par le
point M un plan perpendiculaire 8 OM; ce plan coupe le cone G
suivant une courbe B et le céne C’ suivant une courbe B'; en fai-
sant rouler B’ sur B on obtient pour le plan un mouvement ayant
un contact du second ordre avec celui qui résulte du mouvement
du solide a P'instant considéré ; d’aillenrs les points se trouvant sur
une méme droite passant par le point fixe O décrivent des trajec-
toires homothétiques.

SUR LES TRAJECTOIRES
AUXQUELLES DONNENT LIEU LES FORCES CENTRALES;

Par M. Georces Remounnos.

1. Un point mobile, sollicité par une force centrale, peut décrire
une trajectoire ayant la propriéié intéressante de s’approcher indé-
finiment du centre des forces, qui est alors un point asymptote de
la trajectoire; c’est la une condition nécessaire pour que le point
atliré tende & se choquer avec le point attirant.

Si nous tenons compte de la formule

3
s dr2\?

(1)

nous voyons que le rayon de courbure p tend vers zéro, lorsque le
rayon polaire » lend vers zéro, pourvu que tangw ne tende pas
vers zéro avec r, w désignant I'angle formé par le rayon polaire et
la tangente de la courbe; si, en effet, il en est ainsi, la formule

dr _ r
db ~ tangw
, oo, dr .
montre que la dérivée o tend vers zéro avec le rayon r; il en

résulte, en vertu de la formule (1), que le rayon de courbure >
tend aussi vers zéro avec r. Nous supposons, hien entendu, ici, que
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la trajectoire ne passe pas par le pdle (centre de force), qui n'est
qu’un point asymptole de la courbe.

Dans ce travail, nons allons envisager d’abord ces trajectoires se
rapprochant indéfiniment du centre d'attraction, avec I'hypothése
que le rayon de courbure tende vers zéro avec r; ensuite, nous
exposerons quelques résultats concernant le rayon de courbure
des trajectoires auxquelles donnent lieu des forces centrales

données comme fonctions de la distance du mobile au centre des
forces.

2. Nous nous posons le probléme suivant :

Quelles sont les lois de forces centrales qui peuvent donner
lieu a des trajectoires du genre indiqué dans le paragraphe
précédent?

Ces trajectoires sont caractérisées par le fait que le centre de
force est un pointasymptote de ces courbes, le rayon de courbure p
tendant vers zéro en méme temps que le rayon polaire r.

Pour traiter ce probléme nous allons utiliser deux formules
indiquées par les mathématiciens Resal (Comptes rendus, t. XC,
p- 769) et Siacci (Comptes rendus, 1. LXXXVIII), savoir :

(2) F=—TL, F=—mK-L,
pp

m désignant la masse, K la constante des aires, ¢ la vitesse, r le
rayon polaire, p le rayoun de courbure, p la distance du centre de
la force a la tangente de la trajectoire et F I'intensité de la force;
la deuxi¢me formule n'est qu'une conséquence immédiatc de la
premiére et de la formule classique pv =K.

La relation évidente (')

p=rsinw

nous permet d'écrire la formule (2) comme suit :

(3) F =—mK?—

prisinfuw

Nous allons nous borner au cas ot la force F dépend de la scule

(') Dans cette formule, I'angle w cst choisi inféricur & deux angles droits.
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distance du mobile au centre de force et nous remarquerons que
la formule (3) nous permet de conclure que les lois de forces cen-
trales, fonctions de la seule distance r du mobile au centre, qui
répondent au probléme ci-dessus posé, sont de la forme suivante :

F=_—"21 (n>2),

I'exposant n étant plus grand que deux.
Citons comme exemple la spirale logarithmique

r=e#h,
qui admet le pdle comme point asymptote et que décrit un mobile
sollicité par une force centrale dont I'expression est

F=—m(1+ p’)K"—L,

m désignant la masse et K la constante des aires. Cette trajectoire
correspond aux conditions initiales

0p=o, ro=1, Vo=K\/TI-‘-;-

Le rayon de courbure p tend, en eflet, vers zéro, lorsque le
point de la courbe s’approche indéfiniment du point asymptote,
qui coincide ici avec le centre de force.

3. D’une fagon générale, si la force centrale est donnée par la
formule

a étant une conslante, nous aurons, pour le rayon de courbure
d’une trajectoire quelconque, la formule suivante :

rao—t
-
sin*w

) désignant une constante et w l'angle défini au n°® 2. Nous en
déduisons I'inégalité
9 p;l)\lﬂ—’,

le symbole | X | désignant la valcur absoluc de la constante A.
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Cette indgalité nous conduit a plusieurs corollaires :

a. Si g>2, le rayon p de courbure tend vers l'infini
lorsque r crolt indéfiniment sur une branche infinie, s'il en
existe.

b. Si g<2, le rayon de courbure » tend vers Uinfini,
lorsque la distance polaire r tend vers séro sur une branche
de la trajectoire s'approchant indéfiniment du centre de la
Jorce, s'il existe une telle branche.

En ce qui concerne la détermination de la constante ), elle se
fait immédiatement par les formules du paragraphe précédent;

nous avons
mKk?
a

A=—

’

et nous voyons qu'elle s’exprime au moyen de la masse du point
mobile, de la constante des aires et du coefficient d’attraction a.

Si nous supposons que, sur unc lrajectoire, la vitesse reste infé-
rieure A une certaine limite b, la formule

pe = K
nous permet d'élablir aussi une limite supérieure du rayon de
courbure de la trajectoire; nous avons en effet, d’'une part,

K b3
P>‘b—’ }%<r‘:

et, d'autre part,

P=——2 P
d’ott résulte
mKe?| b3
P
ou encore
- mby| ] | mb?
(5) AR p < Lrz+, L= T

Les inégalités (4) et (3) présentent un intérét particulier pour
les trajectoires ayant des points a l'infini ou des branches s’appro-
chant indéfiniment du centre d'attraction, puisqu’elles nous ren-
seignent sur la maniére dont le rayon de courbure 5 varie avec r
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sur une branche allant a I'infini ou sur une branche s’approchant
indéfiniment du centre d’attraction.

L’existence de trajectoires ayant des branches non fermées est
assurée dans les cas ¢ 5% 2 et ¢ 2—1 par un célébre théoré¢me de
Bertrand, d’aprés lequel les seules lois de force qui donnent lieu
a des trajectoires fermées, quelles que soient les conditions ini-
tiales, correspondent aux valeurs g =2et ¢ =—1.

Les inégalités

[Mri-2sp < Lr1+t

fournissent, en général, des limites d'une précision remarquable
.pour la grandeur du rayon de courbure d’une trajectoire et, en
particulier, pour I'ordre d’infinitude et 'ordre infinitésimal dans
les cas oa le rayon de courbure tend vers l'infini ou vers zéro
sur des branches allant & 'infini ou s’approchant indéfiniment du
centre de force.

SUR L'ISOTHERMIE RELATIVE DES RESEAUX;

Par M. L. RaFrv.

Les pages qui suivent ont pour principal objet d’étendre la
nolion de réseau isotherme, afin de faire rentrer dans une méme
théorie diverses classes de réseaux, nolamment ceux qui caracté-
risent soit les surfaces isothermiques, soit les surfaces dont les
lignes de courbure ont leur représentation sphérique isotherme,
et ceux que M. Bianchi appelle isothermes-conjugués.

Je commence par définir I'isothermie relative de deux réseaux
et, aprés avoir montré qu'a deux réseaux qui présentent cette
propriété on en peut toujours associer un troisiéme, qui est dans
la méme relation avec chacun d’eux, je donne sous forme inva-
riante les conditions qui assurent I'isothermie relative de denx
réseaux. . .

Japplique d’abord ces conditions aux surfaces a ligues de cour-
bure isothermes, et je raméne 'un a l'autre les deux critéres de
S. Lic et de M. Weingarten relatifs & ces surfaces.



— 960 —

LY

Une seconde application concerne les surfaces & lignes de
courbure isothermes-conjuguées, dont 'étude a été commencée
par M. Eisenhart (American Journal of Mathematics, t. XXV,
p- 213-248). Par le fait méme de son rattachement i une notion
plus large, cette étude se trouve complétée sur divers points. Je
calcule a nouveau, en la généralisant, I'équation aux dérivées par-
tielles des surfaces de M. Eisenhart et j’en déduis leurs caractéris-
tiques (lignes de courbure et lignes asymptotiques).

Aprés diverses indications concernant la compatibilité des deux
conditions d’isothermie relalive, je montre que toute famille de
courbes dont I'équation est de la forme

U(u)+ V(¢) = const.

appartient a un réseau isotherme relativement au réscau des lignes
coordonnées (« = const., v = const.) et je fais rentrcr dans une
méme catégorie les surfaces isothermiques, celles dont les lignes de
courbure ont leur représentation sphérique isotherme et celles dont
les lignes de courbure forment un réseau isotherme-conjugué.

. — Dlz‘.FINITION ET CONDITIONS POUR L’!SOTHERMIB
RELATIVE DES RESEAUX.

1. Quand deux couples de variables, a et 3 d'une part, ¢ et ¢
d’autre part, donnent lieu a une identité telle que

(1) d1d3 = (9, 7) (dot+ dy?),

si les équations a = const., 3 =rconst. sont celles des deux
familles de lignes de longueur nulle d’une surface, on dit que le
réseau des courbes 9 = const., 7 = const. est un réseau isotherme
de la surface (').

En vue de généraliser cette notion, nous n'imposerons plus, au

(') Si, au lieu de V'identité (1), on posait
dadf =W (u,v)[U(u)du+ V(0)de*],

le réseau u« = const., ¢ = const. coinciderait, commec il est bicn connu, avec le
réscau 3 = const., 7 = const.
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moins en géuéral, aux lignes a = const., § = const. la condition
d’étre des lignes minima, et nous énoncerons le fait analytique
exprimé par l'identité (1) en disant que le réseau p = const.,
7. = const. est isotherme relativement au réseau « — const.,
B = const., ou, plus bri¢vement, que le réseau (¢, y) est isotherme
relativement au réseau («, f8).

D’aprés cette convention de langage, une surface est dite iso-
thermique quand le réseau de ses lignes de courbure estisotherme
relativement au réseau formé par ses lignes de longueur nulle; la
représentation sphérique (des lignes de courbure) d’une surface
est dite isotherme quand le réseau de ses lignes de courbure est
isotherme relativement au réseau qui correspond aux lignes
minima de sa représentation sphérique; un réseau est dit iso-
therme-conjugué, au sens de M. Bianchi, quand il est isotherme
relativement au réseau formé par les lignes asymptotiques.

2. Revenons a l'identité (1). Pour qu’elle ait lieu, il faut et il
suffit que « et B soient deux fonctions ne dépendant, 'une que
de ¢ + {7y, 'autre que de ¢ — i7, de sorte qu'on a, inversement,

¢+ iy =2%(a), o — iy =12i0,(P).
Ces équations entrainent
do dy = — i(da}+ dB}).

Or, le réseau (a,, B,) n’est pas distinct du réseau (a, 3); d’'ov
cette conclusion :

Tutorime [. — Si un réseau (¢, ) est isotherme relativement a
un réseau (2, B), le réseau («, 8) est isotherme relativement au
réseau (v, v ), et réciproguement. En d’autres termes, pour
qu’un réseau soit isotherme relativement & un autre, il faut et
il suffit que cet autre soit isotherme relativement au premier.

Comme application, cherchons la condition d’isothermie des
lignes de courbure d’une surface (S) rapportée a ses lignes

minima. Soit
dst= 422(2,P) da df

son élément linéaire et soit § I'une des coordonnées isotropes,
XXXV, 17



z + iy, par exemple, d'un point variable sur cette surface; les
lignes de courbure sont déterminées (O. Bonnet) par I'équation

; (ié-‘)‘“ oﬂ(eﬂ)"p =e

Soient ¢ = const., y = const. leurs équations finies; on a

v (§) o= g ()

Pour exprimer que la surface (S) est isothermique, écrivons que
le réseau («, ) est isotherme relativement au réseau (¢, ) : nous
trouvons immédiatement

OZa) 1 (E‘a)= ;B% (_ﬂ)

ce qui est la condition connue.

Comme autre application, considérons une surface rapportie
aux coordonnées tangentielles isotropes d’Ossian Bonnet, qui
sont les paramétres (a, 3) des lignes minima de sa représentation
sphérique, et cherchons la condition pour que I'élément linéaire

4dadf

det = (’B_'_l)’

de la sphére de Gauss acquiére la forme $(dp?+ dx’), quand on
prend pour variables les parameétres (¢, 7 ) des lignes de courbure.
Le plan tangent 4 la surface a pour équation

(a—BR)z—i(z—R)y+(f—1z+§=0,
et, si 'on pose
P=kn g=% r=tn s=8p (=8
I'équation différentielle des lignes de courbure est

rdat—tdB3t=o,

de sorte qu'on a
Adody = rdat—tdpr.

Au lieu d’écrire que le réseau (¢, ;1) est isotherme relativement
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au réseau (2, ), écrivons que celui-ci est isotherme relativement
au premier; nous trouvons immédiatement

r t

Ay(a)  Bo(B)’

c’est la condition pour que la représentation sphérique (des lignes
de courbure) de la surface soit isotherme. Elle entraine I’équation
aux dérivées partielles du quatriéme ordre

=0,

0? lo r
2 oe”
da 0P 81
qui lui est équivalente, et dont les caractéristiques sont définies
par la relation

dady(rdat— tdf?) =o.

Ainsi, ’équation aux dérivées partielles des surfaces pour
lesquelles la représentation sphérique des lignes de courbure
est isotherme admet comme caractéristiques les lignes de cour-
bure et les lignes qui correspondent aux lignes minima de la
représentation sphérique.

’
3. L'isothermie relative de deux réseaux peut se reconnaitre a
un caraclére, théorique comme le précédent, et que voici :

Tutorime II. — Pour que deux réseaux soient isothermes
Uun relativement a 'autre, il faut et il suffit : 1° que les
tangentes aux courbes de l’un d’euzx forment en tout point un
Saisceau harmonique avec les tangentes aux courbes de Uautre;
2" gqu’ils soient isothermes 'un et ’autre relativement & un
troisiéme réseau.

1* Soient (a, B) et (9, ) les deux réseaux. On a, par hypo-
thése,
dadBd =Y (9, 7)(de+ dy?).
Or, si 'on rapporte le second membre au type général

§ = Adpt+2Bdedy + Cdyp,
on aura
A=C0C=Y, B=o.



De méme, sil’on compare le produit 2 dp dy au type général
F1= A, dp?+ 2B, do dy + C, dy?,

on aura
A|=C|=0, B;=l.

De la résulte immédiatement

ACl — QBBl-f- CA] =0,

ce qui exprime que les tangentes aux courbes du réseau §=o ou
(¢, B) forment en tout point un faisceau harmonique avec les
tangentes aux courbes du réseau §, =o ou (¢, %). Nous dirons
avec M. Darboux ( T'héorie des surfaces, t.1V, p. 65) que les ré-
seauz § et ¥, se divisent harmoniquement.

2° Une extension facile d’un théoréme di & M. Tissot conduit a
cet énoncé : Etant données deuzx formes quadratiques binaires
de différentielles, il existe des variables telles que les deux
Jormes, exprimées au moyen de ces variables, ne contiennent
pas de terme rectangle. Si les deux formes ¥ et §, ne sont pas
proportionnelles, ce systéme de variables est unique et il est
fourni par les intégrales de I'équation

(2) Ade+Bdy Agde—+ Bydy
? Bdy+Cdy B,dg-+ Cqdy

=0,

qu'on oblient en égalant a zéro le covariant jacobien des deux
formes. Dans le probléme qui nous occupe, les deux réseaux étant
distincts, les formes F et J, ne peuvent pas étre proportlionnelles.

Appliquons cette régle au cas présent. L’équation différentielle
du réseau qu'elle fait correspondre anx deux réseaux («, B) et

(s 7.) est

Posons

Fy=det— dy*=o.
dy + dy = 2.du, do — dy = 2 dv.
Nous déduisons de la
dadB = ¢ (dpr+ dy?) =2¢ (dut+dv?), dody =dur—don,

ce qui prouve que le réseau ;= o ou (u, ¢) est isotherme relati-
vement aux deux réseaux (a, 3) et (¢, 1), et que ces deux réseaux
sont isothermes relativement 3 lui.
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Réciproquement, supposons qu’il existe un réseau (u, v) tel

que, quand on rapporte la surface 3 ce réseau, les deux formes
da df et dp dy deviennent respectivement

dadf =2y (dut+dvt), dody =A[U(u)dut— V(v)dvt].

Si, de plus, les deux réseaux (=, B) et (¢, y) se divisent harmo-
niquement, on devra, d’aprés la condition rappelée plus haut,
avoir U=, de sorte qu’il viendra

do dy = p (dut— dv?).
Dés lors I'identité
2d(u+iv)d(u—iv)=|d(u+v)2+ [d(u—09)]?

prouve que le réseau (u + ¢, u — v), c’est-a-dire le réseau (¢, ),
est isotherme relativement au réseau (u + iv, u — iv) ou (a, B).

La proposition est donc complétement démontrée. Le réseau
(u,v), isotherme relativement aux deix réseaux proposés, n’est
autre que celui qui est défini par 'extension du théoréme de
M. Tissot. Son équation, que nous avons dans le cas général mise
sous la forme (2), peut augsi s’écrire

dyt —deody dp?
A B C = 0.
Ay B, C,

Elle exprime simplement que ce réseau divise harmoniquement
les deux réseaux proposés.

4. Remarques et exemples. — Faisons, pour un instanl,
abstraction de I’hypothése concernant I'isothermie relative des
réseaux et considérons, sur une surface, deux réseaux (R,) et (R,),
définis respectlivement par I’évanouissement de deux formes qua-
dratiques de différentielles ’

$i=A dpt+ 2Cy dtp'dx-p Cidyt=o,
2= Ay dpr+- 2Cy dpdy + Cy dyt=o0.

En égalant a zéro le covariant jacobien §, de ces deux formes,
on définit un troisi¢me réseau (R;), qui divise harmoniquement
etle réseau (R,) et le réseau (R,). Si donc ces deux réseaux se di-
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visent harmoniquement, quel que soit celui des trois réseaux (R,),
(Ra), (Rs) que l'on considére, il divise harmoniquement chacun
des deux autres : la condition est nécessaire et suffisante.

Qua-d elle est réalisée, les trois réseaux présentent une liaison
mutuelle remarquable, que nous rappellerons en disant qu’ils
forment une triade. Voici divers exemples de triades : 1° Loutl
réseau orthogonal tracé sur une surface, son réseau bissecteur
et le réseau des lignes minima; en particulier, les lignes de cour-
bure d’une surface, leurs courbes bissectrices et les lignes minima;
2° les lignes de courbure d’une surface, ses lignes asymptotiques
et ses lignes diagonales (lignes tangentes aux diamétres con-
jugués égaux de l'indicatrice); 3° les réseaux considérés par
M. Darboux dans sa théorie des douze surfaces (loc. cit.).

AThypothése qui définit la triade ajoutons l'isothermie relative
de deux des réseaux; d’aprés le théoréme qui précéde, le troisiéme
réseau sera isoltherme relativement aux deux premiers. En consé-
quence, pour exprimer l'isothermie relative de deux réseaux, on
pourra introduire le réseau qui compléte la triade dont ils font
partie et exprimer que ce réseau est isotherme relativement a
'un des premiers. 1l y aura donc treis maniéres équivalentes
d’énoncer la propriété d'une surface sur laquelle deux réseaux
déterminés sont isothermes I'un relativement a 'autre. Ainsi, les
surfaces isothermiques élant définies par l'isothermie relative
de leurs lignes de courbure et de leurs lignes minima, on a ces
théorémes, dont les réciproques sont vraies : Sur toute surface
isothermique, le réseau bissecteur des lignes de courbure est
isotherme relativement au réseau des lignes minima; il est
isotherme relativement au réseau des lignes de courbure. De
méme, les surfaces & lignes de courbure isothermes-conjuguées
étant définies par I'isothermie relative de leurs asymplotiques et
de leurs lignes de courbure, en considérant le réseau des lignes
diagonales, on trouve ces deux propriétés caractéristiques : Sur
toute surface & lignes de courbure isothermes-conjuguées, le
réseau des lignes diagonales est isotherme relativement aux
lignes asymptotigques; il est isotherme relativement auz lignes
de courbure.

Il résulte immédiatement de la que les surfaces minima ont,
comme I'a démontré M. Eisenhart, leurs lignes de courbure iso-
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thermes-conjuguées. En effet, les lignes asymptotiques des sur-
faces minima, étant rectangulaires, coincident avec le réseau
bissecteur des lignes de courbure; I'isothermie relative des lignes
de courbure et de leur réseau bissecteur, que les surfaces minima
présentent parce qu’elles sont isothermiques, revient donc a l'iso-
thermie relative des lignes de courbure et des lignes asympto-
tiques, propriété qui définit les surfaces a lignes de courbure
isothermes-conjuguées.

5. Nous allons maintenant donner, sous forme invariante, les
conditions qui assurent I'isothermie relative de deux réseaux
déterminés. A cet effet, nous introduirons une notion qui parait
de nature 2 intervenir dans bien d’autres recherches, la notion des
éléments invariants. Soient

€)) F=Adur+aBdudv+ Cdvi=o0

Péquation d’un premier réseau et

(I ldut4+2mdudv + ndovr*=o0

celle d’un second réseau, isotherme relativement au premier. Cette
derniére équation peut étre remplacée par les deux suivantes :

(1) Ldu+nydv=0, Uldu-+ nede=o,

dont les premiers membres ne sont déterminés chacun qu'a un
facteur arbitraire prés. A ces premiers membres nous substituerons
des expressions différentielles que nous appellerons les éléments
invariants de la forme (1) ou du réseau (11) relativementa
la forme (1) ou au réseau (I) et qui seront indépendantes non
seulement des facteurs arbitraires dont il vient d’étre question,
mais aussi des coordonnées curvilignes auxquelles on rapporte la
surface. Ces éléments invariants, auxquels nous attribuons les
expressions suivantes

lydu + ny dv
Liny—n l, !
1y du + ng dv

Ting—nily '

vVCli —aBlyny+ An}
(EI)

vCl}— 2Bliny+ An}

sont homogénes et du degré zéro séparément par rapport & {,,n,
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et par rapport & ly, n,. Ils se réduisent respectivement, quand la
forme (I) est 'élémentlinéaire de la surface, aux éléments d’arc (')

des courbes du réseau (II). Pour établir dans tous les cas leur in-
variance, posons

(3) l,du+n,dv=m, da, l,du+n,do=m,dp

et désignons par Ax, AP les paramétres différentiels de a et de §
calculés par rapport i la forme quadratique (I); soit enfin 8 (a, §)
le déterminant fonctionnel de « et §, divisé par JAC — B2. Les

expressions considérées sont respectivement identiques a ces
deux-ci

da d
‘/“_pe(e, B’ /Ee-(—,-? B’

ol ne figurent que des symboles invariants.

Cela #étant, nous pouvons prendre pour courbes coordonnées
les courbes du réseau (II) et faire, en conséquence, {,=n,=1,
l3=n,=o0. Les éléments invariants (EI) se réduisent respecti-
vement a /A du, yCdv (2).

Pour que leréseau (I) soit isotherme relativement au réseau (II),
il faut et il suffit, par définition méme, que ¥ ne contienne pas de
terme en du dv et que les coefficients de du? et de dv? soient pro-
portionnels & deux fonctions, dont 'une ne dépende que de u et
I'autre que de ¢. C'est ce qu'expriment les deux relations

(.‘) B= o,
VA vC
) U(u)  V(v)

La condition (4) exprime simplement que les deux réseauzx (1)
et (I1) se divisent harmoniquement.

(') Les elements d’arc ont été considérés par M. voN LILIENTHAL ( Grundla-
gen einer Kriimmungslehre der Kurvenscharen, Leipzig, 1896; p. 17) et lui ont
fourni, entre autres, un résultat que nous rapporterons un peu plus loin.

(?) L'équation A du?— Cdv?= o définit le résean qui divise harmoniquement
le réseau (I) et le réseau (u, v). D'oir cette propriété générale : En egalant
entre eux les carrés des eléments invariants d’un réseau relativement ¢ un
autre, on obtient l’équation différentielle du reseau qui les divise harmoni-
quement tous les deuz,
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D’apreés la condition (5), les éléments invariants s’écrivent
VA du =7 U(u)du, VCdv =, V(v)dv,

c’est-a-dire qu'ils admettent un facteur intégrant commun.
Réciproquement, si les deux expressions \/Adu et \/Cdv ad-

mettent un facteur intégrant commun, la premiére ne dépendant
que de u et la seconde que de v, on a les relations précédentes,
qui entrainent la condition (5).

En conséquence nous arrivons a cette conclusion :

Trtorime 1lI. — Pour que deux réseaux soient isothermes
Uun relativement a l’autre, il faut et il suffit que ces deux
réseauz se divisent harmoniquement et que les éléments inva-
riants de Uun, calculés relativement a l’autre, admettent un
JSacteur intégrant commun.

Nous allons faire maintenant diverses applications de ce théo-
réme. Il va sans dire que I'on peut, dans les applications, multiplier
chaque élément invariant par tel facteur constant que I'on veut et
multiplier simultanément ces deux éléments par n’importe quel
facteur constant ou variable, par exemple négliger le dénominateur
commun !, ny— n,l,.

II. — ReSEAUX ISOTHERMES ET CRITERES DIVERS POUR L’)SOTHERMIE
DES LIGNES DE COURBURE.

6. Un réseau isotherme d’une surface est un réseau orthogonal,
isotherme relativement au réseau des lignes de longueur nulle de
la surface. En raison de leur orthogonalité, les tangentes aux
courbes du réseau considéré forment un faisceau harmonique avec
les tangentes aux lignes minima. Nous avons donc simplement &
exprimer que les éléments invariants du réseau relativement a
Uélément linéaire admettent un facteur intégrant commun;
en d’autres termes, pour qu’un réseau soit isotherme, il faut et
il suffit que les éléments d’arc des deux familles de courbes
dont il est composé admettent un facteur intégrant commun.
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C’est la forme méme donnée par M. von Lilienthal (loc. cit.) au
critére que Sophus Lie (*) a formulé ainsi :

Pour que les courbes intégrales d’une équation

lldu—f-n,dv:o

Jfassent partie d’un réseau isotherme sur une surface d’élément

linéaire
ds? = E dut + 2F du dv + G dv?,

il faut et il suffit que Uexpression !, du + n, dv et le premier

membre
. En,—-Fl, du Fn'_G—l'-dv

VEG — F? VEG — F1

de Uéquation différentielle des trajectoires orthogonales de
ces courbes admettent un facteur intégrant commun.

Désignons, en effet, ce premier membre par !, du + nydv et
comparons les éléments invariants (EI)

!y du + ny dv
lina—nyl, ’

VCI—aFhim T+ Enj 20Ut mde

t ling— nlzl

VGIi—2Flyn,+ En}

avec les expressions correspondantes de Sophus Lie
!y du + n, dv, ly du + ny do.

Pour prouver qu'ils leur sont proportionnels, nous n’'avons qu’a
vérifier I'identité

Gl}—aFlLny+ En}=Gl}—aFlyn,+ En}.
Or cette vérification est immédiate, eu égard aux significations de

l’ et n,.

7. Cest, au fond, le critére tiré des éléments invariants que
M. Darboux ( Théorie des surfaces, t. 11, p. 248-249) a employé
pour former I’équation aux dérivées partielles des surfaces isother-

(') Vorlesungen idber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen
Transformationen, Leipzig, 1891; p. 162.
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miques. La surface étant rapportée aux lignes minima (« = const.,
B = const.) de sa représentation sphérique (voir ci-dessus, n* 2),
si 'on pose
5= t=pa—gB,
ad +1
I’élément linéaire a pour expression

dst=[rda+(z+s)dB][(s+s)dx+ tdB],

et le réseau des lignes de courbure a pour équations
+rda+ytdp =o.

Formons ses éléments invariants relativement a I'élément linéaire,
d’aprés les expressions générales (El); nous aurons ici
A=r(z+s), 2B =(s+ s)*+r¢, C=t(s+3s);
ll=/;:9 nl='/;; l!=—ﬁ) ”I=ﬂ’

De la résulte .

Cl}—2Bhny,+Ant= Vri(s+s+y/re),

Cl'—aBlin+Ant=—/rt(zs +s—/rt)},

l‘ nNeg— ny 1’= 2“;;-
Par suite, les éléments invariants sont, & des facteurs numériques
prés,
(s sym)VrdatVide — ( sopyyrde—yidp
Ve yre

Or M. Darboux considére les deux expressions

ﬁdz-ﬁ—-ﬂdﬁ' ;/r-dz—-ﬁdj
z+3—m z+:+m ’

visiblement proportionnelles aux deux précédentes et il écril
qu’elles admettent un facteur intégrant commun, ce qui conduit
a I’équation du quatriéme ordre que nous formerons un peu plus
loin (voir ci-aprés, n° 9).

8. Comparaison avec le critére de M. Weingarten. — Voici,
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aux notations prés, comment M. Bianchi expose (') le critére de

M. Weingarten :

L’élément linéaire d’une surface et sa seconde forme qua-
dratique fondamentale étant respectivement

Edut+ 2F dudv + G do3, L du+ 2M du dv + N dv3,

on introduit trois fonctions \, u, v, définies par le systéme

6 Ev —2Fp +~ Gl =o,
(6) Lv —aMp+ NA=o,

o 9

d—g—;%:B )\+(BI—A) F_Alva
(7)

| & o

( a —_— 3; = B1V+(B —C,)p.—CR,

o A, A, B, By, C, C, sont les symboles de Christoffel formés

avec E, F, G. L’existence des fonctions \, ., v est la condition

nécessaire et suffisante pour que la surface soit isothermique.
Pour vérifier les équations finies (6), on pose

A= p(EM —FL), 2p =-- p(GL — EN), v =p(FN — GM).

Substituant dans les équations aux dérivées partielles, on obtient
deux relations qui déterminent les deux dérivées de logp; on écrit
la condition d’existence de cette fonction auxiliaire : c’est la con-
dition cherchée.

Tout revient donc ici & écrire qu’une certaine expression diffé-
rentielle est une différentielle exacte. Pour appliquer le critére tiré
des éléments invariants, on doit écrire que deux expressions diffé-
rentielles admettent un facteur intégrant commun. Ces deux opé-
ralions ne sont pas, au fond, distinctes I’'une de I'autre : en effet,
pour vérifier si deux expressions différentielles admettent un
facteur intégrant commun, on en forme une troisiéme et I'on écrit
que cetle expression différentielle est une différentielle exacte.

Pour ramener les deux procédés I'un & I'autre, rapportons la
surface a ses lignes de courbure (¥ = coust., ¢ = const.); nous
aurons F =M =o et, par suite, A =v = o0. Les équations (7) se

(') Lezioni di Geometria differenziale, t. 11, p. 3o.
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réduisent a
dlogp _ _9d E
‘ _du = A —_— Bl = o—-u log‘/a-:

dlogp _- _ 9 G
2 T——C|—B _-é;log\/-;,

el la condition d’isothermie des lignes de courbure exprime sim-
plement que 'expression

.0 E ) G
d= ﬁlog‘/;du-# b—;log‘/;dv

est une différentielle exacte.

Or les éléments invariants (qui sont ici les éléments d’arc) du
réseau des lignes de courbure ont pour expressions respectives
VE du et \/Gdo. Lexistence d'un facteur intégrant commun re-
vient & la condition pour que I'expression

7Y

&= 108VG ;| 0logVE
Ju do

soit une différentielle exacte. Mais I'identité
dlogyEG = d'+ad"
montre que &' et d” sont en méme temps des différentielles exactes.
Remarque. — Les fonctions A, ., v étant proportionnelles aux

coefficients de la forme invariante aux lignes de courbure

3’=EM—;LLdu’—GL—;ﬂdudv+&l_i—%dv' (H =VEG =TF?),

il parait préférable d’'introduire cette forme elle-méme, en posant

w
P=q’

de maniére a avoir
Adut+2pdude +vdort=W§.
Alors la nouvelle fonction auxiliaire W a une signification inva-

riante, facile & trouver. Reportons-nous, en effet, aux équa-
tions (7)'. L'existence de la fonction p entraine la condition
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nécessaire et suffisante
91 E
(8) m lOg 6 = 0.
D’autre part, les rayons de courbure principaux étant représentés

par R, et R,, la lorme invariante § se réduit ici a
1 1
§=V EG(E -_— ﬁ-’-)dudv,
la fonction auxiliaire W est donc liée 4 p par la relation
1 1
=WVEG(—— =)
e (RI R:)

Mais, la condition (8) étant vérifiée, on peut supposer les para-
métres des lignes de courbure choisis de fagon que I'on ait E=G.
Alors, en vertu des équations (7Y, la fonction p se réduit a une
constante. En conséquence, la fonction W, dont la condition
d’existence exprime l’isothermie des lignes de courbure, est, &
un facteur constant prés, Uinverse de

(- )
2 \R, R/’
c’est-a-dire de la courbure moyenne de l’une des transformées
par normales paralléles de la surface considérée (transforma-
tion de Bour-Christoffel ; voir Annales de I’ Ecole Normale supé-

rieure, 1905, p. 419).
Ajoutons que, d’aprés I'identité

apdudo =W§,

ol p est maintenant une constante, WF est un produit de deux
différentielles. Ainsi, quand une surface est isothermique, pour
changer sa forme invariante auzx lignes de courbure ¥ en un
produit de deux différentielles, il suffit de diviser cette forme
par la courbure moyenne de Uune des transformées par ror-
males paralléles. Ceci s’accorde bicn avec la proposition de
Sophus Lie, aux termes de laquelle les lignes de courbure de toute
surface isothermique peuvent étre déterminées par des quadratures
de différentielles exactes.

On peut mettre le résultat précédent sous une forme un peu
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différente et dire : A4 toute surface isothermique correspond une
JSonction w telle que ’élément linéaire, multiplié par w, devient
un produit de deux différentielles et que la forme invariante
auz lignes de courbure devient aussi un produit de deux diffé-
rentielles lorsqu’on la multiplie par v et qu’on la divise par la
différence des courbures principales. En effet, si I'on désigne
par 2T la différence des courbures principales, on a, d’aprés ce qui
vient d’étre rappelé,

§ =2T(VE du) (/G dv).

Ainsi la forme ¥ est égale au produit de 2T et des éléments inva-
riants /E du, /G dv du réseau des lignes de courbure. Soit y/u le

facteur intégrant commun a ces deux éléments : nous aurons
VevE=Uu), Ve/G=V(v);

d’ol résulte immédiatement

1 dV?
F=2DqUaV, dit=Edut+Gdor= A on,
ce qui démontre la proposition.
IIl. — Les SURFACES A LIGNES DE COURBURE ISOTHERMES-CONJUGUEES

ET LEURS CARACTERISTIQUES.

9. Pour exprimer la propriété qui définit ces surfaces, il faut
écrire que le réseau de leurs lignes de courbure et celui de leurs
lignes asymptotiques sont isothermes I'un relativement a I’autre.
Les tangentes aux courbes de ces deux réseaux formant en chaque
point un faisceau harmonique, nous n’avons a tenir compte que
de la condition relative aux éléments invariants. Employons encore
les coordonnées tangentielles isotropes de Bonnet (voir ci-dessus,
n° 2 et 7). L'équation des lignes asymptotiques est

Ada*+2Bdadp + CdB*= rdat+2(z +s)dadp +tdft=o,
ce qui permet de prendre

A=r, B=s+3s, C=ut
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Pour les lignes de courbure, nous aurons, comme au n° 7,
L=yr, ny =y, ly=—y/r, ny=yt.
De la résulte
Cl}—aBlyny+ And = 2/7t(y/rt + s +s),
Cl}—aBlLin+An}=a/re(yrt—z —s),
ling— nyly=2y/rt.

En conséquence, les éléments invariants du réseau des lignes de
courbure relativement aux asymptoliques sont, a des facteurs nu-
mériques prés,

\/z+s+ﬁ;‘/—;ii2/t—m@, Vz+s—ﬁ@Tt—M-
rt rt

11 suffira donc d’écrire qu’il existe un facteur intégrant commun
aux deux expressions

(s+s+/re)"(Vrda+yedp), (s+s—V/r)"(Vrda—y1d),

ce qui donne
L lo f—m—d- ££-lo ___z-;—s—f-;/r—t
da 98 . oa r oa gz+s—/;?

_mi \/Zilogﬂ =0
of t B s syt )

L’hypothése m = o conduil a 'équation

(E)

01 r
(9) - Ja 9p 108? =0,

qui caractérise (n° 2) les surfaces dont les lignes de courbure ont
leur représentation sphérique isotherme.
En faisant m =1, onretrouve I’équation de M. Darboux relative

aux surfaces isothermiques. Pour m = %, on obtient I'équation de

M. Eisenhart (loc. cit., p. 226) relative aux surfaces & lignes de
courbure isothermes-conjuguées.

Ces deux derniéres équations ne différant que par les coeffi-
cients de leur premier terme, les surfaces qui les vérifient a la fois

.
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satisfont visiblement & I'équation (g); il suit de 13 que la repré-
sentation sphérique de leurs lignes de courbure est isotherme.
Réciproquement, toute surface qui vérifie A la fois I'équation (g),
ainsi que I'une des équations de M. Darboux et de M. Eisenhart,
satisfait aussi a I'autre. En conséquence, si le réseau des lignes
de courbure d’une surface est isotherme relativement ¢ deuz
des trois réseaux formés par ses asymptotiques, ses lignes
minima et les lignes minima de sa représentation sphérique, il
est isotherme relativement a tous les trois. On peut encore dire :
Toute surface qui posséde deux des propriétés suivantes, lignes
de courbure isothermes, représentation sphérique des lignes de
courbure isotherme, lignes de courbure isothermes-conjuguées,
posséde aussi la troisiéme. Tel est le cas des surfaces de révolu-
lion, des quadriques el, plus généralement, de toutes les surfaces
isothermiques & représentation sphérique isotherme.

Nous allons maintenant chercher les caractéristiques de I'équa-
tion générale (E).

Le groupe des termes contenant les dérivées du quatriéme
ordre est, abstraction faite du diviseur commun (3 + s)3— r¢,

m(z+s)/ 0% "d‘ﬁ _(z+sP+(am—0rt - ¢ . Mt
rt (’ ap W) Tt ( oproa dﬂda')’

de sorte que les caractéristiques sont définies par I'équation

m(z + s)(r? dab— €2 df*)
+ [(z 482+ (2m —1)rt](rda?— tdp?t)da df = o,

qu’on peut écrire
(rdz’—tdﬁ’)lm(z+s)(rdz’+tdp’)+[(s+s)’+(2m—l)rt]dad{it=o.
Si I'on fait m = o, on trouve
(rdat— ¢ dp*) da dp = o.

Donc les caractéristiques des surfaces dont les lignes de cour-
bure ont leur représentation sphérique isotherme sont les lignes
de courbure et les lignes qui correspondent auz lignes minima
de la représentation sphérique.

Pour m =1, il vient

(rdat— tdBt)[rda+ (3 + s)dB][(s +s)da+ tdf] = o,
XXXV, 18
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ce qui vérifie un théoréme que j'ai déja démontré autrement : les
caractéristiques de U’équation des surfaces isothermiques sont
les lignes de courbure et les lignes minima (voir Annales de
I’Ecole Normale supérieure, 19o6).

Pour 2m =1, en écartant I'hypothése z + s = o, qui correspond
aux surfaces minima signalées plus haut, on a

(rda*—tdf?)[rdat+a(z+s)dxdP + tdBt] =o.

Ainsi les caractéristiques de U’équation des surfaces a lignes
de courbure isothermes-conjuguées sont les lignes de courbure
et les lignes asymptotiques. Cette proposition devra intervenir
dans la théorie des surfaces dont il s’agit, de la méme fagon que
la proposition ci-dessus intervient dans la recherche des surfaces
isothermiques dépendant de fonctions arbitraires.

Ces deux théorémes ne pouvaient d'ailleurs étre prévas d’apres
les seules définitions des surfaces qu'ils concernent, car nous
savons (n° 4) que ces surfaces sont également définies par I'iso-
thermie relative de trois couples de réseaux, tandis qu'un seul de
ces couples de réseaux est formé de leurs caractéristiques.

IV. — CoOMPATIBILITE DES CONDITIONS D'ISOTHERMIE
ET QUESTIONS DIVERSES.

10. Dans les deux cas que nous venons d’étudier, I'une des con-
ditions pour l'isothermie relative des deux réseaux considérés,
celle du faisceau harmonique, était vérifiée d’elle-méme. Il n'est
resté que la condition concernant les éléments invariants : ces
éléments étant exprimés au moyen d’une fonction inconnue § et
de ses dérivées des deux premiers ordres, on a obtenu dans les
deux cas une équation du quatriéme ordre.

Si I’on veut exprimer qu'une surface présente l'isothermie rela-
tive de deux réseaux déterminés, on aura généralement deur
conditions distinctes. Supposons que les équations différentielles
des deux réseaux dépendent d’une fonction inconnue § et de ses
dérivées partielles jusqu’a I'ordre n inclusivement. La condition
du faisceau harmonique s’exprime par une équation d’ordre n; la
condition relative aux éléments invariants donnera une équation
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qui sera généralement de I'ordre n + 2 et ces deux équations aux
dérivées partielles pourront n'admettre que des solutions fort par-
ticuliéres, ou méme étre incompatibles. C'est ce dont on s’assure-
rait en traitant des exemples convenablement choisis.

Pour définir des classes trés étendues de surfaces présentant
l'isothermie relative de deux réseaux, on pourra se donner les
deux familles de I'un des réseaux et seulement ’une des familles
de Pautre. Si les équations différentielles de ces trois familles
dépendent d’une fonction inconnue £ et de ses dérivées partielles
jusqu’a Pordre r inclusivement, celle de la quatriéme famille, qui
sera fournie par la condition du faisceau harmonique, dépendra
des mémes dérivées et la condition relative aux éléments invariants
fournira une équation de 'ordre n 4 2 en général.

On peut aussi, dans ce cas, répéter le raisonnement bien connu
qui conduit 4 la condition nécessaire et suffisante pour que les
courbes 9= const. coustituent, avec leurs trajectoires orthogonales
* == coust., un réseau isotherme (au sens classique du mot) sur
une surface donnée. La condition d’orthogonalité A(e,y)=0
exprime simplement que les courbes @ =const., y =const. qui se
croisent en chaque point de la surface forment un faisceau harmo-
nique avec ses lignes minima. Elle n'implique aucunement et la
suite de la démonstration n'implique pas davantage que la forme
quadratique de différentielles dont les coefficients figurent dans
les paramétres Ao, Ay, A(9, ), 42¢ soit un élément linéaive. En
conséquence, pour que les courbes o =const. fassent partie d’un
réseau isotherme relativement au réseau défini par Uéquation

F=Adu+2Bdudy+ Cdvr=o,

il faut et il suffit que le quotient des deux paramétres A, et Ap,
calculés par rapport a 3, soit une fonction de o. On arrive
ainsi aux conclusions qui viennent d'étre énoncées.

11. 11 y a plus. La régle précédente fait connaitre I’équation dont
dépend la recherche de tous les réseaux tsothermes relativement
an réseau défini par 1'équation F=o0. En outre, les symboles
qu’elle fait intervenir étant essentiellement invariants, nous pou-
vons réduire la forme ¥ & son tcrme rectangle, en supposant
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A =C =o. 1l vient alors simplement
Oue

Pu e

= ¢(?).

Cette équation exprime, comme on sait, que $ est une fonction
de la somme U(u)+V(v), ou U etV sont des fonctions arbi-
traires de leurs arguments respectifs. Ainsi {’équation

U(u)+ V(v)= const.

définit sur une surface quelconque une famille de courbes qui
Jait partie d’un réseau isotherme relativement au réseau des
courbes coordonnées u = const., v = const. Cette remarque géné-
rale s’applique en particulier 3 diverses classes de surfaces dont
les courbures principales sont fonctions 'une de I'autre : le réseau
(u, v) étant composé des lignes de courbure, les rayons principaux
sont fonctions de U(u)+ V(v) pour les hélicoides, pour les sur-
faces isothermiques (voir la thé¢se de M. Caronnet, Paris, 1894),
pour celles dont la représentation sphérique est isotherme, pour
celles dont les lignes de courbure sont isothermes-conjuguées
(Eisenhart), pour celles qui présentent une famille de lignes de
courbure planes (Dini, Dobriner) ou sphériques et, sans doute,
pour d’autres encore.

12. Proposons-nous, en Lerminant, la question inverse de celle
qui fait 'objet du théoré¢me III :
E'tant données deux expressions différentielles
M, (! du + nydv), My(lydu+ nydv)

qui sont supposées admeltre un facteur intégrant commun,
trouver le réseau isotherme relativement au réseau (R) défini
par Uéquation

(Lydu+nydv)(lydu+ nydv)=o.

Les deux inconnues du probléme sont les rapports des coeffi-
cients A, B, C de I'équation

§=Adur+2aBdudv+ Cdvt=o,

qui définit le réseau cherché. Pour déterminer ces rapports, nous



— 281 —
allons écrire que les deux expressions données sont proportion-

nelles aux éléments invariants (El) du réseau (R) relativement au
réseau § = o; il vient ainsi

Cl?—2Blyng+ An}=2AM},
Cl1—2Blin,+ An}=1M},

A étant une indéterminée. De plus, les réseaux (R) et (§) devant
se diviser harmoniquement, nous avons

Cl| 13— B(lln,+ ng 1,)+An| Ry = 0.

Ainsi se trouve constitué un systéme de trois équations du pre-
mier degré A trois inconnues dont le déterminant (I, ny—n,{,)?
est différent de zéro. 1l fait connaitre A, B, C en fonclions des
données et du coefficient A auquel on peut attribuer telle ex-
pression qu’on veut.

En appliquant la régle précédente aux deux expressions diffé-
rentielles

(s+s+vrO)"(Vrda+vyidp), (s+s—yre)"(Vrda—yidp),
considérées ci-dessus (n° 9), on trouve sans peine I'équation

F=[(s+s+Vre)"—(s+ s —y/re)*""](r da*+ t dB?)
+2/rt[(z+ s +Vrt)"™ +(z +s—/rt)"™ ] da dp = o,

pour définir le réseau isotherme relativement au réseau des lignes
de courbure
rdat — ldﬁ’ =o0.
Si I'on rapporte la surface a ses lignes de courbure dudv = o,
on voit facilement qu'il faut remplacer les expressions précédentes
par ces deux-ci :

VEdu /Gadv
(10) R’ K=’

dont les numérateurs sont les éléments d’arc ds, et ds, des lignes
de courbure; dans chaque dénominateur figure le rayon de la sec-
tion principale tangente a la ligne de courbure considérée.
Supposons que ces deux expressions, visiblement invariantes,
admettent un facteur intégrant commun et cherchons le réseau



— 989 —

dont cette hypothése entraine I'isothermie relativement aux lignes
de courbure du dv = o. Par I'application des formules ci-dessus,
on trouve immédiatement

A=At B=o, C=\go;

d’ot résulte 'équation du réseau cherché

§=Bdut | Gdn _
Ri—*7» ~ R}—»

Pour m = o, on a les lignes minima de la représentation sphé-
rique; pour m =1, celles de la surface elle-méme; pour 2m =1
ses lignes asymptoliques. Ainsi les surfaces dont les lignes de
courbure ont leur représentation sphérique isotherme, les surfaces
isothermiques et les surfaces & lignes de courbure isothermes-
‘conjuguées rentrent dans la catégorie plus générale des surfaces
dont les lignes de courbure forment un réseau isotherme relative-
ment au réseau défini par 'équation § = o, ol m est une constante
arbitraire. On peut donc définir ces trois classes de surfaces par la
condition que les deux expressions (10) admettent un facteur inté-
grant commun, pour les trois valeurs correspondantes de m.

FIN DU TOME XXXV.

ERRATA.

Page 184, ligne 4, au lieu de a, lire a,.
Méme page, ligne 10, au lieu de o}, lire ;.
Page (88, ligne 3, au lieu de &9, o}, lire ¢\ o, o.
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