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en accueillant ceux qui les cultivent , telles
sont les qualités brillantes qu’on voit réunies
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posterité. C’est a Fintérét que vous ont tou-
jours inspiré les sciences exactes, que je dois ,
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Je suis, avec le plus profond respect ,

Sirg,
De Vorre MasestE,

Le pius humble et le plus
déyvoué serviteur ,

FRANCORUR.

Paris, le 17 avril 18e.




PREFACE.

J’n ‘ed pour bat, en composant ce Traité, que
tout lectear attentif et intelligent, sans aucunes con-
noissances en mathémstiques, fit renda capable de
lire avec frait les collections académiques. Pour ac-
compliy ce projet, j'ai d@t me pénéh'er de plusieurs
vérités essentielles. '

1°. Les démonstrations doivent &tre parfaitement
rigoureuses , afin de conserver aux sciences mathé-
matiques le caractére de certitude qui les distingue.

20. Les démonstrations ne doivent jamais renfer-
mer d’élémens qui leur soient étrangers; en sorle
que chaque théorie ne soit établie que sut’ lcs no-
lons qui en sont inséparables.

3o, Il faut donner & la séric des propositions,
et & l'examen de chacune d’elles l'ordre le plus na-
turel , celui que les inventeurs ont d& observer,
subordonné toutefois & ’ensemble qu'exige um traité
composé d'un si grand nombre de doctrines.

4e. Jui &) avalyser esprit des ouvrages des
plus célébres géométres, Newton, Leibuitz, Euler,
Lagrange, Laplace, les Bernoully, etc., afin de »’em-
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ployer que les méthodes dont ils ont pratiqué om
recommandé 'usage; et, au ‘en passant de la lecture
de ce Traité a celle des ‘iplus, savaps memonres, on
n’y trouve ni solutnou de continuité, ni un nou-
veau langage.

50, Toutes les théories doivent étre liées par une
méthode uviforme , en sorte qu’on. puisse nan-seu-
lement les comprendre toutes, mais encore se livrer
de soi-méme 3 d’antres recherches: analogues. Il ne
me semble pas suffisant que I'éléve seit convainca
des vérités qu'on lul présente, il faut v, il soit
aussi dans le secret des inventeurs, et, qu'en ad-
mirant leurs deoouverles, il reconnoisse lesput qui
les a dirigés.

HTEI . ’o. o

Pour atteindre le but que je me suis proposé,
j'ai-donc dd m’environner de conseils. Ceux de Poisson,
Biot, Ampére, m’ont été fort utiles. I'ai sur-toat mé-
d:le les écrits des Laplace, des 1 agrange. Ces hommes
extraordinaires , les rivaux des Newton, des Euler,
ont transporté a la France le sceptre des mathéma-
tiques , que I'Angleterre et 1'Allemagne ont tena
tour-3-tour; et, malgié I'élévation ot leurs pensées
admirables les entrainent, ils n’ont pas dédaizné
d’écrire sur les matidres qui paroissent le moins dignes
de leur attention. Mais l'iustruction d’une jeunesse
studieuse, le desir de conserver & la France 'em-
pire des sciences, que notre Gouvernement protecteur
affermit tous les jOI.El; enfin le dessein d'éclaiger.
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cptte partie des mathématiques, des vives lumidres
que léur gloire avoitrégandues sur toutes les autres,
sont. des mohfs qui leur ont ‘paru.-avoir assez de
force.: - ’

L’Ol.lvrageI ol ils ont le plus dévoilé le secret de
Finstraction, et que ‘les instituteurs ne peuvent se
passer de lire, est celui des Ecoles normales. Pour
justifier la méthede que j'ai suivie, jen citerai le
passage sulvant, tom. 1V, pag 50. C’est M. de
Laplace qui parle.

« La méthode des limites sert de base au calcul
infinitésimal. Pour faciliter 'intelligence de ce calcul ,
il est utile d’en faire remarquer les germes dans
les vérités élémentaires qu’il convient toujours de
démontrer soivant les méthades les plus géné-
rales. On donne ainsi a la fois aux éléves des con-
noissances et la méthode d’en acquérir de nonvelles.
En continuant de s’instruire, il ne font que suivre
la route qui leur a été tracée, et dans laquelle
ils ont contracté 'habitude de marcher, et la care
ritre des sciences leur devient beaucoup moins
pénible. Dailleurs, le systdme des counoissances
liées entre elles par une méthode uniforme, peut
mieux se conserver et s’étendre. Préférez donc,
dans l'enseignement, les méthodes générales ; atta-
chez-vous & les présenter de la maniére la plua
simple, et;vous verrez, en méme lems, qu'elles
sont toujours les plus faciles. »

aaaanqnh.aaaanﬂﬂa
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Je me suis enlicrement soumis .a ces sages con-
seils; aussi ai-je employé partout la méthode des
limites, que jai seulement présentée d’une maniére
nouvelle , et & laquelle j’ai rappelé la théorie des
incommensurables.

Oan remarquera que lalgébre succéde i larith-

. métique , et qu'elle est interrowpue par la géomé-
trie. Cest le résultat d’un systéme que suivent tous
les bous professeurs; et, quoique l'algébre ne soit
pas nécessaire pour I’étude des vérités géométriques ,
on peut sentir combien cette science en facilite I'in~
telligence.

Je me suis beancoup moins attaché aux formes
consacrées en géométrie, qu'a la méthode méme
qui en fait le caractére; en conséquence, je mn’ai
pas évité l'emploi des équations, lorsque cela m’a
paru nécessaire; mais je ne l'ai fait qu’avec sobriété,
en rejetant dans l'application de l'algebre a la géo-
métrie, tout ce qui exigeoit I'emploi .d’une analyse
moins simple, et en me laissant guider par les ré-
flexions suivantes.

11 est clair que les proportions dont on fait usage
en géométrie, ne sont autre chose que des équitions
qui s'élévent méme jusqu'au 2¢. et 3¢. degré; que
les addendo, invertendo, ..... qu'on leur fait subir,
reviennent & I'élimination d’'une inconpue entre deux
équations. Il en résulte dohc que les formes con-
sacrées & la géométrie ne proscrivent nullement Pasage
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des équations. Mais on remarquers que. cet usage
doit dtre trds-limité : lo earactire eisentiel & 1a géo-
métrie consiste en ce que 'dvidence la plus com»
pléte résulte de la clarté des élémens méme qu'on
emploie, et de la maniére de les combiner, qui ne
doit. jamais laisser perdre de vne l'cbjet principal. De
plus, la sirig des propositions n’offre pas une liaison’
sussi nécessaire; elles sout, pour ainsi dire, isolées
lez nnes des autres. Clest ainsi qu’on pourroit sa-
vair gue le volume de la sphére est le produit de
sa sarface par le tiers da rayon, sans savoir que
ceite surface est quadruple d'un gnnd cercle.

Je crois avoir rempll exactement toutes ces con-
ditions , sans me soumettre aux formes qua em-
ployécs Euclide, formes qui, probablement, résultoient
dc la maniére dont on étadioit alors les sciences, et
du peu d'étendue qu'on pouvoit leur donner. Jal
cru que cet usage d'énoucer les propositions .dvallt
de les démontrer, rendoit plus pénible le travail
de la mémoire, sans faciliter 'intelligence, et éloi-
gooit de Vesprit d'inventin. En effet, toutes ces
formea, empruntées par tous les auntres anteurs, ne
constituent pas méme un des attributs de la géo-
raetrie; et noos avons vu des démonstrations véri-
tablement analytiques qu’elles servoient & masquer ,
tandis que, d’'un autre cdté, elles font souvent dis-
paroltre la clarté, qui est indispeusable, lorsque les
élémens devnennent un peu composés.

Je ne prétends, au reste, critiquer les ouvrages
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de petsonne, mais je desire justifier ma maniére
de vair.'Je serai- trop heureux si on me pardonne
d’avoir dcrit sur des matiéres traitées avec tant de
succés par MM. Legendre et Lacroix, mes maitres
et mes régulateurs. Si j’ai cru pouvoir écrire aprés
eux, ce n'est point un fol orgueil qui m’a fait pré-
_sumer que mon travail seroit meilleur; j’ai senlement
pensé qu'il seroit différent, et ce motif doit me faire
trouver grice. En effet, dans 'exposition des vérités
élémentaires , il peut étre trés-utile ‘de consulter
plusieurs auteurs; on en retire le méme avantage
que si on entendoit discuter sur chaque objet plu-
sieurs professeurs. Les termes dont on se sert, I'ordre
quon observe , la maniére dont on présente les idées ,
tout donne a une méme chose une apparence dif-
férente, qui tend a faire éclater la lumiére si né-
cessaire dans les sciences. Ainsi, malgré lestime
méritée que le publica accordée a d'autres ouvrages
peut-étre ne désapprouvera-t-il pas les efforts que
j'ai tentés pour lui &tre utile,

Lorsqu’on fera attention 4 la multitude des objets
que doit comprendre ce Traité, et au peu d’espace
dans lequel il est renfermé , on sera tenté de croire
que j’y ai négligé beaucoup de parties, et que ‘ce
Cours est trés-incomplet. Quoique la lecture de I'Oa-
vrage doive faire revenir de cette opinidn , cepen-
daot jexposcrai ici mes molifs , afin de détruire
une prévention aussi défavorable.

L'expérience m’a pleinement convaincu que rien



Pairace. it}

Wwest plus contraire au but que doit atteindre celui
qui écrit sur les sciences , que d’entrer -sur chaque
point dans les détails les plus circonstanciés. L’an-~
teur, en disant tout .ce qu 'il pense, empécbe son
lecteur de penser lui-méme ; Péléve devient inca-
pable de se passer des secours de son maitre; il
prend l'habitade d’une pesanteur trés-nuisible A ses
progrés; enfin la prolixité des détails l’empéche de
suivre le fil des idées essentxelles et il sanslt mal
I’ensemble des propositions , ce qui est le point le plul
’mportant. Il me semble que c'est le professeur qnl
doit pmpomonner I'étendue des développemens i
la pature de lesprit de chacun de ses éléves.

D'aprés ces motifs, jai ‘donc supprimé beaucoup
de détails inutiles , des calculs que chacun peat exé-
cuter, enfin tout ce qui we m'a pas semblé néces-
saire : néanmoins je n’ai rien négligé de ce qui
pouvoit avoir de l'importance; jai sur-tout multi-
plié les exemples beaucoup plus qu'on n’a coutuine
de le faire dans ces sortes de traités, et je n'ai
jamais perdu de vue le conseil d’Horace, '

Brevis esse laboro, obscurus JSio.

Il m’elt été sans doute bien plus facile de mul-
tiplier les volumes, et ce n’est qu'aprés beancoup
d’es:ais et de peines, que j'ai obtenu le degré de
concision que je souhaitois. J'ajouterai que dans un
traité de cette nature, ce n’est pas un avantage a
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négliger, qoe de mettré Pétnde 2 la pottée du tolites
les fortunes. C'est pout cele que jui fuit Bewdcoup
serrer le texte, ofin de diminuer les volumied,

Cet Ouvrage comprend les doctrines de Mathéma-
tiques pures qui sont enseignées dans les Ecoles
Polytechnique et Normale , ainsi que celles qn'on
exige des éléves qui conconrent pour y étre admis.

s La plupart des matiéres renfermées dans le premier
olume , et quelques-unes de celles dn second, sont
nécessaires a ceux-ci. Jai indiqué par des étoiles (¥},
en marge, les articles qu'on ne demande pas aux

candidats de ces Ecoles.
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1. Notions prélimthzims;

1. LA nécessité de distinguer entre elles les grandeurs de
divers syst2mes d’objets semblables, de ne pas confondre,
par exemple, trois hommes, avec dix hommes, avec
cent hommes, a forcé de recourir 3 des dénominations
propres 4 caractériser chaque assémblage. On nomme
UniTE Pun des objets qui le composent ; le NoMBRE
ou la QUANTITE désigne combien il contient de ces
objes. De 1a dérivent les mots., -

Un deux trois quatre cing six sept huit ‘neuf dix
et les chiffres ou caractéres pour représenter ces nombres

1 a2 3 4 5' 6 7 8 g9 ..

1. : i
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2. Souvent on veut réunir plusieurs assemblages en
un seul, t'est-i-dire , les Adjouter: cette Addition s'in-
dique par le signe'4-, qu'on prononce Plus, et qu’on
appelle Positif. Le résultat de P'addition s’appelle
Somme. Ainsi 2 434 valent g, signifie que g est la
éomme des pombres 2, 3 et 4; ou bien, que si on
réduit en un seul trois systdmes composés I'un de a2,
Iautre de 3, le dernier de 4 objets semblables, il y
en aura g dans l'assemblage entier.

Le signe == est celui de I'égalité; a4 34-4—=9,
g'énonce 2 plus 3, plus 4, égale g : cette égalité ou
Eguation exprime 'opération ci-dessus. 2 4-3 +4- 4 est le
premier Membre, g est le second.

L'inégalité entre deux quantités, se désigne par e
signe > ou < ; on place la plus grande du cbté de
Pouverture : par exemple § < 7,9 > 3.

3. 1 arrive quelquefois que les nombres qu'on veut
ajouter sont égaux entre eux; tels que 2 4-2 +2 4-2=38.
Cette espice d'additon prend le nom de Multiplico-
tion ; on D'énonce ainsi : 2 répédtd 4 fois, ou 4 fois a,
ou enfin 2 Multiplié par 4. Cette opération s’écrit 2.4,
ou 2 X 4=28. Les nombres 2 et 4 se nomment les
Facteurs; a2 est le Multiplicande , 4 le Multiplicateur ;
le résultat 8 est le Produit.

4. Ces deux opérations ont leurs inverses. Ainsi dans
Paddition , connoissant deux nombres 5 et 4, on se
propose de trouver leur somme g : dans la Svustraction ,
ce résultat g est donné, ainsi que le nombre 5 et on
demande Pautre 4, Cest-d-dire, qu'il faut trouver le
nombre qui ajouté i 5 donne g ; cette opénuon revient
a remncher 5 de g, elle s’indique par le signe —, qu'on
prononce  Moins, et qu’on appelle Négatif. Ainsi on écrira
9 — 5= 4. Le résnltat 4 se nomme Reste ou Différence.
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5. Dans la multiplication on donne les deux facteurs
et on cherche leur produit ; on connoit 2 et 4, et on
demande 2:-x 4 ou 8. Mais si on connoissoit le pro-
duit 8, et 'un des facteurs 2, on pourroit se proposer
de trouver l'autre facteur 4. Cette opération qu'on
appelle Division , s'indique ainsi —mou 8:2,et s’énonce
8 Divisé par 2. Le nombre 8 est le Dividende, 2 est
le Diviseur , le résultat 4 estle Quotient.

On voit donc que les mots Produit et Dividends
désignent le méme nombre, et qu'ils ne différent qu’en
raison de l'opération qu’on veut faire. Il en est de
méme du diviseur et du quotient relativement au mul-
tiplicateur et au multiplicande.

Il s’agit maintenant d’enseigner 4 pratiquer ces quatre
operatlons sur toute’ quantité ; mais avant il faut savoir
exprimer par des caractéres tous les nombres possibles.

2. Systéme de la Numération.

6. Si on edt continué i donner au-dela de neuf, dix,
onze. . . . . . des noms 2 chaque nombre, et de leur
affecter un chiffre particulier , on seroit tombé dans
Pinconvénient d’avoir une multitude in‘ﬁnie de mots et
de caractéres. Clest ce qu'on évite par un procédé aussi
simple qu'ingénieux : on est convenu que fout chiffre
mis & la gauche d'un autre vaudroit dix fois plus gus
s'il occupoit la place de ce dernier. En outre , on a
imaginé un chiffre 0, qu'on nomme <zéro et qui n’a
aucune valeur particuliére.

D’aprés cela pour écrire le nombre g 4- 1, qu'on
appelle dix, on écrit 10, 10 4 1 ou onze est repré-
senté par 11; et ainsi de suite pour douze , treize,
quatorze , quinge , seize quon écrit 12, 13, 14, 15,
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16 ; dans tous ces cas le chiffre 1 vaut dix, parce qu'il
occupe le second rang.

De méme , vingt, vingt-un , vingt—desx .-. . sont
représentés par 20 , 21, 22 . . . parce que le chiffre 2 du
second rang, vaut 2 fois 10, nombre qu'on est con-
venu d’appeler »ingt. Cent , cent-un , cent-deux . . .
sont écrits ainsi 100., 108, 102, . . . etc.

Il est aisé de reconmoitre qu'a 'aide de cette con-
vention on pourra écrire tous les nombres possibles avec
dix caractéres seulement : car pour augmenter de un
tout nombre , tel que 537, il suffit de remplacer le
chiffte 7 qui est a droite , par celui qui lui succéde
dans la série 1, 2, 3, 4. .. 7,8, g:on a ainsi 538.

Si le chiffre 3 droite étoit un g, on le remplaceroit
par o, et l'augmentation de un devroit frapper sur le
chiffre 3 gauche du g. Ainsi pour 5394 1, onrem-
placera le 3 par 4, et le g par zéro , ce qui donne
540 = 839+ 1. De méme 12999 4 1 = 13000,
Sog 4+ 1= 510, 999 + 1 = 1000. . . .

7. Formons maintenant une langue pour énoncer tous
les nombres , sans multiplier les noms & Dinfini : pour
cela convenons d'énoncer tour — & - tour les c’uﬂ're: qui
composent un ngmbre de trois caractéres, en qualifiant
chacun d’eux d'une dénomination qui en indique le rang.

Et d’abord le chiffre du second rang, qu'on appelle
dixaines , prendra les noms suivans; 30 se nommera
dix ; 20, »ingt; 30, trente; 4o, quarante; 5o , cin-
guante ; 6o , soixante ; 70, septante ou soixante et dix ;
80, octante , ou yuatm-fvingl s 90 , nonante , ou quatre—
vingt-dix. Ainsi 45, 57, 72, 93, s'énoncent quarante—
cinq, cinquante-sept, soixante-douze ou septante-deunx,
quatre-vingt-treize ou nonante-trois.

On pourroit énoncer 11, 12, 13. .. par dix-un
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.dix-deux, dix-trois , . . . comme on dh, dix -sept,
dix-huit, . . . mais P'usage a imposé d’autres dénomi-
nations : onze, douze , treize. . . .

Le chiffre du troisiéme rang, ou des Centaines , se
distingue par le mot Cent. Ainsi 245 se lit deux cent
quarante-cing : 205 fait deux cent-cinq : 374, trois cent
soixante et quatorze. On sait donc dénommer un nombre
exprimé par trois chiffres. .

Mais si le nombre a plus de trois chiffres , on est
convenu de le partager en tranches de trois -chiffres &
partir de la droite, d'énoncer chaque tranche 4 part en
la distinguant par une dénomination propre. La 2¢. tranche
est celle des mille , la 3. celle des millions , la 4°. celle
des milliards ou billions, la 5¢. celle des trillons (*).

215465 11115 150165 8004; 10 200 7015
50 001 @003 17337 100 327.

s’énoncent vingt et un mille cing cent quarante-six,
ou 21 mille 5 cent 46 : onze cent onze : 15 niille seize:
8 mille-quatre: 10 millions 200 mille 7 cent un: 5o millions
mille , 17 milliards 337 millions 100 mille 227.

Il est trés—rare de rencontrer des nombres de plus
de 12 chiffres : alors on peut se contenter d’énoncer
chaque tranche a part, sans la dénommer en particu-
lier, puisque le nom ne serviroit nullement & donner
'idée d’'un nombre domt la grandeur exctde la limite
que notre esprit peut atteindre. On sait donc énoncer

(*) On auroit égalemeny pue composer les tranches de deux ou de
+ quatre chiffres ; mais dans un nombre donné , il y aurcit eu plus de
tranches dans un cas et moins dans Pautre : en examionant les limites
des nombres qui sont d'an usage plus ordinaire, il est aisé de voir
quon a pris un milieu couvenable entre ces deux partis.
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un nombré é&it en chiffres et réciproquement, dams
Parithmétique décimale (*).

(*) Le méme principe peut servir & écrire tous les nombres avec
plus ou moins de dix chiffres. Supposons , par exemple , qu'on ne
veunille employer que quatre caractires , alors un chiffre mis a la
gauche d’un autre doit valoir quatre fois plus que il occupoit la
Place de celui-ci; 10 vaut quawre, 12 cinq, 13 six, 13 sept, 20 huit,
a1 meuf, ete.

Lorsqu'on veut énoncer un nombre déja écrit , ol réciproquement ,
on rencontre ici plns de difficultés que dans le systime décimal ,
parce que le langage ne concorde plus avec cette nouvelle disposition.
Pour énoncer , par exemple, le nombre exprimé par 4123 dans
le systtme de numération a cinq chiffres, 0, 1,2, 3 et § (ce
qui suppose qu'un chiffre mis a la gauche d'un autre vaut 5 fois plas
que ¢'il en occupoit la place), il faudra multiplier le 2 par 5, le
1 par 5* ou 25, le 4 enfin par 5' ou 125, et on awra.......
§% 13541 X 25+4+2 X 543 ou 538 pour Ia valeur du nombre
proposé , écrit dans le systtme décimal.

Réciproquement cherchoos les chiffres qui expriment le nombre 434,
dans le systéme & 5 caractéres. Pour cela, remarquons que le calcul
ci-dessus pcut se faire en ordre inverse , en multipliant le § de 4123
par 5, et ajoutant le 1 a droite, ce qui donne 21; multipliant de
nouveau 21 par 5, et ajoutant 2 ; enfin , multipliant le résultat 107
par 5 et ajoutant 3; on trouve encore 538 : on voit qu'en effet
le 4 a été multiplié trois fois de suite par 5, le 1 deux fois , le 2
une fois.

D'apris cela , divisons le nombre proposé 434 par 5, le reste 4
sera le 1°r. chiffre & droite, et le quotient 86 scra Ia valeur des
autres chiffres , lorsqu'on supprime ce 4 ; divisant de nouveau 86
par 5, le reste 1 sera le ae. chiffre; divisant encore le quotient 17

par 5, on a pour 3¢. chiffre le reste 2, et pour 4¢. le quotient 3,

qui étant moindre: que 5, termine Popération. L’expression cherchée
est donc 3a14.

On verra de méme que 566 écrit avec 4 caractires donne 20312 ;.

que dans les systémes & 6, g et 12 chiffres, le nombre 5035 est
exprimé par 35151, 6814, 2aby , q ¢t & désignant dix et onze dans
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3. De I Addigion. B

8. Etant donnés plusieurs mombres, dont chacun est
cxprime par un seul chiffre , nous supposerons gne ['usage
a appris 4 en trouver la somme , parce qu’ll n'y a besoin
d’aucune rigle i ce sujet.

Prenons maintenant les nombres . . . . . . .
3731 4349+ 12487 4+ 54 U est clair que si Pon fait
séparément la somme des unités’, dixaines , centaines , ...
ces résultats réunis auront encare mémeé sohmé. On
trouvera ainsi 15 miljes—4~14 centainesg-20 dixaines=f-a1 o
ou 15000 + 1400 4~ 200 -} a1 : opérant -de wouvesn
sur ces derniers nombres, il vient 1 dixaine de willes
=} 6 milles - 6 centaines 4- zd:nncs-l-x , ou 166ax
qui est la somme cherchée. :

Ce calcul se fait plus commodément en - o
plagant , comme on le voit ci~centre’, les. 33 i

SN

nombres I'nn au-dessus de lautre, en sorte ‘12489
que les chiffres de méme ordre se correspan~ 54
dent verticalement ; on écrit au bas.de chague 1333‘ ¥

colonne , la somme qu'elle donpe, lorsque,
cette somme n’excide pas g; auirement, on ne Poss
que les tinités et on réserve les dixaines ponr les ajonser
3 la colenne suivante ; cest pour cela qu'en commencs
cette opérauon par la colonne des unités.

bmw.wmm,anmm
des avantages marqués sur les autres, parce que douze a plus dp
divisewrs que dix ; mais il seroit trop difficile de Iétablir mainte
ment, parce qu'il fandroit ebngubdbmmnmlum

besux teeges qui en désivent.
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Voici plusieurs eyxemples d’addition :

83 56 _ 10 - 5984 30",

éi 3 hgg 3%3636 T4a 832
9 763 : % 7 g7B 539 -
R : 20 912 972
24 619 181 164 11 |67 080

FE : 4.Dela8u:tmdm|

\q llesf vae que si T'on connoissoit e nombre qui
Ajeuté a 243 donee 695, .il. faudroj} que. ses unités’ 4 B
donmassent. 5 ;, sea .dixaines < 4§ = g s des centaines
- a.= 6, On -bcrira donc les noinbres doamés, - - 1>
sompe. pour: I'yddiion,.le plus petin:en dessous, 695 -
puis on retranchera chaque chifire inférienr de .
son gupérieus, Ou. dird, done S*&nqz,y-o.‘:ﬁ, ._4_54_
6—2=4, et on-aure 432 pour vesto. . ¥

Maxs il peut arriver ‘que le- clnh'reﬂ supéneur soR
moirdre_que- Tinférieat | - comme’  daivd ‘Pexemple sui-
vant-, ' bd on'wé’ peut dter'8 de ‘9. 'l est chair qu a'o!‘s
le nombre cherehé qu'on doit ajoutcr 18, ‘né pomant
Yotinér 7, 'a «dft dvoir 17’ pour’ sothine ,' et"
Yhdowa reteriu la dixaine pour la ]omdre s 3 14
alonne yvivente ; il suit de 13 gu'on’ it . 19 8
dire, non pas 7-—3 - yrais 17-- 8=g, et "e," 8‘9"’
_écrire g au rang des unités ; puis f=3=1,. -
ot nov plus 4—2 , puisqu’on a retenu une dixaine our
Pajouter 3 ki colotine siilvante composee de . :z et du chiffce
'i'nconym 4 est donc h somme de ce. c,bxf&e et.de 3+4

?.'“)n%"‘ . T
En genéral lorsque Ie chiffre .n'q'ub'lwr ‘serg le’rM

Joidle on l'augmentera de dix , puis on retiendra un pour
le joindre au chiffre inférieur qui est & gaucke. On
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continuera le caleul ci-dessus de cette manidre : 1 o— 3 ne

se peut, 11wm3=8; 6—10hnesepeat, 16—10=6;

enfin 3 —2=1. ° : .
Pareillement dans V'exemple ci-contre, on

dira g—3=6; 2—7 ne se peut, 12—7==5; $000439

4—6 ne se peut, 14—6==8; 0o=g nese peut, ’_‘.5_72?...

10—9=1; 0—8 ne se peut, 10—8=2a; 0—b6 4a1 856

ne se peut, 10~8=-4; enfin 3—3=:0 qu'il

est inutile d’éfrire.

~ Voici quelques autres exemples de soustraction :

3000 6oco  6ooo 150 oot 375 831
1agb  4ope. Sgg9 . 76385 186 943
1704 2000 1 73 616 188 888

ro. Lorsqu’om veut retrancher un pombre d’un auire
Yoriu de Vunité , suivie d'autant de zéros quily a de
chiffr¢s dans le premier, il suffit de retrancher les unités
de 10 et les autres chiffres de g : C’est ce qu'on appelle
le Complément arithmétique de ce nompre. Clest, ainsi

galcul est jsi:fa_'cil:e qud peine mérite~tril d'dre comppé
pour une -opésation. *On s’en sort. plour ramenes toute
soustraction ‘3 une gddition :.vpici ¢copment,

Soit demandé ‘3487 — 25¢; il est clair qu’on. peyt
ajouter el soustraire 1000 , Ce. qui denme . . .....3 .
3487 + 1000 = 259 ~~-1000 ; of. le complément: de 2hg
£5t 741 =<. 1000~ 359 ; ainsi op a pour lp différence
gherchée 3487 ~f 744 —. 1000 ; 0w 4228 ~— 1000 = 3ua28.
On_voit par 13 _qu'aw licu da xetrancher un mnombre ,
$R peut en ajouter lo complément ,- pourva qu'on re-
teanche ensgite une _unité. de .Ferdre immédiatement
sapérieur, § celyh du nombre. s soustraire. L’opération
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#indique alors comme on Ie voit ci-countre,’
en désignant par § que le chiffre 1 doit 2tre
soustrait ; en sorte que le nombre ains; berit
ejouté & la quentité 4 Soustraire,. donne z4ro
pour somme ; 3741 +259=o.

Ce calcul est sur-tom atile lorsqu'on a plu-
sienrs additions etsoustractions successives, Soit,
par exemple, 3273, +5729—37 —4834; on
emploie les complémens de 371 et 4834,'qui
Sont 1629 et 15166, et on a pour résultat 33255,

5 De la }uumpliuagn. |

e

11. En ajoutamt 7 cing fois, et 5 sept fois, ontrouve le

méme produit 35 ; dont 7x 55y 7
on prouve qu'il en est de héme de
tous les nombres, ¢’est-3-dire sy qu'on
peut intervertir lordre gps Jacteurs
sans changer le produit. Formons en

. effet le tableau A de 5 lignes, dont
chacune contient 7 points; le nombre
de points est 7 X 5; mais si on ren-
‘verse ce tableau comme on le voit'en
B, le nombre des points sera Je
méme et exprimé Par 5 x 7; dox
5% p= 7% 5. '

* e o 4 o
® .0 9 o

* o
* o
. .
c .
aw
s .
L

“ee b,

0'.0-!0.

e o o o

S N

B

* On- désigne par v x 5 x 4 qu’aprés avoir multipli¢, 7
par 3, it faut multiplier de nouveaq le produit 35 par 2; mags
le produit 7 x 5 p'est autre chose que T¥7474 7473
pour. le multiplier par o, il suffir de répéter 2 fois chaque

partie, o4 v+ 14+ 144 144-14. Donc,.

.

7X3xa=yx 25, Puisqu'on peut changer les deux
derniets factenrs de place, et qu'il en est de méme des
deux premiers , il sera facile d’en conclure que l'ordre de
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la multiplication de trois facteurs peut &tre interverti &
volonté. 1l en seroit de méme pour un plus grand nombre
de facteurs.

Prouvons, par exemple, que 7% 5x ax 4=4x5x2x17;
comme on peut intervertir 'ordre des trois premiers fac-
teurs, il suffit de faire voir que 5x 2x 7% 4=5x 2% 4x g,
o0u 10X 7X 4 == 10X 4X 73 or cela’ re'suhe de ce qu’on
a démontré.

12. Lorsqu’il arrive qu’un hom'bre est: plusieurs fois
facteur, comme 3x 3 x 3 x 3, on dit que 3 est élevé
8 la /*. puissance, et on indique le produit par 3¢:
ce chiffre 4 est appelé Exposant; il indique le nombre de

Sois qu'une quantité est facteur. Deméme. . . . . .
2%=2x 2x 2 = 8. La puissance 2 se nomme aussi
le Carré, et la puissance 3 le Cube : on en verra la raison
plus tard (25z, 306.) Clest ainsi que 49 est le carré
de 7 ou 7 x 7 == 7, et que 216 est le cube de 6 on
6x6x 6=6°

Réciproquement le nombre qui porte un exposant -se
nomme une Racine; de sorte que 7 est la racine ‘carrée
de 49, cubique de 343, 4°. de afo1, parce que. ..

7=49,7 _343, 7‘—3401 ces racines s’indiquent par
le signe/; 7—-\/343 = \/3401 Lorsqu’on ne désigne pas
le degré de la racine, on suppose qu’il s'agit de la racine
carrée. On dit donc que 7 est la racing de 49, et on
écrit 7 = y/4g.

13. Puisque pour multiplier un nombre, -il suffit de
Pajouter 3 lui-méme un nombre convenable de fois (3) , il
sera facile d’avoir le produit lorsque les facteurs n’auront
qu'un seul chiffre. Le tableau suivant se forme en 3jqutant
9 fois successives le nombre 1 3 lui-méme pour la pre-
miére ligne horisontale , le nombre 2 pdur la seconde, ot
ainsi de suite,
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Table de Pythagore.

* Veut-on trouver le produit % x '5? Ont chetche 7 dans
la premitre ligne horisontale , et on descend dans la
"colonne verticale torrespondanté ' jnsqh’i ce qu’on ren-
contre le nombre 35, qui se trouve dans la ligne qui
commence par 5; on a 7 x 5=33.

" 1l importe -de se rendre trés-familiers les produits drs
mombres simples, afin de n'éwre.pas obligé de recourir
‘chaque fois 2 la table de Pythagore.

14. 1l seroit trés-long , pour les nombres un peu grands,

_ dexécuter la multiplication en djoutant le multipli-
cande autant de fois qu'il y a d’anitéds dans le multipli-
cateur, ainsi qu'il résulte de la définition (3). Nous allons
exposer les moyens plus commodes qui servent a obtenir
le produit. Il se présente deux ‘as.

1er. Cas. Pour multiplier 2959 par 84 imaginons, pour
un moment, qu'on ajoute en effet 8 fois 2957; la
colonne des unités sera formée du chiffre 7 répété 8 fois;
la somme sera donc 7 % 8 ou 56 : on posera G, et on
retiendra 5 pour joindre i la colonne des dixaines. Cette
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colonne est composée du chiffre 5 écrit 8 fois ; on dira
donc 5 x 8 = 4o, ajoutant la retenue 5, on a 45; on:
posera 5 et on retiendra 4, etc.... On voit donc
que cette opération revient 3 multiplier chaque 2955
chiffre du multiplicande par le multipkcateur, en

" commengant par les unités , écrire sous chaque 23656
chiffre les unités du produit qu'il a donné , et

retenir les dixaines pour les joindre au emdwt suivant,

Ce procédé n'est 3 proprement parler que I'addition
méme, excepte qu'on se dispense d’écrire plusieurs fois
le nombre ajouter?

15. 2% Cas. Pour multiplier 2327 par 532, il est clair
qu'on peut répéter 2327, 2 fois, 3o fois et 500 fois,
puis ajouter le tout. On multipliera dabord 2329 par a,
comme on vient de le dire, et on anra 4654. Ensuite
pour 2327 x 30, rgmarquons que si on ajoutoit en effet
30 fois le nombre 2327, ou ce qui revient au méme
2327 fois le nombre 30, la colonnebdes unités donneroit
zéro, et celle des dixaines 2327 x 3 ou 6g81 ; ainsi on

voit qu’il faudra chercher le produit 6g8:

du multiplicande 2327 par 3, et écrire ce 2327
. . . 532

produit sous 4654, mais en reculant d’un -—-—m

rang vers la gauche. Le méme raisonne- 8:

ment prouve que pour multiplier 2327 11635
par 500, il faut écrire le produit 2327% 5 1 237 gb4
ou 11635 en reculant de deux rang§ vers
la gauche,

On voit donc qu’il faut multiplicr. UVun des facteurs
par chacun des chiffres de Vautre; écrire les produits de
maniére que les unités de chacun d'eux soient placées au-
dessous du chiffre du multiplicateur qui a donné le pro-
duit : on ajoute enmsuite le tout.
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Il convient d’dre trés—exercé a la pratique de cette
rgle; nous en mettrons ici trois.exemples.

885 633 . '5'36% 5 554 444

Z] 79 765

6 206 431 429 496 2 220
e Y« b 333 166 64

620 643 1 W 3888[108

-—-—-———0688 913 84 388811 036
: 443 050 225 6bo

~ 16. Lorsque I'un, au moins, dls facteurs est ter—
miné par des zéros, il snit de la méthode méme que
nous venons d’exposer, qu’on peut supprimer ces zéros,
pourvu qu'on en ajoute un nombre égal 3 la suite du
produit. Par exemple 406 x 27 = 10962 ; donc. . . . .
4060 x 2700 donne le méme produn. suivi de 3 zéros
ou 10 g62 000. De méme pour obtenir 1000 X 100 000,
on place 8 zéros apr:‘as 1, €L on a 100 000 000.

6. De la Division.

17. Puisque le produit est formé du multiplicande
ajouté autant de fois qu'il y a d'unités dans le multi-
plicateur; on voit que ce produit contient I'un des fac—
teurs, autant de fois qu'il est marqué par P'autre. Ainsi,
le. quotient indique le nombre de fois que le diviseur est
contenu dans le dividende. On pourroit donc trouver le
quotient en faisant la soustraction réitérée du diviseur,
autant de fois qu’il seroit possible de I'dter du divi-
dende.

Clest de cette propriété que dérivent les dénominations de
dividende, diviseur et quotient, puisque pour faire plusieurs
parts égales d’une quantité , il faut la diviser par le nombre
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des parts, et que le quotient exprime la grandeur de
chacune.

On voit aussi que le produit 35 de 7 par 5 est 7 fois
plus grand que 5, et que le quotieat 5 de 35 divisé
par 7 est 7 fois plus petit que 5.

18. De 38 =7 x 5, on conclut que 35 divisé par
dome 5 pour quotient : mais si I'on veut diviser 38 par 7,
on sera obligé de décomposer le dividende 38 en deux
parties dont I'ype soit7 % 5, 2insi 38 =197 x 54 3; 3 se
nomme le Reste de la division, qui ne peut se faire exac-
tement (en nombre entier. )

En généril, lorsqu'en multipliant par 1, 2, 3......un
nombre, on trouve parmi les produits successifs une quan-
tité donnée, on dit qu'elle est Multiple de ce nombre,
ou Divisible par ce nombre : 35 est multiple de 7, ou di-
visible par 7. Les multiples de 2 sont des nombres Pairs;
on nomme Impairs ceux qui ne sont pas divisibles par 2.
On dit qu’un nombre est, Premier, quand il n’est divisible -
que par lui-méme et l'unité.

En prenant pour dividenge et pour diviseur deux nombres
quelconques, on doit donc dire que le guotient multiplié
par le diviseur, donne un produit qui gjouté au reste, a
pour somme le dividende. Le reste est moindre que le divi—
seur, puisque saus cela, Pune des parties du dividende
décomposé, n'auroit pas été le plus grand multiple da

19. La table de Pythagore donne le quotient, quand il
n’est exprimé que par un seul chiffre, ainsi que le diviseur.
Veut-on diviser, par exemple, 35 par 7?7 On descendra
dans la colonne verticale du mombre 7, jusqu’d 35 qui
est sur la ligne horisontale qui commence par 5; donc 5
est Jo quotient cherché, ou 4 == 5. Pour diviser 65
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par g, comme on ne trouve pas 65 dans la ¢°. calonue,
mais seulement 63, on a donc 65 =7 x g+ 2; 7 et
le quotient et 2 le reste. 1l faut se rendre ces divisiens
simples trées—familiéres., afin de les effectuer de mémoife
et sans recourir i la table de Pythagore.

20. Pour exécuter les autres divisions , nous distin—-
guerons deux cas, suivant que le diviseur a un seul chiffre
ou plusieurs.

1¢7. Cas. Divisons 40761 par 7: il sagit de trouver un
nombre qui multiplié par 7 reproduise 40761 si ce quotient
étoit connu, on le vérifieroit en multipliant ses unités
par 7, ce qui devroit donner le produit 1, en retenant les
dixaines. Le produit des dixaines‘du quotient par 7, joint  la
retenue , devroit de mé&me donner 6; les centaines, 7; les
milles enfin 4o. Le quotient n’a point de dixaines de
mille, puisque 10000 X7 donne 70000 > 40761. 1l smt
de ld que 4o contient Ie) produit de 7 par le
chiffre des milles du quotient et en outre 40761 { 7
la retenue faite sur les centaines. Le plus _33--+ | 5823
grand multiple de 7 contenu dans 4o est 5&"

35 0u 7x 5; et puisque 4o ess compris .
entre les produits de 7 par 5 et par 6, le : 4
quotient l’est lui— méme entre 5000 et —

, a1
6000 , car ces nombres multipliés par 7 as
donnent des produits I'un <, lautre o

> 4oooo, ou 'un L et Pantre >

que le dividende. Le plus grand multiple de 7 contenu
daus 4o, donne donc 5 pour le chiffre des milles du
quotient ;+de plus, en retranchant 35 de 4o, leresge 5
est la retepue faite dans la multiplication des centaines
du ‘quotient par 7. Si donc on joint les autres chifires
761 du dividende , 5761 sera le produit de 7 par les
parties inconnwes du quotieat. . . 8
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Puisqu'il s’agit de diviser 5761 par 7, question sem-
blable 4 la proposée, on fera le méme raisonnement.
On divisera donc 57 par 7, et le quotient 8 sera le
chiffre des centaines : 7 x 8 = 56 'qui 8té de 57 donne
le reste 1; ainsi 161 est le produit de 7 par les unités
et dixaines du quotient. 16 divisé par 7 donne 2 pour les
dixaines du quotient; 2 x 7 =14, 8té de 16, il reste 2:
enfin 5 = 3, chiffre des unités. Le quotient chcrchc
est donc 5823.

On remarquera dans le type de calcul que nous avons
donné, qu'an lieu d’écrire auprés de chaque reste les
autees chiffres da dividende, on s’est contenté d’abaisser
le premier de ceux~ci, pour former le dividende partiel.

On sent assez que dans ce cas trés-sxmple ou le divi-
scur n'a qu un chiffre, non-seulement on peut soustraire
chaque produit partiel sans P'écrire, mais qu’on peut
aussi se dispenser d’écrire chaque reste. La division d'un
mombre par 7, 5, 2 se réduit 3 en prendre le 7., le 5°.
la moitié...... ainsi que nous le ferons remarquer bien-
t8t (30). Voici d’autres exemples de division.

"538 = 6269 ; ﬁ 1753 5 27_;‘1=.394x.‘

a¢] Cas. Proposons-nous maintenant de diviser 191 478
par 329 : le raisonnement sera absolument le méme que
précédemment. Puisque le g@otient multiplié par 329 doit
donner 191 478 pour produit, il faut qu’.:n mulupliant 329
par les unités de ce quotient, et retenant les dixaines , on”
trouve 8 unités : que de méme les dixaines, centaines de
ce quotient inconnu, multipliées par 329, donnent 7 et
1g914. Il 0’y a pas de mille au quotient, puisque s'il
€toit seulement 1000, en le muktipliant par 329, on auroit
329000 pour dividende.

1. S 1
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Ainsi 1914 contient le produit du diviseur 329 par {e
chiffre des centaines du quotient; il contient en outre la
retenue provenant des autres produits. Supposons, pour un
moment, qu’on sache trouver le plus grand multiple de
329 contenu dans 1914, et qu’il soit § x 329; 5 sera
le chiffre des centaines, puisque 1914 étant compris entre
5 et 6 fois 339, le dividende total 1g1 478 P'est entre Soo
et 600 fois 329, et le quotient entre 500 et Goo. Multi-
plions donc 329 par 5, et retranchons
le produit 1645 de 19143 le reste 269 x%x 478 {3_’2_
est la retenue faite sur les autres pro- ! ?5‘ . | 582
duits du quotient par le diviseur, de 20 97-

) . . 26 32. « !
sorte qu’en joignant les chifires 78 qui -

. L 658
restent au dividende , 26 978 divisé par 658

3ag, doit donner au quotient les unités Ny

et dixaines inconnues.

On verra par conséquent que si on divise 2697 par
329, le chiffre 8 que donnera cette opération sera celui
des dixaines : et comme 329 x 8 = 2632, qui, retranché
de 2697, donne le reste 65, on voit que §f doit donner
les unités 2 du quotient cherché, qui est donc 582.

Concluons de 1A que, pour faire une division, il faut
séparer vers la gauche du dividende les chiffres nécessaires
pour contenir le diviseur; le plus grand multiple du diviseur
contenu dans cette partie , donne le premier chiffre &
gauche du quotient; on mulgplie enstite l¢ diviseur par
ce chiffre ,et on retranche du dividende partiel:on descend
enfin & c8té da reste le chiffre suivant du dividende pro-
posé, et on recommence la méme opération jusqu'a ce qu'on
soit parvenu & dpuiser tous les chiffres de gplui-ci.

Si I'un des dividendes partiels ne contenoit pas le divi-
seur, on ne devroit pas oublier de mettre zéro au quo=
tient, comme pour 474l = 4o7.
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11 est plus, court de faire 2 la fois la multipli,catioh. et
la soustration : par exemple, lorsqu'il s'est agi de-multi~
plier 32g par 5, et d’8ter le produit de 1944, on a pu
dire : 5 x g =45 qu'il faudroit soustraire de 4 ;. mais
comme cela ne se peut, on joint 3 4 un nombre con-
venable de dixaines, et on a 54--45=g, quon poso
sous le 4 ; et comme on a ainsi aug~
menté 1914 de 50, il faut, pour ’9’4 78 329
compenser, faife éprouver une aug— g8 582
mentation égale au nombre 4 sous—
traire ; on retient donc 5 qu’on joint
au produit suivant 2x 5 ou 10 : il faut de méme Ster
15 de 1, ou platét de 21, il reste 6; enfin 5 x 3-|-zv-x7,‘
19—17=2, et le reste est 1.69

On retranche de méme de 2697 le produit 329 x 8 en
disant 8 x g = 72, 8té de 77, il reste 5, et on retient 7 ;
8 x 2 =16, plus 7 de retenue fait 23; 8t€ de 29, il
reste 6, et on retient 2: enfin 8 x 3 -2 =26, 8té de 26,
on a zéro; ainsi le reste est 65 : etc.

21. Il s’agit maintenant d’apprendre 3 trouver le quo-
tient de la division de 1914 par 3aq. Su'pposons que
ce quotient soit connu, il faudra le multiplier par 329,
c'est-3~dire, par g unités, 2 dixaines et 3 centaines : ce
produit ajouté au reste doit donner 1914. I} est aisé,
d’aprés cela, de voir que 19 est formé, 1°. du produit
de 3 par le quotient cherché; 2°. des dixaines retenues’
sur le produit de 29, et de celles qui résultent de ce que,
* 1914 n’est pas un produit exact. Comme on ne peut dten
de 19 ces dixaines excédantes et inconnues, an divise 19
par 3, ce qui donne 6: et comme I'emploi d’un dividende
trop grand, peut entrainer un quotient faux par excés,
pour le vérifier , on cherchera 329 x 6 = 1974 ; ce
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produit surpassant 1914, on voit que 6 est trop grand.
On essaiera donc 5, qui convient au cas présent.

On prendra done le premier chiffre & gauche du diviseur,
et on supprimerales autres, puis on négligera de méme vers
la droite du dividende un nombre égal de chiffres : la division
de ces deux parties donnera un quotient, gqui pourra étre
trop grand; mais qu'on vérifiera ensuite (*).

On doit remarquer que 1°. la division est la seule des
quatre régles qui commence par la gauche.

L2

(") Le chiffre du quotient est faux sur-tout loreque le second
chiffre du diviscur est >5, parce que le produit fait vefluer sur
celui du premier chiffre un plus grand nombre d'unités. Ainsi soit
4345 . en disant ‘tz=7 on obtient un chiffre trop grand : on peut
dans ce cas remplacer le diviseur 287 par 300, et dire 4t =4; mais
Petreur est en sens contraire, et le chiffre est ici trop foible,
quoique plus pris du wrai quotient qui est 5.

Quaut & la vérification , on peut la faire en opérant de gauche
& droite ; car si la soustraction d’un produit n’est pas possible, a
plus forte raison ne le sera-t-elle pas lorsque les retenues auront
aceru le nombre & soustraire. Ainsi pour éprouver le quotient 6 dans
Ia division de 1914 par 329, on dira 6 X 3 =18, 8ié de 19, il reste
1, qui joint au 1 suivant donne 11; 2 X 6 =12 qu'on ne peut Oter
de. 11; donc 6 est trop fort et on doit essayer §.

Dens sucun cas , la retenue me peut égaler le multiplicatenr ,
puisque ¢il est 5, il faudroit que e chiffre maltiplié fie =10
ponr qu'op efit 54 retenir. Si donc on fait & la fois la multiplication
et l» soustraction , la retenue sera au plus égale an muhiplicateur
et si en faisant 'épreuve comme il vient d’étre dit, on trouve um
veste égal an chiffre qu'on emie, om doit en conclure qu'il n'est
point trop fort. Soit, par exemple, 4'3:l, le 8 résultat de 2% est
trop fort; pour éprouver 7, on dira 3 X 9 =21, 0té de 25 il reste
§ etonafo; 9X%5=35de foil reste 5; enfin 9 X 7= 4g O0té
de 56 il reste 7, donc le 7 est bon. En général, Péprenve doit aure
pousée jusqu’d ce qu'on ne puitse soustrsire , ou jusqui Oe gu'em
trouve un reste au moins égal au chiffre éprouvé.
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2’ daque reste est plus petit que le diviseur ; chaque
dividende partiel se compose du prodait du diviseur par
le chiffre correspondant du quotient, et du reste ou de
la retenue faite sar les autres produits : donc cette retenue
. est toujours moindre que le diviseur, et dans la division
partielle, il ne peut en résulter pour le quotient un chiffre
trop fort.

3°. Chaque chiffre qu’on descend prés du reste donne
un chiffre au quotient, il est donc bien facile de juger
8 priori du nombre de ceux qui le composent.

4°. Chaque quotient partie] ne-peot excéder g, qui ess
le plus grand des nombres d’un seul chiffre.

5° N conviendra de marquer par un point chaque
chiffre descendu pour éviter les erréurs.

6°. Il est clair que si on double, triple,.... le multipli-
cande, le produit sera doublé, triplé, .... l¢ maultiplica-
teur ne variant pas : donc on peut multiplier le dividends
et le diviseur par un méme nombre sans changer le quo—
tient; on peut aussi diviser l'un et V'qutre par um méme
mombre : 3} a le m&me quotient 4, que 1§, que ‘2. Si
le dividende et le diviseur ont des zéros i leur drolu,
on pent donc en suprimer & chacun un égal nombre,

Voici quelquu exemples de division.

7:3:3 146 {___ | ‘W78.1 .67 {_M

lal

338 74 7 ata
ﬁ Reste..... 219 3

Reste.....3 g86

833 £ zos 9 § 8 247 685 671
iR eg (s
Beste. .. 743480566 [ »
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00 200 031 § 6836 25 677.875
716 5ar1- 03 {_7'2 zSgZ 87 { 2568

. 284 451 L 1% 254 67 9999
. Reste, ... 112 735 23 555

Reste..... 443
7. Preuves des quatre Régles.

23. Quoique le calcul de ' Addition soit fort simple,
il est assez ordinaire d’y commettre .des erreurs : Cest
pourquoi , il faut vérifier la somme pir une Preuve.
On pourra refaire le calcul en optrant de bas en haut:
on pourra anssi le faire de.gauche a droite; ainsi,
dans l'exemple ci-comtre ,-on commencera par ;758
la colonne des mille qui donne 6; et comme 2

" on trouve 7 a la somme, 7 —6=1, indique 1029 -
qu’ll y a eu 1 de retenu dans la colonne des cen- 7355
taines, qui y par conséquent, a donné 13. Mais 1330
cette colonne ne donne que 11;.13—11 ou 2

‘est donc la retenue des dixaines, etc. : & la colonne des
:unite's, on doit trouver zéro pour différence.
 La P;‘CUVC de la Soustraction se fait en ajoutant le
Teste au nombre 2 soustraire ; on doit retrouver le plus
grand des deux nombres donnes

"23. On pourroit vérifier le produit d’'une multiplica—
tion, en le dujlsant par l'un des facteurs ; le quotient
seroit P'autre : mais la preuve seroit plus sujéte 2 erreur
que la régle, ce qu’il faut éviter. On pourra échanger
entre eux le multiplicande et le multiplicateur (11). On
peut aussi diviser Pun des facteurs par un de ses divi-
seurs exacts, multiplie;' Pautre par le méme nombre et
refaire 'opération. Dans ces deux cas on doit retrouver le
méme produit (*).

(*) Voici encore une autre preuve remarquable par sa simplicité.
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On fait la preuve de la division en multipliant le
quotient par le diviseur, puis ajoutant le reste : on doit
retrouver le dividende (18).

8. Qbelques propriétés des Nembres.

24. 1°. Décomposons un nombre quelconque en deux
parties , dont 'une soit les unités : par exemple . . .

474 =470 4 4 ou 47 X 10— 4 ; la premiére sera tou—

Supposons qu'on cherche le produit de 293 par 1572 ; décomposons
293 en deux parties dont I'une soit le reste de la division de
ag3 par g; il vient 2g3 =g X 3245 or, si on maltiplie par 1572,
Ia premiire partic 9 X 32 donners un multiple de g; de sorte que
le produit 293 X 1572 divisé par g, doit avoir le méme reste que
5 % 3572 ; mais en décomposant i son tour 1572 de la méme manilre ,
3572 =9 % 194+ 6, et multipliant par 5, le reste de la division
sera le méme que celui de 59¢6 qui est 3 ; on voit donc que le reste
qu'on obtient au produit est le produit des restes des facteurs.
- On divisera donc les facteurs et le produit par ¢, et on vérifiers
si cette condition est satisfaite ; la méme chose auroit lieu pour tout
autre diviseur que g ; mais la propriété (#oy.24,25) desnombresg
et 11t les fait préférer & tout autre, comme éant d’un usage plm
facile. :

Ou a trouvé , per exemple, que 53687 X 9o8 = 48 747 796 : pour
vérifier ce calcul,, on ajouté tous les chiffres des facteurs et du,pro-
duit, ayant soin de supprimer g chaque fois que la somme excide
ce nombre; les restes ainsi obtenus sont 2, 8 et 7; or, ax8=16,
et 7 est le reste de ' (puisque 64 1 =7 ): donc Popération n'est
pas fautive.

De mime, en divisant 700 200 031 par 683679 on & 1024 pour
quotient, et 112 735 pour reste : en divisant ces quatre mombres
par g, on obtient les restes, 4 pour le dividende, 3 pour le di-
viseur , 7 pour le quotient et 1 pour le reste. Si la divimon se faisoit
exactement , lo reste du dividende seroit 3 fois 7 = ar, ou plutdt 3;
ajoutant 1, qui provient du reste, on trouve § pour lexois du
dividende sur les multiples de g, aiusi que cela se verifie.
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jours divisible par 2 ; il faut donc que la seconde le soit
aussi pour que le nombre soit un multiple de 1. Ainsi
tout nombre terminé par o, 2, 4, 6 ou 8, jouit seul
de la propriété d'étre pair (*).

2°. En décomposant le nombre en deux parties dont Pune
soit formée des 2, 3,. . . derniers chiffres, on' voit
de méme que pour gqu'un nombre soit multiple de 4, il
JSaut que la quantité exprimée par ses deux: derniers chiffres
8 droite soit divisible par 4. Les trois derniers forment un
multiple de 8 , lorsque le nombre est divisible par 8, etc.

3°. Tout nombre terminé par o ou 5 est seul divisible par 5.'
Cela se démontre de méme.

4*. Eu divisant 10 par g le reste est 1 ; il est donc aussi 1
pour 100, 1000 . . .; donc pour 20, 200, 2000, - . .
le reste doit étre double, ou = 2 ; pour 30, 300,. . .
il est 3, etc. Or, une quantité, telle qde 8753, peut
&tre décomposée en unités, dismines, etc., . . . .
8000 4 700 4 50 4 3 : en divisant par g, les restes
8+ 7+ 543 donnent 23. Ainside reste de £33 est
le méme que celui de %, ou 5. 1l suit de la que le reste -
de la division d’'un nombre par g, se trouve en ajoutant
tous les chiffres, comme s'ils ne représentoient que de
simples unités, et supprimant g chaque fois qu'il se ren-
contre.

Tout nombre dont la somme des chiffres est un mul-
tiple de 9y, est divisible par g.

5°. On verra aisément que ces deux propriétés appartien-
nent ayssi au nombre 3.

25. La théorie des restes présente une remarque assez

(*) Cette propriété s'exprime algébriquement en disant que n étamt
up eutier queléonque , 27 représente tows les nombres pairs , et
an 41 tous les impairs.
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curieuse. Divisons. 10 par un nombre donné tel que 7;

le reste est 3 : celuide —l.;iest donc 32 (¥oy.lanote n*.23),

est 2X 3

. s
ou plutdt g—7.=2 : de méme celui de x‘o

104

ou 6; celui de sera 3 X 6 = 18, ou seulement

18 — 14=4; et ainsi de suite. On aura donc en divisant
par 7 les nombres 1 10 10* 10%.. . lesrestes 1 326 4et5;
aprés quoi on retrouvera périodiquement les mémes restes,
ce qui est la conséquence da méme principe d’ou on part,
et de ce que les restes sont moindres que 7.
On peut décomposer tout nombre, tel que 13 527 543,
en 2440 4 500 4 7000 +-....; les restes
de ces nombres divisés par 7 seront donc ;3 5’% 542
. P . ? g . 1 546 23«
cenx désignes ci-dessus, répétés a fois, —
4 fois , 5 fois,.... On écrira donc de ;2 — l:
droite & gauche les chiffres1 32645 1 3a2.. zé
sous ceux du nombre proposé , on mul- 6.7 =42
tipliera ensuite chacun par celui qui est ete- T
au-dessus ; la somme 105 des produits d
sera le reste de la division , ou plutdt ce reste sera le méme
que celui de 132 ou o; en sorte qne le nombre proposé
13 527 542 est divisible par 7.
Cette proposition a lieu pour tout diviseur. Par exemple,
2 et 5 divisent 10, donc les restes de 10, 100, . . .
divisés par 2 et 5 sont zéro : ce qui reproduit les
régles ci-dessus (1°, 3°. ) si on divise 10 par g le reste
_est 1; donclg2, 5%, . . . donnent aussi 1 pour restes:
il faudroit donc écrire 111 ... sous les chiffres du
dividende ; d’oli on conclut de nouveau le procédé déja
démontré (4°). .
Revenons maintenant au cas o on a 7 pour diviseur:
au lieu de prendre 6 pour reste de la division de 1000 par 7,
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on peut supgoser qu’il est—1 (*); ceux

104 y

de 13 5'27\541

) 31 231 231
donc dire que les restes 1 3 et 2 se repro- =
duisent sans cesse, mais tour—a-tour il g 12
faut ajouter et soustraire les produits. L’o- ro 1o
pération ci-dessus est refaite ci-contre, a3 g
.en ayant égard A cette circonstance ; la o

barre indique les produits & soustraire,
et 30— 23 ou o est le reste cherché.

En divisant 10 par 11 le reste est — 1 (¥), 422 donne 1,...
de sorte que 1 et — x sont les restes successifs que re-
produit la division de 1 10 100 . ... par 11. On voit
denc que si on ajoute tous les chiffres de rang impair
d’un nombre donné , puis tous ceux de rang pair , et
qu'on retranche cette derniére somme de Pautre , le reste
sera celuil de la dlvxswn de ce nombre par 11.

Soit 732 g31 5 comme 1 +9+3_ 13,3424 7=12;
on a 1 pour reste deli2fil de méme 429180 donne
o4142=3,8+49g+ 4=21; on ne peut dter
‘21 de 3, mais ajoutant 2 x '.u 33,0na3a5; 25— a1
ou 4 est le reste cherché. 63 613 est muitiple de 11,
puisqu’on a 15— 4 =113 d’olt zéro pour reste,

26. Lorsqu’on divise un nombre impair par 6 (**), le
‘reste ne peut &tre que 1, 3 ou 5 : mais s’il est 3, le nombre
_est multiple de 3; d’ailleurs le reste 5 équivauta —1 (¥) ;

(*) On peut prendre le quotient par excis ou par défaut; ainsi
'poiu' ’#, le quotient est 3 ou 4, en sotte que 35 = 3X7 44 ou
r=4 X 7— 3 ;le reste est donc 4 ou — 3 ; cest dans ec sens quil
faut entendre lea restes précédés du signe —.

(**) On dit algébriquement que tout nombre premier (excepté 2 et 3)
est de la forme 6a+ 1, mais la réciproque n'est pas vraic ; on n’a
Pu réussirencore i trouver une formule propre & n'exprimer que les
nombres premiers ct a les renfermer tons-
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donc tout nombre qui n'est divisible par 2, ni par 3,
doit différer de 1, d’un multiple de 6.
* 27. Pour décompnser un nombre donné, non premier,
en ses facteurs premiers, on le divisera d’abord par4,,
autant de fois consécutives que cela sera possible ; posons 4
qu'il soit divisible 3 fois : alors ce nombre sera le produit
de 2 x 2 x aou 2%, par le quotient qu'on aura obfenu:
Oxni essaiera ' ensdite Ja division de -ce -quotient par 3 ;
posons qu’elle puisse 's’effectuer 2 fois : ce quotient sera
e produit de 3* par un nouveau quotient, de sorte
que le nombre proposé sera i son tour le produit de ce
dernier par 2*x 3*. On continuera ainsi & éprouver tous les
nombres premiers 5, 7, 11, 23.. .. et le nombre
donné sera ainsi décomposé en ses facteurs premiers’ (¥).

Par exemple,, pour 360, on divisera par 2; puis le
quotient 180 par 2, et enfin go par a.

]

Comme 45 n'est plus divisible par 2, 360 [ 2 210} 2
on essaiera 3, puis on divisera le 1802 10513 .
quotient 15 de nouveay par 3, et on 250 ; 3? 3
aura le nombre premier 5 : ici 'opé- 15| 3

tion est terminée, et ona . . . . 55

360 — 2%.3.5. On donne ordinaire-

. jment au calcul la disposition ci~contre , afin d'en mieux

distinguer les facteurs. On trouve de méme 210=2.3.5.7.
On a souvent besaip de trouver tous les diviseurs d’'un

nombre donné : on le décomposera d’abord en ses facteurs

simples ; puis on les multipliera 2422, 33 3, .. .En

(*) Soient« 8 5 ... les diviseurs premiers d'un nombre IV, m n p
le nombre de fois que chactm est facteur, on a IN= ".37,.P. ...
Pour trouver tous les diviseurs de IV, on preudra tous les termes
du produit.

(1+eta duntam) (14240 +unt ) (14yFundr) .

Le nombre deo tous ces diviscurs est (m3= 1) (n+ 1} (p + 1).
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nateur , on aura le quotient exact : 12H 4L donne 8640
pour quotient et.3g86 pour reste ; ainsi le quotient exact
est 8640 + $345.

Donc 1°. si le dénominateur et le numérateur sont
égaux , la fraction vaut I'unité, ce qui est d’ailleurs visible
dapres la définition; H =1=1.

2°. Si le numérateur surpasse le dénominateur, la
fraction est plus grande que l'unité ; on Pappelle un
nombrefmctionnaiu , pour la distinguer des autres frac-
tions qu'on regarde comme < 1. On extrait les entiers
en divisant le numérateur par le dénominateur; 37 cin-
quiémes =3/, ou 7 et 3. Cela résulte aussi de ce que la
fraction contient autant d'unités , qu'on prend de fois
5 parties.

Réciproquement il est facile de convErtir les entiers

en fractions ; pour réduire 7 en cinqui¢mes, on mul-
tiplie 7 par 5 et ona £, dod 74} =¥.
« 31. Lorsqu'on augmente le numeérateur seul, la frac-
tion croit , puisqu'on prend plus de parties et que leur
grandeur est restée la méme. Parla raisom contraire , si
on augmente le dénominateur, sans changer le numé-
rateur, la fraction doit diminuer. Il sera donc bien aisé
dans certains cas de reconmoitre la plus grande des deux
fractions ; $> %, %>é’§>g

D’aprés cela, il est aisé de prévoir qu'on peut aug-
menter les deux termes d’une fraction, sans en changer
la valeur, et voici comment. Soit §; si on double le
dénominateur 7, chacune des parties que désigne notre
fraction sera elle-méme divisée en deux; pour avoirla méme.
grandeur exprimée en 14°., il faut donc prendre 2 parties au
lieu d’une ; 4 au lieu de 2; enfin 10 au lieu de 5; 12 =23.
En triplant 7, on verroit de méme qu'il faut tripler.
5;.4 Donc on ne change pas la valeur d'une fraction,
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Yorsqu’on en multiplie, et par conséquent lorsqu'on en divise
des deux termes pur un méme nombre.

2. Réduction au méme Dénominateur.

32. 1l est maintenant aisé de reconnoitre la plus grande
de denx fractions données : il suffira de les réduire au méme
dénominateur en multipliant les deux termes de la pre-
miére par le dénominateur de la seconde , et réciproquement ;
cette opération ne change pas la valeur des fractions,
et chacane a pour dénominateur le produit des deux

3. 7 5.4
dénominateurs ; ; ainsi — et — equlvalent a — et —

ou 3j et 333 donc > 4. ¥

Le méme raisonnement prouvera que si on a plus de
deux fractions , en multipliant les deux: termes de chacune
par le produit des autres dénominateurs, on les réduira
& un dénominateur commun , qui serale produit de tous
les déneminateurs. Soient 3, § et §; on multipliera les
deux termes de la fraction § par, 4 x 7 ou 28; ceux
de 3 par 3 x 4 ou 12; enfin ceux de § par 3 x 7 ou 21:
on aura §§ §2 et §. donc § <€ 3 < §.

On pourroit de, méme juger des grandeurs relatives
de plusieurs fractions en les réduisant au méme numé-
rateur, ce qui ne présente aucune difficulté.

33. Soient deux fractions quelconques % et $3 ; aprés la
réduction au méme dénominatear, on jugera qu’elles
sont égales ou inégales, suivant que les produits en
croix 7 X 55 et 11 x 35, qui servent de numérateurs , sont
eux-mémes éganx ou inégaux. Si donc on a deux produits
égaux 35 x 11= 7 x 55, on pourra en composer des
fractions égales §} — L. .

D’aprés cela, prenons deux fractions™ égales , telles
que Let 3, dod 35 x 11 =197 x 55; retranchons de
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et 22.3; on en tirera 3.5.2% ou 120 pour le plus petis
nombre divisible par les quantités proposées.

3. Réduction & la plus simple expression.

35. 0 y 2 une infinité de fractions qui ont méme
valeur quoiqu’exprimées en nombres différens, et comme
il est plus aisé de se faire une idée juste de la grandeur
d’une fraction , lorsqu’elle est exprimée en de moindres
termes , il convient de la réduire i son expression la
plus simple. Pour cela on pourroit essayer la division
des deux termes par les nombres 2, 3,5 ...; par
exemple , en divisant §¢ haut et bas par 5, on a §§,
puis par 3, il vient :; enfin par 7 on a §=$43.

Mais ce procédé n'est qu'un titonmement ; d’ailleurs
si la fraction étoit irréductible on ne le reconnoitroit
qulaprés des essais longs et fastidieux. Il est donc pré-
férable de chercher de suite le plus grand des nombres
qui puisse diviser les deux termes de la fraction ; car il
suffira d’exécuter cette double division et on aura la plus
simple expression demandée.

Seient proposées deux quantités , telles que 2g4 et g1.
Si g1 divise 294, il est visible que gz est le nombre
chexché : on, essaiera dopc cette division. Mags on.trouve le
rege 21 et le quotient 3 ; de sorte que 294=91 X 3 4 21.
Or, il est clair que tout nombre qui seroit divisenr exact
des deux nombres, 91 et 21 , devroit aussi diviser le troi-
siéme 294 ; car e divisant toute I'équation par. 7 », on aura
24 9”‘3-]-— 3 or le second membre est entier,

7 7. 7
d’od il suit que 2?4 doit aussi I'dtre. De méme si 7 di-

9';3,doit

vi‘se. 294 et g1, comme %l-ajouté 3 Dentier
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. 2 . 2t . .
donner P'entier =~Z , on voit que — doit &re entier.
7

Concluons de 12 que tout diviseur commun i 294 et gr:
doit diviser 21 et g1, et réciproquement : de sorte que

a1 et g1 ont tous les mémes diviseurs. communs que .

294 et g1 , et n’en ont pas d’autres ; et par conséquent le
plus grand diviseur commun cherché. est celui de g1 et 21.

La question est maintenant plus simple , puisque
ar est < 294 et qu'il ne s'agit plus que de trouver le plus
grand commun diviseur entre 21 et g1. En raisonnant
de méme on verra qu'il est a1, si 21 divise g1 ; oum
plutdt qu'il est le méme que celui qui existe entre at

et le reste 7 de la division de g1 par 21. Et ainsi de suite |

jusqu’a ce qu'on parvienne i un diviseur exact, qui sera
e nombre cherché. On trouve’ .

ici 7, car a1 est divisible par 7; 294 for §2r §7
ainsi pour réduire la fraction 334 13 { 4 { 3
4 sa plus simple expression, on )

divisera les deux termes par 7, et on aura I,

Donc pour trouver le plus grand commun diviseur entre
deux nombres, divisez le plus grand par l'autre ; rendez en~
suite le reste diviseur, et le diviseur, dividende; puis continues
de la sorte jusqu'd ce que wous trowviez un diviseur exact}
ce sera ‘le plus “ grand commun diviseur cherché.

On éerit’ ordinairement chaque reste A la droite du’

divisenr , afin qu’ij occupe sur~le~champ la place propre
& la division subséquente. Clest ‘ce qu'on voit dans
Pexemple précédent et

dams le sniv:im, ol on 396'| 799 | 564 ' 335' 94 I 47
trouve 47 pour le plus I 311 Iz I 3| a
grand commun diviseur 63 19 12 § a
des deux termes de la

fraction 2%, qui se réduit 3 ;.

. wa



35 ARITHMETIQUE.
36. Il résulte de ce que nous avons dit que

. Pour obtenir tous les diviseurs communs entre deux
nombres , il suffit de chercher tous les facteurs (27) de
leur plus grand commun diviseur. Ainsi celui de 150
et go étant 3o;ona 1, 2,3, 5, 6, 10, 15 et 30
pour facteurs de 30 et pour seuls diviseurs de 150 et go.

‘2% Nous avons dit que notre calcul doit conduire
enfin 3 un quotient exact; on voit, qu'en effet, les
restes diminuant sans cesse , on devra arriver, au moins,
3 l'unité qui est divisedr de tous les nombres. Ainsi
21 et 50 ont l'unité pour plus grand commun diviseur;
et deux termes de la fraction $} étant ‘premiers entre
eux, cette fraction est irréductible. Il est ficheux de ne
pouvoir reconnoitre ce cas, qu’aprés avoir fait tous les
frais de calcul pour s’en assurer (49).

3° Le plus grand commun diviseug de deux nombres
devant diviser chacun des restes , si dans le cours de
Popération on obtient pour reste un nombre premier
qui_ne divise pas exactement le précédent reste, il est
inutile de pousser plus loin le calcul qm ne doit se
terminer qu'd unité.

.4". Puisqne dans I'exemple précédent 47 divise non-
seulement 2961 et 799, mais encore 564, 235 et 94,
cherchons combien de fois 47 est contenu dans chacun
de ces nonbres. 11 'est visiblement 1 fois dans 47 et a fois
dans g4 : on posera 2 et 1 sous g4 et 47 On a
235 = 2x 94+ 47, d’ot 779-22)( 2<-1=>5, qu’on posera
sous.235. De méme pour avoir le quotient de 564 par 47,
on muluPhera le 5 qu’on vient d’obtenir, par le quotient 2
qui gst au-dessus, et on a)outera le 2 qui est & la droite
du5; 2 x 542 =12, qu'on posera sous 564. On

aura enfin 12 x 1 o 5p=17, 17 % 3 412 =63, Ainsi
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Jes nombres 63, 17, 12 . . . sont les quotiens de 2g6r.,
755 - - - divisés par 47.

On peut voir que ce procédé sert-également & trouver
h valeur {§ de la plas simple expression de 22, et
que méme il est plus court d'opérer de la sorte dans
cet exemple s que de diviser les'deux termes par 47. Nous
mettrons ici deux calculs semblables : pour =% et —,%*,

qu'on réduit & § et 3.

115[ 69 r46 I 23 n39| zo4l"’ug 85| 34 I 17
ENERER EEERENEE
r

5 3 a 13 7 12 7 5 2

On pourra encore s’exercer A reconnoftre que la frac-
tion ;33322 est irréductible ; que &%= —,-";,. JS88r, — L et
Ha=%

5°. Pour obtenir Ie plus grand commun diviseur entre-
les trois nombres 150, go et 4o, on cherchera d’abord-
celui de 150 et go qui est 30 ; puis celui de 3o et de 40,
qui est 10 ; 10 est le nombre cherché. 150, go et 4o
n’ont donc d’autres diviseurs que 1, 2, 5 et 10. Le méme
procédé donnera tous les diviseurs communs i tant de-
sombres qu’on voudra.

4. Addition et Soustraction. -

37. Rien: n'est plus aisé que d’ajouter ou soustraire-
des fractions qui ont méme dénominateur, on ajoute
eu soustrait simplement les numérateurs. Ainsi . . .

+lb='i,=°u4"ili ?J;—'Loui’ ls+u S 145'=Tzs"

Si les fractions -n’ont pas le méme dénominateur, on
commencera par les ramener 3 cet état (32) ; ainsi. . . ..
143 = H+=4H4 =143 De méme §+4j 4§ se
séduit 2 -+ + B =2+, Enfinpour. ... ...
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P F AR+ — i3, on aun (34
60—{--80+72~I—84-}-56«}-x00—45—30—--50__._3.17_,_2 39
© 120, 120 ' 4o

Lorsque les fractions proposées sont accompagnées d’en—
tiers, on opére séparément sur ceux-ci. Pour ajouter
341 avec 541, on ajoute $ avec i, et on a $; on
pose }, et on retient 1, qu'on joint 33 et 3 S:onag--3.

De méme 34} — (1 4 1) se trouve en dtant § de }
puis 1 de 3; on trouve pour reste 24 1. Soit aussi . . . .
34+— (14+3); comme 1 —3 ne se peut, on
ajoute ¢ & jouji, eton af—3 =}: mais ensuite il

faut aussi ajouter 1 au nombre a soustraire ; on dit donc
3—2a2=1; 1 § est la différence demandée.

5. Multiplication et Division.
38. Pour muhiplier % par 5, il faut ajouter 5 fois 33
en multipliera donc le numérateur 5 par 3, et on aura 33.
Ainsi, pour multiplier une fraction par un nombre entier,

on multipliera le numérateur par ce nombre. On peut aussi.
diviser le dénominateur par Dentier, lorsgue le premier
X 2

est un multiple du second; car x 2 = ; on peuat
supprimer le facteur commun 2 ce qui donne &, comme
si on eft divisé 4 par 2. On a de méme. .. ... ..
Hx3b=Lx2=22; Hx 1a=12

39. Pour diviser  par 5, il faut chercher une frac-
tion dont le dénominateur divisé par 5, donne 2 ; ainst
en introduisant le facteur 5 au dénominateur , le quo~

tient cherché sera——ou %, Pourdiviserune fraction par un,

- pombre entier, on multipliera le dénominateur par cenombre.
On peut aussi diviser le numérateur par I'entier, lorsqu’il

5
l.lxx z d’aprés notre régle;

€0 est un multiple ; car P:5=
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ot 8tamt le facteur 5 commun aux deux termses on a .
s d'aprés

¢ quon a vu; mais si on' multiplie par 4 les

4o. Le produit de § par 12 ou 3 est 3x

deax termes de ce résultat, on a ,—2’-:‘—-55ponr produit

c’est-i—dire,, quon a multiplié entre eux les numérateurs
des facteurs § et 22, et de méme ‘pour ‘les dénomina-
teurs.

La définition (3) de Ia multiplication ne peut visible~
ment s’appliquer aux fractions j ce serdit, par exemple,
dire une chose entiérement vide de sens, si on avangoit
que multiplier § par #, ce soit ajouter § autant de fois
gue l'unité est contenue dans §. 1l résulte de 13 qu’on doit
donner au mot multiplier, lorsqu’il s’agit des fractions,
une nouvelle acception. Nous conviendrons 3 I'avenir de
Pentendre de cette maniére : multiplier J par §, cest
prendre les § de la grandeur désignée par §.

Pour exécuter ce calcul, il faudra donc former 4 parts
égales dans la ‘quantité §, puis en prendre 37 ou diviser
§ par 4 et multiplier ensuite par.d : or nous avons vu

5 5 5x3 y
¢ fmm —— = ——— 1
que §: 4 %3’ etque7x4x3 x4’ Cest 1&

produit demandé ou la fraction de fraction cherchée : les
3 des § de Punité =23 =3 x§.

11 est facile de voir que notre nouvelle définition du mot
multiplier, non-seulement n’implique pas contradiction
avec l'ancienne , mais méme qu’elle n’est qu’une exten-
sion qu’on donne 2 celle-ci : car en comparant les pro-
duits § x 12 et § x , on reconnoit bientdt que le procédé
de calcul est le méme. Ainsi pour 38 x 12, il faudra
multiplier 4£ par 3, puis par §, ce qui donpe. . ...

26x g 163 o 36x15, on voit donc que nous avo
7%4 T 1%4 x4 * = h
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seulpment: introdnit, upe. modificatjon qﬁi’ conduig A dgs.
procédés uniformes et applicables i tous les cas.,

" Concluons. de 1 que 1°. pour multiplier deux fractions,
il faut diviser le pwdwt des numérateurs par celui des dé-
nominateurs.

2° le.produit est plus petit que chaque facteur, lors—.
qu’il sont mpipdres que I'unité.
3°. Ou peut intervertir I’ ordr,e des facteurs comme pour-
les entjers (11); les § de i équivalent anx § de .
4°. Pour, avoir les § des 3 des% des £ de l’umte , 1l faug

évaluer. le produit § §x Ix gx g-..m qm se. rée
dult Al
41. Lorsqu’il y a des entiers joints aux fractions, on les,
convertit en nombres fractionnaires (30, 2°) : ainsi . . .
3 x7§_nq n _5_3,;'_23;;;
45% x 17 3 =4x i = 238 — 808
Mais il est souvent plus court d’exqcutqr, séparément
12 maltiplication de chaque partie et ‘

. 3 : 3 1
d’ajouter. Pour 31 x &, on multiplie g 3
d’abord 3 par 8, ‘et on a 24; puis + 315 =
par8etona 2, d'oy 34 x 8=24+2--26. 45

De méme, pour Pexemple ci-contre,, Fxies oo
ob, aprés avoir fait le produit des en- 45x 5‘ -30
tiers 45 x 17 et des fractions 3 x 2 MiXa It ‘,
on umlﬁphe en outre ch;lque entier. par 808"'1-
I fraction qui' accompagne Pautre facteur.

42. Pour divises. 4 par §, il faut trouver ‘une fraction,
‘qui , muitipliée par $, donne.$, cest-a-dire, dont le. .
muinératenr. divisé par 7, et le dénominateur divisé par 5,
donne 4. H est visible ga'il suffit. d"introduire dans 2 lcs
factrurs 7 et 5, I'un en haut, Pagtre en bas; aiusi -3—;

.

ey, 3L est le quo tient,
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Donc pour diviser par une fraction on la renverse et on
wultiplie 8 :3 =8 x §=% =13 4.3 F=dx =1,
Le quotient estd'ailleurs plus grand que le dividende q)uana,
le diviseur est moindre que Iupité.
Il ne faut pas négliger. de supprimer les facteurs com-
muns quand on en trouve, §:3=2:4=1; $:f&=211=4.
Lorsqu’il y 3 des entiers joints aux fractions, on les
réduit en nombres fractionnaires; ainsi 2§:43=3212=38,
On peut aussi chasser le denominateur du diviseur, en
multipliant les deux quantités données par ce dénomina-.
teur. 23:33, en muhipliant par 6, revient & 14223 ou 44,

€. Des fractions décimgles.,

43, L'embarras qu'entrainent dans les calenls les dedx
termes des fractions, a inspiré lidée de fixer d’avance
le dénominateur et de le sousentendre, ce qui donmne
Lieu & deux sortes de dispositions, les fractions décimales
et les nombres complexes. Mais I'une et Pautre sont as-
sujéties aux régles données précédemment, qui seulement
deviennent plus simples. Occupons-nous d’abord des frac-
tions décimales.

Oun a vu (6) qu'un chiffre vaut dix fois moins que sl
eccupoit la place 3 sa gauche; si donc on continue i la
droite des unités la méme convention, en marquant le
rang de celles—ci par une virgule, on verra que le premier
chiffre, aprés les unités, sera des dixiemes; 3, 3 signifie
3 entiers % : le second sera des centiémes; 42,05 =4a
135 : Je troisitme sera des milliémes 0,403 = %% : etc.

La partie qui suit la virgule est’donc le numérateur,
et il est inutile d’écrire le denominateur qui est toujours ¢
suivi d’autant de zéros qu'il y a de décimales ou de chiffres
aprés la virgule. 11 est donc bien facile d’énoncer une
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fraction décimale : 8,700 201==8+700 201 millionni¢mes3
354,0063 = 354463 dix~milli¢mes;.....

Réciproquemetit , pour écrire une fraction décimale dont
on aI’énoncé, on éerira lenumérateur donné, puis on placera
k& virgule de sorte qu'il y ait autant de chiffres décimaux,
qu'il y a de zéros dams le dénominateur qu’on sousentend.
Trois dix-milliémes s’écrit 0,0003 ; mille éntiers et 4 cen~
tiémes = 1000,04; 13 mille cent millionniémes . . . . . .
==0,00013000 ;.....

44. On remarquera que 1°. en déplacant Ia virgule,
suivant qu’on la recule vers la droite ou la gauthe, on
maultiplie on divise le nombre, par 10 pour un rang ;
Par 100 pour a; par 1000 pour 3; etc.... parce que chaque
chiffre désigne un nombre qui lui-méme est multiplié¢ ou
divisé par 10, 100, 1900,..... 2imsi, 342,53 est 1o fois
34,253; 100 fois 3,4253 ; 1000 fois 6,34253; etc.....

2°. On peut sans changer la vaoleur d'une fraction dé-
aimale, mettre un ou plusicurs zéres & sa droite, ou les
en bter; 0,3—=0,30=0,300=..... car on multiplie alors
les deux termes de la fraction par 10, 100, 1000; .... en
effet, an lieu de -3;, on écrit -3 - 254 35 +.-

3. Deux fractions décimales, qui ont le méme nombre
de chiffres , ont méme dénominateur : en sorte que, lors—
qu'il est différent, il devient le méme en complétant par
des zéros le nombre de décimales.

4°. La grandeur d’une fraction déciwiate ne dépend pas
du nombre de chiffres qui I'expriment , mais de la valeur
du chiffre qui suit la virgule. Afnsi, 0,7 > 0,54321;
0,001 > 0,00078; 0,687 > 0,879.

Voyons maintenant ce que devienment nos régles gé-
nérales (37 2 42). )

45. Pour ajouter plusienrs quantités décimales, on écrit
les nombres I'un sous I'autre en plagant les virgules dane
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une méme colonne verticale ; on ajoute A l'ordinaire et

on place dans la somme la virgule au

méme rang. L’exemple ci-contre suffit 4852,791 5

pour faire concevoir cette régle ; on voit 2307.

" que par l les fractions sont réduites au 0,049
méme dénominateur, puisqu’on est sup-  4859,54745
posé avoir complété par des zéros les ~—
nombres de décimales.

La soustraction exige la méme disposition; on soustrait
3 Pordinaire ; en voici quelques exemples.
%,oz 48274 6,00435 3,842
)1 2,0139 0,17 1,004554

8,92 2,8135 5,83435 2,837446

46. Pour multiplier deux quantités décimales , telles que
43,7 et 3,91; comme elles équivalent a 437 et 41, on
cherchera 437 x 3g1; mais ce produit des numérateurs
doit &ire divisé par celui des dénomimateurs 1000; on
moit donc que pour obtenir le produit de deux nombres dé-
eimaux : on multipliera les deux quantités proposées, sans
avoir égard 3 la »irgule; on séparera ensuite par une vir—
8ule autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans les deux:

Jacteurs. Le produit est ici 170,867. En voici divers autres

exemples (*). ,
23,4543 3,7 21,32 0,04
0,0053’ 4yt 2 0,1001 03 0,007,
73626 74 63 g6  0,00028
122 710 37 3132 _—
0,0130 0726 148 2132

15,244 2,134 195 ¢6

47. Pour la division des décimales, on en compléte le
nombre par des zéros, et on supprime la virgule (21, 6°):

(*) On pourroit exécuter la multiplication en commencant pex
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par I3, le dividende et le diviseur sont multipliés par ury
méme nombre, ce qui ne change pas le quotient. Soit

le chiffre de I'ordre le plus élevé dans le mul-

tiplicateur , alors chacun des produite partiels 934 58
devroit e avancé d'un rang vers la droite.
Ce procédé ne differe de celui qu'on a donné (15) 393 811 2
qu'en ce que la premitre ligne est écrite la 18 6!)0 56
dernitre , la seconde I'avant - dernidre...... 65‘6&
Par li on a Pavantage de connoitre d‘abonl les 37037281 625G
chiffres qui ont la plus grande valeur, et qui —————
suffisent quelquefois.

Soit demandé le produit 93,4528 X 3,4257 avec § décimales. Om
remarquera que le multiplicateur ayant 5 chiffres, e
les unités répondront & la 5¢. colonne du produit, 93|4528
aivsi la virgule sera place entre le 4¢. et le 3. chiffre, __3!4277
comme ou Pa marqué ci-comtre par un trait; ume 280]3584 .
fois la place de la virgule déterminée , oo multipliera 7 gg;,;‘;
934528 par 3 et 4; les unitéa 3 de ce derier pro- 65416.
duit seront dans le 5¢. rang de décimales. 6541

En commencant la multiplication par 2, on me 320,32814
posera pas le 6 provenu de 2 X 8 =16, et on re-
tiendra .3, qu'ou joindra au produit 2 X2 =4 ; on posera donc 5:
eus le 2; puisax5 =10, etc
~ La multiplication par 7 ne commencera qu'an chiffre 2 des dixaines,,
aX7=14; on retiendra 1 sans poser 4, puis on dira 7x5=<35;
354 1=36, on posera 6 sous le 5; puis 4x7 = 28, etc.

Et sinsi de suite ey supprimant & chaque opération un chiffre.
au multiplicande. On marquera par un point le chiffre supprimé.

T.orsque les facteurs ne sont qu'approchés , cette rigle est sur-tout
utile, car le procédé général aurcit I'inconvénmient d'alonger Fopé-.
ration en donnant au produit un grand nombre de chiffres dont
Yes derniers devroient &tre négligés , attendu qu'on n’y doit conserver
que des parties décimales de méme ordre que les facteurs,

I3 dernitre décimmle qu'on .btient par cette voie est fautive,
parce qu'elle est influencée par a retenue de la colonne suivante
@est pourquoi il faut clierce.” une décimale de plus, et négliger
ensuite la dernidre.
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44 4
8—_—3’5‘“’5 , on &crit g——’iﬁ et on divise 8445 par 3220; le
'y e}
8445 _ _4o1
quotient est 2 et le reste 2005} ainsi —— 3,22 644 b
de mme 49,1 '—49'100 — 49100 __ 8952 ™
20,074 ~ 20,074 20074 * 20074~

Ceue régle se simplifie, lorsque le diviscur n’a pas '
de chiffres décimaux; on divise & part les entiers et les
6,93

fractions ; ainsi 7 - ==2,3115. S'il y a plus de chiffrea

décimaux dans le dividende que dans le diviseur, on fait
disparoitre ceux de ce dernier nombre, en reculant la
virgule d’autant de rangs vers la droite dans fun et I'autre,
ce qui raméne ce cas au precedent e
8,445 844.,4 200,5

3,22 3aa . =2t 5

L A )

9. Des Approxzimationg, des Périodes,

48. Observons que I'erreur qu'on commet en négligeant
e dernier chiffre d’une fraction décimale, est d’autant
moindre qu’elle a plus de chiffres : ainsi lorsqu’on substi-
tue 0,4 2 0,43, il y a zd; d'erreur; tandis que 0,04 pnis -
pour 0,043 ne danne que 5 de moins. 11 arrive souvent, .
qu'on- se contente de 2 pu 3 décimales, et qu'on néglige
les autres, parce qu'il n’en résulte que des erreurs de -
peu d'importance, : on a rarement besoin de plus de 6 N
décimales dans les calculs ordinaires..

(') Ia dwmon trquve ume abréviation lnalogue Pour Lﬁ,‘};;-‘—,
apris avoir trouvé les deux premiers chiffres .
du quotient, on supprimera Ies unités 7 du Saoinsx 34277
diviseur ; " on obtiendra aimsi le 3e. chiffre 118351 {m‘ }
du quotient et le reste 1812 ; on supprimera 13520 .

8
do witme les dixaines 5 du diviseur, et ainsi ° - ) nl;:'

de suite. Il est facile d'appliquer ce procédé . 34
4 la comversion des fractiens em décimales. L
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par I3, le dividende et le diviseur sont multipliés par vr
méme nombre, ce qui ne change pas le quotient. Soit

le chiffre de l'ordre le plus élevé dans le mul-

tiplicateur , alors chacun des produits partiels 922 23‘7‘
devroit dre avancé dun rang vers la droite. m‘—

Ce procédé ne differe de celui qu'on a donné (15) 373 811 2
qu'en ce que la premitre ligne est éarite la 18 690 56
dernitre , la seconde Pavant - dernitre...... 6 23‘; %6
Par 1 on a Pavantage de connoltre d’abord les m
chiffres qui ont k plus grande valeur, et qui
suffisent quelquefois.

Soit demandé le produit 93,4528 X 3,4257 avec 5 décimales. On
remarquera que le multiplicateur ayant 5 chiffres, vee
les unités répondront a la 5e. colonne du produit, 93| 528
ainsi la virgule sera placée entre le 4¢. et le 5e. chiffre, 314277
comme on P's marqué ci-comtre par un trait; use 2803584 .

fois 1a place de la viegule déterminde, oo multiphiera  37|30112
934528 par 3 et 4; les unités 3 de cc dernier pro- 65416.
duit seront dans le 5¢. rang de décimales. 6541

En commencant la multiplication par 2, on ne 320,32814
posera pas le 6 provenu de 2 X 8 =16, et on re-
tiendra .3, qu'en joindra au produit 2 X 2=4 ; on posera donc §:
eous le 2; puisax5 =10, etc

La multiplication par 7 ne commencera qu'au chiffre 2 des- dixaines .
aX7=14; on retiendra 1 sans poser 4, puis on dim 7X5=35;
357 1=36, on posera 6 sous le 5; puis 4x7 =128, etc.

Et ainsi de suite ev supprimant a chaque opération un chiffre
au multiplicande. On marquera par un poiat le chiffrc supprimé.

T.orsque les facteurs ne sont qu'approchés , cette rigle est sur-tout
utile , car le procédé général aurcit Iinconvénient d'alonger Popé-
ration en donnant au produit un grand nombre de chiffres domt
les derniers devroient &tre négligés , attendu qu'on n’y doit conserver
que des parties décimales de méme ordre que les facteurs,

I a dernitre décimmle qu'on .ibtient par cette voie est fautive,
parce quelle est influcncée par a retenue de la colonme suivaunte ,
“€'est pourquoi il faut chercu. une décimale de plus, et négliger
ensuite la dernitre.

€7 .-
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8,445 1440
3,22 3,220

quotient est 2 et le reste 2005} ainsi -———

de méme 49,1 499100 49100

, on &crit

8,445

d, 22

8952

45

ol
— ,ho1

20,074 20,074 20074

6,345
3

fractions ; ainsi

20074
Ceue régle se simplifie, lorsque le diviscur .n'a pas
de chiffres décimaux; on divise & part les entiers et les

644 °
-

~==2,3115. S'il y a plus de chiffrea

décimaux dans le dividende que dans le diviseur, on fais
disparoitre ceux de ce dernier nombre, en reculant la
virgule d’autant de rangs vers la droite dans Yun et Pautre,
ce qui raméne ce cas au’ précédent. . . ... ... ..

8,445 _ 844+ 4 = 24 200,5

3,22 ~ 322 . 2 322

7. Des Approximationg, des Plriodes.

48. Observons que l'erreur qu’on commet en négligeant
le dernier chiffre d'une fraction décimale, est d’autant
moindre qu'elle a plus de chiffres : ainsi larsqu’on substi-
tue 0,4 3 0,43, il y a -i; d'erreur; tandis que 0,04 pris
pour 0,043 ne danue que 345 de moins. 1l arrive souveut
qu’on se contente de 2 ou 3 décimales, et qu'on néglige
les autres, parce qu'il n'en résulte que des erreurs- de
pen d’importance : on a rarement besoin de plus de 6.

décimales dans les calculs ordinaires..

(® I a divsion trquve mme abréviation nllogue Pour

aprés avoir trouvé les deux premiers chiffres -

du quotient, on supprimera les unités 7 du 3203281

4

diviseur ; on obtiendra aimsi le 3e. chiffre
du quotient et le reste 1812 ; on supprimera

de m2me les dixaines 9 du diviseur, et ainsi ° -
de suite- Il est facile d'appliquer ce procédé

2 1a comversion des fractions em décimales.

1183

20
gBl 2,
' 103

3%
-

et on divise 8445 par 3220; le

J20jr8

T77

34277

5y

’

»
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81, Dans tout auiie cas, une fraction ne peit i
exprimée en décimales que par approximation. Mais commie
lés restes des divisions successives sont hécessaireinent
moindres que le dénominateur, on e tarde pas A Ye:
trouver 'un d’eux, ce qui donne lé méme quotient,
puis lée méme reste qu'on 2 obtenu alors; et ainsi de suite
de sorte qu’on retrouve périodiquement les mémes chiffres
dans le méme ordre.

Clest ainsi que§=6,666 vt =027 27 27 - =
S = 0,342 342" . . . $=0,571428 571428 . . . :
$=0,8333 ... % = 0,58333. . . . Dans ces divers
exemples la période a tantdt 1, 2, 3 ou 6 chiffres,
et tantdt ne commence qu'au 2° ou 3. rang aprés la
yirgule.

En général puisqae les restés sont moindres gue lé
diviseur, et que la période s'éiablit dés qu'on retrouve
Pun des restes précédens , elle est composée de moins
de chiffres que le dénominateur me renferme d'unités:
Consultez 3 ce sujet les Rech. arith de Gauss, n°. 312,
od on trouvera plusienrs théorémes nouveaux sur cettd
matiére. ' ’ )

52. 1 est facile de remonter d'une fraction décimale
3 sa générairice t ainsi 0,75, écrit sous la forme 2% , sé
réduit 2 §. Mais lorsque la fraction décimale n’est qu'ap=
prochée, le probléine a une infmité de solutions. Clest
ainsi que 0,75. . . 04756. . . 0,753 . . . 0,751a... etc.
répondent a des fractions & deux tetmes qui , réduites
en décimales , orit 75 pour premiers chiffres.

Lorsque la fraction décimale est périodique il faut
distinguer deux cas.

1°. Si la période commence dés la virgule, comme
pbur 0,6666. . . 0,27 27 27. ..: on remarquera que les *
fractions § gy 7ly. . . rédujtes em décimales donnent
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®IIIT . ¢ . 0,010101 . . . 0,001001 . . . ofi peut donc,
par exemple, regarder 0,666 . . . comme' le produit
du premier résultat par 6 ; d’oti-0,666...—=6 x j==§ ou §.
De méme 0,2727 . . . = 27 X o,0101...=4j0u L.
Donc il faut diviser la période par le nombre qu'exprime g
écrit successivement autant de fois que cette période a de
chiffres.

On trouvera que 0,342 342 ... =#j=3k; ...
0,571428 571428:..=§m=§; 0,036 036..=3ifoui;.

2°. Si la période ne commence pas dés la virgule, comme
pour 0,58333 . " .,on peut regarder cette fraction comme
=0,3333 ... 4 0,25, ou } + {= ;. De méme
021333 ... =10,333 ... <o, 12 00§ — & =
Lorsqu'on a une fraction 4 deux termes 3 réduire en
décimales , il est facile de prévoir si la période doit
commencer dés la virgule; car la -fraction décimale
est alors la somme ou la différence de deux autres, dont
I'une a pour dénominatear le nombre q9g . . . et autre
le produit de puissances de 2 et de 5. D'ol on peut
¢onclure que pour qu'une fraction 3 deux termes donne
lieu au cas que nous examinons, il faut que son déno~
minateur admette entre autres facteurs une puissance
de 2 ou de 5: Ja plus grande de ces puissances marque
le nombre des chiffres qoi précident la période.

8. De guelgues autres fractions. .

53. Dans les sciences, les arts, le commerce, on
emploie diverses sortes d’unités : il est nécessaire de les
counoitre et d'y savoir appliquer le calcul.

1*. L'unité de longueur se nomme Méire, c'est I
dix- millionni¢me partie de I'arc du méridien de Paris
qui s’étend du pole i I'équateur.

I. 4
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2°. Un carré dont le c8té a 10 métres, et qu'om
nomme Are, est I'unité de surface.

8° Le poids d'un cube d’eau qui a pour c8té le cen-
ti¢me du métre est 'unité de poids; c’est le Gramme (¥).

4°. Le cube qui a pour c8té la dixiéme partie du
métre est I'unité de volume ; c’est le Litre. On émploie
aussi le métre-cube ou Stére.

5°. Le Franc est I'unité de monnvie ; c’est une pidce
d'argent dont le poids est de 5 grammes , et qui a un
dixiéme d'alliage,

Mais ces mesures sont dans certains cas trop petites

ou trop grandes, parce que leur usage conduiroit i des
nombres trop grands ou trop petits ; c’est pourquoi on
les congoit sous-divisées em d’autres unités. Ainsi on
partage chacune én dix parties, et on nomme Décimétre ,
Déciare, Décigramme, Décilitre, Décime, la dixiéme
‘partie du meétre, de l'are, du gramme, du litre etdu
franc. , .
Chaque dixiéme se partage lui-méme en dix par-
ties, etc.; de 1a les mots Centimétre, Centime. . . . .
Millimétre, etc., qui n'ont besoin, pour étre compris,
d'aucune explication.

De méme, de dix métres on a fait une unité qu'on
nomme Décaméire : le Décalitre vaut dix litres, etc. Cent
métres forment I'fectométre ; cent litres, I'Hectolitre ;

(*) Ce n'est point ici le liew d'expliquer les méthodes qui ont
fuit connoltre la longuear du mitre, ni de quelles précsutions on
doit environmer appareil quisert & trouver le gramme. Voy. la
Physiqus de Hady , n*. 5g. Nouws naus contenterons de dire
gu'on doit se servir d'eau pure i une température et une pression
atmosphérique déterminées. On prend donc Peau distillée i son
anazimum de densité , qui est § degrés centigrades au-dessus de la glace
fondaate, le barométre marquant 76 ceatimétres.
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pent grammes , V'Heotogramme . . . qui ¢t le poids de
4 pitces de 5 frangs ; mille méires font le Kilamétre ¢
mille grammes , de Kilogramme. . . . Dix mille métrey
valent ua Myrigmétre ; dix wille grammes, un Mynja-
gremme. . ‘an voit par 13 gne 4054, 352 métres valems
4 knlomam § décamétres, 4 méires, 3 déciméires,
5 centimetres , 2.millimpires § mais on préfére l'énon~

ciation 4054 mitres ot J3% § on 408 décamétres et

'1*‘10:0%’ f—“"- )

L’ Are est la Dbcarpitre ¢atré , ou cout miltres caroés;
o Litre est le Désimitre cube ; le Sidre est I mitve cubat
3¢ Grgmme ast le poids d'un ¢entimpéire cuba a'm.mw,
o maxiunum de densité.

Tel est b sysiéme des poxds ot memres ; la noem
clature est repfermée dans cing mets Are, Gramme,
Litve , Stdre, Frgnc; e\ louss multiples désignés pac les
additifs ddca , dix s Aesto, ceot; kilo, mille ; myrda,
dix mille ; puis les sous-multiples qu’on indique par iy
dixy ¢enti, cent} miki, mille.

Il s'en faut de beautoup gu'en ait besain de toutes
les unités gui réiuliemt de ces amemblages ; mais Pana«
logie 3 déterminé lenr création. E'klée simple et grande
qui 2 dooré naissance 3 ce systéme, repose sut la néw
oessité de prendre dans ka natuse up terme fixe et 3 en
déduire taates les mesyres : par 13, si quelque jour
tlles éwient perdues, il sercit facile de les retrouver.

L’esprit philosophique qui a présidé A cette belle cona
cepﬁon est digne de notre siecle ; les hommes les plus
célebres y ont contribué ; on y recognoft le génie des
Laplace , Lagrange , Monge , Delambre , Legendre ,
Méchain , Lefebvre-Gineau, etc.... L'ignorauce et la may-
vaise foi peuvent seules refuser ﬂ’adlnﬂlu cette admi~
rable invention.
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Nous en ferons mieux comprendre les avantages, en
présentant le tableau des anciennes mesures ; on pourra
juger de la complication des calculs qu’elles entrainent,

apprécier l'arbitraire qui a reglé leur création, et les

comparer aux premitres. It est dailleurs bon de connoftre
ces sortes de calculs , puisque les étrangers n'ont pas
encore secoué le joug de lemrs anciens systémes.

54. L'unité de longueur se nomme Toise, elle se divise
en 6 Pieds ; chacun d’eux 2 12 Pouces de 12 Lignes. . ..

L’unité de poids est la Livre 1b, elle a 16 Onces % ;
chacune est partagée en 8 Gros ou Drackmes %, et chaque
gros en 72 Grains gr. ; le Scrupule D vaut 24 grains ou
le tiers d'un gros. On divise aussi la livre en 2 Marcs
de 8 onces chaque, etc. . . . Le signe 8 désigne une

" demie ; ainsi 3 g veut dire un demi-gros.
. La Livre monnoie ou Tournois est une valeur absolu-
ment arbitraire qu'on a divisée en 20 Sols de 12 Deniers
chaque. - : ' '

Le Jour se partage en 24 Heures; I'heure en 6o Mi-
autes ’'; la minute en 6o Secondes ¥.

Du reste ces unités, leurs sous-divisions changent
avec les divers pays; & Lyon, la livre 2 14 onces ; 2
on mesure les étoffes avec une longueur nommée Aune
(elle a 43 pouces §) ici avec-une Verge, etc. . . . A
Paris, le Boisseau a 16 Litrons; ailleurs, il n’en que 12:
la Pinte varie aussi de grandeur avec les lieux. Ces irré-
gularités tiennent & Pesprit qui a dirigé les créateurs de
ces mesures. I1 est inutile de mous arréter i ces objets.

" On récapitule ainsi les sous~divisions ci-dessus exposées.
Toise. Pieds Pouces. Lignes. Jour. Heures. Minutcs. Secondes.
1=6=92==2864 1 = 24 = 1440 = 86400
1 == 12 == 144 1t = 6o = 3600

1= 1ia 1= 6o
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Livre. Mares. Onces. Gros. . Grains. Livre. Sons. Denjers.

= 3=16=128=384{=q216 1= 30 = 240

1= 8= 64=192= 1= 1a
1= 8= af= 546

1= 3= 7a
1= %

55. La comparaison des mesures anciennes et nou~
velles peut étre souvent nécessaire ; nous en présenterons ici
les élémens. )

La toise = 1,04903 mitres. - Lemitre = 0,513074 toises.
L’aune =17,1824=3p 70 8ls. Lemitre =0,846 aunes.
Lhectare = 2,924garpens de Paris. L’arpent ==goo* ¢ = 34,19 aresy

( L’arpent vaut 100 perches carrées ; la perche varie
de longueur ; elle 2 18 , 20, 22 pieds, -La perche de
18 pieds oa 3 toises, est la plus usitée & Paris : alors
1a perche carrée vautg toises carrées ; 'arpent a goo-toises
carrées. )

La toise carrée = 3,7987 métres carrés.

La toise cube =7, 403g. Lestére=otub.,1351=—=0""% 36,
Le litron —o%** ; 813. Lelitre=3sli%on 33,

La livre — §™<*s, 895. Le kilogramme = 3'™*, o04aq:
80 francs — 81 livres tournois.

B est aisé de se servir de ces données pour convertir
les anciennes mesures en nouvelles et réciproquement.
Ainsi pour avoir la valeur de 1000 francs en livres, on
ajoutera i 1000 fr. son 8o°. ou le 8. de 100 fr., et on
aura 1012,5 livres ; (un liard par franc).

56. Pour ajouter ou squstraire les quantités complexes
on écrit au~dessous lesunes des autres les parties qui ont
une méme dénomination, et on opére successivement
sur chacune en commencant par les plus petites. Si la
somme surpasse le nombre d’unités nécessaires pour
former une ou plasieurs anités de P'ordre supérieur , on.
les retient et on ne pose que I'excédant,



& ARPHimIHQBE: .
Exemﬂes d"additton :
" Toises. Picds. Pouoes. Lignes..  Mards. Gces, Gros. Grains,

154 3 9% 15 3 76 42
23 3 11 217 Z : g 6o.
132 5 10 '3 4 17
o 2 7 1 ° 4 5 6 10 _
311 a2 10 13 B0 o 1 57
Livres.. Sous. Deniers. l Jowrs. Heures, , . )
322 17 5 2 10 42 54
i1 iiqy
g 0 a1 D,
' . .
16 E 8 Ly 4 -

W
. bty ¢ . .
- Dans le premier de kes esemples I8 colond &
#Hgues dorme 35, lignes. 45 ow a2 pawess i hg. §, parct
que 12 lig. valent un pouce; on pose donc seulement: i 3 e
on reporte 2 i la colonne des pouces, qui donpe 34 on
3 pieds, 10, pouces, etc.
Noici quelques soustractiohs :.
Livres, Onces. Grds. Bmind Toises. P'mb Posicet. 1 iguil\

32 9 2 44 . 487 ()
12 12 5 1a 319 4 3 IOL
19 12 5 32 167 1 8 2
Ll‘uu. Sous. i)enkm Jours. Heures. Mmum Secondcs,
349° x,Z\ 4 17 M 4
! 127 7 16 a8 4o
222 8 g 3 6 hi 25

On voit qu’a'prés avoir soustrait 12 gr:u'ns; de44, om-
passe aux gros ; mais comme 2 ~— 5 ne se peu't oii ajoiite
wné once ou 8 groset on a 16 — 5 = 15; puis oil 3joute
pareillement une once aux 12 qu'il faut oter de 9, de
sorle qu on dira q=— 13 ne se peut a’oulam une ﬁ\ 'T@ Ol
16 onces ona 25 —13=12, etc. . . . Ceite opéraiion est
fondée sur le meme principe que pouz les hombres entiers.
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Descartes, né le 3 avril 1596, est mort le 11 février
1650 ; Pascal, né le 19 juin 1623, est mort le 1y aode
1662 ; Newton, né le 15 décembre 1642, est mort le 18
mars 1727. On demande la durée de la vie de ces grands
métres.

57. Pour la multiplication des nombres complexes,
d’'aprés les principes donnés (41) , on opérera séparé-
ment sur les entiers et sur les fractions. 1l se présente
deux cas suivant que le multiplicateur est ou w'est pas
complexe.

1**. Cas. On voudroit savoir le prix de 17 aunes § d’une
étoffe qui colite 45 liv. 12 5. 6 den.'aune; il est clair qu'il
faut répéter ce nombre 17 fois et §, de sorte que le multi-
plicateur 17 § cesse de représenter des aunes et devient
un nombre Abstrait (on appelle ainsi eelui dont Pespéce
d'unités n’est point désignée. } Pour répéter 45 liv. 12s.
6 den. 17 fois, on multipke d'abord 45 liv. puis 12s.
puis enfin 6 den. par 17. Le premier de ces calculs
w'offre pas de difficultés ; et puisque 2 liv. répété 17 fois
donne 17 liv., 10s. ou 1 liv. doit donner la moitié de
17 liv.; 2. en domne le 10%., oule 5¢. du produit de 10s.
On a pour 6 den. le quart du produit que donne as. ; op
prend ensuite les § du muitiplicande, et on ajoute le tout.
Voici le type du calcul =

45\, 1a°. 64.
LY B
1 .
%2 : } 17 fois 45T
8..10%......pour 10*, la moitié de 17%-.
1ee14... . ee.pourzt.le10°. de 17", oule 5. de8!. ror..
0.. 8...6%...pour 64. le } du produit qu’a donné 2%
15.. 4..3....pour §, le § du multiplicande.
15.. 4...3....pour 3.
80b'. o' 10
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Tout Fart de ce genre d'opérations consiste 3 décom-
poser chaque fraqtion en d’antres qui aient l'unité pour
mumérateur, ( c'est ce qu'on nomme Fractions Aliguotes)
ce qui se réduit i partager le numérateur en facteurs
de dénominateur. Ainsi 1gs., ou}d de livre, se décom~
pose er it =1, & = ] et & = }; il faudra donc
!}rendre la 2,le { et le 3 de lentier multiplicateur,
considéré comme étant des livres. On pourroit awssi
plfendre 2 =1, & =14 et deux fois % = Deméme
pour } on prendra 4 =4, {=jFety.

Observons que si le multiplica~ - )
teur m'a qu'un seul chiffre, il est 1'5'7'0";&2“'?5‘""
plus simple d’opérer comme pour 7
Paddition. Dans Fexemple ci-contre, 75, 6 5 55
on dira 7 fois 18 grains = 126 grains
== 1 gros 54 grains. On pose 54 et on retient 1. On trouve
de méme 29 gros, ou 3 onces 5 gros ; on pose 5 gros
et on retient 3 onces , etc.

Pour multiplier 14s. par 483, il faut prendre les 1%
ou les -Z de 483 livres; on 'a #3%% ou 338,1, ou enfin
338 liv. as. On voit donc que pour multiplier un nombre
pair de sols, il faut en prendre la moitié et mettre au
wang des sols le double des unités du produit. Pour 18s. x 56,
comme 56x g =504, on a 50 liv. 8 s.; 80 pitces de
12s. font 8x 6 =48 Liv.

a2°. Cas. Cherchons la valeur de 36 marcs 6 onces
4 gros d’argent 3 51 liv. 15s 5 den. le marc. On ré-
pétera d'abord 51 liv.' 15s. 5 den. 36 fois; et ensuite
autant de fois que 6 onces 4 gros sont contenus dans le
_marc : le multiplicateur est abstrait et cesse de repré—
senter des marcs. Ainsi on ne multipliera d’abord 51 liv,
15 5.5 den. quepar 36, ainsi qu'on T'a expliqué; puis
par la fraction 6 onces 4 gros ; en prenant d’abord pour
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4 onces la moitié du mnl-
tiplicande total 51 liv. 15s.
5 den., etc.

11 arrive souvent que pour

faciliter les calculs on fait un Par 14*....25

Joux produit : par exemple,
st on avoit eu 14 s. au lieu
de 15 s., il auroit fallu de
méme faire le produit de 1 5.,
qu'on auroit effacé aprés
avoir trouvé le produit des
5 deu.

Voici deux autres exemples :

12l 18, 84,
430, 5‘1 410.
a4
48
Pr. 18-.. 37 160,
¥. pr. de 1. z
Projd.. o 14
gi' g 14 ‘a
4” . o 14 4
554 13 11 §

57
51l 15e. 54,
36=. 6°. 4.
3061, .
153
I%ee. 1 16'
... 0 13
14... 0
4°...35 Z
2°e..12 1 10 ‘-
#...3 4 8%
1905 16 3%
37. 15, 8L
gt 3 1ree
340, 1% o
Pr.3%.18. 17 10
F.pr.de 1vi, 6 $ x:*
Pr. 4 b 4 11
2"" 2 4 11
30 1 1x 5
364 14

3%

. 58. Dans Ia division il y a aussi deux cs, suivant que
le quotient ou le diviseur représente le multiplicateur,
et doit &tre considéré comme abstrait.
1**. Cas. Si le diviseur est le multiplicateur, le quo-
tient est le multiplicande et doit 8tre dela méme espice
d'unités que le dividende,, qui représente le produit.
Si le divisear n'est pas complexe , on opérera tour~
a-tour sur chaque espéce d'unités du dividende, en
commengant par la plus grande, Aimsi . pour diviser

-



1) - Afrrawdriqor.
834 liv. 15s. 7 den. par 4, on prendra le qtart de 234 lw.
qui est 58 liv. avec le reste 3 liv. ou o 4., qui joints &
t5 5. donnent 55 s.; le quart est 13 s. avec le reste 3 5.
ou 36 deniers ; 36-4-7—43d.
dont le quart est 10 }d., ‘gg 14 64 § 4
le quotient est donc 58 liv. - 3' LE2-
Soor.

13s. 10 § den. 14

Unouvrier arégu 15t liv. 5T
14s. 6 d. pour 44 joursde o4
travail ; poursavoircequ H
gagnon par jour, on di- uo"
visera 151 liv. 14s.6d.par __ O
le nombre abstrait 42. On Ub
voit ci-contre le détail du 9
calcul.
".8i le diviseur est complexe, pour pouvoir Te regarder
comme abstrait , il faut d’abord faire disparoitre les frac—
tions qui Pafféctent : pour cela out inultlphera le divi-
dende et le dmseur par le nombre qui exprime combien
la plus petite espéce d'unités de celuirci est contenue
dans la plus grande. Cette opération n'altérera pas le
quotient (21,6°) , et comme chaque espéce d'unités du
diviseur produira des unités entitres, il sera rendu exacte~
ment entier. Ainsi 4a toises 5 pieds 4 pouces ont colité
854 liv. 13 s, 13 deéti-§ 5 of démande le priv de la toise ?
Comme 4 pouces ou §de pled &t eonténu 18 fois dans
la toise , on doit miultiplier lés deux nowrbres proposts.
pit 18. La quéstion devient: 743 (disés omt codté ggB4 liv.
10 ¢. 8den., quel est le prix de ia toise ? la division
donite 13 liv. 18s. 8 den.
- Dt taéme pour diviser 866 liv. 0s. 10 den. par 1 *g it
faut mulupher par 3, étona 2418 liv. 2 6. 6den. & i~
viser par 53. 8i le divistuyr est 3% 7° 4¢r, qn multi-
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pﬁem par 16, parce que 4 gros eu la_moitié de I'once ,
et conteniu 16 Jois dans le mare, etc.

2. Cas. Si le diviseur est le multiplicande, il doit &re
de la méme espéce que le dividende, et le quotient est
abstrait : on fera disparoitre les fractions du dividende
et du diviseur y-#insi qu'it vient d’!tre dit. Par exemple,
pour diviser 364 liv. 14s. 3 den. % par 37 liv. 15s. 8 den,
on multipliera ces deux nombres par 20 x 12 x 18 ou
4320, parce que le 18¢. de demier est contenu 4320
fois dans la livre. 1l faudra donc diviser 1 575 565 liv.
par 163 224, ve-qui donne g 153444, Pour faire la preuve
de la multiplication du n°. 53, il fadt évaluer la frac-
ton {35 en parties de la toise , comme on va le
dire.

Pour trouver combien de fois 143 lir. 17 s. 6 den..
contient.1 liv., il faut multiplier par 4o et diviser entre
eux les’ produits 5755 et 44o.

5g. On féduit ane fraction en momibre complexe en
divisant le numératear par te dénominateur. Ainsi pour
avoir les 3 de la livie, on divisera 5 liv. par 7 et on
aura 14 s. 3 den. §.

Réciproquement pour convertir un nombre complexe
en fraction 3 deux termmes, il faut le réduire 3 sa plus
petite espéce. Ainsi 14 5. 3 den. § vaut 171 den. § on
A222 de denier : comme la livre vaut 240 den., on divi=
sera par 240, et on aura 1332 ou § de livre.

Pour évaluer en dols et deniees la fraction ,715 liv.,
#t faut wmultipliex par 20, el on a 143s. ; de mémpe
multipliant 0,3 5. par 12, on & 3;6 den. g, . . . . .
donc 04,715 = 14 s. 3,6 den.

On réduit une fraction complexe en décimales , en la
godwvertissant d’abord en fractiom & deux termes,
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CHAPITRE IIL

DES PUISSANCES ET DES RACINES.

1. Formation des puissances:

6o. En multipliant un nombre par lui-mime 1,3, 3.
fois , on en obtient les puissances 2, 3, 4. ...

e, a0, 3o, fo. e, 6r. 97°. 8§ Q%
2. .4. 8. 16. .32, .,64. .128.. .356.. .51
3..9.27. 81. 243. .729. .2187 .. 656:.. 19683
..16..64..356: 1024+ fog6. 16384 . .65536. . 362144
..25.125,.625..3125..156a5. . .58125. . . 8g06a5. . , 1953125
..36.216.1296. .9776. .46856. . 279936. .1679616. . 10077696
..49+343 .2401.16807 117649+ 823543 . . 5764801 . .4§0353602
. 64.512.4096.32768.262144 2007152 .16777216:134217728
- 9...81.729.6361 . 5904g- 531441  fpBagB. 43046721 . 38742048y

Le carré dedest $x §=%; le cube est &%; ..
donc on forme une puissance guelconque d'une fractiom
em éleyant les deux termes & cette puissance.

® 0

2. Extraction des racines carrées.

- 61. Le carré d’'un nombre de deux chiffres, tel que
‘35, se forme par la multiplication de 35 par 35, ce
qui exige quatre produits partiels ; 1°..5% 5 ou le carré
des unités; 2°. 30x5 ou le produit des dixaines par les
unités ; 3°. une seconde fois 3ox 5; 4°. 3ox 30 ou le
carré des dixaines. Donc le carré d’'un nembre de dewx
chiffres est formé du carré des dixaines, deux Jfuis la
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produit des dixaines par les unités, plus enfin le carré des
anités. Ainsi 35" == goo -4~ 300 4 28 = 1225.

Pour multiplier 7 4- 5 par 7 4- 5, on multipliera 7 et 5
d'abord.par 7, puis par 5; ce qui donnera 47 x 5
d’une part, et 7 x 5 4 5* de lautre. Pour faire le
carré de 74 5, il ne suffit donc pas de carrer 7er 5;
il faut encore ajouter le double du produit de 7 par5;
on a ainsi 49+ 25-4-2x 35 ou 144 = 12*. Ainsi le carré
d'un nombre composé de deux parties , se forme des
carrés de chacune , augmentés du double de leur produit.
(Voy. n°. g7,1°.)

62. Les carrés de 10, 100, 1000 , . . . sONt 100,
10 000, I 000 000. . . ainsi tout nombre de deux chiffres,
étant compris entre 10 et 100, a son carré entre 100
et 10 000, Cest-i~dire, composé de 1 ou a chiffres:
de méme tout nombre de a2 chiffres ena 3 ou 4 3 son
carré , ete., et en général, le carré a le double, o
le double moins un, des chiffres de la racine.

Les nombres de 1 ou 2 chiffres ont leurs racines carrées
comprises dans les tables n*’. 13 et 60. Quant aux autres
mombres il faut distinguer deux cas.

1. Cas. Sile nombre proposé, tel que 984,2 3 ou
4 chiffres, sa racine en a deux; et 784 est composé du
carré des dixaines, de celui des unités et du double
du produit des dixaines par les unités. Or, la premiére
de ces parties se forme en ajoutant deux zéros au carré
du chiffre des dixaines (16); d’od il suit que ce carré
n’entre dans l'addition de ces trois parties qu'au reng
des centaines. En séparant les deux chiffres 84, 7 con-
tient donc le carré du chiffre des dixaines considérées
comme des unités simples : il contiendra en outre leg
centaines produites par les autres parties du carré,
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On prendra la racine du plus grand carré 4 conlemw
dans 7 , et comme 7 est compris entre les carrés de 2
et de 3, le nombre proposé 784 I'est entre 20 et 30%,
ainsi la racine est entre 20 ¢t 30§ et on a 2 pour le chiffre
des dixaines. v

En retranchant 4 de 7, le reste 3 est Ja retenne proe
duite par le carré des unités ey le double des dixaines
multiplié par les unités: 384 est donc compasé de ces
deux parties,

On forme ce dernier produit en multipliant le double du
chiffre des dixaines par les unités et mettant un zéro i
droite ; ainsi dans I'addition , ce produit est compris au rang
des dixaines , et contenu par conséquent dans 38, en sépa-~ -
rant le chiffre 4 desunités : 38 contient en outre les dixaines
produites par le carré des unités et celles qui proviennent de
ce que 784 peut n’étre pas un carré exact. Si ces dixaines
étoient connues , en les 8tant de 38, le reste divisé par 4,
double du chiffre des dixaines, donneroit les unités. Di~
visons donc 38 par 4, le dividende sera plus grand que
celui qu'on doit employer, et le quotient pourra &tre
trop grand ; mais il sera facile de le rectifier.

Car si le quotient —, ou g en nombre entier, représente

en effet les unités, en placant g & c81é du double 4 du
shiffre des dixaines, 4g sera le double des dixaines ajouté
JuX unités; et 49 x g sera le double
du produit des dixaines par les 7'8 4 _18____...
unités , plus le carré des unités; 3 g 4 49 48

or 49% 9=441, qui est > 384, U
donc g est trop grand. On éprou~ O 441 384
vera le chiffre 8 de la méme ma-~ a7.35] 52
nidre , et comme 48x8=384, > 35|70

. > 2.0 4 a

qui retranché du reste donne o, 3 !
op voit que 784 est le carré *b a4
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exact de 28. On a mis ici le type du

calcul , 2insi que celui de / 373_5 1,31 ] 11

qui est 52, avec le reste 31; de sorte :: 31

que 52 est la racine du plus grand —
. o xu

carré contenu dans 2735. On trouve aussi

Vv 131 =11

2%, Cas. On raisonnera de méme si le carré a plus
de 4 chiffres; car alors bien que la racine en ait plus
de 2, on peut encore la regarder comme composée de
dixaines et d’unités; 523 a 52 dixaines et 3 unités.

Ainsi pour 273 529, on
aura encore le carré des 27.3 5.2 9 ‘ 523
dixaines, considérées comme 2 102 1043
simples unités, contenu dans 2 ; $ 2 _3 3
2735, et on verra de méme 3 : 2 204 3139
que la racine du plus grand
carré contenu dans 2735 ,
donne les dixaines. On a trouvé ci-dessus 52 pour cette ra~
cine et 31 pour reste , de sorte que descendant 29 3 cbté
de 31, on a 3129 pour le double produit des dixaines par les
unités, plus le carré des unités ; sapprimant le chiffre g,
on divisera 312 par 104 double des dixaines 52 ; on aura
les unités de la racine , ou un nombre plus grind.

9
9
)

Enfin plagant le quotient 3, 3 droige de 104 et mul-
tipliant 1043 par 3, on retranchera le produit 3129 du
reste. On trouve que 523 est la racine cherchée.

Ce raisonnement g3pplique & tout nombre; om woit
qu’il fant le partager en tramches de deux chiffres, en
comrmencant par la droite, ce qui ne laissera qu'un send
chiffredensla derniére tranche lorsque le nombre-des chiffres
sera impair. Chague tranche donne un chiffce & la racime ,
¢n opéraut suc chacune comme. il vient d'dire dig,
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Nous en met- '
tons ici un 11 10 8.88.89| 33333

2 1.1 63 663
exemple. On ; 8 9 3 3
peut aussi 2 2 0.8 8a 1080
s’exercer sur 1989 12966;9.8966 663
les suivans. 2198.8 3 3
vV 7283 291 _1_3_2_8_9. 19989 199989
V54 ooo 000 _x__g_&_._g_
V 3179 4a °

63. On appelle Commensurables ou Rationnels les
nombres qui ont une commune mesure avec I'unité : tel
est §, parce que le 5°. de I'uniié est contenu 5 fois
dans 1 et 2 fois dans §. Mais /a2, /7, . . . sont Jrra~
tionnels, ainsi que la racine de tout nombre entier qui
n'est pas le carré exact d'un entier ; c'est-d-dire que
V75 par exemple, ne peut &tre exprimé exactement par
‘un nombre fractionnaire ; car soit , s'il se peut , {/7=24,
élevant au carré on auroit 7 =242, ce qui est absurde
puisque la fraction L2 est essenuellemem irréductible ,
43 Pétant (33, 5°).

V7 tombe entre 2 et 3; mais il est facile de voir
que /7 tombe aussi entre 2 et 2 §, d'od il suit que
2 £ approche plus que 3 de /7. On peut méme se "pro-
poser d’approcher de /7 de maniére 4 en différer moins.
de }; ce qui signifie qu'on cherche deux fractions , telles
que 33 et 3%, et qui aient 5 pour dénominateur, dont les
numérateurs différent de 1, et dont les carrés comprennent
7 entre eux. Cette définition sert d’explication i ce para-
doxe qu’on peut approcher autant qu’on veut de /7, quoi~
que cette racine n’existe pas. Multiplions par5 les fractions
cherchées et le nombre /7, 5,/7 seracompris entre les
numeérateurs inconnus ; €élevons au carré, 25 x 7 ou 195
sera compris entre les carrés des numérateurs, qui seront par
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«onséquent les nombres entiers,, par excds ‘et par défaut
de /175, on trouve 13 et 14; 4% et 4 sont donc les
fractions cherchées.

De mme pour avoir /(3 §) A moins de L, il fau-
dra multiplier 3§ par le carré de 11, ce qul donne
3 §x 1210u 449 § ; puis extraire\/44g § en nombre entier,
‘ou Y449 ; on aura 215 donc /3 § et comprise entre 21 ét
32 ou 3. En général pour extraire la racine dun nombre
par approximation on le multipliera par le carré du dé-
nominateur donné; la racine en nombre entier de ce
produit sera le numérateur cherché.

64. Si on veut approcher i I'aide des décimales, c’est-3~
dire, 3 moins de %, 115, etc. il faudra multiplier le nombre
par 10% 100% . .. ce qui revient 3 ajoutera, 4, ... zéros
s'il est entier, on & reculer la virgule de 2, 4,. .. rangs &
droite 8’il renferme des décimales. On extrait ensuite la ra-
<ine en nombre entier, puis on place la virgale convenable-
saent. Ainsiy/0,3 4 moins iz, se trouve en reculant la vir-
gule de 4 rangs ; et commey/3000=254, on 2 y/0,3=0,54.
A 70

De méme V5,7, 3 moins de +3=, ‘est =

1009

Nous calculerons ici /321 et

oua, 380

V2. Nl estclair quedansla1™. 3.2 1.00 €, '9
opération au lieu de lomdre 2 3.1 { 27 34
les deux zéros A 321, on peut 9 7 9
1 . 3 ao0.0 =g

les mettre slmplementau reste 3 3141 189 3142
32; de méme si on edt voula g, g et

deux décimales, il auroit fallu

1541431
.mettre quatre zéros aprés 32!, 10.0 24 281
3824 2828a

0.

" ce qui revient A joindre deux  40.0

zéros au second reste 53. On ! 20

. . . 4o.o
se contente ainsi de placer 3 83 60.0
fes zéros 2 & 3 aprés chaque 10759
| 3 5
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reste, jusqu'd te qu'on soit parvenu i l'approximation
demandée.

65. On conclut de la mani¢re dont on forme le carré
d’'une fraction (60) que la racine d'une fraction s'obtient
en extrayant celle de chacun de ses deux termes . . . .

_Vi_,
* Mais lorsque la fraction est irrationnelle, on évite la
double approximation, en rendant I'un des termes um
carsé exact; et on préfere le dénominateur, parce qu'il
miarque le nombre de parties contenues dans I'unité. On
multipliera donc les deux termes de la fraction par son
dénominateur, puis on extraira la racine de chacun . . . .
Vi= i!—‘-=V7:", or /21 = 4,582, dont le 7=
73
est 0,654 =V %

De méme V(3 —;’—):V%S- V-x—g;, et comme
V182 =13,4907, on a enfin V(3%)= 1,9272.

En général, lorsqu’on soumet une quantité irration-
nelle au calcul, il faut toujours sous-entendre que les rai-
sonnemens sont élablis sur la valeur approchée de cette
quantité ; orv rend donc raison de ces opérations de la
méme maniére que pour les nombres fractionnaires. Ainsi,

1°. Oncongoit aisément ce que signiﬁe.4\/ 7

% 4x VI=VIXx 4=V (£x7)=Vua

. Vaxyv3i=v3x Va=+v (2x 3) =6

4°. On a le droit de multiplier par le méme nombre les
deux termes d'une fraction irrationnelle ;
V5__av/5_ 3y5

Vi av7 371
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66. Nous terminerons par plusieurs remarques.

. On doit toujours préparer les nombres de maniére 3
ne soumettre que des entiers au calcul de 'extraction.

2°. Le nombre des décimales d’'un carré est toujours .

pair et double de celui de la racine : on doit ajouter des
2éros ou supprimer des décimales, pour que cette condi~
tion soit remplie dans tous les cas.

3¢. Chaque tranche ne devant donner qu un seul chlffre,
on ne peut mettre i la fois plus de g i la racine.

4*. Le carré d'un nombre, tel que 18, étant donné,
pour avoir celui du nombre suivant 19, comme . . . .
19 =18 41, le carré est 18" 4 2x 1841, (61); on
ajoutera donc 37 & 324 carré de 18, et on aura 361 =1g".
En général , quand on a le carré d'un nombre , en ajoutant
un plus le double ds ce nombre, on a le carré du nombre
suivant. N suit de 13 que chaque tranche ne peut donner
un reste plus grand que le double de la racine obtenue;
car alors il faudroit mettre une unité de plus i cette racine,

v 3. Extraction des racines cubiques.

67. Avant d'extraire la racine cubique, il convient
d’analyser la loi suivant laquelle se forme le cube, qui est
le produit d'un nombre par son carré. En imaginant ce
nombre décomposé en deux parties, on a vu (61) que le
carré est composé du carré de la premitre, du carré de
la seconde, et du double de leur produit : c’est le systéme
de ces trois quantités qu'il faut multiplier par les deux
parties du nombré donné."Or, en les multipliant d’abord
par la premiére, on obtient

1°. Le cube de la premiére partie ;

a*. Le produit du carré de la seconde par la premiére ;

3°. 2 fois le carré de la premiére par la seconde.

.
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De méme, en multipliant le carré par’la seconde
partie du nombre donné, on trouve

1°. Le carré de la premiére multiplié par la seconde.

a°. Le cube de la seconde.

3.2 fois le produit du carré de la seconde par la
premiére.

En réunissant ces six résultats, on voit que le cube de
tout nombre formé de deux parties se compose de quatre
(»oy. 0% 97 2°.); 1°. le cube de la premidre; 2°. 3 fois le
carré de la premidre multiplié par la seconde, 3°. 3 fois
le produit du carré de la seconde par la premidre, 4°. le
eube de la seconde.

Ainsi, (7 4+5)°= 7* 4 3.9°.5 4~ 3.5~ 7 4 5%;
ou 123=343 4~ 735 - 525 <+ 125 =17a8.

Concluons de 12 que le cube de tout momhge composé
de dixaines et d'unités est formé du cube des dixaines,
3 fois le carré des dixaines multiplié par les unités , 3 fois le
carré des unités par les dixaines, enfin le cube des unités.

68. On démontrera comme ci—devant (62) que le cube

d'un nombre a le triple des chiffres de sa racine, ou le’

triple moins 1 ou moins 2.

Les racines des nombres <1000, nayant qu'un chiffre,
le tableau (60) les fait connoitre. Nous partagerons I'exa-
men des autres nombres en deux cas.

1", Cas. Si la racine n'a que deux chiffres, le cube en
a 4, 50u 6; tel est 21952. Pour en obtenir la racine,
je remarque que le cube des dixaines cherchées se forme
ea cubant le chiffre des dixaines et plagant 3 zéros 3
droite (17). Donc en séparant les trois chiffres g52 du
nombre proposé, 21 contient le cube du chiffre des
dixaines considérées comme des unités simples , et en
outre les milles qui proviennent des autres parties. Le
plus grand cube contenu dans a1 est 8, dont la racine
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est 2; Cest le chiffre des dixaines : car puisque arg5a
est > 203 ou 8000, et < 30° eu 27000, la racine durchee
est comprise entre 20 et 30.

Otons 8 de ar, il reste 13952 qui représente les trois
autres parties du cube : or le produit de trois fois le carré
des dixaines par les unités, se forme en multipliant le
triple de 4 ou ra par les unmités, et plagant en outre
deux zéros 3 droite : ainsi, séparons les deux chiffres 53,
239 contiendra 12 fois les unmités, et les centaines pro-
duites par les deux autres parties du cube. Eun divisant 139
par 13, le quotient sera donc les unités, ou un nombre
plus grand : et comme ce chiffre ne peut excéder g,. on
prendra g pour quotient de 332,

11 s'agit de- wérifier siig est plus grand que les mnités.
Pour cela sous 1200, qmi est le triple du carré des.
dixaines, plagons le triple du produit des dixaines par g,
ou 3.30.9 = 540; puis le carré de g ou 81,.et multiplions
la somme 1821 par g. Si g est le chiffre des dixaines,,
le produit devra &tre égal au reste ou moindre que lui,
puisqu'on formera ainsi les grois parties que ce reste
contient. Ce produit excéde :
13952 ; d’ou il suit que les 2§.9 52 ( 28 Racine.

unitéssont <g. On essaiera 12 12

de méme 8'; et comme en :g 92: 4 424
faisant la méme épreuve on. 2 o 3 mn
trouve préasément 13952, ! 2; 17 8
on reconuoit que 28 est la —1_6_3.5 EQ'E

racine cubique exacte de a195a.

2°. Cas. Sila racine a plus de 2 chiffres, comme pour
le nombre 12 305 {72 000, on raisonuera comme précé-
demment (62, 2°. ). On verra qu’il faut 1°. couper le
nombre en tranches de trois chiffres 3 partir de la droite.
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2. Extraire la racine cubique de la derniére tranche
r2; elle est 2, qui est le chiffre des milles de la ra-
cine : retranchant de 12, le cube 8 des milles, il reste 4

3°. Descendre 2 cdté de ce reste 4, la tranche suivante
305, dont on séparera deux chiffres o5; et diviser 43
par 12, triple du carré du chiffre obtenu. Le quotient
3 doit étre éprouvé comme on vient de le dire. On re-
connoit qu'il y a 3 centaines; le reste est 138.

4°. Descendre prés de ce reste la tranche 472, domt
on séparera de méme 72; et diviser 1384 par 1587 triple
du carré de 23.

Et ainsi de suite. Voici le type du calcul..

12 3 05.4 73.000 ( 2308 Racine.

43'95 12 158700
4167 18 5 20
1 38 4.72 9 64

t 38 4 72 0.00 3 15 925 264
% 1o a5

127 4021 12
Reste. ... ‘11 0 6y 8 88 4167 127 4oz 112

6g. On démontrera de méme que précédemment que,
1°. La racine cubique d’une fraction se trouve en ex—
trayant eelle de chacun de ses deux termes; #'ils sont
#rrationnels, on rendra le dénominateur (65) un cube exact,
en muluPham chaque terme par le carré de ce dénomina-

teur. VA—- V5 49 _ 7\/245

2°. Lorsqu un nombre entier n’a pas de racine cubique
entiére, elle n’en a pas non plus de fractionnaire (33, 5°.):
mais on peut en approcher indéfiniment. Pour obtenir
V3 i moins de 1, on multipliera 3 par le cube de 4,
et on aura 3.64 ou 192, dont la racine cubique en nombre
entier est 5: donc & est le nombre demandé, et \/3
Vomibe entre § et £. De méme pour \/3 $ A moins de %;




Pmssucns ET RACINES. 7t

ona33x u’—4q43 % la racine est 17; donc 1} esy
approché de \/3 3 3 moins de ;%

3. Pour approcher i Paide des decnmalu , on reculera
Ia virgule d’autant de fois trois rangs 3 droite, qu'on
veut de chiffres décimaux : on ajoutera pour cela un nombre
convenable de zéros si cela est mécessaire. Ainsi pour
avoir Vo,3 a moms de 15, on prendra \/3oooooqm
est 67, dou Vo,3 = 0,67. De méme \/5,7 4 moing
de % se trouve en prenyut \/ 5700 qui est 18, et on
a 1,8. E-ﬁn V3 2178 3 moins de L. . . ... ...
est =L V3zl7 =1,5.

4°. Sile nombre proposé est entier on se contentera
de placer prés de chaque reste une tranche de trois zéros,
jusqu'd ce qu'on ait obteou le nombre de chiffres dé-
cimaux qu’on desire. - .

Voici le calcul pour \’/477
{ 7,8133g

249 147 18252
1340.00 168 234,
1315 52 64 z
a4 48c.00 16444 1827541
18 275 41 8 3
6 204 59o0.00
ete.
De méme on trouvera \’/3= 1,443249.0..c

5¢. Si le yombre est fractionnaire, aprés avoir rendu le
dénominateur un cube exact (l'), on approchera de la
racineda numérateur V =14 \/ 245=4}x 6,2573=0,893q9.

De méme /17§ = ¢/ 3=}/ 477} or / 47757,81339,
- ainsi la racine cherchée est 2,604463.
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CHAPITRE: IV.

. DES RAPPORTS..

s Des Egyﬁg’ﬂ'éfen;u et Proportisnsy.

70.. On peut comparer entre elles deux. grandeurs sous.
deux points de vue; en cherchant ou I'excés de I'une. suc-
L'autre, ou le nombre de fois qu’elles se contiennent mu-.
tuellement. Le: résultat. de. cette comparaison s’obtient.
par une soustraction dans le premier cas, et par une.
division. dans le second. On.nomme Raison ou Rapport- .
de- denx nombres, le quotient qu'on.trouve en divisant:
I'un par, I'autre. Clest. ainsi. que 3 est. le rapport de 32
¥ 4, puisque 2 ou-3-est le quotient des nombres 12.et 4.
On pourroit. également_dire que le rapport. de 12.3 4
est 4 ou §', puisqu'il'est indifférent de dite que-le premier-
des nombres est triple du second , ou celui—ci le-tiers de.
l'autre. Nous conviendrons i I'avenir de diviser le premier-
par. le second:. '

Le: premier- terme- d'un rapport est ‘I’ Antécédent , le.
second- est. le- Conséguent..

"On ne change visiblement pas la d:ffercnce entre- deux
quantités ,. en leur ajoutant un. méme nombre ou le
retranchant: Clest.sin:i que 1z3em5 = 13-6.== 11— 4.

Pareillement. ( 21, 6%.). on: n'altére. pas un rapport ,
en. multipliant. ou- divisant: ses deux. termes par un méme.

wombre. 42 =24 1.
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It est; aisé d'attacher un sens net au rapport des quan-
tités irrationnelles, puisqu’elles n’entrent dans le calcuk
que comme représentant leurs valeurs approchées (65).
Du reste, ce rapport peut quelquefois éire commensu—

nble ainsi, =< Vi L/ _vié_ 2

v3i 37 L

.71. Lorsque 13 différence entre deux mombres, tels
que 10 et 8 est la méme qu'entre deux autres. 7 et 5,
qes quatrq qnanmes formem une Eqwdg[ference, oo s 5
10+ 8 = 7 —15, Quand le rapport de deux nombres est
le méme que celpi de deux autres, ces guatre quantités.
forment une Proportion ; elle se constitue par l'dgalité
de deux rapports : 20 et 10, aussi bien que 14 et 7 ont 2
pour rappon on a donc une proportion entre 20, 10, 14
et 7 q.u on écrit ainsi 20° 10".14 7 et qu on énonce 20
est'd 10 comme 14 est 3 7. On peut aussi Pindiquer ainsi
o= 1,‘— Lorsque nous prefercrons cette derniére nota—
tion, ce qui arrivera le plus souvent, nous lui conser—
werons l'énoncé requ: 20 est 3 10 comm®®1 4 est 3 7%
et non pas 20 divisé par :x0.égale 14 divisé par 7; quoique
ces locutions soient équivalentes.

Les. termes: 20 et 7 sont lu‘Eavtdmes, 10 et 14 les
BMoyens de la proportion. ‘

Lorsque les deux moyens sont égaux entre eux, on
appelle la Proportion Continue “: telle est la suivante
16224::24:36, qu'on écrit ainsi 3316:24:36. Le second
terme se nomme Moyen proportionnel. .

72. Suivant que. les “vestes de ‘deux soustractions ,
10—8 et 7—5 sont égaux ou inégaux, ils le seront
encore. aprés lear avoir ajouté la somme 8 4 5 des quan—
tités soustractives; ce qui domne 10-4-5 et 7 4'8. Donc
lprsqu'on a I'équidifféeence 10 —8 =x7.—5, la somme des

' ]
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4°. Si on renverse la proportion. dannée, o . L. 2

. ox6 6

30:15::6:3, dot —— T3 3"

74- On peut multiplier deux proportions:terme & termey
en effet 30:15:; 6:3 et 2:3::4:6 donnent les fractions
égales 3z —§et 3—=4%; on trouve en les mulupliant.
3ox2:15x3::6x4:3x%x6.

Donc on peut éllever une proportion au oarré an

®be...... et par conséquent on peut ausii en extraire lo
racine carrée, cubigue......

3. Des Régles de trois.

75. Lorsque les élémens d’un probléme peuvent former
une proportion dont l'inconnue est le dernier terme,.
un calcul simple (72, 3°.) en donne la valeur: c’est ce-
qu’on nomme une Réglede trois : ainsi, 30 ouvriers ont fait
20 métres d'ouvrage, combien 21 ouvriers en feroient-ils
dans le méme tems? on trouve 30 : 20 :! 21 ! x, en
désignant par x le hombre d’ouvriers demandé; on a.

z = T =14. On reconnoit que la solution d'une

question dépend des régles de trois , lorsque Pénoncé est
formé de deux périodes ; ‘les deux termes de la premiére
étant Homogénes respectivement 4 ceux de la seconde,
C'est-3-dire, de méme nature 2 3 2; et que de plus ces
termes peuvent &re multipliés ouw divisés par le méme
nombre. Aiusi dans notre probléme 3o ouvriers et 210uvriers
sont homogenes, et on pourroit multiplier ces nombres par
2, 3,..... sans rien changer au probléme. Au contraire,
le tems qu'une pierre emploie 3 tomber , n’étant pas
double lorsque la hauteur est double : un tonneau n’em-
ployant pas A se vider un tems triple, lorsque sa capacité
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est triple : ces élémens ne peuvent faire partie d'une
rigle de trois.

76. Aprés avoir -distingué si la solution d’un pro~
bléme peat tre donnée par uffe proportion, il ne reste
plus qu'a assigner 3 chaque terme le rang qu’il y doit
occuper. Le demier et le troisiéme sont d’abord Vin-
connue et son homogéne, le seul qui puisse lui étre com-
paré. La question indique d'ailleurs lequel de ces' deux
nombres surpasse l'autre, ce qui fixe la place da 1°.
et du 2°. termes, puisque les antécédens doivent éure en—
semble plus grands ou plus petits que leurs conséquens.

Ainsi aprés avoir posé ci-dessus 20 métres: x métres, on
voit que 21 ouvriers doivent faire moins d’ouvrage que
30, et que le conséquent x est < 20; donc, des deux
nombres 30 et 21, 30 est le premier, etona . ... .
30:21: 20 2.

Les deux exemples suivans éclairciront ceci :

Un ouvrage a été fait en 5 jours par 57 ouvriers, com-
bien faydroit-il de jours 3 19 ouvriers pour faire le méme
ouvrage ? Puisqu’on pourroit prendre 2 ou 3 fois plus de
jours et autant de fois moins d’ouvriers, la question dé~
pend des proportions. On placera d’abord 5 jours : x jours,
et comme il faut plus de jours 3 19 ouvriers qu'a 574
pour accomplir la méme tiche, le conséquent x est > 53
57 est donc le conséquent du premier rapport, et on

a 19 ouvr. ;57 ouvr. ::5joursix )om=51ﬁ= 15 jours.

11 a fallu 6 métres d’une étoffe large deé pour couvrir
un meuble, sombien en faudra-t-il d’une étoffe large
de §? Quoiqu’ici les quatre termes soient des mgtres,
on reconnoit que le nombre 6 métres est 'homogéne de
l'inconnue, parce qu'ils expriment seuls des longueurs;
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"ainsi la proportion est terminée par 6 métres {x métres.
Or il faut moins de longueur a I'étoffe qui est la plus
large; comme > %, on a2 x> 6; ainsi 3 est Panté~
cédent du premier rappagt, et on trouve 5 : 3 :: 6 : x
dot x=6x I x =623

77- Quoiqu'il soit toujours facile de faire ce raisonne-
ment, en l'évitant on donne plus de rapidité au calcul.
Cn distingue deux sortes de rapports, le Direct qui est
formé de nombres qui croissent ou décroissent ensemble :
Pun décroit au contraire quand lautre croit, dans le
rapport Jnverse. Les 30 ouvriers et 20 métres de la pre-
miére question sont en ra[.port direct , parce que plus il y
a d'ouvriers et plus ils font d’ouvrage. Dans la seconde
au contraire 57 ouvriers et 5 jours sont en rapport in—
verse, parce que plus il y a d’ouvriers, et moins on doit
les employer de jours poar faire un ouvrage.

Lorsque les termes d’une question sont en raéport direct,
ils se présentent dans les mémes rangs qu'ils doivent
occuper dans la proportion; pourvu qu'en exprimant la
question, on donne le méme ordre aux termes homo-—
génes dans les deux périodes. Mais si le probléme a ses
rapports inverses, les termes doivent procéder en sens
opposé dans la proportion, de sorte que le dernier des
termes énoncés soit ‘écrit le premier, etc.... L’inconnue
étant toujours 3 la quatriéme place. Cela rcsulte de ce
qui a été dit ci-dessus.

Voici encore plusieurs exemples de régles de trois.

I. Un homme a fait So lieues en 8 jours, combien
sera—t-il de jours & faire 8o lieues? Régle directe : ainsi
50:8::8 :x=12¢ )

II. Un homme a fait une route en 8 jours, marchant
7 heures par jour, combien elt-il mis de tems s'il

.
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efit marché 10 heures par jour? Régle inverse ; ainsi
‘g0:7::8:x=5,6.

III. Si 17 marcs 5 onces 4 gros d’argent ont coiité
869 liv. 15 s. 6 d.; combien cofiteroient 14 marcs 3
onces 2 gros 1 ¥ Regle directe; donc

19™ 5% 48: 869 liv. 15s.6 d. 22 14=3° 261 : zliv.

On simplifie le calcul en multipliant les deux antécédens
par 16; et on 2 283™ :869 liv. 155. 6 d. :;230™ 5° :z. On
trouve x — 708 liv. 16s. 0 14234,

IV. 6 escadrons ont consommé un magasin de fourrage
en 54 jours, en combien de jours g escadrons I'eussent-ils
consommé ? Régle inverse, d'oli g : 54 :: 6 : x = 36.

V. Un vaisseau a encore pour 10 jours de vivres; mais
on veut tenir la mer encore 15 jours, 3 quoi doit étre
réduite chaque ration? On ne trouve pas ici les quatre
termes ; mais il est évident que I'un est sous-entendu et que
le probléme doit &re concu de cette maniére. On don-
meroit : ration 2 chaque homme, s'il falloit tenir la mer
10 jours, on doit la tenir 15; que donnera-t-on? Régle
inverse; ainsi, 15 10: 1 ¢ x=—4%.

78. Rigles de trois composées. On raméne souvent aux
proportions des questions qui renferment plus de trois
termes donnés. Hl faut alors qu'elles soient formées de
deux périodes qui contiennent des nombres homogénes
deux 2 deux, et variables proportionnellement. En voici un
exemple. .

Si 20 hommes ont fait 160 métres
douvrage en 15 jours, combien Mpoe Yare e
3o hommes ea feroient-ilsen 12 jours? 3o z 12
Nous assemblerons dorénavant les
termes homogénes comme on le voit ci-contre.

Il se présentera deux cas, suivant que les termes qui
Be répondent pas i l'inconnue sont ea rapport direct ou
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inverse. Yci, 20 hommes et 15 jours sont en rapport in=~
. Verse’; on peut donc doubler, tﬁpleri... I'un des nombres ,
pourva qu'on divise 'autre par-2, 3,... etla question reste
1a méme. Multiplions 20 homwes par 15, et‘divisons 15
jours par 15: il viendra 300 hommes et 1 jour : de méme,
moultiplions 3o hommes par 12, et nous aurens 360 hommes
#t 1 jour. La question devient donc, si

300 hommes ont fait 160 métres en né;:"' ""é';" ";“"‘
un jour, combien 360 hommes en fe- 36e x X
roient-ils en un jour? Le tems <tant

Je méme de part et d’autre , il est inutile d'y avoir égard,
et on a la régle directe 300:160::366:x = 192 métres.

Lorsque le rapport est direct, on:procéde différemment.
Par exemple, si 20 hommes ont
fait 160 métres en 15 jours, combien n";;'"‘ ‘:&':" ";"g"
faudroit-il de jours & 30 hommes 3e 192 =
pour faire 192 métres.

Plus il y a d’hommes et plos ils font de métres; 20
hommes et 160 métres sont en rapport direct. Ainsi aprés
avoir multiplié l'une de ces quantités par a2, 3,.... il
faudra multiplier aussi Pautre par le méme nombre. Pre~
mons 192 pour facteur de 20 hommes et 160 métres ; puis
x6o pour facteur de 30 hommes et 1g2 métres, etil est
clair que le nombre de métres (*) sera dans les deux
€as 192 x 160. On fera donc cette question; si 20 x 192
hommes ont fait un ouvrage en 15 jours, combien de
jours seraient 30 x 160 hommes i le faire. "Cette régle
estinverse et 0N 2. . . v . s+ . o . . . .

(*) On aurcit rempli le méme but avec un facteur plus simple
que 192 ; voy. ce quon a dit pour la réduction su méme déno~
minateur (34); nous gvons pris ici 192 pour mieux fajre concevoir la
eouséquence qui suit,




51 ouvriers seroient—ils de jours
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e, .. __ 20.192.15
3ox 160:15:l20x 1920 2= 3160 , ou.

2.192.5 192

lgz —_— -—9 - 12.

1.160 16

On raisonnera de méme dans tout autre cas; et on voit
comment en renversant le probléme, on peut faire la preuve
de I'opération. Voici encore un exemple assez complxque

Si 4o ouvriers ont fait 3o0
Homme:. M'trea. Jors. Henres.

métres en 8,ou1:s, en lrav:nlla'mt 4o 300 8 7
7 heures par jour ; combien 51 459- x 6

a faire {59 métres en travaillant 6 heures par jour?

On verra d'abord que les ouvriers et lés heures sont-
en rapport inverse ; on mettra donc 4o x 7 heures
d’une part, et 51 x 6 heures de l'autre, durant un
jour , ce qui donnera lieu i la Heure Htru. Jours.
que'su'ol.: ind,i,quée ci-contre, et qu'il é‘::z 423 2
est inutile d’énoncer.

Les heures et les metres sont en

Heures Jourrs,
rapport inverse ; on fera donc 459 40,‘ %459 8
multiplicateur des termes de la pre- Z X300 =
miére période , 300 sera celui de la
seconde ; ce qui réduira le nombre de métres i dtre le
méme de part et d’autre. On aura donc une régle de
trois inverse, qu'on posera ainsi . . 4. . 45 ..8 .

. 8 oo . p o 40:7-499.0
5: x6:o3oos. 8:l4ox7x459 ¢ = Fr6.300 7 °®
°7- — ]

&= =11 g . . .

On peut encore éviter ces divers raisonnemens : car
en les reproduisant sur chaque terme , camparé 2 'incon~
nue, on verra aisément que lorsgue le rapport sera direct ,

le terme devra chonger de plece aves sun homogéne ;
6




’

82 ARITHMETIQUE.

tandis que s'il forme un rapport inverse , on le laissera ted
gu'il est. Enfin, on multipliera tous les nornbres contenus
dans chaque ligne, et on égalera les produits entre eux.
Ainsi, dans la derniére question , les ouvriers et les jours
sont en rapport inverse ; ainsi que les heures et les jours :
mais les métres et les jours forment

un rapport direct; on changera de 4o 45gx 8 x
place seulement 300 et 459; on S1x3ooxxx
formera le produit des nombres con-

tenus dans chaque ligne, et égalant il viendra . e
.40 % 459 x 8 x 7=>51 x 300 X Gx: qui donne Ia
méme valeur que ci-devant (5).

. Cette opération peut méme s'appliquer aux rigles de
trois simples.

79. Régle de société. Trois associés ant mis dansle com-
merce , 'un 12000 fr., 'autre 8000 fr., le troisime 4ooo fr. -
Ils ont gagné 5430 fr.; on demande de partager ce gain
A raison de leurs mises. .

La somme totale 24000 fr. a rapporté 5430 fr. On fera
donc ces trois proportions.

a4 000 ¢ 5430 oa 2400 : 543 ': 12 000 © x == 2715 -

2400 : 543 :: 8 000 : x=1810
2400 : 543 i1 4000 x= go5

Soit encore proposé le probléme suivant,

Trois négocians ont mis dans le commerce , savoir I'un
26000 fr. pendant 7 mois , 'autre 8000 pendant 5 mois,
le troisi¢me 4000 fr. pendant 20 mois ; on demande quelle
est la part de chacun dans le bénéfice de 1500 fr.

On remarquera que les mises et les tems sont en rap-
port inverse ; en les multipliant respectivement, on re-
tombe sur une régle de la premiére espéce. L'un des
associés est supposé avoir mis 70000 fr., le second 40000 fr.,
le dernier 80000 ; les tems sont égaux. On trouvera
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852,63.... fr. 315,7g.... fr. 631,58.... fr. pour les gains
respectifs,

8o. Rigle d'intérée. Elle a pour but de trouver la
somme due pour de 'argent prété sous certaines conditions.
Cet intérét se stipule de deux maniéres : ou en indiquant
celui que porte la somme de 100 fr., ce qu'on désigne
par les mots 4, 5.... pour cent (on D'éerit ainsi, 5 p. 2):
o en fixant la somme qui doit rapporter un franc d’intérét;
le Denier 14 signifie que 14 francs rapportent 1 franc.

La relation qui lie ces deux maniéres de stipuler I'in-
térét se trouve par une proportion. Ainsi le denier 25
€quivaut a2 4 p. 2, puisque si on pose cette régle de
trois, si 25 fr. rapportent 1 fr. quel est l'intérét de
1007 /f.; on trouve 4 fr. De méme le denier 2 revient a
S0 p. 2., le denier 20 & 5 p. ¢ (Voyez, lascine 1.,
acte Il de P Avare de Moliére ).

'Un exemple de rigles d'intérét suffira pour montrer
comment on doit résoudre toutes les questions semblables.
Quel est I'intérét de roooo fr. 3 ; p. 2 par mois durant
7mois? Ce probléme revient i celui~ci : si 100 fr. rap-
portent } fr. durant un mois, combien 1000v fr. rap-
. porteront-ils pendam 7 mois ? Cette régle de trois composée
se résout & lordinaire (78). On peut aussi la résoudre
comme il suit: 100 : 2 :: 10000 : =25 fr., intérét de
10000 fr. pendant un mois; 7 x 25 ou 175 fr. est donc
I'intérét cherché.

81. Régle d’escompte. Lorsqu'une somme n’est due
qu’'a une époque encore éloighée et quon en obtient
sar—le—¢hamp le paiement,, on nomme Escompte I'intérét
gu’on pergoit pour cela. Si donc on a 10000 fr. 2 rece-
voir dans 7 mois, en retenant I'intérét de cette somme
4  p- § par mois on devra deéduire 175 fr., et il restera
g825. Cette maniére d’opérer s’appelle prendre l'escompte
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en dehors ; clle est la plus usitée, quoiqu’on retienne P'in-
térét de 10000 fr. et qu’on ne paie en effet que g825. fr.

Pour I'escompte en dedans, il ne faut retrancher que
Pintérét de la somme qu’on paie : voici ce qu’on doit faire.
Chaque mois , on devra retenir 4 fr. par 100 fr., donc
aprés 7 mois , 100 =% fr. seront réduits a 100 fr. : on
posera donc cette proportion, si 101 § fr. sont réduits
A 100 fr., 2 combien 10000 fr. seront-ils réduits ? On
trouve 9828 fr. ,5-, En effet, si on ajoute i 'cette somme
son ‘intérét 3 } p. 2 par mois durant 7 mois, on retrou-
vera 10000 fr.

82. Rigle conmjointe. Prenons, pour expliquner cette
régle , I'exemple suivant : 5o liv. de Paris valent 51 liv. de
Hambourg , 25 de celles—ci en "valent 24 de Francfort;
on demande le rapport de la livre de Paris & celle de
Francfort.

Puisque 5o livres de Paris = 51 livres de Hambourg,

"on a (-g-(:-).liv. P. == 1liv. H.; (les premiéres lettres P.,
H. F. désignent Paris , Hambourg, Francfort) ; op a
de méme 1liv. H. =(i4-) liv.F.; donc . . .

ab

(g_‘: liv. P, = (—:—é—)liv. Fjo .. . .

ou 50 25" P-==a4x 511" ¥, c'est le rapport cherché.
On écrira donc les nombres donnés sous forme d’équa-
_tions, comme on le voit ci-

contre , faisant en sorte que le 5pliv.P. — §ylivRH.
second membre de la premidre a5UT-E. =— a4lv-P.
équation soit de méme nature que

le premier membre de la seconde ; il ne restera plus qu’a
multiplier terme 3 terme ces équations, en conservant au
premier membre la premitre espéce-d’unités, et au second
membre la dernidre. -
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- On peut donner un plus grand nombre de rapports
qui s’enchainent. Quel est, par éxemple, ‘le rapport du
métre & la verge d’Angleterre, sachant que g verges
valent 7 aunes de France, et que l'aune vaut 1,1834
meétres? On prendra pour premier terme de la régle con-
jointe g verges, qui est de I'espéce cherchée, et on
posera g verges = 7 aunes ; ensuite
on écrira les autres rapports en ob- 9 = 7"

= 1,1821™

servant la régle ci-dessus, et on ré- ,m. — x"
duira les deux premiers rapports en
un seul g x 1 verge = 7 x 1,1821 métres. On posera
ensuite 1 métre = x verges, et on verra qu'en les rédui-
sant de méme on a gx 1 X 1 verge=—7 X 1,1821 x x métres,
ce qui revient 2 multiplier encore les trois équations’
terme i terme; on a donc g verges=—8,2747 fois I'in-

,(5),.et enfin. . .. .

connue x, d'ott x = -9 __
8,2747

x == 1,087 verges = 1 métre.

On remarquera que le premier terme et le dernier x
étant de méme espéce, les deux membres remplissent
aussi la méme condition aprés la multiplication , les
termes intermédiaires étant des mombres abstraits; aussi
dans Péquation finale les deux membres sont ramenés a
la méme unité, ce qui est toujours nécessaire.

Voici une derniére question. Combien 100 pistoles d’Es~
pagne valent-elles de francs,

sachant que 1 ducat d’Espagne 3‘;: w = 3a :":'
vaut g5 deniers de gros PAms- 0. = U0
terdam ; que 34 sous de gros po 8% =— 139 6n
valent 1 livre sterling de Londres; « 95:‘::" = 3 g i:
et que 32 denierssterlings valent | 083 O — 71 pir.
3 francs ? On sait dailleurs que ;g0 Pt = gt

la pistole d’Espagne vaut 1088



86 ARITHMETIQUE.

maravédis, dont il en faut 375 pour un ducat; la !ivi\\
de gros et la livre sterling valent 20 sous de 12 deniers
3.240.95.1088.100

32.34.12.375

duit 3 x = 4 x 19 % 20 ; ainsi 100 pistoles valent 1520 fr.
Cette opération, connue sous le nom d’Arbitrage, est
souvent usitée dans les changes.

chaque. On trouve x = » qui se ré—

3. Des Progressions.

83. Une suite de termes dont chacun surpasse celui
qui précéde, ou en est surpassé, de la méme quantité,
est ce qu'on appelle une Progression par différence : tels
sont les nombres 1, 4, 7, 10,...... On l'indique ainsi
1 .4;7.1(1.13. 16,..... la raison est ici 3.

Il est clair que le ‘'second terme est ¢égal au premier
plus la raison ; le troisieme au second plus la raison,
c’est-a~dire, au premier plus 2 fois la raison; le quatriéme
est de méme composé du premier plus 3 fois la raison : etc.
En général, un terme gquelconque d'une progression par
différence est composé du premier plus la raison répétée
autant de fois qu'il y a de termes qui précédent. Donc

1% On peut trouver un terme quelconque d’ane pro-
gression sans calculer tous ceux qui précédent. Clest aiasi
que notre 100°. terme est =1 -3 x gg ou ag8.

2°. Pour insérer entre 4 et 32, six moyens proportionnels
par différence ; c’est-a-dire, pour lier ces deux nombres
par 6 autres intermédiaires qui forment une progression
composée de 8 termes ; je remarque que le dernier terme 32
de la progressi;m étant égal au premier 4, augmenté de la
raison prise 7 fois, 32— 4 ou 28 est 7 fois la raison in-
connue; donc la raison = 3t=4, (5). En général , pour
insérer entre deux nombres donnés, des moyens propor=
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tionnels par différence, on divisera la différence de ces
gquantités , par le nombre de moyens plus un ; le quotient
sera la raison. La progression ci-dessus est. . ... . . .
~4+8.12.16.20.24.28.32.

De méme, pour insérer huit moyens enltre 4 et 11,

on trouve la raison — ———— = -—; la progression

9
est—4.4553.63.75.78.8f.9%.103.11.

84. Une progression par quotient est une suite de térmes
dont chacun contient celui qui le précéde, ou est contenu
en lui, le méme. nombre de fois. Telle est la suite
231612 :24:48: gb.... ; la raison est a.

Le second terme est égal au premier multiplié par la
raison; le troisi¢tme est égal au second multiplié par la
raison , et par conséquent au premier multiplié par le carré
de la raison; de méme, le 4°. est le produit du 1°". par
le cube de la raison, etc. En général, un terme quelcongue
d’une progression par quotient est le produit du premier
par la raison élevée 3 une puissance marquée par le nombre
des termes qui précédent. On peut donc

1°. Calculer la valeur d'un terme, sans étre obligé de
passer par tous ceux qui le précédent. Le dixi¢me terme
de notre progression ci-dessus est 3x 29 =3 x 512=1536.

2°..Insérer entre deux nombres donnés, des moyens pro-
portionnels? Par exemple pour avoir huit moyens entre
3 et 1536, je remarque que le dernier terme 1536 de
la progression étant egal au Premler 3, multiplié par la
raison élevée 2 la puissance 9> si on divise 1536 par 3,
le quouem 51: est la g°. puissance de la raison : d'oy
la raison = V 512=2, (60). Donc, pour insérer entre
deux nombres donnés des moyens proportionnels, il faut
prendre leur quotient et en extraire une racine d'un degré
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égal au nombre de moyens plus un : cette racine sera la
raison.

Cette extraction de racines est une opération assez dif-
ficile; mais. bientét elle ne sera plus qu'un jeu, a Paide
des belles propriétés des logarithmes. Pour insérer quatre
moyens entre 8 et 64, il faudroit extraire la racine 5. de
£ ou \/8 quantité irrationnelle (63) ; on ne peut donc
assigner exactement en nombres ces moyens ; .mals on-
en approche autant quon veut. On verra bientdt que
\/8_.. 1,5157, c’est la raison. La progresslon cherchée
est

+:8 ¢ 12,1257 ¢ 18,3792 : 27,8576 : 42,2343 : 64.
Voyez i ce sujet (153, 10°).

4. Des Logarithmes. ‘ .

85. Concevons deux progressions, l'une par quotient
T'autre par différence, dont les termes se répondent deux a
deux, télles que

$21:8%9:27:81:243:73g:2187...... Nombres.
+0.2.4.6.8 .10. 13 . 24 ...... Logarithmes.

Chaque terme de la seconde est le Logarithme du nombre:
correspondant de Ja premitre, o est le logarithme de 1,
2 Pest de 3; 4 de g; 6 est le logarithme de 27 : etc
Les logarithmes sont donc des nombres en progression
par différence qui répondent terme 8 terme 3 d'autres
nombres en progression par quotient.

Comme les loganthmes n’offrent d’utilitd qu ‘en vertu
de propriétés qui supposent que ces progressions com-
mencent I'une par 1, l'autre par zéro, mous ne moys oc-
cuperons que de celles qui remplissent cette condition.
Nous avons vu que les multiplications et divisions qu’on,
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pratique dans certains cas sur les nombres de la premiére
progression , répondent i des additions et soustractions
dans la seconde; on peut prévoir que les logarithmes faci-
" Literont beaucoup les calculs. C’est ce que nous verrons
mieux dans un instant.

86. Propriétés des logarithmes. 11 suit de ce qu’on a dit
(83 et 84), et de ce que nos progressions commencent
I'une par un, autre par zéru, qu'un terme quelconque
est formé de la raison, autant de fois facteur pour la
premiére,, et autant de fois ajoutée, pour la seconde,
qu'il y a de termes avant lui. Les sixiémes termes, par
exemple , sont 243 et 10; dans l'un, la raison 3 est
élevée a la puissance 5, et dans I'aatre lu raison a est
ajoutée 5 fois. Aimsi, lg raison est autant de fois facteur
dans un terme de la premiére , qu'elle est de fois ajoutée
dans son correspondant.

Si on multiplie entre eux deux termes de la progression
par quotient, tels que g et 243, la raison 3 sera 7 fois
facteur dans le produit, parce qu’elle est 2 fois dans g
et 5 fois dans 243 ; le produit g x 243 ou 2187 sera donc -
le huitiécme terme de la premiére progression. Mais si on
ajoute les termes 4 et 10 correspondans dans la progres-
sion par différence, la raison 2 sera aussi 7 fois ajoutée
dans la somme 14; donc le produit 2187, et la somme 14
seront des termes correspondans : ce qui s’exprime en
disant que la somme des logarithmes de deux nombres
est le logarithme de leur produit.

11 suit de ]2 que le double du logarithme d’un nombre,
est le logarithme du carré de ce nombre; le triple est le
logarithme du cube; et en général, en multipliant le lo-
garithme d’'un nombre par un facteur quelconque, on aura
le logarithme de la puissance de ce nombre marguée par ce
facteur. Pour g°, on a 3x 4=12 qui répond & 72 =g
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87. Les inverses de ces-opérations sont faciles 3 dé—
montrer; car le logarithme du quotient plus celui du di-
viseur devant donner celui dw dividende; il s’ensuit que
le logarithme du quotient de deux nombres , est la différence
des logarithmes de ces nombres.

De méme aussi, le logarithme de la recine quelcongue
d'un nombre, est le quotient du logarithme de ce nombre
divisé par le degré de cette racine.

88. Si, au lieu de prendre 3, on eflt chom pour raisen
de la progression par quotient une quantité beaucoup plus
petite, les nombres dont elle est composée auroient été plus
prés les uns des autres, et on y auroit trouvé par approxi-
mation 1, 2, 3, 4, 5..... Concevons donc qu’on ait formé
une table dans laquelle on auroit inscrit ces nombres et
leurs logarithmes, en supprimant d’ailleurs tous les autres
termes intermédiaires : les principes qu'on vient de dé-
montrer auroient également é1é vrais. Supposons cette table
formée : on voit gune

1°. Pour multiplier deux nombres donnés, il suffit de
prendre dans la table leurs logarithmes, de les ajouter
et de chercher la somme parmi les logarithmies : le nombre
correspondant est le produit cherché.

2° Pour diviser deux nombres, on retranchera le lo-
garithme du diviseur de celui du dividende; on cherchera
le reste parmi les logaruhmes le nombre correspondant
sera le quotient demandé.

3¢. Pour faire une régle de trois, on ajoutera les loga-
rithmes des moyens, on en retranchera celui de 'extréme
connu , le nombre répondant au résultat sera I'inconnue.

4°. Pour obtenir le logarithme d’une fraction, on re-
tranchera le logarithme du dénominateur de celui du

numérateur, le reste sera le logarithme demandé. Leﬂ"
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tables ne contiennent que les logarithmes des nombres
entiers ; ce théoréme en étend 'usage aux fractions (g1,1°).

5¢. Pour élever un nombre i une puissance, on malti-
pliera son logarithme par le degré de la pt'xissance on
cherchera le produit parmi les logarithmes,’ il repondra EY
la puissance demandée.

6°. Pour extraire une racine d'un nombre, on divisera
le logarithme de ce nombre par le degré de la racine, et
on cherchera le quotient parmi les logarithmes ; le nombre
qui s’y rapporte sera la racine cherchée.

On voit donc quc les’ cak:uls les plus .compllques ne
sont maintenant qu un ]eu, pout amsl dire : les multi~
plications et divisions sont remplacées par des additions et
soustractions ; les élévations de puissances et les extrac—
tions de 'cmcs sont réduites & des multiplications et des
divisions. Ces sxmphﬁcatwns sont dues 3 NEPER, célebre
géométre écossais, inventeur des logarithmes, et dont la
mémoire doit étre chére A tous les amis des sciences.

89g. Formation des - tables. 11 s’agit, maintenant d'ex~
pliquer comment on peut obtenir les logarithmes de tous
les nombres entiers. Jusqu'ici, nos progressions ‘par dif-
férence et par quotient ont été quelconques I'une et
Pautre, de sorte qu’un méme nombre a une‘infinité de
logarithmes. Nous verrons bientdt la raison qui a fait pré-
férer les suivantes

4215102100 ;1000 : 10000 5 . .- . Nombres.
~0.1 .3 .3 . 4 . ....Logarithmes.

0, I, 2.....sont les logarithmes de 1, 10, 100,..... et il
s'agit de trouver ceux de 2, 3, 4,... qui sorit visiblement
compris entre o et 1; ceux de 11, 12,..... gg sont entre
1 et 2, etc. On ne peut obtenir ces logarithmes que par
approximation ; on se contente ordinairement de 7 décimales.
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Observons que si, dans une progression, telle que
4~ 002.4.6.8.10.... on'omet un térme sur 2 consécutifs,
ou 2 sur 3,.... on formera Wautres progressions . . . .
+ 0.4.8.12....., 0u + 0.6.12..... On peut donc ima—
giner qu'au lieu de celles ci-dessus, on er avoit pris
d’autres dont les termes étoient beaucoup plus voisins
entre eux, et dont ceux-la faisoient seulement partie.
" Ainsi, concevons qu’on ait inséré entre 1 et 10 um

trés-grand nombre de moyens proportionnels par quo-
" tient; comme on monte alors de 1 4 10 par des degrés
trés-serrés , il arrivera que, parmi ces moyens, on ren-
contrera les nombres 2, 3, 4,.... aux dix-millionniémes
prés. Cela posé, si on insére un pareil nombre de moyens
par différence entre o et 1; ceux de ces moyens qui oc-
cuperont le méme rang que 2, 3, 4,..... seront les loga—
rithmes de ces nombres. On raisonnera de méme de 10
3 100, etc. ’

Il est vrai que, pour insérer un grand nombre de
moyens par quotient, il faudroit extraire une racine d’un
degré trés—élevé (84); mais on évite cette difficulté 2
'aide de diverses racines carrées successives. Par exemple ,
cherchons le logarithme de 3 : le moyen par quotient entre
1 et 10 est.....3,16227766 et par différence entre o et 1
est 0,5; 0,5 est donc le logarithme de 3,162a.... , nombre
déja voisin de 3. Une pareifle opération pour 1 et 3,1622...
d’une part et pour o et 0,5 de l'autre, donne 0,25 pour
le logarithme dé 1,77827941. De méme entre 1,7782...
et 3,1622.... d'uhé¢ part; et entre 0,25 et 0,5 de Fautre
on trouve pour moyens 3,3713737¢ et 0,375. En con-
tinuant de resserrer ainsi ces limites, on trouvera. . . .
0,3010299g et 0,47712125 pour logarithmes de 2 et 3.

Ces calculs sont trés—pénibles ; il est vrai qu'on n’est
obligé de les pratiquer que pour les nombres premiers;

[y
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puisque les autres logarithmes s'cn déduisent. Mais malgré
cela, il en reste assex-pour dasser la patience la plus per—
sévérzate. Aussi m'avoms-nous présenté ce procédé que
«<omme un moyen de concevoir la*dormation des tables ,
nous réservant d’en donner de plus expe'a_iilifs' (575).

go. Il est aisé maintenant d'expliquer pourquoi on a
attribué la préférence anx deux progressions précédentes.
Tout logarithme est formé d'une partie entiére, qu'on
nomme Caroctéristique, et d'une fraction décimale : or,

1°. Les logarithmes des nombres compris entre 1, 10,
100,... sont compris eux-mémes enire 0, 1, 3,... c’est-a-dire
que le logarithme de tuut nombre a pour caractéristique
autant dunités que le nombre a de chiffres entiers moins
un ; ce qui permet .de fixer ce nombre de chiffres, lors—
que la caractéristique est donnde, et réciproquement. Le
nombre 543,21 a 2 unités entitres A son logarithme : ef
3,4771212a5 est le logarithme d’'un nombre dont la partie
entiére a quatre chiffres. On évite souvent de charger les
tables de cette caractéristique qui y est inutile.

2° Lorsqu’gn veut multiplier ou diviser un nombre par
10, 100, 1000,.... il faut ajouter ou dter i son logarithme
1, 2, 3... unités, d’oil il suit qu'augmenter ou diminuer "
la caractéristique de 1, 2, 3..., c’est multiplier ou diviser
le nombre correspondant par 10, 100,..... c’est ajouter
1, 2, 3...... zéros ou les supprimer, enfin c'est reculer la
virgule de 1, 2, 3...rangs & droite ou i gauche. Les
logarithmes des nombres 3,4578; 34,578 ; 345,78; ont la
méme partie décimale ; seulement les caractéristiques sont
respectivement o, 1, 2,.... i

Quand nous voudrons dire qu'une quantité est un ioga-
rithme tabulaire , nous I'indiquerons par le signe L; en
réservant la notation Log. pour le cas ol le systéme seroit
arbitraice et indéterminé.
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gr. Usage des tables. 1l faut avoir des tables de loga~
rithmes entre les mains pour en concevoir I'usage ; celles
de Callet, de Borda et Delambre sont les plus usitées.
.Nous n’entreprendrons pas ici d’expliquer leur usage ;
mais il est quelques points qui tiennent i la doctrine
méme et qu’il est bon d'éclaircir.

1°. Les logarithmes des nombres < 1, présentent une

difficulté : en général, (88, 4°) il faut retrancher le
logarithme du dénominateur de celui du numérateur pour
avoir celui d’une fraction : mais lorsqu’elle est moindre’
que un, la soustraction devient impossible. Par exemple,
pour multiplier 5 par §, comme cela équivaut 2 diviser 5
par %, il est indifférent d’ajouter L 3 3 L 5 ou de re-
trancher L § de L 5; c’est alors cette derni¢re opérétion
qu’on préfére. On voit donc qu'il faut soustraire le loga-
rithme du numérateur de celui du dénominateyr, mais qu’il
faut employer ce logarithme en sens inverse ; c’est-a-dire
le soustraire s'il falloit I'ajouter, et réciproquement. On
donne le nom de logarithmes négatifs a ces valeurs, parce
qu’on les distingue par le signe — qu’on place devant.
Un peu d’attention suffit pour éviter les erreurs. Voici
divers exemples propres i faciliter Pintelligence de ces
calculs.
0,00027 ,

R UL L1 ST 30_,;\/32 a
’

0,04

Premiére opération.

L5= o0,6g89700 Lico= 2,0000000
L3= o0,4771213 L4{= o,b020p00
, L$=—0,2218487 Lo,04=—1,3y59400
L42y212= 126254359 ’ 1 ,4335872 :
1,403587a Lx= 2,8015272 2=633,18
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Deuxiéme opération.

Pour trouver le nombre qui

répond i ce logarithme né-
L5= 0,6989700

gatnf,. on le retranche de 1, L= o08/5080

ce qui rend le pombre 10 fois _
L% =—o0,1461280

phfs grand ; on a 0,9269360 Lx = — 0,0730640

qui répond i 8,4515; donc .

x == 0,84515.

Troisiéme opération.

On retranche de 3 ce loga— L 100000 = 5,0000000
rithme Lz, ce qui rend le La;= 1,4313638
nombre 3000 fois plus grand; L 0,00027 =— 315gsg3§3
on 2 0,2997756, qui répond & L 32,41 =_:,’§126-? ﬁ'
1,9942; donc x = 0,0019942. Lx =—=— 3,7003224

2°. L'attention qu’exige le calcul des logarithmes né-
gatifs détermine i leur préférer ceflx dont la caractéristique
seule est négative : ainsi’ pour obtenir L §—=L3—L35,
on rendra la soustraction possible en ajoutant 1 2 la carac~
téristique du logarithme de 3 ; mais il faudra soustraire x
de I'excés, et on aura L §=— 1 +0,7781513, quon
écrit ainsi 1,7781513 : la caractéristique seule étant néga-
tive,, pour marquer que dans le calcul ol on fera entrer ce
logarithme, on se réserve de soustraire cette unité. Pareil-
lement Lo,04 =L 4—L 100 = L f— 2= 3,6020600. On
voit combien cette méthode donne de facilité pour les frac-

tions décimales. Les calculs précédens deviennent par 12
L}i=1,7981513 | L5 = 0,6989700 | L o,00027 =4,4313638
Lf2,212=1,6254359 | L7 = 0,8450980 | on ajoute et on sous-
1,4035872 | L § = 7,8538720 | TNt 2, on preod le
Lo,0§=3,6020600 | on ajoute et on | HEM « v s o s

_ — | te1,0n prend Ia 38104546
Lemsgor | S ped i | e

Lz = 1,9269360 L x =3,2997756
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On arrive ainsi aux mémes résultats. Remarquez que
dans les deux derniers-exemples, lorsqu’on a eu & diviser un
logarithme affecté d’une caractéristique- négative, on I'a
d’abord rendue divisible en ajoutant un nombre d'unités
‘convenable. Ainsi , pour prendre 1 L$, on a mis L3
sous la forme — 2 +4-1,8538720. On ne doit pas négliger
cette précaution.

3°. On abrége beaucoup les

;. . L3 = 0,4771213
opérations par Pemploi des . = 0477
Complémens; le calcul ci-con- L (4:; fli — :’gggzgg:

212 =
tre se rapporte au 1°". exem=' Ct- L 0,04 = 1335,79402)
ple ci-dessus : pour prendre L x = 2,8015272

le logarithme de 2, on a
ajouté L3 au complément de L5 (voy. n°. 10).
4°. 1l convient de simplifier les expressions avant d’y
appliquer le calcul logarithmique; ainsi, notre premier
. 3. 422 .
exemple se réduit a x=—————422’u 3 et si nous avons
préféré traiter la formule comme nous I'avous fait, c’étoit
seulement pour mieux faire voir le jeu des logarithmes
négatifs.
5°. Soit demandé le logarithme d’'un nombre qui exctde

‘les limites des -tables : cC’est ce qui a lieu, par exemple,

pour celles de-Callet, qui ne vont que jusqu’a 108 milles,
lorsqu’on veut le logarithme de 5487344. On cherchera

" d’abord le logarithme de 54873,44 dont la partie déci-

male est la méme, et pour cela, comme au logarithme
de 54873 correspond dans la table 7343587, on fait
alors cette proportion: .

1 (diff. entre les nombres) est & 79 (diff. entre les
log.'de 54873 et 54874) comme o,44 (diff. entre 54873

et 54873,44) est d x; d’od x=0,44 x 79 =235 qu'on_
:ajopte & la partie décimale de L 54873, et on 2 7393622:
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il est inutile de remarquer que 79 et 35 tiennent lieu
dans notre proportion, de- 0y0000079.et de 0,0000035.
Il ne reste plus qu’a mettre la caractéristique convenable ,
d’apres la place de la virgule dans le nombre proposé.
Cette régle de trojs, qui suppose que les nombres
croissent proportionnellement a leurs logarithmes, est visi-
blement fausse : mais les. nombres 1, 10, 100..... ayant
0, I, 2,... pour logarithmes, ceux des nombres de 1 a 10,
de 10 4 100,..... s¢ ‘partagent inégalement entre eux une
unité ; d’ot il swit que plus les nombres sont grands et
moins les logarithmes consécutifs différent. Les nombres
de cinq chiffres doivent donc avoir pour leurs logarithmes
une méme différence, du moins durant umne certaine
étendue, et en se bornant i 7 décimales ; aussi voit-om
dans la table , qu'environ 100 nombres consécutifs ,
voisins de 54873, ont 79 pour différence |ogarithm§que.
6°. Pour trouver le nombre qui répond au logarithme
1,7393622, on voit d’abord qu’il tombe entre les nombres
54873 et 54874; et que la différence entre ce logarithme
et cclui de 54873 est 35: ainsi, ep supposant 8 unités
entiéres 3 la caractéristique du logarithme propasé, il ré-
pond & 54873 augrenté d’une fraction, qu'on obtient en

. . . 35
renversant la proportion ci-dessus. On a donc Z@_=__’
1 x.

d'ot x =3 =o0,44 ; et 1,7393622 est’ le logarithme
de 0,5487344.

1. : ‘7



LIVRE SECOND.
ALGEBRE ELEMENTAIRE.

CHAPITRE PREMIER.

CALCULS ALGEBRIQUES.

1. Notions générales.

93. ON ne considére en arithmétique que lesgrandeurs qui
sont données par des nombres ; mais lorsqu’on veut con-
server aux quantités une forme générale qui puisse con-
venir & toutes les valeurs, et que pour cela on les
représente par des lettres @b ¢..., elles deviennent du do-
maine de L’ALGEBRE. Le but est alors moins de combi-
ner des nombres pour en déduire le résultat, que d’ob-
tenir des traces du calcul qui le donne, afin de le
simplifier et d'en tirer des rigles qui-conviennent i tous
les cas d’'une méme question, quels que soient les nombres
qui y sont donnés. Cherchons, par exemple, le nombre
dont le triple soit égal & la moitié de ce nombre ajoutée
2 100. Voici comment on raisonnera
3 Jfois Uinconnue égale 100 plus la moitié de l'inconnue
retranchant de part et d’autre la moitié de Vinconnue
3 fois I'inconnue moins sa moitié égale 100
d'ot & fois l'inconnue égale 100
et divisant (5) par §, ou multipliant par §,

Uinconnue égale § de 100 ou 4o.

Au lieu de cela, Palgébriste représentera I'inconnue

par x et traduira ainsi ces raisonnemens,
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3x=1004-12, 3x—jzxoulx=100y x=%100=40,
et «'il met @ au lieu de 100, it aura

8z=a+jx, 3r—izoulxr=a, z=%a.

ll verra donc que le nombre dont le triple est égal &
s ‘moitié ajoutée 2 une quantité donnée , quelle qu'elle
soit, est les § de cette quantité. (Puy. pages 122 et 124).

La mamére dé démontrer les théorémes peut encore
différer beaucoup en algibre et en arithmétique. Veut-
on prouver une proposition? On prendra en arithmé—
tique un exemple numérique quelconque., et on procé-
dera de maniére & conclure que le principe a lieu, non-
seulement poar lexemple individuel sur lequel on a
oplré, mais encore pour tont autre. On fers donc un
raisonnement général sur un exemple particulier. En al-
gébre, au contraire, on prendra un exemple formé de sym-
boles assez généraux pour les représenter tous, on pourra
raisonner d'une maniére qui lui soit particuliére, et sou-
vent les combinaisons seront purement mécaniques. Clest
ce que la saite expliquera mieux (104;.

93. Convenons donc de représenter les quantités connues
par des lettres a, b, ... , ou ceux des nombres donnés qui
servent de base A ces raisonnemens et de la grandeur des~
quels nous voulons rester maftres de disposer ensuite.
Si s est’ la somme des quatre nombres a4 ¢ et d, nous
écrirons se=a-4=5 4 c 4 d.

sc==o6 4 a4 a4 a, se réduit & s=4{xa, ou sim-
plement == 4a, en 8tant le signe de la multiplication qui
devient inutile. Le chiffre § s¢ nomme Cogfficient (*).

"(*) On doit bien se garder de confondre les expossns avec les
coefficiens , a., par exemple, avec 4a : les exposans indiquent la
multiplication réitérée’ d’'une quetjté per elle-méme; les coefficiens
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Si le nombre ‘@ doit &tre répété 2; 5, 7s.... » fois, on
écrira 2a, 5a, 74..... #a. De 1héme. a x @ =.g%;.on
désigne para® a'.... a" queaest5, 7.... n fois facteur,

On nomme Termc toute quantité séparée "d’une autrc
par le signe 4 ou —; le dinome a deux termes), tels
sonta +b ac — 4ab ; le trinome trois, tels quea + 6—:,
ad — f4ab — 2bc; le polynome enfin a plusleurs termes
dont on ne désigne pas le nombre.

Le trinome ¢ — b — ¢ désigne qu’aprés avoir 8té b de a,
il faudra encore retrancher ¢ dureste ; ce qui revient i
a— (b-[-c), @ — b — b est visiblement égal 4 a— zﬁ ;
dé¢’ méme a—b—Sb—'zb__a—Gb :

L

2. De 1a Réduction , UAddition et l& Soustroction.-

94. On appelle ‘Réduction l’opcratmn algebnque qui
tend 3 réunir plusieurs termes en un seul : mais il faut
pour cela qu'ils me différent que par les signes et les
coefliciens, et qu'ils soient formés des mémes lettres
affectées des mémes exposans. 36 — zab — b, 3a*— 20,
5a%* 4 24’6 — 34, sont des quantités irréductibles.

On verra aisément_que ,

3abc® — abe® 4-bcd — 2063 A-0°d* == 28bc? —bc3 -4 0’
26— 30 +a— ¢ +3=<23a —~c

3b 4300 — 5b —3act ac + d: = d. —2b.
En général, on ne prend d'abord qué deux termes sem-
blables, et la:réduction’ ne froppe que. leurs coefficiens ,
c.-3-d., qu'on les ajoutdlorsque leurs signes sont les mémes,
&t gu'on les retranche s'ils jont différens : om donne en-
suite au résultat le signe commun dans le 1°. cas; ct

en marquent I'addition, a =;aa.¢, ‘4a=atatata : & @ re-
préscote le nombee 5, a+ =625 et 4a =20.
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le signe du plus grand coefficient dans le second. Les

lettres et leurs exposans demeurent d’ailleurs les mémes.

On doit attribuer le cocfﬁcnent 1 aux termes qui n'en
sont pas pourvus; de sorte que ‘b et ac soient rempla-
cés par, 15 et 1ac.

A proprement Parler, il n'y a en algébre ni addi~
tion ni soustraction , mals bien upe réduction lorsqu’elle
est possible ; l’addmon et la soustraction restent encore
3 exécuter dans a + B et @ — b. :

Ainsi paur falre I'addition ci-
contre, on n’ cProu; era d’autre 3“ -+ 5b¢ — 2c*

embarras que ¢elui de la réduc- - ) a’ : 2% ::-_ i‘:.
tion aprék avoir- attribué aux - — 20c + 43

premiers ‘termes le si gne +4-.

g5. Proposous—nons de soustraire & — ¢ ¢ de a; il est
certain qu'on ne changera pas la différence cherchée, en
ajoutant ¢ 4 ces deux nombres; ainsi

g —(b—c) équivaut,d g-t-c—b.
'On voit en effet que si on ajouté (4), a-}-c—b a b—c,

on retrouve a. Donc, pour soustraire un polynome il
faut en changer tous les signes, et rédiire , s'il y a lieu.
Pir’ exemple ,

bab—3bc 4ab—3c+ b 5a*—3ac
—(2a4—6bc) —(ab— ¢ —2bc) —(24*—3ac)

4ap—3bc _4ab—3c + be 5a*—3ac
—2ab+4-65c — ab4- c* +42bc —2a*+ 3ac
T aab4-3bc ° 3ab—ac*+ 3bc - 3a

On rema’rqu'era que malgré que le premier terme ne
porte souvent aucun signe, il faut alors lui attribuer le
signe 4, afin de rendre applicable la rdgle ci-dessus &

ce terme comme aux autres. C'est ce qu'on fera aussi
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dans la multiplication et la division, d’aprés le méme
motif,

3. De la Multiplication.

g6. La multiplication présente deux cas : celui des mo-
nomes ne donne lieu & aucune difficulté : car soit 4abx 5cd,
en changeant Pordre des facteurs, on a 4.5.0d.cd ou
20 abed; o'l y a des exposans comme a* x @3, enre-
venant aux principes , on trouve as X ¢aa ou aseas —d’,
de sorte qu'on a sjouté les exposans 2 et 3 : de méme
808 x 4a5b=132 a7 64, En généfal,, pour multiplier
des monomes , on multipliera leurs coefficiens , on ajou-
tera les exposans qui affectent les mémes lettres; enfin , on
écrira & la suite {es unes des autres les lettres différentes.
On attribue U'exposant 1 aux lettres qui n'en ont pas.
Multiplions maintenant a--4 par c4-4,
: i: ce qu'on indique par (a+48) (¢+4-d).
——t—— [l est évident que pour répéter a 4-bau-
ac <+ be - .
+-ad-bd tantde fois quil y a d'unités dans c-d,
il faut prendre 644 , ¢ fois , puis d fois,
et ajouter. Mais aussi pour prendre ¢ fois a4+, il faut
multiplier séparément a et & par c, de sorte que . ..
(a4-d)x c=ac+bc, (a+b)xd=ad+bd, ce qui
donne le produit ac~4-b¢c 4 ad 4 bd.
.Pour multiplier a— & par c@-d, oo
@ —b  multipliera d'abord @ — par ¢. En pre-
¢ —d .
— nant le produit ac de a par ¢, on et
— :; +45d supposé avoir ajouté ¢ fois a; mais il
. falloit multiplier 6—54 par-¢ : on voit
que chaque fois qu'on a ajouté a, on a pris.une quantité
trop grande de & unités, de sorte que le produit ac doit
étre diminué de b pris autant de fois qu'on a répété a,
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ou ¢ fois. Otons donc bc de ac, et mous aurons . . . .
(a— &) c=ac— ¢

Mais au fieu de répéter ¢ fois a— 3, il ne falloit prendre -

a6 —b que (c—d) fois: on a donc pris d fois de trop
(a—»); aiusi du produit précédent ac—¥c, il faut retrancher
celui de 6 — & par 4, ou ad — &d, ce qui donne (y5)
(a—8) (c—d)=ac—bc—ad+ 5d.

La multiplication de tout polynome peut toujours.étre
ramenée & ce dernier cas, en représentant par @ et ¢
les sommes des termes positifs de chaque facteur , et par

Bbetd celle des négatifs ; on retombe ensuite sur le pre-

mier exemple. Mais en suivant ce qui vient d'étre dé-
veloppé , on verra que chaque terme du multiplicande
a été multiplié séparément par chacun de ceux du mul-
tiplicateur : .en outre quand les deux facteurs partiels
monomes ont eu des signes différens, leur produit 2 eu
le signe —, tandis que dans le cas contraire on a mis
le signe <.

Concluons de 13 que le produst de deus polynomes se
trouwve en multipliant chagque terme de I'sm par tous ceuz
de Uautre , en suivont la régle donnée pour les monomes;
puis en prenant chaque produit partiel négativement lorsqui
ses facteurs ont des signes contraires, et positivement
lorsqu'ils ont de mémes signes (tous deux <~ ou tous
denx —) (*). On doit affecter les premiers termes du
signe <, lorsqu'ils n'en portent aucun , comme n°. g5.

(*) On a sontume de dire que la multiplication eomporte § rigles,
pour les coefficiens , les lettres , les exposans et les signes. I es pre-
milres ot éué données powr les momomes : la quatriéme s’énonce
sinti +X =4, X —ou=XFt=—, =X —-=<.
1) aemble alors étrangs aux oreilles pen faites au langage algébrique

d'entendre dire que — X = domne 4~ ; l'espies de doute quom
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" g7. Voici quelques exemples de la multiplication des
_ polynomes :

e 43¢ —d 2a 4 b —2b

26 — d 28 — bc $-25

2a* 4+-6ac—2ad 4a* +-2abc—fab*

— ad—3cd4 d* —2abc— bc*4-28%

2a* 4+6ac—3 ad + 4ab* - 2b%c — 4 b
~3cd 4 & 48 — bo4-4bc— 4 b4
a + 5% a’v+;ab <+ & ‘a +b
a +5b . a4+ b a —b
a* 4 ab a® +-2ab+4 ab? a*+ab
-+ ab4- b* a5 4-2ab* 4 5 —ab—5*

a* +2ab-4-5* @ $3ab43ab* 5 a—b

Ces ¢xemples nous fournissent des remarques intéres-
“ santes,

1°. Le carré de (a4-b) est a* - 2ab-+-b*, comme n°. 61.

2°. Le cube de a4 & est & 4~ 3 08 4 3 ab* 4 B
comme n°. 67. '

3°. De (a-b) (a—b) =a*—¥?, on conclut que
la somme de deux quantités multiplide par leur di(férence ,

éprouve tient au vice du langage, car il est absurde de prétendre
multiplier un signe par un autre; il ne faut donc phs attacher un
sens rigourcux aux termes dont on se sert, 'qui ne sont obscurs
que parce quon sacrifie la correction de I'énoncé au besoin de
Tabréger pour en faciliter lapplication. Ce n’est donc pasz — qu'on
multiplie par —, pas méme — & par —d, mais bien a—J par
c—d, et la logique la plus exacte conduit au résultat que nous
avons donné En un mot on ne doit pas sppeler l¢ principe dont
il s'agit la Régle des signes , mais bien la Régle de lz multipli~
cation des polynomes; c’est ¢e qui nous a déterminés & dormer an
théoréme Iénoncé ci-dessus préfétablement & l'autre.
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donne pour produit la différence de leurs carréds; . . . .
(74 5)x(7—5)=7*—5% oui12.2=24

4°. N est facile d’en conclure la forme du produit de

m facteurs binomes (zx4-a) (x45) (x+4c)....3

en effet , pour 2.0u 3 facteurs, on'olnialt le produit -

.1-’+a jx4adb x4a x‘+ab z < abe
+5 +8|  +ac ,
| dol b

Or, il suit da procédé méme de la iﬁulﬁplication ‘que

1° les divers termes ne peuvent éprouver de réduction
entre eux ; en sorte que les lettres ab ¢ ...: n’ont ni coef-
ficiens numenques m exposans.

2°. Le premier terme est le produit de tous les prr—
miers termes, et le dernier est le produit de tous les
seconds termes des facteurs : entre ces extrémes, les.
exposans de x vont en décroissant d’une unité de terme
en terme, en sorte que le produit a, em général, la.
forme e .

x"'+Ax'~—-+1_?xm—=+Cx~—’....+abcd....

3°. Tous les termes doivent étre composés du méme
nombre m de facteurs, en sorte que Je coeflicient A de
=™—"ne doit pas contenir les lettres @bc... multipliées entre
elles; que celui B de x™— doit étre formé de produits 2 & 2
de ces lettres , ou ab ac bc...
. 4" Si la lettre a entre d’une maniére quelconque dans

Yun des coefficiens A4 B..., toutes les autres lettres be...
doivent y entrer de la méme maniére, puisque le pro-
duit ne doit pas changer ¢n mettant & pour b et ¥
‘pour a, etc.; donc (Pouy. n°. 479.)

A est la somme de tous les seconds termes des bimomes;

B st célle de leurs produits différens 2.8 a;

C celle de leurs produits différens 3 8 3, etc.
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que dahs les restes successifs, il est convenable d'Ordorfner
le dividende et le diviseur; c’est-a~dire, de placer, comme
on le voit i u:l au premier rang le terme ou a porte le plus
haut exposant au second rang,le terme ou aa Pexpesant
immédiatement moindre; e} ajnsi de su.\l.e
4a5—25a"84 4 20ab° — ;b6 39’—50&’-{—25’

— 4 a® 4100 —LfaB a5 ab‘-—_-z,b’
A" reste.  10a'6'—25¢'bi—4 a* b3+:,cqb5~—-4b‘

—10a%b +25a‘b+—1oa

2%, TeSter.cececanrcss — 4036”—{—10065—46‘
: 4 heProab e

3‘ TeSte. o svacscnvcvonpodoncsntony O

On voit gu’aprés avoir divisé 4 a* par24%, on a muki- _

plié tout le diviseur par le 'qu’otiein partiel 2a%, &t re-
tranché du dividende, ce qui donneé ‘un premier reste.
On divise de nonmyeau 10 a%h’ par 24*, on muhi'plie le
divisear per ce second quotient 5ab*, et on retranche
du premier reste, ce qui donrie an second reste. Enfin
—4a*h
2at
trauve plus de reste. :

Lorsqu’on est conduit, comme ti-dessus, & diviser des
termes, qui.ont. poucr signes, l'un 4, l'autre —, on
donne au quotient le signe —, afin que, dans la multipli-
cation, on reproduise le premier teyme du dividende avec
son signe. ‘Si les termes a diviser eussent été négatifs I'un
et Pautre, le quotient auroit eu le signe +4-. 11 faut prendre
<eci simplement comme un fait de calcul , sans chercher 4
expliquer ¢e-que peut-signifier la division de deux termes
‘qui ne-sontpas positifs ensemble ; en effet, il ne s'agit ici
que de trouver un-systérge de termes , qui multipli¢ par le
siviseur, d’aprés les ragles connmes , reproduise le dividende.
. «Gontluosy de M. que, pour diviser deux polynomes, on

=—a# complcle le q_nouent parce qu’on ne
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les ordonners par rapport.8 uné méie lettre, on divisero
les premiers termes éntre vex ) 'et on aurd un ‘Yermié du
quotient; on le multiplrera por le divisetir, ét on ‘refran-
chera du dividende : puis , on traitera le reste de la
méme maniére. On pratiguérs pour fes dinisions ‘partielles
la régle des signes de la multiplication. Enfin, };n poussera
Popérition, jusqu'd cé-qiie' ta- {ellre-mwm hquelle on a
ordonné ait un exposant momdre que dans le diviseur.

Il est bien entendu qu’ on pourroit ordonner par rap<
port 4 B, du toute dutre lettré corhmune hux deux fac-
teurs; ‘et méme dire du plus petit expos:mt s tout ce que
nous avons dit du plus grand.

99 ans mettrons ICI dcux atitres exemples de division.

dr T GaAfa’bmgumBria3abtgo28é za~+zab— b
R e T v L Sos BhaaR
1. . Te5l0 oo s —RAD—0a"0"—380~a 5 -
. +za‘b+2a b— ab?
ae. res.te. cevenenes —ba'b—bab 284
o F4b7B -4 ablai 2 b

3. reste...ivicencdetotocees O

4

.oad =4 . {.a—) e
—d’ +an 3 2 :L
. at4-a%6-4-a%b -j-ab’—j-“
x*r.reste. a'b—b°
. ",_~aﬁb_*.,a3éi R ) ¢ ‘: : _
at resfe...... ab*—PF R
—a’b$-a'b’ T
3e. resteieccceccces @b—BS L- - .
T bt
Ae.resteiiceceeniee  abb—b> 3. .
- - —abt 338 - -

B, reste...ce0p0s0c00s0e O

.

En suivant avec attention, la mharche de ﬂexenqie fré-
cédent, on voit quil sujt- du waicul ‘méue, 4oe les

'
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exposans de a doivent décroftre, et ceux de b croitre,, dans ‘
chaque reste et daps chaque quotient, Ainsi, "— b* est \
divisible exactement par a— &; on a \
a"—bm '

a—b

= G b e B s oo

dad=1, %E%—‘.:c"“‘-{- a™?* 4-a™? -F....-{;!

ees remarques nous seront utiles. -
100. On rencontre une difficulté sur laquelle il est bon

d’étre prévenu; car lorsqu’il y a plusieurs termes, ou la
lettre suivant laquelle on a ordonné, porte le méme ex-
posani, quel est celui qui doit étre écrit le premier,
et que devient alors la démonstration que nous avons
donnée? Avec une légbre attention., on verra qu'il syffit
de mettre dans les termes dont il s’agit, la lettre avec
son exposant en facteur commun, et entre des parenthéses
la quantité qu’elle multiplie. On doit regarder alors cet
assemblage, comme ne formatit qu’un seul terme. Sion a,
par exemple, 4 6% — 4 abc + a*c*, on écrira. . . . ..
(40 —4 bc4c*). - ;

. Un exemple fera voir plus clairement la marche qu’on
doit suivre.

(it et B abedabt( back b (abge—(o+a
—(4p—hbe-cYa-(2 =) (b+0) 0% —(ab—c) @B V(abroya T hreral
(2b-0) (b+c)a?b—£35’+ bot<)a B F(b1-c) 2abi b5
—(ab-¢c) (b4-*)a*b4( 84 abed-c*) *b>—(b4-c) ath
~(25—<) a8 }-(b4-¢) abb—b
+(a3—cg a8 —(b}-c) abi
' )
on regarde (4 3*=e{ be 4-¢* )a¢ comme ne formant qu'un
seul terme, ainsk que (2b-—c)a*; le quotient de’ces
quantités est (2 §~=¢)e’. Le calcul s’acheve a Pordinaire.
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On verra de méme que le quotient de’
TP g st e,
divisé par x—a, est
"=+ (aspp) s+ (0> +ap +-g) 2™
~+(a'+-a'pt-og-r)z=i ...

La lm est facile 3 saisir ; le reste est
@ 4 pe™ " A= g™ e e ot - U
5. Des Fractions.

s08. Tout ce qui a été dit des fractions numériques,
doit se dire aussi des algébriques. Ainsi

1°. Pour désigner que I'unité est divisée en b parties
égales dont on prend a parties,. on écrira %, comme
si on avoit 4 & diviser par 5, parce que l¢ produit de
o ’
5 X b, est égal au numérateur a (a9 et 30) ;

am ] . .
3% = Tquel que soit m (31) ; réciproquement

si = et irréductible, et si =7, @ est multiple
de c,blest de d, et on a a=mc, b=md; (33)
3. 8 c ad*bc @ at+

m
Ti—d—::-—z—d—, —"’;—i P O — ] ™ ;(33).
Le signe =+= s’énonce plus ou moins.

§ =

(sc+8) (M+P); 4o, 41)

pour produit *
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7. g i g=pei (a2 )i(mt 2 )= 2 (.

c(mg-+p)

8°. Soit p la période d’une fraction déeimale composée
de n chiffres, et que nous écrirons dind &= o, ppp......
muttipliant par 10", il viendra 10"x = p,ppp.... sous~
trayant, on trouve x=— PP , comme

10" — 3 e
n°. 52. ' B39

102. Les propriétés des nombres ‘'se démontrent avec
. bien plus de facilité par I'algébre.

*“ 1% Divisons deux facteurs F et F’ par un nombre quel-
conque n, et désignons par ¢ et ¢’ les quotiens, et par
r et r/ les restes : on aura (g8), F=gn4r, . ... ..
F'=g¢g'n4r; dod FF =g¢¢'n* <+ ¢'nr+gnr’' 4-rr';
divisant cette équation par n, on voit que rr' doit donner
le méme reste que le produn FF', ce qux prouve le
theoréme de la note (23).

2% Soient.....d ¢ b a les chiffres successifs qui représen-
tent un nombre A dans le systéme de numération qui a n
caractéres. Comme un chiffre vaut n fois plus que s'il
occupoit la place qui est a sa droite, ona . . . ... ...
A=a—+bn+tcn* 4 dn3+-....... on trouvera donc aisé-
ment la valeur de 4, lorsque @, b,c...... et » seront
connus. '

Réciproquement, pour trouver les chiffres .....c  a qui
expriment un nombre donué A4, on divisera A par I'échelle
n du systéme de numération ; le reste a sera le -chiffre &
droite. En divisant de méme par 3 le qu.ouent. e e e
b4-cn~-dn*~-..... le reste b sera le second chiffre, etc..
tout ceci ést d’accord avec ce qu'on connoft (note n.° 7. )

3°. Supposons que P étant un nombre premier, 1;,3

soit entier, et que .1 ne soit pas divisible par P. Le




¥Fractrons. ns

comman diviseur de B et P est 1, de sorte qu'en dée
siguant par Q @V Q'.... les quotiens, et RR'R"....x

les restes successifs, on a

B=PQ4-R, P=RQ'+4-R', R=R'Q"-R",...

Nultiplions ces équations par i, nous aurons

JAB AR
5 = 4N +5>
ARQ' AR
A4 =—p=+-p

AR ___AR'()' . ARY
P T

Comme on suppose 4B dmslble par P, la premitrs

ARQ'
P

entter , 1-{%‘: Pest pareillement : il en est de méme de

AR? Ax1 4
Tdans la troisidme ,.... et emfin de—T- ou 5

dans fa derniére. Ainsi lorsqu'un produit AB est divisible
par un nombre premier P, l'un des facteurs au ‘moins
'est lui-mdme (33, 1°.). '

On peut fonder sur cela la théorie des irrationnelles;
si /N n'est pas un nombre entier, N étant entier, on
me peut trouver exactement /N en nombre frac

L]

. . @ ., @ .
lionnaire —-. Car alors on auroit -+ = N, ce quiest

absurde puisque —:-:—es't irréductible quand -% Pest (Vo
we. 63). On en dira awant de /N ,...

prouve que AR P'est aussi; dans la seconde étang

On dit qu'une fraction ;:— est approchée de /N 3

moins de % > quand N est compris éntre son carré
I s
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celui de x-;!', ou quand %’_ <N< (1«'-:: 1)? . Or
VN; q‘:N = ‘/(flvq,) ; comparant 3 7:_’ on voit

que x est la racine de Ng* en nombre entier (63).

103. Lorsqu’on a deux polynomes A et B, on peut se
proposer de trouver le produit de tous leurs facteurs com—
muns , c’est ce qu'on momme en algébre leur plus grand
diviseur™ commun. On pratiquera ici la méme régle qu’en
arithmétique (35) ; car si A est divisible par B, en dési-
gnant le quotient par Q, on aura A= BQ, et il est visible
que B est le plus gwand commun diviseur cherché. Mais
s'il y a un reste R, alors /= BQ + R; en divisant
par un nombre quelconque D qui soit diviseur' des deux
polynomas A, B ou B et R,ma%:%.xQ-{-%;
ce qui prouve ghe D divise aussi. Ie troisitme Rou.A; de
sorte que tout diviseur de A et B I'étant-aussi de Bet R,
et récnproquement » la question est réduite A chercher
le plus grand commun diviseur entre B et R. Le rai-
sonnement s'achéve de méme.

Lorsqu'on veut appliquer ce calcal, on reconnoit
bientdr qu'en’ algébre il doit éprouver des modifications :
car soiemt Ka* et ka", le'premier terine de A et celui
de B; m n'étant pas < », celoi du quotient Q sera
-,;‘-(— a—", et il faudra que K soit multiple de &,
puisque la force de notre raisonnement repose principa~
lement sur ce que le quoﬁent Q doit &tre entier. Mais on
remarquera que

1°. Lorsqu’on muItlphe ou divise-l'une des deux yuarmlés
A et B par un nomdre, qui-n’est pas facteur de l'autre,

on n'altére pas leuwr plus grand commun diviseur D, Cax
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si A et B sont de la forme aD et 4D, o et 5 n’ayant

pas de commun diviseur , il est visible qu'on peut sup—
primer a, ou b, ou quelques—uns de leurs facteurs sans
que D cesse d'étre le plus grand commun diviseur de
ces quantités. On peut aussi multiplier la premiére par um
nombre quelconque p premier avec, etc....

2° Soit un polynome Ka*4 La™ +4-.....; si on le
multiplie par 4, on a bKa™ + bLa™ + ...... or, il ne
pourra y avoir aucune réduction, tant que & sera in-
dépendant de &; donc pour qu'un polynome soit divisible
parb, il faut que chaque terme le soit en particulier.

D’aprés cela, on cherchera tous les facteurs simples de
K et k; puis prenant 'un d'eux, il se présentera troig”
cas. 1° S'il divise tous les termes des deux polynomes, il
sera I'un des facteurs communs indépendans de x. On
sera méme certain de les obtenir tous par cette voie, puis-
qu’ils sont nécessairement compris parmi les diviseurs de
K et k. On supprimera ces: facteurs 2 mesure qu’on leés
rencontrera, en se réservant de les iatroduire ensuite
comme multiplicateur du plus grand commun divisear des
deux quotiens, sur lesquels il ne s’agira plus que d’opérer.

2°. Si ce facteur divise seulernent les termes de P'un
des polynomes, on pourra exécuter encore cette division,
le commun diviseur n’en sera pas altéré, et le calcul sub-
séquent en sera plus simple.

3°. Enfin, si ce facteur ne divise ni I'un ni 'autre des
polynomes, et qu’il appartienne a k, on multipliera tout
le dividende Ka™ +-.... par ce facteur.

On remplacera ainsi les deux premiers termes Ka=,
Ka", par d’autres sur lesqﬁels la division pourra étre
faite exactement, puisqu'on aura supprimé les facteurs
de k qui s’y opposent, ou qu’on les aura introduits dans K.
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On devra en faire autant pour chacune des divisions par-
tielles qu’exige I'application de notre régle.
Soit proposé , par exemple, de réduire la fraction
3 2 : S
64 —6a'y + 22" —2y’ a la plus simple expression.
128*—15ay 4+ 3y*
Les facteurs simples des coefficiens 6 et 12 des premiers
termes sont 6—=2 x 3, 1a=—23 x 2 x 2. On voit d’abord
que 2 divise le iumérateur seulemeat , 3 le dénominateur.
Apres avoir effectué cette double division sur les premiers
termes, ils seront 3a* et 4a* : il faudra donc multiplier

celui-la par 4, ou plutdt le numérateur par 2, pour
rendre la division exacte , puis diviser le dénominateur
Par'3 et chercher le plus grand commun diviseur c:le
128> — 120y + 4ay* — 4y® et fa*— bay + y*. Une
premiére division donne le quotient 3a et le reste. . .
3a’y 4 ay*— 4 y*. Pour rendre de nouveau la division
possible, on multipliera ce reste par 4; on pourra aussi
supprimer le facteur y et le dividende deviendra . . . .
124" 4 fay — 16y,

Une seconde division conduit au reste 19 ay — 19%?,
qui doit étre pris pour diviseur de 4a*— 5ay—-y*. On
supprimera les facteurs 19 et y daws ce diviseur, qui
devient a — y, et qui divise exactement ; a — y est donc
le plus grand commun diviseur cherché. La fraction pro-

posée se réduit 3 M. Voici le calcul.

1za — 3y
!M’-lgz’yi- bay*~ by} {44‘—5ay+.r’ 19 ay -19y*
Y ay*- 3 3 com. div.
120" + day 6 U°F ay+y { 4:1
19ay ~199* —_— -

On verra de méme que la fraction . . . . . .
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fab— 4a*b’ } 4 ab® —

6&t 4- 4% — ga*b*—3ad® 4204
commun diviseur de ses deux termes 2a*+4-2ab—¥5*,
28*—2ab4 »
3a*— ab—2b"

. 54a*b — 2483
‘ De méme pour la fraction Babi3eb —gab 165
en verra que 35 est le factqur commun indépendant

de a; supprimant ce facteur dans les deux termes, ain:i A
que 2 au numératenr, on est conduit & chercher le plus
grand commun diviseur entre ga* — 45 et . .

358% 4 a6 — 3 ab* 4 28*. On trouvera qu'il est 364283
ainsi 35 (3a 4 2d) est celui qu'on cherche, et la fraction

6a— 45

5a¢'—3ab 45

a p;ur plus grand

et se réduit i

se réduit A

On ne doit pas oublier qu'ici, comme au n® 100,
faut regarder les termes qui contiennent une méme puis-
sance de la lettre par rapport i laquelle on ordonne,
comme ne faisant qu’un seul terme. Cest ce qui a lien
pour la Traction

a*(b*—c*) —ab (25’4 be—c*) + 8% (b +¢)
@ (b4 2bc+c*)—ab(ab*+4 3bc +c*) +ab* (b+-c)”

La considération des facteurs de >—c* et 6”42 bc+-¢*, qui
sont les coefficiens des premiers termes, fait bientdt recon—
noitre que (b-4-c) est un facteur commun indépendant de a.
En le supprimant, on cherche le plus grand diviseur entrs
a*(b—c)—ab(2 b—c)+4-8* et a*(b4-c)—a’b (2b4-c) +ab?,
qu’on trouve par le calcul étre a— &; ainsi celui des deux
termes de la fraction proposée est a(b+4-c)—b(b+4c);-
a(b—c)— &

o\le se réduit 2 m.‘
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CHAPITRE II.

DES EQUATIONS DU PREMIER DEGRE.

1. Premier degré d une seule inconnue.

104. LE degré d’une équation est marqué par la plus
haute puissance de I'inconnue qu’elle renferme: x, ¥, z...
désigneront les inconnues, a, &, c..... les données. Ainsi
ax—-b=cx est du premier degré; ax* 4 bx—c est
du second; % ~-px* -j—qx =r est du troisi¢tme, etc.

Pour résoudre un probléme proposé , il faut d’abord
exprimer par une équation la liaison qui existe entre les
données et les inconnues : cette traduction du probléme
en langage algébrique une fois faite , il faut Réseudre I'é-
quation, c’est-a—dire,, dégager P'inconnue de tout ee qui
I'affecte, et Pamener i la forme x—=A; A est la valeur
cherchée.

I. Par exemple, un pére a 4 fois I'Age de son fils,
la somme des deux 4ges est 45 ans; quel est I'ige de
chacun? Soit x I'dge du fils, 4x sera celui du pére; ainsi
x4 4 x doit faire 45 ans, d’olt 5x=45. Telle est I'équa—
tion qui dans notre probléme exprime la liaison de I'ig-
connue aux quantités données 5 et 45. Il faut maintenant
la résoudre, ce qui se fait en divisant le produit 45 par 5;
le quotient g est I'autre facteur (5); x =g donne g ans
pour P'dge du fils et 36 ans pour celui du pére.

On voit ici bien distinctement les deux difficultés qu’offre
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tout probléme ; paser I'dguation et la résoudre. Nous allons
nous occuper de ces deux objets, en commencant par le
second.

105. L’inconnue ne peut éire engagée dans une équa—
tion du premier degré, que par addition, soustraction,
multiplication et division : voici les régles qu’il faut pra-~
tiquer pour la.dégager.

1°. 8 les coefficiens des termes inconnus sont [freetion—~
naires, multipliez toute l'équation par le numbre qui servit
dénominateur commun (32)’: cetie opération , sans altérer
Péquation , fera disparoitre les diviseurs. Cela revient i
réduire tout au méme dénominateur, puis le supprimer.
Soit par exemple 3 x 4- & — 20 = tx=—=}x — La—8.
En multipliant tout par 12, cette équation devient. . .
8x 4 6x — 240 ~— 2x =gx — x — g6, qui se reéduit 3
13x =~ 240 == 8x — gb.

2°. On réunira tous les termes ineonnus dans 1'un des
membres, et les quantités connues dans l'autre , en chan-
geant le signe des termes qui changent de membre : C’est
ce qu'on appelle Transposer (4). Ainsi notre exemple de~
viendra 122 — 8x = 240— g6, ou 4z = 144. On voit en
effet qu’en effagant 340 du premier membre, ce qui le
réduit 3 12z, au lieu de 12x — 240, on I'augmente de
240; pour ne point troubler 'égalité, il faut donc ajouter
240 au second membre. Pareillement 5 en supprimant 8=,
on diminue de 8x le second membre, il fant donc aussi
retrancher 8x du second.

3e. L’équation, d’aprés ces préceptes, sera amenée 2 la
forme ax = &; b est le produit de ¢ multiplié par x;
en divisant & par a, le quotient donnera donc x, (5):

ainsi =-:—. De méme 4x = 144, donne x =-l-44-4-=36;

.¢ nombre résout I'équation que nous nous etions proposée
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“@i-dessus, ¢.-a-d., que les deux membres seront éganx

s on met partout 36 pour x.

Concluons de 1a que pour dégager l'inconnue de som
eo¢fficient , il faut diviser tvutel'équation par ce coefficient.
- 4°. Une équation du 1°". degré-n’admet qu’une solution ;
car on peut towjours la mettre sous la forme (note p. 128)
ax <4 b =cx < d; or si « et g sont deux valeurs de
linconnue, en aura as b=cav}-d, a8 +b=1cg+d,
et retranchant, on trouve ¢ (s — 8) =c¢ (s — 8), équa~ -
tion qui revient 3 (a —¢) (s —g8) ==o0 et ne \pcut étre.
satisfaite 3 moins qu’en n’ait « =4 puisque ¢ et ¢ sont don-.
més et inégaux.. .
. Voici plusieurs autres exemples.

e B rale
7 +7+m =px 4 f+n ; on supprimera e

cx
ferme — , commun aux deux membres, et on aura-. .

S

ff-{-m: px <4-n; multiplianttout par 3, il vient . . . . ..
ax +- bm = bpx 4 bn ; transposant bm et bpx, on a
ax—bpx=—>bn— bm,ou x (a—bpy = b (n—m) ; en.di~
visant par a —¥p, il vient enfin
b (n — m)
—a =%

2° § 2 — g0+ 3 x = §  — 82; transposant, onn
trouve § £+ 32— 4 x=go — 82, qui se réduit &
§ x — 3 x = 8; multipliant par 15, on obtient. . . .
18z — 10x = 8.15, ou 8x — 8.15, et enfin x — 15..

3e. Demémc,x-L—g § %~ 10 donme... ... .

9 + 10 =} x— j x et maultipliant par 321, ll vnent. “e
19.21 = 7% — bz, d'odt x = 19.21 = 39g.

4. §x—f4o—tx=6o—fx,domne. ... ...
¥ % — 1%+ &= 100; <n multiplie par g.4.5 ou 180,

x =
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et on obtient fox ~— 45x < 252x = 180.x00, 0w . . .
2472% = 18000 : done x = 18832,

106. Venons-en maintenant i la principale difficulté
qui consiste 2 poser .le probléme en équation. Pour cela,
on examinera attentivement l'état de la question pour
en bien comprendre le sens, et donnant au hasard une
valeur A l'inconnue, on la soumettra 4 tous les calculs
nécessaires pour- s'assurer-si elle y répond ou non. Om
connoitra ainsi la suite des opérations qu’il faut faire subir-
au nombre cherché, lorsqu’il est trouvé, pour vérifier
s'il convient en effet au probléme. Enfin, on fera, a
Paide des signes algébriques, sur x reprééentant Pin—
connue, toutes ces opérations et I'équation. sera poséc.,

1L, Soit par exemple demandé quelle étoit la detto
d'un homme ‘qni aprés en. avoir acquitté. la moitié uno
premiére fois, le tiers une seconde, le 12°. ume autre
fois , se trouve ne plus devoir que 630 fr.

Supposons que cet homme devoit 1300 fr.; la mouié
est 6oo, le tiers 400, le 12°. 100;. il a donc payé 11002
miais il redoit encore 630 fr.; dong il devoit en tout,
1100 4 630 ou.1730 fr., et non pas 1200 comme on I'a
sup[.),osé. Ainsi, cette hypothése étoit fausse; mais il en
résulte une suite de calculs quon Pratiqpera aisément,
§ur x, et qui donnera

x x =
x=—z—+-§+-;;+63o.

Le reste nla plus de difficultd ; en multipliant par 12,
on a.12x = 6x 4 4x 4 2 < 7560 = 112 4 75603
dou ¥ = 7560 fr. , c’est le nombre cherché, ainsi qu’on
peut s’en. assurer. :

Notre régle, pour poser un probléme en équation,
eonsiste donc i faire subir & x toutes les opérations qu'on
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Jera sur ls nombre cherché , lorsqu'aprés U'avofr trouvé , om
voudra vérifier, s'il répond en effet d la question.

~ La valeur arbitraire. attribuée a I'inconnue ne sert qu'
mettre ces calculs en évidence, et P'usage apprend bientdt
a s’en passer. Voici divers autres problémes.

~

JIL Quel est le nombre dont le tiers et le quart ajoutés
ensemble font 63. Soit z ce nombre, —‘:—;— en sera le tiers, Z

-zi = 63; cette équation se réduita
12.63

7x = 12.63, d'ou x = = 12.9 = 108.

le quart; donc %-’-

Remarquons que pour obtenir le nombre dont le 5e.
et le 6¢. ajoutés forment 23, il faut recommencer de nou—
veau i poser I'équation , puis la résoudre ; on a ainsi

x x .
T + € =22 d’ol r1x = 30.22 et x = 30.2 = 6o.

Si donc on veut résoudre 3 la fois ces deux problémes,
et tous ceux qui n'en different que par les valeurs nu~
mériques , il faut relﬁplacer ces nombres par des signes
abc.... propres i représenter toute valeur. Il faudra donc
résoudre cette question : quel est le nombre qui, divisé
par a et b, donne s pour somme des quotiens. On trouve

abs
a+-6b.

x x .
—_— -G —=1s, do0 x =
2 -+ 3 ’

Cette expression n’est pas 3 proprement parler la valeur
de l'inconnue dans nos problémes, mais elle offre le
tableau des calculs qui les résolvent. Cette Formule montre
qu'on a linconnue en multipliant les trois nombres que
renferme la question, et divisant ce produit ads par la
. somme a -+ b des deux diviseurs, ou plutét: notre for—
mule n’est qu’une maniére abrégée d'écrire cet émoncéy
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L’algébre n'est donc qu'une langue destinée 3 exprimer
les raisonnemens, et qu’il faut savoir lire et écrire.

Tel est I'avantage qu’offre cette formule, que l'algé-
briste le plus expere et Parithméticien le moins inteli-
gent peuvent maintenant résoudre l'un et Pautre le pro-
bléme. Mais ¢e dernier n’y parviendra qu’en s'abandonnant
3 une routine aveugle ; d'ailleurs, les questions peuvent
exiger des formules différentes, et Palgébriste a seulle
secret de les obtenir. On voit par 13 pourquoi quelques
personnes calculent souvent avec une facilité surpre—
nante sans comprendre ce qu’elles font, quoiqu’elles sachent
trouver exactement les résultats.

107. Les formules présentent encore un autre avantage;
c’est de permettre de changer d'inconnue ; de sorte, qu’on
peut résoudre tous les problémes qui tendroient i trou—
ver 'une des quantités a, 4, s et x, connoissant les trois
autres.

Veut—on, par exemple, trouver quel est le diviseur
de 60, qui donne un quotient qui, ajouté an 6. de 6o,
(ou 10) donne 22, on aura @ pour inconnue dans
(a4 8) x = abs et x est donné — 6o. On trouvera
o6x + bx = abs, d'ots bx = abs — ax = a (bs — x), et

a=p—. Dans notre exemple , le diviseur a est donc
pa——y .

e 6.60 . 6o —5
" 6.22—60  22—10

Cette remarque peut servir 3 faciliter la résolution des
problémes lorsque I'inconnue est engagée d’une maniére
embarrassante. .

IV. La somme des 3ges de deux frérgs est 57 ans,
Painé a 7 ans de plus que lautre; on demande I'ige
de chacun. Soit x I'ige du plus jeune, x 4 7 est
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celui de I'ainé; il faut donc que x ajouté 3 z ¥ 7
donne 57 ; d’olt 22 4 7 = 57 et £ = 25, le.plus jeune a
25 ans, I'ainé 32 ams.

.

En examinant cette question, il sera facile de recon—
noitre qu’elle renferme des élémens inutiles : elle se ré—
duit visiblement 3 la recherche des deux nombres dont’
la somme est 57 et la différence 7. En général, il con-
vient de dépouiller les questions de tout appareil étran-
ger, qui ne peut qu'obscurcir les idées et faire perdre
Ia liaison des quantités. C'est un tact particulier qu'il
faut acquérir : ni maftres, ni livres ne peuvent donnec
la sagacité nécessaire pour déméler dans un probléme
le principal de Paccessoire. L’usage donne une grande
facilité, C’est pour cela que nous donnons ici diverses
questions. Pour généraliser le probléme précédent, cher—
chons les deux nombres qui ont s pour somme et d pour-
&[férence. Soit x le plus petit; x 4 d est le plus grand,.
donc z 4 x 4 @=s, dodt

26 =s —d,et x=3(s—d).

Clest le plus petit des nombres cherchés; le plus

grand est x 4 d, ou § (s —d) 4 d =1} (s 4 d). Donc

x=1(s—d), x4+d=1}(s+4+d) '
sont les nombres qui répondent a la question : on prendra
la moitié de la somme et la moitié de la différence don-
nées; on aura le plus grand, en ajoutant ces deux moitiéss
et le plus petit en les retranchant.

Une maison composée de deux étages a 15 métres de-
haut; le premier est plus élevé que le sccond de 1 métre ;
on demande la hauteur de chaque étage. 7 & et § sont
les moitiés des nombres donnés : ainsi 7 5 -+ 3 ou

8 metres est la hauteur du premier; 7 4 —  ou 7 métres.
est celle du second.?
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V. Partager un nombre a en deux parucs qui soient entre
elles comme m est 3 n? x étant I'une des parties, Pautre

nx nx . ma
est — : donc x 4+ —=ga ;don x= .
m m m-<-n
Pour partager a en trois parties qui soient entre elles

px

, nx
itm:n:p, x étant l'une, o et — seront les deux

ma

m¥ntp

autres : donc = + +px =g, dot x =
7.79). -

* VL Un pére a 4o ans, son fils en a 12; on demande

dans quel tems le pére aura le triple de P4ge du fils.

Dans x années, le péreaura fo +4- x ans, et le fils 12 - x;
or 4o 4 x doit &tre le triple de 12 - x; ainsi

o+ x=236+4 3z, doh x=a.

VIL Plusieurs associés, que je nommerai 4, B, C.....
font un bénéfice; et conformément i leurs conventions,
A pread sur la masse commune 10 napoléons, et le 6.
du reste : B prend 2 son tour 20 mapoléons, et le 6°.
du reste : C en prend 30, et le 6. du reste.... ainsi
de suite jusqu’au dernier qui prend ce qui se trouve. Le’
partage fait, chacun a autant que les autres; on demande
la masse, le nombre des associés et la part de chacun.

On seroit porté a croire qu'il faut introduire ici trois
inconnues : mais un pen d’attention fait reconnoitre que
si la masse x étoit trouvée , en effectuant le partage, on
auroit bientdt les autres inconnues du probléme.

Puisque A prend 10 mapoléons, il reste x — 10,

dontle6°, est x—sxo ; sapart est donc 104~ ——-;—'2 ou...

x4+ 50
6
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z <4 50 5r—170
3 —_— 20—

B prend 20; lereste ést x — W 3
dont le 6. est 5.1:%3 5 la part de’B est donc. . . . .
5r — 170 5z 4 550 .
20 4 B on 36 Puisque ces deux parts

45 _ 5z 4 550
L 36
6x 4 300 =15x 4 550 ; dod x = 250. La masse
étant formée de 250 napoléons, la part de chacun est
x 4 5o
6
nombre des associés.

doivent &tre égales, on a 9 OU...

ou 50; divisant 250 par 50, on trouve 5 pour la

VIII. Avec un nombre a de cartes, on forme & tas,
composés chacun de ¢ points : la premiére des cartes de
chaque tas est comptée pour 11 points, si elle est un as,
10 si elle est une figure ou un dix. . . .. , etc. Les autres
cartes du méme tas ne valent qu'un point. Ces tas for-
més, on vous remet d cartes qui restent, et on de-

mande Ja somme x des points des seules premiéres cartes. -

" Le nombre des points de chaque tas, multiplié¢ par
celui des tas, ou dc, estle nombre total des points : si
de ce nombre on retranche les cartes qui ne comptent
que pour un point , {e reste sera — x. Or le nombre de
ces cartes est a — d — le nombre des cartes qui comp-
tent pour plus d’un point, ou 4. Ainsi x —=bc — (a —d—5)
oux=6(t+4+1)+4+d—a.
. Si on a 32 cartes, qu'on fasse trois tas de 12 points, on
awra x=d <47.

IX. A et B se sont mis au jeu chacun avec une somme
égale : la perte de A est 12 fr.; celle de B, 57 fr.; par
13 Bn’a plus' que le quart de ce qui reste 3 A. Com—
bien chacun avoit-il avant le jeu? Réponse 72 fr.
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X. Quel estlenombre qui, divisé par aet , donnedeux quo-

tiens quiont dpour différence. Ontrouve x =— b-—hl— .

—a

XI. Trouver un nombre dont le produit de ses m
parties égales , soit le méme que ‘celui des m +- 1 par— °
ties egales du méme nomhre (le produit des 3 tiers,
egal par exemple, 3 celuides 4 quarts). Ona. . ... ..

(m + l) m 4z
iz

XII. Un chasseur promet 32 un autre de lui donner
b fr., toutes les fois qu'il manquera une piéce de gibier,
pourva que celui-cidonne ¢ fr. chaquefois qu'il Patteindra. -
Apres n coups de fusil, ou les deux chasseurs ne se
doivent rien, ou le premier doit d au second, ou le con-
traire 4 lieu :'on demande une formule propre a ces
trois cas, et qui fasse connoitre le nombre x de coups
mangués.

On trouve x = 5 d est nul dans le 1°r. cas; on

N
prend le signe sepérieur dans le second, et Finfétieur dans
le troisibme.

XIH. Une fontamc emplit un réservoir em un nombre
d’heures désigné par & ; uwne autre peut le remplir en A'
heures ; on demande combien .elles mettroient de tems

H,l
A

en coulant ensemble? Réponse x =

2. Remarques sur les ’é‘qmm'om du premier degré.

108. Les formules algébriques ne peuvent offrir d"idée
nette a Pesprit qu'autamt qu'elles représentent une shite
de calculs numériques dont P'exécution est possible. Ainsi
la quantité isolée b — a, ne peut signifier qu’une chose
absurde lorsque a est > &. 1l convient donc de reprendre
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les cahculs précédens, parce gu'ils offrent guelquelols
cette difficulté.
Toute équation du premier degré peut &tre ramemée
a (™, .
oz + b=tx4d ... (O

tous les signes €étant positifs : retranchons cx 4  de part
<t d'autre, il viendra ax — cx=d — b, d’od

x=d_b oo (2) . ’
Cela posé, il se présente trois cas s 1°. oud > bet @ > s}
2° ou l'une de ces conditions a seule lieu; 3°. enfin
b > d et ¢ > a. Dans le premier cas la valeur (2) résout
le probléme ; dans les deux derniers on ne sait plus quel
sens on doit attacher i la valeur de x, et c’est ce qu’il
faut examiner.

Dans le second “cas, I'une des soustractions d — &,
a — c est impossible : soit par exemple, 6> deta>c}
il est chir que la proposée (1) est absurde, puisque
les denx termes ax et & du premier membre sont respec—
tivement plus grands que ceux cx et d du second. Ainsi ,
lIorsque cette difficulté se présentera, on sera assuré que
le probléme est absurde, parce que I'équation n'en est que
la traduction fidéle en lgngage algébrique.

Le troisicme cas a lieu lorsque 4 >d et ¢ > a; alors

g —_2C

on a deux soustractions impossibles : mais nous avons
0té cx + b des deux membres de I'équation (1), afin de
Ja résoudre ; or cela est manifestement impossible, puisque

(™ On changera les termes négatifs de membre,. ce qui sera ton-
jours possible , puisque rien n'empéche d’ajouter aux deux membres
une méme quantité. On ne pourroit pas la soustrairc dans tous les
es, puisquiil faudroit que les deux membres fament plus grands

que cette quantité,

N
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chacun est < ex -} 4. Ce calcul étant vicieux , nous 8te—
rons ax < d de part et d'autre, et il viendra. ... ..
b —d=cx—ax, dod

b—ed. . ... @)

c—a

x =

Cette valeur comparée i (2) n'en différe que parce que
les signes sont changés haut et bas; elle ne présente plas
d’obscurité. On voit donc que lorsque ce cas se rencon-
trera, il annoncera qu’au lieu de passer tous les termes
inconnus dans le premier membre , il auroit fallu les
mettre dans le second : et il ne sera pas nécessaire, pour
rectifier cette erreur, de recommencer les calculs; il suffira
de changer les signes haut et bas.

" Un des principaux avantages que présente l'algébre, est
de donner des formules propres a tous les cas d’'une méme
question, quels que soient les nombres ilu’elle renferme.
Or, nous remplirons ici ce but en convenant de pratiguer
sur les quantités négatives isolées , les mémes calculs ,
gue si elles étoient accompagnées d'autres grandeurs. Pax
exemple, si on avoit m +- d—bet d>d, on ecnront
m — (b —d); nous mettrons aussi — (b —d), pour
d — b lorsque b sera > d. La valeur de x, dans le see

b—d
a—c
2oute solution négébtive dénote une absurdité.

Pareillement, pour diviser — a% - 3a’s* 4-, etc., par
— a" + b* 4 etc., on divisera d’abord — @t par — a?,
et on sait (g8) que le quotient a* a le signe --. Nous en
dirons autant de ces quantités — a%, — a" isolées ; de sorte
que dans le 3°. cas, la valeur de x aurala forme. .. .

—(b—d)
e
1. ’ 9

cond cas, devient x — — s et nous dirons que

. s b=
t
qui se réduit a o

d .
, comme elle doit 2tre,
a
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10g. Cette convention qui n’entraine ancun inconvé-
nient réunit donc tous les. cas dans la formule (2); mais
on ne doit pas oublier que les quantités négatives iso~

lées—k, —,, » ne sont que des étres de convention,

des Symboles, qui n’ont aucune existence par eux—mémes ;
et qu'on ne les emploie comme s’ils en avoient une , que
parce qu'on est assuré de remplir un but important',
sans qu'il en puisse résulter d'inconvénient. Concluons
de la que:

1°. On a le droit de changer tous les signes d'une
équation , et de la multiplier par une quantité négative.
En effet, si on est dans le premier cas, I'équation de-
viendra, il est vrai, absurde d’exacte qu’elle étoit; mais
la division des quantités négatives rétablira les choses dans
leur état primitif: Dans le second cas, I'absurdité du pro-
bléme seza encore manifestée par une valeur négative ; et
enfin, s'il s'agit du troisitme, le changement de signes
rectifiera le vice de calcul;

2°. Lorsque Péquation sera absurde, on pourra encore
tirer parti de la solution négative ; car mettant — x pour x,
I'équation proposée devient — ax 4~ b = — cx 4 d,
b —
a—c
mais positive. Si donc on modifie la question de maniére

dou x—=

, valeur égale & la précédente (2),

que cette équation lui convienne, ce seconfl problél;le,
qui aura avec le premier une ressemblance marquée,
ne sera pas absurde, et au signe prés, il aura méme
solution.

Présentons , par exemple, le probléme VI comme il
suit : un pére a 4o ans, son fils en a 12, dans com-
bien d’années 1'dge du fils sera~t-il le quart de celui du
ptre? On a 4o+ 2= 4 (124 x)douax=—}:
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ainsi ce probléme est absurde. Mais si on met — & pour =,
Péquation devient jo — x =—.4 (12 — x), et les condi-
tions qui y correspondent changent le probléme en ce—
lui<i : un pére a 4o ans, son fils en a 12, combien
d'anndes se sont écvulées depuis 'époque ou I'dge du fils
étoit le quart de celui du pére. Ona x = §=124.

Quel est le nombre x, qui divisé par @, donme s
pour somme du diviseur a, du quotient et du dividende

x?On a % 4 a4 x=s5,dou x= %#.Orsia}s,
x est négatif et la question est absurde ; ce qui est d’ail-
leurs visible d’avance : ainsi @ = 11, s = 5 donnent
x ==~ 54 Mettaut — x pour x, on trouve. . ...

=z
fH—— —=s =15 de sorte que 5 } est le nombre qui

joint au quotient de 5 § divisé par 11, et retranché de 13
donne 5 pour reste.

Quel est le nombre dont le tiers et le cinquiéme ajou-
tés, diminués de 7, donuent ce méme nombre pour
différence ? Onajx 4+ } & — 7 = x; dolt & = —15.
La question est absurde; mais remplagant x par — x,
on verra que 15 est le nombre dout le tiers et le cin-
quiéme ajoutés 2 7, forment 15.

110. L’équation (2) présente encore deux singularités,

" d—b . , .
Sia=c¢,onax= = 5 mais la proposée devient

alors ax 4+ b=ax +d, ou b =d : ainsi tant que b est
différent de d le probléme est absurde, et n’est plus de
nature 2 &tre modifié comme ci-dessus. En faisant croitre

. m
n, la fraction — augmente; pour n = 1, L, e,/

les résoltats sont 2 , 100, 1000 fois plus grands. La limite
est I'infini qui répond & » = o; on voit donc que.le
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probléme est absurde quand la solutionest infinie; ce qu’on
désigne par le signe x = .

Maissia = cet b == d, alors x = 2; et la proposée
devient ax 4 b = ax 4 b : les deux membres sont égaux
quel que soit x, qui est absolument arbitraire. Ainsi le
probléme est indéterminé, ou regoit.une infinité de solu-
tions, lorsqu’on trouve x — 3. ) '

3. Egquations du premier degré & plusieurs inconnues.

s111. Il faut toujours autant d’équations que d'incon-
‘nues ; car si on n'a qu'une équation entre deux incon-

nues x, y, on ne peut en déduire la valeur de x qu’au-
tant que y est donné ; et comme rien ne détermine y,
cette quantité peut prendre toutes les valeurs possibles.
On a donc un nombre infini de solntions, et le probléme
est indéterminé.

Cherchons deux nombres x et y dont la somme soit
12; il faudra résondre x 4-y =12, dol x =12 —y:
si on met successivement pour y , 1, 3, 3 1..... On trou-~
vera x =11, 10, 8 }..... Desorte que 11et1,106€t 2,
81et3L.... satisfont 2 1a question.

Lorsqu’on a plus d’inconnues que d’équations ; on verra
qu'on raméne toujours le probléme 2 une équation, et
plusieurs inconnues, de sorte qu'on peut disposer arbi-
trairement de toutes celles—i, une exceptée.

312. Lorsqu'on a un nombre égal d’inconnues et d’é-
quations, on peut opérer de trois maniéres.

L. 'On tirera de chaque équation la valeur d’une incon—-
nue comme si le reste étoit connu ; on égalera ces valeurs
deux i deux, et on formera ainsi autant d’équations
moins une, qu'on en avoit d’abord : aprés quoiil ne
s'agira que de répéter ce procédé, qui Eliminera chaque
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fois une incommue ; puis lorsqu’on aura obtenu la valeur
dela dermiére, on remontera de proche en proche pour
avoir celles des autres.

Ainsi, pour 52 —3y =1, 7y — 4 x=13; on tirera

de la premiére x = 3‘7;.1,

75—13
—

égalant ces valeurs, on a 3’;- gy 4 ;!3 équation qui

et de la seconde x =

ne renferme plus qu’une inconnue y , et d’od on tire 12
Y+ 4=35y— 65; puis y = 3 : remontant 3 'une
5+x

des valeurs de = , il vient x =

= 2,

Pareillementnx+5_y—3z==3,3:—4y+:=- a,
5 £ —y~2z= g donnent pour z les valeurs

_3x4+5y—3 94ry-52

- 3 B
égalant [la seconde i la premidre et i la troisiéme, et
chassant les dénominateurs (105, 1°.), on trouve. . . . .
12y~9gx—6=ax45y—3,et.......... -
8y —6x—4=9 4+ y —5x, quon réduit &

yE=by—3x—2,2=

7y —11x=3, 9y—x=13,

on en tire des valeurs de y, qui, égalées donnent
3 4+ 11x=13+4=x, doll x=:1; et remontant aux va-

leurs de y et z ci-dessus, on trouve enfin . . . . ... ..
3 5—3
y= -’7-"=2,z=2—-';23——=3.

IL. La méthode des Substitutions consiste a tirer comme
ci~dessus la valaur de I'une des inconnues; puis 2 la subs
tituer dans les autres équanons ce qui donne une équation
et une inconnue de moins : et on réitére le méme procédé.
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Soiept 3x - 2= 12,224 y =5, 2doy 4 3= B
1a seconde donne f::S—-n £ : en substitwam dans les deux
autres, elles deviennent 3x — 4z =2, £ 4-£=3. Celle-
¢i dome x — 3 — £, ce qui change Paatre en. . . . . ..
9—3z—4z=2,dotz=1,etparsuite. . ... ..
x=3—z=2, y=5—22=23.

III. Le premier procédé, quoique plus simple que les
autres est rarement employé a cause de sa longueur :
le second ne sert guédres que quand toutes les incong
nues n’entrent pas dans les équations ; venons mainte-
fnant a celui qul est le: plus usité. Prenons

ax-}-b_y:c,' dx4-by=c'..... (A).

Supposons que a et a’ soient égaux, en soustrayant
Pune de ces équations ‘de Pautre , x dlsparohra tsia eta
- étoient de signes contraires, il faudroit a)ouler les equa-
tions. Mais lorsque .a et @’ ne sont pas egzux on muk
tipliera la premiére par a’, la seconde par a, et notre
condition sera rcmpﬁe puisque aa” sera le coefficient
Tommun de x = (") On obtiendra donc en retranchanf

. . a'c—aqc' - - |
a'by —ab'yi=a’c— ac’y dovy=—="—"""122_ '«
by Y ’ Y a'b —ab’
On pourroit trouver x, en substituant cette valeur dans
{'une des proposées,, mais il est plus court’ d’éliminer y X

son tour , par la méme voie. Ainsi’ '

'b—cb' i a’'c — ac’

r= s Y=g B

. .

“ (*) Siaet a’ ont un facteur commun » les multiplicateurs lrespeéti’ﬁ
seront plus simples, comme pour la réduction an méme. dénominn-
teur (34).
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113. En traitant de la méme maniére les équations

ax 4 b:y-{-'cg =d,
a'x + Vy 4z =d, } o
a"x 4 bly 4-c'z=d"...

A

qui sont les plus générales i trois inconnues, on trouveroit
les valeurs de x, y, etz. Mais ce calcul ne permettroit
pas de découvrir la loi des résultats sans recourir 3 I'in-
duction ; c’est pourquoi nous le présenterons d’une ma-
ni¢re un peu différente. Multiplions la premiére par &,
1a deuxiéme par &', et de la somme de ces produits , retran-
chons la troisieme ; il viendra

(ka + k'a’ — a?) = + (kb 4 k'b' — ") y
o (ke 4 K'¢' —c") 2 = kd 4 Kd — dl.
Les nombres k et k&’ étant arbitraircs, on peut en dis—
poser de maniére a chasser deux inconnues, y et z,

par exemple. On posera pour cela les équations
kK8 =" ke k' =c". ... (D),

qui serviront a coonoitre & et &’; et on aura

kd 4-k'd —dv
= TR —a ().

H faut ensuite déterminer k& et k'; €t en substituer ici
les valeurs; mais on peat abréger ‘braucoup ce calcul.
En effet, le numérateur de & se déduit du dénemina-
tear en changeant a a’ u” en dd'd" ; et comme k et k'
sont indépendans de ces quantités la méme chose aura
lieu également aprés la substitution des valeurs de & et &'.-

11 #agit simplement d’évaluer le dénominateur ; les for-
mules B appliquées aux équations D, donnent
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be? — b b — Be?

_—— T C0 r— .
k_cb' — b | T b — b’
d'oti ka + k'a'—a= aB'e? - c'b) o’ (b -~ beh) —-af.

cb' —.be'
On réduira au méme dénominateur, qu’on supprimera
comme étant commun aux deux termes de la fraction E;
et on aura

a (8'c! — c'B1) o (cb! — be) + a¥ (b’ —ebY). -

En faisant attention & la maniére dont il faut exécu-
ter ces multiplications, on observera que le calcul se
réduit a l'opération suivante. On prendra la différence
bc — cb, entre les arrangemens des lettres b et c; puis on
introduira la lettre a 2 toutes les places, en commengant
par la premiére 3 gauche; puis on changera de signe
chaque fois que ¢ changera de place; bc engendrera abc,
~— bac et + beca; — cb donnera — ach, - cab et — cba.
On aura donc a@bc — bac +4 bca — ach 4 cab — cba.
Enfin , on marquera d’un trait la seconde lettre de
chaque terme, et de deux la derniére, et on aura le dé-
nominateur K.

ablc — ba'c" 4 bc'a? — ac'b? 4~ ca'b¥ — cb'a = K.

Pour trouver y, il faudroit égaler pareillement 3 zéro
les coefficiens de x et z dans I'équation ci-dessus , mais
la symétrie des calculs prouve qu’il suffit de changer
b en a, et réciproquement dans la valeur de ‘z. Le
méme raisonnement a lien aussi pour z. Concluons de
la que, 1°. le dénominateur.des valeurs de x, y et
est le méme; 2°. le numérateur de chacung se déduit
du dénominateur en changeant les cocfficiens de l'inconnue
en les termes connus. Ainsi



PREMIER DEGRE. 137

YN — BN b AN — A BY 4 cd' b — e Y
K

ad'c —da'c" 4 de’a? — acd’d"! 4~ ca’d" — cd’'a?

y= -

a¥d" — b/ d¥ 4 bd'a¥ — ad' B -da’ B — I oV
y

=

=

- La loi que nous avons démontrée suit de la nature
méme du calcul; en sorte que si on avoit quatre in-
connues et quatre équations,

ax-by—tecz4-dt=/f, dx4¥Vy4cz4dt=f", etc.

il suffiroit de chercher le dénominatear commun, et on
en déduiroit chaque numérateur ; de plus, ce dénomina-
teur seroit formé suivant la méme loi.

On prendroit donc les six arrangemens des lettres abe
qui servent de dénominateur ci~dessus (en supprimant
les accens), on auroit abc— dac + bca— etc. : on feroit
occuper i la letire d, dans chacun de ces termes, toutes
les places, i commencer par la derniére a gauche ; puis
on changeroit de signe chaque fois que d passeroit d’une
place 2 la suivante ; enlin on marqueroit d’un trait la
seconde lettre , la troisitme de deux, et enfin la derniére
de trois : le dénominateur commun seroit donc

da' BUch—ad I -l AN —al/ NAVe-dY allch 4-bd ah - etc..

Poy. un trés-beau mémoire de Laplace, Acad. des
Sciences , année 1772, 2° partie, page 294

114. Voici quelques problémes & résoudre.

I. Une personne a des jetons dans ses mains ; si elle
en porte un de la droite dans la gauche, il y en aura
un nombre égal dans chacunc, mais si elle en passe
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deux de la gauche dans la droite, celle<ci en contiendra
le double de I'autre : on demande combien chaque main
en contient. On trouve x—1=y 41 et x4} a=2(y—2);
*dott x=10 et y=8. .
H. On a acheté trois bijoux dont on demande les prix;
on sait que celui du 1. plus la moitié du prix des deux
autres fait 25 napoléons ; le prix du 2¢. plus le tiers
du prix du ‘rér, ét'du 3e. fait 26 napoléonsg enfin le prix
du 3. plus la moiti¢ du prix des deux autres fait 29 na-
pdléons. On a ' ’
T iyt izm=al; yjrtiomib, z4tatiy=sg,
d'olt on tire x =8, y=18, d=i6 ° ’ )
IN. A, B'et Cont un certain nombre ddcus; A dis—
tribuant des siens & B et 'C feur en donne autaut qu’ils
en avoient diéja ; B double A son tour ceux qui restent
i A et ceux que C'a entre les mains ; enfin € distribuanot
A A et B, double pareilléinent le riombre qu'ils se
trouvent avoir; tout ecela fait, chacun se trouve en
avowr 16; on demande combien ils en avolemt d’abord:

£, y et z désignant les nombres d'éciss respectifs de A4,
B et C, ona .

z—y—z—_—‘4, 3y—x—z=8, 7z—x—y=16,

d'ol on tire x=126, y=14, =8

IV. La régle J’Alliage rentre dans cette théorie.

1°. 'Svrf)posons qu’on méle eénserble deu'x' sdbstances
qui n'éprouvent pas d’action "chimique ; so1erf P‘.Cl q
les prix de P'unité de mesore de chxewne ; telui du
withuge sera px 4 gy, en désignant yal‘ x et ¥y les
pembres d'unités des deux substamces : Mmaly le tout an
composé de x 4-y unités; domc le pris de chicune et
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. . Pz gy
=" .
NG
Ainsi 8 Bouteilles dé vin & 15° le litre et 12 & 10*,
font 20 bouteillés dont le"prix est 8x 154 12x 10=240";

.

ou 12"

. : a4o
denc le prix de chacune est 4

On a un {ngot d’or formé de 4 kil. i 0,95 de fin (")‘
et de 5 kil. 2 0,86; on en demande fe titre; la for-
4xo,95+5x086 8_1__0 '

T s 9

2°. réciproquement , si on demande quelle doit étee la
composition du inélangc. la valeur mayeane ¢tant donpée;
on cherchera les quantités x et y, connaissant les prix p,
¢ et x; alors l’équation F contient degx jnconnues, et ld

mule ci-dessus donne

probléme est indéterniinté. On 2 x= —-—L—) Y ainst
p—= '
on y satisfait en prenant
T=z—q, y=mp—=z;
v
£ est daillears ‘intermédiaire entre p et g.. On pourra |
outre ces valeurs, en tsouver une mfmlt.e d’autres en les

.

multipliant ou divisant par un'méme nombre quelconque :

(*) Lorsque I'or ou I'argent contiennent o,1 d:a]]hée et que le
reste est pur, on dit que le métal est a 0,9 de fin. Autrefois le
dcgré de pureté s'estimoit &ifféremment ; on partageoit par la peusée .
le lingot dor en 24 parties , qu'on nommoit Rarets , de sovte que
I'or & a1 karats, cantewoit 3 parties d'alliage et 231 dor pur. Le
karat se divisoit en 32 partics.ou &rains ; ainsi on déﬁguoit par 18 k.
20 gr., 18 parties et ;7 dlor pur, et le reste d'alliage. T 'argent se
divisoit en 132 parties otr dehiers ; chacune de 24 grains ; aiusi ua
lingot d'argent a 10 d. 20 gr. contenoit 10 panm i+ de méul pur
et 1, dalliage. .
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deux de la gauche dans la droite, celle-ci en contiendra
le double de 'autre : on demande combien chaque main
en contient. On trouve x—1=y 41 et x-} :—2(3—2).
"d'od x=10 et y=8. .
H. On a.acheté trois bijoux dont ou demande les prix;
on sait que celui du 1. plus la moitié du prix des deux
autres fait 25 napoleons ; le prix du 2¢. plus le tiers
_du prix du ‘1. ét'du 3. fait 26 napoléons ; enfin le prix

du 3. plos la moiti¢ du pnx des deux autres fait 2q na-
poléons. On a

s dybiem=as; yoyr4ie=ab, o4 x+—y+zg,
d'olt on tire =8, y==18, 4= i6."

"1 A, B’et €'ont un certain nombx_'e décus; A dis-
tribuant des siens ¥ B et C leur en donne autant qu’ils
en avoient déja ; B double 4 son’ tour ‘ceux qui restent
i A et ceux que C'a entre les mains ; enfin C distribulrit
A A et B, double pareilleinent 'le' nombre gu'ils se
trouvent avoir; tout cela fait, chicun se trouve én
avo'r 16 ; on demande combien ils en avoiemt d’abord:

» ¥ et z désignant les nombres J’Lcus rcspecufs de A
B et €, on a .

z—y—z._4, 3y—x—;:8, 7z2—x—y=16,
Vdou on tire x=26, y=14, z_...8
" IV. La régle dAlltage rentre dans cette théorie.

- 1%, Supposons q‘uon méle ensermbte deax substantes
qui n’éprouvent pas d'action “chimique ; sotem p et ¢
les prix de l'unitd de mesere: de chaeune ; eclui- du
wiélange séra px gy, en désignant par x et y les
pombres d’unités’ des deux substamces  miais le tout ash
composé de x 4y unités ; done le prix de chicune est
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Ainsi 8 bouteilles de vin 4 15 le litre et 12 10*,
font 20 bouteillés dont le prix est 8x 15412x 10=240";

. . 240
denc le prix de chacune est ou 12"

On a un lingot: dor formé de 4 kil. 4 0,95 de fin (")‘
et de 5 kil. a 0,86; on en demande le titre ; la for-
4xo,95+540,86 .i.'_—o '
T 9

2°. réciproquemnent , si on demande quelle doit étre la
composition du mélange, la valeur mayenne étant donpéey
on cherchera les guantités x et y, connoissant les prix p,
¢ et z; alors I'é équatiop F comticnt.deyx incomnues, et la

)J’ H amsn ,

mule ci-dessus donne

probléme est indétermiinté. On a x——(P__z
on y satisfait en prenant

z=z‘—q, y=p—z;
4 nst' daillenrs ‘intermédiaire entre p et g.. On peurra |
outre ces valeurs, en tsouver une mfmwe d’autres, en les

multipliant ou divisant par un ‘méme nombre quelcongue :

)

(*) Lorsque l'or ou Pargent contiennent o,1 d;alliage et que le
reste est pur, on dit que le métal est a 0,9 de fin. Autrefois le
dcpré de pureté s'estimait &ifféremment ; on partageoit par la pensée
le lingot d'or en 24 parties , qu'on nommoit Aarats, de sorte que
Tor & 31 karats, conteuoit 3 parties d'alliage et 21 d'oc pur. Le
karat se divisoiten 32 partju ou grains ; ainsi on désignoit par 18 k.
20 gr., 18 parties et 3 d'or pur, et le reste dalliage. [ 'argent se
divisoit en 12 pyrties ou dehiers ; chacune dec 24 grains ; aiusi ur
lingm, d'argent 2 10 d. 20 gr. contenoit 10 pariies ;7 de métal pur
et 1, d'slliage. .
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on aura par la toutes les solutions entiéres de la question,
si ce nombre est entier (117).

Un boulanger, par exemple, veut faire du pain qui
revienne 3 8 s. le kilogramme ; combien doit-il méler de
farine de blé a 10 s., et de seigle 2 7s. le kilogramme.
‘Aprés avoir écrit ces
nombres comme on Prix moyen 8{
fe voit ci-contre, on
mettra 8 — 7 ou 1 4 cdté de 10; puis 10— 8 ou 2 prés
. de 7. Ainsi on prendra 1 kil. de farine de blé sur 2 de
seigle. On peut aussi prendre 2 sur 4, ou 3 sur 6, etc.

Si on donnoit une seconde condition, pour déterminer
le probléme, on la traduiroit algébriquement; et on é&li-
mineroit x et y entre équation F et cette derniére. Ainsi
lorsque la masse x4y du mélange est donnée = m;

alors on a x+y=m, 4¢gr =zmpx; dod
(2—g), r=

—z).
P—9 P—9 =2
‘Aprés avoir obtenu les valeurs ci-dessus, on les multi-
™ -
P—9
le mélange des farines pése 21 kil., on multipliera les

10..1..BIlé.

7. +3..Seigle.

m

x =

pliera donc par

- Dans notre exemple, si on veut que

'résultats obtenus 1 et 2, par

21 .
=7;d rt ki,
o 7; de sorte que 7 ki

de farine de blé i 10 5., mélée A 14 de seigle 2 7 s. for-
ment 21 kil. de farine 4 8 s,

De méme soit demandé de former 7,54 kil. d’argent i
0,9 de fin avec de

Fargent 3 o,g7 et 0,97.;.0,06 x 7’-“’:3,48

0,84. L'opération 0,13 .
prouve qu’l faut / 0,84+ 4.0,07 X ﬂ%:@oﬁ
3448 de la 1™, et 01

4,06 de la 2, espéce,
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On appliquera facilement cette théorie au cas ou on
voudroit méler ensemble plus de deux substances.

115, Les valeurs des inconnues présentent quelques par-
ticularités qu'il convient d’examiner. Reprenons le cas de
deux inconnues, auquel les autres se raménent.

1°. x ou y peut étre négalif; alors le probléme est
absurde, (comme 108), et on peut Je rendre possible i
T'aide d’'une modification : le calcul réduit en effet la ques-
tion 3 n’avoir qu’une inconnue.

2°. Lorsque les formules B, n”. 112, sont infinies, les
coefficiens sont tels que 4’6 — ab' — o. Pour connoitre
alors la nature de la questiof, il faut introduire cette

¢ondition dans les équations A : mettant donc % pour a’,
| seconde devient -2-:,- x4 by =¢'; ainsi, pour que le

cas présent ait lieu, il faut que les équations proposées
soient ax by =—c, b’'(az - by )==¥bc’; conditions qui
ne sont compatibles qu’autant qu’on a 8'c =23¢’. Si donc
cette équation n’a pas lieu, le probléme est absurde; on
remarque que dans ce cas, x et y sont infinis.

3. Mais si outre a’b=ab’, on a encore Ye=bc',
les deux équations A4 n’équivalent plus qu’a une seule,
parce que les conditions données rentrent I'une dans
Yautre : le probléme est indéterminé. En éliminant b entre
a'b—=al et b'c —=bc', on a a’c = ac’ ; ainsi, les valeurs
de x et y se présentent sous la forme .

Prenons,, pour exemple , ce probléme : deux courriers Fig. L
partent I'un de A, I'autre de B, et vont dans le méme
sens AC; le premier fait » kil. par heare, le second m ;
12 distance initiale est 4B —d; cherchons le lieu C de
Jeur rencontre.



Fig. L.
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Soient AC—=x, BC:y;i:- et % sont les tet.ns qu'en =

ploient les courriers & parcourir les espaces AC et BC;

ainsi %:%:de plus AC=A4B 4 BC, ou x —d 4-y;

doncmx=nyet x=d+y, d’od
nd

r— md
T mR—m r=TTTw
, . " : x d
le tems écoulé jusqu’a la rencontre est — —= ———.
n n—m

Cela posé, si n > m, x et y sont positifs, et il n'y
a pas de difficulté. Mais si » < m, le probléme est
absurde , puisque x et y sont négatifs : on voit en effet
que le mobile 4, qui est en arri¢re, allant moins vite,
la rencontre est impossible.

Changeons x et y de signe, dans mx—ny et x_d-l—_y,
cette derniére équation sera seule altérée et deviendra
y =d+4x, quiserapporte 2 deux problémes: 1°. oule
point B est en arriére de A, tel qu'en B’: 2° ou on
suppose que A et B ne sont pas les points de départ,
et que les courriers déja partis depuis longtems, sont ar-
rivés ensemble, 1'un en A ; lautre en B; on demande
alors'le lieu €’ ot ils se sont déja rencontrés.

Si m=n, x et y sont infinis, et le probléme est
absurde : ce qui vient de ce que les courriers, ayant la
méme vitesse, ne peuvem se rencontrer. Cependant si
d=o,xetysont2, et il y a une infinité de points de
rencontre ; et en effet Jes mobiles partent du méme point
sans jamais se séparer.

En changeant le signe de m, on traiteroit le cas ot les
courriers vont au-devant l'un de Pautre. Il sera facile
de trouver de méme-en quel lieu les courriers sont
une distance donnée k I'un de lautre.
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4. Des Problémes indéterminés.

116. La question admet une infinité de solutions, lors-
qu’on a n équations et un plus grand nombre d’inconnues,
puisqu’on peut disposer arbitrairement de 1, 2, 3... d’entre
elles, de sorte qu’il n'en reste plus que a.

Soient, par exemple, demandés trois nombres x, y
¢t z dont la somme soit 105, et qui aient méme dif-
férence; on 2 x4y +z—=105, x—y =y — z: ¢li-
minant x, il vient y = 35, d'od 4 z = 50. On fera
donc z ou x égal 3 tel nombre qu'on voudra, il en
résultera avec y = 35, une solution du probléme.

g1. Si on a au contraire plus d’équations que d'in-
connues, en éliminant celles-ci,, on aura des relations
entre les données; c’est ce quon nomme des équations de
condition; la question est absurde , si elles ne sont p'as
satisfaites ; et si elles le sont, les équations rentrent les
uncs dans les autres, et se réduisent 3 un nowbre égal 2
celui des inconnucs.

Cherchons deux nombres x et y dont la somme soit s,
la différence d, et le produit p. Nous aurons x -y =3y,
x —y=—d et xy—=p: les deux premiéres (107, IV)
donnent x =% (s+d), y=1 (s—d), substituant
daus la troisiéine, on trouve 4 p —s*—d". Si les données
ne satisfont pas 4 cette équation de condition, le probléme
est absurde ; autrement I'une des équations proposées ex—
prime une relation qui a lieu d’elle méme.

117. Cherchons tous les systémes de valeurs entiéres de
x et y qui satisfont i I'équation indéterminée

ax by =c.e.en (1)

Nous supposerons ¢ et & premiers entre cax, car s'ils
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avoient un commun diviseur d, il devroit aussi diviser ¢4
. . a b c

puisque le premier membre de = x + Jr=7 est

entier : 'équation seroit réductible 3 de moindres termes.
Soient = a, y == g une solution de I'équation ; on a

aa +58=c; retranchant de ax 4 by—=c, on trouve . .
X — = — 2 (r —8)- Puisque b et a sont premiers
a

entre eux, y—g doit étre divisible par a (33, 4%.) ;
dot y—p—=at et x—u=——bt, t étant un nombre
entier quelconque, positif ou négatif. Il est méme visible
que ces valeurs satisfont seules au probléme ,. parce qu’elles
expriment seules que y — g est multiple de a. Ainsi,

x=—u—bt y=4pg+4at....(2)

Si donc on avoit I'une des solutions , on connoitroit toutes
les autres. En faisant £—o0, 1, 2,...... —_—1y = 2,..... les
valeurs de x et de y formeront des progressions par dif-
férence dont les coefficiens réciproques b et a sont les raisons
(P'une sera croissante et l'autre décroissante, si a et b
sont de méme signe ). .
118. Il reste ) trouver « et 8; pour cela résolvons
ax - by = ¢, par rapport a x; on suppose ¢ < b. Il
c—by
a

vient x =

. Divisons ¢ et b par @, pour extraire

les entiers k et I contepus dans < et —b—; c et b dé~
[ v - a a
signant les restes, on a
od—=¥
z=k—ly _T_y"
Il ne s'agit plus que d’assigner les valeurs de y qui

T v
rendeént entiére la quantité o—by .
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9 ¥ —1, alors en faisant d:‘r

—zZ,0na....

.y ==¢ ~ az; en prenant pour z lous les nombres entiers,
tant positifs que négatifs, en trouve pour & et J toutes
les solutions entiéres du probléme.

&=y

Mais si ¥ n'est pas un, en posant 2

= ¢
ona ag 4 Yy=¢,
équation qu’il s’git de résoudre en nombres entiers ’
‘et dont les coefficiens sont moins compasés que dans {1).
En résolvant de nouveau par rapport & y, et extrayant
les entiers, on tombera de méme sur une équation a deux
inconnues ; et en continuant ainsi on diminuera successi-
vement les coefficiens qui seront les divers restes qu’on
-obtient dans le calctil du commun diviseur entre a etb. On
sera donc conduit 3 une équation de la forme ¢ 4 mt —=n,
qu’on traitera comme pour le cas oli 4’ est=1.

Un exemple etlairera cette théorie. Soit 122—67y=1000,

omaz= _‘_‘ml’&._%-}-s i e o A 4'*'7‘7 : faisons
-4—-2—7{-::, dod y=4 x 3z—1 ; posons encore
327_1 = u; il vient £x==2u 4 u+1 senfin,....
u-f3-1 =—1¢, donne u =3¢ —1. Si donc on fait 1=o,

on trouve y ==—1, £=aU 4 t=—2, y=4u=—=—4,
enfin x=—61, et par conséquent d’aprés les équations €2)

x=61 4672 y=—441at

on auroit pu attribuer & £ toute autre valeur, et on auroit

obtenu des résaltats équivalens , en observant qu’on peut

ici metire £ 4 & pour £, « étant un entier quelconque.
i - ' 10
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donc Z==i...0. = 2, — 1, Oy Iy Juoo

donne x=...... — 73, — 6, 61, 128, 195...
F==ervess ~—28, —16, — 4, 8, '20...

Ces calculs somt quelquefois fort longs,, mais on peut

beaucoup les abréger; c’est ainsi que -4:*-—'!- et y devant
) 12

dtre éntiers, 7(—121—7";) et 4;83 le seront aussi, de méme

qne~ la différence de ces'quamités, qﬁi est 28;‘;‘7 5 on
posera donc de suite 4;’;] =1, ce qui conduit aux

mémes valeurs de x et y. ]

Au reste, consultez le n®. 56, od on donnera des
moyens plus expéditifs,

11q. 1l arrive souvent qu'on ne veut admettre que les
solutions positives ; en général, les expressions (2) donnent
deux limites de ¢; I'une qu’on tire de « —sd2 >0, l'autre
de 8+ at > o (*). On résout ces inégalités i la maniére
des‘équation's (105), p;'!rce que les raisonnemens sont
les mémes. On voit qu'il se présente alors deux cas.

" (*) Nous regarderons les quantités négatives comme étant <05 ce
n’est pas qu'en effet on puisse rien concevoir de plus petit que zéro;
mais Jorsqu'on fait varier y dans la quaniité a — y, & mesure que
y croit, elle sapproche de plus en plus de 0, et elle devient nulle
lorsque y = a ; y continuant de croitre , @ —y devient négatif et
croit aussi; or lorsqu'on veut prendre pour y une valeur telle que
. a=— y soit négatif, il faut que y soit > a, ce qui revient i suppeser
a—y < 0, et_a soumeitre cette expression aux mé calculs que
les équations : mais on ne pourra changer les signes , et dans cette opé-
ration on reglardera -1-2-3.... comme des quantités décroissantes :
a@>> b donnera —a < — b. Hest facile de voir qu'en général dans tous
Jes cas semblables on pourra regarder les quantités négatives comme <o.
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1° Sil'une des limites est comprise dans 'autre (cornme

st on avoit #>>5 et £>3) alors c’est comme s'il n'y

en avoit qu'une seule, et la, question admet une infinité

de solutions : x et y croissen® ensemble; a et & sont de
signes contraires.

2°. Si 'une des limites est en excés et Paudre en défaut
( comme si on trouve £ < r2 et £ > 3) alors onne peut
donner a ¢ que les valeurs intermédiaires, et le nombre des
solutions est fini; dans ce cas x croit, y décroit; a et b
sont de méme signe. Il pourrait méme se faire que les
limites s’excluassent I'une 'autre (comme £ < 12 et 2 >15)
alors la question seroit absurde.

Dans notre exemple, on posera 61 4-67¢> o et
—4+12t>0, dotiontiret>—% et £> -4 ou &
1l est clair qu'on ne satisfera 3 ces deux conditions qu’au-
tant quon prendra >0 ou ¢=1, 2, 3.... ce qui
s'accorde avec ce qu'on a vu. :
120. Voici divers exemples de cette théorie,

L Partager 117 en deux parties dont l'une soit multi~

ple de 1g et lautre de 7. On a 19x + 7y =117;

11719 - jonc 5—5x on 5(1—x)
7 7 7

dolt y =

est un nombre entier. Faisons =t¢, il viendra

x==1—17t et.y =14 4 19¢.

Si on veit que les parties de.u7 soient positives , il
faudra en outre qu'on ait 1—7¢>0 et 144 19¢ >0,
dou t < § et > — 4. On ne peut alors satisfaire au pro-
bléme que d’'une maniére; t—=o0, donne x— 1 ety ==14;
de sorte que 19 et g8 sont les parties demandées.:

IL. Payer 2000 fr. en draps de deux espéces, I'une 3

g fr., l'autre A 13 fr. le métre. On trouve gx4-13y=2000,
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dot == 2000—13y ¢+ il faut rendre 2;4’ , o#

9

1—2y . APEE Bl ¥
=z, don

, un nombre entier ; ainsi
*

17 9% . Duis tet E

== =ttt z—1g— .
Yy 2 5 P 2 1 2¢. En
faisant t=0, ona z=1, y=-—4, x=—228; donc

x=—228—13¢, _7'=-—.4+ gt.

Pour que x et y soient positifs, il faut que Pon ait
228—132>o0et—4~+9gt>o; douzL18et > 0.
En faisant t—=1, 2, 3... 17, on a pour les 17 solutions
de la question x=21D, 202, 189..0c. 75 . . . . . ...
y=75, 14, 23,... 149. Ainsi, on peut donner 215=. de
drap A g fr., et 5®. 2 13 fr.; ou, etc.

II1. Un négociant a changé des roubles estimés 4 fr.
contre des ducats de g fr.; il a donmné 15 f’r. en sus;
on demande comlzien de sortes de marchés, il a pu faire.
Onagy=—4 z+15, dot z= 93:—15 5 ainsi ‘7:3=1,
dot y =42+ 3 et x=g¢t+ 3. Lorsqu'on veut que
x et y soient positifs les limites de # coincident, et ‘on
a ¢>—1:faisant £==0, 1, 2,.... on a un nombre in-
fini de solutions renfermées dans les séries x= 3, 12, 2I...
y=3, 7, 11,..... on a donc pu changer 3 roubles contre
3 ducats, ou 12 roubles contre 7 ducats; etc.

IV. 6x— 12y =7 ne peut étre résolu en nombres

entiers.
V.1l en est évidemment de méme pour 2 243 y—=—10,
st x et y doivent étre positifs : au reste, le caleul le
prouve, puisqu'il donne x=37—5 et y=—21¢; et
les limites > 2 et < o sont mcompaua]es

VL. Partager en deux autres la fraction —d— dont le dé-
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nominateur d est le produit de deux nombres a et 5 premiers

n x
entre eux; pour cela on fera = =7 -+ %-, et on

devra résoudre en nombres entiers I'équation ax-}-by=—=n.

Ainsi, pour 3§, comme 77=11x 7, on a 11 x4-7y=58,
dot x—=7¢—3, y=13—11¢; il y a un nombre in-
fini de solutions, si $§ doit &re la différence des deux
fractions cherchées; mais si elle en est la somme, il n'y
en a2 qu'une qui répond 3 £=1; on a =%+ 3.

La fraction 2%, dopt le dénominateur — 4:3.7.11 4
se décompose d’abord en § 4- 3>; celle~cien ... ..
P —B =34 H—1; enfin=)4 4; donc ...
T

VIL. Faire 50 s. avec des pitces de 2 s. et de 18 d. Soient
x le nombre des piéces de 2 s., ety celui des piéces de
ds.;0na 2 x3 y=">50, ou 4 43 y=100 : on en tirerz
x—=1—3tety=23244 ¢; en faisant t=o0,~—1,—2
jusqu’a — 8, on a =1, 4, 7,.... y =32, 28, 24.
Sion prenoit aussi les valeurs négatives de x ou de y, alors
les piéces de 2 s. seraient données en échange de celles de
18 d., de manitre i produire 50 s. de différence.

121. La méme mét‘iode s'applique lorsqu'il y a 3, 4,....

inconnues et autant d'équations moins une. En veici
divers exemples.

VIHL Quel est le nombre N qui divisé par 5 et par 7,
denne 4 et 2 pour restes? Désignons par x et y les quo—
tiens respectifs, nous aurons

N=5x+44, N=7y 42, doi 7y—Sax=2a,

en résout cette équation par les moyens indiqués, et
om a x==7t+1 et y=5¢-1, ce qui donne N=35¢4-9g.
Le vomhre demandé est Pun de ceuxci 9y 44, 79 ye-ue
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IX. En quelle année a-t-on eu 17 de cycle solaire
et 6 de cycle lunaire? Le Cycle Solaire ou des Lettres
Dominicales est une révolution de 28 années, aprés lesquelles
chnque jour de la semairie revient & la méme date du
mois. Le Cycle Lunaire ou Nombre d'or est une période
de: 19 ans apreés lesquels les lunaisons retombent aux
mémes dates du mois, Comme les fétes mobiles sont dé-
terminées d’aprés lej jour de Piques, on voit que tous les
532 ans ( 28 x 19 ans ), on doit aveir Je méme al-
manach (¥). Ces deux cycles ont commencé ensemble
457 ans avant U'ére chrétienne. * a

Les cycles n’étant que des périodes de 28 et 19 ans,
le problémne revient i trouver un nombre N qui, divisé
par 28 et 19, donne 17 et 6 pour restes. Soient x et y
les quotiens ,“on a .

N=2a8x 417, N=19y+6, dod 1gy— 28 x =11.
-Cette éqﬁation donne
y=28t4+5, x=19t+43, d’o'l‘x N=5321¢4 101;

mais comme origine commune de. ces deux périodes
a précédé de 457 aus l'ére chrétienne , I'année cherchée
est N— 457 ou 532 £ — 356. Ainsi , les années 176, 708‘,
1240, 1772 sont les seules qui aient pu réunir 17 de cycle
solaire et 6 pour nombre d’or. Les valeurs négatives ne

doivent pas étre exclues.

(*) La chose n’a lien aiusi que dans le calendrier Julien , car la réforme
grégorienne a supprimé trois années bissextiles séculaires sur quatre,
ce qui détruit }a *période de 4 X 7 =28 du cycle lunairc. De méme
les révolutions lunaires étant déterminées d'une manitre approxima-
“ive seulement par la période de 19 années , on doit aussi iuter-
.caler un jour environ tous les 300 ans, ce qui en détruit la régularité.
Foy. no. 545,
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En général , soient s et I les cycles solaires et lunaires,
Pannée cherchde est N = 532¢ 4 57 s — 56 I'—457. -
X. En comptant les feuillets d’un livre 7 2 7, il en
reste 1;10 2 10, il en reste 6; enfin, 3 4 3 il ne
reste rien, on demande combien le livre a de feuillets?
On suppose que ce. nombre N est entre. 100 et 300.
On a
N=9gx41=3y=102z46,
d’ol 3y—7x=1, 3y —1r0z=6.

Celle-ci donne d’abord 2=3¢'; y==2-}10 ', ce qui change
Pautre en— 30 ¢/ 4 7 x==5. On satisfait de nouveau i
cette derniére par-#/ =73t 1 et x=5 (14 6¢Yy; donc
N—- 36 +2lo L Par consequem, si on fait t=o, 1, 2...,
on trouve N = 36,_346 456..., ‘2 ainsi le livreca 246
feunllets

Xk Trouver un nombre qui, thvnse par- n, 3 et 5,
donuex,;zet.'&pourmsus Ona=x.." - . ",
N=2o4+ 1 =3y42=35 z+3

doit 2x—3y=1y eizx—Sz-'-i
La premiére donne x =3¢ — 1,y =2 Jt'— 1 ce qui
change |a deuxiémeen{6-# —= 5.z == 43 Foli z == 4 - 61,
etpar suiteN;Bo t4 23;‘ainsi N=23, 53, 83, 113...
122, Lorsqu’'on n’a qu’une équation et. trois incon-
nues , on opére ainsi qu’il sujt. Soit 5 x +8y 4+ 72=">50:
En falsam 50 —7£=u, on a 5x 4 8y ==u,-dod
x.._Bt—duet_y,.._au— 5 ¢; remettant 50 — 7 =
pour u, il vient

xe=212+48t—150,y=100—14z-=5¢
z et"t'sont des nombres entiers quelconques. Mais st x

et y doivent de plus &tre positifs , on devra satisfaire 2 part
& ceue condmon



182 ALGRBRE.

CHAPITRE III..

PES PUISGANGES, DES BACINES ET DBRES EQUATIONS
DU SECOND DEGRE,

-

t. Des Puissances ot Racines des Monomes.

123. LA régle donnée (g6) simplifie Pélévation aux puis-
sances, en évitant la multiplication réitérée (60) ; car soit
propos¢ d’élever a i la puissancé m==n 4 p,omna. . . .
o™ =a" x ¢, de sorte qu'aprés avoir formé a" et a7, le
produit donnera ¢™. De méme, on pourra décomposer
m en trois parties n 4~ p -} ¢, d'oti 0™ ==a" X @F X a'.

Il suit des régles de la multiplication, que pour élever un
monome & une puissance, il faut multiplier I'exposant de
cbaqwe lettre par le degré de la pui::ance. Ainsi

3ab 35 aobs
(2ab) ==4ads; ( ::= g

124. On tire encore de 13 un mdyen facile de former
certaines puissances des nombres; car a™ lorsque m = np,
revient i a* = (a")?. De méme si m = npq..., on fera
la puissance n de @, la puissance p de g, la puissance q
de g"r. .. De méme pour Pextraction des racines : ainsi
V 5314.,1 , comme 12 == 3.2.2, se trouvera en prenant
la racine carrée, qui est 729 ; puis celle de 729 qui est
275 puls enfin la racine cubique de 27, qui est. .
3=/ 531441.

125. Réciproquement pour extraire la racine m*. d'um
monvme , on cxtraira celle de chaque facteur, cette racine
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se trouve en divisant chaque exposant par w. Ainsi . .

$ oy =y (B 20) =220

le degré de la racime est pair, om doit affecter cette
sacine du signe =, tel que pour |/ g == ¥ 3. Cela
vient de ce 9 *algébriquement parlant , pour qu'un nombre
m soit racine de 9, il euflit que m* =g, ce quia lien
soit que m ait le ﬂgne + ou — (p. 129). Stle degré de
la racine est impair, le sigue de la-puissance est le mémé

, . .3 5, 2.
que celui de ka racine / — 27 =—3, }/ 243=3.

126. Les expressions radicales éprouvent souvent dex

nmplxﬁcauons Ainsi V8.__\/(z x D=3V2;:
\/43"-3\/54 =3¢/ 16 =6 /a; VNg=q/N>
( )__yads V Ba-6ab+35)=(a-V/3
DemémeauasiVa+\/b+2Va 3\/1;--3‘/1—2\/6‘
\/xy—-ﬂx/ry+5\/xr'-(x-—-c+b) vy,
Vis—bvd=va s+l *--"””\/—
v 37436—V3a’bs—a(3—6‘) \/346.

. 127, De ce que la racine d'une quantité est le proqu
des racines de chacun de ses facteurs (135), il suit

Lorsque

que \/ ax \/ b= V ab. Donc , poyr multiplier ot diviser
deax quantités affectées du méme radical , 11 faut faire
le produit ou le gquotient de ces quanmé: et Vaffectér de

¢c radical. Pur execnple, (/6 x /8=y {8 =4V/3; )

‘/6 - ,\/Sxﬂx\/aoan1max3_;'4,.

VS '

?J
&9
"
@
4\”
‘,,I
< 2
‘ a
H
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\/ax - ‘“/-b__y-’ “\/——'\/“46' L4
Vizy
(Va+ Vb)Y =—a - b4 2¢/ab;
(a+\/6)3:}_4a3+3a‘\/6+3ab+6\/6; *

(Va"b")* = a"b™, en supprimant le radical.

- 128. Comme. il n'y a pas de nombre qui, multiplié
par lui~-méme,. puisse- donner un résultat négatif —m,
\/ ——m represenle une operatmn )mposs;ble c’est ce
qui lui a fait donner le nom d’Imagmalre Nous au-
tons (139, 1°.) par la suite occasion de remarquer que ces
symboles, quoique vides' de sens, n’en so;nt. pas moins
importans 2 considérer. On les combine dans fe calcul ,
comme s'ils étoient de véritables quanmes, en les assu~
jétissant aux mémed régles. Mais alors le pnncxpe pré-
cgdent doit éprouver quelques modificatiops : aingl. , . .
\/ —a x / — a, n'étant autre chose que le carré de
V = a, est vnsxblement — &3 or 14 régle ci-dessus
qemblerou donmer pour ptodutt V 4+ 'e? ou a. Mais ob-~
sevons que /a* est ou"+4 a, ou —g; li ncertitude du
signe en général, w'a lieu qne lorsqu on ‘lgnore s a*
provient du carié de 44, ou de :cehui de. — a : or,
c’est ce qui ne peut exister ici, et on a2 «~ a pour produit,

Concluons de 13 quey/ —a x /—a=—a.De méme

v/ —ax \/ — b revient 3 Vay —ix Vb —1
ou —'\/ab.

Oun-verra que / —aet—y/ — a ont pour. puissances

1 2,3, 4\/—a,—a,—a\/—a,+a+}a /—a,—a’

le carré de 1 4V —1se redmtcz;\/—x Le cube
de — 1 4 \/—3est 8 Le produitde . . , ... ....
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x +a+t by —1parx 4 a—b/—1est(z 4 a)*+ 5,
quantité Réelle.

129. Il suit de la régle (127) que pour élever & une
puissance un monome déja affecté d'un radical, il faut
élever & cette puissance chaﬁjé JSacteur sous le radical.
Ainsi le cube de /3 a'b est (/27 a%; celux de /2 est
V8 = ay/a.

Concluons de 12, que lorsqu’on veut extraire une racine
& un monome déja affecté d'un radical, il faut, &'l se
peut extraire la racine de-la quantité tadlcale ou, dans
le cas contraire , mulupher Pindice du radical par le
degré de la racine 2 extraire. Ainsi, la racine cubique

de /o est /oS f (/") = b/ (o abi) =1/ ab

130. On peut donc , sans changer la vale‘u'r_- d'une quan-
tité radicale, multiplier ou diviser par un m%rize nombre
les exposans et l'indice du radical; puisque- c’est d’une
Imrt élevera la pmssam:e et de l'autre extraire la racme~

\/a_\/a‘,\/a3_.\/a° V3ah = \/ga’IbG

Par la, il devient facile de maltiplier et diviser les
quantités affectées de radicagx différens ; car il suffit de
lIes réduire a ére de méme ‘degré ; on,les multipliera
pour.cela respectivement ‘par des nombres convenables,
comme pour la réduction des fractions au méme déno~
minateur (34). Par exemple,

\/a. \3/6.’:_: :/a3 x GVL’ =\6/a3ba;

Var. /b= e b V“_v-'g;;
(44
a ™ s -i_ n:?,_ a_d'""i'f__"'
TVTia V; b ¥ oy
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4 3. Des Exposans négatifs et fractionngires.

. . a
131. Nous avons dit que le quotient de — est a™";
q q pr .

mais il faut que m soit >n ; car sans cela, m — n seroit
négatif, et comme on ignoge encore le sens qu’on doit at-
tacher 3 @ —7, on ne pourroit multiplier a—7 par a™ ; ainsi
on ne sauroit prouver que a* X & ™" doit reproduire a™.

Mais remarquons que P'expression @ — 7 me peut rien
signifier et n’a aucun sens par elle-méme , puisqu’on ne
peut y attacher I'idée propré aux exposans (12). On est

;. ] . s
donc le maitre de désigner 5> Par a7, ainsi que nous le

ferons dorénavant. D’aprés cela, dans tousles cas, on pourra

. a” . s .
dire que = @™ —"; car la chose est démontrée, si
m > n, et elie résulte de notre hypothése lorsque m < n

puisqu’en divisant les deux termes par @™, ona. ... .
a"l '

— —.—-——:a‘-(""‘"‘)

a" a* —m

L’algébre apprend i trouver des formules qui, pac

5o, L .
leur " généralité conviennent i toutes les valeurs nu-
meériques qu'on peut imposer aux letires. : on doit donc
regarder comme un grandy avantage , de n’avoir pas be-
soin de distinguer , dans une expression algébrique, qui
renferme des quantités de la forme — , tous les cas qui
a

° , . g, .
peuvent résulter des diverses combinaisons que fourni-
roient les suppositions de m > ou < n dans chacune =

. am .
o mettra g™ — " au lieu de 7’ et la formule sera vraie-

dans toutes les hypothéses (139 1°., et 108 ).

Il faut aussi avoir égard au cas de m ==n ; alors a ™ — "
devient a°, symbole tout aussi insignifiant par lui-méme-
que @ —”. Nous conviendrons donc de faire @® = 1, puis~

am
qu’alors — = 1.
“’l
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Ainsi, lorsque nous rencontrerons dans une formule
©° et a—P, ces expressions seront faciles & comprendre,
en examinant leur origine : ¢° et a= P n'ont pu provenir

que d'une division :“..: » dans laguelle oh avoit m = n dans

le premier cas, et n =m -}- p dans le second. D’aprés cette
convention , on peut faire passer un facteur du déno-
minateur au numérateur, en donnant & son exposant un
signe négatif : de plus, lexpression a® est un symbole

dquivalent'd l'unité. Ainsi o° = b" P+9)°= ( ) =1t

SRS S S
(bc) ’_(—607, a = 6 ,
a~b" e g, € S nt
. "d1=0"'bac Pd 7,7‘ ‘:C‘,. =‘—_—:,
a4+ b

T E = @R (e

Voild donc les puissances mulles et négatives intpo~
duites dans le calcul, par une suite de principes qui ne
souffrent aucune difficulté. Nous avons trouvé le germe
de cette espéce de raisonnement dans la mu]tlpllcauon
des fractions (40), et nous aurons par la suite de pom-
breuses occasions de nous en servir. Venons—en ux puis-
sances fractionnaires.

132. La rigle donnée par Dextraction des racines des

monomes prouve que }/a” = a™; mais il faut pour cela
que 7 soit un multiple de m, car on tomberoit sur un expo-
sant fractionnaire , dont la nature est encore inconnue ; on

ne pourroit démontrer qu'en rendant a* m fois fac—
teur, le produit seroit a”. On est donc ici dans le méme
cas que pour les exposans négatifs ; et il est visible que
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”

@ n'ayaut aucun sens par soi-méme, on peut lui faire
A : A
désignery/ a; par la les formules pourront convenir

a tous les cas, que m soit ou mon multiple de m; ce
qui est conforme au génie de algébre.
. M n

Donc, lorsque nous rencontrerons a™ danps une formule,
il sera facile d’en avoir une idée nette, en observant
ue cette- efpression n’a pu provenir que de I'extraction
a faire de la racine m° ge a". La régle donnée pour
faire cette extraction est donc générale dans tous les cas:

Ainsi Y/ Ba)=(34)%, V (& — )= (=" — )"

2 3 + 5
=y, 3=yb, c‘p-’ =V (),

(a"‘b"
: v(’—’)=a~ ‘ot

133. 1, —’— et V a" sont les valeurs de convention attri-
a

buées aux expressions a°, a— 7 et a™. Maiso, —pet
n H . ..

— ne doivent point étre regardées ici comme de véri-
m

tables exposans, dans le sens attaché i cette dénomina-
tion; quoique ces valeurs occupent la place réservée a
ceux—ci.” Ce seroit donc abuser des termes que de sc
croire autorisé a dire. sans démonstration , que . .. .

X @ = a™+", quand m et n ne sont pas tous
deux entiers et positifs. Il en est de méme de

¢"‘ - an _am—-a, (cm)p._amp ‘/an-_ 0"'




PUISSANCES £T RAcINEs. 159
L Sl s'agit d’exposans négnifs, on a -
¢ a” .
1. a" g "=ar x — — = = a™—™; on voit
a* a"
de méme que a—" x g~» — g~ n—n,

a™ 1
2% — = "= = @™ X a"=a"*+"; de méme
a a
- ’ —m
=a—m—n, et_que;n;:a"""‘;

on trouve que

a"
. 1 P 1 .
3’.(0""")’: (-a—") =aTP=a_”;

=a ",

,40_ ‘"}ﬂ—'-:\;%:

”:I"‘

) '
IL Pour les exposans fractionnaires, on peut d’abord
en multiplier les deux termes par un méme nombre p ;
np

g m e .
car (130) g™ — Va"=\/a"? — a"7. On peut donc
‘réduire au méme dénominateur les expoham des quan-
tités qu'on veut multiplier ou diviser entre elles,

n r m m m 'i"
1°. Soit a™ x a;=\/a" XVa?=\/a"+r ==a",;

n r m ”m , m n—:
2°.a8™ ; a"=\/a" ; V& =ya"—r—q = H
~ .

(&Y =(Vay = par=a,

. . . .
4°. ‘P/a"-‘=\’/ Wa) —.:\/'a"::a"'—r.
On voit donc que les’ régles qu’on pratique sur les

€xposans entiers des monomes, dans la multiplication,

la division? P'élévation ang puissances et Pextraction des
racines sont encore vraies, quand ces exposans ne sunt

Pas entiers, Remarquons en outre que les calculs rela~

tifs & P'expogant fractionnaire ne le supposent pas pasitf,
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On facilit¢ quelquefois les calculs par ces priricipes}

par exemp]e ; pour diviser Va‘b‘ par \/a’b*, on écrira

ot : a’b’, et réduisant les exposans au méme déno=
minateur , il vient

035 b%‘g . aﬁbﬁ — aﬁ b’?i—i — s‘}au'bl&_
3. Des Racines carrées et cubiques des Polynomes.

134 1°. Tout nombra composé de n chiffres est entre
10" et 10" = ', son carré est donc compris entre 10°" et
10— *, qui sont les plus petits nombresde 22 § 1
et 2.n — 1 chiffres; donc le carré az2nouan— i
chiffres, ainsi qu’on I'a dit (62).

2°. Soient g et @ - 1 deux nombres consécutifs ; leurs
carrés @* et @* -} 2 a 4~ 1 différent entre eux de 2.a - 1}
ce qui est d’accord avec ce qu'on sait (66,4".)

3*. Lorsqu’on a poussé le calcul de I'extraction jus=

u'3 connoitre plus de la moitié des’ chiffres de la racine ,
les autres se trouvent par une simple division, ce qui
abrége sur-tout les calculs d’approximation.

En effet, soit N le nombre donné, a la partie con=
nue de la racine etz celle qu'on cherche; y N= a4 =
donne N = a'-}2 a x 4 x*; transposant a* et divisant par

Newar

x? .
2 a, il vient =x 4 o Cela posé, si x est
2

composé de n chiffres, 2 en aura 2 n au plus; et comme
a est suivi de n aems, on voit que 2 @ sera > a°,

(et par con*equem - <x) quand @ aura plus de am

chiffres, c.-a-d., qu:md on connoitra plus 8e 1a moitié
N—a
2a

lorsqu'on ne voudra que la partie entiére de /N ; co

des chiffres de la racine. On aura donc x = >



PuissANCES ET RACINES. 161

qui arrive toujours dans les approximations et méme pour
les racines de nombres fractioanaires (66,1°.).

On divisera donc N & g*, ou le reste de 'opération
qui a servi 2 trouver a, par le double de a; et pour
cela, on ne regardera la partie connue de la racine
que comme des unités simples , en supprimant les n
zéros qui devroient étre mis i sa droite, et on suppri-
mera aussi n chiffres a la droite de N.

Ainsi, pour (/3.75.42.98.17, les trois premiéres
tranches donnent d'abord 193 pour racine, et 2493 pour
reste : si donc on divise 29398 par 2 x 193 ou 386,
on aura 76 pour les deux autres chiffres de la racine.

De méme, y/2=1,4142, en fhe poussant I'appro—
ximation (64) qu'aux 10000%. : pour trouver 4 autres
décimales , comme le reste est 3836 , on divisera 38360000
par 2 X 14142 ou28284: le quotient est 1356; on trouve
par ce moyen

V2 = 5,41421356, /3 = 1,7320508076.
135. Soit proposé d’extraire la racine de ‘
ga¥ — 124% 4 34a%6* — 20a8® 4 2584

représentons ce polynome par X. Nous dirons, pour
abréger , que le terme ou la lettre @ porte le plus
haut exposant est le plus grand. Soient x le: plus grand
terme de la racine cherchée, y la somme des antres
termes; d'ob (g97,1°) , X= (x4 ))*==" 4 2xy 4 y".
& est visiblement le plus grand terme du carré X, ainsi
x* == g a’, ou x = 3a* pour premier terme de la racine,
ct X = ga* 4 6a%y 4 y*. Otant ga* des deux membres,
il vient . ’

— 120% + 3400 — 20 o 425 b4 =6 ay 4 »*
9 est en général un polynome, aussi bien que 6 o’y :
or il est clair que le plus grand terme de (6 a* 4-7) x y

) ¢ 11
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est celui de 6 a%y; donc — 12 @% est le produit de 6at
par le plus grand terme ‘de y : ainsi ce terme sera le
quotient de — 12 @' divisé par (7 , double de la racine
trouvée. Il en résulte que — 2ab est le second terme de
la racine. ’

Pour achever le calcul, faisons 3 a* —— 2 ad, ou. . .
x — 2 @b = a’, et désignons par g/ les autres termes
de la racine. On a X == x'* 4 2 &'y’ 4 '*; dtons &> de
part et d’autre : or x’* se tompose de x*, déja Sté
de X, puis de - 2 x.2 ab 4 (2 ab)*, ou ~2 ab (2x- 2 ab).
Si donc on écrit le second terme — 2 ab de la racine,
2 c¢d1é de 6 @', double du premicr, et si on multiplie
par — 2 ab, en retrahchant le produit du reste ci-dessus ,
on aura

30ah* — 20ab® 25 —=axly’ +y'*;

' est aussi, en général, un polynome, et il est aisé de
voir que le plus grand terme 30 a%" est celui de 2z'y/,
c~a~d., est le produit du plus grand terme de 2z’ par
celui de y'. Si donc on divise 30a%* par 64%, 55 sera le
troi<iéme terme de la racine. )

Faisons 34" —2ab456" ou a! =58> —=2af, et dési—
gnons par y¥ la somme des autres termes de la racine :
on aura X—x"*=22%"4-y**; or, pour retrancher
x#* de X, comme on a déja 8té x'*, il fapt du dernier reste
3oa b*— 20ab* + 2554 bter encore 2x'. 55"+ (547)*, ou
56'(2x’'456"). On écrira donc 454" 3 c81é du double
6a"— 4 ab des deux premiers termes de la racine , et on
multipliera par le troisiéme terme 553*; enfin, on retran—
chera le produit du second reste. Comme ce produit et
cereste sont égaux, on a X—a’=o, d'ou y"=o0 et
x"=\/X. Ainsi la racine demandée est 3a*~=2a8b-}-55,
Voici le type du calcul,
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9at—12a%1-34a°6*—20ab3 2584 ( 3a*—24b1-55*

—gat : 6a‘—2ab
v reste.—~12a’b434a b'—aoab’4-25b4 —2ab
+12a8%— 4a b m

2%.reste...... +30ab—20abF25bh 50
—3o0a'b 420abl—254% T —

S .0

On voit donc qu’aprés avoir ordonné le polynome p.m-
posé, il faut prendre la racine du premier terme, et
tontinuer Ulopération compme pour [l'extraction numéri-
que (62)- | '

136. Comme on a (g7, 2%)y - . T. . v v
(x47)==+3xy+3yx+y%, il sera facile d'appli~
quer les mémes principes 2 la recherche de la racine cu-
bique d’un polynome. Nous nous bornerons i indiquer le
calcul pour

8a5 — 3645 4 54abt — 2788,

- On prendra la racine cubique du plus grand terme 8 4%;
elle est za‘.premier terme du résuliat cherché. On divi-
sera le second terme—36a'b* par 1244, triple du carré
de 24%; le quotient—35* est le second terme de la ra—
cine. Pour trouver le reste, on écrira —18a°5'4-gbta la
suite de 12a%; C'est le triple du produit de 2a* par—35*,
et le carré de—35"; ce qui donne 12 a%—18a b'4-qb4;
qu’on multipliera par — 3 5*. En retranchant du polynome
proposé, il ne reste rien; ainsi la racine cubique exacte

est 2a*—3 5. .

846—364%* - 54 a*bh—27 55 2a"— 35" Racine.
=7 1208—18a'b" 4 g b
1.reste. —36atb 454a b'- 2786 -_.gb!

+ 36a%*—54a°bi 42756

o
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Quant aux racines 4¢., 5°., .... elles suivent des pré~
ceptes ci-devant exposés, et il est facile de prévoir les
procédés qu’on doit appliquer. Nous reviendrons luenlét

sur ce sujet (48g).
P 4. Egquations du second degré.

r37. En passant tous les termes dans le premier membre,
réduisant en un seul tous ceux qui contiennent x*, opé-
rant de méme sur ceux qui sont affectés de x, et aussi
sur tous les termes connus, I'équation du second degré
prend la forme Ax*4- Bx-C=o; divisant tout par 4
B c
A=P 4

24 px4g==o0..... (1)
équation qui peut représenter toutes celles du second
degré, et dans laquelle p et ¢ sont des nombres connus
positifs ou négatifs.

Soit @ un nombre qui mis pour & rend nul x*~-px4-¢;
on a @a’pa-+g=—o, dol g=—a*~pa:g@arli. . ..
x* 4 px 4- ¢ est la méme chose que x*—a*+px—pa,
ou (x4 a) (x—a)+p(x—a), ou enfin

(x—a) (x4 a+p).
Il s’agit donc de trouver toutes les valeurs de z qui
rendent nul ce produit; ainsi 'un quelconque des fac-
teurs est nul, et ona x—a=o0, ou x+4a +p=0..
Concluons de Ja que

1°. Toate équation du second degré qui est satisfaite
par une valeur ¢ de x, en idmet encore une seconde
— a—p. Ces valeurs 'se nomment Racines, parce qu’on
ne les obtient que par des extractions.

2° La somme des deux racines @ et —o—p est—p;

et faisant =g, on a
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leur produit est—a*>—ap qu'on a vu étre —g; ainsi,
le coefficient p du second terme est la somme des racines
avec un signe contraire , le terme connu q en est le produit.

3e. I est facile de former une équation du second
degré dont les racines k et  soient 'données : pour cela,
on en fera la somme k41 et le produit ki, et on aura
x*~—(k 4 1)x + kl = 0. On pourra aussi chercher le pro-
duit (x—k) (z—1).

4°. La recherche des racines de la proposée (1) revient
a trouver deux nombres dont la somme soit—p, et l&
produit ¢.

5°. 11 peut arriver que les racines k et I soient égales;
alors, les facteurs, x—k et x—I sont égaux, et x"-px--¢
est le carré de 'un d'eux. .

138. Résolvons I'équation (1). Pour cela, remarquons
que si x* 4 px-}-g étoit un carré, en extrayant la racine,
on n’auroit plus 3 %ésoudre qu’une équation du premier
degré : comparons donc ce trinome & (x-4-n)*ou. ..
x* -+ anx+n*; et comme n est arbilraire, posoris p—an,
oun=zp.

Donc si on a n* ou }p*=2qg, a*fpt+ g est le
carré de x4 1 p; ce trinome n'est un carré que dans ce

) B A :
cas. En mettant i et i pour p et ¢, on trouve que
pour que Ax*<4-Bx+4-C soit un carrd, il faut qu'on ait
entre les coefficiens Is relation B* — 4 AC=o.

Par la, on voit que si 1p*=gq, la proposée équivaut
d (x4 Lp)*=o0; les deux racines sont égales & — ;p.
Mais si cette condition w’a pas lieu, alors en ajoutant
4 p*— ¢ aux deux membres de Péquation (1), elle de-

~

wviendra

# 4 pxtip ou (#+1p)=1pi—1;
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extrayant la racine, il vientx 4- lp=*y/ (3p*—y4q),
dod x:—%p:t;/(ip’—q).....(z)

Voyez (125) la raison du signe +. Dans chaque exemple
particulier, on devra refaire le calcul ci-dessus, ou subs-
tituer, pour p et ¢ leurs valeurs dans la formule (2).

13g. Il convient d"analyser les divers cas que peat pré—
senter le calcul. Faisons ! p* —¢g=m, d'od g=1p*—m;
parld, 2" 4 px 4 g revient &

= +px+ip'—m ou (x4 ip)—m.

Telle est la quantité qu'on veut rendre nulie, par la
substitution de certains nombres pour x.

1% 8i m est négatif, ce qui exige que ¢ soit positif
dans la proposée et > 1 p*, comme il faudroit rendre nulle
la somme (x4 1p) -+ m de deux quantités positives, il
est visible que le probléme est absurde. On a alors. . . . .
x=—1p*/—m, le cas présent sera facile & recon-
nojtre au symbole imaginaire yv —m.

Cependant nous dirons encore que dans ce cas, I'équation
proposée a deux racines, parce qu'en assujétissant ces for-
mules — L p ¥o\/ —m, aux mémes calculs que si elles étoient
rérlles, et les mettant pour x dans le trinome x*+-px4-g,
elles le rendroient nul. On comprendra aisément la raison
de ce fait algebrique, en se rappelant ce qu'on a dit des
racines négatives (108); car celte convention rendra la
formule (2) propre 3 tous les cas, sans que ce genre de
calcul présente d'aiileurs aucun inconvénient.

2°. Si m est nul, ce qui exige que ¢ soit positif dans
la proposée et — ! p, alors x* px +~q revient au carré
de x 4 1 p, et les racines sont égales. Ce cas sert de pas—
sage des racines réelles aux imagiuaires.

3% S/ m est positif, alors ¢ est négatif dans la pro-
posce, ou lorsqu'il est positif, on a ¢ < 4 p*; dans ce cas
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(z4ipr—m={z+ip+Vm} {z4ip—Vm}

Il est facile d’en conclure que x*+- px -} g==o0 a pour
racines —Lp-4ym et —ip—y/m; et que leur somme
est —p, et leur produit 3p*—m ou g.

-

4°. Pour que les racines réelles soient de méme siéne,
il faut que /m soit < 1p, oum=4ip*—qg <ip* ou
enfin ¢ > o. Ainsi quand ¢ est négatif , les racines ont
des signes contraires, et lorsque ¢ est positif (et < §p*}
leur signe est le méme et opposé i celui de p. Voy. le
n°. 109, 2°, pour Pinterprétation des racines négatives.
§°. Si =0, sans recourir 4 la formule (2) on voit
que 2’4 px==x (x4 p)=o0 dot x=o0 et x=-—p,
6°. Si p—o0, on a 2*4¢g=0, dobt x=F/—y,
valeur réelle ou imaginaire suivant le signe de ¢.
7°.°On a Az +Bx4C=A4 {(z+5p)y+m},
m étant positif, nul ou négatif, suivant que les racines
sont imaginaires, égales ou réelles. Dans les deux 1°**. cas,
le multiplicateur de’ A4 étant positif , le produit ou . .
Az* - Bx 4 C doit avoir le méme signe que 4, quelque
valeur qu’on attribue & x; mais si m est négatif, soient
a et b les racines réelles, on a

. Az* 4+ Bx 4 C=A(x—a) (x—1b),

et on voit que si on donne 3 x des valeurs plus grandes
ou moindres que @& et b, le signe du résultat sera le
méme que celui de A, mais il sera différent si x est
compris entre a et 5. }

8°. On pourra s’exercer sur les exemples suivans :
~

1. Cas. g»*—12x4-8=0.... x=%}
.a% 9T —12% 4 4=0... &=}
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gx*—122+3=0. x=jFjour=1ect x=}
3e et 4e. {zx"-—i—- 3z41=0. x=-itloux=-letx=-1
x*— x—270, z=iFiouxr=2etx=-1
$eiivs X—ax=0...r=o0 et x= 2
6. { X' Qg =0.0. =3 et x==3

x4 g =0... x=£3/-1

De méme, I'équation Ay*+ Bxy+ Cx*+Dy+Ext-F=o,

résolue par rapport & y, donne
\ ~Bz-D\/{(B~4AC)x*+2(BD-24E)x 4 D*~ 4 AF}
= . aAd ¢

140. Voici quelques problémes du second degré.

L. Trouver un nombre x, te} qu'en 8tant a2 de sen
carré le reste soit 1. On a a>—2—1, dob x===/3,
ou x=1,7320508....

H. Partager @ en deux parties telles que m fois la 17,
multipliée par n fois la 2°. donne le produit p? On a

mx.n(a—zx)=p, dob x=§a4_-‘/(%a:__’:_n .
INL. Etant donnés le produit p de deux poids et leur
diffévence, trouver chacun d’eux? On a ay—=p, x—y=4d,
dodt a=Ldt/(id+p ety=—}dty(id +p).
1V. Trouver deux nombres tels que leur somme a et
celle & de leurs cubes soient données? De x4y —a,
a3 +yiz="b, on tire a®— 3a’x - 3ax* =4, et faisant
b=af, on a
z=sa+V(f—uiw)
et y=ia—V(if—&a)
V. Quel est le nombre dont n fois la puissance p est
dgale 2 m fois la puissance p + 2? =t/ (nim).
VL Plusieurs personnes sont tenues de payer les frais
Qun procés, montant 4 8oo fr. ; mais trois sont insolvables,
et les autres, suppléant a leur défaut, sont contraintes de
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donner chacun 6o fr. outre leur part; on demande le

800 800 N
nombre x des payans. On a T3 = s 6o, don
2 3x=fho et a=—3}F Y (E440)=—3XF13;
ainsi, il y avoit 5 payans, au lieu de 8. Il est aisé d'in—
terpréter la racine négative — 8.

VII. On a deux points lumineux A etB distans entre eux
de AB = a; I'intensité de la lumiére répandue par A est
m fois celle de B; on demande le lieu C qui regoit la
méme clarté de part et d’autre : sachant que la lumiére -
transmise par un point lumineux a un corps opaque dé-
croit comme le carré de leur distance augmente.

Soient « et 8 les intensités des lumidres que commu~

niquent les foyers A4 et B & la distance 1; T‘-, -2—,-;-

seront celles que regoit le point € lorsqu'il s’écarie de

3 . - « . @ o,

A a la distance 1, 2, 3,....; ainsi — est celle qui ré-
=

pond- & 'espace AC==z; et comme BC—=a —x, la
A

(a—=y

. S y d'ou :-=( z >‘=m,icause
x* (a—=x)° 8 a—x

de a==m§g: extrayant la racine on trouve enfin

aym
Vrr"' ot x_m—x( \/m)

En général, on doit éviter la double irratiennalité des
deux termes d’une fraction (65), et sur-tout celle du dé-
nominateur. Ici, on a multiplié haut et bas par vmE _.|. 1,
ce qui a donné (g7, 3°.) pour dénominateur m—1 et

lumiére que B transmet & C est : on a donc

pour numérateur am == ay/m, ou am (l e -—) On

en dira avtant des cas semblables.
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I. Trouver n, connoissant a, d et s? L'élimination de ?
donne s=gan+41dn(n—1), d'oi

1 a 2s 1 a\»
=2 a* V{T+ T3 }

Par exemple, un corps qui descend du repos tombe de
4 métres et 2, dans la premiére seconde de sa chite, du
triple dans la seconde qui suit, du quintuple dans la sui-
vante..... on dem:nde combien il mettra de secondes 3 par-
courir 400 metres (V. ma Méc., n". 159)? On ala progression
49 . 3% 4,9 -5 X 4,9..ee.; puis s==400; @=4,9;
d=g,8; on trouve n:l/-%’- = 80; dou . .
n—=g" et I == 83,3 environ. >

11. Combien une horloge frappe-t-elle de coups i chaque
tour du cadran. Si elle ne sonune que les heures, on a
14+ 2434..412; dod s=6x13=78. Si elle sonne
les demies, on a 2434 4...413 et s=go, etc.

II. On a un amas de boulets de canon disposés en
progression par différence, et composé de 18 rangs dont
chacyn contient 2 boulets de plus que le précédent; on
demande combien il y en a dans le dernier rang et dans
Pamas, sachant que le premier rang en contient 3. On a
a=3,n=18,d=a; et on trouve =237, s=360.

IV. Insérer entre deux nombres donnés a et I, m
moyens proportionnels par différence? Comme m 4-2=n,

onal—a4d(m+41) dod dz—EBT, comme (83).

3. Des Progressions par quottent.
L

144. Soit la progression ta:bicid.... ¥
¢ éuant la raison: on a les n—1 e'quations

b=aq, c=bg, d=cq.... l=1q;
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or, en les multipliant et supprimant les facteurs communs,
il vient l=a¢" ', comme (84). Puisque toute progres—
sion géométrique peut prendre la forme

tatagtag iagd....aq"".

Les puissances entiéres et suf:cessives d'uné méme quan—
tité sont en progression par quotient. 1l en est de méme
de tonte série de termes dont les exposans sont en pro-
gression par différence ag™ { ag™+! ; agm+'L. ..

Ajoutons nos n — 1 équations, il vierrdra

btctdt...+I=(atbtct...+i)g;
or bfctd+... +l=s—a,at+btc+}... $i=s—1;

lg — .
donc s—a—=(s—1)gq, et s=d 2,

§g—1

Les équations
l=a¢g"—'y s—a=(s—=1 'q,

servent 3 résoudre tous les problémes, o, connoissant
3 des 5 quantités @, I, n, ¢ et s on demande les deux
autres. Il est vrai que Pélimination conduit souvent i
des calculs impraticables maintenant ; nous donnerons par
1a suite les oyens de les exccuter. Clest ainsi que a, 7
et s étant donnés, cn ne peut obtenir ¢ qu'en résolvant
Péquation ag" — sq + s =a, qui est du degré n.

De méme, si on demande la valeur de #, qui est en
exposant, on doit recourir aux logarithmes (7. 151, 3°.).

4. Problémes dépendans des proportions.

145. Régles d’intérét. Soit a le capital placé durant un
nombre d'années disignées par £; i I'intérét de 100
francs : comme le capital g et le tems ¢ sont en raicon in-
verse (77), on change le probléme en cet antre (80):
si 100 fr. rapportent i durant un certain tems, que
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rapportera la sommme a7 dans le méme tems. Cette ri-gli‘:
directe donne: pour Pintérét cheiché x

ati

100

Cette formule peut aussi servir A trouver "une des quatré
quantités x, a, £ et i, connoissant les trois autres. On
verra, par exemple, qug 10000 fr. 2 §p 2 par mois durant
7 mois rapportent 233,33 d’intérét; et qu'il a fallu laisser
8ooo fr. placés dprant 7 mois , pour que cette somme
ait rappayté 150 fr. & ¢ p 2 par mois.

Si, au lieu de D'intérét de 100 fr., on donne le de-
nier, c~a-d., la somme r qui rapporte 1 fr. par an
ou par mois, on aura

Tr = —

r

Le rapport qui existe entre ces deux manidres de sti-
puler Vintérét est donné par ri= 100.

Si chaque année on laisse le capital s’accroltre pat
les intéréts , voici ce qui arrive:si r franes rapportent
1 franc au bout de 1 an (ou 1 mois), le capital &

. ) e ; :
. se trouve augmenté d‘?T? de sorte qu'au bout de 1 an
(ou 1 mois) le capital est devenm . . . . . . ,
a 1 -r 3 . , .
a’ :a-}--—-:a(-—-’-—). Mais ce nouveiu capital o’
re r

placé durant Pannée (ou le mois) qui suit, doit de
méme devenir g’ (—l—i-i) ou a(——l-—f—i)’, de sorts

. 14-7r\3 r\4
qu'on a successivement a(——;*_-—) ’ a(l—_i-—') Iee

st en général
( 1+7r )t
e=a
r .
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pour la somme due au bout de ¢ années (ou # mois):
On peut encore employer cette équation 3 trouver I'un
des quatre nombres a, r, # et x, connoissant les trois

100 .
autres. En mettant — pour r, la formule devient
I 4 .

propre au cas ou I'intérét est stipulé a / pour 100, on a

e (b

Un homme destine une somme de 10000 francs i
payer un bien de 12000 francs; pour cela il place son
capital 3 5 pour % par an, et y joint chaque amnnée les
arrérages échus : on demande combien d'années sont
nécessaires pour remplir le but qu'il s'est proposé ; on a

' 5 \¢ 20\¢ ..
12000 = xoooo( x+——-> s ou 6=5.,—). Lin-
100 20

eonnue £ est ici en exposant; nous donneroms bientdt
des moyens d’en trouver la valeur (151, 3°.). On aura
t=23 ans et g mois environ.

146. Annuités. On nomme Annuité la rente d’un ca-
pital a, calculée de sorte qu'en payant chaque année
une somme x qui soit toujours la méme, elle serve non-
seulement 3 acquitter les intéréts échus, mais encore 3
diminuer le capital, de sorte quon se trouve libéré au
bout d’un certain tems.

1+4r
r

Le capital vaut a( ) aprés la premiére année ;

. . . 14 r
on paie x, ainsi on ne doit plus que a’:a( - )—x:
mais &’ se réduit pareillement ,aprés le second paiement,

i a'( ! = r)—-x, ou a( ! - r)’_-—x(-l-#-)—:t.

14r .
- ce qui

On continue de méme i multiplier par
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reste au bout de chaque année et i retrancher x, pour
avoir ce qui reste dd & la fin de 'année suivante ; de
sorte qu'aprés ¢ années I'emprunteur doit encore

Z:a( x-'l‘-r)t_;_z( l-’!:-r)t—l_x( ti-r)t-n-;._x.

Abstraction faite du premier terme, on®a une pro-
1

. . . r
gression par quotient dont la raison est , et dont

R I r\t~1
les termes extrémes sont x et x ( —+—) ; la
N r

14r

r

somme (144) est donc xr( )t—xr. Ainsi Pem-

prunteur doit aprés Z années,

e=(a—ar) (£ ‘f’-)‘+xr.

on pourra tirer deli la. valeur de 'une des 'quantité's
z,a, x,r et t connoissant lés autres : si I'emprunteur
s’est acquitté, z = o. Pour lusage de cette équation
»oy. n’. 153, 11°.

147. Régles d'escompte. Soit a le capital , i Dintérét
ati

de 100 francs par mois, ¢ le nombre de mois,
100

sera l'intérét , de sorte que, pour I'escompte en dehors,
ati

la somme 3 payer sera a— » ou

100

) t
x=a( 1~ .
. 100

Pour l'escompte en dedans il faut dire » puisque roo--t

doit étre réduit 3 100, 3 combien a doit-il étre réduit?
Dod

100a

&= -
100+ u
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viB. Régles de fausse position. Soit ax = b Véquation
qui lie entre elles les parties d’une question; si on sup-
pose & x une valeur arbitraire s, et qu’on Dassujétisse
a satisfaire aux conditions du probléme, ce ne seroit
que par hasard qu’on trouvervit as = &; supposons donc
qu'on ait as=c, en divisant terme 4 terme par ax =5,

¢ s .. , .
on trouve 5= : ainsi le résultat qu'on obtient est
: x

@ celui qu'on doit obtenir comme le nrombre supposé est
& l'inconnue.

Cherchons un nombre dont la %, le 2 et le § réunis
fassent 456. Supposons que 200 soit ce nombre, sa
moiti€ , son quart et son cinquiéme forment 1go ; ainsi
200 n’est pas le nombre cherché : on posera la proportion
190 : 456 :: 200 : &, d'ou x—=480.

Combien faudroit-il de tems pour remplir un bassin
i laide de quatre robinets, dont 'un le rempliroit en
2 heures, le 2¢. en 3, le 3*. en 5, le 4. en 6. Suppo-
sons qu'il fallit une heure ; le premier robinet empliroit
la moitié du bassin, le 2¢. le §, le 3c.le §, le 4. le §;
et comme -4+ 14 :=4§, il ne faut pas une heure;
on dira §:2::1:x=3%"=>50".

Ce procédé, quoiqu’applicable aux régles de société,
d'intérédt, etc. , ne Pest pas i tous les problémes du
premier degré, puisque I'équation la plus générale est
ax ~4b=—=cx < d. Si la supposition x =35, ne rend pas
as b égal 3 es4-d, il en résultera une erreur e, de
sorte’ que as -4 b— (cs 4 d) =e; retranchant de Ia
ax 4 b— (cx4d)=o0, on a (a—c) (s—=x)=e.
Une autre supposition s/ qui entraineroit Ierreur ¢,
donneroit (g —c) (s'—x) ==¢': divisant ces résultats
terme i terme, on a )

O 12
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s—x e d"oin = e —e's

S —=x e e—¢
Ainsi multipliez la premiére erreur par la seconde suppo-
sition et réciprequement; retranchez les résultats en ayant
égard aux signes des erreurs; divisez ensuite par la diffé-
rence des erreurs, le quotient sera l'inconnue. Clest en
cela que consiste la régle de double fausse position appli-
cable 2 tous les problémes du premier degré.

Dans notre dernier probléme, la supposition de £=1".

a donné §, et par conséquent l'erreur 4 . En faisant
«=1%, on a § pour résultat, et
— 3 d’erreur. Yécris ces nombres s“';’:“'
tomme on le wvoit ci-contre , je 2iae.. =%
multiplie en croix et je retranche;
jai 54 % ou §; la différence des erreurs est £ 4 ou 3;
enfin je divise 1 par &, et jai z—=§.

5. Des Logarithmes.

149. Faisons varier = dans I'équation y == a~ et obser~
vons les variations correspondantes de y.

1°. Sia > 1, en faisant £==o0, on a y == 1} x=1donne
y==a; 2 mesure que x croitra depuis zéro jusqu’3 1 et
de 13 A Pinfini, ¥ croitra de 1 vers a et emsuite i Pinfini;
de sorte que si on imagine que x passe par toutes les
valeurs intermédiaires , en suivant la loi de continuité
y croitra aussi de la méme maniére quoique beauconp
plus rapidement. Si on met pour & des valenrs négatives,

on aura y==¢~*, ou (131) -7=:l;" On voit de méme
"que plus x croit et plus T:'? ou y décroit; de sorte qu’a

mesure que x augmente fiégativement, y prend toutes les’
valeurs < 1 jusqu'i zéro qui répond & x=c;
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2*, Si a<1, on fera a::.—;—, b sera > 1 et on aura
‘7::_6}7 ou y =4~ suivant qu'on prendra x positif ou
négatif. On retombe donc sur le méme cas, avec cette
différence que x est positif lorsque y < 1, et négatif
pour ¥y >1;

3°. Sia=1, on a y=1 quel que'soil x.

On peut donc dire, pourvu que & soit autre que I'unité,
qu'il y a toujours une valeur pour x qui rend a* égal
3 un nombre dommé quelconque y. L’usage perpétuel
qu'on fait des belles propriéiés de I'équation y — a~,
exige qu'on fixe des dénominations A ses parties,, "afin
d’éviter les circonlocutions.. On nomme x le Logarithme
du nombre y; le mombre invariable a est la Base. Donc
le logarithme d’'un nombre est la puissance 8 laguelle il
Juut élever la base pour produire ce numbre:

Quant i la base a, elle est arbitraire , et lorsqu’on
écrit x— Log. y, pour désigner que x est le logarithme
du nombre y ou que y=—a*, la base a est sous-en-
‘tendue, parcé qu'une fois choisie, elle est supposée de-
meurer fixe. Mais si on la change, on doit indiquer ka
nouvelle base, c.-i-d., de quel systbme de loga-
rithmes , # s'agit. Cest ainsi que 10°= 1000, 2°=3a
indiquent que 3 est le logarithme de 1000, et 5 de 32
mais la base est 10 dans le premier cas et 2 dans le
second.

150. On tire de la plusieurs conséquences.

1. Dans tout systéme de logarithmes , celui de 2 est
zédro et celui de la base a est um.

2% St la base a est > 1 les logarithmes des mombres
> 1 sont positifs, les autres sont négatifs. Le contraire
6 liew i a <i.

-
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3°. La base étant fixée , chaque nombre n’a qu’un seak
Jogarithme réel ; il en a donc une infinité, puisque ce
logarithme change avec la base. g*=—=281, 3*=81,a et
sont donc les logarithmes du méme nombre 81, suivant que
la base est g ou 3.

4°. Les nombres négatifs n'ont point de logarithmes
xéels, puisqu’en parcourant la série de toutes les valeurs
de x depuis — @ jusqu’a 4 @, on me trouve pour y
que des nombres positifs depuis o jusqu’a 4 .

La composition d'une table de logarithmes consiste 3
déterminer toutes les valeurs de x qui répondentd y — s,
2, 3.... dans I'équation y=a*. Si on suppose a* =m,
en fal.sant o

=0 &« 24 3a 4& Da...
on trouve
y=1 m m m mt wm..

les loganthmes croissent donc en progression par diffé-
rence, tandis que les nombres croissent en progression par
quotient; o et 1 sont les deux premiers termes : les raisons
sont les nombres arbitraires « et m. On peut donc re-
garder les systémes de valeurs de x et y qui satisfont a
Yéquatien y —a*, comme classés dans ces deux pro—
gressions, ce qui met d'accord les deux défmitions que
nous avons données des logarithmes (85 et 14g).

151. Démontrons algebnquement les propriétés loga=
rithmiques.

1°. Soient x et =’ les logarithmes des nombres y et '
oux—Log. y, x' =1Log. y':onau"=y,a*"=y"; en
multipliant et divisant ces deux équations I'une par I'auntre

«wn obtient
a~t =gy, a*"'”:‘—;- :
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Mais il suit de la défiition des logarithmes , que les
exposans x - 2’ et x— x’ sont les logarithmes des

nombres yy’ et l'; donc
¥
Log.y + Log. y’ = Log. (yy') s i
Log. y — Log. y' = Log. (;’, );

2° Si on éléve i la puissance m I'équation y==a%, et si
m x

on en extrait la racine m¢, on ay™=a", /y=a": la,

définition donne mx=Log. (™), i— = Log. \,../ 'y ; done

m Log.
Log.yn=mLog.y, Log.\Jy="sL;
ces résultats sont conformes a ce qu'on a vu (86, 87);

3°. Pour résoudre I'équation ¢=a", dans laquelle ¢
et a sont donnés et x inconnu , on égale les logarithmes,
des deux membres et on en tire Log. c== x Log. a; une
' Log. c
Log.a” ‘

On trauve le nombre n des termes d’une progression
par quotient a 'aide de cette proposition ; car (144) I'é=

simple division donne donc x =—

quation ! = a¢g"~' donne -%: ¢, d'od

Log. (é):(n—x) Log.q et n=1+4 -%L’g‘]—;og'—a--

152. 1V suit de ce qu’on vient de dire, que lorsqu’on
aura une table de logarithmes calculée pour une base
quelconque , il sera facile de changer de systéme et de
calculer une autre table pour une nouvelle base z. En
effet, so't x le logatithme cherché du nombre c, on a
€=a"; prenant les logarithmes dans le systéme connu ;
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Log. ¢
Log. a
d’un nombre ¢ dans un systéme quelconque a, est le
quotient du logarithme du méme nombre dans le systéme
connu, divisé par le logarithme de la nouvelle base pris
dans ce méme systéme. On obtiendra donc les logarithmes
du nouvean systdme en les maltipliant par le facteur

1

il vient x=

: on voit que x, ou le logarithme

Tog s’ qui est le méme pour tous les nombres, et

qu'on nomme le Module.

Lorsqu'il arrivera que les motifs exposés (go) qui ont
déterminé 3 préférer la base 10, perdront de leurs avan-
tages, tandis qu'il en résnltera de plus grands a choisir
une autre base, nous le feroms avec d'autant plus de
fondement qu’il est trés—facile de changer de systéme
de logarithmes.

153. On se sert aussi des logarithmes pour abréger
les calculs algébriques : en voici des exemples qu'il faut
se rendre familiers.

r. L (abed....)=La 4 Lb + Lc 4 Ld +...
a2 L _";;‘_)=La +Ib+Le— Ld—Le;

3°. L (a™bcP...) =mLa 4 nLb + pLe...;

3 L(“f):Lq 4+ nLx — Lr;

5. L(e—=")=L(a+2) (a—2)=L(a+=)+ L(a—s);
6. Ly/(e—a)=3L(a+4x)+4iL(a—x);

7% L(2y/2) L 4-3Le=23Le~;

8. L\"/ (@*—a? "-_-—:':—L(a-x)+ -’gL (@’+ax+t2);
I A V(a"—-x‘)

9’ Ty =‘§ L(a—x)—3iL(at-2).
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10°. Pour insérer m moyens par quotient entre g et /,
il faut faire n =m - 2 dans les équations du m°. 144,
et on a I=ag™+', dot on tire la raison qz"y(—i-)
Ll— La
m--x
pour logarithmes La 4 Lg, Lo + 2Lg;.... ainsi pour
insérer 11 moyens entre : et 2, on trouve (i cause
de La=Li=o0), L¢g=+ La=0,0250858, d'oii..
¢ = 1,059463 ; les termes de la progression ont pour
logarithmes 2 Ly, 3Lg,.... et ona

=S ,059463 1,122461 : 1,189207:....:1,88774 1 23
c’est la génération harmonigue de Rameau.

et Lg= . Les divers termes ag, ag*,.... omt

. Pour obtenir # dans l'équation . . .
Lx+4Lr-L(xr-
(xr—a) (l -:‘-r) =zr,onat= L-’(-x -:-r)frl..ra)
Ceci se rapporte aux anuuités ainsi que la question sai-
vante ( Voy. 146).

12°. La méme équation donme .

L(”—a) Lr—tL( ),souk__ p

onalk=Lr—:L (1+47r) 4 t.Lr on connoitra done

.
xXr—a

)

le nombre k, et par suite x = > ou bien a==x

a
r—k
(r—k) , suivant que l'inconnue sera x ou a.

a

13°. Soit z Vinconnue de Péquation 3™ * = c™*. f =7,
on en tire (.n ——-:T)Lbzmec-{- (=—p) Lf, d'od
on conclut qu'il faut résoudre I'équation du second degré

(mLc+ Lf) x*~ (nLb4-pLf) x4a Lb=o.
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De méme ¢** — ab"*—', conduit a
La—1Lb
= mLle—nLb’

14°. Supposons que la population d’une province s’ac—
croisse chaque année de 7. ; on demande combien il y
aura d’habitans au bout d’un siécle, sachant qu’il y en
a aujourd’hui cent mille,

Soit 7 =100 000 ; au bout d’un an la population sera
nt-inoun(144)=3%n=n"; au bout de Pannée
suivante elle sera de méme 31 n’ ou (§L)°n;... au bout
de cent ans elle sera donc (§2)'°°n ou (31)'*°x 100 co0=x;
ce calcul est trés-simple par logarithmes. On peut géné-
raliser ce probléme :

. 1 . L 31 = 1,4913616¢
soient — Paccroisse= L3o = 1,477121 22
L (3L) = o0.01424044

100 fois ce log. = 1,424044

pulation,, n le nombre L 10000 — 5 cocons
d’habitans primitifs, et m
a ce nombre aprés ¢ dotx — 3,65487 H
années ; on trouvera de

r . ]
)q; d’ol on tire
r

ment anmuel de la po-

méme x=mn (

I r

« Lrx=1Ln4g¢L - H
Ln=Lx—gqL ( - - r‘);
Lx—Ln
g=

e

Lx—Ln 1
Ilr g4,
g r
équations dont on fait usage suivant que l'inconnue est

x,ny,qo0ur,




LIVRE TROISIEME.

ELEMENS DE GEOMETRIE.

Vol o' o

" LA GEOMETRIE est la science qui apprend 3 mesurer
I’étendue. Tout corps a trois dimensions Longueur, Lar-
geur et Epaisseur ou Profondeur : les limites qui le ter-
minent en sont la Surface. Mais les surfaces d’un corps,’
en se rencontrant 2 3 2, sont elles-mémes terminées par
des Lignes; les limites qui bornent les lignes sont 'des
Points. Ce sont ces diverses limites des corps qui nous
servent 2 reconnoitre leur Figure.

Quoiqu’il n'y ait pas de corps sans trois dimensions y
on fait souvent abstraction de I'une d’elles ou de deux.
C’est ainsi que lorsqu’on parle de la grandeur d’un étang'
ou de la hauteur d'un édifice, on n'a égard qu’s une
surface et 3 une ligne. Afin de procéder du simple au
composé , par une gradation qui facilite I'étude, nous
diviserons la géométrie en trois parties :’la premiére trai-
tera des Lignes, la seconde des Surfaces, la troisiéme
des FPolumes.
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CHAPITRE PREMIER.

DES LIGNES.

1. Mesure des Lignes et des Angles.

Fig. 1, 154. IL suit de la nature des lignes, qu'on peut les re-
3 et 5. garder comme la trace d’un point A qui se meut vers un
autre point B : cette trace AB s’appelle Droite lorsqu’elle
est le plus court chemin de A i B; sinon la ligne est, ou
Courde telle que ACB (Fig. 3.), ou formée de lignes
droites brisées AC CD DB (Fig. 5). On en conclut que

1. 1*. La vraie mesure de la distance entre deux points
A ét B, doit étre prise sur la droite AB.

2°. On ne peut mener qu'une segle droite d’un point
3 un autre, et toute droite AB qui a deux de ses points
A ‘et B communs avec une autre CC’ doit comcnder avec
elle dans 'étendue AB.

1. 3. On doit par la pensée concevoir toute droite 4B
comme prolongée de part et d’autre i I'infini vers Cet C':
le prolongement devra étre tel, que si on joint 'un de
ses points C & un autre (', par une droite CC’, elle
couvre AB.

4°. Deux ‘droites ne peuvent se couper qu’en un seul
point , puisque si elles avoient deux points communs, elles
coincideroient.

On dit qu'une surface est PLANE, lorsqu’en joignant
deux quelconques de ses points par une droite, elle s’y
confond dans toute son étendue.
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155. Lorsqu’on veut ajouter deux longueurs AB et BC,
on porte I'une CB sur le prolongement de l'autre, et on
dit alors que AC=—=AB 4 BC. De méme, pour sous-
traire CB 'de AC, on trouve AB== AC— CB. N sera aisé
d’ajouter ou de soustraire un plus grand nombr+ de lignes;
de répéter & fois une longueur 4, ou d'en prendre la
2., 3%.,.... partie.

156. Mesurer une droite, c’est chercher combien de
fois sa longueur A, en contient une autre B connue et
prise pour Unité : et le nombre de fois qu'on trouve, ou

le rapport% est la mesure cherchée.

Il arrive souvent que I'unité B n’est pas contenue un
nombre exact de fois dans A4 ; voici comment on doit s’y

prendre alors pour évaluer le rapport :-‘—.On divisera A

B8
par B, c.-a-d., qu'on cherchera le'nombre de fois
que A contient B, etle reste R. On divisera de méme B
paf R, puis R par le nouveau reste R’, etc.... ce qui re—
vient a chercher la commune mesure m entre A et B : alors

—4- sera égal au rapport -;— entre les nombres de fois o et §

B
que m est contenu dans les lignes A et B.

Mais s'il y a toujours un reste & chaque division,

L, A
’opération n'a plus de bornes, et le rapport - he pou-

vant étre évalué exactement en nombres, est incommen—
surable. On se contente alors d’une approximation, ce
qu'on fait en négligeant celui des restes successifs qu'on
juge sufisamment petit.

157. Nous savons donc évaluer une ligne égale i
A4 A
A+B—C—D....,nA+mB, ;, —E-
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n, métant des nombrc.:s et ABCD des lignes donndes.
En général, on peut toujours représenter des lignes par
des nombres abstraits, en composer des formales et les
assujétir aux régles ordinaires du calcul. Ainsi par la
ligne A, nous entendrons le nombre de fois @ que cette
ligne contient la longutur B prise pour unité, ou le rapport

A L.
—- entre elles. Réciproquement on peut représenter les

‘B
nombres par des lignes.

158. On a AB < ACH-CB; prenons dans le plan ABC
un point intérieur D, et menons DB et AD prolongé
en E; comme AE < AC 4 CE, en ajoutant EB de
part et d'autre, on a AE4+ EB < ACH- CB. Cette méme
proposition appliquée au point D de la figure AER
donne AD 4 DB < AE+ EB : donc a plus faorte raison,
AD 4 DB < AC 4 €B.

159. On dit qu’un contour ACDB est Convexe, lorsque
toute droite IK ne peut le couper qu'en deux points I et K.
De deux chemins convexes ACDB AEFGB, qui ménent
de A 2 B, celui qui enveloppe I'autre est le plus long,
ou ACDB> AEFGB. Car, en prolongeant EF, on a
ACDB > AIKE; et il sera aisé¢ de prouver de méme,
en prenant chaque partie, que AIKB > AEFGB.

160. La méme chose a lieu pour des courbes convexes,
et on a ACB < AMB : car menons une droite EF qui
touche ACB en un point quelconque €, on aura . . .
EF < EMF; ajoniant de part et d'autre AE 4 BF, il vient
AEFB << AMB. Deux autres tangentes ik Im donneront
AikimB < AEFB : et ainsi de suite. On aura par li une
séric de lignes brisées, dont la longueur diminuera i e~
sure que leur systéme s’approchera de ACB et qui sera
> ACRB : i plus forte raison on aura ACB < AMB,
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161. Dans les élémens, outre la ligne droite, on con~
sidére encore la Ligne circulaire ; cest celle dont tous
Yes points ABDE sont dans un plan et i égale distance
d’un point € qu'on nomme Centre. La surface renfermée
dans la- Circonférence ABDE se nomme Cercle ; les
droites CA, CB;.... qui partent du centre et vont jus—
qu’i la courbe sont des Rayons : le ‘Diamétre AD est une
droite qui coupe la circonférence en passant par le centre;
c’est un double rayon.

Une partie AFB de la circonférence est un Arc, la
droite AB est la Corde qui le sous-tend. La surface AFBC
comprise entre deux rayons et Parc est un Secteur : enfin
celle qui est renfermée entre I'arc AFB et sa corde AB
est un Segment.

162. De 12 on conclut que, 1° un diamétre DA est
1a plus grande corde ; car BC4 CA ou DA > BA.

2°. Le diamétre coupe le cercle en deux parties égales;
car, en pliant la figure suivant DA les demi-cercles
coincident.

3. Deux cercles ou deux arcs de rayons égaux coinci-
dent en appliquant leurs centres I'un sur Pautre ; et si les
longueurs de ces arcs sont &gales, ils coincident ,dans
toute leur étendue.

4*. Les arcs égaux ont donc des cordes égales.

Soit 'arc DBF< DBA et > DB; on a CF < CI 4 IF,
d'ot CF—CI ou IB L IF; mais BD < DI+ IB ou
& DI+ IF : ainsi la corde croit avec I'arc. Donc les
cordes égales sous-tendent des ares égaux.

163. Mesurer un arc AFB, cest chercher son rapport
A un autre arc connu B de méme rayon; si ces arcs
étoient Rectifiés, c.—-a-d., étendus en ligne droite, on
porteroit 'une sur I'autre comme il a été dit (156) : mais
la rectification n’est nullement nécessaire pour trouver
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ce rapport. On prend une ouverture de compas égale i la
corde BD du plus petit arc, et on la porte sur I'autre autang
de fois qu'on peut, ce qui donne le nombre de fois que
I'un contient l'autre. §'il y a un reste on continue comme
pour les lignes droites.

On peut aisément ajouter et soustraire des arcs de
méme rayon, trouver leur rapport, multiplier 'un d’eux
par un nombre donné. '

164. Lorsque deux droites AC BC indéfinies se coupent
en C la quantité dont elles sont écartées 'une de l'autre ,
est ce qu'on appelle un Angle; € en est le Summet. On dé-
signe un angle par la lettre placée au sommet ; 3 moius
gu'ellene soit commune i plusieurs angles' (comme fig. 10),
car alors il faut énoncer les lettres des deux cotés de Fangle
en ayant soin de metre celle du sommet entre les deux
autres. L'angle C se désignera donc aussi par BCA ou ACB.
. 165. Deux angles ACB A'C'B’ sont égaux quand il
peuvent coincider en les posant I'un sur l'autre. Ainsi,
appliquons le cdté C'B'. sur CB, C' en C, si les angles
C' et C sont égaux, le cdté A'C’ se couchera sur AC.
Décrivons des sommets comme centres, avec un rayom
quelconque, les arcs AB M'B’, il est clair que ces arcs
sont égaux ou inégaux avec les angles. Du reste, puisque
les cotés doivent toujours étre regardés comme indéfini—
ment prolongés, on voit que la grandeur d'un angle na
dépend pas de la longueur de ses cotés,

En faisant coincider les sommets C de denx angles et
P'an de leurs cdtés, on les ajoutera ou soustraira suivant
que les surfaces seront ou non séparées par ce cdté : ainsi,
BCA=DCA— BCD et DCA— BCA 4 BCD :les arcs
ad bd ab sont en méme tems ajoutés ou retranchés. H
est donc bien facile de faire la soustraction et I'addition
des angles; de méme pour les multiplier ou diviser par
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wri nembre donne, il ne s’agit que de faire cette opération
sur les arcs (163). '

166. Pour construire un angle égal 3 un angle donné C,
on tirera une ligne indéfinie C'B’; puis d’'un rayon quel-
conque et des .centres C et C', on . déerira les arcs A8
A'B'; enfin portant Pouverture de compas AB de B’ en
A', on ménera A’C’. Les angles C et C’ seront visible~-
ment égaux, puisque les arcs 4B A'B’ le seront.

167. a et b étant des quantités Constantes, « et g des
grandeurs variables qu’on est maitre de rendre aussi petites
qu’on veut; si Péquation a4-a==5 g a lieu quels que
soient « et 8, elle doit se partager en deux autres, 'une
a=) entre les constantes, 'autre & =g, entre les variables,
et qui doit subsister pour tous leurs états de grandeur.
En effet, si on suppose a =3t k, onaura . .....
a—b=p—a=tk, équation absurde, puisque les
quantités ¢ et 8 ne seroient pas susceptibles de décroitre
indéfiniment, leur différence devant toujours dtre — &.

Clest ce principe qui constitue la méthode des Limites,
dont nous ferons un fréquent usage par la suite. En gé-
néral, on dit qu'une grandeur est LIMITE d’une autre,
quand on peut foire approcher celleci de la premiére,

~ de maniére & rendre leur différence plus petite que toute
grandeur donnée, sans cependant qu'elles puissent jamais
devenir rigoureusement égales.

168. Le rapport de deux angles BCA DON est le méme
que celui des arcs ba dn compris entre leurs cdtés, et dé-

* crits de leurs sommets comme centre , over le mémm
rayon.

1°. Si lesarcs ba dn sont commensurables, leur eom-
mune mesure dx sera contenue m fois dans ba, p fois dans

&
dn, de sorte que —d—:— = -;-':- Par chaque point de divisimf :

8.
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x y... menons des lignes Ox Oy... aux sommets: les angles
proposés seront de méme coupés en m et p angles égaux

BCA m .
x0d yOx... donc on a DON =7 Ces deux relations
donnent (*).

BCA __ la

ToN = @U@

2°. Si les arcs sont incommensurables, divisons Pun
d’eux nd en un nombre quelconque p de parties égales
dx xy.... et portons-les sur I'autre arc ba: soit 7 le point
de division le plus voisin de a; menons CI. Cela posé
ICB &
NOD ™ "dn
Pangle ICB = BCA -} ICA, l'arc ib=—1ba -+ ia; donc
BCA IcA ba ia
DoN T DoN =@t @
Or, ICA et 7a varient avec le nombre p des divisions
de Parc nd et peuvent étre rendus aussi petits qu’on voudra,
tandis que les autres quantités restent les mémes. On a

les arcs dn b¢ étant commensurables, on a

BCA ba
donc (l67) ,—I-)—a-l-—v- =—d7.

169. Pour trouver le rapport de deux angles, il n'est
plus nécessaire de faire sur eux Popération analogue a celle
qui a été indiquée sur les lignes (15G), et qui seroit ici
fort embarrassante. On substitue au rapport cherché celui
des arcs, qui est le méme. Concluons de la que.x°. le

(*) On ne doit pas oublicr que I'égalité de deux rapports constitve
une proportion (71). En géométrie P'usage a prévalu de lire aiunsi
ces sortes d’expressions , BCA est & DON comme ba est a dn, et
de préférer cette locution a celle équivalente, BCA divise par DON
est égal & ba divis€ par dn. On doit en dire autant dans toule
la géométric élémentaire.
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rapport des surfaces des secteurs est le méme que celui
des. arcs.

2° La Bisection , Trisection , ... ... Multisection d’un
angle BCA, c.-i-d., sa division én 2, 3,..... plusieurs
parties égales, est réduite i celle de I'arc ba. Nous verrons
bientdt ce qu’on sait sur cette matiére (236 & 238).

3°. Si on prend pour unité d’arc nd, celui qui est com-
pris entre les c6iés de I'unité d’angle DON, nd et DON

étant chacun Punité de leur espéce, notre propertion (A) .

donne BCA=—ba. Ainsi tout angle a pour mesure 'arc
tompris entre ses cOlés et décrit de son sommet corhme
centre (¥).

4°. Si du sommet C des angles DCA B€A, on de;-

crit deux arcs abd a'b'd’, le rapport "ﬁ—c‘jsm—%

a'l

ou =— —7 suivant qu'on prendra 'un 6u l'autre de ces.
a

arcs. La grandeur du rayon Cb ou G}’ est, cornme on
voit, indifférente dans la mesure gdes angles; et comme
1 .

(*) Ceci suppose une condition tacite, car I'angle BCA ne peut
&tre égal i Parc ba ; mais dans Péquation BCA = ba, ce iyt
plus un angle et un arc qui y entrent, ce semt deux nombres
abstraits qui indiquent combien de fois Dangle et I'arc contieuneut
Punité de leur espice DOIY et dn : de sorte que BCA = ba siguifis

BRCA ba .
en effet la méme chose que DON = Clest ce qui a égale-
ment lieu dans toute formule ; les lettres qui 'y entrent ne sont que
des nombres abstraits qui repré les rapports des cl me-
surées a leur umité.

Clest aussi improprement qu'on dit qu'un arc est la mesure d'un
sngle , puisqu'on ne peut établir de rapports entre denx choses hétéro-
gines : on doit entendre par la que les angles croissans dans le
méme rapport que les arcs, le nombre qui exprime la mesure de
Fangle , exprime aussi celle de I'a

1. 13

90

8
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ab ad 1 ,
g =g e ares ab et o’d sont entre eux comme
les circonférences entitres. On appelle ces arcs Semblables.

170. Maintenant que neus savons mesurer les droites,
les arcs, les angles, et que nous concevons nettement lenr
introduction dans les calculs, cherchons i les combiner,
afin de voir la maunitre dont on les emploje 3 la for—
mation des figures, et les conditions qui les lient entre eux.

2°. bcs Pcrp;ndz'culaires et des Obligues.

171. Si l'angle ACB= ACD, BD étant une droite ,
en pliant la figure suivant AC, CB se couchera sur son
prolongement CD : on dit aloss que AL est Perpendicu-
laire sur DB, ou que Pangle ACD est Droit. L'arc AB
compris-est le.quart de la circonférence ou le Quadrans;
Pangle FCB < l'angle droit ACB est Aigu; langle

* FCD > ACD est Obtus.

10.

Les quatre angles ACB ACD LCB LCD sont donc
égaux, et 8D est aussi perpendiculaire sur AL, car ces
lignes coupent le cercle en 4 parts égales. 1l est souvent
commode de prendre I’angle droit et le quadrans pour
upjtés d'angle et d’arc.

172. Lorsqu'une ligne FC tombe sur une autre BD,
les angles FCB DCF ' Adjacens, ont pour somme deux
droits : la perpendiculaire 4C'sur BD rend cela évident.
Réciproquement si FCB.+ FCD == 2 droits, en appli~
quant I'un contre I'autre ces angles et faisant coincider
le sommet € et un cdté FC, DC sera le prolongement
de CB; car menant AC, perpendiculaire sur CB, elle
devra Pétre aussi sur DC. On appelle Supplémens deux
angles dont la somme vaut deux droits; ils sont Complémens
lorsqu’elle ne vaut qu’un droit. FCB a pour supplément.
F(D, et pour complément FCA.
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173. I suit de }A que les angles BCF - ECF4-DCE -2 dt.
lorsqu’ils sont formés d'un méme coté d’une ligne B,
et que tant de lignes qu’on veudra K€ BC EC IC.... qui
toncourent en un point C, forment des angles dont la
somme est 4 droits. Ceux-li interceptent la demi-circon-
férence,, ceux~ci la circonférence enticre.

174. Lorsque denx droites DB AL se coupent en C,
les angles opposéds au sommet sont égaux; car. . . . . .
ACD+ACB==2 dtoits—BCE+4+ACB, d'ot ACD=. -BCE
On a de méme ACB=DCE.

175. Soit AC perpendiculaire sor DE, toute autre
droite AB ne peut Pétre; car si Pangle ABC étoit droit,
én prevant CH =— AC et menant BH, CBH scroit aussi
droit, puisqu'en pliant la figure suivamt DB, H tem-~
beroit en A, et par conséqueat CBH sur CBA. Donc
- ABH seroit une ligne droite (171), ainsi que AH ; ee
qui est absurde. Ainsi par an point A om ne peut mener
qu'une perpendiculaire & une droite: si ce point éeit
sur la droite en C ls chose seroit évidente.

1°. Prisque AH<C AB 4+ BH ou2A4B,ona AG L AB:

2*. 8i CD == CH, en plam la figure svivant AC, D
tombe en B, donc AD—AB. La méme chése arrive
lorsque Pangle CAD=—CAB.

3°. 8i CE > CB, ou siFPangle CAE > CAB, en me+
nant EH, on a AB4-BH <GAE+4 EH :or AB et BH
dont des obliques égales ainsi que AE et £H. Denc
aAB L 2 AE, ou AB < AE.

176. Donc les obliques qui s'écartent le plus de la per-
pendicslaire sont les plus longues ; celles qui s'en écartent
autant sont égales, et la perpendiculaire est plus courte
goe toute oblique ; elle mesure la distance d’un peint & une
ligne.

8:177 Réciproquement la ligne AC est perpendw.ulme sur

e,

12,
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DE lorsqu’elle est plus courte que toute autre ; puisque si
AB érait perpendiculaire, il faudroit qu'on'edt AB < AC.
De méme, si AB= AD, il faut que DC=BC, puis-
que sans cela AB serait > ou < AD, suivant que BC
seroit > ou < DC. Enfin si AE> AB, on verra de méme
que CE est > CB.

178. Concluons de 13 que, 1°.on ne peut mener trois
obliques égales d’un point & une droite.

2°% Si AH est perpendiculaire au milieu C de DB,
chaque point F de AH est autant éloigné de B que de D.

3°. Les points de la perpendiculaire AH jouissent seuls
de cette propriété ; car prenons un point G hors de AH,
ilsera plus prés de B que de D, parce que GB <GF - FB
ou & GF 4 FD, ou enfin GB <GD.

179. Comme il suffit qu'une droite AH ait deux de
ses points 4 égale distance de deux autres D et B, pour
en conclure qu’elle est perpendiculaire sur DB, il est aisé
de mener une perpendiculaire & une droite donnée DB par
un point connu A, pris hors de la droite (Fig. 13)
on sur la droite, (Fig. 14). Du centre A, on décrira
avec un rayon quelconque des arcs, qui couperont
la ligne donnée en I) et B; puis de ces points comme
centres et avec un rayon arbnrau-e, on tracera de nouveau
deux arcs qui se couperont en H; AH sera la perpendi-
culaire demandée. : ]

Il faut observer de prendre des rayons assez grands
pour que les intersections dom on vient de parler aient
Hieu (175 et 1g2).

180. On peut aussi- mener une perpendlcnlalre AH
an milicu d’une droite donnée DB. Des centres D et B,
on décrira des arcs qui se couperont en A et en H,
les rayons.étant d'ailleurs arbitraires, mais égaux pour
chaque intersection ¢t d’une longueur convenable (192) ;
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AH seri la ligne demandée. Cette censtruction donme
en outre le milieu C de la droite DB. '

3°. Des Paralliles.

181. On nomme Paralldles deux droites sitnées sur un
méme plan, et qui, dans leur cours indéfini, ne se ren=
contrent ni d’un cdté, ni de-l'autre. .

1°. Deux droites AC BD perpendiculaires 8 une méme
ligne KL sont paralldles, puisque si elles se rencon-
troient , on auroit d’un point deux perpendiculaires abals—
sées sur la ligne KL, (175).

- 2° Deux lignes CA DB coupées par une Sécante HG
. sont paralléles , lorsque les angles AEF EFD sont égaux;
car da milien I de EF abaissbns KL perpendiculaire sur
BD, et RIR' sur KL ; puis prenons LS = FL, et
menons IS. Ona (175,2°) ; IS = IF = IE, et Pangle
LIS = FIL = KIE opposé au sommet. Plions mainte—
nant la figure suivant RR’, les lignes IL 1S se couche~
ront sur IK et IE; de plus 'S tombera en E ; mais,
par supposition, l'angle E = F = §; ainsi SL se cou-
_chera sur EK, et par conséquent L tombera en K, done
les angles L et K sont droits; et ‘les lignes C4 DB
sont paralléles (1°.). :

. Les lignes CA DB sont encore paralléles; 3° lorsque
les angles GEC et BFH sont égaux ; 4°. lorsque I'angle
HFB — FEA; 5°. quand les angles EFB FEA sont
suppléméns; 6°. quand les angles GEA HFB sont sup-
plémens. Ces propositions se démontrent en prouvant
qu'il résulte des hypothéses que les angles AEF EFD
sont égaux (2°.).

On a nommé Alternes deux anglcs situés de part
et d'autre de la sécante, Internes ou Extemes ceux qui

sont au-dedans, ou en dehors, Ainsi, les angles AEE

15

174

174
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EFD sont alternes internes ; GEC BFH, alternes ey~
ternes ; on nomme encore les angles HFR FEA Cor-
respondans. Nous dirons donc que deux droites sont paral~
Bles, lorsque , coupées par une sécante , elles forment les
angles alternes internes , ou alternes externes, eu cerres-
pondans, égaux; ou quand les angles internes au externgs
d'un méme cOté valent ansemble deux droits.

182. Les réciproques de ces propositions sont vrajes:

1°. Lorsque deux droites CA DB sont parelidies ,
toute pempendiculaire KL sur l'ume , l'est gussi sur I'autre.
Il w'est guére d’efforts qne les géometres m'aient tentés
pour _parvenir A démontres cé principe ; mais aucun n'a
é1é heureux : ils ont seulement dissimulé la difficulté,
sams la lever (*). On congoit bien que si la droite KJ
tourne autour de K, le point E d'intersection avec BD

. (¥ « Ty démonstration de cette proposition fort simple laisse peut-
« émquelquecbo-eldeumrdncbtédehngueur,mushunlmond
« produit la conviclion la plus entitre; il né funt donc pus, dans
« Penseignement , ingister sur ce qui peut sasnquer  la rigneur des
¢ preuves que Pou en doune , et Pou doit abasdopger cette discys-
u sion aux méaphysiciens gfoBRiees , du mping jusqu’y e qulelle
« ait été suffismmment éclaircie , pour ne laisger ancun nuage dans
# leumtd-w'm-@m» (1 aplace , Ecoles normales , t. IV, p. §3).

Au reste voici ce quion a donné de plus lumineux sur cette ma-
titre. Un angle quelconque BCA et contenu dass Pingle droit
BOD snunt de dis que Parc bz I'est daps Parc & ; soit 2 ce rapparg
1::.. = n= :ﬂd Soient prises n parties égales EC EG....
& manée Ie perpendicylaireg EF, GH... wur €D; on formera
sinsi » bavdes BCEF FEGH.... (on aura scip d'en former plus
de #, & n n'pst paq un nombre entier); ar, en pliant h figure
suivant EF GH. .. on voit aisément que ces bandes sont égales; et
comme la sarfice BEMN de leur somme est moindre que Vangle
droit BCD =n x BCA , BCA sers plus grapd que b ae. partia
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s'éloignera en F, D..., mais on n’en reste pas moins
dans le doute de savoir s'il n’arrivera pas une position
oi KH cessera de rencontrer BD, avant d’atteindre la
situation de AC perpendiculaire sur KL.

Nous regarderons donc comme évident que toute droite
autre que KC, rencontre BD % droite ou i gauche
de KL, suivant qu'elle est située en KH au-dessus, ou
en KH' au-dessous de 4C; et cela quelque petit que
soit Pangle HKC on H'KCj; ce qui revient 3 dire que
par un point K, on ne peut mener qu'une seule paralléle
@ une drof*e BD.

2°. Soient les paralléles CA DB et la sécante quel-

conque HG : du milien I de EF, abaissons LK perpen-~
diculaire sur BD; (elle le sera aussi sur AC, 1% ) : puis

RIR sur KL : prenons LS—=LF, et menons IS. En

pliant la figure suivant RR’, on verra, comme ci-de—

vant, que S tombe sur E; et comme du point E, on
ne peut abaisser qu'une perpendiculaire sur KL (175),
SL se couchera sur EK; donc l'angle S ou F est égal
a KEI, et la sécante forme avec les paraliéles des angles
alternes internes égaux.

B Les angles alternes externes GEC BFH sont aussi
égaulll comme opposés aux précédens; 4°. les angles cor-
respondans BFH AEF sout égaux, puisque. . . .. ..
BFH=EFD=—=AEF; 5°. les angles FEA EFB internes
dun méme cdié sont supplémens 'un de P'autre, ainsi que
les angles GEA HFB externes d'un méme cité. Cela se
voit aisément. Done

de BCMN , d'oa BCA> BCEF, ce qui ne peut arriver qu'aus
tant que CA rencontre EF. On doit entendre dans ceci par le
YT . * .
mot angle I'espace iodéfini compris eutre les chiés.
x

16.

l7.
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Lorsque deux paralléles sont coupées par une sécante,
les angles sont égaux , lorsqu’ils sont de méme nature ; et
supplémens , lorsqu'ils sont de nature différente, (I'un
aigu , Pautre obtus ).

183. 1l suit de 1 que 1°. pour mener par un point
donné C une paralléle CD & une dryite AB,” on pourra
employer I'une quelconque des six propriétés qui carac—
térisent ces lignes. Par exemple,, d’'un rayon quelconque
CB et du centre C, on décrira un arc BI; puis du
centre B Parc CK : enfin, on prendra l'arc BI= CK,
et CI sera paralléle 3 4B. Car, menant la sécamte BC, les
angles ABC BCI seront égaux (166).

2°. Deux droites AC BD paralélles 3 une troisiéme EF
sont paralléles entre elles; car la perpendiculaire KI a
EF Vest aussi 3 AC ct BD; celles~i ne se rencontrent
donc pas.

3°. Deux angles CAB DEF dont les cbtés sont paral-
leles, et Touverture tournée du méme cété, sont égaux :
car prolongeant EF en G, les paralléles AC ED donnent
Fangle DEF— CGF': i cause des paralléles /B GF, on a

" I'angle CGF == CAB; donc CAB = DEF.

4*. Deux paralléles AB CD sont partout équidistann';
car de deux points quelconques A et B, et du hilicu
E de AB, menons les perpendiculaires AC BD EF sur
AB, elles le seront aussi sur CD; or, pliant la figure
suivant EF, A et Ctomberont en B et D ; d'ott 4C=BD,

( Voy. 200). :

4. Des Perpendiculaires et Paralléles considérées dans le
cercle , et des Tangentes.

184. Soit le rayon €D petlpendiculaire ala corde 4B,
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en pliant la figure suivant CD, le point 4 tombera en
B, puisque les obliques CA CB sont égales (177);
ainsi E est le milien de 4B. De méme AD se couche
sur DB, et D est le milieu de 'arc ADB : ainsi tout
rayon perpendiculaire & une corde la coupe en deux par—
ties égales, ainsi que l'arc sous-tendu.

185. Le centre C, le milieu E de la corde et celui
D de arc, étant en ligne droite, il s’ensuit que toute
ligne CD qui passe par deux de ces points, passe aussi
par le troisitme, et est perpendiculaire 3 la corde AB.
De plus, puisque par un point C, E ou D, on ne
peut mener qu'une seule perpendiculaire i3 AB, dés
qu'une droite , passant par I'un de ces points, sera per-
pendiculaired AB, on en concluera qu’elle passe par les
deux autres. Donc, de ces quatre conditions , étre per-
pendiculaire 8 une corde, passer par son milieu, par le
milieu de Uarc et par le centre, deux étant posées , les
deux autres suivent nécessairement.

On peut, au reste, démontrer directement chacun
des six cas compris dans ce théordme, en le traitant
comme celui qui nous a servi de base,

186. Pour diviser un arc ADB, ou un angle ACB en
deux parties égales, il suffit' d’abaisser la perpendiculaire
CD sur la corde AB, (179). Comme par le méme moyen
on peut de nouveau partager chaque moitié, etc.; on
sait diviser un arc ou un angle en 2, 4, 8... 2" par-
ties égales. (Foy. n°. 201, §°.).

187. 1l est facile de faire passer une circonférence de
cercle par trois points donnés A, B et D; car menons
AB et BD, puis les perpendiculaires HE FI sur leurs
miliecux E et F. Chacun des points de HE est autant
éloigné de A que de B ; ces points jouissent seuls de cette
propriété ; de méme pour FI relativement 3 B et D,
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Donc le point € oh se coupent HE et FI, est 3 l»
méme distance de 4, B et D, et remplit seul ceite con—
dition : ainsi C est le centre du cercle unique qui passe
par les trois points.

Les perpendiculaires FI et HE ne se rencoutreroient
pas si les trois points A, B et D éioient en ligne droite ;
(181,1°.) , et le probléme sercit impossible, Mais dans
tout autre cas FI coupera HE, puisque sans cela, 4B
perpendiculaire & HE le seroit aussi sur FK parali¢le i HE;
I'mgle K seroit droit, ainsi que E, ce qui est absurde
( 175).

Donc 1°. Deux cercles ne peuvent avoir trois points
commmuns sans se confondre.

2% H est facile de trouver le cemire d'un cercle ou
d'on arc domné : il saffit d'y marquer trois points 4, B
et D, et de faire la consiruction qu'on vient d’indiquer.

188. Une droite ne peut couper un cercle en plus
de deux points, puisque s'ils avoient trois points com-
muns , en y menant des rayons, en auroit trois obliques
égales (178).

Une ligne TG qu ne rencontre le cercle qu'en un
point F s'appelle Tangente : alers tovt autre point G
de cette ligne étant hors du cercle, €6 est> CF;
donc ‘CF est la plus courte distance de € 2 T6, c'est-
d-dire que le rayon CF est perpendiculaire sur la tan-
gente TG.

Réciproquement, si CF est perpendiculaire sur TG
comme toute oblique €G est> C€F, tout autre point
G de TG est hors du cercle et TG est tangente.

Ainsi, pour mener wne tangente en F au cercle
€A, il faut mener le rayon CF et sa perpendiculaire
TG, (179 et 208, I).

18g. Etant donnés deux points, Fun en A sur la droite.
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AT, Tautre en B, cherchons le cercle .qui passe en a5.
A et B, et qui touche la droite AT. Alors 4B sera
une corde ; EF perpendiculaire sur le milien de AB eon- -
tiendra le centre; il sera auss} sur 4G perpendiculaire &
AT; donc il sera & Pidterse C. Le rayon seta AC.

190. Soient deux cordes paralliles 48 DE, et le ayon 3
CF perpendiculaire 3 Pune et & Pantre ; on a (184)
Parc AF = BF et DF = FE; en soustrayant, il vient
AD — EB. Les deux cordes peuvent encore com-
prendre entre elles le centre C; telles sont AB et VE/;
on a alors AF—=FB, I’F' —=F'E’ ; en soustrayant ces -
deux équations de la demi-circonférence FAF' — FBP,

il vient ADY — BE’. Ainsi, les ares compris entre deux
cordes pargliéles sont égoux.

La méme chose a encore lien pour ume corde AB et
Ia tangente TG qui lui est paraliéle; car le rayon P€
mené au point de contact F, étant perpendiculaire &
la tangente , 'est awssi 3 AB; donc AF = FB.

5. Des Intersections de Gargles.

1g1. Soient deux cercles C et €' qui ont un point 6.
commun M, hors de la ligne CC’ qui joint leurs centres ;
menons M N perpeadiculaire sur CC’, et prenons MI—1IN.
Les obliques égales CM et CN prouvent qne N est
un point de la circonférence C; N est aussi sur la
circonférence €’ ; car C'M = C'N. Donc, ces cir-
tonférences ont un second point commun en N. Par
conséquent :

1°. Lorsque deax circonf¥rences se coupent, la Agne
qui joint leurs centres est perpendiculoire au milieu de
la corde commune ; de plus, la distance des centres est
plus petite que la somme des reyoms, et plus grande

~que leur différence; en effet, on a visiblement. . . , .
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CC < CM 4 CM et CC' + CM> €M ov. . .3
CC’"> CM — C'M;

2°. St les circonférences n’ont qu'un seul point commun ,
il est situé sur la ligne qui )omt les centres, et récipro—
quement : en outre, la Mstance des centres est égale a
Ia somme ou & la différence des rayons; car on a. . . .

=CA+4 CA, ou C('"= CA— (' A suivant que
lun des cercle est extérieur ou intérieur i I'autre.

3. Enfin, si les cercles n'ont aucun point commun, Ia
distance des centres est plus pemc que la différence des
rayons ou plus grande que leur somme, suivant que les
cercles sont on ne sont pas compris I'un dans 'autre ;
car on a CD = DO — CA — A0, et. .. ... ..
CC' = CA 4 C'B 4 AB. '

On conclut de 12 que D étant la distance des centres,
R et r les rayons , on @, lorsque les circonférences

secoupent . . .. ... ... D<R+r e¢ DD>DR—r
se touchent { extéricurement . . . . . . ... D=R-+4r
intériecurement . ........ D=R—r

n’ant aucun point commun extérieurs . . . . . D>R4r
et sont l'un & l'autre {intérieum veee.DLR—=r

192.. La rec1proque de chacune de ces proposmon.s
est egalement vraie.

"En effet, si par exemple on a D =R 4 r, es
on suppose que les cercles ne se touchent pas exté—
rieurement , il faut admettre Pune des quatre autres
dispositions. Or, 1°. sils se coupent,ona D < R 4 r,
te qui est contraire i la supposition j 2°. s'ils se touchent
intérieurement,, on 2 ) = R — r, ce qui ne peut
ére, puisque D = R 4 r, etc. On vérifiera de méme
les autres réciproques (*).

{*) En généml, lomsquoy a prévu tous les cas possibles dun
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193. Il est donc inutile de tracer des cercles dont
on connoit ‘les centres et les rayons, ponr savoir s'ils
se coupent ou’, se touchent.

La tangente AT menée & un cercle en son péint 27.
de contact 4 avec un autre , est aussi tangente i ce .
dernier.

Ewnt donnés deux points 'un en B, Pautre en 4 5,
sur un cercle €', pour décrire une circonférence qui
passe par ces points et touche ce cercle €', on ménera
la 1angente AT, et le probléme sera ramené i celui du

n°. 18q.
6°. Des Triangles.

194. Un Triangle est un espace ABC renfermé par 30,31,
trois droites 4B BC et AC qu'on nomme ses Cétés : il 32,33.
est Scaldne, si ses cdtés sont inégaux, fig. 39 ; Equila=
#ral s'ils sont égaux, fig. 30, Isusctle lorsqu’il a seu— 3i1.
lement denx cdiés égaux, fig. 31; quand il a un angle
droit, le triangle est Rectangle, fig. 32; le coté BC
opposé a Pangle droit A est nommé Hypothénuse.

Le Sommet d'un triangle est 'un quelconque de ses 3;,
angles, tel gque C; la Base est le c3té AB opposé; la
Hauteur est la perpendiculaire CD menée du sommet sur
la base. .

195. Prolongeons 'un des cétés AC du triangle ABC, 33
et menons CD paralléle 3 AB : 'angle DCK sera égal
4 son correspondant A, et I'angle BCD i son alterne
iaterne B. Donc, 1°. 'angle extérieur BCK vaut la somme
des deux intérieurs opposés A et B.

systéme , et que chaoun comporte des conditions qui né¢ peuvent
" coexister avec celles que donnent les autres cas, les réciproques out
Bieu et se démontrent comme on vient de le voir; clest ce qu'om

Kemarque dans la théoric des obliques , 80,177 , ajnsi que B°. 199, cis-
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33. a° Les trois angles de tout triangle, réunis, valent
deux druits. Nous repre'senterons dorénavant par D 'angle
droit, de sorte que nous écrirons A -} B Y4 C=2D.

33 et Sidoncon fait 'sigle KOL = C, LOM = B, MON = 4,

34. )a ligne ON sera le prolongemtnt e OK. Deux apgles
d’un triangle étant donnés, il sera facile de trouver le
troisi¢éme par célte construction.

3°. Deux triangles, qui emt deux angles égaux sonmt
équiangles.

4°. Un trianglé peut avoir tous ses angles aigus, mais
il ne peut en avoir qu'un seul droit ou obtus.

32, 5° Les deux angles C et B aigus d'un triangle fectangle
ABC sont complément 'un de I'autre.

38. 6o Lorsque les angles A et C ila base sont aigus,
la perpendiculaire B1) abaissée du sommet tombe dane
Pintérieur du triangle ; elle tombe en dehors pour le
triangle #BC’ qui a un angle obtus en C'. On con-
coit en effet que sans cela le triangle BDC' auroit un
angle droit et un angle obtas.

36. 7% Les angles dont les cbtés sont respectivement per-
pendiculaires , sont égaux ou supplémens, suivant qu'ils sont
tous deux de méme nature, comme BAC &t B'A'C, ou gue
L'un est aigu et U'autre obtus , tels que BAC et C'AD; car
en prolongeant A'B’ et A'C’ jusqu'd leur rencontre avec
les cétés AB AC qui leur sont perpendiculaires, les triangles
rectangles ADF A'IV'F ont les angles A et A' égaox.

3;.  196. Deux triangles ABC A'B'C’ sont dgaux lorsqu'ils
ont respectivement , ou 1°. deux cftés égaux comprenant wi
angle égal , AB=A'B’, AC=A’C/, A=A’. En effet,
appliquons A’ B*C’ sur ABC , de maniére que A'B’ couvre
son égal 4B, le cbté A'C’' tombera sur AC, i cause
de 4 == A’ de plus C' tombera visiblement en C.
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Ou 2°. un c8té égal AB—=A'B’, ainsi que deux angles 3.
égoux placds de la méme maniére, tels que A=A
et Be=B'; ou A=A et C= (', (les trois angles
sont alors égaux chacan 4 chacun, 195,3° ). En plagant
encore A'B' surAB , les cdtés A’ C’ et B’ C’ devront prendre
les directions AC et BC.

197. Un triangle est donc déterminé lorsqu’on en con- 29 et
noit deux cdtés m et-n, et Pangle k qu'ils forment (Fig. ag), 35.
ou un cdté n et deux angles k et I, ( Fig. 33). Dans
le premier cas, on fera un angle A ==k et sur ses cités 29.
indéfinis AG et AH, on prendra AB=m et AC=n;
enfin on ménera BC. Dans le second cas, si les angles don~  35.
nés ne sont pas adjacens au cdté m, on cherchera d’abord
le troisiéme angle (195,2°.), de sorte que les angles connus
& et ! puissent étre regardés comme adjacens au cété donné
n. Sur Pun des cdtés indéfinis de l'angle 4 = k, on
prendra AC=n; on menera BC qui fasse I'angle C= L.
ABC sera le triangle demandé.

Donc, deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont,
outre les hypothénuses égales, un angle aigu égal.

1g8. Voyens maintenant ce qui arrive lorsque deux
triangles ont deux ctés respectivement égaux, mais un 3%, 3g
angle compris inégal. Appliquons I'un de ces triangles et 4o.]
sur l'autre, de maniére a faire coincider I'un des cdtés
égaux AB; lestriangles seront disposés comme ABC et ABC,
et on aura BC' = BC. Cela posé , il se présente trois cas. .

1°. Si C' tombe sur AC, il est visible que 4C' < AC. 38.

2°. Si C’ tombe hors de ABC, les triangles BIC AIC'  3q,
donnent BC < Bl 4 IC, AC' L CI 4 Al; ajoutant
ces inégalités,, on a BC 4 AC' < BC' 4 AC' , ou. . .

AC < AC, i cause de BC = BC'. i ’

3. Eafin, si C’ tombe au-dedans de ABC, ona (158) 4o,

AC' 4- OB L AC + CB; dod AC' L AC. ‘
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Donc en général, lorsque deux triangles ont deux ctés
respectivement égaux , U'angle compris et le troisiéme c6té
sont ensemble plus grands ou plus petits dans U'un que
dans lU'autre. La réciproque est également vraie,, puisque
si CB = C'B et AC' < AC, on ne peut supposer I'angle
ABC’' = ABC; car les triangles ABC ABC’ seroient alors
égaux (196) : de mémel'angle C’'BA ne peut étre > CBA4,
puisqu'il s’ensuivroit AC' > AC. (Voy. note , n°. 1g2).

Quoique notre démonstration n'exige pas qu’on soit
assuré de la possibilité des trois cas que nous avons suc~
cessivement examinés, on peut cependant la reconnoitre;
car les trois angles de tout triangle valant deux droits,
en désignant par A B C, A’ B’ les angles des triangles
ABC ABC', ona A+ B4+ C=A4' + B 4+ C : la
condition que I'angle -C'BA soit < CBA, ou B' < B
donne A 4 C L A + €', ce qui n’éuablit rien sur la
grandeur relative des angles A et A’, ou C et ’. Si donc
A = A', le premier cas aura lieu (fig. 38), et de
plus C sera L C'.Si A> A, on sera dans le troi-
siéme cas (fig. 40) , C sera encore < €' : enfin, dans le
deuxiéme cas (fig. 39) ou 4 L A, C peut étre =>
a0,

199. Ul suit de 1a que, 1°. Deux triangles qui ont les
trois cbtés respeetivement égaux, sont égaux ; car, si
AB=A'B'y AC = A'C’, BC= B'C’ et qu’on supposit
A> ou LA, il en résulteroit BC > ou < B'C'.

a°. Pour construire un triangle dont on connoit les
trois cotés m, » et p, on prendra CC' — m, puis des
centres C et (', on décrira des cercles avec les rayons
CM =n, CM = p; les intersections M et N donnent
les triangles égaux CMC' CNC' qui résolvent la ques—
tion. Les deux cercles ne se coupent quautant que l'un
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guelconque’ des cotés m est > n— pet £ n 4 p. Sané
cette double condition, le probléme est impossiple (192).

- 300. Si' AB ‘est paralléle 4 CD., et AC 2 BD, en
menant AD, on ‘a deux triangles égaux ABD ACD,
parce qu'outre: & .coté AD commun, ils ont P'angle
84D = ADC, et 'angle BDA == DAC; donc AB = CD.
Les parties de denk: droites paralidles interceptées entre deuz
Groites paralliles sont donc égales. Le théoréme , nt. 183,4°.
h'est qu'np_cas particulier de celui-ci:

Réciproquement, si AB == CD et si AC == BD, les
triangles ont les trpis cOtés respectivement égaux, d'on
an tire Pangle DAB = A4DC, et l’angle ADB = DAC}
donc 4B est peraliéle ¥ CD, et AC Iest 3 BD. .
. Enfin, si.gn suppose AB Z£gal er paralldle 2-CD, on
en conclut que AC est égal et paralldle 3 BD, parce qu’on
prouve encore que les triangles sont égaux.

201. Bait un triangle isoscile ABC dins lequel CBx= CA:,
wenons CI) an milien de AB; les deux triangles BDC DCA
sont égaux , ppisque leugs cotés sont respectiv‘cmem éganx;
donc 4 = B. Réciproquement, si 4 — B on doit
avoir AC.== BC; car supppsapt AE = BC, il faudroit
que,les triangles ABE ABC fesgent égaux (196) , copme
ayant 4 = ABC, AE = B€ et AL commun. Aiasi,
dans tout triangle , les cftés dgaux sont apposés aux angles
égm, et rdciproguemgnt. .. 1

°. Tout triangle équilatéral a ses. trois angles égau,x ;
chagnn vaut $ D. Les ‘angles du. triangle scaléne  sont
megaux

2°, Dans le trlangle 1soscele ABC ona..,. .
C424d=aD; desorteqnel C=ACD=D — det
A=D—:C.

3. La hgm: CD menée du sommet d'un mangle isoscéle,

1. 14

4@. ’

31.
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an.milieu de Ia base est perpendiculaire 3 cette base, et
divise''angle du sommet ¢n deux parti¢s.égales.

. 4% Sur le xoté: KE dun ahgle donné IKC soit pris
un’ point:quelcenque E et mené -ER paralitle . KC 3

_ enfin ,:soit pris KE == EF et tiré¢ KF, 1 triungle isoscdle

KEF-donne l'angle EKF == F ; mais F = FKC qui est
alterne interne ; donc KF divise I'ahgle IKG en deus
parties égales.:De. méme KF :x= FD donne 'angte DKE
=21 IKC, etc. On peut donc diviser ainsi I'angle IKC
en'a, 4, 8... 2 parties égales. . e .
202, Soit un triangle BAC, qui ait M'angle’ £>C
dans Pangle A, forinons DAC == C; e triangle isostéle
DAC aura DA = DG, &0 BA < BD 4 DA, ou
<BC. l\éuproquement, si B4 < BC,"on"doit avoir
IPangle € BAC; car 'l n’en étoit pas-ainsi, on auroit
BAC = oun < C, c& qui entrainéroit BC == ou < BA.
Aind, de dvux cOtésad'untitangle, celai-td estile plus grand

9ui est apposé: & un angle plus grabd , et réciproguement.

3.’ Constraire un triangle dont ori ‘¢onnolt deux thl:
artcilet I’amgr 3 4 opposé ‘éu premier. on prendn AB=
sur l’un des ¢dtés indéfints de angle A== K; puis du
centre ‘B et d'un rayon BO = a, on déciira un cercdley
les points d'inteisection’ G et C’ avec-la: llgne AC-dév
termineront les \riangles - ABC ABC qoi I'un et Iabtre
satisfont 4 la question. 1 se présehte ici -plasienrs-ca¥. .°
: 1% 8i le-rdyom du cerelé est-phasperit qtie | perpen-
dicohaire BD, ce cerclé me coupery pas AG, et be pro-:
bléme sera llnposslble alors & < BD.

C

* 2% Si lerayon est égal Ala perpendxculalre s OU G = BD

le triangle ABD reétangle satisfait'seul  Ia queshon
Donc, deug trian Ies rectangles sont égaux, quand

ils ont I&ypob}énuu et uii c8td Fespectivement égauz.
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3° 8i le rayon est plus grand que BD, mais moindre
‘que AB, les obliques BC:—=BC’ sont < AB (et par con-
séquent situées d’un méme coté de 4B, 179), dopnent
les triangles ABC ABC’. 1l y » donc deux solutions lorsque
a> BD et <c. Remarquons-que I'angle C est supplé-
ment de AC'B, 4 cause des angles égaux du triangle
isoscéle BCO : ainsi, Pun de nos denx triangles est Acu-
tangle , et l'autre Obtusangle. Si la mature du triangle
cherché étoit connue d'avance, I'une des solutions seroit
alors exclue. '

4". Enfin, si a>c¢, BC et BC' tombent des deux
cdtés de AB, et la question n’a gu'une solution : c’est ce
qui arrive toutes les fois que I'angle donné K == A est droit
ou obtus, car-alors g doit étre > c. Ce tas pourroit aussi
se rencontrer lorsque K est aigu ators l"angle BCA seroit
< BAC, et c’est pour cela quiil n'y a qu'ane solution
puisque P'angle BCA ne pent étre obias.

Deux triengles qui ont deux -cbtés et un dngle opposé
Yespectivement égaux, sont donc égaux , quand ils soni
de méme nature, (obtusangles, acutangles ou rectangles
P'un et Vaatre) (%).

204. Sojent deux cordes égales CD AB; menoiis les

perpendiculaires OI OK ; les triangles rectangles OCI .

QOAK sont égaux, A cause de CI et AK qui sont moitiés
des cordes ; done OI=0K. Réciproquement si OI— 0K

(*) En récapitulant tous les cas d'égalité de deux triavgles, on
peut dire que deux triangles sont égaux lorsqu ils ont trois des
parties qui les composent (galu rupecuvcmcut nais il faut
19, exclure le cas de trois angles égaux ; 29 exiger que quand il y
o deux amglés éganx, iy soicat placés de méme; 3. enfin , som~
entendre que dans huwmad«noﬁh‘pﬁxuunﬂ‘
opposé égal , les triangles soient de mdme patare. .

45
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les triangles sont encore égaux, d'od CD = AB. Donc
les cordes égales sout 8 la méme distance du centre, et
réciproguement. '

Si, parsun point donné M (intérieur ou extérjeur
au cercle ) , on veut mener une corde CD d’une longueur
donnée , on portera cette longueur en AB arbitrairement
sur la circonférence, puis menant la perpendiculaire OK
et tragant le cercle KI, la corde cherchée sera tangente
& cette courbe. II ne s’agira donc plus que de mener cette
tangente (208, IL), et on aura les deux solutions du
probléme. .

205. Si, au contraire la corde 4B est > CD, sur l'arc
AEB > CFD (1623,4°.) , prenons l'arc AE=CD; la
corde AE sera=— CD et i la méme distance du centre O,
d’'ot OL=0L. Cela posé, comme AE tombe en dehors
de AB, on a OI > OG et par conséquent > OK. Ré-
ciproguement si-OL est > OK, la corde CD est > AB ,
ce qui est aisé & voir ( note 192 ). Donc de deux condes

‘inégales la plus grande est la plus voisine du centre, et

réciproquement.

206, Voici plusieurs prublémes dont la solation dépend
des principes précédens.

L. Inscrivons un cercle dans un triangle ABC, c’est-3-
dire, tragons une circonférence tangente anx trois cités.
Si le point O est i distances égales OF OE des cdtés
AB BC, les triangles AEQ OAF sont égaux: ainsi les
points également éloignés de AB et BC sont tous situés s _
sur la ligne 4O qui coupe Vangle A en deux parties
égales: chacun de ses points O jouit d'ailleurs de cette
propriété , puisque si I'angle O4F — OAE, les triangles
AEO AFO sont égaux. Ainsi tout cercle décrit d'un
point quelcopqye O pris sur 40, avec le rayon OF est
seul tangent a AB <t AC.
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On en dira autant de la droite CO qui coupe I'angle C
en deux parties égales; de sorte que le peint O, ol se
coupent A0 et CO, est i la méme distance de AB AC
et BC, et jouit seul de cette propriété. O est dont le
centre, et OF le rayon du cercle inscrit.

On ne peut inscrire qu'un seul cercle. Menant OB,
I'égalité des triangles égaux OBF ORBD, prouve que OB
divise Pangle B en parties égales.

Soit p le contour ou Périmétre du triangle ; comme on
a AF=AE, BF=BD, CE=CD, on en tire.
p=2AF+42BD 4 aCD, ou p—=2AF+4aBC, d’oq
AF = }p-— BC=AE. 1l est donc aisé de trouver les
points F, E et par svite D, puisque CE=CD : on pourra
donc encore résoudre le probléme en faisant passer une
circonférence par les trois points D E F.

II. Décrire un cercle dans lequel deux droites données
AB=m , AD=n, sogg-tendent des arcs doubles I'un de
Pautre. Comme le triangle ADB doit étre isoscéle , aprés
avoir tiré AB=—m, on décrira des centres £ et B avec le
rayon n, des arcs qui détermineront -le triangle 4ABD,
auquel il ne s’agira plus que de circonscrire un cercle.

111 Construire le triongle rectangle BAC dont un cdté
AB de P'angle droit, et le périmétre BE sont donnés.
Puisque BC 4 CA=AE, élevons en A la perpendicu-
laire AD=AE; nous aurons BC=CD, et le triangle
BCD sera isoscéle : ainsi CI perpendiculaire au milieu de
JBD donnera le point C.

22,



47-

48.

24’ GroMETRIE.
7. Mesure des Angles dans le ‘Ccntk,

207. Nous connoissons la mesure des angles dont lg

" sommet est au centre (169); cherchons cette mesure lors-

que 'angle est situé d’une maniére quelconque; et d’abord
examinens le cas ol 'angle est formé par deux cordes,
le sommet étant sur la circonférence; on dit alors que
I'angle est Inscrit.

1°. Si P'un des cdtés passe per le centre C, tel que
Vangle GAD, en menant EF paraliéle 3 AG, on aGE=AF,
(190) ; mais on a aussi ED—=AF, 2 cause des angles
égaux ACF et DCE; ainsi E est le milieu de Parc 6D,
et I'angle ECD ou son égal GAD (182), a pour mesure la
moitié de I'arc GD.

2°. Si le centre est entre les cdtés comme pour I'angle
BAG , en menant le diamétre A0, les angles BAD, DAG
ayant pour mesure la moitié de BY et de DG, la somme
donne la moitié de I'arc BDG pour mesure de I'angle
BAG. . '
3°. Sile centre est hors de I'angle, comme pour HAB,
on a de méme § HD et ; BD pour mesures des angles
HAD BAD; en retranchant, on a } HB pour celle de
Pangle HAB.

4°. Enfin, §'il s'agit de angle T4B, formé par une
tangente AT et par une corde AB; le diamétre AD est
perpendiculaire sur AT, I'angle 74D a donc pour mesure
le quadrans ou la moitié¢ de I'arc ABD; on trouve donc
1 AHB pour celle de I'angle TAB.

Donc l'angle inscrit a pour mesure la moitié de l'arc
compris entre ses c8tés ; et réciproguement si un angle
BAG a pour mesure } BG, le sommet A est sur la cir-
conférence : cela se démontre ' aisément par Pabsurde.

. Prolongeons HA en K ; la moitié de l'arc GAH est la
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mewre de Pangle KA4G, supplement de HAG. On verra -

eisément que e

- 2° L'angle inserit dans le derm—ccnlc est drmt, ear
Pangle BAD a pour mesure la moiti¢ de la demx-m«-
conférence;

2°. Tous les angles inscrits A C, D,... qui sappmcnt
sur le méme arc BE, ayant méme mesure, sont égaux;

3. 8i un angle BAE, de grandeur fixe, se meut de
maniére que ses cdtés passent sans cesse I'un en B}
Vautre en E, le'sommet prenmant successivement les po-
sitions 4, C, D,... déerira la circonférence.

. 208. On résout divers problémes i l’axde de ce théo~
réme.

1. Abaisser une perpendiculaire AD 8 l'extrémité dune
ligne AB sans la prolunger. Piisque I'angle BAD doit
éire droit , toute ligne BD. doit étr¢ le diamdtre d'un
cercle passant en A ; on décrira donc, du centre quel-
conque C, un cercle qui passe par le point A; puis
par le point B od ce cercle coupe 4B, on ménera le
diamétre BD, qui donnera un pmnt Ddela perPen-
diculaire cherchée. On peut apphquer cette construcuon
au probléme du n°. 188.

1. Par un point extérieur D mener une u’mgmte AD
ou ocercle CAB. Puisque l'angle CAD formé par la
tangente et le rayon doit étre droit, il est inscrit
dans le- demi-cercle dont CD est le diamdtre. On * dé~
crira donc cette circonférence CADB, elle ‘coupera e
cercle proposé €CAB au point de contact A4 on aura,
outre la tangente 4D, une autre solution BYJ, et il

devient prouvé que ces deux lignés sausfont seules i la
quesuon

L. Partager l'angle ACB en trois parties égales.
Tragons du sommet C le cercle FAB, concevons la li&ng

51



2:8 GRoMEYRIE.

. de plys Pangle BCD étant supplément de C', on surm

le lieu du sommet, en décrivant sur la corde BD un
segment BCcD capable de cet angle ; DCA donnera le
triangle cherché,

1l y a une infinité de solutiens , car autre le point ¢ qui
donne le- triangle aBe, on peut attribuer 3 la corde BD
diverses, situatipns.

56 et 209. Cherchons la mesure de:l'angle B4C dont le som=

57.

56.

met ,4 est en uq lieu quelgonque du cercle.

. Si A est situé dans la circonférence , en ptolou-
gcam ses ‘¢otés en I} et E, puis. menant EF parallitle
3 DC, la mespre de 'angle £ = BAC est

1 BF =} (BC+ CF)=1} (BCy4 DE.)

2°. Si A est situé hors du cercle , en menant EF pa-
rallele 3 AR, la mesure de l'angle 4 == CEF est
1 CFg=} (CB—BF)y==}(CB—ED.) -

Ainsi, la mesure de l'angle 4 est.dans un cas la
moitié de la somme, et dans Vautre, la moitié de la
différence des arcs compris entre ses cbtés, on § (e = b),
en faisant g = BC, b — DE. Cette formule est méme
générale, car b = o répond an cas ol le sommet est
sur la circonférence, et = a 1 celui ou il est au centre.

8. Des Lignes proportionnelles , Tn'angles sembltables.. .

‘a10. Soient deux-: droites quelconques AH, ak: si sur
Pune on prend des parties égales 4B BC CD.... et que
par les points de division, on méne des paralléles Aa
Bb Cc... Hh dans une direction arbitraire, les parties
ab be cd.... qu'elles intercepteront sur ak seront égales
entre elles ; car, si on méne ai 8l cm.... paralléles &
AH , on aura des triangles aib blc cmd.... égaux entre
eux, a cause de ai == bl = cm.., ainsi @b = b¢ = cd =....
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11 suit de 12 que 4B sera contenu dans AH autant
AB ab
AT
a11. Soient denx droites AH et ah coupées par trols
paralleles quelconqﬁes Aa Ee Hh, eclles le seront en
AE _ ae
EH ™ ¢h
1°. Si les parties AE EH sont commensurables, en
portant la commune mesure sur AH, elle sera contenue
un nombre exact de fois dans AE et EH : on retom-
bera donc dans le cas ci-dessus, parce que les paral-
Yeles & Aa Bb... menées par les points de division couperont
ah en parties égales.
" 2°. Si AE et EH sont incommensurables , divisons
AE en un nombre arbitraire de parties égales, et por-
tons l'une d’elles de E vers H; soit I le point de
division le plus prés de H ; menons Ii paralitle 2 HA.

Cela posé , AE et EI étant commensurables, ona. ..

EI 1 S .
—-57=££ : et comme El=EH—HI;a=¢h-—’u;

EH HI ek &
il vient A Ed =% " Or, les distances HI et

de fois que ab dans ah, ou ——

parties proportionnelles , ou ; car,

hi peuvent étre rendues aussi petites qu'on vqudra, en
prenant le nombre n de plus en plus grand; les autres
parties restent constantes, de sorte que le; points H et
A sont les limites de I et 7. Le principe fondamental

( 167) donne donc encore L’: e’.
AE . AE ae
On adonc engénéral —— = —, d’od (73), = 1
- AH AE EH
Fw=

212. La méme chose a heu pour deux droites quelconques
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- qui se coupent; car menons AC paralléle .3 ak, on a

. . AE AH EH
AB=—ae , BC=¢h : ainsi ~E = 4C = BC" Une
paralldle & la base d'un triangle coupe donc Ies ctés en

parties proportionnelles. .

Ré . ‘"AE __ AB
éciproquement , si on a § o Gl Tk

lele 3 HC; car si cela n’¢étoit pas, menant HL paral -

AE AB
Ielle 2 EB, on aurmt EE= BL’ donc BL = BC.

a13. Il suit de la que, 1° lorsqu’on a trois lignesm n p,
il est facile de trouver une guatriéme proportionnelle , C’est-

EB est paral-

d-dire, une ligne x, telle qu'on ait %: %On fera un

angle quelconque HAC, et on prendra sur ses cdtés. . . ..

AE=m, AB = n, AH=p ; puis menant EB et sa paral-
1éle HC, AC sera la quatri¢me proportionnelle cherchée.

2° Les lignes quelconques AB AC AD AE AF.... pas-
sant par un méme point A, sont coupées en parties pro-
portionnelles par les paralldles BF bf; car en n’ayant
égard qu'a AB et AC, on a 4B _ ;I_C de méme

A~ A’

AC et AD donnent é’g = /;g , etc. Réunissant ces pro-

portions qui ont un rapport égal, il vient . . ... ..

AB AC _AD AE _ AF

3°. Pour diviser une droite donnée AF en plusieurs
parties égalas , par exemple en cing; on ménera une
figne quelconque indéfinie aF, sur laquelle on portera
cmq fois'ouverture de compasarbitraire Fe—ed=—=dc=—....
puis menant Aa et les paralléles B6 Cc Dd Ee, on aura
AB=BC=CD=. ..

BT
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4°. Pour partager une ligne donnée AF, en parties

proportionnelles & celles d'une autre droite donnée af , on

tirera la ligne quelconque a’F, sur laquelle on portera

Fe' =/fe,d'e’ =de,d'c =de....; puis menant Aa’ et

les pacalléles B¥..., on aura les points de division cher-
chés B, C, D, E.

214. Deux triangles ABC A’ B’ C’ dont les angles sont res-
pectivement égaux, sont nommés Semblables ou Equiangles:
les cités de méme dénomination sont appelés Homo—
dogues. Soient A=A’ B=B', C = C' ; AB.est hamo-
logue de 4'B’, BC de B'C’, AC de A'C'. "Les cbtés
homologues se distinguent en ce qu'ils sont oppusés aux
angles égaux.

Deux triangles semblables ont les cOtés homologues pro-
portionnels. En effet, plagons le triangle A4’ B’ C’ sur ABC,
de sorte que le cdté A’C’' tombe sur son homologue
AC de A en E; A'B’ tombera sur AB de A en D,
2 cause de 4 = A’. Mais l'angle AED = €’ = C; don¢

. AD AE
DE est paralléle 3 BC, (181); etona ~4B = AC

Menons ensuite EF paralléle 3 4B, nous aurons

%=%§; et comme (200) BF=DE=B'C’, on

a enfin

AB AC BC
AB = 4AC T BC’
Réciproquement , si ﬂ = ilg = Eig renons
proquement, 8 g = 4c — BC’ P
AD = A'B, et menons DE paralléle 2 BC, nous au-
rons Q: 4E _DE, et a cause du premier rapport qui
4B~ 4C ~ BC’ P

AC AE BC  DE
st mmmn,—IE=-A—C,, —<C = B¢ donc. . ..

6.

63.



. 233 GroMETRIE.

83. 4'C' = AE, B'C' = DE. Les triangles ADE A'B'C"
sont égaux, et par conséquent ABC A'B €' sont équian—
gles. Ainsi, deux triangles qui ont les e¢btds homologues
proportionnels sont semblables.

215. Supposons A = A’, et A B' 4’76:-, en appli-

guant A'C’ de A en E, A’B’ lombera en AD et B'CY
I) AE

en DE. Or, par hypothése, on a —— B~ 1C’ donc DE

est parallile & BC'(212), et les triangles ABC et ADE ou
A'B'C’ sont équiangles. Ainsi, deux triangles qui ont
un angle égal, compris entre cBtés proportionnels, sont
xmblables.

63. 216 Concluons de 13, que 1°. deux tn'anglc:doht les cdtés
sont respectivement paralléles, sont semblables. Cela est
évident pour ABC et A'B'C’ (183,3°.); quant 4 ABC
et C'IH, en prolongeant les cotés en A’ et B’ , puis me-
nant A'B’ paralléle dHIou AB,onal=A',H=FB"
comme alternes internes. Ainsi, C'IH étant équiangle
a A’B'C Vest & ABC. Les cbtés paralldles sunt home—
logues.

64.  2°. Deux triangles ABC A’B/'C’ dont les cdtés respec—
tifs sont perpendiculaires, sont semblables ; car soient
prolongés les cotés A’C’ B'C’ jusqu'a leur rencontre
en F et E avec AC, les angles C et E sont complé-
mens ; ainsi que C' et E, A cause des triangles rectangles
ECGECF : donc C = C'. On prouve d¢e méme que
A=A"y B=B'. Les ctés perpendaculmre: sont homo—
logues.

60. 3°. Les lignes AB AC AD.... partant dun méme puint
A, coupent en parties proportionnelles deux paraliéles
guelcunques BF , &f; car les triangles ABC Abc sem~
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blables ;lonnent -:’T-cc _— BC. ; deméme ACD Acd aonnent
ACQ= €. ainsi, on a CD = Be On a de méme.
o= g dnsly ma g = :
gz‘; - -DE*

=% La réciproque se démontre aisément.

4% Clest.sur ces principes qu’est fondée la. construc—
tion des Echelles: Aprés avoir porté un certain nombre
quelconque de parties égales sur une droite indéfinie
ClI ;'par exemple 5, d¢ C en D, on éléve par les points
de division des perpendiculaires, puis on porte de méme
sur.CA 5 parties égales arbitraires Ca ac.....; par les
points ace.... on méne des paralléles indeéfinies 3 CI;
enfin, on tire les Transversales CB, 5F,.... il suit de
cette construction que puisque Ca Cec Ce.i. sont 3 ...
de CA, ab cd ef... sont de méme }, 3, 1. de AB;
eoest =z ¢f 4 fo op. (5 + 1) de 4B, oucnﬁn.,g de CD.

On a donc ainsi partagé la hgne CD en 25%, ce
quon naufmt pu faire autrement, d’une maniére aussi
distincte, yu la. petitesse des parties. On peut se servir
de cepte échelle pour diviser toute droite en parues égales:
on cherche combien’ cette droite contient ‘de parties de
Péchelle, en portant une ouverture de compas égale
sur une des paralltles indéfinies, et observait qu'elle
réponde & des divisions-d~peu~prés exactes : si par eiemple
elle tomhe de L en .o, la ligne contient 57 divisions.
On. parnge ensuite ce nombre en autant de parties qu'ont
veut.

Cette échelle est sur-tout employée pour réduire les
lignes d’un dessin dans un rapport donné : on a cou-
tumhe 'de former CD et CA de 10 parties, et de numé-
sotar conyenablement les transversales, afin d'en faciliter
Pusage. Clest alors une édchelle de dizmes.

Go
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5° Si les lignes da Ee Hk sont paralltles et équi-
distantes, E et e skront les milieux-de 4H et ah; et
réciproquement. De plus , Ee est la moitié de 4a - HA
puisqu’en menant AC paralléle & 4k ; EB — ! HC, et
que Be, égal & daet Ch, est monhe de 12 somme de
tes deux lignes.

217. Soit un triangle ABC rectangle en A ; si on abaisse
sur 'hypothénuse BC la perpendnculalre AD, les deux
triangles partiels ABD ADC seront semblables entre
ecux et 3 ABC; car 'angle B est commun & A8D et
ABC outre langle droit en D, pour I'un, et en A
pour l'autre : il suit donc de 13 que P'angle € est égal
a BAD, ou €C = «. De méme C est commnun enire
ADC ev ABC,, outre Vangle droit; ainsi-g = B, Les
triangles ABD et ADC ont d'ailleurs les cités perpen~
diculaires. .

En formant des proportions avec' les cdtés bomologues s
on trouve que, )

BD AD
- 19 Les @angles ABD et ADC donncnt—Do DC’
dou 'AD* = BD x DC; ainsi la perpendiculaire est
moyenne proportionnelle entre Rs deux segmens de l’lg—
pothénuse. (72).

2°. Les triangles ABD ABC donuent % = —;—g on
AB* = BD x BC : de méme ADC et ABC donnent
AC*= DC x BC. Ainsi chaque c8té de langleé droit
ost moyen proportionnel entre Ihypothénuse entidre et
le segment correspondant

3. L’equauon AB* = BD x BC dmsée par BC* donne

;g: BD . Le carréd de Thypothénuse est ou carré
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dun des cbtés de Pangle droit, comme Uhypothénuse est
au segment correspondant & ce cdté.

4°. En ajontant les équations 4B — BD x BC,
AC* = DC x BC, on trouve

AB* 4- AC>=BC (BD+DC)=BC*:

ainsi le ¢arré de T hypothénuse est égal & ln emme des carrés
des deux autres c8tés, Désignant par a bc les cotés opposés
respectivement aux angles 4 B G, on a

. a* =)+ ) \

Cette proposition (47°. d’Euclide) la plus. impor—
tante de toute la géométrie, apprend 3 trouver la lon-
gueur de I'un des cdtés de tout triangle rectangle, con-
noissant les deux autres; on a eneffeta =1/ (5 4 ¢*) et
b=y (a> — c*). Rapportant donc les cdtés g b.c 1
une unit¢ métrique, on en mesurera deux (156), et on
conclura par un calcul simple le nombre d'wnités du
troisiéme. Soit par exemple b=23, c= 4, on trouve
@*=g9 + 16 =25, dolia = 5.

La réciproque de cette proposition résulte des deux
suivantes.

218. Si I"angle A du triangle ABC est aigu , en abais—
eant la pﬂpendiculairev BD sur la base AC, on a deux
triangles rectangles 4BD CBD, qui donnent. . .. ..
BD* = AB* — AD* = BC* — DC*; ansi. . . . . .
BC* = AB* 4+ DC*— AD*. Or, DC=AC — 4D :
(si la perpendiculaire tombe au-dehors du triangle, .
comme -pour ABC’, on a DC' = AD — AC'); en
substituant et faisant AD==x, a b et ¢ les wrois cbtés
BC, 4AC e? AB du triangle, on a

@ =25 4 ¢* =~ aba.

3. a5
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38.  Silangle 4 est obtus, comme pour le triangle CBA,

la perpendiculaire BD tombe au-dehors, etona. .. ..

- BD*=CB*— CD’==BA'*—DA'*;or CD =CA'4-A'D,
d’ot

8 =5 4 c* $ abx.

219. Lorsgue les trois cdtés d’un triangle sont donnés,
il est bien aisé de juger de la nature de chacun de ses
angles ; aprés avoir fait les carrés a*, b* et ¢c* des cdtés,
on comparera chacun i la somme des deux autres, et
suivant qu’il sera égal plus petit ou phis grand que cette
somme , P'angle opposé sera droit, aigu ou obtus,

68.. 220. Si la ligne AC divise en deux’ parties égales
Tangle A du sommet du triangle BAD , en prolongeant
DA en E, jusqu’a la rencontre de BE paralltle 3 AC,

AI) AE , .

A5 =Fe: ™ langle BAC—=ABE=DAC, de
plus E= DAC donc E = ABE. Le triangle EAB étant
isoscéle, om a AE AB ; donc -;—DC- = !B—i’ et les
c8tés sont proportionnels aux segmens de la base.

6. 2ar Soient deux cordes BE DC qui se coupent en
A, en menant BC DE, les angles E et C sont égaux
(207) comme étant appuyés sur le méme arc BD; de
méme B = D; ainsi les triangles BAC DAE sont sem~
blables, et en comparant les cdtés homologues, ona. . .
B4 _AC dot BA x AE = AD x AC; ainsi les
AD = AE’ ‘ - !
perties de deux cordes qui se coupent forment-des prodmts
égaux (*).

(*) On énonce ordinairement aingi ce théoréme et celai du no. 224 :
des cordes se coupent en parties réciproquemsnt proportionnelles ;
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222. Soit un diamétre BE et sa perpendiculaire DC,
comme AD = AC, on a AD* =—= AB x AE. On
nomme AD une Ordonnée ; ainsi l'ordonnée d'un cercle
¢st moyenne proportionnelle entre les segmens du dia-
meétre. Cette proposition revient i celle (217,1° ), parce
que le triangle rectangle ABC est inscriptible au demi-

_cercle.

Si on veat donc une ligne x moyenne proportionnelle
entre deux lignes données m et n, on prendra sur une
droite indéfinie AB=m, AE =n, on élevera une per-
pendiculaire DC au point A, et sur le diamétre BE on
tracera un cercle BDE ; AD sera x. :

223. Il résulte aussi de la proposition (217, 2°.) que
la corde AB est moyenne propurtionnelle entre le diamétre
BC et le segment BD correspondant. On a donc . . .

: .. BA* _BD:
BA*=BCx BD et BE*=BCx BF, dod o=+

ainsi les carrés de deux cordes qui partent d'un méme
point de la circonférence sont entre eux comme les seg-
mens du diamétre qui passe par ce pofR.

224. Soient deux sécantes AC AE ; en menant les
lignes DC BE on a les triangles semblables ABC ADE,
car outre I'angle commun A, ils ont C=E, (207). Ainsi

AB AE |
on a2 —m = —y d’ot AB x AC=AD % AE ; donc
chaque sécante multiplide por sa partie extérieure, donne
le méme produit.
.. 225. Soient une tangente 4B et une sécante AE, en

les secantes sont réciproquement proportionnelles & lours parties
extérieures. Nous avons préféré les énoncistions ci-dessus cormme
comprises dans une phrase plus claire et plus facile & se présenter &
Vesprit.

70.

71.

72,
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menant BD, les triangles ABD .4EB sont semblables,
car outre I'angle 4 commun, ona E == ABD, (207);: ainsi
AD AB

B =AF °° AB* = AD x AE , ainst la tangente

est moyenne proportionnelle entre la sécante entiére et sa

69 et
72.

73,

74-

75.

partie extérieurs.

.

226. Ces théorémes peuvent étre renfermés en un seul;
car soient a et b les distances mesurées sur la droite
AC, d'un point A i la circonférence , ou AB —=a,
AC=5; soient de méme a’ et &’ les parties analogues
pour une autre ligne AE, ou AD =o', AE=¥, on
a ab = a'¥, quel que soit 'ungle sous lequel les lignes
se coupent, et en quelque lieu que soit le point A. Si
on fait tourner AC autour de A, les points &Fintersection
B et C changeront, et lorsque la ligne AC sera tangente ,
B et C coincideront ; ainsi a’'= &', d’otr ad = a"*.

227. Voici plusieurs problémes qu'on résout par ces
divers princ"s.

L. Mesurer la hauteur d'un édifice AB. On plante ver-
ticalement un piquet ou Jalon DE, puis on dirige un
rayon visuel DB au sommet B, et on marque le point

C ou il rencontre I'horison ; on a —C-IE- = -g-li tout
! . DE AB’

est ici connu excepté AB.

On pratique cette opération plus commodément en se
servant des longueurs AC et C’'E’ de I'ombre que projettent
les hauteurs 4B D'E'’.

IL. Mener une tangente & deux cercles. Soit AD'D
cette tangente ; joignons les centres par la ligne AC'C
et menons les rayons CD C'D’, on aura visiblement
AC' _ CD

~C ="Tp" Mais pour une sécante .4, en mettant
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: AC' cr
CI et C'I', au lieu de CD et C' DY, on aura —— = ;

AC~ oI’

donc CI est paralléle 2 C'I' : il en seroit de méme de
CK et C'K’, pour la sécante KK'.

On ménera donc deux rayons paralléles quelconques
Cl C'V ; la dvoite I I donnera.le point A, par lequel on
tracera la tangente i Pun des cercles; ellc le sera aussi
a l'autre. Lorsque les cercles ne se coupent pas, il y a une
seconde solutian en A’, ce qui fait qualre tangentes.

III. Trouver un point C sur la circonférence ABC,
tel que les droites BC AC menées 2 deux points donnés
A et B de cette courbe, soient entre elles dans un

rapport donné — % En supposant le probléme résolu,

la ligne CE qui coupe en parties égales I'angle C (230)

donne —o = ﬂ:— =" :on prendra donc le milien
AC EA n

:D de Yarc AB, et on partagera la corde AB dans le

rapport donné ; la dr?c DE donnera le point C.

IV. Etant données
coupent en E et F, puis deux points A et B sur ces
courbes; mener des cordes AH BD dont les extrémités
soient sur une méme circonférence ADIIB, et qui se
coupent sous un angle donné.

(o) rira sur AB un segment AIB capable de I'angle
donn » IV); lintersection I des’ cordes cherchées sera
sur cet arc : de plus A/ et BD devant étre des cordes d’une
méme circonférence, on a (222), AIxIH=DBIx ID.
Or menons AE EB FD et FH , les triangles AIE IHF
ayant langle A4 -= F sont semblables; d'ot . ... ..
IE x IF = AI x IH : de méme les triangles DIF IEB
Jonnent IE x 1F =1ID x 1B; ainsi la condition ci-dessus

eux circonférences C et C’ qui se-

75. ’

77
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est satisfaite par le point I ot Varc AIB du segment est
rencontré par FE.

V. Par le point B d'intersection de deux cercles,

mener une droite CD) qui ait une longuear dounée M.
Supposons le probléme résolu , menons par le point B
une ligne quelconque EF, et joignons A avec EC F et
D; les triangles AEF ACD ont l'angle E = C, comme
appuyés sur le méme arc BIA ; de méme F=D : ainst
EF _ AE )
CD T AC
a EF, M et AE; on prendra donc FL=M, on mé~
nera LK panalléle 3 AF, AK sera == AC : il ne s'agina
plus que de décrire du centre A, avec le rayon AK,
on cercle qui donnera, par som intersection, le point
Cou C’: on a ainsi les deux solutions du probléme.

V1. Proposons-nous de couper une ligne AG en denx
parties telles que la plus grande BC soit moyenue pro—-
portionnelle entre Vautre AB et la ligne enti¢re A€.;
c’est ce qu'on appelle eouper la"igne AC en moyennc
et extréme raison. De BC* = AC x AB, 3 cause de
AB=— AC— BC, on tire BC*=AC*— ACx BC ; &0t

B(C*+ ACx BC ou BC x (BC4 AC)=AC".

1l s’agit donc de déterminer BC, tel que AC soit moyen
proportionnel entre BC et BC 4 AC. Pour cela élevons
en A la perpendiculaire AD == ! AC, menons I'h nuse
DC, puis portons CE de C en B ; le point B satisfera a la
question, puisqu’on aura /C*=CE x CE’, (Foy.n". 3ag).

VII. Inscrire un triangle d e f dans un autre ABC,
c.-a~l., le placer comme DEF, de sorte que d tombe
en 1) sur le cd1é AC, etc. En suppgsant le probléme
réso'u, et tragant par les points EFB une circonférence,
zinsi que par ADF, on voit que le segment FOE est
capable de I'angle donné B, ct le segaent FQOD capable

et AC est une quatriéme proportionnelle.
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de Pangle A (208, IV). Décrivons donc sur fe et fd* 8o.
des segmens capables de B et .{. La base AB est don-
née et forme une double corde dans les deux cercles.
Si donc, d’aprés le probléme V, ‘on décrit en fla corde
ab=— AB, il ne restera plus qu’a mener les lignes ed be
prolongées en ¢, et on aura le triangle gbc = ABC;
par conséquent bn connoitra les points 1, E, F, puisque
BE =be, etc. Comme on peut mener la corde ab de
deux maniéres, le probl¢éme aura erfgénéral deux so-

lutions.
9. Des Polygones.

228. On nomme Polygone toute figure ABCDEF ter- 81
mynée par des droites. Le Quadrilatére a 4 cdtés, le
Pentagone 5,1 Hexagone 6, I' Octogone 8, le Décagone 10,
le Dodécagone 12, le Pentédécagone 15, etc., le nombre
des angles est le méme que celui des cotés.

Une Diagonale est une ligne /lD qui traverse le poly— 93.
gone d’'un angle 3 l'au

Tous les angles de I’hexagone ABCD .. sont Saillans

(fig. 86) ; Pangle BAF (fig. 82) est ,Rentrant

229. Pour construire un polygone dont toutes les parties 86,
soient données , aprés avoir pris sur une droite indéfinie,
goe longueur AB égale i l'un des cotés, on formera en
A et B deux angles BAF, AgC égaux 2 ceux qu'on
sait devoir étre adjacens 3 {B; puis on prendra pour
BC et AF les longueurs données , etc.

Aprés avoir ainsi tracé les cotés FA AB BC CD et
DE, le c6té FE destiné i fermer I'hexagone est déter—
miné, ainsi que les angles E et D. Sl done n désigne
le nombre des angles d'un polygone, 2 n sera celui des
parties qui le composent, et 2n—3 celui des quanmes
suffisantes pour sa_construction. 1l y a donc des Telations
qui liegt entre ell&s ces parties, de sorte qu'on puisse
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déterminer deux cotés et un angle, d’ap;és Ia connoissance
des autres parties. Ce probléme de Polygonométrie ne peut
maintenant étre résolu : mais il est facile d'assigner la
relation qui existe entre les angles (" n°. 365,V1).

230. Menons d'un point quelconque O intérieur, les
lignes 0A OB OC.... elles formeront autant de triangles
ABO OBC.... qu'il y a de cdtés. La somme de tous les
angles est donc degx droits répétés autant de fois qu'il
y a de c8tés. Mais la somme des %ngles en O vaut quatre
droits. Donc la somme des angles intérieurs de tout po—
lygone est deux fois autant d'angles droits qu'il y a de
cbtés, moins quatre angles droits. Si n est le "nombre
des cdtés, et D langle droit, la somme des angles vaut
donc anD— 4D ou 2D (n—2).

231. Les quatre angles d’un quadrilitére valent done

"quatre droits. Si cette figure a deux de ses cdtés parailéles

Aa Hh, on la nomme Trapéze; c’est un Parallélogramme,
si les quatre cotés sont parallélps deux a deux. On sait
dailleurs (200) que la diagonale’ BD partage tont pa-
rallélogramme en deux triangles égaux ABD) BCD; que les
angles opposés sont égaux A= C, B=D; que les cdtés op-
poséssont égaux. Réciproquement si AB=1Cet AD=BC,
la figure ABCD est un parallélogramme. Les diagonale#
AC BD se coupent mutuellement en deux parties égales,
cela résulte de I'égalité des triangles /0D et BOC.

Le Rhombe ou Lozange est un parallélogramme dont
1es quatre cdtés sont égaux. Il est visible que les diago-
nales AC et BD sont i angfe droit, parce que les quatre
triangles AOD AOB DOC et BOC sont égaux. Récipro—
quement si AO=0C et DO = OB la figure ABCD est
un parallélogramme, qui devient méme un rhombe, lors-
que AC et BD sont a angle droit.

Enfin, si le parallélogramme ABCD a I'un de ses angles
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/ droit, I'angle oi)posé C le sera aussi; il en est de méme
des autres B et D, puisque réunis ils valent deax droits,
et qu'ils sont égaux; la ﬁgure a donc ses quatre angles
droits. Clest pour cela qu'on la nomme Rectangle. Les
diagonales AC BD sont égalés.

Si AB=AD le rectangle s’appelle Carré le carré a
donc les quatre cotés égaux et les quatre angles droits.

232. Prolongeons les cdtés AB BC.... d'un polygone
dans le méme sens; nous formerons des angles extérieurs
GAB HBC...... supplémens des intérieurs adjacens. Mais
I'angle AOB est supplément des angles OAB + OBA :

de méme, BOC Pest de OBC4OCB, etc.; donc la somme -

des angles en O ou quatre droits, est la somme des supplé-
mens desangles ABC BCD.... du polygone. Ainsi, la somme
des angles czz!érz'eurs de tout polygone vaut quatre droits.

233. Les polygones qui ont les cétés égaux et les angles
égaux sont appelés Réguliers. On peut toujours inscrire et
circonscrire un cerle & un polygone régulier ABCDEF (*).
En effet, divisons les angles A4 et B en deux parties égales,
par les lignes 4O et BO, et du point O de concours,
menons OC. Comme AB—=BE, lc c6té OB commun et
angle ABC divisé en deux parties égales, le triangle
isoscéle ABO = BOC, dott 0A==0C==0B. On prou-
vera de méme qus OB=0D =0C, etc.

On voit donc que le point O est le centre du cercle
circonscrit au polygone; que les lignes menées de ce
centre aux angles sont égales; qu’clles divisent également
ces angles; qu’elles forment des triangles isoscéles AOB

(*) Un cercle qui touche tous les c'tés d’'un polygoue est appels
inscrit; le cercle est circ~ scrit quaud il passe par les sommets
de tous les angles.
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-+ BOC.... Enfin que les angles au centre AOB BOC... sonk
\

égaux entre eux.

Les cordes AB BC...étant i la méme distance du centre.
0O, les perpendiculaires OG OL... sont égales (204) : si donc
on décrit du centre O avec le rayon OG une circonférence,
elle touchera tous les cdtés du polygone en leur miliew
G, L. "

234. Le probléme inverse comsiste 3 inscrire ou cir—
conscrire un polygone d’un nombre de cdtés déterminé,
a une circonférence donnée ABCD....or, il s’en faut de
beaucoup qu'on sache résoudre ce probléme en Fénéral ::
nous allons eiposer les cas dans lesquels on peut en trouver
la solution.

Avant nous remarquerons que, lgrsqu’un polygone est.
inscrit, il est aisé d’en circonscrire un d’un méme nombre.
de cotés, et rééiproquement. En effet, soit ABC..... un
polygone régulier inscrit donné; aux points 4 B C....
menons les tangentes ab bc.... leur systéme formera le.
polygone demandé ; car les triangles a 4B, bBC,.... sont
égaux et isoscéles, parce que leurs bases 4B BC.... sont
égales, et que leurs angles adjacens ont la méme mesure.

(207, 4°.).

On pourroit aussi mener les tangentes par les milieux -

gk... des arcs AB BC CD...; abede formeroit le polygone.
demandé : car les cdtés sont paralléles » par conséquent les
angles sont égaux (182): de plus les triangles égaux GBO.
BOI ont les angles O égaux, de sorte que I’xagle GOI est
divisé en deux parties égales. De méme le triangle g0b-
élant =50i, Ob coupe le méme angle gO: en parties
égales : ainsi les trois points O B & sont en ligne droite.
11 en est de méme de C et ¢, de D et d,....on a donc

GB_0B . AB_ OB
——66—Ob,oupuo b _-———ob.

On a de méme
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%:—00—5; dod ab=bc, puisque AB=BC. Et-

ainsi des autres cdtés.

Cette double construction seroit assez pénible : il est
préférable de mener une seule ab de ces tangentes, de
la conduire jusqu'adx rayons OA OB prolongés, puis
de décrire du rayon Oa un cercle sur lequel on porte ab.

Réciproquement si le polygone circonscrit abedef est
donné, on ménera du centre O les lignes a0 b0... puis
parles points A B... ot elles coupent la circonférence,, on
décrira les cordes 4B BC...

235. Puisque la somme des angles au centre est 4D,

chacun vaut

lorsque le polygone est régulier; ® dé-

signant le nombre de cdtés du polygone. L’angle au
centre du triangle équilatéral est donc % D; celui du
carré est D, du pentagone mégulier § D, de P'hexagone
$D, du décagone 2 D,....

La somme des angles & la circonférence (230) est . .
32D(n—2) ; chacun vaut donc 31)(%3—)- Ainsi Pangle

du carré est droit, celui du pentagone régulier est § D,
de I'hexagone § D, du décagone § D,... c

Chaque cté AB BC.... sous-tend un arc = - C dé-
signant la circonférence.

Le nombre des diagonales qu'on peut mener d’'un méme
angle A 3 tous les autres est visiblement n— 3; celui
des triangles ainsi formés est n—a.

236. Soit FE le cdié de I'hexagone régulier inscrit,
Pangle O est =3 D, et les angles égaux-E ¢t F du
triangle isoscéle OFE valent ensemble 21) —% D ou 3 D:
chacun, vaut donc 3 D, et le triangle OFE est équila—

\

87.
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téral, d'ou FE=OF. Le cbté de l'hexagone régulier

inscrit est égal au rayon.

Si on joint les angles de deux en deux, on aura le
triangle BDF équilatéral inscrit : comme EQ =EF=1le
rayon R, ODEF est un rhombe, et les diagonales sont &
angle droii (a31); ainsi FI=,/(FO*—I0")=/(R*—.R"),
puisque JO=EI = R; d’ou FD == Ry/3. Cest la valeur
du cdté du triangle équilatéral inscrit. -

En divisant en 2, 4, 8... parties égales les arcs AB BC...
on aura les polygones inscrits de 13, 24, 48.... 3% 2" cOtés.

237. Puisque (235) pourle carré I’angleau centre est droit,
pour inscrire un carré dans un cercle ABCD, on ménera
deux diamétres perpendiculaires AC B, et on joindra
leurs extrémités.

1l est d'ailleurs visible & posteriori que la figure ABCD
a les quatre angles droits et les cités égaux. On a
AD’ =D0* 4+ A0*=2R*, d'od AD=R\/a. .. ..

I:) =1/, on voit que la diagonale du carré est

incommensurable avec son cdié.

On sait donc inscrire les polygones de 4, 8, 16... 2" cdtés.

238. Soit AB le c8té du décagone régulier inscrit, 'an-
gle O au centre est § D (235) ; ainsi, les anglesiO4B OBA
sont doubles de O, puisque chacun vaut D—3 D =¢D.
- Pour trouver le rapport de 4B au rayon, divisons I'angle
ABO en deux parties égales par la droite CB, les trian-
gles ACB AOB seront semblables, parce que I'angle A
est commun, et que O—=ABC : le triangle ACB sera
AC_AB
AB ~ 40
d'une autre part, le triangle COB a aussi deux angles
égaux a § D, d'ott O0C= CB=AB; ainsi AB, ou son égal
€O, est moyen proportionnel entre A0 et AC.

Puisque

donc isoscéle; ainst, AB=—CB et
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En divisant le rayon en moyenne et extréme raison, la
plus grande partie sera le c6té du décagone régulier inscrit
(227, V1). AB = BF donne AF pour le cité du penta~
gone régulier inscrit. On pourra aussi inscrire les poly—
gones réguliers de 20, 4o.... 5 x 2" cdtés; et, comme les
cOtés de I’hexagone et du décagone sous-tendent des arcs

qui sont le 6¢. et le 10, de la circonférence C, la différence
de ces arcs, ou -E——xca—=-%, donnera le c4té du poly-
gone régulier de 15 cdtés, et de 12 ceux de 30, 60 . . .
15 xa™

23g. Tels sont les polygones réguliers qu’on sait inscrire;
guant aux autres, on se contente , faute de mieux, de di-
viser, en titonnant, la circonférenee en un nombre con—-
vengble de parties égales. On résout aussi le prohléme &
Iaide du compas de proportion et du rapporteur (voyes
I’Encyclopédie); mais comme ces instrumens sont eux—
mémes construits mécaniquement, on ne peut regarder
ces procédés comme exacts. La division de la circonférence
en parties égales est sur-tout importante dans la confection
des intrumens (voyez la Géom. du Compas, par Masche-
roni, et les Recherches arith. de Gauss, pag. 462). Comme
la trisection de l'angle completteroit cette opération
(208, 111}, on s'est longtems, mais en vain, efforcé de
trouver la solution de cette question. Elle est maintenant
démontrée impossible par le secours de la régle et du com~
pas seuls (463, I).

240. Nous terminerons pag exposer quelques propriétés
des quadrilatéres inscriptjbles au cercle.

1. On a dans le quadrilatire ABCO, A 4 € = 3 droits,
puisque les angles A et C embrassent la circonférence
entiére (207); de méme B 4 O—=2D. Ainsi, dans tout
quadrilatére inscriptible au cerclé , les angles opposés sont

go.

91.
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supplémens I'un de 'autre. La réciproque est vraie, car,

* en faisant passer une circonférence par C, O et A4, sile

quatritme sommet étoit en B!, I'angle B’ n’auroit pas
pour mesure } COA, et on n’auroit pas (208). . . . . ..
O4B =2 drons

11. On peut toujours cifconscrire un cerele & tout rectan-
gle ADCB : les diagonales BD) AC sont des diamétres.

IIL. ¥ormons I'angle KCD = BCA; comme les angles
BAC et KDC sont égaux (207), les triangles KCD et
BAC sont semblables : de plus I'angle ACD=—=BCK et
Pangle CAD=CBK , les triangles CBK et CAD sont
aussi semblables. On tire de ces similitudes

KD AB BK 4D

T = 4c " BC T 4C’
dot KD x AC=AB x CD et BK x AC=BC x 4D :
ajoutant ces équations, comme BK - KD=BD, on a
AC x BD — AB x CD+4- AD x BC.

Donc, dans tout quadrilatére inscrit au cercle, le pro-
duit des diagonales est égal & la somme des produits des
cdtés opposés.

IV. Si des points' 4 et B, on abaisse sur la base DC du
parallélogramme ABCD les perpendiculaires AE BF, les
triangles AU C BDC donneront (218)

AC*—= AD*+ DC*—aDC x DE,
BD*= BC* + DC*+2DC x CF.

Ajoutant ces équations , comme DE == CF et AB=DC,
on a B +AC’=:AD'+BC’+DC’+AB’ Ainsi dans
tout parallélogramme, la somme des carrés des diagonales
est égale & la somme des carrés des cbtés. La proposition
est dailleurs évidente pour un rectangle (a17, 4>).
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Yo. Des Figure;s semblables et de la Circonférence.

241. On dit que deux polygones ABCDEF abcdef somt
semblables, lorsqu’ils sont formés de triangles T et t,

T ete!, IV et #¥. . ., respectivement semblables et dispo~
3és dans le méme ordre.

Sur une droite donnée a 5, homologue 3 AB, il est aisé
de décrire un polygone semblable 3 ABCD.......... On fera
d’abord ¢ semblable 3 T, ce qui ne présente ducune dJiffi-
culté (214) ; puis ¢ semblable 3 77, sur ac homologue a
AC, etc.

2432. Les triangles semblables T et ¢ ont les angles B
et 3 égaux, ainsi que BCA et bca; de plus (a11)
AB _ BC _ AC

ab ~ b T
ACD =acd , d'ots on voit ‘que 'angle BCD = bcd : en
A4C DC

outre = On prouveroit de méme , 3 aide de

de
CD DE
T” et t7 que Pangle CDE =cde et que =%
Les polygones semblables ont donc les angles égaux et
les cbtés homologues proportionnels. .

Réciproguement si les polygones ont les angles respec-~
]

tivernent égaux, et si de plus 4B = BC = b =cetc
’ P =% e "

les polygones sont semblables; car B==15, et les cdtés

qui comprennent ces angles sont proportionnels, par

hypothése, d’od il suit (215) que T et ¢ sont semblables,

" De méme T" et # ont langle

s etc.

et de plus -:?C— = 10 » et Pangle BCA = bca. Re-
tranchant ces angles de BCD = bcd, il reste I'angle

B
ACD = ogcd; et comme on suppbse que -Tg—-_—_—f-db— ;
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AC ch | AC
on a = —> & cause du rapport commun -

ze qui prouve que T” est semblable & # , et ainsi o
suite.

1°. Les polygones réguliers d’'un méme nombre de c:-
sont donc des figures semblables, puisque leurs angles sou:
respectivement égaux , ainsi que leurs cétés (233).

2*. Soient deux polygones semblables 4BC.... et abc....
Si on prend deux cdtés homologues quelconques ED &
et, si de leurs exirémités, on méne des diagonales a o
les autres angles, on formera des triangles respectivemert
semblables ; EDF a edf; EDA a eday EDB A edb , etc....
car, les angles des polygones étant égaux, et les c8tés b-
mologues proportionnels, on pourra raisonner ici comw-
ci-dessus.

3°. Lever un plan, n'est autre chose que construire de
polygones semblables 4 ceux que forment sur le terrain I
points dont la situation respecﬁve est connue. Pour ceb,
on congoit ces points liés entre eux par des triangles, deu
on mesure sur le terrain un nombre sui’ﬁ:r»ant de parties;
puis on décrit ensuite sus le papier d’autres triangles sem-
blables & ceux—i, d’aprés les procédés connus (214, etc)

243. Soient pris sur BC et bc des points H et A, teh
qu'on ait = CB
ke cb

gles HCE hce seront semblables (215), puisque Pangle

HCE = hce , et que HC CE

==——. Il s’ensuit que 'ang's
he ce k! °

EH  HC BC
EHC=¢hc et = =T =
de deux angles homologues de polygones semblables,

des droites HE et Ae qui coupent proportionnellement les

» et menons HE et he. Les triac-

Si donc on méne
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¢dtés BC et ¥c, elles feront des angles égaux avec ces
cdtés, et leur seront proportionnclles. La réciproque se
démontre aisément.

Maintenant, en considérant les polygones semblables
ABHETF abhef, si les points G et g coupent les cdtés FE
et fe, proportionnellement la ligne GH jouira de la méme
propriété que HE. Donc , si dans deux polygones sembla—
bles ABC.... abc...., on méne deux: droites GH et gh qui
coupent proportivnnellement deux c8tés, les longueurs GH
et gh leur seront aussi proportionnelles, et feront des angles
égaux avec FE et fe , ainsi qu'avec BC et be.

244. D’un point quelconque O pris dans intérieur du
polygone ABC....., menons des lignes aux sommets ABC...
prenons sur ces lignes 04, OB... des longueurs qui leur
soient proportionnelles , c'est-i-dire, telles qu'on ait

Z/: = %f = %f *=..... Les triangles 0 AB oab. seront

semblables, et AB paralléle i ab. En raisonnant de méme
pour OBC, obc, etc., on verra que les polygones ABC...
abc... ont les cdtés paraliiles et proportionnels, et, par
conséquent, sont semblables.

De méme sur les lignes OA4 Oa, si on prend des parties
OK ok proportionnelles aux cdtés AE ae; puis OF of pro-
portionnelles 3 4B ab, etc., les polygones KFG.... kfg....
seront semblables, comme formés de triangles OKI oki
OKF okf..., respectivement semblables.

AB _ BC ch I
A B B= e == e
théoréme (73, 3'.) donne
AB4+BC4CD4..." AB _ BC _
ab+bc4cd+... ab b "
Ainsi les périméires des polyganes semblables sont entrs
eux comme leurs lignes homologues.

1. 16

245. Puisqu’on a
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En appliquant ceci aux polygones réguliers d’un méme

bre de c8tés, on aura ABCD... 4B
nombre de cdtés, ura = e,
0B

0
= 552 U= -Tf- s parce que les triangles OBI Obi

oun

sont semblables, comme ayant les angles au centre égaux
(235) ; ainsi, les périmétres des polygones réguliers sem—
blables, sont entre eux comme les rayons des cercles inscrits
et circonscrits,

246. Chaque cdié AB a'un polygone régulier étant
plus court que Iarc 'ACB qu’il sous-tend, on voit que
la circonférence rectifiée est plus longue que le pm—
métre de tout polygone inscrit. De plus € etant le mi-
lieu de 'arc BCA, on a la corde AB L AC + CB,
ce qui fait voir qu'en doublant le nombre des cités
d'un polygone inscrit, le périmétre approche -de plus en
plus de la circonférence , sans cesser d’étre plus petit
qu’elle.

D’un autre cbté , I'arc CAL < CE < EL (160),
donne de méme le périmétre de tout polygone circons-
crit plus grand que la circonférence ; i la tangente AK
est le demi-cdté du ‘polygone circonscrit d’'un nombre
double de cotés (234); et comme la perpendiculaire
KA est KKE, on a AK 4 KC < EC; en doublant
le nombre des cdtés d'un polygone circonscrit, le péri-
mitre approche davantage de la longueur de la circon-
firence, sans cesser d’étre plus grand qu’elle.

P et p étant les périmétres de polygones réguliers
semblables, I'un inscrit ; Pautre circonscrit; et R et r
les rayons OC OI des cercles inscrits, on a (245),
-;:—-:: -I—:- y dodt (73,19.) P—p = -BI; (R—r).0OrP
diminue en s'approchant de la circonférance LCB...,
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R est constant et R—r ou CI décroit indéfiniment, lors-

qu'on double successivement les nombres de cdtés des

polygones P et p, (205) : ce qui prouve que la dif-

-férence P — p entre leurs périmétres approche autant

(RN}
3
.

qu'on veut de zéro, c.~-a-d., que ces périmétres ap-

prochent indéfiniment de la circonférence, qui est tou-
jours comprise entre eux, sans jamais lui étre rigouren-
sement égaux : donc la circonférence est la limite des
polygones réguliers inscrits et circonscrits (167).

247. Cela posé , désignons par C et ¢ les circonfé-
rences dont les rayons sont BO = R, $0 = r; par
P et p deux polygones réguliers inscrits 4BC.... abe....
semblables , ¢nfin par Z et £ la différence entre chaque
‘*n'rimétre et la circonférence circonscrite, ou C— P=2,
¢—p =2=z. On en tire

PR L2 pod R RemrC—rz;

? r c—z
or Rc et rC restent constans, Z et £ varient avec le
nombre des cltés, et peuvent devenir aussi petits qu'on
voudra ; donc (167)

Re=rC ou £ = — == -ﬂ 3
c r ar
les circonférences sont entre elles comme leurs rayons ou
comme leurs diamétres. On a aussi Rz =rZ (167),
quels que soient les polygones.

a248. Concevons nos circonférences rectifiées ; chacune

contiendra son diamétre le méme nombre de fois; si

o c .
on connoissoit ce nombre » ou <R Onauroit donc pour
a

la longueur de la circonférence

C=1axR;
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il suffit donc de déterminer = ; nous trouverons bientét
(320,581), celte quantité == 3,1415g265... Si on suppose
R=1!ouR=1,ilvient s=Coux=% C; », ou lerapport
de toute circonférence i son diamétre, est donc aussi la cir-
¢conférence qui a I'unité pour diamétre, ou la demi—circon-
férence qui a 'unité pour rayon. L'équation C = 2w R
sert aussi & trouver le rayon d'une circonférence dont

la longueur est donnée , R = 2£ = 0,159155 C.
L 4

CHAPITRE II.

DES SURFACES.

8. Des Aires des polygones et du Cercle.

249. UNE Aire est I'étendue comprise entre les lignes
qui terminent une figure. Les aires Equivalentes sont celles
qui sont d’égale étendue sans qu’elles puissent coincider
par la superposition.

Deux rectangles AEFD aefd sont égaux lorsque leurs

‘bases sont égales ainsi que leurs hauteurs, ou 4D =—ad

et AE=ae. Mais si on .compare le parallélogramme
ABCD, au rectangle AEFD, on les trouvera simplement
équivalens, parce que le triangle AEB—=DFC.

Les parallélogrammes ABCD abcd, qui ont des bases
égales et des hauteurs égales, sont donc équivalens, puis—
qu’ils équivalent aux rectangles égaux ADFE adfe.

Soit un lriangle‘ABC ; menons CD et BD paralléles
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3 AB et AC; les deux triangles 4CB BCI sont égaux :
ainsi , tout triangle est la moitié d'un parallélogramme de
méme base et de méme hauteur. De sorte que tous les
triangles ACB, AEB, AFB..... qui ont méme base AB
et leurs sommets sur CF paralléle 3 AB sont éganx.
250. Comparons maintenant deux parallélogrammes
quelconques

. Soient d’abord deux rectangles {BCD=R, abcd::r )

dont les bases AB et ab sont égales : siles hauteurs AD=H

et ad=h sont commensurables, il y aura une longueur ax

contenue m fois dans H et n fois dans 4, et on aura (156),

-f—:i::— En memant par les points de division x x* y y”...

des par:;lléles aux bases , les rectangles R et r seront par-

tagés, 'un en m, lautre en n rectangles égqux, et on
R m . R H . .

aura —=-—; d'od —=-——. Ainsi les rectangles de
r » r h '

méme base sont entre eux comme leurs hauteurs.

Si les hanteurs sont incommensurables, partageons de
méme AD en parties égales Az’ x'y'.... et portons-les
sur ad en ax, Xy.... soit i le point de division le plus
voisin de d; en menant :'l paralléle ade,onaura ...
al Bi ., id
= rt R i+ "

r
encore -I—{ = T{.’
qu'on veut, et que r, R, k, H sont constans (167).

2. Si les rectangles ABCD abcd ont en outre les bases
inégales, AB-=B, ab=>5; on les portera 'un sur Pautre
en faisant coincider P'un de leurs angles droits, ce qui
déterminera les rectangles AK=r et AH=R". Or, R
méme hauteur AI que AK, et méme base 4B que AC: on

a donc

: Donc on &

puisquc dl et id sont aussi petits

107
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R H Fr B . R BH
oo, T 7 =y dol o =g

a}nsi les rectangles sont entre eux comme les produits des.
ba:es par les hauteurs.

3°. Les mémes theorémes ont également lieu pour les
parallelogrammes s puisqu'ils sont équivalens aux rec—
tangles de méme base et de méme hauteur. Donc les pa—
rallélogrammes sont entre eux; comme les produits des.
bases par les hauteurs.

251. Mesurer ume aire, c’est chercher le nombre de
fois qu'elle contient une autre aire donnée. Prenons pour
ynité de surface le rectangle abed, pour mesurer le rec-.

101.

tangle ABCD ; puisque —1;;:% X -g— , or portera la base

ab sur AB, afin de savoir combien 'une est contenue dans

Pautre; on en dira autant des hauteurs ad sur AD; ensuite

on multipliera ces nombres de fois, c’est ainsi que dans

notre figure 3 x 4 ou 12 exprime que R contient 13
. fois . .

Comme les bases et les hauteurs pourroient ne. pas se-
contenir “exactement, on dit plus généralement que la.
mesure d’une aire ABCD st son rapport avec une autre.
abed prise pour unité; cette mesure est le produit du rap-

100.

port -:; des bases par- celui %—I des bauteurs. Il en est de.

méme de tout parallélogramme.

1a1.  Si on prend pour unité daire le carre abed dont 1é coté
est I'unité linéaire, on a b==h=1, dod R—=RH. Ainsi,
Uaire d'un parallélogramme est le prodwt des nombres de
Jois gue l'unité linéaire est contenue dans sa base et dans
sa hauteur : ce qu'on exprime d'une maniére abrégée,
quoiqu’incorrecte , en disant que l'aire d'un parallélo-
gromme est le produit de sa base par sa hauleur.
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La mesure de P'aire ABCD du rectangle qui a ses cotés
égaux est BC*; l'aire du carré est donc la seconde puissance
de son cdté. Clest pour cela que les mots carré et seconde
Puissance sont synonymes.
~ 25a. Tout ce qui a été dit précédemment du produit des

lignes évaluées en nombres, doit se dire aussi des rec—
tangles qui ont les facteurs pour cités. Par exemple, la,

Rroposition, (225) peut s’énoncer ainsi : le carré construit
sur la tangente est égal au.rectangle qui a pour base la

sécante entiére et pour hauleur sa parae extérieure : et

ainsi des autres.
‘Le caractére essentiel des demonstrauom geometnques‘

est de réunir la rigueur du raisonnement a une clarté.
comparable i celle des axiomes. On ne doit jamais y perdre.

d@ vue les objets comparés : ainsi quoique ces théorémes
soient la conséquence des principes précédens, cependant

comme celui des lignes proportionnelles n'est pas le seul:

qui ait servi. & les obtenir, nous donnerons ici vne dé-
monstration directe des deux propositions fondamentales,

relatives au rapport des aires. Les autres en dérivent en-,

suite sans effort, ainsi qu'on peut s’en convaincre en les
reprenant tour—-a—tour.

253. 1. Comstruisons sur la llgne AC=A4B+ BC les
carrés AF et AlL:ilest visible que AI=AF{-FI+ EH+-CF,
ou ==AF+4-FI42 CF, parce que les rectangles EII ¢t CF
sont ¢gaux, comme ayant AB pour base et BC pour
hauteur. Comme AF est le carré de 4B, FI celui de
BC, onretrouve ainsi la proposition (a-4-5)*=a"-4-5>4-2ab.
Seulement ici a et b sant des lignes et a?, 5%y ab des
aires.

Parcillement AF =—= AI 4 FI- — 2EI i cause de
BD==Bl—FI et de EI==BI : on reirouve donc aussi

(@—bd)=a*=2gb4-b

102,
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254. 1. Soit le triangle quelconque ABC; formons les
carrés BF CE BG; menons des angles B et C les pEr—-
pendiculaires BK et CL sur les cétés opposés ; enfin, tirons
‘CF et BE. Les triangles BAE CAF sont égailx; car leur
angle en A se compose del'angle BAC augmenté de Pangle
droit CAE ou BAF; de plus les cdtés adjacens sont ceux
des carrés BF CE : enfin le triangle BAE est moitié du
rectangle IE (249); de méme CAF est moitié de AL,
donc IE=AL, ou plutét AL = CE — CK. On auroit
de méme BL = BG — GO.

Cela posé, 1° si I'angle BCA est aigu les triangles

rectangles CBI €O A sont semblables, et on a %:—CB—S, ,
d’ou Rect. CK=GO : ajoutant nos deux équations, nous
trouverons AL +BL ou BF=CE+4 BG— 2 CK, cc qui
revient & ¢’=4"4-a"—2b x CI, comme précédemment (218).

a2*. Sil'angle BCA est droit, BI et A0 sc confondent
avec BC et CA; on a donc AL=EC, BL=BG et
ajoutant , FB=—=EC+B6 ; ou le carré construit sur U'hy—
pothénuse égal & la somme des carrés construits sur les
cbtés de: Pangle droit (*).

Les rectangles AL et BF de méme hautetir sont entre

(*) Formons sur les ciu's 4C BC AB des parallélogrammes
quelconques CE BG BF, tels qu'en prolongeant en O les cdtés
de CE et BG, et menant OC, on ait OC = DI on aura
BF = CE + BG. En effet , les parallélogrammes DA f!, CAHO,
sont égaux comme ayant des bases et des Lauteurs égales ; par la méme
raison DAFL=DAfl, CE = CAHlO ; domc CE =DAFL; on
aura de méme BG = BL. Donc BF = CE + BG.

Si le iangle BAC esh rectangle , et si BG CE BF sont des
carrés, on verra aisément que la proposition ci-dessus rentre daus
cette dernjére dont on a ainsi une autre démosstration,
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enx contme AD et AB: ainsi = -—;—ﬁ— ; on a encore
86 BD CE AD ..
BF = Ba’ et 3G = BD" Ces propositions re—-

viennent A celles du no. (217, 2° et 3°.)

3°. Enfin,sil'angle BCA est obtus, la méme construction
que pour le 1¢*. cas donne encore le triangle BAE=CAF,
d'ot AK—=AL, ou AL=CE+-CK : on trouvera de méme

BL=BG+4-CK ; ajoutant, il vient BF=CE-+4BG--2 CI\ '

ou ¢*=b"4-a*+4 25 x CI, comme n°. 218.

255. Lorsqu'un carré dont x est le cdté, est équivalent
& un parallélogramme dont B et H sont la basc et la
hauteur, on a x*—= BH, on voit donc que le cdté du
carré équivalent & un parallélogramme est moyen propor-
tionnel entre sa base et sa hauteur, et qu'il est facile
‘d’avoir la Quadrature de tout parallélogramme (222).

256. L'aire du’ln'angle est la moitié du produit de sa
base par sa heuteur, d'aprés ce qu'on a dit (249).
1°. Le carré équivalent 2 un triangle donné est x*=}BH,
on a donc la quadrature de cette figure, en cherchant une
moyenne proportionuelle entre la hauteur et la moitié de
b b\se (222).
. Les triangles ABF BFC qui ont méme hauteur
sont entre cux comme leurs bases AF FC, Pour couper
par une ligne BF un triangle ABC en dcux parties, qui

106.

107.

k2.

aient entre elles un rapport donné, il suffit de partager la '

base AC en deux segmens qui soient dans ce rapport.

257. Soit un polygone ABDE..... menons AD et sa
paralléle BC qui rencontre en C le cdié ED prolonge;
enfin, tirons A C. Le triangle ABD peut étre remplacé
par ACD qui lui est égal; ainsi, hexagone ABDEFG
¢st équivalent au pentagone ACEFG.

108.
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En appliquant de nouveau cette construction. 3 ce
pentagone, on le changera en un quadrilatére et enfin.
en un triangle, et ensuite, si on veut, en un carré. On
sait donc réduire tout polygone & un triangle ou & un
carré dquivalent.

258. L'aire d’'un polygone s'ubtient en le décomposant
en triangles et cherchant I'aire de chacun ; mais si le po-
lygone est régulier, comme ABCD..., n étant 'un des
cdtés, on prendsa n fois 'aire /OB d’un des triangles au
centre : de sorte que n x AB x L OG est 'aire du poly-
gone, qui par conséquent égale son périmétre multiplié par
le rayon du cercle inscrit, qu'on nomme aussi Apothéme;

259. Soit le trapéze 4Hha ; menons AC paralléle a ak ;
puis Ee par les milieux de 4H et ak; Ee sera paralléle 2 Hh
ct==3 (Aa+ Hh), (216,5".). Or I'aire du parallélogramme
Ah est le produit de sa hauteur par Ch ou Be: celle du
triangle AHC est le produit de cette méme hauteur par
3 HC ou EB; ainsi, Paire AHha est te produit de la hau-
teur commune par Ee ou { (Aa -+ Hb). Donc laire du
trapéze est le produit de sa hauteur par la momé de la
somme de 'ses bases paralléles, ou par la I:gne menée &
distance égale de chacune.

260. L’aire du trapéze ABba—1 Gg x (AB+4-ab); en
multipliant 4B et ab par le nombre des ctés des poly-
gones réguliers ABCD....abcd...., on obtient leurs péri-
métres P et p: ainsi, la différence de leurs aires est
=1} Gg(P+p). Comme Gg tend sans cesse vers zéro,
lorsqu’on fait croitre le nombre des cdtés, et que Pet p
approchent de plus en plus de la circonférence, cette
différence peut étre rendue aussi petite qu’on veut, Ainsi,
I'aire du cercle estla limite des aires des polygones réguliers
inscrits et circonscrits (167).

Cela pesé, soient € laire d'un cercle de rayon R,
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#1'excds de laire du polygone circonscrit sur celle ducercle,

p la circonférence, et g sa différence avec le périmétre

du polygone, Faire de ce polygone ou C+4-«, est (258)

donc =31 R(p48), comme les variables « et 8 décroissent

indéfiniment (*), on comparera les termes constans (167),

et on aura ) '
Cercle C=}pR==xR".

a cause (a48) de p==2ax R. Donc laire du cercle est le.
produit de la moitié du rayon par la circonférence , ou du
carré du rayon par le rapport du diamétre 4 la circon-
férence. Lorsque I'aire € du cercle est donnée, le rayon

R—= ]/-f- == 0,56419 x y/C.

Un rectangle qui a pour base la denii-circonférence
rectifiée et pour hauteur le rayon, est égal au cercle ; on a
ainsi la solution approchée du fameux probléme de la
guadrature du .cerole. Ponr le résoudre’ rigoureusement,
chose a-peu-pris inutile, il faudroit trouver la valeur
exacte de . )

261. Quant a l'aire du Secteur AOBI, comme on a (168)
AOBI _ AIB '
A0DI — 41D’
AID=1}«R, on trouve AOBI=1R x AIB; laire du

le quart de cercle AODI=1} = R et

(*) Observons qu'on auroit été conduit an méme résultat, si,
misouvant d’une maniire analogue, mais incxacte, on efit négligé.
les termes a et #, qui doivent disparoitre eusuite : clest ce qui
arrive dans la méitbode des iafiniiment petits , oh on considire 1
dircoufévence comune un polygone régulicr d'ase infinité de cOtés;
car alors € cst laire et p le périmitre de cg polygove, ct ou
trouve C=!pR. Ce prucédé pourrvit donc &tre regardé comme
parfitement rigourcux si oo sasuroit @ priert que les termes ainsg
négligés sont indé%niment pet . Consultez, a ce supt, lrs KRe-
figrions sur la mcluph;sique du cal ul infinitcsimal, par Gzt

82
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secteur est donc le produit de la moitié du rayon par la
longueur de I'arc; longueur connue, puisqu’on suppose
donné le rapport de I'arc & la circonférence :si n est le
nombre de fois que l'arc AIB est, contenu dans la cir-

”'R, d'od AOBI— '_f.’..

conférence, on a AIB—

L’aire du segment .{LBI est égale i celle du secteur
moins le triangle AOBL. .

Aux arcs semblables et concentriques ABD abd cir-
conscrivons des portions de polygones réguliers; le systéme
de ces trapézes formera une aire dont la limite sera
ABDabd. 11 est aisé d’en conclure que l'aire ABDabd
comprise entre deux arcs concentriques, est égale au pro—
duit de la distance Aa entre ces arcs, multipliée par
la moitié de leur somme, ou par Parc a'd’d’ décrit a
distance ¢gale de I'un et de T'autre (259).

2. Comparaison des Surfaces.

262. Comparons les aires des polygones semblables.

I. Soient. deux triangles ABC abc; leur similitude
donne‘—l-l—B- = AC : mais les perpendiculaires BI) et
ab ac o .

.bd forment les triangles semblables 4BD abd; d'ou

4B _ BD . AC __ BD .  est
ab = pa ¢ dome =gz (co qui et con-

forme au théoréme 243). Multipliant les deux membres
BD ACxBD . BD* AB

par —— on trouve que ey Rl
Donc les aires des triangles semblables sont entre elles
comme les carrés de leurs lignes homologues, puisque-
ABC =1 A4C % BD et abc="} ac x bd.

H. Soient deux polygones semblables ABCD....abed....
(241) ; la similitude des triangles A5C abc donne . o

LS
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T _ 4B T _ AC_ AR
4

== —r—: ona deméme;—.—.—-_?: 5 etc.;

réunissant ces rapports égaux, il vient

T T ™

—t' —_— —t'_ —4 -t—”' —1XX}
) s o T+ T+ D... T
doi (73,3 = Fo .. ?
ou ABCD... = AB*

abed... ab*

Les aires des polygones semblables sont entre elles comme
les carrés de leurs lignes hamologues.

263.Concluons de 13 que 1°. si on construit troispolygones
MN et P semblables, dont les cotés homologues soient ceux

M N P
d’un triangle rectangle 4BC, on aura — B B0 AC"
d’ott M N+ P ~ :or AB"——BC‘-}-AC’;donc

4B~ BC ¥ AC
M=N + P. Cette proposition étend celle du carré de
Phypothénuse (254, 29.), a tous les polygones semblables;
de sorte qu'on peut aisément construire une figure égale
a la différence de deux autres, ou i leur somme ou a
la somme de tant d’autres qu'on voudra, pourvu qu’elles
soient toutes semblables.

2°. Les aires des polygones réguliers d’'un méme nombre
de cdtés sont comme les carrés des rayons des cercles ins-
crits et circonscrits.

3°. Soient deux cercles C et ¢, R et r leurs rayons,
« et g les excés des aires des polygones inscrits sur celles des
cercles €, ¢; C—a c—'g seront les aires des polygones ;
., C—a R c R
d'ott = -t puis (167) — = -
Cela résulteroit aussi de ce que C =asRYy¢=xr', dod




" donnent (256),

254 GFOMETRIE.
c e (2 R) .
T T e (ar)* ’
donc les cercles sont entre eux commes les carrés de leurs
rayons ou de leurs diamétres.
4°. Le cercle qui a pour diamétre 'hypothénuse d'un
thangle rectangle est donc égal 4 la somme de ceux qui
ont pour diamétres les cotés de I'angle droit; de sore
qu’il est facile de former un cercle égal i la somme ou
3 la différence de tant de cercles qu’on voudra.
264. Soient ABC abc deux triangles qui ont un angle
égal A=a; les perpendiculaires BD bd sur leurs bases
ABC _ BDx AC

prrabale s el les triangles

semblables #BD abd donnent £I-)— = —'ﬁ:—f- ; donc . .

bd
45C = AB x AC . Ainsi deux triangles qui ont un
abe ab x ac

angle égal sont emtre eux comme les rectangles des cbtés
gui comprennent cet angle. On peut, i laide de ce

* théoréme, résoudre les questions suivantes.

112,

113,

. L Diviser un triangle 4BC en trois parties égales,
par des droites DF FE qui se joignent en un’ point
donné F'sur la base AC. Divisons-la en trois également aux
points H et I; comme le triangle CBI est le tiers de
CBA (256), laire inconnue CDF==CBI : or on a

COF _ CDxCF e €D x CF=CB x CI ou

- €Ll T (B x Cl
D Ccl

TE=TF " qui prouve (212) que DI est paralléle

. 4 BF; et que, par conséquent, il faut mener BF, puis

ses paralieles [IE DI, et enfin. DF FE.
Il. La méme construction sert i diviser Paire A4BC
€n 4, 5, ... parties égales par des lignes FE FE' FI' FD;




.
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il faut couper la base 4B en autant de parties égales.
Ce genre de probléme 4rouve son application lorsqu’on
veut diviser I’héritage ABC en parts égales par des sen-

tiers qui aboutissent 3 un puits commun. Consultez le -

Traité de Topographie de Puissant, p. 199.

HI. Former un tmngleEIK équivalent au triangle ABC,
qui ait sa base EI donnée ainsi que la ligne NK qui contient
le sommet K. Soit GEH-=ABC ; prenons AF=GH et DE
paralléle 3 AH, D étant sur le prolongement de AB;
le triangle ADF =— EGH, (256). Sidonc on connois-
soit un point F, tel que triangle ADF fit = ABC, on
prendroit GH = AF et GEH seroit =—= ABC. Or, on a

ABC  AB x AC

ADF — AD x AF’
dod AB x AC = AD x"AF;
ainsi BF est parallile 3 DC (212).

En transformant .de méme le triangle EGH en un
autre E{L équivalent, qui auroit un de ses sommets en
I, on auroit changé le triangle ABC en EIL, le cdté
EI et langle IEL étant donnés. Enfin, LK paralléle
a EI coupe la droite donnée NK au point K, et le
triangle EIK a son sommet K sur une ligne NK don-
née de position, ainsi que sa base EI. On pousroit
déterminer le point. K en se donnant la longueur-IK,
ou Pangle K (208,V) ou toute autre autre condition.

3. Des Plans et des Angles diédres.

265. De la définition du Plan (154), il suit que
1°. le plan est une,surface indéfinie en longueur et largeur.
2. Trois points ou deux droites qui se crotsent sont
toujours dans un méme plan, dont elles déterminent.la
position. En effet, on peut visihlement concevoir une
infinité de plans qui passent par l'une des droites données ,

113.

114.
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ou par la ligne qui joint deux des points donnés; puisqu’on
peut faire tourner P'un de ces plans autour de cette ligne,
comme sur une charni¢re. Mais ce’ plan s'arrétera dans
son mouvement, si on fixe hors de la ligne un point par
lequel il doive passer.

3° Un triangle est toujours dans un plan.

4°. Deux paralleles déterminent un plan.

5°. Deux plans ne peuvcnt, sans se confondre, avoir
trois points communs non en ligne droite : ainsi lin—
tersection de deux plans est une droite. )

266. Faisons tourner Pangle droit PAB autour de
AB, jusqu’d ce que AP fasse avec ume troisitme ligne
AC un angle droit PAC, on dit alors que AP est per-

. pendiculaire au plan des deux droites AB AC.

Soit menée une ligne quelconque AI dans ce plan
ABC; évaluons Pangle PAIL Poar cela, joignons les
trois points P C B quelconques, mais tels néanmoins que
AB = BC. Les lignes PB PC seront egales s 2 cause du
triangle PAC = PAB.

Les lignes PO A0, menées au milieu O de la base
BC des triangles isoscéles PBC ABC sont perpendicu-
laires sur cette base (201,3".); les triangles rectangles
PCO ACO PAC donnent

PO*=PC'—CO*, AC*=CO"+ A0, PC= AP AC";
en ajoutant, il vient PO* = JP‘ -+ A0*; ce qui prouve
que le triangle APO est rectangle.

Les triangles rectangles POI 40} APO donnent
PI'=P0* 4 OI*y AO* = AP —OF, PO* = AP: -} A40*;
ajoutant, on trouve PI* = AI* - AP*; ainsi Fangle PAI
est droit.

On conclut de la que, 1°. s une droite AP est perpen-
diculaire & deux autres AB AC -qui se croisent en A,
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elle le sera aussi & toute ligne Al, tracée par ce point
dans le plan BAC des deux derniéres.

2°. Soit une droite BC dans un plan, auquel la ligne
AP est perpendiculaire ; si du pied 4 de celle-ci, on
Sbaisse 40 perpendiculaire sur BC, et qu'on joigne le
point O 2 un point quelconque P de AP, la ligne
PO, et par conséquent le plan PAO , seront perpendi-
culaires sur BC. 1l suffit pour s’en convaincre de prendre
OC = OB, de mener AC et AB, et de reprendre la
démonstration ci-dessus.

3°. Les obligues PC PB qui s'écartent également de
la perpendiciilaire sont égales. Cela résulte des triangles
égaux PAC PAB.

4°. Si on fait tourner un triangle PAB, rectangle.

“en A, autour du cdté AP, la ligne AB décrira le
plan MN perpendiculaire & AP; les pieds BE C D.....
des obliques égales PB PE..... seront sur une circonfé~
rence dont le centre est au point A.

Pour abaisser d’un point P hors d’un plan MN une
perpendiculaire sur ce plan, on marquera treis points
de xe plan i égale distance de P; le centre du cercle
décrit par ces trois points, sera le pxed A de la perpen~
diculaire.

5°. D'un point A ou P, pris sur un.plan ou hors dun
plan BAC, on ne peut mener qu'une seule perpendiculaire
a ce plan ; cette ligne AP est la plus courte distance du
point au plan ; les obliques qui s'écartent le plus , sont les
plus longues. Cela résulte de ce qu'on peut ramener
ces' diverses lignes a étre situées dans un méme plan (176).

6°. Par un point, dn peut toujours mener un plan
perpendiculaire & une droite, et on n'en peut mener qu'un
seul; car de ce point abaissons une perpendiculaire CA
sur cette ligne AP; en faisant tourner I'angle droit PAC

1. 17
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amour de AP, on décrira le plan MN perpendiculaire
3 la ligne AP.

7°. Deux plans NN mn perpendiculaires & une méme
droite AP ne peuvent se rencontrer; car s'ils n’étoient
pas paralltles , en joignant un point quelconque O dd
leur ligne dintersection avec les pieds A et P, les lignes
AQ PO seroient deux perpendiculaires abaissées §’un point
O sur 1a méme ligne 4P.

267. Sqient deux lignes AP BQ paralltles, menons
le plan MN perpendiculaire i Pune d’elles 4P, il le
sera aussi & lautre BQ. En effet, tragons dans le plan
ACDB des deux paralléles une sécante quelconque CB;
la droite BE, menée dans le plan MN perpendiculaire
3 Pintersection AB de ces deux plans, le sera aussi sur
CB (266, 2°.) , sur le plan 4BC, et par conséquent sur
DB, (1°). De plus, Vangle droit CAB est — DBA,
(184,1°.) Bonc BD perpendiculaire sur 48 et BE,
Pest au plan MN.

Réciproquement , deux droites AP et BQ perpendi-
culaires au méme plan MN sont paralléles entre glles;
car sans cela, on pourrcit mener par lg. point A, une
parallele 3 BD, autre que AC; cette paralidle seroit,
ainsi que AC pérpen’diculaire sur MN, ce qui est ab-
surde (266,5°.)

Donc deux lignes 4 et B paralléles & une troisitme
C sont paralléles entre elles; car en menant un plan per-
pendiculaire 3 €, il le seroit aussi 3 ses parallgles A et
B, en vertu de notre proposition : il suit de s réci-
progue que A <t B sont paralitles. .

268. Les intersections K1 ki de deux plans paralldles
MN mn par un méme plén Ki sont paralidles; car d'une
part elles sont dans un méme plan, et de lautre elles
ne peuvent se rencontrer.
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Done, 1*. la ligne AP perpendiculaire au plan MN,
Pest aussi & tout eutre plan paralitle, car en menamt
par AP an plan quelconque BCch, les intersections BC b
étant paralléles, P'angle 5PA est droit. Ainsi 4P est
perpendiculaire 3 toute ligne be, tracée par le point P
dans le plan mn,

a*. Si les plans MN mn sowt paratitles , ainsi que
-les lifnes £i Kk, le plan de ces lignes donne les paral-
feles IK ik, ainsi la figure Ik est uu parailélogramme,
d'od Ii = Kk. Done les paralidles mtmeptén entre des
plans paraliéles sont égales.

Donc deux plans peralléles sont partowt & égale dis-
tance P'un de l'autre.

26q. 8¢ la droite Ce ewtpanuh@h'd la ligne Aa, elle
Pest aussi d tout plan Ab qui passe par Aa : puisque Go
étant entitrement comprise dans le plan Ae des deunx pa-
ralltles , si elle ponvoit rencontrer A4b, ce ne seroit que
dans I'un des points de Aa:

Etant données deux droites ab Cc mnon paralldles, et
qui ne se coupent pas, on peut toujours faire passer
par l'une un plan paraliéle 3 I'antre, et on n’en peut
mener qu'un seul; car, par un poim. quelconque a ou
b, menons aA ou 5B parallile & i ¢C, le plan Ab senn
celui qu'on demande.

270. L'inclinaison de deux plans 45 Ac qui se conpent,
ou la quantité plus ou moins grande dont ils sont écartés
I'un de l'autre, est ce qu'on appelle un angle Diddre
( 4 deux Yaces). Nous le désignerons par badec, en met~
tant les lettres 6.4 qui marquent l'intersection, entre celles
b ¢ qui se rapportént aux faces.

Prenons sur Pintersectionn des plans , deux points
arbitraires A4 a, menons deux plans quelconques pa-
ralitles bgc BAC, ét comparons entre eux les angles

uy.
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dac BAC qui résultent de ces sections. Prenons sur les
paralléles ab et AB, ac et AC des parties égales, ab — AB,
ac = AC ; menons Cé¢ Bb cb et CB. La figure Ab sera
uu parallélogramme (200), d’ot Bb égale et paralléle
34 Aa: de méme la figure Ac donne Cc égale et pa-
rallele a3 4a. Ainsi, Bb est égale et paralltle 3 Cc, et
la figure Cb est un parallélogramme. On en conclut
CB =cb, et par conséquent le triangle bac —BAC,
et enfin, langle dac = BAC. Donc les angles recti-
lignes qui résuitent de Tintersection d'un angle diddre par
des plans paralléles quelconques sont égaux. .

Concluons de 1a que, 1° s les deux angles bac BAC
ont les c8tés paralléles, ab 3 AB , ac @ AC, les plans
bac BAC de ces angles sont paralldles; car si cela n’étoit
pas, on pourroit imaginer un plan DAE, autre que
BAC, parllile & bac; les intersections 4D AE de ces
plans , par les faces Ac Ab, seroient pal’allcles a ac
ab, ainsi que AC et AB; ce qui est absurde.

2°. Si ces angles bac BAC ont Pouverture dirigée dans
le méme sens, ils sont égaux.

3". Les triangles bac BAC qui joignent les extrémités
de trois droites paralliles dans Pespace, sont égaux ; les
plans de ces triangles sont paralltles.

271. Saient drux angles ditdres BAPC bape , coupés
par des plans BAC bac perpendlcnlalres a leurs arétes
AP ap; les angles diddres sorit dans le méme rappore
gue les angles rectilignes BAC bac, formés par des per-
pendiculaires menées dans chague face, en un, point de
leur aréte. .

En effet, 1°. en quelque point de lardte 4P que
la section perpendiculaire soit faite, I'angle BAC séra
le méme (270).

2% Si les angles BAC Jac sont égaux, les angles
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ditdres le sqnt aussi, puisqu'ils coincident en appliquant 12€«

Pun sur. Pautre les angles BAC bac.

3°. Si BAC et bac ont une commune mesure CAx ,
en la portant sur CAB et ¢ab autant de fois qu’elle.

peut y étre contenue, et menant des plans par les
lignes de division 4x Ax'... et les arétes AP ap, chaque
angle ditdre contiendra I'angle ditdre CAPx , autant de

fois que CAx est contenue dans CAB et cab. Dot il-

suit que les angles ditdres sont entre eux dans le rap-
port de CAB i cab.

4°. Si les angles CAB cabd sont incommensurables,

on prouvera aisément (comme 168 2°.) que cette pro-

' portion a encore lieu.

.Concluons donc, qu'un angle diddre a pour mesure
Tangle rectiligne qui résulte de Tintersection de cet angle
diédre, par un plan perpendiculaire & son aréte : de sorte

qu’en derniére analyse, les arcg de cercle servent aussi de

mesure aux apgles ditdres.

Dans la rencontre des plans entre eux, on trouve

les mémes théorémes que pour celle des lignes. Ainsi,

les angles adjacens de deux plans qui se coupent valent
deux droits, et leurs angles opposés au sominet sont
égaux. Deux plans paralléles, coupés par un plan sé-
cant,, forment les angles correspondans, alternes internes,
ajternes externes, égaux ; et r¢ciproquements, etc....

272. Les plans sont dits perpendiculaires , lgrsque leur
angle ditdre est mesuré par un angle droit.

Ladroite AB étant perpendiculaire au plan MN, tout plan
PQ qui passe par cette ligne , est perpendiculaire 8 MN
car en menant, dans le plag MV, la droite AC per-~
pendiculaire sur AP, langle BAC est droit (271).

Donc, 1°. par une droite telle que PQ ou AB , on ne peut

121,

1223




a2,

262 GioxiTRIE.

* mener qu'sn sed plan’ perpéndiculaire 3 MN ; ¢e plast

est déterminé par une perpendiculsive AP & MN.

2° La Projection A d’un point P sur on plan MN,
est le pied de la perpcnduplawe AP abaissée du poimt P
sur ce plan.

La projection d’une llgnc est la suite des pieds de
toutes les perpendiculaires abaissées des divers points de

~ la ligne sur le plan. Si cette ligne est droite, telle que

115,

133.

131,

PQ , le systéme de toutes ces perpendiculaires: formera
un plan PABQ, perpendiculaire 3 MN : Vimersection
B de ces deux plans, est la projection de Ya ligne PQ ;
projection qui est. une droite déterminée par celles A et
B de deux poi'ms Pe Q. .

L’angle qu'une ligne droite fait avec sa projection sur
un plan, est ce qu'on appelle linclinaison de la droxte
sur le plan.

Les lignes 4B, A0 ,..... sont les projections “sur le
plan BAC des droites PB PO...., <t les angles qu'elles
forment avec ce plan sont PBA, POA....°

3°. Lorsque trois droites A A1) AB sont perpendice—
laires entre elles, chatune Pest au plan des deux autres.

273. Si les plans PQ et MN sont prrpendienlaires entre
eux, et qu'on méne dans Pun PQ , la perpendiculaire AB
sur leur intersection WR, elle le sers & Pautre MN; car
st on méne dans le plin ¥, £C perpéudiculaire sar
IR, anglé BAC, qui mesure celai des phaos,
droit : ainsi, 4B sera perpe'ndluhue sar PB et sar AC ’
(266). .

Réciproquement si les plans PQ et MN sont perpen~
diculaires, et que ;, par un point A4 de leur intersec—

‘tion PR, on éléve la perpendicalaire 4B suc le. plan

MN, elle'sera dans le plan PQ; car si elle m’y éloin

" pas, ea menant , dons ce plan PQ, une perpendiculaize
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32 PR en A4, elle saroit une seconde perpendicalaive én 1az:
ce point au plan MN.

Donc, si deux plaps PQ RS sont perpendiculaites 2 123,
un troisieme MN , leur intersection B est perpendicu—
laire 3 MN; car st par le poimt £, on veéut élever
une perpendiculaire i ce plan MN, elle doit &sre sitdée
% la fois dans les dewx plaus PQ ¢v RS

274. Pour tronver Iz plus courte distarice entre deux 11g.

droites ab et AC non paralitles , ét qui ne se coupent
pas, ot fera passer par ab ua plan dac piralltle 3 £C,
et par AC un plan BAC paralklé 3 ab (269). Li
plus courte distance chérchée sera visiblérient cetle de -
ces deux plans paralltles dac BAC (268, 2¢.). Par ab,
on ménerz un plan A5 perpendiculdire atf plari BAC;
" Pintersection *BA coupera AC en wn point £ : enfin,
Aa perpendiculaire sur le pkin BAC sera ld ligrie cher-~
chée. Donc lu plus courte distance de deux dreites, est une
ligne perpendiculaire & l'une et & Tautre.

a275. Soient deux droites quelconques 4B CD coupées 134,
en AEB CGD par trois plans paralltles MN PQ RS;
thenons 4D, et joignons les points BD EFG AC; EF
sera paraligle 3 B (268), ainsi que AC 2 FG. On aura

AE AF AF €6 .\ o .
donc 3= Pume part; et o = =5 de Vallre :
d'od 117}.;: CG - Ainsi, deux droites somt coupées en

parties pmp:monnelles par trois plans paralléles.
4 Des Angles polyédres.

276. Lorsque divers plans ont pour intersections sme— a5,
Cessives, deux 2 deux, des droites £ SB SC... qui
s& réumissent en un méme point §, l'espace indéfini
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renfermé entre ces plans est ce qu’og nomme Angle po<
lyédre ou Angle solide. Chacun des angles 4SB BSC...
qui le composent ‘sont des .4Angles plans.

Et si cet espace est limité par un plan 4BCDE le
corps SABCDE s'appelle une Pyramide.

Si le polygone ABCDE qui sert de base & une pyra—
mide est régulier, et de plus si la perpendiculaire SH

- abaissée du sommet S, passe par le centre du polygone,

la pyramide est dite céguliére.

Du reste, on distingue les pyramides, ainsi que les.
anglcs polyédres par le nombre des faces qui composent,
Langle § : un angle Triddre a trois faces, un angle
Hegaédre en a 6, ctc,

277. Cela posé, coupons un angle polyédre § par deux
plans paralléles ABC... gbe... les lignes ab ¢t AB seronmt
paralltles , ainsi que BC et bc;.... on aura doug

SA SB AB . SB sC BC

Sb‘z&':bc'“c.

= = )

Sa S$6 T ab
et comme ces proportions s’enchainent par un rapport
sS4 SB SC

commun, on troave —.— == -—— =— — =—_,. de. sorte.
? SH Sc

Sa
que tant de lignes qu'on voudra qui partent d'un méme

poin®S, sont co.upe'es en parties proportionnelles par deux.

plans paralléles : ou une pyramide a ses arétes coupées
propor!ionnellcment par tout plan paralléle ¢ sa base.
La réciproque se démontre aisément.

AB __ BC _ CD

=... ¢t comme

278, On a aussi T ity et p ’
d'aillenrs les cotés des polvgones ABC... abe... étant pa-
rallele . ies angles 4a, B b;..... sont égaux (270), onen

conclut g v cer polygones soat semblubles. Aiusi, /e poly—
gone qui résulle de Uintersection d'une pyramide par unm
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plan paralldle & sa base est semblable & cette base : ces
polygones sont entre eux comme les carrés des distances aw
summet, car, en meuant la perpendiculaire SH sur.1LC...,

AB*  AECD..,

. elle Loupera abc. en k, et on aura = ared
84 s donc
Sa Sk’

279. Soit un angle tritdre §, et ESG le plus gr:md
de ses angles plans; prenons dans cette face, 'angle
DSE — FSE, puis deax partie; quelconques SD ==SC}
enfin, menons par C et D ua plan arbitraire. Les trian-
gles DSB CSB visiblement® égaux, donnent BD=BC,
et comme BA<BC+CA, on en tire AD< AC. Ainsi,
les triangles ASC ASD ont Pangle ASD < ASC (199)
et par conséquent 'angle BSA < BSC+ CSA. Donc dans
tout angle triédre l'un des angles plans est toujours plus
petit que la somme des deux autres.

-—

(262) ; mais ‘:f =

280. Coupons Fangle polyédre § par un plan quel-
conque ABCDE, et des angles de cette base menons
les lignes 0.4 OB OC....4 un point O. intérieur et ar~
bitraire : elle aura autant de triangles qu'il y en a pour.
former Pangle S, et la somme des angles de ces divers,
triangles sera de part et d’aut'e la méme.

Cela posé, on a I'angle plan ABC < ABS - SBC: on
en doit dire autant des autres angles tri¢dres C D...; d'odt
il suit que Ia somme des angles du polygone ABC.... est
plus petite que la somme des angles a la base dans les
triangles S//B SBC.... Donc la somme des angles plans
en S est, pour compenser, plus petite que la somme
des angles en O. Ce qui prouve qu'un angle polyédre.
a la somme des angles plans qui le composent, plus petite
que quatre droits.

" On ne peut donc former avec des polygones réguliers

125,
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dgaux plus de cing polyddres: car 1°. chaque angle de
Pkexagone régulier valant § d’un droit (235), ou § D,
trois de ces angles font 4D et me peuvent étre employes
4 former un angle polyédre. A plus forte raison, ne pour-
roit-on pas employer quatre hexagones réguliers, ow des
heptagones, des octogones réguliers, etc.

2° On ne peut, avec 4, 5. pentagdnes réguliers,
composer un angle polyédre, non plus qo’avec 4, 5....
carrés, ou 6, 7... triangles équilatéraux; car chacom
des angles vaut respectivement §D, 1D, § D.

3°. Ainsi, le corps dont il s'agit e peut avoir ses
angles polyedm formés. que de trois pentagones réguliers;
trois carrés; 5, 4 ou 3 ‘triangles. ( Voyez la Géom. de
Legendre, app. aux livres VI et VIl :on y démontre
quon peut en effet former ainsi les polyédres réguliers
4 12,6, 20, 8 et {4 faces).

281. Soient deux angles tritdres § et:s formés d’angles
plans égaux ESFe==eyf, FSG=fsg, ESG=esg. Si on
mene les plans BAC bec perpendiculaires aux ardtes égales
SB et sb,.on aura visiblement les triangles rectangles
égaux SBC=sbc et SBA=sba; d'ott SC=13c ,SA=3sa;
donc le triangle SCA —sce, et par suite le triangle
BAC=bac. Ainsi Panghe ABC=abc ou plutdt angle di¢dre
ABSC=absc. 1l en est de méme des deux autres angles
diedres; d’oll il suit que deux angles triddres formésd’angles
plons respectivement égaux, ont les angles diddres égauz.

1° Si les angles plans égaux sont disposés dans le
méme ordre comme fig. 126, en appliquant la face asd
sur son égale ASB, sbo se placera sur SBC, sc sur SC
et bca sur BCA : ainsi les corps coincidervnt.

2°, Mais si les angles plans égaux ne sont pas disposés
dans le méme ordre, comme si ASB=A'S'B’, ASC=A1'S'C*
ot DSC=—=B'S'C’y alors les angles diédres sont cncere
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égaux , mais ils ne peuvent plus coincider. Pour appliquer
le triangle ABC sur son égal A'B'C’, il faut renverser
le corps SACB, placer BC sur B'C', AB sur A'B’ et
AC sur A'C’; 'un des corps se trouve situé en dessus
de la base ABC, Pautre est en dessous. Les corps sont
alors Symétrique$ ( voyez n’. 300) car les perpendiculaires
SB §' B sur le plan de la base sont égales.

3°. 1l est visible qu’on pourra encore faire coincider les
angles tritdres § et 5, s'ils ont un angle di¢dre égal formé
par deux angles plans égaux et semblablement placés.

4°. Si les angles polyédres S et S' sont formés d'angles
diédres égaux et d’angles plans égaux , chacun & chacun,
et disposés dans le méme ordre, ils seront égaux. Car
menons des plans par 'une des arétes SB et par tdutes
les autres ; ils formeront les angles tri¢dres eSab eSbd.....
opérons de méme sur & : 'angle tri¢dre eSab—E'S'A'B’,
" donne langle plan eSb = E'S'B’, et Jangle ditdre
aeSb—=A'E'S'B’ : mais , par supposition, 'angle diédre
aeSd=A'E'S' D' ; retranchant, il vient beSd= B'E'S'1)'.
Donc I'angle diébre beSd = B’E'S'D: et ainsi des autres.

5. Surfaces des corps.

282. On nomme Prisme le corps engendré par le mou-
vement d’une droite Aa, qui se meut paraliélement, son
extrémité A décrivant un polygone quelconque /BCDE,
et sa longueur restant la méme. Si ' Arédte Aa est perpen—
diculaire au plan de la Base ABC... on dit que le prisme
est Droit.

Comme Aa est égale et paralléle & Bb, Ba est un pa-
rallélogramme (200) ; il en est de méme de Cb,.... donc
toutes les faces latérales d'un prisme sont des parallélo-
grammes. Une partie quelconque Aa’ de laréte Ao

engendre aussi des parallélogrammes Bat C¥... de sorte
*
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que le polygone a’¥¢ ..... décrit par le point @', ayamt
ses cOtés égaux et paralleles 3 1a base ABC.... ces poly—
gones sont égaux, ct leurs plans sont paralléles (270,3°.).
Donc toute section faite dans un prisme parun plan paralléle
8 la base lui est égale : les bases opposées ABC.... abc...
sont donc égales et paralldles. La distance de ces bases
est la Hauteur.

283. 1l est visible que, les deux bases exceptées, l'aire
du prisme est la somme des aires des parallélogrammes qui
le composent. Si le prisme est droit, Iaire est le produit
du contour de sa base par une de ses arétes. En coupant
le prisme Ac par un plan a'#/¢.... perpendiculaire i Paréte
Aa, et plagant la partie supérieure a’c sous l'inférieure
Ac", de sorte que abc.... coincide avec ABC... le prisme
,devnendra droit. Donc laire d’'un prisme est le produit
d'une aréte Aa par le périmétre d'une section a’b’c’...
qui lut est perpendiculaire.

284. Supposons que la base du prisme soit un paral-
lélogramme ABCD ; outre les faces AC ac égales et pa-
ralléles, on a encore la face Ab égale et paralltle 2 DC,
puisque les cotés des angles aAB dDC sont égaux et
paralléles (270). De méme pour les faces Bc Ad : Cest
ce qui a fait donner le nom de Parallélipipéde an prisme
dont la base est un parallélogramme, puisque les six
Jaces sont égales et paralléles deux & deux : en sorte qu'on
peut prendre I'une quelconque pour base.

Réciproquement le corps formé de six faces paralléles
deux & deux est un parallélipipéde; car les plans AC ac
étant paralléles, AB est paralléle 2 ab, (268); de méme
pour Aa et Bb:la face Ab est donc un parallélogramme ,
de méme pour Bc, Ad,..... donc le polyédre peut étre con-
sidéré comme engendré par le mouvement de A4a glissant
sur les cotés du parallélogramme ABCD.
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Un prisme est déterminé lorsque la base AB(.... et

_ Paréte génératrice Aa°sont données : donc un paralléli-
pipéde Pesty lorsqu’on connoit I'un de ses angles }riédres
et les longueurs des arétes Aa AB et AD qui le forment.
Si l'aréte Aa est’perpendiculaire 4 la base, et si cette
base est un rectangle, le parallélipipéde est Rectangle :
si en outre les arétes sont égales, on le nomme Cube.

285. Le plan DdbB qui passe par deux arédtes opposées
donne un parallélogramme dont les diagonales Db Bd se
coupent en deux parties égales (231) ; le point O d'inter-
section est donc le méme pour les quatre diagonales.

286. Le Cylirdre est un corps engendré par une ligne
indéfinie A4a qui se meut parallélement en glissant sur
une courbe quelconque ABCD. Nous regarderons ici le
cylindre comme terminé par deux bases paralléles . . . . .
ABCD abcd; 1a Hauteur est la distance cntre les bases.

Inscrivons et circonscrivons des polygones. 4 la base du
cylindre : la grnératrice en glissant sur leur contour
décrira deux prismes, dont le cylindre est visiblement la
limite (*), comme sa base est la limite de leurs bases. H
est aisé de conclure de la que

1°. Toute section faite dans un cylindre paralltlement
4 la base, donne une courbe égale a cette base. .

2. Soit C le contour de la base d'un cylindre Droit
Ac, « excés du périmétre du polygone circonscrit sur C,
en sorte que ce périmétre = C + «; 4a= H; enfin §

(*) Cette proposition reposc sur celleci, qui est analogue i celle
du n°. 160, ¢t quec nous regardons comme évidcute d'apris lidée
que nous nous furmons de I'étendue des aires. L’aire d’une figure
plane est moindre que celle de toute surface terminée au méme
contour ; et de deux surfrces convexes terminées a ce contour, lf
plus grande est celle (ui euveloppe l'autre.

132,

134.
133.

135.

136.



136.

a3b5.

138.

a0 GiomiraIE. ,
Paire du cylindre et 8 excés de celle du prisme circomscrit
sur §; on aura §4-g=H(C+=s), d'od (167), S=HC:
Faire du cylindre droit est denc le produit du contour de
sa base par sa hauteur.

3c. Si le cylindre est obliqgue 42, la section &'/’
perpendiculaire 2 la génératrice forme deux corps Ac’ a’c
qui rapprochés par leurs bases ac et AC, qu'on fait
cojncider, donnent un cylindre droit. Aiusi, I'aire du cy-
lindre oblique est le produit de sa génératrice Ao par
le contour d’uge section a’'d¢'¢d perpendiculaire.

4°. Le rectangle Ac qui a, pour hauteur 4g la génd~
ratrice d’un cylindre droit, et pour basg 4C le comtour
de sa base rectifide, est égal 2 l'aire de ce cylindre.
C'est ce que Monge nomme le Développement de cette
surface. Lorsque le cylindre est oblique, Ja section perpen—
diculaire 3 I'aréte se développe suivant une ligne-droite
a'd’ i laquelle toutes les géncratrices sont perpendicu—~
laires. Si donc on éléve en divers. points o’ 4’ ¢’ d' des
perpendlculaxres sur Jesquclles on portera en dessus et
en dessous des parties a’a o'A, b'k ¥'B,.... respective—
ment égales aux portions de chaque génératrice, tant em
dessus qu'en dessons de la section a'4'¢'d , fig. 135, om
aura laire @]), terminée par deux courbes paralléles . ,
obcdABCI) , et qui sera le développement de la surface
du cylirtdre,

5°. On ne considére en géométrie que les cylindres dont
la base est circulaire ; on nomme Axe la droite paralléle
4 la génératrice et qui passe par le centre. Le cylindre
droit peut alors dtre regardé comme engendré par un
rectangle qui tourne autour d’'un de ses cétés. L'aire est
§==2sRH, R étant le rayon de la base et H la hauteur.

287. L’aire d’'une pyramide s’cbtient en évaluant celles
des triangles qui la compasent : mais si I pyremide est




SURFACES DES CORPS. 371

réguliére, Vaire est le produit du contour de sa base par
la perpendiculaire menée du sommnet sur un de ses cbtés,
parce que ces triangles sont égaux, et ont pour hautepr
commune cette perpendiculaire, qu’an nomme dpothéme.

288. On nomme Cédne le corps engendré par une droite
indéfinie AS qui passe toujours par un point fixe §, qui
est le ‘Sommet , et qui glise sur yne courbe donnée
quelconque A4BCD. Cette surface est formée de deux
Nappes opposées , réunies en S. Nous ne traiterons
ici que du cas ou la base est circulaire : I dxe est Ia
ligne menée du sommet S au centre de la Base, la
Hauteur est la perpendiculaire menée du gommet sur
la base. Quand cette perpendiculaire se confond avec
Paxe, an dit que le cdne est Drait; on peut le con-
ceveir engendré par un triangle rectangle 450 qui tourne
sur un cdté SO de Pangle. droit.

289. Si on inscrit et circonscrit des polygones réguliers
an cercle de la base, en menant des lignes de leurs

138.

140.

140.

angles au sommet S d’un céne droit, on formera des -

pyramides réguliéres, I'une inscrite Pautre circonscrite au
cone, qui sera visiblement leur limite. 1l suit de Ji que

1*. Soit’ C la circonférence de la base, & I'excés dy
périméire du polygone circonscrit-sur cette circonférence ;
la pyramide circonscrite a pour gire } A (L), en'dé~
signant par 4'I'apothéme $4 qui ess la génératrice. Nais
soit § l'aire du cdne et 8 P'excés de celle de la pyramide
sur §, on aura §+g=1 A( C4-=) d’oir (167), S=} 4C':
ainsi, laire” du cbne droit est le produit de la circon-
Jérence de la base par la moitié de sa génératrice. On
a donc S=wAR, R étanl le rayon de la base.

2°. Si, avec un rayon SA4=la génératrice 4, on décrit
un arc ABD d'une longueur égale 2 la circonférence de
la base , le secteur ASD aum la méme aire que lo

1430
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cone (261). Ce sera son développement; les genéralrices
seront les divers rayons de ce secteur.

+3°. Soit un cdne tronqué i bases paralléles Aadl);
son ajre est la. différence de celles des cones SAD Sad.
Si d'yn méme centre S avec les rayons S4 Sa des géné-
ratrices de «ces cdnes, on décrit les arcs 4D ad, puis qu'on
prenne ABD égal 4 la circonférence AC de la base in-
férieure, et qu’on méne les rayons SA4 SD , Pare add sera
égal i la circonférence supérieure ac; car d’une'part

S4  A4AC ou = cir. 4C de P'autre S4  ABD
Sa ~  ac s Sa ~  abe
-.:E!!—C— Les’ aires” SABD Sabd éiant équiva-

abe

lentes a celle des cdnes SACD Sacd, le tronc V'est i
ABDdba, qui en est le développement; on en con-
clut (261) que Taire du tronc de céne & bases paral-
léles est égal au produit de son cété Aa multiplié par la
moitié de la somme des circorgfc'rcncc: AC ac des bases,
ou par ia circonférence a'b’c’'d’ menée & distance égale
des deux bases.

ago. La Sphére est un corps engendré par la révolu-
tion d’un demi-cercle ADB sur son diamétre’ 4B. Dans
cette révolution, un arc quelconque 4D décrit une
Calotte ; DF ou DE ecagendre une Zéne; le secteur
ACD produit le Sccteur sphérigue; enfin, le segment 4DI
donne le Seyment sphérique.

1l suit de 13 que la su:face de la sphére a- tous ses
points a égale distance du centre C, et que si on fait
tourner le cercle générateur ADEBG autour d’un autre
diamétre quélconque DI, il produira la méme sphére.
Par conséqnent, tout plan qui passe par le centre coupe
la sphére suivant le cercle géntrateur, qu’on nomme un
&rand cercle de la sphére,
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ag1. Lorsqu'une courbe quelconque 4CDB tourne au-
tour d'un axe AB, elle engendre une Surface de révo~
{ution. Le caractére distinctif de ces surfaces consiste
en ce que, quelle que soit la courbe génératrice #CDB,
tout plan perpendiculsire & l'nxe, domne pour integsec-
tion une cyvonférence de cercle. Car la droite DI per-
pendiculaire & 4B, décrira dans son mouvement un plan
perpendiculaire & Paxe (266, 4°.); de plus le point D
conservera toujours la méme distance DI & cet axe.

Clest ce qui a lieu pour le cylindre et le c8ne droits
(286, 5°. et 288); la sphére présente méme cette pro-
priété d'une maniére plus étendue, et un plan quelconque
coupe la sphére -suivant un cercle. En effet, soit DG ce
plan, menant le diamétre 4B perpendiculaire, on peut
supposer que la sphére a été engendrée autour de cet
*Axe de révolution. Le diamétre du cercle est Ia corde DG;
c’est pour cela qu’on nomme Petit cercle de la sphére,
¢elvi quon obtient quand le plan coupant ne passe pas

par le centre. La base d’un segment sphérique est donc
un petit cercle.

~ aga. Le plan qui n'a qu'un point de commun avec
la sphére, sappelle Tangent : toute droite *menée du
centre 4 ce plan étgnt plus longue que le rayon mené an
point de contact, ce rayon est donc perpendiculaire au
plan tangent (266, 5%.). La réciproque se démontre
aisément. Faisons tourner une tangente quelconque AT,
ainsi que le cercle 4DB, autour du diamétre 4B, AT
engendrera le plan tangent i la sphére

ag3. Lorsqu’un polygone ABDL.. tourne autour d'un

axe 40, chaque cété DI engendre un tronc de cdne

dont laire est DI x cir. KL, K étant le milieu de DI,

et KL perpendiculaire sur 'axe 40. (289, 3°.). 1l est
1. 18
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donc bien facile d’avoir laire entiére engendrée par le
polygone. .

Mais si le polygone est régulier, cette aire devient plus
aisée 2 obtenir; en effet, soit inscrit un cercle, et mené
DG paralléle a 'axe AO de révolution , puis le rayon KC :
les triangles DIG LK C ayant leurs cdtés perpendiculaires,
DI _ KC - cir. KC .

D6 — KL " T ar. KL’
DI x cir. KL= DG x cir. KC : ainsi I'aire da tronc de
cdne engendré par HDIM est le produit de la circon-
férence du cercle inscrit, par la hauteur DG ou HM

donnent

de ce tronc.

1l est visible que la méme chose a lieu pour le cylindre
engendré par le cdté IP paralléle § A0, Quant au cdne
gque décrit BA, son aire est 1 BA x cir BN, (289, 1°.);
et les triangles semblables /BN QCA donnent de méme
QA x cir BN=AN x cir QC. 1l en résulte donc que la
somme des aires engendrées par la révolution de plusieurs
cdtés de polygone régulier, est égale 2 la circonférence
inscrite multipliée par la somme des hauteurs.

1l suffit, pour notre démonstration, que la portion de
polygone générateur soit circohscriptible au Lercle : or, la
calotte ou’la zdne sphérique est visiblement la limite de
TVaire engendrée par une semblable epartie de polygone ;
d'oti ilest facile de conclure que 1°. Uaire de la calotte ou
de la z6ne sphérigue est le produit de sa hauteur par la cir-
conférence d'un grand cercle. Soit R le rayon de la sphére,
X la hauteur de la calotte engendrée par DA ou de la zéue
décrite par I'arc FI? ou FE, ona (248)

surface de la zéne =2xRX.

2°. L'aire de la sphére est le produit de son diamétre
per la circonférence d'un grand cercle, ou quadruple de
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Paire d'vn grand cercle, puisque Daire circulaire est le
produijt de la moitié du rayon par la circonférence. On a
donc

surface de la sphére —aR x cir. R= 4« R*.

3°. Pour trouver le rayon de la sphére dont l'aire A est
donnée , on évaluera R—=1 Vﬁ = 0,2820095 x /' 4.
L 3

4°. Menons les tangentes DE DG GF EF perpendicu—
laires et paralléles au diametre 4B le carré G engendrera,
dans sa révolution, autour de 4B, le cylindre circonscrit
8 la sphére ; or laire a’¢’f’d' de la z8ne produite par un
arc quelconque #f” est égale 2 celle du cylindre age e'a’,
puisque leur valeur est la méme, dg x cir 4C ou cir EB.
1l enseroit de méme du cylindre entier par le rapport de la
sphére ; de sorte que l'aire de la sphére est égale a celle du
cylindre circonscrit ; et si on y comprend les bases, l'aire
de la sphére est les § de celle du cylindre,, puisque les deux
bases étant des grands cercles, l'aire enti¢re du cylindre
en vaut 6, et celle de la spheére 4.

6. Des Corps semblables et symétriques.

294. On dit que deux tétraédres sont semblables, quand
ils ont deux faces semblables, placées de la méine maniére
et formant nn angle di¢dre égal. Tels sont les deux tétraé-
dresS et 8’ lorsque §'.4'C’ est semblable 3 SAC, B'S' 4’
2 BSA et Pangle diédre B'S'"4'C' = BSAC. ™~

Plagons le triangle C'S'. A’ sur CS 4 en faisant coincider
les angles égaux § et 8", 4'C’ tombera en ac paralléle-
ment & AC, i cause des angles égaux §'A'C’ et SAC. De
plus 1a face B'S’ 4’ se couchera sur BS £ en vertu de I'éga-
lité des angles di¢dres; enfin 'angle B'S' 4’ = BS A, indi-
gue que S’B‘ tombera sur SB, et B/ 4’ suivant ab paralléle

143,
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. 4 AB. Le tétraédre §' sera donc placé en Sabc; les plans

ABC atc sont paralléles et les angles diédres homologues
sont égaux (270). On voit déja qu'un tétraédre SABC
coupé par un plan abc paralléle a 'une de ses faces 4BC,
forme un tétraédre semblable au premier.

Puisque le plan abc est paralléle 3 4BC, les faces 4BC
abc sont semblables (277,'270) ; de méme pour SBC sbc:
donc les arétes homologues des tétraldres semblables sont
proportivnnelles , toutes les faces sont semblables, les angles
diddres sont respectivement égaux ainsi que les angles po—
lyédres homologues. .

Réciproquement si les arétes homologues de deux té-
traédres sont proportionnelles, ou st les.quatre triangles '
sont respectivement semblables (I'une des conditions emn—
porte I'autre ), les angles plans en § et §' étant égaux, les
angles ditdres le sont aussi (281). Donc les tétratdres sont
semblables. :

2g5. Deux polyddres sout semblables lorsqu’en menant
de deux angles solides homologues des diagonales i tous les
autres, les corps sont décomposés en tétraddres semblables
et disposés dans le méme ordre.

Coupons la pyramide SA4D par un plan ad paralitle A 1a
base ; les tétraédres SABE sabe semblables, donnent les
triangles SEB seb semblables, et Iangle diedre . . . .. .
ASIEB = aseb : mais comme 'angle di¢dre ASED=ased,
en retranchant, on trouve que Uangle diédre. . . . . . ..
BESD == besd. Donc les tétraédres SBED sbed sont sem—
blables, etc. Ainsi foute pyramide coupée par un plan pa—
ralléle & sa base donne une autre pyramide semblable ; leurs
JSaces sont semblables, leurs arétes proportionnelles, les
angles didres et polyédres respectifs sont égaux (277,281).

Réciproquement les pyramides §' 4'B'C'.....S4BC.......
formées de faces semblables et disposées dans le méme
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ordre sont semblables; car les angles triédres qui compo-
sent les bases étant formés d'angles plans égaux , sont

égaux : donc les angles diédres homologues le sont aussi -

(281). D'ailleurs les angles plans égaux en S et 5 permettent
de faire coincider 'S'.4’D’ en sad. Enfin les arétes étant
proportionnelles par supposition , les plans 4D ad sont
paraliéles.

296. Soit la pyramide SAD et le corps .4’ D’ formé de
tétraddres S’ 4'B'E* S'E'B'D)..... semblablesa . . . . ..
SABE SEBD....... le polyédre §'.4'D* sera une pyramide
semblable 4 SAD : car puisque les angles 4EB BED ALD
sont dans un méme plan et égauxa 4’E'B',B'E' D, A'E' D',
ona AED=—=AEB 4+ BED,
d’ott A'E'D = AE B 4 BEIV
¢e qui prouve que ces derniers angles sont aussi dans le
méme plan, puisque s'ils formaient un angle tri¢dre, on
aurait (279), A'E'D’' < A'E'B' 4 B’E’'DY. On voit que
ce plan passe ausci par B/'C' ).

Il suit de la que, 1° deux polyédres semblables sont
décomposés en pyramides semblables par des diagonales
mences de deux angles polyedres homologues & tous les
autres. .

2*. Si d’un poiat intérieur quelconque on méne des
lignes a tous les angles, et qu'on les prolonge propor-
tionnellement 3 leurs longueurs, les plans menés par les
extrémités de ces lignes seront paraliéles aux faces du po-
lyédre proposé, et en formeront un autre qui lui sera sem-
blable. On trouve ici 'analogue du théoréme 244.

297. Demx polyddres semblables ont leurs faces sembla—
bless, leurs arétes homologues proportionnelles , leurs
angles diédres égoux, ainsi que leurs angles polyédres.
Pour s’en convaincre, il suffit de mener de deux angles
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homologues les diagonales qui décomposent les corps em
pyramides semblables ; les angles polyédres et diédres de
ces pyramides seront égaux , leurs faces seront semblables 3
or, les faces des polyédres scrvent de bases & ces pyramides
dont les angles diédres et polyédres constituent par lear
systéme ceux des corps proposés.

Réciproquement si deux polyédres ont les faces sembla—
bles et disposées dans le méme ordre , et les angles diédres
égaux, ils sont semblables : car les angles polyédres sont
égaux , comme décomposables en angles triedres égaux
(281). Faisons donc coincider I'un de ces angles polyédres
avec son homologue , les autres faces seront respectivement
paralléles. De plus, la similitude des faces donne les lignes
homologues proportionnelles ; leurs aires sont donc entre
elles comme les carrés de ces lignes; ce qui prouve que les
diagonales de I'un des corps sont le prolongement de celles
de Pautre (278) : ces corps sont donc formés de pyramides
semblables.

298. Les lignes qui joignent quatre angles polyédres
homologues ABCD abed de dtux corps semblables étant
proportionnelles , forment des tétraédres semblables (2g4).
1l en résulte que si des angles ABC abe de triangles homo-
logues on méne des lignes a tous les angles DEF..... def....
de deux polyédres semblables, les tétraédres ainsi formés
seront semblables ; ceci est analogue au n°. 242, 2°.

Réciproquement deux polyédres sont serblables lorsque
leurs angles étant joints aux trois angles homologues
ABC abe, les tétraédres ainsi formés sont respectivement
semblables. En effet, si les téiraédres DABC dabec sont
semblables, ainsi que EABC eabc, les anfles ditdres
DACB EACB seront égaux a dach each : ainsi 'mgle
ditdre D ACE = dace. D'ailleurs les faces D AC dac de nos
tétraédres sont semblables, ainsi que EAC eac : donc les
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E AC
tétraédres EACD eacd sont semblables, eton a %e— =

(a94)-
Soient F f, Ii des angles homologues, on aura de méme
FE AC DF  AC . . A
7e = et aF = ainsi les corps ont leurs
lignes homologues proportionnelles, et les triangles DFE dfe
homologues sont semblables : de plus leurs angles diédres
3sont égaux , puisque IDF est semblable a idf, IFE i ife,
d’oli Pangle IFD =ifd, IFE = ife, DFE=dfe. En outre,
si les points DIFE sont dans le méme plan, I’équation
IFE = IFD 4- DFE se change en ife — ifd + dfe : d'ox
il suit que les points ef7 étant aussi dans un méme plan,
les fuces des polyédres sont donc semblables ; enfm les angles
polyédres sont dgaux comme composés d’angles triédres
égaux (281, 4°.). Ainai les corps sont semblables (2q7).

299. Lorsqne deux polyédres sont semblables, les aires
de leurs faces sont comme les carrés des lignes homologues
de ces polyédres : mais comme ces lignes sont proportion—
nelles, on 2 une suite de rapports égaux, formés par les
faces homologues , d’olt on conclut (comme 262, 11) que
les aires totales des polyédres semblables, sont entre elles
comme lss carrés de leurs arétes homologues.

On verra aisément que les surfaces de cdnes ou de cylin-
dres semblables, c.-i-d. engendrées par deux triangles ou
deux rectangles sethblables, sont entre elles comme les car-
rés de leurs génératrices. En effet, les circonférences Cet ¢
des bases sont proportionnelles aux génératrices A et a; les
aires S et s le sont 2 CA et ca (286, 5°., 28g, 1°.) d’od

S €A C 4. s A
T T e T =g done o=

De méme les aires des sphéres sont comme les carres de
leurs rayons.
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300. Lorsque deux polyédres sont tels qu'on peut les
placer I'un en dessus, I'autre en dessous d’un plan MN,
de sorte que les sommets des angles polyédres A a, soient
deux & deux 2 égale distance de ce plan, et sur' une per—
pendiculaire 4a, i ce plan : ces deux polyidres sont ap~
pelés Symétriques. B étant un angle polyédre du premier
corps, en menant B Q 5 perpendiculaire au plan MN et
prenant QB = Qb, b sera I'angle homologue du second
polyédre. .

En pliant le trapéze 4BPQ suivant PQ, les lignes AP
@P égales et perpendiculaires coincideront, ainsi que BQ
et 5Q; d'od AB=ab : donc les lignes huomologues sont
égales. De méme Dd, Cc étant des angles polyddres syméy
triques, on aira BC==bc; AC==ac; ainsi le triangle
ABC = abc : les triangles homologues sont donc égaux.
De plus le triangle 4D C = adc, BDC == bdc : ainsi 'angle
DCB =dcb, ACD = acd, ACB = ach. Or

1°. Si les plans de ces triangles forment en C et ¢ des
angles triddres, ils seront égaux: donc les angles diédres et
triédres homologues sont égaux. Il en est de méme des angles
polyédres , puisqu'ils sont formés d’angles triedres égaux
disposés dans le méme ordre.

2% Si les points ABCD sont dans le méme plan,
comme I'angle DCB — ACD 4 ACB,ona.......
deb = acd 4- ach, d'olr il suit que les points abed sont
aussi dans le méme plan : donc les faces homalogues sont
égales, comme formdées de triangles égaux.

Concluons de 1a que les polyédres symétriques ont toutes
leurs parties constituantes égales.

3o01. Coupons le paraliélipiptde A¢ par le plan DB ¥d,
les deux corps £abd Ccbd sont visiblement des prismes
(282) ; la hase BDC ou bdc de I'un sgra égale 3 A4BD.
Rapprochons ces prismes triangulaires en faisant coincider
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bdc avec ABD, savoir, bc avec AD et dc avec AB;
Ccbd prendra la situation 4AEHI. Or, les perpendicu-
laires aF Cf sur les bases sont égales (268), on a de plus
Aa=Ce¢ etl'angle AaF = cCf; ainsi le triangle 4aF==Cf,
d’'ot A4F —=¢f. Par une raison semblable f6=—=DF; ainsi
les triangles égaux ADF bcf coincident et le point / tom-~
bant en F, fC se porte en FE sur le prolongement de
aF. Donc le sommet E ou ¢ est symétrique de a : on verra
de méme que J ou & l'est & d; et H ou d 'est de &.

Concluons de la que 1°. tout parallélipipéde est formé de
deux prismes triangulaires symétrigues; 2*. les angles trié-
" dres opposés sont symétriques ; 3°. les angles di¢dres opposés
sont égaux.

[v 2
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CHAPITRE IIl.

DES VOLUMES.

302. AD éant un prisme oblique quelconque , prolon-
geons—en les arétes et menons un plan quelconque MN
perpendiculaire ; puis enfin prenons Fp = 2D et menons
le plan op paralltle 4 MN : on aura ainsi le prisme droit
Op. Appliquons les prismes tronqués BAOP DCop, de
maniére 4 coucher la base op sur OP qui lui est égale: les
génératrices étant perpendiculaires aux bases, et de plus
égales (puisque DB == Fp donne PB=pD, et ainsi dex
autres), les prismes coincideront. Retranchant la partic
commune Ap, il reste le prisme oblique 4D équivalent au

prisme droit Op. Il est domc bicn aisé d’apoir un prisme

150.

151.
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droit équivalent 8 un prisme oblique, la génératrice ayant
méme longueur.

303. On peut toujours disposer deux prismes symétri—
ques 4D ad rclativement 2 un plan MV, en sorte qu'il
soit perpendiculaire aux génératrices. Prolongeons 'aréte
DB en Pd, puis i partir du point P de rencontre avec un
plan quelconque MN perpendiculaire, prenons. . . . . .
Pb=PB, Pd=—PD ou BD = bd. En raisonnant de méme
pour chaque aréte, on formert le prisme ad symétrique
a 4AD.

Cela posé, prenons Pp = Pp’ = BD et menons les plans
op o'p’ paralléles & M : les prismes OPop OPo’p’ sont
droits et équivalens aux proposés (303). De plus ils.sont
égaux entre eux , puisqu’en les appliquant de sorte que la
base o’p’ de I'un tombe sur celle OP de l'autre qui lui est
égale , il y aura coincidence. Donc les prismes symétriques
sont équivalens.

304. Soient deux parallélipipédes de méme hauteur et
de méme base, rapprochens ces corps de maniére i faire
coincider leurs bases inférieures ; les supérieures seront
situées dans le méme plan : il se présentera deux cas.

1% Si les faces latérales FG EK sont dans un méme
plan, les triangles éganx EGIH FIK servent de bases a
denx prismes superposables EHM FIN. Donc, en re-
tranchant tour-a-touf ces prismes du corps entier EN, il_
restera les parallélipipédes équivalens EFIM EHNL.

2°. Si les faces ont une disposition quelconque, les
bases supéricures AC ac seront des parallélogrammes égaux
3 ceux des bases inférieures, en sorte que les lignes
AB DC @b dc seront égales et paralitles; de méme pour
AD BC ud be. Prolongeons ces lignes, nous aurons le pa—
rallélogramme A4’ C’ égal 3 AC et ac. Or, concevons le
parallélipipéde qui auroit pour base supérieure 4’ C’, et la
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méroe base inféricure que les proposés ; ce corps sera

153.

équivalent & chacun de ceux-ci, puisqu’il sera relativement

DY

3 eux dans l'état examiné ci-dessus. Les proposés sont
donc équivalens.

Donc deux parallélipipddes de méme base et d« méme
hauteur sont équivalens.

305. 11 est facile de changer un parallélipipéde donné en
un autre rectangulaire équivalent : de chaque angle de la
base inférieure ABCD , élevons des perpendiculaires 2 son
plan, on aura un parallélipipéde droit ABEI équivalent
au proposé. Puis menant AF BG perpendiculaires sur 4B
ans la base £C, on formera sur AG le parallélipipéde
rectangle 4BHK équivalent 3 ABEI puisqu’il a méme
base #M et méme hauteur AF.

'306. Deux parallélipipédes rectangles de méme base sont
entrc eux comme leurs hauteurs. Si ces hauteurs ont une
commune mesure, on coupera les corps en tranches égales;

get on raisonnera comme pour les rectangles (250, 1°.).

" On démontrera de méme le théoréme, pour le cas ol les

hauteurs sont incommensurables.

P et p étant deux parallélipipédes de méme hauteur,
placons ces corps de maniére & faire coincider I'un de
leurs angles polyédres et leur aréte égale. Les bases serout
disposées comme AC pour P et 4K pour p; or, prolon-
geons IK en H, le parallélipipéde Q construit sur la base
AII et de méme hauteur, peut étre regardé comme ayant
AD pour hauteur gt la face 4B pour base : comparé 2 P,

. : P AD .
il donne donc ¢ = ar Mais si on prend la face
AI pour base des parali¢lipipedes Q et p, leurs hauteurs

_— 4B -
scront AD et :4L, d’oa -—3— =2 En multipliaut

\

100.
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AD x AB _ AC
Al x AL — 'AK
les parallélipipédes rectangles de méme hauteur sont entre
eux comme leurs bases.

Donc

o e P
ces proportions il vient ;— =

Enfin, si les parallélipipedes restangles Pet p, dont les
bases sont AC et AK, ont des hautcurs quelconques
H et h, en prolongeant les faces de celui qui a une hau—
teur moindre, tel que p, jusqu'a la base supéricure de
lautre, on formera un parallélipipéde R qui aura méme
hauteur H que 'un P, et méme base AK que lautre p;

on aura donc -£- == —]—I- d’une part, et — A

A R = 4Kk

P ACx H .. .
l, H ou  — o ——————— -
de Pautre ; d’ou - Rk Ainsi les paralléli

pipédes rectangles quelconques sont entre eux comme les
produits des bases par les hauteurs.

En désignant par HIK les arétes qui forment un angle.
tritdre de P, etpar hik cellesdep, ona f—:—}ﬂ(-.
P hik
On voit donc que pour mesurer le volume d’un parallélipi-
péde rectangle P, c.-i-d. pour trouver son rapport avec

'un autre p pris pour unité, on cherchera les rapports.. . .

H1IK . . .
+ T 7 entre les arétes respectives qui forment un angle

h k

triédre , et on multipliera ces trois nombres.

Si donc on prend pour unité de volume le cube qui a
pour cdté 'unité linéaire, A, i etk seront=1, et on aura
HIK pour le volume de P. Ainsi le volume d’'un paralléli-
pipéde est le produit de sa base par sa hauteur. Par le pro-
duit de trois lignes , on entend le produit des nombres
d’unités contenus dans chacune, Lorsque H=I=K on a
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P= H*; de 13 la dénomination de Cude donnée aux troi-
siémes puissances.

307. Il suit de 12 que le volume d'un prisme est le pro—-
duit de sa base par sa hauteur : car, 1°. s'il s'agit d’un
parallélipipéde quelconque, il est équivalent & celui qui
est rectangle de méme hauteur et de base équivalente.

2°. Si le prisme est triangulaire comme 4BDabd, en
formant le parallélipipede Ac, le volume de notre prisme
est égal A son symétrique BDC bdec (303) : donc chacun de
ces prismes a pour volume le produit de sa hauteur par la
moitié de la base 4C, ou plutdt par sa base 4BD.

3°. Enfin, si on fait passer des plans par la génératrice
Aa du prisme A4d et par toutes les autres, il sera dé-
composé en prismes triangulaires de méme hauteur; la
somme de leurs volumes sera donc le produit de cetje
hauteur par la somme des bases, ou par ABCDE.

On voit aussi que les volumes des prismes de méme
base sont comme les hautears,, ou de méme hauteur sont
comme leurs bases.

" 308. Désignons par H la hauteur d'un cylindre,, par B
sa base,, par gl’excés de labase du prisme circonscrit sur
celle du cylindre , et par « I'excés du volume de ce prisme
sur celui ¥ du cylindre. B 4 8 sera la base du prisme ,
V4« son volume; doit V4-u= (B4 48)I; donc
V= BH, puisque le volume du cylindre est la limite de
celui du prisme. Le volume d'un cylindre est le produit de
U'aire de sa base par sa hauteur.

309. Coupons un tétraddre par des plans paralléles &
sa base et équidistans ; soit ACcbaB I'une des tranches :
menons par les points A C ac des paralléles A 'aréte Bb;
nous formerons deux prismes, I'un BDFcla intérieur,
lautre BACebi extérieur au trqnc : la différence de ces

100.

150.

131.

155.
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prismes est le prisme DCee qui a méme hauteur , ef
dont la base est la différence entre les bases ABC
abe.

En raisonnant de méme pour chaque tranche, on auvra
une série de prismes d’égale hauteur, tels que De. La
somme de ces prismes, ou la différence entre les pris—
mes extérieurs et intérieurs, sera un prisme de méme
hauteur que les tranches, et dont la base sera celle BMIV
du tétraddre, qui est la somme des bases ; puisque celle
de chaque prisme De est une portion de BMN, comprise
entre CA FD paralleles 3 MN. Plus les tranches serent
nombreuses, et plus cette différence deviendra petite :
on pourra donc rendre aussi petite qu’on voudra la dif-
férence entre chaque prisme intérieur et la tranche du
tétraédre.

Cela posé , soient maintenant deux tétratdres T et ¢
de méme hauteur, dont les bases équivalentes reposent
sur le méme plan. Soient « et g les exces des tétracdres
sur la somme des prismes intérieurs , dont les volumes
sont T — &« et t — 8. Or, chaque plan paralléle aux
bases des tétraédres, donne dessections équivalenges, puis-
qu’elles sont entre elles comme ces bases, Donc les prismes
intérieurs sont éganx deux a deux, d’odt T—s=1?¢-—g,
ou plutét T='¢, (167). Donc les tétraédres de méme hau—
teur et de bases équivalentes sont égaux en wolume.

310. Sur les trois arétes 4B BC BD du tétra¢dre
DABC, formons le prisme AL ; dtons ce tétracdre, il
restera la pyramide quadrangulaire DACEF. Le plan CDF
forme deux tétraédres, 'un FDEC qui est égal au pro-
Posé , comme ayant méme base et méme hauteur ; I'autre
DACF égale DFCE par la méme raison , puisque Je
triangle FAC =: FEC. Ces trois tétratdres ¢tant éq'ui~
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valéns, on .voit qu'un tétraédre est le tiers d'un prisme
de méme base et de méme hauteur.

Donc le Yolume de toute pyramide est le produit du
tiers de sa base par sa hauteur, puisqu'elle est décom-~
posable en tétraédres.

Et comme le cdne est la limite des pyramides circons-
crites , le volume du cone est ls tiers de sa base multiplié
par sa hauteur.

On aura le volume d'un polyédre quelconque en ledé-
composant en pyramides.

311. Faisons la méme construction sur le tronc de
prisme ABCFDE ; le plan ADC donne le tétraédre
DABC ; de plus le plan DCF coupe la pyramide qua-
drangulaire DACEF en deux tétraédres DFCA DFCE.
Or, on peut mettre les sommets de ceux—ci en B, puisque
DB est paralléle au plan ACE (26g). Donc on aura les
tétraédres BCAF BCEF : ce dernier peut méme prendre
CEA pour base, puisque les triangles CEF et CEA
sont égaux. Le tronc de prisme est donc formé des trois
tétraédres DABC FABC EABC qui ont méme base infé-
rieure ABC, et leurs sommets aux trois angles triédres
FDE de la base supérieure.

Ainsi le volume du tronc de prisme triangulaire est le
produit de sa base par le tiers des hauteurs des angles
triédres de sa base supérieure. Ce théoréme sert 'a trouver
le volume d’un prisme tronqué quelconque.

312. Soient une pyramide et un tétraddre de méme
hauteur, de bases équivalentes posées sur le méme plan;
Jeurs volumes seront égaux. Un plan paralléle i fa base,
formera un tronc de pyramide, et coupera le tétraédre
suivant un triangle équivalent a la base de ce tronc : donc
la pyramide et le tétraédre retranchés étant égaux, les
troncs le seront aussi.

156,

157.
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Cherchons donc le volume du tronc de tétra¢dre ABFE;
le plan ADC doune le tétraédre DABC et la pyramide
DACEF :le plan DFC forme les tétraédres DFEC et
DFAC; or, menant DG paralléle 3 AF, ce dernier
pourra avoir son sommet G au lieu de D, et devien-
dra FAGC. Ces trois tétraédres ont méme hauteur que le
tronc ; leurs bases sont ABC DFE AGC. Cela posé,

ABC AB AGC AC
on 2 (356:2%) ZeT =76’ FDE = FE-

¢ or les

- seconds membres sont égaux i cause des triangles sem-

ABC _ AGC | pinsi on
AGC — FDE’

voit que le volume de toute pyramide tronquée est compose
de trois pyramides de méme hauteur que le tronc, et qui
ont pour bases, Linférieure du tronc, la supérieure et une
moyenne proportionnelle entre ces deux aires. Soient A
et B les bases du tronc, H sa hauteur, on a donc,

pour le volume, { H( A+ B 4 \/AB).

M est visible que ce théoréme a également lieu pour
le tronc de cdne : soient R et r les rayons dgs bases,
A=as R, B=xr, dot le volume

=4« H (R + r + Rr). K

blables FDE, ABC; donc

313. Faisons tourner autour du diamétre 40 le polygone
circonscrit ABDL.... ; imaginons le systéme de pyramides
circonscrites de chaque cdne tronqué, et formant un polye-
dre circonscrit 3 la sphére. Il est évident que le volume
de ces troncs de pyramides, aura pour limite lé volume
des cdnes, et, par.conséquent, celui dela sphére , on
du segment sphérique correspondant. Du centre C me-
nons & chaque angle polyddre des lignes; nous aurom
un, autre systéme de pyramides, dont la hauteur com-
mune sera le rayon KC. Le volume entier sera donc le
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produit du tiers de cerayon par la surface des bases ou
la surface du polyédre.

Cela posé, soient K le rayon DC, & I'excds de I'aire
du polyédre sur celle £ de la sphére ou de la calotte
sphérique DAG , g Vexcés du volume du polyédre sur
celui ¥ de la sphére vu du secteur CDAG :on a. . .
3 R (A + «) pour le volume du polyédre, donc. . .
V4 g=4R(A4+ «);dod (167), V=% AR. Donc,

1°. Le volume de la sphére est le produit de sa surface

r le tiers du rayon; et comme sa surface = 4 » R*
pa 2yon ’
on a

-volume V de la sphére £§1R3.

2°. Le rayon de la sphére dont le volume ¥ est donné

628855 x \/ V.

3. Le volume du secteur sphérigue CDAG est le pro-
duit du tiers du rayon par laire dela calotte qui lui sery.
de base : x désignant la hauteur AI de cette calotte ,
on a :

secteur sphé‘riqua =3iwsR'=x

4*. Le volume du segment sphérique se trouve en re~ -

tranchant du secteur CDAG le cone CDIG qui est. . .
=3CIxcedle DI:or, CI=R—mxy . .........
DI = DC* — Ci* — 2Rx — x* ; ce cdne est donc .

=4 xx (aR—2) (R—x); donc enfin

segment :phéngue =§wsz’(3R—=x).

314. En général,, puisque tout polyédre circonscrit &
la sphére a pour volume le produit du tiers du rayon
per sa surface, il est 4 celui de la sphére dans lc méme
rapport que leurs aires. Donc les volumes de deus

X 19

143.
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polyédres quelcangues circonscrits, sond entre euxcomme lears
surfaces, La méthode des limites (167) permet de géné-
raliser ce théoréme et de I'étendre aussi 3 tout systéme
formé de portions courbes et planes de surfaces circons-
crites & la spbere

Clest ainsi que le volume de la sphére est es §Jc
ceIm du cylindre circonscrit , puisque la surface de l'un
est les § de celle de Vautre (293, 4°.). Clest, au reste,
ce qu'on vérifiera bientdt, en comparant les valeurs de
-ces volumes qui sont le produit d’un grand cercle, mul-
tiplié par 4 du rayon pour la sphére, et par le diame-
tre pour le cylindre.

315. Les volumes de deux pyramides sont entre eux
comme les produits des hawteurs por les aires des bases
(310); donc si ces pyramides SAC Sac sont sergblables, on 2
J:fcc o= i;l: (278) ; multipliant de part et d’autre

- SH SABC... SH?
par i vient sabe. .. =

Et comme deux polyidres semblables P p sont dé-
composables (2g6) en pyramides semblables §'s, &' +,...
en désignant par 4 @, A' @’ des lignes homologues de

P '} )
ces pyramides, on a -f-——':‘ ) T Dail-

leurs. tous ces rapports sont égaux, puisqu’en vertu da
A

la similitude supposée, on a - S = Donc

T e o N P'_ A

sty FoF.. p @’
ainsi les volumes des polyédres se! H‘bks sont entre eum
somme los cubes do lewrs Bignes homologues.
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N sera aisé de voir que les volumes des sphires somt
entre eux comme les cubes de leurs rayons ; que ceux des
cylindres droits semblables sant comme les cubes des lon~
gueurs de leurs génératrices. La méme chose 2 lieu pour
les cOnes droits semblables.

Nous terminerons cette matiére par faire remal;quer que
les polyédres symétriques ont leurs volumes égau:t; puis—
qu'il est évident qu’on peut les décomposer en tétraédres

symétriques, et que ceux-ci ont des bases et des haua
teurs égales.



LIVRE QUATRIEME.
GEOMETRIE ANALYTIQUE.

"

"CHAPITRE PREMIER.

APPLICATION DE L’ALGEBRE A LA GEOMETRIE
ELEMENTAIRE.

1. Quelques Problémes sur les lignes.

316. TANT quel'algébre et la géométrie ont été séparées,
leurs progrés ont été lents et leurs usages bornés; mais,
lorsque ces deux sciences se sont réunies, elles se sont
prété des forces mutuelles, et ont marché ensemble d’un
pas rapide vers la perfection. Clest a Descartes qu'on
doit I'application de I'algébre 4 la géométrie , application
qui est devenue la clef des plus grandes découvertes dans
toutes les branches des mathématiques: ( La Grange, Ecol.
Norm., IV p. 4o1). .

Clest done en introduisant dans des formules algébriques
les grandeurs qui composent les parties d’une figure, que
nous transporterons dans la géoméirie toutes les res—
sources de l'algtbre ; et nous parviendrons sans peine a
des résultats qu'’il seroit difficile d’obtenir par la géométrie
seule. Si nous avons emprunté quelquefois les équations
et les formes de Palgébre, nous ne Pavons fait quavec
une extréme modération. Cette science a bien plus de res—
sources que la géométrie, mais celle~ci a I'avantage de ne
jamais faire perdre de vue P'objet principal , et d’éclairer
la route entiére qui conduit des premiers axiomes i leurs
derniéres conséquences. (7. n*. 25a).
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Ces réflexions conduisent a préférer dans la géométrie
élémentaire les méthodes directes, celles qui ne reposent
sur aucun principe étranger; et permettent, pour ainsi
dire, d’isoler chaque théoréme, en le présentant comine une
vérité aussi claire que l'asiome d’ol il est déduit. Mais,
lorsque les questions deviennent plus compliquées, cette
méthode , qu'on nomme Synthése, perd cette clarté qui
est son plus précienx avantage; V'Analyse reprend toute
sa supériorité , et par sa féconde influence, généralise les

résultats, simplifie les recherches, et lorsqu’elle est em-

ployée avec adresse, donne 4 ses artifices ume élégance
et méme une clarté, & laquelle Ie mécanisme du calcut
sembloit s’opposer. Les problémes suivang, serviront de
preuve i ces assertions.

317. Mesurer la distance d'un point inaccessible D, &
an autre point A. On prendra sur Palignement AD une
partie quelconque AC, et formant an triangle arbitraire
ABC,on en mesurera les cités AB—c, 4C=b, BC=a(*);
puis marquant sur BC un point E quclconque, on di-
rigera vers D le rayon visuel FD) : soient AD=x, EC=g,
FA=d. La paralltle EG 3 4B donne

BC _CA_AB _a b c

) — —
a- ¥4 _FE¢ " T T E¢
done 6=, pc=2E,
a a
_x 8%
D=3 x E6="5

(*) Dorénavant nous d¥signcrons les angles des triangles par A, 8,C,
et para, b, c, .. . les cdtés qui svnt respectiv Pr
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Or on a D6=DA~GA=DA~—(CA—~CEG), ou . :

DG=§-—46+-‘-§ 5 en égalant les valeurs de DG, om
trouve.
egx
ad
» . / §—a
dod =bd ad)

Cg*——

=x—b4 —bi,

1l ne s’agira plus que de mettre pour g 5¢... leurs valeurs nn-
mériques, ou le nombre de fois que ces lignes contiennent
leur unité, pour trouver » exprimé en nombres.

318. Quelle est 1a relation qui lie les cdtés ad et ¢ d’um -
triangle BAC inscrit A un cercle de rayon R{ Menons le dia-

* métre BD; et les lignes 4D DC; le quadrilatére 4BDC

domne (a40, I11. ) 2 Rb=cx CD <& x AD. Des triangles
rectangles BCD BAD , nous tirons CD =/ ({R*—e*),
ADz=\/(4R*=c*); done

sRb==e\/(4 R —@") + ay/ (4 RI—c*),

équation cherchée qui donne une des quantités adcet R
connoissant les trois autres.

L Clest ainsi qu'on trouve pour le rayon du cercle
circonscrit au triangle 4BC

R— abe .
Viiee—(@+o—p)}’ N

cette valeor s'obtient en élevant au carré- pour chasser
Pan des radicaux; transposant et élevant de mouveau am
carré pour faire évanouir I'autre.

II. Etant données les cordes de deux arcs 4B BC,
on peut trouver la corde AC d'un arc ABC égal i leur
somme. Si les arcs 4B £t BC sontégaux, on a a==c, {'od
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Rb =a\/(4R* —a*),
dquation qui donne la corde 3 d’un arc, connoissant

celle @ d'un arc moitié moindre ; on en tire amsi le

rayon R d'un cercle circonscrit 2 un triangle isoscéle
douné.

319. Coumoissant le cdté AB=a d'un polygone ré-
gulier inscrit, on trouve celui 4C =z d’un polygone
regnl:cr dont le nombre des cités est double, en remar-
quant que CO, perpendiculaire sur 4B, donne (223),
AC* = CI x aC0. Représentant par £ le rayon Of du
cercle inscrit au polygone domné, on 2 CI=R—z, et
OP=.40*— A4l : donc t

2*=aR(R—z) et 2=R*—}a".

En faisant, par exemple, az=R, on a R\/(3—/3)
pour le cdté du dodécagene inscrit(236). De méme a==R\/3
donne a==R pour le cdté de I'hexagome; ce qui est
d'ailleurs connu, etc.

On peut anssi trouver le odté EF =y d’un polygone
régulier circonscrit, connoissant celni 4B=4s qui est

ol Al
inscrit d’un méme nombre de cotés. Car oC = FC

ou % = %. Donc
y=-?-§- b or=R—1la

Clest sinsi que a=—R,/a, donme s} Ry/2 et y==2R
pour le coté du carré circonscrit (237) ; a==R\/3 donne
pour le cdté du triangle équilatéral circonscrit, y = aRy/3;
ou le double du cdté du triangle inscrit.

320. 11 est facile de déduire de ces formules le np—
Port oppraché du diamétre 3 la circonfdrence, oun la demi~

97-
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97. circonférence & du cercle dont le rayon est I'unité (248).

Pour ‘cela » posons R=1: (/. n°. 350), nos équa—
tions deviendront

z=\/(2—2z),
z=y/(1—1}a),
a

r==4
faisant a==1, on a pour le cété du dodécagone inscrit
x=y/(2==y/3)=0,5176.... Si de nouveau on fait
a@=0,5176.... on trouvera x = 0,2610.... pour le cdté
du poiygone régulier inscrit de 24 cotés. Et ainsi de
suite.

Quatre opérations semblables donneront, par exemple,
0,0654.... pour le coté du polygone régulier de g6 cdtés;
en mettant cette valeur pour a dans z et 5, on a le cdté
du polygone dégulier circonscrit semblable ; et multipliant
par 48, on a pour les demi-périmétres de ces polygones
" 3,1392 et 3,r4to. Comme la demi-circonférence = est
comprise entre ces longueurs, on aura donc x=3,14...
en ne prenant que les décimales communes.

Pour obtenir une plus grande approximation, comme
la circonférence approche d’autant plus des périmétres
des polygones, que I'on multiplie davantage les cotés (246),
il faudra recourir & des polygones d’un plus grand nombre
de cotés. Soit en général calculé le cdté a d’un polygone
inscrit ’'un nombre n de cdtés, on aura pour les demi-
périmétres de ce polygone et de celui qui est circonscrit

semblable

- san
sanet

V{t+ia G —ie)}
Clest ainsi qu’Archiméde a trouvé x==4#, Adrien Mé-
Wus w==133:ce dernier rapport, eract jusqud la G
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décimale, est sur-tout remarquable en ce qu’il est formé
des trois premiers nombres impairs écrits deux fois,
113 355. Nous donnerons (581) des moyens plus rapides
de calculer » avec une plus grande approximation : voici
Ja valeur de ce rapport, ainsi que son logarithme.

w==23,14159 26535 89793 23846 26433 83279
Lx=o0,49714 98726 94133 85435 34a.

2. Des Constructions géométriques.

321. L’art de résoudre les problémes de géométrie,
consiste, comme on I'a pu remarquer’ (208, 227,...), 4 les
supposer résolus; A rapprocher les propriétés de la figure
de celles qu'on connoit et qui sont analogues; 4 lier ainsi
les parties du systéme par une loi; et 4 en conclure les
inconnues. Ces procédés exigent beaucoup d’exercice et
de finesse, parce qu'on ne peut donner de réigle géné-
rale pour les combiner. Nous allons donc essayer I'em-~
ploi de T'algébre : lorsque le choix des inconnues est fait
avec adresse, on obtient souvent des solutions plus élé~
gantes; on sait mieux reconnoitre leur nombre, et on juge
facilement si le probléme, est possible ou non, déterminé
ou indéterminé. .

Concevons qu’aprés avoir supposé le probléme résolu,
on ait représenté les parties de la figure par des lettres ;
alors faisant usage des principes élémentaires connus,' on
les lie par des équations, qui servent 3 trouver la valeur
des inconnues. 11 s'agira ensuite d’assigner leur longueur
par des procédés géométriques. qui auront d’autant plus
d’élégance qu'’ils seront plus simples et donneront une
figure moins confuse : c’est ce qu'on appelle construire
Ja valeur des inconnues. Nous développerons bientdt tout
ceci par des exemples.

97
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322. Toute fraction monome proposée ne peut étre que

de la forme x=i, x=ik—, a:‘..—.—a—b-d;
¢ de efg

chaque lettre du mumérateur, comparée 3 I'one du dé-
nominateur , forme une fraction qui n’est qu'un nombre

9.0 C2T

abstrait : ainsi

abed a b ¢

— équivant & — X = x — x d;
, gz T e " ST 8 ’
de sorte qu’on voit que la ligne d doit étre prise autant
de fms qnxl y a d'unités dams le prodmt des rapports

"": 7’ —
1. La comstrucion de z=—.:- noffre pas de diffi~
culté ; x est une quatriéme proportionnelle a ¢, a et 3.

On sait la trouver (213); on pourreit méme faire usage
des théorémes (221 et 234).

» on cherchera une ligne l¢=_-._..b..

{ —
a.Pgur x= 7

ke .. .
eton aura x=—; ainsi deax 4*. proportionnelles
dommeront x.

3. De méme < =-.-.-?7:i se construit en faisant
. ab

1 .
k=T’ l=—f—, et on a x::?. Il faut trois

constructions.
Et ainsi de suite.
323. Lorsque la fraction est polynome comme . . ..
__ obc 4 def—ghi

Tm » 'le numérateur étant monome,

def &M .

im im
fraction 4 part, et on a trois lignes & ajouter on sous-
traire,

onecnlz::lm-i-

5 on construit chaque
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a* __bs

Cependant si on a2 = —> il sera plus court
. _ (a4-3) (a—b)
de faire x = p , c.-i-* de chercher

une 4. proportionnelle aux lignes ¢, a4 5 et a—b.

Remarquons que la valeur de & doit toujours avoir un
facteur de plus dans chaque terme du numérateur que
dans le dénominateur : on décomposera x en plusieurs
Jractions , et on construira chacune.

324. Si le dénominateur est complexe, tel que dams
z= ——-——-—‘:;if‘{ » on le rend monome en ’égalant 3 un
seul terme dont on prend tous les facteurs & velomté,
excepté 'un qui est inconnu; ici on fera ab+-cd=ay;
d'od _yu:b-{--i:-. On remarque que les deux membres

doivent renfermer le méme nombre de factenrs. On a

" donc &= ———- +d€f, dol = i, et.comme
.7 AN
y est -mnteum connu, il n'y a plus de. &ﬁcullés.

abe* + gth— mp

— — > °n fera le dénomina-
teur g% — klg -+ cmd = d’olt on tire . . .....
q Xl q+cmd q9y;

y=i——t

Pour x=

; une fois y connu on a

o sk _mp
9y 4 CCa
Le choix des facteurs de l'inconnue y se fait quelque-
fois de manitre 3 rendre les construetions plus simples;
un peu d’adresse et d'exercice facilite Vapplication du

pnncnpe gcneral ainsi x= ;‘%-_-'_47'6:- devient. . . .

m(c—m)

cf-m

==

ab
&= , en faisant mm—
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325. Les Cunstructions radicales se raménent i la forme:
V(ab) ou \/(a*xb)
V/(ab) est une moyenne proportionnelle enire a et 5; on
la construit comme il a été dit (222) , on pourroit aussi
la trouver & Paide des théorémes (223, 225).

Quant i /(a*+5*), c’est un cité d’'un triangle rec-
tangle dont a et 4 sont les autres cotés. Pour \/(a*+5°),
on prendra AB—=a, AC =5} sur deux lignes indéfinies
AB BC i angle droit ; hypothénuse BC est /(a*+5°).
De méme, pour \/(a*—4") on tracera comme ci—
dessus les lignes AB et AC, on prendra AB=14, puis
du centre B avec le rayon BC=a, on marquera le
point C, AC sera \/(a*—c*). Ou autrement su rla ligne
BC=a comme diamétre, on décrira le demi~ceicle ABC;
puis du centre B avec le rayon AB=4%, on marquera
le point A, AC sera \/(a>—c*).

326. Pour construire toute quantité affectée d'un ra-
dical, on égalera cette quantité 4 un produit ay; a étant
une quantité qu'on choisira  volonté, et y une inconnue =
on aura alors x==y/(ay). La valeur de y se déduira
aisément et se construira par les principes ci~dessus. Il
en résulte que la quantité radicale est formée de termes
qui ont deux facteurs, ou d'une fraction qui a deux fac—
teurs de plus au numérateur qu'au dénominateur.

Soit par exemple x = V( ab +cd ) » on fera

ab’+cd’ ) cd? .
e =ay, dod y= b+c + a(b4c)’ on
construira y par une 3¢. et deux 4*. proportionneRes :
enfin on aura x == {/(ay).
Au reste le procédé général se simplifie souven} avec
un peu d'adresse ; ainsi pour y/(ac 4 5d) on fera
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woo . bd Y S ourmny
bd=ay d'ol y =— et x._fa (¢+y). De méme
x ._—..fab-]- bc devient x=“\(c+ c)b. Voy. aussi
(329, VI) la construction de V(-ln_ﬁ‘——), etc.

327. Quoiqu’on puisse construire par cette voie. . .
x=y/(a**b"), cependant la construction du triangle
tangle donne une solution plus simple : c’est pourquoi il
arrive souvent qu’on raméne 3 cette forme les quantités
radicales. Ainsi, #—\/(a’=b¢) devient x=—\/(a’xy*),
en faisant y*=}c d'od-y==\/(bc). Une moyenne pro-
portionnelle et un tnangle rectangle donnent x.

De méme x==y/ (a*4-b*-f-c4-d...) se constrult ainsi. On
fait y=\/ (°+-5") ; sur les c6tés AB BC de’angle droit B,
on prend AB=a, BC=14 ; I'hypothénuse AC est y.
On a z=/(r’4-c4d'+....); on fait y'=y/(y'+c*):
ainsi, sur DC perpendiculaire 3 AC, on prend CD=c,
et AD est y'y dod x=\/(y’*4d"+....), et ainsi de

suite. La derni¢re hypothénuse AF est x. Voyex pour

1a construction de /7 et '/ % , n% 3ag, Viet VIIL

.. Pour x=y/(ac—fg + mg+ rd), on fera indiffé-
remment ou a — fg + mg~4-rd=ay,

. —c S ™ Td — ,
d'od y=e—+—omt o o z =V (ay);
ou bien ac =y*, fg =2, mg=1t*, rd =0,

d'oll x=\/(y* —z* + * 4 u*); et la construction pré-

cédente convenablement modifiée donnera x.

H 2 2 c‘+d‘
Enfia si onax_l/(a -f Py » on fera
C O d

r=rgra?

o &£==y/(a*—y") :il ne restera

160.
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plus qu’a obtenir y. On fera ¢? - ==z et ab} cd =13
£ et ¢ se trouveront aisément, et on aura y = é—-
328. 1l suit de la mani¢re dont les calculs entrent
dans les problémes, et dont ils conduisent aux résultats,
que la quantité proposée doit toujours étre homogeéne ,
c.-i-d. formée de termes qui ont tous le méme nombre
de facteurs, si ce n’est dans le cas ol on @ pris une
lettre pour unité : car alors cette lettre disparoit comme
facteur. Ainsi, lorsqu'on a une quantité telle que . .
‘@+d 2dctabt—d
a4c’ HBfa—c
le factear r =1 partout od il manque pour rendre la
fonction homogéne. Ainsi les proposées reviennent &
a4 br*  adic 4 abr—dré
ater’  BFrd—cr
truire.

on doit pouvair rétablir

» qui sont aisées 2 cons-

. En général, le degré d'une formule homogéne s’évalue
d’aprés le nombre des facteurs de chacun de ses termes,
si elle est entitre; ou en retranchant le degré du déno—
minateur de celui da numérateur, si c’'est une fractien ;
ou enfin en divisant le degré de la fonction par celui du
radical, si elle ea est affectde. Comme les formules du
premier degré sont construites par une ligne, on les
nomame de Premiére dimension; celles du second et du
troisieme degré sont dites de Seconde et troisiéme di-
mension, parce qu'elles représentent une surface ou un
volume (341).

329. Appliquons ces principes & quelques exeniples.

1. Partager une longueur AC an deix parties CB AB

qué soent entre elles dans un rappurt dosné = --';l Soient
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‘AC—=a,CB==%; on a AB=—a—x et = =r
a—z n
dod x= ma-:u - Sur une ligne quelconque EC on

prendra CD=m, ED=n, si m et n sont des lignes;
si ce sont des nombres, on portera une ouverture de
compas arbitraire m fois de C en ), et n fois de D
en E. On ménera AE et sa paraliéle BD; B sera le
point cherché.

II. Etant données deux paralltles BC DE et un point
A, mener par ce point une oblique AI, telle que la
partie, IK comprise entre les paralléles soit de longueur
donnée =e¢. Menons 4G perpendiculsire sur DE , et
faisons AG=a, FG=5, l'inconnue GI=x; on a

. Al IK © . __ e .
4G @) = 3G Gy’ dod A= T=\/{¢‘+ x*) s

ainsi pa=2t= T V/(c* — 5). On voit d"abord que le pro=

bléme est impossible quand b est > ¢, ou FG> IK.
Pour construire cette valeur, du centre F on décrira
Parc HH' avec le rayon ¢, GH sera \/(c* — §*); 4l
paralitle & FH sera la ligne cherchée, puisqu’on voit
que IG est 4°. proportionuelle 3 b,a et GH.

1l y a une.seconde solution en AI'; c’est ce qu'indique le
double signe de la valeur de x (7. n°. 332).

111. Etgnt dannés deux points A et B, et une droite DI,
décrire un cercle qui passe por ces deux points et soit
tangent & lo draite. 1t suffit de trouver le point D de con-
tact. Soit denc prolangée la ligne ABen C, et fait CD==zx,
Cl=a, IB="), I éant le milieu de AB. La tangente
€D doune (225), 2'==CAx CB=(a— &) (a+85)
d'od x—=y/(a*—5"). Sur Phypothénuse CI, on tracera
le triangle rectangle dont d et ax sont les cdtés de Pangle

161,

16a.

163.
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droit, en décrivant le demi-cercle CEI, prenant EI=AT;
CE sera x=CD. 1l y a une 2°. solution en I)’, i cause
de la valeur négative de x (332).

IV. Couper la ligne AC en moyenne et extréme raison

(227, VI). Soit AC=a,BC =2, AB—a—x:o0n
a par condition x*=a(a—x), d'odt x=—}a*y/ (a’+}a’).
Pour construire cette valeur, on élevera AD=1a={AC
perpendlculalre sur AC: DC sera \/(a’+ @) : puis
portant AD de A en E, EC sera x. Il suffira donc de
faire BC—=EC, B sera le point cherché. Voyez n°. 332
Iexplication de la valeur négative de x. Cette construction
est d’accord avec ce qu’on connoit.
" V. Deux paralléles AE’ BF et leur perpendiculaire 4B
étant données, mener une sécante EF, telle que 4C,
moitié de AB, soit moyenne proportionnelle entre les
segmens AE BF. Soient AE—=x, BF=y, AC=a; ona
a*=zy :le probléme est donc Indéterminé (116) et le
nombre de solutions infini. Parmi les diverses maniéres
de les obtenir, la suivante est assez élégante.

Soit CD=—r, D étant le point de rencontre de la ligne

~ cherchée EF, avec CD perpendiculaire sur AB en son

milien C; Il perpendiculaire & CD donne les deux triangles
égaux EDI I'DF ; ainsi y=r+ IE, x=r—IE, d'od
x<4y=2r. Eliminant y de a>=xzy, on a x’—2rr——a>;

-r est ici arbitraire, et on a z=r=\/(r— a‘) On devra

donc prendre le point D tel que 7 soit >a,0u CD>AC:
le cercle décrit du”centre D avec le rayon r donne.
EI=y/(r?—a*); donc les points E et F d’intersection
satisfont 3 la condition , ainsi que E’ et F’. Chaque
centre D donne ainsi deux solutions.

V1. Par-le point A mener une corde BAD dont les

segmens BA AD aient entre eux un rapport.donné =;
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Menons le diamétre HAG; soit CH=r, CA=b, AD=2a::
ona HAx AG=BAx AD, &d’ou r—b=zxx BA; mais

mx*. .
= r*—b*. Fai-
n
nk*

sons donc r* — b =4, nous avrons x =— _—
m

par condition BA= 1:; , donc

quantité facile 2 construire : on pourroit lui donner la
forme = -’-,:.-\/(mn), ¢t on auroit 4 trouver une 4°.
et une moyenne proportionnelle ; mais ‘on doit préférer
le procédé suivant. .Remplagons le rapport de -% par

celui de deux carrés : pour cela, sur une ligne indé-
; DF  m
. FE — a’
décrivons le demi-cercle DAE , puis menons AF per-
pendiculaire sur DE, et les cordes AD AE, on aura
AD» DF m L, k x AE

-ZE;=7-E-'=—;~(333);amu x =
on prendra donc AB = k sur AD, prolongé s'il est

finie, prenons DF et FE tels qu'on ait

165, °

166.

nécessaire ; BC paralléle 3 DE donnera AC=x, (213).

VIL Mener par le point A la corde BD dont la longueur
soit donnée =c¢. Conservons les mémes dénominations,
nous aurons encore r*—5* ou k’=ax x BA; de plus par
condition BA=c— x, ainsi k*=(c—a)=z, ce qui rentre
dans le probléme V.

VIIL. Pour construire {/», on peut prendre une moyenne
proportionnelle (a22) entre n et 1. On remarque (236,239)
que si on décrit le cercle qui a I'unité pour rayon, eny
inscrivant un carré et un triangle équilatéral, leurs cdtés
sont /2 et /3. Quant 3 /5, /6,... la construction
(327) s'applique & cette recherche; car, sur Fangle droit

1. . 20

165.
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CBA, prenons AB=2, CB=1, on aura AC=,/5,
De méme, CD=1, donne AD=\/6, etc.

IX. L'équation du second degré x* 4 pr==y, suppose
une ligne r prise pour unité (328); il faudroit donc rem—
placer ¢ par gr, ou plutdt par m*_en faisant m* = gr.
Cherchons donc A construire les racines de x*==px—1t-m=.
On pourroit employer les moyens généraux, et construire
®==— }pi4/(m* 4 }p*); mais on peut aussi exécuter
les constructions suivantes.

1% Sion a ' —por—-—m*, comme m*=x(p—zx),
m est moyen proportionnel entre x et p— x.:Si donc
on éléve AD = m perpendiculaire sur AB—p, puis si
on décrit la demi-circonférence AEB sur le diamétre AB;
DE’ paralléle 2 AB donne les points E E’ pour lesquels
la perpendiculaire EF ou E’F’ est moyenme [proportion—
nelle entre les segmens du diamétre. Les deux racines sont
donc x=AF et z—=AF".

2°. Si on a x*—px—=m*, comme m est moyen pro-
portionnel entre x et x— p; avec le rayon AD=1p, on
décrira le cercle AEE’, puis prenant sur la tangente une
longueur AC—=m, la sécante CE’ passant par le centre

doone x = CE’ et ==— CE, puisque m*== CE x CE'

. 3 Sion a x*+pr===tm’, en fera l]a méme cons-
truction que-dans les cas précédens; seulement les racines
ont changé de signe, puisqu’il suffit de changer x en —
pour retomber sur les équations déja traitéts.

3. Sur les Signes des quantités, dans l'algdbre appliquée
d la géométrie.

330. Lorsque deux figures géométriques ne different
Pune de l'autre que par la grandeur de leurs parties, qui
y sont dailleurs disposées dans le méme ordre, on dit
gue ces figures sont Directes. Si les quantités &, ¢, d.... =
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qii composént la premiére sont lides par une équation
X:=o0, elle a également lieu pour la seconde. Mais si
les deux figures différent par la disposition de quelques—
unes de leuss pasties, de sorte que, par exemple, on ais
& ==a~b dans la premiére, et x=3-—& dans la seconde,
on dit alors qu'elles sont Indirectes (¥). L'équation X=o
qui a liew: pour l'une, peut avoir besoin de quelques
modifications pour devenir upplicable i I seconde; c'est
ce qu'il s’agit d’examiner.

On 2 vu (218) qu’en nommant xle segmemt 4D oy A'D
formé par la perpendiculaire BD" sur la base da triangle
ABCouA'BC, on a, en désignant les cdtés (317) par @ bc,

BD=c¢*—a*=a—DC* . ... (1)

®n mettant pour DC sa vileur 4C—~ AD=b—a ou
A'D+A4'C=>+ z, on trouve.

b c’=b‘+c‘—-z$z ou a*==b* - -25x...(2) .

72

Lesdeux ﬁs ABC et A’ BCsontindirectes puisqueg=5—DC - °

dans 'une, et x==DC— b dang Pautre : chacune des for~
mules (@n est directement apphcthq Tx'h l‘unc dqler
Mais la formule (x) appartenant & Luge et & l’aux,re, la

substitution de la valeur de DC Ya uule inmdu;t des :

différences ; il est visible qu 'elles ne consistent que dnns

le signe de o : donc P'une doit se déduire de Paugré en .

changeant x en — x.
En général; i X==o0 et X"=2 0 sent deux ¢quations
enu:e'le(s qantitis &, ¢, d....x qui mwpx Agyx, ﬁau'gs

2

il

(4] Camot, qui est I‘tum dc eme théaric , qu'il adévelom\h
dans = G(omare de positiort , .nomme cormlaum directgs les
figures directes et corrclahvu u)vma les égm ndincw. Con-
sultex cet excellent ouvrage. * e
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indirectes, X =0 ayant lieu pour I'une, et X’ ==0 pout

Pautre; il faut qu'il yait au moins une ligne , telle que x,
(ui soit la somme dans la premiére figure et la différence
dans la seconde ‘de deux autres b et a: de sorte que
s==a—¥5 pour June et x==>5—a pour l'autre. Or,
on peut toujours concevoir une -3¢ .e"quation Y=o,
vraie pour l'une et l'autre, et telle .qulon en déduise
X0 ou X'=to0, suivant qu'on y mettca b4 =z ou
b — x pour a.

“ Or, ces valeurs de a ne différant que par le signe de =,
X et X' doivent se déduire 'un de I'autre en “thangeant 2
en —z. 8il y avoit plusneurs quantités indirectes , il
faudroit en dire autant de chacune d’elles. 1l ne ‘reste plus
qu’a indiquer les moyens de reconnoitre ces quantités.

" Si on fait varier la position des points de 'la seconde
figure pour la rendre directe avec la premiére, en com-
parant les. deux valenrs-de x, on vait que g a dfi devenir
>b, de < b qu ’il était; et comme la vanauon sest faite
en suivarit la loi de continuité, il faut’ qu’on ait eug=b:
ainsi x a di devenir nul.

‘ Par exemple, si le point A se meut vers D et dépasse
c€ point , afin que la figure ABC, soit rendue directe avec
“celle A’ BC s AD ou x a é1é nul lorsque J a passe sur D.

A

a—b

llpomou atriver que: la, vale.ur de x: fit =

_pour.l'une des figures et x = o

= pour !’autu y alors

{ & amrait p'assé par Pinfini, C’est donc {e prupre des guantités
_indirectes de ne_pouvoir étre rendues directes par.le mou-
vement continu des parties de Pune, sans se trower dans
Vintervalle devenir zéro ou infini.

Lors donc qu'on a. une . éguation X = o entre Ies lignes

“bCo... x dune figure , pour obtenir celle X's=o qui gonvient
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¢ une figuré indirecte, il faut simplement changer:le signe .-

des quantités indirectes. Pour les distinguer, il faut faire
mouvoir les lignes de Vune des figures,: pour lg rendre
directe avec Uautre ,. et examiner si quelqu'une des lignes
bc.... x passe par zéro ou par lnyﬁm, car cdles-a
peuvent seules étre indirectes.

Mais ce caractére ne suffit pas pour en conclure si
les lignes somt indirectes ; car elles peuvent le présenter
et dtre cependimt directes. Il faut en eutre obtenir dans
Fune et l'autre, 4 l'aide des notions connues.ct de la
forme de la figure, des relations, qui , eomparées entre
elles, fassent distinguer les quantjtés indirectes; car elles
entrent avec des signes contraires. C'est aimsi qu’aprds
avoir reconnu que AD ou A’D=zx devient zéro, om doit
ensuite tirer les valeurs de CD qui sont 4C— 4D pour
ABC et 4'C 4 A'D pour A'BC; car on voit que AD
ou z ale signe différent de 4'D).

331. Pour mieux concevoir ce théoréme, fajsons-en
Papplication au probléme suivant. Etant donnée une corde
AD , du point O, extrémité du diaméwe OB qui lvi
est pcrpendwuhu'e, mener une droite. OF, telle que
la partie FE, comprise entre la corde et Parc, soit de
longueur donnée. Soiemt JB_.a BO =b, FE=m
et OF = x; nous aurons OF x FE = AF x FD,
oums= (a4 BF)(a— BF):or, BF* =2 — J*;
donc mx = a* 4 b* — x*, d'olt

z=—imx (88 +im*);
Tune de ces solutions est positive ; elle n’offre aucune
difticulté et se construit aisément : pour interpréter l’autr.e,
changeons £ en — x, nous aurons. . . . ... ...,
mx = x* — a* — b* = BF*—a", ce quisuppose BF > a
ou BD. Faisons donc tourner OF jusqu'en OF ; on voit

—~—

168.
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?

qu'slors a 3 x sont demeurés directs ; mais lorsque OF
passe en D, FE et FD sont rendus nuls; de plus. . .
FD = BD — BF et F*D = BF' — BD : donc FPD esA
indirecte par rapport 3 FD. Il en est de méme de
AF x FD
Fo
sou FD et F*D sont seuls indirectes,

FE* =m, car on a (2a1,234), FE =
AF x FFD

Fo ,
Donc la solation qui convient 3 la nouvelle figure se
trouve en changeant ici m en —m, ou ce qui revient am
méme 2 en — . .

La quéstion admet donc deux solutiens A droite de
‘OB (et par conséquent deux 3 gauche) , Pune est don-
née par la racine positive, Pautre par la racine négative ,,
qu'on prend en signe contraire (*). Du reste, il pour-
roit arriver que la question proposée n’admfit pas les
solutions indirectes{ c’est ce qui a lien lorsque le pro—
bléme exige que FE soit pris dans le cercle et non au~
dehors : alors les solutions négitives deviennent insigni-
fiantes. On en a eu un exemple (3ag,IV).

On expliquera de méme les solutions négatives des
problémes VI et VII (329).

33a2. 1l est un genre de problémes qui se rapportent
a cette théorie ot qui méritent de nous arréter.

Supposons qu’il faille déterminer, d’aprds des condi-
tions données, un point B sur une ligne fixe CB : poor
cela, on prendra un poiit arbitraire 4, qu’on nomme

.F'E' —

(*) Cet exemple prouve que le nombre des solutions d'une ques—
tion n’est pas toujours dunné par le degré de Pimconnue; pour
v'en ometire aucune, il faut fajre varier la figure, la comparer
avec toutes ses indirectes, en laissant toujours les domnées fixes.
Woy. le probléme 337, 4o..

\
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Origine , et on cherchera la distance 4B = = entre ces 16g=

deux points. ILpeut arriver que I'équation X = o, qui
senferme les conditions du probléme, admette une solu-.
tion mégative x == — a; il s'agit d'expliquer ce résultat.
- Tt suit de ce qu'on a vu que x = g répond au pro-
bléme proposé , en y supposant cependant que x devienne:
indirecte : or, si le point B se meut vers C pour se
placer en B, 4B sera nul lorsque B tombera sur A ;
ensuite. 4B duiﬂd'n indirecte ; car 4B = CB — CA
ot AB' = CA4 — CB’. Si donc rien n'indique dans le-
probléme que le point cherché soit situé i droite de.

Yorigine A, il est clair que la distance x = a, portée:

de A em B/, c'est-d-dire 4 gauche, y satisfait. On voit
méme que la solution négative ¥ = — g, indique dans
X = o une absurdité, qui proviemt de ce que, pour

obtenir cette équation, on a suppesé le point cherché.

placé en B, 3 droite de Porigine ; position contradic—
toire 4 celle que la question comporte, puisquion a
donné i la figure hypothétique sur laquelle on 2 obtenw
Péquation X = o, une forme indirecte de celle qu’elle

devoit affecter réellement. Cette erreur est rectifiée en.

placant B 3 gauche de £ en B’.

On doit conclure de 13 que toutes les fuis que le but-

d'un probléme est de trower sur une ligne fixe la dis-

tance d'un point inconnu & lorigine , il faut supprimer-

le signe des solutions négatives que donne le calcul, et en
porter les valeurs en sens opposé & celui ok on les avoit
plocées pourdumrl "équation.

Clest ce qu'on 2 pu temarqur dans lo probléme
¢3ag, I1), ot on a porté aussi inconnue GIde Gen I,
De méme: pour le probléme Ik, on a pris CD' = CD,
et D' a été un nouveau point de conmtact du cercle
avec la droite DD/, etc.

1624
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Quant 3 la solution négative du probléme 1V, . Ce.
x=—1a—\/(a'+ } @), elledonne x = — CE’; N
faudroit donc porter CE* sur CA, mais i droite , ce qui
ne peut cunvenir 3 la question (qui consiste 3 couper CA4
en moyenne et extréme raisun) ; cette racine est donc in-
siguifiante. '

Résolvons encore ce probléme.

Sur une ligne AC, quel est le point B/ dont les dis-
tances aux points fixes A et C, donnent le produit m*.
Soit AC==a, CB'==x, on a AB' —a—=x, d'od

x(a—x):rr'u‘ et_.x.._—.ia."!:.\/(%a;—m’).

U sera facile de construire cette solution qui est dou~
ble (329, IX). Si m > } @, ele devient imaginaire ;
mais il ne faut pas en conclure qu’il y ait absurdité dans
la question, car I'erreur peut provenir de ce qu’on a attri-
bué ‘an point cherché B’ une position qui ne lui ‘con-
venoit pas. Plagons-le doac ‘en B hors de 'espace 4B,
alors CB= x, doume 4B = = — a, puis

x(x—a)=m* et a==taxy(3a+m).

1l en résulte que 1°. si la question exige que le point
soit situé¢ hors de AB, elle n'est jamais absurde, et ses
deux solutions sont 'une en B, l'autre,en E; celle-Ia
provient de la racine positive et celle—i de la négative
EC = AB.

2°. Si la question exige que le point soit situé entre
Aet C, elle est absurde, 3 moins que m ne soit . . . .
< 3 AC : c.-a-d., que le plus grand rectangle qu'on
puisse faire avec les deux parties de AC est le carré de sa
moitié. On remarquera sur-tout que P’absurdité indiquée
par le symbole imaginaire , résulte précisément d’une
erreur de position du point B, analogue a celle qui con—
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duit ordinairement aux solutions négatives ; ce qui jette
un grand jour sur la théorie que nous avons développée.

3. Enfin, si la question laisse la liberté de placer le
point cherché entre A et C ou en dehors , elle admet
deux ou quatre solutions suivant que } a est Cou> m.
Dans ce dernier cas, le nombre des solutions n’est point
donné par le secBurs de I'algibre seule, ou plutét I'al-
gébre donne en effet tout ce qu'elle doit donner,
puisqu’elle ne rend que ce qu'on i a confié : il ne
faut donc que savoir interpréter son langage.

- 333. Pour déterminer la situation d’un point M sur
un plan, on emploie souvent le procédé suivant. On
trace deux droites quelconques Ax Ay , et, par le point
M, on méne les paralltles MQ MP i ces lignes ; soient
MQ = x = AP, MP—y = AQ: si ces longueurs sont
d?nnées, le lieq du point M sera connu, puisqu’en pre-
nant AP=zx, AQ =y, chacune des lignes PM QM ,
paralitles & Ay Ax, devra contenir ce point; il sera
donc a leur intersection. Si ¥ = o, le point est situé sur
Az; il est sur Ay lorsque x=o : enfin pour le point
A, x et y sont nuls.

1l est vrai que rien ne disant @ priori si le point est
placé dans 'angle yAx, plutdt que dans ceux yAx', y' Ax
ou 2’ Ay’ , la longueur x auroit pu étre poriée en AP,
et de méme y en AQ’ : de sorte que les quatre points
M N M N satisfaisant aux conditions données, il y
auroit indécision entre eux. Mais la distance AP étant
prise en sens contraire de AP, il suit de ce qu'on a
dit ci-dessns,, que ces deux valeurs doivent entrer dans
les calculs avec un signe contraire : si I'une est < x,
Pautre sera — x ; de méme si AQ est 4 y, AQ’ sera—y.

-Nous supposerons dorénavant que les x positives sont .

170,
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bro

165.

comptées de A vers la droite et les 5 positives de £ vems
la partie supérieure. Ainsi poux les. points situés dans.

LE'angle yAx , tel que M, x ef y sont positifs.

L'angle yAx*, tel que N, x est négatif ot y positif.

L'angle y'Ax, tel que M*, x est positif et y négatif.

L'angle x'Ay’, tel que N’, x ety sont négatifs.

La distance AP = x s'appelle dbscisse ; PM =y est
¥ Ordonnée ou Appliguée ; Vassemblage de ces deux lignes
est nommé Coordonnées ; Ax et Ay sont les. Axes, A est
Y Origine.

L'angle xAy des cordomnées est le plus souvent drait >
alors les lignes & et y étant perpendiculaires aux axes,
sont les distances du point M i .ces droites , ce quk
simplifie le discours et facilite les constructions.

4 Quelques Problémes wr bs. aires.

334. Un polygene étant donné, comstruisons—en um:
autre qui lui soit semblable, leurs|aires étant entre elles

dans un rapport conRu = -g, (m et n étant des lignes
ou des nombres). Nommons A I'un des cbtés du poly—

gome donné, et a son homologue inconnu : les aires de-.

ees figures étant d’une part = -”;i- et de lautre —.:.-—‘:—:-
(262), on a i::,- = -?:- La @nst@cﬁon de la formule

a=AV:Tt- est donmée (329, VI). Connoissant a,

il ne restera plus qu'a former le polygone semblable aw
proposé , @ étant homologue 2 4 (241). La méme cons~
truction a lien également pour des cercles (263, 3°.).

g3.  335. Pour trouyer le ropport de deux figures semblables:
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dorndes ABC...... abe...... on prendra sar les cdtés d'un
angle droit DAE deux parties 4B AC égales aux deux
c8tés homologues., la droite BC sera coupée par sa per-
pendiculaire 4G en deux segmens BG CG, qui ont le
méme rapport que les figures propasées.

336. Cherchons une figure X gui soit semblable 3 une
sutre P, et égale & une troisiéme Q; P et () étant
donnés. Soient 4 un cdté de P et @ son homologue in~
connu £ = — el devient P = = —A—’- rce que

L ¢ a* Q > p2 o
X = (. On cherchera donc les cdtés M et N des carrés
équivalens 3 P et Q (257), ou deux carrds M* et N>
qui soient entre eux dam le méme rapport (Fig. 166),

ot on aura — i TV- 5 a ser donc 4°. proportionnelle
AN, Me 4.

337. Diviser un triangle ABC en deux parties qui soiens
entre elles dans un vopport conne =
1°. Par une ligne ¥E perpendiculaire 3 la base AB.

Soient b x les bases 4B AE des triangles ABC AEF, hy
leurs hauteurs CD EF ; leurs aires sont Lk L xy, dou

FEBC =} (4 — 2¥) : aiusi la condition prescrite donne

L =2 Les triangles semblables #EF ACD
bh—=zy n

donoent L 7’:-, en faant 4D = o; dliminant y

on trouve

x m s V
POVEET SR x> =
ab —x* n m+n

Si on trouvoit >4 ou > AD, le point E devroit

166,

178
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&tre placé vers H, de l'autre cdté ‘'de D; cest ce qui
a 4D

b—a DB"

a*. Par une ligne menée du sommet. V, 256.

a lieu quand -:—.~ est > ou

3°. Par une ligne paralléle & la Base; ce problénre

rentre dans celm du n®. 334

. 4°. Par une ligne DF menée par un point donné D.
Désignons, AC par b, AB par c, la panalitle DI &4 AC
par f, AI par d, enfin linconnue AF par x. Les

triangles semblables AEF DIF donnent . AE — xj-:: 7

et comme = est le rapport donné des triangles AEF
n t

AE x AF
TB%AC 3 donc lorsque le

point donné D est au-dessus de AC, on a
{ bem (2 4d) =/fn-2*

Mais si ce point est dans le triangte ABC en D",
les figures deviennent indirectes (330); et, comme en
faisant mouvoir DI pour prendre la position D' I', x b c f
ne deviennent ni co ni 0, AI ou d peut seul changer
de signe. Clest ce qui arrive en effet, puisqu’en com-
parant Al —= IB — AB avec A —= AB — I'B, on
voit que AI et AL sont indirects. Il suit de 12 que
lorsque le point donné est en D’ dans le triangle, P'é-

CAB, on a (264) %_

.quation ci-dessus n’est vraie qu'apreés ayoir change .....

d en — d. Donc.
bem (x—d) = fn 2*.
Enfin, si le point donné est en D", au-dehors de

ABC, en faisant mouvoir D’I’ pour prendre la position
DI, AL devient AI, et D'I', I' F passent seuls par zéro




ProprLiMEs. . , 317

en F. On verra aisément que DYI* et D'I" sont
indirects, ce qui oblige de changer le signe de f dans
la derni¢re équation. On trouve ainsi

bem (d—z) =fn 2*:
en rappi'ochant ce cas du premier; on voi} que d et f
sont devenus indiracts ensemble. .

Si on demande que DF coupe I’angle K AE’, on verra
_en faisant tourner’ DP- pour se placer en DEY, que AF
passe par zéro ainsi que AE. Ces quantités peuvent donc
seules dwre indirectes ,. et le sont en effet, ainsi qu'on
peut s’en assurer. Il faut donc changer x en — x dans
notre premitre -équation , ce qui interpréte la racine né-
gative qu'elle fournit (7. 332) ; ce cas rentre dans le
dernier. Au reste , chacun d’cux pent étre traité séparé—
ment; mais telle est la généralité de lanalyse, qu'il ne

ut que savojr comprendre son langage pour en dé-
duire toutes les circonstances que présentent les problémes.

338. Trouver laire z d'un triangle ABC connoissant
les trois cbtés, BC=a, AC=%, AB=c. Soit
AD ===, on a (218) 2= & +:b_— ;orle tnangle
ABD domme BD=r/(c*—2*); donc zg=16x BD
devient z =1} v.{4b>c— (b4 c—a*)*}. Le radical
affecte la différence de deux carrés , qui équivaut (97,3°.)
a (38 5 - c*—a*) (abe—=b—c+a),
ou’d {G+ey—a} {e— (@ —cr}

mais ces facteurs éprouvent i leur tour la méme décom=
_position, et on obtient

e=3V/{(@+b+¢) (b+e—0) (a4b—c) (a—bt0)},
ou, en faisant le périméte ¢ 4 b4 c=13ap,

173
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e=V{p (p—a) (p—3) (p—c)}:

En remontant au n°. 318, on trouye pour le rayon
abe

du cercle circonscrit au triangle R==

Quant au rayon r du cercle inscrit, les aires des
tnangles AOB A40C BOC éant Lery Lor, Lar, la
somme est z__.pr, d’ody

x_ V{ (p—2) (p--b) (p—¢)
4
ces formules se prétem facxlemem au calcul logarith—
mique.

339. Construire.un rectangle dont Uaire soit domnde ,
ainsi que la somme ou la différence m des deux cOtés adja-
cens. Soit p*-le carré égal au rectangle cherché , x et y
ses cdtés, on axy =p* et z+y=m : éliminant y, il
vient 2* — mx = - p* , équation dont nous savons cons—
truire les racines (329, IX). .

340. Trouwver deux lignes x et y, qui soient dans
fe méme ropport que deux porallélogrammes donnés.
B b étant leurs bases, H A leurs hautenrs , om
doit avoir -;- = 1:;1 . Si.on donne x, une comstruction
facile (3x2) fera connoftre y ; mais si ces lignes sont
inconnues , I'une’ est arbitraire, et on peut simplifier

N A BH
en prenamt ¥ = §, dol x = -h—; z estalors qua-

tritme proportionnelle & A, B et H. Ce probléme revient &

.construire un redtangle hx dent Va hauteur'h est donnde , et

dont I'aire équivaut 8 celle d'un autre rectangle connu BH.

341. Pour construire les formules de deux dimensions,
on les rédnit a deux facteurs BH (voyez ce qui a été
dit 326) ;- I'un représente la base, Paitre la’ hautear du

s
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tectangle dont I'aire a pour valeur expression proposée.
ainsi pour z ==/ { cd (a>—3") }, on fera . .. ...
@*—b'=DB*, Vcd== H : les longueurs B et H se-
ront faciles & trouver, et x = BH sera l'aire d'un
rectangle connu. '

Mais si on veut que laire soit un parallélogramme ou
un triangle,..... comme la base et la hauteur ne suffi-
sent plus pour le déterminer,- le probléme admet une
infinité de solutions, a moins qu'on ne donne une autre
condition , telle que J'un des angles » ou le rapport de
denx cétés, etc.

Pour former un triangle éqmvalent au cercle dont le.
rayonest R=¢ V— » on prendra R pour base ‘et
une ligne A égale 3 la demi-circonférence pour bameur,
ouh=gR=%¢ V—'f- par approximation. Ces valeurs

se construisent par la fig. 166, (329, VI). Il restera ensuite
a tracer un triangle dont une des parties est arbitraire,

34a. Pour -évaluer laire dun quadrilatére ABCD ,
abaissons les perpendiculaires DE == A, CF =/, sur la
base AB==a; faisons AE=1>5, BF =¥, dod (a59)
Paire CFED = (b 4-¥#) x (6—b—~¥); deplus,
on a ADE ==} bk, CBF = } V¥ :.on trouve enfin pour
la somme des aires, :

ABCD =32 (a—b) (N + La—¥)h.

Cette formule d'une application facile doit étre modifiée
lorsque la perpendiculaire DE tombe hors du quadrila-
tére, car alors il faut changer le signe de ; de méme
pour ¥, lorsque la perpendiculaire CF est dans le méme
cas, comme on le voit fig. 175 (332).
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5. Proposztfons sur les Volumes des Corps.’

343 Nous avons. compare (293, 3(4) Vaire et le
volume du cylindre a ce!ul'de \la'_ §Pli.i':lj§ : comparons-la
au clne circonscrit qui est engendré par la révolution
du triangle équilatére IKH autour de BIi. On sait (319)
qu on a IH—-zIB——zR V'35 de plus (248). ... .
cir. IB= er\/ 3 ; enfin l'aire du cdne (28y) est_GxR
ou 6 fois I'un des granas cercles, et double de la base qui
est 3xR*; donc g# R’ est I'aire totale du cdne. N aire du
cylindre vaut’six grands cercles, celle ‘de la sphére “en
vaut quatre, celle du cdne neuf. Donc Paire du cylindre
circonscrit & ‘la"sphére est moyenne proportionnelle entre
celles de la sphére et du cdne circonscxits

Ce qui vient d’étre dit pour les aires du’ cylmdre et du
edne circonscrits 2 la sphére, est encére vrai pour leurs
volumes , qui sont entre eux comme leurs surfaces (314).

Ces propositions se vérifient aussi pour le cylindre et
le c8pe inscrits i la sphére, c.~3-d. engendrés par le carré
et le triangle équilatéral inscrits aw cercle générateur.

344. Toute formule de trois dimensions se réduit a
un produit de trois facteurs x == ABC, qui sont les
dimensions d’un paraliélipiptde dont le volume est égal
a x. On peut dlilleurs construirs. cette formule par un
cobe, un tétraddre,. un cylindre........... Clest ce qui
constitue les problémes relatifs 3 la , Cubature. On verra
aisément ce qu'ils ont d’indéterminé,

345. Nous donnerons iciy par l’analyse s les valeurs
du volume du tétraédre et de la sphére,

Soient S la bas¢, et I la hauteur d’un tétraddre ;
partageons H en n parties égales, par des plans paral-
leles & la base et distans entre eux de 7, ce qui sup-
pose H =ani; puis construisons des prismes extérieurs
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cemme il a été dit (30g). L'aire s d’une des sections
h‘l ) _ Y X9 ,

5 -F,dous_.—H—,,helant

la distance do plan au sommet. Ces distances sont ici

successivement ¢ af 3i..... ni, ainsi on 2 pour les aires
s» 28 IS n*Si
que la somme des volumes des prismes extérieurs est
Si3

est (278) donnée par o=

des sections de sorte

' (1*'42*+3* + ... 4 n*), quon peut meltre

(487, ) sous Ja forme S, 2{(nFD) (an41) -

H» . 2.3
83, 243
;I:.~ 2z -: 3n+| (*).Meitous-;—I,I pour n, et désignons
pat « l'excés de cette somme sur le volume ¥V du té-

.traédre, nous aurons V if- ¢=-§SH+-}Si+-}.-§:

dont la limite donne ¥ =} SH, puisque « et i song
d’une petitesse arbitraire.

346. Lorsque le triangle ABC tourne autour de sa
base AC, il décrit deux cdnes opposés par leurs bases;
leurs volumes sont (310), § ».BD*.AD pour ABD, et
} =.BD*.DC pour BDC : la somme est } ».BD>.AC.
Abaissons la perpendiculaire AP = R sur le ¢dté BC,
les triangles semblables CBD, CAP donneront. . .4 . .

(*) Si on regarde chacune de nos seqgions comme le base supérieure
d’un prisme, on formera la série des prismes intérieurs, il suffit done
pour avoir leur somme de changer ci-dessus 1 en # — 1. Cette sonme

- Sidn x an*~3n41 , dont Ia différence avec la Pl‘e‘
T 2.3

mitre est S¥, & cause de H = ni. On reurouve donc la mime
différence entre ces deux sommes que préckdemment (309), ce qui
prouve qu'elles ont pour limite le volume du tétraidre.

} X at

1
H?

1764
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rg—g: ,6;1‘” dot BD.AC = R.BC ; ainsi le volume
engendré par BAC est § x R.BD.BC. Or la surface
décrite par BC, que nous désignerons par surface BC,
est celle d’'un cdne, et = 1 BC. Cir BD = ».BD.BC !
dorc le volume engendré est = } R. surface BC.

Sile triangle ABI tourne autour de AC, on a
»olume ABC ==} R surf. BC,
volume AIC = } R surf. IC

donc volumé ABI == } R surf. BI.

Clest-a-dire que le volume engendré par un triangle qui
tourne autour d’un axe quelconque tracé dans son plan par
son sommet et hors de sa surface, est le pmduu di l'ai

gue décrit sa base par le tiers de sa hauteur.

Le théortme ci-dessus a également lieu lorsque le¢
triangle générateur ABI tourne autour d'un axe AK
paralléle 3 sa base BL En effet, le volume engendré
est le cylindre décrit par BIKD, plus le cone ABD,
moins le cdne AIK, ouws BD* (3 AD+ DK — § AK)
ou xBD* x 3 DK, ou enfin } AP x surf. Bl .

Comme on auroit facilement le volume engendré par
le, polygone circonscrit ABD....., en décumposant son
aire en triangles dont le sommet seroit au centre, il sera
aisé d’en conclure que le volume de la sphére et celui du
segment sphérique sont Ie produit du tiers du rayon par la
surface de la sphére ou de la calotte. On retrouve ainsj
les valeurs connues (3:13)
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CHAPITRE II

TRIGONOMETRIE RECTIBIGNZ.

1. Des Sinus, Cosinus , Tangentes , etc.

325.;. JusQu’rct nous avons plutdt évalué les mcon=
Bues ¢n lignes qu’en nombres; cependant on sent qué
Vexactitude des solutions graphiques dépendant de la per-
fection des instrumens ct de P'adresse avec laquelle on
les emploie , il doit dtre préférable de recourir 2 des
nombres , afin d’obtenir des approximations aussi grandes
quon veut. On a réduit toutes les figures rectilignes
au triangle qui est la plus simple ; et les opérations Géo—
désiques les plus compliquées se réduisent , en derniére
analyse , & des résolutions de triangles, c.-i-d. i la re-
cherche de la valeur numérigus des diverses parties qui
composent les triangles. La Trigonométrie est la doctrine
qui enseigne ces sortes de calculs.

1l est mécessaire de trouver des équations qui lient les
angles d'un triangle a ses cotés, afin que plusieurs de ses
parties étant données , on puisse trouver les autres. L’in-
troduction des angles dans le calcul exige quelques pré-
cautions , parce qu'ils ne penvent étre rapportés 4 la méme
unité que les lignes. Les géomeétres ont évité 'embarras qui
résulteroit d'une double unité, par une remarque assez
simple. L’angle BCA seroit déterminé, si la position d’'un
point quelconque du cdté BC, l'étoit par rapport au
cdté AC. Décrivons donc du sommet C, avec un rayon

178.
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quelconque CK, P'arc KG; I'abscisse CI et 'ordonnée IK
rectangulaires ('une de ces longueurs suffit, parce que le
rayon est connu) détermineront le point K, et par con-
séquent I'angle C; arrétons-nous a cette disposition.

L’abscisse CD d’dn point quelconque B de la circon-
férence s’appelle le Cosinus de 'arc AB; I'ordonnée BD
en est le Sinus; on définit ainsi ces lignes : le sinus d’um
arc est la perpendiculaire abaissée de l'une de ses extré-
mités sur le rayon qui passe par lautre : le cosinus est la
distance du pied du sinus au centre..

Si on et élevé HG perpendiculaire sur CA, et par con-
séquent tangente en G, Pune des longneurs GH et CH

" auroit aussi déterminé Pangle C et Parc KG ; on nomme

HG la Tangente et CH la Sécante de cet arc; ce ne
sont plus, comme en géométrie des lignes indéfinies. La
tangente AT d'un arc AB est lo partie qu'interceptent sur
la tangente menée 3 l'une des extrémités de cet arc, les
deux rayons qui le terminent : la sécante CT est Ie rayon
prolongé jusqu'ad la tangente.

Lorsque 'arc EB, complément de AB, est déterminé,
AB Dest également : on peut donc fixer la grandeur d'un
arc AB, en donnant le sinus GB, la tangente EM ou la
sécante CM du complément BE; c’est ce qu'on nomme le
Cosinus, la Cotangente et la Cosécante de Parc AB , pour
désigrier le sinus, la tangente et la sécante de son com--
plément. : ‘

348. Le rayon étant donné, la grandeur d'un angle
ou d’un arc dépend de celle de son sinus, ou son cosinus,
ou sa tangente, ou sa sécante, ou sa cotangente, ou sa
cosécante , qu'on désigne par les caractéristiques Sin, Cos,’
Targ, Sec, Cot, Cosec. Nous pourrons donc, dans les
calculs, introduire les arcs et les angles en nous servant de

Ja méme unité que pour les lignes droites, but que nous

<
4
EH

¢
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nous étions proposé. Mais, avant de faire usage de ces
considérations, comparons ces lignes trigonométrigues entre
elles, et cherchons les équations qui les lient, puisqu’il est
évident qu'une seule étant connue, les autres em dépendent.
Le triangle rectangle BCD donmne CD*4-BD'=CB:,
CD est le cosinus, DB le sinus de 'arc AB==a, CB est
le rayon R; donc
sin"a 4 cos*a=R*. ... (1).
Le triangle rectangle CAT donne CT*=CA* 4 AT
sec’a==tang’a - R* . . . . (2).
Les triangles semblables CBD, CTA donnent ¢
CcD cA ¢D CB

=ar *trter
Rsina
ou Gng 4= ——— N OR
R:
eC 0 = —— .- (4.

»

Cette derni¢re formule prouve que le rayon est moyen
proportionnel entre le cosinus et la sécante : du reste , les
équations (1), (a) et (3) suffisant pour exprimer la simi-
litude des triangles CBD, CTA, la 4*. est une con-
séquence des trois autres. Ainsi, on ne doit pas regarder
ces quatre relations comme distinctes ; elles n'équivalent
qu'ad trois. On peut méme s’en convaincre directement
en déduisant I'uge quelconque des autres par I’élimination.

Ces formules doivent aussi avoir lieu entre le sinus,
le cosinus, la tangente et la sécante de 'arc EB com-
plémcnt de AB : on peut donc y changer ces quan-
tités respeclivement en cosinus, sinus, cotangente et
cosécante. Mais on peut aussi trouver ces relations directe—
ment : car les triangles semblables CBD (ou CBG) et

178.
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CcG GB (G GE

CME dolment ———- ) M. —T —ﬁ , doﬁ
Rcosa ) R*
(5)...cot &== e et coseca== —— s (®) s

en multiphant les formules 3 et 5, ou comparant les

deux triangles CTA et CME, on trouve que le rgyon est
moyen proportionnel entre la tangente. ét la cotangente ou,

tanga x cota==R*. ... (7).

Enfin le triangle rectangle CME donme CM'=—CE*-{-EM>.

* cosecrta=Ritcot’a. ... (8) .

349. Ces huit équauons (* (qui p'en renferment que.
cing distinctes) servent i trouver les quantités sin a,
cos a, tang a, cot 4, se; a, cosec a, lorsqne I'une est
connue. 1l suffit d’un peu d’attention pour cela, et d’un
calcul simple pour éliminer. Par exemp]e, (1) donne le
sinus quand le cosinus est tonnu, et réciproquement :.
tar sin g=\//( R* == cos *q), et cos *a==y/(R* —sina).
De méme, (2) donne la tangente quand on a la sécants
et re’cipro'qnemént,, etc.....

Parmi ces combinaisons, nous distinguerons la suivante,

3 cause de son utilité : cherchous le cosinns, étant donnée
L}

la tangente. De on tire cos ¢ =
8 @ seca

s et comme

(2) donne sec a—1{/(R* <4 tang*a), on en conclut

cosa =

R> A
ViEFumga O

pre—

4

(*) On appelle 4D le sinus versa de Parc AB; il o « o

o,

=R —cosa: cette quantité est de pen d'usge.
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enfin (3) donnant Rsina—=casa x tanga, on a

Rungea
VAR Funga)

sing=

« « (10)

350. Parsin a, cos a,....il faut entendre le sinus, coe
sinus ,.... d'un arc dont la longueur est @, le rayon étant
fixé =R : or, cette longueur dépend du rapport de l'arc &
avec le quadrans, et sa détermination exige un calcul
Mais on peut ordinairement I'éviter , car lorsqu'on em-
ploie les arcs pour mesurer- des angles, le rayon est tout~
3-fait arbitraire : alors ce n’est plus la longueur absolue a
de Parc qui entre dans les calculs, parce qu'elle est pro~
portiénnelle au rayon; de sorte que si la circonférence est
grande, Pangle est mesuré par un arc plus long que si
le rayon edt été moindre. Les sinus sont aussi inégaux,
mais leur rapport avec le rayon est le- méme, puisquion

.KI _ R4
T c4
le Sinus naturel; il a pour valeur-le sinus de I'arc sem-~
blable pris dans le cercle dont le rayon est un, puis-

2 . Le rapport du sinus au rayon s’appelle

mne logs équival
R sont alors qm.vaem.

que sina et

Concluons de 13 que 1°. lorsque le rayon sera aimsi.

arbitraire, ce qui arrive la plupart du tems, pour sim-
plifier les calculs , nous ferons R= 1, ce qui donne

sin *q 4= €05 *¢=1, tang '3 —-L=35¢c G, 1angq4.cota =1y,

sinag I cos @
tanga= ——, secqg=——, Cotos=——.,
cos a cosa sin g
tang a

Cosa a

1 .

1794
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2%, Mais la supposition. R==1, rendant les calculs
propres aux cas seulement ot le rayon est arbitraire, si
on veut rétablir les formules dans I'état plus général ou

le rayon R est quelconque, on y remplacera sina, cos a,...

sina cosa

par —p—; —g— e+ OU plu}ét on y distrilbuera des

uissances convenables de R de maniére i produire I’ho~
mogénéité (328).
3°. Lorsque le calcul ou I'expérience aura fait connoltre
la valeur numérique sin a du sinus d’un arc, pris pour
un rayon R, on aura celle du sinus de I'arc a’ semblable
dans le cercle dont le rayon est R’ en multipliant par le

du 1o .. sina . sin @’ d
rapport, du 1. rayon au 2°; car T —3 T onne

sin a== - X sina’.

4°. Puisque, dans la mesure des angles, le rayon est
arbitraire, on n'emploie pas la longueur abselue des arcs.
On a coutume de diviser le quadrans en 100 parties égales
qu'on nomme Degrés ou Grades; chaque grade est lui~
méme divisé cn cent parties qu'on appelle Minutes ;
chaque minute I'est en cent Secondes. Ainsi, 18° 54/ 55/
désigneront 18 degrés 54 minutes 55 secondes, ou 18°, 5455.
Telles sont les dénominations usitées dans la mesure des
angles. Le rayon est d'ailleurs arbitraire, on ne désigne ainsi
que le rapport de I'arc au quadrans, ce qui suffit pour fixer
la grandeur de Pangle : ainsi, 18° 54’ 55/ = 07,185455.
Par sin a, on n'entend plus que le sinus 'un arc dong
a est le nombre de degrés.

351. Jusqu'ici notre arc AB est < 19; mais faisons
mouvoir le point B de A vers EHA'K.... pour lui faire
décrire le cercle entier, et suivons les variations qu’é-
prouvent le sinus ¢t le cosinus. En A le sinus=o, le
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cosinus=R. A mesure que I'arc 4B croit, le sinus aug-
mente, le cosinus diminue, jusqu’en E; le quadrans A4E
a R pour sinus et o pour cosinus.

Au—deld de 4E, le sinus décroit, le cosinus augmente ;
on voit que, pour AH les triangles HIC = BCD donnent
HI = BD; ainsi, le sinus d'un arc est le méme que celui
de son supplément. La méme chose a lieu pour le cosinus,
car IC=CD; seulement lorsque I'arc est > 17le cosinus
est négatif (333). Pour la demi-circonférence 4EA’, le
sinus = o0, le cosinus=— R. Au-deld le sinus croit de
nouveau, et le cosinus diminue ; P'un et autre sont né-
gatifs.... On continuera aisément.

Quant aux autres lignes trigonométriques, on pourroit
suivre de méme sur la figure leurs variations et leurs
signes; mais il est préférable de recourir aux formules
3), (4), (5), (6), puisque I'on vient de reconnoitre les

états successifs du sinus et du cosinus. On verra donc que

sin 0 —o, coso—= R, donnent tang o=o, sec o= R, coto=e0,

sint1.=R,cos17=0,. + . .tang1 = =sec1’, cot1==0.

Dans le premier quadrans tang a, sec a croissent avec a,
cot a décroit ; tout est positif,

Dans le second quadrans, tang a, sec a déqroisknl,
cot a croit avec l'arc a, etc.

Dans les quatre quadrans, le sinus et le cosinus reprenant
les mémes valeurs, on voit que fout arc plus grand que le
quadrans, a pour sinus) cosinus; tangente ..... la méme
valeur, en btant 200° autant de fois qu'il est pussible.
Seulement il faut avoir égard aux signes; ceux du simus et
du cosinus sont connus et servent 2 déterminer les autres.
Ainsi, sin 257° =—sin 57°; tang 643° = tang 43°, ptc.

Lorsque I'arc AB est déterminé son sinus, son cosinus ...
le sont : mais 'inverse n'est point vrai; ainsi, le sinus

179+
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. BD appartient non-seulement i 'arc AB, mais aussi 3

son supplément AH et i ces arcs 4B et AH, augmentés
d’un nombre quelconque de circonfércnces. Tous ces arcs
ne donnent que deux angles sapplémens 'un de I'autre.
On fera le méme raisonnement pour les cosinus, etc....
En i-egarda_nt 'arc AF comme étant de signe conjraire
4 AB, on voit que '

sip (—a)=-~sin @, cos (-a)=cosg, tang (~a) =-tanga,...
2. Formules générales.

'352. D’aprés ces notiogs ptéliminaires, on voit que
la résolution des triangles est renfermée dans un nombre
convenable d'équations entre les cdtés et les angles. Cest
cette recherche qui va nous occuper.

En prolongeant BD, on a BD = ! BF, aiusi le sinus
d'un arc est la moitié de lg corde d'up arc double.

Si BF est égal au rayon, il sera le ¢dté de 'hexagone
régulier inscrit (236); BAF sera le sixiéme de la circon-
férence, et BA sera le tiers'de AE. Le sinus du tiers
du quadrans est donc la moitié du rayon Les. formules,
1,3, 5, donnent

sin§7=1R, cosi—v:lR\/S ung§~~7=7—§, cot 37=Ry/33

on connoit aussi sm Puxsque COS-}" =sin 3-'1 d’od

sin §7={ Ry/3, cos ,’l:-}ﬂ, tang $'=Ry/3, cot §v=% «

353. Lorsque 'arc 4B est de. 50° ou la moitié¢ de AE
le triangle CTA estisoscéle , ainsion a AT=AC, oula
tangente de 50° est égale au rayon. Douc

tang 50°—= R =cot 50% cosSo*=1R\/2= sin 5o°
tang 150°=<—R=cot 150° sin 150° =} R\/2=—cos 150°
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334. soit CAB un triangle rectangle en A; si d'un
sngle aign C avec le rayon CK>=1, on décrit Parc KG,
¢t si on mene le sinus K1 et la tangente HG, CI sera le
tosinus de C: or, les triangles semblables GKI, CHG,

CK _€B 6K CB G U4,
CAB dounent — oF =i’ KI ™= BA GH yrE
dod CA=CBxtasC, BA=CBxsinC,
et BA = GA x tang C,

(Cellesci est le quotient de la seconde divisée par Iy
premiére ). ’

Donc, 1°. Un cdtd de I'angle droit est le produit de I'hy-.
pothénuse par le cusinus de I'ungle aigu compris . . . (A)

2°. Un cdté de U'angle drott est le preduit de l'autre cd1d
par la tangente de l'angle aigu adjgcent 8 celui~ci . . (B)

Nous représenterons dorénavant les angles par A, B
et C, etles cdtés qui leur sout respectivement opposés
par a, b et c. Ainsi a élant hypothénuse, on a

b=acos €, c=acosB==8sin C. . .(A)
ce==btangC. « ¢« ¢ v o . . 0o .. o (B)

Ce sont les formules qui servent 3 la résolution des triangles
rectangles, ainsi que noos le développerons bientdt.

355. St de P'angle B du triangle quelconque ABG, on
abaisse la perpendicalaire BD, l'angle B sera coupé en
deux angles qui seront les complémens respectifs de A
et C. Nos théorémes ci-dessus donnent BD==ABx sin A,
BD =BCx sin C:dod¢sin d=asin Cou. ...

sm;{ == n:C De méme en abaissant la perpendicu-
laire de C ou de A, on auroit sin 4 = smbB ; dong

in 4 inB in C
e AL AP )
. (]

€
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x78. Ainsi, fout triangle @ les sinus de ses angles propor\‘ ‘
tionnels aux cbtés opposés.
En désignant par x le segment DA (218), ona. . .
@ =45 4 ¢* —2bx; mais le triangle rectangle BDA
donne DA = BA x cos A ou x=c cos A; donc

=5 +4ee—2dccos 4. ..... D)

38. Si la perpendiculaire BD tombe hors du triangle, il
faut + abx au’ lieu de — 2 bx. Mais comme alors Pangle
BA'C est obtus, le cosinus devenant négatif, le signe de
= 2bc cos A redevient positif, et se rétablit de lui-méme.
Donc notre formule s’applique & tous les cas (330).

1280.  356. Soient deux arcs AB=——a«, BD=—g; cherchons
les sinus et cosinus de leur somme AD et de leur dif~
férence AK. Menons la corde DK, au milieu I de
laquelle le rayon CB est perpendiculaire ; puis les paralléles
El, KH a2 AC, et les perpendiculaires DP, IG, BL
ot KO; DP estle sinus de AD ==« 8; KO est celui de
AK ==« — 8; les cosinus sont CP et CO : ces quatre
quantités sont les inconnues du probléme.

On voit que DE —= EH; DE et IG ont donc pour
somme IG+DE,ou. . ....... DP = sin (a4 8)
et pour différence IG— DE —HP, ou KO = sin («—8)
De méme EI étant la moitié de HK,
ona PG=GO0 =EI , ainsi CG et EI
Ont pour SOTMME. . . . ¢« v 400 . €O = cos («—8)
et pour différence. , . . .. ... .. - CP == cos (« 4 8)
Donc sin («+8) =IG = DE; cos («=8) = CG = EL

1l ne reste plus pour obtenir IG, DE, CG, EI qua
appliquer aux triangles rectangles CIG , DEI notre théo-
réme (A). Il vient IG = CI x sin «, DE = DI cos «,
puisque I'angle EDI==4«; or, DI=:sin g et CI==cos 8;
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les sinus: et cosinus de « et 8 sont les données de 'la 180,
question ; ainsi, on a

IG = IC x sin « — sinacos g
DE=DI x cossa=sin8cos s
onademéme CG = CI x cos « == cos« cos 8
El = DI x sin a=sinasin 8" .
d'olt sin(«+8) = sin « cos 8t sin 8 cos #e ..o . (E)
cos(s - 8) —cos « cos 8 - sin« sin B.....(F)

Ces quatre formules servent de base i toute la théorie
des lignes trigonométriques : <i le rayon au lieu d’étre==1,
étoit R, on mettroit simplement R pour diviseur des seconds
membres (350, 2°.).

357. Faisons a==# dans ces formules; en prenant ls
signe supérieur , on trouve

sin (28) =2z sinecoss. . . ... e (6)
€os (24) == 03 s —sin *w=2cos*s—1. . . (H)

( en mettant dans celle~ci 1 — cos’« pour sin’s ).

Telles sont les valeurs du sinus et du cosinus du double
de Parc « (¥).

358. Si on regarde dans ces équations sin « et cos « comme
inconnus, et sin 24, cos 24 comme donnés, il faudra
éliminer entre elles. Mais comme le calcul seroit com-
pliqué, on préfere employer au lieu de la premiére,

(*) Pour avoir les sinus et cosinus de 32, on fait 8 =24«, o8
bui domne sin 3(:&!.”264“!2.“., cos Ja= “c‘;
mais il faut mettre pour sin 2« et cos 2 « leurs valeurs, et il viens

" dn 3ea=3sine~—4oinda, cs3a=fogpla—3cos e
11 est aisé de voir qu'en résolvant ces équations par rapport & sin «
et cosa, on aurcit les ginus et cosinus du tiers; on obtiendyuit de
mims coux de 4o ot $a, etc.; Moy, c-apris (336).
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3§ == cos *¢ -} sin 1¢; alors en 3jontant H, ou en sous=
trayant, on obtient de suité

2COs’e= i .}~ €05 2 &y 25iN%4==1 — COS 2 a.

Si donc on change ici 2 « en «, ce qui est permis, ona

tos}¢=V<l+:os‘), sint ¢=% V(l__;:fs_‘)(l) .

€quations qui domnent les sinus et cosinus de la moitlé
d’un are.

359- Divisons I'une par Pautre les formules E et F, il
sin (e=p) sin & cos 8 sin BcCos &
'Os(u_'tﬁ) COS & COS B 2T sin a sin 8
divise les deux termes du sécond membre par cos « cos 84

vient

; or, si on

en remargnant que tang « == e , on obtient (¥).
cos s
t:mg « tang 8

tang (s = 8) - - tang = tang B -

()

qui donne la tangente de la somme et de la différence de
deux arcs. En faisant « = 8, on a celle du double,

N '————M.—.
(*) On abtieut de mémie oot (« I 4) = e:,:g+e::

8% on fait « == 50°, comme tang 509 =1, il vient
_ 1t ongs
Le mime calocul donhera anmi, nmphpn&bﬁmﬂnzt.
F, avec les signes convenahles,
p (a+4) _ cot8tcota _ ungodungs
‘u'n.(-—.e) T ot —tote | tang«— tamgh
e) cotitcote  tangotuangs .
eo-( + Ys . E1dootacots 1 tang<tangh
ops (~4?) _ cotf—tunga - x-—ungannsC
m(.—b). Wit tamge x-g-ungcmgl
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.a2tang =
tang 2 4 =

A

1 —lang’« T

En divisant Pune par 'autre les équations (), il vient

I—Cosw 1-— oS @
tang e = V(x—}-cos; sin w (M)

360. Reprenons les équations (E); en les ajoutant et les
soustrayant, il vient

sid (s 4 ) - sin (&« — 8) = 2 sin . cos 8
sin (« 4 #) —sin (4 —£) = asin B cos @

et divisant ces formules Pune par 'autre,
sin («4-8)4-sin («e—B) _ sine cosg_tange
sin (x4 8)—sin (e« — @)  cosw sin A~ tang g

8i donc on fait « 4~ f == C et « — 8 == B, d'od (107)
a=}(C+B), p=4{(C~—B),ona (¥

o

—

(*) I.e méme calcul sur les équations E &t F combindes 2 'a o
doune diverses autwes formules ; elles sont de peu d'usage, ce qui
nous détermine i les mettre simplement en note, ainsi que quel-
ques-unes déja obtenues : elles ne servent guire qu'a remplacer dans
certains cas des additions ou soustractions , par des monomes formés
de plusieurs facteurs, afin de pouvoir y appliquer le calcul logas
rithmique.

tin A 4sin Bz=26n}(A+ B).os! (A~B)

sin A —ain B = 2sin} (A — B).cos! (A4 B)

cos A+ cos B x2cos} (A + B).cos | (A — B)

08 B=—con A4=2um)(A+ B).sin} (A4 — B);
e faisant A = 100° dave lea deux premilrex et £ = o duns les
autres , il vient

1+ sin B = 23in (50°+ | B).coa (500—} B) == agin*(50° 4 1.B)

1 =~ tin B = 24in*(50%== B) = 2 cos* (50°+, B)

Stosd=200 . 4, 1 —es A =25 L. .. .(])
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sin C+sin B__tang ! (C + B)
sin C —sin B~ tang { (C— B)’

On a vu (355) que l—ng % d’ou on tire (73, 2°.)

sin € 4-sin B __c+3
snC—sinB  c— 8
donc (en remarquant que A 4 B 4 C == 200°, donne
3(C+B)=100°—1 4,)

c4+b cot + A
c—b  tangi(C—B) " " - (M

; Péquation precedente devient

3. Formation des Tables de sinus, cosinus....

361. Jusqu'ici ces formules sont stériles pour nous ;
car pour les appliquer 3 la résolution des triangles, il
faudroit connoitre les sinus des angles donnés, afin d’en
introduire la valeur dans les équations; ou bien, lors:
qu’elles sont destinées i faire connoitre un sinus , il fau-

En effectuant diverses divisions , on en tire
sin A +sin B .  sinA—sin B ' . .
AT B =it E) S =4 + B);

sin A <+ sin B sin A —sin B
B g = Ot (A B g =ungi(A4—B);

mA'*'WB N 1
A —a B = ot (A B) ot (A B).

1+sin B° R theosd
_.tang'(So + i B), —wz-—cﬁ 14

1—sin B
1+en'B _ sine(5004+:B) 1—sinB- st (50—} B)
1+cos.d cos* + A 5 T—c0sB sin*} B -

On peut, au reste, varier ves formules de bien des manitres; i
est inutile de n6hs étendre sur ce sujet; om pent consulter l"Iluh
& tAnal. des inf. CEuler.
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drolt potveir en ‘déduire Pangle correspondant : de I la
nécessitd de former wae table qui domne les sinus, cos
shwme., . ... lorsyn'on vomnoft les hombres de degrés des
arcs , et réciproquement. .

Il rdsulte de wos équations ¢, 3 et 5, que si les
sinus étoient connus, un calcul trés-simple donneroit
1¢ cosinus,, la tangeme et la cotmgente correspondans ;-
on auroit aussi la sécante et la cosécante, mais on les:
comprend rarement dans les tables; iéme il n’est nécessaire
de calculer les lignes trigonométriques que jusqu'a 100°,
puisqu’au-deld elles se reproduisent.

On remarque d'ailleurs que sin @ =cos (100°—a),... 5
ainsi lestables ne tontiendront les sinus, cosinits, tangentes
et cotangentes que jusqu’d 50 degrés. C'est ningi que le
cosinus-de 8o® est ie sinus de 20, et que la cotangente de
175° ==wtang 95° == <« ¢ot 25°. Voyons don¢ 2 calculer,
les sinus et cosinus jusqu’d 50°y pour tous les arcs com-
pris dans le quadrans partagé de degré en degré ou de
minute en minnte, etc.

Concevons qu'aprds avoir pris un rayon d'un nombre
arbitraire d’unités, et divisé le' quadrans en degrés ,
minutes et secondes, on ait obtenu le nombre d’unités
contenues dans les sinus et cosimas de chacun de ces arcs
jusqu’a S5o°; au liew de composer la table avec ces nombres,
pour B commodité des calculs, on y inserit lears loga-
rithmes. Comme les sinus sont plus petits que le rayons
il convient de supposer le rayon d'un assez grand nombse’
d’unités, pour que le sinus du plus petit arc de la table
soit plus grand que um, afin d'éviter les logarithmes néga-
tifs (91, 1*.). Dans les tables ordinaires, les arcs procédent
de 10 en 10 secondes, ot le rayom 2 10 pour logamhme
ou L R= 10, R = 10 milliards.

1 O a3
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seront }, %,.... du sinus qu’on vient de calculer-pour 5o’;
et de plus, comme sin 10’ =—o0,0157¢, on a

2cos 10/

P == =g = 11999997
pour multiplicateur constant,, d’aprés 1a loi apz — 7.

On vérifie aisément les résultats en appliqnam directe-
ment d’espace en espace les formules des sinus et cosinus,
«* 8, et2a; et en pratiquant d’avance et par le méme
procédé les calculs, soit de degré en degré, soit autre-
ment. Pu reste nous donnerons biemdt des voies plus
expéditives et plus sires pour parvenir i la confection
des tables : celles—i soffisent pour les faire concevoir et
remplissent notre but.

4. Résolution des triangles.

363. Premier cas. Triangles rectangles. Les deux formules
A et B donnent la résolution complette des triangles rec—
tangles; car elles i:pmprennent les cdtés a, b, c et I'angle
aigu C; ainsi de ces quatre quantités deux étant données ,
on peut en déduire les autres. Il seroit méme aisé d*éhi-
miner C et d’en tirer la relation a*=18" -4 ¢* si souvent
employée.

Il se présente deux cas , suivant qu’on donne ou un cété
et un angle , ou deux cdtés. Faisons (350) le rayon = R
dans les équations 4 , puisque dans les tables LR —10.

Rb=a cos C....(1);

Re=4%tng C. ... (3)

P e =b ... (3)
1°. Etant donnés un angle aigu et un cbté , les deux
autres c8tés sont seuls inconnus, puisque Pautre angle

- aign B=100°— C. 1l est visible que les équations 1 et 2

résolvent Te probléme et donnent chacune uh cdté.
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Soi¢nt, par exemple, C=37°, 33, et b=45, 54 métres.
Les formules 1 et 2 donnent

LR=10" - L= 1, 6533930
Léb= 1,6583g30 Ltang C = g, 8208982
€. UYsos C .-—-..To: 0789285 -—8 LR =T‘6: 0000000
La= 1, 7373215 Le = 1, 4792913

Doune a =54, 616 mét., et c =230, 150 mét. Cette opération
peut servir i tropver la hauteur BB’ = ¢ d'un édifice dont
le pied B’ est accesyible. e calcul se vérifie en changeant
Finconnues , comme p. 81.
2°. Etant donnés deux cdtés, la formule 1 ou 2 détermine
Pangle aigu €, suivant que Phypothénuse a est ou n'est
pas I'un des ctés donnés. La 3. donne le cdté inconnu.
Le calcal ithmi 'applique aisément anx équa-
Tions 1 et 2{08(3::?1?“;“1: 33'?‘,)113 a l;:st donné, c?n a
b=y (@ =)=/ {(ahe) e—c) }o - -
Mais si'a est inconnu , il faut dabord chercher Pangle aign
C alaide de (2), puis ensuite’(1) donne a.
364. Deuxiéme cas. Triangles obliguangles. 1l y a quatre
tas & considérer; .
1*. Etant donnés un c6té et deux angles, le 3. angle
est conriu’y et on emploh';v les équations (C, 355).
bsin 4 =asin B.-. €,
¢ sin B=&sin; C. .. (2).
* Soit, par exemple, 3=44,656 mét., 4=41°,65,C=80°16,
d’oli on tire B==98° 19, ona
"Lb= 1,6 Lb= 1,6
L sin_. /g = _9_: 73943;82 L si_n C= _2: géggggg
C*. Lsin B == 10, 0260009  C'. Lsin B == 70, 0260009
La = 1, 46017¥g Lc == 1, 6544402

. donc =28, 852 mét., et ¢ == 45, 127 méet. Il est aisé de

181,
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voir qu’on peut par la mesurer /a distance B'C de C &
point B’ inaccessible , mais visible.

On peut aussi trowver la hauteur BB’ et la distonce B’C
d’un édifice dont le pied est inaceessible et invisible ; car
en mesurant une base horisontale £C et les angles BCA
et BAC, qu'elle forme avec les lignes dirigées vers le
sommet B, on calculera le cdté BC. Alors dans le triangle
rectangle BB'C, en connoitra BC et 'angle. BCB' (qu'on
pourra mesurer quoiqu'on ne puisse pas voir le pomt B,
parce que B’C est horisontale).: on en conclura les va-
leurs de BB’ et B’C.

2°. Etant donnés deux cbtés et un angle eppusé 3 l'um

. deux. Disignons ces domnées par ¢ ¢ et £, on a
L - L. csin 4
c¢sin A —=asin C, d'ou on tire sin C = , ce

a

qui raméne au cas précédent. Or la valeur de sin C corres~
pongd A deax angles C et C’ supplémens ; de sorte qu’on 2
pour solutions les deux tnangles BCA et BC'A. Si 'angle
doun¢ A est obtus, C est 3igu ; et si le probléme n’est pas
absurde , “on doit avoir a > ¢. Lorsque a est aigu et a > ¢,
C est encore aigu ; il o'y a donc.qu’une solution.
Désignant par p la hauteur BD) du triangle, on tire de

BAD, Rp=c sin A, d'ou sin C:—I';E--.'O:si,a édant < ¢

on a p==a; on trouve sin €= R, et I'angle C est
droit ; il n’y a qu’upe selution : p > a rendsin. € > R,
et il y a absurdité. . :

Donc tant que le c4té a opposé & Pangle donné n’est pas
plus petit que I'autre cdté donué ¢, il n’y a qu'une solu~
tion. §i a < ¢, il y en a deux; 3 moins que & ne soit
aussi < p, (quiest le cas d’absurdité ), ou == p (il n'’y

‘qu’une solution ). Tout ceci s’accorde avec ce que leg
considérations géométriques ont fait connoitre (198).
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2o, Etant donnés deux cbtés et Iangle compris. Soient
A4, b et c les donndées, la formule IV (360) devient

. c— & \
E -:.-:,‘(C—B).__ Py coti A ..
d.' e treia la valeur n de Pangle  (C—B) ; er
doet l. c.-nphmcnt de } (C+ B)_ » puisque

Biw Hie

(A4 b6+ C)= xoo°,_donc on a

3 (C+ B)y=m, ;(C—B)=n,
dot C-~m-4-n, B—=m—n. Il ne restera plus qu'd
trouver le coié_a par le procédé ci-dessus.

On peut an reste déterminer directement ce cté a sans
chercher prealablemenl les angles et le faire servir au
contraire a trouver ceux-ci. En effet, reprenons la for-
mule D, ajoutons et soustrayons abc, puis mettons pour
1 — cos A sa valeur 2sin* i A4, (358, 1); il vient

@ = (b-c¢)*+ abc (1 ~cos A).._ (B-c)* { 14 4bc<m c):l}
46: sin*i A

G—cy
pour carré de sa tangente, ce qui est toujours possible ,
puisqu’il y a des tangentes de toute grandeur : la valeur
de a deviendra (8—c) y/(1+4-tang @) ou (b—c) sec ¢,
ou enfin, en rendant la formule propre au cas ot le rayon
est R,

Cela posé, on cherchera I'angle ¢ qui a

_R (=0 asini A
~ T cosep tang ¢ =

—V/ (%)

Le caleul logarithmique pourra aisément s’appliquer :
on aura d’abord tang ¢, et par suite cos ¢, pis a. Voici
un exemple auquel nous appliquerons ces deux pro-
cédés. Soient ¢=—287,812 mitres, d=171,577 métres,

d=45, 4(8; d'od b4¢c=15¢,389 et ¢c—b=16,235
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Premier procédé. Deuxiéme procéde.
L (c:—b)-— 1,2104523 Ee=— 1,82355
L cqt 3 A==10,4380485 Ld = 1,854

C.L 'c+6 3,7975416 L (be) = 3,7983a74
Btangn = g,4360424, Ly (k) = 1,8991637
doum—-7 o 26 . 0,3a10300
n =16° 9618 L sin A‘._. 5436354
\)ms C= 81,". an8 G E(c—-b)\- 3,7895472
0% 39&’ L tang @-== 10,5333,68

Lc._, 1,84355 d’on ¢ = 81°,864
Lsmd=_9, 163 LR (c—$; = 11,3104523
€. Lsin€C = 10,00:7916. C. L cos ¢.'_'|"5,§5;3438

= x,7§13948 : La= 1,76169

Ces deun résnltats donment ¢== 57. 769.métres.

4*. Etant donnds trois céeds. Boer ohtenir ltan dex
angles, tel que A, il favt entore recowrin & Fégnation D,
qui donne

. cos A= wa;_c:.'_f
Or, cétte expression présente le méme inconvénient que
dans le cas précédent, parce qu'elle ne se préte pas ag
caleul logarithmique. Mais si on met poyr. cos A cette
valeur dags sin> } #e=} (1 ~cos A4), on trouva

/ R [ 'nb-—-c i

sm‘%A:—gh ) ; -
et comme le numérateu: est la différence de deux carrés
(97, 3°.), il vient en rétablissant le rayon R,
{ (64-o0—b) (a4 b—c))
i

Ceue équation remplit déja le hut proposé; mais . elle
devient encore plus simple en représentant le pénmeue
du triangle par ap=a+-b 4-¢; car on obtient '

- sin} A= f\/
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sin}A::R;\/{Q:——‘L—(P_‘—)}. @ 3.

3 A doit dtre < mo", et la question n’a qu'une solu-
tion (351). ’
Soient, par exemple, c==103,357 mét., b=106,836 mét.
o ¢ == 142,085 mét. ; dot 2 p == 353,178 mét. et
p—4=<69,753.m., pmwcx=73,232m,, p~a== 33,604 m.

* Rouc

L (p—5)=1,843562 L(p—a)=1,5263g10 -
L{p—o)== 1:8647003 L (;-—-’-c b= 1:8643309

C'. Lb = 3,971a8a4 C'. La=: 3,8447094 .
C'. Lo = 3,g856601 . € I = 3,9856601
somme == 1,6652063. so,lqme,: 1,2214614

©n premd la moitié et on ajoute ro, et il vient

Lsin % A= 9,8326031 Lsin § B'= g,6107307
Donc 4 = g5°, 2336 B'= 53, 5187

Qn trouvera de méme Ci=x 51°, 2477; et lo calcul s¢
e vérifie par ba condition: 4.4 B 4- € == ano".

p 5. Quelyues propositions de Géodésie.

365. La plupart des problémes de Géodésie se réduisent
& des résolutions de triangles, qui maintenant ne peuvent
présenter de difficultés. Nous en offrirons ici quelques-uns
qui sont remarquables et d’an usage fréquent.

1. Trower la distance AC entre deux points l'un et 18a.
l'autre inaccessibles. On mesureraune base quelconque BD,
et les angles que font avec elle les rayons dirigés de ses
. extrémités B et D, vers A et C: on résoudra les triangles
w ABD et CBD, (364, 1°.) ; ce qui donmera les distances
s AB BC du point B aux points inaccessibles A et G, et

w
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176, " 30, Un cbté et les ‘angles ; comme & == bs.ua A, en
sin. B
mettant cette valeur dans £ == !'a & sin 'C, il vient

sin Asin C
smn B
174. VL Soit un quadrilatére ABCD, désignons par a,detc,d
les cotés et par (ad), (bc).....les angles formés par les
cbiés a et b, b et c,.... En projetant 4D DC et BC sur
‘AB, on a AE=d cos (ed), EF=¢cos (ac), FB=b cos (ab);
¢t comme AB==a= AE 4 EF 4 FB, on obtient

a =5 cos (ab) 4 ¢ cos (a;:) <}~ d cos tad)
de méme b= a cas (ab) <+ ¢ cos thc) 4 d-cos (bd)
¢ == a zos.(ac) } b cos (bc) + d cos (cd)
"d==a cas (ad) - b cos (bd) < c cos(ed)
-én remarquant que les projections quii sont soustractives
- ont pour-facteurs des cosinus négatifs.
Multiplions cés équations respectives par a 3 ¢ d, puis
de l1a premiére , retranchons la somme des trois autres; il

z==1b.

viendra ,
@=b"-c'4-d"—a{b¢ co5(bc) -t bdcos (8d) - cd cos(cd) }
on auroit aussl ’
e & —2 { abcos (ab)+ad oos (ad)+bdcos (bd) }

.Et ainsi des autres cOtés.

Le méme calcul s’applique au pentagone, etc. En géné-
ral, dans tout polygone plan, le carré d’'un cbté guelcongue
est dgal & la summe des carrés des autres cbtés, moins

- deux fois les  produits deux & deux de ceux=ci, par le
cosinws d2 l'angle qu’ils comprenment.
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CHAPITRE III

ANALYSE APPLIQUEE AUX COURBES ET EN PARTICULIER
A LA LIGNE DROITE RT AU CERCLE.

t. Equation de la Ligne droite.

366. Nous avons vu (333) que la position d’un point
M sur un plan est déterminée par ses coordonnées; on
peut de méme donner le cours d’une ligne, droite ou
courbe, par une équation. On nomme équation d'une
ligne BMZ, la relation qui a lieu entre les coordonnées x
et y de chacun de ses points : de sorte que si on congoit
que 'ordonnée PM se meut parallélement en glissant le
long de Az, et que sa longueur varie en méme tems que
celle de I'abscisse, de maniére que cette équation entre
£ et y soit toujours satisfaite, Pextrémité M de ordonnée
décrira la courbe.

On peut envisager ’équation de la courbe comme ren-
fermant deux inconnues x et y; chaque valeur qu'on
prendra arbitrairement pour &, donnera au moins une
valeur correspondante pour y; x==a; répondra i y=5,
£=d 3 y=¥,.... cette équation indéterminée fera donc
connoitre une infinité de points ; le systéme de tous ces
points est la courbe méme; et on peat employer ce pro-
cédé pour en trouver divers points, s'assurer de la figure
qu’elle affecte et des particularités que présente son cours.
Cest ce qu'on verra souvent par la suite.

183.
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Clest ainsi que y =25 est visiblement I'équation d’une
droite MN paraliéle a Paxe Ax, A4Q éunt=5: 9 =—o
est I'équation de 'axe des x. De méme, x=—a est celle
de PM paralitle 3 Paxe Ay, AP étant —=gq; et x=— o est
celle de cet axe lui-méme.

367. Maintenant cherchons I'équation d’'une droite quel-
conque,

1°. Si elle passe par l’orlgme telle que AN, en quelque
point D, N,... qu’ou abaisse les ordonnées DC, PN,... on

tout nc __PN Soit d le
aura toujours :1—6 71-1-; =... it donc a rapport
constant de chaque abscisse & son ordonnée , équation de
la droite AN sera
¥ = ax.

Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, comme
dans I'un quelconque 4PN de ces triangles, on a (354),
PN = AP tangA; on voit que a désigne aussi la tangente
de 'angle que la droite fait avec l'axe des x. Plus I'angle
NAP croit , plus @ augmente : si la droite, telle que AN’
fait un angle obtus du cdté des = positifs, a devient
négatif, et I'équation prend la forme y = — ax; mais
ici @ est la tangente de I'angle N’ AE.

. Mais si I'angle yAx n’est pas droit , le triangle N.AP
donne sin NAP —_ _-Z_ —_
sin ANP
des sinus dc: angle: gue la droite fait avec les axes

soordonnés. )

2°. Si la droite est quelconque telle que BM, en faisant
AB — b = Uordonnée & l'origine, et menant AN pa-
ralléle d BM, l'ordonnée PM ou y se compose de MN=b
et de PN=gqx; donc on a .

a : donc alors a est le rapport
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‘y=ax 5.
b seroit négatif si la droite étoit telle que B/,

368. Les quantités x et y qui entrent dans I'éguation
d'une droite, sont appelées Variables; a et b sont des
Constantes : mais on sent que a et b pourroient varier

A L3 . . .
eux-mémes, el c’est ce qui arrive lorsqu’on fait prendre

i la droite BM une autre position. On veut seulement
désigner par 12 que g et b restent les mémes, lorsque la
ligne étant fixe, on passe d’un point i un autre. y=ax-4b
appartient A toutes les droites, et elles ne se doivent dis—
tinguer entre elles que par les valeurs qu’il convient de
preadre pour a et . _

L’équation la plus générale du premier degré . . . . .
Ay 4+ Bx 4 C=o, équivaut & y —=— ;:v— ;—, qu'on
peut écrire y —ax--5. Prenant AB=154, et menant BM
de sorte que I'angle BEA ait a pour tangente, la ligne BM
aura y=ax -~ b pour équation; on voit donc que zoute
équation du premier degré appartient 8 une droite. On
peut aussi la tracer en déterminant deux points de la ligne,
a l'aide de deux abscisses quelconques /C=m, AP=n,

Puisqu’en B Pa}scisse est nulle , en faisant x= o, on
doit trouwver l'ordonnée & l'origine; de méme, y==o donne
le point ok la ligne coupe I'axe des x. Ceci est général
quelle que soit la ligne, droite ou courbe. On peut donc
se servir de ce théoréme pour tracer facilement la droite ;
x=o0, donne y=5b=AB; de méme y=o0, donne
T=— %-—.: AE. Par les points E et B ainsi déterminés,
on ‘ménera EB qui sera la ligne cherchée.

Cependant si la ligne passoit par l'origiue , ce procédé
serojt insuffisant : mais on feroit- s=1=C4, et on ag
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concluroit y t==a=CD. I sera bon de s’exercer  décrire
les droites qui répondent & des équations données , telles
que ay+zr=23,y=—3+x,y=—x—1, elc.....
afin de recommoitre zisément la dispositien d’une droite
d'aprés I'équation gui lui appartiemt. -

369. Trouver l'équation d'une drojte ‘qui passe par deux
points donnés. Soient &’ , y' les coordonnées du premier
point , ce que mous exprimerons dorénavant ainsi, le
point (&, 9 ) ; soit de méme (2" 3’ ) le second point.
L’équation de la ligne ext y=ax--3, a et b sont inconnus;
or, puisque la droite passe par le point (2* '), si on
fait =2, on devra trouver y—y’, partant

y=0%+b devient y' —=ax'+}b
retranchant pour éliminer 3, on trouve '
y—y'=a (x—x')....(1)

C'est 'équation qui appartient 3 toutes les droites qui
passent par le point (2’ 5’ ), et qui ne sont distinguées
entre elles que par la valeur de a.

Mais notre ‘droite passe aussi par le point (x'’y');
on trouve de méme g/ —y' ==a (2’ — '), dot
on tire .

y”-—-y’(x_ﬂ

,-.—
-y ay—y=1"Z

L

370. Trower I'angle que forment dews droites entre
elles, ces droites étant données par leurs équatioms. . .
y=ax+ b, y=da'z+4 ¥ : soient BC la premiére, «
Pangle qu'elle fait avec Ax; DC la seconde. Menons BE
paralltle & DC, l'angle EBx—a' est celui que DC fait
avec Ax; ainsi a = tang «, &’ = tang «'; I"angle cherché
et - tangu—tang e’

et V==u—a’. Or on a(359) tang V__——_x+mg¢ung-"
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a—a

donc tang V=m" -.o--(ﬁ)

. si a==a' les deux droites sontparalliles puisque V'=o,
ce qui est d'ailleurs visible. Si ga’41=<0, tang V=w,
ainsi Pangle ¥ est droit; donc la condition, pour que
deux droites soient paralléles ou perpendiculaires, est

a=d.....d)j a0’ +1=0.....(4)

371. Por un peint donné, mener une droite qui soit

paralléle , ou perpendiculaire & une autre droite, ou qui

Jasse avec elle un angle connu. Soient y — ax 4 b ’équa-

tion de la droite donnée , y =3 a'& 4 ¥’ celle de la droite
inconnue , il faut en déterminer a’ et &’. D'abord, puisque
celle~ci passe par le point donné (2’, 5’ ), on a

y—y=d (x—2').
Si la droite doit étre paralltle 4 la premiére, on fera
a=2ad’; si elle doit lui re perpendiculaire, on fera ..
aa’41—=—0 oua = -:—; si elle doit enfin faire avec

elle un angle dont la tangente soit donnée et =m, on
a——a’ 8 — m o »

¥ —_— Iéqua-

x+¢a” dod &' = T Ainsi I'équa

tion cherchée sera

aura m —

(6). <y—y' =a{—x’). . .. .sila droite doit étre parallele.
6). .y—y'=— f;(s—a'). .si elle doit 2tre perpandiculaire.

Dey—y'= -—--— (z\—x' si elle doit faire un angle donné.

(N -]—y'zm(x—a" ) si elle doit faire un angle de So°
Ae a3

185,
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37a. Trouver le point de rencontre de deux droites
données. Soient y=—ax 45, y =a'x + ¥ leurs équa-
tions. L'x peut bien étre le méme pour ces lignes dans
toute leur étendue; mais alors I'y différe; et réciproque-
ment. Le point ol elles se coupent est le seul pour lequel
& et y soient les mémes. Si donc on élimine ces variables,

on aura les coordonnées du point de rencontre : ce calcul
7

est facile; il donne z=z :‘: Yy = a:::”b

* En général, si on élimine x et y entre les équations
de deux lignes droites ou courbes, on obtiendra les
coordonnées de leurs points d'intersection, c’est méme pour
cela qu'en faisant y—p, pu x=0, dans I'équation d’une
ligne, on trouve les points ol elle conpe les axes coordonnés
des x ou des y, car ces équations sont celles de ces axes.

373. Trouver la distance entre’ deux points donnés.
Soient (2, '), (&', y’') ces deux points situés en M
“et N. Menons MR paralléle 3 Ax, et le triangle recungle
NMR donnera MN*—=MR*4- RN*:0or, ona......
NR=NQ—MP=y"—y'; MR—=AQ—AP=x''—s'; ainsi
la distance cherchée MN = & est

d= /(@ =P+ (9 —9)) e e (9)

De méme, la distance AM du point M A lorigine
est &= y/(*4y*).

Si les deux points devoient &tre situés sur wne droite
BN donnée par son équation y=ax + b; 2’ ¥/, =/’ y'*
devroient satisfaire 2 cette équation, d’od y' = ax’ - b.‘
y''=ax’'4- b, et par conséquent §=(x"—a’) \/(1}a*).

374. Trowver la distance d’un point & une ligne donnée.
Soient y —ax 4 b Péquation de la droite BC, M oum
M'(a’ y') le point. Il faut 2° abaisser la perpendicu-
laire MM" sur BC; 2°. chercher le point ¥ de rencontre
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de ces lignes; 3°. mesurer la distance MN ou M'N = J,
Pratiquons ces opérations en analyse. 1°. Péquation de

la droite indéfinie MM’ qui passe par le point (&, '),
et qui est perpendiculaire 2 BC, est y—y'= —L‘. (x—z").

2° On éliminera x et y entre les équations des deux droites,
et on aura les coordonnées du point N d'intersection.
3¢. Enfin on mettra ces valeurs dans la formule (g).
Mais puisqu’on cherche plutdt x— 2’ et y —y’ que
x ety, le calcul se simpliie en préparant Féquatiom
y=ax 4 b, et la mettant sous la forme suivante :

y—y'=o(z—x)tbtor'—y ; y—y'=—’(z—2);

a(yl —oax’ —¥b)
14a*

: la somme des carrés de ces

Pélimination donne x — a2’ =
Y ar—b
14 a*
quantités est (!’—T_a‘-—z;—‘_—-b—)’ (1 4 a*), donc on a
= y' —ox"—b
=Vxer

90 ¢ 0o

y=y=

pour la distance cherchée ou la longueur MN ou MN’

de ha perpendiculaire (*).

(*) V(1 a*) comporte le signe & ; mais il suit de ce qu'on p
dit (108) que & devant ¢tre positif , il faut préférer ou + ou —, de
sorte qu'il en résulte que & ait le signe . Or Pordonnée du point
R ou R de BC quia x' pour abscisse, étant y = ax/ -+ &, suivany
que le point douné sera en M ou en M, c'est-i-dire, en dessup
ou e dessous de la Ligne, on aura y’>> ou < ax/+ b. Done, dans
le premicr cas, on prendra 4 y/( 1+ a®), et dans le second....

+b—
—y(1+a*) : celuici dopne 0=:;(—l_‘—_;")—l'.v
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375. En général, les problémes relatifs 4 13 ligne droite
sont de depx sortes :

1*. Oy une droite étant donnée, on cherche celui de

 oses pomts qul satisfait 3 uge condition e)ugee Soit alors

(%5 5 ) le point cherché, a et & sont connus dans
¥ =ax’ 4 b; de plus la condition i laquelie le poimt

doit satisfaire étant traduite algébriquement, on a ume
- seconde relation entre &’ et y. L'élimination fait done

connoitre ces coordonnées. On pourroit avoir plusieurs
droites et plusieurs conditions données ; wmais les choses
auroient encore lieu d’'une maniire analogue.

2°. Ou on cherche une droite qui satisfasse par sa posi-
tion i de certaines conditions; alors a et 4 sont inconnus
dans y=ax4- b, et le probléme consiste & les déter—
miner. Or, les conditions données, traduites en analyse,
conduiront & des équations qui feront connoitre g et &:
elles ne pourront étre qu’au nombre de deux, & moins
qu'elles ne comportent elles-méwes de nouvelles inconnues.

376. Voici plusieurs exemples od ces principes sont ap—
pliqués.

L Partager en deux parties égales I'angle que forment
entre elles deux droites données 4B, AC. Tragons deny
axes rectangulaires Ax, Ay, par le point 4 de con~
cours des lignes : leurs équations sont y = az, y=1bx,
@ et b étant donnés. Soit y—kx celle de la droite cherchée
AD; il s'agit de trouver k.

a—k .
s 1 4ok ?
celle de I'angle DAC est — Py : ces angles doivent

a—k k—3 &
stok = ookt 4V

Cela posé, l’angle DAB a pour tapgente

&ixe égaux ; done
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ke < —z-(al‘ﬁik-—x':o. 188.
On tire de 13 la valeur de %, et on la substitué dans’
9=kxz. La solution est double i cause des deux racines
réelles &’ et k' ; comme le dernier terme — 1 est leur
produit, on a K'k' 4s 1=0, ce qui apprend que les
denx lignes AD, AE ainsi obtenues sont & angle droit,

. Si les axes étoient donmés de maniére 3 me pas passer

en A; I'équation cherchée seroit y —y' =k(zx—~2'),

k ayant la valeur ci-dessis, et x' y’ étant les coor~
données du point de concours.

Si 'une des droites AC est sur I'axe des x, =0
et on a simplenient A* 4- -za—k=|.

I Etani doviriées les droites AB, Ax ét la perpendi- 1894
culaire BE gur 4z, déterminer sur BE, un point D tel
qu'en menant CD paralléle 3 4x, on ait CD = AC.
Soient A Potigire , Ax I'axe des z, et y —ax 'équation
de AB, le psint inconnu C («’,y'), AE=m, enfin
J = kx équation de la droite inconnue 4D ; comme
dle passe en D (m,y’), on a y' = km.

Or, AG*=2"*+y"* et €D =m—x'; donc par condition
2§y *—(m—a’ )* on g/ *=th*—amz’ : de plus ' =o',
parce que le point C est sur AB. Eliminant 2/, il vient
oy’* + 2my’ ==om*; et enfin metiant km pour y’, on &
ak*4-2k==a : équation qui comparée i celle du problémse
précédent prouve que AD divise Pangle BAE én deux
parties égales; ce qui résout le probléme par une cons-
truction simple. Il y a deux solutions données F'une par
AD, Vautre par sa perpendicnlaire KD,

HI. Etant donné le triangle ABC; trouver les équativns 1ge¢
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190. des perpendiculaires AF, BE, CD menées de chaque

191,

angle sur le c4té opposé. Prenons la base AB=—5% pour
axe des x, A pour origine; le sommet C (2, 5’ ) déter—
miine le triangle:

La droite AC a pour équation y-'_-_-ax, a étant J‘?’
parce qu'elle passe en, C. Il est aisé d’avoir de méme
celle de la droite BC menée par C (2',5’) et B (3,0) :
on a donc¢ pour les équations de AC et BC

r = (x=—2b).

Y=g I=gTp

De plus BE passe en B (b, 0), AF par Vorigine ;
leurs équations sont donc de la forme y=A(x—5),
y = Bx; la condition d’étre perpendiculaires aux précé-
;lentes donne A +1=o0 —E-y,——--}-x'—o (370);

P =0 773 530, (9705
donc les équations des perpendiculaires sont

& —b
yl
Pour trouver le point O ol elles se coupent, il faut
éliminer x et y; on trouve x=x’ =—abscisse 4D du
sommet ; ainsi ce point O est sur 'ordonnée CD. Donc les
perpendiculaires gbaissées des trois angles d'un triangle
sur les cbtés opposés se coupent en un méme point. En dé-

&
= (x——b = - x.
¥ 7 ¢ )r» ¥

crivant sur 4B la demi~circonférence AEFB, et par lgs .

points F, E d’intersection , menant AF et BE, puis enfin
par le point O de concours tragant CD, on aura les trois
perpendiculaires.

IV. Etant donné P'angle MAx et le point N, mener
par ce point une droite NQ, telle que l'aire du triangle
AMQ soit donnée. Prenons Az, Ay pour axes; menons
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NB paralltle 3 4M ; faisons AB = m, ND = 4,

tang Bz==tang MAQ=a; ce sontles données du probléme ;
‘dQ =z est Pinconnue.

L’équation de BN est y=a(x 4 m), car elle passe

en B(—m,o0): en faisant y=g, on a pour I'abscisse

du point N, AD =£_é—a”:-. L’équation de AM est

y==ax; celle de NQ, qui passe en Q(z,0) est..
y=A(x—z), et comme elle passe aussi en . ...

‘N(_p—-am , p) on a
a
4

se

p—a(m—+tz)

En éliminant x, on trouve pour ordonnée PM du point
d’intersection de ces droites, ou la hauteur du triangle
. aAz B8z

AMQ oy = T = m¥r

Cela posé, quelle que soit Paire donnée, on pourra
toujours la transformer en un rectangle dont la hauteur
seroit DN =3, et dont k seroit la base. On devra donc
avoir k8= 1 zy, ou z*—2kz =2 km; ce qui donne deux
solutions =k = \/k(k 4 2m)), faciles A construire, et
dont la seconde a lieu pour l'angle BAM, (332). Voy.
aussi n°. 337, 4°.

On pourra s’exercer sur les problémes suivans.

V. Etant données les équations de deux droites 4B, AC,
prendre des parties égales AR, AC, calculer la longueur BD
de la moitié de la corde BC, et en conclure I'angle BAC.
La formale dait s’accorder avec (2), u°. 370.

VI. Dans la méme circonstance chercher Péquation de
la corde BC et celle de sa perpendiculaire 4D, dont la
direction doit s'accorder avec le probléme L

191,

188,

188.
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winsi la courbe yMA s'shaisse sur V'ate des £, qu'elle
rencentre en A. Elle ne s'étend pas su-deld de €4, ear
 devient imaginaire. De ces notions résalte la figare de
la courbe.

Toute dtoite O M menée parle point 0 (— R, o) a pour
€quation y==a( x4 R) ; de méme pour 4 (4 R, o),
on ay=a’(x—R) qui est Péquation de MA. Le point
M de rencontre de ces lignes a pour coordonnées .

a' +a zaa' R

, pour qué ce point soit situé

sur h cn'confereuce, 1| fam que Péquation 24 y*=R*
soit satisfaite par ces valeurs. Ainsi aa’( 2 4 aa’ )==0 est
P’équation de condition qui exprime que Ies deux cordes
se coupent sur la circonférence. On en tire a=—o ou a'=o;,
ou enfin 1 4 a2’ =o0: les denx premiéres expriment que
lorsqu'une des cordes est conchée sur le diamétre, la con-
dition est satisfaite, ce qui n’apprend rien : l'autre . . .
t-}ad’ =0, indique que Pune des cordes ayant nme
direction queleonque, si Pantre lui‘est perpendiculaire,
le point d'intersection sera sur la circonférence.

Comme y*=R*—a*=(R+z) (R—=x),et que
R+ z2=O0P, R—zx=AP, PM est moyen propor—-
tionnel entre OP et PA. .

La loogueur de la corde AM est \/(y* +-(R—z));
ainsi AM* =2aR*—a2Kx=aR(R—=x); AM est donc
moyen proportionnel entre AP et le diamétre A40.

379. Par un point M («, 8) , menons une droite quel-
conque MN; y—g=—a (z~—a) est son équation ; la dis-
tance § de M aux points N et K d'intersection est donnée
par = (x—a)" 4 (y —8)*; de sorte qu'en élimi-
nant x ety entre ces deux équations, il vient

ad _ ¢
ITAE TG T VaFe)?
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On en tire aisément les coordonnées de IV et de K ; mais
comme ces points sont sur la circonférence, onma . .. .
z*+4 y*=R*, ou

a4 as
V(i +a)
On voit que ¢ dépend de a, c.—a—d. de la direction

de MN.
1°. Si M est donné sur la courbe, tel qu’'en K, on a
a* + g =R, et flar conséquent =—oet...... .

LA X2d 4 a4 8= R*=o0.

)=-—ﬁ%= KN. Or si cette longueur est nille,

la droite est tangente; la valeur correspondante de a est

o= —

% ; y—pB==a (x—a) devient (3 cause de
At p=R)
By +«x=R",

qui est équation de la tangente MT en un point quel-
conque T («,8) pris sur la circonférence.

Le rayon CT mené au point de tangente, a pour équa—
tion y=—a’x; mais comme il passe en T(«, §), ona o’ =—

L

donc aa’ 4-1=o0; ce qui prouve que le rayon TC est
perpendiculaire sur M.

2°. Si, par le point extérieur M («, 8), on veut mener
une tangente MT, il faut trouver les coordonnées du
point de contact T; elles doivent satisfaire aux équations
z* 4 y*=R* et gy 4 ax = R*, du cercle et de la tan-
gente : 'élimination donneroit x et y. Mais remarquons
que ces coordonnées doivent satisfaire i la différence de

ces équations , ou y*— gy + 2* — «x =0, qu’on peut

écrire ainsi

(r =i t(z—ter=i(a+8);"
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Or cette équation est celle d’'un cercle dont le centre est
en m(ia, 18),etlerayon = /(Lla*+ 14%); sidonc
on prend Cp=1 CP, pm =+ PM; m sera le centre, et
Cm sera le rayon dun cercle qui passera par le point de
contact cherché ; ce qui reproduit la construction connue.

3°. La sécante MN donne pour & deux valeurs KM et
MN; le produit des deux racines (137, 2°.) est le dernier
terme &* 4 8 — R*, quantité =MK x MN : or elle est
indépendante de a, de sorte que, pour une autre sécante
MQ, on a avssi &* <} 8* — R* == MQ x MI; et par consé-
quent, que le poim‘M soit intérieur ou extérieur au cercle,
sous quelqu’angle que les lignes se coupent, on a

MK x MN= MQ x ML

Deplus le triangle rectangle CMT'donne MT*=CM*—R*
ou=u’+4 g —R*; donc MK x MN = MT*: ce qui
compléte la théorie de ces lignes (221, ...). .

Si CM est I'axe des x, g=o et les deux valeurs de &
ont pour différence la corde

R +a* (R —w)
NK=m=zV{ g } .
En tirant de la la valeur de a, on connoitra la direction
que la ligne MN doit prendre pour que la corde NK ait
la longueur donnée m.

380. Soient deux cercles C et ', 'origine étant en C,
CC =a étant sur l'axe des x, leurs équations sont
z*+ y*=R* pour C; et (x—a)* 4 y*=R’* pour C'.
En éliminant x et y, on a pour les points d'intersection
WS S S £ R S

2a 2a
L’abscisse étant simple ct I'ordonnée double , la ligne CC’
qui joint les centres, est perpendiculaire sur le milieu de
la corde MN.
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Lorsque agR—=4*4 R*— R’* ou R'*=a'—2¢R} R®,
cuenfin " =4 (a—R),onay=o0, dott x=0; N
cercles n’ont qu’en point de commun, siteé sur la ligme CC”
qui joimt les centres : on voit que cela 2 liew soit quind
R4 R =a, soit lorsque R—R' —a.

Saivant que 20R est > ou L o’ + B — A2, le ra~
dical est réel ou imaginaire : or ces conditions se réduisem
a B’ > ou < (a—R). Dans le premier cas R4-R’ S a
ou R—R’ L a; I'une de ces deax conditions entraine P'antre
ear R4+ R —a 4 «, réit 3aR > a4+ R*—R"” A
a2 R’>a«, ou plutdt R—R'La, i cause de «e=R+R'—a.

Dans le second cas R4+ R" <a, on R—R'>a, et
Pune de ces conditions suffit, car R+ R’ =— a = a donue
la suivante 0 < « + 2 R’, qui est satisfaite d’elle-méme.
On retrouve ainsi les relations connues (1g2) entre les
rayons R et R’ de deux cercles et la distancé de leurs
centres, pour qu'ils se touchent, se coupent ou n’aient
aucun point de commun.

381. Voici quelques autres problémes 3 résoudre.

I. Etmt donnés une droite et un cercle, mener une
tangente paralléle 3 cette droite.

11. Mener une tangente 4 deux cercles donnés.

HI. Etant donnés un angle et un cercle , tracer une
circonférence tangente au cercle et aux deax droites (lo
centre est sur la ligne qui divise I'angle donmé en deux

- parties égales ).

3. Transformation de Coordonnies.

382. L'équation d'une courbe est quelquefois si com—
posée qu’il est difficile d’en dédaire les propriétés : mais
il arrive souvent que cette complication tient aux axes
coordonnés auxquels la courbe est rapportée. On a vu,
par exemple, que le cercle a pour équations . <. . v e
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(—8)+ (z—sy =R, ym=skz—a, 2*f y=R;
celle—ci n’est plus simple que parce que l'origine est au
centre. Il convient donc de savoir transformer I'équation
d'une courbe , de maniére § la rapporter i d'autres axes,
afin de simpliier les formules.

Les axes coordonnés étant Ax Ay, et formant un
angle quelconque, supposons gu'on veuille prendre
d'autres axes A'a’ A’y’ paralliles aux premiers. Soient
AB — a, BA = b, les coordonnées de la nouvelle
origine ; AP = x, PM = y, celles d’'un poim M;
AC=x, CM = y’ les nouyelles caordomnées. On a
AP= BP 4~ AB, PM =— MC + CP; ou

F=a 4o, y=y 4b ... (4)

Ces valeurs substitgées dans I'équation en = et y d’une
courbe, la traduirogt en 2 ety’ , et Porigine sera trans—
portée en A’ (a,b); @ et b doivent d'ailleurs avoir des
signes dépendant de la pesition de la nouvelle origine
A relativement aux premiers axes : en sorte que si
elle étoit située en D, a seroit positif et b négatif, et
il faudroit faire x =2’ 4-a, et y =y — 3, etc.

383. Supposons que Ax Ay étant les axes rectangu-
laires , on veuille,, sans changer l'origine 4, en prendre
d'autres , tels que Ax Ay’. Désignons par (xx’) P'angle
x/Ax' que forment les axes des x et 2/; de méme par
(zy’) Pangle xAy’. . . .. Pour un point quelconque
M, AP=x, PM =y, AL—= o/, ML =y’ : il s'agit
d’exprimer x et y en 2’ , 5’ et les angles donnés (xx’),
(') qui déterminent la position des nouveaux axes.
On a x=AK +- LI, aiusi l'abscisse x est la projection sur
l'axe des x de la portion de polygone ALM ; de méme
y = LK + IM. Or, les uiangles AKL LIM donnent
(354, 4).
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‘AK = z' cos (z=’), KL = o sin (xx’
LI =y cos(zy'), MI =y sin (zy').”

Donc 2= a’ cos (xa’) + g’ cos (xy’) ®
y =&’ sin (a2’ ) 4 5 sin (2y!) } o

Si les nouveaux axes sont aussi i angle droit,

. (xy')=100° 4 (xx’); dod

x=x' cos (zx’) — y sin (zx’)

y=2a sin (xx’) 4y cos (x=’) ( ° (©)

c’est ce qu'on peut tirer directement des triangles /KL
LIM;

car AK = &’ cos (2x’) KL = &’ sin (xz’)
LI =y sin (zx’) MI=y' cos (x2’)

et de plus x = AK —IL, y = LK 4+ ML

1l est inutile de prévenir, que dans chaque cas particu-
lier oit on voudra faire usage de ces formules, il faudra
avoir égard i la situation relative des axes entre eux. Ainsi
lorsque I'axe des a2/ sera en dessous de Ax, comme 4G,
on devra prendre sin ( xx' ) négatif et cos (xzx’ )
positif, etc. '

384. Supposons maintenant que sans changer l'origine
A , les axes étant obliques Az’ Ay’, on veuille les rendre
rectangulaires Ax Ay : il suffira de tirer des équations
B les. valeurs de x/ et y* en z et y. Donc

x’ = xsin (xy’) — y cos (xy’ )
sin (x’y')
7" =y cos (xx’) — x sin (xx’)

sin (x’y’)

bien entendu que dans chaque cas, il faudra. comparer

NG
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fa situation des axes avec celle de notre figure , et y avoir
égard A aide des signes.

Cherchons la transformation qui sert 4 passer des axes
obliques Az’ Ay’ 4 d'autres aussi obliques 4x7 Ay". Me-~
nons Ay perpendiculaire sur A=/, et rendons d’abord les
axes rectangulaires suivant A=’ et Ay : pour cela, on fera
(x2’) =0 dans les équations G, et on sura

i __ zsin (#y") —y cos (=) RN A
= sin (x'y”) P )

Mais pour remplacer les coordonnées rectangles = et y
par z" et y7, il faut changer dans les formules B, =’ et y*
en z7 et y", et substituer ici; on a done

e z" sin (y/2") 45" sin (y'y") l
= o ’
sn (=) I.'...(E)

, _ x7sin (&/x) 4-y¥ sin (x'y") '
= sin (=y') :

4. Des Coordonndes polaires.

385. Jusqu'ici nous m’avons déterminé la position d'un
point sur un plan que par ses distances & dcux axes;
mais il y a bien des manidres différentes de la fixer ,
ce qui fournit autant de systémes coordonnés. Suppo«
sons, par exemple, qu'on connoisse les distances r et
7’ d'un point A deux autres dounés : en décrivant de ceux-
ci comme centre des circonférences avec les rayons r et
7, ce point sera situé & leur intersection. On n’emploie
guéres ce systéme coordonné, non plus que beaucoup
d’autres , parce qu'ils donnent lieu 3 des calcnls compli-
qués (Voy. Géom. de position, par Carnot, p. 423).

Arrétons—nous aux coordonnées polaires ; elles sons

. *
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d'un fréquent usage , parce qu'elles donnent hiea 3 une
analyse facile. La position d'un point M est donnée par
sa distance #AM ==r 2 un point fixe 4, qu'on nomme
Péle, et par langle MAP =19 que fait cette ligne AN
avec une ligne fixe donnee Az : AM est le Rayon vecteur
du peint M.

L’équation d’une courbe est la relation entre » et 'y
qui a lieu pour chacun de ses points. Si le rayon AM
tourne autour de A, et gne sa longueur varie i mesyre
qu’il tourne,, c.-d-d., avec 4, de maniére que P’équation
entre r et 4 soit toujours satisfaite , Pextrémité M “dm
rayon vecteur décrira la courbe MN

Le triangle rectangle AMP donne, en faxsant AP==
PM—y,

xe=rcosd, y==rsind, x'-fy==r.

Ainsi , pour passer'd’un systéme de coordonnées x et y
aux polaires r et ¢, il faudra d’abord transformer I'équa=
tion en coordonnées rectangles , si.elles sont obliques 3
prendre pour erigine le point 4 qui doit étre le pdle;
enfin la droite Ax, A partir de laquelle on compte les
arcs ¢, devra &tre 'axe des x. Ensuite on mettra r cosé
et rsind pour x et y.

Le cercle (r—£)+ (x=~a)*=R*, lorsqu’qn trans-
porte Porigine au centre («, #) a pour équation . . .
x* 4 y* =R*; ces substitutions donnent r =R, ce qut
dailleurs est évident quel que soit #.

Réciproquement , si on a I'équation en r et ¢ d’une
courbe , en éliminant ces variables 2 I'aide des relations
precedentes, on la tradujra en coordonnees Aectangu-
laires x et y. .
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"CHAPITRE IV.

SECTIONS CONIQUES.

t. Equations des Sections conigues.

386. ON demande I'équation de la courbe AMO qui
résulte de Dintersection d'un cdne droit BDI par ua

plan quelconque. .

Si par Paxe BK on fait passer un plan BDI perpen—
diculaire_ au plan coupant (il le sera & la base, n®. 272)
I'intersection de ces plans sera la droite 40, projection
de laxe du cbne sur le plan coupant : c’est ce qu'on nomme
PAxe de la section conique. Par un point quelconque P
de cet axe, menons un plan paraliéle A la base DI ; ses
intersections avec le cdne et le plan coupant seront le
cercle FMG et la droite PM, laquelle étant perpendi~
culaire (273) sur FG et A0 est une ordonnée commune
aux deux courbes.

Cela posé, soient AP =z, PM = y; cherchons
une relation entre x, y, et les données du probléme
qui sont 'angle BAO = «, P'angle DBl=—=p et AB=c.
La propriété du cercle donne y* = FP x PG; cher-
chons 'expression algébrique de FP et PG.

Les sinus éant proportionnels aux cétés opposés dans
les triangles AFP, POG et ABO, ona

an .___F1° sim O ﬁn(a-+-ﬂ)=='£32__. PG
snF  x ‘smG sin F POT A0 — =

1. 24

200.
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sinOou sin(;-!-p)_sinﬁ Lo AD = csin & .
AB c — A40? A= sin (s-}-p)‘

Or. dans le triangle BHF, V'angle F est complément de

' a. . Trsin&
1 8; donc FP = i1z’
PG= sin («48) {.tsinp —z},
cosip sin(« - 8)

et on a pour 'équation demandée

sin &

r= o 1s {c::sinp—x‘sén(u-{- ﬁ)} e (A).

Pour obtenir toutes les sections du cdne’, il suffit de faire
prendre au plan coupant toutes lés positions possibles ,
c.~3~d. de faire tourner la droite 40 autour du point 4,
et de changer aussi AB = c. H se présente trois cas.

1°. Tant que & - 8 < 200°, le plan coupant ren-
contre toutes les génératrices d’'un méme ¢dté du sommet;
la courbe est rentrante et fermée, on la nomme Ellipse :
c’est pour elle que I'équation précédente a lieu.

2", Lorsque « - 8 = 200°, le plan coupant est pa-
ralléle 2 Ja génératrice BI, et la cqurbe s’étend  P'infini :
on la nomme Parabole : en faisant sin («+4- 8)=0, notre
équation devient (G, 357)

. sin*g
T cosrlig

. cx =4 cxsin* 18, (¥).

3°. Enfin, iorsque « 4 8> 200%, le plan coupant

(*) On auroit pu faire de nouveau les raisonnemens précédens ;
FP conserve la méme valeur, en faisant sin ¢ = sin #, donc . . .,

FP= ::n: : de plu AL panllle i FG donne le trimmgle
ABL dans lequel on a 228 sins AL PG_.

wmBAL " wid T BL - e '
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tocomtre les deux nappes de la surface de part et
d'autre du sommet ; la courbe a donc deux branches
¥tendues A Uinfini M’ AN’ LO'Q, et dont la courbure
est opposée 3 on la nomme Hyperbole. Pour en obtenir
P’équation , il faut faire ci~dessus « 4 8> 200°, ce qui
change le sinus de signe, et on a

y"-.-_—.a%% {cxsinp-i—x’sin {(«+8) }

387. 1l v’y a rien 3 changer A tout ce qui vient
&étre dit, lorsqu’on fait varier 8 et ¢, c.-a-d. les di-
mensions du cdne et la distance AB. On ne peut faire
A=o0, ou 8= 200°; car il n'y auroit plus de cdne :
et ¢ = o, suppose que le plan coup.ant passe par le som-
smet. Dans ce cas, l'intersection est un point lorsque
a4-8 < 200° une droite quand « 4 g == 200°, ! l¢ plan est
tangent au céne) ; enfin deux droites quand « 48> 200°.

En faisant ¢ = o dans notre équation (A), puis sup-

posant sin (« 4 8) positif, nul ou négatif, on trouve.

J_’+sm¢.sm(¢+p)3’=° ’

cos* 1 8

__sin . sinfe 48)
y=oy= cos' 1 8 i

La premiére ne peut étré satisfaite qu'autant que x = o
et y = o, ainsi elle représente un point : la seconde
est celle d'une droite, la troisiéme enfin est de la forme
y* == a’x*, ct donne y =+ ax, qul représente deus
droites. .
Donc, quels que soient fe céne et la position du plan
coupant , I'équation (A) est celle des siz sections co-
niques : ¢ étant = o, on a les trois sections qui
passent par le sommet; et lorsque ¢ n'est point nul,
cette équation représente une ellipse , une hyperdole , ou

200.

200,
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une parabole, suivant que le coefficient de x* est négatif,
positif ou nul; cetle équation peut &ire exprimée par
y* == mx + nz* qui convient 3 toutes ces sections.

388. Il convient de simplifier Péquation des courbes
pour mieux en dédnire les propriétés. Remarquons d'a—
bord que puisque chaque abscisse répond i deux valeurs
de 5 égales et de signes contraires , I'axe des x coupe
chacune de nos trois courbes en parties égales et qui
se superposent, lorsqu'on plie la figure suivant cet axe.
Les points ou cet axe coupe la courbe sont appeiés
Sommets. ’

1°. La parabole a pour équation y* = apz, en
représentant le coefficient de z par 2 p; c’est une cons—
tante conpue. Il est facile de déduire la forme de la
courbe de son équation y* = 2 px; car x négatif, ren-
dant y imaginaire, la courbe ne s'étend qu'a droite de
Yaxe Ay des y : plus = croit et plus y crojt, (cela
jusqu'd z == o) donc la courbe n'a qu'une branche
MAM | ouverte et indéfiniment étendue; et un seul
sommet A.

. € sin 8 . da
2°. Nous avons vu que A0 = eyl dési
gnons cette valeur par aa: Cest ce qu'on nomme la
Longueur du grand axe, ou la distance entre les sommets.

Par 13 Iéquation de Vellipse devient
sin «. sin (« <4 8)

y = PR (zq—z’).

Le facteur yvariable est== (26 —x) z; or x ne peut
dire négatif, ni > a¢, car y deviendroit imaginaire ; done

. au~deld des sommets 4 et O la courbe ne s'étend point.

Dans cet intervalle, plus z crolt et plus 24— dimi-
nue ; done le produit croit jusqu'd ce que les deux
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facteurs soient égaux (139), ce qui a lieu pour 2 =a,
ou au miliew € du grand axe ; passé ce point, le pro-
duit diminue, ainsi les ordonnées croissent depuis A
jusqu'en B, elles décroissent ensumite, et la courbe est
fermée : la plus grande ordonnée est

*a

CB=y = V sin « sin & + ).

cos : 8
Si on égale cette valeur 3 b, (CB==b est ce qu’on nomme
le demi petit Axe ), on trouve Bour I'équation de Iellipse

1}

b
-_—— —x\.
f‘._a‘ (207 ~—2x

3°. En faisant de méme A0’ = 2 a, P'équation de
V'hyperbole devient

. __Sina. sin (« 4 8) .
r__—-—cos’;‘p {zax-l—z},
Lorsque z croit, y augmente jusqu'd linfini; on a
donc une branche ouverte M’AM, a-peu-prés comme
dans la parabole : lorsque x est négatif, le facteur va-
riable 2 ax - x* devient x (x — 2 8); ainsi y est

imaginaire tant que z est < 2a : la courbe ne s'étend

pas entre les deux sommels A et 0. Mais comme plus x
croit et plus y augmnente, on obtient une nouvelle branche
oaverte et infinie , & partir du point O.

Comme I'équation de P'hyperbole ne differe de celle
de Pellipse que par un signe, les simplifications que I'on
fait éprouver dans les constantes de I'une, doivent con~
venir également 4 'autre. Cherchons Pordonnée imaginaire

200.

204.

qui répond au milieu C de A0, en faisant z == +~ga; ellecst 5, 4.

a
cus | 8

y==

VY —sin wsin « 48,



z03 et
204.

203 et
204

374 SECTIONS CONIQUES.

Si donc on rend cette gnantité réclle, en changeant le signe:
sous le radical, on trouve en la représentant par 5,

7= (aer )

b est le demi second axe de Uhyperbole ; c’est 'ordunnée au-
eentre rendue réelle ; car on nomme Centre de Iellipse.
et de Phyperbole le milieu 'C de leur axe A0.
38g. L’équation généralg des sections coniques, l'origine
étant au semmet, est y*=—max -}-nx*. Elle appartient donc ,,
1°. A la parabole, lotsque, n=o0 et m=2ap;
. 5 ab
4°. A D'ellipse quand n =— >’ etm= —

3°, Enfin 4 l'hyperbdle., lorsque n= —i: y M= 3:-‘.

2

3go. Si on veut transporter I'origine an centre C, ik
faut faire x = 3’ < @ pour l'ellipse et — 2’ — a pour-
I'hyperbole,, ce qui donne (en édtant les accens)

. @y =bx* =a. ., .. ponrlellipse
&y’ — bz = —ab* . . . pour 'hyperbole.

Ces courbes sont alors rapportées & leur centre et & leurs:
axes 2a et 2b. Comme l'une devient I'autre en changeant
dend y/ — 1, ce simple artifiee d'analyse traduira de.
méme les résultats de calcul obtenus pour 'une en,
eeux qui conviennent 2 Iautre.

Puisque chaque valeur- de y donne deux valeurs de
& égales et de signes contraires, si on plie les figures,
suivant 'axe BD des y, les parties de la courbe coin-
ciderant comme on a vu que cela 3 liew pour Iaxe.des =
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a. De la Parabole.

391, I résulte de la géniération mime de la para—
bole que cette courbe est une ellipse dont le grand axe
est infini.

Saient deux points (x'y’), (z"y") d’une parabole,
on a yr=apx', y¥* =2 paz", d’ot‘t%:%: donc
les carrés des ordonnées sopt entre eux comrr}e les abscisses
eorrespondantes. :

_ Si la constante 2,p est inconnue, il suffit d’avoir I'abscisse
¢t l'ordonnée d’un point de la courbe, 2 p est troisiéme
groportionnelle a Pabscisse et a 'ordonnée.

392. L’équation y* = apx donne autant de. points
quon veut de la courbe; on peut méme en déduire
cette conmstruction : prenons AB = ap., et comme 7.
est mpyenne proportionnelle entre AB et x, on dé-
crira un cercle BCP dont. le. centre soit en un’ point.
quelconque de l'axe AP et qui passe en B; ordonnée
AC de ce cercle sera I'y qui répond i I'abscisse AP = x5
on ménera donc par C et P des paralléles aux x et y,
elles détermineront le point M de I3, courbe. On répé-
tera cette construction, pour en obtenir d’autres points.

393. Soit pris un. point arbitraire («, 8) sa distance &
4 un point quglconque (% 7) de la courbe est donnée par-

de=(x—a)+(r—a8)
=x"— 24X - u* -}~ y* —2 8y | 8.
Déterminons « et 8 par la condition que & soit ration
nel quel que soit le point de la courbe. I'abord y == y/ (2 px);

exprimant que le point (x, y) est sur la courbe ; en substi-
tuant, on remarque que tant: que y subsistera dans d?

202,



302.

20b.

376 SECTIONS CONIQUES.

a la premiére puissance, J ne pourra ¢étre rationnel;
ainsi le terme 28y doit disparoitre, d'oi g=o, et

P=x"t23 (p—a)ta;

mais ce trinome n'est un carré (138) qu'autant que
= (p—s) ou Xu=p—a«;donc

a=1%ip, A=o0, F=x4}p.

On prendra donc sur Paxe Az le point F tel que
AF =} p, et la distance FM = & i tous les points de
la courbe sera rationnelle. Ce point F, qu'on nomme
le Foyer, jouit seul de cette propriété.

Si on fait 2 = } p dans équation y* — 2 pz, on trouve
y === p, ainsi la double ordonnée GH gui passe par
le foyer, et qu'on nomme le Paramétre, est =2 p.

Puisque FM = AP 4 1 p, si on prend 4D =1p,
la paraliéle DQ aux y donnera QM = FM ; on la nomme
Directrice ; on voit que tous les points de la courbe somt &
la méme-distance du foyer et de la directrice.

On tire de 13 uné maniére simaple de construire la
parabole. Aprés avoir marqué le foyer F et le point D,
£ leur distance au sommet A est § p ou le quart du para-
métre) , on ménera une ordonnée indéfinie quelconque
MM, puis du foyer F comme centre avec PP pour
rayon, on décrira un arc qui coupera la droite MM’ aux
deux points M et M’ de la courbe. )

394. L'équation polaire de la parabole se trouve aisé-
ment; car ep prenant le foyer pour pdle, et y pla-
gant lorigine , la valeur de & devient r = 2’ 4 p;
puis en faisant 2’/=—r cos # , § désignant l’angle AFM ,

on 8
rm P

= 14cosid’
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3. De UEllipse.

395. Soient deux points ( 2y’ ), (x%y" ) d'vne ellipse; 203.
I'origine éiant au sommet A, I'équation. . . .. ....
= -:—, (2 ax — z*) doane ';.-l—. = (::__::)):. ; or
AP=x, donne PO = 2 g — x; ainsi les carrés des
ordonnées sont entre eux comme les produits des dis~
tunces du pied de ces ordonnées aux deux sommets.

Lorsque l'origine est au centre, I'équation est
ay* 4 bPxr==a'h;
orsia=5, elle devient y* 4 x* == a*; donc le cercle
est une ellipse, dont les axes sont égaux.

En changeant = eny et y en =, Véquation devient
by* 4 a’z* == a’b*; aiusi soit qu'on prenne 40 ou BD
pour axe des x, Péquation de la courbe demeure de
inéme forme,

Le cercle décrit du centre C avec le rayon AC a 203.
pour équation ¥* 4 z* — o*; mais on a pour lel-

lipse y* =-::‘ (a* — =*). Si on compare donc les or-
doonées y et ¥ qui répondent i la méme abscisse =,
dans Pellipse et le cercle , on a y = -:- Y : ainsi le rap-

port de ces ordonnées - est constant et =— -;; yestdonc

Y
toujours < Y, c.~a~d. que le cercle décrit sur le grand axe
renferme l'cllipse. On verra de méme que le cercle décrit
sur le petit axe BD est renfermé dans D'ellipse.

[ ]
346. De —'1’;-= —y on tire une construction simple de 203.

Vellipse. Aprés avoir décrit les axes 4O et BD, et
deux cercles concentriques avec les rayons a et b, on
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ménera un rayon quelconque CN, et par les points Gk
et N oi il coupe les circonférences, on tracera des
paralitles QM , NP aux axes; elles donnerorit par lear
rencontre un point M de la courbe ; en effet, on a
—g%— U ::-é- dot PM = y.

397. Cherchons maintenant si Dellipse a un Jfoyers
¢.~3-d. un point («, 8) dont la distance & & tous les points.
de la courbe , soit rationnelle 'par rapport & leurs abs-
cisses x. On verra, de méme que pour la parabole , que.
y ne doit pas entrer i la premitre puissance dans. . .

' . b.
»=(y —8)+(x—«u), puisquey = —;V(a’—z’):_
’x’

. b
3insi 8 == o, et mettant 5 ~— —— poury?, on trouve-
@

a*— b

—5‘+a’-—z-¢+( ) 7.

Or cette valeur n’est un carré (138) qu'autant que
a— b

o= («* <4 5) {———-—} d’ou;’—a’—b’, et pas.

conséquent $=x =+ o——a—); mais & et x squt < a .

dod ux < a*; ainsi pour que Jsoit positif, on préférera
le signe -}, et on aura

B=0, a=k (@ —F), dma— .

On voit par la double valeur de Pabscisse « que dans.
Uellipse , il y¥ @ deux foyers, situés sur le grand axe,
a égale distance du centre C. On trouve leur pusition.
en décrivant de lextrémité B du petit axe avec is
rayon a, un cercle qui coupe .10, aux foyers Fet F
¢ar le triangle #”BC donne F'C = {/(a* — §*) = «.
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Lorsqw’on prend le foyer F, ona

d=a—-2L —FM,
a
mais pour le foyer F”, « est négatif, et on a
FM=2¢'=a+4 %.

Ce seroit le contraire, si-le point M avoit une abscisse »
négative. On ‘tire de 13 & 4 & = 24 : comme on
donne aux lignes FM, F'M le num de Rayons vec—~
teurs, on voit que dans I'Ellipse, la somme des rayons
vecteurs est égale au grand axe.

On tire de 1i une méthode trés-expéditive pour dé-
crire 'ellipse : aprés avoir tracé les axes et les foyers
F, F'; de F comme centre, avec un rayon OK égak
3 une partie quelconpque du grand axe, ‘on décrira un
arc vers M ; puis de l'autre foyer F’, avec le reste
‘AK de Paxe, on décrira un autre arc qui coupera le
premier en M , et donnera un point de la courbe, pnisque
FM 4 F' M= AQ. En décrivant des arcs de part et d’autre
des axes, on trouvera quatre poiots i la fois. )

Lorsque la courbe a de grandes dimensions, on fixe aux
foyers F et F" les deux extrémités d’une corde dont la lon-
gueur soit 2a, puis on fait glisser sur cette corde un stilet,
en la maintenant toujours wnduae dans une situation sem-—
blable 4 F’MF. Le stilet décrit la courbe.

. 348. On peut donc en quelque sorte regarder Pellipse
comme une courbe 2 deux centres; c’est ce qui 2 fait
nommer Excentricitéla distance FC : elle est nulle pour le
cercle; cara = b donne « ==o. Plus Pellipse s’alonge , plus
tes foyers s’écartent : dans le cercle ibs se confondent avec
e centre,

. Pour trouver la valeur du Paramétre, qui est la donble
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ordonnée passant par le foyer, on fait x* =a*—5*, dans

I'équation ey 4 ba* = a‘b’, et on trouve y — = E—
a
Le paramétre est donc p= —a- = i‘: 3 c'est ume troi-

siéme proportionnelle au grond et au petzt axe.

399. Pour rapporter'ellipse 2 des coordonnées polaires,
on place ordinairement le pdle au foyer. On pourroit ‘en
trouver I'équation pac la traniformation (385) ; mais il est
plus simple de reprendre la valeur de & et de mettre
Porigine au foyer F, en faisant x == 2’ 4- « ; on trouve

« (2’ 4 &)

r=—a— ———~2; et comme x’ =r cos § , en subs-
a

tituant il vient

— a* —a* a(1—e)
T a4-acost T 1 -ecost

en faisant « —ae c.-a d. e désignant le rapport de I'ex—
centricité au demi grand axe, et 4 Pangle MFO. Cette
formule est trés—usitée en astronomie.

4. De UHyperbole.

400. L'équation de DPhyperbole, lorsque lorigine est
au sommet 4, est y* = -‘bT: gm + x*):0r (22 + 2) @
est le produit des distances AP et OP du pied de Pordon-
née avx sommets : donc ici comme dans Pellipse, les
carrés des ordonnées sont entre eux comme les produits de
ces distances ; lorsque Vorigine est au centre, Péquation
est o’y — bz ==—aP. Sia ="} l’hyperbole est dite
Eguilatére ; son équation est y* — z* = —a. .

En changeant x en y et y en x, Iéquation devient
bYy* — a*x* = @*b* : 1a forme est la méme au signe prés du
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second membre ; les abscisses > sont alors coraptées sur
celui DB des deux axes qui ne coupe pas la courbe.

Comme dans I'hyperbole b peut étre > a, on nomme
premier aze celui qui rencontre la courbe; il est pris
sur la projection de I'axe du cdne sur le plan coupant.
L’aatre est le second axe; de sorte que a'y* — b°z* = ab*
est I'équation de I'hyperbole rapportée an second axe a.
Voy. fig 222, od C est le centre.

Si on décrit une ellipse ABOD sur les m@mes axes , elle
sera alongée dans le sens des x ou des y, et comprise
entre les sommets : ce sera un cercle si Phyperbole est
équilatére. Ces courbes ont des propriétés communes ou
analogues, qu'on peut voir Géométrie de position , par
Camot, p. 143. )

40t. Sans nous arréter 4 faire de nouveau les calculs

propres A donner les foyers de I'hyperbole, cbangeons [
en b {/—1, nous aurons

s=0, a=EV(a"+5), .~=:;(¢-__)

Ainsi Uhyperbole a aussi deux SfoyersF et F sur le premier
axe:. prenant AD = b, CD sera \/(a* 4 5*) ==« ainsi
on portera CD de C en F et F' pour avoir les foyers.
Puisqu’ici « et x sont >a, dn a «x> @*; on doit donc
prélérer le signe — pour que J soit positif , et on a pour
le foyer F,FM=¢= :af — a. Mais pour I'autre foyer F
« est négatif; il faut au conmir; prendre pour & le signe po-
sitif, en sorte que FM = ¢ = -:_a: + a. On en conclut
¢’ —d==12a, oula di[férence des rayons vectsurs dgale
au premier axe.

On construira I'hyperbole d’une manitre analogue 3

ac4.

207.
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Pellipse ;: aprés avoir tracé les axes et les foyers, on dé=
crira vers M, un arcdu centre Favec un rayon quel:
conque AG ; puis du centre F’ avec le rayon OG, on
décrira un deuxiéme arc : le point d'intersection M sera sur
la courbe , puisque la différence des i'ayons vecteurs , ou
FFM — FM = AO. Les mémes ouvertures de compas
donnent aussi quatre points de la courbe.

bn
Le paramétre conserve la méme valeur p — 2 .

402. En raisonnant ici comme pour I'ellipse , on ob-
tient pour I'équation polaire

«* — a* a (e*—1)
a4-auvtosd  1-ecosd

Le p8le étant en F, et en faisant P'angle AFM =4 et _
«® =ae.

r—=

5. Méthode des Tanécntes.

403. Si par deux points Met Q d'une courhe quel-
conque BMQ , on méne une sécante SMQ , et qu’on fasse
varier la position de Q sur la courbe, la sécante prendra
diverses inclinaisons déterminées. Si on rapproche Q de M
jusqu'a faire coincider ces deux, points, la sécante SQ
deviendra TM : cette droite se nomme Tangente; c’est
une sécante dont on a fait coincider les points d'intersection.

Remarquons que I’équation de toute droite qui passe en
un point M (z’,5") est

y—y’='A(.1:--z’). )]
en sorte que pour déterminer la tangente 7'M, il suffit d’as—
signer 3 A la valeur qui convient i l'inclinaison de cette
droite , 4 == tang. T; il faut pour cela exprimer en
analyse les conditions qui lui servent de définition.
Désignons par 2’ 4 h et 9’ 4k les coordonnées du
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deuxitme poim Q d’intersection de la sécante SM, ou 208
MR =h, QR = k, la tangent€ de I'angle QMR est......

-’hL == tang §. Or tang T est visiblement la limite de

tang S, lorsqu’on fait varier le point Q pour I'approcher
de M ; en sorte que si on pose tang T'==tang § + «,

ou A= % - «, « pourra décroitre indéfiniment. Si

donc on parvient 3 mettre la valeur de%sons la.forme

P -+ 8, p étant une quantité invariable, quand on change
le point @ ; et 8 étant aussi petit qu'on veut, I'équation
A=p 4~ 8 + « se partagera (167) en deux autres ; I'une
A= p qui déterminera A ; V'autre 8§ 4~ « =0, qui devra
subsister entre les vanables K et k, quelque parl qne soit
1e point Qsur la cdurbe.

Concluons de 1a qu’il faudra substituer y* 4 & etz' 4 4
pour z’ et y’ dans I'équation M=o de la courbe, et

en tirer le rapport -’i:- ; puis y faire k et A nuls; on ob-

tiendra ainsi la limite de ce rapport on A. Enfin substi-
tuant dane 'équation (1) , on aura celle de la tangente.

La droite indéfinie MN perpendicul;ire 2 la tangente
au point M de contact, est la Normale ; I'équation est
facile 3 déduire de celle de la tangente, puisque ces
droites ‘passent par le point M (27, y'), et de plus sont
perpendiculaires. L’équation de la normale est (371)

y-—_r’ T e —:7 (.t-—z’) « o @ (3)

Les longueurs TP PN comprises entre les pieds T, P et
N de la tahgente, de Pordonnée et de la normale sont
la_ sous-tangente et la sous-normale. En faisant y =
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dans les équations de la tangente et de la normale, on
obtient les ahscisses A7 ¢t AN des points T et N; on en
conclut facilement.

sous—tang. TPou ' — x = %— NN E))

sous-norm. PNown & — 2’ == Ay’ . . . .(4)

11 pourroit arriver que la tangente ¢t 1a normale n’eussent
pas la méme disposition que dans notre figure, et que la
sous-tangente filt x— 2z’ ; et la sous-normale =’ — z ;
mais alors le signe négatif qui affecteroit ces valeurs, in-
diqueroit cette circonstance (332).

Les longueurs MT et MN sont appelées aussi I'une
tangente , I'autre normale.’

404 Appliquons ces principes, et commengons par
Pellipse ; on a a’’* 4 b>x'* = a*b*, €t metant y' 4 k
et 2/ 4 h pour y’ et x’, il vient

a (y k) 4 b (& + Ay =a
développant et retranchant la proposée, on &
ka* (ay’ 4+ k) 4 hd* (ax' 4 h) =o

v kb (axf k) baf
dod P T T 1T Ty

puis substituant dans les équations 1, 2, 3 et 4, ‘et ré-
duisant , on trouve

1°. Equation de la tangente, oYy’ 4+ b'xa’ =a*b*
ay’

2°. Equation de la normale, y—y' = ﬁ(x—s')
3°. Pour la sous-tangente, TP = f:%-,x:

4°. Pour la sous-normale, PN = 2-:-:'-" .
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405. Nous tirerons de 12 plusieurs conséquences :

1°. La valeur de A ne change pas lorsque x’ et * pren~-

nent des signes contraires ; ainsi les tangentes en M et M’
sont paralléles.

2°. Eu faisant y = o dans 'équation de la tangente, on
a lM=x= ::E:- ; @ > &' donne CT > a. On voit que

CT est indépendant de J; ainsi toutes les ellipses décrites
sur le méme axe A0 auront un méme pied T pour la
tangente TM,TQ....., l'abscisse x'= CP demeurant la
méme. Ainsidécrivons un cercle 4/QO sur le diamétre A0,
prolongeons 'ordonnée PM en Q, menons la tangente 7Q
et nous aurons le point T. C’est un moyen facile de tracer
1a tangente 3 Pellipse.

3¢. En faisant y = o dans 'équation de la normale, on

a*— b

trouve x = CN =

x’ ; ainsi N et M sont situés
du méme cité de Cy.

406. Si par le point O (a, 0) on mine une droite
quelconque ON, son équation sera y =« (x—a); de
méme celle de 1a droite NA est y =&’ (x 4 a). Le point

derencontre de ceslignes a pour coordonnéesx = a2 + .:
[ 2and 2

b
’

y=—o v ce point est déterminé lorsqu'on fixe
les directions des lignes AN et NO, c.-i-d. « et &’ ; mais
comme elles sont achitraires, on peut en disposer de maniére
gue ces lignes se coupent sur D'ellipse ; on dit alors qu’elles
sont cordes supplémentaires. Dans ce cas nos valeurs x ety
doivent satisfaire i I'équation a%* 4 3*z* =a%*, ce qui
donne a'«*s’” 4 b'as’ =0 , 0u &u’ (G’aa’ + 8*) = 0. On
exprime donc que les cordes se coupent sur Pellipse, sois
1. as

209.

210,

201).
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en posant « ou &’ = o; ce qui n'apprend rien de nouvean}
soit en faisant wa’ = — -Z;.

Le signe — provient de ce que « et &' ont des signes
contraires , puisque si I'un des angles formés avec I'axe
AO est aigu ( vers la droite ), Pautre est obtus. Sia =35,
on a aa’ 4- 1 ==0, et les cordes sont 4 angle droit,, cest
la_propriété du cercle. Tracons un cercle sur le grand
axe ; 'angle ANO sera obtus, comme étant intérieur &
son correspondant dans le cercle. Les cordes supplémen-
taires du petit.axe forment entre elles un angle aigu, puisque
cet angle est extérieur 3 celui qui lui correspond dans le
cercle décrit sur CB. ‘

407. Toute ligne CM menée par le centre C a pour
équation y = 4’x; si de plus on veut qu'elle passe par
le point M (x/,y') il faut que 4' = —i—:— : pour la

bzt »
tangente en M, A = — gl dou A4 =— P = ua’.
Si donc on méne une corde AN paralltle la ligne CM (qui
va du centre au point de tangence ), A4’ ==«’ donne A==«,
et la tangente TM est paralléle 3 la corde supplémen-—
taire NO, ce qui fournit encore un moyen 'trés—simple
de mener une tangente i Pellipse.

408. Faisons décrire la courbe au point de contact
M, y’), et suivons la tangente dans toutes les positions
qu'elle affecte. En O, 2’ =a, y’ =o, I'équation de
TM devient x==a; ainsi la tangente est paralitle aux y.
A mesure que le point de contact s’éléve sur la courbe,
a’ décroft et g/ croit; et comme . ......... .

b
A=— -07& cr=12 x” le point T s'éloigne sans

.cessey et Pangle MTC décroit, jusqu'da ce qu'en B la



TANGENTES. 389

tangente devienne parallile an grand axe. La symétrie de
la courbe dispense de poursuivre plus loin cet examen :
ainsi il n'y a point dinclinaison donnée qui ne puisse con—
venir 8 l'une des tangentes de l'ellipse.

1l sera facile de trouver en quel point d’une courbe une
droite doit la toucher, pour que son inclinaison soit donnée,
En effet, ce probléme comiste & trouver 2’ ety lorsque A
est donné, et on 2 pour cela les équations

@y 4 ba'* =ad, Ao’y 4 bz’ =o.

On pent #galement résoudre un grand nombre de pro-
blémes relatifs  la tangente, et qu’on traiteroit par une
analyse semblable.

409. Cherchons I'inclinaison des rayons vecteurs sur la
tangente. Soient CF=—=ua, les angles FHT=V, " MT = V",
Toute droite qui passe en M (2, y')a pour équalion
Y=y =A (x—a): sl sagit du rayon vecteur FM,
comme le point F («,0) est sur cette ligne, on a

'= -—";7. Mais pour I'intlinaison de la tangente, on
«—

A= %"+ ainsi tang V= i

a N — :?P, a 8 (=] ]+Ad’

e . LA
tion faite, devient tang V= P En changeant 4 en — ,

, toute réduc-

"
-
ces valeurs étant égales avec des signes contraires, on en
conclut que les angles V" et 7’ sont supplémens I'un de
Pautre (351). Ainsi Pangle FMT est aigu et eupplément de
Pangle obtus F” MT; ou plutdt les angles aigus F” MIet FMT
sont égaux. .

Ainsi les rayons vecteurs de l'ellipse menés au point de
eontact sont également inclinds sur la tangente et s

on a pour l'autre rayon vecteur F'M, tang V" — —

209.

210.
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3“°' la normate. Donc tous les rayons lumineux ou somores

205.

F'M qui partent du foyer F' doivent a leur rencontre en
M avec I'ellipse se réfléchir 2 I'autre foyer F. En prolon-
geant F’M, la tangente T divise en deux parties égales
l'angle FMG, et la normale I'angle F MF.

410. On peut se servir de cette propriété pour mener une
tangente ou une normale en un point donné M de Pellipse ;
car prenant sur le prolongement de M, MG —=FM,
TM sera perpendiculaire sur le milieu de FG.

Si on veut mener la tangente TM par un point exté-
rieur donné 1, le point M n’étant pas connu, au lien
d’employer un calcul qui seroit diffus, il est préférable
de supposer le probléme résolu; alors I étant i égale
distance de F et de G, le cercle FG qui passe en F et dont
I est le centre , passe aussi en G; mais. . . . . . ‘.
FG=FM 4+ MF= A0; donc le point G est aussi
sur le cercle décrit du centre F” avec le rayon A0.

Une fois ces deux cercles tracés, le point G est connu,
on méne F'G et on a le point M de contact. 11 est d’ail-
leurs certain que les deux cercles doivent se couper,
puisque sans cela, le point G n’existant pas , le probléme
seroit absurde; ce qui ne peut étre tant que le point I
est extérieur i D'ellipse : on a méme deux points G, et
partant deux tangentes.

411. Appliquons 3 la parabole les principes du n°. (403).
On a pour le point M (x’,y) de cette courbe y'*=2pa’ :
changeons y' en 5’ 4 ket 2’ en &’/ 4 A, il viendra

7+ ay'k + k> =2px’ + 2ph,
qui se réduit 3 k (2’ + k)= aph, dod
k 2p .
7!— = :2‘—)—'-:*:-’-‘- et A= ?
les équations 1, 2, 3 et 4 deviennent donc

\
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Equationde la tangente. yy =p(x+ o)
Equation dela normale. (y—y'jp+(x—zx)y' =0

Pour la sous-tangente.. TP = y> — ax

Pour la sods-normale. . PN =p

donc 1° le pied T de la tangente est 3 gauche de I'o-

rigine , en sorte que AT = AP, ou la sous—tangente
est double de Tabscisse.

2°. La sous-normale est censtante et égale au demi—
paramétre,

3°. Pour la normale MN —/(PM* 4 PN*) on trouve
MN=y(y+p)= V(zx+p) P

412. Cherchons 'angle TMF = ¥V que forment le rayon
vecteur et la tangente; ce rayon passe par. les points
M («,y') et F (;p,o0):son équation est doric

Yy =A (@—=), Pob A = *_PT__’;

pour la tangente TM, ona £ = L 5 ainsi

A’-—:—A- ; devient en s:l'mimant
14 A4’

rtip—px
ity

i cause de y'*=2apa’, et en supprimant le facteur com-
mun }p < &'. Aiasi le triangle TMF est isoscéle , puisque
Fangle T== TMF. Donc tous les rayons lumineux et so~
nores SM paralléles & 'axe, doivent 4 leur rencontre en
M avec la parabole se réfléchir au foyer F. De plus /a
tangente TM divise langle QMF en deux parties égales,
et est perpendiculaire sur le milieu de QF. Enfin FM=FT,
ce qui fournit encore un moyen de mener la tangente TiH.

tang V=

Ctang V= =£,—-=l

205.
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413. Faisons varier le point de tangence. I (2’, 5’ ) et
plagons-le successivement en tous les points de la courbe
puis suivons la tangente dans toutes les positions qu'elle

“affecte. Comme elles sont déterminées par I'équation

5y =p'x 4 x'), ou plutot par Pangle formé avec I'axe.
des x, dont la tangente est A— —;—, et par Pordon-
e
née i lorigine, Ar =—§f—-= 1 g7 il est facile de voir
qu'au ‘sommet A, ol ' =0, y =o0, laxe desy est
tangent: qu’ensuite 2 mesure que le point de contact s’éldve.
sur la courbe AM, ¥’ et y’ croissent, ainsi que Ai;
Pangle T diminue. )
La tangente prenant toutes les directions possibles,
il 7'y a point d'inclinaison dennée qui ne puisse convenir.
8 l'une des tapgentes de la parabole. Si donc on connoit

A, on tivrera de 4 =% la valeur de y’ et le point de tan—

gence. Soit, par exemple, 4=1, on a y’ =p, d'od
a’ =41 p; le foyer F répond donc au paint G dans toute.
parabole , pour lequel la tangente fait un angle de 50°-
avec Paxe.

414. 11 est visihle par 12 que I'équation yy’ = plx+4 )
peut servir & merer une tangente, sans connoitre le point
de contact ‘a’,y”}, pourvu qu’on donne certaines conditions
propres a le déterminer. 8i on veut, par exemple, mener
une tangente par un poigt { donné et extéricur (a,8),
Péquation de cette ligne devant étre satisfaite par x = u_
ety=32, ona By ==p (s +x'), _y" =apx’ ; I'élimina—
tion fera connoitre le point de comtact (x',5’). Mais
voici un procédé plus facile pour construire eette tangente.

Supposons le probléme résolu : soit I le point donné.
et I\ la tangente ; puisque IM est perpendiculaire sur.
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Ie milieu de QF , I est i la méme distance-de F et. de Q.
Si donc du centre I' on décrit un cercle passant en F,,il

passera par le point Q dela directrice ; on tire ensuite QM-

paralléle aux x, et on a.le point de contact ;- ou bien on.

méne IM perpendiculaire sur QF.

On ne dvit pas craindre que le cescle ne coupe pas
la directrice , puisque toutes les fois que la tangente est.
possible. (‘ae qui arrive quand le point I est extérieur, le
point Q doitexister. On a méme un second point @', c.-a-d.
deux tangentes.

415. Venons-en maintenant 3 I'Ayperboke ; on pourroit
ici refaire tous les calculs qu’on vient d’appliquer i Uellipse;_
ma's il suffit de changer dans ceux<i b en b Y/ —1, (390)
On trouve alors les résultats suivans : :

1°. Pour 'inclinaison et I'équation de la tangente -

A= t—;;-, a'yy! — Pax’ = — a*b*

La tangente. TM fait avec I'axe des - un angle aigu :
elle est paralléle A celle qu'on méneroit en. M’. On aura de
méme I'équation de la normale,

a’

2°. CT= P
adté du centre C, comme x’ est > a, T est compris entre C

X/ — g®/

et le sommet 4, et la sous-tangente =

La sous-normale =.b;—f'.

3e. Pour les deux cordes supplémentaires ON et AN,

on a we = %;; les deux angles formés avec 'axe des x-

sont aigus : I'angle ONA est droit dans I’hyperbole équi-

latére, car alors aa’ = 1. Pour la ligne CM etla t:ngente-

» les points M et T tombent du méme-

203,

207+

211,
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en M,onaAdA =§; on conclut donc que le procédé

(407) pour mener une tangente a I'ellipse est applicable
ici. On méne au point M de contact la ligne CM, puis la
corde ON paralléle 3 CM , et sa corde supplémentaire NA ;
celle—i est paralléle 2 la tangente TM.

4°. Les angles formés par les rayons vecteurs et la

b ST
tangente conservent la méme valeur — : leurs inclinaisons

sur la tangente sont donc les mémes ainsi que sur la nor—
male; TM divise F* MF en deux parties égales, on cons—
truit donc la tangente par le méme procédé que pour
Pellipse (409).

Si le point donné est sur la courbe en M, on prend
MG=MF, et on abaisse MT perpendiculaire sur le
milieu de FG.

Si le point douné est en I hors de la courbe, du centre I
on décrira le cercle FG ; puis du centre F* avec un rayon
FG=FMeFM=A0, on tracera un second cercle
qui coupera le premier en deux points : G étant connu, F'G
donne le point M de contact.

416. Faisons parcourir au point de contact M les divers
points de la courbe. En A (2’ =a, 5’ = o) I'équation
de la tangente devient x = g, ainsi la tangente au sommet
est parallcle aux y. A mesure que le point M s'éléve sur

L]

_la courbe , &’ et y’ croissent ; et puisque CT= ., le

xl
pied T de la tangente s’approche du centre C, saus jamais
y atteindre (que lorsque a/ =<c).
Pour commoitre les positions successives de la tangente ,
il faut en déterminer les diverses inclinaisons ; mais on ne

peut les déduire de' la valeur 4 =

b parce que x*
ey’ ’
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et ¥ croissent ensemble. Pour lever cette difficulté, met~ -

tons pour, y’ sa valeur + % v/ (&/>—a*) et divisons haut

et bas par ba’, il viendra

aV(x———-

or plus x’ croit et plus A décroit, de sorte que Pangle T’
diminue sans cesse; mais cela n’a pas lien indéfiniment, car
le radical approche de pius en plus de un et ne peut dé-
passer ce terme qu'il n’atteint méme qu'a &' = oo : donc

alors A== -b;- et CT = o. Du reste, il est inutile de

continuer le mouvement du point M sur los autres parties
de la courbe, i cause de la symétric.

Si on porte au sommet A les ordonnées AD=AD'==5,
et qu'on trace CD et €1’ , ces droites auront pour équa-

tions y === %- z ; elles seront donc celles dont il vient

d’étr.e question. Ainsi CD CIV sont les limites de toutes
les tangentes, et ne rencontrent la courbe qu’d Uinfini.

417. Comparant I'ordonnée PM = :*_'-:- V(ax*—a*) de

la courbe, & celle PQ =:-;— x desdroites CD et CIV, on

voit que toute la courbe est comprise dans I'espace DCD’
indéfini, de sorte que jamais lintervalle QM n’est nul,
quoiqu'il diminue sans cesse et puisse étre rendu aussi petit
qu’on veut. On appelle Asymptote une droite qui s'approche
ainsi d'une branche de ceurbe sans l'atteindre jamais,
quoiqu’elle en approche indéfiniment. V. n°. 685.

B résulte de i que, 1°. les droites CD) et CDV dont

213.

213.
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b b

les équations sont y — = — & sont l.es asymptotes &
Yhyperbole.

2°. Elles sont les limites des tangentes. -

3¢. Toute tangente i la courbe fait avec le premier axe
vn angle compris entre DCA et un droit. On ne peut donc,
se proposer de mener i Lhyperbole unre. tangente paralléle
A une droite donnée , qu'autant que sa paralléle CI menée-
par le centre est hoss de 'angle DCD’.

4°. Toute droite passant par le.centre € et tracée dans.
Vangle asymptotiqne QCQ’ rencontre la eourbe; et bors
de cet angle elle ne la roncontre pas, telle que CL.

5°. Lorsque hyperbole est équilatére, les asymptotes
sont i angle droit, 3 cause de $=a..

418. Rappo'rtons maintenant 'hyperbole i se; asymp—
totes CT Cb pour axes coordonnés : MP paralidle 3 Cb-.
donne CP=a', PM =y’ ; soit « langle ACT= Ach,
d’otx

. tang.::%: tapg ACT" ‘

e . __ ]
cos & = V_—(a,_t'_b:), sin ¢ == ——V(¢'+5')

substituons — « et « pour (xx’), (xy’) dans les formules
générales (B, 383) de la transformation des coordonnées ;
il viendra
_olrde) | b(y—s) .

V (@ +8) V(e +8)
valeurs qu'il faut substituer dans a%y* — b'z*=—a'$*,
ce qui donne x’y’ =} (@* 4 4*). Supprimant lcs accens
et faisant pour abréger

x

{\(a’ =+ 5*) =m>?, il vient zy =m?
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pour I"équation de 'hyperbole rapporiée 3 ses asymptotes. Si
on edt compté les x’ sur Cb et les y’ sur CT", on auroit
obtenu 2y =— 1 (a* + ) =—m>.

m . . .
Comme = —, on voit que la courbe s’approche in-

définiment de ’axe des x sans jamais Patteindre , ce qu'on,
savoit déja.,

419. L'angle 5CP des asymptotes est a2« ; et comme
Zy x sin (24) == m" sin (24}, et que xy sin (24 ) est (365,
V, 2°.)Paire du parallélogramme CPMQ, il ’ensuit que cette.
gire est constante, quelque part qu'on prenne le point M.
Au sommet A, cette aire devient CDAB, qui est un
lozange , puisque les triangles CDA4 CBA ayant en C et A
leurs angles égaux, sont isoscéles : on en conclut m =CD.
m* est c¢ qu'on appelle la Puissance de 'hypsrbole.

Lorsque 'hyperbole est équiatére, CBAD est un carré
dont m* est la <urface. ‘

430. CherchonsI'équation de la tangente TM en un point
M (a*,5’), en prenant pour axes lesasymptotes. Cette équa-
tion esty—y’ — A x—ax'), A étant le rapport de; sinus des
angles que cette tangente fait avec les axes (367). Mais pour
une sécante quelconque, RNV passant en M, on trouve en
résolvant le triangle MIN, ————Si“ Nl = —’-‘-

: sin H NI A
MI=h, IN=kFk : ainsi — A est visiblement la limite

en faisant

de ;—‘.— - Hnereste donc plus qu'a chercher cette limite {403)..

Or mettant 2/ — & et 5’ + k pour 2’ ety’ dans l’équa-.-‘

tion a’y’ =m*, on trouve

k

Y Sy L) d’oﬁA:—-‘r-

xl

) 1= +yr=2m

a3,

213
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pour ’équation de la tangente. y = o donme pour le pied

T de la tangente TM, g = 3_;: ou CT =22’ =2aCP.

Il en résulte, 1°. qu’en prenant TP = CP et menant TM,
on aura la tangente. 2°. SM=—MT, ainsi le point de
contact M est au milieu de ST.

4a1. L'equatmn de la sécante MN est y=kx+41:
le point R o elle coupe asymptote se trouve en faisamt

. y=0, dok CR=—. Les poins M e N din-

tersection avec la courbe s'obtiennent en éliminant x et y
entre my==m* et y = kx + l; donc kx> 4 lr = m=.
Or— -71‘— est la somme des racines (137, 2°.) ou CP+4-aNj;
donc CP 4- aN= CR = CP 4 PR : ainsi atN= PR, et
les triangles Nab PMR étant égaux , on a bN= MR.
Puisque cette propriété subsiste pour tous les points de
la courbe, on en tire ce procédé trés-siniple pour la dé-
crire. Aprés avoir trouvé l'un des points de la courbe,

" tel que M (le sommet, si I'on veut), par ce point on
" ménera une droite quelconque Rb et on prendra RM=5N;

N sera un second point de la courbe. En répétant cette
construction sur le point M, ou sur N, on obtiendra
de méme de mouveaux points.

422. Si on applique le raisonnement du n°. 403 3 I'équa-

tion y* ==mx' 4 nx’*, on trouve

k mo-2nx’ 40k . im< mx'
7l-= ——;7:"——, douA-—.—?-—

pour la tangente de I'angle formé avec I'axe des x, par
la ligne qui touche la courbe au point (27, ). Donc
les équations de la tangente et de la normale sont
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3y =(m-anx')x 4+ max',
(im+4na)(y—=y)+y (x—o)=0,

rod =L
dodt sous-ung_%m+w

sous-norm == 1 m - nx’

Péquation y*=mzx - nx* convient 4 nos trois courbes qui
ne se distinguant entre elles que .par les valeurs de m
et n (389). On cumaule donc ici les divers résultats obtenus
précédemment.

423. Lorsqu’on élimine x et y entre I'équation y —ax &

et celle d’'une courbe du second degré , les coordonnées’

x et y sont celles des points de rencontre de la droite et
de la courbe : elles sont données par des équations du
second degré. Suivant que les racines sont réelles ou ima-
ginaires, la droite et Ia courbe ont deux points communs
ou ne se rencontrent pas. Mais si les racines sont égales,
la droite est tangente & la courbe , puisqy’alors les points
d’intersection coincident, comme ayant mémes coor-
données.
8i, par exemple, on élimine x et y entre

y+3x=10, etfy+a2=4%

pour trouver les points de rencontre de la droite et
de la courbe représentées par ces équations, on trouve
25z* — 6ox 4 36=o0, ou (5x=6)" =z 0. Ainsi la
droite TM touche au point M ( §, #) : Pellipse 4BO, dont

les demi-axes sont AC=a==2a, BCe=}=1.

Lorsqu’en faisant y == o dans une équation , on trouve,

(x —«)*==0, on doit en conclure que la courbe touche
Paxe des x au point (s, 0). V. fig. 226 et 230, n*, 448
et 454.
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6. Du Centre et des Diamétres.

424. Lorsqu’un point C jouit de la propriété de couper
en deux parties égales toutes les cordes, telles que MM’ ,
‘menées par ce point, on le nomme Centre de la courbe,
Mettons Dorigine en C; menons PM, PM' paralléles
a l'axe Cy; les triangles CPM, CP M’ sont égaux i
cause de CM=CM’ ; dod CP=CP , PM=P M.
Donc, lorsque l'origine est au centre de la eourbe, les
ordonndes et les abscisses sont deux 4 deux égales et de
signes contraires. La réciproque i visiblement lieu : Pangle
yAzx des coordonnées est quelconque.

Donc pour qu'une courbe ait le centre & l'origine , il est
nécessaire et il suffit que son équation ne soit puint al-
térée lorsqu’'on y change x en—x et yen—y.

425. Appliquons ce précepte aux courbes du second
degré,, dont P’équation géntrale est

Ay*+ Bxy 4 Cz* 4 Dy + Ex 4 F==o0... (1)

Il est manifeste qu'afin que la courbe ait l'origine pour
tentre , il faut que son équation ne contienne pas.les termes
Dy et Ex: elle sera de Ia forme Ay* 4 Bxy+ Cx*+Fe=o.
Clest pour cela que, par anticipation, nous avons donné le
nom de centre au milieu de I'axe de ellipse et de I’hy-
perbole ; et il devient prouvé que toute corde gui passe
par ce point y est coupée en deax parties égales.

Mais une courbe pourroit avoir un centre qui ne soit
Pas situé & Porigine ; alors il faudroit qu’on pdt Iy trans-
porter : on changeroit pour celaxen 2/ 4-a, y en y’ 4 b,
et on détermineroit les coordonnées arbitraires a et 5 de
la nouvelle origine , de maniére A chasser les termes qui
s’opposent & notre loi. Faisens ce calcul pour 'exemple (1) ;

e
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on égalera i zéro les termes oii =’ et y’ sont an premier
degré , et il siendra

Bb4-2Ce4-E=0, Ba+t 24b4 D=0... (2)
aAE— BD b aCD — BE 3)
F—gac = m—gac !

et la transformée est Ay’ 4 Bz'y’ 4 €2'* 4 Q@ =o0,
Q dengnant le terme tout constant. La courbe du second
@egré a donc un centre toutes les fois que ce calcul est
possible, et clle n'en a qu'un seul: mais elle n'en a
point dans le cas contraire, qui alieu lorsque B?—4AC=o0;
les équations (2) sont alors contradictoires (115, 2°). Ce-
pendant si 'un des numérateurs de a ou & étoit en méme
tems = o, Pautre le seroit aussi; il y auroit une infinité
de centres, et les deux équations (2) rentrervient I'une
dans 'autre (115, 3°.).

do: o=

En général a et b représentant des coordonnées varia—
bles, les équationg (2) appartiennent i deux droites, dont
I'intersection donne le centre ; elles sont paralléles lorsqu’il
n'y a point de centre, et elles coincident lorsqu’il y en
a une infinité ; les centres sont tous les points de cette
droite. Ces ¢as particuliers s’éclairciront bientdt -(458).

Donc la parabole n’a point de centre , puisque B*—4AC
devient 0 —4 X 0==0, pour Péquation y*==2a p=.

426. Op dit qu’unc ligne est Diamétre d’une courbe
lorsqu'elle coupe en deux parties égales las cordes paralléles,
menées dans cette direction déterminée.

Lorsque deux droites sont réciproquement des diamétres
P'une par rapport i Pautre, on les nomme Diamétres

Conjugués. Clest ce qui a hcu pour les axes de Dellipse
et de Phyperbole,, etc,

214 &t
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427. Pour que l'axe des x soit diamétre, les cordes
e'tani'paralléles A Paxe des y, il faut que chaque abscisse
donne deux valeurs égales et de signes contraires pour 3 :
ainsi en résolvant par rapport 3 y les équations du second
degré qui jouissent de cette propriété, il faut quon ait
y==xvK; K contenant x. En faisant le calcul sur
Péquation (1), il est visible que cette condition n’a lieu
qu’autant qu’elle est privée des termes Bxy et Dy.

On verra aisément que, pour Dellipse et l’hyperbolc
les diamétres passent tous par le centre.

De méme, pour que Paxe des y soit diamétre par rap—
port & celui des x. 1 faut que I'équation de la courbe ne
contienne ni Bzxy, ni Ez. Donc, pour que les deux axes
des x et y soient diamétres conjugués, il faut que 'équa—
tion soit privée A la fois des termes Bxy, Dy et Ex,
c.~d-d., qu'elle ait la forme

Ay +Be=Q.... ()

Ainsi , P'origine est au centre; U'ellipse ot I'hyperbole peu—
vent avoir des diamétres conjugués , mais la parabole n'en
a point. Tout cela est indépendant de I'angle des coor—
données. Donc

1°. Soit BB’ un diamétre de Pellipse ou'de I'hyperbole,
onavu(405 et 415,1°) que les tangentes IGet HK en B et B’
sont paralléles : de plus elles le sont aussi au diamétre con-
jugué Cy, puisque, par la nature du diamétre BB/, Ila
double ordonnée est nulle en ces points. Ainsi, pour que
la courbe soit rappertée i ses diamétres conjugués , l'axe
Cy des ordonnées, doit étre parallele & la tangente menée
au point B ou B’ , oik l'axe Cx des abscisses rencontre la
eourbe. '

2*. Toute ligne CB menée par le centre C, est un

—— =
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diamétre dont le conjugué est pagalléle 3 12 thngente en B;
cela résulte de ce que I'équation de Ja. courbe rapporsée
3 ce systéme d'axes a alors. nécessairement la forme AN
Ainsi, dans Uellipse et 'Ryperbole , 'ilg' -a‘une nfinité
dc diamdtres. conjugués. .

3°. Bi A0 est le premier axe de l’elhpse ou -de I’hy~
perbole, il y avura toujours deux cordes supplémentaires
ON, NA, paralléles aux diamétres-conjugnés Gy et Cx ¢

,et la relation donnée pour linclinaison .de ces tordes sur

Paxe AO convient aussi A celle de ces diamétres; cette
relation est a'wa’ + 5*==0 poeur ellipse, et a’an'~dim=0
pour U'hyperbole, )

" 4 Si le diamétre conjugué Cy ‘¥encohtre aussi la
courbe, ce qui a lieu pour Uellipse, on verra de méme
qué IK et GH tangentes cn D et IV sont parallétes au
premier diameétre BB'. Le parallélogramme GIKH est
appelé Circonscrit A la courbe. Mais Cy ne-la rencontre
pas dans le cas de I'hyperbole, puisque cette droitd” est
tracée hots de I'angle des asyrptotes (417,4°). 'Le premiet
diamétre coupe donc la courbe, mais le sesond ne 1a
rencontre, pas.

428. Soient Cx et Cy les diamdtres conjugués d’une
ellipse ; on nomme BB’ et DI’ leurs Longueurs : fai-
sons CB=a" et CD==V¥. |Or yc=0 domne z=a’,
x=—odonney = ¥"; ces conditions étant introduites dans

I'équation (4), on a Ba”—Q AV = Q; dou

B= ;,Q; g A=-_ Q 5 Ce qul change cette équation en

oy f Vrarz=at¥r. ... ()
qui est celle de Pellipse rapportée 3 ses dnamétres con-,
jugués.
439. Soient pareillement Cx et Cy les diamétres conjugués
1. 26
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de I'hyperbole ; CB = o’ donne Ba'> =@, car y—o
répond 2 zx=a'. De plus Gy ne coupant pas la courbe ,
si on comnoissoit I'équation rapportée aux diamétres
Cx, Cr, 2t qugn voulit trouver le point ot Gy ren—
contre la courbe, x==o donneroit une valeur imagi—
naire : mais (par les mémes motifs quau n°. 388, 3=.),
changeons le signe sous le radical, cette valeur deviendra
réelle ; représentons-la par ¥ : alors x == o devra donner
yre=—>y, dol— 4> = Q, ¥ ou la demi-longueur
du second diamétre, étant l'ordonnée oblique qui répond
au centre; mais rendue réelle. Lu équations Ba>—=Q,

— b”:Q, donnent B:"——; A"-:—‘v-s— et em

substitrant dans (4) en obtient pour Péquation de l’hyper—
bole ‘rapportée & ses diamdties conjugués ;

oy —bmr e dP . . . . (6)
Si on prand CD wx CIY = ¥, les panalitles GH, IK 2
Cz forment le perallélogramme GIKH inscrit dans 'hy—
perbole, o

Les équations (5) et (6) pouvant se dédhire Pune de
Fautre en mettant &/ =1 pour ¥, il en sera de méme
des résultats de ealeals, qn'on est, pir cette remarque, -
dispensé de faite pour les deux courbes. .

430. En changeant = en y, et y en x, Péquation de
Pellipse n’est point altérée, de sorte que toutes les cons—
tructions qu'on fera sur Pun des diamétres, séront
applicables A I'autre, Cette propriété appartient également
aux axes. L'équation de I'hyperbole devient

Vi — a*x* =o',
lorsque les x sont comptés sur le second diam?tre,
431. Puisque les équations de l'ellipse et de Iliyperbole
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yapportées aux axes et aux diamétres, sont de méme fonme,
il est inutile de reproduire ici les calculs déja effectués
pour les axes, et on peut en déduire que

1°. Les carrés des ordonnées PM sont proportionnels 214 et
aux produits des distances PB, PB’.de leur pied P aux ai5.
extrémités B et B’ du diamétre (395 et oo).

a®. Deux ellipses dont 'une a pour axes et I'autre pour -
diamétres conjugués, 24" et 25, ont méme équation ; ainsi,
pour chaque abscisse, I'ordonnée est d’égale longuear,
mais sous des diggctions différentes. Donc, pour tracer
une ellipse, lorsqu'on connoit les directions et les lom—
gueurs des diamétres conjugués CB, CD, on prendra 216+
CK = CK'" = CD perpendiculaire sur BB’ , puis, 3
Paide de la propriété des foyers ou autrement, on dé-
crira l'ellipse BKB’K’ sur les axes BB’ et KK’ : enfin on
inclinera chaque ordonnée PN suivant PM paralléle 3 CD.
Si o =¥ , BKB'K’ est un cercle.

_La méme construction sapplique visiblement 3 I'hypet-
bole; on verra qu'il en est de méme de 1a parabole.

3e. L'inclinaison d’une tangente en un’ point quel-
conque (', y’) et I'équation de cette ligne, sont
respectivement pour l'ellipse et hyperbole

A= — ;,:-s:- ) ey 4 Vixa) = ay,

Vix
oy
Seulement A4 n'est plus la tangente de Vangle que ccite
droite fait avec I'axe des x, mais bien le rapport des sinus
des angles qu'elle fait avec les deux diathétres comjugués
(367).

4*. En ayant égard 3 la méme distinction, on pourra
voir que la telation doanée pour les cordes supplémens

L

A= y @'Yy — ¥izx’ =—a''W>.
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taires (.*ol») s'applique ici, et que par conséquent le pro-
cédé qu'on en a dédudit pour mener une tangente, a encore
lieu.

Soit donc menée du centre C au point de contact M la
ligne CM et sa paralléle B'N, la tangente TH sera pa-
rallele 3 BN : et comme il suffit de connoitre le centre
pour avoir tant de‘diamétres qu’on voudra , ou sait mener
une tangente, lorsque le point du contact et le centre
sont donnés.

5. Puisque deux diamétres conjugut.és CD,. CB sont
toujours, paralléles & deux cordes supplémentaires ON,
NA d'un diamétre quelconque 0A, la recherche des dia-
meétres conjugués qui font entre eux un angle donné, re-
vient au méme probléme pour ces cordes, ou plutdt
3 la formation du triangle ONA dans lequel B base 04

&t I'angle N sont donnés. On décrira dorc sur un diametre
quelconque 0.A, un scgment de cercle (208, IVet V)
capable de I'angle donné; la circonférence coupera l'ellipse
au pomt N par lequel on ménera ON et NA, puis leurs
paralléles DC, CB: il y a deux solutions. Si le segment
est un demi-cercle décrit sur le diamétre .4 0, les paralléles
a2 NO et NA sont les axes. o

Comme les cordes supplémentaires OB, BA qui joi-
gnent les extrémités du grand et du petit axe, forment
dans Pellipse le plus.grand anglé, les diamétres conjugués
ne peuvent Pexcéder : si donc langle donné n'est pas
compris entre cet angle et un droit (vu le supplément
de ces angles ) le probléme sera absurde, et le cercle ne
coupera pas la courbe.

Lorsqu’une ellipse est tracée, il est facile d’en retrouver -
les axes, le centre, etc... On ménera deux cordes paralidles
quelconques; la droite qui joindra leurs milieux sera un dia-
meétre ; le milieu de cette droite sera le centre. Si on décrit
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un cercle concentrique qui- coupe la courbe eh § poi;nts s 216.
les droites qui .divisent les quatre arcs en parties égales
sont les axes.

Foutes ces constructions ont également lieu pour ’hy-
perbole.

432. Cherchons maintenant les "relations qui existent
entre les demi-axes @, &, et les demi-diamétres conjugueés
@', & : pour cela, reprenons les équations dela courbe
rapportée aux axes et aux diamétres conjugués, et ra-
menons 'une d’elles i 'autre & 'aide d’une transforma-—
tion de coordonnées. Commengons par Pellipse. 214.

Supposons donc que Dellipse soit rapportée aux coor-
données obliques 2’ , 5’ , comptées sur les diamétres con-
jugués CB, CD, et qu'on veuille prendre d’autres ayes
rectangulaires /0, M'M : on sait que, pour cela, il faut
substituer dans I'équation a’*y’* 4- ¥ >x'* —a’*'*, pour x’
et y’ les valeurs (D, 384)

sSx—cy ey —sx -
rE—gy o Y= sing

s et s'"désignant les sinus des angles BCA , DCA fortés
par les axes des x’ et ¥’ avec celui des x; c et ¢ étant
les cosinus de ces angles; enfin ¢ étant 'angle DCB des
diamétres conjugués, d’oll sin §—s"¢—sc’. Le calcul donne

(¢ 40" )y —2xy (0 sc + b'2s'¢) 4 (a2’ +- ¥/ *s*) x* ==a’*¥/*sin*,

Or, pour exprimer que le nouveau systéme de coor-
.dounées est celui des axes, il faut que ce résultat soit
identique avec a’y* 4 b*x* =a"", ou du moins rendu
identique par la multiplication d’un facteur inconnu a:
¢e qui donne en égalant terme i terme

b1)....a"%* - b'*c*=2ra’y, @'sc 4 ¥s'c’ =e,....(2)
(3j.... a7 f W’ =2, o sin*l=2arab*....(4)
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Pour déterminer A, multiplions la 1. et la 3e.; il vient
a'ic’s* 4= b7a" (8¢ - s7¢* )+ Vis'’e’* = 2’a%*; or le
second terme=—=>¥a’*( sc’ —s’c )*4-28""a’>s'c’ sc; de sorte
qu'on a (asc+-¥>s'¢’ )* 4 ¥ '@’ *sin’ 0 == 2’00 Or le
premier terme se détruit par la 2¢. équation, le second est
aa’d* par la 4%, donc ac’d* = a%¢°5%, ou A =1.

a étant déterminé , nos quatre équations ne tiennent plus
lieu que de trois, et en effet la 4¢. est le produit dela 1. par
Iz 3°. Remplagons donc celles—ci par leursomme, nons 3urons

e 4 ¥ =a4b,... (5

&'*sc 4 ¥'s’¢ = o0, ... (6)

&Y sin ¢ =ab. . ... (7)
La 5+, prouve que, dans I'ellipse, la somme des earrés des
dismétres conjugués est égale & la somme descarrés des axes.

Puisque a’d sin 0 est (365, V, 2°.) la surface du pa—
rallélogramme CDBK ; la 7¢. équation montre que le
parcllélogramme circonscrit & Uellipse a pour aire le carré
des axes ; aimsi, 'aire IKHG est constante quelle que sois
Ia position des diamétres conjugués (*).

Du reste, ces trois équations contenant six quantités ,
savoir @, @ 4 b, ¥ et nos deux angles, on pourra teujours
analytignement en trouver trois, eonnoissant les trois autres.

433. Cherchons les diamétres conjugués éganx de I'el-
bpse ; a*=—25" change les équations (5,6 et7) en

‘aa”=—ga*+ 8, a*sinl=ab, scts’c"—o.

(*) Quant & la sixidme équation , ¢le est ‘destinde i Ler emtre elles
Ies inclinaisons des deux disnitres conjugnés sar l'axe ; meis nous.
savons qu'elles sont déterminées par celles des cordes supplémca-~
taires (6); a®sc + b%5'= o revient done (§28, 30.) & a*t/+ b2 =0,
t et t* étant les tangentes des amgles formés par deux diamitres
eanjugués avec le grand axe. 1l seroit aisé de s'en convaincre em

digivant @ et & i Paide des deux autres équations (S5 et 7)-

\
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La premu‘.re donre ¢’ = V c+ ), ona, par la 2°.
. 2ab a*—b
sin ‘_“+“, m"—m, tang-;-l._.-:.

enfin soient « et « les angles formés par les diamétres con-
jugués égaux avec le grand axe, asc—sin 2, 25°¢’=sin 245
la troisitme équation devient sint 34 — — sin 24’ ; ainsi,
ces diamétres forment avec le grand axe le méme angle »
BC
oc’
Les cordes supplémentaires OB, 4B menées 3 I'extrémité
du petit axe satisfont senles i cette eondition, ainsi il suffira
de leur mener les panaliéles CM et CN (*). Ces diamétres
sont visiblement les asymptotes de I'bypesbole qui a le
méme centre et les mémes axes.,

Quant i Pabscisse CP du point M, comme le triangle
CPM donne z* 4 y* =a’*=1 (a4 5'), en mettant

de part et d’autre, et § = 24, d'od tanga.__—b— =

b x a

——».on trouve z=7—2-, et
comme ce résultat est mdépendent de 5, on voit que foutes
les cllipses ont deux diamétres conjugués égaux , dont les
extrémités ont la méme abscisse lorsque lg grand axe est
le méme.

434. Pour I'hyperbole, sans refaire ces calculs. Il suffit
de changerbet ¥y end y/—s1 et &’ /—~1, et ana

o — ¥V —a =¥, dVsint=<ad,
&'sc=¥sc’ ou a'tt=2»,

pour y* sa valeur b* —

qui servent aux mémes usages que pour I'ellipse. On voit
donc que. dans I'hyperbole, la différence des carrés des

(*) Cest ausst ce que montre I'équation a*tf 4 bn =0, qui, & catsex
desinu=—sina devient —a: tang' « 4 b = 0.

218
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dmmélrcs con]ugué: , est égale & la différence des carrés
des axes; et que le parallélogramme inscrit & I'kyperbole
est eonstant et égal au rectangle des axes. .

“Pour obtenir les diamétres con]uguea égaux, a’' = b’
donne g==5. On voit donc qu’il n’y a que I'byperbole
équilatére. qui ait des diamétres conjugués égaux ; mais
a = b, donne aussi ¢’ = ¥’ ; ainsi, tous les diamétres
:sont alors égaux deux a demx. . .

435. Seite 'angle 5CA que forment avec le premier axe
AC les asymptotes Cb CT d'une hyperbole MN : a
point quelconque M (CP==x, PM=y), menons le
diameétre CM == a’ et la tangente ST. On sait (420) que
CP—=PT=x, SM = AIT. L'un des angles en Pest 2«,
f'autre est 200° — 24, ainsi les triangles CMP et PMT
donnent ( 355, D)

CM>=x* +y":tzx_y cos 24y MT*=x" +_y5 S=2xy cos P

Retranchons, il vient a’* — MT* =— =+ fxy cos 24 : or

3), ta =2 d’ol = *a
(8 , tang « = T, b cos « = rEy
. L}
sin ¢.=——-:b—-— et cos 28— cos’-—sin‘c:g——;
\/(aa+b’) aa+b:

de plus xy =m* =1 (a* 4 #*). Donc en substituant il
vient a’* — MT* — g* —b* == a’* — b'* ; ainsi MT= V¥,
et quel que soit le diamétre’ CM , son conjngué a pour
longueur, et pour direction ST. Donc les diagonales HJ
GK du parali¢logramme inscrit sont les tsymptotes.

436. La parabole n’ayant pas de diamétres conjugués,
rapportons-la & ses diamétres simples : pour transporter
l'origine A en un point quelconque (a, 4), et cbanger
en outre la direction des cogrdonnées, il faut (383), dans

y—2px=o0, faire x=—g4-cx’'4c'y’, y=b+sx¥'+5y',
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en conservant 2 ss’ ¢c’, les mémes significations Yue 205.
prccédcmmem ce qui donne

—2P“+’x'(b‘—l")+3.7'(6"—P")+2”’-’='J"+I’r”+s"‘_y“—o

mais , pour que 'axe des x’ soit diamétre par rapport 3
celui des 5/, il faut (427) que les termes ass’x’y’ et
2y’(bs’ =pc’) disparaissent : donc ss’ = o et bs’— pc’ =—o.
Celle~i détermine la direction de I’axe des 5/, donc celle-la
donne s=o0 et c=1 : comme a et 5 sont arbitraires,
on voit que toute droite QS paralléle & l'axe Ax est un
diamétre ; ces paralléles jouissent seules de cette propriété.
On a donc pour Téquation générale de la pgrabole rap-
portée a ses diamétres

J”_y”—zp.:'-{-(b’—zpa)—-o
1l suit de la définition (426), que lorsqu’on a_une
ligne qui est diamétre par rapport i une autre, on ‘peut
faire mouvoir celle—i paraliélement a elle-méme : prenons
donc pour origine le point M ol I'axe des a2/ coupe la
courbe, nous auroms 3 —apa=—o0, dol.. . . . ..

= .zf,_’::, = ap’'z’, en faisant __‘_{,7 = p’. L’équation

by —pc' =o, donne, en désignant par ¢ 'angle des =’ ety”,

-%-, ce qui prouve (411) quae la tangente

MT alorigine M est 'axe des y’ ; 2p’ est ce qu'on nomme
le Paramétre du diamétre MS qu'on considére; mais

P N 7/
v+ Jiptaa

P — .
domce ap = e = a(p+ 268)=4MF.
Aivsi le paramétre est le quadruple de la distance de
Lorigine au foyer.

l tang ¢ =
—CI—OII g =

sin 0=
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Réunissons ces équations

dangl=p, pP=p+2a, bF=2pa...(

On voit que lorsqu’on connoit deux des quantités p, p’,
a, b, et ¢, on peut trouver les trois autres ( saufles excep-
tions analytiques ) et construire la courbe; elle a pour

équation y/* = 2p’x’ ou y’* = 2px

sin® )

437. De ce que les équations anx axes et aux dia—
métres sont de méme forme, on peat tirer les conelusions
suivantes.’

1°. La constraction donnée pour Pellipse (431, 2) s’ap—~
plique 2 la parabole, lorsqu’on connoit un diamétre et
son paraméire ap’.

2°. L’équation de la tangente en un point quelconque
(2)y) est gy ==p/ (= + &*); Vinclinaison sur le dia-
-E- .

métre est donnée par qui est le rapport des sinus des

‘angles que la tangente fait avec les axes.

3°. La sous-tangente est encore double de I'abscisse ; ainsi
on ménera aisément la tangente en un point donné, con-
noissant le diamétre.

438. Si o a une parabole tracee.MAM’ on pourra dé-
terminer un diamétre, 'axe , le sommet, les tangentes, etc...
car, en menant deux cordes paralléles quelconques e. joi-
gnant leurs milienx, on aura un diamétre MS : traganmt
ensuite la corde MM’ perpendiculaire 3 MS, et AN paral-
ltlement par le milieu P, on aura le sommet A....

On remarquera que 2p’ = y” *—, ainsi le paramétre est
une troisitme proportionnelle t une abscisse et son az—
donnée.
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v. Discussion des courbes du second degré.

439. Nous supposerons d’abord que I’équation manque
du produit xy, ce qui lui donne la forme
Ay 4+ Cx* 4Dy 4 Ex+F=o;

or (425) lorsque C, ni A ne sont ouls, la courbe a néces-
sairement an centre (A, k), dont les coordonnées (*) somt

E D e e
kR =— 5 k= — Vi En y wransportant Porigine, et

faisant pour abréger Q= Ak*+ Ch* - Dk+ Eh-}- F (**),
I'équation proposée devient

Ay 4+ C'* 4 Q=o0....(1)
Cette équation présente divers cas suivant les signes des
coefficiens : nous allons les analyser , mais nous prenarons
toujours A positif.
1°. 8i C est positif.

440. Lorsque Q est positif 'équation (1) ne peut rien
représenter, puisqae treis quantités positives ne peuvent
s'entredétruire; 2y* +32* —3x—2y42=0,....
4y 4 22* —3x 4 2=o0, sont des exemples de ce cas.

441. Quand Q est —o, on a Ay’* 4 Cx’*=0, équa~
tion qui ne peut mbsister qu'autant qu’on a 4 la fois z'—o
ety =0, on a dope un point qui est la nouvelle origine

(*) On obtient aisément ces valeurs par le théuréme (503) qui
apprend i chaser le second terme d'un polynome.

(**) En multipliant par A& et k les équations respectives. . ..
23Ch+ E=0,24k+ D=o0,0na Ak* + Ch* = +(Dk+Eh):

w4 CDs
substisuant dans la valeur de Q , ellese rideit A Q== F— -A—‘;?e—.

a215.
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des coordonnées. y* 4 2x* — 2y + 4z 43 =0, donne
un point (—1,1).

44a. Mais lorsque Q est négatif la transformée devient
Ay'* 4 C='*=Q, qui a la forme a%/* 4 y2’* =0’ :
en multipliant la premitre par une indéterminée A, on
les rend identiques; comparant terme i terme, on trouve

Ar=a*, Carx=>5", Qa==a’$*. En multipliant les deax

premiéres , on a ACx*=a"}*, o0 LCx* = Qa, et

N TR V4 S VN

Ce qui fait voir qu’eri multipliant la transformée par AQC ,

elle est ramenée 3 I'équation de I'ellipse. On a donc une
ellipse dont les axes sont connus (ou les diamétres con-
jugués si les coordonnécs sont obliques ) (*).

Ainsi }y* 4 32* — 122+ 3=—0, donne =2, k=o
et $y* 4 3a/*2=g; en faisant successivement y'=o et
&’ =o, ou trouve a=1/3, 5=1/6. On prendra AC=2,
et on décrira Pellipse DFEO, ot DC=,/3, CO = /6.
Si I'angle y Az est droit, FO est le grand axe, DE est le
petlt

Dans les figures suivantes Ax et Ay deslgnerom les.axes
primitifs, A ]a 1. origine; C la nouvelle.

De méme y*-f-2.x°—2 y==0 est I'équation d’une ellipse
tangente a I'axe des z, dont le centre est situé sur I'axe

des y; k=1,h=o0;a=1y/2, b=1.

443. Lorsque les x et y sont i angle droit et que A=C

" (¥) Les valeurs de a et b s"obticnnent plus aisément en cherchant
les points oit la courbe coupe les axes des x et des y. Nous n'a-
vons pris le moyen ci-de.sus que pow prouver qu'en effet la courbe
étoit elliptique. ’
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la courbe est un cercle : or I'équation la plus générale de
cette courbe étant (y —k)* 4 (x—h) =r', ou le
terme xy manque, et les cartés x* et y* ont le méme coef-
ficient , on voit que ces conditions sont les seules qui
déterminent un cercle. 29* 4 ax* — 4y — 4x 4 1==0 est
I'équation d’un cercle dont le rayon est / § et le centre
esp (1,1). :

-

2°. 8i C est négatif.
444. Lorsque Q =0, on a Ay'"=0Cx'*, dod. ...
ry=xz V% : il est facile de voir qu’on obtient deux

droites CD CE, qui se croisent i la nouvelle origine C. si
les axes sont & angle droit, les angles DCx’, EC3’ sont

. c
égaux; leur tangente est V7 .

Amsi y*— 424 4y +12%2 —5==0 devienty’ =+ ax,
en transportant l'origine de A4 en C; on prend AB=1,
BC=—-—2; on méne CD et'CE en faisant 2/ =1, ce
qui donne 5/ =+ 3, .

445. Lorsque Q est positif, Péquation (1) devient. ..
Ay'* — Cx’*=— Q qui est comparabled . ... ...
8’y* — $°x> = — a*}*; en pratiquant ici le méme calcul
que pour 'ellipse, on obtient pour A, a et b les mémes
valeurs (2) : ainsi la cdurbe est une hyperbole; son premier
axe (ou son premier diamétre) est celui des 2’ (¥).

Clest ainsi que 2y* — 32* — 25y —3x 4 L=o0, de-
vient 2y* — 3z* == — {, lorsqu’on a porté l'origine de A
en C; et pris BA—=—1%, BC=1; les axes de I'hyperbole

{*) 11 fant hKire ici la mime remarque que pour I , ear
on 2 a et b eu hrisant tour-a-tour ¥’ =o, x =o....388, o).

220.
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sonta=}, ¥=y/}. De méme y*—2a°—2y4- g =0, donme
k=1, h—=o0,a=2, b—=2,/a.

445. Enfin si Q est négatif, on 8 Ay — C2*=0,
équation comparable i celle 5%/ —a's/*=@'b*.... ..
de I’hyperbole qui coupe son a?. axe (ou son 2%, diamétre ).
. 3y’—ax*+2x43y=}donne h=L=ARB, le=—}=BC;
dod 3y <L aa'2==3, équation qui revient 3 celle du
ne. précédent en mettant x pour y. On a donc la méme
hyperbole, mais disposée comme on le voit fig. 222.

- 44y. Faisons varier (), dans I'équation Ay’*—Czx'>=—@
" qui est 3 'hyperhole MAN LOI1; comme y=o et x=o0,

donnent a-:l/%: CA, b=l/(—- %), il en ré-

sulte qu’en prenant AD — 4D’ = 0 paralléle igy,

quelle qu’en soit la direction, CD et CD’ sont les asymp—
totes (417, 435). Or, 2 mesure que Q décroit, le point A
s'approche de C; maijsy comme -les diamétres conjugués
décrojssent proportionnellement, les asymptotes demeurent
les mémes. Q devenant nul, on a- Ay’* — C2’>*=—o0 qui
est représenté par ces droites. Enfin si Q est négatif, on a

quation Ay’ — Cx’*=( qui est celle de I'hyperbole -

MAN IO'L ¢« A selorgne de ¢’ & mesure que Q
croit , et on peut de méme voir que les asymptotes restent
encore CD, CE. .

30, 8i C ou A est nul,

448. Nous avons dit que si, outre le terme Bzy, l’équa--

tion manquoit de 4y* ou €z, il faudroit une analyse
particuliére pour ces cas. Prenons seulement le dernier
et soit proposé Ay* 4 Dy + Ex 4 F=o0. L'autre cas
se traite de méme, ou plutdt revient & ¢elui-ci en chan-
geant @ en y,
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Transportons Porigine : z — o’ +- &k, y =9’ -} k donne
Ay 4 (aA4k+- D)y’ 4 Ex’ + (Ak*+ Dk + Eh 4 F)=—o.
Pour déterminer k et k, nous supposerons la nouvelle ori-

gine en un point de la courbe, et nous chdssuons le terme
en y’ : nous aurons donc

Ak* £ Dk 4+ Ek 4~ F=o0, 2 Ak 4-D=0;

la transformée est Ay’> 4+ Ex’ =r o, qui est visiblement
3 une Parabole rapportée 2 son diamétre ou i son axe
suivant que les coordopuées sont obliques ou rectangles.
- Soit2y” 4 5y — 4x = §; on trouve h=—1=4B,
k=—§=BC; dod y’* = 2x’. Le paramitre est 3.
y'~—2ay+4 x£=o0, donmne AB=BC=1; la trans-
formée est y/*=— 2 ; la courbe est tournée vers les =’
négatifs.

Eufin x’+3_y—az+ 1=o, devient 2 +3y=o,
en chassant les termes-constaus et en y, on prend AC=1,
et 1a parabole est dirigée vers les 5’ négatifs. Le para~
metre est 3. .

449. Ce calcul ne peut pas s'effecsuer dans tous les
cas; car 2 4k 4 D =o, donme, il est vrai k; mais &
E—=o0, la 2°. relation, Ak* 4 Dh+ F=o0, lLaisse &
arbitraire et ne s'accorde avec la premitre que quand
D*— 4AF =o. Il reste donc  traiter ce cas. En posant
24k 4 D=o, la transformée est 4 £y >=D*— 4AF,
D»—4AF

4A
origine est d'ailleurs un point quelconque de la paralléle
aux z qui a pour équatien y =k. . .

1° Si Q (ou D*— 4AF) ‘est négatif, y* 4 Q=0
ne représente visiblement rien. C'est ce qui arrive pour
23yt —3y44=oetz*=6x 4 10=0.

ou y*=Q, en faisant Q = . La mnouvelle

234
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2% Si Q est nul {ou D' —4:4AF =o0),ona Ay'*=n0
ou y’'=o ; ainsi I'équation appartient i une Droite qui est
Paxe des x’. On trouve que y*—4y+4=0, x*—6x4-g=o0
sont les équations de droites , 'une paraliéle aux x,

Pautre aux y. La proposée Ay* +D_y 4 F=o0 est alors
un carre parfait (138).

3°. Enfin si Q(ou D* — 4AF) est positf, ona. ..
Y' ==/ Q, ou deux droites paralléles aux x, et placées
de part d"aniré 2 égale distance de cet axe. 25> 4-2y=7,
en fdisant A=—=—1, donne _y’=.'_':; y15. De mémé
x*—8a 4- 7=o devient &’ === 3, pour h = 4.

. 450. On peut encore discuter par le méme procédé que
précédemment l‘cqualnon B.:y-{- Dy+Ex 4 F=b, privée
des deux cartés y* et x°, mais pourvue du terme en xy.
En transportant Porigine au ceénire, il vient

BI(+E:=O, ‘BA 4 D=0, B2y 4+ Q=0,

en faisant Q =BF — DE,

k et h sont-connus par. des équations qui ne présentent pas
da cas d’exception. B’x’y’ 4 Q = o est visiblement (418)
Péquation d'uné Hyperbole rapportée i sés asymptotes : de
sorte que si-CD’ est P'axe des =’ et CD celui des 5 , a
courbe: est' placée dans I'angte DCD’ ou DCE suivant
que ‘Q est négatif ou positif. Si Q = o y on a les Asymp-
totes mémes, 3 cause de x’'y’ =o.

Ainsi xy — 22 4y 4+ m=4 donne k== 2, b——
on prendra 4B—=1, BC=2; Cx’', Cy' seront les
asymptotes de Phyperbole 2’y’=2—m ; elle sera MN OP
tant que m sera < 2; ou M’V O'P pourm>2; m=—2
donne les agjmplotes. '

451. Nous savons donc discuter dans tous les cas I'équa-
tion da secon§ degré grive’a du terme xy, qu-dcs deux
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carrés x* ety* : il suffit pour cela de transporter Vorigine
au centre, s'il y a lieu; ou dans le cas contraire, en un
point de la courbe. On peut méme remarquer qu’on ne
trouve que I'un des huit cas snivans. 1°. un Point, 2°. une
Ellipse , 3°. deux Droites, qui se croisent, 4°. une Hyper-
bole , 5°. une Parabole, 6°. une Droite, 7°. deux Droites
paraliéles, 8. Rien.
452. Soit maintenant I'équation générale

Ay 4 Bzy + Cx* + Dy + Ex+ F=o0...(3)

proposons-nous d’en chasser le terme xy’ par une trans-
formation d’axes. Nous supposerons d’abord que les coor-
données, qui jusqu'ici ont été quelconques, sont préa-
lablement rendues rectangulaires, ce qui ne change pas
le degré de la proposée (384). De plus passons de ce
systéme d’axes 4 un autre aussi rectangulaire, et faisons
pour cela x=—2x’ cosd—y’ sin ¢, y=2x'sin 0+ y’ cosé:
déterminons enfin I'angle ¢ que forment entre enx les
axes des x et 2/, en égalant a zéro le terme en x’y’ ; il
vient ( A—C) 2sind cosd 4 B(cos* § — sin* 4 )= o0, ou
) —B
(A4 =—C)sin (20)4 Bcos(24)=o; donc tang {20) = — ;.
ce calcul ne souffre aucune exception; ainsi les cas ci-
dessus exposés sont les sculs gue puisse présenter toute
équation du second degré. Deux de ces cas ne sont pas des
sections coniques; en effet, partout ou il existe un céne
et un plan, l'intersection ne peut étre imaginaire ou deux
droites paralléles. Il n’est donc vrai de dire que tuute dgua~
tion du second degré est celle d'unme section conique, que
lorsqu’elle ne tombe pas dans ces deux cas particuliers.
Comme, en faisant mouvoir le plan paralléleent, jus-
qu’a ce qu'il passe par le sommet , le cdne est coupé suivans
1. 27
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'un point, une droite ou deux droites, respectivement
lorsqu’il dohmoit une ellipse, une parabole ou une hyper—
‘bole : on asoutume de regarder le point comme une sorte
dellipse , la droite comme une parabole ; et deus droites
comme une hyperbole, ce qui d’ailleurs n’intéresse nulle-
ment la théorie.

Pour discuter Péquation (3), on pourroit ainsi chasser
le terme xy, puis transporter I'origine, ainsi qu’il a été
expliqué : mais, dans les applications, cette marche intro-
duit sind, cosd, dont les valeurs ne sont qu'accidentelle—
ment rationnelles. Les calculs deviennent trés-compliqués,
et il est préférable alors d'employer la voie suivante,
qui d’ailleurs s’applique a tous les cgs.

* 453. Comme on connoit d’avance toutes les lignes com—
prises dans I'équation générale (3), il ne s’agit, pour les
distinguer entre elles, que de trouver un caractére propre
a chacune : et il est évident que les limites de la courbe
remplissent ce but. Pour les obtenir, résolvons I'équa—
tion (3) par rapport 4 y :il vient une valeur de la forme (*)

y=exppEt—0 y(m tnz4p) ... ()

«Amn etp sont des constantes connues. Chaque valeur de
= donne deux points de la courbe : on n’en auroit qu’un
seul, si le radical étoit rendu nul; et s'il étoit imaginaire ,
la courbe n’aurcit pas de point correspondant 3 I'abscisse
dont il s'agit. Lorsque m est négatif, comme en prenant
pour x des valeurs suffisamment grandes positives ou néga—

tives (13g,7°.), mx>4-nx + p prend le signe du plus grand

B D -
VR ‘=—-ﬁ, m=B'—4AC, “« e e o

n=2(BD —324E) ; p=D*~ 4AF; voy. w°. 139, p. 168,

®e=—
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tenthe mx*y on voit que le radical devient imaginaire,
de sorte que la courbe est alors limitée dans les deux sens.
Elle seroit illimitée , si m étoit positif : enfin m nul rédui-
roit le radical 3 /(nx—4-p), et on voit que la courbe
seroit limitée seulement dans un sens, puisque le signe
de.nx, change avec x.

La nature de nos courbes ‘dépend donc de m, ce qui
nous force de distinguer trois cas dans notre analyse gé-
nérale, suivant que m est négatif, positif ou nul.

Mais, awent tout, remarquons que, pour construire
les ordonnées PM, PM qui répondent & une abscisse
AP =2, il faut d’abord porter parallélement & {’axe
des y (dont la direction est donnée et quelconque )
PN=uzx 4 §, puis, pour 2jouter et soustraire .
V(mx* 4-nx 4 p), on en portera la valeur de part
et d’autre d@ Nen M ct en M’ et N est le milieu de ALW'.
Tous les points N qui satisfont 3 'équation

y=uax+8.>..(h

conpent donc les cordes paralléles & Ay en.deux parties
€gales; ainsi on tracera la droite BN, qui est le Dia-
métre de la courbe (426). .

Aux points D et D’ dintersection de la cougbe avec
son diametre, les équations (4) et (5) ont lieu ensemble
(373, et ces points sont donnés par les racines de

mx* 4 nx4-p=o.... (6

On voit de plus que les ordonnées ED E’D’ corres-
pondantes, sont tangentes i la courbe, puisque le radical
€tant nul, la proposée est le carré de y—ax—pf=03
ainsi, les points d’intersection sont réunis en un seul, aux

pomts D et 1), (4a3).

227,

228 et
229.
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1. CAS. Courbes limitées en tout sens; m négaiif-

454. 1°. Si les racines de (6) sont réelles en les dési-
gnant par a et b, et prenant AE —a, AE’' =5}, on aura
les tangentes et les points d’intersection cherchés D, D’ : le
radical de (4) prendra la forme \/ {—m(x—a) (x—8) | ;
il n’est réel qu'autant qne les facteurs x—a, x — &
sont de signes contraires , de sorte que x ést > a et < b.
La courbe ne s’étend dnnc qu’entre les limites EF , E'F~
elle donne une courbe fermée ; c’est une Ellipse.

Remarquons que pour obtenir E, E/, on a tiré de (6)
des racines de la forme x —~h 2= /f; on a donc porté
AK =k, puis KE = KE' = /f. Donc C est le milieu
du diamétre DD’ ou le centre de Dellipse ( 427 ) : ainsi ,
on obtiendra le conjugué en cherchant la valeur que prend

;:_[ vV (mx* 4 nx 4 p) lorsqu’on fait x=h , ou Por—

donnée centrale CO  partir du diamétre. La courbe étant
rapportée a ses diamétres conjuggés, il sera facile de la de-
crire. .

Par exemple , y* —2a2y +3x*—2y —4x 4 5 =0
donney = x 41 £/ {— 22" 4 6x— 4); on prend
AB'=1, et on méne le diameétre BN, (y==x 4 1);
il fait 2vec Ax un angle de 50°, lorsque les = et y
sont & angle droit. Le radical égalé 3 zéro donne x =3 =+ 1,
et prend- la forme V’{—-z (x—1) (x— 2)} : donc
AK = 3, KE=KE' =} donnent les points ) I’ d’in~-
tersection de la courbe avec son axe, le centre C et les
tangentes limites EF, E'F, puisque y n'est réel que
quand on prend x3>> 1 et <2. On a donc Pellipse,
fig. 228. -

Quant zux diamétres conjugués , DD est 'un; en
faisant ® = { sous le radical, on a2%" ==/ 2 pour

i
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Pautre. Ces diamétres sont égaux ici, lorsque Dangle 228

yAzx est droit. _

Pareillement y* — 2y 4+ 1 2> — x4 I = o donne
Pellipse DOD'0'; AK =2, EK =E'K=\/2, CK=1,
Cest le centre, y = o donne x* — 2x 4 1 = o, carré de
& — 13 donc, si on prend Al = 1, la courbe est tan-
genteen J 4 Ax; 00/ =2 ¥ = /2.

Il est inutile de dire que dans les constructions, il
faut sur-tout avoir égard aux signes ; ainsi pour. . . .
by* +8xy 4824+ 1224+ 8y +1 =0, 0na...
y=—zxz—1*/ (—x*—x+ }); on construit BD
dont léquationesty = —x—1;dex* 2= %, on
tire x = —} = 1, onprend AK =13, et KE=KD' =1,
ce qui donne les limites tangentes ED, E'D’ de lellipse :
C en est le centre, et on trouve ¥ =1.

2%, 8i les racines de U'équation (6) sont égales, a étant

leur valeur, le radical équivaut’'d \/ — m (x —a) ;
ainsi {4) devient y —«x - 8 = ;%(z—a) vV —m:
on ne peut donc fendre y réel qu'en prenant

' x=a, doly—=ax+4:

ainsi on n'a qu'an point ; ses coordonnées sont connues.

11 est aisé de voir qu’en effet, la proposée équivaut ici &
24 'y —ax—p)* 4 (x—a)* m=o0 ; et comme la somme
de deux quantités positives ne peut étre nulle, 4 moins
que chacune ne le soit en particulier, la proposée se
partage d’elle-méme en deux autres.

Ainsi y* — xy + 3 2* — 22 4 1 = o donne le point
dont les coordonnées sont x =1, et y = L. De méme
4y =0 donne 'origine.

3e. St les racines de l'équation (6) sont imaginaires ,
aucune valeur de x ne peut faire changer de signe au

230.

231.
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trinome — mx* 4 nx + p , ( 13g, 7°. ) ; il demeure.donc
toujours de méme signe que son plus grand terme — mx=> ;
ainsi |/ (— mx* 4~ nx 4 p) est sams cesse imaginaire :
donc la proposée ne représente riem.

En effet , cette équation revient alors 2 celle-ci
24 (y —«x—8) 4 (mx*— nx —p) =o0, dont les
deux parties sont positives et ne peuvent s’entredétruire ;
par conséquent il est absurde de supposer leur somme — o,
puisque la seconde ne peut, comme ci-dessus, étre rendue
nalle.

Clest ce qui arrive poury® — 2 Ty 227 —2 x;]T 4—o.

Pour que m soit négatif, comme m = B* — 4 AC, il
faut que les trois premiers termes de la proposée (3),
Ay* 4+ Bxy 4 Cx* forment une quantité plus grande
qu'un carré parfait. On voit que dans le 1. exemple
ci-dessus y* — 2 2y 4 3x° 2= (y =— x)* 227

2¢. CAs. Courbes illimitées en tout sens; m positif..

455. Ici , aw contraire., les trois premiers termes. . .
Ay* + Bxy 4 Cx* sont moindres q_u’un carré.

* 1% Quand les racines de Péquation (6) sont réelles,
a.— AE, b — AE' donnent, comme ci-dessus, les points
D et D’ Q’intersection de la courbe et du diamétre BV, et
les tangentes EF, E'F’; [_mis le radical ‘prend la forme

Vm (x—a)(x—b); il n'est réel qu'autant que x —q
et z — b sont de méme signe, c.—a-d. que x est > b ou
< @ : on ne peut donc prendre pour x des valeurs entre
¢=AE et b = AE’, et la_courbe s'étend 4 Finfini de

" part et d'autre des limites EF E'F'; ainsi on a une

Fkyperbole.
Pour obtenir le diamétre conjugué de DD, comme
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le centre C est au milieu de DD/, on fera x =AK =54
sous le radical, on rendra le résulgat réel (42q), et on aura
ainsi &. On en tire ensuite la position des asymp-~
totes (435).

Soit par exemple, y* — 2 2y = 2> —y+4- 72 — L2 =0,
enen trey =z 41 £ /(22— 6x 4 4). On tracq
d'abordle diamétre BN, (y==x + 1) ; 22— 6z 4 4=0.

donne x =3 = 1; ainsi le radical devient . . . ..

Va2(x—1,(x—a2a);onprend #AK =3,.....
EK=E'K =1, on a les limites EF E'F’- umgentel
en D et D; et comme x est > a2 ou < 1, on obtient
Phyperbole MM,

Pour trouver le diamétre conjugué de DIV, on fait
x = =3$dans \/(2x* —6x + 4), et on rend
réel ; on a ¥ = /1. En prenagnt D'F' —= D'H = v/,
on forme le parallélogramme inscrit, dont les diagonales
GF', FH sont les asi'mptoles de notre courbe.

2°. Lorsque les facteurs de mx* 4 nx +4- p sont ima-
ginaires , la courbe ne coupe pas sop diamétre BN : de
plus, cc trinome doit toujours conserver le méme signe
que 4-mx*, quelqne valeur qu’on attribue a x, (139,7°.),
donc chaque abscisse donne toujours des ordonnées
réelles, la courbe s’étend 2 I'infini de part et d’autre,
et elle est une Ayperbole disposée comme on le voit,
fig. 23a.

Quant aux diamétres comjugués, BN étant celui qui
ne coupe pas la courbe, le centre est sur BN : or, si
Porigine étoit au centre , les abstisses égales et de signe
contraire (424) répondroient 3 des ordomnées égales;
ainsi le radical devroit étre de la forme \/ (mx* 4 p):
si donc on veut transporter P'origine au centre, il faut
faire x = 2’ 4 h, et déterminer A par la condition

Y
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que le second terme de mx* 4 nx +4- p disparoisse (502)y

n . .
ou h = — —— : c’est Dabscisse du centre, (la méme
2m :

valeur que précédemment ).
On prendra une abscisse 4K égale a A, et I'ordonnée
KC correspondante donne le centre €. On fera donc

x._.hdans-—- V/ (mx* 4~ nx 4+ p), on dura DC= a'.

Pour oblemr b’, il faut chercher les points de_ rencontre
de BN avec la courbe; en prenant la partie imaginaire
des racines de mx* 4 nx + p = o, et la rendant
réclle, on a KO = KO’ pour les abscisses des extré—
mités EE’ du diamétre conjugué prises a partir de celle
du centre.

Comme les paralléles FH, GI au diamétre BN sont
tangentes 2 la courbe en D et 1), les ordonnées O'F, I1H
déterminent aussi le parallélogramme inscrit , et les asymp—
totes IF, GH.

Soit” par exemple y* 4+ 2 xy — 2y —x= o0, on
trouvey =— x4 1 =/ (2" —x 41); le diamétre
BNapour équationy——zx—+1;comme x> —x 4 1=—o0
donne x = } =1 / — 3, la courbe ne coupe pas BN;
de plus x* — x +4- 1 étant toujours positif, y est ausst
toujours réel ; ainsi , on al’hyperhole donnée dans la figure.

Mais pour trouver les diamétres conjugués , on cons—
titr=1*+1y3,4dK=%,K0=}y 3=K0",
donnent le centre C, et le second diamétre EE' ; de
plus en faisant x =i dansy/ (&> —x 4 1), onm a. .

1y 3
3° SI les racines de l'équation (6) sont égales, le ra—
| équivaut a Vm x—ap, et I'équation (4) devient’
tax 4 B £ (x — a) y/m. Or, cette expression se
mpose en deux autres. .
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y==x (a4 ym) ¥p-a\/my—=x(u~{/m)+ 4 a\/m.
On a donc deux droites facilgs & décrire d’aprés leurs
équations. Elles se crvisent en un point du diamétre
pour lequel x = a; il suffira de chercher un second
point de chacune , on fera x — o, et on verra qu'il
faut porter sur P'axe des y, de part et dautre de som
point de rencontre avec le diamétre, la longueur a /m
pour obtenir ceux ou les droites coupent cet axe.

On se rend facilement raison du fait analytique,
qui conduit 3 trouver deux droites; car, transposant et
carrant, la proposée (4, peut se mettre sous la forme
y-ax-A=(z-a)\/m,ou(y-ex—g)'~(z-a)m=0;
qu'on décompose en deux facteurs de la forme. . . . . .
(y+kx41l) (y+ kx + I') = o : ainsi la pro—
posée est satisfaite en égalant 'un ou Pautre a zéro;
elle se partage, comme on voit, en deux équations
de droites qui ne sont pas simultanées.

Soit, par exemple, 4 y*-8xy 4 2* 4 4y + 22-2=0,
ontrouvey =—=x—t ¥+ 14/ (32> —6x43);0r..
32? —6x 4 3=o0,donne x =1 le diamétre. . . . .
BN, (y =x — ) est donc coupé en un seul point N
pour lequel DA =1; et comme la praposée revient 3

y=x —L1*xL(xz—1)/3; ona deux droites.

x =o0 donney = — { * 1 ¢/3; ainsi on prend-

BE = BE' =1 {/3, et on trace les lignes EN, E'N.

Soit proposé I'équation y* — 2 xy — 3 x* — 4k =o,
on en tire y==x =+ 2/(2*4 k*); y =x donune le
diamétre BN ; et on voit qu’il n’est pas coupé par la
courbe, et qu'on a I’hyperbole MO M'Q’. Le centre
est en C; on prend CO = CO’' = 2k; 00 estle
premier diamétre ; puis CE = CE’ = k doune le second
DIy et les asymptotes HF , IG. A mesure que k dé~
croitra, la courbe se rapprochera du .centre et des

234
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asymptotes qui ne changeront pas; k == o doune ces
droites mémes. Enfin, si &* prend un signe contraire,
I'hyperbole G1’ 1D est tracée dans Tautre angle entre les
mémes asymptotes, et s'en éloigne, 2 mesure que A croit,

456. Parmi les valeurs des coefficiens qui rendent m
positif, il peut arriver que A soit = o0 ; car m devient=—25".
Nos calculs, cessent d'étre applicables; en changcan:
x eny ety en x, ce qui ne produiroit qu'une in-
version dans les axes, on pourroit les effectuer ; mais
il est préférable de résoudre I'équation proposée par
rapport 3 x, et de faire les mémes raisonnemens et
les constractions analogues sur I'axe des =x.

Soit , par exemple, &> —a2xy+3x— Y+ c=o,
onax=y—1xy (yr+ y—c+1); la droite
DIY (y =z + 1) est diamétre, c.—a-d. coupe en deux
parties égales, toutes les cordes parﬂléles ayx . . . .
ry +_y__c— 1,domey=—1 y/(c—3);si donc
¢> 3, onprendra AK =}, KE=KE' =\/(c—1}),
et on aura en D et I’ les poiats ou I'hyperbole MD M’D!
coupe le diamétre DD'. En faisant y = —} dans. ..
V(r'+y—c+1), et rendant réel, on a yy(c—3)

Jpour le conjugué de DD’, ce qui donne les asymptotes

F'G et FH, dont la seconde est paralléle aux y.

Si ¢=14, on a les asymptotes mémes; et si ¢ <}
Phyperbole demeure entre les mémes asymptotes , mais
elle passe en HN, F'N' dans l'autre angle.

457. On peut trouver les asymptotes, par un moyen

" bien facile; on transporte l'origine au centre, ce qui

met la proposée sous la forme Ay* 4+ Bxy 4 Cx* = Q;
or toute droite qui passe par I'origine , ayant pour équa-
tion y = ax, les abscisses des points ol elle coupe

13 courbe wntx__\/(m) On a id
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» positif , ou B* — 4 AC > o; on pourra donc diriger la
droite (13g, 7°.) , de sorte que a rende As* <}~ Ba 4 C,
positif, négatif on nul. Dans le premier cas, la droite
coupe la courbe ; elle ne la coupe pas dans le deuxiéme ,

et lorsque Aa* 4 Ba 4 C=o, la droite est asymptote .

¢417). Ainsi, les équations des asymptotes de 'hyperbole
sont y=ax, ol )
— B+ y(B*—44C) —Bxym

¢= 24 2.4 ’

valeur réelle par supposition.

Ainsi, pour y* — 22y —x* <44 =0, aprés avoir trouvé
le diamétge AN, et les limites DE, IVE’ ; AE = /2 ;
on obtient a4 :== 1 == /a. Pour construite y = ax, on
prend 4B =1, et comme BF =1, on prend. . . .
FG=FH=y/2=E ; et on a les asyroptotes AG , AH.

SiC=o, onaa=—-':‘- et ¢ — o. En général,

Vune des asymptotes est paralldle aux x ou aux y, sui-
vant que I'équation de U'hyperbole est privée du terme x*
vu y*. Clest ce qui a lieu, fig. 232 et 235. Si I'origine
est au cemtre, 'axe est lui-méme asymptote.

3c. Cas. Courbes illimitées d'un seul cdté; m = o.

458. Lorsque m = o, ou B*— 4§ AC=o0, les trois
premiers termes de la proposée, ou Ay* 4 Bay 4 Gy*,
.forment un carré (138) : le radical de Péquatiorf”(4) se
* réduit a \/(nx 4 p). Aprés avoir tracé le diamétre BN,
on trouve son point D dintersection avec la courbe et
sa tangente EF , en faisant nx +~-p==o;soit .. ...
x 5= a = AE la racine de cette équation, le radical de-
vient Vm_—T); pour que ce radical soit réel, il fant
que n et x — a soient de méme signe : donc x est > a,

235,
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et la courbe est située comme DM, lorsque n est posi-
tif ; mais si n est négatif, x est <a, et on a DI,
La courbe, quis’étend a I'infini d’un seul cdté , est donc

“une parabole.

On peut aisément en déduire le paramétre de ce dia-
métre , & laide d’un seul point de la courbe, oum
méme 'axe i l'aide de deux cordes : Poyez n°. 438. Ainsi
on peut soumetire la courbe & une description rigou-
reuse. ’

Soit y*—2ay 4+ L a*— 29 — & 4+ 5=—o0, don
y=itzx4+1x/(2x—4); on prend dE=2, EF
est limite, et la courbe est située comme DM.

Poury* —ay 4+ ja*—2y+3x—3=o0,o0mnale
méme diamétre; et comme le radical est Vi—2x+44),
on a la courbe DM’.

Mais si 7 est aussi — o, alors Péquation (4) se pré~

_ sente sous la forme y = «x 4+ 8+ /p. Or,

1°. Si p est négatif, I'imaginaire subsiste toujours, et
il n’y a pas de ligne. Telle est I'équation

(y +x)*—2y —2x 4+ 2=0.

2°. Si p est nul, y —wx -+ 8, on n’a qu'une droite ;
telle est Péquation ( y 4x )* — 2y—2x + 1=o0, repré-
sentée par BN.

3. Si p est positif, onay = ax 4 8+ y/p, c.2-d.
deux droites paralléles, qu’on trace en portant \/p=— BD
sur Paxe des y, de part et d’autre du point B o le
diamétre BN rencontre cet axe. Ainsi. . . ...... .
{(y +x)—2y—2r—=1,donney =— 41+ y/2;
on prend AB — AN = 1, BN est le diamétre ; puis
BD) = BD' = /2= BN; et on méne DE, D*E’
paralléles 3 BN.

En unmot, (y+x)*— 2y — 2x + 2 =K donne
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y=—2x 4 1+{/(K —1) : on trace BN, DE, D'E' ainsi

qu'on vient de le dire 4 en prenant BD. . . ... ...
= BID =/(K—1): or plus K diminue, plus les
paralléles se rapprochent du diamétre BN, avec lequel
elles se confondent enfin: lorsque K =1;siKest L 1,
I'équation ne représente rien.

On remarque dans ces deux derniers cas que le dia-
meétre BN est le lieu d'une infinité de centres; car
quelque point G qu’on prenne sur BN, il doit diviser
la partie IM d'une droite quelconque en deux égale~
ment. Ceci explique ce qu’on a vu (425).

Du reste, on peut se rendre raison du fait analy-
tique qui se rapporte i ces trois cas; la proposée re-
vient en effet 3 (y —wx —g) —p=o:o0r, 1° s
p est négatif, comme la somme des deux valeurs posi-
tives ne peut devenir “nulle » Péquation est absurde ;
2° si p est nul, la proposée est le carré de . . ...
y —ax—pg=o0; 3° enfin, si p est positif ,"la pro—
posée est le produit des deux facteurs y — ax — 8 4 \/p
pary — ax — 8 — {/p : ainsi elle est satisfaite en éga-
lant séparément a zéro chacun d’eux ; elle se décompose
donc en deux autres.

459. 1l résalte de cette amalyse que,

1. Sim, ou B> —4 AC est négatif, Ay* 4 Bxy 4 Cx?
est plus grand qu'un carré; la courbe est fermée ; elle est
une Ellipse, (ou un cercle) ou un point, ou rien. Ici C
doit étre positif,

Il Si m ou B* — 4 AC est positif, Ay* 4 Bxy - Cx*
est moindre qu'un carré; la courbe est formée de deux
parties illimitées ; elle est une hyperbole , ou deux droites
qui se croisent. C'est ce qui arrive, par exemple, lorsque
C est négatif, ou lorsqu’il manque z* ouy*, (ou lun
et 'autre ) xy restant.
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HI. Si m ou B*— 4 AC=0, Ay* 4 Bxy-4 Cx*
est un carré, la courbe s’étend & Pinfini d’un seul cété;
elle est une parabole, une droite, deux paralléles, ou
rien. Ce cas a lieu, par exemple, lofsque xy manque,
ainsi qu’'un des carrés x* ou y*. o
- 1V. On peut composer & volonté une équation dn
second degré qui rentre dans celle qu'on voudra de ces
circonstances. 1l suffira de recourir 4 I’équation (4), et
d’y déterminer arbitrairement les constantes «, 8, m , ...
seulement on aura soin de composer le radical, de sorte

_ qu'il satisfasse aux conditions requises : airsi m sera

négatif pour une ellipse, et mx* 4 nx + p = o aura ses

racines réelles : m sera positif pour une hyperbole , et

suivant que I'équation précédente.a ses racines réelles
ou imaginaires, cctte courbe coupera ou ne coupera pas
son diamétre, etc. On transposera ensuite «x 4 8, puis
élevera au carré. : )

Si on veut que I’équation représente un point, une ou
deux droites, on rien, il sera plus commode de la former
ainsi ; L et M étant de la forme Ay 4 Ix 4 g;

1°. Pour un point, ona L* 4+ M>=o

2°. Pour une droite,, on a L*=o

3°. Pour deux droites LM =0 elles seront paralléles si

—:— est le méme dans L et M.

4°. Pour que I'équation ne représente rien, . . . . . .
L* 4 M* 4 « = 0, « étant un nombre quelconque positif.
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CHAPITRE V.

PROBLEMES D’ANALYSE GEOMETRIQUE.

1. De la Génération des Courbes.-

460. 1. PouR mieux entendre notre théorie, supposons &
qu’on veuille trouver la courbe qui résulte de 'intersection 23g.
continuelle de deux droites AM, BM qui tournent autour
de A et B, et sont toujours i angle droit en M.

Prenons les Génératrices dans une de leurs positions
‘AM, MB: soit placée l'origine au milien C de AB; et
. AC=r. les lignes AM et MB qui passent, 'une en
A(—r, 0) et Pautre en B (r, 0) ont pour équations

y=a(x+r), y=a (x—r).c..(1)
de plus ona 68 4+ 1==0.t.cccteue...(2)
puisque ces droites sont perpendiculaires : les valeurs de a
et &’ qui ne satisfont pas & cette condition, répondent i
des droites AN et BN qui ne sont pas génératrices ; et
comme aa’ 4 1 = 0, ne peut déterminer que a ou o',
Pautre demeure arbitraire, ce qui revient & dire qu’on
peut attribuer 3 I'une des droites telle direction qu'on

veut. Si donc on met — -:T pour @', les équations des
droites génératrices seront y =a(x4r1), y= —I%(m—r):

x et y désignent dans leur systéme les coordonnées CP,
PM du point d’intersection, qui répond & une direction
donnée de AM. Si donc on élimine a entre ces équations,
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x et y désigneront la méme chose dans le résultat , seunle—
ment les génératrices seront quelconques, puisqu’elles ne
sont distinguées entre elles que par a, qui n’y entre pas.
Ainsi I’élimination de @ et a’ entre les équations, 1 et 2
donne I’équation de la courbe cherchée : on trouve. . . .

x-,|'-r , &= x-"—’r ; aa’41=odevient y’4- x> —r:
donc on a un cercle dont le diamétre est AB —2r.

1L, Si les deux génératrices AM, MB étoient assujéties
3 former un angle donné 4AMB, dont la tangente soit ¢,
AC = CB = r, il faudroit éliminer @ et a’ entre les

équations (1) et. . . .

a —a . '
#——————=— { on auroit (x* ) =271y,
T (= +y ) ry. En

discutant cette équation ainsi qu'il a été dit (443), on verra
que la courbe est un cercle dont le rayon est . . . . |

l/(,a + .;._), et qu'en prenant sur Cy, CO — Tr s
€ est le centre et OB le rayon.

En général, au licu de supposer la courbe décrite par
Ia trace d’un point qui se meut d’une maniére déterminéc ,,
on peut la considérer comme engendrée par I'intersec—
tion continuelle de deux lignes (droites ou courbes) don-
nées, mais variables dans leurs positions ou leurs formes
saivant une loi connue. On prendra ces lignes dans P'une
des positions convenables, et on aura leurs équations,
telles que M=o, N=n0:de plus les deux constantes
qui y entrent sont assujéties, dans leurs variations, i une
condition donnée P=o. En faisant de nouveaun le raison—
nement ci-dessus, on prouvera que si on élimine ces deux
constantes entre ces trois équations, on aura pour résultat
celle de la courbe. '

S'il y avoit trois constantes variables, outre P—o an
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devroit avoir une autre équation de condition Q ==o; il a4o.*
faudroit éliminer ces trois constantes entre les quatre
équations M=o, N—=o, P=o, Q=o. Et ainsi d¢
suite... dé maniére 3 avoir toujours une équation de plus
qu'il n'y a dé quantités i éliminer.

S’il y avoit plus de constantes que J’équaﬁons moins
une, 'équation finale seroit celle de la courbe cherchée,
mais il y auroit un ou plusieurs Paramétres variables.
Ainsi, le probléme setoit indétérminé, et on y satisferoit
par une série de courbes,

Lorsqu'il y d autant d’équations que de constant;s, il
en résulte des valeurs de x et y en nombre fini, on n’a
plus que divers points; et 8'il y a plus d’équations encore
le probléme est absurde.

Tout ceci sera éclairci par des exemples.

IIL. Quelle est la courbe AM dont chaque point M est 305, %
3 la méme distance d’un point fixe F et d'une droite QD
donnés:? Menons FD perpendiculaire sur QD ; soit
DF=p; prenons le milieu A de AF pour origine’,
Ax pour axe des £, Ay paralléle 3 QD pour axe des y :
A est visiblement un point de la courbe d’aprés la gé-
nération.

On peut concevoir que QM se meut parallélement 2
Az, pendant que FM tourne autour du point F(1p, o)y
les équations de ces droites sont y=5, y=a/ x—}ip).
Les droites dormeroient les divers points de la courbe
par leurs intersections successives, si leur mouvement
étoit assujéti & la condition QM = FM. Or en éliminant

& et y, on trouve AP=-}p+%; de plus. . « . ..
QM =AD 4 AP=p 4 %-; ainsi P'équatien de con-

x. a8
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dition entre les vanal)les aeth est B —-p + —

En y substituant pour a et ‘3 leurs valeurs ——LT et
J tirées des équations des lignes mobiles , il vient pour

Péquation cherchée y*= 2px : ainsi on a yne Parabole.

IV. On demande la courbe 4BO, telle que, pour
chaque point I, les distances MF—=2z, MF' =z’ a deux
points fixes dounés F et F’ aient une somme constante
AOQ = 2a=z 4 z'. Prenons C milieu de FF’ pour ori~
gine; CO, CB pour axes des x et des y ; on est assuré
d’avance de la symétrie de la courbe de pert et d’autre
de BC. On doit en général sattacher 3 prendre les sys-
témes des coordonnées les plus convenables afin de par-
venir i des équations simples. Soient FC=c¢, x et Ly les
coordonnées de M.

OnaFMouzi=—y 4{(x—cyY et FMrou.....

T #r=y"4(c4 x)*; de plus £ 4 2’ =—24. Orsi on falt

207. %

varier M, £ et ¢ changeront , mais a demeurera cons-
tant, c'est donc z et £’ qu'il faut diminer entre ces trois
équations. En soustrayant les deux premiéres, f viemt
z2'*—2* ou (2'4-2) (&'—2) =4 cx, et comme 2’ 4-z=—2a,

et partant .,z':a-{-%— te .-

acx
ona g e—g—

=06 ~—

:or, en ajoutant les deux valeurs Qe

s et 2 onat’-{-p" a(y*+ &' +¢); donc en

substituant a* +

=y'tz4c et évident

que Pordonngée 3 l’onyne BC =1 est telle que B’F=a;
donc ¢*=a"~— 5", et par conséquent 13 courbe @ pour
équation g%* 4-b*x*==a"*y C’est une ellipse.

V. Si on eit voulu que la différence des, lignes F*M

-~
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et FM fot égale 2 40, ou 2! — z =24, le méme calcul 207.%*

atiroit copdnit 3 Péquation a%y* — §*a* = —a%}* de I'hy-
perbole, en faisant ¢* = 0> 4 3.

Nous avons ainsi démontré la réciproque des proposi-
tions (393, 397, 4o1) afin de justifier les constructions
données A ce sujet, et de développer notre théorie sur
des exemples simples. .

VI. Etant donnés la droite DN et un point fixe A,
cherchons 1a courbe dont chaque point M est tel, que la
distance M A est égale i 'ordonnée correspondante PN de
la droite DN? Concevons cette courbe comme engendrée
par Dinterséction continuelle d'une droite PN paraliéle &
Ay, par un cercle KL dont le centre est fixe en 1 le
rayon et la droite variant daillears, de sorte que la con-
dition donnée AM == PN soit toujours remplie.

L'origine étant en 4, AM =« , AP=4; les équa-
tions du cercle LK et de PN sont

a4y =, x=8....(Q)

Mais, soient AD—=p et ¢ la tangente de I'angle EDA ;
I'équation de la droite DE qui passe en D (—p, o0},
est y==¢t (x-}p): comme on doit avoir M4 — NP,
Péquation de condition est 4 ==1#(8+ p). Lersque I'on
fait varier la droite et le cercle, « et 8 changent seuls; il
faut donc les éliminer 3 Paide des équations (1) ce qui
donne

V(x4 )=t(x4-p), ou y*4-2*(1—=1) — 2> px—tp*=o0.

1°. Sit==x1, langle E'DA = 50°; Péquation devient
y*==2px 4 p*, qui est °celle d'une pamshole £'S, dont
Porigine est au foyer £, le sommet en S, s AS=AE'=p.

2 8it <1, langle EDA est < 50°.; on a une elljpse

241 *
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241.% dont le centre C a pour abscisse AC =1—PP7 s et les

/A VS, B—
1—r V(i—2)

1l suit de la génération que si DE est panliéle abD4,
Ia courbe est un cercle.

3° Enfinsi £> 1 ou EDA > 50° on a une hyperbole
aussi aisée 4 décrire. Lorsque EDA est droit, I'équation se
réduit 3 x 4-p=0, 4 cause de == ; on a la droite
DI méme.

Ces courbes touchent toutes la droite dommée DE ou
DE’, au point E ou E’ ol elle coupe AE: Cette pro—
priété pourroit servir i la description de ces courbes, et
donner un moyen facile d’en tracer le contour.

axes sont a=—

VIL Imaginons que la ligne 4B d'une longueur donnée
se meuve dans 'angle BCA, de maniére que ses extrémités
A et B restent toujours sur les cités de cet angle; il
s'agit de trouver la courbe décrite par un point déter-
miné M pris sur cette ligne 4B. Soient =AM, }=MB,
AC, CB les axes (obliques), s le sinus et ¢ le cosinus de
Pangle ACB qu’ils forment entre eux ; enfin PB—=z.

On peut concevoir la courbe comme engendrée par
Pintersection de la droite 4B, par MP paralléle aux y.

‘Leurs équations sont

y=ax+4-8, T=vy;

Les équations de condition entre les variables «, g et 5,
s'obtiennent en remarquant que les cdtés de I'angle B
‘coupés par les paralltles AC, MP dounnent oz =by;
de plus, résolvons le triangle MBP, il vient (D, 355)
$ =2z 4-PM* — 2czPM. Et comme PM =uy 4 8, on 2

er==by B =2+ (ay+ )" =2tz (wy +8).
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Pour éliminer £z, «, 8 et ¥, mettons x pour y, et par
eonséquent y pour wy-}-8, il vient 4*3*=a%y*-B*x*—2abcxy.

Sex.

SRRV

yr=

On a donc une ellipse dont C est le centre ; la droite CD
bex .

(y:T) est le diamitre ; 60 =3, €Q= =,

ainsi on connoit les conjugués.

Lorsque P'angle ACR est droit, on a simplement . . . .
" @* 4 b*x* == a5 : Dellipse est rapportée i son centre
et i ses axes:dans ce cas, toute I'analyse ci-dessus se
simplifie beaucoup. Voici donc encore un moyen de tracer
Vellipse : d’un point quelconque A de l'axe des y avec
un rayon == a - 4 = la demi-somme des axes (ou des dia-
wmeétres conjugués), on décrira un arc qui coupera I'axe des &
en B, puis oo prendra AM=a: M sera un des points
de la courbe.

Il sera facile de modifier cette analyse pour Pappliquer
au cas ol le point décrivant M est situé hors de I'angle
ACB en M', de sorte que BH'=25 et AM'=a.

VII Si du foyer d’une ellipse on abaisse une per-
pendiculaire sur toutes les tangentes , quelle est la courbe
qui passe par tous les points d¢ rencontre de chaque
tangente et de sa perpendiculaire.

L’équation de la tangente au point (x’, 5’ ) est connue
(404). La droite qui passe par le foyer (—w,0), a
pour équation y==g( x+-« ) : pour qu'elle soit perpendicu~
laire a la tangente, il faut (370) que
= :’—;: les équations des génératrices sont donc

a’yy’ 4 bxxl=a$*, bx’y =20 (x -+ «).

242. %



R

438 . Prosrsmis-

Lorsque le point de tangence varie, ces lignes changent
de position avec a’ et y' :I'équation de condition est
celle qui exprime que ce point est sur Dellipse, . . . . . .
a%y'*b'z*=ma’b*. Pour éliminer, on tire des premiéres
les valeurs de =/ et y’, et on les substitue dans celle~ci;
il vient

byt dat (x4 u) == {y‘i{-x(z-{-;)}’.

" En développant, on a

205. *

P47 (3% (2 4 w) ) — (24 o) (@ 220,

or—5—ut— #’, (B97) s le second terme devient done
r*((x+4«)*4 2*—a*), de sorte qu'en réunissant les
termes affectés de x*— g, on a

@+ = 0") {5+ (2+ o)} =0,

Le second facteur donne le foyer ; il est inutile &’y avoir
égard ; 1'autre donne le cercle circonscrit 3 Uellipse; c’est
la conrbe cherchée.

1°. b n'entre pas ici; donc le cercle inscrit dans I'hy—
perbole résout la question proposée pour cette courbe.

a2°. Ce cercle est commun a toutes les ellipses décrites
sur le méme grand axe ; et méme au cercle quise re—
produit ainsi lui-méme.

3e. Comme y* 4 2°—g*=0, est indépendant de «, on
trouve le méme cercle én opérant sar Fun et 'autre foyer.

IX. Pour résoudre le méme probléme pour la parabole,
on verra aisément qu'il faut éliminer z* et y/ entre

7 =p(a+2), py=—y (z—1ip), y* =2~

Il vient apy* =(2ay*+ 22*—pz) (p—ax), ou en
réduisant x {4 + (2 z—p)} =o. Le second facteur

donne le foyer, il faut le supprimer : le premier, ou
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x =0, donne l'axe des y; c'est le lien des pieds des *
perpendiculaires. Poy. le point i, fig. 205.

X. La patabole NAK étant donnée, trouver le lien de 242, *
tous les points M tels qu'en menant les deux tangentes
NM et KM, I'angle qu’elles formeront soit toujours égal 3
un angle donné. t

Les tangentes i la parabole aus points ( 2/, y'), (27, ")
o4t pour dquatioms (41:1) :

yw=p(z+z) yy"=p(x+a").

L'angle KMN que forment entre elles ces droites a pour
«—a’ en faisant o* ==Fa | g¥ =2 Lors
1-a’g" - J" ’ y”

qu’on change les points K et N de contact, cet angle doit
rester le méme ; ¢. est constant, mais x’ y’ x¥ y¥ varient ;
il faut les éliminer, et on a po‘ur cela, outre les deux
équations précédentes, les trois suivantes

= 2O =Y)
yr'+p
2’ = X .‘I.:’= "
ap
.y’;_—z;y_y’-{- 2pr=—o0, y" —ayy" 4+ apx=o;ainsi
des deux racines de la 17¢. de ces équations, I'une est y”

fangente £ =

) yr=apx/, yM=apaxf.

’ changcni les 'd,enx 1™, en

» g .7' -y

# . LN
ot awtre ¥ ; donc y'y¥ sz 2 pmry d'0d = PPl
de plus ¥ —y =t 2y/(y*— 2px); ainsi ~

y—fa—px(s4t)—}rpmo,

st Péquation cherchée : c’est celle d’une hyperbole ; et
comme £ n'entre qu'au careé , Pune des branches est dé-
crite par le sointnet B/ de P'angle obtus K'M'N’, et
Pautre par celui M de son supplément NHK. On prendra
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AC=-"—:-+}p; C sera le centre; en y transportant

: l’originé, on a ty*— thx* == — p*( 1 4 £*); ainsi, les axes

sonta:-ﬂ, b=-;p-, en désignant par s le sinus de

Pangle donné.

8i I'angle donné étoit droit ou f==e , on auroit la
directrice ; en sorte que si de chague point de cette
droite, on méne deux tangentes 4 la parabole, elles font
toujours entre elles un angle droit. Poy. IX.

Aa reste, il arrive souvent que Péquation méme de Ia
courbe est donnée , ou presqu’exprimée dams sa défini-
tion, plutdt que par sa génération : ceci mérite a peine
de nous arréter. En voici un exemple.

XI. Quelle est la courbe dont chaque ordonnée est
moyenne proportionnelle entre celles de deux droites don—
nées correspondantes 2 la méme abscisse? Il est clair que
y=ax+b,y=a' x4 ¥ étant les équations des droites,
celle de la courbe est donnée par

y'=(ax+4-?b) (¢’x+¥) ou y*— gd’ x*—x (a'b-fa¥)=b¥

1°. Si l'une des droites est paralléle aux z, o’ =o
donne y*=ab¥’'x 4 b’ qui appartient 4 une parabole qu’on
décrira aisément. Cependant si a = o, y*==5}’ donne deux
droites paralléles, une droite ou rien, suivant les gran-
deurs et les signes de 3 et #. Si on fait abstraction du
signe des ordonnées des droites, outre notre parabole, on
en a encore une seconde égale et opposée.

2°. 8i a et o’ sont de signes contraires , on a ane ellipse;
et si g0’ = —1, c.-3—d., si les lignes données sont per-
?endiculaires, ona un cercle (on a aussi un point ou rien).
8° Enfin si g et o’ sont de mémes signes, on a upe
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hyperbole ; si a==a’ I'une des asymptotes est parall¢le
aux droites données, d’ol on peut conclure I'autre.

On peut aussi avoir deux droites qui se croisent.

Dans ces deux derniers cas, en faisant abstraction des
signes des ordonnées, on a i la fois Iellipse et I’hyper—
bole décrites sur les mémes axes, comme fig. 218.

On pourroit varier beaucoup ces problémes : M. Puis—
sant en a mis plusieurs dans son Recueil de diverses propo—
sitions de Géométrie. En voici quelques autres.

XII. Deux angles de 50°, BAC, BDC, étant donnés
de position , les faire toumer autour de leurs sommets
fixes 4 et D, de sorte que deux cbtés AB, BD se coupent
toujours sur BE paralitle 3 AD. Quelle est la courbe
décrite par le point C d'intersection des deux autres cdiés
'‘AC,DC? .

On peut prendre les angles mobiles quelconques, ainsi
que la droite BE.

XIIL Soit un point M, tel quees distances 4AM, BM 345.*

3 deux peints fixes 4 et B soient entre elles dans un
rapport donné ; quelle est la courbe dont tous les points
jouissent de cette propriété ? :

-En quel lieu de cette courbe AM sera-t-clle tangente?

Comment déterminer le point M, tel que les distances -

MA, MB, MD i trois points fixes 4, B et D aient
entre elles des rapports donnés? -

X1V. Un cercle et une droite étant donnés, trouver le
lieu de tous les centres des cercles tangens & I'un et 2
Pautre. Le méme probléme pour deux cercles donnés.

XV. Les c8tés d’un angle droit glissent sur une ellipse

ou une hyperbole i laquelle ils demeurent sans cesse tan~

gens ; quelle est la courbe décrite par le sommet ? )
On peut prendre aussi 'angle quelconque , comme an
probléme X.
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2. Problémes déterminds et indéterminés qui passent lé
second degré.

461. Lorsqu’on est conduit par 1a résolution d'van pro-
bléme déterminé 3 une dquation ol 'incontine est éhovée
au—deld du second degré ; voici commient on en construit
les racines. Soit par exemple:

x4— pgx* 4 p'rx -+ p'm* =o.

St on fait x*=py, onay' wgy-rx 4+ m =0, de
sorte que la proposée provient de I'élimination de y eatre
celles—ci ; si donc on construit les sections coniques qui s’y
rapportent,, les abscisses des points d'intersection seront
les racines cherchées. La proposée aura ses quatre racines
réelles, quand les deux courbes se couperont en quatre
points; il n'y aura que deux points d’mtersection, s'il 'y a
que deux racines réelles : elles seront toutes quatre imagi—
naires s'il n’y a avcun *point commun-entre les courbes.
Au cas qu'il y eit quelques racines egalcs les deux
courbes se toucheroient , etc.

Mais comme ['une des deux courbes est arbitraire , il
convient toujours d’employer le cercle, comme plas aisé
a décrire. Soit donc xy =pm ; la proposée devient. . .

x4y + -’:nl= Pg; aprés avoir tracé les deux axes
rectangles 4z , Ay, on décrira Phyperbole xy ==pm emtre
ses asymptotes ; puis prenant 4C = -:-r;, on tracera du

centre C avec le rayon {/(pg 4 AC") un cercle qui cou—
pera I'hyperbole en MM NN ; les abscisses AP, AP,
AQ, AQ seront les racines cherchées ; deux sont ici po—
sitives, les deux autres négatives. Il pourroit n’y avoir
aucun point d’intersection ou seulement deux.
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De méme pour =4 — p°x* - pYgx 4 p’r=o0, on pren-
dra z*=py, douy’ —py + ¢z + pr=o; ajoutant
2* =—py =0, il vient

r+=—apy+ygr+t+pr=o, x*=py.
Ces équations appartiennent a un cercle et 3 une parabole
qu'il sera facile de décrire.
Pour &3 == p>x — p’¢ = 0, on multipliera par z, eton

fera a°==py ; d’olt y* x py — gx=o0; ajoutant la précé-
dente, il vient

74 z'c=¢gx oun r+a"-zpy+qz

suivant que la proposée contient 4= p* ou—p*. On cons—
truit la parabole et le cercle que ces équations représentent ;
les abscisses des points communs sont les racines cherchées ;
x =o répond 1 la racine introduite., ,

Par exemple x* — 34'x == 2b’; soit MA la parabole
dont I'équation est x* = by ; soit aussi C (b, 2B) le
centre, et AC—=25,/5 le rayon du cercle MPA, le point M
d'intersection a pour abscisse x == AP, c’est la seule
racine réelle.

46a. Etant données deux droites @ ot &, trouver deus
moyennes proportionnelles, de sorte queA Haixiyib.
Puisque z* =@y, y*=8x,, ‘en construisant deux para-
boles, dont a et b soient les paraméires, qui aient Porigine
pour sommet commun, et dont les axes se confondent res~
pectivement avec ceux des y et des x, on aura pour Pabs-
cisse x et ordonnée y de leur point commun les lignes
demandées.

Mais on peut simplifier beaucoup les constructions en
employant le cercle. Ajoutons nos équations, il vient

*'-

x* 4 y*—ay—bx =0, et on retombe sur la construction 247.

précédente, ot BC—=4ay AB=}0b.
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Lorsque 5:==124, on a z’ =24*, ce qui résout biew
simplement le probléme de lo duplication du cube; et

. . m m
méme si on fait $—= — a,comme onazr’=—a, on
n ]

peut aussi former un cube 2* qui soit  un cube donné 4*
sem:n.

En général les constructions peuvent étre variées de
bien des maniéres ; car puisqu’elles dépendent de deux
courbes dont on a les équations, en les multipliant par
des indéterminées et les ajoutant, on obtient différentes
courbes propres 4 la résolution du probléme.

463. Au reste,, il peat arriver qu’une question proposée
comme déterminée ne le soit pas, ou méme qu’on puisse
en faciliter la solution lorsqu’elle est déterminée, en la
faisant dépendre d'une autre question qui ne le soit pas.
L’analyse indique d’elle-méme ces modifications ; c’est ce
qui va &tre éclairci par les questions suivantes.

I. Eunt donnés deux points A et B, trouver un
troisidme point M tel qu'en menant AM et MB Vangle
MAB soit la moitié de MBA. Faisons AB —m ; les équa-
tions de AM MB sont y = ax, y=—ad’ (x—m),
Porigine étant en A : or a et a’ sont des tangentes d’angles

doubles I'un de I'autre, donc ' =_£;;, (L, 359).
Eliminons aget a’ entre ces trois équations (et faison?
abstraction de y =0 qui n’apprend rien ), nous aurons

' y*—3x* 4 amx=o.
On voit donc que la question est indéterminée , et qu’on
y satisfait en prenant pour M chaque point de la courbe
dont nous venons d’obtenir I'équation. On fera . . .,

AC=4im=} AB, C sera le centre de I'hyperbole
MD ( les asymptotes CG, CH somt faciles 3 tracer,
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puisqu'elles font avec 4B un angle égal aux deux tiers 53 %

d’'un droit, /3 en étant la tangente. V. n°®. 352 ), ‘cette
courbe sera celle dont il s’agit.

Si on veut partager un arc AEB (ou un angle 4KB)
én trois parties égales, on prendra le tiers AC de sa
corde AB, Csera le centre, 4 et D seront les sommiets de
Phyperbale ci-dessus, dont I'intersection avec Parc don-
nera (207) le tiers EB de I'arc (ou le tiers EKB de I'angle).

On remarquera que pour résoudre le probléme de la
trisection de l'angle,, mous I'avons d’abord présenté sous
une forme indéterminée et méme plus générale , puisque
nous aurions pu de méme trouver le tiers d’un arc d’ellipse
ou de toute autre courbe. Du reste, les problémes de la
duplication du cube et de la trisection de I'angle sont cée
lébres dans I'histoire des mathemaugua. Voy. l’ouvrage
de Montucla.

II. Mener une droite DD’ de maniére que la somme
des perpendiculaires MD , M'D’ , abaissées de deux peints
donnés M et M', soit égale i une longueur connue =—=m.
Soit y = ax+- 5 I'équation de la droite DD’ il sagit de
déterminer a et b par la condition MD 4 M'D’ = m.

La distance du point M (', y’) A cette ligne (374) est
ax! — yl + b

V(+a)

(ax'—y'+b )+ (axt—yt4bY=m o/ (14a"). . - .(2)
Or cette équation ne pouvant faire connoitre que a ou 5,
le probléme est indéterminé : si donc on élimine 5 de
y=ax<+b enmetiant y —ax pour é dans (1), on a
y—i(y+yN=e(x—i(=' +2"))+im/(142);

c'est Péquation de la droite cherchée. Transportons Pori-

5 en raisonnant de méme pour M’ (z¥, y¥)

49-*
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gine au miliew de MM' en C (} (2’ 4-27), 1 (¥ + "))

on a simplement

y=azx+imy(14a). .... (2

La direction de la droite est restée arbitraire; seulement
on voit que lorsqu'on I'a choisie 3 volonté, l'ordonnée
3 Porigine est L m {/(1 4a*); ainsi (374) la distance
FC =1 m, ce qui fournit cette construction. Du centre C
des moyennes -distances aux axes, on décrira un cercle
avec le rayon {m; toute tangente & ce cercle satisfera
seule 4 la condition exigée. C'est ce que rend évident b
propriété connue du trapéze MDDV M' (216, 5°.).

On remarquera que si on eit donné trois points, il
auroit suffi d'ajouter au premier membre de (1) un terme
de la forme ax" — g™ < b : en général, pour a points
la méme chose aliea; de sorte qu'en remplagant sim-

plement m dans (2) par -%-, on aura pour solution de
ce dernier probléme toutes les tangentes au cercle décris du

. m
centre des moyennes distances avec le rayon —.
n

III. Etant données deux droites AP, AD cherchons
un point A tel que les perpendiculaires MP, MD soient
entre elles dans un rapport donaé =n ; m. Prenons 4P
pour axe des x, A pour origine; AP=x', PM—y';
enfin y = ax pour I'équation de 4D. La perpendicu-

laire MD = ‘—j"ﬁ‘;—)-, (374) : ainsi par condition ona
y—ax __m
Fvi+ae) n
anx’

dod Y = vt

Donc tous les points d'une droite AM satisfont 2 b
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question. Ponr la tracer, prenons des parties AC=m ,
AB=n sur les perpendiculaires aux droiteg données, et

250. ¥

menons des paralltles BM CM i ces droites, M sera '

Pun des points de la ligne cherchée, puisqu'il satisfait
visiblement 4 la condition : cette ligne est donc AM.

Si on vouloit obtenir sur une courbe MN les points
M et N qui jouissent de la propriété désignée ; il faudroit
construire la ligne AM, et prendre ses points d'inter-
section M et N ave¢ la courbe.

8i le point M devoit &tre situé au dessous de AD,
v/ (1 4 @*) auroit un signe contraire, il faudroit prendre
AC' = m en sens opposé de AC; et on auroit une 2°. so-
lution & la rencontre de BM avec Ox.

IV. 1l pourroit arriver qu’au contraire le probléme fit
présenté comme indéterminé quoiqu’il ne le fit pas : c’est
ce qu'on a déja vu (454, 2°.) lorsque I'équation du second
a donné un point unique. Voici un exemple de cette
nature. . .

D'un point K menons deux tangentes KM, KN a

Pellipse donnée CMN , ct Ja corde MV qui joint les points
de contact. Si on fait parcourir au point K une droite
quelconque 4B donnée, les points M, N varieront ainsi
que MN; on demande la courbe qui est le lieu des
inteysections successives de ces cordes MN. '
. .Mengns par le centre G, CD paraliétle 3 4B, et C4
diamétre conjugué de CD; prenons ces lignes pour axes;
faisons CA—«e, AK=4; les droites 4B, KM et
I'ellipse ont pour équations

=a,y—p=A4A(x—a), o’y +bzx*=0a. ’

Eliminens y entre les deux derniéres, afin d’obtenir les
points de rencontre de Dellipse avec la droite KM qui
jusqu'iei est une sécante quelconque ; il vient

a5s.
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z* (a°A*-8")- 20’ Ax( du—)-0* { (Mu—g)*—b*} = 0... (i)

. Pour que KM soit tangente, il faut qu'on ait (423)

A(Ae—g
n‘A’(A;-ﬁ) {(As—ﬁ) -5} ("’A”!‘b’ y=oeta= _0_"_;._-1-_:),

‘ou plutét

oAb = (Aa—p)* et = -‘-‘-E‘;-;
. 2 e (A, 2 -
D¢ y=p-.4(2~—=),0n tire y=a Jf_;'—p) = Aa;-p

A a deux valeurs qu’on pourroit tirer de notre relation ; en
les désignant par 4 et 4’ ; on a pour les coordonnées des
deux points M et N de contact .

Aa* =&
A—p’ Y S da—s

.A,a’ _bl
! e
x! = y Y = —— y Py

Aa—p «—p
La corde MN qui passe par deux points connus a pour

équation (369), toute réduction faite, y_—% + %—

A et A’ n'entrant pas dans ce résultat, pour un autre

point K; tel qu'en B, il suffira de changer ici 8 en

AB=p"; la corde mn a donc pour éguation. . ..
T bex b

y=— g <+ ra En éliminant,, on obtient pour le

concours des deux cordes = = a_’ y=o; or ces va-

=

leurs sont indépendantes de g, p’ et b : donc, 1% le
point d’intersection est constamment le méme ; 2°. il ne
change pas lorsque l'ellipse a un autre second diamétre,
leurs directions restant les mémes ; 3° il est situé sur le
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premicr diamétre ; 4°. cette propriété est également vraie
pour I'hyperbole.

On pourra par le méme pr'océdé s'assurer que dans
la parabole la méme chose a lieu.

3. De quelques autres Courbes.

464. Les anciens ne connoissoient qu'un petit nombre
de courbes ; mais depuis que Descartes a appliqué I'al-
gébre aux spéculations géométriques, on a va que toute
€quation en z et y représente une ligne. Qutre ces courbes,
il y a encore celles qu’on trace au hasard, et celles qui
ne peuvent étre exprimées par une équation finie , ainsi
que 'apprend le calcul intégral.

. Du reste , lorqu’on a divers points F,G, M, Z.... il y
a une iufinité de courbes qui les unissent ; cependant
parmi celles qu’on peut choisir presque a volonté, il en
est une qu'on préfere, comrme étant plas simple que
les autres, c’est celle dont I'équation ala forme. . . .
y= A+ Bx+ Cx* 4, cic., et qu'on nomme Parabole
pax; analogie avec la courbe que nous connoissons sous
ce nom. Aprés avoir tracé deux axes 4x, Ay, et marqué
les coordonuées .41, DF, AC, CG,.... des points connus ,
on comprendra dans I'équation autant de termes qu'il y
a de ces points, etil s'agira d'en déterminer les coeffi-
ciens A, B,..... par les conditions données ; savoir, que
x=AD = «, donne y==DF=a, et ainsi des aulres.

Pour cela comme @ =« répond 4 y =a, ona. ..
a=A 4 Be 4 C&* 4~....: de méme x=4g, donne y =4 ;
ainsi b= A 4 Bb+4 Cb +,.... etc. Il faudra ensuite éli-
miner les inconnues A4, B,C,... afin d’en obtenir les valeurs.

Ce calcul peut tre présenté d’une maniére simple et
générale ; car puisque x=«, doit donner y ==a, la

1. 29

183.



183. *

450 ANALYSE GEOMETRIQUE.

valeur de y doit avoir la forme y—= Ao+ K, d et K
étant composés en x, de maniére que x = « rende A=—1
et K=o; ainsi (491) K= (x—«) K’. De plus quand
=g, onay=~; donc on a en général y=5Bb4 L,
L étant =(x —g) L’ ; de sorte que pour allier ces deux

conditions y = I8 4 + B’b +M; A et B’

«—24
étant =1 lorsqu’on fait respecuvcment x=a,0u=—g; et M
étant = (x~—« ) (x —B8) M’. En continuant le méme
raisonnement on verra que

y==Ade 4 Bb+ Cc 4 etc.

_ (x—8) (x—9v) (x—2)...

(s—8) (a—1v) («—3)...°
_(x—a) (x—9q) (x—7)...
T (8—a) (B—7) (8—3)...

; etc.

. En prenant pour chaque terme de ces fractions autant de

facteurs moins un, qu’il y a de points donmés.

On pourra donc obtenir ainsi I'équation approchée
d’'une courbe donnée, mais tracée au hasard; il suffira
de distinguer un nombre suffisant de points, pris sur-tout
aux lieux ol la courbe offre des sinuosités marquées.

On pourra aussi trouver , entre des points isolés
F,G,M,Z..., davtres points assujétis 2 la méme loi : et de
méme entre plusieurs quantités liées par de certains rapports,
obterir une loi qui puisse servir 4 faire connoitre par ap-
pronmauon quelque. circonstance intermédiaire. C'est en
quoi consiste la méthode d'Interpolation dont l’apphcauon
est si fréquente aux phénomenes naturels.

465. Les mémes raisonnemens servent i faire passer une
courbe de nature connue par une série de points donnés :
I'équation de cette courbe doit alors renfermer autant de
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constantes arbitraires qu'il y a de ces points, sans quoi le
probléme seroit absurde ou indéterminé. Ainsi, I’équation
la plus générale du cercle étant ( y—k )4 (x—A )>=rs, on
ne peut“exiger que cette courbe passe par plus de trois
points connus (a, @) (8, 8)(v, ¢); et on auroit pour dé-
terminer les constantes &, & et r, les conditions

(a-kp- b=, (k- A-Ry=rt, (kP r-hy=r",

en conservant les désignatiens ci—dessus. .

Si le rayon r étoit conmu; on ne pourroit plus se

donner que deux points, et ainsi de suite,
. En général, on peut faire passer une section conique
par cinq points, puisqu’il y a cinq arbitraires dans I’équa-
tion générale du second degré dégagée du coefficient
du premier terme.

466. Par un point fixe B, menons une ligne B@&S qui
coupe en C une droite donnée Ax : puis prenoms. . .
CM= CQ =4 une quantité donnée; quelle est I'équation
de la courbe dont tous les ‘points M, Q sont déterminés
par le méme procédé ? Elle a été découverte par Nicoméde
qui I'a nommée Conchoide. '

La conchoide résulte donc de I'intersection continuelle
de la ligne BM qui tourne autour de B, par un cercle
MEQ qu'on fait glisser le long de AC, de maniére que
son centre soit toujours sur BM. Prenons Az et BD pour
axes : soient AC—=«, AB—056, CM =AD=—a; enfin Ala
tangente de 'angle MCx; les équations de BM et du cercle
sont

y=Ax—b, (x—a) 4y =a
mais le pied C de BM a pour abscisse « ; donc 0 ==An—6 -
éliminons & et A, il vient ’

() =er

252. *
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pour I'équation de la conchoide. Du reste, il suit de sa
génération , qu’elle est formée de dewx branches, P'une

* en dessus, l'autre en dessous de Ax, étendues a I'infini,

et dont 4x est Pasymptote ; que la plus grande largeur est
en DI)’, lorsque la droite mobile BM est perpendiculaire
A Ax. Si AB est < b, alors il ya en I/ un nceud, qui
s'évanouit et ne laisse qu’un point de rebroussemeny, lors—
que AB==a; voycz la figure 253.

467. Soit le cercle AFB donné, et sa tangente BD :si,
aprés avoir mené, de 'extrémité A du diamétre AB—2a,
des droites AD aux divers points ) de la tangente, on
prend AM=FJ), quelle est ’équation de la courbe MAM’
qui joint tous les points M ainsi déterminés ? Elle résulte
de Pintersection.continuelle d’une droite 4D, mobile
autour de A, par un, cercle dont le centre est en A4,
et dont le rayon R varie avec son égal FD. Les équa-
tions de ces deux lignes sont y = Az, 2* 4 y*=R>,
Porigine étant en A ; AB I'axe des x. L’équation du cercle
AFB étant y* = 20x — x*, on trouve aisément (372)

2a - . 2aA* .
AE-.-.m;, d'ou EB — 1+A" mais (354). . .
AP =R cos MAP — -\—/-—(T:I:_—H : ' ainsi AM=FD ou

AP=ERB domnne la condition R /(1 4 A*) = 2a4>.
Eliminant R et A, a laide de 2”4y =R*, y = Ax,
on a Péquation cherchée

2

3 % — 3 .

&+ 2y = 2ay*, dou y* = .
7 A J 36 —x

n résulte de cette équation, que 1°.  ne peut étre > 2a,

ni négatif ;" ainsi la courbe est renfermée entre Ay et BD ;

2". elle est symétrique de part et d’autre de A4B; 3°. elle

passe par l'origine 4 (ou eclle a un rebroussement ) ; -
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4*. x==a donue y =a, les points H et H' oii la courbe
coupe la circonférence directrice, partagent celle—ci en
ses quatre quadrans; 5°. x=—2a donne y = ; BD est
asymptote.

Cette courbe est nommée Cissoide de Dioclés. O sen
est servi autrefois, ainsi quc de la conchoide, pour ré-
soudre le probléme de la duplication du cube.

468. La courbe OBM dont les abscisses AE, AP,....
sont les logarithmes des ordonnées correspondantes EF,
MP,..... est nommée Logarithmigue : son équation est
x=log.y, ou y =a~, a étant la Base (149). 1l est facile
de voir que 1°. la courbe n’a qu’une seule branche, qui est
infinie de part et d’autre : 2°. 'ordonnée. 4B i Dorigine
est—=1; 3°. soit AE—=1—AB, ona EF—=a=la
base : 4°. si @ est > 1, la partie BM de la courbe qui est
dans la région des x positifs, s’écarte sans cesse de Ax;
Pautre partie BO, s’'approche sans cesse de 4Q; QAx
est I'asymptote. Le contraire a lieu lorsque @ est < 1.
5°. Si on prend des abscisses successives en progression
par différence, les ordonnées correspondantes formeront
une prngrcssion par quoﬁent.

Les différentes espéces de logarithmiques sont distin’gue'es
entre elles par la base a.

469. Fogmons la courbe des sinus; I'équation est y —sin x.
Chaque abscisse x est le développement d’un arc de cercle
dont I'ordonnée y est le sinus, le rayon étant 7. Si I'arc est
0, &7, 2%T,.... le sinus est ntil : A partir de Porigine 4, et de
part et d'antre, si on prend AB—= BC=AB'=—.... = sr,
les points ABB' C ('.... seront ceux ou la courbe
coupe I'axe des x. L’arc croissant depuis zéro, jusqu’d
3'ar = AE, le sinus croit aussi jusqu’a EF = r : mais x
continuant de croitre, y diminue; la portion AFB de
courbe est symétrique par rapport 3 FE. Lorsque x

264. ¥
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passe AB == ur, le sinus devient negatif, et comme it
reprend les mémes valeurs, on 'a ume autre partie de

-courbe BDC tfgale a la premiére.

Le cours se continue ainsi 3 l'infini. Ces courbes ne
différent entre elles que par le rayon r.

470. Ayant tracé deux axes rectangulaires Cx, Cy,
on demande la courbe qui résulte de I'intersection con-
tinuelle des droites PM CM, en supposant que PM se
meuve parallélement 3 Cy, tandis que CM tourne au-
tour de C: de plus, lorsque rM passe en A4, AC étant
donné, CM doit étre couché sur Cx; PM et CM doivent
arriver ensemble 4 se confondre avec .Cy; enfin Pespace
AP et Parc ab décrits, sont toulours dans le rapport de AC
A ae.

Soient AC=—a, ab=4¢, CP = «, les équations de
CM et PM sont y=—x tang §, x==a. Mais la condition

AP ab a—a []
~c = donne --—’—;, ehnmons.eu,
il vient
_ iw(a—=x) _ =x
Yy =xtang {—a——-}, fm_y._x cot(;).

1l est ais¢ de voir que 1°. la courbe est symél'riquc de
part et d'autre de Cy; 2°. que t x > @ rend g négatif: 1
3°. que 2= x == 24 donne les droites QN Q'N asymp-
totes; x==o0 rend x=2; ce n'est pasici ( V. 673) le liec
de fixer la valeur de ce symbolé, ni de développer les pro-
priétés de notre courbe, qui lui ont fait donmer pa
Dinostrate son inventeur , le nom de Quadratrice, A caus
de P'utilité qu'il lui supposa pour la quadrature du cercle

471. Si un cercle CM roule sur une droite AB, !
point M qui originairement étoit en contact en ., aur
décrit la courbe AM; et le nouvean point de tangen:-
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avec AB sera en 1), de sorte que AD sera le déve- 258.%
loppement de 'arc de cercle MD. En continuant le mou-
vement du cercle, le point M tracera la courbe AMFB
qu’on nomme Cycloide, Roulette ou Trochoide.
Apris une révolution compléte, le point M se re-
. trouvera au contact en B, qui sera un point de la
courbe, 4B étant la circonférence du cercle générateur :
en E miliea de 4B, le diamétre, FE = 2 nde ce cercle
sera la plus grande ordomnée , et la courbe sera symé-
trique de part et dautre de l'axze FE. La cycloide
continue som cours  Vinfini, en fo¢mant en 4, B, ...
) des rebroussemens. Toutes ces circonstancés sont faciles 3
' prévoir ; mais elles se voient trés-bien sur I'équation.
P Prenons l'origine en 4, AP=2x, PM = y ; comme
AP = AD — PD, on a x = MD —.¢, en faisant. .
5 PD = M@==z; z est 'ordonné edu cercle CM, 'abscisse y
o étant DQ , d'odr 2" = ary — y*. Or MD est un arc qui,
dans le cercle dont le rayon est 7, a z pour sinus; ce

® qu'on exprime ainsi MD = arc (sin = z), donc on a
x=arc (sin=.z)—z ouz=sin (x4 z); 2* —2ry—y.

; 4

‘\; Si llorigine et en F, FS= 2, SM=y, FK = u,

’ on a

:ﬁ' x ==arc (sin==z) -z ou z =sin (x — £); ou x=u 4- sin v.

r . :

¢F Les travaux de Paschal, Huyghens, Bernoulli . . .

i ont rendu cette courbe célebre; elle jouit de propriétés

A géométriques et mécaniques trés-singuliéres; mais ce

8 n'est pas ici le lieu de nous en occuper.

;,,,_ Si on edt cherché la courbe décrite par un point

ol du plan circulaire différent de ceux de la circonférence,

on auroit eu une autre espéce de cycloide. On auroit

s aussi pu donner au cercle mobile wn mouvement de
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256. * translation dans I'un ou 'autre sens, outre celui dont

25g.

nous venons de parler, ce qui auroit alongé ou accourci
la cydoide ; enfin, on auroit pu faire rouler la circon-
férence sur une autre courbe, on auroit eu ce qu’on
nomme des Epicycloides. Mais nous ne pouvons qu’in-
diquer ces objets.

472. On nomme Spirale , une courbe qui est coupée
en une infinké de points par toute ligne qui passe par
un ,point fixe ou pdle. Les spirales forment un- genre
de courbes dont la génération nécessite, pour ainsi
dire , les coordonnées polaires. Telle est celle de Cénor ,
qui porte le nom de spirale d'Archiméde, parce que
ce célébre géométre en a le premier reconnu les pro—
priétés. La droite 41 tourne autour de 4, pendant gn'un
point mobile M glisse le long de 41; cherchons équa-
tion de la courbe AMNC qu'il trace. On suppose que
Al est placé en AC , quand le mobile est en 4, qu’aprés
une révolution, lorsque 41 se retrouve en AC, le mobiie
M est en C; qu’enfin les espaces qu’il parcourt sont pro-
poruonnels aux angles que décrit AL -

La valeur angulaire 2 x devant répondre 3 AC =a, on

2 &h . .
— = -2 _ = —; donc 2&r = ab est I’équation
P T UM 2= 1

cherchée. La courbe passe en A, en (,.... les révolu—
tions successives de 41 , donnent 4, = 2, = 4=,.... d'o
r—a,==za, ... de sorte que chaque fois le rayon
vecteur augmente de 4. Comme pour un nombre quel-
conque k de révolutions, I'équation

ap
r= —— deviéent r —= ak +
2%

k étant un entier quelconque, les rayons vecteurs s’ac-
croissent aussi de a.

-
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473. Svient menées les perpendiculaires AC, CD, et a6o. *
décrit du centre C des arcs , tels que PM égaux en lon-
gueur i une ligne donnée CD == a; les extrémités M de
ces arcs détermincnt une courbe NI, dont on trouve

, Ch CcM

aisément I'équation} car on a -5 = PI

PM =a, donc rés=a. L’analogxe de cette équation

avec xy =m*a fall donner 2 cette courbe le nom de Spirale

hyberbolique : on voit dailleurs que DE paralléle 3 AC est

5 00....

asymptote. Puisque r = T’ 7 n'est nul que quand

¢ = et comme § = 2w, =, «,... donne des valeurs
de r de plus plus petites, on voit que.la courbe
fait autour du pdle des révolutions, et qu’elle n’y par-
_vient qu’aprés ume infinité de tours.

474- On a donné de méme le nom de Spirgle loga~ *
rithmigue 4 la courbe dont I'équation est

t=1logrour=d:

¢ croissant, r croit aussi et le cours de la spirale s’étend
& Pinfini § mais ¢ étant négatif et croissant, r décroit, de
sorte que ce n’est qu’aprés un nombre infini de tours que
la courbe atteint le pdle. Elle participe comme on voit
des deux précédentes.

475. La Spirale parobolique a pour équation. . . . . *
r=azx/(pl), de sorte que r — & est moyenne
proportionnelle entre p et ¢ : on reconnoitra aisément
la forme de cette courbe.

Fin du tome premier.



ERRATA.

Page 57, ligne 5; par, lisez, pour

53,

143,
a6g,

272,
2go,
366,

8 en remontant, mettez (un liard par

12

23

123
15;

franc) avant et on aura
8tez ne. 9I.
sont données, ajoutez, de gran—
deur et de position
le tronc, lisez, l'aire du tronc
Donc, lisez , mais

mettez (D) au lieu de (C) aux
équations du bas de la page.
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