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COURS
D'ANALYSE MATHEMATIQUE

CHAPITRE XXIIL

INTEGRALES INFINIMENT VOISINES.

L’¢tude des fonctions définies par une équation diff¢érentielle,
dans tout leur domaine d’existence, est un probléme dont la solu-
tion compléte, dans le cas général, dépasse actuellement la puis-
sance de l'analyse. On a cependant obtenu des résultats du plus
haut intérét en se limitant & I'étude des intégrales infiniment voi-
sines d’une intégrale connue. C’est ainsi que, dans ses mémorables
travaux sur le Probleme des trois corps ('), H. Poincaré a pua
démontrer Uexistence d’une infinité de solulions périodiques et de
solutions asymptotiques a une solution périodique. La recherche
des solutions infiniment voisines d’une solution connue 1'a conduit
a un systéme d'équations différentielles lindaires qu’il appelle
équations auz variations; le systéme analoguc pour les équations
aux dérivées partielles avait dé¢ja é1é considéré par G. Darboux (2)
sous le nom de systéme auziliaire. Les résultats de H. Poincaré

(') Acta mathematica, t. \NIII, 18g0; Les méthodes nouvelles de la Méca-
nique céleste, t. 1 et 1II.

(*) Comptes rendus, t. XCVI, 19 mars 1883, p. 766; Note XI du Tome IV des
Lecons sur la théorie générale des surfaces, p. 505-516. Dans un Mémoire du
Tome XXIII des Annales de I'Ecole Normale (3¢ série, 19o6); j’ai étendu le
théoréme fondamental de H. Poincaré 2 certains systémes d’équations aun
dérivées partielles.

GOURSAT. — 11, 1



2 CHAPITRE XXIII. — INTEGRALES INFINIMENT VOISINES.

ont été utilisés depuis lors par M. Painlevé (') et quelques
autres mathématiciens dans un probléme d’analyse pure, la for-
mation des équations différentielles a points critiques fixes.

Nous démontrons dans ce Chapitre le théoréme fondamental de
IL. Poincaré, apreés avoir étudié les intégrales d’un systéme d’équa-
tions différentielles. considérées comme fonctions des valeurs ini-
tiales. Cette étude a déja été faite (I, n° 388). dans le cas ou les
seconds membres sont des fonctions analytiques. Nous lareprenons
dans le cas général, au moyen de la méthode des approximations
successives de M. Picard, (ui conduit trés simplement au but. en

ex

igeant le maximum d’hypotheses.

I. — EQUATIONS AUX VARIATIONS

4357. Compléments sur les équations linéaires. — Nous allons
d’abord présenter quelques remarques sur P'application de la
méthode de M. Picard aux équations linéaires. Considérons, poul
fixer les idées, un systéme de deux équations linéaires
(1) %:a}'—kb:—a—(-. fi—j:m_}'-&-b,za—c,.
a,b,c.a,. b, étant des fonctions continues de la variable réelle 2
dans l'intervalle de .z, a #; > z,. Pour appliquer la méthode de
M. Picard a la détermination des intégrales prenant les valeurs ),
et 3, pour .« ==.z,. on peut prendre, pour premiéres valeurs appro-
chées de ces intigrales, au lieu des valeurs initiales elles-mémes.

deux fonctions quelconques wx) et ¢(x), continues dans I'inter-
valle (z,. ). Cela revient & poscr

) =+ [ [arw(t)y —hbe(t)y +~cldt.

si(y =35 A—I [coqteity == bie(t)y +c]dt.
7,

(1) Bulletin de lu Société mathématique, t. XXVIII, p. 201; Acta mathema-
tica. t. XXV, 1002, p. 1-83,
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z étant remplacé par ¢ dans @, b. ¢, @\, by, ¢, et pour » > 1.
T
rn(Z) =yo+f [aryn—1(t) + bzp(t) +c]dt,
N Ty

x
a(Z) = Zo+ [ [@1yu—1(t) + b13a—1 () + 1] dt.

o
Toutes ces fonctions y,., s, sont évidemment continues dans
Vintervalle (z,, x,). Cela posé. soit M une limite supérieure des
valeurs absolues des coefficients @, b,a,, b, dans l'intervalle (z,, z,),
et H une limite supérieure des valeurs absolues de ), — u et de
3, — ¢ dans le méme intervalle. On voit immédiatement qu’on

a, en tout point de U'intervalle (z,, z,),

lya(r) —yi(z2) | < 2MH(x — 20), 1 23(x) — 5 (2) < 2MH(x — ),

et I'on vérifie ensuite de proche en proche qu'on a, quel que soit n,
faM(r — xy))—!
(n—rn)!
HJ’ZM(I —_zjl,")]n—-z .
(n—1

[¥a(x) —pna(z) i < H

| Zn(x) — zn_i(a‘r) <

Le raisonnement s’achéve comme dans le cas général (11, n" 389);
)% et 2, tendent uniformément vers des limites 3 (x) et s(x) qui
sont les intégrales du systéme (1), prenant les valeurs ), et z,
POuL s = Z,.

On dit, pour abréger, qu’une fonction F(z) de la variable réelle z
est dominante pour une autre fonction f(z). dans nn intervalle
(@, 5), lorsque F(z) est positif et supérieur a la valeur absolue
de f(z) pour toute valeur de z dans cet intervalle. Remplagons,
dans le systéme (1), les coefficients «, b, ¢, a,, by, ¢, par des fonc-
tions continues A, B, G, A,, By, C,. qui soient respectivement domi-
nantes pour les premiéres dans Pintervalle (z,, #, ), et proposons-
nous d’obtenir les intégrales du nouveau systéeme

R dY . dl . )

—_ = L —_— = G

(2) S =AY4BZ4+C, =AY+ BZl
qui, pour x = z, prennent des valeurs positives Y, et Z, respec-
tivement supérieures a | ), | et | z,|. Si on prend pour premiéres
valeurs approchées des fonctions U(x) et V(x), qui soienl respec-
tivement dominantes pour u(z) et ¢(x), on voit aisément de
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proche en proche, que toutes les valeurs approchées successives
Yn(z), Z.(z) des intégrales du nouveau systéme sont positives
dans l'intervalle (z,, z,), et dominantes pour les valeurs approchées
de méme rang y,(z) et 3,(z) des intégrales du premier systéme.
Les intégrales Y(z) et Z(z) du sysiéme (2), qui prennent les
valeurs Y, et Z, pour z.= z,, sont par suite dominantes dans
tout l'intervalle (z,, z,) pour les premiéres intégrales 1 (z) et 5(z)
du systéme (1). En prenant pour A, B, C, A,, B,, C, des cons-
tantes positives. on oblient un systéme auxiliaire a coefficients
constants, et il serait facile d’en déduire des limites pour les va-
leurs absolues des intégrales du systéme(1)danslintervalle (z,,z, ).
Remarquons aussi que ces propriétés s’étendent sans difficulté
aun domaine complexe, lorsque @, b,¢, ai, by, ¢y, sont des fonctions
holomorphes de z dans ce domaine.

Une derniére remarque, qui s’étend & un systéme d’un nombre
quelconque d’équations linéaires, est la suivante. Soit )’ =ay +b
unc équation linéaire ou les coefficients a et b sont des fonctions
continues, la premiére positive, dans un intervalle (z,, ), ou
;> x,, et soit Y (z) l'intégrale de cette équation qui est égale
a )7, pour r = z,. Si 'on prend pour premiére valeur approchée
une fonction u(2)< Y () en tout point de lintervalle, toutes les
autres valeurs av};roclzées J)'n Seront aussi inférieures ou au
plus égales & Y (z). Cette propriété résulte immédiatement de la
relation de récurrence

Y(x)—pyu(xr)= [ a(t)y ) Y () — ya-1(2) : dt,
ey
et de Phypothése sur la premiére valeur approchée.
458. Application 4 un systéme semi-linéaire. — Considérons un

systéme particulier de la forme suivante :

dy
dr

L] =cl(r, yiz+4(x. ))

=Cl.0r, )yrs-—=+ L))

el T de -

ou f( £, _1'), '.,(I, ) )') sont trois fonctions continues des

variables z et y, lorsque 7 et )- restent compris dans les inter-
valles (z,. z, + a) , (3, — b. )" = b), a el b étant deux nombres
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positifs; on suppose de plus que la fonction f(z, y) satisfait a la
condition de Lipschitz dans ce domaine, relativement a ). Pour
obtenir les intégrales du systéme (3), qui prennent respectivement
les valeurs y, et 5, pour = z,, il est naturel de procéder comme
il suit. On cherchera d’abord Pintégrale de la premiére équation,
qui est égale & v, pour £ = z,, par la méthode de M. Picard par
exemple. Soit Y (z) cette intégrale qui est continue dans un inter-
valle (z,, z, + h), h élant un nombre positif < a. Remplagant
ensuite ) par Y () dans 9(z, )) et$(z, 3°), on obtiendra par deux
quadratures l'intégrale Z (z) de la seconde équation qui prend la
valeur z, pour z = x,.

Mais on pourrait aussi appliquer la méthode des approximations
succesives au systéme (3) tout entier en prenant y, pour premiére
valeur approchée de y, et une constante quelconque K pour pre-
‘miére valeur approchée de z, ce qui conduit a poser

L x
o =]-.,+j Sl y)d, = z.,+f [9(t, yo)K + (8, yo)]dt
Ly Ty

et, en général,

ra@y=yor [ A1t paaldn,

z,,(x):zo-o-f' 190, ¥ (] 301 (0) + $[2, ynes (D]} d.

Lorsque n croit indéfiniment, y» tend uniformément vers Y (z)
dans l'intervalle (z,, ,+ £); nous voulons montrer que z, tend
aussi uniformément vers Z(z). Il en est certainenrent ainsi, d’aprés
le théoréme général (n° 389), si p(z, y) et Y(z, y) satisfont & une
condition de Lipschitz relativement & y, mais cette derniére hypo-
thése est inutile, et il suffit de supposer les fonctions ¢(z, »)
et U(z, y) continues. Nous avons en effet

2(e) = 20+ [ 306 YOI dt+ [ 416 YOt
en comparant cette formule a celle'qui donne z,(x), il vient
Z(2)—za(a) = [ {306 YOIZO) = 306, Fnms (O] 20 ()}

ES

+ [ 4L Y@= 4l yami) (0]} e,
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ce que nous pouvons encore écrire, en posam

Z(xr)— 3u(r) = 8,(x),

6,.(:)=f)7;[t,_y,l_,(t)]a,._,(t)dt+fr{?[1, YOl = 5[ v 0] | Z(E)
{416 YO 41t s .

Le coefficient de 3, _ , (¢) souslesigne [ estplus petit en valeur
absolue qu’un nombre positif M, car y,._,(¢) reste compris entre
Vo— b et y, + b; d’autre part, la somme des autres termes sous
le signe f tend uniformément vers zéro lorsque » augmente indé-

finiment, puisque j-, tend uniformément vers Y. Cela étant, choi-
sissons un nombre entier p tel que la valeur absolue de

{ ofe, Y()] —o[t. _r,._,(l)]} Z(t) + Y[, Y()] — ¥[t. yu—r ()]
soit inférieure & un nombre positif , quel que soit ¢, pourva qu'on
ait # 2 p. Le nombre p étant choisi de cette facon, considérons

une suite de fonctions 8, ,(z), A,(z) ..., d,(x). ... détermi-
nées par la relation de récurrence

.
An(r) =f [MA, 1 (#)+ X]dt (n=p,p+1, ...}
o

el supposons qu’on ait pris A,—(2)2|8,_i(c)|. On voit de
proche en proche que toutes les fonctions 4,(z), A, (2), ...
sont respectivement dominantes pour 8,(2), 6. (£), .... Or,
lorsque n croit indéfiniment, A, (z) tend uniformément vers I'inté-
grale de I’équatiqn linéaire 3’ = M y + 2, qui est nulle pourz ==z,
c’est-a-dire vers —’M- {e"==*)—1 |.On peut donc trouver un nombre

entier m assez grand pour qu'on ait, pourvu que n soit2 p + m,

1An(z) < F'l {el('t'_""ﬂ)——l}-&- g,

5 étant un nombre positif quelconque. Cette inégalité sera vérifice
a fortiori si 'on remplace A,(z) par 8(z). D’ailleurs, on peut
supposer qu’on a choisi p de telle fagon que g {e"= =% —1}
soit inférieur & ¢, puisque ) peut étre rendu aussi petit qu'on le
veut.
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La valeur absolue de 8, (2) =7 () — 5, (x) est donc inférieure
a 2 ¢, pourvu qu'on ait # 2 p+ m; 5, (z) tend douc uniformément
vers Z (x) lorsque n augmente indéfiniment.

Au lieu d’un intervalle tel que (&, &, A), il est clair qu’on
pourrait aussi appliquer la méthode a un intervalle (zy — &, z, +4):
si les approximations sont uniformément convergentes pourles y,,
il en sera de méme pour les 3,. Le théoréme s’étend évidemment a
un systéme formé de n + p équations de la forme

dy, . . .
(}l_r, =filr, ¥, Yoo o0y ¥n), (U=1,2,....0), (k=1,2,....p),
(4) ( d=
' 710 STIRNNS (5 B TR
+sxpl @y s oo ) 2p+ Y(Z, 00 el V)

oit les fonctions f, 2, b sont continues dans un certain domnaine D,
et ou les fonctions f satisfont dans ce domaine a la condition de
Lipschitz, relativement aux j;. Si 'on applique a ce systéme la
méthode des approximations successives, ces approximations sont
convergentes dans le méme intervalle que les approximations pour
les 3 seulewent, et la convergence est uniforme (').

459. Intégrales considérées comme fonctions des valeurs ini-
tiales. — Reprenons pour fixer les idées une équation différentielle
du premier ordre

. dy . :
() dr =S

ou nous supposerons que f (z, j') satisfait aux conditions habi-
tuelles dans un domaine D défini par les conditions

a—alrlax+a. F—0Zy<s+0.

Prenons un systéme de valeurs initiales (z,, )) appartenant a
ce domaine. Les valeurs approchées successives de I'intégrale -,
)2 « ey Y. ... restent comprises entre 3 — b et3 -+ b pourvu

(') Les propriétés qui vont étre établies dans les paragraphes suivants ont
¢té I'objet d’un assez grand nombre de travaux, qu'on trouvera cités dans un
Mémoire de M. E. Cotton sur le sujet (Bulletin de la Société mathématique,
t. XXXVII, 1919, p. 20f, et t, XXXVIII, 1910, p. §). La méthode que jai
suivie ne différe pas essentiellement de celle de M. Cotton.
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que Pon ait
Yo— 3 =M x— g T b

il suffit, pour s’en assurer, de reprendre le raisonnement du n* 389,
ct I'on voit de méme que 3, (x5 o, ),) tend uniformément vers
nne limite Y(z; z,, »,) dans le D" défini par les conditions

2 —alsla+u, 21—l ryla+ a

Jos= :1 M & — .y <
Ce domaine D’ contient en particulier le domaine D" défini par
les inégalités
b
-

r—a <h, wo— 2z T Yo— 3 <

9
2

/i étant le plus petit des deux nombres @ ct —,—Ifu - Les valeurs appro-
41

chées successives y,(x; z,, )1,) sont évidemment des fonctions

continues de x4, )7, dans ce domaine, ct par suite lintégrale

V=">9(za,. 0,0 qui serédult iy, pour x ==, est une fonction

continue de x, et de y,.

Ponr démontrer que cette fonction admet des dérivées par
vapport a ., et a ),, nous supposerons que f(zx, )') admet une
dérivée continue f,(z, y ). Soient
i

Y )

—-— "= —
Zn Ay

les dérivées dont nous voulons établir existence; st ces dérivées
existent. clles vérifient les équations ditférentielles
ds i . i

= = s, ), — = afi(x, ¥,
//AI' N : e = 3

6)
. idr

qui se déduisent immeédiatement de 'équation (3). Nous somnres
donc conduits a étudier le systéeme des trois équations différen-
ticlles (3) et (6), et nous prendrons pour valeurs initiales

a= . 5 =i v =— fiao. )y

pour z = w&,. Or, ce syvstéeme est précisément de la forme étudice
plus haut. La fonction f (. 1) élant continue. nous pouvons
appliquer le théoréme quf a été dtabli; la méthode de M. Picard,
appliquée a ce systéme, conduit & des approximations uniformé-
ment convergentes dans le méme domaine D". Pour appliquer
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cette méthode, nous prendrons pour premiéres valeurs approchées
) == ), § =1, u = 0, et nous poserons
v
) =300 ~+—f S o) dt. =1 +f S, po) dt,
o To
= —.f(.L‘u. )'o),
puis, d’une facon générale,

yu(r)=ro+ /UI[ t yu— (1)) dt,

z,.(_z):n-r—f. a1 () 5[0 ya—r (O] dt,

wn(x) =—f(2a, ¥o) +fA Wt () [ [ty ¥n—1 ()] dt.

o
On a d’abord
,).,'I P e 1)'l'| - '
i =—f(xo. yo)= . T, =0 + [ Al yo)dt =3,
¢ 7o

et ensuite

Iy, . . )
2 = — [ .ty, )‘“,—A—[I At glf'l"‘” Yot
oy L : @e E 7

N, - u
‘li;l‘/,/ll/ ,,‘,‘,1}!'-) e

Zon

on déduit de ces relations
iy = iy
3 -—1
jf: = Hn=[ (10 i ['I_‘Ilu = u,,_igl)] dt,
e

dy a ) aN )
Ty =f Tt yama (1)) [L" - zu—l(f)] dt,
A o

dre

et, par conséquent, on voit, de proche en proche, que I'on a, quel

ue soit Uan _ tny P8 — 3
(I € S0 , d.z‘,, — Un, ,)JAO — ~ne
Or la limite de j, est Uintégrale ) = 4 (2 2, )7,); puisque 3,

et u, tendent uniformément vers leurs limiles, ces limites = et u
représentent des dérivées partielles de l'intégrale ¢ (z; z,, ),) par

rapport a z, et ), et ces dérivées sont continues dans le domaine
qui a é1¢ défini plus haut.
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Il est facile d’avoir les expressions de ces dérivées. En effet, si
'on remplace y par }(z; Zo, ¥o) dans les équations (6), les inté-
grales de ce systémequiprennent les valeurs initiales ret — f( 2, ))
pour x = z, s'obtiennent immédiatement et nous donnent

¢
Y f S3iL Y ineye At

= = e’
Jdye " ’
X 0
9 » f Syl bitveyer At
U= =2 =— f(ry, o) e
9zo S(xy, ¥o) Ty

Ces formules prouvent que ¢ (z; z,, 3,) considérée comme fonc-
tion des valeurs inttiales z,, y,, satisfait a I'équation aux dérivées
partielles (')

Iy

S Lo
(J.) It;+f([0,'1‘l);)‘}_'o—0.

Le raisonnement peul s'étendre a un systéme d’un nombre

(') Soit ¢(xr, ») une fonction continue, admettant une dérivée continue =

la fonction
o
Z(.z',_,.)'.,) = f

“a

[z, 9(x; o, ¥0). d.

ou a est une constante. admet des dérivées partielles

, e ,
L o cmyo+ [ 2Ry, Zof

9z, dy Ix, ’).}_lb i

et, par conséquent, la fonction Z(z,, y,) est une intégrale de I'équation aux
dérivées partielles

, 7. A :
(0] 3;2'0+f(z"")")d_)7g' 3 ( Loy Va)-

La fonction ¢ (r: z,, V,) jouit des mémes propriétés de réciprocité que dans
le cas ou la fonction f (&, ¥) est holomorphe (II, n° 388). De la relatiou

Yoo VEG Ze pohs
ou y, désigne la valeur de lintégrale pour z = z,, on tire inversement
Yo= 9 (Tt Ty, 1),

car il y a évidemment réciprocité entre les deux couples de variables (z,. ),
(z,, ¥,)- En supprimant les seconds indices, on voit donc que lintégrale de
I’équation (3}, qui est égale a y, pour r = z,, vérifie la relation ¥, = ¢(z,: &, 3);
I, ¢tant supposé constant, on peut dire que I'équation précédente représente
lintégrale générale de I'équation (5) dans le domaine qui a été défini plus haut,
¥, €tant la constante arbitraire.
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quelconque d’équations. Prenons, par exemple, un systéme de
deux équations du premier ordre

dy . ds
(®) = =/f(x. ), 3), T

de

I
.
1]

dont les seconds membres sont continus et admettent des dérivées
partielles continues f,, f., 9;, 9., dans un certain domaine D. La
méthode de M. Picard prouve encore que les intégrales

y=14(r; 2o, Yo, 30). = (0. Voo S0).

qui prennent respéctivement les valeurs ), et z, pour x = z,.
sont des fonctions continues de z; z,, )7, 3, dans un autre do-
maine g, qu'on définirait comme plus haut. Pour démontrer que
les fonctions 4 et n adinettent des dérivées partielles par rapport
aux variables #,. ), 5o, nous adjoindrons aux équations (8) un
systéme de six équations linéaires

du _ Jf . a ., de  af Jaf dw _df df,

dr — z{‘; A dr — dy ! ds dr — dy W= o o
O W dee  du 9z o dz

idr ;}." TR dr ~ dy PR dr
avec les conditions initiales u = — f(z,, 10 3u)y ¢ = 1, w =0,
B = @ i Sl @) = O 5= [ 0000 2 = A

D’aprés une remarque antérieure, la méthode de M. Picard,
appliquée au systéme des huit équations (8) et (g), conduit a des
approximations uniformément convergentes. Or, si nous prenons
pour premicéres valeurs approchées de 1, 3z, u, ¢, w, 5, 7, 7 les
valeurs

V=) $=3 U=0. ¢=1. w=0. £=0, 7=o0, r=1,

et I'on s’assure ensuite de proche en proche que ces formules sub-
sistent quand on remplace l'indice 1 par un indice quelconque n.
Par conséquent, les intégrales du systéme auxiliaire (g), qui
prennent les valeurs initiales écrites plus hant, représentent respec-
livement les dérivées partielles des fonctions §(z: zu, 1w, 50),
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7 (& &4y Y. o) par rapport aux variables 2y, )0, 5o :

Y Y 2%
= —, == w= —,
dry v 0
(10)
N Jn Ok . )%
E =, = — = —
5 Jry YT dye = Jdzy°

ce qui démontre la proposition énoncée.
Remarquons que (%, &) (¢, n), (w, §) forment trois couples
d’intégrales du systéme linéaire

dU , \, , .
I =fy(z, 4, U= fo(x, 4, 7)YV,
dv 2 b7 S
T =@ ¥ F)U +9:(7, &, 7)Y,

correspondant respectivement aux valeurs initiales (— fu, — 9;),
(1,0), (0,1). On a donc

" -..:——f.,('—:pmv, E=—forh— 20§
et, par suite, les fonctions U(x; Zu, Yus 50)y 1(Z 3 Lo o 5y vérifient
'équation aux dérivées partielles (')
. Iy P ) OF
(11) ")T“ (Lo, Yoy 20 ()‘)' 3 (Loy Yoy So e 0.

460. Extension aux équations qui dépendent de paramétres. —
On peut encore étendre les propriétés qui précédent aux systémes
d’équations dont les seconds membres renferment des parameétres
variables. Considérons, par exemple, une équation du premier

(*) On vérifiera comme plus haut (p. 10, note) que la fonction
r
e 20 Yo 2) = [ 8z, 4 7)de
e

satisfait 3 I’équation aux dérivées partielles

oL JZ A d
iz, +f(Zy, Yor 20) d—}'o “+ 9(Zoy Yor 50) ”)_:u + 6(Zoy Yoy 7o) = O-

On voit de méme que les deux relations 3 = 4 (T: Z,, ¥4y 5¢); & = N (T; Lo Yor 39)
peuvent aussi écrire

EER s e =S (Ens wh i Db

On a ainsi deux intégrales premietres du syst¢me (8) (¢f. 11, n° 393).
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ordre dépendant d’un paramétre

dy
dr

(12)

=f(x, 3, %),

le second membre ¢tant une fonction continue de z, ), %, et avant
des dérivées parlielles continues f;, et f; dans un certain do-
maine D. L’intégrale qui prend la valeur y, pour z = z, est encore
une fonction continue y =Y (z; x4, ¥y, ») de 2, )y, » dans un
cerlain domaine 9, car on peut la définir comme somme d’une
séric uniformément convergente dont tous les termes sont des
fonctions continues de z; z,. )y, *» dans ce domaine. Pour
démontrer que la fonction ¢ peut étre différentiée par rapport a ,
il suffira d’adjoindre a 'équation (12) les équations linéaires

{ s , N du .
&= zfy(x, ¥y 1), e wfy(z, ¥, 1),
(13) J
ay ~ ot
= il vy B+ 15,
avec les valeurs initiales 5 = 1, u = — f'(z4, "), v = 0. En repre-

nant les raisonnements du n° 439, on verra que les intégrales de
ce nouveau systéme sont respectivement
4 Y o s
¥ =Y(z; 20, yo, 1), —?=T}ju1 ﬂ'=d—;07 -‘=,’;I‘;~
La méthode est évidemment générale. et I'on peut énoncer la pro-
position générale suivante :

Etant donné un systeme de n équations différentielles du pre-
mier ordre
(%) % =SU(Ey J1y Yoy o ooy Vut iy oeny Kp), % =/
dont les seconds membres sont des fonctions continues des
variables z, y;, bz, et admettent des, dérivées partielles conti-
nues %, 57,1’ dans un domaine D, les intégrales de ce systéme,
qui prennent les valeurs initiales 30, 33, ...,y pour z = .,
sont elles-mémes des fonctions continues et admettent des
dérivées partielles par rapport auz variables z,, (3?), ki, qui
sont aussi continues dans un domaine 8 suffisamment petit.



14 CHAPITRE XXIII. — INTEGRALES INFINIMENT VOISINES.

Remarque. — La méme méthode permettrait de démontrer
I'cxistence des dérivées partielles des intégrales jusqu'a l'ordre N,
relativement aux variables z, (»?), %4 pourvu que les fonctions
fi, [+ -... fn admettent aussi des dérivées partielles continues
relativement aux variables )7, 74, jusqu’au méme ordre N.

461. Intégrales infiniment voisines. — On arrive a des conclu-
sions plus précises lorsque I'on connait déja un systéme particulier:
d’'intégrales des équations diftérentielles considérées. Nous déve-
lopperons encore le raisonnement, pour simplifier, sur une équa-
tion unique
(15) ’-;: =f(r, 3, })
sur laquelle nous ferons les hypothéses suivantes : 1° pour = o,
cette équation admet une intégrale particuliére y,(z), continue
dans l'intervalle (z,, z,); 2° la fonction f(z, », }) est continue et
admet des dérivées particlles continues f)(z. v, 1), f5(=z, 3, 7)
dans le domaine D défini par les conditions

ey —alySyi(e)+a, 2

A
>

a et b étant deux nombres positifs.
Soit R la bande du plan des z)- limitée par les deux droites
r =ux,. £ =.r,, et les deux courbes

ryr=r(ry—a he =hai(leh—-a:

entre lesquelles est située la courbe intégrale connue ) =y, (@);
la foncion fiz, 3, ) est continue, ainsi que ses dérivées par-
tielles, f, f; dans cette bande, pourvu que sa valeur absolue de 7.
soit inférieure & b.

Cela pos¢, si la valeur absolue de 2 est assez petite, nous allons
montrer que la méthode de M. Picard conduit a des approxima-
tions successives convergenles dans tout lintervalle (x4, zi),
pour I'intégrale qui prend la méme valeur initiale ), que 4 (x)
pour & = z,. Soient H et K les bornes supérieures de (f,) et
de (f;) dans le domaine D; 3" et ) étant compris entre ) () — @
et y,(z) +a, et 2, 1 entre — b et -+ b, nous avons toujours 'iné-
galité de Lipschitz

(61 Fore ¥ WY — £z, g W) < Hly — y+ K| M—2a].
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Prenons Y, = ) (z) pour premiére valeur approchée de P'intégrale
cherchée, puis posons

-
Yo(x) =0+ ff[t, Yy (), »]dt,  @eSray,
Ya(2) =20 -t-f Lty Ya(t), W ]dt

. Ty .

et, d’une facon géndérale,

Yo (x) =~1»0+fvf[!. Yoot (), M] dt.

Nous allons d’abord montrer que toutes ces valeurs approchées
restent comprises entre ) (z) — @ et }, (x) + a dans tout Vinter-
valle (z,, z,), pourvu que la valeur absolue de % soit assez petite.
Nous avons en effet

Yo (r) — 31(x) =f ATt Ynea (8, W) — 18, 31 (0), 0] L de:

si Y,_,(z) est compris entre 3, (z) — a et y,(x) + @, nousavons
encore, d’aprés la relation (16),

\',,(r)—yi(x)i«if PH Yo () — () + K ahidr.
Ty

Considérons une suite de fonctions A, (z) définies par la relation
de récurrence =

A,,(.t)=/. SHA,_ (0) ~ Kin |l de,

avec la condition A, (z)=o. Il est clair que toutes les fonctions
Ay(z), .... A(z). ... sont posilives entre z, el z,, et qu'on a
1Y, (z) — )4 ()| <<An(z). Orles fonctions A, (z) sont les valeurs
approchées successives de I'intégrale de I'équation linéaire

W=Hu-+Ki|
qui est nulle pour z = z,, c’est-a-dire de la fonction

}_\._" { et(a—re) : -

la premiére valeur approchée élant nulle, toutes les suivantes sont
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inférieures a l'intégrale elle-méme (n" 437) et par suite on a, quel
que soit n,

. k2
A, (r) = m

Vool =gt g !
@ 1 ° 1.

Si |7 est tel que le second membre de cette inégalité soit inféricur
a «, on voit de proche en proche que toutes les valeurs approchées
successives Ya (), ..., Y, (z), . . . restent comprises entre ), (z) —a
et y,(z)— a, dans tout lintervalle (z,, z,). Le raisonnement
s’achéve comme dans le cas général (n° 389); lorsque » croit indé-
finiment, Y, () a pour linite une intégrale Y(z, ) qui prend la
valeur )’y pour z = z,, qui est continue dans Vintervalle (24, z,),
et reste comprise en ), —a et 3, a dans cet intervalle. La
courbe intégrale reste donc comprise dans la bande R lorsque =
varie de 2, @ z,. Les méthodes des n” 439-460 prouvent de plus
que Y(z, 1), considérée comme fonction des deux variables z et 7.
est continue, ainsi que ses dérivées partielles Y/, et Y3, lorsque z
reste dans U'intervalle (i, z,), et que |2] reste inférieur a un
nombre 7 convenablement choisi.

Le raisonnement est évidemment général, et la proposition
s’étend 4 un systéme formé d’un nombre quelconque d'équations
dilférentielles, dont les seconds membres dépendent d’un nombre
quelconque de paramétres.

Lorsqueles équations (14) admettent pourt,—=o, ..., 7,=o0
un systeme particulier d'intégrales y;—= )} (x), continues dans
Uintervalle (., z,), st les seconds membres f,, fa, ..., fa Sont con-
tinus et admettent des dérivées partielles continues par rapport
auz variables yi, 1y, dans le domaine D défini par les conditions

HA

2300 YICrr—alay 2Py + a. Pacl < b,

a et b étant deux nombres positifs, les intégrales de ce systeme
qui, pour x = .y, prennent les mémes valeurs que

sont des fonctions continues, ainsi que leurs dérivées partielles du
premier ordre par ranport & x et aur paramétres i dans un
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domaine D' défini par les conditions

sl Sy, Tk . == s bl

u itant un nombre positif convenablement détermine.

Dans le cas particulier ou les seconds membres /; sont des fonc-
tions analytiques des inconnues )+ et des paramétres 7,4, les inté-
arales du systéme sont représentées, dans la méthode de M, Picard,
par des sommes de séries uniformément convergentes dont tous
les ternies sont des fonctions analytiques (') des paramétres 7.
Ces intégrales sont donc aussi des fonclions analytiques de ces
paramétres. et nous sommes ainst conduits a un théoréme de
. Poincaré, qui sera démontré directement un peu plus loin.

On peut encore généraliscr le théoréme précédent en supposant
que les valenrs initiales de 37y, 3uy ..., )7 pour.z = &, sont autant
de variables indépendantes. Si nous représentons la valenr ini-
tiale de yio.0) par )y (2,) =3, il suffira de poser

ditri= %4 Yr)

pour étre ramené a un systeme de méme forme que le systéme (14).
mais renfermant n paramétres de plus 3y, 3., .... 3,. Les inté-
arales de ce nouvean systéme qui pour z == z, prennent les valeurs
initiales )}"(x,) sont des fonctions continues et admettent des
dérivées partielles continnes par rapport anx nonveaux paramétres
1. 3a0 ooy By pourvu gue les valenrs absolnes de ces paramétres
restent suffisamment petites.

Enfin, on pent aussi supposer qae la valeur initiale de z est elle-
méme variable en admettant la continuité de /.. Par exemple, si,
dans Péquation (13), nons posoir~

=\ + 2 =Y+ 5
'équation devient

:;:, =/IN+2z Y+ 5 .
et l'intégrale de cette équation qui ponr X = .z, prend la valeur -,
est une fonction contiuue de 2, 8. 7 lorsque = varie de x, 4 z,. en

') Il suffit en effet de quelques modifications dans les raisonnements pour
voir que les conclusions subsistent lorsque les paramétres ont des valeurs com-
plexes, pourvu que les modules soient assez petits.

GOURSAT. — i1, 2
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supposant toujours vérifiées les conditions énoncées plus haut,
pourvu que |a/, |B|, || soient assez petits. On en conclut que, dans
le méme domaine, l'intégrale de l'équation (15), qui prend la
valeur yy 4 8 pour & = £y, + «, est une fonction continue, admet-
tant des dérivées partielles continues par rapport aux variables
o, B, .

Ezemples.— Soit yy (x) une intégrale particuliére d’une équation du pre-
mier ordre ' = f (z, y), continue de x, & x,, et prenant la valeur )
= Z,.

L’intégrale de la méme équation, qui prend la valeurde )y -+ 7 pour 2 = .ry
est une fonction F (2, %) des deux variables z; &, continue et admettant des
dérivées partielles continues lorsque .z varie de xo &4 z1et hde —h a + 2,
le nombre positif & étant choisi assez petit. Soit AB le segment de la droite
&z = z,, compris entre les deux points A et B d’ordonnées yy— & et yo+ A.
De chaque point du segment AB part un segment de courbe intégrale allant
de ce point d’abscisse x4 & un point d'abscisse xy, et 'ensemble de ces seg-
ments remplit la bande comprise entre les deux droites » = vy, & = 2y, €t
les deux segments issus des points A et B.

Soient, ‘en effet, ', 2" deux valeurs de » comprises entre — A et + I ; les
deux courbes intégrales Gy, Cy», qui correspondent a ces valeurs de 7, ne
peuvent avoir de point commun entre les deux droites ¥ = x,. x = .4, car
il passerait par ce point commun deux courbes intégrales. Si I'on coupe ces
courbes par la paralléle z = 2 & Oy (z,< @ < zy), la fonction F(zx, 2), ne
peut aller qu’en croissant avec ; si ’on avait a la fois

WS F(a, W) < F(x, &)

il est clair que les deux courbes Gy, Cur se couperaient entre les deux droites
z = ry, x = z. La fonction F (z, %) passe donc une fois et une seule fois par
toute valeur comprise entre ¥ (2, — &) et F(a, h) lorsque % croit de — £
a+ h. o .

Considérons encore un systéme de deux équations du premier ordre dont
les seconds memkbres ne renferment pas de paramétre variable, et soient
»1(x), z1(x) un systéme particulier d'intégrales continues dans I'intervalle
(.to, 1) et prenant les valeurs y, et 3, pour z = r,. Les intégrales qui, pour
x = &y, prennent les valeurs initiales ), + %, 3o+ u sont des fonctions con-
tinues, ainsi que leurs dérivées, dans tout Pintervalle (x,, 1) pourvu que |\ {
et || soient inférieurs 2 un nombre positif convenable. Dansle plan x = .z,
considérons une petite courbe fermée 7 entourant le point M, de coordonnées
(Zoy Vor 30)- De chaque point de la région g, limitée par v, par un segment de
courbe intégrale aboutissant a un point du plan £ = 2. L’ensemble de ces
segments remplit une région de I'espace, limitée parla surface formée par les
segments issus des différents points de .
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462. Equations aux variations. — Considérons, pour fixer les
idées, un systéme de deux équations
d3 .

T s(x, y. 3, 1),

(17) % = f(x, y. 5. 1),
et solent . = (x), 3= 2 (&) un systéme de solutions corres-
pondant a la valeur 2. =0 du paramétre, solutions que nous sup-
posons continues dans lintervalle (2, z,), les autres hypothéses
sur les seconds membresfel o étant conservées. D’apreés ce (u’on
vient de voir, les équations ( 17) admettent une infinité de systémes
de solutions, dépendant du parameétre 7, continues dans le méme
intervalle, et se réduisant & )7, (x) et 5,(x) respectivement pour
3. = o. Il suffira de prendre pour valeurs initiales des fonctions
2w(%), 2,(), continues ainsi que leurs dérivées, et se réduisant
pour 2.=o0 a ) (x,) et 3,(x,) respeclivement. Nous pouvons
méme supposer que le paramétre 2 ne figure pas explicitement
dans les fonctions f et 5, de telle sorte que ces intégrales ne dé-
pendent de 7. que par Pintermédiaire des valeurs initiales. Soient

by =F(r, ), s=0(w, 1),
un de ces systémes d’intégrales; pour 2. = o, on a identiquement
(18) Fir.o)= (o D(r.o)=z5(r).
tandis que, pour x = z,, on a
(19) F(zo, 2) = yvo (3. D(xo, 1) = 30(1).

En différentiant les deux membres des équations (175 par rap-
port au parameétre 7, il vient

PF__df OF _af 9 of
drdr Ay I dz o o
20 _ g OF gz 0B ds
dr dr. Jy do dz T o

(20)

représentons par i(z) et n(x) les dérivées F;(z, 1) et @, (2, 2),
ou 'on fait 2. == o, et donnons a A la valeur . = o dans les relations
précédentes. Nous voyons que ces fonctions 2(z), n(a) vérifient
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les équations linéaires

o= . . - B ool v = g

o =, 30, St o) + [,y 5t odn + [, 0. 50 0).
1)

e 1 2 ) e 2 (e 3 5t O) e 3t (2 A1 313 0)

== B2 % s g ong == solx. 3, 550 0)h + 35 (@, 3y, 513 0).

qui ont ét¢ appelées par M. Poincaré équations aur variutions.
Ces équations déterminent les fonctions (). n () dans tout I'in-
tervalle (x,, z;), si 'on connait lcurs valeurs pour £ = z,. Le
nom d'équations aur variutions s'explique par ce fait que si 'on
considére la variation 62 du paramétre comme un infiniment petit,
ces ¢quations font connaitre la partie principale de 'accroissement
des intégrales y (z) et = (z) lorsque z varie de zy a ;.

En général, I'intégration du systéme (21) présente les mémes
difficultés que I'intégration d'un systéme linéaire quelconque. Mais
si I'on connait I'intégrale générale du systéme (17), avec denx
constanles arbitraires a et b.

(22) i =10 o b, = Ui (0 (D))

on peut en déduire immédiatement l'intégrale générale du sys-
teme (21). Supposons en effet, pour fixer les idées, que les inté-
grales )y, (2), 54 () correspondent aux valeurs a,, b, des constantes
d'intégration. En différentiant successivement les équations (17)
par rapport aux paramétres a, b, f, et faisant ensuite 7 = o.
« = a,, b = b, dans les relations obtenues, on voit immédiate-
went que les fonctions G, (z, o; a,, b,) et H(z. 0; a,. b,) forment
un systéme particulier d’intégrales des équations (21), tandis que
les fonctions (G, H,) et (G}, H,) forment deux systémes parti-
culiers d’intégrales des mémes équations on l'on aurait supprimé
les termes indépendants de et de 7.

Dans les applications, il arrive souvent que les fonctions f el ¢
ne dépendent pas de 7, et les équations aux variations forment un
systeme homogéne. D’aprés ce qu'on vient de remarquer. on aura
immédiatement I'intégrale générale de ce systéme linéaire, si l'on
connait 'intégrale générale du systéme (17).

463. Théoréme de M. Poincaré. — Nous avons déja observé
«ue, lorsque les seconds membres des équations différentielles
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étaient des fonctions analytiques des inconnues y; et des para-
métres, les intégrales étaient aussi des fonctions analytiques des
paramétres (n® 461). Ce théoréme, du a H. Poincaré, peut aussi
se démontrer directement, par les méthodes habituelles du calcul
des limites (').

Considérons, pour fixer les idées, un systéme de deux équations
différentielles,

Z—; = f(x, 3. 50 1) = Saasyy*38Ay,
(23) .
-:ﬁ =3(r. y, 5. h) = Zbagyy228iT,

ou les seconds membres sont des séries entiéres en y, 3, , dont
les coefficients a@,3y, b,3y sont des fonctions continues de la
variable z dans un certain intervalle (z,, z). Ces séries sont sup-
posées convergentes, quelle que soit la valeur de z daus cet inter-
valle, pourvu que les modules de », 3, A ne dépassent pas un nombre
positif p; de plus, ces séries ne renferment aucun terme indépen-
dant de y, s, 7, de telle sorte que, pour A= o, les équations (23)
admettent le systéme d’intégrales particuliéres ) = 5=

Nous nous proposons tout d’abord de trouver deux séries
entiéres en 7.,

V() + REyalr) oo Wy () .,

v W () .

satisfaisant formellement aux équations (23), et dont tous les
coefficients y, (), 3,(2) s’annulent pour z = z,. En remplagant y
et 5 par ces développements dans les équations (23), et en identi-
fiant, on a tout d’abord les relations

’ dy,

1

T Wyno ¥y L) = oy 3 () + ooy,

dz,

(25)

brao 1) + baro 5y (.0) + Daor.

qui, jointes aux conditions ) (&4) = 3 (£4) = 0, déterminent les
fonctions y, (z) et 5,(z). Ces équations sont précisément les équa-

(") M. Picard a donné une démonstration un peu différente (Cowrs d’ tnalyse,
t. I, Chap. VIII).
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tions aux variations qui correspondent au systéme particulier
d’intégrales y = 5 = 0. D’une fagon générale, en égalant les coef-
ficients de 7, dans les deux membres aprés la substitution, on
obtient, pour déterminer les coefficients yn(z) et 3.(z), les deux
équations linéaires

" dy 0
== — Ay n{Z) + @ :,,(.I:\ -+ p.
dx = i

(26)
{ i[i'i = brooyn () + boro 3 (&) + ¢ns
drx
un et v, étant deux polynomes entiers, a coefficients entiers et
positifs, par rapport aux coefficients @,3., b3y, et aux fonctions
yi(z) et 5;(z) pour lesquelles on a £ < n. On voil done, en rai-
sonnant de proche en proche, que toutes les fonctions y» et 'z, sont
continues, ainsi que leurs dérivées y, et 5, dans l'intervalle (z,,z,).
Nous pouvons remarquer que toutes ces fonctions se déterminent
par des quadratures si I'on a intégré les équations (23).
Pour établir la convergence des développements (24) ainsi
obtenus, imaginons un systéme auxiliaire

CdAY anr o
\ o= F(z, Y, Z: %) = £A,3,Y2Z3%7,
(27) " ar
d7. 5 5 . .
( T = B(a, V.50 = DBy YAZIAY,

dans lequel les coefficients A3, B,g, sont des fonctions domi-
nantes pour .3y et b3, respectivement, dans I'intervalle (24, ).
On peut encore chercher des développements de la forme

§ Y =Yi(@)h Ao Yy ()R,

(28)
: | Z =7, (&)h 4+ o= Ly (R4,

satisfaisant formellement au systéme auxiliaire (27), et dans
lesquels tous les coefficients Y, (z) et Z,(z) s’annulent pour z =z,.
Supposons &y > z,; ces coeflicients Y, et Z, sont déterminés de
proche en proche par des systémes d’équations linéaires; Y, et Z,
par exemple doivent satisfaire an systéme

Y . di

124) AL Ao Yo+ AvioZy + Agors —_—= Biga Y1+ BoroZi+ Boo
dr dx

et s'annuler pour z = z,. Sil'on compare ce systéme au systéme
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an'llogue (25) qui détermine ) (2) et 3,(z), on voit aussitdt que
Y. (z) et Z,(z) sont des fonctions dominantes pour ), (z) et 5,(x)
9 dY, di
dans Vintervalle (z,, z,) (n° 457). Par suite, = el -;- sont elles-

dx dr
dyy dzy
mémes dommanles pOlll‘ —T- et 7— 140 rmsonnemcnt peul se con-

tinuer de proche en proche, et I'on voit que les fonctions Y,., Z,,
r/Z,l dy,
dr ' dr

5% ),
‘{'[% ’[I' dans l'intervalle (2o, ;). 1l nous suffira donc de montrer

qu’en choisissant convenablement les fonctions dominantes A,sy,
Bagay, les séries (28) et celles qu'on en déduit en différentiant terme
a terme sont uniformément convergentes lorsque la valeur absolue
de 2 esl assez petite.

Cela posé, soit M une limite supérieure du module des deux
fonctions f et ¢, lorsque z varie de z, & z,, et que les modules
dey, z, } ne dépassent pas le nombre positif p. Le coefficient du
terme général en 3*z3%Y est inférieur ou au plus égal au coefficient

sont respectivement dominantes pour les fonctions yn, %,

My +3+2)

les puissances de ), s, 2. Nous pouvons donc @ fortior{ prendre
pour le systéme auxiliaire (28) le systéme

du méme terme dans le développement de suivant

0 L \lt'\+Z+)")(l+$)
(6L dr — dr , Y+ 7+ % . ’
£

el tout revient a démontrer que les intégrales de ce systéme, qui
sont nulles pour x=:z,, peuvent étre développées suivantles puis-
sances croissantes de 7 dans tout lintervalle (w4, z,), pourvu
que {}| soit suffisamment petit. En tenant compte des conditions
initiales et posant Y 4+~ Z+4 2 — ot, le systéme (30) se réduit a
I'équation unique

ﬂ . 2Ma+ 0

dr 11—

avec la condition ¢ = fn pour & = x,. Les variables se séparent, et

Iintégrale cherchée est la racine de I'équation £ = «(¢+1)?,

. 2 h e Mie—rg)
ou o == *

S qui se réduit é;pour z =.x,. Pour A =0, on a
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anssi 2 == o, et la racine de 'équation en ¢ qui estnulle poura=o
est. comme on le voit aisémnent, une fouction holomorphe de o

) ' 1
tanl quon aura [o <T ¢ Or, pour qu'il en soit ainsi, il suffit de

prendre | % | assez petit pour que

23 oM
“————— soit inférieur a 5. Les
(244 = “
intégrales Y et Z pourront donc, si 2 satisfait a cette condition,
étre développées en séries entiéres en 2, convergentes dans tout

I'intervalle (z,. z,). Les formules (30) montrent de méme que les

.-, dY dL , Qo -
dérivees “=, £ seront développables en séries entiéres en A dans
dr d.L‘

le méme intervalle.

L.a démonstration s’étend évidemment @ un nombre quelconque
d’équations, dépendant d’un nombre q.elconque de paramétres.
On peut aussi Pétendre au cas ou l'on donne a la variable z des
valeurs complexes si les coefficients sont des fonctions analytiques
de z. Supposons, par exemple, que les ¢quations (23) ne ren-
ferment aucun parameétre variable, et qu'on veuille développer les
intégrales suivant les puissances des valeurs initiales v, z,, qui
correspondent & .z = z,.

Posons

— o X n=nt
Y =Za,nygsl. S= 2 dma)hy Fo

les coefficients @, Bmn seront déterminés de proche en proche
par des systémes d’équations lincaires, avec les conditions ini-
tiales 2ma (2o ) = Bun(Zy) = 0, pour mi + n > 1. Quant aux coef-
ficients (zyuy B10) €t (Xo1y So1 ) ils torment deux systémes de solu-
tions des ¢quations aux variations. déterminés respectivement par
les conditions initiales oo (@0). Zo(2e) =0 et oy (zy)=o0.
301(za)=1. Les séries ainsi obtenues seront certainement con-
vergentes dans tout I'intervalle (z,. z,), pourvu que les valeurs
absolues de y, et de 3, soient inféricures a un nowbre positifassez
petit. Ce nouveau probléme n’'est en effet qu’un cas particulier du
premier, car lu méthode revient au fond & poser ) =Y — v,

=7+ 5, et a développer suivant les puissances des para-
métres 1o, 3. les intégrales du nouveau systéme qui sont nulles

pour z = x,.

Iemarque. — Lorsque le systéme (23) est un systene lindaire en ). 3, dont
les coefficients sont lindaires en %, on peut prendre pour systéeme auxiliaire
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un systéme de la forme

¥yt = (A +BA)(Y +Z)+Ch,

;/.;‘ T dr

A, B, G étant des constantes positives. Les intégrales de ce systéme auxi-
liaire, ui sont nulles pour = = .r,, sont des fonctions entieres du para-
métre k., et par suite il en est de méme des intégrales du systéme linéaire
proposé. Il en zerait évidemment de méme si les coefficients du systéme
lindaire étaient des fonctions entiéres de A (ef. II, n° 390).

1. — SOLUTIONS PERIODIOUES ET ASYMPTOTIQUES. STABILITE.

464. Solutions périodiques. — Nous désignerons désormais par ¢
la variable ind¢pendante, qu'on peut regarder comme représentant
le temps, pour fixer les idées. Soient

dr;

(31 =

=71 P oaoo g ) (5 =00 2% 88 a0 ()

les équations définissant le mouvement d’un mobile dans I'espace
a n dimensions; les X; sonl supposées des fonctions périodiques
de ¢ de période w. Considérons un systéme de solutions correspon-
dant aux valeurs initiales 29, =), ..., ), pour t:=¢,, ou, en
employant le langage géométrique, la trajectoire issue du point de
coordonnées (x4, z3, ..., z)). Si, pour t = (,+ w, ces intégrales
reprennent  respectivement les valeurs initiales &z, ..., z), le
mobile se retrouve dans sa position initiale an temps ¢, -+ o3
comme d’autre part les équations (31) ne changent pas quand on
change ¢ en ¢ + w, il est évident que le systéme de solutions consi-
déré est périodique. Soit z;=2;(t)({ =1, 2. ..., n) ce systéme
de soluticas, les fonctions o, (2), . . ., 2,(t) étant des fonctions pério-
diques de période w. Si les seconds membres des équations (31)
dépendent de certains paramétres variables, il peut se faire que
pour des valeurs de ces paramétres voisines des valeurs qui corres-
pordent a la solution périodique connue, et pour des valeurs ini-
tiales convenablement choisies, le systéme (31) admette de nou-
velles solutions périvdiques voisines de la premiére. Nous dévelop-
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perons les raisonnements sur un systéme de trois équations. Soient

. dr y . dy ., .
—’I—I_X(.r,J,».t, w). Tﬁ_\(l,‘l‘-,l,‘:.),
(32) !
| R
Jr =Ll yos TN
un systéme de trois équations différentielles dont les seconds
membres sont des fonctions périodiques du temps ¢ de période w.
Supposons que, pour p. = o0, ces équations admettent un systéme

de solutions

(33) = 39,(¢), y = %a(l), z = 93(2).

91, a2, 93 6étant des fonclions périodiques de ¢ de période w.
Prenons pour i une valeur voisine de zéro, et soient

(34) o =®(t, ay, as, a3, ), p=DPo(t. ...), s=®4(s ...)

les intégrales des équations (32) qui pour ¢=o prennent les
valeurs 94(0) + &y, 9:(0) + 2, 95(0) + «; respectivement. Les
valeurs de ces intégrales pour ¢ = sont elles-mémes des fonc-
tions continues de o, os, 2, i, pourvu que les valeurs absolues de
ces quantités soicnt suffisamment petites, et si I'on a

(35) Li=D(w, ay, as, a3, p) — 94(0) —2,=0 (C=0,4, 3)

le mobile occupera au temps ¢ = » la méme position qu’au temps
t=o0. On se trouvera donc exactement dans les mémes condi-
tions qu’au début du mouvement, et, par suite, on aura une solu-
tion périodique des équations (32) correspondant a ces valeurs
de ay, o, o;, p.

Les équations (33) sont vérifiées pour p=o par des valeurs
nulles de a,, a,, ;, ce qui donne la solution périodique supposée
connue a priori. On pourra affirmer que ces équations (33)
admettent encore des solutions en o, @», «; pour des valeurs
de @ voisines de zéro, si le jacobien des premiers membres par
rapport @ a,, a,. o; n’est pas nnl pour p.= o, a;=o.

o, b, .
=(E)y =)y w=(2)

ou I'indice zéro indique qu’on a remplacé a,, x,, a3 et p par zéro

Posons

y
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aprés la différentiation; nous savons que (£, 7,. {;) sont trois sys-
témes d'intégrales particuliéres des équations aux variations

= AN X A

— =Rl i
P A I R ER
i, AN JY
(36) e
oL, dL_ oL,

an = ok 7; (R
ou l'on a remplacé dans les seconds membres o, y. = par 2, (¢),
@a(t), @3(¢) et @ par zéro aprés la différentiation. Or on connait
les valeurs initiales de ces trois systémes de solutions

ave
Il
e

On aurait les valeurs de ces trois fonctions pour (=, si l'on
savait intégrer le systéme (36); il en est ainsi, en particulier, toutes
les fois que I'on connait I'intégrale générale du systéme (32) pour
= = o. Mais, pour I'objet que nous avons en vue. cette intégra-
tion n’est pas nécessaire. En effet, le jacobien qui intervient dans
la question a pour expression

Hi(w)—1 () L)
(37) A= Ee(w) fe(w) —1 La(w) |,
Ea(w) n3(w) Iaw) —1

en égalant ce déterminant a zéro, on a la condition nécessaire et
suffisante pour que les équations (36) admettent un systéme de
solutions

E= AL+ BE+ €&, n = A+ Bra+ Cra. = \{— B« 0L,

reprenant les mémes valeurs pour £==0 et pour t=u, c’est-
a~dire un systéme de solutions périodiques.

Pour qu'il en fat ainsi, il faudrait que 'un des exposants carac-
téristiques (II, n® 423 ) des équations (36) fut nul. Convenons, pour
abréger, de dire que ces exposants caractéristiques sont les expo-
sants caractéristiques de lasolution périodique connue 2= ,(¢),
&3 =19, (t), &3=9;(t); nous pourrons alors énoncer le théoréme
suivant :
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Si aucun des exposants caractéristiques de la solution pério-
dique connue n'est égal a zéro, i toute valeur p voisine de
séro correspond une solution périodique des équations (32)
vorsine de la premiére.

Lorsqu'un des exposants caractéristiques de la solution périodique connue
est nul, le raisonnement précédent ne s‘applique plus, mais on ne peut en
conclure quil n’existe pas, pour les petites valeurs de i1, des solutions pério-
diques voisines de la premiére. Supposons, par exemple, que le jacobien des
prentiers membres des équations (33) par rapport A 2y, zs. 4 ne soit pas nul
pour %; = 2, = 3= 1 = 0; alors, & des valeurs de a3 voisines de zéro cor-
respond un systéme de valeurs de a;, 22, 1, vérifiant les relations (35). On
voit done quiinversement & une valeur de 1 voisine de zéro corrcspondent
anssi des valeurs de a4, a2, a3 tendant vers zéro avec w; mais il y a. en géuéral,
plusieurs systémes de valeurs de ay, as, 2; corvespondant a une méme valeur
de . et par conséquent plusieurs familles de solutions périodiques voisines

de la premiére. La conclusion ne serait en défaut que si tous les jacobiens de~
premiers membres des équations (35) étaient nuls pour @;=o0, x=0. Méme
dans ce cas, on ne peut affirmer, sans autre examen, qu'il n'existe pas de solu-
tions périodiques voisines de la premiére. [l pourrait arriver, par exemple,
que les trois équations (35) ne soient pas distinctes; il est clair que, lorsque
cette cisconstance se présente, tous les jacobiens en question seront nuls,
et pourtant il y aura, en général, une double infinité ou une triple infinit¢
de solutions périodiques, suivant que les trois équations se réduisent i deux
équations distinctes ou a une seule. Pour la discussion détaillée, ainsi que
pour l'examen du cas ou les équations (31) ne renferment pas le temps
explicitement, je renverrai le lecteur aux travaux de M. H. Poincaré, ou au
Traité d Analyse de M. E. Picard (t. III, Chap. VIII). Ce qui précéde
suftit pour montrer comment la recherche des solutions périodiques est
ramende & Pétude d’un systéme de trois équations @ trois fonctions incon-
nnes d’un paramétre, dans le voisinage d’une solution connue a priori.

463, Solutions stables et instables. — Soil
ri="; (1) (! = Bo Do ooo0 LD

un systéme de solutions des équations différentielles

dr;

(kD T

= Ni(op. 2a. bo., Ty B

les fonctions o;(¢) sont continues pour toutes les valeurs de ¢ > ¢,
et nous supposons de plus que ces solutions ne passent par aucun
point singulier des équations différentielles (38). Considérons un
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autre systéme d’intégrales prenant pour £ =¢, les valeurs initiales

zi(0) =+ 2.

D’aprés ce que nous savons déja, on peul choisir les valeurs abso-
lues de &, @, ..., @, assez petites pour que la nouvelle solution
différe de la premiére d’anssi peu qu'on voudra, pendant un temps
aussi long qu’on le voudra. Mais il peut se faire que, lorsque ¢
grandit indéfiniment, la nouvelle solution finisse par s’écarter
beaucoup de la premiére, aussi petites que soient les valeurs
absolues des #;. Ceci nous conduit a une nouvelle notion impor-
tante, celle de la stabilité des intégrales des équations différen-
tielles.

Pour donner des définitions précises, nous supposerons que la
solution connue se réduit & z,=o, ..., Z,=o0, ce qui évidem-
ment ne restreint pas la généralité, car on peut toujours prendre
pour nouvelles inconnues les variables #; = x;—9;(¢). Nous nous
bornerons d'ailleurs au cas trés général ou les équations ont la
forme
(39) % = EPL‘;:,,,’__.,,,”x';'i Za . T (\m’,] iol’ '2"': '"_ll"% 0> 3
les seconds membres étant des séries entiéres (') enzy, ..., zp dont
les coefficients sont des fonctions continues de ¢, qui restent bor-
nées pour les valeurs réelles de ¢2 ¢,. Enfin, nous supposerons que
ces séries sont convergentes pour tontes les valeurs réelles oun
complexes des variables z; de modules inférieurs a un nombre
positif H convenablement choisi, et pour toutes les valeurs de
t2t,. Si M est un nombre positif, supérieur a la valeur absolue de
'un quelconque des seconds membres dans le domaine ainsi défini,
on a, pour toutes les valeurs de ¢2¢, (n°® 352),

i M

'"n'"vn'"n[ >~ Hon+my+. ..+,

Lorsque les coefficients P sont indépendants de ¢, on a les équa-

(') La question a été traitée récemment, avec des hypothéses beaucoup plus
geénérales, par M. E. Cotton, qui remplace les équations différentielles (3y) par
un systéme d’équations intégrales (Annales de PEcole Normale supérieure,
3¢ série, t. XXVIII, 1911, p. 453). Je dois citer aussi un important Mémoire de
M. P. Boll (Bulletin de la Societé mathématique, t. XXVIII, 1910).
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tions d'un mouvement permanent, ¢’est-a-dire des équations défi-
nissant le mouvement, dans l'espace a 2 dimensions, d’un point
niobile dont la vitesse a chaque instant estindépendante du temps,
¢t ne dépend que de la position du mobile & chaque instant. Un
autre cas trés important a considérer est celui ot les coefficients P
sont des fonctions périodiques du temps; c’est a ce dernier cas
qu’on est ramené quand on veut étudier la stabilité d'une solution
périodique connue z;=1+;(¢) des équations (38), les seconds
membres étant indépendants de ¢ ou des fonctions périodiques. La
transformation ;= ¢;(¢) +z; conduira en effet a des équa-
tions (39) on les seconds membres seront des fonctions périodiques
de ¢, alors méme que les X; seraient indépendants de ¢.

Considérons les intégrales des équations (39) @, ({1, ...z, (t)
qui prennent pour ¢=¢(, des valeurs initiales #!, .... z¢ infé-
ricures a H en valeur absolue. Etant donné un nombre positif
quelconque ¢ << H, s’il est possible de lui associer un autre nombre
positif. 7 <e tel que les conditions |z%| <+ entrainent comme
conséquences les iégalités

(40) Loy (t) <, xa(t) <,

pour toutes les valeurs de ¢ supérieures a ¢,, on dit que la solu-
tion ;= o est une solution stable. S’il existe un nombre positif ¢
tel qu’il soit impossible de lui associer un autre nombre positif 1
de facon a satisfaire aux conditions précédentes, la solution est
instable. 11 est clair qu’on peut remplacer la définition de la stabi-
lité par la suivante : 4 tout nombre positif ¢ << H, on peut associer
un autre nombre positif » tel que la condition

(). ()<< 2

entraine Uinégalit¢ {x, (¢) |2+ ...+ {z.(¢) |2<<e, pourt < ¢,. La
définition de Pinstabilité peut se modifier de la méme facon.

Les diuations lindaires i coefficients constants fournissent facilement des
. . dz dy
cxemples. Les solutions du systéme @ = ¥ 7 = % brenant fes valeurs
‘ [ * €

initiales «,, 30 pour { = o, ont pour expressions

= rg COSt — ygsint. )= Iacost,

et l'on a w2+ y2= i+ 3. Il suffira qu'on ait 23 -+ 33 < =2 pour qu'on ait
aussi, quel que soit 7, 22— »2<7 22, La solution r = 3" = o est done stable.
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Les intégrales du systéme

de dy—”z—i—r
ap = R RN

qui prennent les valeurs ry, y, pour / = o, ont pour expressions

= .I.‘L_;—_Jle‘ll—o- :ﬁ;__yfe—l, )= Z(xﬂ:-y“)g'll_ '),.to;—_}’o e~'.

La solution » =) = o est instable, car si 'on prend par exemple y, =2z,
!a et |y croissent indéfiniment avec ¢, aussi petit que soit z,, pourvu qu'il
ne soit pas nul. Cet exemple donne lieu a quelques remarques. Si les valeurs
initiales o, y, satisfont & la condition z,+ y, =0, | ety !diminuentet
tendent vers zéro lorsque ¢ croit de o & + = il y a stabilité conditionnelle.
De méme, si I'on prend des valeurs initiales telles que la différence 29—y,
soit nulle, et y tendent vers zéro lorsque ¢ décroit de 0 a — =. Si z, yo ne
vérifient aucune de ces conditions, (x| et |y ! augmentent indéfiniment
lorsque ¢ croit indéfiniment, soit par valeurs positives, soit par valeurs
négatives.

Les intégrales du systéme % =7, %
valeurs x,, yy pour ¢ = 0, ont pour expressions

=—2) — 2, qui prennent les

r = e~![xrgcost + (xo+ yo)sint], » =e![yocost — (229 yo)sint|;

quels que soient xg, ¥,. ces fonctions tendent vers zéro lorsque ¢ croit

indéfiniment. Non seulement la solution = y = o est stable, mais toutes

les intégrales se rapprochent indéfiniment de la premiére lorsque ¢ tend

vers -+ %: nous dirons pour abréger qu’elles sont asymptotes a la solution
=y =o0.

466. Théorémes généraux sur la stabilité ('). — Lorsque les
coefficients des termes du premier degré en z,, ..., z, dans les
seconds membres des équations (39) sont indépendants de ¢, les
équations aux variations qui correspondent & la solution connue
z;=o0 sont des équations linéaires a coefficients constants, et
I'étude de ce systéme permet en général de reconnaitre si cette
solution est stable ou instable.

Soit V(ay, 3. ..., ,) une forme quadratique a coefficients
constants : si l'on y remplace z,, £2, ..., z, par un systéme de
solutions des équations (39), le résultat de la substitution est une

(1) Jai suivi, & part quelques modifications de détail, la méthode de démons-
tration de M. Liapounoff, dans le Mémoire déji cité (Annales de la Faculté de
Toulouse. 2¢ série, t. IX, p. 403).
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fonction de ¢, dont la dérivée V' a pour expression, en tenant
compte des équations (3q) elles-mémes,

{41 NV'=Vi(xy, 22 oo 0, )+ D(ry, 2o, ..o Zn;

V, étant une nouvelle forme quadratique a coefficients constants.
et @ une séric entiére en 2y, Za. ....x,, commencant par des
termes du troisiéme degré au moins. Sil'on peut choisir les coef-
ficients de V(z,. ..., x,) de facon que V (., 2o, .... 2.} soll
une forme définie positive, on a les théorémes suivants :

1° La solution xi= o est stable, st la forme correspondante
N (zy, &o. ..., z,) est une forme définie négative:

2° La solution x;= o est instable, st la forme \ est une forme
définie positive, ou une forme indéfinie (').

Pour faciliter le raisonnement, nous emploierons le langage de
Ia géométrie, et nous appellerons point tout systéwne de valeurs
pour les n variables (24, s, . ... 2,). L’ensemble des points dont
les coordonndes vérifient la relation #2 +. . . 4 2}, = o? sera appelé
une hypersphere S, de rayon p, et I'ensemble des points pour
lesquels on a x?+...+ 2} <<p? sera de méme l'intéricur e
Phypersphére S,..

Cela posé, sila forme V', (zy. 22, ..., 7,) est une forme dé¢finie
positive, il résulte des hypothéses qui ont été faites plus haut sur
les coefficients des équations (39) qu’on peut trouver un nombre
positif R tel qu’a lintérieur de I'hypersphére de rayon R la
dérivée V' soit positive et ne s’annule qu’a Porigine. En cfiet,
nous pouvons représenter les coordonnées zy, ..., x, par oay.
p%s, ..., pz,, o étant un nombre positif, et «,, 2y, .... 2, ¢tant
des nombres qui vérifient la relation af +. ..+ 23 =1. En faisant
celte substitution dans V', il vient

V= 02 Vy(ay, an, ooy a0) + 3 W)

(!) Lorsque V,(z,, &,. .... xz,) est une forme. définie, le hessien de la forme
correspondante V ne peut élre uul; car si ce hessien était nul. on pourrait

q i 5 q dv
satisfaire aux n équations ——
dx,

valeurs nou toutes nulles des inconnues x, La forme V est done la somme
de n carrés de fonctions linéaires distinctes, multipliés par des facteurs cons-

tants différents de zéro.

== o, et par suite i Péquation V = o, par des
P q il U
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W étant une fonction de oy, a,, ..., an, p, £, qui est continue
pourvu que p reste inférieur a une certaine limite H et que ¢ soit
> to. Lorsque le point (&, s, .... a,) décrit I'hypersphére de
rayon un, la forme V,(a,, @, ..., ,) reste positive et supéricure
a un certain minimum m. Soit d’antre part M le maximum de la
valenr absolue de W. En prenant pour R un nombre positif infé-

rienr a %5, il est clair qu’a U'intérieur de 'hypersphére de rayon R

V’sera positif, sauf pour l'origine ou I'on a V/'= 0. Nous suppo-
serons, dans la suite du raisonnement, que le nombre R ait été
choisi de cette facon.

Cela étant, examinons d’abord le cas ou Vizy, 2o, ..., z,) est
une forme définie négative. Soit € un nombre positif quelconque
inférieur & R; lorsque le point (zy, «,, ..., x,) décrit 'hyper-
sphére de rayon e, V(z,, 2, ..., z,) reste négatif et par consé-
quent est plus petit qu'une valeur maximum — K. D’ailleurs cette
fonction V s'annule pour z,=...=z,=0; on peut donc assi-
gner un nombre } > ¢ tel qu'a I'intérieur de 'hypersphére S; de
rayon A, on ait V> — K. Le nombre 2 étant choisi de cette facon,
si pour ¢ = ¢y, les valeurs initiales z}, z3, ..., z} sont les coor-
données d’un point intérieur a hypersphére de rayon %, le point
(Z1, Zay ..oy zn) restera toujours a l'intéricur de Uhyvpersphere de
rayone, lorsque t crodtra de ty i + . En effet,le point (z,, ..., z.)
cominence par étre a l'intérieur de cette hypersphére; s’il n’y
reste pas indéfiniment, supposons qu’il aiteigne pour la pre-
miére fois hypersphére S, au temps T > t,. Soient V, et V; les
valeurs de V(x,, 2,, ..., x,) aux époques ¢, et T;ona V,>—K,
Vi<—K (d’aprés la facon dont on a défini les nombres K et 2)
et par suite Vo> V. Or une telle relation est impossible puisque,
du temps ¢, au temps T, la dérivée V' est positive. Nous sommes
donc conduits 4 une contradiction en admettant que le point
(zy, ..., zn) atteint Phypersphére S;; par suite, la solution z;j=o
est stable.

Dans le cas considéré, non seulement la solution est stable,
mais loutes les solutions suffisamment voisines sont asymptotes a
la premiére. En elfet, lorsque ¢ croit de ¢, a 4- o, la fonction V,
qui part d’une valcur négative, et qui va en croissant, lend vers
zéro ou vers une valeur négative — /. Je dis que cetle derniére

QOURSAT, — III. 3
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hypothése est a rejeter. En effet, la fonction V s’annulant a Iori-
gine, il existe un nombre 4’ tel qu’a I'intérieur de I’hypersphére de
rayon #', on ait V >—1{. Le point (z,, Z,, .. ., z,) resterait donc
extérieur a cette hypersphére S,.. Or lorsque le point (2, Za, .., Zx)
reste compris entre S;. et S;, V' reste plus grand qu’un certain
minimum g > o. On aurait donc, au temps T,

V> Vot u(T — 1)

une telle relation est impossible, car le second membre augmente
indéfiniment avec T, tandis que V;y devrait rester inférieura — 4.
Il faul donc que V(zy, s, ..., z,) tende vers zéro lorsque ¢
augmente indéfiniment, et par suite que &y, Za, ..., Z, tendent
vers zéro.

Il est a remarquer que le raisonnement employé plus haut
prouve qu'il y astabilitélorsque V est une forme dé finie négative,
pourvu que N' ne puisse prendre que des valeurs positives ou
nulles pour les valeurs des z; voisines de séro. Mais on ne peut
plus affirmer dans ce cas que les solutions voisines de la premiére
sont asymptotes a celle-la. Par exemple, dans le cas élémentaire
des deux équations

dr ) dy
5 =5 < ==,
silon prend V = — (z*+ »?), on a V'=o0; il y a stabilité, mais

non asymptotisme.

Supposons en second lien que, V', étant une forme définie posi-
tive, V soit une forme définie positive ou une forme indéterminée.
Le nombre R ayant la méme signification que plus haut, soit € un
nombre positif inférieur & R. et % un autre nombre positif <e.
Quelque petit que soit 2, nous allons montrer qu'il est toujours
possible de prendre a I'intérieur de I'’hypersphére de rayon 2 un
point (z{, ..., z}) tel que, les valeurs initiales des variables z;
étant z7, z). ..., z§ respectivement, le point (zy, Z2, ..., Zn)
finisse par atteindre I'hypersphére de rayon e. Soient, en effet,
(£%s ..., ;) les coordonnées d’un point intérieur a cette hyper-
sphere tel qu’on ait Vo=V (z?, ..., ) > 0. La forme V s’annu-
lant a l'origine, il existe un nombre 2'<C% tel qu'a l'intérieur de
I'hypersphére de rayon »’ on ait V<< V. Considérons le systéme
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d’intégrales des équations (39) prenant pour ¢ = ¢, les v~leurs z{,
3, ..., z%; nous voulons montrer que le point (2, Za, ..., Zx)
finira par sortir de I'hypersphére S, au bout d'un temps fini.
L’hypothése contraire conduit en effet & une conséquenceabsurde.
Sile point (z,, zs, ..., Za) restait intérieur a cette hypersphére,
V' étant toujours positif, V irait en croissant et ne pourrait prendre
de valeur inférieure a V,. Le point (z,, s, ..., z,) resterait donc
compris entre les deux hypersphéres S; et S;; mais, dans ce
domaine, V'a un minimum positif m. Pour toute valeurde T > ¢,,
on aurait donc Vi> Vi+ m(T — ¢,); or une telle inégalité est
impossible, car le second membre augmente indéliniment avec T,
tandis que V reste inférieur & une certaine limite, lorsque le
point (zy, Za, ..., &) est a I'intérieur de hypersphére S,.

467. Application des théorémes généraux. — Pour appliquer
les théorémes précédents, il est clair qu’on peut effectuer sur les
variables z; une substitution linéaire a coefficients constants
quelconques, dont le déterminant est différent de zéro. Nous
choisirons les coefficients de cette substitution de fagon a ramener
les équations aux variations, correspondant a la solution ;= o0, &
une forme canonique simple. Soient

dz; .
(42) T];=an$1+--~+amwn (=15 5y oaon 0)

ces équations aux variations pour le systéme proposé (39); on les
obtient en réduisant les seconds membres aux termes du premier
degré. On a vu (I, n° 421) comment on pouvait ramener le sys-
téme (42) a sa forme canonique; cette forme dépend avant tout de
la nature des racines de I’équation caractéristique

ay — i ags e ain
N a Qs — K ... as
(43) D(A) = £t g = =0
Any Ang Qnn— A

Si cette équation a n racines réelles et distinctes, 2y, ..., A,
on peut ramener les équations (42) a la forme

dyn
dt

= hn¥n.

d N J
(44) % = h1Y1s ~— == Aa Ja,
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par une substitution linéaire a coefficients réels. La méme substi-
tution, appliquée aux équations (39), conduirait & un systéme que
I'on obtiendrait en ajoutant aux seconds membres des équa-
tions (44) des séries entiéres en y,, ..., ¥», commengant par des
termes du second degré au moins. S¢ aucun des coefficients );
n'est égal @ zéro, on obtient immédiatement une forme quadra-
tique V(y;) dont la forme associée V,(y:) est une forme définie
positive. Il suffit de prendre

7 I . 9 Q
V=suyi+...+kayh)

ce qui donne

-ra

=) e : 2,2
Vi=riyi+riyd+.. .+ 22y2.

Si tous les coefficients %; sont négatifs, V est une forme définie
négative, il y a stabilité. Si 'un au moins des coefficients }; est
positif, la forme V est une forme définie positive ou une forme
indéfinie pouvant prendre des valeurs positives: il y a instabilité.
Lorsque 'un des coefficients }; est nul, il est clair (u’on ne peut
obtenir pour V, une forme définie positive, quelle que soit la forme
quadratique V, car V, s’annule pour des valeurs des y; non toutes
nulles.

Supposons en second lieu que I'équation caractéristique ait des
racines multiples, toutes ces racines étant réelles, et aucune d’elles
n'étant nulle. On peut alors (11, n® 421) effectuer sur les variables z;
une substitution linéaire a coefficients réels telle que les nouvelles
éqoalions anx variations se partagenl en un cerlain nombre de
groupes ayant une forme simple (quelques groupes pouvant se
composer d'une seule équation). Considérons, pour fixer les idées,
un groupe de trois équations de la forme

dyy Ay, dys

(45) == =, —— =)o+ Uy1, w7

= 7 V3 V1 Y1+ Va2 Ve
dr e i 1Y 2 )25

%y n'étant pas nul, on peut, sans changer ce coefficient, rem-
placer u, vy, v, par des nombres dont la valeur absolue soit infé-
rieure a tout nombre positif donné, car, sil'on change 3, en payy;
¥aen gy, o et o étant deux facteurs constants diliérents de zéro,
le systéme (45) est remplacé par un systéme de méme forme, ou 3,
n'a pas changé, et o w, v,. v, ont é1é remplacés par po. v, 5y,
vyo respectivement. SiZ2, n'est pas nul, ngus pouvons donc toujours
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Supposer p, vy, v; assez petits pour que la forme quadratique
v =2 (i +yi+ri) + Mpyiye+ Mviy1ys+ Mvayays
soit une forme définie positive, car elle se réduit a la forme
MOi+ri+rd)
pour p=v,=vy= o0, et cette forme quadratique (v, y2, y3)

se déduit de la forme u:il.(yf—f—_y;—f-yz), en prenant la

o % s d]1 d]2 d]s
dérivée par rapporta ¢ et remplagant =, ==, par leurs expres-
sions (45). En opérant de la méme fagon avec tous les groupes

analogues au groupe (45), on formera évidemment une forme
Vi(yly Y2, ooy _}’n))

qui sera définie et positive, pourvu qu’aucun des nombres %; ne
soit nul. La forme correspondante V qui sera la somme des formes
telles que %l. (¥i+yi+y;), étendues a tous les groupes d’équa-
tions analogues au groupe (45), sera une forme définie négative
lorsque tous les nombres %; seront négatifs, et dans ce cas seule-
ment. La conclusion est la méme que tout a Pheure. La solution
est stable si toutes les racines de I’équation caractéristique sont
négatives, et instable si 'une d’elles est positive.

Enfin, supposons que quelques-unes des racines de I'équation
caractéristique soient imaginaires. Ces racines sont alors conju-
guées deux a deux, et & chaque groupe d’équations, tel que (43),
correspond un groupe conjugué

(459 %’ =M _‘!f_g =MNyi+ 'y, % =My + i)+ V5%,
les variables y, et y', y2 et y,, y, et ), étant imaginaires conju-
guées, ainsi que les coefficients A, et ), u et g/, v et . Pour la
méme raison que tout a ’heure, les modules des coefficients , v,,
v, peuvent étre supposés plus petits que tout nombre positif donné
a I'avance. On pourrait remplacer le systéme des équations (45)
et (45') par un systéme de six équations linéaires a coefficients
réels, en posant y,=u,+iv,, y,=u,—iv,, ..., mais cette
transformation est inutile pour notre objet. Posons en effet

0= 1Y)+ Y2 ) e+ Ya)a;
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en tenant compte des équations (43) et (45'), on a

do , , , 1L
72 = M+ R 017+ yeds + yays) + e+ Wiy
=AY VIV Y VaYa Y+ Ve Y )ah

la forme quadratique qui est au second membre est une forme
définie, lorsque les modules de p., v, v» sont assez petits, pourvu
que A+ X, ne soit pas nul, c’est-a-dire pourvu que la partie
réelle de «, ne soit pas nulle. Soit A, = « + B{/—1, « n’étant pas
nul; en posant

v =2a(y1 ¥+ yeys =+ y33h) = 2a(ui + ¢} + ui+ 03+ ui+ o3),

nous voyons que j; sera une forme définie positive, si l'on a
d’abord ramené les modules des coefficients g, v,, v, 4 étre assez
petits, et la forme © elle-méme sera une forme définie, positive ou
négative suivant le signe de «. En opérant de méme avec tous les
groupes d’équations provenant des racines réelles ou des couples
de racines imaginaires conjugudées, on voit que 'on peut toujours
former une forme quadratique V(zy, 3, ..., 2,) telle que la forme
quadratique associée V, (&, Zs, ..., Z,) soit une forme définie
positive pourvu qu’aucune des racines k; de I’ équation caracté-
ristique n'ait sa partie réelle nulle. Si toutes ces parties réelles
sonl négatives, la forme V est elle-méme une forme définie néga-
tive, et la solution x;=o est stable; si 'une au moins de ces
parties réelles est positive, la forme V peut prendre des valenrs
positives, et la solution ;= o est instable.

Ezamen du cas douteuzr. — Lorsque 'une des racines }; a sa
partie réelle nulle, il y a doute; c’estle seul cas o la solution z;= o
puisse étre stable sans que toutes les solutions voisines lui soient
asymptotiques. On peut lever le doute, sauf dansle cas ou les
parties réelles de toutes les autres racines sont nulles ou négatives.
Supposons, en effet, que quelques-unes des racines de I'équation
caractéristique aient leurs parties réelles nulles, tandis que d’autres
ont leurs parties réelles positives. Les racines de 1'équation carac-
téristique D'(s) = o du systéme auxiliaire

.

dz; g m\ D 09
(46) —(-/T=a,1.t,+...+(a,-,~—_-z—)xi+...+a,,,x,, (=R
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que I'on déduit du systéme (42) en y remplacant a;; par a;; — -*;—7

sont égales aux racines de I'équation (43) diminuées de —E Dans
I'hypothése ot nous nous plagons, on peut donc choisir pour p
un nombre réel et positif tel qu’aucune des racines de 'équa-
tion D'(s) = o n’ait sa partic réelle nulle, et que quelques-unes de
ces racines aient leur partie réelle positive. D’aprés le cas que
nous venons de Lraiter, il existe une forme quadratique

qui peut prendre des valeurs positives, tandis que la forme

A%

dr;

n
o N u
Wiz, 8 ce,) .., Za)l= Z ATyt (Gu— =) Ti+...+ dinZn

==

est elle-méme une forme définie positive. Sidans V(zy, s, ..., Zn),
on remplace 2, 2, ..., , par des intégrales du systéme (39), le
résultat de la substitution est une fonction de ¢, dont la dérivée a
pour expression, en tenant compte de la définition de N (geyao o bm))

V=uV+W+D(ry, roy ooy 2, t),

& étant une série entiére en Zy, s, ..., Za, qui ne renferme aucun
terme de degré inférieur a deux. Puisque W est une forme définie
positive, on peut déterminer, comme on I'a vu plus haut (n® 466),
un nombre positif R tel qu'a I'intérieur de I’hypersphére de
rayon R on ait, pour ¢2¢,, W + @ >o0;: ct par suite V> V.
Soient ¢ un nombre positif quelconque inférieur a R, et n un autre
nombre positif <e. A Vintérieur de hypersphére de rayon w, il
existe des points pour lesquels la forme V a une valeur positive.

Soient (z, «3, ..., z;) un de ces points et V, la valeur corres-
pondante de V; nous allons montrer que la trajectoire issue du
point (!, ..., ) atteint ’hypersphére de rayon ¢ au bout d’un
temps fini. En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi; V est
alors unc fonction du temps satisfaisant & une équation de la
forme V=V + ¢(¢), 9(¢) étant une fonction positive du temps.
Cette fonction V est donc supérieure a l'intégrale de I'équa-
tion V/=pV, prenant la méme valeur V, pour ¢=¢,, c’est-
a-dire & V,eM=4. Or, cette expression augmente indéfiniment
avec ¢; il est donc impossible que le point (z,, z,, ..., za) reste
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constamment & Uintéricur de ’hypersphére de rayon e, puisque
N (xy, s, ..., z,) reste bornée dans ce domaine.

En définitive, il y a stabilité lorsque les parties réelles de
TouTEs les racines k; de l'équation caractéristique sont néga-
tives; il y a instabilité si la partie réelle de L'un de ces racines
est positive. Le seul cas douteus est celui on p de ces racines
(p > o) ont leurs parties réelles nulles, tous les autres ayant
leurs parties réelles négatices.

Pour reconnailre s'il y a stabilité ou instabilité, 1l faut alors tenir
compte des termes de degré supérieur an premier dans les seconds
membres des équations (39). Nous avons déja vu un exemple
(n® 463 ) ow il y a stabilité; 1l y a instabilité pour le systéme

dr dy _

=<0

dr dt —

468. Stabilité de I’équilibre. — Soit U (x4, 23, ..., 2,) une fonction
analytique des wvariables zy, x., ..., x,, indépendante de ¢, sTannulant,.
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, pour z, =
et holomorphe dans le voisinage. Les ¢ quations

Ty=0,

) dr, _ dU dr, _ U
Lz ar = 9z, dt ~ dz,

admettent la solution #; = o. Cette ~olution est stable si la fonction
U(ry, 22y o.vv £n)

est maximum pour x;= o; en eflfet. quand on remplace, dans cette fonc
tion, les variables &; par des intégrales du systéme (47), le résultat est
une fonction de ¢ dont la dérivée a pour cxpressinns‘ (ﬂ)z, ct par
i\ d;
conséquent ne peut prendre de valeurs négatives, Les raisonnements du
n° 466 -prouvent que la solution z;== o0 est stable si U(xy, 3, ..., &) @
un maximum propre a lorigine, puisque cette fonction ne peut prendre
de valeurs positives dans le voisinage de l'origine.

Pour traiter la question inverse, désignons par V(zy, ..., z,) la forme
quadratijue formée par I'ensemble des termes du second degré dans le
développement de U, et bornons-nous au cas ot le hessien de cette forme
n'est pas nul. 8i Von applique le théoréme général du ne 466 & cettc forme

(R e

& -5 A dVi\2 L
la forme associéec V; est precnsememz —1)7, cest-a-dire une Sforme
. 27
définie positive. Pour qu'il y ait stabilité, il faut et il suffit que
N (ry, 1 ..., xy) soit une forme définie négative, ce qui est aussi la
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condition uécessaire et suffisante pour que U(xzy, xs, ..,, Zn) soit
maximum au point z; = o. Ainsi, quand le hessien de la forme V n’est pas
nul, il ne peut y avoir stabilité que st U est maximum pour l’origine.

Dans ce cas particulier, on doit poser, dans I’¢.juation caractéristique,
9:V
dx;dzy’

Qip = ap;=

et, d'aprés les propriétés bien connues des formes quadratiques, les racines
de cette équation sont toujours réelles quelle que soit la forme V; il ne
peut y avoir de racine nulle si le hessien est différent de zéro.

Dans un probléme de Dynamijue ou il existc une fonction des forces
indépendantes du temps, on sait, d’aprés un théoréme de Lagrange, que
si cette fonction des forces est maximum pour certaines valeurs des para-
meétres, la position correspondante du systéme est une position d’équilibre
stable. Les raisonnements du n° 466 ne sont au fond que 'extension de la
démonstration classique de Dirichlet. L’examen de la proposition réci-
proque preésente de bien plus grandes difficultés.. Nous n’examinerons
qu'un cas particulier. Supposons qu’on ait choisi les paramétres, dont
dépend la position du systéme, de facon que les éjuations différentielles
du mouvement soient de la forme—

%) U d*.r, JU d*x, aoU

A° = - = 5 ‘e = 5

0 dry’ de? dr.’ x de? iy,

Uz, ‘tant une fonction de z,, ..., za, réguliére dans le voisi-
nage de Torigine, et sannulant, ainsi que ses dérivées premiéres, pour

x;= 0. Pour reconnaitre si la solution z; = o est stable, nous nous borne-
rous cncore au cas ou lc hessicn de la forme V(zi, ..., &,), qui se com-
pose de I'ensemble des termes du second degré de U, est différent de zéro.
Le systéme (48) est équivalent au systéme des 2n équations du pre-
micer ordee

4+ ... (=T ) ooy )

On peuat obtenir directement I'é [uation caractéristique du systéme
linéaire obtenu cn négligcant les termes d’ordre supéricur dans les
scconds membres, il suffit de chercher des intégrales de ce systeme de la
forme

ry=og et = [ e¥!,

ce qui conduit, pour déterminer w, & I'djjuation

ap — u? @2 A
.y 2 o Qsp
D(u)= = 0.
@ QAnz cee Qup— Pt

Les racines de cctte équation sont == \/)\—‘, les ); étant les racines de la
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premiére équation caractéristique, relative aux éjuations (47). Tous ces
nombres A; sont réels, et par hypothése aucun d’eux n’est nul; si I'un
d’eux était positif, I’équation en p aurait ‘une racine positive, et la solu-
tion z;= y;= o des équations (49) ne pourrait étre stable, d’aprés le théo-
réme général. Le résultat de cette discussion peut donc s’énoncer comme
il suit : Lorsque l'étude des termes du second degré de U(xy, ..., xp)
permet de reconnaitre si cette fonction est marimum, ou non, pour les
valeurs x;= o, il est nécessaire que U soit maximum pour que l’équi-
libre soit stable (1).

Remarque. — Lorsque tous les nombres X; sont négatifs, les parties
réelles de toutes les racines de D(u) =0 sont nulles. On est donc dans
un cas ou l'on ne pourrait affirmer a priori la stabilité, si 'on n’avait pas
égard a la forme spéciale des équations (49) (2).

469. Application i des systéemes plus généraux. — On peut
étendre les résultats précédents aux systémes (39), tels que les
équations linéaires (42) forment un systeme réductible (11, n® 424).
Nous rappellerons qu’on appelle ainsi les systémes linéaires qu’'on
peut ramener a un systéme linéaire a coefficients constants par
une substitution linéaire effectuée sur les inconnues z;, les coeffi-
cients de cette substitution étant des fonctions continues et bor-
nées de la variable ¢ pour ¢ > ¢, ainsi que leurs dérivées par rap-
porta ¢, et l'inverse du déterminant de ces coefficients ¢tant borné.
I1 est clair que, si le systéme (42) est réductible, en appliquant
au systéme (39) tout entier la substitution linéaire qu’on vient de
définir, on remplacera ce systéme par un systéme de méme espéce
dans lequel les coeflicients des termes du premier degré dans le
second membre seront indépendants de ¢.

En particulier, lorsque les coefflicients du systéme (39 ) sont des
fonctions périodiques de ¢, nous avons vu que le systéeme (42) est

(t) La réciproque du théoréme de Lagrange a éLé établie, dans des cas plus
généraux par MM. Liapounoff (Journal de Liouville, 5836), Painlevé ( Comptes
rendus, t. 125, p. 1021), Hadamard (Journal de Liouville, 1837), et plus récem-
ment par M. E. Cotton (Comptes rendus, t. 153, p. 1029).

(2) La définition de la stabilité donnée plus haut (n° i65) ne concerne que
! avenir, t variant de ¢, 3 -+~ . Mais on peut en concevoir une autre, concer-
nant a la fois Vavenir et le passé, t variant alors de — % A + ». Quand on
change ¢ en — ¢, les racines de 1’équation caractéristique sont multipliées par
(—1); il ne peut donc y avoir stabilité 4 la fois dans V'avenir et le passé que si
les parties réelles de toutes ces racines sont nulles. On se trouve dans un cas ol
I'étude des équations aux variations ne suffit pas pour décider qu’il y a stabilité
ou non.
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réductible. Il résulte de la démonstration qui a été donnée de ce
théoréme que les racines de 1'équation caractéristique du systéme
transformé sont précisément les exposants caractéristiques du
systéme (42) a coefficients périodiques (II, n°® 423). Il y aura donc
stabilité si tous les exposants caractéristiques ont leurs parties
réelles négatives, instabilité si 'un de ces exposants a sa partie
réelle positive.

470. Séries asymptotiques. Stabilité conditionnelle. — On peut
confirmer les résultats obtenus dans les numéros précédents par I'étude
directe des séries représentant les intégrales, ces séries étant ordonnées
suivant les puissances des valeurs initiales, lorsque les parties réelles des
nombres %; sont toutes négatives (voir Exercice 1, p. 46). MM. Poincaré
et Liapounoff ont introduit des séries d’une autre espéce, qui mettent en
évidence le caractére asymptotique des solutions. Nous n’étudierons que
le cas le plus simple, celui d’'un systéme que 'on peut ramener a la forme
réduite

dzx R dzx R dz
(50) Tt’=/.1z,+..., T[”:A,,z,,-i—..., d—t"=).,.x,,+...,

les termes non écrits formant des séries entiéres en 24, ..., Z,, COmmen-
cant par des termes du second degré, dont les coefficients sont indépen-
dants de ¢. Posons

uy= C,y ehst, us = C, ehst, wy = Cp etpt (p<n),

Cy, Co, ..., C, étant des constantes différentes de zéro, et proposons-
nous de trouver des séries entiéres a coefficients constants, ordonnées sui-
vant les puissances de w1, us, ..., u, et satisfaisant formellement aux
équations (50),

‘ .
(51) Ti=ZLoy . m, WU ugr (E=1,2, .00, 0),
les coefficients Lin, m,...m, sont des constantes qu'il s’agit de déterminer.
Pour achever de préciser le probléme, nous supposerons que les termes du
premier degré dans x4, &3, ..., o, sont respectivement iy, ..., %y, tandis
que Z,is, ..., £ ne renferment aucun terme du premier degré en
Uy, ..., Uy. On a, d’une facon générale,

L (wial . Wile) = (madhg—+. o4 mpdp)uTuli . . ulte;

2 (wrugs e wgr) = (mady+. .. php) UL U
en substituant les développements (51) dans les équations (50), et en écri-
vant qu’on obtient une identité, on obtient, pour déterminer le coeffi-
cient Ljy, m,...m, 1a relation

(52) (mydg~+...+mph,—r)LL . . =H!

my..my?
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le second membre se déduisant par des additions et .«des mmltiplications
des coefficients des séries (50) et des coefficients déja déterminés des
séries (51), provenant des termes de degré inférieur en uy, ..., u,. On
pourra donc déterminer de proche en proche tous les coefficients L¢ sans
étre jamais arrété pourvu qu'il n’existe entre les % aucune relation de la
forme

(53) Ny A My kg — hi= 0,

my, ..., m, étant des nombres entiers positifs dont la somme est an
moins égale A 2, et I'indice ¢ pouvant prendre toutes les valeurs 1,9, ..., .
Placons-nous dans cette hypothése, et admettons en outre que le module
de Pexpression (53) a une borne inférieure / positive. Pour démontrer la
convergence des séries (51) ainsi obtenues, considérons le systeme d’équa-
tions anxiliaires, ol 7, est compris entre o ct i, et inférieur & [,

= v Ot o n
Ny = )+ "‘Qm‘...m,.]l Pees X"

o o o
ayp=Up+3Qh, . 0"

o 2 — N (OFEH o .
Y p+r1= = Qm,“. mn1 AR

.y = 2O my
Wyn=2X Qm‘...m,.)’l .

es seconds membres étant des séries majorantes pour les séries qui
figurent dans les équations (50). On satisfait aux équations (54) par des
séries entiéres comvergentes en uy, us, ..., ip, et I'on vérifie aisément,
de proche en proche, d’aprésia fagon dont le nombre 7 a été défini, que
ces nouvelles séries sont majorantes pour les séries (51). Il en résulte que
les séries (51) sont elles-mémes convergentes pour les valeurs de ¢ com-
prises entre zéro et un nombre positif T, pourvu que les valeurs absolues
des coefficients Cy, ..., C, soient inférieures & une limite convenable.
Cela étant, supposons que les parties réelles des nombres Xy, 25, ..., Ap
soient négatives, et que 1’égalité (53) n’ait jamais lieu pour des valeurs
entiéres et positives des nombres m1, ms, ..., m, dont la somme est supé-
rieure a deux. Dans ce cas, comme la partie réelle de hym,+...+ X, mp
diminue indéfiniment lorsque les nombres my, ms, ..., mp croissent indé-
finiment, il y a un minimum positif pour le module du premier membre
de la relation (£8), et nous pouvons appliquer le résultat qui précéde. Il
existe des séries (51) satisfaisant formellement aux équations (50), ordon-
nées suivant les puissances de Cyen,, ..., C,e\pt; ces séries sont conver-
gentes pour ¢ = o, pourvu que les modules de Cy, C,, ..., Cp soient assez
petits, et par suite elles sont convergentes pour toutes les valeurs posi-
tives de ¢. Il est évident que les intégrales correspondantes sont asympto-
tiques & la solution z;= 0. Si p = n, le résultat est bien d’accord avec le
théoréme général sur la stabilité, mais on obtient des résultats nouveaux
en supposant que, parmi les nombres Ay, ..., X,, il y en a p seulement
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dont la partie réelle est négative. Si 'on a pris pour Ay, As, ..., X, ces
p racines et si la relation (53) n’est jamais vérifiée pour des valeurs entiéres
et positives des coefficients my, ..., mp, nous obtenons des intégrales
asymptotiques a la solution z;= o0, dépendant de p constantes arbi-
traires Cs, Cs, ..., Cp. On dit qu'il y a stabilité conditionnelle. L’ensemble
de ces trajectoires forme dans I’espace & n dimensions une multiplicité a
p dimensions (E,), qui est aussi un lieu de points tels que les trajectoires
issues de I'un de ces points soient asymptotes a la solution ;= o.

Les mémes séries permettent aussi de démontrer qu’il ne peut y avoir
stabilité, au sens absolu du mot, si I’'un des nombres A; a sa partie réelle
positive. Soit en effet A; une des racines de D(}) = o, dont la partie réelle
est positive, et au moins égale a la partie réelle de I'une quelconque des
autres racines. Aucun des nombres m; A, — X; ne peut étre nul, si 'on
a m;>1; il existe donc des solutions du systéme (50) ou zy, s, ..., 7,
sont représentés par des séries entiéres ordonnées suivant les puissances
de uy= Cye™! avec un rayon de convergence o différent de zéro. La série
qui donne z; commence par le terme u,, tandis que les autres séries com-
mencent par des termes du second degré. La valeur initiale 29 de x; pour
t = o est égale & la somme d’une série entiére en C;, commencant par G,
et I'on en -tire inversement pour C; une série entiére en z9, commencant
par z9, de sorte que (z§)>+...+ (z2)? tend vers zéro en mémne temps
que r}. Supposons, pour fixer les idées, que %; soit réel, et soit A un
nombre positif < p, tel que la valeur de z,(x1) pour u;= A ne soit pas
nulle. Soit, d’autre part, 7 un nombre positif quelconque. 11 est toujours
possible de prendre pour xz{ un nombre positif inférieur a o tel que la
valeur correspondante ¢ de C; soit positive et inférieure a &, puisque le

C o q e
rapport ;«; tend vers P'unité lorsque x¢ tend vers zéro. L’intégrale corres-
&

pondante z;(ce’t), qui prend la valeur x{ pour ¢ = o, atteindra la valeur
z1(h) au temps T donné par I'égalité h = cehT, c’est-a-dire pour la valeur

- 1 h . 2 q
positive T = 5 log(~—> - La solution z,= o est donc instable. On raison-
Ay ¢

nerait d’une facon analogue si A, était un nombre complexe a partie réelle
positive. Il y aurait alors une autre racine X, conjuguée de la premiere, et
Pon considérerait les séries ordonnées suivant les puissances de C;ef et
de Cye?s en prenant pour C; et C, des imaginaires conjuguées.

Pour I'’étude des séries asymptotiques dans des cas plus généraux, on
consultera, outre le Mémoire de M. Liapounoff, le Chapitre VII du Tome [
des Méthodes nouvelles .de la Mécanique céleste de M. Poincaré, et le
Chapitre VIII du Tome I1I du Traité d’Analyse de M. Picard.
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COMPLEMENTS ET EXERCICES.

1. Démontrer, par l'étude directe des séries, ordonnées suivant les
puissances des valeurs initiales, qui représentent les [intégrales, qu'il y a
stabilité, lorsque les parties réelles de toutes les racines de l’équation
caractéristique D(A) = o sont négatives.

R. Considérons un systéme de la forme

dx; .
s L T my .m,
(-’\) At _—"1Il+"pm,m,“.mnzii‘t!"'

.l
les parties réelles des %; étant toutes positives. Soit w un nombre positif
plus petit que les parties réelles de tous les %;. On considére le systéme
auxiliaire

(A9 5‘%’ =—uXi+SQh, L XPXPs . X7,

les Q, étant des fonctions dominantes pour les fonctions P; pour ¢2¢,. En
posant z;= e—kty; X;= e4tY;, les deux systémes (A) et (A’) sont rem-
placés par deux systémes de méme espéce ou le coefficient de Y; sera
supérieur au module du coefficient de y; pourvu que le nombre positif &
soit pris convenablement. Il suffira donc de démontrer la propriété énoncée
pour un systéme auxiliaire de la forme

dx,
dt

(X +Xo+..

-+ X))
I

=—pX;+ N -
= ~+ X,

e

M, X et p étant des nombres positifs; ce qui se fait facilement en déve-
loppant les intégrales suivant les puissances des valeurs initiales.

2. Appliquer les théorémes généraux sur la stabilité a ’étude des inté
grales de l'équation X dy — Y dz =0, dans le voisinage de l'origine;
X et Y sont des séries entieéres en x et y, sans terme constant.

On raméne a 'étude du systéme

dz . dy -

— =X=dz+by—+... < =Y=axr+by+...

@ TEYT e 4
et l'on observe que la courbe intégrale issue du point (xo, yo) va passer
par l'origine lorsque x et y tendent vers zéro quand la valeur absolue de ¢
augmente indéfiniment, et dans ce cas seulement (cf. II, p. 509).

e O ——



CHAPITRE XXIV.

EQUATIONS DE MONGE-AMPERE (!).

I. — CARACTERISTIQUES. INTEGRALES INTERMEDIATRES.

471. Probléme de Cauchy pour une équation du second ordre.
— Dans le cas d’une équation aux dérivées partielles du second
ordre a denx variables indépendantes, le théoréme général d’exis-
tence de Cauchy (t. I1, n® 456) s’énonce ainsi :

Etant donnée une équation

N1z NPz )z
(1) r=F(z,y,5p,q,s¢). (r == 5= Pyt t= ()ﬂ)’

dont le second membre est une fonction analytique holomorphe
dans le voisinage des valeurs o, Yo, %o, Po, qo, Sy Lo, SOlent

20(y) et 91()) deux fonctions de y, holcmorphes au voisinage
de y =v,, et telles qu’on ait

20 (o) = 20, %6()0) = qo, 20(Yo) = to,

21(po) =po, i (¥o) = su;

Uéquation (1) admet une intégrale z(z, y), holomorphe dans
le domaine du point (z,, y,), et telle que, pour z = z,, on ait

. . Jdz )
(@0, ) = 20(¥), (d_.z'),.“_ #1(0)-
Il R'existe qu'une intégrale satisfaisant  ces conditions.

Les conditions qui déterminent la surface inlégrale ont une

(*) Je me borne aux points essentiels de la théorie; pour plus de détails, on
pourra consulter mes Legons sur l'intégration des équations aux dérivées
partielles du second ordre (Hermann, 1836-18¢8).
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signification géométrique évidente. Les deux équations = = xz,,
5 =0,0(y) représentent une courbe plane C; et I'on voit que cette
courbe C appartient a une infinité de surfaces intégrales dépendant
d’une fonction arbitraire ¢, (). Si 'on se donne aussi cette fonc-
tion 9, (¥ ), le plan tangent a la surface intégrale est connu par la
méme tout le long de C. Plus généralement, considérons une
courbe quelconque I', plane ou gauche, et une développable A
passant par cette courbe, de facon qu’a chaque point M de T cor-
responde un plan passant par la tangente en M a cette courbe;
une intégrale d’une équation du second ordre

(2) F(r.y, z,p,q,r,8,t)=0

est en général complétement déterminde si on 'assujettit a passer
par la courbe I' et a étre tangente a la développable A tout le long
de cette courbe. Supposons en effet que, dans le voisinage d’un
point (.ry, yy, 34) de T, les équations de cette courbe soient mises *
sous la forme ) =f(z), z=¢(x), les fonctions f(z) et <(z)
étant holomorphes dans le domaine du point z,. Prenons Lrois
nouvelles variables u, v, w, liées aux variables z, ), 5 par les
relations
w=s (77, b= f(u)+v, sT=(u)+w,

et considérons u et ¢ comme les nouvelles variables indépen-
dantes et w comme la nouvelle fonction inconnue. De la relation
s=pdx -+ qdy, on tire (I, n° 64)
dw by Jw o, dw
P=,,l;+?(u)_;,vf(u)- ="
il vient ensuite, en partant des identités dp =rdz—+sdy,
dq =sdrx 1t dy,

A P’w ), PRw dw
_ o § ol I N
= 2 f () o 1 f'(u)y T S(w) 5 ¥,
e . a% _dPw
S= Guay LG =G

L’équation (2) se change en une nouvelle équation du secand
ordre
(3 F (u duw Jw e N Pw
83 (D (B 6y gy el ) s W =
\ Y 0w 9 Gud ) dude’ IR 0
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tandis que les conditions géométriques auxquelles doit satisfaire
l'intégrale cherchée sont remplacées par les suivantes. Puisque z
doit se réduire a o(z) pour )’ = f(.x), w doit étre nul poypr ¢ = o,
quel que soit u; d’autre part, puisque le plan tangent a la surface
est donné tout le long de T, ¢ cst une fonction connue de z, et par

SN, 2
suite '7;; est une fonction connue de u pour ¢ =o. On est donc

ramené a un probléme plus simple :

Déterminer uneintégrale de U'équation (3) se réduisant & zéro,
9 e, 0w LN B o
pour v = o, tandis que la dérivée — se réduit a une fonction
Jv
connue de u.

Jw dw Jw
Ces conditions font connaitre les valeurs de w, 2o, o>, 2%
g’ 90’ u’
2w
d’u -; Pour u = z,, ¢ == o; pour qu'on ait le droit d’appliquer le

théoréme général dex1stence, il suffira qu'ou puisse résoudre
’équation (3) par rapport Pldied ~ de facon a mettre I’ équation sous
la forme normale (1). [l sutﬁt pour cela que cette équation (3)

admette en -)—)—, une racine qui soit une fonction holomorphe des
autres variables dans le voiginage des valeurs initiales précédentes.
Pour vérifier qu’il en est bien ainsi en général, si la courbe T et
la développable A n’ont pas ¢été choisies d’une fagon particuliére,
observons que, le long de T, les coefficients angulaires p et ¢ du
plan tangent a la développable A sont des fonctions de z satisfai-
sant a la condition 9'(2) = p + ¢f'(z), qui exprime que ce plan
contient la tangente a I'.

Les valeurs des dérivées secondes r, s, ¢ de la fonetion inconnue
3(z, y) doivent satisfaire, en chaque point de I, a I'équation (2)
et aux deux relations

(4) plz)y=r+sfi(z), ¢(z)=s+1f(z)

Soient ry, sy, t, un systéme de solutions des équations (2) et (4)
ot l'on a fait & =z, ) = )%, s =3,=¢(xy). A ce systéme de
solutions de I'équation (2) correspond un systéme de solutions
de I'équation (3), et 'on vérifie immédiatement, d’aprés les for-

GOURSAT, — IIL 4
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mules du changement de variables qui donnent r, s, ¢, qu'on a
’ ¥ 7] AN ) JF /dF
e\ ) e (7 ( — 1 o
()t = () e (),

Si le second membre de cette relation n’est pas nul, Péqua-

tion (3) peut étre résolue par rapport é%;‘!f, et le théoréme général

(3)

d’existence est applicable.

En résumé, le probléme proposé admet autant de solutions holo-
morphes que les équations (2) et (4) admettent de systémes de
solutions en r, s, ¢ pour lesquels I'expression

T @r—2 )+
est diftérente de zéro.

L’étude des cas exceplionnels ou cette expression est nulle va
étre poursuivie en détail pour une classe particuliére d’équations.

Les explications qui précédent justifient la définition de l'inté-
grale générale proposée par M. Darboux et adoptée depuis : Une
intégrale est générale st lon peut disposer des arbitraires qui y:
figurent, fonctions ou constantesen nombre (llimité, de maniéere
a retroucer les solutions dont les théorémes de Cauch)y nous
démontrent l'existence, ¢’est-a-dire de maniére a attribuer a la
Jfonction inconnue et i l'une de ses dérivées premieres des valeurs
se succédant suivant une lol continue quelconque, donnée a
Cavance, pour tous les points d'une courbe.

La détermination effective de I'intégrale satisfaisant a ces con-
ditions constitue le Probleme de Cauchy pour une équation du
second ordre. Les raisonnements qui précédent supposent que
I'équation et les données sont analytiques; par extension, on con-
serve le nom de probléme de Cauchy, alors méme que les données
ne sont pas analytiques, Nous verrons plus loin que, dans bien

des cas, la condition d’analyticité n’intervient pas dans la solution
(Chap. XXVI).

Remarque I. — Une fois qu'on a reconnu l'existence d’une
intégrale satisfaisant aux conditions de Cauchy, on peut calculer
de proche en proche les valeurs des dérivées successives de la
fonction inconnuc z(z, y) en un point quelconque de I'. Les
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dérivées du troisiéme ordre, par exemple, s’obtiendront en résol-
vant le systéme de cinq équations linéaires compatibles

JF JF JF JF s JF 3 oF JF =

dx T TP T Op T ag ST gp P g P g Pe= 0

JF  JF JF ()Ft JF JF JF =
;J—/+(Eq+(—);s+ﬁ + g5 Pt 5o Prt o Pun= 0,

Ji+kg
(pu= o)
17 , ds , dt ,
d_; = pso+ puf'(z), T = pa1+ paf(x), 7z = p1a+ posf'(z),

r. s, t ayant déja été calculées, et ainsi de suite. On vérifie aisé-
ment que les dérivées d'ordre n sont fournies par un systéme
d’équations linéaires, dans lesquelles le déterminant des coeffi-
cients des inconnues est une puissance de I’expression

OF (.. ... oF IF
Ll ST o
qui, par hypothése, est différente de zéro.

Remarque 11. — Etant donnée une surface intégrale S de I'équa-
tion (2), U'équation différentielle
(6) %I-; dy?— ?g dx dy + ‘;—I; dx?=o,
ou l'on suppose z, p, ¢, r, s, t exprimées au moyen des variables z
et y, détermine sur cette surface deux familles de courbes, qu’on
appelle courbes caractéristiques. Si V'on considére une de ces
courbes T et la développable A circonscrite a S tout le long de T.
on ne peut appliquer a cet assemblage le théoréme général d’exis-
tence, puisqu’on se trouve justement dans le cas exceptionnel
qui a été exclu de nos raisonnements. On voil en particulier que
s'il existe une infinité de surfaces intégrales, dépendant d’une
ou plusieurs constantes arbitraires, langentes tout le long d’une
courbe, cette courbe est nécessairement une courbe caracté-
ristique sur chacune de ces surfaces.

Remarque III. — On dit souvent que I'intégrale générale d’une équation
auxdérivées partiellesdu second ordre & deux variables indépendantesdépend
de deus fonctions arbitraires d’une variable. Cette locution n’a de sens précis
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que si l'on se reporte & I'énoncé méme du théoréme de Cauchy, et il faudrait
bien se garder de juger du degré de généralité d’une intégrale d’aprés le
nombre des fonctions arbitraires qui figurent dans son expression. Consi-

. 0%z  dz
3 Y = —
dérons par exemple I'équation a= = ay

qui, pour & = z,, est égale d une fonction donnée ¢ (y), tandis que 3—‘; se réduit

aune autre foncticn donnée ¢ (), ces deux fonctions étant holomorphes dans
le domaine du point y,

y et l'intégrale de cette équation

e(Y)=a+a(y —yo)+...+a(y — o))" +...,
V() =bo—=bi(y — o) +...+bn(y — o) +....

Cette intégrale s'obtient aisément et, si 'on ordonne le développement
suivant les puissances de 2 — o, on peut I’écrire sous la forme

s= 50+ (2 —20)4() + LTI gy EZE yiyy v
p— 0 n — 20+
+ (.f__2_n‘”!_)2- oln) (3) + (i(.z_n%.‘ i (). . .,

ou les deux fonctions arbitraires ¢ () et $ () sont mises en évidence. Mais, si
I’on ordonne le développement suivant les puissances de y—y,, on peut aussi
I'écrire

z=F(z)+(y—yo) F'(z)+ (‘yl_—z‘}’(’)l-F(")(r)+. . .+(‘y-;n{,°-):F(2")(x).“,

F(z ) désignant la fonction holomorphe

(z —zo)2 = (z—.zjo)a
e N oPeds
(x—.z‘,.)’" (I_J;“)w"l
o (n+1)...(2n—1)2n +bn(ﬂ+l)...(‘lﬂ+l) Tl

F(2)= ar+ bo(2 — 20) + a,

—

et, dans cette nouvelle expression, ne figure plus qu’une fonction F(z). On
s’explique aisément ce résultat en observant qu’au point de vue purement
formel il est absolument équivalent de se donner les deux séries entiéres
?()) et 4(y) ou de se donner la seule série F(z) (¢f. I, 170).

Cette remarque conduit 4 "une propriété importante des intégrales de
I'équation r=gq. La fonctionF () est la fonction a laquelle se réduit l'inté-
grale pour y = y,; nous voyons que cette intégrale est complétement déter-
minée quand on connait la seule fonction F(z), ce qui semble en contradic-
tion aveclethéorémede Cauchy. Maiscette contradictionapparente s’explique
si 'on observe que les courbes y = C d’une surface intégrale sont des courbes
caracléristiques, pour lesquelles le théoréme est en défaut. Observons aussi
que cette fonction F(z) ne peut pas étre choisie arbitrairement, si I'on sup-
pose Dintégrale holomorphe dans le domaine du point (2, 3,). En effet, les
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séries 2(), ¥(») ont alors ut rayon de convergence fini, et il eviste deux
nombres positifs M et p tels que l'on ait, quel que soit n, (a,)<<Mp—",
| 6| << Mp—n. En remplagant a, et b, par Mp—* dans F(x), on obtient
une fonction entiére, et par conséquent toute intégrale de I'équation r=gq,
qui est une fonction analytique des deux variables z, y, holomorphe dans
le domaine d’un point (zg, yo), est une Jfonction enti¢re de la variable z,
pour 3 = y,. Il s’ensuit que l'on ne peut trouver d'intégrale analytique se
réduisant pour y = y, a une fonction holomorphe donnée de z, si cette
fonction holomorphe est quelconque; il est nécessaire en particulier qu’elle
soit une fonction entiére de z. Cet exemple est souvent cité pour montrer
que l'on ne peut appliquer le théoréme d’existence de Cauchy a une
équation qui n’est pas mise sous la forme normale exigée par la
démonstration.

472. Eléments de contact. Les multiplicités M. — Pour abréger
le langage, nous appellerons élément de contact, ou plus simple-
ment élément, 'ensemble d’un point de coordonnées (z, y, z) et
d’un plan de coefficients angulaires p, g. passant par ce point.
Lorsque les cinq coordonnées z, y, 5. p, ¢ d’un élément sont fonc-
tions d’une ou plusieurs variables indépendantes, on obtient des
multiplicités d’éléments, mais nous n’avons & considérer ici que
les multiplicités telles que les fonctions z, y, z, p, ¢ etleurs diffé-
rentielles vérifient identiquement la relation

(7) dz =pdr+ qdy;

on dit alors que deux éléments infiniment voisins d’une telle
multiplicité sont urnis. La relation (7) exprime que le point
(z 4~ dz, y + dy, 5 + ds) est situé dans le plan de coefficients
angulaires p, ¢, passant par le point (z, y, 5). Les multiplicités de
cette espéce sont représentées par la lettre M;, I'indice ¢ indiquant
le nombre des dimensions de la multiplicité, ¢’est-a-dire le nombre
des variables indépendantes dont dépendent z, ¥, 3, p, ¢.
Considérons d’abord une multiplicité M, ; z, 3, 3, p, ¢ sont alors
des fonctions d’une variable indépendante «, vérifiant la rela-
tion (7). Le point z, y, z décrit une courbe I', et la condition (7)
exprime que le plan de coefficients angulaires p, ¢ correspondant
a chaque point de T passe par la tangente a I en ce point. La mul-
tiplicité M, est donc formée par assemblage d’une courbe T et
d'une développable A passant par cette courbe, chaque point de T
élant associé au plan tangent & A en ce point. Il peut arriver,
comme cas particulicr, que la courbe T se réduise a un point; la
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multiplicité M, se compose alors de 'ensemble des éléments obtenus
en associant un point fixe de 'espace aux plans tangents a un
cone quelconque ayant son sommet en ce point.

Si a chaque point d’une surface S on associe le plan tangent en
ce point, on obtient une multiplicité d’éléments dépendant de
deux paramétres variables, vérifiant identiquement la relation (7),
c’est-a-dire une multiplicité M,. Inversement, étant données cinq
fonctions de deux variables indépendantes, satisfaisant a la con-
dition (7), trois cas peuvent se présenter : 1° en général, le point
(z, ¥, 5) décritune surface S; le plan de coefficients angulaires p, ¢
est alors le plan tangent au point (z, y, z) a cette surféce, et la
multiplicité M, s’obtient en associant chaque point d’une sur-
face au plan tangent en ce point; 2° si un point z, ¥, 5 décrit une
courbe T', la multiplicité M, se compose de tous les éléments que
Pon obtient en associant chaque point de I' & un plan quelconque
passant par la tangente en ce point; cet assemblage dépend bien -
de deux paramétres; 3° il peul aussi arriver que le point (z, y, 5)
soit fixe, p et ¢ étant les deux paramétres variables. La relation (7)
est encore vérifide, et la multiplicité M, se compose de tous les
¢léments obtenus en associant un point fixe de l'espace a un
plan quelconque passant par ce point. I y a intérét, pour la
généralité de certains théorémes, a considérer des multiplicités M,
des trois espéces. Mais, dans la suite, nous ne nous occuperons que
des multiplicités M, formées d’une courbe et des plans tangents a
une développable passant par cette courbe, et des multiplicités M,
dont chaque él¢ément est formé par un point d’une surface S associé
au plan tangent en ce point. Il est clair qu’une surface S ou, plus
exactement, la multiplicité M, correspondante peut étre, d’une
infinité de maniéres, engendrée par une (amille de multiplicités M,
dépendant d’une constante arbitraire. Il suffit en effet de prendre
sur S une famille quelconque de courbes dépendant d’un para-
métre, et d’associer a chacune de ces courbes la développable cir-
conscrite de S le long de cette courbe.

Avec la terminologie qui vient d’étre expliquée, le probléme de
Cauchy pour une équation du second ordre a deux variables indé-
pendantes peut étre posé ainsi : Etant donnée une multiplicité My,
trouver une surface intégrale a laquelle appartiennent tous les
éléments de cette multiplicité.
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473. Equations de Monge-Ampére. Caractéristiques. — Nous
allons discuter ce probléme, lorsque 'équation du second ordre est
linéaire en r, s, ¢, ou de la forme plus générale considérée par
Ampére

(8) Hr+2Ks+ Lt +M+ N(rt —s2) =o,

H, K, L, M, N étant des fonctions de z, y, 3, p, g. Soient z(2),
¥ (1), 3(2), p(}), g(}) les coordonnées d’'un élément d’une mul-
tiplicité M;, composée d'une courbe T, dont chaque point est
associé au plan tangent en ce point & une développable A passant
par cette courbe. Les dérivées secondes r, s, ¢ de la fonction
inconnue z(z, y) en un point quelconque de T doivent satisfaire a
I'équation (8) et aux deux conditions

(9) dp = rdx + sdy, dg =sdx + tdy,

ou z, y, 3, p, q sont des fonctions du paramétre A, et nous avons
tout d’abord & résoudre ce systéme de trois équations en r, s, £
Pour discuter plus facilement ce systéme, il est commode d’em-
ployer la représentation géométrique suivante. Si 'on regarde z,
¥y 3, P, q, dz, dy, dp, dg comme des constantes données, r, s, ¢
comme les coordonnées rectangulaires d’un point, les équations ()
représentent une droite D, paralléle a I'une des génératrices du
cone (T) quia pour équation rt — s* = o, tandis que 'équation (8)
représente une surface du second degré S, dont le cone (T') est le
cone directeur, si N n’est pas nul, ou un plan P. si N = o. Cela
posé, les seuls cas qui puissent se présenter sont les suivants :

1° En général, la droite D rencontre la surface S ou le plan P
en un seul point a distance finie, et par suite les ¢quations (8)
et (9) admettent un seul systéme de solutions en r, s, t. Le pro-
bléme de Cauchy a une solution et une scule (').

2° Il peut se faire que la droite D ne rencontre la surface S ou
le plan P en aucun point a distance finie. Le probléme de Cauchy
n’admet pas de solution holomorphe.

3° Enfin, il peut se faire que la droite D soit située tout entiére

(') En effet 'expression (5) (n° 471) n'est pas nulle pour ce systéme de solu-

tions, car Al Pl sont les parameétres directeurs de la normale 3 S ou & P,
et dy*,. — dx dy, dr® sont les paramétres directeurs de la droite D.
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sur la surface S ou le plan P, de sorte que les équations (8) et (9)
admettent une infinité de systémes de solutions en r, s, ¢, pour
chaque point de la courbe I'. On dit alors que la multiplicité
considérée M, est une multiplicité caractéristique, ou une carac-
téristique.

Pour former les équations qui définissent ces multiplicités, il
suffit d’exprimer que la droite D est située tout entiére sur la sur-
face représentée par I'équation (8). Supposons d’abord N = o;
nous pouvons écrire I’équation (8), en multipliant tous les termes

par N,
(Nr+L)(Ne+H)—N2s24+ 2KNs + MN — HL = o,

ou ¢ncore

(10) (Nr+L)(Nt+H)—(Ns+ 2){(Ns+ %) =o,

%4 et %, étant les deux racines de 'équation du second degré

(11) W2+9o2Ki+ HL—MN=o0,
(12) ay=—K+ yhz— HL + M\, Jo=—K —yy h*— HL + M\,

L’équation (10) met en évidence les deux systémes de généra-
trices rectilignes de S; on obtient toutes ces génératrices en attri-
buant au paramétre p toutes les valeurs possibles dans I'un des

systémes d’équations
§ Nr+L =u(Ns—+ ), 5Nr+l‘=p(_\'5+).g),

) l Ns 4+ hy=p(Nt + H).

(B)

| Ns +hp=pu(Nt+H),

Pour que la droite D, représentée par les équations (g), fasse
partic de V'un de ces systemes de génératrices, il faut et il suffit

qu’on puisse déterminer p de facon qu’on ait

de dy dp dq

N 5 SN e A =

ou les relations analogues, obtenues en permutant 7, et 7.

L’élimination de u entre les équations précédentes conduit a
deux équations

Ndp +Ldr +)dy =o, Ndg+ dadr +~ Hdy =o.

En définitive, toute caractéristique M, de I'équation (8) se com-
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pose d’un systéme de cing fonctions z, ¥, %, p, ¢ d’une variable
indépendante satisfaisant & 'un des deux systémes suivants de
trois ¢quations

3 Ndp + Ldx + )dy=o, Ndg+ dydz + Hdy = o,
(3. { dz —pdr — gdy =o.
. Ndp + Ldx + ).dy =o, Ndg + \dr+ Hdy =o,
(3 | :
dz —pdx — gdy =o,

qui se déduisent 'un de l'autre en permutant X, et },. On voit
quil ¥ a en général deuz familles distinctes de caractéristiques,
qui sont confondues si I'on a A;=1,, c’est-a-dire i S se réduit &
un cone, et dans ce cas seulement.

Supposons maintenant N = o; Péquation { 8) est alors linéaire
enr,s,t,

(89 Hr+2Ks+ Lt+M=o.

La paralléle a la droite D menée par 'origine a pour équations

r s 4 .

(dy):  —dzdy — (dz)*’
cette paralléle doit éire dans le plan Hr + 2Ks + Lt = 0, mené
par l'origine parallélement au plan P, ce qui exige qu’on ait

(14) Hdyt— 2K drdy + Ld2*= o.

Nous distinguerons encore plusieurs cas :

Premier cas. — Soit Hz£0. On tire de ’éqnation (14) deux
valeurs finies A, %, pour % Prenons par exemple dy = 4, dz; les

équations (g ) donnent ensuite

— M, r—ii—}—)——7»|ﬂ+)»ft,

i@= T dr dzx

&
dx

et, en portant ces valeurs de r et de s dans I'équation (8'), la con-
dition obtenue s’écrit, en tenant compte des relations entre les
coefficients et les racines de I'équation (14),

Hdp +~Hladg +~Mdz = o.
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Les équations différentielles des deux systémes de caractéristiques
sont donc les suivantes :

{ dy = hdz, Hdp + Hhydg +Mdz =o,

5

(5 | ds —pdx— qdy =o,

(15) { dy = hsdz, Hdp +Hlhidg +Mdxr =o,
i ! dz —pdr— qdy =o,

Ay et }, étant les deux racines de ’équation

(16) HX—92Ki+L=o.

Deuzieme cas. — Soient H=0, L 3£ 0. Un calcul tout a fait
pareil donne les équations différentielles des deux systémes de
caractéristiques

(17 ds—pdr—gqdy=o0, dr=o, Mdy+2Kdp+Ldg=o,
(17): dzs—pdr—qdy=o0, 2Kdy—Ldx=06, Mdy—+Ldg=o.

Troisieme cas. — Soit H=[L=o0. On a deux systémes de
caractéristiques toujours distincts, dont les équations différen-
tielles sont respectivement

(184 ds—pde—qdy =o, dlz =y, 2K dp +Mdy
(18) dzs—pder—qdy =o, dy = o, 2Kdg +Mdxr =

il
2

|
7

On remarquera que la relation

(19) K2— HL + MN = o

exprime dans tous les cas la condition nécessaire et suffisante pour
que les deux systémes de caractéristiques se réduisent a un seul.

Les caractéristiques de chaque systéme dépendent d’une fonc-
tion arbitraire, et non pas d’un nombre fini de constantes arbi-
traires, comme pour une équation du premier ordre. En effet, on
a trois relations seulement entre cinq fonctions d’une variable et
leurs dérivées; on peut choisir pour 'une des variables y, 3, p, ¢
une fonction arbitraire de z, et il reste un systéme de trois équa-
tions différentielles du premier ordre pour déterminer les trois
autres fonctions. Prenons par exemple une équation de la forme

s=flx, ¥y, 2 p, q);
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les équations différentielles de I'un des systémes sont
dir = o, dz = g dy, dp = f(x, ¥, 3, p, g)dy.

La premiére, dz = 0, montre que z est constant tout le long de
la caractéristique, c’est-i-dire que la courbe T est dans un plan
paralléle au plan des ys. [nversement, soit T une courbe plane
quelconque représentée par les deux équalions £ = z,, 5 = o (y).
On tire de la seconde des équations ¢ = o'(y), tandis que p doit
étre une intégrale de 'équation différentielle

d, . 007 oo
;’,’, =fl20, 3, () P F' O ]5

on peut encore choisir arbitrairement la valeur de p pour une
valeur donnée y, de y. Toute courbe plane, dont le plan est paral-
léle au plan des y5, appartient donc a une infinité de multiplicités
caractéristiques dépendant d’une constante arbitraire (*). Il est
clair, par raison de symétrie, qu’il en est de méme de toute courbe
plane dont le plan est paralléle au plan des zz.

4T4. Propriétés des caractéristiques. — Le réle capital des carac-
téristiques dans la théorie de I’équation (8) est une conséquence
du théoréme suivant: Toute intégrale de cette équation peut étre
engendrée, de deux facons différentes, par des caractéristiques.

On peut encore énoncer cette propriété d’une fagon plus pré-
cise : Tout élément d’une intégrale fait partie d’une caracté-
ristique de chacun des systemes, dont tous les éléments appar-
tiennent & cette intégrale.

Supposons, pour fixer les idées, N 3£ 0. Soit 5= f(z, y) une
intégrale  de I’équation (8); si 'on remplace, dans les deux pre-

. A 0 2
miéres équations (13), 2, p, q, r, s, ¢ par f(z, y). :{, 000 by{

respectivement, on obtient deux équations différentielles du pre-

(') Les équations générales des caractéristiques d’une équation s = f (=, y, %)
peuvent étre obtenues explicitement. Si 'on prend en effet £ =z, p = ¢ (¥), la

ds

derniére équation dg = fdy donnera z, et la seconde donne ensuite g — (7;
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mier ordre

(20) ‘ (Nr+ L)Y dr+ (Ns+x)dy=o,

| (Ns +Jha)de + (Nt +H)dy = o,

qui se réduisent a une seule, puisque Iélimination de & conduit
! dr

précisément a I'équation (10). Il existe donc, sur la surface inté-
grale considérée, une famille de courbes, dépendant d’une con-
stante arbitraire, satisfaisant aux deux équations équivalentes (20).
Soit C I'une de ces courbes; les éléments du premier ordre de
I'intégrale le long de C forment une multiplicité M,, qui est une
multiplicité caractéristique. En effel, en vertu des relations

dp = rdr +sdy, dg =sdzx + tdy,

on peut inversement remonter des équations (20) aux équations
différentielles (13), des caraciéristiques. Par chaque point de la
surface intégrale il passe donc une courbe C telle que les éléments
de la surface le long de cette courbe forment une multiplicité
caracléristique du premier systéme. On verrait de méme que, par
chaque point de la surface, il passe une courbe C' telle que les
éléments de I'intégrale le long de C' forment une caractéristique
du second systéme. Les courbes C et C' constituent les deux
familles de courbes caractéristiques sur la surface intégrale
considérée. Ces deux familles de courbes sont données par une
équation différentielle du premier ordre et du second degré. On
tire en effet de la premiére des équations (20)

dx

= (Nr L)

— Ns,
et, en remplagant %, par cetle expression dans I'équation (11), on
aboutit a I'équation différentielle
(Nt +H)dy?+2(Ns —K)dr dy +- (Nr+L)drt=o,
qu’on peut encore écrire (¢f. n° 471)
(21) Rdy*—Sdrdy +Tdy*=o,

R, S, T désignant les dérivées partielles du premier membre de
I'équation (8), par rapporta r, s, ¢ respectivement.
Des calculs tout pareils s’appliquent au cas ot N est nul. Sur
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toute surface intégrale, il existe deux familles de courbes caracté-
ristiques, en général distinctes, qui sont définies par I’équation
différentielle du premier ordre et du second degré

(22) Hdy'— 2K dz dy + L dz?= o;

les éléments de la surface intégrale le long de I'une de ces courbes
forment une multiplicité caractéristique (*).

Inversement, si une multiplicité M,, dont chaque élément se
compose d’un point d’une surface S et du plan tangent en ce
point, est engendrée par une famille de multiplicités caracté-
ristiques dépendant d’une constante arbitraire, la surface
correspondante S est une surface intégrale.

Nous raisonnerons toujours en supposant que N n’est pas nul.
Par hypothése, par chaque point de la surface S passe une courbe C
telle que la multiplicité M, formée par les éléments de la surface S
tout le long de C soit une multiplicité caractéristique. Supposons,
par exemple, que les valeurs de z, ¥, 5, p, ¢ le long de C vérifient
le systtme (13),. Les deux premiéres équations (13), peuvent
s’écrire sous la forme équivalente (20) et, pour que les valeurs

dy . , 3 . 0
de d—';/ tirées de ces deux équations soient les mémes, il est néces-

saire que les valeurs r, s, ¢ satisfassent a 1’équation (10), c’est-
a-dire que S soit une surface intégrale de I’équation proposée. La
démonstration serait toute pareille si N était nul.

Il résulte de ces théorémes que tout systéme de trois équations
différentielles

(23) \ ds = pdx + qdy, Adp+Bdg+Fdzr+Gdy=o,
i

Aydp + B,dg + Fidz + Gidy = o,

A, B, ..., G, étant des fonctions quelconques de z, ¥, 5, p, ¢ ('un
au moins des coefficients A, B, A,, B, n’étant pas nul), définit un
des systémes de caractéristiques d’une équation de Monge-Ampére;
on obtiendrait cette équation en remplagant dp par r dz + s dy,

(*) Le raisonnement est en défaut pour les intégrales qui vérifient a la fois
les trois équations R = S = T == 0. De telles intégrales, s’il en existe, sont des
intégrales singuliéres, auxquelles on ne peut appliquer le théoréme de Cauchy,
quelle que soit la maltiplicité M, prise sur 'ane d’elles.
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dq par sdz + tdy, et éliminant % L’équation contiendra un
terme en 7t — s* st ABy — BA, n’est pas nul, et sera linéaire en r,
s, ¢ dans le cas contraire.

On a aussi étudié les caractéristiques au point de vue du pro-
bléme de Cauchy. Nous avons vu plus haut que, quand on se pro-
pose de résoudre ce probléme pour une multiplicité caractéris-
tique M, une des dérivées du second ordre peut étre prise arbi-
trairement. Sil'on passe au calcul des dérivées suivantes, on trouve
de méme que, dans chaque ordre, la valeur d’une dérivée peut
étre prise arbitrairement, du moins lorsque les deux systémes de
caractéristiques sont distincts. L’indétermination est réelle; cela
résulte des propositions suivantes, dont nous donnerons seulement
I'énoncé ('), et qui se démontrent par les méthodes habituelles du
calcul des limites.

Lorsque les deux familles de caractéristiques sont distinctes :

I. Toute caractéristique appartient a une infinité d’inté-
grales, dépendant d’une infinité de constantes arbitraires.

Il. Lorsque deux intégrales, admettant tous les éléments
d’une caractiéristique, ont un contact d’ordre n,en un point de
cette caractéristique, elles ont un contact d’ordre n en tous les
points de la caractéristique.

1. Une caractéristique et une courbe T rencontrant la
courbe caractéristique en un point M déterminent une inté-
grale et une seule, pourvu que la tangente en M a T soit dans
le plan de I'élément correspondant.

IV. En particulier, deux caractéristiques de systémes diffé-
rents, ayant un élément commun, déterminent une surface
intégrale et une seule.

Les énoncés sont moins simples lorsque les deux familles de
caractéristiques ne sont pas distinctes.

475. Intégrales intermédiaires. — Les trois équations diffé-
rentielles qui définissent les caraciéristiques, renfermant cinq
variables .z, ¥, 5, p, ¢, ne peuvent étre intégrées, comme un systéme

(') E. Goumsat, Legons sur les équations aux dérivées partielles du second
ordre (1, Chap. 4; II, Chap. 10).
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d’équations différentielles ordinaires. On peut cependant chercher
s'il existe des tntégrales premiéres pour ces équations ; nous dirons
que la relation V(z, y, 5, p, g) = const. est une intégrale pre-
miére des équations (13), par exemple, lorsque la relation dV =o
est une conséquence de ces trois équations. Lorsqu’il en est ainsi,
il est clair que la fonction V(z, y, 5, p, ¢) conserve la méme valeur
tout le long d’une caractéristique quelconque de ce systéme, cette
valeur étant variable d’une caractéristique a I'autre. Si dans dV
on remplace ds, dp, dq par leurs expressions tirées des foc-
mules (13),, on trouve
av av L oV ha IV
W (G PE N Nag)e
AY A% IV H oV
(F+1E-35 7)Y
pour que les équations (13); entrainent la relation dV = o, il faut
et il suffit que V vérifie les deux conditions

N (d\r avy av ; A%

b5 i A A L e
' N av AY ; A% i A
7t IE) M TG

On raisonnerait de méme dans tous les autres cas, et le résultat
obtenu peut s’énoncer ainsi : Pour que V(z, y, z, p, q) = C soit
une intégrale premiére des équations différentielles d’un des
systemes de caractéristiques, (l faut et il suffit que la fonc-
tion V soit une intégrale du systeme de deuz équations
linéaires qu'on obtient, en remplacant, dans les équations
différentielles des caractéristiques de Uautre systeme, dzx, dy,

dp, dg, par
NV N 9V IV 2\
ap dg’ _(dx+1’ﬂ> (T,*"o;)

respectivement.

Si V(z, y, 3, p. q) est une intégrale des équations (24), on a
identiquement, d’aprés la fagon méme dont on a obtenu ce sys-
téme,

A%
‘N=B;(dz—PdI—qd‘y)+ (Ndp+L¢lx+l dy),

-+ (\dq+/\,dx+1{rly),

2=
3‘!3"313

2| -
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inversement, si Pon a obtenu, par un moyen quelconque, trois
multiplicateurs w,, p, @, tels qu’on ait identiquement

dU = uy(dz — pder — qdy) + ps(Ndp + L dr + kdy)
+ uz(Ndg+ hadr + Hdy),

il est clair que U = C est une intégrale premiére pour ce systéme
de caractéristiques. La recherche des intégrales premiéres revient
donc aussi a la recherche des combinaisons intégrables des équa-
tions différentielles des caractéristiques (cf. II, n® 393).

Lorsque les fonctions L, H, N, },, A, sont quelconques, le sys-
téme (24)n’admet pas d’autre solution que la solution banale V=C.
On a déja vu comment on peut reconnaitre si ce systéme admet
d’autres intégrales, et obtenir ces intégrales en intégrant des
équations différentielles ordinaires (II, n°* 450-451).

La connaissance d’une intégrale premiére permet de trouver
des intégrales de I'équation du second ordre (8). En effet, si
V(z, y, 5, p, q) = C est une intégrale premiére des équations
différentielles de U'un des systemes de caractéristiques, toutes
les intégrales de l'équation aux dérivées partielles du premier
ordre V{(z, y, 2, p, q) = C (sauf peut-étre les intégrales singu-
lieres) sont aussi des intégrales de léquation du second
ordre (8).

Supposons toujours N 320, et soit V une intégrale du sys-
téme (24). Toute intégrale non singuliére S de 'équation du pre-
mier ordre V= C est un lieu de courbes caractéristiques, et la
multiplicité M,, formée par les éléments de la surface le long d’une
de ces courbes, satisfait aux équations différentielles (II, n° 447)
dz _ dy _ dz o =ap. ek
vV — 9V T oV oV~ IV av — oV oV’

op dg PopTlag oxTPa gy T o

(25)

En rapprochant ces équations des relations (24), on voit que les

éléments de la multiplicité M, satisfont aux équations différen-
T

tielles obtenues en remplagant, dans les formules (24), i, o

%’ %’
v g
g P c;—‘; ';—;{ + g 5; par dz, dy, — dp, — dq respectivement,

c’est-a-dire aux équations (13),. Les multiplicités M, sont donc
aussi des multiplicités caractéristiques pour I'équation (8) et,
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par conséquent (n° 474), la surface S est une intégrale de cette
équation.

Inversement, si toutes les intégrales non singuliéres de l'équa-
tion V(z, ¥, 3, p, ¢) = C sont aussi des intégrales de I'équa-
tion (8), quelle que soit la valeur de la constante G, dV =o
est une combinaison intégrable des équations différentielles de
Uun des systemes de caractéristiques de l'équation (8). En effet,
soit M, une multiplicité caractéristique de 1’équation V = C; tous
les éléments de M, appartiennent & une infinité d’intégrales non
singuliéres de I’équation V = C et, par conséquent, a une infinité
d’'intégrales de I'équation (8). Toutes les muttiplicités M, définies
par les équations différenticlles (25), doivent donc faire partie de
Pun des systémes de caractéristiques, et, par suite, la fonction V
doit satisfaire aux relations qu'on déduit des équations difléren-
tielles de I'un de ces systémes en y remplacant dx, dy, dp, dg par
les dénominateurs correspondants des formules (25) ().

(') On peut aussi établir cette propriété directement. De Péquation
Viz,y, 3 p, g)=C

on déduit, en différentiant par rapport & x et par rapport & ¥,

(e) 20 o QU e O s O ALV N o sV
oz "o T 0t T Tl Tty

Si, de ces relations, on tire deux des dérivées du sccond ordre, r et s par
exemple, et qu'on les porte dans Péquation (8), le résultat de la substitution
doit se réduire a une identité. En effet, si ce résultat n’était pas indépendant
de ¢, ou en tirerait la valeur de ¢ et, par suite, on aurait les trois dérivées du
second ordre exprimées au moyen de 2, ¥, z, p, g. Des différentiations succes-
sives permettraient d’exprimer de proche en proche toutes les dérivées par-
tielles de z au moyen de z, ¥, 3, p, g, et les intégrales communes 3 I'équation (8)
et 3 YV = C ne pourraient dépendre que d’un nombre fini de constantes arbi-
traires. Si le résultat de la substitution est indépendant de ¢, comme ce ré-
sultat ne contient pas C, I’équation (8) ne peut admetire toutes les intégrales
de V—C, 3 moins que ce résultat ne soit identiquement nul.

Si donc nous revenons 2 l'interprétation géométrique du texte, nous pou-
vons dire que la droite D, représentée par les équations (e), ou VYon regarde r,
s, t comme des coordonnées courantes, doit étre située sur la surface repré-
sentée par I'équation (8). Il #’ensuit que V doit satisfaire A 'un des systémes
quon obtient en remplagant dz, dy, dp, dq par

Al IaV gV aV oV oV
Top' Tag P oy 75
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Sile systéme (24), ou l'undes systémes formés de la méme facon
en partant des équations différentielles de 'un des systémes de
caractéristiques, admet deux intégrales distinctes u et ¢, ¢(u, ¢)
est aussi uhe intégrale quelle que soit la fonction o (II, n° 451) et
toutes les intégrales non singuliéres de I'équation < (u, ¢) = o sont
aussi des intégrales de I'équation du second ordre. Réciproque-
ment, soit S une intégrale de 'équation (8): on peut choisir la
fonction » de fagon qu’elle soit aussi une intégrale de V'équation
du premier ordre ¢(u. ¢v) =o. Considérons, en effet, sur la sur-
face S les caractéristiques du systéme pour lequel u = Cety=C'
sont deux intégrales premiéres, et soit I' nne autre courbe de cette
surface, différente de ces caractéristiques. Le long de cette courbe T
« et v sont fonctions d’un seul paramétre variable et sont lices, par
conséquent, par une relation ¢ (u, ¢) = o; cette relation subsiste
en tous les pointsde S. Soit M un point de S; la caractéristique du
systéme considéré qui passe en M rencontre I' en un point Mu,
et, puisque u et ¢ conservent la méme valeur quand on se deplace ;
sur cette caractLrlsthue on a aussi 4(u. ONE= (u(., ‘0) —=o0.On
voil donc que toute intégrale de I'équation du second ordre (8)
satisfait aussi & une équation du premier ordre de la forme
<(u, v) =o, et réciproquement.

L’équation ¢ (u, ¢) = o, que I'on peut aussi écrire v = d(u) et
qui dépend d’une fonction arbitraire, s’appelle une intégrale
intermédiaire (*) de 'équation du second ordre.

On peut vérifier par un caleul direct que Véquation 3 (u, ¢) = o est équi-
i ’ i, - d_v les dérivées de u
dz’ dx d_)

etde ¢, prises en regardant z comme une fonction des v anable: rety.petyg
comme ses dérivées partielles; de I'équation ¢(w, ¢)= o, on déduit une
dquation du second ordre, indépendante de la fonction g,

valente & Iéquation (8). Désignons par

diu dy du dv

dx dy dy de —

respectivement dans les équatious différentielles de l'un des systémes de
caractéristiques.

(') On appelle aussi quelquefois fntégrales intermédiaires toute équation du
premier ordre V = G, dont toutes les intégrales non singuliéres vérifient
I'équation (8).
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ou, en développant,
du  du Ju  du s Jv de do Je )
(Zrmrgrra) (yrneriori
de  dv Jv 0 e s (zl_t N du N Ju s Ju ,) e
- ﬂ-‘-d::p—’—b;r Jdg Jdy 9z 7 p =5 "l

Supposons toujours que Péquation (8) ait un terme en rt — s* et que u«
el ¢ soient deux intégrales du systéme (24). Multiplions tous les termes de
I’équation précédente par N2 et remplacons

N du Jdu N r)s'+ dv
: ,Tx'””&)" oz TP o)

par leurs expressions tirées des formules (24); en tenant compte des valeurs
de Xy —+1Xs et Xy ks, on aboutit, apreés quelques réductions faciles, a I'équa-
tion
 D(w. v . ~
N # [Hr +9Ks + L¢ 4+ M+ N(rt—s2)]=o,
D(p, q)

qui ne difféere que par un facteur de 'équation (8).

En résumé, lorsque les équations différentielles de l'un des
systéemes de caractéristiques admettent deuxr combinaisons
intégrables distinctes, U'intégration de Uéquation de Monge-
Ampére est ramenée a l’intégration d’une équation du premier
ordre dépendant d’une fonction arbitraire. On ne peut, en
général, effectuer I’intégration de cetle équation du premier ordre
qu’aprés avoir pris pour la fonction arbitraire une forme déter-
minée. Mais la solution du probléme de Cauchy se raméne tou-
Jours, dans ce cas, a 'intégration d’un systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires. En effet, si'un se donne une multiplicité M,
les coordonnées d’un élément (z, y, 3, p, ¢) sont des fonctions
d’un parameétre variable «. En remplacant z, y, 5, p. ¢ par leurs
expressions dans u et ¢, les résultats obtenus sont des fonctions
U(a) et V(e) de 2. Pour que tous les éléments de M, appartiennent
a une intégrale de I'équation ¢ = (u), la fonction * doit satisfaire
a la relation V(a)=9y[U(«)] qui détermine, en général, cette
fonction. La fonction L étant connue, on est ramené au probléme
de Cauchy pour une équation du premier ordre.

Les équations (24) admettentau plus ¢roés intégrales distinctes:
pour qu’il en soit ainsi, elles doivent former un systéme complet
(L, n® 431). On vérifiera aisément, en effectuant les calculs, que
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cela ne peut avoir lieu que si 'on a A, =1,, et cette condilion
n’est pas suffisante. Soient u, ¢, (v trois intégrales distincles;
I'équation (8) admet alors deux intégrales intermédiaires dis-
tinctes ¢ =¢(u), w=n(u). L’équation (8)admet aussi deux inté-
grales intermédiaires lorsque les deux systémes de caractéristiques
sont distincts, si les équations différentielles de chacun des sys-
témes admettent deux combinaisons intégrables. Supposons, pour
fixer les idées, que les équations (24) adwnettent deux intégrales
distinctes u et ¢, et que les équations (24)’, obtenues en permu-
tant 7, et 2.,

N (d\" /}\'1) o A A

. T P ) M
4 NNV N
(NG +e52) —mgp —1 5 =

admettent elles-mémes deux intégrales distinctes uy et v, ; P'équa-
tion (8) admet alors les deux intégrales intermédiaires v =4 (u),
'y = n(u,). Mais on déduit des équations (24) et (24)

[V, Vi) = "_‘("".,. ’)\') ’\‘("‘-+p')‘)

a5 ) e TP 3,
1)Y aV, d\«") aV, ﬂ p IV —
+:)q<'—/)7+q4}z‘—dq \d)'_e—[r)z s

el par suite, [¢—U(u), v;—n(us)] = q, quelles que soient les
fonctions arbitraires ¢ et z. 11 s’ensuit (II, n° 443) que les deux
équations simultanées du premier ordre

e=Y(u), Gy =% (k)

forment un systéme complétement intégrable. Comme on ne peut
en général résoudre ces deux équations par rapport aux dérivées p
et g, tantque les fonctions Y et = n'ont pas une forme déterminée.
on introduit deux nouvelles variables indépendantes « et 5, en
posanlL u = a, u, =, ce qui donne ¢ = Y(a), ¢, ==(S). De ces
quatre relations on peut mainlenant tirer z, y, p, ¢ en fonction
de s, 2, 5. L(x), n(3): enremplacant p, ¢, dz, dy par leurs valeurs
dans la relation dz = pdx -+ g dy, on aboutit a une équation aux

différentielles totales
dz =P da+ Qdj,

o P et Q dépendent de s. a. B, L(a), ¥(«), =(B), 7'(B), qui est
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complétement intégrable, quelles que soient les fonctions ¢ (a)
et 7({3). Cette équation étant intégrée, on aura z, ), 5 exprimées
au moyen de deux parameétres « et (3.

476. Applications diverses. Exemples. — 1° Les deux systémes de
caractéristiques de 'équation r¢ — s* = o sont confondus, et les équations
diflérentielles

dp = o, dq =o, di —pder —qgdy =o
admettent trois combinaisons intégrables, car on peut écrire la derniére
d(z — px — qy)=o. On a donc deux intégrales intermédiaires
7=9%p) z—pz—qy=4(p)
pour en déduire 'intégrale générale, il suffit de reprendre des calculs déja
effectués (I, n° 214).

2° L’équation ¢?r — 2pgs + p2t = o n’a également qu’un systéme de
caractéristiques, car P’équation (16) devient ici ¢?A2+ 2 pgh+ p2=o0 et
admet la racine double ——%’ Les équations différentielles (15) deviennent
dans ce cas

di —pdr —qdy =o, pdr+qgdy=o, qdp—pdq=o:

on apercoit aisément trois combinaisons intégrales
dz = o, d(-q-)=o, d(x—o—g)‘):o.
/7 P

L’équation admet donc les deux inte’gi‘a]es intermédiaires ¢ + p 9(2)=o,

z + %y + $(2) = o qui s'intégrent sans difficulté. Mais on obtient immé-

diatement I'intégrale générale de 'équation proposée en éliminant 2 entre

les deux intégrales intermédiaires. On est ainsi conduit 2 I'équation
z—ye(z)+4(z)=o,

qui représente des surfaces réglées admettant le plan des zy pour plan direc-

teur (II, no 483).

3o L’équation (1+ ¢2)s — pqt = o exprime que les sections de la sur-
face z = f(x,y) par les plans paralleles au plan 2 =0 sont des lignes de
courbure. Les formules (17); et (17): nous donnent, pour les équations diffé-
rentielles des deux systémes de caractéristiques,

(17), dz—pdz—gqdy=o, dz = o, (1+ ¢*)dp—pgdqg =o,
(17Y, ds—pde—qdy=o, (1+g%)dy+pgdz=o0, dg=o.

Chacun d’eux admet deux combinaisons intégrables ; on déduit en effet,
.
Vel

des équations (17);, dx = o, d( ) = o, et des équations (17), dg =o,
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d(y + qz) = o. Par suite, 'équation du second ordre admet deux inté-
grales intermédiaires qu’on peut écrire

p=vVi—g¢fi(x), y+q:=73(q)

f et 5 étant des fonctions arbitraires. On aurait pu obtenir immédiatement
la premiére, en écrivant I’équation du second ordre sous la forme

qt

g —_—
P i+g
et en observant que les deux membres sont les dérivées, par rapport a y,
de logp et de -; log(1 + ¢2). Cette équation du premier ordre admet l'inté-
grale compléte

z=yi1+ a‘f(zx)+ay +b,

et 'intégrale générale est représentée par le systéme des deux équations

2= \TT@ () +ay +3(a), y+¢(a)+ —==f(z)=0,
Vi+ a?

qui permettent d’exprimer y et z au moyen de z et du paramétre auxiliaire a.
Le lecteur vérifiera sans peine que cette solution ne différe que par les nota-
tions de celle qui a été donnée (I, n° 231).

4° L’équation rt — s?+ a*=o, qu'on rencontre dans la théorie méca-
nique de la chaleur, admet deux systémes de caractéristiques dont les équa-
tions différentielles sont respectivement

dz —pdr—qdy=o, dz —pdxr —qdy =o,
) dp +ady =o, (1) dp —ady =o,
dg — adzx = o; dg +~adr =o.

On apergoit immédiatement deux combinaisons intégrables pour chacun
de ces systémes, et par suite deux intégrales intermédiaires, que nous
écrirons .

g—az=¢(p+ay) g+az={(p—ay),

9 et  étant des fonctions arbitraires. En appliquant la méthode exposée &

la fin du paragraphe précédent, posons p + ay = a, p —ay = [¥; on tire

alors des équations précédentes

2= YB®) —9'(=) a—F 2+ 8 () + ()
’ 2

2a Y="5a 2 g=s

et en portant ces valeurs de z, y, p, ¢ dans dz = p dz + g dy, il vient

dz== “;'_ap (dy - do') + 2 ;1‘" (dx — dB)
_EAY G BEa) G E =@ V) 4

ja fa
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On déduit de 1a, au moyen d’intégrations par parties,

OGN _ & a1 (oo

et enfin

=

@+ BB = ()] +29(x) = 2¢(B)
fa

On a ainsi les expressions de z, ¥, s en fonction des deux paramétres
variables « et B, et des fonctions arbitraires o(a) et $(§).
5¢ Considérons encore I’équation s = kp z, qu'on peut écrire

5 9z2

(26)

2 étant une fonction arbitraire. On peut mettre cette fonction ¢ sous une
forme telle que I'intégrale générale de I'équation de Riccati (26) s'obtienne
explicitement. Nous savons, en eftet, que cette intégrale générale est une
fonction rationnelle du premier degré de la constante d’intégration qui est
ici une fonction arbitraire de r; elle est donc de la forme

8, (7)

3=6,(y)+ —_X+63(y)’

8, 8,, 8; étant des fonctions déterminées de y et X une fonction arbitraire
de z. Il suffira de choisir les fonctions 8, 8., 8; de facon que le premier
membre de I'équation (26) ne renferme pas X pour que z soit I'intégrale
générale d’une équation de cette forme (26). On trouve ainsi les conditions

68,— £k6,8,=o0, 28,68 + k83 = o,

qui permettent d’exprimer 8; et 8; au moyen de 83, 8%, 8. Posons 8; =Y,

il vient 8, = — %Y’, puis 8, = % ;, et l'intégrale générale de 1'équation
s = kpz est par conséquent
(25} B ui Y& 2Y’

7 TEY T Rx=Y)

X et Y étant deux fonctions arbitraires de « et de y respectivement.
6° L'équation de Liouville s = ¢#= se raméne 4 la précédente. Considérons
en effet le systéme de deux équations simultandes
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L’élimination de « conduit a I'équation s = kpz, tandis que I'élimination

q 2 L Py ‘ e v
de z conduit & Péquation 0 ek, On en conclut que Pintégrale géné-
rale de cette derniére équation est donnée par la formule

; fir g e N
(3 =X Yy

dont le second membre est la dérivée par rapport @ z du second membre
de la formule (27).

7¢ Lorsque I'équation du second ordre n’admet pas d’intégrale intermé-
diaire dépendant d’une fonction arbitraire, on ne peut pas trouver I'inté-
grale générale par cette méthode. Mais si les équations différentielles de I'un
des systémes de caractéristiques admettent une combinaison intégrable
dU = o, on obtient des intégrales dépendant d’une fonction arbitraire en
intégrant Péquation du premier ordre U = C. Supposons, par exemple, que
dans Péquation linéaire en r, s, ¢,

(29) Hr+2Ks+ Lt=o,

H, K, L ne dépendent (ue des variables p, g. Des équations (1) et (15) qui
définissent les caractéristiques, on déduit que le long d’une caractéristique
on a la relation

Hdp?+ 2K dpdg + Ldg*=o0;

pour chaque systéme de caractéristiques, on a une équation différentielle
de la forme
Mdp + udg = o, hadp + uadg = o,

K1, 4, As, o ne dépendant que de p et g. Chacun de ces systémes admet donc
une combinaison intégrable d[us (p, )] = o, d[us(p, g)]= o, et par suite
Péquation (29) admet les intégrales des deux €équations du premier ordre

w(p, ) =Ci,  wa(p, g) = Cy;

ces surfaces intégrales sont développables (II, n° 44%).

Dans ses travaux sur le mouvement rectiligne des gaz, Hugoniot (1) (voir
plus loin, n® 492) a été conduit a chercher une intégrale d’une équation de la
forme (29), tangente au plan z = o tout le long d’une courbe. La théorie des
caractéristiques donne aisément la solution de ce probleme.

La courbe de contact L est forcément une courbe caractéristique sur la
solution z = o, et par suite cette courbe est une intégrale de équation diflé-
rentielle

H(o, 0) dy?— 2K (0, 0) de dy + L(o, 0) da? = o,

(') Journal de U'Ecole Polytechnique, t. 33, Cahiers 57 et 38; 1837.
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puisqu’on a aussi p = ¢ = o en tous les points de I'intégrale z = o. Cette
courbe est donc une ligne droite D. Cela posé, soit S une surface intégrale
tangente au plan des zy tout le long de D; cette surface est engendrée par des
caractéristiques du systéme différent de celui auquel appartient D, issues
des différents points de D. Si du, = o est une combinaison intégrable des
dquations différentielles de ce systéme, u;(p, ¢) est constant tout le long de
chacune de ces caractéristiques, et par conséquent est égal & u, (o, 0) en tous
les points de S. Il s’ensuit que la surface S est une intégrale de ’équation du
premier ordre uy(p, g)= u1(0, 0), et inversement toute surface intégrale de
cette équation est une solution du probléme, pourvu qu’elle soit tangente au
plan des zy. Pour achever de déterminer la question, il fandra se donner
une condition de plus, par exemple assujettir la surface cherchée a passer
par une courbe qui, naturellement, doit étre tangente au plan des zy. Le
probléme revient alors 4 déterminer une surface développable passant par
une courbe donnée, et admettant pour cone directeur un cone donné. On
obtiendra cette surface en menant par chaque tangente & la courbe un
plan paralléle 2 un plan tangent au coéne directeur (I, n® 44%).

On obtiendrait une autre famille de solutions en partant de I'équation
du premier ordre us(p, ¢) = us(o0, 0).

1. — METHODE DE LAPLACE. CLASSIFICATION DES EQUATIONS
LINEAIRES.

A77. Intégrales intermédiaires d’une équation linéaire. — Les
deux systemes de caractéristiques de I’équation

(30) s+ ap+bg+cz+ g=o,

ou a, b, ¢, g sont des fonclions de z, y, sont toujours distincts, et
leurs équations différentielles sont respectivement

Gin ’ dzs —pdzr—qgdy =0, dr=o,
. | dp + (ap + bq+cz+ g)dy =o,
(1) {ds —pdr—gdy=o, dy=o,
L ) dg + (ap + bg + ¢z + g) dz = o.

Chacun de ces systémes admet une combinaison intégrable
dx = o, ou dy = o; pour qu’il y ait une intégrale intermédiaire,
il faut et il suffit que I'un d’eux admette une seconde combi-
naison intégrable. D’aprés une proposition générale énoncée plus
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haut (n® 473) et facile a vérifier dans le cas actuel, pour que la
relation dV = o soit une conséquence des équations (31), par
exemple, la fonction V doit satisfaire aux deux conditions
WV NN N
’71‘7—0, ()1;-0'&[7 I)_q P+ 0 + C3 <+ g) = 0.
La premiére montre que V doit étre indépendant de p, et par suite
il faudra que le coefficient de p et le terme indépendant de p soient
nuls séparément dans la seconde relation; ce qui permet de rem-
placer le systéeme précédent par le systéme
N OV

R ) R . A o
(32) A(\;={)74(bq+u+g)’)q-_n. B(\)_;)E—a/h;_.

o,
ou V est une fonction inconnue de z, ), 3, ¢g. Ce systéme admet
déja la solution V =y ; pour qu'il admette une autre solution, ne
se réduisant pas a une fonction de ¥, il faut et il suffit qu’il soit
un systéme jacobien (1I, n° 481), c¢’est-a-dire qu’on ait identique-
ment A[B(V)]=B[A(V)], ou A(a)=B(bg+ cs+ g). Cette
09 . s

condition se réduit & :/_l:* +—ab—c=o.

Sans qu’il soit nécessaire d’intégrer le systéme (32), on peut
voir directement que cette condition est suffisante pour qu’il existe
une intégrale intermédiaire, car I'équation proposée (30) peut
toujours s’écrire

(33) %[ (Z? —+—u:> +b (:jf +as) — (Zj ~+ab —L‘>,:+g = 0.

3 o el la
Lorsque % —— ab — ¢ est nul, 'éqguation (33) se raméne a une
e == » Leq

équation linéaire du premier ordre

AC +bu +g=o.

(34) e

. e 9z e
en prenanl pour inconnue auxiliaire u= o i L’intégrale

générale de I'équation (34)

I =e‘.fbda.(\ ——‘[ge.jbdmd‘t\)
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nous conduit donc & une intégrale intermédiaire de I’équation (30)

(35) 2= +az=e bez (Y—fgefbdxd.t),

dy

ou Y est une fonction arbitraire de y. Cette équation du premier
ordre peut a son tour étre intégrée comme une équation différen-
tielle ordinaire ou la variable indépendante est y, et l'intégrale
générale de I'équation (30) est représentée par la formule

l,'fad_v = x+feArudy—‘/bd.r (Y—fge bdx (11:> dy,

X étant une fonction arbitraire de z. On voit que cette intégrale
est de la forme

(36) z=zx-.-a+fy\'dy,

a, 5, 1 étant des fonctions déterminées de z et de y; 'une des fonc-
tions arbitraires X y figure explicitement, tandis que la seconde
fonction arbitraire Y est engagée sous le signe intégral.

En intervertissant le réle des variables z et », on verra de méme

qu’il y a une intégrale intermédiaire lorsque ‘% -+ ab—c est nul.
L'intégrale générale est représentée par une formule analogue a
la formule (36), qui s’en déduirait en permutant z et 3, X et Y.

o da b
Les deux expressions h—= = +ab—c¢, k= I +ab—c¢

s’appellent les invariants de ’équation (30) ; on vérifie facilement
que ces invariants ne changent pas quand on fait un changement
d’inconnue tel que ¢ = (2, y) 5/, quelle que soit la fonction A(z, 3°).
Le résultat qui vient d’étre établi peut s’énoncer ainsi : Pour que
Uéquation (30) admette une intégrale intermédiaire, il faut et
il suffit que U'un des invariants h ou k soit nul.

Exemple. — Prenons l’équalion (# —y)s—gq=o0, pour laquelle 'in¥a-

riant £ est nul; elle admet P'intégrale intermédiaire ¢ = Y(z — y), et par
conséquent l'intégrale générale a pour expression

z=X+fY(a:—y)dy.
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Pour faire disparaitre tout signe de quadrature, il suffit de remplacer la
fonction arbitraire Y par la dérivée seconde Y” d’une fonction arbitraire,
ce qui donne, pour l'intégrale générale, une forme entiérement explicite

s=X+Y+(z—y)Y.

Remarque. — Il peut se faire que les deux invariants & et & soient nuls
da ab o
simultanément. S’il en est ainsi, on a e S ;7 et a et b sont les dérivées
. 5 . dA dh
partielles d’une fonction X(z, y), a = T b = ——, et en outre on a
dy iz
A28 dk I

T Gzay "oz ay

En posant s =e—*u, on raméne I’équation (30) & une équation dont I'inté-

ti i ddiat LT (z,y)et=0
gration est immédi ed[d]_*g » Y =E0C

478. Transformations de Laplace. — Si aucun des invariants A
et k n’est nul, ’équation (30) n’admet pas d’intégrale intermé-
diaire. Laplace (*) a fait connaitre une méthode de transformation
qui permet d’intégrer 'équation dans un nombre illimité de cas
nouveaux. Supposons, pour fixer les idées, /1 = 0. En posant

(37) s + az = 33,

nous avons dé¢ja observé que I’équation (30) peut s’écrire

(38) r;z‘ + bz + g = hz.

Considérous les équations (37) et (38) comme un systéme de
deux équations simultanées a deux inconnues 3 et z;. L’¢élimination
de z, conduit évidemment a I'équation (30), que nous appellerons
désormais 1'équation (E). Au contraire, en éliminant 5, on est

(') Recherches sur le calcul intégral auzx différences partielles (Mémoires de
U'Académie, 1773). Nous n'indiquons que le principe de la méthode, et nous
renverrons le lecteur désireux d’approfondir ce sujet aux beaux Chapitres que
M. Darboux lui a consacrés ( Legons sur la Théorie générale des sur faces, t. II).
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conduil a une équation de méme forme (E,), oa 'inconnue est 3,
dz

71 dz, 1
+ay—— + by — + 15+ g;1=0,

(Ev) drdy or dy

les coefficients a,, by, ¢, et g, ayant les valeurs ci-dessous :

Jdlogh - _ da  Jb Jdlogh
=t by=b, 01—0—17‘&—4»%‘—[) 7

. dlogh dg
=i (o= 28 ) + 3

ay=a—

o
(39) !

L]

Il est clair que I'intégration de '¢quation (E,) et celle de 'équa-
tion (E) constituent deux problémes équivalents, car les for-
mules (37) et (38) font correspondre une a une les intégrales des
deux équations. Or les invariants &, et &, de (E,) ont pour valeurs.
comme le prouve un calcul facile,

da JJogh
e h,:(}—‘ﬂlq—ml)t—m:zh—k— r}.tr)?v’
()
k‘.z% +aby—cey=h:

Jy

Ay ne peut étre nul puisqu’on a supposé & £ o, mais il peutarriver
que A soit nul, sans qu’aucun des invariants 4 et & soitnul. 5’ilen
est ainsi, l'équation (E;) admet une intégrale intermédiaire et
'intégrale générale est représentée par une formule telle que (36),
avec deux fonctions arbitraires X et Y. D’aprés la formule (38), on
en déduit pour l'intégrale générale de (E) une expression de la
forme

5= AX + AN+ B+ /'(n' dy,

Ao, Ay, B, C étant des fonctions déterminées de z et de y, et X’
la dérivée de X.

Tout pareillement, si Pinvariant & n’est pas nul, les deux équa-
tions simultanées
Jds dz_,

—_— bz =15y, —_— + i+ g=4ks
da : Jy H o

i)

conduiront, par I'é!limination de z_,, a Péquation (E) elle-méme,
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et, par 'élimination de z, @ une nouvelle équation (E_,)

()3 S dz_, s

{(12=) dr dy g dr & oy

avec les expressions suivantes de a_y, b_y, ¢4y g1 ¢

Jlogk db  da dloghk
a_ = a, b_y=b — ! c_y=c— Jj e @
As
(42) ooy Mlogk) | dg
FH=8\"T "oz Ju

Les invariants de (E_,) sont respectivement

(43) fon= 1k A~_]=2k_h_’_";"‘i—;_"-

Si l'invariant £_,, est nul,’on pourra iniégrer I'équation (E—,) et
par suite 'équation (E).

Lorsque aucun des invariants 2_,, A_, n’est égal a zéro, on ne
peut intégrer de celte fagon I'équation (E); on peut alors appli-
quer les mémes transformations aux deux équations (Ey), (E—y),
mais il est @ remarquer que chacune d’elles ne donnera pas nais-
sance a deux équations nouvelles. Prenons par exemple I'équa-
tion (E,), et appliquons-lui la seconde transformation de Laplace
en posant

, 03, Az

= 42 + b3 = oz ~+ b 3y.

En se reportant ala formule (38) onvoitqu'on aura s'= hzs — g,
de sorte que l'équation en 3’ obtenue se raméne, par une transfor-
mation simple, a I'équation (E) elle-méme. La premiére transfor-
mation appliquée a (E_,) conduirait de méme a une ¢quation qui
ne différe de (E) que par un changement d’inconnue trés simple. Au
point de vue de I'intégration, il est clair que ces équations peuvent
étre considérées comme identiques. Par suite, I'application répétée
de la méthode de Laplace conduira seulement & une suite linéaire
d’équations

o (Bo)y (Boa)y (E), (E2), (Es),

d indices positifs et négatifs, dans laquelle chaque équation (E,)
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ou > o se déduit de (E;—,) par la premiére transformation et ot
chaque équation (E_;) 0t j>> o0 se déduit de (E,_;) par la deuxiéme.
La suite des équations a indice positif peut étre prolongée tant
qu'on n’arrive pas & une équation (E;) pour laquelle 4; soit nul.
Sil'on arrive, au bout de ¢ transformations, i une équation (E;)
ponr laquelle /;= o, cette équation est intégrable, et, en remon-
tant de proche en proche, on en déduira l'intégrale générale des
équations (E;i—), (Ei_y), ..., jusqu’a I'équation (E). Il en sera
de méme si 'on arrive & une équation (E—;) pour laquelle P'inva-
riant k_; soit nul, en appliquant j fois la seconde transformation
de Laplace.

FExemple. —Appliquons la méthode i I'équation
(z—))s+p—qg=n0,

(ui n'admet pas d’intégrale intermédiaire. Posons pour cela

_ Jz :
=0 = ()}, T _),7
Péquation s'éerit

)z, &)

de  x—y +

ct Pélimination de z conduit a I'équation en s,

dz; )z,
ZEA dr :)3‘ 9z
_——— T ———————— = ().
de dy @t = Iy (0% 5= 17 )F 4

Cette nouvelle équation est intégrable, car on peut éerire

Jz, 3
o \ay oS

et Pon en déduit qu'elle admet Pintégrale intermédiaire

o
du

0z,

o = V(=)

Y étant une fonction arbitraire de y. L'intégrale générale est done

aX + [\'(.r — ) dy

£ — ) v

pour faire disparaitre tout signe de quadrature, il suffit de remplacer Y
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par Y’, ce qui donne

-

Y e
L 2Y + (z — )Y

5 =2 g

r —

"=

On trouve finalement, pour Pintégrale générale de I'¢quation en z,

s=(z—y)(Y—-\X)+2X+2Y.

La méthode de Laplace n'est qu’une application particuliére
d’une méthode. plus générale, due a G. Darboux, qui s’étend a
toutes les équations du second ordre i deux variables indépen-
dantes. Malgré tout 'intérétde cette méthode, les équations qu’elle
permet d’intégrer forment une classe trés particuliére, et les équa-
tions du second ordre susceptibles d'une intégration formelle sont
exceptionnelles. Aussi, au lieu de chercher I'intégrale générale.
on cherche surlout a déterminer les intégrales particuliéres satis-
faisant a des conditions données, suffisantes pour les délerminer.
Ces conditions, empruntées le plus souvent a des problemes de
Physique mathématique, sont irés différentes. suivant que les
caractéristiques sont réelles ou imaginaires. Ceci nous améne a
indiquer une classification des équations du second ordre basée sur

ce caractére.

4TY. Les trois types d’équations linéaires. — Considérons en
particulier une équation de la forine

“4n Ar+o2Bs+ Ct+F(z, 5, 5 p, q)=o0,

les coefficients A, B, C ne dépendant que des variables indépen-
dantes x el y. Sur toute surface intégrale, les deux familles de
courbes caractéristiques s’obtiennent par Uintégration de I’équa-
tion différentielle

(45) Ady*—2Bdzdy + Cdrr= o,

qui est indépendante de lintégrale considérée. Ces courbes se
projettent donc sur le plan des z) suivant les deux familles de
courbes qui satisfont a 'équation (45) du premier ordre et du
second degré. Inversement, toute courbe de cette espéce est la
projection sur le plan des £y d’une infinité de caractéristiques de
P’équation (30).

En effet, 'équation (45) se décompose en deux équations du
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premier ordre et du premier degré

(45)1- aydv +bydxr =0, (49)2 aydy +badr = o,

a, by, a,, b, élant des fonctions de = et de y, dont chacune
convient a 'un des systémes de caractéristiques. Considérons en
particulier Pun de ces systémes défini par les trois équations

ds=pdr+qdy, aydy + by dr = o, Edp+Gdg+Hdr =0,

E, G, H étantdes fonctions de 2, )", 5, p, ¢ dontil est inutile d’écrire
I'expression. Soit T une courbe de I’espace se projetant sur le plan
des ¢y suivant une courbe G, le long de laquelle on a

ay dy + by dae = o

z, y, s étant des fonctions connues d’un parameétre x, la relation

3= pdzr + qdy permet d’exprimer 'une des deux inconnues,
P par exemple, en fonction de ¢ et de «. En portant ces valeurs
de z, v, z, p dans la derniére équation »

Edp+ Gdg+Hdr =o,

onarrive  une équation différentielle du premier ordre pour déter-
miner ¢. On voit donc que la courbe T' appartient ¢n général a
une infinité de multiplicités caractéristiques de I'équation (44),
dépendant d’une constante arbitraire. Nous appellerons souvent,
pour abréger, courbes caractéristiques de I’équation (44)les deux
familles de courbes planes du plan des zy, définies par I'équation
différentielle (45); c’est l1a une locution abrégée dont le sens ne
peut présenter avcune ambiguité.

Lorsque les coefficients A, B, C sont des fonctions réelles des:
variables réelles x et y, nous sommes conduits a introduire la
distinction suivante. Si B2 — AC est positif, les deux familles de
caractéristiques sont réelles et distinctes; 'équation (44) est du type
hyperbolique. Si B> — AC est négatif, les deux familles de carac-
téristiques sont imaginaires; I'équation (44) est du ¢y pe elliptique.
Enfin, si B2— AC est nul, il 'y a qu’une famille de caractéris-
tiques qui est réelle; I'équation appartient au type parabolique.
I1 est évident qu’une méme équation peut appartenir a des types
différents suivant la région du plan considérée.

Les deux familles de caractéristiques étant supposées distincies,

GOURSAT, — T1II. 6
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soient :(z, )’) = const., n(z, ) = const., les formules qui repré-
sentent l'intégrale générale des équations (43), et (43), respecti-
vement; Z(z. ¥) et n(z, ») vérifient respectivement les deux
équations

J% 9 dr, dr,
a,%—-b,d—r—o. u:dr_bﬂd__r—o"

et par conséquent sont des intégrales de 1’équation du premier
ordre

Lo [ of g o =
46) ) e (d) ) =i

Cela posé, imaginons qu'on prenne ;(z. )’) et n(z, »’) pour nou-
velles variables indépendantes; 'équation (44) se change en une
nouvelle équation de méme forme

2z 92z J2z dz dz
4o W S ELEOTpCEC o = CEAVE o
47) Ay e 2B, o ' e F, (; T 5 g dn) o

dont les caractéristiques sont les courbes intégrales de 1’équation

différentielle
Ay d2—oBy dzdn+ Cydi2=o.

Or, d'aprées la définition méme des multiplicités caractéris-
tiques (n°® 473), il est clair que les caractéristiques de la nouvelle
¢quation (47) correspondent aux caractéristiques de la premieére.

Ce sont donc les deux familles de droites z = const., » = const.,
et I'on a A, =C,=o0, de sorte que I'équation (47) ne renferme

que la dérivée du second 01dre = On dit alors que [’éguation

est rapportee a ces caraclerzstzques.

Lorsque I'équation (44) est du type parabolique, on prendra
pour :(z, y) une intégrale de l'équation (46), la seconde va-
riable v (z, ») étant une fonction quelconque distincte de 2. La
nouvelle équation ne doit admettre qu’un systéme de caractéris-

tiques, composé des droites Z= const. Les deux coefficients A,
et B, doivent donc étre nuls, et I'é quatlon (47) ne renferme qu’'une

9’z
dérivée du second ordre e Ces résultats, que la théorie générale
des caractéristiques rend intuilifs, sont faciles a vérifier par le
calcul. On trouve en effet, d’aprés les formules générales du chan-

gement de variables, que les coefficients Ay, By, C, ont les valeurs
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suivantes, quelles que soient les fonctions £(z, ), n(z, y) :

JEN L dE ok P
Ay \(55) +2B d—d— ( )

oy 95 dt dn  JE dv L JE dq
B,_A%£+B(0I()y+@$)+b»——

dy Iy’
_- e dn dq In\?,
a=a(G) e 5 g o(5)

Il

=
|

les coefficients A, et G, sont bien nuls quand on prend pourZ, n
deux intégrales distinctes de I'équation (46). Si B2— AC =o,
I'équation (46) peut s’écrire sous les deux formes équivalentes

a9 I _ I I
\%+B7‘_()’ Ba-r-f—Cdy

et A, et B, seront nuls, pourvu que £ soit une intégrale de cette
équation.

Lorsque I'équation (44) appartient au type elliptique, la trans-
formation précédente introduit deux variables imaginaires conju-
guées £(z, ), n(x, ). Si I'on ne veut employer que des transfor-
mations et des variables réelles, il suffit de prendre, aulieu de £, »,

i

les deux variables réel]es X:;+n, Y =

place m par Z——;—f—, +32Y’z- En définitive, toute équation de la

y ce qul rem-

forme (44), dont les coefficients A, B, C sont réels, peut étre
ramenée, par un choix convenable de variables réelles, i 'une des
trois formes canoniques suivantes, dont chacune convient a un
type particulier (') :

723 ds Jz ' i .
(H) T g +f( b dq) =0 (type by perbnhque),
gy 0% 0 9z 03 o B o
(E) P (h__ —+—f(E, &, X’ Jr,) =o0 (type elliptique);
Jd?z dz ds
2 e Ty Byemeht =) = v ¢ 1 8
(P) e +f(E, T B g ,)_q) o (type parabolique)

(') On peuat arriver directement 4 la forme canonique qui convient au type
elliptique sans employer aucun symbole imaginaire. Si I'on prend en effet pour
nouvelles variables deux fonctions #(z, y¥) x(=z, y) satisfaisant aux deux
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Lorsque Uéquation (44) est completement linéaire, ¢’est-a-dire
lindaire par rapport & 5 et a toutes ses dérivées, il en est de méme
de P'équation transformée (47), quelles que soient les nouvelles
variables £, n. Les trois formes canoniques sont donc les suivantes :

diz 9z dz
C )

dz  d'z az
diz dz dz

F-o—adfé +bd~n+cz+g=o,

+CZ2+ §F =0,

bdz+cz =
I +g=0

a, b, c. g é¢lant fonctions des variables ¢, n seulement. La seconde
forme se raméne & la premiére, si l'on introduit des variables
complexes.

Ezemples : 1° L'équation rz?— ¢32=o est du type hyperbolique; les
caractéristiques se projettent sur le plan des zy suivant les deux familles

¥ .
de courbes ) = G, '~ = C'. Prenons pour nouvelles variables § = ), = Y.
4 7 R

.T,
on a

ol g« =g, o
P=Yor—wam  ITF% T ro’
L0 2,1/? dtz _‘_y’ d’z+z_)':}z
r=0T 08 2 0o |z gne i dr,

diz iz PRz

e =

e e et
o8 " okon, ot it
L'dquation proposée se change en une ¢quation ou les deux invariants
A et k sont nuls (n° 477), et dont Pintégration est facile,

., 9z Jz _ 3
T R T

équations
(E) o el WINB=Ton ﬁ_\/_’______:\c—-Wdi_Eg
T T Koy A & oz X Jay Aoy

on trouve une équation transformée dans laquelle, il est facile de le vérifier,
ou a A, = C,, B, = o. Mais l'intégration de ce systéme revient au fond 2 celle
de Véquation

r)(E+iq)___(—B—t—i\AU—B‘)d(Eﬂ—ir‘)
9r \ X o

qui est équivalente 4 I'équation (46).
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20 L’équation ry?+ tx®= o appartient au type clliptique; les courbes
intégrales de I’équation y2dy?+ z?dx?= o sont imnaginaires.
En posant z?= §, y?= 7, I'équation devient

+ — + -~

Nz dz 1 (1 dz 1 dz) _
& o vl =2

480. Etude du probléme de Cauchy dans un cas particulier. — La
distinction entre les équations hyperboliques et elliptiques peut s’étendre
évidemment aux équations du second ordre de forme_quelconque, suivant
la nature des caractéristiques. Cette distinction n’intervient pas dans la
recherche des intégrales intermédiaires; mais, dans le cas elliptique, tous les
raisonnements basés sur la théorie des caractéristiques supposent implici-
tement qu'il s’agit d'intégrales analytiques. Il est & remarquer d’ailleurs
que des formules, presque identiques en apparence, peuvent avoir des inter-
prétations tout a fait différentes, suivant le type de I'équation i laquelle elles
se rapportent. Pour bien mettre en évidence ce point essentiel, nous allons
étudier le probleme de Cauchy pour les deux équations s =o0, 7+ =o.

Prenons d’abord I'équation s = o. Soit M; une multiplicité définie par
cing fonctions réelles x = fi(a), ¥ = fa(2), 3= fi(a), p =o1(x), § = 92(2)
de la variable , satisfaisant a la relation f%(a) = 91(2) /) (3) + ¢2(a) fo(a).:
L’équation s = o admet deux intégrales intermédiaires p = ¢ (), ¢ ==(y)
et, pour avoir I'intégrale qui renferme tous les éléments de My, nous devons
d’abord déterminer les fonctions arbitraires ¢ et = par les deux conditions

si(@)=4[fi(2)],  9:2(2) = x[fe(a)];

ces fonctions étant déterminées, I'intégrale clierchée a pour expression
z= zn+f Y(z) dx —-f =(y)dr,
x Yo

Zy, Yo, B0 tant les coordonnées d’un point de la courbe donnée, corres-
pondant & une valeur a, du paramétre. Faisons le changement de variables

(49) z=/fi(u), y=/(v);

I’expression de z devient, en tenant compte des relations qui déterminent
les fonctions ¢ et =,

(50) z=zo+[ 9,(11)}/;(u)du+f 92 () fulv)de.
Ja, @,

Les coordonnées x, y, s d’un point de la surface cherchée sont ainsi
exprimées au moyen de deux paramétres u et v par les formules (49) et (50).
En supposant ¢ = «, on retrouve bicn la courbe donnde.
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Proposons-nous le méme probléme pour 'équation de Laplace r + ¢ = o,
les données restant les mémes. En prenant pour nouvelles variables

. o dz —ig Jz +
t=zr—+1iy, n=x—uiy, on a % =p1=PTq7 = =q,=P 2 7, et
Péquation devient d?;q = 0. Quand & la multiplicité M/, elle est rem-

lacée par une nouvelle multiplicité M/, définie par les relations
P! p 1

E=fi(e) +ifa(2), 0= fi(a)—ifs(a),

KT il C) -y ) ga(@) + deafa) = fuls

P 2 2

des formules obtenues tout a ’heure on conclut que I'intégrale de 'équation

93 . g .
= — o0, admettant tous les éléments de M, est représentée par les

JEdn
équations
E=fi(w)+ ifs(0), 0= fi(0)— ifs(0)s
s=an+ s [ [ow — in@]Ifi() + if (W) d
(51) o

S A EOEAO IORSACIED

En revenant aux variables z, y, nous obtenons les formules suivantes
pour représenter lintégrale de I’équation r +¢=o0, qui admet tous les
éléments de la multiplicité donnée M, :

w = 1)+ f1(0) + il falw) = f(0)]

2

_ fi@) = fi(e) + i fe(#) + f2(0)]
r= 27 ’

(52)

la formule qui donne z n’étant pas changée. Pour des valeurs réelles des
paramétres z et ¢, z, ¥ et zont en général des valeurs imaginaires; si l'on
attribue & ces paramétres des valeurs imaginaires, les formules (51) et (52)
n’ont un sens que si les fonctions données fi, f2, 91, 92 sont des fonctions ana-
lytiques. Supposons ces fonctions holomorphes dans un certain domaine D
du plan de la variable complexe x, contenant un segment ab de I’axe réel,
«ui correspond & la courbe donnée. Ces fonctions sont représentées, dans
le voisinage de « = a,, par des séries entiéres en («—x,) A coefficients
réels, et par suite prennent des valeurs imaginaires conjuguées pour des
valeurs imaginaires conjuguées de la variable dans le domaine D. Pour que
z, ¥, s soient réels, il suffira d’attribuer aux paramétres « et ¢ des valeurs
imaginaires conjuguées, et les formules qui représentent l'intégrale peuvent
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s'écrire
z = R[fi(w) + if2(w)], J’=£R[f-—————————’(u“;if’(u)}s
(53)

i=a+ R [f o) — iga ) | {i0) + if3 ()} du],

R(A) désiénam la partie réelle de A, et la variable complexe « déerivant
le domaine D. On voit par la combien les solutions du probléme de Cauchy
pour les deux équations, qui paraissent identiques au point dc vue purement
formel, sont en réalité différentes. Tandis que les formules (49) et (50)
supposent simplement que les fonctions qui y figurent sont continues ct
ont des dérivées continues, les formules (51) et (52) n’ont de sens précis
que si les fonctions données fi, ¢; sont des fonctions analytiques, et dans les
formules définitives (53), qui représentent lasolution, le paramétre variable »
doit prendre des valeurs complexes.

11 est aisé de s’assurer que ces eonditions ne sont pas introduites par le mode
de solution adopté, mais qu’elles tiennent & la nature méme du probléme.
Soient C une courbe plane du plan des zy, et D un domaine renfermant
cette courbe. Sil'on se donne les valeurs d’une fonction u et de ses dérivées

du Jdu
partielles E=0k lc long de C, ces valeurs ¢tant seulement continucs et

vérifiant la relation

Ju Ju
du = o dxr + 7 dy

le long de cette courbe, il n’existe pas en général de solution de I'équation
de Laplace Ay« = o, continne ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres

dans D, aussi petit que soit ce domaine, ct dont les dérivées o plelmcnl

‘Ju

Zd_ ’

les valeurs données sur la courbe C. En effet, si une telle solution existait,

on en déduirait unc autre fonction ¢(z, y), satisfaisant aux mémes condi-
du dv _du

R . dv

tions que u(xr dans D, et telle quon ait — = — ——, - — = — (I, n® 261).

que u(z, ) ; 1 JE e b

do dv .
Les valeurs de 7z’ Iy ¢tant connues le long de C, cette fonction ¢(.z, 3°)
scrait elle-méme déterminée le long de C, 4 une constante additive prés;
w -+ iv serait donc une fonction analytique holomorphe dans D de = + iy,
dont on connaitrait la valeur tout le long de C.'Or, on sait que cette fonc-
tion est complétement déterminée si 'on connait sa valeur le long d’un
. . P - du Ju
arc de C, aussi petit qu'il soit. 1l s’cnsuit que les valeurs de o © de oy
or l}’
doivent étre complétement déterminécs en un point quelconque de G, si
I'on connait les valeurs de ces dérivées sur une portion, aussi pctite quelle
soit, de ce contour. 11 est clair que cette condition uc sera pas satisfaite si

du

. , Ju . n 5
les fonctions données pour ot ;))-’ sont sculement contiuues. En réalité, ce
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n’est pas le probléme de Cauchy qui se pose pour Péquation A,u = o, mais
un probléme tout différent, qui sera étudié plus loin (Chap. XXVII).

EXERCICES.

1. Intégrer les équations
—g\?
x2r+2xys +yit=o, (s+ P_Q) =ns
=7
rt — st f'(x)pt =o, rt — s*= pgqs, qr+ (3q —p)s — apt=o,
s =pq+ eif(z, y), rry + s(x?+ )?) + txy —py — qxr = o.

2. Trouver les surfaces dont les lignes de courbure de 'un des systémes
sont des courbes planes dont les plans passent par une droite fixe (surfaces
de Joachimsthal), et les surfaces dont leg lignes de courbure de 'un des
systémes sont situces sur des sphéres concentriques (surfaces de Monge).

3. Déterminer les fonctions x(x, y) telles que P'équation r = A2¢ soit
intégrable par la méthode de Monge.

%. Déterminer les équations de Monge-Ampére pour lesquelles les carac-
téristiques de 'un des systémes sont des lignes asymptotiques ou des lignes
de courbure des surfaces intégrales (Lie).

Déterminer de méme les équations pour lesquelles les deux familles de
caractéristiques forment un réseau conjugué sur les surfaces intégrales. -

5. Surfaces minima. — Si 'on écrit Péquation du plan tangent a une
surface S sous la forme

(1—2B)X + i(1+2B)Y + (2 + $)Z + &(2, B) = o,
e et 3 étant deux paramétres variables, pour que cette surface soit a
courbure moyenne nulle, il faut et il suffit qu'on ait (p. 79)

PL k0
Jzdg "9« o "

(= —8)

En déduire les équations générales des surfaces & courbure moyenne
nulle.



CHAPITRE XXV.

EQUATIONS LINEAIRES A » VARIABLES.

1. — CLASSIFICATION DES EQUATIONS A n VARIABLES.

481. Caractéristiques des équations a n variables. — La notion
de caractéristique s’étend aux équations aux dérivées partielles du
second ordre & un nombre quelconque de variables, et aux équa-
tions d’ordre supérieur au second. Nous ne traiterons que le cas
d’une équation du second ordre & n variables, linéaire par rapport
aux dérivées du second ordre
(1) Zawpu~+F(x1, ..., Tn, 2, p1y oo, Pn) =0, Pik= L,

dx;duy
les coefficients @i ne dépendant que des variables x,, ..., z,.
Le probléme de Cauchy pour cette équation peut étre posé de
la facon suivante : Etant donnée dans Uespace & n dimensions
(21, sy ..., ) une hypersurface S représentée par l’équation

(2) ®(xy, L3y ..., Tp) =0,

trouver une intégrale de l'équation (1), connaissant les valeurs
que prennent cette intégrale et l'une de ses dérivées partielles
du premier ordre le long de S.

Ce probléme est en général déterminé. Remarquons d’abord que
les valeurs des n dérivées partielles p; le long de S ne sont pas
indépendantes; si 'on connait z etl’une de ces dérivées en chaque
point de S, on peut en déduire les autres dérivées du premier ordre
au moyen de l'identité ds = Zp; dz;. En effet, sur ’hypersurface S,
Zy, Xy, ..., L, L 5 peuvent étre exprimébes par des fonctions
connues de n — 1 paramétres wu,, Us, ..., Un—¢, €t la relation
précédeénte est équivalente 3 n — 1 relations distinctes, qui per-



90 CHAPITRE XXV. — EQUATIONS LINEAIRES A n VARIABLES.

mettent de calculer les valeurs des n dérivées p;, si 'on connait
I'une d’elles. Supposons par exemple 'équation (2) de S résolue
par rapport @ z,; on peut prendre pour paramétres

TE By 0000 B = &ilo
Soit n(z, 1. ..., Za»—y) la fonction & laquelle doit se réduire 3
sur cette multiplicité. Les 7 —1 relations

)z

dr;

=p;+1;,,ll—t" (i=1,2, ..., n—1)

dx;
permettent d’exprimer les n—1 dérivées py, pay ..., pu—y au
moyen de la dérivée p,, qui peut éire choisie arbitrairement le
long de S.

Lorsque les fonctions ai, F, ® sont des fonctions analytiques
de leurs arguments, on peut prendre un nouveau systéme de
variables indépendantes (', ..., ), de telle facon que I'équation
de I'hypersurface S devienne z, = o avec ce nouveau systéme de
variables. [’équation (1) est remplacée par une équation de méme
forme a coefficients analytiques, et le probléme proposé est ramené
a la recherche d’une intégrale de la nouvelle équation, se réduisant
pour z/,= o 4 une fonction donnée f(z'. ..., z,_,), tandis que
—d%se réduit a une autre fonction donnée o(z', ..., z)_,) des
mémes variables. Ces fonctions f et ¢ seront aussi analytiques, si
les données du probléme primitif s’exprimaient par des conditions

analytiques. Si le coefticient de :;,’:2
transformée, on peut appliquer a cette équation le théoréme
général (11, n® 456), et I'on en conclut, en revenant a la premiére
équation, que le probléme de Cauchy admet une solution ana-

lytique holomorphe dans le voisinage de 'hypersurface qui porte

o 0 o Jrz
les données. Si, au contraire, le coefficient a;,, de o est nul dans
n

Péquation transformée, on ne peut plus appliquer le théoréme

n’est pas nul dans ’équation

général d’existence. Remarquons, sans qu'il soit nécessaire de faire
le calcul, que ce coefficient a),, ne dépend que des coefficients «;x
et de la fonction @ elle-méme, mais ne dépend nullement des don-
', est nul, sont

'

nées sur S. Les hypersurfaces S, pour lesquelles «,,

les caractéristiques de 'équation (1). Ces hypersurfaces carac-
7l q YP
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téristiques sont définies par une équation aux dérivées partielles du
premier ordre que I'on peut former sans effectuer aucun change-
ment de variables. Supposons, en effet, que I'on connaisse les
valeurs de 3 et de ses dérivées partielles p; en tout point de 'hyper-
surface (2), ou, ce qui revient au méme, que 'on connaisse un sys-
téeme de 27 +1 fonctions z;, pi, 5 de n — 1 paramétres, vérifiant
I'¢quation (2) et la relation ds = Xp;dz;. Pour en déduire les
valeurs des dérivées du second ordre pi, en un point quelconque
de cette multiplicité, nous avons les relations

(3) dpi=ppndry+...+ pipdr, (7 =152, saen M)

et 'équation (1) elle-méme. Supposons, pour simplifier, qu’on ait
pris pour paramétres les (n — 1) variables z, ..., Z,—.
Les relations (3) nous donnent
:)p dory, Ipn d.r,.

d‘“ = Pik+ Pin m) F —Pm+])nn S

et par suite,

- )it ()i Jap; dpy Dy -
p“_P""d_f{Tu Tod k. G (L hk=1,2, ....n—1).

adry
En portantles valeurs des dérivées pix, pui, tirées de ces formules,
dans l'équation (1), on obtient une équation du premier degré
pour déterminer p,,

4) Apnn+B=o,

ou le coefficient A a pour expression

dr, dry, . .
(5) A=Zu,, FE:"BT; (G k=12, ....n).

‘L‘
a condition de remplacer

2 par (—1).

Si A n'est pas nul pour lh) persurface considérée, on obtient
les valeurs des dérivées py en chaque point de S, et, en passant
aux dérivées d’ordre plus élevé, on vérifie, de proche en proche,
que toutes ces dérivées peuvent étre calculées sans ambiguité.
Nous sommes dais le cas général ou le probléme de Cauchy admet
une solution et une seule.

Il n’en est plus de méme si 'hypersurface S satisfait a la rela-
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lion A = o, qu'on peut écrire, sous forme plus symétrique,

(6) Ea,-kg;;%:o (i k=1,2,..., n),
en supposant cette multiplicité définie par I'équation (2). L'hyper-
surface S est alors une caractéristique de 1'équation (1), et 'on ne
peut plus appliquer les raisonnements du cas général. Lorsqu’on
aa la fois A=o0, B=o0, la valeur de la dérivée p,, est indéter-
minée, et le probléme de Cauchy présente une indétermination.
On a démontré que celle indétermination élait variable, lorsque
les fonctions ai, F, @, et les données sont analytiques (').

Supposons les variables réelles, ainsi que les fonctions ai, F;
pour qu’il existe des caracléristiques réelles, il est nécessaire que
I'équation du premier ordre (6) admette des intégrales réelles. Or
le premier membre est une forine quadrique par rapport aux
dérivées de A, et par suite peut s'écrire sous forme d'une somme
de n carrés de fonctions linéaires de ces dérivées multipliés par
des facteurs constants, lorsque le discriminant A de la forme
Xajruiuy n'est pas nul. Ceci conduit a une classification des
équations (1) basée sur la nature des caractéristiques.

Si le discriminant A de la forme quadratique n’est pas nul, et si
tous les coefficients des carrés sont du méme signe, I'équation (6)
n'admet pas d’intégrale véelle, sauf f=C, et par conséquentil n’y
a pas de caractéristiques réelles pour 'équation (1). On dit qu’elle
appartient au type elliptique.

Si le discriminant A n’est pas nul, sans que tous les coefficients
des carrés aient le méme signe, I'équation (6) a des intégrales
réelles, et il existe des caractéristiques réelles pour I'équation (1),
qui est dite du type hyperbolique.

Si le discriminant A est nul, Péquation (6) est décomposable en
une somme de n — p carrés (p > o), et 'équation (1) appartient
au type parabolique. Une équation de cette espéce peut avoir des
caractéristiques réelles. ou ne pas en avoir, suivant les cas. Si par

exemple n =3, l'équation (:—jy: (g:,).. admet des intégrales

(*) La proposition n’a pas encore été démontrée d'une fagon absolument
générale pour une équation non analytique, mais elle se vérifie dans tous les cas
qui ont été traités.
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réelles, tandis que I’équation

dg dyp\? d3 dp\?_
(’d;.‘_adﬁz;) +(d_)'+b3'z) =a

n’admet d'intégrales réelles que si les deux équations

9% Je _ 9% de _

;}+a32—l)’ ;}/-&-b;_n
forment un systéme jacobien. Toute équation quiadmet des carac-
téristiques réelles est donc du type hyperbolique ou du type
parabolique.

482. Propagation par ondes. — Les équations a caractéristiques
réelles interviennent, a I'exclusion des équations du type elliptique,
dans tous les phénoménes ou il y a propagation par ondes. Il est
aisé de s’en rendre compte a priori. Considérons d’abord un
ébranlement se propageant le long d’une ligne droite indéfinic
prise pour axe des z. Supposons, par exemple, quon ait un
cylindre indéfini, de section trés petite, rempli d'un gaz dont I'état
a chaque instant est le méme en tous les points de chaque tranche
perpendiculaire aux génératrices. Cet étal est caractérisé par un
nombre variable z," qui dépend de I'abscisse z de la tranche
considérée et de I'époque ¢. Dans les problémes les plus usuels,
5 est une intégrale d’'une équation du second ordre linéaire par
rapport aux dérivées du second ordre

d*z . 3 [t
(&) H oot 2K 3?{:?: d_t:
qui admet la solution 5 = o, correspondant a I'état de repos.

Nous supposons que, si I’on vient a produire un ébranlement en
une portion du cylindre, cet ébranlement se propage par ondes,
c’est-a-dire qu’une tranche d'abscisse z, située en dehors de la
portion ébranlée au début reste en repos jusqu’a un certain
moment ¢ = g(z) a partir duquel elle entre en vibration. Consi-
dérons z et ¢ comme les coordonnées rectangulaires d'un point;
soient C la courbe qui a pour équation ¢ = ¢(z), et 5= f(z, ()
I'intégrale de 'équation () qui convient au phénoméne étudié. La
courbe C décompose le plan des £ en deux régions; dans la région
située au-dessous de C, on a ¢Zo(z) et 5=o0; au contraire,
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dans la région situce au-dessus de C, s est différent de zéro. Le
long de la courbe C, nous admettrons que = et ses dérivées par-
tielles :—j, ‘;—j sont nulles, ce qui revient & supposer que 5 et ses
dérivées partielles varient d’une maniére continue quand on passe
de la partie non encore ébranlée a la partie ébranlée. La surface
intégrale 5= f(z, t) est donc tangente au plan 5 = o tout le long
de la courbe G, qui est par conséquent une caractéristique sur
cette intégrale particuliére (n® 473); en d'autres termes, I’équa-
tion t = o(x), qui correspond au front de l'onde, est celle d’une
courbe caractéristique sur le plan s =o.

Ces courbes caractéristiques sont les courbes intégrales de
I’équation diftérentielle H,d¢* — 2K dtdz + L,dz? = o, H,, K,,
L, désignant ce que deviennent les coefficients H, K, L quand on
y a remplacé z, gv l();; par zéro. En particulier, lorsque H, K, L
ne renferment pas z et ¢, Hy, K, L, sont des constantes, et les
deux systémes de caractéristiques se composent de droites paral-

leles. L’équation du front de l'onde ¢ =¢(z) est de la forme
{ = ax + b, et 'on en conclut que I’ébranlement se propage avec

. 1
une vitesse constante o

Considérons encore I'équation de la propagation du son dans
I'espace. Les composantes de la vitesse d’une molécule gazeuse
placée, a linstant ¢, au point de coordonnées (z, ), 5) sont les
dérivées partielles d’une fonction u(z, v, 5, ¢), qui satisfait a
I'équation aux dérivées partielles

2w Jtu Ju 1 d*u
®) T on T om T @ e
a étant un coefficient constant.

Si, pour ¢ = o, on produit un ébranlement limité a une région
de I’espace, la molécule placée en un point (z, 1, 5) en dehors de
cette région reste en repos jusqu’a l'instant ¢ = o(z, », 5) a partir
duquel u cesse d’étre nul. L'équation ¢(z, 3, 5)=¢, ot ta une
valeur déterminée, représente la surface de Pespace (z, », 5) qui,
a Pinstant ¢, sépare la région non encore ébranlée de la région
déja ébranlée. Si nous admettons que u et ses dérivées partielles
varient d’'une maniére contlinue quand on passe d’une région a
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I'autre, I'équation o(z, v, ) —t=o0 représente, dans U'espace
a quatre dimensions (z, v, 5, ¢), une hypersurface caractéristique
de Péquation (8), puisqu’il doit exister une intégrale de cette
équalion qui est tangente a l'intégrale particuliére u = o tout le
long de cette hypersurface. La relation (6) qui définit les hyper-
surfaces caractéristiques de I'équation (8) devient dans le cas
actuel, en supposant 'équation de cette hypersurface résolue par’
rapport a ¢,

Jz \? d:\2 a2\ _ 1,
@ () + ()~ (2) = w

d’aprés un résultat connu (') (voir t. I, p. 640), 'équation

c(x,y,3)=0C

représente alors une famille de surfaces paralléles, et par suile les
positions successives du front de Uonde forment une famille de
surfaces paralleles.

On peut énoncer un résultat plus précis. Pour ¢ = o, Péquation
9(x, ¥, 5) = o doit représenter la surface Z, qui sépare la région
de 'espace déja en vibration de la région au repos a 'instant ¢ = o.
On obtient I'intégrale de I’équation (g) satisfaisant & cette condi-
tion en prenant I'enveloppe de I'intégrale compléte

at=\'(r—a)2+(y—p)2+(s—7),

lorsque le point («, 8, y) décrit la surface ;. Soit t = F (=, y, 3)
I'équation de cette enveloppe; d’aprés la théorie de la variation
des constantes (11, n® 452), F(z, y, z) est une intégrale de-I'équa-
tion (9), et il est clair que, pour ¢ = o, I’enveloppe se réduit a la
surface 3, elle-méme. On obtient donc la position du front de

(') On peut aussi vérifier ce résultat.en montrant que les trajectoires ortho-
gonales de la famille de surfaces ¢(z, y, z) = C sont des droites. Si u, ¢, w sont
les cosinus directeurs de la normale A la surface de cette famille qui passe en
un point (., y, z), on a, d’aprés I’équation (g), u = a g—;, =@ gj" w=a ")7:,
et il suffit de montrer que u«, v, w ne changent pas quand on passe d'un point m
de 'espace au point infiniment voisin m' sur la direction (u, v, w) issue de ce
point. Or on a, & un facteur prés,

o Jo e do . % deo 1 d [[de\? (de\* d¢\*
¢ = e 09 L O D) e B0 | ! g =
& ozt or T Jdx dy dy Al Jx d3 J3 2 dr [(4)1) T («)_y> £ ( > ] 2
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I'onde au temps ¢ en prenant enveloppe des sphéres de rayon at
dont le centre décrit la surface 2,; il est évident que la portion de
cette enveloppe, qui est extérienre a Z,, convient seule a la
question. Tous ces résultats, qui ont été déduits uniquement de
Ia théorie des caractéristiques, seront vérifiés plus loin (n® 484).

483. Généralités sur les éguations complétement linéaires. —
Un grand nombre de problémes de Physique mathématique con-
duisent & des équations aux dérivées partielles, qui sont linéaires
et homogénes par rapport & la fonction inconnue et a ses dérivées;
I'intégrale cherchée doit en outre satisfaire a des conditions qui
peuvent étre de nature trés diverse. De la forme lindaire de ces
équations il résulte que, si 'on connait p intégrales particulieres,
toute combinaison linéaire a coefficients constants de ces p inté-
grales est aussi une intégrale. Si 'on connait une intégrale dépen-
dant d’un ou plusieurs paramétres arbitraires, on peut en déduire
de nouvelles intégrales par des différentiations ou des quadratures.
Soit par exemple ¢(z, y, 3, ...: @) une intégrale dépendant d'un
parainétre a, ne figurant pas dans les coefficients de I'équation

proposée. On vérifie immédiatement par différentiation que :)‘)E,

est aussi une intégralc, ce qui s'explique puisque cette dérivée
peut étre considérée comme la limite d’une combinaison linéaire
des deux intégrales

oz, ¥, 5 .. a+h), oz, ¥, 7 ... a)

Le raisonnement est général; si une intégrale dépend d’un cer-
tain nombre de paramétres a, b, c, ..., , ne figurant pas dans les
coefficients de I'équation, toutes les dérivées particlles d’ordre
quelconque de l'intégrale par rapport & ces paramétres sont de
nouvelles intégrales, si toutefois ces dérivées existent. Tl peut
arriver aussi que les dérivées de l'intégrale par rapport a une des
variables indépendantes soient encore des intégrales; c’est ce qui
aura lieu par exemple si 'une des variables ne figure pas dans les
coefficients de ’équation el sil’on prend les dérivées par rapport
a cette variable. En particulier, dans le cas d’une équation linéaire
a coetlicients constants, toutes les dérivées partielles d’une inté-
grale sont aussi des intégrales en admettant, bien entendu, que ces
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dérivées exislent et ont clles-mémes des dérivées d’un ordre égal
a l'ordre de I'équation proposée.

D’une intégrale dépendant de paraméires arbitraires on peut
aussi déduire, par des quadratures, des intégrales dépendant de
fonctions arbitraires. Supposons, par exemple, que d'une équa-
tion linéaire donnée a quatre variables indépendantes z, y, 3, ¢, on
connaisse une intégrale u==o(z, y, 3, t; «, b. ¢) dépendant de
trois paramétres arbitraires @, b, ¢. Si 'on multiplie cette solution
particuliére par une fonction arbitraire f(«. b, ¢) de ces para-
métres, Uintégrale du produit f(a, b, ¢), o(z, ¥, 5, ¢; a, b, c),
¢lendue @ un domaine fize a une, deux ou trois dimensions de
'espace (a, b, ¢), sera aussi une solution de '¢quation aux déri-
vées partielles proposée, quelle que soit la fonction f(a, b, c).
Cela résulte immédiatement des formules habituelles de différen-
tiation sous le signe intégral, mais on peut simplement observer
avee Fourier qu’une intégrale de cette espéce n’est au fond que la
somme d’une infinité de solutions particuliéres. Quand on connait
plusieurs intégrales particuliéres distinctes dépendant de para-
métres arbitraires, on peut former de cette facon d’autres inté-
arales dépendant de fonctions arbitraires. En exprimant que les
intégrales ainsi obtenues satisfont & des conditions voulues, on est
conduit en général a des équations intégrales pour déterminer les
fonctions arbitraires.

IL arrive aussi, pour certaines intégrales particuliéres dépendant
de paramétres arbitraires, qu'on puisse en déduire de nouvelles
intégrales par des quadratures ¢tendues a des domaines qui sont
cux-inémes variables avec z, y, z, t. Ce sont précisément ces inté-
grales qui jouent en général le role le plus important (').

Si Pon connait une infinité d’intégrales. linéairement dis-

+ x
tinctes oqy Yay ...y 9uy ..., 1l est évident que la série ZC["J,', ou
n=1
les coefficients C; sont constants, est aussi une intégrale, pourvu
que cette série, et celles qu'on en déduit par dérivation jusqu’a

(') M. J. Le Roux a étudié ces intégrales, qu’il appelle principales, dans plu-
sieurs Mémoires (Annales de I’Ecole Normale, 3° série, t. X1, 1895; Journal de
MHathématiques, 5¢ série, t. 1V, 1898; t. VI, 1goo; t. IX, 1903). On verra un peu
plus loin un exemple intéressant (n° i8%).

GOURSAT. ~— 111, 7
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I'ordre de I'équation, soient uniformément convergentes. Il peut
méme se faire que toutes ces conditions ne soient pas nécessaires.
De toute intégrale dépendant d'un ou plusieurs paramétres arbi-
traires on peut évidemment déduire, et d’une infinité de maniéres.
une infinité d’intégrales particuliéres linéairement distinctes en
attribnant a ces paramétres une suite de valeurs particulieres et,
par conséquent, former une infinité d'intégrales représentées par
des séries. On choisit en général les valeurs particuliéres des para-
metres de facon a satisfaire a certaines conditions aux limites.
Supposons par exemple qu'une intégrale o(z, y, 51 «), dépendant
d’un parameétre «, soit nulle le long de certaines mnltiplicités pour
une suite infinie de valeurs de ce paramétre, oy, ... @y ...
Toute séric XC,9(z, ), 33 2,) satisfait .ormellement a 'équation
proposée et s’annule le long des mémes multiplicités. Silon peut
disposer des coeficicnts C,, de fagon que cette intégrale vérifie les
autres conditions imposées a la solution cherchée. le probléme
sera résolu. Il est clair que. dans chaque cas particulier, les gues-
tions de convergence scront & examiner.

Le plus souvent, des intégrales particuliéres renfermant des

parameétres arbitraires sont suggérées par la nature méme du pro-
bléme, ou par la forme analytiq e des coelticients. Par exemple,
étant donnée une équation ¢ coe/ficicnts constants, 'analogic avec
les équations différentielles linéaires de méme espéce conduit a
chercher des intégrales particuliéres s'exprimant au moyen de
I'exponentielle. En écrivant que e*7+8 est une imntégrale d’une
équation de celte espéce a deux variables, on obtient une équation
de condition entre les constantes a et 3. d ot 'on déduit une ou
plusieurs intégrales dépendant d’un paramétre arbitraire.

Tout ce qui précede s’applique aux trois types d’équations li-
néaires, elliptique, hyperbolique on parabolique. Ces trois types
se présentent en Physique mathématique; la propagation du son.
par exemple, est régie par une équation du type hyperbolique; et
la propagation de la chaleur par une équation du type parabo-
lique. La distribution de I’électricité sur un ou plusieurs conduc-
teurs, ou ladistribution des températures a 'intérieur d’un corps en
équilibre de température, conduisent a des équations du -type
elliptique. Il est a remarquer que les problémes auxquels on est
conduit sont différents suivant le type de I'éguation qui régit le
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phénoméne; mais, dans chaque cas, le probléeme est bien posé.
c’est-a-dire que les données sont précisément celles qui déter-
minent complétement la solution pour le type correspondant
d’équation.

Pour les équations du type hyperbolique ou du type parabo-
lique, le probléme a résoudre est le Probleme de Cauchy ('), ou
un Probleme mizte, qu’on obtient en combinant le probléme de
Cauchy avec certaines conditions aux limites, dont la signification
sera précisée dans chaque cas particulier. Pour une équation du
type elliptique, le probléeme est tout différent; il s’agit de trouver
unc intégrale réguliére a I'intérieur d’une variété fermée S,_; a
(n —1) dimensions, connaissant la valeur de cette intégrale en
tout point de S,_,, ou une relation entre I'intégrale et quelques-
unes de ses dérivées premiéres le long de cette variéié. Le type le
plus célébre de ce genre de questions est le Probleme de Dirichlet,
que nous étudierons en détail. Remarquons une fois pour toutes
que, dans ces différents problémes, les données ne sont pas forcé-
ment analytiques, de sorte que, méme pour le probléme de Cauchy,
le théoréme général d’existence (11, n® 456) est bien loin de donner
la solution de toutes les questions qu’on peut se proposer. Dans
les cas ou il s’applique, il ne fait connaitre la solution que dans le
voisinage de la multiplicité qui porte les données; ce qui est insuffi-
sant pour 'objet qu’on se propose.

II. — APPLICATIONS A QUELQUES EXEMPLES.
Avant d’étudier d’une fagon systématique les équations des dif-
férents types, nous donnerons quelques exemples de solutions
synthétiques, qui offrent une application des généralités préce-

dentes.

484. Equation du son. — Le probléme de Cauchy pour I'éqna-

(') La donnée de lintégrale seule, lc long d’une caractéristique, doit étre
considérée comme équivalente aux données de Cauchy. Le probléme de
Cauchy et le probléme mixte se présentent en général de cette facon pour une
équation du type parabolique. Pour toutes ces généralités, on lira avec intérét
un article de M. Hadamard dans le Bulletin de la Société de Physique (1906).
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tion de la propagation du son (n® 482)

. r)!u+d2u+l)3u _ 1 du
(10) Py = v~ i

consiste a trouver une intégrale u(z, y, 3, t) se rédmisant pour { =o

. , 5 . du o s
a une fonction donnée f(z, y, =), tandis que - se réduit & une

autre fonction donnée ¢ (z, y, 5). Ces deux fonctions f el ¢ sont
supposées continues, ainsi que leurs dérivées partielles, dans tout
'espace, et nulles en dehors d’une certaine région R, qui est le
siége de I’ébranlement initial. Le probléeme a d’abord été résolu
par Poisson et Cauchy; la méthode suivante, due a M. Boussinesq,
permet une discussion facile de toutes les circonstances du phéno-
méne.

ILa fonction u = ;, ou restla distance d’un point variable (z, y, 5)
a un point fixe (2, 8, ). est une intégrale del’équation (10) dépen-
dant de trois paramétres «, 3, v. L'intégrale double

S . C M oula, Bov)ds
(11) wlx, y, z,h:/ —
- o/ o r

ou u(=«, 3, ) est une fonction arbitraire de z, 3, v, étendue a la
surface de la sphere X de rayon a¢, décrite du point (z. y-, 5) comme
centre, est aussi une intégrale comme nous allons le vérifier;
~'esta cette intégrale que M. Boussinesq a donné le nom de poten-
tiel sphérique (voir Chap. XXVIIL). Remarquons que I'intégrale
particuliére ,1 ne dépend pas de ¢; le champ d’intégration dépend

o 1 R & 1 0ent
seul de ¢ dans Ia formule (11), de sorte que >, peut étre considérée

comme une intégrale principale, au sens de M. Le Roux (p. 97) (*)-

(*) La méthode de M. Boussinesq peut étre rattachée 4 un théoréme général
de Weierstrass sur les équations linéaires a coefficients constants (voir Vor-
TERRA, Lecons professées a Stockholm, 1go6, p. 58). Soit 6(z, 3, z) une fonction
homogéne et du premier degré de z, y, z, telle que I'équation 8(r, y, 3) =1¢
représente une surface fermée X, renfcrmant lorigine, qui n’est rencontrée
qu'en un point par une demi-droite issue de Vorigine. Considérons une inté-

grale
I :ff/;{u. v, W) flx+ 1, ) + 9, 5+ w)dudodw

étendue au domaine compris entre les deux surfaces X,, X, ¢, étant une con-
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Pu JPu Ju

Pour calculer les dérivées secondes T 2 o il est com-
mode de faire le changement de variables
a=x+atk, 3=y +atx. Yy=z+atl;

lorsque le point «, B, vy décrit la sphére X, le point Z, n. ;'décrit
la sphére S de rayon urn, ayant pour centre I'origine, et l'on a,
entre les ¢léments d’aires correspondants ds et da des deux sphéres,
la relation do = a2¢*ds = r*ds. La formule (11) devient

(12  u(x, y, 3, {)=ffp1'w+nl5,_y+at'q, 4+ atlatds,

la nouvelle intégrale ¢tant étendue i la surface de la sphére S. Le
champ d’intégration étant indépendant de .z, ¥, 3, on a immédia-
tement

Aoy = ﬁ -+ ’-)—ﬁ
dat dy?

=Jf Agp(.r—o—atz,y—&—at'q,:+at‘;)ulds,
(S)

ou, en revenant au champ d’intégration primitif,

(13) du= f : ')—H-o—d—+f-)l ds,
Sy da? Jd )2

Pintégrale double étant étendue a la surface de la sphére X.

P 1 n
stante quelconque. La dérivée :)_l = F(z, y, z, t) est une fonction des quatre
variables z, y, 3, ¢, qui est une intégrale de Péquation linéaire a coefficients con-
stants
v
B TA —————
(E) Iishsh, dxhy yhs dzhs dths W
quelle que soit la fonction arbitraire f, pourvu que I’¢quation
v

. Y(— 1)t Ml WY e
(E) (= 1) A pyhghioh, PP o

admette l'intégrale ¢(x, y, 5) @ [t —6(x, ¥, 5)], © étant une fonction arbi-
traire. Dans le cas de l'équation (10), les deux équations (E), (E’) sont iden-

) LR 1 y i

tiques et admettent l’intégrale s @®(at—r) ou r =\ z*+ y*+ s°. On peut
' e

donc prendre dans ce cas 3 = =+ 6 =\ z*+ )*+ 5*; les surfaces ¥, sont des

1
sphéres, et l'on voit facilement que :;_t est identique a I'intégrale de surface
de M. Boussinesq.
La méthode de Kirchhoff repose aussi sur I'emploi des intégrales ;l D(at—r).
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L’expression de 'g:-, déduite de la formule (12), se compose de

deux termes et peut s’écrire

Ji +alff[a£—-+a1’,—+a gﬁde,

ou, en revenant a la sphére 3,
r)u_u a——zdp f—y ou r—.’ s
7 /f[ ar Ja  at a8 " ()*{]dq

. a—z B—y yY—z ! 2
Mais == ?at}” ~—= sont les cosinus direcleurs de la nor-

male extérieure a X, el I'intégrale double du second membre est

identique a I'intégrale de surface
3 _ff"“d dy+ 2 @ By do + d“dads

prise suivant le coté extérieur de X, ou encore, d’aprés la for-
mule de Green, a U'intégrale triple (I, n° 144).

(14) J —-f f(da2 ))TF -+ 'j;;:) dv,

du
étendue a l'intérieur de 2. De la formule qui donne — S

on tire, en dilférentiant de nouveau par rapport a ¢,

N d*u [ 1/ u 1 I 1 9] 1d)
(15) TG iEs i w

. 2 R y
ce qu'on peut écrire ‘—t_— gé, r étant le rayon de 2. Il serait facile

aJ o
de calculer > en remplacant les coordonnées rectangulaires «, 5, y

par des coordonnées polaires (g, 6, ¢) dans I'intégrale triple (14),
wnais on peut aussi observer que, quand r augmente de dr, I'accrois-
sement AJ est représenté par une intégrale triple étendue a la
portion de I'espace comprise entre les deux sphéres concentriques
de rayon r et r—+dr. La partie principale de cet accroissement
est évidemment égale au produit de dr par l'intégrale double
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de (/)a’ +d°! —%—3;:) étendue a la surface de la sphére de

rayon r. On a donc
Ry atdl _a Nu  du
(5, 9t T T or _/ /(‘\‘)(dﬁz ;’3_ l)'y’)ds’

en comparant avec la formule (13), on voit que u (z, y, 3, t) est
bien une intégrale de I’équation (10), quelle que soit la fonc-
tion u(a, 3, v) pourvu que les dérivées qui figurent dans le calcul
soient continues. La formule (12) montre immédiatement que

u(z, y, 5, 0)=o, landis que la limile de ’;7 lorsque ¢ tend vers

zéro, est égale a 4map(x, y, 5). L'intégrale (1 1) satisfait donc aux
conditions initiales
du

- = 4rap(x, y,3) (pour ¢ = 0).

Wz, Z5p0) =10 —
.J’ b b ’)'

D’autre part, u,(x, y, 5, L) = Z—i: est aussi une intégrale de 'équa-

. . 2
tion (10) (n° 483) et la formule (16) met en évidence que % est

nul pour ¢ =o. Cette nouvelle intégrale satisfait donc aux condi-
tions initiales
duy

i (xr, v, 3,0)=f4zau(r, y. 3), = (pour ¢ = o).

Cela ¢tant, posons

F(r, y, z,t)= 4; f (z)f(a)rk‘y s,

bz, y, 3 )= ! f i Md‘;;
()

4{ra 7

(17)

il est clair que la fonction
(18) w(@, 7, 5 O = 2 =2, 7, 5 )

donne la solution du probléme de Cauchy pour I'équation (10).
car il résulte des formules précédentes qu’elle se réduita f(=, y, )

pour ¢ = o, tandis que (;—': est égal a o(z, y, 5). D’aprés la formule

. JF . . . . .
qui donne -, on voit que cette fonction u s'exprime par une inté-
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grale double étendue i la surface de la sphére de rayon at et de
centre (z, ¥, 5), el par conséquent la valeur de u au temps ¢ en
un point (7, y, 3) ne dépend que des valeurs de f et de o sur la
portion de sphére de rayon at située dans la région R o s’est pro-
dnit Pébranlement initial.

Il est facile, d'aprés cela, de se rendre compte des différentes
circonstances du phénoméne. Supposons que la région R soit
limitée par une surface fermée S;: soient M un point de I'espace
extérieur a R, d et D la plus courte et la plus grande distance de
ce point a un point de S.

Tant que ¢ est inférieur a %, la sphére de rayon at et de centre M
n’atteint pas la région R, u(z, v, z, ¢) estnul, et la molécule placée

5 & g8 d . o
en M reste au repos jusqu’a U'instant ¢, = - ou elle entre en vibra-

tion. Mais, i partir du moment ou ¢ dépasse la valeur%’ la surface
de la sphére de rayon at et de centre M n’a plus aucun point com-
mun avec la région R, et la molécule placée en M retombe au repos.

Le lieu des points qui sont atteints par la vibration au temps ¢
est la surface paralléle & S obtenue en portant sur la direction de
la normale extérieure une longueur az: les différentes positions du
front de I'onde sont donc des surfaces paralléles a S (n°® 482), et
@ représente la vitesse de propagation. Par le point M passent deux
fronts d'onde, le front d’onde avant qu'on vient de définir. et un
front d’onde arriére, licu des points obtenus en portant sur la nor-
male a S une longueur égale a D.

Lorsque la région R est illimitée, il v a bien toujours un front
d’onde avant pour un point M situé a Pextérieur de R, mais il n’y
a pas, en général, de front d’onde arriére, car u(z, y, s, t) reste
différent de zéro (ou d’unc constante) dés que ¢ a dépassé la va-

leur ¢
a

485. Ondes cylindriques. — Si les fonctions données f(z, y, 3)
et o(z, y, ) ne dépendent pas de z, c’est-a-dire si I’élat initial est
le méme tout le long d’une paralléle a I'axe Oz, il est clair que
I'intégrale (18) est elle-méme indépendante de 5. En effet, lorsque =
varie, r, y, ¢ restant constants, la sphére X ne fait que se déplacer
parallélement & Oz, mais les intégrales doubles étendues a la
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surface de cette sphére ne changent pas de valeur. L’état est donc
le méme a chaque instant le long d’une paralléle & Oz, et nous
pouvons nous borner a étudier ce qui se passe dans le plan des zy.
La formule (18) représente alors 'intégrale de I'équation

Ju
(19) e
qui se réduit a f(z, ), tandis que = ¢(x, »), pour ¢ =o. Les

intégrales doubles (17) sont elendues a la surface de la sphére X
de rayon r=at, ayant pour centre le point de coordonnées
(z,y,0). On peutremplacer ces intégrales par des intégrales doubles
¢tendues au grand cercle de cette sphére situé dans le plan des zy,
en observant que I'élément d’aire do a pour expression

rdzdf

Vrr—(x —ap— (y— B

(3 =

et que chaque élément du grand cercle est la projection de deux
¢léments symétriques de la sphére. La formule (18) devient alors

. 1 2 (a, B)dad}
Tz 2 S e f = : =
A @, ryetti—(z —a)i— () — B)?

1 [/‘f Sz, By dadp ]
vma di Iyaztt— (@ — a)2— () — B)? ’

les deux intégrales doubles étant étendues au cercle T' de rayon at

(20)

décrit du point (x, 3°) pour centre.

Supposons que les fonctions f(z, y) et ¢(&, y) soient nulles en
dehors de la région R’ limitée par une courbe fermée C, ce qui
correspond au cas on la région IR, siége de I'ébranlement initial,
est U'intérieur d’un cylindre de génératrices paralléles a Oz, cet
¢branlement étant le méme en tous les points d’une paralléle aux
génératrices. Si le point (.z, ») est en dehors de la région R/,
w x, », t) sera nul tant que @t sera inférieur a la plus courte dis-

Sl 0. aa L. n
tance « de ce point & G, mais dés que ¢ dépasse lE’ le cercle I' con-

tient toujours une portion au moins de R’ et u(z, y, ¢) ne redevient
pas nul (ou constant) en général. Il y a donc toujours un front
d’onde avant, dont les positions successives sont des surfaces cylin-
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driques paralléles, mais il n'y a pas de front d’onde a l'arriére.
En d’autres termes, 1l y a diffusion infinie du son, en arriére du
front de 'onde. Une oreille, placée e¢n un point de espace, recevra
indéfiniment une impression a partir du moment o1 le front I'aura
atteinte, mais cetle impression ira en s’atténuant avec le temps.
En effet, lorsque ¢ augmente indéfiniment, on voil aisément que
les deux intégrales doubles qui figurent dans la formule (20)
tendent vers zéro, ct 'on peut démontrer en toute rigueur qu’il

du Ju Ju

en est de méme des dérivées partielles -, ==, .
dx dy ds

Ondes planes. — Prenons encore le cas plus particulier o les deux fone-
tions f(x, 3, z).2(x.y, s)nedépendent que de r. Physiquement, rette hy po-
thése correspond au cas olt R est la région comprise entre deux plans Py
et P, normaux & Or, Pébranlement initial étant le méme en tous les points
d'un plan paralléle a ceux-la. On reconnait, comme plus haut, que la fone-
tion u{x, y, z,1) est elle-méme indépendante de 3 et de z, etla formule (1%)
représente lintégrale de I'éiuation

Su 1 Su

(21) T T af

Ju
Jt
grales doubles qui fizurent dans cette formule sont étendues a la surface de

telle que, pour ¢ = o, u et se réduisent a f(x)et & 2(r). Les deuxinté-

la sphére de rayon » = at. ayant pour centre le point(r, 0, 0). Enremarquant
que l'aire de la zone comprisc entre deux plans normaux a Oz, d’abscisses 2
et a + dz, a pour expression 2z al dz, on voit immédiatement que ces inté-
grales doubles se ramenent a des intégrales simples, ctla formule (18) devient

! 1 vaal 9 v—al
s (s ) = ‘-’Tl[._/,j_,,, ;(1)41+W£_,,, f(z')(lz]

r+al \
i [‘ ?{1)dz+f(x+at)+f(:t——a1)'
2a 2

(22)

viur—at

Dans le cas que nous ¢tudions, les deux fohcl.i{msf(r) et z(x)sont nulles
en dehors d'un intervalle (xy, 21). Supposons xo< x,-Z . Tant que ¢ est
. L L — T . .
inféricur 8 ——, les deux fonctions f{z) et 3 (z) sont nulles dans Vinter-

= ¢ :
vy " g 3 .. I —uxXo

valle d'intégration et I'on a u = o. Lorsque ¢ es? supérieur a—a———a on peut

remplacerieslimitesd’intégration parzyetry, etu (z,¢)resteconstunt. Comme
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'impression percue par Poreille ne dépend que des dérivéesde u, on voit qu'i
v a un front d’onde & Pavant et un front d'onde a Varricre. Ces résultats
seront vérifiés plus loin (n® 492) par une étude directe de I'équation (21).

486. Propagation de la chaleur dans un milieu indéfini. — Ana-
lytiquement, le probléme se pose ainsi (') : Trouver une intégrale
de I'équation

Su PFu  tu 1 du

(23) 35?+-¢i_;_"?+7)—z§=537)?'

réguliére pour tout systéme de valeurs de z, ', 5, et pour ¢ > o,
se réduisant & une fonction donnée f(z, y, z) pour ¢t =o. Pour
qu’un produit de la forme XYZT, ou X, Y, Z, T ne dépendent res-
pectivement que de z, ¥, 5, ¢, soit une intégrale de I'équation (23),
il faut et il suffit qu’on ait

o
-
~
A
==

et par suite chacun des rapports qui figurent dans cette relation
doit se réduire a une constante. Sil’on veut que les variables z, y, 3
figurent sous des signes trigonoméltriques, on doit prendre pour

X" o2 g . "
les rapports tels que ~ des valeurs négatives et I'on obtient ainsi

une intégrale particuliére
(24) v = e— 3 +3+YN cosa(oxr — W) cosB(y — p)cosy(z —v),

dépendant de siz constantes arbitraires «, 8, v, %, p, v, L'expres-
sion

S et et
(25) - /' f o dudpd:
g gl

(') C'est en réalité un cas particulier du probléeme de Cauchy (note de la
page 99), puisque I'hypersurface ¢ == o de Pespace (x, y, 5, t) est unc¢ maltipli-
cité caractéristique. Au point de vue physique, ce probléme correspond au pro-
bléme suivant. L’espace étant supposé rempli d'un fluide homogéne dont on
connait la température en chaque point au temps ¢ = o, trouver la tempéra-
ture 3 un instant quelconque. On peut encore supposer qu'on a introduit,
dans Pespace a 0%, un corps chaud jouissant des mémes propriélés que le
fluide extérieur, au point de vue calorifique. Le probléme serait tout autre
si 'on plongeait dans une enceinte & o° un corps chauffé de nature différente
qu'on laisse ensuite se refroidir librement, en maintenant la température de
I’enceinte & o°. Nous traitons deux cas particulicrs anx n" 487 et 488.
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sera aussi une intégrale particuliére de (23); or, w estle produit de
trois intégrales simples telles que

+=
(26) f e~ cos a(x — 1) da.
o

La valeur de cette intégrale se déduit aisément d’une formule
antérieure (t. I, p. 286) qu’on peut écrire

+ =
f e cosaby dy = ;ﬁe—”’,
o

en y changeant y en aa /¢ (« étant la nouvelle variable d’intégra-

. T — o . o
tion), b en —. On obtient ainsi
2a\/t

I _le—2p
v e ia*t

f e~ *tcosa(xr — h)da = =
o 2a y/t
et deux formules toutes pareilles donnant les valeurs des intégrales
analogues 4 (26), ce qui donne, en définitive,

(A4 (v— )24 (5—V)2
rati

(27) w=x* aaviy

La nouvelle intégrale w ne dépend plus que de trois constantes
arbitraires 2, u, v. L'expression

28 = Wf(hy wo ) dn dy dv
pe] . (L) !

cst encore une intégrale. Pour prouver que c’est I'itégrale de-
mandée, faisons le changement de variables

r=x +a2ayiE, w=3 2\t v=3+ 20\ I3

la formule (28) devient, en remplagant « par sa valeur,

i patE awx b
B == 1f f f e
(29)

< flz+2a iz, y+2a\tn. s+ va\1y) dz dn ds.

Pour ¢ = o, cette mtégrale se réduit a

+® .
= 2/(.r. Y 3) [ e dz / et rl-qf e d7,

— —
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c’est-a-dirve a f(x, ), 5), puisque chacune des intégrales simples
est égale a y/x (I, p. 340).

Supposons que la fonction fix, 1, z) soit nulle, sauf dans une
région bornée R de 'espace ou elle est positive. Cette hypothése
correspond an cas ot 'on aurait introduit, dans 'espace a 0°. un
corps, occupant la région R, i une température supérieure i 0",
On peut alors, dans la formule (28), prendre pour champ d’inté-
gration la région R elle-méme puisque f(7, 11, v) est nul en dehors
de cette région. Cette formule nous montre que, aussi petit que
soit £, 1 a unc valeur positive en chaque point de P'espace. 1l en
résulte que la propagation de la chaleur, a partir du corps chaud,
dans P'espace a 0°. sc fait d’'une maniére instantanég, c’est-i-dire
qu'a l'instant méme qui suit P'introduction du corps chaud. la
température d’'un point quelconque de l'espace commence i
monter. Il n’y a donc pas d’onde calorifique, ce qu’on pouvait
prévoir a priori, puisque I'équation (23) est du type parabolique
et n’admet pas d’autres caractéristiques réelles que les hypersur-
faces t =C.

La.formule (28) montre ¢galement que tont le corps chaud intervient dans
le calcul de la température au point (.. y, 3)a uninstant quelconque, puisque
le second membre est une intégrale triple étendue & la position de 'espace
occupée par ce corps. Dés lors, un observateur, placé en ce point, éprouve
a l'instant 7 une sensation calorifique qui dépend de I'état initial de tout le
corps chaud: nous avons vu, au contraire, dans I'étude de la propagation
du son, que la sensation auditive au temps ¢ ne dépend que de Pétat initial
des points situés sur une sphére de rayon a? ayant pour centre le point (P05 Do
D'aprés M. Boussinesq. ce fait analy tique explique pourquoi la vue et I'ounie
nous procurent sur le monde extérieur des connaissances assez nettes. tandis
que les phénoménes calorifiques n'apportent que des impressions confuses et
indistinctes. Cela tient & ce que les phénoménes optiques ou acoustiques sont
régis par des équations dont la solution comporte des intégrales doubles,
tandis que les phénomenes calorifiques sont régis par des équations dont la
solution comporte des intégrales triples.

‘87. Probleme de I’armille. — On appelle armille nn til de trés faible
section, formant un circuit fermé. On se donne la distribution initiale de la
température dans l'armille, et I'on demande quelle sera cette distribution
quand on aura laissé¢ armille se refroidir librement pendant un temps quel-
conque. L'équation du probléme est la suivante :

Ju

(30) o Tan= k
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a et k sont des constantes positives, ¢ désigne le temps, x la longueur du fil

comptée suivant son axe a partir d’une certaine origine et u la tempéra-

ture au temps ¢ de la tranche d’abscisse x. Nous supposerons qu'on a choisi -
I'unité de longueur de facon que la longueur totale du fil soit égale d 2=, En

posant u = ve—2!, I'équation (30) se réduit a

3 do _, Po
u gt~ “drt

Il s’agit de trouver une intégrale de celte équation, définie pour toutes
les valeurs positives de ¢, et se réduisant pour £ =0 & une fonction donnér
f(x), qui admet nécessairement la période 2z. Il est clair que la fonction ¢
doit admettre la méme période.

Pour résoudre ce probléme, Fourier remarque d'zbord que I'équation (31)
admet une infinité de solutions simples, qu'on obtient en faisant le produit
d’une fonction de ¢ par une fonction penodxqus\dﬁ, & de période 2. Toutes
ces solutions sont de la forme e—47** (A cos nax + Bsin n:z:), naétant un nombre
entier quelconque, A et B des constantes arbitraires. Au moyen de ces solu-
tions simples, on peut former l'intégrale demandée, dans le cas trés général
ou la fonction f(x) est développable en série de Fourier

+=
P a - .
(32) Slxy= ;‘f +‘\_‘(u,, cosnx + bpsinnr);
n=1

il est clair, en effet. que la fonction représentée par la série
+x
& ay 14 .
(33) T e ca ‘(ancosnx + b, sinx)

=il

satisfait formellement a I'équation (31), et, pour ¢ = o, cette série s¢ réduit
au développement de f(x).

Le raisonnement manque évidemment de rigueur, mais il est facile d’y
suppléer. Observons d'abord que | a,| et lb | ont une borne supérieure M:

S
la série (33) et les séries obtenues pour dl et o— sont uniformément con-

vergentes pour toute valeur de ¢ supérieure a un nombre positif =; il suffit,
pour le voir, de comparer le terme général au terme de méme rangdc la série
wonvergente 2aM X n2e—m4%. La relation (31) est donc vérifiée pour toute
valeur de ¢ > =, et par suite pour toute valeur positive de ¢, puisque T est un
nombre positif arbitraire. Il reste & prouver que, lorsque ¢ tend vers zéro,
 restant constant, la somme de la série (33) a pour limite la somme de la
série (32), qui est supposée convergente. Or, sil'on pose ¢ = e, la série (33)
est une série entiére en ¢
=
Y 0= ‘f—)" —+—2q"‘(a,,cosnx+b,, sin nx),

n=1
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dont tous les cxposants sont des carrés parfaits. Lorsque ¢ tend vers zéro
par valeurs positives, g tend vers Iunité et, d’aprés le théoréme d’Abel, la
somme de la série (33)" a pour limite la somme de cette série ou I'on a fait
g =1, c’est-a-dire la série (32).

Il est & remarquer que la relation (31) n’est pas nécessairement \¢érifice
pour ¢ = o; c’est ce qui a lieu, par exemple, si la fonction donuée f() n'a
pas de dérivée seconde (1).

Remarque. — Chaque terme de la série (33)" pent étre développé en série
entiére ordonnée suivant les puissances de x. En remplacant chaque terme
par son développement, ¢ est représentée par la somme d’une série double
dontchagque terme est une puissance de 2. Cette série double est absolument
convergente pour toute valeur positive de ¢. En effet, soit M une limnite supé-
rieure des valcurs absolues a, et 0, |. Lasomme des modules des termes
renfermés dansla reiémeligne du Tableauest é¢videmment inférienre a Mg/ e,
s étant égala r|. Orlasérie dont le terme général est g enp est convergente,
quel que soit g, lorsyu’on a g < 1. Ilsuit de 1a que, powr toute valewr positive
de t, la fonction v = F (&, t), qui représente Pétat calorifique de Parmille &
Pinstant ¢, est une fonction entiére de z. Une fonction conutinue arbitraire-
ment choisie de x ne peut donc pas représenter I'état calorifique de Paruiille
a une époque cousécutive i celle on on la laisse se refroidir librement.

i88. Refroidissement de la sphére. — Supposous qu'une sphére de
rayon R soit plongée dans une enceinte a o, et que la température initiale
d'un point quelconque de cette sphére soit fonction seulement de la dis-
tance 7 au centre; par r
quelconque. La tempd

ison de symétrie, il en sera de ménie aun instant

ature z d’un point de la sphére au temps ¢ est nne
fonction des variables » et ¢, qui satisfait a 'équation

1 Jdu Pu 2 Ju
4 = = o
(34) k ot Jar? roor

Cette fonction est définie pour toute valeur positive de ¢, et pour toute
valeur de » comprise entre o et R, et doit se réduire i une fouction connue
S (), définie de o a R, lorsque ¢ devient nul. En outre. si o admet la loi de
déperdition de Newton, cette fonction « doit satisfaire i une condition i la

. 2 8 . du q
surface, qui est la suivante : pour =R, on doit avoir 1 —+ hu=u. h étant
J

une constante positive, et cela quel que soit 7,

(1) Quelle que soit la fonction continue f(&), il résulte d’un théoréme de
Weierstrass que la somme de la série (33), o a, et b, sont-les coefficicnts de la
série de Fourier provenant de f(z), a pour limite f(z) lorsque ¢ tend vers zéro
par valeurs positives (voir E. Picaro, 7raité d’Analyse, 2¢ édition, t. I, p. 283)..
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L’équation (34) se simplific si 'on pose v = ¢t devient
z!

e 1o
(35) T ra

Jr?

tandis que la condition relative a la surface devient

= de _1—hR -
(36) i et (pour r = R)

et la nouvelle condition initiale est ¢ = 7f(r) pour t = o.

Ll(lllall()ll (35) est identique & I'équation (31)" du probléme de armille,
‘intégrale cherchée doit satisfaire & une condition aux limites tout i fait
différente. Pour qu'une solution de la forme

¢ = e WA cospur + Bsinpr)

. . - . v
convienne au nouvean probléme, il faut d’abord que - = « conserve une
JIUeE

valeur finie pour r=o, et par suite que A soit nul. Pour que cette intégrale
vérifie la condition (36), il faut en outre que j soit racine de I'équation trans-
cendante

. uR
(37) tang (uR) = o

On démontre aisément que cette équation admet une infinité de racines
positives 11, 42, « .., Has +... Si lon pose en effet xR =z, on est ramend
i rechercher les points d’intersection de la courbe ) =tang.r avee la droite
(1— hR)y = x. Si, par exemple, 1— 2R est positif, I'équation (37) a une
(2n—vz (21 +1)=,

racine ‘et une seule entre ¢ § cette racine est supé-
2R 2R

. . A% ok . 2 .

rieure a —— et la différence de deux racines consécutives est supérieure

R
a ;_R Celasétant, supposons que la fonction 7£(7) soit développable, dans
Pintervalle (o, R), en une série de la forme

(38) rf(r)= Asin(ui7)+ Aasin(ar) +...- Apsin(upr) +...
les coefficients A, étant constants. La série
(39) o = Aye—ik sin (1 r) + AseBisin (uar) +. ..

donne la solution du probléeme. En effet, cette série est uniformément con-
vergente pour ¢ 20, et si 'on pose e—k!= g, on peut répéter pour la série
S A,gh?sin(,r) les raisonnements par lesquels on établit le théoréme
d’Abel (I, n° 182), et I'on en conclut que ¢ a pour limite 7f(r) lorsque ¢ iend
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vers zéro. Pour démontrer que les séries déduites de ¢ en différentiant terme
a terme sont uniformément convergentes, on n’a qu'a reprendre les calculs
du probléme de 'armille. La seule différence consiste en ce que la suite des
nombres entiers est remplacée par la suite des nombres croissants wy, s, ...
. L 3= s
dans laquelle 1, — p,—; est comprise entre Y et TR La possibilité du
2
développement de 7/ () en une série de la forme (38), lorsque cette fonction
satisfait aux conditions de Dirichlet, a été établie rigoureusement par Cau-
chy (1) (voir Exercices, 2).

COMPLEMENTS ET EXERCICES.

. Probléme traité par Fourier. — On considére le solide indéfini compris
cutre deux plans paralleles B et C, et un plan A qui leur est normal. On sup-
pose chaque point M du plan A maintenu & une température constante qui
est une fonction donnée ¢ (z) de la seule distance .z de ce point au plan B,
et tous les points des faces B et C maintenus a o¢. [l s’établit a la fin un équi-
libre de température. Trouver la température finale v (.r, )°) enun point P
dont les distances aux plans B et A sont x et ).

la fonction w(x, ) doit satisfaire a I'équation de Laplace Au =o, se
réduire & (z) pour y = o; étre nulle, quel que soit ), pour x = o. et pour
2 =1, et ¢tre trés petite pour y trés grand. On part de la solution simple

mzv

. m=ux . ol . .. .
e bosin 7— qui satisfait aux derniéres conditions, et I'on développe 5 (x)
en série de sinus des multiples de —-

{

2.Soient ., u"deux racines distinctes de I’équation (37). Démontrer qu'on a

R

f sin{pr)sin(uw'r) dr = o,

o
il en résulte qu'on peut déterminer les coefficients de la série (38) de laméme
facon que les coefficients d’une série de Fourier, en supposant cette série uni-
formément convergente.

(') OFuvres complétes, 1 série, t. VIL. Voir aussi : 1. Prearn, Traité d’ ina-
lyse, L. II, p. 179-195. — H. PoiNcari, Théorie analytique de la propagation
de lu chaleur [Lecons rédigées par Rouyer et Baire, Chap. XI et suivants.|

GOURSAT. — IIL. s



CHAPITRE XXVI.

£QUATIONS LINEAIRES DU TYPE HYPERBOLIQUE.

I. — ETUDE DE QUELQUES PROBLEMES RELATIFS A L'[:IQUATION.
s= flx, ¥).

48Y9. Détermination d’une inégrale par les données de Cauchy.
— Nous commencerons par étudier en détail un certain nombre
de problémes relatifs & I'équation élémentaire

23

(1) m—f(r,_y):

une intégrale est dite réguliére dans un domaine, si elle est con-
tinue et admet des dérivées partielles du premier ordre continues
dans ce domaine. La fonction f(z, y) est elle-méme supposée
continue ('). Proposons-nous d’abord de déterminer une intcégrale,
connaissant les valeurs qu’elle prend sur deux caractéristiques
de systémes différents ou, d'une facon plus précise, cherchons
une intégrale se réduisant, pour =), & une fonction donnée
o(z) et, pour  =&,, a une autre fonction connue (), ces deux
fonctions satisfaisant a la condition ¢(.ry)=%(10). Si les deux
fonctions o(z) et §(y) sont déterminées respectivement dans les
intervalles (z,, 2,4 @) et ()7, 1o+ B), U'intégrale cherchée est
elle-méme déterminée a Vintérieur du rectangle limité par les
droites x = &, T =&, + &, )" =}y, )’= )0 -+ {3 et nous pourrions
éerire immédiatement son expression, en observant que 'intégrale

() On suppose, pour simplifier, les axes Oz et ) rectangulaires, mais il
cst clair que les résultats sont indépendants de cette hypothese, si I'on écrit
les intégrales doubles, qui figurent dans les formules, en mettant en ¢évidence
les limites des intégrations successives 3 effectuer.
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= y . - .
doublef dif f{%,7) dnestune intégrale de 'équation (1) qui

est nulle pour )- = )+, quel que soit r, et pour x = x,, quel que
soit )-. Mais nous traiterons le probléme par un procédé uniforme,
s’appliquant a tous les problémes qui vont suivre.

Supposons, pour fixer les idées, 2 >0, 3 >0, et soit ABCD
le rectangle dont les sommets ont pour coordonnées (z,, 1),
(Zo+, ¥o)y (Lot &, yo+PB), (Zu, yo—+ ). D’un point M pris
a l'intérieur ou sur le contour de ce rectangle abaissons les per-
pendiculaires MP et MQ sur les cotés AB et AD. Toute intégrale
3(, )°) de Péquation ( 1) satisfait aussi a la relation

@ [ [ = [ [ri o dean

les deux intégrales doubles étant étendues a l'aire du rec-
tangle APMQ. Or, le premier membre a pour valeur (I, n® 122)
3(z,))+ 3(Zo, 39) — 5(Zo, ¥) — 35 (&£, )70); pour l'intégrale cher-

chée, s(z, )y) ()7, z4) sont précisément les fonctions données
w(z) et U()), et celte intégrale a pour expression

(3) Sl.l'.)"}:?(.I‘\-O—'.!Ahi')—;(‘rn_)+\/ :lgff(’;’. n) dr,.

Il est évident que la fonction ainsi obtenue satisfait aux condi-
tions imposées; pour qu’elle soit réguliére dans le rectangle ABCD,
il faut, en outre, que les fonctions ¢ (z) et Y ()) aientdes dérivées
continues.

Siles fonctions 3 (&) et'b( 1) sont continues, ainsi que () ct 47()7). sauf
pour un nombre fini de valeurs de . comprises entre .ry et &, + 2, et pour
un nombre fini de valeursde ) entre -, el y, + 3, 2 (.2, ) estréguliére dans le
rectangle ABCD, sauf le Jong d’un nombre fini de segments de caractéris-
tiques. On voit, par I, que toute discontinuité de I'intégrale ou de ses dérivées
enun point de frontiére du domaine se mamfeste dans tout le domaine. Si
les fonctions < (o) et (1) n'ont pas de dérivée. (o, 1) n'est pas A propre-
ment parler une intégrale de I'équation (1), & moins d’adopter pour la dé-

s

dxdy

rivée la définition généralisée (1. no 22),

Considérons maintenant un arc de courbe AB ( fig. 84“) qui
n’est rencontré qu'en un point par une paralléle a chacun des
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axes. Le probléme de Cauchy peut étre posé ainsi : Déterminer
uneintégrale de Uéquation (1), connaissant les valeurs des déri-

Fig. 84 Fig. 84%.
¥
o
B @
—
ol
D P A
A
ax o
. 9 Jdz Jds . ) s
vées puartielles 5= — en un point quelconque de U'arc AB, et la
dr dy

valeur de Uintégrale elle-méme en un point de cet arc.
D’aprés les hypothéses faites sur I'arc AB, on peut supposer

o o )z 0. o .
que les deux dérivées partielles ;)—I-, f— sont des fonctions données

de z et y respectivement le long de AB, % =@ (@), :))—: =7

Supposons de plus, pour fixer les idées, que 'on connaisse la
valeur z, de I'intégrale au point A de coordonnées (z,, yu); la
valeur de cette intégrale en un point quelconque de I'arc AB de
coordonndées (z, )) est donnée par la formule

((0) :.(.r._r):z,,+f Z(E)dE + [ 7.0n) d,.

On peut donc dire qu’on suppose connues les valeurs de l'inté-
P q PP

- . iz Js .
grale et de ses deux dérivées partielles :—)?’ :W en un point quel-
conque de I'arc AB, ces trois fonctions ctant liées par la rela-
tion (4). L'intégrale satisfaisant 4 ces conditions est déterminée
dans tout le rectangle ABCD, y compris les cotés. Soit, en effet, M
un point quelconque de ce rectangle (fig. 84¢). Les paralléles aux

axes menées par M rencontrent ’arc AB aux points Q et P respec-
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/

tivement et toute intégrale de (1) satisfait & la relation

(5) ff() ;::)r dz dq = [ S(E, ) dE i,

les deux intégrales doubles ¢tant étendues a Taire du triangle
mixtiligne PMQ. En appliquant la formule de Green a Vintégrale
double du premier membre, on peut la remplacer par I'intégrale

o )z o o
curviligne f:)—T dr, prise le long da contour dans le sens direct,
i

intégrale qui se réduit ¢videmment i sy —z,+ dn, nous

(umlf'\
désignons pour abréger par sy la valeur 5(z,y) au point M de
coordonncées (z, y). Pour I'intégrale chelchée, oz _/m\ le long

de AB. Cette intégrale a donc pour expression

2y =z-—[ 7.(6) de + [f SCE ) dE d,
= (PNQ)

QY

ce qu'on peul encore écrire, en tenant compte de la relation (4)

) (o m—q.+f -<s>fr+f /<r.>dv.+jfl“m' 2, 1) 2 d,

On vérifie que cette fonction s(.z, )) est une intégrale de Péqua-
tion (1) satisfaisant anx conditions de Cauchy, en observant que
'intégrale double du second membre est une intégrale particuli¢re
de (1) qui est nulle, ainsi que ses dérivées partielles du premier
ordre pour tout point de Parc AB (1, n° 122, p- 3t1). On peut
encore ¢erire la forinule (1) sous les formes équivalentes

?

(6) n= 3p + 706 e, + /j JUE o) olE g,
1o, g

(6" i ;U+f =(5) dE - f [ anE .
or Py

oi n’intervicnnent que les valeurs de U'intégrale et de I'une de ses
dérivées le long de 'arc AB. On vérifiera sans peine que ces for-
mules s’appliquent aussi dans le cas on I'arc AB a la disposition
de la figure 84", a condition de changer le signe de I'intégrale
double.

L'intégrale (6) sera réguliére dans tout le rectangle, pourvu (ue les fonce-
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tions = (.r) et () soient continues dans ce domaine. Si ces fonctions ort un

. . . P .. ., Jdz d3 0
nombre fini de points de discontinuité, les dérivées by seront discon-
Iz [z

tinues le long de certains segments de caractéristiques. De méme, si l'on se
donne la valeur de 'intégrale 3 = @ en un point quelconque de AB, et la

dérivie partielle Z—j = =(z), pour que la fonction 5(.z, )) représentée par (6)"

-
soit réguliére, il faut que la différence ® ——f 7(E)d% soit une fonction de y
To

admettant une dérivée continue le long de I'arc AB.

Les formules qui résolvent le probléme donnent lieu a quelques
remarques importantes :

1° 11 est évident sur ces formules que la valeur de l'intégrale
au point M ne dépend que des valeurs que prennent la fonction et
ses dérivées du premier ordre le long de 'arc PQ, et par suite la
valeur de 5 (z, ) en un point infiniment voisin de I'arc AB ne
dépend que des valeurs de s et de ses dérivées sur la portion de
I'arc AB infiniment voisine du point M. Ces formules (6), (6'),
(6)” ne font connaitre 5 qu’a I'intérieur du rectangle ABCD, mais
les données de Cauchy le long de AB ne déterminent une intégrale
que dans ce domaine. Il existe en effet une infinité d’intégrales
de (1) réguliéres dans un domaine (@ contenant le rectangle ABCD
et qui coincident avec l'intégrale précédente dans ce rectangle.
Pour bien saisir ce point essentiel, prolongeons 'arc AB dans les
deux sens, de fagon a obtenir un arc A’ B’ satisfaisant aux mémes
conditions que AB, et donnons-nous le long de A’B’ deux fone-
tions continues de . et de y respectivement qui coincident avec
w(x) et x()) dans la portion AB. L'intégrale de (1), qui prend la

J
égales a ces fonctions le long de A’ B/, est régulicre dans le nouveau
rectangle A'B'C' D/, et elle coincide avec l'intégrale (6) a I'inté-
rienr et sur les cotés du rectangle ABCD. Si la premiére intégrale

. o . ds dzs
valeur z, au point A, et dont les dérivées partielles o :—’- sont

admet des dérivées partielles continues jusqu'a lordre n, on
peut toujours choisir les nouvelles données de facon a conserver
la continuité de ces dérivées quand on sort du rectangle ABCD.

2° Considérons en particulier I'équation s = o et lintégrale
Z(z, y) de cette équation qui, le long de 'arc AB, se réduit a une
fonction continue ® du paramétre qui fixe la position d'un point
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sur cet arc, tandis que ;—f est égale le long de AB a une fonction
continue II(z). Cette intégrale est représentée par la formule (6)”,
ou T'on suppose f =0, et x(£) remplacée par I[(%). Supposons
que, le long de AB, les deux fonctions @ et II(z) puissent étre
développées en séries

D=1+ 32+ + F+...,

N(r) ==z (x)+ m(x) +... 4+ 5(x)+...,

la seconde étant uniformément convergente. Laformule quidonne
Z(z, y) peut alors s’écrire

+ =

=Y 2z, ),

4=

ou 3i(z, y) est 'intégrale qui se réduit 3 4;, tandis que ;—:;’ est
¢gale a m;(z), le long de AB. Cette remarque s’étend aussi aux
problémes que nous allons traiter dans les paragraphes suivants.

3° Le premier probléme traité peut étre considéré comme un
cas limite du probléme de Cauchy. En effet, quand on se donne
la fonction ¢(z) a laquelle se réduit une intégrale z(z, 3*) pour

. . . SN Y |
)" =), on connait par li méme la dérivées o5 = ¢'(z) le long de
. _ Jz
celte caractéristique. La dérivée = dépend encore d’une cons-
tante arbitraire, mais si I'on connait en outre la fonction L(y) a

o ) -
laquelle se réduit z(z, y) pour z = z,, :}—f estconnu pour x = z,,

) =30 et par conséquent sa valeur est déterminée en tous les
points de la caractéristique )= y, (n° 474). Nous allons traiter
d’autres problémes o I'on se donne la valeur de l'intégrale sur
certains arcs de courbe, qui ne sont pas des caractéristiques, avec
les données de Cauchy sur d’autres portions de courbes.

490. Problémes mixtes. — Soient OABC le rectangle limité par
les droites =0,z =a > 0,)=0,» =b> 0, et OD un arc de
courbe issu de 'origine et situé dans ce rectangle, tel que la paral-

léle 8 Oz menée par un point quelconque M de ce rectangle, ren-
contre OD en un point N et en un seul. Cet arc OD est représenté
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par une é¢quation z = (). la fonction = ()-) étant éontinue dans
Iintervalle (o, 4). Proposons-nous de trouver une intégrale 5(z, )*)
de (1) se réduisant & une fonction ¢ (z) pour ) = o, et i une autre
foniction 4 () lorsque le point M vient surl'arc OD, les deux fonc-
lions ¢ et ¢ vérifiant la condition g{0)="1(0). Si les deux fonc-

tions v () et 4()) sont déterminées dans les intervalles (o, «)
Fig. 85.

D

¢t (0, b) respectivement, 'intégrale cherchée est détermince dans
ie rectangle OACB. Nous avons en effet, pour une intégrale quel-
conque de I'équation (1),

(8) J

les deux intégrales doubles ¢tant ¢tendues a Paire du rectangle

i ):/E olr, =/ VI AY AU T
It

MNQP. Mais Pintégrale double du premier membre est égale
A Sy 3y—3Sy— 5, ¢l 5, 3y, 5, sont connus d’aprés les con-
ditions auxquelles satisfait I'intégrale considérée s(z, )*): nous
avons donc, pour la valeur de cette intégrale au point M de coor-
données (. ) ). 'expression snivante :

[ sy =s( =30 —s[n)] = / f JUE ) s
< JR

et on voit aisément que le signe de l'intégrale double doit étre
changé lorsque le point M est situé entre I'are OD et laxe O)-.
Inversement la fonction s(z, )) représentée par cette formule
satisfait a toutes les conditions voulues. D’une part, il est évident
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qu’elle se réduit & ¢ (z)lorsque le point M vient sur OA et a 1 ()
lorsque M vient sur I’arc OD. D’autre part, c’est une intégrale
de (1), car I'intégrale double qui est au second membre estla diffé-
rence de deux intégrales doubles dont I'une est étendue au rec-
tangle OPMS et P'autre au rectangle OQNS, el cette dérniére inté-
grale ne dépend que de y. Cette intégrale 5(z, )°) est réguliére dans
le rectangle OACB pourvu que les fonctions ¢, U, 7 aient des déri-
vées continues dans les intervalles correspondants. Nous remar-
querons qu’a l'origine les dérivées particlles p, et ¢, vérifient la
relation

(10) qo+Poﬁ'(0)=':J(°),
quelle que soit la fonction ¢ ().

Supposons en second lieu que I'on connaisse la valeur de Vinté-
grale et de ses dérivées lelong d’un arc OA situé au-dessous de Oz

Fig. 86.

c 3 B

N M

H
Z o
%
Z
Q
P

D ny

el la valeur de I'intégrale seulement le long d’un arc OE situé au-
dessus de Oz (fig. 86).

L’arc OA n’est rencontré quen un point par une paralléle a
chacun des axes dans le rectangle ODAH, tandis que arc OF est
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rencontré en un point et en un seul par toute paralléle a Ox dans
le rectangle OHBC. Sur I'arc OA on a les données de Cauchy, et
par suite U'intégrale est déterminée dans tout le rectangle ODAH
et en particulier sur OH. Connaissant les valeurs de l'intégrale
sur OH et sur OE, nous sommes ramenés au probléme précédent,
en supposant, bien entendu, que les valeurs données pour I'inté-
grale tendent vers la mémie limite au point O, surles deux arcs OA
et OE. Mais il y a liecu de présenter une remarque essentielle.
Appelons 5,(z, y) l'intégrale qui est déterminée dans le rec-
tangle ODAH parles données de Cauchy, le long de OA, et 5. (7,)7)
I'intégrale déterminée dans le rectangle OHBC. qui coincide avec
3 (x, y) le long de OH| et qui se réduit a une fonction connue

z=1y(y) le long de l'arc OE, qui a pour équation z=m()).
Ces deux intégrales sont égales en lous les points de OH, et par

EN
suite il en est de méme de leurs dérivées 2 —-, ;5 maisrienne prouve
LI .
qu’il en sera de méme des dérivées @i, ';}7 et cela n’aura pas lieu

si les données sont quelconques. Pour qu'il en soit ainsi, il suffit
que ces dérivées soient égales a origine (n° 473, p. 59). Appelons

(Pi)o. (qio, (p2da, (g2

les valeurs des dérivées de z, et de 5, al'origine; ( py), et gy )y sont
connues d’aprés les conditions de Cauchy relatives a I'arc OA.
On a de plus (p2), = (pi)o; pour qu’on aitaussi (§s)e = (¢ e, 1l
faut et il suffit, d’aprés la remarque faite tout a heure, qu’on ait

(g1)o+ (p1)o="(0) = ¥'(0).

Lorsque cette condition est satisfaite, Pintégrale qui coincide
avec 3, (z, ) dans le rectangle ODAH el avec 3, (z, )*) dans le
rectangle OHBGC est réguliére dans tout le rectangle ABCD. Sa
valeur en un point du rectangle ODAH est fournie par la for-
mule (6). On peut obtenir directement sa valeur en un point du
rectangle OHBC en partant de la relation

9?3 (&, .
f[( z\;r‘ﬂ,) n :ff./‘g, ) d d,.

les deux intégrales doubles étant étendues au quadrilatére mixti-
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ligne MNQP, et en appliquant la formule de Green au premier
membre. On trouve ainsi

v sw=arsn—ar [ g [ 6 dedn,
<(pQ) < JinNer)

en supposant que, le long de OA, la dérivée :;—f se réduit a ¥ ().

L’intégrale double qui est au second membre doit étre changée de
signe lorsque le point M est entre 'arc OF et OC.

On pourrait imaginer bien d’autres combinaisons pour déter-
miner une intégrale, par exemple supposer connues les données de
Cauchy le long d’un arc AB, et les valeurs de I'intégrale le long
de deux arcs de courbe AC, BD issus des points A et B. Le pro-
bléme des cordes vibrantes (n® 493) nous offrira un exemple de ce
genre.

A91. Détermination d’une intégrale par ses valeurs le long de deux
courbes.— Le dernier probléme traité ne serait pas déterminé si l'on se
donnait seulement les valeurs de I'intégrale le long de deux arcs OA et OE,
puisqu’on peut encore choisir arbitrairement la fonction a laquelle se réduit
Pune des dérivées partielles de s lelong de OA. Mais il n’en est plus de méme
quand les deux ares sont situés dans le méme angle des caractéristiques. Con-
sidérons, dans le rectangle OABC, deux arcs de courbe issus de 'origine OD,
OE, dont Parcinféricur OD n’est rencontré qu'en un point par une paralléele
a Oy, tandis que I'arc OE n’est rencontré qu'en un point par une paralléle
a Oz. Soient y = =(x), z = () les équations de ces deux arcs de courbe,
qu’on a représentés par des portions de droite, pour la commodité du dessin
(fig.87). ll existe uneintégrale de I'équation (1) et uncseule seréduisant dune
fonction donnée 5 (r) le long de OD, et & une autre fonction donnée § (v)le
long de OE; nous pouvons évidemment supposer que ces deux fonctions sont
nulles a Porigine.

Nous traiterons d’abord le cas ou ¢(z) et ¥ ()") sont nulles identiquement.

A partir d’un point quelconque M du rectangle OABC, on trace deux
lignes brisées. L'une L, fignrée en traits pleins, s’obtient en menant par M
la parallele Mn, a O] jusqu’a sa rencontre en my avec OD; puis la paral-
lele my py & Oz, la paralléle py ms & Oy, et ainsi de suite alternativement.
La seconde ligne brisée L', marquée en pointillé, s’obtient par une construc-
tion analogue, en commencant par la paralléle M n, 2 Ox. 1l est clair que ces
deux lignes brisées ont un nombre infini de cotés et se rapprochent de plus
en plus dc lorigine.

Cela posé, soient I et I' les intégrales doubles /.ff(f, 7} fE dn étendues
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respectivement aux portions du plan comprises, d’une part, entre O.r, In
ligne L. ct Pordonnée MP, d’autre part, entre 0, la ligne L ct la droite MQ
1l est clair que ces intégrales ne dépendent respectivement qne de . et de y

Fig. 85,

v
E
S - 3
M
n
3
m,
i/ | M
: i
K A7 my
5
il
° P A"

et que les denx lignes L et L’ sont confondues lorsque le point M vient sur
I'nne des lignes OD, OE. La fonction

= f f JeE s dg — 1 — T

» n 3 . . 3 o

est doncuneintégraledel’équation TETy = f(x,y).quidevientnulle lorsque
oro

le point M vient snr OD ou sir OE.

Pour traiter le cas ol les fonctions 3 () et () sont quelconiues, dési-

o
anons par Fr, o) Pintégrale double [ f S(E, 0 d= dr, qui est une fone-

= A1)
tionrégulicre dans le vectangle OABC. Si Z(z, y)estune autre intégrale régu-
27 —F)

licve de I'équation (1). on a —Jr gy = o elpar conséquent, cn consideé-
o dy

rautsuccessivement touslesrectangles My Mny, My py Ma gy, Mana Mo, ..
on peut éevive la sévie d’égalités (I, no 12

In +12n,—2y,—21y,=Fy + Fun,— Fy, — Fo,.
Zy+2Zu,—2) — 2, =Fu+Fu—F, —F,.

Iy, ~+~ 1w —"1p,— 1y, =Fy+Fy —F, —TF,.

[RRR!
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Dans cette suite d’égalités tout est connu, sauf Zy,, Zy, .... Pour éliminer
ces inconnues, il suffit d’ajouter les égalités précédentes apres les avoir mul-
tipliées par + 1 et — 1 alternativement. On obtient ainsi Zy exprimé par
une série, et 'on démontre qu’'inversement cette série est convergente et
représente une fonction réguliére dans le rectangle OABC, satisfaisant aux
conditions du probléme (1).

Remarque,— Couponslesdeux arcs OD, OE parunarc tel que HK( fig.85).
Une intégrale serait déterminée dans un domaine facile a définir <i I'on con-
naissait les données de Cauchy le longde KH et les valeurs de I'intégrale le
long de HD et de KE. Dans le cas de la figure, Ja valeur de l'intégrale en M
s'obtiendrait en ajoutant aux trois égalités (12) la formule obtenue par appli-
cation du théoréme de Green a I'intégrale double

#(L—F) '
/f 9% o, Lt b,

étendue a P'aire du pentagone mixtiligne Msp,rsg;, et en éliminant les in-
connues Zy,, Zy,, Zy,.

492. Mouvement rectiligne d’un gaz. — Considérons un tuyau cylin-
drique rempli de gaz, fermé a une extrémité O, et indéfini dans ’autre sens;
si I'on imprime 3 la tranche qui est en O un certain mouvement an mos en
de la paroi, ou d’un piston mobile, il en résulte pour la colonne d’air contenue
danslecylindre certaines modifications qu'on étudie en Acoustique. Soient M\
une tranche de gaz située a la distance x de O, zsondéplacement al’instant ¢:
3 est une fonction der et det, et des considérations physiques prouvent que s
satisfait & Péquation aux dérivées partielles

(13)

a étant une constante. Cette équation se raméne & la forme =o0, en

2z
d% o,
prenant pour nouvelles variables Z = r + at, v = x — at, pourvu quon
suppose continues les dérivées partielles du second ordre de z (I, n°63). et
par suite les caractéristiques sont représentées, dans le plan des .r¢, par les
deux familles de droites z = at = C.

L'intégrale cherchée doit satisfaire aux conditions suivantes: a l'instant
origine ¢ = o, la paroi et la colonne d’air sont au repos, c’est-a-dire qu'on

(*) E. Goumsar, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série,
t. VI, 1go4, p. 117,
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Jz :

as=o0, - = o pour t = 0, z 2 0; ce sont les données de Cauchy le long de
p E

la partie positive de Paxe O)z; 20 on imprime a la tranche initiale un mouve-

ment dont la loi est connue, c'est-a-dire que pour z =o, t20, z doit se

réduire & une fonction f(¢) qui est nulle ainsi que sa dérivée pour ¢ = o.

Le probléme i résoudre est done un probléme mixte et la solution résulte

aisement de la théorie générale du nv490. Menons par I'origine lesdeux carac-
- . Jz
téristiques z = = at ( fig. 88). Puisque z et T sont nuls le long de Oz, 5 est
P

nul aussi dans tout I'angle des caractéristiques LLOL’ et en particulier le

Fiz. 88.
¢ L,
M
m
N
S
(4 x

long de OL. Pour avoir la valeur de 3 en un point M.z, ¢)situ¢ au-dessus
de UL, menons la paralléele M & OL, et les paralléles MN. n a la seconde
caractéristique. D’aprés ce qu'on a vu plus haut, on doit avoir

In+21yn="1x+21n:

L . . . 5 . %23 .
et parsnite Zy = Z,,. Or, 'ordonuée du point /2 est 7 — = et par suite

Zx:_/‘(l— L)-
«a

En résumé, lintégrale cherehée a pour expression

=0 (puurl§':;>» :=,(l_:t> (pourfz"s)'

On voit que ia tranche, & une distance  de la tranche initiale. reste en repos
s <Z, . .
tantquona 75— la constante @ représente doncla vitesse de propagation de
I'onde. Sil'on cesse d’agir sur la tranche initiale au bout d'un temps T, la
fonction f(¢) reste constante pour ¢ 2T; la tranche d'abscisse # qui entre

o\ TEp S . X q A w
en morvement a Pinstant — revient au repos a partir de I'instant % + T.
a

LYimtégrale ne dépendant que de ¢ — =1 on voit que I'onde se propage tout
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entiére sans changement intérieur; on dit qu'une pareille onde est régu-
liére (1).

Considérons en second lieu un cylindre indéfini dans les deux sens. Nous
supposerons que I’ébranlement initial a été produit en une portion limitée

. — )z .
du tuyau; analytiquement, celarevient a dire que pour ¢ = o, z et 7 doivent

se réduire 2 des fonctions données f () et 9 () qui sont nulles en dehors
d’un intervalle (o, ). C’est le probléme de Cauchy lui-méme, les données
étant portées par 'axe des z tout entier, et nous pouvons prévoir sans aucuu
calcul la nature de la solution. Par 'origine et par le point A d’abscisse /
sur O z, menons les caractéristiques; ces droitesdivisent le plan enun certain
nombre de régions (fig. 89). Soient MP, MQ les deux caractéristiques qui
passent en un point M; nous avons vu que la valeur de I'intégrale en M
s’exprime par une intégrale prise le long de PQ, qui ne dépend que des don-
nées f(x)et z (). Ces fonctions étant nulles a droite de A et & zauche de O,

(*) En réalité, I’équation (13) ne convient qu’aux petits mouvenments des gaz.
L’équation exacte est

0%z . L,z Jz
1) E =W :

(p)=—-%(l+1n =

1

A T

k et m étant deux constantes dont la seconde n: est supérieure a I'nnité. On
passe de (13)" a I'équation simplifiée du texte en supposant que les variations
de ¢'(p) pendant le mouvemenf sont infiniment petites, et en remplacant ' (p)
par une constante . Mais on peut aussi résoudre le probléme proposé pour
I'équation (13)’, ¢'est-A-dire trouver une intégrale z(z, t) de cette équation.
. - a.a . Jr 93

continue, ainsi que ses dérivées du premier ordre p = 23’ 1= Jp pour x> o,
¢>o0, sannulant ponr ¢ = o, quel que soit z, et se réduisant, pour z = o, a une
fonction f (¢), qui est nulle, ainsi que f°(¢) pour ¢ = o. D’aprés la signification
physique de ce probléme, un point de la partie positive de Oz reste en repos
jusqu’a un certain moment ¢ = »{x), 3(z) étant une fonction positive et crois-
sante, c'est-2-dire qu’il y a une propagation par ondes. La surface qui repré-
sente l'intégrale clierchée se confond donc avec le plan 5 = o dans la région
comprise entre 'axe Oz et la courbe ¢ = ¢(x). Au-dessus de cette courbe C, la
solution cherchée est représentée par une surface tangente au plan des z)° le
long de C, et nous sommes ramenés au probléme d’Hugoniot (p. 72).

On a vu plus haut que cette surface intégrale S est une développable tan-
gente au plan des zy suivant la courbe C, qui est une caractéristique pour la
solution 5 = o. Dans le cas actuel, les caractéristiques situées sur le plan des zy

sont les deux systémes de droites ¢= ¢, Comme la courbe C doit

T
¢ (0)
passer par l'origine et étre située dans I'angle O ¢, si la tranche initiale entre
en vibration 2 l'instant ¢ = o, cette courbe C se confond forcément avec la
droite D, # = ¢'V'(0), et nous voyons déja que l'onde se propage aver unc
vitesse constante %' (o).
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I'intégrale cherchée est nulle dans les régions (I) et (I, elle est ¢gale & une
constante K dans la région (I1), et a la méme constante changée de signe —k
dans la région (JT)'. Dans une des régions marquées par des hachures horizon-
tales seulement, elle conserve une valeurconstante quand M se déplace paral-
lelement A Ja caractéristique OB; c’est donc une fonction de # — «¢;de méme,
dans nne des régions marquées par des hachures verticales seulement, c'est
wne fonction de . + az. Enfin, dans le parallélogramme OCAB, elle dépend
a ta fois de «© + at, et de & — at.

Il est facile de vérifier ces conclusions par le calcul. L'intégrale géndérale
de Iéquation (13) est 5 = F(2 + at) + ®(x — at), les fonctions F et
wétant déterminées qu'a une constante prés. Ces fonctions doivent satisfaire

Pour achever de déterminer la surface S, nous remarquons qu'elle doit
vérifier une des deux équations Y (p)==q = ¥(0), car les équations différen-
tielles des deux systémes de caractéristiques de l'équation (13)" admettent
les dcux combinaisons intégrales

dlg+y(p)]=o, dig—Y(p}] = o.

La premiére convient aux caractéristiques du systéme auquel n’appartient
pas la droite D, et par suite, nous devons prendre le signe 4 devant g. Cette
équation du premier ordre s’écrit encore

9

s / Jds\!'—m
(e) Jr "(1+AD7) —r,

et 'on est ramené & chercler une intégrale de cette équation du premicr ordre
passant par la courbe plane T du plan des zt, représentée par I’équation z = f(¢).
Or, I'équation (e) admet Pintégrale compléte formée de plans (II, n° 444),

e

5= ((r+A‘a;l—"l—|>z+at+b.

et Pintégrale cherchée est Penveloppe de ce plan quand on établit entre a et &
une relation telle qu’il renferme une tangente & T (I, n° 446). L’équation du
plan P passant par la tangente & L au point de coordonnées [0, 7., f (A)] est.
comme on le voit aisément,

== ‘
5 ,:ft‘/.)—o—f’(‘/\)tt——'/.)+{ [t Af (m)t—m—1y 2.

Entre la droite D et I'axe O¢, la fonction cherchée s(z, ¢) est donc repré-
sentée sur la surface développable, enveloppe du plan P, dépendaut du para-
meétre variable 7.

Si une portion de l'aréte de rebroussement de cette surface projette dans
l'angle £ 0¢, les dérivées secondes r, s, t deviennent infinies en ces points. Cette
discontinuité correspond au phénoméne de Riemann-Hugoniot. (Pour I'étude
compléte du mouvement rectiligne d'un gaz, voir HinsMarv. Lecons sur la
propagation des ondes, Chap. IV.)
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aox conditions initiales

F(z)+ ®(a)=f(2), F(2)—® ()=~ 3();
on peut supposer £ (0) = ®(0) et par suite poser
Flo)—d(z)=L [ dr = ;
@ =b@)=7 [ s()de=4()

'intégrale cherchée a donc pour expression {-¢f. n° 488, formule (22)]

3

(14)

= 2[f@+at) + Y(z +a)]) + - [f(a — at) — Y(x — ar)].

Rappelons que f() est nul en dehors de 'intervalle (o, ), que () est nul
pour z <o, et conserve une valeur constante H pour x 2. En appliquant

Fig. 8g.
n .}u ' IL |

la formule (14) a chacune des régions du plan successivement, il est aisé de
retrouver les conclusions précédentes. Donnons, par exemple, & z une valeur
xy—1

'a s f(z1+ at) et f(xy— at)
sont nuls, 4(z, + at) et Y(z;— at)ont la méme valeur constante I ; ona
Ty—

constante xy > /. Lorsque ¢ varie de o a

donc z = 0. Quand ¢ varie de a %,f(xro- at)y=o0,Y(x1+ at) = H,
et za pour expression }2—’ -+ ; [f(z1— at) — y(x1— at)]. Enfin pour 2 %9

H .
Z3+ at)y f(x1— at) et Y(x;— at)sont nuls, et z == —. L’onde atteint la
Y 3 3

xy—1

tranche d’abscisse :. aPinstant s et cette tranche revient au repos,avec

GOURSAT. — III. 9
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R H . o " . o "
un déplacement cmxsmnt—;, a Pinstant ='. On verrait de méme qu'il existe
«

une onde réguliére qui se propage vers la gauche. Tout se passe, en définitive,
comme si I'ébranlement initial provenaitde la superposition de deux ondes
réguliéres qui se séparent pour se propager I'une vers la droite, lautre versla
gauche, avec la vitesse «.

On peut aussi retrouver la formule (22) (Chap. XXV) en faisant le chan-
gement de variables # + at = £, r —at = 4, et appliquant la formule générale
(6) a 'équation transformée (voir E.rercices 2).

493. Cordes vibrantes. — Une corde ¢élastique O\ de longueur / étant
fixée ases deux extrémitds, sion 'écarte de sa position d’équilibre, le dépla-
cement 3 normal a la corde d’un point d’abscisse &, 4 I'instant £, est une fonc-
tion des variables z et ¢ qui vérifie aussi I'équation (13). Cette fonction in-
connue z doit satisfaire a d’autres conditions . 19 les conditions initiales, qui
expriment que, a I'instant initial 7 = o, on ccunait, pour chaque valeurde .,

Jdz . Jdz ] o .
glet gp 2 S0ILE = [ bk 2(.r), ces fonctions étant nulles pour « = o et
pour . = /; 2" les conditions aux limites qui expriment que les extrémités de

Fig. yo,
(5 z
B}
0l Ay
BZ
°z AZ
Bl
uI Al
B8
o A X

la corde sont fixes, c’est-a-dire que = est nul, quel que soit ¢, pour z = o et
pour & = {;nous rencontrons de nouveau un probléme mixte. Par le point A
d’abscisse Zsur O 2z menons la caractéristique « + at = [, et la paralléle A ¢
a O¢, et parl'originelacaractéristique 2 — @/ = o ( fig. go). Les données sont
celles de Cauchy sur OA, et I'on doit avoir z = o sur les droites Ot et A ¢'.
Les données de Cauchy déterminent l'intégrale dans le triangle OAB.
Connaissant les valeurs de I'intégrale suivant O O, et OB, elle est déterminée
dans le triangle OBO,: de méme, l'intégrale est déterminée dans le triangle
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ABA, par ses valeurs le long de AB et de AA;(1). Connaissant les valeurs de
lintégrale le long de BO; et de BA;, elle est déterminée dans = parallélo-
gramme O;BA;B;; en continuant ainsi, on voit de proche en proche qu’elle
est déterminée dans toute la région comprise entre les paralleles O¢, A ¢
au-dessus de O .

Soit z = F(z + at)+ ® (x — at) Vintégrale cherchée; d’aprés les condi-
tions initiales, on doit avoir

F(z)+ @)= f(z), F(a)—'(x)= ?’(u”.
On en déduit, comme tout & I'heure,

F(a)= JEEHD, gy o SO =200,

[ "
en posant Y(.x) = Ef 2(x) dx. Ces formules ne définissent les deux fonc-
o
tions F(u), ®(u) que pour les valeurs de « comprises entre o et {. Pour que
la solution ait un sens, il faut que F («) soit définie pour toutes les valeurs
positives de I'argument, et (u) pour toutes les valeurs négatives. Les con-

ditions aux limites donnent les relations

F(at) + ®(— at) = o, F(l+ at)+ ®(l —at)=.

quel que soit ¢, ce qu'on peut écrire, en remplacant at par .

F(u)+ ®(—w)=o, F(l+u)+®(l—u)=o. w0,

De la premiére on tire ®(— u)=— F(u). ce qui montre que la fonc-
tion ¢ sera déterminée pour toutes les valeurs négatives de u,si F(u)est '
connu pour les valeurs positives de w. Lorsque » varie de o a l, [ —u
diminue de 7 & o, (! — u) est connue; il en est donc de mémede F(/+u),
et par suite F(u) est déterminée de o a4 2/. D’autre part. en remplacant z
par u« + { dans la seconde des relations précédentes, il vient

Fiol+u)+ ®(—u)=o,

et par suite
F(2l+ w)=F(un).

La fonction F(u) admettant la période 27 est donc déterminée pour toute
valeur positive de u, et par conséquent il en est de méme de ® (1) pour u < 0.

Méthode de Bernoulli. — Cherchons d’abord des intégrales particulieres

() Ces intégrales se raccordent le long de AB et de OB, car il résulte des

d—; et @3 sont nuls aux points O et A (voir n° 190,

4 o
onnees que P ot



132 CHAPITRE XXVI. — EQUATIONS LINEAIRES DU TYPE HYPERBOLIQUE.

de I’équation (13)de la forme U(z)V(¢), la fonction U(z) étant nulle pour

2 = o0 et pour z = [. On doit avoir
Uz) _ 1
U(z)  a* V(!)

et par suite la valeur commune de ces rapports doit se réduire & une cons-
tante K. Pour que I'équation U”(2) = KU(z) admette une intégrale parti-

. . nem?
culiére s'annulant pour z = o et pour z = /, K doit étre de la forme — i

n étant un nombre entier, et 'on obtient ainsi une infinité d’intégrales de (13)
de la forme voulue

o ko il . il
= smfl—l_f (G cos anl ~+ C'sin an] ),

!
84, Pour ¢ = o,
na

dont chacune définit un mouvement vibratoire de période

nnx

. . . . dz ]
cette intégrale se réduit a Csin s tandis que o est égale a

Cela étant, supposons que les deux fonctions f(z) et g(x) soient déve-
loppables en séries de sinus dans Uintervalle (o, ) (I, nv 204),

+= +

. . N . (319 N . nNTr

(15) j(:l‘):Z‘A,,Sll] ’—7{, q(z)=Zanm 7
n=1 n=1

Il est clair que la série

+= o
(16) }w A sin BET an=i \' I8 iz Na
g & = Ay sin cos -+ 2 sin sin
" l [3 "anm ! [J
n=1 n=1

satisfait formellement & Péquation (13), et qu'elle se réduit a f(x), tandis
que la série obtenue en dérivant terme a terme par rapport A ¢ se réduit
aglx), pour t =o. C'est [a solution de Bernoulli. Elle manque évidemment
de rigueur, mais il est possible de la justifier, moyennant quelques hypothéses
d’un caractére trés général. Nous pouvons en effet représenter la solution
cherchée, a Pintérieur du triangle OAB, par la formule (22) (Chap. XXV,
p. 106); il en résulte que si la série ¢(ur) est uniformément convergente,
I'intégrale cherchée est représentée dans ce triangle par la somme de la
série T3, obtenue en prenant pour termes les intégrales qui correspondent
aux conditions initiales

03,

i at

Lo
2, = A sing

=aB5 Siu—":—;—{ (pourt =o0}):

elle est donc représentée par la série (16) de Bernoulli. D’aprés la fagon
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dont I'on déduit les valeurs de I'intégrale en un point quelconque des valeurs
qu’elle prend dans le triangle OAB, il est évident que la formule est valable
dans tout le domaine. Or, d’aprés une proposition générale sur les séries de
Fourier, les séries (15) sont uniformément convergentes, si les fonctions f(x)
et ¢ (&), satisfaisant aux conditions de Dirichlet, sont continues (). (Cf.
n° 489. Remarque I.)

II. — APPROXIMATIONS SUCCESSIVES. METHODE DE ... SMANN.

494. Détermination d’une intégrale par ses valeurs le long de

deux caractéristiques. — Nous allons reprendre, pour une équa-
tion linéaire de forme générale du type hyperbolique
J2z dx

(17) m:adz+b%+cz+f(z,y),

les problémes déja résolus pour 'équation élémentaire s = f(z, y);
les fonctions a(z, ), b(z, ¥), ¢(=z, ), f(x, y) sont supposées con-
tinues. Proposons-nous d’abord de trouver une intégrale se rédui-
sant pour )=y, 4 une fonction donnée ¢(z) et, pour z = =,,
a une autre fonction Y (z), satisfaisant a la condition ¢ (y,) = ¢ (@)
On peut évidemment supposer zo= ¥, = 0; nous admettrons de
plus, pour préciser, que ¢(z) est déterminée dans un intervalle
(0, ) et $(y) dans un intervalle (o, B), « et f étant deux nombres
positifs, et nous chercherons a déterminer l'intégrale dans le rec-
tangle R limité par les droites =0, x =«, y =0, y =08. La
méthode que nous allons suivre est due a M. Picard (?). Fcrivons
Péquation (17) sous la forme un peu plus générale

(18) df_dzy =\ [a(z, y)j—; + b(«x, y)z—-—; + c(x, y)z] ~+ flz, ¥),

A étant un paramétre que lon fera ensuite égala l'unité dans le
résultat, et cherchons d’abord une série entiére en 2,

(19) 3=20(x, )+ Az:1(&, Y)+...+ Mzp(z, ) +. ..

satisfaisant formellement a I'équation (18) et aux conditions ini-

(1) Voir, par exemple, le Traité d’Analyse de M. Picard (t. I, 2¢ édition,
p. 256).

() Journal de Mathématiques (18g0). Note I du Tome 1V des Lecons sur la
Théorie des surfaces de M. Darboux.
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tiales. Pour % = o, I'équation (18) se réduit & 'équation déja étu-
diée s = f(z, y), et par suite nous prendrons pour premier terme
de la série (19) la fonction

sz, ) = o) =4 =2+ [ & [ f
[ 0

qui se réduit a () pour )’ =o0 et a §(y) pour z ==0; les autres
coefficients z,, 5., ... doivent tous étre nuls pour z = o, quel que
soit y, et pour ) = o, quel que soit 2. En égalant les deux coeffi-
cients de 4 dans les deux membres de I'équation (18), aprés la
substitution, il vient

@ ¥

z5(x, y):‘/« dEfA [a(‘, -r)— + b(E, )=t 4 e(E, ~.|]1/*r,
1( A A i i d’r i

et d’une fagon générale 3, (z, y) se déduitde z,_, (. ») par la for-
mule de récurrence

* Y d,._
(20) sz )= [ ﬂf[ a(s, n)2Znt
0 [

+b(E 7 >"——f,""

— et r.)sn_,]dr..

Le résultat obtenu de cette fagon ne différe pas de celui qu'on
obtiendrait par I'application de la méthode des approximations
successives, la premiére valeur approchée étant z,(z, 1). La
seconde valeur approchée serait évidemment 5,-+ A5,, la troi-
siéme 5, + A3, + A?3,, et, d’'une facon générale, la n¥me valeur
approchée serait précisément la somme des n premiers termes de
la série (19). Si les fonctions ¢(x) et §(y) sont continues et ont
une dérivée continue dans les intervalles (o, «) et (o, 5), toutes les
fonctions 5,(z, y) seront réguliéres dans le rectangle R.

Pour démontrer la convergence de la s&rie (19), nous nous
appuierons sur la remarque suivante : soient z(x. )) une fonction
réguliére dans R, et Z(z, y) I'intégrale double

Lz, .»»>=L[r(r;‘[."[a(s, M5 b6 5 = el )| das

si 'on remplace les coefficients @, b, ¢ par d’autres coefficients
positifs A, B, C, constants ou variables, mais supérieurs aux va-
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leurs absolues des coefficients a, b, ¢; si I'on remplace de méme

. du 0
3(z, )’) par une autre fonction u(z, y°), telle que «, (}—", 22 soient
. . )5 dz . : .
des fonctions dominantes dans R pour z. :)1" 5,0 il est clair

que Z(z, »') sera remplacée par une autre fonction. U(z, 3-), qui
sera positive ainsi que ses dérivées dans R, et qu’on aura, en tout
point de ce domaine,

A

JU /I JU
[.—l.n TRk I')—- z—{_

Cela étant, supposons qu’on ait, en tout point de R,

i (o +y)» dip_y (r + ;)" '
Fnt (0 0 S = |7— =
2
(2l e (x + y)—t
— o
J) (n—)!

H étant un nombre positif. Soit M une limite supérieure des va-
leurs absolues des coetficients @, &, ¢ dans R; d’aprés la remarque
précédente, nous aurons

v > ,yn—1 (a “yn
e [ f [ e
L) 0 A 1

et a fortior?

(r + y)n+t [2M oL M(r —+—_1"f] ,

zn(2, 5) i (n+1)! n—+2

9z dzp

sont inférieurs a
&

et 'on voit de méme que |——

:Jul2

) [ﬂuw_f)].

nl n-=-i

Par suite les inégalités (21) entrainent les suivantes

g o .o (& + p)n+t Dz, | . (x + y)
o Pan(m i <HR=m o o | =
(218
|dzn] (x + )y )"
lT ’\l”\ B ey )
)y n

K étant un nombre positif qui ne dépend que de M et des dimen-
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sions du rectangle R. Si L est une limite supérieure de

dzo l)..q |

1 %o |y

on a d’abord

z1(x, ) <3MLxy,

dz | 1oz
IE < 3MLy, |37|<3MLI,

et a fortiori

a1(z, p)1 < 3ML EX00, l’}“'

l<3‘\1L\x+)), I I<3'\1L(1+y)

On en conclut, en raisonnant de proche en proche, les inégalités

!3a(2, ) | < 3MLK#=1 (Jz w0 e [dﬁn
< X

. (r+y)n
n—+1)! ’ | SY L ln_!’

qui prouvent que la série (19) et les deux séries obtenues par déri-
vation sont uniformément convergentes dans le domaine R.
Soit 5(z, ») la somme de la série (19), qui est une fonction régu-
liere dans R. Pour prouver que ¢’est bien une intégrale de I'équa-
tion (18), il suffit d’observer que, d’aprés la fagon dont on a déter-
min¢ les coefficients successifs s, (z. 5), on a

Sa(r, ) =3(2)+ 4 () —2(0) + f frf(f., ) di dq

+'Af d’f [a\_,- Pon '—.—...—b—c(’::, 1',)5,._|]dr,,

S.(z, p) étant la somme des n premiers termes de la série (19).

. . ~ N .1 db 1)
Lorsque » augmente 1ndéﬁn1menlq Sy e d: I)"

Jdz -
=, et il vient a la limiie
r)y

tendent uni-

formément vers z (&, y )

@2) (e =s@ s =z = [ s ndedn
<0 0
fmf [a( ﬂ*—v—b(E_,ﬁ)j—jﬁ-C(E,ﬂ):]dT
1

La fonction z(z, ») est donc bien une intégrale de (18) et il est
clair qu’elle satisfait aussi aux conditions initiales.
Cest la seule intégrale réguliere dans I satisfaisant a ces
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conditions. Soit en effet Z(z, ) une intégrale satisfaisant a ces
conditions; posons
Z —Sp=Ux(x, y)

S, ayant toujours la méme signification. En comparant Pexpres-
sion de S, écrite plus haut avec la formule

Z(z, ) = 2@+ ) =3+ [ [ f&m)

o v dZ dZ
+X\/J ‘[ [a(EN’:)()—s +b(5,7'\)d—Tl '*‘C(E,H)Z]dgdr,,
il vient

Un(I,J’):Z/o‘IdE./oJ[ alz, m 2

y

) Un—
+ b6 B o8 ) U (8 ) | .

Il résulte du calcul que nous venons de faire que U, (z, ) tend vers
zéro lorsque n augmente indéfiniment, quelle que soit la fonc-
tion Uy (z, y) dont on part pour définir la suite de fonctions U,,
U, ..., U,,....Lintégrale Z(x, y) est donc la hmite de S, (z, ),
c’est-a-dire est identique & 5(z, ¥).

Si les fonctions 3(x), 4(3') ou leurs dérivées ¢'(x), 4'(y) présentent un
nombre fini de discontinuités dans les intervalles (o, 2) et (o, ), tout en
restant bornées, les fonctions z,, 3;, ... sont encore réguliéres dans le do-
maine R, et I'intégrale z(z, y) représentée par la série (19) est elle-méme
réguliere cans R, sauf le long d’'un nombre fini de segments de caractéris-
tiques (Cf. n° 489).

495. La fonction de Riemann. — Le probléme qui vient d’étre
traité peut toujours se ramener au cas particulier ou les deux
fonctions ¢ () et §(y ) sont nulles identiquement, en prenant pour
inconnue 5 — o (z) — L(y) +¢(0)a la place de 5. Cette transfor-
mation modific seulement I'expression de f(«, ') sans changer les
coefficients a, b, ¢. Le premier terme 3,(z, y) de la série (19) est
alors égal a I'intégrale double 7

s0(a, ,v)=fo'rdzfoff(s, %) dn.
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D’une fagon générale, supposons que z,—, soit de la forme
%2 y
(23 Zn—s(z, y) = , n1(Z, ¥; £, n)dn,
) @)= [ [ 76D i

gn—1 (2, )7} £, 1) étant une fonction continue des deux couples de
variables (z, y), (E,n) qui admet des dérivées partielles continues
par rapport a4 z et a y. Nous allons montrer que 3,(z. )°) peut
étre mis sous une forme analogue. Pour appliquer la formule de

) \ 95n- 95—
récurrence (20), calculons d’abord z,— (%, n), sz 7 e, el I *. Par
hypothese nous avens, en remplaganl dans (23), z, v, &, n par,

0, u, ¥y .
B n
3n—1(E, n‘):f du [ f(}‘v 0)gn—1(E. 05 u, 0)dv
[ 0

el, par suite,
fn S Dgaa(E wi b o),
—’“—‘,‘]—fil) [ f F(r, 0) 2 it e
+ ‘[‘f(",n)gh-l(b 5w, ) die
L’expression de 5,(z, )) se composera de trois termes
T Gl )|_[f a [ (lr‘f ]//uf ftn, v)[a(E,n s h, ndg"‘ Lo stz G
- dsfo'd-qfo @l )f (6 ©gna( 13 & o) o
+f'"dsf‘d-qf§b<s, WS 1) gt (B, 15 0. ) .
o o o

Intervertissons l'ordre des deux premiéres intégrations dans la
premiére intégrale triple du second membre. en appliquant la for-
mule de Dirichlet (1, n® 121); elle peut encore s’écrire

fo’ ["}/‘-‘["a@, )G g E nc ko) d,
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ou, en perinutant les lettres n et ¢,

(25) »/u.rdE‘/n‘ydn [a(e, VS (& M) &nt (B, v3 E, M) do

=.‘/n"",15 ‘/o"f(Ev 1) dn [[’n(g, V) gno1(E 05 .q)va,

La seconde intégrale triple de la formule (24) peut de méme
s’écrire

f ds[ﬂz. W dn [[ b, 1) gna(it, 05 'n)d"]-

Quant a lintégrale quadruple qui forme le premier terme de
su(2, v), elle est étendue 4 un domaine de ’espace a quatre dimen-
sions qui est défini par les inégalités

oSugtsx, osvSnsy.

Si Pon intégre d’abord par rapport aux variables £, n, les limites
seront u el  pour £, ¢ el ) pour 7, et les limites seront ensuite o
etz pour u, o et ) pour ¢. Cette intégrale quadruple peut donc
s’écrire sous la forme équivalente

f (qu r/‘f rl"f S e [a(E,T, 8- 1(:),57,,u ”—A—...]:{vr,.

ou encore en permutant les deux couples de variables (u, v)
et (£, n),

f‘ 'E/« dnfiE. ) ;[ I{llf [(l(u ¢ ) 2en '{;u"s’m .]«lr}.

On voit donc qu'aprés toutes ces transformations Pexpression
de z,(. ) prend la forme

(261 (e )= [ [ S waalr, 28wy dn
0 o

en P()Saﬂ‘

XU R TED) :
7Y &a(a. 1.Ey7\)—f tl'uf [alh.c\ 1 o 2Lt +...7 dv

-+ f b, NV gn 1w, 02 5 o) du

"'f a(g, ©)gnalf, 03 & M) dv.
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En partantde g, =1, on calculera de proche en proche parcette-
formule g, (x,y; E,n), &2(%, ¥;Em), - . .. Le résultat obtenu peut
s’énoncer ainsi : L’intégrale de U'équation (18), qui est nulle
pour x = o, quel que soit y, et pour y = o, quel que;soil z, est
représentée, dans le rectangle R, par Uintégrale double

(28) se)= [ & [ fe 06 b s Nn,

G(z, y; &, n; }) désignant la somme de la série
(29) G, 35 B i M) =1+ X81(2, i & )+ .+ A8 (2, Y3 6 M)+

Cette fonction G a é1é introduite par Riemann d’une fagon toute
différente qui sera exposée plus loin.

On pourrait étudier directement cette série (2g9) comme la
série (19), wais il est facile de déduire ses propriétés de ce qui pré-
céde. Observons d’abord qu’elle satisfait formellement a I’équa-
tion homogéne

2 G N dG IG
(30) ;;d—f_A<aa}-+b7+cG>
on peut écrire en effet, d’aprés la formule de récurrence (27), en
admettant que la série (29) est uniformément convergente, ainsi
que celles qu’on en déduit en différentiant par rapport a z et par
rapport a y,

x % . « %
G(z, y; & n; R):)\f duf [a(u, v)g—’f—(—m——v—'&-\n’—/k)q-.“]dv
b n &
+ X(z; & m, A)+ Y(¥; & n, A).

On a donc aussi

G

a9G G
Jrdy =P\ [a(z,_})ﬁ +b(1‘,))()—j +c(x, y)G].

D’autre part, pour z = £, elle se réduit 4 la série
(€1)] 1+ 21(6 3 6 DA+ gn(5 x5 E M)A+

et la relation de récurrence (27) devient ici

gn(e,y;e,n)=f a(t, Y gna (5, v; & m) do.
n
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La série (31) est précisément la série qu’on obtiendrait en déve-
loppant, suivant les puissances de 2, l'intégrale de 1’équation
linéaire

dw
& La(k, y)w,
qui se réduit & un pour y=r, intégrale qui a pour expression
‘Afyn(i,r.)dv 5 .
evn . On verrait de méme que, pour y ==n, G se réduit
x blu, n)du .
ae j: . Nous avons démontré, au paragraphe précédent, qu'il
. o) , . . . lfj.n(E.V)d"
existe une intégrale de 'équation (30) qui se réduit a e /n

pour z =Zetaevt pour y =m. Cette intégrale est repré-
sentée par une série uniformément convergente dont tous les
termes, d’aprés la fadon méme dont on les obtient, sont des fonc-
tions holomorphes de . Elle est donc elle-méme une fonction
entiére du paramétre 2, et son développement suivant les puis-
sances de ) coincide forcément avec la série (29). En résumé,
la fonction G(z, )5 &, n, 1) est une intégrale de I'équation (30)
qui satisfait aur conditions auz limites ci-dessous :

»
" " b(u,m)du A aE e de
(32) G=eV? (pour y = 1), l;=ef'l (pour o =%).

496. Premiére solution du probleme de Cauchy. — Reprenons
de méme le probléme de Cauchy pour 'équation générale (18), et
proposons-nous de développer, suivant les puissances du para-
métre 2, lintégrale salisfaisant aux mémes conditions qu’au
n’ 48%. Nous prendrons pour premier terme de la série inté-
grale 3,(xz, )) de ’équation s = f(z. y) satisfaisant aux conditions
données, et nous déterminerons les coefficients successifs z, (2. 3),
Sa(@, y). ..., au moyen de la loi de récurrence

(3%) ;,,(.,-._1*.:;-ff [ug,-:,,x"‘"j’+b(5.-,,)"""*'
Jeng; A dr,

- e(E W) Ena (s -r.t>]ds dn,

ou l'on prend le signe +- ou le signe — devant I'intégrale, suivant
que 'arc AB qui porte les données a la disposition (842) ou (84%).
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Le domaine d’intégration, qui est le triangle mixtiligne PMQ, est
choisi de telle facon que 5.(.z, )°) soit nul, ainsi que ses dérivées
partielles du premier ordre, le long de Iarc AB. Plagons-nous,
pour fixer les idées, dans le cas de la figure 842, et supposons le
point M au-dessus de I'arc AB. Il suffit d’an artifice trés simple
pour ramener la formnle (33) 4 une formule de- récyrrence de la
forme (20). Imaginons, en effet, trois fonctions a(z, 1), B(z, y),
v(z, ), nulles dans le triangle mixtiligne ABD, au-dessous de AB,
et égales respectivement aux coefficients a(z, ¥), b(z, ¥), c(z, ¥).
au-dessus de AB. Il est clair que si 'on a u,—((z, )") = s.—4 (2. %),
I'intégrale double v

I ) N N dup
(33)  wa(a. "r/):ff [u(E_, ) —— + B(E, ) ——
(PMQ'D) 5 L In
76 W) s (5 1) | ey

étendue a l'aire du rectangle P"MQ'D, sera nulle si le point M
est au-dessous de 'arc AB et égale a 5, (2, ») st le point M est au-
dessus de AB. Malgré la discontinuité des fonctions a(z. ¥),
B, v). y(x, ) le long de AB, cette fonction est continue, ainsi

. . ) )
que ses dérivées partielles =, 22
@

étant, imaginons ¢u’on veuille développer, suivant les puissances
de 2, P'intégrale de I'équation auxiliaire

dans le rectangle R. Cela

Pu

- DO ey O 1, 2l
(34 o = A [x(_.l. ¥ )d_l_ —+ G(ax. ) )Tj +(x, )u] + f(r ),
qui prend les mémes valeurs que 35,(z, )') le long des cotés AD

et BD de R
(33) (e, yry=ma(ar, y)+hug(ro V) 4. o A () ) 4.

On a évidemment u,(z. )') = 3,(z., »), et les coefficients w,,
U, ... s'obtiennent de proche en proche au moyen de la for-
wmule (33). Malgré la discontinuité des coefficients a, 8, v le long
de I'arc AB, les raisonnements du n® 494 s'appliquent sans modi-
fication, et cette série est untformément convergente, ainsi que
celles qu’on cn déduit en dérivant terme a terme par rapport A T
on a y. Sile point M(z. y ) est au-dessous de I'arc AB, on a évi-
demmentu,(z, y)=o0, n21, ct la série (39) se réduit a son pre-
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mier terme o (2, 3°). Mais si le point M est an-dessus de AB, on
voit de proche en proche, en vertu de la remarque précédente,
quiona u, (2, 3) == 3¢ (£, ¥)s ooy Un(, 1) =3 (2. 1), et la série (35).
représente précisément, dans le triangle mixtiligne ACB, une inté-
grale z(z, 3-) de I'équation (18) telle que
3= 3(r, y) = 3(z, 1),

soit nulle, ainsi que {o_’ oy
la méthode des approximations successives représente donc une
intégrale satisfaisant aux conditions de Cauchy au-dessus de AB,
et on verrait de la méme fagon que cette série est aussi unifor-
mément convergente au-dessous de AB. Le raisonnement s’achéve
comme plus haut.

Dans le cas particulier ou l'intégrale cherchée doit étre nulle,
ainsi que ses deux dérivées partielles, le long de AB, le premicr
terme de la série a pour expression

le long de AB. La série obtenue par

sz 0= f fp o dn

et, par une suite de transformations d’intégrales multiples, tout a
fait analogues a celles qui ont été effectuées au n® 495, on dé-
montre de proche en proche que 3, (z, )*<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>