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V r e r i n n e r u n g.

Cis war längst bekannt, dass man von den trigonometrischen,

oder eigentlich goiiiometrischen Functionen einen bloss arithmeti-

schen Gebi-auch bei der Auflösung einer Aufgabe machen und be-

stimmte Zahlenwerthe mit Vortheil berechnen kann, wo von Win-

keln u. s. w. keine Rede ist.

Selbst die sog. goniometrische Reduction der Gleichungen

zweiten, dritten und vierten Grades hat sich durch ihre Vorzüge

einen Namen erworben und darf in einem guten Lehrbuche der

Algebra jetzt nicht mehr fehlen.

Diese trigonometrischen Behandlungen stehen aber noch mehr

oder weniger vereinzelt da und sind mancher Erweiterung fähig.

Der Verf. hat es unternommen das Ganze zu ordnen und so

\iel möglich in ein System zu bringen. Auch ist er nicht so

ängsthch, wie manche Mathematiker, welche an dem Principe fest-

halten, alles Fremdartige aus der Analysis zu entfernen, indem sie

sagen: die Analysis bedarf der geometrischen und anderer Hülfen

nicht und muss ihre Lehren rein aus ihr selbst entwickeln.

Die erlernten Lehren der Trigonometrie incl. der wichtigsten

goniometrischen Formeln müssen, da sie dem jungen Mathematiker

und Polytechniker wegen ihi'er vielseitigen Anwendung unumgäng-
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lieh not liwendig sind, auf das Vielseitigste eingeübt werden, wozu

die vorliegende Schrift hinreichenden Stofi" darbietet.

Es sind fast alle besondern Beispiele im Buche nach den

Te^a'schen Tafeln berechnet , weil der Verf. voraussetzen musste

dass wol jeder junge Mathematiker mit diesen Tafeln versehen ist.

Endlich ist noch zu bemerken, dass die so häufig vorkom-

menden Cilate, wie z. B. Form. ;No. 20 u. s. w , sich auf die am

Sclilusse des Buches belindliche trigonometrische Fornieltafel S. 127

u. f. beziehen.
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1. Tapitel.

Trigonometrische Umformung algebraischer Ausdrücke

ersten und zweiten Grades.

§. 1. Setzt man den Halbmesser oder Sinus totus = 1 , so

ist sowohl der Sinus als auch der Cosinus irgend eines Winkeis

(5P >• (J und <;, 9U° jederzeit ein ärhtei- Brurh, und da der l eher-

gang des Sinus oder Cosinus von his 1 hei wachsendem Winkel

von — 90", ein continuirlicher ist : so kann jeder äclite liruch als

Sinus, oder Cosinus ii'geud eines Winkels — x betrachtet werden.

§. 2. Liegt eine Grösse zwischen und — ] , bildet also ein

Glied der Reihe negativer achter Brüche: so kann dieselbe als der

Cosinus irgend eines stumpfen Winkels (f (wo also (f > 90" und

<C 180") angesehen werden. Es kann aber auch jeder negative

Seilte Bruch Sinus eines Winkels sein , der innerhalb dei- Grenzen

Wß und 270", sowie zwischen 270 und 360" hegt.

§. 3. Jede Grösse zwischen den Grenzen und -x. darf als

Tangente eines Winkels angesehen werden. Ebenso kann sie auch

als Secante oder Cosecante irgend eines Winkels gelten, sobald die-

selbe zwischen den Grenzen 1 und x, liegt.

Endhch ist jede negative oder positive (irösse zwischen und

:f ^>c gleich der Tangente oder Cotangente eines Winkels —
(f>

an-

zusetzen.

Die wichtigsten Beziehungen . welche zwischen den verschie-

denen trigonometrischen Functionen desselben Winkels oder Bogens

stattfinden,, werden liier als bekannt vorausgesetzt.

§. 4. Da jedes Binom, wie a :f b, in ein Product umgewandelt

werden kann, nämlich in allrj:— |, so kann, wenn der Bruch

Berkhan, Anivend. d. Trigon. auf Arithm, etc. 1
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— ein äcliter ist , derselbe als Sinus oder Cosimis irgend eines

Winkels hetrachlel wenh'n, \vo also — als eine Iriütinoinetrisclie
«

Function auftritt. Ist — ein unäcliter Bruch, so kann für den-
a

selben die Tangente oder Cotangente irgend eines Winkels (f gesetzt

werden. Diesen Wiidvel pllegt man den II ü 1 fs w i n k e 1 zu nennen

und sein (iradmass lässt sich aus den Irigononielrischen Tafeln be-

stimmen.

Ein Hauptziel ist bei der Anwendung der trigonometrischen

Functionen, arithnietisdie Ausdrücke zur logarithniischen Hechnung

umzuformen, welclies an folgenden Beispielen eisidillicli wird.

Es sei die gegebene Gleichung:

1. X = a + b.

Man setze — — tgflp^ also tg cp — i/ — . hann ist x
a \ a

all H 1 = atl+tgcf-) — ösecg-'^ oder, da sec op =
,

\ a /
V o ^ T » ^ cos y

so hat man j; = , .

cos q>^

Anders, für x — a + 6 setze man, wenn ft <. r/ , — = cos (/)

^

a

so ist a; = fl 1 1 + — | — o (1 + cos (f). Da nun 1 + cos (f
—

2 cos ^ q'^ (Form. >o. GO), so folgt : x = 2a cos i cp'-.

Wenn in 1. x = a^ b gesetzt wird — - tgr/, so entsteht

a; = flil + —I =r «(H ig ff). .>un ist nach No. 69 tg45*^+tgy

sin (45" 4 (f) , , .j i-y2 1=
r-n und, da 2 cos 4o" — 1, also cos4o'= ,,. oder

cos 4a" cos (f y2

jrn = V2 , so erhält man
cos 45"

_ g V2.sin (45"H-y)

cos y

§.5. Es sei 07 — « — b , oder all j , wobei b <^ a.

Wird — = cos u- gesetzt, so erhält man x ^ </(! — cus tf'^) —
a

a sin (f-.
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§.6. Es sei 0- = fl+ 6 + c -= ö 1 1 H ) -f c.

Man nehme — = cos cp, so ist

a

X — a{\ { cos (f)
-{- c = 2a cos {(f^-^ c.

Nun setze man -r -.
—

:r- = cosa», wenn 2öcos4qp die absolut
Ja cos ^ ff-

grössere Zahl, so ist |l + -j^ —^j = (1 4 cosw), foluJich,
\ 2a cos {w- f

/
'

o
>

da 1 + cos CO = 2 cos \(o- (INo. 60) : so hat man

\ 2a cos |y^/ - ^

= (1 + cos 10) . 2a cos ^ 9)2

=s: 2 cos {w^ . 2a cos 4<jP"

— 4a cos ^fjfj^ cos Uü'-.

Ist dagegen c die absolut grössere Zahl, so setze man in

X - 2a cos {(f^+ c —eil H 2-i—\

. 2a cos ^9)- II
die Grosse = cos w : dann wu"d

c

ic = c (1 + cos w) = 2c cos A w^.

§. < . Ls sei X = ——r •

'

Man setze — = tg (f'~ ; dann erhält man
a

= — '^-L^ /
1 — tg y' V

u + aI u + tgy^/

V^i/
Nun ist ^

~^^% = cos 2y. (Form. No. 104.) Mithin ist

1 + tg ^2

X = COS 2(f'.

Setzt man dagegen — = tg ys so ^^i'd
a

\ a /



Da nun :;
^ = fg (45"— y)*), so .'iliäll man

X = tg(45ö— gi).

§. 8. Es sei gegebeil a,-* = a+ b , oder

a; = V(a + <') = l/ "(^ + -7)
•

Man setze — = tg T" , so entstelil :

a

X- = Va(l + tg y') = >/«•>/(! + lg T'K

folglich, da \/(l+tgg>^) = sec y —
, so wird x =

'^ r T / T
eos y cos 9/

§.9. Es sei iC = V(a— fi)- \/ (1 )•

Man setze — = cos y^. Dann wird :

a

x= yja.yjil — cosy') = s'mq.yja.

§. 10. t» se, 0. ^ y j-p-j = y »
^ —-^

Man setze — = coscp; dann erhält man
o

I , 1— coso) ., . , ,,, . ,.,

a, = Va • i/ .,
^

. ->un ist aber (horni. rVo. bl):
V 1 + cos </)

^ '

VI
— cos

(fi , j , •
. /

1 ^_ cos y
" '^

'

'-^
' "^^ ^- = V« •

tg AT-

§.11. Wenn x = n^(a +b) , also auch

a; == n ^/ 1 1 H \yja und man setzt

— = tg r/-2, so wird x = n Va V(l *^ 'g y^) = Wo • sec ff - .

a
T D r / ^ co&ff

Wenn x=n\l{a— 6) - iiyja J il ).

Nimmt man — = cos w"^, so wird:
n

X — n^ayji 1 — cos ^^) = n >/fl .sin (f.

a — b a 1

—

igw I — Iß«
*) Weil —:—

. = - . = T-j-, ^ und Ig (4.V' - '/!=,, , .

„

1 — ipr/ a

--r-— -, iinlem lg 45"= 1 isi (Form. No. 2420
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§.12. Es sei, wie §.6, das Trinom x = a+ b + c umzu-

formen, so kann man demselben die Form {a-\-h)ll-[ —\
+ bf

geben. Setzt man nun —^ ^ tg f/)2 ( a|s„ j^g ^ log (a 4- 6) =
log tg«;p2)^ go jgj jj ^.

^^j j ^^)^j +tgy'2) ^ (fj , ü,) j^p,.^2

a + 6

cos 9»
2'

§. 13. Aus der Annahme = tg rp folgt a + b = -^

_ ccosy
. .^. . .

, , ,

c
, , ,

cos ö) + sin ff) ,, , .

'"
ein rr ^

^^"*^' '*^^ 1 + "TT = 1 +tgy = ^ ^. Mutl-sm 9» n + b "^ ^
cos ^

plicirt man diese Gleicinmg mit « -|- 6 = ^ ^^^^
, so kommt x =

sm ^
, ,

.
c (cos cf> 4 sin y) ,,. .. ,ffl+64c= -' ^. ". Weil aber nach Form. No.215

sm fp

cos 9) + sin f/ - sin (4ö" + y) ^2 ; so ist

sin 9)

§.14. Sei gegeben: log x = log >/(»/+ w) , so ist log 07 =

logVnll ^ 1. Setzt man hier — = tg r/i^, so entsteht

logj; = logVn(l + tg^-) =logVwsecqp2
— \ log n + log sec (f

— ^ log n — log cos (f.

Für log a? - log >/ (^ — m) hat man logVnll—— ). Wird

wi . „
,nun — := sm f/)- gesetzt, so ist log a; = logVw(l — siny-) —

log Vn cos (f- -
{ log n + log cos (f.

§. 15. Ber chnung von Beispielen.

iNo. 1. {Meier Hirsch p. 79. iNo. 2(3.) Gesucht wird x aus

der Gleichung x — V^l + vlS- Es ist nun

^
, I */ 1

Q

^/ 1

Q

x= y 21(1+^^^-^. Man setze ^ = tg «/'^ so wird

a; = ?21 (1 + tg 9-2) _ ^21 sec 9)^

^8/_21_^4, 21 _ 4 V2I

V cos (p'^ y V cos y^ ~ V cos y
'
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loe yJ2l — lüg cos (f

Folglich log X ^ ^ ^ ^ -^ '

^ log 21 — logcosfjr

Mit Hült'p der Irig. Tafeln bestimme man aus [grp-
.^^ ,

oder

log tg y = ',

(I,
log 1'^ — log 21) so genau als möglich den Hülfs-

winkei y.

Es ist log 19 = 1,2787536

^)0,2l3i256
-+-2 —

2

— log 21 = 1,3222193

ÖÄÖ9063— 2

^^ 0,4454531 - 1, oder

log tg 9) =- 9,4454531 — 10

Es entspricht : 15» 35' - 4352

81,34)179 (2,2",

folghch ist (p = 150 35' 2,2".

Man findet nun log cos (f . d. i.

:

log cos 150 35' 2;2" = 9,9337325— 10

;

daher nach der obigen Formel für logrr, wcini man diesen log cos

einsetzt

:

log 21 = 1,3222193

^) 0,6111096"

+ 10 — iH

log cos (f
= 9,9337325— 10

0,6773771

^^ 0,1693442 ::- log x,

mithin x - 1,476876.

§. 16. No. 2. {Meier Hirsch ^o. 27.) Gesucht vvii-d

X - \/5,03 + v'0,2

V^5,03(l+||)=- \ o

v'0,2
Man setze ^7^0 = lg7""i tlann ist
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_ :! .'^5,03 cos ^ _ ^5,03 cüs gi

V cos f/^ cos «/>

Es ist nun log tg ff -
\ (log v'0,2

— log 5,03)

log 0,2 = 4,3010300— 5

^^ 0,8602060—1
— log 5,03 ^- 0,7015680

1,1586380— 2

^) 0,5793180— 1 , oder

logtg</) = 9,5793190—10

2479 entspr. 20» 47'
*

Diff. 1" = 63,45) 711 (11,2"

Hiernach ist ff = 20" 47' 11,2".

Ferner ist log j; = \ [log 5,03 + log cos (f\
— log cos y.

log cos r;» - 9,9707697 — 10

\ log 5,03 - 0,7015680

10,6723377— 10

4- 20, -30
3^ 10,2241125— 10

— log cos <^ - 9,9707697—10

loga; = 0,2533428. Diesem Logarithmus

entspricht die Zahl x = 1,79202 . .

.

§. 17. No. 3. (#. Hirsch No. 28.) Gesucht wird

X = ^9,921 — 3>/5,02. Hier ist nun

X -^^'''^A'-miy
Man setze „ ^f^^ — cos 7^, so ist

C),oO<

X = v'9,921 sin ff\

log 5,02 - 0,7007037

^) 0,3503518

— log 3,307 - 0,5194342

19,8309176— 20

log cos (f
=^^ 9,9154588— 10

3846 entspr. 34" 37'

Diff. 1" = 14,53) 74200(51",
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daher y = 34« 37'— 51" - 34" 36' 0".

log sin (f = 11,7542562— 10

lüg sin y - — 2

19,5085124 — 20

+ log 0,921 - 0,9965554

0,50506TS

loga; =^^0,1010135

mithin x ^ 1,261866 . . .

§. 18. Es sei zu berechnen der Ausdruck :

X = ayJibc^df).

Hier ist x = n % bc\l -\- —)

.

je

Setzt man -r-
- Ig T^- st) ist

hc

X - ayjbc{l i tg^'')

,
^ ayjbc= \/oc sec cp- = .

^ ros
(f>

BeiM|)iei. Es sei zu tindeii:

X = 3,8473 >/( 738,56 - 5,4378 + 976,54 .< 0,87364).

Man erhält q> - 24" 44' 42" und x ^ 268,4657.

§. 19. Wir gehen jetzt zu einem anderen Gegenstande über,

welcher wegen seiner algel)raischen Verwendung von Bedeutung ist,

nämlich die Ausziehung der Quadi'atwurzel aus einem Binome von

der Form
A T yJB.

Zu diesem F-^nde möge hier die EntwickeJung der Formel voran-

gehen , zumal dieselbe nicht jedem Leser sogleich gegenwärtig sein

dürfte.

§.20. Aufgabe. Aus einem Binome von dei- Korui i^:ylB

die Quadratwurzel zu finden.

AaflÖMuii«; 1. Man setze ^ A qp^fi = ylx fyjy:, (1)

so ist A :f >JB — x :f 2^a;t/ + y. (2)

Da mm liiei- das Bationale nur dem Bationalen, inid umge-

kehrt, gleich sein kann: so folgt

(3) x + y — A und

(4) 2ylxy ^B oder 4x7/ = ß'
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Ans (3) folgt x'^+ 2xy + y^ = A-, davon abgezogen

4:xy — ß , so bleibt:

x^—2xy-\-y^ = A'^— B, also

X— y — yJA-— B. Da mm
X + y = A, so folgt

:

2x = A -^ siA~—B, und

.4 + >/i2—

5

2

2

Ebenso ist

, daher nach (1)

/T—/-R .

A\4A^—B ^^, A—W—B
Auf Idi^iiii^ 3. l>a sowohl die Summe, als auch die Diffe-

renz zweiei' <|uadriilischen Radicale in ein einziges Radical ver-

wandelt werden kaim, so lässt sich diese Umwandlung sehr becjuem

zur Auflösung obiger Aufgabe benutzen. Es ist offenbar

yjaq:y]ß = V(V«yV/y) ^ = yla +ß^2yjaß.

Ebenso ist nun auch \u4-yjß ^: yja— ^ß

=r V[V^TWV7«^V^'
= yja^yjß + a^iß ^2y[i^'^\lß) {a— yjß)

= yl2a^2yla'—ß = V2[aW«''^].
Man hat demnach:

yj^T^ß T V« — V/^ - V2 [a :f yj^^^^^l
Setzt man in diese Formel

A'^—B
« - M und ß = j— , so erhält man

A + yli'—B _ / A— ^|A''— B

§. 21. Setzt man zur Abkürzung V^ q: Vß —x, so lässt

sich diese Formel in folgende umändern:

Vl-V >+^l-f.' + y/4v/l-Vl
_ß

A^

Nun setzt man -^ = sin (f>\ so entsteht
A"
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A
1 -I- >/i — ^'» y* + 1/ "ö" \/ 1 — Vi — si" r*

-^ Vi + f'os «/i
:F 4 / ^ Vi — cos (f

n/

~ V "9" "^ [Vi + COS <ir T Vi — cos 9»] (Form. No. 59 u. 60.)

^ y Y ^^ [V2 cos 4y- T V2 sin ^(/^''*]

4 1—

^ V y ^ ^^
'

^*^^* -^ ^ ^*" ^^^

= V ^ [2 cos
j 9) q: sin A^].

Betrachten wir nun jede einzelne Form dieses Ausdruckes und

sondern cos ^qp ab, so entsteht:

a) x — V^ • [1 + tg {(p] cos {(f

ß) X = yJÄ.[l — tg i^'] cos h(p.

Setzt man ferner lg {(f
— ig ip- in a und lg {ff = sinxfi'^,

welches zulässig ist. weil (f nicht > R, also {g^ nicht ^ iß an-

genommen werden kann; so bekommt man

a) X — cos {q) . sec xp'^. yfA

und ß) X = cos\(p.cosif>'-.yjA\ folgüch

a) log X — log cos i<jp + 2 log sec 1/^ + i log i, oder,

1
da sec \h — — ,

cos ip

= log cos \^cf— 2 log cos i/^-h^ log A.

ß) log 37= log cos 49' + 2 log cos T/^ -f- A log i.

§. 22. lli*i<N|iiele. (Meier Hirsch p. 51. 'So. 1.)

1) Gesucht wird x ^ '^(1 i 4V3), oder x ^ V(^ + V48). Hier
D

ist A — 1 : 5 - 48 , daher nach obiger Formel sin er' — — . oder

log sin 9) — ^ log f— log/1.

iNun ist" i log 48 = 10,8406206 — 10

— log 7 =0,8450980 ___
folglich log sin 7» =- 9,9955226 — 10

und y = 81" 47' 35"

also [(p = 40» 53' 47"

Da nun tg ^" = tgiT« also

log igip — 2 log tg iy ' so hat man
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log tg 400 ö8' 47" ^ 19,9375763— 20

^) 9,9687881 — 10

wonach ip - 42" 56' 34". Es ist also

l„g .r = i„j. cos 40" 53' 47" - 2 log cos 42» 56' 34" 4 ^ log 7

lüg cos 40" 53' 47" - 9,8784614— 10

— 2 log cos 42" 56' 34" = 9,7290630—10

0,1493984

+ 4 log 7 -= 0,4225490

log X =- 0,5719474

woians sich ergieht : x ~ 3,732049 . .

.

§. 23. Zur ("ontrole diene folgende Rechnung:

Es ist X = V7 + V^B -= y 7(1 + ^\.

Setzt man -_ tg cf-, so wird
'

/ y

X = V7Tl+tgf/^-) = yjl&eccp- = ^— .
' cos y

Hiernach lindet man fp = 44° 51' 8,3",

daher log x ~ ? log 7 — log cos 44^ 51' 8,3"

^ 0,5719474 , also

= 3.732049 , wie vorliin.

§. 24. 2) (V. Hirsch "So. 4.) Gesucht wird

X = >/(3 — 2>/2) = V(3— >/8).

D

Da .4-3 und ß - 8 , so ist sin ^'~^, also

log sin qp = ^ log B — log 4 d. i.

A log 8 = 0,4515450

— log 3 = ,4771213

log sin ff -- 9,9744237— 10

also cf ^ 70« 31' 43" und

Up ^ 35" 15' 51". Ferner ist

I log tg \ ff - 9,9247457— 10 = log sin i//,

daher 1/^ = 57" 14' 8". Endlich ist

log cos Vr = 9,9119556— 10

+ 2 log cos ip = 9,4666940— 10

4-log^i = 0,2385606

logx = 0,6172102—1
mithin x = 0,41420 ....
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An merk. Xach der Formel in (20) ergield sicli (Tir yj'^ — yjf<

sehr einfach

folglich, da V'-2= 14142136. .., so ist x=r 0,414 -2136... Allein

nur in Kinzelfälleii kann diese Bereclinung kürzer ausgeführt werden.

§. 25. Attfcabe. Es sei x = yja + b -{ yja— 6 zu be-

rechnen.

Aiiflö.ximis. ^yenn yja— h reell sein soll, so miiss n>6
sein. Man setze daher

b— = cos er

.

Nun i„ .^V..(i + |) + V«(i-1)

= V« \ 1 +COS (f + yjayjl — cos
(f.

Da aber nach Form. No. 60

1 + cos y — 2 cos ^q>- und 1 — cos y = 2 sin ^cp-,

so hat man

:

X — y/a [V2 cos ^y^ -I- V2 sin {(f^]

= yj2a (cos Ay + sin {(p).

Nach Form. No. 111, 112 ist:

sin .Jy
= ^^l+siny

—

{yj^ — sin y ,

und cos .^^ - ^yj1+ sin cp -h ^yjl — sin cp , folglich

sin ^^ + cos [ff = ^l + sin f/~. Daher wird

X ~ \2ayll + sin </.

Setzt man endlich sin y = tg ^t/^-, so entsteht

X — ^2ayllA~lg Ufi"^ = yJ2a.sec^\p, oder

V2a ,

X — — .

COS^l//

TjOKarithineii von ^!iuiiiinen und DifTereiixen.

§. 2<1 Für die Ingarithmisrhe Rerechiuing sIthI manche Aus-

drücke nicht geeignet, in welchen di«« Reihenfolge der Operationen

mit Addition und Subtraction verbunden ist, wo also complexe

Grössen nur gliederweise berechnet werden können. Z. R. x —
8^19— 7^53+ {^\)K
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1. Es sei log(a + 6) zu bererlmen, wenn log a und logft

gegeben sind.

... / ,
log (0 + 6)

,

Da logv(" + o) = ö
' ^^ "<*' '"'•"

log(a + 6) = 2logV(a + M - 2logW(l+— |a

= 2 log yja
^

(l + — ) = 1'»^ V« + '^ log / [\ + -\.

Man setze — - lg'/-, dann ist

»/ II H 1
= Vn+tgy-) = sec<jp, folglich

log ( a + 6 ) = log a + 2 log sec cp

— log a -1 2 log
cos (p

— log a — 2 log cos (f.

Man kann aber auch kürzer so verfahren:

Es ist log (a t 6) ^ logl 1 + — ja = log a -f log 11 4 \.

Wird nun — — tg (f- gesetzt , so ist

a

log(l+— I
— l(tg(l+tgf/-) = log sec ^'2

= 2 log sec if> , also

log (0 + 6) = log c + 21ogsec(/), wie vorhin.

Bei der Berechnung des Hnlfswinkels log tg ff = ~—^—

^

hat mau den Vortheil , aus den Tafeln gleich log cos (p , neben

logtg^), entnehmen zu köiuieii, wozu also nui- ehi einmaliges Nach-

schlagen in den Tafeln erforderlich ist.

2. Es sei l<'g(r/ — h) aus log a und lug 6 zu berechnen,

wenn b <^ a.

Hier hat man log(a— 6) = log 11 |a =loga \ logjl -V

Da — < 1, .so setze man — - siny-: also lo^ sin (f = ^— ^^o.
a a

^ o V
2

'

dann ist : log II ) = log(l — >in q^^) = log cos (f^

= 2 log cos q> ; daher

log (a— b) = log a -H 2 log cos
(f.
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Da log ö , log fc gegebeu sind , so ist beim Aufschlagen

log 6— loga
, •

, , .. <• j
von logsm <f

— —^—9^
' sogleich log cos y mitgetunnen.

3. Es sei log(a

—

b) ans loga und log 6 zu berechnen,

wenn /< > a ist.

Setzt man x - a— b, so bat x einen negativen Werlb, folg-

lich isl — X eine positive Grosse. Aus — x = b — a folgt

— X = 11 r\b, wo — <; 1 ist. Setzt man also -r- = sin (f-,
\ b I b b

so wird — X = 6(1 — sin y-) = b cos
(f"^.

Daiier log (— x) —

log ft + 2 log cos
(f.

Beisinele.

§. 27. {Heis Samml. p. 112. No. 44.)

1) Es sei log a = 3,27654, log 6 — 3,13854. Wie gross ist

log(a + fi) ?

Es ist log b = 3,13b54

log a = 3,27654

Tb62Ö5^2
logtg^ -^)9,9310(J— 10

folglich (f
= 40" 29' und daher

log cos 9 - 9,88115—10

2

2 log cos f/) = 0,76230—1

Von log = 3,27654

abgezogen

:

2 log cos (p = 0,76230— 1

mithin ist log (0 + 6) = 3,51424.

2) Gegeben: log 6 = 2,75869, log « — 4,633(J9 ; gesucht

wird log 0+6)?
Hier hat man log 6 = 2,75869

log a = 4,63369

0,12500 - 2
logtgy =2)9,06250-10

Diesem entspricht: q> — 6° 35'.

Nun ist log cos y = 9,88115— 10

2

also 2 log cos 9) = 0,76230— 1



— 15 —
Von log a = 3,27654

2 log cos y = 0,76230

|„o(a-|-6) :^ 3,5142-4.

3) Gesucht wird l(»g(ö— M, wenn log a und log 6 gege-

ben sind.

Es sei log« = 3,06475; log 6 =2,7-^564.

Die Keclnning geschieht, wie folgt

:

+ 2 _ -2
log 6 = 2,7S564

log a = 3,06475

1,72089— 2

log sin (/)
=2) ü,86044— 10

Diesem entspricht
(f
= 46" 29'.

Nun ist log cosy= 9,83794—10
2

2 log cos y^ -- 19,67588— 20.

Endlich hat man log a = 3,0(5475

+ 2logcosf/i == 0,67588— 1

log(a— 6) = 2,74063.

4) Gesucht wird log(a — 6) aus log ^/ = 1,15896 und

log 6 = — 1,62798.

Um zuerst — - sinif- zu linden, hat man:
a

log 6 = —1,62798
loga = 1,15896

0,46902— 2_
log sin 9) =^ -^9,23451—10.

Diesem entspricht 9) = 9" 53'. PVrner ist

log cos y = 9,99350— 10

also 2 log cos qp = 0,98701 — 1

log« = 1 ,15896

2.14597—1
d. i. log(a— 6) = 1,14597.

§.28. Diese vortheilhatle Besechnung von log(a:f6) aus

log a und log h gewährt auch in anderen Beziehungen wichtige An-

wendung, so dass mehrere Mathematiker, nach dem Vorgange von

Gauss, logai-ithmische Tabellen für log (a + b) und log (a— b) heraus-
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gegeben liaben, welche unter dcni Namen dei- „Gauss'sclien Loga-

ritluiientateln " bekaniil sind.') Die Kiiu'ic lilung dieser Tabellen,

die Art inid Weise der Berechnung solcher L(»gaii(linit'n übergeben

wir, da man dieses in den Tafeln angegeben lindet. Ebenso ge-

slalfel diese Methode aus dem gegebenen Logarithnuis einer trigo-

nometrischen Function die Herechmmg d«'s Logarithnuis einer an-

deren Function, welche in den Tafeln nicht vorkommt. Z. ß. wenn

log tg a* = 0,07835 , wie gross ist log sec «^ und log cosec a- ?

Da log(l -I- tga^) = log sec a-, so hat man:

log b — log tg a2 — 0,67835

log fl ==: log 1 = 0,00000

0,67835"

logtgy = 0,33917

= 10,33917

Diesem entspricht (f = 65» 23' 38,3".

Nun ist log cos cp 9,6194862 — 10

und 2 log cos (/^ =- 0,1389724— 1

Daher von log a ^ 1,00000

abgezogen 2 log cos (f
= 0.23897, so hl ei 1)1

log sec c- = 0,76lU3.

Lm ferner log cosec x'- zu berechnen, so hat maii nach Form.

,
1 H lg «2

No. 122 : cosec a- — -—
r,
— •

tga-

Da nun log(l +tga') - U,76103

und logtga^ - 0,67835, so folgt:

log cosec a"- = U,082(i8.

§. 29. Wir wenden uns jetzt zui' Berechnung complicii'lerer

Ausdrücke, wobei Logarithmen von Suiruiieii und Diflerenzen zur

Anwendung konnuen.

1) [Meier Hirsch p. 79. No. 29.) Gesucht wird

IG, 43 + 5v'278

V ?17 •

X —

*) Solche TaMn linden sich in der deutscIuMi Aiisgiibt* ilcr la l.iindi'sel en

Lügaiilhmenlarrln von Köhler, Leipzig 1HI7. - Tafeln z; r hequemen Kit. . Iinnng

der Lut;aiiiiimeii dii Summe oder Üillerenz zweier Grössen, wi'iche selljsl nur

durch ihre f.ogarilhmeu gegeben sind. Von Mallhirsscii und >ohn. Kerner sehe

man die neueren Ausgaben der V.-ga'scben I.ogarilhmen-Tabellen ,
von llnhsc her-

ausgegeben. — Ferner „Vierslellige Logarilhmen der natiirl. Zahl, ii und Winkel-

functionen etc. Vom Oberschulralh Dr. Müller, Halle IÖ44."
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Hier hat man folgende Hechnung

:

log 278 = 2,444(.)44b

log ^278 = 0,8146816

log 5 ^ 0,6989700

logft = 1,5136516—1

loga = 1,6334685

19,8801831—20

logtgy =^) 9,9400915—10.

Diesem entspricht (p ^ 41 ''3' 38,3".

log cos 9) = 9,8773799—10

2 log cos y = 0,7547598 — 1

log a = 1,6334685

2 log cos
(f>

=- 0,7547598— 1

log (0 + 6) ^ 1,8787087
'

log ^'17 = 0^4608^
1,6326490

log X - 1^)0,1020387, folglich

X ^ 1,264843.

2) (y. Rouvroy, Samml. algehr. Autg. Dresd. 1856. pag. 87. No. 1.)

Gesucht wird a; ^ -» / ^9,23476 — ^0,063808.

r

y
Man setze x = ^(a— 6). .Nun ist

log a = 0,3218085 und

logt - 0,7012188— 1.

Da — — sin 9) 2 zu setzen ist, so findet man
«

log sin (p = 9,6897051— 10

und daher (f
-- 29" 18' 15,11". Ferner ist

log cos 9) = 9,9405332 — 10

2

2 log cos y. =r 0,8810664— 1

+ log a = 0,3218085

log(a— 6) = (J,2028749

log 05 =^^0,0405749 = logv'(a— ^).

iMithin x = 1,09793.

3) (y. Rouvroy, No. 15.) Gesucht wird

_ ^/ (50,79598 X 0,905) — (152,725)3 __ -^ , a—b
"" ~\ 1454,451

~"
V c

Bei khan, Anwend. d. Trigon. auf Arithm. etc. 2
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Die Rechnung geschieht, wie folgt:

10^50,79598 = 1,7058294

+ log 0,905 =- 0,9566486—1

log ff = 1,6624780

log 152,725 = 2,1838675

142

2,1838817

log 6 - ^)0,7279605.

log h— log a
Nun ist log sm (p = ^ - .

log 6 = 10,7279605— 10

loga =- 1,6624780

19,0654825—20

log sin 7^
-2)' 9,5327412— lÖ.

Diesem Log. entspricht (f
= 19" 56' 13,85".

log cos <^ -- 9,9731588 — 10

2 log cos y = 19,9463176— 20

lügo = 1,6624780

log ö +2 log cos <f
= 1,6089756

logc = 3,1626991

log?
—

* = 3,4460965— 5

loga; =^ 0,6892193—1. Hierausfolgt:

X =-. 0,4888992.

4) Gesucht wird

:

3 158,59^^ X 0,726— 4,3 ^569,4 \'

^ ^ V \ 87,63- 4- 55,67 v^7()9,2 /

'

Dieser Ausdruck kann unter die allgemeine Form

X = \/ i-
I

gehrachl werden. Ks ist nun:

log 58,59 = 1,7678235

log 58,59'^= 3,5356470

log 0,726 = 0,8609366— 1

loga = 3,3965836. Ferner ist

log 569,4 = 2,7554175
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log Vö09,4 =
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5) Um auch den Fall §. 2(i. 3, wo bei der IJenMlinung von

log (ff

—

b), 6 >fl ist. aiil' ein IJcispiel aiiziiutMidcii . m) wählen wir

hier ein von Unger gegebenes, (iesuohl wird niindieJi: "

_ ^> y 385,7 N 0,0704?— ö,823- v^

^ ~
V ^^t),aV' ^J8,ö— 503,4 xV^MT))

Dieser Ausdruck ist unter der Form enthalleu:

Die Rechnung gescliieht , wie folgt

:

log 0,0704 - 0,8830934 — 2

log 0,0704- - 0,7001808 - 3

+ log 385,7 - 2,5802490

log« = 0,3524304

log 5,823 - 0,7051408

log 5,823- = 1,5302930 = log b.

loga = 0,3524304— 2

log „ — log 6 ="0,8221428^-^2^

log sin f/1 = 0,4110714 — 1, oder

= 9,4110714—10.

Diesem entspricht: (f = 14« 55' 55,0".

log cos 9 =r 9,9850813—10

2 log cos 9) = 0,9701020— 1

logft = 1,5302930

log— (a— 6) - 1,5004502

log 70,3 =^ 1,8825245

log 70,32^ 3,7050490 •

+ log 98,5 =^ 1,9934302

loga, ^ 5,7584852

log 78,45 = 1,8945929

log >/7«^,45 = 0,9472904

+ log 503,4 = 2,7508108

log 6i = 3,0981132, da 6,<Crt,, so hat man

nach §. 20. 2 log '/, = 5,7584852

log sin y = 0,9098140— 2, oder

8,9098140— 10.

Diesem entspricht : f^ = 5" 21' 9,5".

Ferner ist log cos y = 9,9981021 — 10
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2 log cos <^ = 0,9962042— 1 (§.26.2)

+ log a, = 5,7584852

log («,—-*,) ==5,7546894. .Nun ist

+ :. - r,

log — (a — 6) =- 1,5004562

log(a,— 6i) = 5,7546894

0,7457668— 5

3

2,2373004— 15

log(— a;) = 0,4474600— 3

Diesem entspricht: —x^ 0,002801947;

mithin ist x ^ —0,002801947.

§. 30. Eine andere Auüösung der Aufgabe §. 26. 1. log ('/ • b)

aus log a und log h zu linden, ergieht sicli in folgender Weise.

\t . , .

Man setze -r- = cot (f ; dann isl

(i j-h /)
^
1 -f -^1 ^ 6 (

1
-I- cot r/))

\ sin ff I sin ff

Nun ist nach Form. .\o. 243 :

sin (45 'J -+-
(f) ^ (sin 7^^ + cos (f) sin 45*^,

f I r 1 ,1. ^ (sin 45" + </)
folghch .7; - a+ b - —^

-.
—7^;

sin r/^ sin 4o"

mithin ist log(a+ f>) _ log 6-hlog sin(45" + (f}
— log sin y sin 45".

b
Hatte man — - tg y gesetzt, so würde man erh.ilten haben

ii ,
^ \ ,1 , . V /1 .

sin fiT i (cos er + sin er)

\ a f ^ cos fpf sin
<f)

_ a sin (45" + y)

sin (p sin 45"

§. 31. Aaft;abe Man soll log(fl+6+c) aus log«, log

6

und log c linden.

Auflösiiiit;. Vorausgesetzt, dass log(« + 6) bereits gefunden

worden, so setze man
c

i
= tg li' ; so ist

n + b ^
^

c c cos li'

ff -H 6 —
tg ip sin i//
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Nun ist 1 H —^ = 1 + tg «^

COSl/'

_ cos ifj-\' sin t/^

cos 1//

_ sin(45"4 t/>)

sin 45° cos tf-i

'

Multiplicirt man diese Gleichung mit

ccosip , ..

a + b = — . —
, so erhalt man

sni ip

, ,
c sin (45 *' + xp)

a-\-b+c = . ,-„ 7; .

sni 4o" sm ip

§. 32. XiisatK. Ebenso findet man log (o + ft + '; + ft).

denn es sei 1) ,— = tccJ, so ist
a+b+c ^

o\ 1 d d cos ö . , , > r 1 ,

2) fl + 6 + c = —
-s = -.—

, . Aus (1) folgt
tg o sm

. ,
d . ^ -, sin ^ cos (J + sin (J

l+-r,, =l+tg(J = l+ T= 7«—a+ o + c cos cos o

^ sin (450 + d)

sin 45" cos d

'

Diese Gleichung mit (2) multiplicirt, so entsteht:

,
f/sin(45«-}-d)

sni sm 4o"

Vergleicht man die gefundenen Ausdrücke für a-{-h: a + b + c\

a + b-\-c-\'d, so sieht man leicht, dass sich dieses Verfahren für

jede behebige Sunnne fortsetzen lässt ;
jedoch wird das Bisherige

ohne weitere Berechnung von Beispielen deutlich genug sein.
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2. (apitel.

Autlösuno- trigoiionietrischer Gleichungen.

§. 33. Hei mathematischen Aufgaben komml nicht selten der

Fall vor, wo die Auflösung auf eine Gleichung tiilirl . welche eine

oder mehrere IrigiuKunetrische Knnctionen entliäll. welche .lus ihr

hestinnnt werden iniissen. Vergeblich sieht man sich nach der

weiteren Behandlung solcher trigonometrischen Gleichungen in den

Lehrbüchern der Algebra um, und ist daher genölhigl die tiiguno-

metrisclie Literatur in Ans}iruch zu nehmen, wo man daini auch

nicht immer den vorliegenden Fall finden wird. Es ist daher nicht

unzweckmässig, die Auflösung dieser ("ategorie vou (ileichnngen

nähei- zu betrachten und von den ehifachslen Fällen auszugehen.

Man darf hierbei nicht vergessen , dass die trigonometrischen Glei-

chungen meistens unendlich viele Auflösungen gestatten, von welchen

man jedoch nur diejenigen ninnnt , welche <C oßO" sind. Gehört

aber ein gesuchter Winkel einem Dreiecke an, so bleibt das Resul-

tat selbstverständlich < 180".

§, 34. Aufjy^abe. Man soll aus dei' Gleichinig

siny =- Ugy
den Werth von y. d. h. das Gradmass des Winkels y beslinnnen.

Aiiflösiine t. Da tg ij — (Foi-m. .\o. 12.)
cos //

so ist sm y = ^^
. folglich

2 cos y

1 ^ —
, mitliin

2 cos y

cos y = A = 0,5. Da nun

cos y = sin (90— y) = 0,5 ; so ist, weil sin SO*' — A,

90 — y^ 30», folglich rc = 60».

Aiiflösiiny; 2. Nach Form. iNo. 106. ist

:

Sil'«/ = ---^-^

—

^ . Daher hat man
\/l + tg^2

—iP— = Atgi/, folglich

tg ?/2 = 3 , und
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tgy .-- ^3 = 1,7320508.

Ha t^'()(»f' ^ >/3< ^0 ist y -- (iO^^.

§. 35. Aufgabe. Den Winkel x aus der Gleichuni;

sin X — ^ cos X

zu bestininien.

Auflösung. Da cos a; — \l — sui x--,

so ist sina? — lyjl — sin a?-, also

sin X- = 11(1— sin a;-)

= M— llsinaj^, oder

sin a;U II sin a;2 = ^4- <•• i-

V-4^ sin a;2 = *
« , folglich

sin X — Vri'"*:T ^
"'it'

log sin a; — ^ [lug 49 — lug 113]

= 9,8185588—10, welchem Log.

entspricht: x — 4P 11' 9,3, oder, nach Form. .No. 2:

X = 180+ a; = 221» 11' 9,3".

§. 36. Aufgabe. xMan soll die Gleichung auflösen:

0,718 sin a; = — 0,3 cos x.

Auflösung. Dividirt man mit cos x , so entsteht

:

0,718 tg X -= —0,3, oder

0,3

0,718

Nun ist nach Form. No. 6. tga - tg(- a), folghch ist

log tg (— X) = log 300— log 718.

log 300 = 12,4771213 ~ 10

- log 718 = 2,8501244

log tg (— X) =: 9,6209969 - 10.

Diesem Log. entspricht ein Winkel x- = 22*^ 40' 35"; folglich ist

nach Form. Xo. 4. — tga; = tg (180" — a;) ^ 157» 19' 25"

und —tga; - tg (360» — a;) = 337» 19' 25".

§. 37. Aufgabe. Aus der Gleichung

a cos a? = 6 cot a;

den Winkel x zu finden.

m. M,- I, cos X
Auflösung. Da cota? = -:

, so ist
sin X

h . cos X
a cos X = —;

, oder
sin 05

tg ^ = - n-^m = - 4H
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fl = —.—
, folglich

sin X °

b
sin a; = —

.

a

§. 38. Aufgabe. Aus der Gleichung

al%x — b cot X
den Winkel x zu finden.

AuflöHuii«;. Da cot a; = , so hat man
tga;

aisx - , oder

atgic- = b, folglich tga; = -,/ — .

V a

§. 39. AiifRabe. Aus der Gleichung

a tg a; = b sec x
den Winkel x zu finden.

Auflösniig. Da seca; ^ , so ist
cosa;

a tg a; = , folglich
cos a?

fl sin a; b
,= und

cos X cos X

a sin a; - 6 , mithin

b
sm X = —

.

a

§. 40. Aufgabe. Aus der Gleichung

a sin X — b sec x
den WVrth von x zu finden.

.Auflösiins» Es ist a sin a? -—
, folglich

cos a;

fl sin X cos X = b , oder

s.„xcosx= A.aUoauch
a

2 sm a; cos 37 — —
.

a

Nach Form. No. 22. ist aber

2 sin a; cos a; =» sin 2a?, dalier ist

sin2j; = —

.

a
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§. 41. Aufsfabe. Aus der Gleichung

a sin x = 6 sin . vers x

den Winkel x zu tinden.

AiiflÖMiint;. Da sin vers £C = 1 — cosaj, so ist

a mix = b {l — cosa;).

Nach Form. >o. 21 und No. 59 hat man nun

:

2fl sin .^xcos .Jx =^ 26sin^a;^ oder

a cos Ax- = b sin \x, folglich

Ist a = b. so \^ ird tg ^x ^ 1 , daher Aa; = 45» und also

x - 90".

§. 42. Aufgabe. Es ist ein Octant gegeben ;
man soll den-

selben dergestalt in zwei Theile theilen, dass die Sinns der beiden

Bogen sich 2?< einander verhalten wie 1 : 9.

AiiflÖNun^. Wenn der kleinere Bogen .' " hält, so hält der

grössere 45"— a;. Man erhält demnach die Proj)ortion

:

sin X : sin (45"— x) = 7:9,

folglich ist 9sina- ^ 7 sin (45"- x),

^ sin X = sin 45" cos x — sin x cos 45".

Dividiit man mit sin x , so entsteht

:

f = sin 45" cot x — cos 45".

Nun ist nach Form. No. 208 sin 45" = ^V^ = cos 45", folglich hat

man: f = {yl2.colx— }>yl2

AV2.cota; = | + W^' mithin

i±hß
cot X =

, ,o

d.i. cot a; - f>/2 + l.

Da yl2 ^ 1,4142135, so folgt

cot X = 2,8182745.

Dieser Cot. entspricht x — 19" 32,5'.

§. 43. Aufgabe. Es ist ein Quadrant in zwei Bogen un-

gleicher Grösse a und ß getheilt. Wenn nun die Sehne des Bogens

a = yjß, und die des Bogens ß= V12; so wird gefragt, wie gross

der Halbmesser dieses Quadranten sei?

Auflösung. Da a -\- ß = 90", so ist A« + \ß --' 45", also

^ß - 45"— {a. Da nun die Sehne eines Bogens der doppelte

Sinus des halben Bogens ist, so hat man

2 sin ^a = V6 und 2 sin ^ß = Vl2,
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oder 2 sin ^ß = 2 sin (45" - \a) - vl2.

Nun ist sin(4ö"— ia) — sin4ö"cosia — sin i« fos 45",

folglich, da nach Form. No. 20S sin 45" ^ cos 45" = 4>/2, so ist

sin (45 ö— .',a) = \^|2.cos^a — sin Ar/..̂ ^2

:- iV^.cosia — iVl2.

iMan hat demnach die Gleichung:

4>/2.cosJl«— W12 =r Wl2.

Wl2 + \yll2
Daraus folgt

:

cos ^a - '
, r, " .

d. i. cos Äof — 4 V'^-

Endlich ist , wenn man den gesuchten Halhmesser des Quadranten

= aj setzt: cos Aa''+ sin i«"^ = |.64 j.6 = 15,

d.i. X- 15; mithin ist x — Vi-'-

§. 44. Anfsabe. Welches Winkels Tangente ist dop])elt

so gross als dessen Cotangente ?

.%iiflö»iiinK> Ist der Bogen des gesuchten Winkels — x, so

ist tg a? : cot a; = 2 : 1 , folglich tg a? = 2 cot x. Da nun cot /: =

, so ist tg X' — 2. iMithin ist

tgx-

tgfl) = V2.

Andere Auflösung. Die Aufgabe ist ollenbar mit folgernder

einerlei: Den Quadranten in zwei Bogen so zu theilen. dass die

Tangente des grösseren sich zu der des kleineren —2:1 verhalte.

Da nun die halbe Summe der Bogen -^45",

so sei „ „ Differenz,, „ z;

so ist der grössere Bogen - 45**+ s und der kleinere — 45"

—

z.

Daher ist tg (45" + 2) 2 tg (45" — z).

Nach Form. No. 217 und 242 hat man also:

l + tg2 2.(1— tgs)
-z 2— = 7 : , folghch1— tgS l-|-tg2 ^

(l + tgz)2 = 2(1 — tgz)^ oder

l+tgs = (1 — tg2)V2.

Hieraus ergiebt sich

tg2 = ^2 + 1 = (^2-1)'' «d«'-

tgs = 3 — 2V2.

Es ,st folglich .g(45" + .) =_!"%', = £-^^
= V^' ^^ie oben.
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Das (Iradniass des Bngens kann nun leicht durcl) die Sinus-

Talel gefunden werden.

§. 45. Aufgabe. Wie gross ist x, wenn

sin X — cos j7 = J ?

i^uflösung. Setzt man \^ 1 — sin ic- statt cos x, so ist

• sin X — I = Vi — sin a;^ folglich

siu X-— ^ sin a; + tV — ^ — "^i" ^*' ^^•1^''

2sina;'— ^sina? = }|

sin X-— 4 sin x - ^^ . Löst man diese quadratische

Gleichung auf, so hekomnit man

sin x^— I
sin x + 7/4

- | -•
, folglich

sinj: — 4 == Vii W^l

sinx = i4- LV31 = ^-^.
Nun ist V31 -5,5677644, daher

_ j
+ 0,8209705 _ ) sin 55" 11'

sma; - )_ 0,5709705 ~ «— sin 34" 49'.

.Andere Aaflösniig. Man quadrire die Gleichung

sin a;— cos a; = { , so entsteht

sin X-— 2 sin a; cos a; + cos x- = ^^
Da nun sin x-+ cos a;- = 1 und nach Form. No. 22

2 sin a; cos X" = sin 2a;, so hat man:

1 — sin 2a; = ,'^ , oder

sin 2a; = -}| = 0,9375000.

Diesem entspricht 2x = 69" 38', dalier a; = 34" 49' oder

90"— a; = 55" 11'.

§. 46. Aufgabe. Aus der Gleichung

5 sin X cos a; = 4 cos x-— sin x"^

den Werth von x zu finden.

Auflösung. Dividirt man auf beiden Seiten mit sin a; cos a;,

so erhält man:
5 — 4 cot a; — 4 tg a; , oder

cot a;— tg a; = f.

Nach Form. No. 142 ist 2 cot 2x = cot a;— tg a;,

daher cot 2a; = |- = 0,6250000,

folghch 2x = 57" 59' circa und also

X ^ 28" 59'.

Oder , da sin a; cos a; — \ sin 2x und cos x'^— sin x- = cos 2x
(Form. No. 22) , so ist
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\ sin 2x =r i cos 2x, folglich

tg '2x '-
I u. s. w.

Ein genaueres Resultat erhält man durch Benutzung der Lo-

garithmen.

§. 47. Aufgabe. Aus der Gleichung

öt%x = 2 tg 2x

den Werth von x zu finden.

Aiiflöüunc;. Da nach Form. No. 40

.^ 2\.?,x
tg 2x = z i , so tiHt man

5tga.=. 2. ^--^^„ oder

5 (1 — tg j;2) = 4, oder

l_tgj;2 ^ ^^ folglich

tg a;- = 1 — { —
I , mithin

\^x =
yl{

= \^b

Es ist also log tg a; = log -^

= 9,6505150— 10.

Diesem entspricht x = 24" b' 41,42".

§.48. Aufgabe. Wenn sin a; + cos x =^ a ist, durch welche

Formel wird dann der Werth 1) von tg x -I cot x und 2) von

sec X + cosec x ausgedrückt ?

Auflösun;;. Aus sin a; + cos a; = a folgt:

sin a:-+ cosa;^+ 2 sin a; cos a; = ö* d. i.

1+ 2 sin a; cos x — a'-.

Da nun iForni. .\o. 21j 2sina;cosa; = sin 2x',

so folgt 1 + sin 2x = a^, daher

sin 2x — a-— 1.

2
Nach Form. No. 143 ist tgx'+ cota; = .

.-
sm 2x

2
mithin ist tg a; -f- cot a; = -^

—

- .

Aniiieik. Von der Ricliligkeil k\cv Formel 143 kann man sich

leicht ilherzeugen. Es ist nämlich

sin a cos a sina- + cosa^ 1 2
tg a + cot a = 1

—
:
— — —

:
=

,
.-^ — —JT •°

cos a sina sin a cos a .^sm 2a sm 2a
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Da 2) sec x + cosec x = 1-

cos X sin X
sin X + cos X

sin X cos X
a

und sina;4- cosx = a,

so folgt

:

sec a; ^ cosec x = -^ . ,-. ."
5 sin zjj

Nach dem Norigen ist aber bin2a; — «*—-1 gefunden, daher

hat man

:

2a
sec X + cosec x — —r -t: .

a-— 1

§. 49. Aufgabe. Es soll aus der Gleichung

2yjx-— X* — sin a

der Werth von x bestimmt weiden.

.%ufl»8ung. Man quadrire die Gleichung, so entsteht:

4 {x"^— x'^) = sin a-, oder

x^— X* = \ sin a'-.

Diese biquadratische Gleichung geordnet, kann leicht wie eine qua-

dratische behandelt werden. Es ist nämlich

x''— x--t \
—

l
—

l
shi a-

= \ (1— sin«'-)

= { cos a-, folglich

x'-— l = 2 cos a und

X- = .', 4- i cos a

= h (1 + cos a) ~ cos \a'-,

mithin x = cos ia.

§.50. Aufgilbe. Aus den beiden Gleichungen

1) a = cosec <f
—

^ sin qp

2) b = sec (f
— cos <p

soll (f elimiiiirt werden.

Auflösung. Man inultiplicire die erste Gleichung mit sin 9),

und die zweite mit cos (f , so entsteht

:

3j u sin 9" = 1 — sin (f-

4) b cos (p — i — cos (f-.

Aus (3j folgt: sin 9^ -ha sin y = 1.

Diese quadratische Gleichung giebt aufgelöst

sin (f
= ^-^ —

.

Aus (4) folgt: cosjf2 -f 6 cos y = 1 . woraus sich der Werth von

cos (p
—

^ ergiebt. Setzt man diese Werthe für sin ip
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iiikI cits (f in die gegebenen ("ilcicliungen, so erhält man zwei alge-

braiseiie (lleieliungen ohne
(f.

§. 51. Aiiff^abe. Aus der Gleichung

cot 0? tg 2a;— igx cot 2x = 2

den >Verth von x zu finden.

Aallösung. In Uelraoiit, dass lg a cot a — 1 und lg 2« =

?— , so folgt aus der gegebenen Gleichung sofort:
1— tga

_1 (1-tg^-) _ .

1— tga;^ 2
~

Diess mit (1— tga;'') 2 niultiplicirt
,
giebt:

4-- (1- tg .--)'-- 4 (1-tgx--^).

Ueducirt man gehörig, so entsteht die biquadratische Gleichung

tg a;*— 6 tg a;2 = 1 , welche

tgic- — SjyjS und mithin

tga; = \l'd:f:yjH giebt.

§. 52. Aufgabe. Aus der Gleichung

4 cos <f sin (f
-= sin cf — cos (f

den Werth von cp zu finden.

Auflösung. Quadrirt man diese Gleichung, so konniU :

16 cos if- sin (p- = 1 — 2 sin if cos cp , oder

4 X (2 cos (f sin (f)- 4 2 sin q> cos (f
^' 1, d. i.

4 sin 2(f'^ T sin 2
ff - 1 , oder

sin 2^)2+ J sin 2y = {, folglich

sin 2^2 i \ sin 2fp + ^'^ = ^ ^ ; dabei-

sin 2 f/ -|- ^ = i V^^ ^'"*' "'Jthin:

sin2qp = — ^ifiVl"^'

woraus sich mm (f leicht finden lässt.

§. 53. Aufgabe. Den Winkel a;aus der Gleichung

m sin X — n cos x

zu finden.

Auflösung. Dividirt man auf l)eidHi Seiten mit cosa;, so

erhält man: y« tg a; = n, folglieli

n
tga; — —

.

Hätte man statt cos a; gesetzt ^1 — sing'', so würde weniger

bequem sin x = J
,^;qr^j2

gefunden.
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§. 54. Aufgabe. Aus dec (ileicluiiig

m sin X — n tg a;

den Winkel j; zu linden.

sin X
Auflöstune. Setzt man — statt te x, so entsteht

n sin X ,.,,.,m sin a; = , lolelicn
cos X

m cos a? - n und mithin

n
cos X = — .

n
'"

Hier muss — •< 1 sein , wenn die Aufgabe möglich sein soll.

m
§. ob. Aufgabe. Aus der Gleichung

a sin X -, b cos x ~ c

den Winkel j zu linden.

Auflösung l. Man setze für cos x" den Werth: yl — sina;*

so entsteht:

a sin a;— c — b^l — sin x"^ , folglich

a} sin x^— 2oc sin x+ c- = 6-— 6^ sin x-

(a- + 6') sina;^— 2ac sin x = h"^— c-, oder

^a,c . h-— c-
, ,

sm X-— -5—TS sni x = —z—r= , daher
a^-\-b^ a- -t b-

2^.2ac _ / 0^— c oT

V»a'Hö- V 0=^+6=^ a- + 65

ac-:fbyja^+ b^— c'*

Ebenso erhält man durch Substitution von ^1 — cosx^ für sin x

in der gegebenen Gleichung

bc X ayja^-^ b^— c-

cos X = = 5

—

rr, ; oder auch

sin X _ ac^: b^|a- + 6^ — c*

^ ^ ~ cosa; ~ hc:f a^a^ 4- F^^ '

Auflösung a. Man bringe die vorgelegte Gleichung zuerst

auf die Form :

^
sin a; H cos x ~ — .

a a

Nun fühi'e man einen Hülfswinkel ein und setze — — tg y , so

hat man

sin a; + ig qp cos x- = — , oder
a

Berkh an , Anwend. d. Tritjon. auf Arithm. etc. 3
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.

sin (f c
,

siu X H —^ cos X = — ; also
cos <f a

sin X cus (f -f- sin (f cos x = — ; lolglicli ( nach Konii.

Mo. 17.) sin (y + a ) = — . cos cf.

Diese Autlüsinijj; isl für die logarillnnisclie Berechnung be-

quemer, vorausgesetzt, dass o, /' und c positiv sind.

A n lu e r k 11 ii g. Aus der trleichuiig a cos x -\- b sin .i
— r folgt

cos (X— U>)
-~

, wenn 7 tluicli die Helalion lg 7 ~ — be-
^

a a

Stimuli ist.

§. 50. Aufgabe. Den Werth von x zu tinden aus jeder

der Gleichungen

:

1) a sin X'— b cos x = c,

2) a sin x + b cos x' = — c.

Aiit'lö*«uiig. Setzt man wie vorhin

b--tgy,
so erhält man aul' demselben Wege für (1)

sin (gi — x) = -^ cos cp und ebenso

r

für (2) sin(r/' + x) = cosr/.

§. ö7. Aufgabe. Man soll aus der Gleichung

sin X sin (cf— x) — a

den Werth von x ltc>iiniiii('n , o sei positiv oder negativ.

AiißöMuiig. Diese Gleiclumg entwickelt, giebt (nach Form.

No. 18) sin X sin ff cos x — cos (f sin j;^ =: «,

folglich, wenn mit sin .r'- ilividirt wird:

ö .,

sm 7" cot • — c()s (/>=-. —,r = ^/ cosec x,

sni.'-'

=^ ö 4 rt cot x-, also

a cot x-— sin
(f

cot a" = — a— cos </".

Hieraus ergiebt sich

:

sin y -_ , sin W- a + cos cp
c„tx = ^^+ y/T^ ^—

sin (/' q: ^ sin y-— 4a (a + cos (f>)
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Andere Aiiflösiine. Aus sin a? sin (y — x) — a folgt:

sin (f siu X cos x— cos (f sin x'^ — a.

Da nun sin J; cos x- = .^ sin 2a; (Form. i\o.21) und sin x- ^
1 — cos '2x ., V- lo 1 .1 .....

(form. Ao. 4ö), so erhall man durcli ISubslitution die-

sei' Wertlie : sin ff sin 2x — cos q> + cos y cos 2x — 2u

sin (f sin 2x r cos (f cos 2x ^ 2u \- cos y

,

folglich (Form. i\o. 20) cos {^2x— (f)
= 2a + cos </.

§. 58. Aufgabe. Aus der Gleichung:

cos a; cos (y

—

x) = a

den Werlh von x zu linden.

Auflösung. Die Entwickelung der Gleichung giebl:

cos X- cos (f
— sin (p sin x cos a; = a.

V •
. -L' V KU •' 1+ *^os 2a;

i\un isl (rorni. Ao. 4y) cos a;- = -

also: (1 -H cos 2x) cos y— sin 2x sin (f = 2a, folglich

cos 2x cos (/) — sin 2a; sin ^ — 2a — cos </, -

mithin

:

cos {2x + y ) 2a — cos qp.

§. 59. Aufgabe. Aus den beiden Gleichungen:

1) x+ y = 2s,

2) sina;— sin «/ = d

die Winkel x und y zu linden.

Auflösung. Es sei x— y -- 2d, dann ist x = s ö und

y = s — d. Nach Form. No. 66 ist nun

sin X — sin y =^ 2 sin ^{x— y) cos
^, (x t y)

d. i. 2 sin d . cos s = a. Daraus folgt

:

. V.
a

sm — . .

2 cos s

Ist hiernach der Winkel d gefunden, so hat man

X - .s + (J und y = s — d.

§. 60. Aufgabe. Aus den beiden Gleichungen

1) X — y —26 und

2) cos X + cos y — a

die Winkel x und </ zu bestiunnen.

AuflöNuug. Sei x + y - 2s , so ist x- == s + d und </ —
s — d. Nun ist , nach Form. No. 67,

cos y + cos X ~ 2 cos 4 {x-^y) cos i (a;— y),

folglich 2 cos s cos ö ~ a, und daher

a
cos s — ö i •

2 cos o
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Ist somit s gefunden, so ersieht sich

X = ü -\- d lind y — s — d.

§. Gl. Aufgabe. Ans den Gleicliungen

1) X \ y — 2s und

2) sin X cos y ~ a

die Winkel ./• und y zu linden.

AiifiöNiiii;;. Es sei x— y == 26. Mach Form. No. 73 ist

sin.rcos^*/ — Asin(x"+j/) I 4sin(j;— y).

Hiernacli verwandeil sich die Gleichung (2) in

Ä sin 2.»; + { sin 26 — a. Daraus folgt

:

sin 26 — 2a — sin 2s.

§. (ii2. Aufgrabe. Aus den Gleichungen

1) X— y :^ 2d und

. cos X a

cos y b

die Werthe von j- und // zu linden.

.Auflösung. Man setze x-{-y — 2s. Aus (2) oder der

Proportion

:

cos i/ : cos a; = 6 : a folgt

cos y + cos X : cos y— cos x = b + a : h — a.

Es ist aher (nach Form. No. 88)

cos w + cos a; = cot 4^(a;+ v)cot Ux~u).
cos 3/— cosa- -

Man hat demnach die Gleichung

cot h{x-hy) cot A {x— y) = -j , d. i.

6 + «
. .

cot s cot d = -—
, daher— (l

cot s —
. tg (f, oder

h — a

*— « ,j
tg s = ; . cot a.^

b + a

§. 63. Aufgabe. Aus den heiden Gleichungen

:

1) X— y = 2d und

2) sin x'- 4 sin ^^ «

,

die Winkel x und y zu finden.

Auflösung. Man setze x+y=:2s. Aus der 2. Gleichung

wird nach Foi'm. No. 48 :

., , . ., 1 — cos 2x . 1 — cos 2y ,

SHix-'^ + smy- = -\ ^ = a, oder

2— (cos 2x + cos 2y) = 2a.
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Da ferner , nach Form. >'o. 67

cos 2x -\- cos 'Jy - 2 cos {x -f y) cos (x - y),

so hal man 2 — 2cos(.r + j/) cos(.i;— y) = 2a, oder

cos 2s cos 2d — 1 — a

,

nnd milliin cos 2fi =
cos 2rl

§. 64. Aufgabe. Aus den (ileichungen

1) x+ y — 2$ und

2) Igx- igy ^ fl

die Winkel x und ^ zu finden.

Auflösang. Selzt man x— y -2(1 und nach Form. iS'o. 69

igx + igy ^ ^Jl^/_ so entsteht:
cos x cos y
sin 2s = a cos a; cos ^ , oder nach Form. iNo. 75

:

sin 2s , r / , . , M-^ = i[cüs(a;+ «/) + cos(a7— y)J

= .Mcos 2s \- cos2r/). mithin

, , 2 sin 2s .

cos 2fl = cos 2s.

§. 65. Anffgfabe. Aus den Gleichungen

1) X + y = 2s und

2) tg a;— lg y -^ a

die Winkel x und .?/ zu linden.

Aaflösnng. Nach Form. ><i. 7<) ist

sin(a; ~ u) n . • .

tgj;— tgw ^ — a. folglich^ ^^ cos X cos
//

^

sin (o;

—

y) = a cos .t cos t/. Ferner ist nach Form.

No. 75 cos j" cos 1/
—

^ [cos (a; + ^) + cos(.r

—

y)],

daher, wenn wieder x — y — 2d gesetzt wird

:

2 sin 2(/ — a cos 2d + a cos 2s .

also 2 sin 2d— a cos 2d = a cos 2s,

oder sin 2d — -«"Cos 2'/ = -rr cos 2s.

Setzt man ^ -- lg v , so entsteht:

sin 2d— tg 9; cos 2r/ — lg (p cos 2s

.

folglich, wenn mit cos
(f>

multiplicirl wird

sin 2d cos (f
— sin cp cos 2d — sin ff cos 2s , d. i.

sin {2d— (f)
— sin (jp cos 2s,

eine Gleichmig . aus welcher, da rp hekannt ist, 2d— (f , oder 2d

gefunden wird, wo dann x~s-]-d und y = s— d sich ergiebt.
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In Hlinlielicr Weise lassen sich noch viele andere Aufgaben

mit zwei L'nbekainilen aullösen, \\enn deren Sunnne oder Hillfitiiz

gegeben ist und ausserdem eine gonionietrische Gleicliung.

§. 6G. Aufgabe. Welcbes Winkels ("usinus ist ebenso

gross als dessen Tangente, oder aus der Gleicbung

cos a; = tg a;

den Wertli von x zu linden.

. ^.. ,, . sinu; , ,

Anno.miiie. Ks isl cos a? = , also, da sin x —
cos X

vi — cos X- , so bat man

V 1 — cos x"^
cos X ~

cosa;

, 1 — cos a;' f ,
,. ,

cosaj''^ i , folglich
cos x^

cos a;*+cos x"^ = 1.

Setzt man cosa:'=y, so entsteht die quadratische filpichung:

y^-x-y = 1. Hieraus folgt:

y = — 4 if ^yjb u. s. w.

§. 67. Anfgabe. Ans der Gleichung

a cos a; — 6 sin (.4

—

x)

den Winkel x zu finden.

Auflösnng. Entwickelt man sin(i4~a;). so erhält man:

flf cos X = 6 sin /4 cos x— b sin a; cos A.

Dividirt man auf beiden Seiten mit cos x, so entsteht

:

a = b sin .4 — b cos A tg x,

folglich b cos Algx — bsinA — a,

j ,
ft sm .4 — a

daher tsx =
, , .

6 cos i

§. 68. Aufgabe. Den Winkel x aus der Gleichung

flsin(4

—

X) — 6cos(Ä + a;) — csinx

zu bestinnnen.

Auflösung. Die Entwickelung der Gleichung giebl:

a sin 4 cos a;— a sin x cos A — b cos Ä cos a; + 6 sin B sin x — c sin x.

Wird mit cosa; dividirt, so entsteht:

asin4 — flcüsitgx— 6 cosß+ 6siii5 tga; — ctga;

oder (c + o cos /4 — 6 sin Ä) tg a; = a sin i— 6 cos ß,

asin^— bcosB
folglich lg X =

c -I- a cos i4— 6 sin ß
"
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§. 69. Anfgabe. Es soll ein Ouadrant in zwei solche

Theile gethcill werden , dass sich die Tangeiden derselben zu ein-

ander verhalten , wie 2 : 5. Wie gross sind die Bogen . und wie

gross die Tangenten ?

Auflösung. Aennl man den kleinem Bogen x, so ist der

andere ==90

—

s. Es ist also tg j: : Ig (90 — x) = 2:d, folglich

5 tg j; = 2 tg (90"— x) , oder nach Form. >o. 1

5 tg a; ~ 2 cot x.

-Nun fanden wir aus der Gleichung in der Autgabe (§. 38.)

a lg X — 6 cot a;

tgO.^:.
V V

Da nun hier a - h und 6 = 2; so ist

Iga; = Vi
+ 2

log 2 = 0,3010300— 2

log 5 = 0,69>59700

1,6020600— 2

logtgj; =^) 0,8010300

+ 9 836.5— 10

4661) 193500 (41,5".

Diesem Log. tang. entspricht: a; = 32" 18' 41,5"; der andere Bogen

ist also (90"— x) - .57''41'18,.5".

Da die Tangente des kleineren Bogens -- VI i^l- ^^ findet

man leicht die des andern, nämlich tg (90 — x). Es ist nämlich

:

2:5 = Vi:tg(90— a;), folglich

tg(90-a;) = U\ = V21.

§. 70. Aufgabe. Aus der Gleichung

sin (a? — xf)
- cos(a;-|-y) = \

die Werthe von x und y zu finden.

Auflösang. Aus der Gleichung

sin [x— y) = ^ folgt sofort

.

1
)

dass X— y — 30" ist. ')

Ebenso folgt aus der Gleichung cos (a; + */) = ^ .

2) dass X -^ y — 60" ist.'*)

Aus Ij und 2) ergiebt sich nun:

X = 45" und y = 15".

*) Es|isl|nämlicbjsin 3no = |;. ") Weil cos(!Oo = ^-.



— 40 —
§.71. Aufgrabe. Hie (llciclmiig

sin (a -~ff) = b sin (a^ ff).

in wpleliei- fp unlifkonnl isl , jnt'/nlöscn.

Aaflösiins;. KnluickcJl man sowohl sinfrr — ff),

sin(a + 7"), so ciliäll in.'ni (Form. .\o. 17. 18.)

a [sin a cos (f
— sin ip ros a] — b [sin a cos rf + sin ff cos a].

Dividirl man anf beiden Seiten mit cos a cos (f, so entsteht

:

>i [lg a— tg (f]
^ b [tg « + lg ff] . oder

« lg a— a tg 7" ^ 6 tg a -h 6 tg (jp , oder

ff tg a— 6 tg a = rt Ig y + 6 tg y,

d.i. (fl— 6)tga = (fff6)tg7-,

folglich lg r/^ =-
, ,

. lg «.
(t -t

§. 72. Aufgabe. Die Gleichung

osin(a4-qf) = fecos(a —
(f>)

aufzulösen.

Aaflösang. Kiese (ileicliung gielil entwickelt (Form. >'o

u. 20) : a [sin « cos y -f sin y cos «] = h [cos a cosy -|- sin a sin 7^

Auf beiden Seiten mit cos a cos cf dividirl

:

a [tg a + tg (jT] = 6 [1 + lg a lg ff] d. i.

fl tg a + o tg (/) = 6 + 6 tg a lg 7>

,

folglich fl lg y — fe tg a tg ff — h — fl tg a , oder

tg 7) [fl — 6 lg «] ^ /* — fl tg a , mithin

6 — « tg o
,

fl tg a — h
tg qp ^ —^—

^ oder - —-2
.

a — Olga b lg a — a

Setzt man a - li lg ß , so wird

tg (p =-
^ o t

'^^c^' Form. >'o. 70 ist

:

tg/5— tga

cos a

sin jtf sin «i

cos ß' cos/?i

cos /!/ cos o— sin ,:/ sin a

sin (/i — a)
tg /?— t^ « =^ ^- '-

, daher
cos /j cos a

i sin jtf sin «v

\ cos/? 'cos/?'
Ig'/' — -—r—7-T 7— xcos/ycosa

sin (/?— a)

tg <r

sin (/?— a)

_ cos (/? 4- a)

sin (/iJ— a)

d.i.
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§. 7o. Aufgabe. Man soll die Gleichung

a cos {o + (f) = I) sin (a— y) auflösen.

liiflösnng. KnIwickoK man die Parenlliesen, so erhält man

a fcos cos ff — sin n sin (p] -- b [sin a cos </" — sin (p cos a\.

Dividirl in;in beiderseils mit cos « cos y, so entslehl:

a[\— lg a tg (/] = 6 [lg ff — lg 7^] , (I. i.

a — lg ff lg (f — 6 tg ff — h lg (p , oder

6 tg y— ff tg ff tg r/) = 6 lg fl — ff , also

tg 7" [6 — ff lg ff] = 6 tg ff— ff , folglich

/> tg ff — ff

^
h — ff tg ff

Man setze tg /i? — -^ , so wird
h

Nach Form. No, 70 verwandelt sich dieser Ausdruck in folgenden

:

sin (a — ß) sin (o— S)
[an- —

-^ !-i == i !__'

^i. sin/9shi a\ cosfff + /?)
cos ff cos /?| 1 —— I

> cos /? cos ff'

§. 74. .Aufgabe. Die Gleichungen

1) a cos (a + y) = h cos (a— fp)

2) ffsin(fr+ <p) = 6 cos (er + g))

aufzulösen.

Auflösung von 1. lUese Gleichung giebl zunächst

ff [cos et cos (p — sin a sin ip\ — h [cos a cos r/i 4- tg et tg y].

Mit cos a cos y beiderseils dividirl:

a [1 — tg u lg (/)] = 6 [1 + lg « lg (/)]

a— fftgatgff -- 6-f6lgßtgy', oder

ff — A — ff lg « tg y + 6 tg a tg 9
= (a + 6) lg a tg y , folglich

ff — h ff— h
tg er = -^ TT = r • cot of.^^

(ff+ 6) lg a ff + 6

.Auflösung von 2. Es ist liier

:

ff [sin a cos 9? + sin y^ cos a] — 6 [cos a cos y — sin a sin y].

Mit cos OL cos qp Ijoiderseits dividirl

:

ff [Iga + lg y] = ft [1 — lg a tg (f\ d. i.

ff tg a + ff tg qp =^ h — 6 tg a tg y , oder
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n lg (f + b lg a [^ (f - b — rt Jg «

lg 7" (fl \- h lg c() = b — « lg « , folglich

fr

.
,

tg«— a lg a a

n + blga
1 ,

''

1 H Iga
a

Setzt man zur Vemiifacliniig — — Ig/?, so crliäll man:

tgy = -:fi^
—^^"

, (also nach Form. .\o. 33)
l + tg/9tga

tg^ = tg(/J— ö).

§. 75. Aufgabe. Den Winkel (p aus der Gleichung

sin ö sin (a->r (f)
= cos 6 cos (a -)- ff)

zu bestimmen, wenn (5 = 36n9'28" und « =- 2.0" 19' 32" ist.

Anflösang. L>ie Gleichung giebt entwickeil

:

sin d sin a cos «jp -}- sin y cosa sin^— cos d cos « cos qr— cos (5 sin« sin (jp.

Dividirf man mit cos d cos or cos g» , so entsteht:

Ig (J tg a + tg (5 tg 9 = 1 — tg a tg 9; , oder

tgfJtgy + tgalgy = 1 — tgdtga,

lg ff (tg d -I- Ig a) = 1 — tg d lg et

1 — tg d Ig a
^ ^

lg d + tg « •

oder (Form. No. 32) cot ff — lg (a -f d).

Da nun a4-(J = 61"39' und cotT"— tg(90 — (f). so ist

(f
^ (90«— GP39') = 28"21'. oder

q ^ 28«2r+ TT = 2080 21'.

§. 76. Aufgabe. Die Gleichung

m sin (a 1- ic) = n sXn {h -\- x) aufzulösen.

Auflösung. Diese Gleichung entwickelt , giebt

:

m [sin a cos x + sin x cos a] = n [sin b cos a; + sin j; cos b].

Mit cos /: dividirt , so erhält man :

m [sin fl -H tg a; cos a] = n [sin b + lg x cos b]

m sin a + m lg X cos a = n sin b + nl^ x cos 6

tg a; (w cos a — n cos 6) = n sin fr — ni sin a

n sin fr — m sin a m sin a — n sin fr

w cos a— n cos fr n cos 6 — m cos

Wird Zählei- und Nenner mil m dividirt , so eulsteht

:
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sm a — — sin b
m

ta X ~
COS h COS fl

m
,, n cos <i

1 1 II i,- I 1

Setzt man — = . , i^V, «oiaus sich dej- lliiltswnikel y er-
m sin °

giebt. Man hat nun

sin a — cos a l&cp sin « sin 6 — cos a sin 6 tg op
Iß fl? = " ' r= — 7^—^

COS n
,

COS a cos biso» — cos a sin b
. , Ig CT cos — cos a

sin 6 "

. , / . sm ^\
sm 1 sm r/ — cos a 1

__ \ cos (ff

)s a f cos n sm b 1

^ cos ff
'

sin b (sin a cos (p — cos a sin (f) , , .

cos fl (cos b sin 7" — sin b cos 7")

sin fcsinf«— y)

cos a sin (f/ — b)
'

Andere Aaflösang. Man setze a-\-x=y, also a? =^ y— a\

dann erscheint (Ue vorgelegte Gleichung in folgender Gestalt:

m sin y = n sin [(6 — a) + y\ d. i.

— siny = sin (A— «) cosy + siny cos(6— a).
n

Dividirt man mit sin (6 — a)cosy, so entsteht:

— • -:—TT-^—N = l+tgMcot(6— a), oder
n sm (o

—

a)

— tgy — sin (fe— a) + tg»/cos(6— a)\ daher

— tg y — lg y cos (6 — a) = sin (b— a) , oder

tg y I
cos (6 — ö)

I

= sin (h — a),

sin (6 — fl)

mithin 'S V = ^ ^^— •

>n
cos (b — fl)

n

in
Setzt man — = sin (6— a) cot y , woraus der Winkel <f bestimmt

wird, so hat man
sin (6 — a)

° * sin (6 — a) cot y — cos (6 — a)
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sin (6— a)

fp y =
. ,. . cos 9» ,. .

sin ( — a) ~.— cos (6 — n)
sin cp

_ sin (6 — a) sin (f

sin [h— a) cos (f
— cos (h— n) sin ff

_ sin (6 — a) sin qp

sin (6— a— (p)

Beispiel. Welcher Wertli von x genügt der vorhergehen-

den Gleichung, \venn m = 5,714; n — 3,098; b -- 34" 17'; o =
79" 30' ist ? A II t ^v. a; = 68° 35' 35", oder 248" 35' 35".

., , ,
cos a n , ,T- .L j

.M;in hereohiie zuerst aus .—rtgy — — den \>ertn des
sni b m

IT - 11. • 1 I 11 ti sin 6
Hujfswmkels «y . nanilicli tg O" — u. s. ^v.

711 cos a

§. 77. .%afgabe. Aus der Gleichung:

m sin (a +x) = n sin (ß — x)

den Werth von x zu finden.

Auflösnng. Diese Gleichung giebt entwickelt:

m [sin a cos x + sin x cos a] = n [sin 6 cos x— sin a; cos b].

Wird beiderseits mit sin a sin b cos a? dividirt , so kommt

:

1 lg j-
. cot

m. . , .

sin sin h

ö
j
_ r 1 tg a: cot &i

I ' sin n sin ff r
oder: m [sin a + tg ./; cos a] = n [sin b — tg u; cos h] . d. i.

m lg X cos fl + n tg a; cos b — n sin A — m sin «

.

oder lg X (m cos o + n cos A) = w sin b — m sin a.

-
, ,. , n sin 6 — wsin o

folglich tg "<;
~

oder tg 35 =

»i cos (i + n cos 6
'

. m .

sin sm T
n

m— cos a -f cos
n

m cos /)

Setzt man — — tgtf); so erhalt man:
n sin a

sin 6 — cos 6 tg (f sin a sin 6 — cos ^ tg y sin a
tg a; = D T _ H_z

cos b cos ft cos ff tg qn + cos b sm ff

tg ^^ 4 cos h
^

sin

/ j. i.
^^^^\

sin a I sin 6 — cos o . 1

\ cos y,"

. / sin (jT , . \
cos 6 I cos a— —

I- sm o I

\ cos g) I
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sin a (sin b cos (p— cos h sin q>)

cos 6 (cos a sin y + sin a cos <jp)

sin a sin (6— q>)

sin 6 sin (^ + ß)

'

§. 78. Aufgabe. Die Gleiciiung

m sin (« — j;) := n sin (6 — x) aufzulösen.

Auflösung. Durch Entvvickelung der Klammern entstellt:

in sin a cos x — m sin x cos a = n sin 6 cos x— n sin x cos b , oder

m sin ö m sin a cos a sin a.- sin b cos a;

, cosX — 7—r- = 1 sm X.
n cos n cos o sm a cos b

m sin a
Setzt man ^ ~ tg 7" » ^<^* einalt man

:

n cos 6

cos a sin o; sin b cos a?
lg qr cos X— tg cp -. = sin x- , oder^ sm ü cos h

sin sin 6
tg cf sm rt — tg y cos n lg .c — sm o tg x-,

..,,., . sin a sin ft

tolglicli lg (jT sm a —— - tg (p cos a tg x — sin ii tg x.

sin ö (sin ^ cos b — sin 6 cos (f)

,/siny . ;
*'

cos flp cos
I cos a — sm a I

^ cos y /

_ sin a sin {(f
— b) sin a sin {(p— //)

cos 6 (sin ff cos «— sin a cos 9)) cos 6 sin (y- — a)
'

§. 78'. Aufgabe. Aus der Gleichung

sin (600— x) ^ 2 sin (30"— a;)

den Wertli \un x zu linden.

Auflösung. Nach der Formel der vorigen Aufgabe hat man
zur Berechnung des Hülfs^vinkels

sin 600 11^3
'^'f ^2^3Ö^=2aV3=^= ^'^•

Hier ist nun log tg (f
= 9,6989700 — 10

folglich
(f>
= 26" 33' 54",

daher (f—b= 30 26' 6" und (p~a — 33" 26' 6".

log sin 3026'6" = 18,7775438—20
— log sin 33« 26' 6" = 9,7411442— 10

logtgx = 9,0363996— 10.

Diesem Log. entspricht x = 6" 12' 22",

und X = 180ö+6»12'22" = 186''12'22".
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§. 79. Aufgabe. Den VVertli von x ans der Gleichung

m cos(a4-«c) = nsiii(ft + x')

zu liestinnnt'n.

Auflösung. Zunäclisl eriiäll man

:

m cos a cos x— m sin a sin x = n sin b cos ./; + u sin m cos ft

oder ;n cos a— w< sin »/ tg a; — n sin ft + « lg a; cos ft.

/< lg a; cos 6 + w/ sin a lg a; — »i cos n — n sin 6

m cos a— n sin b
tga; =» ^ ,

.

n cos 6 + msm a

in cos a
, 1 . 1- „ . ir, .

Setzt man r — ^g 'Z'
und verwandelt die genindene Formel

n cos

in folgende

:

w» cos a n sin &

n cos 6 M cos 6 , .

,

lg x' = -. , so erhalt man
m sm cos a

tg X =

n cos 6 cos a

sin
(f>

sin 6

ig ^ — tg 6 cos (f
cos b

1 + tg y tg ~ sin y sin a

cos <f cos a

sin ^ cos &— cos (f
sin 6~

, /
sin a \

cos 1 cos qp + sm flp I

\ ^ ^ cos a /

cos a sin (6— (f) ...= r^/
i

—

^ ^—r , mithin
cos (cos fl cos qp + sin ^ sin o)

cos a sin {b — (p)

^ cos b cos ( «— cp)
'

§. 80. .Aufgabe. Aus der Gleichung

cos x^— 3 cos X = a

den Werth von x zu finden.

Auflösung. Da man hier eine quadratische Gleichung hat,

in welcher cosa; die unbekannte Grösse ist, so erhält man

cos x'— 3 cos a; + (|)- = a^ + l, folglich

4a f 9 ...
cos a- — 2 = W 4 ' niithni

cos a? = 4 :f A>/4a+ 9.

Nach dieser Formel lässt sich, sohald a in heslimmler Zahl

gegeben ist, das Gradmass von x leicht bestimmen.
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§. 81. Aufgabe. Aus der Gleichung

m (cos a -f a;) = /tsin(6 — x)

den Werth von x zu linden.

AuflösuiiK. Man erhall hier

m cos a cos x — m sin a sin a; — n sin b cos x — n sin x cos 6,

oder '// cos a — m sin a tg x — /< sin 6 — n tg x cos 6

d. i. m sin a tg a; + h cos h i^ x = n sin b m cos a,

.... n sin 6— »j cosa
folghch tg x

m sin rt
J- n cos b

in cos 6 . ,

Setzt man - = tgo), so wird
n cos a

sin cos a

igx = ^ , folglich

— sin a -\- cos b
n

tgx- = sin 6 — cos 6 tg ^
cos6—— tg cp sm a -h cos
cos n

sin b— cos b sin g)

C0S5P

cos 6 sin cp .

snifl + coso
cos a cosy

sin b cos (jp — cos b sin qp

' sin CT .

sni ö -f- cos
is a

cos a sin (6 — ^)

cos 6 sni CT .

^ sni a -f- cos 6 cos w
cos a

'^

cos I) (sin f/' sin a + cos o cos q>)

cos a sin (b — (p)
""

cos b cos (a— 9>)

§. '62. Aufgabe. Die Gleichung

m cos (a — x) = n sin (b-\- x) aufzulösen.

Auflösung. Die Entwickelung gieht

:

m cos a cos x -\- m sin a sin x = n sin 6 cos x -f- n sin a; cos 6

oder m cos « + /n sin « tg a; = m sin 6 + n tga; cos 6,

«cos 6. tgx— m sin a tgx - /n cos a— n sin A . folglich

m
^ „ ,

— cos ö — sin 6m cos a— n sm h n
tgx- =

n cos b— w sin a
, m

cos sin a
n
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m cos b

Selzt man — =: IS V . J^<> «'iilslclil :

n fOS a

cos blscp— sin ft

. COS
cos — te cp sin «

cos«

rosocusfl cosasnift
_ cos (f~

. cos 6 sin fl sin y
cos cos fl

cos T'

cos 6 cos u sin y — sin n cos y sin b

cos 6 «OS r/ cos (f
— cos h sin a sin y

cos c sin {(f
— 0)

cos 6 cos {n -f- (f)

'

§. 83. Aufgabe. Die Gleichung

/// cos(fl— x) = «sin(ft — j) aufzulösen.

Auflotiung. Man erhält liiei*:

m cos a cos x \- m sin a sin x -= n sin /^ cos x — /( sin x cos 6

oder

:

//? cos a 4- w sin a tg j; - h sin '* — n tg j-- cos 6,

tg x {m sin a + n cos 6 ) — w sin 6 — m cos a

sm 6 cos a
n sni — m cos a m

m sm a -»- « cos ft w . ,— sni a - cos 6
n

tn cos 6
,

Wird — = tg (f gesetzt , so entsteht
n cos a

sin b— cos 6 tg cp

tg x= 7 ^^
cos .

tg er sni n + cos b

coso

cos a sin b cos g)— cos a cos b sin cfj

cos 6 sin <jr sin a + cos a cos /) cos (p

Dieser Ausdruck reducirt sich ollenbar auf:

cos a sin {b— w)
"^

" COS b cos(a— (f)

§. 84. Aufgabe. Den Winkel x aus der Gleichung

»?cos(a + j;) = /<cos(/>^ x) zu linden.

\uflü*«iiiis;. Hier erhält man soforl

:

in cos cos X— ni sin a sin x — h cos b cos x — ii sin 6 sin x

und , wenn man mit cos x dividirt

:

m cos 6— m sin a tg a; = m cos b — n sin b tg x*.
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folglich (in sin a — « sin 6) lg x — m cos a — 7t ros b ,

— cos a — cos b
in cos u — n cos u n

also tg -c — :
•

—
r = •

7)1 sin ö— n sm b m .— sin « — sin h
n

in sin 6 . ,

Setzt man — = — te cp , so wird
M cosa . .

sin b sin w
. , ,

cos n

_ sin tg 9P— cos _ cos y^ ^ioi

sin 6 '. '^' 7^1 ~
. , sin 6 sin qp .

tg (f sm a — sin 6 sm b . sm a
cosa coso cos 7"

cos a cos 6 cos (f
— sin b cos a sin ^

~
sin 6 cos a cos cp — sin 6 sin (/~ sin ö

cos a . cos {b-h(f')

~
sin 6 . cos (o + y

)

§. 85. Aufgabe. Den \N iiikel j; aus der Gleichung

m cos (ä + a) = n cos (6 — x) zu tinden.

Auflösung. Diese (ileichung giebt

:

»t cos cos X — in sin a sin x - n cos b cos x \ n sin b sin x,

oder //t cos a — m sin o lg a; = n cos b + n sin 6 tg u;,

folglich (in sin a + n sin 6) tg x — m cos a— n cos 6,

, ,
wt cos o— n cos 6

also tg X =
:

;—

-

in sm a + n sin h

m— cos a — cos 6

_ ^*

m . .
'— sm a 4- sm b

n

„ m sin h
,

Setzt man — = tg'/'t so entsteht:
n cos a

sin 6
tg (f cos a — cos h

cosa
tgx- = -.-, .

sm . .

tg (f sin a + sin b
cos a

Multiplicirt man Zähler und .Nenner mit cos u cos
(f,

so erhält man

;

sin 6 sin cf cos a— cos b cos a cos cp
ig a; = —

:

z—:

—

: ; :
—

=

^
sm sin y sm a -}- sin 6 cos a cos (f

— cos a cos (6 + (p)

sin b cos (a— cp)

Berkhan, Anteend, d. Trigon, auf Ariihm. etc. ^
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$. 86. Aufgabe. Aus der Gleichung

m cos (a— x) — n cos (6— x)

den Winkel x zu Unden.

Auflösung. Entwickelt man diese Gleichung, so erhält man

:

m cos a cos j; + m sin a sin x = n cos b cos o; -+- n sin 6 sin x

oder m cos a -f m sin a tg a; — « cos b -k- n sin 6 tg x , also

(»M sin a — n sin /*) tg x = /t cos 6 — m cos «,

, .
n cos /^ — m cos u

folgbch tg X- =
m sin a -

cos 6 —
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§. 88. Aufgabe. Aus den beiden Gleichungen

1) X sin (A — y) = a

2) X sin (ß — y) = h

die Grössen x und y zu linden.

Auflösang 1. Diese gifbl Gauss in seiner Theitria niutus

corp. coel. §. 78.

Durch Elimination von x und duicli Eintüijrung des Hülfs-

winkels tg </> — — erhält man die Gleichung

:

(cos (f
sin .4 — sin (f sin B) cos y = (cos <p cos A — sin (/ ( o> B) m\y.

Um X und y zu linden, bedarf man keines neuen Hülfe-

winkels; demi es ist

i%{\A->r\B~y) = tg 454 (p)\^{{B— A)

,
sin(45 + cp)

sin (/)cos ^(5— -Ijsin^^^-H^Ä— y)

'

Dividirt man nämlich beide (^leichungen, so entsteht

sin (/l — u) a sin op
^- — — = ttr r/ = ^

sin(ß — «/)
6

^'
cos 9^'

daher cos qp sin (4— y) = sin ^ sin (ß— y) d.i.

cos
(f>

sin A cos i/ — cos A sin j/ cos (f
~ i\n(p sin ß cos y
— cos B sin y sin «Z'

oder (cos(jpsin/l— sin y sin ß) cos y =(cosf/' cos^— sin y cos ßjsiny.

u. s. w.

AuflÖHUiis 8. Da x - ——7- (aus 1) und x ~

b
sm U — j/j

(aus 2) , so ist

sin (B— y)
a sin (B— y) = 6 sin (4— «/).

Hieraus folgt:

b sin A — a sin B
"

h cos A— cos B
b cos H . _ / -L o n'>

Setzt man — = ~ tg y> , so erhall man (wie oben §. iö)
a sin .4

_ sin A sin (y — B)
^^y ~

co^ B sin
((f'
— A)'

§. 89. Aafgabe. Aus den beiden Gleichungen

1) X sin {a \ y) = m
2) X sin (b-\'y) = n

die Werthe von x und y zu linden.

Auflösiung. Eliniinirt mau wie zuvor aus beiden Gleicbungen

die Unbekannte x , so erhält man

:

4»
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m sin (o \- y) = m sin [b + v)-

Die weitere BehaiKihmg dieser Gleirluiiig gesehichl nun wie

oben §. 76.

§. 90. Aufgabe. Aus der Gleicliung

a sin x"^ -\- b sin x cos x =- d

den Winkel x zn berechnen.

Auflösung. Nach Furni. No. 48 ist

1— C0s2.f
1 V Ol •

.

sni J7^ =
jj

und nacli .>o. Jl ist

sin 2j*
sin x cos X = " ,— . Setzt man diese Werthe

in die gegebene (ileichung, so erhält man:

1 — cos 2x b sin 2x
a. ^ + —2~ ^''^

also a {1 — cos 2a;) -j- 6 sin 2a7 — 2t/, folglich

6 sin 2x— a cos 2x — 2d — a , odei

sni zx ;- cos Zx -
b a

Setzt man nun — — tg ^ , so entsteht

:

n ^ 2d — a
,

sm 2x — ig op cos 2.v = , oder
a

• o o '^d,— a
sin 2x cos op — sm ^ cos 2a; = . cos ip

,

a

d.i. sin (2a;— y^) = . cos y.
a

§.91. Aufgabe. Aus der Gleichung

a tg x- + 6 cot X- — c

den Winkel x zu finden.

1
Auflösung l. Statt cot x- setze man ^ , so ist

tg X-

atga;''+-7— - = c, oder"
tga;*

a tga;*4- b = ctg«-.

Diese Gleichung vom vierten Grade kann als quadratische

behandelt werden. Es ist nämlich:

c b
tg X* tg a;2 = , folglich

a a

. c n c^ c^ 6 c-— a6
tg X* — tg ^2 -)- — = — = --i~a a^ a- a a*
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§. 93. Aufgabe. Gesucht werden zu ei Kreisbogen, »reiche

sich wie 3:5 rerhnlteu. Die Sinus derselben rprhullen sich aber

=-2:3.

Auflösung. Setzt man den einen Kreisbogen = 3a;. so ist

der andere = ö.r . und wird der Sinus von jenem mit '2y bezeich-

net, so ist der Sinus <les anderen Bogens — 3y. .Nun folgt nach

Form. .\o. 87

^^y-y = lg *A^' •• lg ^
, oder

0:1 - lg 4j; : tg x.

Hieraus erhält man also die Gleichung

:

tg 4x - 5 tg a^.

Nach Form. .\. 191 hat man daher

4 tg J^— 4 tg x' .
, ,

Ti o . = otga;, oder
1 — 6 tg a;2 4- lg a;*

*

4— 4tg x' - r , r K—-—^^-- = o, folglich
1 — 6 tg »2 -I- tg x^ °

4 — 4 tg x- = 5 — 30 lg X- , ö tg 35*.

welche Gleichung sich auf folgende bi(|uadratische reducirt

:

Igx*— V' Igx* = — 4.

Setzt man tg ac^ = s . so erhält man

Daraus folgt: z
— ^^3^1^'^«

also ist tga; = \/V -l-|V164.

Die weitere Rechnung giebt die Bogen : 33" 24,54' und

55« 40,9'.

§. 94. Aufgabe. Aus der Gleichung

3 sin X -\- A cos a; + 3 tg a? = — 4

den kleinsten positiven oder negativen Winkel zu finden, welcher

derselben Genüge leistet.

Anflöf^ung. Man drücke jede dieser Grössen durch eine

und dieselbe liigonometriscbe Function aus, was immer möglich ist;

denn alle trigonometrischen Functionen lassen sich durch die Tan-

gente des halben Winkels darstellen. Nach Form. No. 103, No. 104

und No. 162 verwandelt sich die gegebene Gleichung in folgende :

<> tg {X 4( 1— iglj;^) etg^a; = _ 4
X^ig^x"- l-f-tg?,x' "^1— tg^a;-

Multiplicirt man alle Glieder mit dem (Generalnenner

(1 -I- tg ^x"-) (1 — tg |a;2), so entsteht

:
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+ 4 (1 — tg \x^) (1 — tg .U*) . = — 4 + 4 tg ^x*.

+ 6tg^_x'-(l + ig^x^)'

Reducirt man gehörig, so erhält man:

tg \x'-— I tg \x - 1, folglich

lg ia;^— \ tg U \ {\y - \% , daher

tg ^a;— I — :?: I , mithin

tg ^a; = 1 rp I =
j ^

Diess Resultat gieht also einen doppelten VVerth für tg ja;, nämlich

tg |a) = 2 und tg \x = — {.

Aus logtg.U - log 2 = 10,30103(X)- 10

folgt U - 63" 26' 5,75'', also

x = 126"52'11,5".

Aus log tg \x log \ = log 0,5

= 9,6989700—10

folgt \x = —26" 33' 54,18", also

'x ^ —53" 7' 48,36".

Hier ist nun jener Werth für x der kleinste positive, sowie

dieser der kleinste negative Werth.

§. 95. Aufgabe. Aus den Gleichungen

1) tgxtgy = m
2) tg a; tg 2 = n und

3) x-\-y-\-z- n

die Werthe von .r, t/ und 2 zu finden.

Auflösung. Da n immer, \\enn nicht ausdrückhch Anderes

bestimmt ist, die halbe Peripherie, oder 180" bedeutet, so hat man

nach Form. No. 185

4) tg.»;+ tg^-ftg2 - tgx.tgy.tgs.

m
Aus (1) folgt: ^^^ ^ tg^'

Aus (2) folgt: tg2 = -^^.

Diese Werthe in (4) gesetzt, so erhält man:

m , n ,
m n

folgbch tgx^ +w + n = wn, und mithin

igx = yjmn— {m-^nf
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Man tindet nun leiclit

tg S = '^ u. s. w.

V m n — (w -t- n)

Viuforinuns trieonoinetrischer Gleichungen xnr loga-

rithuiisrhen Rerhnun{;>

§. 96. Zum Siiilusse (lit's<'s ("iipitels wi^lJcn wir umh din zur

bequemen l<tga!ilhiui!.then Hcduiung nicht eingeiirhfeteii trigono-

metrischen Gleichungen betrachtnn und an Beispielen /figen, wie

dieselben theils dui-ch gonionu-trisrhr FnrniHln. ih^iN durch Ein-

hlhrung eines Hillfswinkeis imigeloruit werden kniuien. ; s

1. Es sei gegeben die Gleichung

cos a + sin a x.

Nach Form. >'o. 208 ist sin 45" = cos 4ö" ^ ,^ .

Setzt man nun in die Formel

sin (a + ß) = sin a cos ß -i- sin ß cos a

45® statt n und u >tatt .?. so erhält man
. ,,. 1 .1
sm(4o +a) = -rr- cos o -1- sina. ,-,

V^ v2
oder yl2 . sin (45" -f a) = cos a + sin a - x.

Diese Formel iässt sich auch auf folgende Weise umformen.

Da cos a = sin (OO*^—a), so ist cos a + sin o - sin (90"

—

a)+ sin a.

Nach Form. >'o. 65 ist aber

sin r; r sin Ä ^ 2 sin 4(fl -i- 6).cos ^ (a ^

—

b),

folglich X =r 2 sin 45" cos (45"

—

a), oder

X = yl2 . COS (45°— a).

8. Es sei die Gleichung gegeben:

cos a — sin a = x.

Man findet hier nach der Form, für cos(a-|-,?) auf dieselbe

Weise, wie vorhin

cos (45° -4- a) =» 1^ cos a -.-. sin a . folglich

V2. cos(45° + a) ^ cos a— sina — x.

Oder man setze wieder sin (90°

—

a) statt cos o; dann ist

sin (90"— «)— sin a — 2 sin (45°— a) cos 45°

- V2 . sin (45°— o).
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Ebenso ist sin a — cos a = V^ . sin (a— 45°)

= — V^.cos(45° + a).

3. Es sei gegeben :

1 4- sin 2a = x.

Setzt man in die Formel

sin 4 sin 6 = 2 sin Ua 4- i) cos ^ (a — h)

n - 90" und h^=2a , so erhält man

:

1 4- sin 2a = 2 sin (45 4- a) cos (45 — a)

und. weil sin (45° ± a) — cos (45° p a), so folgt

X = 1+sin 2a = 2 sin (45" 4 a j' = 2 cos (45° -H a)-.

Auf gleiche Weise lindet man

1 — sin 2ir = 2 sin (45«— af = 2 cos (45° 4- a)-.

4. Es sei gegeben

l±tg6 =- X.

X- 1 w- X- -r. . sin(a+6)
.>ach rorm. -\oby ist tg o + te o — —^ ,. Setzt man

cos a cos b

hienn a -- 45°. so erhält man:

tg4o^4tg/> = l + t^6 = —

-

,-„^ ^ ^
cos 4o" cos 6

_ /^ sin (45° 4- 6)

cos ft

nach Form. No. 70 tg n

für a = 45°

Ebenso ist nach Form. .\o. 70 tg ^— tg 6 — -^^—^^ — . also
cos a . cos n

sm(4o— 6) ,-, sm (4o°— 6)
1 — tg 6 ^ \^ i = v'2 .

^^ ; .

cos 4o cos cos

Anmerk. In gleicher Weise findet man nach Form. >'o. 2"29

n. 230

1 4- cot a = >/2 . -^ -

sin a

, sin (45°— a)
and cot a — 1 = yJ2 .

—^^
.

sin a

5. Es sei gegeben
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«. Es sei gegeben

1 — cot ö'
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und, da 1 + cos ^4 = 2 cos ^^-, so wird : x yl^h^cf— 46c cos M'
/. 4feccosii''\,, ., „.. 46c cos U^ . .

so folgt .f ^- (6 + c)Vl — siny^ -^ (6 + cj cos r/.

Zweite Methode. Da 6- + c- = (6— cj^-f 26c; so ist

6*tc2— 2feccos/l = (6 — cj2-f^6c(l— cos/4),

folglich . weil 1 — cos /4 = 2 sin 4 .4 ^, so ist

X' = (6— cf+ 46c sin U^
I 46c sin U 'i,^ >,o

•l^c sin ' 4" ^ ., • j / .1- V rtÄ\
Man setze ,. „ -^ 1^0)% so wn-d (nach Form. Ao. 24)

ih — cj- _____
X ^ (6 — c) Vi + fg y"'' = (* — c) sec y,

oder (n.ich Form. .No. 14) x = .

^ ^
cos 7"

An merk. .Man konnte aiicli von der Form

.1 2 ^ [b— rj"--|- 26c— 2bc cos A

m der lolgenden iibergelieii : (6 — c)*— 26c (cos 4 — 1), oder

(ö_t)2_ 26c [— (1 -i- cos A)] = (b - rj-+ 46c cos ^4-.

, 46c cos \fA^
,

Setzt man nun cos y^ — -.- — '^i- , so wird

X — (6 — c)^\— cos 9- = (6 — c) sin r/i.

9. Man soll die Formel

a sin 4

1 -|- ö cos 4

in eine andere für die Logarithmen zugängliche Formel umwandeln.

Man setze n cos 4 - tg y^, dann ist

:

a sin 4 a sin A . . ,

te a; ^ , , = t -= ß sn» 4 cos 7>*.
^

1 + tg(f2 secy-
'^

Anderes Verfahren. Aus der Gleichung folgt

tg x + a cos 4 tg a; — « sin 4 , oder

tg X = a sin 4— a cos 4 tg a;

^— (cosj;

sin X — n sin 4 cos x— a cos 4 sin x
— a [shi 4 cos X — cos 4 sin x] d. i.

sin X — n sin (4— ;) , also

sin X : sin (4— x) -- « : 1 , folglich

sin ( 4 — x) 4- sin X _ 1 4- a

sin (4— x)— sin X 1 — a'
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Nach Form. >o. 87 hat man demnach:

tg {Ä 1-t a
, mithin ist

tg{\A— x) 1 —
tgi(i— o:) = ^^tg4^

lO. Es sei gegeben

asinfi
tg X =

.

c— a cos B

Offenbar ist tg x = -—
-^r- .^

/ . a cos ß \
c\

„ acosB ,, . ,

Man setze ~ smcp-, so wird
c

tga; = fl sin ß a sin ß

c(l — siny-) c cos 7" 7
•

asinB
^

a cos B
. , .

Fnr tg r = „ setze man = fg y ; dann
r + o cos ß c

a sin ß a sin B
entsteht: tg a; = ,.

, . Ts = 77 , .

c(l + tgy-) 2cosy2

a sin ß -

oder tg x = . cosy

.

c

11. Es soll die Formel

, cos a — cos h cos c
ros y4 = . - .

sin n sin c

(nach welcher in der sphärischen Trigonometrie aus den drei Sei-

ten die Winkel gefunden werdtMi ) zui- logarithmisrhen Hechnung

eingerirlitel n erden.

Da nach Form. >o. 59 1 — cos .4 — 2ün\A'^, so setze man

hierin für cos A den obigen NVerth ; dann ist

,^ . , ,, ,
cos«— cos ft cos c

2 sin M = 1
—

, •

sin b sin c

sin 6 sin c + cos h cos c— cos a

sin h sin c

_ cos(ft— c)'— cos fl

sin Z) sin c

d. i. nach Form. ,\o. 68

9 ,;„ I i2 _ 2 sin i (0 + 6— c) sin { {a— b + c)

sin sin c

j . , , ,
sin

-i
(a+ 6— c) sin i (a — 6+c)

oder sinAi=./ ^^ r—i—.—^^ —'.
V sm sin c
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Geht man von der Formel l+cos4 — 2cos^/l'^ aus, so ge-

langt man zu der Gleichung

, . ., sin A (a + 6 + c I sin (b-\-c— a)
cos ifA^ = ^— .-

, -T— —

-

sm h sni c

K i n anderes V e i" la h r e n. Man setze

cos 6 cos c
. — = lg, (f, also cos cos c = sin a te w

:

sui a ° ^

... , cos a — sin a tg cp
dann vvu'd cos A = ;

—

-—. ^-^
sm sm c

folglich, wenn mit cos y muitiplicirt wird:

)s a cos (p
—

sin 6 sin

. •
.

cos(a-}-a')
d. 1. cos /4 = . -T- .

---^-^-^
.

sm sm c cos (f

Analog würde man für

_ cos 6 — cos c cos a
, ,

cos B = r- ; zu setZBn haben
sm a sm c

cos c cos a

cos a cos (p — sm a sm op
cos A = :—T^sm sm c cos (f

—,—-— = lg q , wodurch
sm 6 ^ ^

cos (6 + (f')

sin a sin c cos q)

cos (6 + yjcos ß — -: ;^- -^ Wird.

ISS. Die Formel

cos a = cns 6 cos c + sin h sin c cos ^

logarithmisch umzuformen.

Hier setze man, nachdeju zuvor durch cos c dividirt w orden

:

tgc.cos/1 --'

\%(f\ dann ist

cos a . • , . ,= cos ^- sm tg c cos 4 , also
cosc

= cos h -f sin h tg
(f.

Multiplicü-t man mit cos ff , so erhält man

:

cos a cos // cos (p -\- sin b sin (p

cos c cos ^
cos (6 — (p)

, mithin

cos c.cos(6 — cp)
cos a = ^ 2_£^

cos <f

cos

cos 9?

Für die F'onnel

cos c = cos a cos 6 4- sin o sin 6 cos C
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würde uiau lg 6 cos C = tg y zu setzen liabeii, wuduicb

cos 6 cos (a — cp)
,

cos c = ^^ ^— entstellt.
cos <f

13. Es sei die Formel gegeben:

cos A -t cos B cos C
cos a — - • n •*.

sni B sni C

cos B cos 6'
, n r> A .

Man setze hier . . = cot y, also (osß cosC — ^niA cot (f,
sin /i

, ,,

dann erhält man:
cos ^ + sin /l cot y

cos a = :
—=—7

—

^sm B sin C

_ cos 4 sifl y + sin .4 cos y~
sin B sin Csin 9

, . sin (cp + .4

)

d. 1. cos a = . ö .

—

TT--
•

sin Ä sui C sm (f

Ebenso erhält man für die Formel

cos B -f cos A cos C
cos = -^t^Tt '

sm A sin r/

cos A cos C .111,1..
wenn r—^- - cot y gesetzt \Mrd, das Hesultat:

sm ß
,

sin(a) + B)
cos = ——7~r T—:-'.

sm 6 sm /4 sm f/'

Auf eine andere Weise lässt sich diese Formel wie in 11.

umändern.
cos A + cos B cos C

Es ist nämlich 1 4 <os — 1 H -.

—
j;—.—7;

sm D sm C

oder, nach Form. >io. GU
sin B sin C 4- cos ß cos C + cos 4

^
~~

sin B sin C

,
. _,

, , c.os(fi— C) + cos/l
d. 1. 2 cos Aa-' = :

—
jr-.—77

•

^ sm D sm C

.Nun ist nach Form. Mo. 67

cos 6 + cos fl =2 cos \ {a + '') cos \{u — 6),

folglich hat man , nach Division mit 2 :

. , cos|(i + ß— C)cos^(^j-ÄJ_C)
cos .'.ö- = = -.

—^^—.—7;
•

.sm D sm 6

Ebenso findet man , von 1 — cos a ausgehend :

. , , — cos {{A^B-\- C) cos .U^+^ — ••<)

^ sm B sin C
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1*. Es soll die Formel

^ cot c sin a— cos a cos B
cot C = :

sinß
logarithniisch eingerichtet werden.

Hier hat man

:

_ cot c sin a cos a cos ß
sin B sin fi

Man setze tg y — cos ^ tg c , oder was einerlei,

cot c = cos fi cot rf ; dann ist

:

cot C — cot 9) cot B sin a— cos a cot B
= cot ß (cot y sin a— cos«),

wird nun mit sin qn multiplicirt , so entsteht

:

^ „ cot Ä (cos cp sin a— cos a sin w) . .

cot C = i_-r—_ . TL
(j j

sm y
'

, _ cot Ä. sin (a — (p)
cot t; = :

—^^ —
.

sni q)

15. Es soll die Formel

sin a
tgc

cot C sin B + cos a cos 5
2ur logarithmischen Rechnung umgeformt werden.

Die gegebene Formel giebt umgekehrt:

cot C sin B
cot c = : h cot a cos ß.

sni a

w cot C , „
Man setze tg (f

-=- , udei- cot 6 = tg y^ cos a ; daim wiid
cos a

tg a> cos a sin 5
cot c = -

—

: h cotacüsÄ
sm a

_ sin (f cot g sin g cot a cos i? cos y
cos 9) cos 5p

_ cot a [sin ß sin (p -}- cos qp cos B]

cos y
cot a cos (jB— op)

cos cp

tg a cos cp
tg c = -* ^^

cos (ß ^)

16. Es soll die Gleichung j: = tg <jp -f cot (^ zur logarithmi-

schen Rechnung brauchbar gemacht werden.

n .
*'" ^ j .

cos qpDa tg(f = —- und cot y = -^—Z- , so ist
cos y sm (p
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sin (f cos ir

Igop + cotfjT - ~ + -. -
cos 7> sin (f

sin (f'--\- cos y- 1

sin (p cos ff sm q> cos y
weil aber sin qn cos y — Asiii2^, so folgt:

1 2
X ^ lg y + cot (p — . . t>— = • o " '® ^ ^

I sin 2y sin 2y

oder , da . - = cosec a , so ist. aucli x —2 cosec 2(f.sm a

ly. Ks soll die (ileirliiiiig j; = tg </' — cot r/- logai'it hinisch

umgeformt werden.

sin y cosy shi V sin (90"

—

(f>)
Hier ist X — ^- --^ --—^ ^.^,.„—^\cos (f sm 7" cos (/i cos (90 — y

)

_ sin
(f)

cos (90"— y) — sin (90"— y ) cos y
cos y sin y

_ sin [y— (90"— y)] sin (2y — 90")

sin y cos y sin y cos y— sin(90"— 2y) — cos2y= ^-^ ^' =
, . o = — 2 cot 2y.

sin y cos y A sm 2y ^

isj. Umformung des Ausdruckes

5 cos y + 4 cos 2y -f 3 cos 3y = 0.

Nach Forin. No. 189 ist cos 3y = cos y -*— 3 cos y sin y*.

Setzt man diesen Werth in die gegebene (jjeichung, so entsteht:

5 cos y + 4 cos '2q)
-f- 3 cos y"*— 9 cos y sin y^ =0, '''

oder 3 cos y •' = 9 cös y (1 — cos y-) — 5 cos y — 4 cos 2y
= 9 cos y — 9 cos y^— 5 cos y — 4 cos 2y

,

folglidi 12 cos y2 s=s 4 cos y— 4 cos 2y d. i.

3 cos y^ — cos y — cos 2y.

Nun ist nach Form. No. 68

cos b— cos a = 2 sin i (a + h) sin ^ (a— *j,

folglich , w enn a =2b gesetzt wird

:

cos h— cos 2b = 2 sin 3 -^ sin -^ ;

y (fi

daher 3 cos y^ — 2 sin 3 -~ sin -^ , oder

cos y^

y y
sin 3 -^ sin -y
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Auflösung einiger transcendenten Gleichungen.

§. 97. Es giebt verschiedene Methoden transcendente Glei-

chungen aufzulösen. Bei trigonometrischen Gleichungen empfiehlt

sich, ihrer Einfachheit wegen, vorzugsweise die Regel vom fal-

schen Satze, welche daher auch bei den folgenden Aufgaben an-

gewandt werden soll. *)

So])ald zwei Grenzen feststehen, zw ischen denen eine gesuchte

Grösse enthalten ist, ergieht sich durch eine einfache Interpolation

ein Resultat, welches dem waln-en ^Yerthe bedeutend näher tritt,

so dass bei weiter fortgesetztem Verfahren der Unterschied zwi-

schen dem gefundenen und dem wahren Werthe als verschwindend

klein betrachtet werden kann. Kiese Regel lautet

:

1) Die Summe zweier Werthe einer Gleichung, mit entgegen-

gesetzten Zeichen, verhält sich zur Differenz der auf diese Werthe

sich beziehenden Substitutionen von x, wie sich der kleinere oder

grössere Werth der Gleichung zu dem Unterschiede zwischen dem

angenommenen Werthe und dem wahren Werthe von x verhält.

2) Die Differenz zweier Werthe einer Gleichung mit einerlei

Vorzeichen verhält sich, ohne Rücksicht auf diese Zeichen, zu der

Differenz der auf diese Werthe sich beziehenden Substitutionen

für X, wie sich der kleinere oder grössere Werth der Gleichung

zu dem Unterschiede zwischen dem angenommenen Werthe und dem

wahren Werthe von x verhält.

Einen grossen Vortheil bei der Auflösung transcendenter

trigonometrischer Gleichungen gewähren die in Theilen des Halb-

messers (= 1) berechneten Kreisbogen, wie wir solche in mehreren

logarithmisclien und trigonometrischen Tafeln besitzen. So z. B.

enthalten die Schulzeschen Tafeln (im 2ten Bande) die Länge der

Kreisbogen für alle Grade von — 3G0 und für alle Minuten, sowie

Secunden, bis auf 27 Decimalstellen.

§. 98. Aufgabe. Welcher Kreisbogen ist ebenso gross als

sein Cosinus, oder welchen Werth erhält x aus der Gleichung

cos ic = a; ?

*) Eine ausfübrliclie Darstellung und Hegiüuduiij^ Jer bogenamileii legiila

falsi tiaJel mau in meiner Sclirift: Die Anwendung der Algebra auf pralilische

Ariltimelik eic. Halle bei H. W. Schmidt, 1659.

Ueikhiiii, \iiwend d. Trigoii. auf Aiithm. elc 5
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Auflösung. Nach einigen ^ersllchen (wozu auch eine geo-

metrische Construclion beitragen kann) gelangt man zu der üeber-

zeugung, dass der gesuchte Bogen zwischen 42" und 48" Hegt, so

dass dadurch cos x— a; = w erde.

Nun ist

Ferner ist

COS42'' = 0,7431448

Are. 42» = 0,7330382

Differenz: 0,0101066 {A)

COS 43" = 0,7313537

Are. 43" = 0,7504915

Differenz

:

0,0191378 (B)

Man scliliesse

:

A + B: 1^ =4:y,d. i.

292444:1" = 101066: y,

folghch y = 0,345" = 0,345x60 = 20,7'

oder y = 20' 42".

Hiernach hegt x z\\ischen 42" 20' und 42" 21'. Man rechne

nun weiter:

cos 42" 21' = 0,7390435

Are. 42" 21' ^ 0,7391468

— 0,0001033 U)
cos 42" 20' r.. 0,7392394

Are. 42" 20' ^ 0,7388559

0,0003835 (ß)

Man schliesse : A + B -.V = A:y A.\.

4868:1' = 1033:*/. Daraus folgt:

y = 0,212' = 12" 43,2'". Diess von

21' subtrahirt:

0' 12" 43,2'", so bleibt

:

20' 47" 16'", so dass sehi- nahe

a;-=42"20'47"16"'.

{Ueis Samml. pag. 341. .\o. 12.)

§. 99. Aufgabe. Von einem Kreise ein Segment abzu-

schneiden , welches dem Qxadrafe des Halbmessers gleich sein null.

AuflöHuii;;. Der gesuchte Kreisbogen sei - x, der Halb-

1.x
messer = 1 , so isl der Inhalt des Sectors =

2
wird hiervon

der Inhalt des Dreiecks abgezogen, so erhält man den des Seg-

ments. Nun ist die Sehne ^ 2 sin ^x und das Ilöhenperpendikel

aus dem Centro auf dieselbe - cos ^a;, daher der Inhalt dieses
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Dreiecks - 2 sin \x x \ cos hx = sin \x cos kx oder | sin a; ; folg-

lich ist der Inhalt des Segments = {x — t^ sin x- und, da dieser

dem Quadrate des Halbmessers gleich sein soll, so hat man die

Gleichung ^x— ^ sin a; = 1 , oder

X— sin x = 2.

Wegen der näherungsweisen Rechnung setze man x— sin x =
y,

wo dann y möglichst nahe — 2 sein nmss.

Man wird bald ermitteln, dass der Bogen x ohngefähr zwi-

schen 14U" und 150° liege. Nehmen wir daher diese Grenzen aut

die Probe, so findet sich

Are. 140» =r 2,4434609

sin 140" = 0,6427876

y
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Es soll koinnien 2

es kommt aber 1,9996381

folglich Differenz: 0,0003619 (ß).

•Mail sriiliesse daher nach der regula falsi

:

4 + ß :
1' = B:z.

Daraus folgt

:

z = 0,67' = 40,2" = 40" 12'",

und man hat denmach: x = 146^ 20' 40" 12'",

ein Resultat, wtlches den gesuchten Bogen fast bis auf Tertien

genau angiebt.

§.100. Aiil'sabe. Einen Kreisansschnitt zu ßnJeu , der

durch die zum Bogen gehörige Sehne in zwei gleiche Theile getheilt

wird. {Heis No. 15.)

Auflö8una^. Setzt man den Bogen des Ausschnitts = 2x,

so ist der Inhalt des Ausschnitts für den Halbmesser = 1 , das

halbe Product aus dt*m Bogen und Halbmesser = 2x .^ ^ = x\ die

zugehörige Sehne ist = 2 sin x und das Perpendikel aus dem

Centro auf die Sehne ^= cos x. Daher ist der Inhalt des Dreiecks

= 2 sin X X —^ = 4 sin 2x. Da nun dieses Dreieck die Hälfte

des Ausschnitts sein soll, so hat man die Gleichung

^a; = ^ sin 'Ix , oder

x — sin 2x- — 0.

Der gesuchte Bugen liegt, wie man bald findet, zwischen 108 und

110", oder es ist a;>54" und jj<5ö". Man reclmr nun folgen-

dermassen

:

Are. 54" = 0,9424777

sin 108« = 0,9510565

Difl". —0,0085788. Kerner ist;

Are. 55" = 0,9599310

sin 110" = U,U396926

Dill. 0,0202384.

Aus der Frupurlion: 288172:1" = ^iü^^i-.y folgt

ij = 0,29" = 17' 24", also

X = 54" 17' 24".

Da X näher bei 54" als 55" liegt, so nehmen \\ir die Grenzen

54" 20' und 54" 1«'. Demgemäss ist

Are. 54" 20' - 0,9482954

sin 2(54" 20') = 0,9473966

+ 0,0008988.
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Are. 54° 18' - 0,9477136

sin 2 (54" ISQ = 0,9477684

— 0,0000548. Es ist nun

9536 :
2' = 548 : y. Daraus folgt

y = 0,114' = 0' 6" 50,4'", daher ist

X = 54M8'6"50,4'", welches Resultat bis auf 2'"

genau ist.

Zur weiteren Lehung Diögeii hier noch einige Beispiele folgen.

1. Weichen Werlh hat x aus der Gleichung

cot X — 2x^
Antwort. X = 37" 25' 46,85".

2. Welchen Werth hat x aus der Gleichung

cot J7 = l+x ?

Antwort, a; = 32" 31' 53,43".

3. Welcher Werth von q) entspricht der Gleichung

tg {cp =rf''f

Antwort, r/^ - 133" 33' 48,49".

Gebrauch der dekadischen Ergänzang.

§. 101. Sobald Üecimalzahlen theils zu addiren , theils zu

subtrahiren sind (wie diess bei logarithmischen Rechnungen öfter

vorkommt ) . können die s u b t r a c t i v e n Zahlen in additive ver-

wandelt werden, wenn man statt derselben nur ihre dekadische

Ergänzung ((^omplementum arithmeticum) setzt. Man erhält näm-

lich das ("oniplement einer gegebenen Zahl, wenn man dieselbe von

ihrer nächst höheren dekadischen Ordnungszahl abzieht und zwar

sehr einfach . wenn man jede Ziffer von der Linken zur Rechten

von 9, die letzte und niedrigste Ziffer aber von 10 subtrahirt.

So ist z.B. Compl. 1862 ^ 10000 — 1862

= 8138

Compl. 1-10—1=9; Compl. 27 = 100— 27 ^ 73 u. s. w.

Ebenso ist für log 3 = 0,4771213

Compl. log 3 - 9,5228787.

Am Schlüsse der Rechnung hat man dann selbstverständlich

so viele dekadische Ordniingseinheiteu vom Resultate abzuziehen,

als Subtrahenda vorhanden sind. Gesetzt, es sollte berechnet

werden

:

x ^ 6.572— 4,0372 + 2,8— 1,3594.

so schreibe man folgendermassen

:
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6,572

Compl. 4,0372 - 5,9628 (— 10)

2,8...

(ompl. 1,3594 = 8,6406 (— 10)

X ^23,9754—2.10, d.i.

X = 3,9754.

Der Grund dieses Nerfahrens erhellt einfacli aus der analyti-

schen Gleichung:

Ä—B = A -^ {X — B) — X.

Mit Hecht bemerkt Cagnoli in seiner trefflichen Trigon»tnielrie, dass

der Gebrauch der dekadischen Ergänzung vorzugsweise bei trigono-

metrischen Rechnungen vortheiihafl sei. Auch kann der Rechner

heim Aufschlagen eines subtractiven Logarithnnis, der in der Rech-

nung additiv zu nehmen ist, dessen dekadische Ergänzung sogleich

im Kopfe berechnen und hinschreiben, womit jedesmal eine Raum-

ersparniss und kein erheblicher Zeitverlust verbunden ist.

Prüft man übrigens den Umtausch irgend eines subtractiven

Logarithmus in einen additiven, so sieht man, dass derselbe sich

jederzeit auf die dekadische Ergänzung des subtractiven Logarithmus

reducirl.

So hat die Cotangente zum Logarithmus die dekadische Er-

gänzung von dem der Tangente und umgekehrt, weil lg rp.coi ff = 1.

also tg (jp
= — und folglich

log tg qp = log 1 — log col(f — — log cot
(f.

3. Capitel.

Trigonometrische Auflösung quadratischer

Gleichungen.

§. 102. Aus der Algebra ist bekannt, dass jede unreine

quadratische Gleichung unter einer dei' viei- Foimen begriffen isl

:

L x"^ -\- px + q =
IL x'^— px -\- q =
IIL x^ + px — q =
IV. x^— px— q = 0.
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Die AuflösungsformeJn sind entsprechend:

für I. X = — -3-^2 ^P'— 47,

für n. X ^ |- T ^ >/p2 —47,

für III. X = — |- T 2 \lp^~riq.

für IV. .r - |-tW?T4^
Man sieht leicht . dass die beiden ersten Gleichungen nur so

4<7
lange reelle Wurzeln haben können , als />- > 4^' , oder 1 >• -y

ist d. h. so lange — ein ächter Bruch ist. Sobald aber f^ <C 4^,

4o
oder -^ ein unächter Bruch ist, treten imaginäre Wurzeln auf und

ist in diesem Falle »^ne trigonometrische Auflösung nicht zulässig.

Dagegen gestatten die beiden letzten Formen, weil sie reelle

Wurzeln haben, unbedingte Einführung eines Hülfswinkels.

Wir wollen nun , initer der Voraussetzung, dass /> und q reell

sind, verschiedene Auflösungen neben einander stellen und mit eini-

gen speciellen Beispielen begleiten.

§. 103. Aaflösang der deichiing; I.

.T- -|- />j: -h g — 0.

Da hier x = \ (— p :p ^j)'^— 4^)

U-p + vM'-pV]

so setze man, insofern die Wurzeln reell,

-4r — siny^. Dann ist

i» -= . . Es ist also
sm ^

V
X — ~ (— 1 q: cos (f

)

, oder

=- —
"l

(1 ± cos <jp)

<q—
(1 ± cos <f>\smqp
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Nun ist (nach Form. No. 64)

cot 4cp = —;

, und nach No. 91

:

^^ sin^

te AV = , folehch^ - sni 9)
°

X, = — ^q. cot {cp und

Da das Ganze eine negative Zahlengrösse sein muss, so kann

von yjq aucli nicht der negative Werth gelten, denn sonst würden

X, und X,, positive Grössen.

§. 104. Auflösung der Gleichung II.

x^— px+q = 0.

Hier ist x = l,{p:f\lp^— 4^)

P
Setzt man wieder wie vorhin

4q
2 — sin qp2, also

-^ = ~ —
, so erhält man

2 sm
(f'

X, = -r-^(l — cos flp) und
sm y

^

X,, = -^-^ (1 + cos qp)smy ^

oder nach Einsetzung obiger Formeln:

X, = V?-tg iy und

j7,, = yjq.coi ^q'.

Diese Werthe stimmen mit den obigen von I. der Grösse nach

uberein.

§. 105. Auflösung der («leichung III.

x- -\- px — q — 0.

Da a; = —
^ q: 4 4P~+~M

2 ^ 2 V P'

=- — fflT y/ 1+^1' ^^0 setze

4a , , . \/o cos cp yla~- = tgy'. woraus ^p =-i^L- = —:^-^ folgt, dann ist:

P' tgr/ smy ^

man
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X — coswsq .. j-r-— 7,^ ^ (1 rp Vl + tg«/'-)
smqp

cos y V*?

sm y
cos

(1 ipsecy»)

I f/i y cos y /sin

cos (f> /cos y q: 1 V / _ (q: 1 + cos rp) yjqcosjTLqLiW ^ _
\ cos ff !

^
sin g) \ cos 7^ / sin cp

Dieser Ausdruck zerfallt in die beiden

sin 9)

— (l + cos y)>/y

sin (f

Nun ist nach Form. No. 91 und 64

V 1 — cosop ^ , , 1-hcoscp= Is, |cp und —-. — cot i,(t.

sm 9)
'^
^

sin ^ - ^

Setzt man diese Werthe ein, so erhält man

X, = + tg|9).V? und

x„ = — cot^9).V?.

§. 106. Anflösang der Gleichung IV.

X*— px— q = 0.

Es ist X = -^ zph Vp^ + 4?

- "2 + 2"V ?
1 1 +1/ 1 -t- ^ j

• Setzt man wieder

2 = tg <jp2, also

2

P=

, ^2^lq cos^V? j

tg /jp sin rp

coscp.. - ,x= -^-^ [1 :f sec y] V?
sin 9) "^ ^ T^ j ^ ^

sin 9 L cos y •

^ (cosyy l)Vg
sin r/5

sin y
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(1 cos öl) y

, ,

Sin y
1 + cos y / . ,

x„ = —:
. V7 " cot 4,g) . Vtf.

§. 107. ZusntKe. 1. Hif beiden ersten Gleicliiingen

;r^ :|: ;)j; + 7 =
haben der (irösse nach gleiche, dem Vorzeichen nach enlgegen-

gesetzte Wurzehi. welches auch bei den eben gefundenen Resultaten

stattfinde!

.

Dasselbe gilt von den beiden letzten (ilei<hnngeii

x"^ ± px — q — 0.

3. Da l)ei jeder quadratischen Gleichung die Summe der bei-

den Wuizeln dem entgegengesetzten zweiten Gliede. und das Pro-

ducl der beiden Wurzeln dem dritten Gliede gleich ist: so müssen

auch die trigonometrisch bestimmten Wurzeln das (ijeicbe leisten.

Für x'^+px+q — fanden wir

X, — — yjq.col^ff und

4q
Setzt man hierin den Werth von ylq , welcher aus -:- — sin er- her-

p-

vorgeht, nämlich : \p sin ff — yjq . so verwandeln sich die beiden

Wurzeln in:

X, = — ^j9 sin qp . cot ^y
•r„ ^ — ^psiny.tg^cjf).

Setzt man endlich nach Form. !\o. 46

sin y =2 sin ^(^ cos ^^ , so entsteht

:

X, = p cos ^^2 yjjfl

x„ = — p sin |y ; ihie Summe ist

x,-\-x„ — — />(cos .^y2_^sin .Jqp-),

folglich (nach Form. No. 54)

x, + x„ ^ —p.
Ferner ist für das Product der Wurzeln

X, = —
>lq . cot |(jp

x,.x„ = q.coi J^-tg^T".
welches sich nach Form. Ao. 10 reducirt auf

X, . x„ = q.

In gleicher Weise wird man dasselbe Gesetz für die ubrigen

drei Gleichungen bestätigt finden.
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3. Sind r und s die Wurzeln der Gleichung x"^ { px •{ q — 0,

so besteht das Gesetz: x'^-\-px + q = {x— r)(x— s). Nun fanden

wir (§. 106) die Wurzeln der Gleichung x"^— px — q =
x> = — tgiyV? = r

x„ = -\-Qoi\(pylq — s.

Fs muss also das Product

(x + lg \(p yjq) (x — co\ }i(fyjq) — x'^—px —

7

^ein. Die Multiplication dieser Factoren giebt

X- + a?(tg ^7" — cot {cp) yjq — lg ^^ . cot ^(f> . q

oder x^+ Ttg \(fi — cot {(f'jyjq.x — q.

ha nach Form. >'o. 105 cot ifCf — tg ^y — 2 cot
(f

und

—- — lg rr. also rol cp — ~-
, so erhält man . durch Substitu-

p 'Hq
tion dieser Werthe in das erhaltene Product:

x"^— 2 cot ^(f yjq -x— q

x^—2.^^.ylq.x — q d.i.

x"^— px — q = 0.

Demnach leisten die trigonometrischen Ausdrücke für die

Wurzeln der Gleichung Genüge.

4. Wäre die gegebene Gleichung von der allgemeinsten Form

:

nx'^+ bx + c = ,

so reducirt man dieselbe durch Division mit dem Coefficienten a auf

b c
x^+—x-\- - =-

a a

und nimmt, ohne diese Divisionen auszuführen,

_ b_ _ _c_

a
'

a

sofort mit in die logarithmische Rechnung auf.

Ä. Es verdient endlich noch bemerkt zu werden . dass die

trigonometrischen Auflösungsformeln die bestimmteste Entscheidung

über die positiven und negativen Wurzeln enthalten und also völlig

mit dem Lehrsatze des Des Cartes harmoniren: jede geordnete qua-

dratische Gleichung hat so viele positive Wurzeln, als Zeichen-

wechsel stattfinden, und ebenso viele negative Wurzeln, als Zeichen-

Folgen herrschen. Die folgende Tabelle dient zur bequemen Ueber-

sicht und zum Gebrauche bei aufzulösenden numerischen Glei-

chungen.
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TrigonoiiietrSflche Beducfion der ftleiohunKen «weiten

Grades.

' Gleichung. Substitution. Wurzeln.

•2± pj; + 7 =

^i px— g = ()

p
^

,
ic„ ^ q: rot {(f . yjq

p \\x,, ^ Tcot ^y.V?

Hierbei entspricht dem oberen Zeichen des zweiten CTJiedes

der Gleichung auch das obere Zeichen in der Wurzel.

Beispiele.

§. 108. IJo. 1. {Heis Samml. pag 205. iN'o. 168.) Gegeben

0-24-1,11020; = 3,3ö04.

Nach der Autlösung von iNo. III. ist hier p= 1,1102 und

q = 3.3594. Man berechne zunächst

2V9
tg y = _L2

,"
P

oder logarithmisch ausgedrückt:

log tg y =^ log 2 + I log ? — log p.

log 7 = log 3.3594 ^- 0,5262617

2^0,2631308

+ log 2 = 0,3010300

0,5641608

— logp - log 1,1102 = 0,0454012

logtgy = 9,5187596 — 10.

Diesem log tg entspricht:
(f
=73« 9^2,1", also ^7- - 36" 34' 31".

Nun ist log X, =^ { log q + log tg 36" 34' 31

"

\ log q = 0,2631308

+ log"tg^7' = !),8704017 — 10

log X, = 0,1335325,

folghch X, — 1,35998. Da nun

a;,+ 1,35998 = —1,1102, so ist hiernach

x„ = —2,47018.

IVo. 8. (^m No.l69.) Gegeben:

x2 + 0.423310; = 8,53972.

Hier ist p = 0,42331 ; q = 8,53972 und die Gleichung fallt

unter die Form x^-\-px— g — 0.
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2yjq

Für Ig Ol = —- lindet man

lügV^ = 0,46o7215

+ log 2 = 0,3010300

0,7667515

— log p = 0,6266585 — 1

11,1400930—10 = logtg(/i.

Diesem entspricht (f
= 85°5r26". lolglich ist Ay =42'* 55' 43".

Ferner ist x, = tgUf.yJq.

logtg^^ = 9,9685708— 10

+ log \lq — 0,4657215

loga;, = 0,4342923, daher

X, = 2,718268..

und x„ = — 3,141o8 .

.

l¥o. 3. (Heis yo.no. a.) Gegehen:

a;2+9,125571a;-f 9,74192654 = 0.

Diese Gleichung fällt unter die allgemeine Form

x^+ px + q = 0,

wo p = 9,125571 und q = 9,74192654 ist.

Für -^ = sin
(f>

erhält man:
P

\ogq = U,9886449, also

logyjq = 0,4943224
j

-h log 2 = 0,30103001

10,7953524— lu

— logp = 0,9602600

log sin y = 9,8350924— 10.

Diesem entspricht q^ = 43° 9' 41,4", also Up = 21" 34' 50,7".

-Nun berechne man nach obiger Formel

x, = — tg ^9P V?.

Es ist log lg ^r/) = 9,5971898 — 10

+ log V? = 0,4943224

loga;, = 0,0915122, folglich

X, = — 1,23456, mithin,

da x, + x„ = — p, so folgt x„ = —7,891011.

IVo. 4. iHeisSo.ilO.ß.) Gegeben:

a;2— 10,83945a; + 26,991104 = 0.
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h ur sm y — —^ hat man

log(/ - log26.yyilU4 = 1,43122U7

logV</ = 0,7156103

0,3010300

11,0166403 — 10

logj> = 1,0350U72

log sin (f
= 9,9816331 — 10,

folglich (f
= 73" 27' 13,8" und ^y = 36" 43' 36,9".

-Nun ist für die Wurzel j-, -- tg^yV^:

log Ighif = 9,8726396 - 10

1621

9,8728017—10

-f log yjq = 0,7156103

loga;, =10,5884120— 10.

Diesem Log. entspricht .r, ==: 3,87625. lue andere Wurzel ist

durch cut Uf V^ bestimmt ^ 6,9632.

Xo. 5. {Heis, No. 171.) Gegeben:

7,3527a;2_ 33,81507a;— 148,87107 =
, 33,81507 148,87107 ^

oder

:

x- ^ o'-n- -^ t o\o-— ~ ^•

Der allgemeinen Form x-— px — <j
= entsprechend, be-

2V</
rechne man = tg (f.

P
Es ist log 148,87107 = 2,17281U3

— log 7,327 = 0,8664468

1,3063635

^> 0,6531817 = log Vv-

log 2^9 — 0,9542117. Ferner ist

log 33,81507 = 1,5291103

— log 7,3527 = 0,8664468

\ogp 1= 0,6626635. Folglich

logtgy ^10,2915482- 1»),

welchem entspricht : q — 62^' ob' 52.7".

Man hat nun Igl^ylq für die eine Wurzel zu berechnen.

Es ist log tg Vf = log lg 31" 27' 56,3"

= 9,7867345— 10

logV^ = 0,6531817

10,4399162—10
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d. i. log X, ^ 0,4399162.

Diesem entspricht x, — — 2,7537 nahe.

IVo. 6. (//e/s -\o. 172.) Gegeben:

T^-TT^ — 1,54994a; + 0,6789 = 0.
1,2345

Diese Gleichung verhandelt sich in folgende:

x'— 1,54994 . l,2345x + 0,6789 . 1,2345 = 0.

P q

2Vq
Uno —^ = sin y zu erhalten, hat man

P
log 0,6789 = 0,8318058 —

+ log 1,2345 = 0,0914911

log? = 1,9232969—2

logV? = 0,9616484 — 1

+ log2 « 0,3010300

10,2626784— 10.

Ferner ist log 1,54994 = 0,1903149

i log 1,2345 = 0,0914911

log/> = 0,2818060.

Daher log sin y- = 9,9808724 — 10,

folglich (f = 73" 7' 10,5" und also

{(f ^ 36» 33' 35,2".

Es ist nun ./, — + tg A^^ V? zu berechnen,

logtg iT" = 9,8701562—10

-f log 'yjq ^ 0,9616484— 1

log X, = 0,8318046 — 1,

folglich X, = 0,6788983,

wofür nahe 0,6789 gesetzt werden kann.

Dann ist x„ - cot l<f>yiq.

log cot ^9: - 10,1298438 — 10

+ log yjq = 0,9616484— 1

log x„ = 0,0914922,

folglich x„ = 1,234503.

%o. 7. {Heis So. 175.)

Wenn die beiden Wurzeln fler Gleichung x'^— mx + n =
mit tg (f und tg (f' bezeichnet werden , durch welche Formeln las-

sen sich die Winkel
(f

und y' bestinunen?

Da nach der Natur der quadratischen Gleichung tg 9? + tg^' = m
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und lg(f .tg(f>' = n ist, so würde man aus beiden Gleichungen die

Werthe erlialten

:

m + Jm-— 4n
tg</' = 2 ""^

igy'- ---^2
•

Um jedoch diese Aufgabe trigonometrisch zu lösen, so hat man

nach Form. >'o. 32

:

^ ' ^^^ ^' 1— tg(jplg9)' 1—

n

Es ist aber nach Form. 126

c^^r-5P3
== i+ig£lgf

^ fo,gi,ch .st

sm (^ + y') tg y + tg 9P'

(/i) cos (9— ii') = -^* sin {(p + (f').

Nach (a) ist (f + 9>' bestimmt, also ist auch sin (</+</') be-

sthnmt und daher nach {ß) (f
— cp' geftinden. Demnach sind

(f + (f'
und (f

— q>' bekannte Grössen , woraus sich q und q)' ei-

giebt. Selbstverständlich sind nun auch die Wurzeln tg q und tg q'

bestimmt.

Wo. 8. {Heis No. 176.) Gegeben:

x^— 24,69U- + 61,6 = 0.

L'm diese Gleichung nach den allgemeinen Funnein in No. 7

zu lösen, berechne man zuerst

tg(</'+ y') -
Y^^^^

d.i.

24,691

lüg 24,691 = 1,3925387

— log 60,6 = 1,7824726

lügtg((/) + 9)') = 9,6100661 — 10.

Diesem entspricht: q-\-q' — 22" 10' 5".

Da aber tg(^+ y') negativ ist, und — tg a — — tg(_180"

—

u)

ist, so muss diese Tangente einem stumplen Winkel angehören.

Es ist also q + q' = 180»— (22" 10' 5")

= 157M9'55".
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Nun ist sin {<p 4 9-') = 9,5767150— 10

+ log (1 + n) = log 62,6 = 1,7965743

11,3732893 — 10 . .

— logm = log 24,691 = 1,3925387

log cos (9— 9-') - 9,9807506— 10.

Daraus folgt: y— 9)' = 16*^ 55' 59,9", also

(f
= 870 22' 57,4"

y' = 70° 26' 57,5". Ferner ist

log ig 9) = log tg 87*^ 22' 57,4" = 11,3399521 — 10

d.i. loga; = 1,339521,

mithin x ^21,875.

Ebenso findet man x, = tg cp' - 2,816.

]¥o. 9. {Heis No. 173.) Was wird aus dem Resultate der

Gleichung

c* = {a+ mx)'^-'r{d-i!-nx)-,

wenn — = tg a, ~ = tsß, p"^ ~ c-— a^

—

d-, und = a cos a +
m q

d sin a gesetzt wird ?

Diese Gleichung geht, algebraisch aufgelöst, nach und nach in

folgende Formen über:

{m^ + n-)x'^+2{am+ dn)x = c^—a'—d^

, .
2{a'm+ dn)x „

^ -\- 1 .

—^- = V

a;2 +
2{am-{-dn)x iam + dn.^_ p"^ Jam -\- dnV-

am+ dn _ / p'^{m'^ + n')-\-{am+dny
^ — ^2 I ^2 +

v/

— {am -j- dn) + ^p- {mP- + n^) + {am+ dny

= tg a un(

ein , so erhält man

:

n
Setzt man jetzt — = tg a und richtet die Auflösungsformel dazu

_ -(«+^ih+vM^5)'"^+(«+^-^)
2
«2

(^ - .-)
w'

^ — (a-fdtgg) + >/pH1 +tga-) + (a + (^ tg «)''

^
«i(l + tga*)

Berkhan , Anwend d Trigon, auf Arithm. etc. t)
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/ ,

,sina\ . / , „ / , sin aV'^

\ cosaf V \ cosa/
X = r—T, —

/^ sin a-v
w 1 + A

\ cos «v
— {acos a + d sin a)

, i V^ , (^ cos a + rf sin a)-

cos a V cosa' cos a^~
?«(cos a-+ sina')

cos a-

Setzt man nun a cos a + rf sin a = q, so folgt

:

cosa cos a
a? = m

cosa'

Wird Zähler und Nenner mit cos a^ multiplicirt, so entsteht

:

— cos a 4- cos a yjp"^ -|- g'
X = —

— g cos a + cos

a

t/ (^ + 1 1 9«V(? +
,2

7/i

und für — = tg /? substituirt

:

— g cosa + 2 cosa vi + ig ß^
X s=

m

= i£^[_H.sef^], oder, da
m

g = -^ = ^ ' , so to gt:
^ tg/? sm/J '

^

pcos(?cosar , ,
1 1

^ = -—
7i
—

I
— 1 H :rlm sin p L cos /? J

_ p cos/? cosa [— cos /? + 1]

m sin/? cos /?

;?cosa , ,= • o V- — cos ß]m&mß
pcosa o • 4^1 2 p cos a sin 4/5^^= • o • 2 sin ^ß^ = -^ am sin ß m sin ß

2 p cos a sin 45^ p ,.

m . 2 sin 1/? cos {ß m
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, ,
w , „ . n n cos a .

,

,

oder, da aus — = iR « lolet: w = = —:

, so erciebt
m °

tg a sin a °

sich , wenn dieser Wertli für m eingesetzt wird , der eine Werth

der Wurzel

:

X, — ^—- , und folglich ist der andere:
n

_ —p sinal^i^ß
jj.. — —

•

.

' n

§. Kjy. Aufgabe. Die quadratische Gleichung mit imagi-

nären Coetlicienten

X-+ (o + ftV—1)^ + (c + rfV— 1) = aufzulösen.

Auflösung. Wenn man diese Gleichung nach den Regeln

der Algebra aullöst, so erhält man

a;2-f-(a + ft>/—l)a; = — (c + </>/—1)' folglich

""4 4

_ (fl2— 62—4c) + {2ah—U)4^~^~
4

_ _(«4.6V-1) V(a2_62_4c)^(2a6-4rf)V-l

a; = { [— (a+ 6>/^) + V(a2—6-^c) + (2a6—4rf)V=i)] . («.)

Diese Auflösung fordert nun die Ausziehung der Quadrat-

wurzel aus einem Hinom von der Form A+ Byj— 1. In §. 2(). fan-

den wir die Formel

:

und können wir dieselbe auch auf das Binom A+ Byj—1 anwenden,

wenn wir A = A und yjB = >J
— B-, d. i. B — —ß^ setzen (da

V^Tß^ = yjB^ V^ = Byl^ ist). Man erhält alsdann

A+ \Ia-~B A+ Ja^ + B- yj J2 + £2 + ^
für ^—- = j— =

2

A r-
A—4A^—B A—ylÄ^TW' ylA^^-B^-A

und für ^ = ^-p = 5 X —1,

folglich

,fj^r^^ ^^<j^±f±A^^-^^±^,^-, iß)

6*
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Hier ist also A— a^— h-— 4c und B= 2ab— 4rf, daher ist

X = ^[-(aT&V-l)+ V
^

2 "^V
^ 2 -^"^J

Es sind also die beiden Wurzeln der Gleichung:

»^/
^

*

] r ,—X / >J~AH-B'^+A I JA'^+B^—A ,_i
^x, = ^[-{a-byl-i) +

\J ^^-V— +V 2
-^-'J

Andere Auflösung. In der Auflösungsformel (a.) für x

hat man die Quadratwurzel aus dem Ausdrucke {a-— b'— 4c) +
(2ab— 4rf)>/— 1 zu bestimmen. Um dieses durch goniometrische

Functionen zu leisten , verwandle man diese Grösse in folgende

:

1) -^—r; r — tg f i ^•'*"" erhalt man
a^— b^— 4c

(l+tg<^.>/^)(a^-6^—4c), oder ^1+ ^^ |-i^(a2_6^_4c)

= (cos g) + sm cp \j
— 1) 1 1 . Setzt man

2) = —.
= m, so wird

cos (p sm g)

V(o2— 6*— 4c) + (2a6— 4rf) V^l = V»* (cos q> + sin (f>yl-l).

Da nun V(cosy + sin^V— 1) = cos -|- + sinyV—1 *)
^
so giebt

die Gleichung (a.) den Werth

^ = .[-(a + 6,/^)W»..(cos| + 2|äV=I)].

Zieht man die mit yj
— 1 multiplicirten Glieder zusammen, so sind

die beiden Wurzeln der gegebenen Gleichung

*) Es isl nämlich /cos ^ +sin^V— i) = cos^ + 2cos ^ sin |;V—

1

— sin^. Da nun cos^ — sin^ = cos u) und 2cosz -J- = sin (/> , so
2 2 2

^
2 2^

folgt 1 cos i£. + sin 5?. ^

—

l| = cos
(f,

-\- s\n
(f/\
—

l . Ebenso isl

(cos^-l-s'" 7V ~0^= '^"s^y + sin 2(/)V

—

I, also auch umgeitehrl:

\(cos2y/ -f-sin 2^V— == cosy 4"SinyV~I-
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" l[(— fl + >/w.cos-|-) f [
— h + >/w.sin-|-)V^]

3) ( _ _
r

"''
ifl— «

—

Vw*-coö-^)4- (
— 6— >/wsin-T-)v—ij-

§. 110. Beispiel^'.

1. Es sei die Gleichung gegeben:

a;2.— (5+ 4>/="l)a; + (6+8>/^^) = 0.

Nach der algebraischen Auflösung hat man a = — 5 ; 6 =
— 4; c = 6; rf = 8, also i = a*— 6-— 4c =— 15; ß = 8; daher

/ ^X'^B-^A _ /V225+64— 15 ^ .

V 2 ~V 2
und

./Vi'+ ß'— ^-V— 1 _ w V225 + 64+15V— 1 _ ./-T
V 2 ~ V 2

^"~

Folglich sind die beiden Wurzeln, nach (7.)

X, = ^[5 +4V^+l+4V^] = 3 + 4>/-^

x„= «[5-4>/=I-l + 4V=l] - 2.

Nach der zweiten Auflösung.

Da 2fl6— 4rf = 40— 32 -8 und

a^— 62_4c = 25—16— 24 = — 15, so ist

ig qp = — ^8-j . Da m sin qp = 8 und w cos y = — 15, so folgt,

!> 90°
dass

7'^,^Q/^o ^^•'^ muss. Die Berechnung von qp kann hier er-

spart werden ; denn da m^ sin <f^ = 64 und m^ cos (f^
— 225 , so

folgt m^ ^ 289, also m=ll. Es ist also sin y = j\ und

I ^ i^ (P /^ 1 -}- cos cp /-r-
cos ff ^ — j4. Da nun cos -^ =1/ —^-^

—

- — VtV und

(f 4
sin — = —— , so erhält man nach den Auflösungsformeln (3) des

vorigen §.:

a;, = 3+4^— 1 und x,, = 2, wie vorhin.

S. Es sei die Gleichung gegeben:

a;-H(5+2>|^)rc +(34->/^) = 0,

Hier ist a— 5; 6 = 2; c = 3; d=l, also 2ah— 4rf =
20— 4 = 16 und a'^—h^—Ac = 25— 4-12 ^ 9; daher

tgy = S'-
log 16 = 1,2041200

log 9 = 0,9542425

logtgg) =10,2498775 — 10.
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Diesem entspricht

:

y = 60" 38' 32".

Zur Berechnung von m hat man

2ab — 4:d ^ . 16= w, d. 1. m =
sm cp sm 9)

daher log 16 = 1,2041200

log sin 9) = 9,9403049— 10

logm = 1,2638151

log yjm = 0,6319075.

Man berechne nun v*^ . cos -^ und >/m sin ~ , wobei

•|- = 30« 19' 16" ist.

log cos -^ = 9,9361163

logVw = 0,6319075

10

10,5680238— 10.

Diesem Log. entspricht:

y/m . cos -^ = 3,698484. Ferner ist

log sin -| = 9,7031587—10

-}- log Vw = 0,6319075

0,3350662.

Diesem Log. entspricht: yjm. sin -^ = 2,163048.

Man erhält nun für

X, = 0,650758 + 0,081524V^
x„ = —4,349242— 2,081524 yj—l.

Andere Auflösung der quadratischen Gleichungen.

§.111. Diese zweite trigonometrische Auflösung der quadra-

tischen Gleichung können wiv um so weniger übergehen, als sie

sich nicht auf die algebraische Auflösung gründet, sondern direct

aus der Vergleichung einer trigonometrischen Formel mit der vor-

gelegten Gleichung entspringt. Es bedarf nur der Auflösung der

beiden Gleichungen

x^— px + q =0 und

x'^ + px— q = 0,
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weil die beiden übrigen Formen, welche durch

x'^± px i- q —

ausgedrückt sind, der Grösse nach dieselben Wurzeln, nur mit ent-

gegengesetzten Vorzeichen haben.

§. 112. I. Aullösang der Gleichnng x— px + q = 0.

Nach Form. i\o. 21. ist:

sin 2^ = 2 sin cp cos (f, folglich auch

sin 2q)' = 4 sin (p^ cos (p-.

Setzt man statt cos (p- = 1 — sin 9)^ so erhält man

sin 2(p- = 4 sin q)^ (1— sin (p"^)

= 4 sin ^^ — 4 sin cp*, oder

4 sin ^*— 4 sin ^2 + sin 2^- = 0, oder

sin7>*

—

sin cp'^-'r \ sin 2(p''^ = 0.

Diese Gleichung wird nicht gestört, wenn man sie mit einer unbe-

stimmten Hülfsgrösse, = r*, multiplicirt , indem diese, wie jede an-

dere goniometrische Formel für jeden Halbmesser Gültigkeit hat.

r* sin q*— /'' sin cp- + ^r*sin 2(f^ = 0, oder

A. (r^ sin (p^)-— r\r- sin cp^) + |r* sin 2^)"^ = 0.

Vergleicht man diese Gleichung mit der gegebenen

x"^— px -\-q =0
und setzt also x — r'~ sin (p"^, so geht (A.) in folgende Gleichung

über

:

B. x'— r^x + \r* sin 2(p^ = 0.

Identificirt man diese Gleichung mit rc^— px -\- q = 0, so ent-

stehen zwei Gleichungen mit zwei unbekannten Grössen,

1) r^ = p und

2) \r* sin 2^2 ^ ^.

Durch Eliminii'ung von r folgt:

^2''' sin 29p- = q, also

I. sin 2cp = -^ und daher
P

II. X = p sin (p-.

Man hat demnach bei der Auflösung der vorgelegten Gleichung

j;2

—

px-1 q = 0, nach I. erst den Hülfswinkel (p zu bestimmen,

wodurch dann die Auflösungsformel II. den Werth von x giebt.

§.113. Anmerkung. Um den obigen Kunstgriff, die Formel

sin y*— sin gp^-f- ^ sin 2^2 _. njit ,4 2u multipliciren , zu erklären.
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so bezeiclinen wir nach Grunert*) uiil Sin y und Cos y die trigono-

metrischen Functionen für den Halbmesser >, wälirend sin qr und cosy
dem Halbmesser = 1 entsprechen. Dann ist Sin qp = r sin qp und
Cos y = r cos 9". sowie Sin 2<f = r sin 2qp und umgekehrt, sin 2qp =
— Sing" U.S.W. Nach gehöriger Substitution dieser Werlhe wird

daher aus der Gleichung sin 2y- = 4 sin qp^ cos (f>^ folgende:

1 "
-4

-r- Sin '2a:- = —- Sin <r- Cos q^
r- r*

und. wenn ni.in ?-— Sin y- statt Cos qr- setzt:1,4 4
-z- Sin 2or^ = -r Sin ffi' 1 Sin ff*, oder
r' r* '

r*

(a.) (Sing>2)2_ r2Sin(^Hir2Sin2y2 = o.

Geht man nun wieder auf den Halbmesser 1 zurück . setzt also Sin y
= r sin y . sowie Sin 2qr = r sin 2qr. so wird aus der Gleichung a.)

nunmehr
(i- sm(f-y---r*smq-^ |/* sin 2^2 = 0.

welche völlig mit der obigen Gleichung (Ä.) übereinstimmt.

§. 114. Wir wollen diese Auflösung sogleich anwenden und

zu diesem Ende die obige Gleichung des 4ten Beispiels nehmen.

Gegeben: .r^— 10.8394ÖX + 26,991104 = 0.

Um sin 2cr = zu linden, hat man:
P

logg = log 26.991104 = 1.4312207

logVg ="V"».7156103

+ log 2 = 0.30103CX)

11.0166403— 10

log;> = log 10.83945 = 1,0350072

logsin2qp = 9.9S16331 — 10.

Diesem entspricht 2qr = 73^27' 13,8",

also ist
(f
= 36 ^U3' 36,9".

Es ist nun x = p sin qr' zu bestimmen.

log sin 36« 43' 36,9" = 9,7767024 — 10

9

19.5534048— 20

4-logp = 1^0350072

logx --= 0.5884120.

Diesem Log. entspricht .r = 3.87625.

•| Lehrbuch der ebenen and ^^Jhaeriscben TrigODomelrie. Braodenb. 1843.
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Der kürzeste Weg die andere Wurzel zu erhalten, ist die

Subtraction der gefundenen Wurzel von dem roefficienten p, wo-

durch man erhält 6,9632.

Aber auch die trigonometrische Rechnung nuiss, unabhängig

von diesem algebraischen Gesetze, beide Wurzeln finden lehren.

Da nämlich jeder Sinus zwei Winkeln angehört, welche sich

zu 180" ergänzen [sin a — sin (180"— «)], so ist der zweite Werth

2(f = 180— 73» 27' 13,8"= 106« 32' 46,2^ also cf - 53"16'23,1".

Es ist log sin 9^ - 9,9039007— 10

2 log sin ^ -- 19,8078014— 20

+ logp = 1,0350072

logr» = 0,8428086. Diesem entspricht:

X = 6,963194, wofür man setzen kann 6,9632.

§. 115. *usatK. Da sich die beiden Werthe von 2y zu

180" ergänzsn, so ergänzen sich offenbar die von
(f

zu 90°. Man

braucht daher nur den kleinsten Werth von 2(p zu halbiren und

ihn von 90" abzuziehen , so wird , w eil sin cp = cos (90— cp), die

Gestalt der beiden Wurzeln der Gleichung folgende sein:

1) X, psinq)^, 2) x,, - p cos (p\*)

Beispiel.

Es sei gegeben {Hets No. 176.)

a;2— 24,691a; + 61,6 =- 0.

Um sin 2qp = -^ zu erhalten , hat man
p
log 61,6 = 1,7895807

log V61,6 = 0,8947903

+ log2 = 0,3010300

11,1958203— 10

— log 24,691 -- 1,3925387

log sin 2(p = 9,8032816— 10,

folgUch 2
ff
= 39» 28' 30,4'' und

(p = 19" 44' 15,2".

*) Die Richtigkeit dieser Formel bestätigt sich auch algebraisch, wenn man

X, von dem mit entgegengesetztem Vorzeichen genommenen Coefficienten p der ge-

gebenen Gleichung sublrahirt. Es ist nämlich:

p — p.sin (^' ^ p(l — sintjp')

= p cos (p\
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Nun ist für x, = p sin qp-

:

log sin 19» 44' 15,2" = 9,5285468 — 10

2

19,0570936—20

+ \ogp = 1,3925387

log X, = 0,4496323,

folglich X, = 2,815997 d. i. circa 2,816.

Ferner ist für x„ = p cos qp' :

log cos 19» 44' 15,2" = 9,9737162— 10

Diff. 1" = 7,56 X 15,2 = 115

9,9737047— 10

2

19,9474094—20

+ logp = 1.3925387

loga;,, = 1,3399481,

folglich x„ =21,875.

§.116. II. i%afldüiaiig der Gleichung x^-\-px— g = 0.

Nach Form. No. 40 ist tg 2(p = ,^^^^
,

oder tg 2cp — tg2<f>tg(p^ — 2 tg ^ ,
geordnet

tg 9» tg 2qp + 2 tg 9P— tg 2^) =

^^^'
+
J^-^S^-l =^-

Multiplicirt man alle Glieder mit r^, so entsteht:

2r'
Y-2 tg (p^ -\ TT— Ae,(f>— r^ = , oder°

^g 29?

2r
(a.) (r tg(jp)2+ -^-g^.^-Jgy— r' = 0.

Setzt man r lg(p =x, so erhält man

:

iß.) x^-\- -^ x — r^ = 0.

Identilicirt man diese Gleichung mit der vorgelegten; so ist

2r
p = —pr— und = r*.
^ tg29'

^

Da nun hp tg 2^5 = /• = ^^, also tg29P = ---^
, so folgt:

a; = (r tg 95) = tg g) >/?

als Werth für die eine Wurzel der Gleichung.
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§.117. Um die zweite Wurzel zu erhalten, berücksichtige

man, dass jede Tangente zwei Winkeln angehört, welche um 180"

verschieden sind. Es ist nämlich

lg(p = lg (180» + f/) (Form. No. 4).

Die Richtigkeit der Formel folgt leicht aus No. 32 , wornach

Da nun tg 180» = 0, so ist

tgciso^'+y) =^^r^^(r= tgr^.

Es ist also auch tg (180"4-2f/) = tg2y.

Da die erhaltenen beiden Werthe des gesuchten Winkels

180" 4-2y und 2(f sind, so hat offenbar der Winkel (p die beiden

Werthe 90" + 9) und y; also hat die Gleichung die beiden W^urzeln

X, = tg ^ yjq und

x„ - tg(90« + 9')V?-

E. ist aber tg (90" + ,^) ^ ^:^,?^l* ^^ cos(90 + yj

_ sin 90 cos y -j- sin y cos 9 cosy
cos 90°cos y— sin y sin 90" ~ — sin y

= — cot y.

Demnach hat man zur Auflösung der Gleichung

x"^ -\- px— q —

die Formeln anzuwenden:

I. tg2y = ?>^^

P

\x„ = — coty V?-

A n m e r k. Dass die zweite Wurzel der Gleichung — cot y yjq

sei, folgt auch sogleich aus der bekannten Eigenschaft der quadratischen

Gleichung, gemäss welcher das dritte Glied (

—

q) das Product beider

Wurzeln ist. Xun war die eine Wurzel — tgy^^: daher muss die

andere = ,— = = — coi (fyju sein. (Foriu. No, 1 1 .)
tg y V«7 tg y . g

^ "' ^ >

Beispiel.

{üih No. 178.) Es sei gegeben:

a;2-f 0,43555a;— 0,2016 = 0.

Dann hat man zur Bestimmung von tg 2y

:

log 2 = log 0,2016 = 1,3044905— 2
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logyjq = 0,6522452— 1

+ log 2 = 0,3010300

0,9532752— 1

logp = log 0,43555 = 0,6390381—1

logtg2r/ = 10,3142372— 10,

folglich 2(r = 64" 7' 32".

and also (p = 32" 3' 46".

Für die Wurzel x, = Igcp yjq ist nun:

logtg«/) = 9,7968475— 10

+ logV9 = 0,6522452— 1

log X, = 0,4490927 — 1,

mithin x, = 0,28125.

Zur Bestimmung der andern Wurzel hat man:

log cot ^ = 10,2031525— 10

4- log yjq = 0,6522452— 1

logo;,, = 0,8553977— 1,

folglich x„ = —0,71679.

§. 118. Zusatz 1. Wäre die Gleichung aufzulösen

X-— px— q = 0,

so lässt sich diese nach denselben Formeln ausführen. Setzt man

nämlich in diese Gleichung — x statt x, so entsteht: x^-]-px— q

— 0. Man braucht dann nur diese Gleichung vorschriftsmässig

aufzulösen und den erhaltenen W\u*zeln das entgegengesetzte Vor-

zeichen zu geben.

ZuMatz 3. Die Gleichung x-i-px— q =^ hat jederzeit

reelle Wurzeln; denn tg2(/) kann jeden Werth haben, der zwischen

— oo und + ^Jc liegt. Dies harmonirt auch völlig mit der alge-

braischen Auflösung der Gleichung. Es ist nämlich: x =r ^: ^p ^:

V|P^+?» wobei q als positiv angenommen ist; daher hat vi/'^f?-

also auch x stets einen reellen Werth.

Beispiel.

Es sei die Gleichung gegeben (Hets !\o. 177.)

a;2— 2,3927a;— 5,757312 = 0,

welche in a;* -f- 2,3927a;— 5,757312 = übergeht, wenn

— io statt \-x gesetzt wird.

Für tg2y = —^ hat man

iog^q = 0,3801099
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log2V? = 0,6811399

logp =-- 0,3788882

log tg 2(p = 10,3022517 — 10,

folglich 2(p = 630 29' 57"

und (/) = 31" 44' 58,5".

Nach dei" zweiten Formel ist nun zu berechnen

X = igtfyjq.

log tg y = 9,7915564— 10

+ \ogyJq -^ 0,3801099

logx -r 0,1716663.

Diesem Log. entspricht: x — 1,48479. Da aber die Wurzel

der gegebenen Gleichung negativ zu nehmen ist, so hat man

X, =— 1,48479.. Mithin ist die andere Wurzel, oder x,, - 3,87749.

Dritte Auflösung der quadratischen Gleichung.

§. 119. Die hier folgende dritte Auflösung der quadratischen

Gleichungen glaubt der Verfasser anführen zu müssen, theils weil

sie kürzer, theils weil sie leichter ist, als die beiden vorigen. Diese

Auflösung gründet sich auf die von Vieta {f 1603) gelehrte Me-

thode der Zurückführung einer unreinen quadratischen Gleichung

auf eine reine.

Sei I. x'^+ px + q = 0.

Man setze x = y— |p, so entsteht die reine Gleichung:

y^ = \p^— q , folghch

y = yp^-4q = ^p^ 1--^
in

Setzt man nun -4 = sin cp*, so wird
P

y — 1p Vi— sin 9'- = ^pcos^p, folglich

X = {y— {p) = {p cos (p— \p , oder

X = — \pi)-— cos (f)
~ —p sin iy'2 (Form. No. 59.).

Der zweite Werth für sin (p = — ist 180°— (p, folglich

x„ = —p sin 1(1800— 9)2 = —p sin (90"— ^9)2

= — p cos 4^2.

§.120. Sei IL x'^—px-^q = 0,

so wird, wenn x = y \- \p, die reducirte Gleichung
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^2 = 1^2— q ^]go , wie vorhin

4o
Man setze -^ = sin (p^, dann ist y =z ^p cos ^ . folglich

X— iy -^^
-iP) = ^P cos 9 + ^JJ

=^ ^;> (cos (f + 1) = pco&^q>^ (Form. No. 60.).

Für die andere Wurzel berücksichtige man , dass dem sin <p

die beiden Winkel (p und 1<S0"

—

(f entsprechen, also auch statt

cos ^^ gesetzt werden kann cos ^ (180°

—

^) oder 005(90"

—

{(p)

d. i. sinA^, so dass mithin die vorgelegte Gleichung die beiden

Wurzeln hat: x, = +p cos {g)"^

x„— -^ p sin \<p^.

§.121. Sei 111. x^-^-px— q = 0,

so ist für X ^^ y — hy die reducirte Gleichung

/- = \f+q = ^^^ also

y = Up^+'iq = Wyl 1+^.

Man setze —^ = tg qp , so ist

V

y = ^pyjl + tg y2 = Ap See (p , daher

^ = {y — yP) = hP sec <p— Ip = l/j (sec y — 1).

Da aber (Form. ^'o. 121.) secy— 1 IgA^tg^' und p =
,
so erhält man, nach Einsetzung dieses Werthes von p:

X = ^q . lg 4y , folglich , da

x,.x,, = —q, so ist x„ =
I ^^i

- ~~ — coti<fVv-

2jq

§.122. Sei IV. x-—px— q = 0;

so ist für x=y-\-\p die reducirte Gleichung:

1 2^ P' +M ,y-= ip^+ q =
^

, also

y =
^^V^

1 + p-
4g 2%/o ,

Man setze -, = tg ^'^, also tg ^ = -^ ; dann ist 3/ = \p^l 4 tgy^

d. i. ]/
— Ip sec (p , folglich ic = (y4- A/>) = ^p sec y + i/>

= j/) (sec 9 + 1).
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Setzt man hierin den Wertli v = —^ , so erhält man
P

tgg) \cos(p / sm^

_ {1 -i- cos (f) yj q _ 2cos|(jp'^ ,~
sin y 2 sin ^^ cos ^9 "

= cot ^(fyjq.

Die andere Wurzel findet man auf dieselbe Weise wie oben

und es sind demnach die Wurzeln für diese Gleichung:

X, = cot ^cp yjq

x„ = ~ig{cpyjq.

Anmerk. Die vier verschiedenen Formen der quadratischen

Gleichung sind hier, der Uebung wegen, nach der Reihe aufgelöst, ob-

gleich es nur der Auflösung der zwei Hauptfornien x^+px + q —
und x^ -\- i'X— q bedurft halte, wie schon oben bemerkt worden ist.

Aus folgender Zusammenstellung übersieht man dieses leicht.

Gleicliung: x'^-\-px + q = 0.

XTT 1 \ X, = — p sin ^9)2
Wurzeln: '

„ ... 1I2X,, = — p cos ^(p^

Gleichung

:

x^— i'^ + ? = 0.

Wurzeln:
j ^^^ ^ ^ ^^^ .

^,

Gleichung: x'^-\- px— q =^ 0.

•r, = tg-i^'V'/

x„ — — cot^y ylq.
Wurzeln

:

Gleichung

:

x"^— px— q = 0.

Wurzeln:
j ^^^ ^ + cot ^^ V?-

Trigonoinetrisciie Auflösung quadratischer Gleichun-

gen mit mehreren Unbekannten.

§. 123. Aufgabe. Aus den beiden Gleichungen

I. x-Yy = a und

II. xy = b

die Werthe von x und y zu linden.

Auflösung. Obgleich die algebraischen Auflösungsfnrmeln
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^ - 2

I-
>/(o^— 46)

2

eine trigonometrische Behandlung ohne Weiteros zulassen , so ist

(loch das Verfahren, diese Gleichungen rein Irigononietrisch aufzu-

lösen — wie solches zuerst von Förstemann, in dessen Lehrbuche

der Geometrie geschehen — von grösserem Interesse. Voraus-

gesetzt , dass a und b reell sind , kaini man hier zwei Fälle unter-

scheiden. Es ist nämhch 6 positiv, oder negativ.

Fall 1. b sei positiv.

Man setze x = /"cot (p und y = figff- dann kommt es darauf

an, sowohl den Hülfswinkel, als auch die IlüUszahl f so zu bestim-

men, dass dadurch die beiden Unbekannten gefunden werden können.

Es ist nun 1) fcoKf j- ftgcp = a und

2) f- = b , folglich erhält man nach Form. No. 14.3

—^ ^ a. Aus (2) folgt:

f = yjb; daher ist ^^ = sin2y.
a

Demnach ist x = V^ -cot
(f

und y ~ yjb Ag (f.

Fall 2. b sei negativ.

Man setze 1) x = fcoi(p, wie vorhin, und

2) x==~ftg(p.
Dann ist /"cot (f— /"tg ff = a , oder /"(cot

«-f
— tg y») = a.

Nach Form. iN'o. 142 ist daher

2/ col 2cp = a.

Aus (2) folgt / = V—6 ' daher hat man

2^

—

b . cot 2(f = a und folglich

cot 29-' = —:== . oder tg 2(p = —-— .

2\ —0 "

Dieser Werth von tg29P enthält keinen imaginären Werth, weil

^— 6 reell ist, indem b eine negative Grösse sein sollte.

Es ist demnach x = cot (pyj
— b und y = — tg (pij—b.

§. 124. Zusatz 1. Wären die beiden Gleichungen gegeben

:

1) X— y = a und

2) xy = b,

so würde man für x = f rol q' und y — f^gV •l'<^ Gleichungen er-



— 97 —

halten: /"" =» ^ , Jtlso f=\lh und

f{coig)~tg(f) = a,

d.i. 2f(Hi\2(p = a und also

^^^^^ = 276-

Daraus folgt: x = fcolq) = cot^V^ u"^'

y - f^^<P = tgrpVö.

Kii»iat» 3. Es liegt auf der Hand, dass die im vorigen §,

entliallene Aullösung der Gleichungen x-\ry = a und xy = b so-

gleich zu einer Aullösung der quadratischen Gleichung x~ -\- fx -{
q

= führen niuss ; denn bezeichnet man , wie fridier , die Wurzeln

dieser Gleichung mit x, und x,, , so verwandeln sich jene beiden

unbeslinnnlen Gleichungen in folgende:

x,-\-x„ — — p und x, X,, = q,

und man hat, vorausgesetzt, dass p um] q reell sind, nach den obi-

gen Autlösungsformeln für den

1. Fall, wo q positiv ist, zur Bestimmung des Hülfswinkels

1) sin29 = — (weil p eine negative Grösse ist) und dann

2) X, = cot (p yjq ; X„ = tg 9P ^|q.

Für den 2. Fall, wo q negativ ist, wird 1) tg2y' = ^

(weil die Gleichmig 2fcoi2(f = a in 2^

—

q.coi2^ — — p über-

geht , woraus cot 2q) = -
^ ,

, oder tg 2cp = ^—^ folgt)
^2\—q * P

und 2) X, = cot (f V—q ; x,, ~ — tg y V—5 •

§. 125. Aufgabe. Es sei gegeben

1) xy = a,

2) a;2-|-/= 6;

man soll die Werthe von x und y linden.

Auflösung. Man setze x = f sin cp und y = /"cosr/); dann

ist 1) xy = p- sin 9 cos (f
= a und

2) a;2-fj/2 = p mi fp'^ -h p cos (f^
= 6,

oder /"-(sin y-+ cos y-^) = 6 , folghch f — yjh.

Es ist also b sin (p cos q) = a, oder

a
sm 9 cos ^ = -r-

.

Nach Form. No. 21. ist aber sin (p cos y = i sin 2y , daher

sm2a) = -T-.

Bei khan, Anwpf.. 1 Tiigim. auf Aiiihmet. etc. 7



— 98 —

Demnach ist x = {f^'iuff) = sin y V^

und ij = (/"oosy) = coü (fyjf).

§, 12G. Aufgabe. Aus den Gli'iclningcn

1) xy = a,

2) a?2_y2 = /,

die Wertlie von x inid y zu bestimmen.

Auflösung. Man setze x = cos g) und «/
— sin y , dann

wird aus (1) cos (p sin cp -r- a,

und aus (2) cos g)'— sin (p"^ = b.

Nach Form. No. 21. ist 2 cos y; sin y — sin 2qp, daher ist

3) sin 2cp = 2a.

Ferner ist nach Form. No. 22. cos y'^— sin ^- = cos2y, folglich

4) cos 2(p = h. Dividirt man (3) durch (4),

so entsteht 5) tg 2r/) = — . Hat man dcnniach aus

(3), (4) oder (5) den Hülfswinkel y gefunden, so sind auch x -=

cos (f und y = sin (f bestimmt.

§. 127. Aufgabe. Aus den beiden (ileichungen

1) X -\- y = a und

2) a;2+y2 ^ 6

die Werlhe von x und y zu beslinnnen.

Auflösung. Man setze x — fi^\nfp und y — fco<,fp, so er-

hält man aus (1) / (sin y -f- cos y) =^ ö, und aus (2)

/^(sin y^-j-cosy'') = h.

Daraus folgt f —yjb. Es ist also

a
sm

(f
4- cos (p = —77-

.

Quadrirt man diese Gleichung, so entsieht

sin (fi^ + cos 9)^ +• 2 sin (p cos (p = -j-
^

folglich sm 2cp = 1 = —— .

Demnach ist x — sin r/i V& »'iid »/ - cos cp yjb.

§. 128. Kusatx. Wäre gegeben:

1) X— y = a und

2) 03^4- ?/^ — 6, so würde für a; — fsimp

und y = fcosq) in gleicher Weise , wie vorhin,

«2 fr-a2
sin 2«) = 1 7- = —7

—ob
gefunden werden.
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§. 129. Aufgabe. Aus den beiden Gleichungen

1) X + y = a,

2) a;3 + j/3 ^ ft

die Wertlie von x und y zu bestimmen.

Aiiflö»«ung. Da x^-\-y^ — {x+ y){x-— xy-^y"^), so hat

man nach (1) und (2) die Gleicliung

:

3) a {x-— xy + «/-) = h.

Setzt man x - /"tgqp und y = fcolq), so folgt aus (1):

/•[tg^ + coty] = a (4)

und aus (3) f- [tg ^'^— tg q) cot y 4-cot 7;^] = — (5)

(4) quadrirt, giebt /'^[tg 9)2_|_2tg^cot qp+ cot 9)2] — «2 (g)

Subtr. (5) von (G) /"-. 3 tg cp cot y = a^ =

d.i. öf- = ,

a

folglich ^==y^^
2

Nun ist nach Form. No. 143. tg cp + cot cp = -——- , dalier ver
^ sin 2(f

2f
wandelt sich die Gleichung (4) in . ,. = a. Hieraus folgt

:

° ^ ^ sin2ff
"

2 / a3 -^
sin 29) = -yj 3a

Demnach ist a; = «/ —^ . tg cp und
b_

a^ —1

§. 130. Aufgabe. Die unbestimmte Pythagorische Gleichung

X- +y^ = z^

aufzulösen, d.h. für o?, y, z rationale ganze Zahlen zu finden,

welche dieser Gleichung Genüge leisten.

Auflösung. Man denke sich ein in C rechtwinkliges Dreieck

ACB ^ dessen Seiten als Repräsentanten für a?, y, z gelten können.

Setzt man nun in die bekannte Formel

tg 4 = 7- die Werthe
cos 4

sin A = 2 sin ^ /l cos ^A (No. 46.)

und cos 4 = cos .^4*— sin ^4^ (No. 47.), so ist

7*
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,.v , 2 sin Ai cos 4^
^ ^ ^ cos {A^— sin {A^

Setzt man sin }>A — b inul cos ^4 = a, so ist

Da tVrnci- sec yl- = 1 + tg.4-, so ist nach (2)

sec42 = !_}_____

~
(a2— 62)2

- („2-62)2
^•'•

sec i- = r^;

—

-pf-^ , folglich ist

(a— 6-)-

(3) sec 4 = ;^2Zr62-

Ferner ist (nach No. 26.)

.^^ A
tg^ ^«^

(4) sni 4 = - =
, .f^ ^ sec 4 a--\-b^

und, da (nach No. 14.) sec A = j- , so ist
^ cos A

a'— b'

Demnach sind nach (2), (3), (4) und (5) für die Tang., Sec,

den Sinus und Cosinus des Winkels .4 solche rationale Formeln

gefunden, dass sie als Werthe der ohigen Gleichung Geniige leisten.

Denn nimmt man im A ABC die Kathete AC = x, BC = y und

ylß = s , so ist a; : ?/ : 2 =: 1 : Ig ^ : sec i4

_ ^«6 a--\-b^
~ a2— 62 = a2— 6«' '

x:y:z = a-— 6^
: 2a6 : a- + 6".

Nimmt man die Hypotenuse als Sin. tot. , so ist

X : y : z =^ cos A : sin A : 1

a'^— b- 2ab
~

a2+62 • a2_}rp""

= a2— 62
: 2a6 : «2+ 62.
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Man hat also x = a-—b-, y = ''4ab, s — a^+ 6- und es ist

{a^—b'y-+{2aby- = (a-+ b''y-.

Aniiierk. Eine amleie Auflösung, sowie Bemerkungen über die

Natur der Pylliagorisclien Zahlen findet mau in meiner Schrift: „Die

merkwürdigen Eigenschalten der Pythagorischen Zahlen, liir ßildungs-

gesetz und ilir Gehrauch in der unhestiuinileii Analytik. Eisleb. 1853."

4. Capitel.

Trigonometnsche Auflösung der cubischen

Gleichuno;en.

§. 131. Jede cubische Gleichung kaini auf die Form

(i) x^-^-px + q =
gebracht werden, welche eben deswegen die reducirte heisst.

Wären z. B. die Gleichungen gegeben:

I. y'^ + ay- -fbyifc = 0,

II. tf—ay'^ijiby^c -^ 0,

so würde leicht durch Substitution von

y = X— j« in I.

y = X •{ ^a in 11.

das zweite Glied ay- in beiden Fällen weggeschafll. Wäre die ge-

gebene Gleichung x^-{-px'--\-q = 0, so würde man durch Substitu-

tion von X — y — \p ebenfalls das zweite Glied wegschaffen.

§. 132. L'm die Gleichung x^+ px-Yq = 0, in welcher p

und q reell sind , aufzulösen , setze man zunächst x = a
-J- 6 , dann

erhält man:
x^ = a3 + 3a.6(a+6) +6^ also

(5) x^— 3ab [x— {a^+ 6^)] = 0.

Aus der Vergleichung von A imd B ergiebt sich

p = — Sab und q = — {a^+ b^).

Setzt man a^ = m und b^ ~ n, so wird p — — Syjmti und

— q =:tn-\-n, folglich p^= — 21mn, oder mn — — ^, also

4p 3

4»i/i = ^ und q- = (m + n)-. Da nun bekanntlich:

(m+ny-— Amn = (m— w)^ so folgt:
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4p

27

4»^
(w— n)^ = q^-¥ -rpr , also

/ 4p3
m— )i = |/ ?" -I- ty, und da

jH -\- 71 = — ? , SO erhält man

4p3

27 .

//? = ^=: und
?+^ «'+27

n = —
q

X =

I 4p ^—
1/ 5^+ 97-- Demnach ist a + 6, oder

Dieser Ausdruck, welcher unter dem Aameu der Cardani'-

schen Formel bekannt ist, giebt eine Wurzel der reducirten cubi-

schen Gleichung, ohne dass es möglich wäre, die beiden andern

Wurzeln mit zu bestimmen. Sie giebt rationale Grössen oft in

irrationaler Form.

§. 133. Bei der trigonometrischen Auflösung der cubischen

Gleichungen hat man folgende drei Fälle zu unterscheiden:

1) die gegebene Gleichung hat die Form

x^\'gx^ q = , oder sie hat

2) die Form x""— pxj.q = 0, und es ist 4p^<27g^ oder

es ist

3) bei dieser Gleichung 4p^^21q'^.

§. 134. Aaflösang der cubischen €ileichitiigcu von
der Form x^+px-:fq = 0.

Die eine Wurzel, welche die Cardanische Formel für diese

Gleichung giebt, ist

4d^
Man setze nun ^j=-^ = tgy^, oder

2p iT-

3^ ViP
= lg

<iP
•

Aus dieser Annahme folgt:
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p3

l = YA' = m\y, „ahe,. ist

^ =
•/ (^"-V-sec ,)) +;/'(=^\l +sec,)).

j /
^
/ ~ (1 — sec <f)

^ / 1 + sec (p\ ,—
oder x= U/ —^^- — — \ —

,

^l-V^P, oder
\V tg(jp V tg95 (

^^^'

Setzt man für sec w , so erhält man

:

cos 9)

N Y sin 9) V sni ^ / ' -Ji-

Nach Form. No. 63. und 64. ist aber ; i- — IR ^ff und
sui ^ ° - ^

1 + cos O)
, , , ,

-. — = cot^''^; daher hat man
sin g)

^ = (v'lg^9— \/cot^r/))^^p.

Setzt man endhch >ltg \(p = tgi//, also ^cot Ay — cot ip**), so

entsteht

X = (tg V^
— cot I/O ViP-

Da ferner nach Form. No. 142. tg i/- — cot i// = — 2 cot2i//, so

resulth't

:

X = — 2 cot 2i// . Vip,

wodurch eine Wurzel der Gleichung x^ + px-\-q = gefunden ist.

Ist aber das dritte Ghed q der vorgelegten Gleichung negativ,

so entspricht der Gleichung x^ + px — q = 0, wenn man die Ent-

wickelung in gleicher Weise ausführt, die Wurzel:

4p» /4p» /p» / lp\3
•j weil nämlich :pj= q^ ig

(f',
so ist <^ ib'v= V.Ty ^-V^^^^Vg/ ;

daher g = —
, mithin Jqf = —r- •.

8/ 1

'•) Aus \lg^(f = tg )// folgt: tg^r/, = tgi//3, also ist auch TTT-r =
1 3i

-

—

-j, oder cotJ(^ = colip^; daher VcotjJ<^ = coli/;.
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X = +2col2i/;.V|p*),

wobei wie vorhin die Hfilfswinkel (f und ih dinili die Fnrnielii

tg g> = J-yj^p und Ig i/' = >^lg ^y bestimmt sind. Itie Algebra
öq

lehrt, dass die beiden anderen Wurzeln im ersten und zweiten Falle

imaginär sind.

BeiNpicIe.

§. 135. %o, 1. {Heis, Samml. pag. 321. "So. 1.) begeben:

a5^4- 3a;— 5 = 0.

Diese Gleichung ist unter der allgemeinen Form x^-\-px— q

= begriflen, wo p = 3 und ^ — 5 ist. Es ist also

2p ,—
lg y = ö-V^P = TT-oq

+ 1

logG = 0,7781513 — 1

log 15 = 1,1760913

logtgy = 9.6020600— 10.

Diesem log lg 7" entspricht: y = 21^4<S'ö,07", folglich ist

i,ff = 10" 54' 2,535".

Nun berechne man [g ip = \/tg 10" 54' 2,535".

log tg 10" 54' 2,535" == 29,2846165— 30, folglich

log v'tg icp = 9,7615388— 10 = log tg tp.

Hiernach findet sich ip = 30" 0' 20,44".

xNach der Formel x = 2 cot 2ip . yj^p hat man

log cot 2(/; = 9,7612406—10

+ lng2 = 0,3010300

log a; = 0,0622706, welchem cnf spricht

X = 1,154172.

No.9. Gegeben: x^+ lx-\-3 =0 , der allgemeinen Form

a;'+ pj; + 7 = entsprechend. Da p = l, ? — 3, so ist

JogVJp = 0,1839883

+ log 2p = 1,1461280

1,3301163

— log 3? = 0,9542425

log tg ^ = 10,3758738— 10.

•) Dasselitc crgiebl sich auch schon daryiis, dass wenn man in die Gleicbnng

x*-\-jix -\- q = () , x= — X, selzt, sich dieselbe in —x}— px, -f- q ä=;
, oder

a;,'+px,— q = venvandell. Folglich hat die erste Gleichung mit der letzten

der Grösse nah gleiche, aber entgegengesetzte Wurzeln.
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Diesem entspricht (f — 07" 10' 34,54".

Daher ist A7> = 33« 35' 17,27". Ferner ist

logtgU/) = 29,8222334— 30 und

Ji>g ?tg yp = 9,9407444—10 = log tg i/>.

Diesem entspricht tp — 41" 6' 12",

daher ist 2\p = 82** 12' 24".

Endhch ist lug cot 2(/;^ 9,1362903 — 10

-hlog2V^i> = 0,4850183

loga? = 0,6213086— 1.

^•ilhin ist X = —0,4181273.

Auflösnng der riibi8cheii Gleichiingen von der Form
X^~px:fq ^ 0, weiio 4p^<:27q- ist.

§. 136. i\ach der Cardanischen Formel erhält man eine

Wurzel der (ileichung x^— px ^ q = Q), weil p negativ ist:

4p 3

Da nun vermöge der Bedingung 4p'*<27fl-; so ist :^^„<^1, also

r-|-r ein ächter Bruch. Man kann daher ..r^ = sin w-, oder
275^ '2iq^ ^

y ' 3

2
(Vi)

sinr/) = — setzen.

3

Daraus folgt -77-= .
.

2 smtp

Setzt man diese Werthe in die Autlosungst'ormel , so erhält

man, da ^1 — sin
(f"^
= cos 9 ist,

^1 — cos cp
. , 1 + cos cp

Da - . - = lgiq> und
^.^

=cot^9', so reducirt sich

dieser Ausdruck auf



— 106 —

a? = — y -3- (y^g \9 + yl^oi i(jr)

und für v^'g i^ = tgi//, also auch yjcoi^g) = coti/z, auf:

35 = —d — {Igip -\- coHlj). Nach Form. No. 143. ist aber

2 Vi
tg i// + cot li; = 2 cösee 2i// — . ^ , mithin ist x = .--k-^ ^ sm2(// sm 2i//

Für die andere Form x^— px— q — , wo das dritte Ghed

q negativ ist, führt die gleiche Entwickehing zu dem Resultate:

1^ V '-' *\

^ - +lil^- ^

Beispiele.

§. 137. ]¥o. 3. Gegeben a;^— 7a; + ll =:: 0.

Dr p = 1 und 5 = 11 ist, so hat man

^\V 3) 2{yJlY ^ ^sm (p = = —Vi zu berechnen.
q 11

log? = 0,8450980

log3 = 0,4771213

0,3679767

log Vi =^^0,1839883

log(Vi)3 = 0,5519649^^

log 2 = 0,3010300

10,8529949— 10

log 11 = 1,0413927

log sing) = 9,8116022— 10,

folglich (p = 40" 23' 38,5",

also ^(p = 20" 11' 49,25".

Ferner ist v^g i^ zu berechnen.

*) Setzt man in die Gleichung a;'

—

px-\- q = , x = — x, , so entstehl

— x*-{-px,-\- ij «= U, oder x,^ — px,— q = 0, woraus wieder folgt, dass beide

Gleichungen gleiche, aber entgegengesetzte Wurzcia haben.
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Man hat log tg ^y = 9,5653733—10

3201

29,5656934—30

logtgT// =^) 9,8552311 — 10.

Diesem entspricht ifj ~ 35" 37' 21,1",

also ist 2?/; = 71" W 42,2".

2 \/i
Endlich ist a;

— :-~^ zu berechnen.
sin 2i//

i\ach dem Obigen ist:

log VI = 0,1839883

+ log2 = 0,3010300

10,4850183— 10

log sin 2^-/ = 9,9763051— 10

loga; = 0,5087132.

Diesem entspricht: x = — 3,226362.

IVo. 4. Gegeben : x^— 4a;— 5 = 0.

Hier ist p = 4 und ? = 5 , daher

sm cp = ^l"^' .

log 4 = 0,6020600

log 3 = 0,4771213

0,1249387

^) 0,0624693

0,1874079^^

log 2 = 0,3010300

10,4884379— 10

log 5 = 0,6989700

log sin 9) = 9,7894679— 10.

Diesem Log. entspricht (p = 38" 0' 46,7",

also \(p = 19" 0' 23,4".

Zur Bestimmung des zweiten Hülfswinkels ip hat man

log tgl9"0' 23,4" = 29,5371319 —30
^) 9,8457103— 10.

Diesem entspricht t// = 35« 1' 48", also ist

2\i)
= 70» 3' 36".
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3
.Nun isl nach der Formel x = —t^t^t "<1' '' tVdtrciide Heth-

siii zip

VI
iiuiii; auszuüben:

\ogylfjj) = 0,0624693

+ Jog2 = 0,3010300

10,3634903— 10

log sin 2i// = 9^9731511

logrc = 0,3903482.

Diesem Log. entsiiricht sehr nahe x = 2,456678.

Auflösung; der cubischea Gleichungen %ou der Form
a;3—px

:f: q = 0, wenn 4p^ ^ 27^'~ ist.

(Der Casus irreducihilis.)

§. 138. Wenn in der Cardanischen Formel §. 136

4p^
Xy-ö ^ ^ '^' ' ^*^ kinm man diesen Bruch nicht mehr = sin (f"^

setzen, «eil für den Halbmesser oder Sin. tot. = 1 kein Sin. >> 1

möglich ist. Da bei (Heser Voraussetzung der Ausdruck \/ 1— CT7 j

etwas Unmögliches enthält, so führt die Tardan. Formel auf eine

Schwierigkeit, welche algebraisch sich nicht heben lässt , obgleich

die zugehörige Gleichung x^—px + q drei mögliche Wurzeln be-

sitzt; eben deswegen hat man diesen Fall den irreducibeln

genannt. Die trigonometrische Behandlung leistet nun in diesem

Falle auf die einfachste Weise das Verlangte.

§. 139. Nach Form. No. 189 ist

sin 3a = 3 cos a^ sin « — sin a^ *), oder

*) Es ibl nämlich sin 3« = sin(2«-|-«) ^ sin 2« cos « + «^os 2« sin

a

= 2 sin« cos«2_j_ (cos «2 — sin n^) sin«

= 2 sin« cos «2-|-sin«cos «* — sin«'

= 3 sin « cos «2 — sin «'.
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sin 3« = 3 sin a (1 — sin a-) — sin a^

= 3 sin a— 3 sin a^— sin a^

= 3 sin a— 4 sin a^, folglich

4 sin «2=3 sin a + sin 3« = 0, oder

sin «3—
"l

sin a + | sin 3a = 0. {A.)

Nun ist die gegebene aufzulösende Gleichung

x^—px :f q = 0.

Setzt man in dies<'lhe x = ms\ncp, so verwandelt sie sich in fol-

gende :

7/r^sin^"*

—

pmsiu(p:j:q = 0, oder

V Q
sin w^ — sin W qz -^ ~ 0. (B.)

m- m^

Identiticirt man diese Gleichung mit (i.) , indem man sin tp statt

sin a schreibt ; so ist

-^ = I und I sin 3cp - 5-?

.

Daraus folgt in = :f 2 1 / -^ und

sm 6w ~ ^^—^ .

wr
Da hierdurch sowohl m als aucjj 3r/) oder (p bekannt sind, so ist

die gesuchte Wurzel x = m sin (p.

Sobald nun o positiv ist, wird sin 3a) = \, folglich kann

sin 'd(p sowohl posiliv als auch negativ genommen werdiMi ; wird in

jenem ersten Falle auch m positiv angenommen, so sind die ent-

sprechenden Bogen

ocp und 180«— 3g),

demnach ist a; = + m sin gp und x = + wt sin (180°— (p).

Für den zweiten Fall, wo m negativ zu nehmen ist, sind (he

entsprechenden Bogen

180" + 3y und 3000— 3f, j^jj^j. ^^^^,^

rr = —m sin (60° + g)) und x ~ —m sin (120 — y).

Da aber sin(60o + 7-) -^ sin (120"— 9)), so faJlen beide Wur-
zeln in einen Werth zusammen. Deumach sind für die Gleichung

x^— px + q - oder ein positives q die drei gesuchten Wurzeln

1) X, = m sin 95,

2) X,, = m sin (60°— </)),

3) x,„= — m sin (6U° -f g)).

Wenn aber die Gleichung x^—px— q =0, oder q negativ ist, so
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erhält inan für die Wurzeln die nämlichen Wcrthe, jedoch mit ent-

gegengesetztem Vorzeichen.

§. 140. ZusatK. Im vorigen §. fanden wir zur Auflösung

der Gleichung a?'

—

px + q = die heiden Hülfsfonneln w — 4/ -7,-

. „ 4,
^

und sin 3<r = —|. Setzt man in diese Gleichung den Werth von
nr

m, so erhält man: sin 3^ —

(\/t)Vt
_ il 1 _ 3? 1_
~ 4£ /4p~p'yjfp'

3 \ Y
Es hedarf daher nur dieser einen Gleichung zur Bestimnuing des

Hülfswinkels 3y. Es sind alsdann die Wurzeln der Gleichung

X, = +-1/ -^.sincp,

^'„= +y/^.sin(GO'>-(jp)

Beii^piele.

§. 141. 1. {Heis Samml. j). 321. i\o. 5.) Gegehen :

a;3— 3j; + 2 = 0.

Da hier p =^?> und q — 2 ist , so hat man

»w = 2«/ -^ ~ 2 und

sin 3a) = —, = 1

,

folglich 3^ = 90« und daher cp =. 30".

Demnach erhält man folgende Wurzeln:

X, = tu sin
(f>

=2 sin 30° = 1

,

x„ = wsin(GOO— y) = 2 sin 30» - 1,

x,„ = ~m sin (60"+ </') = — 2 sin 90° = —2.

8 Gegehen: a;»— 12a;— 16 = 0.

Hier ist p = ^2 und 9 = 16, daher m— 2^^^^ = -i und

sin 3y = 1 , folglich 3r/) = 90" und also (f
= 30".
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Demnach ist
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Tabellarische IVberMirlit der (riffonomel riechen

Aaflösiiiif;^ oiibiNclier Gleiehiingeii.

Gleichuns:. Substitution. Wurzeln.

I. x'^ -\- j)X zf: q = '^-J ^- tg(f

II. .r^

—

px^q — O

III. x^—px^:q—0

Oder man setze

>I^Eifp = igip

ylighv =tgi/0

X = ± 2 cot 2j// V;T^

Die beiden andern Wnr-

zehi sind iniai^inair.

9 /
i"

x ^ + . . .

sni zip

Die beiden anderen Win*-

zeln sind iniaginair.

X, — :p m sin cf.

X,, = q: m sin (GO"— 75).

x,,f = ± wj sin (G0°+ y).

•«' = T VtP • sin ff-

^7,,= ±>/Ip.sin(60" + (/)).

XB. Hieiboi cnl.s|irichl das obere Zeidien der Aiillösung dem ohern

Zeiclion dos drillen Gliedes q in der (Jleiciiung.

- = Vi I

sinSr/) = -f )

sin 3(p
3q 1

P
' VI?

Kiiifuche trigonoinetrijüche l^ö^^uiis des Casu.s

irrediieibili.s. *)

§. 142. Man kann als allgemeine Gestalt der Cardanisclien

Formel iiir diesen Fall anneinnen:

X = ^ylA + Byj—i -\- v'A
—

5>/— 1.

Sondert man auf der zweiten Seite dieser (ileichung yj A als gemein-

scbaflliclien Factor ab , so erbält man

:

*) Diese elegante Auliösung ist /uersl von Könilzer gegelicn woiilfii. Aus-

serdem lindel sich dieselbe in Laciuts'i Kiiileit. in die llill'eieiiliiil - und Iiilcgial-

Recbnung. 2 Aull, §. 7», Aschenborn u. A.
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und wenn man — - Ig y setzt

:

x = ^Ä(^l-\-lg(p yj
— 1 + Jl — tg (/) V~ 1) , woraus

3

^= ^-((W'l+^V-I + V l-""-^V-l
,

"der
\ V cos y V cos 9"

/

3/,/ / cos Qp + sin tf) \/— 1 '
. cos cf — sinqpx/— l\

'
\ V cos 9) 'V cos y /

a; = »/ — (\/cos
(f'

4- sin 9p
^— 1 + v'^os 9)— sin (p^—1 folgt.

Nun ist aber

^cos^+siny'^—i + >/cos y— s\n(f>y[— 1 = 2cos-^*),
o

folglich X — 2cos-^»/ .

o Y cos 9

*) iNaah dem Afoivre'sclien Satze isl tiamlicli;

/ / y V' /

V(cüs f/ 4- sin y. . V— = '-"'^ — + s'" - • V— '

und \(cos<r. — siiitf. .v — 1) = cos — sin ~ .\—

1

woraus durcli Addilion beider Aiisdriiikp 2 cos — folgt.

Ohne uns auf die Moivie'sche Formel zu berufen, kann der Salz für die

Cubikwurzel fulgendermassen leicht bewiesen werden.

Es ist v(cos ff + sin (/. V - i) ^ cos .i + sin -£\ — \ .

O o

(fDenn selzl man einstweilen — = «, so isl

:

(cos «4- sin «\ — 1)" = cos «^-f" ^ cos «* sin c<\ — 1 — 3 cos «sin«* - sin«^\ ~ '•

Nun isl nach Form. No. 190:

cos«*— 3cos«sin«* = cos3« und nadi Form. No 189

3cos«*sina — sin«*== sm:-!«, also auch

(3cos«*>in«— sin«')\ — I = sin 3a\— 1. Demnach hat man

(cos «-f sinaV— = cos3« + sin ;i«\— .

ff

Setzt man also fiir « seinen Werth —
, so ist

((/) (f)
\3

tos o" + sin o\ — ij = cos f^;-|- sin (/ V " ' ' oder was einerlei ist ;

Vicos (^ -f siny\ - I j = cos -:, -f ^'" "ö'V— i-

Berkhuit, Aiiwend d Trujon. auf Arithm. etc.
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Andere Ableitung der Cardanisehen Formel

cIuitIi Ziinickliiliniiig tier ciihisclicii (ilcioiimig auf eine ((uadralisclie in

Bezieliuiig auf iloii irretluclihelii Fall.

§. 143. Zur Erläuterung der Aullüsung im vorigen §. ist zu-

näclist tlii' Behauptung zu begründen, dass die Formel

a.- = -^{A + Bsl—i) + 'yl{A-Byl~l)

liir den Casus irreducibilis allgemein sei.

Für diesen Fall hat die cubische Gleichung die allgemeine

Form a;-^

—

px:fq~0, wobei erlorderlich ist, dass der ("oellieient

von X negativ sei; das dritte Glied q kann sowohl einen positiven

als negaliven Werlh haben. Unbeschadet der Allgemeinheit, und

nur der Vereinrachung wegen, kann mau die gegebene cubische

Gleichung unlei- dei' Form

(1.) x^— 'dax — 2b = annehmen.

Man setze p-— px + a = 0,

so ist 00 = ^- • (2.)

Wird dieser Werth in (1.) gesetzt, so entsteht:

p^ p

oder gehörig reducirt:

(3.) p'^—'Jbp-'+a^ = 0.

Diese Gleichung vom sechsten Grade kann ollenbar als eine quadra-

tische aulgelöst werden, und man hat

p^— '2bp'^+ b'- = 6*— «^ folglich ist

p^ = b + ^lb-— a^, und also

(4.) p - H^b+ylW^^'}.

Nach (2.) ist x = p-\ . Setzt mau hierin den Werlh von p,

so entsteht

:

(5.) ^ = V(' +V*^=) + ^(,.,^;.z_„.)-

Um die Division des letzten Gliedes auszuführen, cubire man
a'

den Bruch, dann hat man ——
- _ Wird nun Zähler und

,

a-\-yJb'^-a^ „3(6_;6XZ73)
iNeiiner mit b — ^^b''— «' nuilliphcu't, so entsteht 3

oder b — ylb-— rt^. Zieht man hieraus wieder die ('ubikwurzel, so

verwandelt sich «ler obige Bruch in ^{b— yjb"^— «•') und es ist
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(6.) X = y(H->/ft-— rt^O + '^|{l>— >J¥^^')

Wenn min a^'^b-, so sei a^ = b^+B- (also B — yja,-^
— b-), dann

ist yjb^^^^ = ^jh^^'{b- + ß'') = V^^^^ - Byl^^i: folglicli isl,

wenn noch b = A gesetzt wird,

X - "yl(A^-Byl^) + ^(A— Byl^^),

womit die Richtigkeit der obigen ßeliauptung nachgewiesen ist.

Annierk. Ist in der Gleichung x^— 3iix:f:2b=rO das dritte

Glied '2b positiv, so verändert sicli dadurch der Werth von x in l'ol-

genden

:

X = 'yli~A+Byl^)+'yl{~A~ByJ^).

Beispiele.

§.144. 1. Es sei a-^'— 20a;— 25 = anfzulösen.

Hier ist 3a :^20 und 26 = 25, also b - -y* und a ^ -/

;

daher b'^— a"- = ^^^^ d.i.
D

» — JLÜIS und — — 2 J l5125 __ /l2 1 _ ,^f ff,O - S 108 ""Q ^ — 15 V 108 — Vl75 — l^ y-

+ 20

log 121 = 2,0827854—20

log 135 ^ 2,1303338

19,9524516— 20

log tg cp =^) 9,9762258— 10

folghch (p == 43" 25' 57".

Nach der obigen Formel (§. 142.) war

2cosf./-^
6 V cosi

Da nun ^ = 14" 28' 39", so hat man:
o

log 4 = 1,0969100

log cos y = 9,8610472 — 10

1,2358628
3, ^ 3)

log i
-^ = 0,4119542

+ log 2 cos J = 10,2870157— 10

log X = 0,6989699.

Diesem Log, entspricht x = 4,9999 . .
.

, wofür man setzen

kann x = b.

8*
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S. Es sei x^— 13x— IG = aufzulösen.

Diese Gleichung mit (1.) des vorigen §. verglichen, so ist

= VTVA = tg9.

+20
Nun ist log 469 = 2,6711728— 20

log 1728 - 3,2375437

19,4336291 —20
logtg(^ =^) 9,7168145— 10, folglich

(p = 27" 31' 5,722", also

^(f 9" 10' 21,907" und

log cos ^9 =r 9,9944106 — 10

+ log 2 = 0,3010300

log 2 cos \cp = 0,2954406. Ferner ist

log A = log 8 = 0,9030900

— log cos 9 = 9,9478569— 10

0,9552331
3 i 3)

H \/ - 0,3184110
V cos 9)

log 2 cos -1^ ^ 0,2954406
3

logo; =^ 0,6138516.

Mithin a; = 4,110093.

5. Capiteh

Anwendung der trigonometrisclien Functionen bei der

Auflösung biquadratisclier Gleichungen.

Methode von Eiiler.

§.145. Wie bei der cuhisdicu Gleichung, so kann auch hei

der hiquadratischen allemal das zweite Glied weggeschafft werden,

so dass sich die vollständige Gleicliung

X'+aX'+/yA'-+ yX + d -
durch Suhstitulion von X = x— ^a auf
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a;* f bx^+ cx-{-d =

reducirl. Wegen der völligen Unbestimmtheit der Coefficienten kann

die reducirte biquadratische Gleichung auch so geschrieben werden:

(1.) X* = hx'--\-cx-\-d. Setzt man nun

(2.) X = u-j-v + w, so erhält man

a;2 r_-. u'^-\-v'^-j-w--\-2uv+ 2uw+ 2vw, oder

n'^v'^w'^+2{uv+ uw+viD). Es sei

(3.) P = u~-\-v'~ ] w-, so ist

a;2

—

P = 2{nv + uw+ vw), also quadrirt

x*~2Px^ + P~= 4{u'ü'^-]-uhD- + v^w--\-l Svhiw oder

\ Swhiv

= 4{u'v--\-'ii'^io'^+ v-w'^) + Suvw{u-\-v + id).

Setzt man zur Vereinfachung

(4.) Q = u'^v--\ Hho-+v-w\

(5.) R — ?(-y^tc*, so verwandelt sich diese Gleichung in

(6.) X* - 2Px'--i-8ylR.x+(40— P^).

Wird diese Gleichung mit (Ij verglichen, so werden beide identisch,

wenn

(7.) 2P = h,

(8.) 8Vä -^ c und

(9.) 4(3—P2= d.

Lassen sich nun die Grössen n, v, w dergestalt bestimmen,

dass sie diesen Gleichungen Genüge leisten, so ist auch x aus der

Gleichung (2.) bestimmt. Aus (7.) folgt:

(10.) P= hb, aus (8.)

Nun besteht der Lehrsatz der Algebra:

„Wenn in der cuhischen Gleichung

z^ \- Az^ + Bz + C =
die Coefficienten A, B, C folgende WertJie haben: A — — (a+ ft + c);

B = ah-\-ac-Ybc\ C = — abc, so sind a, b , c die Wurzeln der

Gleichung.''

Zufolge dieses Lehrsatzes und der Gleichungen (3.), (4.), (5.)

sind also die Grössen u^, y*, w- die drei Werthe von z aus der

cubischen Gleichung

(13.) z^—Pz^+Qz— R = 0, oder
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(14.) z^-^bz' , (1 + A6'^)^- Ac^- - 0.

Sol)al<l luiii (lin drei Wuizclii dieser Gleicliim^^ «'-, y^ lo' gefiiiideii

sind , SU hat man :

z, = ?(-; Zf, = Ü-; z,,, = w-, also

u =^z,'i ü — V^/, ; w " Vä/,/5 und es ist

nach (2.): a; = u+ v-\ w = ^«, + V^//+ Vz,„.

In Betracht der Doppelvvertlie dieser Radicale wiirde x aclil

verschiedene Wcrthe erhalten können; allein da nach (8.)

Vfi = uvw ^ Vs'-V^„-V-//, = |-

sein soll, so reducirt sich diese Anzahl auf die Ilälfle; denn es

kann ein Werlh von Vs, und ein Werlh von yjz,, nur mit emem

VVerthe von ^z„, conibinii-t werden, -^ mag positiv oder nega-

tiv sein.

Somit sind also nur vier verschiedene VVerthe für x bestimmt,

welche der Natur der bi(piadialischen Gleiclunig gemäss, der redu-

cirten Gleichung Genüge leisten.

Das Eingreifen mit trigonometrischen Functionen kann hier,

besonders bei unbe(iuenien Zahlen, nur zur Berechnung von z in

der cubischen Gleichung (14.) slattlinden.

Jflethode des Descartes.

§. 146. Es sei die reducirte Gleichung

(1.) x'^\Ax'^\Bx-\-C = 0. Man setze

(2.) x^ + Ax^+Bx+C = (x^-\-mx+ n){x^~mx-\-r).

Das Product <heser beiden quadratischen Factoren ist

= X* 4- (w+ r— m-) x"^ -j- m (r— n)x + nr = 0.

Wenn nun beide Gleichungen identisch sein sollen, so nmss

(3.) A = n-]-r— m"^,

(4.) B = m(r— n) und

(5.) C — nr, folglich auch

(6.) n-\-r ~ A + m^ und
D

(7.) r— n = — sein. Aus (6.) uiul (7.) folgt:
m

(8.) 2r -: ^+m2+— undm
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(9.) 2n - A + m"—— .m
Werden nun die beiden ielzten Gleichungen mil einander muiliiili-

cirt und wird dabei 46' stall 4rH (nach 5.) geselzl, so enlstelil:

m^+2Am-i-A'^ -, = 4C, oder

m^ + 2Am'-\-Ahn''—B-' = 4:C7n\ d.i.

(10.) m« + 24m«+(42—4C)m2— ß2 :^ o.

l)iese Gleichung verwandeil sich in eine cubische duicli Sub-

slilulion von y = m"^, nämlich

(11.) y^+ 2Ay^ + {A''-4C)y— B^- = 0.

Wird diese Gleichung aufgelösl, so hat man y, also auch wr, sddann

ergeben sich aus (8.) und (9.) die Werthe von r und n, da A, ß,

C bekannte Grössen sind, mithin erhält man aus den beiden tin-

girten quadratischen Gleichungen

x-+ r)>x Hm — und x'-— inx-\- r =
die vier Werthe von x in Beziehung auf (8.) und (9.). Es ist

nämlich

x- + mx + I ^^ j = -7 » , also

(12.) X = ö"+l/ ~\ ^* ^'"^' ebenso isl

t'olgüch

(13.)
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durcli Siibslitution von y — z— }A fort. Dadurch erhalten wir:

{Ä^—4C)y = j^^AH—^A^
— 4:CZ + «iC

— 5- = —B»

(14.) s^— (i4H4^2 + (fiC— jV^»— ß«) -r 0.

Vergleicht man diese Gleichung mit der reducirten Form des

§. 136, nämlich mit x^— px + q -- 0, so werden sie identisch,

wenn man setzt p = ^i' + 4C und q = \AC— ^jA^—B-.
Weiden diese Werthe von p und q in die Auflösungsformel

des §. 136 eingesetzt, nämlich in:

X ^= . / HHvi-*)+v(-4-lv^-l)'
so entsteht:

(15.) z = ?[- liC + ,V^' + ^^2 + {*AC—^\A'— ^ß2)] X

,/h 4(i4H4C) -^ \,3;
V ^ 27(|4C— ^V43_ß2)2/+

V

Man setze nun wie oben

„ 4p^ 4ü2 p

Dann ist sin 9 = ^ . 2 i/ -|- . Hierin die obigen

Werthe für p und q substituirt, so hat mau:

=
24iC— Ji3_9ß2 .|V^' + i2C.

Ferner 2) tg i/; = v'tg^^ gesetzt, so ergiebt sich:

3) ^ ^ |VlN^l2C
^

sin 2i//

Oflenbar gelten diese Werthe (1), (2), (3) insofern bei dem
Werthe von 2 in (15.):

4{iA'-+4Cy <^ 27(UC— ^jA^—B-^y ist.

§. 147. Sobald in (15.) 4{^A'-+4Cy>21 {UC~^\A' + B)\

oder, was ehierlei: sin f'> > 1 ist, so tritt der Casus irreducibilis

em (§. 138)-
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Es wild alsdann (bei x^— px q: ^ = 0)

m = 2^1 -^ und sin 3«) — ~ d- i-

in = 2V(i/12+ IC) luid

Nun war m- = y, oder m = v^ und y =^ z— f 4 , folglich ist

m— ^jz— f.l. Demnach lassen sich die vier Wurzeln der vor-

gelegten biquadratischen Gleichung durch die Auflösungsfornieln

daistellen

und

X - -i-.^mT^(-iA-is+— ).

Das weitere Verfahren wird sich nun an einigen Beispielen

näher erläutern.

§. 148. Beispiele.

1. Es sei gegeben die Gleichung

a;< + 3a;H30a;+32 = 0.

Die Gleichung (1.) in §. 146 verwandelt sich in eine cubische

(14.), wo dann i = 3, ß = 30, C=:32; daher hat man nach (1.)

'" f = 24.96-is- 9. 900 ' W9+ r2.32

131
3V393, wobei vorläufig der negative—1938

Nenner unbeachtet bleiben kann.

Nun ist log 393 = 2,5943926

logV393 =2)1,2971963

+ log2 = 0,3010300

+ log 131 = 2,1172713

Compl.log 3 = 9,5228787

Compl. log 1938 = 6,7126462

log sin 9) =- 9,9510225— 10.

Diesem entspricht (p =. 63° 17' 51,03".

Da aber dieser Sinus negativ ist, so hat man zu (f noch 180°

zu addiren, so dass der entsprechende Rogen q) = 243° 17' 51,03"

also \(f
-= 121" 38' 55,51" ist. iMan berechne jetzt nach (2.)

log tg V' = log ^tg ^(f.
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Es ist log — ig^(p = 30,2101530 —30
also log lg V^

- %0,07a)510— 10,

folglich (/• — 49"3ß' 3.42". Pii Jiher die Taiigoiil»' negativ ist, so

ist ip = 180«— 4ü"36' 3,-J2", d. i. t/' = 130« 23' 56,58", also ist

2i// = 260" 47' 53,16".

>im ist nach INo. 3 des §. 146:

^ hlA^-\- 12C ^ IV303
S'in2ip üiu2(p

logV303 = 1,2971963

log 2 = 0,3010300

Compl.log3 = 9,5228787

Conipl. logsin 2(/7 = 0,0056253

logs — 1,1267303, folglich ist

z = 13,38844.

Nun setzen wir hei (10.) des §. 146 y = m^ und hei dei- Weg-

schaflung des zweiten Gliedes in (11.) y = z— ^A, also ist J

m = yp'^Ä = ,(13.38844—2)
'

= Vll,38844 = 3,374676,

folghch hat man nach den Auflösungsformeln von (13.)

1 ac-Qao / / 3 11,38844
,

30 \
X = -1,68.338^^ (-2 4- +2-^:374676)
= — 1,687338 :j: 0,312661 d.i.

- )-^
^ 1—1,374678.

Die beiden anderen Werthe sind unmöglich , wie die Substi-

tution in die zweite obige Formel für x ergiebt.

S. Es sei gegeben die Gleichung

a;*— 12x2+ 12a; — 3 == 0.

Dann ist ^=—12; ß = 12; C ^ —3. Da aber nach

§.146(1.) der Werlh von

-' f =
24.36 +f.I^'-!i.l44 ^ ^VIOB = ^ . Wl08

= 2'^Vl08 = |V3 = -r— > 1 ist, so berechne man

mm nach der Formel des §. 147

IAC—.S A

2V(H'^
80 5 5

I

sm öw =
.. ,., .j

—-.-^.-^ -
, so erhalt man

2V(H ^ K)
sin3y = -

2^12^ 3V3 ^21
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5

Dann ist log sin 3y - log ,^ :

log 5 ^ 10,6089700— 10

log>/27 ^ 0,7156819

logsinSy = 9,9832881—10.

Diesem entspricht 3(/) =^ 74« 12' 24,5", also

(f = 24044' 8,16".

Da ferner m = 2V(ii= + |C) = 2Vl2 = 4V3 und

1) z = + 7W sin (p

(§. 139. Hier wiid , weil das letzte Glied der cubischen Gleichung

z^— p2 + 9 =0 positiv ist, das + Zeichen vor m genommen). Es

ist also

log z = log m+ log sin (p

logVS == 0,2385606

+ log4 = 0,6020600

logw = 0,8406206'

f log sin (p = 0,6216243— 10

logs = 6.4622449, folghch

z, = 2,898978.

2) Ferner ist 60»— y =r 35» 15' 51,84"; daher nach der

Formel z„ = ->t m sin (60"— q)) :

log sin (60» — y) = 9,7614394-10
logm =^ 0,8406206

log:?,, = 0,6020600, folglich

z„ = 4.

3) Für die dritte Wurzel ist

z,„ — — in sin (60» +g))
60« + ^ = 84» 44' 8,16".

log sin (60» + r/)) = 9,9981632— 10

+ logm = 0,8406206

logs;,,, = 10,8387838—10, folgüch ist

z,„ = —6,898963.
Nehmen wir den unter 2) angegebenen Werth von z , also m =
v4f8 = Vl2— 2^3, so erhält man nach den Auflösungsformein

(§. 147)

1) ^ = -Vs^y^ (4-1 +^) = _V3?>/3+V3 d.i.

X = — 1,7320509 :f 2,1753277 , oder
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aj, = 4 0,4432768 und

x„= —3,9073786.

2) a; = +V^ i.V(3— V3) d.i.

X = 1,7320509 :f 1,1260324 oder

x,„ = + 2,8580833 und

x,„~- + 0,6060185.

SelbstvtM'ständlich würde n);ni dieselben vier Wurzeln der ge-

gebenen Gleichung auch durch die unter (1.) und (3.) angegebenen

Werlhe von z und m finden.

§. 149. Die Formeln , welche man nach der iUlethode des

Pilatte erhält, mögen hier noch angeführt werden.

.Xachdem man die biquadralische Gleichung auf die allgemeine

Form x'^ -\- Ax- -\- Bx -\- C - gebracht hat, findet

man leicht die vier Werlhe der Unbekannten durch die beiden

Formeln

:

und

x^ -W«'Täy/(-«'-2^ + |^).

worin w einen durch die cubische Gleichung

w^ + 2Aio''~ + (42— 4C) jo— ß2 =
bestimmten Werth hat.

Schliesslich wollen wir hier die Auflösung der biquadratischen

Gleichung in eine allgemeine Regel zusammenfassen und die Re-

duction der allgemeinsten Form einer solchen Gleichung voran-

schicken.

Es sei also die gegebene Gleichung:

X* + aX3-h/^X2+ yX + d = 0.

V
Man setze X = —r- \ dann erhält man

4

256+64 +-16-^T+^- ^'
•^^«'•

V* + 4aP + 16 V' + 64/ F+ 256(J =- 0.

Um nun das zw eile Glied 4a V'-'^ wegzuschaffen, setze man V = x— a.

Dann bekommt man:
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y< ^ {x—ay = x*—4ax^+ Ga'^x^— 4a^x + a*

+ 4aF3= 4a(a;-a)3= +4ax^—12aW + 12a^x—4a*

+ 16,/^r = 16/S(a^a)2 = + IQßx^ —32a/?a;+ 16«V
+ 64yr —64:y{x—a) — -}.647a; —G4ay

+ 256(J = +256^

d.i. -= x*+ {lÖß—K)a^)x^+{Sa^—32aß + 64y)x+

+ 16a2/?— 64ay— 3a« + 256(J.

Setzt man alsdann A — 16ß— 6a^;

B = 8a3_ 32a/S + G4y und

C = lGa2/?— CAay— 3«" + 256^,

so entstellt die reducirte Gleichung:

x^+Ax- + B-^C = 0.

Durch diese in besonderen Fällen immer leicht ausführbare

Verwandlung einer gegebenen aufzulösenden biquadratischen Glei-

chung kann man daher von der letzten Form, als einer allge-

meinen ausgehen.

Allgemeine Regel zar Anflösung biquadratisclier

Crleiehaugen.

1) Wenn die gegebene Gleichung ist

:

x'^-\-Ax--\-Bx-\-C = 0,

2) So berechne man:

q = ^AC— ^-fA^
— B-. Dann löse man

3) die cubische Gleichung s^

—

P^+'i = ^•

4) Ist hieraus der Werth von z gefunden, so nelime man

5) y = z — f.4 , und dann

6) m — Vi/-

7) Nachdem der Werth von m gefunden ist, nehme man

n = Ui+w-—

—

I

und r = 4^
I i + m- -\ 1

.

"
' m !

8) Nun sind die beiden quadratischen Gleichungen zu lösen:

x'^-\-mx -f 7t = und x-— mx i r =^ 0,

wodurch die vier Werthe von x gefunden werden.
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§. 150. Aufj^aben Kar weiteren Uebiiiig.

Wo. 1. Dpii Wortli von x ;uis ihr Gloiclmng

Sx--]-x — 7 zu liiulcii. •

A u f 1. (/) = 83" 46' 30" ; a; =
j_j ''^^^^^^^

'

'

ÄTo. 3. Den Wertli von x aus der Gleichung

X-— 0,71423a; = 14,0258 zu bestiunncn.

Aufl. Es ist g) = 84« 39' 54,92"

_ I + 4,19812
und X-

j_3^48389_

Wo. 3. Mie Gleichung x- + ^^x = VAiV aufzulösen.

A n I w. Man erhält cp ^ 77" 42' 31,72"

l 0,29412
""^^ ^ = 1-0,45321.

Xo. *. Es sei gegeben: x--4- 4,731219a; -f 3,132753 ^ 0.

A n I \> . Man tindet
(f
= 48" 20' 0,2"

— 3,9351163..
und X - |_Q79ßioi7

Ufo. 5. Gegeben : x-— 8a; — 9 — 0. Wie gross ist x ?

Antw. Man tindet ^ — 18° 20' 5,83"

und X — \ ^
f + 9.

IVo. 6. Gegeben a;^— ^.^^^^x + ^UJ ^ 0.

Antw. Es ist ^= 16° 8' 59,74"

"•'^ ^" =
1 0,2938775..

Ufo. 7. Aus der cubischen Gleichung

a;3+ 2a; +33 =
den Wertli von x zu linden.

Antw. Es ist (^ = P 53' 22,10" und a; ^ — 3. Hie bei-

den anderen Wurzeln sind imaginär.

Mo. «i. Gegeben: x^—^^x + iVV ^- 0- Welche Werihe hal a;?

Antw. 1) X, = 0,4285714 = f (nahe),

2) a;„= 0,0006... = f,

3) a;,„= —1,095238.

No. 9. Gegeben: a;-*— 9x + 4 -- 0. Wie gross ist .r?

Antw. X, = 2,74657,

x„ = -3,20147,

a;,„= 0,45490.



— 127 —
UTo. lO. Aus der biquadratisclien Gleichung

x*—3x- 30a; — 88 =
«leii Weith von x zu finden.

Antw. <p = 94« 25' 13,94",

X, = 4,

x„ :^ —2,401444.

Die beiden anderen Wurzeln dieser Gleichung sind imaginär,

Tafel der trigonoiuetrisehen Formeln.

sin a - cos (90°— a) ; cos a = sin (90"— a)
;

tgß = cot (90"— a); cot« ^ tg(90«— a) etc.

sin (180 '^ a) = ± sin a

008(180":^«) = — cos«.

sin (360«— a) = — sin a

cos (360"— a) — cos a.

tg(l80«:fa) = iptg«

cot(180«q:a) =
:f cot a

tg(3600— «) = — tga

cot (360«— «) ^ -cot«.
sec (180« :f cf) = — sec a

cosec(180«:f a) =^ ± cosec a

j sec (360"— a) = sec or

'cosec (360«—«) —- — cosec a.

i sin(

—

a) = — sin«; tg (

—

a) -- — tg a

6. 1 cos (— Cf) = cos a ; cot (— a) — — cot «

(
sec(

—

a) — seca; cosec (

—

a)= — cosec a,

7. sin a- + cos a^ = \.

8. sin a = ^(1 — cos «-).

9. cos a = V(l — sin a}\

10. tga.cota = 1.

1 ^

11. tg a —
; cot ö —

i

12. tga ^

13. cot a —

cot a tg a

sin a

cos a

cos a

sin a
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14.
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4().

41.

42.

43.

44.

1,2« = ,11«-,."
1 — lg ö'

cot a'-»— 1
cot 2a = —r,—:

.

2 cot a

2 cot a
lg 2a = —7- V—1 .° cola'— 1

1 — Ig u'^
cot 2a =

in o.

45. cot u

_ / / sin u'^ \

// COH «2 \

cos a = cos \u^

sin a = 2 .^iri .Ja .cos \a.

sin |a'''.

/ / 1 — cos 2« V

= V \ 2 )
sni a

40.

47.

48.

49.

51.

52.

53. coscc u

cos a

Ig u

cot a

/l + cos2av

_ / / 1 — cos 2a \

""
V \r+''-os2a/

//l+cos2«v

scc a^ =2 —
1 + CO» 2a

2

.54.

55.

50.

57.

58.

59.

Gl.

cos 2a

sin 2«^-}- cos Jcf' = I.

.sin '^a = ^(1 — CO.-, ^a"'')

cos \u = ^(1 — sin ?[a^)

bin \a^I / bin Aa* V

sin ja = m/ I 1, oo(;r 1 — cos a

, / / 1 + cos a V
, ,

cos Ja = i/ I -
c

.— I, oder J + cos a

2 sin Ja'-^.

2 cos \u}.

. / / 1 — cos a

.

bi'rkitan, Anwe.nd, d. Trifion, auf Arilltnu:!. etc.
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PO .4 ,
/l + COS a\

62. col^a =1/ |— |.
V \1 — cosaf

G3.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

lg \a =

cot 4« =

1 — cos a

sin a

1 + cos a

sin a

sin a -f sin 6 = 2 sin |(a -}- fc) . cos {{a— 6).

sin a — sin b = 2 sin ^ (a - b) cos i (« -f b).

cos b + cos a = 2 cos J (a 4 /') . cos
?2
{a— b).

cos /^— cos a = 2 sin ^ (a -f 6) sin A (ö — 6).

_ sin(a+6)

cos a . cos b

_ sin (rt— b)

cos a cos 6
tga— [sb

sin (a -1-6)
cot U + cot a = —:—^—:—f- .

sm a sin

-
,

sin (a— b)
cotw— cot a = —r^

—

^-, '

sm a sm '/

sin («+/?) + sin (a— /?) — 2 sin a cos/1

sin (of +•/?)— sin (a— /?) = 2 cos a sin ß.

cos (a + /^) + cos (a— ß) = 2 cos a cos ß.

cos (a—ß)— cos (a-\-ß) = 2 sin a sin /^.

sin a'— sin /^^ = sin (« 4- /?) sin (a— /?).

cos/?-'— cosa- = sin (a-h/i^) sin(a

—

ß).

cos «^— sin /?- = cos {a-\-ß). cos (a— ß).

cos/S*— sin a' = cos («+/?). cos (a— /?).

i„p - cosa2cos/!?2

* Ö-2 .2 sin (a -f /S) sin (a

—

ß)
cot /?^— cot «2 = —> -

'^

\ . \„—ti/

.

sm a'' sm /?^

sina + &mß—

;

'-^ = tg^ a-f-r:?)•
cosa +COS/J -

'

sin rt— sin /? . ,

cos«+cosff
='g^(''-'^'-

COS/?—cosa ' ^
sin a + sin ß , / m3 ^ = cot I (a— /? .

cos/3—cosa
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g sin« -t- sin/g _ tg {{a + ß)

sin« — sin/? Jg •*("— ß)'

„o cos/J + cosa .
^ , ,.

88. —^ = colUa + /?).cüt.Ua— /:/).

cos/?—cos« -
'

^ -
^

'

tga+lg/? _ ^in(« + ;?)
89.

90,

Iga— tg/? sin («—/?)

cot/? + cot« _ sin (a + /?)

cot/?— cot« sin (a— /?)

'

sin « 1 — cos a
91. tg^a =

92. cot \a =

sin a
93. sec .Ja =

^1 — cosa

1 -)- cos a ~ sin a

sin a

1— cos a
*

2 sin .7«

94. tg a
cos a

__ .. cos(a — /?)— cos («+ /?)

96. col a col ^ = cos (a--^J^cos(a+£)
cos(a— /?) — cos(a-l-/?)

97. tg„.cot^=
sm(a+^) + sin(«-^)

^
Sin (a+ /?)— sin (a — /?)

98. cotatg/? = sin (« + ^)- sin (a-
|)""^

sin (« + /?) -h sm(a— /?)

99. sec 2a = i ;—=

.

cosa'— sma-

100. cosec2a =
2 sin a cos a

/ 1 — cos a"^
101. tga ^

cos a

102. cos a^ =

103. sin 2a =

104. cos 2(x =

1 + tg a^

2tga
l + tga^-

1— tga-

l + tg a*

105. cot 2a = ^ cot a — 2 ^g «•

106. sin a = tg«

Vi + tg a"
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107. ros a = ,- .z=-

.

Vi + Iga^

108. cosec 2a =
.^ cot a -\- i tg a.

109. cosec '2a = cot a — cot 2a.

110. cosec 2a = Iga + cot 2a.

111. sin a = A>/(1 + sin 2a) + ^>/(l — sin 2a).

112. cosa - aVO +sin2a) + AV(1 — sin2a).

1 — cos 2«
113. tga =

114. cot a =

115. tg a =

116. cot a =

126.

sin 2a

1 + cos 2a

sin 2a

sin 2a

1 + cos 2a

sin 2a

1 — cos 2a
^^_ cos 2a

, ,. .,,

117. -^~ ^ = 1(1 — tga^).
1 4 cos 2a - ^ " ^

118. sin a =
>/l + cota2

119.
^^'^"

:^ J^(cot^a-l).
1 — cos 2a -^

1 on cot a
120. cos a = -j ^ .

Vl + cota-

121. sec a— 1 = tg^a.tga.

122. cosec a =-- >£±lp^ .

tga2

.gg 1 — cos 2a ,
123. tj— —j- = tga-.

1 + cos 2a
2

124. 1 + cos 2a =

125. 1 — cos 2a =

1 + tg a^

2 tg a^

1 + tga2"

cos (g— ß) ^ 1 + tg ft tg ß
miia-{-ß) ~ tga + tg/^

•

127. \Yenn a + /9 90»; so ist tga — tg/9 = 2tg(a — /?).

128. cosa = -—-L__.
l+tg^atga

2
129. sin a = -—. ; —r- .

tg \a + cot \a
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130. cosec ia = \ z

V 1— cos«

131. cos a-— sin/92 = co& ß"^— sin a^ =^ cos(a — /9). cos (a 4-/9).

132. cos 2a = 2 cos a'— 1 , oder 2 cos «^ = j ^ j.^g 2a.

134. cos 2a = 1— 2 sin a^, oder 2 sin a* ^ 1 — cos 2a.

135. tg2a = ?
.

cot a — tga

1 9ß o .
^in 2a

136. 2 tg a = -

.

cos a^

1Q7 o .
sin 2a

137. 2 cot a =
sin a~

. . , 2 tg a cos 2a
1 — tga= ^

tg 2a cos a^

2tga _ 1

sin 2a . cos a^

138

139. 1 + tg «2 =

^ -^ , . 2cota cos 2a
140. cota2

—

\ — _ _ _ _
Ig^cc sina^

-. n 1 .
> 2cota 1

141. l+cotö- = -^-j,—

=

sin 2a sin a'

142. cota — tg a = 2 cot 2a.

2
143. cot a 4- tg a =

sin 2a sin a cos a

^ . . , , cos 2a 4 cot 2a
144. cota^— tga-'^: -: s 2= • ?i

—

° sm a'' cos a* sin 2a

-..--. ^ cos(a-|-/9)
14o. 1 — tg a tg /9 = ^"^^

.

® °
' cos ci« cos /?

, An -, n cos (a — /?)
146. l + tgatg/9 = ^^ ^.

^ ^ cos a cos /9

^ i-, ^ -.
Costa 4-/9)

147. cotocot/9— 1 = .
^-7-^j .

sm a sin ß

1 in n 1 cos(a— ß)
148. cota cot/94- 1= -^^^^—r-V".

sin a sm ß

149. l + cotatg,*=4!i^.
Sin a cos ß

tnr^ > r, sin(a — ß)
150. 1— cotatg/9 =:- -7-^^ ^.

sin a cos /9

I c 1 .1 cos (a 4- ß)
151. cot a — tg /9 = .

*-
'

^
.

sin a cos ß
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152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

cot« H- lg/9

sin a -)- sin b

cosa + cos 6

sin a — sin h

cosfl -f cos 6

sin a + sin b

sin a — sin 6

"

cos b — cos a

__ cos(« ß)

sin a cos ß

'

und
cüs b — cos a

= igU« + '')-

1111(1

sin a — sin b

cos b — cos a

sinT^THnft = 'g 2
(«-/')

cos 6— cos a

cos b -f cos a

sin a — sin b

cos 6 + cos a

sin (a + b)

sin a + sin b

sin (0+ b)

sin a— sin 6

sin (g -{- b)

cosa +cos6

sin(a -}- h)

cos 6— cosa

sin (g— b)

sin g + sin 6

tg« =

cot a = (cot

sin a- sin ß-
-f-

1 — tgaMg/?:

sin a + sin ft

__ cos ^{a + b)

cos ^ (g— h)

'

sin ^ (g + b)

~
sin ^ (g— b)'

^ sin A (g + 6)

cos 4 (a— 6)

'

_ cos {(a-j-b)

sin ^ (g— b)'

^ sin ^ (fl~ 6)

sin h{a-^ b)'

tgjaj^

kl«)-'
Aa)-—

1

166. cot a2

—

igß-^

167. lga-tg/92 =

168. cota'^lgß-^ =

169.

170.

171. tga.tg/9 =

cot ^a

cos «2 cos /?2 4- sin a^ cos /:^2-|- cos a- sin ß-

, ^ cos (« + /?) cos («—/g)
cos «2 cos /?2

_ cos («+/?) cos («— /?)

sin a- cos /^^

cot g— igß

cot a + lg /?

1 — tgfttg/?

1 + tg a lg ß

t8a-~tgß^
cot ß-— cot «2

cot g' tg ;g2

cot /?2 — tg^2
•

_ cot /?— tg g _
cot/9 -f tgg ~
cot gcot/9

_ cos (« + /9)

cos (g — ß)'

1 ^ cos(a-f ^)
cot g cot /? + 1 cos (g — /?)

^ tg g + tg ,9 __ _tgg ~lgß
cota +cot/J Cüt/9— cotg
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172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

ll^jtm tg«tg(«+/9).
cot«— tg/^

^ &v -r/ y

cot« + cot/?

cot«

tga- ^%ß
cot a + tg ß

cot a— cot/?

cota 4- tg/?

-- col/?tg(a4-/?l.

= tga lg(a— /?).

= cot /?tg (« — /?).

Wenn die Summe a + 6 4 c - 180", so ist

sin a + sin 6 -f sin c =4 cos ia.cos ^ö.cos ic.

sin a + sin b — sin c =4 sin ^a sin ifi cos U.

cos a + cus 6 + cos c = 1 -|-4 sin 4o sin ^b sin 4c.

cos a -}- cos b— cos c = — 1 f 4 cos ^a cos \b sin ic.

sin 2a + sin 26 -H sin 2c = 4 sin a sin b sin c.

sin 2a + sin 26 — sin 2c = 4 sin a cos a cos 6.

cos 2a + cos 26 H- cos 2c = — (1 + 4 cos a cos 6 cos c).

cos2f/ +cos26 — cos 2c = 1 + 4 sin a sin 6 cos c.

cos a^ f cos 6^ + cos c- = 1 — 2 cos a cos 6 cos c.

lga+ tg6 + tgc = tgatg6tgc.

cot o + cot 6 + cot c = cot a cot 6 cot c -)- cosec a cosec 6 cosec c.

tg ^a tg ^6 + tg ^a tg U + tg kb tgU = 1.

cot ^a -+ cot ^6 + cot iiC = cot ^a . cot ^6 . cot .^c.

5mj<s rfer vielfachen Bogen.

sin 2a = 2 cos a sin a

sin 3a :^ 3 cos a^ sin a — sin a^

sin 4a = 4 cos a' sin a — 4 cos a sin a-*

sin 5a = 5 cos a* sin a— 10 cos a- sin a^ -f sin a ^

189. \ „,r»i—l)(n—2)
sm na = n cos a"~' sni a ^-^^i^ cos a" ^'sm a-

ytl o ein /v-»

+

1.2.3

n (n—4)

1
cos a"~°sina^

n (n—6) „ - . ,
,cosa"~'sma^4-..
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Cosinus der vielfachen Bogen.

cos 2a — cos «2— sin et-

cos 3a — cos «^— 3 cos a sin «^

cos 4a =r cos a*— 6 cos a- sin a'^^- sin a*

cos 5a = cosa^— 10 cos a-^ sin a- + 5 cos a sin a*

n(n— 1) „ ., . ,
cos na = cos a \~i)— <^os a""- sm a^

, n (n— 3) , .+ - . p -Q-j^ cos a"'^ sin a*

n (n— 5) ,. . ,—
^ ^^

p— cos a" "'sui a" +

Tangenten vielfacher Bogen.

2lga 2
tg2a =

1 — tg- a cot a— tg a

191. ngSa =^*^«-f
"

1
^ 1 — 3tg2a

- 4 tg a— 4 tg a^
tg 4a = ^- ^ ~ etc.

1 — D tg a- + tg a'

cot 2a

Cotangenten vielfacher Bogen.

_ cot a — tg a cot^ a — 1

2 2 cot a

ii^r. I „ cot a— 3tga
192. \ cot 3a = —= °-

3— tga-

.. cot« — 6lga-i-fga^ ,

cot 4a = -, ^ V-^— etc.
4— 4tga*

Andere Ausdrücke für die Sinus und Cosinus vielfacher Bogen.

sin 2a = 2 cos a sin a

sin 3a = 2 cos a sin 2a — sin a

sin 4a = 2 cos a sin oa — sin 2a
193. ( sin 5a = 2 cos a sin 4a — sin 3a

sin na = 2 cos a sin (n — l)a — sin(n— 2)a.



194.

— 137 —
cos 2a — 2 cos «^— 1

cos 3a = 2 cos a cos 2a — cos a

cos 4a = 2 cos a cos 3a— cos 2a

cos 5a = 2 cos a cos 4a— cos 3a

cos na = 2 cos a cos (n— 1)«— cos (w— 2)«.

Potenzen der Sinus.

195. sin a- — |(— cos 2a +1).

196. sin «3 = |(— sin 3a +3 sin a).

197. sina* = | (cos 4a— 4 cos 2a+ 3).

198. sin a-'' = j^ (sin 5a— 5 sin 3a + 10 sin a).

199. sin a^ = j'o (— cos 6a + 6 cos 4a— 15 cos 2a + 10).

Potenzen der Cosinus.

200. cosa2 = ^(cos2a + l).

201. cos a^ = -[(cos 3a +3 cos a).

202. cosa* = I (cos 4a + 4 cos 2a + 3).

203. cos a^ = A(cos 5a + 5 cos 3a + 10 cos a).

204. cos a^ = Vt(cos 6a -j- 6 cos 4a + 15 cos 2a + 10).

Potenzen der Tangenten und Cotangenten.

^^^ , 1 — cos 2a , 3 sin a— sin 3a
20o. lg «2 = :r—j ^ ; tg a^ = ^— ; ft- •°

1 + cos 2a ° 3 cos a + cos oa

^^^ „ 1 + cos 2a , 3 cos a+ cos 3a
206. cot a- = :; 7^ \ cot a^ ^^—. ;

—

^- .

1 — cos 2a o sni a— sni 6a

Formeln für specielle Winkel.

207. sin 30° = cos 60" = ^.

208. sin 45" = cos 45« = —- = ^V^.

209. sin 15» = cos 75° = ^^2— V3 .

210. cos 15« = sin 75« = hh + V3.

211. sin 18" = cos 72" = —P^ .

212. coslS" = sin 72" = yi0+ 2yl6.

213. cos 30" = sin 60" ^ 4V3.

214. cos 36» = sin 54" = 1(1 + Vö).

215. cosa+ sina = sin (45" -|- a) ^2 = cos (45" — a)>/2.

216. cosa—sina= cos(45"+a)V2 = sin (45"— a) ^2.
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21

219.

220.

221.

222.

223.

224.

225.

226.

227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

234.

235.

236.

1 / (-.11 \ ./^Ko \ 1 + te a cola+ 1lg(4o"+«) = cot(45"

—

a) = , ^ = —^.
1— tga cola—

2

218. Ig(a—iö") = tga— 1 1 cot«

1 + lg « 1 -}- cot a
"

1 + sin 2a = 2 cos (45"— a)^ = 2 sin (45" 4 a)^.

1 —sin 2a = 2 sin (45" -f a)- = 2 cos (45" +«)-.

cos 2a = 2 cos (45" + a). cos (45"

—

a)

= 2 sin (45" + a). cos (45"— a).

, /,ro \ 1 — sin 2a cos 2a
tg (45" — a) = = T ,

• ocos 2a 1 + sin 2a

sina + cos/9 = 2 sin [Ua—ß) +4b^].cos[\{a-hß) —4b"]
= 2 sin [450 + ^ {a~ß)] . sin [45" + ^(a + ß)]

= 2 cos [45"- 1 (a—ß)] . cos [45"- ^(a + ß)].

sin a— cos /if - 2 cos [h{a - /?) + 45''] . sin [^{a-\-ß) - 45"].

cosa + sin/9 = 2cos[^(a—/S*) + 45"] . cos[4(a + /!^)— 45"].

sin/9— cosa = 2 sin[^(a— /?) + 45"] . sin [^(a-|-/?)— 45"].

1 + tga ^ V2.^:i"-^-^^"-^"^ = ^^2.'''^^'^'~^\
cos a cos a

sin (45"—a) ,., cos (45" +a)
1 — tga - V2

1 + cot a -
yl2

cüta— 1 — ^2

cot (45"— a) =

= V2.

sin(45" + a) _ , cos (45°— a)

sin a sin a

sin (45"—a) _ .^ cos(45"+a)

cos a cos a

sm a

cos 2a

1 — sin 2a

sin (30" + /9) = cos ß— sin (30"— ß).

cos (30" + AO = cos (30"— /?) — sin ß.

tg (45" + a) = sec 2a + tg 2a.

tg(45"— «) = sec 2a — lg 2a.

lg (45" + a) 1 + sin 2a

sm a

237. -^

tg(45"— a)

t^(45"~a)

lg(45"-|-a)

1 — sin 2a
'

1 — sin 2a

1 + sin 2a
*

238. sin (60" + ß) = sin /9 + sin (60"— ß).

239. cos (60"+/!/) = cos/9— cos(60"— /!?).

240. tg(60" + a) = 2tg(30"4-2a) -f tg(30"— a).

241

.

lg (45" -f a)— lg (45"— a) =2 lg 2a.



242. tg (45»— a)

243. sin(45" + y)
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1— tgg

1+ tga*

(sin q) -t- cos <p) sin 45".

244.
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