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Ankündigung. 

Der  grossartige  Aufschwung,  welchen  die  Naturwissenschaften 
in  unserer  Zeit  erfahren  haben,  .ist,  wie  allgemein  anerkannt  wird, 
wohl  zum  kleinsten  Maasse  durch  die  Ausbildung  und  Verbreitung 
der  Unterrichtsmittel,  der  Experimentalvorlesungen ,  Labora- 

torien u.  8.  w.,  bedingt.  Während  aber  durch  die  vorhandenen 
Einrichtungen  zwar  die  Kenntniss  des  gegenwärtigen  Inhaltes  der 
Wissenschaft  auf  das  erfolgreichste  vermittelt  wird ,  haben  hoch- 

stehende und  weitblickende  Männer  wiederholt  auf  einen  Mangel 
hinweisen  müssen,  welcher  der  gegenwärtigen  _  wissenschaftlichen 
Ausbildung  jüngerer  Kräfte  nur  zu  oft  anhaftet.  Es  ist  dies  das 
Fehlen  des  historischen  Sinnes  und  der  Mangel  an 
Kenntniss  jener  grossen  Arbeiten,  auf  welchen  das 
Gebäude  der  Wissenschaft  ruht. 

Diesem  Mangel  soll  durch  die  Herausgabe  der  Klassiker 
der  exakten  Wissenschaften  abgeholfen  werden.  In  handlicher 
Form  und  zu  billigem  Preise  sollen  die  grundlegenden  Abhandlun 

gen  der  gesammten  exakten  Wissenschaften  den  Kreisen  der  Lehren- 
den und  Lernenden  zugänglich  gemacht  werden.  Es  soll  dadurch 

ein  Unterrichtsmittel  beschaift  werden,  welches  das  Eindringen 
in  die  Wissenschaft  gleichzeitig  belebt  und  vertieft.  Dasselbe  ist 
aber  auch  ein  Forschungsmittel  von  grosser  Bedeutung.  Denn 
in  jenen  grundlegenden  Schriften  ruhten  nicht  nur  die  Keime,  welche 
inzwischen  sich  entwickelt  und  Früchte  getragen  haben,  sondern 
es  ruhen  in  ihnen  noch  zahllose  andere  Keime,  die  noch  der  Ent- 

wicklung harren,  und  dem  in  der  Wissenschaft  Arbeitenden  und 
Forschenden  bilden  jene  Schriften  eine  unerschöpfliche  Fundgrube 
von  Anregungen  und  fördernden  Gedanken. 

Die  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  sollen 

ihrem  Namen  gemäss  die  rationellen  Naturwissenschaften,  von  der 
Mathematik  bis  zur  Physiologie  umfassen  und  werden  Abhandlungen 
aus  den  Gebieten  derMathematik,  Astronomie,  Physi  k,  Chemie 
(einschliesslich  Krystallkun  de;  und  Physiologie  enthalten. 

Die  allgemeine  Redaktion  führt  von  jetzt  ab  Professor 
Dr.  Arthur  von  Oettingen  (Leipzig:;  die  einzelnen  Ausgaben 

werden  durcli  hervorragende  Vertreter  der  betreffenden  Wissen- 
schaften besorgt  werden.  Die  Leitung  der  einzelnen  Abtheilungen 

übernahmen:  für  Astronomie  Prof.  Dr.  Bruns  (Leipzig),  für  Mathe- 
matik Prof.  Dr.  Wange rin  Halle),  für  Krystallkuride  Prof.  Dr. 

Gr'oth  (München  ,  für  Pflanzenphysiologie  Prof.  Dr.  W.  Pfeffer (Leipzig),  für  Chemie  Prof.  Dr.  W.  Ostwald  (Leipzig). 



Erschienen  sind  bis  jetzt  aus  dem  Gebiete  der 

Mathematik: 

Nr.  5.  C.  F.  Gaass,  Flächentheorie.  (1827.)  Deutsch  herausg.  v.  A.  Wan- 
derin.    Zweite  reviiiirte  Auflage.     (04  S.)     Jl — .80. 

•   14.  C.  F.  Gaass,    Die  4  Beweise  der  Zerlegung  ganzer  algebr.  Functio- 
nen etc.  (1799—1849.)  Herausg.  y.  E.  Netto.  Mit  1  Taf.    (81  S.) 

Jl  i.r.o. 

"  17.  A.  Bravais,  Abhandlungen  über  symmetr.  Polyeder.  (1849.)  Übers, 
und  in  Gemeinschaft  mit  P.  Groth  herausg.  von  C.  u.  E.  Blasius. 

Mit  1  Taf.      föO  y.)     Jl  1,—. 
^:  19.  Üb.  d.  Anziehung  homogener  Ellipsoide.  Abhandlungen  von  Lajdace 

(1782),  Ivorj  (1609),  Gauss  (1813),  Chasles  (1338)  und  Dirichlet 
fl839).  Herausg.  von  A.  Wange rin.     (118  S.)     Jl  %—. 

o  46.  AbhandluTigen  über  Variations  -  Rechnung.  I.  Theil:  Abhand- 
lungen von  Jöli.  Bernoulli  (1696),  Jac.  Bernoulli  (1697)  und 

Leonliard  Euler  (1744).  Herausgegeben  von  P.  Stäckel.  Mit 

19  Textfl?uren.    (144  S.)    Jl  2.—. 

47.              II.   Theil:     Abhandlungen    von    Lagrange    (1762, 
1770),   Legendre  (1786)  und  Jaco1)i  (1837).      Herausgegeben  von 
P.   Stäckel.     Mit  12  Textfiguren.     (HOS.)     .// 1.60. 

»  60.  Jacob  Steiner,  Die  geometr.  Constructionen,  ausgeführt  mittelst  der 
geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises,  als  Lehrgegenstand  auf 
höheren  Unterrichts- Anstalten  und  zur  praktischen  Benutzung. 
(1833.)  Herausgegeben  von  A.  J.  v.  Oettingen.  Mit  25  Text- 
flguren.    (85  S.)    Jf  1.20. 

>>  64.  C.  0.  J.  Jacobi,  Über  die  vierfach  periodischen  Functionen  zweier 

Variabein,  auf  die  sich  die  Theorie  der  Ahel'schen  Transrenden- 
ten  stützt.  (1834.)  Herausgegeben  von  H.  Weber.  Ans  dem 
Lateinischen  übersetzt  von  A.  Witting.     (40  S.)     M  — .70. 

"  05.  Georg  Rosenliain,  Abhandlung  über  die  Functionen  zweier 
Variabler  mit  vier  Perioden,  welche  die  Inversen  sind  der  ultra- 

elliptischen Integrale  erster  Klasse.  (1851.)  Herausgegeben  von 
H.  Weber.  Aus  dem  Französischen  übersetzt  von  A.  Witting. 
(94  S.)     Jl  1.50. 

»  67.  A.  Göpel,  Entwurf  einer  Theorie  der  Ahel'schen  Transcendenten 
erster  Ordnung.  (1847.)  Herausgegeben  von  H.Weber.  Aus  dem 

Lateinischen  übersetzt  von  A.  Witting.    (60  S.)    Jl  1. — . 
»   71.  N.  H.  Abel,  Untersuchungen  über  die  Reihe: 

.    ,    m  '{m^tn — 1)      „   ,   m-{m — \)  •  im  —  2) 
^  +  T^+     1    ■    2     •^-+      1.2.     3--'^'  +   
(1826.)    Herausgegeben  von  A.  Wangerin.    (46  S.)    Jl  1. — . 

»  73.  Leouhard  Euler,  Zwei  Abhandlungen  über  sphärische  Trigono- 
metrie. Griindzüge  der  sphärischen  Trigonometrie  und  allgemeine 

sphärische  Trigonometrie.  (1753  u.  1779.)  Aus  dem  Französischen 
und  Lateinischen  übersetzt  und  herausgegeben  von  E.  Hammer. 
Mit  6  Figuren  im  Text.    (65  S.)   Jl  1.—. 

»  77.  C.  G.  J.  Jacobi,  Über  die  Bildung  und  die  Eigenschaften  der  Deter- 
minanten. (De  formatione  et  proprietatibus  Determiiiantium.) 

(1841.)     Herausgegeben  von  P.  Stäckel.     (73  S.)  Jl  1.20. 



Nr.  78.  J.  C.  G.  JaCOl)i,  Über  die  Functionaldeterminanten.  (De  deter- 
minantibus  functionalibus.)  (1841.)  Herausgegeben  von  P.  Stä  ekel. 

(72  S.)     Jl  1.20. 

»  82.  Jacob  Steiner,  Systematische  Entwicklung  der  Abhängigkeit  geo- 
metrischer Gestalten  von  einander,  mit  Berücksichtigung  der  Arbeiten 

alter  und  neuer  Geometer  über  Porismen,  Projections-Methoden, 
Geometrie  der  Lage,  Transversaleu,  Dualität  und  Eeciprocität  etc. 
(1832.)  I.  Theil.  Herausgegeben  von  A.  J.  v.  Oettingen.  Mit 

2  Tafeln  und  14  Fig.  im  Test.     (126  S.)   .//  2.—. 

»  83.   II.  Theil.     Herausgegeben  von  A.  J.  v.  Oettingen. 
Mit  2  Tafeln  und  2  Figuren  im  Text.     (162  S.)     Jl  2.40. 

»  90.  A.  Bravais,  Abhandlung  über  die  Systeme  von  regelmässig  auf  einer 
Ebene  oder  im  Raum  vertheilten Punkten.  (1848.)  Übers,  u.  heraus- 

gegeben von  C.  u.  E.  Blasius.  Mit  2  Tafeln.    (142  S.)    Ji  2.—. 

»  91.  G.  Lejenne  Dirichlet,  Untersuchungen  über  verschiedene  An- 
wendungen der  Inflnitesimalanalysis  auf  die  Zahlentheorie.  (1839  bis 

1840.)   Deutsch  herausgegeben  von  R.  Haussner.  (128  S.)  Ji^. — . 
»  93.  Leonliard Euler,  Drei  Abhandlungen  über  Kartenprojeetion.  (1777). 

Mit  9  Textfig.  Herausg.  von  A.  Wangerin.  (78  S.)  Ji.  1.20. 

»  103.  Josepll  Louis  Lagrange's  Zusätze  zu  Euler's  Elementen  der  Algebra. 
Unbestimmte  Analysis.  Aus  dem  Französischen  übersetzt  von 

A.  J.  von  Oettingen,  herausg.  von  H.  Web  er.  (1718)  ̂ // 2.60. 

»  107.  Jakol)  Bernoulli,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (Ars  conjectandi). 
(1713.)  I.  u.  II.  Theil.  Übersetzt  und  herausgegeben  von 
E.  Haussner.     Mit   i  Figur  im  Text.     ( 162  S.)   .// 2.50. 

»108.   III.  u. IV.  Theil  mit  dem  Anhange:  Brief  an  einen 
Freund  über  das  Ballspiel  (Jeu  de  Paume).     Übersetzt  und 

herausgegeben  von  R.  Haussner.     Mit  3  Fig.  (172S.)  J/2.70. 

»lll.N.  H.  Abel,  Abhandlung  über  eine  besondere  Klasse  algebraisch 
auflösbarer  Gleichungen.  Herausgegeben  von  Alfred  Loewy. 

(50  S.)     Jl  —.90. 
»  112.  Augustin  -  Louis  Cauchy,  Abhandlung  über  bestimmte  Inte- 

grale z-wischen  imaginären  Grenzen  (1825.).  Herausgegeben  von 
P.  Stäckel.     (80  S.)     Jl  1.25. 

»113.  Lagrange  (1772)  und  Cauchy  (1819),  Zwei  Abhandlungen  zur 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Aus  dem  Französischen  übersetzt  und  herausgegeben  von  Dr. 

Gerhard  Kowalewski.  (54  S.)  J(  i. — . 
»  116.  Lejeune  Dirichlet,  Die  Darstellung  ganz  willkürlicher  Functionen 

durch  Sinus-  und  Cosinusreihen  (1837)  und  Philipp  Ludwig 

Seidel,  Note  über  eine  Eigenschaft  der  Reihen,  vrelche  discon- 
tinuirliche  Functionen  darstellen  (1847).  Herausgegeben  von 

Heinrich  Siebmann.     (58  S.)     Jl  1. — . 
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[152] 

lieber  die  Darstellung  ganz  willkürlicherFunctionen 
durch  Sinus-  und  Cosinusreihen. 

Von 

Lejeune  Dirichlet. 

(Repertorium  der  Physik  von  //.  W.  Docc  und  L.  Moser.    I,  p.  152 — 
174,  1837). 

Die  merkwürdigen  Reihen,  welche  in  einem  bestimmten 
Intervalle  Functionen  darstellen,  welche  ganz  gesetzlos  sind, 

oder  in  verschiedenen  Theilen  dieses  Intervalles  ganz  ver- 
schiedenen Gesetzen  folgen,  haben  seit  der  Begründung  der 

mathematischen  Wärmelehre  durch  Fouricr  so  zahlreiche  An- 
wendungen in  der  analytischen  Behandlung  physikalischer 

Probleme')  gefunden,  dass  es  zweckmässig  erscheint,  die  für 
die  folgenden  Bände  dieses  Werkes  bestimmten  Auszüge  aus 
den  neuesten  Arbeiten  über  einige  Theile  der  mathematischen 
Physik  durch  die  Entwicklung  einiger  der  wichtigsten  dieser 
Reihen  einzuleiten. 

§  1- 
Man  denke  sich  unter  a  und  h  zwei  feste  Werthe  und 

unter  x  eine  veränderliche  Grösse,  welche  nach  und  nach  alle 
zwischen  a  und  h  liegenden  Werthe  annehmen  soll.  Entspricht 

nun  jedem  x  ein  einziges  endliches  y  und  zwar  so,  dass,  wäh- 
rend X  das  Intervall  von  a  bis  b  stetig  durchläuft,  y  =  f[x) 

sich  ebenfalls  allmählich  2)  verändert,  so  heisst  y  eine  stetige 
oder  continuirliche  *)  Function  von  x  für  dieses  Intervall.    Es 

*)  Da  im  Folgenden  nur  von  stetigen  Functionen  die  Rede 
sein  wird,  so  kann  der  Zusatz  ohne  Nachtheil  wegbleiben. 

1* 



4  Lejeune  Dirichlet. 

ist  dabei  gar  nicht  nötliig,  dass  y  in  diesem  ganzen  Intervalle 
nach  demselben  Gesetze  von  x  abhängig  sei,  ja  man  braucht 

nicht  einmal  an  eine  durch  mathematische  Operationen  aus- 
drfickbare  Abhängigkeit  zu  denken.  Geometrisch  dargestellt, 
d.  h.  X  und  y  als  Abscisse  und  Ordinate  gedacht,  erscheint 
eine  stetige  Function  als  eine  zusammenhängende  Curve ,  von 
der  jeder  zwischen  a  und  h  enthaltenen  Abscisse  nur  ein  Punkt 
entspricht. 

[153]  Diese  Definition  schreibt  den  einzelnen  Theilen  der 
Curve  kein  gemeinsames  Gesetz  vor;  man  kann  sich  diesell)e 
aus  den  verschiedenartigsten  Theilen  zusammengesetzt  oder 
ganz  gesetzlos  gezeichnet  denken.  Es  geht  hieraus  hervor, 
dass  eine  solche  Function  für  ein  Intervall  als  vollständig  be- 

stimmt nur  dann  anzusehen  ist,  wenn  sie  entweder  für  den 

ganzen  Umfang  desselben  graphisch  gegeben  ist,  oder  mathe- 
matischen, für  die  einzelnen  Theile  desselben  geltenden  Ge- 

setzen unterworfen  wird.  So  lange  man  über  eine  Function 
nur  für  einen  Theil  des  Intervalles  bestimmt  hat,  bleibt  die 

Art  ihrer  Fortsetzung  für  das  übrige  Intervall  ganz  der  Will- 
kür überlassen. 

Es  seien  ̂ 1  und  B  die  Endpunkte  von  a  und  /;,  und  ayß 
die  der  Function  f[x)  entsprechende  Curve,  so  ist  klar,  dass 
mit  dieser  Function  auch  der  Flächenraum  AayfJB  bestimmt 
ist,  welcher  von  den  Ordinaten  Aa^  Bß,  dem  Sttick  AB  der 
Abscissenaxe  und  der  Curve  ayß  begrenzt  wird,  wenn  er  sich 

gleich  nicht  immer  genau  '^]  angeben  lässt.  Dieser  Raum  heisst 
bekanntlich  auch  das  bestimmte  Integral  der  Function  f[X) 
von  a  bis  b  genommen  und  wird  durch 

/  f{x)  dx 

bezeichnet.  Der  Ursprung  dieses  Zeichens  liegt  in  der  Art, 
wie  die  Infinitesimalrechnung  einen  Flächenraum  oder  ein 

solches  Integral  betrachtet.  Wird  die  Linie  AB  =  h  —  a  in 
eine  Anzahl  n  gleicher  Theile  zerlegt,  deren  gemeinschaftlicher 

Werth  =   =  d ,   und  werden    durch    a    und    die    End- n 

punkte  der  den  Theilungspunkten  1,  2,  3  .  .  .  entsprechenden 

Ordinaten  Parallelen  mit  der  Abscissenaxe  gezogen,  so  ent- 
stehen n  Rechtecke,  deren  Summe 
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1)     6f[(V  +  d  f[a  4-  ̂)  +  fV(«  +  2  Ö) . . .  +  ̂/-(a  +  (n  —  1)  J) , 
wie  sich  leicht  streng  beweisen  lässt  ̂ ),  und  >vie  es  auch  schon 
die  blosse  Anschauung  ergiebt,  bei  unaufhörlichem  Wachsen 
der  Zahl  )t  zuletzt  in  den  Flächenrauni  Auy(iB  übergeht, 
d.  h.  man  kann  n  immer  so  gross  wählen,  dass  die  Summe  (1) 
von  diesem  Räume  um  weniger  verschieden  sein  wird,  als  eine 
noch  so  kleine  vorher  bestimmte  Grösse.  Nimmt  man  h  —  a 
und  also  auch  6  als  positiv  an,  so  erscheinen  oflenbar  die  in 

(ly  enthaltenen  Rechtecke  als  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem sie  auf  der  Seite  der  positiven  oder  der  negativen  /y 

liegen.  Umgekehrt  verhält  es  sich,  wenn  h  —  a  negativ  ist. 
Es  geht  also  hieraus  hervor,  dass  ein  bestimmtes  Integral 

6 

/  /"(a;)  dx 

(wenn  man  dieses  als  den  Grenzwerth  betrachtet,  welchen  (1) 
für  ein  unendliches  n  annimmt)  nur  insofern  als  Flächenraum 
angesehen  werden  kann,  als  man  bei  letzterem  die  Theile, 
welche  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Abscissenaxe  liegen, 
entgegengesetzt  und  zwar  die  auf  der  Seite  der  positiven  // 

liegenden  als  positiv  oder  negativ  nimmt,  je  nachdem  h  gi-össer 
oder  kleiner  als  a  ist. 

§  2. 
ri54;  Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales  als 

Grenzwerth  von  (1)  oder  als  Flächenraum  mit  der  eben  an- 
gegebenen Modification  folgen  fast  unmittelbar  mehrere  Eigen- 

schaften, die  ich  hier  zusammenstelle,  um  mich  im  Folgenden 
leichter  darauf  berufen  zu  können;  c  bezeichnet  wie  a  und  h 
eine  Constante. 
h  a 

(2)     Jf(x)dx  =  —Jf{x)dx, 
a  b 

b  b 

(^)      /  ^f{^)  dx  =  c  I  f[x)  dx , 
a  a 
i  6  +  c 

(4)     Jf[x)dx  =ff{x  —  c)dx, 
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b  bc 

(5)    //Mrf.=i//(f).., a  ac 

b  b  b 

(6)  f{f[x)  ±  F{x)) dx  =  ff{x)dx  ±Jf[x) dx  , 
n  a  a 

(7)  »Hat  f[x)  zwischen   x  =  a  und   x  =  h  immer  dasselbe 
h 

Zeichen,  so  ist  1  f[x]dx  positiv   oder  negativ,   je   nach- 
« 

dem  jenes  Zeichen  dem  von  b  —  a  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt ist.« 

h 

(8)  »Das   Integral    /  cp[x)F[x)dx      liegt      immer      zwischen 
a 

b  b 

MJF{x)dx  und  NJ F[x]dx,     wenn    F{x)    innerhalb    der 
a  a 

Grenzen  a  und  b  sein  Zeichen  nicht  ändert  und  31  und 

N  respective  den  grössten  und  kleinsten  Werth*)  be- 
zeichnen, den  (f{x)  in  dem  genannten  Intervalle  erhält.« 

Dieser  Satz,  welcher  im  Folgenden  häufig  Anwendung 
findet,  ist  leicht  aus  den  vorhergehenden  abzuleiten.  Nach 
den  über  31  und  N  gemachten  Voraussetzungen  bleiben 

M —  cp  [x) ,     cp  [x]  —  N 
zwischen  x  =  a  und  x  =^  b  stets  positiv. 

[3f  —  cp  [x)]  F{x) ,     [cp  {x)  —  N]  F{x) 
sind  daher  in  diesem  Intervalle  entweder  beide  immer  positiv 
oder  beide  immer  negativ,  woraus  vermöge  (7)  folgt,  dass  die 
Integrale 

f[M  —  cp  [x]]  F[x)  dx ,      f[cp  [x]  —  N]  F[x)  d 
X 

*;  Es  ist  wohl  zn  bemerken,  dass  hier  bei  der  Yergleichung 
zweier  Werthe  hinsichtlich  ihrer  Grösse  auf  die  Zeichen  Rücksicht 

genommen  wird;  r  heisst  grösser  als  s,  oder  geschrieben  »•  ;>  s, 
wenn  die  algebraische  Differenz  r  —  s  positiv  ist. 
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[155]  gleiche  Zeichen   haben.     Werden    diese   Integrale    nach 
(6)  und  (3)  in  die  Form 
b  b  b  b 

MfF[x)dx  —  j(p[x)F{x)dx,    fcp[x)F{x)dx  —  NjF[x)dx 
i>  a  a  ■  a 

gebracht,  so  ist  die  Behauptung  bewiesen. 
Liegt  c  zwischen  a  und  />,  so  ist 
beb 

(9)  Jf{x)  dx  =Jf{x)dx  -i-ffix] dx . a  u  c 

Dieser  Satz  sagt  nichts  anderes,  als  dass  der  Flächenraura 
b 

Jm^ 
,  ̂   )dx 

a 

durch  die  der  Abscisse  c  entsprechende  Ordinate  in  zwei  an- 
dere Flächenräume  zerlegt  wird.  Mau  kann  durch  wiederholte 

Anwendung  desselben  jedes  Integral  in  eine  beliebige  Anzahl 
anderer  Integrale  zerlegen. 

Es  geht  z.  B.  daraus  hervor,  dass 

(10)  /< 
cos  2'mxdx  =  0, 

wenn  ))i  ii-gend  eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  be- 
zeichnet.    Zerlegt  man   nämlich   diesen   Flächenraum    in    2  m 

7V  TT  2  TC 

andere    zwischen    den    Grenzen    0   und   -  - ,    - —  und  - — , 4w      47H  4w 

2 TT        ,    S/r  {2m —  Ij/r        ̂     2m7t 
- —  und  - —  ,    ...  ̂    —  und  -—   ,     so    sieht    man 4  m  4:m  4  7?^  4  m 

leicht,  dass  der  erste  dem  zweiten,  der  dritte  dem  vierten  u. s.w. 
gleich  und  entgegengesetzt  ist. 

Endlich  ist  für  das  Folgende  noch  die  Kenntniss  der  Summe 
z  der  endlichen  Reihe 

%  =  cos  d-  +  cos  2^  -\-  •  •  •  -\-  cos  nd- 

erforderlich.  Um  zur  Bestimmung  derselben  zu  gelangen, 

multiplicire  man  die  Gleichung  mit  2  cos  d-  und  verwandle  die 
Cosinusproducte  nach  der  bekannten  Formel 
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2  cos  ß  •  cos  ;'  =  cos  [ß  —  ;')  +  cos  {ß  +  /) 
in  Summen.     Man  erhält  so: 

2s^  cos  ̂   =  1 H-  cos  -,^4-  cos  2  ̂  +  •  ■  ■  +  cos  {71  —  1)  ̂ 

+  cos  2^  +  cos  3  ,9-  +  cos  4^  +  •  •  •  +  cos  [n  +  1)^. 

Die  Vergleichung  der  oberen  Horizontalreihe  mit  der  durcli  z 

bezeiclineten  Reihe  ergiebt  für  dieselbe:  z-}-!  —  cosw.9^; 
ebenso  findet  man  für  die  untere:  z  —  cos  i^' +  cos  (w -{- l)i9-. 
Werden  beide  Werthe  eingesetzt,  so  kommt 

2ä  cos  i9-  =  2z  -{-  1  —  cos  i9'  +  cos  (n  +  1]^  —  cos  nS-. 

Bringt  man  2  z  auf  die  andere  Seite  und  dividirt  durch 

2  (cos  ̂   —  1) ,  so  folgt 

,    ,    cosn-S-  —  cosfji+l)i9- 

i  + 2  (1  —  cos  ̂ ) 

Dieser  Ausdruck  für  z  wird  vereinfacht ,   wenn  man  2  sin^  — 

für  1  —  cos  —  und  2  sin  —  sin  [n  +  i)  ̂  füi'  cos  nS-  —  cos  [u  +  1 )  ̂ 

einführt,  und  den  gemeinschaftlichen  Factor   2  sin  --  weglässt. 

Man  findet  so:     [156]  ^ 

(11)     cos  ̂ +cos  2^H   h  cos  n^  =  _  jl  +  !l?i*!ltii^  . 

sm  — 

2 

Verschiedene  Aufgaben  der  mathematischen  Physik^)  er- 
fordern die  Darstellung  einer  für  das  Intervall  von  0  bis  7t 

ganz  willkürlich  gegebenen  Function  f(x)  durch  eine  unend- 
liche Reihe  von  folgender  Form 

a^  sin  x  -{-  a^  sin  2x  -\-  a^  sin  3x  -\-  •  •  • , 

wo  a^,  r/2,  «3  .  .  .  von  x  unabhängige  Grössen  bezeichnen. 
Der  natürlichste  Weg  zu  der  verlangten  Reihenentwicklung 
scheint  der  sogenannte  Uebergang  vom  Endlichen  zum  Unend- 

lichen zu  sein.  Man  denke  sich  nämlich  zunächst  die  Reihe 

aus  einer  endlichen  Anzahl  u  —  1  von  Gliedern  bestehend, 
d.  h.  man  betrachte  den  Ausdruck: 

a^  sin  x  -}-  «^  sin  2  a;  +  •  •  •  -{-  a„_,  sin  [n  —  l)x. 
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Die  duiin  enthaltenen  willkürlichen  )i  —  1  Coefficienten 

a, ,  a,  .  .  .  a„_,  lassen  sich  so  bestimmen,  dass  dieser  Aus- 
druck  für  eben   so   viele   besondere   Werthe    von   rc,    nämlich 

—  ,  - —  •  •  •  in  —  1)—  der  gegebenen  Function  f'.n  gleich 
n        n  n  /    o 

wird.  Lässt  man,  nachdem  die  Werthe  der  Coefficienten  ge- 
funden  worden   sind,    n   ohne  Grenzen  wachsen,    so   geht  die 

endliche    Reihe    in    eine    unendliche    über,     die    Werthe    — , 

^^  •  •  •  ■   —  rücken  einander  immer  näher  und  erfüllen 
n  II 

zuletzt  das  ganze  Intervall  von  0  bis  /r,  so  dass  die  Gleich- 
heit der  Function  und  der  unendlichen  Reihe  für  den  ganzen 

Umfang  desselben  stattfindet. 

Die  Gleichsetzung  der  Function  f[x)  und  der  endlichen 
Reihe  für  die  vorher  angeführten  besonderen  Werthe  ergiebt 
folgende  Bedingungen : 

.     TT  .2  7t  .     niTi 
a.  sin   1-  a^  sm   h  •  •  •  +  «»»  sin   h  •  •  • 

n  -         n  n 

.    2rr    ,  .    4;r  .     201171 
a.  sm   \-  a^  sm   h  •  •     +  f'wi  sin   u  .  .  . 

;*  -         11  n 

.       21)1—  l)7t  J27T\ 

+  a„_.sm   =  /•(—), 

«iSin   ~   h^'jsmfn— 1)— -H   h«mSm(w  — 1)- +  •• tv  IV  iV 

Um  ans  diesen  n  —  1  Gleichungen  irgend  einen  darin  ent- 
haltenen Coefficienten,  z.  B.  a„j  (wo  m  eine  den  Zahlen  1,  2, 

3  .  .  .  M  —  1)  zu  erhalten,  multiplicire  man   diese  Gleichungen 

der  Reihe  nach  mit  2  sin   ,     157    2  sin   ,  2  sm   •  • n  n  n 

'TT 

2  sin  hl  —  1)  —  und   addire   nachher   alle   zusammen.     Die  so m 

entstehende  neue  Gleichung  wird  «„^  allein  enthalten  und  zur 
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Bestimmung  dieser  Grösse  führen.  Um  sich  hiervon  zu  über- 
zeugen, betrachte  man  den  Inbegriff  aller  Glieder,  die  in  dieser 

Gleichung  irgend  einen  Coefficieuten  af^  enthalten,  wo  h  wie  m 

eine  in  der  Reihe  1 ,  2 .  3 ,  ...  n  —  1  enthaltene  Zahl  be- 
zeichnet. Setzt  man  ö/,  als  gemeinschaftlichen  Factor  heraus, 

so  erhält  man  als  Vereinigung  aller  dieser  Glieder 

(.    mit    .    }i7t       ̂     .    2m7r    .     2hTr 
2  sin    sin   \-  2  sin  —   sin   ■  -f- n n n 

+  2  sin 
[n  —  l)in7t    .      [n  —  \)1i7T 

sm 11 n 

und  man  beweist  leicht,  dass  der  Ausdruck  zwischen  den 
Klammern  der  Null  gleich  ist,  wenn  h  von  m  verschieden  ist. 
Schreibt  man  nämlich  statt  der  Sinusproducte  Cosinusdifferenzen, 
so  geht  derselbe  in  folgende  Differenz  über: 

1^  /jr- 

cos  [m  —  /i)  -^ — |-  cos  2  [m  —  A)   1- n  n 

(12) 

+  cos  (n  —  1)  im  —  h]  — 
'  '  n 

cos  {m  -\-  h]- — h  cos  2  [in  -{-h]~ — \-  ■  ■  • ^  ■  n  '  n 

+  cos  [n  —  1)  [m  +  /^)  — )  • 

Jedfe  dieser  Reihen  lässt  sich  nach  Formel  (11)  summiren. 
{m  —  }t)7t  ^        . 

Wenn   man    dort  i^  =   —  setzt  und  n  m  n  —  1   ver- n 

wandelt,  so  findet  man  für  die  erste 

sin  {)}  —  ̂ )  [m  —  h) 

1  + 

Tt 

11 

2  sin  [m  —  h) 
2  TT 

n 

Erinnert  man  sich,  dass  für  irgend  eine  ganze  Zahl  / 

sin  [Itv  —  ;/)  =:  ̂   sin  /, 

wo    das   obere   oder   das  untere   Zeichen    gilt,   je   nachdem   / 
gerade  oder  ungerade  ist,  so  sieht  man  gleich,  dass 
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3m  (//  —  -ilf'«  —  hl       =  siu  [im  —  h  :i  —  [ui  —  h\  -^i 

=  H-  Sin  f ;n  —  /ii  , —  , 

und  da33  also  die  erste  der  Reihen  (12)  den  Wertli  — 1  oder  0 
hat,  je  nachdem  im  —  h]  gerade  oder  ungerade  ist.  Aehn- 

licherweise  ergiebt  sich  für  die  zweite  Reihe  (12}  der  "Werth 
+  1  oder  0,  je  nachdem  m -{- h  gerade  oder  ungerade  ist. 
Bemerkt  man  nun,  dass  m  —  h  und  m  -f-  h  entweder  zugleich 
gerade  oder  zugleich  ungerade  sind,  da  ihre  Summe  2iii  ge- 

rade ist,  so  sieht  man  auf  der  Stelle,  dass  der  Ausdruck  (12) 
verschwindet,  wie  es  früher  behauptet  wurde. 

Es  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  das  oben  gefundene  Re- 
sultat wesentlich  voraussetzt,  dass  li  von  m  verschieden  ist. 

Für   den   Fall,   wo   h  =  m,    erscheint   der  Ausdruck   für    die 

Summe  der   ersten  der  Reihen  (12)   in  der  Form  — ,  und  die 

vorige  Bestimmung  verliert  ihre  Gültigkeit.  Man  erhält  aber 
in  diesem  Falle,  da  alle  diese  Glieder  der  Einheit  gleich 

[158]  werden,  sogleich  für  ihre  Summe  /*  —  1,  während  die 
zweite  den  AVerth  1  annimmt,  in  dem  m  -\-  Ji  z=  2  m  in  diesem 
Falle  gerade  ist.  Der  Ausdruck  (12)  verschwindet  also  für 
jedes  //,  welches  von  in  verschieden  ist,  für  h  =  m  hingegen 
erhält  er  den  Werth  n.  Es  geht  daraus  hervor,  dass  die 
Gleichung,  deren  Entstehung  man  oben  näher  angegeben  hat. 
in  der  That  nur  den  einzigen  Coefficienten  a,„j  enthält  und 
von  folgender  sehr  einfacher  Form  ist: 

^    .    mit  An\    .    ̂     .    2m TT  J27t\ 

wa„,  =  2sin   /•  _    +  2  sin   f\      H   

+  2  s,n{«- 1)^^(1-—-), 
und  folglich 

«m  =  —   sin   /•  _    4-sin   f\   ^l  +     •  • n  l        n       \nj  n        \  n  f 

n  —  1)  m  TV     l{n  —  1)  ̂\1 
sin n 

Nachdem   die  Coefficienten   der   endlichen  Reihe   gefunden 
worden  sind,  bleibt  zu  untersuchen,   wie  sich  der  Coefficient, 
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welcher  eine  beliebige,  aber  bestimmte  Stelle  einnimmt,  bei 
imaufhörlicli  wachsender  Gliederzabi  verändert,  d.  h.  es  bleibt 
der  Werth  auszumitteln,  den  der  vorhergebende  Ausdruck  für 

a^i  annimmt,  wenn  man  n  unendlich  gross  werden  lässt,  wäh- 
rend m  constant  gedacht  wird.  Schreibt  man  den  Ausdruck 

wie  folgt: 

2 

'"         TT  I  n 

[7t  .  OmTt  ̂ (0  7t\  .  7C  .  onTt  ^InX 
-  sm   f\    +^  sm   f\~\ n             n        \  n  }       n           n       \n} 

7t  .     2m7t  ̂ I2  7t\    ,  7t  .    I,       ̂ jn7t\  Jin — l)/r\l 
n  n 

so   erhellt    aus    der  Vergleichung    der    Summe    zwischen    den 
Klammern,  mit  der  Gleichung  (1),  dass  für  u  =  oo  die  Summe 
in  das  bestimmte  Integral 

f sin  mxf[x)dx 
0 

übergeht. 

Die  alsdann  zu  einer  unendlichen  gewordene  Reihe  stellt 
aber,  wie  früher  bemerkt  worden,  die  Function  f{x)  für  alle 
zwischen  0  und  7t  gelegenen  Werthe  von  x  dar,  und  wir 
haben  also  für  den  ganzen  Umfang  des  genannten  Intervalles 

(13)     f[x)  =  ttj  sin  a;  +  <^.2  sin  2  a;  +  •  ■  •  +  «j»  sin  mx  -\-  ■  ■  • 

in    welcher    Reihe    die    Coefficienten    nach    der    allg:emeinen 
Gleichung 

»^ 

2    n 

a^^  =  —  I  f{^)  sin  mxdx 
0 

"m         ^p 

zu  bestimmen  sind. 

Man  kann  durch  ähnliche  Betrachtungen  zu  einer  Reihe 
gelangen,  welche  nur  die  Cosinus  von  x  und  dessen  Vielfachen 
enthält,  und  die  Function  f{x),  wie  die  gefundene  Sinusreihe, 
für  dasselbe  Intervall  von  0  bis  tt  darstellt.  Kürzer  erreicht 

man  jedoch  diesen  Zweck,  wenn  man  das  schon  gefundene 
Resultat  (13)  benutzt.  Setzt  man  in  demselben  statt  f{x)  das 
Product  2f[x)  sin  x,   so  erhält  man 

2  sin  xf[x]  =  a,  sin  a;  +  a^  sin  2  a;  +  •  •  •  -f-  a,n  sin  mx  +    •  •- 
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wo 
n 

9 

"m  = --  I  2  sin  mx  sin  xf[x)dx. 

Dieser  Weith  a„,  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

2    r 

[159]  rt,„  =  —  Icos  ((w  —  l)x)/'(a;)rfa; 
0 TT 

—  "    I coä{()» -\- l)x)f[x)dx, u 

oder  wenn  mau  zur  Abkürzung  setzt: 

2    r 
—  /  cos  hxf{x)dx  =  />/, , 

wo  h  eine  ganze  positive  Zahl  mit  Einschluss  der  Null  be- 
zeichnet: «w  =  ̂ m-i  —  *m+i- 

Nimmt  man  successive  m  =  1 ,  2 ,  3  ...  und  substituirt 
iu  obige  Reihe,  so  kommt 

2^mxf{x)  =(6o — ^4)8in3:+(i, — &3)sin2.'r-f-(^j — h^^m^x-\---^ 

oder  wenn  man  nach  />„,  h^^h^^  .  .  .  ordnet 

2  sin  xf{x)  =  b^  sin  x  +  />,  sin  2 a;  +  /v^  (sin  Sx  —  sin  x) 

+  />3  (sin  4  a;  —  sin  2x)  -\-  u.  s.  w. 

Durch  Einführung  der  Producte  2  sin  x  •  cos  a;,  2  sin  a:  •  cos  2 .« 
...  an  die  Stelle  von  sin  2.f,  sin  .3./;  —  sin  a;  .  .  .  ward  die 
ganze  Gleichung  durch  2  sin  x  theilbar  und  man  erhält  nach 
Entfernung  dieses  gemeinschaftlichen  Factors 

(14)     f[x)  ==  4- &u  4-  /;,  COS  X  +  i.-,  cos  2 .z:  -j   \-  &„j  cos  mx.. . 

Diese  Gleichung  gilt  wie  die  Gleichung  (13),  aus  der  sie 
abgeleitet  ist,  für  alle  Werthe  zwischen  0  und  rr,  und  der 
allgemeine  Coefficient  ist 
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7t 2    f 

b^  =  —  /  cos  mxf[x)dx. 

Obgleich  die  Gleichungen  (13)  und  (14)  beide  eine  ganz 
beliebige  Function  f[x)  für  das  Intervall  von  0  bis  tt  dar- 

stellen, so  sind  sie  doch  wesentlich  von  einander  verschieden. 
Während  die  letztere  wegen  der  bekannten  Eigenschaft  des 
Cosinus,  für  entgegengesetzte  Werthe  des  Bogens  gleich  zu 
sein,  durch  die  Verwandlung  von  .r  in  — x  unverändert  bleibt, 
nimmt  die  erstere  in  demselben  Falle  den  entgegengesetzten 
Werth  an,  wie  ebenso  leicht  aus  der  Natur  des  Sinus  erhellt. 
Man  sieht  hieraus  leicht,  dass  man  unter  gewissen  Umständen 
eine  Function  von  »■  für  das  Intervall  von  —  rc  bis  tc  durch 
die  Reihe  (14)  oder  (13)  darstellen  kann.  Denkt  man  sich 
nämlich  unter  fix)  eine  von  ;/;  =  0  bis  x  =  ̂ r  ganz  beliebig 
gegebene  Function  von  ,r,  und  setzt  diese  Function  oder  Curve 

von  X-  =  0  bis  ./■  =  — ir  so  fort,  dass  immer  f[ — x)  =  /"(.?'), so  wird  diese  Function  von  x  =  rc  bis  x  =^  —  n  durch  die 
Reihe  14)  ausgedrückt  werden  können,  denn  diese  Reihe  gilt 
immer  von  0  bis  tt,  und  da  sie  bei  der  Verwandlung  von 
X  in  — X  unverändert  bleibt,  welches  nach  der  angegebenen 
Art  der  Fortsetzung  auch  bei  der  Function  der  Fall  ist,  so 
stellt  sie  diese  auch  von  0  bis  — tt  dar.  Ganz  auf  dieselbe 
Weise  überzeugt  man  sich,  dass,  wenn  man  eine  von  0  bis  tv 

beliebig  gegebene  Function  so  fortsetzt,  dass  f[ — x)  =  — f[x\ 
für  eine  solche  Function  zwischen  ,/;  =  —  jt  und  x  =  rt  die 
Reihe  (13)  gilt.  Auf  diese  einfache  Bemerkung  kann  man 
eine  Reihe  gründen,  welche  die  Reihen  (13)  und  (14)  als  be- 

sondere Fälle  in  sich  begreift  und  eine  von  x  =  —  rc  bis 
:r  =  7C  ganz  willkürlich  gegebene  Function  cp  (x)  darzustellen 
geeignet  ist. 

Bringt  man  nämlich  (p  a)  in  die  Form 

(p{x)  +  (/)  (—  x)  cp  {x)  —  cp{—x] 
2 

[160J  so  hat  der  erste  Theil  ̂ ^  ̂̂ >  '^ ̂ ^^  ^ — ^  die  Eigenschaft, 
durch  Verwandlung  von  x  in  —  x  unverändert  zu  bleiben,  und 
ist  also  nach  dem  Vorhergehenden  von  x  =  —  rc  bis  x  =  rc 
durch  (14)    ausdrückbar.       Ebenso    lässt    sich    offenbar    der 



Darstellung  willkürlicher  Functionen.  15 

zweite  Theil  ̂ (^'^"^^("^^   durch   die  Reihe  (13)   darstellen 
und  man  hat  also  für  den  ganzen  l'mfang  des  Intervalles  von 
—  :c  bis  +/r,   wenn  man  beide  Theile  vereinigt: 

(15)    f/)(x}  =  i^o  +  ̂i  cosa;  +  ̂4  cos  2x-\   |-/^,„cos  wx  +  ■  •• 
+  a,  sin  cc  +  f^i  sin  2  a;  -|   \-  a^^j  sin  m  x  -\-     ■ 

wo  die  Coefficienten  durch  die  Gleichungen 

^'m  =  —  /cos  mx{cp{p:)-\-  fp[—x))dx, 

.1 

^',,j  =  —  /sin  mx [tp [x]  —  cp ( —  x)) dx 

zu  bestimmen  sind.      Man   kann   diesen  Ausdrücken   eine   ein- 
fachere Form  geben.     Es  ist  nämlich : 

/  cos  m X {(p  [x]  -\-  fp  '  —  x)) dx 
71 

=  I  cos  mxfp{x)dx  -j-  /  cos  mxcp[ — x)dx, 
0  0 

und  nach  (5): 

/cos  mxrp{ — x)dx  =  —  /cos  mx(p{x)dx, 
(t  0 

oder  nach  (2) : 
0 

/  cos  mx(p[x)dx, 

folglich 

^m  =  — (  /cos  mxrp[x)dx  -\-  /cos  mx(p{x]dx\  , 
—.-t  Ü 

oder  nach  (9) : 

+  rt bfj^  =  — /cos  mxq)(x]dx. 
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Ebenso  ergiebt  sicli 

o^^  =  —  /  sin  mxcp[x]dx.'^) 

§  4. 
Wie  natürlicb  und  befriedigend  auch  auf  den  ersten  Blick 

der  Gang  erscheinen  mag,  welcher  uns  zu  den  Reihen  des 
vorigen  Paragraphen  geführt  hat,  so  findet  man  doch  bald  bei 
genauerer  Erwägung,  dass  derselbe  als  strenger  Beweis  für 
die  Gültigkeit  dieser  Reihen  etwas  zu  wünschen  übrig  lässt. 
Es  geht  aus  dem  Begriff  des  bestimmten  Integrals,  wie  dieses 
in  (1)  festgestellt  wurde,  unbestreitbar  hervor,  dass  irgend  ein 
Coefficient  a„^,  welcher  in  der  endlichen  Reihe  eine  bestimmte 
Stelle  m  einnimmt,  bei  unaufhörlichem  Wachsen  von  n  in  das 
Integral 

—  /sin  nix  fix]  dx n 
0 

übergeht,  allein  man  darf  nicht  vergessen,  dass  durch  das 

Zunehmen  von  n  zugleich  immer  mehr  neue  Glieder  hinzu- 
kommen. Um  die  Richtigkeit  der  Reihe  (13)  zu  beweisen, 

müsste  man  sich  die  Glieder  der  endlichen  Reihe  in  zwei 

Gruppen  zerfällt  denken;  die  erste  würde  alle  Glieder  bis 
zu  einer  bestimmten  unveränderlich  gedachten  Stellenzahl  m 

die  zweite  alle  [161]  übrigen  enthalten.  Könnte  man  nun 
zeigen,  dass,  während  die  Coefficienten  der  Glieder  der  ersten 
Gruppe  sich  ins  Unendliche  den  durch  bestimmte  Integrale 
ausgedrückten  Werthen  nähern,  der  Inbegriff  aller  Glieder  der 
zweiten,  deren  Anzahl  mit  n  unaufhörlich  wächst,  nie  eine 
gewisse  von  m  abhängige  und  zwar  beliebig  klein  ausfallende 
Grenze  überschreitet,  wenn  man  das  m  gehörig  gross  wählte, 
so  würde  man  die  Gewissheit  erlangen,  dass  die  Reihe  (13) 
convergirend  ist  und  die  Function  f[x\  für  das  Intervall  von 
0  bis  71  wirklich  darstellt. 

Die  Nothwendigkeit  der  eben  angedeuteten  Nachweisung, 
wenn  man  den  Uebergang  vom  Endlichen  zum  unendlichen 
zu  einem  ganz  strengen  Verfahren  erheben  will,  wird  im 
höchsten  Grade  einleuchtend,  wenn  man  der  endlichen  Reihe, 
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von  der  man  ausseht,  eine  andere  Form  gicbt.  Betrachtet 
mau  eine  Keihe  von  der  Forui: 

so  lassen  sich  die  Coeflicienten  ebenfalls  leicht  so  bestimmen, 

dass  die  Reilie  für  n  AVerthe  von  x  innerhalb  eines  beliebigen 

Intervalles  einer  ganz  "willkürlichen  Function  /'(./]  gleich  wird. Lässt  man  nach  erlangter  Bestimmung  irgend  eines  Coefficieuten 

n  unendlich  wachsen,  während  die  Stellenzahl  ni  des  Coefli- 
cienten constant  bleibt,  so  nähert  sich  der  Coefficient  unauf- 
hörlich einem  gewissen  Endwerth,  und  man  würde  also  durch 

das  im  vorigen  Paragraphen  befolgte  Verfahren  zu  der  falschen 
Folgerung  verleitet,  eine  ganz  gesetzlose  oder  stellenweise 
ganz  anderen  Gesetzen  gehorchende  Function  lasse  sich  durch 

eine  nach  Potenzen  der  Veränderlichen  o:  geordnete  Keihe  dar- 
stellen. 

Die  Betrachtungen,  die  dem  Verfahren,  welches  uns  die 
Reihe  (13)  geliefert  hat,  die  gehörige  Strenge  geben  würden, 
sind  so  zusammengesetzter  Art,  dass  wir  lieber  einen  ganz 
anderen  Weg  der  Beweisführung  einschlagen.  Wir  werden 
die  Reihe  (15),  welche  die  beiden  anderen  (13)  und  (14)  als 

besondere  Fälle  in  sich  begi-eift,  an  und  für  sich  untersuchen, 
und  ohne  etwas  von  dem  Früheren  vorauszusetzen,  direct  nach- 

weisen, dass  die  Reihe: 

"l^o  -|-  h^  cos  X  -{-/>.,  cos  2  r  -j-  •••  +  /j„j  cos  mx  +  •  •  • 

+  f/,  sin  X  -\-  Oj  sin  2x  -{-■••  -\-  a,,^  sin  nix  -{-•••, 

wenn  man  ihre  Coefficienten  durch  die  Gleichungen 

bm  =  — /cos  mxrp{x)dx,     a^„  =  — /sin  mxrp[x)dx 

bestimmt,  immer  convergirt  und  für  alle  zwischen  —  n  und  n 
enthaltenen  Werthe  von  x  der  Function  cp{x\  gleich  ist. 

Schreibt  man  in  den  vorhergehenden  Integralen  statt  x 
einen  anderen  Buchstaben  «,  was  offenbar  erlaubt  ist,  da  ein 
bestimmtes  Integral  nur  von  der  Natur  der  Function  und  den 
Werthen  der  Grenzen  abhängig  ist,  und  setzt  die  Werthe  für 
die  2^+1  ersten  Coefficienten  ein,  so  erhält  man  als  Summe 
der  2;/ -1-1  ersten  Glieder:  ; 

0stwald"s  Klassiker.    110.  O 
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[162]  ^Z^«*^^«) 

—71 

+  ̂
 
 

-\-7l 

-\   COS  X  j  da  cos  arf{u)  +  •  — \   cos  «ic  j  da  cos  na(p(a), 
—n  —.7 

-\   sin  X  j  da  sin  a  (p{a)  +  •  — [   sin  nx  Ida  sin  ?ia  cp[a] , 
—  .7  —71 

oder  nach  (3)  und  (6) 

■ — /  da  (p[a)  [-|-+  cos(a  —  a;)4-cos2(a  —  x)-\   [-cosw(« — x)\ —  7t 

oder  endlich,  wenn  man  die  Cosinusreihe  vermittelst  der  For- 
mel (11)  summirt, 

- —  /  da  cf\a)   =  • 
2n:J        '^^  '  .    a  —  x 
_*  sin  — - — 

Soll  also  die  Reihe  convergiren  und  den  Werth  fp[x)  haben, 
so  muss  der  Unterschied  zwischen  fp{x)  und  diesem  Integral, 
welches  die  Summe  ihrer  2n-\-  1  ersten  Glieder  ausdrtickt, 
bei  unaufhörlichem  Zunehmen  von  oi  zuletzt  kleiner  werden 

als  jede  noch  so  klein  gedachte  Grösse.  Es  ist  nöthig,  der 
Untersuchung  dieses  Integrals  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit 
die  Behandlung  einiger  einfachen  Fälle  vorauszuschicken,  auf 
welche  sich  alle  übrigen  zurückführen  lassen. 

§  5. 
Man  betracht

e  
zunächs

t  
das  Integral

 

71 

J  sin  /i?  '^  ' 
0  

' 

in  welchem  n  wie  vorher  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet. 
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sin  {2n-\-  V  ,i    ̂   ,     /^^x      .     .     ,     , 
Setzt  man  statt    ^ — :   den    nach    (11)     äquivalenten sin  ;> 

Ausdruck 

1  4-  2  cos  2/:?+  2  cos  4,i   [-2  cos  2nß, 

so  erhellt  nach  (10),  dass  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des 
ersten  zwischen  den  angegebenen  Grenzen  integrirt  verschwin- 

den, und  man  findet: 

/ 
*3in  [2)1  -\-l]ß  .,         7t 

siu ;:/  '  2 

Setzt  man  zur  Abkürzung  2».+  1  =  A',  und  zerlegt  das  Inte- 

gral in  («  +  1)  andere  zwischen  den  Grenzen  0  und  — ,  — 
2  :t  n  7t  :t 

und  — ^,   •  •  •  — |—  und  ̂ ,  so  folgt  nach  (7),  dass  von  diesen 

Integralen   das   erste  positiv,    das    zweite   negativ,    das   dritte 

positiv   u.  s.  w.    sein    wird,    da  — r— ~r  innerhalb  der  Grenzen 

sin  ß 

[163]   des  ersten  positiv,  des  zweiten  negativ  u.  s.  w.  ist.    Be- 
zeichnet man   das  Integral   des  r-ten  Ranges,   d.  h.    das   von 

   bis   -^  genommene,  abgesehen  vom  Vorzeichen  mit k  k 

o^,  so  dass  also 
Vit T 

_  /•  sin  kß  .  ̂^ 
^'^  J     sin/i?     '  ' 

k 

wo  das  untere  oder  obere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  v  gerade 

oder  ungerade  ist,  so  folgt  leicht  aus  (8),    da   =f  s'mkß  von 

  = — —   bis   -j-  stets  positiv  bleibt,   dass   Q^,  zwischen  den K  IC 

beiden  Producten  liegt,  welche  mau  erhält,  wenn  man 

/2 
qp  sin  kßdß  ■=  — 

k 

k 

2* 
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mit  dem  grössten    und  kleinsten  Werth   multiplicirt ,    den   der 

Factor  -; — ^  in  dem  genannten  Intervalle  annimmt, sin  ß 

Das  vorhergehende  Integral  ist  nach  (4) 
7t  7t 

T  T 

f^  sin  {lv—l]n:  +  l-ß)dß  =  Ain  kßdß, 
0  (1 

oder  nach  (5) 

=  jjBmßdß=  -.') 0 

Was  den  Factor  - — r  betrifft,  so  ist  dieser  um  so  kleiner, 
sm  ß 

als  ß  grösser  ist.    Sein  grösster  Werth  ist  daher 

und  der  kleinste    ,  so  dass  also 

sm— — 

-.2        1  .         ̂ 2  1 
^'  k      ,    VTi  /.•      .      V  — 1)71 sm  —  sm   

kl  ic 

2 
Für    das    letzte    Integral    Q„_^_^     gelten    die    Grenzen   —  und IC 

2        1 
  ,  die  sich  auf  dieselbe  Weise   ergeben.     Vergleicht 
k       ,      HTt 

sm  -j^ IC 

man  die  Grenzen,  zwischen  [164]  welchen  je  zwei  aufein- 
ander folgende  Integrale  liegen,  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle, 

dass  Q^J  (>.^,  Qs  •  ■  •  Qn  +  i  ̂^^^  abnehmende  Reihe  bilden,  d.  h. 

Üi  ̂   Qi^  Qi  •  •  •  ̂  ?»+!•       ̂ ^^^    ursprüugliche ,    später    in 
TT 

n  +  1  andere  Integrale  zerlegte  Integral  hatte  den  Werth  — -  • 

Es  findet  also  die  Gleichung  statt 

^  =  Ci  —  ?-:  +  C3  —  (»4  H   ±  ?»  +  1  • 
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Aus  der  Abnahme  der  Glieder  ̂ ,  ,  Cj  •  •  •  folgt  leicht,  wenn 
man  die  Reihe  bei  ihrem  2m-ten  und  {2m-\-l)-ten  Gliede 
abbricht  (wo  natürlich  2  vi  <^  ti) : 

(  rt 

(16) 

V<  ?i  —  ?2  +  ?3   Qim  +  Qim^^- 

Um  sich  zu  überzeugen,  dass  diese  Ungleichheiten  stattfinden, 
darf  man  nur  bemerken,  dass  im  ersten  Falle  die  weggebrach- 

ten Glieder,  wenn  man  sie  paarweise  vereinigt,  o,,;2+i  — Q^m+t-i 
fiwi+s  —  Csm-n  •  •  •>  positive  Diflerenzen  geben,  und  dass  man 
also  etwas  positives  weglässt,  und  das  Umgekehrte  für  den 
zweiten  gilt. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Betrachtung  des  Integrales: 

/ 

sin  ̂ i        ' 

wo  h  eine  positive,   --  nicht  übersteigende  Constante  und  fiß) 

eine  stetige  Function  von  ß  bezeichnet,  welche,  während  ß 
von  0  bis  h  Avächst,  immer  positiv  bleibt  und  nie  zunimmt. 

Ich  sage  absichtlich:  nie  zunimmt,  um  den  Fall  nicht  aus- 
zuschliessen,  wo  f{ß)  stellenweise  oder  für  das  ganze  Intervall 
constant  bliebe.  Der  Buchstabe  k  ist  wie  früher  zur  Abkür- 

zung für  2)1  -\-l  eingeführt,  und  wir  wollen  untersuchen,  wie 

sich  S  verändert,   wenn  n  ohne  Grenze  wächst.     Es  sei  r  — 

das  gi'össte  in  h  enthaltene  Vielfache  von  -- ,  wo  offenbar  die 

ganze  Zahl  r  nicht  grösser  als  n  sein  kann,  und  man  zerlege  das 

Integral  in  r  -\-  1    andere ,   zwischen   den  Grenzen  0  und  — , 
7C  2  7t  r  7t 

—  und  -j^ ,  ■  •  •  — ^  und  h,   so   sind   diese  Integi'ale   Avieder A'  li  Ic 

abwechselnd  positiv  und  negativ.  Bezeichnet  man  dasjenige, 
welches  die  r-te  Stelle  einnimmt,  abgesehen  von  seinem  Zei- 

chen, mit  J?^,,  so  dass  also 
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vn 

[165]  wo  wieder  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  gilt,  Je 
naclidem  v  gerade  oder  ungerade  ist,  so  hat  man 

Die  positiven  Werthe  i?, ,  B^ ,  11^  .  .  .  bilden  eine  abnehmende 
Reihe,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  Avenn  man  auf  li^.  den 
Satz  (8)  anwendet.  Man  findet  unter  Berücksichtigung  der 
über  f[ß)  gemachten  Voraussetzimg,  dass 

m 

T 

sin  /.•  /i 
--■=/^i^V(ft.^ 

sin  ß 

zwischen  den  beiden  Producteu 
m  vTt 

T:  Ä 

liegt,  d.  h.  also 

Vergleicht  man  die  untere  Grenze  /^(-T-)('r  f"i"   ̂ r    ̂ i*   den 

oberen    für    i?,,+,,    welche    /(-jrjQi+i    ̂^t,    so    folgt    wegen 

Qr^  Qi+i^  fl^ss  auch  i?,,  >>  i?,,^, ,  wie  vorher  behauptet 
wurde.  Bricht  man  die  Reihe  S  bei  i?.;,„j  und  i?.2,H+i  Jib 
(wo  2  m  <^  r) ,  so  ergeben  sich  die  Ungleichheiten 

*)  Wäre   f  y^\  =  f  |  ''  j ,  so  würden  die  beiden  Grenzen zusammenfallen  und  man  muss,  um  alle  Fälle  zu  umfassen,  mit  dem 

Zeichen  /  >  7c  den  Sinn  verbinden,  dass  t  nicht  kleiner   als  n-  ist. 
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5  >>  ̂ ,  —  L\  +  ii'^  —  •  •  •  —  7.',„j 

<S    <C    J\          It'o    +    /<*;;          •     •     •          J'.,,„    +    J<'im+\- 
Die   erste   dieser  Ungleichheiteu    wird   nicht  aufhören   richtig 

zu  bleiben,  wenn  mau  statt  der  zu  addirendeu  Glieder  Ji\ ,  7»'.,  . . . 

ihre  unteren  Grenzen  /(Trlcij   /^(~7~)?3  •••  und  statt  der  zu 

subtrahirenden     7i', ,     7i',     ihre      oberen     Grenzen     /^(-7  l^o? 

(3  /f  \  
\  ''  /' 

—  -10,,  ...   setzt.      Hierdurch    und    durch   Amvendung   des 

umgekehrten  Verfahrens  auf  die  untere  Ungleichheit  erhält  man 

^  >  ̂(f )  ^"*  -  ̂^''  +  4t)  ̂̂'  -  ?^)  +  •  •  • 

S  <  /'(O)  Q,  -  /•('-)  {Q,  -  Q,)  -  fl^^~)  IQ,  -Q,)   I2m7r\. 

[166]  Da  die  Differenzen  Q^  —  o.,,  (j.^  —  (^3,  ̂ 3  —  ̂ 4  •  •  •  posi- 
tiv sind  und  die  Function  f{ß)  zunimmt,  so  darf  man  offenbar 

in   der   ersten  Ungleichheit    /'(y),    /(~r)  •••    und    in    der 
./2/f\      ./47r\  .       I2mjr\ 

zweiten    /  I    ,.  I ,   /^l  77)  •  •  •   uiit  f\ — - — |  vertauschen.     Es 
ist  also 

S  <  QJ{0)  —  (O,  —  g.^Jf-(j^   0,„j+,)  /-l-^J   . 
Die  Zahl  2))i  ist  kleiner  als  r,  und  also  um  so  mehr  kleiner 

als  )i,  so  dass  die  Resultate  (16)  stattfinden. 
Die    dort    gefundenen    Ungleichheiten    lassen    sich    in    die 

rm  bringen: 

Qi       Q3+-- 
•  +  Qim  <Qi         2   , 

?i        Q,+  ■  ■ 
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Vergleicht  man  diese,  uachclem  man  von  beiden  Seiten  der 

ersten  ̂ 2  »»+4  abgezogen  hat,  mit  den  vorher  erhaltenen  Grenzen 
für  S,  so  ergeben  sich  folgende  höchst  einfache  Resultate: 

^^     7t  .(2m7T\  _l2m7t\ 

r,    ̂   71  ̂ I2m7r\  ^I2m7t\  ^.,^^       J2m7t\'\ 

Unser  Zweck  war,  die  allmähliche  Veränderung  des  Integrales: 
h 

'sin  kß 

=
/
 

sin  d 

0  
' 

f{ß]dß 

zu  untersuchen,  wenn  man  in  demselben  k  ̂ =  2n-\-  1  nimmt 
und  die  ganze  Zahl  n  über  jede  Grenze  hinaus  wachsen  lässt. 
Diese  Frage  wird  auf  der  Stelle  durch  die  eben  gefundenen 
Ausdrücke  beantwortet.  Nach  dem  Früheren  ist  die  darin  ent- 

haltene gerade  Zahl  2  m  für  ein  bestimmtes  n  insofern  noch 
willkürlich,    als    sie  jeden  r   nicht  übersteigenden  Werth  hat, 

wo  r  Avie  früher  das  grösste  in  — k  ■=  — (2». -f-  1)     enthal- 7C  7t 

tene  Ganze  bezeichnet.  Da  hiernach  r  oifenbar  gleichzeitig 
mit  n  über  jede  Grenze  hinaus  wächst,  so  darfauch  2  m  jede 
Grenze  überschreiten. 

Denkt   man   sich   nun  das  gleichzeitige  Wachsen   von  21)1 

und  n  so,  dass  dabei  -— -  successive  jeden  Grad  von  Kleinheit 

erreicht,  so  werden  die  für  S  gefundenen  Grenzen  zuletzt  zu- 
sammenfallen.    Betrachtet  man  zunächst  die  untere  Grenze 

7T     12  m  TT  \  ,j2in7c\ 

so  wird  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  ihr  erstes  Glied 

-"TT- 

zuletzt  in  ̂  /"(O)  übergehn;   was    das   zweite   betrifft,   so  liegt Li 

der  Factor  Q.^^^^^  nach   [167]   Obigem  zwischen 

2  1  ,      2  1 
und     ̂ - k     .    2m7t                 k     .     i2m  -\-  IjTT 

sm  — ; —  sni   ;   
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Schreibt  man  diese  in  folgender  Form: 

und 
2m TT     .     2w7r  \2m-V-V\ji      .    ,_.       ,    ,>  ir  ' 

sm  — j —  ^  sin  (2  »i  +  1)    - 

so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  beide  zuletzt  verschwinden.    Durch 
2 

das  unaufhörliche  Wachsen  von  m  nähert  sich  —   der  Null, 2  m  7t 

während 
2 in  7t 

k 

sin 
2  in  7t 

k 

2  m  7t 
wegen   des  Abnehmens    von  — - —    sich    der  Einheit   nähert. k 

Das  Product  wird  also  Null,  und  dasselbe  gilt  von  dem  zweiten. 
Es  geht  hieraus  hervor,  dass  die  untere  Grenze  für  S  zuletzt 

mit  —  f{0)  zusammenfällt.  Die  beiden  ersten  Glieder  in  der 

oberen  Grenze  sind  den  schon  untersuchten  ganz  ähnlich,  imd 

es  bleibt  nur  noch  das  dritte  C,  1 /"(O) — f[ — t — 1  zu  be- 
trachten. Der  zweite  Factor  nähert  sich  offenbar  der  Null, 

und  dieses  Glied  wird  also  verschwinden,  wenn  der  erste  nicht 
über  jede  Grenze  hinaus  wächst.  Dass  dieses  aber  nicht  der 
Fall  ist,  folgt  sogleich  aus  den  beiden  Ungleichheiten,  von 

denen  die  erste  aus  (16)  hervorgeht,  wenn  man  dort  m  =  1 
setzt: 

^  "^    ̂   ^2        1 

sm  — 

k 

Beide  mit  einander  verglichen  ergeben: 

^^  _^2       1 ^'<2-  +  ¥Tir 
sin  -r- 

k 
und  der  Werth  von 
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TT 

2        1  2  T 

Sin  —  sm  — K  k 

2 
nähert  sich  durch  das  Wachsen  von  /,■  dem  Werthe   — 

TC 

Es   ist   somit   streng  bewiesen,    dass   die   beiden   Grenzen, 
zwischen    denen    8    eingeschlossen    ist,    bei    unaufhörlichem 

Wachsen    von   n  zuletzt  mit  -^/"(O)   zusammenfallen,    welcher Li 

Werth  also  auch  der  des  Integrales 

/ 
sin  /.■  ß sin  [i 

für  ein  unendlich  grosses  n  ist. 
Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  die  Function  /(/i), 

während  /i  von  0  bis  li  wächst,  nie  zunimmt  und  ausserdem 
stets  positiv  bleibt.  Behält  man  die  erste  Bedingung  bei,  d.  h. 
setzt  man  voraus,  dass  für  irgend  zwei  [168]  zwischen  0  und 

\i  fallende  Werthe  j)  und  q  die  Difierenz  f[ii)  —  f[q)  immer 
negativ  oder  Null  ist,  wenn  j)  —  q  positiv  ist,  ohne  damit  die 
zweite  Annahme  zu  verbinden,  dass  f[ß)  nicht  negativ  wird, 
so  findet  der  vorige  Satz  ebenfalls  noch  statt.  Nimmt  man 
nämlich  eine  positive  Constante  c,  welche  so  gross  ist,  dass 

f[ß)  +  ß  nicht  negativ  wird,  so  ist  der  Satz  auf  f[{i)  +  c  an- 
wendbar, d.  h.   das  Integral 

/
«
 

(m+'^'^i? 

sin  p 

7t 

wird  für  ein  unendlich  grosses  n^  —  [/"(O)  +  c] .    Zugleich  ist Li 

klar,  dass  dieses  Integral  die  Summe  von  folgenden  ist: 
h  h 

/\, ,,  sin  kß  , ,_.        C  sin  kß  .  , 

'  ̂'  ̂  sin  /£/     '  '    ./      sm  ß     '  ' 
7t 

von  denen  das  zweite  in  demselben  Falle   c—  wird.     (Es  ist 
Lt 

nämlich  bei  der  vorigen  Behandlung  der  Fall  mit  eingeschlossen 
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worden,  wo  die  positive  Function  im  ganzen  Intervall  constant 
war.)    Also  ranss  das  erste  durch  unaufhörliches  Wachsen  von 

;/  zuletzt  den  Werth   ̂ /"(O)  annehmen. 

Denkt  man  sich  jetzt  eine  Function  f{ß),  die,  während  ß 
von  0  bis  //  wächst,  nie  abnimmt,  so  wird  f(ß)  nie  zunehmen. 
Man  hat  also,  wenn  tt  unendlich  wächst, 

f-fW am  ji     '  "  '  2 

und  folglieh 

/''(^'^''^''  =  f«°'' sin  ji 

ir Die   \orhergehenden    Resultate    lassen   sich   in   folgenden   Satz 
zusammenfassen: 

(17)     >Ist  f{ß)  eine  stetige  Function  von  ß,  die,  während  ß 
von   0   bis   //    wächst    (wo    die    Constante    //  ]>  0   und 
    yf 

^  — )  und  nie  vom  Abnehmen  ins  Zunehmen  oder  um- 

gekehrt  übergeht^),  so  wird  das  Integral 

/ 

sin(2«  +  l)/? sin  ß 
mdß, 

wenn    man   darin    der  ganzen  Zahl   n    immer    grössere 

positive   "Werthe   beilegt,   znletzt  immerfort  weniger   als TT 

jede    angebbare  Grösse   von   — /"(O)    verschieden    sein.« iL 

[169]  Die  Constante  h  bleibe  den  vorigen  Bestimmungen 
unterworfen,  und  mau  denke  sich  unter  rj  eine  zweite  Con- 

stante, welche  kleiner  als  li  und  zugleich  positiv  und  von  Null 
verschieden  sei.  Ist  f[ß)  eine  für  das  Intervall  von  (j  bis  // 
gegebene  stetige  Function  von  /i,  die,  wenn  ß  von  g  bis  // 
wächst,  nie  vom  Abnehmen  ins  Zunehmen  oder  umgekehrt 
übergeht,  so  lässt  sich  nach  dem  vorigen  Satz  leicht  ermitteln, 
was  aus  dem  Integral 
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k 

«/  fein  jj 
u 

wird,  wenn  man  n  unendlich  werden  lässt.  Da  nämlich  /"(,>') 
bloss  von  ß  =  g  bis  ß  =  h  gegeben  ist,  so ^^ bleibt  die  Art 
der  Fortsetzung  dieser  Function  über  das  genannte  Intervall 
hinaus  willkürlich.  Denkt  man  sich  f{ß)  für  alle  Werthe  von 
ß  zwischen  0  und  g  inclusive  constant  und  zwar  =  f{g),  so 
hat  man  eine  von  ß  =  0  bis  ß  =  Ji  stetige  Function,  welche 
in  diesem  Intervall  nie  vom  Abnehmen  ins  Zunehmen  oder 

umgekehrt  übergeht,  und  auf  welche  daher  der  vorige  Satz 
anwendbar  ist.     Es  wird  daher  das  Integral 

/ 

h 

sin  {2n  +  l)ß sin  ß 
f(ß)dß, 

wenn  man  n  =  oo  setzt,  —-  /"(O)  =  —  f{g)  sein.    Zerlegt  man 
dasselbe  Integral  in  die  folgenden: 

so  wird  auch  das  erste  =  -^f{0)  =  w-f{g)  nach  dem  vorigen 

Satz,  also  muss  das  zweite  für  ein  unendliches  u  verschwinden. 
Es  gilt  also  der  Satz: 

(18)      »Sind  g  und  h  Constanten,  welche  den  Bedingungen  ge- 

nügen  g  "^  0,   -^7  ̂   h  '^  g ,  und  geht  die  Function  f{ß), 
wenn   ß   von  g   bis  h   Avächst,    nie   vom   Abnehmen   ins 
Zunehmen  oder  umgekehrt  über,  so  wird  das  Integral 

h 
rsin(2??  +  l)ß 
J  sin  ß 
ff f{ß)dß 

für  ein  unendlich  grosses  n  der  Null  gleich.« 

Vermittelst  der  Sätze  (17)  und  (18)   ist  es  nun  leicht,  die 
zu  Ende  des  §  4  aufgestellte  Behauptung  zu  beweisen. 
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Die    Summe    der    2  )i  -\-  1    ersten   Glieder    der    zu    unter- 
suchenden Reihe  war  durch  das  Inteorral: 

+  »  smr,3«-H)(^)] 
2  sin 

'f 

ausgedrückt.  "Wir  liaben  frülier  vorausgesetzt,  dass  die  Func- 
tion ff  {ß)  für  das  ganze  Intervall  von  [J  ̂   —  /r  bis  ß  =  7r 

stetig  ist;  wir  können  jedoch,  ohne  die  folgende  Untersuchung 

im  geringsten  zu  erschweren,  die  Annahme  machen,  dasB  fp{ß' 
für  einzelne  Werthe  von  ß  eine  plötzliche  Veränderung  er- 

leidet, ohne  jedoch  unendlicli  zu  werden.  '->)  Die  Curve,  deren 
Abscisse  ß  und  deren  Ordinate  rp  (ß)  ist,  besteht  alsdann  aus 
mehreren  Stücken,  deren  Zusammenhang  über  den  Punkten 

der  Abscissenaxe,  die  jenen  besonderen  Werthen  von  ß  ent- 
sprechen, unterbrochen  ist,  und  für  jede  solche  Abscisse  finden 

eigentlich  zwei  Ordinaten  statt,  wovon  die  eine  dem  dort  enden- 
den und  die  andere  dem  dort  beginnenden  Curvenstück  an- 

gehört. Es  ward  im  Folgenden  nöthig  sein,  diese  beiden 
Werthe  von  (p{ß)  zu  unterscheiden,  und  wir  werden  sie  durch 
ip  (ß  —  0)  und  cp  [ß  +  0)  bezeichnen.  Um  unnütze ,  die  fol- 

gende'Darstellung  verlängernde  Unterscheidungen  zu  vermeiden, 
bemerke  man,  dass  dieselbe  Bezeichnung  auch  für  die  Werthe 
von  ß  gelten  kann,  für  welche  keine  Unterbrechung  der  Stetig- 

keit stattfindet ,  wo  dann  cp  {ß  —  0)  und  fp  {ß  -f-  0)  beide  mit 
cp(ß)  gleichbedeutend  sind. 

Das    obige   Integral  lässt  sich   nach  (9)    in    die    folgenden 
zerlegen: 

;  3in(2«+l)('l^) 

-^  2  sin  '—3— 

1  /.,  ,„"°'^"  +  ̂'('^)
 -    Idß  cp{ß)   5   , 7t  '^  .      iJ    X 

X  2  sm  ■ — - — 
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oder  nach  (4]: 
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-(71+x) 

7t— X 

sin  (2  n+1]^ 2  sin  4 

^      ̂fdßcp{x+ß] 

sin  (2^+1)-^ 

2  sin ß 

Wendet  man  (3)  auf  beide  an   und   nachher   noch  (2)  und  (5) 
auf  das  erste,  so  kommt: 

(19) 

2 

^    r,„     f         .  ̂ sin  (2«+  l)ß 
-  /  dß cp[x  —  2 ß)      .    T    —  5 

1    r,  .     ,     .    .  -,>  sin  (2«+  \)ß 
-  /  dß(p [x  +  2^      .    T    —  , 
7t  ̂ f         ̂   sm  /j 

Wir  betrachten  jetzt  das  zweite  dieser  Integrale,  abgesehen 

von  dem  constanten  Factor   Da  a:;  zwischen  —  7t  und  +  7t 7t 

liegt ,   so  liegt  — - —  zwischen  0  und  7t.     Ist  — - —  =  0 , 

was  für  X  =  7t  der  Fall  ist,    so   ist   das  Integral  für  jedes  n 
Null  und  erfordert  keine  weitere  Untersuchung.     Nehmen  wir 

zunächst  an, 
7t X       ......  .rt 

—  sei  nicht  grosser  als  -- 
^  2 Man  bezeichne 

mit  c,,  65  •  •  •  ̂ )'j  "^i®  sie  der  Grösse  nach  aufeinander  folgen, 
die   Werthe    [171]    von    />',    für    Avelche    erstens    (p[x-]-2ß) 

innerhalb   des   Intervalles   von   />  =  0  bis  /':?  = 
7t    X eine 

Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet  und  zweitens  vom  Zu- 
nehmen ins  Abnehmen  oder  vom  Abnehmen  ins  Zunehmen 

übergeht,   und  zerlege    das   Integral    in   andere  zwischen   den 

Grenzen  0  und  e^,  r,   und  c^. 
f,,  und 

7t  ■ 

X 

2 
genommene. 
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Auf  alle  diese  neuen  Integrale,  mit  Ausnahme  des  ersten,  ist 
der  Satz  (18)  oöeubar  anwendbar,  da  innerball)  der  Grenze  eines 
jeden  die  Function  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleidet 
und  nicht  vom  Abnehmen  ins  Zunelunen  oder  umgekehrt  über- 

geht; alle  nähern  sich  dabei  ins  Unendliche  der  Null,  wenn 
man  ti  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen  lässt.  Das  erste 

hingegen  erfüllt  die  Bedingungen  (17)  und  geht  bei  unaufhör- 

lichem  Wachsen  von  a  zuletzt  in  den  Werth  --,<"/>  (a;  +  0)  über. 
Also  wird  das  Integral 

Jt—X 

Jd,.rp,x+2ß)   ^^^   

für  /<  =  oo  den  Werth  -^'/'(a'  +  O)  annehmen. 

Liegt  - — - — -  über  ̂    ,  oder  ist  x  negativ,  so  zerlege  man 

das    vorige    Integral    in    zw'ei    andere    zwischen    den    Grenzen 

0  und   V  5    V  und  - — - — -  •    Auf  das  erste  dieser  neuen  Inte- 
2  '     2  2 

grale  bleibt  das  vorige  Verfahren  anwendbar,  und  dasselbe 

wird  also  -^  «/^  (ä;  +  0) ,  wenn  man  n  unendlich  gross  werden 
lässt.     Das  andere 

;.    ,     ,    -,.sin(2«4-l)/i? rf,:?r/)(a;+2;:?)- /.,..,        .  , t/    '    ̂   '  '  '  sin  /i 

kann  nach  (4)  nnd  (5)  in  die  Form  gebracht  werden: 
jr  +  x 

n 
T 

Wendet  man  (2)  an  und  setzt  sin  ß  statt  sin  [tc  —  ß)  und 

sin  ((2«  +  l)(:j)  statt  sin  ((2>^  +  1)(/-t  —  ß)')  (was  erlaubt  ist, da  n  eine  ganze  Zahl  ist),  so  geht  das  Integral  über  in:] 



[172] 
71 

L^   ,    o^      ,,,  sin  (2,^  +  1),:^ cp{x  +  2  7t—2 ß)    ^    .     '      '^ dß . '^  sm  ,j 
TT  +  X  ' 

Da  a;,   wie  vorlier  gesagt  wurde,   in  diesem  Falle  negati 

ist  und  also  zwischen  0  und  —  tt  liegt,  so  ist        - —    positi 

und  von  KuU  verschieden,  den  einzigen  Fall  ausgenommen 

wo  X  =  —  >'r.  Zerlegt  man  das  Integral  in  andere,  zwische: 
deren  Grenzen  ff[x-\-2  :r  —  2  ß)  Aveder  eine  Unterbrechuu: 
der  Continnität  erleidet  noch  aus  dem  Zunehmen  ins  Abneh 

men  oder  umgekehrt  übergeht,  so  werden  alle  diese  Integral 

nach  (18)  für  n  =  oo  der  Null  gleich.     Dieses  Resultat  gil 

nicht,  wenn  - — ^ —  =  0  und  also  .x  =  —  tt.  da  alsdann  ai 
'  2  ' 

das   erste   der   durch   Zerlegung    entstehenden    Integrale    nicl 
der  Satz  (18),  sondern  der  Satz  (17)  angewendet  werden  musi 

Dieses  erste  ist  alsdann  (wegen  a:  =  —  tt): 

C\.     ,         c  ^  .^  sin(2w+  l]ß 

0  
' 

r.  .     ,         ̂   ..  sin(2M  +  l)/i 
=     dß  ff  7t  -  2  ß    V  T    ̂- J        '  sm  ß 0 

und  wird  also  für  w  =  oo   den  Werth  -^(p{n  —  0)    erhaltei 

während  alle  übrigen  verschwinden. 

Vereinigt  man  die  verschiedenen,  für  das  zweite  Integre 

(19)  gefundenen  Resultate,  so  ergiebt  sich,  dass  dieses  Integr: 
durch  unaufhörliches  Wachsen  der  darin  enthaltenen  ganze 

Zahl  11  für  jedes  zwischen  —  7t  und  +  7t  gelegene  x  in  de 

Werth  \fp  {x  +  0)  übergeht.  Für  x  =  7t  und  x  =  —  rt  ei 
leidet  das  Resultat  eine  Ausnahme:  in  dem  ersteren  Falle  i; 

das  Integral  Null,  im  anderen  wird  es  \[fp{7t  —  0) -\- cp [rt -\- 0] 
Aus  einer  ganz  ähnlichen  Untersuchung  des  ersten  Integra 

(19)  folgt,  dass  dasselbe  für  n  =:  oo  im  Allgemeinen  \fp{x  —  ( 
wird,  in  den  besonderen  Fällen  aber,  in  a:  =  —  7t  und  x  =  / 

respective  Null  und  ̂ \cp[7t  —  0)  +  fp{ —  7t  -\-  0)]. 
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Erinnert  man  sich  nun.  dass  die  beiden  Integrale  (19)  7ai- 
imniengenonimeu  die  Summe  der  2n  -{-  1  ersten  Glieder  der 
:eihen  darstellen: 

'0)     i^u  +  '''i  ̂̂ ^  x-{-  /ucos2x-{-  •  ■  •  +  ft„j  cos  mx  -{-... 

+  a^  sin  X  +  ̂/j  sin  2x-{-  ■  •  •  +  o„j  sin  )nx  +  •  •  • , 

'^o  die  Coefficienten  durch  die  Gleichungen 
+  .T  +71 

h^j^  =        j d ß (p{ß)  0.0%  m ß ,     «m  =  I dßcplß)  sinniß 

u  bestimmen  sind,  so  geht  aus  dem  Vorhergehenden  ganz 

ti-eng  hervor,  dass  diese  Reihe  immer  convergirt,  d.  h.  dass 
s  immer  einen  gewissen  Werth  giebt,  von  dem  die  Summe 
ler  2w+  1  ersten  Glieder  der  Reihe,  wenn  n  über  alle  Grenzen 
linaus  wachsend  gedacht  wird,  zuletzt  immerfort  [173]  um 
/eniger  als  jede  angebbare  Grösse  verschieden  sein  wird,  und 
iass  dieser  Werth  oder  die  Summe  der  unendlichen  Reihe,  wenn 
;  zwischen  —  /r  und  +  rr  liegt  durch  \  \jp  (x  +  0)  +  rp  [x  —  0)], 
ür  ic  =  TT  und  x=  —  :t  aber  durch  -^ \(.p [it — 0) -\-fp[ —  /r  +  0)] 
largestellt  wird. 

Dieses  Resultat  umfasst  alle  Fälle;  ist  x  keiner  von  den 

)esonderen  Werthen,  für  welche  die  Stetigkeit  von  tp  [x)  unter- 
)rochen  wird,  so  sind  cp  [x  +  0)  und  (p  [x  —  0)  einander  gleich, 
md  der  Werth  der  Reihe  wird  also  (p  [x).  Wo  eine  Unter- 
)rechung  der  Stetigkeit  eintritt  und  also  die  Function  (p[x) 
iigentlich  zwei  Werthe  hat,  stellt  die  Reihe,  welche  ihrer 
!}atur  nach  für  jedes  x  einwerthig  ist,  die  halbe  Summe  dieser 
iVerthe  dar.  An  den  Grenzen  des  Intervalles  von  —  tc  bis 

■\-  ̂  1  d.  h.  für  diese  Werthe  selbst  ist  die  Summe  der  un- 
endlichen Reihe  gleich  der  halben  Summe  der  beiden  Werthe 

jp(7r)  und  (p[ — n).  Man  sieht  daraus,  dass  die  Reihe  die 
Function  (p  (x)  aus  den  Grenzen  des  Intervalles  nur  dann  richtig 

larsteilt,  wenn  rp  {it)  =  (p  ( —  tt).  ̂^) 
Wir  haben  schon  früher  bemerkt,  dass  die  eben  unter- 

suchte Reihe  (20)  oder  (15)  die  Reihen  (13)  und  (14)  als 
äpecielle  Fcälle  in  sich  begreift.  Man  braucht  nur  die  Func- 

tion cp{x)  für  den  halben  Umfang  des  Intervalles,  nämlich 
X  =  0  bis  X  =  7t  ganz  beliebig  gegeben  zu  denken  und  für 
die  Werthe  zwischen  0  und  —  7t  fortgesetzt  zu  denken ,  wie 
es   die  Gleichungen   fp{ — x)  =:  (p{x)   oder   fp{ — x)  =  — cp{x) 

Ostwald's  Klassiker.     HG.  3 
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vorscln'eiben ,  um  respective  zu  (14)  und  (13)  zu  gelangen. 
Ich  will  dies  noch  mit  zwei  Worten  für  den  ersten  Fall  zeigen, 
w^eil  sich  aus  dieser  Ableitung  eine  Eigenschaft  der  Reihe  (14) 
ergiebt,  welche  bei  der  früheren  Behandlung  nicht  hervortrat. 
Setzt  man  die  von  0  bis  tz  beliebige  Function  (p[x)  nach  der 
Gleichung  cp[ — x)  =  cp[x)  fort,  so  ist  klar,  dass  für  ;j;  =  0 
keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  einti'eten  und  dass  (p  ( — ,  r) 
=  cp  (/r)  sein  wird.  Die  Reihe  (20)  wird  also  rp  (0)  für  a:  =  0, 
und  fp[7t)  für  x  =  :r .  Die  Gleichungen  für  die  Coefficienten 
werden  dui'ch  Zerlegen  der  darin  enthaltenen  Integrale: 

0  7t 

&,„  =  —  j dßcp[ß)  cos  mß  -\   j dßtpiß)  cos  mß , 
-n  0 

0  Tt 

a^^  =  —  I dßrplß)  sin  m ß  -]   /  dßfp[ß)  sin  mß . 
-71  '    0 

Wendet  man  auf  die  beiden  von  —  ti  bis  0  genommenen 

Integi'ale  nach  einander  (5)  und  (2)  an,  und  berücksichtigt, 
dass  (:p[ — ß)  =  (p{ß),  cos  (—  wß)  =  cos  mß,  sin  ( — mß]  = 
—  siniuß,  so  erhält  man 

7t 

Kl  =  —  jdßcpiß)  cos  mß,     üjn  =  0. 
0 

Die  von  a;  =  0  bis  x  =  tv  ganz  beliebige  Function  cp[x)  wird 
also  durch  die  Reihe 

[174]      -^b^  +  Z>,  cos  X  +  h^  cos  2x-\-  ■  ■  •  +bm  cos  mx  +  •  •  • 

dargestellt,  welche  auch  für  die  das  Intervall  begrenzenden 
AYerthe  0  und  >t  noch  gültig  ist.  Es  versteht  sich  dabei  von 
selbst,  dass,  wenn  fp  (xj  zwischen  0  und  tt  eine  Unterbrechung 
der  Stetigkeit  erleidet,  die  Reihe  für  jeden  solchen  Werth  von 

X  die  halbe  Summe  der  entsprechenden  Werthe  von  (p(x)  aus- 
drückt. Auf  ganz  ähnliche  Weise  gelangt  man  zu  der  Reihe 

(13)  und  findet,  dass  diese  im  Allgemeinen  für  x  =  0  und 
X  =  7t  nicht  mehr  richtig  ist,  was  sich  aber  in  diesem  Falle 

ganz  von  selbst  versteht,  da  die  Reihe,  wie  auch  ihre  Coeffi- 
cienten beschaffen  sein  mögen,  für  die  genannten  Werthe  ver- 

schwindet. 



Note  über  eine  Eigenschaft  der  Reihen,  welche 
discontinuirliche  Functionen  darstellen. 

Von 

Ph.  L  Seidel. 

(Abhandl.  der  Math.  Phvs.  Klasse  der  Kgl.  Bayerischen  Akademie 
der  Wissenschäften  V,  881—394  (München  1847). 

[381]  Man  findet  in  Caurhf/s  Coiirs  d' Analyse  algebrique 
Cap.  6,  §  1  einen  Lehrsatz,  welcher  ausspricht,  dass  die  Summe 
einer  convergir enden  Reihe,  deren  einzelne  Glieder  Functionen 
einer  Grösse  x  und  zwar  continuirlich  in  der  Nähe  eines  be- 

stimmten Werthes  von  x  sind,  immer  gleichfalls  in  dieser 
Gegend  eine  stetige  Function  derselben  Grösse  sei.  Hieraus 
würde  folgen,  dass  Reihen  der  vorausgesetzten  Art  nicht  ge- 

eignet sind,  discontinuirliche  Functionen  in  der  Nähe  der 

Stellen,  wo  ihre  Werthe  springen,  noch  darzustellen;  —  mit 
anderen  Worten:  dass  durch  ein  Aggregat  stetiger  Grössen 
discontinuirliche  auch  dann  nie  repräsentirt  Averden  können, 
wenn  man  die  Form  des  Unendlichen  zu  Hülfe  nimmt,  so 
dass  das  Letztere  nicht,  wie  es  einen  Uebergang  vom  Ratio- 

nalen zum  Irrationalen  bildet,  so  auch  die  Brücke  zwischen 
stetigen  und  nicht  stetigen  Grössen  zu  schlagen  vermöchte. 
Denn  die  Convergenz  der  Reihe  würde  aufhören,  also  die  ge- 

wählte Form  ihren  Sinn  verlieren,  wo  die  Discontinuität  be- 
ginnt. 

[382]  Der  Beweis,  auf  welchen  dieser  Satz  am  angeführten 
Orte  begründet  wird,  beruht  im  Wesentlichen  auf  der  Bemer- 

kung, dass  man  die  Summe  der  ganzen  Reihe  abtheilen  kann 
in  die  Summe  einer  Anzahl  n  ihrer  ersten  Glieder  und  in  die 

ergänzende  alles  Folgenden.  Die  letztere  kann  man,  was  auch 
X  sei,   bei  der  vorausgesetzten  Convergenz   der  Reihe,    durch 

3* 
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Vergrösserung  vou  n  so  klein  machen,  als  man  nur  will;  das- 
selbe ^ird  von  der  Veränderung  geschlossen,  die  sie  erleidet, 

wenn  x  um  wenig  geändert  wird;  das  Increment  der  Summe 

der  n  ersten  Glieder  nimmt  ohnedies,  da  sie  aus  einer  end- 
lichen Zahl  eontinuirlicher  Functionen  von  x  besteht,  zi:gleich 

mit  der  Aenderung  von  x  unendlich  ab ;  es  scheint  also,  dass 
man  n  so  gross  und  das  Increment  von  x  so  klein  wählen 
kann,  dass  die  Aenderungen  beider  Theile,  also  auch  die  der 
ganzen  Reihe,  kleiner  gemacht  werden,  als  eine  beliebig  kleine 
Grösse,  und  hiermit  wäre  die  Continuität  der  Summe  der 
Reihe  in  dem  Sinne,  in  welchem  sie  hier  genommen  wird, 
erwiesen. 

Gleichwohl  steht  der  Satz  in  Widerspruch  mit  dem  was 
Dirichlet  gezeigt  hat,  dass  z.  B.  die  Fourier  sehen  Reihen  auch 
dann  immer  convergiren,  wenn  man  sie  zwingt,  discontinuirliche 

Functionen  1')  darzustellen;  —  ja,  die  Discontinuität  wird  ge- 
rade durch  die  Form  dieser  Reihen,  deren  einzelne  Glieder 

doch  stetige  Functionen  sind,  häufig  hereingebracht,  indem  diese 
Periodicität ,  welche  den  goniometrischen  Functionen  eigen 
ist,  allen,  die  man  so  darstellen  will,  aufdrängt,  und  dadurch 
diejenigen,  welche  sich  nicht  von  selbst  unter  dies  Gesetz 

beugen,  geAvaltsam  discontiuuirlich  macht.  Man  braucht  selbst 

nicht  dem  intricaten  Gang  der  Dirichkf sehen  Beweise  nachzu- 
gehen, um  sich  zu  überzeugen,  dass  die  Allgemeinheit  des 

Satzes,  von  welchem  die  Sprache  ist,  Einschränkungen  hat: 
auch  die  gewöhnlichsten  Integrale,  welche  discontinuirliche 
Werthe  haben,  z.  B.  das  bekannte 

\ß^^]  r  sinxa     , da 

/s
in
  X 

a 

können  Beispiele'-)  davon  abgeben;  denn  man  kann  dieses, 
durch  blosse  Zerlegung  des  unendlichen  Intervalles,  in  welchem 

es  zu  nehmen  ist,  in  eine  unendliche  Anzahl  endlicher,  ver- 
wandeln in  eine  Reihe,  deren  einzelne  Glieder  Integrale  sind, 

von  denen  man  fast  ä  vue  beweist,  dass  sie  stetig  von  x  ab- 
hängen, und  welche  Reihe  uothwendig  stets  convergirt,  weil 

ihre  Summe  immer  einem  der  drei  möglichen  Werthe  des 

ganzen  Integrales  gleich  ist. 

Wenn  man  ausgehend  von  der  so  erlangten  Gewissheit, 

dass  der  Satz  nicht  allgemein  gelten  kann,  also  seinem  Be- 
weise   noch   irgend   eine   versteckte  Voraussetzung   zu   Grunde 
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liegen  muss,  denselben  einer  genaueren  Analyse  unterwirft, 

so  ist  63  auch  nicht  schwer,  die  verborgene  Hypothese  zu  ent- 
decken; man  kann  dann  rückwärts  schliessen,  das.s  diese  bei 

Reihen,  welche  discontinuirliche  Functionen  darstellen,  nicht 
erfüllt  sein  darf,  indem  nur  so  die  üebereinstimmung  der 
übrigens  richtigen  Schlussfolge  mit  dem,  was  andererseits 
bewiesen  ist,  gerettet  werden  kann.  Auf  solche  Art  erhält 
man  eineu  Satz,  welcher  sich  auf  diese  Klasse  von  Keihen 

bezieht,  und  so  ausgespi'ochen  werden  kann: 

Theorem. 

Hat  man  eine  convergirende  Reihe,  welche  eine 
discontinuirliche  Function  einer  Grösse  x  darstellt, 

von  der  ihre  einzelnen  Glieder  continuirliche  Func- 

tionen sind,  so  muss  man  in  der  unmittelbaren  Um- 
gebung der  Stelle,  wo  die  Function  springt,  Werthe 

von  X  angeben  können,  für  welche  die  Reihe  beliebig 
langsam  convergirt. 

[384'  Der  Zweck  des  gegenwärtigen  Aufsatzes  ist  es,  diese 
Eigenschaft  naclizuweisen,  Avelche  meines  Wissens  noch  nir- 

gends ausdrücklich  hervorgehoben  worden  ist.  Durch  sie 
würde  diese  Art  der  Darstellung  nicht  stetiger  Functionen 
wesentlich  an  Werth  verlieren,  wenn  es  sich  dabei  darum 
handelte,  aus  der  Reihe  die  Functionswerthe  in  der  Gegend 

wo  sie  springen '3]  wirklich  numerisch  zu  berechnen,  ein 
Fall,  der  aber  in  den  Anwendungen,  wo  der  umgekehrte 
häufiger  ist,  sehr  selten  vorkommen  wird.  Zu  bemerken  ist, 
dass  hier  unter  discontimiirlichen  Functionen  nur  solche  ver- 

standen sind,  welche  Stellen  haljeu,  wo  es  nicht  möglich  ist, 
die  Aenderung  der  Variabein  so  klein  zu  machen,  dass  die 
der  Function  kleiner  würde,  als  eine  beliebig  kleine  Grösse: 

also  nur  Functionen,  welche  graphisch  durch  Curven  reprä- 
seutirt  sind,  deren  Ordinaten  an  gewissen  Stellen  plötzlich 

springen.*-*) 
Die  Reihe,  Avelche  nur  für  Werthe  der  Veränderlichen  [x] 

betrachtet  werden  soll,  für  welche  sie  convergirt  und  demnach 
irgend  eine  Function  von  x  darstellt,  möge  sein: 

f[x,  O;  +  f{x,  1)  +  f[x,  2)-\   in  inf. 

Ihre  ganze  Summe  werde  ich  bezeichnen  mit  F{x)^  die  Summe 
ihrer  n  -f-  1  ersten  Glieder  oder  die  Grösse 
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f{x,0)-}.f{x,l]-]   \-f{x,n) 

mit  Sf^{x]j  die  alles  Folgenden  oder  den  Ausdruck 

f{x,  7i  +  1)  +  f{x,  ?^  +  2)  +  •  •  •  in  inf. 

mit  Rn{x].     Man  hat  also 

[385]     (1)  F[x)  =  S^[x)  +  RJx). 

Ueber  die  hier  vorkommenden  Grössen  wissen  wir  nur  dies, 
dass  man  n  so  gross  nehmen  kann,  dass  Rn{x)  kleiner  wird, 
als  eine  beliebig  kleine  Grösse  q  (d.  h.  dass  die  Reihe  conver- 
girt),  und  dass  S„\x),  so  lange  n  nicht  über  alle  Grenzen 
wächst,  eine  continuirliche  Function  von  x  ist.  Denn  es  ist 
die  Summe  einer  beschränkten  Zahl  Glieder,  welche  einzeln, 
der  Voraussetzung  nach,  diese  Bedingung  erfüllen.  Es  gehe 
nun  x  über  in  x  -{-  s  und  dadurch  ändere  sich  F{x)  um  ̂ F, 
Sn{x)  um  .^Ä„.     So  wird  auch  sein: 

(2)  F{x]  +  JF=S^  [x)  +  JS^  +  R,  [x  +  e) , 

und  wenn  man  hiervon  die  Gleichung  (1)  subtrahirt: 

(3)  JF  =  JS,,  +  i?J^  +  £)  _  E^ix). 

Soll  sich  nun  beweisen  lassen,  dass  in  einem  besonderen 
Falle  F{x}  eine  continuirliche  Function  von  x  ist,  oder  dass 
zJF  mit  £  zugleich  unendlich  abnimmt,  so  wird  man  zeigen 
müssen,  dass  die  drei  Grössen  zur  Rechten  in  der  letzten 
Gleichung  sich  gleichzeitig  so  sehr  verkleinern  lassen,  als 
man  nur  immer  Avill.  Da  man  nämlich  im  voraus  nicht  weiss, 
ob  R,i(x)  eine  continuirliche  Function  ist,  so  kann  man  im 
Allgemeinen  nicht  anders  darauf  ausgehen,  den  Unterschied 

Rn[x -\- s)  —  Rn{x] 

zu  verkleinern,  als  dadurch,  dass  man  jede  dieser  Grössen  für 
sich  sehr  klein  macht.  Dies  muss  durch  Vergrösserung  von 
n  geschehen,  während  man  durch  Verkleinerung  von  e  bewirkt, 
dass  z/Sjj  unendlich  abnimmt.  Zum  Beweise  der  Continuität 
von  F{x)  in  der  [386]  Gegend  des  bestimmten  Werthes  x 
wird  also  erforderlich  sein,  zu  zeigen,  dass  man  für  diesen 
Werth  gleichzeitig  n  so  gross,  aber  endlich,  und  £  so  klein, 
aber  von  Null  verschieden  machen  kann,  dass  die  drei  Be- 

dingungen erfüllt  werden: 
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(4)  l   J^J^Xq' 

wo  r,  o',  o"  beliebig  klein  anzunehmende  absolute  Grössen 
bezeichnen,  und  sämnitliche  Ungleichheiten  abgesehen  vom 
Zeichen  zu  nehmen  sind.  Bestehen  sie  alle  zugleich,  so 

■wird  dann  aus  (3)  JF  dem  Zahlenwerthe  nach  <C  t^  +  o'  +  ö", 
kann  also  so  klein  gemacht  werden,  als  man  nur  will. 

Was  zunächst  die  Erfüllung  der  beiden  letzten  Ungleich- 
heiten betriflft,  so  kann  man  folgende  Betrachtung  anstellen: 

Es  bezeichne  /;  einen  bestimmten,  von  Null  verschiedenen 
Werth  des  Incrementes  t  von  x.  So  klein  es  auch  gewählt 
sein  mag,  so  wird  man  doch  nachher  r  so  klein  annehmen 
können  (was  in  der  Willkür  liegt),  dass  für  das  Bestehen  der 

ersten  Ungleichheit  in  (4)  erforderlich  ist,  e  <C  '/  zu  nehmen; 

wir  können  also  0  und  /;  als  die  möglichen  Grenzw^erthe  von 
t  ansehen.  Es  sei  nun  o  eine  Grösse,  kleiner  als  der  kleinere 

der  beiden  Werthe  o'  und  o",  und  man  verstehe  unter  v  (ab- 
hängig von  e)  die  möglichst  kleine  positive  ganze  Zahl,  welche 

gleichzeitig  allen  Bedingungen  genügt: 

(5) 

u.  3.  w.  in  inf. 

387  (Bedingungen,  die  sich,  bei  der  vorausgesetzten  Con- 
vergenz  der  Reihe,  immer  müssen  erfüllen  lassen)  —  so  können 
zwei  Fälle  eintreten:  entweder  es  wird,  (I)  während  £  alle 
Werthe  von  0  bis  »;  durchläuft  (einschliesslich  der  Grenzen), 

)'  für  irgend  einen  darunter  liegenden  einen  Maximalwerth  er- 
langen (und  dann  überhaupt  nur  eine  endliche  Zahl  verschiedener 

Werthe  haben),  oder  (11)  es  kann  v  in  der  nächsten  Nähe 
von  5  =  0,  zugleich  mit  dem  ohne  Ende  abnehmenden  e, 
über  alle  Grenzen  wachsen.  Geschähe  nämlich  das  Letztere 
in  der  Nähe  eines  anderen  bestimmten  Werthes  von  e  als 

bei  £  =  0,  so  würde  man  diesen  dadurch  ausschliessen  können, 
dass  man  ri  kleiner  machte,  so  dass  er  nicht  mehr  in  das 
Intervall  von  0  bis  /;  fiele.  Es  braucht  also  nur  der  eben 
bezeichnete  Fall  berücksichtigt  zu  werden. 
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I.  Findet  nun  von  den  beiden  Möglichkeiten  die  erste 
wirklich  statt,  dass  es  nämlich  einen  Maximalwerth  N  der 
Zahlen  ;'  giebt,  welche  zu  den  e  zwischen  0  und  /;  gehören, 
so  wird  es  nur  nöthig  sein,  für  n  in  (4)  diese  Zahl  N  zu 
nehmen,  um  vermöge  der  Bedingungen  in  (5)  sicher  zu  sein, 
dass  den  beiden  letzten  der  drei  Ungleichheiten  genügt  ist, 
wie  auch  e  in  dem  Intervalle  gewählt  werden  möge.  Diese 
Grösse  wird  man  nun,  was  bei  der  Coutinuität  der  Function 

Sn{x)  immer  möglich  ist,  so  zwischen  0  und  i]  und  verschieden 
von  dem  ersteren  Werthe  anzunehmen  haben,  dass  auch  die 
erste  Bedingung 

JSn  <  T 

erfüllt  ist,  und  für  jedes  noch  kleinere   e   erfüllt  bleibt;    man 
wird  dann  also  vermöge  (3)  und  (4)  haben 

oder  da  die  Grössen  zur  Rechten  beliebig  klein  angenommen 

werden  [388]  können,  so  wird  gezeigt  sein,  dass  die  Aende- 
rung  der  durch  die  Reihe  dargestellten  Function  F{x)  zugleich 
mit  dem  Incremente  £  der  Variabein  x  unendlich  abnimmt, 

dass  also  die  ganze  convergirende  Reihe,  deren  einzelne  Glieder 

stetig  von  x  abhängen,  ebenfalls  eine  in  der  Nähe  des  be- 
stimmten Werthes  von  x  contiuuirliche  Function  dieser  Grösse 

darstellt.  In  diesem  ersten  Falle  ergiebt  sich  also  wirklich 

der   Gaucky'' sehe  Satz. 
II,  Anders  verhält  es  sich  mit   dem   oben  mit  II  bezeich- 

neten Falle,  zu  dessen  Betrachtung  ich  mich  jetzt  wenden  werde. 
Es  könnte  auf  den  ersten  Anblick  scheinen,  als  ob  dieser 

Fall,  dass  nämlich  für  sehr  kleine  q  und  in  der  nächsten  Nähe 
von  £  =  0  die  durch  die  Ungleichheiten  (5)  definirte  kleinste 

Zahl  V  über  alle  Grenzen  wächst,  gar  nicht  eintreten  könnte. 
Denn  da  die  Reihe  für  alle  Werthe  von  e  zwischen  0  und  ij 

convergirt,  so  muss  sich  für  jeden  von  ihnen  ein  endliches 

V  angeben  lassen,  welches  jene  Ungleichheiten  alle  erfüllt. 

Daraus  folgt  aber  durchaus  nicht,  dass  alle  solchen  v  unter 
einer  bestimmten  Grenze  iY+ 1  liegen  müssen.  Es  könnte 
z.  B.  in  einem  besonderen  Falle  der  Zusammenhang,  welcher 

vermöge  der  Bedingungen  (5)  zwischen  c  und  r  stattfindet, 

der  Art  sein,  dass  v  die  grösste  in  dem  Ausdrucke 
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enthaltene  ganze  Zalil  wäre,  —  so  würde  es  für  jedes  von  0 
verschiedene  t  endlich  bleiben,  und  doch  alle  (Jrenzen  über- 

schreiten. Man  kiinnte  einwenden,  dass  der  hier  beispiels- 
weise angenommene  Zusanimeuhaug  zwischen  ;'  und  e  und  ebenso 

alle  ähnlichen  deshalb  unstatthaft  sei,  weil  nach  ihm  für 

€  =  0  die  Zahl  r  unendlich,  also  die  Reihe,  gegen  die  Voraus- 

setzung, für  diesen  Werth  divergent  würde. '■'^)  So  darf  aber 
nicht  geschlossen  werden.  Denn,  '389]  da  man  im  voraus 
nichts  darüber  weiss,  ob  die  (ürössen  7i',,(a;+£),  J\',.^^{.l' -]- s) 
u.  s.  w.  continuirliche  Functionen  von  (a;  oder)  €  sind  (was  ja 
eben  durch  den  Caurhi/schen  Satz  erst  bewiesen  werden  soll), 
und  überhaupt  im  Allgemeinen  nichts  über  sie  Aveiss,  als  dass 
sich  die  Bedingungen  \ö}  immer  erfüllen  lassen,  so  kann  auch 

nicht  behauptet  werden,  dass  nach  denselben  v  mit  einer  ge- 
wissen Regelmässigkeit,  einer  Art  von  Continuität,  von  e  ab- 
hängt, und  es  könnte  sehr  wohl  sein,  dass  es,  um  bei  dem 

gewählten  Beispiele  zu  bleiben,  für  jedes  von  0  verschie- 
dene, sonst  beliebig  kleine,  e  die  grösste  in 

enhaltene  ganze  Zahl  wäre,  für  £=0  aber,  die  Continuität 
des  Gesetzes  verlassend,  gleichwohl  keine  unendliche,  sondern 

irgend  eine  bestimmte  Grösse  hätte.  Also  würde  in  dem  Bei- 
spiele sich  in  der  That  für  jedes  e,  die  Null  eingeschlossen, 

ein  endliches  r  angeben  lassen,  Avelches  die  Bedingungen  (5) 
erfüllt,  und  docli  kein  Grenzwerth,  unter  welchem  alle  diese  y 
liegen.  Mit  anderen  Worten:  die  Reihe  wird  zwar  für  die 

betrachteten  Werthe  der  Variabein  immer  convergiren,  -wie  es 
die  Voraussetzung  fordert,  aber  man  wird,  in  der  nächsten 
Kähe  von  £  =  0,  Stellen  angeben  können,  wo  sie  es  beliebig 
langsam  thut,  d.  h.  wo  man,  um  sicher  zu  sein,  dass  die 
Summe  aller  weggelassenen  Glieder  <C  Q  ist»  "^ie  Anzahl  der 
mitgenommeneu  grösser  machen  muss,  als  eine  beliebig  grosse 
Zahl  N.  Ein  ähnliches  Verhalten  kommt  auch  schon  bei  den 

gewöhnlichen  Reihen,  die  continuirliche  Functionen  darstellen, 
vor,  so  z.  B.  convergirt  die  Reihe 

X  X'  x^ 

^1^1-  2^  1.2-3  ̂  

immer,  setzt  man  aber  z.  B.  x  =  1000000,  so  wird  man  bei 
der    [390]    Berechnung  ihrer   Summe,    selbst   wenn  man   eine 
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Million  Glieder  mitnimmt,  noch  einen  enormen  Fehler  begehen, 
nnd  für  x  =  Einer  Billion  mtisste  man  weit  über  eine  Billion 
Glieder  addiren,  nm  einige  Annäherung,  zu  erhalten,  u.  s.  w. 

*  Die  Möglichkeit  also,  dass  die  vorgelegte  Reihe  in  der 
Gegend  von  £  =  0,  oder  in  der  nächsten  Nähe  des  Werthes  x 
der  Variabein  Stellen  hat ,  wo  sie  beliebig  langsam  convergirt, 
lässt  sich  nicht  leugnen.  Es  kann  also  geschehen,  dass  sich 
die  in  deu  obigen  Erörterungen  mit  N  bezeichnete  endliche 
Zahl  nicht  angeben  lässt,  und  alsdann  bricht  der  ganze  Beweis 

von  der  Continuität  der  Function  F['x]  zusammen,  welcher 
unter  (I)  auf  die  Voraussetzung  der  Existenz  eines  solchen 
Werthes  gegründet  worden,  und  in  der  That  nur  eine  detail- 
lirtere  Ausführung  desjenigen  Beweises  ist,  welchen  Catichy 
am  angeführten  Orte  mittheilt.  Man  würde  sich  auch  ver- 

gebens für  diesen  Fall  nach  einem  anderen  Beweise  umsehen ; 
das  thatsächliche  Vorhandensein  convergirender  Reihen,  welche 

discontinuirliche  Functionen  einer  Variabein  repräsentii'en,  von 
der  ihre  einzelnen  Glieder  stetig  abhängen,  lässt  an  einen  sol- 

chen nicht  denken.  Man  kann  also  nur  schliessen,  dass  Reihen 
dieser  Art  in  der  Nähe  desjenigen  Werthes  der  absolut  Ver- 

änderlichen, für  welchen  sie  springen,  sich  nothwendig  in  dem 
hier  mit  II.  bezeichneten  Falle  befinden  müssen;  also  in  der 
Gegend  dieses  Werthes  beliebig  langsam  convergiren, 
diesen  Ausdruck  in  dem  Sinne  genommen,  welcher  festgestellt 
worden  ist.  Hiermit  ist  das  oben  aufgestellte  Theorem  er- 
wiesen. 

Mau  sieht,  wie  bei  solchen  Reihen  die  Darstellung  der 
Discontinuität  der  Summe  gewissermaassen  durch  eine  Discon- 
tinuität  im  Verhalten  der  Reihe  selbst  erreicht  wird.  Die 

Convergenz  derselben  wird  in  der  Nähe  der  Stelle,  wo  die 
Functionalwerthe  springen,  immer  geringer,  d.  h.  um  dadurch, 
dass  man  die  Reihe  irgendwo  [391]  abbricht,  um  einen  Fehler 
zu  begehen,  kleiner  als  eine  sehr  kleine  Grösse  q,  wird  man 
eine  Gliederzahl  N  berücksichtigen  müssen ,  welche  in  dem 
Maasse,  wie  man  der  discontinuirlichen  Stelle  (s  =  0)  näher 
rückt,  immerfort  und  über  jede  bestimmte  Zahl  hinaus  zunimmt. 
Die  Grenze  hiervon  wäre,  dass  für  £  =  0  selbst  keine  noch 
so  grosse  Anzahl  mitgenommener  Glieder  der  Bedingung  ge- 

nügte, den  begangenen  Fehler  <^  q  zu.  machen,  d.  h.  dass  für 
£  ̂   0,  oder  an  der  unstetigen  Stelle,  die  Reihe  zu  convergiren 
aufhörte,  also  den  Sprung  der  Function  nicht  repräsentirte. 
Diese   Inconvenienz   wird    aber    dadurch   vermieden,    dass    die 
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Anzahl  N  der  Glieder,  welche  mitgenommen  werden  müssen, 
selbst  eine  discontinuirliche  Function  von  t  Avird  ( —  der  Aus- 

druck, niclit  genau,  weil  N  immer  eine  ganze  Zahl  ist,  wird 

gleichwohl  verständlich  sein  — ),  die  zwar,  wenn  e  von  der  posi- 
tiven oder  der  negativen  Seite  her  sich  der  Null  nähert,  über 

alle  Grenzen  wächst,  doch  aber  für  €  =  0  keine  unendliche, 
sondern  eine  ganz  bestimmte  Gr<>sse  hat.  Denkt  man  sich 
also,  dass  e  z.  B.  von  der  negativen  Seite  her  sich  der  Null 
nähert,  so  wird  das  zugehörige  N  von  einem  bestimmten  Werthe 
an  über  alle  Schranken  hinaus  wachsen;  im  Augenblick,  wo 
f  gleich  Null  wird,  fällt  es  plötzlich  von  seiner  Höhe  auf 
einen  bestimmten  Werth  herab,  um  von  diesem,  sobald  e  die 
Null  passirt  hat,  sogleich  aufs  Neue  zu  Werthen  überzugehen, 
welche  grösser  sind  als  alle  noch  so  gross  gegebenen.  Die 
Grösse  N,  die  als  eine  ganze  Zahl  sich  überhaupt  ruckweise 
ändert,  macht  also  an  der  Stelle,  wo  die  Function  discontinuir- 
lich  ist,  einen  unendlichen  Sprung  in  zwei  Absätzen,  herab 
und  wieder  hinauf.  Das  Springen  in  zwei  Absätzen  ist  be- 

kanntlich auch  den  Functionen  selbst  eigen,  welche  durch  die 

i^o^/vVr'schen  Reihen  dargestellt  werden,  ebenso  den  Werthen 
des  oben  angefühi-ten  Integrales GO 

y'sin  xa  , 

  da 

a 
0 

und  andern. 

[392]  Die  Anzahl  iV  der  Glieder,  welche  man  von  der 
unendlichen  Reihe  berücksichtigen  muss,  um  sicher  zu  sein, 

dass  kein  Felder  ̂   q  aus  der  Vernachlässigung  aller  folgen- 
den entspringen  kann ,  ist  natürlich  abhängig  von  q  .  Wenn 

dieses  eine  bestimmte  Grösse  übersteigt,  so  wird  man  im  All- 
gemeinen immer  sicher  sein,  ein  bestimmtes  endliches  N  auf- 

stellen zu  können,  welches  für  alle  Werthe  der  absolut 

Variabein  innerhalb  gewisser  Grenzen  {x  dr  r^)  seiner  Defini- 
tionsbedingung genügt.  Bei  einer  bestimmten  vorgelegten 

Reihe  muss  daher  der  hier  mit  II.  bezeichnete  Fall  als  vor- 

handen angesehen  werden,  sobald  er  für  sehr  kleine  q  ein- 
tritt. Bei  Reihen  also,  welche  der  Kategorie  II  angehören 

(und  Merunter  müssen  alle  sein,  welche  discontinuirliche  Func- 
tionen einer  Grösse  x  darstellen,  von  der  ihre  einzelnen  Glieder 

stetig  abhängen),  wird  es  einen  gewissen  ausgezeichneten 

Werth  von  q  ,  P  geben ,   derart ,   dass   man    so   lange  q  "^  P 
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ist,  immer  ein  bestimmtes  K  so  angeben  kann,  dass  für  e 
zwischen  0  und  ij 

Bx+^[x  +  £)<  o 
u.  s.  w.  in  inf. 

dass  hingegen,  sobald  q  unter  P  herabsinkt,  diese  Ungleich- 
heiten sich  nicht  mehr  für  alle  e  gleichzeitig  erfüllen  lassen, 

so  nahe  auch  die  beiden  Grenzen  0  und  »;  derselben  zu- 
sammenfallen mögen. 

Die  Eigenschaft  also,  dass  es  für  jede  Gegend,  wo  die 
dargestellte  Function  springt,  eine  solche  Grösse  x>  giebt,  muss 
allen  Keihen  von  der  betrachteten  Art  zukommen,  wobei  es 
übrigens,  wenigstens  so  lange  nicht  das  Gegentheil  besonders 
erwiesen  ist,  denkbar  wäre,  dass  bei  bestimmten  Reihen  P 
unendlich  würde,  oder  wie  man  es  auch  aussprechen  kann :  es 

ist  möglich,  dass  Reihen  existiren,  [393]  wo  in  der  unmittel- 
baren Nähe  ganz  bestimmter  Werthe  der  Veränderlichen  sich 

Stellen  angeben  lassen,  für  welche  die  immer  stattfindende 
Convergenz  so  langsam  eintritt,  dass  der  begangene  Fehler, 
bis  zu  welcher  noch  so  grossen  vorgegebenen  Zahl  N  von 
Gliedern  man  auch  gegangen  sein  möge,  immer  noch  grösser 

bleibt,  als  eine  beliebig  grosse  Zahl*).  Der  allgemeinere  Fall 
wird  hingegen  der  sein,  dass  er  nur  grösser  bleibt  als  eine 
bestimmte  Zahl  P  oder  jede  darunter  liegende.  Dies  ist 
nothwendig,  damit  die  Reihe  eine  discontinuirliche  Function 
darzustellen  im  Stande  sei;  dagegen  ist  es,  bis  auf  weitere 
Untersuchung,  nicht  ausgeschlossen,  dass  derselbe  Fall  auch 

bei  Reihen  vorkäme,  deren  Werthe  nicht  springen.  ̂  6)  Die 
Grösse  P,  oder  besser  irgend  eine  Function  derselben,  die  mit 

wachsendem  P  abnimmt,  könnte  man  als  eine  Ai"t  Maass 
der  Convergenz  der  Reihe  beti-achten,  auf  welche  sie  sich 
bezieht. 

Es  wird  nicht  nöthig  sein,  noch  besonders  die  Anwendung 
auszuführen,  welche  das  Gesagte  auch  auf  bestimmte  Integrale 

*)  Aehnlich,  wie  man  dies  bei  der  schon  oben  angeführten 
Reihe  für  r'  machen  kann,  aber  bei  dieser  nicht,  wie  es  im  Falle 
des  Textes  gefordert  wird,  ohne  dass  x  gewisse  enge  Grenzen 
überschreitet. 
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leitet,  die  discontinuirliche  Functionen  repräsentiren.  i')  Ist 
/unJiohst  wenigstens  eine  (!renze  des  Integrales  unendlich,  so 
kann  uiiin  es,  durch  l)Iosse  Abtlieilung  in  endliche  Intervalle, 
auf  eine  unendliche  lieihe  der  besprochenen  Art  zurückführen; 

sind  beide  (Jrenzen  endlich,  so  wird  das  Integral  durch  Ein- 
führung einer  neuen  Variahein  u.  s.  w.  in  eins  von  unendlicher 

Ausdehnung  verwandelt  werden  können.  Ist  die  unterm  In- 
tegralzeichen stehende  Function  continuirlich,  so  kann  übrigens 

der  Werth  des  Ganzen,  wie  leicht  zu  zeigen,  nur  dadurch 

discontinuirlich  sein,  dass  die  Function  innerhall)  des  Inter- 
valles  unendlich  wird:  also  ist  auch  in  diesem  Falle  die  Un- 

endlichkeit der  Form  eigentlich  schon  gegeben. 



Anmerlvungen. 

Gustav  Peter  Lejeune  Dirichlet,  geboren  den  13.  Februar 
1805  zu  Düren,  gestorben  den  5.  Mai  1859  in  Göttiugen,  war 
einer  der  bedeutendsten  deutschen  Mathematiker  des  neun- 

zehnten Jahrhunderts.  Er  zeigte  schon  von  Jugend  an  grosse 
Vorliebe  für  Mathematik  und  kaufte  sich  für  sein  Taschengeld 

mathematische  Büchel-,  die  er  »so  lange  las,  bis  er  sie  ver- 
stand«. Auf  Wunsch  seiner  Eltern  sollte  er  eigentlich  Kauf- 

mann werden,  erreichte  es  aber,  dass  er  studiren  durfte. 
1817  —  1819  besuchte  er  das  Gymnasium  in  Bonn,  1819—1821 
das  Jesuitengymnasium  in  Köln.  Er  setzte  es  durch,  Mathe- 

matik studiren  zu  dürfen  (statt  Jurisprudenz,  wie  seine  Eltern 
wünschten)  und  zwar  iu  Paris,  wo  er  sich  als  Hauslehrer 
seinen  Unterhalt  erwarb.  Indessen  wurde  er  mehr  gefördert 
durch  seine  Privatstudien  (er  war  einer  der  ersten ,  welche 

die  Cra?^ss'schen  Disquisitiones  arithmeticae  wirklich  verstanden 
haben)  und  den  Verkehr  mit  Fourier,  der  in  ihm  das  Interesse 

für  die  mathematische  Physik  erweckte,  als  durch  die  Vor- 
lesungen an  der  Facidte  des  sciences. 

1826  kehrte  er  nach  Deutschland  zurück,  habilitirte  sich 
auf  Ä.  V.  Hiimboldfs  Veranlassung  1827  in  Breslau,  kam  1828 
nach  Berlin  an  die  Kriegsschule  und  wurde  1831  Professor 

an  der  Universität  und  Mitglied  der  Akademie.  In  Berlin  er- 
warb er  sich  schnell  grosses  Ansehen  und  hatte  einen  gewal- 
tigen Lehrerfolg.  Trotzdem  nahm  er  1855  den  Ruf  nach 

Göttingen  als  Nachfolger  von  Gauss  an,  weil  er  in  Berlin 
nicht  von  seiner  Stellung  an  der  Kriegsschule  befreit  wurde. 
Er  versammelte  auch  in  Göttingen  einen  grossen  Kreis  vou 

jungen  Mathematikern  um  sich.  —  An  einem  Herzleiden,  das 
sich  plötzlich  entwickelt  hatte,   starb  er  im  Jahre  1859. 

Diriclilei\  wissenschaftliche  Verdienste  bestehen  einerseits 

in    seinen    zahleutheoretischen    Arbeiten ,    welche    an    Gauss 
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anknüpften  und  namentlich  durch  Anwendung  von  Functioneii- 
theorie  viele  Probleme  hJsen.  Durch  seine  Vorlesungen  ülter 

Zahlentheorie  'herausgegeben  von  Dcdckind]  hat  er  ferner  das 
Verständniss  der  Disquisitiones  arithmeticae  von  (iauss  sehr 
erleichtert.  l)anel)en  war  die  Theorie  der  bestimmten  In- 

tegrale und  ihre  Anwendung  in  der  mathematischen  Physik 
sein  hauptsächlichstes  Arbeitsgebiet,  und  er  hat  theils  durch 
strengere  Begründung  sclion  vorhandener  Methoden,  wie  in 
der  vorliegenden  Al»handlung,  welche  an  Fourier  anknüpft, 

theils  durch  Behandlung  neuer  Probleme  aus  der  "Wärmelehre, 
der  Hydrodynamik,  der  Poteutialtheorie  und  der  Mechanik, 
Cirosses  geleistet.  (Vgl.  die  Ausgabe  der  gesammelten  Werke, 
herausgegeben  von  der  Berliner  Akademie,  Berlin  1889  u.  1897.) 

Philipp  Ludwig  [von)  Seidel,  geboren  den  24.  October  1821 
in  Zweibrücken,  gestorben  am  15.  August  1896  in  München, 
besuchte  die  lateinische  Schule  in  Nördlingen,  das  Gymnasium 
in  Nürnberg  (1835)  und  das  Gymnasium  in  Ilof  (bis  1839). 
Sein  grosses  Interesse  und  seine  Befähigung  für  Mathematik 
veranlassten  seinen  Lehrer  Schnürlein,  der  ihn  auch  privatim 

förderte,  bei  «S.'s  Vater  es  durchzusetzen,  dass  er  Mathematik 
studiren  durfte.  (Sein  Vater  konnte  sich  anfangs  nicht  mit 
diesem  Gedanken  befreunden,  »da  man  damit  keinen  Hund  aus 
dem  Ofen  locken  könne«.)  Er  studirte  nun  in  Berlin  l)ei 

Dii-ichlet  und  Enckc  (1840 — 1842),  dann  in  Königsberg,  wo  die 
mathematischen  Studien  unter  jacohi,  Bessel  und  Neiimann 
blühten.  1842  ging  er  nach  München,  wo  er  auf  StcinheiVs 
Veranlassung  sich  mit  photometrischen  Untersuchungen  be- 

schäftigte. 1846  fand  seine  Promotion  statt,  in  demselben 
Jahre  habilitirte  er  sich  in  München,  wurde  1851  ausserordent- 

licher und  1855  ordentlicher  Professor.  Im  Jahre  1896  starb 

er,  nachdem  er  schon  lange  Zeit  durch  ein  Augenleiden  an 
der  Ausübung  seines  Amtes  verhindert  war. 

Seine  Arbeiten  bestehen  in  astronomischen  Beobachtungen, 
optischen  Untersuchungen  und  verschiedenen  mathematischen 
Abhandlungen,  in  denen  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und 
die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen  bearbeitet  wird  (vgl. 
die  Gedächtnissrede  F.  Lindemannh  auf  v.  Seidel,  München  1898). 

Lindemann  sagt  von  den  mathematischen  Abhandlungen: 
»Wir  sehen  Diricldefs  Einfluss  in  dem  Bestreben,  allgemein 
anerkannte  und  benutzte  Methoden  streng  zu  begründen  und 
auf  sichere  Basis  zu  stellen.«  Die  Arbeit  »Ueber  neue 

Eigenschaften   der  Pieihen,    welche    discontinuirliche 
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Functionen  darstellen«  »füllt  eine  wesentliche  Lücke  aus, 
indem  zuerst  der  Begriff  der  ungleichmässigen  Convergenz  ein- 

geführt wird,  und  so  in  der  Theorie  der  trigonometrischen 

Reihen  ein  Räthsel  gelöst  wird,  das  Dirichlet's  Beweis  für  die 
Convergenz  wohl  umgangen,  aber  nicht  erledigt  hatte.« 

Die  in  dem  vorliegenden  Hefte  veröffentlichteu  Arbeiten 
stehen  in  einem  engen  Zusammenhange.  Hatte  Dirichlefä 

Untersuchung  gezeigt,  dass  eine  convergente  Reihe  von  un-, 
endlich  vielen  stetigen  Functionen  nicht  nothwendig  eine  stetige 
Summe  zu  haben  braucht,  so  hat  Seidel  aufgeklärt,  dass  der 

Gruud  der  Unstetigkeit  einer  solchen  Summe  nur  in  der  un- 
endlich verlangsamten  Convergenz  bestehen  kann. 

Was  nun  speciell  DirickJefs  Arbeit  über  trigonometrische 
Reihen  angeht,  so  sei  bezüglich  der  Geschichte  dieser  Reihen 

verwiesen  auf  die  Einleitung  von  B.  Rioiicüiii^s  Arbeit  vom 
Jahre  1854:  Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch 

trigonometrische  Reihen  (p.  266  ff.  der  zweiten  Auflage  der 
Ges.  Werke,  Leipzig  1892),  ferner  auf  die  Darstellung  von 

Ä.  SacJise:  Versuch  einer  Geschichte  der  Darstellung  willkür- 
licher Functionen  einer  Variabein  durch  trigonometrische  Reihen 

(p.  230 — 276  im  dritten  Bande  der  Abhandlungen  zur  Geschichte 
der  Mathematik,  Leipzig  1880),  endlich  auf  die  Biographien 
A.  Haruackh  (von  A.  Voss,  Math.  Annalen,  XXXII,  1888)  und 

P.  Dubois-ReymomVs,  (von  //.  IVeber,  Math.  Annalen,  XXXV, 
1890). 

Hier  möge  zur  Einleitung  Folgendes  genügen: 
Die  Aufgabe,  eine  irgendwie  gegebene  Function  in  eine 

Reihe  zu  entwickeln,  welche  nach  bestimmten  Functionen  fort- 
schreitet (z.  B.  nach  ganzen  Potenzen  der  unabhängigen  Varia- 

bein, oder  nach  den  trigonometrischen  Functionen  derVielfachen), 
giebt  zu  folgenden  Fragestellungen  Anlass: 

1.  Wie   sind   die  Coefficienten   der  Reihenentwicklung    aus 

der  gegebenen   Function  zu  berechnen?      (In   der  Maclawm- 
f(»){o) 

sehen  Reihe  ist  z.  B.  der  Coefficient  von  a;"  =   -. — ) n\ 

2.  Stellt  die  nach  dem  in  1.  gefundenen  Gesetze  ent\\ackelte 

Reihe  die  Function  auch  wirklich  dar?     (Bekanntlich  kann  man 

z.  B.  e" ""-    in    keine    MaclmiriaschQ    Reihe    ent\^4ckeln;    alle 
Coefficienten  der  Entwicklung  verschwinden.) 
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3.  Welche  Eigenschaft  miiss  eine  Function  luilien,  damit 
sie  sich  nach  dem  vorge3chriel)enen  Gesetze  entwickeln  lässt? 

4.  Ist  die  gefundene  Entwicklung  eindeutig? 

5.  Wann  convcrgirt  überhaupt  eine  Keiiie  der  vorgeschrie- 
benen Form?  ̂ d.  h.  welchen  Bedingungen  müssen  die  Coefti- 

cieuten  genügen,  damit  Convergenz  statttiudet?) 
Die  erste  Frage  hat  Fourier  für  trigonometrische  Reihen 

auf  zwei  verschiedene  Weisen  gelöst  [vgl.  Fourier^  Theorie 
aualytique  de  la  chaleur  (Band  I).  Publice  par  G.  Darboiix, 
Paris  1888].  Die  erste,  umständliche  Methode  ist  folgende 

(p.  204 fl*.):  F.  geht  von  der  Annahme  aus,  dass  die  zu  ent- 
wickelnde Function  in  Form  einer  Potenzreihe  gegeben  ist. 

Diese  wird  umgeformt  in  eine  trigonometrische  Reihe.  Die 
Coefficieuteu  der  trigonometrischen  Reihe  haben  eine  Gestalt, 
aus  der  folgt,  dass  sie  gewissen  Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung  genügen,  denen  auch  die  bestimmten  Integrale  ge- 
nügen, welche  die  wirklichen  CoefOcienteu  darstellen.  Die 

zweite,  einfachere  Methode  ist  die  Berechnung  durch  glied- 
weise vorgenommene  Integration  (p.  211).  (Vgl.  Anmerkung  6.) 

Dirichkt  selbst  hat  in  der  hier  veröflentlichten  Arbeit  eine 

dritte  Methode  gewählt,  indem  er  ausgeht  von  der  Coefficienten- 
bestimmung  bei  einer  trigonometrischen  Reihe  mit  einer  end- 

lichen Anzahl  von  Gliedern  (§  3).  —  Eine  vierte,  sehr  elegante 
Methode  hat  endlich  in  neuerer  Zeit  Ä.  Töpler  gegeben  (Anz. 
der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien  vom 

7.  XII,  1876^ :  Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Function  in  eine 
trigonometrische  Reihe  von  endlicher  Gliederanzahl  und  von 
der  Form 

---  +  h^  cos  X  .  .  .  -j-  ̂ m  ̂öä  ̂ ^** 

+  a^  sin  x  .  .  .  -|-  a^  sin  mx 

zu  entwickeln,  führt  genau  auf  die  jPowWer'schen  Werthe  für 
die  Coefficienten ,  wenn  man  verlangt,  dass  die  Summe  der 
Fehlerquadrate  ein  Minimum  wird. 

Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass  es  Apparate  giebt,  welche 

die  Berechnung  des  i^oi«rier'schen  Coefficienten  auf  graphischem 
Wege   ermöglichen    (z.  B.  Henrici^s   harmonischer  Analysator), 

Die  zweite  Frage  hat  Dirichht  zum  ersten  Male  einwandfrei 
beantwortet,  und  zwar  in  der  Arbeit:  Sur  la  convergence  des 
series  trigonometriques  qui  servent  a  representer  une  fonction 

arbitraire  entre  des  limites  donnees  [Crelle'ä  Journal  4,   1829, 
Ostwald's  Ivlasisiker.     1  Iti.  4 
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p.  157  — 169  =  p.  117 — 132  des  ersten  Bandes  der  gesam- 
melten Werke,  lierausg.  von  Kronecker,  Berlin  1889).  Von 

dieser  Arbeit  ist  die  hier  veröflfentlichte  (erschienen  in  Moser 

und  Dore's  Archiv  1837  =  Ges.  Werke  I,  p.  133—160)  eine 
Erweiterung  und  Ergänzung. 

Der  Grundgedanke  von  DirichM  ist  die  Reduction  auf  das 
Integral  (§  4): 

/ 

smÄ;/i 

(piß)— — r"'pj 

dessen  Grenzwerth  für  k  =  oo  zu  untersuchen  ist.  An  dieses 

DirichlefschQ  Integral  knüpfen  auch  alle  späteren  Untersuchun- 
gen über  die  zweite  Frage  an,  wenn  auch  nicht,  wie  bei 

Dirichlet  (§  5),  das  Integral  untersucht   wird   durch  Zerlegung 
TT 

des  Intervalles   in  Theilintervalle   von   der  Länge  — ,  für  die 

sin  kß  sein  Zeichen  nicht  wechselt.  (Man  vergleiche  z.  B. 

C.  Neuniann^s,  Buch:  lieber  die  nach  Kreis-,  Kugel-  und 
Cylinderfunctionen  fortschreitenden  Entwickelungen ,  Leipzig 

1881,  Kap.  2,  §  4,  p.  38  if.;  L.  Kronecker''?,  Vorlesungen  über die  einfachen  und  vielfachen  Integrale,  herausg.  von  E.  Netto, 

Leipzig  1894,  p.  70ft". ;  C.  Jorduri's  Cours  d'analyse  II,  zweite 
Aufl.,  Paris  1894,  Kap.  IV). 

Die  dritte  Frage  hat  ebenfalls  Dirichlet  zum  ersten  Male 
behandelt:  In  seiner  ersten  Arbeit  spricht  er  das  Resultat  aus, 

dass  die  Entwicklung  möglich  ist  »si  Ja  fonction  cp[x) ,  dont 
toutes  les  valeurs  sont  supposees  fmies  et  determinees  ne  jyresente 

quhin  nombre  fmi  des  Solutions  de  contimdte  entre  les  limites  —  tt 
et  7t,  et  si  en  outfe  eile  tüa  qu\in  nombre  determine  de  Diaxima 
et  minima  entre  ces  memes  limites.     (Vgl.  Anmerkung  9.) 

Man  hat  mehrfach  versucht,  diese  »DiV/e///ef sehen  Be- 
dingungen« zu  erweitern,  und  ist  dabei  zu  anderen  Bedingun- 

gen gelangt,  welche  sich  zum  Theil  nicht  mit  ihnen  decken  (vgl. 
die  oben  genannten  historischen  Darstellungen,  sowie  die  citirte 

Arbeit  Riemami's). 
Die  beiden  letzten  Fragen  sind  seit  Riemann  besonders  in 

Angriff  genommen  worden;  man  rindet  eine  Besprechung  der- 
selben in  den  oben  citirten  Biographien. 

Soviel  über  die  Bedeutung  und  historische  Stellung  der 
Arbeit  von  Dirichlet.  Die  Arbeit  von  Seidel  ist  eine  noth- 

wendige  Ergänzung  von  Dirichlei'%  Untersuchung.     Den  Grund 
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der  Unstcti^koit  olnor  convorgonten  Reihe  von  stetio^cn  Func- 
tionen fand  Sri/lrl  in  der  unendlich  verlangsamten  Conver^enz. 

(/'.  Sfohr.f  hat  ühriocenä  fast  gleichzeitig  dieselhe  Entdeckung 
gemacht  (vgl.  Band  I  der  Matheniatical  and  phy.sical  papers, 

Cambridge  1880,  p.  236—285).  Eine  sehr  elegante  Darstellung 
dieser  Frage  mit  vielen  Beispielen  lindet  man  auch  in  (f.  iJar- 

houx's  Memoire  sur  les  fonctions  discontinnes  (Annales  de 
TEcole  normale.  II.  Serie,   Tome  4,  Paris   1875,  p.  57  —  112). 

Inhaltlich  sei  noch  Folgendes  bemerkt:  Der  Irrthum,  dass 
eine  convergente  Reihe  von  stetigen  Functionen  eine  stetige 
Summe  haben  müsse,  beruht  auf  einer  unerlaubten  Vertauschung 
der  Grenzübergänge. 

Wir  wollen  setzen: 

F{x)  =  f,{x)   ...+  U{x)  -f  /;,^,(rr]  H   

Es  sei  ferner  a  ein  bestimmter  Werth  von  x.  Dann  ist 

wegen  der  vorausgesetzten  Convergenz  und  Stetigkeit  der  ein- 
zelnen Glieder  der  Reihe: 

Limes  Ii„[x)  =  0  (auch  für  o:.  =  a) 

Ferner 

Limes  Sn(x)  =  ̂ „(a). x=  a 

Dagegen  brauchen  die  beiden  Grössen 

Limes     B„{x)      und      Limes     ̂ «(^)  (=  0) 

nicht  identisch  zu  sein;  und  diese  Voraussetzung  wird  still- 
schweigend gemacht  von  Cauchy.  Nur  dann,  wenn  diese  beiden 

Grenzwerthe  identisch  sind,  ist  die  Function  F{x)  stetig. 

1)  Zu  Seite  3.  Das  Problem,  durch  welches  Fourier  auf 
trigonometrische  Reihen  geführt  wurde,  ist  die  Aufgabe,  die 
Temperaturen  der  einzelnen  Punkte  einer  rechteckigen  homo- 

genen Platte  bei  stationärer  Wärmeströmung  zu  bestimmen 
(a.  a.  0.  p.  222).  Ferner  werden  trigonometrische  Reihen  in 
der  Elasticitätslehre  und  in  der  Akustik  angewendet  (übrigens 
schon  vor  Fourier).  Man  vergleiche  z.  B.  hierzu :  B.  Biemann, 
Partielle  Differentialgleichungen  und  ihre  Anwendung  auf  physi- 

kalische Fragen.  Vierte  Auflage.  Neu  bearbeitet  von  H.  Weber. 

4* 
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Braunschweig  1900;  ?'.  IlelmhoU'X,,  Vorlesungen  über  die  mathe- 
matischen Principien  der  Akustik.  Leipzig  1898;  Wangerins 

Ausgabe  der  Hehnholtz  sehen  Theorie  der  Luftschwingungen  in 
offenen  Röhren  (Nr.  80  dieser  Sammhing);  Eayleigh,  The  theory 
of  sound.  Zweite  Auflage.  London  1894. 

2)  Zu  Seite  3.  Dmehlct  giebt  keine  Definition  der  Stetig- 
keit im  Intervalle  ab.  Dieselbe  ist  folgenderraaassen  zu  definiren: 

Eine  Function  heisst  stetig  in  einem  Intervall,  wenn  sie  in 
allen  Punkten  des  Intervalles  stetig  ist;  eine  Function  heisst 

stetig  in  einem  Punkte  a?,  wenn  sie  für  jedes  von  Null  verschie- 
dene beliebig  kleine  £  eine  von  Null  verschiedene  Grösse  d 

angeben  kann,  so  dass 

(fix  +  hd)  -  f{a-))<:  e 
ist,  sobald  h  zwischen  —  1  und  -f-  1  liegt. 

3)  Zu  Seite  4.  d.  h. ,  wenn  das  bestimmte  Integral  sich 
nicht  durch  einfache  Formeln  auswerthen  lässt. 

4)  Zu  Seite  5.  Dieser  anschauliche  Beweis  ist,  wie  Birichirt 

selbst  hervorhebt,  keineswegs  streng.  Es  muss  vielmehr  ge- 
zeigt werden,  und  zwar  durch  rein  analytische  Betrachtungen, 

dass  die  Summe 

in  der  öi  die  Länge  eines  Theiliutervalles  und  .r^-  irgend  eine 
dem  n-ten  Theilintervalle  angehörige  Abscisse  bedeutet,  sich 
einer  bestimmten  Grenze  nähert,  Avenn  die  einzelnen  Theil- 

intervalle unendlich  klein  werden,  während  ihre  Anzahl  über 
alle  Grenzen  wächst.  (Ein  sehr  einfacher  Beweis  hierfür  findet 
sich  bei  Darboux  a.  a.  0.  p.  73.) 

5)  Zu  Seite  8.  Bei  dem  Problem  der  schwingenden  Saite 
ist  z.  B.  die  folgende  Aufgabe  zu  lösen: 

Bedeutet  /  die  Länge  der  Saite,  x  die  Entfernung  eines 
Punktes  von  einem  Endpunkt,  y  die  Abweichung  aus  der 

Ruhelage  (wo  die  Saite  gespannt  ist),  t  die  Zeit,  so  ist  zu- 
nächst 
n=»    . 

XTf/   ..  1-.        .  \      .       '>f'X7t 
y  =    >  [An  cos  ant  -\-  B^  sm  ant)  sm  — - — 

die  Gleichung,  welche  die  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  dar- 
stellt. Die  Constanten  A^  und  i?j  sind  nun  aus  der  Angabe 

zu  bestimmen,    dass   zur  Zeit  ̂   =  0  die  Saite   nicht   nur  eine 
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bestinunt«i    Anfim^sfonn    hat    {.'J  =  f {■>')),     sondern,    dass    die 
einzelnen  runkte  auch  vorgeschriebene  Geschwindigkeiten  haben 

[(:i.-H- Hieraus   folgt,  dass  die  Coefficionten  A^  und  B/^   aus   den 
beiden  Gleichungen 

g[a-)  =  a  ■  yj"nBn 
l     ' 

.      nXTT sin 

zu  bestimmen  sind.     Mit  anderen  Worten:  es  müssen  /"(.^)  und 
g{x)  in  trigonometrische  Reihen    entwickelt   werden,    die   nach x/t 

den   Sinus    der  Vielfachen   von      -  fortschreiten. 
V 

6)  Zu  Seite  16.     Einfacher   ist  die   folgende,    von  Fourier 
herrührende  Methode,  die  Coefficienten  zu  bestimmen: 

Indem  man  die  beiden  Seiten  der  Gleichung 

f[x)  =  — "-  +  i,  cos  a;  +  /^,  cos  2  a;  +  •  •  • 

a^  sin  X  -}-  n^  sin  2  X  -\-  •  ■  ■ 

erst  mit  sin  ;?.>•  mnltiplicirt  und  dann  integrirt  von  — ir  bis 
+  7r;  indem  man  ferner  mit  cos  )ix  dasselbe  ausführte,  erhält 
man  die  Formeln : 

K 
—  7t 

n 

/>„  =  —   /  f[x)\  cos  nxdx.) 
—  7t 

7t 

Of^  =  —   /  f(x)  sin  nx  dx . 
TT  V 

—  7t 

Dabei  ist  Gebrauch  gemacht  von  den  Formeln 
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I  cos  nx  sin  ■mxdx  =  0, 

I  cos^  mxdx  =  /  sin-'  mxdx  =  tt, 

I  cos  w.i;  cos  nxdx  ::=:  0,      1  sin  ?».»  sin  nxdx  =  0  (w  ̂=  «) 
— /f  —Jt 

lind  dann  auf  der  rechten  Seite  gliedweise  integrirt. 

7)  Zu  Seite  20.     Bei  Dmehirt  steht  an  dieser  Stelle  nicht 
2  J        . 
--   sondern   — ,  wie  auch  überall  in  den  weiteren  Formeln. 

8)  Zu  Seite  27.  C.  Neumann  hat  hierfür  die  Bezeichnung 
»monoton«   eingeführt. 

9)  Zu  Seite  29.  An  dieser  Stelle  wird  also  die  Function 

(p  der  Bedingung  unterworfen,  dass  sie  »abtheilungsweise 
monoton  und  abtheilungsweise  stetig«  ist  in  dem  ganzen  Inter- 

vall (nach  der  Bezeichnung  von  C.  Neimiann).  Diese  Bedin- 
gungen hat  man  später  als  »die  Dirichlef sehen  Bedingungen« 

bezeichnet  (vgl.  die  Einleitung).  —  Zum  ersten  Male  hat  H.  A. 
Schwarz  ein  Beispiel  einer  stetigen  Function  gegeben,  welche 
die  Diriehlefsahen  Bedingungen  nicht  erfüllt  und  sich  auch 

nicht  in  eine  Fouricr^Bche  Reihe  entwickeln  lässt.  (Das  Bei- 
spiel ist  veröffentlicht  am  Ende  der  Abhandlung  von  Ä.  Saclise.) 

Die  Function  rp[x)  wird  durch  folgende  Festsetzung  definirt. 
7t 

Man  theile  das  Intervall  von  —  bis  0    in    unendlich  viele    bis 
Li 

zur  Null  kleiner  werdende  Intervalle 

Tf.  TT. 

•0, 

7t               7t.           7t               7t                             7t                         7t 

7t 

2      [1]'  [1]     [2]'     '  [z-1]      {ly 

'    [A 

wo  zur  Abkürzung 

[A]  —  1  •2-.3  •  •  .(2ZH-1) 

gesetzt  ist,  und  lim  fi  =  oo  sein  soll.     Definirt   man    nun  im 
/-ten  Intervalle  die  Function  durch  die  Gleichung 

ff  iß)  =  —  •  sin  [l]ß , >/log(A  +  -|) 
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so  zeigt  sich,  dass  das  DirUliJrt^ »che  Integral  über  alle  Grenzen 
wächst,  während  doch 

Limes  (p{ji)  =  0     ist. 

10)  Zu  Seite  .'?.7.  Als  Beispiel  einer  Foun'er'' sehen  Entwick- 
lung wollen  wir  die  folgende  wählen:  Es  soll  die  Function  (f{x) 

in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickelt  werden,  wobei  (p{x) 
im  Intervalle  —  /c  bis  U  detinirt  ist  durch  die  Gleichung 

(p{x)  =  a;  +  y 

uud  im  Intervalle  0  bis  jc  durch  die  Gleichung 

Für  die  Coefficienten  ergeben  sich  die  Formeln 

^0  =  0, 

f'm 

%i 

=  0. 

=  ̂  [/(.'^+  2")«09  iniJdß-i-fl^'^^  -/>')  cos  mßdlj]^  =  0, —  .-I  0 Dl.  =  2u, 

=   i-     (m  =  2/^4-  1), 

(»  7t 

=  -  [/(/>' H-  2  j  sin  w./i?c?(i'  +y  ly  —  />'!  sin  mßdll —7t  ü 

Es  kommt  also  die  Reihe 

,  .         4  /  cos  3a;        cos  5«;  \ 

f/)(^)  =  -(cos.;  +  -^— +  -2^  +  -..j- 

Difierenzirt  mau  diese  Entwicklung,  so  erhält  man  eine  Reihe 

f/),(a;),  die  von  x  =  — 7C  bis  x  =  0  den  Werth  -j-  1,  von 
X  =  0  bis  :f  =  TT  den  Werth  —  1  darstellt.  Für  x  =  —  /r , 
a;  =  0  und  x  =  -[-jr,  muss  sich  das  arithmetische  Mittel  aus 
den  Sprungwerthen,  also  der  Werth  0  ergeben. 

Die  Reihe  ist 

,  .  4  /  ,  sin  3a;        sin  hx  \ 
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und  hat  in  der  That  für  z;  =  0,  a;  =  — 7t  und  x  ■=  7t   den 
Werth  Null. 

Tt 

Setzt  man  aber   z.B.  a;  =   ,  so  kommt 

•p 

(-Y)  =  -|(-^  +  T-y+ 
Die  uueudliehe  Reihe,  welche  in  der  Klammer   steht,   ist   der 

Tt 

negative  Werth  der  hdhnvx^^c^^M  Reihe  für  — ,   so   dass  sieh 4 

in  der  That  ergiebt: 

i       rt\  4  n 

Auch  für  alle  anderen  zwischen  —  rt  und  0  gelegenen  Werthe 
des  Argumentes  hat  f/>,(a;    diesen  AVerth.     (Hieraus  kann  man 

unendlich    viele    Formeln    zur    Berechnung    von    -     ableiten.) 

Liegt  X  dagegen  zwischen  0  und  tt,  so  ergiebt  sich  der  Werth 

—  1.      Für   if  = ---  kann   man   dies   leicht   bestätigen,    denn dt 

es  wird 

[Jt\  4     /  11  1  \  4        TT 

11)  Zu  Seite  36.  Vergleiche  die  Function  (p^{x)  in  der 
vorigen  Anmerkung. 

12)  Zu  Seite  36.     Für  x  =  0  hat  das  Integral  den  Werth 

Null,  für  positive  Werthe  von  x  den  Werth  -^,  für  negative 

den  Werth  —  --  •      (Vgl.    z.  B.  Serret ,   Difi".  und  Integralrech- dt 

nuug,   übersetzt   von   A.  Harimck.,    zweite   Auflage,    Band  II, 
Leipzig  1899,  Nr.  471  und  487.) 

13)  Zu  Seite  37.  Ist  z.  B.  bei  der  Reihenentwicklung  von 

(/),  [x)  das  Argument  x  von  Null  (oder  von  ±  jt)  sehr  wenig 

verschieden,  so  weicht  auch  die  Summe  von  sehr  vielen  auf- 
einander folgenden  Gliedern  von  Null  sehr  wenig  ab.  Trotz- 

dem hat  die  Summe  den  Werth  -j-l,  resp.   — 1. 

14)  Zu  Seite  37.  Die  Functionen  sollen  also  (wie  in  An- 
merkung   9)     abtheihmgsweise     stetig    sein    und    nicht    etwa 
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Uubestiinnitlu'itsstelk-u  li.-ihen  (wie  siu  —  für  ./•  =  0;  oder  un- 
endlich  werden. 

15;    'An   Seitt    41.      lU-triithtcn   wir  z.  Vi.   die   lieihe 

/(.f)  =  ./•  +  r  1-  ./•  +  r  1  -  xf  +  x(l  -  x'  H   

so  convergirt  sie,  sie  lauge  0  ̂   x  <^  2  ist.  Das  Restglied  hat 
den   Werth 

-"^n     '  1  _  '1  _.r\  ''    • 

Für  jeden  im  Intervalle  gelegenen  Werth  von  x  wii'd  das 
Restglied  mit  zunehmendem  //  beliebig  klein.  Für  x  =  0  ist 

-R„(ar)  =  0,  dagegen  ist  Limes  /i'„(2)    nicht  gleich  Null.      Die 

Reihe  convergirt  also  auch  noch  für  ./•  =  0  (nicht  dagegen  für 
X  =  2).  Die  Convergenz  wird  aber  für  ./;  =  0  unendlich  ver- 

zögert, denn  es  ist  z.  B.   für 

_i_ X  =  1—c    »' , 

also  bei  hinreichend  grossem  )i  von  1  beliebig  wenig  ver- 
schieden. 

Die  Reihe  ist  unstetig  für  ;/;  =  0,  wo  sie  den  Werth  Null 
annimmt;  überall  sonst   hat  sie  den  Werth  1. 

16  Zu  Seite  44.  Als  Beispiel  einer  Reihe  mit  unendlich 
verzögerter  Convergenz.  welche  trotzdem  eine  stetige  Function 
darstellt,  sei  das  folgende  von  iJarboux  herrührende   genannt: 

f[^)  =  ̂ u„{x), 

wo 

Uf^{x)  =  7ixe   "■''    —  {n  -j-  l)a:;e~("'*'OJ'' ist.     Hier  ist 

Jin{x)  =  nxe~'^"^'  Limes  i?„(x)  =  0. 
X  =  0,  n  =  y 

Für  X  =  0  convergirt  die  Reihe  beliebig  langsam,  denn  es  ist: 

7?J~1  =  1  ne-^. 

M^i)  - 
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Trotzdem  ist  die  Reihe  eine  stetige  Function;  sie  stellt  immer, 
auch  für  x  =  0  den  Werth 

xe  -^ 
dar.    

 
Die  Stetig

keit  
beruht

  
darauf

,  
dass  Limes

  
Rfii^] 

 
=  0  ist. 

17)  Zu   Seite  45.      Als    Beispiel    hierfür    eignet   sich    das 
Integral 

/sm 
 C(X  , 

  da 

a 

Man  kann  hier  direct  einsehen,  weshalb  es  keine  stetige  Func- 
tion von  X  ist.     Zerlegt  man  nämlich  in  zwei  Theile 

^-f-M 
0  U  a 

so  können  wir  schreiben 

a  00 

Psmxa  Pamax 

0  a 

Das  Integral  I,  lässt  sich  so  umformen,  indem  man  ax:=:ß  setzt: 

^         rsin  /i  ,  - 

xa 

Man  erkennt,  dass  für  a:;  =  0  das  Integral  J,  gleich 

/sin  of  ,  
TT 

0 

wird,  unabhängig  davon,  welchen  Werth  a  hat. 
Während  also  /(O)  =  0  ist,  ist 

TT 

Limes  I{x)  =  Limes  I^  [x]  +  Limes  I^  {^c}  =  -^  • 

Druck  von  Breitkopf  &  Härtel  in  Leipzig. 



QA      Liebmann,  Heinrich 
UOU  Dir  Darstellung  ganz 
L7      willkürlicher  Functionen 

durch  Sinus-  und  Cosinusreihen 

Phyiical  ac 

Applied  Sei. 

PLEASE  DO  NOT  REMOVE 

CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 

UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 



i 


