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Vorbemerkung.

Die vorliegende Arbeit ist auf Anregung von Herrn Prof. Seeliger entstanden. Thr Zweck
sollte sein, Beweisfiilhrung und Ergebnisse von Herrn Poincarés grosser Arbeit »Sur I'équilibre
d’'une masse fluide animée d'un mouvement de rotation« (Acta mathematica. Bd. VII. 1885) den
dem praktischen Astronomen geldufigen mathematischen Formen ndher zu bringen, doch zeigte
sich bald, dass eine wesentliche Vereinfachung, wenn sie liberhaupt moglich ist, kaum von metho-
dischem Nachdenken iiber dieses spezielle Problem, sondern hochstens von einem gliicklichen Einfall
oder dem allgemeinen Fortschreiten der Wissenschaft zu erwarten ist, dass daher fiirs erste wieder
dieselben Hiilfsmittel, wie sie Herr Poincaré benutzt hat, zur Verwendung kommen mussten. So
konnte eine Vereinfachung nur mehr im Einzelnen, Unwesentlichen erstrebt werden. Zunichst habe
ich eine Beschrinkung eintreten lassen, indem ich nur reibende, viskdse Fliissigkeitsmassen, aber
keine idealen reibungslosen, und nur ellipsoidische Gleichgewichtsfiguren, aber keine ringférmigen,
in den Kreis der Betrachtung zog. Ferner habe ich versucht, durch eine gewisse Erhohung des
Standpunktes Herrn Poincarés Verfahren verstiandlich zu machen, ohne eine Kenntnis der Laméschen
Funktionen vorauszusetzen, indem ich in den »Orthogonalfunktionen« eine (auf Grund der Poincaré-
schen Arbeit sehr nahe liegende) Verallgemeinerung der Laméschen Funktionen einfiihrte, die sich
mit Hiilfe der einfachsten Sitze aus der Theorie der orthogonalen Substitutionen gewinnen ldsst.
Bei der Anwendung der allgemeinen Prinzipien auf spezielle ellipsoidische Gleichgewichtsfiguren
mussten freilich die Laméschen Funktionen wieder herbeigezogen werden. Hierbei habe ich die
Anwendungen, die Herr Poincaré selbst gemacht hat, nur fliichtig skizziert und allein einen Punkt,
in dem mir Herrn Poincaré ein kleines Versehen untergeschliipft zu sein scheint, mehr hervor-
gehoben; dagegen wurde fiir eine neue Anwendung auf die Gleichgewichtsfiguren eines kleinen
Mondes die Rechnung, im engen Anschluss an llerrn Poincarés Entwicklungen fiir die Jacobischen
Ellipsoide, vollstandig durchgefiihrt. Im ersten, allgemeinen Teil der Arbeit mussten einige Sitze,
die bei dieser neuen Anwendung zur Verwendung kamen, hinzugefiigt werden. Wo ich sonst in
der Absicht grosserer Verdeutlichung Betrachtungen angestellt habe, die sich in Herrn Poincarés
Arbeit gar nicht oder nur angedeutet finden, habe ich dies an seiner Stelle angemerkt.

Die Gesichtspunkte, unter denen mir das hier behandelte Problem und die sich anschlies-
senden gestreiften Fragen erschienen sind, verdanke ich mehr, als sich im Einzelnen sagen lasst,
Herrn Prof. Seeligers Vorlesungen und gesprichsweisen Mitteilungen. Auch darf ich nicht unerwdhnt
lassen, wie sehr mir durch Herrn Prof. Lindemanns Seminar das Studium der Laméschen Funk-
tionen erleichtert worden ist.

Da nun die Arbeit eine vorwiegend didaktische ist oder sein soll, mdge es mir gestattet
sein, ihr als eine Art Moral die Bemerkung mitzugeben: Es sind nicht die fernabliegenden Hiilfs-
mittel einer verfeinerten Analysis, sondern gerade wegen ihrer Einfachheit bewundernswerte Ge-
danken, welche Herrn Poincaré in diesem Gebiete, dessen Schwierigkeiten l.ord Kelvin »von ganz
besonders schrecklicher Nature¢ nennt, zu seinen Erfolgen gefiihrt haben.
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I. Teil. Principien.

§ 1. Einleitendes.

Die Aufgabe. Man denke sich irgend eine frei im Raume schwebende Masse einer homo-
genen inkompressibeln Flissigkeit, deren Teilchen sich gegenseitig nach dem Newtonschen Gesetz
anziehen und die von allen moéglichen Stromungen durchzogen sei, wahrend ihr Schwerpunkt
ruhe. Die Reibung der Teilchen wird mit der Zeit bewirken, dass die Stromungen, die Ver-
schiebungen der Teilchen gegen einander, aufhoren und die Flissigkeit sich schliesslich wie ein
fester Korper verhdlt: die Flissigkeit wird in sogenanntes relatives Gleichgewicht geraten, d. h.
mit gleichformiger Geschwindigkeit um eine bestimmte feste Axe rotieren. Die physikalische An-
schauung lehrt, dass es fir jeden Anfangszustand, fiir den die Anfangsgeschwindigkeiten der
einzelnen Teilchen nicht gar zu gross sind, eine gewisse stabile Endform des relativen Gleich-
gewichtes geben muss. Da es aber nicht moglich ist, die Bewegung einer reibenden Flissigkeit
von einem belicbigen Anfangszustand aus im einzelnen zu verfolgen, fasst man die Sache am
andern Ende an, man sucht Formen relativen Gleichgewichts, sieht nach, ob diecselben stabil sind,
ob kleine Verschiebungen und Stésse, die man ihre Teilchen erleiden ldsst, nicht einen vollstindigen
Umsturz, sondern geringe Aenderungen der Gestalt, der Rotationsgeschwindigkeit und der Lage
der Rotationsaxe hervorrufen, und weiss, wenn letzteres der Fall ist, dass man es mit einer
moglichen Endform der Entwicklung einer Flissigkeit zu thun hat.

Man gewinnt mit llilfe der Flichensitze sofort gewisse Beziehungen zwischen dem Anfangs-
und dem Endzustand der Flissigkeit. Man nenne namlich m die Masse eines Fliissigkeitsteilchens,
r seinen Abstand von irgend einer durch den Schwerpunkt gelegten Axe, y die Rotations-
geschwindigkeit des Teilchens um diese Axe und bilde die Summe:

Xmrty 1)
tiber alle Teilchen der Flissigkeit erstreckt, welche kurz als das zu dieser Axe gehorige Rotations-
moment der Flissigkeit bezeichnet werden moge. Die Flichensdtze sagen aus, dass das zu irgend
einer Axe gehorige Rotationsmoment wiahrend der Bewegung eines isolierten Systems unver-
indert bleibt, welche inneren Krifte auch in demselben wirken mogen. Wenn man daher die-
jenige Axe sucht, zu der das grosste Rotationsmoment fiir den Anfangszustand gehort, so wird
diese Axe diese Eigenschaft zu jeder spiteren Zeit behalten miissen, und sie wird offenbar schliess-
lich zur Rotationsaxe der ganzen Llissigkeit werden, weil bei einer gleichformigen rotierenden
Masse das grosste Rotationsmoment zur Rotationsaxe gehort. Wenn man ferner dieses grosste
zur schliesslichen Umdrehungsaxe gehorige Rotationsmoment »Rotationsmomente schlechthin nennt
und es mit dem Buchstaben ¢ bezeichnet, so kann man fiir den Anfangszustand nach (1) den
Wert von ¢ berechnen und muss dann fiir den Endzustand denselben Wert des Rotationsmomentes
erhalten. Im FEndzustand sind aber alle die verschiedenen Geschwindigkeiten y der einzelnen
Teilchen in die cine gemeinsame Winkelgeschwindigkeit o der gleichtormigen Rotation iiber-
gegangen, mithin erhilt man fir den Endzustand statt (1):

c=wXmr

-

-
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Die hier auftretende Summe ist nichts anderes als das Triagheitsmoment / der schliesslichen Figur
relativen Gleichgewichts in Bezug auf ihre Umdrehungsaxe, es ist also:

c=w-/

Jede Form relativen Gleichgewichts einer Fliissigkeit ist natiirlich nur Gleichgewichtsfigur fiir einen
bestimmten Wert der Rotationsgeschwindigkeit w; da zudem / fir jede Gleichgewichtsfigur
bestimmt ist, ldsst sich fiir jede Gleichgewichtsfigur nach dieser Formel der Wert von ¢ berechnen
oder, umgekehrt ausgedriickt: Jede Gleichgewichtsfigur gehdrt zu einem bestimmten Wert des
Rotationsmomentes c.

Wenn man sich nun die Aufgabe stellt, nachzusehn, was schliesslich aus einer anfangs
beliebig bewegten reibenden Flissigkeit wird, so kann sich eine Endform der Entwicklung der
Flissigkeit hochstens unter denjenigen bekannten Gleichgewichtsformen befinden, welche zum selben
Wert des Rotationsmomentes gehoren, wie ihn die Fliissigkeit in ihrem Anfangszustand besass.
Man wird daher die bekannten Gleichgewichtsfiguren zunichst nach den Werten des Rotations-
momentes, zu denen sie gehoren, ordnen und dann untersuchen, ob und welche von den zu einem
bestimmten ¢ gehorigen Figuren stabil sind.

Unser erstes Ziel ist, die Mauclaurinschen, Jacobischen und Rocheschen Ellipsoide in dieser
Hinsicht zu sichten, was durch Herrn Poincarés in der Vorbemerkung genannte Arbeit ermdglicht
worden ist.

Die analytische Herleitung der ellipsoidalen Gleichgewichtsfiguren fiihrt dazu, diese Figuren
zunichst nicht als abhingig vom Rotationsmoment, sondern von der Rotationsgeschwindigkeit o
aufzufassen. Diese Auffassung wire praktisch, wenn man z. B. die Frage stellte, welche Form die
Erde, falls sie homogen wire, bei ihrer bekannten Rotationsgeschwindigkeit annehmen miisste;
doch ist sie in der That wertlos, weil man fiir alle derartigen Fille iiber die der Wirklichkeit viel
mehr entsprechende Theorie der inhomogenen Sphiroide verfiigt. Die Betrachtung der Abhingigkeit
vom Rotationsmoment, die allein durchgefiihrt werden soll, erweist sich bei den folgenden Stabilitéts-
untersuchungen als notwendig, ferner ist sie die natiirliche fir die

Beziehungen unsrer Aufgabe zur Kosmogonie. Eine strenge Begriindung der Laplaceschen
Kosmogonie wiirde die Angabe der Formen relativen Gleichgewichts erfordern, die eine sich
abkiihlende und zusammenziehende, rotierende, inhomogene Masse durchmacht. Da man aber hier
bald von der Theorie der inhomogenen Sphiroide im Stich gelassen wird, ist man zufrieden, wenn
man die Vorstellungen durch die fir homogene Massen erhiltlichen Resultate leiten lassen kann.
Es wird sich nachtriaglich zeigen, dass die Untersuchung der. ellipsoidischen Gleichgewichtsfiguren
in der eben angegebenen Art alles liefert, was man von der Kenntnis dieser Figuren Aufklirendes
fiir die Kosmogonie erwarten kann.

Vor Beginn der Stabilititsuntersuchung wird es gut sein, die bisher bekannten Gleichgewichts-
figuren einer homogenen Iliissigkeit, gleich nach dem Werte des Rotationsmomentes geordnet,
Revue passieren zu lassen. Speziell die Jacobischen Ellipsgide mdge man sich bei den folgenden
allgemeinen Betrachtungen immer als konkrete Beispiele hinzudenken.

Wahl der Einheiten. Die drei Grundeinheiten wahle man so, dass das zu betrachtende
Fliissigkeitsquantum die Masse 1 und die Dichte 1 hat und zugleich die Gauss’sche Attraktions-
konstante 1 wird. Zur Verdeutlichung diene folgendes. Ballt man die ganze Masse zu einer Kugel
und lasst einen unendlich kleinen Mond an der Oberfliche derselben entlang eine Kreisbahn
beschreiben, so wird sich die Winkelgeschwindigkeit w dieses Mondes bei dieser Wahl der Einheiten
aus der Gleichung bestimmen:

Die Maclaurinschen Ellipsoide. Zu jedem Werte des Rotationsmomentes gehért als Gleich-
gewichtsfigur ein gewisses Revolutionsellipsoid. Ist ¢ null, so geht dasselbe in eine Kugel iiber.
Waichst ¢, so wird die Umdrehungsaxe kiirzer, der Aequatorialdurchmesser wichst, und das geht

»



236

so lange fort, bis fiir unendlich grosses ¢ das Revolutionsellipsoid in eine unendlich grosse unendlich
diinne Kreisscheibe iibergeht. Die Rotationsgeschwindigkeit ist fiir die Kugel null, sie wachst
anfangs mit Zunahme der Abplattung bis zu einem Maximum, nimmt dann ab, um fiir die unend-
liche Kreisscheibe wieder null zu werden.

Die Jacobischen Ellipsoide. Verfolgt man die Reihe der Revolutionsellipsoide von ¢==o
an mit wachsendem ¢, so kommt man noch bei wachsender Rotationsgeschwindigkeit zu einem
gewissen Wert ¢,, dessen zugehdriges Ellipsoid das Axenverhdltnis 1 :0,5827 hat. An dieses Ellipsoid
schliesst sich eine Reihe neuer Gleichgewichtsfiguren an, zu jedem Wert von ¢ iiber ¢, gehort
namlich ein gewisses dreiaxiges Ellipsoid als Gleichgewichtsfigur. Fiir ¢ = ¢, verwandelt sich das
dreiaxige Ellipsoid in das eben bezeichnete Revolutionsellipsoid; wichst ¢, so verkiirzt sich die
Rotationsaxe, eine Aequatorialaxe wird linger und linger, wihrend die andere Aequatorialaxe
immer kleiner wird und sich immer mehr der Rotationsaxe nahert, bis schliesslich fir unendliches ¢
das dreiaxige Lllipsoid sich in einen nadeltormigen unendlich langen und dinnen Kreiscylinder
verwandelt. Die Rotationsgeschwindigkeit nimmt innerhalb dieser Reihe mit wachsendem Rotations-
moment stindig bis auf Null ab.

Andere Gleichgewichtsfiguren. llerr Poincaré hat noch andere Reihen von Gleichgewichts-
figuren entdeckt, die sich an diese Ellipsoide anschliessen und deren Entstehungsart spiter dargelegt
werden wird. Ferner kennt man Ringfiguren mit und ohne Zentralkorper, auf deren Behandlung
wir aber verzichten miissen. FEine letzte Art von Gleichgewichtsfiguren bildet ein Planet mit
einem Monde, welche sich beide stets dieselbe Seite zukehren, und mit Systemen dieser Art fir
den speziellen Fall, dass der Mond unendlich klein ist, wird sich der zweite Teil dieser Arbeit
eingehender beschiftigen.

§ 2. Das Stabilitatsprinzip.

Es ist wie gesagt unser Ziel, die bekannten (ileichgewichtsfiguren in stabile und instabile
zu trennen, weil nur eine stabile Figur die kndform der Entwicklung einer reibenden Flissigkeit
sein kann, wdhrend eine instabile Figur héchstens als Uebergangsfigur auftritt und physikalisch
von untergeordneter Bedeutung ist.  Wir verzichten darauf. uns die (leichgewichtsfiguren aus
einer idealen reibungslosen Flissigkeit gebildet 2u denken und ihre Stabilitit auch in diesem Falle
zu untersuchen, weil man es ja in Wirklichkeit stets mit reibenden Flissigkeiten zu thun hat und zudem
die Untersuchuny dieser Art Stabilitat, wenn sie strenge sein soll, auf die grossten mathematischen
Schwierigkeiten stiosst; wir betrachten mithin die Flissigkeit, aus der die Gleichgewichtsfiguren
yebildet sind, stets als reibend t(zdhe, viskost, beschiftigen uns also nur mit derjenigen Stabilitiit,
welche von Thom<on und Tait im Gegensatz zur sgewohnlichene Stabilitit einer reibungslosen
Flissigkeit die »sikularee genannt worden ist.

Nuach einem bekannten Theoreme von Dirichlet ist ein ruhendes mechanisches System dann
in stabilem Gleichgewicht, wenn tir die Ruhelage die potentielle Energie grosser ist als far alle
benachbarten Anordnungen.  Fir uns handeit es sich nicht um das absolute Gleichgewicht einer
Ruhelage, sondern nur um das relative Gleichgewicht, in dem sich eine gleichtormig rotierende
Fitssigkeit zu einem mit ihr rotierenden Axensystem befindet, und wenn wir kurz von »Gleich-
pewichte reden, so verstehen wir im folgenden darunter immer ein solches relatives Gleichgewicht.
Dass auch in diesem Falle ein dhnliches Prinzip giit, ist zuerst von Thomson und Tait!) ange-
gegeben und dann von Herrn Poincaré? niher dargelegt worden. lHerr Basset® hat eine
anschauliche Ableitung desselben Prinzips gegeben, die im folgenden zu Rate gezogen wurde,

1) Treatsee on Natural Phiovgty, 3, Ausgabe. Canibnidge 3890, lal I § 33850
3 Acta aathenatica PEOVIL pag. ses
3) On the sta' Nty of Macautin's Lega d Spher ad,  Proc. of the Cambridge Philos, Socety Vol VI,

-
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doch musste, um einigen Mingeln derselben, was die Strenge betrifft, abzuhelfen, ein Teil von
Herrn Poincarés analytischem Beweise, namlich die Berechnung des Ausdrucks der Energie, mit
heriibergenommen werden.

Fir absolutes Gleichgewicht reicht allein das Gesetz der Erhaltung der Energie aus, um
zu entscheiden, ob eine Bewegung, die nahe von der Gleichgewichtslage mit geringer Geschwindig-
keit ihren Ausgang nimmt,” stets nahe bei derselben bleibt oder in grdssere Entfernung von der-
selben gerdt, wahrend man fiir relatives Gleichgewicht auch noch die Flichensitze zu Hiilfe
nehmen muss.

Wir beginnen damit, die gesamte

Kinetische und potentielle Energie einer Fliissigkeitsmasse zu berechnen, die sich in allen ihren
Teilen beliebig bewegt und deren Partikelchen sich nach dem Newtonschen Gesetz anziehen.
Ist v die ganze Geschwindigkeit eines Massenteilchens s, so ist die kinetische Energie:

I'= —I-Zm‘u’
2

wo die Summe sich liber alle Massenteilchen erstreckt. Die potentielle Energie, d. h. diejenige
Arbeit, die die Attraktionskridfte leisten wiirden, wenn man alle Teilchen -aus ihrem wirklichen
Zustand bis zu unendlicher Zerstreuung von einander entfernte, ist offenbar negativ und hat
den Ausdruck:
Y™
A‘

wo 4 die Distanz der Teilchen m und " bedeutet und die Summe iber jede Kombination zweier
Massenteilchen einmal zu erstrecken ist. Die gesamte Energie ist dann:

U=T—V
Es mége nun die Bewegung der Fliissigkeit ndherungsweise in einer mit der Winkelgeschwindigkeit
o erfolgenden Rotation um die Axe mit grosstem Rotationsmoment, welche als z-Axe bezeichnet
werden moge, bestehen. Man lege eine Ebene durch die z-Axe und das Teilchen m und zerlege die
Geschwindigkeit v dieses Teilchens in zwei Komponenten, von denen die eine in diese Ebene falle
und den Betrag # haben mag, wihrend die andere senkrecht zu dieser Ebene stehe und den
Betrag habe:

w=r (0w + dw)
worin » den Abstand des Teilchens von der z-Axe, ® + dw die Winkelgeschwindigkeit seiner
Rotation um die z-Axe bedeutet. Es gilt dann:
P=wrtd=r(0+d0)+
Setzt man dies in den Ausdruck der Energie ein, so folgt:

U=—;—w’-2'mr'— V+w-Zmrom + ; Sm (44 r*d0?) 1)

Jetzt nehmen wir die Flichensitze zu Hilfe. Wir bilden ndmlich das zur z-Axe gehdrige Rotations-
moment:

c=2mPr (w4t dv)=w-ZmA+Zmréw 2)
konnen dieses ¢ fiir den Anfangszustand berechnen und wissen, dass es wihrend jeder Bewegung
der Fliissigkeit konstant bleibt. Man bemerke ferner, dass:

I=2Zmnr

das Tragheitsmoment der Masse in ihrer jeweiligen Anordnung in Bezug auf die s-Axe ist. Quadriert
man nun (2), dividiert durch 2 /, und subtrahiert von (1), so erhidlt man:

v=".

—_ x 3 o) — T, )3
5/ V+ p Zm @+ rrow?) 27 (Emrdm)
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Es ist aber, wenn =’ irgend ein von m verschiedenes Massenteilchen und 7', d’ die zugehérigen
Werte von r und d» bedeuten:
I-ZmPrd®— (Zmr o) =Smr - Zm'r*do* —Smrdow-Zm /do
=ZZmm Pridw*—SZmm Pridwdo

wobei die Doppelsummen iiber alle Teilchen m und m, zu nehmen sind, Durch Vertauschung der
Indices erhdlt man:

1-ZmPrdc* —(EmPdoP=ZZmm' Pr3dc® —ZZmm r*r?*dwduo
und wenn man addiert und durch 2 / dividiert:

mm rrr?

Smrdot — } (Emrdop = 23" 001 o —du'p

Hiermit wird der Ausdruck der Energie:
 §

< Dgooa i U v an L AA
U 27 V+22mu —}—zl...mmr’r (b — d’)

wobei jetzt die letzte Summe iiber jede Kombination zweier Massenteilchen m und 7’ einmal zu
nehmen ist. Wir setzen:

i . S | e .
-21-—1' U = -z-lmu’-{--z--.‘.mm rPrdow —du’P

7

Uy =

3)
U=U+ U

und bemerken, dass, wenn ¢ gegeben ist, zu jeder beliebigen Massenanordnung ein bestimmter

berechenbarer Wert von U, gehort.

Nachdem wir den Ausdruck der Energie in dieser Weise mit Hilfe der Flichensitze um-
geformt haben, haben wir im wesentlichen nur noch die Thatsache zu beniitzen, dass bei der
Bewegung einer reibenden Flissigkeit fortwahrend mechanische Energie verloren geht, dass also U/
bestindig abnimmt, um das Stabilitatsprinzip beweisen zu konnen, welches folgendermassen lautet:

»Ist eine Gleichgewichtsfigur gegeben, welche zum Rotationsmoment ¢ gehdrt, so berechne
man fiir diese Gleichgewichtsfigur und unter Beibehaltung desselben Wertes von ¢ auch fiir alle
moglichen benachbarten (durch massige Deformationen aus der (ileichgewichtsfigur entstehenden)
Massenanordnungen den Wert des Ausdrucks Up. Die Gleichgewichtsfigur ist dann und nur dann
stabil, wenn fir sie (%, im Verhdltnis zu allen moglichen benachbarten Massenanordnungen ein
Minimum ist.c

1. Bemerkung. Was ist eigentlich die physikalische Bedeutung des Ausdrucks Us? —
Setzt man u=o0 und dw =4dwm, , d. h. lasst man die ganze Masse mit der gleichen Winkelgeschwin-
digkeit um die z-Axe rotieren, so erhdlt man: U; =o0 U= lh. Es ist also U, die gesamte Energie
einer Massenverteilung, wenn man dieselbe mit einer solchen einheitlichen Rotationsgeschwindigkeit
um die --Axe in Bewegung setzt, dass ihr Rotationsmoment gleich ¢ wird. Ist » diese Rotations-
geschwindigkeit, so fand sich schon in § 1:

c=1-w

2
Hiermit erhilt man auch: Uy = "; [I— V= ; Smirowp—V

ein Ausdruck, der diese Bedeutung von U, unmittelbar erkennen lasst.

Natiirlich wird eine willkiirliche Massenanordnung, die nicht gerade eine zu ¢ gehoirige (leich-
gewichtsfigur ist, die einheitliche Rotation und diesen Wert der Energie nur fiir einen Augenblick
beibehalten konnen.

2. Bemerkung. Es wird spiter gezeigt werden, dass eine Massenanordnung eine zu ¢
gehorige Gleichgewichtsfigur ist, wenn bei dem betreffenden Werte von ¢ fiir sie (%, »stationiire ist,
worunter folgendes verstanden ist.  Man stelle benachbarte Massenanordnungen her, indem man
auf die ur<pringliche Massenanordnung dinne Schichten auflegt oder solche von ihr wegnimmt,
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und messe in jedem Falle die Grosse der Deformation durch die durchschnittliche Dicke der auf-
gelegten oder weggenommenen Schicht. U, heisst stationir, wenn das Verhdltnis der Aenderung
von U, bei einer Deformation beliebiger Art zur Grdsse der Deformation selbst null wird, sobald
die Deformation selbst unendlich klein wird. Wir werden von dieser Thatsache gleich Gebrauch
machen miissen.

3. Bemerkung. Den Fall, dass [, fiir eine ganze Reihe sich stetig an die Gleichgewichts-
figur und an einander anschliessenden Massenanordnungen denselben Wert behadlt, schliessen
wir grundsitzlich aus, weil derselbe einer besonderen Betrachtung bediirfte und im Folgenden nicht
zur Verwendung kommt; wir nehmen vielmehr an, dass U, fir jede hinreichend kleine endliche
Deformation der Gleichgewichtsfigur um eine endliche Grdosse wichst oder abnimmt.

Wir schreiten nun zum
Beweis des Stabilitatsprinzips und zwar zeigen wir im 1. Teil desselben, dass eine Gleichgewichts-
figur immer stabil ist (oder, um es genauer auszudriicken, dass eine Fliissigkeitsmasse auf kleine
Stosse und Deformationen hin Gestalt, Rotations-Axe und Geschwindigkeit fiir alle Zeiten beliebig
nahe behilt, wofern nur die Stésse und Deformationen hinreichend klein sind), wenn fiir sie U, ein
Minimum ist.

Sei wirklich fiir eine Gleichgewichtsfigur U, ein Minimum gleich U, Man hat nun die
Flissigkeitsmasse in alle moglichen dem Zustand relativen Gleichgewichts benachbarten Anfangs-
zustinde zu versetzen und nachzusehen, wie sie sich von denselben aus bewegt. Man berechne den
zu jedem Anfangszustande gehorigen Wert von

c=2Zm»r(w -+ dw)

und teile die simtlichen Anfangszustinde in zwei Klassen, je nachdem fiir sie ¢ gleich dem zur
Gleichgewichtsfigur gehdrigen Wert von ¢ oder davon verschieden ist, und betrachte zundchst einen
Anfangszustand der ersten Klasse.

Fiir einen Anfangszustand erster Klasse liefert 3) den vollstindigen Ausdruck der Energie,
was fiir einen Anfangszustand zweiter Klasse nicht der Fall ist, weil fiir einen solchen in U,, der
Definition dieser Grosse widersprechend, ein verinderter Wert von ¢ eingefiihrt werden miisste.

. Der Wert der Energie fiir die Gleichgewichtsfigur ist gemiss der 1. Bemerkung: U= U, = U,;
fir eine benachbarte Massenanordnung ist nach Voraussetzung U, grosser als U,, ferner ist U] als
Summe von Quadraten stets positiv. Hiermit liefert Gleichung 3), dass fir jeden Anfangszustand
erster Klasse die Gesamtenergie grosser ist als fiir die Gleichgewichtsfigur. Nun nimmt aber die
Gesamtenergie der Fliissigkeit bei der Bewegung infolge der Reibung fortwahrend ab. Es kann
diese Abnahme hauptsichlich auf Kosten der Geschwindigkeiten # und dw — d«’, also auf Kosten
von U, erfolgen, sodass U, moglicherweise wihrend der Bewegung zeitweise wachst; doch da U, stets
positiv ist, wird U, stets kleiner als der Anfangswert der Energie U bleiben miissen. Sei im Anfang:
U= U,+ ¢. Dann folgt: 3

U< Uy +e 4)

Hierbei ist ¢ eine positive Grosse, die um so Kkleiner ist, je weniger die Anfangslage von
der Gleichgewichtslage abweicht und je kleiner die Anfangsstosse # und dw sind. Da nun U, ein
Minimum sein soll, so wichst U, von U, an um einen gewissen endlichen Betrag, wenn ich die
Gleichgewichtsfigur deformiere und die Deformation bis zu einer gewissen endlichen Grésse anwachsen
lasse. Ich kann daher alle die benachbarten Massenanordnungen abtrennen, fiir welche U, unter U+ ¢
liegt. Dieselben werden, solange ¢ sehr klein ist, gegen die Gleichgewichtsfigur wenig deformiert
sein, wihrend fiir stirker deformierte Anordnungen U, iiber U, 4 ¢ hinausgehen muss. Die
Gleichung (4), welche stets wihrend der Bewegung erfiillt sein muss, lehrt dann, dass die Fliissig-
keitsmasse sich immer innerhalb der wenig deformierten Massenanordnungen halten und niemals zu
stirker deformierten iibergehen kann, weil sonst U, grosser als U, -+ ¢ werden miisste. Da ferner
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U, fiir alle Nachbarformen grosser als U, ist und nach dem eben Bewiesenen die Fliissigkeit sich
stets unter den Nachbarformen hilt, so gilt wahrend der ganzen Bewegung:
Uy> U,
Die stindige Abnahme der Energie liefert ferner:
U+ U, <U,+¢
Die Subtraktion ergibt: U <e

Es konnen also auch die Geschwindigkeiten # und dm nicht sehr gross werden, die gleichformige
Rotation um die z-Axe wird immer angenihert bestehen bleiben. Hiermit sind die Anfangszustinde
der ersten Klasse erledigt.

5)

Um die der zweiten Klasse zu erledigen, miissen wir einen Poincaréschen Satz vorweg-
nehmen, den wir nur allmidhlich werden beweisen konnen und der so lautet:

Hiilfssatz: »\Wenn zu einem Werte ¢ eine Gleichgewichtsfigur G gehort, fiir die
3
U, = :—1— V ein Minimum ist, so gehort auch zu jedem von ¢ wenig abweichenden Werte ¢

‘)3
eine von dieser wenig abweichende Gleichgewichtsfigur G', fiir welche U’y = ([}

Minimum ist.¢

— V ein

Hat man es nun mit einem Anfangszustand zweiter Klasse zu thun, der zu einem gegen ¢
wenig verinderten Werte ¢ gehort, so kann man denselben, statt als dem Zustand der Figur G
benachbart, auch als dem Zustand der zu ¢’ gehorigen Gleichgewichtsfigur G benachbart auffassen.
Wiederholt man dann die ganze obige Betrachtung fiir den Wert ¢ und die Figur G, so kommt
man zu dem Resultat, dass von diesem Anfangszustand aus die Fliissigkeitsmasse sich stets in der
Nihe des Zustandes G, mithin auch in der Nihe des Zustandes G, halten wird.

Es ist somit vollstindig bewiesen, dass eine Gleichgewichtsfigur stabil ist, wenn fiir sie U,
ein Minimum ist.

Zusatz, betr. reibungslose Bewegungen. Im Falle einer reibungslosen Fliissigkeit wiirde
keine Abnahme der Energie stattfinden, es konnte in (3) und (5) an Stelle der Ungleichheit eine
Gleichheit treten, doch wiirde hierdurch am ganzen Beweise nichts gedndert.

Wir gehen weiter zum
8. Teil des Beweises und zeigen, dass eine Gleichgewichtsfigur instabil ist, wenn fir sie U, kein
Minimum ist.

Es moge also der fiir die Gleichgewichtsfigur giiltige Wert U, kein Minimum sein, d. h. es
existiere mindestens eine Reihe sich stetig an die Gleichgewichtsfigur und an einander anschliessender
Massenanordnungen, fiir die {/, von {/, aus abnimmt. Man bringe die Fliissigkeit in eine einer
solchen Reihe angehdrige Gestalt und lasse sie im ersten Moment, ohne ihr unregelmissige Stosse zu
erteilen, mit einer solchen durch die ganze Masse gleichen Geschwindigkeit um die z- Axe rotieren,
dass das Rotationsmoment den zur Gleichgewichtsfigur gehorigen Wert ¢ behilt. Fiir diesen An-
fangszustand ist U, kleiner als (}, ferner U, null, mithin die ganze Energie kleiner als U,

Ferner kann dieser Anfangszustand, wenn man ihn nur nahe genug bei der Gleichgewichtsfigur
wihlt, selbst kein Gleichgewichtszustand sein. Denn wie aus der zweiten obigen Bemerkung er-
sichtlich ist, kann eine Reihe von Figuren, innerhalb welcher U/, abnimmt, nicht aus lauter Gleich-
gewichtsfiguren bestehen, weil sonst U, von Figur zu Figur stationir, also in der ganzen Reihe
konstant sein miisste. Es wird daher in einer solchen Reihe erst in einer gewissen endlichen Ent-
fernung von der urspriinglichen eine neue Gleichgewichtsfigur auftreten kinnen.

Ist also die neue Massenanordnung, in die man die Fliissigkeit gebracht hat, der urspriing-
lichen Figur relativen Gleichgewichts hinreichend benachbart, so ist sie selbst keine Lage relativen
Gleichgewichts, es werden von diesem Anfangszustand aus, abgesehen von der Rotation um die
z-Axe, in der Flissigkeit von selbst gewisse Bewegungen entstehen, die Reibung zur Folge haben



(vergl. Zusatz), die Energie U der Fliissigkeit wird abnehmen. Nun war schon im Anfang U kleiner
als U,, ferner ist U, kleiner als U, es wird also U und erst recht U, stets kleiner als U, bleiben
miissen, d. h. die Flissigkeit kann nie in die urspriingliche Gleichgewichtslage, fiir die ja U, gleich
0, ist, zuriickkehren. Da sie aber infolge der Reibung schliesslich einmal zur (relativen) Ruhe
kommen muss, so wird sie in eine neue von der urspriinglichen verschiedene Gleichgewichtsform
ibergehen miissen. Diese Schlussfolgerung bleibt giiltig, wie nahe man auch den Anfangszustand
bei der urspriinglichen Gleichgewichtsfigur wihlen mag; jede noch so geringe Deformation im
Beginn einer Reihe, innerhalb welcher U, abnimmt, hat schliesslich den Uebergang in eine andere
Gleichgewichtsform zur Folge, und das ist es, was bewiesen werden sollte.

Zusatz, betr. reibungslose Bewegungen. Fiir diesen zweiten Teil des Beweises ist es
wesentlich, dass die Fliissigkeit eine reibende sei. Eine reibungslose Fliissigkeit wird nimlich von
einem Anfangszustand der betrachteten Art aus zwar nicht in den Gleichgewichtszustand zuriick-
kehren, aber doch fiir unbegrenzte Zeit in dessen Ndhe bleiben konnen. Auch fiir eine reibende
Fliissigkeit wiirde der Beweis hinféllig, wenn die Fliissigkeit im Stande wire, von dem neuen Anfangs-
zustand aus ohne relative Verschiebung ihrer Teilchen wie ein fester Korper sich weiter zu bewegen,
wobei dann keine Reibung stattfinde; doch ldsst sich einsehen, dass das nicht moglich ist.!)

Hiermit ist das Stabilitdtsprinzip vollstindig begriindet. Wir erinnern uns aber, dass wir
zu dieser Ableitung zwei noch unbewiesene Sitze zu Hiilfe nehmen mussten. Doch werden wir das
Stabilitdtsprinzip schon als feststehend betrachten und geraden Wegs darauf ausgehen, dasselbe
zur praktischen Anwendung auf eine gegebene Gleichgewichtsfigur geschickt zu machen, wobei sich
von selbst die Hiilfsmittel bieten werden, um auch jene zwei noch ausstehenden Sitze zu beweisen.

§ 3. Ausarbeitung des Stabilitdtsprinzips.

Das Stabilitatsprinzip fiihrt die Frage nach der Stabilitit einer Gleichgewichtsfigur darauf
zuriick, zu entscheiden, ob fiir dieselbe U, ein Minimum ist oder nicht. U, soll gemass der ersten
Bemerkung des vorigen Paragraphen kurz als die zu ¢ gehorige Energie einer Massenanordnung
bezeichnet werden, auch soll der Index , wegbleiben, so dass also von jetzt an gilt:

U=Z—V

Um festzustellen, ob U fiir eine Gleichgewichtsfigur ein Minimum ist, bedarf es eines Ausdrucks
fiir U, welcher den Wert dieser Grosse fiir irgend eine deformierte Figur mit dem fiir die Gleich-
gewichtsfigur giiltigen unmittelbar zu vergleichen erlaubt. Die Aufstellung eines solchen Ausdrucks
ist die Aufgabe dieses Paragraphen, sie wird in zwei Etappen der Anndherung erledigt werden.

a) Die Energie einer deformierten Figur in erster Niherung.

Es sei eine Gleichgewichtsfigur G gegeben und dieselbe werde auf irgend welche Art ein
wenig deformiert. Man errichte die Normalen auf der Oberfliche von G und messe den Abstand
{ zwischen der deformierten und der Gleichgewichtsfigur langs dieser Normalen, nach aussen positiv,

1) Man konnte zunichst vermuten, dass vielleicht die Fliissigkeitsmasse in der neuen Gestalt, wie ein freier fester
Korper, eine allgemeine Poinsot’sche Kreiselbewegung auszufiihren im stande sei. Man erinnere sich aber an den Helmholtz'schen
Satz von der Erhaltung der Wirbel, nach welchem in einer homogenen inkompressibeln Fliissigkeit unter dem Einfluss von
Kriften, die cin Potential haben, jedes Fliissigkeitsteilchen Rotations-Axe und -Geschwindigkeit fiir alle Zeit unverindert bei-
bebilt. Dann erkennt man sofort, dass die einzige Bewegung, welche eine solche Fliissigkeit ohne Verschiebung ihrer Teilchen
gegeneinander ausfihren kann, die gleichformige Rotation um eine feste Axe ist. Da nun fir den benutzten Anfangszustand
gezeigt wurde, dass er kein Zustand derartigen relativen Gleichgewichts ist, so konnen sich von ihm aus die Fliissigkeitsteilchen
nicht ohne Verinderung ihrer Lagerung und ohne Reibung weiterbewegen.

3t*
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nach innen negativ gezahlt. ! wird bei einer willkiirlichen Deformation eine willkiirliche Funktioms
des Orts auf der Oberfliche von G sein, welche nur dadurch einer Beschrinkung unterworfen ist,
dass bei jeder Deformation die Gesamtmasse der Fliissigkeit konstant bleiben muss.

Die ganze Energie, die Attraktionsenergie und das Tragheitsmoment in Bezug auf die s-Axe,
seien fiir die urspriingliche Gleichgewichtsfigur U, V, /, fir die deformierte Figur U, V, 7, der
Ueberschuss letzterer Werte iiber erstere sei: 4U, 4V, /. Man hat dann fiir die zu ¢ gehdrige
Energie der deformierten Figur:

7 = __‘:___ 7 —
U U—l—éU—zj_*_(”) =68V
eraus: I o — s
und hieraus: oU 21,61+21,(61) 2—1.(61) +...—8V
oder, da die Beziehung gilt: c=w-/

wenn o die Rotationsgeschwindigkeit der Gleichgewichtsfigur bezeichnet:

L . e W (r)[)’_m’@_ﬁ'
dU = zm 47 6[—}—2 /i . B 1)

Es erweist sich als praktisch, die beiden ersten Glieder dieses Ausdrucks, die die Aenderung von
"; /+ V infolge der Deformation bei konstant gehaltener Rotationsgeschwindigkeit angeben, zu-

sammenzunehmen. Sind dm und dm’ zwei beliebige Massenteilchen der Fliissigkeit und 4 ihr Ab-
stand, bezeichnet ferner » den Abstand des Teilchens dm von der Rotationsaxe, so gilt:

P s R I S Ljfd""d’”'
2wl-g—l—20)r’dm+2 —
wo jede Integration iiber die ganze Masse der deformierten Fliissigkeit zu erstrecken ist.

Es moge nun dm, ein Element der urspriinglichen Gleichgewichtsfigur, dm, ein Element der
Massenschicht sein, die man auf die urspriingliche Figur aufzulegen hat, um die deformierte zu
erhalten, wobei dm, positiv oder negativ sein wird, je nachdem { positiv oder negativ, die Defor-
mation nach aussen oder innen erfolgt ist, und wobei wegen der Unverdnderlichkeit der Gesamtmasse
die Bedingung:

Ja’m, =0 2)

erfillt sein muss. Scheidet man aus den Integralen die Teile aus, die sich iiber die Gleichgewichts-
figur erstrecken, so erhilt man:

“;—’7+ V=
Im‘r‘dm,-{- o dm, + _J‘J‘dm, dm', + J‘J’dm dm,+ J‘J‘dm 1dmy + J‘J‘dm’dm
und hieraus: ";‘ dl+dlI'= .:f,,,!,!,{,,,. + jf d""t,‘i’”a + ;_J:[ ‘_{_"_'2:112"3_

was sich auch schreiben lasst:

? . 0} dm’, ] d ", d' ',
; vl —fd'”'[z "+f—.1 J"'Ef 1
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Die unter dem ersten Integralzeichen auftretende Klammer hat eine einfache Bedeutung. Es ist

ndmlich J‘d—g—‘ das Potential der fiir die Gleichgewichtsfigur bestehenden Massenverteilung an der

3
Stelle des Teilchens dm,, %r’ ist das Potential der Zentrifugalkraft, es ist mithin:
o? d
P=2p4f

',
4
das fiir die Gleichgewichtsfigur bestehende Potential simtlicher wirkenden Krifte. Und zwar liefert
diese Formel den Wert des Potentiales in irgend einem Punkt, wenn r der Abstand dieses Punktes
von der Rotationsaxe, 4 sein Abstand vom Massenteilchen dn#’, ist.

Wir wollen nun von dem Umstand Vorteil ziehen, dass sich die Massenelemente dm, samtlich
sehr nahe bei der Oberfliche der Gleichgewichtsfigur befinden. Der Wert des Potentiales P auf
der Oberfliche der Gleichgewichtsfigur sei £,, der Differentialquotient von 2P nach der inneren
Normale, also die in dieser Richtung wirkende Kraft, sei g&. Man bezeichne ferner die Entfernung
eines Punktes von der Gleichgewichtsfliche, auf der Normale der letzteren nach aussen positiv

gezdhlt, mit . Dann hat man fiir das Potential in diesem Punkte, wenn 4 klein ist und man hGhere
Potenzen dieser Grosse vernachlédssigt:

P =P —g-i
Weiter bezeichne man ein Oberflichenelement der Gleichgewichtsfigur mit dw. Trigt man auf
samtlichen Normalen dieses Elements die Strecken 4 und 4 4+ 44 ab, so erhdlt man fiir das auf diese

Weise abgegrenzte Massenelement:
dmg = dw-di 3)

wofern man die verschiedene Neigung der Normalen dieses Elements und hiermit einen Faktor von
der Form 1 4 al (a endlich) vernachldssigt. Setzt man dies alles oben ein, so folgt:
2 . ,
“or+ oV=J'dm, P, —J'gdwzdl +%f‘f1“ij“’ di-dx

In den zwei letzten Integralen hat man jetzt, statt iiber alle Massenelemente dm,, iiber alle Ober-

flichenelemente dw und iber 4 von 4 = 0 bis 4 = { zu integrieren. Fiihrt man letztere Integration
aus, so erhdlt man:

‘ . ’
“ar+ oV=fdm,P,—ifgdwcﬂ+ l“'Mcr
2 2 2 4
Dieser Ausdruck ist offenbar genau bis auf Grossen dritter Ordnung in (.

Wir haben nun noch die iibrigen Glieder in Gleichung (1) zu beriicksichtigen. Man hat:

61=fr’dm,

oder bis auf Glieder zweiter Ordnung genau:

6]=fr‘dwd1=fr‘(,‘dw 3a)

wobei man bei derselben Genauigkeit unter » die Entfernung des Schwerpunkts des Oberflichen-
elementes dw von der s-Axe verstehen kann. Benutzt man dies in (1) und vernachlissigt alle

Glieder dritter und héherer Ordnung, so erhdlt man fiir die Aenderung der Energie!) bis auf
Grossen dritter Ordnung genau:

1) Herr Basset (On the stability of Maclaurin’s Liquid Spheroid. Proc. Cambridge Philos. Society, Vol. VIII, pag. 31)
und Herr Bryan (Ebenda, pag. 51) behaupten, dass Herr Poincaré das letzte Glied des Ausdrucks (4) versehentlich ausgelassen
habe und dass infolgedessen seine Resultate iiber die Stabilitit der ellipsoidischen Gleichgewichtsfiguren noch nicht als abschliessend
zu betrachten seien. In Wirklichkeit hat Herr Poincaré diesen Fehler gar nicht begangen, er fiihrt dieses Glied allerdings nicht
auf Seite 315 seiner Arbeit an, wo die iibrigen Glieder von (4) auftreten, wo es sich aber noch nicht um Stabilititsfragen
handelt, doch hat er die Seiten 369—372 speziell der Beriicksichtigung desselben gewidmet.
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U = —Ja’m,P + —jg&"dw———ffdw *da CC’—{— (Jﬁ{dw) 4)

Bis hierher haben wir den Umstand noch nicht benutzt, dass unsere Ausgangsfigur eine
Gleichgewichtsfigur ist. Es ist aber bekannt, dass eine Fliissigkeitsmasse dann im Gleichgewicht ist,
wenn das Potential aller wirkenden Krifte auf ihrer Oberfliche konstant ist, wenn die Resultante
der wirkenden Krifte auf ihrer Oberfliche senkrecht steht. Fiir eine Gleichgewichtsfigur wird also

P, konstant, das erste Integral in 4) schreibt sich somit: — A, J‘ dm, und diese Grosse ist nach

2) null. Es bleibt also der Ausdruck der Aenderung der Energie:
dw d o’
9 2
oU = —J'gc da)——ffcc + zl(fr L‘dw) A)

In diesem Ausdruck bedeutet g die Schwere im Element dw der Oberfliche der Gleich-
gewichtsfigur, da wir g als Differentialquotient des Potentials nach der inneren Normale definiert
haben und dieser Differentialquotient fiir eine Gleichgewichtsfigur gleich der Resultante aller
wirkenden Krifte, gleich der Schwere ist.

Die Gleichung A), welche, um es zu wiederholen, nur bis auf Glieder dritter Ordnung genau
ist, werden wir im Nichstfolgenden so behandeln, als ob sie der vollstindige Ausdruck der Aenderung
der Energie wire, und die nétige Korrektur erst spiter hinzufiigen.

Zusatz. Beweis des in § 2, Bemerkung 2, ausgesprochenen Satzes. Der Ausdruck A),
welcher die Aenderung der Energie bei der Deformation einer Gleichgewichtsfigur angibt, enthdlt
keine Glieder erster Ordnung in { und das bedeutet, dass U fiir dle Gleichgewichtsfigur in dem in
der obigen Bemerkung angegebenen Sinne stationdr ist.

Man vernachlissige ferner in 4) auch die Glieder zweiter Ordnung. Dann darf man im
ersten Integral fiir dm, den Wert 3) einsetzen und erhilt:

00 = — [P tdw 5)

Ferner lautet die Gleichung 2) bei der gleichen Genauigkeit:
Jtaw =0 6)

Man verlange nun, dass fiir die Ausgangsfigur U stationdr sei, d. h. dass fiir alle moglichen Defor-
mationen { die Glieder erster Ordnung in 8U verschwinden. Es soll also fiir alle beliebigen
Werte {, die der Bedingung 6) geniigen, der Ausdruck 5) null werden. Das ist offenbar nur dann
moglich, wenn £, eine Konstante ist.

Es folgt also auch umgekehrt: »Ist fiir irgend eine Massenanordnung die Energie U stationar,
so ist dieselbe eine Gleichgewichtsfigur.c

Hiermit ist der erste Hiilfssatz, der dem Beweise des Stabilitdtsprinzips zu Grunde lag, erledigt.

b) Einfihrung der Orthogonalfunktionen.

Es ist in A) ein gendherter Ausdruck, fiir die Aenderung 8 U gefunden worden, welchen
die zum Rotationsmoment ¢ gehdrige Energie erfihrt, wenn man von der Gleichgewichtsfigur zu der
durch die Abstinde { charakterisierten Nachbarfigur iibergeht. Wir wollen uns vorstellen, dass
dieser Ausdruck vollstindig wire. Soll dann die Gleichgewichtsfigur stabil, U fiir sie ein Minimum
sein, so muss dieser Ausdruck fiir d U positiv sein, wie man auch die Verteilung der Werte von {
iiber ihre Oberfliche annehmen mége. Es ist also ein Weg anzugeben, wie man entscheiden kann,
wenn die Form der Gleichgewichtsfliche, die Schwere auf ihrer Oberfliche, » und / gegeben sind,
ob dU fiir alle Deformationen positiv oder fiir einzelne negativ ist.




Man kann den Ausdruck A) in der Form schreiben:

6U=—;—J‘gt’dw—%—J'J‘Cfdwda)'(-}—f;—’r’r") 1)

Die Integrationen bedeuten, dass man die Oberfliche der Gleichgewichtsfigur in unendlich
viele Teile dw zu teilen, einen Wert von { zu nehmen, der zu einem im Innern von dw gelegenen
Punkte gehort, und iiber alle dann entstehenden Produkte zu summieren hat.

Man wird offenbar eine Anndherung an die Werte der Integrale erhalten, wenn man die
Oberfliche nicht in unendlich viele, sondern in eine sehr grosse endliche Anzahl n» von Teilen
do,, doy, doy. ... dw,...dw, teilt, fir g, 7, { die in einem mitten in dw; gelegenen Punkte giiltigen
Werte g, r;, {; und fiir 4 den Abstand 4,; zweier mitten in den Teilen dw; und dw; gelegenen
Punkte beniitzt und, statt zu integrieren, summiert. Man erhdlt dann folgenden Wert fiir 8 U:

e 'Y dwtt — Ly oy . ot e a) g
0V = § Egidwitd — 1 X X doidos(— G drd) bt 2)
Dies ist eine quadratische Form mit den 7-Variabeln {, {,....{,. Unsere Aufgabe ist, zu ent-

scheiden, ob diese quadratische Form positiv oder, je nach der Wahl der {;, bald positiv, bald
negativ ist, was wir streng genommen nicht fiir eine endliche, sondern fiir eine unendlich grosse
Zahl n durchzufiihren haben.

Soll man iiber das Verhalten einer quadratischen Form der n-Variabeln z; z,.... x.:
f = z Eaxkxix& ik = Qs 3)
f=1 k=1

entscheiden; so hat man dieselbe in eine Summe von einander unabhédngiger Quadrate zu verwandeln
und das geschieht nach Jacobi folgendermassen: Man wihlt eine beliebige zweite quadratische
Form, die der Einfachheit wegen nur rein quadratische Glieder enthalten mége:

g = ,é, bi z? 4)
und kann dann eine lineare Substitution bestimm_en:
x,-=1)5/3.-1_y). i =1,2,3....1n 5)
durch welche f und g in: )
S =‘Z-:;-'z » g = éxn‘ 9)

also in Summen von reinen Quadraten iibergehen. Fiir die Substitutionscoeffizienten gelten dabei
die Beziehungen:

T . o wenniZ21
B - <
fﬁ ‘}=3‘a.‘ Pt B 5 A= 7
Y bi Bia Bix — O wenn 4 2 2.: 8)
=1 I A=1
Hierin sind die s; die Wurzeln der Determinantengleichung:
]a”—b,s @y - - . . a, :
, ay, Aye—0bys . . . ay,
as, gy - - . . ag,

|
|

D=i' Ll = )
|

[/ 31 A « .« . a.,..—b.:
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Ferner gelten noch die Beziehungen:
2 aiaPii = bas; Pai 10)

Wir wollen fiir / die Doppelsumme, fir ¢ die einfache Summe in (2) nehmen, setzen also:

1 w3
ap = dm.-dm,( — — —r.-‘n‘) bi= gid w; 1)
Jn'h 7
und:
1
BU = (g~

13sen die Gleichung (9) auf, bestimmen die ;1 aus den Gleichungen (10) und (8), bilden die Sub-
stitution (5), in denen wir nur an Stelle von x; {; schreiben, und erhalten dann vermittelst (6):

W=LE -5 12)

A=
mithin die gewiinschte Umformung von dU in eine Summe von Quadraten.!)

Wir wollen noch die Gleichungen (7), (8) und (10) in der Form hinschreiben, die sie infolge
von (11) annehmen:

" = »3 >
XX i do dmn( L n’) =0 wemn i 2 1
1=m1 A=t Iia 7 2 A= &

N pe . s O wenn AZX
. zﬂ.Aﬂ.lg-dw.—l A=i

i; Biidw (-i— — ot r? n‘) = ga 5 Pad
=1 ) ) ]l‘b 7/ ! A

Es ist bekannt, dass diese Rechnung fir jede endliche Zahl # durchfiihrbar ist und diese
Formelsysteme selbst in den Ausnahmefdllen ihre Giiltigkeit behalten, wo mehrere Wurzeln s der

Determinante gleich werden.

Uebergang zu einer unendlichen Zahl n. Um fiir U an Stelle der Summen (2) den
Integralausdruck (1) zu erhalten, haben wir nun zu einer unendlichen Zahl » iiberzugehen. Die
Reihe von isolierten Werten {,.,....c~ geht dann in die kontinuierliche Funktion { iiber, welche
die Deformation der Gleichgewichtsfigur angiebt. Die Determinante D wird unendlich viele Wurzeln
haben und es sind unendlich viele neue Variabeln y, einzufihren. Man betrachte die Gleichungen (s)

@
L= Xpin i=1,23..

A=1
und fasse einmal die Koeffizienten j,1, die zu y, gehoren, ins Auge. Fiir jedes 7 gilt eine solche
Gleichung, fiir jedes s erhdlt man einen bestimmten \Wert g1, zu jedem s gehorte ein bestimmtes
Oberflichenelement dw,, es gehdrt also zu jedem Oberflichenelement d ), ein bestimmter Wert 81
wird 7 unendlich, werden die Elemente d; unendlich klein, so bilden die simtlichen Werte g,
(¢!=1,2,3...) zusammen eine gewisse Funktion des Ortes auf der Oberfliche der Gleichgewichts-
figur. Dasselbe gilt fir die Werte j,a, s u. s. w. Alle zu einem Index 1 gehérigen Werte j3
bilden eine Funktion des Orts auf der Oberfliche, welche mit 5; bezeichnet werden soll und welche

1 Allertings 1st hierbei nicht berucksichtigt, dass die Unveranderlichkeit der Flussigkeitsmasse eine Bedingung zwischen
den Grosern 3, ertordert und die Quadrate mithin nicht, wie sie es doch sein sollten, unabhang:g von einander sind. Da die
laerdurch notwend.ge Kuorrekiur des svoriren Betrachtungen 1m allgemeinen verwickelt, in den spatrren spezicllen Anwendungen

ater unuattel ar zu eried-gen ast, schien es lesser, sic hier Ler Seite zu lassen,




wegen ihres Entstehens aus einer orthogonalen Substitution den Namen »Orthogonalfunktionc
erhalten soll. Wir finden ein System von unendlich vielen zusammengehérigen Orthogonalfunktionen.

Die Substitutionen (14) kann man jetzt unter Fortlassung des Index s schreiben:

@

L= 2n -5 B)
wobei man nur rechts und links die fiir dasselbe Oberflichenelement giiltigen Werte der Orthogonal-
funktionen 7; und von { zu nehmen hat. Man erhdlt also nichts anderes, als eine Reihenentwicklung
der willkiirlichen Funktion des Orts { nach Orthogonalfunktionen, in der die y; als Entwicklungs-
koeffizienten auftreten. Man erhilt alle moglichen Deformationen {, indem man diese Entwicklungs-
koeffizienten auf alle mogliche Art innerhalb gewisser Grenzen var.iieren lasst.

8 U verwandelt sich nach (12) in eine unendliche Summe von Quadraten:

1 a
U = ;F(I—Jz)n’ C)

Die Gleichungen (13) gehen in die folgenden fundamentalen Integraleigenschaften der
Orthogonalfunktionen iiber:

, dodod o , , , o wennd 27
.,rf”‘n"—d___I—J‘fm"“'r,rzdwdw ~ s lil’ D)
o wenn AZ2>7
Jennydo = Pyt E)
,do o . ,
S =G Afrirde = gan F)

Hierin gehoren, wie schon immer, die oben mit einem Accent versehenen Grossen %" »” zum
Flichenelement dw’; in der letzten Gleichung ist 4 der Abstand des Elementes dw’ von dem festen
Punkt der Oberfliche, zu dem die rechts stehenden Werte g und 7, gehoren.

So wiren wir am Ziel. Man hitte die Wurzeln einer unendlichen Determinante D zu
berechnen und fande nach (C), dass 4 U dann und nur dann fiir alle mdglichen Deformationen
positiv widre, wenn die simtlichen Wurzeln s; kleiner als 1 ausfallen. Naheres Eingehen auf die
Orthogonalfunktionen selbst widre nicht notig. In der That hat Herr Poincaré den Begriff der
Orthogonalfunktionen fiir eine beliebige Fliche nicht gebildet und sich begniigt, anzugeben, dass
der Ausdruck (C) herstellbar ist. Doch ist es fir die Uebersicht vorteilhafter, die allgemeinen
Orthogonalfunktionen aufzustellen, weil dann in den speziellen Fillen, fiir die man die Ausdriicke
der Orthogonalfunktionen und die Werte der Wurzeln s; wirklich hinschreiben kann, die Integral-
eigenschaften (D) (E) (F) nicht als. blosse Merkwiirdigkeiten, sondern als mit der Entstehungsart
dieser Funktionen durch eine orthogonale Substitution organisch verbunden erscheinen. Zudem
erinnern wir uns, dass der hier zu Grunde gelegte Ausdruck (A) fiir 4 U nicht vollstindig war und
dass die notige Korrektur desselben erst noch herzustellen ist. Auch fir diesen Zweck wird es
forderlich sein,

Die Entwicklung einer willktirlichen Funktion nach Orthogonalfunktionen ausfiihren zu
konnen. Gleichung (B) lehrte, dass eine solche Entwicklung existiert, und es ist sehr leicht, wenn
die Funktion { in allen Punkten der Fliche vorgeschrieben ist, die Entwicklungskoeffizienten y; zu
finden. Man multipliziere nimlich (B) mit gd w x und integriere iiber die ganze Oberfliche. Man
erhdlt dann:

@®
fgdwfnx =12n fgmnxdw
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oder mit Hiilfe der Gleichungen (E):
yh = fg' do {nx

womit die Aufgabe gelost ist.

Man darf sich nun nicht verheimlichen, dass die ganzen eben angestellten Entwicklungen
unsicher sind, weil

die Berechtigung zum Uebergang von einer endlichen zu einer unendlichen Zahl n fraglich
ist. Schon die Definition der Grossen s; sagt im Grunde nichts aus, weil man die unendliche
Determinante, deren Wurzeln sie sind, nicht behandeln kann. Es miisste gezeigt werden, dass man
eine Anndherung an bestimmte Grenzwerte von 7 Wurzeln s erhdlt, wenn man die Determinante
fiir einen endlichen Wert »n aufstelit und auflost. Trotzdem kann man die Existenz der Wurzeln s,
und der Orthogonalfunktionen 5; nach der obigen Ableitung mit grosser Sicherheit behaupten. Es
tritt nimlich genau dieselbe Bildung einer orthogonalen Substitution und genau derselbe Uebergang
zu unendlichem # in sehr vielen Gebieten der mathematischen Physik auf und jedesmal sind die
Resultate, die man so mathematisch unberechtigter Weise erschlossen hat, durch die direkte
physikalische Erfahrung bestitigt worden. Wie man die Orthogonalfunktionen fiir die Kugel und
das Ellipsoid in den Kugelfunktionen und Lamé’'schen Funktionen wirklich angeben kann, so kann
man auch in den andern Fillen die entsprechenden Gebilde fiir gewisse einfache Korper herstellen,
es fehlt aber bislang an einem Beweis, dass dasselbe fiir einen beliebigen K6rper maglich ist. Alle
folgenden allgemeinen Sitze werden mit derselben Unsicherheit behaftet sein, mit der die Existenz
der Qrthogonalfunktionen selbst behaftet ist; dagegen sind die Resultate der im zweiten Teile dieser
Arbeit zu machenden Anwendungen voéllig streng, weil fiir die dort behandelten Ellipsoide die
Orthogonalfunktionen nach geringen Modifikationen in die bekannten wirklich herstellbaren Lamé’-
schen Funktionen iibergehen.?)

Durch sehr wahrscheinliche Analogieschlisse gewinnt man aus dem Verhalten der Werte s;
fir die Kugel- und Lamé’schen Funktionen noch einige Sitze, die zur Forderung der Vorstellung
von den Orthogonalfunktionen dienlich sind. Fiir jede endliche Fliche ohne Singularititen bilden
die s; eine Reihe diskreter Werte, welche mit einem grossten endlichen positiven Werte s, anfangen
und dann abnehmend sich mehr und mehr der Null nihern. Wird eine Fliche stetig deformiert,
so d@ndern sich auch die Stabilititskoeffizienten stetig. Dabei kann es fiir spezielle Flichen vor-
kommen, dass mehrere Wurzeln s; denselben Zahlenwert annehmen, oder anders ausgedriickt, dass
zu einem Zahlenwerte eine ganze Anzahl verschiedener Orthogonalfunktionen gehért. Z. B. hat man
fir die Kugel:

die dreifache Wurzel s, =35, =5, =1

1

» fiinffache » S, =S5, =sg=s5 ==

; 1

» siebenfache » S =S0= . . .. ’1s=5

1

» neunfache » S =S57= . . . . ,“=4
u. s w.

Auch fiir das Rotationsellipsoid werden zwei Grossen s; paarweise gleich.

1) Einer spateren Gelegenheit muss die Behandlung weiterer Eigenschaften der Orthogonalfunktionen vorbehalten bleiben,
sowie die Angabe ihrer Verwendbarkeit in der Potentialtheorie und ihrer Analogieen mit den von Herrn C. Neumann einge-
fahrten »Elementarpotentialens (Berichte der Kgl, sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften, 1878. Entwicklung nach Elementar-
potentialen, § 16.' und Hertn Puincare’s sFundamertalfunkt:onena (La Méthode de Neumann et le Probléme de Dirichlet. Acta




c) Volistindiger Ausdruck der Energle einer deformierten Figur.

Man konnte versucht sein, die Aenderung der Energie infolge einer Deformation der Gleich-
gewichtsfigur, so wie wir es unter a) begonnen haben, nach Potenzen der Werte von { weiter-
entwickeln zu wollen, allein ein solcher Versuch wiirde nicht durchfiihrbar sein, weil schon fiir die

dritten Potenzen die Differentiale der reziproken Distanz % nach der Normale in Betracht kimen,

welche, wenn zwei Punkte zusammenriicken, so unstetig werden, dass die betreffenden Integrale
ihren Sinn verlieren. Dagegen kann man die Deformation { zundchst auf die oben angegebene
Art nach Orthogonalfunktionen entwickeln und die Aenderung der Energie dann durch eine Reihe
darstellen, welche nach Potenzen der Entwicklungskoeffizienten y; fortschreitet. Fiir uns wird es
geniigen, die Moglichkeit dieses Verfahrens einzusehen, ohne es vollstindig auszufiihren.

Im Grunde ist es fiir das Folgende nur nétig zu wissen, dass die im Ausdruck (C) ver-
nachldssigten Glieder im Verhiltnis zu den mitgenommenen um so kleiner werden, je kleiner die
Deformation selbst wird, was geometrisch evident ist. Herr Poincaré ist daher auch auf die weitere
Entwicklung der Energie nicht eingegangen; doch werden wir die Thatsache, dass die Energie in
dieser Weise entwickelbar ist, als Kontrolle fir andere Ueberlegungen in § 4 f) zu Hiilfe nehmen,
zudem scheint mir die Ueberzeugung angenehm, dass man es arithmetisch hier nicht mit ausser-
gewohnlichen Erscheinungen zu thun hat, was nicht so sehr auf der Hand liegt, als es im ersten
Momente scheinen mag.

Die Attraktionsenergie der Fliissigkeit war durch das doppelte Raumintegral:

_V=_j‘fd"'—;'d"':

dargestellt. Dasselbe soll in ein doppeltes Oberflichenintegral {ibergefiihrt werden. Man fiihre das
Attraktionspotential ein:
dm’
R =[5

V = IR dm

Dann ist:

Nun kann man bekanntlich R durch ein Oberflichenintegral ausdriicken (Tissérand, Mécanique
céleste, Bd.II pag. 5):

R = -;—fdwcos(nd)

worin (7 4) den Winkel bedeutet, welchen die Richtung vom angezogenen Punkt nach dem Ober-
flichenelement dw mit der in diesem errichteten dusseren Normale » macht. Hiermit wird:

= %fdmfdwcos(nd)

oder durch Umkehrung der Integration:

V = -:—fdw -fdm cos (n 4)

mathematica, Bd. 20. 1896.) Dort soll auch ein strenger Beweis ihrer Existenz erbracht werden, der sich auf folgende Vor-
stellung stiitzt:

Jede cinfach zusammenhingende Fliche kann man eindeutig auf die Kugel beziechen. Kennt man eine Orthogonal-
funktion dieser Fliche, so bedeutet dieselbe eine gewisse Verteilung von Funktionswerten auf der Fliche, oder auch, infolge der
Bezichung, eine Verteilung von Funktionswerten auf der Kugel, welch letztere man nach Kugelfunktionen entwickeln kann., Es
lassen sich nun die Orthogonalfunktionen in Gestalt von Entwicklungen nach Kugelfunktionen, deren Konvergenz bewiesen werden
kann, wirklich herstellen.

32°
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T=fdmcos(n.]) V= :fdw-Y

7 ist eine Funktion des Orts auf der Oberfliche, man hat bei der Integration fiir » die
Normale in dem Punkt der Oberfliche zu nehmen, fir welchen man 7 berechnen will. Wir wollen
zur Verdeutlichung dieser Normalen und dem Oberflichenelement, in welchem dieser Punkt liegt,
einen Accent geben, also schreiben:

r =Idm cos (n'.1) V = —; fdm’ 7’
Es ist nun offenbar:
L | ,
3 = ¢os (n' )

Mithin:
7 ==fdm (’J,-
on
Fiir jede beliebige stetige Funktion o gilt die folgende Integraltransformation:

do

J‘dms 5 =fdmgcos (nn)

n

die man leicht aus den Green'schen Sdtzen ableitet.!) Wendet man das auf 7~ an, so folgt:

I = fdm «.dcos(nn’)
und hiermit:

1" = ;jfdm-dw' {cos(nn) 1)

Hier bedeutet, um iiber die Bezeichnung keinen Zweifel zu lassen, 1 den Abstand der beiden
Elemente dw und do’, (nn’) den Winkel der Normalen in denselben.

Man fiithre auf der Oberfliche der Gleichgewichtsfigur Fliachenkoordinaten u und » ein,
welche einen Punkt auf der Flache eindeutig in solcher Weise bestimmen, dass sich der Punkt
stetig bewegt, wenn man u und » stetig dndert. Ferner flihre man ein rechtwinkliges Koordinaten-
system ein, und es mogen x, y, s die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes der Oberfliche sein.
Bekannte Sitze der Flachentheorie liefern dann:

dyd: dyd
dwcos(nx) = (di :)y — 6:0;) du-dy
(r)s dv  ds v

dm cos (ny) = (,.“ dy - ()y. c"u

) du-dy 2)

Yvd X
dm cos (ns) = (' vdy _dx d”) du-dv

d ‘u— dv v d n

Die bisher aufgesteliten Beziehungen mogen fiir die Gleichgewichtsfigur selbst gelten, die
auf die deformierte Figur beziiglichen Grossen wollen wir, wie frither, oben mit einem Querstrich
versehen und erhalten dann tiir diese Griosse an Stelle von (1):

. 1 * . .
| 2“‘.‘./«.. dy’ Vcos(nn) 3)

1) Da wir die Inchte gle.ch 1 gesetzt haten, biedestet o m auch ein Volumenelement,
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Wir fiihren aber auf der Oberfliche der deformierten Figur kein neues System von Flichen-
koordinaten u » ein, sondern beziehen die deformierte Figur auf die urspriingliche, indem wir jedem
Punkt der urspriinglichen Figur den auf seiner Normalen liegenden Punkt der deformierten zuweisen,
und kénnen dann indirekt die Koordinaten x y z eines Punktes der deformierten Figur als Funk-
tionen von x und » betrachten. Man erhilt sofort:

z = x4+ Lcos(nzx) y = y+Ltcos(ny) 2z = s+ L cos(nz) 4)
und an Stelle von (2) treten die Gleichungen:
o cos(mx) — (3792 _ 8782
dw cos (nx) = (6;1 3 3y E) du-dv

dw cos (ny) = ( —————— —)dp-dv 5)
dw cos (n5) = (2—2 g% — ‘;f 37"') dp-dv
Man hat ferner:
# = Pt G =P — )
A = M2 4 2(x— &) [ cos (nx) — L cos (W2)]+ 2 (y — ¥) [ cos (ny) — ¢ cos (% y)]
+ 2 (2— #) [L cos (n5)—CL'cos (n'8)] + {2+ £ — 2L cos (nn')

da: cos (nn') = cos (nx) cos (#' x) + cos (ny) cos (#' y) + cos (n z) cos (n 8) ist. 7)

 6)

Man entwickle jetzt { nach Orthogonalfunktionen:

®
= 2Xmn
i=:

beriicksichtige aber, dass es sich nur um kleine Deformationen handelt und infolgedessen die y;
klein werden, setze daher:

[o o]
{ =aXin 4, y=ad, 8)

A=1
wo a eine sehr kleine, 4; eine missige endliche Grosse ist. Man erhdlt dann z. B. aus (4):

[« -
y=y+ 012 A; m; cos (ny)
und hieraus:

dy _ Oy &, 8
b = st aZ iy, {mcos i) 9)

Aehnlich kann man die andern in (5) auftretenden Differentialquotienten ausdriicken. Setzt
man alle diese Ausdriicke in (5) ein, so findet man:
dydz dyd:z

dwcos (nx) = (ﬁ a_v_ﬁﬁ) dudv+ aM,dudv 4+ a* M,dudy

- - 10)
dwcos(nx) = dwcos(nx)+[aM,+ a*M]dp-dr

Hierin bedeuten A/, und A/, unendliche Summen, deren erste nach den A4, selbst, deren
zweite nach Quadraten und Produkten der 4; fortschreitet.

Man schreibe nun die Gleichung (10) noch einmal fiir ein anderes Oberflichenelement d o’
und multipliziere diese beiden Gleichungen miteinander, verfahre ebenso mit den entsprechenden
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auf die y- und z-Koordinate beziiglichen Relationen und addiere die drei entstehenden Produkte.
Man erhdlt dann in Riicksicht auf (7):

dw-dw cos(nn’) = dwdw cos(nn’) + [aN, 4+ a*N,)dudvdu dv 11)
wo N, und N, dhnlich wie M, und M, gebaute Summen sind.
Um V aufstellen zu konnen, hat man noch J zu berechnen. Man setze
{=a-h
4 wird dann eine endliche und stetige Funktion des Orts auf der Fliche sein. Setzt man dies in (6)
ein, so erhdlt man einen Ausdruck der Form:
A = P+ am, + am,
Man iberzeugt sich nun leicht durch einfache Betrachtungen, die wir uns hier ersparen

1;: :';: endlich bleiben, wenn man die Punkte auf der Oberfliche
der Gleichgewichtsfigur, deren Distanz J ist, einander beliebig nahe riicken lasst, wofern, wie wir
das voraussetzen, /% iiberall endliche und stetige Derivierte hat. Entwickelt man daher:

diirfen, dass die Grossen: und

A—=J~‘/x+a—:‘:—+a’—’}:—=A[1+an,+a’n,+...] 12)
so wird diese Entwicklung konvergent, so lange a hinreichend klein ist. Die n» sind dabei ganze
Funktion von ’—;} und —3—‘;’-.

4
Man setze fiir 4 wieder die Entwicklung nach Orthogonalfunktionen X 15; 4; ein.

7 und 7% in unendliche Summen ibergehen, die nach den A4; resp. nach
43 43 i P

Quadraten und Produkten derselben fortschreiten. Die n werden dhnliche Reihen sein und zwar
wird 7, aus Gliedern s** Dimension in den 4; bestehen. Multipliziert man nun (11) und (12),

so erhalt man:
dodw Jcos(nn) m do-dw cos (nn)d+a-A[k,+ aky+ak,+ .. )dpdvdy dv

wo die 4 dhnliche Summen wie die » sind, und mit Hilfe von (1) und (3):

VeV = if!dpdvdp’dv’-.l[ak,+a’k,+a’k,+ o]

Hierdurch werden

Die Integration ist hier eigentlich eine vierfache, sie erstreckt sich {iber alle Werte u,», u', ",
welche diese Grossen auf der Oberfliche der Gleichgewichtsfigur annehmen.

Man denke sich die # ausgeschrieben, z. B.:

® ® ®
ky = 2‘§ ?_:A.'An/hbiu
wobei 4,41, ebenso wie 4, eine Funktion von u» u'» sein wird. Diesen Ausdruck fiihre man unter
dem Integralzeichen ein und integriere. Man findet dann:
[ .}

®
:ffdp dvdp dv 1k, = 5 T Y A4 As Ay cind

t=1 Am1 A=12

Ciad == ;-de;l dvdu dv 16,4

e ——— —




Fiihrt man das fiir alle £ durch, so erhilt man eine Entwicklung von ¥— V nach Potenzen

der A4;. Man kann schliesslich an Stelle von a 4; wieder y,; einfiihren, womit ¥— V nach Potenzen
der y; selbst entwickelt ist.

Es fehlt nun nicht mehr viel, um die gleiche Entwicklung fiir die Aenderung der ganzen
Energie U durchfiihren zu konnen. Es war ja:

c? )
U = 7 vV
Wir haben also nur noch die Aenderung des Tragheitsmomentes / zu untersuchen, und
dies ldsst sich auf dhnliche Art bewerkstelligen. Es ist ndmlich:
]=J‘r’dm 1‘=f?=d,7¢

wenn, wie oben, » den Abstand des Teilchens 4 von der z- Axe, der Rotationsaxe, bedeutet.
Legt man um die z-Axe einen Cylinder vom Radius 1 und bezeichnet ein Oberflichenelement dieses

Cylinders mit do, so ist offenbar:
dm = do-r-dr
folglich:
1= {do-rar= ﬂk‘do

wenn man unter R den Wert versteht, den » auf der Oberfliche der Gleichgewichtsfigur annimmt.

Ist ferner (nR) der Winkel zwischen der dusseren Normale im Oberflichenelement dw und
der Richtung R (diese Richtung von der z-Achse nach dem Element 4w hin gezihlt), so gilt:

Rdo = dwcos (nR)

Man findet daher:
I = in’cos(nR)dw 13)

und entsprechend fiir die deformierte Figur:
I'=>[Rcos@Rdo
Ferner ergiebt die geometrische Anschauung:
cos (n R) = cos (nx) cos (Rx) + cos (ny) cos (Ry) + cos (n5) cos (R 2)
R=2*4+3* Rcos(Rx) =2 Rcos(Ry) =1y Rcos(Rsg) = o
Hiermit wird
I =@+ [xcos (n5) + 5 cos (1)) do 14)
und entsprechend
7= 2@+ [Fcos (32) + 7 cos (xp)) d@ 15)
Man sieht unmittelbar ein, dass man mit Hiilfe der Gleichungen (2) (4) (5) und (8) aus
diesen beiden Formeln einen Ausdruck herstellen kann:
I=1I14al,+a*ly+...a% 16)

welcher mit der fiinften Potenz von a abschliesst und worin /; eine unendliche Summe ist, die aus
Gliedern 7** Dimension in den A; besteht.
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Setzt man, wie oben: /— / = 4/, so hat man:

o —V = U—(17—V)—‘i;-’u+‘;i;(u)*—;“1;,(u)t+ .

-
2(/+480)
Die hier ausgefiihrte Entwicklung ist konvergent, wenn 8/ klein genug ist, d. h. wenn a
hinreichend klein ist. Man kann hier fiir 3/ den aus Gleichung (16) folgenden Ausdruck einfihren,

in diesem wieder statt a 4; den Wert y; einsetzen und erhilt, wenn man die oben fir ¥ — V aus-

gefihrte Entwicklung heranzieht, schliesslich die ganze Aenderung der Energie U— U in Gestalt
einer Reihe, die nach Potenzen der y; fortschreitet.

Aus den Betrachtungen in den beiden ersten Abschnitten dieses Paragraphen wissen wir,
dass die Glieder erster Ordnung in dieser Reihe fehlen, die Glieder zweiter Ordnung werden
durch (C) geliefert, man erhdlt daher im Ganzen:

U—U=OU=1§(1—:1)_71’+U, G)

und hierin ist U, eine Potenzreihe mit den unendlich vielen Variabeln y;, die mit Gliedern dritter
Ordnung beginnt.

Aus der skizzierten Ableitung dieser Potenzreihe geht hervor, dass sie konvergiert, sobald a
hinreichend klein ist, oder nach (8), sobald die Deformation { hinreichend klein ist. Dabei ist zugleich
vorausgesetzt worden, dass die y; die Entwicklungskoeffizienten der samt ihren ersten Derivierten
endlichen und stetigen Funktion { sind und dass die Entwicklung einmal gliedweise differenziert
werden darf. Man kann daher @iber die Konvergenz der Reihe (G) folgenden Satz aussprechen:

Die Potenzreihe (G) konvergiert immer, wenn die Entwicklung nach Orthogonalfunktionen

&

X
eine samt ihren ersten Derivierten iiberall auf der Flache endliche und stetige hinreichend kleine
Funktion darstellt und diese Entwicklung einmal gliedweise differenziert werden darf.

d) Endgditige Form des Stabilititsprinzips.

Die unendlichen vielen Grissen 1 —s;, die von den Wurzeln einer unendlichen Determinante
abhingen und die man in Praxis fiir jede Gleichgewichtsfigur aus der Theorie ihrer Orthogonal-
funktionen ableiten wird, wollen wir mit Herrn Poincaré »Stabilititskoeffizienten« nennen und
folgenden Satz beweisen, welcher die zur Anwendung geeignetste Form des Stabilitatsprinzips dar-
stellt, die man ihm fir eine ganz unbestimmt gelassene Gleichgewichtsfigur geben kann:

»Eine Gleichgewichtsfigur ist stabil, wenn alle ihre Stabilitdtskoeffizienten positiv sind,
sie ist instabil, wenn einer oder mehrere negativ sind, wahrend der Fall, dass ein oder
mehrere Stabilititskoeffizienten null und alle ibrigen positiv sind, einer besonderen Unter-
suchung bedarf.«

Am leichtesten sieht man den negativen Teil dieses Satzes ein. Es mdge namlich ein
Stabilititskoeffizient, z. B. 1—s,, negativ sein. Man bilde eine Reihe gegen die Gleichgewichtsfigur
deformierter Figuren, indem man auf den Normalen der Gleichgewichtsfigur die Strecken:

¢ = N0
auftrigt und y, zwischen einem positiven oder negativen Werte und Null variieren lisst. Die
Entwicklung (G) ergiebt dann fiir die Energie dieser Figuren:

O0—-U= (=)0t 4" +40 + .




wobei die Potenzreihe fiir hinreichend kleines y, konvergent ist. Schreibt man:

U——-U=(l—s,)y,’[|+ 4 4 ]

_ LN §
x—s!y‘+1-—:,y‘ +..
so wird fiir sehr kleines y, die Klammer nahezu eins und, da 1—s, negativ sein soll, ' — U negativ
werden. Man hat also eine Reihe sich an die Gleichgewichtsfigur anschliessender Figuren, in deren
Beginn die Energie abnimmt, dieselbe ist also kein Minimum, mithin die Gleichgewichtsfigur instabil.

Dasselbe bleibt natiirlich giiltig, wenn mehrere Stabilititskoeffizienten negativ sind. Sind
dagegen alle andern positiv und 1—s, null, so wird das Verhalten von U im Anfang der eben
gebildeten Reihe von A4, abhangen, es ldsst sich also in diesem Falle aus der Kenntnis der
Stabilititskoeffizienten allein nichts schliessen.

Seien nun alle Stabilititskoeffizienten positiv. Man bilde irgend eine Reihe sich an die
Gleichgewichtsfigur anschliessender Figuren und charakterisiere jede Figur durch den Wert eines
in der Reihe von null an wachsenden Parameters p. Fiir jede einzelne dieser Figuren bilde man
die Entwicklung:

S=Xmn

Die Koeffizienten y, dieser Entwicklung werden Funktionen von p sein und da fiir sehr
kleines p auch die Abweichung von der Gleichgewichtsfigur {, mithin auch die y; sehr klein werden,
so kann man setzen:

73 = a4, {=aXind

worin die 4; endliche Grossen sind und @ mit auf Null abnehmendem p gleichfalls auf Null abnimmt.
Setzt man diese Werte in die Entwicklung (G) ein, so erhdlt man:

U U—=aX(—s)dp+a C+a C + ...
=a*CG+ad GG+ a C + ...

Hierin ist C, eine positive Grdsse. Schreibt man ferner:

U—U:a‘C,[l-}-a%—i—a’%—}— . ]
2 2

so ist die in der Klammer auftretende Potenzreihe fiir kleines a konvergent, die Klammer selbst fiir
sehr kleines a und p nahezu eins, mithin der ganze Ausdruck fiir kleines p positiv. Es wichst also U
im Beginn jeder beliebigen-Reihe sich an die Gleichgewichtsfigur anschliessender Figuren, U ist
fiir die Gleichgewichtsfigur ein Minimum, diese selbst ist stabil.?)

Hiermit ist der obige Satz bewiesen und die Ausarbeitung des Stabilititsprinzips, soweit sie
sich allgemein durchfiihren ldsst, vollendet.

Bemerkung iiber die Fortsetzung der Untersuchung. Man wiirde nun erwarten,
dass wir gemadss dem in § 1 gesteckten Ziele sofort zur Anwendung auf spezielle bekannte Gleich-
gewichtsfiguren iibergingen. Dies schieben wir aber aus zweierlei Griinden auf. Einmal steht noch
der Beweis des Hiilfssatzes aus, der in § 2 bei der Ableitung des Stabilitdtsprinzips benutzt wurde
und der sich hier besser in den Gedankengang einfiigen lisst. Dann aber soll von jetzt an iiber-

1) Die Konvergenz der Klammer im Ausdruck U — U setzt voraus, dass { mit seinen ersten Derivierten endlich “und
stetig ist und seine Entwicklung nach Orthogonalfunktionen einmal gliedweise differenziert werden kann. Die Schlussfolgerung
bleibt daher zunichst nur giltig fir Nachbarfiguren, deren Abweichung { von der Gleichgewichtsfigur diesen Bedingungen geniigt.
Jede andere Nachbarfigur wird man aber beliebig nahe zwischen zwei Nachbarfiguren dieser ersten Art einschliessen konnen,
und da sich die Energie mit der Deformation stetig andert, bleibt die Schlussfolgerung allgemein richtig. Will man ganz strenge
sein, so wird man vielleicht nicht von einem Minimum reden, sondern sagen: Es giebt in einer gewissen endlichen Nachbarschaft

der Gleichgewichtsfigur keine andere Figur, fir die die Energie um endliches kleiner wiirde, Doch auch diese Thatsache geniigt
mechanisch, um die Stabilitit der Gleichgewichtsfigur zu sichern.

33
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haupt eine Erweiterung des Zwecks der Untersuchung eintreten. Wir wollen uns namlich
nicht darauf beschrinken, nur die bekannten Gleichgewichtsfiguren auf ihre Stabilitit zu prifen.
sondern, gestiitzt auf unsere Entwicklung der Energie, versuchen, ob sich nicht neue Gleichgewichts-
figuren in der Nachbarschaft der bekannten entdecken lassen.

§ 4. Die Kontinuitit der Gleichgewichtsfiguren.

Betrachtet man die in § 1 erwdhnten Beispiele bekannter Gleichgewichtsfiguren und beob-
achtet, wie sie sich als Funktionen des Rotationsmomentes in Reihen ordnen und wie von der
Reihe der Rotationsellipsoide auf einmal die Reihe der Jacobi’'schen Ellipsoide abzweigt, so erhebt
sich von selbst die Frage: Konnen Gleichgewichtsfiguren isoliert auftreten oder sind sie, als
Funktionen des Rotationsmomentes betrachtet, stets in Reihen angeordnet, und wenn das der Fall
ist, wann verzweigen sich solche Reihen und wo endigen sie? Man wird hierauf Antwort geben
konnen, sobald man im Stande ist, alle Gleichgewichtsfiguren anzugeben, die sich in der Nihe einer
gegebenen Gleichgewichtsfigur befinden und die zum selben Rotationsmoment, wie diese, oder
zu wenig verandertem Rotationsmoment gehoren. Das Instrument der Untersuchung wird die

Betrachtung der Energie:
‘.l
U= - —V
2/
sein, denn fiir eine Gleichgewichtsfigur muss dieser Ausdruck bei konstant gehaltenem ¢ stationir.
fir eine stabile dazu ein Minimum werden. Doch kann man sich jetzt nicht wie im vorigen
Paragraphen auf die Entwicklung dieses Ausdrucks fiir einen bestimmten Wert ¢ beschrianken,
vielmehr muss man auch ¢ variieren lassen, weil man ja Gleichgewichtsfiguren fiir eine Reihe von
Nachbarwerten des Rotationsmoments untersuchen soll.
Unser erstes ist daher die Entwicklung der Energie fiir verdnderliches Rotationsmoment,
hieran wird sich der Beweis des in § 2 benutzten Hiilfssatzes schliessen und dann werden wir zur

Beantwortung der obigen Frage iibergehen.

a) Berechnung der Energie fiir verindertes Rotationsmoment.

Man gehe aus von der Energie U einer gegebenen zum Rotationsmoment ¢ gehdrigen
Gleichgewichtsfigur G:

c?
T2/
Die auf eine deformierte Massenanordnung beziiglichen Grossen versehe man wieder oben mit einem
Querstrich. Ferner gebe man den Grossen, die zu einem veranderten Rotationsmoment ¢ gehdren,
einen Accent. Man hat dann fir die zu ¢’ gehorige Energie einer beliebigen Massenanordnung:

U I’

'3
. ¢ -
U =- -
27
Ist nun:
¢ = c+dc¢

und setet man:
b= tdc—}-;(bc)" 1)

so folgt:
? £
(" = -—".*_
2/ /
oder:
(" — O = L'—-('—!—‘ .
/
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Hier stellt U — U die Veranderung dar, welche die Energie allein durch den Uebergang ‘

von der Gleichgewichtsfigur zu der betreffenden benachbarten Massenanordnung ohne Aenderung
von ¢ erfahrt, der Term 7 figt hinzu, was die Veranderung des Rotationsmomentes ausmacht.

Bestimmt man wieder eine benachbarte Massenanordnung durch den Abstand { ihrer Ober-
flache von der Gleichgewichtsfigur und entwickelt { nach Orthogonalfunktionen:

@
= XMmn B)
A=1
so hat man fir U — U die Entwicklung (G) des vorigen Paragraphen:
_ ®
U—U=-X0—)3*+ 4 G)
Ferner haben wir dort gesehen, dass sich auch—}- in eine Potenzreihe nach den y; entwickeln lisst.

Man kann also setzen:

1 1 z
- = "'*'12 By + 4

=7 3)

wo I, alle Glieder zweiter und héherer Ordnung zusammenfasst und die B; Konstanten sind, die
man folgendermassen bestimmen kann.

Wir fanden in § 3, a) Gleichung (3a) die Beziehung:
81 = I—1=[rtdo

woraus bis auf Glieder zweiter Ordnung folgt:

1 1 1 ,
7= 7—ap)riew
und wenn man hier die Entwicklung (B) einsetzt:
1 1 1 &
7= 7 apEnlrmde
mithin:
1
‘Bi. = —Zl—)zjr’ ﬂld(l) 4)
Setzt man jetzt (G) und (3) in (2) ein, so erhdlt man die gesuchte Entwicklung der Energie einer

deformierten Massenanordnung fiir verindertes Rotationsmoment:

U = U+B0—s)rt+ U+ k| 5+ B +4) H)

b) Beweis des in § 2. benutzten Hiifssatzes.

Bei der Ableitung des Stabilititsprinzips wurde der Hiilfssatz benutzt: »Wenn zu einem

Rotationsmoment ¢ eine Gleichgewichtsfigur G gehort, fiir die U = zil_ V ein Minimum ist, so

gehort auch zu jedem von ¢ wenig abweichenden Werte ¢’ eine von G wenig abweichende Gleich-
%
gewichtsfigur G, fiir welche U’ = 2-1— — V ein Minimum ist.c«

Dieser Satz ist bewiesen, sobald man gezeigt hat, dass es fiir jeden hinreichend kleinen
Wert von % eine Massenanordnung giebt, fiir die U’ bei festgehaltenem # ein Minimum wird. Denn
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eine solche Massenanordnung ist von selbst eine Gewichtsfigur, weil fiir ein Minimum U’ stationir

werden muss.
Man setze (3) in (2) ein, schreibe also die Energie in der Form:

(7’—U=I_J—U+§+k[§lBln+ 1,]

Man denke sich ferner irgend eine Reihe von Massenanordnungen, die sich an G und aneinander
kontinuierlich anschliessen. Man durchlaufe eine solche Reihe auf eine kleine endliche Strecke,
dann wird in ihr J— U von Null aus zu wachsen beginnen und einen gewissen positiven Wert M/
erreichen, da ja vorausgesetzt wurde, dass U ein Minimum ist. Ferner wird der Ausdruck

[ -]
2B+ L

gleichfalls von Null ausgehen und fiir die Massenanordnung, fiir die der Wert M erreicht wird,
irgend einen endlichen Wert NV erreichen. Man hat also fiir diese Massenanordnung :

U = U+§+M+k-1v

Nun ist U + ; nichts anderes als die zum Rotationsmoment ¢’ gehorige Energie U’ der

Ausgangsfigur, mithin schreibt sich diese Gleichung:
U=U+M+kN

Solange £ hinreichend klein ist, wird Z:/V seinem absoluten Werte nach kleiner als A/ und
daher U grosser als U’ sein. Es hat also die zu ¢ gehdrige Energie fiir eine Massenanordnung
in der gedachten Reihe einen grosseren Wert als fir die Ausgangsfigur, folglich muss sie in dieser
Reihe fiir irgend eine Massenanordnung einen kleinsten Wert annehmen, welches, falls U’ von der
Gleichgewichtsfigur G aus sofort zu wachsen beginnen sollte, auch G selbst sein konnte. Man
wird so fiir jede beliebige Reihe von Massenanordnungen, die sich an G anschliessen, eine An-
ordnung finden, fiir die U’ den kleinsten Wert in dieser Reihe annimmt, und wenn man aus allen
diesen Minimalanordnungen wieder diejenige heraussucht, welche unter ihnen den kleinsten Wert
von U’ liefert, so hat man eine Anordnung gefunden, wie sie gesucht ist, fiir die die zu ¢ gehdrige
Energie kleiner ist als fiir jede benachbarte Anordnung. Es ist dabei nicht mdéglich, dass man auf
die Ausgangsfigur zuriickkommt, weil diese sonst Gleichgewichtsfigur fiir zwei verschiedene Werte
des Rotationsmomentes sein miisste.

Die neue Gleichgewichtsfigur wird sehr nahe bei G liegen, wenn £ sehr klein ist. Denn
man braucht, um diese Schlussweise anwenden zu kdénnen, sich in jeder Reihe nur so weit von G
zu entfernen, bis M grdsser als der absolute Wert von 2N geworden ist, und das wird um so
eher eintreten, je kleiner £ ist.

Hiermit ist der Hiilfsatz bewiesen und die letzte Liicke in der Ableitung des Stabilitdts-
prinzips ausgefiillt.

Wir gehen jetzt an die Beantwortung der eingangs aufgeworfenen Frage und zwar stellen
wir uns dieselbe in Form folgender Aufgabe:

c) Eine Relhe von Gleichgewichtsfiguren aus einer einzeinen gegebenen Gleichgewichtsfigur abzuleiten.

Es handelt sich also darum, in der Nihe einer gegebenen Gleichgewichtsfigur fiir kleine
Werte von % solche Massenanordnungen aufzufinden, fiir die U’ stationir wird (s. § 3a Zusatz), in

andern Worten, fir die der partielle Differentialquotient von U’ nach jedem y; verschwindet, fiir
die also gilt: _
U’

(3y1=0 fir 1=1,2,3... ® " 5)
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Setzt man hier fir U’ die Entwicklung (/) ein, so erhidlt man:

R R e PR 6)
und aus diesem System von unendlich vielen Gleichungen hat man die unendlich vielen Unbekannten
¥ zu bestimmen.

Die Auflosung ist leicht, wenn man die Voraussetzung macht, die zundchst festgehalten
werden soll, dass die simtlichen Stabilititskoeffizienten 1 — s; von G von Null verschieden seien.
Vernachlissigt man nimlich simtliche Glieder hoherer Ordnung, so gehen diese Gleichungen iiber in:

o= (1—s)y+ 4B, 7)

woraus folgt:
B

1—35

k 8)

2i

und dies sind infolge unserer Voraussetzung lauter Grossen, die mit £# unendlich klein werden.

é
Man setze nun die hier gefundenen Werte fiir die y; in —6-(;—' und k—%—l’— ein, wodurch man
4

Vi
bei Vernachlidssigung der dritten Potenz von 4 einen Ausdruck

o U, o/
=" = C 9)
37! 37 4
erhilt, in welchem die C; gewisse Konstante bedeuten. Hieraus folgt dann:
B G
[ )
Y kl—.“l k l—.l‘l lO)
. . . 00, o7, . . . 4.
Setzt man jetzt diese Werte in —E— und 3y ein und fahrt so fort, so erhdlt man schliesslich
A A
die y; in Form von Potenzreihen:
B C D
gp=—k—t gt _p T 11)
11— 5 1— 5 1— 85

und ein bekannter Satz der Eliminationstheorie lehrt, dass diese Reihen fiir hinreichend kleines £
konvergent sind.

Da diese Reihen fiir jedes £ eindeutig bestimmte Werte der y, liefern, so sieht man, dass,
wenn samtliche 1 — s; von Null verschieden sind und 4 hinreichend klein ist, das Gleichungs-
system (5) oder (6) stets eine und nur eine Losung hat. Fiihrt man dann die Werte (11) in die
Entwicklung (B) ein, so erhdlt man die Strecken {, welche man auf den Normalen der urspriing-
lichen Gleichgewichtsfigur aufzutragen hat, um die benachbarte zu veriandertem Rotationsmoment
gehorige Gleichgewichtsfigur zu erhalten.?)

Um dieses und einige folgende Resultate kurz aussprechen zu kdnnen, ist es niitzlich, gewisse
Neue Bezeichnungen einzufihren. Eine Gleichgewichtsfigur, deren Stabilititskoeffizienten alle von
Null verschieden sind, soll »ordindre, eine, fiir die das nicht der Fall ist, soll »singulidrc heissen.
Ferner wollen wir zwei Gleichgewichtsfiguren »Figuren vom selben Stabilititscharakter< nennen,

1) Es miisste genan genommen noch bewiesen werden, dass die Entwicklung (B) fir { nach Einsetzung der aus (11)
folgenden Werte y, konvergiert und eine wirkliche Deformation { liefert. Es lisst sich dieser Beweis aus einer eingehenderen
Theorie der Orthogonalfunktionen strenge erbringen; man kann aber auch durch eine geringe Modifikation der unter b) eben
ausgefiihrten Schlussfolgerungen den Satz ableiten, dass bei jeder Gleichgewichtsfigur, deren Stabilititskoeffizienten alle von Null
verschieden sind, mindestens eine benachbarte zu bestimmtem benachbartem Rotationsmoment gehorige Gleichgewichtsfigur existiert,
und die hier gegebene Ableitung zum Beweise benutzen, dass ¢s nur eine solche giebt,
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wenn fiir sie die zum gleichen Index 1 gehdrigen Stabilitdtskoeffizienten gleiches Vorzeichen haben
(die Stabilitdtskoeffizienten selbst nach der Grosse geordnet gedacht).

Wir haben dann das Resultat: »An jede ordinire Gleichgewichtsfigur schliessen sich sowohl
fiir wachsendes als fiir abnehmendes Rotationsmoment eine Reihe neuer Gleichgewichtsfiguren an,
deren Form man aus den Entwicklungen (11) und (B) ableiten kann.«

Es ist nun schon oben erwidhnt worden, dass die Stabilititskoeffizienten sich stetig dndern,
wenn man eine Gleichgewichtsfigur stetig in eine andere iibergehen ldsst. Da aber fiir unsere
bisherige Ausgangsfigur alle Stabilititskoeffizienten von Null verschieden sein sollten, so konnen
sie fiir die Nachbarfiguren nicht plotzlich zu Null oder anderem Vorzeichen iiberspringen. Es folgt
also, dass die sich zunichst anschliessenden Figuren ordindr vom selben Stabilititscharakter wie
die urspriingliche sind. Man kann daher irgend eine von diesen Figuren als Ausgangsfigur wihlen
und das obige Verfahren wiederholen, wodurch man vielleicht eine Fortsetzung der Reihe zu noch
grosseren oder kleineren Werten von ¢ erhidlt, wenn sich die Konvergenz des Verfahrens fiir die
neue Ausgangsfigur besser stellt. Auf jeden Fall kann man stets eine endliche, wenn auch vielleicht
sehr kleine Fortsetzung der Reihe iiber jede ordindre Figur hinaus zu Wege bringen. Nur wenn
man an eine singulire Figur gerit, kann man auf Grund der obigen Ableitung nichts iiber die
weitere Fortsetzung der Reihe aussagen, weil dann die Gleichungen (8) (10) (11) fiir einen bestimmten
Index 4, fir welchen 1—s; = o ist, keinen Sinn haben werden.

Noch etwas ist hinzuzufiigen. Wenn es in unmittelbarer Nachbarschaft der Ausgangsfigur
noch eine andere zum selben Rotationsmoment, zu # = o, gehdrige Gleichgewichtsfigur gébe, miisste
dieselbe durch das obige Verfahren geliefert werden, wenn wir # = o setzten. Thut man das aber,
so erhdlt man aus (11) y; = o und aus (B): { = o, mithin die Ausgangsfigur selbst, und fithrt man
das gleiche fiir die anderen ordiniren Figuren der gebildeten Reihe aus, so findet man, dass in
unmittelbarer Nahe dieser Reihe nirgends andere Gleichgewichtsfiguren existieren kénnen, so lange
man nicht in der Reihe selbst auf eine singuldre Figur trifft, fir welche das obige Verfahren wieder
seinen Dienst versagt.

Diese Ergebnisse lassen sich in das folgende
Theorem fiber die Kontinuitat der Gleichgewichtsfiguren zusammenfassen:

»Die zu einer Reihe von Werten des Rotationsmoments gehdrigen Gleichgewichts-
figuren sind selbst in kontinuierlichen Reihen angeordnet (s. Bemerkung). Jede Reihe kann
man in Stiicke zerlegen, deren Endpunkte durch die singuliren Figuren der Reihe gebildet
werden. Jedes solche Stiick enthdlt nur ordindre Figuren vom selben Stabilititscharakter,
jedes solche Stiick verlduft isoliert, ohne Beriihrung mit andern Reihen von Gleichgewichts-
figuren. Ein Zusammentreffen mit andern Reihen von Gleichgewichtsfiguren kann nur in den
singuliren Figuren stattfinden, desgleichen kann die ganze Reihe nur in singuliren Figuren
anfangen und aufhéren.c

Bemerkung. Es ist dieses Theorem mehreren Einschrinkungen unterworfen, die aber in
praktischen Anwendungen bis jetzt ohne Belang sind. Es konnte namlich einerseits isolierte Gleich-
gewichtsfiguren geben, die dann natiirlich singuldr sein miissten, andrerseits konnte es auch Reihen
von lauter singuliren Figuren geben, an die sich dann iiberall andere Reihen von Gleichgewichts-
figuren anschliessen konnten.

Mit diesem Theoreme ist die in der Ueberschrift bezeichnete Aufgabe, eine Reihe von Gleich-
gewichtsfiguren aus einer einzelnen gegebenen abzuleiten, erledigt, sobald die gegebene Gleich-
gewichtsfigur ordiniar ist, und die hinzugefiigte Bemerkung besagt, dass im Falle einer gegebenen
singuliren Figur die Aufgabe eventuell etwas Unmdgliches verlangt. Wollte man hieriiber zu
einem bestimmten Entscheid gelangen, so hitte man ausser den Gliedern zweiter Ordnung in der
Energieentwicklung, die durch die Stabilititskoeffizienten gegeben werden, auch noch die Glieder
dritter oder noch hoherer Ordnung explizit aufzustellen und die Schwierigkeit dieser Leistung wird
man zur Geniige erkennen, wenn man die Skizzierung dieser Entwicklung im vorigen Paragraphen
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tibe=rblickt. Wir werden uns im Weiteren darauf beschrinken, das Verhalten von singuldren Figuren
zu priifen, soweit sie im Innern einer gegebenen Reihe von ordindren Gleichgewichtsfiguren auf-
treten. Es kommt auf dasselbe hinaus, wenn wir uns die Aufgabe stellen:

d) For eine gegebene Reihe von ordindren Gleichgewichtsfiguren zu untersuchen, ob und wo sich
neue Reihen an dieselbe anschliessen.

Es sei eine Reihe von Gleichgewichtsfiguren bekannt und man sei im Stande, fiir jede
einzelne dieser Gleichgewichtsfiguren die Werte der Stabilititskoeffizienten anzugeben. Fiir eine
dieser Figuren ordne man wie bisher die Stabilititskoeffizienten nach der Grésse, mit dem kleinsten
1 —s, beginnend. Geht man der Reihe entlang, so veridndern sich die Stabilititskoeffizienten
kontinuierlich und man kann daher von dem Verlauf eines bestimmten Stabilititskoeffizienten inner-
halb der Reihe sprechen, wenn man den Stabilititskoeffizienten zweier Figuren, die beim Durch-
laufen der Reihe ineinander iibergehen, denselben Index giebt. Die Mehrdeutigkeiten, die infolge
des Gleichwerdens mehrerer Stabilititskoeffizienten hierbei auftreten konnen, denke man sich auf
irgend eine beliebige Art beseitigt. Ebenso dndert sich jede Orthogonalfunktion, wie die genauere
Theorie dieser Funktionen lehrt, beim Uebergang zwischen Nachbarfiguren der Reihe stetig, so
lange nicht der zu ihr gehdrige Stabilititskoeffizient einem andern Stabilititskoeffizienten gleich wird.

Wie wir eben erfahren haben, kann ein Aufhéren der Reihe oder ein Anschluss an andere
Reihen nur in einer singuliren Figur stattfinden. Wir suchen also eine singulidre Figur der Reihe
heraus und wollen annehmen, dass fiir dieselbe ein Stabilititskoeffizient, z. B. 1 — s, verschwinde,
wihrend wir den Fall, dass mehrere Stabilititskoeffizienten zugleich verschwinden, weil er in den
folgenden Anwendungen nicht gebraucht wird, von der Behandlung ausschliessen.

Die singulire Ausgangsfigur heisse G. Eine beliebige Figur der sich anschliessenden
gegebenen Reihe heisse G’. Die Stabilititskoeffizienten und Orthogonalfunktionen von G seien
1—s; und »;, die von G’ seien 1—s;” und 7;. Wie bisher geh6re G zum Rotationsmoment ¢,
G’ zum Rotationsmoment ¢’ und es sei:

¢ = c+ dc k=c6c+£-6c‘

* Auch bezeichne man wieder mit U die zu ¢ gehdrige Energie von G, mit U die zu ¢
gehorige Energie einer beliebigen andern Massenanordnung, mit U’ die zu ¢ gehorige Energie
von G, mit O die zu ¢ gehdrige Energie einer beliebigen andern Massenanordnung. Schliesslich
sei der Abstand der Oberfliche irgend einer andern Figur von der Oberfliche von G, lings der
Normalen von G gezdhlt, {; hingegen von der Oberfliche von G’, lings der Normalen von G’
gezihlt, ¢’

Da die G benachbarten Figuren G’ keine singuliren Figuren sind, so konnen sich an die-
selben keine zum selben ¢’ gehorigen andern Gleichgewichtsfiguren anschliessen; nichtsdestoweniger
wollen wir uns einmal so anstellen, als ob wir solche Figuren suchten. Wir entwickeln zu diesem
Zweck den Abstand irgend einer andern Figur {* von G’ nach Orthogonalfunktionen von G':

¢ = Zupy B)
und bestimmen die Energie U’ einer solchen Figur, wofiir wir, da wir den fir & giiltigen Wert
des Rotationsmomentes ¢’ beibehalten, die Entwicklung (G) benutzen kdonnen, wofern wir nur G
als Ausgangsfigur nehmen. Es wird daher:

, , R N o , ,
0—U=—2—1§(l-—5;,)y;’+(/3 G’)
wo Uj; nach Potenzen der y; fortgeht.

Nun sollen wir eine Nachbarfigur bestimmen, fiir die U’ stationir wird, fiir die also gilt:

U’ N, , OUs ’
Sy —("—-‘1)71'*'_67;'—0 A=1,2,3...0 6’)
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Wiirden wir dieses System nach Art der obigen Anndherungen aufzulésen versuchen, so
wiirden wir, ebenso wie es oben geschieht, wenn £ null gesetzt wird, y, = 3’y = ... = o erhalten.
Wir konnen aber die erste dieser Gleichungen weglassen und eine Nachbarfigur suchen, fiur
die das System:

LY/ U3
- = (1 — 85 ¥; -5 =0 12)
U #) 6]1

fir i = 2,3, 4... ®

erfiillt ist, wihrend die eine Gleichung:

n ooy OUs
(r—si)yi+d 3 = ° 13)
fiir sie unerfiillt bleibt. Es wird uns dann freistehen, fiir yi einen beliebigen Wert zu wihlen und
die betreffenden Figuren werden als abhidngig von dem gewihlten Wert y; erscheinen.

Nachdem wir gezeigt haben, dass das System (12) wirklich auflosbar ist, werden wir nach-
triaglich aus den erhaltenen Figuren diejenigen zu bestimmen suchen, die auch die Gleichung (13)
befriedigen. Es scheint, dass man dann nur auf die Losung y, = y, ... == o zuriickkommen miisste,
doch ist dem nicht so. Es ist nimlich aus der Behandlung des Systems (6) ersichtlich, dass wir
iiber die moglichen Losungen von (6') bei entsprechender Behandlung nur insoweit etwas aussagen
konnen, als sie sich innerhalb eines begrenzten Bezirks von G' benachbarten Figuren befinden, und
dass dieser Bezirk um so enger wird, je mehr sich G’ der singuliren Figur G nahert, wahrend wir
fir die Nachbarfiguren von G selbst gar nichts aussagen konnten, sondern dies gerade jetzt ermog-
lichen sollen. Das Scheitern des obigen Anndherungsverfahren fiir G lag daran, dass fir G 1—s, null
wurde. Fiir das System (12) ist etwas Aehnliches nicht zu befiirchten, da die simtlichen Grossen
t —s; (4> 2) auch bei der Anndaherung an die singuldre Figur von Null verschieden bleiben. Die
Gleichung (13) hingegen wird auf andere Weise behandelt werden und es ist nicht zu verwundern,
wenn das neue Verfahren, das einen grdsseren Giiltigkeitsbereich hat, neue Ldsungen liefert.

Halten wir also y, auf einem willkiirlich gewidhlten Wert fest und versuchen wir das
System (12) aufzulosen. Dasselbe lautet weiter ausgeschrieben:

o= (—sp)yita,n*+ry @y, +a1,7+...)+ ... etc. 14)
1=2,34...»

worin die @ gewisse Konstanten sind. In erster Anndherung wollen wir in jeder Gleichung die-
jenigen Glieder vernachldssigen, von denen sich von vornherein sagen lisst, dass sie von hdherer
Ordnung sind, als irgend ein anderes in derselben Gleichung vorkommendes Glied. Zundchst sieht
man, dass die simtlichen Grossen y; (1> 2) Grossen zweiter Ordnung werden miissen, alle Produkte
yiy; und y, y; werden daher Grissen dritter oder vierter Ordnung und als einzige Glieder zweiter
Ordnung bleiben:

(—sdryita,n*=o0
Es folgt also in erster Ndherung:

Gn .,

N = _l-——:j l

Setzt man diese Werte in die vorher vernachlissigten Glieder dritter Ordnung ein, so
erhdlt man verbesserte Werte y; und fahrt man so fort, so erhdlt man die endgiiltigen Werte in
Form von Reihen:

C:

A I3

3 .
,}. ]l‘--

11— 5;

yt = e 15)

welche nach den Sitzen der Eliminationstheorie fiir hinreichend kleines y; konvergent sind.
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Hiermit ist gezeigt, dass das System (12) fir jedes hinreichend kleine y; wirklich eine
bestimmte Losung hat.!) Setzt man den angenommenen Wert von y; und die hieraus folgenden
Werte (15) in (B’) ein und berechnet {’, so kann man dann die zu jedem jy; gehérige Massen-
anordnung durch Auftragen von [’ auf den Normalen von G’ geometrisch konstruieren. Da sich
aber dasselbe fiir jede andere Gleichgewichtsfigur G’ durchfiihren ldsst, so wird man auf diese
Weise doppelt unendlich viele Massenanordnungen erhalten, von denen jede durch einen bestimmten
Wert von ¢” oder 2 und von y; charakterisiert ist.

Zur Veranschaulichung denke man sich eine Ebene £ und in derselben ein rechtwinkliges
Koordinatensystem, in welchem man den Wert von 4 als Abscisse, den Wert von y; als Ordinate
auftrage. Zu jedem Punkt der Ebene £ findet man dann eine bestimmte Massenanordnung, fiir
die die Gleichungen (15) oder, was dasselbe ist, die Gleichungen (12) erfiillt sind. Unsre Aufgabe
ist, solche Massenanordnungen aus diesen herauszusuchen, fiir die auch Gleichung (13) erfiillt ist.

‘Wir fiilhren dieselbe fiir drei verschiedene Fille gesondert durch.

1. Fall. Die singulire Figur liege innerhalb, nicht am Ende, der gegebenen Reihe und der
Stabilitdtskoeffizient 1—s, wechsle an ihr sein Zeichen, er sei fiir die vorausgehenden zu kleinerem ¢
gehorigen Figuren positiv, fir die nachfolgenden negativ.

Die gegebenen Gleichgewichtsfiguren geniigen natiirlich als solche den Gleichungen (12)
und (13), und da fiir sie yj = o ist, so k6nnen wir von vorneherein in der Ebene £ die Abscissen-
axe AB als eine Linie markieren, fiir die (13) erfiillt,

L 8T 80’
- null ist. Wir suchen nun das Vorzeichen von ,—
6]] d}'l
in der Ebene £ zu verfolgen. Es ist:
ou’ dUs
S — (1—s)) g + o= 16
i oy T T G )

wobei %(}j_, mit Gliedern zweiter Ordnung beginnt. Fir
1

sehr kleines yi, in der Ndhe der Abscissenaxe, hangt
das Vorzeichen dieses Ausdrucks nur von (1— si) i
-y} ab, es wird also fiir negatives 4 nach den obigen Fest-
setzungen iiber das Zeichen von 1—s; oberhalb der
Abscissenaxe positiv, unterhalb derselben negativ und
und umgekehrt fiir positives £ oberhalb der Abscissenaxe negativ, unterhalb derselben positiv.
Geht man von einem Punkt auf der rechten Hilfte der Abscissenaxe zu einem Punkt auf der linken
Halfte derselben, so wird man auf jedem beliebigen Weg eine ungerade Anzahl von Zeichenwechseln

Fig. 1.

, rre

des Ausdrucks —:;L;,— antreffen miissen. Da aber %— sein Zeichen nur wechseln kann, indem es ver-
i 1

schwindet, so bedeutet dies nichts anderes, als dass sowohl auf der oberen als der unteren Halb-

’

ebene eine ungerade Anzahl von Linien vorhanden ist, die vom Nullpunkt ausgehen und fiir die _:;yg
]

verschwindet. Es muss also nach oben und unten mindestens eine solche Linie existieren, welcher
Fall in der Figur angedeutet ist. Zu jedem £ liefert eine solche Linie einen zugehdrigen Wert yj,
den man nur in (15) und dann in (B’) einzusetzen hat, um eine Massenanordnung zu erhalten, fiir
die auch die Gleichung (13) erfiillt ist, d. h. jede solche Linie reprisentiert eine Reihe von Gleich-
gewichtsfiguren.

Es ergibt sich somit folgendes wichtiges

1) Auch hier gilt der Inbalt der Anmerkung zu pag. 259.
34
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Poincaré’sches Theorem fiber die Existenz neuer Gleichgewichtsfiguren.

»An jede singulire Figur innerhalb einer gegebenen Reihe von Gleichgewichtsfiguren, an
der ein Stabilititskoeffizient sein Zeichen wechselt, schliessen sich neue Reihen von Gleichgewichts-
figuren an. Die Figur ist eine Verzweigungsfigur.<

Zur Klarheit des Ausdrucks moége eine Reihe von Gleichgewichtsfiguren, die man mit der
singularen Figur beginnen lasst und die sich von derselben aus nur nach einer Richtung erstreckt.
ein »>Arm von Gleichgewichtsfiguren« heissen.

Man erkennt, dass in unserem Falle die Anzahl der zu positivem, wie die der zu negativem
71 gehenden Arme ungerad ist.

2. Fall. Die singulare Figur liege innerhalb der gegebenen Reihe, doch habe der Stabilitits-
koeffizient, der fiir sie verschwindet, vorher und nachher dasselbe Zeichen.
Ist 1—s, z. B. vorher und nachher positiv, so folgt aus (16),

’

. . -
dass ,--- lings der ganzen Abscissenaxe oben positiv, unten nega-

(’ yl

tiv ist. Man trifft daher auf jedem Wege von der rechten zur
- linken Halfte der Abscissenaxe eine gerade Anzahl von Zeichen-

< <K ”
wechseln von g(/' an, moglicherweise also gar keinen. Das gleiche

P41
) gilt, wenn 1—s, vorher und nachher negativ ist. Man kann daher

-y nur schliessen:

Fig. 2. die Anzahl der zu positivem, wie die der zu negativem y;

gehenden Arme ist gerade.

3. Fall. Die singulire Figur liege am Ende der gegebenen Reihe.

(/‘I -

d_yi- langs der

rechten Hailfte der Abscissenaxe oben positiv, unten negativ ist, wihrend man iiber das Gebiet
links von der yi-Axe gar nichts aussagen kann, da ja die singulire

~ys Figur am Ende der gegebenen Reihe liegen soll.

Umkreist man nun den Nullpunkt von der rechten Hailfte
der Abscissenaxe ausgehend. so muss man eine ungerade Anzahl

.

3 yi antreffen, es folgt also, dass sich

mindestens eine weitere Reihe von Gleichgewichtsfiguren an die

singuldare Figur anschliesst. Geht eine solche Reihe auf die linke

"y Halbebene, gehort sie zu grosserem Rotationsmoment, so kommt

Fig. 3. man offenbar im Wesentlichen auf die eben behandelten Fille

zuriick. Fallen aber alle sich anschliessenden Reihen auf die

rechte Halbebene, so ist die singulire Figur eine Grenzfigur, iiber die hinaus keine Fortsetzung
der gegebenen Reihe zu griosserem Rotationsmoment existiert.

Bedenkt man, dass man bei einer vollstindigen Umkreisung des Nullpunktes stets eine
gerade Anzahl von Zeichenwechseln antreffen muss, so erkennt man die Giltigkeit folgender zwei Satze:

Ist 1—5 vor der singuliren Figur positiv, so folgert man aus (16), dass

Ir e % von Zeichenwechseln von
*
. S | =

»Die Anzahl der von einer Figur ausgehenden .\rme ist stets gerade.«
»Eine Reihe von Gleichgewichtsfiguren kann nur aufhdren, indem sie sich mit einer andern
Reihe vereinigt.«

Hiermit sind die wichtigsten Resultate gewonnen, die sich iiber die Fortsetzung und Ver-
eweigung einer Reihe von Gleichgewichtsfiguren aus der Kenntnis ihrer Stabilititskoeffizienten allein
ableiten lassen. Die unten folgende mehr algebraische Untersuchung desselben Gegenstandes ist
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nicht geeignet, so allgemeine Sitze zu beweisen, sie fiihrt aber in einigen Fillen zu einem Entscheid
zwischen den hier offen gelassenen Moglichkeiten, indem sie auch andere Glieder der Energie-
entwicklung (H) mit in Betracht zieht. Zundchst aber wollen wir uns noch zur Aufgabe stellen,
an der Hand dieser geometrischen Darstellung

e) Die Stabilitit der neuen Relhen von Gleichgewichtsfiguren

zu priifen.

Da sich die Stabilititskoeffizienten kontinuierlich, stetig mit den Gleichgewichtsfiguren dndern,
so wird ein Stabilititskoeffizient, der fir eine singulire Figur negativ ist, auch fiir alle sich an-
schliessenden Figuren negativ sein. Es kann daher eine stabile Reihe von Gleichgewichtsfiguren
sich nur an eine solche singulidre Figur anschliessen, fiir die alle Stabilititskoeffizienten, abgesehen
von dem einen verschwindenden, positiv sind. Nehmen wir daher an, dass fiir die singulire Figur,
die in der Ebene E durch den Nullpunkt dargestellt wird:

I1—s, = o0 1—s§ >0 1 — s, > O etc.
sei, so werden die 1 — s; (A > 1) auch fiir alle von dieser Figur ausgehenden Arme im Anfang
positiv sein, und die Stabilitit in einem Arme hidngt nur davon ab, welches Vorzeichen 1 — s,
fir ihn annimmt.

Man gehe in irgend einer der obigen Zeichnungen von einem Punkt, der eine Gleichgewichts-
figur reprisentiert, lings einer Parallelen zur yi- Axe fort, durchlaufe also Massenanordnungen,
die zum selben Rotationsmoment gehdren und von y; vermittelst der Gleichungen (15) und (B’
abhingen, berechne die Energie dieser Massenanordnungen und bestimme die Aenderung der Energie
mit yi, welche, wenn die Aenderung von yi sehr klein wird, den Differentialquotienten:

(5%) |
dyi

Die Differentialquotienten %T, die in (6’,) (12), (13) auftreten, sind partielle Derivierte, die
A

liefern moge.

man findet, indem man von einer Massenanordnung zu einer benachbarten iibergeht, fiir die sich nur y;
gedndert hat. Es ist daher:

(0(7')_ 3T, 8U 8y | U 8y
9y

= 9% T o o T e T
und hierin hat man sich y;, y3 u.s. w. so mit yi dndern zu lassen, wie es die Gleichungen (15)
bestimmen.

Nun gilt aber fiir die sdmtlichen Massenanordnungen, die durch Punkte von £ re-
présentiert werden:

- =0 A= 234...

(w") %

dyi oy

Die Grosse %(7],—, deren Zeichenwechsel wir in der Ebene E verfolgt haben, stimmt also iiberein mit
1

der Aenderungsgeschwindigkeit der Energie beim Durchlaufen von Massenanordnungen, die in £
durch Punkte einer Parallelen zur yi-Axe reprasentiert werden.

Es bleibt mithin:

Bewegt man sich nun von einer Gleichgewichtsfigur aus auf einer solchen Parallelen nach

’

oben und es ist dort ¥y negativ, so gelangt man zu Massenanordnungen, fiir die die Energie
1

kleiner ist, als fiir die Ausgangsfigur, d. h. die Gleichgewichtsfigur ist instabil.
34*
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Wir gelangen daher zu dem Resultat: »>Jeder Arm von Gleichgewichtsfiguren, oberhalb
dessen in den friiheren Zeichnungen ein Minuszeichen eingetragen ist, ist instabil. Das Gleiche
gilt fir jeden Arm, unterhalb dessen ein Pluszeichen eingetragen ist.«

Man wird nun vermuten, dass umgekehrt jeder Arm, oberhalb dessen ein Pluszeichen und
unterhalb dessen ein Minuszeichen eingetragen ist, stabil ist, was sich in der That folgendermassen
bestitigen ldsst.

Man betrachte die in beistehender Figur angedeutete
Kreuzung von vier Reihen von Gleichgewichtsfiguren;
AB sei die urspriinglich gegebene, CD, EF und GH

’

seien die durch Verfolgung des Vorzeichens von 85 ge-
1

fundenen neuen Reihen, XK, L, M, N vier zum selben
Rotationsmoment gehorige Figuren dieser Reihen. Die
Deformationen, durch welche L, M, N aus K hervorgehen,
seien resp. {a, {8, {y, die Werte von yi, welche zu L, M,.V

gehoren, resp. 5@, 8, 4,

Jetzt denke man sich die Reihe CD als die urspriing-

lich gegebene, greife eine Figur, z. B. L, dieser Reihe

Fig. 4. heraus und bestimme Nachbarfiguren durch jhren Ober-

flichenabstand { von L, den man lings der Normalen

von L zdhlt. Die Orthogonalfunktionen von L seien &,, #, u. s. w., und man bilde die Ent-
wicklung :

X
f = L 01 .I'l B")

Man kann wie oben wieder Nachbarfiguren bestimmen, fiir die alle Gleichungen:

00 ;
dxl o 1,2,3 ... @

mit Ausnahme der ersten erfillt sind. Man fihre ferner eine neue Ebene E’ ein, in der man 4

und r, als Koordinaten auftrigt, und verfolge in dieser Ebene das Vorzeichen von %% Die Null-
1

stellen dieser Grosse werden Gleichgewichtsfiguren entsprechen, die Reihe €D wird in der £'-Ebene
als Ausgangsreihe durch die Abscissenaxe selbst dargestellt werden, 45, £F und GH werden in
gewisse andere durch den Nullpunkt gehende Kurven A’ B’, E'F’', G’ H’, die vier Punkte X, L, M, NV
in vier andere Punkte X* L’ ./’ N’ ibergehn. Die Werte von z, fiir die Punkte X', /', N’ seien
resp. £, x‘.ﬂ). x?'); die Deformationen, durch welche die durch X, M, N und ebenso durch
K’, M’, N’ reprasentierten Figuren aus der durch L und L’ reprisentierten hervorgehen, seien
resp. &5 &5 &,

Wir wollen bestimmen, in welchen Quadranten die Kurven der £°-Ebene verlaufen. Fassen
wir zunachst die Arme O°'D’ und O’ B’ und die auf ihnen liegenden Figuren X’ und L' ins Auge.
L entstand aus KX durch Auftragen von ,q auf den Normalen von KX, umgekehrt entsteht X durch
Auftragen von .4 auf den Normalen von L. Die geometrische Anschauung lehrt sofort, dass bis
auf Glieder zweiter Ordnung

sein muss. Da ferner jede Orthogonalfunktion sich beim Uebergang zwischen Nachbarfiguren so
lange stetig dndert, als nicht der zu ihr gehorige Stabilititskoeffizient einem andern Stabilitats-
koeffizienten gleich wird, wir aber vorausgesetzt hatten, dass fir die Ausgangsfigur 1—s, == o,




hingegen alle andern 1—s; von Null verschieden sein sollten, so wird auch bis auf Glieder hoherer
Ordnung gelten:
= ni

Aus (B’) und (B”) folgt aber (vgl. § 3 b):
»o = an nido A = J‘Ea 9, do

wobei das erste Integral ber die Oberfliche von X, das
zweite iiber die Oberfliche von L zu nehmen ist. Es er-
+k iy giebt sich daher nahe:

+X ’

A = — ) 17)

Man betrachte weiter eine Figur, z. B. M, der
Reihe GH. M entsteht aus X durch Auftragen von (g

auf den Normalen von X, L entsteht aus X durch Auf-
tragen von (. auf denselben Normalen, es wird daher
sehr nahe M aus L entstehen, wenn man die Strecken
F {g— ¢, auf den Normalen von L auftrigt, mithin ge-

Fig. s. nahert gelten:
fﬂ = Cp — C,,
und hieraus wird man ganz &dhnlich wie oben den Schluss ziehen, dass nidherungsweise die
Relation besteht:
.x{'” = },gﬂ) — },ga) 18)

Schliesslich erhilt man auf entsprechende Weise fiir die Figur N:
A = A — 19)

Die drei Gleichungen (17), (18), (19) lehren nun, dass die Kurven der E’-Ebene (Fig. 5) aus denen
der E-Ebene (Fig. 4) entstehen, indem man in der E-Ebene jede Parallele zur Ordinatenaxe so
lange in sich verschiebt, bis der ihr angehdrige Punkt der Kurve CD in die Abscissenaxe
fallt. Es folgt daraus, dass sich auch in der £’-Ebene vom Nullpunkt aus drei Arme nach oben
und drei nach unten erstrecken werden.

Aus der Vorzeichenverteilung in Fig. 4. ist nach dem oben gefundenen Satze zunachst
ersichtlich, dass der Arm OC instabil ist. Wiirde man nun annehmen, dass der i\rm OD instabil

’ ’

——, wie unter d) das Vorzeichen von ﬂ verfolgt wurde,
dx, i

so kime man zu dem Schluss, dass sich eine gerade Zahl von Armen zu positivem wie zu nega-
tivem x, erstrecken miisste, wahrend Fig. 5. lehrt, dass die Zahl dieser Arme ungerade ist. Es
muss mithin der Arm OD stabil sein.

Man iiberzeugt sich leicht, dass man auch in jedem andern Falle mit der Annahme, ein
Arm, oberhalb dessen ein Plus- und unterhalb dessen ein Minuszeichen steht, sei instabil, zu einem
solchen Widerspruch kommt, man gewinnt mithin zusammenfassend den

wire, und verfolgte das Vorzeichen von

Satz: »Ein Arm von Gleichgewichtsfiguren ist dann und nur dann stabil, wenn in einer auf die
beschriebene Weise entstandenen Figur iiber ihm ein Pluszeichen, unter ihm ein Minuszeichen ein-
. getragen ist.¢ .

Dieses Resultat soll wiederum auf einige wichtigere Spezialfdlle angewandt werden.

1. Fall. In einer Reihe von Gleichgewichtsfiguren 48 hére mit der singuliren Figur O
die Stabilitit auf. In O kreuze die Reihe eine andere, CD, welche sowohl zu grdsserem wie zu
kleinerem Rotationsmoment einen Arm entsenden mdge. Dieser Fall ist in Fig. 1 dargestellt. Die-
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Vorzeichenverteilung lehrt, dass der Arm OC instabil, hingegen der Arm OD stabil sein wird. Es
gilt demnach folgender von Herrn Poincaré als

Prinzip des Umtausches der Stabilitat bezeichneter Satz:

sKreuzen sich zwei Reihen von Gleichgewichtsfiguren, welche beide je einen Arm zu
grosserem wie zu kleinerem Rotationsmoment entsenden, und die eine Reihe ist vor der Kreuzung
stabil, nach der Kreuzung instabil, so ist die andere Reihe vor der Kreuzung instabil, nach der
Kreuzung stabil; es findet bei der Kreuzung Umtausch der Stabilitit statt.c

2. Fall. Es liege alles wie im ersten Fall, nur entsende die Reihe CD ihre beiden Arme
zu gleichen Werten des Rotationsmomentes, also entweder
a) zu grosserem Rotationsmoment
C c (Fig. 6) oder
" B) zu kleinerem Rotationsmoment
¢ - (Fig. 7).
-\ Die Vorzeichenverteilung in beistehen-
den Figuren lehrt, dass im Falle a)
beide Arme der Reihe CD stabil, im
Falle f) beide Arme dieser Reihe
instabil sein werden.

3. Fall. Es mdgen von der sin-
¥/ gularen Figur iiberhaupt nur zwei

Fig. 6. Fig. 7. Arme ausgehen. Aus der Vorzeichen-
verteilung in den Figuren 8 und 9
liest man unmittelbar folgenden Satz
ab, der als

Theorem fiber die Stabilitat zweier
- B Arme

B Lt + ) _ + bezeichnet werden soll: »Gehen von

= + -A XA einer Figur nur zwei Arme aus, so

_ - - sind sie vom selben Stabilititscharak-

ter, wenn sie zu verschiedenen, und

von verschiedenemStabilititscharakter,

wenn sie zu gleichen Werten des Ro-
Fig. 8. Fig. 9. tationsmomentes fortgehen.«¢

f) Mehr algebraische Behandlung derselben Aufgaben.

Es sei in einer bekannten Reihe von Gleichgewichtsfiguren eine singulire Figur G (1—s, = o)
gegeben und man versuche, wie unter ¢;, alle moglichen dieser Figur benachbarten, zum selben
und zu wenig veriandertem Rotationsmoment gehorigen Gleichgewichtsfiguren abzuleiten. Man
wird dann alle Nachbarfiguren durch ihren Oberflichenabstand { von G darstellen, diesen nach
Orthogonalfunktionen von G entwickeln

o= Xy B)
dann die Energieentwicklung (I1) bilden und wird die Gleichungen:

N

.- 0 A==1,2,3...
hli '3 *

aufzulos *n haben.
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Beriicksichtigt man, dass fiir die singuldre Figur 1 — s, null ist, so lauten diese Gleichungen
(s. oben ¢) Gleichung (8)) in ausgeschriebener Form:

1A 87,
o= (—s)» + %28, + 3 + £ 35 20)
firr 1= 2,3,4...»
wihrend fir 4 = 1 gilt:
14/ 87, 21)

J— -]
o= kB + 3, + £ 3
wobei U, mit Grossen dritter Ordnung, /; mit Grossen zweiter Ordnung in den y beginnt. Man
betrachte nun fir einen Augenblick s, als eine gegebene Konstante und lose das System (20)
dhnlich auf, wie oben das vollstindige System (8) aufgelost wurde. Man wird wie in (11) Reihen-
entwicklungen erhalten:

B;

G
y=—dy— k=

— .t 22
I—Sl 1 —395; )

fir 1 = 2,3,4... ®

nur wird y, noch implicite in den Koeffizienten 4;, B;, C; u.s. w. enthalten sein und zwar, wie
man durch weiteres Ausschreiben der Reihen in (20) sofort sieht, in solcher Art, dass diese Gréssen
selbst nach Potenzen von yi entwickelt erscheinen und speziell 4; mit der zweiten Potenz von j,
beginnt. Setzt man die Reihen (22) in (21) ein, so erhdlt man eine Gleichung:

o=F B +ydayt+ryka,+ Bay+rday+nka,+... D
in welcher B, wie die 2 bestimmte Konstante sind und aus der man y, als Funktion von £ zu
bestimmen hat.

Um diese Gleichung durch Niherung aufzuldsen, vernachlidssige man zunichst die Glieder,
die von hoherer Ordnung als irgend ein anderes in der Gleichung vorkommendes Glied werden,
welches Verhdltnis der Grossenordnung man auch zwischen y, und # annehmen mag. Wie die
Eliminationstheorie lehrt, erhdlt man durch die Auflésung der aus den iibrig bleibenden Gliedern
gebildeten Gleichung voélligen Aufschluss iiber die Anzahl der fiir sehr kleines %2 existierenden
Losungen und eine wirkliche Anndherung an den Verlauf derselben; da es uns aber nicht auf die
Herstellung ihres genauen Verlaufs ankommt, werden wir uns im Folgenden mit dieser ersten
Niherung begniigen und nicht jedesmal die Potenzreihen, die die vollstindige Aufldsung ergeben
wiirde, hinschreiben. Auch wollen wir wiederum nur die fiir die spiteren Anwendungen wichtigen
Falle behandeln.

a) Es sei B, von Null verschieden. Dann sind alle Glieder in (J) von hoherer Ordnung
als B, %, welche £ in héherer Potenz oder mit einer Potenz von y, multipliziert enthalten, mithin
bleibt zunidchst:

0 =£F¢B + 3200+ r2ay+rnta,+ ...

Von der Potenzreihe in y, hat man wiederum alle Glieder ausser dem ersten, welches einen

von Null verschiedenen Koeffizienten hat, zu vernachldssigen. Sei also:

Bgg = Q@gg o oo+ = @u_3,0 = O @ne S ©
dann bleibt die Gleichung:
o= kB + 5" a

Y, B
;'I=V—k——a—:—°-

Ist » ungerad, so hat die Wurzel sowohl fiir positives als fiir negatives # einen reellen Wert;
ist » gerad, so hat die Wurzel entweder nur fiir positives oder nur fiir negatives # zwei reelle
Losungen von entgegengesetztem Vorzeichen. Jede Losung fiir y, gibt aber in (22) und (B) ein-

woraus folgt:



gesetzt, eine Reihe von Gleichgewichtsfiguren. Nennt man wieder den Teil einer Reihe, der sich
von der singuliren Figur aus nur in einer Richtung erstreckt, einen Arm, so kann man diese
Ergebnisse so zusammenfassen:

Theorem der zwei Arme.

»Verschwindet fir eine singulire Figur der Stabilititskoeffizient 1 — s5;, wiahrend der zu-
gehorige Koeffizient in der Entwicklung des Trigheitsmomentes B; von null verschieden ist, so gehen.
von dieser Figur nur zwei Arme von Gleichgewichtsfiguren aus.«

Ueber die Stabilitit dieser Arme wird man durch das obige Theorem iiber die Stabilitat
zweier Arme (e) Fall 3) aufgeklart.

Es sind dies zwei Theoreme, die sich bei Herrn Poincaré nicht finden und die unten in
§ 6 die Grundlage fir die Untersuchung der Stabilitit eines kleinen Mondes liefern werden.

f) Es sei B, null, aber a,, von Null verschieden. Dann kann man in (J) simtliche Glieder
weglassen, die ;7 mit einer Potenz von », oder [ multipliziert erhalten. Es bleibt also:

0 = la+rtha,+Fa,+ FPay+..)+ay+ FPay + .
oder:

O =8+ 20 kq + iy
wo ¢ und y endliche Funktionen von £ sind. Hieraus:

/_q’ Yy l

D=k [_ 7. + -
! (3,7 Qg ]

B } a” -
Man erhilt zwei Reihen von Gleichgewichtsfiguren, die von negativem zu positivem £ fort-
schreiten und sich in der singuldaren Figur kreuzen. Beide kdnnten zugleich imagindr sein, was
aber unmoglich ist, wenn die singuldre Figur als Glied einer bekannten reellen Reihe von Gleich-
gewichtsfiguren gegeben ist.
Man befindet sich also hier in dem Falle, auf den sich das Poincaré’sche Prinzip des Um-
tausches der Stabilitat bezieht.

7) Es sei B, null, aber a,, als von Null verschieden bekannt. Dann kann man in (J) alle
andern Glieder fortlassen, die sowohl y, als £ enthalten. Es bleibt daher:

o=y ka,t+yiayt+ray,tra,t. ...+ a,+ Fa,+...
Sei a., (# > 3) der erste Koeffizient einer Potenz von y,, der von Null verschieden ist.
Dann bleibt :
O = au y; + 2y ka, + 4y 23)
wo ¢ eine endliche Funktion von £ ist.

Es kann nun entweder y, von gleicher Ordnung klein sein wie £, dann darf man das erste
Glied dieser Gleichung vernachlissigen und erhalt

9
yyo= —k--* 2
1 a,, 4)

oder es ist y, von niedrigerer Ordnung klein als 4, dann kann man das letzte Glied vernach-
lassigen und erhalt:

=) —¢

wihrend der Fall, dass » von hoherer Ordnung klein als £ ist, offenbar unmoglich ist. Die beiden

Ausdricke (23) und (25) liefern mithin samtliche moygliche Losungen der Gleichung (23).
Ausdruck (23) liefert in jedem Fall eine Reihe, die einen Arm zu positivem und einen zu

neyativem £ entsendet. Wenn n gerade ist, so lietert (25) eine Reihe von gleicher Beschaffenheit,

ay,

an. 25)



man hat es also wiederum mit einer Kreuzung zweier Reihen zu thun, auf die das Prinzip des
Umtausches der Stabilitit anwendbar ist.

Ist hingegen n ungerade, so ergiebt (25) entweder fiir positives oder fiir negatives % zwei
Losungen, hingegen keine fiir entgegengesetztes Vorzeichen von £, man gewinnt daher jedes Mal
eine Reihe, deren beide Arme sich zu gleichen Werten des Rotationsmomentes erstrecken, Fille,
deren Stabilitdit wir im vorigen Abschnitt e) unter 2. betrachtet haben.

Schlussbemerkung. Es sind hiermit alle Fille von Kreuzung und Verzweigung von Reihen
von Gleichgewichtsfiguren besprochen, die in den folgenden Anwendungen auftreten werden.
Andere Verzweigungen lassen sich auf dieselbe Art erledigen, solange es nur ein einziger Stabili-
titskoeffizient ist, der fiir die betreffende singuldre Figur verschwindet. Mit der Behandlung solcher
Fiélle, wo mehrere Stabilitidtskoeffizienten zugleich verschwinden, hat Herr Poincaré in § 2 seiner
Ofters citierten Arbeit einen Anfang gemacht, doch unterlassen wir es, ihm hier zu folgen, weil
diese Ueberlegungen fernliegendere mathematische Hiilfsmittel erfordern und vorerst ohne praktische
Bedeutung sind.

Wir wollen, bevor wir zu den Anwendungen iibergehen, noch hervorheben, dass alles, was
wir iiber die Figuren neuer Reihen, die sich an bekannte Reihen anschliessen, aussagten, sich nur
auf die diesen Reihen hinreichend benachbarten Figuren der neuen Reihen beziehen konnte, weil
einesteils das Instrument unserer Untersuchung, die Entwicklung der Energie, nur einen begrenzten
Konvergenzbereich hatte und andernteils an der ersten singuliren Figur in einer neuen Reihe ihr
Stabilititscharakter wechseln und weitere Verzweigungen eintreten konnen.
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II. Teil. Anwendungen.

§ 5. Die Maclaurin’schen und Jacobi’schen Ellipsoide. Die Poincaré’schen
Gleichgewichtsfiguren.

Die in den beiden vorigen Paragraphen gewonnenen Theoreme setzen zur Anwendung auf
eine bestimmte Gleichgewichtsfigur voraus, dass man die Stabilititskoeffizienten und Orthogonal-
funktionen dieser Figur kenne. So wenig man bisher iiber die Orthogonalfunktionen irgend eines
beliebig gestalteten Korpers auszusagen weiss, so kommt uns doch gerade fiir die ellipsoidischen
Gleichgewichtsfiguren der gliickliche Umstand zu Hiilfe, dass die altbekannten Lamé’schen Funk-
tionen, die von Lamé bei der Untersuchung des stationiren Wéirmezustandes eines Ellipsoids
entdeckt worden sind, nach geringen Modifikationen fiir eine solche Gleichgewichtsfigur in die in
§ 3 b) definierten Orthogonalfunktionen iibergehen., Wollten wir nun mit Hiilfe der Theorie der
Lamé’schen Funktionen fiir die Maclaurin’schen und Jacobi’schen Ellipsoide die Stabilititskoeffizienten
berechnen und diskutieren, so hitten wir Herrn Poincaré’s Darlegungen in § 9—12 seiner Arbeit
(Acta math. VII, pag. 315—347) Wort fiir Wort abzuschreiben, und das wird um so eher vermieden
werden miissen, als wir im folgenden Paragraphen, in dem eine neue Anwendung der Poincaré’schen
Prinzipien auf die Roche’schen Ellipsoide gegeben wird, ohnehin zu einer Rechnung gezwungen
sein werden, die der entsprechenden Poincaré’schen vielfach parallel geht. Man wird dort sehen,
wie die Stabilititskoeffizienten gefunden und diskutiert werden, und wird, wenn man nicht auf die
Poincaré&’sche Arbeit zuriickgehen will, daraus die Einsicht schopfen, wie die Poincaré’schen
Resultate gewonnen sind, oder genauer — hatten gewonnen werden konnen; denn Herr Poincaré
hat die Orthogonalfunktionen nicht eingefiihrt und daher auch nicht an den Lamé’schen Funktionen
die kleinen Modifikationen, die sie fiir unsern Zweck erst vollig geeignet machen, angebracht, er
hat die hierdurch entstehenden Schwierigkeiten vielmehr durch eine geistvolle Betrachtung ganz
anderer Art (1. c. pag. 371) umgangen. Hier wollen wir nur einen Ueberblick iiber Herrn Poincaré's
Resultate in der Form geben, wie man sie bei Einfihrung der Orthogonalfunktionen und strikter
Befolgung des im 1. Teil dieser Arbeit vorgezeichneten Gedankengangs erhalten hitte, und allein
auf die Art der auftretenden Verzweigungen, die Herr Poincaré nur kurz behandelt hat, etwas
ndher eingehen, wobei wir freilich ungewiss sind, ob diese Ueberlegungen vor der Lektiire der
genannten Paragraphen von Herrn Poincaré’s Arbeit oder mindestens des unten folgenden § 6
iiberall verstindlich sein werden.

a) Die Maclaurin’schen Rotationsellipsoide scheinen sich zunichst unseren Theoremen nicht
zu fiigen, weil fiir sie stets je zwei Stabilitatskoeffizienten gleich sind und beim Durchlaufen der
Reihe also auch zugleich verschwinden, welchen Fall wir oben von der Betrachtung ausgeschlossen
hatten; doch ldsst sich diese Schwierigkeit folgendermassen umgehen. Wir hatten die Deformation
nach Orthogonalfunktionen entwickelt:

a
t=Xmn
A=



und konnen uns diese Deformation durch Superposition der »Fundamentaldeformationenc :
L=2pm
wo p eine willkiirliche Konstante ist, entstanden denken. Fiihrt man nun auf einem Rotations-

ellipsoid die gewdhnlichen geographischen Koordinaten Linge (/) und Breite (§) ein, so sind sich
stets zwei Orthogonalfunktionen von der Form:

N = f(8) cosn!l n=o012,...
und:
ny = f(6) sinn!
paarweise zugeordnet und haben denselben Stabilititskoeffizienten s, = s;. Bildet man jetzt die
Deformation :
=Yt mr2=7S() (yecosnl+ y;sinnl)
und setzt:
Yy = hcosng ¥, = hsinng
womit { die Gestalt erhilt:
E=4th-f(b)cosn(/l—gq)
so erkennt man, dass diese allgemeinere Deformation aus der Fundamentaldeformation
{=rk- M
hervorgeht, wenn man das Koordinatensystem um den Winkel ¢ um die Rotationsaxe dreht. Man
hat daher nur den bei einer Rotationsfigur willkiirlichen und gleichgiiltigen Anfangspunkt der
Langenzidhlung fiir jede Deformation geeignet zu wahlen, um zu erreichen, dass die eine Ortho-
gonalfunktion #; aus der Entwicklung der Deformation und mithin auch s;, der eine von den beiden
paarweise gleichen Stabilititskoeffizienten, aus der Entwicklung der Energie verschwindet.

Verfihrt man nach dieser Vorschrift und driickt sich so aus, als ob der verschwundene
Stabilitdtskoeffizient iiberhaupt nicht vorhanden gewesen wire, so ergiebt sich folgendes:

Die Stabilitatskoeffizienten der Kugel sind alle positiv. Durchliuft man die Reihe der
Rotationsellipsoide mit wachsendem Rotationsmoment und wachsender Abplattung, so geht von
Zeit zu Zeit ein Stabilititskoeffizient aus dem Positiven ins Negative iiber, um dann immer negativ
zu bleiben, und fiir unendliches Rotationsmoment, wenn das Ellipsoid in eine unendliche Kreis-
scheibe ilibergegangen ist, sind eine unendliche Anzahl von Stabilititskoeffizienten negativ geworden.
Hiermit liefert das Poincaré’'sche Theorem i{iber die Existenz neuer Reihen von Gleichgewichts-
figuren (§ 4 d) sofort:

»Die Reihe der Maclaurin’schen Ellipsoide enthidlt unendlich viele singuldre Figuren, an die
sich neue Reihen von Gleichgewichtsfiguren anschliessen.«

Es fragt sich, ob sich unter diesen Reihen stabile befinden. (Damit ist gemeint, ob die
sich in ihnen zundchst an die Ellipsoide anschliessenden Figuren stabil sind, da wir, wie oben
erwihnt, iiber entferntere Teile der Reihen nach unsern Entwicklungen {iberhaupt nichts aussagen
konnen.) Dies kann offenbar nur fiir diejenigen, welche sich an die erste singulire Figur, die man
beim Ausgehen von der Kugel trifft, anschliessen, der Fall sein, denn von dieser Figur an ist stets
mindestens ein Stabilititskoeffizient negativ, also die Reihe der Maclaurin'schen Ellipsoide selbst
und mithin auch alle anschliessenden Reihen instabil. Nun ergiebt sich das merkwiirdige Resultat,
dass dieses erste singuldare Ellipsoid, welches mit £, bezeichnet werden soll, dasjenige vom Axen-
verhiltnis 1:0,5827 ist, an welches sich die Jacobi'schen Ellipsoide anschliessen.

Die Betrachtung der Maclaurin’schen Ellipsoide ist daher in dem in § 1 gewiinschten Sinne
erledigt mit dem Ergebnis:

sDie Reihe der Maclaurin'schen Ellipsoide verlauft isoliert und ist stabil nur bis zu dem-
jenigen Ellipsoid, an welches sich die Jacobi’schen Ellipsoide anschliessen.«¢
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Die Art der Verzweigung an der Uebergangsstelle zu den Jacobi'schen Ellipsoiden ist die
in § 4 unter e) Fall 2. @) und unter f) y) erwdhnte, es gehen von der singuliren Figur aus zwei
neue Arme von Gleichgewichtsfiguren zu grosserem Rotationsmoment. Man hat ndmlich die Reihe
der Jacobi’'schen Ellipsoide doppelt zu nehmen in der Art, dass, wenn man unter der x- und der
y-Axe zwei zu einander und zur Rotationsaxe senkrechte, mit dem Ellipsoid £, fest verbundene
und durch seinen Schwerpunkt gehende Axen versteht, die grosste Axe jedes Jacobi'schen Ellipsoids
einmal mit der x-Axe und einmal mit der y-Axe zusammenfilit.

Denn fiihrt man die in § 4 f) angedeutete Rechnung in diesem speziellen Falle durch, so
erhilt man durch Auflésung der Gleichung (J) an Stelle von (24) und (25) die beiden Losungen:

Jp = 0O

n== Vk ca
wo a eine positive Konstante ist. Die erste L.osung ergiebt die Reihe der Rotationsellipsoide selbst;
setzt man die zweite in den Gleichungen (22) ein, so erkennt man, dass alle andern y; (A>1), so

lange % klein ist, von hoherer Ordnung klein werden als y, und in erster Niherung gleich Null
gesetzt werden diirfen, dass mithin in der Entwicklung (B) der Deformation nur das eine Glied:

E=mnn

iibrig bleibt und die beiden Arme neuer Gleichgewichtsfiguren nidherungsweise durch die Deforma-
tionen :

ty=+nVka und: tg = =nVka
(die Wurzel absolut genommen) geliefert werden.

Nennt man nun z, y, # die Koordinaten eines Punktes der Oberfliche von £, in dem eben
eingefiihrten Koordinatensystem, so hat die Orthogonalfunktion #,, wie die Theorie der Lamé’schen
Funktionen lehrt, folgenden Ausdruck:

n = (-7
I

1= —_— ————
2 2 2
)/ S5+

(4

wo a = &/ die Aequatorialhalbaxe, ¢ die Polarhalbaxe des Ellipsoides £, bedeutet. Hiermit wird:
ba= @@= IVE-a bp=—ta

Man iiberzeugt sich sehr leicht, dass die erste Deformation aus dem Revolutionsellipsoid
ein dreiaxiges Ellipsoid erzeugt, dessen grosste Axe in die x-Axe fallt, und sieht unmittelbar, dass
die Umkehrung des Vorzeichens der Deformation so viel wie eine Vertauschung der z- und der
y-Axe bedeutet. Es entstehen also wirklich zwei neue Arme von Gleichgewichtsfiguren, die zu
grosserem Rotationsmoment fortgehen und aus um go° gegen einander gedrehten Jacobi'schen
Ellipsoiden gebildet sind.?)

b) Die Jacobi’schen Ellipsoide. Fiir die Jacobi'schen Ellipsoide wiederholt sich derselbe
Vorgang. Die sich zundchst an das Ellipsoid £, anschliessenden sind stabil, alle ihre Stabilitéts-
koeffizienten sind positiv, und wenn man zu grosserem Rotationsmoment iibergeht, wird von Zeit
zu Zeit ein Stabilititskoeffizient negativ, bis fiir unendliches Rotationsmoment und das nadelférmige
Ellipsoid unendlich viele Stabilititskoeffizienten negativ geworden sind. Es folgt also:

»Auch in der Reihe der Jacobi’schen Ellipsoide finden sich unendlich viele singuldre Figuren,
an die sich neue Reihen von Gleichgewichtsfiguren anschliessen.«

1) Vergl. Acta math. Bd. VII, pag. 300 und 329—330.



Man erkennt wieder, dass sich nur an die erste dieser Figuren, die man beim Ausgehen
von E, antrifft, stabile neue Reihen anschliessen kdnnen. Dieses erste singuldre Ellipsoid, welches
in der Jacobi’schen Reihe auftritt, soll mit £, bezeichnet werden, und die sich anschliessenden
Figuren, welche offenbar von all den neuen Reihen die physikalisch wertvollsten sind, wollen
wir schlechtweg

c) die Poincaré’schen Figuren nennen. Wir miissen uns etwas ndher mit der Art der
Verzweigung beim Uebergang zu diesen Figuren befassen, weil hier Herrn Poincaré ein kleines
Versehen untergeschliipft ist.

Bei der algebraischen Behandlung der Verzweigungen, wie sie in § 4 f) gegeben ist, erscheint
der Fall ), wo ein Arm neuer Figuren zu grosserem, der andere zu kleinerem Rotationsmoment
fortgeht und das Prinzip des Umtausches der Stabilitit anwendbar ist, als der allgemeinere gegen-
iiber dem unter y) behandelten Falle, wo zwei neue Arme sich zum gleichen Rotationsmoment
erstrecken, weil letzterer ausser dem Verschwinden von B, auch noch das Verschwinden von a,,
in Gleichung (J) erfordert. Herr Poincaré glaubte nun, wenn ich ihn recht verstehe!), den allge-
meineren Fall ) voraussetzen und aus dem Prinzip des Umtausches der Stabilitit schliessen zu
diirfen, dass sich an E; ein zu grosserem Rotationsmoment fortgehender stabiler Arm von Gleich-
gewichtsfiguren anschliesst; doch zeigt eine ndhere Betrachtung, dass gerade der Ausnahme-
fall eintritt.

Das Ellipsoid £, ist symmetrisch zur x, 2 und y, # Ebene. Bringt man daher eine solche
Deformation an £, an, dass dasselbe in eine Poincaré’sche Gleichgewichtsfigur iibergeht, und dreht
die ganze Figur um 180° um die z-Axe, so erhilt man eine neue Gleichgewichtsfigur, welche
natiirlich zum selben Wert des Rotationsmomentes, wie die urspriingliche gehort. Waire die erste
Figur symmetrisch zur x, £ und y, ¢ Ebene, so wiirde sie allerdings durch die Drehung in sich selbst
iibergehen; das ist aber bei den Poincaré’schen Figuren nicht der Fall, wie aus dem in Fig. 10
dargestellten Schnitt einer solchen Figur mit der x, z Ebene zu erkennen ist. Es folgt somit, dass
die Poincaré'schen Figuren immer paarweise auftreten, dass also mindestens zwei Arme zu gleichem
Rotationsmoment fortlaufen. Man zeigt leicht, worauf wir hier verzichten wollen, dass sich an E,
nur zwei neue Arme anschliessen; aber ob es nun zwei sind, die sich zum selben Rotationsmoment
erstrecken, oder ob es mehrere sind, sicher hat man es nicht mit einem Falle zu thun, in welchem
das Prinzip des Umtausches der Stabilitit angewandt werden kann, da dies die Existenz von nur
zwei neuen Armen, die sich zu verschiedenem Rotationsmoment erstrecken, voraussetzt.

So bleibt es ungewiss, was Herr Poincaré schon fiir entschieden hielt, ob diese Figuren
stabil sind, man weiss auch nicht, ob sie zu grdsserem oder kleinerem Rotationsmoment als £,
gehoren. Nach dem in § 4 e) 2. Fall abgeleiteten Theoreme sind beide Fragen miteinander ver-
kniipft, und die Sache liegt so, dass entweder die Poincaré’schen Figuren instabil sind und zu
kleinerem Rotationsmoment gehdren, in welchem Falle die stabilen Gleichgewichtsfiguren einer
homogenen Fliissigkeit mit dem Ellipsoid £, iiberhaupt aufhorten, oder dass sie die stabile Fort-
setzung der Jacobi'schen Reihe zu grosserem Rotationsmoment bilden. Die Entscheidung konnte
durch Bestimmung des Vorzeichens der Koeffizienten gewisser hoherer Glieder der Energie-
entwicklung (H) herbeigefiihrt werden, die sich zwar leicht nach dem in § 3 c) angewandten Ver-
fahren in Form bestimmter Integrale darstellen lassen, aber zur Reduktion auf eine durchsichtige
Gestalt manchen Kunstgriff erfordern werden.

Um eine Anndherung an die Gestalt der Poincaré’schen Figuren zu erhalten, hat man
wiederum y, aus der Gleichung § 4 f) (J), darauf die iibrigen y; aus (22) zu berechnen und die
Entwicklung (B) zu bilden. Man iiberzeugt sich leicht, dass, wie oben bei den Jacobi’schen Ellip-

1) Vgl. Acta math. Bd. ITI, pag. 377: ».... nous pourrons appliquer le principe de 1'échange des stabilités .. .« und
pag. 378: »La forme d’équilibre représentée dans la figure p. 347 est donc une forme d’équilibre stable.«
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soiden, so auch fiir die Poincaré’schen Figuren die ibrigen y; im Verhiltnis zu y, Grossen hoherer
Ordnung werden und dass man daher als erste Annidherung:
=

hat.!) Fiir die hier auftretende Orthogonalfunktion », erhdlt man aus der Theorie der Lamé’schen
Funktionen, wenn man mit x, y, 5 die rechtwinkligen Koordinaten von Punkten auf der Oberfliche

des Ellipsoids £, und mit p, Veo*— 8%, Vo*—c* die drei Axen von E, bezeichnet:
n =lx(axr*+ fy* + ys2*—39)

worin :
/=L v - -
¢ :: + (i,xsz): + ‘-e"‘—’ )2
a = ’ba‘s_l’(ba_*,(g) /I=—36"c’+h(46‘—c’) y==—-3—6’c’+‘(4:’—6‘)
L) S S S S S
. d = ha Sh=284+)—Vi0+ d)P—1588
ist.

Tragt man die hieraus folgenden Werte { (fir
kleines y,) auf den Normalen von £, auf, so erhalt
man eine birnformige Figur, fir deren Schnitt mit
der r, s Ebene Herr Poincaré beistehende Zeichnung
gegeben hat (die gestrichelte Linie bedeutet den
Schnitt des Ellipsoides £,) und deren Verhalten bei
wachsenderAbweichung vom Ellipsoid er so beschreibt:

»Der grossere Teil der Masse scheint sich der
Kugelform anzunihern, wahrend der kleinere Teil
am einen Ende der grossen Axe aus dem Ellipsoid
x-Axe. heraustritt, als ob er sich von der Hauptmasse trennen
Fig. 10, wollte.¢

Wir werden in § 7 auf die Besprechung dieser Figuren zurickkommen.

§ 6. Die Gleichgewichtsfiguren eines kleinen Mondes.
a) Die Roche’schen Ellipsoide.

Ein kleiner Mond, der aus einer homogenen Flissigkeit gebildet sei, bewege sich in einer
Kreisbahn in der Aequatorialebene um c¢inen Planeten, der ein wenig abgeplattetes Revolutions-
ellipsoid sein moge, und wende dabei dem Planeten immer dieselbe Seite zu. Der Mond wird dann
eine gewisse Gleichgewichtsform annehmen, die, wie schon lLaplace bemerkt hat, bei hinreichender
Entfernung des Mondes vom Hauptkirper nahe ein dreiaxiges Lllipsoid ist, dessen grosste Axe
dem Hauptkorper zugewendet ist. Roche hat erkannt, dass auch bei geringerem Abstand vom
Hauptkorper und grisserer Rotationsgeschwindigkeit des Mondes (sowohl in der Bahn, als um
seine Axe) ellipsoidische Gleichgewichisfiguren existieren, so lange nur der grdsste Durchmesser
des Mondes im Verhidltnis zum Abstand vom Hauptkorper so klein ist, dass man die dritte Potenz
dieses Verhidltnisses gegen die Einheit vernachlissigen kann. Die Diskussion der transcendenten
Gleichungen, die diese Figuren bestimmen und die man in Herrn Tisserand's Mécanique céleste
Vol. 11, Chapitre VIII, abgeleitet findet, hat Roche zu folgendem Resultate gefihrt:?)

1 Fur das Folgerde vergl, Acta math, VII pag. 345-- 347,
%) Mémoires de V'Academic de Montpellier, 1847 — 50.



Ist die Distanz des Mondes vom Hauptkorper sehr gross und mithin nach dem 3. Kepler'schen

Gesetz die Rotationsgeschwindigkeit sehr klein, so existieren zwei ellipsoidische Gleichgewichts-
figuren, von denen die eine nahe eine Kugel, die andere, wie das Jacobi’sche Ellipsoid fiir kleine
Rotationsgeschwindigkeit, eine unendlich diinne nach dem Hauptkorper gerichtete Nadel ist. Ver-
mindert sich die Distanz und wichst die Rotationsgeschwindigkeit, so geht die Kugel in ein sich
mehr und mehr abplattendes dreiaxiges Ellipsoid iiber, das um die kleinste Axe rotiert, wahrend
die grosste dem Hauptkorper zugewandt ist, das nadelformige Ellipsoid hingegen verkiirzt sich
mehr und mehr und schliesslich vereinigen sich beide Formenreihen in einem Ellipsoid £,, iiber
- welches hinaus keine weiteren ellipsoidischen Gleichgewichtsfiguren existieren. Die Rotations-
geschwindigkeit, zu der dieses Ellipsoid gehért, bestimmt sich in unseren Einheiten (Dichte des
Mondes = 1, Gauss’sche Attraktionskonstante == 1) aus der Gleichung:

W,

Py 0,046 1)
Dieser Rotationsgeschwindigkeit entspricht eine gewisse Distanz D vom Hauptkérper. Ist die
Dichte des letzteren p, sein Radius, wenn man seine ganze Masse zu einer Kugel ballt, R, so ist
der Betrag seiner Masse: :

M = Az o+ R?

3
Hiermit liefert das Kepler'sche Gesetz fiir die Rotationsgeschwindigkeit des Mondes :

4n K3

(l)’ = —3— o b?

und wenn man den obigen Wert fiir w einsetzt:
Rl 3
%'01046=9.Dg D=2!44'R"e 2)

Im Fall Mond-Erde (¢ = 1,63) erhilt man:
D = 287 R

Bis zu dieser Distanz von der Erde wiirden ellipsoidische Gleichgewichtsformen fiir den
Mond existieren, wenn dieser homogen und gegen die Erde unendlich klein wire.

Unsere Aufgabe ist, zu entscheiden, welche von diesen Ellipsoiden stabil sind und an welche
sich neue Reihen von Gleichgewichtsfiguren anschliessen. Es bedarf hierzu zunichst einer

b) Umformung des Stabilititsprinzips.

Die Masse des Hauptkorpers sei 1, die des Mondes sei sehr klein und gleich u, der Abstand
ihrer Schwerpunkte sei . Das Potential des Hauptkdrpers auf sich selbst sei V;, das des Mondes
auf sich selbst V,, das wechselseitige Potential beider Korper aufeinander V,,, das Triagheitsmoment
des Mondes in Bezug auf eine durch seinen Schwerpunkt gehende zur Bahnebene senkrechte
Axe sei [pu.

Den Hauptkérper wollen wir als eine ruhende Kugel betrachten; denn eine beliebige
Rotation desselben um eine zur Aequatorialebene senkrechte Axe hat keinen Einfluss auf die
Mondbewegung, so lange er ein Rotationskérper ist, und eine kleine Abplattung kann innerhalb
der Genauigkeitsgrenzen unserer Untersuchung ausser Betracht bleiben.

Das Trigheitsmoment des ganzen Systems in Bezug auf seine durch den Schwerpunkt des
Hauptkérpers gehende Rotationsaxe ist dann, da man das Tragheitsmoment des Hauptkdrpers selbst
als einer unverdnderlich ruhenden Masse nicht mitrechnen darf:

I=apu+ Lu ' 3)
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und die zum Rotationsmoment ¢ gehorige Energie wird:

‘I
= o — — PV, -1
v 2p(@+ 7y Vi— V=1, 4)
Hierin ist V| eine Konstante, die wir weglassen konnen. V), hat den Wert:
cdm
Vg = K

wo dm ein Massenteilchen des Mondes, .l dessen Abstand vom Mittelpunkt des Hauptkorpers
bedeutet. Man lege nun durch den Mondschwerpunkt ein rechtwinkliges Koordinatensystem, das
so rotiert, dass seine r-Axe stets nach dem Schwerpunkt des Hauptkorpers hin gerichtet ist, wahrend
die s-Axe senkrecht zur Bahnebene stehen soll. Es ist dann, wenn x, y, s die Koordinaten von dm
in diesem Systeme bedeuten:

N = (a -+ 4 2

1 x 1 22— )y* — 5
i=atat :

2 a®

+ ...

und hiermit:
H 1 t
P, = a + 2t xrdm + 2a‘jd"‘ (2a*—y?'—2) ...

Das zweite Glied fallt fort, da der Nullpunkt der Mondschwerpunkt sein solite. Es bleibt
also:
n 1 n B
Vo =2+ S famer—p—m =t 4 5)
wo f zur Abkiirzung eingefthrt ist.
Die folgenden Glieder im Ausdruck von ', werden wir vernachlassigen, da sie das Ver-
hiltnis des grossten Monddurchmessers zu @ in hoherer als der zweiten Potenz enthalten und wir

uns auf diese Potenz beschrinken miissen, wenn wir iiberhaupt zu ellipsoidischen Gleichgewichts-
figuren kommen wollen.

Es folgt somit fiir die Energie der Ausdruck:
e .k B

V=werpn e
und diese Grdosse muss fir eine Gleichgewichtsfigur stationdr werden. Suchen wir zunidchst U so
zu bestimmen, dass es bei Aenderung von a stationar ist, sei also:
W _ o= _ ©a
3a = ° T T w1y
Statt aus dieser Gleichung a zu eliminieren und das Resultat in U einzusetzen, konnen wir
innerhalb unserer Genauigkeitsgrenzen auch folgendermassen verfahren:

3B

+ L+ 3% 6)

Es ist hinreichend genau:
a u B A

- - - L—V

= 2uad a a® 2puat

Ferner schreibt sich (6) hinreichend genau:
S _m 3 L
pat a a pat
oder:
‘.’
A —uta == a [3£’!‘_ + 2/, ,J 7)



und es ist:
e _s_ 1gp — 2
2u a® a 2pa*d (@—pta) — 20
Nun ist nach (7) der Ausdruck * — u*a eine Grosse zweiter Ordnung, da sowohl fi als i‘,

das Verhadltnis des grossten Monddurchmessers zu a im Quadrate enthalten; man hat also bis auf
Grossen vierter Ordnung :

. r__
2pa? a 2c
und hiermit:
——r _E_ 2
U= 288 @t 2uat A—T

Schliesslich gilt fir jede Gleichgewichtsfigur die Beziehung:

c=owl=ou(@+ 1) 8)
In den Gliedern :% und 57‘ 1,, die an und fir sich von der zweiten Ordnung sind, geniigt
es, fiir a einen in den Gliedern nullter Ordnung richtigen Wert einzufihren. Mit dieser Genauig-
keit folgt aber aus (7) und (8):
& = ula
und :

c= wua® 1 = o*ad® w ="—:—, 9)
Setzt man dies in U ein, so ergiebt sich:

[ a3 1 2

Diese Grosse ist es, die bei konstant gehaltenem ¢ fiir eine stabile Gleichgewichtsfigur ein
Minimum sein muss. Da ferner in diesem Ausdruck fir w der Wert (g) verwendet werden durfte,
ist ® mit ¢ zugleich gegeben und bei der Bestimmung des Minimums als unverinderlich zu
betrachten. Man kann daher in diesem Falle die Gleichgewichtsfiguren ebenso gut als abhingig
von w, als von, ¢ auffassen, was wir auch je nach Bediirfnis thun werden.

3
Bedenkt man nun, dass z'u—c’ eine Konstante ist, dass man /; aus der Gleichung:
ply = _f(x‘+ y*) dm
erhilt und dass man nach (5):

g = %f(zx’—y’—x‘) dm
hat, so findet man die Stabilititsbedingung in folgender Form:
Q = —-;— w’Jdm (32* — 2*) — V, = Minimum 10a)

worin, wenn dm und dm’ zwei beliebige verschiedene Teilchen des Mondes sind und 4 ihre
Distanz bedeutet:

2 st

Ueberlegen wir einen Augenblick, was wir bei der Ableitung dieses Ausdruckes voraus-
gesetzt haben und wie dieses Minimum zu verstehen sei. Wir haben angenommen, dass sich der
Schwerpunkt der Mondmasse fiir die Massenanordnung, deren Energie berechnet werden soll, in
dem durch (6) gegebenen Abstand 2 — Gleichung (6) hat, wie man leicht sieht, fiir einen unendlich

36
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kleinen Mond nur eine endliche Wurzel — vom Schwerpunkt des Hauptkorpers befinde. Das wird
fir eine beliebige Lage der Mondmasse zuniachst nicht der Fall sein. Denkt man sich aber die
Mondmasse unter Beibehaltung ihrer Gestalt dem Hauptkorper genahert oder von ihm entfernt, so
3
da*’
unter den auf diese Weise entstehenden Konfigurationen des ganzen Systems gerade diejenige, fiir
die die Entfernung der Schwerpunkte der Gleichung (f) geniigt, den kleinsten Wert der Energie
hat. Ist nun der Ausdruck (10) fiir eine bestimmte Gestalt der Mondmasse ein Minimum, so
bedeutet das zunichst nur, dass er fir sie kleiner ist, als fir irgend eine andere Gestalt, wenn
man die Masse in dieser, wie in den andern Gestalten, jedesmal in die aus (6) bestimmte Entfernung
a vom Hauptkorper bringt; da aber die Energie dieser andern Gestalten bei jeder Abweichung
von der so bestimmten Entfernung a waichst, so folgt, dass die Energie in diesem Falle fiir die
urspriingliche Gestalt bei der aus (6) bestimmten Entfernung vom Hauptkorper absolutes Minimum,
kleiner als fiir jed e benachbarte Massenanordnung wird, dass mithin das Minimum von (10) oder
(10a) ausreichendes Kriterion der Stabilitit ist; dass beides notwendige Kriterien sind, versteht
sich von selbst. Bei der Untersuchung, ob Q ein Minimum ist, ist noch darauf zu achten, dass
wir ibereingekommen sind, als Anfangspunkt des Koordinatensystems der ., y, 5 den Schwerpunkt
der Mondmasse in ihrer jedesmaligen Gestalt zu wahlen, oder, was dasselbe ist, dass wir nur
Anordnungen mit dem Schwerpunkt x == y = s = o in Betracht zu ziehen haben.

Wenn man jetzt beriicksichtigt, dass der Ausdruck:

dm
P = : (:)‘(3:’-—:’)-{-‘[ .';‘ 1)

zeigt die Berechnung des Differentialquotienten die dem Leser tiberlassen bleiben moge, dass

das Potential simtlicher wirkenden Krifte darstellt, also auf der Oberfliche einer Gleichgewichts-
figur konstant ist, so erkennt man. dass man Q genau auf dieselbe Weise weiter behandeln kann,

nd
wie dies oben in § 3a) mit dem Ausdruck f; I + V geschehen ist, dass man mithin fir die

Aenderung von Q beim Uebergang von einer Gleichgewichtsfigur zu einer Nachbarfigur den

gendherten Wert:
d w dw’

1 . .

00 = Jerdo— Jro A

erhalten wird, wobei g den Differentialquotienten von P nach der innern Normale der Gleich-

gewichtsfigur, die Schwere auf der Oberfliche des Mondes, und ; die Deformation bedeutet. Dieser

Ausdruck ist etwas einfacher als der entsprechende frilhere Ausdruck der Energieanderung (A),
insofern ihm ein drittes Glied fehlt.

c) Einfohrung der Lamé'schen Funktionen und Bildung der Stabilititskoeffizienten.

Um 4(Q in eine Summe von Quadraten zu verwandeln, hat man wieder vermdge einer
unendlichen orthogonalen Substitution ein System von Orthogonalfunktionen 5; zu bestimmen, mit
deren Hilfe dann jede Deformation in der Form:

o

v == YiJYi B
iz

entwickelt und 4  wirklich in die Gestalt:

x
3Q = X (1—s) y;* (o}
A=1
ibergefuhrt werden kann. An Stelle der definierenden Integraleigenschaften D) E) F) der oben
benutzten Orthogonalfunktionen treten, wie man leicht sieht, infolge der einfacheren Gestalt von 4Q
die einfacheren Eigenschaften:




do do = o wenn x = A ,

: hadl < D

j’)x Ty =s5; wenn x=12 )
21

_© wemn x 2 E)
J‘gﬂ" . do 1 wenn x = A

,dow’ ,

Mo = &Sm F)

Es stimmen nun merkwiirdigerweise die durch E’) und F’) definierten Funk-
tionen y; fir ein Ellipsoid, das eine Gleichgewichtsfigur ist, genau mit den bekannten
Lamé’schen Funktionen iliberein.?)

Dass die Lamé’schen Funktionen diese Integraleigenschaften haben, ist erst nachtriglich
von Liouville entdeckt worden, wahrend die urspriingliche Definition, die zu ihrer wirklichen Her-
stellung fiihrt und die sich auch riickwirts aus diesen Gleichungen ableiten liesse, die folgende war.?)

Es seien z, y, s rechtwinklige Koordinaten eines Punktes auf der Oberfliche des zu Grunde
liegenden Ellipsoides:

23

xl J,’
T o—p T g=a=! 12)

dessen Axen die Linge o, Vo*—4* und Ve?—¢* haben, wobei ¢> 4 sei. Man filhre nun sog.
elliptische Koordinaten ein, indem man in dieser Gleichung z, y, s als gegeben, @* als Unbekannte
betrachtet, wobei man findet, dass diese Gleichung stets drei reelle positive Wurzeln hat, von denen,
sofern z, y, £ Koordinaten eines Punktes auf der Oberfliche des Ellipsoids sind, eine natiirlich mit
der grossen Axe des Ellipsoids g¢* iibereinstimmen wird, wihrend die andern u* und »* sein mégen.
@, #, v heissen »elliptische Koordinatenc. Die Koordinaten jedes Punktes auf dem Ellipsoid lassen
sich dann auch riickwirts als Funktionen von u, » ausdriicken (o ist konstant gleich der grossen
Axe) vermoge der Beziehungen:

eu»

bc

X =

13)

]/92_52 . V,u’—c’ . 1/;2_-_ ‘._:
g = —- =
cVer—b®
wobei man die Mehrdeutigkeit der Wurzelvorzeichen leicht durch die Bedingung beseitigt, dass x y =
auf der ganzen Oberfliche des Ellipsoids stetige Funktionen von u# und » sein sollen.

Man bilde weiter die Differentialgleichungen:

2R 0R
(e*—2%) (e*— %) Bo* + (=8 —Ne ;- =[nr+ - B R 14)
n=o01,2,3...m0 B = const
die, wenn man die Grosse:
e
do
& =I—" ST -t — ls)
o2 V(e —8) (¢ —¢)
als neue Variable einfiihrt, in die folgenden iibergehen:
R
—5 = [n(n+1)o*— B]R 16)

d¢&

J) Man bestitigt leicht, dass (D’) eine Folge von (E’) und (F’) ist.
2) Man vergleiche die Parallelstelle bei Poincaré (Act. math. VII, pag. 315—321).
36*
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Jede solche Differentialgleichung besitzt zwei partikuldre Integrale, aus denen sich das
allgemeine Integral linear zusammensetzt. Die partikuldren Integrale lassen sich im Allgemeinen
nur mit Hillfe von #-Funktionen darstellen, jedoch existieren fiir jedes # 2n 4 1 spezielle Werte
der Konstante B, die mit By, (p=1,2,3 ... 2n 4+ 1) bezeichnet werden sollen, fir die das eine
Integral in eine ganze Funktion von p, Vo*— 6* und ]"Q’; ¢* ibergeht, wihrend das andere durch
eine gleich anzugebende Quadratur geliefert wird. Das erstere Integral hat also fiir diese speziellen
Werte von B eine von den Formen:

T ‘Vea_b: 7, ]’ea_t: 7. ]’éi_&:_. 9!_—‘3 T
wobei 7 eine gerade oder ungerade Funktion von g ist, welche im ersten Fall vom n'*", im zweiten
und dritten vom x —1*** und im vierten vom n— 2'*® Grade ist, sodass das Integral selbst jedesmal
von der n'*® Dimension wird. Wir geben nun diesem ersten einfachen Integrale R den oberen
Index & = 1, 2, 3.4, jenachdem es von der 1., 2., 3. oder 4. Form ist, ferner zwei untere Indices »

und p, die angeben, zu welchem Werte # und zu welchem der zu » gehdrigen ausgezeichneten
Werte B.,, das Integral gehort. Es ist dann z. B.:

R, = ]"Q’ —d@—a) (@ —ap(..... ) (g‘ - n’._.) fiir ungerades n

Ry = 1o =0 M M(..... ) (e’—ﬂ’._.) fir gerades n

wobei die @ und f# gewisse von den Indices £, » und p und den Werten von 4 und ¢ abhingige
Konstanten bedeuten, die, wie die Theorie weiter lehrt, alle positiv reell und kleiner als ¢ sind.
Jedes soiche Polynom, das der Gleichung (14) geniigt, heisst »L.amé’sches Polynomc.

Das zweite Integral S} , hat den Ausdruck:

@®
do
St — R* .9
s ""!(1\’:,,)‘1(e’—b’)(e’—C‘) ')

Um jetzt die »Lamé'schen Funktionene¢ zu erhalten, schreibe man (14) noch zweimal, erst
indem man g durch u, R durch A/, dann indem man p durch », R durch N ersetzt. Dann werden
M und N ganz genau wie R gebaute Polynome der Variabeln x4 und », die wir wieder durch Indices
als M?* , und g4 , kennzeichnen kénnen. Wahrend R aber mit ¢ auf dem Ellipsoid eine Konstante
ist, nehmen M und N von Punkt zu Punkt andere Werte an. Bildet man jetzt mit Ililfe zweier
zu denselben Indices gehoriger gleichgebauter Polynome A und N das Produkt:

M-N

y =17- P

18)

worin :
1 1

P "Ql__b! ‘-/91_:) ‘

a2 » S oa 19)
o Terlapt g ap

und # ecine vorerst noch willkiirliche Konstante ist, so ist dieser Ausdruck eine »Lamé'sche
Funktione.

Wir wollen uns iiberzeugen, dass er auch eine Orthogonalfunktion ist, die Gleichungen E’)
und F’) erfullt.

Liouville hat gezeigt, dass 5 der Gleichung:

Cdw RS
Jids min kS,

geniigt, wobei R und S mit denselben Indices, wie die beiden Polynome M und .V, aus denen y§
gebildet ist, zu versehen sind. Soll daher 5 eine Orthogonalfunktion sein, so muss, wie die Ver-
gleichung dieser Relation mit F°) ergiebt, der Ausdruck:
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R-S
= s

n £ 1 20)

4

auf der ganzen Oberfliche des Ellipsoids eine Konstante sein, die uns dann gleich die zu dieser
Orthogonalfunktion » gehorige Determinantenwurzel s darstellt.

Liouville hat ferner gezeigt, dass zwei verschiedene Lamé'sche Funktionen » und #, der
Gleichung geniigen : '
dow
J"l mn - =o

Die Funktionen 7 werden daher bei geeigneter Wahl der Konstanten P die Gleichungen E’)
erfiillen, falls auf der Oberfliche des Ellipsoids

&+ ! = const.
ist. Man sieht, dass diese Bedingung mit der Forderung, s solle konstant sein, {ibereinkommt.

Es ist also g auf der Oberfliche eines Ellipsoids, das eine Gleichgewichtsfigur bildet, zu
berechnen. Das Potential im Innern eines homogenen Ellipsoides ist bekanntlich:

am’
A= |7 =atar+astaq

wo die ¢ gewisse Konstante sind. Setzt man dies in (11) ein und nennt (#,x), (n, ), (», £) die Winkel
der innern Normalen auf der Oberfliche des Ellipsoides mit der x-, resp. y- und s-Axe, so

erhilt man:

‘E:gcos (n,2) = z[30' 4 2¢,]

ox

P

3y = gcos (n,y) = y-2¢, 21)
' 0 = feos (m ) = y[— o' + 24,]

* Aus Gleichung (12) erhdlt man nach bekannten Regeln:

== =7 . =_% .
cos (n,x) = g K cos (n, ) o — 7 X cos (n, ) p

V. ¢ 21a)

wobei :
I

K = — === =
x2 ¥ 52
Va T @—ip ti@—an

K=1loVo—86 -Vo'—¢ 21 b)

ist. Setzt man dies in die zweite der Gleichungen (21) ein, so folgt:

also nach (19):

= 2q, — -
£ BhoVe=2¢
und nach (20):
Vo'—¢ R-S
S =20 57— .= * - -
Vo'—¢ 7s
Diese beiden Ausdriicke sind in der That Konstanten auf der Oberfliche des Ellipsoids, % ist
Orthogonalfunktion.

22)
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Fiir ¢, erhdlt man aus der Theorie der Anziehung dreiaxiger Ellipsoide den Ausdruck:?)

do

@
0= 27 V@8 @ [0 i Vi ayig—en
e

Der Ausdruck Vq’—b; ist aber, wie man leicht sieht, ein Lamé’sches Polynom, welches
wir kurz mit R, bezeichnen wollen, und es folgt aus (17):
- do
— (B I - e - -
SI - VQ 4 \!(Q'—b’) ]/(Ql_b:)(et_‘.:)

Es schreibt sich also:

Vo —¢ .
gy = 270 i/n'—b' - R, - S,
Hiermit geht (22) iber in:
s = R-S
- I\’l ‘gl
und die Stabilititskoeffizienten werden :
RS
—_— = § — K
1—s 1 K-S, )

Von dem Vorzeichen dieser Integralausdriicke hingt also die Stabilitit unserer Ellipsoide ab. .

d) Diskussion des Vorzeichens der Stabilititskoeffizienten.

In K) werden wir je nach Bediirfnis  und S keinen, einen, zwei oder alle drei Indices
geben, die ihnen zukommen, und die gleichen Indices wollen wir an s anbringen, da die Ordnung
der s in eine Reihe nach einem Index 4, die wir bisher benutzten, hier unpraktisch sein wiirde.

s ist eine Funktion der drei Grdssen g, 4, ¢, welche aber nicht unabhidngig von einander,
sondern durch die Bedingung verkniipft sind, dass das durch (12) dargestellte Ellipsoid Gleich-
gewichtsfigur eines kleinen Mondes, ein Roche’sches Ellipsoid, sein muss. Wir wollen uns alle
diese Ellipsoide in einem solchen Massstab vergrdossert denken, dass ¢ =1 wird. Dann ist jedes
solche vergrosserte Ellipsoid durch die Werte von ¢ und 4 bestimmt. Wenn man ¢ und 4 in einer
Ebene als rechtwinklige Koordinaten auftrigt, entspricht jedem Punkt der Ebene (innerhalb eines
gewissen gleich zu bestimmenden Gebietes) ein Ellipsoid und die vergrosserten Roche’schen Ellip-
soide werden durch eine bestimmte Kurve C in dieser Ebene dargestellt werden.

Man sieht ferner leicht, dass sich s nicht andert, wenn man o, 4, ¢ alle mit dem gleichen
Faktor multipliziert, dass man daher in K) ¢ = 1 setzen darf und somit die Stabilititskoeffizienten
1 — s auch als Funktionen von ¢ und & erhdlt. Statt nun die Stabilititskoeffizienten unmittelbar
langs der Kurve C zu untersuchen, suchen wir die Gebiete abzugrenzen, in denen jeder Stabilitats-
koeffizient positives oder negatives Vorzeichen hat, und sehen dann nach, ob und wo die Kurve C
in diese Gebiete eintritt.

Da 4 < ¢ (= 1) sein sollte und fiir ein Ellipsoid ¢ > ¢ (= 1) sein muss, werden alle Ellipsoide
durch den zwischen 4 = o und 4 == 1 von v == 1 bis p == » verlaufenden Streifen dargestellt. Wir
beginnen die Untersuchung der Stabilitatskoeffizienten, indem wir 4 festhalten, also ihren Verlaut
langs einer Parallelen zur p-Axe betrachten.

1) Man verglesche 2. B, Sturm, Cours de Mécanique, §. Edition. Tome I, pag. o7




Da S, und R, stets positiv sind, hat die Grosse :

— 3 _ (RY S_ﬁ[_R'S]
=z (R) "R R ' T RS, 23)

1 1

dasselbe Vorzeichen wie 1 — s.

Aus (17) erhdlt man leicht, wenn man die in (15) eingefiihrte Variable ¢ benutzt :

L) -+ o

Die Differentiation von (23) ergiebt:

OF _ 8 (S _ 5)2.2 Sy _S39 ﬁ)s
de  de R, R, de \R R de \R,

oder, da (24) natiirlich ebensogut fiir X, und S, wie fiir jedes beliebige S und R gilt:

OF S 8 [R\?
3% T TR (F) 25)
Es war:
R, = Vo'—7¢ 26)
Der Quotiént (%)2 hat daher die Form:
(B) = @—ay @—ar(.. CL=IRE

wobei :
i, £, / = o oder 1

ist. Da die simtlichen @, wie erwdhnt, unter ¢ = 1, g hingegen iiber ¢ = 1 liegt, wachsen alle
Faktoren im Zahler dieses Produkts mit g. Die Moglichkeit, dass der ganze Ausdruck mit
wachsendem g abnimmt, ist daher nur dann vorhanden, wenn keiner der Quotienten

=1 — 4 a=a,a,...006¢
mit wachsendem ¢ zunimmt, was erfordert, dass simtliche auftretenden Werte a kleiner als 4 sind,
also vor allem, dass 2 = o und / = o ist.

Wir teilen die Polynome R hiernach in zwei Klassen:

1. Klasse. Es sind nicht alle a kleiner als 4, es ist also z. B. £ = 1 oder / = 1. Dann

3
nimmt der Ausdruck (%) mit wachsendem p stindig zu.
1

3
2. Klasse. Alle a sind kleiner als 4, es ist # = / = o. Dann kann der Ausdruck (%)
1
mit wachsendem ¢ moglicherweise abnehmen.

Behandlung der 1. Klasse.
Zunichst setzen wir voraus, dass R ein Polynom der ersten Klasse sei. Da nach (15):
de I
o~ Vo—p e
stets positiv und auch § und R stets positiv sind, so ergiebt (25), dass # mit wachsendem p fort-

wihrend abnimmt. Ist aber o sehr gross, so hat R, weil alle a unter 1 liegen, nahe den Wert:

Re = ¢" 27)
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wo n der eine oben eingefilhrte Index ist. Ferner ergiebt sich aus (17) fiir sehr grosses o:

@

@
_ do do 1 1
' — e § __ -_— .
Ra S () g (Ra)? o? e Z!‘9‘3"+l 2n41 o

Das Polynom R, = Vg'— &' gehort zu n = 1. Es ist mithin fir sehr grosses ¢ nahe:

R, S = -.
1 1 3 o
Hiermit erhalten die Stabilitatskoeffizienten fiir grosses o den Ausdruck:
R. S. 3

1— Sy = | — —

- 28)
2n41

Fiir grosses o gehen die Ellipsoide (12) in Kugeln iiber und es sind dies die Werte, die
man unmittelbar aus der Theorie der Kugelfunktionen fiir die Stabilititskoeffizienten der Kugel
hitte ableiten konnen.

Fiir grosses g sind mithin alle Stabilititskoeffizienten und nach (23) daher auch die Funk-
tionen F positiv. Nun nimmt fiir ein K der ersten Klasse / mit wachsendem ¢ fortwahrend ab,
es folgt also (da F und 1—s stets gleiches Vorzeichen haben):

R S,

Sats L »Die Stabilitdtskoeffizienten, die aus einem Polynom der ersten Klasse entspringen,
sind stets positiv.e Sie konnen nicht zum Auftreten einer singuliren Figur in der Reihe der
Roche’schen Ellipsoide Veranlassung geben.

Behandlung der 2. Klasse.

Beschiftigen wir uns jetzt mit den Polynomen der zweiten Klasse.

Wir differenzieren (25) aus:

IF SR 1 [0R O R,
be = "k a e loe B e Al 29)
Sei zur Abkiirzung :
R R, 0F 28
y—dr R’—A()lR 6£=—(_R_1)i.y 30)
Differenziert man hier nochmals, so ergiebt sich:
0 R 'R,
d 8¢ R - o R
Nun lautete Gleichung (16):
MR
de = [m(n+1)0*— B R
Fir R, hat B den Wert ¢’, wie eine leichte Rechnung lehrt. Es ist daher:
9 D
6"{‘.' = [1:20'"—¢] R,
und hiermit:
49 .
" = RR (o' (n(n+1) —2) — B+ ) 31)

Man erkennt aus diesem Ausdruck, dass 7, wenn wir den Fall x = 1 vorerst ausschliessen,
entweder immer zunimmt, oder fir kleineres p ab- und nur fiir grosseres zunimmt.
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Die Gleichung (30) lidsst sich auch in der Form schreiben:

7 __ 22 3 3 SR 321 0 )
= - . - o —b -_ R’__—
.‘? VQ L [ ¢ ((SQ VQ Vgs__bl

Da wir es mit einem Polynom R der zweiten Klasse zu thun haben, welches den Faktor

Vo*— & nicht enthilt, bleibt %i; fiir ¢ = ¢ endlich und es folgt:

Firp=c=1: ¥=o0
Andererseits folgt fiir sehr grosses ¢ mit Hiilfe von (27):
F=et (n—1)

Es ist also ¥ fiir grosses o (den Fall » = 1 wieder ausgeschlossen) positiv. Wir erkennen
daher, dass ¥ von g =1 an entweder immer positiv oder anfangs negativ und erst fiir grosseres o

positiv ist. Da aber %g nach (30) stets das entgegengesetzte Zeichen, wie ¥, hat, so folgt, dass &

mit wachsendem g entweder immer abnimmt oder anfangs zu und dann abnimmt. Wie wir aber
oben gesehen haben, ist F fiir grosses g positiv und hat stets dasselbe Zeichen wie der Stabilitits-
koeffizient 1 —s, womit wir zu dem Resultat gelangen:

Satz II. »Ein Stabilititskoeffizient, der aus einem Polynom der zweiten Klasse entspringt,
ist entweder stets positiv oder er ist negativ, solange ¢ kleiner — positiv, sobald ¢ grésser als ein
bestimmter Wert ist.«

Es ist noch speziell der Fall =1 zu beriicksichtigen, den wir bisher ausgeschlossen hatten.

Fir n» =1 existieren drei Lamé’sche Polynome: p, Vo' — & und Vo'— &, von welchen offenbar
nur das Polynom p zur zweiten Klasse gehdrt. Bildet man nach (18) die zu g gehdrende
Lamé’sche Funktion:

I
~~
.

n
oder mit Hiilfe von (13):

|
"
|

n =
oder nach (21):
n = H cos (n, x)

wo / eine gewisse Konstante bedeutet, und bringt nun an das betreffende Ellipsoid die Deformation:
{ = n-y = y Hcos (n %)

an, so bedeutet diese Deformation, wie man geometrisch sofort sieht, nichts anderes, als eine Ver-
schiebung des ganzen Ellipsoids lings der x-Axe um die Strecke y /. Nun hatten wir aber oben
hervorgehoben, dass wir den Anfang des Koordinatensystems in den Schwerpunkt der Mondmasse
legen wollten, und dass wir daher nicht die Masse so verschieben oder deformieren diirfen, dass
ihr Schwerpunkt aus dem Nullpunkt herausfallt; wir miissen also den Koeffizienten y dieser Ortho-
gonalfunktion gleich null setzen, womit der zugehdrige Stabilitdtskoeffizient aus dem Ausdruck der

Energie verschwindet und seine Untersuchung iiberfliissig wird.!) .

1) Den Fall n == o haben wir mit Stillschweigen iibergangen. In der That gehdrt zu » = o nur das eine Lamé'sche

Polynom :
R, = const,
welches zu der Orthogonalfunktion: 9, = /- const, fihrt. Bildet man hiermit aber die Deformation:
=1,
so wiirde diese Deformation, da sie auf der ganzen Oberfliche ecinerlei Zeichen bat, eine Vermehrung oder Verminderung der
Mondmasse bedeuten, Die Unverinderlichkeit der Masse erfordert also, dass man y, = o setze, womit diese Orthogonalfunktion

37
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Reihenfolge des Negativwerdens. Es hat sich eben ergeben, dass ein Stabilititskoeffizient
zweiter Klasse, wenn man sich auf einer Parallelen zur o-Axe von unendlichem o nach ¢ = 1 hin
bewegt, entweder stets positiv bleibt oder einmal ins Negative dibergeht. Es lasst sich entscheiden,
welcher von den verschiedenen Stabilititskoeffizienten hierbei zuerst negativ werden muss, wofern
dberhaupt auf der betreffenden Linie 4 = const. einer negativ wird.

Seien R und R’ zwei Polynome zweiter Klasse, S und $° die zugehdrigen zweiten Integrale
der Lamé’schen Differentialgleichung. Man betrachte die Stabilititskoeffizienten :

1—s == 1 RS und 1 —3s’ 1 RS
o RS, R, S,

Ihre Differenz ist:

s R (S S (R\?
(=) =09 = p s\ "'1((13)} 32)
Sei
S 8 (R ) »m

G=R—R'(1\‘) (1—s) — (1—y3) —--1\’..5‘,'6

G hat stets dasselbe Vorzeichen, wie die Differenz (1 —s’) — (1--5). Man kann nun G genau so
behandeln, wie in den Gleichungen (20)—(31) / behandelt wurde, findet also:

oG _ 28 [dR,, OR R’

de (AP e Y
und wenn man:

AR, R , 4G 28

L= [(’r- R de I‘J d¢ (R)? L 33)
setzt und L differenziert :

oL NR 2R,

de = o K oga K

Es moge nun R zum Index », R’ zum Index n" gehdren, sei also:

NR
= bwtne -8R
: )
R = W) P = BIR
Dann findet man:
?){‘ = RR {o*n (Wt 1) —n(n+ D] — (8 — B} 34)

Diesen Ausdruck wollen wir nicht nur fiir Werte von o zwischen o = t und ¢ = o,
sondern auch fiir Werte zwischen ¢ = & und o = 1 untersuchen. Man kann L in der Form

schreiben :
2 IR R — R R.J

L = ‘Y — 0. p? ¢
] > ¢ do do

Da R uud R’ Polynome zweiter Klasse sind, welche weder den Faktor ]'c_n‘ — 6 noch den

Faktor } 0? — * enthalten, ist sowohl tiir o == 4 als fiir o = ¢:

L = Q
verschwin I-t. Da man ferner leicht zeigt, dass keine anlere Fundumentaldet .rmatia die Mondmasse um Growen von der
Opdrung der oy, andert, so st hiermnt die Be hiegung der Unveranterlichheit der Macse soncit beruchaichtigt, als es unsere

Theoteme, doe )2 nur u'er dic Glicder erster urd rwater Ondnar g an der Fnergicentw.chlung speaelle Voraussetzungzen machen,

etfi tdetn
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Wenn aber L an den Endpunkten einer Strecke Null ist, muss dazwischen sein Differential-
quotient einmal sein Zeichen wechseln. R und R’ sind fiir ¢ > & stets positiv, weil alle Wurzeln
eines Polynoms zweiter Klasse unter 4 liegen, es bleibt daher nichts anderes iibrig, als dass der
Klammerausdruck in (34) zwischen ¢ = 4 und g = 1 sein Zeichen wechsle.

Das ist das Resultat, das aus der Betrachtung von L zwischen ¢ =4 und p =1 gewonnen
werden sollte. Wir beschrinken uns jetzt wieder auf Werte ¢ > 1, die allein Ellipsoide liefern.
Es sei:

n'>n 35)

Da der Klammerausdruck in (34) sein Zeichen iiberhaupt nur einmal wechseln kann und dieser
‘Wechsel zwischen p = 4 und ¢ = 1 stattfinden muss, bleibt er fiir o > 1 stets von einerlei Zeichen
und zwar von positivem, weil er nach der Festsetzung (35) fiir sehr grosses g positiv wird. Es
nimmt also L mit o stindig zu und da es fiir o = 1 null wird, so ist es bestindig (fir o > 1)
positiv. Hiermit liefert (33), dass G mit wachsendem p stindig abnimmt. Fiir grosses p ist

aber nahe:
@

N . %0 _ 1 1
R - Q S - Q ‘gfgzn.*-z- - 2n+l Qn+l
. - '
R=¢ § = T o2n' 41 vt
mithin : .

= ! 1 1
T oottt \2n 41 20 41

Es ist also nach (35) fiir grosses ¢ G positiv und, da es mit wachsendem ¢ stindig abnehmen
soll, iiberhaupt positiv. Aus (32) erhalten wir das Ergebnis:

Satz III. »Die Differenz der Stabilititskoeffizienten zweiter Klasse (1 —s")— (1 —s) ist positiv,
wenn 7’ > n ist.c

Es gehoren somit zum kleinsten » die kleinsten Stabilititskoeffizienten der zweiten Klasse.
Das kleinste » ist, da # = 1 nach dem oben Erwahnten nicht vorkommt, = 2. Die zu 2 = 2
gehorigen Lamé'schen Polynome, welche weder den Faktor Vo*—&* noch V* —* enthalten, sind
nach Heine (Handbuch der Kugelfunktionen, 1878, I, pag. 365) die folgenden beiden:

Pt F T
R" 1 = gl —_— __i—___ + ‘/_____i-.._ 36)
3 9
L] 261 4
Rgo, = Q’— b’-‘:_c - 'b_‘—égc_*-—c 37)

Von diesen ist nur das erste ein Polynom zweiter Klasse, da das zweite fiir ¢ > 4 ver-
schwindet. Wir wollen kurz: ’

Ry, =¢0"—7r=R, 38)

schreiben und haben das Resultat:

Satz IV. »Von allen Stabilititskoeffizienten zweiter Klasse ist der aus dem Polynom R,
hervorgehende, welcher kurz mit 1 —s, bezeichnet werden moge, der kleinste; da nun alle Stabilitats-
koeffizienten der ersten Klasse positiv sind, so sind iiberhaupt alle Stabilititskoeffizienten positiv,
solange 1 —s, positiv ist. Es sind mithin alle Ellipsoide stabil, fiir die 1—s, positiv ist, und
natiirlich alle instabil, fir die 1 —s, negativ ist. Die Stabilitdit hingt allein vom Vorzeichen von
1 —s, ab.¢

37*
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Hiermit ist die Diskussion der Stabilititskoeffizienten beendet, soweit sie fiir unsere Zwecke
notig sein wird. Denn es wird nicht erforderlich sein, unserem urspriinglichen Vorsatz gemass in
der oben eingefiihrten Ebene die Gebiete abzugrenzen, in denen 1—s, positiv resp. negativ ist,
und den Verlauf der die Roche’schen Ellipsoide darstellenden Kurve C durch diese Gebiete zu
verfolgen, weil wir iiber das Verhalten von 1 — s, in der Reihe der Roche'schen Ellipsoide leichter
Aufklirung gewinnen durch eine

e) Uebertragung des Theorems der zwei Arme (3§ i f. a) auf den vorliegenden Fall.

Wie dort, so wollen wir uns auch hier die Aufgabe stellen, zu einer gegebenen Gleich-
gewichtsfigur benachbarte fiir benachbartes Rotationsmoment giiltige zu finden, wobei wir jetzt
statt des Rotationsmomentes die Rotationsgeschwindigkeit variieren lassen konnen. Wir hatten
in b) fir die Energie den Ausdruck gefunden:

U = const. + (Q = const. - : m‘Ja'm (32 2% — I

und fiir die Aenderung derselben infolge einer Deformation [ = X'y; y; bei konstant gehaltenem

ergab sich, wenn wir, wie oben, die auf eine deformierte Figur beziiglichen Grdssen mit einem
Querstrich versehen:

C—-.U =

Tivg

yit—s) + 04

wo wir allerdings die Entwickelbarkeit von {/; nach Potenzen der y, nicht nachgewiesen haben,
was aber ganz dhnlich wie in § 3 c) hdtte geschehen kdonnen. Nun mége w in o' idbergehen

und es sei:
o' — dn?

o = w 4+ dw = wdm + = 4
2 2

Alle zu ' gehorigen Grossen sollen einen Accent erhalten. Es wird dann die Energie der
deformierten Figur fir das Rotationsmoment «’:

O=U+ i;)'i(‘_-"x) + Uy — l'fdm (32¥—2%)

A=1

wobei das letzte Integral iber die deformierte Masse zu erstrecken ist. Sei:

H=(dm (312~ 39)
wenn man das Integral iiber die Gleichgewichtsfigur erstreckt, und

H = fdm (32— 2 40)

bei der Erstreckung iiber die deformierte Figur. Man kann dhnlich, wie es oben fiir / geschah,
nachweisen, dass sich // in eine Reihe nach Potenzen der y; entwickeln ldsst:

xn
H=H-+ X By + H, 41)

A=t

und gewinnt somit fir die Energie den Ausdruck:

C=U+Yyit—s) + Uy - & {//+ Y By + //,} H')
A=t AT
Da dieser Ausdruck in der FForm mit dem Ausdruck (H) in § 4 a) lbereinstimmt, lac<sen

sich dieselben Folgerungen an ihn knipfen, man gelangt also, wie in § 4 f. a), zu einem Theorem,

das wir unter Hinzuziehung des Resultates von § 4 e. 3. so aussprechen kinnen:
>Wenn fir eine singulire Gleichgewichtsfigur 1 — s; = 0 und das zugehdrige /3, von Null
verschieden ist, so gehen von dieser Figur zwei und nur zwei Arme von Gleichgewichtsfiguren aus,



die entweder zu verschiedenen Werten der Rotationsgeschwindigkeit sich erstrecken und dann von
gleichem Stabilitdtscharakter sind oder zu gleichen Werten der Rotationsgeschwindigkeit sich er-
strecken und dann von verschiedenem Stabilititscharakter sind.«

Berechnung von B,. Es zeigt sich nun, dass der Koeffizient B,, der zur selben Orthogonal-
funktion 7, gehort, wie der oben ausgezeichnete Stabilitatskoeffizient 1 —s,, fiir alle Roche’schen
Ellipsoide von Null verschieden ist.

Nennt man d» ein Teilchen eines Roche’schen Ellipsoid, du ein Teilchen der Massen-
schicht, durch deren Auflegung es in irgend eine deformierte Figur verwandelt wird, so hat man:

H = H + fa',u (3a*— 2%

und man erhdlt, wenn dw ein Oberflichenelement des Ellipsoids, { die Dicke der aufliegenden
Schicht iiber diesem Elemente ist, in den Gliedern erster Ordnung richtig:

H— H = fdwé'(\}.r"—z’)

wobei man fiir 32*—3* den im Oberflichenelement dw giiltigen Wer$ benutzen darf. Ist nun ¢
nach Orthogonalfunktionen entwickelt:

hd
_ {=Ynm
h=1
und entwickelt man ferner:
32— =g-2 7 42)

und setzt beide Entwicklungen in # ein, so erhilt man in Folge der Fundamentalgleichungen (E’):
o
g=HaF zﬁ “i%

Die Vergleichung mit (41) lehrt, dass:

B, = C, 43)

Wir haben daher, um die Grossen B; zu erhalten, nur die Entwicklung (42) auszufiihren,
und das geht in diesem Falle sehr einfach. Mit Hiilfe der Gleichungen (13) stellen wir die Grosse
32’—2 in elliptischen Koordinaten, als Funktion von x und » dar. Man findet sofort, wenn man
zur Vereinfachung ¢ = 1 setzt:

31‘,—2’ 391 7‘1, _(_9,___1)(:“,—1) (v’_ l)

b* 1(1—25%
S I 1 39’_Qf:l 2 " Q’—l_g'—l
_luv[bﬁ l—b’J+('u+ )l_bi [ —&° 44)

* Ferner bilde man nach (18) drei Orthogonalfunktionen. Die erste gehdre zu z = o. Das
einzige Lamé’sche Polynom, das zu # = o gehort, ist aber: R = 1. Es ist mithin auch /=N =1 und:

Die beiden andern seien diejenigen Orthogonalfunktionen, die aus den in (36) und (37) angefiihrten
Polynomen R,,, und R,,, hervorgehen, deren erstes wir auch kurz als R, bezeichnet hatten.

Sei also:
541 R Ui
R’=R’,‘=Q’—y 7=_:*—__Vb b-}-l

3 9
Ry g = o'—7 =2t V"—‘;’I!
3 9

45)




Nach (15) erhdlt man die zugehdrigen Orthogonalfunktionen :
(=) (v*'—9) (1 — ') (¥ =—-3")
')l == ’ll'l = I ’ i ;) _——)‘ ']"’ = I / IP' - )
21 s

Man bilde nun die Entwicklung:
3= = .&'{'Io(n'*'ﬂ:c'*’ q,.,C'} 46)

Da es sich zeigen wird, dass dieser Ansatz mit den drei Konstanten (,, C, C' moéglich ist, und
jede Funktion nach einem bekannten Satze nur auf eine Weise nach Lamé'schen Funktionen
entwickelt werden kann, ist dies die gewiinschte Entwicklung (42) und die ohne Index gelassene
Konstante C liefert nach (43) den gesuchten Koeffizienten B,.

Wie oben gezeigt wurde, ist:
gl = const. = X

Benutzt man dies, so erhdlt man aus (44) (45) (40):

1 0'—1

et — gt 3(’,_9:—' 1 o'— _
33'. ~ _,4;) bt l_bi'|+(l‘+')l_bl 1=
" C, KC !
I T L T S L Y
Ly £y Fyvy
Sei zur Abkiirzung:
KC, KC _ KC
I’O - Ao I)"l o A })". o A

Die Vergleichung beider Seiten der vorigen Gleichung liefert:

' .—
‘[:‘: -—(:__;, = A+ A
o'—1 .
:—b’ = —Ay—A'y
o'—1 1 3
T Ao+ dy+ A’y

und hieraus folgt:

AG —7 y

3ot o' o*—1
o 1—6 J 1—-4
) o' o'—1 .
=7'Sb; +;_é:(l =)
Nun findet man leicht aus (45):

11—y = 2’;” — '/"(z—;b')'__.l;m

und der Wert dieses Ausdrucks liegt offenbar, weil 6 < ¢ ist und ¢ gleich 1 gesetzt wurde,

. . . . 2 P . sari s .
jedenfalls zwischen den Grenzen o und 3 7" selbst liegt mithin jedenfalls zwischen den Grenzen

. und 1. Es folgt, dass der Ausdruck A (' — ;) stets positiv und von Null verschieden ist, und

hieraus, dass auch (" und 5, stets von Null verschieden sind.

Wir erhalten das Resultat: >/, ist fir jedes Roche'sche Ellipsoid von Null verschieden ¢



f) Schlussanwendung.

Wir wissen somit, dass wir das Theorem der zwei Arme auf jedes Roche’sche Ellipsoid
anwenden koénnen, das durch Verschwinden von 1—s, singuldr ist.

Erinnern wir uns noch einmal daran, dass die Reihe der Roche’schen Ellipsoide aus zwei
Teilreihen — die wir aber der Kiirze wegen auch als Reihen schlechthin bezeichnen werden —
besteht, einer aus weniger abgeplatteten und einer aus stirker abgeplatteten und ldnglicheren
Ellipsoiden gebildeten, und dass diese beiden Teilreihen sich in einem zur maximalen Rotations-
geschwindigkeit w, gehorigen Ellipsoid E, vereinigen.

Beginnen wir jetzt die Reihe der Roche’schen Ellipsoide von der zu unendlich kleiner
Rotationsgeschwindigkeit gehorenden Kugel an zu grdsserer Rotationsgeschwindigkeit und stirker
abgeplatteten Formen hin zu durchlaufen, so ist anfangs, fiir kugelnahe Formen, 1—sy, positiv.
Wenn man nun an ein Ellipsoid kommt, fiir das 1 —s, null wird, so kdnnen von diesem Ellipsoid
nur zwei Arme von Gleichgewichtsfiguren ausgehen. Diese beiden Arme kennen wir aber, es sind
die Fortsetzungen der Roche'schen Reihe von diesem Ellipsoid aus zu grosserer und kleinerer
Rotationsgeschwindigkeit. Es kann daher nach dem Theorem der zwei Arme von diesem Ellipsoid
weder ein Arm neuer Gleichgewichtsfiguren ausgehen, noch an ihm ein Wechsel des Vorzeichens
von 1 — s, stattfinden. Geht man iiber das Ellipsoid hinaus, so ist also 1 —s, beim weiteren Durch-
laufen der Roche'schen Reihe wieder eine Zeitlang positiv, kann dann wieder fir ein bestimmtes
Ellipsoid null werden, aber nicht zu negativem Zeichen iibergehen, und das setzt sich fort, bis man
zur Rotationsgeschwindigkeit w, und an das Ellipsoid E, kommt, in welchem sich die Reihe der
weniger abgeplatteten Ellipsoide mit der Reihe der stirker abgeplatteten, von dem nadelférmigen
Ellipsoid herkommenden, vereinigt. In der ganzen Reihe der weniger abgeplatteten Ellipsoide ist
also 1 —s, positiv (hdchstens fiir einige Ausnahmefiguren null), nach Satz IV. sind daher in dieser
Reihe auch alle andern Stabilititskoeffizienten positiv, diese Reihe ist stabil.

Das Ellipsoid E, ist notwendig eine singulire Figur, weil sich in ihm zwei Reihen von
Gleichgewichtsfiguren vereinigen, und der Stabilititskoeffizient, der fiir es verschwindet, ist kein
anderer als 1—s,; denn 1 — s, war in der Reihe der weniger abgeplatteten Ellipsoide bis zu E; hin
positiv und ein anderer Stabilititskoeffizient kann nach Satz III. und IV. erst dann null werden,
wenn 1—s, ein Stiick weit ins Negative iibergegangen ist. Man' darf daher das Theorem der zwei
Arme auch auf das Ellipsoid E, anwenden und findet, da man wieder in den beiden Reihen der
weniger und stirker abgeplatteten Roche’schen Ellipsoide zwei von ihm ausgehende Arme kennt, dass
sich kein neuer Arm an es anschliesst, dass also E, eine Grenzfigur ist, iiber die hinaus keine sich
anschliessenden zu grosserer Rotationsgeschwindigkeit gehorigen Gleichgewichtsfiguren existieren.

Da ferner die von E, ausgehenden Arme zu gleicher Rotationsgeschwindigkeit gehoren,
muss das Vorzeichen von 1—s, in ihnen verschieden sein, es ist demnach 1—s, fir die ersten
an E, anschliessenden stirker abgeplatteten Ellipsoide negativ und, da auf dhnliche Weise, wie fiir
die weniger abgeplattete Reihe, folgt, dass es innerhalb der stirker abgeplatteten Reihe sein
Zeichen nicht wechseln kann, so muss es in dieser ganzen Reihe negativ bleiben, d. h. die ganze

Reihe der stirker abgeplatteten Ellipsoide ist instabil.

In der Reihe der stirker abgeplatteten Ellipsoide konnen nun vielleicht auch andere
Stabilitatskoeffizienten verschwinden und zu Verzweigungen Anlass geben, doch folgt aus unseren
frilheren Ueberlegungen, dass alle neue Figuren, die man so finden konnte, instabil sind, weil fir
die betreffende singulire Verzweigungsfigur jedenfalls 1 —s; negativ ist. Wir verzichten deshalb
auf die Untersuchung dieser Moglichkeit und begniigen uns mit dem

Resultat: »Von den Roche’schen Ellipsoiden ist die Reihe der weniger abgeplatteten stabil,
die Reihe der stirker abgeplatteten instabil. An die Roche'schen Ellipsoide schliessen sich keine
andern, stabilen Gleichgewichtsfiguren an; an die weniger abgeplatteten und die dem Grenzellipsoid E,
benachbarten stirker abgeplatteten Ellipsoide schliessen sich liberhaupt keine andern Gleichgewichts-
figuren an.<
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§ 7. Uebergang auf das Problem der Kosmogonie. Resultate.

Die Ergebnisse der beiden vorigen Paragraphen tragen zunidchst einen rein mathematischen
Charakter und gewinnen einen physikalischen llintergrund erst infolge der Beziehung der von uns
behandelten Aufgabe zum Problem der Kosmogonie. Wie in der Einleitung erwihnt, besteht ein
Hauptproblem, das die L.aplace’sche Kosmogonie stellt und iiber dessen Losung nur Vermutungen
existieren, darin, die Gleichgewichtsformen zu verfolgen, die eine kompressible, inhomogene,
rotierende Flissigkeitsmasse bei ihrer allmahlichen Abkihlung durchmacht. Als eine erste An-
ndherung an dieses Problem kann man voraussetzen, dass die Masse inkompressibel und im Anfang
iiberall von gleicher Temperatur und Dichte ¢ sei und dass die Abkiihlung durch die ganze Masse
gleichmissig erfolge, mithin die Dichte auch spiterhin konstant bleibe. Es ldsst sich leicht ein-
sehen, dass das Problem in dieser Beschrinkung mit der Aufgabe, die wir bisher behandelt haben,
ibereinstimmt.

Uebergang auf das Problem der Kosmogonie. Man denke sich zwei Flissigkeitsmassen
M, und M, von kongruenter Begrenzung, .J/, von der Dichte p, ./, von der Dichte 1. Nennt
man Trigheitsmoment und Attraktionsenergie fiir die erste Masse /;, I}, fir die zweite /;, 17,
so ist offenbar:

My = p M, Iy = ol Iy = 0l 1)
Nun ist klar, dass das Stabilititsprinzip ebenso gut fiir eine Masse von der Dichte p, wie

fiir eine Masse von der Dichte 1, wie wir das bisher angenommen hatten, gilt; ist daher ¢, das
Rotationsmoment der Masse }f,, so muss fiir sie die Energie

e "h’ — I
Uy = 21, Iy
ein Minimum werden, wenn sie eine stabile Gleichgewichtsfigur bilden soll. Nach (1) wird aber:
]=_[0' —_ ' = t[_(o’__)
(44 20/, o' V) 0 Ny P,
Setzt man nun:
o =e¢q 2)
und:
, o ,
U, = 2‘11 — ¥
so lautet dieser Ausdruck:
]
g =10 f‘l — | = oL, 3)
i |

Soll also {7, ein Minimum sein, so muss, da o als konstant zu betrachten ist, auch:
‘-l’

ty = 2/,

13
ein Minimum sein, und dies ist nichts anderes als die Stabilititsbedingung fir die Masse .}/, beim

Rotationsmoment ¢,. Man gewinnt daher das Resultat:

sZwei Massen VM, und .V, = ¢ .M, von der Dichte 1 resp. » haben dieselben Gleichgewichts-
formen, wenn zwischen ihren Rotationsmomenten ¢, und ¢, die Relation (2) besteht.«

Es sei .V, die sich abkihlende und zusammenzichende Flissigkeitsmas<e, die man als
Masseneinheit wihle, sei also:



Ist ¢, ihr Rotationsmoment im Anfangszustand, so wird sie, da wir sie uns als im Welt-
raum isoliert vorzustellen haben, dieses Rotationsmoment stets beibehalten, ¢, ist daher als gegebene
Konstante zu betrachten. Auch sei die Dichte im Anfangszustand 1. Statt die Gestalten dieser
Masse zu betrachten, wird man also auch die Gestalten verfolgen koénnen, die eine allmdhlich
abnehmende Masse :

bei abnehmendem Rotationsmoment:
2
C,’ == ‘Z’;’i

durchliuft.

Um ganz auf die frilhere Aufgabe (konstante Masse 1 von der Dichte 1 bei wechselndem
Rotationsmoment) zuriickzukommen, bedenke man, dass eine Massenanordnung Gleichgewichtsfigur
war, wenn auf ihr das Potential:

' dm

konstant war, und dass, da alle Glieder dieses Ausdrucks in Lingengrdéssen von der zweiten
Dimension sind, diese Eigenschaft erhalten bleiben wird, wenn man die Figur, ohne Aenderung
von Dichte und Rotationsgeschwindigkeit, in irgend einem Massstab vergrossert oder verkleinert.

Man vergrossere nun die Masse A/, in jeder Richtung im linearen Verhiltnis p: 1, bis die
Masse der entstehenden Anordnung, welche A/ heissen soll, 1 wird. Es ist dann:
PM, =M= =0 4)

Rotationsmoment, Trigheitsmoment, Energie und Potential auf sich selbst der Massenanordnung M
sei ¢, 7, U und V. Beachtet man die Dimensionen in Lingengréssen und liasst beim Uebergang
von A, auf M die Dichte und w unverdndert, so erhilt man:

I=p%1 V=2V U=pU, ¢ = pt¢ 5)

Es hat also die Masse M beim Rotationsmoment ¢ dieselbe, nur im Verhaltnis }x—) vergrosserte Gestalt,

wie die Masse A/, beim Rotationsmoment ¢,, wenn die Beziehung ¢ = p* ¢, erfiillt ist.
Aus (1), (2), (3), (4) und (5) erhdlt man leicht:
; V, U,
c=Vpe I=p'7 V= - U= -1 6
) 2 ? 4 ) 7 )

Geht man jetzt von A, direkt auf Af iiber, so hat man den Satz:
»Eine Masse 1 von der Dichte ¢ = p* hat beim Rotationsmoment ¢, dieselben, nur im
Verhé'\ltnis‘% verkleinerten, Gleichgewichtsgestalten, wie eine Masse 1 von der Dichte 1 beim

Rotationsmoment ¢, wenn die Beziehung:

c=V7)co

besteht.¢

Hiermit ist die Erkenntnis gewonnen, dass man, statt der Gleichgewichtsfiguren einer sich
abkiihlenden Masse 1 von wachsender Dichte ¢ und konstantem Rotationsmoment ¢,, ebenso gut
die Gleichgewichtsfiguren einer Masse 1 von konstanter Dichte 1 und wachsendem Rotationsmoment:

8
c=Vec 7)
verfolgen konnte.
38
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Resultate: Denken wir uns daher an Stelle des Rotationsmomentes ¢ nach (7) die Dichte o
als unabhidngige Variable in den friheren Sitzen eingefiihrt und erinnern wir uns, dass von all den
verschiedenen Ellipsoiden und den von Herrn Poincaré entdeckten andern Gleichgewichtsfiguren nur
eine einzige kontinuierliche Reihe stabiler Figuren iibrig blieb, so haben wir unter der einen
Voraussetzung, dass die Reibung in der Flissigkeit hinreichend stark sei, um die ganze Masse
nach jeder Verinderung der Temperatur wieder in relativem Gleichgewicht zur Ruhe zu bringen,
bevor die Temperatur merklich weiter sinkt, die Notwendigkeit des folgenden Prozesses bewiesen:

Eine urspriinglich langsam rotierende nahezu kugelformige Flissigkeitsmasse plattet sich mit
zunehmender Kontraktion zundchst zu einemm Revolutionsellipsoid ab, dessen Abplattung dann
immer stirker wird, bis das Axenverhiltnis den Betrag 1:0.5827 erreicht.

Sinkt die Temperatur ein wenig weiter, so verliert die Masse auf den geringsten Anstoss
die Revolutionsform und geht in ein Jacobi'sches Ellipsoid iber. Ohne jeden Stoss hat sie natiirlich
keinen Grund, die Rotationsform zu verlassen, und dieser Umstand ist es, welcher Jacobi und vielen
anderen das Auftreten dieser nicht-rotatorischen Gleichgewichtsfiguren so merkwirdig erscheinen
liess, weil es zundchst dem Satz vom zureichenden Grund zu widersprechen scheint, dass eine
Rotationsfigur, deren Meridiane alle gleichberechtigt sind. jemals dic Rotationsform verlieren sollte.
In der That muss cine kleine Unregelmassigkeit, wie sie in der Natur immer vorhanden ist, hinzu-
kommen, um das Verlassen der Rotationsform herbeizufithren, und dabei bleibt es noch der Natur
dieser Unregelmaissigkeit oder, wie man von nicht niher bekannten Ursachen zu sagen pflegt, dem
Zufall iiberlassen, welche Stelle des Aequators sich zum Scheitel der grossen Axe des Jacobi'schen
Ellipsoides ausbildet.

Bei weiterer Kontraktion durchliuft dann die Masse die Reihe der Jacobi'schen Ellipsoide
bis zu dem oben als E; bezeichneten Ellipsoid. Was hier geschieht, wissen wir noch nicht genau.
Wahrscheinlich tritt ein kleinerer Teil der Masse, wie es wieder der Zufall will, am einen oder
andern Ende der grossen Axe aus der ellipsoidischen Form heraus, und die ganze Masse nimmt
die birnformige Gestalt der Poincaré’schen Figuren an, worauf eine stirkere und stirkere Einkerbung
und vermutlich zuletzt eine Spaltung der Masse in zwei ungleiche Teile erfolgen wird. Es ist aber
auch moglich, dass mit dem Ellipsoid £, die stabilen Gleichgewichtsfiguren itiberhaupt aufhoren,
dann wird bei weiterem Sinken der Temperatur auf einen geringen, in der Natur stets vorhandenen
Anstoss hin die ganze Masse in Wallung geraten, was schliesslich auch zur Spaltung in mehrere
Teile fihren muss.

Herr Poincaré halt es fiir zu gewagt, aus dieser Geschichte einer stets homogen bleibenden
Masse auf die Umgestaltung des von vornhe-rein inhomogenen lLaplace’schen Nebels schliessen zu
wollen. Denkt man aber nicht an eine (Gasmasse, sondern an eine Flissigkeit, die auch bei ver-
schwindendem Druck an der Oberfliche stets eine endliche Dichte behiit, wie sie die Erde zu einer
gewissen Epoche gewesen sein mag, so darf man folgern, dass auch eine solche Flissigkeit bei
zunehmender Kontraktion einmal die Rotationsform verlieren und sich schliesslich spalten wird.

Das Ergebnis von § 6. bedart keiner weiteren Uebertraguny, es lisst unmittelbar erkennen,
dass es keine kontinuierliche Reihe stabiler Gleichgewichtsfiguren giebt, die ein schr kleiner Mond
vom Kontakt mit dem Hauptkorper an bis zu grosserer Entfernung von demselben, sich stetig
deformierend und zuletzt in eine Kugel tbergehend, durchlaufen konnte, dass eine solche Reihe,
namlich die der weniger abyeplatteten Roche’schen Ellipsoide, erst in der Entfernung:

X
D= 231R}V o

(R Radius, p Dichte des Hauptkorpers, die des Mondes gleich 1 gesetzt) vom Hauptkorper ansetzt
und dass mithin ein kleiner Mond, wenn er tberhaupt durch Abtrennung vom Hauptkorper
entstanden ist, eine Periode stiirmischerer Entwicklung durchgemacht haben muss, die nicht unserer
statischen Betrachtung von Gleichgewichtsfiguren, sondern nur einer dynamischen Untersuchungs-
methode zuginglich ist.



Neu ist an diesem Ergebnis die exakte Festsetzung der unteren Grenze D der Entfernung
vom Hauptkorper, von welcher an erst eine stetige Entwicklung eines sehr kleinen Mondes méglich
ist, und der Nachweis, dass diese stetige Entwicklung die Formen der weniger abgeplatteten
Roche’schen Ellipsoide durchliuft. Man darf hier von »Entwicklunge sprechen, weil nach Herrn
G. H. Darwin's bekannten Sitzen jeder Mond sich in Folge der Flutreibung bei geeigneten Anfangs-
bedingungen wirklich allmahlich vom Hauptkorper entfernen muss.

Hingegen ist schon von Herrn Darwin in seiner Abhandlung: On Figures of Equilibrium
of Rotating Masses of Fluid (Trans. of the Roy. Soc. of London, 1887) gezeigt worden, dass ein
sehr kleiner Mond nicht in unmittelbarer Nihe des Hauptkorpers in stabilem Gleichgewicht sein
kann, dass also eine derartige Grenze D iiberhaupt existiert.

Ein Ausblick auf die Punkte, welche zukiinftige Forschung zunidchst zu erledigen haben
wird, soll die Betrachtungen schliessen.

Die Natur selbst lehrt uns, dass es fiir einen Mond von beliebiger Grosse in hinreichender
Entfernung vom Hauptkdrper Formen stabilen Gleichgewichts giebt. Denkt man sich dazu den
Hauptkorper so rotierend, dass er dem Mond immer dieselbe Seite zukehrt, ferner beide Korper
von der Dichte 1 und die Summe ihrer Massen gleich 1, so hat man Gleichgewichtsformen des
ganzen frither betrachteten Systems vor sich, welche, wie man sich leicht ausrechnet, bei geniigender
Vergrosserung des Mondabstandes zu viel grosserem Rotationsmoment als die friiher betrachteten
Ellipsoide und Poincaré’schen Figuren gehéren. Dabei ist das merkwiirdige, dass hier zu jedem
festen Werte des Rotationsmomentes eine unendliche Reihe sich aneinander anschliessender, weskent-
lich verschiedener Figuren gehdrt, je nach dem Verhiltnis, in welchem man die Masse des ganzen
Systems auf Hauptkorper und Begleiter verteilt. Es ist nun zu entscheiden zwischen folgenden
drei Moglichkeiten, in denen der Uebergang von den ellipsoidischen Figuren zu diesen Gleich-
gewichtsformen erfolgen kdénnte. '

Zundchst kann es der Fall sein, dass ein stabiler Uebergang iliberhaupt nicht existiert. Wir
haben gesehen, dass dieser Fall jedenfalls fiir einen sehr kleinen Mond eintritt. Herr Darwin ist
in der erwdhnten Arbeit zu dem Resultat gelangt, dass dasselbe auch fiir Monde bis zu etwa ![s
der Masse des Hauptkorpers giiltig bleibt, wahrend er fiir ein grosseres Massenverhdltnis sich einen
Uebergang durch nach Art der Poincaré’schen Figur eingekerbte Gleichgewichtsformen, die freilich
auch nicht stabil zu sein brauchten, vorstellt. Unter allen Umstinden wire ein stabiler Uebergang
ausgeschlossen, wenn es sich zeigen sollte, dass die Poincaré’schen Figuren instabil sind, was die
Wichtigkeit der Untersuchung dieses Punktes besonders hervortreten ldsst. Die Art und Weise,
wie sich die Fliissigkeit spaltet, und das schliessliche Massenverhiltnis der TeilkGrper ware dann
jedes Mal (unter andauernder Beschrinkung auf homogen bleibende Massen) von der Schnelligkeit
der Temperaturinderung und der Stirke der inneren Reibung abhingig.

Dann kénnte auch, wenn die Poincaré’schen Figuren stabil sind, sich an diese Figuren in
der Art der oben behandelten Verzweigungen ein neuer Arm stabiler Figuren mit stirkerer und
stirkerer Einschniirung und so fort bis zu schliesslicher Trennung anschliessen, so dass zu jedem
Werte des Rotationsmomentes nur eine stabile Gleichgewichtsform gehorte, in welchem Falle sich
ein ganz bestimmtes Verhidltnis zwischen der Masse des Mondes und des Hauptkorpers als not-
wendiges Resultat der Entwicklung ergeben wiirde.

Und schliesslich konnte fiir irgend eine singuldre Figur in der Poincaré’schen oder erst in
einer an diese anschliessenden Reihe eine Verzweigung mit mehreren verschwindenden Stabilitdts-
koeffizienten, wie wir sie oben nicht betrachtet haben, eintreten, wobei von dieser Figur unendlich
viele verschiedene Reihen neuer Gleichgewichtsfiguren ausgingen, die zu allen méglichen Werten

des Massenverhiltnisses (aber nach Herrn Darwins Resultat oberhalb des Wertes Lo) fihrten, und

von denen die wirkliche Masse nach dem Gebote des Zufalls die eine oder andere durchlaufen wiirde.
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Berichtigung.

Zu Seite 289. Die 3. Bemerkung hat zu lauten: ¢, soll nur dann fir cine bestimmte Gleichgewichtsfigur
als Minimum bezcichnet werden, wenn es fir jede nicht zu grosse endliche Deformation der Gleich-
gewichtsfigur um eine endliche Grisse wichst. Den Fall, dass L), fur cinc ganze Reihe sich an die
Gleichgewichtsfigur anschlicssender Massenanordnungen, welche dann auch Gleichgewichtsfiguren sein
werden, denselben Minimalwert behalt, schliessen wir hier aus, weil er sich allgemein schwer behandeln
lisst, hingegen in kanftigen Beispiclen durch die unmittelbare Anschauung crledigt wird.

Zu Beite 241. Anmerkung ). Zeile 1- 4 ersetze durch: Man konnte zunichst vermuten, dass vielleicht die
Flassigkeit von dem cben angegebenen Anfangszustand aus, wie ein freicr fester Korper, c¢ine Poinsot'sche
Prizessionsbewegung auszufuhren im Stande sei.  Man erinnere sich aber an den Helmholtz’schen Satz,
dass in einer homogenen inkompressibeln Flussigkeit unter dem Einfluss von Kriften, die ein Potential
haben, Tecilchen, die cinmal auf einer Wirbellinie lagen, stets auf ciner solchen bleiben, und bedenke,
dass fur den cben betrachteten Anfangszustand alle Wirbellinien Parallele zur Rotationsaxe sind. Man
erinnere sich ferner an den bekannten Satz der Mechanik, dass ein unverinderlicher Korper nur dann
um eine relativ zu ihm selbst feste Axe roticren kann, wenn die Richtung dieser Axe auch im Raume
festlicgt. In Zeile § streiche: behalt.

Zu Seite 249. Ersetze ™ durch 2 |

Zu BSeite 250. In Zeile 2 und 7 ersetze: " durch 217, in Zeile 15: 7 durch — 77, in Zeile 17: V durch
=21, in Zeile 31: }" durch — 21"

Zu Seite 282. In Zcile 24 ersetze 3 — 1" durch 2(1 —1).

S —————— ]
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