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Yorwort.

Fir die Aufgabe, die ich mir bei der Abfassung des vor-
liegenden Lehrbuches gestellt habe, sowie fiir den zu ihrer Lijsung
eingeschlagenen Weg gilt im wesentlichen dasselbe, was ich in dem
Vorwort zu der im nimlichen Verlage erschienenen Einfithrung in
die Allgemeine Mechanik darzulegen suchte. Das Biichlein mochte
dem Leser dadurch, daf sich vor ihm die Mechanik deformierbarer
Korper als eine natiirliche, durch innere Notwendigkeit bedingte
Fortentwicklung der allgemeinen Mechanik aufbaut, vor allem eine
zusammenhiingende, griindliche Begriffsbildung verschaffen, und ihn
dadurch in den Stand setzen, die ausfiihrlicheren Lehrbiicher sowie
die Fachliteratur nicht nur mit vollem Verstindnis zu studieren,
sondern auch gegebenenfalls durch selbstindige tiefer dringende
Untersuchungen zu erginzen.

Durch gelegentliche Bezugnahme auf den Inhalt der in meinem
vorgenannten Buche abgeleiteten Sitze und Gleichungen lieB sich
die Darstellung ofter wesentlich abkiirzen und vereinfachen. Der-
artige Hinweise sind mit der Ziffer I bezeichnet. So bedeutet
I. (155) die Gleichung (155), 1. § 49 den'§ 49 der Allgemeinen
Mechanik. Auch durch Fortlassung von Formeln oder von Zwischen-
rechnungen, die sich jeder mathematisch Gebildete ohne weiteres
erginzen kann, lief sich oft erheblich Raum sparen.

Am Schluf befindet sich auch hier wieder ein alphabetisches
Verzeichnis aller benutzten Definitionen und der wichtigsten ent-
wickelten Sitze zusammengestellt, welches beim Nachschlagen
vielleicht gute Dienste leisten kann.

Berlin-Grunewald, Februar 1919.

Der Verfasser.
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Einfithrung in die Mechanik deformierbarer Korper.

§ 1. Ein deformierbarer Korper, im Gegensatz zu einem starren
Korper, ist ein solcher, der entweder als Ganzes oder in irgend-
einem seiner Teile einer Forminderung fihig ist. In der Natur
sind streng genommen alle Koérper deformierbar; denn es gibt iiber-
haupt keine Bewegungen, die nicht mit groleren oder kleineren
Forminderungen oder Deformationen der .daran beteiligten Korper
verbunden wéiren. Aber in vielen Fillen, z. B. beim Pendel, beim
Hebel, beim Kreisel, geniigt es fiir eine erste Anniiherung an die
‘Wirklichkeit, die betreffenden Korper -als starr vorauszusetzen.
Mit den Bewegungen starrer Korper beschéftigt sich die allgemeine
Mechanik. Dagegen werden wir es hier mit solchen Bewegungen
zu tun haben, fiir deren Kigentiimlichkeiten gerade die Defor-
mationen von charakteristischer Bedeutung sind; daher miissen
wir jetzt unsere Voraussetzungen iiber die Beschaffenheit der
materiellen Korper um einen Grad verfeinern, und tun dies, indem
wir als erste Voraussetzung iiberall die Annahme zugrunde legen,
daf der Raum, den ein Koérper einnimmt, von der Materie stetig
erfiilllt wird. Freilich ist auch diese Voraussetzung, ebenso wie
die der Starrheit, nur eine ideale Abstraktion, und in der Natur
niemals streng erfiillt, da genau genommen alle Korper eine ato-
mistische Struktur besitzen. Aber fiir eine erste Anndherung an
die Wirklichkeit kommt man auch hier mit einer vereinfachenden
Annahme vollkommen aus. Denn ebenso, wie es fiir die Aufstellung
der elementaren Hebelgesetze iiberfliissig und unzweckméflig wire,
die tatséchlich stets eintretende elastische Durchbiegung des Hebels
mit in Betracht zu ziehen, wiirde man bei der Untersuchung der
Grundgesetze der Schallwellen oder der Fliissigkeitsstromungen
ungeschickt verfahren, wenn man gleich von vornherein auf die
Molekeln oder gar auf die unverdnderlichen Atome der betreffen-
den Korper zuriickgehen wollte, zumal auch die letzteren sicherlich
wiederum nur eine ideale Abstraktion darstellen. Absolut 146t

Planck, Mechanik deformierbarer Kérper. 1



2 Einfiihrung in die Mechanik deformierbarer Korper.

sich die Natur eben iiberhaupt nicht in menschlichen Gedanken
erschopfen.

Es ist die wichtigste, zugleich aber auch die schwierigste
Aufgabe des theoretischen Physikers, bei der mathematischen
Formulierung eines von ihm in Angriff genommenen Problems
gerade diejenigen vereinfachenden Annahmen einzufithren, welche
fiir die ihn interessierenden Eigenschaften des untersuchten physi-
kalischen Vorgangs von charakteristischer Bedeutung sind, und
alle Einfliisse von kleinerer Groflenordnung zu vernachldssigen,
welche an dem Hauptresultat nichts Wesentliches &ndern und nur
als mathematischer Ballast in die Betrachtungen eingehen. Wichtig
und unumginglich za fordern ist nur, dafl die fiir verschiedenartige
Probleme eingefithrten verschiedenartigen Hypothesen miteinander
vertriglich sind. Denn sonst wiirde das physikalische Weltbild
seine Einheitlichkeit verlieren und man erhielte auf eine be-
stimmte Frage unter Umstinden zwei einander widersprechende
Antworten.
¢ Fiir unseren vorliegenden Zweck wird es sich am meisten
empfehlen, den ganzen Stoff in drei gesonderten Teilen zu be-
handeln, deren erster die Ableitung der allgemeinen Bewegungs-
gesetze stetig ausgedehnter Korper enthilt, ganz ohne Riicksicht
auf ihren Aggregatzustand, wihrend im zweiten und dritten Teil
Anwendungen auf die wichtigsten Arten von Bewegungen ge-
macht werden, je nachdem sie mit unendlich kleinen oder mit
endlichen Deformationen verbunden sind.



Erster Teil

Allgemeine Bewegungsgesetze eines stetig ausgedehnten
Korpers.

Erstes Kapitel. Kinematische Gesetze.

§ 2. Wie in der allgemeinen Mechanik materieller Punkte und
starrer Korper betrachten wir auch hier, wo es sich um deformier-
bare Korper handelt, zunichst die Eigenschaften der Bewegungen
an sich, ohne nach den Ursachen derselben zu fragen, und suchen
vor allem nach ihrer erschopfenden mathematischen Darstellung.
Eine Bewegung eines materiellen Korpers ist immer dann und nur
dann vollkommen bestimmt, wenn die Bewegungen aller materiellen
Punkte, aus denen er zusammengesetzt gedacht werden kann, be-
kannt sind, oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn die Lage
eines jeden dieser materiellen Punkte als Funktion der Zeit ge-
geben ist. Um nun einen bestimmten materiellen Punkt des Korpers
zu charakterisieren, wollen wir den Zustand des Kérpers zur Zeit
t =0 ins Auge fassen und in diesem bestimmten Zustand einem
jeden materiellen Punkt des Korpers seine drei Koordinaten «, b, ¢,
bezogen auf ein ruhendes rechtwinkliges rechtshindiges (I. § 16)
Koordinatensystem, zuordnen. Diese drei GroBen a, b, ¢ sollen dann
auch fiir die folgenden Zeiten 7, wenn die Koordinaten des mate-
riellen Punktes aus @, b, ¢ in =, 9, z iibergehen, zu seiner Charak-
terisierung dienen, sie bilden gewissermafen den Namen, den er
trigt, und mit dessen Hilfe er zu jeder Zeit wieder aufgefunden
werden kann. Die ganze Bewegung des Korpers ist dann in allen
Einzelheiten bestimmt, wenn fiir jeden der materiellen Punkte a, b, ¢,
aus denen der Korper besteht, z, y, z als Funktionen von ¢ ge-
geben sind, d. h. wenn:

xzf(a,b,c,t), l
Y = QD(G, b7 2 t)? ( (])
Z=1P(ayb70,¢)7 ]

1%



4 I Teil. 1. Kapitel.

wo f, @, ¥ gewisse eindeutige und endliche Funktionen von @, b, ¢, ¢
bedeuten. Wir nehmen sie auch als stetig an, indem wir voraus-
setzen, daf der Korper im Verlauf seiner Bewegung nicht in ge-
trennte Stiicke zerfillt. Nach der oben getroffenen Festsetzung
ist fiir £=0

(1a) : rx=a, Yy=0"0, z=c.

Bei der Fiille der in (1) enthaltenen Moglichkeiten empfiehlt
es sich, zunéchst eine ganz bestimmte Zeit ¢ ins Auge zu fassen,
oder mit anderen Worten sich zu beschréinken auf die Betrach-
tung der Verinderung, welche mit dem Korper von der Zeit 0 bis
zur Zeit ¢ vor sich geht, wo ¢ irgendeinen konstanten Wert besitzt.
Dann konnen wir ¢ aus den Ausdriicken (1) ganz fortlassen und
erhalten einfacher:

T = f(“y by 0)7
(2) y=¢(a7 b7 C),
z=1(q, b: c).

Diese Gleichungen bedeuten den Ubergang des Korpers aus einer
bestimmten ,Anfangslage® in eine bestimmte ,Endlage, wobei
der materielle Punkt (a, b, ¢) den Ort (a, b, ¢) mit dem Ort (x, ¥, 2)
vertauscht, weshalb die Groflen
3) r—a=u, y—b=v, 2—c=w
die Komponenten seiner ,Verschiebung® genannt werden.

Lost man die Gleichungen (2) nach @, b, ¢ auf, so erhélt man
a, b, ¢ als gewisse Funktionen von z, y, 2, deren Werte die Ant-
wort auf die Frage liefern, an welchem Ort sich derjenige mate-
rielle Punkt vor der Verinderung befunden hat, der nach der
Verinderung die Koordinaten =x,y,z besitzt. Wir setzen diese
Funktionen, welche sich als die der betrachteten Ver#dnderung
entgegengesetzte Veridnderung deuten lassen, ebenfalls als ein-
deutig, endlich und stetig voraus.

§ 3. Als Beispiel untersuchen wir zunichst den allgemeinen
Fall einer linedren Verdnderung:

j 39:2.0‘{-21“‘{‘126—"'230,
) l Y =+ 10 + b + pse,
2 =w,+ v,0 + v,0 -+ vse.

Die Bezeichnungen der Konstanten sind so gewihlt, daB die
Buchstaben 2, u,» den z,y, z, die Ziffern 1,2, 3 den @, b, ¢ ent-
sprechen. Die GroBen 2y, g, v, ergeben die Verschiebung des-



Kinematische Gesetze. 5

jenigen materiellen Punktes, welcher vor der Verdnderung sich
im Koordinatenanfangspunkt befand.
Nach a, b, ¢ aufgelost lauten die Gleichungen (4):

a =2 (@—2A) + ' (y—py) + v/ (—wy),

b= 2y (@—2) + #a (Y — o) + v5 (2 —y), (5)
¢ =25 (@ — o) + 5 (Y — o) + v5 (¢ —y),
wobeil
2y = %ﬂ, usw., (6)
wenn zur Abkiirzung die sogenannte Funktionaldeterminante:
A Ay g
t M2 Y3|=2D ()

und der Koeffizient eines Elementes 2, in dem Ausdrucke dieser
Determinante:

. HaVs — Ug¥a=[14], USW. (®)
gesetzt wird.

Da wir alle Konstanten, sowohl die ungestrichenen als auch
die gestrichenen, als endlich voraussetzen, so kann die Funktional-
determinante D mnicht gleich Null sein, und daraus 148t sich weiter
sogleich das Vorzeichen von D ableiten. Denn die Verdnderung
entsteht ja nicht plotzlich, sondern allmihlich in einer endlichen
Zeit t. Also sind die Konstanten 2, u,» der Verdnderung, und
mit jhnen die Determinante D, als stetige Funktionen von ¢ zu
betrachten. Nun ist vor der Verinderung, fir { =0,

do=0, 2=1, 2;,=0, 23=0, usw, )

mithin D = 1. Daher #ndert sich im Laufe der Zeit die Deter-
minante D, vom Werte 1 ausgehend, stetig, ohne jemals Null zu
werden, und daraus folgt, daB D stets positiv ist:
D >o. (10)

§ 4. Ein spezieller Fall einer linedren Veridnderung ist eine
Translation (I. § 102), bei der alle materiellen Punkte des Korpers
gleichgerichtete und gleiche, im iibrigen beliebig grofie Verschie-
bungen erleiden. Denn hierfiir ist nach (3):

% — @ = const., y — b= const., z— ¢ = const.,

also ein Spezialfall von (4).

Ein anderer spezieller Fall einer linedren Verdinderung ist
eine Rotation (I. § 101) um irgendeine Achse, mit beliebig grofiem
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Drehungswinkel. Wir wollen, um dies zu beweisen die Gleichungen
fiir eine beliebige endliche Rotation aufstellen. Zu dem Zwecke
denken wir uns aufer dem im Raume festen Koordinatensystem,
dessen Anfangspunkt wir in die Drehungsachse legen, ein zweites,
im Korper festliegendes, also im Raume bewegliches Koordinaten-
system, und wihlen das letztere so, daf vor der Verdnderung die
entsprechenden Achsen der beiden Systeme zusammenfallen. Dann
bilden nach der Verinderung je zwei Achsen der beiden Systeme
gewisse Winkel miteinander, deren cos wir mit ay, 8y, 71, @2, B2, V2,
ag, B3, 7s bezeichnen wollen, wobei die Buchstaben g, 8, y sich auf
die Achsen des ersten, die Ziffern 1, 2, 3 sich auf die Achsen des
zweiten Systems beziehen mogen.

Nun besitzt irgendein materieller Punkt des Korpers vor der
Veridnderung in bezug auf jedes der beiden Systeme die Koordi-
naten a, b, ¢. Nach der Ver#nderung dagegen besitzt dieser ndm-
liche materielle Punkt in bezug auf das erste System die Koordi-
naten x, y, 2, in bezug auf das zweite System aber immer noch
die Koordinaten a, b, ¢, Folglich ist der Zusammenhang zwischen
xz,y,z und a, b, ¢ der nimliche wie derjenige fiir die Transfor-
mation der Koordinaten eines Raumpunktes von einem Koordi-
natensystem auf ein anderes, durch die neun angegebenen Rich-
tungscos charakterisiertes System, oder nach (I.(329)):

Xr == ala “ll“ azb ““" (236;
y = B0 + Bb + Bs¢,
z==710 + 730 + 730,
wiederum ein Spezialfall von (4).

Fiigt man der Rotation (11) noch eine Translation mit den
Verschiebungskomponenten 2,, u,, », hinzu, so erhdlt man die all-
gemeinste Verdnderung, die ein starrer Korper iiberhaupt erleiden
kann, und die durch die Gleichungen:

® =29+ @10 + azb + age,
(12) { Y == o+ B0 + Bb + B5¢,

z2 == vy 716 + 73 -+ vsC
ausgedriickt wird. Aber auch diese Verdnderung bildet immer
noch einen Speézialfall der allgemeinen linedren Verinderung (4),
da die 12 Konstanten, welche sie charakterisieren, nicht voneinander
unabhiingig sind. Fragt man also, unter welcher Bedingung eine
linesre Verinderung (4) eines Korpers von keinerlei Deformation

(11)
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desselben begleitet ist, so lautet die Antwort dahin, daf zwischen
den Koeffizienten 1, u, » der Verinderung diejenigen Relationen
erfiillt sein miissen, welche zwischen den entsprechenden Koeffi-
zienten von (12) gelten. Das sind nach (I. (331) und (332)) im
ganzen sechs Relationen, ndmlich drei von der Form:

A2+ w4+ v2=1, usw. (13)
und drei von der Form:
iy pipty + vivp==0, uswW. (14)

~ In diesen sind zugleich eine Reihe von weiteren Relationen
enthalten, wie z. B. diejenigen sechs, welche aus (13) und (14)
durch Vertauschung .der Buchstaben e, 8, y mit den Ziffern 1,2, 3
entstehen (I. (333) und (334)), ferner die Beziehung (I. (461))

D=1 (15)
und die neun Relationen (I. (462)) von der Form:
Ay== avy— Uzvy==[14] = A{, USW. (16)

Dadurch nehmen dann in den Gleichungen (5) fiir die um-
gekehrte Verinderung die mit Strichen bezeichneten Koeffizienten
die gleichbezeichneten ungestrichenen Werte an.

§ 5. Wir kehren nun zum allgemeinen Fall einer linedren
Veridnderung zuriick und stellen einige Eigenschaften derselben
zusammen. Zunidchst ist leicht zu zeigen, daf alle materiellen
Punkte, welche vor der Verinderung in einer Ebene liegen, dies
auch nach der Veridnderung tun. Denn die materiellen Punkte
(@, b, ¢), welche in einer Ebene liegen, geniigen einer linedren
Gleichung:

Aa -+ Bb - Ce + D = 0. a7

Nach der Verdinderung wird die Lage eines jeden dieser Punkte
durch die aus (4) folgenden Werte von z, y, 2 angegeben. Wenn
also die @, b, ¢ die Gleichung (17) befriedigen, so erfiillen die z,y, #
eine Bedingung, die durch Elimination von a, b, ¢, am bequemsten
durch Substitution der Werte (5) in (17), erhalten wird. Dies ist
aber wiederum eine lineiire Gleichung. Folglich liegen auch die
Punkte (z,y, 2) in einer Ebene.

Aus dem Satz der Erhaltung der Ebenen folgt ohne weiteres
der Satz der Erhaltung der Geraden, da eine Gerade durch den
Schnitt zweier Ebenen bestimmt wird, sowie der Satz der Er-
haltung der Ordnungszahl irgendeiner Fliche, da die Ordnungs-
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zahl einer Fliche durch die Anzahl ihrer Schnittpunkte mit einer
Geraden bestimmt wird.

Auch der Parallelismus bleibt bei einer linedren Verdnderung
bestehen. Denn wenn zwei materielle Ebenen, welche vor der
Verinderung einander parallel sind, nach der Verdnderung nicht
mehr parallel wiren, so miifte die dann auftretende im Endlichen
liegende Schnittlinie derselben von solchen materiellen Punkten
(a, b, ¢) gebildet werden, die vor der Verdnderung im Unendlichen
lagen, fiir die also bei endlichen z, ¥,z a, b, ¢, wenigstens zum
Teil, unendlich sind. Das ist aber nach den Gleichungen (5) aus-
geschlossen.

Aus der Kombination der Erhaltung der Ebenen und der Er-
haltung des Parallelismus folgt, daB auch alle Parallelepipede
erhalten bleiben. Aber wohl konnen sich die Winkel und die
Volumina #ndern. Berechnen wir jetzt die Volumeninderung
irgendeines aus dem Korper ausgeschnittenen Parallelepipeds, wel-
ches durch die vier beliebig gewédhlten Eckpunkte a4, by, ¢q, -- -
a,, by, ¢, charakterisiert sein moge. Vor der Verdnderung ist das
Volumen dieses Parallelepipeds:

a;, by ¢

as by ¢
(18) V=+ gy by C

e

La Yz 2
Ly Ys %3
Ty Yo %2 1
wo die «,y,z mit den gleichbezifferten a, b, ¢ durch die Glei-
chungen (4) verkniipft sind. ’
Die Beziehung zwischen V und V’ ergibt sich am einfachsten,
wenn wir die Determinante (18) multiplizieren mit der Funktional-
determinante (7), welche folgendermafien als Determinante vierter
Ordnung geschrieben werden kann:
2’1 2'2 2’8 )'0
(20) U1 Uz Uz Mo
Vi V2 Vg Y
0 0 0 1

(19) V=+

i el

=D,
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Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten ist das
Produkt der Determinanten (18) und (20) wiederum eine Deter-
minante vierter Ordnung, deren einzelne Glieder erhalten werden,
wenn man je eine Zeile der einen Determinante mit je einer Zeile
der anderen Determinante kombiniert, in der Weise, daB die gleich-
stelligen Glieder der beiden Zeilen miteinander multipliziert und
die erhaltenen Produkte addiert werden. Daher lautet in der
resultierenden Determinante das erste Glied der ersten Zeile:

@A by Ag + 010 A3+ 1+ 2;
das zweite Glied der ersten Zeile:
Gyt + by e+ eg-ps+ 1o
das vierte Glied der ersten Zeile:
-0+ 0,-0-4¢-041-1, usw.

und die ganze Determinante erhilt mit Riicksicht auf (4) genau
die néimliche Form wie die Determinante (19). Wir haben mithin:

V.-D=V, (21)
indem wir beachten, daf die GroBen 7, ¥’ und D alle drei po-
sitiv sind.

Da diese Beziehung unabhingig von der GroSe und von der
Form des ins Auge gefaBten Parallelepipeds, insbesondere also
auch fiir unendlich kleine Parallelepipede gilt, so diirfen wir ohne
weiteres die Gleichung (21) auf jedes beliebige aus dem Korper
ausgeschnittene Volumen verallgemeinern und gelangen so zu dem
Satze: Bei einer lineiren Verdnderung #ndern sich die Volumina
aller Teile des Korpers gleichmiBig, und zwar ist das Verhéltnis des
Volumens irgendeines Korperteils nach der Verdnderung zu seinem
Volumen vor der Verinderung gleich der Funktionaldeterminante.
Damit stimmt iiberein, daB nach (15) fiir jede Verdnderung eines
starren Korpers die Funktionaldeterminante = 1 ist.

Als ,Dilatation® des Volumens bezeichnet man das Verhéltnis
der Volumensdnderung zu dem urspriinglichen Volumen. Daher ist
die Volumendilatation bei einer linediren Veridnderung:

V-V

S~ =D—1, 22

positiv oder negativ, je nachdem Ausdehnung oder Kontraktion
eintritt.

§ 6. Wenn man einen Koérper zwei oder mehreren linedren
Verdnderungen nacheinander unterwirft, so stellt die resultierende
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Verinderung abermals eine linedire Verinderung vor. Dies ergibt
sich sogleich, wenn man den Zusammenhang der Koordinaten
irgendeines materiellen Punktes nach Ausfiihrung der letzten Ver-
dnderung mit seinen anfinglichen Koordinaten (o, b, ¢) beachtet.
Wenn der Punkt durch die erste Verdnderung an den Ort (z, v, 2),
durch die zweite an den Ort (&, %/, &), usw., durch die letzte an
den Ort (x* y* 2%) gelangt, so gewinnt man die Beziehungen zwi-
schen a, b, ¢ und z*, y* 2* durch Elimination der Zwischenkoordi-
naten, und das sind offenbar wiederum linelire Gleichungen.

Umgekehrt 146t sich jede linedre Verdnderung zerlegen in
mehrere nacheinander ausgefiihrte linedire Verdnderungen, wobei
aber natiirlich die Reihenfolge derselben fiir ihre Bedeutung im
allgemeinen nicht gleichgiiltiz ist, und es liegt nahe, diese Zer-
legung so vorzunehmen, daB der Charakter der Einzelverdnde-
rungen ein moglichst einfacher und physikalisch anschaulicher ist.
Denn auf diese Weise wird es gelingen, den allgemeinen Fall (4)
einer linediren Verdnderung auf eine Anzahl einfacherer leicht
iibersichtlicher Veri#inderungen zuriickzufithren und damit zugleich
auch die Bedeutung der Konstanten 2, g, » der Verdnderung klar-
zustellen. :

Der erste Schritt auf dem geschilderten Wege ist, daf wir die
Verdnderung (4) zuriickfithren auf eine andere, bei der der mate-
rielle Punkt a =0, b =0, ¢ == 0 seine Lage beibehilt. Das ge-
schieht einfach, indem wir dem Korper eine Translation mit den
Komponenten 1, ¢y, , erteilen und dadurch jenen Punkt in seine
Endlage bringen. Dann bleibt noch iibrig eine sogenannte ,homo-
gene Verdnderung®, deren allgemeine Form ist:

[ X == 24 - 230 4 25¢.
(23) l Y =wa + usb -+ pse,
‘ z = v,a + b 4 vyc.

Mit dieser wollen wir uns jetzt niher beschéftigen.

Fassen wir einmal alle diejenigen materiellen Punkte ins Auge,
welche vor der Verinderung auf einer um den Koordinatenanfangs-
punkt als Zentrum mit dem beliebigen Radius B beschriebenen
Kugelfliche liegen, fiir die also
(24) a? 4 b2 -} == RR2

Nach der Verinderung liegen diese Punkte, gemif § 5, auf
einer gewissen Fliche zweiter Ordnung, und zwar, da kein Punkt
ins Unendliche riickt, auf einem Ellipsoid, mit dem Anfangspunk?
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als Zentrum, wie man direkt erkennt, wenn man in (24) die Grofen
a,b, ¢ vermittelst (23) durch x, y, z ersetzt.” Diejenigen materiellen
(Geraden, welche vor der Verinderung mit den Koordinatenachsen
zusammenfallen, werden nach der Ver#inderung im allgemeinen
nicht mehr aufeinander senkrecht stehen. Wohl aber kann man
behaupten, dafl sie nach der Verdnderung ein Tripel konjugierter
Duarchmesser in bezug auf das Ellipsoid bilden, d. h. daf die am
Endpunkt jedes Durchmessers zum Ellipsoid gelegte Tangential-
ebene parallel ist der durch die beiden anderen Durchmesser ge-
legten Ebene. Denn erstens bilden die drei Koordinatenachsen,
wie iberhaupt irgend drei aufeinander senkrechte Gerade, ein
Tripel konjugierter Durchmesser in bezug auf die Kugel, und
zweitens gehort die Eigenschaft, ein konjugiertes Tripel zu bilden,
zu denjenigen Eigenschafien, welche durch eine linedire Veréinde-
rung nicht aufgehoben werden, da sowohl die Tangentialebene als
auch der Parallelismus erhalten bleibt.

Nun gibt es unter allen zum Ellipsoid konjugierten Durch-
megssertripeln ein ganz bestimmtes, welches lauter rechte Winkel
bildet, das sind die Achsen des Eilipsoids, und daraus folgt, daf
diejenigen drei materiellen Geraden, welche nach der Verinderung
mit den Achsen des Ellipsoids zusammenfallen, auch vor der Ver-
#nderung aufeinander senkrecht stehen, da sie ja dann in bezug
auf die Kugel konjugiert sind. Mit anderen Worten: es gibt drei
bestimmte materielle Gerade, welche sowohl vor der Verdnderung
als auch nach der Verdnderung aufeinander senkrecht stehen.

Mit Hilfe dieses Satzes 148t sich eine jede homogene linedre
Verdnderung zerlegen in eine einfache Drehung um den Koor-
dinatenanfangspunkt, welche so eingerichtet ist, dafl sie die drei
genannten Geraden in ihre neuen Richtungen bringt, und auBer-
dem in eine gewisse linedre Veriinderung, welche die Eigenschaft
besitzt, daf drei aufeinander senkrechte Gerade ihre Richtungen
behalten; diese Verdnderung nennen wir eine Dilatation nach
drei aufeinander senkrechten Richtungen.

§ 7. Um die Figentiimlichkeiten einer Dilatation nach drei
aufeinander senkrechten Richtungen nédher zu studieren, legen wir
die Koordinatenachsen in diese drei Richtungen, die sogenannten
,Dilatationsachsen“, und bestimmen die Vereinfachung, welche
die allgemeinen Gleichungen (23) einer homogenen linedren Ver-
sanderung unter den gemachten Voraussetzungen erfahren. Wenn
die Richtung der x-Achse erhalten bleiben soll, so muf filr b = 0
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und ¢=0 auch y=0 und 2z =0 sein, also g;= 0 und »;=0,
und Entsprechendes gilt fiir die beiden anderen Achsen. Daher
erhalten wir als allgemeinen Ausdruck fiir eine Dilatation nach
den drei Koordinatenachsen die Gleichungen:

(25) z =20, Y==pb, z=nwgc.
Die Funktionaldeterminante ist nach (7) und (10)
(26) D = 21usv5 >0,

und zwar ist jeder einzelne der drei Koeffizienten positiv, da die
Koordinatenachsen ihre Richtungen nicht ins Entgegengesetzte ver-
kehren. )

Die Koordinatenachsen sind aber auch, wenigstens im all-
gemeinen Fall, die einzigen Richtungen, welche von der Verinde-
rung nicht betroffen werden. Denn die materiellen Punkte, welche
vor der Verinderung auf einer Geraden mit den Richtungsverhilt-
nissen e¢:8:y=a:b:c¢ liegen, werden nach der Verdnderung
eine Gerade mit den Richtungsverhiltnissen x:y:2 = 2 a: usB:v3y
bilden. '

Wihrend die Volumendilatation nach (22) durch
7) D—1 = dyugvs—1
gegeben wird, erhalten wir die Dilatation einer Geraden, wenn wir
die Verdinderung des Abstandes zweier Punkte dieser Geraden
dividieren durch ihren urspriinglichen Abstand. So sind die Dila-
tationen der drei Achsen:

b x—c

@) =1, =gl =,

sie werden gewdhnlich als ,Hauptdilatationen“ bezeichnet und er-
teilen den drei Koeffizienten der Verdnderung eine anschauliche
physikalische Bedeutung. ‘

In dem speziellen Fall 2,= u;= »; werden die-drei Haupt-
dilatationen einander gleich, positiv oder negativ, alle Geraden be-
halten ihre Richtungen, die Dilatationsachsen werden unbestimmt,
und- der Korper erleidet eine allseitig gleichmifBige Ausdehnung
oder Kontraktion, wobei jeder seiner Teile sich &hnlich bleibt.

§ 8. Nachdem wir gesehen haben, daf sich jede linedre Ver-
#nderung hervorgebracht denken 146t durch eine Translation, eine
Rotation und eine Dilatation nach drei aufeinander senkrechten
Richtungen, obliegt uns nun die Aufgabe, fiir eine bestimmte durch
die Gleichungen (4) gegebene Verinderung diese einzelnen Ope-
rationen wirklich abzuleiten, oder mit anderen Worten, aus den
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gegebenen Koeffizienten 4, g, » die entsprechenden Einzelverinde-
rungen zu berechnen. Zu diesem Zwecke wollen wir uns zunéchst
vergewissern, da8 zur Berechnung aller gesuchten Grofen gerade
soviel Gleichungen zur Verfiigung stehen als Unbekannte vorhanden
sind. In der Tat enthalten die Gleichungen (4) 12 voneinander
unabhingige Konstanten 2, g, », die wir als gegeben betrachten,
und ebenso grof ist auch die Zahl der fiir die Einzelverinderungen
charakteristischen GroBen, ndmlich drei fiir die Translation, drei
fiir die Rotation und sechs fiir die Dilatation nach drei aufeinander
senkrechten Richtungen, da drei. Grofen zur Bestimmung der Rich-
tungen der Dilatationsachsen und drei andere GrioBen zur Bestim-
mung der Hauptdilatationen erforderlich sind.

Als Komponenten der Translation erhalten wir, wie sich schon
in § 6 ergab, einfach die Werte 2,, &, v,; nach deren Abspaltung
die Gleichungen (23) fiir eine homogene Verdnderung iibrig bleiben.
Um nun die neun Koeffizienten derselben mit den Merkmalen der
Rotation und der Dilatation in Zusammenhang zu bringen, denken
wir uns mit dem Korper zuerst eine Dilatation nach drei aufein-
ander senkrechten Richtungen, sodann eine Drehung um den
Koordinatenanfangspunkt vollzogen, und berechnen die Lagen-
dnderung, die ein bestimmter materieller Punkt (a, b, ¢) dadurch
im ganzen erleidet. Die Richtungen der drei Dilatationsachsen,
die natiirlich im allgemeinen nicht mit den Koordinatenachsen zu-
sammenfallen, seien durch die neun Richtungscos ey, 81,71, @3, B3, 72,
as, Bs, 73 bezeichnet, die Konstanten der Dilatation dagegen durch
ly, My, My, da die Buchstaben 1, &, » in (23) schon in anderer Be-
deutung vorkommen. Um die Gleichungen (25) fiir die Dilatation
hier anwenden zu konnen, beziehen wir zunéchst den materiellen
Punkt (a,b,c) auf die Dilatationsachsen als Koordinatenachsen,
wodurch seine Koordinaten werden:

a0+ b+ yie =3¢, l
@ + By + yoe =1, j (29)
as@ + B30 + yse=2¢.

Dann nehmen wir die Dilatation vor und erhalten aus (25) als
Koordinaten desselben materiellen Punktes nach der Verdnderung
in bezug auf die Dilatationsachsen:

§=10§, 7=m, §=mn. (30)
Wenn nun weiter die Drehung erfolgt, so mégen dadurch die
Dilatationsachsen aus ihren durch die e, 8, y bezeichneten Rich-
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tungen in gewisse andere Richtungen gelangen, denen die Rich-
tungscos ay, By 71, @a, Bas Yo, €3, B3, vs entsprechen. Dann besitzt
unser materieller Punkt nach Ausfithrung der Drehung in bezug
auf die drei Richtungen (¢, &, 7)) die Koordinaten &, 7/, £, da sich
seine Lage in bezug auf die Dilatationsachsen durch die Drehung
nicht gedndert hat. In bezug auf das urspriingliche, im Raume
ruhende Koordinatensystem besitzt er aber dann die Koordinaten
z,y,z, weil mit der Ausfithrung der Drehung die gesamte Ver-
dnderung des Korpers vollzogen ist. Also haben wir:

[ x=0a/ +a;n + a5l
(31) I Y == 31' 5' -+ 62'77' + 33’ Q'y
e=78§+ v+ 8.

Durch diese Gleichungen ist der Ring geschlossen und die
Koordinaten x, y, z auf die Koordindten a, b, ¢ zuriickgefiihrt. Man
braucht darin nur ¢, %, § nach (30) durch &, %, § und diese nach
(29) durch a, b, ¢ auszudriicken. Tut man dies und identifiziert
die so erhaltenen drei Gleichungen vollstindig mit den allgemeinen
Gleichungen (23) einer linefiren homogenen Verdnderung, so erhilt
man die folgenden neun Beziehungen:
lhayay + moazay + Noagay = Ay,
loBray’ + moBaay + MoBsas = 2,
lyyiaf + myyaas 4 noysas = 2,

] lyai By 4 myasBy + Moasfy = w4,

(32) loB1By + Mo BaBe + Mo BsBs = Wa,

lov1Bi + Mmo728 + Mo7sBs = us,

lhayyi + Moesys + noagys = vy,

loBuyi =+ moBars + MoBsys == v,

loyi7d 4 movays + Movsys = vs,

deren Bau leicht zu iiberschauen ist. Aus ihnen ergeben sich bei
gegebenen 1, u, v die darin enthaltenen neun Unbekannten.

§ 9. Bei der Durchfithrung der Rechnung wollen wir uns auf
den speziellen Fall beschrinken, dal die lineédre Verdnderung
unendlich klein ist. Dieser Fall findet sich bei vielen Vor-
gingen, namentlich in festen Korpern, nahezu verwirklicht, er
besitzt aber auch fiir endliche Veridnderungen insofern stets eine
gewisse Bedeutung, als eine endliche Verénderung in der Natur
stets in endlicher Zeit erfolgt und daher in eine Reihe unendlich
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kleiner Verdinderungen zerfillt, die in den aufeinanderfolgenden
unendlich kleinen Zeitabschnitten vor sich gehen.

Un die Vereinfachungen, die bei einer unendlich kleinen Ver-
dnderung eintreten, bequem einzufithren, empfiehlt es sich, statt
der endlichen Endkoordinaten z,y,z eines materiellen Punktes
seine unendlich kleinen Verschiebungskomponenten (3) zu benutzen.
Dann schreiben sich die Gleichungen (4) der Verdnderung:

u=72+41a-+ 230 + 25¢,
”:!‘o+ﬂ1“+'ﬂb+ﬂ30, (33)
w=1v,+ v,a + b + v e,
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist:
—1l=2, U—1=py, vg—1=vo. (34)
Nun sind in (33) alle 12 Koeffizienten 2, ¢, » unendlich Kklein.

Andererseits sind natiirlich auch die Hauptdilatationen (28)

unendlich klein. Wir setzen daher ihre Werte:
lp—1=1, my—1l=m, ny—1l=n. (35)

Ferner erfahren die Richtungscos e, 8, y der Dilatationsachsen,
deren Werte an sich im allgemeinen offenbar endlich sein werden,
durch die Drehung nur unendlich kleine Anderungen, weshalb wir
setzen konnen:

af = ay+ day, B =P+ dBy, usw.

Wenn wir alle diese Substitutionen in die Gleichungen (32)
einfiilhren und auflerdem die allgemein giiltigen Beziehungen
(I. (333). (334)) =zwischen den Richtungscos, sowie diejenigen
(1. (335). (336)) zwischen ihren Differentialen beachten, so nehmen
diese neun Gleichungen folgende Form an:

la2 + ma? + nag? =1,
layBy + magfs -+ nogfs— 5= 25,
layys + magys + nagys +n =13,
la; By 4 magfy -+ nagfs + & =y,
g% + mpP? + nps? =U, (36)
IBry1+ mPyys -+ nPsys— & =,
layys + Magye + Nagys—1 = vy,
18171+ mByys+ NPsys+ § =,
W Fmy? 4 onyd =V,
wo &,7, ¢ nach (I. §101) die Komponenten derjenigen unendlich
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kleinen Rotation bedeuten, welche die Dilatationsachsen aus den
Richtungen (e, 8, 7) in die Richtungen (¢!, §, 7’) bringt. Thre Werte
ergeben sich unmittelbar als: '

— Ay — —3
37 g:@——é&” 77:_3_72&7 §:ﬂ12 2

wihrend fiir die Grofe und Richtung der Dilatation die sechs
(Gleichungen iibrig bleiben:
' laf +mag? + nag? =12,
18,2 . + mB?t 4 np? =,
Iy +myd +nyd =,
(38) 18171+ mBoys 4 nBsys= mg—’u?’,
Ay 471
2 ?

lyiay - mygas + nysas=

U+ 2,
layfy + magfy+ nagfy= ﬁl:;:-g

Hiernach kann man unmittelbar aus einer Betrachtung des
Bildes der Determinante D in (7) beurteilen, ob die Verdinderung
sich, abgesehen von der Translation, einfach auf eine Dilatation
nach drei aufeinander senkrechten Richtungen beschrinkt, oder
ob mit ihr auch eine Drehung verbunden ist. Wenn nimlich die
Determinante symmetrisch ist, d. h. wenn bei gegenseitiger Ver-
tauschung der Zeilen mit den Spalten sich ihr Bild nicht &#ndert,
so sind &, # und { alle gleich Null und es findet keine Drehung
statt. Es ist aber wohl zu bemerken, daf nur die Dilatations-
achsen sich nicht drehen. Andere Geraden werden, wie wir im
§ 7 gesehen haben, auch im Falle einer reinen Dilatation des
Korpers sehr wohl Anderungen ihrer Richtung erleiden.

Der entgegengesetzte Fall, dal die Veréinderung sich, aufer
der Translation, auf eine Drehung beschrénkt, ist dadurch charak-
terisiert, dal die Hauptdilatationen 7, m, » verschwinden. Dann ist
nach (38) und (37):

A=p=p=0,
1)22—‘*‘4’13:§7 )‘3:—— v.=m, ﬂlz_l.?:g;
und die Gleichungen (33) fiir die Verschiebungskomponenten gehen
iiber in:

] u==2y— b + 9ne,

(39)1 v = o+ Lo — e,
w=wvy—na + §b,
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identisch mit den allgemeinen Ausdriicken (I.(348)) fiir die Ver-
schiebungen der Punkte eines starren Korpers.

Es bleibt jetzt noch die Aufgabe iibrig, aus den Gleichungen (38)
die Hauptdilatationen /, m, n und die Richtungscos (e, 8, 7) zu be-
rechnen. Hierzu benutzen wir wiederum die allgemeinen Relationen
zwischen den Richtungscos, diesmal in der Form (I. (331). (332)).

Mit ihrer Hilfe ergeben sich unmittelbar aus (38) die folgenden
Beziehungen:

Aay + #1;1231 -+ 1?'—I—vl7'1: ley,

2
A .
Sfho + up + LBy =18, (40)
: |
bt g+ 2t vy =1

Diese drei Gleichungen sind linedr und homogen in bezug auf
@y, By, 71- Da diese GrofSen unmoglich alle drei gleich Null sein
konnen, so muf die Determinante der Gleichungen verschwinden,
d. h. es ist:

| ap b datn)

2 2
A .
&_‘2*‘_3 w—1 32_’_'233 =0, (41)
Agt-vy Vet _
gt Sy vl

|

eine kubische Gleichung zur Berechnung von /. Da in den Koeffi-
zienten dieser Gleichung die Ziffer 1 durch nichts ausgezeichnet ist,
so folgt, daB die ndmliche Gleichung auch fiir jede der beiden
anderen Hauptdilatationen m und » gilt, oder mit anderen Worten,
daB die drei Wurzeln dieser Gleichung eben die Werte von 7, m, n
darstellen und daher auch. stets reell sind. Welche Wurzel man
mit 7, m oder n bezeichnen soll, bleibt natiirlich unbestimmt, man
konnte z. B. festsetzen, daB. ! = m = n, ohne die Allgemeinheit zu
beschrinken. Durch I, m,n sind dann nach (40) auch die dazu-
gehorigen (e, 8, ) bis auf das gemeinschaftliche Vorzeichen, das
ebenfalls unbestimmt bleibt, zu berechnen.

Fiir die Volumendilatation (22) ‘ergibt sich bei einer unendlich
kleinen Verdnderung aus der Funktionaldeterminante (7) mit Riick-
sicht auf (34) und mit Vernachldssigung der unendlich kleinen
Glieder hoherer Ordnung der Wert:

D—1=2+4+pu-+v». (42)

Planck, Mechanik deformierbarer Korper. 2
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Es tragen also nur die diagonalen Glieder der Determinante
etwas zur Volumendilatation bei. Zu demselben Resultat gelangt
man natiirlich, wenn man bedenkt, daf fiir die Volumendilatation
die Drehung nicht in Betracht kommt, daf folglich nach (27) und (35):

(43) D—1=[mny—1=10+m+ n.

Dies ist die Summe der Wurzeln der in 7 kubischen Gleichung (41),

also zugleich der Koeffizient von £ in dieser Gleichung:

(44) l4+m4+n=24+u+v»,

was man auch direkt durch Addition der ersten drei Gleichungen (38)
findet.

§ 10. Die Zerlegung einer linedren Verdnderung in eine Trans-
lation, eine Rotation und eine Dilatation nach drei aufeinander
senkrechten Richtungen ist nicht die einzig mogliche, sondern sie
empfiehlt sich nur besonders durch ihre einfache physikalische Be-
deutung; man kann statt dessen auch noch andere verhéltnismaSig
einfache Zerlegungen vornehmen. So lifit sich die unendlich kleine
homogene Verdnderung:'

u=2a -+ 2,0 4+ ¢,
(45) v=a + b+ e,
w=wv0+ 250+ ve¢

atch auffassen als hervorgebracht durch eine Dilatation nach den
drei Koordinatenachsen, mit den Hauptdilatationen 2, u, », und
auBerdem durch sechs Verdinderungen, die durch die Gleichungen
U= Agb, v=0, w=0, u=2c, v=0, w=0, usw. dargestellt
werden. Die Reihenfolge ihrer Ausfithrung ist gleichgiiltig, da durch
e¢ine Anderung derselben nur Unterschiede von kleinerer Grofenord-
nung hervorgerufen werden (vgl. hierzu I. § 101). Eine jede dieser
sechs Verdnderungen besitzt eine einfache Bedeutung: so sind bei
der ersten die Verschiebungen unabhiingig von a und ¢ und erfolgen
alle in der Richtung der x-Achse, d. h. jede zur xz-Ebene paral-
lele Ebene fithrt eine einfache Translation aus, sie verschiebt sich
als Ganzes, ohne Drehung und ohne Deformation, und zwar in der
xz-Richtung, und nur die Grofie der Verschiebung variiert von Ebene
zu Ebene. Eine solche Verinderung dhnelt der aneinander vorbei-
gleitenden Bewegung der beiden Hilften einer Schere und wird
daher als ,Scherung“ oder auch als ,Schiebung® bezeichnet. Da-
nach gilt der Satz, daB eine jede unendlich kleine homogene Ver-
inderung hervorgebracht werden kann durch eine Dilatation nach
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den drei Koordinatenachsen und sechs Scherungen der den Koor-
dinatenebenen parallelen Ebenen in Richtung der Achsen.

Trotz seiner einfachen Form besitzt dieser Satz aber doch im
allgemeinen nur eine verhdltnismifig komplizierte physikalische Be-
deutung. Nehmen wir z. B. die unendlich kleine Drehung w==-— b,
v=_fa, w=0, einen Spezialfall der allgemeinen Verschiebung (39),
so wire dieselbe hier aufzufassen als hervorgebracht durch zwei
aufeinanderfolgende Scherungen, also durch Verdnderungen, die mit
Deformationen des Korpers verbunden sind. Die Einfithrung der
letzteren ist ganz iiberfliissig, da sie sich natiirlich gegenseitig
aufheben.

§ 11. Der in den letzten Paragraphen untersuchte Fall einer
linediren Verdnderung bietet nicht nur als ein spezielles einfaches
Beispiel Interesse, sondern er besitzt auch eine wichtige Bedeutung
fiir den allgemeinsten F'all einer beliebigen endlichen Ver-
Anderung, zu dessen Behandlung wir jetzt iibergehen, indem wir
zu den Gleichungen (2) zuriickkehren. Dies rithrt im Grunde daher,
daB eine jede beliebige Funktion innerhalb eines unendlich kleinen
Gebiets ihrer Variabeln als linesire Funktion betrachtet werden kann.

Fassen wir ndmlich einen bestimmten materiellen Punkt P,
mit den Koordinaten ay, b, ‘co ins Auge, so wird derselbe durch
die Verdnderung an den Ort z,, ¥,, 2, gebracht, wobei nach (2):

%o = [(aq; bo, €o); Yo= P(, by, €5), 20=P(a, by, ). (46)
Wenn wir nun weiter irgendeinen in unmittelbarer Nahe von
P, gelegenen materiellen Punkt P mit den Koordinaten:

a=ay+d&, b="by+ b, c=co+ ¢ (47)
betrachten, der durch die Veriinderung an den Ort:
=2+, y=y+y, t==24+7 (48)

gelangen moge, so sind nach der Voraussetzung o, ¥, ¢ unend-
lich klein, folglich nach (2) und (46), mit Entwicklung nach der
Taylorschen Reihe: ’

0 + (¢ (49
7 = (—a)oa’ 4 (E—b)o b 4 (&)Oc'.

Indem man o, b, ¢ alle moglichen unendlich kleinen Werte

durchlaufen 148t, erhilt man aus diesen Gleichungen die Verinde-
2*



20 I Teil. 1. Kapitel.

rung desjenigen unendlich kleinen Korperteils, der den Punkt P,
rings umgibt. Man kann also dieselbe auffassen als hervorgebracht
durch eine endliche Translation mit den Komponenten:

Ty— Gy= Uy, Yo— bo=10,, 2o— €= Wy,
welche einen Punkt P aus der Lage (a, b, ¢) in die Lage
a+u==a+d, b+v=y+Y, ct+tw=2+¢c
versetzt, und eine endliche linedire homogene Verinderung (49),
mit dem Punkt P, als rubendem Anfangspunkt, bei welcher der
Punkt P seine Koordinaten (a’, ¥, ¢) mit den Koordinaten (', ¥/, 2)

vertauscht. :
Setzen wir zur Abkiirzung die neun Koeffizienten der Ver-

#nderung (49):
(b )o= A1, (%%;)0= A, (—2—?)0“—* A3,

(50) ] ( a)o= U, (%g)o= Uz, (g_c)ov= U3,

% 02 %)

Y P -

so gelangen wir auch formell zu den Gleichungen (23), und es
lassen sich ohne weiteres alle Folgerungen aussprechen, welche
wir damals aus diesen gezogen haben. ’

Bei einer beliebigen Verinderung eines Korpers verindert
gich also jeder einzelne unendlich kleine Teil des Korpers oder
jedes ,Korperelement® lineir, und der Unterschied gegen die frither
betrachtete linesire Verinderung des Korpers besteht nur darin,
daB die Koeffizienten (1, ¢, ») der Verdnderung von Element zu
Element wechseln. Wir heben von den hieraus entspringenden
Sitzen einige der wichtigsten hervor.

Auch bei der allgemeinsten Verdnderung bleiben unendlich
kleine Parallelepipede erhalten, nur die Winkel konnen sich bis
zu beliebigem Betrage éndern, ebenso bleibt die Ordnungszahl
einer unendlich kleinen Fliche erhalten; so verwandelt sich z. B.
eine unendlich kleine Kugel in ein Ellipsoid, in dessen Mittelpunkt
der Mittelpunkt der Kugel iibergeht. Das gibt Anlaf zu einer auf
den ersten Blick eigentiimlichen Folgerung. Stets wird die Ober-
fliche des Korpers nach der Verinderung von den nédmlichen mate-
riellen Punkten gebildet wie vor der Verinderung. Denn ein jeder
Punkt, der vor der Verdnderung nicht an der Oberfliche liegt, 148t
sich auffassen als der Mittelpunkt einer Kugel, die ganz im Innern

8

|

> o/
< 8

o> o
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liegt, und deren Mittelpunkt daher auch im Innern bleibt. Dasselbe
gilt natiirlich auch fiir die umgekehrte Verdnderung, und damit
ist die Folgerung bewiesen.

Die Volumendilatation wird ebenso wie in (22) bestimmt durch
die Funktionaldeterminante (7): ‘

% s |
da 0b dc¢

dy dy Oy
D = Sa b deol’ (61)
TR T T

|5 3% de

wenn wir der Einfachheit halber den Index 0 von jetzt an fort-
lassen. Dabei bezeichnet der Wert von D das Verhiltnis des Vo-
lumens eines den materiellen Punkt (@, b, ¢) enthaltenden Kérper-
elements nach der Verdnderung zu seinem Volumen vor der Ver-
dnderung.

Lost man die Gleichungen (49) nach o', ¥, ¢ auf, so erhilt man
hierfiir lineire homogene Ausdriicke mit den Koeffizienten (2, ', 2"),
deren Werte durch (6) gegeben sind:

EHIEEE T
21,::%1: blc)z __:bbbcpbo bb’ — (52)
Andererseits kann man aber auch zuerst die Gleichungen (2)
nach @, b, ¢ auflésen und erst dann die Substitutionen (47) und (48)
mit der Taylorschen Reihenentwicklung vornehmen. Auf diesem
Wege ergibt sich analog (49):
r da s, ba , K Oda
“:b_xx'l'@y-l‘g;z"
, 0b_,, 0b , 0D,
’ b ’ 60 ’ b} ’
=57+ 5V + 5
wo nun die Koeffizienten iibereinstimmen miissen mit den (', ¢, »").
Dies ergibt die Giltigkeit der folgenden Transformationsformeln:

0w 0y
. B [ .

2= D sy D T )
durch welche die Differentialquotienten bei unabhingigen z,y, z

allgemein zuriickgefiihrt werden auf die Differentialquotienten bei
unabhéngigen «a, b, c.
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Analoge Gleichungen gelten selbstverstindlich fiir den um-
gekehrten Ubergang von z, %, 2 zu «, b, ¢ als unabhingigen Varia-
beln. Die dabei auftretende Funktionaldeterminante:

ba da da| [da b de

0x 0y 0% dx dz o=

, 0b 0b b 0a 00 Oc

64 D=l s %)= |5 & 3y
de o dol |2 3 e

|bx oy 6%.‘ 0z dx oz

bezeichnet das Verhiltnis, in welchem sich das Volumen eines
Korperelements verdindert, wenn ein materieller Punkt aus der
Lage z,y,z in die Lage a, b, ¢ iibergeht. Da sich die beiden
Ubergidnge gegenseitig aufheben, so ist:
(55) D.-D'=1,
welche Beziehung sich auch direkt ergibt, wenn man das Multi-
plikationstheorem (§ 5) der Determinanten auf (51) und (54), in der
zweiten Form, anwendet und bedenkt, dag

dx da , Oz 06 , Oz de Oz
(56) 5a 5z T30 9w Toe dn dw

0z da , Oz 0z 0c¢
Eb‘—y—}-b—b@—}‘a‘é—g‘/:w:o, Uusw.

AuBer der Volumendilatation D — 1 eines Korperelements ist
von besonderer Wichtigkeit seine Drehung und seine Dilatation.
Beides ergibt sich aus den Gleichungen (32), mit Benutzung der
Werte (50) fiir die neun Koeffizienten 2, g, ».

§ 12. Durchfiithren wollen wir die Rechnung nur fir den spe-
ziellen Fall einer beliebigen unendlich kleinen Verédnderung,
die dadurch charakterisiert sein mdge, da die Verschiebungskom-
ponenten (3) als beliebige unendlich kleine Funktionen von a, b, ¢
gegeben sind. Dann gelten fiir ein den Punkt (a,, by, ¢,) enthalten-
des Korperelement alle Sitze des §9. Insbesondere ist die Drehung
durch (37), die Dilatation durch (38) gegeben, wobei die unendlich
kleinen Koeffizienten (2, g, ») nach (50), (3) und (34) folgende Werte
besitzen:

] A= (%%)07 A== (g%)o’ Ag== <%g-)07
(57) l == (%%)07 U= (%Z—)O’ Ug== (2_2)07
n=)y =7l 7= G2y
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Durch die Einfiihrung der Verschiebungskomponenten u, v, w
werden die Buchstaben z, y, 2 in ihrer bisherigen Bedeutung iiber-
fliissig, da dieselben durch a -+ u, b 4 v, ¢ + w ersetzt werden
konnen. Daher gebraucht man hiufig x,y, 2z in der bisherigen
Bedeutung von a, b, ¢ und kann die Buchstaben a, b, ¢ ganz ent-
behren. Aber auch mit Beibehaltung der Bedeutung aller benutzten
Zeichen lassen sich bei unendlich kleinen Verdnderungen die Va-
riabeln a, b, ¢ in allen Differentialquotienten ohne merklichen Fehler
durch z, y, z ersetzen. So ist z. B.

du _ Ou du Oy 0u dx

0z
da 0w da T 3y da T 3z Ba
oder nach (3):
02 du du 0o , 0w Ow _ du
=52 (132t 5y 52+ 55 50— 30 (58)

bis auf kleine Griofien hoherer Ordnung. Entsprechendes gilt fiir
alle anderen Differentialquotienten.

Wenn wir nun den Index 0 wieder iiberall weglassen, so sind
demnach die Komponenten der Drehung nach (37) und (57):

0
R N i M TEE 1. I

Fiir die Berechnung der Dilatation fithren wir die Abkiir-
zungen ein:

(=

u 0w dw
‘x:xzy @_—_—yy, E-‘Zz’

(60)

daw dv du dw 0w du
Ey"*‘b_%:ym b7+ 3z = % H-"w:xy:
wobei offenbar
Y, == 2y, Za:=‘?7za Ty=Yy. (603)
Dann ist die Volumendilatation nach (42) und (57):
0 0 dw

Ferner sind nach (57) die Hauptdilatationen die drei Wurzeln
der in !/ kubischen Gleichung (41):

|, — 1 2 Lo, |
XLy — —2—xy —Q—xz
1 1 .
! 7?/«: yy"'l ?yz = 0. (62)
1 1
! E"Zz E‘Zy Zz——l
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~Die Richtungen der entsprechenden Dilatationsachsen ergeben
sich dann nach (40) und (57) aus zwei der Gleichungen:

@—ha+ L8 + Zy =0,

f
|
(63) | o -8+ %y —0,
|
l

- ! fz—/ﬁ‘ + (z,— Dy =0
9 i 9 z 7 ’

wobei das gemeinschaftliche Vorzeichen der Richtungscos «, 8,7
unbestimmt bleibt.

Umgekehrt folgen, wenn die Hauptdilatationen 7, m, n und die
dazugehorigen Dilatationsachsen durch ihre Richtungen (e, 8, 7)
gegeben sind, eindeutig die Komponenten der Dilatation nach (38):

Tp=1a? + ma2 + nag?, -

(64) { 1

Gy = %‘?/z = 18171+ mPays -+ nBsys, - -

§13. In der Vektorrechnung werden alle diese Beziehungen,
welche auBer in der Theorie der deformierbaren Korper auch auf
manchen anderen Gebieten der Physik in verdnderter Bedeutung
eine charakteristische Rolle spielen, mit besonderen Namen belegt
und durch abkiirzende Symbole bezeichnet. So nennt man den-
jenigen Vektor, der sich aus dem Verschiebungsvektor q mit den
Komponenten u, v, w in der Weise ergibt, daB die eingeklammerten
Grofien der Gleichungen (59) seine Komponenten darstellen, -die
Rotation“ (rot) des Vektors g, und schreibt zur Bezeichnung des
Drehungsvektors o mit den Komponenten §&,7#, ¢ statt der drei
Gleichungen (59) die eine Gleichung:

(65) ozérotq.

Die formale Ungereimtheit, welche darin liegt, daB die Drehung
nicht gleich der ganzen, sondern gleich der halben Rotation ist,
muf mit der nun einmal eingefiihrten Bezeichnung in Kauf ge-
nommen werden, sie wird deshalb etwas weniger fiithlbar empfunden,
weil die Operation rot ihr Hauptanwendungsgebiet gar nicht in der
Mechanik, sondern in der Elektrodynamik hat, wo von Drehungen
gar keine Rede ist.

Ferner nennt man diejenige skalare Grofle, die sich aus dem
Verschiebungsvektor q durch die in (61) angegebene Operation er-
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gibt, seine ,Divergenz* (div), und schreibt die Volumendilatation (61)
in der Form:

div q. (66)
Auch hier ist jede Bezugnahme auf ein bestimmtes Koordinaten-
system ausgeschaltet.

Was endlich die Dilatation nach drei aufeinander senkrechten
Richtungen betrifft, so ist dieselbe nicht wie ein Vektor durch eine
einzige gerichtete Grofle zu charakterisieren, sondern sie stellt ein
hoheres Gebilde vor, welches man als einen ,Tensor®, speziell einen
Tensortripel zweiten Ranges bezeichnet, indem als Tensoren ersten
Ranges die Vektoren angesehen werden. Dieser Tensor ist be-
stimmt durch sechs voneinander unabhéingige Grofien, ndmlich ent-
weder durch die drei ,Hauptwerte* !, m, n in Verbindung mit
den drei entsprechenden aufeinander senkrechten ,Hauptachsen®
(etg, -+ - 75), wobei die beiden entgegengesetzten Richtungen einer

Achse vollkommen gleichwertig und vertauschbar sind, oder durch
1 1

die sechs ,Komponenten® x;, y,, 2., 5 ¥., 5 %, %xy. Wegen der
Beziehungen (60a) heiffit der Tensor symmetrisch. Zwischen den
Hauptwerten, den Hauptachsenrichtungen und den Komponentén
bestehen die Beziehungen (62), (63) und (64). Wenn speziell die
drei Hauptwerte [, m, n einander gleich sind (gleichmiBige Dila-
tation), so ist

Xp=Yy= 2= l=m=mn,

Ty=Y,=2Z,= 0
und die Hauptachsen sind vollig unbestimmt.

Weitere Eigenschaften eines symmetrischen Tensors werden

sich spiiter ergeben (§ 20).

Zweites Kapitel. Dynamische Gesetze.

§ 14. Nach Beendigung der rein kinematischen Betrachtungen
wenden wir uns jetzt zur Dynamik, d. h. zur Untersuchung der
Krifte, welche die Deformation eines Korpers hervorrufen, und
fragen zuniichst nach den Bedingungen des Gleichgewichts.

‘Nehmen wir also irgendeinen Korper, der sich unter der Ein-
wirkung gewisser Krifte in einem deformierten Zustand befindet,
z. B. einen gebogenen Stab, einen tordierten Draht, ein kompri-
miertes Gas. Die auf den Korper wirkenden Krifte wollen wir
in zwei Klassen teilen:



26 I Teil. 2. Kapitel.

1. Krifte, welche auf alle, auch die inneren Teile des Korpers
wirken — die ,Massenkréfte“. Wir setzen dieselben, wie z. B. die
Schwere, den Massenelementen des Korpers proportional.

Bezeichnet dv = dx - dy - dz das Volumen, % die Dichtigkeit
eines Massenelements, so seien die Komponenten der auf das Ele-
ment wirkenden Massenkraft (vgl. 1. § 31):

(67) Xkdr, Ykdr, Zkdr.
Die GroBlen X, Y, Z betrachten wir als endlich.

2. Krifte, welche auf die Oberfliche des Koérpers wirken —
die ,Flichenkriifte“. Fiir irgendein Stiick ¢ der Oberfliche des
Korpers nennen wir den Quotienten der resultierenden darauf wir-
kenden Flichenkraft, dividiert durch den Flicheninhalt von o, den
y,mittleren Druck® auf 6. Wenn das Flichenstiick zu einem Flichen-
element d¢ zusammenschrumpft, so nennen wir jenen Quotienten
den ,Druck® auf d¢ schlechthin, und betrachten ihn als eine end-
liche Grofe. Zur Bezeichnung der auf d¢ wirkenden Flichenkraft
wollen wir, da fiir do nicht nur der Ort, sondern auch die Rich-
tung charakteristisch ist, den Buchstaben X, Y, Z fiir die Kompo-
nenten noch die Normale » von do, nach dem Innern des Korpers
gerichtet, als Index anhéingen. Dann sind die Komponenten der
auf das Oberflichenelement do wirkenden Fléchenkraft:

(68) X, de, Y,do, Z,d¢.

Die Richtung dieser Flichenkraft kann einen beliebigen Winkel
mit der Normalen » bilden. Fallen die beiden Richtungen zu-
sammen, so wirkt die Flichenkraft im Sinne einer Kompression
des Korpers, wie der Druck auf ein Gas; sind die Richtungen ent-
gegengesetzt, so wirkt die Flichenkraft im Sinne einer Ausdehnung,
wie ein Zug auf einen gespannten Draht; stehen die Richtungen
senkrecht aufeinander, so wirkt die Flichenkraft im Sinne einer
Scherung (§ 10), wie bei der Torsion oder bei der Reibung.

Der Druck, die Resultierende der drei Druckkomponenten
X,,Y,, Z,, ist natiirlich von der Dimension des Quotienten einer
Kraft, dividiert durch eine Fliche, oder [mi~1¢—%] (I. §9).

§ 15. Die Gesetze des Gleichgewichts eines deformierten
Korpers sind alle enthalten in dem Satz der allgemeinen Mechanik
(L. § 112): Wenn ein Punktsystem im Gleichgewicht ist, so halten
sich die duBeren Krifte an dem starr gedachten System im Gleich-
gewicht.
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Die Fruchtbarkeit dieses Satzes entspringt daraus, daf man
als Punktsystem jeden beliebigen Teil des Kérpers benutzen kann.
Denken wir uns z. B. den Korper durch irgendeine fingierte
Fliche ¢ in zwei Teile 1 und 2 (Fig. 1) zerlegt und wihlen wir
den Teil 1 als Punktsystem, so befindet sich dieser
Korperteil, als starr gedacht, im Gleichgewicht
unter der Einwirkung der duBeren auf ihn wir-
kenden Krifte. Zu den duBeren Kriften gehoren
dann aber nach I. § 112 auler den Massenkraften
und den auf die reale Oberfliche wirkenden Fig. 1.
Kriften auch noch die auf die fingierte Ober-
fliche ¢ wirkenden Kriifte, welche von dem Korperteil 2 herriithren,
und welche dadurch definiert sind, daB man sie besonders an-
bringen miifite, um, falls der Korperteil 2 ganz entfernt wird, eine
Storung des Gleichgewichts zu vermeiden.

Auf jedes Element do der Oberfliiche des Korperteils 1 wirkt
nun nach der von uns gewihlten Bezeichnung eine Flédchenkraft
mit den Komponenten (68). Auf diese Weise gelangt man dazu,
auch im Innern eines Kérpers an jeder Stelle Druckkréfte in ganz
bestimmtem Sinne als wirksam anzunehmen. Deren Grofie hdngt
aber auller vom Ort auch von der Richtung des Flichenelements d¢
bzw. seiner Normalen » ab. Kehrt man die Richtung von » um,
d. h. betrachtet man den Korperteil 2 als Punktsystem, so tritt an
Stelle von (68) die Flichenkraft, die der Korperteil 1 im Flichen-
element do auf den Korperteil 2 ausiibt, und diese ist nach dem
Prinzip von Wirkung und Gegenwirkung der vorigen gerade ent-
gegengesetzt. Also haben wir allgemein:

X ,=——X, Y_,=—7Y,, Z_,——2,. (69)

Um einzusehen, daB an einem bestimmten Orte der Druck je
nach der Richtung von do sehr verschiedene Werte annehmen
kann, betrachten wir als Beispiel einen horizontal liegenden zylin-
drischen Stab, der in seiner
Léngsrichtung von zwei ent- H
gegengesetzt gleichen Kriften < A PO '
gespannt wird (Fig. 2). Denken
wir uns nun in einem inneren Fig. 2.

Punkt P eine horizontale Fliche
gelegt und betrachten den dariiber liegenden Stahteil als Punkt-
system, so wirkt auf ein Flichenelement in P der Druck Null, weil
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das Gleichgewicht gar nicht gestért wird, wenn man den unteren
Stabteil ganz entfernt. Legen wir aber durch denselben Punkt P
eine vertikale Fliche und betrachten den links davon liegenden
Stabteil als Punktgystem, so wirkt auf ein Flichenelement in P
ein mebr oder minder erheblicher Druck, da ohne Anbringung
einer besonderen Kraft das Gleichgewicht des Punktsystems eine
Storung erleiden wiirde, falls man den rechts gelegenen Stabteil
ganz entfernte.

Das allgemeine Gesetz, nach welchem Gréfe und Richtung
des Druckes in einem bestimmten Punkte P eines Korpers von der
Richtung der Normalen des durch P gelegten Flichenelements
abhéingt, wird sich im § 17 aus den dynamischen Beziehungen
ergeben.

§ 16. Nachdem die Gesetze fiir das Gleichgewicht eines de-
formierten Korpers auf solche der allgemeinen Mechanik zuriick-
gefithrt sind, wollen wir dasselbe fiir den allgemeineren Fall der
Bewegung eines deformierten Koérpers tun. Dies geschieht ein-
fach durch eine Anwendung des Prinzips von d’Alembert, wonach
bei jeder Bewegung eines Systems materieller Punkte die duleren
Krifte und die Trigheitswiderstinde sich zu jeder Zeit an dem
starr gedachten System im Gleichgewicht halten (I. § 130).

Da der Trigheitswiderstand eines Massenelements:

(70) — % kdr, —kdr, —T2kde
der Masse des Elements proportional ist, 'so gehort er zu den
Massenkriften, und der ganze Unterschied der Dynamik eines de-
formierten Korpers gegeniiber der Statik besteht einfach darin,
daf zu den Komponenten X, Y, Z der auf die Masseneinheit be-
zogenen Krifte (67) sich die negativen Komponenten der.Beschleu-
nigung addieren.

Wenden wir also nun die sechs Bedingungsgleichungen (I.(306 a))
fiir das Gleichgewicht eines starren Korpers auf den hier vor-
liegenden Fall an und benutzen dabei die eingefiithrten Bezeich-
nungen, so ergeben sich fiir die Bewegung eines deformierten
Korpers die folgenden sechs Gleichungen:

(71) f(X— %) kdr + fX,,dG =0, usw,

(72) /{y(Z—~%)—z(Y—g%)}kdt '{—f(yZ,,—zY,,)daz(), usw.,
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wo dt ein Volumenelement, d¢ ein Oberflichenelement eines be-
liebigen herausgegriffenen Korperteils bezeichnet und die Integra-
tionen sich auf diesen Korperteil beziehen. Natiirlich gelten die
(leichungen auch fiir den ganzen Korper.

Durch die Gleichungen (71) und (72) ist der Zusammenhang
der Krifte mit den Beschleunigungen vollkommen erschépfend
dargestellt. Die folgenden Abschnitte bringen lediglich eine nihere
Untersuchung ihres Inhalts.

§ 17. Wir wenden zundchst die Gleichungen (71) an auf ein
unendlich kleines irgendwo im Innern gelegenes Korperelement,
dessen Form in folgender Weise gewihlt ist. Durch einen be-
liebigen Punkt P ziehen wir die drei zu den
positiven Richtungen der Koordinatenachsen
Parallelen (Fig. 3), und schneiden dann in
unendlich kleiner Entfernung von P diese drei
Gerade durch -eine, in der Figur vor dem
Punkte P gelegene Ebene. Dadurch ent-
steht ein Tetraeder, in dessen Eckpunkte P
die drei Kanten rechtwinklig zusammenstofen.
Nennen wir die GroBe der dem Punkte P
gegenitberliegenden Seitenfliche do, ihre nach %
dem Innern des Tetraeders gerichtete Nor-
male », und die Grofen der drei anderen
Seitenflichen do,, do,, do,, je nach ihren Normalen, so stellen die
letztgenannten Flichen die Projektionen von de¢ auf die drei Koor-
dinatenebenen dar, es gelten also die Beziehungen:

do,=——do cos(vz), do,—=—do cos(vy), do,——da cos (¥2), (13)

Fig. 3.

da alie FlichengroBen positiv sind, wihrend die Normale » mit
allen Koordinatenrichtungen stumpfe Winkel bildet.

In Gleichung (71) reduziert sich fiir unseren Fall das Volumen-
integral auf ein einziges Glied, welches das Volumen dz des
Tetraeders als Faktor enthilt, wihrend das Oberflichenintegral
gleich ist der Summe von vier Gliedern, deren jedes einer Seiten-
fldche des Tetraeders entspricht und ihrer Griofle proportional ist.
Da nun dz von der dritten Ordnung, die do aber von der zweiten
Ordnung unendlich klein sind, so verschwindet das Volumenintegral
gegen jedes einzelne der Glieder des Oberflichenintegrals, und die
Gleichung (71) geht iiber in

X,do,+ X,do, + X,do,+ X,d6 =0,
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wobei beriicksichtigt ist, daf die inneren Normalen der Seiten-
flichen des Tetraeders durch z, y, z, v dargestellt werden. Dies
mit (73) kombiniert liefert:
X,= X, cos (vx) + X, cos (vy) + X, cos (vz2)
(74) ] und ebenso zus den anderen beiden Gleichungen (71):
I Y, =Y, cos (vx) + Y, cos (wy) + ¥, cos (v2),
Zy= Zy 08 (vx) + Z, cos (vy) + Z, cos (v2).

Diese Gleichungen ergeben fiir jeden Punkt P des Korpers
den Zusammenhang der Grofe und Richtung des dort wirkenden
Druckes (X, Y, Z,) mit der Richtung der Normalen » des Flichen-
elements, auf welches der Druck wirkt (vgl. § 15 am Schlufl). Denn
ob do genau durch den Punkt P oder in unendlich kleiner Ent-
fernung von ihm gelegt ist, macht fiir die endlichen Werte der
Druckkomponenten keinen Unterschied.

Hiernach ist der Druck fiir jede beliebige Richtung von »
bestimmt, sobald die neun Druckkomponenten X,, --- Z, bekannt
sind. Fidllt » mit einer Koordinatenrichtung zusammen, so sind
die Gleichungen identisch erfiillt. Auch geniigen sie allgemein den
Forderungen (69), da die cos ihre Vorzeichen umkehren, wenn »
mit der entgegengesetzten Richtung vertauscht wird.

Von den neun den Koordinatenflichen do,, do,, do, entspre-
* chenden Druckkomponenten stellen die in der Diagonale stehenden
X,, Y,, Z, solche Drucke dar, welche normal auf ihre Fliche
wirken, und zwar bedeutet ein positiver Wert stets einen Kom-
pressionsdruck wie bei einem Gas, unabhingig von der gewihlten
Koordinatenrichtung, ein negativer stets einen Zug wie bei einem
gespannten Draht (vgl § 14). Denn bei einer Umkehrung der
Koordinagtenrichtung kehrt sowohl die Kompouente der Flichen-
kraft als auch die innere Normale ihr Vorzeichen um. Natiirlich
brauchen die drei Normaldrucke nicht alle das némliche Vorzeichen
zu haben.

Die iibrigen sechs Druckkomponenten sind die Tangential-
drucke oder scherenden Drucke, auch Schubspannungen genannt,
wie sie bei der Torsion und bei der Reibung auftreten. Ks sei
schlieBlich daran erinnert, daf alle vorstehenden Betrachtungen
sich auf ein unendlich kleines Korperelement beziehen, und daf die
Grofien der Druckkomponenten von Element zu Element wechseln
konnen. Daher sind im allgemeinen die neun Druckkomponenten
X,, -+ Z, als Funktionen des Ortes «, v, z zu betrachten.
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§18. Um die dynamischen Gleichungen (71) und (72) zu wei-
teren Schliissen zu benutzen, leiten wir zuerst einen mathema-
tischen Satz ab, der uns auch bei anderen Gelegenheiten noch
hiufig gute Dienste leisten wird; er betrifft die Umwandlung eines
gewissen Raumintegrals in ein Oberfliichenintegral. Es bezeichne ¢
eine eindeutige stetige Funktion der Raumkoordinaten z, ¥, z, und
es handle sich um die Berechnung des Integrals:

0
[32-a, (15)

zu erstrecken itber einen bestimmten Raum, der in der Fig. 4 der
Allgemeinheit halber so gezeichnet ist, daB seine Oberfliche, von

auBlen betrachtet, auch
konkaveStellenbesitzt.
Die Oberfliche diirfte v

iibrigens auch aus ver- ,/ "
schiedenen ganz ge- /

trennten Stiicken be- / " 5 z A% v i
stehen, ohne dab die -y )?Sﬁ%@\\\ SN
Giiltigkeit der folgen- W// . /

den Sitze dadurch be-
eintrichtigt wiirde.

Wir setzen dv = da-dy- dz, und integrieren zunéchst iiber x,
indem wir % und z konstant halten, d. h. wir summieren iiber die
Volumenelemente eines unendlich diinnen, der x-Achse parallelen
Zylinders mit dem Querschnitt dy-dz.

Wenn der Zylinder die Oberfliche des Integrationsraumes in
mehreren Punkten 1, 2, 3, 4 schneidet, so wird er dadurch in
mehrere Teilzylinder zerlegt, und das Integral itber den ganzen
Zylinder ist gleich der Summe der Integrale iiber die einzelnen
Teilzylinder, also in unserem Falle:

dy dz (pa— 1+ 94— Pa)- (76)

Bezeichnen wir die Grofen der Flichenelemente, welche der
Zylinder aus der Oberfliche des Integrationsraumes ausschneidet,
mit do,,d ¢y, d6s,do,, ihre inneren Normalen mit vy, »,, v3, vy, S0 ist

dy dz == do; cos (v,x) = — dd, cos (v;) = d oz cos (v3)

= — d o, co8s (¥, x) )
und das Integral (76) iiber den Zylinder wird:
— @q €08 (0, %) d 0y — @y €08 (Vo) d Gy — @3 COS (V3T) d 0y
— @, €08 (vyx) doy.

Fig. 4.
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Ein entsprechender Ausdruck gilt fiir jeden der wunendlich
vielen unendlich diinnen zur x-Achse parallelen Zylinder, in die
der ganze Integrationsraum zerlegt gedacht werden kann, und die
Summe aller dieser Ausdriicke, oder das gesuchte Integral, 148t
sich mithin schreiben:

(78) f%g dv=— [ cos(vx)do,

zu erstrecken iiber alle Elemente do der Oberfliche des Inte-
grationsraumes.

Setzen wir als Beispiel ¢ = const, so erhalten wir die Identitdt:

'fcos (va)de — 0,

deren Giiltigkeit fiir jede beliebige Form der Oberfliche auch direkt
leicht einzusehen ist, wenn man sich den Sinn dieser Gleichung an
der Hand der Beziehung (77) klarmacht.

Fir spiteren Gebrauch stellen wir gleich hier einige all-
gemeinere und speziellere Anwendungen der abgeleiteten Formeil
Zusammen.

‘Wenn wir mit ¢ irgendeine zweite eindeutige stetige Funktion
bezeichnen, so liefert die Gleichung:

Aep-y) __ oy dg
3z~ Py + LFrE

iiber irgendeinen Raum integriert, nach (78) auf der linken Seite
ein Oberflichenintegral, auf der rechten zwei Raumintegrale, so
daB wir schreiben konnen:

(79) f(pg—;fdr:~fqmp cos(va:)da——frpgi;’dz.

Diese Beziehung spricht den Satz der partiellen Integration
aus, angewendet auf ein Gebiet von dreifacher Mannigfaltigkeit.

Eine héufig zu benutzende Anwendung der Gleichung (79) ist
die folgende:

dpdy | dpdy | dgdy

ﬂ%ﬁ*‘e*y@Jrsz&)df
: N N
:_f(b“(ﬁcos(”m)+b“(;COS("’?/)-!'Z—:COS(vz))zpda

02 02 .02
— [ (2 + 55 + ) ar



Dynamische Gegsetze. 33

oder nach (I. § 39) und (L. (129))
dpdy |, dpdy | dpdy\ [ Vg [
f(ﬁbw—r_bybi % b%)dt— fwbv do f‘l) dg-dz. (80)
Fir py=¢ ergibt gich spezieller:
fj (b(pzfdt:——f@b(pdaw p-dp-dr  (81)

und fiir w == const:

h)
fA@-dr:-—fﬁdG. (82)

§19. Nehmen wir nun wieder die dynamischen Gleichungen (71),
angewendet auf einen beliebigen Teil des Korpers, zunéchst die
erste derselben, und ersetzen das darin vorkommende X, durch
(74), so konnen wir das Oberflichenintegral nach (78) als Raum-
integral schreiben, da z. B.

fX cos (v, x)da———f Sadv,

und dieses Raumintegral mit dem ersten Integral von (71) zu einem
einzigen Raumintegral vereinigen. Wéihlen wir dann den Korper-
teil unendlich klein, vom Volumen dz, so reduziert sich das Raum-
integral auf ein einziges Glied, und es ergibt sich, mit Weglassung
des Faktors dz:

P 03X, 30X, X,
X =)= 5 =% — e = O I
ebenso: ) N \y l
d*y Yy Yy e
(¥ — )= S — 5 — 5 =0, [ (83)
und:

a2 37, Z 32,
I
gilltig fiir jeden Punkt des Kérpers.

Charakteristisch fiir diese Gleichungen ist, daff in ihnen die
Druckkomponenten nicht mit ihren absoluten Werten, sondern nur
mit ihren riumlichen Differentialquotienten auftreten.

Ein gleichmifiger Druck, mag er auch noch so grof sein, ver-
mag also niemals eine Bewegung hervorzurufen, es gehort dazu
immer eine réumliche Verdnderlichkeit des Druckes, oder ein
LDruckgefille*. In dieser Beziehung dhnelt die physikalische Be-
deutung eines Druckes derjenigen eines Potentials (vgl 1. § 391).

Planck, Mechanik deformierbarer Korper. 3
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Ganz ebenso konnen wir in den dynamischen Gleichungen (72)
das Oberflichenintegral in ein Raumintegral verwandeln, nach dem
Muster der Umformung:

fny 008 (va) do — ~fb(yzﬂ”)d

und erhalten so auf dem niimlichen Wege aus der ersten jenel
Gleichungen:

(2 —37) — (v — )
- S_x(yzw_zyx) —%(yzy-——ZYZ) - %(yZZ—ZY2> ==

oder, mit Elimination der Massenkrifte durch (83) und Ausfithrung
der Differentiationen:

(84) Zy,=1Y,. Ebenso: X,=2, und Y,=X,.
Die Tangentialkomponenten des Druckes sind also paarweise
einander gleich, und die neun Druckkomponenten X, --- Z, redu-

zieren sich dadurch ganz allgemein auf sechs.

Die Gleichungen (83) und (84) sind physikalisch vollkommen
dquivalent den Gleichungen (71) und (72), da man aus ihnen durch
Integration itber irgendeinen Korperteil wieder zu letzteren iiber-
gehen kann. Wir werden sie kiinftig allen Untersuchungen iiber
Gleichgewichts- und Bewegungsprobleme zugrunde legen.

.§ 20. Nachdem durch die Beziehungen (84) die Gesetze (74)
des Druckzustandes an einer bestimmten Stelle des Korpers sich
erheblich vereinfacht haben, wollen wir jetzt die Form dieser Ge-
setze niher untersuchen und stellen zunichst einmal die Frage, ob
es, wenn die sechs Druckkomponenten X, - -- Z, beliebig gegeben sind,
Flichenelemente gibt, auf welche der Druck senkrecht wirkt, fiir
die also die Richtung des Druckes zusammenfillt mit der Richtung
ihrer Normalen. Die Bedingung hierfiir ist:

X,=pcoswx), Y,=pcosy), Z,=p cos(z),
wenn p die Grofle des Druckes bezeichnet. Dies in (74) eingesetzt
ergibt:
X,—pcoswa)+ X, cos(py)+ X, cos(@e)=0,
(85) Y, cos@x)+(Y,—p)cos(wy)+ Y, cos(wz)=0,
Z, cos(wx)+ 4, cos(vy)+ (Z,—p) cos(we)=0,



Dynamische Gesetze. 35

und diese Gleichungen sind, abgesehen von der Bezeichnung und
davon, dall es sich hier um lauter endliche Grofen handelt, voll-
kommen identisch mit den Gleichungen (40) oder (63), sie fithren
also auch zu denselben Resultaten, die wir in folgende Sitze zu-
sammenfassen konnen.

Der Druckzustand in einem Korperelement wird stets darge-
stellt durch einen symmetrischen Tensor, den Druck- oder
Spannungstensor, dessen Komponenten die 6 Druckkomponenten, und
dessen Hauptwerte die sogenannten ,,Hauptdrucke“ p, q, r bilden,
das sind die Wurzeln einer kubischen Gleichung von der Form (62).
Die Hauptachsen des Tensors sind die Normalen derjenigen Flichen-
elemente, auf welche der Druck senkrecht wirkt, sie sind also zu-
gleich auch die Richtungen der entsprechenden Hauptdrucke. Durch
die Grofen und Richtungen der Hauptdrucke ist der ganze Druck-
zustand ebenso bestimmt wie durch die sechs Druckkomponenten
in Bezug auf irgendein Koordinatensystem, nach Gleichungen von
der Form (64). Wenn speziell die drei Hauptdrucke einander
gleich sind (wie stets bei einer vollkommen elastischen Fliissigkeit,
§ 44), so sind die Normaldrucke X,= Y, = Z,=p =q=r, die
Tangentialdrucke X,= Y,= Z,=0, und die Richtungen der
Hauptachsen sind unbestimmt. ‘

Um uns fir den allgemeinen Fall von dem Zusammenhang der
Richtung des Druckes (X, Y, Z,) mit der Richtung der Normalen
v des Flichenelements, auf welches er wirkt, eine anschauliche
Vorstellung zu bilden, denken wir uns die folgende ideale Fléche
zweiter Ordnung (Ellipsoid oder Hyperboloid) konstruiert:

X2+ Y, 2 4 Z,2 -2 Y, ye + 2 Z,zx + 2 X, 2y=~+1, (86)

wo das Vorzeichen rechts so zu wihlen ist, dafl die vorzunehmen-
den geometrischen Operationen reell ausfallen.

Von dieser Fliche Lift sich folgender Satz beweisen: Die Rich+
tung der Flichennormale im Endpunkt eines Durchmessers von der
Richtung » gibt die Richtung des Druckes an, welcher auf ein
zu » senkrechtes Flichenelement wirkt.

Bezeichnet némlich f(z, y, 2) = 0 die Gleichung der Fliche,
80 sind ) o7
f.of.
die Richtungsverh#ltnisse der Normalen in dem Punkt (z, y, 2) der
3*
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Flsche, und wenn dieser Punkt auf dem Durchmesser von der
Richtung » liegt, so ist

z:y: e ==cos(px): cos (vy): cos (»z).

Durch diese Werte gehen die Verhiltnisse (87), mit Benutzung des
Ausdrucks (86) fir die Funktion £, iber in X, : Y, : Z,, wie ein
Blick auf (74) lehrt.

Nach ihrer soeben dargelegten physikalischen Bedeutung ist
die Form und Lage der Fliche (86) unabhingig von dem gewé#hlten
Koordinatensystem. Thre Achsen sind offenbar die Hauptdruckachsen;
fiir p = q = r ist sie eine Kugel

Allgemein 148t sich behaupten, daf beim Ubergang von den
Koordinaten «, , z zu irgendwelchen anderen orthogonalen gerad-
linigen Koordinaten 2/, 3/, 2 der Ausdruck (86) invariant bleibt.
Denn die Gleichung, welche man statt (86) erhilt, wenn man darin
2,1y, & statt x, y, 2 und zugleich Xy, .-+ Z statt X, .-+ Z, schreibt,
stellt ja die nédmliche Fléche dar. Der Zusammenhang der gestrichenen
Druckkomponenten X, - - - mit den ungestrichenen X, - - - muB also
ein derartiger sein, daf beim Ersetzen der gestrichenen durch die
ungestrichenen Komponenten und Koordinaten die Gleichung (86)
wieder herauskommt. Dieser Satz enthiilt die Gesetze der Trans-
formation der Druckkomponenten von einem Koordinatensystem auf
ein beliebiges anderes.

Es versteht sich, daB alle hier abgeleiteten Beziehungen nicht
nur filr den Drucktensor, sondern ebenso auch fiir den Deforma-
tionstensor und itberhaupt fiir jeden symmetrischen Tensor zweiten
Ranges entsprechende Giiltigkeit besitzen. Nur istihre physikalische
Bedeutung in den verschiedenen Fillen eine ganz verschiedens,
mehr oder weniger wichtige.. Auch das Trigheitsmoment (I. § 142)
eines Korpers in Bezug auf die verschiedenen durch einen bestimm-
ten Punkt gehenden Richtungen wird durch einen symmetrischen
Tensor dargestellt, und zwar einen solchen, dessen Hauptwerte
(die Haupttrigheitsmomente) stets positiv sind. Die Fliche (86)
bildet dann das Trigheitsellipsoid. Man wird hier wieder, wie
auch sonst hiufig, auf die interessante Beobachtung gefiihrt, daf
die Natur, so ungeheuer mannigfaltig ihve Erscheinungen sich dem
suberen Anblicke nach darstellen, dennoch oft auf ganz entlegenen
Gebieten mit denselben einfachen Mitteln arbeitet. Ohne diesen
Umstand wire es filr den menschlichen Geist, der meistens mit
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Gleichnissen und Analogieschliissen arbeitet, unendlich viel schwie-
riger, ihren Gesetzen niher auf die Spur zu kommen. —

Ehe wir nun zu fruchtbaren Anwendungen der dynamischen
Gleichungen (83) schreiten konnen, miissen wir noch die Beziehungen
kennen, welche zwischen Druck und Deformation bestehen, und
die Frage nach diesen Beziehungen fithrt uns mit Notwendigkeit
zu derjenigen nach dem Material des betrachteten Korpers, das
wir bisher ganz unberiicksichtigt lassen konnten. Davon wird also
in den folgenden Abschnitten in erster Linie die Rede sein milssen.



Zweiter Teil
Unendlich kleine Deformationen.

Erstes Kapitel. Feste Korper. Allgemeines.

§ 21. Wie wir im ersten Teil gesehen haben, fehlt uns zur
eindeutigen Formulierung der Bewegungsgesetze deformierbarer
Korper nur noch die Kenntnis des Zusammenhanges zwischen dem
Deformationstensor und dem Drucktensor. Um nun diesen Zu-
sammenhang festzulegen, filhren wir vor allem die Hypothese ein,
die wir zunithst auch iberall im Folgenden beibehalten werden,
daB der Druck immer und iiberall einzig und allein abhingt von
der gleichzeitigen und lokalen Deformation und umgekehrt, —
eine Voraussetzung, die in der Natur keineswegs immer erfillt ist;
denn genau genommen zeigen alle festen Korper in hoherem oder
geringerem Grade eine-Abhédngigkeit ihrer Deformation aufler von
den augenblicklichen Kréiften auch noch von der Art der Behandlung,
der sie vorher unterworfen waren, ferner auch von der Temperatur,
welche sich im allgemeinen ganz unabhingig von Druck und De-
formation #ndern kann. Wenn und insoweit filr einen Korper die
von uns eingefithrte Hypothese zutrifft, nennen wir ihn ,,voll-
kommen elastisch®. ;

Zur Bedingung der vollkommenen Elastizitit gehort es natiirlich
auch, daf ein Korper, der eine Zeitlang beliebigen deformierenden
Kriften ausgesetzt worden ist, nach Aufhoren dieser Krifte keinen
andern Gleichgewichtszustand annimmt, als denjenigen, welchen er
vor der Anbringung der Krifte besessen hat; denn dem Drucke
Null muf§ eindeutig die Deformation Null entsprechen. Wenn also
ein Korper die Erscheinung der elastischen Nachwirkung zeigt,
d. h. wenn er nach Aufhoren der deformierenden Kriifte erst all-
mihlich in seinen alten Gleichgewichtszustand zuriickkehrt, verhélt
er sich nicht vollkommen elastisch. Dagegen spielt die Grofe der
durch einen bestimmten Druck bewirkten Deformation bei der
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Frage nach der vollkommenen Elastizitit keine Rolle. In diesem
Punkte weicht die wissenschaftliche Terminologie etwas ab von
dem gewdhnlichen Sprachgebrauch, da man im tiglichen Leben
mit dem Begriff der hervorragenden Elastizitdt auch den einer be-
sonders groflen Deformierbarkeit verbindet und in diesem Sinne
z. B. Kautschuk elastischer als Glas nennt. Im wissenschaftlichen
Sinne ist umgekehrt Glas elastischer als Kautschuk, insofern es die
Eigenschaft der elastischen Nachwirkung lange nicht in dem Grade
zeigt wie letzterer.

Nach allen Erfahrungen darf man einen jeden Korper als voll-
kommen elastisch betrachten, falls seine Deformation eine gewisse
GroBe nicht iiberschreitet, welche als die ,,Grenze der vollkommenen
Elastizitit“ bezeichnet wird. Unsere folgenden Untersuchungen
beziehen sich daher auf alle Korper, aber nur auf solche Defor-
mationen, welche so klein sind, daf sie innerhalb der Elastizitéits-
grenze liegen. Um die mathematische Behandlung derselben zu
vereinfachen, nehmen wir die Deformationen als unendlich klein an.

§ 22. Ein Korper, in welchem alle Richtungen physikalisch
gleichwertig sind, heift ,isotrop®; dagegen wird ein Korper, in
welchem sich irgendwelche Richtungen physikalisch verschieden
verhalten, als ,,anisotrop” bezeichnet. Fiir isotrope Korper 1Bt
sich gleich von vornherein ein Zusammenhang zwischen Deformation
und Druck angeben: da nimlich der Druck durch die Deformation
vollstindig bestimmt ist, so miissen bei jeder beliebigen Deformation
die Hauptachsen des Drucktensors zusammenfallen mit denen des
Deformationstensors. Bei anisotropen Korpern kann man aber
diesen Séhluff nicht ziehen, weil hier auch noch gewisse Vorzugs-
richtungen des Korpers eine Rolle spielen werden. Da wir unsere
folgenden Betrachtungen auch auf Kristalle, also auch auf aniso-
trope Korper erstrecken wollen, so milssen wir, um vorwérts zu
kommen, einen allgemeineren Weg einschlagen.

Der Deformationstensor wird charakterisiert durch seine sechs
Komponenten x,, x,, - - - (§ 12), der Drucktensor durch seine sechs
Komponenten X, X, --- (§ 19), und die letzteren Grofen sind be-
stimmte Funktionen der ersteren Grofen. Da nun die Deforma-
tionskomponenten unendlich klein sind, so kann man in der
Taylorschen Reihenentwicklung bei den ersten Gliedern stehen
bleiben und erhélt als Resultat, daff die Druckkomponenten lineédre
Funktionen der Deformationskomponenten sind und, wie wir gleich
hinzufiigen konnen, homogene Funktionen, da wir die Deforma-
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tionen von demjenigen Zustand aus rechnen wollen, welcher dem
Drucke Null entspricht, d. h. von dem ,natiirlichen” Zustand des
Korpers aus. Dann verschwinden die Druckkomponenten zugleich
mit den Deformationskomponenten.

Ordnen wir also den Deformationskomponenten in der Reihen-
folge x,, ¥y, 2., Y., 25, 2, die Ziffern 1,2, 3, 4, 5, 6 zu, und die ndm-
lichen Ziffern den Druckkomponenten in der Reihenfolge X,, Y,
Z,,Y,, Z,, X,, so ergeben sich als allgemeiner Ausdruck der Ab-
hingigkeit des Druckes von der Deformation die sechs Gleichungen:

Xp= Q4 p + Q¥ + G132, + AuY, + Op2p + %y,
(88) sz azlxx_“ 0022%’1‘ a23zz+ “24?/2-!‘ a25zm+ “26%/
in welchen die 36 Konstanten a durch die materielle Beschaffenheit
des Korpers bestimmt sind. Diese Ausdriicke in die Bewegungs-
gleichungen (83) eingesetzt liefern dann die allgemeinen Gresetze
der Bewegung.

Es fragt sich nun noch, ob die Konstanten @ génzlich unab-
hiingig voneinander sind, oder ob nicht zwischen ihnen gewisse
Beziehungen bestehen, durch deren Einfithrung die Gleichungen (88)
sich vereinfachen. Dal beim Vorhandensein irgendwelcher Sym-
metrien in der Struktur eines Kristalls eine Spezialisierung und
Vereinfachung insofern eintreten wird, als die Anzahl der Kon-
stanten a sich auf eine geringere als 36 reduziert, ist unmittelbar
einleuchtend. Wir wollen aber einstweilen noch bei dem allge-
meinen Fall eines vollstindig unsymmetrischen Kristalls stehen
bleiben, um diesen einer Bedingung zu unterwerfen, die wir bisher
noch nicht eingefithrt hatten, von der wir aber doch wissen, daf
sie in der Natur stets erfilllt ist: dem Gesetz der Erhaltung der
Energie; und wir werden sehen, dafl die Einfilhrung dieses Gesetzes
eine allgemeine betrichtliche Vereinfachung des Gleichungensystems
(88) im Gefolge hat.

§ 23. Nach dem Prinzip der Erhaltung der Energie (I. (393))
ist die in einem Zeitelement d¢ erfolgende Anderung der Ge-
samtenergie L + U eines materiellen Systems gleich der withrend-
dem von den #duBern Kriften an dem System geleisteten Arbeit:

(89) d(L+U)=A.

Wir wollen nun diese Gleichung auf den vorliegenden Fall
anwenden, indem wir, ganz wie oben in § 15, einen beliebigen
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Teil des ganzen Korpers herausgreifen und ihn als materielles
System der Betrachtung zugrunde legen.

‘Was zunichst den ersten Teil der Energie, die lebendige Kraft
L betrifft, so ist dieselbe einfach die Summe der lebendigen Krifte
aller Massenelemente % - dz des betrachteten Korperteils, also:

= [l G G e,

wo u, v, w die Komponenten der Verschiebung eines materiellen
Punktes aus seiner natiirlichen Lage bedeuten, und die Integration
iiber den betrachteten Korperteil zu erstrecken ist.

Von dem zweiten Teil der Energie, der potentiellen Energie
U, wissen wir, dal sie sich ebenfalls durch Addition zusammen-
setzt aus den potentiellen Energien der einzelnen Massenelemente,
sie wird also die Form besitzen:

szF-dt, 91

wo die Funktion #, die potentielle Energie der Volumeneinheit,
wegen der vollkommenen Elastizitit des Korpers lediglich von dem
Deformationszustand des betreffenden Volumenelements, also von
den 6 Deformationskomponenten %, ¥,, - - - abhingt. Da es bei
der potentiellen Energie nur auf ihre Anderungen, nicht auf ihren
absoluten Wert ankommt, so wollen wit, ohne damit die Allge-
meinheit zu beschrinken, fiir den natiirlichen, deformationslosen
Zustand des Korpers F=10 setzen.

Was endlich die #uBere Arbeit 4 betrifft, so besteht diese nach
§ 14 einmal aus der Arbeit der Massenkrifte, welche auf alle
Elemente des betrachteten Korperteils wirken, und auferdem aus
der Arbeit der Druckkrifte, welche von auBen auf die Punkte der
Oberfliche des betrachteten Korperteils wirken, also:

A= f (Xdu-+Ydv +Zdw)kdr+ f X, dutY,dv+Z,dw)ds, (92)

wo das erste Integral tiber das Volumen, das zweite Integral iiber
die Oberfliche des Korperteils zu erstrecken ist.

Um nun die Forderung (89) des Energieprinzips zu verwerten,
bilden wir zundchst den Ausdruck von dL. Da die Masse kdr
nicht von der Zeit abhéingt, so kinnen wir aus (90) direkt ableiten:

iL =Jf(%‘du + D0 qo + % qw) kv,
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oder, wenn wir fiir die drei Beschleunigungskomponenten ihre Werte
aus den Bewegungsgleichungen (83) einsetzen:

93) iL =f(Xdu + Ydv + Zdw)kdr
——‘/‘dt +dv bx + ézq_l_ b%)

D Zs ,
l+d (aZx + ay “" bai)]

——‘/——_-_-/

Machen wir jetzt von der Transformationsformel (79) Gebrauch,
und zwar fiir jedes einzelne der neun Raumintegrale, in welche
das zweite Raumintegral zerfillt, so erhalten wir, mit gleichzeitiger
Beriicksichtigung von (74):

(94) aL =f(Xdu +Ydv + Zdw)kdr
ddu dduw 0du
{ X, Sy + X, 5y + 73z |
od dv -
+ dt{-"Yz b;'{‘Yjaa; I Yz%{ig‘}
ddw ddw bdw'
l+Z$ 3z +Z, Y dy + Z l

—]—fda (X, du + Y,dv + Z,dw).

Dieser Ausdruck fiir 4L, in die Energiegleichung (89) ein-
gesetzt, bewirkt insofern eine bedeutende Vereinfachung derselben,
als das von der duBeren Arbeit 4 herrithrende, durch (92) dar-
gestellte Glied der rechten Seite sich gegen das gleiche der linken
Seite forthebt. Dann bleibt in der Energiegleichung nur noch
iibrig die potentielle Emnergie dU und das zweite Raumintegral
in (94). Das letztere konnen wir noch einfacher schreiben. Zu-

néchst ist nédmlich zu bedenken, daff in den Ausdriicken bgi—wu usw.

die Zeichen o sich auf die rdwmliche Differentiation, die Zeichen d
dagegen auf die zeitliche Differentiation beziehen, dal also diese
beiden Operationen ganz unabhingig voneinander sind. Daher
haben wir:

ddu __ gou - ddu__ gou ,
e %% Ty Ty USW
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Benutzen wir ferner die Beziehungen (84) und die Abkiir-
zungen (60), so stellt sich schlieflich die Energiegleichung in der
Form dar:

av + /(X dx,+Y,dy,+ Z,dz,+Y,dy,+ Z,dz,+ X, dx,)dt=0.

(95)

Hier konnen wir nach (91) fiir die Anderung der potentiellen
Energie schreiben:

dszdF-dr. (96)

Streng genommen miite hier allerdings noch ein Glied hinzu-
gefiigt werden, welches von der zeitlichen Anderung der Grife

des Voiumenelements dv herrithrt, nimlich das Glied f F d(dr) ,'

wo das erste d der zeitlichen, das zweite d der rdumlichen Ande-
rung entspricht. Aber dieses Ghed ist deshalb zu vernachlidssigen,
weil bei unendlich kleinen Deformationen die zeitlichen Anderun@en
eines Volumenelements, auch fiir endliche Zeiten, unendlich klein
sind gegen die Grofe des Volumenelements, wihrend dagegen die
zeitlichen Anderungen der potentiellen Energle F von derselben
Grofenordnung sind wie die Grofe dieser Energie.

Mit Benutzung von (96) 1iBt sich der Ausdruck (95) als ein
einziges Raumintegral schreiben, zu erstrecken iiber das Volumen
des betrachteten Korperteils. Nehmen wir nun den Korperteil un-
endlich klein, als ein einziges Volumenelement dz, so kann das
Integralzeichen fortbleiben, und wir erhalten fiir jedes einzelne
Korperelement:

—dF =X, dx, 4 Y, dy,+ Z,dz,+ Y, dy,+ Z,dz,+ X dz,.
Da aber andererseits ' durch die sechs Deformationskompo-
nenten bestimmt ist, so hat man:
F 4 , A dJF 3F Y

und da die Deformatlonskomponenten und ihre Anderungen unab-
hingig voneinander sind, so gilt allgemein:

OF oF oF
Xo=—g L=, L= =% |

” 4 # 97
PO Y SR ¥ R V) j
2= by27 T b%m’ 5 bxy’
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d.h. die Komponenten des Drucktensors sind die nega-
tiven Abgeleiteten einer einzigen Fuanktion der Defor-
mationskomponenten nach diesen, genau ebenso wie Dbei
Zentralkriften .die Kraftkomponenten die negativen Abgeleiteten
einer einzigen Funktion der Koordinaten, des Potentials, nach
diesen sind (L. (107)). Daher heiflit die potentielle Energie F' der
Volumeneinheit auch das elastische Potential.

Nach (88) ist das elastische Potential eine quadratische Funk-
tion der Deformationskomponenten, und zwar eine homogene Funk-
tion, da nicht nur die linefiren, sondern nach der von uns oben
gemachten Voraussetzung auch das absolute Glied verschwindet.

§ 24. Nach den gewonnenen Ergebnissen ist der allgemeine
Ausdruck des elastischen Potentials von der Form:

Oy .
(98) F= ) xac2 + 122, Y,y + A13%,2, + A T, Y, + A T2, A16%,, %y
Qg9 "
+ o Y2 s Yy 2, Ao Yy Y, + Ao Yy&n+ AasYy %y

33 . 2 1 - |
+ 9 7z + (342, Y, - U35 2,2, 1 g zzxy

@gs, 9
+ ) Y. + QY22 -+ u46yzxy
[ .
+ T;‘sz + aéﬁzzxy

Qs 0 2
+ - X5 .
2 Yy

Daraus ergeben sich dann nach (97) die sechs Druckkomponenten
als lineire homogene  Funktionen der Deformationskomponenten
ganz wie oben in (88), nur mit dem Unterschiede, dafl jetzt a3 == ay,
usw. Mit anderen Worten: Die Existenz eines elastischen Poten-
tials ist gleichbedeutend mit der Bedingung, daf in den Elastizitits-
konstanten a; die beiden Indizes ¢ und 5 vertauschbar sind. Dadurch
tritt gegeniiber der allgemeinen, in § 22 entwickelten Theorie die
erhebliche Vereinfachung ein, da8 das elastische Verhalten eines
Korpers nicht mehr von 36, sondern nur noch von 21 Konstanten
abhingt. Uber diese Konstanten 148t sich von vorneherein, ohne
auf die speziellen Eigenschaften des Korpers einzugehen, nur noch
eine bestimmte Aussage machen, ndmlich die, dal sie die Bedingung
erfiillen, das Potential #' unter allen Umstinden positiv zu machen.
Denn das elastische Potential ist die potentielle Energie der De-
formation, und diese besitzt die Eigenschaft, sich beim Ubergang
des Korpers aus dem deformierten in den natiirlichen Zustand, also
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beim Ubergang des Potentials vom Werte F in den Wert Null,
in kinetische, also positive Energie zu verwandeln, was notwen(hg
erfordert, da sie selber positiv ist. Diese Uberlegung bildet eine
Anwendung des allgemeinen Satzes, daf einem stabilen Gleich-
gewichtszustand stets ein Minimum der potentiellen Energie ent-
spricht (I. § 105). Da nun aer natirliche, deformationslose Zustand
des Korpers einen stabilen Gleichgewichtszustand darstellt, so ist
die potentielle Energie in jedem Deformationszustand grofer als
die im natiirlichen Zustand, d. h. grofer als Null.

Daraus ist weiter zu schliefen, daf die sechs Konstanten
(i1, Ogg, * + + Qg sAmtlich positiv sind. Denn wire z. B. ay; negativ,
so brauchte man nur 2, von Null verschieden und alle anderen
Deformationskomponenten gleich Null anzunehmen, um ein negatives
Potential zu erhalten. Aber auch die iibrigen Konstanten e miissen
gewissen Ungleichungen geniigen, auf deren nihere Formulierung
wir jedoch hier nicht ndher. eingehen wollen.

§ 25. In der Praxis handelt es sich gewdhnlich darum, bei ge-
gebenen duBeren Druckkriiften die durch sie bewirkte Verdnderung
des Korpers zu finden. Da erhebt sich zuerst die wichtige Frage
nach der Eindeutigkeit der Losung dieser Aufgabe, d. h. die
Frage, ob gegebenen 4uBeren Druckkriften eine ganz bestimmte
Verinderung des Korpers entspricht, oder ob mehrere verschieden-
artige Verinderungen mit den Gleichungen des Problems vertraglich
sind. Das wollen wir zunichst untersuchen. Dabei wollen wir
uns auf den Fall des Gleichgewichts beschrinken.

Wir setzen also jetzt die von aulen auf die Oberfliche des
Korpers wirkenden Drucke X, Y, Z, und ebenso die Massenkrafte
X, Y, Z als gegeben voraus und nehmen an, es seien drei Funk-
ticnen wu, v, w von z, y, z gefunden, welche, als Verschiebungen
der Punkte «, y, # des Korpers betrachtet, allen Bedingungen des
Gleichgewichts geniigen, nimlich. sowohl den Gleichungen (83) fiir
das Innere:

3X, | 30X, , X,
X’“—WT T
bY 07,
Tk —W + bzy I d%’ (99)
32, | 3%,
Zk= 3 “+ 2

als auch den (leichungen (74) fiir die Oberfliche. In allen diesen
Gleichungen sind fiir die Druckkomponenten X,, - - - diejenigen
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Werte zu setzen, welche sich aus den Ausdriicken der Verschie-
bungen %, v, w berechnen, wenn man zunéchst nach (60) die ihnen
entsprechenden Deformationskomponenten und dann nach (97) die
Druckkomponenten bildet.

Nun wollen wir weiter annehmen, es existieren noch drei
andere, von den vorigen verschiedene Funktionen «', ¢/, ' von
x, y, 2, welche ebenfalls allen Bedingungen des Gleichgewichts
Geniige leisten; dann gelten die nimlichen Gleichungen (99) und
(74) auch fiir diejenigen Druckkomponenten X/, X/, - - -, welche
man erhilt, wenn man aus «, v, «’ statt aus «, v, w nach (60) die
Deformationskomponenten ,, ,/, - - - berechnet und diese Werte
in (97) einsetzt.

Betrachten wir nun die Funktionen:

(100) U= U — U, Vo=V —0, Wy=w —w

von z, ¥, z, und untersuchen wir diejenige Verdnderung des Korpers,
welche sie, als Verschiebungskomponenten betrachtet, darstellen.
Zunichst ergeben sich daraus nach (60) die Deformationskom-
ponenten:

(101) Ly, == Ta — Lu, Ty, = Ty — Ly, ***

und weiter nach (97) die Druckkomponenten:
(102) Xo=X,—Xo, Xp=X,/—X,, -+ -

Andrerseits folgt durch Subtraktion der (leichungen (99) fir die
ungestrichenen Druckkomponenten von den némlichen Gleichungen
(99) fiir die gestrichenen Druckkomponenten, wenn man noch be-
achtet, daB die gegebenen Massenkrifte X, ¥, Z in beiden Glei-
chungssystemen dieselben sind:

N A

dx ' dy dx !

und endlich fiir die Oberfliche des Korpers, durch Subtraktion der
ungestrichenen von den gestrichenen Gleichungen (74), da die ge-
gebenen Oberflichendrucke X, ¥, Z, jedesmal die némlichen sind:

(104) 0= X, cos (vx) + X, cos (vy) + X, cos (vz), - - -

(103) 0=

Hier kénnte das Bedenken auftauchen, ob man bei dieser Sub-
traktion die Werte der Richtungscos in beiden Gleichungssystemen
als gleich betrachten darf, da doch die Form der Oberfliche des
Korpers bei den beiden Verinderungen verschieden sein wird. In-
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dessen man ilberzeugt sich leicht, dal der hierdurch begangene
Fehler von kleinerer GroBenordnung ist. Denn die Richtungscos
der Normalen eines Oberflichenelements sind endlich, ihre Werte
weichen also bei irgendeiner unendlich kleinen Verdnderung des
Korpers nur verhiltnisméfig unendlich wenig von denjenigen
Werten ab, die sie in dem natiirlichen Zustand des Korpers be-
sitzen, wihrend dagegen die Druckkomponenten X, - -- sich bei
den beiden Verinderungen um Betrige unterscheiden, welche gegen
die Werte der Druckkomponenten selber betréchtlich sind.

Die Gleichungen (103) und (104) haben eine physikalisch sehr
anschauliche Bedeutung. Sie sprechen nidmlich die Bedingungen
fiir eine Verdnderung u,, vy, w, aus, bei der weder auf die Massen-
elemente noch auf die Oberfliiche des Korpers dullere Krifte wirken.
Dadurch ist die aufgeworfene Frage nach der Eindeutigkeit der
Losung fiir , v, w bei gegebenen duleren Kréften zuriickgefiithrt
auf die einfachere Frage, ob beim Fehlen jeglicher #ullerer Ein-
wirkung eine von Null verschiedene Verdnderung uyvow, des Kor-
pers moglich ist. :

Die Antwort darauf konnen wir durch folgende Uberlegung
finden. Multipliziert man die drei Gleichungen (103) der Reihe nach
mit u,, vy, w,, addiert, multipliziert mit dem Volumenelement dz,
und integriert endlich iiber den ganzen Korper, so erhilt man eine
Gleichung mit neun Raumintegralen, deren jedes sich nach (79) in
folgender Weise umformen 1i6t:

0X, 3
fuoe’—xx" dt = —f%% - Xg, AT — | ug Xy, co8 @x)do.
Dadurch geht die Gleichung, mit Riicksicht auf (104), iiber in:
f(X%x‘”u + Y?/oy?'/o—l— Z%oz%_ll_ Y”oy%o-i. Zfoz% + X%x%)dr = Oy

oder, wenn man fiir die Druckkomponenten ihre Werte aus (97)

einsetzt:
fFO- dr =0,

wobei F, den Ausdruck (98) bedeutet, falls man darin alle Defor-
mationskomponenten mit dem Index Null versieht. Nun ist &
stets positiv, nur im Grenzfall, bei verschwindender Deformations-
energie, Null, also folgt aus der letzten Gleichung, daf F fiir
jedes einzelne Volumenelement verschwindet, und daraus, daf alle
Deformationskomponenten ., oy, « -+ einzeln gleich Null sind.
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Mit anderen Worten: Wenn keinerlei dullere Kriifte auf den Korper
wirken, so ist die Deformation notwendig gleich Null.

Es fragt sich nun noch, ob dann auch die Verinderung w,, v,, w,
verschwindet. Um dies zu entscheiden, miissen wir untersuchen, ob
mit dem Verschwinden der sechs Deformationskomponenten:

duy 02, dw,
w0 T Ty O
09y dw, Oy
(105) —b—y—_—(), Sz T s =0,
0wy __ Ouy Lﬂi’.‘——()
¥ vy w T

auch die Verschiebungskomponenten wu,, v,, w0, notwendig gleich
Null werden. Das ist, wie man leicht sieht, keineswegs der Fall
Vielmehr ergeben sich ug, vy, w,, die allgemeinen Lisungen der
Differentialgleichungen (105), in folgender Weise. Fiir u, gelten
die drei Bedingungen:

S o, %‘;:o, Tuo —,
von denen die beiden letzten sich durch Differentiation der Glei-
churigen ergeben, welche %Z—" und %% enthalten. Also ist u, von
der Form:
benso: U= 24 + A3y + A3z + Xyz,
(106) ° ' Vo= + ui% + 3z + faz,

Wy =» + v, & + vyy + Y&y,
wobei die zwilf Koeffizienten 2, u, » konstant sind. Weiter ist
nach (105):
s+ e+ v+ ve =190,
v+ vy 4 23+ Ay =0,
et Xzt + de=0.
Daraus:
V=0, u=0, V=0,
Vot Us=0, Azt vi=0, p+ 2=0.

Mit diesen sechs Bedingungen werden die Ausdriicke (106)
vollig identisch mit den Ausdriicken (39) fiir die allgemeinste un-
endlich kleine Verinderung, die ein Korper ausfiihren kann, ohne
eine Deformation zu erleiden, d. h. fiir eine Translation und eine
Rotation, — ein Ergebnis, das unmittelbar einleuchtend ist und



Feste Korper. Allgemeines. 49

vorauszusehen war. Wir konnen daher jetzt folgenden Satz aus-
sprechen: Durch die auf das Innere und auf die Oberfliche des
Korpers wirkenden #uBeren Kriifte sind zwar die Verschiebungs-
komponenten u, v, w nicht eindeutig bestimmt, aber die durch die
verschiedenen Losungen der Aufgabe dargestellten Verdnderungen
des Korpers unterscheiden sich voneinander nur um Translationen
und Drehungen des ganzen Korpers, sie entsprechen also alle der
ndmlichen Deformation, und insofern kann man sagen, dal das
Gleichgewichtsproblem durch die aufgestellten Gleichungen ein-
deutig gelost wird. Die unbestimmt bleibenden sechs Konstanten
werden wir spéter, bei der Behandlung derartiger Aufgaben, ganz
beliebig wihlen, da sie uns nicht weiter interessieren.

§26. Korper mit symmetrischer Struktur. Kristall-
systeme. Die 21 Konstanten, von denen das elastische Verhalten
eines homogenen Kristalls abhéngt, lassen sich bequem iibersehen,
wenn man sie in folgendes Schema bringt:

Ay Gia Qg Gy Gy Oy
Qg2 Ozg Qgq Qgg Ogg
Qg3 Qgq Qg5 Ogg (107)

Qgq - Qg5 Oyg

Qss Qg

Die Werte der einzelnen Konstanten & héingen aber nicht allein
ab von der Beschaffenheit des Kristalls, sondern aulerdem im all-
gemeinen auch noch von der Wahl des Koordinatensystems, nim-
lich von der Orientierung der Koordinatenachsen gegeniiber den
Richtungen, welche in der Struktur des Kristalls eine ausgezeich-
nete Rolle spielen. Das folgt unmittelbar aus der Uberlegung, daf
der Wert des elastischen Potentials #, also der elastischen Knergie,
unmoglich von der Wahl der Koordinaten abhéngen kann. Trans-
formiert man also irgendeine Deformation x,, z,,--- auf ein an-
deres Koordinatensystem 2'%/2', und bezeichnet die neuen Defor-
mationskomponenten durch einen beigefiigten Strich, so ist nach (98):

2 xtv + a12xo‘yz/+ = aél xa? + a’lgx y?, S (108)

und aus dieser Identitit findet man, wenn die gestrichenen Defor-

mationskomponenten durch die ungestrichenen ausgedriickt werden,

durch (leichsetzen der einzelnen entsprechenden Glieder auf beiden
: Planck, Mecha:nik deformierbarer Korper. 4
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Seiten die Relationen zwischen den gestrichenen und den unge-
strichenen Konstanten, welche den Beziehungen zwischen den ge-
strichenen und den ungestrichenen Koordinaten entsprechen. Im
allgemeinen werden die gestrichenen Konstanten ¢  von den nun-
gestrichenen a simtlich oder teilweise verschieden sein.

Wenn nun der Kristall die spezielle Eigenschaft besitzt, daB
fiilr eine bestimmte Anderung des Koordinatensystems simtliche o
den entsprechenden o gleich sind, d. h. wenn die Konstanten a
gegeniiber der Koordinateninderung invariant sind, so sagt man,
daf dem Kristall eine bestimmte Art von Symmetrie eigen ist.
Gibt es mehrere derartige Koordinateniinderungen, so ist die Sym-
metrie des Kristalls eine hihere.

Man kann jede Art von Symmetriebedingung, anstatt durch
die Invarianz der Elastizititskonstanten a gegeniiber der be-
treffenden Koordinatentransformation, noch auf eine andere Weise
aussprechen, indem ‘man némlich das urspriingliche Koordinaten-
system beibehilt, dafiir aber den Kristall einer derartigen Ver-
#nderung unterwirft, daf er schlieBlich zu dem urspriinglichen
Koordinatensystem ebenso orientiert ist, wie er nach der ersten
Betrachtungsweise, wo er in Ruhe blieb, zu dem gestrichenen
Koordinatensystem orientiert war. Das Vorhandensein der Sym-
metrie gibt sich dann dadurch zu erkennen, daf der Kristall nach
Ausfithrung der Verdnderung sich nach allen Richtungen ebenso
verhilt wie vor derselben, oder daf er, wie man sagt, durch die
Verdnderung mit sich selber zur Deckung gebracht wird. Beide
Arten von Definitionen der Symmetrie sind offenbar vollkommen
dquivalent, und nur verschiedene Formen derselben Sache. Fir
unsere Zwecke ist die erstere Formulierung, die Bedingung der
Invarianz von @ bei Koordinatentransformation, bequemer; wir
wollen sie daher auch weiterhin benutzen. ‘

Je nach dem Grade der Symmetrie, die sie aufweisen, teilt
man die Kristalle in verschiedene Klassen ein. Das Prinzip dieser
Einteilung ist nach dem Gesagten nicht ein von vornherein fest-
stehendes, durch Deduktionen eindeutig bestimmbares, sondern, wie
jede Begriffshestimmung, bis zu einem gewissen Grade willkiirlich,
und nur durch ZweckméiBigkeitshetrachtungen abzuleiten. Wir
werden uns hier der einfachen seit langer Zeit gebriuchlichen
Einteilung in die sechs Kristallsysteme bedienen, und verwenden
dazu als Koordinatentransformation am zweckméBigsten eine
Drehung des Koordinatensystems.
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Wenn die Elastizitéitskonstanten o eines Kristalls sidmtlich
invariant sind gegeniiber einer Drehung des Koordinatensystems

. . . 2 .
um eine Koordinatenachse vom Winkel f (oder: wenn der Kristall

durch eine Drehung um den Winkel 21—? mit sich selber zur Deckung

gebracht wird), so nennt man diese Achse eine ,nzihlige Sym-
metrieachse® des Kristalls.

Selbstverstindlich ist eine Symmetrieachse nicht eine bestimmte
Gerade, sondern nur eine bestimmte Richtung, da alle parallelen
Geraden vollkommen gleichwertig sind.

Die Existenz einer einzihligen Symmetrieachse ist gar keine
wirkliche Symmetriebedingung, da eine Drehung um den Winkel
27 das Koordinatensystem tiberhaupt nicht veréindert. Die Kristalle,
die nur einzihlige Symmetrieachsen besitzen, bilden das letate,
sechste oder asymmetrische (trikline) System. Zu ihnen gehort

‘7. B. Kupfersulfat. Ihr elastisches Verhalten héngt von 21 Kon-
stanten ab, wie durch das Schema (107) dargestellt ist.

Wenn ein Kristall keine hohere Symmetrie als eine einzige
2zihlige Symmetrieachse besitzt, so gehort er zum fiinften oder
monosymmetrischen (monoklinen) System, wie z. B. Glimmer
oder kohlensaures Natron. Um die Bedingungen fiir das elastische
Verhalten der Kristalle dieses Systems aufzustellen, fragen wir
zuerst allgemein nach dem Zusammenhang der gestrichenen und
der ungestrichenen Elastizititskonstanten a bei einer Drehung des

Koordinatensystems vom Winkel 222 = gz um die z-Achse. Hierfiir
ergibt sich:

’ ’ ’
2= —1z, =—y, Z=2z.
Entsprechend:
UWe=—u, V=—uv, W=w
und nach (60):
’ ’ ’
Ly = Ly, Yy = Yy, By =2,
’ ’ ’
Y, =Y, By = —2&;, Xy =&,

Setzt man diese Werte in die Identitit (108) ein, so folgt, daf
von den 21 Konstanten &’ 13 gleich sind den gleichnamigen unge-
strichenen @, wihrend dagegen:

1 ’ 14 . 14
Opp=— Qg Q5= — Qy5, Oyg== — Ogq, Ogz=— — lg;,

’ ’ P ’r
Ogq= — Ogg, Ogg== — lg5, Ogg== — Qug, 5= — lgg.
4*
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Diese Beziehungen gelten ganz allgemein fiir jeden Kristall.
Ist nun die z-Achse eine zweizdhlige Symmetrieachse, so sind
gimtliche Groflen @ invariant, und deshalb miissen alle diejenigen
von ihnen, welche ihr Vorzeichen bei der Transformation wechseln,
verschwinden. Daraus folgt fiir das elastische Verhalten eines
monosymmetrischen Kristalls nach (107) das Schema:

(109) Oy G Gz 0 0 g

Y S U

azgs 0 0 ag

Ay Oy 0

ag; 0

aGG.

Wenn aufler der z- Achse noch eine zweite Koordinatenachse,
etwa die a-Achse, zweizihlige Symmetrieachse ist, so gelangen
wir zum vierten oder rhombischen System, zu dessen Vertretern
Kalisalpeter, Aragonit, Topas gehoren. IThm entspricht, wie man
auf dem nidmlichen Wege findet, das Schema:

(110) Qg O3 @y 00 0
Ggy g3 0 0 0

ag 0 0 0

ay 0 0

gy 0

Qg »
an dessem Bau man sofort ersieht, dal in diesem Fall auch die
dritte Koordinatenachse, also die y-Achse, zweizihlige Symmetrie-
achse ist.

Von dem rhombischen System gelangen wir zum dritten oder
tetragonalen (quadratischen) System (z. B. Zirkonium), wenn
wir die weitere Bedingung einfithren, daB eine der Koordiniten-
achsen, etwa die z-Achse, eine vierzihlige Symmetrieachse ist.
Fiir eine Drehung vom Winkel % um die z-Achse gelten die
Transformationsformeln:

’ ’ 14
x:y’ y:——x, Z:Z’
u’:fv, 1)':_11,, w'=w’

’ . ’ ’

Ly =1Yy, Yy = Ty, 2, = 2y,

’ ’ ’
Yp = — Xy &y =2y, Ly = — &,
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Dies ergibt nach (108) fiir die neun Konstanten des rhombi-
schen Systems die allgemeinen Beziehungen:

011 == Oga, ; O19== g5, GO13== Oy,
, Upo== Gy, Oyg== (g, Ogz== lgg,
Wpa== Ggy, Ogp= gy, Ogg= llgg-
Sollen nun die gestrichenen a simtlich gleich den entsprechen-
den ungestrichenen sein, so folgt:

O11== Qag,  Oy13== a3,  (gg= U35,

und daraus nach (98) fiir das elastische Potential eines tetragonalen
Kristalls:

F="2@2 4y + ayur,y,+ a5, +9,)2

+ R+ PR+ D + Pl (111)

Die Existenz einer dreizéhligen oder auch einer sechszihligen
Symmetrieachse bedingt das zweite oder hexagonale System,
welches durch zablreiche Kristalle wie Natronsalpeter, Kalkspat,
Graphit, Turmalin, Eis reprisentiert wird.

Das erste oder regulére System endlich geht aus dem tetra-
gonalen System hervor, wenn auch eine zweite Koordinatenachse,
und infolgedessen auch die dritte Achse, vierzéhlige Symmetrie-
achse ist. Der Ausdruck fiir das elastische Potential eines regu-
liren Kristalls ergibt sich nach (111) als:

F = %l_l(xxz + y?/2 + 222) + “12(5%?/3, 'IL yyzz + szm)

+ @2+ 22+, (112)
er hingt also noch von drei Konstanten ab. Zum reguliren System
gehiren u. a. Steinsalz, Flufispat, Diamant.

§ 27. Isotrope Korper. Damit ein Korper elastisch isotrop
ist, d. h. iiberhaupt keine Vorzugsrichtungen besitzt, ist notwendig
und-hinreichend, daf seine Elastizititskonstanten gegeniiber jeder
Anderung des Koordinatensystems simtlich invariant sind, oder,
was auf dasselbe hinauskommt, daB er durch jede beliebige Drehung
mit sich selber zur Deckung gebracht wird. Um die daraus fol-
genden Bedingungen fiir die Werte der Elastizitidtskonstanten fest-
zustellen, beziehen wir am einfachsten die Deformation auf die
Hauptdilatationen und die Richtungen der Hauptdilatationsachsen,
d. h. wir fiihren die sechs Deformationskomponenten ,, ¥,, - -+ nach
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den Gleichungen (64) zuriick auf die drei Hauptdilatationen Z, m, n
und die neun Richtungscos der Hauptdilatationsachsen ey, -+« 73,
und setzen diese Werte in den Ausdruck (112) des elastischen Po-
tentials ein. In einem isotropen Korper mufll derselbe vollstindig
bestimmt sein durch die GroBen 2, m, n, welches auch die Werte
der Richtungscos sein mogen, und zwar bildet er offenbar eine
symmetrische quadratische homogene Funktion von 7, m, n.

Der Inhalt dieser Forderung 146t sich am bequemsten iiber-
sehen, wenn wir alle symmetrischen quadratischen homogenen
Funktionen von /, m, n ins Auge fassen. Es gibt deren nur zwei
voneinander unabhéngige, ndmlich:

4+ m24n2 und Im 4+ mn 4+ nil.
Auf diese beiden lassen sich alle anderen zuriickfiihren. So ist z. B.:
113) (4 m+ np= B+ m24 n?) + 2(Im 4 mn 4 nli).
Daraus folgt, daB das elastische Potential eines isotropen Korpers

nur zwei voneinander unabhiingige Konstante besitzt, also etwa
von der Form ist:

(114) F=%(l—|—m+n}2+ w(l24 m2 4 n2),

wobel 2 und g positiv sind.

Um nun F durch die Deformationskomponenten z,, z,, - - - aus-
zudriicken, bedenken wir, daf, da I, m, n die Wurzeln der kubischen
Feichung (62) sind:

(115) l+m+n=wx+y,+ 2,
als Koeffizient von £, und:

(116) Im + mn + nl= (Y 2,4 2,0, + 2,9,) — = @2 + 22+ 2,)
als Koeffizient vqﬂ ¢ in jener Gleichung. Daraus folgt nach (113):
Bt nt= 2y 22 5 R )

(auch direkt durch (64) zu verifizieren) und nach (114):
W) F=2(o, 4y, + o)+ u(nt+ oy T T
Setzen wir noch zur Abkiirzung die Volumendilatation:

(118) z, -+ Yy +z,=0,
s0 ergeben sich nach (97) fiir einen elastischen isotropen Korper
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die Druckkomponenten in folgender Weise als bestlmmt durch die
Deformationskomponenten:

‘Xm*—la—2ﬂxz7 Y,=— “Y,,

2

Y,=—20—2uy,, Z,=—uz, (119)

z

Zy=— 26 —2uz,, X, =—uz,.

Diege Gleichungen bilden also die zu Beginn des ersten Kapitels,
§ 21, als notwendig bezeichnete Erginzung der allgemeinen Be-
wegungsgleichungen fiir einen elastischen isotropen Korper.

Zweites Kapitel. Gleichgewichtszustinde fester Korper.

§ 28. Wir wollen nun zunéchst einige Anwendungen der ent-
wickelten Theorie auf statische Probleme fiir feste Korper machen,
und beschrinken uns dabei der Einfachheit halber auf isotrope
Korper. Da die Massenkriifte, wie die Schwere, bei Deformationen
fester Korper in der Regel nur eine ganz untergeordnete Rolle
spielen, so lassen wir dieselben hier fort. Dann vereinfachen sich
die im Innern geltenden Grleichgewichtsbedingungen (99) zu:

e bb)f” 4%y, (120)
wihrend die Bedingungen filr die Oberfliche des Korpers unver-
andert wie in (74) lauten:

X,= X, cos (vx) 4+ X, cos(vy) + X, co8(v2), - - . (121)

Jede Verschiebung u, v, w, deren aus (60) berechnete Defor-
mationskomponenten x,, %,, --- nach (119) zu Ausdriicken der
Druckkomponenten X, X,, --- fithren, welche die Gleichungen (120)
befriedigen, stellt einen in der Natur moglichen Gleichgewichts-
zustand dar; dabei entspricht die betreffende Deformation den-
jenigen auf dle Oberfliche des Korpers wirkenden Kriften, welche
durch die Druckkomponenten X, Y, Z, in (121) dargestellt werden.

Hier ist nun von grofier Wichtigkeit der in § 25 bewiesene
Satz, daf die Deformation durch die duBeren Krifte eindeutig
bestimmt ist. Wenn wir also eine Losung der (leichgewichts-
bedingungen gefunden haben, einerlei auf welchem Wege, so kénnen
wir sicher sein, dal sie die einzige Losung ist, welche den be-
treffenden #ulleren Druckkriften entspricht. In der Natur stellt
sich nidmlich gewthnlich das Problem so, daf die duBleren Krifte
gegeben sind und daf nach der durch sie hervorgerufenen Defor-
mation gefragt wird. Da ist es wegen des komplizierten Baues
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der Gleichungen ganz unmoglich, die Aufgabe auf dem Wege zu
bewiltigen, daf man etwa zuerst die allgemeine Liosung der Diffe-
rentialgleichungen (120) aufstellt und dann die darin auftretenden
unbestimmten Konstanten aus den Grenzbedingungen (121) berechnet.
Vielmehr geht man gewdhnlich besser von den Grenzbedingungen
(121) aus und sucht dann durch Probieren eine partikulire Liosung
von (120) ausfindig zu machen, welche diesen Grenzbedingungen
angepaBt ist. Wenn der Versuch gelingt, so hat man ,die“ Lisung
der Aufgabe gefunden. Diese Methode werden wir im folgenden
in der Regel benutzen.

§ 29. Betrachten wir zuerst die allseitig gleichformige, soge-
“nannte kubische Kompression eines Korpers von beliebiger
Form. Dann wirkt auf die Oberfliiche, iberall in normaler Rich-
tung, ein gegebener gleichmifiger Druck p. Also ist:

(122) X,=p cos(vx), Y,=pcos(vy), Z,=p cos@z).
Das sind also die gegebenen dufleren Druckkomponenten. Wir

befriedigen offenbar die Grenzbedingungen (121), wenn wir an-
nehmen, dal an der Oberfliche des Korpers ilberall:

X =Y =7 =
(123) { z Yy 2 p ?
X,=Y,=27,=0.
Nun wollen wir weiter versuchsweise annehmen, daf diese
sechs Gleichungen nicht nur an der Oberfliche, sondern im ganzen
Innern die Werte der Druckkomponenten darstellen. Dann werden

auch die Gleichungen (120) befriedigt, und weiter erhalten wir
aus (119):

(124) P=—20—2ux,, - =0, -,
woraus durch Addition der drei ersten Gleichungen folgt:
3p=—32106 — 2u(x,+y,+ 2,)
und nach (118):
. 3p 14
(125) 0= —grim BT WTA—F

Setzen wir also:

(126) u———%x, v:%y, w=%z,

so wird nach (60) den Gleichungen (124) Geniige geleistet, und wir
haben die Losung der Aufgabe vor uns. Die Verallgemeinerung,
welche dadurch erzielt werden kann, daf man in die Ausdriicke
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von u, v, w noch gewisse weitere Konstante aufnimmt, éindert nach
§ 25 an der gefundenen Deformation nichts.

Ein allgeitiger gleichférmiger Druck von der Grifle p bewirkt
also eine allseitige gleichférmige Volumenkontraktion von der

GroBe (125), unabhingig von der Form des Korpers. Daher heifit

. .3
die Konstante m
ihr reziproker Wert:

auch die ,kubische Kompressibilitdt*, und

Lot 2 (127)

—aq
der ,kubische Elastizitdtsmodul“ der Substanz.

§ 30. Nach der kubischen Elastizitit betrachten wir die so-
genannte linedre Elastizitit, d. h. wir untersuchen das Gleich-
gewicht eines einseitig, etwa in der Richtung der x-Achse, ge-
spannten Korpers, dem wir, um die Rechnung nicht zu sehr zu
komplizieren, die Gestalt eines der x-Achse parallelen Zylinders
(Drahtes, Stabes), von der Linge I, mit beliebigem Querschnitt,
geben wollen. Der Anfangsquerschnitt liege in der yz-Ebene, alsd
=0, und werde dort durch irgendwelche Zwangskrifte fest-
gehalten. Der Endquerschnitt, = =7, werde von einer &uflleren
Kraft von gegebener Grofle £, in der Richtung der positiven
xz-Achse wirkend, angegriffen, wihrend auf den Mantel des Zylin-
ders keinerlei duBeren Krifte wirken sollen. Wir fragen nach der
eintretenden Deformation.

Um zunichst wieder die Oberflichenbedingungen (121) zu er-
filllen, betrachten wir zuerst die Mantelfliche des Zylinders. Hier
ist X,= Y,= Z,=0, ferner ist cos(wz) =10, wihrend cos(»¥)
und cos(vz) beliebige Werte haben konnen. Den Oberflichen-
bedingungen wird also gentigt, wenn wir setzen:

X,—=Y,—Z,—0, Y,—Z=0. (128)

Diese Werte wollen wir versuchsweise auch im ganzen Innern -
als giilltig annehmen, so daf von den sechs Druckkomponenten nur
X, von Null verschieden ist. Dann werden in der Tat die Diffe-
rentialgleichungen (120) erfiillt, wenn wir auBerdem noch X, als
konstant annehmen. Der Wert dieser Konstanten ergibt sich dann
aus der Oberflichenbedingung fiir den freien Querschnitt x = /;
denn die Bedingung fiir den festen Querschnitt x = 0 liefert nur
die Grofe der Zwangskrifte, welche den Querschnitt festhalten
und die uns hier nicht weiter interessieren.
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Am freien Querschnitt ist
cos (wz) =—1, cos(ry) = cos(»2) =20,
also nach (121) und (128):
X,=—X,, Y, =0, Z,=0.
Da nun X, konstant, so haben wir fiiv die Resultierende aller

parallelen Druckkrifte, welche auf die Elemente des freien Quer-
schnitts wirken:

(129) vad6=—~Xw-q=F,
wenn ¢ die GroBe des Querschniﬁts bezeichnet, also:
(130) X,—— g

Aus den Druckkomponenten ergeben sich nun auch die Defor-
mationskomponenten nach (119) in folgender Weise: Zundichst ist
wieder

Yy=2,=x,=10.
Ferner erhilt man aus:
—?: 26 + 2ux,,
0=20+ 21”?/y3
0=206 4 2uz,
zunichst durch Addition:
% =346 4+ 2ua0,
.also »
. 1
as) A TR
und daraus:
Adu . A r
9 o AN S RN — = = e e ¢ —
(13-'> X, wBA+2) ¢ Yy 2 2uBA+2u) ¢
Mit diesen Werten bilden die Verschiebungen:
(133) U=, L, V=Y, Y, W=2,%

die vollstéindige Losung der Aufgabe.

Die gefundene Deformation ist, wie zu erwarten, mit einer
Volumendilatation verbunden; doch ist der Betrag ¢ dieser Dila-
tation, wie sich aus einer Vergleichung der Ausdriicke (131) und
(125) ergibt, bei der linedren Spannung nur der dritte Teil von
derjenigen bei der kubischen Spannung. Was nun weiter die Dila-
tationen der einzelnen Achsen: betrifft, so ist selbstverstindlich die
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der z-Achse positiv. Ihr entspricht nach (133) eine Verschiebung
des freien Querschnitts, also eine Verldngerung des Zylinders um:
Aty IF

PETEE A (134)
d. h. die Verlingerung ist proportional der spannenden Kraft, pro-
portional der Liénge und umgekehrt proportional dem Querschnitt
des Zylinders, endlich proportional einer Materialkonstanten, deren
reziproker Wert auch als der ,linedire Elastizititsmodul® E der
Substanz bezeichnet wird:

_ #Bit+24)
E= i (135)
Die Dilatation der Linge des Zylinders ist aber nach (132)
verbunden mit einer Verkiirzung einer jeden zur Zylinderachse
rechtwinkligen Richtung, deren Grife sich am bequemsten iiber-
sehen 148t, wenn man das Verhiltnis der Querkontraktion zur
Lingendilatation bildet:
— : A 1
x:?’=m=e<§. (136)
Durch Messung beider Konstanten £ und e lassen sich 2 und u
berechnen und somit das gesamte elastische Verhalten der Sub-
stanz bestimmen.
Der Wert von ¢ ist sehr klein fiir Kork, sehr grof, nahe dem

U=, l=

Grenzwert —é—, fiir Kautschuk. Fiir Metalle und Gliser kann man

ihn in erster Ann#herung etwa gleich %— annehmen, doch zeigen

gich auch betrichtliche Unterschiede in den einzelnen Materialien.

Der linedire Elastizititsmodul &, dessen Dimension nach (135)
und (119) mit der eines Druckes iibereinstimmt, besitzt fiir Metalle
und Gliser die Grolenordnung:

B~ 1012[%%] (vel. I GL (8a)). (1362)

Von derselben Groflenordnung sind daher auch die Elastizitdts-
koeffizienten 2 und w.

§ 31. Wir wollen jetzt weiter einen Fall der Torsion
(Drillung) behandeln, und zwar wiederum fiir einen Zylinder von
der Linge /, dessen Anfangsquerschnitt, die Grundfliche des Zylin-
ders, in der xy-Ebene (z=0) festgehalten werden moge, wihrend
der freie Endquerschnitt (z==17) durch #ullere Krifte in seiner
Ebene um einen gewissen Winkel gedreht wird. Der Mantel bleibe -
wiederum unbeeinflufit durch dulere Kréfte.
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Zur Abwechslung wollen wir diesmal den umgekehrten Weg
gehen, indem wir nicht mit den &uflleren Kr#ften, sondern mit der
angenommenen Deformation beginnen, und nach den Kriften fragen,
die sie hervorrufen. Die Deformation moge darin bestehen, daf ein
jeder zur xy-Ebene parallele Querschnitt des Zylinders in seiner
Ebene ohne jegliche Verzerrung gedreht ist, um einen Winkel, der
proportional ist der Entfernung z des Querschnitts von der Grund-
fliche. Bedeutet also @ den Drehungswinkel der oberen Endfliche,
so ist der Drehungswinkel eines Querschnitts in der Hohe z:

%

]
Hieraus ergeben sich eindeutig die Werte der Verschiebungs-
komponenten v, v, w, am bequemsten durch Einfiihrung von Zylinder-
koordinaten:
(136D) r=o9cosp, y=o9sing, z=2z.
Denn nach dem Gesagten besitzt der materielle Punkt x, ¢, 2 nach
der Deformation die Koordinaten:

wx
1A ?

x—i—uzpcos(go—i————

S—

y+v=gsin(p+ %),
2 .—[— w=2z.
Folglich, mit Riicksicht darauf, daB o unendlich klein ist:

oy [ 7

(137) U = I V=, w =0
und nach (60):
Z,=0, Yy=0, . z2,=10,
(138) o oy :
yz=77 sz—T’ xyzo'

Diese Deformationskomponenten liefern nach (119) die Druck-
komponenten:

X,=0, Yy==0, Z,=0,
(139) Y,—— Hox 7 poy Xy= 0.

7 z K

Da diese Ausdriicke die Gleichungen (120) fiir das Innere
identisch befriedigen, so folgt, daB die angenommene Deformation
einen in der Natur moglichen Gleichgewichtszustand darstellt, der
immer dann eintreten mufl, wenn die aus (121) zu berechnenden
Druckkréifte auf die Oberfliche des Zylinders wirken.
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Betrachten wir zuerst die Druckkriifte auf den Mantel des
Zylinders, die nach der von uns gemachten Annahme verschwinden.
Da hierfir cos(»z) =0, wihrend cos(»x) und cos(»y) beliebige
Werte haben, so folgt aus (121) mit Benutzung von (139) fiir alle
Punkte des Zylindermantels:

X,=0, Y,=0, Z=—%(ycos@2)—zcosry). (140)

Hieraus ersehen wir, daf die von uns angenommene Defor-
" mation nur dann vertriglich ist mit der weiteren Annahme, dafl
auf den Zylindermantel keine duBeren Krifte wirken, wenn in allen
Punkten der Mantelfliche:

y cos (vx) — x cos (vy) = 0.

Dies ist eine rein geometrische Bedingung, sie spricht aus, dafl
die Richtung x:%, d. h. die Richtung eines von irgendeinem
Punkte der z-Achse rechtwinklig zu ihr gezogenen Radiusvektors,
zusammenfillt mit der Richtung cos(»x): cos(»y), d.h. mit der
Richtung der Normalen » am Endpunkt des Radiusvektors, oder
mit anderen Worten, dal der Querschnitt ein Kreis, der Zylinder
ein Kreiszylinder ist. -

Wenn wir also unsere Annahmen festhalten wollen, so sind
wir genotigt, die weiteren Schluffolgerungen auf den speziellen
Fall des Kreiszylinders zu beschrinken. Unter dieser Voraus-
setzung ergibt sich dann fiir den &uleren Druck, der auf ein Ele-
ment der oberen Endfliche des Zylinders wirkt, aus (121) und (139),

da hier cos (vx) =90, cOoS (y y) =0, Ccos (vz) = —1,
Xv__:__g_(;_y, v=ﬂ_(l"_‘”, Z,—=0, (141)
oder nach (136b):

X,=—%2%sing, Y,=%%cosp, Z,=0.

~ Der &uBere Druck wirkt also auf jedes Element der oberen

freien Endfliche des Zylinders in der Ebene der Fliche und recht-

winklig zur Richtung des Radiusvektors ¢, in dem Sinne des

Torsionswinkels o, wie leicht zu verstehen. Alle Druckkrifte
X,de, Y,de, Z,do,

welche in den Elementen der Fliche angreifen, ergeben nach

1. Gl (306), da do =o9dodg, eine resultierende Kraft:

%m=fX,,da=0, %y—;fY,,da:O, %Z=nyd6——=0
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und ein resultierendes Kraftepaar:

N,=— [2Y,d6=0, " N,= [2X,d6=0,
%z=[(va—yX,,)do,

(142) %z:%ﬂff&dgdgo———%‘%"-a&:l\f,

wenn » den Radius des Zylinders bedeutet.

Daraus schliefen wir umgekehrt, daf, wenn die obere End-
fliche eines Kreiszylinders, bei festgehaltener Grundfiiche, von
einem in ihrer Ebene liegenden Kréftepaar mit dem Drehungs-
moment N angegriffen wird, der Zylinder eine Torsion von der
angenommenen Art erleidet, wobei die obere Endfliche um den
Winkel :

(142a) 0= —
gedreht wird.

Der Torsionswinkel ist also proportional der Lé#nge des Zy-
linders und dem Drehungsmoment des Kréftepaares, dagegen um-
gekehrt proportional der vierten Potenz des Radius und der
Materialkonstanten y, die daher auch als der ,Torsionsmodul® der
Substanz bezeichnet wird.

§ 32. Wie wird denn nun aber ein Zylinder von nichtkreis-
formigem, etwa elliptischem Querschnitt tordiert, wenn seine
obere Endfliche von demselben Kriiftepaar IV angegriffen wird,
ohne daf auf den Mantel dullere Krifte wirken? Auf diese nahe-
liegende Frage wollen wir jetzt noch etwas n#dher eingehen.

Zunéchst ist klar, daf fir diesen allgemeineren Fall an den zu
Anfang des vorigen Paragraphen hinsichtlich der Deformation ge-
machten einfachen Annahmen, wonach jeder Querschnitt in seiner
Ebene ohne jegliche Verzerrung gedreht ist, etwas gedndert wer-
den muff; denn dieselben passen, wie wir sahen, nur filr einen
Kreiszylinder. Welcher Art aber die Anderung sein muf, kann
man einfach und zwingend auf folgendem Wege erkennen. Wenn
jene einfache durch die Gleichungen (137) dargestellte Deformation
filr einen Zylinder mit beliebigem Querschnitt auch nicht mehr
zutrifft, so stellt sie doch, wie wir aus der Erfilllung der Glei-
chungen (120) fiir das Innere des Zylinders schlossen, einen in der
Natur moglichen Gleichgewichtszustand vor, d. h. sie tritt mit
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Notwendigkeit ein, falls die dazu passenden dulleren Krifte auf die
Zylinderoberfliche wirken. Welche #uBeren Druckkréifte dann auf
den Mantel des Zylinders wirken miissen, ersieht man ohne wei-
teres aus den Gleichungen (140), in deren letzte man nur die durch
die Form des Zylinderquerschnitts bedingten Werte fiir die Rich-
tungscos der inneren Normalen einzusetzen hat. Danach ist die
duBere Druckkraft auf den Mantel iiberall parallel der z-Achse,
d. h. sie wirkt nach oben oder nach unten, je nachdem Z, positiv
oder negativ ist.
Allgemein konnen wir schreiben:

Z,="%2.rsind, (143)

wobei d den Winkel der #uBeren Normalen in einem Punkt des
Zylindermantels mit dem in dem betreffenden Querschnitt gelegenen
Radiusvektor » = 1/22 + 4* bedeutet, positiv, wenn die #ullere
Normale gegen den Radiusvektor im positiven Sinne um die z-Achse
gedreht erscheint. Fiir einen kreisformigen Querschnitt ist natiir-
lich § = 0, fiir einen elliptischen Querschnitt aber, dessen grofie
und kleine Achse bzw. mit der z- und y-Achse zusammenfallt, ist
¢ und damit auch Z,, bei positivem o, im ersten und dritten Qua-
dranten positiv, im zweiten und vierten Quadranten negativ. Wenn
also ein elliptischer Zylinder der betrachteten Lage tordiert wird,
$o miissen, damit die Querschnitte sich einfach in ihren Ebenen
drehen, auf den Zylindermantel #uBere scherende Krifte wirken,
im ersten und dritten Quadranten nach oben, im zweiten und vierten
Quadranten nach unten, und daraus folgt unmittelbar, daB, falls
diese #uBeren Krifte nicht wirken, die betreffenden Punkte der
Mantelfliche eine Verschiebung in der entgegengesetzten Rich-
tung erfahren, wodurch die urspriinglich ebenen Fléichen eingebeult
werden, im ersten und dritten Quadranten nach untep (w <<0), in
den beiden anderen nach oben (w > 0). Nur diejenigen Punkte
der Mantelfliche, in denen die Linge des Radiusvektors » beim
Umgang um den Querschnitt ein Maximum oder Minimum annimmt
(6=0), also bei der Ellipse die Scheitelpunkte, behalten ihre
Hohenlage (w = 0), die iibrigen steigen oder sinken.

Um einen allgemeinen, von der Wahl des Koordinatensystems,
der Lage der festen Grundfliiche, dem Vorzeichen von o und der
Richtung des auf die freie Grundfiiche wirkenden duleren Drehungs-
moments unabhingigen Uberblick iiber den Sinn der Verzerrung zu
gewinnen, ist es niitzlich, auf die Unterscheidung der verschiedenen
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Arten der Schraubenlinien einzugehen. Wenn ein Punkt eine
Schraubenlinie durchliuft, so vollfiihrt er gleichzeitig eine Drehung
und eine Vorwirtsbewegung, quer zur Ebene der Drehung. Wenn
nun die positive Achse der Drehung (I. § 83) zusammenfillt mit der
Richtung der Vorwirtsbewegung, wie z. B. bei der Bewegung eines
Korkziehers in einen festgehaltenen Flaschenhals hinein oder einer
gewohnlichen Schraube in der festgehaltenen Mutter, so heifit die
Schraubenlinie eine Rechtsschraube, im anderen Fall eine Links-
schraube. Bei dieser Unterscheidung ist es gleichgiiltig, in welcher
Richtung der Punkt die Schraubenlinie durchliuft bzw. die Schraube
gedreht wird. Denn mit dem Sinn der Drehung kehrt sich sowohl
die Richtung der Vorwirtshewegung als auch die der positiven
Drehungsachse um.

Betrachten wir nun, auf unseren Fall zuriickkommend, eine
urspriinglich zur Torsionsachse parallele Faser des Zylinders, so
bildet dieselbe nach vollzogener Deformation eine Schraubenlinie.
Andererseits bilden die Randpunkte eines urspriinglich ebenen
Zylinderquerschnitts nach vollzogener Deformation eine Wellen-
linie. Dann gilt ganz allgemein der Satz, daf diejenigen Teile
dieser Wellenlinie, welche die Minima des Radiusvektors » um-
geben, Stiicke von Schraubenlinien derselben Art sind wie die
zuvor betrachteten Zylinderfasern; sind diese Rechtsschrauben, so
sind es auch jene. Fiir die den Maxima von » benachbarten Teile
der Wellenlinie gilt das Umgekehrte.

So bilden in dem oben betrachteten Beispiel des elliptischen
Querschnitts bei den dort gewihiten Bezeichnungen die Zylinder-
fasern Rechtsschrauben; folglich verlduft auch die Randwellenlinie
an den Endpunkten der kleinen Halbachse wie eine Rechtsschraube,
d. h. sie steigt empor beim Ubergang vom ersten zum zweiten und
vom dritten zum vierten Quadranten, ganz wie schon oben fest-
gestellt wurde. '

Zur quantitativen Liosung des Problems ist es erforderlich, auf
die analytischen Bedingungen einzugehen. Nach den Resultaten
der bisherigen Betrachtung liegt es fiir einen elliptischen Zylinder
mit den Halbachsen a und b nahe, die Ausdriicke (137) der Ver-
schiebungskomponenten in folgender Weise zu verallgemeinern:
(144) u=—~“3%, v=£f—%, w=— Cuzy,
wo C eine positive Konstante bedeutet; denn dieser Wert von w
zeigt die oben gefundene Eigenschaft, im ersten und dritten Qua-



Schwingungsvorgéinge in festen Korpern. 65

dranten negativ, im zweiten und vierten positiv zu sein. Hierdurch
werden nun in der Tat sowohl die Bedingungen (120) fiir das
Innere, als auch die (121) fiir die Mantelfiiiche befriedigt, die
ersteren identisch, die letzteren, wenn man setzt:
o a?—102

Damit haben wir also auch fiir einen elliptischen Zylinder
die vollstindige Losung des Torsionsproblems vor uns. Der Aus-
druck (142) fiir das #uBere Drehungsmoment NV bei einem Kreis-
zylinder verallgemeinert sich hier nach (121) zu:

a®b®
N="82. o h (146)

Drittes Kapitel. Schwingungsvorginge in festen Korperan.

§ 33. Wenn eine Bewegung dauernd mit unendlich kleinen
Deformationen verbunden sein soll, wie wir das in diesem zweiten
Teil des Buches zur allgemeinen Voraussetzung gemacht haben, so
darf offenbar die Bewegung keine einseitige sein, sondern sie mufl
abwechselnd in verschiedenem Sinn erfolgen, d. h. sie muf in einer
»Schwingung®” des Korpers bestehen, bei der die Verschiebungen
und mit ihnen die Deformationen bestindig ihr Vorzeichen wechseln.
Wir haben es hier also mit Schwingungsvorgingen in elastischen
festen Korpern zu tun, die wir der Einfachheit halber auch als
isotrop voraussetzen wollen. Die hierfiir mafigebenden Gesetze sind
schon im ersten Kapitel festgestellt worden. Sie finden sich for-
muliert in den Bewegungsgleichungen (83), die wir, mit Weglassung
der Gravitationskrifte, folgendermaBen schreiben konnen:

pe_ 3%, X, ¥X
oz? 0w oy 0% ?
¥o Y, Y, Y,
=% oy i’ (147)
pOv_ 3%y 37,  ¥%
072 0w 0y 0% ?

ferner in den Oberflichenbedingungen (74), und endlich in den Be-
ziehungen (119) zwischen dem Drucktensor und dem Deformations-
tensor fiir eine isotrope Substanz.

Bei weitem die interessantesten Fille derartiger Schwingungs-
vorginge beziehen sich auf solche Korper, deren Abmessungen nicht
nach allen drei Dimensionen des Raumes von gleicher Grofen-

Planeck, Mechanik deformierbarer Korper. 15
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ordnung sind, sondern die sich vorwiegend nur nach zwei oder
nur nach einer Raumdimension erstrecken. Dies bedingt natiirlich
zugleich eine erhebliche Vereinfachung der Bewegungsgesetze, da
dann die Anzah] der unabhiingigen Raumkoordinaten eine geringere
wird. Andererseits dagegen empfiehlt es sich mit Riicksicht auf
die in der Praxis wichtigsten Schwingungsvorginge, eine gewisse
Verallgemeinerung in den frither aufgestellten Gleichungen vorzu-
nehmen. Wir haben némlich damals, im § 22, die Verschiebungs-
komponenten u, v, w und mit ihnen die Deformationskomponenten
von demjenigen Zustand des Korpers aus gerechnet, in welchem
alle #uferen Druckkrifte Null sind. Dadurch wurden die Druck-
komponenten homogene Funktionen der Deformationskomponenten,
und im undeformierten Zustand waren alle Druckkomponenten gieich
Null. In der Natur sind aber hiufig gerade solche Schwingungen
von Interesse, bei denen diese Beschriinkung aufgehoben ist. Nehmen
wir z. B. die Schwingungen einer Violinsaite, so werden naturgemif
die Verschiebungen u, v, w von demjenigen Zustand der Saite aus
zu rechnen sein, in welchem sie sich im stabilen Gleichgewicht
befindet. Dies ist also der deformationsiose Zustand. Aber in ihm
sind die Druckkomponenten keineswegs alle Null, sondern es herrscht
in der Saite eine gewisse, und zwar verhiltnismaflig starke Spannung.
Ja, diese Spannung bildet sogar eine den Charakter der Schwin-
gungen so wesentlich bestimmende Ursache, dal der Einflu der
dem Material der Saite eigentiimlichen Elastizititskonstanten 4, u
dagegen praktisch ganz zuriicktritt. Denn z. B. eine Darmsaite
wiirde ohne &ullere Spannung iiberhaupt nicht schwingen. Man
kann hier also in gewissem Sinne von einer kiinstlichen, erzwungenen
Elastizitit sprechen, die gar nicht von dem Material, sondern nur
von dulleren Kriften abhingt. Um diesen Verhaltnissen gebithrend
Rechnung zu tragen, werden wir daher die Beziehungen (119) zwischen
den Druckkomponenten und den Deformationskomponenten dahin
verallgemeinern, daf wir die Druckkomponenten zwar, wie bisher,
als lineire, aber nicht mehr als homogene Funktionen der Defor-
mationskomponenten betrachten und die absoluten Glieder in diesen
Funktionen dem jeweilig zutreffenden stabilen Gleichgewichtszustand
des Korpers anpassen. :
Dadurch fithren wir, wie schon an dem obigen Beispiel her-
vorgehoben wurde, neben den Materialkonstanten noch eine neue
Konstante in die Bewegungsgleichungen ein, und je nachdem der
Einfluf der ersten oder der der zweiten Konstanten iiberwiegt,
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erhalten wir ganz verschiedenartige Schwingungsvorginge: solche
mit natiirlicher und solche mit kiinstlicher Elastizitit. Diese Unter-
schiede sind praktisch so wichtig, daff sie auch im Sprachgebrauch
vollstindig voneinander getrennt werden. Von den eindimensionalen
Korpern schwingen ,Stibe“ mit natirlicher, ,Saiten® mit kiinstli-
cher Elastizitdt, von den zweidimensionalen schwingen ,Platten,
,Glocken*, mit natiirlicher, ,Membrane“, ,Pauken* mit kiinstlicher
Elastizitit. In der Akustik sind, soweit feste Korper in Betracht
kommen, die Schwingungen mit kiinstlicher Elastizitit weitaus die
wichtigeren. Daher wollen wir uns hier vorwiegend mit diesen
beschaftigen und wihlen als einfachsten Fall die Schwingungen
einer Saite, die so stark gespannt ist, dafl der Einfluf der Elastizitit
des Materials, die sogenannte Steifigkeit der Saite, hinter dem der
Spannung ganz zuriicktritt.

§34. Stark gespannte Saite. In der Ruhelage falle die Saite,
welche die Form eines Zylinders mit unendlich kleinem Querschnitt
besitzen soll, mit der z-Achse zusammen. Dann ist jeder Punkt
der Saite durch einen bestimmten Wert von x charakterisiert; und
die Bewegung der Saite ist vollstindig bekannt, wenn die Ver-
schiebungskomponenten «, v, w als Funktionen von « und ¢ gefunden
sind. Zur Losung dieser Aufgabe wollen wir vor allem die im vorigen
Paragraphen als notwendig bezeichnete Verallgemeinerung der Be-
ziehungen (119) einfithren. Der Gleichgewichiszustand der Saite ist
identisch mit dem in § 30 behandelten Gleichgewicht eines einseitig
gespannten Zylinders, es gelten also fiir ihn die dortigen Gleichungen
(128) und (130), wenn F die spannende Kraft, ¢ den Querschnitt
der Saite bezeichnet. Diese Gleichungen geben also die Werte der
Druckkomponenten fiir den deformationslosen Zustand der Saite.
Daraus folgt eindeutig die gesuchte Verallgemeinerung von (119)
fiir unseren Fall:

F
X, =—"—120—2ux,, Yz:"—ﬂym
Yy = — 206 — z.uyy’ Zx = lZ,, (148)
Z, = — A6 — 2uz,, X, = — uz,.

Die Voraussetzung, daf die Saite ,stark’ gespannt ist, spricht
sich aus in der Bedingung, daf das erste, von der Spannung F her-
rithrende Gilied in dem Ausdruck von X, groB ist gegen jedes der
folgenden Glieder. Angrerseits darf man # nicht etwa beliebig
grof annehmen. Denn da ¢ und x, unendlich klein sind, so ist X,

5*
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und mithin auch % , klein gegen 2 und w. Die GroBenordnung der

Spannung F' ist also in gewisse Grenzen eingeschlossen. Bedenkt
man aber, dal z. B. fir Metalle die Koeffizienten 2 und w nach (136 a)
von der GriBenordnung 1012 [%Zl—';l] sind, welche Groflenordnung etwa
dem Drucke von 10000 kg auf 1 qmm entspricht, so ersieht man
immerhin, daf fir die GroBe der Spannung praktisch noch ein
verhiltnism#fBig weiter Spielraum bleibt.

Stellen wir nun die Grenzbedingungen fiir den Mantel des
Saitenzylinders auf. Da die Saite, abgesehen von den beiden
Hnden, die wir uns fest eingeklemmt denken, frei schwingen soll,
so wirken auf die Mantelfliche keinerlei duBere Druckkriifte, und
wir haben hierfiir nach (74):

(149) X, cos(vx) + X, cos(vy) + X,cos(v2) =0, ---

Die Normale » der Mantelfliche kann sehr verschiedene Rich-
tungen haben, doch ist sie an die Bedingung gebunden, daf sie stets
und iiberall einen rechten Winkel bildet mit derjenigen Raumkurve,
welche die Saite zu irgendeiner Zeit darstellt. Diese Raumkurve
wird gebildet von den Punkten mit den Koordinaten z -+ u, v, w,
ihre Richtungsverhiltnisse sind also:

d@+u:do:dw=(1 + 3

0
w) v dw

*dx " dw
und es gilt daher die Bedingung:

(1 + %) cos (v) + % cos (vy) + %% cos (w2) =0.
Da die Deformationen unendlich klein sind, so ist hiernach
cos (vx) unendlich klein gegen die beiden anderen cos, wie leicht
verstindlich, und man kann einfacher schreiben:

0 0
cos (vr) = — 5 €08 (PY) — 3o 608 (¥2).

Setzt man diesen Wert in die drei Gleichungen (149) und be-
denkt, daf das Verhiltnis cos(vy): cos(vz) jeden beliebigen Wert
haben kann, so ergeben sich, mit Vernachléssigung von kleinen
Gliedern zweiter Griflenordnung, die Beziehungen:

ov F v

X=X 5= " 7 %

(150) X g Yo T
2= e dy T g dx!?
(151) Y,—0, Z=0, X,=0.
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Es bleibt noch iibrig, auch-die sechste Druckkomponente X, bis
auf Glieder zweiter Ordnung genau auszudriicken. Dies geschieht
durch die Gleichungen (148), welche zundchst in Verbindung
mit (151) liefern:

Yyy=—2,=— 5,0,
hieraus mit Riicksicht auf (118):

= wz,

M
At
und endlich nach der ersten Gleichung (148) nebst (135):
P ;2 : ..
Xx=—g—ETZ. (152)
Nunmehr ergeben sich die gesuchten Bewegungsgleichungen der
Saite aus (147) mit den Werten (150), (151), (152) der Druckkom-
ponenten in folgender Form:

02 02
0%v F 2 -

k 3z 3571;:0: (153b)
02w o2

L i s5=10. (153¢)

Jede der Verschiebungskomponenten u, v, w befolgt also, unab-
hingig von den beiden anderen, ihr besonderes Gesetz, und zwar
ist die Form dieser Gesetze fiir alle drei Komponenten die ndmliche.
Aber die GroBe der in den Gleichungen auftretenden charakteri-
stischen Konstante ist nicht iiberall die gleiche; denn fiir w gilt
ein anderer Wert als filr ¥ und w. Dies rithrt natiirlich davon her,
daB die Richtung von « mit der Richtung der Saite zusammenfillt,
wihrend die Richtungen von » und w auf ihr senkrecht stehen.
Daher nennt man die »-Schwingungen ,,Longitudinalschwingungen®,
die v- und w-Schwingungen dagegen ,Transversalschwingungen®
der Saite. Die Longitudinalschwingungen werden, wie man sieht,
lediglich durch die Elastizitit der Saitensubstanz bedingt, und zwar
speziell durch den linediren Elastizititsmodul derselben, sie sind
unabhingig von der Spannung, wihrend dagegen bei den Trans-
versalschwingungen gerade das Umgekebrte der Fall ist.

Fiir die weitere Behandlung der Schwingungsgesetze geniigt
es offenbar, eine einzige Komponente zu betrachten; da in der
Akustik die Transversalschwingungen weitaus wichtiger sind, so
schliefen wir die folgendenBetrachtungen an die Gleichung (153 b)
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an, welche die ebenen Transversalschwingungen in der xy-Ebene
darstellt. Sie 148t sich mit Einfithrung der Konstanten

(154) a2 — k—Fq
in der Form schreiben: \ N

- ) 29 2p
(150) ’ _b? = q2 m,

und liefert durch Integration v als Funktion der beiden unabhingigen
Variabeln = und 7 Hilt man 2 konstant und 146t ¢ sich &ndern,
8o ergibt sich die Bewegung eines bestimmten Punktes der Saite;
hilt man dagegen ¢ konstant und Lifit « sich dndern, so ergibt sich
die Form der Kurve, welche die Saite in einem bestimmten Zeit-

punkt bildet. Demgemif bezeichnet gzt—: die Beschleunigung eines

Saitenpunktes, % die Kriimmung der Saitenkurve, und die Glei-

chung (155) sagt aus, dal die Beschleunigung eines jeden Saiten-
punktes, also auch die Kraft, mit der er nach seiner Gleichgewichts-
lage hingezogen wird, proportional ist der Kriimmung der Saiten-
kurve in diesem Punkte, wie auch leicht versténdlich.

§ 35. Integration der Bewegungsgleichung. Um das
allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung (155) zu
finden, fithren wir statt der unabhéingigen Variabeln x und ¢ als
neue unabhingige Variable ein:

(156) §=x+at, n=ux—at.

Dann gelten fiir die Transformation der Differentialquotienten die
folgenden Beziehungen:

b 3 d
(30.= (38, G+ 57 G= 1 o — 57

daraus durch Wiederholung derselben Operation:

vy 5, 0% g 0% g 0%
()= W T 2 5ea T e
‘und auf ganz analogem Wege:
02y 029 02¢ 02e
(sa8)= 52 + 2 deoq T o

Ersetzt man nun in der Gleichung (155) die Differentialquotienten
mit den unabhiingigen Variabeln  und ¢ durch die mit den unab-
héngigen Variabeln & und 7, so folgt:

02p

350
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welche Gleichung besagt, daf % nur von §, 271; nur von 7 abhingig
ist. Daher ist:
v =718 + g(n),

wo fund g irgend zwei Funktionen einer einzigen Variabeln sind.
Oder mit Riicksicht auf (156):

v =[f(x 4+ at) + g(x — ai). (157)

Dies ist das allgemeine Integral der Differentialgleichung (155).
Dafl in der Tat jene Differentialgleichung durch den Ausdruck (157)
befriedigt wird, wie auch f und g gew#hlt sein mogen, erkennt
man natiirlich auch durch direkte Substitution. Dabei ist folgendes
zZu beachten.

Die Beschriinkung, welche durch (157) dem Werte von v auf-
erlegt ist, und welche ihn dadurch befihigt, die Differentialglei-
chung (155) zu befriedigen, beruht darauf, daf die unabhingigen
Variabeln o und ¢ in der Funktion f nur in der Verbindung x + af,
in der Funktion ¢ nur in der Verbindung = — af vorkommen.
Diese Verbindungen nennt man anch die ,,Argumente” der Funk-
tionen f und g. Jede dieser beiden Funktionen héingt nur von ihrem
speziellen Argument ab. Differentiiert man also die Funktion, sei
es nach x oder nach ¢, so kann man zunichst nach dem Argument
differentiieren, und dann das Argument nach der betreffenden
Variabeln differentiieren. Auf diese Weise erhdlt man aus (157):

w=Ff+g, H—r-a—g-a (157a)
indem mit /" und ¢ die Differentialquotienten von 7 und g nach
ihren Argumenten bezeichnet sind. Durch Fortsetzung des Ver-
fahrens ergibt sich:

2 2

=1, SE=rat g

und diese Werte befriedigen in der Tat ganz allgemein die Diffe-
rentialgleichung (155).

Die spezielle Form der Funktion f oder ¢ kann niemals aus
der Differentialgleichung erschlossen werden, sie ergibt sich erst
aus den Anfangsbedingungen und den Grenzbedingungen der
schwingenden Saite. Ehe wir jedoch zur Beriicksichtigung dieser
Bedingungen iibergehen, wollen wir allgemein den besonderen
physikalischen Charakter untersuchen, welchen der fiir die Verschie-
bung v gefundene Ausdruck (157) der Bewegung der Saite aufprigt.
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Nehmen wir zuniichst einmal den speziellen Fall, dag die eine
der beiden Funktionen, etwa g, verschwindet, so dal

(158) v=f(x + at),

so haben wir eine Bewegung der Saite, fiir welche der Umstand
charakteristisch ist, daf die Verschiebung v sich nicht d4ndert, wihrend
x und ¢ sich dndern, falls nur x -+ at¢ konstant bleibt, d. h. falls

dx + adt==0, oder

dx
‘ = o

Die letzte Gleichung bezeichnet aber eine Bewegung mit der
Geschwindigkeit @ in der Richtung der negativen x-Achse. Daraus
folgt, daB, wenn man lings der Saite in der Richtung der nega-
tiven x- Achse mit der Geschwindigkeit ¢ hinfihrt, sei es mit dem
Auge oder mit einem Zeigerstift, derjenige Saitenpunkt, auf den
man dabei trifft, in dem betreffenden Augenblick immer gerade
eine ganz bestimmte Verschiebung v besitzt. Man kann dies auch
so ausdriicken: Eine jede Verschiebung v pflanzt sich ungedndert
mit der Geschwindigkeit ¢ in der Richtung der negativen - Achse
fort. Daher bleibt die Form der Kurve, welche die Saite in jedem
Augenblick bildet, stets die ndmliche, sie verschiebt sich nur als
Ganzes fortwihrend in der bezeichneten Weise. Kine derartige
Bewegung nennt man eine ,Wellenbewegung®, die Geschwindig-
keit der Verschiebung die ,Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
Welle. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist grundsitzlich zu
unterscheiden von der korpuskularen Geschwindigkeit der Saiten-
punkte, mit der sie an sich gar nichts zu tun hat (vgl I. § 1).
Die Form der Welle ist bestimmt durch die Funktion f, sie kann
ganz beliebig, braucht insbesondere nicht etwa periodisch zu sein.
Ein einfaches, sehr anschauliches Bild der Bewegung gewinnt man,
wenn man die Funktion f auf einem Streifen Papier als Kurve
aufzeichnet, mit dem Argument ¢ als Abszisse und dem Werte
von [ als Ordinate, und dann diesen Papierstreifen mit der Ge-
schwindigkeit — o lings der Saite hinzieht. Dann gibt in jedem
Augenblick die Zeichnung direkt das Bild der Saite. Fiir {=10
fallt das Argument § =« + af mit der Abszisse x eines Saiten-
punktes direkt zusammen.

Ganz entsprechend bezeichnet die partikuldre Losung:

(159) v=g@—at)
eine Wellenbewegung mit der nédmlichen Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit @, aber nach der positiven Seite der z-Achse fortschreitend.
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Der allgemeine Fall (157) der Schwingung besteht demnach in der
Superposition zweier, im allgemeinen verschiedener, mit der nim-
lichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit o nach entgegengesetzten
Richtungen fortschreitenden Wellen. Zeichnet man eine jede der
beiden Wellen als Kurve auf einen Papierstreifen, und verschiebt
diese Streifen lings der Saite mit den Geschwindigkeiten + a, so
ergibt zu jeder Zeit die algebraische Summation je zweier iiber-
einanderliegender Ordinaten der beiden Wellenkurven die augen-
blickliche Verschiebung v des entsprechenden Saitenpunktes.

Nun wollen wir untersuchen, wie die Form der beiden Wellen f
und g durch die Anfangs- und Grenzbedingungen des Schwingungs-
vorgangs bestimmt wird, und behandeln zu diesem Zwecke zu-
néichst den idealen Fall einer unendlich langen Saite.

§ 36. Saite beiderseits unbegrenzt. Wenn die Saite von
x = — oo bis & =+ oo reicht, so geniigt zuwr vollstindigen Be-
stimmung der Bewegung die Beriicksichtigung des Anfangszustandes,
und es eriibrigt sich die Betrachtung der Grenzbedingungen.

Gegeben seien zur Zeit ¢ =0 die Verschiebungen und die
Geschwindigkeiten aller Saitenpunkte, also:

vo= F(x) und (g—:)o= &(z), (160)

wo F und @ zwei fiir alle positiven und negativen Werte ®on x
bekannte Funktionen bedeuten. Dies in (157) und (157a) ein-

gesetzt ergibt:
@) + g @)= Fz),
f@) — g(@) =+ b(z),

und durch Integration der letzten Gleichung:

fl@) — g@) =+ [ @ do.
Folglich: '

f@) =5 F@ + g5 [ 0@,
¢ (161)

g(x) :%F(x) —glaffﬁ(x)dx.
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Durch diese Ausdriicke von f und ¢ sind die Formen der
beiden Wellen und also auch die ganze Bewegung vollkommen
gogeben. Man hat nur in f statt « das Argument « 4 af, und
in g das Argument x — af zu setzen. Die in der willkiirlichen
Wahl der Integrationskonstanten ¢ liegende Unbestimmtheit ist
nur eine scheinbare, weil in dem Werte (157) von v f und ¢ nur
miteinander addiert vorkommen, und eine Anderung von ¢ den
Wert von f im entgegengesetzten Betrage #dndert wie den von g.
Wir konnen also auch unbeschadet der Allgemeinheit ¢ = 0 setzen.

. Betrachten wir als Beispiele einige spezielle Félle, zundchst

den, daf alle Anfangsgeschwindigkeiten gieich Null sind,

wie bei einer gezupften, d. h.

Y- aus der Gleichgewichtslage ge-

A A Salte brachten und dann freigelasse-

nen Saite. In diesem Falle ist
@ (x) = 0, also nach (161):

(162) f(@) = g(2) = 5 F(a).

- Dann sind also die beiden
Fig. 5. Wellen einander gleich, und jede
der beiden Wellenfunktionen ist
gleich der Hilfte des Betrages
der Anfangsverschiebung. Hier-
aus ergibt sich unmittelbar der
ganze Verlauf der Bewegung.
In der Fig. 5 stellt die oberste
Linie das Bild der Saitenkurve
Fig. 5a. im Anfangszustande dar. Die
: Gleichgewichtsstorung be-
schriankt sich hier auf einen be-

- 4/72\\ 5{7:’11,? . N N .
- grenzten Teil der Saite, sie mag
. dadurch hervorgebracht sein,
B [ e

~ dal man die Saite ‘in einem
. Punkte B mit einem Stdbchen
=== 4§ — zupft und gleichzeitig in zwei

Fig. 5%. anderen Punkten 4 und C zu

beiden Seiten von B festhilt.

Wird nun die Saite ohne Anfangsgeschwindigkeit freigelassen, so
vollzieht sich ihre Schwingung in der oben beschriebenen Art,
indem die darunter gezeichneten Bilder der einander gleichen
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Wellenfunktionen f und ¢ im Sinne der beiden Pfeile mit der Ge-
schwindigkeit @ lings der Saite vorbeigezogen und die iibereinander-
fallenden Ordinaten in jedem Awugenblicke algebraisch addiert
werden. Danach spaltet sich die urspriingliche Ausbuchtung der
Saite in zwei kongruente halb so groBe Ausbuchtungen, die nach
beiden Seiten mit den Geschwindigkeiten + a auseinanderriicken,
wihrend dazwischen wieder Ruhe eintritt, wie dies in den Figuren
5a und 5b versinnlicht ist, welche in ihrer obersten Linie das Bild
der Saite nach Ablauf einer gewissen Zeit, in ihren beiden unteren
Linien die Methode der Konstruktion des Bildes erkennen lassen.
Von Periodizitit ist bei diesem Vorgang keine Spur. So kehrt auch
der urspriinglich am weitesten aus der Gleichgewichtslage ent-
fernte Punkt B direkt in dieselbe zuriick, und zwar mit konstanter
Geschwindigkeit, und bleibt dort sofort fiir immer in Ruhe.
Analog erledigt sich der entgegengesetzte Fall, dafl alle An-
fangsverschiebungen gleich Null sind, wie bei einer langen
Klaviersaite, die an einer Stelle von einem Hammer so plotzlich
angeschlagen wird, daf der StoB schon beendigt ist, ehe die ge-
stofenen Saltenpunkte ihre Glelchgewlchtslaoe merklich verlassen
haben. Dann ist nach (169):

Fx)=0
und nach (161):

fla) = — g(a) = 5 [ P@)dz. (163)

Die beiden Wellenfunktionen / und ¢ sind also hier entgegen-
gesetzt gleich, und eine ebenso wie bei dem oben behandelten Fall
durchgefithrte weitere Betrachtung -ergibt, daf von der Anschlag-
stelle sich zwei entgegengesetzt gleiche Wellen nach beiden Seiten
entfernen, wihrend dazwischen die Saite sofort in den Ruhezustand
zuriickkehrt.

Man darf aber nicht glauben, dal bei jeder Art von Gleich-
gewichtsstorung der Saite von der Stérungsstelle aus zwei Wellen
nach beiden Seiten auseinanderriicken. Um dies einzusehen, wollen
wir jetzt die Frage aufwerfen: Welche Bedingung mufl im An-
fangszustand erfillt sein, damit sich von der Stérungsstelle aus
nur eine einzige Welle, etwa die f-Welle, fortpflanzt? Die Ant-
wort darauf geben die Gleichungen (161), wenn man darin g ==
setzt, also:
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F(x) ¥%f¢(x)dx,

oder:
AF@) 1
dez @ 45(:1:),
oder nach (160):
dv, 1 v
(164) chq — (ﬁ)o )

d. h. im Anfangszustand ist die Geschwindigkeit eines Saiten-
punktes gleich amal der Tangente des Neigungswinkels der Saitexn-
kurve gegen die x-Achse.

Wenn fiir jeden Punkt der Saite diese Beziehung zwischen
der Geschwindigkeit und der Verschiebung erfiillt ist, so riickt die
ganze Stérung als eine einzige unverdnderliche Welle nach der
negativen z-Richtung fort, wie man auch durch eine einfache
kinematische Betrachtung einsehen kann, da ja durch die Form
der Kurve f und durch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit a auch
die Geschwindigkeit eines jeden Saitenpunktes unmittelbar be-
stimmt ist.

§ 37. Saite beiderseits begrenzt. Nun behandeln wir die
Schwingungen einer Saite von der endlichen Lénge 7/, die in den
Punkten = 0 und = =/ festgeklemmt sein mdge. Dann gelten
natiirlich auch wieder die Gleichungen (161), aber diese Gleichungen
haben jetzt nur fiir diejenigen Werte von « einen Sinn, welche
zwischen 0 und 7 liegen, weil die Funktionen #'(x) und & (x), welche
die Anfangswerte fiir die Verschiebungen und fiir die Geschwindig-
keiten der Saitenpunkte darstellen, nur fir 0 < < definiert
sind. Zur Darstellung der Bewegung fiir alle Zeiten braucht man
aber nach (157) die Werte von / und ¢ auch fiir andere Werte
ihrer Argumente, so z.B. fiir grofe positive ¢ die Werte von f
fiir grofe positive, die Werte von ¢ fiir grofie negative Werte des
Arguments. Wir miissen also die durch die Gleichungen (161) ge-
lieferte Bestimmung von f und ¢ noch weiter vervollstindigen, und
hierzu dient uns die an den Grenzen =0 und x =17 zu er-
fiillende Bedingung » = 0, oder nach (157):

0 = f(at) + g(—at)
0= fl+ at) + g(l—at),

und
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giiltig fiir alle beliebigen Werte von #. Schreiben wir in diesen
beiden Gleichungen z an Stelle von af, so kommt:

f@) + g(—=z) =0, (165)

A+ ) + gl—ax) = 0. (166)

Durch diese beiden, fiir alle Werte von « giiltigen Gleichungen
wird die zur Berechnung der Wellenfunktionen f und ¢ als not-

wendig erkannte Ergidnzung geliefert. Wenn wir ndmlich zunéchst
in (166) { + « an Stelle von « schreiben, so folgt:

fQl+2) + g(—x) =0,

und durch Vergleich mit (165):

f2l+ 2) = (=),
ebenso: (167)

92l +2)=yg(=),
d. h. die Wellenfunktionen f und ¢ sind beide periodisch in bezug
auf =, mit der Periode 2/ Daraus folgt nach (157) unmittelbar,
daf auch die Bewegung der Saite periodisch ist in bezug auf die

Zeit ¢, mit der Periode 2—;

Wir wollen nun zunéchst feststellen, wie in der Tat durch die
Anfangsbedingungen (161) und die Grenzbedingungen (165) und (167)
die Werte der Wellenfunktionen f und ¢ fiir alle positiven und
negativen Werte ihrer Argumente eindeutig bestimmt werden.

Zunichst sind durch (161) f(x) und g(x) bestimmt fiir 0 <</
Sodann liefern die Gleichungen (165) in der Form:

f@)=—g(—2) ud g@) =—[f(—2) (168)
auch die Werte von f(z) und g(x) fir —7<2<C0. Denn die
rechten Seiten dieser beiden Gleichungen sind ja fiir diesen Werten-
bereich von z bekannt. Dadurch sind aber f(z) und g(x) in dem
Intervall einer ganzen Periode, ndmlich von & = —1{ bis = +1,
gegeben, und somit nach (167) vollstindig bestimmt.

Wir wollen diese Berechnungsmethode an einem speziellen
Beispiel durchfithren, und wihlen dazu der Einfachheit halber eine
Saitenschwingung, bei der anfinglich nur eine einzige Welle, etwa
die f-Welle, vorhanden ist. Es gelte also im Anfangszustand die
Beziehung (164). Das anfdngliche Bild der Saite sei etwa das in
der Fig. 6 gezeichnete; dann wird die Wellenfunktion f(x) fiir
0 << 2 <! durch das nidmliche Bild dargestellt, wihrend g(x) in
diesem Intervall = 0 ist. Dagegen ist fiir — 7 < 2 <C 0 nach (168)
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(@) durchweg = 0, wihrend g(x) die in der Figur gezeichnete
Form besitzt, die man das ,entgegengesetzte Spiegelbild von f(x)
in bezug auf den Punkt z = 0% nennen kann. Diese Formen
wiederholen sich nun periodisch, wie die Fig. 6 zeigt.

Mit der Zeichnung der Wellenfunktionen f und ¢ ist der ganze
Ablauf der Bewegung in der bekanntén Weise bestimmt.. Die

0L LSkt

2L L o Z 2 I
%\\/’r/ T v
Fig. 6.
Q}:f}:\,__.ﬂ;c_zéﬁc?f}""e
‘é’;* - A'Z @::‘ Z 2’7 ——— 3{{{?‘”’ et
-zl v g £ 2 1N
/ D . V (o
Fig. 62
_________ w{/&g e
K \//"
- 2L -Z A, £ =] I
,” '
-2l 2 ) 7 2 277
““““ - N T
Fig. 6D.

Figuren 6a und 6b zeigen wieder in ihrer obersten Linie das
resultierende Bild der Saite nach Ablauf einer gewissen Zeit, in
ihren beiden unteren Linien die Art, wie sich das Bild aus f und ¢
zusammensetzt.

Danach verwandelt sich die f-Welle beim Auftreffen auf den
festgeklemmten Endpunkt z = 0 der Saite in eine nach der ent-
gegengesetzten Richtung fortschreitende g-Welle, d. h. sie wird
yreflektiert, und zwar mit entgegengesetztem Vorzeichen. Hierauf
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durchliunft die g-Welle die ganze Linge der Saite, um am anderen
Ende, bei =/, wiederum als /-Welle reflektiert zu werden. Nach

Ablauf der Zeitperiode —2;5 ist der alte Anfangszustand wieder er-

reicht und das Spiel beginnt wieder von vorn.
Ebenso erledigt sich der allgemeine Fall, daff am Anfang beide
Wellen, f und g,”von Null verschieden sind.

§ 38. Analytische Darstellung periodischer Funk-
tionen. Im vorstehenden haben wir die periodischen Wellen-
funktionen f(x) und g(x) in den verschiedenen Intervallen von x
mittels verschiedener Gleichungen dargestelit; es ist aber hiufig
auch von Wert, eine Wellenfunktion f(z) in ihrem ganzen Verlauf,
von & = — oo bi§ &= -~ co, durch einen einzigen analytischen
Ausdruck zu bezeichnen.

Um dies zu erreichen, suchen wir zunéchst den allgemeinsten
analytischen Ausdruck fiir eine Funktion f(x) mit der Periode
x =21, oder mit anderen Worten die allgemeine Lisung der
Funktionalgleichung (167). Wir gehen zu dem Zwecke aus von
der partikuldren Losung:

f@) = e=2, (169)
welche jene Gleichung offenbar dann befriedigt, wenn die Kon-
stante.a der Bedingung geniigt:

el —1,

Daraus folgt:

2le =2nxi,
wobel 7 eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet.
Setzen wir den sich hieraus ergebenden Wert von « in (169) ein,
so erhalten wir durch Trennung des reellen und imaginéren Teiles
von f(x) zwei partikuldre Losungen:

nwe . NTTET
08 —— und sin——,

die wir dadurch noch weiter verallgemeinern konnen, dafl wir sie
mit beliebigen Konstanten 4, und B, multiplizieren. Bilden wir
solehe Lisungen fiir alle moglichen Ordnungszahlen n, wobei fiir
jedes n die A, und B, verschiedene Werte haben konnen, und
addieren sie zueinander, so erhalten wir wiederum eine Losung
der Funktionalgleichung (167), welche, wie hier nicht niher be-
oriindet werden soll, die allgemeine Losung bildet. Man kann
sie in folgender Form schreiben:
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(170) f(x) = do 4 N4, 008" 4+ 3B, sin 222
2 > 7

n=1 n=1

Hier sind die Glieder mit negativen n weggelassen, was, wie
man leicht erkennt, der Allgemeinheit keinen Eintrag tut, da jedes
Glied mit negativem 7 sich mit dem Glied, welches das ent-
sprechende positive » besitzt, stets in ein einziges Glied vereinigen
1468t. Daher vertritt jedes Glied der beiden Summen im Grunde
zwel Glieder. Eine Sonderstellung nimmt das Glied mit n = 0 ein,
welches nur einmal auftritt, und daher auch, wie iiblich, den

Zahlenfaktor —;~ erhalten hat. Derselbe rechtfertigt sich in der

Tat auch durch die einfachere Bedeutung, welche die Konstante 4,
dann besitzt, wie sich weiter unten zeigen wird.

DaB die Reihe (170), welche nach ihrem Entdecker die
,Fouriersche Reihe“ genannt wird, wirklich die Periode 2/ in «
besitzt, erkennt man natiirlich auch unmittelbar durch Einsetzen
von z -+ 27 statt z, da dann simtliche Winkel um ganze Viel-
fache von 2z wachsen. Da aber weiterhin jede in = mit der
Periode 27 periodische Funktion sich durch (170) darstellen 1Bt
so erhebt sich die Frage, wie man die Koeffizienten 4 und B be-
rechnet, wenn der Verlauf der Funktion innerhalb einer Periode,
etwa von =0 bis z =2/, irgendwie gegeben ist.

Um diese Frage zu beantworten, denken wir uns also die
Werte von f(x) fir 0 <2 <20 ganz beliebig gegeben, und be-
rechnen zunichst das Integral '

210
() [ @) cos e
0

fir irgendeine positive von Null verschiedene ganze Zahl n. Das-
selbe besitzt nach der Voraussetzung einen bekannten vollkommen
bestimmten Wert.,

Andererseits stellt sich das Integral (171), wenn man darin
f(x) durch die Reihe (170) ersetzt, dar als eine Summe von Inte-
gralen, die wir jetzt einzeln berechnen wollen. Das erste, mit 4,
multiplizierte Integral verschwindet, weil

21
{(172) %’ . fcosf%r—x dr=10.
0
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In den folgenden Integralen treten nacheinander die Ordnungs-
zahlen 1,2, 3,..-m, -+ auf, die im allgemeinen von der Zahl » in
(171) verschieden sind; wir wollen sie daher mit »' bezeichnen.
Wenn 7" von n verschieden ist, so lauten die entsprechenden beiden
Teilintegrale jedesmal:

! , : 21
nmwr

2
AnffcosT coswdm-i—Bn fsm—l— coswdx——o (173)
0 0

Nur fiir die beiden Glieder, in denen %' = n ist, lauten die
entsprechenden Integrale:

y:| fcoszmdx + B fsm cosnm de=A4,-1. (174)

Daher reduziert sich die ganze Summe von Integralen, in
welche (171) zerfillt, auf den einzigen Ausdruck (174), und wir
haben die Beziehung:

n=%ff(x) cosnm cdx.
(Granz ebenso: (175)

Bn=%ff(x) . sin"—n[—oE - da.

Damit sind die Koeffizienten 4,, und B, vollkommen bestimmt.
Um endlich 4, zu erhalten, berechnen wir aus (170):

21
jf(x)dx:%' 20— 4,1,
0

und sehen daraus, daB die Gleichungen (175) auch auf den Fall
n = 0 anwendbar sind. Darin liegt der Vorteil der Bezeichnung

des konstanten Gliedes mit i;li’. Der Wert von B, ist gleichgiiltig,

da der sinTlﬁ fiir » = 0 verschwindet.

Aus der Art der Berechmihg der Konstanten 4, und B, er-
kennt man auch, daf diese Bestimmung eine eindeutige ist, d. h.
es gibt nur eine einzige Fouriersche Reihe mit der Periode 2/,
welche innerhalb der Periode bestimmt vorgeschriebene Werte an-

Planck, Mechanik deformisrbarer Korper. 6
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nimmt. Gidbe es nimlich noch eine zweite Reihe, etwa mit den
Koeffizienten 4, und B,, so wiirden auch diese Koeffizienten not-
wendig die Gleichungen (175) befriedigen miissen, sie wéren also,
da die Ausdriicke auf der rechten Seite der Gleichungen vorge-
schriebene Werte besitzen, mit den Koeffizienten 4, und B,
identisch. '

Um die Leistungsfihigkeit der Fourierschen Reihe noch
heller zu beleuchten, filhren wir die Berechnung fiir ein spezielles
Beispiel durch. Wir wollen einmal annehmen, daf fiir 0 <z <!
f(®) = =, wihrend fiir /<2 <27 f(x) = 0. Den Verlauf dieser
Funktion stellt die Kurve in Fig. 7 dar. In den Intervallen von

i)

ya .

Fig. 7.

— 1 bis 0, von / bis 27, usw. fallt sie mit der Abszissenachse zu-
sammen, wihrend sie in den dazwischen liegenden Intervallen ein
Stiick einer Geraden bildet, welche den Koordinatenwinkel halbiert.
Daher ist die Funktion f(x) fiir die z-Werte — 7, 7, 37, --- un-
stetig, indem sie bei wachsendem z von 7 auf 0 springt. Genau
dieselben Eigenschaften besitzt die Fourier-Reihe, die sich aus
(175) ergibt und die wir nun aufstellen wollen. Die beiden dort
auftretenden Integrale lassen sich zerlegen in je zwei Teilinte-
grale, das erste von 0 bis /, das zweite von 7 bis 2/ zu erstrecken.
Im ersten Integral gilt f(x) = x, im zweiten f(x)==10, daher ist:
!

An:—%—f‘x~COS7$dx+0=(~j)—n:——l-l,

n%n?
¢
1 4
__1\n
Bn:%fx-sin@—;f—xdx+,0:(*—i)7t—~-l,
0

wihrend fiir » = 0 sich ergibt:

I
1 [ l
0
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Mit diesen Werten der Koeffizienten schreibt sich die Reihe (170):

1 20 nwx 21 Snx 21 Brw
@) =4 — 25 €08 — 55008 7y~ — 55 O3 S — - - -
! .mw 1 . 2w , | _. Sum 176
ey 7 T o L —_— ——— e e
~+ —sin 5o Sin=—— 4+ z—s8in=; ,

welche den Verlauf der Kurve in Fig. 7 in einen einzigen analy-
tischen Ausdruck zusammenfa(t.

Machen wir ein paar Stichproben. Fiir z =0 ist f(x) =0,
also nach (176):

oder:
72 1 1 1
s = 1ltstetmgt ()

Fir z = é ist fx) =a = ‘i, also nach (176):

l l l ! 15 ’
=Tt T T m T

7 1

Y =

Fir « = —é ist f(x) = 0, also nach (176):

ool 0,
V=g —ztm =T "

|

was wiederum auf die letzte Reihe fiihrt.

Interessant ist das Verhalten der Fourier-Reihe (176) an
einer Unstetigkeitsstelle, z. B. « = I. Wihrend der Wert der Reihe
=g oder = 0 ist, je nachdem sich x von kleineren oder von
groferen Werten her dem Wert x = / nihert, ist fiir = / selber
f(x) weder = I noch = 0, sondern, wie die Substitution in (176)
ergibt:

)=+ 5%+t + oo
oder nach (177):
=+,
also das arithmetische Mittel aus jenen beiden Werten. Dieser
Satz laft sich verallgemeinern, worauf wir aber hier nicht einzu--
gehen brauchen.

§ 39. Wenn speéziell f(x) eine ,gerade® Funktion ist, d. h.

wenn f(—x) = f(xz), so folgt aus (175), da die Integration von 0
6*
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bis 27 ohne weiteres durch die von — 7 bis 4 ersetzt werden
kann: .

4,—1 f F@) - cos™™ . da + f f(x) "

und fiir das erste dieser beiden Te111ntegrale, it Einfithrung der
Integramonsva,rlabeln = —x:

—-—_[f(x) cos ™% . da!

Die beiden Teilintegrale sind also einander gleich, und

(179) 4,—2 f F(@) - cos ™

Auf dem entsprechenden Wege findet man B,= 0, da dann
die beiden Teilintegrale sich entgegengesetzt gleich sind.

Die Entwicklung einer geraden Funktion in eine Fourier-
Reihe mit der Periode 27 lautet also einfacher:

(180) f@)=45+ 2 4, cos™=,
n=1
wobei die Koeffizienten 4 nach (179) eindeutig bestimmt sind durch
den Verlauf der Funktion innerhalb der halben Periode von 0 bis /.
In der Tat ist ja jedes Glied der Reihe, wie auch die Konstante 4,,
eine gerade Funktion von z.
Wenn dagegen f(x) eine ,ungerade“ Funktion ist, d. h. wenn

f(—x) = —f(x), so findet man auf dem némlichen Wege: 4, = 0,
und: l
(181) Bn_—_%ff(x) sin"2 . 4z,
0
g0 daf nun die Fourier-Reihe lautet:
(182) 2 B, sin —— mw
n=1

Auch hier sind also die Koeffizienten der Reihe nach (181) ein-
deutig bestimmt durch den Verlauf der Funktion innerhalb der
halben Periode.
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§40. Wir kehren nun wieder zuriick zu dem Problem der
Schwingungen einer Saite von der Linge Z, und benutzen die in
den letzten Paragraphen entwickelte Methode, um die Losung des-
selben, nimlich den Ausdruck der Verschiebung v als Funktion
von z und ¢, in eine einzige fiir alle z und ¢ giltige Form zu-
sammenzufassen. Nach (157) ist:

v = fl@+ at) + g@— ai). |
Hier 146t sich die Wellenfunktion ¢ allgemein auf f zuriick-

fithren mittels der Grenzbedingung (165), wenn man darin af — x
statt = schreibt:

flat—x) + gle—at)=20.

v = flx + at) — flat —x).
Nun ist weiter nach (167) f(x) periodisch mit der Periode 2¢£
Daher gelten fiir f(x + af) und f(at—x) die Gleichungen, welche

sich ergeben, wenn man in (170) auf beiden Seiten einmal at + =,
"das andere Mal af — x setzt, oder:

V= %’ + D 4, cos“F (at + ) + 3 B, sin " (at + )
— 20 D4, cos " (at—2) — 3 B, sin " (at—z). (189)

Also:

Die Summationen sind jedesmal von n=1 bis n=o00 zu
erstrecken.

Dies ist der allgemeine Ausdruck fir die Transversalschwin-
gungen einer Saite von der Linge 7 Man kann ihm verschiedene
einfachere Formen geben, von denen eine jede ihre eigentiimlichen
Vorziige besitzt.

Setzt man:

4,=0C,co89,, B,=—C,sind,, (184)
mit der niheren Bestimmung, daB C, positiv ist, und dal &, zwi-
schen 0 und 2z liegt, so kann man schreiben:

v =2 C, cos {?(at + x) + 19n} —2 C, cos {"—f(at —x) + %}'
n=1 n=1 (1 8 5)
Die allgemeinste Saitenschwingung besteht also in einer An-
zahl von paarweise entgegengesetzt gleichen, hin und her laufenden
einfach periodischen Wellen, den ,Partialwellen“, deren jede in
bezug auf = die Periode
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(186) % = 2,
in bezug auf ¢ die Periode

- 21
(18 1) % =T,

besitzt. Die drtliche Periode 4, nennt man die , Wellenlinge, die
zeitliche Periode 7, die ,Schwingungsdauer“ der betreffenden Welle.
Die groftmogliche Wellenlinge (fiir n=1) ist 27, also die doppelte
Saitenlénge, ihr entspricht die lingste Schwingungsdauer: %l Diese
Schwingung nennt man die ,Grundschwingung® der Saite. Die
iibrigen Wellenlingen und Schwingungsdauern sind die nten Teile
der auf die Grundschwingung beziiglichen Groflen.
Der reziproke Wert der Schwingungsdauer:
1 na

bezeichnet die Anzahl der Schwingungen in der Zeiteinheit und
heift daher die ,Schwingungszahl® der betreffenden Welle. Wellen-
linge, Schwingungsdauer und Schwingungszahl stehen nach den
letzten drei Gleichungen stets in folgendem Zusammenhang:

(189) tn — 2o, = a.
Ty

Mit Einfiihrung der Wellenliingen und der Schwingungszeiten
lautet die Gleichung (185):

(190) v =30, cos {(?;; + %) 27 + z'}n}
n=1

30,08 [ — )2z + 9.).
n=1

Der ganze durch die geschweifte Klammer bezeichnete Winkel
heilit die ,Phase“ der betreffenden Welle (I. § 12), die Konstante 9,
die ,Phasenkonstante®.

Der Ausdruck von v vereinfacht sich erheblich, wenn man in
(183) oder in (190) die zu einer jeden Ordnungszahl »n gehorigen
Glieder in ein einziges Glied zusammenfaft. Dann folgt aus (183):

- . 11 nuaty . nwT
(191) =-—2(4, sin“Z% — B, cosil—) sin 27 -

n=1
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Diese Form der Schwingungsgleichung eignet sich am besten
dazu, um die Werte der Koeffizienten 4, und B, aus dem An-
fangszustand der Saite zu bestimmen. Fiir ¢ = 0 ist nimlich nach
(160) und (191):

vy=F(x) = QEBn sinﬁ%fv— ,
n=1 (192)
(g—:)o= P(x) = — QTZv—aznAn sin”—’lz%-
n=1
Die Aufgabe, A, und B, zu bestimmen, liuft also darauf
hinaus, die beiden gegebenen Funktionen F(x) und @(x) in
Fouriersche sin-Reihen zu entwickeln. Das ist aber, wie die
Gleichungen (181) und (182) zeigen, stets auf eine einzige Art
moglich, da die zu entwickelnden Funktionen gerade innerhalb
einer halben Periode der Reihe, von =0 bis x =1, gegeben
sind. Man hat nur in (182) statt f(x) F'(x) bzw. ®(x), statt B,

2B, bzw. _?_7;_00 n4, gesetzt zudenken. Dann ergibt sich aus (181):

¢
QanﬁfF(x)-sin’?’;—”-dx, l
0
l

l
(193)
2 2 .
———75—“7@An=—[—f¢(x)-s1nﬂ;f-dx, ’
0

und hierdurch sind die Koeffizienten 4, und B, fir alle Werte
von 7 bestimmt.

Andererseits folgt aus (185) durch Vereinigung je zweier ent-
sprechender Partialwellen:

v=—230C,sin ("2 4+ 9,) - sin "3, (194
n=1
) 2na c nrat . N
gz—%EnOncos(l + ) - sin 2= (195)
n=1

In dieser Form erscheint die Saitenschwingung als zusammen-
gesetzt aus einer Anzahl von Partialschwingungen, deren jede sich
darstellt als die Zusammenfassung der beiden in entgegengesetzter
Richtung laufenden Partialwellen der néimlichen Ordnungszahl, und
die daher, im Gegensatz zu den ,fortschreitenden” Wellen, als
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,Stehiende”“ Welle bezeichnet wird. Betrachten wir einmal eine
einzelne dieser stehenden Wellen, etwa die mit der Ordnungszahl »:

v=—20C,sin (Ml—ﬂf + 19,,) sin ﬂ?
(196)

— — 20, sin Qv,t + 9,) sin 2_;;_90

Sie stellt fiir sich allein eine mogliche Schwingung der Saite
vor; denn sie erfiilllt, wie man ersieht, fiir x = 0 und fiir z =17 die
Grenzbedingung v = 0. Thre Kigentiimlichkeit ist, daf alle Punkte
der Saite die ni#mliche Phase besitzen; denn der die Zeit ¢ ent-
haltende Phasenwinkel hiingt nicht, wie bei der fortschreitenden
Welle, von  ab. Daher gehen z. B. sémtliche Saitenpunkte gleich-
zeitig durch ihre Gleichgewichtslage v = 0 und erreichen gleich-
zeitig ihre gribte Elongation. Das Bild der Saite ist jederzeit eine
sin-Kurve, und die Bewegung jedes Punktes eine sin-Schwingung,
deren Amplitude periodisch von Punkt zu Punkt sich dndert. In
den Punkten

(1962) 2z =0 i 20 31 on—1

"mn? n? n

I

ist die Schwingungsamplitude Null. Diese Punkte heiflen daher die
»Schwingungsknoten. Sie teilen die Saitenlinge in = gleiche

Strecken von der Grofe gl, deren jede nach (186) gleich der halben

Wellenléinge 2, der entsprechenden fortschreitenden Welle ist. Bel
der Grundschwingung (n = 1) sind die beiden Endpunkte der Saite
die einzigen Knotenpunkte, bei der zweiten Partialschwingung (n =2)
liegt ein Knotenpunkt in der Mitte der Saite, usw. Zwischen je zwei
Knotenpunkten erfolgen die Schwingungen, und zwar in je zwel
benachbarten Abschnitten " nach entgegengesetzten Seiten. Die
Maxima der Schwingungsamplituden liegen in der Mitte zwischen
den Knoten und heifien die ,Biauche® der Schwingung. Die Grund-
schwingung besitzt nur einen einzigen Bauch; ebenso ist fiir jede
andere Partialschwingung die Anzahl der Biuche gleich der Ord-

Fig. 8.

nungszahl »n der Schwingung. Fig. 8 versinnlicht das Bild der
Saite mit den Richtungen der Geschwindigkeiten fiir n = 3.



Schwingungsvorginge in festen Korpern. &9

§ 41. Die Darstellung einer Saitenschwingung in der Form (194)
einer Summe von einfach periodischen Schwingungen besitzt aber
auller dem formal-mathematischen auch ein hervorragend physi-
kalisches und physiologisches Interesse, durch ihre Bedeutung fiir
die Akustik. Wenn nidmlich die Schwingungen der Saite von der
Luft aufgenommen und durch ibre Vermittlung dem Ohre, speziell
dem Trommelfell, zugefithrt werden, so reagiert das Gehororgan
auf jedes einzelne Glied (196) jener Summe, also auf jede einfach
periodische Schwingung, mit einer besonderen Empfindung: der des
entsprechenden ,Partialtons“. Die Schwingungszahl », bestimmt
die Hohe des Tones, die Amplitudenkonstante C, die Stirke dessel-
ben, wihrend dagegen die Phasenkonstante ¢, keinerlei akustische
Bedeutung besitzt. Dem, was man in der Akustik als Qualitit
des Tones oder als Klangfarbe bezeichnet, entspricht nach den
grundlegenden Untersuchungen von Helmholtz kein spezifisches
physikalisches Attribut. Vielmehr 1ift sich die Klangfarbe einer
tonenden Saite stets zuriickfitlhren auf die Groéfenverhéltnisse,
mit denen die Amplituden C, der einzelnen Partialténe in der
Schwingung auftreten, und die natiirlich sehr wesentlich davon ab-
héngen, in welcher Weise die Saite angeregt worden ist. Je zahl-
re‘cher und stirker die hoheren Partialtone auftreten, desto schirfer
und schriller wird im allgemeinen der Klang, wiihrend der Grund-
ton (n=1) oder auch ein einzelner Partialton fiir sich alleine
weich and leer klingt.

Durch diese ihnen eigentiimlichen akustischen Wirkungen ge-
winnen die Partialschwingungen, und damit die einzelnen Glieder
der Fourierschen Reihe einer Welle, auch in physikalischer Hin-
sicht eine selbstindige Bedeutung, und man ist daher leicht geneigt,
ihnen auch schon in der Saitenschwingung selber, sowie in der
durch die Saitenschwingung angeregten Luftwelle, ganz unabhingig
von. dem Gehororgan, eine individuelle Existenz zuzuschreiben,
Doch darf man nicht vergessen, dal eine derartige Vorstellung zwar
zuldssig und in hohem Grade zweckmifig, aber keineswegs not-.
wendig ist. Denn so lange man nur die Saitenschwingung und die
Luftwelle ing Auge fallt, wird die Abhéngigkeit der Verschiebung v
eines materiellen Punktes von den unabhéngigen Variabeln x und ¢
und damit simtliche Kigentiimlichkeiten des physikalischen Vorgangs
durch eine einzige Funktion vollstindig dargestellt, und es ist nicht
ohne Willkiir moglich, diese Funktion noch weiter in einzelne
Bestandteile zu zerlegen. Die Partialtone sind also nicht etwa schon
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in der Saitenschwingung oder in der Luftwelle als etwas Reales
enthalten, sondern sie werden erst im GehSrorgan einzeln aus-
gesondert. '

Der Gehornerv ist aber nicht nur empfindlich fiir die absolute
Grobe einer Schwingungszahl, sondern er reagiert auch in besonders
charakteristischer Weise auf das Verh#iltnis der Schwingungszahlen
zweier gleichzeitig auf ihn treffender Tonwellen, indem er deren
Zusammenklang dann als passend, harmonisch, konsonant empfindet,
wenn dies Verhiiltnis ein einfaches rationales ist, d. h. durch den
Quotienten zweier kleiner ganzen Zahlen dargestellt werden kann.
Auf die absolute Hohe der beiden Tone kommt es dabei gar nicht
an. Daher mift man in der Akustik den Abstand zweier verschiedener
Tone, das musikalische , Intervall®, nicht nach der Differenz, sondern
nach dem Verhiiltnis der Schwingungszahlen, oder, was dasselbe
bedeutet, nach der Differenz ihrer Logarithmen. Je einfacher
dies Verhiltnis ist, um so vollkommener ist die Konsonanz. Da
nun nach (188) die Schwingungszahlen », der Partialtone einer
schwingenden Saite sich verhalten wie die Reihe der Ordnungs-
zahlen 1:2:3:4:-.-, so sind die Tone von kleinerer Ordnungs-
zahl mit dem Grundton und auch miteinander konsonant und werden
daher auch als ,harmonische Obertone” bezeichnet.

Das einfachste Intervall ist, abgesehen von dem , Einklang® 1:1,
das Verhaltnis 2 :1, oder die ,Oktave“. Hier ist der Zusammen-
klang der beiden Tone ein so vollkommener, daf sie oft zu einer
einzigen Empfindung verschmelzen und dann selbst von geiibten
Ohren nur schwer oder gar nicht voneinander unterschieden werden
kénnen. Danach kommt das Verhiltnis 3 :2, oder die ,Quinte”,
dann 4 : 3, oder die ,,Quarte. Eine Quinte und eine Quarte geben
zusammen eine Oktave. Denn

3.4
2 3

Allgemein nennt man ein Intervall, welches ein anderes Inter-
vall zu einer Oktave erginzt, die ,,Umkehrung desselben. Daher ist
die Quarte die Umkehrung der Quinte. Weiter kommt das Ver-
hiltnis 5 : 4, oder die ,grofie Terz*, und ihre Umkehrung 8 : 5, die
»kleine Sexte*; sodann das Verhiltnis 6 : 5, oder die ,kleine Terz",
und ihre Umkehrung 5 : 3, die ,,groBe Sexte”. Damit ist die Zabl
der gewdhnlich als konsonant bezeichneten Intervalle erschopft,
soweit man sich auf Intervalle beschriinkt, die innerhalb einer
Oktave liegen, also <C 2 gind. GroBere Intervalle fithrt man ge-

= 2.
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wohnlich durch Division mit einer ganzen Potenz von 2 auf solche
< 2 zuriick.

Zur Bezeichnung der Tone teilt man zunichst den ganzen
Tonbereich in Oktaven ein, indem man von einem willkiirlich durch
allgemeine Ubereinkunft festgesetzten Normalton ausgeht: nach der
Pariser Stimmung dem Ton »,= 261, dem eingestrichenen ¢, welches
fiir die Ménner- und die Frauenstimme, sowie fiir die wichtigsten
Instrumente bequem erreichbar ist, und von da mit Oktavenschritten
einerseits hinaufgeht bis zum fiinfgestrichenen ¢””: » == 261 - 2¢,
andererseits hinabgeht zum kleinen ¢, grofen C, Kontra C; und
Subkontra Cy;: » = 261 - 2—4 Schallwellen, deren Schwingungszahl
jenseits der angegebenen Grenzen liegen, 1osen keine Tonempfindung
mehr aus, sondern wirken hochstens mechanisch auf das Ohr, in
der Hohe stechend, in der Tiefe schwirrend. Den Tonbezirk zwischen
dem eingestrichenen ¢’ und dem zweigestrichenen ¢” nennt man die
eingestrichene Oktave, und ebenso tragt jeder andere Oktavenbezirk
den Namen desjenigen ¢, welches ihn nach unten begrenzt. Alle
Tone, welche sich nur durch Oktaven unterscheiden, werden mit
dem nimlichen Buchstaben bezeichnet, und die [Lage der Oktave
auf dieselbe Weise kenntlich gemacht wie oben bei den verschie-
denen e. .

So besitzt eine Saite mit dem Grundton C (tiefste Cellosaite) die
folgenden harmonischen Obertone:

n=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10.---
Partialton C ¢ g ¢ € ¢ ¢ a e

Die Oberténe n==17, i1, 13, 14, --- werden in der modernen
Musik nicht benutzt und daher auch nicht besonders bezeichnet. Dall
aber doch die sogenannte natiirliche Septime 7 : 4 der kleinen Septime
9:5, der sie am nichsten liegt, an Wohlklang gelegentlich iiber-
legen ist, empfindet man aufs deutlichste, sobald man in die Lage
kommt, diese beiden Intervalle unter passenden Umstéinden im
Gehor miteinander zu vergleichen. Ohne Zweifel beruht auch die
wichtige Rolle, welche der sog. Dominantseptimakkord (Grundton,
groBe Terz, Quint, kleine Septime) in der Musik spielt, auf dem
Umstand, daB die Intervalle dieses Akkordes nahezu durch die
Verhiiltnisse 4 :5:6: 7 dargestellt werden.

§ 42. Die konsonanten Intervalle bilden die Grundlage aller
praktischen Musik. Von diesem Naturgesetz wird sich die Kunst
niemals ungestraft entfernen konnen. Die Gtesamtheit aller Tone,
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welche man, von einem Normalton », ausgehend, durch Fortschreiten
nach gewissen konsonanten Intervallen erreichen kann, bilden ein
natiirliches Tonsystem. Die Schwingungszahlen der zu einem
bestimmten Tonsystem gehorigen Tone lassen sich durch einen
einzigen einfachen mathematischen Ausdruck darstellen. Beschrinkst
man sich auf Oktavenschritte, so sind die Schwingungszahlen von
der Form:

(197) Y == v, 2",

wobei n irgendeine ganze, positive oder negative, Zahl bedeutet.
Diese Tone unterscheiden sich nur durch Oktaven von dem Normalton,
sie stellen also keine fiir die praktische Musik ausreichende Mannig-
faltigkeit vor. L&aBt man dagegen auch Quinten zu, so erhilt man
Téne von den Schwingungszahlen:

(198) v =y, 2. 3P,

wo p ebenfalls eine ganze positive oder negative Zahl bezeichnet.
Alle Tone, deren Schwingungszahlen in der Form (198) darstellbar
sind, bilden das pythagoridische Tonsystem. Dasselbe umfafit
praktisch genommen sémtliche reproduzierbare Tone und daher auch
sdmtliche Intervalle; denn jede beliebige Zahl 146t sich, wenn auch
nicht genau, so doch mit jeder gewiinschten Annéherung, durch (198)
darstellen. So wird z. B. die grofie Terz 5:4 schon mit einiger-
mafen brauchbarer Annéherung gewonnen durch vier Quintenschritte
aufwirts und zwei Oktavenschritte abwérts, also durch das Intervall

(—3)4- (%)2= %, die sogenannte pythagoriische Terz, welche etwas

groBer ist als die natiirliche Terz. Der Unterschied dieser beiden

Terzen betrigt % --g— = 2—(1), ein sogenanntes ,,syntonisches Komma*.
Durch Vermehrung der Anzahl Quinten und Oktaven ld8t sich
natiirlich ein noch besserer Anschlufl erzielen. Absolut genommen
ist es allerdings unmiglich, selbst bei noch so grofer Haufung der
Schritte, jemals das Intervall einer natiirlichen Terz durch Quinten
und Oktaven zu erreichen, und insofern hat das pythagoriische
Tonsystem etwas Unbefriedigendes. Besser entspricht dem theore-
tischen Bediirfnis das durch Terzenschritte bereicherte Tonsystem

(199) Y == p,. 2" 30 59,
welches in der Tat fir die Musik lange Zeit hindurch die Grund-
lage abgegeben hat.

Jedoch auch diesem System, wie iiberhaupt allen natiirlichen
Tonsystemen, haftet der praktisch schwer wiegende Ubelstand an,
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daB jedes derselben streng genommen eine unbegrenzte Anzahl von
Tonen umfaft, wihrend die praktische Musik, besonders seit der
Einfithrung der Instrumente mit festen Tonen (Orgel, Klavier), mit
einer endlichen, nicht zu zahlreichen Menge von Tonen auskommen
muB. Bricht man aber das Tonsystem bei bestimmten Grenzwerten
der Zahlen n, p, q, also nach einer bestimmten Anzahl von Inter-
vallen, willkiirlich ab, so werden dadurch die Téne an den Grenzen
benachteiligt, da es unmoglich ist, von ihnen aus weiter fortzu-
schreiten, wihrend doch gerade eine unbeschrinkte Modulations-
fahigkeit ein Hauptbediirfnis der neuweren Musik bildet. Dieser
Ubelstand wurde auf die Dauer so unertriglich, daf man sich
entschlossen hat, einer radikalen Hebung desselben die absolute
Reinheit des natiirlichen Tonsystems zu opfern und die konsonanten
Intervalle ein wenig abzuiéindern, zu ,temperieren“. Unter allen
kiinstlichen Tonsystemen hat sich das sogenannte zwolfstufige
temperierte System seit seiner Einfithrung durch Joh. Seb. Bach
als das weitaus brauchbarste durchgesetzt. In diesem System sind
alle Oktaven, als die wichtigsten Konsonanzen, absolut rein, die
Quinten dagegen sind temperiert, wobei von dem Umstand ausge--

gangen wird, da zwolf Quinten, also (—Z:l)m, nahezu gleich sind sieben

Oktaven, also 27. Der Unterschied betrigt (—2—}12 . (.—2)7= ca.%,
sogenanntes ,pythagoridisches Komma“. Wenn man nun alle diese
zwolf Quinten gleichmiBig verkleinert, und zwar soweit, dal sie
miteinander genau sieben Oktaven ergeben, so erhilt man fiir das

Intervall  einer temperierten Quinte die Bedingungsgleichung

ein

o (3 =1 (200)

oder:
7

x = 21— 1,498.

Der Unterschied zwischen einer reinen und einer temperierten
Quinte betrdgt demnach nur:
- 886
1,5: 1,498 = ca. 55

und ist selbst fiir das geiibteste Ohr nicht direkt wahrnehmbar.

Verlegt man die zwolf Tone, zu denen man durch die zwolf
temperierten Quintenschritte gelangt, durch passende Oktaven-
schritte in einen gemeinsamen Oktavenbezirk, etwa in die kleine
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Oktave, von ¢ bis ¢, so wird derselbe in zwolf gleiche Intervalle
geteilt, nach dem Schema:

i 2z 3 &4 5 & 7 8 3 1 1 1
20 212 212 212 212 212 212 218 212 212 212 212 912
¢ cis=des d dis=es e f fis=ges g gis=as a ais=b h ¢’

und die dadurch bestimmten Tone bilden das temperierte System,
welches sich nun in jeder Oktave genau in derselben Weise
wiederholt.

Das Intervall je zweier benachbarter Tone ist der temperierte
Halbton:

1
22 — 1 0595.

Die temperierte grofle Terz besteht aus vier Halbtonen; sie

ist grofer als die natiirliche Terz, ndmlich um:
1?/2_ S

5 Y1257

aber kleiner als die pythagoriische Terz, da das letztberechnete
Intervall den Betrag eines syntonischen Kommas % nicht erreicht.

In der Theorie der konsonanten Intervalle hat sich ein wohi-
begreifliches Widerstreben, der absoluten Anpassung an die Natur
bewullt zu entsagen, manchmal in Angriffen gegen die temperierte
Stimmung und in der Forderung einer Riickkehr zur natiirlichen
Stimmung Liuft gemacht. Demgegeniiber ist zu bedenken, dal die
Frage der Berechtigung einer Stimmung in der praktischen Musik
nicht vor das Forum der Wissenschaft gehort. In der Kunst aber
entscheiden nicht theoretische Griinde, sondern einzig und allein die
tatgiichliche #sthetische Wirkung. Daher wird dasjenige Tonsystem
stets den ersten Platz einnehmen, welches iiber die wirksamsten
kiinstlerischen Ausdrucksmittel verfiigt. So wird auch die natiirliche
Stimmung ihre praktische Bedeutung erst dann wiedergewinnen
konnen, wenn einmal ein Meister ersteht, der in der Sprache der
natiirlichen Stimmung mehr und Eindringlicheres zu sagen weil,
als man in einer anderen Stimmung anszudriicken vermag.

§ 43. Von der Abschweifung in das Gebiet der Kunst wollen
wir uns nun wieder der allgemeinen Akustik zuwenden, und richten
unsere Aufmerksamkeit zunichst einmal auf die merkwiirdige Tat-
sache, dal das Ohr, indem es aus einer auftreffenden Klangwelle
die einzelnen Partialtone heraushort, im Grunde genau dasselbe
vollbringt, was der Mathematiker tut, wenn er aus einer ihm
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vorgelegten periodischen, im fibrigen aber beliebig komplizierten
Funktion nach den Gleichungen (175) mittels der dort vor-
geschriebenen Integrationen die einzelnen Koeffizienten 4, und B,
der entsprechenden Fourierschen Reihe berechnet. Denn die
Reize, auf die der Gehornerv reagiert, sind bis in alle ihre
Einzelheiten vollstindig enthalten in der Art, wie das Trommel-
fell durch die ankommende Luftwelle erregt wird, sie werden
also vollstindig erschopfend dargestellt durch eine einzige Funktion
der Zeit f(?), welche die jeweilige Verschiebung des Trommelfells
aus seiner Gleichgewichtslage angibt, und im Ohr wird mit der
Zerlegung des Klanges in seine Partialtone zugleich die Darstellung
von f(¢) als Fouriersche Reihe vollzogen. Von dieser ans Wunder-
bare grenzenden Leistungsfihigkeit des Gehororgans macht man
sich einen Begriff, wenn man bedenkt, daf das geiibte Ohr eines
Dirigenten in der Klangmasse einer Chormusik mit Orchester
“nicht nur die Tone und Klangfarben der einzelnen Instrumente,
sondern auch die einzelnen Buchstaben der gesungenen Worte zu
unterscheiden vermag. In dieser Beziehung ist das Ohr dem Auge
unendlich tiberlegen. Denn eine Farbe: weill, griin, blau, empfinden
wir immer als etwas Einheitliches und sind durchaus nicht im-
stande, unmittelbar anzugeben, ob und wie sich diese Farbe
physikalisch aus anderen Farben zusammensetzt.

Es erhebt sich nun fiir uns die fundamentale Frage: Wie
vermag das Ohr solche Leistungen zu vollbringen, und welche
physikalischen Vorgéinge liegen der Zerlegung eines Klanges in
seine Partialtone zugrunde? KEine Antwort hierauf hat Helmholtz
gegeben, indem er von der Annahme ausging, dafl mit dem sub-
jektiven Vorgang: der Empfindung eines bestimmten Partialtones
von der Schwingungszahl », jedesmal ein bestimmter objektiver
Vorgang: die pendelartige Schwingung eines gewissen elemen-
taren materiellen Gebildes im inneren Ohr mit der n#dmlichen
Schwingungszahl », verbunden ist, und umgekehrt. Soviele ver-
schiedene Partialténe das Gehor zu empfinden vermag, ebensoviele
verschiedene derartige Elementarpendel befinden sich, wie die
Saiten einer Harfe nebeneinander gereihf, im Innern des Ohres.
Wenn nun das Trommelfell durch eine ankommende Luftwelle zu
Schwingungen f(¢) angeregt wird, so wird der Partialton » gehort
oder nicht, je nachdem dasjenige Elementarpendel, welchem die
Schwingungszahl » eigen ist, durch die Erschiitterung des Trommel-
fells in merkliche Schwingungen versetzt wird oder nicht. Die
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Frage, ob in einer Klangwelle f(f) der Partialton » enthalten ist,
lduft also im Grunde darauf hinaus, ob eine Kraft von der Grofie

f(f) ein Pendel von der Schwingungsperiode r=—11)— in merkliche

Schwingungen zu versetzen vermag. Diese Frage findet nun aber
ihre exakte Beantwortung in der allgemeinen Mechanik, und zwar
in folgender Weise: :

Ein Pendel von bestimmter Schwingungsperiode = ———-i— wird

nach I. § 13 dargestellt durch einen materiellen Punkt, der um
eine stabile Gleichgewichtslage « = 0 kleine Schwingungen aus-
fithrt. Wenn die Schwingungen durch einen einmaligen Anstof
verursacht sind, im fibrigen aber ohne #uBere Storung verlaufen,
so erfolgen sie nach der Bewegungsgleichung:

(201) mzi;: = — 4a?mrix,

welche sich aus I. (15) ergibt, wenn man darin die Konstante ¢
durch die Schwingungszahl » ersetzt, nach der Beziehung:

(202) e

In diesem Fall fiihrt das Pendel ,freie“ Schwingungen aus,
deren Periode v daher auch als die ,Eigenperiode® des Pendels
bezeichnet wird.

Wenn aber noch eine duflere Kraft f(¢) auf das Pendel wirkt,
so vollfithrt es ,erzwungene“ Schwingungen, nach Mafgabe der
Bewegungsgleichung:

(203) mTT — — axrmrrs + £().

Berechnen wir die erzwungenen Schwingungen zunéchst ein-
mal fiir den speziellen Fall, daf die duBere Kraft f(¢) einfach
periodisch ist, also von der Form:

(204) , f@) = C cos Qav't+9),

unter der weiteren Annahme, daf im Anfangszustand fiir { =0
das Pendel in seiner Gleichgewichtslage ruht, also ==0 und
dx

=0.

at
Die allgemeine Lisung der Differentialgleichung:

(205) mi—if + dxtmr2z = C cos Qav'i+ 9)
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ist von der Form:
z=qa cos Qavi+ 9 + 8 cos Qar i+ 9). (206)
Setzt man n#dmlich diesen Ausdruck von x in (205) ein, so
reduziert sich die linke Gleichungsseite auf die Glieder mit 8,
und es ergibt sich:
b= Efﬁ%ﬂ) , (207)
wihrend o und 9, ganz unbestimmt bleiben und daher die beiden
Integrationskonstanten darstellen. Paft man ihre Werte dem
Anfangszustande an und setzt sie dann nebst dem Wert von B
in (206) ein, so ergibt sich die gesuchte Pendelschwingung:
C

= Izm 2 —"?)

{— cos & cos 2wt 4 1%sin 9sin2xvt 4 cos(2av't + 9)}. (208)

x >

Das Pendel wird also aus seiner Rubelage in eine Bewegung
versetzt, die im allgemeinen aus Schwingungen von zwei ver-
schiedenen Perioden besteht, deren Schwingungszahlen » und 2’
der Eigenschwingung und der #uferen erregenden Schwingung
entsprechen. v

Eine Ausnahme jedoch bildet der Fall, daB die Periode der
erregenden Schwingung iibereinstimmt mit der der Eigenschwin-
gung, also daf »"= ». Dann nimmt nimlich der Ausdruck (208)

zundchst die Form —g« an, und man gelangt zu dem wahren Wert

desselben, wenn man » = » + Adv setzt, dann Zihler und Nenner
nach Potenzen von Ay entwickelt, und schlieflich zur Grenze
dv = 0 iibergeht:

2= 0 {anvt sin Qavi+9) — sin 2xvising). (209)

8n2m v

Natiirlich kann man sich auch hinterher leicht direkt itber-
zeugen, daB in der Tat der Ausdruck (209) sowohl die Anfangs-
bedingungen als auch die Differentialgleichung (205) fiir »'=w»
befriedigt. :

Diese Bewegung des Pendels ist nun, wegen des Faktors ¢ vor
dem sin, total verschieden von der durch (208) dargestellten, nicht
nur nach ihrem Gesetz, sondern sogar nach der GriBenordnung.
Denn sie besteht nicht aus periodischen Schwingungen, sondern sie
wichst mit der Zeit ins Unendliche. Daraus folgt, daB eine duliere
periodische Kraft von noch so kleiner Amplitude C, wenn ihre Periode

Planek, Mechanik deformierbarer Korper. 7
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nur ibereinstimmt mit der Eigenperiode des Pendels, im Laufe
der Zeit eine grofere Wirkung hervorbringt als eine beliebig grof§
angenommene Kraft von irgendeiner anderen Periode. Man sagt
dann, daB die erregende Kraft sich mit dem Pendel in Resonanz
befindet. Die Resonanz liefert die Erklirung fiir zahlreiche auf-
fallende Naturerscheinungen, selbstverstindlich nicht allein im
Gebiet der Akustik. Wenn eine schwache Luftwelle die Zinken
einer grofien Stimmgabel zum Tonen bringt, oder wenn ein kleiner
Knabe eine zentnerschwere Kirchenglocke in kréftige Schwingungen
versetzt, oder wenn eine starke Briicke durch taktméfige Schritte
von Passanten in gefihrliche Schwankungen gerdt, so sind dies
alles Wirkungen der Resonanz, und es liegt sehr nahe, anzunehmen,
daB, wie in der Akustik und Elektrodynamik, so auch in der
Chemie, ja sogar in der Biologie die Heftigkeit vieler Reaktionen
im Grunde auf Resonanz zuriickzufiihren ist. ‘

Nehmen wir nun allgemeiner an, daB die das Pendel erregende
Kraft nicht einfach periodisch ist, sondern sich aus einer Reihe
von einfach periodischen Schwingungen zusammensetzt, also etwa
durch eine Fouriersche Reihe ausgedriickt wird, wodurch, wie wir
wissen, zugleich der allgemeinste Fall dargestellt wird, so werden
die Schwingungen des Pendels im Laufe der Zeit ins Unendliche
wachsen oder nicht, je nachdem in der Fourierschen Reihe ein Glied
mit der Eigenschwingung des Pendels enthalten ist oder nicht. Auf
die Grofe des Koeffizienten dieses Gliedes im Verhdltnis zu den
anderen Gliedern der Fourier-Reihe kommt es dabei gar nicht an.
Das Pendel zeigt also durch die Art, wie es auf die erregende
Schwingung reagiert, das Vorhandensein des entsprechenden Gliedes
in der Fourierschen Reihe an, es dient durch seine Resonanz zu
einer Analysierung der Reihe, und wird daher auch als ,Resonator
bezeichnet. Ein Resonator spricht nur auf diejenige Schwingung
merklich an, welche seiner Kigenperiode entspricht, die Wirkung
ist daher eine auswihlende, ,selektive“. Durch die Resonanzwirkung
erhalten die Glieder einer Fourierschen Reihe auch einzeln eine
physikalische Bedeutung, wihrend bisher nur ihre Summe physi-
kalisch zu definieren war.

Gehen wir nun noch etwas nidher auf den quantitativen
Zusammenhang zwischen der erregenden Kraft f (£) und der Energie
der durch sie bewirkten Schwingung des Resonators ein. Wir
betrachten den Vorgang wihrend eines gewissen Zeitintervalis,
und nehmen die erregende Kraft f(f) so schwach an, dal wihrend
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dieses Zeitintervalls das Pendel nahezu wie ein freies, d. h. periodisck,
schwingt. Dann ist fiir ein Zeitelement d¢ die Anderung der
Schwingungsenergie E (kinetische und potentielle Energie zusammen-
genommen) nach I. (393):

ALl ={, -de=f{)-dx

~ oder: oy Om
dE =f(t) - -dt.
Also die Energieinderung in der Zeit von £ bis ¢':
. @
E’——E’——-—ff(t) Ao, 210)
t

Je nachdem nun die Pendelausschlige  wihrend des betrach-
teten Zeitintervalls durch cos 2x»¢ oder durch sin 2z »¢ dargestellt

N d . .
werden, wird ?i% proportional sin 2x»¢ oder cos 2xv¢, und das

Integral (210) nimmt genau dieselben Formen an wie die Integrale
(175), welche zur Berechnung der Koeffizienten der Fourierschen
Reihe fiir die Funktion f(f) dienen, nur dal die Integrationsvariable
dort mit « und hier mit ¢ bezeichnet ist. Denken wir uns also
eine groBe Reihe solcher Resonatorenpendel mit passenden Schwin-
gungsperioden und Schwingungsphasen nebeneinander aufgestellt
und alle gleichzeitig der niéimlichen erregenden Kraft f7(f) aus-
gesetzt, so zeigt jedes Pendel durch die Energie seiner Schwingung
die GroBe des entsprechenden Koeffizienten in der Fourierschen
Reihenentwicklung von f(¢) an, und dieser Vorgang ist nach
Helmholtz im Grunde identisch mit demjenigen, welcher sich im
Ohre vollzieht, wenn jede auf eine bestimmte Schwingungszahl
ansprechende Gehdrfaser durch Resonanzwirkung ihren Ton aus
den Schwingungen des Trommelfells aufnimmt und an den
Empfindungsnerven weitergibt.

Wir erkennen daraus, dafl nicht nur, wie zu Beginn dieses
Paragraphen ausgefithrt wurde, das. Gehor dieselbe Zerlegung der
Schallwelle vollzieht, welche der Verwandlung dieser Welle in
eine Summe einfach periodischer, Wellen entspricht, sondern daf
die Natur sich dabei auch der nimlichen Methode bedient wie die
Mathematik. Denn die letzte Gleichung (210) ist geradezu eine
mechanische Illustration der mathematischen Definition der Reihen-
koeffizienten in (175). Mit dieser Erkenntnis ist die Féhigkeit
des Ohres, einen Klang in seine Teilténe zu zerlegen, auch
physikalisch vollkommen verstindlick geworden.
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Eine andere prinzipiell wichtige Frage ist die nach einer
Erklirung fiir die eigentiimliche Klangwirkung der konsonanten
Intervalle. Auch hier hat Helmholtz eine Theorie entwickelt, nach
welcher der Begriff der Konsonanz nicht etwa einem gewissen
unbewulten Wohlgefallen mystischer Herkunft entstammt, welches
der Gehornerv an dem Auftreten einfacher rationaler Zahlen-
verhéltnisse besitzt, sondern daf hier auch ganz bestimmte reale,
physikalisch definierbare Umstinde mafigebend sind, die im Falle
der Konsonanz Behagen, im Falle der Disscnanz Unbehagen
bewirken. KEine kurze Besprechung derselben werden wir besser
im nichsten Kapitel vornehmen, in welchem von den akustischen
Luftwellen die Rede sein soll (§ 46).

Viertes Kapitel. Schwingungsvorgiinge in Fliissigkeiten
und Gasen.

§ 44. Unter den isotropen vollkommen -elastischen (§ 21)
Korpern sind die Flissigkeiten und Gtase als ein spezieller Fall
dadurch ausgezeichnet, daB fir sie die drei Hauptdrucke (§ 20)
einander gleich sind, woraus folgt, daf auf jedes Flichenelement
ein senkrechter, von der Orientierung des Flichenelements unab-
hiingiger Druck X, =Y, = Z,= p wirkt, positiv, wenn der Korper
auf Kompression in Anspruch genommen wird. Da die Tangential-
drucke verschwinden, so verschwindet auch die Elastizitdtskonstante
w in den Gleichungen (119), und.der Druck ist allein vom Volumen
abhiingig, bzw. von der Dichtigkeit %:

(211) p=T).

Die Form der Funktion f hingt ab von der Natur des Korpers.
Bei den tropfbaren Fliissigkeiten ist p aulerordentlich stark mit &
verdnderlich, so daf man fiir diese besser £ als Funktion von p
darstellt. Den Grenzfall bilden die inkompressibeln Fliissigkeiten,
fiir die %# konstant ist.. Ndheres iiber die Form von f werden wir
spiter, bei der Behandlung endlicher Deformationen (§ 56), be-
sprechen. .

Wenn wir im Interesse der Allgemeinheit die folgenden
Untersuchungen sowohl auf tropfbare Flissigkeiten als auch auf
Gase erstrecken, so empfiehlt es sich, von einer Erweiterung der
Gleichungen (119) Gebrauch zu machen, die wir schon im § 33
einfiihrten, indem wir im deformationslosen Zustand (6=0) den
Druck p nicht gleich Null, sondern etwa gleich p, annehmen, da
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ein Gas im stabilen Gleichgewicht immer einen endlichen Druck
besitzt. Dann gehen die sechs Gleichungen (119) iiber in die einzige
Gleichung:
P == Py — AG. (212)
Der Elastizititskoeffizient 2 ist bedingt durch die Kompressi-
bilitat, da
— 0
P— Do
und 146t sich fiir jeden Zustand der Substanz berechnen, wenn
die Funktion.f in (211) gegeben ist. Denn da die Masse eines
Korperelements vom Volumen &V unverdnderlich ist, so gilt fir
eine unendlich kleine Volumendilatation ¢ die Beziehung:

1

aAV-k=adV(Q+o6) - (k-+dk), (213a)
also:
‘ dk
T E
und aus (213): :
N dp
A=k . (214)

Die Bewegungsgleichungen wollen wir, da der flissige und
gasformige Zustand sich als eine Spezialisierung des festen auf-
fassen 1idft, unmittelbar denen fiir feste Korper entnehmen und
dabei auch wieder die Gravitationskriifte fortlassen. Dann ergibt
sich aus (147) und (212):

020 do 020 da - Qw [\
kg =125 k=25, kFsg=45
oder in Vektorform, wenn man noch die Konstante
A d
F=p = (215)
setzt:
j=a% grado. (216)

Unterwerfen wir diese Gleichung der Vektoroperation rot (§ 13),

go folgt mit Beriicksichtigung von (65):
0=20,
und durch zweimalige Integration dieser Gleichung nach ¢:
0=t ¢, »

d. h. die Komponenten & 7, { der Drehung eines Massenteilchens
gind lineire Funktionen der Zeit; die Drehung wird also, wenn
der Vektor ¢, nicht Null ist, mit der Zeit ins Unendliche wachsen.
Da wir nun hier uns mit unendlich kleinen Schwingungen um die
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Gleichgewichtslage beschéftigen wollen, und daher auch eine zeit-
lich konstante Drehung filr uns kein Interesse hat, so beschrénken
wir uns auf die Betrachtung des Falles, daf beide Konstanten ¢,
und ¢, verschwinden, mithin:

(217) p=r0tq=0.
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist:
(218) qg=—grad ¢,

wo ¢ irgendeine skalare Funktion des Ortes und der Zeit bedeutet.
Da diese Funktion zu dem Verschiebungsvektor q in der ndmlichen
Beziehung steht wie nach I. (121) das Potential U zu dem Kraft-
vektor %, so kann man ¢ auch als das ,Verschiebungspotential®
bezeichnen. Die Existenz eines Verschiebungspotentials ist also
gleichbedeutend damit, daf bei der Verschiebung keine Drehungen
vorkommen. In der Griofe ¢ des Verschiebungspotentials bleibt,
wie man aus (218) sieht, eine additive Zeitfunktion physikalisch
ganz bedeutungslos und daher nur durch eine willkiirliche Fest-
setzung definierbar.

Wenn das Verschiebungspotential ¢ als Funktion von x, 9, 2, ¢
bekannt ist, so folgen daraus eindeutig alle Einzelheiten der Be-
wegung. Zun#chst erhdlt man ndmlich aus (218) fiir die Geschwin-
digkeit:

(219) g=—grad ¢.

Also auch die Geschwindigkeit hat ein Potential: das ,Ge-
schwindigkeitspotential“. Ferner folgt fiir die Volumendilatation

aus (66):

(220) 6 =div g = —div grad ¢ = — do,
und fiir die Druckschwankung aus (212):

(221) P—pPo=—2A¢=21-Adgp.

Die ganze Aufgabe reduziert sich daher darauf, das Ver-
schiebungspotential ¢ zu finden. Hierzu dient die aus den Be-
wegungsgleichungen (216) folgende Differentialgleichung:

grad ¢ = a?- grad 4o,
welche nach den drei Koordinatenrichtungen integriert lautet:
(222) p=n02 Adp.
Eine dabei auftretende Integrationskonstante kann nur von

der Zeit allein abhiingen, sie darf daher als physikalisch beden-
tungslos ohne weiteres weggelassen werden.
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Die Gleichung (222), welche, wie man sich leicht durch diffe-
rentiieren iiberzeugt, nicht nur fiir das Verschiebungspotential ¢,
sondern auch fiir jede Komponente der Verschiebung und der Ge-
schwindigkeit, sowie auch fiir die Volumendilatation ¢ und fiir
den Druck p gilt, stellt eine Verallgemeinerung der Gleichung (155)
fir die Schwingungen einer gespannten Saite vor, und wird daher
auch als réumliche ,Wellengleichung® bezeichnet. Die Konstante
spielt dabei natiirlich wieder die Rolle der Fortpflanzungsge-
schwindigkeit. Doch sind die hier zu betrachtenden Wellen inso-
fern grundverschieden von denen bei einer transversal schwingenden
Saite, als hier nicht Drehungen, sondern Dichtigkeits- und Druck-
dnderungen es sind, welche die elastischen Wirkungen bedingen.

Wie schon bei den Problemen der Statik (§ 28) betont wurde,
interessiert uns vom physikalischen Standpunkt aus stets weniger
die allgemeine Liosung der charakteristischen Differentialgleichung,
als vielmehr solche partikulire Liosungen, welche gewissen wichtigen
Vorgingen in der Natur moglichst angepafit sind. Wir betrachten
im folgenden einige derselben.
© §45. Die einfachste partikulire Lisung der Differentialgleichung
(222) liefert der spezielle Fall, da die Funktion ¢ nur von einer
einzigen Raumvariabeln, etwa a«, abhingt. Dann reduziert sich
die Gleichung (222) auf die einfache Form (155) und stellt daher
zwei Wellen vor, welche mit der Geschwindigkeit @ nach den
Richtungen der positiven und der negativen x-Achse fortschreiten.
Da der physikalische Zustand aller in einer zur x-Achse senkrechten
Ebene gelegenen materiellen Teilchen jederzeit der némliche ist.
80 heiflen diese Wellen ebene Wellen, und jede Ebene & = const
eine , Wellenebene“, die darauf senkrechte Richtung « die , Wellen-
normale“. Die Form der Wellen wird durch den Anfangszustand
und die Grenzbedingungen bestimmt. Da das Verschiebungspotential
@ aubBer von der Zeit nur von = abhéngt, so ist von den drei Ver-
schiebungskomponenten nur « von Null verschieden, die Schwin-
gungen erfolgen also in der Richtung der Fortpflanzung, und die
‘Wellen sind, im Gegensatz zu den im vorigen Kapitel behandelten
transversalen Saitenschwingungen, longitudinal.

Ebene Wellen lassen sich anndhernd verwirklichen u. a. da-
durch, daf man die Fliissigkeit oder das Gas, etwa Luft, in ein
langes zylindrisches hinreichend enges Rohr einschliefit. Dann
dient das Rohr als ,Pfeife“, die normalen Querschnitte sind die
Wellenebenen, und die Luftschwingungen erfolgen lediglich in der
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Lingsrichtung, die wir zur x-Achse machen, nach denselben Ge-
setzen, die wir oben bei den Saitenschwingungen kennen ge-
lernt haben.  Daher eriibrigt es sich, hier auf die Einzelheiten
niher einzugehen. Nur die Einfithrung der Grenzbedingungen
erfordert noch eine besondere Besprechung. Das Ende einer Pfeife
kann offen oder geschlossen sein. Im letzteren Falle ist dort v = 0,
weil die Luft weder in die Gefifwand eindringen, noch sich von
ihr entfernen kann.” Diese Grenzbedingung entspricht also ganz
der am Ende einer festgeklemmten Saite. Im ersten Fall aber
ist in dem offenen Endquerschnitt nach dem Prinzip von Wirkung
und Gegenwirkung der Druck p der in der Pfeife schwingenden
Luft auf die dubere atmosphérische Luft gleich dem Druck der
Atmosphire auf die Luft in der Pfeife, also konstant = p,, d. h.
¢ = 0, oder die Dichtigkeit ist zeitlich konstant. Danach ergeben
sich eindeutig die Gesetze fir die Luftschwingungen in offenen
und gedackten Pfeifen. Ist zundchst die Pfeife an beiden Enden
geschlossen, so haben wir, wie in § 40, stehende Schwingungen
von der Form (194), wo nur v statt v gesetzt zu denken ist. Die
Anregung der Schwingungen kann etwa durch eine duflere Er-
schiitterung oder durch ein kleines Anblaseloch erfolgen. An jedem
Ende der Pfeife befindet sich ein Knotenpunkt der Verschiebung v
und der Geschwindigkeit %. Die Lage der iibrigen Knotenpunkte
bei der nten Partialschwingung ist in (196a) dargestellt. In der
Mitte zwischen zwei benachbarten Knoten befindet sich ein
Schwingungsbauch. Fragen wir nun nach der Volumendilatation,
so ergibt sich hierfiir aus (194):

(223) azg—@é:—?li’gn%sin("—’%“—i—&n)-cos@-

n=1

Man ersieht daraus, daB die Volumendilatation, und mit ihr
die Druckschwankung, an beiden Enden der Pfeife einen Bauch
besitzt, und daf die Knotenpunkte der Volumendilatation: ¢ =0,
d. h. diejenigen Stellen, wo Dichtigkeit und Druck der Luft dauernd
konstant sind, gerade in den B#uchen der Verschiebung und der
Geschwindigkeit liegen, mitten zwischen den XKnotenpunkten
derselben.

Denkt man sich nun die schwingende Pfeife in einem solchen
Knotenpunkt der Dilatation ¢ = 0 durchgeschnitten und die Offnung
mit der freien Atmosphire kommunizierend, so wird dadurch der
Verlauf der Schwingungen in keiner der beiden Pfeifenteile gestort,
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weil ja die oben aufgestellte Grenzbedingung in der Offnung erfiillt
ist. Daraus ergibt sich’das Gesetz fir die Schwingungen in einer
offenen oder teilweise offenen Pfeife. Ist die Pfeife beiderseits
offen, so besitzt die Volumendilatation an jedem Ende einen
Knoten, die Verschiebung einen Bauch. Die Reihe der Partialtone
ist ganz dieselbe wie bei einer beiderseits geschlossenen Pfeife
oder bei einer beiderseits festgeklemmten Saite, es haben nur die
Knoten und die Biuche ihre Rollen vertauscht. Bei der Grund-
schwingung besitzt also ¢ einen einzigen Bauch, v einen einzigen
Knoten in der Mitte der Pfeife.

Wesentlich anders aber wird das Gesetz der Teilténe in
einer gedackten Pfeife, die einerseits geschlossen, andrerseits
offen ist. Hier Dbesitzt die Verschiebung » am einen Ende einen
Knoten, am andern Ende einen Bauch. Daher hat in dieser Pfeife
die Grundschwingung im Innern weder Knoten noch Béuche viel-
mehr ist bei der Grundschwingung die ganze Liinge der Pfeife
gleich dem Abstand zwischen Knoten und Bauch, d. h. gleich der
Hilfte des Abstandes zweier benachbarter Knoten in einer ldngeren
Pfeife, wenn sie die ndmliche stehende Schwingung ausfithrt. Eine
gedackte Pfeife besitzt also dieselbe Grundschwingung wie eine
beiderseits offene oder eine beiderseits geschlossene Pfeife von
doppelter Liénge, und bei den Oberschwingungen der gedackten
Pfeife umfalt die Pfeifenlinge immer ein ungerades Vielfaches
des Abstandes zwischen Knoten und Bauch, woraus folgt, dafl die
Schwingungszahlen der Partialténe sich verhalten wie die unge-
raden ganzen Zahlen 1:3:5:7:---

§46. Auch im freien Luftraum werden ebene Wellen annéhernd
verwirklicht, wenn die Schallquelle einen verh&ltnismaBig kleinen
Raum einnimmt und der Aufpunkt (I. § 35) hinreichend weit von
der Schallquelle entfernt ist. Dann stellt die Entfernung z des
Aufpunktes von der Schallquelle die Wellennormale dar, und fiir

einen einfachen Ton mit der Schwingungszahl » = % und der

Wellenlénge 2 haben wir, ebenso wie in (190), als partikuldre
Lisung von (222):

@ = C cos {27:: (vt —3) + ‘9}’, (224)
wo zwischen », v und 2 die Beziehungen (189) gelten. Durch

Addition mehrerer solcher partikulirer Losungen erhalten wir
eine allgemeinere Liosung, welche dem Falle entspricht, dal mehrere
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Tonwellen aus der ndmlichen Richtung gleichzeitig das Olr treffen.
Von besonderem Interésse ist hier der Fall, daB zwei Tone von
gleicher Intensitét und nur wenig verschiedenen Schwingungszahlen
» und »" zusammenwirken. Dann haben wir fiir die Schwingung
in einem Punkte, den wir der Einfachheit halber zum Koordinaten-
anfangspunkt « = 0 machen:
¢ = C cos Qavt 4+ 9) + C cos Qav't + &),

oder:

B - 9 —9 ‘v 9+ 9
(223)¢=20@0s(2n-"2vt+——2——)-cos(2az-v';vt+—;_—)~

Denken wir uns nun ¢ — » klein gegen », so &ndert sich in
(225) der erste cos nur langsam mit der Zeit, und es vergehen viele
Schwingungen der Einzelténe, ehe sein Wert merklich wechselt.
Daher wirkt die Schwingung (225) auf das Ohr ebenso wie die
einer einzigen Tonwelle von der verdnderlichen Amplitude:

v — 9 —9
(226) C,=2C cos (2 - 252 ¢ + 257)

und der Schwingungszahl v—;}z, dem arithmetischen Mittel aus

den Schwingungszahlen der Einzelténe. Was man hort, ist also
ein bestimmter Ton, dessen Intensitit langsam wund periodisch
zwischen Null und einem Maximum hin und her schwankt. Diese
Intensititsschwankungen heifen die ,Schwebungen® der beiden
zusammentreffenden Einzeltone, ihre Maxima die ,Stofe“ der
Schwebungen. Die Hiufigkeit der Schwebungen wird durch die
Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullwerten von C; be-
stimmt, ihre Anzahl betriigt also » — » in der Zeiteinheit. Je
niher die Einzelténe einander liegen, desto langsamer und deut-
licher unterscheidbar werden die Schwebungen, riicken die Tone
auseinander, so hiufen und verwischen sie sich; daher liefern die
Schwebungen ein ausgezeichnetes Mittel, um die Abweichung nicht
nur zweier einfacher nahezu gleicher Téne voneinander, sondern
auch zweier nahezu in Konsonanz befindlicher musikalischer Ttne
von der vollkommenen Konsonanz mit dem Ohre zu priifen. Denn
auch bei zwei nahezu konsonanten musikalischen Tonen (Klingen)
entstehen Schwebungen, zwar nicht der Grundténe, wohl aber
einzelner Paare der in den Klingen enthaltenen Partialtone. So
schwebt z. B. bei einer verstimmten Oktave der erste Oberton des
tieferen Klanges mit dem Grundton des hoheren Klanges, bei einer
verstimmten Quinte der zweite Oberton des tieferen Klanges mit



‘Schwingungsvorgiinge in Fliissigkeiten und Gasen, 107

dem ersten Oberton des hoheren Klanges. Daher ist es auch ver-
hiltnisméfig sehr viel leichter, ein Instrument im natiirlichen Ton-
system einzustimmen, als im temperierten Tonsystem.

Diese Schwebungen sind es nun auch nach Helmholtz, welche
dem Gegensatz der Konsonanz und der Dissonanz die physikalische
Grundlage geben. Denn es ist eine fiir alle Sinnesorgane zutreffende
Tatsache, daf intermittierende Reize, bei gewisser Haufigkeit, auf-
dringlich, ermiidend, unangenehm wirken. Man denke z. B. an
das Lesen bei flackernder Beleuchtung, oder an gewisse Formen
der Lichtreklame. Ebenso leidet der Gehornerv bei knarrenden,
rasselnden, tremolierenden Klingen, falls die Haufigkeitszahl der
Aufeinanderfolge eine gewisse Hohe erreicht. Wird diese merklich
iiberschritten, so ist das Ohr nicht mehr imstande, die einzelnen
StoBe zu unterscheiden, und das Unbehaglichkeitsgefithl erlischt;
werden andrerseits die Schwebungen sehr langsam, so vermag das
Ohr dem Auf- und Abschwellen der Klangstirke leichter zu folgen
und empfindet den Augenblick, wo das Intervall zweier sich all-
mihlich einander immer mehr anndhernder Téne in den Einklang
iibergeht, und die Schwebungen immer seltener werden, bis sie sich
schlieBlich ganz in die Unendlichkeit verlieren, als eine Erleichterung,
ja manchmal direkt als eine Art Erlosung.

Wie mit dem Einklang zweier Tone, so ist es nun nach den
vorigen Erorterungen auch mit dem Zusammentreffen der Obertone
zweier konsonanter Klinge, und das Unbehagen beim Anhiren
eines dissonanten, wie auch die Befriedigung beim Anhoren eines
konsonanten Intervalls, 140t sich daher ebenfalls mit dem Auftreten
bzw. Verschwinden von stérenden Schwebungen in Zusammenhang
bringen. Nach dieser Auffassung erscheint die in der Konsonanz
begriindete Harmonie ihres mystischen Charakters entkleidet und
die besondere Art der entsprechenden Gehorsempfindung auf physi-
kalisch-physiologische Vorginge zuriickgefiihrt.

§ 47. Eine weitere verhdltnismiBig einfache Losung der
Wellengleichung (222) ergibt sich, wenn wir annehmen, daf das
Verschiebungspotential ¢ auller von der Zeit ¢ nur von der Ent-
fernung 7 = Y 2% + y2 + 22 des Aufpunktes (x,y, z) vom Koordi-
natenanfangspunkt abhéngt. Dann wird nach I. (110):

dp V¢ dr do =

=~ dr v or 7
g  dpat 0 1 op a2
da2 ~ 0r2s2 or 7 or 73
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2, 2,
und entsprechende Ausdriicke ergeben sich fiir 273; und %"Z. Da-

durch verwandelt sich Ag in:

02 20 1 02
(227) dp =35+ =L =509
und die Wellengleichung (222) 148t sich schreiben:
9 0 02(r )
(229) o) 2 S0

sie besitzt also ganz die Form (155) und liefert daher als allge-
meine Losung nach (157):

(229) ro = f{r + at) + g (r — at).

Das sind zwei Kugelwellen, von denen die erste nach innen,
die zweite nach auflen mit der Geschwindigkeit a fortschreitet.
Doch ist es hier nicht, wie bei ebenen Wellen, das Verschiebungs-
potential selber, was sich ungeéndert fortpflanzt, sondern dessen
Produkt mit 7.

Betrachten wir zuerst als Beispiel eine nach auBen fort-
schreitende Kugelwelle, setzen also f==0. Dann wird:

(230) <p=%-g(r—at).

Damit die Wellenfunktion g endlich ist, mull ¢ fiir r =0 un-
endlich grof werden; der Anfangspunkt ist also ein singulédrer
Punkt dieser Welle. Daher muf bei der Realisierung der Welle
der Anfangspunkt aus dem Bereich der schwingenden Fliissigkeit
(Luft) ausgeschlossen werden; in der Tat befindet sich ja dort die
Schallquelle. Man denke sich z. B. als Schallquelle eine rings von
Fliissigkeit umgebene Kugel aus irgendeiner festen elastischen
Substanz, deren Volumen sich vermittelst eines inneren Mechanismus
nach .irgendeinem Gesetz abwechselnd vergroBert und verkleinert,
— eine sogenannte ,pulsierende“ Kugel. Dieselbe iibertrigt ihre
Schwingungen auf die unmittelbar angrenzende Fliissigkeit, und
durch diese Grenzbedingung ist die Form der Wellenfunktion g
bestimmt, da sich auch andrerseits aus dem Verschiebungspotential
nach (218) und (230) die Griofie der Verschiebung q an der Grenze
ergibt. Die Verschiebung erfolgt in radialer Richtung, daher sind
diese Kugelwellen longitudinal; die Grofle der Verschiebung nimmt
mit wachsender Entfernung von der Schallquelle ab.
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Eine Verallgemeinerung der partikuliren Losung (230) der
Wellengleichung (222) erhélt man durch Addition mehrerer solcher
Losungen, also durch den Ausdruck des Verschiebungspotentials:

1 1
¢=719'1<"’1“‘“t)+;292(""2—“t)+'"' (231)
W0 7y, Ty, -+ - die Entfernungen des Aufpunktes von gewissen
festen Zentren, gy, ¢s, - - - irgendwelche Funktionen eines einzigen

Arguments bedeuten. Diese Bewegung der Fliissigkeit wird erzeugt
durch das Zusammenwirken verschiedener nach beliebigen Gesetzen
in ihr pulsierender Kugeln, falls die Kugeln so weit voneinander
entfernt sind, daB man von den Storungen absehen kann, welche
die Grenzbedingungen an der Oberfliche einer Kugel durch die
von den andern Kugeln ausgehenden Wellen erleiden. Nehmen
wir speziell nur zwei Kugeln und setzen g, = g,==g¢, so ergibt sich:

1 1 .
¢ = 9 (rn—ab) + g (rn—at). (232)

Dieser Fall 148t noch eine andere interessante Art von Reali-
sierung zu. Denkt man sich ndmlich die Symmetriebene der beiden
Zentren r; =10 und 7, =0, d. h. diejenige Ebene, welche deren
Verbindungslinie rechtwinklig halbiert, so erfolgt fiir jeden in
dieser Symmetrieebene gelegenen Aufpunkt
die Verschiebung q = q;+ g, innerhalb der L
Ebene, da die Resultierende der beiden ein-
ander gleichen radialen Verschiebungen q; und .
q, deren Winkel halbiert (Fig. 9). Macht man B
nun die Symmetrieebene zur festen Wand, so
wird dadurch der Bewegungsvorgang in keiner
Weise gestort, weil die an der festen Wand )
gilltige Grenzbedingung, dal die Verschie- .
bungskomponente in der Richtung ihrer Nor- 7 ‘ &
malen verschwindet, ohnedies schon iiberall
erfiillt ist. Die Bewegung wird also genau
ebenso erfolgen, wenn man die feste Wand einfithrt und den einen
Halbraum mit der Schallquelle 2 ganz fortldft; oder mit anderen
Worten: Eine feste ebene Wand, die einer Schallquelle gegeniiber-
gestellt wird, wirkt ebenso wie das Spiegelbild der Schallquelle
in bezug auf die Wand.

Betrachten wir nun auch eine Kugelwelle, die nach innen fort-
schreitet, wie sie durch die Funktion f(r 4 af) in der Gleichung
(229) dargestellt wird. Man mag sie sich realisiert denken durch

Fig. 9.
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eine grofie mit Luft gefiilllte dinnwandige Hohlkugel aus elastischem
Material, die durch einen #ulleren Mechanismus abwechselnd zu-
sammengepreft und ausgedehnt wird. Alle Einzelheiten des Vor-
gangs sind eindeutig bestimmt durch die Gleichung (229) in Ver-
bindung mit den Anfangs- und Grenzbedingungen. Von besonderem
Interesse ist dabei die Frage: Was wird aus einer irgendwie ge-
gebenen nach innen fortschreitenden Kugelwelle, wenn sie den
Kugelmittelpunkt » = 0 erreicht? Um diese Frage zu beantworten,
nehmen wir einmal an, im Anfang, zur Zeit ¢=0, bestehe nur
eine nach innen fortschreitende Welle f(r), von beliebig gegebener
Form. Da der Kugelmittelpunkt der Fliissigkeit angehort, so gilt
auch fiir ihn die Gleichung (229), und da in der Natur keine un-
endlich grofen Verschiebungen auftreten, so ist auch fiir »==0 das
Verschiebungspotential endlich, und wir haben fiir alle Zeiten:

0=f(at)+ g (—a?)
oder, wenn wir at — r statt a? schreiben;
0=flat—r)+g (r—at).

Dies in (229) eingesetzt ergibt:

(233) ro = flat+7r) — flat—7).

Ks findet also, ebenso wie wir das frither im § 37 an der Hand
der Gleichungen (168) folgerten, im Kugelmittelpunkt eine Art
Reflexion der Kugelwelle statt, indem die nach innen fortschrei-
tende Welle sich in eine ihr entgegengesetzt gleiche nach auBen
fortschreitende Welle verwandelt, oder, wie man auch sagen kann:
die Kugelwelle geht im Kugelmittelpunkt durch sich selber hindurch.
Mit der Gleichung (233) steht unsere oben gemachte Festsetzung
nicht in Widerspruch, daf im Anfang der Bewegung nur eine nach
innen fortschreitende Welle vorhanden ist. Denn die Funktion f(r),
welche fiir =0 die Form der Welle darstellt, ist nur fiir positive
Werte von r definiert, wihrend in (233) auch negative Werte des
Arguments af — r in Betracht kommen. Wir haben also nur die
Funktion f fir alle negativen Werte des Arguments gleich Null
anzunehmen, um fiir unseren Fall aus (233) den Verlauf der Be-
wegung eindeutig ableiten zu konnen. Dann ist n#mlich in der
Tat fiir ¢ =0: ‘

rQ = f <7') ’

und ebenso verschwindet fiir alle Werte von ¢<C % die nach auBlen
fortschreitende Welle, was darauf hinauskommt, daff der Aufpunkt »
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von der reflektierten Welle erst dann getroffen wird, wenn sie den
Weg vom Kugelmittelpunkt bis zu ihm hin mit der Geschwindig-
keit a zuriickgelegt hat.

§ 48. - Die Theorie der Kugelwellen verschafft uns auch eine
Losung der allgemeinen Wellengleichung (222) fiir eine allseitig
unbegrenzte Fliissigkeit. Integrieren wir nédmlich zunichst einmal
diese Gleichung iiber einen beliebigen Flissigkeitsraum mit dem
Volumenelement dz, so ergibt sich mit Riicksicht auf die Trans-

formation (82):
f§b~dr=—a2fg—f-d6. (234)

Wir wihlen nun als Integrationsraum eine Kugel mit dem
Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt und dem Radius », und
fiithren als Integrationsvariabeln die Polarkoordinaten o, ¢, v (I.(92))
ein. Dann wird nach 1. (93):

dr = g2dg-d&, (235)
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist:
sind.dd-dy=4d2. (236)

ad® ist der ,Offnungswinkel* des durch die Differentiale do
und dv bestimmten Kegels, gemessen durch die GrofBe des Flichen-
stiicks, welches dieser Kegel aus der um den Anfangspunkt mit
dem Radius ¢ = 1 beschriebenen Kugelfiiche, der ,Einheitskugel,
ausschneidet.
Ferner wird:
de=12-d2, p=—9. (237)

ffq;gzdg 19— aarzf(g—j) ae. (238)

Die Integration iiber £ ist auf beiden Seiten der Gleichung
von & =10 bis ¢ =z und von v =0 bis p = 2=z zu erstrecken,
auflerdem links iiber ¢ von 0 bis . Der Index r auf der rechten
Seite soll bedeuten, daf nach Ausfilhrung der Differentiation ¢ = r
zZu setzen ist.

‘Wir wollen nun den Mittelwert des Verschiebungspotentials ¢
fiir eine bestimmte Entfernung ¢ vom Anfangspunkt einfithren, das
ist der Quotient aus der Summe der Werte von ¢ in allen Flichen-
elementen der Kugel mit dem Radius ¢, ein jeder mit der Grofie

Folglich:



112 II. Teil. 4. Kapitel.

des Flichenelements multipliziert, dividiert durch die Summe aller
Flichenelemente, d. h. durch die GriBe der ganzen Kugelfliiche :

& ] —_—
(239) gt Po2d 2 = 7f¢d.§3 =

Dann schreibt sich die vorige Gleichung:

[3E eao—an),

Differentiieren wir sie nach 7, so folgt:
2y d (07 Y7 0%
72872_“267 ( br) _az(QTW + sz)’
wo nun in @ statt ¢ r eingesetzt zu denken ist. Diese Gleichung
aber ist identisch mit der Wellengieichung:

(240) TP — @)

und liefert uns den Satz, daf bei jedem beliebigen Schwingungs-
vorgang einer Flissigkeit fiir die Mittelwerte des Verschiebungs-
potentials, bezogen auf die Kugelfiichen um irgendeinen zum
Anfangspunkt gewéhlten Flissigkeitspunkt, die Gesetze der Kugel-
wellen gelten. Fiir Kugelwellen wird speziell ¢ = ¢, also (240)
identisch mit (228).

HEine interessante Folgerung aus (240) flieft aus ihrer An-
wendung auf den Grenzfall einer inkompressibeln Fliissigkeit, fiir
welche nach (215) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit a = oo wird.
Dann geht ndmlich die Wellengleichung (222) iiber in 4o =0,
also die Liaplacesche Gleichung I. (129), und die Gleichung (240)

in _63(_1' ?) — 0, deren allgemeine Lisung ist:
rp=A + Br
oder:
(241) §—24B.
Da nun fiir » =0 @ endlich ist, so folgt 4 = 0 und
(242) 9=25B,

d. h. eine Funktion ¢, welche der Liaplaceschen Gleichung geniigt,
also z. B. die Potentialfunktion gravitierender Massen aulerhalb
dieser Massen, besitzt die Eigenschaft, daf ihre Mittelwerte auf
einer Schar konzentrischer Kugelflichen alle einander-gleich sind,
also auch gleich dem Wert im Mittelpunkt. Daraus folgt auch,
daf die Funktion in keinem Raumpunkt ein absolutes Maximum
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oder ein absolutes Minimum besitzen kann, und nach I. § 41, daf
auberhalb eines Systems gravitierender Massen niemals eine Stelle
absolut stabilen oder absolut labilen Gleichgewichts existieren kann.
§49. Das durch die Gleichung (240) ausgesprochene Gesetz
konnen wir nun benutzen, um fiir eine hinreichend weit ausge-
dehnte Flissigkeitsmasse bei gegebenem Anfangszustand das Ver-
schiebungspotential in irgendeinem zum Koordinatenanfangspunkt
gewihlten Fliissigkeitspunkt fiir beliebige Zeiten zu bestimmen.
Zunsichst folgt nimlich aus (240) als allgemeines Integral:

rp = f{r + al) + g(r — a?),
oder, da @ fiir » = 0 endlich bleibt, ganz wie in (233) fiir Kugel-

wellen:
re = f(at + r) — flat — ). (243)

Die Form der Funktion f ergibt sich eindeutig aus den Be-
dingungen des Anfangszustandes. Zur Charakterisierung desselben
konnen wir annehmen, daB fiir £ = 0 sowohl das Verschiebungs-
potential ¢ als auch dessen Differentialquotient nach der Zeit ¢
als Funktion des Ortes gegeben ist. Denn ¢ ist, bis auf eine be-
langlose additive Konstante, durch die Verschiebungen q nach (218),
und ¢ ist durch die Geschwindigkeit q nach (219) bestimmt. Wir
schreiben also:

Po == F(’% 9, QP) und ¢0 = (15(7'7 &) (244’)
und nehmen # und & als gegeben an. Dann sind auch
Go—=F0)  wd  §y— D) (245)

als gegebene Funktionen von r zu betrachten. Andererseits folgt
aus (243) durch Differentiation nach ¢:

ro=uaf (at 4+ r)—af(at — 1), (246)

also fir =0 aus (243), (246) und (245):
rF = f() — f(— 1), (247)
rd=af (r)—af (—r. (248)

Aus der letzten Gleichung folgt durch Integration:
Lfr@ar—ro) + i,
und daraus in Verbindung mit (247):
feen = {3 [réar=rF)- (249)

Planck, Mechanik deformierbarer Korper. 8
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Hierdurch ist die Funktion 7 fiir alle positive und negative
Werte ihres Arguments bestimmt und damit nach (243) ¢ als Funktion
von r und ¢ direkt angebbar. Die additive Konstante in dem Integral
ist ganz willkiirlich wéhlbar und ohne Einfluf auf den Wert von ¢.

Aus dem Ausdruck von ¢ fiir ein beliebiges » und ein belie-
biges ¢ liBt sich sogleich auch der Wert ¢,(0) fiir » = 0 ableiten,
da nach (243):

9u0) = §(0) = lim LEEDZIE= — 5 pg0);

und da nach (249):

) =2 (2B + AT,
so folgt fiir alle positiven Zeiten ¢:
(250) 9,(0) = t B(at) + LT,

Diese Gleichung liefert das Verschiebungspotential ¢ in irgend-
einem Punkt der Flissigkeit zu irgendeiner Zeit ¢, ausgedriickt
durch die Werte (244) von ¢ und ¢ fiir £=10 auf einer um den
Punkt mit dem Radius a¢ beschriebenen Kugelfliche. Daraus folgt
u. a., daff der physikalische Zustand in irgendeinem Punkt zu irgend-
einer Zeit ¢ nur abhingig ist von dem physikalischen Zustand zur
Zeit ¢ =0 in der Entfernung a¢ von dem Punkt. Wenn z. B. die
Schwingungen verursacht werden durch eine Gleichgewichtsstorung,
die sich anfinglich auf einen begrenzten Bezirk der Fliissigkeit,
den ,Storungsherd”, beschrinkt, so wird ein auBerhalb des Sto-
rungsherdes befindlicher Punkt erst nach Ablauf derjenigen Zeit
vou der Storungswelle ergriffen, welche zum Zuriicklegen der Strecke
bis zum néchsten Punkt des Storungsherdes mit der Geschwindig-
keit @ erforderlich ist, und andererseits erlischt die Bewegung voli-
kommen nach Ablauf derjenigen Zeit, welche zum Zuriicklegen der
Strecke bis zum entferntesten Punkt des Stérungsherdes mit der
Gteschwindigkeit a gehort, und dasselbe gilt fiir einen innerhalb
des Storungsherdes gelegenen Punkt. Demnach verbreitet sich die
anfingliche Stérung von ihrem Herd nach allen Seiten mit der
Gteschwindigkeit @, und im Innern bildet sich ein stetig wachsen-
der Bezirk der Ruhe aus, beginnend in demjenigen Punkte, fiir
welchen der Abstand von dem entferntesten Punkte des Storungs-
herdes am kleinsten ist.
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‘Wie fiir das Verschiebungspotential, so gilt die Gleichung (250)
ohne weiteres auch fiir jede einzelne Komponente der Verschie-
bung oder der Geschwindigkeit, ebenso auch fiir die Volumendila-
tation und fiir den Druck, wie iiberhaupt fiir jede Grife, welche
die Wellengleichung (222) befriedigt.’

§ 50. Untersuchen wir zum Schluf noch den EinfluB, welchen
eine Bewegung, sei es der Schallquelle oder des Beobachters,
auf die Hohe des gehorten Tones besitzt. DaB ein derartiger Ein-
fluf vorhanden ist, folgt daraus, daB die Tonhohe bedingt ist durch
die Anzahl der in der Zeiteinheit das Ohr treffenden Wellen, und
daf diese Anzahl mit davon abhiingt, ob die Entfernung des Beob-
achters von der Schallquelle unverinderlich ist oder nicht. Doch
wire es unrichtig anzunehmen, daB es bei der Tonhthe nur auf
die relative Bewegung von Schallquelle und Beobachter ank#me.
Denn setzen wir einmal den Fall, die Schallquelle ruhe und der
Beobachter bewege sich mit der Schallgeschwindigkeit @ von ihr
fort, so hort er iiberhaupt nichts, weil die Schallwellen ihn gar
nicht erreichen, wihrend er dagegen sehr wohl von Schallwellen
getroffen wird, wenn er selber ruht und die Schallquelle sich mit
beliebig groBer Geschwindigkeit von ihm entfernt. Der Grund

dieses Unterschiedes ist — mnicht, daB es dabei auf die absolute
Bewegung ankommt; denn eine ,absolute“ Bewegung ist sinnlos,
sondern — daf bei der Fortpflanzung des Schalles auch das

Medium, welches die Fortpflanzung vermittelt, also etwa die Luft,
eine wesentliche Rolle spielt, und daf daher die Bewegungen relativ
zur Luft beriicksichtigt werden miissen. Die Sitze, welche hier in
Kraft treten, werden gewohnlich unter dem Namen des ,Doppler-
schen Prinzips“ zusammengefafit, obwohl wir es hier offenbar nicht
mit einem besonderen Prinzip, sondern einfach mit elementaren
Sitzen der Kinematik zu tun haben.

Wir nehmen an, eine Schallquelle @, welche in der Zeiteinheit
v, Schwingungen aussendet, und ein Beobachter B bewegen sich

g & 0 @

: m— _7;

Fig. 10.

X,

beide auf der z-Achse, erstere mit der Geschwindigkeit g, letz-
terer mit der Geschwindigkeit ¢, relativ zur Luft, die wir uns
v g
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ruhend denken. Die Schallquelle befindet sich auf der positiven
Seite (rechts) von B; dann erfolgt, falls ¢ > q,, eine Anniherung
des Beobachters an die Schallquelle (Fig. 10). Welches ist nun die
Schwingungszahl » des vom Becbachter gehorten Tones?
Betrachten wir zuerst den speziellen Fall, daf die Quelle @
rubht und der Beobachter B sich ihr mit der Geschwindigkeit ¢
nidhert. Dann legt er in der Zeiteinheit die Strecke BB =gq
zuriick. Wire er in B geblieben, so hétten ihn in dieser Zeit
v, Wellen getroffen. Da er aber den Wellen entgegengeeilt ist, so
haben ihn aufler diesen », Wellen auch alle diejenigen Wellen ge-

troffen, welche auf der Strecke B B’ Platz haben, das sind %— und
0

nach (189) %Zi Wellen. Folglich ist die Schwingungszahl des ge-

horten Tones:
(251) vy (14 L) =2F1.

o Ay

Nun setzen wir allgemeiner voraus, dafl auch die Schallquelle @
sich bewegt, und zwar mit der Geschwindigkeit g, nach rechts.
Dann befindet sich nach Ablauf der Zeiteinheit die Quelle im
Punkte @', wobei QQ = ¢,. Von den Schallwellen, welche wih-
rend dieser Zeit in der Richtung nach B hin von der Quelle aus-
gegangen sind, ist die erste inzwischen bis zur Entfernung a von ¢
vorgedrungen, die letzte befindet sich bei @°, und diese ganze
Strecke a 4 g, wird gleichmiBig von den Wellen erfiillt. Da es

im ganzen », Wellen sind, so betrigt die Wellenlinge “’:—q"-—— 2
0

und diese Wellenlinge 2 in (251) statt A, eingesetzt ergibt die
Schwingungszahl des gehorten Tones:

’

@+
(252) v=a+go°v0.

. Dies ist der allgemeine Ausdruck des Dopplerschen Prinzips.
Wenn also z B. der Beobachter und die Schallquelle sich gleich-
schnell bewegen, so dafl ihre Entfernung konstant bleibt, so ist
v =,, und die Bewegung ganz ohne Einfluf auf die Tonhdohe.
Wenn aber der Beobachter und die Quelle ihren Abstand &ndern,
so macht es einen wesentlichen Unterschied, ob der Beobachter
oder ob die Quelle ruht. Entfernt sich der Beobachter von der
ruhenden Quelle mit Schallgeschwindigkeit, so ist ¢ = — a und
go==0, also: » =0; entfernt sich aber die Quelle vom ruhenden



Schwingungsvorginge in Fliissigkeiten und Gasen. 117

Beobachter mit Schallgeschwindigkeit, so ist ¢o=a, ¢ =0, also:
Y= %‘3, ganz im Sinne der fritheren Uberlegung.

Nur wenn ¢ und ¢, klein sind gegen @, hat man in erster
Anndherung:

v =(1+120)y,. (253)
Dann spielt also nur die Differenz der Geschwindigkeiten,

d. h. die relative Bewegung des Beobachters und der Schallquelle
gegeneinander, eine Rolle.



Dritter Teil.
Endliche Deformationen.

Erstes Kapitel. 'Aﬂgemeines.

§ 51. Indem wir von dem spezielleren Fall der Bewegungen
mit unendlich kleinen. Deformationen zu dem allgemeineren der
Bewegungen mit endlichen Deformationen zuriickkehren, kniipfen
wir zunichst wieder an die Betrachtung einer beliebigen endlichen
Bewegung eines stetig ausgedehnten materiellen Kérpers in § 2 an
und benutzen zur Darstellung derselben auch wieder die Glei-
chungen (1) und (1a), aus denen der Ort (x, v, 2) zu berechnen ist,
an welchem sich der materielle Punkt (@, b, ¢) zur Zeit ¢ befindet.

Umgekehrt erhdlt man aus (1) durch Auflésung nach a, b, ¢
Gleichungen von der Form:

{ a’:f'(xyy)z’t)?
(254) i b=g'(@,y,z1),
¢ = ’(,l)’(x, Yy 2, 1),

welche die Antwort geben auf die Frage,  welcher materielle Punk?
(@, b, ¢) sich: zur Zeit ¢ im Orte (z, v, 2) befindet.

Der Gegeniiberstellung der Gleichungen (1) und (254) entspricht
die Gegeniiberstellung zweier Betrachtungsweisen, welche die ganze
Hydrodynamik durchziehen und in ihr einen durchgehenden Dua-
lismus schaffen: der ,substanziellen und der ,lokalen* Betrach-
tung. Bei der ersteren falt man einen bestimmten materiellen
Punkt (@, b, ¢) oder ein bestimmtes materielles System ins Auge
und fragt nach dessen Verinderungen im Raume; bei der zweiten
faft man einen bestimmten Raumpunkt (x, y, 2) oder einen be-
stimmten Raumteil ins Auge und fragt nach den materiellen
Punkten, welche diesen Raumpunkt passieren oder in diesen
Raumteil eintreten. Der substanziellen Betrachtung entspricht dis
Wahl von a, b, ¢, ¢, der lokalen die von «, y, 2, ¢ als unabhéngige
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Variable. Um diesen Unterschied auch in der Bezeichnung mog--
lichst deutlich hervortreten zu lassen, wollen wir im folgenden
durchweg die auf die unabhingigen a, b, ¢, ¢ beziiglichen Diffe-
rentiale mit geradem d, die auf die unabhéngigen z, ¥, 2, ¢ beziig-

lichen Differentiale dagegen mit rundem o bezeichnen. Dann ist

dx

z.B. o7 =wu die z-Komponente der Geschwindigkeit des mate-

riellen Punktes (4, b, ¢), wihrend g—f =0 ist. Ferner ist Z—? die
z-Komponente der Beschleunigung, wiahrend dagegen g—? sich auf

den Unterschied der Geschwindigkeiten derjenigen beiden mate-
riellen Punkte bezieht, welche zur Zeit ¢ und zur Zeit ¢ + o¢ sich
im Ort (x,y, 2) befinden. So ist beim stationdren (§ 62) Ausfiul

einer Fliissigkeit aus einem Gefil iiberall g—? =0, wihrend da-

gegen die Beschleunigung ZZT? + 0 sein wird. Allgemein besteht
zwischen diesen beiden Grofen die Beziehung:

ou

du __ duw | du . Qu
oy

zﬁ——'gt—"’—a"uxj "U'—l—g—‘Z‘w. (255)

§ 52. Was nun die rein kinematische Seite der zu betrach-
tenden Bewegungen betrifft, so versteht es sich, daf hier alle im
ersten Kapitel dieses Buches abgeleiteten Gesetze Giiltigkeit be-
sitzen. Wir werden von ihnen insbesondere diejenigen benutzen,
welche sich auf eine beliebige unendlich kleine Verinderung be-
ziehen und deren Formulierung in § 12 gegeben ist. Denn eine
jede Bewegung 1dft sich zuriickfilhren auf eine unendlich kleine
Verénderung, wofern man sie nur wiahrend einer unendlich kleinen
Zeit, von ¢ bis ¢+ =, betrachtet. Dann gelten hierfiir alle Formeln
des § 12, nur mit dem Unterschiede, daf jetzt die Koordinaten
eines materiellen Punktes vor der Verinderung nicht mehr a,d, ¢,
sondern z, 4, # heifen, und daB die Komponenten der unendlich
kleinen Verschiebung nicht mehr u, v, w, sondern uz, v, wz sind,
wo u, v, w die endlichen Geschwindigkeitskomponenten bedeuten.
Demnach werden auch die neun unendlich kleinen Koeffizienten
A, @, v in (57), welche die Rotation und die Deformation eines
Massenteilchens charakterisieren, dem Zeitelement = proportional.

Um nun weiterhin mit endlichen Werten rechnen zu konnen,
dividieren wir alle diese unendlich kleinen Grdfen mit z, d. h. wir
fithren statt der unendlich kleinen Xomponenten der Translation,
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der Rotation und der Deformation die endlichen Komponenten der
Translationsgeschwindigkeit, der Rotationsgeschwindig-
keit und der Deformationsgeschwindigkeit ein, und wihlen
fiir ihre Bezeichnung auch wieder die ndmlichen Buchstaben wie
in § 12. Daher bedeuten von jetzt an

(256) u, v, w; § 7, & %4, Yys Czy Yzy Py Ly
die entsprechenden endlichen Geschwindigkeitskomponenten; zwi-
schen ihnen und den Koordinaten x, y, # bestehen auch der Form

nach genau wieder die fritheren Beziehungen (59), (60), (61) usw.
Durch die Volumendilatationsgeschwindigkeit

du , dv dw .

Ty Te— divg
eines Massenteilchens ist auch dessen Dichtigkeitsiinderung be-
stimmt. Denn wir haben ganz wie in (213a) fir die in der un-

endlich Kkleinen Zeit di eintretende Verinderung eines Massen-
teilchens vom aufinglichen Volumen 47V:

av-k=av(1+ (4 + 3+ ) at)- (b + Gat)
und daraus:

O v dw dk .
(257) b+t + =0
oder mit Riicksicht darauf, daB:
ak blf Y/ Y
(258) % + b + bi + b—t’
k k
(259) W 20 e

Es ist von Interesse, d1ese Identltat, welche oft als ,,Konti-
nuititsgleichung® bezeichnet wird, statt durch eine substanzielle,
durch eine lokale Betrachtung abzuleiten. Fassen wir irgendeinen
bestimmten irgendwie begrenzten endlichen Raum ins Auge, so ist

zur Zeit ¢ die gesamte darin enthaltene Masse f kdr, und ihre
Anderung in der Zeit dz:
at f o

Diese Anderung ist andererseits gleich der algebraischen
Summe der Massen aller derjenigen Korperteilchen, welche wih-
rend der Zeit d¢ durch die Oberfliche in den Raum eintreten.
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Nun tritt durch das Oberflichenelement d¢ mit der inneren Nor-
malen » in der Zeit d¢ folgende Masse ein:

do- k- (u cos (»x) + v cos (»y) + w cos (vz)) -dt, (260)

das ist die Masse eines (schiefen) Zylinders von der Dichtigkeit %,
der Grundfiiche do und der Seitenlinge q-d?¢. Folglich haben wir
die Gleichung: :

fg_f.dr :=fd676 (ucos(vx)—l—vcos(vy)—J,—wcos(pg))
oder nach (78):
0k (k) |, O(kv) 3 (bw)
f(b_;+ oy T 4T =0

0y

Diese Gleichung behiilt ihre Giiltigkeit auch, wenn man den
Raum auf ein einzelnes Raumelement dz zusammenschrumpfen
148t, woraus sich dann (259) ergibt.

Statt auf ein unendlich kleines Zeitteilchen d¢ kann man die
Kontinuititsgleichung auch auf eine endliche Zeit ¢ beziehen, indem
man die Masse eines Korperelements zur Zeit ¢ gleich setzt der
Masse des némlichen Korperelements zur Zeit 0, mit Benutzung
des Ausdrucks (51) der Funktionaldeterminante fiir die Volumen-
verinderung. Dann ist:

avy-ky=4dVy,-D-Fk,

wobei der Index 0 bedeutet, dal ¢ =0 zu setzen ist. Folglich:
aDk) __

D-k=kFk, oder ——~=0. (261)

Wir werden im folgenden je nach Bedarf die eine oder die
andere Form der Kontinuititsgleichung benutzen.

§ 53. Es handelt sich jetzt um die Aufstellung der dynamischen
Bewegungsgesetze. Wenn wir auch bei beliebigen endlichen De-
formationen an der im § 21 eingefiithrten Hypothese der ,,vollkom-
menen Elastizitit“ festhalten wollen, dal der Druck allein abhéngt
von der augenblicklichen Deformation, so sind wir genétigt, uns
bei den folgenden Betrachtungen auf Fliissigkeiten und Gase zu
beschréinken; denn bei einem festen Korper wiirde bei stetig an-
wachsender Deformation frither oder spiter die Elastizititsgrenze
liberschritten werden. Daher bildet dieser dritte Teil des Buches
das eigentliche Gebiet der Hydrodynamik (einschlieflich Aéro-
dynamik).
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Wir setzen also wieder wie in § 44:
(261a) Y,=Z,=X,=0 und X, =Y, = Z,=p=[f(k)
und erhalten dann aus (83) die hydrodynamischen Grund-

gleichungen:

oas a2z bp
(262) (X—W)k =0,

Dieselben lassen sich noch einfacher schreiben, wenn wir an-
nehmen, daf die Massenkraft ein Potential hat, also:
4 e 4
3z :Y==_—§§7 £7==——527
~und wenn wir auBerdem die Funktion des Druckes oder der
Dichtigkeit einfiihren:

(264) P=

(263) X=—

k )

definiert bis auf eine unbestimmt bleibende additive Konstante.
Dann schreiben sich ndmlich die Gleichungen (262) folgender-
malen:

a2
(265) R LT R N
oder in Vektorform:
(266) G -+ grad (V4 P) = 0.

Indessen sind diese Gleichungen nicht so einfach wie sie aus-
sehen. Denn in ihnen kommen die Koordinaten x,y,z einmal
(in der Beschleunigung) als abhéngige, einmal (im Potential- und
Druckgefille) als unabhingige Variable vor, und wenn man mit
ihnen rechnen will, ist es in der Regel notwendig, eine einheitliche
Betrachtungsweise durchzufithren, d. h. sich entweder durchgehends
der substanziellen oder durchgehends der lokalen Betrachtung zu
bedienen. Je nachdem man das eine oder das andere tut, erhilt
man verschiedene Formen der Bewegungsgleichungen, die aber
beide komplizierter gebaut sind als (265) oder (266).

Um zunidchst die substanzielle Betrachtung durchzufiihren,

multiplizieren wir die drei Gleichungen (265) der Reihe nach mit
dz dy dz
da’ da’ da

(267)

und erhalten dann:

d?x dx 2y dy d?z% dx,
IE da dt2dw+dt2da+da+da o,

und analog die beiden (leichungen fiir b und ec.
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Dies sind die sogenannten Liagrangeschen Gleichungen. Zu
ihnen tritt als Ergidnzung die Kontinuitétsgleichung in der sub-
stanziellen Form (261).

Andererseits erhalten wir fiir die lokale Betrachtung aus (265)
mit Benutzung von (255):

Mubpev et pew S D A =0, (269)
und die beiden entsprechenden Gleichungen fiir ¥ mit v und fiir ¢
mit w. /

Diese Gleichungen tragen den Namen von Kuler. Zu ihnen
gehort die lokale Formulierung (259) der Kontinuititsgleichung.

Wie man sieht, sind die Bewegungsgleichungen durch jede
dieser Umformungen nicht nur duBerlich linger geworden, sondern
sie haben auch, was die Hauptsache ist, ihren linearen Charakter
verloren, und dieser Umstand verleikt den hydrodynamischen Pro-
blemen ihre eigentiimlichen mathematischen Schwierigkeiten.

§ 54. Der erste Gebrauch, den wir von den Gleichungen der
Hydrodynamik machen wollen, ist die Anwendung und Verifizie-
rung des Prinzips der Erhaltung der Energie. Wir verfahren dabei
genau nach der in § 23 bei unendlich kleinen Deformationen be-
folgten Methode, indem wir von der Energiegleichung (89) aus-
gehen, und fiir die darin vorkommenden Groflen: die kinetische
Energie L, die potentielle Energie U, die dullere Arbeit 4, der
Reihe nach ihre Werte einsetzen, nach dem Muster der Gleichungen
(90), (91) und (92). Nur ist jetzt zu beachten, dal die Komponenten
der in der Zeit di erfolgenden Verschiebung eines materiellen
Punktes hier nicht durch du, dv, dw, sondern durch u-dt, v-di,
w-dt dargestellt werden. Ferner ist es hier, wo die Dichtigkeit %
in endlicher Weise verénderlich ist, bequem, die potentielle Energie
nicht auf Volumenelemente, sondern auf Massenelemente zu be-
ziehen. Somit erhalten wir aus (90):

L:%f(u2+vz+w2)kdr, (269)
aus (91):
U———/F- kdr, 270)

wo ' die nur von % (oder p) abhiingige potentielle Energie der
Masseneinheit bedeutet, und aus (92):
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@11) A=dt-f(Xu—|— Yo+ Zw)kdz

4 at -f(X,,u—!— Y0+ Z,w)do,
wobei nach (74):
(272) X,=pcos(wx), Y,=pcos(vy), Z,=p cos(vz).

Indem wir nun die zeitlichen Differentiale d L und 4U bilden,
beachten wir, daB das Produkt kdz, die Masse eines Korper-
elements, unabhiingig ist von der Zeit, und erhalten somit aus (269):

dw
AL =dt- f T —l—vdt wor)kdz,
und aus (270):
’ dF
dU=dt- |- kdr,
ferner aus (271) und (272), mit Benutzung der Umformung (78):

@72a) A=dt-f<Xu+ Yo+ Zw)kdr
- / (p2) 6(pv)+ b(W))

Wenn wir diese Ausdriicke in die Energiegleichung (89) ein-
setzen und dabei die Werte der Beschleunigungskomponenten nach
(262) beriicksichtigen, so heben sich eine Reihe von Gliedern auf
den beiden Seiten der Gleichung fort, und es bleibt allein die Be-
ziehung zuriick:

bu dw
[rar—— [p(E+ 5 +§)d7,
oder, da diese Gleichung auch fiir ein einzelnes Volumenelement dz
gilt, mit Beriicksichtigung von (257):

(273) aF = L. dk.

Die Forderungen des Energieprinzips sind also immer und nur
dann erfiillt, wenn als potentielle Energie der Masseneinheit an-
genommen wird:

(274) F= f” dk—~fp'd(%),

wo % das Volumen der Masseneinheit (spezifisches Volumen) be-
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deutet. Statt dessen kann man auch, mittels partieller Integration
und Einfithrung der Funktion P aus (264), schreiben:
d
F=—% 4 Pe—2t+ P (275)

Wenn die potentielle Energie als Funktion der Dichte oder
des spezifischen Volumens bekannt ist, so 148t sich hieraus un-
mittelbar die Abhiingigkeit des Druckes p vou der Dichte berechnen.
Denn aus (274) folgt, wenn wir fiir einen Augenblick das spezi-
fische Volumen mit v bezeichnen:

oOF

Diese Beziehung steht in augenfilliger Analogie mit den Re-
lationen (97) zwischen dem elastischen Potential und den elastischen
Druckkomponenten, welche insofern allgemeiner sind, als sie auch
scherende Druckkrifte mit umfassen, aber insofern spezieller, als
sie sich nur auf unendlich kleine Deformationen beziehen.

Fiir eine inkompressible Fliissigkeit ist speziell k= const.,
also nach (264):

— P 7
P = (277)

und nach (275):
F=0,

d. h. eine inkompressible Fliissigkeit besitzt -keine potentielle
Energie. Dieser Befund ist im Einklang mit der Uberlegung, daB
die Inkompressibilitit einer Fliissigkeit sich, ebenso wie die Un-
ausdehnbarkeit eines Fadens (I. § 107), auffassen 148t als eine vor-
geschriebene Bedingung zwischen den Koordinaten der Korper-
teilchen (Volumendilatation gleich Null), ganz ohne Riicksicht auf
die GroBe der Druckkrifte, und daf die dadurch bedingten Zwangs-
krifte niemals Arbeit leisten (I. (314)). —

Wir notieren uns noch, fiir spiteren Gebrauch, aus (271), (272)
und (272a) den speziellen Ausdruck fir die Arbeit eines in allen
Punkten der Oberfliche gleichmifig wirkenden duBeren Druckes,
bei einer beliebigen Verdnderung:

A= dtpf(u cos (wx) + v cos (vy) + w cos(vz))dc

. du 0 0w
——dtp/(b—x—i—a—y-l-@)df,
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oder, da (g—: -+ —2—; -+~ %0) dt die in der Zeit dt erfolgende Dilatation

des Volumenelements dz bedeutet:
(278) A=—1p-dvV,

wenn hier dV die Volumenénderung der ganzen Fliissigkeitsmasse
bezeichnet.

§ 55. Zu speziellen Anwendungen der hydrodynamischen Ge-
setze iibergehend fragen wir zundchst nach den Bedingungen des
Gleichgewichts. Hierfiir folgt aus (265) durch Integration:

(279) v+ f 92— const.

Im Gleichgewicht sind aiso die Niveauflichen ¥V = const. der
Massenkrifte (I. § 40) zugleich Flichen konstanten Druckes und
konstanter Dichte. Wenn zwei verschiedene Fliissigkeiten anein-
ander grenzen, so wird an der Trennungsfliche die Dichte % im
allgemeinen einen Sprung erleiden, dagegen der Druck p bleibt,
nach dem Gesetz von Wirkung und Gegenwirkung, unter allen Um-
stinden stetiz. Wenn also auf eine Fliissigkeitsoberfliche ein
gleichmifiger duBerer Druck wirkt, so ist auch der Fliissigkeits-
druck an der Grenze konstant, und die Oberfliche ist eine Fliche
konstanten Potentials der Massenkréfte. Dies gilt insbesondere
auch fiir den speziellen Fall, dal der &uBere Druck gleich Null
oder gleich dem der atmosphérischen Luft ist und die Fliissigkeit,
wie man sagt, eine ,freie“ Oberfliche besitzt, — ein Satz, der den
Niveauflichen ihren Namen gegeben hat.

Wenn durch die Bedingungen an der Oberfliche der Wert
der Integrationskonstanten in (279) bestimmt ist, so ist danach die
GroBe des Druckes im ganzen Innern gegeben, ganz unabhiingig
von der Art der tibrigen Begrenzung der Fliissigkeitsmenge, also
auch von der Griofle und Form des Gefdfies, in dem sie sich befindet.
Wenn z. B. als einzige Massenkraft das Gewicht der Fliissigkeit
wirkt, in der Richtung der negativen z-Achse, so ist nach (67):

X=0, Y=0, Zkdt=— gkdr,
und nach (263):
(280) V == gz + const,,
wodurch (279) iibergeht in:

(281) % -+ gz == const.



Allgemeines. 127

und fiir eine inkompressible Fliissigkeit:
p = const. — kgz. (282)

Daher ist der Druck in allen Punkten gleicher Hoéhe der
némliche, und wichst mit abnehmender Hohe proportional der
Hohendifferenz. In der Gleichung (282) sind die Gesetze der kom-
munizierenden Rohren, der Heberwirkungen, der Fliissigkeitsbaro-
meter und -manometer enthalten.

Beim Quecksilberbarometer z. B. ist, wenn z =0 die Ebene
der offenen, dem Luftdruck p, ausgesetzten Oberfliche, 2 = h die
Hohe der ans Vakuum grenzenden Flissigkeitssdule bezeichnet,

firz=0 p=p,
firz=h p=0,
also nach (282): i
Py = kgh. (283)
Als ,Druck einer Atmosphéire“ definiert man den Wert von p, fiir
k= 13,596 [gem—3], g = 980,6 [cmsec— ], A = 76 [cm],
also:

Ppo== 1013250 [g cm—1gec—?]. (284)
Statt in Atmosphéiren mift man Druckgrofien haufig anch durch
den nach (283) entsprechenden Wert von 4 (,Millimeter Quecksilber*),

indem man den absolut gemessenen Druck p durch kg dividiert.

§ 56. Wenden wir nun die Gleichgewichtsbedingung (281) auch
auf kompressible Fliissigkeiten an, z. B. auf eine Luftsdule
von beliebiger Hohe. Dann ist die Kenntnis der Funktion f(%) in
(211) erforderlich. Falls die Temperatur der Luft als gleichmifBig,
etwa 09 C, angenommen werden darf, konnen wir setzen:

p=2ck, (285)
wobei ¢ dadurch bestimmt ist, daf fiir den Druck p, einer Atmo-
sphire % = k,== 0,001293, d. h.

| ¢ — 7,:—:. (286)
Damit erhalten wir aus (281) durch Ausfithrung der Integration,
mit 2 =0 fiir p = p,:

= Lo .1y Po.
= lnp (287)

Dasist die sogenannte barometrische Hohenformel fiir isothermes
Gleichgewicht, durch welche man aus dem Luftdruck p die ent-
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sprechende Hoéhe 2z findet. Mit Benutzung der angegebenen Zahlen-
werte und Einfiihrung dekadischer Logarithmen lautet dieselbe:

(288) z = 18400 log® % [meter] .

In dem Verhiltnis p,:p milt man am bequemsten Zihler und
Nenner in Millimetern Quecksilber. ,

In der freien Atmosphére ist die hier vorausgesetzte Gleich-
méifigkeit der Temperatur nur in seltenen Féllen erfiillt, da die
Ausgleichung der Temperaturen zwischen den verschiedenen Luft-
schichten durch Wirmeleitung sich verhéltnisméfig langsam voll-
zieht und bestindig durch Luftstromungen gestort wird. Dann
verliert die Formel (285) mit den Folgerungen daraus im allge-
meinen ihre Qilltigkeit, weil der Druck auler von der Dichte auch
von der Temperatur abhingt. Aber man darf nicht glauben, daf
die GleichmiBigkeit der Temperatur eine notwendige Voraussetzung
fir die Anwendbarkeit der hier entwickelten Theorie, speziell fiir
die Benutzung der Hypothese der vollkommenen Elastizitit (§ 21)
bildet. Denn diese Hypothese verlangt nicht, daf die Temperatur
konstant bleibt, sondern sie verlangt nur, daB der Druck p aus-
schlieBlich von der Dichte % abhingt. Die Temperatur darf sich
dabei sehr wohl dndern, nur muB sie auch ihrerseits durch die
Dichte vollkommen bestimmt sein. Ein wichtiger Fall, in welchem
diese Bedingung zutrifft, findet sich dann verwirklicht, wenn
jegliche Wirmeleitung ausgeschlossen ist, wenn also alle Volumen-
dnderungen nicht ,isotherm“, bei konstanter Temperatur, sondern
yadiabatisch®, bei Verhinderung des Ubergangs der Wirme von
einem Substanzteilchen zu einem benachbarten, verlaufen. Die
isothermen Vorginge entsprechen dem Grenzfall einer unendlich
grofien, die adiabatischen dem einer unendlich kleinen Wéarme-
leitungsfihigkeit der Substanz. Auch bei den letzteren hingt der
Druck ausschlieflich von der Dichte ab, es gilt also auch fiir sie
die Gleichung (211) der vollkommenen Elastizitit, aber die Form
der Funktion f(%) ist nicht mehr die isotherme (285), sondern die
adiabatische:

(289) p=Ck,
wo die Konstante y fiir Luft den Wert 1,405 besitzt, wihrend ¢
sich wieder aus der Gleichung:

r= &
(290) ‘=5
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ergibt. Bei adiabatischen Vorgéingen wichst also der Druck bei
der Kompression stirker, und nimmt andererseits bei der Dilatation
stirker ab als bei isothermen Vorgingen, was daher riithrt, dal die
Luft sich bei adiabatischer Kompression erwérmt, bei adiabatischer
Dilatation abkiihlt.

Wenn man nun die Formel (289) in (281) einfiihrt, so ergibt
sich bei analoger Behandlung die barometrische Hohenformel fiir
adiabatisches Gleichgewicht:

y—1
—_ Y P (P}
e= y—1 gk (1 (Po) )’ (291)
oder mit Benutzung der angegebenen Zahlenwerte:
- _ P 0,288’ .
2 — 63800 (1 (po) ) [meter]. (292)

Diese Druckabnahme mit der Hohe entspricht also der Voraus-
setzung, daB in jeder Luftschicht die Temperatur gerade diejenige
ist, welche sich bei adiabatischer Ausdehnung der Luft von 0° C
und Atmosphérendruck bis zu der Dichte der betreffenden Schicht
ergibt.

Eine wichtigere Rolle als bei Gleichgewichtszustinden spielen
die adiabatischen Vorginge bei Schwingungsvorgingen, weil hier
die durch die abwechselnde Kompression und Dilatation bewirkten
Temperaturerhthungen und -erniedrigungen so schnell aufeinander
folgen, daf die namentlich bei Gasen sehr geringe Wirmeleitung
praktisch ganz vernachlissigt werden kann. Daher darf man bei
der Berechnung der Schallgeschwindigkeit aus (215) fiir Gase Ge-
brauch machen von der Formel (289), welche in Verbindung mit (290)
fir die Schallgeschwindigkeit eines Gases bei der Dichte %, und
dem Drucke p, ergibt:

at =12, (293)
also fiir Luft bei 0° C und Atmosphérendruck nach den angegebenen
Zahlenwerten:
0= 332 [Pﬂ]

sec

in Ubereinstimmung mit den Messungen.
Die isotherme Kompressibilitit (285) wiirde aus (215) ergeben:

=2 (294)
0

Planck, Mechanik deformierbarer Korper. . 9
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und daraus fiir Luft von derselben Temperatur und Dichte:
a = 280 [m—et] s

sec
also erheblich zu klein.

Bei tropfbaren, Fliissigkeiten ist der Unterschied zwischen
adiabatischer und isothermer Kompressibilitit sehr gering.

§ 57. Wir wollen jetzt, als ein weiteres einfaches Beispiel fiir
die Anwendung der hydrodynamischen Grundgleichungen, den Fall
einer mit gleichm#Biger Winkelgeschwindigkeit o um eine
Achse rotierenden inkompressibeln Fliissigkeit betrachten. Hier
ist die Bewegung aller Massenpunkte von vornherein gegeben.
Machen wir nimlich die Drehungsachse zur z-Achse, so ergibt sich
die Lage eines Fliissigkeitspunktes @, b, ¢ zur Zeit ¢ aus den
Gleichungen (11), wenn man darin gsetzt:

a;= cos(wt), ay= —sin(wf), az;=0,
(295) B,=sin(w?), = cos(w?), =0,
71=10, 72=0, 7s=—1,
also:
{ x = a cos(w?t) — b sin(wi),
(296) y = a sin(w?) 4 b cos(w?),

z=c.
Differentiiert man nun diese Gleichungen zweimal ,,substanziell“
nach der Zeit ¢, so ergibt sich:
d?x a2y a2z
aE = T, =0y, =0

und durch Einsetzen in die Bewegungsgleichungen (265):

(V4P (V4P (V+P)
_m2x+%_i;l=0, _._mzy_l__(ibi__)_: y %_;207
woraus durch Integration, mit Riicksicht auf (277), folgt:

(297) p =5 k%o — EV -+ const,

wenn ¢ die Entfernung des Aufpunktes (z, v, £) von der Rotations-
achse bezeichnet. Wir wenden diese Gleichung auf ein paar inter-
essante Fiélle an.

§ 58. Eine inkompressible schwere Fliissigkeit rotiere mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit o in einem hohlen, oben offenen
Kreiszylinder mit horizontalem Boden. Man denke sich z. B.die
Fliissigkeit in einem Wasserglas mit einem Loffel kriftig umge-
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rithrt und dann den Ldffel schnell herausgezogen. Um den dimp-

fenden EinfluB der Reibung an der Gefilwand zu vermeiden,

kann man annehmen, daf das GefiB zugleich mitrotiert. Dann

findet bei der gleichm#fBigen Drehung iiberhaupt keinerlei Reibung

statt, da die Bewegung ohne jede Deformation vor sich geht.
Aus (280) und (297) ergibt sich hier:

p =~ ka?e*— kge + const. (298)

Die Form der freien Fliissigkeitsoberfliche wird nach § 55
bestimmt durch p = const, also durch:

—;— w?9? — gz == const.

Das ist die Gleichung eines Rotationsparaboloides um die
z-Achse. Setzen wir 2=z, fir ¢ = 0, so kommt:

2
z=zo-|~—;—%92. (299)
Die Fliissigkeit steht also in der Mitte des Gefdafles am tiefsten,
und steigt am Rande empor, proportional dem Quadrat der Um-
drehungsgeschwindigkeit. Die Grofe von z,, und damit der abso-
lute Betrag der Depression in der Mitte, wird, unabhingig von
der GroBe des duBeren Druckes, bestimmt durch das Volumen der
Flissigkeit, welches im Drehungszustand ebenso grof ist wie im
Ruhezustand. Wenn also die ruhende Fliissigkeit das Gefil bis
zur Hohe z = h ausfiillt, so gilt fiir das Volumen die Beziehung:

R 27

ffz-@dgdq>==R2.7z-h,
o0

wobei 2 den Zylinderradius bezeichnet.
Mittels (299) ergibt sich hieraus:

w? R?

Zo=h — i (300)

Das zweite Glied rechts gibt den Betrag der Depression des
Flissigkeitsniveaus in der Mitte.

Die Erhebung am Rande ist der Wert von z — h fir ¢ = R
nach (299), nédmlich:
2R
49
also gerade ebenso grof wie die Niveaudepression in der Mitte.

4*

¢ — b= (301)
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In einem horizontalen Querschnitt (2= const) ist nach (298)
der Druck veridnderlich, in der Mitte am kleinsten, am Rande am
grofiten. Auch dies 148t sich leicht beobachten, wenn man Sand-
korner auf den Boden des als ruhend angenommenen Gefifles streut,
die so schwer sind, daf sie die Rotation nicht mitmachen. .Diese

-Korner begeben sich nach dem Eintritt der Flissigkeitsrotation
unter dem EinfluB des Druckgefilles nach der Mitte des GefiS-
bodens.

§ 59. Eine inkompressible Fliissigkeit, deren einzelne Teilchen
gemif dem Newtonschen Gesetz nach einem festen Zentrum
gravitieren, rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit o um
eine durch das Zentrum gehende Achse. Es wird nach der Form
ihrer freien Oberfliche gefragt. Diese Aufgabe erhilt ihr Haupt-
interesse durch ihre Verwandtschaft mit dem Problem der Ab-
plattung der Erde an den Polen. Wir wollen hier daher auwch auf
die bei der Erde vorliegenden Verhiltnisse exemplifizieren.

Bedeutet » die Entfernung des Aufpunktes vom Mittelpunkt O,
so ist nach I. (111) das Gravitationspotential:

c
V=—v

und nach (67) und (263) die Anziehungskraft auf die Masseneinheit
(Beschleunigung der Schwere)
oV c

or r2”

Zur Bestimmung der Konstanten ¢ nehmen wir an, daf die
Schwerebeschleunigung in der Entfernung », gleich g, ist; dann
haben wir:

¢
Jo== m9

und allgemein: )
(302) V=2,

Dies ergibt nach (297) fiir die Form der freien Oberfliche die
Gleichung:
—12— o? o? + @:—"2 == const
odef, wenn wir an der Oberfliche fiir ¢ =0 7 =17, (Polradius)
setzen:
(309 ! gt gor (L — 1.

2 7o r
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Fiihren wir statt ¢ den Winkel ¢ (geographische Breite) ein
durch die Beziehung:

0=7TCosQ,
so geht (303) itber in:
1 1 w?
7=70—270;;§.7‘20082¢. (304>

Fiir den speziellen Fall w==0 (ruhende Fliissigkeit) ist » kon-
stant, also die Oberfliche eine Kugel, fiir kleine Werte von o ist
daher die Oberfliche ein nur wenig von der Kugelgestalt ab-
weichendes, an den Polen abgeplattetes Sphéroid, dessen (leichung
in erster Anngherung geschrieben werden kann:

r=rn 1+ (;Z“ cos? @) . (305)
Die Griofie der Abplattung betriigt
Pmax — 7o 0)27'0

R 2 300

das ergibt fir die Erde, mit

gec? |’

2 N
® = gyars[secT],  7o= 6,356 - 108[cm], go= 983 [-“2]

den Wert @15, wihrend die tatsichliche Abplattung nicht unerheb-
1
58"

Die Differenz erklirt sich leicht daraus, daf die Massenteile
der Erde nicht nach dem Erdmittelpunkt, sondern gegeneinander
gravitieren, was offenbar die Abweichung von der Kugelgestalt
begiinstigt. Die Einfithrung der gegenseitigen Gravitation macht
freilich die Aufgabe wesentlich verwickelter, weil der Ausdruck
des Gravitationspotentials V dann nicht mehr von vornherein gegeben
ist, sondern selber erst von der zu bestimmenden Form der Ober-
fliche abhingt. Die ndheren Untersuchungen haben gezeigt, daf
das so formulierte Problem keine eindeutige Losung besitzt, d. h.
es sind sehr verschiedene Formen der Oberfliche moglich; unter
ihnen befindet sich auch ein Rotationsellipsoid von bestimmter
Grofe der Abplattung.

Beschrinkt man sich auf kleine Werte der Winkelgeschwin-
digkeit, also auf geringe Abweichung von der Kugelgestalt, so
kann man bei Einfithrung der gegenseitigen Gravitation die An-
ziehungskraft auf ein Flissigkeitsteilchen mit gewisser Annéhe-

lich groBer ist, ndmlich
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rung nach I (102) direkt proportional der Entfernung » vom Erd-
mittelpunkt setzen, also das Potential V proportional #2. Fiihrt
man die Rechnung unter dieser Voraussetzung genau nach der
vorstehenden Methode durch, so ergibt sich als Betrag der Ab-
plattung wiederum der Ausdruck (306), was offenbar darauf zu-
riickzufiithren ist, daf bei kleinen Abweichungen von der Kugel-
gestalt die Form des Gesetzes, nach dem V von r abhiingt, fiir die
Grofe der Abplattung nicht wesentlich in Betracht kommt.

§ 60. Wir wollen nunmehr die allgemeine Behandlung der
Theorie wieder aufnehmen und zuerst eine wichtige Integration
der hydrodynamischen Gleichungen durchfithren, die von Helm-
holtz entdeckt worden ist. Sie besitzt fiir die Hydrodynamik eine
dhnliche Bedeutung wie das Prinzip der Fldchen fiir die allgemeine
Mechanik. )

Gehen wir von den drei Liagrangeschen Gleichungen (267)
aus, die den drei Buchstaben a, b, ¢ entsprechen, so lassen sich
offenbar die Funktionen ¥V und P dadurch aus ihnen eliminieren,
daf man etwa die a-Gleichung nach b, die b-Gleichung nach a
differenziert und die entstehenden (Gleichungen voneinander sub-
trahiert. Die Durchfithrung dieses Verfahrens liefert wiederum
drei Gleichungen, die den Buchstaben a, b, ¢ entsprechen. Wir
wollen die Rechnung zunéchst nur fiir die a-Gleichung ausfiihren.

Dieselbe lautet:
d(ode  dydy | Prdy 4 (Bods | dydy g dvdy
%(d?% + 3E e T aE de de\d2 db T d& db " dez db/

und nach Ausfithrung der Differenziationen:

de db
x,Y,%
wobei das Summenzeichen bedeutet, daf zu dem hingeschriebenen
2-Glied noch ein y-Glied und ein z-Glied zu addieren ist. Dieser
Ausdruck liB8t sich als ein Differentialquotient nach der Zeit ¢
schreiben, ndmlich:

dx d (Zj;v) de d (d%’)

—avdctaz) =

dt\de¢ db ~ dbde
T, Y%
wie man durch Ausfiihrung der Differenziation nach ¢ erkennt,
da von den entstehenden vier Gliedern zwei sith gegenseitig fort-
heben.

d (doc du dx du) —0,
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Wir erhalten also durch Integration:

Z,Y, %
wobei die Grofle 4 nur von a, b, ¢, nicht aber von ¢ abhingt.
Ganz ebenso ergibt sich der b-Ausdruck (307b) = B und der
c-Ausdruck (307¢) = C, wobei B und C dieselbe Eigenschaft be-
sitzen wie 4.

Um nun die drei auf die Buchstaben a, b, ¢ beziiglichen Glei-
chungen in drei auf x, ¥, ¢ beziigliche Gleichungen zu verwandeln,
multiplizieren wir die drei Gleichungen (307) der Reihe nach zunéchst
da’ db’ de
Zusammenfassung entsprechender Glieder, die sich teilweise fort-
heben, teilweise durch das in (8) eingefithrte Symbol ausdriicken
Jassen:

mit und addieren. Dann ergibt sich durch passende

dwdy dv[de] __ ,do dw dx
ﬂbﬂ*ﬁﬂ@]—A@+4%b+oﬁ (308x)
a,b,c

und entsprechend die beiden Gleichungen (308y) und (308z).
Nun ist nach (53):

dwldy] _ p. 3w
do da _—— by !
a,b,c

wo D die Funktionaldeterminante (51) bezeichnet; also geht (308x)
iiber in: N N J ; ;
w v 1 @ [ @y
=T At B+ 05
und mit Beriicksichtigung einerseits von (59) und (256), anderer-
seits von (261): ~
k dx dx dx 309
§=2—;%(A%+B%+0%)~ (309%)

Analog lauten die Gleichungen (309y) und (309z) fiir » und &
Um die Werte der von ¢ unabhiéingigen ,Integrationskon-
stanten“ 4, B, C zu bestimmen, setzen wir in den drei Glei-

chungen (309) ¢==0. Dann ergibt sich, da nach (1a) (%)f 1,
dx dx
(ﬂ)oz 0, (d—e) ;= 0, usw.: |
: 1 1 1
§0=—2_A7 7]0:?‘87 §0:§'07

folglich allgemein:
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[ edeEeaten,
(310) { n = (§o + ﬂodb + §0d7/)’
l szo(god—&+ﬂo%+€ogg)~

Diese Gleichungen enthalten eine Fiille von Folgerungern, die
alle darauf beruhen, dafl die Groﬁen ko, &0y 70, Lo DUr VON a, b, ¢,
nicht aber von ¢ abhangen

Betrachten wir zuniichst ein Fliissigkeitsteilchen a, b ¢, dessen
Drehungsgeschwindigkeit zur Zeit £==0 gleich Null 1st Dann
verschwinden die darauf beziiglichen Komponenten &, 7y, &, und
es folgt aus (310):

§=0, 7=0, (=0,

d. h. ein Fliissigkeitsteilchen, das in einem gewissen
Zeitpunkt rotationslos ist, behilt diese Eigenschaft fir
alle Zeiten bei.

 Betrachten wir weiter zur Zeit t—— 0, bei der ja die a, b, ¢
mit den z, y, # zZusammenfallen, solche Fluss1gkeltstellchen a, b, ¢,
fiir welche die Komponenten der Drehungsgeschwindigkeit séimt—
lich oder teilweise von Null verschieden sind, so kénnen wir uns
dadurch eine Anschauung bilden von der rdumlichen Anordnung
dieses Vektors (&, 70, &), dal wir uns folgende Kurvenschar
konstruiert denken:
(311) da:db:de=§&:n,:&.

Jede dieser Kurven besitzt die Eigenschaft, daB die Tangente
in irgendeinem ihrer Punkte zusammenfdllt mit der Richtung der
Drehungsaxe in diesem’ Punkt. Daher heift eine solche Kurve
eine Wirbellinie der Fliissigkeit. Wir wollen nun diejenigen
materiellen Punkte a, b, ¢, welche fiir £ = 0 zu einer Wirbellinie
gehoren und daher durch die Gleichung (311) miteinander verkniipft
sind, auch fiir spitere Zeiten ¢ im Auge behalten und nach ihren
Drehungsgeschwindigkeiten fragen. Dieselben ergeben sich aus
(310) nach GroBe und Richtung. Was®zunichst die Richtung be-
trifft, o haben wir durch Einsetzen der Werte von &, 7, o aus
(311):

(312) §:g:t=dx:dy:dez,
d. h. die Kurve, welche die von uns betrachteten materiellen Punkte
im Raume bilden, besitzt wiederum die Eigenschaft einer Wirbel-
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linie, oder: die Wirbellinien bestehen stets aus den ném-
lichen materiellen Punkten.

Daher bildet eine jede Wirbellinie ein individuelles substan-
zielles Gebilde, das im Liaufe der Bewegung wohl seine Liage und
seine Form, niemals aber seine materielle Zusammensetzung und
seine durch (312) charakterisierte Grundeigenschaft &ndert. Kine
Wirbellinie kann in sich selber zuriicklaufen, oder sie kann bis
ins Unendliche oder bis an die Oberfliche der Fliissigkeit gehen.

Auch iiber die Grofie o der Drehungs- oder Wirbelgeschwindig-
keit geben die Gleichungen (310) Aufschluf.

Betrachten wir nidmlich zur Zeit ¢==0 ein Lingenelement
dsy="Y da®+db2+dc® einer Wirbellinie, so ist nach (311):

& __da 79 __ db & de

oo ds’ oy dsy? wy  dsg’
und durch Substitution in (310):

b dr ko dy ko dx
S‘“Emoﬁy N = ke Y0dsy? = T Do gey?

folglich die Drehungsgeschwindigkeit zur Zeit ¢:
o=VEFTHE —§ o0 g0, (313)
d.h. die Drehungsgeschwindigkeit in irgendeinem Punkt der Wirbel-
linie ist proportional der Dichte der Fliissigkeit und der Lénge
eines Bogenelements der Linie, falls das Bogenelement sich stets
itber die némlichen materiellen Punkte erstreckt. Wenn sich also
z. B.im Laufe der Zeit das Bogenelement verlangert, indem die
dasselbe bildenden materiellen Punkte auseinanderriicken, wéhrend
%k unveréndert bleibt, so erhoht sich die Wirbelgeschwindigkeit.
Noch anschaulicher wird dieser Satz durch eine etwas ver-
dnderte Fagsung. Denken wir uns in der Fliissigkeit ein ganz
beliebiges Flichenstiick, und ziehen durch jeden seiner Randpunkte
die Wirbellinie, so wird dadurch in der Fliissigkeit ein Raum
abgegrenzt, den man als ,,Wirbelfaden“ oder ,,Wirbelrdhre® be-
zeichnet. Der Mantel der Rohre wird von lauter Wirbellinien
gebildet, wihrend das zu Anfang gedachte Fléchenstiick einen
Querschnitt derselben darstellt. Man kann sich den gesamten
Fliissigkeitsraum als aus lauter unendlich ditunen Wirbelfdden zu-
sammengesetzt denken, die entweder in sich zuriicklaufen oder ins
Unendliche oder an die Oberfliche der Flissigkeit gehen. Wie
die Wirbellinien, so bestehen natiirlich auch die Wirbelfiiden stets
aus den némlichen materiellen Punkten.
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Betrachten wir nun ein unendlich kurzes Stiick eines solchen
unendlich diinnen Wirbelfadens, indem wir durch zwei im Abstand
ds voneinander befindlichen Punkte einer zu dem Wirbelfaden ge-
horigen Wirbellinie parallele, im iibrigen beliebig gerichtete Quer-
schnitte von der Fliche f legen, und behalten wir die zu diesem
Wirbelfadenstiick gehdrigen materiellen Punkte fiir verschiedene
Zeiten im Auge, so ist, da die Masse des Wirbelfadenstiicks un-
verdnderlich ist:

k-f-ds-cosd=kyfydsycos9,,
wenn wir mit 9 den spitzen Winkel bezeichnen, welchen die Quer-
schnittsnormale mit ds, d. h. mit der Wirbelachse, bildet. Dadurch
geht (313) iiber in:
(314) o[- co89 = w,fyco8%=w-f,,
wobei f, die Fliche des zur Wirbelachse normalen Querschnitts
bedeutet. Das Produkt der Wirbelgeschwindigkeit und des
Normalquerschnitts eines Wirbelfadens dndert sich also
nicht mit der Zeit.

Aber dies Produkt besitzt auch an verschiedenen Stelien eines
bestimmten Wirbelfadens den némlichen Wert. Denn wenn wir
die aus (59) folgende Identitit:

. 0 0 0g
(315) =+ 5L+ 5=
iiber einen beliebigen Fliissigkeitsraum integrieren und jede der
drei dabei entstehenden Raumintegrale nach (78) umformen, so er-
halten wir fiir das iiber ‘die Oberfliche des Raums zu erstreckende
Integral:

(316)f(§ cos(wc)—]—ncos(vy)—]—gcos(vz)) do= | o cos(w,m)-de=0.

Ist nun der Fliissigkeitsraum ein beliebig langes Stiick eines
Wirbelfadens, so verschwinden in diesem Oberflichenintegral alle
diejenigen Glieder, welche sich auf die Mantelfliiche des Fadens
beziehen, weil in jedem Punkt des Mantels die Flichennormale »
senkrecht steht auf der Richtung der im Mantel liegenden Wirbel-
achse. Es bleiben also nur die auf die beiden Querschnitte beziig-
lichen Glieder iibrig, und wenn der Wirbelfaden unendlich diinn ist,
aber von endlicher Liéinge, mit dem heliebig gerichteten Anfangs-
querschnitt / und dem beliebig gerichteten Endquerschnitt /7, so
reduziert sich die Gleichung (316) auf die beiden Glieder:

o o8 (v,) - -+ o cos (V,&) - =10,
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oder, wenn wir wieder mit 9 den spitzen Winkel zwischen der
Querschnittsnormalen und der Wirbelachse bezeichnen, und aufer-
dem bedenken, daf die Wirbelachsen o, o in dem néimlichen Sinne,
die inneren Normalen », »* dagegen in entgegengesetztem Sinne
gerichtet sind:

ofcos & — o'f cosd =0, - (317)
was mit (314) kombiniert den Satz ergibt: Fiir einen unendlich
diitnnen Wirbelfaden besitzt das Produkt der Wirbelge-
schwindigkeit in den Normalquerschnitt an allen Stellen
des Fadens und zu allen Zeiten den nimlichen Wert. Man
nennt dies Produkt auch das ,,Moment* des Wirbelfadens.

Die Ghiltigkeit der im Vorstehenden entwickelten Gesetze der
Wirbelbewegungen ist selbstverstindlich gekniipft an die Voraus-
setzung vollkommen elastischer (§ 53) Flissigkeiten. In der Natur
finden stets mehr oder weniger betrichtliche Abweichungen von
dieser Voraussetzung statt, welche zur Folge haben, dafl, entgegen
jenen Gesetzen, Wirbel sowobl entstehen als auch vergehen konnen.
Derartige Abweichungen werden namentlich bedingt durch die
Erscheinungen der Reibung und der Wéirmeleitung. Die Reibung
bewirkt, da8 im Innern der Flissigkeit Druckkrifte auftreten,
welche nicht von der augenblicklichen Deformation, sondern von
der augenblicklichen Deformationsgeschwindigkeit abhéingen (§ 78),
die Wirmeleitung bewirkt, dal der Druck nicht allein von der
Dichte abhingt und daher die Gleichung (211) nicht erfiillt ist.
Nur in den Grenzfillen der unendlich groBen Wirmeleitung (iso-
therme Vorginge) und der unendlich kleinen Wérmeleitung (adia-
batische Vorginge) kann man, wie wir im § 56 gesehen haben,
die Fliissigkeit als vollkommen elastisch ansehen und daher die
Wirbelgesetze fiir sie als giiltig annehmen.

Zweites Kapitel. Wirbelfreie Bewegungen.

§ 61. Nachdem wir durch die Integration der allgemeinen
hydrodynamischen Gleichungen die fundamentale Bedeutung der
Wirbelbewegungen kennen gelernt haben, ergibt sich fiir die fol-
gende Behandlung naturgemif die Einteilung der Fliissigkeitsbe-
wegungen in wirbelfreie (irrotationale) und Wirbelbewegungen.
Wir betrachten zuniichst die ersteren. Fiir sie ist charakteristisch
die Bedingung:

rot q =20, (318)
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oder auch:

(319) q=—grad ¢,

d. h. es existiert eine Funktion ¢, das ,Geschwindigkeitspotential®,
deren partielle Abgeleitete nach «, y, z die beziiglichen Kompo-
nenten der Geschwindigkeit liefern. (Vgl. oben (217) und (218).)
Wir wissen aus dem Vorhergehenden, daf, wenn die Gleichung
(318) bzw. (319) fir irgendeinen Zeitpunkt gilt, dies auch fiir alle
anderen Zeiten der Fall ist.

Geewohnlich definiert man das Geschwindigkeitspotential ¢ mit
entgegengesetztem Vorzeichen als wir es hier tun, indem man in
der Gleichung (319) das -+ Zeichen setzt. Wenn wir aber die
Analogie mit dem Kriftepotential und dem elastischen Potential,
sowie auch mit dem elektrischen und thermodynamischen Potential
aufrecht erhalten wollen, so miissen wir auch beim Geschwindig-
keitspotential die Richtung des Vektors q der des betreffenden
Gradienten entgegengesetzt annehmen. Dann ist die Geschwindig-
keit, ebenso wie die Kraft beim Kriftepotential, im Sinne des
abnehmenden Potentials gerichtet. In dem Awusdruck des Ge-
schwindigkeitspotentials bleibt nach (319) eine additive Zeitfunk-
tion vollig unbestimmt und daher physikalisch bedeutungslos.

Einen guten Uberblick iiber den Geschwindigkeitszustand der
Fliissigkeit in irgendeinem Zeitpunkt ¢ verschafft man sich durch
die Konstruktion der Flichen konstanten Geschwindigkeitspoten-
tials: @ = const, und der dieselben senkrecht durchschneidenden
Kurven:

. ca g, 09  d¢  0¢

der sogenannten ,Stromlinien, welche in jedem ihrer Punkte die
Richtung der Geschwindigkeit angeben, in vollkommener Analogie
mit den Niveauflichen und Kraftlinien (I. § 40). Da eine Strom-
linie stets von hoherem zu tieferem Geschwindigkeitspotential geht,
50 kann sie nicht in sich selber zuriicklaufen, falls das Geschwindig-
keitspotential eindeutig und stetig ist. Wir werden freilich spéter
(8 68) auch auf wirbelfreie Fliissigkeitsbewegungen mit geschlossenen
Stromlinien stofen und dann die Folgerung ziehen miissen, daf eine
bestimmte wirbelfreie Bewegung auch ein mehrdeutiges oder ein
unstetiges Geschwindigkeitspotential besitzen kann.

Aus dem Begriff der Stromlinie entspringt auch sogleich der
des ,,Stromfadens” oder der ,,Stromréhre”, welche dadurch charak-
terisiert ist, daB ihre Mantelfiiiche von Stromlinien gebildet wird;
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der Stromfaden verhiilt sich zur Stromlinie genau ebenso wie der
Wirbelfaden zur Wirbellinie. Die Fléchen konstanten Geschwindig-
keitspotentials sind natiirlich zu den Stromfdden orthogonal.

Wenn die Fliissigkeitsbewegung nicht stationdr ist, wird das
System der Stromlinien und Stromfdiden zu verschiedenen Zeiten
verschieden sein, d.h. die Stromlinien werden sich mit der Zeit
verindern. Doch ist dabei wohl zu beachten, dal es keinen Sinn
hat, von der Bewegung einer bestimmten Stromlinie zu sprechen.
Denn die Fliissigkeitspunkte, welche zu einer gewissen Zeit eine
Stromlinie bilden, werden das zu einer anderen Zeit nicht mehr
tun. Es ist also im allgemeinen gar nicht moglich, einer Stromlinie
zu einer Zeit eine bestimmte Stromlinie zu einer anderen Zeit
zuzuordnen. Hierin liegt ein prinzipieller Unterschied der Strom-
linien gegeniiber den Wirbellinien, welche ja stets von den nim-
lichen Fliissigkeitspunkten gebildet werden und daher eine indivi-
duelle Bedeutung besitzen.

Da die Bedingung der Wirbellosigkeit am bequemsten mittels
der Raumkoordinaten ,Y, 2 als unabhéingigen Variabeln ausgedriickt
wird, so eignen sich zur Darstellung der wirbelfreien Bewegungen
am bes’cen die Bewegungsgleichungen in der Eulerschen Form (268).
Dieselben lassen sich mit Benutzung von (319) schreiben:

du 0w dw
—xu+@v+% bxbt+0fc+hx
usw., und liefern, nach z, y, ¢ integriert:
WJ_ V4 pm_%_f(t%

oder, da, wie wir schon bemerkt haben, in dem Werte des Ge-
schwindigkeitspotentials eine additive Zeitfunktion willkiirlich ist:

et iy P30 —0. (321)

Zu dieser Gleichung kommt noch die Kontinuititsgleichung (259)
hinzu, und die durch die Natur der Fliissigkeit bedingte Bezie-
hung zwischen Druck und Dichte. Dann hat man drei Gleichungen,
aus denen die drei Grofen ¢, p, £ mit Hilfe der dem besonderen
Fall entsprechenden Anfangs- und Grenzbedingungen als Funktionen
der unabhiingigen Variabeln z, ¥, 2, ¢ bestimmt werden konnen.

§ 62. Stationire Bewegung einer inkompressibeln
Fliissigkeit. Wenn die Bewegung stationér ist, sind die Grofen
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0 0 i
%%‘, %, b—;” alle = 0, und man erhilt durch Integration dieser

(Fleichungen nach z, y, 2:

0
Y const.

Wenn ferner die Fliissigkeit inkompressibel und schwer ist, so
nimmt P den Wert (277), V den Wert (280) an, und die Gleichung
(321) geht fiber in:

(322) p=— —g- (u? 4 v + w?) — kgz + const.,

wihrend die Kontinuitdtsgleichung (259) sich reduziert auf:
(323) Adp = 0.

Das ist die bekannte Laplacesche Gleichung (I. (129)). Jede
von der Zeit { unabhéngige Losung dieser Differentiaigleichung
stellt eine in der Natur mogliche wirbelfreie stationdre Bewegung
einer inkompressibeln Fliissigkeit dar, bei welcher der Druck p
durch (322) bestimmt ist. Wie man sieht, setzt sich der Druck’
aus zwei Teilen zusammen, von denen der erste hdufig als hydro-
dynamischer, der zweite, mit (282) identische, als hydrostatischer
Druck bezeichnet wird. Der hydrodynamische Druck hingt nur
von der Griofle der Geschwindigkeit ab, und zwar dndert er sich
mit ihr in entgegengesetztem Sinne. Mit der Richtung der Fliissig-
keitsbewegung hat aber weder der Druck selber, noch das Druck-
gefiille irgend etwas zu tun, wofiir wir in den folgenden Paragraphen
einige bemerkenswerte Beispiele kennen lernen werden.

Fassen wir innerhalb der Fliissigkeit einen bestimmten fest
abgegrenzten Raum ins Auge und integrieren die Kontinuitéts-
gleichung (323) iiber diesen Raum, so ergibt sich nach (82):

(324) f%‘fdo:O.

Diese Gleichung gewinnt eine sehr anschauliche Bedeutung,
wenn man bedenkt, daf

(325) — #3246 dt =k q,do di

diejenige Flissigkeitsmenge darstellt, welche in der Zeit df¢ durch
das Flidchenelement do in das Innere des Raumes hineinstromt. Sie
besagt ndmlich, da die im ganzen durch alle Oberfliichenelemente
in den betrachteten Raum hineinstromende Flissigkeitsmenge gleich
Null ist, oder daB ebensoviel Fliissigkeit hinaus- wie hineinstromt.
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Wenn der betrachtete Raum ein beliebig langes Stiick einer
Stromrohre von beliebig groBem Querschnitt ist, so fallen diejenigen
Teile des Oberflichenintegrals (324), die sich auf die Mantelfliche
der Rohre beziehen, fort, und die Gleichung reduziert sich auf den
Satz, daB in einer Stromrohre durch jeden Querschnitt die ndmliche
Fliissigkeitsmenge stromt. Diese Menge ist daher fiir die betreffende
Stromrohre charakteristisch, man bezeichnet sie, auf die Zeiteinheit
bezogen, auch als die ,,Stromintensitit* oder ,Stromstéirke“ der Rohre:

e .
J=— fmda, (326)

wo nun das Integral iiber irgendeinen beliebig geformten Querschnitt
der Rohre zu erstrecken ist, und die Richtung von » im Sinne der
Stromung gewihlt werden muf.

Lift man den Querschnitt mit einer Flédche ¢ = const. zu-
sammenfallen, so wird die Richtung von » diejenige der Geschwindig-
keit g, und man erhilt:

J:quda. (327)

§ 63. Bei jeder beliebigen Stromrohre kann man sich die
Mantelfliche durch eine feste Wand ersetzt denken, ohne die
Flissigkeitsbewegung dadurch irgendwie zu storen; denn die fiir
die feste Wand giiltige Grenzbedingung, dal die Normalkomponente
der Geschwindigkeit verschwindet, ist an der Mantelfliche der
Stromrohre stets erfilllt. Dadurch gewinnen die Stromrdhren un-
mittelbar praktische Bedeutung. Ist der Querschnitt nicht zu grof
und die Stromungsgeschwindigkeit nicht zu ungleichmifig an Grofle
und Richtung in den verschiedenen Punkten eines Querschnitts, wie
das z. B. bei Wasserleitungen vorkommt, so kann man mit gewisser
Annsherung die Flichen konstanten Geschwindigkeitspotentials als
eben betrachten und in (327) ¢ vor das Integralzeichen setzen;

mithin:

J=k-q-f, (328)
wo [ den normalen Querschnitt der Réhre bezeichnet. Da J und &
lings der ganzen Rohre konstant sind, so ist demnach die Grofie
der Geschwindigkeit umgekehrt proportional dem Querschnitt f
der Rohre, oder:

—ho (329)

wenn irgendein bestimmter Querschnitt, z. B. der Anfangsquer-
schnitt, mit dem Index Null bezeichnet wird. Daraus ergibt sich
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dann auch nach (322) der Druck in irgendeinem Querschnitt f der
Rohre:
fo®

(330) 27"‘])0=~7];‘Q02(F— ) + gz — ).

Wie man sieht, ist der Druck an den engsten Stellen der Rohre
am kleinsten, und zwar kann man, prinzipiell genommen, bei be-
stimmtem ¢, und f, durch gehérige Verengerung des Rohres, d. h.
durch gehorige Verkleinerung von f, eine beliebige Abnahme
des Druckes, entsprechend der Zunahme der Geschwindigkeit, er-
zielen. Bohrt man an einer solchen engen Stelle ein feines Lioch
in die Wandung des Rohres und stellt dadurch eine Kommuni-
kation her mit der unter normalem Druck p, befindlichen Auflen-
luft, so wird durch die Druckdifferenz p,— p die Luft in das Rohr
getrieben und von der Fliissigkeit mit fortgerissen. Von diesem
Umstand wird u. a. bei den hydraulischen Luftpumpen Gebrauch
gemacht. Auch die sogenannten Zerstiubungsapparate beruhen
auf der Abnahme des Druckes mit wachsender Geschwindigkeit.

Das von der Schwere herrithrende Glied der Beziehung (330)
kann ebenfalls dazu benutzt werden, um den Druck p zu verkleinern,
80 z. B. bei der Bunsenschen Wasserluftpumpe, bei der das Wasser
in einem vertikalen zylindrischen (f = f;) Rohr herabfillt, so daf
die Druckdifferenz an zwei Stellen einfach proportional ist der
Hohendifferenz z,— 2.

Die Gleichungen (329) und (330) lassen sich auch umgekehrt
dazu verwerten, um bei gegebener Druckdifferenz p,— p am An-
fang und Ende der Rohre die stationdren Geschwindigkeiten g,
und ¢ zu finden, mit denen die Flissigkeit das Rohr durchstromt.
Berechnen wir z. B. die stationire Ausflufgeschwindigkeit aus
einem- oben weiten, unten engen Rohr, indem wir annehmen, daB
das obere Niveau der Fliissigkeit unter dem Drucke p,, die Aus-
fluBoffnung dagegen unter dem Drucke p-gehalten wird. Dann ergibt
sich, wenn wir f gegen f, vernachlissigen und die Hohendifferenz
der beiden Niveaus mit % bezeichnen, aus (330) und (329) fiir die
AusfluBgeschwindigkeit:

(331) 9*=2gh + 7% (Po—p)-

Ist der Druck oben und unten gleich groB, so ist ¢ =V 2gh,
d.h. die Ausfluigeschwindigkeit ist ebenso groff wie die Geschwindig-
keit eines durch die Hohe » frei herabgefallenen Koérpers (Theorem
von Torricelli). Durch eine Druckdifferenz aber wird, je nach
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ihrem Vorzeichen, der Ausflul beschleunigt oder verzogert. Damit
g reell bleibt, darf jedoch die Druckdifferenz den Wert — hkg nicht
unterschreiten. Im Grenzfall wird die stationéire Ausflufgeschwindig-
keit Null, und wir erhalten fiir die Druckdifferenz die bekannte
Barometerformel (283).

In Wirklichkeit ist die AusfluBmenge der Flissigkeit stets be-
trachtlich (etwa um ein Drittel) kleiner als die aus der Ausfluf-
geschwindigkeit (331) und der GroBe f der Ausflufoffnung nach (328)
berechnete. Dies rithrt im wesentlichen daher, daff die Fliche
@ = const. in der Ausflufoffnung keineswegs eben, sondern, von
aulen betrachtet, konkav ist, da die Stromlinien sich, aus dem
Innern der Flissigkeit kommend, gegen die enge Ausflufoffnung hin
zusammendringen, dhnlich wie die Erzeugenden eines Kegels gegen
die Spitze desselben. Daher verhalten sich die Flichen ¢ = const.
hier dhnlich wie die Kugelfiichen, welche die Kegelspitze konzentrisch
umgeben. Die Folge davon ist, daff die Stromungsgeschwindigkeit in
den verschiedenen Punkten der AusfluBoffnung nicht gleichgerichtet
ist, wie das bei der Anwendung der Gleichung (328) vorausgesetzt
wird, sondern daf die Stromlinien konvergieren und daher der
Querschnitt der Stromrohre sich hinter der Ausflufoffnung, da, wo
die Fliissigkeit schon einen freien Strahl (§ 67) bildet, noch etwas
mehr verengert. Besseren Anschluf an die Wirklichkeit erhilt
man offenbar, wenn man in der Gleichung (328) fiir f statt der
GroBe der Ausflubsffinung den kleineren Querschnitt einsetzt, welchen
der Fliissigkeitsstrahl nach erfolgter Kontraktion besitzt, weil dort
die Stromlinien eher parallel verlaufen. ’

Eine bedeutende Steigerung der AusfluBmenge 148t sich er-
zielen durch ein passend gewililtes zylindrisches oder noch besser
konisches, nach aufien sich erweiterndes Ansatzrohr. Dies Mittel
lauft offenbar im wesentlichen darauf hinaus, die Stromlinien beim
Ausfluff parallel bzw. divergent zu machen und dadurch die Kon-
traktion des Strahles zu vermeiden. Néiheres iiber die Stromung
in ‘einem konischen Rohr findet sich im folgenden Paragraphen.

‘Wenn die Rohrenwandung nicht iiberall stetig gekriimmt ist,
sondern an einer Stelle einen Winkel bildet, so besitzt diejenige
Stromlinie, welche in der Wandung verlduft und durch die Spitze
des Winkels hindurchgeht, in diesem Punkt eine Singularitit, da
hier die Richtung der Linie zweideutig wird. Die Komponenten
der Stromungsgeschwindigkeit sind also in einem solchen Winkel
entweder Null oder unendlich. Welcher von beiden Féllen eintritt,

Planck, Mechanik deformierbarer Korper. 10
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erhellt aus folgender Betrachtung. Bildet die Wand, von der
Fliissigkeit aus gesehen, einen konkaven Winkel (< z), wie im
Punkte A der Fig. 11, so varlanfen die auf die Wandung recht-
. winklig aufstoBenden, in der
Figur durch Linien bezeich-
neten Flidchen ¢ = const. in
der Art, daB sie bei der An-
ndherung an A sich von der
singuldren,durch 4 hindurch-
gehenden Potentialfliche ent-
fernen. Dann wird also der
Gradient von ¢ und mit ihm
die Grofle der Geschwindig-
keit im Punkte 4 gleich Null
(vgl. L. § 40), infolgedessen nach (322) der Druck p ein Maximum.
Bildet aber die Wand einen konvexen, in die Fliissigkeit einspringen-
den Winkel (>>x), wie im Punkte B derselben Figur, so konver-
gieren die Flichen konstanten Geschwindigkeitspotentials gegen den
singuldiren Punkt, der Gradient von ¢ und die Grofe der Geschwin-
digkeit wird dort also oo, folglich der Druck p — — oo, und die
Fliissigkeit miifte eine unendlich grofie Kohision besitzen, um dort
nicht zu zerreifien.

§ 64. Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung einiger einfacher
partikuldrer Losungen der Potentialgleichung (323) und der ihnen
entsprechenden Flissigkeitsbewegungen. Die einfachste Liosung ist
die, daB e lineir von x, y, # abhingt. Ihr entspricht eine gleich-
formige Translationshewegung der Fliissigkeit, die hier nicht weiter
interessiert.

Eine allgemeinere Losung ist (nach I. (125) und (129)):

(332) p =%

r?

Fig. 11.

wo r, die Entfernung des Aufpunktes von einem festen Zentrum 1,
¢, eine filr dieses Zentrum charakteristische Konstante bezeichnet,
und die Summation iiber beliebig viele verschiedene Zentren zu
erstrecken ist. Da das Geschwindigkeitspotential bei unbegrenzter
Anniherung des Aufpunktes an irgendein festes Zentrum unend-
lich groB wird, miissen die festen Zentren selber von dem Fliissig-
keitsraum ausgeschlossen gedacht werden, was durch beliebige
kleine geschlossene Kléchen geschehen kann, welche die einzelnen
Zentren unmittelbar umgeben.
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Betrachten wir zundchst den speziellen Fall eines einzigen
Zentrums:

g =~ (333)

Hier sind die Flichen konstanten Geschwindigkeitspotentials
die konzentrischen Kugelflichen, die Stromlinien also die Er-
zeugenden des geradlinigen orthogonalen Strahlenbiindels. Ist u
positiv, so strémt die Flissigkeit vom Zentrum nach allen Rich-
tungen fort, und wir haben dort einen sogenannten ,Quellpunkt®.
Ist u negativ, so wird die Fliissigkeit von allen Seiten im Zentrum
eingesogen, es befindet sich dort ein ,Senkpunkt®. Die Grofe der
Geschwindigkeit, genommen in der Richtung vom Zentrum nach
aullen, ist:

e v (334)

sie #ndert sich also umgekehrt proportional dem Quadrat der Ent-
fernung und wird im Zentrum selber =+ oco. Infolgedessen ist nach
(322) der Druck p im Zentrum stéts — oo, einerlei ob es sich um eine
Quelle oder um eine Senke handelt. Wir haben hier einen beachtens-
werten Unterschied gegeniiber den stationdren galvanischen oder
thermischen Stromungen, die von einer punktférmigen Elektrode
bzw. von einer punktformigen Wirmequelle ausgehen und die auch
durch die Liaplacesche Differentialgleichung dargestellt werden.
Dort hiingt ndmlich die Richtung der Stromung ab vom Potential-
bzw. Temperaturgefille und wechselt mit diesem ihr Vorzeichen,
hier nimmt der Druck nach auBen stets zu, einerlei ob die Fliissig-
keit nach auBen oder nach innen stromt. Der Grund fiir dies ab-
weichende Verhalten liegt in der Trigheit der Fliissigkeit. Denn
das Druckgefille liefert eine hier stets nach innen gerichtete Kraft,
welche notig ist, um im Falle der Quelle die Geschwindigkeit der
nach aufen stromenden Fliissigkeit allméhlich zu verzogern, im
Falle der Senke die Geschwindigkeit der nach innen stromenden
Flissigkeit allméhlich zu steigern. )

Eine jede beliebige vom Zentrum als Spitze ausgehende Kegel-
fliiche kann man durch eine feste Wand ersetzt denken, und er-
hilt so u. a. die Gesetze des Ausflusses durch eine konisch ge-
formte Ansatzrohre, welcher im vorigen Paragraphen zur Sprache
kam. Die Konstante ¢ steht in engem Zusammenhang mit der Er-
giebigkeit der Quelle. Denken wir uns durch die Fliissigkeit eine

bestimmte Fliche von beliebiger Form gelegt, welche den Quell-
10*
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punkt ringsherum einschliefit, so ist wegen des stationéiren Zu-
standes die im ganzen in der Zeiteinheit durch die Fliche nach
aullen stromende Fliissigkeitsmenge gleich der in derselben Zeit
von der Quelle gelieferten Menge, also ganz unabhingig von der
Form der Fliche; wir nennen sie die ,Intensitit® J oder die
,Stiarke” der Quelle. Dieselbe berechnet sich am einfachsten, wenn
wir der gedachten Fliche die Form einer um den Quellpunkt als
Zentrum gelegten Kugel geben. Dann erhalten wir fiir die Inten-
sitit der Quelle nach (325) und (334):

(335) T——k [ do =14 [do—dxkp.

Diese Gleichung stellt zugleich eine Verallgemeinerung der
Beziehung (324) dar, welche nur dann gilt, wenn der von der
Fliche umschlossene Raum keinen singuliren Punkt enthilt.

Gehen wir nun weiter zur Betrachtung des allgemeinen Falles
(332) beliebig vieler Quell- und Senkpunkte, so finden wir dort ganz
entsprechende Beziehungen. Die Stromlinien beginnen in den Quell-
punkten und endigen entweder in den Senkpunkten oder laufen
ins Unendliche. Fiir die Ergiebigkeit eines einzelnen singuléren
Punktes ist seine Konstante ¢ mafligebend, indem sie nach (335)
die Intensitit J der Quelle bzw. Senke liefert. Denn in der un-
nmittelbaren Umgebung des Punktes ist der KinfluB aller anderen
Quellen zu vernachléssigen, und dementsprechend sind die Flichen
konstanten Geschwindigkeitspotentials dicht an der Queélle die die-
selbe umgebenden konzentrischen Kugelflichen.

Denken wir uns in der Fliissigkeit durch irgendeine geschlossene
Fliche ecinen gewissen Raum abgegrenzt, so ist wegen des statio-
niren Zustandes die im ganzen in der Zeiteinheit durch die Fliche
nach aufen stromende Fliissigkeitsmenge gleich der algebraischen
Summe der in derselben Zeit von den innerhalb des Raumes ge-
legenen Quell- und Senkpunkten gelieferten Mengen, oder nach
(325) und (335):

kf%da:ﬁﬁ: 12k S,
also:
(336) f(\?_j’dazzmgm,

indem wir mit dem Index ¢ die inneren, von der Fliche ¢ um-
schlossenen singuldren Punkte bezeichnen, wihrend », wie immer,
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die innere Normale bedeutet. Diese Beziehung faft die spezielleren
Gleichungen (324) und (335) in ein allgemeineres Gesetz zusammen,
sie wird nach ihrem Entdecker oft auch als die Gauflische Glei-
chung bezeichnet.

Wir betrachten noch einige spezielle Anwendungen. Kiir
zwei Quellpunkte von der nimlichen Intensitit wird das Geschwin-
digkeitspotential: '

o —u(r + ) (337)

Da die Ebene, welche die Verbindungslinie der beiden Quell-
punkte in ihrer Mitte rechtwinklig schneidet, als Symmetrieebene
von lauter Stromlinien gebildet wird, so kann man sie durch eine
feste Wand ersetzt denken, und erhilt so mittels einer schon im
§ 47 angestellten Uberlegung die Fliissigkeitsstromung aus einem
Quellpunkt gegen eine feste Wand.

Besitzen die beiden Quellpunkte entgegengesetzt gleiche Inten-
sitit, so wird das Geschwindigkeitspotential:

1 1
»—u(—5+7)

. (338)
2

Dann stromt die Fliissigkeit aus der Quelle 2 in die Senke 1,
indem dje Stromlinien in 2 beginnen und in 1 endigen. Wenn die
beiden Zentren einander aullerordentlich nahe riicken, so daf etwa 1
die Koordinaten &, n, &, 2 die Koordinaten &+ 4¢&, 5+ 49, §+ 4§

besitzt, so geht der Ausdruck (338) iiber in:

2o d 71 3 %
9 =p\5g 4§+ 540+ 5z 45
Beim Ubergang zur Grenze 4 = 0 kann man ¢ derartig wachsen
lassen, daf die Produkte u-4§, u-47n, u-A45 endlich bleiben. Be-

zeichnen wir sie mit we, gy, uz, So erhalten wir fiir das Geschwin-
digkeitspotential den endlichen Ausdruck:

oL oL a1
Vs 7 7 \
¢ =ws5g + g, T M (339)

Ein solches aus zwei unendlich benachbarten Quellpunkten
von entgegengesetzt gleicher unendlich grofer Intensitit bestehen-
des Gebilde nennt man eine ,,Doppelquelle’. Der konstante Vektor,
dessen Komponenten ws, wy, p:z sind, heift das ,Moment“, séine
Richtung (von der Senke zur Quelle) die ,,Achse® der Doppelquelle.
Die Stromlinien laufen von der Quelle in der Richtung der Achse. aus
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und kehren in kleinerem oder griBerem Bogen zur Senke zuriick.
Eine Vertauschung von Quelle und Senke #ndert nur den Sinn der
Stromung, nicht aber die Lage der Stromlinien. Da die Ent-
fernung ~ des Aufpunktes vom singuléiren Punkt die Koordinaten
der beiden Punkte nur in der Verbindung * —§, y — 7, 2 — §
enthiilt, so kann man statt (339) auch schreiben:

S 2 E
(340) =g, Uy M

und erkennt an dieser Form unmittelbar, daf die Funktion ¢ tat-
séichlich der Liaplaceschen Gleichung (323) geniigt.

§ 65. Als weitere Anwendung der entwickelten Theorie wollen
wir noch einen Kall behandeln, der sich auf die hier vorausgesetzten
Vereinfachungen zuriickfithren 146t: die gleichformige Bewegung
einer festen Kugel in einer inkompressibeln Fliissigkeit.
Nach dem Prinzip der Relativitit (I. § 59) sind nimlich die Ge-
setze dieser Bewegung ganz dieselben wie die einer ruhenden
Kugel in einem gleichféormigen Flissigkeitsstrome, und
dieser Fall stellt ja eine stationdre Flissigkeitshewegung von der
hier betrachteten Art vor. Statt der mit der gleichférmigen Ge-
schwindigkeit a etwa in der Richtung der z-Achse bewegten Kugel
substituieren wir also eine mit dem Zentrum im Koordinatenan-
fangspunkt ruhende Kugel, welche rings von einem Fliissigkeitsstrom
umspiilt wird. Dieser Strom besitzt an allen Stellen, die von der
Kugel 5o weit entfernt sind, dal dieselbe keinen Einflul mehr ausiibt,
also in unendlicher Entfernung vom Anfangspunkt, die konstante
Geschwindigkeit — @ in der Richtung der z-Achse.

Die Aufgabe ist geldst, wenn es gelingt, einen Ausdruck fiir
das Geschwindigkeitspotential ¢ aufzustellen, der die Liaplacesche
Gleichung erfiillt und auBerdem den Grenzbedingungen geniigt. Die
Grenzen der Fliissigkeit sind » = E (Radius der Kugel) und r = oc.
Fiir r = oo ist nach dem Obigen

(341) Qo =az,
und fiir » = R ist die Normalkomponente der Geschwindigkeit zur
Kugeloberfliche gleich Null, also:

(342) (g) —o.
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Um alle diese Bedingungen zu erfiillen, setzen wir:
p=az+ g, (343)

dann muf die Funktion ¢ der Laplaceschen Gleichung geniigen,
und auBerdem den Grenzbedingungen:

fir r=o00: ¢ =0,
fir r = R: (%’;')R= —a (—gﬁ;)Rz_— 2. (344)

Nun lé6t sich leicht zeigen, daf man die Losung dieser letzten
Aufgabe erhilt, wenn man ¢  gleich der Potentialfunktion einer
Doppelquelle setzt, also: L

o —
¢ = =—p 5 (345)

Denn erstens geniigt ¢’ der Liaplaceschen Gleichung, zweitens
verschwindet ¢ fiir » = oo, und drittens ergibt sich aus (344) fiir
u der konstante Wert:

w=—+Ra. (346)

Wenn in den Gleichungen (344) und (345) die Differential-
quotienten g—i und g—: gleiche Werte besitzen, némlich beide den

Wert ;, so darf man darin keinen Widerspruch erblicken. Ein

solcher wiirde nur einem mangelhaften Verstindnis der Bedeutung
jener Symbole entspringen. Er wird auch formell vermieden,
wenn man ausfithrlicher schreibt:

(%)«9, gp: (_gé)%y 9 (347)

d. h. auf der linken Seite der Gleichung ist z als Funktion der
Polarkoordinaten r, ¢, ¢, auf der rechten dagegen ist » als Funktion
der geradlinigen Koordinaten «, y, # zu denken.

Durch Beriicksichtigung von (345) und (346) erhilt man als
Losung der ganzen Aufgabe den gesuchten Ausdruck des Ge-
schwindigkeitspotentials aus (343):

9 = az {1 + %(g)g} (348)

Da ¢ nur von z und » abhiingt, so ist die Stromung symmetrisch
zur z-Achse, und die Stromlinien verlaufen in den durch die z-Achse
gehenden Ebenen, wie natiirlich.
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Die Geschwindigkeitskomponenten sind nach (348):

B o
(349) v:-%——-—g—R%- 9%
)

Um die Stromlinien zu finden, die in irgendeiner durch die
z-Achse gehenden Ebene verlaufen, fithren wir statt  und y die
Entfernung ¢ von der z-Achse ein:

(350) of—at+
also
(351) r2= g% 4 22,

Dann lautet die Differentialgleichung der Stromlinien:
g0 s 9. 39
und nach (349):

do:dz =%R3a-%§:—— 173 {1 +%(§)3(1 ——?L‘_?)}

72

Wenn wir hier z durch » und ¢ ersetzen, vermittelst der
Beziehungen:

22 =y2 — o? und zdz = rdr — godog,
80 ergibt sich nach gehdriger Reduktion:
3Rdr ' 2do
Al )
R 0
r {1— (7) }
und daraus durch Integration:

log {1 — (E)s} - 21og o = const.

7
oder:

(352) 02 {1 — (13)3} — const. (> 0)

r

als Gleichung fiir das Stromliniensystem. Dasselbe ist vom Kugel-
radius R, aber nicht von der Grife der Geschwindigkeit a ab-
hingig. Lalt man die const. alle Werte von 0 bis co durchlaufen,
80 erhilt man sémtliche Stromlinien. Fiir const. = oo wird ¢ = o
und damit auch r =o0, und die Geschwindigkeit gleichformig
= —q. Fir const. = 0 aber wird entweder ¢ = 0 oder r = R,
d. h. die Stromlinie zerfdllt in zwei verschiedene Teile, von denen
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der eine mit der z-Achse (aullerhalb der Kugel) zusammenfillt, der
andere in der Kugelfliche verliuft. In den Ubergangspunkten
0=0, z=+ R, den ,Polen“ der Kugel, erleidet die Stromlinie
einen rechtwinkligen Knick; hier wird die Geschwindigkeit — 0,
und die Stromlinie spaltet sich in unendlich viele Aste, welche
die Kugel unmittelbar umschlieBen.

Es ist von Interesse, zu untersuchen, wieviel Zeit ein auf der
positiven z-Achse befindlicher Flissigkeitspunkt braucht, um zum
Pol z =-- R der Kugel zu gelangen. Da fiir die Bewegung dieses
Punktes z =0, y = 0, » = 2z, so0 ergibt sich fiir die fragliche Zeit
aus (349): "R

%
dx 1 w3dx
t — ?=Ef%3_33=oc, (353)

% R
d. h. die Zeit, die ein Fliissigkeitsteilchen braucht, um an der Kugel
vorbeizugelangen, wichst unbegrenzt, je néher seine Bahn an der
Kugeloberfliche liegt.
Die Geschwindigkeit, mit der die Flissigkeit dight an der
Kugelfliche vorbeistromt, ergibt sich aus (349), wenn man darin
r = R getzt; sie betrigt

3
= AE (354)

ihren groften Wert: —2— @, erreicht sie in der Aquatorialebene der

Kugel. Im iibrigen ist sie auf den beiden durch diese Ebene ge-
trennten Kugelhilften vollkommen symmetrisch angeordnet.

Endlich wollen wir noch nach dem Druck fragen, welcher
von der Fliissigkeit auf die Kugel ausgeiibt wird, namentlich weil
sich aus ihm auch die resultierende Kraft berechnet, mit welcher
ein Flissigkeitsstrom auf eine ruhende Kugel wirkt, bzw. der
Widerstand, den eine bewegte Kugel in einer ruhenden Fliissig-
keit erfihrt. .

Fiir den Druck p auf die Kugel ergibt sich aus (322), wenn
wir die Schwere vernachlissigen und fiir die Griofie der Geschwin-
digkeit den Wert (854) einsetzen:

p = const. — %(%) a2,

oder, wenn wir den Druck im ungestérten Fliissigkeitsstrome, also
fiir die Gteschwindigkeit @, mit p, bezeichnen:

r=n+%{1— (28]}, (355)
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Er ist unabhingig von der Richtung der Stromung, am grioften
an den Polen der Kugel, am kleinsten an der Aquatorialebene,
und symmetrisch zu beiden Seiten derselben. Setzen wir nun die
auf alle Flichenelemente der Kugel wirkenden Druckkrifte p - do
zu einer Resultierenden zusammen, so erkennt man ohne besondere
Rechnung aus der Symmetrie dieser Krifte fiir positive und nega-
tive 2, dall die Resultierende verschwindet. Mit andern Worten:
Ein Flissigkeitsstrom iibt gar keine Wirkung auf eine in ihm
rubende starre Kugel aus, oder eine gleichférmig bewegte Kugel
erfihrt in einer ruhenden Fliissigkeit keinen Widerstand.

Dieses Resultat steht zu allen Erfahrungen in klaffendem
Gegensatz und bildet daher von jeher ein berithmtes Paradoxon
der Hydrodynamik. Es findet seine Erklirung in dem Umstand,
daf in den hier benutzten Gleichungen ein fiir die vorliegende
Frage wesentliches Glied nicht beriicksichtigt ist, ndmlich der Ein-
fluf der Reibung, und zwar namentlich derjenigen Reibung, die
sich an der Berithrungsfliche der beiden Substanzen geltend macht.
Dieselbe bewirkt némlich, daf in Wirklichkeit an der Oberfliche
der Kugel nicht nur die Normalkomponente, sondern auch die
Tangentialkomponente der Geschwindigkeit Null ist, daf also die
Fliissigkeit an der Kugeloberfiiche vollkommen fest haftet. Wir
werden diesen Fall spiter (§80) noch weiter verfolgen.

§ 66. Wir gehen jetzt itber zur Untersuchung einer weiteren
Klasse von partikuliren Losungen der Laplaceschen Gleichung
fiir das Geschwindigkeitspotential ¢, ndmlich derjenigen, bei wel-
cher die Funktion ¢ nur von den beiden Koordinaten x und v,
nicht aber von z abhingt, so daB:

02 02
(356) s+ a—y"; = 0.

Dann reduziert sich das Problem auf ein zweidimensionales,
in vieler Hinsicht einfacheres. Die Aquipotentialflichen ¢ = const.
sind dann Zylinderfliichen, parallel der z- Achse, und ktnnen durch
Linien in der 2y-Ebene, die Aquipotentiallinien, dargestellt werden.
Das System der Stromlinien wird dann durch die zu diesen ortho-
gonalen Linien in derselben Ebene dargestellt.

Eine sehr allgemeine Methode zur Integration der Differential-
gleichung (356) beruht auf der Einfithrung komplexer Grofien. Es
146t sich ndmlich leicht zeigen, daB eine jede analytische Funktion
der Komplexen x -+ ¢y =z Anlafl gibt zu einer Lisung der Glei-
chung (356) und daher sich physikalisch deuten 148t als eine
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wirbelfreie stationire Bewegung einer inkompressibeln Fliissigkeit.
Bezeichne w eine solche Funktion, also:

w = f(&+iy) = [(2), (357)
wobei der Funktionsausdruck f beliebige reelle oder komplexe
Konstante enthalten mag.

‘Wenn wir dann w in den reellen und imaginiren Teil zerlegen:
w=g + iy, (358)
80 sind ¢ und ¥ gewisse reelle Funktionen der reellen Variabeln x
und y. Nun folgt aus (358):

dw Vg dy o )
30 —os T om0 sy oy T tey (359)

Andererseits aus (357):

S E= a— e == o— (359 a)

daher:
ow . dw
oy — 7w’
und nach (359), durch Trennung des Reellen vom Imaginéiren:
dSw__d¢ dy___ 39,
S e ba— by (360

Die Elimination von @ ergibt die Gleichung (356), diejenige
von ¢ die Gleichung:

02 02 \
o ﬁj = 0. (361)
Auflerdem gilt die Beziehung:
dp Oy 0p oy A
5s 5n T oy dy — O (362)

Man kann also ¢ als Geschwindigkeitspotential deuten. Dann
sind die Kurven ¢ = const. die Aquipotentiallinien, und die dazu
gehorigen Stromlinien werden durch o == const. dargestellt, weil
nach (362) die beiden Kurvenscharen aufeinander senkrecht stehen.
Es konnen aber die Funktionen ¢ und w auch ihre Rollen ver-
tauschen und die letztere als Geschwindigkeitspotential, die erstere
als Stromfunktion gedeutet werden.

Die Art der Abhingigkeit der komplexen Funktion w von z
146t sich am besten veranschaulichen, wenn man w und z auffaft
als diejenigen Punkte zweier Ebenen, der w-Ebene und der z-Ebene,
welche durch die Koordinaten ¢ und % bzw. « und y charakterisiert
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werden. Dann stellt die Funktion f(2) = w eine bestimmte Zu-
ordnung der beiden Punkte, also eine Abbildung der z-Ebene auf
die w-Ebene, oder umgekehrt, dar. Man kann die Abbildung auch
auffassen als eine Deformation einer auf einer ebenen Fliche
stetig ausgebreiteten Substanz, indem ¢ und ¥ die Koordinaten
eines substanziellen Punktes vor der Deformation, = und y die
Koordinaten des ndmlichen Punktes nach der Deformation, oder
umgekehrt, bedeuten. Dann lassen sich in bezug auf die Eigen-
timlichkeiten diessr Deformation ganz dieselben Betrachtungen
anstellen wie frither im ersten Kapitel fiir den allgemeineren Fall
einer rdumlich ausgedehnten Substanz. Wir wollen hier die wich-
tigsten Resultate besprechen.

Zunichst ist leicht zu sehen, daf unendlich kleine Flichen-
stiicke sich linear abbilden und daher durch Translation, Rotation
und Dilatation ineinander iibergefithrt werden konnen (§ 11). Aus

(357) folgt némlich: :
2%

Nun setzen wir:
(364) % — ¢ = r(cos &+ isin®),
wobei:

r>0 wd 7 >9>—wm.

Dann folgt aus (363) durch Trennung des Reellen vom Ima-
gindiren: '
dx==1co89 -dep — r sind - dvy,
dy=rsind-de 4+ rcosd-dy.

Halten wir nun die einander entsprechenden Punkte w und z,
also auch die Werte von » und ¢ fest und ;betrachten nur die
Differentiale dp, dy, dx, dy als variable Koordinaten, so ergeben
die letzten beiden Gleichungen die Gesetze der Abbildung fiir die
den Punkten «w und z unendlich benachbarten Gebiete; dieselben
werden also durch lineare Beziehungen ausgedriickt. Ihre geome-
trische Bedeutung erkennt man unmittelbar, wenn man schreibt:

O—Z;= cos9d-dg — sind - dp =da,
(365) p )
7?/= sind - do + cos 9 - dyp =dy,

das heiit: um einen unendlich benachbarten Punkt aus der Lage
(@, dy) in die Lage (dz, dy) iiberzufithren, hat man erstens eine
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einfache Drehung auszufithren, um den Winkel 9, wodurch der
Punkt in die Lage (d«', dy’) kommt, und zweitens eine nach allen
Richtungen gleichmiBige Dilatation (§ 7 am Schlu) im Verh#ltnis
r:1, wodurch simtliche Strecken in diesem Verh&ltnis vergrofert
werden, wihrend alle Richtungen, also auch alle Winkel, unver-
#ndert bleiben. Das verinderte Gebiet ist mithin dem urspriing-
lichen #hnlich und nur gegen dasselbe gedreht. Daher bezeichnet
man auch die Abbildung mittels einer komplexen Funktion als in
den kleinsten Teilen ,Jkonform“.

Jeder konformen Abbildung der w-Ebene auf die z-Ebene
entspricht also eine stationire Fliissigkeitsbewegung in der z-Ebene.
Dabei bildet jeder Stromfaden, da er von zwei Linien ® = const.
begrenzt wird, in der w-Ebene einen zur g-Achse parallelen
Streifen. Die Aufgabe, die stationire Fliissigkeitsstromung zwi-
schen irgend zwei gegebenen festen Grenzlinien (Wénden) zu finden,
lauft daher darauf hinaus, einen von zwei parallelen Geraden be-
grenzten Streifen in der w-Ebene konform abzubilden auf das
zwischen diesen beiden Grenzlinien befindliche Gebiet in der
z-Ebene.

Die charakteristischen Merkmale dieser Abbildung, die GroBen r
und ¢, besitzen fiir die Art der Fliissigkeitshewegung eine anschau-
liche Bedeutung. Denn da mit Riicksicht auf (359a) und (360):

dw ow dg D
{=1: =15 =1:(3F —i5%),

Oz oy
S0 ergibt sich nach (364) durch Trennung des Reellen vom Ima--
gindren: . N
9 ®\2
=)+ (50) (366)
0 . 0
€089 =1 - 6—:, sind =r- b—‘yp- (367)

r ist also der reziproke Wert der Geschwindigkeit, und o
(zwischen x und — x) ist der Winkel, welchen der Gradient des
Geschwindigkeitspotentials (der Stromlinie entgegengesetzt) mit der
positiven x-Achse bildet.

Als einfaches Beispiel betrachten wir die Stromung einer
Fliissigkeit in dem Zwischenraum zwischen zwei festen Geraden,
die in einem Senkpunkt O unter dem Winkel « zusammenstofien
(AusfluB aus einer unendlich kleinen Offnung in 0). Hierfiir ist es
notwendig, einen der ¢-Achse parallelen Streifen von einer ge-
wissen Breite 8 in der w-Ebene konform abzubilden auf den
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Sektorausschnitt vom Winkel o in der z-Ebene (Fig. 12). Diese
Abbildung wird dargestellt durch die Funktion:

W

=

(368) z=c¢f
oder:
s
xz=e® " cos (f ),
(369)

29 4
y=ef s1n(?zp)-
In der Tat: Labt man ¢ von -+ oo bis — oc abnehmen, ent-
sprechend der Richtung der Stromlinien (in der Fig. 12 durch Pfeile
angedeutet), so durchliuft

# Y "
: ' der Punkt z fiir v =0
: : die eine feste Gerade, die
i ] .
i i - z-Achse, von & = oc bis
! t e as
S ! e z=0, fir p =g aber
{3 / die andere feste Gerade,
: —p & s von unendlicher Entfer-
W,;p,&g?, z=x#iy nung bis O, und fiir einen
Fig. 12. dazwischen liegenden

, konstanten Wert von %
eine dazwischen liegende Gerade von unendlicher Entfernung bis O.
Die Stromlinien in der z-Ebene sind also die Geraden, welche
innerhalb des Winkels ¢ in O zusammenstofien. Driickt man ¢
und v durch « und y aus, so ergibt sich aus (369):

( ¢=%10ng2+y2=7§10g90,
(370)
l P = g arctg %

Wir haben hier also das logarithmische Potential als parti-
kuldre Losung der Differentialgleichung (356) (vgl. I. § 46). Die
Konstante 8 entspricht offenbar der Stirke der Stromung.

Fir die Grofen » und 9 ergibt sich aus (366) und (367):

(371) r=—§~]f55§——l—_y2, & = arctg L

iibereinstimmend damit, daf » die reziproke Geschwindigkeit und
9 die der Stromlinie entgegengesetzte Richtung bezeichnet.

§ 67. Die Methode der konformen Abbildung gestattet es
auch, ein Problem zu bewéltigen, welches unter allgemeineren Be-
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dingungen nicht 1osbar ist, ndmlich die Darstellung von Fliissigkeits-
bewegungen, die ,freien Strahlen“ entsprechen: das sind Fliissig-
keitsstrome, die nicht zwischen gegebenen festen Wéinden ver-
laufen, sondern in freier Luft. Hier ist die Aufgabe deshalb viel
schwieriger, weil die Grenzen des Fliissigkeitsgebiets nicht von
vorneherein gegeben sind, sondern erst berechnet werden miissen,
und zwar mittels der fiir einen freien Strahl charakteristischen
Oberflichenbedingungen. Die Grenzbedingung, welche an der
Oberfliche eines freien Strahles gilt, beschrinkt sich nimlich nicht
allein auf die Bedingung, daf diese Fliche von Stromlinien ge-
bildet wird, sondern sie verlangt aulerdem noch, wegen des Prin-
zips der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung, dal an der
Oberfliiche des freien Strahles der Druck p der Flissigkeit gleich
ist dem Druck p, der freien Luft, also konstant.

Vernachlissigen wir den Einfluf der Schwere, so folgt aus
(322), daB an der Oberfliche eines freien Strahles die GroBe der
Stromungsgeschwindigkeit konstant ist. Umgekehrt kann jede
Stromlinie, in welcher die Geschwindigkeit konstant ist, die Grenze
eines freien Strahles darstellen. Wenn auf einem Teil der Strom-
linie die Geschwindigkeit wechselt, wihrend sie auf einem andern
Teil konstant bleibt, so stellt der erste Teil die Stromung léngs
einer festen Wand, der zweite Teil die Fortsetzung dieser Stromung
als freien Strahl dar, wie das z. B. beim Ausflul einer Flissigkeit
aus einer beliebig geformten Rohre in die freie Luft sich verwirk-
licht findet.

Zur Darstellung eines freien Strahles in dem hier behandelten
speziellen Falle zweidimensionaler Stromungen ist es also not-
wendig, solche Stromlinien zu finden, fiir welche nicht nur v,

sondern auch die Geschwindigkeit % konstant ist, und diese Auf-

gabe 148t sich 16sen, wenn man bedenkt, dafl die Linien v == const,,
wie schon oben bemerkt, in der w-Ebene die der ¢-Achse paral-
lelen Geraden bezeichnen, die Linien » == const. aber nach (364)
in der §-Ebene die um den Anfangspunkt als Mittelpunkt herum-
gelegten konzentrischen Kreisbogen. Wenn es also gelingt, einen
von zwei parallelen Geraden begrenzten Streifen in der w-Ebene
konform abzubilden auf ein teilweise von einem Kreisbogen
r = const. begrenztes Gebiet*in der {-Ebene, so ergibt sich aus

der funktionalen Beziehung zwischen w und § = % eine bestimmte
funktionale Beziehung zwischen z und w, d. h. eine Abbildung des



160 IIL. Teil. 2. Kapitel.

Streifens in der w-Ebene auf die z-Ebene, welche die Eigentiim-
lichkeit besitzt, daB auf gewissen Grenzlinien des Gebietes der
z-Ebene sowohl v = const., als auch » == const. Diese Linien
stellen die Oberflichen freier Strahlen der Fliissigkeitsbewegung
dar. Nach der geschilderten Methode ist es zuerst Helmholtz
gelungen, exakte Losungen fiir das Problem der Bildung freier
Strahlen aufzufindent).

§ 68. Wir wollen nunmehr zur Betrachtung des allgemeinen
Falles einer wirbelfreien Fliissigkeitsstromung zuriickkehren, um
eine Frage niiher zu beleuchten, die wir im § 61 nur kurz beriithrt
haben: die Frage, ob eine Stromlinie in sich selber zuriicklaufen
kann. Dort fanden wir, daf dies unmoglich -ist, falls das Ge-
schwindigkeitspotential eine eindeutige und stetige Funktion der
Raumkoordinaten ist. Aber es lifit sich leicht zeigen, daf es in
der Tat wirbellose Stromungen mit in sich geschlossenen Strom-
linien gibt. Gehen wir z. B. aus von der einfachen, durch (370)
dargestellten Flissigkeitsbewegung, und bedenken wir, daB, wie
schon frither hervorgehoben, die Funktionen ¢ und v ihre Rollen
auch vertauschen konnen, so erhalten wir die Fliissigkeitshewegung:

l ® —_—-g arctg %’ )
(872) [ B P R
=L logYat+ yP=-"logg,.

Hier haben wir eine wirbelfreie stationire Stromung einer die
ganze xy-Ebene, mit Ausnahme eines beliebig kleinen den singu-
liren Punkt O enthaltenden Gebiets, ausfiillenden Fliissigkeit, bei
der die Stromlinien ¥ = const. konzentrische Kreise mit dem

_singuliren Punkt O als Mittelpunkt, und die Aquipotentiallinien
die von O ausgehenden Geraden sind. Betrachtet man irgend zwei
dieser konzentrischen Kreise als feste Winde, so hat man eine
Stromung in einer kreisformigen Ringfliche. Die Geschwindig-
keitskomponenten sind dabei:

o __ 8.y
Y= — ot =L L
ox « 0%
(373) do ﬂo :v
Q):—W:———;.@’

1) H.v. Helmholtz, Wissenschaftliche Abhandlungen. Leipzig (J. A.
Barth) I, S. 146, 1882,
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und die Grofie der Geschwindigkeit:
q = 8 . i. (374)

Wiihrend also die Rotationsgeschwindigkeit iiberall dauernd
gleich Null ist, zirkuliert die Fliissigkeit doch fortwdhrend im
Kreise herum. Dieser Satz verliert das scheinbar Paradoxe seines
Inhalts, wenn man bedenkt, daB die Flissigkeit sich nicht wie ein
starrer Korper dreht, sondern daf sie bei ihrer Bewegung Defor-
mationen erleidet, weil die Winkelgeschwindigkeit der Zirkulation
mit der Entfernung von der Drehungsachse immer kleiner wird.
Die Winkelgeschwindigkeit der Zirkulation ist also wohl zu unter-
scheiden von der Winkelgeschwindigkeit der Rotation; denn die
erstere ist bedingt durch den Kriimmungsradius der Bahn eines
Flissigkeitsteilchens, die letztere aber durch die davon ganz unab-
hingige Drehung des Teilchens. Ubrigens darf man aber auch nicht
glauben, daB, da die Rotationsgeschwindigkeit Null ist, ein Fliissig-
keitsteilchen sich immer parallel bleibt. Denn die Komponenten
der Rotationsgeschwindigkeit eines Teilchens sind nicht etwa
zeitliche Differentialquotienten von Winkeln, welche die Orientierung
des Teilchens bestimmen. Wéren sie es, dann miifte man allerdings
aus dem Verschwinden der Rotationsgeschwindigkeit auf die Kon-
stanz jener Winkel schliefen. Tatséchlich aber folgt aus dem
Verschwinden der Rotationsgeschwindigkeit nur, daf diejenigen
Geraden, welche gerade die Hauptdilatationsachsen des Teilchens
darstellen, keine Richtungsénderung erleiden, wihrend alle andern
Geraden im Teilchen sich sehr wohl drehen kionnen (§ 7); und da
in jedem Augenblick die Hauptdilatationsachsen wechseln, so kommt
es, daf nach einer endlichen Zeit das Teilchen eine endliche
Drehung ausgefithrt haben kann, wéhrend doch in jedem Augen-
blick die Drehungsgeschwindigkeit gleich Null ist.

Dem einfachen, durch (372) dargestellten Beispiel lassen sich
natiirlich leicht noch andere, allgemeinere Fille von wirbelfreien
Fliissigkeitshewegungen mit geschlossenen Stromlinien an die
Seite stellen, in der Ebene wie im Raume, so z. B. die Stromung
in irgendeiner in sich zuriicklaufenden Rohre.

In allen solchen Fillen wird man schlieen miissen, daB das
Geschwindigkeitspotential nicht eindeutig und stetig sein kann. In
der Tat findet man dies an dem Ausdruck von ¢ in (272) bestitigt.
Entweder nimmt man den arctg eindeutig; dann ist er nicht stetig,
sondern erleidet an irgendeiner, beliebig wiihlbaren, Stelle einen

Planck, Mechanik deformierbarer Korper. 11
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plotzlichen Sprung. Oder man nimmt ihn stetig; dann ist er un-
endlich vieldeutig. Hat man mit einer derartigen Funktion Rechnungen
auszufithren, so empfiehlt es sich meistens, die erstere Wahl zu
treffen und eine bestimmte Unstetigkeitsstelle festzusetzen, damit
das Resultat der Rechnung ein ganz bestimmtes wird. Auf die
GroBe und die Richtung der Geschwindigkeit hat natirlich die
Vieldeutigkeit bzw. Unstetigkeit des Geschwindigkeitspotentials
keinerlei Einflufl.

§ 69. Da mithin der Charakter einer wirbelfreien Fliissigkeits-
bewegung wesentlich davon abhingt, ob das Geschwindigkeits-
potential eindeutig und stetig ist oder nicht, so erhebt sich nun die
Frage, ob sich nicht ein allgemeines Kriterium aufstellen 148t, das
von vorneherein zu entscheiden gestattet, ob bei einer bestimmten
Flissigkeitsbewegung das Geschwindigkeitspotential notwendig ein-
deutig und stetig ist. Um diese Frage zu beantworten, miissen wir
zanichst auf die mathematische Bedeutung der Gleichungen (318),
welche die Wirbelfreiheit ausdriicken, néher eingehen. Hs sei g
ein Vektor, dessen Komponenten u, v, w innerhalb eines gewissen
Raumes R als eindeutige und stetige I'unktionen der. Raumlkoordi-
naten z, v, ¢ derart gegeben sind, daf die drel Gleichungen (318)
erfiillt werden. Dann gilt folgender Satz. Bildet man das Integral:

(375) Jz/qs- is
1

von irgendeinem bestimmten Punkt 1 des Raumes B bis zu irgend-
einem andern bestimmten Punkt 2 desselben Raumes, iiber eine
beliebige Kurve s, die ganz innerhalb von R, verlauft, so behilt das
Tntegral seinen Wert bei jeder beliebigen unendlich kleinen Anderung
des Integrationsweges s. Der Beweis fiir diesen Satz ergibt sich
folgendermafen. Aus: '

ge== u% -+ ?,%Z -+ io/dl;:
folgt:
2
(376) J:/(ud:c +vdy +wdz).
1

Algo fiir eine unendlich kleine Variation der Kurve «:

2 .
377 §J == f(u cddr - du-da 4 -0
1
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Da nun ddx = ddx, so ergibt sich mittels partieller Integration,
unter Beriicksichtigung des Umstandes, dafl die Grenzpunkte des
Integrals unvariiert bleiben:

2 ) 2
[u cddx = -——fdu - dx
1

2

o

du du du
—— [ (taw + 3y + ids)- 00

Ferner ist N )
$op - O Qu o 4 5.
du Md‘x—}- bydy ! M(L.

Folglich, durch Substitution dieser und analoger Umformungen
in (377):

éJ—_—-f(g_Z_%g).wydz-—cszdy)-}-m (378)
1
und nach (318):
6J =10, (379)
wie zu beweisen war.

Wenn mithin der Wert von J invariant ist gegeniiber einer
unendlich kleinen Anderung des Integrationsweges, so folgt daraus
noch nicht, daf J fiir alle moglichen Integrationswege denselben
Wert besitzt. Denn dieser Schlufl ist offenbar nur dann gestattet,
wenn aus einem einzigen Integrationsweg durch sukzessive unendlich
kleine, &. h. stetige Anderung alle iibrigen Integrationswege abge-
leitet werden kionnen. Ob dies der Fall ist oder nicht, hingt aber
von der Beschaffenheit des Raumes K ab, innerhalb dessen der
Vektor q definiert ist. Besitzt z. B. B die Form eines Parallel-
epipeds oder eines Ellipsoids, so sind alle Kurven, die zwischen
zwel bestimmten Punkten innerhalb £ verlaufen, durch stetige
Anderungen ineinander iiberfithrbar. Ein solcher Raum heift einfach
zusammenhingend. In ihm ist daher das Integral J giinzlich
- unabhiingig vom Integrationswege und durch die beiden Grenz-
punkte vollkommen bestimmt, mithin das Geschwindigkeitspotential,
das ja durch o/ dargestellt wird, eindeutig bis auf die dureh die
untere Grenze bedingte additive Konstante.

Wenn aber z. B. B eine ringférmige Form hat, wie’eine in
sich geschlossene Rohre, o0 ist es nicht moglich, eine Kurve, welche
zwei Punkte der Rohre miteinander verbindet, durch stetige An-

1
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derungen in eine andere Kurve iiberzufithren, welche die Verbin-
dung zwischen den beiden Punkten dadurch herstellt, daf sie die
Rohre in umgekehrtem Sinne durchlduft. Ein solcher Raum, in
dem nicht alle Verbindungslinien zwischen zwei Punkten stetig in-
einander iibergefithrt werden kionnen, heifit mehrfach zusammen-
hingend. In ihm zerfallen die Verbindungslinien zwischen zwei
bestimmten Punkten in eine Anzahl Gruppen, fiir deren jede das
Integral J einen verschiedenen Wert besitzen kann.

Man kann den dargelegten Gegensatz zwischen einfach und
mehrfach zusammenhingenden Riumen noch in einer etwas anderen
Art formulieren, die gewisse Vorziige bietet. Offenbar lassen sich
zwei verschiedene Verbindungslinien zwischen zwei Punkten stets
kombinieren zu einem einzigen in sich geschlossenen Umlauf, indem
die eine Linie als Hinweg, die andere als Riickweg benutzt wird.
Je nachdem nun die beiden Linien durch stetige Anderungen in-
einander iibergefiithrt werden konnen oder nicht, 148t sich der ge-
schlossene Umlauf durch stetige Einengung auf einen einzigen
Punkt zusammenziehen oder nicht. Daher gilt der Satz: Ein Raum
ist einfach zusammenhingend oder mehrfach zusammenhingend,
je nachdem alle in ihm verlaufenden geschlossenen Linien sich
durch stetige Einengung auf einen einzigen Punkt zusammenziehen
lassen oder nicht. In einel Parallelepiped oder Ellipsecid trifft
das erstere zu, in einer ringférmigen Rohre aber nicht, weil eine
geschlossene Linie, welche die Rohre in einem bestimmten Sinne
durchlauft, bei fortgesetzter Einengung gegen die Wand stoft, die
einer weiteren Einengung ein Hindernis entgegensetzt.

Um nun diese Betrachtungsweise auf den uns hier interessie-
renden Fall anzuwenden, bedenken wir, daf die Frage, ob das
Integral J in (375) fir zwei verschiedene Integrationswege den
nimlichen Wert besitzt, zusammenfillt mit der Frage, ob dies
Integral fiir den aus beiden Wegen zusammengesetzten geschlos-
senen Umlauf gleich Null ist. Denn das geschlossene Integral ist
ja die algebraische Summe der beiden Einzelintegrale, eins davon
in umgekehrter Richtung genommen. Nach dem durch (379) aus-
gedriickten Satze behiilt nun das geschlossene Integral seinen Wert
bei jeder Dbeliebigen stetigen Kinengung des Integrationsweges,
wobei auch die Punkte 1 und 2 verschoben werden dirfen. LSt
sich also, wie stets in einem einfach zusammenhéngenden Raume,
die Hinengung bis in einen einzigen Punkt fortsetzen, so wird
schlieflich die Liinge des Integrationswegs und mit ihr der Wert
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des Integrals verschwindend klein, mithin das Integral auch bel
beliebiger Erweiterung des Integrationswegs gleich Null, und alle
verschiedenen Werte von J zwischen zwei bestimmten Punkten
einander gleich: das Geschwindigkeitspotential ist eindeutig.

Findet jedoch, in einem mehrfach zusammenhéingenden Raume,
die Einengung des geschlossenen Integrationsweges eine Schranke,
so kann das Integral iiber eine solche geschlossene Kurve einen
von Null verschiedenen Wert besitzen, der aber dann der ndmliche
ist fiir alle anderen daraus durch stetige Anderung abzuleitenden
geschlossenen Kurven: das Geschwindigkeitspotential ist vieldeutig,
es besitzt eine diskrete Anzahl von Werten.

§ 70. Um das Unbequeme der Vieldeutigkeit einer GriBe %u
vermeiden, kann man durch eine zweckmiBige, willkiirlich festge-
setzte Beschrdnkung einen mehrfach zusammenhingenden Raum in
einen einfach zusammenhingenden verwandeln, ndmlich dadurch,
daB man an gewissen Stellen des Raumes Trennungsquerschnitte
legt mit der Festsetzung, dal die Verbindungslinie zweier Punkte
des Raumes durch keinen Trennungsschnitt hindurchgehen darf.
Dann wird offenbar die Anzahl der verschiedenen moglichen Arten
von stetig ineinander iiberfithrbaren Verbindungslinien zwischen zwei
Punkten eine kleinere, und durch Einfiithrung hinreichend vieler
Trennungsschnitte kann man es dahin bringen, daf nur eine einzige
Art ibrighleibt und somit der Raum ein einfach zusammenhéingen-
der wird. Wenn ein einziger Trennungsquerschnitt geniigt, nm dies
Resultat zu erzielen, wie bei einer in sich zuriicklaufenden Rohre,
50 heifit der Raum zweifach zusammenhéingend; sind » Trennungs-
schnitte notig, so heilit der Raum (n + 1)fach zusammenhingend.

Ein Beispiel fiir einen mehr als zweifach zusammenhingenden
Raum gibt ein Rad mit mehreren Speichen. Hat das Rad vier Spei-
chen, so sind vier Trennungsschnitte nitig, die man sich alle auf
dem Radkranz, zwischen je zwei Speichen, angebracht denken kann.
Daher ist dieser Raum finffach zusammenhiingend.

Denkt man sich in der beschriebenen Weise die ndtige Zahl
von Trennungsschnitten gelegt, so ist der Raum einfach zusammen-
héngend, alle in ihm gezogenen geschlossenen Kurven lassen sich
durch stetige Einengung auf einen Punkt zusammenziehen, und das
Geschwindigkeitspotential ist eindeutig. Aber der Gewinn der
Eindeutigkeit wird erkauft durch den Verlust der Stetigkeit. Denn
wenn man nach der Differenz der Werte des Geschwindigkeits-
potentials in zwei Punkten 1 und 2 fragt, die einander unendlich
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naheliegen, aber auf verschiedenen Seiten eines Trennungsschnitts,
s0 hat man die zur Berechnung dieser Differenz dienende Integra-
tion in (375) nicht auf dem unendlich kurzen, sondern auf dem
einzigen hierfiir gestatteten endlichen Verbindungsweg auszutiihven,
und da dieser fiiv das Integral einen endlichen Wert ergeben wird,
so ist die gesuchte Differenz endlich: das Geschwindigieitspotential
erleidet an der Trennungsfliche einen Sprung. Da aber der zu
dieser Berechnung benutzte Integrationsweg eine geschlossene Kurve
darstellt, und da der Wert des Integrals sich nath (379) bei einer
ganz beliebigen stetigen Anderung dieser Kurve nicht #indert, so
erhalten wir den Satz: Der Sprung des Geschwindigkeits-
potentials an einer Unstetigkeitsfldche ist an allen ver-
schiedenenPunkten dieser Flache der ndmliche, und gleich
dem Wert des Integrals (375) fiir irgendeine geschlossene,
darch die Unstetigkeitsfldche hindurchfithrende Linie.

Alle diese Sitze finden eine anschauliche Illustration an dem
einfachen, im § 68 besprochenen Kall der Zirkulation einer ¥liissig-
keit in einem ebenen Kreisring. Hier sind die Stromlinien ge-
schlogsen, das Geschwindigkeitspotential vieldeutig, der Rawm zwei-
fach zusammenhingend. In der Tat Iift sich eine geschlossene
Stromlinie nicht auf einen einzigen Punkt zusammenziehen, weil
das kleine den singuliren Punkt enthaltende, nicht mit zum Flissig-
keitsraum gehorende Gebiet . der unbeschrinkten Einengung ein
Hindernis bietet. Denkt man sich aber durch die Flissigkeit
einen Trennungsquerschnitt gelegt, vom singuldren Gebiet ins Un-
endliche, oder, im Falle des Vorhandenseins zweier konzentrisch
kreisformiger fester Winde, von einer Wand zur andern, so ist
der Fliissigkeitsraum einfach zusammenhidngend und das Geschwin-
digkeitspotential eindeutig, aber unstetig. Der Sprung an der Un-
stetigkeitsfliche ist in allen Punkten dieser Ildche der ndmliche
und ergibt sich leicht durch Berechnung von (375) fiir eine
schlossene Stromlinie, also nach (374):

/g-ds:%-?ﬂ,

ibereinstimmend mit dem Sprunge 2x des arctg in dem Ausdruck
(372) des Geschwindigkeitspotentials ¢.

o

S

§ {. Da eine Stromlinie in einem einfach zusammenhingenden
Raume nicht in sich zuriicklaufen kann, da sie ferner nicht an
einer festen Wand endigen kann, so ist zu schliefien, daf in einem
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e¢infach zusammenhingenden Raume, der allseitig von
festen Wanden begrenzt ist, eine wirbelfreie Bewegung
einer inkompressibeln Flilssigkeit iiberhaupt unmoglich
ist. Dies 16t sich in der Tat leicht direkt beweisen durch die
Betrachtung der identischen Gleichung (81). Denn wegen der festen
‘Winde ist das Oberflichienintegral, wegen der Inkompressibilitit
ist das Raumintegral der rechten Gleichungsseite gleich Null, und
daher ¢ durchweg konstant, d. h. die Fliissigkeit befindet sich in
Ruhe. Fir die Giiltigkeit von (81) ist aber die Kindeutigkeit und
Stetigkeit des Geschwindigkeitspotentials notwendig. Denn sonst
wiirde das Integral

nicht, wie in (76) benutzt wurde, den Wert g, — ¢, besitzen.

§ V2. Zum Schlufl dieses Kapitels wollen wir uns noch mit
einem einfachen Beispiel einer nichtstationdren wirbelfreien
Bewegung einer inkompressibeln Flissigkeit beschiftigen. Wir
kntipfen hierzu an den im § 63 behandelten Fall des Ausflusses
einer schweren Klissigkeit aus einem oben weiten, unten engen
Rohr an, indem wir wieder annehmen, daf das obere Niveau der
Fliissigkeit unter dem konstanten Druck p,, die Ausflufofnung
unter dem konstanten Druck p gehalten wird. Doch betrachten
wir jetzt nicht den stationdren Ausfiu, sondern fragen nach der
Bewegung, welche eintritt, wenn zur Zeit ¢ =0 die Fliissigkeit
fiberall rubt.

Was zuniichst die Differentialgleichungen der Bewegung be-
trifft, so gilt die Liaplacesche Gleichung (323) und die durch sie
bedingten Beziehungen (324) bis (329) auch bel nichtstationiiren
Bewegungen; denn sie folgt aus der allgemeinen Kontinuitéitshe-
dingung (259) in Verbindung mit der Inkompressibilititsbedingung.
Dagegen verallgemeinert sich (322) gemif§ (321) zu:

P o= — —g—(uz—[- v? ) — kge + I—’ugf (380)

Hierzu kommen die Grenzbedingungen an den Wandungen
und an den beiden Offnungen, sowie die Anfangsbedingung, fiir
t==0.

Allen diesen Bedingungen kann geniigt werden, wenn man
setzt:
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wobei T eine Funktion der Zeit ¢ allein, ¢ aber der Ausdruck
des Geschwindigkeitspotentials fiir den speziellen oben behandelten
Fall des stationiren Ausflusses ist. Denn dann wird sowohl die
Laplacesche Gleichung erfiillt, als auch die Grenzbedingungen
an den festen Winden.

In der Differentialgleichung (320) der Stromlinien hebt sich
der Faktor T' ganz heraus; daher verlaufen die Stromlinien jeder-
zeit ebenso wie beim stationdiren AusfluB. Was sich mit der Zeit
andert, ist nur die Stromungsgeschwindigkeit, und zwar folgt
aus (381) unmittelbar durch Differentiation:

(382) q=T-q,
d. h. die Geschwindigkeit an irgendeiner Stelle ist proportional der
stationdren Geschwindigkeit an dieser Stelle und dem Zeitfaktor 7'

Bezeichnen wir nun wieder die auf das obere Fliissigkeits-
niveau beziiglichen Grofen mit dem Index 0, wihrend wir die auf
die AusfluBoffnung beziiglichen Groflen ohne unteren Index lassen,
und vernachlissigen f gegen f, so ergibt sich aus (329), (380),
(381) und (382): T N

el 97 ({1
(383) Py (1—17),
und durch Integration dieser Differentialgleichung, wenn wir zur
Abkiirzung die positive Konstante .

q'2
- = q
Po—
setzen und bedenken, daf fiir =0 T'=0:
%t —1

Hierdurch ist nach (382) die Ausstromungsgeschwindigkeit der
Fliissigkeit zu jeder beliebigen Zeit ¢ gegeben. Sie wichst von 0
ab bis zu ihrem stationiren Wert in (331), den sie genau genommen
erst nach unendlich langer Zeit, mit gewisser Anniherung aber
um so schneller erreicht, je grofler er ist.

Drittes Kapitel. Wirbelbewegungen.

§ 73. Betrachten wir eine inkompressible Fliissigkeit, die einen
einfach zusammenhingenden, allseitiz von festen Winden be-
grenzten, im ibrigen beliebig grofen Raum erfiillt, so wissen wir
aus dem § 71, daB, falls keine Wirbel in ihr existieren, ihre Ge-
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schwindigkeit iiberall und fiir immer Null ist. Nehmen wir nun
aber an, daf irgendwo und irgendwann Wirbel vorhanden sind,
d.h. daB in einem gewissen Zeitpunkt an gewissen Stellen der
Flissigkeit die Rotationsgeschwindigkeit einen von Null verschie-
denen, gegebenen Wert besitzt, so 1aft sich beweisen, daf dann
die Geschwindigkeit der ganzen Fliissigkeit, innerhalb und aufer-
halb der Wirbel, sowohl fiir den betreffenden Zeitpunkt als auch
fir alle anderen Zeiten, eindeutig bestimmt ist.

Wir fithren den Beweis zunichst fiir den betreffenden Zeit-
punkt ¢, indem wir zeigen, daf durch die Komponenten der Ro-
tationsgeschwindigkeit &, #, § in (59), zusammen mit der Bedin-
gung der Inkompressibilitit: ’

=, (385)
die gleichzeitigen Werte der Geschwindigkeitskomponenten u, v, w
iiberall bestimmt sind. Wire das nédmlich nicht der Fall, so gébe
es noch andere Werte der Geschwindigkeitskomponenten, etwa
uw, v, w, welche dieselben Bedingungen erfilllen. Dann wiirden
die Differenzen v — uw = u,, v — v =1v,, W — w =w,, als Ge-
schwindigkeitskomponenten aufgefaft, eine Bewegung der Flissig-
keit in demselben einfach zusammenhingenden, allseitig von festen
Winden begrenzten Raume darstellen, die erstens der Inkompressi-
bilitdtsbedingung geniigt und zweitens vollkommen wirbelfrei ver-
liuft, da fir sie &, 7, §, iiberall verschwinden. KEine solche Be-
wegung ist aber nicht moglich; folglich sind 1, v, und w, durchweg
gleich Null.

Da nun die Geschwindigkeitskomponenten w, v; w iiberall be-
stimmt sind, so sind sie es auch innerhalb der Wirbelfiden, und
mit ihnen ihre rdumlichen Differentialquotienten nach x, v, 2z, also
auch die Komponenten der Deformationsgeschwindigkeit. Dadurch
ist aber die Verinderung, die ein Wirbelfaden im Verlauf des Zeit-
elements d¢ erleidet, einschlieflich seiner Drehung und seiner De-
formation, vollkommen bestimmt; und da nach (317) das Produkt
der Wirbelgeschwindigkeit o in den Querschnitt des Fadens zeit-
lich konstant bleibt, so wird dadurch auch die im Zeitintervall d¢
eintretende Anderung der Wirbelgeschwindigkeit o bestimmt, und
man kennt mithin Grofie und Richtung, also auch die ‘Kompo-
nenten &, 7, ¢ der Rotationsgeschwindigkeit fiir die Zeit ¢ + dt.
Dies geniigt aber, um fiir den Zeitpunkt ¢ 4 d¢ die némlichen
Uberlegungen anzustellen, wie vorher fiir-den Zeitpunkt ¢ So ent-
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wickelt sich der Vorgang vollkommen eindeutig weiter, indem man
von jedem Zeitpunkt auf einen unendlich benachbarten spiteren
Zeitpunkt schlieft, und die Bewegung der ganzen Fliissigkeit er-
scheint fiir alle Zeiten bestimmt.

§ 74. Nach der im vorigen Paragraphen gemachten Feststellung
wollen wir nun die Geschwindigkeitskomponenten 1, v, w, welche
bestimmten durch die Werte von &, 5, { gegebenen Wirbeln ent-
sprechen, wirklich berechnen, und nehmen hierfir an, daf die
Fligsigkeit sich nach allen Richtungen ins Unendliche erstreckt.
Diese Aufgabe lduft darauf hinaus, drei stetige Funktionen w, v, w
zu finden, welche erstens der Inkomp1bsgxbdmut'sbedlngung ( 8&),
zweitens den drei Gleichungen (59) bel gegebenem &, #, § geniigen.

Um zunichst die Bedingung (385) zu erfitllen, setzen wir:

356) o W RV U AW AV 8T
( Ty dz ! Y ox 7 w#bw—b‘;’
indem wir unter U, V, W drel gewisse neue, mit ihren erstein
bnfelcntlalquoblenfun 'stetige Funktionen ver st-ehen, hierdurch wird
offenbar (385) identisch befriedigt. Ohne die Allgemeinheit zu be-
eintrachtigen, diivfen wir den Funktionen U, V, W von vornherein
noch eine gewisse Beschriinkung auferlegen. Denn es ist klar, daf,
. oy - o -

wenn man statt U schreibt: U - ai statt V: V4 -a—;@, statt W
o QW . . ! . ’ . .
1V —}—ﬁ, unter v eine ganz beliebige Funktion verstanden, die
(leichungen (386) genau die namlichen Werte von u, v, w liefern
wie vorher. Die Funktion » kann man also willkiirlich fesisetzen,
ohne dadurch der Berechnuug von , v, w vorzugreifen. Wir wollen
nun p so wihlen, dafi:
p oU DY ¢ VV
(387) w oy T
Das 1ifit sich, wie leicht zu sehen, durch passende Festsetzung
des Wertes von 4w stets erreichen. ,

Dies vorausgesetzt, substituieren wir die Ausdriicke (386) in
die Gleichungen (59) und erhalten dann:

o U oV O ,
Y- (A . A _

(388) 26 =5 T oyt — AU
oder nach (387):

(389) AU — — 28, AV =—32y, AW—=—2L.
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Das sind drei Poissonsche Differentialgleichungen (I. (132)),
deren Integrale nach I. § 45 lauten: '
. 1 gdt’ ; 1 ‘it 1 odt’ )
U= 52, y=L [T, w= L[ e
Hier bedeutet » die Entfernung des Aufpunktes x, v,z von
irgendeinem anderen Punkte 2, %/, 2 der Flissigkeit, in welchem
die Wirbelgeschwindigkeit &, 7/, { besteht. Die Integration ist
iiber sidmtliche Raumelemente d+’ der Flissigkeit zu erstrecken,
wobel man natiiriich alle diejenigen Raumelemente weglassen kann,
in denen die Wirbelgeschwindigkeit gleich Null ist. ¥ir eine
vollkommen wirbelfreie ¥liissigkeit erhilt man dann wieder das
Resultat des § 71. '
Dafl die so bestimmten Funktionen U, ¥, W tatsichlich die Kigen-
schaft (387) besitzen, erkennt man direkt durch Substitution dex
Ausdriicke (390), indem man dieselben nach z, v, ¢ differentiiert
und die entstehenden Integrale nach (79) durch partielle Integration
umformt. Hierbei sind die Identititen:
0 or Q7 ar

o

de T T by oy

%% benutzen, sowie die Bezichung (315).

Setzen wir nun die gefundenen Ausdriicke von U, V, W in

(386) ein, so ergeben sich daraus die gesuchten Werte der Ge-

schwindigkeitskomponenten in einem beliebigen Punkte x, v, z der
Fliissigkeit, inuerhalb oder aulerhalb der Wirbel:

. \
. ([ ol 6.1—.\
T . LN 209
= g 5 o b%/dr, USW., (392)
oder: :
1 A It AV A :
w— o (,/ —— — =2 a7, wsw, (393)

oder, in vektorieller Schreibweise (1. § 87):

1 K , tldt
-l 1

Hier bedeutet q den Geschwindigkeitsvektor im Aufpunk,
r die Entfernung des Aufpunktes von irgendeinem Kliissigkeits-
element dz’, in welchem die Wirbelgeschwindigkeit o besteht,

endlich ~;— den Vektor von der Liange 1, der vom Flissigkeits-
clement d+" zum Aufpunkt gerichtet ist.
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Am anschaulichsten macht man sich die Bedeutung der Glei-
chung (394) durch die Uberlegung, daf nach ihr ein jedes Wirbel-
element vom Volumen dz’ einen bestimmten Beitrag liefert zur
Flissigkeitsgeschwindigkeit ¢ im Aufpunkt. Dieser Beitrag ist
nach Grofe und Richtung bestimmt durch den Ausdruck:

(395) }—n[o _j—]ﬁg — dq,

d. h. er ist proportional der Wirbelgeschwindigkeit, umgekehrt
proportional dem Quadrate der Entfernung, ferner proportional
dem sin des Winkels zwischen Wirbelachse und Verbindungs-
linie », und steht rechtwinklig auf der durch diese beiden Rich-
tungen gelegten Ebene. Die Richtungen o), t, dq bilden in der
angegebenen Reihenfolge ein rechtshindiges Koordinatensystem,
oder mit anderen Worten: die Bewegung dq erfolgt im Sinne der-
jenigen Geschwindigkeitsrichtung, welche die dem Aufpunkt zu-
néchst gelegenen Teilchen des Wirbelements besitzen, wenn sie
um die ruhend gedachte Wirbelachse ihre Drehung ausfiihren.

Durch die Geschwindigkeitskomponenten v, v, w als Funktionen
von «,vy, # sind auch die Differentialgleichungen der Stromlinien:

(396) urviw=dx:dy:dz

gegeben, welche sich von den fritheren Gleichungen (320) dadurch
wesentlich unterscheiden, daf hier im allgemeinen kein Geschwindig-
keitspotential existiert.

§ 75. Betrachten wir als Beispiel einen Wirbelfaden von der
Form eines diinnen kreisformigen Ringes. Die Rotationsgeschwin-
digkeit koénnen wir so grof annehmen, daf das Produkt derselben
mit dem Ringquerschnitt, oder das Moment des Wirbelfadens, eine
endliche GroBe besitzt. In der Umgebung des Ringes ist dapn
natiirlich die Fliissigkeitsstromung iiberall wirbelfrei. Diejenigen
Fliissigkeitsteilchen, die in der Ringebene liegen, stromen alle
rechtwinklig zn dieser Ebene, und zwar die innerhalb des Ringes
liegenden im Sinne der Drehbewegung der inneren Teilchen, die
aulerhalb des Ringes liegenden im Sinne der Drehbewegung der
duleren Teilchen des Wirbelringes. Die Stromlinitn der wirbel-
freien Fliissigkeit durchsetzen das Innere des Ringes in entsprechen-
dem Sinne, biegen dann nach auflen um, indem sie sich symmetrisch
nach allen Seiten des unendlichen Raumes verbreiten, ganz ebenso
wie bei einer ,Doppelquelle® (§ 64), und kehren, nachdem sie die
Ringebene auBerhalb des Ringes in entgegengesetzter Richtung
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passiert haben, von der anderen Seite, sich wieder gegenseitig
annshernd, zum Ringinnern zuriick. Die Stromlinien umschliefen
also sémtlich den Wirbelfaden, im Sinne seiner Drehung. Dabei
ist die Stromungsgeschwindigkeit iiberall stetig, innerhalb und
aulerhalb des Wirbels, auch beim Ubergang von der wirbelnden
zur wirbelfreien Flissigkeit. Der Betrag der Strémungsgeschwin-
digkeit ist im Innern des Ringes, wo die Stromfiden sich verengen,
entsprechend grofer als auflerhalb, wo sie sich erweitern. Den
geschlossenen Stromlinien entspricht ein vieldeutiges oder unstetiges
Geschwindigkeitspotential und ein zweifach unendlich zusammen-
hingender Fliissigkeitsraum. In der Tat 148t sich eine solche
" Linie nicht innerhalb des wirbelfreien Raumes durch stetige Ein-
engung auf einen einzigen Punkt zusammenziehen.

Der Wirbelring selber befindet sich aber nicht etwa in Ruhe,
sondern er erteilt sich selber eine bestiminte Geschwindigkeit, und
zwar, wie eine kurze Uberlegung auf Grund des Gesetzes (395)
ergibt, in der Richtung rechtwinklig zu seiner Ebene, und im
Sinne der durch seine Mitte hindurchgehenden Stromlinien.

Nun seien zwei solche kreisférmige Wirbelringe in der Fliissig-
keit vorhanden, etwa gleich gro8, von gleichem Moment, und einander
parallel, wobei die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte auf ihren
Ebenen senkrecht stehen moge, als Symmetrieachse des ganzen
Vorgangs. Dann ist leicht zu sehen, in welcher Weise sich der
Vorgang abspielen wird. Zunéichst bewegen sich beide Wirbel-
ringe mit der ihnen eigentiimlichen Transiationsgeschwindigkeit in
der Richtung der Symmetrieachse, im Sinne der durch sie hindurch-
gehenden Stromlinien. Doch werden sich auferdem Wechselwir-
kungen zwischen ihnen geltend machen, Da nidmlich die Gleichung
(394) unabhingig davon gilt, cb im Aufpunkt die Fliissigkeit
wirbelt oder nicht, so werden die Wirbelelemente des einen Ringes
von den durch den anderen Ring erzeugten Stromlinien sozusagen
mitgenommen. Die Felge davon ist, dal der voranschreitende
erste Ring sich nach aufllen erweitert, wobei seine Geeschwindigkeit
allmihlich abnimmt, wihrend der nachfolgende, zweite Ring sich
verengt und immer schneller sich vorwiirts bewegt, bis er schlieB-
lich den ersten Ring einholt und durch ihn hindurchgezogen wird. Ist
dies geschehen, so kehrt sich der Prozef um. Denn nun wird der
zweite Ring sich wieder erweitern und an Geschwindigkeit ab-
nehmen, der erste aber sich veremgern, bis schlieflich die Ringe
wieder gleich grof und ihr Abstand derselbe geworden ist wie am
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Anfang. Dann wiederholt sich dasselbe Spiel, mit Vertauschung
der beiden Ringe, und geht so fort bis ins Unendliche.

§ 6. Rechnerisch noch etwas weiter verfolgen wollen wir, wie
in § 66, den zweidimensionalen Fall, wo die Fliissigkeitsbewegung
parallel der xzy-Ebene erfolgt und nur von den Koordinaten «
und y abhingt. Dann vereinfacht sich die Inkompressibilitdtsbe-
dingung (385) zu:

wo b
0w Sy :

Von den drei Rotationskomponenten in (59) verschwinden £
und 7, und es bleibt nur noch iibrig:

PR . ov Qe
(397) = 5
so daf nach (389):

U=6, V=0,

W, ew -
(398) T T — 25,
und nach (386):
a L, 0W W
("99) (i3 *—"—67 , PV == Yk

Die Wirbellinien und Wirbelfiden sind also alle stets parallel
der z-Achse, und da sie sich parallel der xy-Ebene bewegen, so
bleibt die Linge jedes Wirbelfadens zeitlich Konstant. Da aber
die Masse eines Wirbelfadens und, wegen der Inkompressibilitit
der Fliissigkeit, auch das Volumen sich mit der Zeit nicht dndert,
so folgt, daf auch der Querschnitt eines jeden Wirbelfadens, und
mit ihm nach (314) auch seine .Rotationsgeschwindigkeit { einen
zeitlich unverdnderlichen Wert besitzt.

Die Gleichung des Systems der Stromlinien ist nach (396)
und (399):

(400) W = const.

giiltig sowohl innerhalb als auch auflerhalb der Wirbel. Da die
Stromlinien parallel der xy-Ebene verlaufen, so ist es fitr eine
durch die vorstehenden Gleichungen dargestellte Bewegung gleich-
gilltig, ob die Fliissigkeit sich lings der z-Achse nach beiden Seiten
ins Unendliche erstreckt, oder ob man sich dieselbe zwischen zwei
beliebige, der zy-Ebene paralleie feste Winde eingeschlossen denkt.

Die zweidimensionale Poissonsche Gleichung (398) wird
(nach 1.(139) und (140)) integriert durch das logarithmische Potential:

(401) W,,—=— [ ¢ logo - 4.
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wobel d¢’ den Querschnitt eines unendlich ditnnen Wirbelfadens,
¢ die dortige Wirbelgeschwindigkeit, o die Entfernung vom Auf-
punkt bedeutet, und das Tntegral iber alle Wirbeifiden zu er-
strecken ist. Daraus ergeben sich fiir die Geschwindigkeitskom-
ponenten in irgendeinem, innerhalb oder- aulerhalb der Wirbel
gelegenen, Punkt x, ¥ nach (399) die- Werte:

1,{::__7i‘/"§,.y__y:da” {

92

, (401 a)
1 ’ b — X ’
v == _{fg.‘““ozido, J

<

welche besagen, dal jedes Wirbelelement d¢” im Aufpunkt eine
Geschwindigkeit erzeugt, die der Entfernung umgekehrt proportional
und im Sinne der Drehung gerichtet ist.

Nehmen wir einmal einen einzigen unendlich dinnen Wirbel-
faden an, etwa im Anfangspunkt der Koordinaten: dabei konnen
wir die Rotationsgeschwindigkeit so grol voranssetzen, dal das
Moment {'-dd’==yu einen endlichen Wert besitzt. Dann schrumpft
das Integral auf cin einziges Element zusammen und es wird:

W o= — % -logo. (402)

Die Stromlinien sind also nach (400) konzentrische Kreise, und
die Geschwindigkeitskomponenten in irgendeinem Punkt auflerhalb
des Wirbels nach (401a):

L u x
e — B2

;‘éé, Y == —J'_—!—z)—z . <»U)3)

Das sind, abgesehen von einem konstanten Faktor, genau
wieder die fritheren Gleichungen (373). Der Unterschied ist nur,
daB dort die in konzentrischen Kreisen wirbelfrei zirkulierende
Flissigkeit von einer indifferenten festen zylindrischen Wand be- -
grenzt war, wihrend hier ein ursichlicher Zusammenhang zwischen
demr Moment des im Zentrum ruhenden Wirbelfadens und der
dulleren Stromung besteht.

Fiir zwel derartige Wirbelfiden, in den Punkten x;y; und 2,1/,
haben wir nach (401):

We=—£1logp,— Z2logo, (404)
mit den Geschwindigkeiten (399):
PYRY - R W o2k
W= — 2 0.2 T g 7 l (405)
T e |
b= a o2 1 oa af
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Durch diese Gleichungen ist der Geschwindigkeitszustand der
gesamten wirbelfreien Fliissigkeit auf die augenblickliche Lage
der beiden Wirbelfiden zuriickgefiihrt. Die Stromlinien sind:
W = const., das Geschwindigkeitspotential:

Y—Y% &

T — X, b4

Y—Ys
x— @y’

(405 2) ¢ = — 2 arctg arctg

und, entsprechend der Vieldeutigkeit, der wirbelfreie Raum drei-
fach zusammenhdngend.

Was nun die Bewegung der Wirbelfiden selber, also die Ver-
dnderungen der Koordinaten z,, vy, &, ¥, mit der Zeit betrift,
so kann man dieselben ebenfalls aus (405) entnehmen; doch ist
dabei zu beachten, daf ein Wirbelfaden sich selber keinerlei fort-
schreitende Geschwindigkeit erteilt, was sich natiirlich auch rech-
nerisch ergibt, wenn man auf die in seinem Innern herrschenden
Verhéltnisse eingeht. Dann fillt in (405) das der Riickwirkung
eines Wirbelfadens auf sich selbst entsprechende Glied fort, und
wir erhalten:

‘ =3 __ =i =4 mu—a
(406) =g = T o0t ! YW= T a 012’

dx, Uy Yo— Y dy. Uy Tog— 2
( 0 ) Ug dt P @122 ’ 2 at P @122

Hieraus ergibt sich folgendes Bild der Bewegung der beiden

‘Wirbelfiden: Da
g+ fatty=0 und @ v+ w03=10,
50 bleibt der Punkt mit den Koordinaten:
N S Y Y11t Y2

(408) gt = %o, Uy U
den man den ,Schwerpunkt® der beiden Wirbelfiden nennen kann,
dauernd in Ruhe.

Ferner ist:

= Yo,

Uy (T — @) + 01 (Y1 —ya) =0,
und:

Uy (@ — L) + V3 (Y1 —Y2) = 0,
d. h. die Bewegung jedes der beiden Faden erfolgt rechtwinklig zu
ihrer Vgrbindungslinie. Daher bleibt ihre Entfernung, und ebenso
die von ihrem Schwerpunkt, konstant. Die Féden rotieren also mit
gemeinschaftlicher Winkelgeschwindigkeit in konstantem Abstand
012 um ihren Schwerpunkt. Sind die beiden Rotationen gleich-
sinnig, so liegt der Schwerpunkt zwischen den beiden Faden; sind
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sie entgegengesetzt, so liegt derselbe auflerhalb, auf der Seite des
groferen Moments. Die Winkelgeschwindigkeit der Rotation ist
tatpe
T 052
sie erfolgt im Sinne des groBeren der beiden Momente.

Sind die Momente einander gleich und entgegengesetzt, so
riickt der ,Schwerpunkt“ ins Unendliche, die Winkelgeschwindig-
keit der besprochenen Rotation wird Null, und die beiden Wirbel-
fiden fithren nach (406) und (407) eine gemeinsame Translations-

bewegung aus mit der Geschwindigkeit 7}—‘:’— in der Richtung der
12

zwischen ihnen hindurchgehenden Stromlinien, ebenso wie ein
einziger Wirbelring (§ 75). In der Tat kann man zwei solche
yantiparallele* Wirbelfiden als Bestandteile eines einzigen bis ins
Unendliche verlingerten Wirbelringes auffassen. Die Lage der
Stromlinien ergibt sich in diesem speziellen Fall nach (400) und
(404) aus der Gleichung: '

% = const. (409)

2

Die Stromlinien sind also die zur Verbindungslinie der beiden
Wirbelfiden symmetrisch gelegenen Kreise, welche ihren Abstand
in harmonischem Verhiltnis teilen.

§ 77. Schliefilich betrachten wir noch ein einfaches Beispiel
fiir den Fall eines Wirbelfadens mit endlichem Querschnitt, nim-
lich einen kreisformigen Wirbelfaden vom Radius £ und der
iiberall gleichférmigen- Rotationsgeschwindigkeit ¢, die, wie wir
wissen, auch zeitlich konstant bleibt. Dann sind die Integrale mit
den wirbelnden Elementen d¢’ iiber die ganze Kreisfliche zu er-
strecken. Die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeitskomponenten
in irgendeinem Punkt der Fliissigkeit ergeben sich entweder
durch Ausfithrung der Integration in (401a), oder auch, fir uns
bequemer, mittels Berechnung des logarithmischen Potentials W
einer mit der gleichméBigen Flichendichte % auf dem Kreise aus-
gebreiteten Masse, nach (401). Bezeichnen wir die Entfernung des
Aufpunktes vom Mittelpunkt des Kreises mit ¢y ="V 22442, so
ist fiir einen inneren Punkt (¢, << E) nach 1. (145):

— (B —q) — (R log R, (410)
dagegen fiir einen duBeren Punkt (¢, > FE) nach L. (146):
W= — {R?log 0,. (411)

Planck, Mechanik deformierbarer Korper. 12
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Daher sind nach (400) die Stromlinien sowohl innerhalb als
auch auBerhalb des Wirbelzylinders die konzentrischen Kreise
0= const. Aber wihrend aulerhalb des Zylinders, im wirbelfreien
Raume, die Geschwindigkeit nach (399) und (411) dargestellt wird
durch:

(412) u=—§R2;T’Z, v={_Re

also wieder ganz iibereinstimmend mit (403), ist sie im Innern
nach (410) gegeben durch:

(413) U=—2_Ly, v=_~_,x.

Hier rotiert also die Fliissigkeit mit der Rotationsgeschwindig-
keit &, ohne Deformation, wie ein starrer Kérper. Vgl (39). Be-
merkenswert ist dabei, dal an der Oberfliche des Wirbelfadens,
da, wo die wirbelnde an die wirbelfreie Flissigkeit grenzt, die
Geschwindigkeit sich durchaus stetig verh#lt, indem die Formeln
(412) und (413) fiir ¢,=TF ineinander iibergehen. Fiir diesen Wert
erreicht die Grofle der Geschwindigkeit ein Maximum, im Betrage
LR, von dem sie nach beiden Seiten bis Null abfallt.

Der Druck p folgt im #uBeren, wirbelfreien Fliissigkeitsraume
nach (322) dem Gesetze:

R4
o

(414) p=— —Zj— §? — -+ const.,

0
dagegen im Innern des Wirbelfadens nach (297) dem anderen Ge-
setze:
(415) p= % {2042 - const.

Da nach dem Prinzip von Wirkung und Gegenwirkung der
Druck an der Grenzfliche stetig ist, so ist seine GroBe iiberall
bestimmt, wenn sie in irgendeiner Entfernung, z. B. im Unend-
lichen, gegeben ist. LBt man den Aufpunkt aus dem Unendlichen
heranriicken, so nimmt der Druck ab mit Annsherung an den
Wirbel, und von da weiter bis zu seiner Mitte, wo er am klein-
sten ist.

Viertes Kapitel. Reibung.

§ 8. Die im Vorhergehenden dargelegten Anwendungen der
hydrodynamischen Grundgleichungen haben uns gezeigt, da diese
Gleichungen, in der § 53 abgeleiteten Form, eine ansehnliche Zahl
verschiedenartiger Flissigkeitsbewegungen in guter Ubereinstim-
mung mit der Wirklichkeit darzustellen vermogen. Doch gibt es
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immerhin noch Klassen von hydrodynamischen Vorgidngen in der
Natur, deren Gesetze sich den Forderungen jemer Differential-
gleichungen nicht fiigen; das ist uns am auffallendsten entgegen-
getreten in dem paradoxen Satze des § 65, wonach eine in einer
ruhenden Fliissigkeit sich bewegende Kugel keinerlei Widerstand
erleiden soll. Wenn wir fiir diesen wichtigen Fall den tatséich-
lichen Verhiltnissen besser Rechnung tragen wollen, so miissen
wir die Theorie passend erweitern. Es frigt sich, in welcher Weise.

Die Bewegungsgleichungen (83) und (84) im ersten Teil dieses
Buches sind aus den Prinzipien der allgemeinen Mechanik abge-
leitet, die wir hier nicht wohl d&ndern konnen; an diesen Gleichungen
halten wir also fest. Dagegen bietet sich die Moglichkeit einer
Modifikation der Theorie dar, wenn wir bedenken, dal wir zu
unseren hydrodynamischen Differentialgleichungen (262) nur ge-
langten durch die Einfithrung der Hypothese der ,vollkommenen
Elastizitiat“, d. h. der Hypothese, daff der Druck nur abhingt vom
Deformationszustand (§ 21). Dann ergeben sich fiir eine Fliissig-
keit die einfachen Werte (261a) der sechs Druckkomponenten.
Wir wollen nun jetzt diese Hypothese dahin erweitern, dafi der
Druck in einem Korperelement aufler vom  Deformationszustand
auch noch vom Geschwindigkeitszustand des Korperelements ab-

hingen soll, d. h. von den Geschwindigkeitskomponenten u, v, w

und ihren Differentialquotienten %g, 2—1;, <++. Demgemif schreiben

wir, die Gleichungen (261a) verallgemeinernd:

Xx=p+Xz,7 Yy=p+yy'7 Zz“‘p"}"Zz,; ]
Yz= Yz'7 “Za;:Zz,7 XyZXy’7 J

p=[(k), (417)
und nehmen an, daf die zusitzlichen Druckkomporenten X', X/, .-
in gewisser Weise von den genannten Geschwindigkeitsgrofen ab-
héngen. Nun ist klar, dal weder eine gleichmiBige Translations-
geschwindigkeit noch eine gleichmiBige Rotationsgeschwindigkeit
des Korperelements irgendeinen EinfluB auf den Druck in ihm
haben kann, sondern nur ein solcher Geschwindigkeitszustand, der
mit einer Deformation verbunden ist. Daraus folgt, dal von den
zwolf Geschwindigkeitsgrofien (256) nur die sechs Komponenten der
Deformationsgeschwindigkeit x,, «,, --- in die Ausdriicke von X,
X, eingehen konnen, und zwar, wie wir annehmen wollen, linear,
was bei hinreichend kleinen Deformationsgeschwindigkeiten sicher

12%

(416)
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zutrifft, und homogen, weil fiir verschwindende Deformationsge-
schwindigkeit der durch sie erzeugte Druck jedenfalls auch ver-
schwindet. Den durch den neu eingefiihrten Tensor dargesteliten
Druck nennen wir die ,Reibung“ der Fliissigkeit, und zwar speziell
die ,innere“ Reibung oder ,Zihigkeit* (Viskositdt), im Gegensatz
zur ,iuBeren® Reibung, welche sich bei der Gleitung der Fliissig-
keit lings der Berithrungsfliche mit einer anderen Substanz geltend
macht, und die bei der Aufstellung der Grenzbedingungen zu be-
riicksichtigen ist.

Sobald der Tensor der Reibung als lineare homogene Funktion
des Tensors der Deformationsgeschwindigkeit bekannt ist, folgen
aus den allgemeinen Gleichungen (83) und (84) in Verbindung mit

(416) und (417) die Bewegungsgesetze, nimlich:

d2x X, OX X,
. (X — dt2) = + M; + = T e
. b h oY,
(418) (Y——(ﬁz—)k == S T o
dz bp az, 37, 37,
(Z _dzz) = % ‘I" - -+ 3% !
(419) Y;=12/ Zz—X X, —~Y
Um nun noch die Art der Abhingigkeit der X/, X,/,--- von
den @,, x,, --- kennen zu lernen, besitzen wir kein einfacheres

und zuve11a351geres Mittel als das, welches wir im § 23 zur Ab-
leitung der elastischen Druckkomponenten in einem festen Korper
benutzten: die Anwendung des Prinzips der Erhaltung der Energie,
aber hier nicht als eines mechanischen Satzes, sondern als eines
universellen physikalischen Prinzips. Denn die Reibung gehort
nicht zu den konservativen Kriften (I. § 49), sondern bei jedem
Vorgang, an dem Reibung beteiligt ist, verwandelt sich ein ge-
wisser Betrag von mechanischer Energie in Wirme. Die wihrend
einer unendlich kleinen Zeit d¢ in einem unendlich kleinen Korper-
element vom Volumen dr durch Reibung erzeugte Wirme wird
proportional sein den Griofien d¢ und d=; wir setzen sie also gleich:
(420) W.dt-dr,

und haben dann W als eine endliche stets positive Grifie zu be-
trachten.

Wenn wir nun genau ebenso verfahren wie frither in § 23,
nur mit dem Unterschiede, daf wir statt der Energiegleichung (89)
schreiben:



Reibung. 181

d(L—}-U)—l—fW-dt-dz-—:A,' (421)

und daf wir statt der Bewegungsgleichungen (83) und (84) fiir
einen elastischen festen Korper die Bewegungsgleichungen (418)
und (419) fiir eine reibende Fliissigkeit benutzen, so gelangen wir
schlieflich, anstatt zu (95), zu der Beziehung:

det dt+fXx+ oyt )deedi=0.  (422)

In formaler Hinsicht ist dabei zu beachten, daB im § 23 die
Bezeichnungen w, v, w, x,, x,, - -+ sich auf die Lagen, hier aber,
gemif (256), auf dle Ges chw1 ndl gkeiten beziehen, und dafl daher
in der jetzigen Bezeichnung jene Zeichen alle mit dem Faktor d¢
zu multiplizieren sind, um dieselben Grifen auszudriicken, welche
wir frither durch dle Differentiale du, dv, dw, dz,, dz,,
darstellten.

Da die Gleichung (422) fiir ein beliebig kleines Volumen gilt,
so erhalten wir fiir jeden einzelnen Raumpunkt: .

X w4 Yy, + Z 2+ Yy + Zlz, + XJo,—— W. (428)

Nun sind, wie wir sahen, die Druckkomponenten homogene
iineare Funktionen der Variabeln x,, z,, - --; folglich ist W eine
homogene quadratische, und zwar stets positive, Funktion dieser
GroBen. Da aber weiter wegen der physikalischen Bedeutung von W
und wegen der Isotropie der Fliissigkeit die Konstanten dieser
Funktion nicht abhingen konnen von der Wahl des Koordinaten-
systems, so ist nach (117) die allgemeinste Form von W:

! 2 31,2
W=o(,+y,+z)2+ 2% (xxz_l_ Y222+ ?/Z_""”gﬂ"li) . (424)

wo ¢ und x zwei positive, fiir die innere Reibung der Fliissigkeit
charakteristische Konstante bedeuten.

Hieraus ergeben sich nun eindeutig die Ausdriicke fir die
Reibungskomponenten. Denn da die Komponenten der Deformations-
geschwindigkeit alle voneinander unabhiingig sind, so folgt aus den
beiden letzten Gleichungen fiir die Komponenten des Reibungs-
druckes:

Y — x?/z, f

z
und durch Substitution in (416) und in (418) das entsprechende
Resultat fitr die Werte des Gesamtdruckes und fiir die Bewegungs-
gleichungen.

?
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In diesen Formeln ist die Stokessche Theorie der Fliissigkeits-
reibung enthalten.

Fiir inkom pressible Fliissigkeiten, die wir in der Folge allein
betrachten wollen, vereinfachen sich die Gleichungen wesentlich da-
durch, daf die Volumendilatationsgeschwindigkeit x,+ y,+ 2z,=0,
und infolgedessen nach (416) und (425):

f sz:p_gxxxv Yy=p_2%%’ ZZ:p—szZ’

426 -
(426) \ Y, = —xy,, L= — 22, X,=—zx

)

Die innere Reibung einer inkompressibeln Fliigsigkeit héngt
also nur von einer einzigen Konstanten = ab.

Zur vollstindigen Formulierung der Gesetze einer bestimmten
mit Reibung verbundenen Flissigkeitsbewegung gehort nun noch
die Aufstellung der Grenzbedingungen.

Wenn die Fliissigkeit lings einer ruhenden festen Wand stromt,
80 bedarf es fiir den auf die Oberfliche wirkenden normalen Druck
keiner besonderen Bedingung, weil der Widerstand der Wand
jeden beliebigen Druck auszuhalten vermag. Fiir den tangentiell
auf die Fliissigkeitsoberfliche wirkenden Druck dagegen wird beim
Vorhandensein von Reibung eine gewisse Beziehung gelten, in
welcher die Geschwindigkeit, mit welcher die Fliissigkeit lings
der Wand gleitet, eine Rolle spielt. Bezeichnet wieder » die
innere Normale der Fliissigkeitsoberfliche, und X,, Y,, Z, die
Komponenten des von auBen her auf ihr lastenden Druckes, so
wird die tangentielle Komponente desselben, welche ja bei einer
vollkommen elastischen Fliissigkeit vollig verschwindet, bei einer
reibenden Fliissigkeit in die der Stromungsgeschwindigkeit gerade
entgegengesetzte Richtung fallen, und ihre Grofe wird am ein-
fachsten jener Geschwindigkeit ¢ proportional zu setzen sein, also:
(427) X, cos(zz) + Y, co8(zy) + Z,co8(r2) =— 2-¢q,
wenn 7 die Richtung der Stromung bezeichnet, und 2 eine gewisse
positive, sowohl von der Substanz der Flissigkeit als auch von
der der Wand abhiingige Konstante, den ,,Koeffizienten der dulieren
Reibung®.

In dieser Formulierung sind auch die extremen Fille 1 =0
und 2 = oo inbegriffen. Fiir den ersten Fall verschwindet mit
der #uBeren Reibung auch der Tangentialdruck, fiir den zweiten
ist, da der Tangentialdruck jedenfalls endlich bleibt, die Gleitungs-
geschwindigkeit ¢ = 0, d. h. die Fliissigkeit ,,haftet” an der festen
Wand. Uber den numerischen Wert der Koeffizienten der inneren
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und der dulleren Reibung kénnen im Rahmen der hier entwickelten
Theorie nur die Messungen entscheiden.

§ 79. Betrachten wir zundchst als einfache Anwendung der
aufgestellten Gleichungen die stationdre Strémung einer in-
kompressiblen Fliissigkeit durch eine enge kreiszylin-
drische Rohre. Der Druck an den beiden Enden der Rohre sei
gegeben, das Gewicht der Flissigkeit werde vernachlissigt.

‘Wir machen die Achse der Rohre zur z-Achse und den’ Anfangs-
querschnitt zur xy-Ebene; hier mége der Druck p, sein. Ist [ die
Linge der Rohre, also der Endquerschnitt z = /, und ist der Druck
< Py, 80 stromt die Flissigkeit in der Richtung der positiven
z-Achse. Die Stromlinien werden parallel der z-Achse sein, also:

Cu=0, v=>10. (428)

Dann folgt aus der Bedingung des stationdren Zustandes und
aus der Inkompressibilitdtsbedingung (385):

0w dw

5 =0 wd =0, (429) -

so. daB sich fiir die Druckkomponenten aus (426) die folgenden
‘Werte ergeben:
Xa;:py Ify=p7 ) er—p,
- dw v o dw . (430)
Ifz—-'——xa?/, x——"‘"%ﬂ, Xy-—-—o.
Die Bewegungsgleichungen (83) lauten dann, indem alle drei
Beschleunigungskomponenten verschwinden:

W _g W
0z 7 oy (431)
0w , 02w Ip

% (5 + 3g) — 35— -

Da mithin » nur von z abhidngt, widhrend nach (429) w nur
von = und % abhingt, so kann die letzte Beziehung nur be-
stehen, wenn N N N~

e i = )
wo ¢, das Druckgefille, eine positive Konstante bedeutet, deren
Wert sich sogleich daraus ergibt, daf fir z=0 und z==17 der
Druck gegeben ist; ndmlich:

=TTl AP (433)
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Um aus (432) w als Funktion von « und y zu finden, fiithren
wir ebene Polarkoordinaten ¢ und ¢ ein (I. (159)) und bedenken,
dal wegen der Symmetrie «w nur von ¢ abhingt. Dann er-
gibt sich: ) . - 14

2w w w w 4
s o T T e ae T T

Um diese Differentialgleichung allgemein zu integrieren, setzen

wir:

1w
435 =,
(435) 0gp =W
Dann ist:
dw'  dPw dw
do ~Caw T
also wird nach (434):
dw' ¢
o de =z’
Integriert:
’ c @2
w=—g3+4,
und nach (435), durch nochmalige Integration:
(436) w=—<.2 4 Aloge + B.

Zur Bestimmung der beiden Integrationskonstanten dienen die
Grenzbedingungen. Fiir ¢ = 0 ist w endlich, aiso

(437) A=0.

Fir die Fliissigkeitsoberfliche sei ¢ = R (Radius der Rdhre).
Dann ist.in (427):

cos (tx)==0, cos(zy)=10, cos(rz)=1,
and, da » mit — ¢ zusammenfillt, nach (74) und (430)

__dw o 0w y
Folglich nach (427) fiir ¢ = R:
x® dw dw
(438) —E(x-g—ky-w):——l.w.
Hier ist nach (436) und (437) zu setzen:
c KRz «
wy=—5"71+B5,
und: \ ) N -
w w w [+
(z5z + @)f( S e=—%' T
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Mithin lautet die Grenzbedingung (438):
¢ R? ¢c R
B=3T+3 %
and wir erhalten als Losung der Aufgabe aus (436), mit den ge-
fundenen Werten der Konstanten ¢ und B, fiir die Stromungs-
geschwindigkeit:
w == ;% . (RZ— 0% + QTX R) (439)

Die Geschwindigkeit nimmt also von der Mitte der Rohre
gegen die Wandung hin ab, wie natiirlich. Damit sie aber iiber-
all einen endlichen Wert besitzt, muf nicht nur x, sondern auch
2 von Null verschieden sein, was auch leicht einzusehen ist.

Zur Priifung der abgeleiteten Formel (439) dient am besten
die Messung des in ‘einer bestimmten Zeit ¢ ausgestromten Fliissig-
keitsvolumens V. Dasselbe ergibt sich durch Integration iiber
einen Querschnitt der Rohre als: '

R 27

V=ffw~t~gdgd¢,
[V

4 ,
V=2 AR g )y (440)

Hiernach wird das Ausstromungsgesetz wesentlich beeinfluft
durch das Verhiltnis der inneren Reibungskonstante x zur &ulleren
" Reibungskonstante 2. Ist dies Verhiltnis klein gegen den Rthren-
radius R, so ist die Ausflubmenge proportional der vierten Potenz
des Radius, und nur von der inneren Reibung abhingig. Ist es
aber grof gegen &, so ist die Ausflubmenge proportional der
dritten Potenz des Radius, und nur von der #uferen Reibung ab-
‘hingig. In den Zwischenfillen ist das Gesetz verwickelter, in-
dem die Einfliisse der beiden Reibungskoeffizienten sich super-
ponieren.

Die Versuche von Poiseuille, welche in der Folge bestétigt
worden sind, haben ergeben, daff in der Regel der erstgenannte
Fall verwirklicht ist, daf also in der letzten Formel /. = oo gesetzt
werden kann, oder:

also:

__m dp R* )
V’_E"T'?'t' (441)

Daraus folgt weiter nach (439), daB an der Rohrenwand, fiir
o0=R, w=0, oder daf die Fliissigkeit an der Substanz.der
‘Wand ,,haftet“.
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Das Poiseuillesche Gesetz (441) gilt aber erfahrungsgemi(
nur fiir hinrveichend enge Rohren. Wenn nidmlich der Radius £
der Rohre einen gewissen kritischen Wert iiberschreitet, verliert
die ganze hier entwickelte Losung des Problems ihre physikalische
Bedeutung; schon der erste Ansatz (428) entspricht nicht der
‘Wirklichkeit, da die Stromlinien tatséchlich nicht mehr parallel
der Rohrenachse verlaufen, sondern durch Wirbelbildungen be-
einfluft werden, — eine Erscheinung, die man als ,Turbulenz®
bezeichnet. Nach den neueren Forschungen steht das Auftreten
der turbulenten Bewegungen nicht etwa in einem Widerspruch
mit den hydrodynamischen Gleichungen, sondern dasselbe erklirt
sich dadureh, dall die Gleichungen fiir die Strémung mehrere ver-
schiedene Losungen besitzen, von denen die hier entwickelte ein-
fachste nur im Falle eines hinreichend engen Rohres die stabile,
in der Natur verwirklichte Bewegung -darstellt. Doch bereitet
die exakte Theorie der Turbulenz der mathematischen Behandlung
bedeutende Schwierigkeiten.

§ 80. Die entwickelte Theorie der Reibung gestattet uns auch,
ein Problem, das wir bei fritherer Gelegenheit (§ 65) als unlosbar
erkannten, hier mit besserem Erfolge wieder aufzunehmen: die
Berechnung des Widerstandes, den eine bewegte Kugel in einer
ruhenden Flissigkeit erfihrt. Wir fragen nach der Grofe der ge-
samten Druckkraft, welche eine ruhende inkompressible Fliissigkeit
auf eine in ihr mit der konstanten Geschwindigkeit @ in einer be-
stimmten Richtung, der z-Achse, bewegte Kugel vom Radius E
ausiibt. Dabel wollen wir die Fliissigkeit auch als schwer, von
der Dichtigkeit %, voraussetzen. Statt der bewegten Kugel in der
ruhenden Fliissigkeit setzen wir wieder nach dem Relativitdts-
prinzip die ruhende Kugel, mit dem Mittelpunkt im Anfangs-
punkt der Koordinaten, im gleichférmigen Fliissigkeitsstrom,
d. h. in einer stationiren Stromung, deren Geschwindigkeit in un-
endlicher Entfernung von der Kugel (r==oc)

(442) u=0, v=0, w=—a
ist.

Als andere Grenzbedingung benutzen wir die im vorigen
Paragraphen gefundene, daf an der Oberfliche der Kugel, also fir
r==R, die Flissigkeit an der Kugel haftet, d. h.

(443) u=0, v=0, w=0.
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Als Differentialgleichungen zur Bestimmung von w, v, w und p
als Funktionen von x,y,2 dienen uns die Bewegungsgleichungen (83)
mit den Werten (426) der Druckkomponenten, und die Inkompressi-
bilititsbedingung (385). Im allgemeinen sind die Bewegungs-
gleichungen nicht linedr; denn fiir die Beschleunigung haben wir:

d2x du O hEY 0w .
Eﬁz‘:“t*'—’—ﬁ'%—}-m'?)—f'm"LU,"'. (444)

Daher wollen wir die Aufgabe noch weiter vereinfachen durch
die einschrinkende Annahme, daf die Geschwindigkeiten wu,v;w
hinreichend klein sind, um die quadratischen Glieder auf der
rechten Seite von (444) vernachlissigen zu konnen. Dann gehen
die Gleichungen (83) itber in:

o du 3, X, X, .
== S =5~ 52=0.
oder, mit Substitution der Ausdriicke (426) fiir die Druckkompo-
nenten und Beriicksichtigung der Inkompressibilititsbedingung (385):
(X——g—;(')k-—-b—p—i—z-zlu::(),---, (445)

0w

und weiter, da die Strémung stationdir ist, und X =0, ¥ =0,
Z=—y:

%%zz'du l
S—f;—_—x-ﬁu, } (446)
' |
abi;=—7ug+z dw ]

Aus diesen drei Gleichungen li#8t sich p eliminieren, wodurch
man erhilt:

Al =5 =0, afE—F)=0, AR5 =0 @

Nun zerfillt die ganze Aufgabe in zwei getrennte Teile:
erstens die Bestimmung der Geschwindigkeitskomponenten u, v, w
aus (385) und (447), mit den Grenzbedingungen (442) und (443),
zweitens die Bestimmung des Druckes p aus (446) und der aus
den Druckkomponenten resultierenden Gesamtwirkung auf die
Kugel. -

Was zunichst die Geschwindigkeit betrifft, so ist wegen der
Grenzbedingungen klar, daB dieselbe hier kein Potential haben kann.
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Wir machen daher, im Anschluf an die Gleichungeu des § 65, aber
mit einiger Verallgemeinerung derselben, folgenden Ansatz:

(448)

\
|

& <l gl
+

(449) cpza-z—{—b-%—l-c-%—,

wo , ¢, w drei neue Funktionen mit einfacheren Eigenschaften,
a, b, ¢ drei Konstante bedeuten. Dann ist die Grenzbedingung (442)
erfiillt, falls nur «’, v', @' im Unendlichen verschwinden. Die In-
kompressibilititsbedingung (385) verlangt, daB:
. ou 00’ dw’
(430) 5+ 5+ 5r =4y,

Bedenkt man nun, daf nach (449):
0(4d»)

0% ?

A¢=c-d(g—§)=—~c-

und dal
. PO N T T
(451) AW_W-;-W_i_W:?

so geht (450) iber in:

)

?IH

d
3w v 0w’
—_— — —— )
3z T oy T e T 263

R

Um diese Gleichung zu befriedigen, setzen wir:
. 4 ’ 2¢
wW=0, v=0, w=-=—",

und erhalten so aus (448):

Q
[ uz_éﬁ:
(452) | p=—2
2 ] ¥y
l w—_:———b-—(’i—l—g_q.

7

%

Mit diesen Ausdriicken lassen sich auch alle iibrigen Beydingungen
erfiilllen. Zunéchst erkennt man leicht, daf die Gleichungen (447)
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identisch befriedigt werden. Es bleiben noch die Grenzbedingungen
(443), welche fiir » = B ergeben:

1
2=
» 02 3bxx cx%
Ozbbxb%—l_cbwb%_“‘ B T R
v 3 3b
P r -r i y%—_f'y%
O_bbybf:r—&—cbybz— R B3

621 02 2
7 r [
O=—a—bymz—ciat+7%

—— o= R+ el )

Daraus folgt:

__aR?

3
b_T7 C:-IRQ, (453)

wodurch nun «, v, w vollkommen bestimmt sind. -

Der zweite Teil der Aufgabe betrifft die Berechnung des
Druckes. Hierfiir ergeben die Gleichungen (446), mit Beriicksich-
tigung der gefundenen Werte von , v, w, durch Integration:

= —kgz—x-d9 + p,,

wenn p, den Druck des von der Kugel unbeeinfluliten Flissigkeits-
stromes in der Ebene z = 0 bedeutet, und daraus durch Einsetzen
des Ausdrucks (449) von ¢:

= —kgz + 2x¢- 5+ po. o (454)

Die gesamte Druckkraft, welche die stromende Fliissigkeit auf
die ruhende Kugel ausiibt, ist die Resultierende aller auf die Ober-
flichenelemente d¢ der Kugel mit der inneren Normalen » = —17
wirkenden Druckkréfte; also, da sie sich jedenfalls auf ihre z-Kom-
ponente reduziert, nach (74):

f Z,d¢ = f (2, cos (va) + Z, cos (vy)) + Z, cos (v2)) do, (455)

wo nun die Werte der Druckkomponenten aus (426) einzusetzen
sind; sodann ist iitber die ganze Kugeloberfliche zu integrieren, am
besten mit Kinfithrung von Polarkoordinaten: do = R2 sin % d9 dg.
Die direkte Rechnung gestaltet sich etwas umstindlich; man kann
sie sich wesentlich erleichtern durch folgende Uberlegung:
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Nach (83) ist fiir umseren Fall im ganzen Inuern der
Flussigkeit:
y + 8y | 32y | 37, 0
9+ 5, T by T U

Denn die Beschleunigung d? verschwindet hier, wie wir oben

an der Hand der Gleichungen (444) sahen.

Integriert man nun diese Gleichung iiber den Zwischenraum
zwischen der Oberfliche der festen Kugel und irgendeiner kon-
zentrischen Kugelfliche mit einem Radius » > &, und benutzt
dabei die Relation (78), so ergibt sich, daf das Integral (455), er-
streckt iiber die Kugelfliche mit dem Radius R, gleich ist dem-
selben Integral, erstreckt iiber die Kugelfliche mit dem Radius r,
zuziiglich des Gliedes:
(456) — kg(Vr—VE),
wenn Vy und Vr die Volumina der beiden Kugeln bedeuten. Da
nun die Wahl von r ganz beliebig ist, nehmen wir » unendlich
grof und erzielen dadurch eine wesentliche Vereinfachung unserer
Ausdriicke.

Zunidchst ist fiir » = oo, nach (452) und (449):

Y + bx s
620 ey
=
bw (7 32
%= =_ﬁ(1 T

folglich nach (426), mit Beriicksichtigung von (454):
6rxcrx? bxeyn?
Za: = ”x'ﬁ** ’ 2= y = o
Z,= py— kgz + 2 G,c(*u
Setzt man diese Werte in (455) ein und integriert iiber alle
Elemente do =1? sin9d9%dg der Kugelfliche » mit der inneren
Normalen » == — 7, s0 erhidlt man den Awusdruck:
— 8mxce + kg -V,,
und hierzu (456) addiert ergibt fiir die gesuchte Druckkraft auf die
Kugel den Wert:
kgVr— 8mxc,
oder nach (453):
(457) kgVr— 6rzRa.
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Das erste Glied entspricht dem durch das Gewicht der von der
Kugel verdringten Fliissigkeit G bedingten Auftrieb (I. § 114), das
zweite dem Reibungswiderstand. Derselbe wirkt natiirlich im Sinne
des Fliissigkeitsstromes (442). _

Betrachtet man die Kugel als frei beweglich und schwer, vom
Gewicht G,, und fragt nach der Kraft ', welche man auf sie
wirken lassen muf, damit sie in Ruhe bleibt, so ergibt sich fiir
die GriBe von £, positiv nach oben gerechnet:

F=0G,— 0@+ 6axRa. (438)

Dies ist also auch zugleich die Kraft, welche man auf die
Kugel in der Richtung nach oben ausiiben muf, damit sie sich in
der rubenden Fliissigkeit mit der konstanten Geschwindigkeit 4 a
bewegt. Umgekehrt liefert diese Stokessche Formel die Grifie o
der stationiiren Geschwindigkeit, mit der sich die Kugel durch die
Fliissigkeit hindurch bewegt, wenn eine konstante Kraft £ auf sie
wirkt. Fillt z. B. die Kugel nur durch ihre Schwere, so ist die
Geschwindigkeit:

G,— G

=" mar " (459)

also umgekehrt proportional dem Radius der Kugel.
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