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Vorrede zum dritten Bande,

Schon bei der urspriinglichen Disposition der Encyklopadie der

raathematischen Wissenschaften man vergleiche den einleitenden

Bericht von W. von Dyck im ersten Bande wurde der Geometric

innerhalb der reinen Mathematik der dritte Band zugewiesen.

Der Stoff zerlegte sich naturgemaB in drei Hauptteile.

Zum ersten Teile gehoren die Entwicklungen allgemeineren Cha-

rakters: die Grundlagen die Grundbegriffe und die uber die eukli-

dische Geometric hinausgehenden Geometrien . sodann die Diszi-

plinen der Analysis situs, der Gruppentheorie , der projektiven und

darstellenden Geometric nebst de^-T^-eorie der Polyeder; endlich die

zur formalen Beherrschung notwendigen oder niitzlichen Rechenmittel

(Koordinaten) und Rechnungsalgorithmen (Qiiaternionen, Ausdehnungs-
lehre u.

a.). Demgegeniiber handelt der zweite Teil des dritten Bandes

von den algebraischen Gebilden (Kurven, Flachen, Komplexen, Kon-

gruenzen u. a.), wiihrend sich der dritte Teil mit der Differentialgeo-

metrie beschaftigt.

Dazu traten im Laufe der Zeit einige von selbst notwendig ge-

wordene Erganzungen. Leider mufite mit Riicksicht auf die gegenwar-

tigen mifilichen Zeitverhaltuisse auf eine Reihe weiter geplanter Ar-

tikel liber einzelne, in den letzten Jakrzehnten neu entstandene Gebiete

verzichtet werden, um den AbschluB des Ganzen nicht auf unbestimmte

Zeit zu verschieben.

Zunachst lag die Redaktion des Geometriebandes allein in Handen

von TF. Fr. Meyer. Im Janre 1915 wurde H. Mdhrmann als zweiter

Herausgeber gewonnen. Er iibernanm einen wesentliehen Teil der Ar

beit. Es wurde hier zu weit fiihren, festzustellen, wie sich seit 1915

die Herausgabe der einzelnen Artikel unter uns beide verteilt hat.

Dagegen mochten wir hier gleich erwahnen
;
da6 einige Herren,

die nicht als Redakteure zeichnen, unsere Arbeit auBerordentlich unter-

stiitzt haben und so einen ganz bedeutenden Anteil an der Fertig-

stellung des Bandes gehabt haben. In erster Linie gebiihrt unser

Dank Herrn F. Klein. In zahlreichen Konferenzen hat er fur viele

Artikel genaue Einzeldispositionen entworfen und uns und die Be-
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arbeiter mit seinem erfalirenen Rate unterstiitzt. Mit groBer Tatkraft

und unermiidlicher Energie hat er immer wieder in schwierigen Lagen
belebend eingegriffen. Wir gedenken ferner mit Dank der stets

bereiten kritischen Mitarbeit von H. Burlihardt (f) und M. Noether (f).

Noch vor einem halben Jahrhundert, zur Zeit, als die Mathe-

matischen Annalen durch E. Clebsch und C. Neumann begriindet wur-

den, stand die Geometric in Deutschland in besonderem Ansehen und

das Interesse der meisten Mathematiker gehorte ihr. Durch Veroffent-

lichung bahnbrechender Arbeiten verschafften deutsche Gelehrte ihrem

Vaterlande eine fiihrende Stellung innerhalb dieser Disziplin. Zum

Belege mogen Namen wie Clebsch, Graftmann, Hesse, Mobius, Pliicker,

v. Staudt, Steiner einerseits und Brill, Klein, Lindemann, M. Noether,

Schubert, Schwarz, Voss andererseits genannt sein, denenLie und Zeuthen,

obgleich Auslander, gerne zugerechnet werden konnen.

Um die Jahrhundertwende war die Sachlage ganz anders. Das

Interesse fur Geometric und deren EinfluB war in Deutschland un-

leugbar erheblich gesunken und dies, obwohl Namen wie Fiedler,

Harnack, Hilbert, Minkowski, Pasch, Reyc, Rohn, F. Schur, StdcJcel,

Staude, Study, R. Sturm dafur zeugen, daB in Deutscbland die ganze
Zeit hindurch geometrisch gearbeitet wurde. Aber es waren immer

nur einzelne; die Allgemeinheit nahm an ihren Ergebnissen immer

weniger Anteil. In dem folgenden Jahrzehnt wurde das Verhaltnis

nicht besser.

Seit zehn Jahren etwa zeigt sich in Deutschland
,
wenn auch

vorerst nur vereinzelt
;

frisches Leben; doch setzte diese neue For-

schung an anderen Stellen ein als an denen, wo die alte Generation

arbeitete. Die Topologie sah sich durch das Emporkommen der

Mengenlehre vor neue Aufgaben gestellt. Die Relativitatstheorie

wirkte kraftig fordernd auf die mehrdimensionale Differentialgeometrie

ein. Damit verbunden war ein Ausbau des Vektor- und Tensorkal-

kiils. Aus Minkowskis Untersuchungen fiber konvexe Kurven und

Flachen erwuchs die affine Geometric. So darf man hoffen, daB das

Interesse an geometrischen Fragen wieder zunimnit.

Obwohl zwischen den Jahren 1865 1875 deutsche Gelehrte

die schonsten Moglichkeiten zur Weiterentwicklung der Geometric

schufen, wurden diese nicht in Deutschland, sondern in Italien mit

groBtem Erfolg aufgenommen und weiter verfolgt. So gelangte Italien

in wenigen Jahren zur fiihrenden Stellung auf alien Gebieten der

Geometric und hat diese Fiihrerrolle seitdem voll behauptet. Es wird

groBer Anstrengung und Miihe bediirfen, den Vorsprung ?
den Italien

erlangt hat, auch nur teilweise einzuholen. Dieser iiberragenden Stellung
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Italiens hat man in Deutschland dadurcli Rechnung zu tragen ver-

sucht, daB man deutsche Ubersetzungen von einer groBeren Anzahl

italienischer Lehrbiicher herstellte. Aber noch mehr mochten wir hier

mit Dank hervorheben, daB sich mehrere hervorragende italienische

Gelehrte bereit gefunden haben, fur die Encyklopadie grundliche Re-

ferate iiber die verschiedensten geometrischen Gegenstande zu bear-

beiten. Nur so ist es moglich geworden, daB der Band III einen

einigermaBen befriedigenden tlberblick iiber das Gesamtgebiet der

Geometric liefert, wodurch die Internationale Geltuug der Encyklo

padie aufrecht erhalten worden ist. Die Hauptbedeutung Italiens liegt

einerseits in der Fortentwicklung der algebraischen Geometric. Man
hat das geringe Interesse fiir algebraisch-geometrische Fragen in

Deutschland haufig damit entschuldigt, daB die Theorie der algebrai-

schen Funktionen mehrerer Variabeler trotz Picarch Untersuchungen
noch nicht soweit gefordert sei, daB sie sich ebenso wie die Theorie

der algebraischen Funktionen einer Variabelen mit Erfolg auf geo-

nietrische Probleme anwenden lasse. Man hat dabei kaum beachtet,

wie die Italiener die Ergebnisse Picards angewandt und fortentwickelt

haben. Em Hauptverdienst Italiens ist es andererseits, daB es die

mehrdimensionale Geometrie eigentlich erst geschaffen hat
?
und mit

ihrer Hilfe zu einfachen Beweisen von Satzen der Geometrie des drei-

dimensionalen Raumes gelangt ist. Endlich sei auf die zahlreichen diffe-

rentialgeometrischen Arbeiten hingewiesen, die in Italien erschienen sind.

In Osterreich ist im Gegensatze zu Deutschland alle die Zeit hin-

durch das geometrische Interesse ziemlich lebhaft gewesen. Auch in

Holland und Skandinavien wurden die verschiedenen geometrischen

Disziplinen gepflegt. Vor alien Dingen aber hat in ueuerer Zeit in

Nordamerika die geometrische Forschung auf den verschiedensten Ge-

bieten schone Erfolge aufzuweisen. In Frankreich dagegen hat man

sich fast nur auf Differentialgeometrie beschrankt, und in England ist

seit den Tagen Cayleys kaum em groBerer Fortschritt erreicht worden.

Welches sind nun die Griinde des in Deutschland so auffalligen

Niederganges der Geometrie?

Da wirft man der Geometrie Mangel an Strenge vor. Angesehene
Vertreter der Analysis behaupten, daB seit der durch Descartes inaugu-

rierten neueren Entwicklung der Geometric/ insonderheit seit dem Uber-

handnehmen der algebraischen Untersuchungsrichtungen im vorigen

Jahrhundert, die strenge Folgerichtigkeit des Denkens irn Gegen
satze zu dem musterhaften Yerfahren bei Euldid wesentlich nach-

gelassen habe, daB die Formulierung und der Beweis der meisten

geometrischen Satze unvollstandig sei
?
da sie die Giiltigkeitsgrenzen
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der jeweiligen Behauptung nicht erkennen lassen, dafi sich endlich oft

gar nictit iibersehen lasse, welche von den Elenaenten eines vorliegen-

den zusammengesetzteii Gebildes reell sein sollen, und welche kom-

plex. Mit einem Worte, es sei die Unklarheit des Denkens, die die

an Strenge gewohnten Analytiker abstofie.

Es muB nun leider zugegeben werden, daB dies fiir viele geo-

metrische Arbeiten zutrifft. Aber zahlreiche andere Arbeiten erfullen

alle Anforderungen an Strenge. Man darf dabei unter
,,Strenge&quot; nur

nicht das Festhalten an bestinimten Beweisformen, den Purismus der

Methode verstehen; dann allerdings wird man wenig befriedigt werden.

Denn gerade auf dem Wechsel der Mefchode, manchinal sogar inner-

halb eines einzelnen Beweises, beruht die Moglichkeit, kurze und ele

gante Beweise zu fiihren.

Da sind z. B. die Yertreter der sogenannten reinen Geometrie der

Lage 7
die den simultanen oder alternierenden Gebrauch analytischer

und synthetischer Methoden als storend, sogar als unwissenschaftlich

empfinden, und sich dafur der tadelnden Bezeichnung ,,methode mixte&quot;

bedienen. Diesen ist die
;?
reine&quot; Lagengeonaetrie das Ideal einer

;;
auto-

chthonen&quot; Wissenschaft
;
da sie in sich vollig konsequent sei und von

anderen mathematischen Disziplinen nichts zu entlehnen brauche.

Diese iibertriebene Wertschatzung ist aber kaum berechtigt. Die

vollige Verzichtleistung auf die Methoden der analytischen Geometric

erweist sich im Gegenteil als unnatiiiiich. Man hat vielmehr die pro-

jektive Geometrie so aufzubauen, daB ohne metrische Hilfsmittel der

Begriff des Wurfes und der projektiven Koordinaten entwickelt wird;

von da ab ist der Unterschied zwisehen analytischer und synthetischer

Bichtung nur ein unwesentlicher. Und die analytische Behandlung

empfiehlt sich bei vielen Aufgaben durch ihre Ktirze ganz von selbst.

Wenn man EuTdid wegen der Strenge und Reinheit seiner Me-

thode ruhmt, so vergifit man, dafi fiir die Entwicklung der antiken

Geometrie ein Eudoxos oder Archimedes viel wichtiger waren. Denn

nicht auf das Sammeln und Systematisieren uberkomniener Satze allein

kommt es an, sondern auf die Entdeckung neuer Tatsachen, wenn

auch die Methode der Darstellung vorerst noch nicht voll ausgereift

und geglattet ist.

Wichtiger fur den Riickgang der Geometrie scheinen uns folgende

Tatsachen zu sein. Das Einporkommen der Mengenlehre in ihren An-

wendungen auf die Punktmengen hat leider auf viele Mathematiker

lahmend gewirkt. Man ist zu angstlich geworden und traut den ein-

fachsten Schliissen nicht mehr. Besonders wird die Anschauung ver-

pont, und zwar nicht nur als Beweismittel, was verstandlich ware,
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sondern sogar als heuristisches Prinzip. Aber auch die Ubertreibung

der axiom atischen Methode hat ihre Gefahren. Wenn gewisse Axio-

matiker verlangen, da6 man sich unter den Gegenstanden, von denen

die Geometrie handelt, nicht idealisierte Dinge vorstellen, sondern

leere Begriffe, die nur irgendwie logisch verkniipft sind, denken soil,

so wird dies unbedingt auf die schopferische Freudigkeit hemmend

wirken. Wir wollen mit diesen Ausfuhrungen in keiner Weise die

Bedeutung der Mengenlehre und Axiomatik herabsetzen, aber doch

vor ihrer Uberschatzung warnen; denn, wenn man die Phantasie totet,

wird die Haupttriebfeder des geometrischen Fortscbrittes ausgeschaltet.

Fiir den modernen Geometer ist die Beherrschung groBer Teile

der Algebra und der Analysis uubedingt erforderlicb
?
wenn er auf

seinem Gebiete mit Erfolg arbeiten will. Allein dies geniigt noch

nicht: er mu8 auBerdem uber eine grofie Zabl spezifisch geometrischer

Kenntnisse verfiigen. Der Algebraiker und Analytiker dagegen kann

sehr wohl ohne Geometrie auskommen. - Bei dem Urnfang, den

Algebra und Analysis heute besitzen, kostet es scbon geniigend Muhe,
sich auf diesen Gebieten einigermaBen sicher zu bewegen und einen

umfassenden Uberblick zu gewinuen. Soil nun gar nocb die Geo

metrie hinzukonimen, so sind nur ganz weuige Geister fahig, sich

auch die hierfiir notigen Kenntnisse noch anzueignen. Dies diirfte

wohl der wichtigste Grund sein
;
warum die Analysis gegenwartig so

bevorzugt wird.

Hierzu kommt schon bei dem einfachsten geometrischen Stoff

seine auBerordentlich groBe Vielseitigkeit. Ein und dasselbe geo-

metrische Gebilde kann auf die verschiedensten Arten erzeugt werden.

Je nach der betrachteten Erzeugungsart werden gewisse seiner Eigen-

schaften besonders hervortreten
,
und man muB daher fortgesetzt den

Standpunkt wechseln, wenn man sie alle voll erfassen will.

Zur Erlauterung diene als ein moglichst einfaches Beispiel der

Begriff eines Kegelschnittes in einer festen Ebene.

Da bieten sich zunachst die antiken, elementaren, maBgeometri-
schen Erklarungen dar: ebener Schnitt eines geraden (bzw. schiefen)

Kreiskegels, die Brennpunktsdefinition und die auf der Beziehuug
zwischen Brennpimkt und Direktrix beruhende, endlich in neuerer

Zeit die Erzeugung mit Hilfe von Kreisen.

Weit mannigfaltiger sind jedoch die lagengeometrischen Erkla

rungen, wo von vornherein gemafi der Dualitat zwischen Ordnungs-
und Klassengebilde zu unterscheiden ist.

Fur einen (nichtzerfallenden) Ordnungskegelschnitt hat man die

Erzeugung durch projektive Strahlenbiischel (oder allgemeiner als Tei]
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einer Kurve hoherer Ordnung durch gewisse hohere Korrespondenzen),
die Bestimrnung durch fiinf Punkte auf Grund des Pascalschen Satzes,

die Mac-Laurinsche Erzeugung durch ein bewegliches Dreieck (bzw.

Polygon), als Ordnungskurve einer Korrelation, als Bild einer Ge-

radeii in einer quadratischen Transformation., und endlich, als die

allgemeinste, durch eine quadratische Gleichung mit reellen Koeffi-

zienten zwischen Punktkoordinaten. Und jede dieser Erzeugungen

(mit Ausnahme der letzten) kann wiederum nach synthetischer oder

analytischer Methode vor sich gehen. Daneben stellen sich die kor-

respondierenden Klassengebilde.

Eine system atische Theorie erfordert den Nachweis der Gleich-

wertigkeit aller dieser Erklarungen, d. h. den Nachweis, daB sie sich

je ineiuander iiberfuhren lassen. Hierbei ist noch dem nullteiligen

Kegelschnitt (der nicht bei alien obigen Erzeugungen erscheint) be-

sondere Aufmerksamkeit zu schenken. Damit ist aber nur der erste und

verhaltnismaBig leichteste Schritt getan.

Denn nunmehr erwachst die weitere Aufgabe der Aufstellung und

sachgemaBen Klassifikation aller Ausartungen, die sich am iibersicht-

lichsten an die quadratische Gleichung zwischen Punkt- bzw. Linien-

koordinaten anknupfen. Weiterhin ist dann bei jeder Eigenschaft

eines ,,Kegelschnitts
u

genau anzugeben, bis zu welchem Grade der

,,Ausartung&quot; dieselbe noch giiltig bleibt. Dabei ist zu beachten, daB

es der abzahlenden Geometric gelungen ist, die fruher bekannten

Ausartungen durch einige versteckter liegende zu vervollstandigen.

Es braucht kaum erwahnt zu werden, daB beim Fortschreiten zu

hoheren Gebilden, ebenen Kurven dritten und vierten Grades, Flachen

zweiten und dritten Grades, kubischen und biquadratischen Rauin-

kurven, linearen und quadratischen Komplexen usf., die Mannigfaltig-

keit der Entstehungsweisen und Ausartungen entsprechend zunimmt.

Ein systematisch ausgebildetes Verfahreo, um beim Beweise geo-

metrischer Satze samtlichen in Betracht komnienden Ausartungen ge-

recht zu werden, besitzen wir nicht.

Bei einer Reihe einfacher grundlegender Satze, so des Desargues-

schen Satzes iiber zwei perspektive Dreiecke der Ebene, des Pascal-

schen Satzes u. a., gelingt es, eine dem jeweiligen Satze ubergeord-

nete Identitiit aufzustellen, aus der als spezielle Anwendung der frag-

liche Satz selbst zugleich mit seiner Umkehrung und seinen Giiltig-

keitsgrenzen unmittelbar herausspringt.

So erklart es sich denn auch, warum die Anzahl der individu-

ellen Eigenschaften eines einzelnen geometrischen Gebildes sehr viel

schwerer iibersehbar ist t
als bei einem analytischen . und daB die
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Geometrie zu einem guten Teile den Charakter einer Kunst annimmt,

daB sie oft fast die Natur einer organisch in sich verbundenen Wissen-

schaft abzustreifen droht.

Indessen wird dieser Gefahr durch das Kleinsche gruppentheore-

tische Programm von 1872 der Boden entzogen. Alle die scheinbar

so durch- und nebeneinander laufenden Erklarungen und Eigenschaften

werden durch den Begriff der Gruppe und ihrer charakteristischen

Invarianten zusammengehalten; demgegeniiber erscheinen die getrennten

sonstigen Betrachtungsweisen nur als auBerlich verschiedene Eiuklei-

dungen. So wird, um ein typisches Beispiel anzufiihren, die Elementar-

geometrie als Invariantentheorie der ,,Hauptgruppe&quot; genau umgrenzt.

Die hiermit geschilderte Vielseitigkeit der Geometrie bildet fur

viele ein beinahe uniibersteigbares Hindernis. Aber fiir den wirk-

licheu Geometer liegt in ihr gerade der Reiz seiner Wissenschaft.

Der vorliegende Encyklopadieband bezweckt, nioglichst fiber alle

Zweige der geometrischen Forschung Auskunft zu geben. Wenn auch

einige Referate iiber kleinere Gebiete fortfallen mu6ten
7
so hoffen wir

doch immerhin durch ihn einen vollbefriedigenden Uberblick iiber die

gesamte Geometrie ermoglicht zu haben. Moge er vor alien Dingen
auch von dem Reichtum und der Schonheit der Geometrie sowie

ihrer befruchtenden Einwirkung auf die Analysis Zeugnis ablegen und

so der Geometrie neue Freunde und Verehrer erwerben.

Konigsberg i. Pr. und Basel, Ostern 1923.

IV. Fr. Meyer.
H. Mohrmann.
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der Hauptsache von Herrn H. Fleischer (anfangs in Gottingen, spater in Konigs-

berg) besorgt worden. . W. Pr. Meyer.
Encyklop. d. math. Wissensch. Ill 1. 1



2 III A B 1 . F. Enriques. Prinzipien der Geonietrie.

20. Bemerkungen iiber die grundlegenden Satze der projektiven Geometrie.

21. Uber die Bedeutung der Begriffe der Anordnung in der Begriindung der

projektiven Geometrie.

IT. Projektive Metrik.

22. Einordnung der gewohnlichen Metrik in die projektive Geometrie.

23. Allgemeine MaBbestimmung von Cayley und deren nicht - Euklidische Aus-

legung von Klein.

24. Verschiedene Bemerkungen zu den projektiven Metriken.

V. Prinzipien der allgemeinen Metrik.

25. Vorbemerkung.

A. Bogenelement (nebst endlicher Entfernnng).

26. Geometrie auf krummen Flachen usw.

27. Riemannsche MaBbestimmung in einer mehrfach ausgedehnten Mannig-

faltigkeit.

28. Homogene Mannigfaltigkeiten.

29. Projektiver Charakter der Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung.
30. Untersuchungen von De Tilly iiber den Ausdmck fur die endliche Entfernung.
31. Geometrische Systeme von Minkoivski-Hilbert.

B. Bewegungsgruppe.

32. Postulate von H. v. Helniholtz.

33. Untersuchungen von S. Lie.

34. Untersuchungen von H. Poincare.

35. Untersuchungen von D. Hilbert.

VI. Zusammenhanggverhaltnisse des imfoegrenzten Raumes.

36. Raume, die als Ganzes bewegt werden konnen.

37. Zweidimensionale Gebilde von Clifford-Kkin.

38. Dreidimensionale Gebilde von Clifford
- Klein.

VII. Nicht-Archimedische Geometrie.
39. Einleitung.

40. Eindimensionales Kontinuum hoherer Art.

41. Ideen Veroneses.

42. Nicht-Archimedische projektive Geometrie.

43. Euklidische und nicht-Archimedische Geometrie.

44. Nicht-Archimedische Entwicklungen iiber die Parallelentheorie.

Literatur*).

Archimedis opera omnia cum commentariis Eutocii. E codice Florentine recen-

suit, latine vertit notisque illustravit J. L. Heiberg. 3 Bde. Leipzig 1880/81.

*) In diesem Verzeichnis sind nur solche Werke und Abhandlungen auf-

genommen, auf die in dem Artikel ofter hingewiesen wird. Wegen der Literatur

uber die Hilfsdisziplinen, z. B. Mengenlehre, Analysis situs, Differentialgeometrie,

projektive, darstellende Geometrie u. a. siehe die in den betreffenden Artikeln



Literatur. o

E. Beltrami, Saggio cli interpretazione della geometria non-euclidea, Giorn. di

mat. 6 (1868), p. 285.

Teoria fondamentale degli spazi di curvatura costante, Ann. di mat. (2) 2

(1868), p. 232.

Sulla teoria analitica della distanza, 1st. Lomb. Rend. (2) 5 (1872).

Un precursore italiano di Legendre e di Lobatsehewsky, Rom Line. Rend. (4)

5 1

(1889), p. 441.

Joh. Bolyai, Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens etc. in W. Bolyais

Tentamen Bd. 1, fur sich neu herausgegeben Leipzig 1903.

Wolfgang i Bolyai de Bolya Tentameu juventutem studiosam in elementa mathe-

seos purae elementaris ac sublimioris inethodo intuitive evidentiaque huic

propria introducendi, cum appendice triplici. 2 Bde. Maros Vasarhely 1832

und 1833; editio secunda, 2 Bde, Budapest 1897 und 1904 (,,Tentamen
u
).

Einen Auszug aus diesem Werke bildet die Schrift: Kurzer GrundriB eines

Versuches . .
.,
Maros Vasarhely 1851.

A. Cayley, A Sixth Memoir on Quantics, Lond. Trans. 149 (1859), p. 61; wieder

abgedruckt: Coll. math. pap. 2, Cambridge 1889, p. 561.

A. Clebscli und F. Lindemann, Yoiiesungen fiber Geometrie 2 1

, Leipzig 1891.

W. K. Clifford, Lond. Math. Soc. Proc. 4 (1873), p. 381; 7 (1876), p. 67; wieder

abgedruekt: Math, pap., London 1882, Nr. 20 und 26; ferner Math. pap.

Nr. 41, 42, 44.

M. Dehn, Die Legendreschen Satze fiber die Winkelsumnie im Dreieck, Math.

Ann. 53 (1900), p. 404.

Uber den Rauminhalt, Math. Ann. 55 (1902), p. 465.

Edw. F. Dixon, The foundations of geometry, Cambridge 1891.

jP. Enriques, Conferenze di geometria, autogr. Vorlesungen, Bologna 1894/95.

Lezioni di geometria proiettiva, Bologna 1898
;
deutsche Ausgabe von H. Fleischer:

Vorlesungen iiber projektive Geometrie, Leipzig 1903.

Questioni riguardanti la geometria elementare, eine Samnilung von Aufsatzen

verschiedener Autoren, Bologna 1900 (,,Questioni
u

).

F. Enriques e U. Amaldi, Element! di geometria, Bologna 1903; zweite Auflage
1905.

Euclidis elementa. Edidit J. L. Heiberg. 5 Bde. Leipzig 188388 (,,Elemente&quot;).

C. F. Gaufi, Werke Bd. 8, Leipzig 1900; vgl. auBerdem: Briefwechsel zwischen

Gaufi und Fr. W. Bessel, Leipzig 1880; Briefwechsel zwischen Gaufi und

W. Bolyai, hrsgeg. von F. Schmidt und P. Stackel, Leipzig 1899; Briefwechsel

zwischen Gaufi und H. C. Scliulimachtr , hrsgeg. von C. A. F. Peters, Altona

186065.
H. Grafimann, Die lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, zweite Auflage 1878;

wieder abgedruckt: Ges. math, und phys. Werke I 1, Leipzig 1894.

H. Grafimann, Geometrische Analyse, Leipzig 1847; wieder abgedruckt: Ges.

math, und phys. Werke I 1, Leipzig 1894.

angefiihrte Literatur. Da dieser Artikel seinem Inhalte nach im Herbst 1904 ab-

geschlossen wurde, so konnte spater erschienene Literatur nicht mehr beriick-

sichtigt werden ^so u. a. der 1906 erschienene Bericht von M. Simon iiber die

Entwicklung der Elementargeometrie im 19. Jahrhundert). Eine Ausnahme bilden

nur besondere Beitrage, die Herr Schoenflies der Redaktion zu Nr. 7 und Ab-
&chnitt VH (Stetigkeit, Xicht-Archimedische Geometrie) zur Verfiigung gestellt hat.



4 HI AB 1. F. Enriques. Prinzipien der Geometrie.

H. v. Helmholtz, tJber die tatsachlichen Grundlagen der Geoinetrie, Heidelberg
Naturhist.-med. Verein Verhandl. 4 (1866), p. 197, abgedruckt: Wissensch.

Abhandl. 2, p. 610.

Uber die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegeu, Gott. Nachr. 1868,

p. 193, abgedruckt: Wissensch. Abhandl. 2, p. 618.

D. HUbert, Grundlagen der Geometrie (Festschrift zur Feier der Enthiillung des

GauB -Weber Denkmals in Gottingen, 1. Teil), Leipzig 1899; zweite Auflage
1903 (,,Gnmdlagen

u
;
zitiert wird die zweite Auflage).

tiber die gerade Linie als kiirzeste Verbindung zweier Punkte, Math. Ann. 46

(1895), p. 91; wieder abgedruckt: Grundlagen, zweite Auflage, p. 83.

Uber den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Drei-

eck, Lond. Math. Soc. Proc. 35 (1903), p. 50; wieder abgedruckt: Grundlagen,
zweite Auflage, p. 88.

Uber Flachen von konstanter GauBscher Kriimmung, Araer. Math. Soc. Trans.

2 (1901), p. 87; wieder abgedruckt: Grundlagen, zweite Auflage, p. 162.

Uber die Grundlagen der Geometrie, Math. Ann. 56 (1902), p. 381; wieder

abgedruckt: Grundlagen, zweite Auflage, p. 121.

0. Holder, Die Axiome der Quantitat und die Lehre voin MaB, Leipzig Ber. 53

(1901), p. 1.

G. Ingrami, Elementi di geometria, Bologna 1899.

W. Killing, Die nicht-Euklidischen Raumformen in analytischer Behandlung,

Leipzig 1885 (,,Raumformen
u

).

Einfiihrung in die Grundlagen der Geometrie, 2 Bde, Paderborn 1893 und
1898 ( Grundlagen&quot;).

F. Klein, Uber die sogenannte Mcht-Euklidische Geoinetrie, Gott. Nachr. 1871;

ausgefuhrt in Math. Ann. 4 (1871), p. 573; zweite Abhandlung Math. Ann. 6

(1873), p. 112; ferner 7 (1874), p. 531; dritte Abhandlung 37 (1890), p. 544.

Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen. Pro-

gramm zum Eintritt in die philosophische Fakultat usw., Erlangen 1872;

wieder abgedruckt: Math. Ann. 43 (1893) (,,Erlanger Programm&quot;).

Uber den allgemeinen Funktionsbegriff und dessen Darstellung durch eine

willkurliche Kurve. Erlangen Berichte 1873, wieder abgedruckt: Math. Ann.

22 (1883), p. 249.

Nicht-Euklidische Geometrie I, II, autographierte Vorlesungen, Gottingen

(Leipzig) 1893.

Zur ersten Verteilung des Lobatschefskij-Preises. Gutachten betreffend den

dritten Baud der Theorie der Transformationsgruppen von *S. Lie, Kasan Phys.
math. Ges. 1897; wieder abgedruckt: Math. Ann. 50 (1898), p. 583 ( Gutachten&quot;).

Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, eine Revision

der Prinzipien, autogr. Vorlesung, Gottingen 1901 (Leipzig 1902).

Edm. Laguerre, Sur la theorie des foyers, Nouv. Ann. 12 (1853), p. 57; wieder

abgedruckt: Oeuvres 2, p. 6.

J. H. Lambert, Theorie der Parallellinien, aufgesetzt 1766, veroffentlicht 1786 im

Leipziger Magazin fur die reine und angewandte Mathematik.

A. M. Legendre, Elements de geometrie, 1., 3., 9., 12. Auflage; alle diese Unter-

suchungen iiber die Parallelentheorie sind zusammengefaBt in: Reflexions sur

differentes manieres de demontrer la theorie des paralleles ou le theoreme

sur la somme des trois angles du triangle. Paris Mem. 12 (1833), p. 365.



Literatur. 5

,,Leibnizei\B Mathematische Schriftcn&quot;. herausgegeben von C. J. Gerhardt, I. Ab-

teilung, Briefwechsel, 4 Bde, Berlin 1849/50 nnd Halle 1855/59, II. Abteilung,

Abhandlungen, 3 Bde, Halle 18581863.

S. Lie, Theorie der Transformationsgnippen, 3. Abschnitt, Leipzig 1893 (,,Trans-

formationsgruppen&quot;).

Xik. lican. Lobatschefskij,
Zwei geometrische Abhandlungen (im Original erschienen

1829 und 135), aus deni Russischen ubersetzt, mit Anmerkungen und einer

Biographic des Yerfassers von Fr.Engel. Zwei Teile, Leipzig 1898 und 1899.

In dem zweiten Teile befindet sich ein chronologisches Verzeichnis samtlicher

Schriften Lobatschefskijs.

It. de Paolis, Elementi di geometria, Torino 1884.

Pappi Alexandrini Mathematicae Collectiones a F. Commandino in latinum con-

versae et commentariis illustratae. Bononiae 1660.

M. Pasch, Vorlesungen uber neuere Geometric, Leipzig 1882 (,,Neuere Geometric&quot;).

G. Peano, Calcolo geometrico secondo PAusdehnungslehre di H. GraBmann,
Torino 1888.

I principii di geometria logicamcnte esposti, Torino 1889 (,,Principii
u
).

Sui fondamenti della geometria, Riv. di mat. 4 (1894), p. 51 (,,Fondamenti
u
).

M. Pieri, I principii della geometria di posizione composti in sistema logico-

deduttivo, Tor. Mem. (2) 48 (1898), p. 1.

Delia geometria elementare come sistema ipotetico
- deduttivo

,
Tor. Mem. (2)

49 (1899), p. 173.

H. Poincare, Sur les hypotheses fondamentales de la geometrie, Paris Soc. M. Fr.

Bull. 15 (1887), p. 203.

La science et Thypothese, Paris ohne Jahr; deutsche Ausgabe von F. und

L. Lindemann: Wiseenschaft und Hypothese, Leipzig 1904.

Prodi Diadochi in primum Euclidis elementorum librum commentarii. Ex

recognitione G. Friedlein. Leipzig 1872 (,,Commentarii
u
).

M. Rethy, Endlich gleiche Flachen, Math. Ann. 38 (1891), p. 405, und 42 (1893), p. 297.

S. Riemann, Uber die Hypothesen, welche der Geometric zu Grunde liegen,

Habilitationsvortrag von 1854, Gott. Abhdl. XIII (1868), p. 1
;
wieder abgedruckt:

Ges. Werke, 2. Aufl., Leipzig 1892, p. 272 (,,Habilitationsvortrag
u
).

H. Sacclieri, Euclides ab omni naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo
stabiliuntur prima ipsa universae geometriae principia, Mediolani 1733.

A. Schoenflies, Uber die Moglichkeit einer projektiven Geometric bei transfiniter

(nicht-Archimedischer) MaBbestimniung. Deutsche M.-V. Jahresb. 15 (1906),

p. 26.

F. Schur, tiber die Deformation der Raume konstanten Riemannschen Kriim-

mungsmaBes, Math. Ann. 27 (1886), p. 163.

Uber den Zusammenhang der Raume konstanten Riemannschen Krummungs-
mafies mit den projektiven Raumen, Math. Ann. 27 (1886), p. 537.

Uber den Fundamentalsatz der projektiven Geometric, Math. Ann. 51 (1899),

p. 401.

Uber die Grundlagen der Geometric, Math. Ann. 55 (1902), p. 265.

M. Simon, Euklid und die sechs planimetrischen Biicher, Leipzig 1901 (,,Euklid
u
).

P. Stdckel und Fr. Engel, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf

Gaufi, Leipzig 1895.

Ch. v. Stawlt, Geometric der Lage, Xurnberg 1847; Beitrage zur Geometric der

Lage, 3 Hefte, Xurnberg 18561860.
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0. Stolz, Zur Geometrie der Alten, insbesondere liber ein Axiom des Archimedes.

Innsbr. Ber. 12 (1882), p. 74; wieder abgedruckt: Math. Ann. 22 (1883), p. 504.

F. Ad. Taurinus, Theorie der Parallellinien, Koln 1825; Geometriae prima elementa,

Coloniae Agrippinae 1826.

Verhandlungen des dritten internationalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg

1904, Leipzig 1905 (,,Heidelberger KongreB&quot;).

G. Veronese, Fondamenti di geometria, Padova 1891; deutsch von A. Schepp:

Grundztige der Geometrie, Leipzig 1894 (,,Grundziige
u

).

G. Veronese, Elementi di geometria (tratt. con la collaborazione di P. Gazzaniga),

Yerona-Padova 1897, neue Ausgabe 1900; Appendice agli elementi di geometria,

Verona-Padova 1898.

J. Wdllis, De postulate quinto et definitione quinta lib. 6. Euclidis disceptatio

geometrica. Operum mathematicorum volumen alterum, Oxford 169,5, p. 665.

H. G. Zeuihen, Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter, Kopen-

hagen 1896, im XVI. und XVII. Jahrhundert, Leipzig 1903.

A. De Zolt, Principii della eguaglianza di poligoni (equivalenza di poligoni) prece-

duto da alcuni cenni critici sulla teoria della equivalenza geometrica, Milano

1881; Principii della eguaglianza di poligoni sferici, Milano 1883.

Bibliographisclie Werke.

It. Bonola, Bibliografia sui fondamenti della geometria non-euclidea, im Bolletino

di bibliografia e storia delle scienze matematiche, seit 1899.

Index operum ad geometriam absolutam spectantiurn in: loannis Bolyai in

memoriam, Libellus post saec. quam lo. Bolyai de Bolya anno 1802 a. D. Clau-

diopoli natus est ad celebrandam memoriam eius immortaleni . . . editus,

Claudiopoli 1902 (Leipzig 1903); ein ziemlich vollstandiges Verzeichnis der

Schriften uber nicht-Euklidische Geometrie.

G. B. Hoisted, Bibliography of hyperspace and non-euclidian geometry. Am. J.

1 (1878), p. 261, 384, 385; 2 (1879), p. 65.

H. Schotten, Inhalt und Methode des planimetrischen Unterrichts. Eine ver-

gleichende Planimetrie. 2 Bde. Leipzig 1890 und 1893.

JS. Wolffmg, Mathematischer Biicherschatz
,

1. Teil, Leipzig 1903; besonders

Abt. 2: Philosophic der Mathematik, Abt. 139: Prinzipien der Geometrie,

Abt. 140: Parallelentheorie, Abt. 141: Nicht-Euklidische Geometrie, Abt. 142:

w-dimensionale Geometrie.

1. Einleitung. Allgemeines ,
betreffend die mathematischen

Untersuchungen iiber die Prinzipien der Geometrie. Die kritischen

Untersuchungen iiber die Prinzipien der Geometrie sind mit deren

systematischer Gestaltung als deduktive Wissenschaft verkniipft.

Als Grundlage des hierbei von EuMid eingeschlagenen Verfahrens

laBt sich folgendes erkennen J

)
:

1) Vgl. die kritische Ausgabe der Elemente Euklids von /. L. Heiberg,

1, Leipzig 1883, und u. a. M. Simon, Euklid und die sechs planimetrischen

Biicher, Leipzig 1901.
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1) Die Definitiomn (OQOI), die jedoch im allgeineinen blofie Be-

schreibungen sind und manchmal direkfc fundamentale Satze enthalten,

wie z. B. die vierte Definition des fiinften Buches, in der sich das

sogenannte Arclilmedische Postulat verbirgt.

2) Die Axioms (xoival ZVVQIO.I) und die Postulate (ttttfyucta).

tlber den Unterschied zwischen diesen grundlegenden Satzen ver-

breitet sich Proclus 2

),
indem er die folgenden drei verschiedenen Auf-

fassungen dieses Unterschieds anfuhrt: a) Die Postulate verhalten

sich zu den Axiomen wie die Aufgaben zu den Satzen. Die Postu

late behaupten die Moglichkeit einer Konstruktion, die auf andere als

ausfiihrbar angenommene Konstruktionen nicht zuruckgefiihrt werden

kann; die Axiome sprechen eine Eigenschaft aus, die ohne Beweis

einer Figur beigelegt wird, deren Konstruierbarkeit bereits postuliert

oder bewiesen ist. b) Die Axiome sprechen Eigenschaften aus, die

jeder mathematischen GroBe zukommen, und gelten daher auch auBer-

halb des Bereiches der Geometric; in den Postulate!) werden Eigen
schaften betrachtet, die nur von rein geornetrischen Dingen ausgesagt
werden konnen. c) Die Axiome gelten durch sich selbst (xa& aavra),

d.h. auf Grand der Bedeutung der inihnen vorkommenden Ausdriicke; die

Postulate ergeben sich nicht mit Notwendigkeit aus der Definition der in

ihnen enthaltenen Ausdriicke. Dem dritten Standpunkte gegenuber hat

die moderne Kritik gezeigt, dafi diejenigen Satze
?
die man als Axiome

betrachtete, Forderungen in sich enthalten, die erfiillt sein iniissen, und

daher in gewissem Sinne auch als Postulate angesehen werden konnen 3
).

3) Unausgesprocliene Sdtsse, die durch direkte Bezugnahme auf die

Anschauung ersetzt werden
7

z. B. iiber den Begriff 7,zwischen
u
,

iiber

?7
die Unendlichkeit der Geraden&quot; usw.

Fiir eine richtige Wertschatzung dieser Grundlagen des Euklidischen

Werkes ist aber im Auge zu behalten, daB der Text unsicher ist und

wohl manche der grundlegenden Satze spatere Zutaten sind.

An diese Fassung der Prinzipien der Geometric kniipft nun eine

lange kritische Arbeit an, die aus dem Altertum bis in unsere Tage
hinein reicht und sich im besonderen mit dem Beweise des fiinften

(Parallelen-)Postulats beschaftigt (vgl. Abschn. I dieses Referats, ins-

besondere Nr. 8).

2) Prodi Diadochi in prinium Euclidis elementornin librum commentarii.

Ex rec. G. Friedlein, Leipzig 1873, p. 178.

3) Vgl. G. Vailati, Heidelberger KongreB, p. 575, und H. G. Zeutlien, ebenda,

p. 340. Wir werden in diesein Artikel die eigentlichen grundlegenden Satze der

Geometrie, d. h. die Satze, welche die zwischen den Grundbegriffen der Geometrie

angenommenen Beziehungen ausdriicken, als Postulate bezeichnen.
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Aber vor dein Beginn des verflossenen Jahrhunderts kam man
uber den dogmatischen Gesichtspunkt der Euklidischen Geometrie nicht

hinaus, der ubrigens auch von neueren Mathematikern, z. B. von

Cayley, gebilligt worden 1st.

Die Fortschritte in der Kritik des verflossenen Jahrhunderts gehen
von zwei allgemeinen Ideen aus:

I. Hinsichtlich des Objects der Geometrie kam man zu einer

Unterscheidung zwischen

1) dem gewohnlichen intuitiven Baume, dessen Grundeigenschaften

gemafi der iiblichen Auffassung die Anschauung ergibt;

2) dem physischen Baunie, dessen Grundeigenschaften die Erfalirung

darbietet, und

3) den dbstrakten Bciumen, d. h. allgemeinen Begriffen, die aus

dem gewohnlichen Begriffe des (intuitiven) Raumes durch Abstraction

oder Verallgemeinemng seiner Eigenschaften hervorgehen.
Vor allem fiihrte die nicht-Euklidische Geometrie, die zwischen

1815 und 1830 entstand (Gaufi, J. Bolyai, Lobatschefskij, vgl. Nr. 8)
zu der Anerkennung der physischen Moglichkeit eines Raumes

,
der

von dem gewohnlichen intuitiven Raume verschieden ist. Jedoch er-

schien diese Moglichkeit, da ihr nur der Zweifel an der Gultigkeit
des fiinften Euklidischen Postulats zugrunde lag, zunachst begrenzt,
und die von diesem Postulate unabhangige Geometrie wurde daher als

die einzig existierende
(,,absolute&quot;) betrachtet. Diese Beschrankung in

der Raumvorstellung wurde von B. Biemann aufgehoben, der in seinem

1854 gehaltenen und 1867 veroffentlichten Habilitationsvortrag in all-

gemeiner Weise von Hypothesen spricht, welche der Geometrie zu

grunde liegen, die UnendliMeit der Geraden fallen laBt und iiberdies

(wie Graflmann es schon vorher getan hatte) mehrere Dimensionen

betrachtet (vgl. Nr. 8, 15, 27). In demselben Sinne hat dann wohl

F. Klein sehr anregend gewirkt
4
).

4) Vgl. den folgenden Satz aus seinem Artikel: Uber die sogenannte nicht-

Euklidische Geometrie, zweiter Aufsatz, 1872, Math. Ann. 6 (1873), p. 113: ,,Ahnliche

Untersuchungen (wie uber das Parallelenaxiom) konnte und sollte man mit bezug
auf alle anderen Voraussetzungen, die unseren geometrischen Vorstellungen zu

grunde liegen, anstellen. Es ist die nicht-Euklidische Geometrie ein erster Schritt

in einer Richtung, deren allgemeine Moglichkeit durch Riemanna Arbeit ,,Uber

die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen&quot; vorgezeichnet ist. Ein

ahnlicher Schritt ist es, wenn man das Axiom von der unendlichen Lange der

Geraden fallen laBt, wie ich dies in meinem vorigen Aufsatze im Anschlusse an

die Arbeiten von Riemann und Helmholtz getan habe. Dann ist aufier der nicht-

Euklidischen Geometrie im Sinne von Lobatschefskij, Bolyai oder, wie ich sie

nenne, der hyperbolischen Geometrie, noch eine zweite Geometrie, die elliptieche,
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Wenig spater als Riemann (1868) sprach H. Helmlwltz (jedenfalls

mit unter dem Einflusse der englischen empiristischen Philosophic) die

Meinung aus, daB der Wert der grundlegenden Satze der Geometrie in

ihrer Eigenschaft, physische Tatsachen zu enthalten, bestehe, und dies

fiihrte ihn zu neuen mathematischen Fragestellungen, die spater voll-

standig beantwortet worden sind (vgl. Abschn. V B dieses Referats).

Die auBerorclentliche Verbreitung und die Entwicklung der nicht-

Euklidischen Theorien, die von verschiedenen Standpunkten aus von

Battaglini, Hoiiel, Flye Ste. Marie, Mansion, De Tilly und in anderer

Weise von Beltrami, Clifford, Klein, Lie, Poincare u. A. gefordert

wurden, machten den Begriff der verschiedenen moglichen Geometrien

popular und brachten die erwahnte Einschatzuug der Postulate im

Yerhaltnis zum physisehen Raum in weiteren Kreisen zur Anuahme.

Aber man konnte die neue Entwicklung nicht verstehen, wenn

man nicht neben einer Geometrie, deren Objekt der Physik angehort,

auch eine Geometrie betrachtete, die auf dem Wege der Abstraktion

aus der intuitiven Vorstellung des gewohnlichen Raumes hohere

Raume hervorgehen zu lassen bestrebt ist; von dieser Art ist z. B.

der Raum der projektiven Geometrie, in der man von rein deskrip-

tiven Begriffen
5
) ausgeht und metrische Begriffe ausschlieBt, wie dies

F. Klein im AnsehluB an das von Staudtsche System gelehii hat,

und auch die nicht-Archimedischen Raume Veromses und Hilberts

sind von dieser Art (vgl. Abschn. VII dieses Referats).

Xun sind aus derartigen Konstruktionen verschiedene Rangord-

nungen der geornetrischen Begriffe hervorgegangen, die deren psycho-

logischen Inhalt beleuchten (Nr. 12) und iiber ihre Erwerbung Licht

verbreiten 6
).

Und endlich entstand so auch (im Zusammenhange mit

der formalen Entwicklung, die wir weiter unten beriihren werden)
eine freiere Betrachtung der verschiedenen Geometrien, indem man, ab-

gesehen von dem physikalischen oder psychologischen Objekt, ein

System von Hypothesen betrachtete, dessen Konsequenzen man aus

irgend einem matheinatischen Interesse verfolgte (wie z. B. in den

moglicli; zwischen beiden bildet die gewohnliche, parabolische, Geometrie den

tbergangsfall.&quot;

5) D. h. Begriffen, die sich nur auf die Lage beziehen und daher pro

jektiven Charakter haben. Dieses Wort ist in dem vorliegenden Artikel in An-

lehnung an PonceUt gewahlt worden, um fiir lagengeometrische Beziehungen ein

bequemes Adjektiv zu haben; Poncelet hat fiir diese Beziehungen neben des

criptive (Traite des proprietes projectives des figures, introduction) auch graphi-

que (Traite, chap. I, Nr. 6); wir haben dem ersten Ausdruck den Vorzug gegeben.

6) Vgl. F. Enriques, Riv. filos. di Pavia 1901.
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letzten Entwicklungen der Hillertscheii Schule; vgl. Abschn. VII dieses

Referats).

Was die physikalische Bedeutung der Postulate betrifft, so liaben

diese Konstruktionen, in Ubereinstinimung mit dem weniger schema-

tischen Begriff der
,,Tatsache&quot;, der von der modernen wissenschaft-

lichen Philosophie vertreten wird, zu einer Anderung des Urteils uber

ihren empirischen Wert gefuhrt.

F.Klein (Funktionsbegriff 1873; Math. Ann. 37; Gutachten) und

H. Poincare (Soc. M. Fr. Bull. 15; Wissenschaft und Hypothese) sind

bei verschiedenen philosophischen Richtungen dazu gekommen, die geo-
metrischen Postulate als Satze anzusehen, die man mehr oder weniger
willkurlich in die ungenauen Daten der Erfahrung hineinlegt, um eine

zuverlassige Grundlage fur die weitergehende exakte Uberlegung zu haben.

II. Hinsichtlich der logisclwn Form der geonietrischen Entwick-

lung kam die moderne Kritik zu einem neuen Begriff der mafhe-

matischen Strenge, der niit der kritischen Richtung, die vorher in der

Analysis sich geltend gemacht hatte (Weierstrafl, Dedekind, G. Cantor,

P. Du Bois-Reymond, Meray, Dini u. A.), zusammenhangt.
Vor allem entdeckte man unausgesprochene Postulate, die bei

dem Beweise von Satzen auf Grund der Anscliauung unwillkiirlicli

benutzt wurden, z. B. das Postulat der Stetigkeit (Cantor-Dedeldnd},
das sogenannte Archimedische Postulat (auf das Stole wieder die Auf-

merksamkeit gelenkt hat), die Postulate der Anordnung (Pascli), usw.

Dann bemerkte man, daB eine Definition, ebenso wie ein Beweis,

etwas durchaus Relatives ist, und daher zeigte sich die Notwendig-

keit, die primitiven Begriffe, d. h. diejenigen, die man in einein vor-

liegenden System nicht definieren will, die aber in den Definitionen

logisch miteinander verkniipft sind, ausdriicklich als solche hinzu-

stellen. Und da schliefilich die Postulate als Relationen zwischen

diesen Begriffen erschienen, so wollte man den Postulaten eine solche

Form geben, daB sie erkennbar bleiben, auch wenn man von der (bei

der logischen Entwicklung nicht benutzten) Bedeutung, die man auf

Grund der Anscliauung oder der Erfahrung den Begriffen selbst bei-

legen kann, abstraliiert

In diesem Sinne ist der Begriff der Strenge in den Vorlesungen
iiber neuere Geometrie von M. Pascli (1881) durch die folgenden beiden

Forderungen festgelegt worden:

1) Es sind die primitiven Begriffe, durch welche alle iibrigen

logisch definiert werden, ausdriicklich als solche hinzustellen.

2) Es sind die fundamentalen Satze (Postulate), mit deren Hilfe

die anderen (die ,,Satse&quot;) logisch bewiesen werden, ausdriicklich als
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logischc Beziehunyen zwischen deu primitiven Begriffen unabhangig
von deren Bedeutung auszusprechen.

Und diese Fordernngen werden bei PascJi erftillt; die Grundlage
fur die logische Behandlung der Geometric liegt bei ihin durchaus

in den Postulaten (wenn diese auch als das Produkt eines an die An-

schauung ankniipfenden psychologischen Prozesses eingefuhrt werden).

Diese Auffassung der Strenge ist seither iramer mehr zum Ge-

meingut der geornetrischen Forschungen dieser Art geworden (vgl.

z. B. Peano, Principii, 1889; Veronese, Fondainenti, 1891; Hilbert, Grund-

lagen, 1898 usw.)
7

).

Ihr gemaB erscheinen vom abstrakten logischen Standpunkte aus

die Postulate als willkiirliche Verabredungen, und die Gesamtheit der

logischen Beziehungen, welche sie aussprechen, bildet eine Art im-

pliciter Definition der primitiven Begriffe
8

).

Wie man von dieser Willkiir Gebrauch machen soil, das hangt
von Werturteilen ab und lafit sich nicht wie eine wissenschaftliche

Frage entscheiden, bei der es sich urn ein Urteil dariiber handelt, ob

etwas wahr oder falsch ist. In der Tat haben die Peanosche und

(besonders in ihren letzten Entwicklnngen) die Hilberfcche Schule, in-

deni sie inimer mehr die abstrakte Seite der Darstellung ins Auge
fafiten, die Willkiir in der Wahl der Postulate im weitesten Sinne ver-

standen und sich damit immer mehr von der Auschauung entfernt: die

7) Ubrigens wurde sie in Italien, wo Euklids Elemente durch Sannia und
d Ovidio, Faifofer, De Paolis und andere schon vorher eine kritische Umarbeitung
erfahren hatten, auch in den Schulbetrieb hineingetragen. Die neueren italieni-

schen Lehrbucher, die bei verscliiedenen piidagogisclien Standpunkten die oben

auseinandergesetzten Bedingungen der fomialen Strenge sich zu eigen machen,
riihren von Veronese (Elementi di geometria [tratt. con la collaborazione di

P. Gazzamga\ Yerona-Padova 1897, neue Ausgabe 1900; Appendice agli elementi

di geometria, Verona-Padova 1898), Ingrami (Elementi di geometria, Bologna

1899\ Enriqiies e Amdldi (Elementi di geometria, Bologna 1903, zweite Auflage

1905) her. Vgl. auch das Sammehverk ,,Questioni
u von Enriqiies (1900).

8) Dieser weitere BegrifF der Definition fiiidet sich, wie G. Vacca (Riv. di

mat. 1899, p. 185) bemerkt hat, schon bei /. Z&amp;gt;. Gergonne (Gerg. Ann. 9 (1818 19),

p. 1). Es seien aus dem Gergonneschen Aufsatze zwei charakteristische Satze

angefiihrt: ,,Wenn ein Satz ein Wort enthalt. dessen Bedeutung uns unbekannt

ist, so kann durch die Aussage dieses Satzes die Bedeutung jenes Wortes uns

offenbar werden&quot; (p. 22). ,,Satze, die auf diese Weise den Sinn eines Wortes
auf Grand der bekannten Bedeutung der in ihnen enthaltenen anderen Worte

ergeben, konnten implicite Definitionen genannt werden, im Gegensatze zu den

gewohnlichen Definitionen, die man explicite Definitionen nennen konnte . . .; so

konnen auch oft zwei Satze, die zwei neue Worte mit bekannten Worten ver-

kniipfen, deren Sinn bestimrnen . . .&quot; (p. 23).
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zuerst genannte, indem sie hauptsachlich den Zweck verfolgte, das

Urteil tiber einige logisch-formale Fragen zu vertiefen, die andere, ura

Gegenstande von inathematiscbein Interesse, die mit Fragen de.r Ana

lysis oder der Zahlentheorie usw. verkniipft sind, weiter zu verfolgen.

Demgegeniiber strebt Veronese (Fondamenti) danach, das, was der

Anschauung und der Erfahrnng gegeniiber in mehr eigentlichem Sinne

als geometrisch zu betrachten ist, abzugrenzen, und Enriques (Questioni,

Art. 1) sucht einige Vorschriften aufzustellen, denen die Postulate bin-

sichtlich der primitiven Begriffe geniigen miissen, urn fur die An

schauung als evident zu erscbeinen.

Es ist zu erwahnen, daB die oben angefiibrten Forderungen der

formalen Strenge in dem Zeichensystem der rnatbematiscben Logik

(Leibniz, Peacock, De Morgan, Boole, H. G-rafimann, W. R. Hamilton,

Ch. Peirce, Schroder, Peano, Frege) einen symbolischen Ausdruck gefunden

baben. Dieser Symbolisinus, der von Peano (1889) zu einem System
der mathematiscben Darstellung erboben worden ist, bat die Not-

wendigkeit, primitive Begriffe anzunebmen, materiell fiiblbar gemacht,

da jeder von diesen Begriffen durcb ein neues Zeiclien, das ibn repra-

sentiert, eingefiibrt wird; daruber binaus bat er aucb zu einer scbarferen

Kritik hinsichtlicb der Einfachheit und Unabhangigkeit der Postulate

und primitiven Begriffe und der Vertraglichkeit der Postulate mit-

einander Veranlassung gegeben

Der Begriff der UnabhdngigJceit der Postulate, der zunacbst aus den

Entwicklungen bervorging, welcbe die Versucbe, das fiinfte Euklidische

Postulat zu beweisen, im negativen Sinne zum AbscbluB bracbten,

bestebt in folgendem: es bandelt sicb urn die Entscbeidung der Frage,

7,ob ein gegebener Satz von anderen, die als Voraussetzungen ange-

nommen werden, logisch abhangt oder nicbt&quot;.

Dabei ist folgendes zu beacbten:

1) Es gibt erne geordnete Unabhangigkeit, in der jedes Postulat

unabhangig von den vorbergebenden ist, und eine absolute Undbhangig-

keit, die bei jeder Anordnung der Postulate bestebt. B. Levi (Torino

Memorie 1904, p. 283) bat bemerkt, daB, wenn ein System von in be-

kannter Ordnung unabbangigen Postulaten a,b,c,... gegeben ist, man

immer ein anderes gleicbwertiges System bilden kann, das absolut im-

abbangig ist (a; es besteht & immer dann, wenn a erfiillt ist; usw.).

2) Die Unabhangigkeit der Postulate (a, 1),
. .

.)
ist mit ihrer

Zusammensetzung verknupft, d. b. es kann sein, daB man aus a zwar

nicbt b berleiten kann, wohl aber einen Teil von &. Das Urteil fiber

die Unabhangigkeit wird also um so klarer sein, je einfacher die
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Aussagen der Postulate sind. Aber A. Padoa hat dem Referenten ge-

zeigt, daB es durchaus einfache Aussagen auBer den Satzen von der

Form ,,a ist nicht &&quot; nicht gibt und daB es unmoglich ist, auf einer end-

lichen Anzahl soldier Aussagen ein geometrisches System aufzubauen.

Um zu beweisen. daB ein Satz a von anderen Satzen ?&amp;gt;, c, . . .

unabhangig ist, ist zu zeigen, daB das Gegenteil von a mit ~b
y c, . . .

vertraglich ist.

Diese Entscheidung iiber die Vertragliclikeit der Postulate wurde vor

allem auf die Betrachtung der arithmetischen Relationen gegriindet, die

die in Rede stehenden geonietrischen Annahnien ausdrucken. Man nahm

die Satze der Arithmetik als logisch vertraglich an und suchte die

logische Moglichkeit verschiedener Geometrien zu beweisen, indem

man deren Gegenstand nicht mehr gemaB seiner gewohnlichen, phy-

sischen oder anschauungsmassigen, Bedeutung auslegte, sondern in

einem durchaus abstrakten Sinne. In dieser Weise als logische Wissen-

schaft entwickelt, kam die Geometrie dazu, in einem allgemeineren

Sinne als die Wissenschaft derjenigen Begriffe (der abstrakten jRaiimc]

betrachtet zu werden, welche den geonietrischen Postulaten oder einem

Teile von ihnen formal genugen.

Eine Modification dieses Gedankenganges besteht darin, daB man
eine erste Geometrie (z. B. die Euklidische Geometrie) als gegeben fund

also jedenfalls als logisch zulassig) ansieht uud innerhalb derselben

eine Interpretation der Annahnien irgend einer andern Geometrie sucht
;

indem man deren Grundbegriffe durch solche Gebilde der ersten Geo

metrie ersetzt, fiir welche die Postulate der zweiten Geometrie tat-

sachlich zutreffen. Nun bildet die Vertraglichkeit der fundamentalen

Satze derjenigen Geometrie, welche man als gegeben annimmt, oder

die Vertraglichkeit derjenigen Satze
,
welche die elementaren Eigen-

schaften der arithmetischen Operationen ausdrucken^ eine Annahnie,
welche behauptet, man konne zu keinem Widerspruche gelangen, wie

weit man auch die Konsequenzen jener fundamentalen Satze verfolgt.

In die Erorterung der Bedeutung dieser Annahme (die mit Fragen
der Erkenntnistheorie zusammenhangt) ist man in neuester Zeit auf

matheniatischein Gebiete eingetreten. Und hier stehen zwei Stand-

punkte einander gegeniiber.

1) Ein empinstischer Standpunkt.
Wenn man die Geometrie und die Arithmetik als etwas ausieht,

das ein reelles, durch die Anscliauung oder die Erfalirung gegebenes

Objekt hat, dann kann man die Veiiraglichkeit ihrer Postulate auf

der Grundlage dai*tun, daB ,,das, was (physisch oder psychologisch)

existiert, nicht sich selbst widersprechen kann&quot;. Dieser Standpunkt ist
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neuerdings in poleinischer Form von A. Padoa 9

) eingenommen worden,
der die moglichen Interpretationen eines Systems abstrakter Satze in

allgemeinster Weise betrachtet und zu der Meinung kommt, daB kein

Grund vorliegt, einer von diesen Interpretationen einen groBeren Wert
als einer anderen beizulegen, mid insbesondere die der arithnietischen

Interpretation traditionell beigelegte bevorzugte Stellung bestreitet.

Hier ist zu bemerken, daB zwischen geometrischen und (im ele-

mentaren Sinne) arithnietischen Erfahrungen folgender Unterschied

besteht: die ersten beziehen sich auf Dinge, die in stetiger Weise

variieren konnen, und haben daher immer notwendigerweise einen

angenaherten Wert; die zweiten beziehen sich auf etwas, das nur in

diskreter Weise variieren kann und haben daher (bis zu dem Punkte,
bis zu dem sie heranreichen) einen exakten Wert. Wenn man daher

die Erfahrung durch eine Annahme iiber das Resultat ihrer Wieder-

holung vervollstandigt (die unserem Glauben an die Wirklichkeit

zugrunde liegt), so kann man der Meinung sein, daB sie einen wirk-

lichen Beweis fur die in der Arithmetik enthaltenen Tatsachen liefert,

nicht aber fur die Geometrie.

Aber wenii man nicht die Existenz psychologischer, sondern phy-
sischer Objekte betrachtet, so ist noch zu untersuchen, ob die An

nahme, daB ,,das, was existiert, nicht sich selbst widersprechen kann&quot;,

berechtigt ist, da man mit ihr dem Prinzipe des Widerspruchs (dem
Gesetze des logischeii Denkens) einen objektiven Wert erteilen wiirde.

2) Ein logiscli-formaler Standpunkt, der die Vertraglichkeit der

fundamentalen Satze der Geometrie auf die Vertraglichkeit der funda-

mentalen Satze der Arithmetik zuriickfiihren will und einen logisclien

Beweis dafiir liefern zu konnen behauptet, daB die Prinzipien der

Arithmetik miteinander vertrdglich sind lQ
).

Aber eine Erorterung iiber die Art und die Moglichkeit eines

solchen Beweises geht iiber den Rahmen dieses Artikels hinaus.

Die Untersuchungen iiber die Unabhangiglceit der primitiven Be-

griffe sind aus der von der italienischen mathematisch-logischen Schule

(G. Peano, M. Pieri, A. Padoa usw.) eingeschlagenen Richtung hervor-

gegangen, die Zalil der bei dem logischen Aufban der Geometrie ohne

Definition angenomrnenen primitiven Begriffe in systematischer Weise

zu beschranken (vgl. Nr. 6).

Sind mehrere fundamentale Begriffe J., B, C
y
... gegeben, so

kann man fragen, ob einer von ihnen durch einige der iibrigen de

fy L enseignement inathematique 5 (1903), p. 85.

10) Vgl. D. Hilbert, Grundlagen, p. 18, und Heidelberger KongreB, p. 174.
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finiert werden kann (z. B. C mit Hilfe von A und B) oder ob er von

ihnen unabhangig ist. Eine solche Frage hat so lange keineu Sinn,

als man nicht sagt, welche Beziehungen zwischen den genannten Be-

griffen postuliert werden. Nimmt man dagegen an, daB zwischen den

Begriffen A, B, C (die wir in abstrakter Weise durch die ent-

sprechenden Synibole dargestellt betrachten) gewisse logische Be-

ziehungen bestehen, die durch ein gewisses System von Postulaten

(a, &, c, . .

.),
die wir als gegeben ansehen, ausgedrfickt werden,

eo wird man dartun konnen, daB C in dem System (a, &, c, . .
.)

von A, _Z? undbliangig ist, indeni man eine geeignete konkrete Inter

pretation der Synibole A, J5 angibt, der zwei verscliiedene Interpre-

tationen von C zugeordnet werden konnen, so daB ein bei der ersten

Interpretation wahrer (und daher mit a, &, c, ... vertraglicher) Satz

bei der zweiten Interpretation falsch ist (Padoa
11

)*).

Was die Einteilung des folgenden Berichtes betrifft, so unter-

scheiden wir die elementare Richtung von den hoheren Ansatzen,

die entweder von der Theorie des Kontimmins oder der projektiven

Geometrie oder der allgemeinen Idee einer MaBbestiinraimg (Bogen-
element und Entfernung, Bewegungsgruppe) ausgehen. Die elemen-

tare Richtung ist durch den umnittelbaren Vergleich der samtlichen uns

gelaufigen geometrischen Begriffe charakterisiert, wahrend die anderen

hoheren Richtungen (abgesehen von der Anwendung hoherer Unter-

suchungsmittel und besonders der Analysis) einer Trennung der fun-

damentalen Begriffe in einige Familien entsprechen, von denen jede

einer breit entwickelten Geometrie zur Grundlage dient, der die

anderen Begriffe untergeordnet werden.

Xach der Darstellung dieser verschiedenen Richtungen berichtet

der letzte Abschnitt iiber die neuen Entwicklungen, die durch Ab-

straktion von dem gewohnlichen Begriffe des Kontinuums zur Kon-

struktion der nicht-Archimedischen Geometrieen gefiihrt haben.

I. Die elementare Richtung.

2. Vorbemerkung. Elementare Darstellungen der Grundlagen
der Geometrie finden sich rnehr oder minder in jedeni Lehrbuche der

element-aren Geometrie. Wir verweisen wegen vieler Einzelheiten auf

die beiden Artikel fiber Elementargeometrie. Hier handelt es sich nur

um eine allgemeine tFbersicht fiber die hauptsachlichsten in prinzi-

pieller Hinsicht unterschiedenen Ansatze.

11) Congrfcs internat. de philos. Paris 1900, 3, p. 309.
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Wir besprechen in dieser Hinsicht der Reihe nach die Begriffe

Punkt, Gerade und Ebene, Strecke und Wirikel (den Begriff ,,zivischen&quot;),

Kongruens und Beivegung, die verschiedenen Forrnen des Stetigkeits-

begriffes und die ParallelentJieorie. Als Erganzung schlieBt sich hieran

eine Besprechung der im Sinne der alten Geometer behandelten Pro-

portionenlehre und der LeJire vom Flacheninhalt.

3. Punkt, Gerade und Ebene. Euldid (OQOI, a
, /? ,/) beginnt:

etinv, ov l**BQO$ ov&sv.

ds iiqxos ankarss.

ia ds etinv, o fiijxo? xccl jeJLdxog povov s%si.

tJbersetzt :

Ein Punkt ist etwas, dessen Teil nichts ist.

Eine Lime ist eine Lange ohne Breite.

Eine Flache ist etwas, was nur Lange und Breite hat.

Und Euklid fugt hinzu
7
da6 die Grenzen der Linie Punkte und

die Grenzen der Flache Linien sind.

Er geht darauf so yor
;
daB er unter den Linien und Flachen die

Gerade und die Ebene charakterisiert, wie wir es bald sehen werden.

Im AnschluB hieran gibt es zwei Wege, urn in die Elemente

der Geometrie einzudringen:

1. Man nimmt den Punkt als ersten fundamentalen Begriff an,

der durch Abstraktion aus der Yorstellung eines sehr kleinen Korpers

entstanden ist, und sucht dann durch Bewegung des Punktes die

Linien, durch Bewegung der Linien die Flachen und durch Bewegung
der Flachen die Korper (oder den Raum) zu erzeugen.

2. Man geht von dem fundamentalen Begriffe des Korpers aus

und fuhrt dann die Flachen als Grensen der Korper, die Linien als

Grenzen der Flachen und die Punkte als Grenzen der Linien ein.

Jedoch ist zu bemerken, daB man weder auf dem einen noch

auf dem andern Wege zu wirklichen logischen Definitionen kommt,
sondern nur zu Angaben und Beschreibungen von einer gewissen

physisehen und psychologischen Bedeutung.

Was den zweiten Weg betrifft, so kann man sagen, daB der Be

griff der Gfrenee eines Korpers, einer Flache, einer Linie den Begriff

der Flache, der Linie, des Punktes, den man defmieren will, bereits

enthalt, wenn er nicht etwa alle diese Begriffe gleichzeitig und

im besonderen einige Beziehungen zwischen ihnen enthalt, die schwer

festzustellen sind.

Der erste Weg scheint zwar nicht einen so deutlichen Zirkel-

schluB zu enthalten, aber er erfordeii doch eine tiefgehende Unter-
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suchung, uin zu einer logischen Systematisierung der in Rede stehenden

Begriffe zu fuhren. Und die groBe Schwierigkeit dieser Untersuchung

hangt damit zusanimen, dafi die von uns auf induktivem Wege er-

worbenen Begriffe der Linie und der Flache sich sozusagen in einer

fortschreitenden Weiterbildung befinden, der wohl bezeichnete Grenzen

sehwer zu setzen sind (vgl. Abschn. II dieses Referats und das Referat

HI A, B 2, v. Mangoldt).

Daher die Tendenz der modernen kritischen Elementargeometrie,

den ,,Punkt&quot;
als ersten fundamentalen Begriff anzunehmen und nach-

einander die einfachsten Linien und Flachen (die Gerade, die Ebene, . .
.)

einzufiihren, niit deren Hilfe man dann versucht, die allgenieinsten

Begriffe der Linie und der Flache zu gewinnen. Geht man in dieser

Orduung vor, so konnen die Linien- und Flacheneigenschaften der

genannten besonderen Linien und Flachen mit der Leichtigkeit und

Bestimmtheit, die der besondere Fall gestattet, ausgesprochen werden,

wie wir es in Nr. 4 sehen werden.

Bevor wir den Begriff ,,Puiikt&quot; verlassen, wollen wir noch be-

merken. dafi er definiert werden komite, indem man von den Be-

griffen ^Korper&quot;
und ^Bewegung&quot; ausgeht, wenn man namlich die Be-

wegungen als Glieder einer Gruppe von Transformationen betrachtet
;

denen man die Korper unterwirft (vgl. Abschn. V B dieses Referats).

Dann entsprechen (nach Poincare) die Punkte gewissen ??Untergruppen
der Gruppe der Bewegungen&quot; (den Gruppen der Rotationen um die

Punkte des Raumes) und sie konnen als solche definiert werden.

Diese Entwicklungsweise wiirde zwar etwas muhsam sein, aber aus

zwei Griinden interessant:

Erstens wiirden dabei die Postulate in einer Form ausgesprochen

werden, die dem unmittelbaren Ergebnisse der physischen Erfahrungen
am nachsten komrnt;

zweitens kommt dabei zuni Vorscheiu, dafi der Begriff des

Punktes, der der Existenz gewisser Untergruppen der Gruppe der

Bewegungen entspricht, ein physisches Faktum voraussetzt.

Gehen wir nun dazu fiber, die Definitionen der Geraden und der

Ebene zu priifen.

Die Begriffe Gerade und Ebene konnen entweder als primitive

Begriffe angenommen oder aber mit Hilfe der Begriffe Kongruenz und

Bewegung definiert werden.

EuTdid definiert in seinen ,,Elementen&quot;
12

)
die Gerade: ev&eia

TOL$
&amp;lt;p

12) /. L. Heibergsche Ausgabe, Leipzig 1883, 1, UQOI

Eucyklop. d. math. Wisaensch. in 1.
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Proclus 13
) interpretiert diese Definition, indem er sagt, da6 die

Gerade die Linie ist, deren Lange zwischen zwei Punkten mit deren

Entfernung zusammenfallt, und dann konnte man sie an die sogleich

zu nennende Archimedische Definition anschliefien.

Allgemein iibersetzt man: ,,die Gerade ist diejenige Lime, welche

zu ihren Punkten in gleicher Weise
liegt&quot;,

und interpretiert dies viel-

fach als diejenige Linie, welche von jedem ihrer Punkte in zwei gleiche

Teile geteilt wird 14
).

Aber diese Eigenschaft charakterisiert die Ge
rade nicht, da sie auch der Schraubenlinie zukommt.

W. Leibniz 1

*)
hat die Gerade als die Linie betrachtet, welche die

Ebene in zwei kongruente Teile teilt (und die Ebene als die Flache,

welche den Ranm in zwei kongruente Teile
teilt).

Diese Vorstellungen von Euklid und Leibniz konnen zu einer

logischen Formulierung der Prinzipien der Geometric fuhren, wenn
man als primitive Begriffe die Begriffe Punkt und gleiclie Entfernung
annimrnt und mit Hilfe eines geeigneten Systems von Postulaten die

Symmetrie auf der Geraden, in der Ebene und irn Raume herstellt 16
).

Archimedes 11
) hat die Gerade als die kiirzeste Linie zwischen zwei

Punkten betrachtet, und dieser Begriff ist dann von A. M. Legendre
1

*)

wieder aufgenomnien worden. Auch er kann zu einer logischen De
finition der Geraden fiihren, wenn man als primitiven Begriff den der

Entfernung zwischen zwei Punkten (oder genauer den Begriff gleicJier,

grofierer oder Tdeinerer Entfernung bei zwei [als fest betrachteten]

Punktepaaren) annimmt. Auf Grund eines geeigneten Systems von

Postulaten kann man dann unter gewissen Bedingungen die Ldnge
einer Linie und daher die Gerade als die Linie kleinster Lange zwi

schen zwei Punkten definieren 19
).

Allgemeiner bekannt ist die auch von Leibniz 20
)
und anderen ge-

brauchte und von M. Simon 21
)
im Proclus wiedergefundene Definition,

13) Commentarii, p. 109.

14) In bezug auf diese verschiedenen Interpretationen vgl. M . Simon, Euklid

und die sechs planimetrischen Biicher, Leipzig 1901, p. 26; vgl. auch H. G. Zeuthen,

Geschichte der Mathematik im Altertum, Kopenhagen 1896.

15) , 9
Leibnizen& Mathematische Schriftenu

, herausgegeben von C. J. Gerhardt,

erste Abteilung, 1, Berlin 1849, p. 196.

16) Vgl. T. Broden, Pedagogiske Tidskrift, Halmstad 1890.

17) USQL GrpaiQccs Y-ttl xvUvdgov, ^CC^KVO^LEVK K, opera I, p. 8; vgl. P. Du

Bois-Reymond, Math. Ann. 15 (1879), p. 283.

18) Elements de geometrie, 2. edit., Paris an VIII, p. 1.

19) Vgl. J?. Bettazzi, Ann. di mat. (2) 20 (1892), p. 19.

20) Mathematische Schriften, erste Abtheilung, 1, p. 196, und zweite Ab

teilung, 1, p. 164.

21) ,,Eiiklid&quot;, p. 26.
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nach welcher die Gerade als die Lime betrachtet wird, die unbewegt

bleibt, wenn man sie um zwei ihrer Punkte rotieren laBt. C. F. Gait ft

bemerkt bei Gelegenheit (vgl. Werke 8, p. 196), dafi man sich dieser

Eigenschaft gerade in der Praxis, wenn man die Operationen mit dem

Theodolitben vornimmt, bedient, um festzustellen, ob eine Linie eine

Gerade ist.

Viele Mathernatiker (darunter H. Grafimann**j) haben die Gerade

als diejenige Linie betrachtet, welche in jedem ihrer Ptmkte eine

konstante Richtnng beibehalt. Soil diese Definition annehmbar sein,

so niuB man als primitiven Begriff den der Riclitung annehrnen, und

das kann z. B. in Beziehung auf zwei Punkte, unabhangig von. dem

Begriffe der Geraden, geschehen. Diese Idee ist noch neuerdings von

Ediv. F. Dixon 23
) entwickelt worden. Sie hangt mit der anderen Grafi-

manmchen. Idee zusammen, nach welcher die Geometric als ein geome-

trisclies Eeclmen mit Streckeii oder, modern ausgedriickt, als eine Vektor-

analysis dargestellt wird 24
).

Die Grundvorstellungen und -satze dieses

geometrischen Rechnens hat kiirzlich G. Peano 2

) analysiert. Weitere

Untersuchungen fiber diesen Gegenstand haben G.Darboux 26
),
F.Siacci*1

},

E. ScMmmack**), I. Sclmr-*\ G. Hamel 30
)

veroffentlicht,

Eine bernerkenswertere Definition der Geraden und der Ebene

ist die von W. Leibniz* 1

}
erdachte und dann von Jdh. Bolyai

8

*)

uud JV. Lobatschefskij**) wieder aufgenommene und entwickelte, die

darin besteht, dafi man die Ebene als den Ort der Punkte betrachtet,

22) Ygl. Ausdehnunglehre von 1844, Einleitung, Abschu. C, Ges. Werke I 1,

p. 28 : ,,Die einfache Ausdehnungsform ist die Form
,
welche durch eine nach

deinselben Gesetze erfolgende Andening des erzeugenden Elementes entateht&quot;;

p. 29: ,,In der Raumlehre ist die Gleichheit der Richtung das die einzelnen

Anderungen umfassende Gesetz&quot;.

23) The foundations of geometry, Cambridge 1891.

24) Vgl. etwa den orientierenden Aufsatz von H. Grafimann: Kiirze Uber-

sicht iiber das Wesen der Ausdehnungslehre, Arch. Math. Phys. 6 (1845), wieder

abgedrackt: Ges. Werke I 1, p. 297 ff., insbesondere die Abschnitte HI und IV.

25) Calcolo geonietrico secondo 1 Ausdehnungslehre di H. Graflmann ,
Torino

1888.

26) Bull. math. astr. 9 (1875), p. 281, abgedruckt als Note 1 in Despeyrous,
Cours de Mecanique 1 (1884), p. 371.

27) Napoli Rend. (3) 5 (1899), p. 34.

28) Gottinger Nachrichten 1903, p. 34.

29) Zeitschr. Math. Phys. 49 (1903), p. 352.

30) Zeitschr. Math. Phys. 49 (1903), p. 362.

31) Math. Schriften, zweite Abteilung, 1, p. 1(56.

32) Vgl. W. Bolyai, Tentamen, editio secunda II, Budapest 1904, p. 8.

33) N. J. Lobrt.tsclii fskij, Zwei geornetrisehe Abhandlungen , 1, p. 7 und 95.
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die von zwei gegebenen Punkten gleichen Abstand haben 34
),

und die

Gerade als den Ort der Punkte, die von drei Punkten, deren gegen-

seitige Eiitfernungen den bekannten, zwischen den Seiten eines Drei-

ecks bestehenden Ungleichheiten geniigen, gleich weit entfernt sind,

oder auch als den Ort der Beriihrungspunkte der Kugeln, die zwei

gegebene Mittelpunkte liaben (vgl. auch Gr. Peano, FuBnote 60). Der

Begriff der gleichen Entfcrnung von Punktepaaren tritt hier wieder als

primitiv auf.

Wenn die Ebene nicht gleichzeitig mit der Geraden oder vor ihr

definiert wird, so kann man den Begriff der Ebene unmittelbar auf

den der Geraden zuriickfiihren.

Euklid definiert die Ebene: fatfae$o$ situpccvfid etinv, ijng &Z

t&amp;lt;5ov ratg fqp eavrils sv&ehxis xsiTai, was man gewohiilich iibersetzt:

eine Ebene ist eine Flache, die gleichrnaBig zu ihren Geraden liegt.

Diese Definition enthalt sicher Uberfliissiges; in der Tat ist die Ebene

schon definiert als diejenige Fliiche, welche die Gerade, die zwei be-

liebige ihrer Punkte verbindet, ganz enthalt
5

diese Definition kann

man bis auf Heron zuriickfiihren.

C. F. 6rf/w/J
35
) hob hervor, dafi diese Definition ein Postulat ent

halt, da eine Gerade und ein auBerhalb derselben gelegener Punkt schon

die Erzeugung der Ebene geben. Er hat vorgeschlagen, die Ebene

als den Ort der in einem Punkte zu einer Achse errichteten Normalen

zu definieren. Die gewohnliche Definition verwandelt sich dann in

ein Theorem, mit dessen Beweis sich Gaufi in seinem Nachlasse be-

schaftigt
36

).

Eine analoge tJberlegung hat F. Deahna*1

) ausgefiihrt. Er geht

von einer Erzeugung der Ebene aus, die von der vorhergehenden

wenig verschieden ist. Nachdem er zunachst die Begriffe der Geraden

und der Kugel (mit Zugrundelegung des Begriffes der gleichen Ent-

fernung) aufgestellt hat, ninimt er an, daft man die Kugel urn einen

Durchmesser in der Weise bewegen kann, daB jeder Punkt eine ge-

schlossene Linie (einen Kreis) beschreibt; unter diesen Kreisen gibt es

einen, der die Kugel in zwei kongruente Teile teilt; die Geraden,

34) Genau durch diesen Ansatz entstelit die Hesseache Normalform der

Gleichung der Ebene.

35) Brief an Bessel vom 27. Januar 1829
;
Werke 8, p. 200.

36) Werke 8, p. 194.

37) Demonstratio theoreniatis geometric! fundamentalis atque hucusque

pro axiomate suniti: ,,esse superficiem planam
u

,
Diss. Marburg 1837; vgl.

W. Killing, Einfiihrung in die Grundlagen der Geometric^ Paderborn 1893 und

1898, 2, p. 183.
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welch e die Punkte dieses Kreises mit dem Mittelpunkte der Kugel

verbinden, erzeugen eine Ebene.

Neuerdings ist die Frage der Ebene von G. Veronese 58
)
einer neuen

Priifung unterworfen worden. Dieser definiert, nachdem er einige ein-

fache Postulate iiber die Gerade und die Kongruenz (vgl. Nr. 5) aus-

gesprochen hat, (fiir den Euklidischen Fall) zwei Gerade als parallel,

wenn sie in bezug auf einen Punkt entgegengesetzt (synanietrisch)

sind, und flihrt das Postulat ein:
??
Zwei parallele Gerade sind in bezug

auf den Mittelpunkt jeder Strecke, deren Endpunkte auf ihnen liegen,

entgegengesetzt.&quot;
Auf dieser Grundlage konstruiert er die Ebene

mit Hilfe des Biischels der Geraden, die von einem auBerhalb gelege-

nen Punkte A aus die Punkte einer Geraden a projizieren, wobei die

durch A zu a gezogene Parallele hinzugefugt wird, und darauf beweist

er, daB die so konstruierte Ebene die Gerade enthalt, die zwei be-

liebige ihrer Punkte verbindet 39
).

Gerade, Linie und Ebene lassen sich auch gruppentheoretisch

fassen.

Naclidein wir untersucht haben, wie die Begriffe Gerade und

Ebe)ie mit Hilfe der Kongruenz und der Bewegung definiert werden

konnen, wollen wir von der Idee sprechen, die Gerade oder die

geradlinige Strecke und die Ebene oder die ebene Flaehe als fwnda-

mentale, durch einige Gruppen von Postulaten charakterisierte Be

griffe anzunehmen.

Wenn man von dem Begriife der geradlinigen Strecke ausgeht,

so kann man die Gerade definieren (Pascli, Neuere Geometric; Peano,

Principii und Fondamenti), und ebenso kann man die unbegrenzte
Ebene definieren, wenn man in geeigneter Weise die Eigenschaften
einer ebeneu Flaehe postuliert, indem man also ein geeignetes Raum-

38) Fondamenti di geometria, Padova 1891, deutsch von A. Schepp, Leipzig

1894, Buch I, Xr. 19, II, Xr. 7, ausfuhrlicher in den Elementi.

39) Veronese hat angedeuiet, wie man unabhangig von dem genannten

Parallelenpostulat (das das Euklidische Parallelenpostulat und vielleicht etwas

mehr enthalt) die Frage der Ebene unter der Lobatschefskijscheu Annahme be-

handeln konne, und er hat auch den Riemannschen Fall, in welchem es keine

Parallelen gibt (Nr. 8), naher betrachtet. Aber in diesem Falle, in dem die voll-

standige Ebene durch die Projektion der (geschlossenen) Geraden von einem

auBern Punkte aus gegeben ist, wird der Satz von der Ebene von Veronese nur

unter Zuhilfenahme einer weiteren Annahme bewiesen, in der der Begriff des

unendlich groBen und des unendlich kleinen Gebietes auftritt. Der Autor driickt

iibrigens die Meinung aus, daB diese Annahme in semeni Systeme iiberflussig

sein umB. Aber diese Meinung bedarf noch der Rechtfertigung.
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stuck betrachtet: dagegen muB man, weim man von dem fundamen-

talen Begriffe der Geraden ausgeht, einen anderen primitiven Begriff

hinzunelimen
;
um die Strecke zu definieren.

Wir behalten uns vor, die Formulierung der Postulate, zu der

man gelangt, wenn man den ersten Weg einschlagt, auseinander-

zusetzen, wenn wir von den Prinzipien der projektiven Geometric

sprechen werden (HI.), und wollen jetzt den anderen Weg durch-

laufen, um zu zeigen, wie sicli dabei die Eigenschaften, die mit den Be-

ziehungen der Lage oder des EinanderangeMrens (der ,,Verkniipfung&quot;

bei Hilbert, Grundlagen, p. 2) von Gerade und Ebene zusammenhangen,
bis auf einen gewissen Punkt getrennt von den Linien- und Flachen-

eigenscnaften (den Postulaten der Anordnung, der Teilung) ergeben.

Die Postulate des Einanderangehbrens (der Verkniipfung) konnen

wie folgt formuliert werden 40
):

I. Man setzt eine Klasse von Elementen, Punkte genannt, (deren

Inbegriif Eaum genannt wird), als gegeben voraus und in ibr Unter-

klassen (Gerade und Ebenen), die folgenden Postulaten genugen:

1) Zwei Punkte gehoren einer und nur einer Geraden an.

2) Drei Punkte, die nicht einer Geraden angehoren, gehoren einer

und nur einer Ebene an.

3) Die durch zwei Punkte einer Ebene bestimmte Gerade gebort
der Ebene an.

4) Zwei Ebenen, die einen Punkt gemeinsam haben, baben noch

einen anderen Punkt (und also eine Gerade) gemeinsam.
Diesen Postulaten von zunachst nur bypothetischer Form fiigt

man die Existenzpostulate binzu, die die Existenz mehrerer verschie-

dener Punkte und von Punkten aufterltalb einer Geraden oder einer

Ebene bebaupten. Die Existenz einer unendlicben Zahl verschiedener

Punkte, Geraden und Ebenen folgt danu aus den erst weiter unten

unter II anzufiibrenden Postulaten der Anordnung.
Es ist zu bemerken, daB das vierte Postulat die Dreidimensiona-

litat des Raumes ausspricbt und auf Grund der in geeigneter Weise

als Postulat ausgesprocbenen Eigenscbaft der Ebene, den Raum in

zwei Teile zu teilen, bewiesen werden kann (vgl. Nr. 4).

4. Strecke, Winkel (der Begriff ,,zwischen&quot;).
Wir geben nun

dazu iiber, die Postulate zu untersucben, die die Linieneigenschaften

der Geraden und die Fldclieneigenscliaften der Ebene ausdriicken

(vgl. Absclin. II. Theorie des Kontinuums) und sicb auf die Begriffe

40) Wir bezeichnen sie mit der Zifter I, weil wir spater weiter numerieren
;

vgl. 4.
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,,zwischen&quot;, ,,naturliche Ordnung der Punkte einer
Geraden&quot;, ,,Strecke&quot;,

Strahl&quot;, ,,Seite der Ebene&quot;, ,,Winkel&quot;
beziehen.

Bei Eiiklid und seinen Naehfolgern werden diese Begriffe noch

nicht untersucht nnd Postulate, die sich auf sie beziehen, nicht for-

muliert, aber solche Postulate sind notig, wenn man wunscht, da8 die

geonietrische Betrachtung rein logisch und von dem Gegeustande der

Ansehauung unabhangig ist.

C. F. Gauft hat schon friihzeitig darauf aufmerksam gemacht
41

),

dafi der Begriff ,,zwischen&quot; einer strengen Formulierung bedarf.

Andererseits hat Herbart benierkt, dafi der Begriff der Ordnung der

Punkte einer Geraden der ganzen Geometric zugrunde liegt. Nun

verfiigte die analytische Geometric durch ihre Vorseiclien immer iiber

den Begriff snvischen. Dieses Prinzip der Zeichen hat dann A. F.

Jlobius ( Barycentrischer Calcul) in die reine Geonietrie iibertragen,

und auch H. Graflmann macht in seiner Ausdehnungslehre von 1844

davon konsequenten Gebrauch. Jedoch verdanken wir eine Syste-

matierung dieser Dinge, d. h. die Aufstellung eines Postulatensysterns

zur Charakterisierung dieser Beziehungen erst ]\I. PascJi (Neuere

Geometric, 1882), und derselbe Gegenstand ist dann in verschiedener

Weise von G. Peano (Principii und Fondamenti), G. Veronese (Fonda-

nienti), D. Hilbert (Gnindlagen) u. A. behandelt worden (vgl. Abschn. II.

Theorie des Kontinuunis).

Man kann zwei Arten, diese Untersuchung zu flihren, unter-

scheiden, und zwar kniipfen diese gewissermafien an die erwahnten

Bemerkungen von Gaufi und von Herbart an: es handelt sich namlich

da-rum, ob man sich auf den Begriff der fertigen oder den der werdcn-

den Figur bezieht.

a. Die Liniemigemchaften der Geraden konnen der fertigen Figur

gegenuber postuliert werden, wenn man von dem Begriffe ,,zwischen&quot;

oder ,,Zerlegung in Teile&quot; ausgeht, und zwar in folgender Weise:

II. 1) Wenn A, B, C Punkte einer Geraden sind und B zwischen

A und C liegt, so liegt B auch zwischen C und A.

2) Wenn A und C zwei Punkte einer Geraden sind, so gibt

es stets wenigstens einen Punkt J5, der zwischen A und

C liegt, und wenigstens einen Punkt Z), so dafi C zwischen

A und D liegt.

3) Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es stets

einen und nur einen, der zwischen den beiden anderen

liegt
42

).

41) Brief an W. Bolyai vom 6. Marz 1832, Werke 8, p. 222.

42) Nach D. Hilbert, Gnindlagen, p. 4.
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Oder in folgender Weise:

II . Jeder Punkt A der Geraden zerleyt die Gerade in zwei Klassen

von Punkten (Teile), die man mit den Namen rechter Teil und linker

Teil bezeichnen kann, in der Weise, daB:

1) jeder von A verschiedene Punkt eineni der beiden Teile an-

gehort;

2) wenn A sich zur Linken (oder zur Rechten) von einem anderen

Punkt B befindet, jeder Punkt zur Linken (oder zur Rechten)
von A sich zur Linken (oder zur Rechten) von B befindet;

3) wenn A sich zur Linken von B befindet, B sich zur Rechten

von A befindet.

Stellt man sich der iverdenden Figur gegeniiber, so hat man:

II&quot;. Die Punkte der Geraden sind in zwei (naturlichen) Ordmingen,

von denen die eine der anderen entgegengesetzt ist, in der Weise an-

einander gereiht, dafi bei Betrachtung einer bestimmten Ordnung:

1) wenn zwei Punkte A, B der Geraden gegeben sind, einer von

ihnen, z. B. A, dem anderen, B, vorangeht, und alsdann B auf

A folgt-,

2) wenn drei Punkte A, B, C gegeben sind und A dem B und B
dem C vorangeht, A dem C vorangeht;

3) zwischen zwei Punkten A und B Zwischenpunkte (die dem einen

vorangehen und auf den anderen folgen) existieren;

4) kein erster (alien vorangehender) Punkt und auch kein letzter

Punkt existiert.

Auf Grand dieses Postulats laBt sich die Strecke mit den End--

punkten A und B auf der Geraden (die die Zwischenpunkte enthalt)

definieren und der Beweis ihrer elementaren Eigenschaften fiihren.

1). Gehen wir nun zu den Flacheneigenschaften der Ebene.

Stellt man sich der fertigen Figur gegeniiber, so kann man die

Zerlegung der Ebene in zwei Teile durch eine ihrer Geraden zu Grunde

legen, deren fundamental Eigenschaft man (mit Pasch) durch das

folgende Postulat ausdriickt, das wir in Anlehnung an die voran-

gehenden Postulate II 1 3 mit II 4 bezeichnen:

II. 4) Sind in einer Ebene drei Strecken AB,BC, CA gegeben, so

hat eine Gerade (der Ebene), die mit einer von ihnen einen Punkt ge-

ineinsam hat, auch mit einer der beiden anderen einen Punkt gemeinsam.
Eben infolge dieses Postulats wird die Ebene durch eine ihrer

Geraden, r, in zwei Teile (Seiten oder Halbebeneri) in der Weise ge-

teilt, daB die Strecke, die zwei (nicht auf r liegende) auf derselben

Seite von r befindliche Punkte verbindet, keinen Punkt mit r ge-



4. Strecke, Winkel. 25

meinsam hat, wahrend die Strecke, die zwei nicht auf derselben Seite

von r befindliche Punkte verbindet, mit r einen Punkt gemeinsam hat,

Man kann dieselben Eigenschaften einfiihren, wenn man die

iverdende Figur betrachtet. Dies geschieht fiir die Euklidische Geo

metric in einfacher Weise, indem man folgendes postuliert:

1) das Euklidische Parallelenpostulat,

2) daB, wenn zwei von einem Punkt ausgehende Geradenpaare

von einer (zu keiner der vier Geraden parallelen) Transversalen in zwei

sich trennenden Punktepaaren geschnitten werden, dasselbe fiir jede

andere Transversale gilt, die nicht durch geht und keiner der vier

Geraden parallel ist (vgl. Abschn. III).

Das Pasc7*sche Postulat fiihrt sofort zur Definition der Winkel-

felder, in die zwei sich schneidende Gerade die Ebene zerlegen, und

der zugehorigen Winkel.

Hier sei daran erinnert, daB die Frage, wie man den WinTcel de-

finieren soil, zu manchen Erorterungen gefiihrt hat.

EnJilid (o ()ot, Y{~)
bezeichnet den WMel als die

,,Neigung&quot; zweier

sich schneidender Geraden, was offenbar eine Tautologie ist. Andere

haben den Winkel als das ,,MaB einer Drehung&quot; betrachtet. Das

Wesentliche dessen, was hier vorliegt, besteht in der Existenz einer

gewissen Invariants bei einem Paar sich schneidender Geraden gegen-
iiber der Gruppe der Bewegungen. Der Begriff einer solchen In

variante (der WinkelgroBe) ist fur die gewohnliche Theorie der Kon-

gruenz offenbar ausreichend.

Jedoch spielt der Winkel bei anderen Fragen eine hiervon ver-

schiedene Rolle. Dies kann man vor allem behaupten, soweit es sich

urn gewisse Yerhaltnisse der Lage, urn rPunkte inuerhalb eines Winkels&quot;

usw. handelt. Im Hinblick auf diese Beziehungen ist ein Winkel-

begriff erwiinscht, der von dem Begriffe der Winkelkongruenz unab-

hangig ist. Daher ist der Winkel (von Louis Bertrand4*)} als ein Teil

der Ebene definiert worden, und zwar als ,,der Teil, der zwei, durch die

Schenkel begrenzten Halbebenen gemeinsam ist (als ihre Interferenz)&quot;.

G. Veronese^ bemerkt, daB die so definierte Figur (Winkelfeld
oder -ausschnitt) der gewohnlichen Anschauung des Winkels, der als

etwas Eindimensionales, als ein Teil des Strahlenbiischels, betrachtet

wird, nicht entspricht. Darum schlagt er (in Anlehnung an das in

der projektiven Geometric herrschende Prinzip der Dualitat) vor, den

43) Developpement nouveau de la partie elementaire des ruatkematiques,
2 vol., Geneve 1774.

44) Grundziige, p. 307 f. und 695; Element!.
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Winkel als die Gesaintheit der zwisclien zwei Strahlen befindlichen

Stralilen zu definieren.

Wir wollen endlich noch hinzufiigen, daB man auf Grund des

Paschschen Postulats alle Lagenverhaltnisse der polygonalen Figuren

allgemein entwickeln und im besonderen die Flaclie eines Polygons&quot;

definieren kann. Veronese^) kommt zu diesen Entwicklungen auf

rekurrente Weise, indem er zunachst das Dreieck (namlich die Flache

des Dreiecks) als den Teil der Ebene, der zwei Winkeln gemeinsani

ist, dann das konvexe Polygon als die Summe (Vereinigung) von Drei-

ecken betrachtet; werden diese Entwicklungen an die genetische Kon-

struktion der Ebene angekniipft, so treten sie bei ihni in Beziehung
zu dem Begriffe der Parallelen (vgl. Nr. 8). Enriques und Arnoldi*6

)

definieren das konvexe Polygon als ,,die Interferenz der Halbebenen,
die die Eckpunkte enthalten und von den Seiten begrenzt sind&quot; und

leiten daraus die elementaren Eigenschaften der Lage her, indem sie

das Paschsche Postulat direkt anwenden.

Die beiden Teile, in die eine Ebene durch ein konvexes Polygon

zerlegt wird, lassen sich ebenfalls durcli Vereinigung&quot; und ^Interferenz&quot;

von Halbebenen definieren, und liieran anschlieBend leitet man dann die

fundamentale Eigenschaft her, daB eine nicht durcli einen Eckpunkt des

Polygons gehende, zwei Punkte verbindende Strecke den Umfang in

einer geraden oder in einer ungeraden Zahl von Punkten trifft, je nach-

dem die beiden genannten Punkte demselben Teile der Ebene angehoren
oder nicht. Der innere Teil (die Flache des Polygons) scheint sich

von dem auBeren Teile nur durch Beriicksichtigung der Unendlichkeit

des zweiten unterscheiden zu lassen.

c. Die oben untersuchten Begriffe der ebenen Geometric er-

strecken sich auch auf den Eaum.

Die Teile oder Seiten, in welche der Raurn durch eine Ebene

zerlegt wird, lassen sich definieren, wenn man ein dem PascJtschen

Postulat analoges Postulat annimmt, das die Aussage enthalt, daB

,,der Raum drei Diniensionen
hat&quot;,

und zu beweisen erlaubt, daB

,,zwei Ebenen, die einen Punkt gemeinsam haben, eine Gerade ge-

meinsam haben&quot;. Wenn man dagegen diese Eigenschaft als Postulat

annimmt (wie in Nr. 3), so folgt die Zerlegung des Raumes durch

eine Ebene aus dem Pasc/^schen Postulat in bezug auf die Ebene.

Der Begriff des Flachenwinkels ist dent des Winkels analog und

gibt zu neuen Betrachtungen keinen AnlaB.

45) Grandztige, p. 346 if.
;
Elementi.

46) Elementi di geometria, Bologna 1903, p. 98.
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Die allgenieine Definition des Polyeclers (der polyedrischen Figur

oder des geschlossenen Korpers) erfordert einige Aufmerksamkeit; im

besonderen tritt hier eiue neue Scliwierigkeit in der Definition der

polyedrischen Figur (unabhangig von dem Begriffe des Korpers) auf

(vgl. Ill A,Bo, Delm-Hecyard, Analysis situs, und die spateren Referate

fiber Polyeder).

Wir schlieBen die Untersuchung dieser Begriffe mit der Be-

nierkung ab, daB die Begriffe des Sinnes eines Winkels (oder

einer Figur, einer Strecke usw.) in der Ebene und des Sinnes einer

Sdtraiibenlinie im Raume (des Sinnes eines Flachenwinkels usw.) auf

Grand des Paschseheu Postulats und des analogen Satzes fiir den

Raum aufgestellt werden konnen, ohne daB andere primitive Anschau-

ungen zu Hilfe zu nehmen sind; dieser Gegenstand ist in verschiedener

Weise von G. Veronese und Enriques-Amaldi behandelt worden 47
).

5. Kongruenz und Bewegung. Hinsichtlich der Kongruenz oder

geometrischen Gleichheit und der Bewegung (der starren Korper),

die jene (im physischen Raume) zu verifizieren gestattet, gibt es zwei

verschiedene Anschauungsweisen.
Xach einigen bietet der Begriff der Bewegung, insofern durch

eine Bewegung Figuren zur Deckung gebracht werden konnen, die

Definition der Kongruenz dar. Nach anderen schlieBt der Begriff der

geometrischen Bewegung, d. i. einer Lagenanderung ohne Deformation,

bereits implicite den Begriff der Kongruenz ein.

Wir wollen nicht von den Versuchen sprechen, die seit Eultlid

gemacht worden sind, den Begriff der Bewegung aus den Prinzipien

der Geometric zu verbannen. Wir wollen nur daran erinnern, daB in

neuester Zeit H. v. HdmhoUs4
*) behauptet hat, daB der Begriff der Be

wegung (wenn man von der Zeit abstrahiert) die naturliche Grund-

lage des Begriffes der Kongruenz ist (Abschn. V B), und daB aus

diesem Gruiide spater J. Hoitel^) es als die Frucht einer Gedankenver-

wirrung bezeichnet hat, die Bewegung aus den Elementen der Geo

metric verbannen zu wollen. Auch Poincare (Wissenschaft und Hypo-
these) betrachtet den Begriff der Bewegung als den eigentlichen

Funclamentalbegriff der Geometric. Ebenso z. B. Ch. Mcmy).

47) G. Veronese, Elementi di geometria; Enriques-Amaldi, Eleinenti di geo-

raetria, p. 58. Vgl. auch den Artikel von U. Amaldi in Enriques. Questioni,

und B. Levi, Per. di mat. (3) 1 (1904) p. 207.

48) Wissensch. Abhandl. 2, p. 610 u. 618.

49) Essai critique sur les principes fondamentaux de la geometric elenieu-

taire, Paris 1883.

50) Nouveaux elements de geometrie, Dijon 1874, 2. Auflage 1903. Meray
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Aber auf mathematischem Gebiete konnen beide erwahnte An-

schauungsweisen als legitim verteidigt werden. Wenn man auch zu-

gibt, daB in der psychologischen Entstehung der Begriff der Kon-

gruenz ID der physischen Bewegung der starren Korper semen

Ursprung hat, so kann man doch nicht leugnen, daB der entwickelte

Geist des Mathematikers die beiden Begriffe der Kongruenz und der

Bewegung in gleicher Weise enthalt, so daB jeder von ihnen (unab-

hangig von deni andern) logisch als ein primitiver Begriff, der durch

ein geeignetes System von Postulaten zu charakterisieren ist, an-

genommen werden kann. Und vielleicht ist nicht ohne tiefere Priifung

die Meinung von der Hand zu weisen, daB die Kongruenz, als eine

pliysische Beziehung aufgefaBt, an und fur sich eine Bedeutung hat,

unabhangig von der Bewegung der Korper.

Neben den beiden oben erwahnten Anschauungsweisen niochte

eine dritte (Veronese^
1

])
den Begriff der geometrischen Kongruenz mit

demjenigen der logischen Identitat verkniipfen. Aber es ist schon,

und wie uns scheint init Recht, von der Kritik hervorgehoben worden,
daB diese Anschauungsweise sich auf eine falsche Auffassung des

logischen Prinzips der Identitat stiitzt.

Wir mochten nun hier, wo es sich um die elementare Richtung

handelt, die Postulatensysteme kurz angegeben, mit deren Hilfe

M. Pasch, G. Veronese und D. Hilbert die fundamentalen Eigenschaften
der geometrischen Kongruenz logisch forinuliert haben, wahrend wir

spater (Nr. 32 35) die Entwicklungen priifen wollen, nach welchen,

entsprechend den Ideen von H. v. Helmlioltz, die Gesamtheit der Be-

wegungen sich als eine Gnippe von Transformations charakteri

sieren lafit.

a. M. Pasch (Neuere Geometric) fiihrt, nachdem er die deskrip-

tiven 52
) Eigenschaften der Geraden und der Ebene in Postulaten, die den

Postulaten I und II der Nrn. 3 und 4: Equivalent sind, formuliert hat,

als logisch primitiven (wenn auch psychologisch durch die Erfahrung
der Bewegung erworbenen) Begriff den Begriff der Kongruenz zivisclien

zwei aus Pankten bestehenden geometrischen Figuren ein; diese Be

ziehung wollen wir durch M =r^ M bezeichnen.

Die Kongruenz wird als eine umkehrbar eindeutige Beziehung
zwischen den Punkten der beiden Figuren aufgefaBt von folgender Art:

geht von der Translation aus, um zum Begriffe des Parallelisinus zu gelangen

(p. 21), und die Rotation fuhrt ihn zum BegrifFe der Orthogonalitat (p. 31).

51) Grundziige, Teil I, Buch 1.

52) Vgl. FuBnote 5.
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Homologe Teile kongruenter Figuren sind kongruent. Figuren,

die einer dritten kongruent sind, sind unter einander kongruent.

Wenn zwei Figuren M und H kongruent sind (M= H ) und man

fiigt zu M einen Punkt A hinzu, so kann man iniiner einen Punkt A
in der Weise wahlen, daB die zusaniinengesetzten Figuren M -\- A
und M + A kongruent sind (M+ A = M + A).

Fur die Gerade und die Ebene werden die fundamentalen Eigen-

schaften der Kongruenz durch sieben Postulate ausgesprochen, deren

Inhalt wir im folgenden angeben, indem wir Punkte mit den Buch-

staben A, B, C, . . . bezeichnen. Die ersten fiinf dieser Postulate

beziehen sich auf die Gerade,, die beiden ubrigen auf die Ebene.

1) Die Figuren AS und BA sind kongruent. d. b. AB=BA.
2) In der (ebenen) Figur ABC gibt es auf der Geraden AC in

dem Teile, wo C liegt, einen bestimmten Punkt B
,
so daB AB =AB.

3) Wenn ABC= AB C und C ein Punkt innerhalb der Strecke

AB ist, so ist ein Punkt innerhalb der Strecke AB .

J4) Wenn der Punkt Cl
sich innerhalb der Strecke AB befindet

und man auf der Geraden AB in dem Teile, der A nicht enthalt, den

Punkt C
2

in der Weise konstruiert, daB C
t
C2
= AC^, darauf den

Punkt C
3

in der Weise, das C2
C3 ^:= C1 C2J .. ., so erhalt man eine

Strecke Cn Cn + l ,
die den Punkt B enthalt,

5) Wenn in der Figur ABC AB=BC ist, so ist ABC^CBA.
6) Wenn D, E}

F drei nicht in gerader Linie liegende Punkte

sind und AB^DE ist, so gibt es in einer gegebenen, durch AB
gehenden Ebene g-ivei Punkte C von der Art, daB ABC= DEF.

7) Wenn zwei nicht ebene Figuren ABCD und ABCE kon

gruent sind, so fallt der Punkt E mit D zusammen.

Die Annahme 4) enthalt das sogenannte Arcliimedisclie Posfafat,

von dem wir weiter unten noch ausfiihrlicher handeln werden.

b. Wenn auch dieses Pa^sche System logisch vollkommen ist,

so bedeutet ihm gegeniiber das Postulatensystem von G. Veronese doch

insofern einen Fortschritt, als es nicht den Begriff der Kongruenz
zwischen irgend welchen zwei Figuren als priniitiv annimmt, sondem

nur den Begriff der Kongjuens zweier Strecken.

Es wird durch fiinf Postulate, deren Inhalt wir im foigenden an-

geben
53

), charakterisiert.

53) Bei dieser Formulierung sind nicht nur die Fondamenti, sondern auch

zum Teil die Elementi des genannten Verfassers berucksichtigt , jedoch wird

hier das (in den Element! nicht euthaltene) allgemeine Postulatensystem, das von

dem Parallelenpostulat absieht, vriedergegeben.
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1) Die Kongruenz zwischen zwei Strecken ist eine umkehrbar

eindeutige Beziehung zwischen deren Punkten, in der aufeinander-

folgenden Punkten aufeinanderfolgende Punkte entsprechen und homo-

loge Teilstrecken kongruent sind.

2) Strecken, die einer dritten kongruent sind, sind unter einander

kongruent.

3) Ist auf einer Geraden eine Strecke AB gegeben und ein

Punkt C, so gibt es auf der Geraden eine bestimmte Strecke CD,
die AB kongruent ist und denselben Sinn hat.

4) Ist auf einer Geraden eine Strecke AB gegeben, so gibt es

auf ihr eine bestimmte Strecke AB
{ ,

die AB kongruent ist und den

entgegengesetzten Sinn hat.

5) Wenn zwei Gerade einen Punkt A gemeinsam haben, so ist

jeder Strecke AB der einen eine Strecke AB der anderen (und eine

Strecke AB&quot; von entgegengesetztem Sinne) kongruent.
Auf Grund dieser Postulate und der Postulate, die den primi-

tiven Begriff der Geraden (die Ordnung ihrer Punkte, ihre Stetigkeit

im Sinne der Nr. 7, ihre Bestimmung durch zivei Punkte) definieren,

kann man irgend zwei Strecken mit einander vergleichen, indem man
von grofieren und Jcleineren Strecken, von der Summe oder der Diffe

rent zweier Strecken usw. spricht. Im librigen enthalten diese Postu

late noch nicht das Archimedische Postulat, das man daher, wenn man
es braucht, den vorhergehenden hinzufugen muB.

Die Kongruenz irgend welcher zweier (aus Punkten zusammen-

gesetzter) Figuren laBt sich darauf als eine Beziehung von der Art

definieren, daB die durch homologe Punktepaare bestimrnten Strecken

kongruent sind.

Zum Studium der kongruenten Figuren flihrt G. Veronese schlieB-

lich ein Postulat liber die inzidenten Geradenpaare (d.h. die Winkel) ein:

6) Wenn AB, AC und A B, AC zwei Geradenpaare sind und

die Strecken der Paare AB, AB-, AC, AC -, BC, BC kongruent

sind, so sind die beiden genannten Geradenpaare kongruent.

Und auBerdem benutzt er das Postulat:

7) Wenn eine Seite eines Dreiecks unendlich klein wird, so wird

die Differenz der beiden anderen Seiten auch unendlich klein.

Wenn bei diesem Postulatensystein und seiner Entwicklung

manches etwas koinpliziert erscheint, so hangt dies mit den beiden

Forderungen zusammen, die der Verfasser sich gestellt hat, namlich

1) die fundamental Eigenschaft der Ebene (vgl. Nr. 3) nicht als

gegeben anzunehmen und 2) den Begriff der Kongruenz und im be-
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sonderen der Winkelkongruenz allein auf den der Streckenkongruenz

zuruckzufiihren.

Die Bedeutung des letzten Postulats iiber die Stetigkeit der

Ebene (die bei dem gewohnlichen Verfahren aus der Stetigkeit der

Geraden folgt und hier als Zusatz zu ihr erscheint) laBt sich klar

machen, wenn man die Konstruktionen der Ebene ohne den Begriif

der Winkelkongruenz zu entwickeln sucht, wie es J. Mollerup (Math.
Ann. 58 (1904), p. 479) macht. Bei dem Mollempschen Verfahren zeigt

sich die Notwendigkeit, das Postulat aufzustellen, daB ,,man iiber einer

gegebenen Geraden als Basis und auf einer Seite von ihr nur ein

Dreieck konstruieren kann, dessen Seiten der Reihe nach denen eines

gegebenen Dreiecks gleich sind&quot;. Nun laBt sich in dem Veronese-

schen System dieser Satz auf Grund des angegebenen Postulats liber

die Stetigkeit der Ebene beweisen 54
).

c. D. jQfZferi
88
) hat, indem er die Postulate der Verkmipfung und

der Anordnung (I, II der Nrn. 3 und 4) von einander getrennt halt

und daher die fundamentale Eigenschaft der Ebene bereits als gegeben
annimmt (I der Nr. 3), ein neues, sehr einfaches Postulatensystem

aufgestellt, in dem sowohl die Begriffe der Strecken- wie die der

Winkelkongruenz als primitiv auftreten.

Man betrachte die Strecken und die Winkel als unabhangig von

ihrem Sinne (Nr. 4) definiert, dann lassen sich die genannten Postu

late wie folgt wiedergeben (wobei wir uns in der Numerierung an I

und II in den Nummern 3 und 4 anschliefien).

y III. Es ist eine symmetrisclie Beziehung zwischen den Strecken

und den Winkeint
die mit den Namen Kongruenz bezeichnet wird, in

folgender Weise gegeben:

1) Jede Strecke, und ebenso jeder Winkel, ist sich selbst kongruent.

2) Strecken, und ebenso Winkel, die einer (einem) dritten kon

gruent sind, sind sich selbst kongruent
56

).

3) Auf einer Geraden und auf einer Seite eines gegebenen Punktes

A kann man eine Strecke AB bestimmen, die einer gegebenen
Strecke AB kongruent ist:

AB f =AB.

54) Vgl. auch A. Guarducci in F. Enriqiies, Question!.

55) Grundlagen, p. 7.

56) Diese beiden ersten Satze (die die mathematischen Logiker reflexive

und transitive Satze nennen) wie auch die synimetrische Eigenschaft (wenn a = b

ist, so ist b = a) bilden allgemein die formalen Eigenschaften jeder Beziehung,
die sich als eine Gleichung betrachten
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4) Wenn B em Punkt der Strecke A C, B ein Punkt der Strecke A C

ist, und wenn

ist, so ist auch

5) Ist in einer Ebene ein von einem Punkte ausgehender
Strahl a gegeben, und wird ein durch die Grerade a gebildeter

Teil der Ebene ins Auge gefaBt, so kann man in ihm einen

Strahl & durch bestimmen, der mit a einen Winkel bildet,

der einem gegebenen Winkel ab kongruent ist:

6) Wenn b ein Strahl des Winkels ac, b ein Strahl des Winkels

ac ist und wenn

&amp;lt;: al = &amp;lt; a V, ^lc = -^ Vc

ist
?
so ist aucli

&amp;lt;^
ac = &amp;lt;: ac.

7) Wenn A, B, C; A ,
B

,
C zwei nicht in gerader Lime liegende

Punkttripel sind und wenn

= AB f

,
AC = A C f

ist, so ist auch

und

(und daher auch BC = B C
).

Diese Postulate enthalten noch nicht das Archimedische Postulat
;

das also, sobald es notig ist, ansdriicklich hinzugefiigt werden mu6.

Sie bilden die Grrundlage iiir die gewohnlichen Dreieckskongruenzsatze,

auf denen die ganze Theorie der Kongruenz beruht.

6. Uber die Reduktion der in den vorhergehenden Nummern
betrachteten fundamentalen Begriffe. Bevor wir weitergehen, miissen

wir eine Gruppe von Arbeiten erwahnen, die aus der mathematisch-

logischen Schule von G. Peano bl
) hervorgegangen ist und (unter Bei-

seitelassung jedes Interesses, das nicht rein logisch- formal ist) den

Zweck verfolgt, die Zahl der in den vorhergehenden Nummern unter-

suchten fundamentalen Begriffe zu beschranken und die Untersuchung
der Postulate so weit als moglich zu treiben, indem diese in ihre

Elemente zerlegt werden.

57) Vgl. das Formulaire de mathematiques , Torino, seit 1904, mehrere

Auflagen.
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Vor allem iibersetzte 1889 G. Peano (Principii) mit Hilfe der

Symbole der damals zu einem vollkommenen System ausgebildeten

mathematischen Logik die auf die Begriffe ,,Punkt&quot;, ,,Strecke&quot; (oder

?Jzwischen&quot;)
und ,,ebene Flache&quot; sich beziehenden deskriptiven Postulate

von Paschj wobei er den Begriff der ebenen Flache auf den der

Strecke zuruckfiihrte (vgl. Nr. 5): spater (Fondamenti) driickte er die

Begriffe der Kongruenz durch die vorhergehenden und den Begriff der

7?Bewegung&quot; aus und aufierdem beschaftigte er sich damit (mit Hilfe

verschiedener Interpretationen, vgl. die Einleitung), die Unabhangig-

keit seiner Postulate zu beweisen.

M. P/m 58
)

hat die
?;
Strecke&quot; mit Hilfe der Begriffe ,,Punkt&quot;

und
;,Bewegung&quot; defmiert und zu diesem Zwecke ein Postulatensystem

entwickelt.

M. Pieri oS
)
und A. Padoa 59

) haben vorgeschlagen, den Begriff der

Bewegung durch den Begriff ;,Paare aquidistanter Punkte&quot; zu ersetzen,

der sich wiederuin (indeni man eine Idee verfolgt, die in den ersten

Euklidischen Satzen zum Vorschein komrnt und von Veronese ent

wickelt worden ist) auf den Fall von Paaren mit einem gemeinsamen
Punkte zuruckfuhren la-fit.

G. Peano )
hat diese Entwicklungen zu den Definitionen der

Geraden und der Ebene von Leibniz (Nr. 3) in Beziehung gesetzt

(und andererseits zu seinen Postulaten fur die Vektorentheorie).

Es ist jedoch zu bernerken, dafi eine vollstandige Formulierung
der Postulate sich bis jetzt nur bei Pieri findet; diese Postulate sind

aber, besonders weil die primitiven Begriffe der Anordnung unter-

driickt werden sollten (d. h. die Linieneigenschaft der Geraden bei-

seite bleiben sollte), sehr kompliziei*t geworden und haben jede Uber-

sichtlichkeit und anschauliche Gewifiheit verloren: dieser Eigenschaft

legt jedoch Pieri keinen Wert bei 61
).

In neuester Zeit hat B. Zm 62
)

ein Postulatensystem nur auf

Grund der Begriffe ,,Punkt&quot;
und ,,aquidistante Paare&quot; entwickelt,

aber die Levischen Postulate dennieren nicht nur die gewohnliche

(Euklidische und nicht-Euklidische) metrische Geometrie
;
sondern ein

allgemeineres geonietrisches System, von dem aus man mit Hilfe von

Anordnungsbegriffen zur genannten metrischen Geometric gelangt.

58) Torino Mem. (2) 49 (1899), p. 173.

59) Ygl. im besonderen Congres des mathematiciens a Paris 1900, p. 353.

60) Torino Atti 38 (1903), p. 6.

61) Ygl. FuBnote 58.

62) Torino Mem. 1904, p. 283,

Encyklop. d. math. Wissensch. Ill 1. 3
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Neben diesen Arbeiten ist die Abhandlung von B. Kagan
6
*)

zu erwahnen, in der ein System von Definitionen und Postu-

laten aufgestellt wird, die auf Grund der fundamentalen Begriffe

Ptmkt, I&amp;gt;ewegimg (Transformation der Punkte) und Entfemung (die

den Bewegungen gegeniiber als Invariante betrachtet wird) zur Cha-

rakterisierung der Euklidischen Geometrie geeignet sind. Die Erit-

wicklung in dieser! Abhandlung ist iibersichtlich und die Postulate

sind einfach genug; jedoch wird diese Einfachheit durch die Annahme

erreicht, daB die Entfernung oline weiteres durch eine Zahl dar-

gestellt wird, und diese Annahme soil im besonderen die fundamen

talen Begriffe der Anordnung ersetzen.

In einem anderen Sinne, jedoch noch im AnschluB an denselben

leitenden Gedanken der matheniatisch-logischen Schule, hat 0. Veblen

(Amer. math. soc. Trans. 5 (1904), p. 343) ein System von sehr ein-

fachen Postulaten aufgestellt, in denen der
??
Punkt&quot; und

7?
aufeinander-

folgende, in gerader Linie befindliche Punkttripel&quot; als primitive Be

griffe erscheinen, und auf Grund dieser Postulate hat er auch die

Kongruenz definieren wollen. Diese Definition griiudet sich jedoch

auf die konventionelle Wahl einer gewissen Polaritat (vgl. unten

Nr. 22, 24, die projektive Begriindung der Metrik), und scheint daher

nur die Einftihrung eines neuen primitiven Begriifes zu niaskieren.

7. Stetigkeit und Archimedisches Postulat. Die Untersuchung
der Stetigkeitsbegriffe hat in unseren Tagen im Zusammenhang mit der

Entwicklung der infinitesimalen Betrachtungen eine grofie Ausdehnung
erfahren (vgl. Abschn. VII). Aber die ersten Anfange dieser Unter

suchung kann man in einigen von den griechischen Geoinetern gepflegten

Theorien feststellen: im besonderen in der Theorie der Proportionen,

in der die mit dem Fall des inkommensurablen Verhaltnisses zu-

sammenhangenden Schwierigkeiten gliicklich iiberwunden worden sind

(EuJdid, Eleniente
;
Buch 5), und in der Anwendung des sogenannten

Exliaustionsverfalirens (Eleniente, Buch 10). Jedoch kornmt in beideii

Fallen nur das von Stole so genannte Arcliimedisclie Postulat**) ins

Spiel:

^Sind zwei Strecken gegeben, so gibt es immer ein Vielfaches

der kleineren, das groBer als die groBere ist.&quot;

63) Deutsche M.-V. Jahresb. 11 (1902), p. 403.

64) Vgl. Innsbruck Ber. 12 (1882), p. 75, wieder abgedruckt Math. Ann. 22

(1883), p. 504. Der Name ,,Archimedisches Postulat&quot; ist irrefuhrend. Stolz er-

wahnt selbst (ebenda, p. 86), daB schon friihere Geometer, veimutlich bereits

Eudoxus, diesen Grundsatz benutzten. Ygl. auch H. G. Zeuthen, Heidelberger

KongreB, p. 541.
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Dieses Postulat verbirgt sich bei Euklid in der vierten Definition

des fiinften Buches:

Aoyov %iv agog UMLrjla usye&q Jbfyftfd^ a dvvccrai

Auf Deutsch:

Ein Verhaltnis zueinander haben GroBeu, welche vervielfaltigt

einander iibertreffen konnen.

Die Bedeutung des Archiinedischen Postulats kann man, wenn

man die Vorstelluug ins Auge faBt, die wir heute von der Stetigkeit

der Geraden haben, durch die Bemerkung dartun, daB man mit seiner

Hilfe jeder Strecke eine rationale oder irrationale Zahl zuordnen kann.

Denn auf Grund dieses Postulats kann man bei zwei GroBen der be-

trachteten Art die Frage der Gleichheit oder Ungleichheit sofort

entseheiden; man kann also mit diesen GroBen rechneu, und das Ver

haltnis (Aoyos) zweier dieser GroBen ist dann, wenn eine der GroBen

als Mafieinheit gewahlt wird, auf Grund der Euklidischen Theorie der

Proportionen niclits anderes als eine Zahl, die MaBzahl einer der-

artigen GroBe 65
).

Und aus diesem Postulat folgt ini besonderen auch,

daB es fiir die in Betracht kommenden Entwicklungen ein aktual Un-

endlichkleines nicht gibt (vgl. weiter unten p. 37). Aber es folgt aus

ihm umgekehrt noch nicht, daB jeder irrationalen Zahl eine Strecke

entspricht.

Unser Stetigkeitsbegriff enthalt, insofern er auch diesen um-

gekehrteu Satz in sich schlieBt, eine positive Existenzaussage, die bei

den Griechen noch nicht vorgekommen zu sein scheint; eiuige be-

riihmte Sophismen, wie z. B. das von Achill und der Schildkrote,

scheinen das zu beweisen. So viel von dieser Existenzaussage notig

war, erscheint implicite in den Euklidischen Elementen, wo die

Grundtatsachen hinsichtlich des Schneidens von Gei-aden und Kreisen

angenommen werden, und die auf diesen Tatsachen beruhenden Kon-

stniktionen bilden fiir Euklid die eiiizige Art, die Existenz der Figuren
zu beweisen 65

).
Vielleicht gibt es ini Euklidischen Texte nur eine

einzige Ausnahme von dieser Regel, uamlich in dem Satze des fiinften

Buches, wo die Existenz einer vierten Proportionalen zu drei GroBen

vorausgesetzt wird, aber es handelt sich hier wohl um eine apokryphe

Interpolation.

Fiir den nioderueu Standpunkt entsteht das Postulat der Stetig

keit der Geraden (und daher des Raumes), wie wir angedeutet haben,

65) Vgl. 0. Holder, Leipzig Ber. 53 (1901), p. 1.

65) Ygl. H. G. ZeutJien, Math. Ann. 47 (1896), p. 222.
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bei der Aufgabe die Zahlen georaetrisch darzustellen, die die Grund-

lage der analytiscben Geometrie bildet. Mit der Formulierung dieses

Postulats bat sicb C. Weierstrafi in seinen Vorlesungen beschaftigt; in

anderer Weise ist das genannte Prinzip yon G. Cantor) und R. Dede-

Mnd*1

)
formuliert worden.

Cantors Stetigkeitspostulat driickt sicb geometriscb folgender-

maBen aus:

1) Wenn es in einer geradlinigen Strecke OM zwei unbegrenzte
Reihen von Strecken OA, OB, OC, . . .

,
OA

, OB, 0(7, ... gibt, von

denen die ersten wacbsen und die zweiten abnebmen in der Weise,
daB die Strecken AA, BB ,

CC
,

. . . bestandig abnehmen und schlieB-

lich jede gegebene Strecke unterscbreiten,

so existiert ein Punkt .X der Strecke OM von der Bescbaffenbeit,

daB OX groBer ist als alle Strecken der ersten Reibe und kleiner

als alle Strecken der zweiten 68
).

Fiigt man dieses Postulat dem Archimediscben Postulat binzu,

so kann man die Beziebung zwischen Strecken und Zablen, die aus

dem Messen der Strecken bervorgebt, mnkebren und gelangt damit

dazu, da6 ,,jeder irrationalen Zabl eine Strecke entspricht, deren MaB-

zabl sie ist&quot;. Daber kann man sagen: Die Postulate von Archimedes

und von Cantor entspreclten zusammen der cartesisclien Darstellung der

Purikte der Geraden.

Zu dem Archimediscben Postulat kann anstelle des Cantorschen

Stetigkeitspostulats auch ein Postulat der VoUstdndigkeit binzutreten

wie bei D. HUbert):
Der Raum ist eine Mannigfaltigkeit von Elementen (Punkten),

die durcb Hinzufiigen anderer Elemente nicbt so erweitert werden

kann
;

dafi aucb in der neuen Mannigfaltigkeit das System der der

Geometrie zu Gruncle liegenden Postulate erfullt ist.

Der geometriscbe Ausdruck der Weierstrafischen und Dedekind-

scben Formulierungen fiibrt (im Gegensatze zu dem Cantorschen

Stetigkeitspostulat) auf zwei Aussagen des Stetigkeitspostulats in

deskriptiver Form:

2) Wenn es in einer Strecke OM eine unbegrenzte Reibe auf-

66) Math. Ann. 5 (1871), p. 128.

67) Stetigkeit und irrationals Zahlen, Braunschweig 1872.

68) Zu diesem Stetigkeitspostulate von G. Cantor bemerkt F. Klein, daB man
vom physikalischen Standpunkte aus achon die Existenz solcher Punkte, denen

eine rationale Abszisse mit grofiem Nenner zukommt, als Postulat ausdriicklich

einfuhren muB. Gutachten, p. 18.

69) Grundlagen, p. 16.
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einanderfolgender Punkte A
9 B, C, . . . gibt, so existiert ein (Grenz-)

Punkt von der Beschaffenheit, dafi in jede Umgebung von ihm ein

Punkt der Reihe fallt (Weierstraff).

2
)
Wenn die Strecke OM in zwei Klassen von Punkten geteilt

ist in der Weise, daB, wenn der ersten Klasse angehort und M der

zweiten, jeder Punkt von OM einer der beiden Klassen angehort und

irgend ein Punkt der ersten Klasse sich innerhalb der Strecke befindet,

die von mit jedem Punkte der zweiten Klasse gebildet wird,

so existiert ein Punkt X (von dem man dann zeigt, daB er der

einzige ist) von der Beschatfenheit, daB alle Punkte innerhalb der

Strecke OX der ersten Klasse angehoren, wahrend alle Punkte inner

halb X31 der zweiten angehoren (wobei die Moglichkeit, daB X mit

oder rnit M zusaminenfallt, eingeschlossen ist (Dedekind)).

Diese beiden Postulate sind einander unmittelbar aquivalent.

Wenn man zusanmien mit ihnen die Postulate iiber die Kon-

gruenz (III in Nr. 5) von Streckeu auf der Geraden als gegeben an-

nirnnit, so kann man

a) das Archiniedische Postulat beweisen 70
),

b) die Punkte der Geraden auf dem Zahlenkontinuum in um-

kehrbar eindeutiger Weise darstellen.

Also kann man sagen:

Sind die Postulate iiber die Streckenkongruenz (III. 1, 2, 3, 4 in

Nr. 5) gegeben, so ist das Postulat 2 (oder 2 ) dem Inbegriff der Stetig-

keitspostidate von Cantor und Archimedes gleicliwertig.

Nun entsteht die Frage, ,,ob das Archiniedische Postulat auch

eine Folge der Postulate iiber die Streckenkongruenz und des oben

fornmlierten Cantorsohen Stetigkeitspostulats ist&quot;. Auf diese Frage hat

G. Veronese 1

) eine negative Antwort gegeben und darnit also be-

wiesen, daB das Cantorsebe Stetigkeitspostulat mit der Annahme einer

(in bezug auf eine gegebene Einheit ) aktiwl imendlicli Ideinen Strecke

vertraglich ist (vgl. nnten Abschn. VII, Nr. 40).

Das geht am einfachsten aus folgender Betrachtung hervor 72
):

Es sei ein System unendlich vieler paralleler Geraden a, a
, a&quot;,

. .
.,

etwa von gleichem Abstand, gegeben, und man betrachte die Gesamt-

heit ihrer Punkte als ein System von Punkten
,

das in der Weise

geordnet ist, daB jeder Punkt B rechts von einem Punkte A als auf

J 70) Stoh, Innsbruck Ber. 12 (1882), p. 75; vgl. FuBnote 64. Eine genaue

Aufzahlung der hierzu notwendigeu und hinreichenden Voraussetzungen gab erst

0. Holder, Leipzig Ber. 53 (1901), p. 1.

71) Rom Lincei Mem. (4) 6 (1890), p. 603; Grundziige, Einleitung, 105.

72) Veronese, Grundziige, Einleitung, p. 184, FuBnote.
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ihn folgend betrachtet wird und jeder Punkt C Jioher als A auch als

auf A folgend betrachtet wird. In diesem System (das man auch

nach der anderen Seite fortgesetzt denken konnte) 1st die Strecke (die

endliche Strecke AB oder die aus zwei Halb-

&amp;lt;*&quot; geraden oder auch noch aus mehreren Ge-

I raden zusammengesetzte unendliche Strecke

AC) definiert, und man kann auch in einer

^ A.
-H- m j. c|er Anschauung vertraglichen Weise

von kongruenten Strecken sprechen; somit

sind alle Postulate fiber die Streckenkongruenz wie auch die der An-

ordnung erfiillt. Und es ist auch das Stetigkeitspostulat 1) (nicht

das Stetigkeitspostulat 2) oder 2
)) erfullt, aber das Archimedische

Postulat gilt fur unser System nicht. In der Tat ist irgend ein Viel-

faches der (endlichen) Strecke AB immer kleiner als die aus zwei

Halbgeraden zusammengesetzte (unendliche) Strecke AC.

Man schlieBt also daraus, daB das ArcMmedischc Postulat von

dem Cantorschen Stetigkeitspostulat undbhangig ist.

Den Unterschied zwischen dem Cantor -DedeJtindschen und dem

Veroneseschen StetigkeitsbegrifF kann man auch folgendermaBen for-

mulieren ^.
Werden alle Punkte einer Strecke OM. gemaB 2

)
in zwei Klassen

M und M.&quot; geteilt, so sind folgende vier Falle moglich: 1) M hat

einen letzten Punkt A
,
und M&quot; einen ersten A&quot; (es liegt ein Sprung

vor); 2) M hat einen letzten Punkt A
,

M&quot; keinen ersten; 3) M
hat keinen letzten Punkt, M&quot; einen ersten

A&quot;-, 4) weder hat M einen

letzten, noch M&quot; einen ersten Punkt (es liegt eine Lilcke vor). Die

Dedekindsche Stetigkeit schlieBt nun sowohl Liicken wie Sprunge aus.

Die Veronesesehv schlieBt Sprunge immer aus, Liicken aber nur unter

gewissen Bedingungen. Bei dem Veroneseschen Kontinuum treten

namlich Liicken wirklich auf, und zwar immer dann, wenn die in 1)

genannten Strecken AA, BB ,
CC

,
. . . nicht jede gegebene Strecke

des Systems unterschreiten, was moglich ist.

Eine weitere Frage ist, ,,ob das Archimedische Postulat mit Hilfe

aller Postulate des Einanderangehorens, der Anordnung und der Kon-

gi*uenz (I., II., III. in den JSTrn. 3, 4, 5) bewiesen werden kann&quot;.

Diese Frage ist zu verneinen (vgl. Abschn. VII). Doch wollen

wir inzwischen (wenn nicht ausdrticklich das Gegenteil bemerkt wird)

an dem Stetigkeitspostulat in der Weierstraflschen oder der Dedekindsclien

Form festlialten, das wir aber (entgegen der von den genannten Autoren

74) Schoenflies, Art. IA 5, Nr. 18,19, und Deutsche M.-V. Jahresb. 15 (1906), p. 26.
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festgehalteueu Darstellungsweise) anf rein deskriptive (vgl. FuBnote 5)

imd im besouderen auf die durch die Postulatengruppe Nr. 5 III. be-

stiinuiten Begrifie beziehen.

8. Das Parallelenpostulat. Die fiinfte Forderung der Euklidi-

schen Eleinente 75
) behauptet:

,,Kal tar sis 8vo sv&si as Ev&eta fyuttintovtia rag evrbs xal enl

rd avTcc usQTj ycwfag dvo OQ&COV &U00O9ttg sioifj, exfta^ofievas

71 KXflQOV 6VUXLXTSIV, B(f O. ^8QJ] slolv at T&V

Auf Deutsch:

?,Zwei Gerade einer Ebene
;

die mit einer dritten, und auf der-

selben Seite von dieser, Winkel bilden, deren Summe kleiner als zwei

Rechte ist. treffen sick, liinreichend
verlangert.&quot;

Dieses Postulat bildet die Grundlage der Parallelentheorie, von

der die ersten 28 Satze des Eitklid unabhangig siud; es koninit der

Behauptung gleich, dafi durch einen Punkt auBerhalb einer gegebenen
Geraden nur eine Parallele zu dieser gezogen werden kann.

Schon im Altertum wurden zahlreiche Versuche gemacht, das ge-

nannte Postulat zu beseitigen, indem man es auf Grand der vorher-

gehendeu Satze logiscli zu beweisen suchte 7G
).

Es seien Claudius

Ptolemans (87165 n. C.), Proklus (410485) und der Araber Nasir-

Eddin (1201 1274) genannt. Bemerkenswert ist, dafi in den Ent-

wicklungen des zuletzt Genannten das Parallelenpostulat iinplizite an-

genonmien wird, indem Nasir-Eddin von einem Dreiecke ausgeht7

dessen Winkelsumme gleich zwei Rechten ist.

Jolm Wallis 11
) (1616 1703) hat in die Parallelentheorie einen

neuen Gesichtspunkt hineingebracht. indem er bemerkte, daB das Eu-

klidische Postulat durch ein anderes ersetzt werden kann, namlich

durch dasjenige?
das behaoptet, daB zu einem gegebenen Dreiecke ein

ahnliches von beliebiger GroBe existiert. In der Tat braucht man,
um die dem Enklidischen Postulat entgegenstehenden Annahmen aus-

zuschlieBen, nur die Existenz zweier ahnlicher und ungleicher Dreiecke

anzunehmen. L. JV. Car-not 1

*) und P. S. Laplace) schlugen vor, an

Stelle des Euklidischen Postnlats eben diese Annahine zu machen.

75) Kritische Ausgabe von J. L. Heiberg, 1, Leipzig 1883.

76) Die Geschichte dieser Untersucliungen bis auf N. Lobatschefskij und

J. Bohjai fiudet man in dem Werke von P. Stackel uud Fr. Engel, Die Theorie

der Parallellmien von Euklid bis auf Gaufi, Leipzig 1895. Vgl. a*ch den Artikel

von E. Bonola in F. Enriques, Questioni.

77) De postulate quinto et definitione quinta lib. 6. Euclidis disceptatio

geometrica. Opemm matbernaticorum volumen alterum, Oxford 1693, p. 665.
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Giordano Vitale da Bitonto**) (16331711), der (wie mehrere

Vorganger) parallele Gerade als ,,Gerade gleichen Abstands&quot; betrachtete,

hat bewiesen, dafi ,,wenn drei Punkte einer Geraden von einer anderen

Geraden gleichen Abstand haben, die beiden Geraden durchweg gleichen

Abstand von einander haben&quot;.

Der Pater Girolamo Saccheri (16671733), der durch E. Bel-

trami 81
)

in weiteren Ereisen nen bekannt geworden ist, hat in seinem

Werke ,,Euclides ab omni naevo vindicatus . . ,&quot;

82
) eine tiefe Kritik des

Parallelenpostulats verfafit, indeni er sich einerseits an Nasir-Eddin,
andererseits an Giordano Vitale anschloB. Er geht von folgendem Ge-

sichtspunkte aus: Man nehme in einer Ebene eine Strecke AB an,

errichte in ihren Endpunkten nach einer Seite hin die Normalen zu

der Strecke nnd trage auf diesen zwei gleiche Strecken AC und BD
ab; in dem Vierecke ABCD sind nach der Konstruktion zwei Winkel

Rechte, und von den beiden andern Winkeln beweist man, da6 sie

gleich sind; hinsichtlich ihrer Grofie kann man drei Annahmen machen,
namlich daB sie spitze, rechte oder stumpfe Winkel sind. Saccheri

beweist, dafi, wenn in einem Falle eine der drei Annahmen erfullt ist,

sie immer erfullt ist. Die zweite Annahme ist dem Euklidischen

Postulat gleichwertig, wahrend die erste und die dritte auf die nicht-

Euklidischen Geometrien von Bolyai-Lobatscliefskij und Eiemann fuliren

wiirden. Aber Saccheri will das Ungereinate dieser beiden Annahmen

nachweisen; er schlieBt den Fall des stumpfen Winkels aus, indeni

er sich auf die Unendlichkeit der Geraden stiitzt, und giaubt etwas

Ungereimtes in dem asymptotischen Verhalten der Parallellinien zu

finden, zu dem man unter der Annahme des spitzen Winkels gelangt.

Johann Heinrich Lambert (1728 1777) hat sich in seiner ,,Theorie

der Parallellinien&quot;
83

)
auf einen Standpunkt gestellt, der dem des

Saccheri sehr ahnlich ist. Insbesondere beinerkt Lambert, dafi bei

Nichtannahme des Euklidischen Parallelenpostulats, da dann die Be-

trachtung ahnlicher Figuren wegfallt, eine Art naturlicher oder absoluter

78) Geometrie de position, Paris 1803, p. 481 FuBnote.

79) Oeuvres 6, p. 472.

80) Euclide restitute overo gli anticbi elementi geometrici ristaurati e faci-

litati, Roma 1680, zweite Ausgabe 1686; vgl. JR. Rotiola, Boll, di bibliogr. e

stor. delle mat. 1905.

81) Un prescursore italiano di Legendre et di Lobatschewsky. Rom Line.

Rend. (4) 5 1

(1889), p. 441.

82) Euclides ab omni naevo vindicatus; sive conatus geometricus quo stabi-

liuntur prima ipsa universae geometriae principia, Mediolani 1733.

83) Aufgesetzt 1766, veroffentlicht 1786 im Magazin fur die reine und an-

gewandte Mathematik.
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Hafieinheit existieren rnuB, und er findet, daB der Inhalt eines Drei

ecks der Differenz zwischen der Winkelsuinrue und zwei rechten

Winkeln gleich ist; endlich bemerkt er (hierin ein Vorlaufer von

B. Eiemann\ daB die Annaliine des stuinpfen Winkels (vgl. oben) in

der Geometric auf der Kugel erfullt wird und daB die Anuahnie des

spitzen Winkels auf einer Kugel von iinaginarein Radius erfullt sein

wiirde.

Die Saccherischen und Lambertschen Ergebnisse umfassen den

wesentlichen Teil dessen, was spater und unabhangig davon von den

franzosischen Geometern und insbesondere \onAdricn JlfarieLegendre
8
*)

wiedergefunden wurde, daB nanilich ,,das Euklidische Postulat der An-

nahrne gleichwertig ist, daB die Sumine der Winkel eines (besondern)

Dreiecks gleich zwei Rechten 1st, und daB diese Annahrne dann fur

jedes Dreieck erfullt 1st&quot; (wenigstens dann, wenu man alle Postulate

I, II, III der Nr. 3 5 und das Archimedische Postulat als gegeben an-

nimmt-, vgl. Nr. 44).

Gaufi scheint der erste gewesen zu sein, der die Unbeweis-

barkeit des Parallelenpostulats und daher die Moglichkeit einer all-

gemeinen Geometric, die davon absieht, erfafit hat, und er hat selbst

deren Grundlagen aufgestellt
85

).

In Beziehung zu Gaufi stehen F. K. SchiveiJcart
86

)
und F. Ad.

Taut iiius
sl
), die sich zwischen 1816 und 1826 mit dieser Frage be-

schaftigt haben. Es ist bemerkenswert, daB Sclnceikart in Briefen

und personlichen Mitteilungen die Uberzeugung klar ausgesprochen

hat, daB ein geometrisches System moglich ist, in dem das Parallelen

postulat nicht gilt. Taurimis hat bei der Entwickelung eines Ge-

dankens, dessen Keim sich bei Lanibert findet, die Formeln der nicht-

Euklidischen Trigonometrie erhalten und benierkt, daB diese ein sich

nicht widersprechendes System bilden; gleichwohl halt er, irregefiihrt

durch eine sophistische Interpretation der Konstanten (der Kriimmung),
die in den genannten Formeln vorkommt, die Euklidische Geometric

fiir allein im physischcn Raume giiltig.

Nikolai Lobatschcfskij
9
*)

war der erste, der, in seinen seit 1829

84) Reflexions sur differentes manieres de demontrer la theorie des paralleles

ou le theoreme sur la somme des trois angles du triangle, Paris Mem. 12

(1833), p. 365.

85) Jedenfalls von 1816 an; Vgl. Werke 8, p. 175 und 182.

86) Stackd und Engel, Parallelentheorie, p. 243; Ganfi, Werke 8, p. 178.

87) Theorie der Parallellinien, K6ln 1825; Geoinetriae prima elementa, Colo-

niae Agrippinae, 1826. Vgl. Stackel und Engel, Parallellinien, p. 246, und Gcntfi,

Werke 8, p. 186.

88) Vgl. Fr. Engel f Nik. Iwan. Lobatschefskij, Zwei geonietrische Abhand-
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veroifentlichten Abhandlungen, offentlich die Moglichkeit einer Geo

metric, die von dem Euklidischen Postulat absieht, aussprach, und

wenig spater (1832) veroffentlichte Johann Bolyai eine in dem-

selben Sinne gehaltene Schrift 89
).

Die von diesen Geometern er-

haltenen iibereinstimmenden Resultate wurden von Gauft in seinem

Briefwechsel mit Bessel, W. Bolyai, Olbers und Schumacher bestatigt.

Sie bilden ein Lehrgebaude, das mit den Namen imaginare Geometric,

absolute Geometric, niclit-Euldidisclie Geometric, Pangeometrie, allgemeine

Geometric bezeichnet wird. Von den ersten beiden Namen deutet der

eine die Meinung, daB die neuen Theorien physisch unsiunig seien,

der andere den Glauben an die absolute Geltung der geometrischen
Postulate abgesehen vom Parallelenpostulate an; der von Gaufl ge-

brauehte Name
;7
mcht-Euklidisehe Geometric&quot; wird passend im eigent-

liclien Sinne angewandt, wenn man das geometrische System betrachtet,

das aus der Negation des Euklidischen Postulats hervorgeht, aber er

wird oft im uneigentlichen Sinne gebraucht ;
um die allgemeine Geo

metric des Ra-umes, die den Euklidischen und den nicht-Euklidischen

Fall in sich begreift ;
zu bezeichnen. Wir werden den Namen nicht-

Euklidische Geometric nur in seinem eigentlichen Sinne gebrauehen,

indem wir fur das umfassendere geometrische System den Namen all

gemeine Geometric annehmen.

Die Solyaischen und Lobatschefskijsch.en Resultate, auf die oben

hingedeutet wurde, erschopfen jedoch ?
wie schon in der Einleitung

erwalmt worden ist, nicht den ganzen Bereich der nicht-Euklidischen

Geometric. Sie beruhen immer auf der Annahme, daB die Gerade

eine offene Linie ist und also eine unendliche Lange hat. Man
kann aber voraussetzen, daB die Gerade eine geschlossene Linie von

endlicher Lange ist, und kommt dann zu einem anderen nicht-Eukli

dischen geometrischen Systeme. Dieser Fall wurde erst von I?. Eiemann

klar erfaBt (vgl. Nr. 19). .-

Wir haben nun folgende Grundlage der allgemeinen Parallelen-

theorie :

lungen, 1. Teil: Die Ubersetzung, 2. Teil: Anmerkungen , Lobatschefskijs Leben

und Schriften, Register, Leipzig 1898 und 1899.

89) Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens usw. in W. Bolyais

Tentamen 1, fur sich neu hrsgeg. Leipzig 1903. Vgl. die Publikationen

von P. Stackel: Gau6, die beiden Bolyai und die nicht-Euklidische Geometrie,

Math. Ann. 49 (1897), p. 149 (zusammen mit F. Engel); Die Entdeckung der

nicht-Euklidischen Geometrie durch Joh. Bolyai, Ungar. Ber. 17 (1901), p. 1;

Aus Joh. Bolyais Nachlafi, Untersuchungen aus der absoluten Geometrie, tin-

gar. Ber. 18. (1902), p. 280. Joh. Bolyai hatte die Sache schon im Jahre 1823.
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Man nehme die fundainentalen Satze fiber die Gerade und die

Ebene, fiber die Kongruenz und die Bewegung an, die in den Postu-

latengruppen I. II, III der Nrn. 3, 4, 5 (unter Hinzufugung der

Stetigkeit) enthalten sind, modifiziere jedoch die Postulate II in der

Weise
;
daB die Moglichkeit, daB die Gerade nicht eine offene, son-

dem eine geschlossene Linie ist, vorbehalten bleibt.

Man betrachte eine Gerade a und einen auBerhalb gelegenen

Punkt A und konstruiere alle Geraden, die von A aus die Punkte

von a projizieren; die Gmizyeraden dieses Bfischels heiBen, sofern sie

existieren, die durch A zu a gezogenen Parallelen.

Bei der Eiiklidischen- Annahme gibt es durch A eine ParalMe

zu a\ aber noch zwei andere Annahnien sind niit den bereits an-

genomnienen Postulaten vertraglich: durch A gehen zwei ParalMe

zu a (die Bolyai-LobatschefsJiijsche Annahme): durch A geht Jceine

P lrattelc zu a (die Biewannsche Annahme)

Wenn man in bezug auf einen Punkt A und eine Gerade a eine

der drei Annahmen macht, so gilt dieselbe Annahme auch fur irgend

eine andere Gerade und irgend einen anderen auBerhalb gelegeneu
Punkt. In jedem Falle kommt der Charakter des Parallelismus einer

durch A gehenden Geraden b zu einer Geraden a der Geraden b auch

fur jeden anderen ihrer Punkte zu
?
und die Beziehung des Parallelis

mus zweier Geraden 1st immer gegenseitig.

Die drei geornetrischen Systeme, die aus den drei Annahmen von

Bolyai-Lobatscliefsl ij, Enliid und Eiemann hervorgehen, bezeichnet

man nach F. Klein durch die Namen JtyperboUsch, paraboliscli, ellip-

tisch; siehe unten (Abschnitt III
7
Nr. 23) unter projektiver Geometrie.

Sie konnen (wie bereits angedeutet worden ist) dadurch charakterisiert

werden, daB man den Wert der Winkelsunime irgend eines gerad-

linigen Dreiecks ins Auge faBt, der in den drei Fallen der Reihe

nach kleiner als zwei rechte Wiukel, gleich zwei rechten Winkeln

oder groBer als zwei rechte Winkel ist (vgl. Nr. 14).

Anstelle des Pythagoraischen Satzes der Euklidischen Geometrie

tritt eine allgemeinere Relation, die fur die Formeln der elliptischen

und der hyperbolischen Trigonometrie die Grundlage bildet; die Eukli-

dische oder parabolische Trigonometrie ist in dieser allgemeinen Trigo
nometrie als Grenzfall enthalten^). Fur unendlich kleine Dreiecke

90) Die Formeln der hyperbolischen Trigonometrie sind von /. Bolyai und
JN . Lobatschefskij gegeben worden; die des elliptischen Falles sind die Formeln

der sphariscken Trigonometrie (./. H. Lambert}, und man geht von den zweiten zu

den ersten iiber, indem man den Radius der Kugel imaginar nimmt.
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sind die Forrneln der allgerneinen Trigonometric dieselben wie die der

Euklidischen Trigononietrie
91

).

9. Weitere Ausfiihrungen zur Parallelentheorie. GemaB den

Erorterungen der Einleitung zielien wir jetzt zwei Fragen in Er-

wagung:

a) wie man dazu gelangt, die logische Moglichkeit der nicht-

Euklidischen Geometrie und also die Unabhangigkeit des Euklidischen

Postulats von den vorhergehenden zu beweisen*,

b) unter welchen einfachen, dem Euklidischen Postulate gleich-

wertigen Formen die Anuahnie, die der gewohnlichen Parallelentheorie

zugrunde liegt, ausgesprochen werden kann.

ad a) N. Lobatscliefsldj hat gezeigt, da6 die Beziehungen der

hyperbolischen Trigonometrie durch ein in sich widerspruchfreies

System analytischer Fornieln wiedergegeben werden
?
und daraus den

ersten Beweis der logischen Moglichkeit der nicht-Euklidischen Geo

metrie hergeleitet.

Darauf kam man (Riemann, Beltrami) auf den Gedanken, eine wirk-

liche Interpretation der nicht-Euklidischen Geometrie in der Geometrie

auf den Flachen konstanter Krumnmng (vgl. Nr. 17) zu suchen, und

daraus leitete man einen neuen Beweis der logischen Moglichkeit der

nicht-Euklidischen Systeme der Ebene her. Leider reprasentiert eine

solche Flache immer nur ein Stuck der Ebene.

Noeh iiberzeugender ist die Interpretation, welche die nicht-

Euklidische Geometrie nach 1&amp;lt;\ Klein in der zu einem beliebigen

Kegelschnitt gehorigen Cayleyscheu MaBbestimmung findet (weil nam-

lich dabei die ganee nicht-Euklidische Ebene zur Veranschaulichung

kommt); hieriiber wird weiter unten, unter projektiver Geometrie

(Nr. 23), naheres anzugeben sein.

Durch die projektive Interpretation wird zugleich ein feiner

Punkt klargestellt. Urspriinglich nahrn man (wie es schon Lanibert

angedeutet hatte) zum Muster der elliptischen ebenen Geometrie die

Geometric auf der Kugel, und da auf dieser zwei groBte (Gerade dar-

stellende) Kreise sich irnrner in zwei Punkten schneiden, so betrach-

91) Diese Benierkung hat als Grundlage fur einen IntegrationsprozeB ge-

dient, durch den man die Formein der allgemeinen Trigonometrie erhalt, indem

man von denjenigen furunendlich kleine Dreiecke ausgeht. Vgl. C.Flye St.-Marie,

Etudes analytiques sur la theorie des paralleles, Paris 1871; J. De La Vallee

Poussin, Mathesis (2) 5 (1895), Suppl. 5, p. 6, und Brux. Soc. sc. (2) 19 B (1895),

p. 17, und Gaitfi, Werke 8, p. 255. Hinsichtlich der Moglichkeit, die hyper-

bolische Geometrie zu begriinden, ohne von der Stetigkeit Gebrauch zu machen,

Tgl, Hilbert, Grundlagen, Anhang III, p. 107.
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tete man diese Eigenschaft als der elliptischen Geometrie der Ebene zu-

kommend, in der da-rum das Postulat ,,Zwei Punkte bestimmen eine

Gerade&quot; eine Ausnahme erleiden miiBte. Diese Anschauungsweise

wurde von F. Klein berichtigt, der bemerkte, daB, wenn man die

nicht-Euklidische Geometric der Ebene in der Geometric auf einer

Flache wiederspiegelt, zunachst nur die Geometric eines einfach zu-

sanimenhangenden Gebietes der Ebene rnit der Geometrie eines ent-

sprechenden Gebietes der Flache uberemstimmt und es nicht ohne

weiteres erlaubt ist, das, was man von der Flache als Games be-

trachtet aussagt, auf die Ebene anzuwenden (vgl. Xr. 17 und 36).

Die Geometrie der vollstandigen elliptischen Ebene spiegelt sich nicht

in der Geometrie auf der Kugel, sondern in der gewohnlichen Geometrie

des Stralilcnliiindels wieder; das will sagen: wenn man die ,,Punkte&quot;
der

Ebene durch die ,,Geraden&quot;
des Biindels und die Ausdriicke ,,Gerade&quot;

und ,,Entfernung&quot; durch die Ausdriicke ,,Biisehel&quot; und ,,Winkel&quot;
er-

setzt, so gehen alle Satze der (elliptischen) Ebene, in denen die ellip-

tische Geometrie gilt ?
in die gewohnlichen Satze der Geometric des

Biindels fiber
,
und umgekehrt. Dadurch wird auch klar, daB die

elliptische Ebene (ebenso wie die projektive Ebene) eine sogenannte

Doppelflache (
oder einseitige Flache) ist, d. h. durch eine Gerade nicht

in zwei Stiicke zerlegt wird, denn auch das Strahlenbiindel wii-d durch

eine Ebene nicht in zwei Stiicke zerlegt (vgl. Nr. 24 b). Man erkennt

auf diese Weise die vollkommene Yertraglichkeit der die ebene Geo

metrie betreffenden elliptischen Annahme mit den Postulaten der Ge-

raden und der Kougruenz.
Immerhin geniigen die oben angefiihrten Interpretationen noch

nicht, um die Unabhangigkeit des Euklidischen Postulats von den

voranstehenden Postulaten der Geometric des Eaitmes darzutun, weil

sie die Moglichkeit nicht ausschliefien, daB das genannte Postulat

(wie der Satz von den honiologen Dreiecken) durch Konstruktionen

im Eaume. inclem man aus der Ebene herausgeht, bewiesen werden

konnte. Es niuB also der Beweis der logischen Moglichkeit der nicht-

Euklidischen Geometrie ini Rauine gegeben werden. Dieseu Beweis

entnimmt man der Theorie der dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten

konstanter Kriimmung (Nr. 19), oder auch wieder ini Sinne Kleim
der im Raume auf eine Flache zweiten Grades zu griindenden Cayley-

schen MaBbestimmung
92

).
Jeder dieser Wege bietet den Beweis der

92) Hinsichtlich der Unabhangigkeit des Parallelenpostulats von den anderen

in den Euklidischen ,,Elementen
i vorher gemachten Annahmen vergleiche man

die kritische Erorterung dieser Annahmen durch F. Lindemann bei A. Clebsch

und F. Linfomann, Vorlesungen ilber Geometrie, 2 1
, Leipzig 1891, Abschn. 3.
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Unabhangigkeit des Euklidisclien Postulats von den Postalaten, die

sich auf das Einanderangehoren von Geraden mid Ebenen, auf die

Kongruenz und die Stetigkeit beziehen, dar
?
da man die logische Exi

stent der dabei auftretenden Entwicklungen entweder durch die zu-

gehorigen einander nicht widersprechenden analytischen Formeln oder

dadurcb dartun kann, daB man die Moglichkeit der gewohnlichen
Euklidiscben Geometrie (auf Grand der Anschauung) als gegeben an-

nimmt (vgl. die Einleitung).

In pbilosopbiscber Hinsicbt entstebt darauf die Frage, ob die

nicbt-Euklidiscbe Geometrie aufier einer logischen Moglichkeit auch

eine pliysisclie Mogliclikeit bilden kann. In dieser Hinsicbt ist za be-

merken, daB nur die Erfabrung Richter sein kann; aber die zur Erit-

scbeidung der Frage berbeigezogenen Messungen baben notwendiger-
weise nur einen approximative!! Wert. Sie konnten also die Geltung
der nicbt-Euklidiscben Geometrie beweisen, wenn das MaB der Winkel-

summe eines Dreiecks einen durcb die Wabrnebniung einzuscbatzenden

Wert unter oder fiber zwei Rechten ergabe. Umgekebrt aber wird es

(bei dem approximative!! Cbarakter aller Messungen) nienials moglich
sein

;
die pbysiscbe Geltung der Euklidiscben Annabme exakt zu be-

weisen. Wirkliche Winkelmessungen an geodatischen (Graufi) oder

astronomiscben (Lobatscliefskij) Dreiecken baben nie eine Abweichung
im bestimmten Sinne von 180 erkennen lassen 93

).

ad b) Wir zablen nun die bauptsachlicben Anuabmen aut
7

die

dem Euklidiscben Postulat gleicbwertig sind
;
wenn man alle An-

nabnien fiber die Verknupfung (I in Nr. 3), die Anordnung (II in

Nr. 4), die Kongruenz (III in Nr. 5) und die Stetigkeit macbt
?
aber

die Postulate II in Nr. 4 in der Weise modifiziert nimmt, daB sie

nicbt die Unendlicbkeit der Geraden einscblieBen:

1) Existenz einer einzigen Parallelen durcb einen Punkt zu einer

gegebenen Geraden.

2) Existenz zweier Geraden einer Ebene, die sich nicbt schneiden

und uberall gleicb weit von einander entfernt sind.

3) Existenz zweier abnlicber und nicht kongruenter Dreiecke

(Wallis, Carnot, Laplace).

4) Existenz eines Dreiecks, in dein die Winkelsumme gleicb zwei

Recbten ist (Legemlre).

5) Existenz von Dreiecken, deren Flacbe beliebig groB ist (Gaufi,

Brief an W. Solyai vom 16. Dez. 1799, Werke 8, p. 159; vgl. Nr. 10),

93) Vgl. F. Zollner, Wissenschaftliche Abhandlungen 1, p. 229.
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Nimmt man die Unendlichkeit der Geraden an, so kann das

Euklidische Postulat durch die folgenden ersetzt werden:

Durch einen in der Ebene eines spitzen Winkels und innerhalb

desselben gelegenen Punkt kann man irnmer eine Gerade ziehen, die

die beiden Schenkel des Winkels trifft (Legend-re).

Drei nicht in gerader Linie liegende Punkte liegen immer auf

eineni Kreise (J. Bolyai).

Endlich lafit sich die Euklidische Geometric im Hiublick auf die

Mechanik charakterisieren :

Das Euklidische Postulat lafit sich auf das mechanische Postulat

des Archimedes zuruckfuhren. wonach ,,wenn zwei gleiche und gleich-

gerichtete Krafte an den Enden einer Strecke AB normal angebracht
sind

;
die (durch den Mittelpunkt von AB gehende) Resultante der

Snmnie der Komponenten gleich ist&quot;. In den nicht-Euklidischen

Fallen wiirde die Resultante erne andere Funktion der Komponenten
sein 94

).
Uber die Beziehungen des Parallelenpostulats zu dem Archi-

medischen Postulat vgl. Nr. 44.

10. Flacheninhalt und Rauminhalt 95
).

Eiiklid behandelt die

Flachen- und Rauminhalte 96
) als Grofien sui generis, wobei er als

Attribute des allgemeinen GroBenbegriffs folgende ganz allgeniein ge-

haltene Axiome zu Grunde legt
97

):

1) Ta TCO CCVTCO iGa xcd aXkrfioi$ t6i\v fact.

2) Kcd sav iGoig fact arpo^rf^^, ru oA i&amp;lt;5x\v face.

3) Kttl eav aicb faav faa dcpaiQS&fi, rd xara^fiTto^evd iGiiv face.

4) Kal TU ecpccQ^o^ovra i^i 8Mr
t
Aa fact aMrfioig iGtlv.

5) Kctl TO okov TOU USQOVS U6l6v \e6Tiv~\.

Auf Deutsch:

1) Was dernselben (dritten) gleich ist, ist einander gleich.

2) Und wenn zu Gleichem Gleiches hinzugefiigt wird, so sind die

Summen gleich.

94) A. Genocchi, Torino Atti 12 (1877), p. 489; Torino Mem. 29 (1877); vgl.

/. d Andrade, Le9ons de rnecanique physique, Paris 1898, notes, p. 355 ff. Die

ersten Arbeiten iiber die Mechanik bei der nicht-Euklidischen Aunahme finden

eich bei M. de Tilly, Etudes de meeanique abstraite, Brux. Memoires couronnes

21 (1870); vgl. Bordeaux Memoires (2) 3 (1879), p. 1, besonders FuBn. zu Nr. 21;

ferner E. Sobering, Gott. Nachr. 1870, p. 311, und 1873, p. 149; R. Lipscliiiz,

J. f. Math. 74 (1872), p. 116; W. Killing, J. f. Math. 98 (1884), besonders p. 24 f.

95) Es sei hier auf die ausfiihrliche Erorterung dieses Gegenstandes bei

Enriques, Questioni (Artikel von U. Amdidi}, sowie bei Holder (FuBnote 65) hin

gewiesen.

96) Elemente, Buch 1, 11, 12.

97) Elemente, Buch 1.
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3) Und wenn von Gleichem Gleiches hinweggenommen wird, so

sind die Reste gleich.

4) Und was sich zur Deckung bringen lafit, ist einander gleich.

5) Und das Ganze ist groBer als sein Teil.

A. Wir besprechen zunachst den Fall ebener Figuren.

Die ersten vier dieser Axiome stellen zwei wesentlich verschie-

dene Kriterien auf, um die Flachengleichheit ebener Figuren zu

erkennen: a) ihre Zerlegbarkeit in kongruente Teile (Flachengleich-

heit durch Summation 1, 2, 4), b) die Moglichkeit, zwei Figuren
als Differenzen kongruenter Figuren aufzufassen (Flachengleichheit

durch Subtraktion 3, 4). Yon diesen beiden Kriterien bringt

Euklid in der Theorie der Flachengleichheit der ebenen Polygone
bald den einen bald den anderen zur Anwendung, wahrend er auf

Grund des fiinften Axioms irnstande ist, die umgekelirten Theoreine

zu beweisen, in denen man aus der Flachengleichheit gewisser Poly-

gone auf die Gleichheit von Strecken schlieBt.

Diesen Gesichtspunkten a) und b) fiigt Euklid einen anderen

hinzu
;
der sich auf die stillschweigende Yoraussetzung griindet, daB,

,,wenn zwei Flachen (oder Yolumina) ungleich sind, eine FlachengroBe

(oder ein Yolumen) existiert, die, zu der einen von beiden (der kleineren)

addiert, eine Summe gleich der anderen (der groBeren) ergibt&quot;,
und

diese Yoraussetzung liegt dem Exliaustionsverfaliren zugrunde, in dem

die Gleichheit von Flachen- oder Rauminhalten indirekt bewiesen wird.

In den von Euldid zur Erkennung der Gleichheit polygonaler Flachen

angewandten Kriterien a) und b) ist etwas Uberflussiges enthalten,

denn P. Gervien 98
)
hat bewiesen, daB ,,zwei flachengleiche ebene (oder

spharische) Polygone immer durch Summation flachengleich sind&quot;.

W. Botyai &quot;)
hatte dieselbe Bemerkung gemacht und wollte ftir

irgendwelche Flachen den folgenden Satz beweisen:

Die sich nicht deckenden Teile zweier sich zum Teil deckender

kongruenter Figuren lassen sich in kongruente Teile zerlegen:

aus dem sich der allgemeinere Satz ergeben wiirde:

Wenn man von zwei kongruenteii Flachen kongruente Teile

wegnimmt, so lassen sich die iibrig bleibenden Stiicke in kongruente
Teile zerlegen;

aber sein Beweis des ersten Satzes ist leider ungenugend.

98) Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen geradlinigen Figuren
in dieselben Stucke. Zerschneidung jeder beliebigen Menge verschieden ge-

stalteter Figuren von gleichem Inhalt auf der Kugelflache in dieselben Stucke,

J. f. Math. 10 (1833), p. 228, 235.

99) Tentamen 1, 35.
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J. M. C. DuJiamelm\ der die uns beschaftigende Frage in kritischer

Absicht studierte, hat zum ersten Male die logische Notwendigkeit dar-

getan, fur jede Klasse geometrischer GroBen die Begriffe Siimme, Teil,

grower und Kleiner zu definieren. Er ist auf diese Weise zur Angabe
eines neuen Weges fur die Entwicklung der Theorie der Flachen

gleichheit gefiihrt worden, wobei dieser Begriff nicht mehr als eine

nicht definierte, den Euklidischen Axiomen 1) ... 5) geniigende Be-

ziehung erscheint. Die Flachengleichheit wird vielniehr ausdriicklich

als Gleichheit durch Summation definiert, und diese Definition tritt

an Stelle der Axiome 1), 2), 4). Duhamel entwickelt einige Gleich-

heitssatze, indem er die Benutzung der Subtraktion und daher des

Axioms 3) systematisch zu vermeiden sucht; ini besonderen hat er

durch ein Yerfahren, in deui das Archimedische Postulat 101
) auftritt,

bewiesen, ,,daB zwei Parallelogramme von gleicher Grundlinie und

Hohe flachengleich sind&quot;.

Diese Entwicklungen warden von A. Faifofer
m

)
zu einer Theorie

vervollstandigt, die sich ohne ein neues Axiom auf Definitionen auf-

baut. Aber A. De Zolt 103
} hat hervorgehoben, daB bei dem Beweise

der umgekehrten Satze, in denen von der Flachengleichheit auf die

Gleichheit von Strecken geschlossen wird, iinrner das oben erwahnte

fiinfte Axiom auffcritt, das, wenn man die Flachengleichheit durch

Summation definiert, sich in folgendem Prinzipe ausspricht:

7;
Wenn ein Polygon in irgend einer Weise in Teile zerlegt wird

;

so ist es, wenn man einen dieser Teile wegiaBt, nicht moglich, die

iibrigen so anzuordnen, daB sie das Polygon vollstandig bedecken.&quot;

Dieses Prinzip bildet, wenn man es als unmittelbar einleuchtend

annimmt, ein Postulat, und E. De Paolis hat es auch in seinen Ele-

menten ausdriicklich als solches ausgesprochen
104

).
Die italienischen

Geometer pflegen es ausdriicklich das De Zoltsche Postulat zu nenuen.

DaB dieses Postulat uberfliissig ist, d. h. daB dieser Satz aus

der Gesamtheit aller in den vorstehenden Nunimern untersuchten An-

nahmen folgt, ist leicht zu erkennen, wenn man die allgemeine
modeme Auffassung des FlachenmaBes als der Grenze einer Summe

100) Des methodes dans les sciences de raisonneinent, Paris 1865 68, 2, im
besondern die Kapitel 1 und 5 und die Note uber die Flachengleichheit, p. 445.

101) Die Benutzung dieses Axioms ist notig, wie D. Hilbert hervorgehoben
hat (vgl. Nr. 43).

102) Elementi di geometria.

103) Principii della eguaglianza di poligoni (equivalenza di poligoni) prece-
duti da alcuni cenni critici sulla teoria della equivalenza geometrica, Milano 1881

;

Principii della eguaglianza di poliedri e di poligoni sferici, Milano 1883.

104) Elementi di geometria, Torino 1884, p. 281.

Encyklop. d. math. Wiasensch. UL 1. 4
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von Quadraten zu Hilfe nimmt; in der Tat wird dann das De

Prinzip zu einer Folge des fundamentalen Satzes fiber die Existenz

des Integrals, wie dies W. Killing
105

) (1885) hervorgehoben hat.

Aber ein direkter und elementarer Beweis dieses Prinzips ist

das erste Mai von F. Schur w6) (1892) geliefert worden, dann auf

verschiedene Weise von 0. Ratisenberger
1

) (1893), von G. Veronese)

(1894/95), von L. Gerard 109
) (1895) und von G. Laeeeri 1

) (1895).

Also ergibt sich als elemental* bewiesen:

Die .Tlieorie der Gleichheit der ebenen Polygone harm entivicltelt

werden, tvenn man die Gleichheit als Zerlegbarkeit in kongruente Teile

definiertj dhne daft den Postulaten des Einanderangelwrens ,
der Kon-

gruens und der Anordnung (das Stetigkeits- oder das Archimedische

Postulat inbegriffen) ein anderes hinzuzufiigen ist.

Gehen wir nun zu den Flachen von Jcrummliniger Begrenzung iiber.

Hier ist das fur den Vergleich der Polygone angenommene ele-

mentare Kriterium nicht anwendbar, denn ein Satz von M. Rethy
111

)

stellt die Bedingungen auf, die erfullt sein miissen, damit zwei

gleiche Flachen sich in eine endliche Zahl kongruenter Teile zer-

legen lassen, und diese Bedingungen werden ira allgemeinen, z. B. bei

einem Kreise und einem Quadrate von gleicheni Inhalt, nicht erfullt.

Die allgemeine Theorie des Flacheninhalts erfordert also, daB

man entweder auf das Exhaustionsverfahren zuriickgreift, das von

den Alten zur Bestimmung der Flache des Kreises, des Parabel-

abschnitts usw. angewandt worden ist
112

),
oder auf das moderne Ver-

fahren der Integralrechnung (I A III, Pringsheim, Nr. 11).

Jedoch gilt auch fiir Flachen von krummliniger Begrenzung das

105) Nicht-Euklidische Raumformen, Leipzig 1885; naheres in der Einfiihrung

in die Grundlagen der Geometric 2, Paderborn 1898, p. 24 f.

106) Dorpat. Naturf. Ges. Ber. 1892. Erganzungen bei G. Biasi, Ancora sulla

equivalenza dei poligoni (Riv. di mat. 9 (1899), p. 85).

107) Das Grundproblem der Flachen- und Rauminhaltslehre,, Math. Ann. 42

(1893), p. 275.

108) Dimostrazione della proposizione fondamentale dell equivalenza delle

figuri, Ist. Ven. Atti (7) 6 (189495).

109) Sur le postulat relatif a 1 equivalence des poligones considere cornme

corollaire du theoreme de Varignon, Paris Bull. Soc. math. 23 (1895), p. 268.

110) Sulla teoria dell equivalenza geometrica, Riv. di mat. 1895, fasc. 3 4

und 56.
111) Endlich-gleiche Flachen, Ung. Ber. 1890, 16. Juni; Math. Ann. 38 (1891),

p. 145.

112) Eine kritische Entwicklung dieses Exhaustionsverfahrens bei den ele-

mentarsten Flachenfragen findet sich in den Elementi di geometria von F. Enri

ques und U. Amaldi, Bologna 1903, zweite Auflage 1905.
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fur die Polygone erhaltene Resultat, das wir jetzt in folgender Weise

aussprechen konnen:

Die Postulate des Einanderangeliorens ,
der Kongruenz und der

Anordnung (das Stetigkeits- oder das Archimedische Postulat inbe-

griffen) liaben zur Folge, dap, wenn man die Gleichlieit als Zerlegbar-

keit in eine endliclie oder unendliclie Zahl kongrmnter Teile defmiert,

ebene Flaclieninlialte als eine Klasse von Gropen betraclitet werden konnen.

B. Nun wenige Worte iiber den Rauminlialt.

Euklid behandelt die Volumina in analoger Weise wie die

Flachen als GroBen. Das schliefit eine Voraussetzung ein, die man
durch das auf die Volumina ubertragene De Zoltsche Prinzip aus-

driicken kann. Aber auch hier gelingt ein elementarer Beweis dieses

Prinzips durch eine Erweiterung der oben angefiihrten Beweise fur

die Ebene; diese Erweiterung ist von Rausenberger
1 1

}
und Gerardm

)

kurz angegeben worden und findet sich bei Veronese 108
)

in ihren

Einzelheiten ausgefiihrt.

Es folgt also, daB auch die Theorie der Gleichkeit im Raum sich

auf der gewohnlichen Definition ohne Hinzufiigung ernes besondern

Postulats aufbauen Ia6t 113
).

Aber wenn man die Gleichheit der Polyeder studiert, so tritt die

neue Frage auf, ?;
ob zwei Polyeder von gleichem Rauminhalt in eine

endliche Zahl kongruenter Teile zerlegt werden konnen&quot;. Die frucht-

losen Versuche, eine solche Zerlegung bei dem Tetraeder zu erhalten,

und eine Bemerkung G. Sforzas
lu

) lieBen erwarten, daB die Ant-

wort auf diese Frage im allgenieinen negativ sein werde. Und dies

ist neuerdings von M. Dehn llb
) bewieseii worden.

Bevor wir diese Nummer schlieBen, wollen wir noch zwei

Fragen beriihren.

1) Das Verlialtnis der Theorie des Fldclieninlialts (und des Eaum-

inlialts) zu dem Parallelenpostulat.

Das Prinzip, daB man die Flachen- und Rauminhalte als GroBen

betrachten kann, ist von deni Parallelenpostulat unabhangig, da es

sich auch bei der nicht-Euklidischeu Annahme aufstellen lafit. Aber

alle Satze iiber Flachengleichheit hangen direkt von der Annahme

ab, die man fiber die Parallelen macht. Die von G-aufl, Botyai, Lobat-

113) Vgl. auch S. 0. Schatunovsky, Uber den Rauminhalt der Polyeder, Math.

Ann. 57 (1903), p. 496.

114) Un osservazione sulF equivalenza dei poliedri per congnienza delle

parti, Biv. di mat. 7 (1897), p. 105. Vgl. auch E. Bricard, Nouv. Ann. (3) 15

(1896), p. 331.

115) Math. Ann. 55 (1902), p. 465.
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schefskij entwickelte nicht-Euklidische Theorie des Flacheninhalts fiihrt

zu der Erkenntnis, daB der Inhalt eines Dreiecks durch die Differenz

zwischen seiner Winkelsumme und zwei Rechten (in der hyperbolischen

Geometric als Defekt) gegeben ist, woraus z. B. die Existenz einer

oberen Grenze fur den Inhalt eines Dreiecks folgt (Gaufl, Brief an

Ch. L. Gerling vom 16. Marz 1819, Werke 8, p. 181
5 vgl. Nr. 9). In

der elliptischen Geometrie wird es ein ExzeB.

Hinsichtlich der den Rauminhalt betreffenden Probleme der nicht-

Euklidischen Geometrie vergleiche man Lobatschefskij (FuBnote 88).

2) VerMltnis der Theorie des Flacheninhalts zu dem ArcMmedi-

schen Postulat.

Bei dem oben skizzierten Aufbau der elementaren Theorie der

Flachengleichheit und auch bei den gewohnlichen Entwicklungen der

Integralrechnung wird das Archimedische Postulat gebraucht. Nun
hat D. Hilbert 116

) gezeigt, daB man ein MaB der polygonalen Flachen

unabhangig von diesem Postulate erhalten kann; allerdings lassen sich

dann zwei Polygone von gleichem Flacheninhalt nicht rnehr stets in

eine endliche Zahl kongruenter Teile zerlegen (vgl. Nr. 43).

11. Neue Entwicklungen zur Proportionentheorie im Sinne

der Alten. Bei Euklid finden sich mehrere Satze, die zweinial be-

wiesen werden, einmal mit Hilfe der Flachengleichheit, das andere Mai

mit Hilfe seiner arithmetischen Theorie der Proportionen (wir nennen

diese Theorie arithmetisch, weil der von EuTdid gebrauchte Begriff

des Ad^og, wie wir schon bemerkten (Nr. 7), genau dem modernen Zahl-

begriff entspricht). H. Gr. Zeuflien erblickt hierin den letzten Rest

eines gewissen Kampfes, der zwischen diesen beiden Behandlungs-
weisen der Aufgaben bestehen niuBte, bis in der arithmetischen Pro

portionentheorie (von den unmittelbaren Vorgangern EukUds) die

Schwierigkeiten iiberwunden waren, die mit dem Falle eines inkom-

mensurablen Verhaltnisses zusammenhangen. Im Anschlusse an Euldid

erhielt dann die arithmetische Methode der Proportionen endgultig die

Oberhand.

Jedoch sind die Entwicklungen, welche darauf ausgehen, die

Geometrie von den Betrachtungen des Zahlbegriflfes zu befreien, in

unseren Tagen wieder aufgenonirnen worden, und es ist in der Tat

gelungen, eine rein geometrische Theorie der Proportionen zwischen

Strecken aufzustellen.

Die Satze, die einer solchen Behandlungsart zu Grunde liegen

konnen
;
sind:

116) Grundlagen, 20, 21.
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1) der Satz von Tliales: die Proportionality der Strecken, die

auf den beiden Schenkeln eines Winkels von parallelen Geraden ab-

gescbnitten werden:

2) die Flachengleichheit zweier Dreiecke (oder Parallelograrnme),

die einen Winkel gemeinsam haben und in denen die diesen Winkel

einschliefienden Seiten umgekehrt proportional sind.

Legt man den einen oder den anderen Satz einer Definition der

Proportion zwischen Strecken zu Grunde, so driicken sich die funda-

mentalen Eigenschaften der Propoi*tionen in Beliauptungen iiber den

Parallelismus oder uber die Flaclmiyleicliheit aus, und diese miissen

also direkt bewiesen werden, ohne daB der Begriff des Verhaltnisses

und damit des Zahlbegriffes zu Hilfe genomnien wird.

Beide liier angedeuteten Wege haben (was moderne Unter-

suchungen angelit) ihren Ursprung in der Ausdehnungslehre von

H. Grafimann
111

),
wo jedoch die Strecken nicht nur in ihrer GroBe,

sondern auch in ihrer Richtung betrachtet werden. Insbesondere

driickt sich die distributive Eigenschaft der Multiplikation bei der

Graftmaimschen Reclaming sofort in der Identitat der beiden auf die

Satze 1) und 2) gegriindeten Definitionen der Proportion aus.

Eajola Pescarini 118
) (1876) definiert die Proportion zwischen

Strecken mit Hilfe des Satzes von Tliales in bezug auf einen ge-

gebenen Winkel und leitet daraus geometrisch den Satz 2) ab
?
indern

er sich auf den 35. Satz des dritten Buches von Euklid fiber die Kreis-

sehnen stiitzt, der dort mit Hilfe des Pytliagoraisdien Satzes bewiesen

wird; es gelingt ihni auf diese Weise, die Definition der Proportion von

dern besonderen Winkel, von dem er ausgegangen ist, frei zu inachen.

Er entwickelt dann einen Beweis des Satzes, daB
7,Streckenpaare, die

einem dritten proportional sind, unter sich proportional sind&quot; (die

transitive Eigenschaft der Gleichheit von Verhaltnissen) ;
aber dieser

Beweis ist von einer Einschrankung abhangig, die man vernieiden

kann, wenn man einen Weg einschlagt, der neuerdings von G. Vailati 1

}

angegeben worden ist.

E. Hoppe) hat eine geonietrische Behandlung der Proportionen

entwickelt, die ebenfalls von dem Satze von Tliales ausgeht, insofern

117) Ausdehnungslehre von 1844, Nr. 75 78.

118) Studio sulla proporzionalita grafica e sue applicazioni alia similitudine

e alia omotetia, Xapoli 1876.

119) Di un modo di riattaccare le teorie delle proporzioni tra segment! a

quella dell equivalenza. Atti del II. Congresso dell associazione Mathesis,

Livorno 1902.

120) Rein geometrische Proportionslehre, Arch. Math. Phys. 62 (1878), p. 153.
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zwei Streckenpaare proportional genannt werden, wenn sie die Seiten

gleichwinkliger Dreiecke bilden. Er beschaftigt sich vor allem mit

dem Beweise, dafi die so defmierte Beziehung nicht von dem Winkel

abhangt, der von den beiden Streckenpaaren gebildet wird, und ge-

langt zu diesem Beweise durch Betrachtungen im Raume (die zu dem

Desarguesschen Satze der Ebene fiber homothetiscke Dreiecke fiihren).

Dann fiihrt er die Transitivitat der Gleichheit von Verhaltnissen auf

denselben Satz zuriick, und anf die Transitivitat der Gleichheit der

Richtungen (das Parallelenpostulat) den Satz von dem zusammen-

gesetzten VerMUnisse (wenn a : b = c : d und ft : e = d : f, so ist

a : e = c : f).

Endlich nimmt er den Satz 2) als Definition an und leitet daraus

im besonderen die Vertauschbarkeit der Mittelglieder in einer Pro

portion ab 121
).

Bei dieser Hoppeschen Behandlungsweise gelingt es also bis auf

diese Vertauschbarkeit der Mittelglieder, die Theorie der Proportionen

aufzustellen
,
indem man sich auf die Eigenschaften der Parallelen

stiitzt und die Benutzung der Flachengleichheit durch Betrachtungen

im Raume ersetzt, aber schliefilich wird auch in ihr der Begriff der

Flachengleichheit zu Hilfe genornmen, um die Vertauschbarkeit der

Mittelglieder darzutun.

Diese Eigentiimlichkeit tritt iibrigens bei dem allgemeineren

Satz von dem unregelmaftigen VerMUnisse (wenn a : I = e : f und

1) : c = d : e, so ist a : c = d : f) wieder auf. Dieser Satz kommt

hier auf den folgenden zuriick:

Wenn es auf den beiden Schenkeln eines Winkels zwei Punkt-

tripel 1, 3
?
5 und 2, 4, 6 gibt von der Art, daB die Geradenpaare

12, 45 und 23, 56 parallel sind, dann sind auch die Geraden 34, 61

parallel.

Dieser Satz und ein auf Flachengleichheitsbetrachtungen gegriin-

deter Beweis desselben findet sich schon in den Collectanea des

Pappus) (daher wird er im folgenden kurz Pappussclier Sats genannt).

Ein einfacher Beweis des Pa^wsschen Satzes, der sich auf die

Gleichheit der Peripheriewinkel im Kreise griindet und daher von dem

121) Hoppe faBt die Sache auch noch anders an, indem er von dem Satze 2)

ausgeht. Vgl. auch G. Biasi, Corso di lezioni sulla teoria delle proporzioni,

autographiert, Sassari 1882.

122) Dieser Pappussche Satz bildet einen besondern Fall des Pascalschen

Satzes von dem einem Kegelschnitte einbeschriebenen Sechseck, III C 1, Dingeldey,

Nr. 18, und wird daher in der neueren Literatur oft kurzweg als PascctZscher

Satz bezeichnet.
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Begriffe des Flacheninhalts unabhangig 1st, scheint das erste Mai

von K. Kwpffer
199
) (1893) entwickelt worden zu sein; ein Beweis,

der das Rotationshyperboloid zu Hilfe nimmt, 1st von F. 5c/mr 124
)

(1898) angegeben worden; audere Beweise in der Ebene sind von

D. Hilbert 1-5
) (1899) gefiihrt worden. Hilbert hat iiberhaupt die ganze

geometrische Theorie der Proportionen zwischen Strecken neu auf-

gebaut.

Hieraus ergibt sich fur den Desarguesschen Satz der Ebene (Nr. 20 a)

folgendes: Dieser Satz laBt sich bekanntlich auf Grund der Postulate

des Einanderangehorens, der Anordnung und des Parallelenpostulats

nur mit Hilfe rauinlicher Betrachtungen beweisen. Solche raumliche

Betrachtungen sind nun in dem hier betrachteten Zusammenhange zur

Aufstellung des Desarguesschen Satzes der Ebene uberfliissig, da
;
wenn

die Vertauschbarkeit der Mittelglieder gegeben ist, die transitive Eigen-
schaft der Gleichheit von Verhaltnissen und der Satz von dem zu-

sammengesetzten Verhaltnisse auf einander zuriickkominen und daher

der Desarguessehe Satz auf die Transitivitat des Parallelismus (das

Parallelenpostulat) zuruckkommt.

Ein anderes wichtiges Resultat geht aus den Betrachtungen von

F. Sckur und D. Hilbert hervor:

Die in der Ebene auf die Eigenscliaften der Parallelen und der

Konymenz gegriindete geometrisclie Theorie der Proportionen zivisclien

Strecken ist von dem Archimedisclien Postulat unabMngig.
Wir wollen hinzufiigen, daB die Behandlung der Theorie noch

weiter vereinfacht worden ist und zwar durch folgende Arbeiten:

F. Schur 126
) hat bemerkt

;
dafi es geniigt, den Pap2msschen Satz in

einem einzigen Falle, z. B. fur das einem rechten Winkel einbeschrie-

bene Sechseck
?

zu beweisen
,
und hat einen einfachen Beweis fiir

diesen Fall angegeben, der sich auf den Satz stiitzt, daB die Hohen
eines Dreiecks durch einen Punkt gehen.

J. MoUenq)
127

)
hat einen einfachen allgemeinen Beweis desselben

Satzes erbracht.

B. Levi 128
) hat den Entwicklungen, die zur Aufstellung des

besonderen Falles des Pappusscken Satzes notig sind, der der Vertausch

barkeit der Mittelglieder entspricht, eine elementare Form gegeben.

123) Dorp. Naturforscherges. Ber. 1893, p. 373 f.

124) Math. Ann. 51 (1899), p. 401.

125) Grundlagen, 14 und Kap. 6.

126) Math. Ann. 57 (1903), p. 205.

127) Math. Ann. 58 (1903/4), p. 479.

128) Per. di mat. 6 (1903) Suppl., p. 114.
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Die Theorie der Proportionen, von der wir hier gesprochen

haben, ist auf das engste mit den Fragen verkniipft, die sich auf den

Fundamentalsatz der projektiven Geometrie beziehen, vgl. Nr. 20; in

bezug auf den Pappusschen Satz in der nicht-Archimedischen Geo

metrie siehe naheres in Nr. 42.

12. Schlufi der vorstehenden Untersuchung und Disposition

der folgenden Kapitel. Die obeu gegebene (und weiterhin bis zur

Priifung der hauptsachlichen Konsequenzen durchgefuhrte) Unter-

suchung der Begriffe und Postulate laBt drei Gruppen geometrischer

Eigenschaften erkennen:

1) Eigenschaften, die mit den Begriffen ,,zwischen&quot;, ,,Seite der

Ebene&quot;, ,,Strecke&quot;, ,,Winkel&quot; usw. zu tun haben (Linieneigenschaften

der Geraden die auch die Stetigkeit umfassen und Flachen-

eigeuschaften der Ebene);

2) das Einanderangehoren von Punkten, Geraden und Ebenen;

3) die Kongruenz.
In der Elementargeometrie sind diese drei Arten von Eigen

schaften miteinander innig verbunden; sie stehen dort in eineni Ver-

haltnisse gegenseitiger Unterordnung, so dafi man die Eigenschaften
der einen Gruppe nicht aussprechen kann, ohne sich, wenigstens zuni

Teil, auf Eigenschaften einer anderen Gruppe zu beziehen. Aber

die Entwicklung der geometrischen Wissenschaft fuhrte zu einer

Scheidung.
Man kann diesen Vorgang wohl verstehen, wenn man (wie zuerst

F. Klein in seinem Erlanger Programm) die verschiedenen Forschungs-

richtungen der Geometrie durch die ihnen zugehorigen Transformations-

gruppen charakterisiert (IIIAB4b, Gruppentheoretische Klassifikation,

Fano).
Zur Elementargeometrie gehort eine Gruppe von Transformationen,

die Gruppe der Bewegungen und Umlegungen nebst den Ahnlichkeits-

transformationen, die von Klein sogenannte ?,Hauptgruppe&quot;
m

) 7
die

alle oben untersuchten Eigenschaften 1), 2), 3) gleichzeitig unver-

andert laBt.

Man kann aber anstelle der Bewegungen allgemeinere Trans-

formationen betrachten, die nur einen Teil jener Eigenschaften unver-

andert lassen; man erhalt dann Geometrien, die sich nur mit diesen

invarianten Eigenschaften beschaftigen. Im besonderen entstehen auf

diese Weise:

a) Die projektive Geometrie (III A B 6, projektive Geometrie, Sclioen-

129) Erlanger Programm.
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flies),
die diejenigen Eigenschaften studiert, welche der Gruppe der

Kollineationen gegeniiber invariant sind, d. h. die aus den Postulaten-

gruppen I und II der Nrn. 3 und 4 unter Mithinzimahme der ge-

wohnlichen Stetigkeit hervorgehenden Eigenschaften.

b) Die TJieorie des Kontinuums (oder Analysis situs, IE A B 3,

Delm-Heegaard), die diejenigen Eigenschaften betrachtet, welche be-

liebigen stetigen Transforniationen gegeniiber invariant sind. Es sind

dies die Eigenschaften der Gruppe I der !Nr. 3, die durch eine solche

Behandlungsweise von den besonderen Eigenschaften der Geraden und

der Ebene abgelost werden.

Fiigen wir diesem eine andere Betrachtung hinzu 13
).

Wenn
man eine Gruppe von Transforniationen des Raumes in bezug auf

irgend ein besonderes Gebilde betrachtet (indem man von dem, was

aufierhalb dieses Gebildcs ist, absieht), so nehmen die der Gruppe

gegeniiber invarianten geometrischen Eigenschaften eine neue, weniger
umfassende Bedeutung an, indem sie zu einer besonderen Geometric

auf dem Gebilde fiihren.

Man betrachte in diesem Sinne die Gruppe der Bewegungen,
die der Elementargeometrie zugrunde liegt, im Hinblick auf eine

Flache; auf diese Weise entsteht eine allgemeinere Art, die metrischen

Beziehungen der Figuren auf einer Flache zu betrachten, welche die

(differentiate MaB-) Geometric auf den Flaclien (in der die der Abwickel-

barkeit gegeniiber invarianten Eigenschaften betrachtet werden, III D 6 a,

Fo/T) bildet, von der man durch Yerallgemeinerung zu der Maflgeo-

metrie auf den melirfacli ausgedelmten Mannigfaltigkeiteri (III D; Stackel)

und im besonderen aiif den Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen

gelangt. Diese Geometric umfaBt die Eigenschaften der Kongruenz

(3), die im Hinblick auf die elementaren Eigenschaften der Analysis

situs (1), aber unabhangig von den Begriffen der Geraden und der

Ebene definiert werden.

Ein AbstraktionsprozeB, der sein Gegenstiick in der Erweiterung
der urspriinglichen Transformationsgruppe findet, fiihrt also von der

Elementargeometrie auf drei allgemeinere Zweige geometrischer TJnter-

suchungen, die man in ihrem gegenseitigen Abhangigkeitsverhaltnis
durch das folgende Schema darstellen kann:

Theorie des Kontinuums (Analysis situs),

(Projektive Geometric,

lAllgenieine MaBgeometrie auf den Mannigfaltigkeiteu,

Elementargeometrie.

130) Vgl. F. Enriques, Conferenze di geometria Nr. 28, p. 124.
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Die zu den genannten drei Zweigen gehorigen Eigenschaften
131

)

konnte man in folgender Weise mit drei Gruppen von Empfindungen

verkniipfen:

Eigenschaften, die mit dem allgemeinen Tast- und Muskelgefiihl

zusammenhangen,

Optische (deskriptive) Eigenschaften,

Mechanische (metrische) Eigenschaften im Hinblick auf ein be-

Bonderes, mit Bewegungsfahigkeit ausgeriistetes Tastorgan.

Nun kann man das System der Geometrie in doppeltem Sinne

durchlaufen:

Entweder man beginnt mit der Elementargeometrie, erhebt sich

dann auf der einen Seite zur projektiven Geometrie, auf der anderen

Seite zur MaBgeometrie auf den Mannigfaltigkeiten und endet niit

der Analysis situs.

Oder man beginnt umgekehrt mit der Theorie des Kontinuums

und steigt von da zur projektiven Geometrie oder zur MaBgeometrie
auf den Mannigfaltigkeiten und endlich zur Elementargeometrie herab.

Der Abstieg von der Analysis situs zur projektiven Geometrie

wird dabei dadurch gegeben sein, daB man ein besonderes System
von Kurven und Flachen (mit geeigneten Eigenschaften) gegeben

denkt, die man als gerade Linien und Ebenen bezeichnet [Klein,

im AnschluB an v. Staudt, Math. Ann. 6 (1872/73), p. 112, und Er-

langer Programrn, p. 32].

Der Abstieg von der Analysis situs zur allgemeinen MaBgeometrie

geschieht, indem man eine gewisse Mafioperation (das MaB einer

Linie oder der Entfernung zweier Punkte usw.) mit bestimmten Eigen
schaften gegeben denkt (Eiemann) oder indem man ein gewisses

System von Linien und Flachen
(z.

B. geodatische Linien usw.) mit

Bezugnahme auf die genannte MaBoperation als gegeben annimmt.

Der Abstieg von der projektiven Geometrie zur Elementargeo
metrie geschieht dadurch, daB man bei der MaBbestirnmung ein Ge-

bilde zweiten Grades auszeichnet (Cayley, Klein). Wenn man ins-

besondere zur Euklidischen MaBbestimmung kommen will, so bildet

die affine Geometrie eine Zwischenstation (Moebius, Grafimanri).

131) W. Fiedler und F. Klein haben zunachst diesen Unterschied zwischen

deskriptiven und metrischen Eigenschaften bemerkt. Enriques hat ihn durch eine

besondere Untersuchung der Daten der physiologischen Psychologic zu beweisen

versucht und 1st dazu gefuhrt worden, die Eigenschaften der Theorie des Kon

tinuums mit dem allgemeinen Tast- und Muskelgefiihl, der gemeinsamen Grund-

lage der besonderen Empfindungen, zu verkniipfen; vgl. Art. 1 in den Question!

und Rivista filosofica di Pavia 1901.
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Der Abstieg von der allgeineinen MaBgeometrie der Mannig-

faltigkeiten zur gewohnlichen oder auch nicht-Euklidischen Elementar-

geometrie des Raurnes geschieht, indeni man der angenommenen MaB-

operation besondere Bedingungen auferlegt (z.
B. die Homogenitat

und Isotropie des Raurues, den Charakter der Bewegungsgruppe

Riemann, Beltrami, Schlafli, Lie, Schur, vgl. Abschn. Y B).

In den folgenden Kapiteln walien ivir den ziveiten Weg durcli-

laufen, namlich sundclist von den Grundlagen der Analysis situs nan-

deln, um dann auf der einen Seite durch die projektive Geometric, auf

der anderen Seite durch die allgemeinen Mafibestimmungen zur Ele-

mentargeometrie lierdbzusteigen.

II. Priuzipien der Theorie des Kontinuums.

13. Vorbemerkung. Die Prinzipien der Theorie des Kontinuums

(vgl. Ill AB 3, Delm-HeegaanT) sind von geometrischer Seite nur erst

zum Teil in Untersucliung gezogen worden 132
).

Aber andere Unter-

suchungen dieser Art kniipfen an die analytischen Fragen der Dar-

stellung der Linien und Flachen (vgl. Ill A B 2, v. Mangold?) und

an die von G. Cantor begriindete Mengenlelire (I A 5, Sclwenflies) an,

und Cantors neuere Arbeiten 133
)

erstrecken sich zum Teil direkt auf

das Gebiet der geometrischen Prinzipien. Eine neue Wendung ist in

cliese Untersuchungen durch die sogenannte nicht-Archimedische Geo-

metrie hineingekonimen (Abschn. VII).

Von den anderweitig erhaltenen Resultaten mu6 man sich folgende

gegenwartig halten :

1) die Moglichkeit, die Punkte einer Strecke (w) und eines

Quadrates (x, y) umkehrbar eindeutig auf einander zu beziehen

(Cantor), auch durch stetige, nicht eindeutig umkehrbare Funktionen

(), y(u) (Peano) (vgl. Ill A B 2, v. Mangoldt, Nr. 8);

2) die Unmoglichkeit, zwischen zwei Gebieten (xlf . .
.,
xn}, (2/1; ...,2/m)

von verschiedener Dimensionenzahl (n ^ m) eine umkehrbar eindeutige

stetige Beziehung herzustellen (wegen 1) und 2) vgl. I A 5 Nr. 2,

Sclioenflies) ,

3) den Jordanschen Satz: Es sei eine gesclilossene Kurve

x =
&amp;lt;p(f), y = %(f) olmc melirfache Punkte, ico 9? und # endliche und

stetige Funktionen sind, gegeben; dann serlegt sie die Ebene (xy) in ein

inneres und in ein aufieres Gebiet (die Jordansclien Gebiete) von der

132) Enriqiies, Palermo Rend. 12 (1898), p. 222,

133) Math. Ann. 46 (1895), p. 481.
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Art, daB ein stetiger Zug, der einen inneren und einen auBeren Punkt

verbindet, die Kurve schneidet (vgl. Ill A, B 2, v. Mangoldt, Nr. 8);

4) die UnterscJieidung swisclien analytischen und niclit-analytisclien

ebenen Kurven lidngt niclit nur von der in der Ebene betrachteten Kurve

ab, sondern auch von der Walil des Koordinatmsystems , auf das sie

bezogen wird.

Die Gesamtheit der analytischen Kurven der Ebene geniigt,

wenn man die singularen Punkte ausschlieBt und nur ein endliches

Gebiet betrachtet, in Ubereinstimmung mit dem, was uns die An-

schauung bei dem Vergleicli der zusammen vorgestellten Linien lehrt,

der fundamentalen Bedingung:

Zwei Linien liaben nur eine endliclie Zalil von Punkten gemeinsam.

Umgekehrt, wenn man die Geraden und die algebraischen Para-

beln von der Ordnung 2, 3, . . . innerhalb eines endlichen Gebietes

als gegeben betrachtet, so lafit sich beweisen, daB jede Linie, die im

Hinblick auf sie der genannten Bedingung geniigen soil, in jedem
Punkte eine Tangente (wenigstens zur Recnten und zur Linken) und

daher eine oskulierende Parabel (von der Ordnung n = 2
7
3

7
. . .)

hat; sie wird daher in cartesischen Koordinaten durch Funktionen

dargestellt, die alle aufeinanderfolgenden Ableitungen (wenigstens zur

Rechten und zur Linken) haben, und es scheint, daB diese Funktionen

(in jedem geeignet begrenzten Bereiche) sich auch als analytisch

werden ergeben rrmssen, wenn die gegebene Linie alle analytischen

Linien ohne singulare Punkte in einer endlichen Zahl von Punkten

schneiden soil.

14. Die Linie. Der fundamentale Begriff in der Theorie des

Kontinuums ist der der stetigen MannigfaltigJceit einer Dimension.

Abstrakt genommen kann dieser Begriff mit dem Begriffe der Linie

identifiziert werden, wenn man den Punkt der Linie als Element

der Mannigfaltigkeit betrachtet und von den Beziehungen der Linie

zu dem iibrigen Raume absieht und ebenso von irgend welchem

(metrischen) Begriffe der Lange der Strecken (oder Bogen) der Linie.

Es werden also nur diejenigen Eigenschaften der Linie in Betracht

gezogen, welche mit der geometrischen Bestimmung der Linie durch

die Bewegung eines Punktes verkniipft sind: die naturlichen Ordnungen
der Punkte der Linie und ihre Stetigkeit, die Strecken (4 II

)
usw.

Will man die Eigenschaften, die eine Mannigfaltigkeit einer Di

mension oder eine in dem oben genannten Sinne vom Standpunkte

des Kontinuums aus betrachtete Linie charakterisieren, in ein logisches

System bringen, so ist es zweckmaBig, sich zunachst auf einen be-
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stimmten Fall zu beziehen, indem man z. B. als Typus die doppel-

pmiktfreien , offenen (d. h. nicht begrensteri) Linien nimmt und als

elementare MannigfaltigJceiten i\ diejenigen bezeichnet, welche den er-

wahnten Bedinguugen entsprechen.

Man kann die fundamentalen Eigenscliaften einer v
1 formulieren,

indem man die i\ entweder als icerdend oder als fertig vorUegend be-

trachtet. Und man hat dann die in Nr. 4: ausgesprochenen Postu

late fiir die Gerade und das Stetigkeitspostulat in der Weierstrafischen

oder der Declekindschen Form (Nr. 7) auszusprechen. Diese Annahmen

konnen in der Aussage zusammengefaBt werden, daB sie der v
x
zwei

stetige und einander entgeyenyesetzte Ordnungen erteilen.

Es entsteht nun die Frage, ;;
ob diese Annahmen geniigen, um die

Punkte der t\ auf das Kontinuurn der numerischen Variablen x oder

auf die gewohnliche geradlinige Strecke (die Endpunkte ausgeschlossen)

abzubilden&quot;, d. h. ob sie zur Einfiilmmg der Koordinaten geniigen.

B. J&emafm*84), bei dem der Begriff des Kontinuunis einer Di

mension sich zum ersten Male in seiner ganzen Allgenieinheit findet,

betrachtete dies als ohne weiteres einleuchtend
?
insofern er die kon-

tinuierliche Variation eines erzeugenden Elementes der v niit dem

Verlaufe der Zeit in Yerbindung brachte.

Man hat bald hervorgehoben ;
daB in dieser Annahme ein Postulat

enthalten ist
135

).

Die Formuliemng dieses Postulats ist leicht, wenn man in der v
l

die Vergleichbarkeit der Strecken (die Kongruenz) wenigstens fiir den

Fall als gegeben annimnit
;
daB die Strecken einen gemeinsanien End-

punkt haben und auf entgegengesetzten Seiten von ihrn liegen. Sieht

man aber von solchen Kongruenzbeziehungen ab, so geniigt es
?

die

Mogiichkeit vorauszusetzen, daB irgend ein Verfahren gestattet?

in der v erne abzalilbare Pmiktmenge G 211 konstruieren
,

so dafi

jeder Punkt der v
t ein G-renzpunld von G ist.

Mit Hilfe dieses Postulats bestimmt G. Cantor 156
)

den Begriff

der i\ in der Weise, daB sie auf das Zahlenkontinuum abbildbar ist.

Wir bemerken dazu
;
daB dieses Cantorsche Postulat innerhalb der

v
t eine ausgezeichnete Menge G einfiihrt; aber die Anschauung der

an
siclij abgesehen von dem Kongruenzbegriff, betrachteten i\ gibt uns

iiber die Konstruktion dieser Menge nichts an. Daher halten wir den

Begriff der v fur allgemeiner als den des Zahlenkontinuums (vgl. in

der Tat die nicht-Archimedischen Theorien, Abschn. VII).

134) Habilitationsvortrag I 2.

135) Vgl. Klein, Math. Ann. 6 (1872/73), p. 132, 143, 144.

136) Math. Ann. 46 (1895), p. 481.
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Wir werden spater sehen, dafi die Frage der Einfiihrung der

Koordinaten in der i\ durch die Betrachtung der v
1

in einer Mannig-

faltigkeit von zwei Dimensionen neues Licht erhalt.

Den Begriff der begrmzten Mannigfaltigkeit einer Dimension oder

der fur sich betrachteten linearen Strecke kann man nunmehr durch

geringfugige Abanderungen der voraufgehenden Satze aufstellen, da

man bemerkt, dafi aus einer linearen Strecke durch Entfernung der

Endpurikte eine offene, nicht begrenzte Linie wird.

Der allgemeinere Begriff einer Mannigfaltigkeit einer Dimension

oder einer Linie 1aBt sich auf die vorhergehenden zuriickfiihren, da

man eine Linie im allgemeinen als die Vereinigung mehrerer Strecken

betrachten kann, die an den Endpunkten in geeigneter Weise ver-

bunden sind.

Vereinigt man im besonderen die Endpunkte zweier Strecken, so

erhalt man eine geschlossene Linie.

Die Postulate, die in der Theorie des Kontinuums die Eigen-
schaften der geschlossenen Linie F

t charakterisieren, kann man bei

Betrachtung der ^verdenden Figur direkt aufstellen, wenn man fol-

gendes annimmt:

Die Elemente einer geschlossenen V konnen in einer natiirlichen

zyklischen Anordnung in dem einen oder dern andern Sinne vorgestellt

werden, und zwar in folgender Weise:

1) 1st irgend ein Element der V gegeben, so existiert eine

natiirliche Ordnung der Vlf die einen bestimmten Sinn und ein erstes

Element A besitzt, in der

a) von zwei Elementen S und C iminer das eine, z. B. J5, dem

anderen, dem 0, vorangeht (und alsdann C auf B folgt),

b) wenn B dern C vorangeht und C dem D vorangeht, inimer

B dem D vorangeht,

c) zwischen zwei Elementen B uud C unendlich viele Elemente

existieren,

d) kein letztes Element existiert.

2) Die beiden natiirlichen Ordnungen der F17 die dasselbe erste

Element und entgegengesetzten Sinn haben, sind Umkehrungen von

einander.

3) Wenn drei Elemente Plf P2 ,
P

3
in einer der natiirlichen Ord

nungen auf einander folgen, so folgen in einer anderen Ordnung von

demselben Sinn P19 P2 ,
P3

oder P2 ,
P

3 ,
P

l
oder P

3 ,
P1? P2

auf

einander 137
).

137) Vgl. F. Enriques, 1st. Loinb. (2) 27 (1894), p. 550, und Vorlesungen iiber

projektive Geometrie 1903, p. 23.
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Diesen Postulaten ist noch das engere (das Cantorsche) Stetig-

keitspostulat hinznzufiigen (Nr. 7).

Bei Betrachtung der fertigen Figur konnen die Postulate fiir die

geschlossene Linie aufgestellt werden, wenn man als primitiven Begriff

den Begriff ,,sich trennender Paare&quot; annimmt 138
).

Man postuliert dann:

Vier Elemente der V
1

kann man nur in einer Weise in sich

trennende Paare zerlegen.

Wenn die Paare AB, CD und AC, BE sich trennen, so trennen

sich auch die Paare CD, BE und AC, ED.
Dann kann man die natiirliche Ordnung der F1; die A zum

ersten Elemente hat und in der zwei Elemente B und C auf einander

folgen, definieren.

Den genannten Postulaten iiber die sich trennenden Paare ist

noch das Stetigkeitspostulat in einer geeigneten Form hinzuzufugen.
Es sei noch bemerkt, daB ohne dieses Postulat die vorstehenden

Postulate auch auf den Fall einer offenen Linie Anwendung finden

konnten.

15. Flachen und Mannigfaltigkeiten mehrerer Dimensionen.

Wie die Linie als der Typus der Mannigfaltigkeit einer Dimension

angesehen werden kann, so fiihren die Fldclie und der Rauni, abstrakt

betrachtet, auf die Begriffe der Mannigfaltigkeiten ziceier und dreier

Dimensionen, uud von diesen aus gelangt man durch Verallgememe-

rung zu dem Begrifie der Mannigfaltigkeit von melireren (n) Dimen

sionen.

Es ist schwer zu sagen, wem in Wahrheit die Prioritat dieses all-

gemeinen Gedankens zuzuschreiben ist, da es, noch bevor dieser Gedanke

als eine Richtung geometrischer Forschung erscheint, z. B. bei Lagrange

vorkonimt, daB die Mechanik mit einer Geometric von vier Dimensionen

verglichen wird. Der fundamentale Gedanke, um den es sich hier

handelt, besteht in einer Erweiterung des Begriffes der zweifachen

oder dreifachen Ordnung, in welcher die Punkte einer Flache oder

die Punkte des Raumes gedacht werden konnen, zu einer vielfaclien

Ordnung. So kann man, wahrend die Punkte auf einer Linie geordnet

sind, durch Bewegung der Linie eine Flache und durch Bewegung der

Flache einen Korper oder den gesamten Raum erzeugen.

Die Moglichkeit einer solchen Verallgemeinerung wurde z. B. von

Herbart angedeutet, dessen philosophische Ansichten, wie bekannt,

138) G. Vailati, Riv. di mat. 5 (1895), p. 75. Vgl. M. Fieri, Torino Atti

30 (1895), p. 607, und 31 (1896), p. 381, 457; G.Vailati, Riv. di mat. 5 (1895), p. 183;
A. Padoa, Riv. di mat. 6 (1896), p. 35; M. Pasch, Math. Ann. 48 (1896), p. 111.
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einen starken EinfluB auf den Gedankengang Grrafimanns und Eie-

manns ausgeiibt haben. In mathematischer Form finden wir den Be-

griff der mehrdimensionalen Mannigfaltigkeit bereits im Jahre 1843

bei A. Cayley vollig entwickelt vor 139
).

Wir finden dann, da6 H. Graft-

mann 140
)

ini Jahre 1844 die Idee ernes allgemeineren Begriffes, der

den des Raumes umfaBt, ausdriicklich ausgesprochen hat. Hierzu

benutzt er eine Verallgemeinerung der Yektorensummierung, fur die

das kommutative Gesetz gultig ist. Der so hergestellte Begriff der

extensiven GroBe enthalt jedoch etwas mehr, als dem reinen Begriffe

der Mannigfaltigkeit in der Theorie des Kontinuums zukommt.

In einer durchaus allgemeinen Weise wird der Begriff der Mannig

faltigkeit von mehreren Dimensionen von 1$. Eiemann 141
)

mit Hilfe

einer rekurrenten genetisclien Definition aufgestellt. Eiemann betracntet

eine Mannigfaltigkeit vn von n Dimensionen als eine Klasse von Ele

naenten, die sich in unendlich viele Mannigfaltigkeiten vn _ 1
von n 1

Dimensionen derart verteilen lassen, daB deren Gesaratheit als eine

Mannigfaltigkeit von einer Dimension betrachtet werden kann, so daB

jedes Element der vn einer vn _ 1 angehort.

Nimmt man den einfachsten Fall, so wird eine Mannigfaltigkeit

von zwei Dimensionen als durch unendlich viele Mannigfaltigkeiten

von einer Dimension erzeugt erscheinen, deren Gesamtheit eine Mannig

faltigkeit von einer Dimension bildet. Diese Definition entspricht

genau der oben erwahnten Tatsache
;

daB eine Flache (d. h. eine

Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen, deren Elemente Punkte sind)

als durch die Bewegung einer Linie erzeugt betrachtet werden kann

in der Weise, daB die Aufeinanderfolge der erzeugenden Linien eine

Mannigfaltigkeit von einer Dimension bildet, deren Elemente Linien

sind
5
dadurch werden die Punkte der Flache, so zu sagen, in eine

doppelte Ordnung gebracht.

Nehmen wir z. B. eine einfach zusammenliangende, offenej d. i. nicht

~begrenzte Flactie, die wir als Typus derjenigen betrachten, die wir

elementare Mannigfaltigkeiten von zwei Dimensionen nennen und mit

v
2 bezeichnen wollen.

Die Erzeugung der Flache, von der Eiemann ausgeht, fiihrt dazu,

auf ihr ein Btischel erzeugender Linien und ein Biischel von Leitlinien,

die von den Punkten der erzeugenden beweglichen Linie beschrieben

werden, zu betrachten. Daher wird man die Definition einer v
2
im

139) Cambr. math. Journ. 4 (1845), p. 119, abgedruckt: Coll. math. pap. 1, p. 55.

140) Die lineale Ausdehnungslehre , Leipzig 1844, 2. Aufl. 1878; vgl. Ges.

math, und phys. Werke, hrsgeg. von Fr. Engel, Leipzig I
1

,
1894.

141) Habitationsvortrag I 3.
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Hinblick auf swei erzeugende Buscliel elementarer MannigfaltigJieiten v

von einer Dimension in der Weise festsetzen konnen, da8

1) ein Element der v
2

einer i\ jedes Biischels angehort (Eigen-

schaft des Biischels)]

2) eine v
l

des einen Biischels und eine des anderen ein und nur

cm Element gemeinsani haben;

3) wenn mehrere i\ eines Biischels gegeben sind, diejenigen

Elemente von ihnen, die zwei i\ des anderen Biischels angehoren, auf

diesen in gleicher Weise geordnet sind.

Man kann sagen, claB die beiden Biischel, die den Bedingungen

1), 2), 3) geniigen (wenn man das Netz oder das System der beiden

Biischel betrachtet), zu einer netzformigen Verteilung der Elemente

der #
2 fiihren, im Hinblick auf welche die Begriffe Umgebung, Grenz-

pimJctj umkehrbar eindeutige stetige Beziehung zwischen zwei v
2 ,

eine

stetige v auf der t?
2
usw. definiert sind (vgl. Nr. 14).

Auf diesen Grundlagen, von der gegebenen Erzeugung ausgehencl,

kann man eine Theorie der v* entwickeln, in der die elementaren

Eigenschaften der Zerlegung der v% in Teile durch eine auf ihr als

existierend vorausgesetzte stetige i\ bewiesen werden.

Aber es handelt sich hier um eine hypothetische Theorie, da kein

Mittel vorhanden zu sein scheint, um auBer den zweierlei i\ des ge

gebenen Netzes andere stetige v
1
auf der v

2
zu konstruieren, so lange

wenigstens, als man nicht annimmt, daB die gegebenen erzeugenden v^ auf

das Zahlenkontinuum bezogen werden konnen, indem man das Canjpr-

sche Postulat von der Existenz einer ausgezeichneten Teilmenge (vgl.

HI A B 2, v. Mangoldt, Nr. 8, 9) fur sie gelten lafit (Nr. 14). Fiigt

man diese Amiahme hinzu, so wiirde man ofi^enbar auf der v,2 Koor-

dinaten einfuhren, d. h. die #2 in umkehrbar eindeutiger Weise auf

eine Zahlenmannigfaltigkeit (re, y) abbilden konnen.

Aber man kann, ohne das eben erwahnte Cantorscke Postulat zu

benutzen, einen anderen Weg zur Einfiihrung der Koordinaten ein-

schlagen.

Da eine Mannigfaltigkeit t?
2
nach dem allgemeinen Begriffe, den

wir uns von ihr bilden, verschiedene Erzeugungsweisen gestattet, so

wird man darauf gefiihrt, sich zu fragen, ob nicht die Annahme der

Existenz zweier verschiedener Erzeugungsweisen genugt, um auf die

Moglichkeit unendlich vieler solcher Erzeugungsweisen zu schlieBen.

Und auf diese, in geeigneter Weise prazisierte Frage erhalt man eine

bejahende Antwort.

So wird man fur die v% darauf gefiihrt, den oben ausgesprochenen
drei Satzen das Postulat hinzuzufugen:

Encyklop d. math. Wissensch, III 1. 5
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4) Es existiert auf einer v
2
em drittes Biischel von auf der-

selben v
2 stetigen v19 die die v

t
der beiden erzeugenden Buschel je

eiumal schneiden.

1st dies gescJiehen, so Jcann man die elementare Mannigfaltigkeit

von zwei Dimensionen v
2 der Zahlenmannigfaltigkeit (x,y) in umkehrbar

eindeutiger stetiger Weise zuordnen u2
).

Um von hier aus zu einer geeigneten Definition der v
2
zu kommen,

ist nur noch ein Schritt notig.

Die fur eine v
2

im Hinblick auf eine besondere netzformige

Verteilung der Elemente aufgestellten Begriffe der Umgebung und daher

des Grenzpunktes usw. sind in der Tat von dieser Verteilung unab-

hangig, da sie dem Begriffe der v
2
selbst angehoren. Wenn man sich

ein Netz urspriinglich gegeben denkt, so kann man auf Grund dieser

Unabhangigkeit jedes andere Netz mit Riicksicht auf das erste de-

finieren; aber wenn man nur die v
2 gegeben denkt, so erscheint

diese Unabhangigkeit als eine Beziehung zwischen zwei netzformigen

Verteilungen ihrer Elemente, und diese Beziehung bildet eineii Teil

der Bedingungen, die zur Definition der v
2
dienen konnen.

Man kann daher eine genetische Definition der v
2
durch die fol-

genden sie charakterisierenden Postulate aufstellen:

a) Die Elemente einer v
2

konnen in einer netzformigen Ver

teilung (die den Forderungen 1), 2), 3) geniigt) angeordnet werden.

b) Wenn es zwei netzformige Verteilungen der Elemente der v
2

gibt und (3 eine Umgebung eines Elementes S bei einer dieser Ver

teilungen ist, so existiert immer eine Umgebung von S bei der

anderen Verteilung, die in a enthalten ist.

c) Es existieren auf v
2 zwei Netze

;
die eines der beiden er

zeugenden Buschel gerneinsain haben, und wobei die ^ der beiden

anderen Buschel sich je in einem Elemente schneiden.

Diese Entwicklungen lassen sich leicht auf die Mannigfaltigkeiten

von n
&amp;gt;

2 Dimensionen ubertragen; fiir die (den v&amp;lt;&amp;gt; analogen) elemen-

taren Mannigfaltigkeiten vn muB man von einer Erzeugung ausgehen,

die auf n erzeugende Buschel von Mannigfaltigkeiten vn _ 1
fiihrt.

Auf weiteres brauchen wir nicht einzugehen?
da neue Schwierigkeiten

nicht auftreten.

Kehren wir zu dern BegriflPe der v
2

zuriick
;
um uns zu fragen,

ob er nicht im Hinblick auf die fertig vorUcgende Mannigfaltigkeit

definiert werden kann
?
indem man namlich die Eigenschaften, die

mit dem Begriffe der Umgebung eines Elementes auf der Mannig-

142) Vgl. Enriques, Palermo Rend. 1? (1898), p. 222.
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faltigkeit zusammenhangen, charakterisiert, ohne durch deu Begriff

der Umgebung in bezug auf eiue netzformige Verteilung (der spater

von dieser durch das obige Postulat unabhangig gernacht worden 1st)

hindurch zu gehen.

Diesem Zwecke dienen die folgenden Postulate, niit deren Hilfe

D. Hilbert 143
)
eine Definition der v

2 gegeben hat, indem er sich auf die

abstrakt betrachtete Ebene bezieht:

,,Die Ebene ist ein System von Dingen, welche Punkte heifien.

Jeder Punkt A bestiinmt gewisse Teilsysteme von Punkten, zu denen

er selbst gehort imd welche Unigebungen des Punktes A heifien.

,,Die Punkte einer Umgebung lassen sich stets umkehrbar ein-

deutig auf die Punkte eines gewissen Jordanschen. Gebietes in der

Zahlenebene abbilden. Das Jordansche Gebiet wird ein Bild jener

Umgebung genannt.

,,Jedes in einem Bilde enthaltene Jordansche Gebiet, innerhalb

dessen der Punkt A liegt, ist wiederum ein Bild einer Umgebung
von A. Liegen verschiedene Bilder einer Umgebung vor, so ist die

dadurch vermittelte, umkehrbar eindeutige Transformation der be-

treffenden Jordanschen Gebiete auf einander stetig.

;,Ist B irgend ein Punkt in einer Umgebung von A, so ist diese

Umgebung auch zugleich eine Umgebung von 13.

,,Zu irgend zwei Umgebungen eines Punktes A gibt es stets eine

solche Umgebung des Punktes A
y

die beiden Unigebungen gemein-
sam ist.

,,Wenn A und B irgend zwei Punkte unserer Ebene sind, so gibt

es stets eine Umgebung von A, die zugleich den Punkt B enthalt.&quot;

In bezug auf diese Formulierung bernerken wir, daB in ihr als

primitive!*, nicht definierter Begriff nicht nur der Begriff der Um-

gebuny, sondern auch der einer getvissen Abbildimy der Umgebung
auf ein Jordamches Gebiet, die ihr Bild genannt wird, auftritt.

Das schliefit eine Vorsclirift iiber die Walil zwischen den unendlich

vielen (stetigen und unstetigen) Beziehungen ein, die sich zwischen

jenen beiden Mannigfaltigkeiten von zwei Dimensionen aufstellen

lassen. Nun hat Hifbert eine solche Vorschrift nicht gegeben, sondern

(neben anderen Bedingungen) die Forderung aufgestellt, daB zwei Jordan-

sche Gebiete, die in seineni Sinne Bilder derselben Umgebung sind, in

stetiger Beziehung zu einander stehen solleu. Aber eine solche Fordening
laBt nicht erkennen, ob ein einzelnes auf die Umgebung umkehrbar

eindeutig bezogenes Jordanaches Gebiet ein Bild von ihr ist oder nicht^

143) Gott. Nachr. 1902, p. 233; Grimdlagen, p. 122 FuBnot^e.

5*
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wenn nicht ein besonderes Bild irgendwie als schon gegeben an-

genommen wird. Aber diese letzte Annahme (durch welche in der

Uingebung die netzformige Verteilung x = const., y const, an-

gegeben ware) wiirde uns tatsachlich auf die oben angegebene Definition

der v
2

bei Betrachtung der iverdenden Mannigfaltigkeit zuriickfiihren.

Wir wollen nun ini allgemeinen von den irgendwie zusammen-

lidngenden Mannigfaltiglteiten von zwei Dimensionen sprechen.

Vor allem sind zur Definition des Begriffes der durch eine Linie

begrenzten elementaren Mannigfaltigkeit oder Flache F&quot;

2
nur wenige

und geringfiigige Abanderungen dessen notig/ was fiber die offene

Mannigfaltigkeit v.2 gesagt worden ist.

Den allgemeineren Begriff der Mannigfaltigkeit oder Flache von

zivei Dimensionen und im besonderen den Begriff der geschlossenen

Flache ohne Rander kann man aufstellen, indem man durch geeignetes

Aufeinanderlegen von Strecken der Begrenzungslinie eine endliche

Anzahl von v
2 vereinigt; man muB dabei hinterher von der besonderen

Erzeugungsart absehen und also durch ein geeignetes Postulat die Be-

ziehungen zwischen zwei verschiedenen Einteikmgen der Mannigfaltig

keit F2
ausdriicken.

Die hier sich darbietende Untersuchung ist bisher als eine Frage
der Prinzipien nicht behandelt worden; man suchte im besonderen

nach der Definition des Geschlechts
,

des Zusammenlianges usw. der

Mannigfaltigkeit.

Wir wollen uns auf die Bemerkung beschranken, daB bei dieseni

Gedankengange als innere Eigenschaft einer Mannigfaltigkeit von zwei

Dimensionen oder einer Flache die Eigenschaft erscheint
;
die bei den

Flachen des gewohnlichen Raumes durch die Worte einseitig und

zweiseitig bezeichnet wird (Umkehrbarkeit und Nichtumkehrbarkeit des

Drehungssinnes um einen Punkt; vgl. Klein, Math. Ann. 9 (1876),

p. 479.)

Uber diese Betrachtungen und ihre Ausdehnung auf inehrere

Dimensionen vgl. Ill AB 3 Delm-Heegaard.

16. Linien auf den Flachen. Die Untersuchungen iiber den

Begriff der Linie auf einer Flache oder auf einer Mannigfaltigkeit von

mehreren Dimensionen (und allgemeiner fiber den Begriff der stetigen

Mannigfaltigkeit innerhalb einer anderen Mannigfaltigkeit) lassen sich

vor allem an diejenigen Untersuchungen G. Cantors in der Mengen-
lehre ankniipfen, in denen er eine stetige Menge als perfeld und zu-

sammenhdngend
1

^) definiert hat.

144) Vgl. den Artikel I A 5 Mengenlehre, Schoenflies, Nr. 13, 16.
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Beschranken wir uns auf den Fall einer elementaren (vgl. Nr. 14)

Linie auf eiaer Flache, so erhalten wir eine geeignete Definition, wenn

wir fordern 145
):

1) die Existenz einer (und damit auch einer zweiten, entgegen-

gesetzten) stetigen Ordnung innerlialb der Linie;

2) daB, wenn ein Punkt A der Linie und eine Umgebung 6 von

A auf der Fldclie gegeben ist, immer eine den Punkt A enthaltende

Strecke der Linie existiert, die ganz in (5 enthalten ist.

Von diesen beiden Bedingungen bezieht sich die erste auf die

inneren Eigenschaften der Linie als einer vlt die zweite auf ihre

ait/fere Eigenschaft (in bezug auf die Flache), dureh welche die innere

Stetigkeit der Linie die Bedeutung der Stetigkeit auf der Flache an-

nimmt. Die rationalen Punkte einer Strecke und die irratioualen

Punkte einer anderen ihr parallelen Strecke in der Ebene konnen als

Ganzes so angeordnet werden, da6 zwar die erste Bedingung erfiillt

ist, diese Menge aber der zweiten Bedingung nicht geniigt.

Man wird auch bemerken, da6 nach der Cantorschen Ausdrucks-

weise 146
)

die Forderung 2) aussagt, da6 die Linie eine in sich diclite

Menge ist, und daB die Forderuug 1) der inneren Stetigkeit dein

hinzufiigt, daB diese Menge cibgesclilossen ist, so daB also beide Forde-

rungen zusammen aussagen, daB die Menge perfekt ist; aufierdem ver-

langt die innere Ordnung nach der Forderung 1), daB es zwischen

zwei Punkten der Linie immer ein Intervall gibt, und dies schliefit

die aus rnehreren unzusainmenhangenden stetigen Teilen gebildeten

Mengen aus.

In analoger Weise wie die elernentare stetige Linie wird man
die gesclilossene stetige Linie (ohne Doppelpunkte) auf einer Fldclie

dennieren konnen, und fur diese Linien wird auf einer einfach zu-

sammenhangenden Flache der Jordansche Satz 147
) (Nr. 13) bestehen

und, wie Schonflies gezeigt hat, auch seine Umkehrung (vgl. Ill AB 2,

v. Mangoldt, Nr. 8).

Bei weiteren Untersuchungen fiber die Zerlegung der Flache durch

Linien handelt es sich um die Frage, inwieweit diese Linien zu

einem besonderen Linien- (oder Koordinaten-)system auf der Flache

145) Vgl. F. Enriqiies, Conferenze di geometria 1894 95, p. 45 und Palermo

Rend. 12 (1898), p. 222.

146) Math. Ann. 21 (1883), p. 545, abgedruckt: Acta math. 7 (1885), p. 105.

147) Er konnte nach der Meimmg des Referenten auf Grund der hier an-

genommenen Definition bewiesen werden, und damit wurde gezeigt sein, daB er

von einer besonderen Wahl der Koordinaten nicht abhangt.
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in Beziehung stehen. Hieriiber verweisen wir auf das fur die Linien

in der Ebene Gesagte (Nr. 15).

Wenn also irn folgenden (z.
B. wenn von den Maflbestimmungen

Eiemanns die Rede 1st) analytisclie Linien in einer Flache (oder in

einer Mannigfaltigkeit) betrachtet werden, so soil das heiBen, da8

man sicli auf der Flaciie eine Familie von Linien gegeben denkt, die

infolge der Wahl eines bestimniten Koordinatensystems von Parainetern,

die auf unendlich verschiedene Weise gewahlt werden konnen, analytisch

abhangt.

III. Prinzipien der projektiven Geometric.

17. Postulate in einem Baumstiick. Die
7,Geometrie der

Lage&quot;

von v. Staudtj in der die deskriptiven (vgl. FuBnote 5) Eigenschaften
der Figuren systematisch studiert werden, wiihrend die metrischen Be-

griffe beiseite bleiben, muB als die Grundlage der Untersuchungen
iiber die Prinzipien der projektiven Geometrie betrachtet werden.

Die Kritik dieser Prinzipien wurde durch F. Klein 148
) eroffnet,

der insbesondere die Unabhangigkeit der genannten Geometrie von

dem Parallelenpostulat dargetan hat, indem er u. a. bemerkte, da8 es

geniigt, alle Konstruktionen der projektiven Geometrie nur in einem

begrenzten Raumstiicke auszufuhren.

Die Postulate der projektiven Geometrie in einem begrenzten
Raumstiicke sind dann von M. Pasch 149

) in streng logischer Fassung

aufgestellt worden.

Sind die Betrachtungen anfangs nur fur ein in geeigneter Weise

begrenztes Raumsttick
(z.

B. fur das Innere eines Tetraeders oder einer

zusammenhangenden Flache) entwickelt worden, so kann man die Gerade

aus einer (geradlinigen) linearen Strecke
;
die sich nach der einen oder

der anderen Seite verlangern laBt^ hervorgehen lassen. Die charakte-

ristischen Eigenschaften dieser Strecken, in der Fassung, die durch

die Betrachtung der fertigen Figur gegeben wird (Nr. 4), wobei in-

deB die Stetigkeit noch ausgeschlossen bleibt, und an zweiter Stelle

die Eigenschaft, daB
;?
zwei Punkte eine geradlinige Strecke be-

stimmen&quot;, bilden den Inhalt der ersten acht Grundsatze von M. Pasch.

Auf diese Postulate von der Geraden folgen vier Postulate von der

Ebene (oder besser von der ebenen Flache), die sich auf folgende Eigen
schaften beziehen: Bestimmung der Ebene durch drei nicht in einer

148) Gott. Nachr. 1871, p. 419; wieder abgedruckt Math. Ann. 4 (1871),

p. 573; ferner Math. Ann. 6 (1873), p. 112; 7 (1874), p. 531; 17 (1880), p. 52.

149) Neuere Geometrie
; vgl. G. Peano, Principii.
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Geraden liegende Punkte; ihre Eigenschaft, die geradlinige Strecke

zu enthalten, die zwei beliebige ihrer Punkte verbindet; zwei Ebenen,

die einen Punkt gemeinsam haben, haben wenigstens noch einen

anderen Punkt gemeinsam; eine Gerade, die in der Ebene eines

Dreiecks ABC liegt und eine seiner Strecken, Seiten, trifft, trifft

noch eine andere dieser Strecken (diese Eigenschaft sagt im wesent-

lichen aus, daB ,,die Gerade die Ebene in zwei Teile
zerlegt&quot;,

und setzt

also fest, daB die Ebene eine Flache ist, auf der die Gerade eine

Linie ist (vgl. Nr. 8).
150

)

In den genannten Postulaten erscheinen die Begriffe der gerad-

linigen Strecke und der ebenen Flache als primitiv (einpirisch ge-

geben).

150) Diese Postulate sind ubrigens den Postulaten I der Xr. 8 und II der

Nr. 4 gleichwertig. Wenn man ihnen das Dedekindscke Stetigkeitspostulat in

der oben (Nr. 7) angegebenen deskriptiven Form hinzufugt, so erhalt man das

vollstandige System der deskriptiven Postulate fur ein Raumstuck.

SchlieBt man sich der von G. Peano (Riv. di mat. 4 (1894), p. 51) vor-

geschlagenen Reduktion des Begriffes der Ebene an, so konnen die genannten

Postulate, abgesehen von der Stetigkeit, wie folgt formuliert werden:

1. Es gibt unbegrenzt viele Elemente, die wir Punkte nennen.

2. Irgend zwei von einander verschiedene Punkte bestimmen eindeutig eine

Klasse von unbegrenzt vielen Punkten, der sie selbst angehoren und die Strecke

genannt wird. Irgend zwei Punkte einer Strecke bestimmen eine andere Strecke,

deren Punkte der ersten angehoren.
3. Jede Strecke AB bestimmt zwei andere Klassen von Punkten, ihre Ver

langerungen uber B resp. A hinaus, derart daB jeder Punkt der ersten resp.

zweiten Klasse mit A resp. B eine Strecke bestimmt, der B resp. A angehort.

Ist C ein Punkt der Strecke AB, so fallt die Verlangerung von CB uber B
hinaus mit derjenigen von AB uber B hinaus zusammen und die Verlangerung
von A C iiber C hinaus besteht aus der Strecke CB und ihrer Verlangerung uber

B hinaus.

4. Es gibt keinen Punkt, der beiden Verlangerungen einer Strecke gleich-

zeitig angehort.

Erste Definition: Eine Gerade besteht aus den Punkten einer Strecke

und ihren beiden Verlangerungen.
5. AuBerhalb jeder Geraden gibt es Punkte.

6. Wenn A } B, C drei nicht in einer Geraden liegende Punkte sind und D
ein Punkt der Strecke BC, ferner E ein Punkt der Strecke AD ist, dann exi-

stiert ein der Strecke AB angehoriger Punkt F derart, daB E auf der Strecke

CF liegt.

7. Wenn A, B} C drei nicht in gerader Linie liegende Punkte sind, D ein

Punkt der Strecke BC und F ein Punkt der Strecke AB ist, dann existiert ein

Punkt, der den Strecken AD und CF gemeinsam ist.

Zweite Definition: Die Klasse der Punkte derjenigen Strecken resp. Geraden,
welche drei nicht in einer Geraden liegende Punkte mit den Punkten der durcb

die beiden anderen bestimmten Strecke verbinden, heifit Dreieck resp. Ebene.
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Das durcli die erwahnten Satze definierte Raumstiick kann durch

Einfiihrung der uneigenfliclien oder idealen Punkte zum vollen pro-

jektiven Raum erweitert werden; dieser Gedanke erscheint als eine

natiirliche Erweiterung der Idee, die unendlich fernen PunJcte als die

gemeinsamen Punkte zweier Parallelen zu betrachten 151
).

Zu dieser Einfiihrung der uneigentlichen Punkte gelangt man,
indem man den Begriff des

7,Strahlenbiindels&quot; verallgemeinert. Wenn
man ,,komplanar&quot;

zwei Gerade nennt, die in einer Ebene liegen, so

beweist man (Pasch), daB, ,,wenn a, ~b zwei komplanare Gerade

sind, die also einer Ebene a b angehoren, und wenn
c, d zwei andere

Gerade sind, von denen jede mit den a, I komplanar ist, die

genannten Geraden c, d selbst komplanar sind&quot;,
und zwar unab-

hangig von der Existenz eines (in dem begrenzten Raurnstiicke

gelegenen) gemeinsamen Punktes der Geraden a, b. Auf diesen Urn-

stand grundet sich der erweiterte Begriff des Biindels, als einer Gesamt-

heit von Geraden, die zu je zweien komplanar sind und nicht samtlich

in einer und derselben Ebene liegen: des eigentlichen Biindels, wenn

die genannten Geraden samtlich durch einen (eigentlichen) Punkt gehen,

des uneigentlichen im entgegengesetzten Falle. Und hieraus entspringt

dem urspriinglich begrenzten Raumgebiet gegenuber der Begriff des

uneigentlichen oder idealen Punktes und dann weiter der der uneigent

lichen Geraden und der der uneigentlichen Ebene.

Die Einfiihrung der uneigentlichen Elernente hat zur Folge, daB

es fur die Satze, die sich auf die Bestimmung von Geraden und

Ebenen durch Punkte und auf ihre gegenseitigen Schnitte beziehen,

eine Ausnahme nicht mehr gibt; andererseits modifiziert sie unsere

Vorstellung von dem Zusammenhange der Geraden, die nach der

Erweiterung durch die uneigentlichen Punkte nicht mehr wie eine

offene, sondern wie eine geschlossene Linie erscheint. So wird unsere

gewohnliche Raumanschauung modinziert, und im Gegensatz zu dem

Begriffe des gewohnlichen Eaumes erhalt man den Begriff, den wir

mit dem Namen vollstdndiger projektiver Raum bezeichnen wollen.

151) G. Battaglini, Napoli Rend. 1867 oder Nouv. ann. (2) 7, p. 202, 265,

hat bereits bemerkt, daB in der Lobatschefskijachen Geometrie die unendlich fernen

Punkte der Geraden als durch ein ideales Gebiet hindurch verbunden betrachtet

werden; F. Klein, Math. Ann. 6 (1872), p. 130, bemerkt, dafi die idealen Punkte

durch Strahlenbiindel gegeben sind, und diese Bemerkung erscheint wieder bei

G. Battaglini, Giorn. di mat. 12 (1874), p. 300. Die vollstandige Theorie der

idealen Punkte iet spater von M. Pasch entwickelt worden, FuSn. 149
; vgl. auch

V. Reyes y Prosper, Math. Ann. 32 (1888), p. 157; M. Pasch, Math. Ann. 32 (1888),

p. 159; F. Schur, Math. Ann. 39 (1891), p. 113; E. Bonola, Giorn. di mat, 38

(1900), p. 105.
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18. Postulate fiir den vollstandigen projektiven Baum. Zu

dem Begriffe des projektiven Raumes kaiin man auch durch einen

AbstraktionsprozeB von der durch das Auge vermittelten sinnlichen

Anschauung her gelangen. Indem wir iiber eiiiige Schwierigkeiten,

die mit einer solchen psychologischen Konstruktion zusammenhangen,

hinweggehen, wollen wir zusehen, wie sich das Problem, die elemen-

taren Postulate, die den projektiven Raum charakterisieren, anzugeben,

darstellt, wenn dessen Begriff als in dem Kopfe des Mathernatikers

ausgebildet vorausgesetzt wird 152
).

Hier gibt es wesentlich zwei Gruppen von Postulaten:

a) Die Postulate, die sicli auf die Bcstimmung von Geraden mid

Ebenm imd auf Hire gegenseitigen Sclmitte ~bezielien (Postulate des Ein-

anderangehorens).

Vor allem: zwei Pnnkte bestimmen eine, Gerade (eine Gesamtheit

von Punkten), die auch durch irgend zwei ihrer Punkte bestimnit ist.

Die (vollstandige) Ebene kann durch Projection der Punkte einer

Geraden von einern auBerhalb gelegenen Punkte aus erzeu-gt werden.

Es muB dann das fundamentale Postulat von der Ebene gegeben

werden, das M. Fieri in der folgenden einfachsten Form annimmt:

Wenn A, B, C drei nicht in einer Geraden liegende Punkte sind, so

haben die Gerade, die durch A und einen Punkt von BC bestimrnt

ist, und die Gerade, die durch B und einen Punkt von AC bestimmt

ist, einen Punkt gemeinsam (vgl. FuBnote 150).

Daraus folgt die Eigenschaft der vollstandigen Ebene (in dem

projektiven Raume), die durch zwei ihrer Punkte bestimmte (voll

standige) Gerade zu enthalten, und die Eigenschaft, daB ,,zwei Gerade

der Ebene immer einen Punkt gemeinsam haben&quot;.

Wie die Ebene durch Projektion der Geraden erzeugt wird, so

kann der projektive Raum durch Projektion der Ebene erzeugt

werden. Hier wird man dann ferner (wenn man zur gewohnlichen

projektiven Geornetrie kornmen will) postulieren, daB auf diese Weise

die Gesamtheit aller Punkte erschopft wird, indem man annimmt, daB

.,eine Gerade und eine Ebene immer einen Punkt gemeinsam haben&quot;.

Dieses Postulat entspricht dein anderen der Nr. 17, nach welchem (in

dem dort betrachteten Raumstiicke) zwei Ebenen, die einen Punkt

gemeinsam haben, noch einen anderen Punkt gemeinsam haben. Es

152) Diesem Gedankengange gehoren an die Arbeiten von: F. Amodeo,
Torino Atti 26 (1891), p. 741; G. Fano, Giorn. di mat, 30 (1892), p. 106; F. Enrigues,

FuBn. 130; M. Pieri, Torino Atti 30 (1895), p. 607; 31 (1896), p. 381, 457; 32 (1897),

p. 343; 1st. Lomb. Rend. (2) 31 (1898), p. 780, zusammengefafit in Torino Mem.

(2) 48 (1898), p. 1. Vgl. auch H. Thienw, Progr. Oberrealschule Posen 1900.



74 III A B 1. F. Enriqiies. Prinzipien der Geometrie.

hat die Bestimmung, die Dimensionenzahl des Raumes auf drei zu

beschranken. Wenn man von diesem Postulate absieht, so erzeuge
man durch Projektion einer Ebene von einem auBeren Punkte aus

einen projektiven Eaum von drei Dimensionen $
3 ;

dann kann man, im

Gegensatze zu dem eben erwahnten Postulate
, annehmen, da6 aufier-

halb dieses Raumes noch ein Punkt existiert: wenn man S9 von
/ o

diesem Punkte aus projiziert, so erzeugt man einen projektweft Eaum
von vier Dimensionen $4 usw.

Diese rekurrente Erzeugung der projektiven Eaume von n Dimen

sionen Sn ist von G. Veronese (III C 9, Segre, Mehrdimensionale Raume)
entwickelt worden. Fiigt man fur den Sn (wie fur den Ss )

die Postu

late hinzu, die sich auf die Linieneigenschaften der Geraden und auf

die Flacheneigenschaften der Ebene beziehen (diese Postulate werden

wir gleich erwahnen), so erscheint der Sn als eine besondere Mannig-

faltigkeit von n Dimensionen, deren charakteristische Eigenschaft durch

das in geeigneter Weise zu modifizierende Postulat von der Ebene

ausgedriickt ist.

b) Die Postulate, die sich auf die Linieneigenschaften der Geraden

und auf die FldcJieneigenschaften der Ebene beziehen.

Die Gerade des projektiven Raumes ist eine geschlossene Linie,

d. h. ihre Punkte sind in einer cyldischen Anordnung vorhanden

(vgl. Nr. 15).

Die Eigenschaft der Ebene, eine Flache zu sein, in welcher die

Geraden Linien sind, kanu man (wenn man die werdende Figur be-

trachtet) ausdriicken, indem man den projeldiven Character der cykli-

schen Anordnung der Punkte der Geraden postuliert
153

).
Es folgt

aus diesem Postulate in Verbindung mit dem anderen, daB ,,zwei

Gerade einer Ebene immer einen Punkt gemeinsam haben&quot;, daB die

projektive Ebene eine Flache mit einem Sinne ist (L. Sclilafli bei

Klein, Math. Ann. 7 (1874), p. 550; vgl. Nr. 15, 23). Hierbei sei

bemerkt, daB der hierin liegende Unterschied zwischen der gewohn-
lichen metrischen Ebene und der projektiven Ebene irn Raum kein

Analogon hat: in dem dreidimensionalen projektiven Raume gibt es

immer ewei ineinander nicht iiberfulirbare Schraubensinne.

19. Projektive Koordinaten. Auf Grund der Postulate der Nr. 17

oder der gleichwertigen der Nr. 18 kann man die Punkte des pro

jektiven Raumes durch die Yerhaltnisse von vier homogenen Koor

dinaten (sogenannten projektiven Koordinaten) in der Weise darstellen,

daB die Ebenen durch lineare Gleichungen dargestellt werden.

153) Vgl. Enriqiies, Vorlesungen iiber projektive Geometrie, p. 24.
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In dem gewohnlichen (Euklidischen, oder auch nicht-Euklidischen )

Raume kann man ein System von projektiven Koordinaten aufstellen,

wenn man ein fundamentales Tetraeder und einen Einheitspunkt an-

ninimt und die Projektionen dieses Einheitspunktes auf jede Kante de^

Tetraeders von der gegeniiberliegenden Kante aus betrachtet; in der-

selben Weise betrachtet man die analogen Projektionen eines willkfir-

lichen Punktes P des Ramnes; auf jeder Kante erhalt man dann vier

Punkte (zwei Eckpunkte des Tetraeders und die Projektionen des Ein

heitspunktes und des Punktes P), und diese fiihren auf ein gewisses

Doppelverhaltnis; die so erhaltenen Doppelverhaltnisse liefern gerade

die wechselseitigen Verhaltnisse der projektiven Koordinaten des

Punktes P. 154
)

Genau dieselbe Konstruktion wird man zu dem gleichen Zwecke

in dem projektiven Raurne ausfuhren, wobei man nur das Doppel-
verhaltnis oder, wie v. Staudt sagt, den Wurf von vier Punkten einer

Geraden als Zahl in deskriptiver Weise definieren wird, d. h. in der

Weise, daB man von dem Begriffe der Sireckeulange absieht, der in

der reinen projektiven Geometrie ohne Bedeutung ist.

Diese deskriptive Definition des Doppelverhaltnisses ist von

v. Staudt 1*6
) gegeben worden im AnschluB an die von ihm eingefuhrte,

spater von J. Liiroth 15tr
)

erweiterte Rechnung mit Puuktquadrupeln
oder Wurfen; diese Definition umfaBt, wenn man noch den Begriff der

Involution einfiihrt, auch den Fall komplexer Punkte.

Fur den Fall reeller Punkte kann man eine deskriptive Definition

des Doppelverhaltnisses, das ein Punkt P einer Geraden mit drei ge-

gebenen Punkten A, B, C bildet, geben, die sich auf das gewohnliche
MeBverfahren reduziert, wenn man den Punkt C als den unendlich

fernen Punkt der Geraden betrachtet; die Punkte P, fiir welche das

Doppelverhaltnis (ABCP) einen rationalen Wert hat (Punkte, die

154) Zu diesem (rnoglichst allgeineinen) Systerne projektiver Koordinaten ist

A. F. Mobius in dem Buche ,,Der barycentrische Calculu (1827) gelangt, indem

er die Verhaltnisse seiner barycentrischen Koordinaten zu denen eines festen

Punktes (des Einheitspunktes) betrachtete und auch bemerkte, daB diese Ver

haltnisse sich durch Doppelverhaltnisse ausdriicken lassen; vgl. im iibrigen

W. Fiedler, Zurich Vierteljahrschr. 15 (1871), p. 152, und ,,Die darstellende Geo

metrie
, Leipzig, drei Aufl. 1871, 1875, 1885. tJber die Einfuhmng des Doppel

verhaltnisses in die nicht-Euklidische Geometrie vgl. Klein, Math. Ann. 6

(1873), p. 129.

155) Beitrage zur Geometrie der Lage, Niirnberg 1856, Heft 2, p. 261. Vgl.

W. Hamilton, Elements of quaternions, London 1866, p. 24, 62; W. Fiedler,

FuBn. 154.

156) Math. Ann. 8 (1875), p. 145.
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dem (lurch A, B, C bestimmten JiarmoniscJten Systeme oder Netze an-

gehoren), erhalt man durch wiederholte Konstruktion der vierten har-

momschen Punkte in einer durch den genannten Wert bestimmten

Weise
;
wahrend man zu den Punkten, fiir welche das Doppelverhaltnis

irrational ist, durch einen GrenzprozeB gelangt
157

).
v. Staudt hat dies

alles auch auf imaginare Elemente ausgedehnt (vgl. Ill AB 6, Schoenflies).

20. Bemerktmgen iiber die grundlegenden Satze der projek-

tiven Geometrie. Mit Hilfe des in Nr. 17 oder in Nr. 18 dargelegten

Postulatensystems kann man die projektive Geometric vollstandig be-

griinden (vgl. Ill A B 6, Projektive Geometrie, Schoenflies). Hinsicht-

lich der Beziehungen, in denen ihre Hauptsatze zu den genannten
Postulaten stehen, miissen wir einige Bemerkungen machen.

a) Uber den Desarguesschen Satz (Satz von den homologen

Dreiecken).

Dieser Satz ist zuerst von v. Staudt bei bloBer Benutzung der

Postulate des Einanderangehorens durch raumliche Betrachtungen be-

wiesen worden.

F. Klein hat zuerst 158
)
darauf aufmerksam gemacht, daB es nicht

anders geht, indem er zeigte, daB der genannte Desarguessche Satz

sich nicht beweisen laBt, wenn man sich allein auf die Postulate

der projektiven Geometric eines ebenen Gebietes stiitzt, da sonst

folgen wurde, daB, wenn auf irgend einer Flache ein Liniensystein

von der Art gegeben ist, daB durch zwei Punkte immer eine Linie

geht, die Linien des Systems bei Einfiihrung geeigneter krurnmliniger

Koordinaten sich durch lineare Gleichungen darstellen lassen wiirden,

wahrend dies z. B. fur die geodatischen Linien einer Flache mit

variabler Krummung nach Seltrami nicht moglich ist
359

).

Neuerdings hat D. Hilbert 16
)

in elementarer Weise eine konven-

tionelle Geometrie der G-esamtebene begriindet, in der der Desarguessche

Satz nicht gilt, wohl aber die projektiven Postulate. (Dagegen kann

man bei Benutzung der Kongruenzpostulate und des Parallelenpostulats

157) Vgl. z. B. R. De Paolis, Rom Line. Mem. 1888/89. Hinsichtlich der Be-

ziehungen, in denen die Einfiihrung der projektiven Koordinaten zu der Bestim-

mung der Projektivitat zwischen zwei abstrakten projektiven Baumen steht, vgl.

F. Enriques, Lezioni di geonietria proiettiva, Bologna 1898, Appendice, deutsche

Ausgabe von JET. Fleischer, Leipzig 1903, Anhang, und Palermo Rend. 12 (1898),

p. 222.

158) Math. Ann. 6 (1873), p. 112.

159) E. Beltrami, Ann. di mat. (1) 7 (1865), p. 185 (HID 5, v. Lilienthal,

Nr. 34, und HID 6 a, Vofi, Nr. 9).

160) Grundlagen Nr. 3. Uber die nicht-Desarguessche Geometrie vgl. auch

F. E. Moulton, Am. Soc. Trans. 3 (1902), p. 192.
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den Desarguesschen Satz in der Ebene, d. h. ohne raumliche Konstruk-

tionen zu Hilfe zu nehmen, beweisen. Vgl. auch Nr. 11.)

D. Hilbert hat auch bemerkt, daB umgekehrt der Desarguessche

Satz in der Ebene die Anwendung der Postulate des Raumes beim

Beweise der der projektiven Geometrie der Ebene zukommenden

Eigenschaften vollstandig ersetzt 16i
).

b) Uber die Trennung der konjugierten Punkte einer harmonischen

Gruppe.

Dieser Satz ist von v. Staudt in einer nicht rein deskriptiven Weise

bewiesen worden, indem er den Begriff der nietrisch aufgefaBten Jiarper-

liclien Ecke (deren Kanten Halbgerade sind) einfuhrte. Der Beweis

von M. Pasch 162
) zeigt eine Liicke, weil er die Moglichkeit nicht

ausschlieBt, daB der zu drei Punkten gehorige vierte harmonische

Punkt mit einem dieser Punkte zusammenfallt, so daB G. Fano 165
)

geglaubt hat, daB hier ein neues Postulat eingeftihrt warden miisse.

Dagegen hat der von F. Enriques (FuBnote 137) gegebene Beweis

des Satzes klargestellt, daB dieser Satz sich aus den oben ausgespro-

chenen deskriptiven Postulaten allein herleiten laBt, da er sich wesent-

lich auf die Ordnungen der Punkte der Geraden und auf deren pro

jektiven Charakter (ohne daB die Stetigkeit notig ware) stiitzt.

c) Uber v. Staudts Fundamentalsatz der Projektivitat.

Durch das Stadium der Beziehung zwischen den Punkten zweier

Ebenen, in der jeder Geraden eine Gerade entspricht (Kollineation),

wurde v. Staudt dazu gefiihrt, die
;,Projektivitat&quot; zwischen Geraden

(oder Gebilden erster Stufe) als eine umkehrbar eindeutige Beziehung
zu definieren, bei der die harmonischen Gruppen erhalten bleiben 164

).

Die Konstniktion der Projektivitat durch Projizieren und Schneiden

hangt dann von dem fundamentalen Satze ab: ,,Die Projektivitat zweier

Grundgebilde erster Stufe ist durch drei Paare homologer Elemente

bestimmt&quot;, den v. Staudt auf den Fall einer Projektivitat mit drei

Doppelpunkten auf einer Punktreihe zuriickfuhrt. Es ist wichtig her-

vorzuheben, daB die Bedeutung dieses Satzes wesentlich mit der von

v. Staudt gewahlten Definition der Projektivitat zusammenhangt. Wenn
man statt der v. Sfaudt&chen Definition die Definition Poncelets nimmt:

161) Die Benutzung von projektiven Raumen Sn fur n
^&amp;gt;

3 beim Beweise
von Eigenschaften des Raumes Ss

fuhrt zu keinem Resultate, das man nicht schon

aus den Postulaten der projektiven Geometrie des Sa selbst ableiten konnte; vgl.

C. Segre, Riv. di mat. 1 (1891), p. 42.

162) Xeuere Geometrie, p. 85.

163) Giorn. di mat. 30 (1892), p. 106.

164) Geometrie der Lage, Niirnberg 1847, y.
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, 7Projektiv sind zwei Gerade
;
die durch Projizieren und Schneiden auf

einander bezogen sind&quot;
165

),
so bildet die Bestimmung der Projektivitat

durch drei Paare liomologer Punkte einen fundamentalen Sats nur in

eingeschranJctem Sinne, der weniger ausdriickt als der v. Staudtsche Satz,

insofern man auf ihn allein die Theorie der Kollineation zwischen

Ebenen und Raumen nicht begriinden kanu.

Der deskriptive Beweis, den v. Staudt von seinem Satze gegeben

hat, zeigt eine Liicke, auf die C. Weierstrafi in seinen Vorlesungen auf-

merksam gemacht hat 166
).

Diese wurde auf verschiedene Weise aus-

gefiillt, indem man die Stetigkeit der Geraden oder etwas, was davon

abhangt, zu Hilfe nahm.

Klein 167
),

Luroth und Zeuthen haben, indem sie den von

v. Staudt eingeschlagenen Weg, die projektive Beziehung als gegeben

vorauszusetzen, verlieBen, gezeigt, wie diese mit Hilfe von drei

Paaren vorgeschriebener hoinologer Punkte in bestimmter Weise kon-

struiert werden kann, und zwar, indem man von der Punktreihe

ausgeht, die durch drei Punkte einer Geraden vermoge immer neuer

Konstruktion des vierten harmonischen Punktes erzeugt wird. Klein

griindet seinen Beweis auf die Wiederholung der harmonischen Kon

struktion fur die Grenzpunkte der Reihe; Luroth und Zeuthen ver-

schieben die Anwendung der Stetigkeit, indem sie zeigen, wie die

Punkte der harmonischen Reihe in jede Strecke eindringen. Die von

ihnen angedeutete Konstruktion wird klarer, wenn einer der drei

fundamentalen Punkte sich im Unendlichen befindet; alsdann wird

die harmonische Reihe von Abszissenwerten, die Luroth und Zeuthen

benutzen, eine dyadische Beihe, d. h. eine Reihe von Briichen, deren

Nenner Potenzen von 2 sind, und es zeigt sich, daB von dieser

Reihe sich in jeder Strecke Punkte befinden, sofern man das Archi-

medische Postulat annimmt. Dieses Postulat betrachtete man damals

noch als selbstverstandlich; in der Tat ist es als Postulat erst etwas

spater wieder in Diskussion gezogen worden (von Stolz; vgl. FuB-

165) Diese Definition ist von L. Cremona, Elementi di geoinetria proiettiva,

Roma 1873, deutsch von E. Trautvetter, Stuttgart 1882, p. 7, und von J. Thomae,

Ebene geometrische Gebilde, Halle 1873, p. 12, wieder aufgenommen worden.

In alteren Darstellungen ,
auch hervorragender Autoren, wird projektive Be

ziehung einstufiger Grundgebilde vielfach mit eindeutiger Beziehung verwechselt.

166) C. Weierstrafi hat auch einen genetischen (aber nicht deskriptiven)

Beweis des im engeren (Ponceletsch&ii) Sinne verstandenen Satzes gegeben, der,

von E. Kotter und H. A. Schwarz wieder hergestellt, sich in C. Weierstrafi, Math.

Werke 3, p. 161 befindet.

167) Math. Ann. 7 (1874), p. 531; Luroth und Zeuthen ebendort 535; vgl.

auch Math. Ann. 37 (1890), p. 544, insbesondere p. 565 f.
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note 64)
168

).
Man erhalt so einen gewisserrnaBen metrischen Beweis

des fundamentalen Satzes, der iibrigens bei Pasch (FuBnote 149) vor-

kommt.

Darboux 169
) hat sich wieder der v. Stoudtschen Vorstellung ge-

nahert, gibt jedoch der Frage eine analytische Wendung. Indem er

die projektive Bezieliung zwischen zwei Geraden iui v. Staudtsckeu

Sinne als gegeben annimmt, zeigt er, daB diese geordnet (und also

stetig) ist, und fiinrt dann die Frage auf die Funktionalgleichung

f(x -f- y)
=

f(x) -\- f(y) zuriick, deren stetige Losung f(x)
= ax ist.

(Siehe auch II A 11, Pinclierlc, Funktionenoperationen Nr. 27).

F. Sclmr 17
), der den Zahlbegriff vernieidet, iiberwindet die fun-

damentale Schwierigkeit des v. Stmtdtschen Beweises, indem er als

Postulat annimmt, daB, wenn zwei Punkte sich auf der Geraden in

entgegengesetztern Sinn bewegen, es einen Punkt gibt, in dern sie

sich begegnen.
F. Ennques

m
)

leitet den genannten Satz direkt aus dem in der

Dedekindschen Form (deskriptiv) angenommenen Postulate der Stetig-

keit her.

In alien den oben angedeuteten Beweisen stiitzt man sich also auf

die in deskriptiver oder metrischer Weise ausgesprochene Stetigkeit

der Geraden oder wenigstens auf die Moglichkeit, die Gerade als in

einer stetigen Mannigfaltigkeit von Elementen enthalten zu betrachten,

worin das Archiniedische Postulat mit einbegriffen ist.

Die Untersuchung, ob man von dieser Voraussetzung, sofern man

Projektivitat durch wiederholte Projektion erklart, absehen kann, hat

auf einige Entwickluugen der nicht-Archimedischen projektiven Geo-

rnetrie gefiihrt, durch die die Frage der Beziehungen zwischen den

grundlegenden Satzen der projektiven Geometrie neu beleuchtet worden

ist (vgl. Nr. 42).

d) Besielmng des Fundamentalsatzes sum Mobiusscheit Nets. Wir

168) F. Klein (Fricke-Khin, Modulfunktionen 1, Leipzig 1890, p. 239 f., und

Klein, Nicht-Euklidische Geometrie 1, p. 315 ff.) bemerkt, da6 die auf einem Kegel-

gchnitte konstruierte harmonische Reihe auf das engste mit der in der Theorie

der elliptischen Modulfunktionen vorkommenden Dreiecksfigur zusammenhangt;
man erkennt alsdann intuitiv die Stetigkeit der Reihe, indem man sieht, daB

sich hier Dreiecke von beliebiger Kleinheit darbieten (vgl. II B 4, Fricke, Auto-

morphe Funktionen).

169) Math. Ann. 17 (1880), p. 155.

170) Math. Ann. 18 (1881), p. 252; vgl. Tlwmae, Analytische Geometrie der

Ebene, und Tli. Reye, Die Geometrie der Lage, 4. Aufl. 1. Abt., 1898.

171) 1st. Lomb. (FuBn. 137) und Lezioni (FuBn. 153). Vgl. L. Balser, Math.

Ann. 55 (1901). p. 143.
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haben gesagt, daB die (v. Staudtscho) Definition der Projektivitat

zwischen Geraden aus der Betrachtung der Kollineation zwischen

Ebenen und Raumen hervorgeht. Aus dem Fundamentalsatze folgt,

daB diese Kollineation in der Ebene durch vier, im Raume durch

fiinf Paare entsprechender Punkte bestimuit ist.

Nun ist dieser Folgesatz seinerseits dem genannten Fundamental

satze gleichwertig, und es ist bemerkenswert, daB er mit Hilfe der

Konstruktion der Mobiussehen Netze bewiesen werden kann. Be-

trachtet man z. B. die Ebene, so ergibt sich, daB vier unabhangige
Punkte A

y B, Cj I) durch lineale Operationen zu einem System von

Punkten fuhren (dessen Koordinaten zu denen von A, J5, 0, D, wenn

man diese Punkte als die Grundpunkte (0, 0, 1), (0, 1, 0), fl, 0, 0),

(1, 1, 1) annimmt, rational sind); die Koordinaten dieses Systems (das

ein MbbiusscJies Nets genannt wird) bedecken auf Grund des Stetig-

keitspostulats die ganze Ebene (da infolge des Stetigkeitspostulats

jeder Punkt der Ebene, der dem genannten System [dem Mobiusschen

Netz] nicht angehort, als Grenzpunkt des Systems bestimmt ist und

also eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Punkten der

Ebene und den rationalen und irrationalen Koordinaten entsteht).

Aus dieser Konstruktion leitet Mobius, indem er sie als stetig vor-

aussetzt, die Bestimmung der Kollineation ab. Wenn man in einer

Kollineation zwischen zwei Ebenen vier Paare unabhangiger Punkte

sich entsprechen laBt
;
so miissen die in honiologer Weise konstruierten

Punkte der durch die beiden Punktquadrupel definierten ISTetze ebenso

wie ihre Grenzpunkte sich entsprechen, und daher ist die Kollineation

bestimmt.

Man bemerke, daB die Annahme der Stetigkeit derjenigen Be

ziehung (Kollineation), in welcher jeder Geraden einer Ebene eine

Gerade entspricht, auf Grund der Stetigkeit der Geraden bewiesen

werden kann, wie aus dem von v. Staudt angegebenen Verfahren

hervorgeht.

e) Besieknmg des Fundamentalsafaes zur Lehre von den Proportioned,.

Die Beziehungen des Fundamentalsatzes der Projektivitat zur Pro-

portionentheorie gehen aus den folgenden beiden Bemerkungen hervor.

Auf Grund der gewohnlichen (arithmetischen) Theorie der Pro-

portionen zwischen Strecken kann man ein System von projektiven

(insbesondere auch cartesischen) Koordinaten einfuhren, vgl. Nr. 19.

Der im engeren (Ponceletschen) Sinne verstandene Fundamental-

satz der Projektivitat wird mit Hilfe der Invarianz des Doppelverhalt-

nisses bei Projektionen und Schnitten bewiesen, und diese folgt leicht

aus der gewohnlichen Proportionentheorie.
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Wie sich die Frage gestaltet, wenn man von der Stetigkeit ab-

sieht, daruber vergleiche man den Abschnitt VII.

21. tiber die Bedeutung der Begriffe der Anordnung in der

Begrundung der projektiven Geometrie. Setzen wir nur die funda-

mentalen Begriffe ,,Punkt&quot;
und ,,Verbindungslinie zweier Punkte&quot; und

die Postulatengruppe a) (Nr. 18), die sich auf diese Begriffe bezieht,

als gegeben voraus, wie weit kann man dann in der Begrundung der

projektiven Geometrie gehen?
Mit dieser Frage hangt eine Forschungsrichtung zusanimen, in

der die Punkte nicht als von vornJterein gegeben, sondern von einigen

gegebenen Punkten aus durch lineale Operationen Jconstruiert be-

trachtet werden, so daB man also eine projektive Geometrie besonderer

Pwiktsysteme erhalt.

Jene wenigen Annahmen erfordern, daB in unserem Raume oder

fundanientalen .System wenigstens vier, nicht in einer Ebene liegende

Punkte und auBerdem ein Punkt auBerhalb der durch drei dieser

Punkte bestimmten ]bene gegeben sind, so daB auf der Verbin-

dungslinie irgendwelcher zweier Punkte wenigstens ein anderer Punkt

konstruiert werden kann. Soweit ist alles wie sonst. Aber es ergibt

sich nicht
,
daB der zu drei Punkten A, B, C einer Geraden gehorige

vierte harmonische Punkt (vgl. oben bei Pasch, Nr. 20 b) von C ver-

schieden ist
;
sofern man nicht anniinmt, daB dies wenigstens in einem

Falle eintritt, und noch weniger kann man (auch wenn die genannte

Voraussetzung eingefuhi*t sein sollte) erkennen, daB das auf der Ge

raden von A, B, C aus konstruierte harmonische System unendlich viele

Punkte enthalt. Es gibt in der Tat Konfigurationen von einer end-

lichen Zahl von Punkten, die fur sich allein genomrnen den Postu-

laten a) (Nr. 18) der projektiven Geometrie genugen
172

).

Fiihrt man dagegen das Postulat ein, daB die Punkte der Ge

raden in einer cyklischen Anordnung von projektivem Charakter vor-

handen sind, so bciceist man, daB es auf der Geraden und in jeder

ihrer Strecken unendlich viele Punkte gibt
173

), und es gelten danii

auch alle Eigenschaften der harmonischen Gruppen hinsichtlich der

Trennung der Paare, und ebenso diejenigen des harmonischen

Systems
174

).

172) G. Fano, Fu6n. 152. Analoge Konfigurationen werden von E. H. Moore,
Am. Journ. 18 (1896), p. 264 betrachtet. Vgl. auch G. Hessenberg, Arch. Math.

Phys. (3) 6 (1903), p. 123.

173) Vgl. Fano-Enriques, Palermo Rend. 9 (1895), p. 79.

174) Das oben angedeutete deskriptive Konstruktionsverfahien fuhrt zu dem
schon erwahnten MobiusscJien Netze, wenn man mit linealen Operationen von

Encyklop. d. math. Wiaseasch. mi. G
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Was die Annahme der mit projektivein Charakter verselienen

cyklischen Anordnung in der Theorie der harmonischen Gfruppen und

Systeme bedeutet, ist durch M. Pieri 115
) klargestellt worden, der bei

dem Untemehmen, die Zahl der primitiven Begriffe zu beschranken

(vgl. Nr. 6), im wesentlichen fand, daB man den Begriff der natiir-

lichen Anordnung aufgeben kann, wenn man folgendes postuliert:

1) der zu drei Punkten A, B, C vierte harmonische Punkt ist

von diesen verschieden (das Fanosche Postulat; vgl. Nr. 20);

2) wenn man die dreifache Art betrachtet, in der eine Gerade

durch vier Punkte A, B, C, D in zwei Paare von Teilen geteilt wird,

so existiert fur zwei dieser Zusammenfassungen in zwei Paare ein

gemeinsames harmonisches Paar, aber nicht fiir die dritte;

3) wenn A, B, C, D, E fiinf in gerader Linie liegende Punkte

sind und zu den Paaren AC, BD und AC, DE harmonische Paare

existieren, so existiert auch zu den Paaren AC, BE ein harmonisches

Paar;

4) wenn A, B, C, D, E fiinf in gerader Linie liegende Punkte

sind, die der Reihe angehoren, die man, ausgehend von den Punkten

A, B, C, durch fortgesetzte Konstruktion des vierten harmonischen

Punktes erhalten hat, so kann man einen Punkt X so bestimmen,

daB fiir die Paare AX, DE kein harmonisches Paar existiert.

Die Stetigkeit fiihrt dann auf eine neue Eigenschaft, die Pieri in

einem engeren Sinne postuliert, indem er namlich nur die quadra-

tischen Irrationalitaten einfiihrt, von denen die elementare Theorie

der Projektivitat in Grebilden erster Stufe Gebrauch macht.

IT. Projektive Metrik.

22. Einordnung der gewohnlichen Metrik in die projektive

Geometrie (III AB 4 a, Synthetische und analytische Geometric, Fano).

Den Euklidischen Raum kann man als einen projektiven Raum be-

trachten, wofern man seinen (eigentlichen) Punkten die un&igentlwhen

PimJcte hinzufiigt, die die uneigenfliche oder unendlich feme Ebem
bilden (Nr. 9). Dann kann man, indem man in der unendlich fernen

Ebene einen besonderen imaginaren Kegelschnitt, den Kugelkreis, ge-

funf unabh^ngigen Punkten des Raumes ausgeht. Innerhalb dieses ISTetzes gilt

der v. Staudtsche Satz als Folge des Desarguesechen Satzes, und der v. Staudtsche

Satz erstreckt sich auf den Eaum, wenn man voraussetzt, da6 jeder Raumpunkt
ein Grenzpunkt des im Raume zu konstruierenden Mobiusschen Netzes ist, was

eine Folge des Stetigkeitspostulats ist.

175) Torino Mem. (2) 48 (1898), p. 1 und besonders Torino Atti 39 (1904), p. 313.
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geben denkt, die metrischen Eigenschaften als in die deskriptiven Eigen-

schaften eingeordnet betrachten.

Die Herleitung metrischer Eigenschaften aus den deskriptiven im

Hinblick auf die unendlich fernen Punkte komnit schon bei Poncelet 116
)

vor (der librigens gewohnlich in uingekehrter Weise vorgeht).

Poncelet (ibidem 1, Nr. 94 und 593) hat bereits metrische Be-

ziehungen als deskriptive Beziehungen zu den Kreispunkten der Ebene

oder zu dem Kugelkreise des Raumes betrachtet, aber nicht den Aus-

druck der Entfernung und des Winkels. Dann haben die franzosischen

Geometer und insbesondere Cliasles die Kreispunkte und den Kugel-

kreis vielfach als Hilfsniittel beini Beweise gebraucht, indem sie z. B.

die Orthogonalitat zweier Geraden als die harmonische Trennung ihrer

unendlich fernen Punkte durch die Kreispunkte interpretierten. La-

guerre
llT

) (1853) hat bemerkt, dafi ein Satz, der einen Winkel ent-

halt, durch Projektion verallgenieinert wird, indeni anstelle des

Winkels der mit multiplizierte Logarithmus des Doppelverhalt-

nisses zweier Geraden zu den durch die beiden Kreispunkte gehenden
Geraden (den Minimalgeraden oder isotropen Geraden) tritt ( dies ist

bei ihm keine Definition des Winkels, weil ihm [auBer der r. Standt-

schen Einfiihrung des Imaginaren] die v. Stoudtsche Definition des

Doppelverhaltnisses als einer durch eine projektive Konstruktion fest-

gelegten Zahl fehlt).

A. Cayley
118

)
hat (1859) die allgemeinen Ausdriicke der Ent

fernung und des Winkels als Invarianten in bezug auf den Kugel-
kreis betrachtet und dieselben Invarianten in bezug auf irgend einen

Kegelschnitt aufgeschrieben, den er dann als absoluten Kegelschnitt, als

jydas Absolut^1

, bezeichnet, ohne jedoch in eine Diskussion in bezug auf

die Einzelheiten einzutreten, die sich je nach der Realitat (Nicht-Realitat)

des Kegelschnitts ergeben. Cayley verfahrt durchaus analytisch; er

beginnt mit den homogenen Variablen und den Invarianten von

Formen bei linearer Substitution, spricht danu von der Bedeutung
derselben fiir die projektiven Beziehungen innerhalb der Euklidischen

Geometrie und interpretiert seine allgemeinen Formeln als solche,

die sich auf den absoluten Kegelschnitt in der unendlich fernen

Ebene beziehen. Er betrachtet ferner die Ausartung des absoluten

176) Traite des propriet^s prqjectives des figures. Paris 1821.

177) Sur la theorie des foyers, Nouv. Ann. 12 (1853), p. 57; Oeuvres 2, p. 6;

vgl. H. Faure, ebenda 18 (1859), p. 381.

178) A. Sixth Memoir on Quantics, Lond. Trans. 149 (1859), oder Coll. math,

papers 2, p. 561; vgl. im besondern die Nummern 209 229, und A Memoir on

abstract geometry, Lond. Trans. 160 (1870) oder Coll. math, papers 6, p. 456.
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Kegelschnitts in ein Punktepaar, auf die er den Fall der Euklidi-

schen Metrik einer beliebig irn Endlichen gelegenen Ebene zuruekfiihrt.

Wir wollen jedoch zusehen, wie man die systematische Ein-

ordnung der gewohnlichen metrischen Geometrie in die projektive auf

geometrische Weise erhalt.

Diese Einordnung stiitzt sich auf die folgenden Tatsachen, die

sich auf die Gebilde erster, zweiter und dritter Stufe beziehen :

179
)

a) Gebilde erster Stufe.

Der Begriff der Kongruenz zwischen Strecken auf derselben Ge

raden stellt sich dar als eine Beziehung in einer ProjeJctivitdt mit

doppelt zahlendem unendlicli fernem Doppelpmikt.

In dem (eigentlichen) Strahlen- und l&benen-Buschd erscheint die

Kongruenz der Winkel als die Beziehung in einer Projektivitat, die

die vom Trdger des Biischels nach den Kreispunkten laufenden Geraden

zu Doppelgeraden hat, d. h. die Involution der rechten Winkel in sich

selbst transformiert.

&) Gebilde zweiter Stufe.

In der Ebene wird aus dem Begriffe der Ahnliclikeit (Kongruenz
der Winkel und Proportionality der Strecken) die Beziehung in einer

Projektivitat, die die Kreispunkte (d. h. die Doppelpunkte der [absoluten]

Involution, in der die unendlich fernen Punkte orthogonaler Geraden

sich entsprechen) fest Iciftt.

Die Kongruenz zweier Strecken lafit sich daher deskriptiv mit Hilfe

der (zu der unendlich fernen Geraden und den Kreispunkten auf ihr

bereits in Beziehung gesetzten) Begriffe des Parallelismus und der

Orthogonalitat definieren; in der Tat sind nur folgende zwei Regeln
zu beachten:

a) Zwei kongruente Strecken, die einen Endpunkt gemeinsam

haben, sind an einander stofiende Seiten eines Parallellogramms mit

zu einander rechtwinkligen Diagonalen.

/3)
Zwei parallele kongruente Strecken sind gegeniiberliegende

Seiten eines Parallelogramms.
Und mit Hilfe dieser beiden Falle kann man irgend welche zwei

Strecken mit einander vergleichen.

In dem (eigentlichen) Biindel erscheint die Kongruenz als eine

Projektivitat, die die zwischen zu einander normalen Geraden und

Ebenen bestehende (orthogonale) Polaritdt in sich selbst transformiert.

c) Gebilde dritter Stufe,

Im Eaume kann man die Ahnlichkeit (Kongruenz der Winkel

179) Vgl. z. B. F. Klein, Nicht - Euklidiscke Geometrie, und F. Enriques,

Vorlesungen iiber projektive Geometrie.
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und Proportionalitat der Strecken) als cine Projektivitcit definieren, die

den Kugelkreis, d. h. den Fundamentalkegelsehnitt der absoluten Pola-

ritat der unendlich ferneii Ebene (des Schnittes der orthogonalen

Polaritat irgend eines Biindels), in sich selbst transformiert.

Die Konyruenz von Strecken kann man deskriptiv z. B. wie in

der Ebene definieren, indem man auf den Fall paralleler Strecken oder

solcher mit einern gemeinsamen Endpunkte zuriickgeht (oder auch

indem man sich auf die Tatsache stutzt, daB die raumlichen Kon-

gruenzen Kollineationen sind, die im allgemeinen keine eigentlichen

Doppelpunkte haben).

Nun erscheinen alle Kongruenzsatze der gewohnlichen metrischen

Geometric als Zusatze zu den Satzen der projektiven Geometric.

Um zur analytisclien Darstellung zu kommen, gehe man von

einem System projektiver Koordinaten aus, indem man als fun

damental ein Tetraeder nimmt, von dem drei (in der uneigentlichen

Ebene x = gelegene) Eckpunkte ein konjugiertes Dreieck in bezug
auf den absoluten Kegelschnitt bilden. In der Ebene x = gibt es

ein bestinimtes Viereck mit den Diagonalpunkten (0010) (0100) (1000),

dessen gegeniiberliegende Seiten in bezug auf den absoluten Kegel
schnitt konjugiert sind. Nimmt man den Punkt (1110) in einem der

Eckpunkte des genannten Vierecks an (der auf diese Weise in der

unendlich fernen Ebene die Projektion des Einheitspunktes von dem

eigentlichen Eckpunkte des Fundamentaltetraeders aus wird), so nimmt

die Gleichung des absoluten Kegelschnittes die Form an:

*i +*, +V= (*4~0).
Zur Bestimniung des Winkels zweier Geraden braucht man dann

nur ihre Richtungen, d. h. ihre unendlich fernen Punkte

zu kennen. Der Ausdruck fiir den Wbikel ist dann:

^

^ yl +^2 y, -f *&amp;gt; y, -(^ y, -f^
Die Entfernung zweier Punkte kann man durch die Formel:

ausdriicken, wo A eine Konstante ist, die von der Wahl des Einheitspunktes

abhangt, den man auf der Geraden x
l
= X

2
= xs willkiirlich annehmen

kann (vgl. FuBnote 183). Beide Ausdriicke sind Invarianten in bezug
auf die vorstehende Gleichung des absoluten Kegelschnittes.

23. Allgemeine Mafibestimmung von Cayley und deren nicht-

Euklidische Auslegung von Klein. Aus dem Gesagten geht hervor,

daB man in jedem projektiven Raunie eine konventionette Metrik auf-
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stellen kann
;
die mit der gewohnlichen Metrik begrifflich iibereinstimmt,

wenn man festsetzt, daB eine Ebene des Raumes als uneigentlich und

ein Kegelschnitt x-^-\- #2
2
~f~ ^3

2= ^n inr a^s Absolut betrachtet werden

soil. Es entsteht dann der Gedanke, dieses System von Konventionen

zu verallgemeinern, indem man eine neue, der projektiven Geometrie

eingeordnete Metrik definiert, welche irgend ein Gebilde zweiten

Grades als absolutes Gebilde zugrunde legt.

Auf diese Weise entsteht Cayleys allgemeine projektive Mafi-

bestimmung
18

).

Und nun ist das Wichtige, daB diese allgemeine projektive MaB-

bestimmung die verschiedenen Arten der nicht-EuMidischen Geometrie

ebenso einschliefit wie insbesondere die gewohnliche EuMidische Geometrie.

Dies trat teilweise bereits in den Arbeiten yon Beltrami lsl
)
und dann

vollstandig in denjenigen von Klein 182
)
hervor. Zu dem Zwecke waren

die verschiedenen Falle der Realitat des absoluten Gebildes zu disku-

tieren und gleichzeitig war in die Formel fur die Entfernung zweier

Punkte ein Faktor k aufzunehmen, der je nachdem reell oder rein

imaginar gewahlt wird. Gleichzeitig entwickelte Klein die grund-

legende Bedeutung der in Rede stehenden Beziehung, indem er auf

v. Sfoudts Begriindung der projektiven Geometrie und des Rechnens

mit Wiirfen zuriickging und diese von der durch v. Staudt noch fest-

gehaltenen Abhangigkeit vom Euklidischen Parallelenpostulat befreite.

Das Eestiltat ist, daft die verschiedenen Arten der niclit- Euklidisclien

Geometrie ebenso auf projektiver Basis aufgebaut sind, wie nach Nr. 19

die Euklidische Geometrie.

Klein defmiert die Cayley$che MaBbestimniung in den ver

schiedenen Gebilden folgendermafien :

a) Gebilde erster Stufe. Man nehme zwei (reelle oder konjugiert

imaginare) Elemente P, Q an
;
die das absolute Paar bilden

;
und es sei

cz&amp;lt;*
=

die Gleichung dieses Paares.

Das Intervall (Entfernung oder Winkel) zweier Elemente A : (x),

JS ^ (y) wird durch die Formel

180) FuBn. 178; vgl. auch G. Battaglini, Napoli Rend. 3 (1867) oder Nouv.

Ann. (2) 7, p. 209, 265; G. Salmon und W. Fiedler, Analytische Geometrie der

Kegelschnitte , Leipzig, fiinf Auflagen, von der zweiten Aufllage 1867 an; funfte

Aufl. 1888, 2, Kap. 20; F. Lindemann bei A. Clebsch und F. Lindemann, Geo

metrie 2 1

, 1891, Abschn. 3.

181) Giorn. di mat. 6 (1868), p. 285 und Ann. di mat. (2) 2 (1868), p. 232.

182) Gott. Nachr. 1871, p. 419; Math. Ann. 4 (1871/72), p. 573.
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AB = k log (ABPQ) = k (xy]
= k log

Slxy ^xy - &** &yy

definiert, wo Q
xy

die Polarform

und k einen konstanten Faktor bedeutet.

Man erhalt zwei verschiedene allgemeine MaBbestimmungen: die

elliptisclie und die hyperbolische, die dein negativen und dem positiven

Zeichen der Diskriminante von . entsprechen.

Im elliptischen Falle, in dem man den Faktor k rein imaginar

nimmt. ist das Intervall zweier Eleniente immer reell, und fur k =
2?

wird es gegeben durch

cos K= -^L ,

so daB man eine Metrik gleich der gewohnlichen Metrik des Biischels

(im Euklidischen Falle, wie in den nicht-Euklidischen Fallen) erhalt.

Das ganze Gebilde hat eine endliche Lange, die fur die naturliche

MaBeinheit
(jt
=

-^7t betragt
183

).

Im hyperbolischen Falle
;

in welchem man das k reell nirnmt,

wird das Intervall zweier Elemente nur dann reell sein, wenn die

beiden Elerneiite das absolute Paar PQ nicht trennen. wahrend das

Intervall der beiden Eleniente P, Q von jedem anderen Elemente aus als

unendlich erscheinen wird. Wenn man daher eine der beiden Strecken

PQ als aus eigentlichen Elementen gebildet betrachtet und das andere

(das als uneigentlich oder ideal fur die metrische Anschauung an-

gesehen wird) ausschlieBt, so erhalt man eine Metrik
;

die mit

der der Punktreihe in der Bolyai-LobatschefskijscheiL Geometric zu-

sammenfallt.

Man erhalt eine spezielle oder pardbolisclie MaBbestinimung, wenn

P, Q zusammenfallen.

Dann hat die Formel, die das Intervall AB definiert
,
keinen un-

mittelbaren Sinn mehr; man kann jedoch AB durch einen Grenz-

prozeB definieren, indein man P
? Q als sich unbegrenzt nahernd be

trachtet und k umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus der

183) Cayky hat in der Tat nur diese Cosinusformel. Die bei Klein auf-

tretende Fonnel mit dem Logarithmus bildet zugleich die Briicke zu der obeu
erwahnten Angabe Laguerres iiber den gewohnlichen Winkel. Das Wesentliche

bei Klein aber besteht in der Einfiigung der frei zu wahlenden Konstanten k

(fiir die Laguerre und implicite Cayley ausschlieBlich den Wert . haben).



88 III A B 1. F. Enriques. Prinzipien der Geometric.

Diskrirninante von SI setzt. Alsdann laBt sich der Ausdruck fiir das

Intervall auf die Differenz zweier Doppelverhaltnisse zuriickfuhren,

wobei zwei Hilfselemente C, D auftreten, so da6 die Forinel folgende

wird:

IB = (CDBP) (CDAP) .

Das Intervall AB erscheint hier nur bis auf einen konstanten Faktor

(die willkiirliche Wahl der MaBeinheit) bestimmt.

Dieser Fall entspricht der gewohnlichen Metrik der Punktreihe

in der Euklidischen Geometric. Die Namen dliptisch, hyperbolisch,

parabolisch sind dabei in bekannter Analogic zu dem Verhalten von

Ellipse, Hyperbel, Parabel der gewohnlichen unendlich fernen Geraden

gegeniiber derart gewahlt, da6 sie die Falle imaginarer, reetter und

zusammenfallender Grundpunkte bezeichnen.

Als
7;Bewegungen&quot; der Grundgebilde in sich erscheinen im ellipti-

schen und hyperbolischen Falle kurzweg diejenigen projektiven Urn-

formungen derselben, welche das absolute Paar fest lassen.

Wir wollen schlieBlich bemerken, daB die Cayleysehe Ma6-

bestinimung in den Gebilden erster Stufe die allgemeinste Erweite-

rung der gewohnlichen Metrik der Punktreihe und des Biischels er-

gibt ?
wenn man die folgenden Eigenschaften aufrecht erhalten will:

das Intervall zweier Elemente bleibt bei oo 1 reellen Projektivi-

taten (den Bewegungen) ungeandert;

es besitzt auBerdem die additive Eigenschaft (AB = AC -\- CB) .

b) Gebilde ztveiter Stufe. Wir fassen der Einfachheit wegen den

Fall des ebenen Punldsystems ins Auge.
1st &xx

= die Gleichung des absoluten Kegelschnitts in Punkt-

koordinaten
?

&amp;lt;&uu
= seine Gleichung in Linienkoordinaten, so setzt

man die Entfernung zweier Punkte wie vorhin

xy

andererseits den Winkel zweier Geraden

A,. m
= k _

^uv

unter jfc eine zweite Konstante verstanden, der man einen beliebigen

Wert erteilen kann.

Man fiihrt nun die Beschrankung ein
?
daB die MaBbestimmung

im Biischel immer elliptisch sein soil (worauf man k =
-^

setzt
,
um

die Ubereinstimmung mit der gewohnlichen Winkelmessung herbei-

zufiihren). Es bleibc^n die drei Falle, daB der absolute Kegelschnitt
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entweder imaginar ist (elliptisclier Fall),

oder reell ist, daB man aber nur die Punkte seines Inneni be-

trachtet (hyperbolischer Fall),

oder endlich in ein imaginares Punktepaar ausgeartet ist; man
betrachtet ausschlieBlich diejenigen Punkte (als Biischelpunkte), die

nicht auf der reellen Verbindungsgeradeu des absoluten Punktepaares

liegen (parabolisclier Fall).

Im ersten Falle ist k rein imaginar zu nehnien, ini zweiten reell,

im dritten unendlich groB. Difjenige Grofie, welche man in der

Theorie des Bogenelementes als Kriimmungsmafi einer Mafibestimmung

bezeichnet (s. u. Nr. 24), ist in den vorliegenden Fallen -^
Im elliptischen Falle erscheinen alle Geraden geschlossen und

von endlicher Lange wie die Strahlenbiischel, und die Ebene hat nur

einen endlichen Inhalt. Es entspricht dies der Riemanmchen An-

nahme, bei der es keine Paralleleu gibt (Nr. 8). Das Krummungs-

niafi ist -positiv. Die MaBbestimuiung fallt fiir A = mit der ge-

\v6hnlichen MaBbestinimung des Btindels zusammen.

Im hyperbolischen Falle sind alle Geraden offen und von unend-

licher Lange, und es gibt durch einen Punkt zu einer Geraden zwei

Parallele. Das Kriimmungsmafl ist neyatir. Dies entspricht der

Bolyai-LobatschefskijscheR Annahme.

Ini parabolischen Falle (der als Ubergangsfall der beiden anderen

anzusehen ist) hat man die Verhaltnisse der EuMidischen Metrik;

speziell ist die Verbindungsgerade des absoluten Punktepaares die

,,unendlich feme Gerade&quot; der gewohnlichen Geometrie. Das Kriim-

mungsmafi ist Null.

Ubrigens kann man zur bequemen Beherrschung der For-

meln etwa

nehmen, wobei a
]&amp;gt;

auf den hyperbolischen Fall, a
&amp;lt;

auf den

elliptischen Fall, a = auf den parabolischen Fall fuhrt. Im para

bolischen Falle muB man dann, ehe man zur Grenze a = iibergeht,

A = -
setzen, unter c eine endliche GroBe verstanden.

ya

c) Gebilde dritter Stufe. Indem wir den Fall niehrfach aus-

gedehnter Mannigfaltigkeiten (in deneu man tibrigens ganz ent-

sprechend operieren wiirde) beiseite lassen, bezeichnen wir das Ge

bilde dritter Stufe kurzweg als Raum (Punktraum oder Ebenenraum).
An Stelle des absoluten Kegelschnitts, den wir gerade betrachteten,
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tritt jetzt eine absolute Fldclie ziveiten Grades. Die Formeln und auch

die Spezialdiskussion derselben bleibt dabei ganz ahnlich wie vorhin,

sobald wir nur die Bedingung einfuhren, daB die MaBbestimmung im

Ebenenbuschel auf alle Falle elliptisch sein soil.

Man erhalt wieder drei Falle, die als elliptiscti, hyperbolisch und

parabolisch bezeichnet werden und den Annahmen von Riemann,

Bolyai-Lobatschefskij und Euklid entsprechen:

Im elliptischen Falle ist die absolute Flache iinaginar.

Im hyperbolischen Falle ist sie reell und nicht geradlinig; fur

die metrischen Konstruktionen kommen nur die Punkte ihres Inneren

in Betracht.

Iin parabolischen Falle ist die absolute Flache in einen imagi-

naren Kegelschnitt ausgeartet, dessen Ebene die Rolle der sogenannten
unendlich fernen Ebene ubernimmt.

Im elliptischen Falle gibt es im gewohnlichen Sinne naturlich

keine Parallelen. Es verdient aber hervorgehoben zu werden, daB W. K.

Clifford die gewohnliche Definition der Parallelen so erweitert hat,

daB wieder durch einen Raumpunkt zu einer gegebenen Geraden zwei

?,Parallele&quot; konstruiert werden konnen, die aber zu der gegebenen
Geraden windschief sind. Es fuhrt dies zu besonders beachtenswerteu

Entwicklungen
184

).

Als
?7Bewegungen&quot; in der Ebene und im Raum erscheinen in den

nicht - Euklidischen Fallen diejenigen Kollineationen
;
welche das ab

solute Gebilde fest lassen.

Haben wir so von der projektiven Geometrie beginnend unter

Annahme je eines geeigneten absoluten Gebildes vom zweiten Grade

die dreierlei in Betracht komrnenden Falle der MaBgeometrie kon

struiert, so kann man auch die umgekehrte Aufgabe behandeln
;
von

einer beliebigen der drei MaBgeometrien beginnend die projektive

Geometrie aufzubauen. Bei der elliptischen Geometrie geht dies ohne

weiteres, bei der parabolischen hat man in bekannter Weise die un

endlich fernen Punkte als Punkte einer
7;uneigentlichen&quot; Ebene zu

adjungieren. Bei der hyperbolischen Geometrie hat man nicht nur

die unendlich fernen Punkte hinzuzunehmen (die eine ,,uneigentliche&quot;

Flache zweiten Grades, eben die absolute Flache bilden werden),

sondern auch die
,,idealen&quot; Punkte, in denen solche gerade Linien

einer beliebigen Ebene, welche sich weder im Endlichen schneiden

noch parallel sind, zusammenlaufen.

184) Vgl. Clifford, Lond. Math. Soc. Proc. 1871, 1874, 1876 (Math. pap. Nr. 20,

26, 41, 42, 44), sowie F. Klein, Math. Ann. 37 (1890), p. 544.
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Man kann cliese ganzen Betrachtungen dahin erweitern, daB man

den Fall irgend einer absoluten Flache zweiten Grades betrachtet, d. h.

indem man von der Bedingung, daB die Metrik im Biischel elliptiscli

sein soil, absieht. Cayleys projektive MaBbestimmung liefert so Geo-

metrienm
),

die im Gegensatz zu der gewohnlichen allgemeinen Metrik

auf (reelle) Gerade von der Lange Null, auf Winkel von uuendlicher

GroBe, auf nicht kongruente Gerade usw. fuhren.

24. Verschiedene Bemerkungen zu den projektiven Maft-

bestimmungen. An die projektiven MaBbestimmungen schlieBen sieh

einige Bemerkungen an:

a) fiber die tangierende panibolisclie MaBbestimmung.
1st ein Punkt A des hyperbolischen oder elliptischen Raumes ge-

geben, so kann man eine parabolische Metrik betrachten, die sich

von der Metrik, die zu der Umgebung von A gehort, um unendlich

kleine GroBen hoherer Ordnung unterscheidet; diese zu der gegebenen

tangierende MaBbestimmung erhalt man, wenn man den Kegelschnitt,

der als Schnitt der absoluten Flache zweiten Grades init der Polar-

ebene von A entsteht, zum absoluten Kegelschnitt nimmt und iibri-

gens die Langeneinheit zweckmaBig wahlt 186
).

Als MaB fur den Unterschied zwischen der tangierenden MaB

bestimmung und der im Raume gegebenen Metrik kann man eben den

Ausdruck
j^z nehmeu, den wir in Nr. 23 als das Kriimmungsmafi

bezeichneten. Es ergibt sich hier also eine anschauliche Interpretation

dieser GroBe.

b) fiber die ZiisammenhanysierMUnisse des metrischen Rautnes.

In dem hyperbolischen und dem parabolischen Falle ist die Ge

rade eine offene Linie. Die Ebene ist eine einfacli zusammenhangende
Flache (die durch eine geschlossene Linie immer in zwei Teile ge-

teilt wird) und ziveiseitig, d. h. (Nr. 15) von der Art, daB auf ihr um
einen Punkt zwei entgegengesetzte Drehungssinne zu unterscheiden

sind, die durch Yerschiebung des Punktes fiber die Flache bin nicht

in einander iibergefiihrt werden konnen; die beiden genannten Sinne

sind die beiden Sinne, in deneu die Punkte des Kegelschnittes oder

der Grenzgeraden, die das Absolute bilden, geniaB den Grundsatzen

der projektiven Geometric angeordnet werden konnen.

Im elliptischen Falle ist die Gerade eine geschlossene Linie, und

die Ebene (die projektive Ebene in ihrer Gesamtheit) wird erst durch

eine Zerschneidung langs zweien unbegrenzten Geraden in Stiicke zer-

185) Vgl. Poincare, Paris Bull. soc. math, de France 15 (1887), p. 203.

186) F. Klein, Math. Ann. 4 (1871), p. 573.
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legt. Zugleich 1st sie einseitig, d. h. von der Beschaffenheit, dafi sick

auf ihr nicht ruehr zwei in einander nicht uberfiihrbare Drehungssinne
urn einen Punkt unterscheiden lassen. Diese Bemerkung

187
) kann

man verifizieren, indein man beinerkt, daB das gewohnliche Strahlen-

biindel ein genaues Abbild der elliptischen Ebene darstellt; hierdurch

erklart sich die Schwierigkeit, die elliptische Ebene sich anschaulich

vorzustellen.

Die genannten Unterschiede im Zusammenhange der Ebene treten

deutlich hervor, wenn man die durch Projektion von einem Punkte A
aus erhaltene Abbildung einer nicht -

geradlinigen Flache zweiten

Grades auf eine nicht durch A gehende Ebene betrachtet. Auf dieser

Ebene erscheint als UmriB der Abbildung ein Kegelschnitt, der reell,

imaginar oder in ein imaginares Punktepaar (mit reeller Verbindungs-

linie) ausgeartet ist, je nachdem A aufierhalb, innerhalb oder auf der

Flache zweiten Grades angenommen ist. Auf dicsen Kegelschnitt yrdnde

man mm innerhalb der Bildehene in der seithcr besprochenen Weise

eine Cayleysclie Mafibestimmung und iibertraye diese ruckwarts durch

die Projektion auf die Flache zweiten Grades. Als Ort der unendlich

fernen Punkte wird dabei auf der Flache zweiten Grades deren

Schnitt mit der Polarebene a des Punktes A erscheinen. Liegt A
aufierhalb der Flache zweiten Grades, so ist dies ein reeller Kegel-

schnitt, liegt er auf der Flache, ein bloBer Punkt, liegt er innerhalb,

so ist es eine imaginare Kurve.

Als Bild der hyperbolischen Ebene erscheint so eine (einfach

zusammenhangende) Kalotte der Flache zweiten Grades, als Bild der

parabolischen Ebene die mit einer punktformigen Offnung versehene

Flache zweiten Grades (was im Sinne der Analysis situs [III AB 3,

Abschn. D, Nr. 2] ebenfalls eine einfach zusammenhangende Flache ist).

Als Bild der elliptischen Ebene aber erscheint die Gesamtfldche ziveiten

Grades, nur daft die Besiehung zivischen ihr und der Ebene wvei-ein-

deutig ist: jedesmal geben zwei mit A auf derselben Projektiousgeraden

liegende Punkte der Flache einen und denselben Punkt der Bildebene.

Dies wird besonders deutlich, wenn man als Flache zweiten Grades

die Kugel, als Punkt A den Mittelpunkt derselben wahlt; die MaB-

geometrie, welche man von der Ebene auf die Kugel iibertragt, ist

dann nichts anderes als die gewohnliche MaBbestimmung der spha-

rischen Geometrie 188
).

Jetzt schneiden sich zwei geodatische Linien in

zwei diametral liegenden Punkten; urngekehrt gehen durch zwei solche

Punkte unendlich viele solche Linien hindurch (vgl. obeu Nr. 9).

187) Vgl. F. Klein, Nicht-Euklidische Geometrie 1 (1893), p. 98.

188) Vgl. F. Klein, Erlanger Programm Note VI, p. 46.
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Ubrigens ist die auf diese Weise auf der Flache zweiten Grades

erhaltene MaBbestiminung auch an sich bemerkenswert. Man wahle

als Flache zweiten Grades der Einfachheit halber wieder die Kugel,

als Ebene K die Aquatorebene. als Punkt A also den unendlich ferneu

Punkt der Polachse. Dann iibertragt sich die hyperbolische Geo

metric, welche man in der Aquatorebene auf den Aquator als ab-

soluten Kegelschnitt griinden kann, in der Art auf die Kugel, daB

die geraden Linien durch Halbkreise ersetzt sind, die auf der Aquator
ebene senkrecht stehen, die nickt-Euklidischen Winkel aber, welche

die Geraden mit einander bilden, durch die gewohnlichen Winkel,

welche die Halbkreise auf der Kugel mit einander einschlieBen.

SchlieBlich mag man die Kugel von einem beliebigen Aquatorpunkte
aus mitsamt der auf ihr konstruierten MaBbestimmung stereographisch

projizieren. Dann hat man in der neuen Projektionsebene als Bild

des Aquators, des Tragers der unendlichen Werte der hyperbolischen

MaBbestimmung, eine gerade Linie. Die geraden Linien der hyper
bolischen MaBbestimmung sind durch die Halbkreise ersetzt, welche

zu diesen geraden Linien normal stehen, die Winkel der hyper
bolischen Ebene aber durch die gewohnlichen Winkel, unter denen

sich diese Halbkreise im Sinne der Euklidischen Geometric schneiden.

Dies ist dasjeniyc Bild der liyperbolisclien Geometric, mit dem Poincarc

bei seinen bekannten funktionentheoretisclien Unlersnclnmgen geu bhnlich

arbeitet. Man kann bei drei Dimensionen ein ganz entsprechendes

Abbild konstruieren 189
).

c) Uber das Gesetz der Dualitaf.

Das in der projektiven Geometric giiltige Gesetz der Dualitat gilt

auch noch fiir die metrischen Eigenschaften in der elliptischen Geo-

metrie, in der das Absolute (Nr. 22) in bezug auf die Punkte und

Ebenen in symmetrischer Weise angenoinmen ist. Insofern ist die

elliptische Geometric die schonste von alien (Clifford). In der hyper
bolischen und parabolischen Geometrie liegt die Sache anders. In der

hyperbolischen Geometric steht dem AusschluB der uneigentlichen, in

bezug auf die absolute Flache zweiten Grades auBeren Punkte nicht der

AusschluB der schneidenden Ebenen, wie es das Gesetz der Dualitat

erfordern wurde, sondern vielmehr der der auBeren Ebenen gegeniiber.

In der parabolischen Geometrie ist das Absolute selbst, das als

Klassenkurve (-flache) einmal und als Ordnungskurve (-flache) zweimal

ausgeartet ist, zu sich selbst nicht korrelativ.

189) Poincare, Acta math. 1 (1882), p. 1. Siehe auch Fricle-Klein, Auto-

morphe Funktionen 1.
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d) fiber die Postulate der metrisch-projektiven Geometrie.

Welche rnetrischen Begriffe und welche vou ihnen handelnden

Postulate mufi man den Begriffen und Postulaten der projektiven Geo

metrie hinzufiigen, um die allgemeine metrisclie Geometric zu begriinden?
Auf diese Frage erhalt man zwei einfache Antworten im Hin-

blick auf das in Nr. 22 Gesagte:

Um die allgemeine metrische Geometrie zu begriinden, hat man den

deskriptiven Begriffen und Postulaten nur den (als primitiven metrischen

Begriff betrachteten) Begriff der Orthogonalitat von Ebenen Innzuzufugen,

deren fundamental Eigenscliaften man postuliert.

In der Tat kann man auf Grand dieser Eigenscliaften die ortho-

gonalen Ebenen als in einer raumlichen Polaritat konjugiert betrachten,

und diese Polaritat defmiert die absolute Flache zweiten Grades 190
).

Man braucht dann nur das Parallelenpostulat in einer der drei

Formen hinzufugen, um die drei Falle der allgemeinen Metrik von

einander zu unterscheiden.

Man kann sich auch so ausdriicken:

Um die allgemeine metrische Geometrie zu begrunden, hat man den

deskriptiven Begriffen und Postulaten nur den (metrisch primitiven) Begriff

der Bewegungen, als Glieder einer Gruppe projektiver Transformationen

betrachtet, deren fundamental Eigenschaften postuliert werden mussen,

hinsusufugen (Nr. 23).

Die Eigenschaften, welche die Gruppe der Beweguugen als projek-

tive Gruppe einer Flache zweiten Grades charakterisieren, konnen auf

verschiedene Weise ausgesprochen werden, z. B. indem man der Tat-

sache Rechnung tragt, da6 die genannte Gruppe die kleinste projektive

Gruppe ist, die auf die Punkte, die Geraden und die Ebenen transitiv

wirkt (Killing).

T. Prinzipien der allgemeineii Metrik.

25. Vorbemerkimg. Den allgemeinen Untersuchungen iiber die

Metrik der Mannigfaltigkeiten von beliebig vielen Dimensionen liegt

entweder der Begriff der Entfernung oder der der Beivegung zugrunde.

Dementsprechend trennen sich diese Untersuchungen nach zwei Haupt-

richtungen. Die erste Art der Betrachtung (welche von dem Be

griffe der Entfernung ausgeht) knupft zumeist an den Ausdruck fur

die Entfernung zweier unendlich benachbarter Punkte (das sogenannte

190) Vgl. die zusainmenhangende Darstellung bei JSnrigues, Vorlesungen

iiber projektive Geometrie, p. 179ff.
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Bogemlement) an; es gibt aber aueh Arbeiten, die mit dem Ausdrucke

fur den endlichen Abstand zweier Punkte beginnen. Man setzt dabei

selbstverstandlich die Mannigfaltigkeit als Zahlenmaunigfaltigkeit vor-

aus. Die zweite Betrachtungsart kniipft in entsprechender Weise an

die Ideen der Gruppentheorie an. Hiernach ist die irn folgenden ein-

zuhaltende Haupteinteilung gegeben.

A, Bogenelement (nebst endlicher Entfernung).

26. Geometrie auf krummen Flachen. Man geht von der-

jenigen Erweiterung des Begriffes der Entfernung zweier Punkte auf

der Geraden aus, die in dem Begriffe der Entfernung zweier Punkte

auf einer Linie oder der Ldnge eines Liniensegmentes oder Bogens ent-

halten ist; diese Lange hangt (wenn die notwendigen Bedingungen
der Stetigkeit und Derivierbarkeit, die wir immer stillschweigend als

erfullt annebmen wollen, vorausgesetzt werden) in stetiger und deri-

vierbarer Weise von den Endpunkten des Bogens und der Gestalt der

Linie ab und besitzt die additive Eigenscliaft, infolge deren sie durcli

den Ausdruck des Bogenelementes

ds = dx2 + df +
der Linie x = x(t), y = y(f), z = z() definiert ist.

Die angegebene Formel liefert far das Linienelement auf einer

Flaclie (III D 1, 2, v. Mangoldt, Nr. 34, und III D 3, v. Lilimtlial, Nr. 4, 8)

X = $(UV), y = y(uv), Z = *(U V),

d. h. fiir die Entfernung zweier unendlich benacbbarter Punkte der

Flaclie

(M, ), (u -\- diij v + dv)

den folgenden Ausdruck:

ds = yEdu* + 2Fdudv + Gdv*,
wo

Dann fiihrt die Betrachtung der geodatischen Linien unter der

Voraussetzung, daB zwei Punkte der Flaclie auf dem betrachteten

Flachenstiicke nur eine geodatische Linie bestimmen, zu der Defini

tion der Entfernung irgend welcher zweier Pmikte (^v^j (^2^2) wf
der Fldche.

Die MaBgeometrie, die man so auf einer Flache erhalt, ist wesent-

lich auf geniigend kleine, einem beschrankten Teile (u, v) der Zahlen-
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ebene entsprechende Flachenteile beschrankt, d. h. sie kann in diesem

Sinne eine differentiate MaBgeometrie genannt werclen.

Hier ist der Begriff der auf einander dbwickelbaren oder besser

isometriscJien Flachen (deren Linienelemente ds, ds durch dieselben

Formeln gegeben sind), fur welche dieselbe differentials Maftgeometrie

gilt (III D 6 a, Vop, Nr. 2, 34), fundamental.

So erhalt man eine genaue Abbildung der gewohnlichen differen-

tialen MaBgeometrie der Ebene in der Geometric auf den auf die Ebene

dbwickelbaren Flachen usw.

Es muB jedoch gleich hier ausdriicklich bemerkt werden, daB
;

wenn zwei analytisch definierte und in ihrer ganzen Ausdehnung be-

trachtete Flachen gegeben sind, die Tatsache, daB auf ihnen dieselbe

differentiale MaBgeometrie gilt, nicht die Konsequenz nach sich zieht,

daB die MaBgeometrie auf einer von ihnen, als Games betrachtet,

ihre genaue Abbildung in der MaBgeometrie der anderen findet; hier

kommen vielmehr noch die Zusammenhangsverbaltnisse der beiden

Flachen in Betracht (Abschn. VI); so ist z. B. die MaBgeometrie auf

dem Kreiszylinder von der auf der Euklidischen Gesamtebene ver-

schieden (Nr. 37).

Ferner riihrt von Riemann der Gedanke her, beim Studium eines

gegebenen ds 2 von jeder besonderen Form einer zugehorigen Flache des

Es abzusehen und die dbstrdkte Mannigfaltigkeit (it, v) zu betrachten,

fiir welche das Gesetz der Entfernung zwischen zwei unendlich be-

nachbarten Punkten durch die Formel

v + Gdv 2

(E=*E(uv), F= F(uv), G= G(uv))

definiert wird. Die Kriimmung einer Flache, oder genauer das von

Gatift sogenannte Kriimmimgsmaft k (III D 1, 2, Nr. 36, und III D 3,

Nr. 33) der Flache in einem beliebigen Punkte, d. h. das reziproke

Produkt der zum Flachenpunkte gehorigen Hauptkrummungsradien,
ist bekanntlich bei beliebiger Abwickelung der Flache (Verbiegung
der Flache ohne Dehnung) eine Invariante. Dementsprechend driickt

sich dasselbe durch die im Ausdrucke fiir ds* auftretenden Koeffi-

zienten j&, F, G und deren nach u, v genommene DiiFerentialquotienten

aus; die konkrete Gestalt, welche die betrachtete Flache im Raume

hat, fallt ganz weg. Bei der abstrakten Mannigfaltigkeit u, v verliert

der Ausdruck ,,Kriimmung
a an sich jede anschauliche Bedeutung;

man hat nunmehr eine aus E, F, G und ihren nach u
t
v genommenen

Differentialquotienten zusammengesetzte Differentialinvariante (welche

ungeandert bleibt, wenn man in ds* fiir u, v irgend zwei andere Ver-

anderliche einsetzt). Trotzdem hat man fiir diese Invariante die Be-
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nennung Kriimmungsmafl beibehalten; man spricht dann aber, um
MiBverstandnisse zu vermeiden, besser nicht vom KriiinmungsruaB der

(abstrakten) Mannigfaltigkeit (w, v), sondern vom KriimmungsmaB der

fiir diese Mannigfaltigkeit gegebenen MaBbestimmung. In diesem

iibertragenen Sinne haben wir bereits in der vorigen Nuininer von

deni KriimmungsmaB der hyperbolischen, elliptischen and parabolischen

Ebeue gesprochen.

Wir wollen uns jetzt umgekehrt die Aufgabe stellen, in der dif

ferentialen MaBgeometrie einer Flache des gewohnlichen Raumes die

genaue Abbildung der
,?allgemeinen&quot;, speziell der nieht-Euklidischen

MaBgeometrie der Ebene (vgl. p. 42) zu suchen. Wir miissen dann

vor allem diejenigen Flachen suchen, welche man (wie die Ebene) frei

auf sich selbst so bewegen (oder abwickeln) kaun, daB ein beliebiger

Punkt der Flache in irgend einen anderen beliebigen Punkt gebracht

wird. Diese Flachen haben notwendig konstante Kriimmung; und um

gekehrt geht aus einem Satze von Minding
1*1

) hervor, daB jede

Flache von konstanter Kriinimung in der erforderlichen Weise (nam-
lich oo 3

-fach) frei auf sich selbst bewegt werden kann (III D 5,

v. Lilienthal, Nr. 33).

Man rnoge jetzt die Flachen konstanter Krfiniinung nach dem

Werte k ihrer Kriimmung unterscheiden
;
man erhalt:

a) Fur & = die geineinen abwickelbaren Flachen, deren diffe

rentiate MaBgeometrie derjenigen der gewohnlichen Euklidischen ebenen

Geometric gleich 1st.

b) Fiir &
&amp;gt;

die auf eine Kugel abwickelbaren Flachen, deren

differentiate MaBgeometrie derjenigen der elliptischen ebenen Geometrie

vorn KrummungsmaBe A
1

gleich ist (vgl. Nr. 2 3 a) und besonders die

FuBnote 183).

c) Fiir 7i
&amp;lt;

die sogenannten pseudospharischen Flachen
9
deren

differentiate MaBgeometrie derjenigen der hyperbolischen ebenen Geo

metrie vom KriimmungsmaBe k gleich ist.

Diese Gleichheit geht in der Tat aus den trigonometrischen

Formeln hervor, die von Minding fiir die auf der Flache gezogenen

geodatischen Dreiecke aufgestellt worden sind.

Jedoch hat Minding selbst diese Formeln nicht in Beziehung zur

nicht - Euklidischen Geometrie gesetzt; er hatte auch wohl von den

kurz vorher veroffentlichten Lobatschefskijschen Arbeiten keine Kenntnis.

Die betreffende Benierkung findet sich jedoch in dem Habilitations-

vortrag von Riemann angedeutet und wurde kurz nach dem Erscheinen

191) J. f. Math. 19 (1839), p. 378, und 20 (1840), p. 324.

Encyklcp. d. math. Wissensch. Ill 1. 7
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derselben (1866) unabhangig davon von Beltrami 192
) ausdrucklich ent-

wickelt.

Der Beltramischeii Arbeit liegt die von demselben Verfasser 19S
)

erkannte Tatsache zugrunde, dafi bei den Flachen konstanter Krtim-

niung nnd nur bei ihnen die geodatischen Linien durch lineare Glei-

ehungen dargestellt werden konnen (vgl. Nr. 20). Diese Bemerkung fiihrt

darauf, eine umkehrbar eindentige Beziehung zwischen den Punkten der

abstrakten Flache oder elementaren Mannigfaltigkeit (u, v) von kon

stanter negativer Kriimmung und dem innerhalb eines (Grenz-)Kreises

enthaltenen Gebiete einer gewohnlichen Ebene aufzustellen, wobei

man eine Abbildung erhalt, in der den geodatischen Linien der Flache

die Sehnen des Grenzkreises entsprechen. Die MaBbestimmung auf

der Flache ist dabei nichts anderes, als die anf den Kreis als ab-

soluten Kegelschnitt zu grundende Cayleysche MaBbestimmung ,
vrie

Beltrami auch ausdriicklich hervorhebt.

Eine andere Art Abbildung der hyperbolischen Geometric auf

eine gewohnliche Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y,

namlich eine konforme, haben wir bereits betrachtet
?
indem wir die

hyperbolische Geometric zunachst auf die von dem Aquator begrenzte

halbe Kugel iibertrugen und diese dann stereographisch auf eine Ebene

projizierten (Nr. 24).

Wahlt man dabei als Pol der Projektion den Mittelpunkt der

Kugel, so kommt man auf die schon bei Eiemann vorkommende Form
des Bogenelements (vgl. p. 101):

wo Jc das KriimmungsmaB der Flache ist.

Wahlt man dagegen den Pol (wie wir vorhin taten) auf dem

Aquator selbst, so kommt:

oder
;
wenn k = ^ gesetzt wird (III D 5, v. Lilienthal, Nr. 33, und

u

III D 6 a, Vofi, Nr. 28), fur x = v, y = Ee *,

2w

ds* = du 2 + 6* - dv2
.

Interpretieren wir in diesen Formeln #, y oder u, v als gewohn-

192) Giorn. di mat. 4 (1866),

193) Ann. di mat. (1) 7 (1866), p. 185; Opere 1, p. 262.
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liche cartesische Koordinaten in einer Hilfsebene, so wird in dieser

die MaBgeometrie der hyperbolischen Gesamtebene eine abstrakte Inter

pretation finden.

Letzteres ist bei den Flachen konstanter negativer Krumnmng,
die man als Beispiele konstruiert hat, zunachst nicht der Fall. Denn

diese werden alle von singularen Kurven oder Punkten derart be-

grenzt, da6 auf ihnen nur ein Stuck der hyperbolischen Ebene seine

Abbildung findet. Man vergleiche z. B. die von Minding bestimniten

Rotationsflachen.

Es entsteht die Frage, ob man iiberhaupt eine pseudospliarisclie

Fldche des geicolmlklien Euklidischen Eaumes konstruieren kann, die

das vollstdndige Abbild der abstra~kten Mannigfaltigkeit (n, v), d. li. der

gesamten hyperbolischen Ebene darbietet.

D. Hilbert 19
*)

hat bewiesen, da6 keine regulare analytische Flache,

die dieser Forderung geniigt, existiert. Auf jeder solchen Flache treten

namlich singulare Kurven oder Punkte auf. Derselbe SchluB gilt hin-

sichtlich der nidit analytischen Flachen
,

die von G. Lufkemeyer
19

)

und E. Holmgren
196

)
betrachtet worden sind.

Bemerkungen , analog den obigen, mu6 man auch niacheu, so-

weit die Geometrie der in ihrer ganzen Ausdehnung betrachteten

Flachen konstanter positiver Kriimmung in Betracht kommt. Wir
haben bereits bemerkt (Nr. 24), dafi die spharische Geometrie sozusagen
ein fibervollstandiges Abbild der Geometrie der elliptischen Ebene gibt.

Nicht die Kugel, sondern das Strahlenbiindel bietet eine zweidimen-

sionale abstrakte Mannigfaltigkeit dar, die ein genaues Abbild der

elliptischen Ebene ist. Andererseits zeigt man, dafi die Kugel hn ge-

ivolmliclien Eiiklidisclien Raume die einsige gesclilossene Fladie kon

stanter positiver Kriimmung ist. Dieser Satz ist, was analytische

Flachen angeht, neuerdings von W. Liebmann bewiesen worden 197
),

wahrend G. Lufkemeyer
198

) und E. Holmgren} dargetan haben, da8

Flachen konstanter positiver Krummung in der Tat immer analy-

194) Am. Math. Soc. Trans. 2 (1901), p. 87; Grundlagen, Anhang V, p. 162.

195) Diss. Gottingen 1902.

196) Paris C. R. 134 (1902), p. 140. Die Idee der nicht analytischen regu-
laren Flachen geht auf Chr. Wiener zuriick, der in seinen Vorlesungen uber

darstellende Geometrie nicht-geradlinige abwickelbare Flachen, die als Grenze

eines Polyeders erhalten werden, in Betracht gezogen hat; vgl. Lehrbuch der

darstellenden Geometrie 2, Leipzig 1887, p. 29.

197) Gott. Nachr. 1899, p. 44; Math. Ann. 53 (1900), p. 81; 54 ^1901), p. 505;

vgl. J&amp;gt;. Hilbert, Grundlagen, p. 172.

198) Diss. Gottingen 1902, p. 163.

199) Math. Ann. 57 (1903), p. 409.

7*
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tisch sind (wenigstens wenn sie stetige Ableitungeii bis zur dritten

Ordnung haben).

27. Biemannscke Mafibestimmuiig in einer beliebig auagedehnten

Mannigfaltigkeit. Die Ideen, die wir im Hinblick auf die MaB-

geometrie auf einer Flache oder vielmehr auf einer abstrakten zwei-

dimensionalen Mannigfaltigkeit entwickelt haben, finden ihre nattir-

liche Erweiterung in der MaBgeometrie der mehrfach ausgedehnten

Mannigfaltigkeiten, deren Prinzipien Riemann in seinem Habilitations-

vortrag entwickelt hat.

Geht man von einer elementaren Mannigfaltigkeit vz oder vn

von 3 oder mehr Dimensionen aus
?

in der ein Koordinatensystem
xit xz&amp;gt;

- - v xn (
ygl- Nr. 1^) a^s gegeben vorausgesetzt wird, so kann man

eine Mafibestimmung in der Mannigfaltigkeit aufstellen und dann auf

ihr eine differentiate MaBgeometrie defmieren, indem man als Ausdruck

fur die Entfernung zweier unendlich benachbarter Punkte nimmt:

ds = aik dxi
dxk ,

wo ^aik dxi
dxk

eine wesentlich positive quadratische Form bezeichnet.

Dieses Prinzip (das spater von H. v. Helwiholts der verallgemeinerte

Pythagoraische Satz genannt vvurde) bietet sich als das einfachste

dar, wenn man die MaBbegriffe in einer vn ^(x1 ,x2) -

,
xn) durch

Definition der Ldnge einer Linie x
t
= x

i (f)
festsetzen will, die in

einem von Null verschiedenen Intervalle durch stetige und derivier-

bare Funktionen in der Weise dargestellt wird
;
daB sie:

a) einen wesentlich positiven Wert hat
;

b) stetig und derivierbar von den Endpunkten und von der Gre-

stalt der Linie abhangt,

c) die additive Eigenschaft besitzt (vgl. Nr. 23).

Auf Grund dieser Bedingungen erhalt man die Funktion, die die

Lange einer Linie darstellt, durch Integration des Linienelementes ds,

und der Ausdruck von ds hangt nur von den Koordinaten x
i9
x

i -f- dxi

zweier unendlich benachbarter Punkte ab.

Der Ausdruck fur ds darf jedenfalls keine lineare Funktion der

x
i}
dx

i sein, weil er dann infolge der Stetigkeit negative Werte annehmen

miiBte
?
wenn man eine Linie um einen Punkt stetig so weit variieren

laBt, bis sie wieder mit sich selbst zusammenfallt, und damit ihren Sinn

umkehrt. Dagegen ist ds2
,
ds^ und iiberhaupt jede von ds2

eindeutig ab-

hangende Funktion als Grundlage fur die Bildung eines Ausdruckes fur

das Linienelement zulassig. Wenn man nun voraussetzt, daB ds2 so

weit derivierbar sein soil, als fiir die Entwicklung der Maclaurinschen

Reihe bis zum dritten Grliede notig ist
;
und unendlich klein von der
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zweiten Ordnimg in den Differentialen dx
{ ,

so erhalt man gerade
200

^

ds* =^aik dxi
dxk .

Macht man dagegen irgencl welche andere Annahme hinsichtlich

der Derivierbarkeit von ds2 im Anfangspunkte, so kann man auf

andere und hohere Art eine MaBbestimmung in unserer Mannigfaltig-

keit festsetzen, indem man z. B. als Ausdruck fur ds* eine wesentlich

positive Form vierten Grades in den dx
{ annimmt, die sich nicht auf

ein vollkommenes Quadrat reduziert. Die Moglichkeit solcher Falle

ist bereits von B. Riemann hervorgehoben worden, der daun aber

seine Betrachtungen auf den einfachsten und wichtigsten Fall ein-

geschrankt hat, in dein der verallgemeinerte Pythagoraische Satz gelten

soil
201

).

Wie bei den Flachen, so kann man aucli bei den Mannigfaltig-

keiten vn ,
in denen eine Mafibestiminung durch den Ausdruck fiir ds9

definiert ist, die yeodatisclien Linien oder Linien kleinster Lange be-

trachten, von denen jede in geeignet begrenzten Gebieten durch zwei

Pimkte vollig bestimmt ist. Ist auf diese Weise der Begriff der Ent-

fernung zwischen zwei Punkten festgelegt, so kann man an ihn an-

kniipfend die Begriffe des Winftels 202
) und des Rauminhalts 203

)
definieren.

28. Homogene Mannigfaltigkeiten. B. Riemann beschaftigt sich

im besondern mit den Mannigfaltigkeiten v
3
oder vn9 die, wie der ge-

wohnliche Ranm, liomogen erscheinen, d. h. sich in sich bewegen
lassen.

Dieser Begriif wird in folgender Weise naher bezeichnet.

Unter den Linienelementen (dx^ 9
die von einem Punkte PEE

(#,.)

der Mannigfaltigkeit ausgehen, betrachte man diejenigen, die ein von P
ausgehendes Flaclienelement bilden, namlich diejenigen, die von zwei

gegebeuen Linienelementen linear abhangen:

dx. = K - d
l
x

i + a d^x{ ;

die zu diesen Elementen gehorenden, von P ausgehenden geodatischen

Linien bilden das
?
was man (nach F. Sclmr) eine yeodatisclie Fldche

durch P nennt.

B. Riemann betrachtet nun eine Mannigfaltigkeit als homogen,
wenn es moglich ist

?
sie derart in sich selbst zu bewegen, dafi man

einen Punkt P nnd ein durch ihn gehendes Flaclienelement mit irgend
einem beliebigen Punkte P und einem von P ausgehenden beliebigen

200) Vgl. F. Enrigues, Conferenze di geometria, autogr. Vorl., p. 58.

201) Habilitationsvortrag II 1.

202) Vgl. F. Enriqiies, Conferenze di geonietria, autogr. Vorl., p. 65.

203) T. Levi-Civita, 1st, Ven. Atti (7) 4 (1894), p. 1765, insbeeondere 19.
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Flachenelemente zur Deckung bringt. Aus dieser Bedingung folgt ohne

weiteres, daB alle von irgend welchen zwei Punkten ausgehenden geo-

datischen Flachen dieselbe (verallgemeinerte Gauftsche) Krummung k

haben, und dies driickt man aus
?
indem man sagt, daB die Mannig

faltigkeit eine konstante Krummung hat.

J5. Eiemann hat fiir die Mannigfaltigkeiten von konstanter Kriim

mung k allgemein als Ausdruck fiir das Quadrat des Linienelementes

angegeben :

ds2 == ^i H r ( xn

Die differentiate Maftgeometrie einer Mannigfaltigkeit v
3 von kon

stanter Krummung k wird fur k= gleich derjenigen der (parabolisclim)

Geometrie des gewbhnlichen Euklidisclien Eaumes, fiir k
&amp;lt; gleich der

jenigen der liyperbolisclien Geometrie, fiir k
&amp;gt;&amp;gt; gleich derjenigen der

elliptisclien Geometrie.

In diesem Zusammenhange hat Eiemann zuerst auf die elliptische

Geometrie aufmerksam gemacht. Seine Angabe iiber die Form, auf

welche sich das Linienelement einer Mannigfaltigkeit von konstanter

Krummung bringen lafit, ist spater durch Rechnungen von E. Chri-

stoffel
m

] und E. LipscMtz) als richtig erwiesen worden 206
).

Endlich hat S.Lie 201
)
als Folge eines von ihm bewiesenen Gruppen-

satzes ausgesprochen;
daB eine metrische Mannigfaltigkeit eine konstante

Krummung hat, wenn es moglich ist, sie so in sich selbst zu bewegen,

daft die Linienelemente irgend eines festgehaltenen Punktes in all-

gemeinster Weise (mit der grofiten Anzahl von Parametern) transfor-

miert werden, und er hat auf diese Weise die Eiemannsche Bedingung
fur die Homogenitat einer Mannigfaltigkeit vereinfacht.

&quot;29. Projektiver Charakter der Mannigfaltigkeiten konstanter

Krummung. Weitere Studien von Beltrami 2QS
)

und L. Schlafli
m

)

beziehen sich auf den projektiven Charakter der Mannigfaltigkeiten

von konstanter Krummung.
In einer Mannigfaltigkeit von konstanter Kriimmung lassen sich

die geodatischen Linien durch lineare Grleichungen darstellen (Beltrami) 5

daher gilt in den Mannigfaltigkeiten von konstanter Krummung, wenn

204) J. f. Math. 70 186D), p. 46, 241.

205) J. f. Math. 70 (1869), p. 71, und 72 (1870), p. 1.

206) Vgl. L. Bianchi, Rom Line. Rend. (5) 7 2
(1898), p. 147.

207) Transformationsgruppen 3, p. 353 355.

208) Ann. di mat. (2) 5 (1872), p. 178.

209) Ann. di mat. (2) 5 (1872), p. 194.
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die geodatischen Linien als Gerade betrachtet iverden, im differentialen

Sinne die projektive Geometric. Umgekehrt (Scldafli): Eine Mannig-

faltigkeit, in der eine differentiale Mafigeometrie definiert ist
y
innerlwlb

tvelcher, tvenn man die geodatisclien Linien als Gerade betrachtet, die

projektive Geometric gilt, ist eine Mannigfaltigkeit von konstanter

Kriimmung.
Und es kann auch die Maftbestimmung einer Mannigfaltigkeit von

konstanter Kriimmung immer als eine Cayleyselie projektive Maftbestim-

mung in bezug auf eine absolute Flciche zwtiten Grades betrachtet werden.

Umgekehrt fillirt die in einem projeldiven Raume in bezug auf eine

absolute Flaclie ziceiten Grades aufgestellte Mafibestimmung auf einen

quadratisclien Ausdruck fur das Quadrat ds2 des LinienelementeSj ivo-

nacli der Raum wie eine Manniyfaltigkeit von konstanter Kriimmung

(in der die Geradeu geodatische Linien sind) ersdieint* 10
).

Der Vergleich zwischen den Mamiigfaltigkeiten von konstanter

Kriimmung mid den nietrisch-projektiven Raumen wird vollkommen,
wenn man sich die Mannigfaltigkeit, in - der die Metrik in differen-

tialeni Sinne, d. h. fur geeignet begrenzte Gebiete definiert ist, in der

Weise Yervollstandigt denkt, da6 zwei Punkte immer eine und nur

eine geodatische Linie bestimmen. Eine solche Vervollstandigung ist

fiir die abstrakten Eleuieutarmannigfaltigkeiten durch die Betrachtung
der idealen Punkte (Nr. 17) inimer nioglich, aber es konnten auch

andere und weniger einfache Yervollstandigungen in Betracht gezogen

werden, die dann zu anderen Folgerungen AnlaB geben.

An den projektiven Charakter der Mamiigfaltigkeiten von kon

stanter Kruuimiuig kniipft endlich eine Untersuchung von F. Schur 211
)

an. Schur benaerkt, daB dieser projektive Charakter von der fundamen-

taleu Eigenschaft der geodatischen Flache abhangt, je oo 2

geodatische

Linien des Raumes zu enthalten (fundamentale Eigenschaft der Ebene;

vgl. Nr. 2\ und beweist dann die folgenden Satze:

Wenn in einer metrisclien Mannigfaltigkeit von drei oder mehr

Dimensionen die von einem Punkte P ausgehenden geodatisclien Fldclien

je cxr geodatische Linien des Raumes enthalten, so hat die Mannig

faltigkeit in bezug auf alle von P ausgehenden Flachenelemente eine

konstai i te Kriimmung.

Wenn die angegebene Eigenschaft alien von zwei Punkien P und

P ausc/elmiden geodatischen Fldchen yukommt, so kommt sic alien geo-

210) Vgl. E. BeUrami, FuBnote 206, und F. Klein, Erlanger Prograinm.

211) Math. Ann. 27 (1886), p. 537. Vgl. auch L. Bianclii, Rom Line. Rend.

(5) II 1
(1902), p. 265. Hinsichtlich eines geometrischen Beweises derselben

Resultate vgl. F. Enriqiws, Bologna Atti 1902.
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datisclien Flaclien uberliaupt zu, und die Mannigfaltigkeit ist von kon-

stanter Krummung.

So erhalt das Problem der metrischen Mannigfaltigkeiten kon-

stanter Krummung, sozusagen in seine projektiven Elemente zerlegt,

die einfachste Losung.

Die Untersuchungen von F. Schur schlieBen auch die Existeriz

von Mannigfaltigkeiten von drei oder mehr Diinensionen aus, die uni

jeden Punkt eine konstante, aber von Punkt zu Punkt eine verander-

liche Kriimmung haben.

30. Untersuchungen von De Tilly iiber den Ausdruck fur

die endliche Entfernung. Dem Riemanmchen Ansatz, der die MaB-

geometrie durch den Ausdruck fur die elementare Entfernung zwischen

zwei unendlich benachbarten Punkten zu charakterisieren sucht, steht

der andere gegenuber, der direkt den Ausdruck fur die endliche Ent

fernung zwischen zwei wesentlich verschiedenen Punkten herleiten will.

So geschieht es in den allerdings nicht durchgefuhrten Untersuchungen
von J.M.De Tilly

212
).

Man betrachte den Raum als eine dreidimensionale Mannigfaltig-

keit, in der ein Koordinatensystem x, y, z festgesetzt ist. Sind zwei

Punkte 1 = (x^e^j 2 = (x^y^ gegeben ;
so wird ihre Entfernung

(12) durch eine symmetrische Funktion

ausgedruckt;
die vor allem den folgenden Forderungen geniigt:

a) die Entfernung zweier Punkte variiert mit ihnen in stetiger

Weise und wird nur dann Null, wenn die beiden Punkte zusammen-

fallen
;

b) sind mehrere Punkte 1, 2, 3, 4, und ein Punkt 2 gegeben,

der von 1 ebensoweit entfernt ist wie 2, so gibt es Punkte 2
,
3

,
4

,

von solcher Lage?
dafi die Entfernungen zwischen je zwei Punkten der

zweiten Gruppe denen zwischen den homologen Punkten der ersten

gleich sind.

Diese zweite Bedingung (die im wesentlichen die Beweglichkeit

der Figuren einfuhrt
? vgl. H. v. Helmholtz, Nr. 32) ist eine funktionale

Bedingung, der die Entfernungsfunktion geniigen niufi.

Betrachtet man zwei Gruppen von funf Punkten 12345, 12 3 4 5
,

so folgt aus den Gleichungen

212) Bordeaux Memoires (2) 3 (1879), p. 1; BruxeUes Memoires couronnes

in 8, 47 (1892/93).
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f
(12)

= (120 (13)
- (13 ) (14)

=
(14 )

(1) (15)- (15 ) (23)
=

(2 3 ) (24)
=

(2 4 )

I (25)
=

(2 5
) (34)

-
(3 4

) (35)
= (S S

1

)

unter geeigneten Einschrankungen ideutisch:

(45)
=

(4 5
/

).

Daher muB zwischen den zehn zwischen je zwei von funf

Punkten vorhandenen Entfernungen eine charakteristische Relation,

genannt die Eclat-ion der fiinf Piirikte, bestehen, deren Form von der

betrachteten Gruppe von fiinf Punkten unabhangig sein muB (Be

dingung der Homogenitdt des Raurnes).

Diese Relation inoge durch

(1 2 3 4 5)
= $ { (12) (13) (14) (15) (23) (24) (25) (34) (35) (45) }

=
dargestellt sein.

Die Bedingung der Homogenitat verwandelt sich dann in die

folgende Bedingung (die Bedingung der seeks Pwikte), der die Funk-

tion iff geniigen muB:

Die drei Relatianm

(12345) = 0, (12346) = 0, (12356) =
(die, welches auch die Form von # sei, durch die Wahl von (46)

und (56), nachdem (16) (26) (36) unter passenden Einschrankungen

beliebig gegeben worden sind, erfiillt werden konnen) milssen die drei

folgenden nacli sich ziehen-.

(12456) = 0, (13456) = 0, (23456) = 0.

Nun haben die Untersuchungen, die fiir die Euklidisclie Geometric

J. B. Lagrange, B. N. Carnot und A. Cayley und fiir die nicht-Euklidische

Geometric E. Sellering und P. Mansion- 16

}
iiber die Relation der funf

Punkte angestellt haben, zu zwei besonderen Ausdriicken fiir die

Funktion iff
=

(1 2 3 4 5) in Determinantenform gefiihrt. Aus diesen

folgt umgekehrt der Ausdruck fiir die Entfernung in der Euklidischen

und in der nicht-Euklidischen Geometrie, wenn man eine dritte Be

dingung c) beriicksichtigt, die die additive Eigenschaft der Ent

fernung auf der Geraden ausdriickt.

Es miiBte aber bewiesen werden, daB die durch ^ bestinimten

Ausdriicke fiir die Entfernung wenigstens unter geeigneten Realitats-

bedingungen die einzigen moglichen Losungen der vorliegenden Auf-

gabe sind. Die wenig strengen Betrachtungen De Tillys geniigen nicht,

213) Schering, Gott. Nachr. 1870, p. 317; 1873, p. 13 und 149; Mansion,
Bnixelles Soc. Ann. 13 A (1889), p. 57; K A (1891), p. 8; 16 A (1892), p. 51.
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um die Existenz anderer Losungen auszuschliefien, und H. F. Blicli-

feldt&quot;

1

*) hat iiberdies Ausdriicke moglicher Beziehungen zwischen den

Entfernungen erhalten, die in denen De Tillys nicht enthalten sind.

31. Greometrische Systeme von Minkowski-Hilbert. Gewisse

Untersuchungen von H. Minkowski und D. Hilbert finden hier ihren

Platz, insofern sie, von der Betrachtung des Ausdrucks fur die end-

liche Entfernung zwischen zwei Punkten ausgehend, zu allgemeineren

geometrischen Systemen fuhren, die die gewohnliche, Euklidische und

nicht-Euklidische, Metrik umfassen.

Es seien x, y, z gewohnliche Parallelkoordinaten des Raumes.

H. MinJiOivski 215
)
nimmt als Ausdruck fiir die Entfernung zwischen

zwei Punkten (^1 y1
s
1\ (^2/2^2) eme homogene (im allgemeinen trans-

cendente) Funktion ersten Grades der Differenzen x
l

X
2 , yl y% ,

an
?

die er keiner anderen Beschrankung unterwirft als der
;

dafi sie
;

einer Konstanten gleichgesetzt, eine nicht konkave Flache darstellt. Er

erhalt so eine konventionelle Ma6geometrie ;
die mit der projektiven

Geometrie vertrdglich ist in dem Sinne, da6 die Geraden die Linien

kleinster Lange sind
5

diese Geometrie schlieBt als besonderen Fall

die gewohnliche Euklidische Geometrie ein. Bei Mirikowski gibt es im

allgemeinen nur oo 3

Bewegungen ;
namlich die c

3 Parallelverschie-

bungen des Raumes.

D. Hilbert) hat das vorstehende System verallgemeinert, indem

er sich die umgekehrte Aufgabe stellte: alle moglichen metrischen

Geometrien des Raumes zu bestimmen, in denen die Geraden Mrzeste

Linien sind und aufierdem eine unendliche Lange liaben.

Die Antwort 1st, dafi man solclie metrischen Geometrien in dem

projektiven Eaume immer so herstellen kann, daft man als absolute

Flache eine geschlossene nicht Iconkave Flache und als Ausdruck fiir

die Entfernung sweier (eigentliclier) Punkte A, B in ihr den Ausdruck

c log (ABMN)
nimmt, wo M, N die Schnittpunkte der Geraden AB mit der ab-

soluten Flache sind und c eine Konstante bezeichnet.

Das HilbertBche System wird ersichtlich zur hyperbolischen MaB-

bestimrnung, wenn man als absolute Flache eine reelle nicht-geradlinige

Flache zweiten Grades nimmt. Andererseits umfafit es als Grenzfall

214) Am. Math. Soc. Trans. 3 (1902), p. 467.

215) Geometrie der Zahlen, Leipzig 1896, 1.

216) Math. Ann. 46 (1895), p. 91.
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(wenn namlich die absolute Flache in die unendlich feme Ebene

ausartet) das Minkowskische System. In der allgemeinen Hilbert-

schen Metrik gibt es keine Bewegungen.
Das Hilbcrtsche geometriscbe System kann selbst wieder in

mebrfacber Weise verallgemeinert werden, wenn man einige der Be-

dingungen fallen lafit, denen die Funktion der Entfernung zwisehen

zwei Punkten geniigen muB, urn diejenigen Eigenschaften zu besitzen,

welche wir gemaB der Anschauung ihr zugestehen, wenn man z. B.

annimmt, daB sie nicht in bezug auf beide Punkte symmetrisch oder

nicht durch sie in eindeutiger Weise bestinimt ist
217

).

B, Bewegungsgruppe.

32. Postulate von H. v. Helmholtz. Die Forscbungsrichtung, die

die Geometrie des physischen Raumes durch. die Eigenschaften der

Bewegtmgcn, als Punkttransformationen in eineni Raumstiick betrachtet,

zu cbarakterisieren sucbt, ist von Fr. Ueberweg*
16

) und von H.v.Helm-

holtz*
19

) angebahnt worden. Spater bat F. Klein ), indem er den

fundanientalen Charakter der Bewegungen, eine Gruppe zu bilden, her-

vorhob, das Problem in eine scharfere Form gebracht, indem er es

als eine Gruppenfrage aussprach; diese Frage wurde von verscbiedenen

Gesicbtspunkten aus von S. Lie und aucb zuni Teil, unabbangig da-

von
;
von H. Poincare bebandelt und gelost.

Die Postulate, die Helmlioltz der Geometrie zugrimde legt ;
sind

die folgenden:

I. Uber die Stetigkeit und die Dimensioned des Raumes.

Das Postulat, wonacli der Raum als eine Zablenmannigfaltigkeit vn

von n Dimensionen, wo n= 3 ist, angesehen werden kann (vgl. Nr. 15).

Die Bedingung w=3 kann wie bei Lie (vgl. unten) erst hinterher ein-

gefiibi*t werden, nacbdem die Postulate der Bewegung allgemein fiir

den Sn ausgesprocben worden sind.

II. Uber die Existenz betveylicher starrer Korper.

Zwiscben den 2n Koordinaten eines einem starren Korper an-

geborenden Punktepaares findet eine Gleichung

217) Vgl. hierzu G. Hamel, Uber die Geoinetrien, in denen die Geraden

die kiirzesten sind, Diss. Gottingen 1901, und Math. Ann. 57 (1903), p. 231.

218) Arch. f. Philologie und Padagogik 17 (1851).

219) Yerhdl. d. naturkist. ined. Vereins zu Heidelberg 4 (1866) (Wissensch.
Abhandl. 2, p. 610) und Gott. Nachr. 1868, p. 193 (Wissensch. Abhandl. 2, p. 618).

220) Erlanger Programm und Math. Ann. 6 (1873), p. 116.
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statt, die fur jedes Paar Jfoncjruenter }
d. h. durch eine Bewegung zur

Deckung zu bringender Punkte dieselbe ist.

III. fiber die Freiheit der Bewegung.

Der erste Punkt eines starren Systems ist durehaus beweglich.

Wenn er festgebalten wird, so findet fiir den zweiten Punkt eine

Gleichung statt; wenn noch ein zweiter Punkt festgehalteu wird, so

muB ein dritter Punkt zwei Gleichungen genligen usw. Im ganzen
43, ()-i \

\\

muB man n Punkte festhalten, d. n. -
2 Bedingungen geben, um

in dem Raume von n Dimensionen die Lage jedes Punktes fest-

znlegen.

IV. fiber den Zusammenhang mvischen Drelmng und Identitdt

(Postulat der Monodromie).
Es wird angenommen, daB im Raume von n Dimensionen eine

vollstandige Drehung um n 1 feste Punkte allgemeiner Lage einen

starren Korper identisch mit sicb selbst zur Deckung bringt, d. h.

dafi die unter diesen Bedingungen von einem Punkte beschriebene

(Kreis-)Linie geschlossen ist.

HelmJwltz glaubt zu beweisen, daB die genannten vier Postulate

von einander unabhangig sind und zur vollstandigen Charakterisierung

der allgemeinen, Euklidischen oder nicht-Euklidischen, Geometric des

Raumes ausreichen
7
indem er tatsachlich zuletzt zu dein Biemannschen

Ausdruck fur das Quadrat des Linienelements gelangt.

Aber gegen die HdmhoU*8chm Beweise riclitet sich die Kritik

von S. Lie 221
) ?

insbesondere der Einwand
?
daB HelmhoUz entsprechend

den um einen festen Punkt stattfindenden Drehungen lineare Glei-

cbungen zwischen den von dem Punkte auslaufenden ersten Differen-

tialen der Koordinaten anschreibt (was zu speziell ist)
222

).

AuBerdein ist das zur Begriindung der ebenen Geometrie (n
==

2)

allerdings notige Postulat der Monodromie fiir den Fall des Raumes

(n == 3 oder n
&amp;gt; 3) iiberfliissig. Dies wurde nocli vor Lie von De Tilly

(FuBn. 212) verfochten und spiiter von F.Klein***) durch Betrachtungen

intuitiven Charakters erlautert.

Imnierhin konnen die HelmJtoltzschQii Resultate als richtig an-

geseben werden
;

soweit es sicli um die Moglichkeit handelt, die all-

221) Transformationsgruppen 8, p. 437.

222) Es ware moglich, daB es innerhalb der Gruppe Bewegungen um

gibt, welclie die von ausgehenden ersten Differentiale ungeandert lassen und

erst auf die zweiten Differentiale wirken, usw.

223) Math. Ann. 37 (1890), p. 544, genauer in Hohere Geometrie 2, autogr.

Vorlesungen, Leipzig 1893.
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geineine MaBgeometrie des Raumes auf den ersten drei Posfculaten

aufzubauen, wofern diese Postulate als fur alle Punkte eines Raum-

stiickes gultig verstanden werden 224
).

33. Untersuchungen von S. Lie 225
).

Lie bringt das Helmholts-

sclie Problem in eine aiidere Form und kommt dabei zu zwei neuen

Losungen.

Es wird vor alleni ebenso wie bei Helmholtz ausdriicklich an-

genommen, daB der Raum eine Mannigfaltigkeit V
B ist, in der man

Koordinaten einfuhren kann.

Die Bewegungen des Raumes erscheinen, insoweit sie zusammen-

setzbar und umkehrbar sind. als Glieder einer Gruppe von Punkt-

transformationen; diese Annahnie tritt an Stelle derjenigen, die Helm-

lioltz mit dem Begriff der Kongruenz verbindet, namlieh,, daB die Kon-

gruenz eine gegenseitige Beziehung ist und daB zwei Figuren, die

einer dritten koDgruent sind. unter einander kongruent sind.

Nun kommt die Aufgabe, ein Postulatensystem anzugeben, das

der allgemeinen MaBgeometrie zur Grundlage dienen konnte, darauf

hinaus, die Bewegungsgruppen der Euklidischen oder nicbt-Euklidi-

schen Geometrien durch allgemeine Eigenschaften zu charakterisieren

und sie dadurch von alien moglichen Transformationsgruppen einer v3

zu unterscheiden.

Das kann man durch Anuahmen, die sich. auf die unendlick kleine

Umgebung jedes Punktes bezielien, oder durch Postulate in einem end-

lichen Gebiete erreichen (wobei also die sogleich [unter VI] zu be-

handelnden Zusammenhangsverhaltnisse des unbegrenzten Raumes zu-

iiachst aufier Betracht bleiben).

Die Resultate von /S. Lie sind folgeude:

a) Wir stellen folgende Definition voran: Eine Transformations-

gruppe in einer ^
3

fiihrt zur freien Beweglichkeit im Unmdlichkleinen

um jeden Punkt P, wenn bei festgehaltenem P es noch moglich ist,

durch Transformationen der Gruppe ein zu P gehorendes Linien-

element p in irgend ein anderes auch zu P gehorendes Linien-

element p und ein zu p gehorendes Flachenelenient n in irgend ein

zu p gehorendes Flachenelenient n zu bringen.

Dann ergibt sich, daB die Gruppen der Euklidischen oder nielit-

EMidisclien Bewegungen des als eine Zahlemnannigfaltigkeit Vi=

224) S. Lie, Transformationsgruppen 3.

225) Leipzig Ber. 1886, p. 337; Transformationsgruppen, Abteil. 5 und be-

sonders p. 471, 498.
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betrachteten Eaumes vollstandig durch die Eigensdiaft charakterisiert

sind, daft sie reell, transitiv und durch unendlich Ideine Transforma-
tionen erzeugbar sind, sotvie die freie Betveglichkeit im Unendlichkleinen

um jeden festgehaltenen Punkt moglich machen.

Dieser SchluB erstreckt sich in analoger Weise auf den Fall der

Bewegungsgruppen in Raumen von n
&amp;gt;

3 Dimensionen; aber fiir

n = 2 muB man das Helmholtzsvhe Postulat der Monodromie hinzu-

fugen, um andere Gruppentypen, die mit der Annahme der Beweg-
lichkeit im Unendlichkleinen vertraglich sind

?
auszuscheiden.

b) Betrachtet man dagegen die Eigenschaften der Bewegungen
in einem endlichen einfacli zusammenhangenden Gebiete, so kommt
man zu dem Ergebnis:

Die allgemeine Maftgeometrie des Eaumes kann, soweit em be-

grenztes Eaumstuck in Betracht Jcommt, auf folgende Postulate gegriindet

werden :

1) Der Eaum ist eine Zahlenmannigfaltigkeit von drei Dimen
sionen (vs).

2) Die Betvegungen bilden eine reelle Transformationsgruppe, die

durch unendlich Heine Transformations erseugt tvird.

3) Wenn man einen Punkt (y-fy^y^) von allgemeiner Lage fest-

haHtj so geniigen die Punkte, in die ein anderer Punkt (x^x^x^) durch

eine Bewegung gebracht tverden kann, einer G-leichung

die eine durch (x^x^x^), aber nicht durch
(^/i 2/2 2/3) hindurchgeJiende

Fldche darstellt.

4) Um den Punkt
(2/1 2/2 2/3) kann man ein dreidimensionales

Eatimstiick von der Beschaffenheit abgrenzen, daft, tvenn der Punkt

(2/1 2/2 2/3) festgehalten wird, jeder andere Punkt (x
Q x

2
x
s )

des ge-

nannten Eaumstuckes durch eine stetige Bewegung in irgend einen

anderen Punkt gebracht tverden kann, der der Grleichung 5i = geniigt.

34. Untersuchungen von H. Poincare. Unabhangig von Lie

(dessen erste Arbeit (FuBnote 225) voni 25. Okt. 1886 nerstammt) hat

sich H. Poincare 2

)
die Aufgabe gestellt, auf gruppentheoretischem

Wege diejenigen Geornetrien der Ebene zu charakterisieren, bei denen

ein quadratisches] Gebilde im Sinne der projektiven Geometrie zu-

grunde liegt (vgl. Nr. 23). Er gelangt zu folgendem Postulatensystem :

226) Paris Bull. Soc. math, de France 15 (1887), p. 203; vgl. 8. Lie, Trans-

formationsgruppen 3, p. 437, 2. FuBnote.
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1) Die Fbem ist eine Mannigfdltigkett von zwei Dimensioned.

2) Die Beivegungen bilden in der Ebene eine reelle Transformations^

gruppe, die dnrcli unendlicli Ideine Transformationen erzeugt wird, und

von drei Parametern abliangt.

3) Wenn in der Ebene zwei Punkte einer Figur festgelialten icerden,

so ist die Figur selbst unbeweglicli.

Dieses dritte Postulat tritt an Stelle des Helmholtzschen Postu-

lats der Monodromie. Es ist so gefafit, dafi von den betrachteten

Punkten der Ebene aus nioglicherweise noch reelle Tangenten an das

absolute quadratische Gebilde laufen konnen. Sollen allein die drei

Falle der elliptischen, hyperbolischen und parabolischen Mafibestim-

mung iibrig bleiben, so wird man beispielsweise yerlangen, da6 alle

von eineni Punkte auslaufenden Geraden kongruent sein sollen.

35. Untersuchungen von D. Hilbert. Bei der Klassifikation der

Transforniationsgruppen beschranken sich sowohl Lie wie Pohicare

auf Transformationen, die durch analytisclie Funktionen, oder wenig-
stens auf solche, die durch derivierbare Funktionen dargestellt werden;
diese Annahnie gehort zu der Erzeugung der Gruppen durch unend-

lich kleine Transformationen
,

soferu man diese, wie Lie in seiner

Gruppentheorie , analytisch darstellt. Dabei kommt aber nicht zum

Vorschein, ob diese Beschrankungen Annahmen enthalten
;

die den

Postulaten der Geometric, die man charakterisieren will, hiozuzufiigen

sind 227
). Das Problem, festzustellen, welche Annahmen in diesen Be

schrankungen enthalten sind, ist von D. Hilbert 223
} aufgenonimen

worden, der nach Vorausschickung der Annahnien, welche die Ebene

als eine Zahlenmannigfaltigkeit von zwei Dimensionen charakterisieren,

zeigt, dafi die Gruppen Euklidisclier und niclit-Euklidisclier Betvegungen

der Ebene unter alien Gruppen stetiger umkekrba/r eindeutiger Trans-

formationen durch die folgenden drei Postulate clmralderisiert werden:

I. die Beii egungen bilden eine Gmppe;
n. die Beivegungen, die einen Punkt fest lassen, bringen irgend

einen anderen Pmikt in unendlicli viele verscliiedene Lagen;
III. die Beicegungen bilden ein abgeschlossenes System (im Cantor-

schen Sinne), d. h. wenn es z. B. Bewegungen gibt, durch welche Punkt-

tripel in beliebiger Nahe des Punkttripels ABC in beliebige Nahe

227) In der ersten, FuBnote 225, zitierten Arbeit p. 342 wirft S. Lie die

Frage auf, wie die Transforniationsgruppen, die die Euklidische und die nicht-

Euklidische Geometric definieren, zu charakterisieren sind, wenn man den analy-

tischen Charakter der in Betracht kommenden Funktionen fallen lafit.

228) Grundlagen, Anhang 4, p. 121.
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des Punkttripels A B C iibergefiihrt werden konnen, so gibt es

stets auch erne solche Bewegung, durch welche das Punkttripel ABC
genau in das Punkttripel A B C iibergeht.

Wenn es aucli auf den ersten Blick sonderbar erscheint, daB

allein diese Bedingungen geniigen sollen, um die Gruppe der Be-

wegungen unter alien moglichen Gruppen ebener Transformationen

zu charakterisieren (besonclers weil nicht gefordert wird, daB es nur

oo 1

Bewegungen geben soil, die einen Punkt fest lassen), so ist doch

zu beaehten, daB die Bedingung III bewirkt, daB alle Gruppen (z.
B.

die projektive oder die konforme) ausgeschlossen werden, die aus-

geartete (und also nicht eindeutig umkehrbare) Transformationen als

Grenzfalle besitzen.

VI. Zusammeiihangsverhaltnisse des unbegrenzten Raumes.

36. Raume, die als Ganzes bewegt werden konnen. Die bis-

her erwahnten Untersuchungen fiber die Grundlagen der MaBgeometrie

gehen mehr oder minder bewuBt von dem philosophischen Prinzipe

aus, als Postulate Satze aufzustellen, die in einem den Sinnen zugang-
lichen Gebiete des physischen Raumes durch die Erfahrung gegeben
werden. Hiermit sind aber noch nicht die Eigenschaften des Gresamt-

raumes festgelegt. Vielmehr bedarf es hierzu noch besonderer Unter-

suchuugen ?
welche sich als Erganzungen an alle vorher gehenden

Untersuchungen anschlieBen 229
).

Nehmen wir als gegeben an, daB die Schliisse, auf welche die

Erfahrung hinsichtlich der Geoinetrie in einein das Feld unserer Be-

obachtungen bildenden Raumstiicke fuhrt, iiber die Grenzen der ge-

nannten Beobachtungen hinaus auf eine geeignete Umgebung irgend

eines Punktes ausgedehnt werden konnen. Der Gesamtraum wird dann

als eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit F3 von konstanter Krum-

niung ohne singulare Punkte erscheinen, so daB die Geometric in der

Umgebung jedes seiner Punkte die gewohnliche allgemeine (Euklidische

oder nicht-Euklidische) Metrik sein wird. Ein geeignetes Gebiet der

F3 um irgend einen Punkt wird sich auf ein entsprechendes Gebiet

eines metrisch-projektiven Raumes S3 kongruent abbilden lassen. Aber

man wird darum doch nicht behaupten konnen, daB die so her-

gestellte Abbildung sich auf die F
3
und den 8S

in ihrer Vollstandig-

Jceit erstreckt, so daB die Geometric der F
3

als Ganzes betrachtet von

229) F. Klein, Math. Ann. 37 (1890), p. 544.
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der Geometrie des gesamten Raumes S
3
verschieden sein kann, genau

wie die Geometrien zweier Flachen im ganzen betrachtet verschieden

sein konnen, auch wenn die genannten Flachen im differentialen Sinne

auf einander abwickelbar sind (Nr. 9).

So kann es infolge der Zusammenhangsverhaltnisse der Ge-

samt-Fs sich ereignen, da6 es zwar fiir jedes einfach zusanirnen-

hangende Stuck der V
s

in jeder Urngebung der F
3

oo 6
Bewegungen

gibt, daB aber die gesamte F
3

sich nicht mit gleicher Freiheit be-

wegen kann. Eine analoge Tatsache tritt bereits bei der Flache eines

Kreiszylinders auf, die in differentialem Sinne auf die Ebene abwickel

bar ist: ein einfach zusanirnenhangendes Stiick der Zylinderflache

lafit sich auf dieser um einen beliebig festgehaltenen Punkt herum

auf co 1 Weisen bewegen, aber die Gesaintflache nicht mehr; man
kann sie nicht mehr in sich verbiegen, sobald einer ihrer Punkte

festgehalten wird.

Nehrnen wir an, daB die Mannigfaltigkeit V
s

von konstauter

Krummung als Ganzes sich auf oo 6 Weisen (wie es fiir jedes Stiick

von ihr der Fall ist) bewegen kaun. Wird man dann die F
3 in

ihrer ganzen Ausdehnung als einen nietrisch-projektiven Raum S
s

betrachten konnen?

Die Antwort ist in einem allbekannten Falle negativ.

In der Tat, betrachten wir die Mannigfaltigkeit, welche spharischer

Raum genannt wird, d. h. die dreidiinensionale Mannigfaltigkeit,

deren Elemente (Punkte) durch diejenigen Werte der vier Koordinaten

%i&amp;gt;
x

z&amp;gt; %3&amp;gt;
x gegeben sind, die der Relation

x* + xf + x* + ^ = r3

geniigen.

Es gibt oo 6

Bewegungen, die diesen spharischen Raum in seiner

Gesamtheit in sich iiberfiihren. Trotzdem ist derselbe mit dem

elliptischen Raume nicht identisch. In der Tat bestinimen zwei Punkte

dieses Rauines nicht mehr irnmer eine einzige geodatische Linie

(Gerade), weil jede geodatische Linie gleichzeitig mit einem Punkte

(^i^OjaJ auch dessen GegenpunM (
aly a

2 , a3 , aj enthalt.

Der spharische Raum ist vielmehr aus dem elliptischen Raume durch

eine Beziehung (2, 1) abgeleitet (genau wie die gewohnliche Kugel
aus der elliptischen Ebene oder dem Strahlenbiindel).

Hiemann selbst scheint in dieser Sache keine Meinung geauBert
zu haben. Jedenfalls war man langere Zeit hindurch allgemein der

Ansicht, daB die spharische Geometrie die einzige ist, die mit der

Annahme einer konstanten positiven Krummung vertraglich ist, und
Encyklop. d. math. Wissensch. ITEl, 8
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daB dalier in einer Mannigfaltigkeit von solcher Krummung ohne

singulare Punkte als Ganzes betrachtet zwei geodatische Linien sich

immer in zwei (entgegengesetzten) Punkten treffen iniissen. DaB dies

eine irrttimliche Meinung ist, wurde, wie bereits oben (Nr. 9) hervor-

gehoben, zuerst von F. Klein 28
) (1871 73) gezeigt. Spater wurde

der elliptische Raum im Gegensatze zum spharischen Raume oder

neben ihm ausdrticklich von 8. Newcomb 1

) (1877) und W. Killing)

(187980) betrachtet.

Kehren wir nun zu der vorher gestellten Frage zuriick, so kann

man antworten 233
):

Eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit von konstanter Krummung k,

die als Ganges betrachtet, wie in jedem ihrer Teile, oo 6
Bewegungen in

sich selbst zulaflt, kann betrachtet iverden als

1) ein hyperbolischer Eaum (k &amp;lt; 0),

2) ein parabolischer Eaum (k
=

0),

3) ein elliptischer Eaum (k &amp;gt; 0) ,

4) ein spMrischer Eaum (k &amp;gt; 0) .

6r. Veronese 23
*) hat in seinen Fondamenti den spharischen Raum

neben dem elliptischen Raume durch ein besonderes Postulatensystern

eingefiihrt. Er nimmt zu diesem Zwecke an, daB der Satz:
77
zwei

Punkte bestimmen eine Gerade&quot; fur besondere Punktepaare einer Ge-

raden eine Ausnahme erleidet, daB diese Besonderheit sich auf alle

kongruenten Paare auf der Geraden erstreckt, und daB endlich ein

Punkt einer Geraden und ein Punkt auBerhalb derselben irnrner nur

eine Verbindungsgerade besitzen.

37. Zweidimensionale Gebilde von Clifford-Klein. Lassen wir

jetzt die Bedingung fallen, daB unsere Mannigfaltigkeit V von kon-

stanter Krummung als Ganzes betrachtet sich auf oo 6 Weisen be-

wegen kann.

Es werden sich dann andere raumliche Gebilde finden, die in der

Umgebung jedes Punktes wie ein Stuck des metrisch -
projektiven

Raumes betrachtet werden konnen, aber von einem solchen Raume

sich infolge ihrer Zusammenhangseigenschaften wesentlich unter-

230) Math. Ann. 4, p. 604 FuBnote; 6, p. 125.

231) J. f. Math. 83, p. 293.

232) J. f. Math. 86, p. 72; 89, p. 265.

233) TF. Killing, Gmndlagen 1, p. 313.

234) Fondamenti, p. 435.

235) Math. Ann. 39 (1891), p. 257.
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scheiden; es sind die Gebilde, die nach einem Vorschlage von

( hfford-Kleiusche Gebilde genannt werden.

Betrachten wir eine F
2

von der konstanten Kriimmung Null.

Jedes einfach zusammenhangende Stuck derselben wird sich iso-

metrisch ein-eindeutig auf ein entsprechendes Stiick der Euklidischen

Ebene abbilden lassen. Soil aber die Gesamt-F2 in dieser Weise auf

die Euklidische Ebene abgebildet werden, so wird man sie vorher

moglicherweise zweckmaBig zerschneiden rniissen. Als Bild erscheint

dann ein Teil der Enklidiscben Ebene, dessen Bander paanveise Con

gruent und entsprechend dieser Kongruens susatnmengclieftet sind (die

jeweils zusamniengehorigen Rander liefeni auf der F
2
die beiden Ufer

eines der bei der Zerschneidung benutzten Schnitte).

Ein erstes Beispiel wird durch einen geschlossenen Zylinder (den

man sich der Einfachheit halber als Rotationszylinder denken magi

dargeboten. Zerschneidet man den Zylinder langs einer Erzeugenden,
so kann man ihn ein-eindeutig auf den zwischen zwei Parallellinieu

enthaltenen Teil der Euklidischen Ebene abbilden. Urngekehrt kann

man einen solchen Streifen der Euklidischen Ebeue, indem man

gegeniiberstehende Randpunkte als zusammengehorig ansieht, als ein

vollstandiges Bild des Kreiszylinders ansehen 286
).

Ein zweites Beispiel erhalt man, wenn man sich in der Euklidi

schen Ebene ein Parallelogramm abgegrenzt und die korrespondierenden
Punkte gegeniiberstehender Seiten als zusammengehorig denkt. Auf

dieses Beispiel wurde W. K. Clifford seinerzeit bei den Untersuchungen
iiber den elliptischen Raum gefiihrt

237
).

Er fand namlich, daB man in

diesem geradlinige Flachen zweiten Grades konstruieren kann, welche

(im Sinne der elliptischen MaBbestinimung) von der Kriimmung Null

und trotzdem von endlichern Gesamtinhalte sind; diese Flachen zweiten

Grades lieBen sich in der geschilderten Weise auf ein Parallelogramm
der Euklidischen Ebene ein-eindeutig isonietrisch abbilden. (Es sind

dies diejenigen F2 ,
welche die imaginare absolute F

2
in einem Vier-

seit gerader Linien schneiden.) Von hier aus entwickelte dann Klein

die allgemeine hier exponierte Theorie.

Sowohl der Zylinder wie die Cliffardsche Flache konnen sich,

als Ganzes betrachtet, nur in oo 2 Weisen auf sich selbst bewegen.

236) Vgl. F. Klein, Math. Ann. 37 (1890), p. 544, und Nicht-Euklidiscbe

Geometrie 2.

237) Math. pap. Nr. 20 (Lond. Math. Soc. Proc. 4 (1873), p. 381, Nr. 26 ebenda

(1876), p. 67, sowie Nr. 41 (1874), 42 (1876), 44 (1876). Vgl. F. Klein, FuBn. 236,

und L. Biancht, Torino Atti 30 (1895), p. 743; Ann. di mat. (2) 24 (1896), p. 93.

8*
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Nun kann man auf Grand der voraufgeschickten Voraussetzungen
beweisen :

Eine Euklidisclie sweidimensionale, unbegrenzte, zweiseitige Mannig-

faltigJceit F2
ohne singulars Punkte und Doppellinien lafit sich vollstdndig

auf die Euklidiselie Ebene oder auf einen Kreiszylinder oder auf die

Cliffordsche Fldclie abtvickeln 238
).

Es gibt einen anderen hierher gehbrigen Typus einer Mannigfaltig-

keit F2
unter den einseitigen Flachen; diese F

2
1st in ein-zweideutiger

Weise auf eine Cliffordsche Flache abzubilden 239
).

Hinsichtlich der Typen einer Mannigfaltigkeit F2
von konstanter

positiver oder negativer Krumrnung gelangt man entsprechend zu

folgenden Ergebnissen
24

)
:

Eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit von konstanter positiver

Krilmmung Iciftt sich immer in umltelirbar eindeutiger Weise entiveder

auf die elliptische Ebene oder auf die Kugel abwickeln.

Dagegen: Es gibt unendlicli viele unbegrenzte zweidimensionale

Mannigfaltiglmten von konstanter negativer Krilmmung und ohne sin

gulare Punkte und Doppellinien, die niclit als Ganzes in oo 3 Weisen in

sich selbst bewegt werden honnen. Hire Sestimmung fiihrt auf Zer-

legungen der hyperbolischen Ebene in kongruente Polygone, die der Zer-

legung der Euldidisclien Ebene in Parallelstreifen und Parallelogramme

analog sind.

Der ganze Gegenstand hangt auf das Innigste mit denjenigen

geometrischen Fragen zusammen, welche man in der Funktionen-

theorie komplexer Variablen bei der Untersuchung der periodischen

und der allgemeinen linear -
automorphen Funktionen studiert (II B 3,

Harlmess, und II B 4,

38. Dreidimensionale Gebilde von Clifford-Klein. Wir gehen
zu den dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten F3

iiber. Hier bieten

sich in analoger Weise Eaumformen von Clifford-Klein dar, d. h. un

begrenzte F
3

ohne singulare Punkte
,

die sich nicht als Ganzes in

oo 6 Weisen in sich selbst bewegen lassen, wie ein beliebig einfach

zusammenhangender Teil von ihnen.

Mit den verschiedenen Fallen, die es bei den Euklidischen F
s

238) F. Klein, FuBn. 236; W. Killing, Math. Ann. 39 (1891), p. 257, und

Grundlagen 1, p. 325.

239) F. Klein, FuBn. 236.

240) F. Klein, FuBn. 236; vgl. W. Killing, 1, p. 325 ff.

241) Vgl. etwa Poincare, Acta math. 1, p. 1, oder die zusammenfassende

Darstellung bei R. Fricke und F. Klein, Automorphe Funktionen 1.
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(von der Krumrnung Null) gibt, beschaftigt sicli W. Killing (Grund-

lagen).

Die Bestimmung der hyperbolischen Raumformen (von konstanter

negativer Krummung) fuhrt zu den Zerlegungen des hyperbolischen

Ecmmes in kongrnente Polyeder (die ebenfalls in der Theorie der

automorphen Funktionen in Betracht gezogen werden).

Endlich Idftt sich eine dreidimmsionale elliptisclie Raumfonn als

Games enticeder auf den elliptisclien oder auf den splidrisclien Raum in

der Weise abicickeln, daft jedem Hirer Punkte in diesem Raume eine

gewisse ganze Anzalil p von (liomologen) Punkten entspriclit, ico zwei

liomologe Punkte durcli eine sogenannte Schiebung von der Lange

oder zur Deckung gebraclit werden Jconnen.

Dieses letzte Resultat erstreckt sich auf alle elliptischen Rauui-

fonnen von ungerader Dimensionenzahl n.

TIL Niclit-Arcliimedisclie Geoinetrie.

39. Einleitung. In den vorhergehenden Abschnitten ist, abge-

sehen von den Nummern 7, 10, 11 und dem Kapitel II, iminer die

geicohnliclie Stetigkeit vorausgesetzt worden. Nun sind, wie wir schon

wiederholt bemerkt haben, in neuerer Zeit Untersuchungen angestellt

worden, wie weit diese Voraussetzung fiir die Entwicklung der

Geometric notig ist und wie weit sie aus andern Postulaten folgt.

Diese Untersuchungen beziehen sich hauptsachlich auf denjenigen
Teil der Stetigkeit, der durch das sogenannte ArcMmedisclie Postulat

(Nr. 7) dargestellt wird, und haben zur Begriindung einer niclit-

Arcliimedisclien Geometric gefiihrt, in der ein Kontinuum von Jwherer

Art betrachtet wird.

40. Eindimensionales Kontinuum hoherer Art. Die Frage des

Archimedischen Postulats erscheint mit einer anderen verkniipft, die

in der schopferischen Periode der Infinitesimalanalysis auftritt: das

Archimedische Postulat verneinen heiBt so viel wie die Moglichkeit
einer im Yerhaltnis zur MaBeinheit aktual unendlicli kleinm (oder

nnendlicli grofieii) Strecke (Nr. 7), und daher auch einer solchen Zalil,

zugeben.

GroBen dieser Art sind bei speziellen geometrischen Problenien

schon friihzeitig in der Mathematik aufgetreten; ein besonders lehr-

reiches Beispiel liefert der Kontingenzicinkel ,
d. h. der Winkel, den

eine Kurve und ihre Tangente oder zwei sich beriihrende Kurven
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bilden. Die GroBe dieses Kontingenzwinkels hat im 16. und 17. Jahr-

hundert die Mathematiker lebhaft beschaftigt
242

).

Euldid spriclit iinplizite die Meinung aus, daB der Winkel, den

ein Kreis mit seiner Tangente bildet, kleiner ist als jeder geradlinige

Winkel, und Proldus interpretiert dies in dem Sinne, daB dieser

Winkel Null ist.

Der Kontingenzwinkel wird als solcher spater (1220) von Jordcmus

in Betracht gezogen, von deui die Bezeichnung ,,angulus contingentiae&quot;

herriihrt, und von Campanus (Ende des 13. Jahrhunderts), der unter

anderm bemerkt, daB der Kontingenzwinkel und der von zwei Geraden

gebildete Winkel niclit GroBen derselben Art sind. Derselbe Gedanke

kehrt bei Candalla (1502 1594) wieder. Demgegeniiber spricht

Peletarius (1557) die Meinung aus, daB der Kontingenzwinkel Null

ist, und gegen diesen wendet sich Clavius (1574 und spater) ,
indein

er die Ansicht verteidigt, daB es toricht ist, den Kontingenzwinkel als

Null zu betrachten und diese Meinung dein JEuMid unterzuschieben,

sondern daB dieser Winkel im Verhaltnis zum geradlinigen Winkel

als unendlich klein anzusenen ist
(,?gerade wie die Ameise im Ver

haltnis zum Menschen&quot;), dabei jedoch als eine GroBe
;
die geteilt und

vervielfaltigt werden kann. Damit trat diese Frage in den Ge-

dankenkreis ein, aus dem die Infinitesimalrechnung hervorging, und

die hervorragendsten Mathematiker der Zeit hatten sich mit ihr aus-

einanderzusetzen. An Peletarius schlossen sich u. a. an: Comman-

dinus, Vieta, Galilei, Wattis, Jakob Bernoulli; an Clavius: Hobbes,

Leibniz, Newton.

Aus dem Aufban der gcwbhnlichen Analysis hat nun den Begriff

des aktual Unendlichkleinen (and UnendlichgroBen) die inoderne Kritik

entfernt, indem sie zeigte, daB hierzu nur die Betrachtung von

GroBen erforderlich ist, die dem Archirnedischen Postulat geniigen.

Aber das aktual Unendlichkleine (und UnendlichgroBe) tritt in der

modernen Mathematik bei gewissen anderen Gattungen von Aufgaben

auf, z. B.:

1) bei dem Vergleich der rnehr oder weniger raschen Art, in

der die Funktionen variierend einer Grenze zustreben (Ordnungen des

Unendliclien von Du Bois - Beymond , vgl. I A 3 Nr. 19 und I A 5

Nr. 17);

2) in der Mengenlehre (vgl. I A 3 Nr. 14 und I A 5 Nr. 3), wo

242) Ygl. G. Vivanti, II concetto d infinitesimo, Giorn. d. mat. (2) 7 und 8,

fiir sich herausgegeben Napoli 1901; M. Simon, ,,Euklid
u

, p. 9, 8790; M. Cantor,

Gesch. d. Math., an vielen Stellen.
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das aktual Unendliche in der Konstruktion der transfmiten Zahlen

Cantors emeu ersten arithmetischen Ausdruck fand.

Bei dieser Erweiterung des gewohnlichen Zahlengebietes hat

Cantor von vornherein die Eigenschaft postuliert, daB die Zahlen eine

WOklgGOrdaefa Meuge bilden, d. h. eine solche, in deren Untergruppeu
von Elementen sich stets eiu erstes Element befmdet ^das kleiner als

alle anderen ist). Und daruni hat er die formalen Eigenscliaften der

gewohnlichen arithmetischen Operationen opfern miissen, die also

fiir seine transfiniten Zahlen nicht mehr sarntlich gelten. Daraus

folgt, daB die Cantorschen Zahlen ein nicht -Archimedisches System
nicht bilden, indem ein solches, in abstraktem Sinne genommen,
als eine ,,Gerade&quot; betrachtet werden kann, in der die gewohnlichen

Kongruenzpostulate erflillt sind. Dagegeu ist G. Veronese^) bei

einer geonietrischen Untersuchung der fiir die Gerade geltenden

Postulate zu der Erkenntnis der Moglichkeit einer nicht -Archi-

medischen Geometric gelangt, die alien Postulaten der Anordnung
und der Kongruenz genugt, bei der aber die Stetigkeit nur in dem

engeren (Cantorschen) Sinne gilt (vgl. Nr. 7). Und von hier aus ist

er zur Konstruktion eines Systems nickt- Arclnn^edisclier Zalilen ge-

kommen, fiir das die formalen Eigenschaften des arithmetischen

Algorithmus bestehen. T. Levi-Civita-^) hat dann diese Kon-

strnktion ihres geonietrischen Gewandes entkleidet und ein System
nicht - Archimedischer Zahlen aufgestellt ,

die er monosemii ge-

naunt hat und die noch allgemeinere Zahlen als die Yeroneseschen

darstellen.

D. HUbert-**) ist auf einem anderen Wege zu einem speziellen

nicht-Archiniedischen Zahlensysteni gelangt. Er betrachtet eineu Korper
v&amp;gt;m Funk&men 5i (t\ die man erhalt, wenn man t den vier rationalen

Operationen und der Operation ]/l + o 2
unterwirft; dabei soil 03 eine

Funktion bedeuten
?

die verrnoge jener fiinf Operationen bereits ent-

standen ist. In dieseni Korper werden die Summe, das Produkt usw.

wie gewohnlich definiert, also in der Weise, daB die formalen Eigen
schaften der arithmetischen Zahlenoperationen erfiillt sind. Die Un-

gleiclilmi zweier Funktionen a, b von &(f) kann man dann definieren,

indem man
a

&amp;gt;
b

nennt, wenn a b fiir ein geniigend groBes t positiv ist. Dann

243) Fondainenti, im besondern pg. 257 und 262.

244) Veneto Istit. Atti (7) 4 (1893), p. 1765.

245) Gnmdlagen, p. 22.
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konneu die genannten Funktionen als die Zalilen eines speziellen

nicht-ArcJiimedischen Systems betrachtet werden.

Die Beziehungen zwischen diesen und den Veroneseschen Zalilen

sind von A. Bindoni^*) studiert worden, und die verscliiedene Ricli-

tung der beiden Forscher, die sich hierbei ergibt, ist bemerkenswert:

Veronese richtet seinen Blick im allgemeinen auf besonders aus-

gedehnte Systeme von Elementen, die gewissen Eigenschaften ge-

niigen, Hilbert auf gewisse spezielle Systeme
247

).

246) Rom Lincei Rend. (5) II 2

(1902), p. 205.

247) Die arithmetische Eigenart und die Tragweite der von Veronese ein-

gefiihrten transfiniten Zahlen ist kiirzlich von Schoenflies*} eingehend unter-

sucht worden, und zwar wesentlich auf Grund eines von Holder 70
) ausgesprochenen

Resultats.

Die einfachsten Veroneseschen Zahlen sind solche, die mit der endlichen

Einheit 1 und einer transfiniten (unendlich kleinen) Einheit
j\ gebildet sind; fur

jede endliche Zahl N besteht also entgegen dem Archimedischen Postulat

die Ungleichheit Nr\ &amp;lt;
1. Sind dann A und B gewohnliche (Archirnedische)

Zahlenkoeffizienten, so stellt

A + B n

die allgemeinste deraffcige transfinite Zahl dar. Von ihnen hat Holder gezeigt,

daB die Veronesesche Stetigkeitsforderung (vgl. Nr. 7) nur dem Koeffizienten B,

aber nicht dern A eine Bedingung auferlegt; es ist die, daB die fur B zulassigen

Zahlen selber die Dedekindsche Stetigkeit besitzen.

Dies gilt analog fiir jedes System transfiniter Zahlen, das mit einer end-

lichen Zahl geordneter unendlich groBer resp. unendlich kleiner Einheiten ge

bildet ist, insbesondere fur diejenigen, deren Individuen sich in der Form

4X + A
it _ l(o&amp;lt;

u - 1 + .

-f A l
to 4- AQ + ain H r arf

darstellen lassen, wo ft und v ganze positive Zahlen sind und irnmer fur jedes

endliche N
to

;

-&amp;gt;JVco

;-~ 1 und i&amp;lt;Nlf~*

ist. Die Veronesesche Stetigkeit legt hier nur dem letzten Koeffizienten av eine

Bedingung auf, und zwar die oben erwahnte, wahrend die Wertmenge jedes

anderen Koeffizienten a
t
und jedes Koeffizienten A

{ beliebig, ja auch endlich

sein kann.

Diejenigen transfiniten Zahlen, die dem Veroneseschen Begriff des Konti-

nuums entsprechen, sind mit unendlich vielen Einheiten dieser Art gebildet (vgl.

I A 5 Nr. 17); genauer entsprochen enthalten sie unendlich viele Potenzen von
rj,

aber nicht von co **). Ihren Koeffizienten legt die Veronesesche Stetigkeit iiber-

*) Jahresb. d. D. M.-V. 15 (1906), p. 26.

**) Diese Einschriinkung ist fur Veroneses Zahlen wesentlich. In seinen

Tondamenti hatte Veronese bei der Behandlung eines Beispiels mit solchen

Zahlen gerechnet, in denen auch unendlich viele Potenzen von eo auftreten

(Grundzuge, p. 217). Fiir sie versagen die gewohnlichen Rechnungsgesetze. Dies
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41. Allgemeine Ansatze Veroneses. Veronese hat sich nicht dar-

auf beschrankt, die Moglichkeit eines eindimensionalen nicht -Archi-

medischen Kontinuunis darzutun, sondern sich die allgemeiiie Kon-

straktion einer mehrdimensionalen nicht-Archimedischen Geometric

zum Ziele gesetzt. Die leitende Idee seiner Forschungen scheint fol-

gende zu sein. Der geivohnliclie Raum geniigt einer gewissen Gesamt-

heit von Eigenschaften, auf Grund deren er dnrch aufeinanderfolgende

Projektionen einer Geraden von einem aufterhalb dieser gegebenen
Punkte aus konstruiert werden kann; in gleicher Weise lassen sich

auf der Geraden (auf der die Beziehungen der Anordnung und der

Kongruenz gegeben sind), wenn man von gewissen Reihen gegebener
Punkte ausgeht, mit Hilfe des CVwforschen Postulats Grenzpunkte
lionstnderen. Veronese untersucht nun, wie weit die Annahmen dieser

Konstruktion mit der Existenz anderer Punkte aufierlialb jener nach

und nach konstruierten vertraglich sind, und gelangt so zu einein

allgemehien Ranme von unendlich vielen Diinensionen und unendlich

vielen geradlinigen Einheiten, der das ausgedehnteste Gebilde 1st,

innerhalb dessen die genannten Konstruktionen immer moglich sind.

Veronese hat zwei geometrische Systeme konstruiert:

Jiaupt keine Bedingung auf. Dabei wird zunachst davon abgesehen, dass die

Zahlen irgend welchen Rechnungsregeln geniigen, oder irgend welchen Korper
bilden sollen.

Dasselbe gilt fur die oben erwahnten analog gebauten allgeuieineren Zahlen

von Levi-Civita (nionosemii), bei denen die Exponenten yon oo und
TJ irgend eine

Reihe abnehmender resp. zunehnaender Zahlen bilden.

Fur die eben betrachteten \7eroneseschen Zahlen, die das Kontinuuin dar-

stellen sollen, lassen sich die vier rationalen Operationen den fur sie charakte-

ristischen elementaren Gesetzen (die Definitionen stinimen mit derjenigen fur

Potenzreihen iiberein) geinass definieren, und zwar erfordert die Ausfuhrbarkeit

der Division die Existenz auch solcher Zahlen, die unendlich viele Potenzen von

?; enthalten. Geht man von den Zahlen zu einein Korper uber, so ergebeu sich

auch noch Bedingungen fur die Koeffizienten A und .. Einen rationalen Korper,

in deni durchgehends die Veronesesche Stetigkeit herrscht, erhalt man ins-

besondere auch dann schon, wenn man samtliche Koeffizienten A
i
und a rational

annimmt. Dies gilt in analoger Weise auch fiir die noch allgemeineren Zahlen

Veroneses, bei denen die Exponenten der Potenzen von at resp. r\
eine wohl-

geordnete Menge zweit^r Machtigkeit bilden, und ebenso fiir die analogen Zahlen

von Levi-Civita (Beitrag von Schoenflies).

ist der Inhalt eines von Schoenflies erhobenen Einwandes [Rom Line. Rend. (5)

6
2 (1897), p. 362]. Veronese und Lem-Civita haben spater darauf hingewiesen,
da6 Veroneses Ideen diese von ihm selbst benutzten Zahlen ausschlieBen [Rom
Line. Rend. (5) 7

: (1898), p. 79, 91, 113], womit der Einwand von ScJtoenflies

hinfallig wird.
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1) ein System, in clem die Gerade erne offene Linie ist und
durch einen Punkt unendlich viele Parallele zu einer gegebenen Ge-

raden gehen;

2) ein System, in dem, ahnlich wie bei Biemann, die Gerade

eine geschlossene Linie ist.

Und er hat besonders die Eigenschaften des zweiten Systems

entwickelt, in dem Sinne
,
daB er die geometrischen Tatsachen hin-

sichtlich der verschiedenen Einheiten in einer, wie man sagen konnte,
unendlich anndhernden Weise betrachtet. So bemerkt er, daB in

diesem System die Geometrie in der unendlich Ideinen Umgehmg eines

Punktes (mit unendlich grofier Anndhenmg) Euklidisch ist.

42. Nicht-Archimedische projektive Geometrie. Veronese hat

sich dahin ausgesprochen, daB in seinem Raum, oder in denijenigen,
welcher durch die Zahlen Levi-Civitas analytisch definiert werden

kann
;

die projektive Geometrie Geltung hat. 248
)

Aber auch von einer anderen Seite ist man zu einer nicht-Archi-

medischen projektiven Geometrie gefiihrt worden, namlich durch die

Untersuchungen, die zum Ziele hatten, beim geometrischen Beweise

des im engeren (Ponceletschen) Sinne verstandenen Fundamentalsatzes

der Projektivitat die Voraussetzungen einzuschranken (vgl. Nr. 22).
Vor allem hat H. Wiener*^), indem er die Affinitat und die

Ahnlichkeit zu Hilfe nahm, bewiesen, daB der in diesem Sinne ver-

standene Satz der Projektivitat sich aus den Satzen von Desargues und

248) Da Veronese^ Zahlen die rationalen Operationen gestatten, so tritft

dies unmittelbar zu, solange man im rationalen Gebiet bleibt. Sobald man

jedoch das rationale Gebiet verlaBt, reichen die Yeroneseachen Zahlen, trotz der

ihnen innewolmenden Stetigkeit, nicht mehr zur Darstellung der Punkte aus;

dies ist sogar selbst dann nicht mehr der Fall, wenn man fur die Koeffizienten

A. und a
f
samtliche Zahlenwerte zulafit. Der innere Grund ist der, daB bei der

Veroneseschen Stetigkeit, ina Gegensatz zu der Dedekindschen, Lucken auftreten,

denen eine ZahlengroBe des stetigen Systems nicht entspricht (Nr. 7); sie ist in

dieser Hinsicht sozusagen enger als die Dedekindsche. So kann z. B. schon die

Bestimmung der Doppelpunkte inzidenter projektiver Punktreihen, also auch der

Schnittpunkte einer (7
2
mit einer Geraden, illusorisch werden. Soil also Veronese^

Behauptung, daB seine Zahlen die projektive Geometrie gestatten, so realisiert

werden, daB auch andere als rationale Aufgaben losbar sind, so muB man das

Zahlengebiet durch Einfiihrung neuer Einheiten, namlich gebrochener Potenzen

von eo und
73, so erweitern, daB die entsprechenden nicht-rationalen Operationen

ausfiihrbar werden. Dies gibt in jedem Falle noch Bedingungen fiir die Ex-

ponenten derjenigen Potenzen von & und TJ, aus denen die Zahlen des Korpers
sich aufbauen. Das Niihere bei Schoenflies, FuBnote 248. (Beitrag von Schoenflies.)

249) Leipzig Ber. 1891, p. 669; D. Math.-V. 1 (1892), p. 45; 3 (1894), p. 70.
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Pappus herleiten laBt, ohne daB man die gewdhnlichen Stetigkeits-

begriffe einzufiihren braucht (Nr. 7), und dies ist spater in einfacher

projektiver Weise von F. $c/wr 250
) unter alleiniger Benutzung der

Postulate des Einanderangehorens bewiesen worden.

Zeuthen 2
&quot;

r
) hat den Gesichtspunkt aufgestellt, den genannten

Satz (ohne Einfiihrung der gewohnlichen Stetigkeitspostulate) auf die

fundamental Eigenschaft der doppelten Reihe Erzeugender des Hyper-
boloids zurtickzufiihren. Darauf hat F. Sckur**), ankniipfend an eine

Dandelimche Idee 253
),

aus dieser Eigenschaft des Hyperboloids den

Pappusscheii Satz und aus diesem, wie gesagt, den Satz der Pro-

jektivitat hergeleitet. Schur bernerkt, daB nur ein besonderes Hyper-
boloid zu existieren braucht, und hebt hervor, daB die Kongruenz-

postulate ohne weiteres auf das Rotationshyperboloid fiihren.

HHbert hat die Beweismittel fur den Pappusscheii Satz unter

Festhaltung der Kongruenzpostulate noch welter eingeschrankt, indem

er in der Ebene bleibt, d. h. von den Postulaten des Einanderan

gehorens nur diejenigen benutzt, welche sich auf die Ebene beziehen.

Als Resultat dieser Untei-suchungen haben wir also:

Der im engeren (Ponceletsclien) Sinne verstandene Satz der Pro-

jektivitat laflt sich betceisen, wenn man den projektiven Postulaten der

ebenen Geometric die Postulate der Kongruenz und das Parallelenaxiom

hinzufiigt, ohne von der Stetiykeit und dem Arcliimedisclien Postulat Ge-

brauch su maclien.

Eine von dem Archiniedischen Postulate unabhangige analytisclte

Behandlung der projektiven Geometric kniipft an:

1) an die neuen Entwicklungen liber die Theorie der Proportionen

(Nr. 11), deren Zusammenhang mit dem im engeren Sinne verstandenen

Satze der Projektivitat in deni Ponceletscheu
,
auf die projektive In-

varianz des Doppelverhaltnisses gegriindeten Beweise erscheint;

2) an die Einfiihrung der Koordinaten ohne Benutzung eines

MaBes, also an die v. SStendShdia Rechnung mit Wiirfen und an die

Hankelschen und ScJturschen Entwicklungen uber die Rechnung mit

Strecken in der projektiven Geometric.

Hilbert hat, indem er von einer auf den Dcsarguesschen Satz

250) Math. Ann. 51 (1894), p. 401; vgl. auch ebenda 55 (1901), p. 265, und
L. Balser, Math. Ann. 55 (1901), p. 243.

251) Paris C. R. 1897, p. 638, 859; 1898, p. 213.

252) Vgl. FuBnote 230.

253) Gergonne Ann. 15 (1825), p. 387, besonders p. 390 f. (vgl. IE C l
t

Dingeldey, Nr. 5).
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gegriindeten Streckenreclmung ausging, die Rolle des PappusscJien

Satzes dahin aufgeklart, daB dieser der Kommutativitat der Mtdtipli-

Jcation gleichwertig ist.

Aber arithmetisch laBt sich ein System nicht-Archimedischer

Zahlen definieren, fiir welche diese Eigenschaft nieht bestelit
;
daher

zieht Hilbert folgenden SchluB:

Der Pappussche Satz laflt sicli niclit beweisen, wenn man nur die

projektiven Postulate des Eaumes zu Hilfe nimmt, aber die Stetigkeit

und die Kongruenz niclit benutzt.

Es gibt demnach ein abstraktes nicht -

Pappussches , oder, wie

Hilbert sagt ;
nicht-Pascalsches geometrisches System, in dem die

fundamentalen Eigenschaften der Anordnung und des Einanderange-
horens erfullt sind.

Was die Beziehungen zwischen den Kongruenzpostulaten und

dem Satze der Projektivitat betrifft
?
so scheint die Bedeutung dessen,

was durch die Kongruenzpostulate hier hinzugefiigt vvird, folgende

zu sein:

Wenn man nach einer endlichen Anzahl von Projektionen und

Schnitten von den Punkten einer Geraden oder einer Ebene zu den

Punkten derselben Geraden oder derselben Ebene zuriickkehrt, so

entsteht in diesem Gebilde eine Projektivitat. Nun sagt der Funda

rnentalsatz aus, daB sich die Reihe dieser Projektivitaten in eine

Gruppe rnit einer endlichen Zahl (drei) von Parametern zusammen-

schlieBt. Dieses SichzusammenschlieBen der genannten Reihe in eine

solche Gruppe scheint nun eine Folge davon zu sein, daB man mit

den Kongruenzpostulaten bereits annirnnit, daB die Reihe eine ge-

wisse geschlossene Untergruppe mit nur einem Parameter enthalt.

Andererseits geht B. Levi 254
)
davon aus

?
daB die Kongruenzpostulate

in der nicht-Euklidischen Geometrie uns eine Polaritat in der Ebene

erkennen lassen, wahrend wir in der Euklidischen Geometrie auf jeden

Fall eine (orthogonale) Polaritat irn Biindel haben. Also: Der Satz der

Projektivitat in der Ebene oder im Biindel lafit sich ohne Benutzung
der Stetigkeitspostulate beweisen, wenn man den deskriptiven Postu-

laten des Raumes die Existenz einer Polaritat innerhalb des gegebenen
Gebildes zweiter Stufe hinzufiigt.

43. Euklidische nicht-Archimedische Greometrie. Die Hilbert-

schen Funktionalzahlen (Nr. 40) konnen als die Koordinaten der

7?
Punkte&quot; eines nicht-Archimedischen Raumes betrachtet werden, in

254) Torino Meinorie 1904, p. 283.
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dem alle Postulate des Einanderangehorens, der Anordmuig und der

Kongruenz und das Parallelenpostulat gelten. Auf diese Weise erhalt

man eiu einfaches Beispiel einer euldidischen nicht-Archimedischen

Geometric.

Hllbert hat die grundlegenden Satze dieser Geometric naher be-

trachtet in ihren Beziehungen:

1) zum Flacheninhalt. Wie in Nr. 10 gesagt worden 1st, kann

man ein FlachenmaB unabhangig von dem Arcbimedischen Postulat

erhalten, sofern man Polygons als inhaltsgleich erklart, niclit blofi,

wenn sie Summen hongruenter Polygons, sondern auch, wenn sie be-

liebige Aggregate kongruenter Polygone sind.

2) zu den grundlegenden Satzen der Mafigeometrie in der

Ebene 255
).

Das Postulat III 7 der Nr. 5 bezieht sich auf die direkte und

die inverse Kongruenz der Dreiecke, in denen zwei Seiten und der

eingeschlossene Winkel einander kongruent sind, wobei die Sinnes-

gleichheit oder -ungleichheit der beiden kongruenten Winkel nicht

unterschieden wird (direkte und inverse Kongruenz); die Recbt-

fertigung dieses Postulats liegt also in einer ideellen Erfahrung, fill-

die im Falle der inversen Kongruenz eine Umklappung der Figur,

also das Herausgeben aus der Ebene notig 1st. Bleibt man in der

Ebene
,

so kanu man die Kongruenz der beiden Dreiecke nur dann

erkennen, wenn sie gleicben Sinn haben, und dann ersetzt man
das Postulat III 7 durcb ein Postulat iiber die im engeren Sinne ver-

standene Kongruenz von Dreiecken.

Also:

Man nelime
y
indem man sich auf Beziehungen von Figuren in der

Ebene besckroHkt, die geivohnlichen Postulate des Einanderangehorens
und der Parallden, der Anordnung und der Kongruenz (vgl. I, II, III

der Nrn. 3, 4, 5) an und schrdnke im besondern die der Kongruenz
in dei&quot; Weise ein, daft man nur das Postulat uber die im engeren Sinne

verstandem Kongruenz von Dreiecken gelten lafit: dann kann man das

Kongruenzpostulat im weiteren Sinne betveisen, ivenn man hinzunimmt:

a) das Archimedische Postulat,

b) das folgende Postulat der Nachbarschaft :

1st irgend eine Strecke AB vorgelegt, so gibt es stets ein

Dreieck, in dessen Innerem keine zu AS kongruente Strecke sicb

finden lafit.

255) London Math. Soc. Proc. 35 (1903), p. 50; Grundlagen. Anhang II.
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Aber wenn man das Arcliimedisclie Postulat weglafit, so laftt sick

der Satz iiber die im weiteren Sinne verstandene Kongmenz von Drei-

ecken nicht beweisen.

In der Tat gibt es ein geometrisclies System, in dem die ge-

nannten Postulate gelten, aber nicht die Kongruenz der Basiswinkel

im gleiclisclienldigen Dreieck. In diesem System ,
das Hilbert nicht-

Pytliagoraiscli nennt, findet folgeudes statt:

a) man kann die geometrische Theorie der Proportionen be-

griinden ;

b) man kann beweisen, dafi die Summe der Quadrate iiber den

Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks durch Subtraktion flachen-

gleich ist dem Quadrate iiber der Hypotenuse (Satz des Pythagoras),
aber daraus folgt nicht die bekannte Relation zwischen den Katheten

und der Hypotenuse dieses Dreiecks, weil das De Zolfaehe Prinzip,

das der gewohnlichen Messung des Flacheninhalts zugrunde liegt,

nicht gilt (Nr. 10);

c) es gilt nicht der Satz, daB die Summe zweier Seiten eines

Dreiecks groBer ist als die dritte.

Nimmt man aber das De Zoltsche Prinzip hinzu, so kann man

den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen

Dreieck beweisen 256
).

Diese Resultate klaren iiber die Beziehungen der grundlegenden

Satze der ebenen (im Sinne der Alten konstruierten) MaBgeometrie
zur Anschauung des dreidimensionalen Raumes auf, ebenso wie das

Resultat der Nr. 20 iiber den Desarguessehen Satz die Bedeutung des

dreidimensionalen Raumes fur die Begriindung der projektiven Geo

metric darlegt.

44. Nicht-Archimedische Entwicklungen iiber die Parallelen-

theorie. Die Beziehungen des Archimedischen Postulats zur Theorie

der Parallelen sind imter zwei verschiedenen Gesichtspunkten klar-

gestellt worden:

1) mit Hilfe der nicht-Archimedischen Begriindung der hyper-

bolischen Geometric (Dehn, Schur, Hilbert)^

2) init Hilfe der nicht-Archimedischen Entwicklungen hinsicht-

lich der Satze von Saccheri (oder von Legendre), d. h. durch die Kon-

struktion der Systeme von M. Dehn.

Das ging schon implizite aus der Arbeit von A. Bonnesen, Nyd Tid-

skrift for Mathematik, 11 B (1900), p. 25 hervor.
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In der Begriindung der Parallelentheorie von Bolyai-Lobatscliefskij

wird inehrfach von dem Stetigkeitspostulat in der gewohnlichen Dede-

kindschen Form und auch von deni Archimedischen Postulat (das in

dem Dedekindschen enthalten ist) Gebrauch gemacht.

Die Stetigkeit wird zunachst zu Hilfe genonimen, um die

Existenz der Parallelen (durch einen Punkt zu einer gegebenen Ge-

raden) darzutun, insofern ja die Parallelen als Grensgerade, die die

schneidenden von den nicht-schneidenden Geraden trennen, defmiert

werden.

Man nehme diese Existenz als besonderes Postulat an und fuge

sie den auf die Ebene beschrankten Postulaten
I, II, III der Nrn. 3,

4, 5 hinzu; dann kann man, wie es D. Hilbert sehr einfach gemacht
hat *57

),
die Bolyai-Lobatechefskijsche Theorie entwickeln, ohne von der

Stetigkeit oder dem Archimedischen Postulat Gebrauch zu inachen. Es

sei dazu bemerkt 258
), daB die Moglichkeit dieser Begriindung als in

der Begriindung der nicht-Archimedischen projektiven Geometric ein-

geschlossen betrachtet werden kann, da mit der Annahme der Existenz

der Parallelen in der Ebene der Grenzkegelschnitt der eigentlichen

Punkte gegeben wird
;
in bezug auf welchen die Metrik im Sinne von

Cayley-Klein definiert ist (Nr. 22).

Nun hat F. Schur 2bg
) folgendes bewieseu:

Die Existenz von Geraden in der Bolyai-Lobatscliefsliijschen Ebene,

die sicli auf dem Fundamentalgebilde schneiden, kann innerlialb der

Ebene olme Benutsung der Stetigkeit oder des Arcliimedisclien Postulate

bewiesen tcerden, tvenn man den geicolmliclien Postulaten des Einander-

angeliorens, der Anordnung und der Kongruens das Postulat liinzufugtj

daft ein Kreis und erne Gerade, die van seinem Mitielpunkte um weniger

als der Radius entfemt ist
y
zwei Punkte gemeinsam Italten (das Grund-

postulat der Euklidischen Konstruktionen).

Das ScJiursche Resultat wird durch den Umstand benierkens-

wert,, daB es in gewissem Sinne umkehrbar ist:

Die Existenz von Geraden in der Bolyai-Lobatscliefskijselien Ebene,

die sicli auf dem Fundamentalgebilde sclmeiden, bildet, icenn die ge-

nannten Postulate des EinanderangelidrenSj der Anordnung und der

Kongruenz (I, II, III der Nrn. 3, 4, 5) erfiillt sind, eine Annahme, die

257) Math. Ann. 57 (1903), p. 137150; Grundlagen, p. 107120. Vgl.

H. Liebmann, Math. Ann. 59 (1904), p. 110128.

258) Ygl. F. Schwr, Math. Ann. 59 (1904), p. 314.

259) Math. Ann. 55 (1900), p. 314320.
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das Postulat iiber die Schnittpunkte einer Geraden und eines Kreises

enthdlt.

Man betrachte in der Tat die projektive Metrik in bezug auf

den Grenzkegelschnitt der eigentlichen Punkte. Sind die Schnitt

punkte dieses Kegelschnitts mit einer eigentlichen Geraden gegeben,
so kann man die Schnittpunkte eines Kreises mit einer Geraden

bestimmen, die von dem Mittelpunkte um weniger als der Radius

entfernt ist.

Ubrigens ist von D. Hilbertm
) durch eine Untersuchung der

Konstruktionen
,

die man mit dem Streckeniibertrager oder noch ein-

facher mit dem Einheitsiibertrager ausfiihren kann, bewiesen worden,
daB das Postulat iiber die Schnittpunkte eines Kreises und einer

Geraden nicht aus den Postulaten I, II, III der Nrn. 3, 4, 5 folgt.

Nun zu den Beziehungeii zwischen den $acc&mschen Satzen von der

Winkelsumme eines Dreiecks und den Annahmen iiber die Parallelen!

M. Delm 261
)
hat auf Grund der Postulate des Einanderangehbrens,

der Anordnung
262

) und der Kongmenz und ohne Benutzung des Archi-

medischen Postulats bewiesen, daft die Summe s der Winkel in jedem
Dreieck grofter als zivei Eechte, gleich zwei Eechten oder kleiner als

zivei Eechte ist, wenn dies fur ein besonderes Dreieck zutrifft.

Wird nun das Archimedische Postulat nicht benutzt, so fiihrt das

Eintreten des ersten Falles (s &amp;gt;
2E) nicht notwendig dazu, daft die

Gerade eine geschlossene Linie ist und alle Geraden der Ebene schneidende

sind; und beim Eintreten des zweiten Falles (s
= 2E) kann man dann

das Euklidische Postulat von der emzigen Parallelen nicht beiveisen;

nur das Eintreten des dritten Falles (s &amp;lt; 2E) fiihrt (wie in der ge-

wohnlichen hyperbolischen Geometrie) auf die Existenz tmendlich vieler

Geraden durch einen Punkt der Ebene, die eine gegebene Gerade nicht

schneiden.

Diese Resultate sind von Dehn durch die Konstruktion neuer

geeigneter nicht-Archimedischer geometrischer Systeme erhalten worden:

der (nicht
-
Legendreschen nach seiner Benennung, besser wohl)

nicht- Saccherischen Geometrie, wo s
&amp;gt;
2E ist und durch einen Punkt

der Ebene unendlich viele Gerade gehen, die eine gegebene Gerade

nicht schneiden (oder, wie er sagt, ihr parallel sind)
263

) ;

260) Grundlagen, p. 73.

261) Math. Ann. 53 (1900), p. 404.

262) Diese werden, wo es n6tig ist, so modifiziert, dafi die gerade Linie

gesehlossen sein kann.

263) Dieses System ware irn Zusaramenhang mit dem zweiten Veroneseschen

Gebilde (Nr. 41) zu studieren.
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der semi-EuJclidiscJien Geometrie, wo s = 2E ist und es auch

imendlich viele Gerade gibt, die eine gegebene Gerade nicht schneiden.

Diese Resultate sind in folgendem Schema zusammengefaBt:

(Abgeschlossen im Marz 1907.)

Encyklop. d. math. Wissensch. in 1.
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IIIAB2. DIE BEGRIFFE ,,LINIE&quot; UND ,,FLACHE&quot;.

VON

H. v. MANGOLDT
IN DANZIG.

Inhaltstibersicht.

1. Notwendigkeit einer genauen Erklarung.

2. Geschichtliche Entwickelung.
3. Die analytische Linie.

4. Zweige einer analytischen Linie.

5. Einsiedler.

6. Darstellung durch Gleichungen.

7. Erweiterungen des Begriffs Linie. Linie als ,,Bild einer Funktion&quot;.

8. Linie als ,,Bahn eines Punktesu . Der Jordan sche Satz.

9. Linie als ,,Liinge ohne Breite&quot;, oder als ,,Grenze einer Flaehe&quot;.

10. Funktionsstreifen.

11. Bevorzugung der analytischen Linien.

12. Der Begriff Flache.

1. Notwendigkeit einer genauen Erklarung. In den Lehr-

biichern der Geometrie und der Analysis und in den allgemeinen
sowie den mathematischen Worterbiichern wird der Begriff Linie in

der Regel entweder gar nicht, oder hochstens als
77Lange ohne Breite&quot;

J

)?

oder
?;
Grenze einer Flache&quot;

2

), oder
;,Bahn eines Punktes&quot;

3
) erklart.

Ja man begegnet sogar der Ansicht, daB er ein Grundbegriff sei, der

sich nicht weiter erklaren lasse 4
).

1) Euklid, Elemente, 1. Buch, Erkl. 2.

2) Ebd. Erkl. 6.

3) Prodi Diadochi Coinm. ex rec. G. Friedlein, Leipzig 1873, p. 97; Pappi
Alexandrini collectionis quae supersunt ed. F. Hultsch, 2, Berlin 1877, p. 662.

4) Z. B. in Diderot und D Alembert, Encyclopedic ou Dictionnaire rai-

sonn . . . Nouv. ed. 9, Geneve 1777, p. 758, und hieraus wiederholt in G, S.

Klugel, Mathematisches Worterbuch 3, Leipzig 1808, p. 162. Bis zu einem ge-
wissen Grade wird diese Auffassung auch von F. Enriques, Lezioni di geometria

descrittiva, Bologna 1902, p. 167, verteidigt.
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1m Gegensatz hierzu tritt in neueren Untersuchungen iiber die

Grundlagen der Geonietrie (Pasch, Peatw, Hilbert, Schur, vgl. Ill AB 1,

Nr. 3, Enriques) das Bestreben hervor, nur den Punkt, die gerade

Strecke und die ebene Flache als Grundbegriffe anzusehen, die nicht

anders als durch den Hinweis auf geeignete Gegenstande der Anschau-

ung erklart werden konnen, bei alien anderen geometrischen Begriffen

dagegen eine den Formen der Aristotelischen Logik entsprecbende Er

klarung zu fordern. Dies ist namentlicb bei den Begriffen ,,Linie&quot;
und

;?
Flache&quot; berechtigt, weil man denselben sowohl einen engeren als

einen weiteren Umfang beilegen kauri, und weil viele Satze der

Geonietrie nur dann ausnabmslos giiltig sind, wenn man jene Be-

griffe in binreichend enger Bedeutung nimmt 5

).
Aucb wurde man,

wie F. Enriques a. a. O. 4
) hervorhebt, wenn man die Begriffe Linie

und Flache als durch die Anschauung gegeben ansehen wollte, in

solchen Fallen auf Scbwierigkeiten geraten, wo eine Linie oder Flacbe

rein matbematiscb durch eine geometriscbe Erzeugung oder rnit Hilfe

analytiscber Fornieln erklart ist, denn man wlirde dann eine Erorte-

rung der Frage nicbt vermeiden konnen, ob und wie weit die Er-

gebnisse der Anscbauung mit den aus der matbematiscben Erklarung
fliefienden Folgerungen ubereinstimmen.

2. Geschichtliche Entwickelung. Bei der Feststellung der Be

deutung des Allgemeinbegriffs Linie (^Kurve) ist das Altertum iiber

die zu Anfang der vorangebenden Nr. erwahnten volkstiinilicben Er-

klarungen nicbt binausgegangen. Der erste Versuch einer scbarferen

Begriffsbestimmung diirfte sicb in der Geometric 6
) von H. Descartes

vorfinden, wo zu Anfang des zweiten Bucbes die Frage eiugebend
erortert wird, icdclie Limen in die Geometric aufzunehmen seien.

Descartes gelangt dabei zu dem Ergebnis, daB es sicb einpfehle, in

der Geometric den Begriff Linie auf diejenigen Gebilde zu beschranken,

die gegenwartig als alyebraisclie Linien bezeicbnet werden. Aber diese

Ansicht bat wenig Anklang gefunden. Insbesondere bat G-. Leibniz

die von Descartes gegebene Begriffsfeststellung mebrfach als zu eng

5) Ein Hinweis darauf, daB der BegriflF Flache einer genaueren Erklarung

bediirfe, sowie auf die einer solchen entgegenstehenden Schwierigkeiten findet

sich schon bei Cli.Dupin, Developpements de geom., Paris 1813, p. 59.

6) Zuerst 1637 erschienen als dritter Abschnitt eines ohne Angabe des Ver-

fassers gedruckten Werkes rait dem Titel: Discours de la methode pour bien

conduire sa raison et chercher la verite dans les sciences plus la dioptrique, les

meteores et la geometric qui sont des essais de cette methode, a Leyde 1637 =
Oeuvres de Descartes 6, Paris 1902, p. 367. Lateinische Ausgabe: ,,Geometria

a Renato Des Cartes anno 1637 gallice edita etc.&quot; (ed. Franciscus a Schooteri),

Amsterdam 1659. Deutsch von L. Schlesinger, Berlin 1894.

9*
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bekampft
7

) und betont, dass auch transzendente Linien wie die Cykloide
und ahnliche als gleichbereehtigt mit den algebraischen anzusehen

seien. Gleichwohl 1st die Geometric von Descartes dadurch, daB sie

die Anwendung der Rechnung auf die Geometric
,
den Gebrauch von

Koordinatensystemen und die Darstellung von Linien durch Glei-

chungen lehrte, auf die spatere Entwicklung von bestimmendem

EinfluB gewesen. Durch sie kam der Begriff 7,Linie&quot; in die engste

Verbindung mit dem Begriff ,,Funktion&quot;
8
) und hat sodann an der in

II A 1, Pringslieim, Nrr. 1 5
;
912 geschilderten Entwicklung dieses

letzteren teilgenommen
9
).

3. Die analytische Linie. Im engsten Sinne ist das Wort Linie

(Kurve) gegenwartig gleichbedeutend mit analytische Linie. Dieser

letztere Begriff beruht auf dem von K. Weierstrafi entwickelten Be

griff eines monogenen analytischen Gebildes erster Stufe im Gebiet

von zwei oder drei Veranderlichen (II B 1, Osgood, Nr. 13,47) und

deckt sich mit diesem vollstandig, sobald man das Imaginare als durch-

aus gleichbereehtigt mit dem Reellen ansieht.

Wenn man dagegen das Reelle bevorzugt, so zieht man nur

solche monogene analytische Gebilde erster Stufe in Betracht, bei

denen eine dem Gebilde angehorende Stelle sich stetig so andern

kann, daB ihre Koordinaten dauernd reell bleiben, und versteht dann

unter einer reellen analytischen Linie die Gesaintheit aller Stellen eines

solchen Gebildes, deren Koordinaten samtlich reell sind.

Durch die Schaffung des Begriffs analytische Linie hat K. Weier-

straft die schon im 18. Jahrhundert aufgetretene Frage zur Ent-

scheidung gebracht, wie weit und unter welchen Voraussetzungen mit

dem Begriff Linie die Vorstellung eines einheitlichen in alien semen

Teilen von dem gleichen Gesetz beherrschten Ganzen zu verbinden sei.

Eine analytische Linie heiBt eben oder geivunden (doppelt ge-

kriimmi), je nachdem sie in einer (reellen oder imaginaren) Ebene

enthalten ist
;
oder nicht.

4:. Zweige einer analytischen Linie 10
).

Gehort ein reeller oder

imaginarer, im Endlichen liegender oder unendlich ferner Punkt mit

7) Gr. Leibniz, Acta Enid. Lips. an. 1684, 1686, 1693 = Ges. Werke, hrsg.

v. G.H.Perts, 3. Folge, Mathematik, 5. Bd. Halle 1858, p. 124, 229, 295. Ygl.

auch p. 290 und 7. Bd. Halle 1863, p. 213.

8) Diese Verbindung wird beispielsweise von L. Euler, Introductio in ana-

lysin infinitorum 2, Lausannae 1748, p. 5 6, besonders betont.

9) Vgl. hierzu den Bericht von A. Brill und M. Noether, Deutsche Math.-

-Yereimg. Jahresber. 3 (1892/93), p. 114 ff.

10) Vgl. A. Brill u. M. Noether, a, a. 0. p. 379 f.



4. Zweige einer analytischen Linie. 133

den Koordiuaten x
, # [, ^ ] einem analytischen Gebilde erster Stufe

im Gebiet von zwei [drei] Veranderlichen an, so bildet er den Mittel-

punkt
11

) wenigstens ernes Elementes dieses Gebildes (II B 1, Nr. 13,47).

Aber es kann auch vorkomnien, da6 es mehrere, ja sogar unendlich

viele
12

)
Elemente des Gebildes gibt, deren Mittelpunkte sarntlich die

Koordinaten x
, yQ [, ] haben. AuBerdern ist es moglich, dafi eine

Grenzstelle (II B 1, p. 40 u. 110) des Gebildes ebenfalls die Koordinaten

XQJ yQ [, ZQ\ hat, odor daB aus noch anderen Griinden nicht alle in

der Nahe der Stelle #
, v/ [, ] liegenden Stellen des Gebildes durch

diejenigeu Elemente ersehopft werden, die in xOJ yQ [, ] ihren

Mittelpunkt haben 13
).

Die Gesamtheit aller Punkte einer analytischen

11) Wenn ein ,,Element&quot; des Gebildes durch zwei [drei] Gleichungen

gegeben ist, wo
g&amp;gt;(t), #(*)[, tp(0] Potenzreihen bedeuten, welche von Null ver-

schiedene Konvergenzradien haben und auch negative Potenzen von t in end-

licher Anzahl enthalten konnen, so wird hier als ,,Mittelpunkt des Elementes&quot;

diejenige Stelle bezeiehnet, deren Koordinaten sich aus den erwahnten Glei

chungen fur t = ergeben.

12) Beispiel: Nimmtman a. reell und irrational, so stellen die Gleichungen:

x = cos [(a -f- 1) f] cos
,

y = sin [id -f- 1) t] sin t
,

wo t eine vollig unbeschrankte kompleie Veranderliche bedeutet, eine analy-

tische Linie dar, die unendlich oft durch den Nullpunkt geht, namlich fur t =
2 It ** 5T

4- j+ 1 . -.... Da diesen Werten von t lauter verschiedene Werte des
K K

Difterentialquotienten
-

entsprechen, so ist die Stelle (0, 0) Mittelpunkt von
( i(

uneDdlich vielen verschiedenen Elementen des Gebildes.

13) Beispiele: I. Man unterwerfe die komplexe Veranderliche x zumichst

der Bedingung: x\ &amp;lt; 1, und setze:

mit der Bestimmung, class die Wurzel fur x = in -\-\ iibergehen und dass 1 2

den reellen und I (l -f- V 1 ,r
2

) den Hauptwert des Logarithmus bedeuten soil.

Dann ist die Funktion y an der Stelle x = analytisch und nimmt daselbst

den Wert
-y-

an. Fuhrt man nunmehr die Veranderliche x von aus auf

einem den Punkt -|- 1 oder den Punkt 1 einmal unischlieBenden Wege wieder

unendlich nahe zu zuriick, wobei die Wurzel jetzt deru Grenzwert 1 zu-

strebt. so nahert sich y wieder dem Grenzwert -y- ,
aber die Stelle x = 0,

y = - bildet jetzt eine Grenzstelle des durch das urspriinglich betrachtete
2/2

Funktionseleinent erklailen analytischen Gebildes.
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Linie
?
deren Koordinaten beziehentlich in der Nahe gegebener fester

Werte liegen, kann dalier unter Umstanden von verwickelter Be-

schaffenheit sein. Um derartige Verhaltnisse und namentlieh auch

die Art, wie eine Linie nach dem Unendlichen verlauft, leichter iiber-

sehen zu konnen, denkt man sich eine analytische Linie haufig in

mehrere Ziveige zerlegt, d. h. zusammenhangende Teile, fiir deren

gegenseitige Abgrenzung folgendes als Regel gilt: Falls ein und der-

selbe Punkt P gleichzeitig Mittelpunkt mehrerer Elemente einer

analytischen Linie ist, so sind von den in der Nahe von P liegenden
Punkten der Linie diejenigen, welche ein und demselben jener Ele

mente angehoren, stets dem gleichen Zweige, dagegen solche Punkte,
die in verschiedenen Elementen liegen, verschiedenen Zweigen zu-

zurechnen 14
).

Im iibrigen werden die Grenzen der einzelnen Zweige
meistens unbestimmt gelassen.

5. Einsiedler. Wenn man eine reelle analytische Linie I durch

Hinzunahme der imaginaren Stellen des entsprechenden analytischen

Grebildes erweitert, so kann es vorkommen, daB ein reeller Punkt P
von I den Mittelpunkt von Elementen des erweiterten Gebildes bildet,

die keinen andern in der Nahe von P liegenden reellen Punkt ent-

halten 15
).

In einein solchen Fall nennt man den Punkt P einen Ein-

II. (Vgl. F. Klein, Anw. d. Diff.- u. Integrals auf Geom., autogr. Vorl.

Sommer 1901, Leipzig 1902, p. 239, u. A. Schoenflies, Math. Ann. 58 (1904), p. 216.)

Ein beliebiger Punkt einer Epicykloide ist immer Mittelpankt nur eines einzigen

oder hochstens zweier Elemente der Epicykloide. Wenn aber die Epicykloide so

bestimmt ist, daB die Radien des festen und des rollenden Kreises ein irrationales

Verhaltnis haben, und daB dahcr die reellen Ziige der Epicykloide einen Kreis-

ring fiberall dicht bedecken, so liegen in jeder Nahe eines beliebigen Epicykloiden-

punktes P stets noch andere Punkte, die zwar der Epicykloide, aber keinem

Element derselben angehoren, welches in P seinen Mittelpunkt hat.

14) Bei der Betrachtung einer reellen analytischen Linie wird das Wort

Zweig zuweilen in etwas anderer Bedeutung gebraucht, namlich zur Bezeich-

nung eines Teiles der Linie, der durch stetige Bewegung eines Punktes so er-

zeugt werden kann, daB kein Stuck desselben mehrfach beschrieben wird. Vgl.

z. B. Encyclopaedia Britannica, 9. ed., Edinburg 1875 ff., American reprint, Phila

delphia 1894, Art. Curve. Bei dieser Erklarung kann es vorkommen, daB ein

Zweig sich selbst schneidet, wahrend dies bei der im Text gegebenen Erklarung
nicht mbglich ist. Ferner dient bei der Betrachtung einer reellen ebenen ana

lytischen Linie das Wort Zweig manchmal auch zur Bezeichnung eines solchen

Teiles, langs dessen die eine Koordinate eine eindeutige Funktion der andereu

ist. Vgl. L. Hoffmann, Math. Worterbuch 2, Berlin 1859, p. 164.

15) Beispiel: Versteht man unter a, b beliebige reelle der Bedingung
a

&amp;lt;
/&amp;gt; geniigende Zahlen, so hat der der Linie /

2
(x a)

2
(x ft)

= an-

gehorende Punkt x = a, y = die erwahnte Eigenschaft.



6. Darstellimg durch Gleichungen. 135

siedler
16

) (isolierten oder der Linie Jconjugierien Pimkt 17
)). Damit, daB

ein Punkt P einer Linie / als Einsiedler bezeichnet wird, ist indessen

nicht immer gesagt, daB er vollig vereinzelt liege. Aufier den durch

ihn hindurchgehenden imaginaren Zweigen kann es namlich noch

einen oder mehrere andere reelle Zweige von I geben, die ebenfalls

durch P gehen und auf denen daher in jeder Nahe von P andere

zu I gehorende reelle Punkte vorhanden sind 18
).

6. Darstellung durch Gleichungen. Es seien #
, yQ [, ] die

Koordinaten eines inneren Punktes P eines Zweiges einer analv-

tischen Linie und t eine auf eine gewisse Umgebung des Xullpunktes

zu beschrankende Hilfsveranderliche (Parameter). Danu ist es, wie

aus dem Begriff einer analytischen Linie und der in Nr. 4 gegebenen

Erklarung eines Zweiges einer solchen folgt, immer auf mannigfaltig

verschiedene Weisen moglich, zwei [drei] Gleichungen von der Form:

(1)

wo $&(),
s$2 (0 [t ^Psft&amp;gt;]

fur ^ = ^ verschwindende, in der erwahnten

Umgebung konvergente Potenzreihen von t bedeuten
;
so zu bestirnmen,

daB man aus diesen Gleichungen fiir jeden Wert von t die Koordi

naten x, y[ 9 z] eines dem betrachteten Zweige angehorenden Punktes

erhalt und zugleich die Koordinaten eines jeden dieser Punkte, der

in einer gewissen Nahe von P liegt, ein und nur einnial bekonimt
;

wenn man t die erwahnte Umgebung des Nullpunktes ganz durch-

laufen laBt (Parameterdarstellung eines Elementes einer aimlytlsclicn

Linie. Handelt es sich um ein Element eines reellen Zweiges 7
so

konuen der Parameter t und die Koeffizienten der Reihen s^1 (#),

%(0[^s(0] ^er Bedingung unterworfen werden, reell zu sein).

Von je zwei verschiedenen dieser Darstellungen kann die eine in

die andere dadurch ubergefuhrt werden, dass man fur den bei der

16) Ein solcher Einsiedler tritt schon bei G. Cramer, Introduction a Tana-

lyse des lignes courbes algebriques, Cleneve 1750, p. 449, in eineni Beispiel auf.

17) J. Pliicker, Anal.-geom. Entwickelungen 2, Essen 1831, p. 267 u. 292;

oder System der anal. Geom., Berlin 1835, p. 196 und an mehreren anderen

Stellen. Vgl. auch G. Salmon, Anal. Geom. d. hoh. eb. Kurven, deutsch von

W. Fiedler, Leipzig 1873, p. 28; 2. Aufl. 1882, p. 33.

18) /. Plucker, Theorie der algebr. Kurven, Bonn 1839, p. 172.

19) Falls #
, y [, ]

nicht samtlich endliche Werte haben, sind hier wie

ublich unter x (3O, y cx&amp;gt; [,
z

&amp;lt;x&amp;gt;]

beziehentlich die Ausdriicke
,

L 1
. x y L z J

zu verstehen.
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einen Darstellung benutzten Parameter t eine passend gewahlte Funk-

tion f(r) des bei der anderen benutzten Parameters T einsetzt, die fiir

T = analytisch ist und den Bedingungen: /*(())
=

0; /&quot;(O) =(=

geniigt (II B 1, Nr.ll).
Setzt man jedoch, naehdem man ein Element einer analytischen

Linie in der eben beschriebenen Weise durch zwei [drei] Gleichungen
von der Form (1) dargestellt hat, fiir t eine Funktion

q&amp;gt;(x) em, die

for T = analytisch ist und daselbst verschwindet, aber der Be-

dingung g? (0) -f* Q nicht mehr geniigt ,
so erhalt man eine Dar

stellung des betrachteten Elementes, die jeden Punkt desselben
;
der

in einer gewissen Nahe des Mittelpunktes liegt, aber von diesein ver-

schieden ist, mehrmals liefert. Darstellungen dieser Art werden von

L. Eaffy^} als uneigentliche Darstellungen bezeichnet. Umgekehrt
liefern je zwei [drei] Gleichungen von der Form (1), vorausgesetzt,

daB die rechten Seiten nicht alle identisch gleicli Null sind, eine

eigentliche oder uneigentliche Darstellung eines Elementes einer ana

lytischen Linie.

Tiber die Parameterdarstellung einer analytischen Linie im yansen

vgl. H B 1, Nr. 28.

Wenn eine ebene analytische Linie als analytisches Gebilde erster

Stufe im Gebiet von zwei Veranderlichen x, y erklart ist, und irgend
ein Element dieses Gebildes ins Auge gefafit wird, so ist es immer

auf mannigfaltig verschiedene Weisen moglich, fur eine gewisse Um-

gebung des Mittelpunktes
11

) dieses Elementes eine dort analytische

Funktion F(x, y) so zu bestimmen, daB sie fur die dem betrach

teten Element angehorenden Punkte, aber auch nur fiir diese ver-

schwindet, und daB daher die Gleichung F(x, y)
= in der Nahe

des Mittelpunktes zur analytischen Darstellung des Elementes dienen

kann.

Ist umgekehrt im Gebiet von zwei Veranderlichen x, y fiir die

Urngebung einer festen Stelle (#07 / )
eine dort analytische, im all-

geineinen von Null verschiedene, aber an der Stelle (# , y )
selbst

verschwindende Funktion F(x, y) erklart, so bildet die Gesamtheit

aller Wertepaare x
9 y, welche in einer gewissen Nahe der Stelle (# , / )

liegen und die Gleichung F (x, y)
=

erfiillen, entweder ein Element

einer analytischen Linie, oder sie besteht aus einer cndlichm Anzahl

solcher Elemente, die entweder verschiedenen Zweigen ein und der-

selben Linie oder auch verschiedenen Linien angehoren konnen (II B 1,

Nr. 4446; III D 1, 2, Nr. 19).

20) L. Raffy, Lemons sur les applications geometriques de 1 analyse, Paris

1897, p. 34 u. 6.
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Ferner 1st es in vielen Fallen, wo iin Gebiet von zwei Verander-

lichen eine analytische Lime gegeben ist, moglich, eine eindeutige

analytische Funktion F(x, y) so zu bestimmen, daB die Linie sich

mit der Gesamtheit aller die Gleichung F(x-, y)
=

befriedigeuden

Wertepaare x, y vollstandig deckt und daB daher die Linie im ganzen
durch diese Gleichung eine geeignete Darstellung findet.

Eine Umkehrung dieser Behauptung ist nicht ohne weiteres zu-

lassig. Denn ist eine eindeutige analytische Funktion F(x, y) ge

geben, so sind auBer dem Fall, daB die Gleichung F(x-, y)
= eine

analytische Linie darstellt, noch audere moglich, z. B. daB diese

Gleichung eine iiberhaupt nicht erfullbare Forderung ausdriickt 21
),

oder daB sie mehrere verschiedene analytische Linien darstellt
22

),

oder daB die Gesamtheit der die Gleichung erfiillenden Wertepaare x, y
von einer analytischen Linie nur einen Teil umfaBt, ohne sie vollig

zu erschopfen
23

).

Ahnlich kann, wenn im Gebiet von drei Veranderlichen x, y, z

ein aualytisches Gebilde erster Stufe gegeben ist, ein beliebiges Ele

ment desselben in der Nahe seines Mittelpunktes
n

)
stets in mannig-

faltig verschiedener Weise durch zwei Gleichungen:

f(x, y, ^)
=

0; g(x, y, z)
=

dargestellt werden, wo / und g zwei in der Umgebung jenes Mittel

punktes analytische Funktionen bedeuten.

Wenn umgekehrt zwei Funktionen f(x, y, z), g(x, y, z) gegeben

sind, die in der Umgebung einer Stelle (x , f/ ,
^ ) analytisch und im

allgemeinen von Null verschieden sind, aber an dieser Stelle selbst

beide verschwinden, und wenn ferner von den Deterniinanten zweiten

Grades der Matrix

f, f. II

X 9y 9, il

wenigstens eine an der Stelle (XQ , y$, ) von Null verschieden ist, so

21) Beispiel:
^^ ^ =

0, wo g(x, y) eine ganze rationale Funktion be-

deutet.

22) Beispiele: Eine reduzible algebraische Gleichung kann eine endliche

Anzahl verschiedener Linien darstellen, wiihrend die Gleichung sin [g(x, y}]
= 0,

wo 9(x i y} einz ganze rationale Funktion bedeutet, unendlich viele verschiedene

Linien darstellt, namlich g(x, y)
= kit (k 0, +1, 2, . .

.).

23) Beispiel: Sei
&amp;lt;p(x)

eine fur das Innere des Einheitskreises erklarte

analytische Funktion, deren Argument diesen Kreis als naturliche Grenze hat.

Dann umfaBt die Gesamtheit der die Gleichung g? (y) &amp;lt;p (x)
= erfiillenden

Wertepaare von der Geradeu y = x nur denjenigen Teil, fiir welchen
=

x&amp;lt;l ist.
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.

bildet die Gesamtheit ($ aller Wertsysteme x, y, z, welche einer ge-

wissen Umgebung der Stelle (#0? /07 ) angehoren und die Gleichungen :

f(x, y, z)
= 0; g(x, y, z)

=

gleichzeitig befriedigen, einen einzigen Zweig einer analytischen Linie.

Sind dagegen die erwahnten Determinanten an der Stelle (XQ , yQ , )

samtlich gleich Null, so kommt es darauf an, ob die Funktionen f, g
einen an der Stelle (XQ , yQ ,

# ) analytischen und daselbst verschwinden-

den gemeinschaftliclien Teiler haben, oder nicht. 1st ein solcher

Teiler nicht vorhanden, so besteht ($ aus einer endlichen Anzahl von

Linienzweigen, die ein und derselben oder auch verschiedenen analy

tischen Linien angehoren konnen. Haben dagegen die Funktionen

f(x, y, z), g(Xj y, z) einen gemeinschaftlichen Teiler der beschriebenen

Art, so setzt sich aus einer endlichen Anzahl von Linienzweigen
und FlacJienstucJcen zusammen. Dabei ist wenigstens ein Flachenstiick

immer vorhanden, wahrend Linienzweige, die nicht auf diesem liegen,

auch fehlen konnen 24
).

Eine ahnliche Darstellung wie im kleinen ist haufig auch im

grossen zulassig. Ist namlich im Gebiet von drei Veranderlichen

x, y, z eine analytische Linie I gegeben, so ist es in vielen Fallen

moglich, zwei eindeutige analytische Funktionen f(xy y, z), g (x, y, z)

so zu bestimmen, da6 die Linie I genau mit der Gesamtheit aller die

Gleichungen

f(Xj y, z)
=

0; g (x, y, z)
=

gleichzeitig befriedigenden Wertsysteme x, y, z zusammenfallt und daher

durch diese beiden Gleichungen im ganzen dargestellt werden kann.

Aber auch hier ist wie bei ebenen Linien eine Umkehrung nicht

ohne weiteres zulassig. Besondere Erwahnung verdient namentlich

der Umstand, daB auch in dem Fall, wo f(x, y, z) und g(xy y, z)

von einander verschiedene irreduzibele ganze rationale Funktionen

bedeuten, die Schnittlinie der Flachen

24) Hilfsmittel zum Beweise dieser Behauptungen finden sich in K.Weier-

strafi, Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen mehrerer Verander

lichen sich beziehende Satze, autogr. Berlin o. J. (1879 erschienen) = Abhand-

lungen aus der Funktionenlehre, Berlin 1886, p. 105 = Math. Werke 2, Berlin

1895, p. 135, und in C. W. M. Black, Havard Thesis 1901 = Amer. Ac. Arts Sci.

Proc. 37 (1902), p. 281. Vgl. auch II B 1, FuBn. 250 u. 254. Die allgemeinere

Frage nach der Beschaffenheit der Gesamtheit aller derjenigen Stellen innerhalb

eines gegebenen Bereiches T im Gebiet von beliebig vielen Veranderlichen, an

welchen eine endliche Anzahl gegebener in T analytischer Funktionen gleich

zeitig gleich Null werden, ist von 0. Bhimenthal, Math. Ann. 57 (1903), p. 356,

behandelt worden.
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f(x, y, z)
= und g(x, y, z)

=
in mehrere verschiedene analytische Linien zerfallen kann.

Die allgerueinen Eigenschaften der analytischen Linien und Flachen

und die zu deren Darstelhmg dienenden Hilfsbegriffe wie Tangente,

Beruhrungsebene, Bogenlange, Schmiegungsebene, Kriimmung u. s. w.

kommen in III D 1, 2, v. Mangoldt, zur Besprechung.

7. Erweiterungen des Begriffs Linie. Linie als ,,Bild einer

Funktion&quot;. Naheliegende Erweiterungen des bisher erklarten Be-

griffes einer analytischen Linie bestehen darin, daB man

a) ein analytisches Gebilde erster Stufe im Gebiet von inehr als

drei Veranderlichen als eine analytische Linie in eineni Rauni von

mehr als drei Diinensionen bezeichnet;

b) eine endliche oder auch abzahlbar unendliche Menge analy-

tischer Linien oder Linienstucke aus irgend welchen Griinden zu

eineni Ganzen vereinigt, z. B. weil sie zusanimengenommen die voll-

standige Begrenzung eines Flachenstucks bilden, oder die Anfangs-

lage einer schwingenden Saite kennzeichnen, und dann dieses Ganze

eine Linie nennt 25
).

Andere Erweiterungen beziehen sich auf den Fall, daB nur reelle

Pimkte in Betracht gezogen werden.

Unter dieser Voraussetzung wircl zunachst bei manchen Unter-

suchungen
26

)
das Wort Linie lediglich als Abkiirzung fiir

7?geome-
trisches Bild eiuer reellwertigen Funktion einer reellen Veranderlichen

in einem ebenen rechtwinkligen Koordinatensystem&quot; gebraucht, ohne

daB dabei jedoch hinsichtlich der dem Argument oder der Funktion

etwa aufzuerlegenden Einschrankungen eine allgemein angenommene
IFbereinkunft bestande. Auch dariiber, welche Punkte an Unstetig-

keitsstellen der Funktion zur Linie zu rechnen sind
?
finden sich ver-

schiedene Festsetzungen
2T

).

8. Linie als ,,Bahn eines Punktes&quot;. Der Jordansche Satz. Ferner

hat die volkstiimliche Erklarung einer Linie als Bahn eines Punktes

dazu gefiihrt, ein Linienstiick ganz allgemein als die Gesamtheit aller

Pimkte zu erklaren, deren Koordinaten x, y, z in eineni rechtwink

ligen System sich ergeben, wenn man drei reelle in ein und dem-

selben Intervall stetige Funktionen
q&amp;gt;(f), %(t), ty(t) einer reellen Yer-

25) Derartige Linien werden schon von L. Eider, Introductio in analysin
inf. 2, Lausannae 1748, p. 6, erwahnt und als curvae discontinuae seu mixtae

et irregulares bezeichnet.

26) Z. B. von P. du Bois-Peymond, Math. Ann. 15 (1879), p. 283; O.Stolz,

Math. Ann. 18 (1881), p. 268; L. Scheeffer, Acta math. 5 (1884/85), p. 49.

27) Vgl. L. Scheeffer, Acta math. 5 (1884/85), p. 51, Amnerkimg.
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iinderliclien t willkmiicli anniinmt, jedoch so, daB niclit alle drei kon-

stant sind, sodann

setzt und die Veranderliche t das erwahnte Intervall ganz durchlaufen

lasst. A. Hunvitz 28
) hat dieser Erklarung fur den Fall, daB die Ver

anderliche t auf ein endliches Intervall eingeschrankt 1st, aber mit

beiden Grenzen desselben zusainmenfallen darf, die folgende Fassung

gegeben: ,,Eine abgeschlossene Punktmenge wird ein stetiger Kurven-

bogen genannt, wenn sie das stetige Bild einer geradlinigen Strecke ist.&quot;

Hierbei fallen indessen, wenn man von den Funktionen
cp(i), %(t)

if&amp;gt;(f)
nichts welter als die Stetigkeit fordert, unter den Begriff ebene

Linie auch solche Punktmengen, die alle Punkte eines zweifach aus-

gedehnten Flachenstiicks, z. B. der Flache eines Quadrates enthaiten 29
).

Diese Mogllchkelt wird jedoch ausgeschlossen, wenn man mit

C. Jordan 30
)
und E. Study

31
)

das Vorhandensein mehrfacher Punkte

ausschlieBt, also eine ganz ini Endlichen liegende Punktmenge erst

dann ein einfaches Kurvenstuck nennt, wenn sich ihre Punkte den

Punkten einer endlichen Strecke, der ihre Endpunkte zugerechnet

werden, nicht nur stetig, sondern auch eindeutig umkehrbar zuordnen

lassen, und dabei nur die eine Ausnahine gestattet, daB der End-

punkt der Kurve wieder mit dem Anfangspunkt zusainmenfallen darf

(geschlossene Kurve).

Eine so erklarte und der angegebenen Bedingung geniigende ge
schlossene ebene Linie teilt, wie C. Jordan**) gezeigt hat, die Ebene

stets in zivei getrennte Kontinua, ein inneres und ein ausseres. (Uber
eine wesentliche Erganzung dieses Satzes vgl. Nr. 9.)

Aber in anderer Hinsicht kann eine solche Linie wesentliche Ver-

schiedenheiten von den analytischen Linien aufweisen, indem namlich

28) A, Hurwitz, Verhandl. d. ersten intern. Math.-Kongr. in Zurich, Leipzig

1898, p. 102. Ygl. I A 5, Schoenflies, Nr. 11.

29) Dies wurde zuerst von G. Peano, Math. Ann. 36 (1890), p. 157, nach-

gewiesen. Geometrische Erlauterungen gaben D. Hilbert, Math. Ann. 38 (1891),

p. 459; A. Schoenflies, Jahresber, d. Deutsch. Math.-Vereinigung 8, 2 (1900), p. 121

125; E. H. Moore, Trans, of the american math. soc. 1 (1900), p, 72, und

F. Klein, Anwendung derDiff.- u. Int.-Rechnung anf Geom., autogr. Vorl. Sommer

1901, Leipzig 1902, p. 238 ff.

30) C. Jordan, Cours d analyse, 2. ed. 1, Paris 1893, p. 91.

31) E. Study, Math. Ann. 47 (1896), p. 314.

32) C. Jordan, Cours d analyse, 2. ed. 1, Paris 1893, p. 9199. Vgl. auch

A, Schoenflies, Gott. Nachr. 1896, p. 79, u. Math. Ann. 62 (1906), p. 286, sowie

W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie
, Leipzig 1906, p. 120 141.

Uber die Umkehrung des Jordanschen Satzes vgl. Nr. 9.
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eine Taugente in keinern Punkte mehr vorhanden zu sein braucht

und der Begriff Bogenlange ganzlich hinfallig werden kann. (Vgl.

II A 1, Pringsheim, Nr. 10, 11
,
und II A2

7 Voss, Nr. 4.) Ferner ist,

wie W. F. Osgood) an einem Beispiel nachgewiesen hat
7

bei einer

geschlossenen ebenen Linie der in Rede stehenden Art der Fall mog-

lich, daB das ganz im Endlichen liegende von ihr umschlossene innere

Kontinuum keinen bestimrnten Flacheninhalt mehr hat.

Zu anderen Beispielen solcher nichtanalytischen

die sich in vieler Hinsicht durch fiber- .

aus sonderbare Eigenschaften aus-

zeichnen, hatte schon fruher die Lehre

von den automorphen Funktionen ge-

fuhrt 34
).

Diese Beispiele sind ebenso

wie das von Osgood angegebene nament-

lich auch deswegen bernerkenswert,

weil es sich bei ihnen um nichtanaly-

tische Linien handelt, die ohne jede

Benutzung arithmetischer Operationen

rein geomctrisch erklart werden konnen.

Besonders eingehend haben P. Fricke

und F. Klein diejenige hierher gehorende
Linie untersucht 35

),
welche zwei Kon-

tinua voneinauder scheidet^ die sich in

folgender Weise ergeben: Man nehme

(Fig. 1) in einer Ebene vier einander,

Fig. l.

A*3? von denen jeder zwei andere,ausschliessende Kreise kly

aber nur diese, berfihrt, so an, daB ein sie alle recbtwinklig scbnei-

dender Ej-eis nicbt vorhanden ist, fasse sodann die beiden Kreisbogen-
vierecke P, P ins Auge, in welche der von den Scheiben der vier

Kreise nicht bedeckte Teil der Ebene zerfallt, und recline zum einen

Kontinuum

33) W. F. Osgood, Trans, of the american math. soc. 4 (1903), p. 107.

34) Diese nichtanalytischen Linien wnrden zuerst von F. Klein bemerkt,
der H. Poincare brieflich darauf aufmerksam machte. Der betreffende Brief

wird von Poincare, Paris C. R. 92 (1881), p. 1486, erwahnt, doch sind dort nur

wenige Zeilen aus demselben abgedruckt. Vgl. ferner H. Poincare, Acta math.

3 (1883), p. 7880, und E. Fricke u. F.Klein, Vorles. iib. d. Theorie d. auto-

morphen Funktionen 1, Leipzig 1897, p. 131134. Vgl. n B 4, Fricke.

35) E. Fricke, Math. Ann. 44 (1894), p. 580587; E. Fricke u. F. Klein,
Vorles. iib. d. Theorie d. automorphen Funktionen 1, Leipzig 1897, p. 411 428,

und F. Klein, Anwendung der Diff.- u. Int.-Rechnung auf Geom., autogr. Vorl.

Sommer 1901, Leipzig 1902, p. 298 ff., wo manche Beweise anders gefafit sind.
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erstens alle Punkte von P mit Ausnahme der Eeken,
zweitens die Punkte der Bereiche, welche aus P durch symme-

trische Wiederholung an den Kreisen Jc19 7r
2 ,

&3 ,
&4 entstehen,

wieder niit Ausnahme der Eeken,
drittens die Punkte aller Bereiche, welche aus dem so erweiterten

Bereiche durch abermalige symmetrische Wiederholung desselben

an seinen Seiten hervorgehen,

und so fort, und leite das andere Kontinuum in gleicher Weise aus

dem anderen Kreisbogenviereck P ab 36
).

Will man den zunachst als stetiges und eindeutig umkehrbares

Bild einer geraden Strecke erklarten Begriff eines einfachen Kurven-

stiicks mit dem eines Stiickes einer reellen analytischen Linie in

bessere Ubereinstimmung bringen, so bedarf es weiterer Einschran-

kungen. Man kann etwa zunachst das Vorhandensein einer bestimmten

Bogenlange (III D 1, 2, v. Mangoldt, Nr. 10), dann das einer Tangente
in jedem Punkte, dann stetige Drehung der Tangente bei stetigem

Fortschreiten des Beriihrungspunktes, dann das Vorhandensein eines

Krummungskreises fordern u. s. w., oder noch andere Bedingungen

aufstellen, wie z. B. dafi Ecken, Spitzen und andere singulare Punkte

und bei beliebiger Wahl des Koordinatensystems auch hochste und

tiefste Punkte nur in endlicher Anzahl vorhanden sein sollen
;

daB

das Kurvenstiick mit einer Geraden, einem Kreis, oder anderen ele-

mentaren Linien stets nur eine endliche Anzahl von Punkten gemein
haben soil

37
),

und so fort. Aber wie weit man hierbei gehen und

welche Form man den einzufiihrenden Einschrankungen geben soil,

dariiber besteht keine allgemein angenoinmene tJbereinkunft 38
).

Bei-

spielsweise nennt W. F. Osgood
39

)
ein ebenes Kurvenstiick der hier in

36) Der Beweis, dass die so rein geometrisch erklarte ,,Grenzkurve
u wirk-

lich als stetiges und eindeutig umkehrbares Bild einer geraden Strecke an-

gesehen werden kann, findet sich bei R. Fricke u. F. Klein, Vorles. iib. d. Theorie

d. automorphen Funktionen 1, Leipzig 1897, p. 420, und bei F. Klein, Anwen-

dung der Diff.- u. Int.-Rechnung auf Geoin., autogr. Vorl. Sonimer 1901, Leipzig

1902, p. 316 f.

37) Vgl. 0. Stolz, Vorl. iib. allgemeine Arithrnetik 1, Leipzig 1885, p. 19

194, und II A 1, Pringsheim, Nr. 11.

38) Dementsprechend sagt E. Study, Math. Ann. 47 (1896), p. 315, ,,daft

wir einen allgemein annehmbaren Kurvenbegriff zur Zeit iiberhaupt nicht be-

sitzen&quot;,
und macht aufmerksam auf die Unterschiede der Betrachtungen in der

analytischen Geometric, wo auch von imaginaren Kurven geredet wird, bei

Eandwertaufgaben und bei Integrationswegen auf Riemannschen Flachen.

39) W. F. Osgood, Trans, of the american math. soc. 1 (1900), p. 310, und

II B 1, Osgood, p. 9 Anmerkung.
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Rede stehenden Art regular, wenn dasselbe in jedem Punkt erne Tan-

gente hat, die sich bei stetiger Bewegung des Beriihrungspunktes
ebenfalls stetig dreht, wahrend F. Klein 40

) fordert, dafi das Kurven-

stiick durch zwei Gleichungen: x =
&amp;lt;p(i), y = %(f) darstellbar sein

solle, wo 9&amp;gt;(i), %(f) Funktionen bedeuten, die in einem Interval! von be-

grenzter Schwankung und eine endliche Anzahl von Malen differen-

zierbar sind. Abermals anders hat A. Kneser^) die zu stellenden

Bedingungen gefafit. Er versteht namlich unter einem ,,nirgends

singularen ebenen Bogen&quot; eine
;,im Sinne der projektiven Anschauung

stetige von Doppelpunkten und Doppeltangenten freie Punktreihe mit

uberall eindeutig bestimmter und stetig variierender Tangente, fur

welche die folgenden v. Sfawttseheoi Satze gelten:

I. Durchlauft der Punkt T den Bogen in bestimmter Richtung
und ist t seine jedesmalige Tangente, so andert der Schnittpunkt (gt)

der Tangente mit einer festen Geraden g die Richtung seiner Be

wegung langs dieser in den und nur den Lagen der Elemente t und

T
y

in welchen die Gerade durch T geht, ohne mit t identisch zu

werden.

II. Die Verbindungslinie FT andert
,
wenn F em fester Punkt

ist, den Sinn ihrer Drehung in den und nur den Lagen der Elemente

t und Tj in welchen F auf t liegt, ohne mit T zusarnrnenzufallen.&quot;

In ahnlicher Weise legt er 42
)
die Grundeigenschaften eines ,,nirgends

singularen Raumkurvenbogens&quot; durch eine Kette von vier Satzen fest

und kniipft dann an diese Erklarungen eine Untersuchung daruber
r

welche allgemeinen Satze fiber die gestaltlichen Verhaltnisse nirgends

singularer Bogen auf sie gegriindet werden konnen 43
).

9. Linie als ,,Lange ohne Breite&quot;, oder als ,,Grenze einer Flache&quot;,

Die Begriffsfeststellungen der Mengenlehre rnachen es nioglich ;
die

schon von Euklid gegebene Erklarung einer Linie als
?,Lange ohne

Breite&quot; von den ihr anhaftenden Unbestimmtheiten zu befreien. Bei

Beschrankung auf die Ebene kann dies dadurch geschehen, dafi man

eine Linie als eine perfekte zusammmliangende Pmiktmenge ohne innereu)

Punlite erklart 45
). Vgl. I A 5, Sclwenflies, Nr. 16.

40) F. Klein, Anwendung d. Diff.- u. Integralr. auf Geoni., autogr. VorL

Sommer 1901, Leipzig 1902, p. 255.

41) A. Kneser, Math. Ann. 34 (1889), p. 205.

42) a. a. 0. p. 209.

43) Eine Fortsetzung dieser Untersuchungen findet sich Math. Ann. 41

(1893), p. 349.

44) Das helfit: Wenn P ein Punkt der Menge ist, so sollen niemals alle

Pnnkte der Ebene, welche in einer gewiseen Xahe von P liegen, ebenfalls zur
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1

.

Aber gegen diese Erklarung 1st cler Einwand zu erheben, daB

sie insofern zu weit 1st, als sie auch solche Gebilde umfaBt, die nicht

als stetige und eindeutig umkeiirbare Bilder einer geraden Strecke

oder eines Kreises angesehen werden konnen. Zwei einfache Beispiele

solcher Punktmengen erhalt man, wie aus einem welter unten zu er-

wahnenden Satze hervorgeht, in folgender Weise:

A. Indem man die Gesamtheit aller Punkte, welche dem Umfang
eines Kreises angehoren, um die Gesamtheit aller auf einem bestimmten

Radius $t dieses Kreises liegenden Punkte vermehrt.

B. Indem man der
,,Kurve&quot; y = sin zunachst das zwischen den

tC

Punkten mit den Ordinaten 1 und -f- 1 entbaltene Stiick der

Ordinatenachse nebst seinen Endpunkten zurechnet, sodann auf der

Kurve einen Puukt A mit negativer und einen Punkt B mit positiver

Abszisse nach Belieben annimmt und die zu erklarende Punktmenge
aus dem zwischen A und B enthaltenen Stiick (3 der Kurve und

einem beliebigen von B nach A laufenden Streckenzuge bestehen 1aBt,

der aus einer endlichen Anzahl gerader Strecken zusammengesetzt ist

und weder @ noch sich selbst schneidet. Vgl. I A 5
;

Nr. 16,

FuBn. 90.

Bei jedem dieser beiden Beispiele wird die Ebene zwar durch

die erklarte Punktmenge in zwei Kontinua, ein inneres 3 und ein

aufieres 51 geschieden, aber es zeigen sich dabei folgende Eigentum-
lichkeiten:

I. Bei dem Beispiel (A) sind die Punkte von $t mit Ausnahme

des auf den Kreisumfang liegenden Endpunktes zwar Grenzpunkte
des inneren Kontinuums 3, aber nicht gemeinsame Grenzpunkte von

S und 21

II. Bei dem Beispiel (B) ist es nicht moglich von einem Punkte

der Menge, welcher im Innern des auf der Ordinatenachse enthaltenen

Stiickes liegt, nach einem Punkte von S eine aus einer endlichen

Anzahl gerader Strecken bestehende gebrochene Linie zu ziehen,

welche, abgesehen von ihrein Anfangspunkte, ganz im Innern von 3
verliefe.

Der Ubelstand, daB man zunachst zu einem zu weiten Begriff

gelangt, zeigt sich ebenfalls, wenn man versucht, der volkstiimlichen

Menge gehoren. Durch den Zusatz ,,ohne innere Punkte&quot; soil lediglich die

Moglichkeit ausgeschlossen werden, daB die Punktmenge alle Punkte eines zwei-

fach ausgedehnten Ebenenstiickes enthalt.

45) In wenig abweichender Fassung findet sich diese Erklarung bei H. Burk-

hardt, Einf. in d. Theorie d. anal. Funktionen, Leipzig 1897, p. 75, X.



9. Linie als ,,Lange ohne Breite&quot; oder als ,,Grenze einer Flache&quot;. 145

Erklarung einer Linie als Grenze einer Flache&quot; eine scharfere Fassung
zu geben, und etwa eine ebene Linie als ,,Grenze eines ebenen Kon-

tinuums&quot; (II B 1, Nr. 1), oder als Teil einer solchen erklart. Denn,

wie die neuere Entwicklung der Mengenlehre (I A 5) gezeigt hat, liegt

hinsichtlich der Begrenzung eines ebenen Kontinuums eine solche Fiille

verschiedener Moglichkeiten vor, dafi dann unter den Begriff Linie

auch solche Punktmengen fallen wiirden, die den Vorstellungen, die

man in der Sprache des gewohnlichen Lebens mit dem Wort Linie

verbindet, in keiner Weise mehr entsprechen
46

).
Insbesondere kann

nach W. F. Osgood**) die Grenze eines ganz im Endlichen liegenden

ebenen Kontinuums einen von Null verschiedenen aufieren Inhalt

(III D 1, 2, Nr. 25) haben.

Selbst der Begriff der gemeinsamen Grenze eines ganz im End-

lichen liegenden inneren und eines dasselbe umschliefienden aufieren

Kontinuums wurde, wie das oben unter (B) angefuhrte Beispiel zeigt,

Gebilde umfassen, deren Zurechnung zu den
?,geschlossenen Linien&quot;

nicht ohne weiteres allgemeiner Anerkennung begegnen diirfte.

A. Sckoe*flie8*
T
) hat die Frage untersucht, in welcher Weise die

eben erwahnten zu weiten Begriffe eingeschrankt werden miissen, um
mit dem von C. Jordan (Nr. 8) aufgestellten Begriff einer geschlossenen
Linie zur Deckung zu kommen. Er erklart zunachst 48

)
einen

7,ein-

46) Beispiele giebt F. Klein, Anw. d. Diff.- u. Integralr. auf Geoin., autogr.

Vorl. Sommer 1901, Leipzig 1902, p. 235. Besonders bemerkenswert ist unter

den dort angefiihrten das folgende zuerst von W. F. Osgood, Trans, of the ame-

rican math. soc. 1 (1900), p. 311, betrachtete Beispiel: Man nehme auf der Ab-

szissenachse eines rechtwinkligen Koordinatensystems eine perfekte aber nirgends
dichte Punktmenge nach Belieben an, z. B. nach G. Cantor, Math. Ann. 21 (1883),

p. 590, die Gesamtheit aller Punkte, deren Abszissen in der Forme!

a-
_ L _i_ ??_ j L f _i_ . . .

&quot;

3
^

3 2 ^ ^
3
V

enthalten sind, wo die Koeffizienten c
v
nach Belieben die beiden Werte und 2

anzunehmen haben und die Reihe sowohl aus einer endlichen wie aus einer un-

endlichen Anzahl von Gliedern bestehen kann (andere Beispiele und Litteratur-

angaben bei A. Schoenflies, Jahresber. d. Deutschen Math.-Yer. 8, 2 (1900),

p. 101 f. u. I A 5, Nr. 13, FuBn. 58). Nun fuhre man durch jeden dieser Punkte

in die obere Halbebene senkrecht zur Abszissenaxe einen geraden Einschnitt

von beliebiger Lange, etwa der Lange Eins, und lasse das Kontinuum, dessen

Begrenzung betrachtet werden soil, aus alien inneren Punkten der so geschnittenen
oberen Halbebene bestehen.

47) A. Schoenflies, Gott. Nachr. 1902, p. 185, und 1904, p. 514, sowie Math.

Ann. 58 (1904), p. 195, 59 (1904), p. 129, und 62 (1906), p. 286.

48) Math. Ann. 58 (1904), p. 202; 59 (1904), p. 131, und Gott. Nachr. 1904,

p. 516.

Encyklop. d. math. Wisseusch. HI 1. 10
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fachen
Weg&quot;

als einen zusammenhangenden sich selbst nicht kreuzen-

den Streckenzug, welcher entweder nur aus einer endlichen Zahl von

Strecken besteht, oder aber, falls er unendlich viele Strecken enthalt,

so beschaffen ist, daB seine Ecken nur einen einzigen Haufungspunkt
haben. Er nennt ferner 49

) einen auf der Grenze ernes Kontinuums

3ft liegenden Punkt t ,,erreichbar fur
9ft&quot;,

wenn man einen, also auch

jeden Punkt von $1 mit t durch einen einfachen Weg verbinden kann,

der, abgesehen von t selbst, ganz im Innern von 3ft liegt.

Dieser Begriff der Erreichbarkeit ftihrt nun zu den gesuchten

Einschrankungen. Der Jordansche Satz kann namlich erganzt werden

durch den Zusatz 50
),

daB samtliche Punkte einer
,,Jbr^&amp;lt;m-Kurve&quot; imnier

sowohl fiir das innere wie fur das auBere Kontinuum erreichbar sind

- wodureh fiir solche Kurven die bei den obigen Beispielen (A) und

(B) hervorgehobenen Eigentiimlichkeiten ausgeschlossen werden

und der so vervollstandigte Jordansche Satz erweist sich auch als urn-

kehrbar 51
):
Wenn eine ganz im Endlichen liegende perfekte zusammen-

hangende ebene Punktmenge die gemeinsame Grenze zweier getrennten
Kontinua bildet und alle ihre Punkte fiir beide Kontinua erreichbar

sind, so laBt sie sich umkehrbar eindeutig und stetig auf den Kreis

abbilden.

Fiir den Begriff der gemeinsamen Grenze ernes im Endlichen

liegenden inneren und eines davon getrennten aufieren Kontinuums

bildet soinit die beiderseitige Erreichbarkeit samtlicher Punkte die

notwendige und hinreichende Bediugung der Ubereinstimmung mit

dem Begriff der ,,Jbnfcm-Kurve&quot;.

Im AnschluB an diese Ergebnisse nennt A. SchoeMflies
52

)
eine im

Endlichen liegende perfekte zusammenhangende Punktmenge eine

(eigenfliclie) geschlossene Kurve, sobald sie die gemeinsame Grenze

zweier getrennten Kontinua bildet, und eine einfache geschlossene Kurve,

falls sie auBerdem die Eigenschaft hat, daB jeder ihrer Punkte fiir

beide Kontinua erreichbar ist. Ferner bezeichnet er jede zusammen

hangende Teilmenge einer geschlossenen, beziehungsweise einer ein

fachen geschlossenen Kurve als einen (eigentliclien) Kurvenbogen, be

ziehungsweise einen einfachen Kurvenbogen. In den so erklarten

Begriffen der emfachen geschlossenen Kurve und des einfachen Kurven-

49) Gott. Nachr. 1904, p. 517, und Math. Ann. 62 (1906), p. 296.

50) Gott. Nachr. 1904, p. 520, und Math. Ann. 62 (1906), p. 316.

51) Gott. Nachr. 1902, p. 186, Math. Ann. 58 (1904), p. 230, und 59 (1904),

p. 310. Vgl. auch F. Eiesz, Math. Ann. 59 (1904), p. 409.

52) Math. Ann. 58 (1904), p. 216; 59 (1904), p. 147; 62 (1906), p. 305; Gott.

Nachr. 1904, p. 516517.
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bogeus erkennt er naturgemaBe Verallgeineinerungen der Begriffe des

Polygons und der Strecke, well sie sich mit diesen im Sinne der

Analysis situs als gleichwertig erweisen.

10. Funktionsstreifen. Ein Punkt kann pltysikaliscli nicht anders

festgelegt werden, als durch Angabe eines moglichst kleinen Raum-

teiles (etwa der Kreuzungsstelle zweier feinen in eine Metallplatte ein-

gerissenen Striche), desseu Diniensionen sich jedoeh niemals vollig

zuni Verschwinden bringen lassen. Eine Lange, die als Abstand

zweier in dieser Weise festgelegten Punkte erklart ist, kann daher

iinmer nar bis auf eine Grosse von der Ordnung der Dimensionen

der zur Festlegung der Endpunkte dieneuden Raumteile bestimrnt

sein. Ahnlich laBt sich in anderen Fallen zeigen, daB der Zahlen-

wert einer extensiven GroBe auch durch die sorgfaltigste Erklarung
niemals genau, sondern immer nur naherungsweise festgestellt werden

kann. Xoch viel groBer sind die Unsicherheiten, die den Ergebnissen
wirklich ausgefiihrter Messungen anhaften 53a

).
Daher fiihrt die Be-

obachtung eines in der Natur gegebenen Abhangigkeitsverhaltnisses

niemals zu der scharfen Erklamng einer mathematischen Funktion.

Um diesen Umstanden Rechnuug zu tragen, hat F. Klein**) den Be-

griff des Funldionsstreifens eingefiihrt: Nach willkiirlicher Anuahme
einer in eineni endlichen Interval! a . . . b stetigen Fanktion f(x) und

einer im Verhaltnis zur Lange dieses Intervalls kleinen positiven Kon-

stanten faBt er in einer Ebene die Gesarutheit aller Punkte ins

Auge, deren Koordinaten x, y in einem rechtwinkligen System die

Ungleichungen :

a
&amp;lt;

x
&amp;lt; b, f(x) 8&amp;lt;ij&amp;lt; f(x) + B

erfiillen. und versteht nun unter einem Fmiktionsstreifen eineu zwei-

fach ausgedehnten ebenen Bereich, der sich naherungsweise niit einer

Gesauitheit der eben beschriebenen Art deckt, jedoeh mit dem Unter-

schiede. daB man sich die Rander des Streifens nicht als scharf be-

stimmt, sondern gewissermafien als verwaschen vorzustellen hat.

Mit diesern Begriff des Funktionsstreifens deckt sich vielfach der

Sinn, in welcheru das Wort Linie im praktischen Leben und in den-

jenigen Teilen der Matheinatik gebraucht wird, die F. Klein **) als

, 7Approximationsmathematik&quot; der .,Prazisionsmatheniatik&quot; gegenuber-

stellt, und die Frage, wann eine Linie als anscliaulicli zu bezeichnen

53) F. Klein, Erlanger Ber. 1873 = Math. Ann. 22 (1883), p. 249.

53 a
) Vgl. z. B. K. Nitz, Zeitschr. Math. Phys. 53 (1906), p. 1.

54) F. Klein, Anw. d. Diff.- u. Integralr. auf Geom., autogr. Vorl. Somrner

1901, Leipzig 1902, p. 12.

10*
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sei, ist nach F. Klein**) im Gegensatz zu anderen namentlich von

A. Kopcke
56

) hieriiber entwickelten Ansichten dahin zu beantworten,
da6 einen Gegenstand der Anschauung und Beobachtung iiberhaupt

nur die Funktionsstreifen bilden konnen, wahrend die mathematischen

Linien der Prazisionsmathematik, und zwar die analytischen eben-

sowohl wie die nicht analytischen, nienials anschaulicli, ja nicht ein-

mal vorstellbar sind.

Hiernach konnen Anschauung und Erfahrung uns imrner nur

iiber Eigenschaften von Funktionsstreifen belehren, aber nicht fiber

solche von Linien der Prazisionsmathernatik. Die Frage, wie weit

sich die Ergebnisse der Anschauung auf die genauen mathematischen

Linien iibertragen lassen, bedarf daher in jedern einzelnen Falle einer

besonderen Priifung. Es kann vorkoinmen, daB bei dem weiter-

gehenden AbstraktionsprozeB, der zu den letzteren Linien fuhrt,

wesentliche Eigenschaften der Funktionsstreifen
7
wie z. B. das Vor-

handensein einer naherungsweise bestimmten Tangente und Bogen-

lange, verloren gehen, und dadurch erklaren sich die Widerspriiche ;

die zuweilen zwischen den Ergebnissen der Anschauung und denen

der Prazisionsmathematik obzuwalten scheinen.

11. Bevorzugung der analytischen Linien. Wenn fur ein end-

liches Intervall ein beliebig schmaler Funktionsstreifen gegeben ist,

so ist es nach K. Weierstrafl
57

) immer rnoglich, eine reellwertige

analytische; ja sogar eine ganze rationale Funktion g(x) von solcher

Beschaffenheit zu finden, dass die Linie y = g (x) in dern betrachteten

Intervall ganz im Innern des gegebenen Streifens verlauft. Auch die

weitere Forderung, daB die Steigung und Kruminung der Linie

y = g (x) und die Steigung und Krmnmung des gegebenen Streifens

innerhalb der Grenzen, zwischen denen die letzteren iiberhaupt be-

stimmt sind
;

in dem gegebenen Intervall iiberall mit einander iiber-

einstimmen sollen, wiirde sich erfiillen lassen 58
).

Aus diesen Griinden

und in dem Bestreben, moglichst einfache Bilder der durch die Natur

gegebenen Abhangigkeiten zu gewinnen, also mit Rlicksicht auf die

55) a. a, 0. p. 19, 3941, 228. Ebenda, p. 4, 34, 41 weitere Litteratur-

angaben.

56) A. Kopcke, Math. Ann. 29 (1887), p. 136140. Weitere Begriindung
und Nachtrage Math. Ann. 34 (1889), p. 161; 35 (1890), p. 104, und Hamburg
math. Ges. Mitteilungen 3 (18911900), p. 376.

57) K. Weierstraft, Berl. Sitzungsber. 1885, p. 633 u. 789 = Math. Werke 3,

Berlin 1903, p. 1.

58) Angaben iiber ein hierzu anwendbares Verfahren niacht F. Klein, Anw.

d. Diff.- u. Integrals auf Geom., autogr. Yorl. Sommer 1901, Leipzig 1902,

p. 103107.
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,,0konomie des Denkens&quot;, hat man sich bisher bei den Anwendungen
der Mathematik auf die alleinige Benutzung analytischer Linien be-

schrankt. Jedoch erscheint die Frage, ob eine Heranziehung nicht-

analytischer Linien in den Anwendungsgebieten der Mathematik irgend

welcben Vorteil zu bringen vermag, noch nicbt vollig geklart
59

).

12. Der Begriff Flache. Mit ahnlichen Unbestimmtheiten wie

der Begriff Linie ist der Begriff Flaclie behaftet. Im engsten Sinne

bezeichnet er eine analytische Flache, wahrend er bei weiterer Uru-

grenzung noch andere Gebilde urnfaBt, deren Erklarungen sich aus

den verschiedenen Erklarungen des Begriffs Linie durch geeignete

Ausdehnung ergeben. Jedoch haben nichtanalytische Flachen bisher

in der Mathematik kaum eine Rolle gespielt.

Unter einer analytiscJien Flache versteht man, solange man das

Imaginare als durchaus gleichberechtigt niit dem Reellen ansieht, ein

nionogenes analytisches Gebilde zweiter Stufe im Gebiet von drei

Veranderlichen (II B 1, Nr. 47). Bevorzugt man dagegen das Reelle,

so zieht man iiberhaupt nur solche monogene Gebilde zweiter Stufe

in Betracht, welche Stellen mit reellen Koordinaten von solcher Be-

weglichkeit enthalten, daB zwei ihrer Koordinaten unabhangig von-

einander alle Werte innerhalb zweier geeignet gewahlten Intervalle

annehnien konnen, und versteht dann unter einer reellen analytiscJien

Flaclie die Gesamtheit aller Stellen eines solchen Gebildes, deren

Koordinaten samtlich reell sind.

Ein einzelnes Element einer analytischen Flache kann gegeben
werden 60

)

59) Vgl. Gutachten d. philos. Fakultat der Georg-Augusts Univers. zu

Gottingen, betr. die J5eeAe-Preisaufgabe fur 1901, Gott. Nachr. 1901, Geschaftl.

Mitteil. p. 40 = Math. Ann. 55 (1902), p. 143. Vgl. femer die Ausfuhrungen
von W. F. Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie 1, Leipzig 1906, p. 8995, und

von E. Borel, Ann. ec. norm. sup. (3) 12 (1895), p. 47 50, und das von dein-

selben Paris C. R. 121 (1895), p. 933 gegebene und auch von J. Hadamard, La

serie de Taylor et son prolongement analytique, Paris 1901, p. 95, besprochene

Beispiel einer linearen partiellen Differentialgleichung mit reellwertigen analy

tischen Koeffizienten, welche eine zwar beliebig oft diiferenzierbare aber nirgends

analytische Losung hat. Einige der Schwierigkeiten, welche in der Mechanik

eintreten wurden, wenn man annehnien wollte, daB die Koordinaten eines be-

wegtea Punktes auch nichtanalytische Funktionen der Zeit sein konnen, sind

von P. Appell u. Janaud, Paris C. R. 93 (1881), p. 1005, und etwas ausfuhrlicher

von Javuiud-, Archiv Math. Phys. 67 (1882), p. 160, besprochen worden.

60) Vgl. H B 1, Nr. 47. Durch Anwendung des in Fufin. 19) erwahnten

Kunstgriffes wurden sich die im Text nachstfolgenden Satze und Erklarungen,
die unmittelbar BUT fiir im Endlichen liegende Flachenelemente gelten, auf un-

endlich feme Elemente ausdehnen laseen.
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a) (lurch eine Gleichung, welche eine Koordinate
7
etwa e

y
in einer

gewissen Umgebung einer festen Stelle
(a? , / ) als eine dort analytische

Funktion der beiden anderen Koordinaten x, y darstellt;

b) als die Gesamtheit aller Stellen, deren Koordinaten x, y, z in

einer gewissen Umgebung einer festen Stelle (XQJ / , ) liegen und

eine Gleichung von der Form F (x, yy z)
=

erfiillen, wo F(x, y, z)

eine an der Stelle (# , yQ , ) analytische und dort verschwindende

Funktion bedeutet, die in dem II B 1, Nr. 45 erklarten Sinne irredu-

zibel ist. Sind bei dieser Art der Darstellung eines Flachenelementes

die partiellen Ableitungen erster Ordnung der Funktion F(xQ , yQ ,
# )

an der Stelle (#07 yQ ,
# ) nicnt sarntlicn gleich Null, so heiBt das

Flachenelement geivolmlich oder regular, sonst singular (vgl. Ill D 1, 2,

Nr. 3).

Ferner ist es in mannigfaltig verscliiedener Weise moglich, ein

gewohnliches Element einer analytischen Flache durch drei Gleichungen
von der Form

(A) x = y(u, v], y = %(u, v), s ==
^(w, v)

darzustellen, wo u, v in der Nahe der Stelle (0, 0) unbeschrankt ver-

anderliche Hilfsverandeiiiclie (Parameter) und 9, #, ^ Funktionen

bedeuten, die an der Stelle (0, 0) analytisch sind und die Eigenschaft

haben, daB die Determinanten der Matrix

(B)
&amp;lt;Pu In

an der Stelle (0, 0) nicht alle gleich Null sind. Hierbei ist bei Ein

schrankung der Veranderlichen u, v auf eine hinreichend enge Uni

gebung der Stelle (0, 0) die Beziehung zwischen den Punkten dieser

Umgebung und den entsprechenden Punkten der Flache gegenseitig

eindeutig (eigentliche Parameterdarstellung eines Flachenelementes*1

)).

61) Fiir die Oberflache einer um einen beliebigen Mittelpunkt (a, 6, c) mit

einem beliebigen Radius r beschriebenen Kugel ergibt sich eine derartige Dar

stellung, namlich die Darstellung durch die Gleichungen

cc = a -|- r sin u cos v
,

/u = o n \
11 = It 4- r sin u sin v . I

\V = 27T/
z = c -f- f cosw,

ganz von selbst durch die Einfiihrung riiumlicher Polarkoordinaten, die schon

von J. L. Lagranye, Berlin Nouv. Mem. 1773, p. 127 = Oeuvres 3, Paris 1869,

p. 626, als ,,une des transformations les plus utiles et les plus ordinaires&quot; be-

zeichnet wird. Die Oberflache eines dreiachsigen Ellipsoides mit den Halbachsen

a, I, c haben J. Ivory, Lond. Trans. 1809, p. 350, und C. F. Gaufi, Comm. Gott. 2

(1813), p. 17 = Werke 5, Gottingen 1877, p. 16, durch die Gleichungen



12. Der Begriff Flache. 151

In iihnlicher Weise laBt sieh, wie C. W. M. Black 62
) gezeigt hat,

ein singulares Element einer analytischen Flache stets (lurch eine

tudliche Anzahl von Gleichungssystemen der Form (A) darstellen, von

denen jedoch ein jedes so beschaffen 1st, daB die Determinanten der

Matrix (Bi zwar nicht alle identisch gleich Null sind, wohl aber an

der Stelle (0, 0) samtlich verschwinden.

Setzt man umgekekrt drei Gleichungen von der Form (A) will-

ktirlich an, uud ist an der Stelle (0, 0) wenigstens eine der Deter

minanten der Matrix (B) von Null verschieden, so stellen diese Glei

chungen ein gewohiiliches Element einer analytischen Flache vollstandig

dar. Sind dagegen die erwahnten Determinanten an der Stelle (0, 0)

samtlich gleich Null, ohne jedoch identisch zu verschwinden
,
so sind

verschiedene Falle moglich, und zwar jedenfalls die folgenden:

1) Die Gleichungen stellen ein Element einer Flache vollstandig

dar, jedoch so, daB im allgemeinen ein und demselben Punkt des

Flacheneleinentes mehrere Wertepaare u, v entsprechen (uneigentlicft-e

Parameterdarstelluny). Vgl. Nr. 6.

2) Die Grleichungen stellen nur einen Teil ernes (singularen)

Flachenelementes dar.

In vielen Fallen lafit sich eine analytische Flache als die Ge-

samtheit aller Stellen auffassen, an denen eine eindeutige analytische

Funktion F(x, y, z) gleich Null wird
?
und dann im ganzen durch

die Gleichung F(x, y, z)
= darstellen. Aber eine Umkehrung dieses

Satzes ist ebenso wie die des entsprechenden Satzes fur Linien (Nr. 6)

und aus ahnlichen Griindeu nicht ohne weiteres zulassig.

Zur besseren Ubersicht iiber die gestaltlichen Verhaltnisse denkt

man sich eine analytische Flache haufig in mehrere Blatter, Sclialen

oder Mantel zerlegt, d. h. zusammenhangende Teile
?
fur deren gegen-

seitige Abgrenzung folgendes als Regel gilt: Falls ein und derselbe

Punkt P gleichzeitig Mittelpunkt inehrerer Elemente einer Flache

ist, so sind von den in der Nahe von P liegenden Punkten der

Flache diejenigen. welche .ein und demselben jener Elemente an-

x = a cos u
,

y b sin u cos v
,

z = c sin u sin v

dargestellt. Allgerneiner ist die Parameterdarstellung ernes Flachenelementes

indessen erst durch Gaufi in Gebrauch gekommen. Vgl. Ill D 1, 2, Nr. 34.

62) C. W M. Black, Harvard Thesis 1901 = Amer. Ac. Arts Sci. Proc, 37

(1902), p. 281. Vgl. auch IIBl, Nr. 46, sowie E. Geek, Uber die singularen
Punkte algebraischer Flachen, Diss. Tubingen 1900, und Math.-naturw. Mit-

teilungen des math.-naturw. Vereins in Wiirttemberg (2) 6 (1904), p. 65.
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gehoren, stets dem gleichen Blatt
; dagegen solche Punkte, die in ver-

schiedenen Elementen liegen, verschiedenen Blattern zuzurechnen. Im

iibrigen werden die Grenzen der einzelnen Blatter meistens unbestirnmt

gelassen. Vgl. Nr. 4, Ende.

Bei der Betrachtung reeller Flachen, die in mehrere getrennte

oder doch nur in einzelnen Punkten oder Linien miteinander zu-

sammenhangende Teile zerfallen, wird indessen das Wort Blatt, Schale

oder Mantel auch haufig zur Bezeichmmg eines einzelnen dieser Teile

gebraucht;
so da6 liier ein und dasselbe Blatt sich selbst schneiden kann.

In naher Verwandtschaft rait dem Begriff Flache steht der Begriff

einer unendlich diinnen
,;Haut&quot;,

welche gewisse Arten von Gestalts-

veranderungen zulaBt, ohne indessen die Uberfiihrung in jede beliebige

Form zu gestatten. Hinsichtlich der Beweglichkeit einer solchen Haut

lassen sich mannigfach verschiedene Annahmen machen: Man kann

z. B. mit C. F. Gauft
63

) voraussetzen, da6 die Haut zwar biegsam,

aber weder dehnbar noch faltbar sei, und das Augennierk auf die

dann moglicnen Formanderungen und die bei diesen erhalten bleiben-

den Eigenschaften der Haut richten (IIID6a,C, Vofi), oder aber

annehmen, dafi die Haut aufier Biegungen auch noch gewisse Arten

von Dehnungen zulasse, z. B. alle diejenigen, aber auch nur diejenigen,

welche winkeltreue Abbilder der urspriinglichen Gestalt liefern, oder

solche Dehnungen, bei denen gegebene Scharen von geodatischen Linien

der urspriinglichen Gestalt dauernd geodatische Linien bleiben. Man
kann endlich auch Faltungen zulassen. Die Herstellung von

;;
Ge-

flechten&quot; und
?,Netzen&quot;,

welche Haute der erwahnten und anderer

Arten naherungsweise darstellen, hat S. Finsterwalder 64
) behandelt.

Vgl. Ill D 6 a, Nr. 35.

63) C. F. Gaufi, Disquisitiones gen. circa superf. curvas, Cornm. Gott. 6

(1828), Art. 13 = Werke 4, Gottingen 1880, p. 237.

64) S. Finsterwalder, Deutsche Math. -Vereinig. Jahresber. 6 2
(1899), p. 45.

(Abgeschlossen im September 1906.)
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IIIAB3. ANALYSIS SITUS.

VON

M. DEHN UND P. HEEGAAKD*)
IN MUNSTER I/W. IN VEDBAEK B/KOPEXHAGEN.

Inhaltstibersicht.

Historische Einleitung.

Gmndlagen.

1. Definition von Punkt-, Linien- und Flachensystemen und der ein- und zwei-

dimensionalen Mannigfaltigkeiten.

2. Indikatrix.

3. Interne Transformation und Homoomorphisnius (Elementarverwandtschaft),

(Aquivalenz).

4. Elementarmannigfaltigkeiten (Kreis und Kugel).

5. Ausdehnung auf n Dimensionen.

6. Komplexe mit Singularitaten.

7. Externe Transformation Homotopie und Isotopie.

8. Das Anschauungssubstrat.

9. Einteilung der Analysis situs.

10. Die Methode.

A. Complexes.
1. Ubersicht.

2. Liniensysterne.

3. Hohere Komplexe und die (komplektische) Eulereche Formel. (Bettische

Zahlen, Torsionskoeffizienten.)

4. Benutzung von nektischen Methoden fur die Theorie hoherer Komplexe.

B. Nexus.
I. Nexus von Linien.

II Nexits von Flachen.

1. Einleitung.

2. Normalform.

3. Losung des Hauptproblems.

*) Von den beiden Verfassern hat Heegaard die literarischen Vorarbeiten

zum Axtikel geliefert und iibrigens an der Ausarbeitung wesentlichen Anteil ge-

nommen; verantwortlich fur die endgultige Fassung des Artikels ist Dehn.
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4. Anwendungen cler Normalform.

a) Beweis des Neumannschen Axioms.

b) MobiwsBche Grundform fur eine Flache.

c) Minimalzahl von bedeckenden Elementarflachenstucken.

d) Normalformen fiir geschlossene Flachen.

5. Riickkehrschnitte und Querschnitte und die eigentliche Eulerache Fonnel.

6. Zusammensetzung von Flachen.

7. Aquivalenz von Kurven auf Flachen.

8. Analytisch-geometrische Entwicklungen.

C. Connexus.
I. Homotopie.

II. Isotopie.

A. Kurven.

1. Eine Kurve (Verknotung).

2. Mehrere Kurven (Verkettung).

B. Flachen und mehrdiniensionale Mannigfaltigkeiten.

D. Mannigfaltigkeiten mit Singularitaten.

1. Allgemeine Probleme.

2. Bfaftoffffttche Flachen.

Einleitung. In zusammenhangender Form hat sich wohl zuerst

Listing
1

)
mit der heutzutage mit dem Namen Analysis situs bezeich-

neten Disziplin beschaftigt. Er schlagt fur sie den Namen Topologie

vor und versteht darunter 2
)

eine ,,kalkulatorische Bearbeitung der

modalen Seite der Geometric&quot;, die Lehre von den Gesetzen des Zu-

sammenhangs, der gegenseitigen Lage und der Aufeinanderfolge von

Punkten, Linien, Flachen, Korpern und ihren Teilen oder ihren Aggre-

gaten im Raunie, abgesehen von den Mafi- und GroBenverhaltnissen.

1) J. B. Listing, Vorstudien zur Topologie (Gottinger Studien 1847); als

Buch Gottingen 1848.

2) 1. c. p. 2 6. Listing zieht die Bezeichnung Topologie (1. c. p. 6) dein

von Leibniz, De Analysi situs, L. math. Schriften, her. v. Gerhardt 2.Abt., 1 (1858),

p. 178, vorgeschlagenen Namen Analysis situs oder G-eometria situs vor. Vielfach

1st eine AuBerung von Leibniz in einem Briefe an Huygens, Chr. Huygens,
Oeuvres compl. 8 (Correspond. 1676 1684), Nr. 2192 ff., so gedeutet worden, als

ob sie die erste Idee der Analysis situs enthielte. Die AuBerung lautet: . . . je,

croy qu il nous faut encore une autre Analyse proprement geometrique ou line-

aire, qui nous exprime directement situm, comme I Algebre exprime magnitu-
dinem.&quot; Jedoch denkt Leibniz hier vielmehr an einen geometrischen Algorithmus,

der fur einzelne geometrische Probleme eher eine genuine Ldsungsmethode liefert,

als die Methode der gewohnlichen analytischen Geometrie.
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Wesentlich in derseiben Weise wircl die Analysis situs definiert

von Eiemann^}. Indem Klein*) die Idee der Gruppe und die Auf-

fassung des Raumes als Zahlenmannigfaltigkeit zu Grunde legt, ge-

langt er zu einer praguanten Zusammenfassung der Listingschen De-

finitionen, die man etwa so fonnulieren kann: die Aufgabe der Analysis

situs besteht in der Aufstellung aller derjenigen Eigenschaften raum-

licher Gebilde, die sich invariant verhalten gegenuber der Gruppe
aller stetigen Transformationen des Raumes.

Als die erste Untersuchung auf diesem so defmierten Gebiet der

Analysis situs oder Topologie kann man wohl die von L. Eider*) 1736

angestellte bezeichnen, die sich mit dem Konigsberger Briickenproblem

beschaftigt. Es handelt sich dabei um die Frage, ob es moglieh sei,

die 7 Briicken bei Konigsberg iiber den Pregel hinter einander, jede

immer nur einnial zu passieren. Schon viel friiher war von Descartes 6
)

ohne Beweis ein Satz iiber die Winkelsummen der Seitenflachen eines

Polyeders aufgestellt worden, der Equivalent ist mit der \onEider 1

)
1752

aufgestellten Beziehung zwischen den Anzahlen der Begrenzungsgebilde
eines Polyeders (,,Eidersche Polyederformel&quot;) ,

welche ein fur die Ana

lysis situs fmulamentalcs Resultat entJiaU. Von spiiteren Untersuchungen
sind vielleicht die Abhandlungen von Eider und weitere daran sich

anschlieBende iiber den Rosselsprung zu nennen (I G 1, AJirens, Nr. 3).

Ein neues Element kaui in die Analysis situs durch die Gauftsche
8

)

Entdeckung von dem Zusammenhaug zwischen einem gewissen Doppel-

integral und den Umschlingungen zweier geschlossener Linien. Es war

damit der erste Anfang gemacht zu der spater vor alleni durch die

von W. Dyck
(J

) benutzte Kroneckersche Charakteristikentheorie erfolg-

reichen Anwendung der hoheren Analysis in unserem Gebiet.

Das Erscheinen von Listings 77
Yorstudien zur Topologie&quot; (1847)

bezeichnet den Zeitpunkt, nach welchem die Analysis situs als eine

selbstandige matheniatische Disziplin hervortritt. Doch erst die Hie-

motMtachen Untersuchungen und seine Verweiiung derseiben fiir die

Funktionentheorie lenkten die allgemeine Aufmerksamkeit der Mathe-

matiker auf die Analvsis situs.

3) J. f. Math. 54 (1857), p. 105 = Werke p. 84.

4) Erlanger Prograrnm 1872.

5) Petrop. Comment. 8 (1741), p. 128. Vgl. I G 1, Ahrem, Nr. 7.

6) Oeuvres inedites de Descartes par Foucher de Careil Paris (1860), 2

p. 214, vgl. Paris C. R. 50 (1860), p. 774 u. Berlin Monatsb. (1861), p. 1043.

7) Petrop. Novi Comm. 4 (175253), p. 109.

8) Gaufi, Werke 5, p. 605.

9) Math. Ann. 32 (1888), p. 457 ff., 37 (1890), p. 273 ff., Miinchen Ber. 25

(1895), p. 261, 447. Vgl. I B 3 a, Bunge, Nr. 7.
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Weitere Arbeitsgebiete sind den Forschungen in unserer Disziplin

gewonnen 1) durch die Arbeiten von JBetti und die in neuere Zeit

fallenden Arbeiten von Poincare (vor allem Ausdehnung auf vieldimen-

sionale Raume), 2) durch die Arbeiten insbesondere der englischen

Schule, z. B. reprasentiert durch Tait, die die Verknotung der Rauin-

kurven und die Komplexe verschiedener Grundgebilde (7,Baume&quot;7

;?Graphen&quot;) behandeln.

Orundlagen.*)

1. Definition von Punkt-, Linien- und Flachenkomplexen. Seien

PQ, P &quot;,
. .

.,
P ft eine erste endliche Reihe von Elementen, die wir

Punkte nennen und deren Gesamtheit {P ,
P &quot;

;
. .

.,
P

&quot;}
wir als

PunMcomplex C bezeichnen. Wir bestimmen nun, daB je zwei dieser

Punkte, etwa P * und P *
?

eine beliebige Anzahl von neuen Dingen

(P *,
P *)S (^V? ^V)

2
? erzeugen konnen, die wir als Strecken oder

Linienstucke und mit dem Buchstaben S
1

bezeichnen. Wir nennen

ferner P und P k
Eckpunkte der von ihnen erzeugten Strecken. Es

sei nun S^, S^ ,
. .

., S^*
1 ein solches von den Punkten P

,
P &quot;

?
. . .

?

P a
erzeugtes System von Strecken, daB zu ihrer Erzeugung alle Punkte

notig sind (anders ausgedriickt, daB jeder Punkt in diesen Strecken

mindestens einmal vorkommt), dann nennen wir die Gesamtheit

{P ,P &quot;,...,P .; S, , S,&quot;,
. .

., S^}

einen Streckenkomplex ,
ein Liniensystem oder einen eindimensionalen

Komplex Cv
w
) Wir wollen folgende charakteristische, unterscheidende

Merkmale fur Streckenkomplexe aufstellen: Ein C heifit susammen-

Mngend, wenn fiir je zwei Punkte Pj, P k eine Gruppe von Strecken

von der Art:

(p., Po O
1

, (P.s P &quot;)

2
, -, (-PC S P.7

im Q enthalten ist. Man sagt: diese Gruppe von Strecken oder dieser

Streckensug verbindet P Z mit P *. Jeder C
l
besteht aus einer Anzahl

*) Fur die anschaulichen Grundlagen der abstrakten Entwicklungen der

ersten 7 Paragraphen vgl. 8.

10) Der Name Komplex ist von Listing eingefuhrt, Census rauml. Kompl.,

Gott. 1862
, p. 3 ff. Listing braucht fiir diesen Komplex den Ausdruck Linear-

komplexion (Vorstudien, p. 59), von F. Lippich ist der Name Liniensystem ein

gefuhrt (Wien Ber. 69 s
(1874), p. 92). C. Jordan sagt assemblage (J. f. Math. 70

(1869), p. 185), W. Alirens schlagt Linearcontinuum vor (Math. Spiele, Leipzig 1901,

p. 103); W. K. Clifford und J.J.Sylvester, die die Liniensysteme in der Invarianten-

theorie verwerten (s.
I B 2, Nr. 12, 239242), (und nach ihnen Bentlieimer,

A. B. Kempe, J. Petersen (gebrauchen den Namen Graph.
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von zusainmenhangenden Cr Im Folgenden wollen wir, wenn nichts

anderes bestimmt wird, einen Linienkomplex stets als zusammen-

hangend voraussetzen. Als Kreis n
t
wird ein Komplex bezeiehnet

von der Art:

/P1P2 pi p A TH. /plp2\/p2p3\ fj&amp;gt;l
T&amp;gt; l\\

i
*

&amp;gt; *o .** ?
x o 7 v-*- o i

*
o /&amp;gt; v-*-o ?

*
/&amp;gt;

* v \ / 1

Einen Q, der keine solchen Komplexe enthalt, bezeichnet man als

Baum 11
).

1st ein C
t
entweder ein TTj oder entsteht aus einem solchen

durch Weglassung einer Strecke, so wollen wir inn als eindimensionale

Mannigfaltigkeit und mit dem Zeichen M^ bezeichnen.

Wir bestimmen ferner, daB jeder Kreis
Jflj eine beliebige Anzahl

von neuen Dingen (I^)
1

, (n^)-, . . . erzeugen kann
?
die wir als Fldclien-

stiicke und mit dem Buchstaben
2

bezeichnen. Es sei nun [Sz f
52 &quot;,

. .

., S ai1
}

ein solches von den Punkten und Strecken des Komplexes
C erzeugtes System von Flachenstficken, daB zu ihrer Erzeugtmg alle

Strecken notig sind (das ist nur moglich, wenn der Q keine Briicken

oder Eckpunkte enthalt)?
dann nennen wir die Gesamtheit

{
P

,
P !

,
. .

.,
P

&quot;; 8, , S^, ..., &,.; S
t\ S/, . .

., S^- }

eiuen Flachenkomplex oder einen zweidimensionalen Komplex 2
. In

einem C
2 ,

bei dem jede Strecke gerade zu zwei Flachenstiicken ge-

hort
;
zerfallen alle Flachen, die durch einen Punkt P des Komplexes

gehen, in zyklisch geordnete Gruppen. In jeder derselben hat jede

Flache mit der in der Gruppe vorangehenden und mit der nachfolgen-

den Flache je eine an P
;,angeheftete&quot; Strecke gemeinsam. Bilden

die Flachen fiir jeden Punkt des Komplexes nur eine Gruppe, so

wollen wir den Komplex als gesclilossene Flache bezeichnen. Entfernt

man aus einem solchen Komplexe einige Flachen, etwa $
2 ,

. .

., $/,

die keine Punkte mit einander gemeinsam haben
;

so bezeichnen wir

den iibrig bleibenden C
2

als berandete Fldclie mit den Randkurven T7/,

. .
.,

IZ
1

r
,
wo S

2
* = (n^) ist. Eine geschlossene oder berandete Flache

bezeichnen wir als zweidimensionale Mannigfaltigkeit und mit dem

Zeichen Jf
2

. Einen Kreis T^ eines Komplexes M2 ,
der die einzige

Randkurve einer Mannigfaltigkeit ist, deren Teilfliichen samtlich Teil-

flachen von 3&amp;gt; sind, nennen wir liomolog null, in Zeichen P^ O.
12

)

11) S. Naheres Coniplexus, p. 174 ff.

12) Begriff und Bezeichnung ist von H. Poincare eingefuhrt (J. ec. polyt. (2)

1 (1895), p. 18). Fur die weitere Ausfuhrung und Erweiterung des Begriffs siehe

Complexus, p. 179 ff.
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2. Indikatrix 13
).

Bezeiclinen wir den einen Eckpimkt einer Strecke

als Anfangs-, den anderen als Endpunkt, so geben wir der Strecke

einen bestimmten (Durchlaufungs-)Sinn, eine IndikcArix, was wir in der

Schreibweise (P ,
P

&quot;)

durcli das Voranstellen des Anfangspunktes
ausdriicken konnen. Wir konnen jeder Strecke einer M

l
eine solche

Indikatrix geben, daB jeder Punkt derselben, an den zwei Strecken

stoBen, Anfangspunkt fiir die eine und Endpunkt fiir die andere ist.

Dies kann auf zwei Weisen geschehen. Die eine erhalten wir aus

der anderen, indem wir fiir alle Strecken die entgegengesetete Indikatrix

wahlen, d. i. Anfangs- und Endpunkt mit einander vertauschen. Ein

Flachenstiick, bei dem alle Strecken des erzeugenden Kreises in der

obigen Weise mit einer Indikatrix versehen sind, wollen wir selbst

als mit einer Indikatrix begabt bezeicnnen. Wir nennen die beiden so

moglichen Bezeichnungsweisen die beiden verschiedenen, einander ent-

gegengesetzten Indikatricen des Flachenstiickes. Konnen wir bei einer

Jf
g
alien Teilflachenstiicken solche Indikatricen geben, daB jede Strecke,

die nicht auf einer Randkurve Hegt, also an zwei Teilflachen stoBt,

von der einen derselben infolge der Indikatrixbestimmung eine Indi

katrix erhalt, die der von der anderen erhaltenen entgegengesetzt ist
r

so soil die Flache zweiseitig heiBen, andernfalls einseitig
l

\
u

).
Die be-

treffende Indikatrixbestimmung fiir eine zweiseitige M.~&amp;gt; kann wieder

auf zwei verschiedene Weisen geschehen. Wir baben den Satz: Ist

ein Teil einer M2 einseitig, so ist sie selbst einseitig. Die einfaehste

von einer Kurve berandete einseitige Flache hat das Koniplexschema :

f p 1 p 2 p 3 p 4. Of 1,2 Of 2,3 O 3,4 O 4, 1 Of 1, 3 .Of 4,1.
I -M) 9 &amp;gt; -M) J *Q ? 1 &amp;gt; 1 ; i 9 1 9 1 1 5

ĝ
(l, 2), (2, 3), (3,4), (4,

1)^ g
(l, 2), (2,4), (4, 8), (3, 1)

J

13 u. 14) Gewohnlich wird Ein- und Zweiseitigkeit definiert mit Hilfe der

Auffassung der Mt
als einer im dreidim. Raume ausgebreiteten Mannigfaltigkeit :

Nimmt man ein
,,Lot&quot;

auf die Flaclie mit bestimrnter Riclituug und laBt es sich

auf einer zweiseitigen Flache beliebig bewegen, so wird es bei Riickkehr zum

Anfangspunkt auch iirnner wieder die Anfangsrichtung besitzen, was bei ein-

seitigen Flachen nicht der Fall ist. Uber die daran sich anschlieBende analy-

tische Unterscheidung von Ein- und Zweiseitigkeit vgl. z. B. Poincare (J. ec.

polyt. (2) 1 (1895), p. 25). Klein (Math. Ann. 7 (1871) p. 478) hat darauf hin-

gewiesen, daB die Ein- resp. Zweiseitigkeit nicht vom umgebenden Raume ab-

hangt, vielmehr eine innere Eigenschaft der Flache ist. Klein fiihrt zur Unter-

suchung dieser Eigenschaft statt des sich bewegenden Lotes eine sich bewegende
unendlich kleine Kurve mit Umlaufssinn (Indicatrix) ein. Die obige Definition

stellt eine Ubertragung der Kleinschen Definition ins Diskontinuierliche dar und

ist im AnschluB an A. F. MoUus gegeben, der zuerst (1858) Werke 2, p. 519,

vgl. p. 484 die Existenz einseitiger Flachen erkannt hat. Vgl. ferner Listing,

Census (1862), p. 13; L. Schlafli, J. f. Math. 76 (1873), p. 152 und G. Weiclihold,

Diss. Leipzig 1883 = Zeitschr. Math. Phys. 28 (1883), p, 321.
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WO
S^* fur (P &amp;lt;;

P *) und S
9
MW... fib- (S^\ S^ . .

.)

steht. Diese Flacbe heiBt Mobiussches Blatt.

3. Interne Transformation und Homoomorphismus (Elementar-

verwandtschaft)
15

).
Zwei Streckenkomplexe C/ und C&quot; heifien elementar-

verivandt oder homoomorph, 1) wenn sie nach einer eventuellen Ab-

anderung der Bezeichuungsweise der erzeugenden Punkte sich als

identiscb herausstellen, 2) wenn dasselbe der Fall 1st nach vorher-

gehender, beliebig oft wiederholter (interner) Transformation einzelner

Strecken nacb dern Scberna: ) Einfuhrung eines neuen Punktes QQ ,

p) Ersatz der Strecke (P &amp;lt;,

PQ
k
\ durcb zwei Strecken (P ; QQ)

und

(Co, P l

).

Zwei Flaclienkomplexe C2 und
Cg&quot;

lieifien elementarverwandt oder

homdomorph, 1) wenn sie sicb nach einer eventuellen Abanderung der

Bezeichnungsweise der Elemente als identisch herausstellen, 2) wenn

dasselbe der Fall ist a) nach vorhergehender interner Transformation

der C
2
und C2

&quot;

erzeugenden Streckenkomplexe, b) nach vorhergehender;

beliebig oft wiederholter (interner) Transformation einzelner Teilflachen-

stiicke nach folgendem Schema: a) Einfuhrung einer neuen Strecke

(&quot;P ,
P *)

= T
lf
wo P f und P *

erzeugende Punkte eines ein Flachen-

stiick ^ erzeugenden Kreises 11^ sind: /3)
Ersatz von S9 durch zwei

Flachenstiicke (T19 Ml

f

)
und (T19 M^\ wo M^ und Jtf/ die beiden

von P * und P/ begrenzten Mannigfaltigkeiten sind, die zusammen II
l

bilden.

Es gelten die gi*undlegendeu Satze: Sind zwei Komplexe mit eineni

dritten homoomorph, dann sind sie auch mit einander homoomorph.
Ist von zwei homoornorphen Komplexen der eine eine Mannig-

faltigkeit,
dann ist es auch der andere. Zwei hornoomorphe ]\L

2
sind

entweder beide einseitig oder beide zweiseitig. Zwei hornoomorpheM2

haben die gleiche Anzahl Randkurven. -- Jede geschlossene M2 (resp.

jeder Kreis) kann mit sich in der Weise als homoomorph nachgewiesen
werden

;
dafi bei der betreffenden Beziehuug der M.

2 (des Kreises) auf

sich selbst sich zwei ganz beliebige Punkte derselben entsprechen;

15) Der Begriffsbildung irn Text kornnit am nachsten die Mobiusscke De

finition der Elementarverwandtschaft u
[Werke, 2, p. 433 (1863)]. Indem er

die Zerlegung in unendlich kleine Teile benutzt, vermeidet er die apodiktische

Einfiihrting der ,,Flaclienstiicke
u

. Es ist jedoch zu beachten, da6 zwei unendlich

wenig ausgedehnte, gleichdimensionale Gebilde von mehr als 2 Dimensionen im

Sinne der Anal, situs nicht aquivalent zu sein brauchen (vgl. Grundlagen Nr. 5).

Auch ist natiirlich die Definition modernen Anspriichen an Strenge nicht ganz

gewachsen (vgl. hierzu die Artikel in A B 1 und 2 von Enriques und v. Mangoldt\
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und umgekehrt: hat ein C2 (ein CJ diese Eigenschaft und verliert sie

auch nicht durch irgend eine interne Transformation, so ist er eine

geschlossene M2 (ein Kreis), d. i. die geschlossene M2 resp. die Kreise

sind die homogenen C
2 resp. Cv

Aus dem Begriif der homoomorphen Beziehung einer Mannig-

faltigkeit auf sich selbst entspringt auch der Begriff der Aquivalenz.

Zwei Komplexe auf einer Mannigfaltigkeit heifien aquivalent, wenn sie

eventuell nach interner Transformation durch eine homoomorphe Be

ziehung der Mannigfaltigkeit auf sich selbst in einander ubergehen.
Wir haben die Satze: Irgend zwei ungeschlossene M^ auf einer Mannig

faltigkeit, die keinen Punkt mit der eventuellen Berandung der Mannig

faltigkeit gemeinsam haben, sind aquivalent. Irgend zwei Randkurven

auf einer M2
sind aquivalent (s. Nexus Nr. 7). Der Begriff der Aqui

valenz ist von besonderer Bedeutung bei der Konstruktion von mehr-

dimensionalen Mannigfaltigkeiten (s. Grundlagen Nr. 5).

Grelegentlich wollen wir dem Namen ,,Mannigfaltigkeit&quot;, die wir,

im bisherigen Sinne verstanden ^Mannigfaltigkeit im engeren Sinne&quot;

nennen wollen, eine erweiterte Bedeutung geben: Mit Mannigfaltigkeit

im weiteren Sinne bezeichnen wir: die gegebene Mannigfaltigkeit oder

irgend eine aus ihr durch interne Transformationen entstehende Mannig

faltigkeit. Also z. B.: Ein Kreis auf einer Mannigfaltigkeit Jf2 im weiteren

Sinn bedeutet einen geschlossenen Streckenzug auf dieser selbst resp.

auf einer aus ihr durch interne Transformation entstehenden M
2
usw.

In dem Abschnitte: Complexus hat mit Ausnahme des letzten Para-

graphen das Wort Mannigfaltigkeit stets die urspriingliche Bedeutung,
in dem Abschnitte Connexus und ^Mannigfaltigkeiten mit Singular itaten&quot;

die zweite Bedeutung. Im iibrigen ist allemal, wo es nicht ausdriick-

lich hervorgehoben ist, die Bedeutung, die man an der betreffenden

Stelle dem Worte beilegen muB, unmittelbar einleuchtend.

4. Blementarmannigfaltigkeiten, Kreis und Kugel. Die Mannig

faltigkeit {Po
1
,
P 2

; (^o
1

? ^o
2

)} un(^ J e(^e m^ ^r homoomorphe M1

bezeichnen wir als eindimensionale Elementarmannigfaltiglieit, Strecken

zug oder kurz als Strecke mit dem Zeichen E. Die Mannigfaltigkeit

I pi p 2. fpl P 2\1 /pi p 2\2. //pi p 2\1 /p2 pl\N21^ * ^ * * &quot; (* *) (* * )

und jede mit ihr homoomorphe M2
bezeichnen wir als zweidimensio-

nale Elementarmannigfaltigkeit, Elemmtarflachenstuck, oder kurz als

Flachenstiick und mit dem Zeichen E
2

. Die (geschlossene) J/
2

:

f p 1 p 2. Of 1 O 2. /.Cf 1
.Of

2\1 /Ofl .Qf2\21
|
-r

,
-r

, Oj ,
O

A , (&i&amp;gt; &i ) &amp;gt; (Pi i ^i ; /

(wo S = (Po
1

; ^o
2
)* gesetzt ist) und jede mit ihr homoomorphe M^
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bezeichnen wir als Kugelfldclie oder zweidimensiondle Splicire und mit

dem Zeichen 77
2

.

Wir liaben dann die Satze: Jede M ist entweder ein Kreis oder

eine E
1

. Jeder Kreis einer E
2

ist die Randkurve eines Elementar-

flachenstuckes, das ein Teil der E% ist. Ein Teil dieses Satzes ist

Equivalent mit dem Satze: Auf einer J?
2

ist jeder Kreis homolog null.

E.2 und 77
2

sind zweiseitige M2
. Auf einer 77

2
ist jeder Kreis

honiolog null. -Tede 77
2
wird durch eine n in zwei E* zerlegt.

5. Ausdehnung auf n Dimensionen 16
).

Die Erzeugung von

hbheren Komplexen C.A und weiter Cn aus den Flachenkomplexen kann

auf verschiedene Weise vor sich gehen, je nachdem man zu dem Auf-

bau der C3 beliebige geschlossene M2 ,
oder nur zweiseitige oder end-

licit nur Kugelflacheu benutzen will. Im folgendeu soil die dritte

Methode benutzt werden, weil sie die einfachste und anschaulichste

ist,
und weil die anderen doch nur scheinbar allgenieiner sind.

Wir bestimmen, da6 jede Kugelflache 77
2

eine beliebige Anzahl

von neuen Dingen (J72 )1; (-#2)2? erzeugen kann, die wir als drei-

dimensiomle Rawnst&cke und mit den Buchstaben S
B bezeichnen. Es

sei nun {S3
l

,
5

3

2
,

. .

.,
S
3
a

&amp;gt;

}
ein solches von den Punkten, Strecken

und Flachenstiickes des Kornplexes C2 erzeugtes System von $8 , daB

zu ihrer Erzeugung alle Flachenstiicke notig sind (das erfordert be-

sondere Eigenschaften fur den (7
2), dann nennen wir die Gesamtheit:

f pi p2 pa,. 01 Cf 2 Of a, . O 1 Of 2
Of a2 . Of

1
Of

2
Of a, I

t*t &amp;gt; *&amp;gt; &quot;f *tl 1 f 1 &amp;gt; V 1 1 2 &amp;gt; 2 7 &amp;gt; 2 1 3 9 8 &amp;gt; 9 3 J

eirien Raum~komplex oder dreidimensionalen Komplex CB
.

Um aus dem C3 durch Spezialisierung die M
3
zu bekommen, sind

wieder vei*schiedene Wege moglich. Wir wollen die Spezialisierung so

vornehmen, daB die entstehenden M3 homogen sind (s.
Nr. 3). Ein C3 ist

erne geschlossene dreidhnemionakMannigfaltigkeit, wenn dreiBedingungen
erfiillt sind: 1) Jede S.

2 gehort zu zwei Ss
. Dann ordnen sich an jeder S

l

alle S
3
zu ,,Gruppen&quot; (s.

Nr. 1); 2) alle Ss an einer S
l
bilden nur eine

Gruppe. Bezeichnen wir dann die Slt S3 ,
53; die durch einen bestimmten

16) Uber ti-dimensionale Gebilde s. vor alleni Complexns Nr. 3 u. 4. Diese

Theorie ist besonders gefordert von B. Eiemann, Werke 2. Aufl., p. 474; E. Beiti,

Ann. di mat. (2) 4 (1871), p. 140; V. Eberliardt, Math. Ann. 36 1890), p. 121;

W. Dyck, Math. Ann. 37 (1890), p. 273; Poincare, s. FuBn. 4. Die Ausdehnung
auf uber 2 Dimensionen hat ihre Bedeutung: 1) weil mehrdimensionale Gebilde

ganz eigenartige und zum Teil sehr verborgene Eigenchaften aufweisen, 2) weil

eine Eeihe von topologischen Problemen, die nicht viber den dreidimensionalen

Raum herauszugehen scheinen, zu ihrer Losung polydimensionale Betrachtungen
erfordern (z. B. Knotenprobleme), 3) weil der Verlauf algebraischer Flachen voll-

standig nur durch vierdimensionale Mannigfaltigkeiten dargestellt werden kanii.

Encyklop. d. math. Wissensch. Ill 1. 11
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Punkt des Komplexes gehen, als Pseudopunkte, Pseudostrecken und

Pseudoflachenstucke, so bilden diese Elements vermoge der Bedingungen
1) und 2) einen oder mehrere Komplexe, von denen wir jeden ent-

sprechend als eine geschlossene Pseudoflache bezeichnen diirfen. Wir
wahlen dann als dritte Bedingung: 3) An jedem Punkt soil es nur

eine solche Pseudoflache geben, und zwar soil diese eine Kugelflache
sein 17

).
Jetzt wird die folgende Fassung dieser drei Bedingungen ver-

standlich sein: An jeder Flache soil der C3 sich wie ein Punktepaar,
an jeder Strecke wie ein Kreis, an jedem Punkt wie eine Kugelflache

verhalten. Die zweite Bedingung enthalt die erste, die dritte die erste

und zweite.

Eine berandete Ms
kann dann wie folgt erklart werden: Bei einer

berandeten M3 unterscheiden wir innere Punkte, Linien und Flachen-

stiicke von Randpunkten, -linien resp. -flachenstiicken. An den inne-

ren Flachen verhalt sich die berandete M
3
wie ein Punktepaar, an den

Randflachen wie ein Punkt (d. i. es hangt an den Randflachen je nur

ein Raumstiick), an den inneren Strecken wie ein Kreis, an den Rand-

strecken wie ein Streckenzug, an den inneren Punkten wie eine Kugel,

an den Randpunkten wie ein Elementarflaehenstiick. Es gelten dann

die Satze: An jeder Randstrecke hangen zwei Randflachen, von jedem

Randpunkte aus gehen Randstrecken, die sich zu einer Gruppe zu-

eammenordnen. Alle Strecken auf einer Randflache, alle Punkte auf

einer Randstrecke sind Randstrecken resp. Randpunkte. Daraus folgt

dann: Alle Randelemente sind auf eine Reihe von geschlossenen Fla

chen verteilt. Ferner: Durch Hinzufiigen von Raumstiicken kann jede

berandete M$ zu einer geschlossenen M3 gemacht werden. Die ein-

fachste berandete M
s

liefert das Raumstuck zusammen mit seiner Be-

grenzung.

Da die Kugelflache (s. Nr. 4) zweiseitig ist, so konnen wir jetzt auch

einem SB zwei verschiedene Indikatricen geben, indern wir auf zwei

Weisen den Flachenstiicken der erzeugenden Kugelflache zusammen-

gehorige Indikatricen verleihen konnen. Wir nennen dann, weiter ver-

allgemeinernd, eine M
3 zweiseitig, wenn wir jeder seiner S

s
eine solche

Indikatrix geben konnen, dafi ein $27 das an zwei $3 stofit, von dem

einen derselben infolge dieser Indikatrixbestimmung die umgekehrte

Indikatrix erhalt wie von der anderen; ist das nicht moglich, so

nennen wir die MB einseitig.

Zwei C3 heifien elementarverwandt oder homoomorph, 1) wenn sie

17) Ein Beispiel, bei dem die dritte Bedingung nicht erfullt ist, s. p. 183,

ferner Heegaard, Diss. Kopenhagen, 1898, p. 87.
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sich nach einer eventuellen Abandoning der Bezeicbnungsweise der

Elemeute als identisch herausstellen; 2) wenn dasselbe der Fall ist

a) nach einer internen Transformation des erzeugeuden C
2 , b) nach

beliebig oft wiederholter internet- Transformation einzelner S
3

nach

folgendem Schema: ) Einfiihrung eines neuen Flachenstiicks T
2
= (U^\

wo T7/ ein Kreis einer ein Raumstiick S3 erzeugenden Kugelflache 77
2

ist, /5)
Ersatz von S3 durch zwei Raumstiicke (T2 ,

J
2 )

und T2 ,
.E

2 &quot;),

wo E% und E
2

&quot;

die beiden von TI^ begrenzten E% sind, die zusammen

77
2
bilden

(s. Nr. 4). Wir konnen jetzt die Begriffe der Homologie,

Aquivalenz sowie den Begriff der ,,Mannigfaltigkeit im weiteren Sinne&quot;

unmittelbar auch fiir dreidimensionale Mannigfaltigkeiten aufstellen.

Die Mannigfaltigkeit

JPO ,
P 2

; $ , 67; os/, s^y, ov, s,
1

)
1

; W, 5,
2
)

1

, W, s^)i

(wo S^= (Po
1

,
P 2

) gesetzt ist) und jede ihre homoonioi-phe J\1
B
heifit

dreidimensionale Elementarmanmyfaltiylieit oder Elemcntarraumsttick E5
.

Die ( geschlossene) J/
3

:

{Po
1

,
P 2

; ss, 8S; s,\ s^ (S2\ s,*y, (S2\ s^\
(wo SJ = (P S P 2

V&quot;
und S

2
= (SS, S^ )

1

gesetzt ist) und jede mit

ihr homoomorphe M5 bezeichnen wir als dreidimensionale Sphare und

mit dem Zeichen 77
3

.

Von wichtigen Satzen, die sich aus dem Vorhergehenden ergeben,

erwahnen wir unter Beiseitelassung einer Reihe genauer Analoga zu

den in Nr. 3 und 4 aufgeftihrten die folgenden: Jede geschlossene

Flache eines E
s

ist die Randflache eines Teiles des E3t oder, mit

analoger Bezeichnung wie in Nr. 1 : Jede geschlossene Flache eines E
s

ist homolog null. Jede geschlossene Flache eines E3
ist zweiseitig.

Nun haben wir alle Mittel in der Hand, um ganz analog weiter

zu den (74 und den M nnd iveiter zu den Cn und Mn aufzusteiyen,

worauf deshalb nicht weiter eingegangen zu werden braucht.

6. Komplexe mit Singularitaten. Es sei vorgelegt ein Komplex
CnJ der auf einen anderen Komplex Cn abgebildet werden soil. Diese

Abbildung moge nun aber nicht ein-eindeutig sein, sondern es soil

einer ganzen Reihe von Punkten P/, . . .
,
P V

,
wenn keine der Strecken,

Flachenstiicke usw. des Cn zwei dieser Punkte enthalt, ein einziger

Punkt des Cn entsprechen diirfen; es soil ferner einer Reihe von Strecken,

deren erzeugende Punkte dieselben beiden Bildpunkte haben, wenn
nur kein Flachenstuck, Raumstiick usw. des Cn zwei Strecken dieser

Reihe enthalt, eine einzige Strecke des Cn entsprechen. So fortfahrend

erhalten wir eine Abbildung von Cn in Cn f
bei der jedem P oder Sk

des CH ein C resp. S
k
des Cn entspricht, aber mehreren P oder Sk

11*
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derselbe Punkt resp. dasselbe Raumstuck. Jedes Element von Cn

aber ist das Bild von mindestens einem Element von C . Wir nennen
71

nun Cn ? aufgefaftt als das Abbild eines bestimmten Cn ,
einen n-dimen-

sionalen Komplex mit Singularitaten (mehrfachen Punkten, Sfcrecken

usw.) and geben ihm die Bezeichnung Cn (0n). Es kann ein solcher

Komplex als das Bild von beliebig vielen verscliiedenen Komplexen

aufgefafit werden. Ist das Original von Cn eine Mannigfaltigkeit MnJ

so nennen wir Cn (Mn) eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Sin

gularitdten.

Sprechen wir von zwei (resp. &) Punkten, Strecken usw. des Cn ((7W);

oder von Elementarmannigfaltigkeiten und Spharen der verschiedenen

Dimensionen usw. des Cn (Cn\ so sincl damit die Bilder von zwei
(jfc)

Punkten, Strecken usw. des Cn , resp. die Bilder von Elementarmannig

faltigkeiten und Spharen usw. des Cn gemeint. Unter interner Trans

formation des Cn\Cn) soil das Abbild einer internen Transformation des

Cn verstanden werden. Cn
l

(Cn) und Cn
3
(Cn

2

)
sind dann und nur dann

homoomorph, wenn Cn und (7n
2

homoomorph sind. Endlich erklaren

wir C7n ((7B) und jeden mit ihm hoinoomorphen Bildkomplex homoo-

morph mit Cn und jeden mit Cn homoomorphen Komplex. Die

Wichtigkeit dieser Einfuhrung geht schon aus den Satzen hervor:

Jeder Cn kann abgebildet werden auf einen Teil einer En \ jeder Cn
kann so auf einen Teil Cn einer En + l abgebildet werden, daB Cn ((7n)

keine mehrfachen w-dimensionalen Raumstiicke enthalt. Eine solche

Abbildung wird auch wohl eine Projection des Cn auf die En+1 ge-

nannt. Unumganglich notig aber ist diese Einfiihrung fur die Ent-

wicklungen der folgenden Nummer.

7. Externe Transformation. Homotopie und Isotopie. Sei (^ (CJ
ein Streckenkomplex mit (oder ohne) Singularitaten auf einer Mannig

faltigkeit Mn (n &amp;gt; 1) (d i. jedes der Elemente von C{ (CJ ist konsti-

tuierendes Element der Mn). Angenommen nun
?
man konnte jedem

Punkte Pj desselben einen ebenfalls der Mn angehorigeu Punkt Qj zu-

ordnen, ferner jeder Strecke (P
Z

,
P k

J= SJ eine Strecke (Qj, Q
k
)

l= T l

von MnJ so ist der neue Komplex jedenfalls auch ein Abbild von

Cj_ und wir bezeichnen ihn deshalb mit C &quot;

(CJ. Wir nehmen nun

ferner an
;
man konnte je zwei Punkte P Z und QJ so durch eine

Strecke U^ der Mn verbinden, dafi zu jedem geschlossenen Kreis

{$17 Ui
k

&amp;gt; TI, U^\ sich eine von ihm begrenzte Elementarmannigfaltig-
keit der Mn finden laBt, so sagen wir: C^(C^) und C^ (C^) gehen ineinan-

der durch externe Transformation auf der Mn iiber. Sei ferner C
a (08 )

ein

Flachenkomplex mit (oder ohne) Singularitaten auf einer Elementar-

mannigfaltigkeit Mn (n &amp;gt; 2). Angenommen nun
;

wir konnten jedem
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Punkte Pj dieses Komplexes einen Punkt Qjy
einer Verbindungsstrecke

SJ zweier Punkte eine Verbindungsstrecke TJ der entsprechenden

Punkte, jedem Flachenstuck 5
2

7&amp;lt; ein von den entsprechenden Elemen-

ten erzeugtes Flachenstuck T
2

h
zuordnen, so 1st der neue Komplex

jedenfalls auch ein Abbild von C2
und darf also mit C2

&quot;

(C%) bezeich-

net werden. Angenomrnen nun femer, daB zwei entsprechende Punkte

P
i
und Q{

durch eine Strecke U^ verbunden werden konnten, daB es

ferner fur jeden geschlossenen Kreis {SJ, U-f, TJ, U^} ein der Mn

angehoriges, von ihm begrenztes Elementarflachenstiick EJ und end-

lich zu jeder der von zwei entsprechenden Flachen T
2

A und S
2
h und

den zu ihren Begrenzungsstrecken gehorenden E2

l

gebildeten Sphare
ein Elenientarraumstuck EB

h der Mn gabe, so sagen wir: C/(C2) und

C
9

&quot;

(C2) entstelien aus einander durch externe Transformation. So fort-

fahrend konnen wir die externe Transformation eines auf einer Mn

liegenden Cn - ni (Cn _ m) definieren. Wir stellen ferner die Definition auf:

Gehen zwei Kornplexc eventuett nach vorJiergeJwiden internen

Transformationen aus einander durch eine Reihe von externen Trans-

formationen liervor, so nennen ivir sie homotop
18

).

Wir haben die Satze: Zwei homotope Komplexe sind homoomorph.
Zu jedem Komplex kann man einen homotopen niit vorgegebener

Lage der Punkte finder). Begrenzen in einer Mn alle geschlossenen
Kreise Elementarflachenstucke, so kann man zu jedem der Mn ange-

horigen Komplex (von weniger als n Dimensionen) einen ihm homo

topen mit vorgeschriebener Lage der Strecken finden usw. Es ergibt

sich so der grundlegende Satz:

Ziv e i hom oomorphe, einem EH ang eh o rige n m-dimen-
sionale Komplexe mit (oder oline) Singularitdten sind ho

motop.
Die externen Transformationen der geschlossenen Mannigfaltic/keiten

lassen sich noch aus spezielleren, einfacheren Transforrnationen zu-

sammensetzen, die wir EUmentartramformationen nennen wollen: Es

moge En _ m auf einer geschlossenen Mannigfaltigkeit Cn _ m (Mn _ m )
auf

einer Mn liegen und mit En m zusammen die Begrenzung einer E
n _ m+l

auf Mn bilden, dann ersetzen wir in CH _ m (Mn _ Wl) die Em _ n durch

18) Der Begriff der Homotopie im E
s

ist der am haufigsteu der Analysis

situs zugmnde gelegte Begriff und wird haufig mit: ,,A%uivalenz im Sinne der

Analysis situs&quot; bezeiehnet. Zwei auf einer Flache homotope Kurven nennt

Jordan, J. d. math. 2 (11), (1866), p. 100 ineinander reduzibel. Zwei im En

homotope Komplexe nennt Poineare (J. ec. pol. (2) 1 (1895), p. 1) ,,homeo-

morphe&quot;. Wegen des Bestehens des .,Fundamentalsatzes
u

(s. im Text) ist diese

Bezeichnung irn Einklang mit der im Text vorgeschlagenen.
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Enm und nennen das eine Elementartransformation der Cn _ m(Mn _ m)

auf der Mn .

Wir haben den Satz: Jede Elementartransformation 1st eine externe

Transformation, und: jede externe Transformation von geschlossenen

Mannigfaltigkeiten laBt sich aus Elementartransformationen zusammen-

setzen.

1st in der obigen Bezeichnung kein innerer Punkt weder von

En m noch von der von Em _ n und Enm begrenzten En_ m+l ein

Punkt der (singularitatenfreien geschlossenen) Mn _ m ,
so wollen wir

die Transformation eine spezielle externe Transformation nennen, und

zwei einer Mn angehorende Mn _ m ,
die aus einander nach eventuell

vorhergegangener interner Transformationen durch spezielle externe

Transformationen hervorgehen, isotop nennen.

Wir haben den Satz: Zwei homoomorphe M$ n _ m auf einer E2n

sind isotop (dagegen gibt es z. B. im E
s homoomorphe geschlossene

Flachen resp. Kurven, die nicht isotop sind: verschieden geschlungene
Kreisschlauche resp. Kurven). Hier ist auch die Betrachtung von

mehreren nicht zusammenhangenden Mannigfaltigkeiten von Bedeutung :

Haben wir zwei Mannigfaltigkeiten Mn _ m und Mn _ m ohne gemein-
same Punkte, die durch spezielle externe Transformation iibergehen

in Mn m und Mn m 9
so nennen wir die Gesamtlieit [Mn _ mJ Mn _ m \

speziell extern transformiert in die Gesamfheit {Mn m ,
M r

n m}j wenn

(in der obigen Bezeichnungsweise) kein Punkt weder von En m resp.

En-m noch von der von Em _ n resp. Em _ n und Em- n resp-^^-n be

grenzten En _ m+1 resp. En _m+̂ ein Punkt vonMn _ m oder M n _ m resp.

M n _ m oder Mn _ m ist. Die analoge Definition gilt fiir spezielle

externe Transformation einer Gresamtheit von beliebig vielen Mannig

faltigkeiten ohne gemeinsame Punkte. Zwei Gesamtheiten von ge

schlossenen Mannigfaltigkeiten sind isotop, wenn sie mittels interner

und spezieller externer Transformationen aus einander hervorgehen.

Jetzt sind wir im Stande, die externen Transformationen von

w-dimensionalen Mannigfaltigkeiten auf ^-dimensionalen Mannigfaltig

keiten Mn ,
d. i. von Domanen zu erklaren. Die einzelnen eine Do-

mane (mit oder ohne Singularitaten) konstituierenden Raumstiicke

werden begrenzt durch singularitatenfreie Spharen IIn _ l
. Transfor-

mieren wir den die Domane konstituierenden Komplex extern, so

zwar, da6 dabei die exteraen Transformationen der einzelnen Un _ l

sich aus speziellen externen Transformationen zusammensetzen lassen,

so nennen wir diese Operation eine (allgemeine) externe Transformation

der entsprechenden Domanen. Konnen zwei Domanen nach eventuell

internen Transformationen durch externe Transformationen in einander
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iibergefiihrt werden. so nenneu wir sie homotop. Im Gregensatz von

Mannigfaltigkeiten von relativ niedrigeren Dimensionen sind zwei, einer

Elementarinannigfaltigkeit zugehorende, liomoomorplie Domanen mit

Singularitaten nicltt aUemal homotop. (Einfachstes Beispiel: Die zwei

Domanen auf dem Streckenzug PJPJPf mit den Strecken P l P *

resp. P 1 P
^
P 2P 3

,
P 3 P 2 sind homoomorph aber niclit homotop.

Dasselbe gilt von den beiden Domanen einer E
2 ,

die durch die

Fig. 1 angedeutet sind. Zwei sinyularitatenfreie Domanen sind dann

und nur dann homotop, wenn die Systeme ihrer Berandungen

Fig. i.

homotop sind. Es sei eine Doniane und erne externe Trans

formation derselben gegeben. Dann kann man fur jede inteme Trans

formation jene externe Transformation so zu einer der neuen Domane

,,erweitern
a

,
daB dabei die alten Elemente in der urspriinglichen Weise

transformiert werden. Die speziellen extern-en Transformationen ran

(singularitatenfreienj Domanen erhalt man so: Eine externe Trans

formation heiBt dann spezi-ell, wenn man zu jedem Paare von kon-

stituierenden Raumstiicken Sn m und S n,
nach event, interner Trans

formation ein sie beide enthaltendes Elementarraumstiick E
n finden

kann, dessen Begrenzung bei der betreffenden (event. gemiiB der internen

Transformation erweiterten) Transformation speziell transformiert wird.

Zwei aus einander durch spezidle externe Transformafame* entsteJiende

Domanen heiften isotop. Endlich: Zwei beliebige (singularitdtenfreie)

Komplexe sind isotopj wenn sie entsprecliende Komplexe in isotopen

Domanen sind 1
**).

Wir bemerken die Satze: Sind zwei Cm auf einer M
lt

die ein Teil

einer M
n ist, isotop, so sind sie es auch auf der Mn . Zwei honioornorphe

C
1
auf einem jB4 sind isotop (d. i. im speziellen: die Knoten sind in

18*) Zwei im En isotope Koinplexe sind ineinander iiberfuhrbar durch stetige

Transformationen des zugehorigen n-dimensionalen Raumes; vgl. Nr. 8 und 10.
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vier Dimensionen auflosbar 18b
).

Zwei isotope Kreise auf einerMn (n &amp;gt; 2)

sind entsprechende Gebilde in isotopen Ringraumen.

Gelegentlich 1st es von Bedeutung, auch den Indikatrixbegriff mit

bei der Hoinotopie und Isotopie zu benutzen. Wir definieren: zwei

(zweiseitige) Mannigfaltigkeiten Mt

l und Mf mit gegebenen Indikatricen

sind miteinander homotop resp. isotop, wenn bei den betreffenden

externen Transformationen gleichzeitig die Indikatrixbestimmungen in

einander iibergefiihrt werden. Es gilt der Satz: Die einzige Flache,

deren samtliche geschlossenen Kurven auch mit Umlaufssinn einander

isotop sind, ist die Kugel. (Anf einem Elementarnachenstiick sind

je zwei Kurven bios ohne Ansehen des Umlaufssinns isotop.)

8. Das Anschauungssubstrat. Dasjenige, was der im vorhergehen-
den entwickelten Theorie allein Wert verleihen kann, ist das An-

schauungssubstrat, fur das wir iui folgenden diejenigen Eigenschaften
axiomatisch aufstellen wollen, die die Grundlegung dieser Theorie,

soweit sie ein anschauliches Substrat hat, ermoglichen.

I. Existentialaxiome.

1) Es gibt beliebig viele Punkte.

2) Linienstiicke (Streeken), Flachen- und Raumstiicke sind Punkt-

mengen.

3) Zu je zwei Punkten gibt es beliebig viele von diesen Punkten

begrenzte Linienstiicke (Strecken), die sonst keine gemein-
samen Punkte haben.

4) Zu je zwei Linienstiicken mit gemeinsamen Grenzpunkten,
sonst aber ohne gemeinsame Punkte, gibt es beliebig viele von

diesen zwei Linien begrenzte Flachenstiicke ohne sonstige ge

meinsame Punkte.

5) Zu je zwei Flachenstiicken, die durch dieselben beiden Linien

begrenzt werden und ohne sonstige gemeinsame Punkte, gibt

es ein und nur ein von ihnen begrenztes Raumstuck.

II. Zerlegungsaxiome.

a) 1) Jedes Linienstiick mit den Grenzpunkten P und P &quot;

ist

gleich der Gesamtheit von zwei Linienstiicken mit einem

gemeinsamen Punkt $ ,
die durch die Punkte P und Q

resp. durch und P &quot;

begrenzt werden.

18 b
) Klein, Math. Ann. 9 (1876), p. 478. Beispiele bei R. Hoppe, Arch. Math.

Phys. 64 (1879), p. 224; H. Durege, Wien Ber. 82 2
(1880), p. 135; Hoppe, Arch.

Math. Phys. 65 (1880), p. 423; vgl. auch V. Schlegel, Zeitschr. Math. Phys. 28

(1883), p. 105; F. Zollner, Wiss. Abh. 1 (1878), p. 272; 0. Simony, Gemeinf.

LOsung . . ., Wien (3. Aufl.) 1881, p. 38 ff.
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2) Jedes Flachenstuck mit den Grenzstrecken 5/ und / ist

gleich der Gesamtheit von zwei Flachenstiicken, die bios

eine Strecke T
l gemeinsam haben, und von $/ und T

l resp.

von T
l
und $/ begrenzt werden.

3) Jedes Raumstiick mit den Grenzflachen S
2
and S

2

&quot;

ist gleich

der Gesamtheit von zwei Raumstticken, die bios eine Flache

T
2 gemeinsam haben, und von S

2
und T

2 resp. T2
und

S%&quot;

begrenzt werden.

b) Gegeben sei irgendwie eine endliche Anzahl von Punkten,

Strecken, Flachen und Raumstiicken. Dann kann man ein

Raumstiick S3 so linden, dafi jedes einzelne dieser Elemente

ein inneres Element einer aus S
s durch Zerlegung nach

[U a) 1), 2), 3)] entstehenden E&quot;3 ist. Man kann fur die Ele

mente eine solche E
3 finden, wenn zwei Linien des gegebenen

Systems nur eine endliche Anzabl von isolierten Punkten, zwei

Flachen eine endliche Anzahl von isolierten Punkten und

Strecken, zwei Raumstiicke nur eine endliche Anzahl von iso

lierten Punkten, Strecken und Flachen gemeinsam haben.

Hiernach sind zwei Iwmoom&rplie, im Raum ausgebreitete Kom-

plexe anschaulich als analog ziisammensetzbar oder iiberdeckbar zu be-

trachten. Eine interne Transformation eines Koniplexes entspricht

hier einer Zerlegung desselben.

III. Deformationsaxiom.

Zwei auf einer Linie, Flache oder raumlichen Domane gelegene

Komplexe sind dann und nur dann in einander mit resp. ohne Selbst-

durchdringung stetig deform ierltar, wenn sie homotop resp. isotop sind.

Dieses Axiom ist die Zusammenfassung einer groBen Reihe von

einzelnen Aussagen, z. B.: Begrenzen zwei Linien ein Flachenstiick,

BO sind sie auf diesem in einander stetig deformierbar. Ferner: Zwei

in einander ohne Selbstdurchdringung im Raume deformierbare Kom
plexe konnen so mit raumlichen Domanen umgeben werden, da6 diese

Domanen in einander stetig deformierbar sind, wobei die beiden Koni-

plexe in einander iibergehen. Der Fundamentalsatz (Nr. 7) iiber den Zu-

gammenhang zwischen Homotopie und Homoomorphie kann jetzt so

ausgesprochen werden:

Z-wei gleiclisusammenset2l)are Flachen sind (mit Durch-

dringung) in einander stetig deformierbar.

9. Einteilung der Analysis situs. Alle diejenigen Eigenschaften

topologisch definierter Gebilde, bei denen weder interne noch externe

Transformation in Betracht kommt, fassen wir unter dem Xamen
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Complexus
1Sc

)
zusammen. In ihrer Anwendung auf geometrisehe Gebilde

sind bios die Existentialaxiome und die ersten drei Zerlegungs-

axiome, soweit mit ihrer Hilfe auf die Existenz gewisser Kom-

plexe geschlossen werden kann, notig. Alle die Eigenschaften, fur

welche die interne, aber nicht die externe Transformation eingefiihrt

werden miissen, d. i. die bei internen Transformationen invariant bleiben-

den Eigenschaften topologischer Gebilde, gehoren der Theorie des

Nexus (Zusammenhang) an. Hier sind zur geometrischen Deutung
alle Zerlegungsaxiome von Noten. Die Invarianten fiir interne und

externe Transformationen gehoren der Theorie des Connexus
(,,relativer&quot;

Zusammenhang, Zusarnmenhang von Mannigfaltigkeiten auf anderen

Mannigfaltigkeiten) an. Hier miissen zur raumlichen Deutung auch die

Deformationsaxiome gebraucht werden. Endlich, fiir sich wollen wir

im folgenden die Theorie der Mannigfaltigkeiten mit Singularitdten

behandeln, die je nach verschiedenen Gesichtspunkten der Complexus-
oder der Connexustheorie zugerechnet werden kann.

10. Die Methode. Durch die Entwicklungen der ersten sieben

Nummern dieses Abschnittes ist die Analysis situs dargestellt als ein durch

seine anschauliche Bedeutung ausgezeiclmeter Teil der Kombinatorih. Das ist

schon fiir die Widerspruchslosigkeit der in Nr. 8 aufgestellten Axiome

von grofier Bedeutung. In der nun folgenden Darstellung des bisher

in der Analysis situs Erreichten wird dieser Standpunkt nicht immer

streng eingehalten; es werden vielmehi* haufig mit Hilfe der Anschauung

wichtige Schliisse gezogen: Die Anschauung ist nicht nur der MaB-

stab fiir die Bedeutung der einzelnen Resultate, sondern sie ist auch

der beste Fiihrer in der Entdeckung neuer Satze und ihrer Beweise.

Aber in jedem einzelnen dieser Falle kann man ohne Schwierigkeit

sehen, daB die in Betracht kommenden Schliisse auch allein mit Hilfe

der vorangehenden abstrakten Entwicklungen gemacht werden konnen,

wie denn iiberhaupt alle speziellen tJberlegungeu. die zu irgend einer

Zeit auf unserem Gebiet angestellt worden sind, als natiirliches Funda

ment unsere obigen Definitionen haben, wahrend die oft an die Spitze

gestellte Theorie der stetigen Raumdeformationen (s. Einleitung) wesent-

18) Bei der Definition von C3
und hoheren Komplexen haben wir (Nr. 5) den

Begriff der JT
2 ,

7T
S usw. benutzt, den wir mit Hilfe der Einfuhrung der internen

Transformationen begriindet haben. Eine rein komplektische Definition der IT
8

wird uns durch den Umstand geliefert, daB eine geschlossene Ma
dann und nur

dann eine IT
2 ist, wenn auf ihr jeder Kreis begrenzt; und Entsprechendes gilt

fur JT
3
usw. Dies sind auch die einzigen Eigenschaften von U

2 usw., die im

Abschnitt Complexus vorkommen.
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lich nur einen rein dogmatischeu Zweck zu erfiillen hat. Die Ana

lysis situs ist eben der primitivste AbscJnritt der Geometric, wo der

Grenzbegriff noch nirgeudwo von Bedeutung ist.

A. Complexus.

1. Ubersicht. Die Untersuchungen, die fur diesen Teil charak-

teristisch sind, treten klar hervor bei der Theorie der Liniensysteme

(Nr. 2), die in voller Allgemeinheit studiert sind. Bei dem Studiuni

hoherer Komplexe dagegen werden zumeist Eigenschaften, die eigent-

lich der reinen Theorie des Complexus angehoren, mit Untersuchungen
nektischen Charakters verniischt entwickelt, und zwar aus dem Grunde,

weil beinahe nur die spezielle Koniplexgattung der Mannigfaltigkeiten

untersucht wird. Hierher gehort vor allem die Ableitung der gewohn-
lichen und erweiterten (komplektischen) Eulerschen Formel fur zwei-

und mehrdirnensionale Mannigfaltigkeiten.

2. Liniensysteme (Streckenkomplexe). (cr
Anzahl der Punkte, a

t

Anzahl der Linien der als zusammenhangend vorausgesetzten Systeme.)

Ein Punkt des Systems, auch Knotenpunkt genannt^ heiBt von der Multi-

plizitat A
,
wenn A Linien in dem Punkt zusamrnenstoBen. Ftir einen

Endpmikt ist A* = 1. Wenn k ^ 3, nennt man den betreffenden Punkt

auch einen Kreuzungspunkt (/,* 2)
ter

Ordnung
19

).
Etwas anders

wie in diesern Artikel (Grundlagen Nr. 1) wird bei Jordan 20
)
und bei

G. Brunei 21
)

ein gegebener C durch Symbole dargestellt, und zwar bei

dem ersteren durch die Form JjiX* #,-#*, wo x
l

- x
i

- x
k

- xao die

Punkte sind und a
ik

die Zahl, die angibt, wie oft x
i
mit x

k
verbunden

ist, bei Brunei durch die Determinante dieser Form.

Von grundlegender Bedeutung fur die Theorie des C\ sind die

beiden Begriffe, die von Listing zuerst betrachtet und mit dein Namen

Cyldose und Dialyse bezeichnet wurden 22
).

Eine Cyklose ist ein ge-

schlossener Kreis, die Dialyse besteht in der Zerstorung dieses Kreises

durch Wegnahme einer Strecke.

Durch Wegnahme von

i
=

i o + *

passend gewahlter Linien wird der Komplex in einen Baum (a. Fig. 2)

19) Ahrens, Math. Ann. 49 (1897), p. 312. Bei Listing (Census rauml. Kompl.,

p. 29) fc-ziigiger Ausgang.

20) 3. f. Math. 70 (1869), p. 185.

21) Bordeaux, Extr. proc. verb. 189293, p. IX; Bordeaux Mem. (4) 5 (1895),

p. 165.

22) Census 7 ff.
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verwandelt, d. i. in einen C ohne Kreise, der also, wenn
,,innere&quot;

Linien vorhanden sind, durch die Fortnahme einer solchen zerfallt 28
).

|tt1
heifit bei Listing die cyklomatisclie Ordnungssalil^). Fiir singulare

Komplexe auf einer 77
2
mit keinen anderen

Singularitaten als q Doppelpunkten, d. i.

zusammenfallenden Knotenpunkten von

der Multiplizitat 2 (nach Listing Traver-

sen) gibt Listing die Formel fiir ft:
25
)

wenn m die Anzahl der
,,Felder&quot; ist, in

2 - die die U
2
von dem Komplexe eingeteilt

wird, wo ein Feld eine von Komplex-
strecken begrenzte E2 ist, in der kein Punkt und keine Strecke des

Komplexes liegt.

Bedeutet v
k

die Anzahl der Knotenpunkte von der Multiplizitat k,

so ist:

o=
also:

wo 2(y) ^e Summe der Ordnungen aller Knotenpunkte bedeutet 26
).

Geben wir jeder Strecke 8^ eines Q einen bestimmten Sinn, dann

verstehen wir unter der Kongrumz*
1

)

ti^^Sf,
wo s

i gleich + 1, 1 oder Null sein kann, dafi, wenn man den

Kreis U^ in bestimmter Richtung durchlauft, die Strecke S
{

1

9
wo e

i
==

ist, iiberhaupt nicht, diejenige, fiir die s = -f- 1 resp. 1 ist, in dem

gegebenen resp. in einem dem gegebenen entgegengesetzten Sinne

durchlaufen wird. Dann besteht folgender Satz: Fiir jeden C
1 gibt

es gerade ^ linear von einander unabhangige solche Aggregate. Also:

jeder Kreis ist ,,linear auszudriicken&quot; durch ein Fundamentalsystem
von

ittj
Kreisen. Der Beweis hierfiir folgt leicht mit Hilfe des Satzes:

23) G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 72 (1847), p. 498 ff.; Listing, Census (1862), 21;

Jordan, J. f. Math. 70 (1869), p. 185; Ahrens, Math. Ann. 49 (1897), p. 315.

Naheres s. Anm. 47.

24) Census 21.

25) Census 22, Formel (3).

26) Ahrens, Fussn. 23, p. 3i2 u. 315.

27) Diese Methode ist von Poincare, Palermo Rend. 13 (1899), p. 285 ein-

gefuhrt worden.
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Gibt es fur ein System linearer Forinen it
x
und nicht weniger Variable,

von denen in jedem linearen Aggregat jener Formen mindestens

eine vorkommt, so sind geracle a
1
Formen des Systems von einander

unabhangig. Man hat dann nur noch zu beriicksichtigen, dafi jede

von null yerschiedene lineare Verbindung obiger Aggregate Strecken

enthalt, die zusammen einen Kreis bilden. Jedes Fundamentalsystem
bestimmt Kornbinationen von ^ ,,nicht zerstiickelnden Linien&quot;: eine

,,Gruppe von a
x Linien&quot;, in der Weise, dafi jede der Linien einem und

nur einem der a^ Kreise des Fundamentalsystems angehort, und um-

gekehrt: zu jeder Gruppe gibt es Fundamentalsysteme
28

).
Es kann

hochstens 2-&quot; 1 Kreise geben
29

).

Es hat ein besonderes Interesse, wenn sich unter den Kreisen

eines Liniensystenis solche finden, icelche alle Pimkte enthalten,

jeden nur einnial. Die Frage, ob solche existieren, und dann

in welcher Zahl, laBt sich nicht durch bloBe Angabe der Ordnungs-
zahlen der Punkte bestinimen. Brunei

***)
setzt die Ldsung in Ver

bindung mit der Berechnung der fruher 31
) besprochenen Determinant e.

Die Losung verschiedener mathematisclier Spiel-e**) laBt sich auf die

Aufstellung solcher Kreise reduzieren. Vgl. I G 1, Ahrens, Nr. 3 und 7.

Eine ahnliche Frage 1st die nach der Minimalzalil ron Ziigen, in

icelclien alle Linien des Systems je einmal durclilaufen iverden Jconnen.

Ein nZug&quot;
ist in unserer Bezeichnungsweise eine M

L
rait Singularitaten.

Zu dieser Frage wurde Eider 38
)
durch das

??Konigsberger Brucken-

problem&quot; (s. Einleitung) gefiihrt. Ist die Zahl der Knotenpunkte von

ungerader Multiplizitat7
die fiir jeden Komplex immer gerade ist, etwa

2p, dann ist die kleinste Zahl von Ziigen gleich p. Ist p = 0, dann

28) Ahrens 1. c. p. 315.

29) Ahr&is 1. c. p. 317.

30) Anm. 21. 31) S. 171.

32) Ygl. E. Lucas, Recr. math., Paris 188294, 4, p. 221. Beispiele: 1) W. E.

Hamilton, Dodekaederspiel; Lucas, Recr. math. 2, p. 201 ff. : Ahrens, Math. Spiele,

p. 327 ff.; eine ahnliche Aufgabe Brunei, Bordeaux Extr. proc. verb. 189394

(Mem. (4) 5, 1895, p. 165), p. XXVIIL 2) Der Rosselsprung (Lucas 4, p. 205;

Ahrens, p. 165; vgl. Brunei, Bordeaux Extr. proc. verb. 189293 (Mem. (4) 4, 1894,

p. 273), p. IX u. p. LIII ;
Bordeaux Mem. (4) 5 (1895), p. 165. 3) Das spater zu nennende

Problem des Taitsclien Graplies ist jedenfalls losbar, wenn das hier besprochene

Problem gelost werclen kann; vgl. M. de Polignac, Bull. soc. math, de Fr. 27

(1899), p. 142. Ahnliche Amvendungen von Liniensystemen liegen vor z. B. bei

Problemen vensrandschaftlicher Beziehungen (Litt.: Ahrens, 1. c. p. 78); vgl. Brunei,

Bordeaux Extr. proc. verb. 189293 (Mem. (4) 4, 1894, p. 273), p. XXV; ein anderes

Problem Brunei, ebenda, 189394, p. XIV.

33) Petrop. Comrn. 8 (1741), p. 128 ff.: vgl. Lutas, Recr. math. 1, p. 21 ff.

s. p. 222; Ahrens, Math. Spiele, p. 317.



174 M. Dehn. El A B 3. Analysis situs. P. Heegaard.

kann man die saintlichen Linien in einem gescMossenen Zuge durch-

laufen. Dieser von Euler bewiesene Satz wurde spater wiedergegeben
oder wiedergefunden von Th. Clausen 8

*), Listing
3

*), C. Hierholzer*6
),

M. de Polignac
31

),
Jul. Petersen) und 0. Steinert 39

). Nacli einer Be-

merkung von C. A. Laisant^) kommt die Losung des Dominoproblems
auf eine Anwendung dieses Satzes heraus. Verwandt mit deni Satz

ist die Aufgabe, den Weg durch ein Labyrinth zu nnden 41
),

und die

Aufgabe der sogenannten Schmugglerreise*
2

).
Die Fragestellungen von

A. Tlme^) und E. Steinitz^} gehen in derselben Richtung.

Wenn ein Zug durch einen Knotenpunkt hochstens einrnal hin-

durchlaufen darf, wird die Minimalzahl der Zuge im allgemeinen

groBer. Sie hangt allein von den Ordnungszahlen der Knotenpunkte
ab und ist sehr einfach zu bestimmen 45

).

Jordan^) nennt zwei Liniensysteme A und A einander gleich

(paretts), wenn sie in unserer Ausdrucksweise ohne interne Transfor

mation einander homoomorph sind, d. i. wenn sie sich nur durch die

Bezeichnungsweise unterscheiden, und behandelt die Frage, ob und

eventuell wie oft ein Liniensystem mit sich selbst gleich sein kann.

Die Liniensysteme von der cyklomatischen Ordnungszahl (ein

fach zusammenhangende) sind die Btiume 47
).

Fur einen Baum ist also

i
= 1.

34) Astr. Nachr. 21 (1844), p. 216.

35) Vorstudien, p. 59 ff.

36) Math. Ann. 6 (1873), p. 30.

37) Bull. Soc. math, de Fr. 8 (1880), p. 121 (nur fiir Baume ausgesprochen),

wiedergegeben in Lucas, Recr. math. (Paris, 2. ed., 1891) 1, p. 51 ff.

38) Acta math. 15 (1891), p. 196 u. p. 210 (nur fur regulare Liniensysteme

ausgesprochen).

39) Arch. Math. Phys. (2) 13 (1895), p. 220.

40) Lucas, Recr. math. 2, p. 229 (Note 1) u. 4, p. 126; Alirens, Math. Spiele,

p. 373. Da auch die Bestimmung von der Anzahl von Losungen durchgefuhrt

von G. Tarry, Ass. fr. Nancy 2 (1886), p. 49. Vgl. auch Brunei, Bord. Proc.

verb. 189596, p. 62.

41) Cli. Wiener, Math. Ann. 6 (1873), p. 29 ; Lucas, Recr. math. 1, p. 45 (Losungvon

Tremeaux) ; Tarry, Nouv. Ann. (3) 14 (1895), p. 187 ; vgl. Ahrens, Math. Spiele, p. 321 ff.

42) Lucas, R6cr. math. 1, p. 38.

43) Tidskr. f. Math. (5) 3 (1885), p. 102.

44) Monatsh. Math. Phys. 8 (1897), p. 293.

45) F. Lippich, Wien Ber. 69 2
(1874), p. 95.

46) J. f. Math. 70 (1869), p. 185.

47) A. Cayley nennt sie trees, C. Jordan assemblages d continuite simple, M. de

Polignac arbres, ramifications, arborescenses. Vor allein hat sich Cayley mit den

Baumen beschattigt : Phil. mag. 13 (1857), p. 172 = Papers 3, p. 242 (urn eine

Reihe Differentiationsprozesse zu veranschaulichen) ;
Phil. mag. 18 (1859), p. 374
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Die meisten Untersuchungen bezwecken die Aufzahlung von Baurnen,

welche gegebenen Bedingungen geniigen, z. B. gegebene Anzahlen von

Linien, freien Endpunkten usw. habeu. Diese Aufzahlungen werden ver-

schieden, je naclidem man sich den Baum als einen Wurzelbaum 48
)&amp;gt;

von einem bestimmten Knotenpunkt entspringend, denkt oder nicht.

Diese Untersuchungen sind in der organischen Chemie von Bedeu-

tung bei der Bestimmung der Anzahl von isomeren Verbindungen
49

).

Jordan 50
)
hat bewiesen, da6 ein Baum immer eine Mitte - - ent-

weder einen zentralen Knotenpunkt, Zentnim, oder eine zentrale Achse

besitzt mit folgenderEigenschaft: im erstenFalle ist dieZahl von Linien,

welche in jedem von dem zentralen Knotenpunkte entspringenden par-

tiellen Baum enthalten sind, &amp;lt; -^ ;
im zweiten Falle, der nur moglich

ist, wenn die Anzahl der Linien ungerade ist, teilt jeder Endpunkt der

Achse (Bizentntm) den Baum in zwei Baume mit resp.
* - und

^ Linien. Von jedem anderen Knotenpunkte entspringt in beiden

Fallen ein partieller Baum mit niehr als *-7p
- Linien.

Ini Gegensatz zu dieser Jordansvhen Mitte (etwa Mitte der ge-

samten .,Masse&quot; Centre of magnitude or of number&quot;) definiert

= Papers 4, p. 112; Phil. mag. 47 (1874), p. 444 = Papers 9, p. 202; Rep. Brit,

Ass. 1875, p. 257 = Papers 9, p. 427; Phil. mag. (5) 3 (1877), p. 34 = Papers 9,

p. 544; Educ. Times 27 (1877), p. 81 = Papers 10, p. 598; Am. J. of math. 4

(1881), p. 266 = Papers 11, p. 365; J. Hopkins Circular 1882, p. 202 = Papers

10, p. 401; Quart. J. of math. 23 (1889), p. 376 = Papers 13, p. 26; vgl. auch

Phil. Trans. 158 (1868), p. 141 = Papers 6, p. 260. Mit Bauinen beschaftigen

sich auch: Listing, Census (1862), 27; Jordan, J. f. Math. 70 (1869), p. 186;

Sylvester, Educ. Times 30 (1878), p. 52; S. Tebay, Educ. Times 30 (1878), p. 81:

faPoUgnac, Bull. soc. math, de France 8 (1880), p. 120; ibid. 9 (1881), p. 30: Brunei,

Bord. Extr. proc. verb. 189293 (Mem. (4) 4, 1894, p. 273), p. 18 u. p. 25; ibid.

189394 (Mem. (4) 5, p. 165), p. 14, 39 u. 44; Proc, verb. 189495, p. 8;

P. A. Mac Mahon, Phil. mag. (5) 40 (1895), p. 153. Vgl. auch die Darstellungen:

Lucas, Recr. math. (2. ed.) 1 (1891), p. 51 und Ahreiis, Math. Spiele (1901), p. 304 ff.

48) Cayley, Phil. mag. 13 (1857), p. 172 = Papers 3, p. 242.

49) Cayley, Phil. mag. 47 (1874), p. 444 = Papers 9, p. 202; Rep. Brit. Ass.

1875, p. 257 = Papers 9, p. 427 (Refer, in Ber. deutsch. chem. Ges. 8 (1875),

p. 1056); Phil. mag. (5) 3 (1877), p. 34 = Papers 9, p. 544; Brunei, Bordeaux

Extr. proc. verb. 189293 (Mem. (4) 4, 1894, p. 273), p. 18; ibid. 189394 (Mem.

(4) 5, 1895, p. 165), p. 39; Bordeaux Proc. verb. 1894 95, p. 8; H. Delannoy, Assoc,

fran9. Caen 2 (1894), p. 102; Phil. mag. (5) 40 (1895), p. 153. Auszug: L intenned.

1 (1894), p. 72; Paris. Bull. soc. chim. (3) 11 (1894), p. 239; Ber. deutsch. chem.

Ges. 27 (1894), p. 725. Vgl. V 6, Chemische Atoniistik, Hinrichsen, Mamlock und

Study, Nr. 36, 37 und bes. 46.

50) J. f. Math. 70 (1869), p. 186; vgl. Cayley, Educ, Times 27 (1877), p. 81

= Papers 10, p. 598.
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Sylvester
51

) eine Mitte (Zentrum oder Achse) der linearen Ausdehnung

(,,centre and bicentre of length? ), indem er den Abstand zweier Knoten-

punkte durch die Zahl der zwischenliegenden Linien mifit. Wenn der

grofite Abstand zweier Endpunkte 2n ist, hat das Liniensystem ein

Sylvestersches Zentnim, von welchem gerechnet die Entfernungen der

Endpunkte &amp;lt; n sind; ist sie dagegen 2n -\- 1, so hat das Linien

system eine Sylverstersclie Achse, von deren Endpunkten (Bicentra) die

Knotenpunkte des Liniensystemes hochstens um n entfernt sind. Fur

alle anderen Knotenpunkte gibt es einen Knotenpunkt, welcher von

ihm eine groBere Entfernung als n hat. Jordan konstruiert a. a. 0.

noch eine andere Art von Mitte, die, wie man leicht sieht, gerade die Syl-

vestersche Mitte ist. Entfernt man namlich von einem Baum alle

,,auBeren&quot; Strecken, so entsteht wieder ein Baum, entfernen wir von

diesem wieder alle aufieren Strecken und fahren so fort, so bekommt

man zum SchluB entweder eine einzelne Strecke (Sylvestersche Achse)
oder lauter auBere Strecken mit einem gemeinsamen Punkt (Sylvester

sches Zentrum).
Die Minimalanzahl von Ztigen, mit welcher ein Baum gezeich-

net werden kann, ist nach dein Eulerschen Satz 52
)

die Halfte der An-

zahl von Knotenpunkten ungerader Ordnung. Fiir diese Zahl gibt

de Polignac
5

*) verschiedene Ausdrficke an. Sie ist z. B. gleich

&amp;gt;r
rfc -f in ,

1
s ^i rk i2 1

-

Til
-

(
a - !) =2 L&quot;&quot;

wo k die Multiplizitat eines Knotenpunktes bedeutet, [a] (nach

Werke 2, p. 5) die groBte ganze Zahl, die in a enthalten ist, bedeutet

und wo die Summationen fiber alle Knotenpunkte erstreckt sind.

Ganz wie galvanische Elemente entweder in Reihen oder parallel

verbunden werden konnen, kann man auch Kette --------

Linien in
,,Ketten&quot;

oder
,,Joche&quot;

zusammen- Joch ^^
fugen. Die speziellen Liniensysteme, welche durch sukzessives ,,Zu-

sammenketten&quot; und ,,Zusammenjochen&quot; entstehen, nennt Cayley Jocii-

kette (yoke -chain) und P. A. Mac Motion*4
) zeigt, daB ihre Bildung

eng mit denen von Baumen verkniipft ist.

51) Vgl. Cayley, Rep. Brit. Ass. 1875, p. 259 = Papers 9, p. 428; Educ.

Times 27 (1877), p. 81 = Papers 10, p. 598; Am. J. of math. 4 (1881), p. 266 =
Papers 11, p. 365; de Polignac, Bull. soc. math, de Fr. 9 (1881), p. 39; Brunei,

Bord. Extr. proc. verb. 189394, p. 29.

52) s. Anm. 33.

53) Bull. soc. math, de Fr. 8 (1880), p. 120 ff.; ibid. 9 (1881), p. 34 ff.; vgl

Lucas, Eecr. math. (2 ed.) 1, p. 51.

54) Lond. Proc. math. soc. 22 (1894), p. 330.



A. Complexus. 2. Liniensysteme. 177

Bei Anwenching von Liniensystemen in der Invariantentheorie 55
)

sind insbesondere die regnlaren Grapken**) von Bedeutung, in deren

Knotenpunkten iiberall dieselbe Anzahl g von Linien zusammenlaufen,

g ist der Grad des Graphes, wird die Ordnung genannt. Wenn
man den Graph durch Uberlagerung von regularen Graphen von der-

selben Ordnung aber von niedrigerem Grade herstellen kann, ist er

jserlegbar, sonst primitiv. Jul. Petersen 51
)
hat folgende Satze bewiesen:

Jeder Graph geraden Grades laBt sich in Graphen zweiten Grades

zerlegen, und zwar im allgemeinen auf verschiedene Weisen. Dagegen

gibt es primitive Graphen von jedem unyeradm Grade. Von den

Untersuchungen iiber Primitivitat in diesem Falle ist besonders her-

vorzuheben, claB ein primitiver Graph von drittem Grade wenigstens

drei Blatter haben rnuB, wo ein Blatt ein Teil des Graphes ist, welcher

nur durch eine Linie (eine Briicke) mit den iibrigen Teilen des Graphes

zusammenhangt. Ein Graph vom dritten Grade ohne Blatter laBt sich

in einen Graph ersten und einen Graph zweiten Grades zerlegen.

Der Satz von P. G. Tait bs
), daB ein solcher Graph sich immer

in drei vom ersten Grade zerlegen laBt
;

ist wenigstens nicht im all

gemeinen richtig
59

).
Ob er fur Graphen ;

welche auf einer ge-

schlossenen Flache vom Geschlechte p = gezeichnet sind, gilt, muB

vorlaufig dahinstehen; bisher ist kein befriedigender Beweis daftir gefuhrt.

Dasselbe ist der Fall, trotz vieler Miine 60
),

fur das damit in

Yerbindung stehende 61
) Kartenfarbenproblern, unter den Mathematikern

55) Vgl. Anin. 10.

56) Bei Brunei reseaux reguliers genannt; Bord. Proc. verb. 1894 95, p. 3.

57) Jul Petersen, Acta math. 15 (1891), p. 193 ff.

58) Edinb. Trans. 29 (1880), p. 657; Listings Topology, Phil. mag. (5) 17

(1884), p. 30.

59) Jul Petersen, L intermed. 5 (1898), p. 225.

60) Das Problem wird behandelt bei Tait, Edinb. Proc. 10 (1880), p. 501

und p. 729; Edinb. Trans. 29 (1880), p. 657; Cayley, Proc. R. Geogr. Soc. 1 (1879),

p. 259 = Pap. 11, p. 7; A. B. Kempe, Am. J. of math. 2 (1879), p. 193; Nature 20

(1879), p. 275; 21 (1880), p. 399; Brunei, Bordeaux Extr. proc. verb. 188889

[Mem. (3) 5], p. 89; P.J.Heawood, Quart, J. 24 (1890), p. 332; ibid. 29 (1898),

p. 270; P. Wernicke, Am. math. soc. Bull. (2) 4 (1897), p. 4. In L intermediaire als

Antwort auf die Fragen Nr. 51 (1, 1894, p. 20), Nr. 360 (1, p. 213) und Nr. 425 (2,

1895, p. 8): 1, p. 192 (Delannoy, Ramsey}; 2, p. 232 (Delannoy, H. Brocard)-, 2,

p. 270 (E. BoreT); 2, p. 395- (Delannoy, C. Juel): 3, 1896, p. 179 (Ch. J. de la

Vallee-Pomsiri} , 3, p. 225 (Delannoy); 5, 1898, p. 225 und 6, 1899, p. 36 (Jul

Petersen}; de Polignac, BulL soc. math, de Fr. 27 (1899), p. 142; Wemickes Beweis

(Math. Ann. 58 (1901), p. 413) ist nicht ausreichend. Ygl. auch Lucas, Recr.

math. 4, p. 168 [= Revue scientif. (3) 32 (1883), p. 11].

61) Tait 1. c.; vgl. auch Ahrens, Math. Spiele; Lucas, Recr. math. 4, p. 193;

Jul Petersen, L intermed. 6 (1899), p. 37.

Encyklop. d. math. Wisaensch. in 1. 12
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zuerst von F. Guthrie und C. de Morgan^) beriihrt. Das Problem

kommt darauf hinaus, folgenden Satz zu beweisen: Vier Farben ge-

niigen, um die Gebiete einer Landkarte so zu farben, daB iiberall

zwei aneinander (langs Linien) grenzende Gebiete verschiedene Farben

liaben 60
).

DaB vier Farben notwendig sind, gent schon hervor aus

dem Satze von Mobius (oder H. A. Weiske), daB auf einer der Kugel

homoomorphen Flache vier Nachbargebiete (spatia confinia) existieren 63
),

d. i. vier Gebiete, von denen jedes Gebiet mit jedem anderen eine

Grenzstrecke gemeinsam hat. Eine obere Grenze fur die Anzahl der

notigen Farben ist leicht zu finden, sie ist = 5 fur die Kugel ,
= 7

fur die Torusflache. Da auf dieser aber sieben Nachbargebiete
existieren 63

),
so ist fur diese Flache das Kartenfarbenproblem gelost

64
).

Brunel eb
) berechnet die Werte, welche alf cc und der Grad

eines regularen Graphes annehmen konnen fur ^ gleich 1 bis 8, oline

doch zu untersuchen, ob es Graphen gibt, welche jedes Wertsystem
realisieren.

Jul. Peterson**) beweist mittels der Theorie der regularen Graphen
die Unlosbarkeit des sogenannten ,,Euler8eheia Problems der 36 Offi-

ziere&quot;
67%

3. Hohere Komplexe und die (komplektische) Eulersche Formel.

(Bettische Zahlen, Torsionskoeffizienten.) Die allgemeine Theorie der

hoheren Komplexe, also zunachst der Flachenkomplexe oder -systeme, ist

lange nicht so ausgebildet wie die der Liniensysteme. Zunachst entsteht

die Frage nach den Eigenschaften derjenigen Linienkomplexe ,
die

JFlachensystemen von besonderen Eigenschaften zugrunde liegen konnen.

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB aus einem C

62) Edinb. Proc. 10 (1880), p. 727.

63) R. Baltzer, Leipzig Ber. 1885, p. 1. Die Theorie der Nachbargebiete und

Nachbarpunkte auf Flachen von willkurlichem Geschlechte behandelt L. Heffter,

Math. Ann. 38 (1891), p. 477; ibid. 49 (1897), p. 101; ibid. 50 (1897), p. 261 und

setzt die Untersuchungen mit Tripelsystemen (I A 2, Netto, Nr. 10) in Verbindung.
Im Eaume gibt es keine obere Grenze der Gebiete; vgl. F. Guthrie, Edinb. Proc. 10

(1880), p. 727 und P. Stackel, Zeitschr. Math. Phys. 42 (1897), p. 275; selbst

die Beschrankung auf konvexe Gebiete andert hieran nichts, H. Tietze, Monatsh.

Math. Phys. 16 (1905).

64) P. J. Heawood, Quart. J. 24 (1890), p. 332.

65) Bordeaux Proc. verb. 189495, p. 3.

66) Annuaire des math., Paris 190102, p. 413.

67) Euler, Vlissingen Verhandl. 9 (1782), p. 85 == Comm. arithm. coll. 2,

p. 302; vgl. auch L intermed. 2, 1895, p. 17; 2, p. 79; 3, 1896, p. 17; 3, p. 90;

5, 1898, p. 83; 5, p. 176; 5, p. 252; 6, 1899, p. 251; 6, p. 273; 7, 1900, p. 14; 7,

p. 311, und Ahrens, Math. Spiele, p. 248 ff.
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(lurch Hinzufiigung von Flachenstiicken ein C2 werden kann, ist die,

daB jede Strecke des C
x

zu mindestens einem geschlossenen Kreise

gehort. Uber Eigenschaften von solchen Clf die einer zweiseitigen

M
2 angehoren, siehe weiter unten. Im iibrigen ist die Theorie gerade

so weit entwickelt worden. urn die Eulersche Formel und damit zu-

sammenhangende Problenie zu erledigen.

Homologie
68

): Es sei gegeben ein im allgenieinen nicht singula-

ritatenfreies System von ziceiseitigen Mannigfaltigkeiten C
2 ( {

3/
2 } ) auf

einem Cn ,
deren Berandungen ebenfalls ganz oder teilweise singular

sein konnen. Diese Berandungen mogen sich aus den geschlossenen

Kreisen T^
1
, 11^, . .

.,
IIf zusammensetzen, die einzelne Punkte ge-

meinsam haben diirfen. Geben wir dann alien konstituierenden Flachen

stiicken von C
2 ({Jf2 }) einen solchen Urnlaufssinn, dafi jede Strecke

von den zwei in ihr zusammenstoBenden Flachen entgegengesetzte

Richtungen erhalt, dann werden auch die Strecken von Cnt die die

Berandung von C2({M2 }) bilden, ein oder mehrere Male in gleichem

oder verschiedenem Sinne durchlaufen werden, je nach den verschie-

denen Flachenstiicken des Cf({Jtfj}), deren gemeinsame (singulare)

Kanten sie sind. Wird eine Kante -mal in dem einen Sinne, /3-

mal in dem auderen Sinne durchlaufen, so sagen wir, sie wird
( /3)-

mal im ersten Sinne oder
(/J )-mal im zweiten Sinne durchlaufen

Ist aber a =
/3,

so sagen wir, die Strecke wird Nullmal durchlaufen.

Wir geben nun JZj
1

, 11^, . . . einen beliebig bestirnmten Durchlaufungs-
sinn. Werden dann bei der obigen Umlaufsbestirnmung alle Strecken

von n^
1

i/j-mal, alle Strecken von 11^
2 v

2 -mal, alle Strecken von

n^ vn-mal im gegebenen Sinne durchlaufen, so sagen wir: Die Kreise

/Ij
1

, TIj-,..., n^9
vly resp. v

2 ,
. .

., resp. vn-mal im gegebenen Sinne

durclilaufen, begrenzen C
2 ( {
M

2 } ).
Oder auch kurz: U^. JJj

2
,

. .

., U.^

begrenzen zusammen einen Teil des Cn . Oder endlich

ist homvlog null, in Zeichen:

Vl /V + v,TV + + &quot;.

n &quot; ^0.

1st v
1
/Z

1

1 + Vg/Zj
2 oo 0, so sagen wir v

1
JJ

1

1
ist homolog v^H^.

Mit Hilfe des Begiiffes der Kongruenz (siehe oben p. 172) konnen

wir die Definition der Homologie kiirzer so fassen: Es sei n
e

*

irgend

ein Kreis, der eines der konstituierenden Flachenstiicke des Cn be-

grenzt, und es mbge die Kongruenz bestehen:

68) S. Poincare, J. ec. polyt. (2) 1 (1895), p. 18; Palermo Rend. 13 (1899).

p. 285 ff.

12*
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dann besteht auch die Homologie:

Denn in der Tat: Wegen der Kongruenz begrenzen im oben definierten

Sinne I^
1
, TL*, . .

., U^, v
t

-
resp. v2-, . . . resp. vn-mal gezahlt, das System

von Mannigfaltigkeiten, das aus den ^-fach gezahlten, von den 77/

begrenzten Flachenstiicken besteht. Umgekehrt folgt aus der Homo

logie

Vl /V +v iM-----h&quot;.&quot;i&quot;^0,

wie sofort einleuchtend ist, eine Kongruenz von der Form

, JV + VV H-----h V.BI&quot; =2t&amp;gt;tnj.

Es gilt nun ftir Kreissysteme auf zweiseitigen Jf
2

der cnarakteri-

stiscbe Satz: Haben in der Kongruenz

die Koeffizienten der linken Seite einen gemeinsainen Faktor
7

so

haben denselben auch die Koeffizienten der rechten Seite gemein-
sam. Hieraus folgt dann weiter: Eine auf einer zweiseitigen M^
giiltige Homologie darf man durch einen gemeinsamen Faktor der

Koeffizienten dividieren 69
).

Der Beweis fur den ersten Satz wird

ganz einfach so gefiihrt: Wir setzen voraus, daB die Kreise /!/ alle

voneinander linear unabhangig sind. Dann fehlt auf der rechten

Seite, wegen der vorausgesetzten Zweiseitigkeit des M2f mindestens

einer der konstituierenden Kreise. Denn nach Definition der Zwei

seitigkeit ist ein konstituierender Kreis der Summe aller iibrigen kon-

gruent. Nehmen wir an, etwa ^ ware durch Q, den gemeinsamen
Faktor aller v

k ,
nicht teilbar, so folgt leicht durch Betrachtung der an

TI
e

1 anschliefienden II
e *,

daB kein ^ durch Q teilbar ist und daB deswegen
auf beiden Seiten jedes 7ZJ77

*
angrenzen miissen. Das ist aber un-

moglich. Denn dann miifite an jeder Seite eines n
e

l ein II
e

* an

grenzen und die II^ die ganze Flache erfiillen, was ja nicht der

Fall ist.

Sei nun P
1

1 die Maximalansalil von zusammen nicht beyrenzen-

den Kreisen auf einer zweiseitigen geschlossenen M2 ,
so ist ^ = cc

2

- 1 + Pj_ 1 nach obigem die Anzahl der Kreise eines Fundamen-

69) Bei Poincare gleicli in der Verallgemeinerung fur n Dimensionen mifc

Hilfe der Theorie der Torsionskoeffizienten bewiesen (s. p. 184). Der Textbeweis

laBt sicli unrnittelbar verallgemeinern.
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talsysterns fiir den der M
2 zugrimde liegenden C

1
. Es ist aber nach

Complexus Nr. 2

i
=

i o + !

Wir haben also:

das ist die enveiterte komplektisclie Eulersche Formel. Fiir erne Kugel
ist also (wie ubrigens anders leichter zu zeigen):

o + 2 i
= 2.

Das ist die gewdhnliche Enlersclie (Polyeder-)Formel
1(ii

).
Es ergibt sich

noch der Satz: Zu irgend P
l

1 n nicht begrenzenden Kreisen

existieren stets n weitere mit den ersten zusamrnen nicht begrenzende
Kreise.

Gewisse fundament-ale Betrachtungen bei der Theorie der C
t

konnen in der Theorie der C2 wiederholt werden: Wir geben jeder

Flache SJ einen bestimmten Sinn (Indikatrix) (siehe Grundlagen Nr. 2).

Dann bedeutet die Kongruenz

MI =2*iS* ( i
= oder -f 1 oder --

1)

daB
7
wenn man der zweiseitigen Flache M

2
eine bestimmte Indikatrix

erteilt, die Flachenstiicke S^ wenn s. = ist, nicht auf M% liegen,

diejeuigen fur die f . ==
-f- 1 0(^er 1 ^ s^ durch die Indikatrix bestini-

mung fiir M
9

eine niit der gegebenen iibereinstimniende resp. nicht

iibereinstinimende Indikatrix erhalten. Fiir jede C.2 gibt es
4
a
2

linear

voneinander unabhangige solche Aggregate. Also jede geschlossene

zweiseitige Flache des C2
ist kongruent mit eineni lineareu Aggregat

von ^ Flachen, die ein Fimdamentalsystem von gesclilossenen Flaclien

bildeD. Jedes solche System bestimmt wieder Konibinationen von ^2

nicht zerstiickelnden Flachen von der Eigenschaft, dafi nach Weg-
nahme der

// 2
Flachen in dem C

2
keine geschlossene zweiseitige Flache

mehr vorkommt, so daB der C
2

in einen Flaclmibaum verwandelt ist.

Ebenso wie oben laBt sich zeigen, daB fiir den C9 ,
der eine zwei

seitige 3f
3 bildet, die Zahl u 2

=
3

1 -f- P2
1 ist, wo P

2
1

die Maximalansalil der (einfach oder mehrfach gezahlt) zusammen

nicht begrenzenden zweiseitigen Flachen auf der J/
3

ist. Betrachten

wir den die MB bildenden C1}
so haben wir jetzt, da nach Fortnahme

von
t
u
2
Flachenstiicken keine geschlossene zweiseitige Flache mehr iibrig

bleibt, 2 t
u
2 voneinander linear unabhangige II^ und folglich. ist,

70) Dieser rein der Komplexustheorie entsprinsfende Beweis der (komplek-

tiscben^i Eulerschen Formel riilirt im Aveeentliclien von Poinearc her, Palermo

Rend. 13 (1899), 3. Betreffs des Zusatzes ,,komplektisch
u

s. Anm. 98.
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da durch die Fortnahme der
4
u

2 Flachenstiicke keine Kante wegge-
falien sein kann, fur diesen C

t
die Zahl ^= 2 ^2 -f- Pt 1, wenn

P! 1 die Maximalanzahl der zusammen auf M
3 nicht begrenzenden

Kreise von Cj_
ist. Nun ist aber wieder

fit
=

ct^
cc -f- 1 und so

erhalten wir die Beziehung:

Einer Verallgemeinerung auf w Diniensionen steht nichts ini Wege,
so daB fiir die Ansahlen der Teilmannigfaltigkeiten einer zweiseitigen

Mn die Beziehung gilt:

% - i H-----K- 1)X

wenn PA
dem Obigen entsprechend definiert ist. Dies ist die erweiterte

(komplektische) Eulersche Formel fiir n Dimensionen. 11
) P1? P2 ,

. .
.,

P
7l _ 1

heiBen die Bettischen Zalilen der Mannigfaltigkeit -MB .

72
) Um

fiir einseitige Mn die analoge Formel zu erhalten
,
braucht man nur

auf der rechten Seite der obigen Grleichung die Zahl
( 1)&quot;

fort-

zulassen.

Wie aus dieser Art der Ableitung hervorgeht, gilt diese Formel

aueh fiir Komplexe CnJ welche bios die Forderung erfullen, daB ein

71) S. Poincare a. a. 0.; vgl. auch die folg. Anm. Fiir eine Sphare fiir die

(nach ,,Grnindlagen&quot; Nr. 5) alle Zahlen P
t ,

. . ., Pn- l gleich 1 sind, ergibt sich

^o-^ + -&quot;(-l)
w^ = (&amp;gt;

oder = 2, je nachdem n ungerade oder gerade ist. Uber die Literatur zu diesem

Satze. der sich viel leichter mit Hilfe des Begriffes des Homoomoi-phismus reap, der

internen Transformation ableiten lafit, vgl. Complexus Nr. 4 und Nexus II Nr. 1

und Anm 99.]

72) Diese Bezeichnung ruhrt von Poincare her: J. ec. polyt. (2) 1 1895, p. 19.

Betti selbst definiert die Zahlen anders, indem er namlich den Zusatz, daB die

begrenzenden Mannigfaltigkeiten einfach oder mehrfach gezahlt werden diirfen,

nicht macht. Die so definierten Zahlen sind von denen Poincares im allgemeinen

verschieden, und es gilt fiir sie die obige Formel nicht mehr. Hierauf hat

Heegaard,, Forstudier . . ., Dissert. Kopenhagen 1898, p. 87 ff. aufmerksam gemacht,
was Poincare Palermo Rend. 13 (1899), p. 1 ff. weiter ausfiihrt. Dieselbe Definition wie

Betti gibt Eiemann in seinem Fragment iiber An. sit. Werke 2. AufL, p. 479. Es ist

nicht unmoglich, da6 die Arbeiten von Betti und Riemann nicht unabhangig
voneinander entstanden sind (jRiemanns Aufenthalt in Italien, vgl. E. Werke,
2. Aufl., p. 555 f.). Vgl. A. Tonelli, Rom Line. Atti (2) 2 (1875), p. 594; E. Bar-

tolotti, Rom Line. Rend. (4) 5 2
(1889), p. 229; Tonelli , Rom Line. Rend. (4) 6 l

(1890), p. 139. Ferner K Picard et G. Simart, Th. d. f. d. 2 variables, Paris, 1

(1897), p. 27 ff. Der Beweis, den Poincare fiir die Formel im J. ec. polyt. ge-

geben hat, ist, wie Heegaard 1. c. bemerkt hat, unrichtig, ebenfalls wegen Nicht-

beachtung der beiden verschiedenen Definitionen der .Zte^schen Zahlen.
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konstituierendes Rauinstiick S_ t
zu zwei und uur zu zwei konsti-

74 1

tuierenden Sn gehort, d. i. fiir uuhomogene Komplexe (siehe Grund-

lagen Nr. 5), so z. B. fiir Mannigfaltigkeiten von drei Dimensionen, bei

denen die Unigebung nicht jedes Punktes sich wie eine Kugel ver-

halt, sondern bei denen Punkte etwa mit ringflachenformigen Uni-

gebungen existiereu. (Beispiel: Eine Mannigfaltigkeit bestehe aus

zwei Raumstiicken mit zwei gemeinsamen Flachenstiicken (d. i. einein

Torus) und den Pyramiden mit gemeinsamer Spitze, deren Basen die

anderen die beiden Raumstiicke begrenzenden Flachenstiicke sind.)

Eine andere Art von Beispielen liefern C
2 ,

die geschlossene J/
2
mit

singulareu Punkten (Selbstberiihrungspunkten) darstellen. Nennt man
an die Anzahl der Sn eines Cn ,

zwischen deren Berandungen keine

Kongruenz besteht (an
= CCH resp.

== an 1 fiir ein- resp. zweiseitige

Mn\ dann ist folgende Verallgemeinenmg der ~kompleldisclmi Eiderschen

Formel fiir eimn ~beliebigen Komplex Cn giiltig:

Nur fiir gewohnliche (homogene) geschlossene Mannigfaltigkeiten

dagegen gelten die folgenden Beziehungen zwischen den GroBen, die

wir kombinierte Anzalilen 1 6

) nennen wollen: Unter aik (Mn) verstehen

wir, wenn i
^&amp;gt;

A; ist, die Anzahl der Mn konstituierenden Mannigfaltig

keiten /
ter

Dimension, jede so oft gezahlt, als sie von Mannigfaltigkeiten

A:
ter Dimension begrenzt wird, wenn i

&amp;lt;
k die Anzahl der Mn konsti

tuierenden Mannigfaltigkeiten /
ter

Dimension, jede so oft gezahlt, als die

Anzahl der Mannigfaltigkeiten A;
ter Dimension angibt. zn deren Be-

grenzung sie gehort. Allgemein ist
a^ k
= a

k^ und
1)0
= 2^, fiir

jede (geschlossene) Mn (n &amp;gt; I)2j0
=

2 1? fiir jede Jfn (w&amp;gt; 2) : o^ -f- ^3,3

==
8)1 + 2

3 ,
ferner fur jede M2

:

0&amp;gt;1

= a
0j27

fiir jede 3/
3

:
2)3
= 2

2 ,

i,8
=

&quot;1,2? o,i + o,s
=

o,2 + 2ao; diese Formel folgt, weil die

Umgebung jedes Punktes sich wie eine Kugel verhalt. Aus diesen

Formeln folgt fiir eine geschlossene M3 der Satz:

o
a

i + a
-2 &quot;3

=
?

woraus nach dem Obigen folgt:

A = -Pj&amp;gt;

ein fundanientaler Satz, der zuerst von Poincare richtig ausgesprochen
und bewiesen wurde 74

). Allgemein ergibt sich fiir jede ungerade

73) Von Poincare, J. ec. polyt. (2) 1 (1895), 17, eingefiihrt.

74) Der Satz mirde zuerst von Betti 1. c. ausgesprochen, ist aber unrichtig

fiir seine Definition der Bettischen Zahlen. Poincares Beweis im J. ec. polyt. ist
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Anzahl von Dimensionen die Formel:

o
a

i + K
2 an = V,

woraus nach clem Obigen fur zweiseitige Mannigfaltigkeiten

P
1
-Pt + Pt -Pt P._, =

folgt. Bei einseitigen Mannigfaltigkeiten ist das Aggregat auf der

linken Seite gleich 1. Fur inanche Zwecke ist es praktisch, kompli-
ziertere Anzahlen einzufuhren, die von drei und mehr Argumenten

abhangen
75

).

Poincare hat noch eine ganz andere Art von GroBen eingefulirt,

die Mannigfaltigkeiten (von mehr als zwei Dimensionen) charakte-

risieren, namlich die Torsionskoeffizienten). Wir erweitern die De

finition von Hornologien fiir mehrdimensionale zweiseitige Mannigfal

tigkeiten und es sei etwa:

k2vtn, ~o, (*&amp;gt;i),

und 7v die kleinste Zahl, die diese Homologie erfiillt (es darf also

z. B. nicht ^vjl^ selbst ^ sein), dann wird & ein g-dimensionaler

Torsionskoeffizient der Mannigfaltigkeit Mn genannt. Den Namen

rechtfertigt Poincare, indem er nachweist, daB Mannigfaltigkeiten mit

Torsionskoeffizienten (oder kurz mit Torsion) notwendigerweise ein-

seitige Mannigfaltigkeiten enthalten miissen. Doch ist dieser Grand

nicht recht zwingend, da umgekehrt Mn ohne Torsion, z. B. eine E,
sogar geschlossene einseitige Gebilde enthalten konnen. Geschlossene

einseitige Mn _ 1
wird allerdings bios eine Mn mit Torsion besitzen

konnen. (Poincare beweist ubrigens nur die Existenz ungeschlossener

einseitiger Gebilde 77

).)
Sehr wichtig ist die analytische Methode zur

unzureiclaend (s. Anm. 72), stichlialtig dagegen in den Palermo Rend. 3 (1899). Das-

eelbe gilt von dem Beweise bei Picard-Simart 1. c. p. 44 ff. Der Beweis im Text

iet eine Kombination der Poincareachen Betrachtungen in den beiden Arbeiten,

die nur fiir M
5
zum Ziele fuhrt. Ygl. Complexus Nr. 4.

75) S. M. Dehn, Math. Ann. 61 (1906), p. 561.

76) Lond. Math. Soc. 32 (1900), p. 281 if.

77) Beispiele von Mannigfaltigkeiten mit Torsion bei Poincare, J. ec. polyt.

(2) 1895, p. 52; Heegaard, Forstudier; Poincare, Palermo Rend. 13, p. 287 f. Die den

Beispielen zugrunde gelegten Ms
sind alle homoomorph mit dem projektiven

dreidimensionalen Raurn oder, was dasselbe ist, mit dem Kugelraum, dessen

Oberflache zentral auf sich selbst bezogen ist, d. i. der zweiseitigen dreidimen

sionalen Erweiterung des geschlossenen Mobiusschen Bandes (s. Connexus II B).

Eine einfache Zusammensetzung dieser Mannigfaltigkeit aus Raumstiicken erhalt

man in einer Mannigfaltigkeit, die aus 4 Hexaedern (Wurfeln), 12 Vierecken, 16

Strecken (den Kanten und Korperdiagonalen eines Wiirfels) und 8 Punkten besteht.
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Bestimmung der Torsionskoeffizienten 78
).

Man gibt jedern Rauinstiick

S* +1 und S
q

k eine bestimmte Indikatrix. Dann setzt man f
ik
=

0,

wenn Sf nicht auf S*
g + 1 liegt, gleich -f- 1 oder --

1, wenn S
q

k auf

S
q+1 liegt und durcli die Indikatrix des letzteren eine niit ihrer

eigenen iibereinstimmende resp. ihr entgegengesetzte Indikatrix be-

stimmt wird. Man macht sich aus den fik eine Tabelle T
q + lf niit

9+1
Linien und a

q Kolonuen, in der s
ik

in der **
en Linie und &ten

Kolonne zu stehen kommt. Die Tabelle kann durcli Addition und

Subtraktion einzelner Kolonnen oder Linien, ferner durcli Vertauschung
mit gleichseitigern Zeichenwechsel in eine solche ubergefuhrt \verden,

in der alle Elemente null sind mit Ausnahme der Elemente, fiir die

i = k ist. Diese sind, wenn sie von null, -f- 1 und - - 1 verschieden

sind, die Torsionskoeffizienten der betreffenden Mannigfaltigkeit. Solclie

Tabellen sind auch sonst sehr praktisch, z. B. zur Entscheidung der

Frage, ob eine vorliegende Mannigfaltigkeit em- oder zweiseitig ist.

4. Benutzung von nektischen Methoden fiir die Theorie

hoherer Komplexe. Da die Zusammenhangstheorie (nexus) fur mehr

als zwei Dimensionen bisher nur unvollkonimen entwickelt ist, anderer-

seits die bisberigen Resultate derselben in engstem Zusammenbange
mit dem Vorbergehenden stehen, sollen diese gieicb an dieser Stelle

auseinandergesetzt werden. Da bei jedem einzelnen der Prozesse, die

eine interne Transformation (siehe Grundlagen Nr. 5) zusammensetzen,

jedesmal gleichzeitig zwei aufeinanderfolgende Anzahlen einer Mn je

um Eins verniehrt werden, so ergibt sich der Satz, dafi fur zwei

liomoomorplie Mn die alternierende Summe der Anzalilen a
{ gleich sein

mufi. Diese Summe entspricht nach Dyck) der Kroneckerschen

Charakteristik eines die Mannigfaltigkeit darstellenden Funktionen-

systems (siehe auch Nexus Nr. 8). Man iiberzeugt sich ferner leicht,

daB die Maximalanzahl nicht begrenzender Kurven, Flachen usw.

durch eine interne Transformation ungeandert bleibt. Wir er-

halten so den Satz: Zwei homoomorphe Mn haben gleiche Bettiacht

Zahlen (s. Nr. 3), die iibrigens auch Zusammenlianyszahlen genannt
werden. Speziell erhalten wir hierdurch das Resultat, daB die Zu-

sammenhangszahlen far eine Mannigfaltigkeit iin engeren Sinne (redu-

zierte Bettische Zahlen nach Poincare) gleich den Zusammenhangs-
zahlen fiir eine Mannigfaltigkeit im weiteren Sinne (siehe Grundlagen
Nr. 4) sind. Dadurch gewinnen die Satze des vorigen Abschnittes

eine tiefere Bedeutung. Ganz dasselbe, was hier fiber die Zusammen-

78) Poincare, Lond. Math. Soc. 32 (1900), p. 281 ff.

79) Math. Ann. 37 (1890), p. 273 ff.
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hangszahlen gesagt ist, gilt auch fur die Torsionskoeffizienten, infolge

des ebenfalls leicht zu beweisenden Satzes, daB zwei homoomorphe

Mannigfaltigkeiteii gleicke Torsionskoeffizienten liaben. Nach Poin

care 8Q
) gibt es zu jeder Mannigfaltigkeit Mn eine homoomorphe zu

ihr reziprolte Mn von der Art, daB jedein Punkt von Mn ein Sn von

MH , jedein Sn _ m von Mn ein Sm von Mn ,
endlich jedem Sn von Mn

ein Punkt von Mn in der Weise zugeordiiet werden kann, daB, wenn

auf Mn ein S
{
zur Begrenzung eines S

k gehort, das S
k entsprechende

Sn -k au^ -M-n zur Begrenzung des entsprechenden Sn _ { gehort. Es

laBt sich dann zeigen, daB die Maximalanzalil der nicht begrenzenden
II

k
auf Mn gleich der Maximalanzahl der nicht begrenzenden TIn _ k

auf Mn ist, woraus nach dem Obigen, weil Mn und Mn homoo-

morph sind, fiir jede geschlossene zweiseitige Mannigfaltigkeit Jf
s
der

wichtige Satz folgt:
P 81\

k
= *n-k )

Ebenso folgt, daB die ^-dimensionalen Torsionskoeffizienten mit den

(n 1 q)
- dimensionalen Torsionskoeffizienten ubereinstimmen 82

)

mftssen und daB eine zweiseitige Mn keine (n l)-dimensionale

Torsion haben kann 83
), was gleichbedeutend mit dem Satz ist, der

fiir M
2 oben bereits abgeleitet ist und auch direkt verallgemeinert

werden kann: Homologien, die auf zweiseitigen Mn zwischen n 1-di-

mensionalen Mannigfaltigkeiten bestehen, konnen durch einen alien

Koeffizienten gemeinsamen Faktor dividiert werden.

Die Vermutung
84
), daB eine Mnt ohne Torsion, deren samt-

liche Zusamnienhangszahlen gleich 1 sind, einer Hypersphare homoo-

morph ist, hat Poincare durch ein Beispiel als irrig nachgewiesen
85

),

das in folgende Form gebracht werden kann. Man nehme zwei

von Doppelringflachen r und r begrenzte Raume R und jff und

stelle aus ihnen einen geschlossenen Raum dadurch her, daB man die

Oberflachen r und / in folgender Weise aufeinander bezieht: Seien

Cj_ und
2 resp. C r

und C
2

zwei zusammen nicht begrenzende Kreise

der Ringflache r resp. /, die je ein Flachenstiick des betreffenden Ring-

80) Palermo Rend. 13 (1899), p. 314 ff.

81) Dieser Satz ist die Verallgemeinerung des Satzes, daB fiir eine Jf3
Px
= P2 ist; fur den Beweis gilt dasselbe wie fur den Beweis des letzteren (s.

Anm. 75). Der Beweis im Text ist der von Poincare in Palermo Rend. 13, 8

und Lond. Math. Soc. 32 (1900), 5, p. 295.

82) Poincare, Lond. Math. Soc. a. a. 0. p. 302.

83) Poincare, a. a. 0. p. 307.

84) Poincare, a. a. 0. p. 308.

85) Palermo Rend. 18 (1904), p. 45.
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raumes begrenzen (also auf dieseni homolog null sind) (siehe Figur 3).

Seien femer 1^ und F
2

zwei Kurven auf r, von denen F
x

in it C
einen und mit

2 keinen Pnnkt, und F
2
mit C keinen und mit C

2

einen Punkt gemeinsam hat. Encllich seien Z^ und D
2

zwei sich

nicht schneidende Kurven auf r, die bei geeigneter Wahl des Durch-

laufungssinus von Clf C2 , Fj und F
2

die Homologie

(i)

und

(2) D
t

_

befriedigen (siehe Figur 3). Da man wegen der Ersetzbarkeit von

Fig. 3.

Hornologien durch Kongruenzen (siehe Seite 179) dieselben mit ganzen
Zahlen multiplizieren und voneinander abziehen kann, so folgen aus

diesen Homologien die weiteren:

(3) r, + 2A - A + Ci c, ~ o . . .

und

(4) r
s -3A + 2A-C1 + 2G,~0...

Da das System [D19 D2 } Equivalent (siehe Grundlagen Nr. 3 und Nexus

Nr. 7) ist mit dem System {
C

t ,
(7

2 } ,
so kann man die Ringflachen r

und / so homoomorph auf einander beziehen
;
dafi D

l
und D

27 Ct
und

&amp;lt;72 entsprechen. Erklart man nun iiberhaupt sich so entsprechende

Elemente von r und r als identisch, so erhalt man einen geschlossenen
Raum

?
ohne Torsion, dessen ^e^sche Zahlen = 1 sind. Denn: Jede der

M
B angehorige Kurve begrenzt und zwar einmal genonimen. Denn in

JR begrenzen Cl
und C2 ,

in R D und D2; und folglich nach (3) und (4)
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aucli FJ und JT
2?

well jede einem Aggregat von begrenzenden Kurven

homologe Kurve selbst begrenzt. Jede andere Kurve aber 1st homolog
mit einem linearen Aggregat von C19 C2 ,

F
x
und T

2
. Also ist die M

s

ohne Torsion und es ist P
t
= 1. Also auch P

2
= 1 (siehe p. 183).

Aber diese M
3

ist nicht mit einer Hyperkugel homoomorph. Derm:

Zerlegt man eine Hyperkugel irgendwie in zwei Doppelringraume, R
und E mit der gemeinsamen Begrenzungsflache r, dann sind die in

R begrenzenden Kurven von r in der obigen Bezeichnung homolog mit

C1}
C

2
oder C

L + 2 ,
und die in Rf

begrenzenden mit Fly JT
2 oder

ri -f- -Tg,
wo

?
wie oben JTj C^ in einem und C

2
in keinem Punkt, und

F
2 (?!

in keinem und C
2

in einem Punkt schneidet. Das ist aber far

die oben konstruierte J\I
3
nicht der Fall.

Die Losung des Hauptprobleuis in der Zusammenhangstheorie,
namlich notwendige und hinreichende Bedingungen fur den Homoo-

morphisnius zweier Mn aufzustellen, ist fiir mehr als zwei Dimen-

sionen leider nicht gelungen. Das liegt vor allem daran
?
daB es bis-

her nicht gelungen ist, Normalformen fiir Mn (n &amp;gt; 2) (siehe Nexus

Nr. 3) aufzustelleii
85

*)
86

).

B. Nexus.

I. Nexus von Linien.

Hier ist die ganze Theorie erschopft in dem Satze: Jede ein-

dimensionale Mannigfaltigkeit ist entweder mit einer Strecke oder

mit einem aus zwei Strecken bestehenden Kreise honioomorph
87

).

Doch sollen hierher, wegen der spateren Verallgemeinerung, noch

gerechnet werden gewisse Betrachtungen analytisch-geometrischer

Natur, die von Dyck
ss

)
herriihren. DycJc bestimmt eine Charakteristik

K fur ein System {
M

}
von eindimensionalen Maimigfaltigkeiten?

die

85 a
)
Hierauf weist Dyck, Math. Ann. 37 (1890), p. 306 bin. Vgl. bei Heegaard,

Dissert. Kopenhagen 1898, den Versuch, das Verfahren zur Herstellung von Normal

formen von Mt
fiir dreidimensionale Mannigfaltigkeiten zu erweitern^ p. 43 ff.

86) tiber weitere polydimensionale Untersuchungen s. Nexus Nr. 8, Connexus I

und II B; vgl. ferner: P. Werniclie, Uber die An. sit. mehrdimensionaler Raurne,

Gottingen 1904 (Dissert.). Scbon Mobius, Leipzig Ber. 15 (1863), p. 18 = Werke 2

(1886), p. 436, bat sicb mit 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, namlicb mit

den von Ring- und Kugelflachen begrenzten Teilen eines E
s bescbaftigt. Sein

Hauptresultat ist, da6 alle von je einer Ring- und einer Kugelflacbe begrenzten
Raumteile einander elementarverwandt sind. Seine Behauptung, da6 alle von

je zwei Ringflacben begrenzte Korper elementarverwandt sind, ist, wie leicht

einzuseben, unricbtig.

87) S. F. Mobius, Leipzig Ber. 15 (1863), p. 18 = Werke 2 (1886), p. 435.

88) Leipzig Ber. 13 (1886), p. 53; Math. Ann. 32 (1888), p. 465 ff.
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gleich der Anzahl der ungeschlossenen Linien dieses Systems ist.

Mit Hilfe der Kronecl erschen Charakteristikentlieorie [I B 3 a, Runge,

Nr. 7] bestimmt er zunachst die Charakteristik desjenigen {
M

} ,
welcher

von den ,,innerhalb&quot;
eiuer Kurve ty(x, y)

= liegenden Teilen der

Geraden y = ?/a
89

) gebildet wird. Dann wird anstatt der Geraden

eine beliebige Kurve (p(x7 y)
= genommen

90
).

Durch stetige Um-

formung laBt er die gegebene { M^ }
aus einer

{
M

l }
mit bekanntem

K entstenen. Es andert sicli K fur solche Lagen der sich defor-

mierenden {3^}, bei denen die Kurven ^ = und qp
= sick be-

ruhren. Durch Untersuchung des Einflusses, den die verschiedenen

Arteii von Beriihrungspunkten auf die Anderung von K haben, er-

gibt sich K d. i. also: die Anzahl der Stiicke von
(p
=

0, die inner-

halb 4 = liegen, als die Kroneckersche Charakteristik des Funk-

tionensystems
91

)

&amp;lt;p

= 0, iff
= und A = 0,

wo A die Funktionaldeterminante von
&amp;lt;p

und ^ bedeutet.

II. Nexus von Flachen.

1. Einleitung. Das Hauptproblem unserer Theorie ist die Auf-

stelluny der notivencligen und liinreiclienden Bedingunyen fur den Homoo-

morpliismus zweier gegebemr Flachen, M2
und M

2
.

92
)

Die Losung ist

die folgende:

89) Leipzig Ber. 1. c., p. 62 und Leipzig Ber. 14 (1887), p. 40.

90) Math. Ann. 32 (1888), p. 466 ff.

91) L. Kronecker, Berlin Monatsber. 1878, p. 145.

92) Der wesentliche Kern dieses Problems ist zuerst von Riemann behandelt

worden (Diss. Gott. (1851) Nr. 6 = Werke (2. Aufi.), p. 9 und J. f. Math. 54

(1857), p. 105 = Werke (2. Aufl.), p. 91) und zwar nach zwei verachiedenen

Methoden, namlich erstens mit Hilfe der Theorie der Querschnitte (Diss.) und

zweitens mit Hilfe der Theorie der Ruckkehrschnitte (J. f. Math.). Bei unserer

Darstellung ergeben sich die JRiemannscheu Resultate iiber Querschnitte und Ruck

kehrschnitte als Korcllare der allgemeinen Theorie (s. Nr. 4, 5). Das Problem ist

nach dem Fundamental satz der Homotopie (Grundlagen Nr. 7) aquivalent mit dem
Problem: Wann sind zwei M% im Es

miteinander homotop, oder, anschaulicher,

ineinander stetig transfbrmierbar ? In dieser Form ist das Problem von Jordan

(J. de math. (2) 11 (1866), p. 105) formuliert und fur zweiseitige Flachen be-

handelt worden. Dafi hierbei alle moglichen sogenannten anschaulichen An-

nahmen geniacht werden, ist von vorneherein klar. Es wird z. B. die End-

lichkeit des Geschlechts (s. Nexus Nr. 5) vorausgesetzt, ferner folgende An-

nahme iiber die stetige Deforinierbarkeit gemacht: ,,Deux surfaces S, S sont

applicables Tune sur 1 autre, si Ton peut les decomposer en elements infiniment

petits, de telle sorte qu a des elements quiconques contigues de S correspondent
des elements contigues de 5 .

u
NaturgemaB werden nachher beim Beweis auch



190 M. Dehn. Ill A B 3. Analysis situs. P. Heegaard.

Sei
2 resp. 2

die Anzahl der (Elementar-)Flachenstucke, aus

denen M
2 resp. M2 zusammengesetzt sind, c^ resp. / die Anzahlen

der auf ihnen liegenden Strecken, cc resp. CC
Q

die Anzahlen der auf

ihnen liegenden Punkte. Dann sind die notwendigen und hinreichen-

den Bedingungen fur den Homoomorphismus von M
2
und M

z
:

1) M2
und M% haben gleich viel Randkurven,

2) M2
und MI sind entweder beide einseitig oder beide zwei-

A
seitig,

) + a
\

a
z
= KQ + a

i
a2-

DaB 1), 2) und 3) notwendige Bedingungen sind, ist sofort einzu-

sehen. Fur 1) ist das selbstverstandlich, fur 2) folgt es aus

Grundlagen Nr. 5, endlieh, da durch die beiden Fundamentaltrans-

formationen des Homoomorphismus sich und cq resp. e^ und
2

gleichzeitig urn eine Einheit vermehren, so ergibt sich auch 3) als

notwendig. Es ist ferner auch keine von den Bedingungen in den

beiden anderen enthalten, d. i. man kann zwei einander nicht homoo-

morphe Flachen konstruieren
?

die zwei der Bedingungen, aber nicht

die dritte befriedigen. Im spezielleu folgt aus 3), daB fur alle der

Kugel homoomorphe Flachen - - + a
i 2 + 2 = sein mufi.

Diese Formel heiBt die spesielle Eulersclie Polyederformel^
3

).
DaB die

drei Bedingungen A. hinreichende Bedingungen sind, ergibt sich durch

Konstruktion einer Normalform fiir jede Flache resp. einer Normal-

iiberdeckung einer gegebenen Flache mit Flachenstucken.

2. Normalform 93
).

Wir niachen die gegebene Flache M
2

zu-

iiachst dadurch zu einer unberandeten Flache M, daB wir Elementar-

stillschweigend Annahmen iiber die Entstehung solcher unendlich kleiner Teile

gemacht. Charakteristisch fiir die anschauungsgemaBe Beweisfiihrung ist endlich,

daB die Voraussetzung der Zweiseitigkeit gar nicht ausdriicklich gemacht wird,

sondern rnir in abgeleiteten Eigenschaften (s. p. 107 a. a. 0.) zu Tage tritt.

Wesentlich in der vorliegenden Formulierung ist das Problem vor Jordan

von Mobius fur zweiseitige geschlossene Flachen in unbedingt ausreichender

Strenge erledigt worden (Leipzig Ber. 15 (1863), p. 19 = Werke 2 (1886),

p. 436
ff.),

indem er von den als elementarverwandt (s. Anm. 15) nachzuweisenden

Flachen voraussetzt, daB sie endliche Ausdehnung haben, stetig gekrummt und

ohne Doppellinien sind.

Der allgemeinste Fall des Problems wird von Dyck (Math. Ann. 32 (1888),

p. 457) behandelt. Jedoch ist die Behandlung nicht als vollstandig zu bezeichnen,

weil die tlberfiihrbarkeit aller Flachen in gewisse Normalformen ohne Beweis

angenommen wird. Gerade hierin liegt aber die Schwierigkeit (vgl. Anm. 93).

92 a
)
Literatur s. Anm. 99.

93) Die erste Idee, auf die hier entwickelte Weise eine Normalform zu er-

halten, findet sich bei Listing, Der Census raumlicher Komplexe, 1862, Nr. 13 ==
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flachenstucke hinzufiigen, die von den Randkurven von M
l begrenzt

werden. Naeh der Ausfuhrnng dieses Prozesses greifen wir irgend

eines der konstituierenden Flachenstucke, etwa $
2

X
, heraus, dessen Be-

grenzung b sein moge. Gibt es ein Elementarnachenstuck
&amp;gt;

2
,
das

mit It&quot; nur einen Streckenzug gemeinsam hat, so wollen wir auch

dies herausgreifen. Die S^
1 und S2

* nicht genieinsamen Kanten bilden

eine Berandung 6&quot;. Gibt es dann ein Elementarnachenstuck $2
3
,
das

mit 6
2

&quot;

einen und nur einen Streckenzug gemeinsam hat, so vereinigen

wir dieses wieder mit S%
1 und $

2

2
. Diejenigen Kanten dieser drei

Flachen, die je nur einer von ihnen angehoren, bilden eine Berandung
& &quot;. So fahren wir fort, bis wir zu einer Gesamtheit von Elementar-

flachenstucken S
a
l

f
S

2
2

,
. .., S.2

m
gelangen, die zusammen ein Elementar

nachenstiick P
2

&amp;lt;

m
) mit der Berandung &&amp;lt;

m
&amp;gt;

bilden, von der Art, daB

jedes andere der konstituierenden Polygone (Flachenstiicke) mit Um)

entweder mindestens zwei getrennte Streckenziige oder keinen Strecken

zug gemeinsam hat. Den zweiten Fall konnen wir ausschlieBen durch

eine geeignete Abanderung der gegebenen Uberdeckung (interne Trans

formation) f,,Kanal&quot; von U&quot;^ zu clem betreffenden Polygon; Fig. 4).

Durch eine weitere ahnliche

Abanderung der Uberdeckung
konnen wir erreichen, daB jeder

Eckpunkt irgeud eines der nicht

zu PW gehorenden Polygone
auf &(

m
)

liegt (Fig. 5). Endlich

durch eine dritte Abanderung
kann bewirkt werden, daB in Fig. 4.

jedem Eckpunkt hochstens zwei

Polygone (Fig. 6) zusammenstofien. Durch diese Abanderungen sei

Pj^) in P
2 (die ,,Punktierungsflache

a
) iibergegangen, Um^ in 6. Die

nicht zu P
2 gehorenden Polygone bilden eine Flache J?

2 (,,Restflache&quot;).

Wir nehmen eines dieser Polygone, etwa F^ heraus, bezeichnen ein mit

diesem zusammenhangendes zweites Polygon mit F% ,
ein mit

F^&quot;

Gott. Abh. 10 (1862). Sie ist von Betti insbesondere auch auf Mannigfaltig-

keiten von hoherer Dimension angewandt (Ann. di mat. (2) 4 (1871), p. 146 ff.),

und spater von Petersen ftir zweiseitige Flachen weiter ausgebildet worden

(Forelasninger over Funktionstheori
, Kopenhagen, (1895), p. 83 = Vorlesungen

iiber Funktionentheorie
, Kopenhagen, (1898), p. 76). Im NachlaB von Mobius

(Werke 2, NachlaB I ( 9)) findet sich bereits diese Konstruktion der Normalform

auseinandergesetzt. Da, wie aus einer Anmerkung an der betreffenden Stelle

hervorgeht, Gaufi sich mit der Normalform im speziellen Falle der Ringflache

beschaftigt hat, so ist es nicht unwahrscheinlich, daB die Idee der Konstruktion

iiberhaupt ursprunglich von GauB herstammt.



192 M. Dehn. Ill A B 3. Analysis situs. P. Hcegaard.

zusammenhangendes mit F2

&quot;

usw., bis wir zu einem Polygon

kommen, das auBer mit Ffi
~ ^ auch noch mit anderen der vorangehen-

den Polygone Strecken gemeinsam hat, etwa mit F
2^\F2^\ . .

.,
-F

2
( A

Wir verbinden dann die zwei Kanten von F^\ die zu b gehoren,

und die von der mit F^ gemeinsamen Kante ausgehen, mit einem

Streckenzug, der in F^mi)
verlauft, und schneiden so von F^m^ das

Polygon 6r
2

ab. Entspreehende Streckenziige ziehen wir zwischen

den Kanten von F mi
\ die von denjenigen Kanten ausgehen, die

Fig. 5. Fig. 6.

mit F^ resp. Fa&\ . . . gemeinsam hat. Sorgen wir dafiir, dafi diese

Streckenziige sich nicht schneiden, so erhalten wir weitere Polygone
6r

2 &quot;,

. .
., G^ und ein Polygon F^ von der Art, daB

1) JP
2 ,

. .
., F^^ zusammen ein Elementarflachenstiick Z% bilden,

und daB

2) 6r
, 6r&quot;,

. .
.,
G(n^ Elementarflachenstucke sind, von denen jedes

vollstandig berandet wird von zwei Streckenziigen, die es mit 6 ge

meinsam hat und zwei Streckenziigen, die es mit Z^ gemeiusam hat.

Wir nehmen jetzt ein Polygon F^nli + 1

\ das mit Z% eine Strecke

gemeinsam hat, dann ein Polygon, das mit .F
2

(mi + 1
) zusammenhangt

usw. Wir gelangen wieder zu einer Flache F n
J, die auBer mit

j/ywi*-
1
) auch-noch mit anderen der vorangehenden Polygone (inkl. der

Polygone von Z ), etwa F^ +
i),

. .
., FJ zusammenhangt. Wir

teilen sie dem Obigen entsprechend in n^ -\- 1 Teile:

So fahren wir fort, bis an keiner Flache eine Flache angrenzt, die

nicht schon im Konstruktionsmodus vorkommt. Alle Kanten dieser

Flachen (jede Flache hat mindestens zwei solche Kanten), an denen

keine andere Flache angrenzt, gehoren folglich zu &. Da aber jede

Flache von geschlossenen Kurven berandet wird, und & selbst eine

geschlossene Kurve ist, so ist die Gesamtheit dieser Kanten mit 6



B. Nexus II. 2. Normalfonn. 193

ideutisch. Da aber jedes zu _R
2 gehorende Polygon init 5 Kanten

gemeinsam hat und jede dieser Kanten nur zu einer Flache gehort,

so kommen in unserem Konstruktionsmodus alle JR, bedeckenden

Flacheu vor. Unsere Restflache R
2

Q
ist dann in folgende Teile zerlegt:

1) das Elementarflacheustiick (,,Zentralpolygon&quot;} Z.
2 ,

das aus den

Flachen F2 ,
F

3 ,
. .

., jy% Ff* + l

\ . .
., Fj&quot;*,

. . . besteht;

2) die Is Elementarflachenstiicke
(,,Btinder&quot;) G* ,

G
a &quot;,

. .
., GJ&quot;*\

G^&quot;
i + l

\ . .
.,

G^k
\ von denen jedes vollstandig berandet wird von zwei

Streckenziigen, die es mit & gemeinsam hat, und zwei Streckenziigeu.

die es mit Z^ gemeinsam hat. Fur die Anzahl der Bander und ihre

gegenseitige Lage gilt folgendes:

a) Zweiseitige Flachen (siehe iiber Definition von Ein- resp.

Zweiseitigkeit, Grundlagen Nr. 2). Sei q^s^ ein Band, 6r
2 ,

das mit Z*

die Streckenziige qt
t. und r

f
s
if

mit 5 die Streckenziige qi
r

i
und s

t tf

gemeinsam hat. Aus der Voraussetzung der Zweiseitigkeit folgt;
da8

q und r durch t und s auf der Berandung von Z.
2
nicht getrennt werden,

d. i. daB G*2
ein vungedrehtes&quot; Band ist. Da aber 6 eine geschlossene

Kurve ist, so schlieBen wir, da6 es mindestens ein Band *.7.(6r2
/

Fig. 7.

geben muB, dessen mit Z^ gemeinsamen Streckenziige q.t. und s.r.

durch qt und sr auf der Berandung von Z
2 getrennt werden. Durch

eine einfache Abanderung (,,Uberschiebung&quot;, siehe beispielsweise Fig. 7)

der Uberdeckung von R
2
Q konnen wir es erreichen, daB jedes weitere

Band G^
h mit Z

2
zwei Streckenziige gemeinsam hat, die alle innerhalb

eines der vier Teile liegen, in die die Berandung von Z
2
durch die

Strecken q^, q.t., s^ s .r. geteilt wird. Wir konnen dann wieder

das obige Yerfahren anwenden, um ein zweites Paar von Bandern zu

bestimmen, bei denen die Paare der mit Z* gemeinsamen Strecken sich

gegenseitig trennen. Fahren wir so fort, so erhalten wir das Resultat:

Jede geschlossene siceiseitige Flache M^ kann iiberdeckt icerden mit:

1) einem Elementarfldclienstuck (jfunktierungsftdcli^) P2 ;

Encyklop. d. math. Wisaensch. HI 1. 13
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2) einer
,,RestflacJie&quot; B^, die lesteht

a) aus einem Elementarfldclienstuck (Zentralflticlie&quot;) Z%,

b) aus p Paaren von Elementarfldclienstucken (^Bandern&quot;).

Jedes Band ist ungedreht und hat mit der Berandung von Z%
zwei

,;Anheftungsstrecken&quot; gemeinsam, die voneinander getrennt sind

durch die zwei Anheftungsstreeken desjenigen Bandes, das mit dem

ersten zusammen ein Paar bildet. Die Anheftungsstreeken eines Paares

von Bandern werden durch diejenigen anderer Paare nicht getrennt.

Andererseits ist auch jede solche Flache zweiseitig.

j8) Einseitige Fldchen. AuBer Paaren von ungedrehten Bandern,

deren Anheftungslinien sich trennen, gibt es nur noch einzelne ,,ge-

drehte&quot; Bander und zwar mindestens ein solches. Durch eine Reilie

von passenden ,,t)berschiebungen&quot; erhalt man statt jedes Doppelbandes
zwei gedrehte Bander. Wir erhalten so das Resultat:

Jede geschlossene einseitige Fldclie J/
2

Itann uberdeckt werden mit

1) einer Punldierungsfldche P2 ;

2) einer Eeslfldclw R2 ,
die bestelit

a) aus einer EUmentarfldche Z^
b) aus k an Z

2
mit mei Strecken angeliefteten Elementar-

fldclienstiicken (^yedrelden Bdndern&quot;).

Die zwei Anheftungsstreeken eines Bandes werden von denen anderer

Bander nicht getrennt; jedes Band bildet mit Z% zusammen eine

einseitige Flache. Von den li gedrehten Bandern konnen wir eine

gerade Anzahl 2n
&amp;lt;

k in n Doppelbander verwandeln.

Aus unseren zugrunde gelegten Definitionen ergibt sich ohne

Schwierigkeiten der Satz: ZweiElddien, die aus einer geschlossenen Fldclie

dadurcli entstehen, daft man zweimal die gleiche Anzald von Elementar-

flaclienstiicken, die keine Pmikte miteinander gemein lidben, weglafit, sind

miteinander Iwmocmorpli.

Unter Beachtung dieses Satzes gehen wir von Jf
2

wieder zu M
2

zuruck und erhalten den Satz:

Eine zweiseitige Fldclie mit r Randhirven (r &amp;gt; 0) torn bededct

werden mit

a) einem Elemeniarfldctienstiick Z%,

b) p an Z% angeliefteten ^Doppelbandern&quot;, D%, . . ., D2
(p}

,

c) r 1 einfaclien Bandern, J3%, . .

.,
B

2
^
r ~ l

\

Die Anheftungsstreeken eines dieser Bander werden von den An

heftungsstreeken der anderen Bander nicht getrennt.

Eine einseitige Fldclie mit r Eandkurven (r &amp;gt; 0) Icann uberdeckt

werden mit
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a) einem Elementarflaclieiistuck Z^,

b) U an Z
2 angeliefteten, gedreliten Bandern, H2 }

. .

., HJ 9

c) r 1 einfaclien Bandern, Bz , #&amp;gt;&quot;,

. .
., .B^-

1
).

(Entsprechende Benierkung iiber die Trennung der Anheftungs-
strecken und Verwandlung der gedrehten Bander in Doppelbander
wie oben.)

Eine solche Uberdeckung, wie sie in dem obigen Satze angegeben

1st, soil eine Normaliiberdeckung beifien, oder auch: die Flache 3/
2 ,

in

dieser Form dargestellt, soil Normalform von J/
2 genannt werden.

Bei einseitigen Flachen wollen wir von Nortnaliiberdeck-ung erster Art

resp. Normalform erster Art reden, wenn keine Doppelbander vorbanden

sind, und von Normaliiberdecfamg resp. Normalform zweiter Art, wenn

hochstens zwei gedrebte Bander vorbanden sind.

3. Losung des Hauptproblems. Die Zahl r -f- t 2
be-

zeicbnen wir als Cbarakteristik K(M^ 7

) der Flache M%. Sie ist

leicbt zu bestimnien, wenn M2 selbst, resp. wenn sie gescblossen ist
?

ibre Restflache R2
in der Normalform vorliegt:

) Ziceiseitige Fldclien:

K(M,) - -
[8j + 4(r- 1)] + [8, + 4(r

-
1)
-

4j + 2(r
-

1)]

-
[1 + 2j&amp;gt; + r - 1]

resp. :

K(B,) = - [8p] + [8f + 4^]
-

[1 + 2p]

und daraus allgemein:

(2) X(ig = 2p + r 2,

wenn r = gesetzt wird fiir den Fall, da6 Jf
2 gescblossen ist.

|8) Einseitige Flachen:

K(M2]
= -

[4/- + 4(r
-

1)] + [4fc + 4(r
-

1) + 2* + 2(r
-

1)]

-
[1 + A- + r - 1]

resp.:

97) Dyck, Math. Ann. 32 (1888), p. 457, wo K mit Kn bezeichnet wird. Statt

dieser Charakteristik fiihrt Eiemann (Diss. Nr. 6 = Werke, 2. Aufl., p. 11) far un-

geschlossene, zweiseitige Flachen die ,,Zusammmliangszalil&quot; Z=2p-+-r = 2-\-K
ein, die gleich der um 1 vermehrten Anzahl von Querschnitten ist, die not-

wendig sind, urn die Flache in ein E^ zu verwandeln (s. p. 5); fiir eine geschlossene

Jf2 setzt Riemann Z(MJ = Z(PJ, also = 2p + 1 = 3 + K; Schlafli [J. f. Math.

76 (1873), p. 152 Anm.; siehe auch F. Klein, Math. Ann. 6 (1873), p. 579 und 7

(1874), p. 550 Anm.; aut, \
T
orles. iiber Riem. Fl., Gott. [p. 11] setzt dagegen fiir

geschlossene Flachen die ,M)igeicuhnliche&quot; Zusammenhangszahl = Z(J2S ) 1, die

so definierte Zusammenliangszahl ist also fiir geschlossene sowie ungeschlossene
Flachen = 2 + J5T.

13*
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und daraus allgemein:

(2) K(M2)
= k + r 2.

Hat also fur zwei Flachen K denselben Wert, sind ferner beide

einseitig oder zweiseitig und haben sie dieselbe Anzahl von Rand-

kurven, so sind sie selbst in der Normalform resp., ihre Restflachen

in der Normalform identisch. Denn, wie wir aus den obigen Formeln

sehen, mu6 dann die Anzahl der Doppelbander resp. die Anzahl der

gedrehten Bander die gleiche sein. Damit haben wir nachgewiesen
dafi die Bedingungen A (S. 190) auch hinreichend sind.

4. Anwendungen der Normalform.

a) Beweis des Neumannschen Axioms^): Jede Flache niit min-

destens einer Randkurve lafit sich durch eine Anzahl von Querschnitten

in ein Elementarflachenstuck verwandeln. Der Beweis geschieht so,

daB man alle Bander in der Normalform in zwei Polygone mit je

einer Anheftungsstrecke an Z
2 zerlegt, und die Verbindung dieser

zwei Polygone miteinander aufhebt.

b) Mobiussclie Grundform fur eine M
2

. Nehmen wir wieder an,

da6 M
2
keine geschlossene Flache ist, dann zerschneiden wir ebenso

wie in a), wenn die Flache zweiseitig ist, je eines von den ein Doppel-
band bildenden Bandern, wenn die Flache einseitig ist, jedes der ge
drehten Bander. Die Flache wird dann homoomorph mit einem

(p -f- r l)fach bzw. (r l)fach punktierten Eleinentarflachenstiick,

der ,,Grundform&quot; von M2
.

9b
)

1st M
2 einseitig;

so konnen wir von den

k gedrehten Bandern 2h
(&amp;lt;A;)

Bander zu Doppelbandern machen und

dann durch Zerschneidung der & 2 h gedrehten Bander und je

eines von den zu Paaren angeordneten 21i Bandern ein (li -\- r 1)-

fach punktiertes Elementarflachenstuck erhalten.

c) Minimalzahl von bedeckenden Elementarfldchenstucken. Mit Hilfe

der Normaliiberdeckung folgt leicht der Satz
(s. Fig. 8):

94) C. Neumann, Vorlesungen iiber die Kiemannsche Theorie, 2. Aufl., Leipzig

(1884), p. 151; J. Petersen gibt (a. a. 0. p. 72) einen auf die Anschauung basierteu

Beweis mit Hilfe der Punktierungsflachen. Jedoch. ist das Axiom naturgemaB

unbeweisbar
,
wenn man nicht irgend welche Eigenschaften der M

s axiomatisch

festlegt, die unserer Voraussetzung der Uberdeckbarkeit mit einer endlichen

Anzahl von Elementarflachen entspricht.

95a
) Da man jede zweiseitige Flache in zwei Grundformen zerlegen kann,

aber jede Grundform, wie leicht zu. sehen, aus 2 Flachenstiicken zusammensetz-

bar ist, so findet man sofort (Mobius, Werke, Bd. 1, Nachl. I, la), daB jede

geschlossene einseitige Flache aus vier Elementarflachenstiicken zusammensetz-

bar ist.
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Jede yesclilossene Flache Itann stets mit drei Elementarflachen-

stiicken bedeckt werden. Jede niclit geschlossene Fldclie und jede Kugel-

flaclie Jiann mit zivei Elementarflachen bedeckt

d) Normcdformen fur geschlossene Flachen 96
}.

Fig. 8. Fig. 9.

Fig. 10. Fig. 11.

) Ziveiseitige Flaclien. Eine Flache, deren Bestflaclie p Doppel-
bander hat

?
ist horaoomorpli mit einer Kugel init p Henkeln&quot; (Fig. 9);

95) Mobius, Leipzig Ber. 15 (1863) = Werke 2, p. 450.

96) Diese Formen fur geschlossene Flaclien sind, soweit zweiseitige Flaclien

in Betracht kommen, als betrachtet worden von Riemann (cf. Klein, Uber Rie-

manns Theorie . . . (1882), p. IV), Mobius, a. a. 0. 16, Tonelli (Rom Line. Atti

(2) 2 (1875), p. 594, vgl. Rom Line. Rend. (5) 4 1

(1895), p 300; W. K. Clifford

London Proc. Math. Soc. 8 (1877), p. 292). Normalformen fur einseitige Flachen

Bind von Dyck a. a. 0. aufgestellt.
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denn ein Elementarflachenstiick mit einem angehefteten Doppelband
1st homoomorph mit einer punktierten Ringflache.

/3) Einseitiye Fldchen. Jede einseitige Flache, deren Restflache k

(gedrehte) Bander hat
;

ist homoomorpli mit einer Kugel mit k ,,Kreti2-

hauben&quot; (Fig. 10). Ersetzen wir 2h
(&amp;lt; k) Bander durch Doppelbander,

so erhalten wir eine Kugel mit k 2h Kreuzhauben und li Henkeln.

21
(&amp;lt;^fe)

Kreuzhauben konnen auch ersetzt werden durch I
jy
sich durch-

setzende&quot; Henkel (Fig. 11).

5. Portsetzung. Ruckkehrsch.ni.tte und Querschnitte und die

eigentliche Bulersche Formel. Man kann die Anzahl p der Doppel-

hander resp. die Anzahl k der gedrehten Bander der Normalforin

einer Flache in Verbindung bringen mit anderen Anzahlen, die fur

die Flache an und fur sich charakteristisch sind und uns die Aufstellung

der (anschaulichen) eigentlichen Eulerschen Formel ermoglichen.

a) Ziveiseitige Fldchen. Verbinden wir in der Normalform

einen Punkt einer Anheftungsstrecke eines Doppelbandes mit einem

Punkt der zugehorigen Anheftungsstrecke durch zwei Streekenziige,

einen in dem Band, den anderen in Z
2

verlaufend
7

so haben wir

in der Gresamtheit dieser Strecken einen die Flache nicht zer-

stuckelnden Riickkehrschnitt. Es lassen sich auf diese Weise im

ganzen p soldier einander nicht schneidender Ruckkehrschnitte legen.

Durch die Ruckkehrschnitte wird die Charakteristik nicht geandert,

denn a und c^ vermehren sich um dieselbe Zahl. Geht also M
2

durch q zusammen nicht zerstiickelnde, einander nicht schneidende

Ruckkehrschnitte in die FlacheM2 fiber, so muB, weil K(M2 ~)

= K(M2 )

ist und M
2 2q Randkurven mehr hat als M^ die Zahl p furM =p -2q

sein. Wir haben damit, da p nicht negativ sein kann, den Satz:

Ist fur eine sweiseitige Flache die Maximalmlil der einander nicht

schneidenden
,
zusammen nicht serstiicltelnden RiiclMirschnitte gleich p,

so ist:

-
cc -\- cc

l
u
2
= 2p + 2r 2,

wo r die Anzahl der Randkurven bedeutet.

Das ist die eigentliche
98

)
Bulersche Polyederformel&quot;).

98) Aus folgendem Grunde haben wir hier den Nanien ,,eigentliche
u Eul. F.

vorgeschlagen : In der im Complexus abgeleiteten entsprechenden Formel hangt
K ab von P

1
1

,
d. i. der Maximalzahl der zusammen nicht begrenzenden

Kreise auf der M
t

. P
l

1 hat aber, wenn es
&amp;gt;&amp;gt; ist, eine der Anschauung

durchaus nicht so unmittelbar zugangliche Bedeutung wie p als Maximalzahl

der zusammen nicht zerstiickelnden
,

sich nicht schneidenden
, doppelpunktlosen

Kreise. Es laBt sich zwar unschwer fiir eine Mannigfaltigkeit im engeren Sinne

nachweisen 1) da6 eine einzelne nicht begrenzende Kurve auch eine nicht zer-
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Und ferner:

Wenn irgend p m (m ^ p) zusamnien niclit zerstucltdnde RiicJ:-

kelirsclmitte
,

die sich niclit schneiden, vorliegen, kann man stets (mit

stiickelnde ist, 2) da6 P
1

1 eine gerade Zahl ist. Aber fiir eine Mannigfaltig-

keit im engeren Sinne ist im allgemeinen p in der obigen Bedeutung nicht gleich
i) I

J7&quot;

,. p J= -~ Sondern das gilt nur fiir Mannigfaltigkeiten im weiteren

Sinne, kann also nur iin Nexus und zwar mit Hilfe der Nonnalforin abgeleitet

werden. Die eigentliche E. F. ist nicht nur anschaulicher, sondern auch viel

tiefliegender als die complektische, die wir im complexus im AnschluB an Poincare

abgeleitet haben. Dementsprechend kann die letztere Formel unschwer fiir I\[,,

verallgemeinert werden, wahrend das fur die ,,nektische&quot; Formel noch nicht ge-

lungen ist, weil es eben eine Normalformdarstellung der Mn fur n^&amp;gt;2
bis jetzt

nicht gibt.

99) Uber die Geschichte des jE^Zerschen Polyedersatzes gibt M. Bruckner,

Yielecke und Vielflache, Leipzig 1900, eine ausfiihrliche Ubersicht, die wir im

folgenden fiir die Literaturangaben benutzen. Der Satz selbst ist zunachst

in zwei Abteilungen zu gliedern: 1) Gleichheit der alternierenden Summe
or

j -f- a* fiir zwei homoomorphe Polyeder (
u

l -|- &amp;lt;*

2 1- ( l)
w fur Mn ,

a. S. 185). woraus unmittelbar die gewohnliche Eulersche Formel cc a
1 -{- a2

= 2

fiir die der Kugel homoomorphen (also z. B. fiir die konvexen) Polyeder folgt.

2) Abhangigkeit der alternierenden Summe vom Geschlecht p, (verallgemeinerte

eigentliche Et(kr$che Formel).

Gewohnliche Eulersche Formel. Rein topologische Beiceise: Euler, s. Anna. 7;

S. L Huilier, Gergonne Annales 3 (181213), p. 169; C. Seidelin, Tychsen Tidskr.

(2) 6 (1870), p. 2-2; E. de Jonquieres, Paris C. R, 60 (1890), p. 110: Kirkman,
Manchester Memoirs (2) 12 (1835), p. 47

;
A. Caucliy, Rech. sur les polyedres, J. ec.

pol. cah. 16 (1813), p. 76; J. A. Grunert, J. f. Math. 2, 1827, p. 367; H. Ihieme,

Balt~er El. 2 (1883), Leipzig, p. 213; Ch.v.Staudt, Geometric der L age, Niirnberg

1847, 4. Die Beweise in den Lehrbiichern sind oft unstreng, weil von dem

notwendig vorauszusetzenden Homooniorphismus mit der Kugel (Konvexitat) nicht

der notige Gebrauch gemacht ist. Benutzwng metrischer Hilfsmittel: Descartes

s. Anm. 6. L Huilier a. a. 0.; J.Steiner, J. f. Math. 1, 1826, p. 364 = Ges.

Werke 1, p. 97; A. M. Legemlre, El. d. geom. 7. ed. Paris, (1808), p. 228; Meier

Hirsch, Sammlung geom. Aufg. 2 (Berlin 1807), p. 93; Dehn (fur 3, 4 und 5 Dim.),
Math. Ann. 61, 1906. p. 561, wo man auch etwas iiber die topologische Bedeutung
der benutzten Beweisniittel findet.

Verallgemeinerte eigentliche Eulersche Formel: L Huilier, a. a. 0., nur fiir

besondere Fonnen der Flachen (Hohlungen, Durchbohrungen) ;
ebenso E. Hoppe,

Arch. Math. Phys. 63 (1879), p. 100: Listing, Zensus der rauinl. Konipl.; vgl.

ferner Cauchy , a. a. 0.; K. Becker, Zeitschr. Math. Phys. 14 (1869), p. 65, 337,

18 (1873), p. 328, 19 (1874), p. 459. Der Satz in der im Text vorliegenden Form
ist fiir zweiseitige Flachen von Mobius 1863, Ges. Werke 2, p. 433 ff. abgeleitet
word en, indem er die Flache durch parallele Schnitte in Grundformen zerlegt;

vgl. auch Jordan, J. f. Math. 66 (1866), p. 86; C. Crone, Tiddskr. Math. (5) 3,

(1885\ p. 4447: F. Bollner, Zeitschr. f. Realschulw. 5 3
(1880), p. 133: im iibrigen

vgl. Anm. 92.
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Hilfe der Normalformdarstcllung) noch m welfare nicht zerstuckelnde

RiickJcehrschnitte angeben, die einander und die ersteren nicht schneiden.

p wird als Geschlecht von M
2

bezeiclinet 99a
):

Wir verstehen unter einem Querschnitt eiuen Streckenzug, der

zwei Randpunkte auf M
2

verbindet. Da die Anzahl der inneren Eck-

punkte eines ungeschlossenen Streckenzuges um 1 kleiner 1st als die An
zahl seiner Kanten, so wird durch einen Querschnitt K(M^) una 1 groBer.

Querschnitte erster Art verbinden zwei Punkte derselben Randkurve, r wird

um 1 grofier, es muB also, damit K um 1 groBer wird, p um 1 kleiner

werden, wenn der Querschnitt nicht zerstuckelt; d. i. eines der Doppel-
bander verschwindet. p ist demnach gleich der Maximalzahl der zusammen

nicht zerstiickelnden Querschnitte erster Art. Qiierschnitte zweiter Art

verbinden zwei Punkte von zwei verschiedenen Randkurven. r wird

um 1 kleiner, es bleibt also p unverandert, wenn der Querschnitt

nicht zerstuckelt. Durch p Querschnitte erster Art und p -f- r 1 Quer

schnitte zweiter Art wird M
2 resp. E2

in ein Elementarflachenstiick

verwandelt. Sind irgendwie p m (m &amp;lt;I p) Querschnitte erster Art

und p -f- r 1 n (m &amp;lt;. n
&amp;lt;.p -f- r 1) Querschnitte zweiter Art vor-

gelegt, so kann man stets (mit Hilfe der Normalform) m und nicht

rnehr weitere Querschnitte erster Art und n und nicht mehr weitere

Querschnitte zweiter Art angeben, die zusammen die Flache nicht

zerstiickeln.

b) Einseitige Flachen.

a) Die erste Normalform hat k = 2x + 1 gedrehte Bander. Es

gibt drei verschiedene Arten von Ruckkehrschnitten.

1) Man kann 2^ einander nicht schneidcnde, und zusammen nicht

zerstiicltelnde Riickkehrschnitte mit je einem Rande finden, die die Flache

einseitig lassen. Wir erhalten solche Kurven, wenn wir in der ge-

wohnlichen Normalform, in der neben ,,einfachen&quot; Randbandern nur

gedrehte Bander auftreten, je einen Punkt einer Anheftungsstrecke eines

gedrehten Bandes mit einem Punkt der zugehorigen Anheftungs
strecke durch zwei Streckenziige verbinden, einen in dem Band den

anderen in Z
2 veiiaufend. Durch einen Riickkehrschnitt dieser

Art wird die Charakteristik K nicht geandert. Daraus folgt wieder:

Ziehen wir irgend wie 2% m sich nicht schneidender, zusammen

nicht zerstiickelnder, einseitig lassender, einrandiger Riickkehrschnitte

der Flache J/
2 ,

so ist die entstehende Flache homoomorph

99 a
)
Der Begriff des Geschlechts als der Maximalzahl der nicht zerstiickeln

den Ruckkehrschnitte ist von Riemann eingefiihrt und als Grundlage der Theorie

des Zusammenhangs von zweiseitigen Flachen benutzt (J. f. Math. 54 (1857),

p. 105 = Werke (2. Aufl.), p. 92).
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mit jeder Flache, die aus M
2

durch Ziehen irgend welcher anderer

2x m solcher Riickkehrschnitte entsteht, und wir konnen nock

weitere m 1 (und nicht mehr) solche Riickkehrschnitte finden.

2x ist aber die Maximalzahl dieser Riickkehrschnitte erster Art, weil

ein weiterer die M
2

in eine (nach Voraussetzung einseitige) Flache mit

k gedrehten Bandern verwandeln wiirde, aus der Invarianz der

Charakteristik und daraus, daB wir jetzt notwendig k Randkurven

haben wiirden, aber k = folgen wiirde.

2) Man kann einen einrandigen. nicht zerstilckeluden Ruckkehrschnitt

finden, der die Flache zu einer zweiseitigen macht. Man erhalt einen

solchen, wenn man die Flache (resp. die Restflache) in der zweiten

Normalform annimmt, und das einzige gedrehte Band ebenso wie in

1) zerschneidet. Die Charakteristik wird wiederuni nicht verandert:

Zwei Flachen, die aus J\L
2
durch zwei verschiedene Riickkehrschnitte

dieser Art entstehen, sind homoomorph, denn alle Bedingungen A
sind erfiillt.

3) Es gibt ;: und nicht mehr einander nicht schneidende, zwei-

randige, znsammen nicht zerstuckelnde Ruckkehrschnitte, die M2 einseitig

lassen. Wir finden sie am einfachsten wieder in der Normalform mit

/c Doppelbandern. Es folgt ebenso wie oben: 2 Flachen, die aus 3/
2

durch je % m Riickkehrschnitte dritter Art entstehen, sind homoo-

morph und K ist die Maximalzahl solcher Kurven.

Weiter gibt es keine nicht zerstiickelnde Pdlckkehrschnitte. Denn

der einzig iibrige Fall ware ein zweirandiger, zweiseitig niachender

Ruckkehrschnitt. Ein solcher verandert die Charakteristik K nicht.

Es ist aber vor dem Ausfiihren des Schnittes

K r = k 2
und nachher T̂K / = 2p -f 2.

Da aber die Zahl auf der rechten Seite das erste Mai ungerade ?
das

zweite Mai gerade ist, so ist dieser Fall unrnoglich.

/8)
Die Normalform hat k = *2x gedrehte Bander.

Es gibt wieder clrei und nur drei verschiedene Arten van Ruckkehr-

schnitten, von denen ganz analoges gilt, wie bei a):

1) 2x 1 einrandige, einseitig lassende Ruckkehrschnitte;

2) einen zweirandigen, zweiseitig machenden Ruckkehrschnitt.

(Wir finden ihn durch gleichzeitige Zerschneidung zweier gedrehter

Bander, wenn die iibrigen Bander alle zu Doppelbandern zusamrneu-

geordnet sind.)

Wir konnen jetzt die eigentliche Eidersche Formel fur einseitige

flacJien in folgender Form aufstellen:
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1st fiir eine einseitige Flache die Maximalzdhl der einander nicht

scnneidenden susammen nicht zerstiiclielnden Ruckkelirschnitte gleich Jr.,

so ist:

a--aa = k--r 2.

Fig. 12.

3) 2 ft 2 zweirandige, einseitig lassende Ruckkehrschnitte.

Auf einseitigen Flachen kann es vier verschiedene Arten von Quer-

sclmitten geben (s.
die Figuren. In den Fig. 12 14 ist die erste

Fig. 13.

Normalform als vorliegend vorausgesetzt, in den Fig. 15 und 16 die

zweite Normalform.)

Fig. U.

1) r (die Anzahl von Randkurven) wird durch den Querschnitt

um 1 grofier, & um 2 kleiner.

2) r unverandert, k wird um 1 kleiner.

3) r wird um 1 kleiner, k bleibt unverandert.

In den Fallen 1), 2), 3) bleibt die Flache einseitig.

4 a) Flachen, bei denen k ungerade ist. r bleibt unverandert.

Die Flache wird eine zweiseitige Flache mit dem Geschlecht
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4/3) Flachen, bei denen /, gerade 1st: r wird um 1 grofier. Die

Flache wird eine zweiseitige Flache voin Geschlecht p= -(& 2).

Fig. 15.

6. Zusammensetzung von Flachen. Vereinigen wir zwei Flachen

und Jf
2

&quot;

zu einer Flache j3f
2 ,

indem wir eine Randkurve von

Fig. 16.

M
2

zusammenfallen lassen mit einer Randkurve von 3f
2 &quot;,

so ist, weil

ein Ruckkehrschnitt den Ausdruck K nicht andert:

Hieraus folgt der Satz:

Zwei Flaclim, die enticeder beide einseitig oder beide ziceiseitig

sind, und aus je zwei resp. homoomorphen Flachen durch Versctimelsung

von je einer Randkurve der Teile entstanden sind, sind einander hotnoo-

morph.

7. Aquivalenz von Kurven auf Flachen. Zwei beliebige Systeme
von m Randkurven auf einer J/

2
sind stets einander Equivalent (Grund-

lagen Nr. 3). Das folgt daraus, da-6 man in der Xormaliiberdeckung von

M
2

die Reihenfolge der Randbander auf der Berandung der Zentral-

flache beliebig vertauschen und eine beliebige Randkurve als Berandung
der Punktierungsflache wahlen kann. Zwei Riickkehrschnitte, M*,i und

M i 9
auf M

2
sind Equivalent, wenn die durch Zerschneiden von M

2

langs M^i und M^i entstehenden Flachen resp. Flachenpaare einander

homoomorph sind. Denn seien z. B. die Riickkehrschnitte nicht zer-
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sttickelnd und zweirandig, so mogen durch die Schnitte langs M^i und

Mi aus M
2

die hoinoomorphen Flachen M
2
und M

2

&quot;

mit den neuen

Randkurven r und r bzw. r&quot; und r&quot; entstehen. Naeh dem Obigen
kann man dann M

2
und -M

2

&quot;

homoomorph so aufeinander beziehen, daft

sich / und r&quot; sowie r und r&quot; entsprechen. Yon M
2 geht man zurfick

zu einer mit M
2 hoinoomorpheu Flache, indein wieder die Randkanten

von / und r paarweise als identisch erklart werden; erklart man nun

die entsprechenden Randkantenpaare von r&quot; und f&quot; als identisch
7
so

geht auch M2

&quot;

wieder in eine zu M
2 hoinooinorphe Flache fiber, und

die homoomorphe Beziehung zwischen M
2

und J/
2 &quot;,

bei der sich

die Kurvenpaare r
,
r und

r&quot;,
r&quot; entsprechen, wird, wenn sie geeignet

gewahlt 1st, ubergehen in eine homoomorphe Beziehung von M
2 auf

sich selbst, bei der sich Jf2,i
und Jfcf2,i entsprechen. Sind M

2
und

Jtf2

&quot;

einseitig, so hat man hierbei zu beriicksichtigen, daB man zwei

homoomorphe einseitige Flachen mit je zwei Randkurven so aufein

ander homooniorph beziehen kann
;

dafi dabei den beliebig gewahlten
Indikatricen der Randkurven von M

2 beKebig gewahlte Indikatricen

der Randkurven von M
2

&quot;

entsprechen. Ganz analoge Betrachtungen

gelten, wenn M^\ und M^i zerstiickelnde Kurven sind.

Auf Grand dieses Satzes folgt aus Nr. 5 der Satz:

Auf einer ziveiseitigen Fldclie vom Geschlecht p sind irgend zwei

Systeme von je p m zusammen nicht zerstiickelnden, einander nicht

schneidenden Ruckkehrschnitten miteinander aquivalent. Entsprechende

Satze gelten auf einer einseitigen Flache fur Systeme von Ruckkehr

schnitten der verschiedenen Arten.

Ferner: Zwei geschlossene Kurven auf einer zweiseitigen Jf
2 ,

die

einen Punkt gemeinsam haben
?

sind aquivalent, denn sie sind beide

nicht zerstuckelnd.

Auf einer geschlossenen zweiseitigen Flache vom Geschlecht p &amp;gt;

gibt es 2 -h |yI und nicht mehr geschlossene Kurven, von denen

keine einer anderen aquivalent ist.

8. Analytisch-geometrische Bntwicklungen. Seine Unter-

suchungen von Kurvensystemen (s.
Nexus I) hat Dyck auf zwei- und

mehr-dimensionale Mannigfaltigkeiten ausgedehnt&quot;
a
)
und zwar unter

Anwendung der gleichen (oben angedeuteten) Methoden. Es ergibt sich

so unter anderen das wichtige Resultat: Die Charakteristik K der

Flache (p(x, y, z)
= ist gleich der Kromckerschen Charakteristik

99 a
) Math. Ann. 32 (1888), p. 457 und 37 (1890), p. 273; siehe fur mehr-

dimensionale Mannigfaltigkeiten Complexus Nr. 4.
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des Funktionssystems

multipliziert mit dem Faktor 2, wenn qp
=

zweiseitig ist und

keine Doppellinien hat. Da nun naeh Krotwcker9**) die Knmeckerwh&

Charakteristik multipliziert mit 11 gleich der Gai(ftscheii Curvatura

Integra C der Flache (p
=

ist, so ergibt sich, unter den obigen

Voraussetzungen, C= 2Kx.

Fur einseitige Flachen sind die Resultate von nicht so einfacher Form.

Die Curvatura Integra im Zusammenhang mit K ist von W. Boy&quot;
c
)

untersucht worden. Er erweitert ihre Definition auch auf polyedrische

Ecken und andere Singularitaten und findet uuter der Voraussetzung
stiickweise stetiger Tangentialebene ohne Benutzung der Kronecker-

schen Charakteristikentheorie inittels einfacher anschaulicher tJber-

legungen

wo n die Anzahl der ungeschlossenen Doppellinien der betrachteten

Flache ist, die sowohl ein- als zweiseitig sein kann&quot;
d
).

C. Connexus.

I. Homotopie.

1) Der Begriff der Homotopie ist bis jetzt von besonderer Be-

deutung geworden fiir die Theorie der Kurven auf Flachen. Das hier

sich bietende Hauptproblcm : Aufstellung der notwendigen und liinreiclien-

den Bedingungen fur die Homotopie zweier Kurven ist fur zweiseitige

Flachen von Jordan** ) vollstandig gelost worden: Jede Kurve ist homo-

top mit einer durch einen festen Punkt hindurchgehenden. Hat man
zwei solche Kurven U^ und 77^ mit bestinimtem Umlaufssinn, dann

ist eine Kurve U
l (mit singularem Punkte in 0) eindeutig gegeben

durch die Bestimmung, dafi sie zusamniengesetzt ist aus den Kurven

11^ und II^j die in dieser Reihenfolge und in gegebenein Sinne

durchlaufen werden sollen: wir schreiben n = U^ - U^. Wir konnen

nun beliebig viele Kurven TI^. . . ., n*, die auch teilweise identisch sein

99 b
) Berlin Monatsber. 1869, p. 689.

99 C
) Diss. Gottingen 1901; Math. Ann. 57 (1903), p. 151.

99 d
) Vgl. Mobius a. a. 0. 20; F. Beech, J. ec. polyt.] cah, 21, (1858);

ferner Anwendungen in der physischen Geographic: Cayley (Phil. Mag. (4) 18

(1859)), Cl Maxwell (Phil. Mag. 1870).

100) J. d. math. (2) 11 (1866), p. 100 if.
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konnen, so zusammensetzen und es gilt fur diese Komposition das

assoziative Gesetz; dagegen sind nur solehe Anderungen in der Reihen-

folge erlaubt, die aus zyklischen Vertauschungen zusammengesetzt
sind. Jordan konstruiert nun ein kanonisches Fundamentalsystem von

Kurven durch
?
aus dem sich alle anderen zusammensetzen lassen,

auf folgende Weise: es sei (?, C1? . . ., Cp _ 1
ein System von nicht zer-

stuckelnden, sich nicht schneidenden, mit Umlaufssinn versehenen Kurven

(s. Nexus Nr. 5). Sei ferner F, JT1? . .

.,
F
p _ 1

ein zweites solches System
von der Art, da6 die Kurven C

{
und F

kJ wenn i=^~k ist, keinen,

wenn i == /*; ist, einen Punkt gemeinsam haben (Wir erhalten solche

2p Kurven leiclit in der Normalform als ,,Langsschnitte&quot; in den p
Paaren zusammengehoriger Bander.) Seien endlich A

l ^A^,.,. J
Ar

die mit Umlaufssinn versehenen Randkurven der betrachteten Mn .

Dann sei mit [CO, [&amp;lt;7J, ..., [C^J; [r], [rj,. .

., [r,_J; [AJ, . . . ,[Ar]

ein System von zu jenen 2p -f- r Kurven homotopen Kurven be-

zeichnet, die alle durch den Punkt hindurchgehen. Bezeichnen

wir mit
[C]&quot;

1

,
... die Kurven [C], . .

.,
im dem gegebenen entgegen-

gesetzten Sinne durchlaufen, und fiigen wir diese Kurven zu den

obigen 2p -\- r hinzu
;

so erhalten wir in dieser Gesamtheit von

4p -\- 2r Kurven das gesuchte Fundamentalsystem.
Die Kurve:

wird
;

falls der Umlaufssinn von [A^] usw. passend gewahlt ist, mit

der Begrenzung eines Elementarflachenstiickes homotop sein
? oder, wie

wie man sagt, auf einen Punkt reduzierbar sein. Wir haben dann

die Satze:

1) Jede Kurve ist homotop mit einer Komposition aus den

Kurven des Fundaruentalsystems. 2) Zwei Kurven sind dann und

nur dann homotop, wenn je zwei zu ihnen homotope Kompositionen
des Fundamentalsysterns ineinander tibergehen: a) durch zyklische

Anderung der Reihenfolge, b) durch Einschaltung der Komposition G,

c) durch Ausschaltung von Kompositionen von der Form [C/JfC
1

]&quot;&quot;

1
.

Hieraus ergibt sich z. B. der Satz
?

daB alle Kurven auf dem ge-

schlossenen Kreisring in der Form CnFm enthalten sind. Die so-

dann sich darbietende Frage nach den Invarianten von Kurven bei

externen Transformationen auf Flachen
;

also die Frage nach der An-

zahl der nicht ,,auflosbaren&quot; Doppelpunkte, wird von Poincare 101
)

be-

handelt, ebenso die Frage nach der Minimalanzahl von Punkten, die

101) Palermo Rend. 18 (1904), 4.
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zwei Kurven, die mit einem gegebenen Paare von Kurven homotop

sind, gemeinsam haben.

Auch fiir hohere Dimensionen sind die von Jordan begonnenen

Betrachtungen von groBer Bedeutung: In der Gesamtheit von ge-

schlossenen mit Umlaufssinn versehenen Kurven, die durch einen festen

Punkt laufen, betraehte man nur die nicht homotopen als von-

einander verschieden. Die Gesamtheit von zwei solchen Kurven liefert

nach obigem wieder eine bestimmte, mit Umlaufssinn versehene, durch

gehende Kurve. Die durch einen Punkt einer Mn laufenden Kurven

liefern so durch Hire Kompositionseigenscliaften eine diskontinuierlicJie

Gruppe, deren Bau fiir die Flache charakteristisch ist. Denn es ist

(wegen Grundlagen Nr. 3) fiir jeden Punkt der Mn ,
und wie man

auch leicht sehen kann, fiir jeden Punkt einer mifc der Mn homoo-

niorphen Mannigfaltigkeit diese Gruppe* die gleiche. Diese Gruppe
ist von Poincare zuerst betrachtet und hat von ihm den Namen

Fundamentalgruppe der Mn erhalten 102
).

II. Isotopie.

A. Kurven. 1) Eine Kurve (Verknotung). Man hat bisher der

Isotopie angehorige Betrachtungen nur fiir Elementarmannigfaltig-

keiten, hauptsachlich natiirlich fiir den gewohnlichen Raum, angestellt.

Eine direkte Bestimmung der Lage einer Kurve im Raume ist auf

Grund unserer Auseinandersetzungen in den
, 7Grundlagen&quot; leicht zu

erreichen. Am einfachsten denkt man sich den Raum in Hexaeder

( Wiirfel) zerlegt, deren Ecken man in der iiblichen Weise (cartesische)

Koordinaten gibt. Dann ist jede Kurve des Raunies isotop mit einem

Zug von Strecken, die samtlich Kanten von Wiirfeln einer geeigneten

Einteilung sind
;
und dieser Streckenzug ist durch ein Schema von der

Art gegeben:

Jede Kolonne stellt einen Punkt der Kurve dar. Zwei auf-

einanderfolgende Kolonnen unterscheiden sich stets nur in einer

einzigen Zahl. Da wir hier die Kurven stets ohne Doppelpunkt an-

nehmen, so werden keine zwei Kolonnen mit Ausnahme der ersten

und letzten identisch sein. Zwei isotope derartige Kurven gehen
durch folgende Transformationen auseinander hervor: 1) Multiplikation

102) J. ec. polyt. (2) 1 (1895), 12.
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aller Zahlen des Schemas mit einer von Null verschiedenen positiven
Zahl. 2) Ersatz von aufeinauder folgenden Kolonnen von der Art:

x x -f- 1

y y

2 Z

durch vier Kolonnen von der Art:

XX X -{- 1 X -\- I

y y + i y + 1 y

z z z z

3) Umkehruug der Transformation von der Art 2), 4) Ersatz der drei

aufeinanderfolgenden Kolonnen von der Art:

X X X -{- 1

y + i y y

z z z

durch die Reihen
x x + 1 x -f- 1

y+1 y+1 y

z z z.

Damit sind alle Probleme der Isotopie von Kurven eines E3 auf

arithmetische Probleme zuruckgefiihrt. Eine Kurve, die nicht mit der

Beraudung eines (Elementar-)Flachenstucks isotop ist, heifit ein Knoten.

Der erste, der sich mit Knoten beschaftigte, war wohl Listing
103

).

Er projiziert die Kurve auf eine Ebene oder eine Kugel; das

erstere konnen wir auch bequem mit Hilfe des Schemas machen,
indem wir eine Reihe, etwa die #-Reihe weglassen und dadurch

entstehende identische Kolonnen, die unmittelbar aufeinander folgen,

als eine einzige ansehen. Eine solche Kurve, die Projektion der ge-

gebenen auf die #?/-Ebene;
hat im allgemeinen singulare Punkte und

Strecken, doch konnen letztere durch die obigen Transformationen

leicht weggeschafft werden. Sie teilt die Projektionsflache in Par-

zdlen, zu denen (bei Projektion auf die Ebene) das umschliefiende

Grebiet als selbstandige Parzelle (Amplexum)
1

^) mitgerechnet wird.

Durch isotope Transformationen konnen wir es leicht erreichen, daB

an jedem singularen Punkte (Uberkreuzungsstette) bloB zwei Zweige
der Kurve sich schneiden. Dann liefert uns die Lage der Raumkurve
eine Teilung der Winkelraume an einer Uberkreuzungsstelle in zwei

103) Vorstudien, Gottingen 1848, p. 51.

104) Listing a. a. 0. p. 55.
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Gruppeu. Namlich besitzt etwa der Zweig Z an dieser Stelle eine

grofiere ^-Koordinate, so geben wir den beiden von der Uberkreuzungs-
stelle ausgehenden Teilen von Z^ emeu Durchlaufungssinn von dieseni

Punkte aus, bewegen uns auf der positiven Seite der #?/-Ebeue und

bezeichuen die links von diesem Zweige gelegenen Winkelraume mit A,

die rechts gelegenen mit d. Insbesondere betrachtet Listing monotype

Formen, bei welchen in jeder Parzelle alle Winkelraume dasselbe

Symbol haben. Jede Parzelle eines solchen Knotens wird symbolisch

dargestellt durch ihr Typuszeichen (A oder d) mit einem Exponenten,
welcher die Eckenzahl der Parzelle angibt.

Die Koeffizienten des ^Komplexiomsyniboles^ (Listing)

bezeichnen die Anzahl der verscliiedenen Parzellentypen,

Es ist

a + 1) -|
-----

1- ttl + b, H----

gleich der Anzahl der Kreuzungen + 2
?
und

an + b(n 1) H---- = a,n + \(n 1) +
ist gleich der doppelten Zahl der Uberkreuzungen. Die zwei Knoten

in Fig. 17 und 18 werden von ihm als Beispiel fiir die Moglichkeit

zitiert
105

), daB zwei verschiedene Koniplexionssyrnbole zu isotopen

Knoten gehoren konnen. Tait lQ6
} gibt ein Beispiel dafiir, daB zwei nicht

isotope, monotype Knoten dasselbe Komplexionssymbol haben konnen.

Ob man, wie H. Weitlt 1^ behauptet, immer Wenclepunktf* in der Pro-

105) p. 58.

106) Edinb. Proc. 9 (1877), p. 325; vgl. auch p. 310.

107) Weith, Disseii. Zurich 1876. p. 7 und 27.

Encyklop. d. math. Wiseenecb, HI 1. 14
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jektion vermeiden kann, ist zweifelhaft. Ein Wendepunkt hat bei

unserem Darstellungsverfahren den Typus:

x x+1 x+l x + 2

y y y+ly+l.
In einer Reihe von Arbeiten fiihrt Taitws

) die Untersuchungen
welter. Er wurde dazu durch W. Thomsons Theorie der Wirbelatome

angeregt
109

).
Wie Listing betrachtet er die Projektion des Knotens und

stellt sie schematisch durch eine Reihe von Buchstaben dar. Die Ver-

knotungsordmmg (degree of knottiness) ,,Verschlingung&quot; (Fr. Meyer
ma&amp;gt;

)

ist gleich der Minimalzahl von Uberkreuzungen nach jeder moglichen
Reduktion 110

).
Eine andere fur den Yerknotungszustand charakte-

ristische Zahl ist die ^Beknottedne&P
111

},
d. h. die Minimalzahl von

Vorzeichenanderungen bei Uberkreuzungen, welche den ganzen Ver-

knotungszustand aufhebt. Die Buchstaben bezeichnen die Uberkreu

zungen und werden in der Ordnung geschrieben, in welcher man diese

trifft, wenn man die Kurve durchlauft. Ein + der uber jedem
Buchstaben gibt an, ob man bei der Uberkreuzung fiber oder unter

den anderen Zweig hinweglauft. Der Knoten in Fig. 17 z. B. ist ge-

geben durch

AFBGCADCEBFEGDA.
Einfacher gestaltet sich das Schema, wenn der Zeichenwechsel

wie in diesem Beispiele immer ein atternierender ist
112

). (Fur eine

gegebene Projektion konnen die Uberkreuzungen immer so gewahlt

werden, daB sie einen alternierenden Knoten darstellt, weil immer eine

gerade Anzahl von Kanten sich auf jeder Schlinge von einem Kreuzungs-

punkt zu demselben zuriick befindet)
113

).
Da wir die Buchstaben so

wahlen konnen, dafi sie an deri ungeraden Stellen in der alphabetischen

Ordnung vorkommen, so ist es hinreichend, die Buchstaben der ge-

raden Stellen anzugeben; im obigen Beispiele durch

FGACBED.

108) Edinb. Proc. 9 (1877), p. 59, 237, 289, 306, 321, 363, 391, 403, 405

und in gedrangter Form Edinb. Trans. 28 (1879), p. 145; Edinb. Proc. 10 (1879),

p. 48; Educ. Times 33 (1880), p. 33; Edinb. Trans. 32 (1885), p. 327; ibid. p. 493.

109) Edinb. Proc. 9 (1876), p. 59.

109 a
) Diss. Mimchen 1878.

110) Edinb. Trans. 28 (1879), p. 148.

111) 1. c. p. 177; vgl. auch Edinb. Proc. 10 (1879), p. 48.

112) 1. c. p. 149.

113) 1. c. p. 147; vgl. auch Jul Petersen, Acta math. 15 (1891), p. 198.
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Tait untersucht die verschiedenen Schemata fur eine gegebene

Verknotungsordnung und gibt ferner verschiedene Reduktionsniethoden

an 114
).

Fur altemierende Knoten gibt er eine andere sehematische Dar-

stellung
115

) an, welche als eine Erweiterung des Listingschen Corn-

plexionssymbols betrachtet werden kann. Die Parzellen konnen schach-

brettartig in schraffierte und nichtschraffierte eingeteilt werden 116
).

Wir bilden ein Schema, indern wir entweder die schraffierten Parzellen

oder auch die nicht-schraffierten durch Zahlen reprasentieren, welche

ihre Anzahl von Ecken angeben. Die Zahlen werden zu einem Linien-

komplex niit Strecken verbunden, welche angeben, in welcher Weise

die Parzellen durch die Uberkreuzungen miteinander in Yerbindung
stehen. Jeder Linienkomplex kann einem Knoten zugeordnet werden.

Der Knoten in Fig. 17 wird z. B. folgende Schemata haben:

d: \ oder A:

3 = 5 = 3

2

X!
o
O

Tait gibt eine Aufzahlung aller alternierenden Knoten init drei

bis zehn Uberkreuzungspunkten
117

).
Der einfachste (the trefoil knot,

Kleebfattschlinge) ist

/ 2\
3 = 3 oder 2-2

Diese Aufzahlungen sind von T. P. Kirhnan 118
)
und C. N. Little

119
)

fortgesetzt (bis elf Uberkreuzimgen). Letztgenannter hat auch die

Knoten mit acht und neun Uberkreuzungen, welche nicJit-alternierend

sind, aufgezahlt
12

).

Wenn wir in einem alternierenden Knoten die Art der Uber

kreuzungen iiberall andern, wodurch die Bezeichnungen A und d in

den Parzellen vertauscht werden, entsteht ein Knoten, welcher die

Perversion 121
) des gegebenen ist; wenn dieser mit dem gegebenen

114) Vgl. auch Weith a. a. 0.

115) Tait 1. c. p. 65.

116) Tait, Brit. Assoc. Rep. 1876; Messenger (2) 6 (1877), p. 132. Ist schon

in Listings Einteilung in X- und d-Parzellen enthalten.

117) Edinb. Trans. 28 (1879), p. 153 ff.; ibid. 32 (1887), p. 327 und p. 501.

118) Edinb. Proc. 13 (1885), p. 359; ibid. p. 363; ibid. p. 514; ibid. p. 693;

Edinb. Trans. 32 (1887), p. 281; ibid. p. 483.

119) Connecticut Trans. 7 (1885), p. 27; Edinb. Trans. 36 (1892), p. 253.

120) Edinb. Trans. 35 (1890), p. 663; Edinb. Trans. 39 (1900), p. 771.

121) Listings Yorstudien, p. 22.

14*
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isotop 1st, wird er amplnclieiral genannt
122

).
Es gibt amphicheirale

Knoten fiir jede (/erode Verlmotungsordmmg
1*3

). Dagegen ist z. B.

der einzige Knoten mit der Yerknotungsordnung 3
?
die Kleeblattschlinge;

nicht arnphiclieiral. Auf einer 77
3 dagegen sind alle Knoten amphicheiral.

Wir konnen in verschiedener Weise Flachen konstruieren, welche

von der verknoteten Raumkurve begrenzt sind. Solche Flachen mit sin-

gularen Linien betrachten Weifli
1

^) und 0. Boddicker 1 *5
). Tait, 0. Simony

u. a.
126

)
betrachten Flachen ohne Selbstdurchkreuzungen. Man kann

solche Flachen konstruieren, indem man in der Projektion die schraf-

fierten Parzellen mit Flachen erfullt, die bei den Uberkreuzungspunkten
zwischen den Kurvenzweigen ?,als urn TC tordierte Flachenstreifen&quot;

verlaufen. Die schraffierte Flache in Fig. 19

ist nach Tait 1*1

) linksgewunden (dexiotrop

nach Listing
128

)). Umgekehrt kann man

fragen, welche Verknotungseigenschaften Kur-

ven auf gegebener Flache haben konnen.

Nur auf nicht einfach zusammenhangenden
Flachen konnen verknotete (oder verkettete)

Kurven liegen.

Wenn wir die Kurve mit einer Umlaufsrichtung versehen, konnen

wir eine tlberkreuzung als positiv rechnen, wenn wir in der gegebenen

Richtung des einen Zweiges 77liegend&quot;
die positive Richtung der

anderen Zweige als von rechts komniend sehen
,

sonst negativ
129

).

Die algebraische Zahl der tlberkreuzungen ist fiir die reduzierte

Form jedes Knotens bestimmt; fiir ampliiclmrale Formen ist sie

yleicli O 130
).

A. B. Kempe
131

)
nennt zwei Uberkreuzungen niiteinander

Fig. 19.

122) Tait, 1. c. p. 147; ibid. p. 187. Ein Beispiel schon in Listings Nach-

lafi, Edinb. Trans. 39 (1900), p. 771.

123) Tait, 1. c. p. 189.

124) Diss. Zurich 1876, p. 24.

125) Erweiterang der Gaufischen Theorie der Yerschlingungen , Stuttgart,

1876, p. 62 ff.
; vgl. auch Tait, 1. c. p. 180.

126) Vgl. Anm. 129.

127) 1. c. p. 147.

128) Vorstudien, p. 53; vgl. teils die Literaturiibersicht 1. c. p. 35 ff., teils

Edinb. Proc. 9 (1877), p. 316.

129) Verwandte oder identische Festsetzungen z. B. bei Listing, Vorstudien,

p. 52; Boeddicker, Erweiterungen der Gaufischen Theorie der Verschlingungen,

Stuttgart 1876, p. 49; Tait, Edinb. Trans. 28 (1879), p. 147 und Edinb. Proc.

10 (1879), p. 42; Simony, Gemeinfafiliche Losung . . . 1881, p. 3; H. Brunn, Zeit-

schr. f. Math. 37 (1892), p. 106; Little, Edinb. Trans. 39 (1900), p. 774.

130) Little, 1. c.

131) Edinb. Proc. 14 (1886), p. 36.
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verkettet, wenn ihre zwei Paare von Buchstaben in dem Taitschen

Schema (in Kreisordnung geschrieben) einander trennjen.

Bmu-n 132
)
hat folgenden Satz aufgestellt: Die algebraische Summe

der (geeignet mit Vorzeichen versehenen) scheinbaren Doppelpunkte,

die yon einem beliebigen Punkt a aus erscheinen
; plus der algebraischen

Summe der (in passender Weise mit Vorzeichen gerechneten) Schnitt-

punkte einer Linie, welche a und einen festen Punkt a verbindet,

mit der developpablen Flache der Raumkurve, ist eine konstante

Zahl (eine Invariante fur isotope Transfonnationen).

Eine von dem Taitschen Schema und dem Listing -Taitscheii

Symbol verschiedene Darstellung eines Knotens gibt Brunn 188
), wo

die Beschreibung des Knotens in Form einer Substitution hervortritt.

Eine Andeutung eines anderen Symboles befindet sich bei Brunei 184
).

Die topologischen Yerknotungsbegriffe sind mit dem reellen Gre-

bilde der analytischen Geometric in Verbindung gesetzt worden, in-

dein A. Brill 18
*) gezeigt hat, dafi die Kleeblattschlinge von einer end-

lichen, rationalen Raunikurve (5. Ordnung gebildet wird, und Fr. Meyer
186

)

vermittelst des Taitseheu Schenias die Typen der algebraischen ebenen,

rationalen Kurven 4. und 5. Ordnung mit reellen
,

nicht isolierten

Doppelpunkten aufgestellt hat. Es mufite hierbei die Taitsche Dar

stellung einige Modifikationen erfahren, z. B. wegen der eventuellen pro-

jektivisclt unserstorbaren&quot; Asymptotes ,
welche bei den algebraischen

Kurven vorkoinmen konnen. Die von Tait aufgestellten Knotenprojek-

tionen mit nicht mehr als 7 Uberkreuzungen konnen samtlich durch ebene
;

rationale endliche Kurven 6. Ordnung dargestellt werden (event, niit

isolierten oder imaginaren Doppelpunkten).

2) Ztvei und mehr Kurven (Verkettung). Auch hier handelt es

sich bloB um Untersuchungen ini E
s

. Gelingt es (nach etwaiger

interner Transformation des E
3 ).

zwei Kurven in Kugeln einzuschlieBen
7

die keinen Punkt initeinander genieinsam haben
?

so Bind sie unver-

krttet, andernfalls vcrltdtet. Analoges gilt fiir drei und mehrere Kurven.

Nach Tait 131
) (vgl. auch Bntnn 188

)) konnen drei unverknotete Kurven-

132) Deutsche Math.-Ver. Jahresber. 3 (1893), p. 84. Es ist eine wichtige

Aufgabe, den rein topologischen Kern des Satzes herauszuschlilen.

133) Verh. d. int. Math.-Kongr. in Zurich 1897 (Leipzig 1898), p. 256.

134) Bordeaux Extr. Proc. verb. 1891 92, p. IV; [Bord. Mem. (4) H (1893)].

135) Math. Ann. 18 (1881), p. 95.

136) Diss. Munchen, 1878; Edinb. Proc. 13 (1886), p. 931.

137) Edinb. Proc, 9 (1877), p. 66, 405; Edinb. Trans. 28 (1879), p. 183; vgl.

auch Crum Brown, Edinb. Proc. 13 (1885), p. 383.

138) Miinchen Ber. 22 (1892), p. 77.
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miteinander verkettet sein, oline da6 irgend zwei von ihnen verkettet

sind
(s. Fig. 20). Brunn 138

)
fiihrt ein Schema des Verkettungszustandes,

und versehiedene die Verkettung ctiarakterisierende Zahlen ein 189
).

Die

ersten Betrachtungen dagegen fiber Verkettung oder Verschlinpung

von zwei Kurven verdanken wir Gaufl
l4Q

), der (ohne Beweis) den

Satz aufgestellt hat, daB, wenn die Koordinaten irgend eines Punktes

der beiden Kurven (x, y, z] resp. (x , y , /) sind,

dzdy )-\-(y y)(dzdx

4- (*
-

s)(dxdy dydx)
*

__ 17

Fig. 20. Fig. 21.

gleich einer ganzen Zahl m mal 4:r ist und bei irgend welchen

isotopen Transformation unverandert bleibt. Maxwell 1* 1

) beweist,

daB, wenn die eine Kurve von einem elektrischen Strom, die andere

von einem Magnetpol durcblaufen wird, die Arbeit, abgesehen von einer

Konstanten, gleich V ist. m ist ein MaB der Verkettung. Es kann

jedoch bei ganz verschieden verketteten Kurven denselben Wert

haben, z. B. kann es sein fur zwei verkettete Kurven (s. Fig. 21).

Spater haben Boeddicker u2
),

J. Thomae U3
\ Taitu*) und Bmnn u5

)
das

Verschlingungsintegral untersucht. Der erste zeigt, daB m abgesehen vom

Vorzeichen gleich der Differenz der Anzahl der positiven und der negativen

139) Vgl. auch Katalog math. phys. Modelle, hersg. von Dyck, Miinchen

1893, Nachtrag 30 und 189 a.

140) Werke 5, p. 605.

141) A treatise on electricity and magnetism, Oxford, 2 (1873), p. 40.

142) s. Anm. 125.

143) Freiburg Ber. 7 (1876).

144) Edinb. Trans. 28 (1879), p. 178.

145) Zeitschr. Math. Phys. 37 (1892), p. 114.
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Schnittpunkte der einen Kurve mit einer von der anderen begrenzten

zweiseitigen Flache ist. Dabei ist die eine Seite der Flacbe positiv, die

andere negativ und ein Scbnittpunkt positiv gerecbnet, wenn die Kurve

von der positiven zur negativen Seite gebt, negativ, wenn das Um-

gekehrte der Fall ist. Brunn 1*5
) zeigt, dafi

|

2 m
\

= d A
| ist, wo d

die Anzahl der positiven tlberkreuzungen (s. oben) der Raumkurven

ist, und A die der negativen.

B. Fldclien und melir-dimenswmile Mannigfaltigkeiten. Noch

weniger als bei den Kurven ist hier die Theorie der Isotopie ent-

wickelt. Wenn zwei berandete Flacben isotop sein sollen, so niiissen

sie selbst natiirlich bomoomorpb und ibre Randkurvensysteme mit-

einander isotop sein. Aber das geniigt nicbt, wie man aus dern Bei-

spiel des punktierten verschlungenen Scblaucbes erkennt. Die Scbwierig-

keit der bier sowie in der Knoten- und Kettentbeorie zu losenden

Probleme bangt damit zusannneo, daB das im wesentlicben Probleme

des Nexus fur dreidimensionale Gebilde sind: Entfernt man aus zwei

Kugeln die von zwei isotopen gescblossenen Flacben begrenzten Raunie,

so miissen die Restraume bomoomorpb sein. Naber untersucbt sind

bisber bloB Bander, d. i. von einer oder zwei Randkurven begrenzte,

einseitige resp. zweiseitige Flacben, die durcb einen Querscbnitt ein-

facb zusanimenbangend werden. Wenn das Band einseitig ist, so kann

seine Randkurve in niannigfacber Weise verknotet, aber doch nicbt mit

jedein beliebigen Knoten isotop sein, dasselbe gilt fiir den Verkettungs-
und Verknotungszustand der zwei Randkurven eines zweiseitigen Bandes.

Ist bier z. B. eine der Kurven unverknotet, so ist es aucb die andere,

und sie sind in dieseni Falle nicbt anders verkettet, als wie die Acbsen-

liuie eines Ringes, und ein doppelpunktloser nicbt zerstuckelnder Riick-

kelirscbnitt: das Band ist isotop mit einem Teile einer Ringflacbe.

Zum Zwecke der Herstellung von Knoten und Ketten sind die Bander

zuerst von T^ U6
), dann spater eingebend von

8im&amp;lt;my

UT
) studiert.

146) Tait, Edinb. Trans. 28 (1879), p. 169; vgl. auch Listing, Vorstudien

(1848), p. 49 ff.

147) Wien Ber. 82 2

(1880), p. 691; ibid. 84 2
(1881), p. 237; ibid. 85 2

(1882), p. 907; ibid. 87 2
(1883), p. 556; ibid. 88 2

(1883), p. 939; ibid. 96* (1887),

p. 191; vgl. auch Simony, GemeinfaBliche leicht kontrollierbare Losung der Auf-

gabe: ,,In ein ringformig gescnlossenes Band einen Knoten zu niachen&quot; und ver-

wandte merkwiirdige Probleme, Wien (3. Aufl. 1881); Math. Ann. 19 (1882),

p. 110; Math. Ann. 24 (1884), p. 253; Math. Ann. 31 (1888), p. 549; Tageblatt
des Vers. der Xaturf. u. Arzte 59 in Berlin (1886), p. 336; ibid. 60 in Wies
baden (1887), p. 229. L. Koller, Wien Ber. 89* (1884), p. 250; L. Schuster, Wien Ber.

97 s*
(1888), p. 217; F. Dingeldey, Wien Ber. 98 s*

(1889), p. 79; vgl. auch Dingeldey,

Topologische Studien, Leipzig 1890, und die Rezension dieses Buches von Brunn,
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Der einfachste Fall des einseitigen Bandes ruhrt von Mobius 14
*) her.

Dasselbe ist iiberhaupt das erste Beispiel einer einseitigen Flache und

hat den Namen Mobiussclies Band bekommen. Hier ist die Rand-

kurve verknotet.

Mobius hat auch die empirische Konstruktion der naehstliegenden

Falle gegeben, Torsion eines langlichen rechteckigen Streifens um

vt, 2?r, . .

.,
nit und Zusammenheftnng der Enden ohne Verschlingung.

Dies sind, wenn n gerade ist, die oben angefiihrten auf einer Ring-

flache liegenden Bander. Die far komplizierte verschlungene Bander

von Simony gegebene Definition des TorsionsmaBes hat Brunn 149
)

als

unzureichend nachgewiesen und folgende daffir aufgestellt: Wenn das

Band zwei Randkurven hat, so ist die Torsion (d A)JT, wo d die

Zahl der positiven (s. p. 212), A die der negativen Uberkreuzungen
ist. Eine ahnliche Anzahlbestimmung wird fur Bander mit nur einer

Randkurve auf diese Definition zuriickgefiihrt.

Simony stellt auch Untersuchungen an fiber die Verschlingung

von Bandern, die eintritt, wenn man ein zweiseitiges Band langs der

Mittellinie aufschneidet. Eine exakte Definition der zu betrachten-

den Bander und Flachen erhalt man, wenn man wie bei der Kurven-

definition eine Einteilung des Raumes, etwa in Wiirfel, zugrunde legt.

DyefcW) hat das 6rtiw/Jsche Verschlingungsintegral erweitert fur

den Fall der Verkettung einer Mk
mit einer Mn _ k _ 1

im En . Indem

er zeigt, daB dieses Integral in nahem Zusammenhang steht mit der

Charakteristik zugehoriger Funktionssysteme, ergibt sich unmittelbar,

daB diese Integrate gegeniiber speziellen externen Transformationen

sich invariant verhalten. Er findet ferner den Satz: Wie man auch

die Mk
und Mn _ k _ l

darstellenden n -f- 1 Gleichungen in zwei Gruppen

teilt, das durch das Verschlingungsintegral gegebene MaB der Ver

kettung der durch diese beiden Gruppen dargestellten Manuigfaltig-

keiten bleibt stets das gleiche. Es ist zu erwarten, daB dieser Satz

auch eine rein geometrische Bedeutung hat.

D. Mannigfaltigkeiten mit Singularitaten.

1. Allgemeinere Problems. Wir haben hier das Problem: Ge-

geben eine Jfw ;
man soil alle Typen von miteinander nicht isotopen

Zeitschr. f. Math. 37 (1892), hist.-lit. Abt., p. 72, wo die Erklarung der Tatsache

gegeben ist, daB eine von Dingeldey hergestellte Reihe von Gebilden identisch

ist mit einer Reihe von Simony gebildeter Knoten.

148) s. Anm. 14).

149) Z. Math. Phys. 37 (1892), p. 106.

150) Munchen Ber. 25 (1895), p. 261, und besonders p. 447.
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Mannigfaltigkeiten mit oder ohne Singularitaten, die auf ihr liegen

konnen, bestimmen. Es 1st dies das umfassendste Problem der Iso-

topie, und es 1st demgeinaB aucli fiir die einfachsten Falle nur in

sehr bescbeidenem Umfang gelost. Bei gescblossenen oder ungeschlos-

senen Kurven kanu man fiiglich von singularen Strecken abseben

und sicb bei singularen Punkten auf Doppelpunkte beschranken.

Ganft
151

)
bat sicb mit der Aufstellung vonTypen ebener singularer Kurven

(Trakten) beschaftigt. Er bezeicbnet die singularen Punkte mit Buch-

staben
, &, c,

. . . und stellt die Kurven etwa in der Form a be a be

dar, wo die aufeinander folgenden Bucbstaben aufeinander tolgende

Punkte der Kurve bezeicbnen (vgl. p. 210). Fiir den E
3 entspricbt

jeder solcber Ausdruck aucb wirklich einer Kurve, nicht so

fiir einen E%. So z. B. gibt es keine Kurve, die den Ausdruck

abacbc liefern wtirde. 6rM/3
152

)
unterscbeidet nun nocb unter den

reprasentationsfahigen Ausdriicken diejenigen, die es bei Vor- und

Nacbsetzung eines neuen Knotenpunktes bleiben, und solcbe, fiir die

das nicbt der Fall ist. aabbcc ist ein Beispiel fiir den ersten
;

ababcc eins fiir den zweiten Fall. Bis zu fiinf Doppelpunkten hat

Gauft alle nioglicben Trakte aufgestellt. Eine allgemeine Regel fiir

die Moglicbkeit oder Umnoglicbkeit von Trakten aufzustellen, ist ihm

jedocb nicbt gelungen.

Allgemeine Untersucbungen iiber Singularitaten bei gescblossenen

Flachen riibren von Boy
153

) her. Er beweist den Satz
?

dafi es

zu jeder geschlossenen Flache bomoonioi-phe Reprasentanten im

E
3 gibt, die als Singularitaten bocbstens gescblossene Doppel-

linien mit eineui dreifacben Punkt besitzen. Dazu war es blofi

notig, eine derartige einseitige Flache mit der Charakteristik 1

zu konstruieren 154
).

Der Satz hat insofern eine besondere Bedeutung,
als aus ibm folgt ?

daB es zu jeder Flache hoinoomorphe analytiscbe

Reprasentanten gibt, bei denen in der Umgebung jedes Punktes eine

Koordinate sich in der Form von (hochstens drei) Potenzreihen dar-

stellen lafit, die nach ganzen Potenzen der anderen Koordinaten fort-

scbreiten.

2. Riemannsclie Flaclien. Von groBter Bedeutung sind diejenigen

singularen zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten, die man als Rie

mannsche Flachen bezeichnet. Vom rein topologischen Standpunkt

151) Werke 8 (NachlaB), p. 271 ff.

152) a. a. 0. p. 282.

153) Dissert, Gottingen (1901) u. Math. Ann. 57 (1903), p. 151 ff.

154) Vgl. auch Gott. Nachr. 1901, p. 20.
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aus sind sie etwa folgendermafien zu definieren 155
)

: Auf einer Kugel
flache verbinde man w Punkte al} a

2 ,
. .

.,
aw mit einem weiteren

Punkte durcli sich nicht schneidende Linien llf 1
9 ,

. .
.,

1W9 und

sclineide langs dieser Linien die Kugelflache auf, d. h. man betrachte

die Kugelflache als ein Elementarflachenstuck mit singularer Beran-

dung, die aus den Linien
l^l&quot;, l^l^ y

-
., Vw in dieser Reihenfolge

(wenn wir die Indizes 1, 2, . .
.,
w passend gewahlt haben) besteht,

wobei aber je zwei Linien If und I&quot; zu einer Doppellinie zusammen-

fallen. wird demnach fiir dieses Elementarflachenstuck ein w-

facher Punkt. Wir denken uns nun die Kugel mit n solchen Ele-

mentarflachenstucken (Blattern) B1} . .
.,
Bn mit denselben Singu-

laritaten bedeckt und erklaren je eine Linie l
k auf einem Blatt B

f

mit einer Linie l
k

&quot;

auf demselben oder einem anderen Blatt J&amp;gt;a
^

als

identisch. Dadurch erhalten wir eine oder mehrere geschlossene

zweiseitige Flachen, und es gibt gemaB der Zusammenheftungs-

bestimmung zu jeder Linie lk
eine Substitution der Zahlen 1 bis n:

I,A, 2,..,

\a1} a
2 ,

. .
.,
a

1st nun die durch Slt
. .

.,
Sn erzeugte Gruppe transit!v, dann hangen

alle Blatter miteinander zusammen, und wir haben eine geschlossene

Flache; ist ferner S
1
S

2
... Sn = 1, so bedeutet das, daB der

Punkt als w-facher singularer Punkt zu zahlen ist (wie jeder andere

Punkt der Kugel mit Ausnahme der Verzweigungspunkte). Sind alle

diese Bedingungen erfullt, dann nennen wir die Flache eine Riemannsche

Fldclie mit den w Verziveigungspwikten % ,
. . .

,
aw und den w Ver-

zweigungslinien 117
. .

.,
lw .

156
) An jedem Yerzweigungspunkte a. werclen

sich die Blatter zu c
{ Zyklen anordnen. Jedem Zyklus entspricht ein

bestimmter Punkt A
{ j

der singularitatenfreien Mannigfaltigkeit, deren

Bild die Riemannsche Flache ist, und die in diesem Zyklus vereinigten

Blatter sind die Bilder der an den Punkten ^L
f

. hiingenden Flachen-

gtiicke. Es ist also a
i

ein c
f

-facher Punkt. Jede der Linien l
i

ist

eine ra-fache Linie, und es folgt so aus der Etdersoheu Formel (s.

Nexus II Nr. 5) die Beziehung:

{2c
i + n) -\- n = ivn -{- 2 2j),

oder auch

2(n-e.)-2n~ 2(p
-

1),

wo dann n c
t
wieder eine Bedeutung hat. Es ist namlich diese Zahl

155) s. Ad. Hurwitz, Math. Ann. 39 (1891), p. 3.

156) Hurwitz 1. c.
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gleich der Summe der um 1 verminderten Anzahlen der in den Zyklen

zusammenhangenden Blatter, oder gleich der MuUiplizitiit des Ver-

zweigunspunktes a
f

. Riemann 151
)

beweist diese Relation mit funk-

tionentheoretischen Hilfsmittelu (DiricJihtsclies Prinzip, konforme Ab-

bildung), C. Neumann 1*8
) spater mit den Hilfsmitteln der Analysis situs.

Aus der Formel folgt, daB die Summe der Multiplizitaten stets eine

gerade Zahl ist, da8 also beispw. eine Flache mit nur einfachen Ver-

zweigungspunkten davon eine gerade Zahl besitzen muB. Zwei Rie-

Hiannsche Flachen sind als gleich zu erachten, wenn sie sich bloB

durch die Nuruerierung der Blatter und Verzweigungspunkte unter-

scheiden. Die Anzahl aller moglichen Riemannschen Flachen mit bloB

einfachen Verzweigungspunkten und gegebener Anzahl von Blattern

und Verzweigungspunkten ist von Huncits 1^ bestimrnt wordeu. Trans-

formationen der Riemannschen Flache sind zunachst von J. Lio othm)

Fig. 22.

ebenfalls fur den Fall von lauter einfachen Yerzweigungspunkten
untersucht worden. Als Transformationen kommen hier in Betracht

die durch funktiouentheoretische Begriffe unmittelbar gelieferten ?,Uber-

schiebungen&quot; der Verzweigungslinien. Diese sind von folgender Art:

seien /
A ,

/
2 ,

zwei aufeinanderfolgende Verzweigungsschnitte und mogen an

7j
die Blatter 1 und 2, an L die Blatter 2 und 3 zusammenhangen,

dann transformiere man l
t

in l^ so, daB /
x

auf ^ folgt (s. Fig. 22)
und lasse an /

2 jetzt 1 und 2 in einander iibergehen. Dieser Trans

formation der Riemannschen Flache entspricht die in der Fig. 23 an-

157) Theorie der Abelschen Funkt. 7; J. f. Math. 54 (1857), p. 127 =
Werke (2. Aufl.), p. 113; vgl. auch H. Durege, Funktiouenth.

, Leipzig, 1. Aufl.

(1865), 58, 59; Thomae, Zeitschr. Math. Phys. 12 (1867), p. 361 u. Durege,
Wien Sitzber. 69 2

(1874), p. 115.

158) Vorles. ub. Riemanns Theorie usw. Leipzig 1865, p. 312

159) 1. c. u. Math. Ann. 55 (1901), p. 53 ff.

160) Math. Ann. 4 (1871), p. 181; A. Clebsch, Math. Ann. 6 (1873), p. 216;

vgl. auch J.H.Graf, Dissert, Bern 1880; Picard, Traite 2, Paris 1893, p. 369 ff.;

Jordan, Cours 2, Paris (2. Aufl.) 1894, p. 558 ff.; E. Bertini, Rom Line. Rend.

(5) 3 1

(1894), p. 106: H. Stcihl, Theorie d Abelschen F., Leipzig 1896, p. 31.
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gedeutete Anderung der tfberdeckung eines zu ihr gehorigen singula-

ritatenfreien Originals.

Liiroth hat bewiesen, dafi durch solclie Uberschiebungen eine

Flache (mit lauter einfachen Verzweigungspunkten) in eine solche von

kanonischer Form libergefuhrt werclen kann: Das erste Blatt hangt
bios mit dem zweiten und zwar in zwei Verzweigungslinien zusammen,

allgemein: das /j
te Blatt (k &amp;lt; ri) hangt bios mit dem k + lten

und k l
ten und zwar in je zwei Verzweigungsschnitten zusammen,

endlicli das wte bios mit dem n l
ten und zwar in 2^ + 2 Linien.

Allgemeiiiere Transformationen mit Bewegung der Verzweigungs-

punkte von beliebigen Riemcmmchen Flachen sind von Himvitz 161
)

untersucht. Gehen die Verzweigungspunkte aus einer bestimmten Lage
durch eine Bewegung wieder in die urspriingliche Lage fiber, so 1st

im allgemeinen durch diese Bewegung das Substitutionsscheina Slt ..., Sw
transformiert, und es liefern so diese Bewegungen wieder Substitutions-

gruppen, die Monodromiegmppen*) heifien.

Die Begriffsbilduug, die zu den Riemanmchen Flachen fiihrte, hat

eine Verallgemeinerung erfahren: Man hat Flachen betrachtet
; welche,

analog wie die Riemannschen Flachen auf der Kugel, allgemein auf

irgend einer zweiseitigen geschlossenen Flache vom Geschlecht q &amp;gt;

ausgebreitet sind. Da jedes der n die Flache zusammensetzenden

Blatter eine punktierte ^-geschlechtliche Flache ist, so muB man, um
die Eulersehe Formel anwenden zu konnen, in jedem Blatt noch 2q

Querschnitte, also 4^ Ecken und 2q Strecken hinzufiigen. Wir er-

halten so:

(n + + ^n(l) + w = wn + 2wg + 2 %

oder:

Hwwifa 19
*) hat eine Reihe seiner fur gewohnliche Riemanmche Flachen

angestellten Betrachtungen auch auf diesen Fall ausgedehnt
163

).

161) Math, Ann. 39 (1891), p. 1
; vgl. auch Klein, Eiem. Th., Leipzig 1882,

p. 64
;
H. Kasten, Theorie d. dreiblattr. XtiemannachexL Flacheu, Gottingen 1876.

162) Hwrwitz, 1. c.

163) tiber die Anwendung der Riemannschen Flachen in der Funktionen-

theorie, s. II B 2, Wirtinger.

(Abgeschlossen im Januar 1907.)
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bei den entsprechenden Artikeln von III A
; B; III C; III D angefflhrte

Literatnr verwiesen werden. Hier werden nur einige Werke allge

meinen oder historischen Charakters erwahnt:

A. Brill und M. Noethcr, Di Entwickelung der Theorie der algebraischen

Funktionen in alterer und neuerer Zeit. Deutsche Math. -Ver, Jabresber. :&amp;gt;

(1894), p. 107566 (MBericbt
u
).
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M. Chasles, Aper9u historique sur 1 origine et le developpeinent des methodes en

geometrie, Bruxelles 1837; 2. Aufl. Paris 1875 (,,Aper9u historique&quot;).

F. Klein. Einleitnng in die hohere Geometrie, 2 Bde; autogr. Vorlesung, Gottingen

189293; insbes. Bd. 1 (MH$here Geometrie44

).

E. Kvtter, Die Entwiekelxmg der synthetischen Geometrie. L Toil: von Monge
bis auf v.Staudt, Deutsche Math.-Yer JahreBber. o 2

(1901), p. 1486 (,,Bericht&quot;).

G. Loria r H passato e il presente delle principal! teorie geomctriche, Torino

Mem. 38 (1887); dentsch durch F. Schuttt, Leipzig 1888. Zweite ital. Aufl.,

Torino 1896.

E. Pascal, ftepertcrio di matematiche superiori. 2 (Geometria), Milano 1900;

detltsch durcb A: Schepp, Leipzig 1902.

I. Allgemeine Bemerkungen. Fixierung des Themas:
Die Entwicklung der Oeometrie im 19. Jahrhundert,

yon Monge beginuend.

1. Charakteristische Merkmale der beiden Geometrieen. Man
unterseheidet allgemein zwei Arten von Geometrie: die syntheti&ehe

Geometrie, welche die Figuren an sich betrachtet, und die cmalytische

Geometrie, welche mit Hilfe der Analysis ihr Lehrgebaude aufstellt.

Es liegt in der Natur der Sache, daB -von diesen beiden Arten, geo-

metrische .Gebilde zu untersuchen , ausschiiefilich die erste in den

alteren Zeiten angewandt wurde, wahrend die zweite erst im 17. Jahr-

hundert, nach Entstehung der Algebra, als Amvendung der Algebra

auf die Kurvenlelire zur Geltung kam. . .

Wir konnen die Geometrie zunachst als eiae eigenartige Wissen-

schaft. auffaseen, welche durch Betrachtnngen aus der Eaumanschauung
veranlaftt wird. Sie benntzt einige Grundbegriffie (Punkt, gerade

Linie, . .

.)
und stiitzt sich auf eine Reihe von G-i*undsatzen (die

sogen. ^Postulate&quot;),
welche aus der Anschauung entnommen sind,

danii aber innerhalb un seres Geistes einem Abstraktionsprozesse unter-

worfen und dementsprechend in genauerer Form ausgesprochen werden.

Yon hier aus schi*eitet man durch deduktive Schliisse weiter, und

gelangt zu abstrakten Resultaten welche sich durch eine gewisser-

mafien inverse Operation, d. h. durch einen Cbergang von abstrakten

(mathematischen) Punkten usw. zu konkreten (physikalischen), auf die

physikalische Welt anweDden lasseii
1

).
Die Auswahl der notwendigen

1) Diese abstrakten Resnltate lassen sich ja auch in vielfachcr VVeise inter-

pretieren, indem man den GhmdbegriSen Punkt, gerade Linie. . . . auch andere,

von deu gewohniiehen verachiedene Bedeutungeu erteilt, welche den zngrunde

gelegten Poetulaten geuiigen. So var es besondexa in den .neueren mehr-

dimensionalen Untersuchungen (Nr. 30; HI C 9. mehrdirriensionale Raunae, Segrc).

U*.
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Grundsatze, ihre prazise Fornmlierung, die auf ihre gegenseitige Ver-

traglichkeit und Uuabhangigkeit beziiglichen Untersuchungen, sind

schwierige und zugleich grundlegende Aufgaben (III A, B 1, Prinzipien

der Geometric, Enriques}.

Anderseits konnen wir die Arithmetik, oder allgemeiner die

Analysis, d. h. die Grundeigenscbaften der Zahlen als bekannt voraus-

setzen; diese Eigenschaften lassen sich ebenfalls aus gewissen Grund-

satzen ableiten, die aber in kleinerer Anzahl und viel einfacher

sind als die der Geometric, Verstehen wir unter einem Punkte

(beispw. des Raurnes) das aus drei Zafilen (den sogen. Koordinaten)

gebildete analytische Element; unter einer Ebene den Inbegriff aller

Punkte (d. h. aller Zahlentripel), die eine bestimmte lineare Gleichuug
mit drei Veranderlichen befriedigen; usw., so ergibt sich aus bekannteii

analytischen Theoremen sofort, dafi die geometrischen Satze uber die

Bestimmung von geraden Liuien und Ebenen durch zwei bezw. drei

Punkte (in allgemeiner Lage), sowie auch diejenigen fiber Durch-

schnitte von geraden Linien und Ebenen, samtlich bestehen; und

zugleicb folgt die Kontinuitat des (analytisch detinierten) Raumes

aus derjenigen der Zahlen. Von hier aus lafit sich eine vaualytische

Raumlehre&quot; entwickeln, welche sich mit der Geometric deckt, ohne

irgendwie notwendigerweise die Anschauung oder geometrische Begrifte

und Operationen zu benutzen. In dieser werden die geometrischen
Gebilde durch analytische (deren ,,Koordinaten&quot;, oder deren ,,Gleich

ungen&quot;) ersetzt, auf welche die Rechnungsmethoden anwendbar sind;

der Ubergang von einem Gebilde zu einem anderen deckt sich mit

der Aufgabe, aus der Gleichung des ersten die des zweiten abzu-

leiten; geometrische Wahrheiten sind denkbare Gegenbilder analy

tischer Beziehungen. Das ist die ^analytische Geometric&quot;: erstere beifit

dagegen synthctische Geometric&quot;.

2. Weiteres iiber die Grundbegriffe der analytisohen Oeo-

metrie. In historischer Hinsicht daif bemerkt werden, dafi die vana-

lyfcische Raumlehre&quot; dadurch zur Geltung kam, dafi man die Punkte

der Ebene oder des Raumes durch 2 bezw. 3 Zahleu (deren Koordi

naten) ?,darzustellen&quot; lernte, und von hier aus die analytische Theorie

der Zahlenpaare oder Zahlentripel aufbante und geometrisch deutete.

Spuren eines orthogonalen Koordinatensystems in der Ebene sind

schon in alteren Zeiten zu finden; insbesondere hat Apollonius (ca.

200 v. Chr.) metrische Eigenschaften der Kegelschnitte durch Formeln

dargestellt, die mit den heutigen Gleichungen dieser Kurven in bezug
auf spezielle Koordinatensysteme zusammenfallen. Im 15. Jahrhundert
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bestimmte Viete (1540 1603) die Punkte einer geraden Linie durch

Zahlen. Aber die Moglichkeit, den Algorithmus der Algebra auf die

Darstellung beliebiger, nach bestimmten Gesetzen konstruierter Ge-

bilde anzuwenden, und zugleich auch den Vorteil, den die systematische

Anwendung dieser Darstellung bieten konnte, haben, obwohl noch in

beschrankter Form, erst Descartes (1596 1650) und, fur spezielle Falle,

Format (16021665) erkannt 1

).
Derselbe Grundbegriff, den sie fur

die Punktgebilde einer Ebene aufstellten und fur die Ramngeometric
andeuteten, ist in neuerer Zeit in maunigfaltiger Weise angewandt und

verallgemeinert worden (III A, B 8, Koordinaten, Mutter). In jeder

..Grundform&quot; 1., 2. oder 3. Stufe (Nr. 9), deren Element der Punkt,
die gerade Linie, oder die Ebene ist, sind verschiedenartige Koor-

dinatenbestiinmungen bekannt; direkte Koordinatenbestimmungen lassen

sich ebenfalls auf das oo 8 -

System der Kreise einer Ebene und

auf das cx&amp;gt;

4
-System der Raumkugeln anwenden; dabei sind die Koor

dinaten immer bestimmte, mit dem betr. Elemente zusammenhangende

geometrische Groflen. Wesenttiches Kenmeichen einer jeden Koordinaten-

bestimmung ist, daft lei geyebenen Koordinaten das entsprechende Ge-

bilde eindeutig bestimmt sei, und umgekehrt, some daft bei stetiger

Anderung der Koordinaten das Gebilde sich ebenfalls stetig andere, und

umgekehrt.

Im allgemeinen wird jedes einzelne Gebilde durch eine Anzahl k

nnabbangiger Koordinaten bestimmt. Es kann sich aber manchmal

empfehlen, k + 1 homogene Koordinaten zu benutzen, oder auch das

Gebilde mit einer grofieren Anzahl von Koordinaten zu behaften,

welche dann nicht mehr unabhangig sind, sondern eine entsprechende

Anzahl von Bedingungsgleichungen identisch erfiillen miissen. So ist

es z. B. bei den jPMcferschen Linienkoordinaten im Raume (ffl C 10,

Wahch\ bei den pentaspharischen Koordinaten (III A, B 8, Mutter), bei

den Pentaederkoordinaten fur die Darstellung der Flachen 3. Ordnung

(UIC7, Meyer, Nr. 3)
2
).

1*) Descartes in seiner ,.Geometrie
u
(Leydc, 1687), 3*r Anhang zu dem ,,Discours

gur la ni^thode ponr bien eonduire sa raison et chercher la v^rit^ dans les

sciences plus la dioptrique, les meteores et la geometric&quot;, p. 897 u. if. * Osovreg,

publiees par Ch. Adam et P. Tannery, 6 (Paris 1902), p. 369 (vgl. BriU und

Nociher. Bericht, p. 11316); Fermat in seiner ,,Ad locos pianos et solidos

isagoge&quot;, welche uuabhangig von Descartes geschrieben, aber erst spater, nach

seinem Tode, in den ,,Varia opera mathematica&quot; (Toloaae 1679) verSffentlieht

wurde (Oeuvres de Fermat publi^es par P. Tannery et Ch. Henry, 1 (Paris

1891), p. 91).

2) Diesen Standpunkt hat besonders P. Serret in seiner ,,Geometrie de

direction. Application des coordonnees polyedriques
1

(Paris 1869) berucksichtigt,
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Haben wir in einem System von Gebilden eine Koordinaten-

bestimmung eingeftUirt, so konnen wir dort kleinere Scharen von

Gebilden dadureh definieren, daft wir die ~k Koordiiiaten eines

Gebildes einer oder mehrercn Gleiebungen zwischen k Verauderlichen

unterwerfen. Wir sagen dann, dafi die betreffende Schar durch

diese Gleichung oder dieses System von Gleiehungen dourgestellt wird.

Umgekehrt kauu jede Gleichung und jedes System vertraglieher Glei-

chnngen in mehrfacher Weise geometrisck gedeutet werden, iiberall

wo gich die Veranderlichen als Koordinaten deuten iassen.

Von hier ans ergibt sich eine wesentliche Erweiterung des

Koordinatenbegriffes. Wir konnen uns in die (beispielsweise in

Punktkoordinaten geschrfebene) Gleichung eines 6-ebildes eine be-

iiebtge (endliche) An^ahl von Parametem eingeftthrt denken, und

die Gesamtheit der G-ebiI.de ins Auge fassen, deren Gleichnngen
alien mogliehen Wertsystemen dieser Parameter entsprechen. Brftillt

dabei jene Gleicliung nock die Bedingung, jedes Gebiide der

Schar fftr ein einziges Wertsystem, oder auch nur fur eine diskrete

Anzahl von Wertsysteraen der Parameter darzastellen 2
*), so da8

bei stetiger Anderung der Parameter das Gebilde sich auch stetig

andert und umgekehrt, so diirfen wir die obigen Parameter als Kovrdi-

naten des entsprechenden Gebildes innerhalb der betrachteten Schar

auffassen. Diese Uberlegung wird fortwahrend auf lineare Systeme

algebraischer Kurven und FlSchen, insbesondere auf das System ailer

ebenen Kurven oder aller Blachen von gegebener Ordnung und auf

InvoLutionen m einstufigen Gebilden angewandt. Dadui-ch, und even

tuell nah wiederliolter Anwendung dieses Verfahrens, werden viel

weitere Krcise geometrischer Gebilde der Koordiaatenbestimmung

zuganglich.

Gleiehungen mit mebreren Reihen von Variabelen Iassen sich

dadureh geometrisch deuten, daB die Variabelen jeder einzelnen Reihe

als Koordinaten eines Elementes je einer Manaigfaltigkeit gcdeul^et

werdea; dioser Deutung liegfc die Gesamtheit derjenigen Gobilde zu-

grunde, welehe aus je einem Blemente einer jeden der obigen Mannig-

fialtigkeiten auf alle mogliehen Weisen bestehen. Diese verschiedenen

Blemente sind nicht noiwendigei*weise gleiehartig; bei ungleicharfcigen

indem er zeigte, was ro.it diesen ,,polyedrischen Koordinaten&quot; iiherhaupt zu

machen ist.

2 ) Auch im Palle einer diskreten Anzahl von Wertsystemen iSBfc sich durch

geeignete Festsetzungen die eindeutige Urnkehrbarkeit der Korrespondenz zwtschen

Parameterwerten und Gebilden lierstellen.
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Elementen liefern die Clebsch schen ,,Konnexe&quot; der Ebene das einfachste

Beispiel*).

Als eine Erweiterung der Deutung endlicher Ofleichungen durch

geornetrisehe Grebilde ist die durch G. Monge erdachte 4
) und spater

durch P. du Bois-Reymond*} und S. L^ 5
*) wieder aufgenommene geo-

metrische Deutung der Differentialgleichungen anzusehen. Ebenso wie ein

Wertsystem von x, y oder x,y, z als ein Punkt der Ebene oder des Raumes

gedeutet wird, so kann man eiu Wertsystem von a?, y, y
f

( =*=
-pi

oder yon

x, y, z, dx: dyidz bezw. von x, y, z, p = | , q = *- als ein.,Linien-
v % c y

element&quot; der Ebene, oder als ein Linien- bezw. Flachenelement des

Raumes deuten. Dutch eine Differentialgleichung wird eine ge-

wisae Mannigfaltigkeit solcher Elemente dargestellt , und das Inte-

grationsproblem dieser Diflferentialgleichung lafit sich dann geometrisch
in durchsichtiger Weise auffassen (II A 4b, Vessiot; II A 5, v. Weber;

vgl. Nr. 39).

Die Bestimmung gefM-etriscker Gebilde dwrck Koordinaten, und die

Darstettung von Systemen solcher Grebilde, d* h. nochmals von Grebilden,

durch Gleiehunffen, sind die beiden Grundbegriffe der analifiischen Geo

metrie; darflber hinaus kommt es nur auf Rechnungen (im allgemeinsten

Sinne), d. h. auf Aufgaben der Analysis an. Jedes Gebilde, welches

durch eine Gleichung dargestellt wird, laBt sich ubrigens auch, allge-

mein zu reden, durch Koordinaten bestimmen, indem man als solche

die in seiner Gieichung auffcretenden Konstanten ansieht: und jedes

welches sich durch Koordinaten bestimmen lafit, kann als

3) ftber ein neues Crrundgebilde der analytigchen Geometrie der Ebene,

G8tt. Xftohr.. 18. Sept. 1872, p. 429; Math. Ann. 6 (1878), p. 208. Der Begriff

des Koiroexes tritt schon bei J. Plucker af ( Analytisch-geometrische Entwick-

lungen, *,. Essen, 1881, 8).

4) Supplement, ou Ton fait voir t Parit Acad. 1784, p. 60S. Application
de 1 analyse a la g^ometrie, tetlweiae 1795 reroffentlicht, unter dem Titel:

,.FeaUlet ^analyse appliquee a la geometric
4

, letzte Ausgabe Paris 1850,

dnreh /. LiowiUe; vgl. inb. die Addition, p. 420 u. ff.

5) Beitrage zur Interpretation der partiellen Dilferentialgleichungen niit

drei Variabeln (Leipiig 18&amp;lt;4).

5*) Sohon in seinen ersten Arbeiteu (1870 71) machte Lie die JPfiiclvrsche

Linienjfftometne und die Xogelgeometrie fur die Lehre der Differentialgleichungen

nutzbar . Die Orundbegriffe der geometrischen Deutung der Differentialgleichungen

sind bereits in den Aufsatzen von 1872 (Christiania Forh.; Gott. Nachr. p. 473)

enthaiten und tinden TOO da an fortwabrend Anwendung. Ausfuhrlioh wurde

diese Deutung in ..Geometrie der Beriihrnngstransformation en&quot; 1 (Leipzig 1896&quot;)

dargelegt. S. auch die von F- Engtl herausgegebenen 3 Eapitel aua dem un-

voUendeten Bd. 2 in Math. Ann, 59 (1904), p. 193.
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gemeinsames Element (Durchschnitt) gewisser Systeme angesehen

werden, deren jedes durch eine Gleichung (und zwar durch das Kon-

stantsetzen je einer der obigen Koordinaten) dargestellt wird.

3. Gegenseitige Beziehungen der boiden Geometrieen. Jede

geometrische Frage kann nach analytischer, oder nach synthetischer

Methode behandelt werden. In der analytischen Behandlung lassen

sieh drei wesentliche Momente unterscheiden : 1) die analytische

tjbersetzung des Problems, in welcher es sich darum handelt, die vor-

liegenden Umstande durch Glewhu-nyen auszudrficken, d. h.
,7
in der

Sprache der analytischen CTeometrie zu schreiben&quot;; 2) die Ableitung?

vou dieseni System von Gleichuugen ausgehend, der weiteren (jlei-

ohungen oder der Koordinateuwerte. welche die aufgesuchten Gebilde

darstellen; eine rein analytische Aufgabe, in welcher die von der

Analysis der Greometrie geleistete Hilfe beteht; 3^ die geometrische

Deiitung der analytisch gewonnenen Resultate. Der in den Einzel-

problemen 1) und 3) verlangte Ubergang von einer geometrischen

Beziehung zu ihrem analytischen Bilde und umgekehrt ist oft ein

unuiittelbarer, fast unbewuiiter. Dagegen beruhen die in der Auf

gabe 2) einbegriffenen Umformungen auf einer Reihe allgemeiner und

fortwahrend auftretender analytischer Prozesse (z. B. Gleichungen der

geraden Linie oder der Ebene durch 2 oder 3 vorgelegte Punkte,

Durchschnitt gerader Licien und Ebenen, Gleichungen von Tangenten
und Tangentenebenen an vorgeiegten Kurven und Flachen, Zusammen-

setzung von Gleichungen zu linearen Systemen, . ,

.),
in denen das

Wesentliche der analytischen Geometric liegt.

Trotz des scheinbaren Gegensatzes lafit sich in den Methoden

der beiden Geometrieen vielfach derselbe Leitfaden erkennen. Wird

eine Frage den beiden Behandlungsweisen unterworfen. so ist oft

der Gedankengang nur einer; geandert ist blofi die Ausdrucksweise,

die
7,Sprache&quot;.

In der Tat kann jede synthetische Uberlegnng ,,ana-

lytisch ubersetzt&quot; werden; und aus einer Reihe synthetischer Opera-

tionen
7
welche von gewissen Gebilden (A) ausgehend ein weiteres (B)

erzeugen, ergibt aich durch Umsetzung ein analytischer Proze%
welcher aus den Gleichungen der Gebilde (A) die Gieichungen von

(B) zu folgern gestattet, wie es oben bei 2) gemeint war. Umgekehrt

kann, allgemein zu reden
? jede Rechnung geometrisch gedeutet werden,

und zwar auf sehr verschiedene Weisen, je nach der Mannigialtigkeit,
innerhalb welcher man die auftretenden Variabeln als Koordinaten

deutet; so daB ein einziger analytischer Prozefi die Behandlung ver-

schiedener (iu gewissem Sinne aquivalenter ) geometrischer Fragen
liefern kann.
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Durch diese geometrischen Interpretationen werden ofters analy-

tische Betrachtungen veranschaulicht und belebt, so daB die Geometric

ihrerseits der Analysis zu Hilfe kommt. So war es z. B. in der Nr. 2

erwahnten Theorie der Differentialgleichungen (vgl. Nr. 5, 36, 39);

ebenso lafit sich der Begriff des Differentialquotienten einer reelien

Funktion y = f(x) (II A 1, Funktionenlehre, Pringsheim, Nr. 10) durch

Betrachtung der Tangente an die Kurve y = f(x) klar machen.

4-. Plan der folgenden Darstellung. Es war ein Verdienst der

analytischen Methode, jene AUgemeinheit der Auffassung und Benand-

lung, welche friiher als ein besonderer Vorteil der Analysis erschien,

auch der Geometric zuganglich gemacht zu haben. Die synthetische

Geometrie erreichte aber im 19. Jahrhundert, im algebraischen Gebiet,

sine ebenso vollstandige und von jeder fYeinden Hilfe unabhangige All-

gemeinheit. Wie es in Bezug auf die beiden Arten von Geometrie bei

den neuescen Untersuchungen steht, hauptsachlich in der Mengenlehre,
iassen wir noch dahingestellt sein (I A 5, Schomfiies, Nr. 16; III A B 2,

v. Manyoldt, Nr. 8, 9). Es soil die Aufyabe der folgenden Darstellung

sein, zu zeigen, wie swh die beiden BehandlMngsweisen der Geometrie

wahrend des 19. Jakrhunderts entwickelt und diirchdrungen haben, und

wie in den grundlegenden geometrischen Untersuchungen ofters beide

Methoden auf ihren Anteil ani Endresultat Anspruch macheu diirfen.

5. Die Stellung von Monge. Durch die Einfiihrung dee Koordi-

natenbegriffes in die Geometrie. und die kurz darauf (Ende des

17. Jahrhunderts) durch Newton (1642 1727) und Leibniz (1646

1716) erfolgte Erfindung der Infinitesimalrechnung (II A 2, Voss)

wurde der mathematischen Tatigkeit ein weites Gebiet eroffhet. Auf-

gaben aus den alteren Zeiten, welche der synthetischen Geometrie

unzuganglich erschienen, liefien sich durch die neuen Methoden mit

iiberraschender Leichtigkeit behandeln; das ist besonders an der

Theorie der infinitesimalen Beziehungeh der Kurven und Flachen

(III D 1
? 2, v. Mangoldt; 3, v. Lttienihal) ersichtlich, an deren Spitze

Clairaut (1715 65)
6
)
und Eider (1707 83)

7

)
stehen.

Am Ende des 18. Jahrhunderts herrscht in Frankreich ein Akti-

vitatszentrum
,
und alles gruppiert sich um die neugegriindete , ?

Ecole

polytechnique&quot;. Die zentrale Stellung nimmt G. Monge (1746 1818)

ein, welcher in seiner Hauptleistung ,,Application de 1 analyse a la

geometrie&quot;
4
), zugleich mit der Ausgestaltung der Aufgaben der Flachen-

6) Trait^ des courbes a double courbure (Paris 1731).

7) Introductio in analysin infinitorum, 2 (Lausannae 1748): Recherches sur

la courbure des surfaces (Berlin Abb. 16, 1760;.
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theorie, die Geometrie zum ersten Male fur eine rein analytische Theorie

die Theorie der partiellen und totalen Differentialgleichungen

ausnutzt; insbesondere sucht er durch geometrische Konstruktionen

ein Verstandnis dieser Differentialgleichungen und der betreffenden Inte-

grationsprobleme zu gewinnen (vgl. Nr. 86, 39). Ein zweites Werk
von Monge sind seine ,,Leeons de geometric descriptive&quot;

7

*); und obwohl

das wesentlich eine organisatorisehe Leistung ist, indem der Unter-

richt der darstellenden Geometrie (III A, B 7, Papperitz) in feste Form

gebracht und weiteren Kreisen zuganglich gemacht wird, so war es

doch der erste Schritt mm Neuaufbluhen der syntlietischen Geometrie,

In diesem Gebiete diirfen wir als Hauptpunkte von Mongers Leistung
die beiden folgenden bezeichnen;

1) Die systematische Anwendung von Projektionen obwohl

bei ihm nur von Orthogonalprojektionen ,
durcK welche er die Be-

ziehungen zwischen zweidimensioualen und dreidimensionalen Figuren

beherrscht, sowie auch Eigenschatten der einen aus denen der anderen

ableitet, und welche von jener Zeit an zu einem selbstandigen Unter-

suchungsmittel erwachsen sind;

2) Die Einfilhrung einer neuen Beweismethode, welche die alteren

Geometer als unstreng uud unzulassig verworfen hiitten, aber in

Mongers und seiner ScMler HSnden Erfolg haben sollte, der Methode

de$ relations contingentesP*), nack welcher man das Auftreten oder das

Nichtauftreten gewisser Urastande als zufallig (^contingent&quot;) betrachtet,

und folglich einen bei ihrem Auftreten bewiesenen Satz (z. B. in der

Voraussetzung, daB eine Flache 2. Grades von einer gewissen geraden
Linie getroffen wird) stillschweigend als allgemein bewiesen ansieht

uud ausspricht (d. h. auch ffir den Fall, daB obige Linie die Flache

2. Grades nicht trifft
9
)).

Diese glftckliche Idee sollte erst durch

Poncelet s
&amp;gt;?Principe de continuite&quot; (Nr. 7), durch die analytisehe

tJbersetzung der BeweisfQhrung, und zuletzt-noch durch die Imaginar-
theorie (Nr. 14

ff.)
ihre. Begrftndung erhaiten.

6* Die Naehfolger von Monge, Unter den Schiilem von Mow}*

entsteht der Wunsch, die zahlreichen Satze, welche die Koordinaten-

methode der Geometrie erworben hatte, aus dieser letzten Wissen-

schaft aliem, ohne fremde Hilfe
f

durch die neuen Methoden abzu-

7*) Ergte Verdffentlichung an der Eoole normale, 1795; in Buchfonn

(an VH) erschienen.

8) Bezeichnung nach M. Ckanles, Aper?u historique, p. 197 u. flf. S. auch

ebenda, Note XXIV.

9) Geometric descriptive, Nr. 36 u. ff.
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leiten. In dieser Hinsicht sind in erster .Linie die Arbeiten von

L. N. M. Carnoi (1753 1823) zu nennen: De la correlation des figures

de geometric (Paris 1801), die Geometric de position (Paris 1803) und

die unter dem Namen Essai sur la theorit des transversales vielzitierte

Schrift 10
).
Er bedient sich mit Yorliebe von Transversalenbetrachtungen,

welche von einer Verailgemeinerung des Satzes des Menelaus, betreflend

die Schnittpnnkte einer ebenen Kurve (an Stelle einer geraden Linie)

niit den Seiten eines Dreiecks, ausgehen. Besonders entwickelt sich

die Lehre der Kegelschnitte nnd Flachen 2. Grades (HI C 1, 2 Dingeldey,

Staude), deren bereits von Mange vielfach behandelte Polarentheorie

C. J. Brianchon (1783 1864) auf seinen Satz iiber das einem Kegel
schnitte umbeschriebene Sechsseit fiihrt 11

). Und alles gipfelt in

J. V. Poncelet^ ^Traite des proprietes projectives des
figures&quot;,

welcher

die erste systeniatische Darstellung der ,,Projektiven Geometrie&quot;

(III A, B 6, Scltoenflies] im heutigen Sinne ist.

II. Einsetzen der syiithetischen Geometric durch Poncelet,

Mobius, Steiner, Chasles.

7. Poncelet s ^Traite*&quot;. Poncelet s ,,Traite
&amp;lt;&amp;lt;12

) markiert den tfber-

gang von der alteren zur neueren synthetischen Geometric, indem hier

zum ersten Male gewisse moderne Begriife und Gesichtsponkte in be-

stiramter Form auffcreten und rationelle Anwendung finden. Als

Hauptpunkte sind die folgenden hervorauheben:

1) Pow^^(l788 1867) fiihrt schon am Anfang seines ,,Traite&quot; den

Begriif der Projekfcion, und zwar der allgemeinsten nZentralprojektion&quot;

eiu (Nr. 1 u. ff.) ?
und macht daraus ein Mittel, urn aus Eigenschaften

einfacher Figuren Bigenschaften komplizierter Figuren, in die sich

erstere projizieren lassen, abzuleiten, Dabei bietet sich von selbst der

Unterschied dar zwisehen den ,jprojektiven Eigensckaften&quot; der Figuren,

d. h. solchen, die durch Projektion ungeandert bleiben (Nr. 5)

(III A, B 6, Scktinflies), und den ,,nicht projektiven&quot;; zu ersteren

gehoren die samtlichen Eigeaschafben ,$& Lage&quot;, dagegen nur spezielie

,,metrische&quot; Eigensehaften (Nr. 7); darunter weist Poncelet (Nr.

10) Memoire sur la relation qui existe entre lea distances reapectives de

cinq points quelconques pris dang Tespace; suivi d un essai sur la theorie des

transversales (Paris 1806).

11) Sur les surfaces courbes du second d^grt, J. ec. polyt. 6 (1806),

p. 297. Beweis erst in Bd. 10 (1810), p. 1.

12) Traite des proprietes projectivea des figures (Paris 1822), 2te Aufl.,

2. Bde., 186566.
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hin auf das schon bei Brianchon 1

*) vorkommende Doppelverhaltnis von

vier Punkten einer geraden Linie, dessen Invarianz gegentiber beliebiger

Projektion auf einen bekannten Satz des Pappus hinauskomint 14
).

Bei der systematischen Anwendung der Zentralprojektion wird es

auch notwendig, das unendlich Weite zu beherrscben; was Poncclet

(zugleich mit anderen Betrachtungen) dazu fuhrt, das unendlicb Weite

der Ebene als eine gerade Linie von unbestimmter Richtung (Nr. 96),

das unendlicb Weite des Raunies als eine Ebene von unbestimmter

Stellung (Nr. 580) aufzufassen, und daraufhin allgeinein giiltige

Satze fiber Lagenbeziehungen aufzustellen. Mit der Zentralprojektion

verbindet er die Betracbtimg der ,Jiomologischen Figuren in der Ebene

(Nr. 297 u. ff.) und im Raume (d. h. die sogen. ,,Reliefperspektive&quot;;

Nr. 576 u.
ff.): ein erster Ansatz zur Betracbtung der ,,koliinearen

Beziebung^ zwischen Gruiidgebilden 2. oder 3. Stufe.

2) In Powelet s Theorie der Kegelscbnitte und Plachen 2. (rrades,

wie sie bereits im ,,Traite
a entwickelt wird, und nocb mebr in

seinem ,,Menioire sur la tbeorie generale des polaires reciproques&quot;,

welcbes 1824 der Pariser Akademie vorgelegt wurde, aber erst 1826

in einem kurzen Auszuge
15

)
und 1829 in extenso 16

) zum Abdruck ge-

langte, findet sich ein bemerkenswerter Ansatz fiir das Dualiiaisprinzip.

Diese grundlegende Beziebung zwischen
,,Punkt&quot;

und ,?
Gerade&quot; in der

Ebene, sowie auch zwischen ,,Punkt&quot; und ,,Ebene&quot; im Raume, versuchte

Gergonne in drei 1824 27 erschienenen Arbeiten 17
) dahin zu be-

griinden, dafi die Fundanientalsatze der Geometrie eben jene Wort-

umwechslungen gestatten
18

)?
und dafi sich dieses Symmetriegesetz als

^Principe de dualite&quot; durch die gesamte Geometrie der Ebene bezw.

des Raumes hindurchzieht. Das war der Anfang eines Prioritats-

streites zwischen Poncdet und Gergonne
19

).
Sollte auch das Dualitats-

gesetz erst in spaterer Zeit durch Mobius (1827) und Plucker (1831)

(Nr. 8, 12) in voller Allgemeiniheit aufgefatit und begriindet werden,

so war doch Poncelet der erste, welcher die weitgehcnde Bedeutung

13) Meinoire eur les lignes du second ordre (Paris 1817).

U) Mathem. Collect. 7, Satz 129. Im Druck zuerst iateinisch durch F. Com-

mandino herausgegeben (Venetis 1589).

16) Gerg. Ann. 17 (1826), p. 265.

16) J. f. Math. 4 (1829), p. 1. Abgedruckt in der 2. Anfl. des ,,Traite
u

,

Bd. 2, p. 57 u. ff.

17) Gerg. Ann. 16 (1824 26), p. 167; 16(1825 26), p. 209; 17(1826 27), p. 214.

18) In moderner Aussprache, eine ,,automorphe Ti-ansformation * mit der

Periode 2.

19) Vgl. E, Kotter, Bericht, p. 160 u. ff.
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eines Spezialfailes desselben, der Polarentranslbrination, eingesehen und

ausdriicklich hervorgehoben hat, wahrend Gergonne das allgemeine

Gesetz bereits in den ersten Eleinenten der (jeometrie erkannte, aber

nur beobaehten lernte.

3) Bei Pomdet tntt als Principe de continuite
&quot;

[III C 3, Ab-

zahiende Methoden, ZeiAthtn. Nr. 5 7] eine vorlaufige Becht-

fertigurig wenn aucli nocb niebt eine eigentlicbe Begriindung
der Methode auf, die Monge ais ,,Methode des relations contingentes&quot;

stillschweigeiid auwendete (s. oben, Nr. 5). rlst eine Figur aus

einer anderen durch stetige Veranderuug hervorgegangen, und ebenso

allgemeiu als diese, so kann eine an der ersten Figur bewiesene

Eigensehaft ohne weiteres auf die andere iibertragen werden&quot;
80

).

Es besteht bei ibm sozusagen die Auifassung. dafi eine Eigen
sehaft

,
die einmal vorbanden ist, bei kontinuierlicher Anderung

der Figur niciit versc;hwinden kann, und daB man folglich

berechtigt ist, aus dera Falle
?

in welchem gewisse zuni Beweise er-

forderliche Element? wirklich anftreteii. auch auf den Fall zu

scbliefien, in weleliem diese Eleinente
,,ideell&quot;

sind. Dieses Prinzip

sucht Poncefat gewisseriaatieu durch Analogic mit der Koordinaten-

methode, d. h. mit der Algebra zu rechtfei tigeu
21

).
Ja

;
urn an ,,die

Analogie zwischen den Ideen und der Sprache&quot; fest zu halten (Nr. 50),

spricht er obne weiteres von einer ^ideellen Sebne &amp;lt;; zweier Kegel-

20} Vgl. die ^.Introduction* des ,,Traite
u

p. XIII u. ff. Weiteres fiber das

Kontinuitataprinzip lindet sick in den ^Considerations plrilosophiques et techni

ques sur le principe de continuity dans les iois geometriques&quot; (Applications,

d analyse et de geometric . . ., Paris 186ii 64, 2, p. 296312).

21.) EB gibt bekanntlich eine groBe Menge analytischer Prozesae, welche

erst im komplexeu Gebiete stets tiurchfuhrbar sind und zu einem einfachen

stets giiltigen Endresultat fiihren; so oft die ana,lytische Behandlung eines

geometrischen Problems auf einen derartigen Prozefi binauskommt wie ea in

der algebraischen Geometrie, wegen des Auftretens des Fundamentalsatzes der Al

gebra (1 B 1 a, JVetfo, Nr. 7), fortwahrend geschieht ,
wird man das Resultat, ins-

besondere die Anzahl der vorhandenen Losungen nicht aussprechen k(5nnen, ohne

eine gro0e Anzahl von Ausnahmefallen hinzuzufugen, falls roan nicht die eventuellen

imaginaren Losungen durch ebenfalls ..imaginary&quot; (den reelJen gleichberechtigte^

Eleinente interpretiert. Es empfiehlt sich daher, ffir derartige analytische Ent-

wicklungen den Punktraum von Hause aus als Inbegriff aller beliebig komplexer

Zahlentripel einzutuhren, und jedes aus nicht samtlich reellen Zahlen bestehen-

des Tripel ale einen imaginaren&quot; oder ,,komplexen&quot; Punkt zu definieren; hierin

liegt eine bloB formelle, aber doch strenge Kinfiihrung der imaginaren Elemente,
welche fdr die analytische Geometrie zulasaig iat. Fur die synthetische Geo

metrie ist aber eine entsprechende Erweiterung der Begrilfe, Punkt, Gerade usw.

erforderlicb, wie sie v. Staudt geleistet hat (K r. 14).
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schnitte und von ,,irnaginaren Sehnittpunkten&quot;, und erkennt in diesen

^expressions purement figurees, mais fondees sur des rapports exacts

et
rigoureux&quot; (Nr. 62) ,das einzige Mittel, durch welches die synthe-

tische Geometrie sieh zu emer ebenso vollen Allgemeinheit als die

Analysis erheben kann. Dadurch kommt er zu der Bemerkung

(Nr. 94), dafi alle Kreise einer Ebene ,,ont ideaiment deux points

imaginaires coinmuns a
rinfini&quot;, und daB (Nr. 95) je zwei von diesen

Kreisen aueh eine im Endlichen gelegene reelle oder ideelle gemein-
same Sehne besitzen,- welche aber fQr konzentrische Kreise ebenfaDs

ins Unendliche iibergeht, Ebenso besitzn zwei Kugeln (Nr. 593)r

und allgemeiner je zwei ahnliehe und ahnlieh gelegene Flachen

2. Grades eine unendlich weit liegende reelle oder ideelie g^meinsame
ebene Scbnittkurve. Man ersieht dara-us, daB die fiir die folgende

Entwicklung grundlegenden Begriffe der Kreispunkte einer Ebene und

des Kugelkreises im Baume in bestiinmter Form bereits vorliegen?

und, obwohl unsysteniatisch, schon angewandt werden, um metrische

Beziehungen projektiv aufzufassen,

8, Mobius. Das Zentrum der geometriscben Tatigkeit siedelt

nun nach Deutschland fiber, wo die neuen Ideen der franzosischen

Schule und insbesondere die von Poncdet weiter verfolgt werden,

und mit der analytischen Geometrie in Verbindung treten. 1m
Gebiete der synthetischen Geometrie sind hier A. F. Mobius

(17901868), welcherauch Analytiker war, und J. Stonier (17961863)
zu nennen.

In Mobim ,,Barycentrischer Calcul&quot;
21a

)
wird ( 217 u. ff.)

die allffemeine koUinearc Verwandtschaft ebener oder rdumlicker

Figuren betrachtet, und deren eindeutige Bestimmuug durch 4 resp.

5 Paare entsprechender Punkte in allgemeiner Lage festgesetzt,

Bemerkenswert ist dor Ansatz
(

247 48) zu einer Klassifikation

der Mgensclmflen geometrischer Figuren, je nacb den Verwandt-

schaften (Kollineation, Affinitat, Ahnlichkeit), bei welcben diese Eigen-

schaften sich invariant^ verhalten, wobei das vielfacb behandelte

,,DoppelschnittsverhaUnis&quot; ak die fundainentale Invariante der kolli-

nearen Verwandtschaft erscheint.

Durch die regiproke Besiehung ebener Figuren (
285 u.

ff.) gewinnt
Mobius das Mittel, einem Satze liber Lagenbeziehungen aus der

ebenen Geomotrie seinen ,,dualen
w an die Seite zu stellen, ohne sich

eines vermittelnden Gebildes 2. Grades zu bedienen, d. b. das DualUats-

prinzip in seiner allgemeirien Fassung streng aufzustellen.

21 ) Leipzig 1827. Ges. Werke 1 (Leipzig 1885), p. 1.
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9. Steiner. In seiner ,jSystematischen Entwicklung&quot;
22

-)
hatte

sich Steiner die Aufgabe gestellt, die Ergebnisse cler letzten Jahr-

zehnte- im Gebiete der Geometric zu einem organisch znsammen-

hangenden Ganzen zusammenzufassen. Von den fiinf Abschnitten, die

vorlaufig geplant waren, 1st nur einer zustande gekommen, welche

folgende Anordnung der projektiven Geometrie enthalt:

1) Die Aufeahlung der Grundgebilde der verschiedenen Stufen

(Punktreihe, . Strahlenbiischel, usw.).

2) Die Betrachtung ihrer perspektivischm Lagen und der daraus

entepringenden ein-eindeutigen Korrespondenzen, welche durch das

Heranziehen der unendlich fernen Elemente vervollstandigt werden.

3) Der Begriff der projektwen Korrespondens zwischen Grund-

gebilden 1. Stufe, indeni man, von der perspektiven LagC zweier Ge-

bilden ausgehend, ihre ein-eindeutige Zuordnung festhalt, wahrend die

Gebilde selbst (jedes fiir sicb als ein starres System gedacht) in neue

Lagen iibergeben, insbesondere in erne
,,schiefe&quot; Lage, in welcher ent-

sprechende Elemente nicht mehr ineinander liegen.

4) In zwei projektiven Gebilden erster Stufe haben entsprecbende

Quadrupel gleiches Doppelverhaltnis ;
und ihre Beziehung ist durch

drei Paare entsprechetider Elemente eindeutig bestimmt. Von bier aus

wird die Tbeorie der projektiven Beziebungen mit den betreffenden

Konstruktionen ausfiihrlicb entwiekelt.

5) Die Erzeugung der Kegelschnitte und ihrer Tangentenenve-

loppen durch projektive Strahienbuschel bezw. Punktreihen wird fiir

den Kreis direkt erortert. und von da aus auf jeden Kegelschnitt und

auf die Kegelflachen durch Projektion iibertragen. Aus dieser Er

zeugung lassen sich rfast alle anderen Eigenschaften der Kegelschnitte

in einem umfassenden Zusammenhange und auf eine iiberraschend

einfache und anschauliche Weise eritwickeln&quot; .

6) Auch fur das ,,einfache&quot; (d. h. einschalige) Hyperboloid werden

drei verschiedene Erzeugungen angegeben (
50 u.

ff.),
namlich a) durch

projektive Punktreihen, die nieht in einer Ebene liegen; b) durch pro

jektive Ebenenbiischel mit schiefen Achsen; c) durch die Gesamtheit

der geraden Linien, welche drei feste zu je zwei schief liegende gerade

Linien treffen 23
).

Als spezieller Fall wird ( 52) das hyperbolische
Paraboloid angefuhrt.

22) vSyskematische Entwickelung der Abhangigkeit geometrischer Gestalten

Toneinander . . ., Berlin 1832.

28) Die Erzeugung c) tritt bei Monge auf (Geometric descriptive ,
an VII,

Additions, 2). Die beiden anderen waren nur an metrischen Spezialfallen be-
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10. Weiterfiihrung des Steiner sohen Programms. Steitw s

vEntwicklung&quot; enthalt den Ansatz eines allgemeinen und umfang-
reichen Programms ,

namlich der rein synthetischen Definition, geome-

trischer Gebilde ais Ersseugungen projektiver Grundformen. Dieses Pro-

gramm wurde spater durch andere welter verfolgt; insbesondere dureh

J. Seydewitz (1807 1852) (eingeliendere Untersuchung der pro-

jektiven Beziehungen einstufiger Gebilde und der Involutionen, rait

Anwendungen auf die Theorie der Kegelschnitte
2aa

); projektive und

quadratische Verwandtschaften zwischen Grundgebilden zweiter Stufe*Sh);

Erzeugung der Flachen 2. Ordnung durch reziproke Strahlen-

btindel 24
), und deren Konstruktion aus neun gegebenen Punkten 24

*);

Erzeugung der Raumkurven 3. Ordnung durch kollineare Strahlen-

bunde! 24b
)); femer durch H. Schroeter (18291892), welcher die

Grassmamfache Erzeugung der Flachen 3. Ordnung durch drei

kollineare Ebenenbiindel wieder aufnahm 35
), die Flachen 2. Grades

weiter verfolgte, ui^d die analytisch bereits hervorgetretenen Eigen-
schaften der ebenen Kurven 3. Ordnung und der Raumkurve 4. Ord

nung erster Spezies auf rein geometrischem Wege ableitete 26
); durch

Th. Reye, dessen ,,Geometrie der
Lage&quot;,

in ihren aufeinanderfolgenden

Auflagen
86
*), diese samtlicheu Auseinandersetzungen zngleich mit

neuen Entwicklungen (tetraedraler Komplex, einlachste Strahlen-

kongruenzen, Kummer ache Flache, . ,
.) zusanimenfafite; durch

Fr. Schur, welcher diesen Weg fortsetzte, wo Reye aufhorte (ebene

Kurven 3. Ordnung, Raumkurven J?3
6
,

Flachen 4. Ordnung, die

kannt (E. Kotter, Bericht, p. 76 78) und sind erst durch Steiner der allgemeinen

projektiven Bebaudlung zuganglich geworden.

23) Archiv Math. Phye. 4 (1844), p. 246; 5 (1844), p. 225.

23 b
) Ebenda 7 (1846), p. 113; 8 (1846), p. 1.

24) Ebenda 9 (1847), p. 158, 187.

24 a
) a. a. 0. S. anch ebenda 17 (1861), p. 275.

24 b
) Ebenda 10 (1847), p. 203. Die Erzeugung der Eaumkurven 3. Ordnung

durch drei projektive Ebenenbflschel tiitt erst bei Chasles auf (Paris C. B. 45

(1857), p. 189).

25) J. f. Math. 62 (1863), p. 266. Betreffend Grcusmann, s. J. f. Math. 49

(1855), p. 47; insbes, 56; Ges.Werke 2 1

(Leipzig 1904), p. 180.

26) Man vgl. die Lehrbiicher: Jacob Steiner s Vorlesungen Tiber synthetische

Geometrie, 2: die Theorie der Kegelechnitte gestutzt auf projektivische Eigen-

schaften (Leipzig 1866., 2. Aufl. 1876); Theorie. der Oberflachen 2. Ordnung und

der Eaumkurven a. Ordaucg als Erzeugniese projektivischer Gebilde (Leipzig 1880);

die Theorie der ebenen Kurven 3. Ordnung (Leipzig 1888); Grundziige einer rein

geometrischen Theorie der Raumkurve 4- Ordnung erster Spezies (Leipzig 1890).

26*) 1. Aufl., 2 Bde., Leipzig 1868; 2. Aufl. 1882; 3. Anfl., 3 Bde., 188692;
4. Aufl.; Bd. 1

T 1899; Bd. 2, Stuttgart 1907.
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eine solche
R&amp;lt;f enthalten)

*7
).

Es lag aber in der Natur der

Sache, daB gewisse Ubelstande nicht vermieden und eine yolle

Allgemeinheit in den erzeugten Figuren nicht immer erreicht

werden konnte. Der Begriff des Doppelverhaltnisses, welcher von

der Betrachtung der Langen und Winkel, d. h. von metrischen Be-

griffen ausging, war in der Sterner sehen Theorie der projektiven Be-

ziehungen immer noch gmndlegend
27

*); die Erzeugung durch projek-

tive Grundformen fuhrte noch nicht auf die allgemeinsten Kurven und

Flachen beliebiger Ordnung; und die imaginaren Elemente entzogen
sich der ganzen Behandlung.

11. Chasles. Zu der Poncelet-Steiner seheiL Richtung darf noch

der franzosische Geometer M. Chaslts (1796 1880) gerechnet werden.

Seiner Leistung liegen drei Begriffe zugrunde: 1) das Doppelverhaltuis

von vier Elementen, welches er als ^rapport anharmoniquc&quot; bezeichnet;

2) die projektiven Beziehungen, oder ^divisions homographigues?,
welche

durch die Gleichheit der Doppelverhaltnisse entsprechender Quadrupel

bedingt werden; 3) die involutorische Lage von sechs Elementen eines

einstufigen Gebildes. Diese Begriffe treten im ,,Aper$u historique&quot; (1837),

besonders in den Noten, fortwahrend auf, und werden im Traite de geometric

superieure (Paris 1852; 2. Aufl. 1880) ausfiihrlich bepprochen. In

dem auf den Apercu historique folgenden, aber bereits 1829 redigierten

Memoire de geometric sur deux principes generaux de la science: la

dualite et I honioyraphic werden die reziproken und kollinearen Be-

ziehungen raumlicher Figuren eingehend untersucht (fiir ebene Figuren,

s. den gen. Traite, sect. 3); darunter weist Chasles (1, 24), von der

Betrachtung einer infinitesimalen Bewegung oder auch eines Kraft-

systems ausgehend, auf den Fall des Nullsystems hin (s. Anm. 42
)).

Im Traite des sections coniques (1, Paris 1865) wird die Theorie der

Kegelschnitte von der projektiven Erzeugung aus entwiekelt.

Von imaginaren Elementen wird bei Chasles
,

ebenso wie bei

Pancelet, in einer noch unbestimmten Form geredet. Im grofien

und ganzen sieht er in der Algebra und in der gleichmafligen

Anwendba.rkeit der analytischen Operationen auf reelle und kom-

plexe Zahlen die eigentliche Begriindung der EinfQhritng imagi-

narer Elemeute in die Geometrie. Fur Paare konjugiert-imagindrer

Punkte gibt Chasles auch reelle Darsteilungen an 18
): namlich durch

27) ftber die durch kollineare Grundgebilde erzeugten Kurven and Flachen,

Math. Ann. 18 (1881), p. 1.

27*) In Reye s ,,Geometrie der Lage*
4 wird aber v. Staudt s Definition der

projektiven Beziehung durch hannonigche Wiirfe (Nr. IS) aufgenommen.

28) ,,Les imaginaires, qui se presentent toujours par couples, couime dans

Enc/klop. d. math. WlMencoh. Ill 1. 1G
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ihren (reellen) Mittelpunkt, und das Produkt der Abstande von einem

festen Anfangspunkte
29
); und weiter spricht er auch von imayinaren

Kreisen einer reellen Ebene
7

die er durch reellen Mittelpunkt und

negatives Radiusquadrat darstellt 30
) und zur Aufstellung von Eigen-

schaften der Kegel mit kreisformiger Basis benutzt. Er bemerkt auch,

daB die Polaritat in bezug auf einen imaginaren Kreis sich von einem

bestimmten Punkte aus durch eine orthogonale Polaritat projizieren

lafit; aber die eigentliche Bedeutung dieses Punktes daB er nam-

lich eine der beiden
,? Nullkugeln&quot; des durch den vorgelegten Kreis

bestimmten Kugelbuschels ist wurde erst spater durch Mobius

erkannt 81
)
88

).

III. Entsprechende Entwicklung der analytiscben Oeometrie.

12. Mobius, Pliicker. In der analytischen Geometric stehen bi&

1825 die eleganten (groBtenteils in Gerg. Ann. enthaltenen) Abhaud-

lungen von H. Gergonne (17711859) und G. Lame s (17951870):
,,Examen des differentes methodes . . / (Paris 1818) ini Mittelpunkte.

Durch die synthetische Entwicklung der projektiven Geometric erhielt

die analytische Geometric einen bedeutenden AnstoB; neue Probleme

boten sich ihrer Behandlung dar, und fiir diese Behandlung mufiten

auch neue Methoden geschaffen werden. Es steht hier nochmals

A. F. Mobius und mit ihm J. Pliicker (18011868)
82

)
im Vorder-

les racines d une Equation da 2nd d^gre, n;
offrent aucune difficulte dans leur

interpretation, et se trouTent toujours repr^oent&amp;lt;?,8 par des elements rdels . . .&quot;

(Eapport sur les progres de la g^ometrie, Paris 1870, chap. 4, p. 220 21).

29) Ge&quot;ometrie supe&quot;iieure, chap. 6.

30) a. a. 0. chap. 33, 34.

31) ftber iroaginare Kreise, Leipzig Ber. 9 (1857), p. 38 = Werke2, p. 315.

32) An dieser Sfcelle m6ge noch erwahnt werden, daB E. Laguerre (Soc.

philomatique Bull., 1870, p. 95; Noiiv. Ann. de math. (2) 11 (1872), p. 14, 108,

241= 0euvres 2 (Paris 1905), p. 109, 238) konjugiert
-
imaginiire Punkte de

Baumes durch den reellen Kreis darstellt, welcher den von diesen Punkten

auslaufendeii Nullkegeln gemeinsain ist (III D 3, v. Lilienihal, Nr. 4). Diese Dar-

stellung tritt auch bei W. Fiedler auf (Cyklograpbie, Leipzig 1882, p. 138 u. ff.).

Durch Umlaufung des ia#wrreschen Kreises in bestimmtem Sinne erfolgfc die

Trennung der beiden konjugiert-imaginaren Punkte. Entsprechendes filr imaginare

Punkte der Ebene lieferte Layueire in Nouv. Ann. de math. (2) 9 (1870), p. 163,

241 = Oeuvres 2, p. 83, 98.

32*) Eine eingehende Wurdigtmg von Pliicker s Arbeiten iet in der Gedacht-

nisrede von A. Clebsch enthalten (GOtt. Abh. 15 (1872), abgedruckt in Pltickets

Ges. Wiss. Abh. 1, herausgegeb. von A. Schimflies (Leipzig 1895), p. IX). Be-

treifend den wissenschaftlichen Nachlafi, 8. A. Schonflies, Math. Ann. 58 (1904)r

p. 386.
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grand, und ihre Hauptleistungen diirfen wir in iolgenden Pitnkten

zusammenfassen :

1) Es werden zum ersten Male komogene Kowdmak* dttgefitihrt,

und dadurcli das unendlkk Weite der analytisciien Geometrie zu-

ganglich gemacht. Bei Mobitis geschieht das durcb bart/centrische

Ko&rdinojim^y. jeder Punkt D eioer Ebene laBt sich als Schwerpunkt

irgend dreier anderer nicht in einer Geraden liegender Piuikte A, B, C
derselben Ebene in der Form Z&amp;gt;

== pA -\-qB-}- rC darstellen, deren

Gewichte p, q, r in bestimmten Verhaliaaissen (und zwar gieich den

Dreiecken DBC : BCA : DAB) zueinander stehen; es heiBen dann

p, q, r die
,7homogenen barycentrischen Koordinaten * von I). Bei

Mobius findet sich gewissermaBen auch der
Begriit&quot;

der
,?Gieicbung

der nneudiich fernen Geraden&quot;, insofern er bemerkt, dafi wenc

p -$- q -f- r = Q ist, der Punkt pA + %B -f- **C uuendlich fern in

bestimmter Richtung liegt ( 32). Der Begriff der Jwmogenen

Gleiclmng einer ebenen Kur-ve in der Form f(pt q, r] = tritt erst

bei Pliickgr auf, welcher die Abstiinde eines beliebigen Punktes von

den drei Seiten eines festen Dreiecks aligeniein ais Dreieckskoordi-

naten. einfiihrt
84

) und die vielfa^.lien Ubereinstimmnngen zwischea

seinen Resultaten und Poncelefs AuBerungen iiber das unendlicL

Weite oiters hervorLebt.

2) In einer Arbeit aus dem Jahre 1830 35
) bemerkt Pliicker, daB

man die Konstanten der Gleichung einer geraden Linie ak Ko&rdinaten

der Linie auffassen kann, und daraus eine new Art gewinnt, .Kurven

durch Gleichunyen darsustellen; nanilich ais Enveloppen ihrer Tan-

genten. Es war das em erster Ansatz zur Betraehtung Miebiger Baum-

el&ienie, und zu deren Darstellung durch Koordinaten &quot;5
) (ill A B 7,

MuU&Tj Koordinaten; III 10, Wadsch, Hohere Eaiunelemente). find

in dem Uinstacde, daB Punkt und Gerade von vornherein als gleich-

berechtigte Gruudeiemente der Geometrie der Ebene augesehen werden

diirfen, daB die Bedingung ihrer vereinigten Lage die synunetrische Gestait

33) Barycentrischer Calcal, Abschn. I, Kap. 3.

34) tJber ein neues Koordinatensystejn, J. f. Math. 6 (1829). p. 1, oder auch:

Gs. Wise. Abh. 1, p. 124.

35) Uber eine neue Art . . ., J. f. Math. 6 (1830), p. 107, oder auch: 6s.
wiss. Abh., 1, p. 178. Viel ausiiihrlicher iin 2. Bde. t Abt. 1 der ,,Aaalytiscii-

geoinetrLSchen Entwicklungen&quot;, Essen 1831.

36) Ebeuenkoordinaten im Ilaume und die daraus fliefiende neue Daretelhm^
der Flachen und Deveioppabeln, werden im J. f. Math. 9 (1832), p. 124 be-

trachtet (Abh. 1, p. 224). Austuhrlicher im
t,System der Geometrie des Ilauzues&quot;

(Dusseldorf 1846, 2. Aufl. 1852), wo auch (Nr. 258) vorlaufig bemerkt wird, dafi

sich die gerade Ijinie im Raurae durch vier Koordinaten bestirnmeii la
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ux+ vy+ 1 bat, daB eine beliebige Kette algebraiseher GUeichimgen
mit zwei Variabeln eine doppelte Interpretation durch Punkt- und

Geradenkoordinaten erhaltea kanit, erblickt er das ganze Geheinmis

des HuaUtatsprinzips, und hebt das an verschiedenen Stellen terror ST
).

3) Zusainmen mit Gergonne
31

*) und Bobillier**) hat Pliicker die

Methode der abgekurzten JBezeichnung in die anaJytische Geometric ein-

gefuhrt
39
)
und vielfach ausgenutzt, iri welcber fur ganze Funktionen

der Koordinaten, mit denen man in mannigfaltiger Weise operieren

muB, Abkiirzungen angewandt werden.

4) Die analytische Darstellung cler kolUnearen Verwandtsoliaft in

der Ebene und im Raume dureh baryceritrische oder Dreiecks- resp.

Tetraeder-Koordinafceu kommt darauf hinaus, daB die Koordmaten

eines beliebigen Punktes des einen Systems lineare Funktionen der

Koordmaten des entspreehenden Punkfces des andern sind*).

5) Die resiprolte Verwandtschaft steEt Plucker durch eine bilineare

Gleichung dar die aequatio directrix 41
) ;

und gelangt dadurch zu

seinem Pri-neip der Reziprositat, in welchem er auf eine zweite Weise

die Grundlage der Dualitat erblickt. Bei Mobiu-s kommt dieae

bilineare Gleichung auch vor
?

insbesondere fur die raumliche Rezi-

prozitiit, in wekher jeder Punkt der entspreehenden Ebene angehort,
d. h. fur den Fall des Nidlsy$lems&quot;

i3
).

37) Vorrede zum 2 Bde der Aualytiach-geomefcrischen Entwickiungeii,

p. 8; ebenda, Fufinote p. 288 84; System der analytisciien Geometrie, Berlin 1836,

Abschn. I Man vergl auch: 1?. Kotter, Bcricbt, Fufinote zu p. 169.

37*) Becherchea sur quelques lois gdu^rales . ., Gerg. Ann 17 (1826 27),

p. 214.

38) Essai eur mi nouveau mode de recherche des proprietes de 1 etendue,

Gerg. Ann. 18 (182728), p. 320.

39) t)ber ein neues Prinzip der Geometrie ... ,1. f. Math. 5 (1829), p, 268;

oder auch Abh. 1, p. 159; Anwendvmg auf Kurven 3. Ordnung in J. f. Math.

34 (1847), p. 329 (Abb. 1, p. 404) Ale Ausgangspunkt dieser Methode ist die

spezielle Bemerlmng von G Lame aiizusehen, daJ5 durch die Gleichnng
m ~\- w HJ = jedes Gebilde dargestellt weiden kanii, welches die sUmtliohen

Schnittpunkte zweier Gebilde derselben Ordnuug E=^0, E = enthalt (Gerg.

Ann. 7 (181617), p. 229; Exameu dea ditFerentes in^thodes . . ., Paris 1818, p. 28).

40) Mobiwt, Barycentrischer Calcul, 217. u. ff. Fiir die Kollineation im

Raume 8 Pliicker. System der Georaetrie des Jiaumes, 1.

41) Audentung in dem Aam. *) erwahnten Aufsatze: t)ber eiri iieues

Koordinatensystem, Nr. 36 u. if. Auafuhrlich in den Analytisch-geometrischen

Entwicklungen 2, Nr. 697 u. ff.

42) J. f. Math. 10 (1833), p. 317 =- Werke 1, p. 489. Zu dieser besonderen

Beziehung war schon vorher, von mechanischen Betrachtungen ausgehend,
G. Giorgini in einer 1827 verfafiten und 1828 erschienenen Arbeit ge)augt (Mem.
soc. it. d. sc. 20 (parte matem.), 1828,, p. 243 [IV 2, Timerding, Nr. 10]). Be-
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6) Was die imagmdren Elemcnte betrifft, so operiert man, yon

Pliicker anfangend, in der analytischen Geometrie in gleicher Weise mit

reellen imd iinaginaren Elementeu**)* und es ist beispielsweise selbst-

verstandlich, daft alle Kugeln des Baumes durch die feste Kurve

$* + #* + /?l ^ ~ hindurchgehen.

IT. von Staudt. Iiisfcesondere Gebilde 2. Grades und

Imaginftrtheorta mit Erweitemngen.

18. von Staudt. Binen bedeutenden und endgultigen Schritt

inachte die projektive Geometric durch G-. C. Chr. von Staudfa Geo~

metric der Lo.gcf
1

(Niirnberg 1847) lind
yjBeitrdge zur Geometrie der

Lage&quot; (3 Hefte, ISTiirnberg 185660). ALs Haupigedanken der

,,Geometrie der
Lage&quot;

sind die beiden folgenden zu bezeichnen:

1) Die Benutzung der durch raumliche Betrachtungen gewonnenon
Satze iiber tomologische Dreiecke und Vierecke und der darauf ge-

griindeten Lagentheorie der harmonischen Gebilde zu einer neueu

Definition der projektiven Beziehung zwischen Grundformen 1. Stufe,

zu welcher (bei reellen Elementeu) die Bedingung ausreicht, dafi

harmoniechen Gebilden stets ebensolche enfcsprechen
44

).

2) Die Betrachtung des allgemeinen Polarsystems in der Ebene,
durch welches der Kegelschnitt und zwar zugleicli als Punkt- uud

Liniengebilde defmiert wird. Dadurch wird auch der Fall des reellen

nullteiligen Kegelschnittes einbegriffen, welcher sich der Erzeugung
durch projektive Strahlenbftschel entziebt. Entsprechende Gebilde bei

einer Dimension sind die (elliptischen und hyperbolischen) Involutionew,

treffend Chasles, s. Nr. 11. Ebenao ist als Voriftufer dieser Beziekung die Ab-

handliing von Mtibius ber einander zugleich um- uud einbeschriebene Tetraeder

onzusehen (J. f. Math. 3 (1828), p. 273 = Werke 1, p. 439).

43) S. beiepielsw. System der analytischen Geometric, Nr. 27 u. ff., Nr. 56 u if.

44) Der v. Stoudt scbe Beweis des Fundamen fcalsatzes, daB eine projektive

Beziehung eiDstufiger Gebilde, welche drei getrennte Doppelelernenfce beeitzt, not-

wendigerweise identisch ist (Nr. 106), und daB folglich eine projektive Beziehung
etete durch drei Paare entsprechender Eleraente eindeutig bestimmt ist, war

nicht einwandsfrei, ist aber spater durch Heranziehen des Cantor-DedekinjT&chen

Kontinuitatsprinzips (I A 3, Grenzbegritf, Pringsheim, Nr. 4; III A, B 1, Prin-

zipien der Geometrie, Enriques, Nr. 7, 20) vervollstimdigt worden (vergl. F. Klein,

Math. Ann. 6 (1873), p. 132; ebenda 7 (1874), p. 531, J. Lurotfi und H. G. Zeutiun,

ebenda p. 535; Klein, Math. Ann. 37 (1890), p. 544, bez. p. 665 f.; G. Darboux,
Math. Ann. 17 (1880), p. 55). Bei Zulassung imaginarer Elemente ist in der De
finition der Projektiyitat zwischen einstufigen Gebilden die weitere Bedingung er-

forderlich, dafi entsprechende Wiirfe, was den Sinn anbelangt, von derselben

Art seien (,,Beitrage&quot;, 2. Heft, Nr. 215. Vergl. auch unten, Nr. 18).
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bei drei Dimensionen die (nullteiHgen, einteiligen und nicb.t gerad-

linigen, und geradlinigen) Fldchen 2. Grades.

Durch das bei 1) angegebene Verfahren wurde der Aufbau der

projektiven Geometric ohne Heranziehen metrischer Begriffe erinog-

licht. Und durch die Retrachtung des Polaraystems in der Ebene

Kind im Raume gestaltete sich die allgemeine Theorie der Grebilde

2. Grades in ihrer moglichst einfachen und rationellen Form,

14. v. Staudt s Imaginartheorie. Die erste Losung des Problems :

...Imaginare Elemente durch wirklich vorhandene geometrische Gebilde

zu definieren, und zwar derart, dafi sie den reellen Elementen voltig

gleicnberechtigt seien&quot; verdanken wir v. Staudfa ^Beitrsgen^.

Als ,
?imaginares Element (Punkt, geriide Linie, Ebene) erster

Art&quot; definiert v.. Staudt ( 7) den Inbegriff einer elliptischen (d. k. keine

Doppelelemente besitzenden) Involution auf einem einstufigen Gebilde

(Punktreihe, Strahlenbiischel, Ebeiienbiischel) und irgend. eines der

beiden aufdem Gebilde zu unterscheidenden(entgegengesetzten) Sinne 45
).

Und als ,.imaginare Gerade zweiter Art&quot; definiert er den Inbegriff

einer elliptischen Involution auf einer Regelscliar und eines bestiinmten

Sinnes auf letzterer. Die beiden aus einer und derseiben Involution

xmd den zwei verschiedenen Sinnen auf deren Trager bestehenden

Elemente heifien
7,konjugiert

-
imaginar&quot;. Sind A.A.lf BJ$^ irgend

zwei Paare der elliptischen Involution, so lassen sich die beiden Sinne

als ABA^j AB
1 A^ voneinander unterscheiden , und die entsprechen-

den konjugiert-imaginaren Elemente werden durch die Elementenreihen

ABA^Q resp. ABl
A

i
B dargestellt. Sind die Paare AAly BBl

zu ein-

ander harmonisch, so heiftt die Darstellung auch harmomsch. Unter

45) Die Betraehtung des Sinnes erscheint zuniicbst als etwas willkiirliches.

Wir versuchen dao nach Vorlesungserklarungen von F. Klein zu rechtfertigeo.

Bekanntlich fiihrt in der analytischen Geometrie die Prage nach den in einer

elliptischen Involution auf einer Punktreihe sich selbst entsprechenden Pimkten

auf eiue Gleichung 2. Grades mit konjugiert-imaginareKi Wurzeln a + bi. Denken

wir uns diese Involution auf der a;-Axe der & -j- yi-Ebene gelegen, so sind die

beiden Punkte a-^bi der x -\-yi- Ebene (I A 4, Study, Nr. 5) gerade diejenigeii,

aus welchen die vorgelegte Involution sich durcli eine rechtwinklige Strahlen-

involution projizieren Ii;i6t; es erscheint aleo als zweckmafiig, diese beiden

konjugiert-imaginaren Punkte a ^\~ hi durch jene Involution dftrzuetallen. Diese

beiden Punkte sind zugleich auch die Grimdpunkte des Kreisbuscliels, welcher

die ic-Axe zur Zentralaxe hat und die obige Involution auaschneidet. Umkreiseu

wir diese beiden Punkte a-^-bi der a?-f- y- Ebene in einer und derseiben

Eichtung, etwa in der Richtnng des Uhrzeigers, und iibeirtragen diese Umkreisung
in koatinuierlicher Weiae a,uf die o?-Axe, so ergeben sich die beiden eatgegen-

gesetzten Sinne auf letzterer.
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alien Darstellungen eines und desselben imaginaren Elementes, welche

von einem bestimmten Elemente A der Form ausgehen, ist eine aber

auch nur eine harmoniscli.

Die v. Staudfscke Theorie ist also eine TJieorie der Involutionen

und der Sinne in einstufigen Gebilden: jeder Satz, welcher in ihr auf-

tritt, konnte so ausgesprochen werden, daB nur von reellen Punkten,

Geraden, Ebenen die Rede ware.

Die Zugehorigkeit (Inzidenz) reeller und imaginarer Elemente,

sowie auch imaginarer Elemente unter sich, wird derart definiert, daB

die samtlichen Grundsatze fiber eindeutige Bestimmung und tiber

Durchschnitte von Ebenen und geraden Linien auch im imaginaren
Gebiet ihre Gultigkeit behalten.

Den inbegriff von vier in bestimniter Reihenfolge zu betrachten-

den Elementen eines einstufigen Gebildes nennt v.Staudt einen ,,Wurf&quot;.

Entsprechende Wiirfe zweier projektiver Gebilde heiBen auch projektiv,

oder einander gleich. Von geeigneten Definitionen der Fundamental-

operationen ( 19 21) ausgehend ;
wird ein ,,Rechnen mit Wurfen&quot;

entwickelt, und jeder Schar unter sich gleicher Wiirfe je eine Zahl

zugeordnet ( 28, 29), welche mit dem (durch metrische Beziehungen

definierten) Doppelverhaltnisse der vier Elemente zusammenfallt.

Durch v. Staudt s Leistung erreichte die geometrische Theorie

der imaginaren Elemente ihre strenge und endgiiltige Grestalt. Es

durfen von jetzt an, was hauptsachlich ftir die algebraische

Geometric (HI, C) von grundlegender Bedeutung ist, reette und

imagindre Elemente als gleidiberechtigt angese}ien werden, ebenso wie

in den analytischen Entwicklungen die Koeffizienten und Variablen

der auftretenden Gleichungen als beliebig komplex anzusehen sind.

v. Staudt selbst hat die projektiven Beziehungen zweier Gebilde

und die Theorie dei* Kegelschnitte mit Riicksicht auf das Imagi-
nare durchgefiihrt, wobei es sich zeigt, daB die Ausnahmen, welche die

ausschliefiliche Betrachtung des Reellen iibrig laBt, beseitigt werden,

und zugleich tJbereinslimmung mit den Resultaten der analytischen

Geometrie stattfindet (s. auch NT. 15).

15. Weitere AusbUdung der Imaginartheorie. Leider hat diese

grundlegende Untersuchung nicht gleich diejenige Anerkennung und

Verbreitung gefunden, die sie verdiente. Erst in H. Pfaff s ,,Neuere

Geometrie&quot;
46

) wurde die v. Staudfsche Definition der imaginaren Ele

mente mit unwesentlichen Anderuogen aufgenommen. 0.

46) Erlangen 1867, vgl. Abschn. I, 910.
47) Math. Ann. 4 (1871), p. 416.
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steilte sich die Aufgabe, v. Standf8 Betrachtungen analytisch zu ver-

folgen, und zeigte, daB man die imaginaren Elemente durch Systeme
von komplexen Zahlen derart darstellen kann, daB die zwischen

ersteren obwaltenden Beziehungen in den (iblichen Beziehungen zwischen

letzteren ihr analytisches Bild finden. F. August**) fuhrte die imagi
naren Geraden 2. Art als Durchschnitte imaginarer Ebenen em, deren

reelle Trager (gerade Linien) sich nicht treffen (d. h. von Ebenen,
die keinen reellen Punkt gemeinsam haben).

Eine wesentliche Anderung zu v. Staudt s Verfahren hat

F. Klein*9
) vorgeschlageu. Er geht von der Bemerkung aus, daB

zwei konjugiert
-
imaginare Punkte auf ihrer reellen Verbindungs-

geraden stets Doppelelemente einer zyklischen Projektivitat von

beliebiger Ordnung n sind, und daB als Bild des einzelnen imaginaren
Punktes irgend ein in bestimmtem Sinne durchlaufener Cyklus dieser

Projektivitat dienen kann, wahrend sein konjugierter durch denselben

aber in entgegengesetztein Sinne durchlaufenen Cyklus dargestellt

wird. Am einfachsten gestaltet sich das fiir n = 3, da jedes System
von drei Punkten einer geraden Linie zyklisch projektivisch ist, und

zwar nur auf eine einzige Weise 50
).

Der kornplexe Punkt wird dann

durch drei beliebige in bestimmter Jfoihenfolge zu nehmende reelle Punkte

einer reellen Geraden dargestellt, d. h. durch ein Punkttripel abc ?~

bca = cab, wahrend sein konjugierter Punkt bac EEE acb EEE cba ist
51

).

Dieses in bestimmter Reihenfblge zu nehmende Punktetripel

enthalt bereits alles, was zur Darstellung des einzelnen imaginaren
Punktes notwendig ist, und auch nicht mehr, da die drei Punkte

a, b, c auf der geraden Linie beliebig angenommen werden dtirfen.

Der Begriff der ,,zyklisch projektivischen Reihen&quot; umfaBt auch

v. Staudt n
;,harmonische Darstellung^ der imaginaren Elemente.

Ist namlich abed eine solche Darstellung, so sind die beiden Paare

ac
f
bd zueinander harmonisch; und es folgt daraus:

abed 7\ adcb A bcda,

d. h. abed ist eine cyklisch projektivische Reihe 4. Ordnung.

48) Unterauchmigen iiber das Imaginare in der Geometrie, Programm der

Friedrichsrealschule, Berlin 1872.

49) G6tt. Nachr. 14. Aug. 1872, p. 873, abgedruckt in Math. Ann. 22 (1888),

p. 242.

50) For n=2 dagegen auf oo 1 Weieen: dieaer Fall ware also fflr Klein s

Barstelluug nngeeignet.

51) Analytisch komrot diese Darstellung darauf hinaus, dafi dieae beiden

konjugiert -imaginaren Punkte durch die Hcsse schei Kovariants derjenigen ku-

bischen Form, welche das Tripel , 6, c vorstellt, repraaentiert werden (Math.

Ann. 22 (1888), p. 245).
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Einen weiteren Fortschritt brachten fur die Imaginartheorie

zwei Abhandlungen von J. Ltiroth*2
). In der ersten Abhandlung

wird gezeigt, dafi man das durch v. Staudt erfundene Rechnen

mit Wiirfen so erweitern und ausbilden kann, dafi sich der Beweis

des Fundamentalsatzes der Algebra auf eine algebraische Gleichung,

die einen unbekannten Wurf enthalt und deren Koeffizienten auch

lauter Wiirfe sind, ubertragen lafit: ,,Es gibt stets einen Wurf und

folglich auch n Wflrfe fur welche eine gegebene Funktion M ten Grades

eines unbekannten Wurfes dem Wurfe Null gleich wird.&quot; Es werden

dann fiir Punkte und Geraden einer Ebene projektive (d. h. Wurf-)
Koordinaten eingefiihrt, und gezeigt, dafi sich die Bedingung der

vereinigten Lage durch eine bilineare Gleichung darstellen lafit. Die

zweite Abhandlung enthalt Ausfiihrungen zu der obigen Rlein schen

Auffassung. Vereinfachende Zusatze zur ersten Liiroih schen Abhand

lung, mit der Aufstellung der linearen Gleichung einer Ebene oder

eines Punktes des Raumes in Wurfkoordinaten, hat R. Sturm***)

gegeben.
Eine ausftihrliche Darstellung der v. Sfaitdfschen Theorie, mit

der Einfiihrung projektiver Koordinaten in den Grundformen 1., 2.

3. Stufe, gab W. Fiedler in seiner ,,Darstellenden Geometric&quot;
53

).
Da-

durch war die Beziehung zur analytischen Geometric in endgiiltiger

Weise gewonnen. F. Enriques erreichte das fur den Punktraum auf

einen Schlag
64

), indem er zwischen letzterem und dem als Inbegriff

der homogenen Zahlenquadrupel (x^JC^x^) aufgefafiten ,,analytischen

Raum&quot; eine Kollineation herstellte, in welcher fiinf unabhangigen

Raumpunkten ebensoviele beliebige unabhangige analytische Punkte,

z. B. (1000), (0100), (0010), (0001), (1111), entsprechen.

Die v. Staudfsche Theorie vereinfacht sich besonders, wenn man
nur konjugiert-imaginare Elemente zu Paaren, und nicht voneinauder

getrennt, betrachten will, da das Heranziehen des Sinnes vermieden

wird. Fur diesen Fall lieferte C. Segre
bb

)
eine eingehende Behandlung,

52) Das Imaginare in der Geometric und das Eechneu mit Wiirfen, Math.

Ann. 8 (1874), p. 145; ebenda 11 (1876), p. 84. Vgl. auch einen fniheren Auf-

satz in G6tt. Nachr. 1873. [Ill AB 1, Enriques, Nr. 19].

52*) Math . Ann. 9 (1875), p. 833.

53) Die darstellende Geometric in organischer Verbindung mit der Geo

metric der Lage, 2. Aufl. (Leipzig 1875) 8, p. 30 u. ff. (3. Aufl. 188388; 3,

p. 67 ji. ff.)

54) Lezioni di geometria proiettiva (Bologna 1898; 2. Aufl. 1904), deutsch

dnrch H. Fleischer (Leipzig 1908), Anhang IV, V.

65) Le coppie di element! imaginari nella geometria proiettiva sintetica,

Torino Mem. (2), 38 (1886).
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In Grundforinen 1. Stufe werden (reelle, iinaginare) zueinander har-

monische Paare durch vertauschbare (hyperbolische, elliptische) Invo-

lutionen, die Doppelelemente einer nicht involutorischen Projektivitat

durch die einzige mit letzterer vertauschbaren Involution (die ,,Involu-

zione unita&quot;) dargestellt. Ein Paar konjugiert-imaginarer Geraden

2. Art wird durch ein rauinliches geschart involutorisches System,
welches weder Doppelpunkte noch Doppelebenen besitzt, ein imaginarer

Kegelschnitt durch ein Polarsystem, welches keine Ordnungskurve

besitzt, eindeutig definiert. Die Satze von Desargues und Sturm be-

halten auch ini imaginaren Gebiet ihre Giiltigkeit.

Eine zusarninenfassende Darstellung der geonietrischen Imaginar-
theorieen hat A. Eamorino gegeben

56
),

welcher auch weitere Literatur

anfuhrt.

16. Spatere Erweiterungen. Hyperalgebraische Gebilde und

bikomplexe Elcmente. Versinnlichen wir uns die Gesamtheit der

oo 2r
komplexen Eleinente einer Grundform rter Stufe F (oder auch,

allgemeiner, irgeud einer r-gliedrigen Mannigfaltigkeit) durch ein

reelles Gebilde ^2r von doppelter Dimensionenanzahl wie es bei

einem einstufigen Gebilde durch die reelle ^-Ebene oder ^-Kugel ge-

schieht
,
so konnen wir innerhalb ^2r beliebige aus oo* (k &amp;lt; 2r)

reellen Elementen bestehende Gebilde Gk ins Auge fassen, und nach

deren Bildern gk auf der Grundform F fragen, welche aus oo* kom

plexen Elementen bestehen werden 57
).

Als solche gk ergeben sich

nicht nur Linien, Plachen usw.
;
sondern auch eine groBe Menge

weiterer Gebilde
f

deren einfachstes Beispiel (fiir r==l, k = 1)

in v. Staudfs
,,Kctten&quot; vorliegt

58
).

Es ist das ein allgemeines und um-

fangreiches Programm ;
welches von C. Segre skizziert und bis zu einem.

gewissen Punkte durchgefiihrfc wurde 69
).

Aus einer imaginaren Grundform F lafit sich eine reelle Dar

stellung 2r ofters dadurch erhalten, dafi man als Bild eines jeden

komplexen Elementes von F das einzige ihm angehorige reelle Ele

ment einer bestimmten Art auswahlt, beispielsweise fur jeden Punkt

56) Gli element! immaginari nella geometria, Giorn. di mat. 35 (1897),

p. 242; ebenda 3G (1898), p. 317.

57) D. h. aus Elementen, deren Gesaintheit auf das System der Werte von

k veranderlicben reeUen Zahlen in stetiger Weise bezog-en werden kann.

58) ,,Beitrage&quot;, 2. Heft, 15.

59) Le rappresentazioni reali delle forme complesse e gli enti iperalgebrici,

Math. Ann. 40 (1891), p. 413; Un nuovo campo di ricerche geometriche, Torino

Atti, 25 (188990), p. 276, 430, 592; 26 (189091), p. 35. Betreffend diese

ietzteren Aufsatze, a. Nr. 18.
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die reelle Gerade, welche ihn mit seinem konjugiert-imaginaren

verbindet. Als wichtigste reelle Darstellungen eines einstufigen Ge-

bildes ergeben sich: 1) der Iribeg-riff der reellen Punkte einer reellen

Ebene 60
) , 2) das Stralilensystem 1. Ordnung und 1. Klasse mit konjugiert-

imaginaren Leitlinien; 3) die nicht geradlinige Flache 2. Grades,

insbesondere die (reelle) Kugel*
1

).

Reelle Reprasentanten YOU Grundformen 2. und hoherer Stufe

lassen sick nach demselbeu Grundprinzip in mehrdimensionalen Raurneii

(IE C 9, Segre) aufstellen 62
).

Die obigen gk nennen wir fiir k = 1 ,,Fadm&quot; (fili),
fur l~ = 2

,,G-ewebe&quot; (tele) usw.; eine ,,Linie
u

(oder Regelschar usw.) der Grund-

form F ist also ein spezielles Gewebe; eine Flache ist em spezielles g,
v. Staudt s Ketten sind aber Faden. Bei tingeradem k haben wir es

stets mit Gebilden zu tun, welche in der bisherigen Geometric nicht

in Betracht kamen. Ist das reelle Gebilde Gk algebraisch (was iramer

zutrifft, falls
&amp;lt;/* algebraisch ist, nicht aber umgekehrt!), so nennen

wir gk Jn/peralgebraisch (und diese Definition ist von der besonderen

Art der 3 2r ,
welche die Grundform F versinnlicht

; imabhangig): unter

den hyperalgebraischen Gebilden sind also die algebraischen einbe-

griffen. Als
7?hyperalgebraische Korrespondenzen&quot; bezeichnen wir

die, welche durch algebraische Korrespondenzen auf &amp;lt;^2r abgebildet

werden.

Will man die Durchschnitte von hyperalgebraischen Gebilden gk

untersuchen, insbesondere fiir ein solches g^ den Begriif der
, ;0rdnung

u

aufstellen, so erscheint es zweckmafiig, die entsprechenden BegrifFe

und Satze iiber die algebraischen Bilder Gf:
auf die gk zu iibertragen.

Dabei tritt die Schwierigkeit auf, daB bei den Gk bis jetzt nur die

reellen Elemente ins Auge gefafit wurden, wahreud die heranzu-

ziehenden Satze erst iin komplexen Gebiet ihre voile Giiltigkeit er-

60) Ein Spezialfall dieser Darstellung ist derjenige tier komplexen Variablen

x -f- iy in der Ebene nach Wessel-Argand-Gaufi (I A 4, Study, Nr. 5). Diese Er-

zeugung der (raw/8 schen x -f- iy -Ebene findet sich auch in F. Klein s Rie-

mann sche Flachenu (Gottingen, antogr. Vorl., 2. Abdr. 1904, 1, p. 267 u. ff.).

61) In den beidea letzten Darstellungen treten keine Fundamentalelemente

auf, d. h. die Beziehung der Grnndform auf ihren reellen Repriisentanten ist

ausnahmslos ein-eindeutig. In der ersten Darstellung gibt es dagegen eine

reelle Gerade (in der (raw/S schen Ebene die unendlich feme Gerade), deren samt-

liche Punkte einem einzigen Elements der Grundform entapreehen.

62) Einige derartige (der Riemann-Neumann schen Kugel analoge) Mannig-

faltigkeiten bat C. Segre in einem anderen Aufsatze angegeben (Sulle varieta

che rappresentano le coppie di punti di due piani o spazi, Palermo Rend. 5

&amp;lt;1891), p. 192. Ygl. insbes. Nr. 9).
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halteh; hierdurch warden Ausnahmefalle, imgenaue oder komplizierte

Satze verursacht.

Diese Schwierigkeiten lassen sicli dadurch beseitigen, da8 man
den Elementenbegrift* abermals erweitert; und zwar indem man die

bisher als reell vorausgesetzten &amp;lt;D2r und 6rt als Inbegriff ihrer samtlichen

reellen und komplexen Elemeiite auffafit, und diesen komplexen
Eleinenten weitere in geeigneter Weise zu definierende, die sogen. ;,bi-

komplexen&quot; Elemente der Urundform f\ als entsprechend zuordnet. Zur

geometrischen Definition letzterer braucht man nur erne der reellen

Definitiouen komplexer Elemente von &amp;lt;2&amp;gt;2r auf die Grundform F zu uber-

fcragen. So kann z. B. in einer Ebene, als reellem Reprasentanten einer

komplexen Greraden, ein Paar konjugiert-imaginarer Punkte durch

einen reellen Kreisbuschel definiert werden; dementsprechend werden

wir in der komplexen Geraden ein Paar von vbikomplexen Zwillings-

puiikten&quot; (coppia di punti bicompf^ssi gemdli) als einen ,,Biiscliel von

Ketten&quot; definieren, welcher keine Grundelemente hat, oder auch als

eine Involution ohne Doppelelemenfce auf einer dieser Ketten. Durch

Heranziehen der beiden Sinne auf der Kette lafit sich dieses Paar

noch in seine beiden Elemente spalten. Die Ordnung eines hyper-

algebraischen gv
iu emer geraden Linie wird dann gleich der Halfte

der Anzahl seiner Schnittpunkte mit einer Kette. ,
-

17. Entsprecbende analytische Entwicklungen. Bikomplexe
Zahlen. Analytisch kommen diese Betrachtungen darauf hinaus, daB

man eine jede Koordinate eines imaginaren Elementes der Grund

form F als komplexe Zahl x -f- iy in ihre beiden Bestandteile x, y

spaltet, und diese siimtliehen Bestandteile, in doppelter Anzahl als

die friiheren Koordinaten, ganz beliebig in die Gleicfaungen aufiaimmt

(was damit gleichbedeutend ist
?
dafi wir zugleich mit jeder Elementeii-

koordinate x -f- iy die kornplex-konjugierte Variable x iy ebenfalls

in die Gleichungen mit aufnehmen und ais unabhangige Verander-

liche betrachteii)
6R

). Sind die betreffenden Gleichungen zwischen x, y

(oder zwischen x -f- iy) algebraisch, so haben wir es mit hyper-

algebraischen Gebilden zu tun.

68) Die hierauf bezugiiclien Untersuchungen konnen fblglich mit Vorteil

iiberall herangezogen werden , wo engleich mit jeder komplexen Variablen die

enteprechende komplex-konjugierte auftritt, was in der Funktionentheorie (z, B.

in der Tiieorie der automorphen Funktionen, der konformen Abbildung, der

Minimalfiachen) offcers geschieht. Ygl. auch Nr. 18. Insbesondere kOnnen die

obigen Gebilde ^t/ (Nr. Itf) fiir die Theorie der Funktionen mehrerer komplexer
Veianderlichen ahnliches leiaten, wie die gewobnliche -Ebene oder ^-Kugel
fiar die Funktionen einer Veranderlicnen (II B).
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Der Einfubrung bikomplexer Elemente lafit sicb eine entsprecbende

Erweiterung des Zahlbegriffes zur Seite stellen, indem man die beiden

Bestandteile x, y jeder komplexen Zahl (Koordiuate) x -j- iy auch als

komplex, in der Form:

x = ^ + /*#
2 , y = ?/j + hy2

anmmint, unter h eine neue von i und i verschiedene imaginare

Einbeit verstanden, welebe ebenfalls die Bedingung 7r = 1 erftillt.

Will man fftr diese ,,bikomplcjeri Zahlen

Zt +hx, + iy, + iky*

die ilblicben Rechnungsgesetze der reellen Z&hlen aufreeht erbalten, so

mufi das System ,,Nullteiler&quot; entbalten (I A 4, Study, Nr. 11), und zwar

gibt es davon zwei rei-schiedene S)
rsteme w), welebe fiir h = i bezw.

k = i zuni Verscbwimlen gebracht werderi. In einera einstnfigen

Gebilde gibt es zwei Scbaren spezieller Faden, die sogen. ^Protofili&quot;,

denen die Eigenscbaft zukommt, dafi bikomplexe Punkte desselben

&amp;gt;;

Protofilo
u

stets Koordinaten baben, deren Differenz einem Nuliteiler

des einen oder des anderen Systems gleicb ist
64a

j.

Als unmittclbare Folge der Einfiibrung bikoraplexer Elemente

and Zablen ergibt sich, daB wir uns nicbt iiiebr auf Grebilde gk
der

Grundforra F zu bescnranken braucben, deren entsprecbende Bilder

G
k in ^2r reeil sind (Ygl. Nr. 16); vielmehr diirfen wir inner-

balb &amp;lt;Pir beliebig komplexe (insbesondere algebraische) Gebilde aus-

wablen, nnd deren Bilder in F, welebe beliebig bikomplex (insbeson

dere byperalgebraiscbj sein werden, untersuchen. Wir gelangen da-

durcb zu einer
;)allgemeinen bikomplexen Ceometrie&quot;, welebe zu der

,,reellen&quot;
und vkomplexen&quot; Greometrie als eine dritte Stufe binzutritt.

Es laBt sicb aucb einseben, daB ein ahnlicber Ubergang,

64) C. Segre a. a. 0. Nr. 2930.
64*) Das obige System von hoheren koraplexen Zahieti (I A 4, Study,

Nr. 7ff.) bekonunt dadurch eine direlcte geoinetriscbe Interpretation. Andere

Systetne komplexer Zahlen baben sicb ebenfalls in der Geometrie, scbon

aeit Gras&wann und Hamilton, als nittzlich erwiesen, hauptsacblich dadm-ch, dafi

das Reohnen mit ihnen als ein Algorithnius zrir Zusaminenfassung und fonnalen

Vereinfachnng inehrerer Formeln ciieneu kaiin. Kine derartige Anwendung bat

E. Study gernacbt, iudem er zur Darstellung der Strahlen im Haume die eog-,

,,dualen irrofien 14

,
d. h. drei als homogene Koordinaten anfgefafite komplexe

Zahlen a -f- & benutzte, wobei s *= vorausgesetzt wird (Geometric der Dvnamen,

Leipzig 1903, p. 199 if.) (Ill A,B4b, Gruppentheorie, Faw, Nr. 17). Weitere

georaetrieehe Anwendnngen der dualen Zahlen, s. Ill A, B 4 b, Nr. 20, 24.

S. aucb J. Griinwald, tlber duale Zablen und ihre Anwendung in der Geometrie,
Monatsh. Matb. Phya. 17 (1906), p. 81.
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wie derjenige von komplexen zu bikomplexen Elementen und Zalden

und von komplexer zu bikomplexer Geometric, mehrmals, ja sogar ins

TJnendliche wiederholt werden kaun.

18. Direkte Untersuchung der hyperalgebraischen Gebilde.

Beziehung zu den Hermite sehen Formen. In den Anm. 59
) erwahnten

Arbeiten: Un nuovo campo di ricerche geometridie hat C. Segre die

hyperalgebraischen Gebilde direkt untersucht anstatt von ihren

reellen Reprasentanten auszugehen ;
sowohl auf analytischem Wege,

indem er deren Gleichungen an die Spitze stellt, als durch syntbe-

tisehe Betrachtungen, wenn es sich um Gebilde handelt, welche

durch einfache kyperalg&raische Korrespondensen erzeugt werden,

insbesondere durch die sogenannten ,,antiprojektiven&quot; Beziehungen,
weiche eine gaiaz ahnliche Rolie spieien wie die projektiven. Eine

ein-eindeutige und kontinuierliche Beziehung zweier einstufiger Ge

bilde, welche harnionische Wiirfe in ebensolche uberfuhrt, ist im

komplexen Gebiet nieht notwendig projektiv, vielmehr kann sie

einen nicht neutralen (d. h, nicht reellen) Wurf in einen entgegen-

gesetzter Art
?
was den Sinn anbelangt (d. h. in seinen koiijugiert-

imaginaren) iiberfuhren 65
).

In diesem Falie heiJ&t die Beziehung

antiprqjektiv
6G

) ; und auch bei Gebilden hoherer Stufe unterscheiden

sich die antiprojektiven Korresporidenzen in ihrer Definition von den

projektiven nur dadurch, da8 entsprechende nicht neutrale Wiirfe von

entgegengesetzter Art sind (Segre, a. a. 0. N&quot;r. 1 3). Die Satze iiber

eindeutige Bestimmung der projektiven Korrespondenzen durch 3, 4,

5 Paare entsprechender Elemente in allgemeiner Lage und die einfachsten

Konstruktionen lassen sieh auf den antiprojektiven Fall sofort tiber-

tragen: IJnterschiede treten dagegen bei den Doppelelementen auf.

Die Untersuchung der r,Antiinvolutionen&quot; (d. h. der antiprojektiven

Beziehungen, welche init ihren luversen zusammenfallen
;

Nr. llff.)

iuhrt zur Verallgenaeinerung des v. Staudt scheii Begrtffes einer

,,Kette&quot;: eine Kette rter
Stufe ist, vom Standpunkte der projektiven

Geometric aus, mit dem Inbegriffe der reellen Eleinente einer reellen

Grundform rle* Stufe identisch.

Diese Korrespondenzen (nicht aber die sofort zu nennenden anti-

65) v. Staudt, Beitriige zur Geometric der Lage 16, Nr, 225.

66) Auf der kornplexen Geraden gibt es also, auBer den projektiven und

antiprojektiven Beziehungen, keiu^ weiteren kontinuierlichen Korrespondenzen.
welche harmonisehe Wiirfe in ebensoiche iiberfuhren. Die Frage, ob die Kon-

tinuitat der Beziehung auch iua komplexen Gebiet aus der haraionischen Eigen-
schaft bereite zu folgern iet, hat Segre a. a. 0. aufgestellt, ist aber bis jetzt

unbeantwoitet geblieben.



18. Direkte Untersuchung der byperalgebraiscken Gebilde. 251

polaren) waren kurz vorher unter dem Namen ,,Symmetralitaten&quot; von

C. Jitel
66

*) betrachtet worden; aber Segre % Untersachungen sind von

denen Juel s unabhangig, und greifen tiefer ein.

Durch die ^antipolaren&quot; Korrespondenzen der Ebene und des

Raumes werden die ,,Hyperkegelschnitte&quot; und die Hyperflachen

2. Grades&quot; erzeugt (a. a. 0. Nr. 27ftV), welche aus den samtliehen

(oo
5 bezw. oo 5

)
sich selbst reziproken Punkten der Grundform bestehen,

falls solche iiberhaupt vorhanden sind. Aus diesen Gebilden lassen

sich Buschel und hohere lineare Systeme zusammensetzen, deren

Grundgebilde in einzelnen Fallen durch antiprojektive Buschel von

Geraden oder Ebenen erzeitgt werden: bierin liegt wieder eine Ab-

weicbung von der projektiven Geometrie. Dagegen scbliefit sich die

Theorie der linearen Transformationen
,

welche einen Hyperkegel-
schnitt oder eine Hyperflache 2. Grades, d. h. die betreflende Anti-

polaritat7
in sich iiberfuhren, an die projektive Geometrie der Kegel-

schnitte und Flachen 2. Grades (III C 1
? Dingddey; 2, Staude, insb. IX:

HI A, B 4 b, Gruppentheorie, Fano, Nr. 9) ziemlich eng an. Analytisch

sind das die (spater von A. Loetvy**
b
) verfolgten) linearen automorphen

Transformationen einer Hermitc
}

schen Form, d. h. einer bilinearen

Form 2aikxfti m^- koujugiert-komplexen Veranderlichen und kon-

jugiert-komplexen Koeffizienten ( &amp;lt;4

= oAf); die daraus entstehenden

Gruppen haben G. Fubini 6Qc
)
und E. Study

&&d
) angegeben. Als An-

wendungen dieser Begriffe mogen die folgenden erwahnt werden:

1) 6r. Fubini und E. Study (a. a. 0.) haben aus den Hermite scheu

Formen, analog den quadratischen, eine Art projektiver Mafibestim-

mung (IIIA,B4b, Gruppentheorie, Fano, Nr. 9, 31) abgeleitet;

insbesondere eine elliptische und eine hyperbolische Hermitesche Mafi-

bestimmung durch Zugrundelegung einer definiten positiven Hermite-

schen Form (xl x l + #
a
#

2 + + ^^) ^er e ^ner indefiniten von

der Gestalt x
l
x

l + + xn _ 1
xn _ l

#n^n &amp;gt;

n&amp;lt;i eine parabolische

als Grenzfall der vorhergehenden. In den beiden ersten Fallen werden

66*) Bidrag til den imaginRre Linies og den imagintire Plans Geometri,

Diss. Kj6benhavn 1885; tJber einige Grundgebilde der projektiven Geometrie,

Acta math. 14 (1890) p. 1.

66b) Math. Ann. 60 (1898), p. 667; Nova Acta Leopold. 71 (1898), Nr. 8;

Math. Ann. 52 (1899), p. 688.

66 c

) Sulla teoria delle forme quadratiche Hermitiane e dei sistemi di tali

forme (Catania, Gioenia Atti (4) 17 (1904), Nr. 4; insbes. p. 36 ff.); Sulle

metriche definite da una forma Hermitiana (Veneto 1st. Atti (8) 6, 19081904;
p. 501).

66 d
) Kiirzeste Wege im komplexen Gebiet, Math. Ann. 60 (1905), p. 321.

S. auch Verh. des ni. int. Math.-Kongr. zn Heidelberg (Leipzig 1905), p. 313.
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die Kollineationen und Antikollineationen, welche das betreffende

Hermits sche Polarsystem in Ruhe lassen. als Hermite schc Bewegunyen
und Umlegungen gedeutet; die geeignet definierte ,,Entfernung&quot; zweier

Punkte bleibt dabei ungeandert; aus diesen Transformationen er-

geben sich als Grenzfall die parabolischen JSermtte schen Bewegungen
und Umlegungen. Durch Spaltung der imaginaren Veranderlichen

in ihre reellen Bestandteile lassen sich diese Gruppen JEfermife scher.

Operationen als projektive Gruppen hoherer Raume deuten.

2) Anwendungen auf Funktionentheorie. Die von E. Picard*1

)

untersuehten ^Hyperfuchs schen&quot; Funktionen von 2 Veranderlichen ge-

statten Gruppen ganzzahliger linearer Transformationen, welche als

Kollineationen der Ebene mit invariantem Hyperkegelschnitt gedeutet

werden konnen. Und ebenso wie F. Klein und R,
Fricke.*&quot;*)

fiir

eigentlich-diskontinuierliche Gruppen linearer Transformationen einer

Veranderlichen, insbesondere fiir die Gruppen mit Hauptkreis, welche

mit projektiven Gruppen eines komplexen einstufigen Gebildes mit

invarianter Kette gleichbedeutend sind, die zugehorigen Funda-

mentalbereiche definiert haben, so hat Fubini*1

*), beilaufig auch

Study (a. a. 0. 12), fur diskontinuierliche Gruppen mit einer in-

varianten Hermite schQii Form denselben BegrifF aufgestelit, und ersterer

uberdies die Existenz entsprechender Hyperfuchs scher Funktionen

bewiesen. Diese Gruppen (deren einige sich arithmetisch einfach

charakterisieren lassen) werden auch
?

wie bei einer Veranderlichen,

durch Hinzunahme von Operationen zweiter Art erweitert, Obgleich

groBtenteils nur der Fall von n = 2 Veranderlichen berticksichtigt

wird, erstreckt sich die Schluftweise auf beliebiges n. Fiir eine ge-

gebene Gruppe linearer Transformationen mehrerer Veranderlichen

hat spater A. Uwrwfal**) die Herstellung eines Fundamentalbereiches

allgemein behandelt. Die ebenfalls von Fubini betrachteten diskon-

tinuierlichen Gruppen, welche ein System JSmwfc scher Formen in

Ruhe lassen, iiriden bei weiteren Funktionen Anwendung, welche

67) Acta math. 1 (1882), p. 297; 2 (1883), p. 114; 5 (1884), p. 121; Ann.

e, norm. (3) 2 (1885), p. 357. Ansatz fiir eirie Verallgemeinemng auf n Ver-

anderiiche bei W, Wirtinger, Wien Ber. 108 (1899), p. 1239.

67 fc

) Vorlesungeu iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen, 2 Bde.

(Leipzig 189092); Vorlesungen iiber die Theorie. der sutomorphen Funktionen,

Bd, 1 (Leipzig 1897), Bd. 2, 1. Lief. (Leipzig 1901). Ferner II B 4, Automorphe

Funktionen, Fricke.

6.7
b
) a. a. 0., Gioenia Atti (4) 17 (1904), Nr. 4. Applicazioni analitiche dei

gruppi di proiettivita trasformanti in s& una forma Hermitiana, ebenda Nr. 9.

68) Zur Theorie der automorphen Fonktionen von beliebig vielen Variabeln,

Math. Ann, 61 (1905), p. 326.
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lineare Transformationeii einzelner Veranderlichen for sich oder ein-

zelner Reihen von Veranderlichen zulassen 68
**).

3) Anwendungen in der Zahtmtheorie. Die Aquivalenztheorie

und die Reduktion der binaren Dirichkt schen. Formen (1 C 2, VaMen,
C 13) und #m#schen Formen (ebenda e 15, e 11) mit ganzen kom-

plexen Koeffizienten, wie sie von Dirichlet, Hermite, Picard, Klein

und Fricke, Bianchi durchgeftlhrt warden iet, laBt sich nach Loewy
und Fubini (a. a. 0.) auf J&rwi& sche Formen mit mehreren Verander

lichen iibertragen, durch Zngrundelegen der Betrachtung von ihren

reproduzierenden Gruppen und deren Fundamentalbereicheu.

Y. Allgremeine Theorie der al^ebraigchen Gebilde von zwei und
drei Bimensionen.

19. Analytisohe Theorie der algebraisohen ebenen Kurven.

Die Theorie der algebraisehen ebenen Kurven hoherer Ordnung (III C 4,

Bersolari) ist bereits im 18. Jahrhundert verschiedentlich in Angriff

genommen worden; von Netvt&n, dessen (vielleicht schon 1678 ver-

fafite
6
*)) ,,Enumeratio linearum tertii ordinisf

1

(London 1704) drei

allgemeine Safcze tiber algehraische Kurveu enthalt; ferner von

MacLawrin, Euler, Cramer (desaen Namen noch an das nach ihm

benannte Paradoxon gebunden ist)
69

*). Einzelne Fragen haben spater

Lame (Lamc sches Prinzip), Poncelet (Klasse einer allgenieinen Kurve

wter

Ordnung und Bobittier (Polarentheorie) behandelt eib
).

Bis in die

2. Halfte des 19. Jahrhunderts war aber die Behandhmg dieser Kurven

eine iiberwiegend analytische, was nicht zu verwundern ist, da sich

die Grundbegriffe der ^algebraisehen Kurve.&quot; und ihrer
?,0rdnung

u

68*) Znerst bei E. Picard^ Sur ie^ fonctions hyperabeliennes, J. de math.

(4) 1 (1886), p. 87; H. Bourget, Toulouse Ann. 12 (1898), D, p. 1
; Spezialfall,

liach Veranlasaung von D. Hilbert, bei Stumenthal, Math. Ann. 66 (1903;,

p. 609; ebenda 68 (1904), p. 497; Deutsche Math.-Ver. Jahresb. 18 (1904), p. 120.

Ferner G. Fubini, Ann. di mat. (8) 10 (1904), p. 1; 11 (1906), p. 169, insbes. 8.

69) JR. Bali, A short account on the history of mathematics, Cambridge

1888, p. 321.

69*) C. Mac Laurin, Oeometria organic*, sive deacriptio linearum curvaruin

universalis (London 1720); De linearum geometricarum proprietatibus generalibus

tractatus. Appendix zu ,,A treatise of algebra&quot; (London 1748), franzSsische

Ausgabe Ton E, de Jonqw&res in ,,Jtf^a^g s &* g^ometrie pure
1 tParis 1866),

p. 197261; L. Eider, Introductio in analysin infinitorum, 2 (Lausanne 1748);

6r. Cramer, Introduction a 1 analyse des Jignes courbes alg^briquee (Geneve 1750).

69b) G, Lame, Examen des diff^rentes methodes . . . (Paris 1818): Poncelet,

Gerg. Ann. 8 (181718), p. 213; BoWlier, ebenda 18 (182728), p. 89, 167, 263;

19 (182829), p. 100, 138, 302.

Eucyklop. d. math. Wissensch III 1. 17
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durch die Analysis einfach aufstellen lassen, wahrend andererseits

die Begriffsbestimmung des Algebraischen den Synthetikern uberhaupt

fehlte, und der Ordnungsbegriff erst durch die Einfiihrung der ima-

ginaren Elemente (Nr. 14) der reinen Geometrie in Strenge zugang-
lich wurde.

A. F. Mobius 19
) hat diejenigen Kurven betrachtet, welche durch

einen veranderlichen Punkt fA + gB -+- hC beschrieben werden, unter

/*, 0, h beliebige ganze Funktionen wten Grades eines Parameters ver-

standen. Diese sind aber (falls n
&amp;gt;

2 ist) noch nicht die allgemein-

sten ebenen Kurven niet

Ordnung (wie Mobius selbst erkannte), sondern

nur rationale Kurven (III C5, Spezielle Kurven, Kohri).

Die allgemeine analytische Behandlung der algebraischen ebenen

Kurven, wie wir sie heute durchzufiihren pflegen, riihrt hauptsachlich

von J. Pliicker her. Ihm verdanken wir den Begriff der Gleichung
einer Kurve in Linienkoordinaten 85

).
Ini ^System der analytischen

Geometrie&quot;
71
) lieferte er (im 3. Abschnitt) eine vollstandige Unter-

suchung und Klassifikation der ebeneri Kurven 3. Ordnung, mit An-

deutungen fiber Kurven 3. Klasse; es liegt hierin schon der Typus
fur die Behandlung der Kurven hoherer Ordnungen, fur welche

in 6 einige allgemeine Satze aufgestellt werden, darunter (p. 264)

die Anzahl der Wendepunkte einer Kurve wter
Ordnung. Aus der

Tlieorie der algebraischen Kurven&quot;
72

) mogen noch hervorgehoben
werden:

1) in den ,,Einleitenden Betrachtungen^ die Schnittpunkt-

thtweme), d. h. Relationen zwischen den m-n Schnittpunkten zweier

algebraischer Kurven w*er und nter
Ordnung, die schon durch Euler,

Cramer und spater durch Jacobi u
)

in Angriff genoinmen waren, und

bei Pl-Ucker in erster Linie zur Untersuchung der ,,unendlichen

Zweige&quot; ebener Kurveu und ihrer Asymptoten dienen;

2) ini 2. Abschnitt, 4, die Tkewie der situfuldren Punkte, ins-

besondere (Nr. 68) die Beziehungen zwischen den Singularitats-

anzahlen einer beliebigen Kurve (d. h. die sogenannten Plucker $chen

70) Barycentrischer Calcul, 66 ff.

71) Berlin 1836.

72^ Theorie der algebraischen Kurven gegriindet auf eine nene Behand-

Iung8weis der analytischen Geometrie, Bonn 1839.

73) Vgl. auch Gerg. Ann. 19 (1828), p. 97.

74) De relationibus . ., J. f. Math. 16 (1836) p. 285 == Werke 3, p. 329.

76) Diese Beziehungen werden ftir den Fall aufgestellt, dafi die betreffende

Kurve nur Doppelpunkte und Spitzen, Doppel- nod Wendetangenten besitzt;

aber es liegen bereite Ajisatze fur den Fall irfherer Singularitaten vor.
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3) in dem darauffolgenden 5, eine Diskussion und Aufziihlung der

verschiedenen ebenen Kurven 4.0rdnimg (III G 5, Spezielle Kurven, Kohn).

In seineu Betrachtungeu beschrankt sieh Pliidier iiberall auf den

sogcn. ,,allgeineinen Fall&quot; uiid stutzt sich ott auf bloBes Konstanten-

/ahlen: seme Beweise bedxirfen folglicbnoch wesentlicherErganzungen
75

*).

Von 1844 an zeigte 0. Hesse in mehreren, hauptsachlich im

J. f. Math, veroffentlieht.cn Aufsatzen 76
), wie sich die Theorie dor

algebraischen GJeichungen systematise^ zur Aufstellung einer aJl-

gemeinen Theorie der Kui-ven und Flaehen anwenden lafit. Das

neue Instrument der Determmanten, welches nun der Algebra zur

vollen Veriugung stand, benutzte er meisterhaft; seine siimtlichen

Betrachtungen und Beweisniethoden sind wegen ihrer bis dahin

ungebrihichlichen Eleganz hervorzuheben. Es ergab sich dabei

dafi eine grofie Reihe geometrischer Wahrheiten als unmittelbare

Ubersetzung gewisser algcltraischer Identitaten aufgestellt werden

kounten; ein Prinzip, welches in der weiteren Entwickluug der ana-

lytischen Geometrie, und besonders in der Invariantentheorie riel-

fache Anwendung gefunden hat 76
*). Insbesondere verdanken wir

Hesse eine eingehende Untersuchung der Wendepunkte und Doppel-

tangenten ebener Kurven, wobei die Wendepunkte zum ersten

Male als Durchschnitte der vorgelegten Kurve mit der sogen. nHesse-

schen Kurve&quot; erscheinen, und die Gleichung letzterer in der be-

kannten Dc-terniinantenform auftritt
77

).
Zur Verbreitung dieser Unter-

suehungen hat das 1852 erschienene Lehrbuch von G. Salmon 78
)

wesentlich beigetragen. Einzelne Ausfuliningen uber die EntwickJung

75*) Cber derartige Erganzungen zur Methode des Koustantenzablens s.

E. Lasker, Math. Ann. 58 (1904), p. 434.

76) Vgl. auch Ge*. Werke, Miinchen 1897.

76*) Daraut hat neuerdings W. Fr. Meyer hingewiesen (Ueber das Wesen

mathematischer Beweise, Verh. d. III. int. Math.-Kongr. zu Heidelberg, Leipzig

1005, p. 667): und das ,,Identitatsprinzip&quot; hat er in einer Reihe dort zitierter Ar-

reiten zn weiterer Geltung gebracht. Vgl. noch die seitdem erschienenen Ar-

beiten: Monatsh. Math. Phys. 18 (1901), p. 138; Wien Berichte, April 1907;

Arch. Math. Phys. 12 (1907), p. 1 (Fortsetzung erscheint demnachst); Leipzig

Ber., April 1907. Das Prinzip der Methode besteht darin, den geometriachen
Inhalt grnndlegcnder Konfigurationeu auezuschopfen durch Identitaten, d. h. ge-

nauer, durch identisch Tere^;bwindende Simultaninvarianten der gegeben gedachteu
Element*. Det Vorzng der Methode, die insofern weeentlich iiber ffettse hinaue-

geht, besteht darin, daB eie zugleich alien besondern und Grenzfalien, soweit aie

mit den Bedingungen der Figur fiberhaupt noch vertraglich sind, gerecht wird.

77) J. f. Math. 41 (1851), p. 27677 = Werke, p. 26870.

78) A Treatise on higher plane curves, Dublin 1852, deutsch bearbeitet

durch TT. FV&amp;lt;er, Leipzig 1873, 2. Aufi. 1882.

17*
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dieser Theorie gehoren zu III C 4 (Berzolari), der Leistung von

A. Clebsch, welcher weiter fortgeBchrittene Gesichtspunkte verfolgte,

gedenken wir in Nr. 22 und Nr. 81. Diese Leistungen wurden spater

dureh F. Lindemann mit weiteren Ausfiihrungen in einem Lehrbuche

zusammengefafit
78 a

) .

20. OberflScaen im Raume, Das Streben nach Verallgememe-

rung, welches der EinfluB der Analysis auf die geometrischen Unter-

suchungen ausiibte, muflte dazu ffthren, die Gebilde des Raumes zu

untersuchen, welehe Analogieen mit den ebenen Kurven darbieten.

Das konnte nach zwei verschiedenen Richtungen geschehen. Indem

man die Tatsache ins Auge fafite, dafi diese Kurven durch eine

Grleichung zwischen den Koordinaten eines Punktes der Ebene dar-

gestellt warden, ergab sich als Analogon im Raume die Theorie der

Oberflachm. Wenn man hingegen eine ebene Kurve als eine Reihe

von (X)
2 Punkten aneieht, so kann man die Theorie ausdehnen, in-

dem man die Besehrankung aufhebt, dafi diese in einer Ebene ge-

legen seien; dann entsteht die Theorie der nicht ebenen Kurven oder

der Kurven doppelier Kriimmung.
Die analytische Theorie der Oberflachen schliefit sich zu Anfang

ziemlich eng an die der ebenen Kurven an. Elementare Fragen
werden fur ebene Kurven und fur Flachen gleichzeitig behandelt; in

hoheren Fragen bleibt aber die Flachentheorie ofters zuriick^ da die

veriugbaren Mittel nicht ebenso vervollkommnet sind. Ftlr Ober-

flachen beliebiger Ordnung stellten bereits Gergonm&quot;
19

} und Chasks* )

Eigenschaften auf; Poncelet bestimmte die Klasse der allgemeinen

algebraischen Flache ter
Ordnung

81
),

wUhrend Durchschnittstheoreme

yon PlJicker
9
*)

und JacoW 74
) gegeben wurden, Wesentliche Beitrage

brachten sodann Salmon und Cayley&amp;gt;;

insbesondere verdanken wir

ersterem die Zusammenfassung der Flachentheorie in einem Lehr

buche 88
). Wegen Einzelheiten und weiterer Entwicklung verweisen

wir auf III C 6, Flachentheorie (Castelnuovo und Enrigues).

78 ) Vorlesnngen iiber Geometrie von A Clebsch^ bearbeitei und heraus-

gegeben von F. Lindemann. Bd. 1, Leipzig 1876; Bd. 2 (Geometrie deg Eaumes)
Teil 1, Leipzig 1891; 2. Aufl. von Bd. 1, Teil 1, 1. Lief.

T
1906.

79) Gerg. Ann. 17 (1826), p. 265.

80) Mdmoire de g^om^trie, Anhang zum Aper^u bistorique (1, 15; 2, lOtf.).

81) M&amp;lt;5moire sur la th^orie g^n^rale des polaires r&amp;lt;ciproque8 1
J. f. Math.

4 (1829), p 1 (Anna. 16). S. insb. p, 30.

82) Gerg. Ann. 19 (1828), p. 129; J. f. Math, 16 (1837), p. 47; System der

Geometrie des Raumes (s. Anm. 36), 1. Abschn. 3.

83) A Treatise on analytic geometry of three dimensions (Dublin 1862),

deut&ch bearbeitet durch W. Fiedler (186365), 3. AuE. Leipzig 187980, 2 Bde,
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21. Ramnkurven. Rauinkurven 4. Ordnung sind als Durch-

schnitte zweier Flachen 2. Ordnung, insbesondere von Kegeln oder

Zylindern, zuerst durch Mongers Methoden der darstellenden Geometrie

untersucht worden 83
*): P. Hcicjiette, gedenkt fliichtig auch des Falles, in

welchem dieser Durcbschnitt in eine Gterade und eine Kurve 3. Ord

nung zerfallt 84
).

Rationale Raumkurven beliebiger Ordnung hat A. F.

Mobius durch baryzentrische Ausdriicke pA + qB + rC -\- sD mit

einem veranderlichen Parameter dargesteilt
8
**), und darunter den ein-

fachsten Fall der Raumkurve 3. Ordnung besonders hervorgehoben.
Die Untersuchung der allgemeinen Eigenschaften der algebraischen

nicht ebenen Kurven hat aber grofie Schwierigkeiten dargeboten.

Erst spat erkannte man, daB sich nicht jede Raumkurve als voll-

standiger Schnitt zweier Oberilachen herstellen lafit
8413

), und daB

folglich zu ihrer analytischen Darstellung zwei (und selbst drei 85
))

Grleichungen nicht immer ausreichen; daB die gleichzeitige Betrachtung
der Ordnung und der eventuellen Doppelpunkte zur Einteilung dieser

Kurven nicht hinreicht, da bereits zwei verschiedene Arten von

Raumkurven 4. Ordnung ohne Doppelpunkte existieren 86
),

und daB

von der 9. Ordnung an auch das Heranziehen der Anzahl der schein-

baren Doppelpunkte eine vollstandige Klassifikation der Kurven noch

nicht gestattet
8
^). Die ailgemeine Theorie und Klassifikation der

algebraischen Raumkurven konnte daher mit den vorangehenden
Theorieen keine vollstandige Ahnlichkeit darbieten. Wesentliche Re-

sultate verdanken wir jedoch A. Cayley, welcher 1845 die Formeln auf-

stellte, die (analog denen von Pliicker) die Zahlen der Singularitaten

einer Raumkurve untereinander verbinden 87
);

und fiir die analytische

Darstellung einerseits die Raumkurven als Durchschnitte eines ^

83*) Moftge, G^om^trie descriptive (Anm. 7*), Chap. 3.

84) Corresp. de Tec. polyt. 1 (1808), Nr. 0, p. 368.

84*) Barycentrischer Calcul, 95 ff.

84b) A. Cayley, Note sur lee byperd^terminants, J. f. Math. 34 (1847),

p. 148; insb. p. 152 = Coll. math, papers 1, p. 352.

85) L. Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraiechen

Gr66en, J. f. Math. 92 (1882), p. 1, 10; K. Th. Vdhlen, Bemerkung zur voU-

standigen Darstellung algebraischer Raumkurven, ebenda 108 (1891), p. 346.

86) G. Salmon, Oil the classification of curves of double curvature
,
Cambr.

math J. 5 (I860), p. 53; Steiner, t^ber die Flachen 3. Grades, J. f. Math. 53

(1857), p. 133, inab. p. 138.

86*) Die allgemeinste (von 36 Konstanten abhangige) C\
9 mit 18 schein-

baren Doppelptmkten kann von zwei verschiedenen Arten sein, eine (3,3), oder

eine (2,6) mit drei 6-punktigeu Sehnen als Restkurve. Man vgl. die Anm. 90
),

VI
)

zitierten Abhandlnngen von G. H. Halphen, p. 166, und M. Noethw, p. 101.

87) J. de math. 10 (1845), p. 245, englisch in Cambr. math. J. 5 (1850;, p. 18.



258 HI A B 4 a. Gino Fano. Gcgensatz v. synthctiacher u. aualytischer Geometrie.

(d. h. einer Flache wtor
Ordnung mit (w l)-fachem Punkte) uiid

eines Kegels herstellte, welche sieh auBerdem nur in einer gowissen

Anzahl von Geraden treffen 88
),

und andererseits die Gieichung des

Linienkomplexes heranzog, welcher aus den samtlichen Gcraden be-

stehty die die vorgelegte Kurve treffen*9). Einen bemerkenswerten

Fortschritt machte diese Theorie durch die beiden von der Berliner

Akademie 1882 preisgekronten grundlegenden Abhaudlungen von

G. Halphen**) und M. Notther*1

).
Den nicht ebenen algebraischen

Kurven sind einzelne Kapitel in Salmon-Fiedler, Analytische Geometric

des Raumes 2, gewidmet
83

).
Fxir weiteres verweisen wir auf III C 8,

Rauinkurven (Rohn).

22. Zusammenhang mit der projektiven Invariantentheorie.

Der analytisch behandelten projektiven Geometrie der algebraischen

Gebilde verdankt die ,,Formmilieorie
ii oder (lineare) ,,Invariantcntheorie&quot;

(I B 2, Meyer) einen bedeutenden AnstoB, sowie unigekehrt letztere durch

ihre darauf folgende Entwicklung an der Ausbildung der analytischen

Theorie der algebraischen Gebilde groBen Anteil hatte. Es lag

die Bemerkung nahe, daB die geonietrischen Eigenschaften eines Ge-

bildes durch analytische Bildungen oder Gleichungen darstellbar

sein mufiten, welche in bezug auf die iinearen Transformationen

der Veranderlicheu, die eincr Koordinatentransformation entsprechen

und im Falle ^projektiver* Eigenschaften^ in bezug auf allgemeine

lineare Transformationen der Koordinaten invarianten Charakter

aufweisen (wozu das Doppelverhaltnis das einfachste Beispiel lieferte).

Die Theorie der algebraischen ebenen Kurven hatte auch zu inehreren

Gebilden (.Bes^ sche Kurve, Steincr sche Kurve; III C 4, Berzolari,

Nr. 7) gefiihrt, die zu einer vorgelegten Kurve eine invariante Be-

ziehung haben. Es entstand nun die Frage, wie und was fur in

variante Bildungen sieh allgemein aus einer vorgelegten algebraischen

Gieichung oder Form ableiten liefien. Zur Beantwortung dieser

Frage hatten, von anderen Gesichtspunkten ausgehend, seit ca. 1845 die

englischen Mathematiker, insbesondere A. Cayley, G, Salmon, J. J. Syl-

vester, wesentliche Beitriige geiiefert, andererseits auch Ch. Hermite und

88} Paris C. R. 54 (1862), p. 55, S9G, 672; ebenda 58 (1864) p. 994. Oder

auch: Coll. math, papers 5, p. 7, 24

89) Quart. J. 3 (1860), p,225; ebenda 5 (1862), p. 81. Oder auch: Papers 4,

p. 446, 490

90) Memoire sur la classification den courbes gauches alg^briques, J. ec

poiyt. 52 (1882), p^ 1.

91) Zur Grundlegung der Theorie der alpebraischen Raumkurven, Berlin

Abhandl. 1883. Auszug in J. f. Math. 93 (1882), p, 271.
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F, Brioschi (vgl. I B 2, J/et/gr, Nr. 2), als 1858 S. Aronlwld an dem Beispiele

der ternaren kubischen Form 93
) den Zusainmenhang dieses Gebietes

rait der projektiven Geometrie entwickelte und etwas spater
93

)
seine

prinzipiellen Ideen allgemein darlegte. Nach ihm nimmt A. Clebsch diese

algebraiseh-geometriseben Entwicklungen auf, kniipft an die Arbeiten

der englischen Matbematiker an, bedient sich mit Vorliebe der Deter-

mmantentheorie und insbesondere dps Multiplikationssatzes der Determi-

nanten als algebraischeu Hilfsmittels
;
und steigt in Anlebnung an die

projektive Anschauungsweise zu allgenieinen invariantentbeoretischen

Problemen der Theorie der algebraiscben Kurven und Flachen auf 94
).

Die Inrariatitmtheorie liefert em cdlgewemes Prinzip welches bis

dahin feblte zur Entdeckung yeometrischer Wahrheiten auf ana-

lyfochem Wege; sie gibt allgemeine Metboden (vgl. I B 2) , um
aus einer gegebenen Form / deren Invarianten und Kovarianten abzu-

leiten, und diese, gleicb Null gesetzt, liefern ausscbliefilich und voll-

standig diejenigen Gleichungen, welche projektive Eigenscbaften des

Gebildes /
= ausdrlicken oder weitere mit f=0 projektiv zu-

samuienhangende Gebilde dar^stellen (III A, B 4b, Gruppentheorie, Fano,

Nr 34, 35).

*%. GraDniaun s lineale Erzeugung der Kurven und Flaehen.

Zum allgemeinen BegiijGP der algebraiscben Kurve baben sicb die

Synthetiker nur sehwer erheben konnen, und die sogenannten ,,geo-

metriscben Tbeorieen&quot; der Kurven und Flacben waren lange Zeit hin-

durch nicbt rein syntbetiscb, ofters auch unvollstandig.

H. Grafitnann bat 1846 benierkt 95
),

daB die gewohnlicbe pro

jektive Geometrie zur allgemeinen Bebandlung der Kurveii 2. Ord-

nung zwar ausreicht, nicht aber zu derjenigen der Kurven boherer

Ordnung, da man durch projektive Erzeugung nur zu besonderen

Kurvengattungen gelangt. Um allgemeine Kurven w*6* Ordnung zu

erzeugen, stellte er folgenden (in der ,,Ausdebnungslehre&quot; von 1844

bereits ausgesprocbenen
95a

) ) Hauptsatz auf (III C 4, Algebraische Kurven,

Berzolari, Nr. 10):

?
,Wenn die Lage eines beweglichen Punktes X in der Ebene da-

durcb bescbrankt ist, da6 ein Punkt und eine Gerade, welche durch

92) J f. Math. 55 (1858), p. 79.

93) J. f. Math. 62 (1863), p. 281.

94) Man vgl. den Nachruf fur Clebsch in Math. Ann. 7 (1874), p. IS u. ff.

95) Grundziige zu einer rein geometrischeu Theorie der Kurven mit An-

wendung einer rein geoinetrischen Analyse, J. f. Math, 31 (1846), p. Ill

= Gee Werke 2 1

(Leipzig 1JK&amp;gt;4), p, 49

96*} 145 48 = Gee. Werke I 1
, p. 245 ff.
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Konstruktionen vermittelst des Lineals aus jenein Punkte X und aus

einer Reihe fester Punkte und Geraden hervorgehen, zusammenliegen
sollen (d. h. der Pnnkt in der Geraden liegen soil), so beschreibt der

Punkt X ein algebraisches Punktgebilde, und zwar vom wten
Grade,

wenn bei jenen Konstruktionen der bewegliche Punkt w-mal an-

gewandt 1st.&quot;

Darauf folgt der duale Satz iiber die lineale Erzeugung der

Tangentenenveloppe einer Kurve wter Klasse. In einer weiteren Ab-

handlung
96

)
wird der unagekehrte Satz aufgestellt, dafi sich auch

jedes Punkt bezw. jedes Geradengebilde nten Grades in der an-

gegebenen Weise erzeugen laBt. Der Beweis kommt darauf hinaus,

dafi die Gleichung Jf(x, y)
= des Gebildes in die Vorschrift fur

die Bauart des erzeugenden Mechanismus umgesetzt wird. Fiir Ge-

bilde 3. und 4. Grades werden die verschiedenen Erzeugungen einzeln

diskutiert 97
).

Fiir Oberttachen im Raume wird ein entsprechender Satz aut-

gestellt
98

),
wobei das Zusammenliegen eines Punktes und einer ge-

raden Linie durch die Bedingung ersetzt wird, dafi zwei durch lineale

Konstruktionen gewonnene gerade Linien in einer Ebene liegen sollen.

Das ist aber blofi eine geometrische 7)Erzeugung&quot; von allgemeinen

Punktgebilden gegebenen Grades; als ,,Definition&quot; derselben und des

Grades liegt immer noch die analytiscne zugrunde. Auch wenn

Grafimann die Kurven (m + n}*** Ordnung durch projektive Biischel

von Kurven mter und wter
Ordnung erzeugt, und zugleicb erkennt, daft

diese Erzeugung stets moglicb ist
99

),
sind das nur einzelne Fragen,

und von einer eigentliehen Kurventheone ist bei ihm noch keines-

wegs die Rede.

J. Luroth hat vermittelst seiner Wurftheorie bewiesen 100
), dafi

die Grafimann scken. Punktgebilde nten Grades von jeder geraden

Linie in n Punkten getroffeu werden, und daB zwei Punktgebilde

wten und w*60 Grades sich in m n Punkten schneiden. Es wftrde

sich folglich eine geometrisehe Theorie der ebenen algebraischen

96) J. f. Math. 42 (1861), p. 187 =--= Werke 2\ p. 80.

97) J. f. Math. 38 (1848), p. 177; 44 (1862), p. 1; 62 (1856), p. 264 = Werke
2 1

, p. 73, 109, 218.

98) J. f. Math. 49 (1865), p 1. und weitere Noten, ebenda bis p. 66 =
Werke 2 l

, p. 136198.

99) Die hahere Projektivitat und Perspektivitat in der Ebene dargestellt

durch geometrische Analyse, J. f. Math, 42 (1861), p. 193; Die hohere Projek

tivitat in der Ebene dargestellt durch Punktionsverknupfungen, ebenda p. 204

= Werke 2 1
, p. 86, 99.

100) Vgl. die Anm. 52) zitierte Abhandlung in Math. Ann. 8 (1874), p. 145.
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Kurven dadurch aufstellen lassen, daB man deren Erzeugung nacb

Grafimann als Definition zugrimde legt, und darauf die Schnittpunkt-

theoreme nacb, v. Staudt und Ltiroth beweist. Diese Tbeorie ist aber

nicht weiter verfolgt worden. Von Mafiverhaltnissen wiirde dabei gar
nicht geredet werden; es fragt sich aber, ob eine Theorie, welche der

Weiterfiihrung des Reehnens mit Wurfen bis zu Eliminationsproblemen

bedarf, als rein synthetisch zu bezeichnen ware. Auch Liirotk scheint

die Sache in diesem Sinne als fur noch nicht erledigt zu halten 101
).

24, Algebraisch-geometrische Theorieen. Cremona. In einer

1848 der Berliner Akademie eingereiehten Mitteilung von J. Steinerm)

werden einige Satze aus der Polarentheorie der ebenen Kurven ohne

Gebrauch der Koordinaten angefuhrt, und zugleich treten die be-

merkenswerten zu einer gegebenen Kurve kovarianten Kurven auf,

die heute Steiner *, Hesse s und Cayletfs Namen tragen. Bei M. Chasles 10
*)

und E. de Jimquieres
lQ4!

) konzentriert sich das Hauptinteresse auf die

wahrscheinlich unabhangig von Graftmann erdachte) Erzeugung alge-

braischer Kurven durch projektive Buschel von Kurven niederer Ord-

nungen, welche auf die Konstruktion von Kurven durch vorgelegte

Punkte vielfach angewandt wird. EB war das ein Mittel, um sich von

der rein analytischen Behandlung dieser Kurven raindestens teilweise

frei zu machen. In der ,,Introduzione ad una teoria geometrica delle

curve piane&quot;
wb

) beweist L. Cremona in einheitlicher und vielfach

geometrischer (wenn auch nicht iinrner einwandsfreier) Methode ajle

wichtigeren Satze, die von den vorhergehenden analytischen Geometern

erfunden wordeii waren, und fiigt auch neue Resultate hinzu. Eine

solche Darstellung lieferte er kurz nachher auch fur Oberflachen l06
).

101) a. a, 0. p. 14849.

102) Berlin Ber. 1848, p. 310; unter dem Titel: \llgemeine Eigenschaften
der algebraiechen Kurven in J. f. Math. 47 (1861), P- 1 abgedruckt = Ges. Werke,

aerausg. von K Weierstrafi, Berlin 188182, 2, p. 493. S. aueh die darauf-

folgende Abhandlung: (Tber solche algebraische Kurven, welche einen Mittel-

punkt haben nsw., J. f. Math. 48 (1851), p. 7 = Werke 2, p. 501.

103) Paris C. E. (36) 1863, p. 943; 37 (1853), p. 272, 372, 437; 41 (1855),

p. 1102, 1190; 46 (1857), p. 318, 1061; J. de math. (1) 19 (1864), p. 366.

104) Melanges de geoinetrie pure, Paris 1856 (vgl. insbesond. chap. IV);

Essai sur la generation des courbes geometriqueB . . .
,
Paris [Sav. tr.] Me&quot;m.

pree. (2) 16 (1858), p. 159 (Bericht von Jf. Chasles in Paris C. R. 45 (1857),

p. 318). Anwendungen uf Kurven 3. und 4. Ordnung in J. de math. (2) 1

(1856), p. 411
;
2 (1857), p. 153, 249, 267.

106) Bologna Mem. 12 (1862), p. 305, in deutecher frbersetxung durch M. Curtze,

Greifswald 1865. Im 2. Abschnitt (Polarentheorie) werden auch die von Steiner

in obiger Mitteilung ausgesprochenen Satze bewiesen.



262 in A B 4a. Gino Fano. Gegensatz v. synthetischer u. analytischer Geometric

Diesen Untersuchungen liegen aber, iu mehr oder weniger sicht-

barer Form, analytische Begriffe und Satze zugrunde Die beiden

Satze, die Cremona in seiner ,,Introduzione&quot; Nr. 36 37 als r,Porismi

di CJwsles&quot; anfiihrt 106
*), sind mit der Gleichung einer ebenen Kurve

in Punkt- bezw. in Linienkoordinaten gleichbedeutend, Die Polaren

theorie der ebenen Kurven und der Flachen stutzt sich auf die

Polarentheorie der einstufigen Gfebilde, welche analytisch begrfindet

wird. Der Satz, daB zwei projektive Biischel von Kurven mter

und wter
Ordnung eine Kurve von der Ordnung m -f- n erzeugen;

be-

ruht auf Involutionsbetraehturigeri
107

), welche ebenfalls einer analy-

tischen Begriindung bediirfen. Die ganze Auseinandersetzung beruht

wesentlich noch auf dem Fundamentalsatze der Algebra: wir haben es

so zu sagen mit einer ,,algebraisch-geometrischen&quot; Tlieorie der Kurven

und Flachen zu tun; was als geometriscli erscheint
;

ist ofters uur

eine geometrische Umformung von algebraischen tJberlegungen.

F, Schurm] hat die Polarentheorie der ebenen Kurven geo-

metrisch aufzubauen versucht, indem er von dem als bekannt voraus-

gesetzten Falle einer Kurve wter
Ordnung auf denjenigen einer Kurve

(n + l)
ter

Ordnung schliefit, wobei aber noch drei Fundamental

satze der Algebra entlehnt werden miissen. Ob dadurch auch nur

,,die Anwendung der Algebra auf ein kleineres Feld eingeschrankt

wird&quot;,
ist zweifelhaft.

25. Ansatz von H. Thieme. Eineii Ansatz zu einer eigentlichen

rein geometrischen Theorie der algebraischen Gebilde von beliebiger

Ordnung durch wirkliche Konstruktion der betreffenden Polarsysteme

hat H. Thieme gegeben
109

) (HI C 4, Bcrsdari, Nr. 5, 11).

Thieme stellt sich die Aufgabe, Systeme von Punktgi-uppen einer

Geraden, von Kurven einer Ebene, und von Flachen zu konstruieren,

welche fur ein derselben Dimension angehoriges Gebiide der nachsten

106) Preliminari di una fceoria geometrica delle superficie, Bologna Mem.

(2) 6 (1866), p. 91; 7 (1866), p. 29; deutsch fibertragen durch Curtze, Berlin 1870.

106*) Chasles, Aper^u historique, 2. Aufl., p. 280.

107) Jonquieres, Melanges . .
., p. 174; Cremona, Introduzione . . ., p. 346

u. 323. Diese Betrachtungen wurden spater durch Chasles, Paris C, R. 58 (1864),

p. 1175, zu dem nach ihm benannten .^orrespoaden/prinzip (HI C 3, Abzahlende

Methoden, Zeuthen, Nr. 12 u. ff.) formuliert und zur allgemeinen Beweismethode

gemacht. Vgl. auch C. Segre, Bibl. math. N. F. 6 (1892), p. 33.

108) Eine geometrische Ableitung der Polareigenschaften der ebenen Kurven,

Zeitschr. Math. Phys. 22 (1870), p 220.

109) Die Definition der geometrischen Gebiide durch Konstruktion ihrer

Polarsysteme, Zeitschr Math, Phys. 24 (1878), p. 221, 276. Vgl. auch Math. Ann.

20 (1882), p. 144,
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Ordnung Systeme erster Polareu sind. Dadurch eiitsteht eben die

Moglichkeit ,
diese Gebilde rein geometrisch zu definieren; nainlich

aU ,,0rdnungsgebilde&quot; ihrer Polarsysteme, wie es v. Staudt fiir die

Gebilde 2. Grades gemacht hat. Und in der Tat konstruiert Tfiietne

das (auf den Pimktraum prqjektiv bezogene) Polarengebiisch einer

Flache (n + 1 )

ter
Ordnung, sodann auch ein Buschcl, ein Biindel

und erne beliebige lineare Mannigfaltigkeit von Ordnungsflachen
solcher Polarsysteme, unter der Voraussetzung, die ja fur n =*= 2

erfullt ist. da8 die entsprechenden Konstrukt.ionen und Eigenschaffcen

fur Flachen w* *

Ordnung schon abgeleitet sind. Dabci betrachtct

er aber nur reelle Elcmmte\ und der Satz fiber die Schnittpunkte

einer geraden Linie rait einer ebenen Kurve oder Flache tritt

bei ihin nur in der einfacheu Form auf: ,,KuiTen und Flachen

(n -f- 1
)

ter
Ordnung enthalten von einer Geraden hodtstcns n -f- 1 oder

alle Punkte&quot;
110

). Allerdings konnte seine Auseinanderset/ung grofiten-

teils auch fur den Fall kompiexer Elemente aufrecht erhalten werden,

aber die Hauptschwierigkeit, der Beweis des prazis formulierten Schnitt-

punkttheorems, ware uocb zu iiberwmderi.

In einem weiteren Aufsatze 1U
) wird diese Aufgabe speziell fur

Flachen 3. Ordnung behaiidelt, unter Zugrundeleguug der Theone der

Flachen 2. Ordnung und ihrer linearen Systeme.

Trotz seiner unvollstandigeii Durchfiihrung war Thieme s Ansatz

richtig. Wollte man die algebraischeu Gebilde dritten und hoheren

Grades nach v. Stoudfs Muster ins Auge fassen und durchaus im

Gebiete der reellen Elemente bleiben, so muBte man damit beginnen,

von den gewolmiicken Polarsystemen, d. h. von den bilinearen Ver-

wandtschaften
,
zu den ,.tri linearen&quot; 2aihkxi

xh xk
^ un^ weiter

hinaufzusteigen , wozu eben die obigen hoheren Polarsysteme ein

erster Ansatz sind 112
). Ausfiihrlicher und systeniatischer hat das N. De

Paolis gemacht, leider ohne damit zu Ende zu kominen (vgl. Nr. 27).

110) a. a. 0. Zeitsckr. Math. Phya. 24, p. 284.

111) Die Flachen dritter Ordnung als Ordnungsfliichen von Polarsystemen,

Math. Ann. 28 (1886), p. 133

112) Die w-linearen Verwandtschaften einstufiger Gebilde sind in neuerer

Zeit und hauptsachlich far = 3 in mehreren Arbeiten untersucht worden.

Andeutungen aind schon bei F. August, De superficiebus tertii ordinis, Diss

Berlin 1862, zu finden. Ausfiihrlicher und systematischer bei J. Itosanes, Cber

linear -abhangige Punktsysteme ,
J. f. Math. 88 (1879), p. 241 9; H. Schubert,

Die trilineare Beziehung zwischen drei einstoiigen Grundgebilden ,
Math. Ann.

17 (1880), p. 457; B Klein, Theorie der trilinear symmetrischen Elemental-

gebilde, Marburg 1881; (7. Le Paige et F. Folie, Braxelles M^m. 42 (1879),

43 (1882), 45 (1884); Bruxelies Bull. (3) 5 (1883): G. Castdwtovo, Studio
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26. Aufstelhmg der rein synthetischen Kurventheorie durch
E. Kotter. Die zahlreichen Versuche, eine rein synthetische Theorie

der algebraischen Grebilde zu begrfinden, hatten erst dann Erfolg,

als die Berliner Akademie in den Jahren 1884 und 1886 eine

darauf beziigliche Arbeit fur die Verteilung des Steiner svhen Preises

verlangte. In E. Kotter s Preisarbeit von 1886 lls
) wird eine solche

Theorie, wenn auch nicht vollstandig durchgefuhrt, doeh bis zu

einem gewissen Punkte entwickelt (III C 4, Berzolari, Nr. 11).

E. Kotter geht von der Bemerkuug aus, daB der hohe Grad em-

facher und sicherer Begriindung der Tatsachen in der analytischen

Geometric erstens darauf beruht, daB in die Fundamenfce die imagi-

ginaren Grofien vollstandig aufgenommen sind, zweitens aber darauf,

dafi vor Eintritt in dieselbe die Theorie der ganzen Funktionen

einer und mehrerer Variabeln erledigt ist. Insbesondere setzt man
als bekannt voraus, daB eine ganze Funktion einer Variablen und

nten Qrades n im allgeineinen verschiedene Nullstellen besitzt
;
und daB

zwei ganze Funktionen zweier Variabeln mten und n**n Grades fur

m n Wertepaare der Variabeln zugleich verschwinden (Bezout s Theorem,
I Bib, Netto, Nr. 6).

Was den ereten Punkt anbelangt, so gibt v. Staudtfs Theorie der

imaginaren Elemente die geometrische Ubersetzung der analytischen

Theorie. Und vom 2. Kapitel an sind fiir Kotter reelle und imaginare
Elemente gleichwertig.

Das Ersatzmittel fCir die Theorie der ganzen Funktionen

tindet E. Kotter in der Theorie der Involutionen. Wie eine Punkt-

gruppe analytisch durch eine Gleichung w4611 Grades dargestellt wird,

so kann sie geometnsch als ,,Komzidenzgruppe&quot; zweier projektiver

Involutionen fixiert werden, d, h. als System derjenigen Elemente,

deren jedes zwei entsprechenden Gruppeii projektiver Involutionen

IM und In _ m gemeinsam ist. Als allgemeine Beweismethode be-

sulle omografie di 2a specie, 1st. Venet. Atti (6) 5 (1887); F. London, Zur

Theorie der triliuearen Verwandschaft dreier einstufigeu Grundgebilde ,
Math.

Ann. 44 (1893), p. 345. Mit der Theorie der trilinearen Verwandschaften ebener

Systeme hat sich lange Zeit hindarch G. Hauck beschattigt (J. f. Math. 95

(1883), p. 1, insbes, 3; ebenda 97 (1884), p. 281; 98 (1884), p. 304; 108 (1891),

p. 25; 111 (1893), p. 207), welcher zu derselben zunaehst dadurch gelangte, dafi

er vom Gesichtspunkte der darstellenden Geometric aus die Beziehungen unter-

suchte. die zwischen drei Projektionen eines und desselben ebenen oder raum-

lichen Systems obwalten.

113) Grundzuge einer rein geometrischen Theorie der algebraigchen ebenen

Kurven, Berlin Abhandl. 1887.
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nutzt er den SchluB von n auf n + 1
,

indein der Fall n = 2 aus

der gewobnlichen projektiven Geometric wohlbekannt 1st.

Auf die Lehre der Involutionen folgt diejenige der ^Involutions-

netze&quot; zweiter und boberer Stufe. die den linearen Systemen binarer

Formen eotsprechen; aus diesen werden gewisse oo 1 Reihen \on

Panktgruppen berausgeboben, die sogen. ,J.nvolutionen p*** Ranges&quot;,

welcbe sich zu ersteren gerade so verhalten, wie ein Kegelschnitt oder

eine Rauuikurve 3. Ordnung zur Ebeue bezw. zum Raume. Zwei

Involutionen w ter

Ordnung, p** Ranges und wter
Ordnung, vteu

Ranges
konnen projektiv aufeinander bezogen werden, und baben ini all-

gemeinen mv + rip gemeinsame Stellen.

Im 4. Kapitel werden (iminer durcb Scblusse von n auf

n -f- 1) die Lebrsatze iiber die Erzeugung der algebraiscben Kurven,

ihre gemeinsamen Punkte und ibr Zusammenflieben zu Biiscbeln,

Netzen usw. begrundet. Zwei zueinander projektive BUschel von

Kurven wtel und (n m)
in

Ordnung erzeugen eine Kurve w*
er Ord

nung (d. b. ein Punktgebilde, welcbes von einer Geraden allgemeiner

Lage in n Punkten getroffen wird). Zwei Kurven twter und ter Ord

nung, deren gemeinsame Punkte fiir beide einfacb sind und vonein-

ander verschiedene Tangenten besitzen, haben stets m n Scbnitt-

punkte. Darauf folgen weitere Scbnittpunkttbeoreme und Satze

tiber Polarentheorie; zuletzt wird die Grapmanrische lineale Er

zeugung der Kurven wter
Ordnung auf die Betrachtuug der allgeraeinen

n-linearen Verwandtscbaft verallgemeinert, und von da aus eine Kon-

struktion der Kurve niei
Ordnung durcb

*
--- --

gegebene Punkte

gewonnen
u

*).

37. trntereuchungen von B. De Paolie. Die Kotter whe Tbeorie

der ebenen Kurven darf vielleicbt nocb der SfeiVterscben Ricbtung

(Nr. 9, 10, 24) zugerecbnet werden, insofern der Verf. an der Idee

festbalt, Kurven beliebiger Ordnung durcb projefctive Biischel von

Kurven niederer Grdnungen zu erzeugen. Dagegen kouinit die gleicb-

zeitig durcb J?. De Paolis erdacbte Loaung desselben Problems der

v. StaHdfaeben Definition der Kegelscbnitte durcb Polarsystenie naber;

aber die von ibin begonnenen Untersuchungen wurden leider durch

seinen 1892 erfolgten Tod abgeschnitten.
De Paolis hatte seinen Ausgangspimkt nocb. weiter zuriickverlegt7

und

114) Erg&nzungeu (Erzeugung voii Kan-en mit vielfachen Punkten, Polaren-

theorie, Jacofti sche Kurve eines Netzes, Hesse sche Kurve) lieferte Ktitier in der

Abhandlung: Die J&sse sche Kurve in rein geometrischer Benandlvmg, Math. Ann.

34 (1889), p. 123.
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war von den eigentlicben Grundlagen der Geometric ausgegangen (III C 4,

Berzolari, Nr. 11). Seine
,}
Teoria dei gmppi geomcforic-i t dette corri-

spondenze dw si possono stalilire tra i low dementi&quot;
11*

) entkalt

Betrachtungen aus der Analysis situs (III A, B 3, IfeJm UJK! Hwxja,a,rd\

insbesondere aus der Zusaminenhangstheorie der Flaclien, mit rein

geoinetrischen JBeweisen yon Satzen fiber kontinuicrliche Korrespon-

denzen, welche mit analytischen Satzen von Weierstrafi and G. Cantor

gleichbedeutend sind. Dies kann als derjenige Teii der Geometric ange-

sehen werden, welcber der ^allgemeinen Funktionentbeorie^ entspricht.

Die zweite Abhandlung ,,Le corrispondenzeproiettwe mile forme geomctrwJte

fondamentali di T
specie&quot;

116
) entspnclit der Thcorie der algebraiscben

Punktiohen einer Veriinderlichen. Die Grundlage zu dieser Theorie

gibt eine rein geometriscbe Untersuchnng der w-iinearen Verwandt-

schaften zwischen n einstuiigeii Gebilden: dabei werderi die Elemente

dieser Gebilde zu oon ~ J - Scharen von Gruppen aus n Elementen

(,,aggruppamenti proiettivi di ordine n &amp;lt;f

) zusammengefafit, welche da-

durch charakterisiert sind, dafi wenn man n 2 Elemente einer

Gruppe (oder eines Punkt-w-tupels) auf den bez. Gebilden als fest

anniinmt, die beiden fibrigen stets projektive iieilien beschreiben.

Es 1st das das geometrische Bild der w-linearen Gleichung ax o&amp;gt;

v
a

z
-- == 0,

welche alle Polargleichungen in Cibilden erster Stufe, sowie auch die

Gleichung der allgemt^inen Korresporidenz (m, n) als Spezialfalle um-

fafit. Bei zusaninvenfallenden Gebiiden liefern die obigen 7&amp;gt;aggrup-

pamenti proiettivi
*
die Involutionen nt6T

Ordnting und (n 1 )

ter
Stufe,

und als Durchschnitte letzterer erhiilt man diejenigen niedrigerer

Stufe. Eine Involution wter
Ordnung und ( l)

ter Stufe und eine (in

dieser uicht enthaltene) 1. Stufe und ebenfalls wtcr
Ordnung haben

stets eine gemeinsame Punktgruppe: durch diesen Satz, welcher

den Fundamentalsatz der Algebra ersetzt, wird die notwendige

Grundlage zu den weiteren synthetischen Untersuchungen gewonnen.
Ebonso wie sich der Fundamentalsatz der Algebra in rein algcbraischer

Weise nicht begriinden lafit, so mufi auch der Beweis dieses Satzes

aus den allgemeinen Betrachtungen von Abh. 115
) iiber kontinuierliche

Korrespondezen gefolgert werden.

Diese beiden Abhandlungen waren Ausarbeitungen des 1. und

2. Teiles eines Manuskripts, welches der Verf. Ende 1887 der ,,Acca-

demia dei Lincei&quot; zu einem Preisbewerb eingereicht hatte. Von den

116) Mem. Soc. it. se. (3) 7 (1890), Nr. 6. Auszug. mit weiteren Unter-

Kuehunjreii, in Ann. di mat (2) 18 (1800), p. 99.

116) Torino Mena. (2) 42 (1892), p. 496. Bericht VOD C Segre in Torino

Atti 27 (1892), p. 366.
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weiter vorgenommenen Untersuchungen ,
welche die rein synthe-

tische Theorie der algebraischen ebenen Kurven liefern sollten, lag

im Manuskript als 3. Teil ein kurzer Entwurf vor, welcher nach.

dem Tode des Verf. durcli C. Segre verdffentlicht wurde 113
).

Dieser

enthiilt bereits die geometrische Definition der Kurve wwr
Ordnung

durch eine Art w-linearer Verwandtschaft, und den Satz iiber die

Schnittpunkte zweier Kurven wter und n* 1

Ordnung
118

}.

YI. Mehrdimeusionale algebraisclie Geometric.

28. Ausatze zur analytischen Auffassung mehrdimensionaler

Raume. Es war nur eine durch unser Anschauungsvennogen ver-

anlafite Einscbrankung, datJ wir uns in der Geometric lange Zeit

auf Betrachtungen von hochstens drei Diniensionen bezogen. Aber

nacbdem die Anw^ndung der Algebra auf die Geometric gezeigt

batte, wie die anaiytischen Tatsacben, weicbe niit der Theorie der

Funktionen einer, zwejer oder dreier Variabeln verkniipit sind, einer

den Sinnen zuganglichen Darstelluug fahig sind, lag es nahe, nach

einer solchen Darstellung auch fiir den Fall einer grofieren An-

zabl von Variabeln zu fragen; und iblglicb, uni auch die Analogie
der Spracbe zu bebalteu. nicht nur von vbeliebig ausgedehnten Mannig-

faltigkeiten^ , sondern von rmehrdimensionalen Rauuien&quot; ilHABl^
Enrtqucs, Nr. 15; III C 9. Segre) zu reden. Das geschah zunaehst,

ohne daB man sich irgendwie um die Existenz solcber Raume
kummerte (die man als eine mebr metaphysische als mathematische

Frage betrachtete) ; aber, mochte diese Darstellung eine sinnlich wahr-

nehmbare oder eine ubersinnliche sein
;
man fand sie doch niitzlicb

und machte davon wiederholten Gebrauch.

Die erste Audeutung iiber eine solohe Auffassuug hat vermutiich

A. Cayley in seiuen ^Chapters in the analytical geometry of (n) di

mensions&quot;
119

) gegeben ;
aber erst 1869 fiihrte er sie im ^Memoir on abstract

geemdnf*
3
*) naher aus. A. Cauchy bemerkte, wie die mehrdimensio-

nale Geometrie geeignet sei:
??
a eclaircir un grand nombre de questions

delicates&quot; et ,,a guider le calculateur au milieu des difficultes&quot;
lfl

). Den

117) Teoria generale delle comqpondenze proiettive e degli aggruppamenti

proiettivi neUe forme fondamentali a due dimension! , Roma Line Rend. (5) 3

(1894, 2. sem.X p. 225 (datiert vom 30. Dez. 1887).

118) Man vgl. anch C. SegrSa Nachrof far De Paolis in Palermo Rend. 6

(1892), p. 208

119) Cainbr. math. J. 4 (1843), p. 119 =-. Coll. math, papers 1, p. 55.

120) Lend. Trans, 160 (1869), p. 51 = Papers 6, p. 466.
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Begriff einer w-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit hat H. Graflmann in

seiner Ausdehnungslehre von 1844 allgemein aufgestellt, indem er seine

,,Systeme nie:
Stufe&quot; aus einer beliebigen erzeugenden Figur durch

n verschiedene Gesetze der Anderung&quot; hervorgehen lieB. Diese

Erzeugungsweise tritt auch in B. Ri&nanrts Habilitationsscbrift von

1854 18jr
) auf

?
in welcher als wesentlicbes Kennzeichen einer w-fach

ausgedehnten Mannigfaltigkeit verlangt wird, ,;
daB sicb die Orts-

bestimrnung in derselben auf n Groftenbestimmungeii zuruckfuhren

laBt&quot;
132a

).
Hiemann Verfolgt dann speziell die

?&amp;gt;

Mafiverbaltnisse&quot; einer

solchen Mannigfaltigkeit ,
und dieser Gedanke bat sicb nacb vieleu

Ricbtungen entwickelt (III A. B 1, Prinzipien der Geometric, Eiwiqws,
Abscku. VA; III D 10, Differentialgeometrie mebrdimens. Mannigf.,

Staekd\ Insbesondere tntt durch Hiemann nnd E. J3eltramim)
der

Begriif der verscbiedenen Krttmmungen dieser Mannigfaltigkeit in den

Yordergrund, and das Hauptinteresse konzentriert sich auf die

Mannigfaltigkeiten ^konstanter Kriimmung&quot;, welcbe eine
--^---facbe

Scbar von Bewegutigen gestatten. A. HdknMfa 1

**) yersucbt dagegen
die Mannigfaltigkeit durch die Existenz dieser Scbar von Bewegungen
zu charakterisieren, wnd von bier aus auf ibre MaBverbiiltnisse zu

scblieBen: ein Problem, dessen strenge Bebandlung sjiater S. Lie

lieferte
184

*) (II1AB1, Enriques, Abscbn. V B)

29. Mehrdimensionale Raume veraulafit durcJi Betrachtung

beliebiger Baumelemente. In Graflmanris Erzeugung der ,,Systeme

121) M^inoire BUT Jes lieux analytiques ,
Paris 0. R. 24 (1847), p. 885 =

Oeuvres 10, p. 292295.

522) CTber die Hypothesen, welche der Geometric zugrunde liegen, Gdtt.

Abh. IS, oder auch Gee. Werke (Leipzig 1876), 2. An 8. 1892, p. 272 u. ff. Man

vgj. auch die Cornxneatatio mathematica, ebenda p. 403.

122*) Das ist aber bente als unzureichend erkannt worden; die Zuordnung
mufi dazu noch umkehrbar eindeutig und stetig sein (I A 5, Mengenlehrft, Sciioen-

flies, Nr. 2, Amu. 16)).

123) Teoria fondamentale degli spazi di curratura costante, Ann. di mat.

(2) 2 (18681869), p. 2U2 = Opeie matem. 1 (Milano 102), p. 406.

124) tJber die Tateachen, die der Geometrie zngrnnde liegeu, Gott. Nachr.

3. Juni 1868 ~ Wiss. Abh. 2 (Leipzig 1883), p. 618. Vgl. auch Verhandl. d.

naturh.-med. Ver. zu Heidelberg 4 (1866), p. 197; b (1869), p. 31 = Wiss. Abh. 2,

p. 613. Geoinetrische Erlauterungen zum lfelmhoU& $chei\ Problem lieferte

F. Klein vNicht-Euklidische Geometiie, auiogr. Vorl, Gottingen 188990, 2. Anil.

1894, Bd. 1, p. 261 ff.).

124*) Theorie der Traosformationsgrnppen 3 (Leipzig 1893), Abt. 5. Man

vgl. anch die froheien dorfc zitierten Aufsatze, insbesondere H. Poincare, Paris

Bull. Soc. math, de France 15 (1887), p. 208.
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wter
Stufe&quot; war auch ein geometrischer aber noch unbestiminter

Ansatz enthalten. Diesen Ansatz hat J. Plucker in bestimmter Weise

formuliert. indem er beinerkte, daB man unserem Raume eine be-

liebige Anzahl von Dimensionen zuerteilen kann, durch eine passende

Wahl des geometrisehen Gebildes, welches man als erzeugendes

Element auffaflt. Dieseii Gedanken wendete er in seiner 7rNeuen

Geometrie des Rawnes&quot;
in
\ obwohl vielfach iu analytischer Form, auf

den Fall der geraden Linie im Raume an. Bbenso hat Cayley
1

**)

die Kegelsclinitte einer Ebene als Punkte eines 5 - diinensionalen

Raumes aufgefafit; imd II. HcUphen
1*1

) hat einige Satze iiber Systeme
von ebejien Kurven aufgestellt, welche mit wohlbekannten Satzen iiber

Mann igfaltigkeiten 2, imd 3. -.Grades gleichbedeutend sind. Diese

Idee hat in immer breiteren Kreisen Erfolg und Anwendung gefunden;.

die Kugelgeometrie, die Geometric der Kreise oder der Kegelschnitte

im Raume u. a. sind daraus erwachsen (vgl. Ill A, B 8, Koordinaten-

systeme, Mutter-, III C 10, Hohere Raumelemente, Waelscli). Insbe-

sondere liifit sich jedes lineare System
ter Stufe von algebraischen

Formen (Punktgruppen auf der geraden Lime, ebenen Kurven, Flachen,

bilinearen Formen
;
Konnexen usw.) als ein (linearer) En auffassen, was

zu einer groSeo Reihe von Spezialfallen und Anwendungen Anlafi gibt.

30. Weitere Ausbildung der projektiven Auffassung. Den

grofiten Antrieb haben die w-dimensionalen Untersuchungen erst

dann erhalten, als sich die Geometer, durch obige Betrachtungen

veranlaBt, die Aufgabe stellten, die elementare und projektive

Geometrie der Ebene und des Raumes auf den n- dimensionalen

Fall zu iibertragen. Das war damit gleichbedeutend, daB man
in d^r gewohnlichen Raumgeometrie das Postulat der dreifachen

Ausdehnung des Raumes fallen lieB (und dementsprechend auch

die Grundsatze fiber das gegenseitige Treffen von geraden Linien

und Ebenen abanderte). Die 3 Dimensionen des Raumes betrach-

tete iibrigens schon Gaufi als eine ,,Eigentumlichkeit der mensch-

lichen Seele&quot;
128

).
Und 1846 hat Cayky

1

*) darauf hingewiesen, daB

125) Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der ge-

radon Linie als Raurnelemcnt, Leipzig 1868 1869. Eine Andeutung iiber den

obigen Gedanken isfc bereits 1846 im ,,Systein der Geometrie des Jiauiuesu Nr. 258

zu finden (vgi. Nr. 12). Man vgl. auch die im 1. Bande von Pliicker * Oes. wiss.

Abhaudl. (Leipzig 1895) nnter Nr. 33 38 abgcdruckten Schriften.

126) On the curves wbich satisfy given conditions, London Trans. 158 (1867),

p. 75 = Papers 6, p. 191.

127) Recherches de geometric a n dimensions, Paris Bull. soc. math, de

Fr. 2 (1874), p. 34.

128) Sartorius v. Walterhausen, Gaufi zum Gedachtnis, Leipzig 1856, p. 81.

Encyklop. d. math. Wiaeenscb. HI 1. 18
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durch mehrdimensionale Betrachtungen gewisse Untersuchungen iiber

Konfigurationen vereinfacht werden konnen, insofern letztere sich aus

anderen hoherer Rauine, welche einfacber sind, durch ebene Schnitte

ableiten lassen. Dieser Gedanke batte aber erst spater Erfolg, ob-

wohl dabei keine prinzipielle Scbwierigkeit vorlag
130

).

Die Entwicklung der mebrdimensionalen Geometrie zu einer

selbstandigen Disziplin beginnt ungefahr 1870 mii einer Reihe yon

Aufsatzen, welche anlangs noch einen wesentlich analytischen Charakter

besitzen, wahrend nach und nach der geometrische Standptmkt immer

mehr in den Vordergrund tritt. Hier mag nur an die bahu-

brechenden Arbeiten erinnert werden, wahrend fur die anderen

auf III C 9, Mehrdimensionale Raume (Segre) verwiesen wird,

M. Nocther ninamt in seinen Untersuchungen fiber das eindeutige Ent-

sprechen algebraischer Gebilde 181
) bereits auf den w-diuiensionalen

Fall Bezug. A. Clebsch zieht den invarianfcentheoretischen Gesichts-

punkt heran und lehrt dadurch in einem En lineare Raume niedri-

gerer Dimension durch Koordinaten zu bestiinmeri 1S2
).

H. Hcdphen
127

)

betrachtet den allgemeinen Schnitt zweier algebraischer Gebilde iin

Rn , zugleich mit dem Falle vielfacher Puiikte oderTeile; Erganzungen
zu seinen Beweisen hat spater M. Noether gebracht

133
).

C. Jordan

entwickelt die metrische Geometrie desRn in Cartesischen Koordinaten 1S4
)7

wahrend E.d 0vidiom} die allgemeine projektive Mafibestimmmig imHn

ausfiihrt. In den Arbeiten F. Kleiris, welche 1868- -1872 in den Gott

Nachr. und in den Math. Ann. publiziert wurden, treten raehrdimen-

sionale Betrachtungen fortwahrend auf, und werden besonders auf

Mannigfaitigkeiten 2. Grades und dainit zusammenhangende Probleme

(Liniengeometrie
1S6

), stereographische Projektion, allgemeine projektive

129) Sur quelqueg th^orfemes de la geometrie de position, J. f. Mafch. 31

(1846), p. 217 = Papers 1. p. 821.

130) Wesentliche metrische Eigenscbaften des Rn sind in einer 1852 der

Wiener Akademie vorgelegten, aber erst neulich publizierten Abbandlung von

I, Schldfli entbalten (Theorie der vielfachen Kontinuitat, Ziiricb Naturf. Ges.

Neue Denkschriften 88, 1901).

131) Math. Ann. 2 (1870), p. 293.

132) tJber eine Fundamentalaufgabe der Invariaatentheorie ,
Gott. Abh, 17

(1872); Math. Ann. 5 (1872), p. 427. Eine Andeutung iiber die Koordinaten

niedrigerer Raume im J? ist bereits in Graftmanria Ausdehnungslehre von 1844

enthalten.

138) Erlangeu Her., 4. Dez. 1876; Math. Ann. 11 (1877), p. 571.

134) Paris C. E. 76 (1872), p. 1614; Paris Bull. soc. math, de Fr, 3 (1875), p. 103.

135) Le funzioni metriche fondamentali . . ., Roma Line. Mem. (3) 1 (1877).

136) ,,Die Liniengeometrie ist wie die Geometrie auf einer 3f4 &amp;lt;*&amp;gt; des E^\
Math. Ann. 5 (1871), p. 261 u. ff.
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MaBbestimmung) angewandt. In Klein
1

* Erlanger Programrnschrift 1*7
)

wird ebenfalLs der &amp;gt;*-dimensionale FaJl beriicksichtigfc.

In der grundlegenden Abhandlung von W K. Clifford ,,0n the

classification of loci&quot;
13
*) ,

wird das allgemeine Studmrn der Kurven

in beliebigen Kaumen in Angriff genommeu, und synthetische Be-

trachtungeu treten abwechseind nut analytischen auf. Die rein syn-

thetische projektive Geometric des Rn begmnt mit der Arbeit von

G. Veronese ,,Behandlung der projektirischen Verhaltuisse . . .&quot;

18
*),

in welcher der Rn durch Projektion eines 72
]l _ 1

von einem auBerhalb

gelegenen Punkte geometrisch erzeugt wird, und die Fundamental-

operationen des Projizierens und des Schneidens systematisch angewandt

werden, um Gebilde irgend eines Rauuies. insbesondere auch eines Rst

aus anderen eiries hoberen Raumes durch Projektion abzuleiten, und

Eigenschaften der ersteren aus deneu der letzteren zu folgern. Ein-

zelne Abschnitte dieser Abbandlung sind den projektiven Beziehungen
zweier En . der Erzeugung algebraischer Gebilde durch projektive

Grundformen, und den Jtf_i eines RH gewidmet; im 4. Abschnitt

werden auch die Plucker-Cayley schen Formeln fiir die Singularitaten

einer ebenen Kurve oder einer Raumkurve auf Kurven des En aus-

gedehnt. Diese Arbeit erofihete fiir Italien eine Periode lebhafter Tatig-

keit in der niehrdiraensionalen projektiven und algebraischen Geometric,

bei welcher C. Sepre im Mittelpunkte steht, und iu welcher synthe-

tische und analytische Betrachtungen abwechseind angewandt werden.

Ftir die ,,Geometrie auf einem algebraischen Gebilde&quot; (1IIC4, Algebraische

Kurven, Berzolari, Nr 2334; HI C 6, Algebraische Flachen, Castd-

nuovo und Enriques-^ vgl. auch unten Nr. 31 3*2) haben sich diese Unter-

suchungen als besonders niitzlich erwieseu. Durch Anregung von

C. Segre
UQ

) wurde auch die Aufgabe: ^einen JB,,
durch ein System

von unabhangigen Postnlaten derartig zu definieren, dafi die Bestim-

mung seiner Punkte durch Koordinaten daraus gefolgert werden kbnnerf

in vielfacher Weise behandelt.

Erst durch diese Entwicklung der w-dimensionalen Geometrie

ist die synthetische Behandlung der analytischen wieder gleichwertig

geworden.

137) Vergleichende Betrachtungen fiber neuere geometriscbe Forschungen,

Erlangen 1872. Abgedrucxt in Math Ann. 43 (1893), p. 63.

138) London Trans. 169 U878), p. 668; oder auch Math, papers (London 188*),

p. 303.

IM) Math. Ann. 19 (1881), p. 161.

140) Su alcuni indirizzi nelle investigazioni geometriche, Riv. di mat. 1

(1891), p. 42.

18*
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VII. Geometric auf einem algebvaiseheii Oebilde.

31. Heranziehen. transzendenter Funktioneu. Die Stellung

von Clebsch. Die Theorie der algebraischen Kurven und Flachen,

welche bis ca. 1860 erne rein projektive war, hat sick von jener Zeit

an auch. nach einer anderen B/ichtung entwickelt, wozu die neueren

analytischen und geometrischen Gesichtspunkte beigetragen haben.

Einerseits hat A. Clebsch 1^ die in den let/ten Jahrzehnten be-

deutend fortgeschrittene Funktionentheorie, insbesondere die Theorie

der Funktionen einer koinplexen Veranderlichen (II B), in Kontakt init der

Geometrie gesetzt, und gezeigt, wie sich die Theorie der eliiptischen

und ^i^ schen Funktionen auf die Geometrie der algebraischen

Kurven anwenden laBt. Seiner Abhandlung ,,0ber die Anwendung
der Aberschen Funktionen in der Geometrie&quot;

141
) liegt der Gedanke

zugrunde, daB man die Gleiehuug, welche Abel zur Definition der

,,
Klasse&quot; (d. h. der Irrationalitat) in den nach ihm benannten Irite-

gralen ansetzt, als Gleichuug einer algebraischen ebeaen Kurve be-

trachten kann; und von hier aus erkennt er in den seit lauge be-

kannten Schnittpunktsatzen eine unmittelbare Folge des u4fo/ schen

Theorems, welches zugleich nicht nur die Anzahl der Bedingungen
zwischen den Schnittpuukten algebraischer Kurven angibt, sonderu

auch diese Bedingungen selbst in moglichst durchsichtiger Form.

Die auf die
,;
Klassea be/ugliche Zahl p der unabhiingigen, iiberall

endlich bleibendeii Integrale setzte Clebsvh mit der Anzalil der Doppel-

punkte der entsprechenden ebenen Kurve in Yerbindung, und stellte

somit den Begrifl des ,,Geschlcchtes&quot; einer algebraischen Kurve auf,

welches fur alie ebenen und nicht ebeneu Kurven, die auseinander

durch
;?eindeutige Transformation&quot; (mit Berticksichtigung der be-

treffenden komplexen Elemente!) abgeleitet werden konnen, den-

selben Wert hat 142
).

Wenn auch dieser Begrifi nicht ueu und

das Invarianztheorem in anderer Fassung bereits von Riemann

gegeben worden war 148
),

so hat doch Clebsch seine geoinetrische Inter

pretation allgemein ausgesprochen mid desseu Tragweite erkannt.

Dieser Satz gehorte einem bis dahin noch vvenig durchforschten

Gebiet an, welches von den Weibevtden Etgensehaften dlgebraisvher Be-

140*) Man vgl. den NachruK fvir Clebsch, Math. Anu. 7 (1874), p. 20 if. S.

aueh fiir diesen Abschnitt: llritt und Noether, Bericht, Abschn. V C. D.

141) J. f. Math 03 (1863), p. 189.

142) J. f. Math. 64 (1864), p. 98,

143) Theorie der AljeFschen Funktioueu, J. f. Math. 54 (1857), p. 116, iusb.

p. 133; oder Ges. Werke, 2. Aufl. 1892, p. 88 u. ff.
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lei beliebigen eindeutigen Tratisfornuitionen handelt, und zu

demselben gehorte ebenfalls die Frage nach den ,,Moduln&quot; einer

Klasse algebraischer Funktionen, deren Anzahl fiir den allgemeinen
Fall bereits Riemann bestinimt hatte 1*4

).
Dieses Gebiet, in welchem

Funktionentheorie und Theorie der algebraischen Kurven miteinander

verschmolzen erscheinen, haben die Arbeiten von Clebsch eroffnet

und durchdrimgen. Und als naturliche Erweiterung auf Gebilde

2. Stufe wurde der Begriff des Geschlechtes einer Flache aufgestellt,

und allgemein na^h den Eigenschaften einer Flache gefragt, welche

durch eindeutige Transformation (oder Abbildung) der Flache nicht

zerstort werden 145
) (IB Ic, Landsberg, Nr. 23).

Andererseits waren zu jener Zeit auch in der geometrischen

Forsehung durch Ausbildung der Lehre der Transformationen

(III C 11, Castelniwvo und Enriques) die Begriffe geniigend vor-

geriickt. Hatte man sich vorher auf die projektiven und quadratischen

Transformationen beschrankt, so war seit 1863 durch Cremona 1*6
)

der allgemeine Begriff der eindeutig-umkehrbaren Punkttransformation

einer Ebene aufgestellt., und 186971 durch Cayley), Cremona 1

**)

und Noethtr 1*9
)
auf den Raum ausgedehnt worden. Die Untersuchung

der auf spezieilen Fiachen liegenden Kurven und Kurvensysteme hatte

zu bemerkenswerten ,,Flachenabbildungen&quot; gefiihrt: darunter zu der viel-

fach behandelten ebeneii Abbildung der Flachen 2. Grades und der

durch Clebsckm
)
und Cremona 151

) geleisteten ebenen Abbildung der

144) a. a. 0. p. 136.

145) Die Mdglichkeit der eindeutigen Beziehung zweier Flachen aufein-

ander hangt allerdings von einer ganzen Eeihe von Fragen ab, von welchen

man zu jener Zeit keine Vorstellung hatte und die auch heute nicht ganz er-

ledigt sind. Aber Glebsch hat auch hier den eraten Schritt getan, und den Be

griff des ,,Geschlechtes
u einer Flache aufgestellt (Paris C. R. 67 (1868), p. 1238),

dessen Invarianz bei eindeutigen Transformationen durch M. Noetfier (Zur Theorie

des eindeutigen Entsprechens . . .
,
Math. Ann. 2 (1870), p. 293; 8 (1876), p. 495,

3 6) bewiesen wurde. Den Begriff des ,,numerischen&quot; Geschlechtes (p \

einer Flache verdanken wir Cayley, London Trans. 159 (1869), p. 227; Math. Ann.

3 (1871), p. 526 = Papers 6, p. 355; 8, p. 394; und seine Invarianz haben

Zeufhen, Math. Ann. 4 (1871), p. 21, und Noether, ebenda 8 (1875), p. 495, 9

bewiesen.

146) Bologna Mem. (2) 2 (1863); ebenda 5 (1865), abgedruckt in Giorn.

di mat. 1 (1863), p. 305; 3 (1865), p. 269, 363.

147) On the rational transformations between two spaces, London math.

Soc. Proceed. 3 (186971), p. 127 = Papers 7, p. 189.

148) Gott. Nachr. 1871, abgedruckt in Math. Ann. 4 (1871), p. 213; Milano

Rend. 4 (1871), p. 269, 315; Ann. di mat. 5 (1871), p. 131.

149) Math. Ann. 3 (1871), p. 547.

150) J. f. Math. 65 (1865), p. 359.
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Flachen 3. Ordnung. In diesen Beispielen von eindeufcigen Transfor-

uiationen, deren letztere sich ntcht auf den ganzen Raum, sondern

nur auf einzelne Gebilde bezogen, lag auch das notwendige geometrische
Material vor, um zu einer Geometrie auf einem algebraischen Gebilde

(Kurve, Flache usw.) aufzusteigen.

32. Geometric auf einer algebraischen Kurve Oder Flache.

In der Geometric auf einem algebraischen einfach ausgedehnten Gebilde,

d. h. auf einer algebraischen Kurve (I B 1 c, Landsbery; III C 4, Berzolart,

Nr. 23 34), werden die ,,rationalen Funktionen des
Gebildes&quot;, d. h.

die linearen Scharen (oder Involutionen) von Punktgruppen der Kurve

verfolgt; das System der Niveaupunkte eiuer rationalen Funktion

des Gebildes ist namlich die allgemeinste rationale oo 1 - Involution.

Diese Theorie hat sich nach verschiedenen Ricktungen entwickelt:

1) die funktionale Richtung, nach Ricmann s ,,Theorie der Abel-

schen Funktionen&quot;, welche die rationalen Funktionen des Gebildes, d. h.

die zu einer gewissen ,,Klasse&quot; angehorigen algebraischen Funktionen

und deren Integrate, d. h. die ^faZ schen Integrale, funktionentheoretisch

untersucht;

2) die algebraisch-yeometrische Eichtung nach einer grundlegenden
Arbeit von A. Brill und M. Noetherm\ welche das algebraische Gebilde

durch eine ebene Kurve versinnlicht, und auf dieser die rationalen

Involutionen allgemein durch ^djungierte&quot; Kurven ausschneidet.

Eine zusammenfassende Darstellung dieser Untersuchungen lieferte

E. Bertini)-

3) die algebraisch-arithmdische Richtung nach L. Kronecker}
und Dedekind- Weber 155

), welche auf die Untersuchung der einzelnen

,,Klassen&quot; algebraischer Funktionen die arithmetischen Methoden der

Theorie der algebraischen Zahlenkorper (1C 4 a, Hilbert) anwendet;

4) die rein geometrische Eichtung, welche mehrdimensionale Be-

trachtungen heranzieht, und die Invoiutionen gn
k durch Kurven *

151) In seiner 1866 von der Berliner Akademie preisgekronten Schrift;

J. f. Math. 68 (1868), p. 1.

162) ftber die algebraischen Funktiouen und ihre Anwendung in der Geo

metrie, Math. Ann. 7 (1873), p 269.

163) Ann. di mat. (2) 22 (1894), p. 1.

164) Zuerat in Vorlesungen daigelegt. S. die Abh.: tTber die Diskriminante

algebraischer Funktionen einer Variabeln, J. f. Math. 91 (1881), p. 301, und vor

allem: Grundzuge einer aritbmetiachen Theorie der algebraischen Gr66en, -J. f

Math. 92 (1882), p. 1 Man vgl. dag Lehrbnch VOD K. Hensel und G. Landsberg,

Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln, Leipzig 1902.

156) Theorie der algebraischen Funktionen einer Veranderlichen, J f. Math.

92 (1882), p. 181.
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Ordnung des E
k ,,darstellt&quot;,

auf denen die Punktgruppen 6rn der

Involution durch die E
k _^ ausgeschuitteu werden. Dazu haben die

italienischen Geometer, insbesondere C. Segre und 6r. Castelnuovo die

wesentlichsten Beitrage geliefert; ersterem verdsnkSn wir auch eine

zusammenfassende Darstellung
1*8

).

Far zweifach ausyedehnte Gebilde, d. h. alyebraische Flachen, kann

man ebenfalls eine analytische oder transzendente (entsprechend der

Riemann scheri) und eine algebraisch-getmettische Richtung unter-

scheiden. Der ersten ist M. Noeiher 1*1

) zuzurechnen, welcher Doppel-

integrale algebraischer Differentiale einfuhrte, die auf der Flache

uberall endlich bleiben und das Analogon der Abd scheu Integrate

1. Gattung bei algebraischen Kurven sind; spater auch E. Picard lbs
),

welcher auf den Flachen, deren ,.iineare Konnexion&quot; &amp;gt;
1 ist, einfache

Integrale von totalen Differentialen betrachtete, und G. Humbert 1*9
),

Avelcher spezielle Flachen, darunter die sogen. ,,hyperelliptischen F^chen^
untersuchte 16

). Dagegen haben die italienischen Geometer, ins

besondere 6r. Castelnuovo und F. Enriques, die linearen Systeme von

Kurven auf den Flachen untersucht, wofiir durch das Stndium der

linearen Systeme ebener Kurven, d. h. von Kurven auf rationalen

Flachen, bereits der Ansatz vorlag: und auf diesem Wege sind sie dazu

gekoinmen, eine grofie Anzahl von invarianten Charakteren einer

Flache geometrisch zu definieren und zu beherrschen. In beideji

Richtungen herrscht heutzutage in Italien eine grofie Aktivitat Eine

zusammenfassende Darstellung der erhaltenen Resultate bis 1896

lieferten Castelnuovo und Enriques in Math. Ann. 48 (1897), p. 241.;

weiterer bis 1901 in Ann. di mat. (3) 6 (1901), p. 165; and neuei&amp;gt;

dings noch im Anhang (Note V) des Lehrbuches von Picard und

5iwflr ieo
). Ubrigeos vgl. man III C 6, Algebraieche Flachen (Castd-

nuovo und Enriques); III C 9, Mehrdimensionale Raume (Segre)]

III C 11, Korrespondenzen (Castelnuovo und Enriques).

156) Introduzione alia geometria sopra un ente algebrico semplicemente

infinito, Ann. di mat. (2) 22 (1894), p. 41.

157) a. a. O.; Math. Ann. 2 (1870), p. 293; 8 (1875), p. 495.

158) J. de math. (4) 1 (1885), p. 281; 2 (1886), p. 329; 5 (1889), p. 35

(in letzterer Abhandlung p. 135 Einf&hrung des Begriffes der linearen Koinplexion) ;

sowie auch inehrere Aufsatze in Paris C. R.

159) J. de math. (4) 9 (1893), p. 29, 351; 10 (1894), p. 190; Paris C. R. 117

(1898), p. 361; 120 (1895), p. 365, 425.

160) Man vgl. die zusammenfassende Darstellung von E. Picard und
G. Simart, Theorie des fonctions algebriques de deux variables independantes,
2 Bde., Paris 18971908, welche auch die neuesten Resnltate einbegreiit, und

beiden Untersuchungsrichtungen gerecht wird.
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Till. Abzahlende Geometrie,

33. Zweek und allgemeine Prinzipien. In einem algebraischen

System von oo r
geometrischen Gebilden gibt es eine endliche Anzahl

von Gebilden, welche r einfache unabhangige Bedingungen erfiillen.

Es kann nun der Fall eintreten, daB es, bei vorgelegten Bedingungen,
zunachst darauf ankommt, jene Anmlil zn kennen, auch ohne die ein-

zelnen Losungen zu bestimmen. So ist es beispielsweise, wenn man

vorlaufig nur den Grad einer irgendwie erzeugten Knrve oder Flache

sucht. Die Bestimmung jener Anzahl kann ofters durch allgemeine
Methoden ausgefiihrt werden, deren Inbegriff die sogenannte abzah-

lende Geometrie III C 3 (Zeutheri) bildet. Diese abzahlenden Probleme

kbnnen auch algebraisch formuliert werden; es handelt sich namlich

um die Anzahl der Losungen ernes Systems algebraischer Gleicbuugen,
unter der Voraussetzung, daB diese Anzahl iiberhaupt eine endliche

sei. Das kommt zuletzt darauf hinaus, indem wir alle Unbekannten

bis auf eine eliminiert denken, den Grad der resultierenden Glei-

chung mit der einzigen letzten Unbekannten zu bestimmen. Der

Grad dieser Gleichung ist rait der Anzahl ihrer Wurzeln identisch,

unter der Voraussetzung, daB die Aufzahlung sowohl imaginare als

reelle Wurzeln umfafit, und jede &-faehe Wurzel A-mal mitgerechnet

wird; hat sich der Grad iufolge der den gegebenen GroBen erteiiten

Werte um h emiedrigt, so ist dazu auch oo als Mache Wurzel zu

betrachten.

Ihren ersten Ausgangspunlct hat also die abzahlende Geometrie

in der algebraischen Darstellung, insbesondere im Fundamentalsatze

der Algebra (I B 1 a, Netto, Nr. 7) und in dem daraus flieBenden

JRawfrf Bchen Theorem (I B Ib, Netto, Nr. 6; III C 4, Berzolari, Nr. 2).

Auf ersterem beruht das Anm. 107
) erwahnte ,,Korrespondenzprinzip&quot;

(III C 3, Zeutken, Nr. IB), von dein vermutlich schon Steiner in einer

Reihe unbewiesener Satze 102
)
Gebrauch machte, und welches durch

Chasles, de Jonquieres, Creniotui (Nr. 24) vielfache Anwendung fand.

Bei den weitergehenden Anwendungen dieses Prinzips entstehen aber

wegen der Multiplizitat der einzelnen Losungen und des eventuellen

Auftretens von Losungen anderer Aufgaben, die in derselben Gleichung

einbegriften sind, erhebliche Schwierigkeiten. Immerhin ist das eine

Hauptmethode der abzahlenden Untersuchungen und hat zu weiteren

Korrespondenzprinzipien, namlich auf einer algebraischen Kurve (Cay-

ley-Brill sGhe, Formel) oder auch in der Ebene und im Raume von drei

oder mehr Dimensionen AnlaB gegeben (III C 3, Zeuthen, Nr. 16, 17).

Eine grofie Tragweite hatte wahrend mehrerer Jahrzehnte
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PonceleCs ,,Kontinuitatsprinzip&quot; (Nr. 7), welches besonders bei Pro-

blemen liber algebraiscbe Kuiven und Flachen angewandt wurde, in-

dem man letztere in kontinuierlicher Weise in Gebilde niedrigerer Ord-

nungen, spezieli in lauter Geraden und Ebenen zerfallen lieB.

H. Schubert sprach es 1876 als ,,Prinzip der Erhaltung der Anzahl&quot;
161

)

in folgender Weise aus: ,,Eine Anzahl wird unendlich oder bleibt er-

halten, wenn die gegebenen Gebilde spezielle Lagen im Raume oder

zueinander einnehmen, oder wenn austelle der zunachst allgemein ge-

dachten gegebenen Gebilde speziellere Gebilde treten, welche die De

finition erfuJlen.&quot; Er wies zugleich auf seine algebraische Begriindung

hin, welche erst in neuerer Zeit praziser aufgefaBt und wieder erortert

wurde (III C 3, Zeuthen, Nr. 33, wo insbesondere auch auf die von

E. Study, Arch. Math. Phys. (3) 8 (1905), p. 271 erhobenen Einwande

eingegangen wird).

Bei Chaslcs und de Jonqmeres gilt es ofters, gewisse Anzahlen,

hauptsachlich iiber Systenie von Kurven und Flachen, aus anderen,

elementaren (den sog. ,,0harakteristiken^) abzuleiten. Diese Ableitung
etellte G. H. Halphen

1* 19

-)
in einigen Fallen durch eine Art sym-

bolischer Multiplikation dar, und daraus hat H. Schubert ein all-

gemeines Mittel geschaffen zur sukzessiven anzahl-geometrischen Ein-

fuhrung neuer Bedingungen, die sich aus einfacheren zusammensetzen

lassen, und deren sogen. ,&amp;gt;Moduln&quot;
aus den Modulri letzterer durch

jene Multiplikation entstehen 162
). In diesem Bedingungskalkiil fand

er das Mittel zu einem systematischen Aufbau der abzahlenden Geo

metric, welchen sein .,Kalkiil der abzahlenden Geometrieu161) enthalt.

Die Bildung der dazu notwendigen elementaren Moduln beruht auf

den beiden von der Algebra herruhrenden Hauptmethoden, das Prinzip

der Erhaltung der Anzahl und das Korrespondenzprinzip, welche bzw.

die sogen. ,,Inzidenzfonneln&quot; und
,7
Koinzidenzformeln&quot; liefern: auf

diese wird dann die symbolische Rechnung angewandt. Fonneln und

Rechnung sind spater auf mehrdimensionale Raume erweitert worden

(III C 3, Zcuthm, Nr. 26).

IX. Difterentialgeometrie.

34. Exkurs iiber Funktionentbeorie. Die Untersuchungen der

Differentialgeometrie unterscheiden sich von den vorhergehenden

161) Math. Ann. 10 (1878), p. 23; Kalkvil der abzahlenden Geometrie

(Leipzig 1879), p. 12.

161*) Paris C. R. 76 (1873), p. 1074.

162) Math. Ann. 10 (1876), p. 1, 318; vorlaufige Mitteiluugen in Gott.

Nachr. 187476.
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hauptsachlich dadurch, dafl ihnen, allgemein zu reden, nicht die Be-

trachtung eines ganzeu Gebildes (Kurve, Flache usw.) zugrunde liegt,

sondera bloB diejenige einer gewissen vUmgebung&quot; ernes Elementes,

auBerhalb welcher die Verhaltnisse gewohniich unerortert bleibeu.

Es kommt also oft gar nicht darauf an, ob das zu untersuchende

Gebilde ein algebraisches oder em analytisches oder auch kein seiches 1st.

Von diesem Standpunkte aus lafit sich die geoinetrische Wissen-

schaffc in zwei Teile spaiten, entsprecheud eiaer Teilung der Funk

tionentheorie.

Bekanutlich beififc w f(#) erne Funktion der reellen Variablen ^,
168

)

wenn in einern gewissen Intervalle zu jedem (reellen) Werte von z

ein bestiminter Wert oder auch mehrere getrennte Werte von w ge-

faoren. Diese ZusamniengehfjrigkeU ist das eiiizige Charakteristische

am Funktionsbegriif, wahrend alle iibrigen Eigenschaften ,
von denen

man gewohnlich bei Funktionen redet
?
nur bestimmten Funktions-

klassen zukommen.

Will man aber die Variabilitat von nicht auf reelle Werte

einschranken, sondern auch komplexe Werte (II B) zulassen. so

empfiehlt es sich, den Funktionsbegriff dahin einzuschranken, daB

man rnir analytische Funkiionen betrachtet, diejenigen namlich, welche

sich iunerhalb eines gewissen Gebietes in eine gleichmafiig konver-

gierende Ta^or sche (Potenz-)Reihe entwickeln lassen. Das ist aber

auch
;
wenn wir komplexe Koefftzienten in der Potenzreihe zulassen,

der allgemeinste Begriff der Funktion einer kompkxen Verander-

lichen, wie derselbe von J Weierstraft eingefiihrt worden ist
16

*).

Durch die irmerhalb eines bestimmten Kreises konvergierende Potenz

reihe:

w = a + 1) (0 * ) + c (z s^ -J

wird uamlich ein Ftmktionselement definiert, aus welchem die ent-

sprechende Gesamtfunktion durch den Prozefi der analytischen Fort-

setzung (II B 1, Analytische Funktionen, Osgood, Nr. 13) herzustellen ist.

163) Nach G. Lejeune-Dirichlet ; vgl IIA 1, Funktionenlehre, Pringsheim, Nr.8.

164) Weierstraft , Einleituug in die Theorie der analytischen Funktionen

(handschr. Vorl.) 122. Die Cauchy-JticmanrCBche Definition einer Funktion

einer komplexeu Veranclerlichen -{- *v = f(x -f *y) (nach Cauchy. ,,fonction

monogene&quot;, Exerc. d an, et de phys. math., Paris 1839, 4
t p. 346; Riemann,

Grundlagen far eine allgemeine Theorie der Funktionen einer veranderlichen

komplexen GroBe, Dies. Gottingen 1851, oder Ges. Werke, 2. Aufi,, p. 34) legt

dagegen fur die reellen Bestandteile u t
v die partiellen Differentialgfleichungen.

?* - ?!L
^ - ?

dx
~~

dy dy
~~

3%

zugrunde (II Bl, Osgood, Nr. 2).
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Entsprecheod der obigen Definition sind unter den Funktionen

einer reelleii Variableii 1) unstetige, 2) stetige aber nicht differen-

tiierbare, 3) stetige, ein- oder inehrmal oder auch unendlich oft

differentiierbare, aber noch nicht analytische, 4) analytisehe Funk

tionen einbegriffen. Dagegen sind die Funktioneu einer komplexen
Variablen von Hause aus analytische Funktionen. Und eutsprechen-

dea gilt anch fur Funktionen znehrerer Variablen. Sehen wir von

den unstetigen, sowie auch von den stetigen aber nicht differentiier-

baren Funktionen reeller Variabeln &b, deren Auftreten in der Gfeo-

metrie im folgenderi Kapitel kurz angedeutet und in III A
;
B 2 ^Linie

und Flache (v. Manyoldi} aasfuhrlicb besprocheu wird, so lassen

sicb die Funktionen reelier und komplexer Variablen in folgender

Weise zusammenfasseu :

1} Die Fwiktionselemente, worunter wir einerseits die stetigeii

ein- oder mehrmal dittereotiierbaren Funkfcionen reeller Variablen ver-

stehen, insoweit fiir dieselben innerhalb der bez. Definitionsbereiche

die Entwickelbarkeit in eine Potenzreihe noch nicht verlaugt wird;

und andererseits die anaiytischen Funktionen reeller oder koraplexer

Variablen, so lange man deren Betrachtimgen auf einzelne Potenz-

reihen einschrankt;

2) die GesamtfwtMionen, welche innerhalb ihrer eventuellen

vnaturlichen Grrenzen
;

(II B 1, Osgood, Nr. 13, Anni. 65
); III A B 2,

v. Mangddt, Nr. 8) fur alle komplexen Werte der Variableu definiert

sind, und mit Ausnahme der singularen Stelleu stetig, unbeschrankt

differentiierbar und durch Potenzreiheu darstellbar sind.

85. G-egexiPatz zwischen Geometrie eines begrenzten Raum-
stiickes und Geometrie des Gesamtraumes. Diesen beiden Fuuk-

tionsklasseii entsprechend lafit sich die (reoinetrie in zwei Teile

spalten
165

),
niimlich :

1) Geometrie im begrensten Raumstuek oder Infiniiesimalgeometrie

oder auch DifferentMgeometrie (in engerein Sinne 166
)), entsprechend

der Verwendung von Funktionselementen;

2) Geometric des Gesamtraumes
, entsprecheud der Verwendung

von Gesamtfunktionen
;

auf jeden Zweig der (reometrie (III A7
B 4b, Gruppentheorie, fano,

Nr. 3) ist diese Spaltung anwendbar.

Zu 1) gehort der groSte Teil der Anweudungeu der Differential -

165) F. Klein, Hohere Geometrie 1, p. 6 u. ff.

166) B. h. als Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf die

Geometrie, und cicht als Gegencatz zur ,,al^ebraischen Geometric&quot; .
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und Integralrechnung auf die Geometric; vgl. HID 1,2, Anwendung der

Infinitesimalrechnung auf Kurven, Flachen und den Raum (y. Man-

goldty, III D 3, Flachenkurven (t7. Lilicnthal), teilweise auch III D 6. 7. 8.

9. 10. Dabei hat man gewohnlich mit Funktionen reeller Yariabeln

zu tun, welche nur fiir allgemeine Werte der Variabeln eine gewisse

(endliche) Anzahl von Malen differeutiierbar sein rnussen 167
).

Die Ein-

fuhrung komplexer Yeranderlichen gestattet manchuial, der Behandlung,
durch den so ermoglichten Algorithm us (vgl. Anm.

64
*)),

eine bequemere
und elegantere Form zu erteilen, z. B. in der Theorie der konformen

Abbildung von Flachen (II B 1; Analytisehe Funktionen (Qsgood), Nr. 5,

19 u. if.; Ill D 6a, Flachenabbildung (Voft, Nr. 8 6) und in der

Theorie der MinimalfUicJten (III D 5, Transzendente Flachen (v. Lilien-

thal), Nr. 19 u.
ff.;

El D 6a, Flachenabbildung (Voft), Nr. 27);

speziell bei letzteren in den sog. Weierstrafi schen. Forme]n (III D 5,

Nr. 21). Zu diesem Zweige der Geometric gehort auch der grofite

Teil der Untersuchungen von S. Lie iiber Transformationsgruppen

(II A 6, Ma/urer und Bwrkliardj) und Beruhrungstransformationen

(III D 7, Scheffers), insofern Lie bei seinen Transformationen gewohn
lich nur Funktionen mit einein beschrankten Giiltigkeitsbereiche?

ohne

analytische Fortsetzung und inanchmal auch nur einen ganz unbe-

stimniten Funktionsbegriff im Auge hatte 168
).

In der Geometric des Gesaintraurnes kommen dagegen die Fragen
zur Sprache, in deren Besprechung die geometrischen Gebilde als Ganzes

betrachtet werden. Die dabei auftretenden Funktionen miissen sich also,

aus ihren einzelnen Elementen, zu wohlbestimmten Gesamtfunktionen

fortsetzen lassen, wozu der analjtische Charakter erforderlich 1st. Die

Geometric des Gesamtraumes kann folglich auch als Geometrie der

analytischen Gebilde bezeichnet werden, d. h. der Gebilde, die durch

analytische Funktioneu (oder Gleichungen) definiert sind 168a
).

Bei kom-

167) Vgl. z.B. L.Bianchi, Lezioni di geoinetria difterenziale, Pisa 1894, p. 1, 60

(2. Aufl., 1902-03, 2 Bde).

168) Die Difterentialgeometrie hat bemerkenswerte Beziehungen 1) zur hOheren

Geodasie (VI 3, Pizzetti], wegen der auf einen begrenzten Teil der Erdoberflache

beziiglichen Untersucbungen, mit welchen sich letztere beschaftigt; 2) zur maHie-

matischen Physik. insbesondere zur Potentialtheorie (IIA 7b, Burkhardt und Meyer},
wo man mit Abbildungen und B/andwertaufgaben fortwahrend zu tun hat; 3) zur

analytischen Mechanik
&amp;gt;

insofern mehrere mechanische Probleme ihre Bedeutung
in der Differeutialgeornetrie haben. So fuhrt z. B. das Jaco&i sche ,,Prinzip der

kleinsten Wirkung&quot; (IV I 1, Rationelle Mechanik, Fo& Nr. 4344) auf die Be-

stimmung der geodatischen Linien in demjenigen Baume, in welchem die

Lagrange schen Variablen Koordinaten sind.

168 *) Prazise Formulierung in ELBl, Osgood, Nr. 13.
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plexer Yariabilitat der Verauderlichen komuit diesen Gebilden die

charakteristische Eigenschaft zu, durch ein irgendwie beschranktes

(aber endliches!) ihnen angehoriges Stiick bereits vollstandig mid

eindeutig definiert zu sein: das 1st eine unmittelbare Folge des

Prinzips der Darstellung analytischer Funktionen durch Potenzreihen

und ihrer aualytischen Fortsetzung. In der Geometric des Gegamt-

raumes empfiehlt es sich iolglich, den Variabein von Anfang an

komplexe Yeranderlichkeit zu erteilen, d. h. in den Gebiideu reelle

und iniaginare Eiemente als gleichwertig anzusehen.

Uuter den analytischen Funkiiouen haben die ,,algebraischen&quot;

(II B 2, Wirthiffir) eine besondere Stelluug, und kommeii in dor

,,Theorie der algebraischen Gebilde&quot; zur Geltung, d. h. der Gebilde,

welche durch ein System algebraiscber Gleichungen zvvischen den

Koordinaten eines veranderlichen Elementes dargestellt wcrden; in

diesen Gleichungeu diirfen auch. was aber unwesentlicb ist, eine be-

liebige endliche Zabl willkiirlicher Parameter auftreten 169
).

In den

meisten Untersuchungeu (iber algebraische Gebilde. z. B. in deren

Bestimmuno* durch eine geniipfende Anzahl von Punkten, oder in

der Aufsuchung der Schnittpunkte zweier Gebilde, haben wir diese

Gebilde als Ganzes itn Auge.

Uber difi algebraische Geometric wird in 111 C berichtel, wiibrend

in IE D 4, 5 (Transzendente Kurven und Fla-chen: Scheffers\ v. Ldien

thai) aiialytische aber doch nicht algebraische Kurven und Flachen

besprodben werden.

Bis Nr. 33 hatten wir Fragen aus der Geometrie des Gesarut-

rauines ini Auge; in dieseni Kapitel darf ein allgemeiner Blick auf

die Differentialgeometrie geworfen werden.

30. Monge s ^Application&quot;, Dupin. Die alteren Untorsuchungen
iiber J^ifferentialgeomefcrie der Kurven und Flachen (III D 1, 2

(?&amp;gt;.
Man-

gMt\ 3 (v. LiUenJhat}) stanimen (vgl. Nr. 5) aus dern 18, .lahrhundert.

Hinsichtlich der Kurven treien von Anfang an die Begritfe dor

Tangente, der Oskulationsebene (im Kaume), des Kriimrnungskreises,

der Evolute, der Bogenlange, auf. Fur Oberfliichen haben JBwfer 170
)

und MMSiiitr 111
)

die Krujamungsverhiiltnisse untersucht, Ihren Auf-

&chwnng erhielt abr die Differentialgeomeirie durch Monges ,,Appli-

169) C. Segrc, latroduzione alia geometria sopra un ente algebrico semplice-
meiite infinitx), Ann. di mat. (2), 22 (1894), p. 41; Nr. 3.

170) liecherchcs sur la courbure des surfaces, Berlin Abh., 16 (1760).

171) Recherches sur la cJourbure des surfaces, Paris Mm. sav. ^tr. 10, 1785.
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cation de Fanalyse a la geometric&quot;
4
) und durch die

?,Disquisitiones

generates circa superficies curvas&quot; von C. F. Gauft
112

},

Aits Monge * Werk sind folgende Punkte hervorzuheben:

1) Die weiterea Untersuchungen iiber die Knimmungsverhaltnisse
einer Oberflache in der Urngebung ernes beliebigen Punktes und die

Behandluiig mehrerer damit zusaiiimenhangender Fragen, insbesondere

die Bestimmung der Flachen, fur welche die beiden Hauptkrummungs-
radien irgend einer Bedingung geniigen (Minimalflachen; Flachen bei

deneii emer der Kriiininungsradien uberall gieich grofi ist, . . .).

2) Die Theorie dvr Envdoppen mit ibren Charakteristiken und

RflckkehrkurveB, darunter Developpabele ; Kohrenflachen, Flachen

konstanter Neigung.

3) Die Anweridung der Fliicbentheorie und insbesondcw der

Theorie der Enveloppen aiif das geoinetrische Verstandnis der par-

tiellen Dilferentialgleichungeri 1. Ordnung nut drei Variabeln. Dabei

zeigt Monge, wie es manchinai fur die Bestimmung einer Familie

von Oberflachen bequeiner und nutzlicher ist, eine Differentialgleiehung

zu haben
?

als eine Gieichung in endlichen Ausdriicken, und wie man
nicht nur von der zweiten zur ersten ubergehen kaiin, feondern auch

nmgekehrt. Dieser letzte Obergang ist mit der Integration der vor-

gelegten Differentialgleiehung gleichbedeutend.

Als Nachfolger Monges in seiner differejitial-geometrischen Lei-

stung moge Ch. Dupin erwahnt werden, in dessen n Devdoppements de

geometric&quot;*} die Begrifle der konjugierten Tanyenten in einem Punkte

einer Oberflache, der Maiipttangcnteniinien (?7lignes asymptotiques&quot;)

und der Indikatrix, welcbe seinen Nainen triigt, eingefiihrt werden.

Dazu kommt noch der Satz
7

dafi die Flachen eiries dreifachen Ortbo-

gonalsystems sich in ihren Krummungslinien schneiden.

37. Gaufi ^Disquisitiones&quot;. Bei Gaufl sind zwei Begriffe grund-

legend, und an seinen Nainen gebunden:

1) die jjcrummlinigen Koorditiaten&quot; auf einer Oberfiache;

2) die Betrachtung des ,,Kriimmungsmafics&quot; einer Oberflache in

einem Punkte allgemeiner Lage7
welches er gieich dem inversen Pro-

dukt der Hauptkrfimmungsradien setzt.

Bei der Bestimroung des Ausdruckes des Kurveuelementes auf der

Flache durch die krommlinigen Koordinaten bieten sich die Koeffizienten

172) Der k Ges. d Wiss. u Gnttinge 1827 eingereicht, im 6. Bde der

,,Coimuentaiiones recentiores&quot; veroffentlicht, und in fraiifi Werken Bd. 4 (G5t

tingen 1873), p, 217 u. ff. abgedrwckt (OstwM x Klassiker Nr. 6, iursg. von

A. Wangeriri).

173) Paris 1813.
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E, Fy
G dar, deren grundlegeude Bedeutung fur die Theorie der auf-

einander abwickelbaren Flachen (III D fia, Voft) Gaufl hervorge-

hoben hat; durch diese Koeftizienten und deren Ableituugen nach

den einzelnen Koorclinaten la.&t sich die Gau/fsche Kriimmung aus-

driicken. Zugleich fiihrt Gaufl die neue Betrachtung der Fiachen eiri

als unendlich diinner biegsamer und imausdehnbarer Korper; bei ihren

Biegungen bleibt das KriimmungsmaB an irgend einer Stelle invariant,

und es ist foiglich die Gleichbeit des KrommungsinaBes in entsprechen-

den Punkten eine notwendige Bedingimg dazu, dafi zwei Oberfiachen

aufeinander abwickelbar seien. Diese Bedingung ist aber nur ffir

Flachen konstanten KriimmungsmaQes hinreichend: andernfalls sind

nocb weitere Bedingungen erforderlich, wie Minding bervorgeboben
hat 174

) (III D 6 a, Vofl, Nf. 15). Die Differentiaigleichung der geo-

datiscben Linien auf einer Flache ist ebenfalls durch Gaufi aufgestellt

und fiir weitere Probleme (Polarkoordinaten ? geodatische Kreise, Parallel-

linien) verwertet worden (III D 3
;

v. Lilienihal. Abscbn. IV).

38. Fortschreiten der infinitesimalen Kurven- und Flachen-

theorie. Die von Monge und Gaufi gegebenen Ansatze wareu fiir mehrere

Jahrzehnte und sind teilweise auch jetzt in der Difterentialgeometrie

mafigebend (III D 1. 2 (v. MangolcU), 3 (p. Lilienthal)). Die

(raw/3 sche Theorie der krummlimgen Koordinaten auf einer Ober-

flacbe liefi den Wunscb entstehen, eine derartige Tbeorie fiir den

Rauin (als dreifach ausgedehnte Mannigialtigkeit) aufzustellen. Das

hat zuerst Lame&quot;
6
) durch elliptische Koordinaten geleistet; spater

erhob er sich zu einer allgemeinen Theorie, die er, zugleich mit An-

wendungen auf die Elastizitatslehre (IV 2 C III), in einem Lehrbuch

zusammenfafite 176
).

Ebenso ist Eiemonn s Habilitationsschritt: ,,Uber

die Hypothesen . . .

u
(vgl. Nr. 28) als erster Ansatz fiir die Erweite-

rung der Oott/Tschen Theorie auf den n -dimeusionalen Fall anzusehen

(III D 10, Stackd).

Fiir die Differentiaigeometrie der Kurven und Flachen liegen

mehrere zusammenfassende Darstellimgen und Lehrbiicher Tor (Tgl.

Ill D. 1, 2
; 3, t\ Matif/oldt, v. Lilienthal) auch wenn man von den

Lehrbiichern der Differential- und Integralrechnung (II A 2, Voft)

absieht, welche rnehr oder weniger die geometrischen Anwendungen

beriicksichtigen. Diese Darstellungen sind alle in analytischer Fassung:

174) Wie sich entacheiden l&fit . . .
,

J. f. Math. 19 (1839), p. 870.

176) Paris M&n. div. eav. 6 (1833); J. de math. 2 (1837), p. 147.

176) Legons sur la theorie des coordono^es curvilignes et leiirs diverges

applications, Paris 1859.
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die synthetische Behandhmg der Different!algeometrie 1st bis jetzt

nur in geringerern Mafte beriicksichtigt worden 176
*).

30. Allgemeiner Uberblick iiber die Untersuchungen von

S. Lie. In semen Bestrebungen 1st S. Lie von der AufTassung

ausgegaixgen ,
dafi es wunschenswert sei (nacb dem Vorbiide von

Monge] die geometrischen Begriffe fur die Analysis zu verwerten,

Geometrische ntersuchungen veranlaBten ibn 1869 71 zur Be-

trachtimg einiger endlicber kontinuierlieher Gruppen. Ferner beraerkte

er, da6 die meisten gewohnlicben Differentialgleichungen, deren

Integration sich durcb die alteren Methoden ausfuhren lieB
;

bei ge-

wissen leicht angebbaren Scbaren (ond zwur ,.Gmppen&quot;) von Trans-

formationen invariant bleiben, und daB jcne Integrationsmefchoden

weseutlich in der Verwertung dieser Eigenschaft bestehen; sowie auch

dafi die Integratioustheorie der partiellen Differentialgleicbungen

1. Ordnung sicb als eine
7&amp;gt;

(jeometrie der FJaclienelemente 4

auffassen

liiBt, in welcber der Begriff der ,,Berubrungstransforination&quot; die funda-

inentale Rolle spielt. Von bier aus sind als selbsttlndige Disziplinen

1) die allgemeine Theorie der endlicben kontinuieiiichen Gruppen

(II A 6
?
MMtrer and Bwrkkardf); 2) die allgemeine Theorie der Be-

ruhrungstransformationen (III I) 7, Scheffcrs); 3) die geoinetrische

Theorie der Differentialgleicbungen (III D 8, Licbmann) entstanden.

Die^e Theorieen diirfeu der Differentialgeornetrie zugerechnet werden,

da man bei ihnen, allgemein zu reden, ra.it Funktionen von beschriinktem

GKiltigkeitsbereiebe zn tun hat.

Die allgemeine Tbeorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen
stammt aus &amp;lt;len Jahren 1873 74 und wurde sputer in den drei

Biiiidou ,/Theorie der Translbrmationsgruppen^
17^ 1

) dargelegt, unter

welchen insbesoiidere der erste Band die allgemeine Theorie der

kontinuierlichen Gruppen bebandelt. Grundlegende Begriffe sind die-

jenigen der infinitesimalen Transformation, der Zusammcnsetzung der

Gruppe, und ihrer Definition (lurch Differentialc/leiehimgen.

Den Begviff der Beriihrungstransformation hat Lie indem

or Pi/ticker s Ideen fiber Transformationen init Wechsel des Rauin-

elementes welter veriolgte
177

) zuerat allgemein geometrisch

176*) W. Scheil, Allgemeine Theorie der Kurven rloppelter Kriinmiuug in

iein geometrischer Darstelluiig, Leipzig 1869; zweite, wesentlieli umgearbeiteto
und erweiterte Auflago 1898.

176b) Herau-sgegebcn durch F. Enyel, Leipzig 1888 93. S. auch: Lie,

Vorlesungen iiber kontinuierliche Gruppen mit geometrischen und anderen An-

wendungeii, lierausgegeben durch G. Schefters, Leipzig 1893.

177) Over en Classe geometriske Transformationer, Christ. Furh. 1871, p. 67;
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gefaiit. Im dreidiinensionalen Rauine sind das diejenigen Trans-

formationen der fiinf Variabeln x, y, z, p = .,-, q = --, welche die

Gleichung dz pdx qdy iu aich selbst uberfiihren (d. h. die

Gleichutig dz pdx qdy Q(ds pdx q.dij) identisch er-

fiillen). Bei diesen Umformungen gehen Flachen im allgemeinen in

Flachen ausnahmsweise iri Linien oder Punkte and Flaehen, die

sich beriihren, in ebensolche iiber. Der 2. Band der ,,Theorie der

Transformation sgruppen&quot; enthalt die allgemeine Theorie der Beriih-

rungstransformationen in. n Veranderlichen, zugleich mit deren

Invariantentheorie and der Theorie der endlicheu kontinuierlichen

Gruppen von Beriihrungstrausformationen. Fur n = 2 und n = 3

werden die Beruhrungstransformationen in dem Anm. 5a
) erwahnten

Lekrbuche
?,Geometrie der Beruhrungstransformationen&quot; geometrisch

vielfach behandelt.

Die georaetrische Theorie der Differentialgleichungen geht von

Monges Auffassung aus*)
5a

).
Die Difterentialgleichung f(x,y,y ) Q

orduet jedem Punkte (x, y) der Ebene eine oder mehrere bestimmte

Fortschreitungsrichtungen y == ~
zu; die Gleichung ,,integrieren&quot; be-

deutet
?,Kurven zu bestimmen, die in jedeni ihrer Punkte eine der

zugehorigen Fortschreitungsrichtungec zur Tangente haben&quot;
,
oder ,,die

oo 2 Linienelemente
(a;, y, y ),

welche die Gleichung f= erfiillen, zu

lauter kontinuierlichen Kurven zusamnienzufassen^: diese Kurven (bis

auf das sogen. ^singnlare Integral&quot;)
werden durch die integrierte

Gleichung ?(#. y, k)
=

dargestellt. Diese Betrachtungsweise

hangt niit Ctebsch s Theorie der Konnexe 8
) zusammen; denn jeder

Konnex
&amp;lt;p(xt y, u, v) einer Ebene zieht eine solche Differential-

gleichung nach sich, die seinen Durchschnitt (^Koincidenz&quot;) mit dem

Hauptkonnexe ux + vy -f- 1 = darstellt
;

d. h. deren Integralkurven

dadurch definiert sind, daB iiberall Punkt und zugehorige Tangente
die Konnexgleichung cp

= erfullen 177ft

).
Geht bei einer Transformations-

gruppe die vorgelegte Differentialgleichung in sich iiber, so ist auch

die oo^Schar der Integralkurven invariant, und diese Eigenschaft kann

fiir die Integration der Differentialgleichung verwertet werden 177b
).

t^ber Komplexe, insbesoudere Linien- und Kugelkomplexe . . ., Math. Ann. 5

(1872), p, 145, insb. Abschn. 1.

177*) Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Greometrie 1, Abt. 7; Klein,

HShere Geometrie 1, p. 244 u. ff.

177 b
) Dieae Auffassung stamrut aus den Jahren 1871 74, und wurde spater

in einem Lehrbuche ausfuhrlicb behandelt: S. Lie, Vorlesungen iiber Differential-

gleichuiigen mit bekannten infinitesimalen Transformationen, herausgegeben von

G. Scheffers, Leipzig 1891.

Encyklop. d. math. Wissensch. IU 1. 19
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Entsprechendes gilt mutatis mutandis fftr die gewohnliche Diffe-

rentialgleichung f(x, y, z, y, # )
=

0, und fur die partielle Diffe-

rentialgleicliung erster Ordnung f(x, y, z, p, q)
= /wo p = ~,

q = v,
-V welche jedem Punkte (#, y, z) den durch die Ebenen:

eingehullten Kegel zuordnet (im Falle einer linearen Gleichung also

einen Ebenenbiischel); die Aufgabe ist dann, die oo4 Plachenelemente

(a?, yf Zj P) (), welche die Gleichung /*= erfflllen, zu Flachen zu-

sammenfassen.

X. Weitere Terallgeineineningen des analytischen Ansatzes.

40. Der allgemeine Kurvenbegriff in analytisoher Fassung

(III A, B2, Linie und Flache
;

v. Mangoldt). Der analytische Ansatz hat

in neuerer Zeit auch in weitere Gebiete der Greometrie eingegriften

und besonders in die .,Analysis situs&quot;,
welche sich mit solchen

Eigenschaften der geometrisclien Grebilde (Kurven, Flachen, . .
.)

be-

schaffcigt, die bei stetiger Deformation ungeandert bleiben (III A, B 3,

Analysis situs, Dehn und Heegaarcf).

Hier steht zunachst der BegrifF der allyemeinen .Kurve und

Flache im Vordergrunde. Die Definition der Kurven und Flachen

liegt jenseits der Raumanschauung, insofern letztere nur eine

begrenzte Genauigkeit hat. Urn die Definition exakt zu inaehen,

muB man die Raumanschauuiig durch prazise Axiome stutzen

(vgl. Nr. 1), und das geschieht einerseits durch Vermittlung der

analytischen Geometric, andererseits durch die neuesten Entwick-

lungen der Mengenlehre (I A 5, Schoenflies). Die zwischen den ana-

lytischen und de)i mengentheoretisch-geometrischen Ausdrucksweisen

derselben Begriffe und Satze obwaltenden Beziehungen klar zu stellen

ist eines der wichtigsten Probleme der Analysis situs.

Die augenscheinliche analytische Definition der ebenen Kurve

durch die in einem bestimmten reellen Intervalle a
&amp;lt;

i^

&amp;lt;
b stetigen

Funktionen:

hat sich im Laufe der Zeit als zu umfassend erwiesen. Wir brauchen

nur auf das Beispiel der Peawoschen Kurve 178
) hinzuvveisen, welche

ein ganzes Flachenstuck bedeckt, wie Hilbertm) und Klein) geo-

178) Sur une courbe qui rernplit une aire carr^e, Math. Ann. 36 (1890),

p. 167.

179) Math. Ann. 38 (1891), p. 459.
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metrisch erlautert haben (IA 5, Sdwenflies, Nr. 16; 111 AB 2, v.Mangoldt,

Nr. 8), und auf den anderen (wesentlich verschiedenen!) Fall der Epi-

cykloide (III AB 2, v. Mangddt, Nr. 4; Ul D 4, Transzendente Kurven,

Scheffers, Nr. 6), welche, wenn die beiden Kreisradien in eineni irra-

tionalen Verhaltnisse stehen, ejnen Kreisring liberal! dicht erfilllt, ohne

daB jeder Punkt des Kreisringes ihr angehort. Wollen wir also an

dem Begriff der ,,empirischen Kurve&quot; festhalten, so enipfiehlt es sich,

die Definition einzuschranken.

Die Unterscheidung der verschiedenen uberhaupt moglichen
Kurvenarten auf Gfmnd der analytisehen Definition wurde von

Weiersfoafi in semen Yorlesungen zur Geltung gebracht, und in

neuerer Zeit durch C. Jordan 1

) wieder aufgenomnien und aus-

fahrlich behandelt. Letzterer verlangt, daB die durch x =
&amp;lt;p(t),

y ass*
jr(f) definierte Kurve im Intervalle a

&amp;lt;
t

&amp;lt;
b keinen Doppelpunkt

besitzt d. h. daB fur keine zwei Werte ^ =4= ^, fiir welche a
&amp;lt; ^ &amp;lt; 6,

a &amp;lt; t5 &amp;lt;
b ist

; zugleich ip(^)
==

9? (4), ^(^) = ^(^) wird und

nimmt dazu noch an
?
daB die Kurve

,? geschlossen&quot; sei, d. h. daB

9&amp;gt;(0)

:
9((), $(a) il&amp;gt;(b\

Von der so deiiuierten Kurve zeigt er, daB

ihr eine der wichtigsten Eigenschaften der geschlossenen empirischen

Kurven zukonimt; daB sie niimlich die Ebene in zwei Teile spcdtet,

einen ,,inneren&quot; und einen
??
auBeren&quot; Teil, nach der gewohnlichen

Auffassung (HI AB 1, Enriqws, Nr. 13; III AB 2, v, Mangddt, Nr. 8).

Dieser Satz bewirkt einen Zusammenhang zwischen der analy-

tischeu Kurvendefinition und den geometrischen Begriffeo, welche aus

der Mengenlehre hervorgehen (vgl. oben). Der Jordan sche Satz ist

aber nicht ohne weiteres umkehrbar; es erweist sich nicht jedes Punkt-

gebilde, welches die Ebene in ein aufieres und ein inneres Gebiet teilt,

als eine stetige Kurve x =
q&amp;gt;(t), y = ty(f). Der geometrische Begriff

der Gebietsgrenae wird auf den der (analyfciseh definierten) Kur^e

erst durch weitere Bedingungen eiogeschrankt, wie A. Schoenfties
1

^)

hervorgehoben hat (HI A B 2, v. Mangoldt, Nr. 9).

Bei der Joxfawschen Kurve kaim von den weiteren Eigenschaften

der empirischen Kurve im allgemeinen noch nicht die Rede sein. Der

Begriff der
,,Bogenlange&quot; auf dieser kommt erst dann heraus, wenn

&amp;lt;p(t)
und ty(\ t,bornierte Funktionen^ sind 183

), d. h. wenn in dem zu

180) Aawendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie

(autogr. Vories.), GSttingen 1902, p. 241 u. if.

181) Cours d analyse de l^cole polytechnique 1 (2
m*

ed. t 1893), p. 90 u. if.

182) G6tt. Nachr. 1902, p. 186; Math. Ann. 58 (1903), p. 195 (vgl. insbesondere

7 u. ff.); ebenda 59 (1904), p. 129; 62 (1906), p. 286; Deutsche Math,-Yer.

Jahreaber. 15 (1906), p. 567; G5tt. Nachr. 1907, p. 28.

19*
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befcrachtenden Intervalle die Summen ihrer positiven Zuwachse und die

Summen der negativen Zuwaehse je fiir sich genommen endlich sind.

Und damit die Kurve eine Tangenfce, bezw. eine Krummuug besitzt,

sind noch weitere Bedingungen erforderlich; so ist es hinreichend (aber

nichfc notwendig), da6 9?
und ^ im betreJBfenden Intervalle einmal

;

bezw. zweimal differentiierbar sind, wodurcli wir zu den Funktions-

elementen (Nr. 34)
1S4

),
d. h. zur Difterentialgeometrie zuriickkoinmen.

In den letzten Jahren gibt es Weitereutwicklungen nach ver-

schiedenen Seiteu (III A, B 2, Linie und Fiache, v. Manyoldf), die wir

aber nicht. verfolgen;
da es sich liier mir urn einen allgemeinen tlber-

blick handelu soil. Fiir die axiomatische Bebandlung der Geometric

nach D. HHbertm)
durch Zugrundelegung des Gruppenbegrides;

ebenso

wie bei Helmholte (Nr. 28), aber ohne die Differentiierbarkeit der die

Bewegung vermittelnden Funktionen vorauszusetzen, verweisen wir auf

III A B 1, Prinzipien der Qeometrie, Enriques, Abschriitt V B.

183) C. Jordan, a. a. 0. p. 100 u. ff.

184) Besser, nach F, Klein, ,,regulare Funktionselemente&quot; (a. a. 0. p. 255).

185) Math. Ann, 56 (1903), p. 381

(Abgesclilossen iin Mai 11)07.)
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IHAB4b. KONTINUIERLICHE GEOMETRISCHE
GRUPPEN. DIE GRUPPENTHEOREE

ALS GEOMETRISCHES EINTEILUNGSPRINZIP.

VOX

G. FANO
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1. Transformationen.

S. Lie, Untersnchungen iiber unendliche kontinuierliche Gruppen, zum Teil von

F. Engel redigiert, Leipzig Abhandl. 21 (1896), p. 41 [,,Unendliche Grnppen&quot;].

Geometric der Beruhrnngatransforniationen (unter Mitwirknng von G. Scheffers),

Bd. 1, Leipzig 1896 [,,Geom. d. BT**]. Drei Kapitel ans dem unvollendeten

zweiten Bande der Geometrie der Beruhrnngstransformationen, ans dem Nach-

lasse von Lie heransgegeben von F. Engel (Math. Ann. 59 (1904), p. 193).

I. Transformationen. Transformationsgruppen nnd zugehorige
Geometrien.

1. Transformationen. Spuren von speziellen geometrischen
Transformationen sind schon bei den griechischen Geometem, nament-

lich bei Apollonius zu finden 1

).
In der Analysis warden in den

letzten Jahrhunderten Transformationen der aufferetenden Verander-

lichen fortwahrend herangezogen, um Gleichungen aufzulosen and

Differentialgleichungen zu integrieren. Aber erst am Anfang des

19. Jahrhunderts wurde der heutige Begriff einer Transformation fiir

die Geometrie erworben; einerseits indem das systematische Stadium

der Projektionen den Weg zu den projektiven Transformationen er-

oflhete (HI A B 4 a, Fano, Nr. 5 7)*); anderseits indem man lernte,

die in der Analysis iibliehen Transformationen nicht bloB als Wechsel

der Variablen zu betrachten, sondern als Umanderung eines Gebildes

geometrisch zu deuten. Dadurch ist der allgemeine Begriff einer

Korrespondenz zwischen zwei Gebilden, ihrer Abbildung aufeinander,

ihrer Transformation ineinander, ihrer Identitat vom Standpunkte einer

solchen Transformation aus allmahlich entstanden.

Sind die Variabeln x, x^y
. .

.,
xn als Funktionen von xlr x3 ,

. . .,xn

durch irgend welche Gleichungen bestimmt:

...) i = 1, 2, . .
., ,

wo die fa innerhalb gewisser Bereiche definierte Funktionen bedeuten,

so sagt man, dafi diese Gleichungen eine Transformation zwischen den

Variabeln x und x darstellen. Lassen sich die obigen Gleichungen
nach den x

i aufzulosen, so erhalt man dadurch die inverse Transfor

mation. Deuten wir die x und x als Koordinaten in zwei even-

tuell auch zusammenfallenden Gebilden (nach Bedarf, auf bestimmte

1) Vgl. G. Loria, Le scienze eaatte nell antica Grecia, Modena Mem. (2) 11

(1896); insb. p. 231 ff.

2) Vgl. M. Chtisles, Aper9u historiqne snr 1 origine et le de&amp;gt;eloppement des

m^thodea en geometric (Bruxelles 1837; 2. Anfl. Paris 1875), chap. 5
t
6.
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Teile derselben eingeschrankt), so wird durch obige Gleichungen eine

Transformation oder Korrespondenz der beiden Gebilde oder ihrer

betrachteten Teile dargestellt. Die bei der Deutung der x und x

zugrunde gelegten Eauinelemente diirfen ganz beliebig sein, und

braucben auch nicht beidemal von derselben Art zu sein; wir erhalten

dadurch, je nach den verschiedenen Mbgliehkeiten, Punkttransfor-

niationen, Beriihrunystransformationen (falls beide Reihen von Variabeln

als Koordinaten von Linienelementen in der Ebene
;
oder von Flachen-

elementen im Raume gedeutet werden konnen), Transformationen

mit Wechsel des Raumdementcs, usw.

Sind die
/j analytische Funktionen, so nennen wir die Trans

formation ebenfalls analytisch. Darunter sind insbesondere die alge-

braischen, rationalen, birationalen, linearen Transformationen, die

(Euklidischen und Nicht-Euklidischen) Bewegungen, usw. einbegriffen.

Geht aus einem geometrischen Gebilde durch eine bestimmte

Transformation ein anderes hervor, so lassen sich aus den Bigen-
schaften des ersten, vermoge der Transformation, entsprechende

Eigenschaften des zweiten folgern. Allgemein zu reden
;

werden

einige dieser Eigenschaften bei der genannten Transformation erhalten

bleiben; diese sind dann als invariant in bezug auf die Transfor

mation aufzufassen. Liegt eine Klasse von Grebilden vor, die ausein-

ander durch Transformationen einer bestimmten Art hervorgehen, so

wird die Untersuchung ihrer gemeinsamen, durch diese Transfor

mationen nicht zerstorbaren Eigenschaften auf diejenige der Eigen
schaften eines einzigen Reprasentanten der Klasse zuruckgefuhrt. Nach

neuerer Auffassung wird das einzelne Gebilde nicht mehr als starr

gegeben angesehen, sondern als veranderlich, als transformierbar, und

seine Eigenschaften werden nur so weit betrachtet, als sie gegeniiber

gewissen Anderungen invariant sind.

2. Transformationsgruppen und deren Einteilung. Eine end-

liche oder unendliche Mannigfaltigkeit von Transformationen kann die

Eigenschaft haben, daB je zwei dieser Transformationen, sofern sie

zusammengesetzt (d. h. nach einander ausgefiihrt) werden konnen,

immer wieder eine Transformation derselben Mannigfaltigkeit ergeben

(die ihr ,,Produkt&quot; in der betrefFenden Reihenfolge heiBt).

Man sagt dann, daB diese Transformationen eine ,,Gruppe&quot; bilden.

Die Transformationen konnen dabei auch nur fur eine diskrete

Menge von Wertsystemen der Veranderlichen definiert sein. Auch

konnen unter Umstanden geometrische oder andere Operationen in

ahnlicher Weise zu ,,Gruppen&quot; zusammengesetzt werden. In dieser
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Weise kam die Gruppendefinition zunachst in der Siibstitutwnentheorie

(I A 6, Burkhardt, Nr. 5) zur Geltung, insbesondere in der Galoisschea.

Theorie der algebraischeu Gleichungen (I B 3 c, d, Holder), wo die zu-

sammenzusetzenden Operationen Versetznngen einer endlichen Anzahl

von Elernenten sind. Andererseits trat der Gruppenbegriff auf in der

Invariantentheorie linearer Substitntionen (I B 2, Meyer) und in ihren

zahlentheoretischen und geometrischen Anweadungen (I C 2, Arith-

metische Theorie der Formen, Vahlen; III A, B 6, Projektive Geometric,

Scfitinflies).

Die umfassende Bedeutung des Gruppenbegriffes, weit fiber die

ersten Anwendungen hinaus, trat in den Arbeiten von C. Jordan

hervor 3
).

Hieran reihen sich die geometrischen Arbeiten von F. Klein 4

)

und S. Lie*), welche den Gruppenbegriff zu einem speziellen Unter-

suchungsgegenstande machen und in den Mittelpunkt der matheinatischen

Forschung riicken. Wahrend aber Klein ini weiteren Verfolg ins

besondere diskontinuierliche geometrische Gruppen untersuchte und

deren Bedeutung fur die verschiedenen Gebiete der Mathematik dar-

legte ( Gleichungstheorie, Zahlentheorie, Funktionentheorie)
6
),

ist S. Lie

3) Vgl. die im 3. Abschnitt des ,,Traite des substitutions et des equations

algebriques&quot; (Paris, 1870) enthaltenen Anwendungen der Gruppentheorie auf

geornetrische Probleme und transzendente Funktionen, sowie auch die Abhand-

iung ,.M^moire sux les groupes de mouvementst%

,
Ann. di mat. (2) 2 (186869),

p. 167, 322.

4) Ygl. die zahlreichen Aufsatze in den Gott. Nachr. und in den Math. Ann.,

sowie auch die Lehrbiicher: Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Auflosung
der Gleichung vona 5. Gxade (Leipzig 1884); Vorlesungen iiber elliptische Modul-

funktionen (herausgeg. von 7?. Fricke, 2 Bde., Leipzig 189092), und die Gottinger

autographierten Voiiesungshefte : Hohere Geometric (1, 2; 1892 93; bereits unter

,,Literatur
u

angefiihrt, da insb. Bd. 2 einer allgemeinen Wiirdigung der geo
metrischen Gruppen gewidmet ist); tfber die hypergeornetrische Funktion (1894);

Uber lineare Differentialgleichungen der zweiten Ordnung i!894); Ausgewahlte

Kapitel der Zahlentheorie (1, 2; 1896). Zuletzt noch: Klein-Frickc, Vorlesungen
uber automorphe Funktionen (Bd. 1, Leipzig 1897; Bd. 2, 1. Lief. 1901).

5) GroBtenteils in den Christiania Forhandl., Archiv for math, og natur-

videnskab, Gott. Nachr., Math. Ann., Leipzig Ber. enthalten; Verzeichnis von

F. Engel in Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 174. Man vergleiche ferner die unter

,,Literatur&quot; angefahrten Lehrbiicher, in denen die hauptsachlichen Theorien

zusammengefafit sind.

6) Einen weseutlichen Aufschwnng hat die Theorie der diskontinuierlichen

Gruppen und ihre Anwendung auf die Funktionentheorie auch durch H. Poincares

Arbeiten erhalten (Theorie des groupes fuchsiens, Acta math. 1 (1882), p. 1;

Memoire sur les fonctions fuchsiennes, ebenda, p. 193; Memoire sur les groupes

kleineens, ebenda 3 (1883), p. 49. S. auch die verschiedenen fruheren Mittei-

lungen in Paris C. R. 92, 93, 94 (1881 82)), in welchen die eigentlich-diskonti-
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Schopfer einer Theorie der kontinuierlichen geometrischen Gruppen (IIA 6,

Maurer und Burkhardi) geworden, die im vorliegenden Artikel fort-

wahrend zu benutzen sein wird.

Als ,,endliche&quot; (insbesondere ,^-gliedrige&quot;) kontinuierliche Gruppe
bezeichiiet Lie jede r-fach unendliche (d. h. von r wesentlichen [kom-

plexen] Parameters abhangige) Schar von Transformationen, welche die

Gruppeneigenschaft besitzt und die identische Transformation enthalt

(IIA 6, Nr. 2). Seine Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen ist

mit der Substitutionentheorie in dem Sinne verwandt, daB viele Be-

griffe (Vertauschbarkeit, Ahnlichkeit, Untergruppe ;
invariante Unter-

gruppe) und Satze sich auf erstere iibertragen lassen. Es kommen
aber auch neue und wichtige Begriffe hinzu; insbesondere die Be-

griffe der infinitesimalen, Transformation und der Zmammensetzung einer

Gruppe. Fiir die infmitesimale Transformation 6x
(

=
, dt fuhrt Lie

das Symbol Xf^:%{
2- ejnj welches anzeigt, dafi f in f-\- d i - Xf

iibergeht. Eine r-gliedrige Gruppe enthalt r uiiabhangige infinite-

simale Transformationen XJ, . . ., Xrf, durch die sich jede andere

linear mit konstanten Koeffizienten ausdriicken lafit; wiederholt man

letztere unendlich oft, so erhalt man die endlichen Transformationen

der Gruppe (in einer gewissen Umgebung der identischen Trans

formation). Die ,/Klarnmerausdriicke&quot; (X{
Xk)
= X^X^) X

k(XJ}
sind wiederum lineare Funktionen der X

l
mit konstanten Koeffizienten

e
ikl ;

diese Koeffizienten bestimmen die ,,Zusammensetzung&quot; der Gruppe.

Jedem System von Konstanten c
ikl ,

welche bestimmten Gleichungen

genugen (II A 6, Nr. 5), entsprechen unendlich viele gleichzusammen-

gesetzte r-gliedrige Gruppen.
Den Begriff einer ,,unendlichen&quot; (d. h. von willkMichen Funk

tionen abhangenden) kontinuierlichen Gruppe hat Lie seit 1883 7
)

dahin begrenzt, daB die in ihren infinitesimalen Transformationen

auftretenden Funktionen Jt
. einem System von einer endlichen Anzahl

linearer partieller Difterentialgleichungen genugen sollen. Spater
8
)

definierte er als solche die Gesamtheit der Transformationen

nuierlichen Grruppen von linearen Substitutionen einer komplexen Ver^nderlichen

durch Polygon- und Polyedereinteilungen der Ebene und des Raumes verfolgt

und die zugehSrigen ^Fuchsschen&quot; und ,,Kleinschen&quot; Funktionen konstruiert werden.

7) ttber unendliche kontinuierliche Gruppen, Christiania Forhandl. 1888,

Nr. 12.

8) Th. d. Tranefgr. 1, p. 5 6; Christiania Forhandl. 1889, Nr. 7. S. auch

HA 6, Nr. 22.
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bei denen die Funktionen F
{

die allgemeinsten Losungen ernes

gewissen Systems von einer endlichen Anzahl partieller Differential-

gleiehungen sind; eine solche Gruppe laBt sich durch infinitesimale

Transformationen erzeugen, die der obigen Bedingung geniigen. Anch
fiir diese Gruppen hat Lie eine Theorie aufgebaut

9
), welche znr

Theorie der endlichen Gruppen parallel lauft.

Es gibt auch Gruppen, die aus getrennten kontinuierlichen Scharen

bestehen, von denen eine eine (endliche oder unendliche) kontinuier-

liche Gruppe ist. Diese bezeichnet man als ,.gemischte&quot; Gruppen
10

).

3. Kleins gruppentheoretisohe Auffassung der Geometrie. Die

einer Gmppe zugehorige Invariantentheorie. F. Klein hat 1872

gezeigt
11
), wie die Transfonnationsgruppen, insbesondere die konti

nuierlichen und gemischten Gruppen, in der Geometric zur Geltung

kommen, und wie die geometrischen Gruppen eine Systematik der

verschiedenen Behandluncrsweisen der Geometrie liefem.

^Geometrische&quot; Eigenschaften eines Gebildes sind nach F. Klein

unabhangig von der Lage, welche dieses Gebilde im Raume ein-

nimmt, von seiner absoluten GroBe, und von dem ,,Sinne&quot;, in welchem

seine Teile geordnet sind (d. h. von der Anordnung, die den Unter-

schied von seinein Spiegelbilde begrundet)
18

).
Sie bleiben also un-

geandert bei alien Bewegungen und Ahnlichkeitstransformationen, bei

den Spiegelungen, sowie auch bei alien Transformationen, die sich

aus diesen zusammensetzen. Diese Transformationen bilden eine

Gruppe, die sogen. ,,Hauptgruppe&quot; (Nr. 4): Geometrische Eigenschaften

werden durch die Transformationen der Hauptgruppe niclit geandert,

und umgekehrt: Geometrisdw Eigenschaften sind durch ihre Unver-

anderlichkeit gegeniiber den Transformationen der Hauptgruppe charakte-

risiert. Die ^Geometrie&quot; erscheint also als ein Sttidium der 0u der

Hauptgruppe raumlicher Transformationen gehorigen Invariantentheorie

(welche ofters als ^Elementargeometrie&quot; (Nr. 4) bezeichnet wird).

Nun gibt es viele Arten, diese Betrachtungsweise zu erweitern, indem

man an Stelle aller geomekischer Eigenschaften nur diejenigen ins

Auge fafit, die bei einer umfassenderen Gruppe von Transformationen

9) Leipzig Ber. 43 (1891), p. 816, 353; sowie auch: ,,Unendliche Gruppen
44

.

10) Th. d. Transfgr. 1, Kap. 18; HA 6, Nr. 21. Beispiele: die Gruppe aller

Bewegungen und Umlegungen; die Gruppe der linearen Transformationen, deren

Determinante eine ganze Zahl, oder eine nto Einheitswurzel ist.

11) Erlanger Programni. S. auch: Hohere Geometric 2, p. 27 ff.

12) let das bei irgend einer Eigenschaft nicht der Fall, so heifit diese

Eigenschaft nach F. Klein auch nicht ,,geometrisch&quot; ; dagegen kann eie eventuell

6ine ,,topographische
u
Eigenschaffc sein (Klein: Hohere Geometrie 2, p. 29).
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ungeandert bloiben; dazu liefern die
?,projektiven&quot; Eigenschaften (Nr. 5)

das einfachste Beispiel. Wir konnen auch, allgemeiner, beliebige

mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten (III AB4a, Fano, Nr.28 0;

III C 9, Segre) heranziehen, Transformationsgruppen in diesen Mannig

faltigkeiten betrachten, und folgende umfassendere Aufgabe stellen:

Es ist eine MannigfaltigJceit und in dieser erne Transformations-

gruppe gegeben; man soil die der Mannigfaltigkeit angehorigen Gebilde

hinsichtlich soldier Eigenscliaften untersuchen, die durch die Transfer-

mationen der Gruppe nicht zerstort werden. Diese Untersuchung bildet

einen besonderen Zweig der (irn allgeraeinsten Sinne aufgefaBten)

Geometric, welcher durch das ^Zugrnndelegen&quot; oder durch
,7Adjunktion&quot;

jener Gruppe charakterisiert wird. Diese verschiedenen Zweige, den

verschiedenen iiberhaupt moglichen Gruppen entsprechend, lassen sich

so alle systernatisch auffassen und beherrschen.

In Anlehnung an die moderne Ausdrucksweise kann man eine

eritsprechende Forderurig der Analysis forinulieren : Es ist eine Mannig-

faltigkeit und in dieser eine Transformationsgruppe gegeben; man ent-

wickele die auf die Gruppe beziiglwhe Invariantentheorie. In dieser

Invariantentheorie fragt man uach solchen Verbindungen aus den

Variabeln, eventuell auch ihren Difterentialquotienten ?
und den auf

ern Gebilde bezliglichen Konstanten, welche sich bei den Transfor-

mationen der Gruppe invariant verhalten
?
und zwar entweder

, ?
absolut^

invariant, oder auch nur
,?relatiy&quot; invariant, d. h. invariant bis auf eine

Potenz eines von den Transformationskoeffizienten abhangigen Aus^

druckes 12a
).

Zu der Aufstellung der Invarianten einer Gruppe hat

8. Lie in seiner Theorie der Transformationsgruppen wesentliche

Ansatze und Beitrage geliefert (vgl. unten, Abschn. III).

Als Element der zu uhtersuchenden Mannigfaltigkeit kann jedes

in dieser erithaltene Gebilde (Punkt, Punktgruppe, Kurve, Flache usw.)

anfgefafit werden. Wollen wir aber, insbesondere bei der Koordinaten-

bestimmung, bestimmte Gebilde als RaumeJemente auszeichnen, ohne

daB Gleichberechtigtes ungleichartig dargestellt werde, so miissen wir

die Raumelemente so wahlen, dafi bei jeder Operation der Gruppe
ihre Gesamtheit, nicht aber jedes einzelne von ihnen in sich iiber-

geht. Ein derartiges System von Gebilden, die vermoge der Gruppe
auseinander hervorgehen, nennt nian eineri

?,Korper&quot;.
Die Gesamtheit

der Maumelemente muft also einen Korper bilden, oder in Korper zer-

legl werden konnen; diese Elemente diirfen aber nicht die Eigenschaft

12*) Bei den Differentialinvarianten kann auch noch ein in gewieser Weise

von den Variabeln abhangiger Faktor hinzutreten.
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haben, schon bei einer invarianten Untergruppe (II A 6,

und Burkhardtj Nr. 6) der gerade betrachteten Gruppe in Ruhe zu

bleiben.

Em solcher Korper iaBt sich, bei vorgelegter Gruppe, nocli auf

imendlieh viele Weisen auswahlen. Aber so lange wir der Unter-

suehung dieselbe Gruppe zugrunde legen, bleibt der Inhalt der Geo-

metric unverandert; jeder Satz, der bei einer Annahme des Raum-

elementes sich ergibt, ist auch eiii Satz bei beliebiger anderer An-

nahme, nur die Anordnung und Yerknupfung der Satze ist geiindert.

Die gruppentheoretische Auffassung der Georaetrie hat auch

das eigentliche Wesen der
?,Differentialgeouietrie&quot; ans Licht gestellt

und gezeigt, da8 letztere kein Gegensatz zur ,,projektiven Geometric&quot;

oder zur ,,algebraischen Geometrie&quot; ist, sondern nur zur
,;
Georaetrie

des Gesamtraurnes&quot; (III A B 4 a, Fano, Nr. 35), und daB man inner-

haib beider eine eleinentare (oder metrische), eine projektive, eine

birationale usw. Auffassung unterscheiden kann.

In F. Kleins Programmschrift werden mehrere geometrische Grup-

pen aufgezahlt. deren Invariantentheorien sich teilweise erst spater ent-

wickelt haben. Weitere Gruppen sind dann hinzugetreten, und eioige

Untergruppen von diesen sind zu einer selbstandigen Bedeutung
erwachsen. In der folgenden Aufzahlung beschriinken wir uns darauf,

die wichtigeren Falle zu besprechen.

4-. Hauptgruppe. Elementargeometrie. Wir erwahnen in erster

Linie die bereits genannte .
}Haupt(/ruppc&quot;j den Inbegriff aller Ahnlich-

keitstransformationen, unter welchen auch die Bewegungen und die

^Umlegungon^ oder ,,0perationen 2. Art&quot;, d, h. die Produkte der

Bewegungen mit irgend einer Spiegelung, einbegriffeu sind. Analytisch

setzten sich diese Transformationen (z. B. im J?8) bei Zugrundelegung
cartesischer Koordiuaten aus den Parallelverschiebungen:

Xl x + A. yi
= y + B, *!

= 3 + G,

den Drehungen um den Anfangspunkt:

= ax -h by + eg,

deren Koeffizieuten nur von drei wesentlichen Parametern abhangen,
so daB insbesondere jeder von ihnen gleich der zugehorigen Unter-

determinante in der Determinants fa?/c&quot;] ist, und aus den perspek-

tiven Ahnlichkeitstransformationen, die den Anfangspunkt in Ruhe

laesen:

x
l
== kx, yt

= ly, Zi
= Kz
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zusammen. Im ganzen enthalt die Hauptgruppe des Raumes 7 Para

meter; diederEbene enthalt deren 4; die des En deren r*^ \ + 1. Die

bei dieser Gfcruppe invarianten Eigenschaften der Figuren pflegt man
ale metrische&quot; Eigenschaften, die zugehorige Invariantentheorie als

^Elementargeomefrie&quot; (oder auch ?,ahnliche&quot; oder ^aquiforme&quot; Geometric),
zu bezeichnen. Entfernungen sind relative, Winkelgrofien absolute

Invarianten. Bei dieser Gruppe wird gewohnlich die Betrachtung
auf reelle Elemente imd Transformatiouen eingeschrankt, obgleich die

obigen Formeln auch im komplexen Gebiet ihre voile Bedeutung
behalten.

In AnsehluB an die Hauptgruppe von B6 hat F. Klein ein JPrinzip
fQr eine rationelle Klassifikation geometrischer GroBen^ aufgestellt

1S
),

welches, seinem Gedanken nach, aus den ersten Arbeiten von Cayley

und Sytoester fiber lineare Invariantentheorie (I B 2, Meyer, Nr. 2)

herstainrnt, und auf jede Transformationsgruppe anwendbar ist. Nach-

dem wir die llaumelemente, etwa die Punkte, durch Koordinaten be-

stimmt haben, konnen wir uns beliebige andere Gebilde durch Punkte

definiert und dementsprechend durch Koordinaten festgelegt denken,

die Verbindungen verschiedener Reihen von Punktkoordinaten sind.

Als ,,geometrische Grrofie&quot; bezeichnet man den Inbegriff der solcher-

weise zur Festlegung eines Gebildes dienenden Koordinaten; und die

gemeinte Klassiiikation kommt darauf hinaus
7

daB solche geo-

metrischen GroBen als gleichartig angesehen werden, deren Koordinaten

bei den Operationen der Gruppe die gleichen Anderungen eiieiden,

Auch die geometrische Be/iehung ungleichartiger GroBen ergibt sick

aus dem Vergleich der beiderlei Anderungen dieser GroBeu.

Dieses Klassifikationsprinzip wendet Klein a. a. 0. auf die

,,Schraubengroflen&quot; (unendlich kleine Bewegungen , Kraftesysteme, Ball-

sche Schrauben) an. Eine JBaWsche Schraube, d. h. der Inbegriif der

urn eine feste Achse heruingelegten Schraubenlinien von gegebeneni

Windungssinn und bestinimter Ganghohe (also von Zentralachse und

.jParameter&quot;, nach Ji. Ball vpitch&quot;) ;
ist mit dem linearen KompleT.

der von den Normaleri jener Schraubeulinien gebildet wird, ein ein-

deutig zusammengeordnet, Und die ItoWsche Schraubentheorie ist

mit der eleiKcntoren oder konkreten Linienge&mttrie, welche die Haupt-

18) Zur Schraubentheorie von Sir Robert Bail , Zeitschx Math. Phys. 47

(1902), p. 237; abgedruckt in Math. Ann. 62 (1906), p. 419. Betreffend E. Ball

s. Beine zusanmienfassende Darstelliing: A Treatise on the theory of screws,

Cambridge 1900.
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gruppe zugrunde legt und den linearen Komplex als Raumelement

benutzt, identisch.

In seinen Vorlesungen hat F. Klein auch die Klassifikation der

geometrischen GroBen der Mechanik und Physik gegeniiber der Haupt-

gruppe wiederholt vorgetragen; man vergleiche hieruber IV 14, Geo-

raetrische Grundbegriffe der Mechanik deformierbarer Korper (Abraham).

5. Allgemeine projektive Gruppe. Projektive Geometrie. Die

,,allgemeine projektive Gruppe&quot; ist die Gruppe aller koliinearen Umfor-

mungen, d. h. aller Punkttransformationen des Rn ,
bei welchen Punkte

eines (ebenen) Rn _ 1
in ebensolche ubergehen. Die dabei invarianten

Eigensehaften der Piguren heiBen ,,projektive&quot; Eigenschaften und lassen

sich auf logische Kombinationen der beiden Begrifte der ,,Inzidenz&quot;

verschiedenartiger Elemente und der ,,Anordnung der Elemente eines

Gebildes erster Stufe&quot; zuriickftlhren u
).

Ihre Untersuchung ist Gegen-
stand der ,,projektiven Geometric&quot;; die zugehorige Invariantentheorie

wird ofters als Neuere Algebra&quot; oder Algebra der linearen Trans

formations&quot; oder auch Theorie der algebraischen Formen&quot; (I B 2, Meyer)

bezeiehnet, insofern, bei Zugrundelegung homogener projektiver Punkt

koordinaten, die Kollineationen durch lineare Substitutionen dieser

Koordinaten analytisch dargestellt werden. Im En enthalt die all-

gemeine projektive Gruppe (n-f-2) Parameter. Durch Hinzunahme

der (ebenfalls n (n + 2 )
-
gliedrigen) Schar der dualistischen Um-

formungen, bei welchen die Punkte in die Rn_ i iibergehen und um

gekehrt, geht aus ihr eine gemischte Gruppe hervor, die Fundaniental-

gruppe der ,,erweiterten projehtiven Geometrie&quot;.

Bei Zugrundelegung der Gesamtgruppe der koliinearen und dua

listischen Umformimgen bilden die Punkte keinen Korper mehr;
man muB also entweder den Inbegriif Caller Punkte und aller -Rw_,

tt

als Raumelemente betrachten, oder andere Raumelemente einfQhren,

die einen Korper bilden. Einen solchen bilden im EB die
?&amp;gt;geraden

Linien&quot;;
und durch Einfiihmng dieser gestaltet sich die Theorie als

vprojektive Liniengeometrl^ (III C 10, Wdlsch: s. auch unten, Nr. 10).

Entsprechendes gilt far jeden R.
t

mit ungerader Anzahl n von

Dimensionen, bei Einfuhrung der Rn ,i als Raumelemente, Ein
2

anderes System geeigneter Raumelemente wird in jedem En durch die

Gebilde geliefert, welche aus einem Punkte und einem ihn enthalten-

den JS
n _ 1 bestehen; in der Ebene also durch die Linienekmente

,
im

R durch die Flcidienelmente usw.

14) F. Enriyues, Lezioni di geometria proiettiva, Bologna 1896: 2. Aufl.

1905. Deutsche Ansgabe von H. Fleischer, Leipzig 1903 (s. insbee. 56).
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In beiden Fallen, in der gewohnlichen und der erweiterten pro

jektiven Geometric, durfen wir iinaginare Elemente (III A B 4a, Fano,
Nr. 14

ff.) und Transformationen entweder ausschlieBen
?
oder aber zu-

lassen. Im ersten Falle ergibt sich die ,,reelle projektive Geometric&quot;

(III A B 6, Schottfties), welclie beispw. liyperbolische und elliptische

Involutionen in Gebilden 1. Stufe, sowie auch (reelle) geradlinige and

nieht geradlinige Flachen 2. Grades im Rauine unterscheidet ; im zweiten

Falle die .Jcomplexe projektive Geometric&quot;, bei welcher jede Involution

zwei Doppelelemente hat, und samtliche Involutionen, sowie auch

samtliche Kegelschnitte wie Flachen 2. Grades von nicht verschwin-

dender Determinante untereinauder gleichberechtigt sincl. Diese Art

von Geometrie im komplexen Gebiet hat v. Staudt in seinen
7,Bei-

tragen zur Geometrie der
Lage&quot;

15
) begriindet.

Eine andero Erweiterung der projektiven Gruppe ergibt sich bei

Gebrauch imaginarer Elemente
,

indem man die Vertauschung der

koujugiert-komplexen Gebilde, d. h. von -f- i und --
i, also die sog.

^antiprojektiven Umformungen&quot; (III A B4a
; Fano, Nr. 16 18) hinzu-

nimmt 16
).

Uber die Moglichkeit einer ,]bikomp!exen projektiven Geometrie&quot;

und anderer Erweiterungen in derselben Richtung sei auf IIIAB4a
;

Nr. 16 verwiesen.

6. Kontinuierliche Untergruppen der allgemeinen projektiven

Gruppe. Auch einige Untergruppen der allgemeinen projektiven Gruppe
des Rn bieten Interesse dar. Die hierauf beziigiichen Resultate setzen

grofitenteils voraus, da6 alle auftretenden Transformationen und Para

meter als komplex betrachtet werden. Uber reelle Gruppen 1st nar

weniges naher ausgefuhrt
1?

).

15) 3 Heite, Niirnberg 185660.

16) DaB diese Vertauschungen iiber die komplexe projektive Geometrie

hinausgehen, hat bereits v. Staudt bemerkt (Beitrago, Nr. 225). Fiir n==l,
d. h. in eirieia Gebilde 1. Stuie, sind d^s die in der komplexen ^nnktionen-

theorie (II B) seit Hiemann wohlbekannten Spiegelungen und Operationen 2. Art

(F. Klein, tTber Eiemanns Theorie der algebraischeu Funktionen und ihrer

Integrate , Leipzig 1882; insb. p. 70 if.). Als geometrische Korrespondenxen
fur n

|&amp;gt;

1 treten diese Umformungen bei C. Juel auf (Bidrag til den imaginare
Linies og Plans Geotnetri, J3iss. Kjobeuhavn 1885; Acta math. 14 (1890), p, 1);

aber ausfuhrlicher und unabhangig von ihm werden sie bei C. Segre behandelt

(Torino Atti 25 (188990), p. 270, 430, 592; 26 (189091), p. 35; Math. Ann. 40

(1892), p. 413).

17) S. Lie, Theorie d. Transfgr. 3, Kap. 19, 83. Fiir die beiden Falle

n 1 uud n= 2 und fur spezielle Gruppen bei n = 3 s. die sofort anzu-

fiihrenden Arbeiten von H. B. Newson.
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a) Die allgemeine projektive Gruppe der geraden Linie (n = 1)

ist dreigliedrig. Jede in ihr enthaltene zweigliedrige (bezw. ein-

gliedrige) Untergruppe besteht aus dein Inbegriffe aller projektiven

Trausformationen, die einen festen Punkt (bezw. zwei, eventaell auch

zusammenfallende Punkte) in Ruhe lassen 18
).

Lie hat auch deu Satz aufgestellt: ,,Jede endliche kontinuierliche

Gruppe in einer (komplexen) einfach ausgedehnten Mannigfaltigkeit

ist mit euier projektiven Gruppe ahnlich und enthalt somit hochstens

drei (komplexe) Parameter.&quot;
19

)

Dieser Satz ist auch im reellen G-ebiet gultig
80
)*

1

).

b) Die kontinuierlichen projektiven Gruppen der Ebene (n
=

2)

hat Lie vollstandig bestiramt. Er hat namlich eine Reihe von Typen

angegeben, aus denen alle iibrigen Gruppen durch Ausfuhrung einer

projektiveu Transformation abgeleitet werden konnen 32
).

Insbesondere ergibt sich der Satz: ,,Jede kontinuierliche Unter

gruppe der achtgiiedrigen Kollineationsgruppe der Ebeiie 1aBt ent-

weder einen Punkt oder eine Gerade in Ruhe, oder sie ist die drei-

gliedrige projektive Gruppe eines nicht ausgearteten Kegelschnittes.&quot;

Die endlichen Gleichungen der Typen von projektiven Gruppen
der Ebene, in nicht homogenen sowie auch in homogenen Koordinaten

hat W. Fr. Meyer aufgestellt
23

).
Diese Typen werden durch die bei

ihnen invariant bleibenden geometrischen Gebilde einzeln charakterisiert,

und fur jeden Typus wird eine charakteristische invariants Differential-

gleichung angegeben.

18) Lie-Scheffers, Kontinuierliche (Gruppen, p. 129; Lie, Th. d. Tranefgr.

3, p. 17.

19) Gott. Nachr., Dezember 1874, p. 529; Math. Ann. 16 (1880), p. 465;

Th. d. Traiisfgr. 3, p. 6.

20) Th. d. Transfgr. 3, p. 369.

21) Synthetische Untersuchungen xiber reelle kontiuuierliche projektive

Gruppen auf der geraden Linie hat H. B. Newson angestellt. S. die Aufsatze:

Continuous groups of projective transformations treated synthetically, Kansas

Univ. Quart. (A) 4 (189596), p. 71; Supplementary notes, ebenda p. 169: On

singular transformations in real projective groups, Amer. M. S. Bull. (3) 6 (1900),

p. 431. Die projektiven Gruppen auf der komplexen Geraden werden in Kansas

Univ. Bull. 1 (1902), p. 115 als reelle konforme Gruppen der Ebene (Nr. 1112)
gedeutet.

22) Math. Ann. 16 (1880), p. 622 u. ff.; Arch, for math. 10 (1884), p. 74;

Lie-Scheffers, Kontinuierliche Gruppen, p. 288; Th. d. Transfgr. 3, p. 106.

23) Tabellen von endlichen kontinuierlichen Transformationsgruppen, Chicago

Congress Papers (New York 1896), p. 187. Auch fur die endlichen kontinuier

lichen Gruppen der Ebene werden aus den .Lieschen infiniteisimalen Trans-

formationen durch Integration die endlichen Gleichungen gewonnen.
Encyklop. d. math. Wiasenscb. Ill 1. 20
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Auf synthetischem Wege wurden die projektiven Gruppen der

Ebene von H. B. Newson behandelt 24
).

Seinen Ausgangspunkt bilden

die perspektiven Kollineationen und ihre Gruppen
25
); aus diesen sucht

er umfassendere Gruppen zusamrnertzusetzen. Dadurch gelangt er zur

Lieschen Tabelle der projektiven Gruppen der Ebene, die er auch in

endlicher Gestalt anfiihrt 26
).

c) Im Raume Es gilt der Hauptsatz: ,;
Jede kontinuierliche Unter-

gruppe der 15-gliedrigen Kollineationsgruppe des E
s

lafit mindestens

einen Punkt, eine Linie oder eine Flache invariant, mit Ausnahme der

zehngliedrigen Gruppe eines rdclit ausgearteten lineareii Komplexes&quot;
27

).

Diese Untergruppen lassen auch alle eine
?,ebene Punktfigur&quot;, d. h.

mindestens einen Punkt, eine gerade Linie oder eine Ebene in Ruhe
?

ausgenommen die drei folgenden:

L die zehngliedrige Gruppe eines niclit ausgearteten linearea

Komplexes;
2. die sechsgliedrige Gruppe einer nicht ausgearteten Flache

2. Grades (Nr. 9);

3. die dreigliedrige Gruppe einer Raunikurve 3. Ordnung (Nr. 8,

28)
28

).

d) Fur n
&amp;gt;

3 sind derartige allgemeine Satze niclit bekannt. Die

n(n +-2)- gliedrige Kollineationsgruppe des R
n

ist aber stets
,7
einfach&quot;

(d. h. eie besitzt keine iuvariante Untergruppe); ihre groBten Unter

gruppen enthalten n (n + 1) Parameter, und besteheri aus alien Trans

formationen, welche entweder einen Punkt oder einen Bn_ l
in Ruhe

lassen 29
).

7. Fortsetzung. Affine Gruppe. Affine Geometrie. Die n (n -j- 1)-

gliedrige projektive Gruppe des En
mit invariantem JKn-1 kann ein-

24) Continuous groups of project!ve transformations treated synthetically,

Kansas Univ. Quart. (A) 4 (189596), p. 248; ebenda 5 (1896), p. 81. Eine zu-

sammenfassende Darstellung enthMlt die Ahhandlung: A new theory of col-

lineations and their Lie groups, Amer. J. 24 (1902), p. 109. Vgl. auch: Report
on the theory of collineations (Proc. Amer. Ass. adv. sc. 51 (1902), p. 305).

25) S. auch: A. Emch, Continuous groups of perspective collineations in

the plane treated synthetically, Kansas Univ. Quart. (A) 5 (1896), p. 1.

26) DaB durch die erhaltenen Gruppen die Gesamtheit der projektiven

Gruppen der Ebene erschopft wird, ergibt sich aber bei Newson erst aus dem

Vergleich mit Lie s Ilesultaten.

27) Lie, Archiv for math. 10 (1884), p. 113 u. ff.
; Th. d. Transfgr. 3, p. 236.

28) Spezielle projektive Gruppen im jR
8

in AnschluB an die invariant blei-

benden Elemente hat H. . Newson in einer Reihe von kurzen Aufsatzen unter-

sucht (A new theory of collineations in space, Kansas Univ. Quart. (A) 10 (1901),

p. 33, 87, 99).

29) Lie, Math. Ann. 25 (1885), p. 130; Th. d. Transfgr. 1, p. 560, 569.
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facher aufgefafit werden, wenn man in dem (als Euklidisch voraus-

gesetzten) En den festen Rn_i ins Unendlicbe wirft. Man erhalt dann

die naffint Crruppe&quot;***),
welche aus alien projektiven Umformungen

besteht, die eigentliche Elemente immer wieder in eigentliche und

daher auch uneigentliche Elemente in ebensolche uberfiihren. Diese

Transformationen werden gewohnlich auf das reelle Gebiet ein-

geschrankt. Analytisch werden sie durch lineare, ganze, im all-

gemeinen nicht bomogene Substitutionen der cartesischen Punktkoor-

dinaten dargestellt. In der affiueu Geometrie komnit es auf solche

Beziehungen zwiscben den Elementen an, die sicb auf Inzidenz (in

elementarem Sinne), Parallelismus, und Anordnung innerhalb Gebilden

1. Stufe zuruckfiikren lassen: weitere metrische Eigenschaften bleiben

ausgeschlossen. Legt man den affinen Transformationen die weitere

Beschrankung auf, dafi je zwei orthogonale (uneigentlicbe) Elemente

wieder in solcbe ubergehen sollen, so bleiben alle WinkelgroBen

ungeandert, und man kommt zur Elementargeometrie zuruck.

Die Bedeutung der affinen Geometrie als einer mittleren Ab-

stufung zwiscben Elementargeometrie und projektiver Geometrie ist

bereits von A. F. Mobius gesfcreift worden 31
).

F. Klein hat sie in

seinen zablentheoretisehen Vorlesungen
82

) besonders zur Geltung ge-

bracbt; E. Study hat auch darauf hingewiesen (s. Anm. 2! 5̂

)),
und

L. Hefftcr hat sie neuerdings ausfiihrlich besprochen
33

).
Aus der

Hauptgruppe (Nr. 4) ergibt sich die affine Gruppe durch Hinzunahme

der perspektivischen Kollineationen mit unendlich fernem Zentrum.

die projektive Gruppe erst durch Hinzunahme beliebiger zentraler

Kollineationen. Yon den drei invarianten Beziehungen mit denen sich

die Elementargeometrie befafit: Insiden*, Parallclismus, Orthogonalitat,

bleiben bei affinen Trailsforniationen nur die beiden ersten, bei pro

jektiven nur die erste erhalten. Die projektive Geometrie kennt zwei

Klassen von roellen Pokrsvstemen in der Ebene, und entsprechend

zwei Klassen von reellen nicht ausgearteten Kegelschnitten : die
?r
null-

teiligen&quot;
und die

,,einteiligen&quot;;
die affine Geometrie spaltet die ein-

30) Nach S. Lie ,,allgemeine iineare Gruppe
4

;
Th. d. Transfgr. 1, p. 556 57.

31) Der Barycentrisehe Galcul, Leipzig 1827, 144 ff., 248 = Ges.

Werke 1 (Leipzig 1885), p. 177 ff., 31618. S. auch IUAB4a, Fano, Nr. 8.

32) Ausgewahlte Kapitel der Zahlentheorie (autogr. Vorleeung, Gottingen

189596) 1, p. 51 u. ff.

33) tjber das Lehrgebaude der Geometric, insbesondere bei analytischer

Behandlung, Deutsche Math.-Ver. Jahresber. 12 (1903), p. 490. L. Heffter und

C. Koehler, Lehrbnch der analytischen Geometrie 1 Leipzig-Berlin 1905\ insbes.

Nr. 9, 10, 28, 83 u. ff., 147 u. ff.

20*
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teiligeii Kegelschnitte in Ellipse, Parabel, Hyperbel, and zieht Mittel-

punkt, Durchmesser, Asymptoten heron; die Elementargeometrie redet

von Achsen und Brennpunkten ?
und erkennt im Kreise und in der

gleichseitigen Hyperbel ausgezeichnete Spezialfalle. Fur die projektive

Geometrie ist das Doppelverhliltnis die charakteristische absolute In-

variante; fur die affine Geometrie das Abstandsverhaltnis von drei auf

einer Geraden liegenden Punkten; fiir die Eleinentargeometrie bilden

das Abstandsverhaltnis und das sog. ,,Richtui)gsverhaltnis&quot; von drei

Geraden ein charakteristisches System von absoluten Invarianten.

Diese Invarianten lieiern fiir jede Abstufung der Geometric ein natur-

gemafies und charakteristisches Koordinatensystem: fiir die projektive

Geometrie die allgemeinen Doppelverhaltnis- oder projektiven Koordi

naten; fur die affine Geometrie die allgemeinsten cartesischen Punkt-

koordinaten 34
): fiir die Elementargeometrie die orthogonalen gleich

seitigen Koordinaten.

Fiir die affine Geometrie ist bei w= 2 auch das Flaehenverhaltnis

von zwei Dreiecken, oder allgemeiner von zwei geschlossenen ebenen

Figuren, bei n 3 das Yolumenverhaltnis usw. eine charakteristische

absolute Invariante. Veiiangt man, dafl die Flacheninhalte bei n = 2,

bezw. die Volumina bei n = 3 usw. ungeandert bleiben
7

so sondert

sich aus der affinen Gruppe eine n (n -\- 1) 1-gliedrige iiivariante

Untergruppe ab: die speziell-affme oder aqui-affine Gruppe
35

).

Weitere Untergruppen der allgemeineu projektiven und zugleich

auch der affinen Gruppe mit 2 und -
2

1 Parametern sind die

allgemeine und die speziell-affine Gruppe mit festem eigentlicliem Punkte.

Analytisch wird die erste durch die samtlichen linearen homogenen
Transformationen der n cartesischen Punktkoordinaten dargestellt7

die zweite durch alle solehe Transformationen, deren Determinante

= 1 ist. 8. Lie nennt diese Gruppen allgemeine und spezielle lineare

homogene Gruppe
86

).
Diese beiden Gruppen stehen zu der projek

tiven Gruppe des jR^.j in einfacher Beziehung, da sie die oo&quot;&quot;

1 vom
festen Punkte auslaufenden geraden Linien auch projektiv ?

auf alle

iiberhaupt moglichen Arten
?
vertauschen. Sie konnen gewissermafien

als Projektionen der allgemeinen projektiven Gruppe eines Rn _i

84) Die Mobiusschen ,,barycentrischen Koordinaten 1 *

p : q : r (III A B 4 a,

Fwio, Nr. 12; III A B8, Koordinatensyflteme, Mtilter, s. Barycentrischer Calciil.

28 ff., 144 ff.) sind auch Abstandsverhaltnisae ,
und folglich fur die affine

Geometrie geeignet. Dabei wird, an Stelle einer Seite dea Fundamentaldreiecks,

die Einheitsgerade ins Unendliche geworfen.

35) Heffter und Koehler, a. a. 0. p. 220.

36) Th. d. Transfgr. 1, p. 55758.
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von einem festen aufierhalb des H
)i _ l gelegenen Punkte angesehen

werden.

Die aligemeine lineare homogene Gruppe des E
n ist zur all-

gemeinen projektiven Gruppe des Hn _^ meroedriscli isomorph: die

spezielle lineare homogene Gruppe des ftn ist mit der eben genannten

Gruppe des Rn_ L gleichzusammengesetzt, und (n9 l)-deutig isomorph
auf sie bezogen.

8. Fortsetzung. Projektive Gruppen mit invarianten Kurven

und Flachen. Es gibt erne Reihe kontinuierlicher und gernischter pro-

jektiver Gruppen, welche durch die Invarianz irgend einer Punktfigur

(Kurve, Flache usw.) ckarakterisiert werden (und, in bezug auf diese

Figuren. als
7,automorphe

k

projektive Gruppen bezeichnet werden

konnen). Diese Punktfiguren sind also Gebilde, die unendlich viele

(notwendigerweise eine Gruppe bildende) projektive Transformationen

gestatten
87

).

a) F. Klein und S. Lie haben 1870 die Frage nach den sogenannten
TF-Kurven (III D 4, Sdieffers, Nr. 13 u. ff.), d. h. Kurven mit oiner

kontinuierlichen Schar von projektiven Transformationen in sich, auf-

gestellt und ftir ebene Kurven und Raumkurven gelost
38

). Vom
modernen Standpunkte aus sind das die Bahnkurven eingliedriger pro-

jektiver Gruppen. Bei getrennt liegenden Fixpunkten und unter An-

nahme projektiver nicht homogener Punktkoordinaten laBt sich eine

T^-Kurve des
jR^,

durch die Gleichungen:

darstellen, wobei c%, 8 ,
. .

., n geeignete Konstanten bezeiehnen.

Analytisch lassen sich die W-Kurven als Integralkurven gewisser

Differentialsysteme 1. Ordnung auffassen. Insbesondere sind die W-
Kurven der Ebene Integralkurven von Jacobischeii gewohnlichen

Differentialgleichungen (II A 4b, Vessiot, Nr. 8).

Ist eine TF-Kurve algebraisch, so ist sie zugleich auch rational

(d. h. vom Geschlecht Null)
M

).

Gestattet eine im Rn ,
aber in keinem Rn _ i

enthaltene irreduzible

Kurve eine mindestens zweigliedrige projektive Gruppe, so gestattet

37) Allgeraeine Problemstellung in Bezug auf eine beliebige Gruppe bei

F.Klein, Erlanger Programm, SehluBbemerkungen. S. auch die Amn. S8
) an-

gefiihrte Arbeit in Math. Ann. 4, 6, 7.

38) Paris C. R. 70 (1870), p. 1222, 1275: Math. Ann. 4 (1872), p. 50.

39) G. Loria, Giorn. di mat. 26 (1888), p. 334. S. auch die dort angefiihrten
Arbeiten von A. Cayley, L. Cremona, E. Bertini.
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sie auch eine dreigliedrige (aber keine umfassendere) und 1st eine

algebraische rationale Normalkurve Mter
Ordnung

40
).

Die dreigliedrige projektive Gruppe einer rationalen Normalkurve

wter
Ordnung im Rn ist mit der allgemeinen projektiven Gruppe der

geraden Linie holoedrisch isomorph (Nr. 28); sie ist auch die einzige

dreigliedrige projektive Gruppe des Rn ,
welche diese Eigenscliaft hat

und keine ebene Mannigfaltigkeit niedrigerer Dimension im Rn in

Ruhe lafit*
1

).

b) Von Flachen des R., mit cx&amp;gt;

2 vertauschbaren projektiven Trans-

formationen (sogenannten TF-Flachen; III D 5, v. Lilienthal, Nr. 6) ist

bereits in der ersten Klein-L^schen Mitteilung aus dem Jahre 18TO 43
)

die Rede. Bei getrennt liegenden Doppelpunkten lassen sich deren

Gleichungen in der allgemeinen Form:

x^x^x^xf* const.

mit verschwindender Summe
i + 2 + a

s &quot;\~
a4 schreiben.

Einzelne Kurven und Flachen 3. Ordnung mit unendlich vielen

projektiven Transformationen in sich hat H. Poincare bestimmt43
).

Im Jahre 1882 stellte sich Lieu
)

die Aufgabe, alle Flachen des JR
3

zu bestimmen. welche eine kontinuieiliche mindestens dreigliedrige

projektive Gruppe gestatten. Als solche ergaben sich, von den Ebenen

und Kegelflachen
45

) abgesehen:

1. die nicht ausgearteten Flachen 2. Grades, deren jede eine sechs-

gliedrige projektive Gruppe zulaBt:

2. die abwickelbare Flache einer Raumkurve 3. Ordnung, welche

dieselbe dreigliedrige Gruppe gestattet, wie diese Raumkurve.

Dazu mufite spater
46

) die darnals iibersehene Cayley svlie Linien-

40) Lie, Th. d. Transfgr. 3, p. 187.

41) Th. d. Transfgr. 3, p. 758, 785.

42) Paris 0. R. 70 (1870), p. 1222. S. Anm 38
).

43) Sur les formes cubiques, ternaires et qnaternaires (Journ. ec. polyt. 31

(cah. 50) (1881), p. 199). In Paris C. R. 97 (1888), p 949 gab Poirware auch einen

Ansatz zur Bestimmung der Mn _i des Kn ,
welche mindestens zwei nicht ver-

tauachbare infinitesimale projektive Transformationen gestatten.

44) Archly for math, og riaturw. 7 (1882), p. 179,

45) Eine Kegelflache des li^ geht bei den cx&amp;gt;

4

perspektivischen Kollineationen

in sich \iber, welche ihren Mittelpnnkt als Kollineationsxentrum haben. Dazn.

komnien noch weitere Kollineationen, und zwar wird die Gesamtanzahl cx&amp;gt;

6

bezw. oo 7
,
wenn die ebenen Schnitte der Kegelfliichen W-Eurven bezw. Kegel-

schnitte sind. Im letzten Falle ist die Gruppe im komplexen Gebiet korrelativ

zur Gruppe der co 7 Aimlichkeitstransformationen.

46) Christiania Forhandl. 1884, no. 9: vgl. auch Th. d. Transfgr. 3, p. 190

bis 196.
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flache 3. Ordnung (III C 7, Meyer, Nr. 14) hinzugefiigt werden, welche

ebenfalls eine dreigliedrige projektive Gruppe zulaBt.

Seine (weseutlich analytischen) Untersuchungen verfolgte Lie

1895 weiter 47
), indem er alle Flnchen bestimmte, die nor eine zwei-

gliedrige projektive Gruppe gestatten. Dabei ging er stets von der

Betrachtung der zur Gruppe gehorigen infinitesimalen Transfor-

mationen aus.

Inzwischen batten italienische Geometer, insbesondere F. Enriques*
8
)

und (r. Fano*-), die Frage nach den Flachen mit unendlich vielen

projektiven Transformationen in sicb geometriscb (mit den Methoden

der projektiveu Geometrie) angegriffen. Fano gelangte zu folgenden

Resultaten:

1. Jede algebraische Flache mit unendlich vielen projektiven

Transformationen in sich lafit sich eindeutig-umkehrbar auf eine Regel-

flache abbilden;

2. gestattet eine algebraische Flache eine transitive projektive

Gruppe (d. h. eine Gruppe, bei welcher zwei ihr angehorige Punkte

allgemeiner Lage stets ineinander iiberfilhrbar sind), so ist sie rational,

d. h. eindeutig-umkehrbar auf die Ebene abbildbar 50
).

Diese beiden Satze sind auch im En giiltig.

c) Fur algebraische Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension,

welche eine kontinuierliche und ,,nicht integrable&quot;
51

) projektive Gruppe

gestatten, hat G. Fano *) einen bemerkenswerten Zusammenhang mit

der Invariantentheorie der binaren Fornien hervorgehoben. Die Glei-

chungen einer solchen Mannigfaltigkeit ergeben sich durch Nullsetzen

von Invarianten, oder auch durch das identische Nullsetzen von Ko-

47) Leipzig Ber. 47 (1895), p. 209.

48) Ist. Veneto Aiti (7; 4 (189293), p. 1590; ebenda 5 (189394), p. 638.

49) Roma Lincei Rend. (5) 4 (1895), 1. sem., p. 149; Palermo Rend. 10

(1896), p. 16.

50) Bei dieser ebenen Abbildung geht die projektive Qruppe der betrachteten

Fliiche in eine Gruppe von Cremonaschen Transformationen der Ebene iiber. Aus

den spater zu besprechenden Satzen iiber endliche kontinuierliche Gruppen von

Cremonasehen Transformationen (Nr. 22) lafit sich noch folgern, daB obige Flache

entweder auf eine Ebene, oder auf eine nicht ausgeartete Flache 2. Grades, oder

endlich auf eine rationale nonnale Kegelflache m tor
Ordnung des Rm+l so abge-

bildet werden kann, daB der vorgelegten projektiven Gruppe eine ebenfalls pro

jektive Gruppe auf der neuen Flache entspricht. Dadurch lassen sich aucb die

iiberhaupt mfiglicheu Zusammensetzungen dieser automorphen Gruppen leicht

uberaehen. (Vgl. G. Fano, Roma Lincei Rend. (5) 4 (1895), 1. sem., p. 3*25;

Palermo Rend. 10 (1896), p. 1.)

51) Lie, Th. d. Transfgr. 1, p. 265; 3, p. 679.

52) Torino Mem. (2) 46 (189596). Vgl. auch Ann?. m).
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varianten einer binaren Form oder eines Systems binarer Formen,
wenri man die Koeffizienten dieser Formen als Punktkoordinaten

deutet. Fiir n &amp;lt;C 4 hat Fano alle iiberhaupt moglichen Falle aufgezahlt.

Fiir n = 4 hat G. Fano auch die dreidimensionaleu Gebilde

bestimmt, welche erne kontinuierliche und nicht integrable projektive

Gruppe gestatten
53

).

Die algebraischen M3
des Hn (n &amp;gt; 3), welche eine kontinuierliche

transitive projektive Gruppe gestatten, sind alle rational, d. h. auf

den Bs
abbildbar 54

).

9. Fortsetzung. Projektive Gruppe mit invarianter Mni-
Die Nicht-Euklidischen Geometrien. Unter den automorphen projek-

tiven Gruppen des Itn moge noch die von 8. Lie vielfach untersuchte 55
)

projektive Gruppe einer nicht ausgearteten Mannigfaltigkeit zweiten

Grades [J/^_i] besonders erwahnt werden. Diese Gruppe enthalt

~*2 Parameter. Fiir ungerades n besteht sie aus zwei kontinuier-

lichen Transformationsscharen, deren eine die beiden auf JfJ i

befindlichen Systeme von E
n _ x

in Ruhe lafit, wahrend die. andere sie

~2

vertauscht; die erste Schar ist fur sich eine Gruppe, und zwar, falls

w&amp;gt; 3 ist, eine einiache Gruppe. Bei geradem n ist die Gesamtgruppe
selbst kontinuierlich und einfach.

Die analytische Invariantentheorie dieser Gruppe ist die wohl-

bekannte Theorie der quadraUselwn Formen von beliebig vielen

Variabeln mit nicht verschwindender Determinante (sofern Formen

mit einander proportionalen Koeffizienten als aquivalent betrachtet

werden).

Bei Zulassung imaginarer Elemente und Transformationen sind

die samtlichen nicht ausgearteten -M_i dee Rn (und folglich die zu-

gehorigen Kollineationsgruppen) projektiv untereinander gleichberech-

tigt. Beschranken wir uns aber auf reelle Gleichungen und reelle

lineare Substitutionen, so kommt das ,,Tragheitsgesetz&quot; der quadra-

tischen Formen (I B 2, Meyer, Nr. 3) in Betraeht, und es sind danach

-~Y
oder -~- verschiedene Arten von JtfJ_j und von zugehorigen

Gruppen zu unterscheiden, je nach der Anzahl der positiven und nega-

63) 1st. Veneto Atti (7) 7 (189596), p. 1069.

54) G. Fano, Eoma Lincei Rend. (5) 8 1

(1899), p. 562.

55) Th. d. Transfgr. 3, Kap. 17, 18; Kap. 29, p. 809. Betreffend reelle

Gruppen, s. Kap. 19, 84.
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tiven Glieder der auf die ,,kanonische&quot; Form ^at
x* = reduzierten

o

Grleickung der Jtf*_i.

Die projektive Behandlung eines En mit invarianter Jf*_i kann

man nach einer von A. Cay/et/
56

)
herstammenden und von F. Klein* 7

)

weiter entwickelten Auffassung als eine ,,allgemeiue Metrik des lin
u

deuten (Nr.31), in welcher als ,,Entfernung&quot; zweier Punkte der mit einer

Konstanten multiplizierte Logarithmus des Doppelverhaitnisses dieser

beiden Punkte und der Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie mit der

Ml i definiert wird, also die -M^_i die sogenannte ,,r?undamental-

flache&quot; oder ^absolute Flache&quot; als Ort der unendlich feroen Punkte

erscheint. Die so definierten Entfernvingen sind namlich invariant

bei alien projektiven Umformungen des R
n ,

welche die Jfn i in Ruhe

lassen. Insbesondere ergeben sich in einem reellen Rn bei Aus-

wahl einer nullteiligen oder einer einteiligen und nicht geradlinigen

Jlf*_i,
58

)
die beiden ,,Nieht-Euklidischen&quot; MaBgeometrien, und zwar

bzw. die elliptische und die hyperbolische Geometric (wahrend die

paraboliscbe Geometrie erst durch Ausartung der JfJ i entsteht 59
).

Bei diesen Mafigeometrien erscheint der Hn als eine Mannigfaltigkeit

von konstantem Krummungsmafie nach Riemanns Vorstellung
w

)
ftl

).

56) A Sixth Memoir on Quantics. London Trans. 149 (1859), p. 61 = Coll.

math, papers 2 (Cambridge 1889\ p. 561.

57) Gott. Nachr 1871, p. 419; Uber die eogenannte Nicht-Euklidische

Geometric, Math. Ann. 4 (1871), p. 573; ebenda 6 (1873). p. 112.

58) D. h. einer Jf*_j, deren homogene Gleichung durch eine reelle lineare

Substitution auf die Form !?x = im ersten Falle
,
im zweit^n Falle aber

o

auf die Form
ajjj -f ^j + -f&quot;

xl i ^=0 reduzierbar iet.

59) Vgl. IlIABl, Enriques, Abschn. IV. Das axiomatische Interesse

welches in clem soeben zitierten Referat voransteht. tritt aber hier ganzlich zu-

nick. Die Nicht-Euklidische Ausdrucksweise hat einfach den Zweck, die geo-

metrieche Forschung zu erleichtern.

60) ttber die Hypothesen, welche der Geometric zugrunde liegen, Habili-

tationsschrift 1854, Gott. Abh. 13 (1867) = Gee. Werke (Leipzig 1876), p. 264

(2. Aufl. 1892, p. 272).

Cl) Uber elliptischeund hyperboiische Geometric hat neuerdings E. Study Untei-

suchungen angestellt, in welchen der J?
s
von vornherein als eine Mannigfaltigkeit

von drei kowplexen Dimensi&nen, also als eine reelle 6-dimensionale Mannigfaltig
keit betrachtet wird (tJber Nicht-Euklidische und Liniengeometrie, Deutsche

Math.-Ver. Jahreeber. 15 (1906), p. 476; Amer. J. 29 (1907), p. 116ff.X Als Raum-
element fiihrt er die die Fundamentalflache nicht berflhrende gerade Linie ein,

welche er durch Unterscheidung ihrer beiden Schnittpunkte mit jener Flache als

,,Anfangspunkt
u und ,,Endpunkt

u
gewissermaBen ,,orientiert

u
,
und als Speer oder
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10. Beispiele projektiver Geometrien mit invarianter J/|_i.

Projektive Liniengeometrie. Es gibt eine ganze Reihe von Geo

metrien, deren Fundamentalgruppen, bei geeigneter Auswahl der

Raumelemente und bei Einfiihrung eines geeigneten Koordinaten-

systems, durch die liuearen Transfermationen dieser Koordinaten dar-

gestellt werden, welche eine quadratische Gleichung von nicht ver-

schwindender Diskriminante in sich iiberfuhren. Diese Geometrien

diirfen demnach als projektive Behandlungen einer nicht ausgearteten

M%i eines Rn (nach Nr. 9 also auch als allgemeine MaBgeometrien)

aufgefaBt werden.

Je nach den einzelnen Fallen kann es sich empfehlen, bei dieser

Behandiung imaginare Elemente und Transformationen auszuschlieBen

oder aber zuzulassen. Bei Einschrankung auf Realitat ist zur Fest-

legung der Geometric auch die Angabe der Klasse erforderlich, zu

welcher die J!f_i im Sinne des Tragheitsgesetzes gehort (Nr. 9).

Em erstes Beiepiel liefert die projektive Liniengeometrie (Nr. 5, s.

Ill C 10, Geometric hoherer Raumelemente, WdlscJi). Als Koor

dinaten der geraden Linie im Raume betrachtet man die relativen

Werte der aus den projektiven Koordinaten zweier ihr angehoriger

Punkte oder Ebenen gebildeten sechs zweigliedrigen Determinanten

jp^5 zwischen diesen besteht identisch die Relation 2. Grades:

P == = 0.

Ausfiihrlichen Gebrauch von diesen Koordinaten hat zuerst J. Plucker

gemaeht
62
); er halt aber noch an der alteren ,,raetrischen&quot; Auffassung

Pfeil bezeichnet. Diese Mannigfaltigkeit wird dann in zwei verschiedenen Weiaen

durcli Hinzuualime uneigentlicher Elemente zu einem abgescliloseenen Speer-

kontinuum und zu einem Pfeilkontinuum erganzt. Unter den oo 8
Speeren oder

Pfeilon sind oo 4
, geeignet definierte, als reell zu bezeichnen. Das Kontinuum der

reellen (und komplexen) Pfeile des elliptischen Raumes lafit sich in einfacher Weise

auf das Kontinuum der reellen (und komplexen) Pfeile des elliptischen Kauines

biratioiial, iiberall eindeutig-unikehrbaj und stetig abbilden, indem man die

beideu zuin elliptischen Raume gehorenden Bildkugeln (vgl. Nr. 30, a
&quot;})

auf

die absolute Flache des hyperbolischen Raumes legt, und dann das linke und

rechte Bild des ersten Pfeiles mit dem Anfangs- und Endpunkt des zweiten

identifiziert.

62) Koordinaten der geraden Linie im Raume treten, allerdings in von der

heutigen ganz verschieclener Form, in H. Grafimanns Ausdehnungelehre von 1844

bereits auf. Im ,,System der Geometrie des Raumes&quot; (Diisseldorf 1846) hat Plucker

(Nr. 258) die Gerade im Raume durch vier unabhangige Koordinaten bestimmt; auf

clieee Art kann man aber nicht alle Geraden des projektiven Kontinuums aus-

nahmslos darstellen. Die sechs zweigliedrigen Determinanten mit der quadratischen

Bedingungsgleichung treten bei A. Cayley auf [Quart. J. 3 (1860), p. 225: ebenda
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fest, indem er in seiner Theorie der Linienkomplexe 1. und 2. Grades

besonders auf deren metrische BesiiehuDgen achtet. Sodann hat

F. Klein hervorgehoben, daB bei kollinearen und reziproken Um-

forinuugeu des R
6

die p- k
eine lineare Transformation erleiden, welche

die Gleichung P in sich iiberfuhrt . wahrend umgekehrt jede

solche Transformation eine raumliche Koilineation oder Reziprozitat

ergibt
63

).
Von hier aus gelangt die projektive Liniengeometrie, d. b.

die (erweiterte) projektive Geometric des Rs (Nr. 5) niit der geraden

Lime als Raumelement, zunachst also die projektive Theorie der

Linienkomplexe 1. und 2. Grades 64
),

zur konsequenten Entwicklung.

Projektii-e Liniengeometrie 1st mit der projektiven Behandlung der durch

die Gleichung P = dargestellien M* des R^ gleichbedeittend. Ins-

besondere deckt sicb die reelle projektive Geometric mit der reellen

Benandlung dieser J/4
2

; auf kanoniscbe Form reduziert lautet ihre

Gleichung: z* + % 2 + ^ -V 25
2 ^ = 0.

Die Polarbeziehung ^p5* ^
= bedeutet, daB die geraden

Linien (p} und (j/) einander schneiden, was eben eine projektiye

Beziehung ist.

Die projektive Liniengeometrie laBt sich zu einer projektiven

Geometric der linearen Komplexe (oder G-ewinde] weiterbilden, indem

man den Koordinaten pik auch solche relative Werte beilegt, welche

die Bedingungsgleichung P = nicht erfullen 65X Diese Werte (aik)

5 (1862), p. 81 = Coll. math, papers 4, p. 446, 490; s. auch in A B4a, Fa-no,

Nr. 21]. Und von 1835 an hat Plucker in mehreren Aufeatzen (Ges. Werke 1,

herausgegeben von A. SchoenfiifS, Leipzig 1895, p. 462 if.) und in der ,,Xeuen

Geometric des Raumes&quot; (1, Leipzig 1868; 2, herausgeg von F. Kkin, 1869) dieae

Koordinaten auf die Untersuchnng der Liniengebilde im Raume, inabesondere

der Komplexe 1 und 2. Grades systematisch angewandt. Wegen Einfuhrang

der Linienkoordinaten als selbstandiger Veranderlicher, und zwar als der mit

gewissen Kouatanten multiplizierten Momente der zu bestiinmenden Geraden in

bezug auf die sechs Kanten des Koordinatentetraeders s. H. G. Zeitthen, Math. Ann.

1 (1869), p. 432; F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 366.

63) tber die Transformation der allgemeinen Gleichung des 2. Grades

zwischen Linieukoordinaten auf eine kanonische Form (Diss. Bonn, 1868? ab-

gedruckt in Math. Ann. 23 (1884), p. 639), insb. II; Uber Liniengeometrie und

metrische Geometric (Math. Ann. 5 (1872), p. 257) insb. 1 (s. auch Math. Ann.

4 (1871), p. 356); Erlanger Programm, 5.

64) S. die erwahnte Kleinacbe Dissertation. Weiter: Zur Theorie der

Linienkomplexe 1. und 2. Grades, Math. Ann. 2 (1870), p. 198 (Augzug in Gott.

Nachr. 1869, p. 268).

65) Dagegen konnen wir die absoluten Werte der aechs Yeranderlichen als

Koordinaten einer ,,Dyname
u betrachten. S. Pluckw. Neue Geometric des Raumes

1, p. 2425.
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lassen sich namlich als Koordinaten des linearen Komplexes:

betrachten : wenn 12 a34 -f- 18 42 + &amp;lt;*u &amp;lt;%
^ ^ so besteht dieser

Komplex aus den Geraden, welche die feste Gerade (a) schneiden, er

kann also ruit letzterer identifiziert werden. Die Polarenbeziehung in be-

zug auf P = ist dann der analytische Ausdruck der
?,involutori-

schen
Lage&quot;

66
)
zweier Komplexe. Diese Weiterbildung, die schon Pliicker

in Aussicht genonimen hatte 67
), tritt bei F. Klein deutlich hervor,

indem die linearen Koraplexe als Punkte eines jR5 aufgefaBt werden

und dieser JR5 projektiv behandelt wird unter Auszeichnung der 3f4
2

der ^speziellen&quot; linearen Komplexe (d. h. der Geraden)
68

).

Die Sehraubentheorie von E. Ball (Nr. 4) und die ,,Geometrie

der Dynamen&quot; von E. Study (Nr. 17 19) sind ebenfalls Geometrien,
welche den linearen Komplex, letztere auch (in der Hauptsache) die

gerade Linie als Raumelement benutzen, aber zu anderen Fundamental-

gruppen geboren.

11. Fortsetzung. Gruppe der reziproken Radien. Niedere

Kugelgeometrie. Die Gruppe der reziproken Radien ergibt sich aus

der Hauptgruppe (Nr. 4) durch Hinzunahme der Inversionen (in bezug
auf Kreise, bezw. Kugeln usw.)

69
) und der Produkte aus Inversionen

und Ahnlichkeitstransformationen. Nach einein Satze von LiouviUe 19
)

ist diese Gruppe ,
mit Einschrankung auf Realitat, im Raume R

&

zugleich auch die Gruppe oiler konformen Transformationen (d. h. aller

Transformationen, welche die Winkelgrofien nicht andern); und das-

selbe gilt fur jeden Euklidischen Rn) so lange n^&amp;gt;S
ist

71
),

wahrend

66) Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 201.

67) Pliicker, Neue Geometric des Raumes 1, p. 25.

68) Weitere Ausfuhrungen bei Th. Reye, J. f. Math. 95 (1883), p. 330;

E. De Paolis, Roma Lincei Mem. (4) 1 (1884), p. 205. Diese Geometrie hat

C. Segre ale eine ,,ailgemeine Metrik&quot; der linearen Komplexe bebandelt (Torino

Atti 19 (188384), p. 169).

69) Die Inversionen haben in der mathematischen Physik durch die Theorie

der elektrischen Bilder vou W. Thompson eine bemerkenewerte Anwendung ge-

funden (W. Thompson, 3. de math. 10 (1845), p. 364; Papers on electrostatics

and magnetism, London 1872; 2. Aufl. 1884, p. 144 ff.).

70) Extension au cas de trois dimensions de la question du trace&quot; geogra-

phique, Note VI im Anhang zu G. Monger Application de Tanalyse a la geo-

metrieu (Paris 1850), p. 609.

71) Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 186; Th. d. Transfgr. 3, p. 347. Weitere

analytische Beweise bei R. Beez, Zeitschr. Math. Phys. 20 (1875), p. 258; G. Darboux,
Ann. ec. norm. (2) 7 (1878), p. 282. Teilweise synthetischer Beweis fiir n 3

bei A. Capelli, Ann. di mat. (2) 14 (188687), p. 227.
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durch die entsprechende 6-gliedrige Gruppe der Ebene deren konforme

Transformationen bei weitem noch nicht erschopft sind (vgl. Nr. 23, a).

Die Operationen dieser 6-gliedrigen Gruppe der Ebene heiBen ,,Kreis-

verwandtschaften&quot;
72

). Wegen dieser Bedeutung wird die Geometric

der reziproken Radien gewohnlich als konforme Geometric auf das

reelle Gebiet eingeschriinkt; ihre Formeln behalten aber auch im kotn-

plexen Gebiet ihre voile Giiltigkeit (und in diesem Sinne wird sie

Nr. 13 uochmals zur Sprache kommen).
Die einfachste anatytische Darstellung der Geometric der reriproken

Radien ergibt sich (wenn wir uns auf den R
3

beschranken diirfen)

bei Zugrundelegung homogener, pentaspharischer Punktkoordinaten

x
l

: X2
: X3

: #4 : x5 ,
mit einer quadratischen Bedingungsgleichimg &(x)

von nicht verschwindender Diskriminante (III A B 8, Miitter)
73

).
Ihre

Fundamentalgruppe besteht dann aus den linearen Substitutionen

der x
if

welche die Gleichung Q(x) = in sich iiberfuhren; die obige

Geometric ist also in der Tat mit der projektiven Geometric auf einer

72) Diese Transformationen hat zuerst L. J. Magnus als Spezialfalle yon

quadratisehen Transformationen gestreift (J. f. Math. 8 (1831), p. 51, insb. p. 60;

Sammlung von Aufgaben und Lehrsatzen usw., 2 Bde., Berlin 1833 37, insb. 1,

p. 236, 290). A. F, Mobius hat sie ausfuhrlich untersucht und als ,,Kreisverwandt-

schaften tl

bezeichnet; sie zerfallen in zwei getrennte Scharen (,,direkte
u und

,,inverse
tl

), je nachdem entsprechende Figuien denaelbeu oder uingekehrten Sinn

aufweisen (was darauf hinauskommt, daii die beiden Kreispuukte in Kuhe

bieiben, oder aber vertauscht werden). S. die Abh.: tjber eine neue Verwandt-

schaft zwischen ebenen Figuren (Leipzig Ber. 5 (1853), p. 14 = J. f. Math. 52 (1866J,

p. 218 = Ges. Werke 2 (Leipzig 1886), p. 206); Die Theorie der Kreiaverwandt-

schaft in rein geometrischer Darstellung (Leipzig Abh. 2 (1855), p. 529 = Werke 2,

p. 243). ID der zweiten Abh. 27 31 -wird die Theorie der Kreisverwandtschaft

auf spharische Figuren ausgedehnt, indera solche Figuren ,,kreisverwandt&quot; genannt

werden, wenn ihre stereographischen ebenen Projektionen in derselben Beziehung
stehen. 32 ff. enthalten eine Erweiterung auf die Kreisverwandtschaft zwischen

Figuren im Raume, wobei jeder Kugelflache des einen Raumes eine Kugelflache
im andern entspricht.

73) Die pentaspharischeu Koordinaten sind lineare Yerbindungen der GroBen

**
&quot;f #* &quot;h

^ 8
i *i 2/5 z, I unter a;, i/,

z gewohnliche rechtwinklige Koordinaten ver-

standen. Geometrisch driicken eie die ,,Potenzen
u des betreffendeu Punktes in bezug

auf fiinf feete linear-unabhangige Kugeln aus. Diese Koordinaten sind haupt-
sacblich von G. Darboux in seiner Schrift: ,,Sur une classe remarquable de

courbes et de surfaces algebriques et sur la theori6 des imaginaires&quot; (Paris 1873)

eingefuhrt worden (vgl. insbes. Note X, p. 256). Seine Untersuchungen gehen

jedoch bis auf die Jahre 1869 70 zuriick, wo er mit F. Klein und S. Lie in

vielfacher Beziehung stand. DemgemaB tritt auch bei Untersuchungen letzterer

offcers eine Bezugnahme auf pentaspharische Koordinaten auf (vgl. Math. Ann. 5

(1872), p. 252 if. u. 264 ff.). S. auch: Klein, Hohere Geometrie 1, p. 98 ff., 198 ff.,

373 ff.
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nicht ansgearteten M^ des i?4 gleichbedeutend. Die Gleichung dieser

J/3
2

iiiftt sich durch erne reelle lineare Substitution auf die Form

z? -h V + ^ + 2* 2*
=

bringen.

Die Polarenbeziehung ^ x.
|^

- == bedeutet, dafi die beideii

Punkte (re)
und

(a? ) eine verschwindende Entfemung haben. Es gibt

aber kerne derartigeii reellen Punkte, welche beide auf der Man nig-

faltigkeit tt (#)
=

liegen.

Durch eine allgemeine lineare Gleichung J5X x
i
= wird eine

Kugel dargestellt: und bei jeder Operation der Gruppe geht diese

Kugel wieder in eine Kugel fiber. Punkt, Kr^is, Kugei, sind in der

Geometric der reziproken Radieri die Grundbegriffe, weil sie ebenso-

viele ,,K6rper^ bilden 78a
);

Gerade und Ebenen sind spezielle Kreise

und Kugeln 7
dadurch cnarakterisiert, dafi sie oinen iin Sinne dieser

Geometric nicht ausgezeichneteri wunendlich fernen&quot; Punkt enthalten.

Indem die &amp;lt;x&amp;gt;

4
Kugebi den ebenen Schnitten von i&(#)===0 ent-

eprechen, lafit sich der J?8 der pentaspharischen Koordinateu x
i

als

stereographische Projektion (III C 2, Staiide, Nr. 88
s

) dieser Mannig-

faltigkeii auftassen. Die Geometrie der reziproken Eadien des E^,

kommt also darauf hinaus, diesen Jhmm als st&reograpimcke Projektion

der Manniyfaltiykeit &(x) ~~ 0u betracMen, nnd leistere mtt projck-

tiven Mitteln zu- untcrsuehen. Dieser Satz laBt sicli auf jeden Rn

iibertragen (n &amp;gt; 2).
74

)

Zur Darstellung der Gruppe der reziproken K^adien durfen wir

auch die Kugelu als Eaumelemente zugrunde Iegen 7
und sie durch

die (als Koordinaten aufgefafiten) Koeffizienten w
(
der obigen Kugel-

gleichung bestiuimen. Bei linearen Substitutionen der x
i

erleiden

die MJ die kontragrediente lineare Substitution, und die quadj-atische

Gleichung ^&amp;gt; (w)
=

0, unter die zu 1 adjungierte Form Terstanden
?

geht in sich dber, Diese Gleichung bedeutet, dafi die Kugel (u) sich

auf einen Punkt zusammenzieht (d. h. in einen Minimalkegel ausartet)^

und die
Polargleichung^/ u{ -A

--
==0, daB die Kugeln (u) und (u )

einarider senkrecht schneiden. was eben invariante Beziehungen sind.

In dieser Weise erscheint die Geometrie der reziproken Eadien

als eine Kugelgeoraetrie, und zwar als die von f\ Klein sogenannte

73*) Die invarianten Eigenscliaften der Figur zweier Kreise iin J1
9 gegen-

iiber der konforraen Gruppe des J2S hat E. v. Weber verfolgt (Zur Geometrie der

Kreise im Eaume, Arch. Math. Fhys. (3) 7 (1904), p, 286).

74) F. Klein, Erianger Programm, 6
;
tjber Liniengeometrie rmd metrische

Georaetrie (Math. Ann. 5 (1872), p. 257 insb. 2); Hohere Geometrie 1, p. 373 ff
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Kiigelgeometrie). Die oc 4

Kugeln des R^ werden als

Pnnkte eines J?4 aufgefafit; die Punkte und Ebenen des J?
3 erscheinen

als besondere Kugeln und bilden im J?4 bezw. eine invariante M^ (&amp;lt;&
=

0)

und einen nicht invarianten (linearen) Rs
. Eine elementare Dar-

stellung dieser Kugelgeometrie lieferte Th. Reye
16

)-
weitere Unter-

suchungen rait Anwendung auf die Klassifikation der Cykliden ver-

danken wir G. Loria 1T
).

12. Kontinuierliche Untergruppen der Gruppe der reziproken

Radien. Die Untergruppen der Gruppe der reziproken Radien lassen

sich im Rn allgemein dadurch bestimnien, daB man diese Gesamt-

gruppe als stereographische Projektion der projektiven Gruppe einer

Mn
~ des jRw ^betrachtet und aus letzterer die einzelnen Untergruppeu

heraushebt. Diese Gruppen sind zugleich auch Gruppen von quadra-

tischen Transformationen (Nr. 22, letzter Absatz).

Was speziell die Ebene angeht r
so lassen sich die direkten

Kreisverwandtschaften 72
) analytisch durch lineare Transfonnationen

einer komplexen Yeranderliehen x -\- iy darstellen, die inversen da-

gegeu durch die Transformationen
,
bei denen x -\- iy eine lineare,

im allgemeinen gebrochene Funktion von x iy ist ( s. Nr. 30). Die

daraus gebildeten Gruppen sind also Gruppen von projektiven (Nr. 5, 6)

und antiprojektiven
16

) Umformungen in Gebilden 1. Stufe (s. auch

I A 4
; Komplexe GroBen, Study, Nr. 0). Auf synthetischem Wege hat

H. B. Neivson diese Gruppeu bearbeitet 78
).

Die reellen konformen kontinuierlichen Gruppen des R
s

hat

U. Amaldi bestimmt 79
), indem er sie als projektive Gruppen des

J?4 mit invarianter reeller Kugel betrachtet. Yon diesen Gruppen
ftihrt er auch die erzeugenden innnitesinialen Transformationen an.

Es ergibt sich dabei, daB jede kontinuierliche Untergi*uppe der kon

formen Gesamtgruppe entweder durch eine konforme Transformation

in eine Gruppe von Euklidischen Bewegungen oder Ahnlichkeitsfor-

75) F.Klein, Hohere Geometric 1, p. 228, 467 ff.; 2, p. 38.

76) Synthetische Geometric der Kugeln und linearen Kugelsysteme, Leipzig
1879. S. auch: Collectanea mathematics in niemoriain D. Chelini, edita cura et

studio L.Cremona et E.Beltrami, Medioiaui 1881, p. 241; J. f. Math. 95 (1883),

p. 330 (insb. Schlufibemerkungen. p. 347); ebenda 99 (1886), p. 205.

77) G. Loria, Ricerche intorno alia geometria della sfera usw., Torino

Mem. (2) 36 (1884). Ygl. auch Nr. 40.

78) Continuous groups of circular transformations, Amer. M, S. Bull. (2) 4

(1897), p. 107; Indirect circular transformations and their mixed groups, ebenda.

7 (1900), p. 259). S. anch Nr. 6, Amn 21
).

79) I gruppi continui reali di trasformazioni conform! dello spazio, Torino

Mem. (2) 55 (190405\
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mationen uberfuhrbar 1st, oder mit einer Gruppe von Nicht-Eukli-

dischen Bewegungen abnlich ist, oder endlich aus den oo4 Trans-

formationen besteht, die einen reellen Kreis in Ruhe lassen.

U. Amaldi hat auch Untersuchungen angestellt liber die Flachen,

welche eirse kontinuierliche Schar konformer Transformationen ge-

statten 80
).

LaBt man die trivialen Fiille der Ebene und der Kugel
bei Seite, so konnen diese Transformationen in nicht groBerer An-

zahl als ^o 2 sein: sind sie gerade oc 2
,

so laBt sicli die betreffende

Flache durch eine konforme Transformation in einen Rotationskegel,

oder in einen Rotationszylinder, oder in einen Kreisring iiberfuhren.

13. Die Liesche Kugelgeometrie
81

).
Der niederen (oder ele-

mentaren) Kugelgeometrie reiht sich die
,,hdhere&quot;

oder Liesche Kugel

geometrie an.

Bei Zugrundelegung der in Nr. 11 eingefiihrten homogenen

Kugelkoordinaten u
{
mit der Bedingungsgleichung &amp;lt;&(u)

=
ergibt

sich der Radius einer beliebigen Kugel (M) in der Form:

, y^KlVWs^^)
Z*ti

wo ^ui
c

i

= die Bedingung ist
?

daB die Kugei sich auf eine

Ebene reduziert. Nun konnen wir w6
= y^(ul

u
2

^5) als sechste

homogene und uberzahlige Kugelkoordinate einfuhren, so daB die seeks

(hexaspharischen) Koordinaten u
t

an die quadratische Bedingungs-

gleichung =
gebunden sjnd. Die linearen Transformationen dieser sechs Variabelri

?

welche die Bedingungsgleichung:

==

(von ebenfalls nicht verschwindender Diskriminante) in sich iiber-

fiihren, ordnen einer jeden Kugel zwei Kugeln zu (wegen der Un-

bestimnitheit des Vorzeichens von w
6); diese &amp;lt;30

15
Kugeltransforma-

tionen bilden die Fundamentalgruppe der J^eschen Kugelgeometrie.

Wir haben es also rnit der projektiven Gruppe des jR
ft
zu tun

?

welche die quadratische Mannigfaltigkeit ^ ===== in sich uberfiihrt.

Diese Gruppe konnen wir nach Belieben auf das reelle Gebiet ein-

schranken, oder nicht; in bezug auf den ersten Fall sei noch erwahnt.

80) Le superticie con infinite trasformazioni confonui in se atesse, Roina

Lincei Rend. (5) 10, 2. gem. (1901), p. 168.

81) Cbristiania Forhandl. 1871, p. 67, 182; Gfltt. Naehr, 1871, p. 191, 536;

Math. Ann. 6 (1872), p. 145.
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daB die quadratische Form ^ sich durch eine reelle lineare Substitution

auf die Gestalt V + 1;2
2 + v

3
2 + 4

*
P5

2 V bringen laBt 82
;.

Eiuem Punkte, als Kugel von verschwindendem Radius
( 6
=

0),

entspricht im allgemeinen keine Punktkngel. Die Punkte bilden also

bei dieser Gruppe keinen Korper; einen solchen bilden aber die &amp;lt;x&amp;gt;

4

Kugeln. Die
Poiarenbeziehung^^

u- *---
bedeutet, daB die Kugeln

(u) und (V) einander beriihren. Beriihrwig ist folglich eine bei der

Lieschen Kugelgeometric invariante Bezithung; und dem Flachendement

(Nr. 6), welches zwei sich. beriihrenden Kugelu gemeinsam ist, wird

bei jeder Operation der Gruppe ein bestimmtes, den transformierten

Kugeln geineinsames Flachenelement zugeordnet. Die Flddienelemente

bilden demnach bei der hoheren Kugelgeometrie auch einen Korper;
man wird also die 15-gliedrige Gruppe dieser Geometric auch in Koor-

dinaten von Flachenelementen darstellen konuen, wobei die Transfor-

mationen der Gruppe als besondere Beriikrwigstmnsforniationen (III D 7,

Scheffers-, s. auch tmten, Nr. 15) erscheinen. Es sind das die samtlichen

Beriihrungstranaformationen, welche Kugeln in Kugeln, oder auch

die Kriimmungslinien (III D 3, v. Lilienihal, Nr. 1) eiuer jeden Ober-

flache in ebensolche uberftihren 83
).

Projektive Liniengeometrie des R
6 (Nr. 10), Geouietrie der rezi-

proken Radien des Ii (Nr. 11) und Liesche Kugelgeometrie des JK
3

sind alle projektive Behandlungen einer nicht ausgearteteii J5/
4
2 des

J^. Im reellen Gebiet uriterscheiden sie sich untereinander dadurchj*

daB die beziiglichen M 2 im Sinne des Tragheitsgesetzes der quadra-

tischen Formen den drei verschiedenen indefiniten Typen angehoren,

also durch reelle lineare Substitutionen nicht ineinander iibeiiuhrbar

aind. Wenn man aber van den Itealitatsverhaltnissen dbsieht, sind sie

alle gleichbedeutend (s.
auch Nr. 30 c)).

Durch Vergleichung der Ab-

bildungen der M^ im 1. und im 3. Falle auf die Mannigfaltigkeiten

der komplexen geraden Linien und der koniplexen Kugeln des E
3

ergibt sich die von S. Lie entdeckte bemerkenswerte Beruhrungs-

transformation, welche die geraden Linien in Kugeln, und die Haupt-

tangentenlinien der Flachen des Geradeni auines in die Krummungs-
linien der entsprechenden Flachen des Kugelraumes iiberfuhrt 84

).

82) Klein, Hohere Geonietrie 1, p. 209.

83) Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 183; Klein, Hohere Geometric 1, p. 485 80.

84) Paris C. B. 71 (1870), p. 579; Berlin Ber. 1870, p. 891 (zusammen mit

F. Klein, abgedruckt in Math. Ann. 23 (1884), p. 579; s. insb. Nr. 7); Ohristiania

Forhandl. 187U, p. 506. S. ferner die Anm. 8i
)
erwahnten Aufeatze, sowi^ auch:

Geometric d. BT 1, Kap. 10, 4 (IED3, v. Lilienihal, Nr. 35).

Encyklop. d. math. Wiasenach. Ill 1. 21
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Dagegen laBt sicli die Abbildung der Geometrie der reziproken Eadien

des R auf die Liesche Kugelgeometrie des -R8 (immer noch im kom-

plexen Gebiet) in folgender Weise herstellen 85
): Wir denken uns im

Punktraume JR4 die Gruppe der reziproken Radien konstruiert, und legen

dann von jedem Purikte dieses R nach der (Euklidischen) Fundamental-

flache (3/2
2

)
den zugelwrigen Minimalkegel (T/). Schneiden wir letzteren

mit einem festen R8 (wodurch eben eine Kugel entsteht), so ergibt sich

eine (2, l}-deutige Zuordnung zwischm dm Punkten des R und den

Kugeln des JR3 , welche gerade die obige Gruppenabbildung liefert

Die letzte AbbildnDg lafit sich auf hohere Raume ubertragen.

Die IjieBche Kugelgeometrie des Rn ergibt sich aus der projektiven

Behandlung einer nicht ausgearteten Jfl+i des JRn+2? wenn man
zuerst diese stereographisch auf die Punkte des Rn+l und dann letztere

durch Minimalprojektion (2? l)-deutig auf die Kugein des Rn bezieht 86
).

Ffir n 2 liefert die hohere Kugelgeometrie die Greometrie der

cso
10

Beriihrungstransformationen der Ebene
?
welche Kreise in Kreise

iiberfiihren 87
) (s. auch Nr. 16).

14. Laguerres ,,G^ometrie de direction&quot;. Den Inversionen

konnen wir Laguerres ^Transformations par directions
reciproques&quot;**)

zur Seite stellen, welche, ebenso wie die Inversionen f fur sich noch

keine Gruppe biiden, aber erzeugende Operationen einer solchen sind.

Dabei beschranken wir uns mit Laguerre auf die Betrachtung reeller

Figuren.

Eine in bestimmtem Sinne zu durchlaufende Gerade, resp. Kreis,

nennt Laguerre eine Direktion&quot; oder ,,Halbgerade&quot;, resp. einen Zyklus&quot;

85) F. Klein, Hohere Geometrie 1, p 472 if.

86) F. Klein, a. a. 0. p 475.

87) Diese Beruhrungritransformationen hat G. Scheffers synthetisch bestimmt

(Leipzig Ber. 61 (1899), p. 145).

88) Sur la geoinetrie de direction (Paris soc. math. Bull. 8 (1880), p. 196

Oeuvres 2 (Paris 1905), p. 692); Sur la transformation par directions reciproquea

(Paris C. K. 92 (1881), p. 71 == Oeuvrea 2, p. 604); Transformations par semi-

droites reciproquea (Nouv. Ann. (3) 1 (1882), p. 542 = Oeuvres 2, p. 608), wo die

frtihere Definition etwas umgeandert wird; Snr les hypercyclea (Paris C. R. 94

(1882), p. 778, 933, 1033, 1160 = Oeuvrea 2, p. 620); Sur lee anticaustiques par

reflexion de la parabolc, les rayons incidents etant paralleles (Nouv. Ann. (3) 2

(1883), p. 16 Oeuvres 2, p. 636); Sur qnelquee proprietes des cycles (ebenda

p. 65 Oeuvres 2, p. 651); Sur les courbes de direction de la troisieine classe

(ebenda p. 97 = Oeuvres 2, p 660); Sur les anticaustiques par reflexion de la

parabole, les rayons incidents etant perpendiculaires a Taxe (ebenda 4 (1885),

p, 5 = Oeuvres 2, p. 675) Zusammenfassende Darstellung: Eecherchea sur la

geometrie de direction, Paris 1885.
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odei ,.Halhkreis&quot;: und eine Halbgerade beifit ./Tangente&quot; an einen Zyklus,

wenn die beziigiiche Gerade den Kreis des Zyklus berubrt, und in

dem Berubrungepunkte die Ricbtungen der beiden Elemente iiberein-

stimmen. Dauiit vereinfacben sicb die elementaren Satze iiber Lagen-

beziebungen von Geraden and Kreisen; an einen Zyklus kann man

parallel zu einer gegebenen Halbgeraden nur eine Tangente ziehen;

es gibt einen einzigen Zykhis, der drei gegebene Halbgeradeii be

rubrt: usw.

Nun iassen sicb die Halbgeraden der Ebene einander emdeatig-
umkehrbar so zuordnen, da& man verlangt, dafi je zwei entsprecbende

(reziproke) Halbgeraden sich stets auf einer bestimmten Geraden, der

Transforinationsacbse, scbneiden, und irgend zwei Paare reziproker

Halbgeraden Tangenten eines and desseiben Zyklns sind. Diese ,,Trans-

fonnation par directions reciproques bangt bei gegebener Transfor

mationsach.se nocb von e-inem Parameter ab. Tangenten eines Zyklus

geben wiederum in Taugenten eines Zyklus iiber; es gibt aber unend-

licb viele Zyklen, deren reziproke Biider ..Punkte&quot;, d. b. Halbgeraden-
biiscbel sind. Der j^Tangentialabstand&quot; zweier Zyklen (d. b, der Abstaud

zwiscben den Beriibrungspunkten je einer ibrer gemeinsamen Tan

genten) andert sich dureli die Transformation nicbt; dieser Satz lafit

sich aucb auf Tangentialabstande beliebiger Kurven iibertragen und

dan deiujenigen der Invariant dfer Winkel bei Transformationen

durcli reziproke Radien zur Seite gestellt werden (rgl. Nr. 24, e)).

Betracbtet man eine Kurve als Enveloppe einer sie beriibrenden

Halbgeraden, so kann sie von der Enveloppe der eutgegengesetzten

Halbgeraden nicbt immer analytiscb getrennt werden, Diese Eigen-

scbaft kommt aber besonderen Kurven zu, den
7?
courbes de direction&quot;

(z. B. dem Kreise); dann zerfallt aucb die Umbiillimgskurve eines

Kreises von beliebigena konstanten Radius
,

dessen Mittelpunkt die

vorgelegte Kurve. bescbreibt. in zwei getrennte Kurven.

Fur den Raum bat Laguerre die entsprecbenden Begiiffe: Halb-

ebene, HaVbkegel, Halbflache, . . . eingefubrt und die Transformationen

durcb reziproke Direktionen definiert: zwei reziproke Halbebenen

scbneiden sicb auf einer festen Ebene: zwei Paare reziproker Ealb-

ebenen berlibren einen Rotations-Halbkegel. Einer Halbkiigei (oder

,.orientierten Kugel&quot;) entspricbt eine Halbkugel, welcbe sicb aucb

auf einen Punkt zusammenzieben kann; emem Rotations-Halbkegel
ein ebensolcber Halbkegel, eventuell ein Halbzylinder oder eine Halb

gerade (d. h. ein Halbebenenbuscbel); emer Halbflacbe eine Halbflacbe,

k&quot;nd

den Krummungslimen der ersten diejeni^ren der zweiten.

Diese Transformationen sind zugleicb spezielie Beriibrungstrans-
...
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formationen, und als solche in der 15-gliedrigen Gruppe der Z^eschen

Kugelgeometrie enthalten 89
). Ihnen, sowie auch ihren 1 rodukten,

kommt die charakteristische Eigenschaft zu
?

das System der Ebenen

in sich zu transformiereu; diese Produkte bilden eine IQ-gliedrige

Untergrnppe der Lieschen Grruppe, welche die Fuudamentalgruppe
der

,?
Geometrie de direction*&quot; ist. In der Ebene ist die entspreoheiide

Gruppe 6 gliedrig.

Durch Betrachtung der Halbkreise und Halbkugeln, oder ,,orien-

tierten&quot; Kreise und Kugeln, kann die von M. Ctwisles, A. F. Mobius

und E. Laguerrem der Hauptsacbe berriihrende 90
)
und yon W. Fiedler 91

)

weiter verfolgte Abbildung der Punkte des H
B

auf die Kreise einer

fasten Ebene
?
welche Nr. 13 durcb Mininialprojektion auf die Punkte

des Rn41 und die Kugeln des R^ erweitert wurde, zu einer eindeutig-

umkebrbaren gemacbt werden. Die Minimalprojektion im jRn ^ t
kann

aucb durcb Projektion einer anderen Mn\. ersetzt werden, welche

die Euklidische Fundamental -Jf?_ 2 des Rn enthalt; invsbesondere

kann dadurch die Zuordnung von Punkten und Kugeln reell werden.

Der LoKpterreschen Grruppe des Rn entspricht im Rn+i bei der ge-

nannten Abbildung eine projektive Gruppe, welche mit der Gruppe
der Euklidiachen Bewegungen und Umlegungen identifiziert. werden

kanu, Diese Beziehungen^ und die Stellung der jCo^^rrescben Geo-

metrie zur Geometric der reziprokenRadien, hat E. MiUler untersucht 92
),

15. Beriilirangstransforinationen. Endiiohe kontinuierliche

Gruppen von Beruhmngstransformationen. Die Gruppen der Lie-

schen Kugelgeometrie und der Lag*erreBcheB. ,,Geornetrie de direction&quot;

sind Beispiele von endlichen kontinuierlichen Gruppen von Beruhruugs-

transformatiorien.

Im 7^ bezeichuet 8. Lie als ^Beruhrungstransforniation^
38

) (III D 7,

Scheffers) jede Transformation der fiinf Variabeln x, y, z, p (~= --!,

89) Die Bftziehungeu der Laguerreschen Gooinetrie zur Lie&chen Kugel

geometrie hat ( . Stephanos besprochen (Paris C. R. 92 (1881), p. 1195). Botreffeud

Darstellnng der Halbkugeln dorcb Quatemionen (I A 4. Komplexe Urtftfen, Study,

Nr. 0) s. C. Stephanos, Math. Ann, 22 (1883), p. 589.

90) Vgl. Ill A, B 4 a, Fano, Nr. ll\ Aiim. 90
),

31
), *).

91} Cyklographie, Leipzig 1882, msb, p. 138 ff Hier wird auch p. 13 der

Drehungssmu des Kroises, also dor orieritierte Kreis betangezogen.

92) Die Geometric oriontiert-er Kugoln iiach GraBmannschen Mefchoden,

Monatsh. Matb. Phjs. 9 (1898), p. 289; Beitriige zur Zyklograpbie ,
Deutsche

Math.-Ver. Jahresb. 14 (1905), p. 674.

93) Th. d. Transfgr. 2, p. 4849; Geom. d. BT 1, p. 647, wo auch die

fruhere Literatur angefiihrt wird. Auf den Begriff der Beruhrungstransformation
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=|-j, welche die Gleichung:

(1) dz pdx qdy =
in sich uberfuhrt. Diese fiinf Variabeln lassen sicli als Koordinaten

des Fliichenelementes deuten, welches aus dem Punkte (x, y. z) und der

diesen Punkt enthaltenden Ebene p(X x) -f- q (
Y y) (Z e)

=
beBteht. Die in dieser Darstellungsform enthalteiien Flachenelemente

bilden bei obigen TransforuiationeTi einen Korper.

Diese Deiinition lafit sich auf mehrdimensionale Raume erweitern

?,Benibrungstransformatioiien&quot; des En ^^) sid die Transformationen

der 2n + 1 Variabeln z
}
xlf x^ . .

.,
xnj ply p9 ,

. .

., pnf welche die zu

(1) analoge Beziehung:

(2) dz pl
dx

1 p*dxi
----- pn dxn

=
nicht zerstoren; sie konnen also als Punkttransformationen des -K8n+1

aufgefaBt werden, welche diese Pfaffsche Oleichung in sich iiber-

fiihren. Iin JBn ^ 3
kann man die 2 + 1 Variabeln z, x., p. als Koor

dinaten des ,,Eleinentes&quot; betrachten, welehes aus dem Punkte (#1? %,
. .

.,
xnj z] und dem diesen Punkt enthaltendeB En

besteht. Fiir n = 1, d. h. in der Ebene, ist das das ,,Linienelement&quot;

(1. Ordnung).
Als ,,vereinigte Lage&quot;

zweier konsekntiver Elemente (z, x
iy p^)

und (z + dz, #, + dx
if p.t + dp^j bezeichnet man die durch Grleichung

(2) dargesteilt^ Beziehung; geometrisch bedeutet das, daB der E^ des

einen Elementes dnrch den Punkt des anderen hindurchgeht. vVerein&quot;

heifit jede Mannigfaltigkeit von Elementen, deren jedes sich mit den

unendlich benachbarten in vereinigter Lage befindet. Bei Beriihrungs-

transformationen ist die vereinigte Lage konsekutiver Elemente eine

charakteristische invariants Beziehung
96

); jeder Verein von Elementen

geht in einen ebensolehen iiber.

kam Lie, indem er Pluckers Ideen iiber Transformationen mit Wechsel d.ea

Raumelenientes weiter verfolgte ,
und eine allgemeine ,,aequatio directrix

1

F(x, y, z, X, Y, Z} = ,
oder auch zwei oder drei solche Gleichungen zu-

grunde legte.

94) Th. d Tranefgr. 2, p. 114 (fur n = 2, p. 6); Geom. d. BT 1, p. 114 (fur

n = 2, p. 43).

96) Die Punkttransformationen haben dagegen (fur &amp;gt; 2) die charakte-

rigtiscne Eigenschafb, vereinigt gelegene konsekutive Linienelemente in ebensolche

zu verwandeln. Die kollinearen und dualistischen Uinformungen bewahren

endlich die vereinigte Lage konsekutiver ,,Konnexelemente&quot; (Klein, Erlanger

Programm, 9).
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Iin Rs erscheinen Punkt, Kurve und Flache alle ais oo 2-Vereine

von Fiachenelementen ;
eine Flaehe wird namiich von oo a Flachen-

eleinenten bedeckt, eine Kurve von ebensovielen beriihrt, durch einen

Puukt gehen so 2 Elemeute hindurch, so daB je zwei konsekutive stets

vereinigt liegen. Den oo* Punkten werden durch eine Beruhrungstrans-

fonnation entweder nochmals Punkte, oder aber Kurven, oder endlich

Flachen zugeordnet. Im ersten Falle erscheint die Transformation

ais eine ,.erweiterte Punkttransformationu
,
wahrend umgekehrt jede

Punkttransformtition dnrch Betraehtung der Differentialquotienten der

Variabeln (so weit diese iiberhaupt ezistieren) sich. zu einer Be-

ruhrungstransformation erweitern laBt
? jede Gruppe von Punkttrana-

fbrmationen also zu einer Gruppe von Beruhrtingstransformationen.

Es gibt aber auch Gruppen von Beriihrimgstransformationen,

welche sich nicht durch eine weitere Beriihrungstransformation auf eine

GruppevonPunkttransformationen desselben Ranmes zuruckfiihren lassen.

S. Lie bezeichnet sie ais .,irreduzible&quot; Gruppen und auf diese kon-

zentriert sich (auch wegen des Nr. 27 angefuhrten Ableitungsprinzips)

das Hauptinteresse
96

).

In der Ebene ist jede endliche kontinuierliche irreduzible Gruppe
von Bertihrungstransformationen entweder 6- oder 7- oder 10-gliedrig,

und dementsprechend auf einen von drei fyestimmten Typen zuriick-

f(ihrbar
?
von denen die beiden ersten Untergruppen des letzten sind.

Die typische 10-gliedrige Gruppe ist die grofite Gruppe von Be-

ruhrungstransformationen der Ebene
?
welche die Differentialgleichung

3. Ordnung -v-;8-=sO, und folglich die cx&amp;gt;

8-Schar der Parabeln mit

parallelen Achsen 2 = ax* + bx + e invariant lafit; durch eine weitere

Beruhrungstransformation ist sie auch mit der Gruppe ahnlich, welche

aus den oo i0
Bertihrungstransformationen besteht, die Kreise in Kreise

uberfGhren, und ais Analogon im J?3 die Gruppe der Lieschen Kugel-

geometrie (Nr. 13) hat.

In der Ebene ergeben sich also keine wesentlich neuen Gruppen.
Fur allgemeines n werden bei Lie**) nur drei typisehe irreduzible

Gruppen des jRn+i besprochen r
welche fur n 1 die obigen Gruppen

der Ebene liefern; ais Gruppen von Punkttransformationen des R%n+1

aufgefaBt, haben diese Gruppen und die zu ihnen ahnlichen die

charakteristische Eigenschaft, die (X)
2 &quot;&quot; 1 Linienelemente durch einen

festgehaltenen Punkt allgemeiner Lage, welche die invariante Pfaff-

sche Gleichung (2) erfiillen, in der noch moglichen allgemeinsteu

Weise, d. h. n(2n + l)-gliedrig, zu transformieren. Bereits im BA

*
96) Th. d. Transfgr. 2, Abt. 4 und 5.
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sind aber weit mehr Typen irreduzibler Grruppen von Beriihrungs-

transformationen enthalten; einzelne von diesen haben G. Scheffers,

F. Engel und C. W. Oseen bestimmt 97
). Betreffend unendiiche Gruppen,

s. Nr. 24, f).

16. Studys Geometric der Elemente 2. Ordnung in der Ebene.

Das ,,Linien element&quot; der Ebene, dessen Betrachtung bei Beriihrungs-

transformationen grundiegend ist, kann als Inbegriff aller analytischen

Kurven aufgefaBt werden, die in einem bestimraten Pnnkte (regularen

Verhaltens) eine feste Gerade beriihren.

Als ,,eigentliches Element 2. Grdnung&quot; erklart E. Study
98

) den

inbegriff ailer analytischen Kurven, die in einem festen Punkte mit

einer dort sich regular verhaltenden unter ihnen dreipunktige Be-

ruhrung, mit der Tangente dieser Kurve aber nur zweipunktige Be-

riihrung haben. Zur analytischen Darstellung dieser Elemente benutzt

er ein System von 6 homogenen GroBen:

X, : X, : X, : l\ : U, : Us ,

von welchen die X- Koordinaten des festen Punktes, die U
i
der festen

Tangente sind, so dafi die Gieiehung:

identisch befriedigc wird: und iiber die in den X. und U
{
enthaltenen

Proportionalfakfcoren trifft er eine solche Pestsetzung&quot;), da6 fur ein

vorgelegtes Element durch Verfiigung iiber einen Faktor der andere

bis auf eine dritte Einheitswnrzel bestimmt wird. Trennt man die

drei Bestimmungsweisen dieser Einheitswurzel voneinander, so ergibt

sich die analytische Darstellung eines ,,orientierten&quot; Elementes 2. Ord

nung. Von den drei Orientierungen eines reellen Elementes ist eine

und auch nur eine reell.

Beide oo4
-Mannigfaltigkeiten der

??
nicht-orientierten

i4 und der

,,orientierten
u

eigentlichen Elemente 2. Ordnung werden durch die

ocr Punkte (X^K^OOO) und die oo 2 Geraden (OOOU^U^) als

,,uneigentliche Elemente&quot; zu abgeschlossenen Kontinuis erganzt (1,5);

97) G. Scheffers, Acta math. 14 (1891), p. Ill; F. Engel, Paris C. E. 116

(1893), p. 786; Th. d. Transfgr. 3, p. 763; C. W. Oseen, Stockholm, Oefversigt af

Forh. 58 (1901), p. 307; ttber die endlichen, kontinuierlichen, irreduziblen Be-

riihrungstranBformationggruppen im Raume, Diss. Lund, 1901.

98) Die Elemente 2. Ordnung in der ebenen projektiven Geometric, Leipzig
Ber. 53 (1901), p. 338.

99) Ui
= J&quot;*(CX)Cn wo (CZ)* die Punktgleichung eines das Linien-

element enthaltenden Kegelsohnittea, und / dessen Invariants bedeutet.
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eine solche Erganzung kann aber auch auf andere Arten geschehen

(7).
Auch fiir Elemente 2. Ordnung kann man einen Begriff der ,,ver-

einigten Lage&quot; aufstellen, und
,,Verein&quot; wird jede analytische Mannig-

faltigkeit des betrachteten Kontinuums genannt. in der je zwei konse-

kutive Elemente vereinigt liegen
10

).
Im obigen abgeschlossenen Kon-

tinuum gibt es zwei Arten von oc^-Vereinen: die Gesamtheit der

Elemente 2. Ordnung einer Kurve, und die der Elemente, welche

zu demselben Linien element 1. Ordnung gehoren (,,triviale&quot; Vereine).

Der Behandlung der oc 4
-Mannigfaltigkeit der nicht-orientierten

Elemente 2. Ordnung legt Study eine 9-gliedrige Gruppe g$ zugrunde.

Diese g$ entsteht durch Zusammensetzung der allgemeinen projektiven

Gruppe ^8 (Nr. 5), die er durch lineare Substitutionen von der Deter-

minante + 1 darstellt, mit der eingliedrigen Gruppe g^\

in dieser letzten Gruppe bedeutet den Parameter, der also fur jede

Operation als konstant zu betrachten ist. Die Gruppen g%
und gl

sind

invariante Untergruppen von g^ g^ lafit jeden trivialen Verein in Ruhe.

Zwei eigentliche (nicht orientierte) Elemente (X, If) und (F, F)
(FX^ 3

haben in bezug auf #9 die absolute Invariante WyVi- -^e Bedingung

der Kegelschnittlage, d. h. dafi zwei zu verschiedenen Punkten und

Geraden gehorige Elemente durch einen Kegelschnitt verbunden

werden konnen, ist, daB diese Invariante den Wert + 1 annimmt.

Der Behandlung der Mannigfaltigkeit der orientierten Elemente

2. Ordnung kann man eine Gruppe y9
mit invarianten Untergruppen

y8 und ft zugrunde legen, welche auf ^9 , g8 , gi (3, l)-eindeutig iso-

morph bezogen sind.

Study bestimm t alle Punktmannigfaltigkeiten J/4 irgend eines Rn ,

denen folgende Eigenschaften zukommen: 1) die projektiven Koor-

dinaten eines Punktes allgemeiner Lage von j$/&quot;4 sollen rationale ganze

homogene Funktionen der Koordinaten X
{

: U
{

eines eigentlichen

orientierten Elementes 2. Ordnung sein; 2) durch die hiermit gegebene

Abbildung soil die Gruppe y8 (eventueil auch y9)
in eine gleich-

zusammengesetzte projektive Gruppe auf M (ibergehen. Die Uni-

kehrung dieser Abbildung ist nicht notwendig eindeutig; sie kann es

100) Erweiterung auf Linienelemente lioherer Ordnung, sowie auch auf

Elemente 2. Ordnung im JRS ,
bei F. Engel, Leipzig Ber. 64 (1902), p. 17. S.

auch ebenda 45 (1893), p. 468.
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aber sein: und es kann sich auch der Fall ergeben, dafi die Punkte

allgemeiner Lage der Jf4 sich den mc/^-orientierten eigentlichen

Elementen 2. Ordnung eindeutig-umkebrbar zuordnen lassen.

Als einfachste Abbildung ergibt sicb folgende ( 10): Das durch

die oo 2 Punkte und die co 2 Geraden abgeschlossene Kontinuum der

orientierten Element* 2. Ordnuny lei-fit sich ausnahmslos eindeutig-um-

kehrbar auf eine M von nicht verschtvindender Diskriminanie dcs Jf
5 ,

insbesimdere auf das Pluckersclie Linienkontinuum des jR
3 (Nr. 10) ab-

bilden. Den Punkten und Geraden der Ebene entsprechen auf M*
die Punkte zweier scbiefen R%f

iin Linienkontinuum also die Geraden

eines Biindels und die einer Ebene;. den oo 3 trivialen Vereinen die

geraden Linien der 3/
4
2
,
welehe die beiden M* treffen, oder also die

Linienbiiscbel, welcbe init obigem Biindel und obiger Ebene je eine

Gerade gemein baben. Die Gruppen ^9; ^8? j-j
tcerden durch diese

Abbildung (bei geeigneter Verfiigung iiber die willkiirlicben Konstanten)

in Gruppen jT
9 ,

JTS; J\ affiner Transformationm (Nr. 7) des Linien-

raumes iibergefuhrt, ndmlich in die allgemeine lineare homogeue Gmppe,
die spezidle lineare komogene Gruppe und die zu F9 f/ehtirige einyliedrige

Gruppe von &amp;lt;perspektiven AlmlichkeitstransfortJiationeyi. Darin liegt die

Moglichkeit, die Geometrie der allgemeiuen liuearen bomogenen Gruppe
auf eine neue Art in die Ebene zu ubertragen.

Das Problem der Integration einer gewohnlieben Differential-

gleicbung 2. Ordnung mit zwei Variabeln ist (bei geeigneter Fest-

setzung iiber die auftretenden Begriffe, auf die wir nicht weiter ein-

geben) damit gleicbbedeuteud, daB man aus eineni ,,Komplex&quot; von

Eiementen 2. Ordnung auf alle moglicben Arten Vereine berausgreifi

Vernioge obiger Abbildung auf den Linienraum komnit das darauf hin-

aus, aus eineni Linienkomplex auf alle raoglicben Arten Regelflacben

von bestinimter Bescliaftenbeit, sog. ,,iritegrierende Regelflachen&quot;
zu

entnehmen.

17. Studys Gruppen der dualen und der radialen Projek-

tivitaten. Zu den Studyschen Gruppen der dualen Projektivitaten

und der radialen Projektivitaten gelangt man auf verscbiedene Weisen.

a) F. Klein gab 1873 101
) folgenden Ansatz:

Die reellen und imaginaren Geraden einer Ebene konnen wir

durcb die (reellen und imaginaren) Punktepaare eines Kegelscbnittes K
dieser Ebene, in denen jene Geraden den Kegelschnitt scbneiden, ein-

eindeutig darstellen (s. auch Nr. 27). Versinnlichen wir uns die kom-

101) Eine UbeTtragung des Pascal scben Satzee auf Raumgeometrie, Erlanger
Ber. 1873, abgedruckt in Math. Ann. 22 (1883), p. 246.
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plexen Elemente dieses Kegelschnittes durch eine reelle Kugel

(III A B 4 a, Fano, Nr. 16), und ersetzen wir die (reellen) Punktepaare

dieser Kugel durch ihre Verbindungslinien, so werden die reellen und

imaginaren Geraden der vorgelegten Ebene auf diese Verbindungs-

linien, d. h. auf die Geraden ernes hyperbolischen Raumes mit der

obigen Kugel als Fundamentalnache abgebildet. Diese Abbildung ist

eine durchaus ein-eindeutige, sobald man das Kontinuum dieser letzteren

Geraden durch Hinzufugung der Punkte der absoluten Flache abschlieBt.

Gerade, die in bezug auf den Kegelschnitt K konjugiert sind (ohne

ihn zu beruhren), werden als Gferade abgebildet ,
welche im Sinne

der auf die Kugel als Fundamentalflache zu griindenden hyperbolischen

Geometrie einander rechtwinklig schneiden. Den reellen und ima

ginaren Kollineationen der Ebene, welche den Kegelschnitt K in sich

iiberfuhren, entsprechen die Bewegungen dieses hyperbolischen Raumes.

Die Geraden der Ebene kann man bei diesem Abbildungsprinzip auch

durch die Punkte, namlich jede Gerade durch ihren Pol in bezug auf

den fundamentalen Kegelschnitt, ersetzen.

Hier setzt nun Study ein, indem er diese beiden Abbildungen
nebeneinander betrachtet Einnial ordnet er den (K nicht beriihren-

den) komplexen Geraden der Ebene Linienstftcke im Inneren des

hyperbolischen Raumes zu, die er Strahlen
7
und zwar

?,eigentliche&quot;

Strahlen nennt. Zweiteus aber ordnet er dem Pol einer jeden solchen

Geraden in bezug auf K nochinals denselben Strahl zu. Die Mannig-

faltigkeit dieser Strahlen wird dadurch zweimal gesetzt, oder mit

zwei ,,Schichten
a

iiberdeckt; Strahlen, die ubereinander liegen, ent

sprechen Polare und Pol in bezug auf J; ein Punkt und eine Gerade

der Ausgangsebene, welche vereinigt liegen, werden durch Strahlen

verschiedener Schichten dargestellt, die im Sinne der hyperbolischen

Geometrie einander rechtwinklig schneiden. In jeder einzelnen Schicht

kann die Mannigfaltigkeit der eigentlichen Strahlen durch die Punkte

der Fundamentalilache zu einem abgeschlossenen Kontinuum erganzt

werden; diese ,,uneigentlichen
u
Strahlen, oder Punktstrahlen, entsprechen

dann in der ersten Schicht den Tangenten, in der zweiten den Punkten

des Kegelschnittes K\ und der Begriff des rechtwinkligen Schneidens

kann so erweitert werden, dafl ausnahmslos Strahlen verschiedener

Schichten, die einander rechtwinkiig schneiden, Gerade und Punkt in

der Ebene entsprechen, die vereinigt liegen.

Unterwirft man nun die Punkte und Geraden der Ebene einer

komplexen Kollineation, so wird die Beziehung zwischen Polare und

Pol in der Regel zerstort, vereiuigfce Lage aber ist eine invariante

Eigenschaft. Dementsprechend erhalt man im doppelt tiberdeckten
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Strahlenraume eine Vertauschung der Strahlen, bei welcher die beiden

Schichten einzeln in Ruhe bleiben, und rechtwinklige Strahlen ver-

schiedener Schichten in ebensolche iibergehen. aber nicht notwendig
Punktstrahlen in ebensolche, und auch nicht iibereinander liegende

Strahlen in ebensoiche.

Die so erhaltenen Strahlentransformationen heiBen duale Kolli-

neationen im hyperbolischen Raume (auch im elliptischen Raume

gibt es ahnlich zu erklarende Transformationen). Sie bilden eine

reelle 16-gliedrige kontinuierliche Gruppe, welche zur Gruppe aller

komplexen Kollineationen in der Ebene isomorph ist und die 6-gliedrige

Gruppe der hyperbolischen Bewegungen umfafit 102
),

Nach Hinzu-

nahme der TTmlegungen im hyperbolischen Raume umfeBt diese Gruppe
(die Strahlentransforinationen, die aus einem Nonnalennetz (d. h. aas

den oo 8
irgend einen Strahl zweiter Schicht senkrecht schneidenden

Strahlen erster Schicht, oder umgekehrt) wieder ein solches hervor-

gehen lassen 108
).

Lassen wir nun den Radius der benutzten Kugel ins Unendliche

wachsen, und fiihren gleichzeitig den tJbergang von der hyperbolischen

zur Euklidischen Geometric aus, so ergibt sich aus der vorhergehen-
den Gruppe die weiterhin auf andere Art erklarte G-ruppe der ducdm

Kollinea-tionen im Euklidischen Rautne. Nach wie vor werden zwei

Schichten von Strahlen betrachtet, und innerhalb beider die Strahlen

ausnahmslos ein-eindeutig vertauscht (wofern man far die jetzigen

uneigentlichen Elemente eine geeignete Festsetzung trifffc); aber recht-

winkliges Schneiden (nunmehr in Euklidischem Sinne) von Strahlen

verschiedener Schichten ist jetzt eine invariante Eigenschaft gegen-
iiber einer umfassenderen Gruppe (da die Ahnlichkeitstransformationen

neu hinzugetreten sind), welche 17-gliedrig ist. und Gruppe der radialen

ProjeMivitdtm heifit 10
*).

Das Bild der radial-projektiven Geometrie im Euklidischen Raume,
das man sich auf diesem Wege machen kann, ist aber weder hin-

102) Diese Gruppe kann auch wieder in ein passend erklartes Kontinuum

,,komplexer Strahlen&quot; hinein fortgesetzt werden.

103) E. Study. Festschrift zu H. Limprichts Jubelfeier: ,,Uber Nicht-Eukli-

dische und Liniengeoinetrie&quot; (Greifswald 1900), mit unbedeutenden Anderungen
und einigen Zusatzen abgedruckt in Deutsche Math.-Ver. Jahresb. 11 (1902),

p. 313. S. ferner: H. Beck, Die Strahlenkefcten im hyperboliechen Eaume, Dias.

Bonn (Hannover 1905). Fur die dual-projektive Geometrie im elliptischen Raume
s. J. Coolidge, Die dual-projektive Geometrie im elliptischen und spharischen

Raume, Dies. Bonn (Greifswald 1904). Vgl. auch: E. Davis, Die geometrische
Addition der Stabe in der hyperbolischen Geometrie, Dies. Greifswald 1904.

104) Geometrie der Dynainen (Leipzig 1903). p. 44041.
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reichend scharf umschrieben, noch vollstandig; eine direkte Begrtin-

dung ist vorzuzielien.

b) Wir gehen jetzt
105

) von einem eigentlichen Liniengebiisch

(oder speziellen linearen Komplexe, s. Nr. 10) aus, mit den (reellen,

aus orthogonalen Punktkoordinaten entstandenen) Pliickersohen Koor-

diuaten x
ol&amp;gt;

xn ,
xQ3) xm ,

a?81 ,
a?12 (wobei x91

xn + tf02 #3J + x^x^ = 0,

aber nicht zugleich .% ===== #02 #03
=

ist). Setzen wir diese Koor-

dinaten zu den drei ,/lualen&quot; Verbindungen :

zusammen, in denen s eine die Gleichung t* = erfullende Ein-

heit bedeutet (I A 4, Komplexe Zahlen, Study, Nr. 9, (32j), so geben
bei gleichzeitiger Mnltiplikation von X1? X3 , X

3
rait einer weiteren

dualen Grosse 6 -\- re (tf^fy die xik
in

tiber, d. h. in die Koordinaten eines der oc 1

Gewinde, welche die

obige Gerade (x) zur Hauptachse haben. Durch die VerhaltnisgroBen

Xj : X2
: X

8 (in dem Sinne, daB eine gleichzeitige Multiplikation der-

selben mit 3 -f- re (tf=|-0) gestattet wird) wird also diese Hauptachse

eindeutig bestimmt und umgekehrt; wir dwrfen demna,ch die drei

reellen homogenen dualen Groflen Xj, X2 ,
X

s als Koorditmten des so

festgeseizten eiyentliclwn tfSfaaidesP auffassen.

Wir denken uns weiter die Mannigfaltigkeit aller reellen Strahlen

des Euklidischen J?3 doppelfc iiberdeckt, unterwerfen die Strahlen der

ersten Schicht den linearen Transformationen mit dualen Koeffizienten

X/ J^auXk ,
dabei noch vorausgesetzt, daB der skalare Teil der

1

Determinante |aa |=^A von Null verschieden sei; und die Strahlen

der.zweiten Schicht den kontragredienten Transformationen

Das gibt im Strahlenraume, wegen der Homogenitat der aik ,
eine

reelle Gu : die Gruppe der dualen Kollineationen 106
).

105) Geometrie der Dynamen, p. 199 ff , p. 2S1 if

106) Diese Gruppe ist em Grenzl all (s. oben) der Gruppe der reellen und

iinaginaren Kollineationen der Ebene mit den sarntlichen komplexen Punkten

und Geraden ale Elementen. In der dual-projektiven Geometrie des hyper-
bolischen Raumes hat man es an Stelle der obigen Studyschen ,,dualen Gr8fien&quot;

mit den gewohnlichen komplexen Zahlen zu tun. Im elliptischen Falle dagegen
mufi ein anderes System komplexer GrdBen herangezogen werden (vgl. J. Coolidge,

a. a. 0. 2).
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Dureh Zusammensetzung dieaer Operationen mit der involuto-

rischen Transformation, die jedem Strahle erster Schicht den dariiber

liegeuden Strahl zweiter Schicht zuordnct, ergeben sich die dualm

Kwrtdationen ; und welter noch die dualen Antikollincationen und Anti-

korrdationen durch Anderang des Vorzeiehens des vektoriellen Koef-

fizienten in den X und t/ .

107
)

Verlangt man, daB das tfbereinanderliegen von Strahlen ver-

schiedeiier Schichten nicht geandcrt wird, so reduzieren sich die dua

len Kollineationen auf die co 6

Bewegungen, die Antikolliueationen

auf die Unilegungen.
Durch Zusammensetzung dieser saintlichen Strahlentraiisforma-

tionen mit don Ahnlichkeitstransformationen entsteht eine Qruppe,

deren allgeineine Transformation TOD 17 Parametern abhangt und als

nCrruppe der radialen Projektwiiat-en&quot; bezeichiiet wird. Ihre Opera-

tionen zeriaJlen in radiate Kollineationen und rod-idle Korrdationen, je

nachdem die beideu Strahlenschichten einzeln erhaiten bleiben oder

vertauscht werden; erstere bilden eine kontinuierliche Gruppe G17
.

Soli das Ubereinanderliegen der Strahlen verschiedener Schichten

erhaiten bleiben, so reduziert sich diese 6r17 auf die Gruppe dex

Ahnlichkeitstransformationen.

Die radjcden Projektivititttn umfassen alle Twmfforma&mm von

Strahlen. die aus clem Nrtrmalcnnrtze eines eiyentlichen Strahles w-ieder ein

solcltes hcrvoryehen lassen. Aus der Achse cles ersten geht im allge-

meinen nicht- die Achse des zweiten hervor; aber diese Achsen unter-

liegen einer zweiten radialen Eollineation, die zu der ersten hmtra-

yredwnt heifit

Vier Strablen eines Normalennetzes, von denen keine zwei parallel

sind, habeu, in bestimmter Reihenfolge, ein Vduale8 Doppelverhaltnis
a

,

welches eine absolute invariante der GJ6
der dualen Kollineatiouen

ist, aber gegeniiber beliebigen radialen Projektivitaten nicht inva

riant ist
108

).

Die 6r16 der dualen Kollineationen ist die umfassendste invariante

kontinuierliche Untergruppe der (rn . AuJBerdem enthalt die (?
17 noch

zwei weitere invariante kontinuierliche Untergruppen: die eine. mit

107) Dieso beiden Aaadiucke eiiid Untersuchungen von C. fiegre (III A 13 4 a,

Fano, Nr IS) viher Transfonnationen komplexer Verauderliclier eutlehnt. S. auch

oben, Nr. 5, insb. Anm. 16
\ und Nr. 30, a).

108) Eine duale Kollineation ItiBt sich durch vier Paare entsprechender
Strahlen in allgenieiner Lage eindeutig bestimmen

;
und zu jedem funften Strahle

kann man den zugeordneten finden durch wiederholte Konstruktion der gemein-
samen Nonnale zu eigeutlichen nicht parallelen Strahlen derselben Schicht.
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neun Parametern, besteht aus alien Transformationen von 6r
17 ,

welche

die uneigentlichen Strahlen einzeln in Ruhe lassen; die zweite, mit

acht Parametern, bildet den Durchschnitt dieser 6r9 mit 6r16 ;
ihre

Transformationen heifien duale Sckiefamyen, und sind zu je zweien

vertausehbar.

c) Die Gruppe der radialen Kollineationen entsteht endlich auch

aus der Pliickerschen Liniengeometrie (Nr. 10), wenn man in dieser

das von funf Konstanten abhangige Gewinde (d. h. den linearen Linien-

komplex) als Raumelement betrachtet und folgendermaBen verfahrt 109
):

Unterwirft man die als projektives Punktkontinuum eines R$ auf-

gefafite Mannigfaltigkeit der Gewinde solchen linearen Transfor

mationen der sechs homogenen Gewindekoordinaten, welche koachsiale

Gewinde in ebensolche iiberfuhren, so reduziert sich die Gruppe JTS5

jener siimtlichen linearen Transformationen auf eine F18 : die Achsen

dieser Gewinde werden dann radial-kollinear unter einander vertauscht
;

und zwar in allgemeinster Weise, d. h. durch die gauze 6r17 .

110
)

18. Die radial-projektive Geometrie. Die Studysche ^Geometrie

der radialen Projektivitaten&quot; hat die Gesamtgruppe der radialen Kolli

neationen und Korrelationen zur Fundamentalgruppe, und hat als Ob-

jekt solche Eigenschaften dei* Strahlengebilde, die bei den genannten

Operationen ungeandert bleiben.

Radiale Projektivitaten fiihren eigentliche paralleie Strahlen der-

selben Schicht in ebensolche iiber. Die Parallelenbuschel bilden folglich

eine zweite Art (von vier Konstanten abhangiger) Figuren, die von den

radialen Projektivitaten durch eine zu 6r17 holoedrisch-isomorphe Gruppe
vertauscht werden; sie kotmen ebenso wie die Strahlen als Grund-

elemente fur die Studysche Geometrie gewahlt werden
,
und lassen

sich auch einfach durch Koordinaten darstellen. Ordnet man einem

jeden Parallelenbiischel das andere, dessen Strahlen die seinigen

orthogonal durchsetzen, als ,,reziproke&quot; Figur zu, so ergibt sich eine

Reziprozitatsbeziehung, die sich durch die ganze radial -projektive

Geometrie hindurchzieht.

Im iibrigen will folgendes iiberlegt sein:

Bei der projektiven Liniengeometrie (Nr. 5, 10) wird die Mannig

faltigkeit der eigentliehen reellen Geradeii erst durch Hinzufugung
der

,;
unendlich fernen Geraden&quot; in ein abgeschlossenes Kontinuum

109) Geometrie der Dynamen, p. 237.

110) Um eine vollstandige Emsicht in diese Bezieirang zu gewinnen, mufi

man die Mannigfaltigkeit aller Gewinde doppelt uberdecken, und in den beiden

Schiehten von Gewinden kontragredient-linear operieren.
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verwandelt. Erst dadurch wird einer groBen Anzahl von Satzen der

projektiven Geometric, die nach der elementaren Auffassung Aus-

nahmeu unterliegen, eine allgemeine Giiltigkeit verlieheii; insbesondere

konnen erst in diesem abgeschlossenen Linienkontinuum die projek

tiven Umformungen als nbcrall wohldefinierte eindeutige und stetige

Transformationen erklart werden. Da wir es hier mit einer von

der projektiven durchaus verschiedenen Gruppe (oder Geometric) zu

tun haben. so kann es nicht verwundern, daB dieselben Eigenschaften

in bezug auf die vorliegenden Transformationen sich erst dadurch

erreichen lassen, daB man die Mannigfaltigkeit der reelien eigent

lichen Strahlen in anderer Weise zu einem abgeschlossenen Kontinuum

erganzt
ni

)
1U&amp;gt;

).

Diese Erganzung laBt sich, wie Study gezeigt hat
?
auf zwei ver-

schiedene Weisen ausfiihren, indem man sieh beide Male einen reelien

eigentlichen Strahl durch das zugehbrige Nonnalennetz fixiert denkt:

a) Eininal kann man dieses Kormalenuetz als aas oo 1

eigentlichen

Strahlenbiischeln bestehend anseheii f deren Mittelpunkte auf dem be-

treffenden Strahle iiegen)^ and dann bekomint man als Grenzfall, wenn

die samtlichen Mittelpunkte unendlich weit in derselben Richtung

tbrtrucken, ein Btindel paralleler Geraden. Da dieses Biindel wieder

ein geometrisches Element definiert, namlich seinen (unendlich fernen)

Scheitelpunkt, und zugleich durch diesen eindeutig bestimmt wird,

so kann dieser Scheitel. nach Study ,,Punktstrahl
u

genannt, als Grenz-

gebildo eines reelien eigentlichen Strahles aufgefafit werden. Durch die

oo 2 Punktstrahlen wird dann die Strahlenmannigfaltigkeit in einer

ersten Weise abgeschlossen
113

).

111) So empfiehit es sich z. B., die Ebene in bezuj? auf die Gruppe der

Kreieverwandischaften (Nr. 11) durch einen einzisren unendlich. fernen Punkt

abzuschiiefien.

112) Eben darum bedient sich Study systeniatiBch des Wortes M Strahl&quot; an

Stelle von ..gerade Linie 14
. ^Eigentlicher reeller Strahl44 bedeutet genau daeselbe

wie ,.eigentliche (d. i. im Endlichen verlaufende) reelle gerade Linie&quot;; aber die

bciden Begriife werden, was das Unendliche angeht. in verechiedener Weise ver-

allgemeinert. Wollt* man hier an den ublichen projektiven) Verabredungen
fiber unendlich ferne Gerade festhalten, so wfirde bei stetiger Anderung der

obigen duaien Strahlenkoordinaten der enteprechenae Strahl sich nicht immer

stetig andem.

113) Als Nonnaleuneta eines Pnnktetrahlea ist eine reduzibele Pigur zu be-

trachten, deren Bostandteile erstens die Gesamtheit ailer eigentlichen Strahlen

und Punktstrahlen eines Parallelenbundele, zweitens das Feld aller Punktstrahlen

Bind. Dementsprechend mu6 im Falle b) in das Normalecnetz eines Grenz-

strahles ein cv*- System von Grenzstrahlen als Bestandteii mitaufgenommen
werden.
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b) Oder man kann in dem Norraalennetz ernes eigentlichen

Strahles die oo 1 Parallelenbuschel betrachten, deren Ebenen ebenfalls

ein Biischel init jenem Strahl als Achse bilden, und dieses Ebenen-

biischel im Grenzfall in ein Biischel paralleler Ebenen ubergehen
lassen. Als Grenzgebilde des Normalennetzes bekommt man wiederum

ein Biindel paralleler Strahlen
,

die aber auf oo 1 Biischel in be-

stimmter Weise verteiit sind, ein ,,gestreiftes Parallelenbiindel&quot;.

Durch die oo 8
iiberhaupt moglichen derartigen Gebilde, die Study als

,7
Grenzstrahlen&quot; bezeichnet, wird der Strahlenraum ebenfalls zu eineni

abgeschlossenen Kontinuum erganzt.

Fiir diese beiden Kontinua, namlich:

a) die Gesamtheit der oc4 Normalennetze und der oo 2 Parallelen-

biindel, d. h. der oo* eigentlichen Strahlen und der cx&amp;gt;

3 Punktstrahlen

(werstes natiirliches Strahlenkontinuum&quot; j

b) die Gesanitheit der oo4 Normalennetze und der oo 3
gestreiften

Paralleleubiindel, d. h. der oo4
eigentlichen Strahlen und der cx&amp;gt;

3 Grenz-

strahlen (?;
zweites riatiirliclies Strahlenkontinuum^) ;

lassen sich geeignete Koordinatensysteme einfiihren 114
), so dafl

stt^tige Ortsanderungen in. der Strahlenmannigfaltigkeit durch stetige

Anderungen der Koordinaten dargestellt werden.

In jedem dieser beiden Straklen^ontinua sind die raddalen Pro-

jektivildten uberall wohldefi-niert, eindeutig und stetig. Wir haben somit

zwei Arten radial-projektiver Geometric, die aber
?
soweit nur eigent-

liche Strahlen in Frage kommen, identisch sind 115
)
116

).

Nun kann man die Definition irgend eines dieser abgeschlossenen

vierfach ausgedehnten reellen Strahlenkontinna dadurch erweitern, daB

man imaginare Strahlen zulafit, d. h. den obigen xik und den samt

lichen daraus abgeleiteten GroBen beliebige koruplexe Werte erteilt.

Die (bei reellen eigentlichen Elementen vollkommene) Identitat der

beiden Begriife ;,Strahl&quot;
und .,gerade Linieu (vgl. Anm.

ll2
))

j&ndet dann

nur in geriugerein Umfange statt; es gibt iinaginare eigentlicho Strahlen,

die nicht zugleich als gerade Linien angesehen werdeii kounen
;
und

114) Die Strahlenkoordinaten ,,zweiter* und ,,dritter Artu (Geometrie der

Dynamen, p. 259, 270).

115) Es wird auch nachgewiesen, da6 weitere in ahnlichcin Siiiue natiirliche

Strahlenkontinua nicht existieren. dafi also die beiden obigen Kontinua zusanv

men durch die Gruppe &amp;lt;r, 7
der eigentlichen Strahlen bereits charakterisiert sind.

116) Die Manuigfaltigkeit der so* ,,eig ntlichen
k Paralielenbuschel liiBt sich

ebenfallg durch Neuschopfung von ,,uneigentiichen*
1 BiiBcheln auf vier verBchie-

dene Weisen zu abgeschlossenen Kontinuis erweitern, in denen die Operatic^
nen der Fundamentalgruppe uberall wohldefinierfc, eindeutig und stetig sind

(B. Anm. l
&quot;.
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ebenso Strahlen, deren Koordinaten xik zwar Pluckersche Koordinaten

gerader Linien, aber nicht solche einer bestimmten geraden Linie ( viel-

mebr eines ganzen Biischels von Minimalgeraden) liefera. Dieser Unter-

schied tritt in weiteren Untersuchungen noch mehr in den Vorder-

grund, und es zeigt sich, daB die Vertauschung der beiden Worte

,,Strahl&quot; iind ,,gerade Linie&quot; allgemein zu reden unzulassig 1st;

z. B. in der Behauptung: ,,Jedes eigentliche reelle oder imaginare
Gewinde hat einen einzigen eigentlichen Strahl als Hauptachse; und

uingekehrt gehort zu jedem eigentlichen reellen oder imaginaren
Strahle ein bestimmtes Btischel koachsialer Gewinde.&quot; Der ,,planare

Strahlenkomplex&quot; und das Pliickersche Liuiengebiisch mit unendlich

ferner Achse fallen in ihren reellen eigentlichen Elementen zusammen,
sind aber

?
als Ganzes betrachtet, mit verschiedenen Eigenschaften

ausgestattet und nicht vollkommen-eindeutig aufeinander abbildbar.

Die Strahlenorter der verschiedenen Dimensionen (3, 2, 1) be-

zeichnet Study als Strahlenkomplexe, Kongmenzen, Bander. Ein alge-

braischer Strahlenkomplex ini ersten natilrlichen Btrahlenkontinuum

kann durch Nullsetzen einer einsigen rationalen homogenen Funk-

tion der Strahlenkoordinaten zweiter Art dargesteiit werden; ihm

kommen zwei charakteristische Zahlen zu
?

die zusammen in der

radial-projektiven Geometrie eine ahnliche Bedeutung haben, wie der

Grad eines Linienkomplexes in der Pliickerschen Liniengeometrie.

Besonders eingehend untersucht Study die linearen Systeme von Ge-

winden (die durch lineare Gleichungeu zwischen den Gewinde-

koordinaten xik dargesteiit werden) und die Orter ihrer Hauptachsen,
die er

; zugleich mit anderen Gebilden, die entweder Grenzlagen solcher

Orter sind, oder Bestandteile von solcheu, saintlich als Ketten bezeich-

not. Diese linearen Systeme werden zunachst nach ihren in bezug
anf G-tf oder G

l& invarianten Eigenschaften klassifiziert; dann aber

auch in bezug auf die Gruppe der Euklidischen Bewegungen, d. h.

iiuch ihren inefcridchen Eigenschaften
117

).

19. Fortsetaung. Projektive Abbildung der radial-projektiven

Geometrie. Study fragt auch nach alien 3/4 eines beliebigen Rau-

mes R
n ,

denen folgende beide Eigenschaften zukommen:

1) die M soil auf das Strahlenkontinuum des E
3

rational ab

bildbar sein;

2) durch diese Abbildung soli die Gruppe der radialen Pro-

jektivitaten in eine zn ihr holoedrisch-isomorphe projektive Gruppe

iibergehen.

117) Geometrie der Dynamen, 29, 38.

Encyklop. d. m*tb. Wissenaoh. HI 1. 22
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Diese Jf4 sollen also fur die radial -projektive Geometric erne

ahnliche Bedeutung haben, wie die M^ von nicht verschwindender

Diskriminante im B^ fur die projektive Liniengeometrie (Nr. 10).

Die M der verlangten Art sind yon zweierlei Beschaftenheit; die

einen sind eindeutig und stetig auf das erste uatiirliehe Strahien-

kontinuuni, die anderen auf das zweite abbildbar.

Die einfachste Jf4 der ersten Art lafit sich in folgender Weise

konstruieren : Man nehme in einem R$ einen R
2
und einen Ik,, die

keinen Punkt gemem habeu, und in letzterem eine nicht geradlinige

Normalflache 4. Ordnung
118

).
Diese beziehe man korrelativ auf J?

g .

wodurch jedem ihrer Punkte alle Punkte einer geraden Linie in R
t

und jedem Punkte von jR
2

ein Kegelschnitt auf der Normalflache

zugeordnet wird. Verbindet man die samtlichen Paare der solcher-

weise zugeordneten Punkte durch (oo
3
) gerade Linien, so entsteht die

verlangte M, welche von der 6. Ordnung und der 3. Klasse ist.

Die Punkte des jRg sind Bilder der oo 2 Punktstrahlen 119
).

Die Durchschnitte dieser M* mit ebenen Raunien J?
7
sind Bilder

der (von acht Konstanten abhangigen) quadratischen Btrahlenkoin-

plexe; diose Mannigfaltigkeit erweist sich deshalb als besonders niitz-

lich beim Studium dieser Komplexe und ihrer Durchschnitte (darunter

der ein- und mehrdimensionalen Ketten).

Halt man in Rs einen geeigneten E
s fest, so reduziert sich die

projektive 17 gliedrige Gi*uppe der 3f4
6 auf eine 7-gliedrige Gruppe,

welche zur Gruppe der AhnHchkeitstraiisformationen holoedrisch-iso-

morph ist und die im .7?
3 gelegenen Figuren durch eine Gruppe ver-

tauscht, die z,ur Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen projektiv-

ahnlich ist. Die metrische Geometric des I
3

steht also zur radial-

projektiven in emem abnlichen Verhaltnisse, wie die projektive Geo-

118) S. Nr. 2, sowie die dort Anm. 192
) bis 105

) angefiihiie Literatur.

119) Diese Erzeugung der M^* hat eine systematische Bedeutung, da

man die Normalflache 4. Ordnung allgemeiner durch eine von der Ordnung n s
,

im Rauine von -- &quot;L Z Dimensioneu enthaltene, ersetzen kann, d. h. durch jene

Flache, welche, wenn man die Koeffizienten der Gleichuiig einer algebraischeo

ebenen Kurve nter Klasse als homogene Punktkoordinaten deutet, die Bilder der

Kurven enthalt, die aus w-fach zahieuden Punkteu beetehen. Wir bekommen
dadureh eine Reihc von algebraischen vierfach ausgedehnten Kontimiis mit ent-

sprechenden (n*-f- 2n ~|- 9)
- gliedrigen Gruppen birationaler Transibrmationen.

In dieser Reihe ist das erste Studysche natiirliche Strahlenkontinuuua das zweite

Glied, das erste Glied ist aber das P/udt^rsche Linienkontinuum (da man far

n = i erne J!f4
* des J?8 erhalt); die entspreehenden Gmppen sind die Gruppe

der radialen Projektivit&ten und die affine Grnppe des .R8 (da ein jfif$
in Uuhe

bleibt, B. Nr. 7).
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metrie eines R^ zu der eines R
2 ,

insofern die erste so zu sagen als ein

Ausschnitt aus der zweiten erscheint.

FaBi man als Rauinelement das Paralleleabuschel auf, oder auoh

die ,,aplanare Kettenkongruenz&quot; (d. h. den allgemeinsten Typus der

zweidimensionalen Kette)
120

),
so lassen sich ebenfalle projektive Bilder

der isomorphen 17-gliedrigen Gruppen mit diesen neuen Raumelemen-

ten aufsiellen. 1m ersten Falle lassen sich die &amp;lt;x&amp;gt;

4 Parallelenbiischel

eindeutig-umkehrbar und stetig den vom Scheitel verschiedenen Punk-

ten eines Normalkegels jT4
6 des Rs so zuordnen, dafi die radia-

len Projektivitaten als projektive Umformungen abgebildet werden 181
).

Im zweiten Falle lassen sicb die &amp;lt;x&amp;gt;

8
aplanaren Kettenkongruenzen

den im Endlicben gelegenen Punkten eines E
s (und ihre ,,reziproken^

den Punkten einer zweiten Schicht desselben JR8) derart zuordnen,

da6 aus der betreffenden 17-gliedrigen Gruppe ebenfalls eine projek

tive Grruppe hei*vorgebt. Aus diesen Abbildungen lassen sich weitere

Anaiogien zwischen der Enklidisehen Geometrie und der radial-pro-

jektiven ableiten.

Die einfachste 3/4 der zweiten Art, d. h. die einfachste Jf4 ,

die eindeutig uud stetig auf das zweite natiirliche Strahlenkontinuum

abbildbar ist, gehort einem 1^- an 122
).

20. Studys projektive und pseudokonforme Geometrie der

Somen. In der Kinematik kann als Reprasentant eines starren

Korpers ein System voo drei den Indizes 1, 2, 3 zugeordneten ein-

ander rechtwinklig schneidenden orientierten Q-eraden gedacht werden.

Dieses Achsensystem lafit sich durch Bewegung in oo6 verscbiedene

Lagen bringeii; jede einzelne von diesen Lagen nennt E. Study ein

(eigentliches) Soma 1

).
ParaUele Somen heifien die, die durch eine

Euklidische Schiebung ineinander ubergehen; wahrend symmetrale oder

120) Jede aplanare Ketteukongruenz geht aus einem Strahlenbiindel mit

eigentiichern Scheitel durch eine duale Kollineation (und zwar durch eine

einzige duale Kollineation aus der Untergruppe 6?e ) hervor. T&amp;gt;ie gemeinsamen
Normalen zwischen irgend zwei Strahlen der Kongruenz liegen in einer zweiten

Kongruenz von derselben Art, und diese Eigenschaft ist fiir die aplanaren Ketten-

kongruenzen charakteristisch. Es gibt &quot;jc^ solche Paare von Kongruenzen.

121) Da die vom Scheitel verschiedeuen Punkte des Normalkegels T4
6 durch

den Scheitel selbst zu einem abgeschlossenen Kontinuum erganzt werden, so

besteht die Moglichkeit. die Manniglaltigkeit der &amp;lt;x;

4 Parallelenbuschel

durch Hinzufiignng einee einzigen ..uneigentlichen&quot; oder ,,singularen
u Buschels

ebenfalls abznschlieBen. Das hiermit erzeugte Kontinuum bezeichnet Stwly als

das ,,erste naturliche Kontmuum von Parallelenbuscheln&quot;.

122) Geometrie der Dynamen, p. 272.

123) Geometrie der Dynanien, p. 556.

22*
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hemisymmetrale Somen durch eine Umwendung oder eine Umschrau-

bung (d. h. eine Drehung oder eine Schraubung urn eine eigentliche

Gerade als Achse niit dem Drehungswinkel a) auseinander hervor-

gehen. Als Koordinaten ernes Soraa konnen die Parameter der (ein-

deutig bestiinniten) Bewegung aufgefafit werden, durch welche dieses

Sonia aus einem beliebigen ein fiir allemal festgesetzten ,,Protosoma&quot;

hervorgeht. Bei geeigneter Auswahl von adit honuogenen durch. eine

quadratische Gleichung verbundenen Parametern (an Stelle von sechs

durchaus unabhangigen)
124

)
lassen sich diese Parameter (ebenso wie

die Pliickerschen Linienkoordinaten in Nr. 17, b)) zu vier dualen

GroBen:

zusammenfassen
,
so dafi die verschiedeneu zu einem Soma gehorigen

Systeme von X
f
-Werten auseinander durch Multiplikation mit einer

weiteren dualen Grofie entstehen. Als Koordinaten eines Soma konnen

also die vier reellen homogenen dualen Groflen Xf
verwendet werden;

dabei lautet die quadratische Bedingungsgleichung zwischen den x

folgendermafien :

(1) Vm + %a?88 + Vsi + ^08^12
=

0,

und es wird noch vorausgesefczt ,
daB die skalaren Koeffizienten

ZQ, xQi ,
a;
02 ,

^03 der X, nicht samtlich verschwinden.

Der Begriff des Soma erscheiut demuach als eine zuriachst rein

formale Erweiterung des Begriifes: reeller eigentlicher Strahl.

Durch lineare Transformationen X/ =J;$Xi^4;

rait dualen Koeffi-
k

zienten a
iky deren Determinante einen von Null verschiedenen skalaren

Bestandteil besitzt, wird eine 30-gliedrige Gruppe yon reellen Somen-

transformationen dargestellt, die dual-projektiv heiBen. Durch Zu-

sammensetzung dieser mit den Ahnlichkeitstransformationen (welche

auch Somen in ebensolche (iberfuhren) ergibt sich eine kontinuierliche

Gruppe mit 31 wesentlichen Parametern, deren Transformationen im

Somenkontinuum uberall wohldefiniert , eindeutig und stetig sind, und

die Study als somatisch-projeMive Umformungen oder sowatische Kolli-

neationen bezeichnet 12B
).

Die ^80 der dual-projektiven Transformationen der Somen ist eine

124) E. Study, Von den Bewegungen und [Jmleguiigen, Math. Ann. 89 (1891),

p. 441 (insbes. p. 536 ff.). S. ferner I A 4, Komplexe Zahlen, Study, Nr. 12;

IV 3, Kinematik, Schoenjlies und Grubler, Nr. 1, 0.

125) Geometrie der Dynamen, p. 561.
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invariante Untergruppe der
81

der somatisch -
projektiveu Trans-

fonnationen. Die
31 hat auch zwei weitere invariante kontinuier-

liche Untergruppen, namlich eine
16

und eiue 15 ,
die jedes

einzelne oo 8 - Grebtisch paralleler Somen in Ruhe lassen, und dessen

Somen durch je eine perspektive Ahnlichkeitstransformation oder

durch eine Schiebung vertauschen. Die
&amp;lt;?15

ist Durchschnitt von gso

und 16 und besteht aus lauter vertauschbaren Operationen (wdnal-

projektive Schiebungen der
Somen&quot;). Die durchaus analoge Zu-

sammensetzung der drei Gruppen der Ahnlichkeitstransformationen

(Nr. 4), der radialen Kollineationen (Nr. 17) und der somatischen

Kollineationen lafit sich durch folgende Schemata erlautern:

Ahnlichkeits-

transformational

^6 ffi

\ / \ /
9, G* 15

Auch hier erscheint es als zweckmafiig, das Somenkontinuum

mit zwei Schichten zu iiberdecken, und bei dual -
projektiven Trans-

formationen die Somen der beiden Schichten stets kontragredienten

Transformationen zu unterwerfen. Es ergeben sich dann genau wie

in der Strahlengeoinetrie Unterscheidungen zwischen somatischen Kolli

neationen und Korrelationen
,

dualen Kollineationen und Antikolli-

neationen, usw. Fiir den alle diese Begriffe umfassenden Begriff der

somatischen Projektivitdt gilt der charakteristische Satz:

Somatische Projektivitaten lassen invariant, Parallelismus von Somen

derselben Schicht und hemisymmetrale sowie symmetrale Lage von Somen

verschiedener Schichten.

Die (reellen) analytischen Scharen von oor Somen (r &amp;lt; 6), die

in dieser somatisch -
projektiven Geonietrie (oder projektiven Geometric

der Somen) betrachtet werden, sind die geometrischen Bilder der irre-

duziblen Systeine analytischer Bedingungen ,
die einem starren

Korper r Grade der Preiheit lassen. Daraus wird die Bedeutung
dieser Geometric fiir die Kinematik ersichtlich (s. IV 3, Kinematik,

Schoenflies und Gruhler, Nr. 20).

Die Mannigfaltigkeit der oo6
,,eigentlichen&quot; Somen kann durch

Hinzufugung von oo4
geeignet definierten nParasomen&quot; zu einem in

bezug auf die Gruppe 81
natiirlichen Kontinuum erganzt werden.

Durch Einfiihrung weiterer Koordinaten (Koordinaten ,,2. Art&quot;) lafit

sich der Begriff des Parasoma analytisch in ahnlicher Weise auf-
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stellen, wie der Begriff des Punktstrahles in der Strahlengeometrie

(Nr. 18). Das so abgeschlossene Kontinuum lafit sich. auf eine MQ

des E15 eindeutig-umkehrbar abbilden, so daB ai in eine holoedrisch-

isomorphe projektive Gnippe der M% (Nr 8) iibergeht. Bilder der

Parasomen auf der M sind die Punkte einer Jf/; in bezug auf die

Parasomen reduziert sich die somatisch- projektive Geometrie auf die

projektive Liniengeometrie (Nr. 10).

Erganzt man dagegen die Mannigfaltigkeit der eigentlichen Someu

durch die oo 8 die Gleichung (1) befriedigenden Wertsysteme, fiir

welche # = #01
= #02 #03 1st, und die Study als Koordinaten

eines Pseudosoma&quot; bezeichnet, so werden die analytischen Trans-

formationen, die in diesem neuen Kontinuum iiberall wohldefiniert,

eindeutig und stetig sind, durch die iinearen Transformationen der

acht Variabeln x erschopft, die das Bestehen der quadratischen Glei

chung (1) nicht zerstoren. Study nennt sie xpseudoktmforme&quot; Trans

formationen der Sornen; sie bilden eine gemischte Gruppe mit- 28

Parametern, deren kontinuierliche Untergruppe 28 einfach 1st (Nr. 9).

In der durch diese Gruppe charakterisierten ^pseudokonformen Geometrie

der Somen&quot; liegt wieder ein Beispiel der in Nr. allgemein be-

sprochenen Geometrie vor 126
).

Die Gesamtheit aller Transformationen der eigentlichen Somen,

die zugleich projektiv and pseudokonform sind, bildet eine ge

mischte Gruppe 18 ,
c6

18 mit 13 Parameterc; sie bestebt aus alien

Transformationen von 317 die das Ubereinanderliegeh von Somen ver~

schiedener Schichten nicht zerstoren, und verhalt sich also zu
81

ebenso wie die Gruppe #7
der Ahnlichkeitstransformationen zur 6r17 der

radialen Projektivitaten.

Die in J3 ,
c613 enthaltenen dual -

projektiven Transformationen

bilden ebenfalls eine gemischte Gruppe 12 ,
c6

12 und werden als northo-

gonale&quot;
Transformationen der Somen bezeichnet, weil sie, in dualen

Koordinaten dargestellt, die dual-quadratische Form

nur um einen (dualen) Faktor andern 127
).

Die kontinuierliche Gruppe

g12
kann in zwei miteinander vertauschbare Gruppen 6 , 6 zerlegt

werden, deren erste mit der Gruppe der Euklidischen Bewegungen

126) Diese Geometrie hat Study ,,pseudokonform
u

genannt, weil sie, ebenso

wie die konfoxme Geometrie des En for n
&amp;gt;

2
,
auf die projektive Behandlung

einer quadratischen Mannigfaltigkeit eines hoheren Raumes hinauskommt.

127) In der Geometrie dieser Gruppe findet offenbar die Nicht-Euklidische

Geometrie im Raume positiver Krfimmung eine neue und wesentliche Erweiterung.
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zusammenfallt, wean man das eigentliche reelle Soma als Raumelement

wahlt.

Der zur Gruppe 12 gehorige Aquivalenzbegriff ist der natiirliche

Aquivalenzbepriff der Kinematik, von dem allerdings gewohnlich keine

ausdruckliche Definition gegeben wird, und nach welchem zwei oo r-

Scharen von Bewegungen (S) und (S ) Equivalent heifien, wenn zwei

Bewegungen A. B existieren, fiir die

ist. Dagegen konnen in der Mechanik als aquivalent nur solehe

Scharen eraehtet werden, die aus einer von ihnen durch Transformationen

der Bewegungsgruppe 6 hervorgehen ((S )
==

(S) B\. Diese beiden

Aquivalenzbegritfe erscheinen also als einzelne Glieder, an bestiramten

Stellen, in einer ganzen Reihe von Aquivalenzbegriffen.

21. Gruppe der Cremonaschen Transformationen. In eiueui

Gebilde 1. Stufe gibt es nach funktionentheoretischen Grundsatzen

keine anderen biratiorialen, d. h. algebraischen und ein -
eindeutige.n

Punkttransfonnationen als die linearen (d. h. die projektiven). Iin

Rn ,
fur n

&amp;gt; 2, gibt es aber noch sehr viele andere, die im allgemeinen

(1, l)-deutig sind und lirationale oder Cremonasvhe Transformationen 128
)

heifien; sie bilden eine Gruppe, die von keiner endlichen Anzahl von

Parauietern abhangt, aber auch keine ,,unendliche kontinuierliche

Gruppe^ im Liesohen Sinne ist, weil sie durch Differentialgleichungen
nicht definiert und vermutlich auch nicht durch infinitesimale Trans-

formationeu erzeugt werden kann (sie enthalt jedoch eine grofie An
zahl endlicher kontinuierlicher Gruppen: s. Nr. 22).

Die birationalen Transformationen der Ebene lassen sich nach

einem fast gleichzeitig von W. K Clifford), M. Noeiher} und

J. Eosanes 131
) aufgestellten Satze als Produkte einer endlichen Anzahl

128) Die einfacliaten unter diesen Transformationen, namlich die quadra-

tischeu, treten in der Ebene bei L. J. Magnus, insbesondere die Kreisverwandt-

schaften bei 3fobius auf; 8. Anm. 7J
). Allgemeinste Transformationen in der

Ebene bei L. Cremona, Bologna. Mem. (2) 2 (1863), 5 (1865), abgedmckt in Giorn.

di mat. 1 (1863), p. 306; 3 (1865), p. 269, 363. Im J?s ,
s. Cremona, Gott. Nachr.

1811, p. 129, abgedruckt in Math. Aim. 4 (1871), p. 213; Milano Rend. 4 (1871),

p. 269, 315; Ann. di mat. 5 ^1871), p. 213; gleichzeitig auch bei A. Cayley (London
Math. Soc. Proc. 3 (186971), p. 127 = Papers 7, p. 189) und bei M. Nocthvr

(Math. Ann. 3 (1871), p. 547).

129) Ohne Beweis: s. die .^Analysis of Cremona s transformations 1 im An-

hang zu den Math, papers (London 1882), p. 542.

130) C ber Flachen, welche Scharen rationaler Kurven besitzen, Math. Ann. 3

(1871), p. 161. Vgl. insbes. p. 167.

131) J. f. Math. 73 (1871), p. 97.
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von quadratischen Transformationen herstellen. Diesem Satze hat aber

erst spater M. Noether 2
)
durch Beriicksichtigung des Falles nnendlich

naher Fundamentalpunkte eine festere Basis gegeben. Neuerdings hat

C. Segre
1*3

*) bemerkt, daB auch der Noethersche Beweis eine Liicke ent-

halt; aber G. Castelnuovo 1

**) hat auf andetem Wege die Richtigkeit

des Satzes auBer Zweifel gesetzt.

Fiir n
2&amp;gt;

3 hat man die Frage nach den erzeugenden Operationen

der Gruppe noch nicht angegriffen.

Die Invariantentheorie der Gruppe der Cremonaschen Trans

formationen ist lange nicht so weit entwickelt wie die der vorher-

gehenden; doch weiB man z. B.
?
daB bei ihren Transformationen die

Geschlechter und Moduln algebraischer Gebilde invariant sind. Letztere

bleiben aber ungeandert bei alien algebraischen Transformationen
;
die

auch nur fur das einzelne in Betracht kommende Gebilde eindeutig

sind (Nr. 26, a); und es konnte die Frage sein, ob es dariiber hinaus

noch Eigenschaften der Kurven, Flachen usw. gibt, welche bei diesem

hoheren (Riemannschen) Standpunkte nicht in Betracht kommen,
aber doch Invarianten in bezug auf Cremonasche Transformationen

sind. Dariiber sind noch keine systematischen Untersuchungen ange-

stellt worden. Doch weiB man, daB bei endlichen kontinuierlichen

Grruppen von Cremowaschen Transformationen lineare Systeme alge

braischer Mn _ l
invariant bleiben (Nr. 22).

F. Kleinm) stellt auch die Frage nach einer Invariantentheorie

der Differentialforinen, z. B. der Pfaff schen Ausdriicke, mit rationalen

(oder algebraischen) Koeffizienten, gegeniiber birationalen (bezw. alge

braischen, Nr. 25, a) Transformationen. Von da aus solite das Stu-

dium und die Klassifikation der durch algebraische Differentialglei-

chungen definierten transzendenten Funktionen erwachsen 186
).

22. Endliche kontinuierliche Gruppen von Creinonaechen

Transformationen und deren projektive Abbildung. In jedem JRh

gibt es eine grofle Anzahl endlicher kontinuierlicher Gruppen von

Oemowaschen Transformationen; die einfachsten Beispiele sind, nach

den projektiven, die konformen Gruppen (Nr. 11, 12). Gestattet eine

Mn irgend eines Md (d &amp;gt; ri) eine kontinuierliche Gruppe projektiver

Transformationen (Nr. 8), und ist sie rational, d. h. auf Rn eindeutig

132) Math. Ann. 5 (1872), p. 635.

133) Torino Atti 86 (1901), p. 645.

134) Torino Atti 86 (1901), p. 861.

135) Hdhere Geometric 1, p. 447 ff.

. 136) S. A. Voss, Math. Ann. 28 (1884), p. 167, 349.
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abbildbar, so geht bei dieser Abbildung die projektive Gruppe der

Mn in eine endliche kontinuierliche Cremonasche Gruppe des H9 fiber.

Dieser Satz ist auch umkehrbar. In bezug auf jede endliche

kontinuierliche Gruppe von CWwo/wschen Transformationen gibt es

unendlich viele lineare Systeme von Formen (Mn _ l):

v. + v; -f + ij* = o,

welche bei alien Operationen der Gvuppe in sich iibergehen; unter-

wirft man namlick eine Mn _ oder ein kontinuierliches System von

Mn _ l
diesen saintiichen Operationen, so hat das kleinste iineare

System, welches die so erhaltenen Mn _ l enthalt, die verltmgte Eigen-
schaft. Unter diesen invarianten Systemen gibt es (wenn d

&amp;gt;
n ist)

stets solche, die ,,einfach&quot; sind, d. h. so beschaffen, dafi die Mannig-

faltigkeiten des Systems, welche einen Punkt allgenieiner Lage des Rn

enthalten, nicht alle durch einen weiteren mit ersterem verander-

lichen Punkt hindurchgehen. Durch die Gleichungen:

in welchen die y{ homogene Punktkoordinaten im Ed bedeuten, wird

der En auf eiue Mn des Rd ein-eindeutig abgebildet; und die vor-

gelegte Gruppe von Crewowaschen Transformationen des En geht in

eine birationale Gruppe dieser Mn iiber, welche deren ebene Schnitte

(^^A f ^,- ^^^ff = 0) in ebensolche uberfiihrt, und folglich in einer

projektiven Gruppe des Ed enthalten ist, welche die genannte Mn in

variant lafit (Nr. 8). Jede endliclie kantmuierliche Gruppe von Cremona-

schm Transformationen eines Rn Tcann also als eine projektive Gruppe

auf einer Mn eines geeigneten Ed aufgefaftt werden 1*1
}. Wenn wir dem

Gesamtraume eine genugend grofie Anzahl von Dimensionen erteilen,

so lassen sich alle uberhaupt moglichen Geometrien, denen endliche kon

tinuierliche Gruppen von Cremon&amp;lt;zsch.en Transformationen zu Grunde

liegen, unter der projektiven Geometric einbegreifen. Und das war

auch mit alien bisher betrachteten Geometrien der Fall.

Die endlichen kontinuierlichen Gruppen von Cremonaschen Trans

formationen der Ebene und des Raurnes (n= 2, 3) sind alle bekannt.

Die der Ebene hat F. Enriques
138

)
durch ebenfalls birationale Trans

formationen auf drei Typen (nebst ihren Untergruppen) zuriickgefiihrt;

namlich :

137) Man vgl. die sofort anzufuhrenden Arbeiten von G. Fano (Anm.
14

bis
&quot;*)).

138) Roma Line. Rend. (5) 2 (1893), 1. sem., p. 468, 532.



342 niAB4b. G. Fano. Kontinuierlicke geometrische Gruppen.

a) die 8-gliedrige Kollineationsgruppe ;

b) die 6-gliedrige Gruppe der quadratischen Transformationen mit

zwei festen Fundamentalpunkten; d. h., falls man diese beiden Punkte

durch eine Kollineation in die imaginaren Kreispunkte wirft, die

Gruppe der direkten Kreisverwandtschaften 139
) ;

c) die nJongwieres8chGD. Gruppen&quot;, welche ein Strahienbiischel,

und zugleich ein lineares System von Kurven irgend einer Ordnung m,
mit dem Mittelpunkte jenes Strahlenbiischels als gemeinsamem (m 1)-

fachen Punkte und mit ebenfalls gemeinsamen Tangenten in diesem

Punkte in sich uberfiihren.

Zu diesem Resultat gelangt Enriques durch Konstruktion eines

in bezug auf die Gruppe invarianten linearen Systems von alge-

braiechen Kurven, und Betrachtung der zugehorigen sukzessiven adjun-

gierten Systeme, welche init ersterem invariant verbunden sind

(III C 4, Berzolari, Abschn. V). Dieser ProzeB lafit sich bei dem heutigen
Zustande-der Flachentheorie auf den Raum B5 nicht iibertragen; aber

die Konstruktion eines invarianten linearen Systems von Flaehen ge-

stattet, die vorgelegte Cremonasche Gruppe durch eine birational-iso-

morphe projektive Gruppe mit invarianter Jf3 zu ersetzen (s. oben),

wodurch die Sache auf eine Klassifikation der projektiven Gruppen
mit invarianter Ms (Nr. 8) zuriickgefiihrt wird. Nach F. Enriques

und (jr. Fano UQ
)

kann jede endliche kontinuierliche Gruppe von

CremonasGheu Transformationen des B
3
durch eine weitere Cremona

sche Transformation auf eine der folgenden Gruppen zuriickgefiihrt

werden:

a) 15-gliedrige Kollineationsgruppe und ihre Untergruppen;

b) 10-gliedrige Gruppe der reziproken Radien mit Untergruppen;

c) ;,verallgemeinerte Jonquieressvhe Gruppen&quot;, d. h. Gruppen mit

inyariantem Ebenenbuschel oder Strahlenbiindel;

d) zwei 3-gliedrige einfache Gruppen von Transformationen 3.

bezw. 7. Ordnung.

Die verschiedenen Gruppen des Falles c) hat spater G-. Fano ul
)

aufgezahlt; auch hat er den Zusammenhang zwischen Cremonaschen

1S9) Dieae Gruppe ist eine der beiden kontinuierlichen Scharen, welche

die Gesamtgruppe der reziproken Radien in der Ebene bildeii. Vgl. Nr. 11,

insb. Axiiu. 7t
).

140) Enriques-Fano, Sui gruppi continui di trasformazioni cremoniane

dello spazia, Ann. di mat, (2) 26 (1897), p. 59.

I gruppi di Jonquieres geneializzati, Torino Mem. (2) 48 (1898) t p. 221.,
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und projektiven Gruppen in inannigfaltiger Weise erliiutert und aus-

genutzt
148

).

Die kontinuierliehen Gruppen yon quadratischen Transformationen

des jR3 hat M. Noether aufgezahlt
143

); es gibt fiinf Gesamtgruppen,

mit verschiedenen Untergruppen.
23. Aufzahlung einiger unendlicher Gruppen. Yon unendlichen

Gruppen, die bei Lie studiert werden, erwahnen wir die folgenden:

a) Die Gruppe oiler reellen konformen Ptmkftransformationen der Ebene

(fiir den E
nJ
n

^&amp;gt;
3, s. Xr. 11), d. h. der reellen Punkttransformationen,

welche die WinkelgroBen nicht andern. Diese Transformationen ver-

halten sich also im Kleinen, in der Umgebung regularer Stellen, wie

Ahnlichkeitstraiisformationen. Je nachdem der Sinn der Winkel nicht

geandert oder geandert wird, ergeben sich zwei getrennte Trans-

formationsscharen, deren erstere eine unendliche kontinuierliche Gruppe
in Zieschem Sinne ist. Damit eine Punkttransformation der Ebene

konform sei
7

ist es notwendig und hinreichend, dafi die in den Glei-

chungen:
u = u(x, y), v = v(x, y)

auftretenden Funktionen ti, v den partiellen Differentialgleichungen:

du^ _ | dv^ du_ _ _
dv

Jx
~ ~

~dy&amp;gt; dy
= &quot;

Tx

geniigen, wobei die unteren Vorzeichen deni Falle der Winkelumkeh-

rung entsprechen. Funktionentheoretisch bedeuten diese Bedingungen,
dafi M + iv eine Funktion (in Riemann schern Sinne; II B 1, Osgood,

Nr. 2, 5) der komplexen Yariablen x + iy ist.

b) Die Gruppe aller reellen Punkttransformationen yf f{ (x)9
welche

die Volumina der Korper (bei n = 2 die Flcidiemrihalte) nicht andern,
7\ f ! 2

wozu erforderlich ist, daB die partielle Differentialgleichung ! J&-
\
= 1

||
G Xf.

erfullt sei. Diese Gruppe nennt man zuweilen ,,Mobius sche Gruppe&quot;
144

) ;

ihre Invariantentheorie kann als ,,Geometrie der inkompressiblen

dft

.

Fliissiqkeiten&quot; bezeichnet werden. Je nachdem -=- ==
-j- 1 oder

dx
k

== 1 ist
?
zerfallen diese Transformationen in zwei getrennte Scharen

(,;eigentliche&quot;
und ,,uneigentliche&quot; volumtreue, resp. flachentreue Trans

formationen), von denen erstere eine unendliche kontinuierliche Gruppe

142; Palermo Rend. 10 (1896). p. 1, 16; ebenda 11 (1897), p. 240; Torino

Atti 33 (1898), p. 480.

143) Dentsch. Math.-Yer. Jahresb. 5 (1896), p. 68.

144) Uber eine aUgemeinere Art der Affinitat geometrischer Figuren (J. f.

Math. 12 (1834), p. 109 = Werke 1, p. 517).
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ist. Nach S. Lie us&amp;gt;

) wird diese Gnippe im Falle n = 2 durch die

infinitesimalen Transformationen

O -ir^- r\ -r^-

erzeugt, welche die Ditferentialgleichung
--

|- *-- erffillen 146
).

Mobius hat 144
) auch die allgemeineren Punkttransformationen der

Ebene und des Raumes untersucht, welche die Flacheninhalte bzw.

die Volumina nach einem konstanten Verhaltnisse andern. Diese

bilden ebenfalls eine unendliche kontinuierliche Gruppe, die aus der

oben genannten durch Zufiigung der Ahnlichkeitstransformationen

entsteht.

c) Die Miendlichen kontinmerlichen Gruppen von anatytischen

Punkttransformationen der Ebene hat S. Lie bereits 1883 auf be-

stimmte Typen zuriickgefiihrt
147

).
Fur die imprimitiven Gruppen,

d. h. die, die mindestens eine Kurvenschar ap (xy)
== konst. invariant

lassen, ergeben sich mehrere Typen, die er aufzahit, und die entweder

zwei oder aber nur eine Kurvenschar der angegebenen Art in sich iiber-

fiihren. Dagegen sind die von der unten folgenden Gesamtgruppe d) ver-

schiedenen primitiven Gruppen durch eine weitere Punkttransformation

mit einer der beiden Gruppen b) ahnlich, d. h. mit der Gruppe der

eigentlich fiachentreuen Transformationen, oder mit dev Gruppe der

Transformationen, welche die Flacheninhalte in konstanten Verhalt-

nissen andern. Dieser Satz ist in einem allgemeineren und fiir jeden

Rn giiltigen enthalten 148
): ,,Ist eine unendliche kontinuierliche Gruppe

des Rn (n &amp;gt; 1) so beschaffen, dafi bei Festhaltung eines Punktes all-

gemeiner Lage die oo&quot;&quot;

1 Linienelemente durch diesen Punkt stets in

aligemeinster Weise, also (n
2

l)-gliedrig (s. unten, d)) transformiert

werden, so sind nur drei Falle moglich: 1) Die Gruppe ist durch

eine Punkttransformation ahnlich mit der unendlichen Gruppe, die

alle ,,Volumelemente
u des Rn invariant lafit; 2) sie ist ahnlich mit der

Gruppe, deren Transformationen die ,,Volumelemente&quot; in konstanten

Verhaltnissen andern; 3) sie ist die unendliche Gruppe aller Punkt-

145) tber Differentialinvarianten, Math. Ann. 24 (1884), p. 637; insb. p. B61.

146) K, Carda (Monatsh. Math. Phys. 8 (1897), p. 170) hat die Punkttrans

formationen des J?
8 bestimmt, welche alle Fiacheninhalte invariant lassen. Dieee

Eigenschaft kommt nur den Bewegungen und Umlegungen zu.

147) ttber unendliche kontinuierliche Gruppen, Christiania Forhandl. 1883,

Nr. 12. S. auch: Unendliche Gruppen, p. 43.

148) Unendliche Gruppen, p. 61.
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transformationen des E
tf

l

(II A 6, Kontinuierliche Gruppen, Maurer

und Surkhardt; Nr. 22)
149

).
Diese Gruppen sind alle primitiv.

Im R3 gibt es nach U. Amaldi 15
),

aufier den soeben erwahnten

Lieschen Typen, nur einen weiteren Typus von uneudlichen kontmuier-

lichen primitiven Gruppen von Punkltrausformationen: die Gruppe
aller analytischen Punkttransformationen, welche die Pfa/fsche Glei-

chung dz ydx = in sich iiberfiihren. Diese kann auch als die

nnendliche Gruppe aller analytisclien Beruhrungstransforinationen der

Ebene gedeutet werden. Im J?4
150

)
und J?5

151
) sind dagegen durch

die obigen Zrfeschen Gruppen alle Tvpen von unendlichen kontinuier-

lichen primitiven Gruppen bereits erledigt.

d) Die G-ruppe aller analytischen Punkttransforniationeti. In bezug
auf diese Gruppe besitzt keine analytische Punktmannigfaltigkeit, von

ihrer Dimension abgesehen, invariante Eigenschaften. Die ersten

Differentiale dx, dy, . . . der Veranderliehen erleiden bei jeder analv

tischen Umformung stets eine linear-e Transformation; innerhalb unend-

lich kleiner Umgebungen entsprechender Punkte in allgemeiner Lage
kann also jede analytische Transformation als linear (projektiv) auf-

gefaBt werden (I B 2, Meyer, Nr. 22; III D 3, v. Lilimihal, Nr. 8;

IIIDGa, Vofl, Nr. 2). Dadurch greift die lineare Invariantentheorie

in die Theorie der aligeineinsten analvtischen Trausformationen ein.

Invariante Eigenschaften gegenuber beliebigen analytischen Punkt-

transformationen besitzen, allgemein zu reden, die Difterentialaus-

driicke und Difterentialgleichungen (P/a/fsche Ausdrlicke und Glei-

chungen, 3/ot^esche Gleichungen. partielle Differentialgleichungen
152

)).

149) Eine endliche kontinuierliche Grappe in n Veranderliehen, welche die

Linienelemente durch einen Punkt allgemeiner Lage ebenfalls (n
2

l)-gliedrig

transformiert, ist stets mit einer projektiven Gruppe ilhnlich, und zwar mit der

allgemeinen projektiven, niit der allgemeinen linearen oder init der speziellen

linearen Gruppe (Nr. 5, 7) (S. Lie, Archiv for Math. 3 (1878), p. 375; Th. d.

Transfgr. 1, p. 631).

150) I gruppi continui infiniti primitivi in tre e quattro variabili, Modena

Atti (3) 7 (1906).

151) G. Kowalewski , Die primitiven Transformationsgruppen in fiinf Ver-

anderlichen, Habilitationsschrift Leipzig, Leipzig Ber. 51 (^1899), p. 69.

152) Bei der Untereuchung dieser invarianten Eigenschaften ist Sfters die

geoinetrigche Deutung der Differentialgleichungen heranzuziehen, die auf G. Monge

zuriickgeht (,,Supplement ou Ton fait voir . .
.&quot;,

Paris Acad. 1784, p. 502; ,,Appli-

cation de 1 analyse a la geouietrie&quot;,
als ,,Feuilles d analyse appbquee a la geo-

m^trie 4 1795 erschienen; letzte Ausgabe durch /. Liouville, Paris 1850). In

neuerer Zeit wurden dieee Fragen in den Lehrbiichern von G. Darboux (Lemons
TOT la theorie generale des surfaces, 4 Bde. , Paris 1887 96) und S. Lie viel-
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Ein P/a/fscher Ausdruck ^Xi
dx

i (II A 5, Partielle Differentialglei-

chungen, v. Weber: Nr. 18ff.) bat erne bilineare schiefe vKovariante&quot;:

*

deren identisches Verschwinden aussagt, daB der vorgelegte Ausdruck

ein exaktes Differential isL 1st das nicht der Fall, so wird doch das

Verhalten des P/a/fschen Ausdruckes gegeniiber Punkttransformationen

durch einen Charakter festgelegt, welcher sich aus der Determinante

der obigen bilinearen Form und ans derselben mit ~h X1 y + X
2 ;

. . .
;

+ Xn geranderten Determinante ergibt, in dem Sinne, daft zwei Aus-

driicke von demselben (oder von verschiedeneni) Charakter stete (nie-

mals) ineinander transformierbar sind; je nachdem dieser Charakter

gerade (== 2r) oder ungerade (== 2r + 1) ist, TaBt sich der vor

gelegte Ausdruck auf eine der Normalformen

bringen
158

).
Die Invariantentheorie eines quadratischen Ditferential-

ausdruckes ^^ik dxi
dxk deckt sich mit der metrischen Geoinetrie

auf der Mannigfaltigkeit, deren Bogenelementquadrat durch diesen

Ausdruck dargestellt wird (Nr. 26
?
b ). Fiir den Fall zweier Variabelen,

d. h. der gewohnlichen krummen Flachen, hat C. F. Gaufi eine erste

Invariante gefunden, namlich das KrummungsmaB k =
,
welches

er durch die Koeftizienten der zugehorigen Form ds 2 und deren Diffe-

rentialquotienten nach den Variabeln ausdruckte 154
). Weitere Inva-

riantenbildungen, und zwar ,,Kontravarianten&quot;, sind E. Beltranm
;,Difte-

rentialparameter
u A

t
&amp;lt;& und ^ ^ 155

).
Den Begriff des Gaussscken

fach behandelt. Ftlr die bezugliche Invariantentheorie s. F. Klein, Hohere Geo-

metiie 1, p. 403 36, wo anch weitere Literatur angefiihrt wird.

153) G. Frobenius, J. f. Math. 82 (1876), p. 230; 8. Lie, Archiv f. Math.

2 (1877), p. 338. 8. auch Leipzig Ber. 48 (1896), p. 390.

154) Disquisitiones generales circa superficies curvas, der K. Gee. d. Wiss.

zu Gottingen 1827 eingereicht nnd in ,,Commentatione8 recentiores&quot; Bd. 6 ver-

offentlicht: abgedruckt in Gaufi Werken, 4 (Gottingen 1873), p. 217 (Ostwalds

Klassiker, Nr. 5). Die Diskussion der Differentialform ds~ lieiert die Eigenschaften

der Flache, welche alien ihren Biegun^sflachen gemeinsam sind. Die voile Gestalt

der Flache bekeirscht man aber erst durch Hinzunahrne der zweiten DifFerential-

fonn, die, gleicli Null gesetzt, die Asyniptotenkurven darstellt (I B 2, Invarianten-

tbeorie, Meyer, Nr. 22; HID 3, Kurven auf den Flachen, v. Lilienthal, Nrr. 4, 38).

155) Ricerche di analisi applicata alia geometria, inehrere Aufsatze in

Giorn. di mat. 2 (1864); 3 (1865), insb. 2, p. 355 = Opere 1 (Milano 1902),

p. 107, insb, p. 140ff, Erweiterung auf n Veranderliche : Sulla teoria gene-

rale dei parametri difTerenziaii
, Bologna Mem. C2) 8 (1868), p. 549 = Opere 2
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KriimmungsmaBes hat B. Riemann auf den Fall mehrerer Yariabeln,

und zwar auf die einzelnen ,,geodatischen&quot; M.
2

einer beliebig aus-

gedebnten Mannigfaltigkeit iibertragen
156

).
Diese Untersuchung haben

E. B. Christoffel und E. Lipsckftz wieder aufgenominen, indem sie die

Frage nach der Aquivalenz zweier quadratiscben Ausdriicke be-

handelten 15T
): diese Frage kommt darauf zuriiek, die Aquiralenz ge-

wisser algebraischer Formen im Sinne der linearen invariantentbeorie

zu priifeD.

Fiir die Klassifikation der partiellen Difterentialgleiebungen scheint

das Zugrandelegen der umfassenderen Gruppe aller analytiscben Be-

rubrungstransformationen (Nr. 24, g)) vorteilhafter. Eine Klassifikation

der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung gegeniiber Punkt-

transformationen bat aber S. Lie angestellt
1&8

).

24. Fortsetzung, Unendliche Gruppen von BeriihrungBtrans-

formationen (III D 7, Scoffers).

e) Dte Gruppe aller aquidi$t(intm
u
IkrUhrungstra-nsformationen

1*9
)

oder ^ciquiloyiaen Transformations&quot;
16

) der Ebenc, d. h. aller Beruh-

rungstransformationen, die erstens jede Gerade in eine Gerade und

zweitens jede Strecke in eine gleicblange Strecke uberfiibren lfil

).

Darunter sind insbesondere die
?7
Dilatationenu einbegritfen

163
). Diese

Gruppe bildet ein bemerkenswertes Gegenstuck zur konformen Gruppe

(Nr. 23, a)); bei letzterer sind die Winkel, bei ersterer die Tangential-

(1904), p. 74. Fiir allgemeine Orthogonalkoordinaten im Es
scbon bei G. Lame:

Lemons BUT lee coordonn^es euryilignes et leurs diverges applications (Paris 1859)

(I B 2, Meyer, Nr. 22; HI D 3, v. LMerttftal, Nr. 8).

166) Vgl. die Anm. ) erwahnte Habilitationsschrift, sovrie auch die Pariser

Preisaufpabe aus dem Jabre 1861, die in den Ges Werken unt^r Nr. XXII mit

Erlauterungen von H. Weber aufgenonimen ist (Leipzig 1876. p. 370; 2. Anfl. 1892).

15 7 1 1 hristojfel , J. f. Math. 70 (1869), p. 241; Lipschitz , ebenda 70

(1869), p. 71; 71 (1870), p. 274, 288; 72 (1870), p. 1
;

74 (1872), p. 116, 150; 78

(1874), p. 1 (I B 2, Meyer, Nrr. 3, 22),

158. Uottinger Nachr. 1872, p. 473.

159. E. Study, tlber mehrere Probleme der Geometrie, die dein Problem

der konformen Abbilducg analog sind, Bonn Gee. f. Natnr- u. Heilkunde, Ber.

0. Dez. 1904.

160 &amp;gt; G. Schejftrb, Uber Isogonalknrren, AquiUngcntialkurren und komplexe

Zahlen, Verb des 3. intern. Matbem.-Kongr., Heidelberg 1904. p. 349. Aus-

fiihrlicher in Hath. Ann. 60 .1905% p. 491, iiisb. 67.
161) Linienelemente einer Geraden geben also in ebenaolcbe iiber; und die

Entfernungen zwiscben den Punkten zweier Linienelemente derselben Geraden

sollen uBgeandert bleiben.

162) S. Lie, Geom. d. BT 1, p. 14. t;ber Dilatationen ini Raurae, e. Math.

Ann. 59 (1904), p. 209.
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abstande zweier Kurven invariant; bei einer konformen Transformation

geht jede Schar von &amp;lt;x&amp;gt;

2

Isogonalkurven (d. h. von Kurven, die eine

oo 1- Schar unter konstantem Winkel durchsetzen) in eine ebensolche

Schar iiber, bei einer aquilongen Transformation wird jede Schar von

oo 2
,?Aquitangentialkurven&quot; (d. h. von Kurven, die mit einer oe -Schar

Tangenten von konstanter Lange gemessen zwischen den beiden

Bertthrungspunkten gemein haben) in eine ebensolche iibergefubrt.

Diese Analogic kommt auch in der analytischen Darstellung zum

Ausdruck. Dazu erscheint es zweekmaBig, den Geraden bestimmte

Fortschreitungssinne beizulegen, d. h. dieselben zu
,,orientieren&quot;, wo-

durch die aquilonge Gruppe in zwei kontinuierliche Scharen von

,,eigentlichen&quot; und ,,uneigentlichen&quot; aquilongen Transformationen zer~

fallt, je nachdem entsprechende Strecken gleich oder entgegengesetzt

gleich sind. Wird dann eine Gerade in cartesischen Orthogonal-

koordinaten durch die Hessesche Normalgleichung:

x cos u -f y^ w v =
mit positivem v dargestellt, so betrachten wir M, v als Koordinaten

der zugehorigen orientierten Geraden (oder , ?Halbgeraden&quot;), die den

Anfangspunkt zur linken Hand hat, dagegen u -\- it,
v als Koordi

naten ihrer entgegengesetzten. In diesen Koordinaten sind die Glei-

chungen einer aquilongen Transformation:

t* = y(u,v), v =^(u, v]

an die beiden Bedingungen:

(i\ ?. --?- == 4- --*
dv

~
&amp;gt; du ^ dv

gebunden, wo das obere (untere) Vorzeichen dem Falle der eigent-

lichen (uneigentlichen) Transformationen entspricht; also:

u ==
&amp;lt;?(u),

v =%(u)v&amp;gt; g/0)

mit den beliebig annehmbaren Funktionen
&amp;lt;p

und ^ von u allein.

Diese Transformationen brauchen nicht notwendig analytisch zu sein.

Betrachtet man nun den Ausdruck

U + f V E^
&amp;lt;jp (W, ??) + ^ (U, V)

mit 6
3 = als eine

,,dnale&quot;
GroBe (Nr. 17

7 20), so liefern die Glei-

chungen (1) die Bedingtmg dafftr, daB der Differentialquotient:

unabhangig von j- sei; man kann dann u + sv eine ,,synektische

Funktion voa u + ev&quot; nennen, und sagen: Die tiquilonge Gruppe laftt
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sick mit Benutzung der beiden Einheiten 1 und s, wo 2

ist, dwrcJi

die einzige Gleichutig u + ev = f(u
-

cv) darstellen 16S
).

Die Analogic mit der konformen Gruppe und mit ihrer Darstellung

durch die Funktionen einer gewohnlichen komplexen Veranderlichen

x-j^iy ist also ersichtlich. Ebenso wie die konformen Transformationen,

die Kreise in Kreise iiberfdhren, die Gruppe der reziproken Radien

(Nr. 11) bilden, so bilden auch die aquilongen Transformationen,

die orientierte Kreise in ebensolche iiberfiihren
,

eine von sechs

Parainetern abhangige gemischte algebraische Untergruppe: die La-

guerreavhe Gruppe (Nr. 14). Nach geeigneter Umanderung des Koor-

dinatensystems (w, v) lassen sich die Operationen dieser Gruppe durch

lineare Substitutionen

, /
,

aw 4- ft , aw -4- bW ^ U 4- V = --
p-r, W = -_

,
,

cw-{-d
y

civ-{-d

mit reell-dualen Koeffizienten a, b, c, d darstellen 164
).

Die aquilongen Transformationen hat Study auch fur den Nicht-

Euklidischen Fall erklart. Zu dem Zweck fiihrt er eine imaginare

Einheit s ein, die in den beiden Fallen der elliptischen und der hyper-

bolischen Ebene bzw. die beiden Gleichungen:

erfullt (im ersten Falle also vorlanfig mit der gewohnlichen imagi-

naren Einheit i identifiziert werden kann
;
im zweiten Falle aber als

von + 1 verschieden anzunehmen ist), und setzt aus den Koordinaten

Uj v einer orientierten Geraden die GroBe:

i = M + 2 arc tg
{
tgh (| )}

=
I + crt

zusammen. Bedeutet dann ~z den zu z konjugierten Wert J 6
?/

163) Hierin liegt eine in der Natur der Sache begriindete Deutung des

Systems der dualen Zahlen. Als naturlicher reeller Trager dieses Zahlensystems

erscheint also das System der orientierten Geraden der Ebene.

164) /. Grtinwald, Gber duale Zahlen und ihre Anwendung in der Geometric,

Monatsh. f. Math. Phys. 17 (1906), p. 81 (insb. 15). Die dualen Zahlen

w =s t* -f- v mit komplexen u
,
v hat Grunwald durch die oo4 reellen Speere

(oder orientierteu Geraden) des Euklidischen E3 derart eindeutig dargestellt,

daB die Transformationen ? =
/&quot;(to)

duch sogenannte ,,dual-konforme&quot; Speer-

transformationen and die linearen Transfonnationeii

(! * -f- a,) w -f (a, -f- a )

mit reell - dualen Koeffizienten
,
a

x ,
a

2 , Oj durch die reellen Bewegungen des

JR, gedeutet werden.

Bncyklop. d. math. Wisseuach. Ill 1. 23
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und f(z) eine konvergente Reihe von der Form:

^(i + *6i) (-.)*

so liefern die Gleichungen:

mit ihren analytischen Fortsetzungen die allgemeinste analytische

aquilonge Transformation. Diese Transformationen lassen sich auch

in das gewohnliehe komplexe Gebiet fortsetzen (wobei im elliptischen

Falle s =j= + i anznnehmen
ist).

In diesem allgemeinen Resultat ist auch der Euklidische Fall

einbegriffen, da sicli z fur 2= auf u -f- t.v reduziert.

In der hyperbolischen Ebene (nicht aber in der elliptischen)

gibt es auch reelle nicht -analytische Transformationen der verlangten

Art; die allgemeinsten unter ihnen werden durch die reellen umkehr-

baren Losungen der Differentialgleichungen:

c% _ fin dr\ |
3|

Jl
s =

J^&amp;gt; ~dl
s

&quot;Tn

geliefert.

Die besprochenen Aufgaben lassen sich auf n Dimensionen aus-

dehnen 164a
).

In den beiden Nicht-Enklidischen J?3 gibt es aber nur

eine endlicke 10-gliedrige kontinuierliche Gruppe von aquidistanten

Beruhriingstransformationen, wie es auch mit den konformen Trans

formationen der Fall ist. Dagegen gibt es ini Euklidischen jR3 eine

unendliche Grruppe von aquidistanten Beruhrungsti-ansformationen,

f) Unendliclie irreducible Gruppen von analytischen Berulmmgs-

transformationen. Unter den Gruppen von Beriihrungstransformationen

bieten die irreduziblen (Nr. 15) das Hauptinteresse dar (dazu gehort

aber nicht die Gruppe der aquidistanten Beriihrungstransformationen).

In der Ebene enthalt die Gruppe aller analytischen Beriihrungstrans-

formationeB (welehe selbst irreduzibel ist) nur zwei Arten von un-

endlichen kbntinuierlichen irreduziblen Untergruppen; durch eine

weitere Berahrungstransformation sind diese mit den beiden Gruppen

ahnlich, deren charakteristische Funktionen die beiden Formen

^i (x, y) und. cz -4- SI (x f y)

besitzen, wo SI eine willkiirliche analytische Funktion von x, y und c

eine willktirliche Konstante bedeutet 165
).

Dieser Satz lafit sich, wie

fur die endlichen Gruppen (Nr. 15), in folgender Form auf jeden

164*) Study, a. a. 0. 6,

166) S. Lie, Uuendliche Gruppen, p. 83.
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En+i ubertragen: ,,Ist eine unendliche kontinuierliche Gruppe von

Beruhrungstrausformationen des JRW+1 als Gruppe Ton Punkttrans-

formationen des -Rg m+1 (0, x^p^) so besehaften, daft die cc 2 &quot;* 1 Linien-

elemente durch einen festgehaltenen Punkt allgemeiner Lagey
weiche

der lya/fschen Gleichung

dz dX

geniigen, in moglichst allgemeiner Weise, d. h. n(2w -j- 1 )-gliediig

transformiert werden, so 1st die Gruppe irreduzibel, nnd entweder

fallt sie mit der unendlicben Gruppe ailer Beruhningstranefbrmationen
des J?n+1 zusammen oder sie 1st durch eine Beruhrungstransforma,tio3i

dieses Raumes ahnlich. mit einer der beiden Gruppen &l (#,., pj) und

Im 7?8 gibt es nach G. Kowalewski 1

^), aoBer der Gesamtheit

aller analytischen Beriihrungstransformationen, keine andere uwend

liche kontinnierliche Gruppe solcher Traiisfonnationen, weiche als

Gruppe von Punkttransformationen des Eb (a;, y, z, p, q) primitiy

ausfallfc. Unter den ubrigen Gruppen, die also im jR5 inipriniitiy sind,

treten in erster Linie diejenigen anf, die im M^ eine invariante ^c 1-

Schar von M besitzen, d. b. die unendlichen Gruppen von Beruhrungs-
transformationen des J^

3 ,
weiche eine oc^Schar von paLTtielien Difte-

rentialgleichungen 1. Ordnung f(x, y, z&amp;lt; p, q)
= konst. in sich uber-

fuhren; unter diesen gibt es bereits eine groSe Anzahi irreduzibler

typischer Gruppen, die V. Arnold-i
1*7

} bestimmt hat.

g) Die Gnippe aUer ancdytisclien Beruhrmiysfaamfot nmtumen. Die

geometrischen Gebilde, weiche in bezug auf beliebige anaiytische Be-

riihrungstransforniationen invariante Eigenschaften besit^en, werden

im jRg durch Gleichungen dargestellt, weiche die funf Yeranderlichen

x
&amp;gt;y&amp;gt;*&amp;gt;P&amp;gt;0. (im -^n+i? ^e 2 + l Veranderlichen *, xi, pj)&amp;gt;

eventuell

auch andere Grofien, euthalten; also durch partieUe Differentiaiglfii--

chungen und Systeme solchcr Gleichungen (II A 5, v. Weber \ ill D 8,

Geometrische Theorie der Differentialgleichuiigea, Liebmann]. Be-

riibrungstransforTtiationen kommen in der Tat von alters her in der

Theorie der partiellen DifferentialgleichungtJii zur Anwendung; nur

waren dabei nicht die Transtbrmationen an si eh und ihre Invarianten-

theorie, sondern die Transformation der betreftenden Differentialgleichung

und die Erledigung bestimmter iDtegratioDsprobleme der Untersuchungs-

gegenstand. Erst Lie hat eine Invarwnt&tiheorie der Beriihrunystrans-

186) S. Lie, a. a. 0. p. 107.

167) Sui gnappi continui infiniti di trasformazioni di contatto dello apazio,

Torino Mem. (2) 57 (1906), p. 141.

23*
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formationen begriiiidet, mid zugleich durch geometrisehe Betrachtungen
Klarheit in die Begriffe gebracht

1 *58

).

Eine partielle Differenfcialgleichung 1. Ordnuug f(xy2pq) =
besitzt noch keinerlei Invarianteu gegeniiber beliebigen Bertihrungs-

transformationen
;

es ist stets nioglich, sie durch eine geeignete

Beriihrungstransformation in jede andere, z. B. in die einfache Grlei-

chung 2 = iibcrzufiihren 169
).

Dieser Satz laBt sich auf n Dimensionen

ausdehnen.

Dagegen kann man bereits bei einein System von partiellen Diffe-

rentialyleichunyen 1. Orcfnung f(xyzpg) = 0, q&amp;gt;(xyzpq)
=

0, . . . oder

bei einem Furiktiomnsystem f, y&amp;gt;,

... nacb invarianten Eigenschaften

fragen. Dabei komnit es namentlich auf die Betracntung der Poisson-

scben Klammerausdriicke
[fq&amp;gt;\

an 169a
).

Das Verschwinden dieses

Ausdruckes infolge von f=0 und
&amp;lt;p bedeutet, dafi diese beiden

partielleii DifFerentialgleicbungen ,7
in Involution

liegen&quot;,
d. h. da6 sie

oo J

Integralgebilde von je oo2 Elementen gemein haben, wahrend

bei seinem identischen Verschwinden dieselbe Eigenschaft je zwei

Differentialgleichungen /
= konst.

, tp
== konst. zukomint. Und das

sind eben invariante Beziebungen.
Eine Klassifikation der partiellen Differentialgleichungen 2. Ord-

nung hinsiehtlieh beliebiger Beriihrungstransformationen des E3 (#?/#)

findet sich in II A 5 (v. Weber), NT. 43 17

).
Ganz besonders ist die

Invariantentheorie der sogen. Monge-Ampcreschen

A(rs f] + Br + Cs + Dt + E

168) Fiir die Invariautentheorie der Beriihrungstransformationen sind zwei

altere Arbeiten von S. Lie grundlegend; sein ,,Programm
u von 1872: Kurzes

Resume inehrerer neuen Theorien, Christiania Forhandl. 1872, p. 24, und die

Abhandlung : Begriindung einer Invariantentheorie der Beriihrungstransformationen,

Math. Ann. 8 (1875), p. 215, welche auch Umarbeituiigen alterer Aufaatze ent-

hait. In den spateren Arbeiten von Lie tritt diese Theorie fortwahrend auf,

insb. in Th. d. Transtgr. 2 und Geometrie d. BT. S. auch F. Klein, Hohere

Geometrie 1, p. 558 u. ff.

169) S. Lie, Christiana Forhandl. 1872, p. 24, 132; Gfittinger Nachr. 1872,

p. 478; F. Klein, Erlaiiger Programm, 9.

169*) S. Lie, Zur Theorie partieller Differentiaigleichungeii 1. Ordnuug usw.,

Gottinger Nachr. 1872, p. 473, insb. p. 47879. S. auch die verschiedenen

Arbeiten in Christiana Forhandl. 1872.

170) Nach E. Goursat, Acta math. 19 (1895), p. 285, insb. p. 297; Le9ons
sur Fintegration des equations aux derivees partielles du second ordre 1 (Paris

1896), Nr. 87.

171) G. Monge, Paris Hist. 1784, p. 118; A. M. Ampere, Journ. c. pol. 11,

cah. 18 (1820), p. 34.
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untersucht worden, wo A,B, . . . Funktionen von x, y, z, p, &amp;lt;/

und

r, s. t die zweiten Differentialquotienten bedeuten: diese bilden nam-

lich eine invariants Kategorie
172

).
Durch eine geeignete Beruhrungs-

transformation kann man jede solche Gleichung linear machen, d. h.

A zurn Verschwinden bringen. Die linearen Gleichungen sind dadurch

charakterisiert
,

dafi sie die oc 8 Punkte des Raumes zu Integral-

gebilden haben
;

die linearen homogenen (A = E = 0) haben auch

die cc8 Ebenen zu IntegraIgebilden.

Nach Amperes Vorgang haben die Analytiker die Frage verfolgt,

wann eine Mtnige-Amptresche Gleichung eine intermediare Integral-

gleichung v
9) (?/)== besitzt, wo tp eine willkftrliche Funktion

ist und u, v nnabhangige Funktionen von x,y,-z,p,q bezeichnen.

Diese Kategorie von Differentialgleichungen ist gegenuber Beriihrungs-

transformationen invariant: liegen w, v miteinander in Involution, so

laBt sich die Differentialgleichuiig durch eine Beruhrungstransformation
auf die Normalfonn

bringen, welche die Integralflachen z =* Y(y) + % Y^y) besitzt 178
).

h) Die (ftir die Optik wichtige) unmdliche Gruppe aUer Trans-

forwationen der ,,orierdierten Stralden&quot; des R2 (d. h. Strahlen mit bei-

gelegter bestimmter positiver Richtung), ivelche aus Normalenkon-

gruensen von Fliichm icieder solche hcrvoryehen lassen: und hier an-

schlie Bend :

h ) Die umndliche Gruppe der orientierten&quot; Bertihnmgstrans-

formatianen, icdthe paralMe Vereine in eben solche iiberfiihren ,
d. h.

welche die &amp;lt;x&amp;gt;

l

-Gruppe der Dilationen 162
} in Ruhe la-ssen. (.,0rientiertes

Fldchenelemen^ oder ..Wellendementf heifit das System eines orien-

tierten Strahles und einer zu diesein senkrechten (eigentlichen
&amp;gt; Ebene;

,7
Punkt&quot; des Elementes ist der Durchschnitt des Strahles niit der

Ebene
5

die Begriffe der ,,vereinigten Lage&quot;
zweier Elemente, des

7,Vereins
a von oo 1 oder oc 2

Elementen, nnd der ,,orientierten Be-

ruhrungstransformation^ lassen sich auf diesen Fall sofort iibertragen.)

Zwischen den beiden obigen Gnippen hat E. Study folgeude Be-

ziehung hervorgehoben
174

): Jede Transformation von h ) liefert durch

172) S. Lie, Christiania Forhandl. 1871, p. 86; Math. Ann. 5 (1872), p. 163;

ebenda 59 (1904), p. 246; F. Klein, a. a. 0. p. 561. Fiir die Theorie der Mange-

Ampereschen Gleichungen s. auch: G. Darbou-ac, Le9ons sur la theorie generale
des surfaces 3 (Paris 1894), p. 263 ff.

173) Lie-Engel, Math. Ann. 59 (1904), p. 27576.

174) tTber Hamiltons geometrieche Optik und deren Beziehung zur Theorie
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,,Verkwrmng
u

eine Transformation von h), wdlirend umgekelwt jede

Transformation von h) auf oo 1 Arten zu einer Transformation von h )

erweitert werden kann.

Die oo 5 orientierten Blemente lassen sich in geeigneter Weise

durch sieben Koordinaten bestimmen, namlich die Richtungskosinus

X, F, Z des (orientierten) Strahles, die cartesischen Orthogonal-

koordinaten S, H, Z des Fuftpunktes des vom Anfangspunkte auf den

Strahl gefaliten Lotes, und den Abstand SI der Ebene von diesem

Anfangspunkte. Diese Koordinaten sind an die beiden Gleicliimgec :

gebunden; mid die vereinigte Lage zweier konsekntiver Wellenelemente

wird durch die P/a/fsche Gleichung:

(2) d& SdX - HdY ZdZ ==

bedingt. Die Gruppe h
) besteht dann aus den anaiytiscken Trans-

formationen der sieben Verandeiiichen X, F, Z, $, H, Z, 1, welche

die Gleiehimgen (1) und (2) nicht zerstoren; und die obengemeinte

Verktlrzung dieser Transformationen bestebt einfach darin, dafi man

von der Koordinate SI absieit.

Die Bedeutung der Gruppe h) fur die Optik ergibt sich aus dem

Malus-Dupinscfaein. Satze 175
) 7

nach welchem jede Normalenkongmenz
einer Schar paralleler Flachen infolge einer endlichen .Anzahl von

Reflexionen und Brechungen an Trennungsflachen isotroper Medien

immer wieder eine solche Strahlenkongruenz erzeugt.

Andererseits lafit ein gewohnliches dioptrisches System aus jedem

Punkte des Objekt- oder des Bildraumes nach bestimmtem Zeitverlauf

im allgemeinen eine Wellenfiache des anderen Raumes entstehen; und

diese Beziehung zwischen Punkten des einen Raumes und orientierten

Flachen des anderen ist eine Transformation der Gruppe h
),

Variiert

das Zeitintervall, so erhalt man oo1 orientierte Beriihrungstrans-

formationen, welche alle dieselbe verkiirzte Strahlentx-ansformation h)

liefern.

Die analytisehe Behandiung der Transfoimationen h ) tritt schon

der Beruhrungstransformationen ,
Deutsche Matb.-Ver. Jahresber. 14 (1905),

p. 424. Ausfuhrlich behandelt Study nur den allgemeinen Fall, in welchem den

ebenen Vereinen allgemeiner Lage doppelt gekrummte zweidimensionale Yereine

entsprechen. An Stelle von Punktkoordinaten, wie bei Lie, treten hier Ebenen-

koordinaten auf.

175) L. Mains, Jonra. ^c. pol, cah. 14 (1808); Dupin, Sur les routes auivies

par la lumiere etc. (Applications de geometrie et de inecauiqae, Fari
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bei W. R. Hamilton 1

)
auf. Seine charakteristisehe Funktion 1st

namlich erzeugende Funktion einer Schar von &amp;lt;x&amp;gt;

1

Beriihrungstrans-

formationen und von ihm selbst als solche behandeit worden. Study

benutzt a. a. 0. eine einfachere erzengende Funktion, die auf dein Be-

griff des orientierten Elementes beruht.

25. Andere geometrische Gruppen. Die Analysis situs. In

F. Kleim Programm werden auch Gruppen angefuhrt, die keine

Liesche Gruppen (Nr. 2) sind; als solche ist uns schon (Nr. 21) die

Gruppe aller Crem&nascheu Transformationen begegnet. Als weitere

Beispiele erwahnen wir:

a) Die Gruppe alter alyebramhen Punkttransfvnnatiomn, und

namentlich :

b) Die Gruppe aller reellen eindeutig-umkehrbaren und stetigen

Punkttransformationen, welche durch Zusammensetzung unendlich kieiner

Verzerrungen entstehen. Diese Transformationen sind im allgemeinen

auch nicht analytiseh; ihre Theorie bewegt sich auf dem Gebiete

der willkurlichen Funktionen und tragt die prinzipielle Beschrankung
auf reelle Rauinelemente in sich. Man kann aber diese Gruppe er-

weitern, indem man sie mit den reellen Kollineationen, die aueh das

Unendlichferne modifizieren, verbindet.

Die Invariantentheorie dieser Gruppe bezeichnet man als nAtKdysis

situs&quot; (III A B 3, Dehn und Heegard). Dazu gehoren zunachst die

Eigenschaften gcstattlicker Art der (reellen) Kurven und Flaehen;

ferner die auf eine Punktmenge beziiglichen Begriffe: 1) des Grenz-

pwnktes, also auch der abgeschlossenen, in sich dichten, perfekten Menge

(I A 5, Mengenlehre, Schoenflies, Nrn. 1
? 11, 13); 2) des Zusammen-

hanges; 3) der Dimension 111
).

Insbesondere ist der Begriff der ge-

schlossenen einfadien Kurve und der durch sie bewirkten Gebietseinteilung

gegeniiber der Gruppe der Analysis situs der Ebene invariant 178
).

176) Vgl. namentlich das dritte Supplement zu dem ,,Syst8ms of rays
u

,

Dublin Trans. 17 (1837). S. auch: F. Klein, tTber neuere englische Arbeiten

zur Mechanik, Deutsche Math.-Ver. Jahresber. 1 (1892), p. 35; S. Lie, Die in-

finitesimalen Beruhrungstransformationen der Optik, Leipzig Ber. 48 (1896) p. 131.

177) Bei beliebigen reellen Punkttransfonnationen ist dagegen die Dimension

einer Punktmenge nicht invariant. Invariant ist nur ihre ,,Maehtigkeit&quot; (I A 5,

Nr. 4), und der Rn hat die Machtigkeit des ^ , d. h. des linearen Konti-

nuums (wie zuerst G. Cantor, J. f. Math. 84 (1878), p. 245 bewiesen hat).

G. Peano hat auBerdem gezeigt (Math. Ann. 36 (1890), p. 167), dafi die Punkte

einer Strecke auch stetig (aber nicht umkehrbar eindeutig!) auf die Punkte

ei^es Flachenstuckes abgebildet werden konnen; D. Hilbert hat das geometrisch
erlautert (Math. Ann. 38 (1891), p. 459) (IA5, Nr.2; HIAB 2, Nr. 8; HI AB 4a, Nr. 40V

178) Die Satze der Analysis sitns uber Kurven und Kurvenbogen ,
sowie
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26. Die verschiedenen Geometrien auf einer gegebenen

Mannigfaltigkeit
17

*).
1st irgend ein System von Eigenschaften eines

Gebildes G bei einer gewissen Gruppe der zu Gnmde liegenden Raum-
form welche wir als die moglichst umfassende voraussetzen

invariant, so kann es doch vorkommen, dafi diese Eigenschaften auch

bei andeifen Transformationen erhalten bleiben, falls man letztere nicht

auf die ganze Raumform, sondern nur auf das Gebilde G bezieht.

a) Die Gesehlechter und Moduln einer algebraischen Mannig-

faltigkeit fi bleiben invariant auch bei rationalen nicht eindeutig um-

kehrbaren Transformationen der Raumform, welche p enthalt, so lange

jedem Punkte allgemeiner Lage des zu p entsprechenden Gebildes ein

deutig ein Punkt von p. zugeordnet werden kann, gleichgiiltig, ob

demselben noch andere Raumpunkte auBerhalb p entsprechen. Man
kann sich derartige Transformationen nicht nur zwischen zwei R

k&amp;gt;

sondern auch zwischen einem H
k
und einer im Rn (n &amp;gt; 7c) liegenden

Mk denken. Durch die unabhangigen Gleichungen:

wo #!, x
2 ,

. .
.,
xk bezw. ylt y2 ,

. . ., yn nicht homogene Punktkoor-

dinaten im R
k
und iin Rn und die ft

rationale Funktionen bedeuten,

wird namlich im Rn eine Mk dargestellt; jedem Punkte (x) des Hk

entspricht im allgemeinen ein Punkt (y) dieser M
k ; jedem Punkte

dieser Mk
aber eine diskrete Anzahl (^ 1) von Punkten des R

t
.

Betrachten wir nun in JRt irgend eine M
h (h &amp;lt; &), so entspricht ihr

innerhalb Mk
eine Mh \

und trotz der im allgemeinen nicht eindeutig-

umkehrbaren Beziehung zwischen Mk und Mk
werden doch die leiden

Gebilde Mh und Bk , allgemein zu reden, ein-eindeutig aufeinander

bezogen sein, da die fibrigen Punkte von Rk ,
die einem Punkte von

Mh entsprechen, nicht auf Mh liegen; die Geschlechter und Moduln

von Mh
* bleiben also beim Ubergang zu Mh

erhalten.

Die Eigenschaften eines algebraischen Gebildes, die in bezug
auf samtliche Transformationen der hier angegebenen Art invariant

fiber die durch eie bestimmten Gebietseinteilungen hat neuerdinge A. Schoenflies

meugentheoretisch erklart und begriindt (Math. Ann. 58 (1904), p. 195; 59 (1904),

p. 129; 62 (1906), p. 286; s. auch Deutsche Math.-Ver. Jahresber. 16 (1906),

P. 557; Gott. Nachr. 1907, p. 28). Jnsbesondere hat er die notwendigen und hin-

reichenden Eigenschaften bestimmt, die fiir eine Punktmenge erfiillt sein mussen,

darnit sie ira Sinne der Analysis situs als gleichwertig mit der Geraden oder

mit der Strecke betrachtet werden kann. Da seine Begriffe den umkehrbar ein-

deutigeu und stetigen Transformationen der Ebene gegeniiber invariant Bind, so

durfen sie als ,,natiirlicne Begriffe
11 der Analysis situs im Sinne von Nr. $7 ff.

aufgefafit werden (in A B 2, v. MangoUt, Nr
).
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sind, sind Objckte einer weiteren Invariantentheorie, die als ^Geo
metric auf dem algebraischm Gebilde&quot; (IB Ic, Landsberg; II B 2,

Wirtinger; III AB 4 a, Fano, Nr. 32; III C 4
? Berzolari, Nr. 2334;

III C 5, 7, 10) bezeichnet wird, und eine Erweiterung der in Nr. 21

besprochenen Ideen bildet (wie in Kleins Programmschrift, 8, 1)

bereits angedeutet 1st).

b) Derselbe Grundgedanke findet auch bei weiteren Transfor-

mationsgebieten Anwendung
179

) ; wir gelangen dadurch zu anderen

Invariantentheorien, welche samtlich als ,,Geometrien (auf) einer

gegebenen Mannigfaltigkeit&quot; bezeichnet werden (insofern inimer nur

diese Mannigfaltigkeit in Betracbt kommt, imbekummert darum, wie

sich die beziiglichen Transfonnationen auBerhalb dieser verhalten;

unbekiimmert selbst darum
,
ob sie sich in der zugrunde liegenden

Raumform irgendwie fortsetzen lassen).

Fassen wir solche Punkttransformationen ins Auge, welche die

Bog&dangen (imd folglich auch die WinkelgroBen) auf einer vorge-

legten Mannigfaltigkeit ungeandert lassen
;
und zwar nur insoweit sie

sich auf diese Mannigfaltigkeit bezieben, was etwa dadurch geschehen

kann, daB wir sie uns als ,,Biegungen&quot; (Deforniationen ohne Ausdeh-

nung) denken, so gelangen wir zur metrisclien Geometric auf der

gegebenen MannigfaUigkeit, die im Falle zweier Dimensionen mit einem

wesentlichen Bestandteile der Gauftschen Theorie der krummen

Flachen iu
) zusammenfallt. Dahin gehoren die Fragen nach den

Kriimmungsverhaltnissen der vorgelegten Mannigfaltigkeit, nach den

geodatischen Linien, usw. Flachen
;
welche vom Standpunkte dieser

Geometric aus (eventuell auf geeignete Bereiche eingeschrankt) iden-

tisch sind, nennt man auf einander
, ;
abwickelbar&quot;. A. Vofi bezeichnet

sie als ,,isometrische Flachenul8
).

c) Ebenso konnen wir uns eine Analysis situs einer bestimmten

Mannigfaltigkeit, beispielsweise einer Flache, unabhangig von dem

umgebenden Raume denken. F. Klein hat zuerst ausdrucklich darauf

hingewiesen
181

), daB die Eigenschaften eines Gebildes, welche bei

beliebigen Verzerrungen erhalten bleiben, sich in ,,absolute&quot; und

,,relative&quot; sondern; erstere kominen dem Gebilde unabhangig von dem

uinfassenden Raume zu; letztere (z.
B. die Gesamtkrihnmung einer

179) F. Klein. Erlanger Programm, 8, 1, 2. S. auch: F. Enriques, Con-

ferenze di geometria (autogr. Vorlesung), Bologna 1895, Nr. 28.

180) Math. Ann. 46 (1895), p. 97; cf. Ill D 6 a Nr. 2, 15 ff.

181) tlber den Zusammenhang der Flachen, Math. Ann. 9 (1875), p. 476.

S. auch: Erlanger Programm, a. a. 0.
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ebenen Kurve oder einer Flache) sind nur invariant bei Verzerrungen
dieses Raumes (Nr. 26), nicht aber bei beliebigen Verzerrungen des

Gebildes. Der Zusammenhang einer Maehe, insbesondere der Begriff

einer ,,einseitigen Flache&quot; oder ,,Doppelflache&quot; (d. h. einer Flache,

auf welcher man durch kontinuierliches Fortscbreiten von einer

Flachenseite zur anderen gelangen karin i82
)) (III A B 3, Dehn uud Hee-

gaardy Nr. 2), lafit sich, wie Klein hervorgehoben hat, so defmieren, daB

er als ein absolutes Charakteristikum gelten kann. Flachen gleichen

Zusammenhanges sind Flachen, die ausnahmslos ein-eindeutig und

stetig (unbekiiminert urn den umgebenden Baum) aufeinander bezogen
werden konnen 188

).

II. Gegenseitige Beziehuitg verschiedener Geometrien

in grnppentheoretischer Hiiisicht.

27. Geometrien ruit fthnliehen Gruppen. Projektive Geo

metric im binaren Gebiete. Haben wir den Gruppenbegriff jeder

geometrischen Theorie zugrunde gelegt, so leuchtet auch ein, da6

,?ahnliche&quot;, d. h. durch irgend eine Transformation ineinander uber-

fiihrbare Gruppen stets Geometrien, d. h. Invariantentheorien liefern

werden, die im wesentiichen zusarninenfalien (in dem Sinne, daB jeder

Satz und jede Invariante der einen durch die betreffende Trans

formation einen entsprechenden Bntz oder eine Invariante der anderen

ergeben wird). Das hat F. Klein in seiner Programmschrift von

1872, 4 hervorgehoben, und durch zahlreiche Beispiele erlautert 184
).

182) Nach einer Mittheilung P. StacMs (Math. Ann. 52 (1899), p. 598) sind A. F.

Mobius und J&quot;. JB. Listing, beide mit der Verallgemeinemng des J^^rschen Satzes

iiber Polyeder beschaftigt, fast gleicheeitig (1858) und unabhangig voneinander

ssur Enf-deckung der einseitigen FlS.chen gelangt; ersterer im Aufsatze: tlber die

Bestimmung des Inhaltes einea Polyeders (Leipzig Ber. 17 (1865), p. 31 Werke
2 (Leipzig 1886), p. 473, s. insbes, 9); letzterer in der bereits friiher verSffeiit-

lichten Abhandlung iiber den Zensus raumlicher Koraplexe (Gott. Abh. 10, 1862).

18B) Diese Betrachtungen haben auch fiir alg-ebraische Probleme ihre

Bedeutung. Betrachtungen aus der Analysis situs der Flachen bildeten die

Grundlage von Biemanns Theorie der algebraischen Funktionen und ihrer Inte-

graie (Theorie der Abelschen Funktionen, Jour. f. Math. 54 (1857), p. 115 =
GevS, Werke, Leipzig 1876, p. 81; &quot;2. Aufi. 1892; IT B 2, Wiriinger). Ebenso hat

J. Picard zum Aufbau der Theorie der algebraischen Funktionen von zwei

Veranderlichen Konnexionsbetrachtungen iiber reelle vierdimensionale Mannig-

faltigkeiten herangezogen (J. de math. (4) 5 (1889), p. 135; E. Picard u, Gr. Simart,

Theorie des fonctions algebriques de deux variables independantes 1 (Paris 1897),

insb. chap. 4) (HI AB 4 a, Fano, Nr. 32, p. 275; IH C 10, Castelnuovo und Enrique^),

184) Weitere Beispiele sind in dem Aufsatze: ,.t^ber Liniengeometrie und

metrische Geonietrie&quot; enthalten (Math. Ann. 5 (1872), p. 257),
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Da die Wahl des Raumelementes uuweseutlich ist, kommt es

gar nicht darauf an, ob die betreifende Transformation die Raum-

elemente der einen Geometrie in die der zweiten oder nur in einen

anderen Korper uberfiihrt.

Als erstes Beispiel inag folgendes angefuhrt werden:

Die projektive Geometrie ernes Gebildes 1. Stufe, d. h. die The&rie

der binaren Formen, declti sich mit der projektiven Geometrie der Ebene

unter Ausseiclinwig eines Kegelschnittes* Letztere geht namlich in

erstere uber durch die einfache Transformation:

yl
=

*i y2

wobei y^B y^= die Grleichung des ausgezeichneten Kegelschnittes

in der Ebene y^ y^y^ ist; die geraden Linien der Sbene werden in

die
??Elementenpaare

u des einstufigen Grebildes Uberfilhrt.

Diesen Zusamraenhang hat in der Hauptsache bereits 0. Hesse

bervorgehoben
185

), indem er durch erne Grleiehung:

wo A, ~Bj C lineare Funktionen der rechtwinkligen Koordinaten

x, y in der Ebene bedeuten, eine eindeutig-umkehrbare Beziehuug
zwischen den Punkten dieser Ebene und den Punktepaaren einer

geraden Lime herstelite. Punkteii (x, y) einer geraden Linie der

Ebene entsprechen Punktepaare einer und derselben Involution; und

die aus zusammenfallenden Elementen bestehenden Punktepaare werden

in der Ebene durch die Punkte
(a?, y) des Kegelschnittes B* AC= Q

abgebildet.

Auch bei dieser Abbildung gehen die Hnearen Transformationen

der geraden Linie in die Kollineationen der Ebene fiber, welche den

Kegelschnitt B* A C = in sich tiberfiiliren.

Den obigen Satz dQrfen wir auch folgendermafien ausspreohen:

Die projektive Geometrie eines Gebildes 1. Stufe ist mit der att~

yetneinen prqjettive* Mafibestimmung in der Ebene (Nr. 9, 31) gleick-

bedeutend.

28. Fortsetaung. Projektive Deutung der binaren Formen
auf der rationalen Normalkurve wter

Ordnuug. Das
fjlesse$che

ITbertragungsprinzip&quot; lafit sich auf ein beliebiges n erweitern (wie

F. Klein in seiner Prograramschrift 4 betont und W.

185) Ein tbertragnngsprinzip, J. f.Math. 66 (1866), p. 15 = Ues. Werke,
Munchen 1897, p. 581.

186) Apolaritat und rationale Kurven, Tubingen 1888. Es war eine Hanpt-

leistung dieaes Buches, das Hesse-Klein&chz tlbertragungsprinzip einerseits mit
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ausgefiihrt hat). Die n -f- 1 Koeffizienten a
f
einer allgemeinen binaren

Form nier

Ordnung:

(1) /SEE Vl + ncW - 1^ + () o^- V -\
-----

(- anxf

oder auch der Grleichung:

(! ) a,r+ wa^- H- (;

(

)
M- + + =

0,

wo -L = A gesetzt worden 1st, deuten wir als projektive homogene
^2

Punktkoordinateri im .En ,
und ordnen jedem Punkt-w-tupel /

= auf

der geraden Linie den Punkt (a % . . . an )
des Rn als entsprechend zu.

Den Punkt-w-tupem, die aus lauter zusammenfalienden Punkten

bestehen, entsprechen ini Itn die Punkte der rationalen Normalkurve

nter
Ordnung:

(2)
K *;*: ^^I|^Q;
|i j 2 3

an i!

welche dadurch eindeutig-umkehrbar auf das Gebiet der /l-Werte
;

d. h.

auf die urspriingliche gerade Linie abgebildet wird. Die linearen

Transformationen dieser geraden Linie bilden sick dann als die oo 8

automorphen projektiven Umformungen jener Normalkurve ab
?

d. h.

als die oc 5 Kollineationen des Rn ,
welche die Normalkurve in sich

iiberfuhren (Nr. 8 a)
187

).

Die projektive Geometrie eines Gebildes 1. Stufe deckt sich mit

der projektiven liehandlung des lln unter Auszeichnung einer rationalen

Normalkurve wter
Ordmmg.

Man kann auch von der Abbtldung der geraden Linie auf die

Normalkurve (2) ausgehen, indem man dem Pnnkte -1 ~ A der geraden
&?.

Linie den Punkt:

3

der Normalkurve als entsprechend zuweist; jedem Punkt-w-tupel (1)

oder (! )
auf ersterer wird dann ein Punkt-w-tupel auf letzterer, und

folglich der dieses Punkt-w-tupel ausschneidende Rn _i zugeordnet; und

der Punkt (a^a^^ . . . an) des Rn ist der Pol dieses Rn _ l
in bezug auf

die Normalkurve (2).

dem Apolaritatsprinzip, anderseits mit der Theorie der elernentaren symme-
trischen Funktiorien in organischo Verbindung gebracht zu haben.

187) Die Invarianten und Kovarianten der binaren Form (1) liefern, gleich

Null gesetzt (die Kovarianten, durcb identisches Nullsetzen) alle Gebilde, welche

bei der dreigliedrigen projektiven Gruppe der &quot;Normalkurve in sich ubergehen

(G. Fano, Sulle varieta algebriche con un gruppo continue non integrabile di

trasformazioni proiettive in se, Torino Mem. (2) 46, 1895 96).
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Dadurch gewinnen wir die einfachste geometrische Deutung der

Theorie der binaren Formen n^ Ordnuug. Als Bild der Nullstellen

einer Form n*T

Ordnung diirfen wir nach Belieben entweder ein Punkt-

w-tupel auf der Normalkurve, oder den dadurch besiimmten JRM_17 oder

endlich dessen Pol in bezug auf die Norinalkurve betraehten; je nach

den Umstanden wird das eine oder das andere Bild vorzuziehen seiu.

Die Theorie der Polaritat, der Reduktion binarer Formen auf kano-

nische Formen usw.
,

Ia8t sich dadurch in sebr einfacher Weise

geometrisch auffassen.

Zwei Formen niei

Ordnung sind apolar oder konj^iert (d. h. sie

haben eine verschwindende bilineare Sinmltaninvariante), wenn der

Bildpunkt der eineu dem Bild-7?w _ 1
der anderen angehort (d. h.

wenn ihre Bildpunkte in der durch die Normalkurve bestimmten

Polaritat konjugiert sind)
188

): bei ungeradem n ist jede Form zu sich

selbst apoiar, d. h. jeder Hn _ l
enthai t geinen Pol. Allgeineiner heiBt

irgend eine Punktgruppe gk
zu Gn ,,apolar&quot;

wenn der Bildpunkt von

On dem durch gk (im Rn ) bestimmten Hk_ l angehort; besteht gk
aus

lauter verschiedenen Elemeuten Xj ==
7

. . . , Xk 7
so laBt sich Gn

in der Form X^ + X
2
n

-j j- Xt

&quot; = darstellen. Die Frage nach

alien zu G n apolaren Punktgiiippen ist mit der geometrischea Frage

gleichbedeutend, von einem Punkte A des Rn die Il
k ^ l

zu ziehen,

welche die Normalkurve in je k Punkten treffen. Bei gegebenem A

ist, allgemein zu reden, fur k ein Minimalwert (^--^ -)
vorhanden.

Bei ungeradem n und allgenieiner Lage von A ist eine einzige Losung

k= --
moglich; d. h. eine allgemeine binare Form ungerader

Ordnung n lafit sich auf eine einzige Weise als Suinme von
&quot;

y-

Kten p tenzen darstellen. Die Bedeutung und den gegenseitigen Zu-

sammenhang dieser und anderer lianonischw algebraischer Formen in

der Geometric hat F. Meyer
18

*) eingehend verfolgt (s. auch II B 2,

Invariantentheorie, Meyer, Nr. 24).

Eine einfache geornetrische Deutung erhalten auch die Fragen,
in denen die Bestimmung einer Involution In

r
}

d. h. eines iinearen

Systems binarer Formen, durch die Angabe einzelner Elemente ge-

188) Geometrieche Erliiuterungeu der Apolaritateverhaltnisse aind in Fr.

Meyer s ,,Apolaritat&quot; zu linden
j

s. auch 0. Schleswger, Diss. Breslau 1882, mit

einigeii Anderungen und Zusatzen abgedruckt in Math. Ann. 22 (1883), p. 520;

F.Lindemann, Paris S. M. Bull. 5 (1877), p. 113; 6 (1878), p. 195; Math. Ann. 23

(1884), p. Ill; L. Eerzolari, Napoli Rend. (2) 5 (18i)l), p. 35, 71; Ann. di mat.

(2) 19 (1891/92), p. 269; ebeuda 21 (1893), p. 1.
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wisser Pormen fin grofierer AnzaM als r j- 1) verlangt wird 189
).

Das kommt darauf hinaus, im En eiiien linearen Raum zu bestimmen,

der sich auf eine gewisse Anzahl gegebener Ranme-
,,stfttzt&quot;.

Darunter

sei die Prage erwahnt nach den /*, d. h. nach. den Pormenbiischeln,

die eine vorgelegte Jacobische Kovariante besitzen. iy
) ;

also nacli

den En ^$ des jRn ,
welche 2(n I) bestimmte Tangeuteo der Norrnal-

kurve (d. a., allgemem, ebenso viele gerade Linien) treifen; ihre

29, Atisdebaung anf beliefoig lineare System algebraischer

Formeu. Der Grundgedanke des Hesse- JZleinschen tTbertragungs-

prin/ips, welcher darauf hinauskommt, das litieare System aller binaren

Formen nter

Ordnung durch die Punkte (oder durcli die Rn_i) des En

darzustelien, lafit sich auf jedes lineare System algebraischer Formen

anwendeii. Betrachten wir ein lineares System n**
T Stufe von Formen

mit k + ^ Variabeln (n &amp;gt; ft):

U) Vo + Vi + + U. - o,

so konnen wir einerseits diese Yariabeln als homogene Punktkoor-

dinaten im Ek deuten, andererseits aber die Parameter A0y A,,..., Aw

als homogene Koordinaten eines Punktes, oder (noch besser) eines

Rn __ t
im En . Dann scheidet jeder Punkt P von Rk

aus (1) ein

lineares System (n l)
ter Stufe aus, welches, allgemein zu reden. aufier

P selbst und den eventuellen Grundpunkten von (1) keine anderen

Grundelemerite besitzt; diesem linearen System entspricht in En ein

ebensolches System (d. h. ein oon &quot; i

-Bundel) von Rn _i? und folglich

ein Punkt P\ der Mittelpunkt dieses Bundels. Den Punkten P von

Rk werden dadurch die Punkte P einer rationalen M
k

des En ein-

eindeutig zugeordnet (welehe aus E
k durch die einfache Transfor

mation yi
* ft(x) hervorgeht) ;

die InvatiantenfhQrie des linearen

Systems (1) deekt sich dann mit der projeJcMven Geometric dieser Mk

(vgl. Nr. 8, 22).

Fur k = 1 1st das lineare System (1) eine Involution n*** Stufe

und irgend einer Ordnung m ^ n im binaren Gebiet; diese Involution

189) Vgl. W. Fr. Meyer, Apolarit&t, p. 320; Math. Ann, 21 (1883), p. 126.

190) Dieee Frage kommt far n = 4 schon bei C. Stephanos yor (Paris

C. B. 93 (1881), p. 994, sowie die dorfe angekiindigte Abhandlung: Mdmoire sur

lee fusceaux de formes binaires ayant une mme Jacobienne, Par. sav. etr. (2)

27 (1883)). Weitere AusfuLmngen bei A, Brill (Math. Ann. 20 (1882), p. 334);

(7. Stephanos (Armrec, norm. (3) 1 (1884), p. 351) ; D. Hiifterf (Math. Ann. 33 (1889), p. 227).

191) H. Scfatbert, Hamburg Math. Ges. Mitt. April 1884; Math. Ann. 26

(1886), p. 26
5
Acta math. 8 (1886), p. 97 (HI C 8, Zewfasn, Nr. 26).
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wird durch eine rationale Kurve C* des Rn dargestellt, auf welcher

die einzelnen Punktgrappen durch die .#_! ausgeschnitten werden

(fur m = ,
s. Nr. 28).

Fur k = 2 ergibt sicli die in der neueren Geometrie fortwahrend

auftretende eindeutige Abbildung der rationalen Flachen auf die Ebene,

so dafi die Kurven des linearen Systems (1) den ebenen Schnittkurven

dieser Flache entsprechen; die Ordnung der Flache wird durcb die

Anzabl der veranderlichen Scbnittpankte von je zwei Kurven (d. b.

durcb den
,,Grad&quot;)

des Systems (1) gegeben, Besteht das System (1)

aus alien ternaren quadratiscben Formen, so ergibt sich eine Flacbe

vierter Ordnnug F* des _R5? deren geometriscbe Eigenschaften gelegent-

licb von A. Cayley
193

) beriihrt, und ausfiibrlicb durcb G. Veronese*}

erortert wurden. Die lineare Invariantentheorie der ternaren guadra-

tischen Formen deckt sidi also mit der projektiven Behandlung dieser

F*, wie aucb C. Segre bervorgeboben bat 194
)
195

).

Die Formen des linearen Systems (1) diirfen aucb mebrere Reiben

von Variabeln entbalten. Deutet man diese Yariabelnreihen als homogene
Punktkoordinaten in ebenso vielen Raumen Rk7 Rk , , so gelangt

man, im Falle des umfassendsten linearen Systems, durch eine Abbil

dung Xlm
= x

tym . . . zu einer Mannigtaltigkeit M (Q
= h -f- k -| ),

welcbe im obigen Sinne das System aller Punktgmppen darstellt, die

aus je einem Pnnkte eines jeden der Raunie R
hJ Pk , . . . bestehen.

Die einfacbsten Falle dieser Art hat ebenfalls C. Segre
196

) besprocben.

Das Svstem aller binaren bilinearen Formen:

192) On the Curves which satisfy given Conditions, Lond. Trans. 158 (1868),

p. 75 = Coll. math, papers 6, p. 191. S. insbes. Nr. 16.

193) La superficie omaloide normale a due dimension! e del quarto or-

dine . . ., Roma Lincei Mem. (3) 19 (1884).

194) Considerazioni intorno alia geometria delle coniche di un piano . . .,

Torino Atti 20 (18841885), p. 487.

195) In seinen Untersnehungen iiber die Geoinetrie der Kegelschnitte und

deren Charakteristikenproblem hat E. Study die oc &quot;-Mannigtaltigkeit der Kegel
schnitte einer Ebene, als Orter von Punkten und geraden Linien gleichzeitig

aufgefaBt, einmal (Math. Ann 27 (1886), p. 58) auf gewisse durch eine quadra-
tische Transformation verbundene Elementenpaare dee E5 abgebildet, ein zweites

Mai aber (ebenda 40 (1892), p. 551, 563) auf die Punkte einer M5
10S des E

1
.

Dadurch komnit er ebenfalls zur Betrachtung der obigen F* nnd der daniit

zusammeuhangenden Fragen. Entsprechende Untersuchungen iiber die geo-

metrische Deutung von Systemen beliebiger ternarer Fonnen hat Study im Lehr-

buche ,,Methoden zur Theorie der t^rnaren Formen&quot; (Leipzig 1889) durchgefiihrt;

s. insb. 12.

196) Sulle varieta che rappresentano le coppie di punti di due piani o spazi,

Palermo &quot;Rend. 5 (1891), p. 192.
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f=
welche, gleich Null gesetzt, als projektive Beziehungen zweier ein-

stufiger Gebilde gedeutet werden konnen, hat C. Stephanos auch in

anderer Weise geometrisch dargestelit. Jeder Projektivitat f lafit

er im Raume jR
3

den Punkt (an ,
a12 ,

a21 ,
a2a) entsprechen. Als

Fundamentalgebilde im jR3 ergeben sich: 1) die Oberflache 2. Grades

11 2a
al2

#
21
=

(bei reellem Grundtetraeder ein einschaliges

Hyperboloid), dereii Punkte den ausgearteten Korrespondenzen ent

sprechen; 2) die Ebene a12 21 der involutorischen Beziehungen;

3) der Durchschiiitt von 1) und 2), namlich der (nicht zerfallende)

Kegelsehnitt der parabolischen Involutionen 197
).

Lassen wir jetzt jeder projektiven Umforniung B ihre
?7
transfor-

mierte&quot; durch eine feste nicht ausgeartete Projektivitat A (d. h. die

Umformung BA ~A~ 1

BA) entsprechen ?
so werden die beziiglichen

Bildpunkte in J^3 homographisch einander zugeorduet; variiert A, so

ergeben sieh oo 3 verschiedene Kollineationen
,

welche die Flache 1)

und zugleich die Ebene 2) in aich iiberfuhren. Die Invariantenttieorie

der binaren l)ilinearen Formen (d. h. der projektiven Beziehungen in

einem Gebilde 1. Stufe) ist also mit der projektiven Geometric des

Systems einer nicht ausgearteten Flache 2. Grades und einer diese

Flache nicht beriihrenden Ebene gleichbedeutend.

30. Weitere Beispiele von Geometrien mit ahnlichen Gruppen.
Als solche mogen noch die folgenden Beispiele erwahnt werden:

a) Die Gcometrie der projcMiven ^md antiprojcktivcn
1

*) Umfor-

mungen eines komplexen Gebildes 1. Stufe decM sich mit der Geo-

metrie der reziproken Radien in der reellen Ebene, oder auch mit der

projektiven Geometrie auf der reellen Kugclfldche. Bei Darstellung der

komplexen Variabeln x -f- iy in der reellen Ebene (I A 4, Studyt
Nr. 5)

oder auf der Riemannschen Kugelflache (II B 1, Osgood, Nr. 8; s. auch

III A, B 4 a, Fano, Nr. 16), werden namlich die (von sechs reellen

Parametern abhangigen) linearen Transformationen von x + iy und

die weiteren Transformationen, bei welcheu x -f- iy eine lineare (im

allgemeinen gebrochene) Funktion von x iy ist, durch die direkten

und inversen Kreisverwaiidtschaften der Ebene (vgl. Nr. 11), oder durch

die oo 6
projektiven Transformationen der x + ^-Kugel gedeutet

197) Meinoire sur la representation des Demographies binaires ..., Math.

Ann. 22 (1883), p. 299. Die Darstellung der Involutionen durch die Punkte der

Ebene als
== agl deckt sich rnit der Hessewhen Darstellung der Punktepaare

einer geraden Linie namlich der Paare von Doppeleleinenten der einzelnen

Involutiouen ebenfalle durch die Punkte jener Ebene (vgl. Nr. 27).
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(wobei auf der Kugel, je nach den beiden Fallen, entweder jede

einzelne Schar imagmarer Erzeugender in Ruhe bleibt, oder beide

Scharen vertauscbt werden 198
)). Diese Gruppen der Ebene und der

Kugelflache gehen durch stereographische Projektion ineinander fiber.

Besonders ist von diesera Standpunkte aus die geoinetriseke Deutung
der binaren Formen in der Ebene und auf der Kugel untersucht worden.

Quadratische und kubische Formen in der 6tatt/focheB Ebene treten

bereits bei E. Bdtrami auf 199
): die Daratellung der biquadratischen

Formen, und uberbaupt aller Formen mit linearen Transformationen

in sich (insbesondere der ,,Formen der regularen Korper&quot;)
auf der

Kugel hat F. Klein eingehend erortert 200
): weitere Ausfukrungen

lieferte L Wedekind*&amp;gt;-\

Durch Festlegung eines Punktes auf der Kugelflache reduziert

sich die obige Gruppe auf eine viergliedrige Untergruppe, welche

sich VOID festen Punkte aus stereographisch als die Hauptgruppe der

Ebene (Nr. 4) projiziert. Also:

a
7

)
.Die Elementaryeometrie der Ebe-ne ist mit der projektiven Be-

hancUung einer Kugelftdche unter Hinzunahme tines ihrer Punkte gleich-

bedeutendm\ Durch diese viergliedrigen Gruppen werden die Trans-

forraationen gedeutet, bei welchen x -\- iy eine lineai e und ganze

Funktion rnit komplexen Koeffizienten von x + iy oder von x iy ist.

a&quot;)
Die Elementaryemnetrie der hyptrbolischen oder der ettiptischen

Et&amp;gt;ene ist gleidibedmtend mit der projektiven Btfamdbmg einer Kugel

fiache unter Hinzunahme eines aufierlwtfti oder innerhalb der Kugd lieyen-

den Punktes \ und zwar durch die (2, l)-deutige Projektion vom fest-

gehaltenen Punkte aus * 3
).

Im zweiten Falle kann der feste Punkt

1V&amp;gt;8) In der Hauptsache tritt diese Deutung schon bei A. F. Mobim auf

(Leipzig Ber. 4 (1852), p. 41 =^ Werke 2, p. 189; sowie die beiden Anm. 72) er-

wahnten Abhandlungeii iiber Kreisverwandtschaften ). Gelegentlich wird die

geometrische Bedeutung der linearen Substitution von x -j- iy auf der Kugel
auch in Pdemann* Abbandlung iiber Minimalfiachen beriihrt (Ges. Werke, Leipzig

1876, p. 287, insb. Nr. 8; 2. Aufl. 1892). Prhmpiell wird die Sache bei F.Klein

entwickeit (Erlanger Programm, t&amp;gt;: Math. Ann. 9 (1875), p. 183, insb. p. 185;.

199) Ricerche sulla geometria delle forme binarie cnbiche, Bologna Mem.

(2) 9 (1869), p. 607 = Opere mat 2 (Milano 1904), p. 329.

200) Erlanger Piogramm (Note Vfll); Matb. Ann. 9 (1875), p. 183; Vor-

iesuncfen fiber das Ikosaeder usw., Leipzig 1884.

201) Beitrage zur geonietrischec Icterpretation binarer Formen, Biss. Er-

langen 1875; Math. Ann. 9 (1875). p. 209. Vgl. auch Clebsch-Lindemamn , Vor-

lesungen iiber Geometrie 2 (Leipzig 1891), p. 606 u. ff.

202) Klein, Erlanger Programm, 4.

203) Klein, Nicht - Euklidische Geometrie (antogr. Vorlesung), Gottingen

1892, 2, p. 159 (2. Aufl. 1894).

Encyklop. d. math. WiHsensch. Ill 1. 24
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mit dem Mittelpunkte der Kugel identiiiziert werden; wir bekommen
dann die EuMidisehe Geometric der Kugelflachc. Die zugehorige

3-gliedrige Gruppe linearer Transformation von x+ iy^ ist zugleicb.

auch die Gruppe, durch welche, bei den oo ;

Bewegungen des ellip-

tischen Raumes, die oo 8

Vertauschungen der Erzeugenden einer jeden

Schar auf der imaginaren Fundamentalflache dargestelit werden. Da
nun die obigen &amp;lt;x&amp;gt;

6

Bewegungen durch Zusaramensetzung dieser beiden

3-gliedrigen Gruppen der einzelnen Scharen von Erzeugenden ent-

stehen, so ergibt sich weiter 205
):

a
&quot;)

Die cUiptische Eaumgeometrie ist identisch mit der EuMidiseken

Geometric auf zwei Kugelflachen, insbesondere entspreehen den links-

seitigeii und reclitsseitigen Schiebungen die Drehungen der einen

(linken) oder der anderen (recbten) Kugelflache. Die Mannigfaltigkeit

aller reellen
?,orientierten&quot; Geraden (oder Speere) des elliptischen Raurnes

lafit sich eindeutig-umkehrbar auf die Mannigfaltigkeit aller Punkte-

paare abbilden, die aus je eineni (reellen) Punkte einer jeden der beiden

Kugeln bestehen, so dafi die obige Gruppenabbildung stattfindet 2n5
).

b) Die projektive Gcometrie in der komplexen Ebene decld sich mit

der dual-projektiven Geometric des (reellen) hyperboliscliCYi,Rtmmes(Nr.\l).

c) Die projektive Geometric des lompiexen Rs
ist mit der hoheren

oder Lie stfien Kugelgeometrie (Nr. 13) yleicMjedeutend ,
weil die ihnen

zugrunde liegenden Gruppen, falls man in der einen die gerade Linie,

in der anderen die Kugel als Raumeleinent einfuhrt, durch eine von

S. Lie entdeckte 84
) bemerkenswerte Beriihrungstransformation inein-

ander iibergehen
306

).

204) Die allgeineine Formel fur diese linearen Transformationen, d. h.

, (d + tc) z (b id)=

^ ^-y)i4. (d c)&quot;

(rait reellen a, 6, c, d}, tritt als bilineare Gleicbung bei A. Cayley auf (Math.

Ann. 16 (1879), p. 238; Papers 10, p. 153). S. auch: Klein, Vorlesung iiber das

Ikosaeder usw., p. 34. Die Formel war jedoeh schon Gaufi bekannt (Werke 8

(Leipzig 1900), p. 355). tJber die grundlegende Verwendung derselben in der

Mechanik starrer Korper vgl. F, Klein-A.Sominerfeld, Theorie des Kreisela, Heft

13, Leipzig 1897, 1898, 1903.

205) E Study, t ber Nicht-Euklidische und Liuiengeometrie, Deutsche Math.-

Ver. Jahresber. 11 (1902), p. 313, insb. p. 318 ff.; ebenda 15 (.1906), p. 47G;

Amer. J. 29 (1907), p. 116 ff. S. auch J.8. Coolidge, Les congruences isotropes usw.,

Torino Atfci 39 (190.304), p. 175.

20t&amp;gt;)
Auf gerade Linien und Kugeln bezogen, ist diese Transformation

(2, l)-deutig; jeder geraden Linie ordnet sie cine Kugel, jeder Kugel aber zwet

gerade Linien r uud r zu. Nur fiir eine Punktkugel fallen diese beiden geraden
Linien zusammen; eine solche Gerade gohort einem bestimmten linearen Kom~

an, in bezug auf welchen r und r ,
wenn voneinander verschieden, kon-
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Wir betomm aber, dafl dieses ttur miter Zidassuny imaginarer

Elements yilt. Diese beiden Geometrien fallen niimlich rait der pro-

jektiven Behandlun^ einer nicht ausgearteten M^ des llb zusammen:

aber von reelleui Standpunkte aus miterscheiden sie sich dariu, daft

die zugehorigen 3/
4

* im Sinne des Tragheitsgesetzes zu verschiedenen

(indefiniten ) Typen gehoren (Nr. 9, 10, 13).

Die (ienwtir :
t iler reziproken Radien in 724 ist ebcnfalls, unter

ZugrundeleguTig hotaogener hexaspharischer Koordinaten, niit der

projektiven Behandlung einer 3/4
- des 7?5 und folglich iin koinplexen

Gebiet in it deu beiden obigen Geometrien gleicbbedeutend. Bei Ein-

schrtinkung auf Realitat unterscheidet sie sicb aber von ibnen und

gehort eineui dritteu Typus an
(s.

Nr. 11, 13).

c
)
Durch die obige Beruhrungstransforniaiiou gehen, ebenfalls im

koniplexen Gebiet, ineinander fiber:

1) Dfc projektive Geometric des Rs mit Auszeiclmung cine* allye-

meinen linear* n Koniplcxes urtd die nicdere Kugelyeotnetrie (oder Geo-

nwtrie ckr reziproken Radien). Beide diirfen als projektive Bcband-

lungsweisen des Punktraumes 7v4 mit Auszeichnung einer nicht aus-

gearteten J/
5

2
aufgefafit werden, und sind folglich den bei c) aufge-

zahlten Geometrien analog; sie unterscheiden sich von dies?n nur

hinsichtlich der Dimensionenanzahl 207
).

2i Die projektive Geometric des J?
3

mit Aussetchnung cities cdl-

temeine)t lineuren Komplexes und einer in dieaem Komplex enthaltenen

spczidleti Ihiearcn Konyruenz (d. h. einer Kongruenz mit zusammenfallen-

den Leitstrahlen) und die metri$che Geometric efcs ( Euklidischen) JR
S

.

d) Allgemeiner, bei beliebigern (^4): Die projektive Brhand-

lung eiwr nicht ausyearteten J/,*-! des R
n

deckt sich mit der Geometrie

der reziprofan Radien ( oder niederen Kugelyeometriei des R
&amp;gt;)

_ 1
und

mit der hoheren Kwjelgeowetrie des Rn _.2 ummer unter Zulassung ima-

ginarer Elemente)
208

).

31. Geometrien* von deren Fundamentalgruppen die eine

in der anderen als Untergruppe enthalten ist. Einordnung der

jugierte Polaren sind. Dadurch wird dieser lineare Komplex auf den Punkt-

raum abgebildet. Diee letzte Abbildung batte friiher M. Nvcthcr gelegentlich

gegeben (Zar Theorie der algebraiscben Funktionen, Gott. Nachr. 1869, p. 298).

207) Metvische Analogien zvrischen dor &amp;lt;Teometrie der reziproken Radien

und der projektiven Geometrie im 7?
8

fwobei Punkt und gerade LiniCj Kugel
und lincanr Komphx entsprochende Oebilde sind) hat C. Segre hervorgehoben

(Sulle georaetrie inetriche dei coinple.Psi lineari e de-He sfere..., Torino Atti 19

(1883), p. 159).

208) F. Klein, ftber Liniengeometrie und uietrisehe Geometrie, Math. Ann. 5

(1872), p. 257, insb. p. 267; Hohere Geometric 1, p. 467 ff.

24*
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Euklidischeu und Nicht-Euklidischen Geometrie in die projektive.

In Kleins Prograinmschrift ( 2) wird auch die Frage behandelt nach

der gegenseitigen Beziehung zweier Geometrien, von deren Fundamental-

gruppen die eine in der anderen als Untergruppe euthalten ist.

Die samtlichen Eigenschaften beliebiger Gebilde, welche in der

zweiten Geometrie (die die uinfassendere Gruppe hat) zur Geltung

kommen, treten auch in der ersten Geometrie auf; nicht aber umge-
kehrt. LaBt sich aber die erste Gruppe aus der zweiten dadurch

ausscheiden, daB sie aus alien Transformationen besteht, die ein be-

stimmtes Gebilde r in sicb iiberfiihren, so konnen die in der ersten

Geometrie auftretenden Eigenschuften der Figuren auch als der zweiten

Geometrie angehorig aufgefaBt werden; doch nichfc als Eigenschaften

dieser Figuren an sich, sondern als Eigenschaften des aus diesen

Figuren und dem Gebilde F besfcehenden Systems.

Wir durfen folglich die erste Geometrie als einen Teil der zweiten

ansehen; dieser Teil wird dadurch charakterisierfc, daB man den zu

untersuchenden Gebilden das Gebilde F
,,adjungiert&quot;

Als klassisches Beispiel erwahnen wir zunachst die FAnvrdnung
der Elementiirgeonietrie (oder Euklidischen Metrik) in die reellp. pro

jektive Geometorie durch Einfuhrung (im JJ8) des imagindren Kugelkreises

(d. h. eines nullteiligen Kegelschnittes init reeller Gleichung in der

unendlich fernen Ebene) als G-ebilde F; sodann auch die JSinordnung

der Nickt-lSuktidischen Metrik wieder in die projektive Geometrie durch

Fesflegung einer nicht ausgeartetm Flache .2. Grades, und zwar die

elliptische Metrik durch eine nullteilige Flache, die hyperbolische

dagegen durch eine einteilige aber nicht geradlinige Flache.

Die erste Betrachtung des Kugelkreiaes geht auf Poncelet zuriick

(III AB4a, Fano, Nr. 7); aber bei ihm, sowie auch bei Pimker und

Chasles (ebenda Nr. 11, 12), wird von den Kreispunkten und dem

Kagelkreise nur gelegentlich Gebrauch geniacht, um metrische Satze

projektiv aufzufassen. E. Laguerre fragte sich 209
),

was aus einein

Winkel durch Projektion, oder allgemeiner durch homographische
Transformation wird, und sprach den Satz aus, daB der Winkel zweier

Geraden gleich dem durch 2i dividierten I&amp;gt;ogarithmus eines gewisseri

Doppelyerhaltnisses ist, daB man folglich jede Beziehung zwischen

Winkeln projektiv auffassen kaun. Erst bei A. Cayley
m

} treten einer-

209) Sur la th&amp;lt;5orie des foyers, Nouv. Ann. 12 (1853), p. 57 = Werke 2,

p. 6. S. insbes. Nr. 4.

210) A Sixth Memoir on Quantics, Loud. Trans. 149 (1869), p. 61 = Coll.

math, papers 2, p. 561, S. insbes. Nr. 209 u. ff. (,,on the theory of distance14

)-
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seits die Fonneln fur den Abstand zweier Punkte und fiir den Winkel

zweier Geraden auf, als simultane Invarianten der Gleichungen dieser

beiden Elemente und der Gleichimg des ^bsoluten&quot; Gebildes; anderer-

seits aber auch, implicite, der Ansatz fur den Nicht-Euklidisehen Fall,

indem (in der Ebene) die beiden Kreispunkte durch einen nicht aus-

gearteten Kegelschnitt ersetzt werden. Zerfallt dieser Kegelschnitt als

Enveloppe seiner Tangeuten in die beiden Buschel, welche die Kreis-

punkte zu Mittelpunkten haben, so liefern die Cayleyachen Formeln im

Grenzfall die Formeln der Euklidischen Metrik 211
). Cayley kommt

dadurch zu dem Schlusse: ,,the metrical properties of a figure are not

the properties of the figure considered per se apart from everything else,

but its properties when considered in connexion with another figure,

viz. the conic termed the absolute&quot;; und daB ,,metrical geometry is a

part of descriptive geometry&quot;; von dieser (d. h. von der projektiven

Geometric) geht man zu jener liber durch Festlegung des absoluten

Gebildes ,?
as a standard of reference&quot;.

Den geometrischen Inhalt der allgemeinen OflyJei/Bchen Mafibe-

stimmung und den Umstand, daB diese nicht nur durch geeignete

Partikularisation die Euklidisclie Metrik ergibt, sondern in derselben

Beziehung auch zu den MaBgeometrien eteht. die sich den Parallelen-

theorien von Gaufi-Lobatsclvewsky-Bolyai und den verwandten Betrach-

tungen von Riemann und Helmholt-z anschlieBen
?
hat F. Klein ausein-

andergesetzt
212

).
Er hat zugleich die axiomatische Seite dee Ansatzes

herausgearbeitet (III A B 1, Enriques, Abschn. IV), und durch Heran-

ziehen der Gruppentheorie das Ganze systematisch aufgefaBt und ge-

ordnet 218
).

So wird der metrischen Geometric innerhalb der projektiven eine

prazise Stellung erteilt. Jeder Satz ans der projektiven Geometrie

des RS, in welchem eine invariants Flache 2. Grades auffcritt, kann

Vgl. die ubersichtliche Darstellung bei J?. Fricke-F. Klein, Vorlesungen uber die

Theorie der aiitomorphen Funktionen, Leipzig 1897, Einleitung.

211) Diese Cayleyschen Betrachtuiigen hat W. Fiedler sofort in seine

Lehrbiicher aufgenommen und ausfuhrlicher dargelegt. (Die Elemente der neueren

Geometrie und der Algebra der binaren Formen. Leipzig 1862, Art. 24, 25;

Analytische Theorie der Kegelschnitte, nach G. Salmon frei bearbeitet, 2. Aufi.,

Leipzig 1866, Art. 366 u.
flF.&amp;gt;

212) tTber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometric, Math. Ann. 4 (1871),

p. 673.

21S) tiber die sogenaunte Nicht-Euklidische Geometric, II, Math. Ann. 6

(1873), p. 112. Diese Abbaiidlung enthalt auch einen Ansatz rar den n-dimen-

sionaien Fall und den Beweis der Moglichkeit, die projektive Geometric ohne

Voraussetzung dea Parallelenaxioms nach dem Vorgange t\ Stoudts aufzubauen.

Nachtrag ebenda 7 (1874), p. 631.
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als eine Eigenschaft der allgemeinen Cayleyschen MaBbestimmung

anfgefaBt werden. Bleibt er noch bestehen, wenn die Flache als En-

veloppe in einen Kegelschnitt ausartet, so ergibt sich ein Satz der

Euklidischen Metrik. Umgekehrt kann bei jedem Satze der Euklidi-

schen Metrik gefragt werden, ob ein ahnlieher Satz auch gilt, wenn

der Kugelkreis durch eine vollig beliebige Flache 2. Grades ersetzt

wird, oder nur durch eine in einen Kegelschnitt ausgeartete
214

).

Als weitere Beispiele von Geometrien, deren eine eine Unter-

gruppe der anderen zur Fundamentalgruppe hat, seien hier anschlieBend

gleich die folgenden angefuhrt:

a) Aus der niederen Kugelgeometric crgibt sich ebenfalls die Ele-

mentargeometric durch Festlegung eines PtinktfS (mit darauffolgender

Uberfuhrung des linearen Systems der &amp;lt;x&amp;gt;

3

Kugeln, welche diesen

Pnnkt enthalten, in das System aller Ebenen).

b) Die Ahnlichkeitstraneformationen konnen als die radialen Pro-

jektivitaten (Nr. 17) angesehen werden, welche die ,,absolute Kon-

gruenz&quot;
in Rube lassen. Letztere wird im ersten natiirlichen Strahlen

kontinuum durch die Gleichungen x^^ x^-\-xJ==xii-\-^~\-3c^==()

dargestellt, und besteht aus alien eigentlichen Strahlen, die sich selbst

rechtwinklig schneiden, sowie aus alien Punkistrahlen, die zu sich

selbst doppelt- orthogonal sind.

Aus der Geometric der radialen Projditivitiiten erhalt man also

die Elemenhmieowetrie durch Festleyung der absoluten Kongrmnz}.
Letztere hat denmach fur die Euklidische Geometric im R^ mit

dem Strahle als Raumelement genau dieselbe Bedeutung, wie der

Koniplex der oo 3

Minimalgeraden, wenn die Gerade als Raumelement

gewahlt wird.

c) Aus der projektiven Geornetrie ergibt sich die affine Geometrie

durch Fesilegung der unmdlich fernen Elene (Parallel!smus zweier

Gernden oder zweier Ebenen ist eine projektive Beziehung dieser Ge-

bilde zu der unendlich fernen Ebene).

214) Instruktive Beispiele bei W. Fr. Meyer, Uber Verallgemeinerungen von

Satzen uber die Kugel ucd das ein- reap, umbeschriebene Tetraeder, Deutache

Math.-Ver. Jahresber. 12 (1903), p. 137, aowie in einer Reihe von Aufsatzen iin

Archiv f. Math. Phys. (3) 1 (1901), 5 (1903), 8 (1904); vgl. den zusammenfassen-

den Bericht: III. internal Math.-KongreB, Heidelberg 1904 (Leipzig 1906), p. 322,

sowie IIIAB4a, Fano, p. 255, Anm. 76a).

215) E. Study, Greometrie der Dynamen, p. 292. In derselben Weise erhalt

man aus den invarianten Untergruppen Gi& ,
(r

,
6r8 der 6rir der radialen Pro-

jektivitiiten (Nr. 17) die invarianten Untergnippeu der Clruppe der Ahnlichkeits-

transfonnationen
,

d. h. die Gmppen der Euklidischen Bewegungen, der perspek-

tiven Ahnliehkeitstransformationen und der Schiebungeu (s. auch Nr. 20).
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32. Fortsetzung. Einordnung der projektiven Geometrie in

Geometrien mit umfassenderen Gruppen. Ebenso wie die metrische

Geometrie in die projektive, laBt sich auch die projektive Geometrie

(von den dualistischen Trailsformationen abgeseben ) in Geometrien

mit umfassenderen Gruppen. insbesondere in die Gruppe aller analy-

tischen Punkttransformationen (Nr. 23, d)) und in die Analysis situs

(Nr. 25) einordnen 216X

Die fannplexe projektive Geometrie ^rgibt sich aus der Geometrie

aller analytischen Punlrttransformationen durch Festleguny der Mannig-

faHigkcit der Ebenen (im Eny der JB
II _ 1 ), ebwt-so wie die Elemcutar-

geomeirif aus der projektiven Geometrie durch Festiegung des imagi-

naren Kugelkreises. So ist z. B. vom Standpunkte der Geometrie aller

analytischen Transforrnationen die Bezeichnung einer Flache des R^
als einer algebraischen von einer gewissen Ordnung als eine invariante

Beziehung zur Mannigfaltigkeit der Ebenen aufzufassen, was be-

sonders deutlich wird, wenn man ihre Erzeugung an Grafimanns

lineale Konstruktion kniipft (III A B 4a, Fano, Nr. 23: fur ebene

Kurven auch III 4, Berzolari, Nr. 10).

IZbenso fielanfjt man ro-n der Analysis situs, d. )i. von der Geometrie

aller reellen stetiyen und umkehrbar-emdewtigcn PutikUransformationen,

zur reellen projekticen Geometrie, indent- man das System aller Ebenen

Diese Einordnung der metrischen Geometrie in die projektive

und der projektiven in die Analysis vsitus ist von grundlegeiuler Be-

deutung, da es erkenntnistheoretiseh besonderen Wert hat (vgl. Ill

AB1, Enriques, Nr. 12), in der Darlegung der Geometrie mit der

Analysis situs 7,u beginnen, welche nur die allgemeinsten Begrifie

einer Kurve, einer Flaehe oder einer kontinnierlichen heliebig aus-

gedehnten Mannigfaltigkeit (d. h. die einfachsten iiberiiaupt nioglichen

BegrinV) benutzt, um von da aus zur projektiven Geometrie durch

Einfiihrung der weitereu BegriflTe ,,Ebene
; und ,,gerade Linieu und

zur Elementargeometrie durch Festlegung des imaginaren Kugelkreises

(d. h. einer Ebene und eines in dieser enthaltenen Kegelschnittes)

und Einfiihrung der darauf beruhenden Begritfe ,,Winkel&quot; und ,,Ab-

stand&quot; hinabzusteigen. Hie-rin liegt das Prinzip fiir die Anordnung
der Encyklopadieartikel von Bd. Ill AB: a) Analysis situs: b) pro

jektive Geometrie; c) metrische Geometrie.

Man gelangt ebenfalls:

a) von der (reometrie aller eindeutig-umkehrbaren analytischen

216) F. Klein, Erlanger Programm, 8. 3.
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Punkttransformationen zur Geometrie der birationalen Transformationen

durch Festlegung des Systems aller algebraischen Mannigfaltigkeiten;

b) von der Geometrie allev analytischen Beriihrungstransforma-

tionen zur iieschen Kugelgeometrie durch Festlegung des Systems
der oo4

Kugeln, und von letzterer zur niederen Kugelgeometrie, so-

wie zur Lapuerreschen ,,Geoinetrie de direction&quot; durch die weitere

Festlegung des Systems aller Punkte oder aller Ebenen.

Ill, Besondere Ausfuhrungen fiber die Invariants

der Grnppen.

38. AUgemeines. Different!alinvarmnteu. In Nr. 3 ist here its

hervorgehoben worden, dafi zu jeder Gruppe geometrischer Transfor

mationen eine bestimmte Invariantentheorie gehort, und es wurde

angedeutet, was unter einer zu dieser Gruppe zugehorigen Invariante

allgemein zu verstehen ist. Wir gehen nun darauf etwas naher ein.

Eine analytische Verbindung der Veranderlichen, eventuell auch

niehrerer Reihen von Veranderlichen, und der anf irgend ein Gebilde

beziiglichen Konstanten, die bei den Transformationen der Gruppe
durchaus ungeandert bleibt, nennen wir eine absolute Invariante der

Gruppe; eine Verbindung ,
die sich bis auf einen von den Transfor-

mationskoeffizienten abhangigen Ausdruck als Faktor reproduziert,

eine relative Invariante. Eine absolute Invariante eines Gebildes

ist eine rait diesem Gebilde zusammenhangende Fundamentalgrofie

der durch die zugrunde gelegte Gruppe charakterisierten Geometrie.

Eine relative Invariante liefert durch Nullsetzen eine invariante

Gleichung, die entweder eine invariante Eigenschaft jenes Gebildes

ausdrfickt, oder ein weiteres mit ersterem invariant verbundenes

Gebiide darstellt.

Besteht das vorliegende Gebilde aus einer kontinuierlichen Auf-

einanderfolge von Elementen, so kann man in den Invarianten auch

die Differentialquotienten der Veranderlichen mit aufnehmen. Diese

Invarianten heiBen dann ,,Differentialinvarianten^
217

);
dadurch wird der

217) In weniger beatimmter Form ist dieser Begriff schon in alteren Arbeiten

von Lie zuiinden (Christiania Porhandl. 1872, bea. p. 132; Gott. Nachr. 1874, p. 529).

Auch der ,,Riemann-Schwarzsche Ausdruck&quot; oder ,,Dilferentialparameter&quot; (H.A.
Schwars: fiber diejenigen Falle usw., J. f. Math. 75 (1873), p. 292 = Werke 2

(Berlin 1890), p. 211
; vgl. auch die frfiheren dort angefuhrten Aufeatze) ist ein

isoliertes Beispiel einer Differentialinvariante der projektiven Gruppe. Einen

grofien Impuls hat die Theorie der DifFerentialinvarianten seit 1875 bezw. 1879

durch G. H. Halphen und E. Laguerre erhalten; Halphen wandte sich den pro-

jektivm DitTerentiaiinvarianten der Kurven und Flachen zu (Paris C. R. 81 (1875),

p. 1053; J. de math. (3) 2 (1876), p. 257, 871; These sur les invariants differentiels,
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Bereich der Transforinationsgeometrie auf die Probleme der Differen-

tialgeometrie ausgedehnt. Fiir jede geometrische Gnippe lassen sich

zugehorige Differentialinvarianten aufstellen 218
).

So ist z- B. der

Krummungsradius Q = - --2 - einer Kurve y = f(x) an einer be-

stimmten Stelle eine (relative) Differentialinvariante der metrischen

Geometrie. Bei uinfassenderen Gruppen sind die Differentialinvarianten,

allgemein zn reden, weniger einfach, da die Anzahl der Parameter

der Gruppe grofier ist, und man folglich, um sie zu eliminieren,

hohere Differentialquofcienten in den Formeln braucht.

Die l//esche Gruppentheorie enthalt allgemeine Ansatze fur die

Aufstellung der Invarianten einer beliebig vorgelegten Gruppe. Kennt

man die endlichen Gleichungen einer Gruppe, so kann man ihre

Invarianten durch Elimination finden: kennt man die infinitesimalen

Transformationen, so ergeben sich die Invarianten als gemeinsame

Losungen gewisser partieller Differentialgleichungen. Auch der Be-

griff der Differentialinvariante gewinnt erst bei IAe seine voile Be-

deutung und Bestimmtheit; jede endliche oder unendliche kontinuier-

liche Transformationsgruppe besitzt eine unendliche Reihe von Diffe

rentialinvarianten
,.

die sich als Losungen von vollstandigen Systemen
definieren lassen 219

).
Lie betrachtet sie auch als gewohnliche In

varianten einer ,,erweiterten Gruppe&quot;
2*

).

Paris 1878; J. 4c. polytechn. 47 (1880), p. 1); Lagutrre dagegen den Diflferential-

invariaDten der linearen homogenen Differentialgleichungen, d. h. den gegeniiber

der nnendlichen Gruppe x
1
= F (x) , yt

= y $ (x\ mit vrillkurliclien Funktionen

F und $ invarianten Ausdriicken (Paris C. E. 88 (1879), p. 116, 224 = Oeuvres

1 (Paris 1898), p. 420, 424; s. auch-: F. Brioschi, Paris Soc. math. Bull. 7 (1879),

p. 105) (I B 2, Meyer, Nr. 20; H A 4 b. Vcssiot, Nr. 34). Diese Untersuchungen
setzte Halphen in seiner 1881 preisgekrSnten Arbeit (Paris sav. etr. (2) 28 \ 1888)

miteinander in Verbindung (s. auch: Acta math. 3 (1884), p. 825).

218) Differentialiuvarianten der Bewegungegruppe, s. Lie, Kontin. Gruppen,

Kap. 22. Die Differentialinvarianten der projektiven Geometrie sind in neuerer

Zeit besonders untersucht worden; die projektiven Differentialinvarianten einer

Kurve ernes beliebigen Sn durch L. Berzolari (Ann. di mat. (2) 26 (1897), p. 1),

und die projektiven Differentialinvarianten der Flachentheorie, von gelegentlichen

Betrachtungen bei G. Darboux abgesehen (Lemons sur la theorie generale de

surfaces, besonders Bd. 1 (Paris 1887) und 2 (1889)), durch A. Vo$ (Zur Theorie

der Krummung der Flachen, Math. Ann 39 (1891), p. 179); vgl. I B 2, Meyer,
Nr. 20, 21. Eine zusammenfassende Darstellung der projektiven Differential-

geometrie der Kurven und geradlinigen Flachen lieterte E. J. Wilczynski (Pro-

jective differential geometry of curves and ruled surfaces, Leipzig 1906; tiber

geradlinige Flachen e. auch verschiedene Arbeiten in Amer. M. S. Trans., von

1901 an).

219) Arch, for Math. 7 (1882), p. 192; Christiania Forhandl. 1882, Nr. 21,
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Die Z/iesche Theorie beantwortet aber die Fragen nach den In-

varianten, Differentialinvarianten und nach den Kriterien der Aqui-
ralenz innerhalb einer Gruppe nur vom Standpunkte der analytischen

Funktionen aus. Ihre Auseinandersetzungen beziehen sich gewohn-
lich nur auf die Umgebung einer gewissen Stelle (IIIAB4a, Fano,
Nr. 35, 39) und konnen, eben um ihrer Allgemeinheit willen, mehr

nicht leisten. Folglich erledigt sie keineswegs die algebraische In-

variantentheorie der allgemeinen projektiven Gruppe, oder ihrer alge-

braischen Untergruppen, und der weiteren algebraischen Gruppen

(z. B. von Cremonaschen Transformationen), die mit projektiven aqui-

yalent sind, und deren Theorien den ganzeii Raum umspannen. Es

scheint auch schwierig zu sein, fur die Behandlung einer algebraischen

Gruppe zunachst die allgemeine Theorie der Transformationsgruppen
anzuwenden und hinterher den Forderungen der Algebra gerecht zu

werden. Diese algebraischen Invariantentheorien haben also einen

selbstandigen Ursprung und eine selbstandige Bedeutung.

34. Invariantentheorie der linearen Gruppe. Die Invarianten-

theorie der allgemeinen iinearen Gruppe (I B 2, Meyer), d. h. die

,/Theorie der algebraischen Formen
&quot;,

ist hauptsachlich aus dem

Algorithmus der analytisch behandelten projektiven Geometric er-

wachsen (III AB 4 a, Fano, Nr. 22) zum Teile auch aus der algebra

ischen Determinantentbeorie und aus zahlentheoretischen Fragen ;

sie hat sich aber von da aus zu einer selbstandigen Disziplin ent-

wickelt, und ihre Gesichtspunkte und Hilfsmittel gehen heutzutage

wesentlich fiber die in der Geometric iiblichen Verkniipfungsweisen

hinaus. Die zu einer vorgelegten algebraischen Form zugehorigen

Invariantenbildungen lassen sich nach allgemeinen Methoden und

Regeln aufstellen, die seit Itingerer Zeit zu einer Theorie (1 B 2, Meyer)

zusammengefafit wurden. In dieser alteren Theorie kommt es fast

ausschlieBlich darauf an, game rationale hornogene Funktionen der

Koeffizienten der Grundform, oder auch dieser Koeffizienten und der

Variabeln (,,Invarianten
i4 in engerem Sinne, und

,,Kovarianten&quot;) zu

betrachten, welche sich bei Ausfuhrung einer linearen Transformation

bis auf eine ganze Potenz der Transformationsdeterminante als Faktor

reproduzieren, sowie auch die zwischen diesen Funktionen bestehenden

Identitaten (Syzygien&quot;) aufzustellen (I B 2, Nr. 2, 8). Insbesondere

22; Math. Ann. 24 (1884), p. 552, 566; Th. d. Transfgr. 1, p. 549. Man vgl.

auch M. Noethera Nachruf fiir Lie in Math. Ann. 53 ^1900), p. 1, insbes. p. 33 if.;

sowie: G. Pick, Wien Ber. 115 (1906), p. 140.

220) Th. d. Transfgr. 1, p. 523 ff.
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behauptet der ,,Endlichkeitssatz (I B 2, Nr. 6)
M1

), daB es fur jedes

System von Grundformen erne endliche Anzahl von ganzen rationalen

Invarianten gibt, durch welche sich jede andere rationale und ganze

Invariante in ganzer und rationaler Form ausdriicken lafit.

Demgegeniiber hat E. Study***) in Anlehnung an L. Kronecker***)

ein System von scharferen Begriffsbildungen aufgestellt ,
welches

auch die in einzelnen Untersuchungen (z. B. bei den elliptischen,

hyperelliptiscben und Abehchen Funktionen) bereits aufgetretenen

irrationalen Invarianten einschliefit. Er unterscheidet vier Gebiete,

denen er die ^rationalen und
ganzen&quot;,

die ,,rationalen&quot;7
die

,rganzen

algebraischen&quot; und die ,,algebraischen&quot; Invarianten und Kovarmnten

zuschreibt; die beiden letzteren Arten werden durch algebraische Glei-

chungen definiert, deren Koeffizienten ganze, bezw. rationale Invari

anten uud Kovarianten sind. Alle diese Bildungen reproduzieren sich

bei linearen Snbstitutionen der Veranderlichen bis auf eine Potenz der

Transformationsdeterminante rait rationalem Exponenten: zu ihrer Auf-

stellung ist die ,,symbolische Methode&quot; anwendbar, da sich die Theorie

der irrationalen und gebrochenen Invarianten auf die der ganzen
zuriickfuhren laBt. Bei der Darstellung weiterer Invarianten durch

eine gewisse Anzahl von Fundamentalinvarianten betont Study, ob

diese Darstellung rational und ganz, oder einfach rational usw. ist.

A. Hilb&i hat den Hauptsatz aufgestellt
224

),
daB sich unter den

ganzen rationalen Invarianten ernes Systems von Grundformen stets

eine endliche Anzahl bestimmen lafit, zwischen denen keine algebrai

sche Relation mit konstanten Koeffizienten stattfindet und durch

welche jode andere ganz und algebraisch ausgedriickt werden kann.

Zu diesen Invarianten kann man eine weitere hinzufiigen. derart, daB

die ubrigen sich durch diese und die vorhergehenden rational aus

driicken lassen (1 B 2, Nr. 6).

35. Deutung der linearen Invariantentheorie durch die pro-

jektive Geometrie. Eine vielbenutzte geometrische Deutung der

Invariantenbildungen algebraischer Formen von n Veranderlichen

221) Fiir Formen mit beliebig vielen Veranderlichen durch A. Hilbert be-

wiesen (Math. Ann. 36 (1890), p. 473, insb. p. 531).

222) Methoden zur Theorie der ternaren Formen, Leipzig 1889. S. auch

Leipzig Ber. 39 (1887), p. 137 (IB 2, Nr. 2). Beispiele, mit Anwendungen auf

elliptische Funktionen, in Amer. J. 16 (1894), p. 156; 17 (1895), p. 185, 216.

223) Ygl. die Festschrift: Grundzuge einer arithmetischen Theorie der

algebraischen GroBen, J. f. Math. 92 (1882), p. 1.

224) Math. Ann. 42 (1803), p. 313. S. auch: Chicago Congress Papers

(New York 1896), p. 116.
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wird durch die projektive Geometrie geliefert, falls man die Ver-

anderlichen als projektive homogene Punktkoordinaten im JRw _ t

deutet. Dabei ist aber hervorzuheben
,

daB es in der Invarianten-

theorie auf die Form f selbst, in der projektiven Geometric des JRW-1

dagegen nur auf die durch Nullsetzen dieser Form sich ergebende

Gleichung (d.
h. auf die algebraische Mannigfaltigkeit) /*==0 ankommt.

Die Invarmntenbildungen der alyebraischen Form f] gleich Null

gesetzt, liefern alle Gleichungen, welche projektive Eigenschaften des Ge-

bildes f*=0 ausdriidcen, oder weitere mil diesem projeldiv zusammen-

htingende Gebilde darstellen.

Insbesondere liefert das Verschwinden einer ,,Invariante&quot; in engerem
Sinne (d. h. einer Bildung, die nur die Koeffizienten von f und

keine Variabeln enthalt) die Bedingung dafur, daB das Gebilde f=
eine bestimmte ,,projektive&quot; Eigenschaft besitze.

Durch das Nullsetzen einer
7,Kovariante&quot;, die eine ein/ige Heine

von Punktkoordinaten enthalt
,

wird ein weiteres Punktgebilde dar-

gestellt, welches zu /
== eine projektive Beziehung hat. Treten

niehrere Reihen von Punktkoordinaten auf, so konnen die betreffenden

Kovarianten durch geeignete mit /*= zusammenhangende Korrespon-
denzen (oder auch Konnexe, Komplexe usw.) geonietrisch gedeutet

werden.

Das identische Verschwinden einer Kovariante (d. h. das Ver

schwinden aller ihrer Koeffizienten) liefert wiederum den Ausdruck

einer projektiven Eigenschaft von f= 0.

Fur n
J&amp;gt;

3 treteri in dem vollstandigen Forniensystem ??
Kontra-

varianten&quot; und
?,Zwischenformen&quot; auf (I B 2, Nr. 2). Als Kontravarianten

bezeichnet man, fur n~ 3, und im Falle, wo die Grundform nur eine

Reihe von Veranderlichen enthalt^ die Bildungen, die, aufier den Koeffi

zienten der Grundform, eine oder niehrere Reihen von Variabelu enthalten,

die sich in bezng auf die Variabeln der Grundform ,,kontragredient&quot;

verhalten, und dementsprechend als Linienkoordinaten in der Ebene

gedeutet werden konnen. Kommt nur eine Reihe solcher Variabeln

vor, so ergibt sich durch Nullsetzen der Kontravariante die Tangenten-

gleichung einer Kurve, die mit der Grundkurve in invarianter Be

ziehung sfceht. Fur allgemernes n hat A. Clebsch gezeigt
225

),
daft aufier

den Punktkoordinaten noch n 2 bemerkenswerte Arten (Stufen)

von Variabeln die Eigenschaft Laben, zugleich mit den Grundvariabeln

eine lineare Transformation zu erleiden 226
); diese Variabeln lassen sich

225) G9tt Abh. 17 (1872); Math. Ann. 5 (1872), p. 427.

226) Diese. verschiedenen Stufen von GroBen epielen bereits in Grafimanns

Ausdehnungslehre von 1844 (als ^AusdebmmgsgroBen&quot;) eine wichtige Rolle.
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als Koordinaten von Raumen Rl} R^, . .
.,
EH _^ iin Rn _! deuten. Als

Kontravariante bezeichnet man cine invariante Bildung, welche eine

oder mehrere Reihen vor Yariablen emer dieser Stufen enthalt; im

Falle einer einzigen Variablenreihe liefert sie, gleich Nail gesetzt, ein

aus geraden Limen, Ebenen usw. bestehendes Gebilde, welches mit

f -= projektiv zusammenhangt.
Die vZwischenformen&quot; enthalten Variablenreihen verschiedener

Stufen. Nach A. Clebsch (a. a. 0.) kann man diesen Verbindungeo
eine feste Noniialform geben, so daB es geniigt, solche Verbindungen
zu betrachteu. welche von jeder Variablenstufe hochstens eine R.eihe

enthalten: dio iibrigen lassen sich aus diesen und deren Polaren

zusammensetzen. Durch Nullsetzen solcher Fonrien werden weitere

geometris ?lie Gebilde dargestellt, die Clebsch aDgemein als ^yKonnextf
1

bezeichnet hat **
).

AJs ^Kombinanten^ bezeichnet man mvariante Bildungen aus

Forraeu gleicher Ordnung, welche sich nur um einen Faktor andern,

wenn man eine oder mehrere dieser Formen durch (unabhangige)
lineare Kombinationen derselben ersetzt; ihr Nullsetzen liefert projek-

tive Eigenschaften des durch die Grundforrnen bestimmten linearen

Systems, oder auch weitere Gebilde, die zu diesem linearen System
mvariante Beziehung haben.

Entsprechendes gilt fur die ,,Semikombinanten&quot;, welche sich aitf

Formen uiigleicher Ordnung beziehen, die aber durch Multiplikation

mit Hilfsformen auf dieselbe Ordnung gebracht worden siud, voraus-

gesetzt, daB die Koeffizienten dieser Hilfsformen in den zu betrachten-

den Verbindungen nicht auitreten (1 B 2, Nr. 24).

30. Deutung der linearen Invariantentheorie durch die affine

Geometrie. Eine andere, voUstandigere geometrische Deutuug der

Theorie der algebraischen Formen ergibt sich. wenn man die n Yer-

anderlichen, die den linearen horaogenen Substitutkmen unterworfen

werden^ ais wic/^-honiogene Punktkoordinaten im R^ betrachtet.

Diese Darstellung hat in bezug auf die vorhergehende den Vorteil,

daB es bei ibr auf die Veranderlichen und auf die Koeffizienten selbst

und nicht bloB auf deren Verhaltnisse ankommt; folglich auch auf

die Form f uud nicht nur auf die Gleichung f=Q. Dadurch konnen

Eigenschaften, die bei der projektiven Deutung verloren giugen, eine

227) Einfacbster Fall in der Ebene (w = 3), s. Clelsch, Gottinger Nachr.

18. Spt. 1872, p. 429, und Math. Ann. 6 (1873), p. 203. Der Begriff dieses Kon-

nexes tritt wesentlich schon bei /. Flicker auf (Analytisch - geometrische Ent-

wicklungen, Essen 182831, 2*, 2).
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geomeirische Bedeutung erlaugen. Die allgemeine lineare Gruppe
der n Veranderlichen wird als die umfassendste affine Gruppe des

RA mit festern im Endlichen gelegenen Punkte (dein Anfangspunkte
der Koordinaten

; vgl. Nr. 7 ) gedeutet. Alle Eigenschaften der Formeu,
welche bei iinearen Substitutionen invariant sind, verwandeln sich

jetzt in Beziehungen der aflinen Geometric; insbesondere ist eine rela

tive Invariants eine Grofie, die sich bei affinen Transformationen

nur um eiuen (von der Transformation abhangigen) konstanten Faktor

andert (wie z. B. die Volumina der Korper).

Diese geometrische Darstellung hat in neuerer Zeit in der Zahlen-

theorie, z. B. in der arithinetiscben Theorie der binaren quadratischen

Forinen (I C 2c, Vahlen) Anwendung gefimden. Versinnliohen wir uns

eine solche Form / I^E; ax* + bxy -f~ cy* niit ganzzahligen Variabeln

x, y dnrch ein ,,Punktgitter&quot; (d. h. durcb die Geeanitheit der Punkte,
welche iu irgend einem ^^-Systeme ganzzahlige Koordinaten haben)
und durcb den Einheitskegelschnitt /*== I,

228
) so kommt die Frage

nach der
;,Aquivalenz&quot; zweier Formen durauf hinaus, ob die ent-

sprechenden aus
,?Punktgitter und Einheitskegelschnitt&quot; bestehenden

Figuren affin (und zwar notwendigerweise aquiaffin) verwandt sind;

oder auch, wenn man beide Formen auf dasselbe Puiiktgitter bezieht,

ob die beiden Einheitskegelschnitte in der affinen Geometric dieses

Gitters 229
)
einander aquivalent sind.

37. Ansat/ fiir die analytische Behandlung einor jeden Geo-

metrie dureii ansscliliefiliclie Beriicksiohtigung der zugehorigen In-

varianteii. Leibniz hatte bereits die Idee einer Analysis eriafit, welche

alle geometrischen Gedanken mit Einfachheit nnd Vollendung zum

Ausdruck bringen sollte; aber seine Bestrebungen konnten bei seinen

Zeitgenossen noch kein Verstandnis finden und blieben auch spiiter

lange vergessen. Irn 19. Jahrhundert erweckten A. F. Molius durch

228) F. Klein. AuagevrahUe Kapitel der Zahlentheorie , autogr. Arorles.

(GCttingen 1896); vgl. inebes. 1 p. 86 ff.

229) Dies&amp;lt;&amp;gt; Georaetrie hat als Fundamentalgruppe die Gruppe der gariz-

zahligeu Iinearen Substitutionen

bei deuen aS 07 = i 1 ^- Punktgitter bei n Dimensioneu werden in

H. Minkowskis ,,Geometrie der Zahlen&quot; (Leipzig 1896) verwendet, um Siitzo iibor

die Volumina nirgends konkaver Kdrper geometrisch zu erlliutern; daraus ergeben

sich arithmetische Anwendungen auf Systeme von n Iinearen Formen mit

n Yariabeln, und auf die Reduktion der positiven quadratischen Formen mit

n Variabeln. [I C 2, Vahlen, Nr. a bia c.]
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seinen baryeentrischen &amp;lt; alciil (1827 und H. Grafiman-n durch seine

Ausdehnungslehr* ( 1#44 diesen Gedanken zu neuern Leben. sie bielten

aber noeb an der Auffassung fest, es ware moglicb, rait einem einzigen

Kalkiil iiberali durcbzukommen. Heute diirfen wir sagen, dafi das nicbt

der Fall sein kann, und dafi die Geametrien versclriedetw Tnuisformn-

famtSffrufput auch verscktedetmrttye analytische Hilfsmittel trfordem. So

beruht z. B. die Brauchbarkeit der Hamilfonsvheu Quaternionen fiir

viele Problems der Geometrie und der inathematiscben Pbysik darauf,

dafi in diesen Problemen die Gruppe der Euklidisehen Drebungen
um einen festen Punkt eine wicbtige Rolle spielt, und dafi fiir diese

Gruppe das Multiplikationsgesetz der Quaternionen die einfacbste ana-

Ijtische Darstellung x = a~ lxa liefert (I A 4, Eomplexe Groflen,

Study, Xr. 12).

Es 1st also die Aufgabe ;
fiir jede Gruppe ein geeignetes Algo-

ritbraensystein zu sebaffen. Dabei kann man den Zweck verfolgen,

in der analytischen Behandlung der verscbiedenen Grnppen an be-

stimmten allgemeintm Ideen festzubalten: z.B. der Forderungzugeniigen,
dafi in dern aualytischen Apparat (d. b. in den Formeln) die Ein-

fuhmng willkiirlicber Eleniente so weit als moglicb vermieden wird
;

dagegen aber aile wesentlichen Elemente der Frage und nur diese,

d. h. die beziiglicben ,,Invarianten&quot; eintreten. Wir kommen so zu

den Algorithmeu. welche auf aussdrtiefiUcher Ilcriicksicbtiwiny der

Inrarln-nten beruben, d. h. zu der einer jeden Gruppe entsprecben-

den Geomefria intrinseca 2b
) oder naturliclien Geometrie. Allerdings

bat ein derartiges Verfahren seine Schwierigkeiten, und einen wesent-

licben Vorteil vermag es oft nur nab bedeutender Anstrengung, oder

autb gar nicht zu bieten: es kann aber zuweilen eine tiefere Einsicbt

in die Strnktur des Systems der geometriscben Satze ermogiicben.

38. Spezielle Ausfiihrungen fiir die metrische Geometrie.

a) Fiir die Hauptgruppe, d. h. fur die metriscbe Geometrie, liefert

die ebene TrigotwJHctrif- bereits einen Stofi, in dessen Bebaudlung nur

relative und absolute Invarianten der zu betracbtenden Figureu (die

Seitenlangen, und die VYinkelgroBen rait ihren goniometriscben Funk-

tiouen) auftreten. Die ge\\ obnlicbe Trigonometrie des Dreiecks kann

man namlicb als das Studium der zwiscben den drei Seiten, den

drei Sinus und den drei Kosinus der Winkel bestehenden ratio-

nalen ganzen Beziehungen auffassen (darunter auch die identiscben

Gleichungen sin
2 K -\- cos 2 a = 1 einbegriffen). In bezug auf die drei

230; Wir entlehnen den Naraen E. Cesaroa ,,Lezioni di geometria iiitrin-

eeca&quot; (Napoli 1396). deutscb durch G. Kotcalewski (Leipzig 1901). Vgl. Nr. 38, b).
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Seitenlangen, die relative Invarianten sind, mussen diese Gleichungen

homogen sein. Entsprechendes gilt far die spharische Trigonometric

in bezug auf die Grruppe der Drehungen des R
s
um einen festen

Punkt; dabei sind auch die Seiten absolute Invarianten 281
).

b) Der oben gemeinten Richtung ist das Bestreben zuzuschreiben,

Kurveri und Flachen zu dennieren durch Beziehungen zwischen GroBen,
welche von keinem Koordinatensysiem abhangen, sondern nur den

einzelnen Kurven- bezw, Flaehenpunkten zugehoren, und daher erhalten

bleiben, wenn das Gebilde seine Lage (nicht aber seine Gestalt) andert.

Derartige GroBen sind: Bogenlangen, Kriimmungsradien, Torsionsradien,
Winkei der Tangente gegen eine feste Kurventangente, die man als

?,naturliche Koordinaten&quot; benutzen kann; die Gleicliungen zwischen

diesen GroBen hat W. Whewell 232
) , ?

intrinsic equations^ (esoterische^ oder

natiTrliche Gleichungen) genannt. In der Ebene sind die Kurven-

glejchungen in natiirlichen Koordinaten Different!algleiebungen 3. Ord-

uung, welche die dreigliedrige Gruppe der Euklidischen Bewegungen

gestatten?
und deren Integralkurven demnach alle kongruent sind; die

naturlichen Koordinaten sind ihrerseits Differentialinvarianten jener

Gruppe. Zo diesem Gebiete gehoren namentlich die Untersuchuugen
von E. Gesaro\ welcher die infiniteshnalen Beziehungen der Kurven

und Flachen durch Voranstellung und systematische Anwendung der

obigen invarianten GroBen darlegt. Einen zusammenfassenden Bericht

iiber die Lehre von den naturlichen Koordinaten lieferte

231) Hinsiclitlich einer Systematisierting aller Theoreme der ebenen und

spharischen Trigonoinotrie durch Voranstellung des invariantentlieoretischen &amp;lt;_le-

sichtspunktes Terweiseu wir auf das Programin von E. Study im Schlufiwort der

Abhaudiung-r Spharische Tiigonometiie, orthogonale Substitutionen und elliptische

Fuuktioneu (Leipzig Abh 33 (1893), p. 81). Fur die spharische Trigonometric,

s. auch: Klein, t)bor die bypergeometrisehe Funktion (autogr. VorL), Gottingen

1894, insl&amp;gt;. U A, Kap. 2. Eine auf der neueren Resultantentheorie beruhende

elementare Uuterguchung der Idcntitaten, die zwischou den linken Seiten der

Formeln der ebenen und spharischen Trigonometrie bestehen, gibt W. Franz

Meyer, Deutsche Math.-Ver. Jahresber. 7 (1899), p 147, ausfuhrlicher J. f. Math.

115 (1899), p. 209.

2H2) On the intrinsic equation of a curve and its application, Cambr

Trans. 8 (184D), p. 659; ebenda 9 (1851), p. 150.

233) Lezioui di geonietria intrinseca, s. Anm. 230). Die friiheren Arbeiten

von Ccsaro sind in Wolffvng* Bericht (s.
Anm. 234)) aufgeziihlt. Vgl. auch:

Sulla geometria intrinseca degli spazi curvi, Napoli Atti (2) 6 (1894).

234) Bibl. math (3) 1 (1900), p. 142. Als Zwischenglieder zwischeu den

gewohnlichen und de naturlichen Koordinaten werden die ,,halbnaturKchen

Koordinaten&quot; betrachtet, weiche Invarianten von Untergmppen der Gruppe der

Euklidischen Bewegungen Bind.



38. Spezielle Ausfuhrungen *ur die metriseke Geometrie. 581

c) Em umfangreiches Programm, welchts die ganze rnetrische

Geoinetrre umfaSt, bat E. Study skizziert und bis zu einem gewissen
Punkte durcbgefuhrt

235
). Als game Bewegwrtgsinvario-nte bezeichnet er

eine ganze allseitig homogene Funktion der Koetfizie&teu iygend welcher

ternarer algebraischer Formen F(x1^xs
u

i u^^), die bei Ausfahraug
einer Bewegung auf die Punkte &amp;lt;# und geraden Lisien (*i der Ebene

sich mit einem von den TransformationskoefSzienten abbangigen Faktor

reproduziert. Die Frage nach alien Funktionen dieser Art, diircb die

sieh die iibrigca rational und ganz ausdnicken inssen, Tafit sicb nicht

allgemein beantworfcen: man kaim aber dem Problem eice spezieliere

und immer noch ziemlich allgemeine Form erteilen, namlich: die Be-

wegungsrnvarianten eines Systems iinearer Formen id. h. einzelner

Punkte und gerader Linien) und die zwigchen ihnen stattfjndenden

Kelationen zu erraitteln. Unter diesen speziellen Bewegui-gsinvananten,
mit deren Hilfe sich die allgememsten symbolisch darstelien lassen,

naben die ,,Hauptirivariaiiten&quot; das grofite Interesse, weil sie bei reelien

Grundforraen allo reelleii InTarianten einbegreiferi. Sie sind ganze
rationale Funktionen gewisser elementarer Hauptmvananten, welche

projektive SimultaninTarianten der vorgelegten Formen und zweier

weiterer, einer linearen und einer quadratiscben. sind^5
),
und deren es

8 Typen niit 32 Relationen zwischen iiinen gibt. Die Gro&en, mit

denen es die Elementciirgeometrie vorzugsweise zu tun hat, sind

absolute Invarianten, d. b Quotienten von diesen Bewegungsinvarianten.

Study zeigt wie sich z. B. die Entfernung zweier Punkte, der kurzeste

Abstand eines Punkt^s von einer Greraden, die goniometvischen Funk

tionen des Wmkels zweier Geraden, die Flache des durch drei Punkte

Oder drei gerade Linien bestinimten Dreiecks uew, durcn Bewegungs
invarianten ausdrflcken lassen. V

T
ermoge dieser Formeln gelien aus

den identischen Relationen zwischen den Bewegungsinvariauten ele-

meritargeometrische Hatze hervor, von denen einige bekaunt und

haufig benutzt, andere aber in den bisherigen Untersuchungen noch

235) tjber 3ewegong8invarianten und elemeutare Oeoinetrie, Leipzig Ber. 48

(1896;, p. 649. Diepe Untersuchnng eratreckt sich auf aile reellen Gruppea, die

zwiechen der G-rappe der Bewegtmgen und der projektiven Gruppe liegeu. Fiir

den
JR.,.

s. Geometrie der Dynamen, 17.

236 Durch diese beiden weiteren Formes werdeu nainlich c-i beider Kreis-

pr.nkte dargeetellt (vgl a. a. 0. p. 663). Aber die luvarianten die&es erweiterteu

Svateras gegenuber der ailgemeinen iTrojektiven Gnippe werden nicht durch die

gewohnliclie Theorie der temaren Formen geiiefert, da dis beiden \veitereu

Formen nicht von einander unabhaugige Koeffizienten haben; eine tbereinstini-

mung mit gewisden Invarianten der gewoiinlichen Theorie besteht bei den

elem^ntaren Bewegungsinvarianten, aber nich bei den zneammengesetzten.

Eneyklop. d. math. TVissensch. Ill 1. 25
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nicht aufgetreten sind. Die Elementargeometrie kann man also als

ein Studium des Modulsystems auftassen, welches von den linken

Seiten jener Identitaten gebildet wird.

80. Spezielie Ausfiihrungen betreffend projektive Geometrie.

Die invariantentheoretisehe Behandlung der projektiven Geometrie

komrnt wesentlich darauf hinaus, die lineare Invariantentheorie der

algebraischen Formen (Nr. 34) an die Spitze zu stellen, und aus den

Relationen zwischen den zugehorigen Invarianten die verschiedenen

projektiv-geometrischen Satze abzuleiten. Obgleiob aber diese In

variantentheorie als selbstandige Disziplin schon weit fortgeschritten

1st, so liegen doch geniigende Untersuchungen iiber eine derartige

vollstandige Systematisierung der projektiven Geometrie bis jetzt

nicht vor.

Ini binaren Gebiet ist das Doppdverhattnis von vier Elementen

die fundamental absolute Invariante der projektiven Geometrie. Es

ist also dieser Richtung alles das zuzuschreiben, was auf ein Icon-

sequentes Operieren mit .Doppelverhaltnissen hinauskommt Jj87

).

E. Study hat diesen Begriff des Doppelverhaltnisses allgemeiner

aufgefalit und eine Reihe von Ausdrucken betrachtet, die er eben-

falls Doppelverhaltnisse nennt 2 8
), und die sich auf raehrere Weisen

auf gewohnlicbo Doppelverhaltnisse eines binaren Gebietes zuriick-

fiihren lassen: jeder von ihnen ist die einfachete absolute Invariante

einer gewissen Transformationsgruppe, welehe ihrerseits durch jenen

Ausdriick definiert ist. Durch derartige Doppelverhaltnisse charak-

terisiert er:

1) Die Figur von vier verschiedenen Punkten auf einer allge-

meinen Flache 2. Ordnung gegeniiber d#n kollinearen automorphen
Transformationen dieser Flache, so lange die Werte der zugehorigen

Doppelverhaltnisse alle endlich sind, d. h. so lange keine zwei der

Punkte auf einer Erzeugenden der Flache liegen
239

).
Beim Kegel

237) Die projektiven nicht bomogenen Koordinaten in den verschiedenen

Grnndformen ereter, zweiter, dritter Stufe sind allerdings Doppelverhaltnisse:

sie hangen aber von den (willkiirlichen) Grundelementen des Koordinaten-

eystems ab.

238) Betrachtungen iiber Doppelverh&ltnisse, Leipzig Her. 48 (1896), p. 199.

239) Die betreftenden Studyschev. Formeln stimmen zum Teil mit denen

therein, die L. Wedekind fiir vier Punkte einer reellen nicht geradlinigen Flache

entwickelt hat (Math. Ann. 9 (1875), p. 209; 17 (1880), p. 1). Der Begriff des

Doppelverhaltnisses von vier Punkten einer Kugel geht ubrigens auf MoUus
zuriick; vgl. die Anm. 72) und 198) erwllhnten Schriften.
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mu6 noch speziell angegeben werden, ob die vier Punkte in einer

Ebene enthalten sind, oder nicht;

2) die Figur von vier Geraden im Raume gegeniiber beliebigen

projektiven Transformationen
,

so lange die Werte der zugehorigen

Grrafimanmchen Doppelverhaltnisse
240

)
alle endlich sind;

3) die Figur von vier Raumpunkten gegeniiber der konformen

Gruppe, so lange die Werte ihrer Abstandsdoppelverhaltnisse alle end

lich sind, d. b. so lange keine zwei von ihnen auf einer Minimal-

geraden liegen;

4) das System von vier Kugeln gegeniiber den L^escben Kugel-

transformationen, so lange die Werte der zugehorigen Doppelverhalt-

nisee alle endlich sind.

40. Spezielles liber geometrische Anwendungen der Theorie

der Blementarteiler. Einzelne Problems aus der projektiven Geo-

metrie haben eine endgultige und vollstandige Losung erst daun er-

halten, als man den invariantentheoretischen Standpunkt berucksich-

tigt und zu ihrer Losung invariantentheoretische Hilfstnittel heran-

gezogen hat. So hat die ,,Theorie der Elemental-teller&quot; ein brauch-

bares Mittel abgegeben, um eine Reihe projektiver Klassifikationen

und Ausartungen zu imtersuchen 241
).

Diese Theorie stammt aus dem Problem her (I B 2, Meyer, Nr. 3):

,;
Zwei quadratische Formen / und 9? von je n Yeranderlichen durch

eine lineare Transformation in eine einfache oder sogenannte katw-

nische Form flberzufuhren.&quot; Dubei ist das Verhalten der Deter-

minante der linearen Verbindung /./*+ f*9 von wesentlicher Bedeutung.
Verschwindet sie nicht identisch und kann sie in n verschiedene

Linearfaktoren zerlegt werden, so .lassen sich beide Forineu gleich-

zeitig als Aggregate von Quadraten unabhangiger linearer Formeu

darstellen 342
); andernfalls muB man eiue Reihe verschiedener Falle

unterscheiden
?
wobei es darauf ankoninit, ob und wie oft ein mehr-

facher Faktor jener Deterniinante gleichzeitig in alien Unterdeter-

minanten jedes einzelnen Grades auftritt (vgl. I B 2, Meyer, Nr. 3;

I G 2 b, Vdhlew, fur n = 4 auch UI C 2, Stoitde, Nr. 73).
-- Die voll

standige Losung dieses Problems gab K. Weierstrafi, nachdem er

240) Ausdehmmgslehre von 1844, 165 = Werke I 1
, p. 271. Man vgl.

auch die Anmerkung von Study in demselben Bande, p. 409.

241} Vgl. die zusammenfassende Darstellung von P. Muth, Theorie und An-

wendung der Elementarteiler, Leipzig 1895.

242 \ A. Cawhy, Sur Tequation a 1 aide de la queile . .
., Exerc. de math. 4

(1829), p. 140 == Oeuvres (2) 9 (Paris 1891), p. 174; C. G. J. Jacobi, J. f. Math.

12 (1834), p. 1 = Werke 3 (Berlin 1884), p. 191.

25*
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ihr sckon vorher nahe gekommen war 243
), in seiner Arbeit: ,,Uber

Scharen bilinearer und quadratischer Forinen&quot;
244

),
und zwar niclit nur

far quadratische, sondern auch fur bilineare Former yon n Verander-

lichen. 1st t.a + pb e*n Linearfaktor der Determinante D des Biischels

hf-^-ptp) und bedeutet Z
(0&amp;gt;0)

den Expononten der hochsten Potenz,,

zu welcher erhoben dieser Faktor in alien Unterdeterminanten p
tan

Grades von D enthalten ist (p
= n, n 1, . .

.,
n h -f- 1), so

sind die Differenzen e =s Z
p

/ aJie pesitiv; setzen wir noch.

so entkalt D die Potenz:

und wenn Xa + ft ft new. die ilbrigen Linearfaktoren von D sind
7
so

ergibt sich:

Jeder einzeliie der Faktoren, in welche I) soeben zerlegt wurde,

heifit ein ,,Elementarteiler&quot; dieser Determinante^ und ist eine (im all-

gemeinen irrationale) Invariante der beiden Formen f, cp. Fiir die

Aquivaienz zweier Formenpaare gegeuiiber linearen Transformationen

ist die tlbereinstimmung der Eiementarteiler der Determinanten ihrer

Biischel die notwendige und binreichende Bedingung. Als kanonische

Formen, auf die sich ein vorgelegtes Formenbiischel in den einzelnen

Fallen reduzieren laBt
?
lassen sich solcbe anfsteilen, deren Koefnzieriten

die in den Elementarteilern anftretenden Koiistanten, also relative

Simultaninvarianten der beiden Formen f und qo sind 245
).

Den geometrischen Inbalt dieser Untersuchung bat C, Segre hervor-

gehoben
246

),
ihdem er zeigte, das alles darauf hinauskommt, wie viele

Formen von verschwindender Determinante nebst Unterdeterminanten

bis zu einem bestimrnten Grade iin Biischel If -f- py enthalten sind,

und was fur
?,Lagen&quot;

sie im Buschel besitzen, d. h. was fur Doppel-

verhaltnisse je zwei derselben mit fund &amp;lt;JP bilden; diese Doppelverbal t-

nisse sind absolute Invarianten, und werden durch Koeffizientenver-

haltnisse der WeiersirafisGhen kanonischen E ormen geliefert.

Eine bemerkenswerte Anwendung dieser Theorie ist die syste-

matische Klassifikation der Linienkomplexe 2. Grades, die F. Klein in

seiner Dissertation 247
) begonnen hat, und die A. Weiler MS} und

243) Berl. Monataber. 1868, p. 208 = Werke 1 (Berlin 1894) p. 233.

244) Ebenda 1868, p. 310 = Werke 2 (Berlin 1895), p. 19.

245) Wegen weiterer Literatur s. I B 2, Meyer, Nr. S.

246) Studio suUe quadriche in uno spazio lineare ad un immero qualunijue
di dimensioni, Torino Mem. (2) 36 (1884).
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C. Segre*
9
) vervollstandigt haben (I B 2, Meyer, Nr. 3; HI C 10,

Waelsch\

Als weitere geometrische Anwendung der Theorie der Elemental1-

teller hat C. Segre die kollinearen Transforinationen eines Bn klassifiziert,

und zwar dureh Betrachtung der beiden bilinearen Formen in Punkt-

und JRR_ 1 -Koordinaten, deren eine die Koilineation analytisch dar-

steUi, wahrend die andere die Bedingung der yereinigten Lage TOD

Punkt und Hn_ l
ausdriickt 250

).
L. Krwiecker und G. Frobenius** 1

}

haben Weierstrap Theorie auf die Untersuchung der linearen Trans-

foruiationen angewandt, welehe eine quadratische, oder auch eine

symmetrische oder alternierende bilineare Form in sich uberfuhren;

die betreffenden Result-ate hat C. Segre fur den Fall der Plucker-

schen J/4
2 der Kaunageraden, also fur die Klassifikation der kolli-

nearen und dualistischen Umformungen einee R3 geometrisch aus-

gewertet
362

).
Die Klassinkation der Flachen 4, Ordnung mit teven-

tuell auch zerfallendem) Doppelkegelschnitt t
x
oder Riickkehrkegelschnitt)

laBt sich ebenfalls auf ein Problem iiber Elementarteiler zuruckfuhren,

insofern diese Flachen als Projektionen des Durchschnittes zweier J/
8

2
?

d. h. des Grundgebildes eines Biischels von 3/s
2 des E4 erhaJten werden:

es kommt folglich nur darauf an, diese Buschel zu klassifizieren,

und auch das hat C. Segre auseinandergesetzt
253

).
Fallt der Doppel

kegelschnitt der Flache mit dem Kugelkreise zusammen, so heiflt die

Flache eine ,,Cyklide
;&amp;lt;

. Die Cykliden hat G. Loria*} als Durch-

schnitte eines quadratisehen Kugeikomplexes mit dem ebenfalls quad-

ratischen Komplexe der Nullkugeln (d. h. der Kugeln von verschwin-

247) tjber die Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades

7,wi8cb.en Liuienkoordinaten auf eine kanonische Form, Biss. Bonn 1868: ab-

gedruckt in Math. Ann. 23 (1884), p. 539.

248
&amp;gt;

frbfir die versehiedenen Gattungen der Komplexe 2. Grades.. Math.

Ann. 7 (1874), p. 145.

249) Sulla geometria della retta e delle eue serie quadratiche, Torino Mem.

(2) 36 (1884).

250) Sulla teoria e sulla classificazicne delie omografie in uno spazio lineare

ad un numero qualunque di diuiensioni, Roma Lincei Mem. (a) 19 (1884). S.

auch A. B, Coble, Amer. J. 27 (1905), p. 25.

251) Ygl. die I B 2, p. 33233 angefOhrte Literatur.

252) Ricerche sulle omografie e sulle correlazioni irx generale . . , Torino

Mem. (2) 37 (1885;.

253) Etude des differentee surfaces chi 4me ordre a conique double ou

cuspidale . . .
,
Math. Ann. 24 (1884), p. 313.

254) Bicerche intorno alia georaetria della efera . . .
, Torino Mein. (2)

86 (188*). S, die Benutzung dieser Theorie fur die Zwecke der luathematischen

Physik bei M. Bocher, Die ReilienentwickluDgen der Potentialtheorie ^Leipzig 1894).
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dendem Radius) betrachtet, wodurch die Theorie der Elementarteiler

auf erne vollstandige Klassifikation der Cykliden gegeniiber der Gruppe
der reziproken Radien anwendbar wurde. Diese Klassinkation urnfaBt

auch die Cykliden 3. Ordnung (d. h. die Flaehen 3. Ordnung, die

durch den Kugelkreis einfach hindurchgehen). Fragen der Art waren

an sich nicbt neu, wurden aber erst durch die Theorie der Elemen

tarteiler vollstandig beantwortet.

41. Ausfuhrungen. betreffend die projektive Geometrie einer

quadratischen Mannigfaltigkeit von nicht verschwindender Deter-

minante. Fur die analytische Behandlung dieser Geometrie hat

E. Study die zugehorige Invariantentheorie eutwickelt 855
).

Im System
von beliebig vielen linearen Formen eines Gebietes (n l)

ter Stufe gibfc

es, sobald w
J&amp;gt;

3 ist, zwei Typen irreduzibier ganzer Invarianten

der projektiven Gruppe einer Ml-z: eine symmetrisehe von je zwei

Formen und eine alternierende von je n Formen. Zwischen diesen

Invarianten bestehen Relationen, die Study auf zwei Typen zuriick-

fiihrt. Fur die Behandlung algebraisch-geometrischer Aufgaben mit

Hilfe der Invarianten dieser Gruppe liegen Ansatze vor; z. B. lassen

sich alle Linienkomplexe im Raume bestimraen, die von einem quad
ratischen Limenkomplexe rational abhangen and mit ihm invariant

verkniipft sind, und eberiso die kovarianten Kugelkoniplexe eines

quadratischen Kugelkomplexes.

42. Geometrie der reziproken Badien. Apollonisclies Problem.

Die 6-gliedrige Gnippe der reziproken Radien in der Ebene ist nar.h

Nr. 80^ d) mit der projektiven Gruppe einer allgemeinen Flache 2. Grades

(d. h. mit der in voriger Nr. betrachteten Gruppe, fiir n 4) gleich-

bedeutend. Zu dieser Gruppe gehort das
;,Apollonische Problem&quot;:

;,Einen Kreis zu bestirnmen, der drei gegebene Kreise berfihrt&quot;, fiir

welches E. Study eine Losung gegeben hat, die nur invarianten-

theoretische Hilfsmittel benutzt, so dafi aile vermoge Transformationen

dieser Gruppe aquivalenten Aufgaben gleichzeitig erledigt werden 256
).

Algebraisch kann das Problem in folgender Weise formuliert

werden :

Vorgelcgt sind die Gleichungen dreier Krdse
&amp;lt;&i(x)

=
(in tetra-

cyklischen, einer quadratischen Relation geniigenden Koordinaten).

255) t^ber die Invarianten der projektiven Gruppe einer quadratisclien

Mannigfaltigkeit von nicht verschwindender Diskriminante, Leipz. Ber. 49 (1897),

p. 443.

256) Das Apollonische Problem, Math. Ann. 49 (1897), p. 497,
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Gesuekt ist elne irrationals Kovariante der linearen Fonnen #,-(#),

deren rerschiedene Werte, gleich Null gesetzt, die Berithrungskreise

einzeln darstelkn 2i57

).

Die konstruHive Losung ist (bei reellen Figuren ) den Mascheroni-

scheu Koustruktionen a5
*) insofern verwandt, als ausschlieBlich Kreise

zur Verweudung kommeu. Sie unterscheidet sich aber von diesen

Konstruktionen wesentlich dadurch, dafi der Mittelpunkt eines Kreises,

als nicht- in variant mit dein Kreis verbunden, nicht benutzt werden

darf. Statt des Zirkels ist also ein anderes Hilfsmittel, das biegsame

Kreislineal, zu verwenden.

AnBerdem anterscheidet titutly zwischen linearen und quadratischen

Konstruktionen.

Die linearen Konstruktiouen beruhen auf folgende Postuiaten:

1) Man kann drei vorgelegte Punkte durch einen Kreis verbinden.

2) Wenn zwei Kreise sich in einern bekannten Punkte schneiden,

so ist auch der andere Schnittpunkt dieser Kreise rational bekannt.

Mit diesen Hilfsmitteln laBt sich z. B. die Aufgabe losen, die

Inversion zu konstruieren, die zu einein durch drei seiner Punkte be-

stimmten Kreise gehort. Ebenso kann man zwei Kreise durch ein

Biiscbel verbinden, wenn diese Kreise durch die zugehorigen Inver-

sionen gegeben sind, unabhaugig davon, ob diese Kreise reelle Schnitt-

punkte haben oder nicht.

Die quadratisehen Aufgaben kommen darauf hinaus, zwei Kreise

niiteinander zum Durchschnitt zu bringen; diese Aufgabe lafit sich

durch lineare Konstruktionen auf den Fall zuruckfiihren, die Schnitt-

punkte zweier orthogonaler Kreise zu finden, von denen der eine

punktweise bekannt ist. Das ist Equivalent mit der Forderung, die

Doppelelemente einer Involution auf einem punktweise bekannten

Kreise au bestimmen.

Als Aufgabe der konstruierenden Geometrie lautet dann das

Apollonische Problem wie folgt: Gegeben sind drei Kreise (durch die

mit ihnen verbundecen Inversionen). Man soil durch lineare und mog
licJist trtnige quadratische Konstruktionen die Kreise finden, die diese

drei Kreise beriihren.

257) Ebenso werden z. B. die Isogonalkreise von vier linear-unabhangigen
Kreisen durch Nullsetzen der verechiedenen Werte einer irrationalen Kovariante

dargestellt.

258) Z. Mascher&ni, La geometria del compaaso, Pavia 1797; neue Aufl.

durch O. Fazzari, Palermo 1903. Deutsche Ansgabe durch Guson, Berlin 1825.
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Naeh einer Reihe von Vorbereitungen wird die algebraische Auf-

crabe a, a. 0. 3 4, die konstrukfcive 1718 gelost. Ohne

Anderung der Formeln oder der Konstruktionen wird dadurch auch

das Apollonische Problem fiiir Kreise auf einer Kugelflache gelost:

und Gleiclies gilt fur die etwas umfassendere Aufgabe: ^Die ebenen

Schnitte einer reeUen nicht geradlinigen Flache 2. Grades zu finden^

die drei gegebene ebene Schnitte beriihren&quot;;
der Begriff der Ortho-

gonalitat ist dabei durch den des Konjugiertseiiis in bezug auf diese

Flacne zu ersetzen.

(Abgesciilossen im Juli 1907.)
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Abklirzungen.
Von folgenden Bezeichnungen ist vielfacb Gebratrch gemacbt worden. Ee

bedeuten
C*- -

&quot;&amp;gt;

c
i FH . . ., n

einen Kegelschnitt, resp. eine ebene oder riiuinlicbe Kurre n*or Ordnung, sowie eine

Flacbe zweiter resp.
*&quot;*

Ordnung. Insbesondere sollen

einen Kegel zweiter Ordnung, ein Ellipsoid, ein Hyperboloid, ein Paraboloid und

eine Regelscbar darstelleu.

Durch

^ c, a, 3,

wird eine Projektivitat, eine Kollineation
,

eine Reziprozitat (Korrelation), eine

Involution, eowie allgemein eine Yerwandtecbaft bezeichnet.

Punktc und Geraden werden durch grofie reap, kleinc lateinische Bucb-

staben bezeicbnet, Ebenen durch kleine griecbische.

A. Historische Einleitung
1

).

1. Die Zentralprojektion. Die Entstehung der projektiven Denk-

weise hat sich an die LeLre von der Ferspektive angescnlossen. Nach-

dem H. Lambert und G. Mange aus der praktischea Kunst der Per-

1) Hierzu vergleiche besonders den iwsfiilirlicben Bericht von E. Kotter.

26*
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spektive die Wissenscbaft der darstellenden Geometric gescbaffen batten

(E. Papperite, III AB 6), war der Gedanke, das Studium der Projektions-

methoden zum Selbstzweck zu erheben, fast unmittelbar gegeben.
Die tatsachlicbe Benutzung der Zentralprojektion fur Beweise ebener

Satze reicbt freilicb erbeblicb weiter zurtick. Bereits B. Pascal bat

seinen Secbsecksatz dadurcb gewonnen, daB er den c
2 als Projektion

ernes Kreises betracbtete. (Naberes bei F. Dingeldey, III C 1, Nr. 18.)

Von erbeblicbem EinfluB auf die projektiven Yorstellungen war

die Einfuhrung der unendlicli fcrnen Punkte. DaB parallelen Geraden

bei der Zentralprojektion Geraden durcb eineu Punkt (Fl/uchtpunkt) ent-

sprechen, lebrte scbon G. Ubaldi um 1600; docb bat erst G. Desargues

40 Jahr spater parallele Geraden als Geraden dnrch einen unendlicli

fernen Punkt aufzufassen gelebrt. Die Fluclitlinie einer Ebene, als

Ort aller Flucbtpunkte, erscbeint zuerst bei JS. Taylor und J. H.

Lambert nm 1750 2

).
Alsbald entstand das inethodische Bemiiben

7
zur

Vereinfachung der Beweise die Figuren so in eine andere Ebene zu

projizieren, daB gewisse Elemente ins Unendlicbe riickten oder eine

spezielle Form erhielten. Wesentlich waren folgende Metboden im

Gebraucb 3

).
Es wird ein Punkt P in einen P^ ?

oder eine Gerade g
in die g^ resp. ein Viereck in ein Parallelogramm projiziert; es wird

eine# in^die gM und zugleich ein c% in einen Kreis projiziert; es werden

zwei cs in zwei Kreise, oder endlicb ein c
2 in einen Kreis und ein

Punkt P in dessen Mittelpunkt projiziert
4
). Allerdinga gingen diese

Metboden ursprilnglicb nicht iiber den Charakter von Kunstgriffen

hinaus; ihre Umgestaltung zu einer allgerneinen projektiven Denk-

weise erfolgt erst durcb 7. V. Poncelet*).

2) Dieee Zitate entnehme ich Chr. Wieners Lehrbuch der darstellenden

Geometrie (Leipzig 1884), das im Bd. I eine sehr ausfiihrliche liistoriscbe Ein-

leitung enthalt.

3) Mit diesen Methoden hat z. B. Ferriot den sogenannten Vierecfcssatz fur

den c, (Nr. 2) bewiesen, Gergonne Ann. 3 (1812), p. 166, und C. J. Brianchon den

gogenannten Desarguesschev Involutionssatz (Nr. 2 und 13), Mem. sur les lignea

du second ordre, Paris 1817, p. 13; vgl. auch noch 0. Schlomttch und F. Schur,

Zeitschr. Math. Phys. 89 (1894), p. 117 u. 245, 247. Ubrigens war die bewufite

Idee der gx damals noch nicht vorhanden, vgl. Anm. 23,

4) Auch die Methode der stereographischen Projektion wurde zu analogen
Zwecken vielfach benutzt, inabesondere durch M. CJiasles, der die Methode zu

gleich auf eine beliebige JP8 ausdehnfce; Corr. sur 1 ec. polyt. 3 (1814), p. 11.

Ubrigens handelte es sich hier um ftbertoragung von Satzen aus der Ebene

(Taktionsproblem) auf die Fs
. Vgl. auch noch G. Catalan in Journ. de math.

19 (1864), p. 132.

5) Die Zusammenstellung dieser Methoden und ihre einheitliche Begriindung
fmdet man im Traite 99 ff. Im 121 gibt Poncelet auch den Ort aller Punkte
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2. Carnots Theorie der Transversalen. L. N. M. Carnot ging
von der Frage aus, welcbe Vorzeichenanderungen meirische Reiationen

erleiden, falls die in sie eingehenden Punkte, Geraden usw. unter

Wabrung gewisser allgemeiner Bedingungen ihre Lage andern 6
).

Er

betrachtet alle durcb kontinuierliclie Anderung entstebenden Figuren
als vom gleichen Typus (figures correlatives)

1

)
und nutzt diese Auf-

fa-ssung so aus
;

dafi er eine moglicbst einfacbe Figur als &quot;Ausgangs-

objekt wablt und an sie seine Scblusse anknupft, wabrend man vor

ibm fur jede Figurenart eine besondere Betracbtung fiir erforderlicb

bielt. Durcb die Tendenz, in der veranderlicben Figur das konstante

Gesetz zu sucben, bat Carnot ebenfalls zur Vorbereitung der modernen

Denkweise b eigetragen
8
)

.

Die Metboden der Transversalen und ibre von der zufalligen

Figur unabbangigen Relatioaen baben lange Zeit das geometriscbe

Studium beeinfluBt. Die wicbtigste dieser Reiationen bildet der fol-

gende Satz: Wird ein ebenes oder raumliches Polygon ABC . . . N
von einer Geraden resp. Ebene in A I? . . . N9

geschnitten, so ist immer

AA .BB- . . . NN == BA . CK &amp;gt;

. . . AN .

Ein analoger Satz gilt fiir den Scbnitt mit beliebig vielen Trans

versalen, sowie fur den Scbnitt eines Polygons mit einer Kurve cM .

9
)

von denen aus sich zwei Cj in zwei Kreise projizieren lassen. Er fugt in 131

hinzn, daB man zwei c
2 ,

die eine doppelte Beriihrung haben, in zwei konzen-

triache Kreise projizieren kann. VgL auch Chasles, Traite des sections coniques,

Paris 1865, p. 194.

6) Den auBeren AnlaB hierzu bildete seine Abneigung gegen die negativen

Zahlen, die er grundsatzlich verwarf, und von denen er behauptete, dafi ihr Ge-

brauch zu Fehlschlussen fuhre; vgl. De la correlation, p. 2 u. 38 und Geome&quot;trie

de position, p. II. Widerlegungen von Carnota Bedenken gaben in neuerer Zeit

noch A. Tcrquem, Nouv. Ann. de math. (2} 7 (1868), p. 437; A. CayUy und J. J.

Sylvester, Mess of math. (2) 14 (1885), p. 92 u. 113 (Cayley, Collected papers 12, p. 305).

7) Als einfachsten Fall der figures correlatives nennt er die ahnlich veran-

derlichen Figuren, De la Correlation, p. 37. Das Wort Correlation bedeutet die

Beziehung beliebiger Figuren auf eine spezielle, deren Eigenschafben man

kennt, p. 1.

8) Auf inn geht auch die Einfiihrung des vollstandigen -Ecks und w-Seits

auruck.

9) Carnot beweist die Satze trigonometrisch fur das Dreieck und verallge-

meinert sie dann durch den SchluB von n auf n -j- 1- ^gl- De la correlation,

p. 118, 162, 291, 297, 437. Verallgemeinerungen der Carwotechen Satze gab
A. Terquem, Nouv. Ann. 10 (1851), p. 100. Eiuen Spezialfall des letztgenannten

Satzes kannte schon J. Newton fiir die c8 .

Das Carnotsche Theorem kann als Spezialfall des Abelschen aufgefaSt

werden, fur den Fall, daB die cn in lauter Geraden zerfallt. Vgl. Clebsch-Linde-

wann, Vorlesuugen iiber Geometric 2. Leipzig 1876, p. 754 u. 830.
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Hondeit es sick z. B. um den Schnitt eiuer a, mifc einem Dreieck

ABC* und liegen auf den Seiten AB, 13 C, CA die Schnittpunkte

PPP&quot;
y qqq&quot;, EE K ,

so ist

# ? &amp;lt;?j ^Vj^iL^KL ? ~ 1

CQ~-CQ
f

CQ
r AE AK Alt

:

Diese Siitze sind von den Geometern im Anfang des 19. Jahrhunderts

vorwiegend benutzt worden, besonders auch zur Ableitung solcher

Satze, die man spater auf Grund der projektiven Methoden ableitete 10
)

M. Chasles 11
) gab mit ihrer Hilfe die erste geometrische Ableitung

der beiden (reradenseharen eines J/a ,
Carnot und J&quot;. V. Poncelet 1

*) be-

nutzten sie zum Beweis des Pascalschen Satzes, C. J. Brianchon 1

*)

griindete auf sie die Koiistruktion eines c.2
aus fiinf Punkten resp.

l^angenten, vor allem aber leitete man deu sogenannten Desarguesschen

Involufcionsffatz (Nr. 13), d. h. den Safcz, dafi ein Viereck und ein ihm

umgeschriebener c% auf jeder Greraden eine Involution bestimiuen, aowie

don allgemeinen Viereckssatz ain c2 ,
der die von vier Punkten und

ihren Tangenten gebildeten Vierecke und ihre gemeinsame Diagonal-

figur betrifft, und damit die Polaritat aus ihnen ab u
).

Poncelet 1

*) be-

nutzte sie sogar bereits zur Konstruktion der cs aus gegebenen Punkten;
in neuerer Zeit hat insbesondere P. Serret 1

*) die Transversalentheorie

zur Aufstellung von Schnittpunktsatzen liber algebraische Gebilde ver-

wertet.

Theoretische Verallgemeinerungen der Carnotschen Satze sind in

neuerer Zeit mebrfach gegeben worden. A. Gob 11
} bat den Satz, der

ein Dreieck und eine cn betrifft, auf eine Kurve wter Klasse dualisiert,

und C. A. Laisant 18
) bat sich die Frage gestellt, unter welchen Be-

10) Eine Ableitung der Transversalensatze auf Grund projektiver Tatsachen

findet sich bei A. Jacobi, J. f Math. 31 (1846). p. 53.

11) Corr. sur Tec. polyt. 2 (1812), p. 440 u 466.

12) Trftite 2, 148.

15) Mdm. sur les Iignes du second ordre, Paris 1817.

14) Vgl. besonders deu Bericlit von E. Kotter, p. 23 u. 49.

16) Die erste Mitteilung findet sich in der Corr. Quetelet 7 (1832), p. 79.

Seine Schriffc: Analyse des transrersales appliquee aux courbes et eurfaces alg^-

briques enthalt eine eingehende Theorie der cs auf Grund der Transversalen-

satze; vgl. den Trait^ 2, p. 122ff.

16) Vgl. besonders Geomdtrie de direction, Paris 1869, ferner z. B. Paris C. R.

82 (1876), p. 270. Jedes windscMefe Zehneck, doesen Seiten sich auf einer Ebene

schnelden, ist in eine JF2 einschreibbar usw.

17) Assoc. Fran9. Besa^on 22 (1893), p. 258. Vgl. auch A. Cazamian in

Nouv. Ann. (3) 14 (1895), p. 30; F. Ferrari, ebenda, p. 41.

18) Nouv. Ann. (3) 9 (1890), p. 5.
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dingungen man die Carwotechen Satze umkehren, d. h. aus der Schnitt-

punktsrelation, wenn sie fur jedes Polygon existiert, auf die Existenz

der cn schlieBen kann. Dies ist nur der Fall, wenn die Zahl der

Polygonschnittpunkte die Zahl der Punkte, die die cn bestimmen, um
eine Einheit ubersteigt, was nur fiir n = 1 und n = 2 der Fall ist.

Analoges gilt im Ratrm fiir Flachen; hier ist auBer == 1 und n= 2

anch n = 6 ein moglicher Wert 19
).

3. Das Prinsip der Kontinuitat. Die Vervollkommnung, die

die analytische Geometric durch G. Monge erfahren hatte, stellte die

Geometer vor die Aufgabe, ibren Begriffen dieselbe Allgemeinbeit zu

geben, die die analytische Metbode durch die Unbestimmtheit der

Koeffizienten erreicht. Dieser Forderung hat in allgemeinster Weise

J. V. Poncelet durch das Prinsip der Kontinuitat entsprochen, das die

Resultate yon der zufaliigen Anlage der Figur unabhangig erklart,

und in dem SpesialfaU attgemeinen Chardkters den sureichenden Ver-

treter des attgemeinen Falles sieht 30
).

Fiir den % hatte ubrigens

schon G. Desargues den Ubergang von der alten zur modernen Denk-

weise vollzogen, indem er Kreis. Ellipse, Hyperbel, Parabel und da8

System zweier Geraden als Arten derselben Kurvengattung (des

Schnitts einer Ebene xnit einem Kreiskegel) betrachtete. Die analoge

allgemeine Auffassung durchzieht Newtons Theorie der ebenen cs
21
);

endlich sollen ja auch L. N. M. Carnots korrelative Figuren durch

kontinuierliche Anderung ineinander iibergehen konnen 22
).

Erst Poncelet

hat aber diese Auffassung zu einem grundlegenden Prinzip erhoben

und davon umfassende und systematische Anwendung gemacht. Jetzt

liegt das Prinzip der Kontinuitat dem gesamten geometrischen Denken

zugrunde.

Erstens soil das Prinzip, wie schon bei Desargues, die Einheit-

lichkeit der durch Schneiden und Projizieren entstehenden Figuren-

arten ausdriicken; es fiihrt so zur Konzeption der unendlich fernen

Geraden und der unendlich fernen Ebene 28
).

Es soil zweitens die

19) Die zugehSrigen Polygone sind Vierecke, Punfecke und Vierzehnecke.

20) Vgl. besonders den Traite*, 111, 135139, 406, 407, 638 sowie Vor-

rede, p. XII ff.

21) Enumeratio linearum tertii ordinis, London 1706.

22) De la correlation, p. 6 u. 37.

23) Traite
,

96 u. 580. tJbrigens waren die Analytiker mit der Hinzu-

rechnnng der ,,unendlichen Wurzeln&quot; einer Gleichung und mit der Idee der g^
keineswegs yoiangegangen; so beruft sicb z. B. Gergonne in seinen Annalen 17

(1827), p. 216 ausdrficklich auf Poncelet. Vgl. aucb Plucker, Journ. f. Math. 5

(1829), p. 8 (Gea. Abhandlungen 1, p. 131). Die strengere Auffassung, dafi die
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voile Gleichwertigkeit und Einlieitlichkeit aller Gebilde aussprechen,

die unter Wahrung gewisser allgeineiner, ihre Natur und ihre Eigen-
scliaften hetreffenden Bedingungen, durch hontinuierliche Deformation

auseinander hervorgehen; so benutzfc es z. B. zur Ableitung der Schnitt-

punktssatze einer cn und cm den speziellen Fall von resp. m und n Ge-

raden 24
).

Drittens aber und hauptsachlich sollte es die Allgeineingultig-

keit der geometrischen Itesultate nnd Methoden auch auf die Falle aus-

dehnen, in denen die analytische Darstellung auf imaginare Grofien fuhrt.

Dies geschieht zunachst so, da-fi Poncekt das Prinzip auf solche Falle

beschrankt, in denen sich das Endresultat an reelle Gebilde kniipft,

wahrend das Imaginare nur in die Defiuitionen oder Beweise eingeht,

und er erreicht dies, indem er die am Imaginaren haftende Definition

dieser Gebilde an solche reellen Eigenscbaften kniipft, die beim kon-

tinuierlichen Ubergarig vom reellen zum imaginaren invariant bleiben

(vgl. Nr. 19). Die konsequente Anwendung des Prinzips ftihrt jedoch viel-

fach iiber diese Falle hinaus. Poneelet operiert sogar mit imaginaren

Projektionsmethoden, indem er 627 die sich schneiden, als Projektionen

solcher betrachtet, die sich nicht schneiden, und auch bier verfolgt,

was beim tJbergang vom Schneiden zuin Nichtschneiden ungeandert

bleibt. Er gelangt so insbesondere zu den beiden unendlich fernen

imaginaren Kreispunkten, die alsbald fur das gesamte geometrische

De^nken eine fundamentale Bedeutung gewannen, wenn auch ihre voile

Tragweite erst spater auf Grand ihrer analytisch-metrischen Natur

zum BewuBtsein gelangte
25

).
Er fiihrt sie als die Punkte ein, durch

Zulasaigkeit der unendlich fernen Elemente zu erweiaen ist, und daB der Beweia

darauf beiuht, da6 sie den fundamentalen Sohnittpunktsaxiomen genugen, ge-

liort erst einer weit spateren Zeit an. Sie ist im wesentlicben scbon bei (f. K.

Oh. v. Staudtf Geometric der Lage, p. 23 vorhanden.

Durch die Adjunktion der uneigentlichen Elemente wird die projektive

Ebene eine eimeitige Flache (Dehn-Heetjard III AB 3, Nr. 2), worauf L. Schldfli

in einem an F. Klein gerichteten Brief hinwies, Math. Ann. 7 (1874), p. 560.

Eine ganz im Endlicheii enthalteiie der projektiven Ebene gestaitlich gleichartige

Flache gab W. Boy an, Dissertation G6ttingen 1901 (Modell erschienen bei

M. Schilling, Halle a/S.).

Ihnliches gilt fiir jeden projektiven Eaum; er stellt stets ein Gebilde von

speziellem Zusauimenhang dar; vgl. Enriques HI AB 1, Nr. 36 ff.

24) Trait^, 538 n. 598; vgl. auch 639. Naheres iiber die Verwendung
des Kontimritatsprinzips fur analoge Schnittpuuktsatze bei Zeuihen III C 3, Nr. 5.

25) Poncelet operiert zwar meist nur mit den beiden imaginaren unendlich

fernen Punkten, die zwei Kreise gemein haben, hat aber die daraus fliefiende

Folgemng, dafi alle Kreise einer Ebene durch dieselben zwei imaginaren Punkte

gehen, an einer Stelle bestimmt auagesprochen. ,,Des cercles plac^es arbitraire-

ment BUT un plan ne sont done tout a fait ind^pendauts entre eux, comme on
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die alle Kreise gehen, erkennt konzentrische Kreise als solche, die in

ihnen eine doppelte Beriihrung haben, erkennt, dafi alle c
g ,

die einen

Brennpunkt gemein haben, zwei sich in ihm sckneidende gemeinsame

Tangenten besitzen, entdeckt den Kugelkreis (Nr. 4) und seine Be-

deutung als gemeinsame Beriihrungskurve fQr konzentrische Kugeln,

iibertragt die Satze fiber Kugeln auf beliebige Fif deren Schnittkurve

in zwei cs zerfaDt, gelangt zu dem Resultat, dafi es sogar sechs

Scharen von Kreisschnitten eirier F gibt, von denen jedoch nur zwei

reell sind, erhebt sich zu der Vorstellung, dafi jede F% zwei Scharen

geradliniger Erzeugungslinien enthalt, usw. usw.36
).

B. Allgemeine Begriffe und Methoden.

4. Die Begriindung der projektiven Denkweise durch Poncelet.

Die Wisseuschaft der projektiven Geometric erstand, als J. V. Poncelet

seinen Traite des proprietes projectives des figures veroffentliehte 27
).

In erster Linie sollte er freilich dem Zweck dienen, auf Gmnd des

Prinzips der Kontinuitat die Satze iiber die c
g
und F

3
durch Projektions-

methoden auf Satze iiber Kreise und Kugeln zuruckzufiihren. Sein

tieferer Gehalt, seine Bedeutung fur die moderne Denkweise liegt

aber darin, da6 an seiner Spitze die auch heute noch grundlegende

Frage nach alien denjenigen Eigenschaften geometrischer Gebilde steht,

die bei Zentralprojektion erhalten bleiben. Ale solche erkannte Poncelet

nicht blofi diejenigen der Lage (deskriptive Eigenschaften), sondern

auch Eigenschaften metrischer Natur 28
).

Er gibt als allgemeinste

metrische Funktion projektiven Charakters einen Quotienten an, dessen

Zahler und Nenner aus Produkten einzelner Strecken besteht, die

pourrait le croire au premier abord; ils ont idealement deux points imaginaires

communs a 1 infini . . . Traite 94. Vgl. auch die Erganzungen von O. Ludurig.

26) Vgl. besonders Trait^, 53, 77, 92, 95, 238, 453, 594, 619, 630 usw.

Zu den Kreisschuitten gelaugt Poncelet, indem er die Schnittkurve der unendlich

femen Ebene e^ mit JPS und der Kugel betrachtet und den Satz benutzt, dafi

fur jede gemeinsame Sehne dieser beiden c
t alle durch sie kindurchgehenden

Ebenen die Kugel und die Fs in ahnlichen Kurven schneiden; a. a. 0. 619.

Die Existenz des Kugelkreiees erscheint ale gelegentliches Resultat in 630.

27) Die Ideen, die in ihm niedergelegt sind, stammen bekanntlich aus dem
Jahre 1813, aus der Zeit, in der Poncelet Kriegsgefangener in Bufiland war. ,,Cet

ouvrage est le resultat des recherches que j ai entreprises, des le printemps de

1813, dans les prisons de la Russiek * heifit es in den ersten Worten der Vorrede.

28) Die Unterscheidung metrischer und deskriptiver Eigenschaften war im

Anfang des 19. Jahrhunderts allgemein iiblich. Man verlangte sogar schon, dafi

der Teil der Geometric, der vom metrischen unabhaagig ist, aus reiuen Lage-

beziehungen zu begrunden sei, vgl. z. B. Gergontie in seinen Aunalen 16 (1826),

p. 209.
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folgendermaBen formal bestimmt sind. Im Zahler und Nenner inuB

jeder Streckenendpunkt gleich oft auftreten, und jeder Strecke des

Zahlers muB eine auf derselben Geraden liegende Strecke des Nenners

entspreclien und umgekehrt
29

).
Aus diesem umfassenden Theorem

folgt der projektive Charakter fur harmonische Punkte und das

Doppelverbaltnis
80

)7
fur die Gleichungen der Involution und ihr Auf-

treten am Viereck und dem ihm umgeschriebenen c
2 ,

fur die Satze

der Transversalentbeorie, fiir die Eigenschaften der Polaritat usw. usw.

Bin weiterer Erfolg Poncelefa war die Eirifiihrung und Diskussion

der perspektiven Lage fiir inzidente ebene resp. raumliche Systeme

(Nr. 11); er erbielt sie durch Verallgemeinerung der ahnlichen Lage
von Kreisen und Kugeln, bei denen er im Ahnlichkeitspunkt das

Perspektivitatszentrum und in der gM resp. x die Achse und Ebene

der Perspektivitat erkannte. Er gelangt so zur allgemeinen Auf-

fassung zweier c
2
derselben Ebene als perspektiver Gebilde, so daB

ein Schnittpunkt zweier gemeinsamen Tarigenten das Zentrum und

eine gemeinsame Sebne die Achse der Perspektivitat ist
81
), und

schliefit daran die Erkenntnis, daB alle &amp;lt;?

2
mit gemeinsamem Brenn-

punkt zwei gemeinsame imaginare Tangenten besitzen 82
).

Er gelangt

endlich aucb zur Reliefperspektive, erkennt, dafi man jede jP2 als

reliefperspektives Bild einer Kugel auffassen kann, erbalt daraus

wieder Satze fiber jP
2 mit gemeinsamem C2 , gewinnt aus dem Satz,

daB zwei perspektiv liegende F2 die Ebene der Perspektivitat in dem-

selben c2 schneiden, die Idee des Kugelkreises
33

), folgert daraus wieder,

daB alle iihnlichen und ahnlicb gelegenen F2
als Reliefprojektionen

von Kugeln betrachtet werden konnen, usw. usw. (Vgl. aucb Nr. 3.)

5. Polaritat, Reziprozitat und Dualitat. Soweit die Polaritat 84
)

am Cj die harmoniscben Beziebungen und die Tangenten umfaBt,

29) Vgl. 10 ff., besonders 20.

30) Beispiele fiir metrische Beziehungen von n Punkten gibt A. Terquem,

Nonv. Ann. 6 (1847), p. 68.

31) Vgl. Trait^, 290 ff. Insbesondere hat er auch die in Nr. 8 genannten
Satze fiber ct mit gemeinsamem Brennpunkt in der Weise abgeleitet, dafi er sie

ale c, in perspektiver Lage mit dem Brennpunkt als Perspektivitatszentrum

deutete. In welch er Weise man Ecken und Seiten des beiden c, gemeinsamen
Vierecks und Vierseits als Achee und Zentrum wahlen kann, hat Em. Weyr er-

ortert, Wien Ber. 57 (1868), p. 449. Die obigen Methoden er5rtert auch

A, Larmor, Quart. Journ. 21 (1886), p. 389.

32) Vgl. auch M. Chasles, Con. Quetelet 5 (1829), p. 18.

33) Traite 593 und 630 ff.

84) Der Name
,,Pol&quot; stammt von Servois, ,,Polare

u von J. D. G&rgonne, vgl.

Oerg. Ann. 1 (1810), p. 337 u. 3 (1812), p. 287.
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wurde sie bereits von Ph. de la Hire erkannt, der sie aus den ana-

logen, schon den Griechen gelaufigen Kreissatzen durch Projektion

ableitete
85

).
Die Vierecksatze (Nr. 2) gab in vollstandiger Form zu-

erst C. Mac Laurin**). Noch im Beginn des neunzehnten Jahrhunderts

stand die Ableitung der Polareigenschaften der c
s
im Vordergrund des

Interesses; bald ist es der Pascalsche Satz, bald die Transversalen-

theorie, bald der Yierecksatz, bald die Involution, die den Ausgangs-

punkt bildet.

Die Polareigenschaften der F
2 gehen auf G. Mon^e*

1

} zuriick, der

sie analytisch ableitete und in seinen Vorlesungen an der Ecole poly-

tecbnique zuerst vortrug. Eine erste geometrische Ableitung, die die

Polaritat beziiglich der C2 und sonst nur die voile Figur der perspektiven

Dreiecke im Raum benutzt, stammt von C. J. Brianchon 3
*}; auf ihn geht

auch die Erkenntnis zuruck, dafi man die Polaritat zur Ubertragung
von Lehrsatzen benutzen kann 89

).
Auf diese Weise hat Brianchon

seinen Sechsecksatz aus dem des B. Pascal abgeleitet. Die allgemeine

Bedeutung und Tragweite dieser Methode hat aber erst J. V. Poncelet40)

erfafit, indem er von der Polarfigur des Sechsecks zu der eines

n-Ecks und von ihr zur Polarfigur einer beliebigen Kurve aufstieg,

und deren weckselseiiiges Verhaltnis erkannte, daB namlich einem

Punkt und seiner Tangente auf der einen eine Tangente mit ihrem

Beriihrungspunkt auf der anderen entspricht (Methode der reziprdken

Polaren). Er kniipft hieran die doppelte Auffassung einer Kurve als

35) Sectiones conicae in novem libroa distributae, Paris 1685; vgl. Ohaslcs,

Aper9u historique, p. 122 ff.

36) De linearuza geometricarum proprietatibus generalibus tractatus 1748,

p. 81. Dies Work erschien erst nach Mac Laurins Tod als Appendix zu seiner

Algebra. Der Satz vom eingeschriebenen und umgeschriebenen Viereck (ohne

die Diagonalenfigur) findet sich schon bei R. Simson, Sectionum conicarum libri

V, Edinburgh 1735, p, 197; Tgl. Kotter, Bericht, p. 38 n. 50.

37) Sie warden durch seine Schuler bekannt, die sofort eine Heine von

Einzelaatzen aufstellten; sie beschaftigen sich auch schon mit dem Ort, den eine

Ebene uinhiillt, wenn ihr Pol gewisae Kurven oder Flachen beschreibt, und er-

kannten insbesondere, dafi einer Raumkurve eine abwickelbare Flache entspricht.

Vgl. z. B. Ferussac Bull. 11 (1829), p. 1; 15 (1831), p. 218. Naheres bei Staudc

HIC2, Nr. 38 ff.

38) Journ. de l^c. polyt., Heft 13 (1806), p. 297.

39) Dieser Gedanke tritt auch schon bei D. Encontre und Stainville auf;

Gerg. Ann. 1 (1810), p. 122 u. 190.

40) Vgl. Mem. sur la theorie generale des polaires re*ciproque ,
J. f. Math.

4 (1829), p. 1. Die Arbeit war bereits 1824 der Pariser Akademie vorgelegt
worden.
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Punkt- und Tangentengebilde
41

),
sowie das wechselseitige Entsprechen

ihrer Singnlarittiten
42

),
und erhebt sich zu der allgemeinen Idee, daB

sieh jeder von Punkton und Geraden handelnde deskriptive Satz rezi-

prok iibertragen laBt. Er bemerkt auch, daB die Polaritat bezuglich

einer F3 zu einer raumlicJien Ee.ziprositat und einem analogen Ent

sprechen der Flachen fuhrt, so daB die Regelftiichen sich selbet rezi-

prok sind, den Raumkurveii mit ihren Tangeiiten und Schmiegungs-
ebenen die abwickelbaren Flachen mit ihren Erzeugenden und den

Punkten ihrer Wendekante entsprechen, usvv. usw. 43
).

Auf Grund der ereten Pcmcefefechon Resultate und seiner Ent-

deckung der R&iprosititt beztiglich der % und I\ hat alsbald J. D.

Gergonne**) die Dtialitat als allgemeines Grundgesetz ,,der Ausdehnung^
formuliert, so daB der gewohnlichen Geometrie

?
in der der Punkt das

Grundgebilde ist, eine Geometric gegeniibersteht, fiir die in der Ebene

die Gerade, im Raume die Ebene das Grundgebilde abgibt. Dieseni

Gesetz legt er axiomatischen Charakter bei
?
er weist aber doch darauf

hin, daB seine Riehtigkeit aus Poncelcts Methode der reziproken Po-

laren folge
45

).
Auch haben wohl einige Untersuchungen, in denen die

Dualitat der Polyeder und der spharischen Trigonometric deutlich

herausgearbeitet war, zu Gergonnes Konzeption beigetragen
46

).
Die

besondere Bedeutung des Dualitatsgedankeiis liegt in seiner uber die

Methode der reziproken Polaren hinausgehenden Allgemeinheit und

Unmittelbarkeit; weun wir heute projektiv und dualistisch denken,

41) Dex Name ,,Klasse
&amp;lt;4 einer Kurve Btammt von /. D. Gergonne; vgl. Gerg.

Ann. 18 (1828), p. 161.

42) Dice wird scbon im Traite, p. 234, gostreift. Naheres bei Berzolari

UIC4, Nr.8.

48) EB gibt entsprechende Gebilde eines Polarsysteras, die sich zugleich in

gewissen Kollineatioueu entsprechen; cs sind aber nur ct und F*. Vgl. G.Fourtt

und M. d Ocagne, Bull. S. M. F. 13 (1886), p. 204; 14 (1886), p. 18; sowie A. del

Ret Palermo, Rend. 2 (1888), p. 87.

44) Gerg. Ann. 16 (1826), p. 209; 18 (1828), p. 149. An den ersten Auf-

0atz schlofi sich im Band 17 u. 18 eine lebhafte Polemik zwischen Poncelet und

(lergonnt \iber die Tragweite und die Stellung der beiderseitigen Prinzipien,

die man in ihrem wesentlicheu Teil im Anhang zum Traite (2. Aufl. 2, p. 351)

abgedruckt findet. Die richtigen Begriffe Ordnung und Klasse hat iibrigens Ger-

gonne erst im zweiten Artikel eingefuhrt.

45) Ein von dor Polarentheorie unabhangiger Beweis beruht bekanntlich

auf dem Fundamentalsatz for die reziproke Beziehung (Nr. S).

46) Vgl. Sorlin, Gerg. Ann. 15 (1824), p. 273, sowie eine Arbeit von Gergonne
selbgt 15 (1824), p. 167, in der aogar schon das System der ,,doubles colonnes&quot;

auftritt, und die an eine analoge eines ungenannten Autors anschiieflt; Bd. 9

(1818) p. 321. Vgl. auch 11 (1820), p. 326 u. 12 (1821), p. 69.
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diirfen wir das Verdienst Poncelet und Gergonne zu gleiehen Teilen

beilegcn.

Bereits Poncelet* 1
) hat die Reziprozitat zur Ubertragung nietri-

scher Eigenschaften benutzt, indem er als Grundgebilde Kreis und

Kugel wahlte; er hat in seinem bekanuten Streit mit Geryonne auch

aus diesem Grunde die Uberlegenheit der Methode der reziproken

Polaren behauptet
48

).
M. Gbuk&*) hat sich zur Ubertragung metri-

scher Relationen der Parabel und des Paraboloids bedient. Spater

hat dann noch A. Mannheim) metrische Beziehungen zwischen den

Krummungsverhaltniseen reziproker Kurven abgeleitet, und zwar fur

Kreis resp. Kugel als Grundgebilde (vgl. auch Nr. 9).

6, Der allgemeine Verwandtschaftsbegriff. Bereits /. Neivton 51
)

uud Ph. dc la Hire 52
) benutzteu zur Ableitung von Satzen fiber c

g
cine

Punktverwandtschaft, die sich durch Umiegen von zwei perspektiv

liegenden Ebenen um ihre Schnittlinie ergibt. G. Walker) benutzt

zu dem gleichen Zweck eine Verwaiidtschaft, bei der jeder Punkt als

Schnitt entsprechender Strahlen projektivischer Biischel zu betrachten

ist, die eine Kollineation vermitteln. L. Eider**) besaB bereits den

klaren Begriff affiner Raumtransformation. Um 1800 scheint der Be-

griff der geometrischen Transformation allgemein gelaufig gewesen zu

seiu; man benutzte besonders diejenigen, die auf proportionate Koordi-

47) J. f. Math. 4 (1829), p. 51. Er ubertragt z. B. Streckenrelationen in

solche zwischen den Winkelsinus, und Kugelsatze in solche iiber Kotationsfiachen.

Vgl. auch Corresp. Quetelet 7 (1832), p. 118; Ferussac Bull. 8 (1828), p. 109;

9, p. 110 u. 292, eowie Bobillier, Gerg. Ann. 18 (1827), p 270.

48) Ferussac Bull. 8 (1827), p. 110. Gergonne hatte das Dualitatsprinzip

nur fur die Eigenschaften der Lage (situation) aufgestellt.

49) Corr. Quetelet 6 (18*29), p. 281 u. 6 (1S30), p. 1. Vgl. dazu anch

Poncelet in Corr. Quetelet 7 (1832), p. 118 u. 141. Chasles hat im Ape^u hist,

p. 226 auch auf die imaginare Kugel ala Grundgebilde hingewiesen.

50) Mannheim ubertragt z. B. die JEftrferache Relation auf die KrummungH-
radien der Schnittkurven, dereu Ebenen durch eiue Gerade gehen. Vgl. Journ. de

math. (2) 11 (1866), p. 193. Andere Transformationen metrischer Belationen ent-

lialt seine Schrift: Transformations des proprietes metriques des figures, Paris

1857. Eingehender hat kurzlich noch L. fiipert die
]&quot;&amp;gt;uali8ierung allgemeiner

und metriacher Eigenschaften durchgefuhrt ,
Nouv. Ann. de math. (3) 17 (1898),

p. 44B; 18 (1899), p. 101 u. 306.

51) Vgl. dazu C. Juel, Nyt Tydskr. f. Math. 2 (1891), p. 3.

52) Sectiones conicae. 1685.

53) Vgl. iiber (?. Walker und seinen treatise of conic sections (1794) einen

Artikel von C. Taylor in Quart. Journ. 14 (1877), p. 25.

54) Introductio in analysin infinitorum 2, 442. Er hat auch das Wort

,,Affinitat
u

eingefuhrt. Vgl auch Motous, Baryc. Calcul, 147 (Ges. Werke 1,

p. 180).
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natenanderung, auf Drehung des Koordinatensystems usw. hinaus-

laufen 55
).

Erst A. F. Mobius) hat jedoch diesem Begriff erne all-

gemeinere Bedeutung gegeben und sein Studium zum Selbstzweck

erhoben; er ging davon aus, diejenige allgemeinete Verwandtschaffc zu

suchen, die die Ahnlichkeit, die Gleichheit und die Affinitat als spe-

zielle Falle enthalt. Er definiert sie so, daB Punkten, die auf einer

Geraden oder Ebene liegen, wieder Punkte entsprechen, die auf eiuer

Geraden resp. Ebene liegen, und bezeichuet sie als Kollineation^). Er

zeigte bereits, daB die ebene Kollineation durch vier, die raumliche

durch funf Paare entsprechender Punkte allgemeiner Lage
68
) be-

stimmt ist. Den Beweis griindet er auf die nach ihm benannte
&amp;gt;?

Netz-

konstruktion&quot;. Bildet man namlich aus je vier Punkten einer Ebene

durch Verbinden und Schneiden alle weiteren Punkte, so gelangt
man dadurch zu einem iiberall dichten 59

) Netz von Paaren ent-

sprechender Punkte, womit Mobitis den Beweis ftir erledigt ansah.

Bei strengerer Auffassung bedarf jedoch dieser Beweis noch des Be-

griffs des Grenzpunktes. In der Tat wird, wenn man noch die Grenz-

punkte zu Hilfe niramt, jedem Punkt sein entsprechender zugewiesen

(Naheres in Nr. 17).

Mobius zeigte auch bereits, daB zwei kollineare Ebenen stets in

perspektive Lage gebracht werden konnen 60
) (Nr. 9).

Im AnschluB an Mobius hat bereits A. J. Magnus*
1

) alle einein-

56) Vgl. z. B. die Anzeige von Poncelets Trait^ in Fni8sac Bull. 1 (1822),

p. 5. sowie den Traite selbst, Vorrede, p. XXI. M. Chasles ubertrug mittels

affiner Transformation Satze liber Kugeln auf Ellipsoide. Er benutzte inebesondere

auch solche speziellen Transformationsincthoden, die auf Kollineationen hinaus-

laufen. vgl. J. de math. 2 (1837), p. 388. Traneformationsmethoden, die mit der

tteziprozitat gleichwertig sind
?
crfirtert er im Aper9u hist., p. 223.

56) Mobius gelangte zur Idee der Kollineation an der Hand der Tatsache,

da das Fundamontaldreieck seiner baryzentrischen Koordinaten auf viele Re-

sultate ohne Kintlnfi ist, und man daher die Koordinaten auf verschiedene Drei-

ecke beziehflb kanu, worin die kollineare Beziehung enthalten ist. Die Dar-

stellung selbst, die eine eingehende Darlegung der Gesetze der Kollineation ent

halt, erschien im J, f. Math. 4 (1829), p. 101 (Ges. Werke 1, p. 447).

67) Die analytischen Formeln, die einer Kollineation entsprechen, finden

sich schon bei E. Waring ;
ei tuhrt sie als Verailgemeinerung spezieller Newton-

soher Formeln ein und zeigt, daB der Grad emer Kurve erhalten bleibt. Vgl.

Cfiasles, Apercu hist., p, 218 Anm.

68) d. h. keine 3 auf g. keine 4 in .

59) Punkte heifien uberail dicht in einero Gebiet, wenn jede dem Gebiet

angehorige noch so kleine Kreisflache mindestens einen von ihnen (also auch

unendlich viele) enthalt (vgl. I A 5, Schoenflies Nr. 11).

60) Baryc. Calcvil 230. Fiir kollineare llaume ist ee nicht der Fall (Nr. 9).

61) J. f. Math. 8 (1832), p. 52.
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deutigen Punktverwandtschaften zu bestimmen gesucht. Er fand

aufier der Kollineation noch die quadratiscke Verwandtsckaft, die er

irrtiimlich fur die allgeraeinste hielt (Nr. 26).

7. Das Doppelverhaltnis. Sind ABCD vier Punkte einer Ge

raden, so wird der Quotient

AC
.
AD __ AC BD

BO
~

im AnsckluB an A. F. Mobius**) als ihr Doppelverhaltnis (Dv) be-

zeicimet. Ebenso besitzen vier Geraden abed durch einen Punkt, resp.

Tier Ebenen afiyd durck eine Gerade je ein Dv (abed) resp. (afiyd),

dessen Wert gleich dem analogen aus den Sinus der bezflglicken Winkel

gebildeten Quotienten ist; man hat also

Der fiir die projektive Geometrie grundlegende Satz, daB vier

Geraden durck einen Punkt dasselbe Dv kaben, wie die vier Punkte

auf einer sie sckneidenden Transversalen, daB also das Dv projektiver

Natur ist (Nr. 4), war bereits Pappus bekannt 63
).

Die theoretiscke Wiirdigung und Erorterung des Dv kniipft sick

an A. F. Mobius. Sie berukt auf einigen grundlegenden Strecken-

relationen, namlick

AB + BA =- 0, AB + SO= AC
und der fiir vier Punkte einer Geraden stets erfiillten Identitat 64

)

BC= 0.

Aus iknen folgt, daB es zu den 24 Permutationen von ABCD nur

seeks versckiedene Werte des Dv gibt?
deren jeder vier dieser Permu

tationen entsprickt; wird (ABCD) = k gesetzt, so lassen sick die

seeks Werte durck

62) Barycentr. Calcul, 180ff.; vgl. auch J. f. Math. 4 (1829), p. 101;

(Ges. Werke 1, p. 219 u. 447). Mobius sagt allerdings Doppelschnittverhaltnis.

M.Ghasles hat fiir das Dv spater den Namen anharmoniscfos Yerhaltnis eingefiihrt;

Aper9u hist. p. 35. t)ber das Dv von vier Puakten einer Ebene vgl. Nr. 8.

63) Dieser Satz bildet das 129. Lemma zu den Poriemen von uklid- vgl.

Pappi Alexandrini collectiones
, herausgegeben von F. Hultsch, 2, Berlin 1877,

p. 873.

64) Diese Identitat kannte schon Z/. JSuler, Petersb. Novi Commentarii 1

(1760), p. 49.



404 III A B 5. A. Schoenflies. Projektive Geometric.

darstellen 65
).

Mobius hat auch bereits den Produktsatz ftir die drei

Dv von fiinf Punkten gegeben, daB namlich

(ABDE) (ABEC) (ABCD) 1

ist, und gezeigt, dafi sich ein Dv von vier Punkten ABCD durch

die Dv ausdrticken laBt, die jeder von ihnen mit drei festen Punkten

bestimmt 66
).

Sind Aa ,
A
6 , A

c ,
kd die bezfiglichen vier Dv, so ist

Dieee Tatsache kann als Ausgangspunkt fur die Theorie der projek-

tiven Beziehung (Nr. 8) verwendet werden.

Wenn fur die Punkte ABCD von den sechs Werten ihrer Dv

je zwei einander gleich werden, heiBen die Punkte harmoniscb*1
); fiir

sie ist A 1 68
).

Sie zerfallen in zwei Paare zugcordneter Puukte,

die einander (harmonisch) trennen; analog kann man harmonische

Strahlen und Ebenen definieren. Der fiir die projektive Geometric

wichtigste Satz uber harmoniscbe Punkte lautet, daB in jedem voll-

standigen Vierseit zwei Gegenecken mit zwei Diagonalpunkten je ein

Paar zugeordneter barmomscber Punkte bilden 69
).

Fiir barmoniscbe

Punkte und Strablen besteht eine grofie Zabl elementarer Relationen 70
).

Werden je drei Werte der sechs Dv einander gleich, so heiBen

ABCD aquianharmonisch
n
); solche Punkte sind jedoch niemals reell.

Fiir sie ist A einer dritten Einheitswurzel gleich.

65) Barycentrischer Calciil, 184 (Ges. Werke 1, p. 221). Uber die Gleichung,

der die sechs Werte des Dv geniigen, und ihre Eigenschaften vgl. die analytiselien

Erganzungeii von 0. Ludwig.

66) Barye. Calciil 185. Bei n Geraden einer Ebene existieren 2w 8,

bei n Ebenen 3n 15 unabhangige Dv, in denen die iibrigen rational sind.

Fiir Relationen zwischen D-y vgl. besonders auch Chctsksf Traite de geom, sup.;

Sattafflini, Giorn. di mat. 1 (1863), p. 41, 97, 161, sowie die oben geaannten
Lenxbiicher.

67) Fiir die Bezeichnung verweisfc Steiner auf de la Hire, Sectiones

conicae, 1685.

68) Bei anderer Anordnung der Paare ergeben sich die Werte Ti=*=$ und

A 2.

69) Hierauf griindet nidi die lineale Konstruktion des vierten harmonischen

PunkteB zu drei gegebenen. Steiner (Werke 1, p. 290) tiihrt sie auf de la Hire

zuriick. E, Busche gibt eine Verallgemeinerung dieser Konstruktiou fiir I= n,

wo n eine ganze Zahl ist; Math. Ann. 41 (1898), p. 691.

70) Vgl. z. B. M. Chasles, Geom. super, chap. IV; ferner O. Dostor, Ann.

nouv. 10 (1851), p. 78. Vgl. auch Elementargeometrie, J.Sommer, ID. AB 10.

71) Diese Bezeichnung stammt von L. Cremona, Introduzione ad una

teoria geometrica delle curve piane, Bologna 1862, p. 21.
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F. Folie
1

*) hat den Begriff des Dv auf 2n Punkte ABC . . . KL
einer Geraden ausgedehnt, indem er es durch den Quotienten

AB CD . . . KL : BC DE ...LA definiert; ubrigens 1st ein solchea

Dv durch einfache Dv ausdriickbar 73
).

Der Begriff des Dv kann auf Elementargebilde hoherer Stufe

ausgedehut werden, indem man die Strecken und die ebenen Winkel

durch die Dreiecksfliichen und die korperlichen Winkel ersetzt. Auf

die Moglichkeit einer solchen VeraUgemeinerung wies bereits Ponceltf

bin. Molius u) hat alsdann fiir sechs und mehr Punkte einer Ebene

Produkte von Dreiecksverhaltuissen angegeben, die projektiven Cha-

rakter haben. Das genaue Analogon der Streckenrelation, die dem

Dv zugrunde liegt, gab K. W. Clifford) )
fur sechs Punkte einer

Ebene ist

ABC DEF ABD - EFC + ABE - FCD - ABF CDE =- 0,

und dies ist eine projektive Relation. Clifford hat auch bereits das

Analogon des Satzes von Pappus aufgestellt; er zeigte, daB gewisse

Quotienten von je vier Dreiecksftachen, die auf sechs Ebenen eines

Biindels durch ihre Schnittlinien mit irgendeiner anderen siebenten

Ebene auegeschnitten werden, von der Lage der siebenten Ebene un-

abhangig sind, und hat auf Grund davon die fundamentalen projek

tiven Beziehungen iibertragen. Ein Funfpunktverhaltnis dieser Art

gab C. W. Merrifield
16

)-,
es ist das Dreiecksverhaltnis

ft
=- (ABC - BCD . . . EAB) : (ACE BDA . . . EBD) ,

das bei alien 720 Permutationen nur zwolf Werte annimmt. Rela-

tionen fur solche DreiecksverhaltniBse finden sich in grofier Zahl bei

G-. Battaglini
11

}; neuerdings hat besonders E. Busche 19
)

ihr Verhalten

gegendber den 720 Permutationen untersucht. J. Brill 19
) hat kurz-

72) Bruasel BuU. belg. (2) 44 (1877), p. 469 u. 45 (1878), p. 88. Eine Er-

weiterung auf n Punkte gab anch schon A. Terquern, Nouv. Ann. 6 (1847) p. 68.

73) Eine andere Erweiterung gibt Ch. Beyel in der Weise, dafi er das Dv
aus einfachen additiv zuammensetzt. Er benutzt es zur Erzeugung von cn mit

(n_ i).fachem Punkt, Zeitschr. Math. Phys. 34 (1889), p. 375.

74) Barycentrischer Calciil, 2ti2. Fur die perspektive Lage wurde sie von

E. Heis abgeleitet; Arch. f. Math. 31 (1858), p. 31.

75) London Math. Soc. Proc. 2 (1869), p. 3. Clifford gibt analoge llelatiouen

fur Grofien, die je durch drei Geradeu einer Ebene, oder durch drei Geraden

reap, drei Ebenen eines Biindels bestimint sind. Im Bundel treten die Sinus der

durch je drei Ebenen oder Strahlen bestimmten korperlichen Winkel auf.

76) Mess, of math. (2) 6 (1875), p. 94; vgl. auch sein Note-book fur 1870.

77) Giorn. di mat. :&amp;gt; (1865), p. 298.

78) J. f. Math. 114 (1894), p. 1.

79) Quart. Journ. 29 (18 J7), p. 286.

Sncyklop. d. math. Wimnack. HI 1. 27
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lich ebenfalls die obenerwahnte Cliffordache Verallgemeinerung des

Satzes von Pappus ausgesprochen. Bine Ausdehnung des Dv aaf sechs

uiid neun Strahlen ernes Biindels findet sieh bei F. Folie und Ch. Le

Paige, nebst Anwendungen auf F
2
und l^

80
). (Naheres bei O.Ludwig.)

8. Die Grundgebilde und ilire projektive Beziehung. Hatte

J. V. Poncdet die projektive Denkweise begriindet, A. F. Mobius den

Begriff der kollinearen Verwandtschaft geschaffen, so verdanken wir

J. Steiner*
1

) die Schdpfung der Grundgebilde als Operationsmittel und

die projeldiven Erzeugungsmethoden, d. h. die Kunst, aus den einfachen

Grundgebilden durch blofies Schneiden und Verbinden neue Gebilde

abzuleiten, und so zu immer hoheren geometrischen Gebilden aufzu-

steigen.

Grundgebilde erster Stufe sind 1) die Punktreihe u(A) als

Gesanitheit aller Punkte A auf einer Geraden u, die auch Trdger
der Punktreihe heiBt, 2) der Strahlenbuschel M(a) als Gesamt-

heit aller Geraden a einer Ebene durch einen Punkt M, den

Mittelpunki des Biischels, und 3) der Ebeneribtischel u(ci) ala Ge-

samtheit ailer Ebenen a durch erne Gerade u, die Achse des

Ebenenbiischels. Grundgebilde zweiter Stufe sind 1) das Punkifeld

s(A) und das Strahlenfeld e(a), d. h. die Gesamtheit aller Punkte

resp. Geraden einer Ebene
,

sowie 2) der Bundel, der iusbeson-

dere Strahleribundd S (a) oder Ebenenbundel S (a) heifit, je nachdeui

er als Gesamtheit aller Geraden oder aller Ebenen durch einen

Punkt S aufgefafit wird 82
). Grundgebilde dritter Stufe endlich ist

der Pmikfoaum (A) als Gesamtheit aller Punkte, sowie der Ebenen-

raum (a) als Gesamtheit aller Ebenen; beide zusammen werden

auch rdumliches System Z1

genannt. Die Grundgebilde stehen ein-

ander dualislisch gegeniiber; und zwar Punktreihe und Ebenenbiischel,

Punktfeld und Ebenenbundel, Strahlenfeld und Strahlenbundel, Punkt-

raum und Ebenenraum, wahrend der Strahlenbuschel sich selbst ent-

spricht
88

).
Diese Tatsache bewirkt, dafi die projektiven Beziehungen

30) Brux. Bull. Belg. (2) 48 (1879), p. 41. Gewisse sechs Punkte der J^
bestimmen mit jedem anderen Punkt sechs Strahlen von konstantem Dv; analog

gewiBse Gruppen von neun Punkten einer Fs mit jedem anderen ihrer Punkte.

Auch die Erzeugungsmethoden werden dbertragen.

81) Steiner gibt fur die Entstehung seiner Ideen das Jahr 1828 an. Vgl.

Syst. Entw. Vorrede (p. 235 d. ges. Werke).

82) Auch der Name Stern ist iin Gebrauch, besonders bei den italienischen

Geometern.

83) In der Dualitat beziiglich Ebene und Bundel entsprechen sich Punkt

reihe und Strahlbuschel, resp. Strahlenbuschel und Ebenenbiischel.



8. Die Grufcdgebilde und ihre projektive Be/iehtuig. 407

und die Evzeugungsmethoden dualisierbar sind; sie ist deshalb eines

der fruchtbarsten Vbertragungsprinsipien im Gebiet der Kurven and

Flachen geworden
84

). (Uber Involutionen als Grundgebilde vgl. Nr. 13.)

Eine Puriktreihe u (A) und ein Buschel M (a) heiBen perspektiv ge-

legen oder bezogen, wenn die Punktreihe ein Schnitt des Btischels ist, d.h.

wenn jedein Strahl a des Biiechels sein Sehnittpunkt A uiit u zngewiesen
wird 85

).
Ebenso heiBen zwei Punktreihen ** (A] und u (A) perspektiv

bezogen, wenn sie Schnitte desselben Biisehels sind; xwei enfcsprechende

Punkte A und A liegen auf demselben Biisehelstrahl und im Schnitt-

punkfc von u und u liegen zwei entsprechende Punkte yereinigt. Das

Analoge gilt fur EbenenbQschel und Punktreihe, sowie fur Ebenen-

buschel und Strahlenbfischel. Ein Biindel $ und eine Ebeue s heiBen

perspektiv gelegen oder bezogen. wenn jedein Strahl a von S in

sein Schnittpunkt A und jeder Ebene
/?

von S ihre Schnittgerade b

in s entspricht, und analog ist es fQr zwei Ebenen, resp. zwei Biindel.

Hebt man durch Verschieben der Punktreihen, Ebeiien usw. die per-

spektive Lage auf, wahrend die vorhandene Beziehung der Elemente

erhalten bleibt, so ergibt sich die projektive Beziehung. In dieser

Weise hat J. Steiner*) die projektive Beziehung zweier Punktreihen

oder Biischel zuerst eingefiihrt.

Wird die Lage der Grundgebilde im RawM als unveranderlieh

angesehen, so mufi ihre projektive Beziehung auf andere Weise be-

griindet werden. Fiir zwei einstunge Grundgebilde kann sie auf drei

verschiedene Arten definiert werden. Diejenige Definition, die sich

aus der urspruuglichen perspektiven Lage unraittelbar ergibt;
und die

ebenfalle bereits bei J. Steiner auftritt, stlitzt sich auf den Pappus-

schen Satz von der projektiven Natur des Dv und nennt demgemaB
zwei Punktreihen oder Buschel projelctiv bezogen, wenn die Elemente

sich eineindeutig entsprechen, und die Dv entsprechender Elemente

einander gleich sind 87
).

Die projektive Bezieliung ist durch drei Pa-are

entsprediender Punkte eindeutig l&amp;gt;estimmt (Fimdamentalsaiz)**). Die

Stetigkeit ist eine Folge dieser Definition; eine weitere Folge ist, daB

zwischen den Abszissen entprechender Punkte zweier projektiven Punkt-

84) Von zwei Sateen, die durch dualistieche &quot;ftbertragung auseinander her-

vorgehen, wird im folgenden immer nur einer angefiihrt.

85) Der Buschel wird als Projection oder Schein der Punktreihe bezeichnet.

86) Syst. Entw. 6. Die projektive Beziohung irgendweicher Gebilde be-

zeiclmet M. Cliasles als Homograpfiie , die perspektive bezeichnet schon P&ncelct

ale Hornologie.

87) Vgl. auch A. F. Mobiles, Barycentr. Calcul, 194.

88) Hiewn mid far das Folgende vgl. auch III AB 1, Nr. 20, 21, (Enriques)

27*



408 III A B 5. A. Schoenflies. Projektive Geometric.

reihen eine bilineare Relation besteht. Diese bilineare Relation bildet

die analytische Grundlage der projektiven Beziehung; auch M. Chasles 89
)

hat zur Definition von vornherein Streckenrelationen benutzt, die der

bilinearen Relation equivalent sind 90
).

Wenn ABC . . . MN . . und

A1J3 C . . . JfcTJV . . entsprechende Elemente sind, so wird dies durch

ABC . . . MN ...a A B a . . . MIT . . .

bezeichnet 91
).

M. Ckasles**) hat spiiter das Postulat aufgestellt, daB

jede eineindeutige nicht transzendente Beziehung eine projektive sei.

Dies kann im komplexen Gebiet bekanntlich bewiesen werden; doch

laBt es sich, wenn man nur im Reellen bleibt, in dieser allgemeinen
Form nicht aufrecht erhalten, wie von C. F. Geiser an einem Beispiel

gezeigt wurde 98
).

2) Will man die projektive Geometrie von der enklidischen Metrik

und den Kongruenzaxiomen unabhangig aufbauen 94
), so darf man

weder das Dv zugrunde legen, noch das Bewegungsmoment, das im

urspninglichen Ausgangspunkt bei Steiner vorhanden ist. Eine Defi

nition; die dem Rechnung tragt, ist zuerst von K. G. C. v. Staudt auf-

89) Aper9u hist., p. 32; vgl. auch den Traite.

90) Das Dv ais Invariante der bilinearen Beziehung erkaunte zuerst A. Cayley,

Paris C. R. 41 (1856), p. 1097 (Collect. Papers 2, p. 566).

01) Diese Bezeichnung ist auch fur entsprechende Elemente von Ebenen,

Bundeln, Eaumen im Gebrauch.

92) Paris C. E. 41 (1855), p. 1097. Quisles hat dort noch ein analoges

Prinzip aufgestellt; es betrifft die eineindeutige Beziehung zwischen den Punkteu

einer Punktreihe und den Punktepaarew einer anderen und besagt, daB die

Punktepaare eine zur Punktreihe projektive Involution bilden (Nr. 13).

93) Ann. di mat. (2) 4 (1870), p. 25. Der Satz, daB zwei Tangenten einer

Ellipse von einer dritten beweglichen in projektiven Punktreihen geschnitten

werden, muCte sich namlich so net auf jedes konvexe Oval ansdehnen lassen.

Die algebraische Gleichung, die Ohaslcs implizite fiir beide Veranderliche

voraussetzt, kann namlich fur jede von ihnen imnier nur eine einzige reelle

Wurzel haben. Trotzdem hat das ChaslesBche Prinzip wie auch das allgemeine

Korrespondenzprinzip eine Fiille wertvolier Resultate geliefert; augenscheiniich

deshalb, weil man es nur dann anzuweuden pflegt, wenn wirklich die Gesamt-

zahl der mflglichen Punktzuorduungen (einschliefilich der imaginiiren) bekannt

ist, man also tatsachlich im komplexen Gebiet operirt. (Vgl. Zeuthen III C 3,

Nr. 12 u. 18.)

Einen Beweisversuch des obigen Chaslessclien Prinzips gab W. Fiedler,

Zeitschr. Math. Phyg. G (1861), p. 1, indem er ohne weiteres aus dem algebra-

ischen Charakter der Relation auf ihre bilineare Form schloB. Vgl. auch

H. Schoute, Diss. Leiden (1870).

94) Hierfiir ist neben methodischen Gesichtspunkteu die Riicksicht auf die

nichteuklidische Geometrie maBgebend (Enrigues, 111 AB 1).
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gestellt worden (Nr. 17); eine zweite, die von L. Cremona 9b
) stammt,

bezeichnet zwei Punktreihen oder Biischel tils projektir, wenn sie das

erste und letzte Glied in einer Kette von lauter perspektivisch liegen-

den Elementargebilden sind 96
).

Diese Formulierung ist auf Ebene

und Raum iibertragbar. Wichtig ist noch die geringste Zahl der Glieder

der Kette, deren man zur Vermittelung der projektiven Beziehung
bei gegebenen Gebilden bedarf 97

).

Die im obigen Sinn gefafite projektive Beziehung ziceitr Ebenen

f und B ist identisch mit der kollinearen Beziehnng, die schon bei

A. F. Mobiv.s
(N&quot;r. 6) auftritt. Sie ist daher so definierbar, dafi jedem

Punkt A ein Punkt A und jeder Geraden g eine Gerade g ent-

spricht, und rereinigte Lage von Punkt und Gerade wieder vereinigte

Lago bedingt, d. h. wenn P auf g liegt, so liegt P auf g . Wie
man eine solche kollineare Beziehung Iwnst-ruHiv herstellen kann, hat

zuerst F. Scydewit*
9
*) gezeigt, indem er zwei Biischel jeder der beiden

Ebenen so aufeinander bezog, dafi fur beide Beziehungen der gemein-
same Buschelstrahl dem gemeinsamen Strahl entspricht, und dafi je zwei

entsprechende Biischel und Punktreihen einander projektiv sind. Der

Hauptsatz der Theorie lautet, dafi die kollineare Beziehung durch vier

Paare entsprechender Punkte oder Geraden allgemeiner Lage&quot;)
be-

stimmt ist. Er ist eine unmittelbare Folge des obigen Fundamental-

satzes. Setzt man, wie es bei Mobiles geschieht, die projektive Be

ziehung der Gebilde erster Stufe nicht voraus, so bedarf der Beweis

des Hauptsatzes, der durch die Mobiussche Netzkonstruktion gefiihrt

wird (Nr. 6), auBerdem eines Stetigkeitsaxioms (vgl. Nr. 17). Ent

sprechende Punktreihen und Buschel in s und e sind zneinander pro

jektiv. Nach H. Schroter 10
)

ist jedes Paar entsprechender Punkte A, A
dadurch ersetzbar, dafi zwei Punkten P

; Q von in i Punkte ent-

sprechen sollen, die auf gegebenen Geraden p\ q liegen. Durch acht

95) Elemente der projektivischen Geometrie, 33; vgl. auch/. Thomae, Kbene

Gebilde, p. 16, sowie F. Aschieri, Bologna Mem. (4) 1 (1881), p. 145.

96) Die Benutzung einer Kette perspektiver Beziehungen zur Vermittelung
der projektiven Beziehung tritt schon bei titaudt auf; Geom. d. Lage, p. 65. Er

erachlieBt sie dort auf Grund seines Fundamentalsatzes; vgl. Nr. 17.

97) Fur ebene Systerne reichen nach F. Dantscher v. Kollesberg (Innsbr. Her.

18 (1889), p. 68) drei Perspektivitaten aus. Fur raumliche Sygteme hat F. Asehieri

eine Kette aufgestellt, Ist. Lomb. Rend. (2) 18 (1885), p. 989. Nach einer Be-

merkung von C. Segre ist die kleinsfce Zahl im En gleich n
,
wenn die

Doppelelemente einen Sm bilden, Fortscnr. d. Math. 17 (1888), p. 613.

98) Arch. f. Math. 7 (1846), p. 113; 8 (1846), p. 1.

99) D. h. keine drei P auf g, keine drei g durch P.

100) J. f. Math. 62 (1863), p. 219.
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Punkte von s und acht Geraden in i ist also die Beziehung eben-

falls eindeutig bestimmbar.

Die projektive oder kollineare Beziehung zweier Raume kann

ebenfalls auf das eineiudeutige Entsprecner&amp;gt; in Verbindung mit der

vereinigten Lage gegriindet werden. Je zwei entsprechende Gebilde

erster reap, zweiter Stufe beider Raume sind projektiv. Die raum-

liche Kollineation ist durch fQnf Paare entsprechender Punkte, die

sich in allgemeiner Lage befinden, bestimmt 101
).

Der direkte Beweis

des Satzes kann ebenfalls durch Netzkonstruktion in Verbindung mit

einem Stetigkeitsaxiom gefuhrt werden. Setzt man die Satze iiber

projektive Beziehung der Gebilde erster resp. zweiter Stufe voraus,

so bedarf der Beweis eines solchen Axioms nicht inehr.

In koilinearen Raumen sind je zwei entsprechende Figuren ent-

weder stets gleichstimmig oder stets ungleichstimmig
103

).

Eine Grruppe von vier in bostimmter Anordnung vorgestellten

Punkten ABCD einer Geraden wird nach dem Vorgang von K, 6r.

C. v. Staudt als Wwrf bezeichnet; durch ihre Einfuhrung bezweckte er,

den Begrifi des Dv ohne Hilfe der Metrik zu definieren, was ihm auch

gelungen ist. Er hat so einen Fortschritt prinzipieller Art vollzogen

(Nr. 21). Man kann auf Grund davon die obige metrische Definition der

Projektivitat so iibertragen, dafi man Gebilde kollinear nennt, wenn

entsprechende Wiirfe projektiv sind. G.Kohnm)
hat eine formale Ver-

allgemeinerung dieses Begriffes auf Ebene und Raum vorgenommen. Ist

die kollineare Beziehung von s und ^ durch ASCD und A B CD
gegeben, so bestimmt ein Punkt E mit ABCD einen e^, und damit

auf ihm gewisse aus diesen fiinf Punkten gebildete Dv. Es gibt dann

in e zu &amp;lt;?

2 einen eindeutig bestimmten c
2
durch A B C D und auf

ihm einen Punkt E
y
der E entspricht und mit A B C D auf c% die

gleichen Dv bestimmt 104
).

Man kann daher ABODE als einen Punkt-

wurf der fiinf Punkte bezeichnen, der bei kollinearer Beziehung in

variant ist (vgl. Nr. 11). Falls DE die Geraden BC, CA, AB in

101) Die Konstruktion entaprechender Punkte bei 6 gegebenen Punktepaaren

gab Poudra, Nouv. Ann. de math. 19 (I860), p. 108.

102) Vgl. G. ttauck, Zeitscbr. Math. Phys. 24 (1879), p. 381; C. Rodenlerg,

obemla 30 (1885), p. 114. Der Gegenaatz 1st derselbe, vie der zwiachen rechter

Hand u.nd linker Hand. Ftir perepektiv liegende Raume hatte ihn achon Stand*

kurx beruhrt, Geom. d. Lage, 136.

103) Math. Ann. 46 (1895), p. 28ft. Der Begriff laflt die Ausdehuung auf deu

jR
n zu, indem man desseii Normalkurve benutzt. Vgl. IB 2, Fr. Meyer, Nr. 25, p. 394.

104) DaB die kollineare Beziehung durch Zuweisung entsprechender cs und c
2

vermittelbar ist, findet eich schon bei Mobius, J. f. Math. 4 (1829), p. 134 (Ges.

Werke 1, p. 473), und bei F. Seydewits, Arch. f. Math. 8 (1846), p. 1.
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AI, BU Q trifft, so stellt auch A^^DE diesen Wurf dar. Diese

Definition lafit sich auf den Raum ubertragen. Die Lage der Punkte

F, r gegen die fiinf Punkte ABODE, die nebst AVCD E die

Kollineation zwischen und 2! bestimmen, kann dadurch bestimmt

werden, daB zu der durch ABCDEF bestimmten Cj die c, und auf

ihr F entsprechend bestimmt wird: es sind dann die Wilrfe ABCDEF
und A BCD E F projektiv.

Zwei Ebenen f und e heifien reziprok aufeinander bezogen, wenn

jedem Punkt A, der auf b liegt, eine Gerade a durch ~B entspricht;

analog heiBen zwei Biindel S, & reziprok, falls jedein Strabl a der

Ebene ft
eine Ebene cc durch b entspricht, und zwei Raume 27, 2T,

falls jedem Punkt A der Ebene ft
eine Ebene a durch ~B entspricht;

damit entspricht von selbst jeder Geraden g eine Gerade #
105

).
Bereits

A. F. Mobius 106
) hat die reziproke Beziehung zweier Ebenen aus der

kollinearen abgeleitet; eine eingehendere Untersuchung hat sie jedoch

erst durch F. Seydeivite
107

) gefunden. Die Satze iiber kollineare Ge-

bilde lassen sich durch Dualisierung auf reziproke Gebilde uber

tragen; insbesondere ist die reziproke Beziehung zweier Ebenen oder

Btindel durch vier und die zweier Raume durch ftinf Paare ent-

sprechender Elemente bestimmt. Hierin ist zugleich ein independenter

Beweis des allgemeinen ebenen und raumlichen Dualitatsgesetzes ent-

halten 108
).

Im Anschlufi an M. Chasles wird die Reziprozitat vielfach

als Korrdation bezeichnei \

Die kollineare und reziproke Beziehung zweier Raume und Z&quot;

kann auch durch projektivische Regelscharen vermittelt werden; man
kann drei Strahlen der einen dreien der anderen zuweisen und aladann

noch festsetzen, ob die Beziehung kollinear oder reziprok sein soil.

Zwei Punkte A und H resp. zwei Geraden a und b heiBen kon-

jugiert in s
,

e
f

,
falls A auf b

,
also auch ~B auf a liegt, und analog

fiir den Raum; sie heiBen auch .Nullpacvre, und zwar desbalb, weil die

bilineare ternare Form, die analytisch die Reziprozitat darstellt, fttr

eolche Paare von Punkten oder Geraden verschwindet. GemaB dem

obigen Satz von H. Schroterm) ist eine Reziprozitat auch danu be

stimmt, wenn irgendein Paar entsprechender Elemente A, a, resp. A, a

durch zwei Paare konjugierter Punkte ersetzt wird. Die Theorie der

106) Genauer entsprechen alien Punkten auf g alle Ebenen durch g .

106) Baryc. Calcul 288 ff.

107) Vgl. daa Zitat in Anm. 104.

108) tiber die Voraussetzungen dieses Beweises vgl. Nr. 17.

109) J. f. Math. 62 (1863), p. 219. Fur die bezffglichen Konstruktionen vgl.

besonders F. London, Math. Ann. 38 (1891), p. 334.
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Nullpaare 1st sonst wesentlich auf analytischer Grundlage entstanden 110
);

ich erwahiie bier nur noch den zuerst von A. Clebsch 111
) gegebenen

Satz, dafl fiinf Nullpaare ein von ihnen abhangiges seclistes linear be-

stimmen (Nr. 24). Das Naliere bei 0. Ludwig.

0. Metrische Eigenschaften der projektiven Beziehung. Fiir

projektive Punktreihen und Biischel folgen aus der Gleichheit ent-

sprechender Dv eine Fiille von metrischen Relationen far entsprecbende

Elementengruppen
112

).
Yon mebr prinzipieller Bedeutung sind die

folgenden. Sind g und g projektive Punktreiben, so entspricht dem

unendlichfernen Punkt Qx von g im allgeineinen ein endlicber Punkt

Q von g y
ebenso dem Punkt JR^ von g ein endlicber Punkt li von g.

Die Punkte E und Q
f

heiBen Fluchtpurikte; es bat RA - Q A fiir alle

Punktpaare A, A, einen konstanten Wert. Dies koustante Produkt

heifit Potent! der projektiven Beziehung. Es gibt zwei Punktepaare

G, ar

und 17, H ,
so daB

RG - G = HE =

ist; sie beiflen Potcnzpunkte.

Fiir zwei projektive Biischel M und JT gibt es je ein Paar ent-

sprechender rechtwinkliger Strahlen s, f, resp. s
f

t
,
und es ist fiir je

zwei Strahlen a, a das Produkt tg (ta)
-

tg (s a) konstant; es beiBt

wieder die Potenz der projektiven Strablen. Auch fiir die Biischel

existieren Strahlenpaikre (7, g und h, h
,
so daB zugleich

ist; sie beifien Pofen^strablen. Die gleicben Winkel (st) und (s f)

reprasentieren iibrigens nur einen speziellen Fall eines doppelten Systems

gleicber Winkel; zu a, a gibt es zwei Paare c, c resp. d, d
y
so daB

(ac)
=

(ac*) und (ad)
==

(&amp;lt;fa) ist. Analog gibt es fiir zwei Punkt

reihen ein doppeltes System gleicher Strecken.

In zwei kollinearen Ebenen s und i entspricbt den unendlicb-

fernen Geraden q^ und rx im allgemeinen je eine endlicbe Gerade q

resp. r, die man FlucMinien nennt. F. Seydeivits
1

} zeigte, daB es in

110) Vgl. besonders /. Rosams, J. f. Math. 88 (1879), p. 241 und 90 (1881),

p. 303.

111) Math. Ann. 6 (1873), p. 205. Ein Beiapiel solcher sechs Paare bilden die

Schnittpunkte einer Ebene mit eicer Doppelsechs auf einer JPS ; vgl. jR. Sturm,

Math. Ann. 22 (1883), p. 574 und III C 7, Fr. Meyer, Fiiichen 3. Ordnung.

112) Vgl. besonders M. Cliasks, Traitd de geom. sup., sowie A.Jacobi, J. f.

Math. 31 (1846), p. 40; KHeis, Arch. f. Math. 31 (1858), p. 37; G.Battaglim, Giorn.

di mat. l (1863), p. 1, 41, 97, 161; &amp;lt;?. Veronese, Giorn. di mat. 17 (1879), p. 181.

113) Vgl. Arch. f. Math. 8 (1846), p. 10; vgl. auch G. Battaglini, Giorn. di



tf. Metrisehe Eigenschaften der projektiven Beziehung. 4U)

und t zwei Paare entsprechender kongruenter Biischel gibt, und daB

die Verbindungslinie ihrer Zentra F, I\ resp. F , F^ auf der Flucht-

linie senkrecht steht; ebenso gibt es zwei Paare kongruenter Punkt-

reijheu, und ihre Trager laufen in jeder der beiden Ebenen der Flucht-

linie parallel. Zwei koilineare ebene Felder konnen daher stets in

perspektive Lage gebracht werden 114
).

H. J. St. 5w/#t 115
) hat dem

hinzugefiigt, daB das Kreisbuschel mit den Nullkreisen F, Ft
in ein

Kreisbuschel mit den Nullkreieen Ft

,Fl

r

ubergeht
116

); allgemein jeder

$, fur den F und F
l Brennpunkte sind, in einen anaiogen % mit

F und FI als Brennpuukten. Diese beiden Scbaren entsprechender

konfokaler C2 beberrscben die metriscben Beziehungen von und /m
).

Fiir zwei kolltneare Biindel gibt es je ein Dreikaut von drei

entsprechenden rechtwinkligen Strahlen, das stets reell ist; ferner je

zwei Paare kongruenter bomologer Ebenenbuschel und Strahlenbuschel,

deren Trager symmetrisch zu den Dreikantebenen liegere und gegen-

seitig aufeinander senkrecbt steben 118
).

In zwei kollinearen Rauraen 2 und 2 entspricbt den unendlicb.-

femen Ebenen s x und if^ je eine im Endlichen gelegene Ebene B

uud
TI,

die Fluchtebene beifit. Ihre metrischen. Beziehungen sind viel-

fach untersucht worden liy
). Es gibt unendlich viele kongruente Punkt-

reihen; ihre Trager bilden Parallelstrablenbiischel in je zwei homologen
den Fluchtebenen parallelen Ebenen 120

).

Sind a und entsprechende Ebenen, so gibt es stets ein zu

ihnen senkrechtes Paar entsprechender Geraden b,b ;
dieee fur die

mat. 4 (I860), p. 97, 174; A. Transon, NOUF. Ann. de math. (2) 8 (1869), p. 227;

E. Ise, Ace. Pontan. Atti 24, Nr. 3 (1894).

114) Einen Beweis auf Grund der gleichen Strahlbuschel gibt G. Kilbingtr,

Zeitachr. f. Math. 42 (1897), p. 104.

116) London Math. Soc. Proc. 2 (1869), p. 196 (Collected papers 1, p. 545).

116) Die Nullkreise sind die beiden dem Biischel angehdri^en Kreise Tom
Radius Null; sie sind zugleich die beiden Grundpnnkte dee orthogonalen Kreis

biischels.

117) Spezielle metrische Eigeuschaften gibt auch A. Cayley , Quart. Journ.

3 (1860), p. 177 (Collect. Papers 4, p. 442).

118) Vgl. F. Seydewitz, Arch. f. Math. 9 (1847), p. 166, wo sich aucli weitere

Relationen nnden; ferner H. Faure, Nouv. Ann. 17 (1858), p. 181; 18, p. 381;

19, p. 189. H. Smith hat diese Beziehungen aus der Betrachtung der Nullkegel

abgeleitet; vgl. das Zitat in Anm. 86. Eine eiiifache ^eometrische Ableitung

gibt H. Schroter, Theor. d. Oberfl., p. 377.

119) Maegis, Diss. K6nigsberg 1868; F. Richelot, Journ. f. Math. 70 (1869),

p. 137; G. Wenzel, Diss. Breslau 1870; besonders aber yon H. Smith (vgl.
Anm.

115) und im Anschlufl an ihn ron Hi. Reye, Math. Ann. 46 (1895), p. 423.

120) Nach E. Sturm bilden diese Trager eine Kongruenz (2, 2), doch sind

alle anderen Geraden imaginar, Math. Ann. 28 (1886). p. 261.
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metrischen Beziehimgen wichtigen Geraden bilden je einen Koinplex ( g ,

der identisch ist mit dem Acbsenkomplex einer Schar konfokaler F9 ,

und dessen Haupttetraeder in aus der ev und drei orthogonalen
Ebenen besteht. Diese zwei Scharen konfokalerF

9 entsprechen einander

und sind fiir die vorliegenden Probleme wiederum charakteristisch.

Insbesondere sind je zwei entsprechende Fokalachsen dieser Flachen

Achsen kongruenter Ebenenbiischel 121
).

Die von diesen Achsen ge-

bildete Kongruenz hat R. Sturm 122
) zuerst untersucht. Naher unter-

sucht sind ferner die kongruonten Strahlbuschel 123
) und die einander

entsprechenden Kreise 124
).

Formeln, die Krummung und Torsion in entsprechenden Punkten

ebener und rauraliche kollinearer Kurven betreffen, sind vielfach auf-

gestellt worden, und das Analoge gilt fur entsprechende Flachen 186
).

Eirie systematische Grundlage hierfiir bieten wieder die entsprechenden
konfokalen &amp;lt;?

2 und F%, und die durch sie bewirkten Teilungen von

Ebene und Raum in entsprechende Bestandteile; in dieser Weise haben

besonders St. Smith und im AnschluB an ihn Th. Heye die beziiglichen

Formeln abgeleitet
126

).
Da man jeden ^ als projektives Bild eines Kreises,

insbesondere seines Kijiimmungskreises ansehen kann, so lassen sich

auf diesem Wege die Kriimmungsverhaltnisse der c
a

und jP
2 geo-

metrisch entwickeln; eine eingehende Darstellung gab C. Crane 121
).
Auch

die Formeln von JEuler und Meusnier sind in solcher Weise abgeleitet

worden 128
).

Formeln ftir Kriiminung entsprechender Kurven in rezi-

proken Systemen finden sich bei L. Geisenheimer 1

**).

121) Von ihnen finden sich die Tangenten der Fokalellipsen schon bei

Sichelot, vgl. das Zitat in Anm. 88, p. 137.

122) Sie ist eine Kongruenz (6, 2); vgl. daa Zitat in Anm. 89, p. 264.

123) Sie gehen zu einem Nullsystem (a = 6, |3 2, y = 4) Veranlassung;

E. Sturm, Math. Ann. 28 (1886), p. 267. Die Zahl c = 6 bestimmt auch

H. Schroter, Theor. d. Oberfl., p. 392; yon diesen aeons Ebenen sind immor nur

xwei reell.

124) G. Kilbinger, Digs. StraBburg 1880. In jeder Ebene bilden sie ein

Biischel, dessen Pofcenzlinie in die Flucbtebene fallt.

125) L. GeisenJieimer, Z. f. Math. 25 (1880), p. 215; E. Mehmke, Fortschr.

d. Math. 1888, p. 861; F. Machovec, Prag Ber. 1888, p. 169; C. Servais, Brussel

Me*m. cour. 58 (1898); A. Demoulin, Paris C. R. 126 (1898), p. 390.

126) Vgl. die Zitate in Anm. 115 u. 119.

127) Synthetiach-geometrische Theorie von Kurven und Flachen zweiter Ord-

nung, Stuttgart 1886. Die Kriiinmung der c2 hat schon J. Steiner erledigt; vgl.

H. Schroter, Vorles. 38. Vgl. auch C. Pelz, Prag Ber. 1879, p. 205, sowie

Dingeldey III C 1, Nr. 86, Anm. 222.

128) W. Marx, Math. Ann. 17 (1881), p. 110; C. Cram, Zeitschr. f. Math.

31 (1886), p. 56; vgl. auch A. Mannheim, Anm. 35.

129) Zeitschr. f. Math. 30 (1885), p. 129.



10. Die Erzeugungsmetboden. 415

Falls bei projektiven Punktreihen die unendlichfernen Punkte ein-

ander entsprechen, so heiBen die Punktreihen ahnlich] je zwei ent-

spreehende Strecken haben em konstantes Verhaltnis p; fiir Q 1

werden die Punktreihen kongruent oder gleich. Ebene und raumliche

Systeme, deren unendlichferne Elemente entsprechende sind, heiBen

affin. In affinen Systemen entspricht dem Halbierungspunkt einer

Strecke wieder der Halbierungspunkt, ferner jedem Parallelograram

ein Parallelograram und jedem Parallelepipedon ein Parallelepipedon,

endlich dem Mittelpunkt jedes c% und jeder _F
8
wieder der Mittelpunkt

der entsprechenden c^ oder jy. Um zwei Ebenen oder Raume affin

zu beziehen, kann man einem Dreieck ein Dreieck, resp. einem Tetraeder

ein Tetraeder beliebig zuweisen. In affinen Systemen stehen je zwei

entsprechende ebene Flachen, ebenso je zwei entsprechende Korper-

voluuiina in konstantem Verhaltnis zu einander 130
).

Einen Spezialfall

affiner Systeme bilden die dhnUchen Systeme. Die projektive Definition

der Ahnlichkeit besagt, daB affine ebene Systeme ahnlich sind, wenn

in g^ und gx die imaginaren Kreispunkte einander entsprechen; raum-

Uche
;
falls in ^ und n die Kugelkreise entsprechende Gebilde sind 181

).

Eine noch speziellere affine Beziehung bildet die Kongruenz resp. die

Symmetric
182

). (Vgl. Schoenfties IV 3, Nr. 1.)

Fflr affine und ahnliche Systeme nehmen die oben abgeleiteten

raetrischen Verhaltnisse einfachere Formen an, insbesondere auch die

Satze uber die in ihnen etwa Torhandenen kongruenten Gebilde 133
).

Insbesondere folgt aus den obigen Satzen iiber projektive Buschel

und Bilndel
7
daB es in ebenen Systemen fiir je zwei Punkte P und

P ein Paar entsprechender rechtwinkliger Strahlen konstonter Rich-

tung gibt, und fiir raumliche Systeme drei analoge orthogonale Strahlen

(Hauptaxen). (tFber die metrischen Eigenschaften reziproker Grund-

gebilde vgl. Nr. 11.)

10. Die ErzeugungBmethoden. Der machtige Fortschritt, den

das Studium der geometrischen Gebilde den Erzeugungsmethoden von

130) Mobius hat im Journ. f. Math. 12 (1834), p. 109 eine Verwandtschaft

betrachtet, fur die die Proportionalitat der Voluoiina gilt, ohne dafi sie pro-

jektiv iat (Ges. Werke 1, p. 517).

131) Die Einfuhrung der Kreispunkte und dea Kugelkreiaes in diese De-

nnitionen lafit sich kaum feststellen; aachlich war sie durch den Traitt3 von

Poncelet schon gegeben oder wenigatens vorbereitet.

182) Die ebene Symmetric behandelt M. Chaste, Paris C. B. 51 (1860),

p. 906. Vgl. auch R. Baltzcr, Journ. f. Math. 52 (1856), p. 146.

133) Vgl. z. B. F. Seydewits, Arch. f. Math. 8 (1846), p. 28; E. Sturm, Math.

Ann. 28 (1886), p. 261; K. Moshammer, Wien Ber. 74 (1376), p. 131, ferner

auch M. Chasles, Bull scienc. math, de Ftrussac 14 (1836), p. 321.
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J. Sterner verdankt, beruht wesentlich auf zwei Umstanden. Erstens

besitzen die durch ihn geschaffenen BegrilTe und Methoden unmittel-

bare konstruktive, der Anschauung zugangliche und daher im beaten

Sinn geometrische Vorziige, zweitens aber erwiesen sie sich als der

weitesten Verallgenieinerung zuganglich. Bestimmungsweisen der c
z ,

die auf eine projektive Erzeugung hinauslaufen, sind allerdings langst

bekannt gewesen, ehe Steiner systematisch den c
a als Ort der Schnitt-

punkte entsprechender Strahlen von projektiven Biischeln definierte.

Hierhin gehort zunachst Newtons organische Konstruktion der a,
134

),

sowie ihre Erzeuguug durch verandeiiiche Polygone, die bereits Mac-

laurin und Braikenridge bekannt war 185
).

J. N. P. IIachette lZ6
) erzeugt

einen Kegel durch Ebenenbuschel, deren Ebenen orthogonal sind,

ebenso J. P. M. Binet 1

)
das beziigliche Hyperboloid. Benoit 1

*) gab
die Erzeugung eines c

t durch zwei Btischel, die ahnliche Punktreihen

projizieren. Giorgini
199

} lehrte, dafi die Geraden, die zwei Gegen-
kanten eines windschiefen Vierecks proportional teilen, ein hyperboli-

sches P, bestimmen; M. Chasles zeigte bald darauf, dafi die ent-

stehende Flache ein H
t 1st, falls die Teilungsverhaltnisse auf den

Gegenkanten nicht gleich sind, sondern selbst ein konstantes Ver-

haltnis besitzen 140
).

Schon H. Lambert hatte bewiesen 141
), daB alle

Geraden, die vier gegebene Geraden eiuer Ebene nach deraselben Ver-

haltnis teilen, eine Parabel bilden. Endlich erwahne ich den yon

Manderlier uy) bewiesenen Satz, dafi die Gegenseiten eines Tangenten-

vierecks einer Parabel von jeder fiinften Tangente in proportionale

Teile geteilt wefden. C1iasles uy) hat diesen Satz spater so auf be-

134) Vgl. dazu C. Taylor, Cambr. math. Proc. 3 (1881), p. 359 n. 381.

135) tjber diese und andere Literatur vgl. auch E. Kdtter, Bericht, p. 9.

136) Corr. polyt. 1 (1812), p. 179. Es 1st der orthogonale Kegel.

137) Corr. polyt. 2 (1813), p. 70. Dies J3, 1st ebenfalls das orthogonale.

138) Bull, des sciences Ftrussac 3 (1823), p. 206 und Corr. Quetelet 4,

(1828), p. 364. Benoit hat bereits den Satz, daB irgend zwei Punkte des c, als

Biiscnelzentra gewahlt werden konnen.

139) Corr. polyt. 2 (1813), p. 440. Die Existenz der so durch ein wind-

schiefes Viereck bestimmten Flache und die beiden auf ihr liegenden Geraden-

echaren treten schon bei Meier Hirsch auf; Sammlung geometrischer Aufgaben

2 (1807), p. 238.

140) Corr. polyt. 2 (1813), p. 446. Die Bedingung kommt auf die Konstanz

des Dv hinaus; doch wird diese Folgerung bei Cfiasles nicht gezogen. Vgl.

hierzu auch die ausiubrliche Darstellung bei Kotter, Bericht, p. 282 ff.

141) Insigniores orbitae cometarum proprietates, Vind. 1761, Sect. I, Lemma 18.

142) Corr. Quetelet 4 (1828), p. 156. Der Satz war von anderer Seite als

Aufgabe gcstellt worden.

143) Corr. Quetelet i (1828), p. 363. Chasles beweist auch die Umkehrung
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liebige Cj ubertmgen, dafi diese Teilverhaltnisse bei ihnen elbst in

konstantem Verhaltnis stehen. Wenn aber auch die Konetanz der Dv
hierin klar zu Tage tritt, so 1st es doch erst Steiner gewesen, der

daran Ideen allgemeiner Trngweite knupfte und den allgemeinen Be-

griff der projektiven Erzeugungsmethoden ersann.

Steiner ist zur projektiven Erzeugung der c
2
zunlichst so gelangt,

dafi er von der evidenten Erzeugung des Kreises durch gleiche Biischel

ausging und sie durch Zentralprojektion auf den C
2 ubertrag; analog

beweist er die Erzeugung dnrcii projektive Punktreihen 144
).

Daran

schlieBt er alsdann die Erzeugung der K
2
und J7

2 durch projektive

Ebenenbuschel
? resp. durch projektive Punktreihen, deren Trager

windschief liegen. Die Erzeugung der _F
2 durch reziproke Bundel

lehrte F. Seydewitz
1

**}-,
er fand auch die Erzeugung der raumlichen c

s

durch zwei kollineare Bundel. Eine Konstruktion dieser cs ,
die auf

ihre Erzeugung durch drei projektive Ebenenbuschel hinauslauft, gab
zuerst Chasles 14

*).
Das Sekantensystem der c3 als Erzeugnis der beiden

Bundel wurde zuerst von Th. Eeye
UT

) niiher in Betracht gezogen. Als

nachster naturlicher Fortschritt ist die Erzeugung der F
s
durch drei

Biind el
148

) ;
sowie endlich der Reyesche Komplex

149
)

als Erzeugnis
zweier kollinearer Riiume zu erwahnen. Von besonderer Wichtigkeit
smd hier noch die Beweise, da6 die Mittelpunkte der Biischel, Biindel

usw. keine ausgezeichneten Elemente der erzeugten Gebilde darstellen,

sondern durch irgend zwei beliebige ersetzbar sind; sie &amp;gt;vurden im

allgemeinen unmittelbar xnit der Ei-zeugung gefunden.

und hat darauf spilter den Anspruch gegriindet, die projektive Erzeugung der c
s

gefunden zu haben. Vgl. hierzu auch die Ausfuhrungen von Kotter, Bericht,

p. 285 if.

144) So in den Syst. Ent\v. 37 ff.; freilich konnte er auf diese Weise die

Allgemeinheit der erzeugten Gebilde nicbt beweisen (Nr. 22). Die vom Kreis

unabhangigc Erzeugung lehrte er seit 1833 in seinen Vorlesungen; vgl. Steiner-

Schroter, Vorles. Vorrede, p. 4.

145) Arch. f. Math. 9 (1847), 187 u. 10 (1848), p. 203.

146) Vgl. J. de math. (2) 2 (1857), p. :i97; Chaste
gil&amp;gt;t

hier (ohne Beweis)

den Satz, dafi die c, aua je zwei ihrer Sehnen durch projektive Biiachel projiziert

^vird: die Er/eugung einer c. durch drei projektive Biischel ist augenscheinlich

schon vorher bekannt gewesen. Siitze dieser Art enthiilt auch der Aper^u histo-

rique, Note 33. Und doch bedurfte der Fortgang von dieaen Satzon bis zum

obigen Chaslesschzn. Theorem voile 20 Jahre.

147) Geometric der Lage 2, p. 66.

148) Dies geht der Sache nach auf H. Grafimann zuriick, J. f. Math. 49

(1854), p. 59 (Gcs. Werke 2 1

, p. 136). Vgl. HIC7, Fr. Meyer, tjber Grafinianns

aonstige Erzeugungsreethoden vgl. Berzolari ITT C 4, Nr. 10.

149) Er fiudet sich zuerst dargestellt in der Geometric deu Lage 2 (18G7),

Kap. 15.
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Eine erste Verallgemeinerung erfuhren die Erzeugungsmethoden

dadurch, dafi man den Begriff der Grundgebilde und der projektiven

Beziehung, sowie die Erzeugungsmethoden auf ihre Erzeugnisse selbet

ausdehnte 15
).

Da man namlich die %, die Jf7
2 ,

und die raumlichen

c9 aus beliebigen Pankten resp. Geraden durch projektive Gebilde er-

zeugen kann, so laBt sich fur irgend vier Elemente der Begriff des

Dv definieren. Damit ist auch die projekfcive Beziehung definierbar;

z. B. versteht man unter dem Dv von vier Punkten eines c
2
das Dv

der vier Strahlen, durch die sie aus -irgend-einem Punkte des c% pro-

jiziert werden.

In dieser Richtung ist zuerst Staudt^1

) vorgegangen, indem er

die grundlegenden Satze auf ,,krurome&quot; projektive Punktreihen ubertrug.

Er verwendet sie jedoch nur zu Satzen uber die besondere Lage zweier

Kegelschnitte
158

).
Zur Erzeugung neuer Gebilde haben sie zuerst

H. ScJiroter
lby

)
und L. Cremona 154

) inethodisch benutzt, indem sie auf

diese Weise Erzeugungen ebener cs und c4 ,
sowie der E& ausfiibrten.

Man kann die projektive Beziehung zweitens auf Buschel und

hohere Mannigfaltigkeiten von Kurven und Flachen ausdehnen. Den

AnstoB hierzu haben die Analytiker gegeben. Die geometrische Be-

griindung geht wohl auf Steiner1*5
) zuriick. Er lehrte das f32-Biiechel

als projektives Grundgebilde aufzufassen, indem er die Moglichkeit

zeigte, es projektiv auf das Biischel seiner Tangenten in einem der

reellen Grundpunkte zu bcziehen. Seine Kombination mit dem Strahl-

biischel fiihrte sodann zur projektiven Erzeugung der ebenen c$ usw.156
);

150) J. Stciner spricht zwar von harmonischen Pnnkfcen und Tangenten
eines c,; die Idee, projektive Punktreihen auch auf einem c, zu betrachten, er-

scheint jedoch zuerst bei A. Jacobi, J. f. Math. 31 (1846), p. 67.

151) Geometrie der Lage, p. 149 ff. Ygl. auch das Zitat auf Jacobi in

Aum. 150.

152) Vgl. auch A.Gopel, J. f. Math. 36 (1818), p. 317; er betrachtet wesentiich

die perspektive resp. involutorische Lage der krummen Punktreihen, und gibt

Anwendungen auf Ponceletsche Polygone.

153) J. f. Math. 64 (1857), p. 31; vgl. auch H. Milinowski, Zeitschr. f. Math.

18 (1873), p. 288. Man gelangt so nur au gewissen cs un.d c4 . Fiirdie Ausdehnung
auf cn vgl. Milinowski, J. f. Math. 78 (1874), p. 175. Auch eine Newton&che Er

zeugung der c8 und e4 ist hier als Vorlaufer zu erwahnen; vgl. das Zitat in

Anm. 185.

154) J. f. Math. 58 (1861), p. 138.

165) Journ. f. Math. 47 (1864), p. 1. Die Arbeit stammt aus dem Jahr

1848 (Ges. Werke 2, p. 493). Vgl. auch Steiner-Sehr&ter, Yorlesnngen, 2. Aufl.,

p. 224 fl*. Vgl. auch das Zitat auf Chasles in Anm. 156.

156) So verfuhr als erster M. Chasles, Paris C. R. 37 (1863), p. 949. J5. de

Jvnyuieres zeigte ubrigens, daE Maclaurina organische Erzeugung der cs und c4

auf Erzeugung durch c,-Buschel, insbesoiidere Farallelbuschel hinauelaufen.
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damit war auch fur die geometrische Theorie der algebraischen Kurven

nnd Flachen die Moglichkeit begrundet, hohere Kurven und Flachen

durch projektive Buschel resp. Bundel von niederen zu erzeugen und

zu definieren 157
). (Naheres bei Fano IIIAB4a, Nr. 24 ff., Berzolari

IIIC 4, Nr. 11.)

Eine weitere Verallgemeineruug der projektiven Erzeugung besteht

darin, daB nicht mehr je zwei entsprechende Elemente ein neues Ge-

bilde durch Schneiden oder Verbinden liefern, sondern nur gewisse

Elementenpaare. Hierher gehort die Erzeugung raumlicher cs durch

kollineare Bundel, die Erzeugung ebener c$ durch drei vereinigte

kollineare Ebenen, die der Sache nach auf H, Grafimann
1

**) zuriick-

geht, und einer Klasse von F durch vier kollineare Raume, die von

F. Schur gegeben wurde 159
).

Auch die Ersetzung der bilinearen Be-

ziehung durch die trilineare stellt eine Yerallgemeiuerung des Steiner-

schen Grundgedankens dar 160
); ebenso die auf dem Korrespondenz-

prinzip ruhende Zuordmmg von mehrdeutig bezogenen Elementarge-

bilden (Zeuthen III C 3, Nr. 12
ff.)

und ihre Verwendung zur Erzeugung
hoherer Gebilde, mit der Cremona begonnen hat. Eine letzte Er-

weiterung, die hier zu nennen ist, betrifft die Frage nach der Mannig-

faltigkeit der gleichartigen Erzeugungen desselben Gebildes lf&amp;gt;1

). Diese

Fragestellung kniipft wesentlich an TJi. Reyc
1

**) und F. Schur 1

**) an

und hat ebenfalls zu neuen Problemen prinzipieller Tragweite iiber

Kurven, Flachen und Liniengebilde Veranlassung gegebeu.

157) Hierin bind insbesondere E. de Jonquieres und L. Cremona voran-

gegangen.

158) J. f. Math. 49 (1854), p. 59 (Ges. Werke 2 1

, p. 136); auefuhrlicher wurde

sie dann von H.Schroter erSrtert, ebenda 62 (186S), p. 281. Man vgl. auch Ghasles,

Paris C. R. 62 (1861), p. 115. Die anderen Grafimannschen Erzeugungemethoden
finden sich Journ. f. Math. 36 (1848), p. 177; 42 (1851), p. 187, 204; (44) (1852),

p. 1; 52 (1856), p. 254 (Ges. Werke 2 1
, p. 73 ff.).

159) Math. Ann. 18 (1881), p. 27.

160) Vgl. die Erzeugung der F3
durch drei trilineare Biischel (Nr. 25) bei

F. August, Dise. Berlin 1862; vgl. auch F. London, Math. Ann. 44 (1894), p. 375.

Von Ch. le Paige wurde eine quadrilineare Beziehung von vier Punktreihen so

zur Erzeugung der JPS benutzt, dafi er die Punktreihen aus vier Geraden einer

Ebene projiziert. Die Punkte, in denen sich je vier entsprechende Ebenen

dieser quadrilinearen Buschel schneiden, bilden eine jPs und die Ebene
;
Acta

math. 5 (1884), p. 195. Vgl. auch F. Schur, Leipzig Ber. 36 (1884), p. 128, und

1C C 7, Fr. Meyer.

161) F. Seydewits erkannte bereits, daB die F
% nach Wahl der Bundel-

mittelpunkte auf unendlich viele Art durch reziproke Bundel erzeugbar ist; Arch,

f. Math. 9 (1847), p. 158.

162) Geom. d. Lage, 2, p. 72, 74, 125, 177 und Journ. f. Math. 74 (1871), p. 1.

163) Math. Ann. 18 (1881), p. 1 Anm.
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11. Vereinigte Lagen projektiver Systeme. Fiir zwei vereinigte

Punktreihen oder Strablbiischel gibt es zwei sich selbst entsprechende

Eiemente (Doppelelemente). Sind die Grundgebilde ungleichlaufend,

so sind sie stets reell; sind die Gebilde gleichlaufend, so kbimen sie

aucli zusammenfallen resp. imaginiir werden. Bei Punktreihen ins-

besondere hangt dies von der Lage der Fluchtpunkte und Potenz-

punkte (Nr. 9) zueinander ab; die Doppelelemente sind reell, zu-

saminenfallend oder imaginar, je nachdem

RQ &amp;gt; GH, RQ =*GH oder RQ &amp;lt; GH
ist

164
).

Die beiden Doppelelemente Jlfund .AThaben die sie deiinierende

Eigenschaft. daft das Dv (MNAA ) einen konstanten Wert A hat.

Fur ihre Konstruktion gab bereits J. Steiner die beiden auch heute

noch theoretisch wiclitigen Methoden; die eine konstruiert sie geo-

metrisch auf Grund der Gleichuugen

EM+ MQ ^RQ und MQ MR \GH*;

die andere benutzt einen festen Kreis, auf den sie beide Punktreihen

projiziert, und liiuft darauf hinaus, die Doppelpunkte zweier auf

einer c
2 liegenden projektiven Punktreihen (Nr. 10) zu bestirnmen.

Dies beruht darauf, daB sie sich als Schnittpunkte einer linear be-

stimmbaren Geraden mit dem c
a ergeben. Eine dritte Konstruktion

ist in Nr. 13 enthalten.

Auf der zuletzt genannten Konstruierbarkeit der Doppelpunkte
beruht u. a. die Moglichkeit, eine groBe Reihe geometrischer Auf-

gaben dadurch mittels eines einzigen festen Kreises zu losen, daB

man die projektiven Punktreihen auf ihn (ibertragt (Aufgaben zweiten

Grades 165
); ini Gegensatz zu der grofien Reihe von Aufgaben, die auf

Grund der projektiven Beziehung oder der Erzeugungsmethoden linear

konstruierbar sind)
166

). Hierher gehoren z. B. gewisse SchlieBungs-

probleme, d h. die Aufgabe, Polygone zu zeichnen, die gegebenen

Polygonen (z. B. auch sich selbst) ein- resp. umgeschrieben sind 167
).

164) 1st EQ = GH, so bilden die Puakte 6r,G resp. H,H das bezugliche

eine Punktepaar.

165) Eine der wichtigsten Aufgaben dieser Art war die, die beiden Geraden

zu konatruioren, die vier gegebene Geraden Schneider. Eine erate Losung gaben
Brianchon und Petit, Corr. sur 1 ecoie polyt. 1 (1812), p. 434; epater Bolrillier

und Garbinsky in Gerg. Ann. de math. 18 (1828), p. 182, sowie Steiner in Journ.

f. Math. 2 (1830), p. 268 (Ges. Werke 1, p. 145). Eine Losung auf Grund der

Doppelelemente gab Steiner in den Syst. Entw. ; vgl. Werke 1, p. 402.

166) Diese Konstrnktioaen stfitzen sich meist auf die linear konstruierbaren

einfachen Schnittpunktsfiguren ,
zutnal auf den Satz vom vollstandigen Viereck,

den Desarguesscheu und Posco/schen Satz.
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Bei ahnlichen Punktreihen liegfc der eine Doppelpunkt im Un-

endlichen, ein zweiter im Endlichen; fur kongruente Punktreihen fallen,

wenn sie gleichlaufend sind, beide Doppelpunkte in deii unendlieh-

fernen Punkt. Fur kongruente gleichlaufende Strahlbiischel werden

die Doppelstrahlen von denen gebildet, die durch die imaginaren

Kreispunkte gehen; (Minimalgeraderi} oder isotrope Geraden.

Vereinigte kollineare Ebenen
,
e haben im allgemeinen die Ecken P

t

und die Seiten p. eines Dreiecks (Hauptdreieck) als Doppelelemente ent-

sprechend gemein. Sind A, A entsprechende Punkte, so hat das

Buschel A(P1P2
P

ZA ) eiu konstantes
Th&amp;gt;\

ferner ist auch das Dv

g(piPiPzg )
fur alle Paare g, g konstant, und es sind beide Dv einander

gleich
168

).
Man setzt dies nach Staudt in die Form 169

)

Sie driickt auch aus, dafi die drei Seiten plt p^ t p& auf alien Verbindungs-
linien entsprechender Punkte projektive Reihen bestiminen, und ebenso

reziprok. Jedes Punktepaar A, A bildet mit P
1
P

i
P

3 den fur die

Kollineation invarianten Wurf (Nr. 8). Sind endlich A
, A&quot;,

A&quot; die

Werte der Dv, die den drei Seiten des Hauptdreiecks zugehoren und

auf ihnen durch zwei entsprechende Geraden bestimmt werden, so ist

A A&quot; A&quot;
= 1. Es gibt fiinf verschiedene Spezialfalle der vereinigten

Lage kollinearer Ebenen. Von den Doppelpunkten konnen alle oder

nur einer reell sein, sie konnen auch teilweise oder samtlich zu-

sammenfallen; man kaon diese Falle methodisch z. B. so erhalten, daB

man s und als Schnitte kollinearer Biindel ansieht und die Lage
der durch sie erzeugten cz zur Ebene e ins Auge fafit

170
).

Fiir affine

167) Solche sowie auch andere Probleme finden sich in groBer Zahl bereits

in den ersten Banden der Ann. de math, von Servois, Gergonne und Lhuilier

behandelt; vgl. 2 (1811), p. 116 u. 285; 8 (1877), p. 141. Vgl. auch Ponctlct,

Traite, 552, sowie besonders Steiner: Die geometrischen Konstruktionen, aua-

gefuhrt mittels der geraden Linie und eines festen Kreises, Berlin 1833 (Werke,

herausgeg. von Weierstrafi 1, p. 461). Auch Poncclet hat in seinem Traite

255 schon darauf hingewiesen, dafi man alle Aufgaben zweiten Grades lineal

erledigen kann, wenn man einen festen Kreis und seinen Mittelpunkt hat. Bei

Steiner findet sich ineofern ein Forischritt, als der Mittelpunkt durch dia obon

im Text genannte Methode der Konstruktion der Doppelpunkte entbehrlich wird.

Vgl. auch Kotter, Bericht, p. 135. Die sogenannte Methode der falschen Position

lauft sachlich ebenfalls auf die Bestimmung der Doppelelemente projektiver Ge-

bilde hinaus. Vgl. z. B. L. Cremona, Elemente der projektiven Geometric, p. 213.

168) Vgl. Ch. Beyel, Zeitschr. Math. Phys. 31 (1886), p. 157 u. 37 (1892), p. 5U.

169) BeitrSige, p. 332; vgl. auoh G. Kohn, Math. Ann. 46 (1895), p. 285.

170) Vgl. G. Loria, Giorn. di mat. 22 (1884), p. 1. tJber perspektive Lago

vgl. Nr. 12.

Encyklop. d. math. Wissentch. HI 1. 28
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S}
rsteme gibt es im allgemeinen nur einen im Endlichen gelegenen

Doppelpunkt, den Afftnitdtspol] fur ahnliche Systeme 1st es der Jjin-

lichkeitspolf fur kongrrente der Drehungspol-, fiir kongruente und ahn-

liclie Systems fallen die beiden anderen Doppelpunkte in die imagi-

naren Kreispunkte. (Naheres bei Schoenflies IV 3, Nr. 1.)

Bei Besclirankung auf den gewohnlichen Raum sind kollineare

Raume
,
2 stets in vereinigter Lage. Sie haben im allgemeinen

die Ecken P
iy

die Kauten pik und die Ebenen yt. eines Tetraeders

(Haupttetraeder) als Doppelelemente; ein Paar Gegenkanten 1st not-

wendig reell
171

).
Die Hauptrelation besagt, daB

ist
172

).
Sie bedeutet, daB die Verbindungslinien entsprechender Punkte

die Ebenen des Tetraeders in konstantem Dv sehneiden, daB aus ihnen

die Ecken durch Biischel von konstantem Dv projiziert werden, und

dafi beide Dv einander gleich sind. Die samtlichen moglichen 13 Falle

hat auf geometrischer Grundlage bereits K. G. C. v. Staudt 179
) in

Betracht gezogen. (Naheres bei 0. iMdwig.)
Die wichtigsten Spezialfiille, die nicht involutorisch sind (Nr. 13),

sind folgende. Es konnen alle Punkte einer Geraden g und alle Ebenen

durch eine Achse h Doppelelemente sein (axiale Kollineationen)
174

); es

konnen alle Punkte zweier Geraden g und h, sowie alle Ebenen durch

g und h Doppelelemente sein (gescharte Kollineationen), so daB g und

h von alien Verbindungslinien entsprechender Punkte und alien Schnitt-

linien entsprechender Ebenen geschnitten werden; es konnen endlich

alle Punkte und Geraden einer Ebene a und alle Strahlen und Ebenen

eines StrahlenbiindelsM Doppelelemente sein (sentrische Kollineationen).

Im letzten Fall liegen sie im gewohnlichen Sinn perspektiv. Im
ersten Fall zerfallt der durch und 2 bestimmte tetraedrale Kom-

plex (
2

in zwei lineare Komplexe, im zweiten degeneriert er in eine

lineare Kongruenz von Doppelstrahlen, deren Leitstrahlen g und h

sind; im dritten in den Biindel M und die Ebene a, deren Strahlen

171) Vgl. z. B. H. Schoute, Arch. Neerl. 6 (1871), p. 348; F. Luroth, Math.

Ann. 13 (1878), p. 310.

172) Staudt, Beitr. 3, p. 382; vgl. auch G. Kohn, Math. Ann. 46 (1895),

p. 285.

173) Beitrage 3, p. 328. Vgl. auch G. Battaglini, Giorn. di mat. 14 (1876),

p. 116; Napoli Rend. 14 (1876), p. 2; G. Loria, ebenda 22 (1884), p. 1; H. B.

Newson, Kansas Univ. Quart. 6 (1897), p, 63. Vgl. auch Nr. 15.

174) Vgl. F. Schur, Math. Ann. 19 (1881), p. 430, auf den die Bezeichnung
axial zuruckgeht.
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ebenfalls samtlich Doppelstrablen sind 175
).

In den beiden letzten Fallen

sind die Dv (ghPP ) resp. (MsPP } fur aUe Punktepaare P, P
konstant.

Fur affine, abnlicbe und kongruente Systeme treten wieder Be-

sonderheiten ein. Dem Tetraeder der Doppelelemente gebort stets

die OD an
;
daber bleibt bochstens ein Punkt im Endlicben, der Affinitdts-

pol oder AJinlichkeitspol beiBt. Abnliche und kongruente RSume baben

in * den Kugelkreis A* gemein und auf ibm zwei Doppelpunkte; der

dritte ist der Pol ibrer Verbindungslinie beziiglicb /;. Durcb ibn

geht die im Endlicben gelegene zweite reelle Doppelgerade; bei kon-

gruenten Systemen ist sie die Drebungsacbse resp. Scbraubenacbse 176
).

Abnlicbe Raume konnen durcb Drebung um sie in abnlicbe Lage in

bezug auf den Abnlicbkeitspol gebracht werden; die eine im End
licben vorhandene Tetraederebene stebt auf ibr senkrecbt 177

).
Abn

licbe Raume in abnlicber Lage bilden einen speziellen Fall perspek-

tiver kollinearer Systeme.

Vereinigte ebene kollineare Systeme konnen aucb einen c% ent-

sprecbend gemein baben, so dafi er durcb die Kollineation in sicb

iibergebt (freilich nicht punktweise). Giebt es einen solcben &amp;lt;?2 ,
so gibt

es unendlicb viele; sie beriibren einander in zwei Ecken des Haupt-
dreiecks und baben zwei seiner Seiten zu Tangenten. Die Kollineation

beifit aucb Hermifesche 118
). Analog kann eine raumlicbe Kollineation

aucb c^ raumlicbe C3 und JP2 in sicb iiberfubren (Naberes bei 0. Ludwig)
Man kann sicb den Doppelpunkten vereinigter projektiver oder

kollinearer Gebilde durcb einen GrenzprozeB allmablicb annabern.

Darauf baben zuerst G. BattagH*i
l&amp;lt;n

)
und Ed. Weyr

1*
) bingewiesen.

Wird bei zwei vereinigten Punktreiben zu A der Punkt A bestimmt,
zu A = B der Punkt J5

7

usw., so approximiert die Reibe A ]? . . .

gegen einen der beiden Doppelpunkte, die Realitat vorausgesetzt.

Wird A als L aufgefafit, dazu L bestimmt, zu L == K wieder K,
so approximiert die Reibe L K ... gegen den anderen Doppelpunkt.
Fiir kollineare Ebenen fiibren diese beiden Reiben ebenfalls zu zweien

der Doppelpunkte, und das Analoge gilt von den Geraden und deren

175) Die Klassifizierung im Anschlufi an den Komplex 8
findet sich bei

A. Ameseder, Wien Ber. 98 (1889), p. 290.

176) Naheres unter Kinematik (Schoenflits IV 3, Nr. 1). Dort weiden auch

die Ausnahmefalle, sovrie die spiegelbildlich gleichen Systeme behandelt.

177) Vgl. K. Moshammer, Wien Ber. 74 (1876), p. 131.

178) Journ. f. Math. 47 (1853), p. 313. Die Bedingiing, der der zur Kolli

neation gehorige Wurf (Nr. 8) geniigt. gibt G. Kohn, Math. Ann. 46 (1895), p. 294.

179) Giorn. di mat. 1 (1863), p. 231.

180) Prag Ber. 1869, p. 3.

28*
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Ketten. Diese Verhaltnisse hat besonders L. Amodeo 1* 1

)
ntiher be-

trachtet

Einen ahnlichen ApproximationsprozeB mittels eines Funfecks hat

A. Clebsch
18

*) angegeben. Er beruht darauf, daB die Diagonalen des

Fiinfecks ein diesem kollineares Fiinfeck bilden usw.; diese Fiinfecke

convergieren wieder gegen den Doppelpunkt.
Inzidente reziproke ebene Systeme hat zuerst F. Seydewite

18S
) aus-

fuhrlich erortert. Als ausgezeichnete Elemente treten die der
g&amp;gt;

ent-

sprechenden MUtelpunkte und ein durch sie gehendes Paar senk-

rechter konjugierter Strahlen (Nr. 8) auf 184
); bringt man sie zur

Deckung, so entsteht ein Polarsystem (Nr. 13). In jedem System gibt

es einen c2 ,
dessen Punkte auf den entsprechenden Strahlen liegen;

diese Strahlen umhullen einen 3C
2
der analogen Eigenschaft, und zwar

haben c
2 und #2

eine doppelte Beriihrung. Umgekehrt kann ein sol-

cher c
2
und x

2 immer zur Vermittlung einer reziproken Beziehung
benutzt werden. Vereinigte reziproke Ebenen geben auch zu einer

quadratischen Verwandtschaft Veranlassung (Nr. 25).

In zwei reziproken BUndeln gibt es stets ein Paar entsprechender

rechtwinkliger Dreikante, wie H. Schroter bewiesen hat 185
); sie lassen

gich stets so legen, da8 sie ein Polarsystem bilden, und zwar fallen

dessen Hauptachsen mit den genannten ausgezeichneten orthogonalen

Richtungen zusammen.

Fiir vereinigt liegende reziproke Raume bestehen analoge Satze 186
).

Es gibt in jedem Raum einen Mittelpunkt, der der , entspricht, und

durch ihn je ein Dreikant senkrechter Geraden, das sich wechselseitig

entspricht.

In E und gibt es wieder je eine J^ (Kernflache), deren

Punkte auf den ihnen entsprechenden Ebenen liegen, und diese Ebenen

umhiillen je eine &amp;lt;P3 ;
die Flachen F$ und 8

haben ein windschiefes

Vierseit gemein, dessen Geraden sich in und Z selbst entsprechen.

Ordnet man je zwei Punkte einander zu, die in beiden reziproken

181) Giorn. di mat. 27 (1889), p. 40. Vgl. auch M. Genty, Bull. Soc. M. F.

21 (1893), p. 101, sowie T. Broden, ftber die Iteration ternarer Kollineationen

init rationalen Koeffizienten, Lund 1899.

182) Math. Ann. 4 (1871), p. 47G.

183) Arch. Math. Phys. 8 (1846), p. 1.

184) Dies bemerkte gchon Seydewitz; vgl. das Zitat in Anm. 183.

185) Journ. f. Math. 77 (1875), p. 106. Eice ausfiihrliche Darstellung uber

reziproke Felder und Bundel enthalt auch seine Theorie der Oberflachen zweiter

Ordnung, 49 u. 60.

186) H. Schroter, J. f. Math. 77 (1875), p. 106 und JR. Storm, Math. Ann. 19

(1881), p. 461.



12. Besondere Lagen. 425

Beziehungen derselben Ebene entsprechen, so bilden ihre Verbindungs-
linien (Wechselstrahlen) einen Komplex zweiten Grades (

2 ,
dessen

SingularitUtenflache in die Kernflachen zerfallt
187

).
Ein zweiter fur

die Korrelation wichtiger Komplex uud zwar ein linearer, wird yon

den Tragern derjenigen Punktreihen gebildet, die init den zugehorigen
Ebenenbiischeln eine Involution bestimmen 188

).

Eine vollstandige Klassifikation aller Arten von Reziprozitaten

auf Grund der Natur der Flachen JP
2
und ( 2? sowie der genannten

Komplexe hat D. Montesano 1

**} gegeben.

Reziproke Raurae lassen sich im allgemeinen so legen, da6 sie ein

Polarsystem (Nr. 13) bilden 190
); eine Ausnahme kann nur eintreten,

falls ihre Mittelpimkte im Unendlicheu liegen. Sie konnen aber dann

inoglicherweise noch zu einem Polarsystem beziiglich eines gleich-

seitigen oder eines Rotationsparaboloids vereinigt werden. 1st dies der

Fall, so lassen sie sich sogar in die Lage des Nullsysterns (Nr. 13)

bringen, worauf zuerst G. ffauck 191
) hingewiesen hat.

12. Besondere Lagen. Von alien besonderen Lagen ist die per-

spektive Lage (Nr. 8 and 9) die wichtigste. Aus den Fundamental-

satzen der projektiven resp. kollinearen Beziehung folgt, dafi projektive

Punktreihen perspektiv liegen, falls sie ihren Schnittpunkt ent-

sprechend gemein haben, und Ebenen, wenn sie alle Punkte ihrer

Schnittlinie entsprechend gemein haben. Duale Satze bestehen fiir

Biischel und Bundel. Da es in zwei kollinearen nicht affinen Ebenen

,
e kongruente Punktreihen gibt, so konnen sie stets in perspektive

Lage gebracht werden (Nr. 9).

Vereinigte Ebenen liegen perspektiv, wenn sie alle Punkte einer

Geraden u und damit auch alle Strahlen eines Buschels s gemein
haben und uragekehrt; u und s bilden Achse und Zentrum der Per-

spektivitat und werden auch Kollineationsacit.se und Kdttineations-

zentrum genannt. Fur alle Paare Aj A. ist das Dv (uSAA) konstant.

Die ahnliche Lage zweier ahnlichen Ebenen ist ein Spezialfall der

perspektiven mit gx als Perspektivitatsachse u und dem Ahnlichkeits-

pol als Zentrum 5; PonceUt hat zuerst auf sie hingewiesen (Nr. 4)
198

).

187) Vgl. E. Sturm, Math. Ann. 28 (1887), p. 269, nnd HI C 10, E. Waetech,

Liniengeometrie.

188) JR. Sturm, Math. Ann. 19 (1881), p. 475 und 28 (1886), p. 268.

189) Su la corrispondenza reciproca Ira due sistemi dello spazio, Napolil885.

190) Th. Eeyt, J. f. Math. 79 (1876), p. 68.

191) Zeitechr. Math. Phys. 31 (1886), p. 362. Vgl. auch C. Segre, Giorn. di

mat. 25 (1887), p. 20, wo die besonderen metrischen Verhaltnisse naher erSrtert

werden.

192) Traite 322 ff. Er zeigte auch, daB zwei sich doppelt beriihrende c,
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Kollineare Raume liegen perspektiv, falls sie alle Punkte einer

Ebene und damit auch alle Strahlen eines Bundels gem e in haben.

Ebene und Bundelmittelpunkt stellen das Zentrum S und die Ebene e

der Perspektivitat dar; das Dv (S0AA )
ist wiederum konstant. Diese

Lage wird auch als zentrische Kottineation bezeichnet. Die Idee

perspektiver Lage fur zwei Raume tritt ebenfalls zuerst bei J. V.

Poncelet 198
)

auf (Nr. 4). Kollineare Raume konnen nicht immer in

perspektive Lage gebracht werden 194
).

Dies wurde ziemlich gleich-

zeitig von Maegis, L. Painvin und H. St. Smith erkannt. Bei Painvin)
erscheint als Bedingung, daB dem Kugelkreis von 27 in wieder

ein Kreis entspricht; bei Matgis und Smithm
) hat sie die Form, daB

die Fokalellipse von Nr. 9 ein Kreis ist
197

). G. Hauck hat die Be

dingung folgendermaBen ausgesprochen. Sind w, v, w und w
,
v

,
w die

entsprechenden orthogonalen Strahlen fiir zwei Punkte P, P }
und sind

Ui V^ W^ die Punkte von
, die den unendlich fernen Punkten von

w
,
v

, w entsprechen, und U2 F2 TF2 die analogen Punkte von
,

so

mussen die Dreiecke U1 V1 Wl
und U3

F
2
TT2 ahnlich eein 198

).

Sollen von drei vereinigten ebenen Systemen je zwei perspektiv

liegen;
so liegen die drei Zentra auf einer Geraden und es gehen die

eine Perspektivitat bestimme, fflr die die Berfihrungssehne die Aehse und der

Schnitt der Tangenteu das Zeutrum ist. Die verschiedenen ebeneu Perspektivi*

tUten hat im AnschluB hieran kurzlich A. Emcli bestiraint, Diss. Kansas 1896.

198) Traite*, 582. Dort findet sich auch schon der Satz fiber per

spektive Tetraeder, den spater auch Steiner bewies (J. f. Math. 1 (1829), p. 1;

Werke I, p. 3).

194) Wahreud also in der Ebene die Perspektivitat die allgemeinste Kolli-

neation darstellt, trifft dies fiir den Raum nicht zu; die raumliche Perspektivitat

schlieBt nur 13 Konstanten ein (sie werden durch S, ff, den Wert des Dv und

die 6 Parameter gebildet, die den oo6
Bewegungen des Eaumes entsprechen),

die allgemeine Kollineation jedoch 16.

196) Ann. nouv. (2) 9 (1870), p. 92. Damit deckt sich die Bedingung von

G. Ktlbinger, daB in 2 und 2 enteprechende Kugelflachen existieren miissen,

Diss. StraJBburg 1880.

196) Vgl. Anm. 86. Vgl. auch noch E. Dewulf, Bull. sc. math. (2) 1 (1877),

p. 137; &amp;lt;r. Bellavitis, Atti Ist. Venet. (3) 15 (1870), p. 876.

197) Auch in geschart kollineare Lage kfinnen uad im allgemeinen
nicht gebracht werden; vgl. L. Bertnicker und Cr. Darboux, Paris C. R. 104

(1887), p, 771 und 773.

198) Zeitschr. f. Math. 21 (1876), p. 413. Fur affine raumliche Syateme ist

die Bedingung von A. Beck so ausgesprochen worden, dafi fiJr einen der drei

entsprechenden orthogonalen Hauptstrahlen der zugehdrige Ahnlichkeitafaktor

den Wert 1 hat, Zeitschr. f. Math. 44 (1899);, p. 85. In ahnlicher Form ergibt

sich auch die Bedingung, da zwei affine ebene Systeme in parallelperspektive

Lage gebracht werden kflnnen.
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drei Achsen durch einen Punkt. Ein ahnlicher, aber nicht ganz so ein-

facher Satz gilt fur drei Raume. Es sind entweder die drei Ebenen

yereinigt und es liegen die Zentra auf einer Geraden, oder es sind

die drei Zentra vereinigt und es ffehen die Ebeuen durch eine Ge-

rade 199
).

Die Grundlage aller besonderen Untersucbungen uber perspektive

ebene oder raumliche Figuren bilden die perspektiven Dreiecke und

Tetraeder. Die Tatsache, dafi zwei Dreiecke ABC und A
1
B

1
Cl

im

Raum perspektiv liegen konnen, war schon G-. Desaryues bekannt.

Auf Ch. J. Brianchon geht die Bemerkung zuruck, daB auch ABC^
und A^C, cbenso AB

L
C und A^BC^ resp. A^BC und AB& je

zwei perspektive Dreiecke fur dasselbe Zentrum bilden 200
). Durcb

Projektion der raumlichen Figur ergeben sich die gleicben Satze fur

die Ebene 901
).

Einen theoretisehen Fortscbritt auf diesem Gebiet

bedeutet aber erst die Bemerkung von J. Rosanes* *) und H. Schroter***),

dafi zwei in derselben Ebene enthaltene Dreiecke auf mebr als eine

Art perspektiv liegen konnen 203
); es kann auf 2, 3, 4 und 6 Arten

geschehen, doch ist der letzte Fall reell nicht. realisierbar. Die vier-

fach perspektiven Dreiecke hangen auf das Engste mit dem soge-

nannten Clebschschen Secbseck zusammen, das auf 10 Arten ein

Brianchonsch.es Sechseck ist
2M

): bei jeder Teilung dieses Sechsecks in

zwei Dreiecke sind diese Dreiecke vierfach perspektiv
205

).

Wie ein Dreieck und sein Polardreieck in bezug auf einen c2 stets

perspektiv liegen
306

), so gibt es auch umgekehrt stets einen C
2 ,

in

199) C. Rodenberg, Zeitschr. Math. Phys. 30 (1885), p. 113. Auch die Um-

kehrungen der Satze sind richtig.

200) Joum. dc l 4o. polyt. Heft 13 (1806), p. 297.

201) Vgl. auch Anm. 320.

202) Math. Ann. 2 (1870), p. 549 u. 553. Vgi. auch J. Vdhji, Arch. Math.

Phys, 70 (1884), p. 105 und Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 167.

203) F. W. Kirchner bestimmfc die Mengen aller Dreiecke, die mit I, 2, 3,

4, 6 anderen zugleich perspektiv liegen, Diss. Halle 1888.

204) Der einiachste Typus dieses Sechsecks ist im Bundel realiaiert; er

beeteht aus den secha Diagonalen des regularen Ikosaeders ; vgl. F. Klein, Math.

Ann, 12 (1877), p. 531.

205) Vgl. beaonderg H. Schroter, Math. Ann. 28 (1887), p. 457, sowie E. JTe/6,

ebenda 28, p. 167, wo sich alle einschlagigen Fragen sehr ausfuhrlich erfirtert

finden.

206) Den Satz gab J. Plticker, Journ. f. Math. 5 (1829), p. 11. Geometrisch

wurde er von A. Dcscos in Nouv. Ann. de math. 4 (1845), p. 352 bewiesen.

A. Terquem bemerkt dazu, daS er aua einem Theorem von Chasles uber die Jf^
3

folge, daa in Gerg. Ann. de math. 19 (1829), p. 65 enthalten ist. Vgl. auch Staudt,

Geometrie der Lage, p. 135.
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bezug auf den zwei perspektive Dreiecke zueinander polar sind 207
).

Satze ttber perspektive Polygon sind in groBer Zahl abgeleitet

worden 808
).

Zwei Tetraeder konnen auch auf zwei und auf vier Arten per-

spektiv liegen. Die vierfach perspektive Lage 1st noch auf zwei Arten

moglich. Den wichtigeren dieser beiden Falle bilden die desmischen

Tetraeder, deren Moglichkeit zuerst 0. Hernies**9

) benierkte; sie treten

in einer Reihe bemerkenswerter Konfigurationen auf und sind aus-

fuhrlich zuerst von C. Steplianos*
1

*) untersucht worden. Hier sei nur

noch erwahnt, dafi die vier Perspektivitatszentra ein drittes Tetraeder

bilden, das mit jedem der beiden anderen in bezug auf jede Ecke des

dritten ebenfaUs perspektiv liegt
211

). Vgl. Ill AB 5 a, E. Steinitz, Kon

figurationen.

Neben der perspektiven Lage ist auch die hyperboloidische Lage
zweier Tetraeder vielfach untersucht worden, und noch allgeuieiner

diejenige, bei der die vier Yerbindungsliuien A{
A

{ resp. die Schnitt-

Hnien (af /) einer linearen Geradenmannigfaltigkeit augehoren
212

).

J. Vdlyi
21

*) findet, dafi die vier Geraden entweder durch eineii

Punkt gehen oder in einer Ebene liegen oder einem IT2 angehoren,

oder zu je zwei zwei ebenen Strahlbiischeln, so dafi der Mittelpunkt

eines jeden in der Ebene des anderen liegt. t
Diese Moglichkeiten

kQnnen auch kombiniert auftreten. Zwei reziproke polare Tetraeeder

einer F2
sind stets Tetraeder dieser Art, wie auch umgekehrt zu zwei

solchen Tetraedern eine beziigliche JP
2 existiert 214

).
Die hyperboloidische

207) J. Vdlyi, Arch. Math. Phys. (2) 2 (1886), p. 320.

208) Vgl. z. B. S. Kantor, Wien Ber. 80 (1879), p. 716; A. Keller, Dies.

GieBen 1888.

209) J. f. Math. 67 (1869), p. 218 u. 100 (1886), p. 268. Vgl. auch L. Cre

mona, Rom Lincei Mem. (3) 1 (1877), p. 142.

210) Bull. BC. math. (2) 3 (1879), p. 424.

211) Eingehendere Arbeiten uber perspektive Tetraeder gaben u. a. Veronese,

Rom Line. Mem. (3) 4 (1880), p. 132; Th. Reye, Acta math. 1 (1882), p. 97;

J. Vdlyi, Arch. Math. Phys. (2) 3 (1886), p. 441; H. Schroter, J. f. Math. 93, p. 169

und 109, p. 341; E. Heft, Math. Ann. 28 (1887), p. 212; L. Klug, Arch. Math.

Phys. (2) 6 (1888), p. 93.

212) G. Kohn betrachtet Tetraeder, die sich in gescharter Kollineation

enteprechen; er bezeichnet sie als schief perspektivisch. Solche zwei Tetraeder

sind einem und demselben dritten zugleich ein- und umgeBchrieben. Wien Ber.

107 (1899), p. 777.

213) Monatsh. Math. 4 (1894), p. 121; Ungarn Ber. 13 (1896), p. 166, 189;

Monatsh. Math. 6 (1896), p. 220.

214) J. Rosanes, J. f. Math. 90 (1881), p. 320; /. Vdlyi, Monateh. Math. 6

(1895), p. 220; P. Muih, Zeitsch. Math. Phys. 38 (1893), p. 314.
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Lage tritt schon bei M. Ghasles*1

*)
auf. Mehrfach hyperboloidische

Lagen von zwei Tetraedern hat besonders F. Schur 316
) untersucht; es

ist dreifache, vierfache, funffache, achtfache und neunfache Lage mog-
lich. Er weist zugleich darauf bin, dafi ebenso wie perspektive Tetra-

eder aus entsprecbenden Punkten einer zentrischen Kollineation be-

stehen, byperboloidiscb liegende Tetraeder im allgemeinen entsprecbende

Punkte nicbt einer gescbarten, sondern nur einer axialen Kollineation

bilden 217
).

Wenn bei einer ebenen Kollineation ein Dreieck ABC dem Drei-

eck A IfG eingescbrieben ist, so gibt es oo4 solcber Dreiecke und

man sagt nacb M. Pasch* 1

*}: die Kollineation befinde sich in einge-

sckriebener Dreieckslage-, die inverse Kollineation (Nr. 23), die jedem
Punkt A den Punkt A zuordnet, befindet sich in umgeschriebener

Dreieckslage. Eine Kollineation kann sich in eingeschriebener und

umgeschriebener Lage befinden; den beiden Serien von je oc4 Dreiecken

ist alsdann eine Serie von oc 2 Dreiecken gemein, die einander ein-

und umgeschrieben und daher identisch sind, d. h. die Kollineation ist

eine zyklische von der Periods 3 und umgekehrt (Nr. 14). Pasch hat

diese Begriffsbestimmungen auf Korrelationen ausgedehnt; er hat solche

Korrelationen
9fi, W betrachtet, bei denen das Produkt ftW (Nr. 23)

eine Kollineation in ein- resp. umschriebener Dreieckslage liefert, und

nennt auch SH gegen 91 in ein- resp. umschriebener Dreieckslage be-

findlich 219
). (Naheres hieriiber sowie fiber apolare Korrelationen und

solche, die sich stiitzen, bei 0. Ludwig.)

Eine Reihe von Arbeiten beschaftigt sich niit den besonderen

Lagen gewisser einzelner Gebilde resp. mit mehreren Kollineationen

in besonderer Beziehung
820

).

215) Aper^u hist. Note 32. Weitere Literatur in Math. Ann. 19 (1881), p. 429.

216) Math. Ann. 20 (1882),. p. 270 ff. und 19 (1881), p. 429.

217) Es gibt fur zwei beliebige Tetraeder zwei axiale Kollineationen, in

denen sie sich entsprechen, oc 1
fiir die hyperboloidische Lage und oo* fiir die

perspektive. Zwei perspektive Tetraeder entsprechen einander im allgemeinen

in oo 9
Kollineationen; darunter ist eine zenthsche, keine axiale oder gescharte.

H. Schnell, Diss. GieBen 1891
,
bestimmt die perapektiven und hyperboloidisch

liegenden Tetraeder fiir alle oo s
Kollineationen, die dasselbe Haupttetraeder

haben.

218) Math. Ann. 23 (1884), p. 419. Zwei Ecken eines Dreiecks sind beliebig

und bestimmen eindeutig die dritte.

219) Rosanes bezeichnet solche Korrelationen als konjugiert, Eine geo-

metrische Definition dieses Begriffs gab. S. Goldschmidt, Dies. Griefien 1883, sowie

Zeitschr. Math. Phys. 30 (1885), p. 182.

220) Drei vereinigte kollineare Ebenen, deren drei Doppelpunktsdreiecke
auf einem cs liegen, betrachtet G. Tarry, Paris C. E. 94 (1882), p. 141. F. Freih.
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13, Involutorische Lagen. Zwei projektive Grundgebilde in ver-

einigter Lage heifien involutorisch, wenn je zwei Elemente einander

doppelt entsprechen. In dieser Weise wurde die Definition von

M. Chasks^) zuerst aufgestellt. Es besteht der Satz, daB das doppelte

Entsprechen fur je zwei Elemente gilt, wenn es fur ein Paar der Pall

1st. Sind AA
, BB, CO drei Paare entsprechender Punkte in zwei

involutorischen Punktreihen, so ist

AC -BA Cff.

Diese fundamentale Relation fur seeks Pwikte in Involution oder drei

Paare konjugierter Punkte war scbon Pappus bekannt, als beim Schnitt

einer Transversale mit einem vollstandigen Viereck auftretend 222
).

G. Desargues
228

) hat das Zentrum der Involution eingefiihrt, d. h. den-

jenigen Punkt 0, der dem Punkt entspricht, und gezeigt, daB fttr

jedes Punktepaar die Gleichung OA OA = const, besteht. Das voll-

standige System der sieben Streckenrelationen, die sich fur sechs Punkte

in Involution aufstellen lassen, gab wohl als erster Oh. J. Brianchon 2
**).

Metrische Relationen sonstiger Art hat insbesondere Chasles) in

grofier Zahl aufgestellt. Involutorische Strahlbuschel erhalt man am

einfachsten, indem man die entsprechenden rechten Winkel wechsel-

seitig aufeinander legt. Je nachdem die Doppelelemente der involu-

torisch liegenden Punktreihen oder Biischel reell oder imaginar sind,

heifit die Involution hyperbolisch oder dliptisch. Bei der hyperbolischen

Involution bildet jedes Paar konjugierter Elemente mit den Doppel-

elementen vier hannonische Elemente.

Krieg v. Jlochfelden untersucht drei raumliche Systeme, deren Kollineationen

die Relation (Ej &amp;lt;,&amp;lt;,*=
1 erfullen (Nr. 23); Wien Ber. 97 (1888), p. 806. ,|Vgl.

auch G. Kohn, Wien Ber. 93 (1886), p. 314.

221) Aper9u hist. Note 10, p. 334. Ist das doppelte Entsprechen fur ein

Punktepaar vorhanden, so gilt es immer; vgl. F. Seydeioitz^ Arch. Math. Phys. 4

(1843), p. 288.

222) Vgl. Pappi Alexandrini collectiones
, herausgegeben von F, Hultsch,

2 (1877), p. 873.

223) Oeuvres de Desargues, herausgegeben von Poudra, \l (1864), p. 119.

Es ist nur cine Abschrift des Desarguessshen Hauptwerkes auf uns gekommen,
die Ohasles 1845 der Pariser Akademie vorlegfce, Naheres bei Chasles, Aper?!!

historique, p. 74 und bei Kotter, Bericht, p. 43.

224) Er folgert es aus dem Ptolemaischen Lehrsatz; Memoires sur les lignes

du second ordre, Paris 1817, p. 11. Eine einfache algebraische Deutung dieser

Eelationen gibt O. Hesse, J. f. Math. 63 (1864), p. 179 (ges. Werke, p. 615).

225) Trait^ de geom, sup., chap. 9ff. Vgl. auch H. Seydewitss, Arch. f. Math.

4 (1844), p. 263; A. Jacobi, J. f. Math. 31 (1846), p. 45; G. Battaglini, Giorn. di

mat. 1 (1863), p. 1, 41, 97, 161; G. Becker, Prag Ber. (1878), p. 272; B. Klein,

Zeitschr. Math. Phys. 28 (188.1), p. 262.
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Die einfachete elliptische Involution ist die girkulare, bei der je

zwei Elemente eines Paares (Strahlen) aufeinander senkrecht steheu;

ihre Doppelelemente gehen durch die beiden Kreispunkte der Ebene,

in der ilire Strahlen liegen. Die einfachate hyperbolische Involution

ist die Symmetric, bei der alle Paare symmetrisch gegeu die Doppel
elemente liegen

226
).

Eine beliebige Ebeneninvolution kann stets durch

eine zirkulare resp. symmetrische Strahleninvolution geschnitten

werden und uingekehrt
227

).

Fallen beide Doppelelemente der Involution zusammen, so heiBt

eie parabolisch; sie stellt eine ausgeartete Involution dar 2*8
) (Nr. 15).

AuBer beim vollstandigen Viereck tritt die Punktinvolution .aueh

beim Schnitt einer Transversale mit irgend drei
&amp;lt;%

eines c2 -Buschels

auf 238
),

insbesoudere also beim Schnitt mit dem c
s
und irgend einem

eingeschriebenen Viereck 2SO
).

Sucht man zu drei Punkten einer Geraden in jeder moglichen

Anordnung den vierten harmonischen, so bilden diese drei Punkte mit

den gegebenen eine Involution 231
).

Der Begriff der Involution laBt sich auf die Punkte oder Tan-

genten einer Cj ubertragen; uberhaupt auf alle Gebilde erster Stufe,

also auf JS^, Ht
uaw. Zwei involutorische Punktreihen auf einem c

g

liegen so, daB die Verbindungslinien aller Punktepaare durch einen

Punkt (das Involutions^ewtfrww) gehen
233

),
so daB die von ihrn an den

226) Bei der aymmetriachen Punktinvolution liegt ein Doppelpunkt unend-

lich fern; eine hyperbolische Involution kann daher in die Symmetric projiziert

werden (vgl. Nr. 22).

227) H Schroter, Th. d. Oberfl., p. 19; W. Fiedler, Zurich Zeitachr. 26 (1881),

p. 89.

Fur besondere Satze iiber Involutionen vgl. noch E. Dcwulf, Bull. sc. math.

(2) 3 (1879), p. 385; It. Boger, Disa. Leipzig 1886; G. Kohn, Monateh. Math. 2

(1891), p. 141, der das Auftreten der Involution beim Schnitt einer Geraden mit

den zehn Flachen einea raumlichen Funfflachs konstatiert.

228) Sie tritt z. B. auf den Tangenten eines ca auf; jeder Punkt ist dem

Beriihrungspunkt konjugiert.

229) Diesen Satz gab Ch. Sturm, Ann. de math. 17 (1826), p. 180. Auf ihm

beruht die bekannte Konstruktion der Doppelpunkte einer Involution mittels

eines Kreisbuscbels.

230) Der obige Satz stammt von Desargues; vgl. das Zitat in Anm. 223,

p. 188. ftber das Auftreten der Involution in der Polaritiit fur den c, vgl.

F. Dingeldey HI C 1, Nr. 10.

231) Vgl. Staudt, Geometrie der Lage, 220.

232) Vgl. F. Seydewitz, Arch. Math. Phys. 4 (1844), p. 264; A. Jacobi, J. f.

Math. 31 (1846), p. 67.

Die involutoriache Paarung hat ein Seitenstuck auf den Ft
. Werden deren

Pnnkte durch je drei konjugierte Strahlen eines Polarbundels, dessen Scheitel auf
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c, gehenden Tangenten die Doppelelemente liefern; auf seiner Polare

(der Involutionsadtee) schneiden sich die involutorisch gepaarten

Cj -Tangenten. Die Erzeugenden einer J7
2

hat in analoger Weise

zuerst Ckasles**
9
) involutorisch gepaart. Nach einera Satz von

Ed. Weyr
994

) schneidet ein c2 -Biischel jeden durch zwei seiner Grund-

punkte gehenden c, in einer Punktinvolution.

Mit jeder projektiven Beziehung hangt eine gewisse Involution

zusammen, der eine prinzipiellere Bedeutung zukommt. Sind namlich

A, A entsprechende Punkte vereinigter Punktreihen, und ist A^ der-

jenige Punkt, dem A entspricht, so bilden A19 A entsprechende Punkte

einer projektiven Beziehung, die die gleichen Doppelpunkte M und N
besitzt, wie die ursprtingliche. Wird nun A&quot; so bestimmt, dafi AA
und AA zwei harmonische Paare sind, so bilden A, A&quot; eine In

volution, die ebenfalls M und N als Doppelpunkte besitzt. Diese

Satze sind von M. Chasles 236
) gegeben worden; sie ermoglichen, die

Konstruktion der Doppelpunkte einer Projektivitat (Nr. 11) auf die-

jenigen einer Involution zuruekzufuhren. Noch allgemeiner ist fol-

gender Satz von M. Pasc?i 2Sff

): Wird A&quot; so bestimmt, dafi fiir ge-

gebenes I das Dv (A A^AA&quot;)
= A ist, so bilden J., A&quot; eine projektive

Beziehung, die ebenfalls M und N als Doppelpunkte besitzt und

durch die gegebene Projektivitat in sich iibergefuhrt wird.

Fur zwei auf deniselben Triiger liegende Involutionen gibt es

ein beiden gemeinsames Punktepaar. Werden die Involutionen auf

einen cg projiziert, so wird es durch die Verbindungslinie der beiden

Involutionszentren ausgeschnitten
337

).
Es ist nur dann imaginar,

wenn beide Involutionen hyperbolisch sind und ihre Doppelelemente
sich gegenseitig trennen. Alle geometrischen Konstruktionen, die

auf die Ermittelung der gemeiusamen Elemente zweier Involutionen

der Ft liegt, zu Tripeln vereinigt, BO gehen alle durch je ein Tripel bestimmten

Ebenen durch einen Punkt. Den Satz kannte achon Fregier, Grerg. Ann. 7 (1816),

p. 97; einn ersten geometrischen Beweis gab H. Sckrater, J. f. Math. 64 (1865),

p. 180.

283) J. de math. 4 (1839), p. 348. Satze fiber sie gibt z. B. fttaudt, Bei-

trage 2, 88 if.

234) Wien Ber. 68 (1868), p. 223.

235) Traite de geom. snp., p. 186; 2. Aufl. (1880), p. 177. Vgl. auch

H. Schroeter, J. f. Math. 77 (1874), p. 120.

236) J. f. Math. 91 (1881), p. 349 nnd Math. Ann. 23 (1884), p. 422. Der

Satz laBt sich auf ebene Kollineationen ubertragen; man nimmt drei Paare PQ,
QR, US entsprechender Punkte und bestimmt P so, daB PQHSP derselben

Punktgruppe kollinear sind. Vgl. auch C. Segre, Torino Mem. (2) 38 (1886), p. 3.

237) F. Seydewitz, Arch. f. Math. 4 (1844), p. 265.
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fiihren, konnen daher mittels eines featen Kreises ausgefiihrt werden

(Nr. 11). Hierher gehort z. B. die Aufgabe, ein Punktepaar zu kon-

struieren, das mit zwei anderen Paaren zugleich hannonisch liegt.

Involutionen lassen sich, worauf zuerst M. Chasles*36) hinwies, der

projektiven Beziehung unterwerfen: Konstruiert man fur vier Punkte-

paare und irgendeinea Punkt P je den vierten harmonischen Punkt,

so 1st das Do dieser vier Punkte von P unabhangig und wird als

Dv der vier Punktepaare bezeichnet, womit die Grundlage tfer pro-

jektiven Beziehung und damit auch die Ausdebnbarkeit der Er-

zeugungsmethoden gegeben ist (Nr. 10). Sie wurden alsbald zur Er-

zeugung der Gebilde dritten und vierten Grades benutzt. (Vgl. G. Kohn,

in c 5j
239

).

Die involutorische Lage zweier vereinigten ebenen Systeme ist

nur ein besonderer Fall der perspektiven Lage, nanilich der, daB je-

des Punktepaar durch Zentrum und Achse der Perspektivitat harmo-

nisch getrennt ist, also das zugeborige Dv= 1 ist. Ist das doppelte

Entsprechen fiir zwei Punktepaare beliebiger Lage erftJ lit, so auch

fiir die ebenen Systeme. Diese besondere involutorische und zugleich

perspektive Lage (zentrisclie Involution) ist auch fiir zwei kollineare

Raume moglich; aufier ihr aber noch eine zweite, die schiefe oder ge-

scharte Involution heiBt-40); sie stellt denjenigen Fall der gescharten

Kollineation (Nr. 12) dar, daB jedes Punktepaar mit den Leitstrahlen

der bezliglichen linearen Kongruenz vier harmonische Punkte bestimrnt,

also das konstante Dv dieser Kollineation (Nr. 11) den Wert 1

hat. Sie ist durch die beiden Leitstrahlen bestimmt 241
).

Lassen sich

zwei Eiiume geschart involutorisch legen, so ist es auf oo 1 Arten

moglich
248

).

238) Paris C. R. 41 (1855), p. 679 u. 1079. Analytisch druckt sich die Be

ziehung durch eine in #, reap, y quadratische Gleichung aus, so daB eine aus

den aeun Koeffizienten gebildete Determinante verschwindet.

239) U. Schroeter hat eine synthetiache Geometric der ebenen c
s anf die

Erzeugung durch projektive Strahleninvolutionen in halbperspektiyer Lage ge-

griindet; Math. Ann. 5 (1872), p. 63. ftber Erzeugungen mittels hoherer In

volutionen vgl. H. Cr. Zeuthen, El C 3.

240) Ihren einfachsten Fall stellt wieder die Symmetrie bezuglich einer s

oder g dar.

241) Diese Involution betracbtete zuerst Staudt, Geom. d. Lage, 230.

Vgl. auch C. Steptonos, Bull. sc. math. (2) 3 (1879), p. 471. Beaondere Satze iiber

Kreise und Kreisbiischel in ebenen und raumlichen Involutionen gibt G. Kft-

binger, Progr. Saargenaiind (1883).

242) L. Bertnicker, Paris C. E. 104 (1887), p. 771; G. Darboux, ebenda,

p. 774.
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Der BegrifF der involutorischen Luge laBt sich auf reziproke

vereinigte Systeme ausdehnen. Dies scheint ebenfalls F. Seydetoitg**)

zuerst getan zu haben; er fand, daB es entweder keinen Punkt gibt,

der auf der zugehorigen Geraden liegt, oder aber oo 1
,

die einen c
8

bilden. In diesem Falle ist das involutorische System das Polarsystem

fur diesen c3 ;
in ihn fallen die Kurven c8 und x2 von Nr. 11 mit-

einander zusammen. Jedes derartige involutorisclie ebene System wird

daher als Polarsystem bezeichnet und c
2

als seine Ordnungskurve.

Diese Definitionen lassen sich auf den Biindel und den Raum aus

dehnen 244
).

Im involutorischen Biindel (PolarbiindeT) gibt es ins-

besondere ein wthogonales Dreikant entsprechender Strahlen resp.

Ebenen 245
).

Im Raum gibt es eine F2 (Ordnungsflache) der Punkte,

die auf den ihnen entsprechenden Ebenen liegen; in sie fallen die -F
2

und &amp;lt;Po von Nr. 11 zusammen 246
).

Wenn es bei zwei reziproken

Ebenen, Biindeln, Raumen ein Dreieck, Dreikant oder Tetraeder gibt,

dessen Elemente sich doppelt entsprechen, so ist die involutorische

Lage stets vorhanden und es gilt fur atte.

Die hochste Besonderheit, die fiir zwei reziproke Raume mog-
lich ist, besteht darin, daB jeder Punkt P seiner zugehorigen Ebene

3t doppelt entspricht. Es liegt dann immer P in it und die beiden

reziproken Systeme bilden ein Nuttsystem (vgl. K. Zindler, III An-

hang); jedes Tetraeder ABCD ist dem entsprechenden zugleich ein-

und umgeschrieben
247

).

14. Zyklische Projektivitaten. Entspricht in einer projek-

tiven Beziehung vereinigter Gebilde dem Element A das Element Alt

dem A
l
== B das Element Blf dem Element B

i
== C das Element C\

243) Arch. f. Math. 9 (1846), p. 168. Dort findet sich auch eine ausfuhr-

liche Ableitung metrischer Relationen.

244) Naheres fiber Polarifat fiir f, , Kt
und Fz bei Dingeldey, HI C 1,

Nr. 10 und Staude, HI C 2, Nr. 88 ff.

245) Im rotatorischen Polarbiindel gibt es oo 1
orthogonale Polardreikante.

Es kann aber auch jeder Strahl auf der zugehorigen Ebene senkrecht stehen;

dieser einfachste Polarbiindel heiBt orthogonal und stellt die Polaritat beziiglich

des absoluten Kegels dar.

246) Ein Gebilde, das in bezug auf einen c2 oder eine Fs iich selbst polar

ist, heifit autopolar; jede autopolare cn kann als Enveloppe von autopolaren c,

betrachtet werden; ygl. P. AppeU, Nouv! Ann. (3) 13 (1894), p. 206. Dafl c, und

J?\ antopolar eein konnen, ist evident; jeder c8 ist ea fur den e/, der mit ihm
eine doppelte Beriihrung hat, und eine F9

ist es for eine IT/, mit der sie sich

in einem ct beriihrt.

247) Die ein- und umgeechriebene Lage zweier Tetraeder ist ubrigens
noch auf andere Arten mOglich; vgl. P. Mutkf Zeitschr. f. Math. S7 (1892), p. 117

und G. Bauer, Miinchen Ber. 27 (1897), p. 358.
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usw., so kann es vorkommen, daB die Kette ABC . . . nach n Schritten

wieder zu A zuriickfuhrt, daB also dem nivn Punkt M der Punkt A
als MI zugeordnet ist

248
). Es 1st dann

(i) ABC ...MXBC...MA
und die Gebilde heifien zyklisdi projeldiv, insbesondere A,B,...,M
erne gyJdisch projektive Gruppe.

Diirch eine zyklische Projektivitat ^ werden zugleich noch n 2

andere, ebenfalls zyklische Projektivitaten definiert; die samtlichen so

vorhandenen n 1 Projektivitaten lassen sich durch die Potenzen

(Nr. 23)

,?,,... $-
darstellen, und zwar werden die sich in ihnen entsprechenden Punkte

durch die verschiedenen Potenzen des Zyklus (ABC . . . M) ge-

liefert
249

).
Die n** Potenz

ty&quot;
heiBt Idcntitdt, in ihr entspricht jeder

Punkt sich selbst 250
).

Den einfachsten Fall n = 2 einer zyklischen Projektivitat stellt

die involutorische Beziehung dar; fiir n = 3 heiBt bei Gebilden erster

Stufe eine zyklische Gruppe eine aquianharmonische
^ 1

).
Wie bei der

Involution gilt auch hier der Satz, daB falls irgend eine zyklische

Gruppe von n Elementen vorhanden ist, jede Kette sich nach n

Schritten schliefit. In den Grundgebilden erster Stufe existieren eykliscJie

Projektivitaten fiir jedes n; bei gegebenem n ist die projektive Be

ziehung durch irgend drei konsekutive Elemente der Gruppe eindeutig

bestimmt, wie J. Luroth gezeigt hat 252
).

248) Auf solche Punktgruppen hat zuergt A. Clebsch hingewiesen J, f. Math.

68 (1868), p. 167. Systematisch hat sich mit ihnen zuerst Battaglini beschSiftigt,

Giorn. di mat. 14 (1875), p. 116. Er atudiert auch Verwandtschaften von ieil-

weise zyklischem Charakter.

249) Fiir diesen Begriff vgl. H. JBurkhardt I A 6, Nr. 1, 2, 3.

250) Eine eingehende Darstellung der Eigenschaften der zyklischen Pro

jektivitaten enthalt z. B. Beyes Geometric der Lage, 2. Bd., 3. Aufl. (1892),

p. 96 ff. Fur n = 4 hat man die Projektivitaten $, ^ , $; die sich in ihnen

entsprechenden Punkte sind durch

(ABCD}, (AC)(BD), und (ADBC}

dargestellt. Es ist also ^5
2 eine Involution.

251) Fiir sie und die obige Bezeichnung vgl. J5T. Schroter, Math. Ann. 10

(1876), p. 420.

252) Math. Ann. 11 (1877), p. 84; vgl. auch S. Kawtor, Wien Bex. 82 (1880),

p. 34. A. Ameseder hat die zyklischen Projektivitaten auf Grand davon be-

handeit, daB unter den Potenzeii stets eine ist, die mit der Reihenfolge der

Elemente identisch ist, Wien Ber. 98 (1889), p. 290.
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Da das Dv zwischen den Doppelelementen und zwei entsprechen-

den Elementen erne wte Einheitswurzel 1st, so lafit sich jede zyklische

Projektivitat auf die Drehung eines Strahlbiischels abbilden 258
), wodurch

ihre Theorie der Sache nach gekennzeichnet ist (Nr. 22).

Fur eine ebetie zyklische Kollineation a54
) gibt es nur einen reellen

Doppelpunkt U und eine reelle Doppelgerade w; sie kann so in eine

andere Ebene projiziert werden, dafi u ins Uneiidliche fallt, die ima-

ginaren Doppelpunkte in die Kreispunkte, und die Kollineation selbst

in eine Drehung von der Periode n um den reellen Doppelpunkt iiber-

geht. Damit ist wieder der Charakter der allgemeinsten zyklischen

Kollineation als projektive Verallgemeinerung der Drehung einer

Ebene in sich gekennzeichnet (Nr. 22). Die zyklische Kollineation ist

zugleich eine Hermitesche (Nr. 12), Es folgt noch, daB jede ebene

zyklische Grruppe entweder auf eiuer g oder einem c
2 liegt.

Fur eine raumliche zyklische Kollineation gibt es stets zwei

reelle sich selbst entsprechende Geraden g und h, die entweder

alle Punkte gemein haben oder eine zyklische Projektivitat ent-

halten 255
). Abgesehen von den Fallen, daB alle Punkte jedes Zyklus

je auf einer g oder einer liegen
856

), gibt es ffir n == 4 noch drei

verschiedene Falle, fiir n *= 5 jedoch nur einen. Charakteristisch ist

stets die Natur der Doppelgeraden g und li. Ist n 4, so kann zu-

nachst die Gerade g lauter Doppelpunkte enthalten, und h Trager einer

Involution sein; zwei Geraden des durch A^A^A^A^ bestimmten Tetra-

eders schneiden sich auf g, zwei andere schneiden h in einem Punkte-

paar der Involution. Diesen Fall hat H. Schroeter**1

) untersucht; er

findet, daB zwei Tetraeder vierfach hyperboloidisch liegen
258

).
Die

beiden anderen Falle hat A. Pampuch^) erortert. Sie sind so cha-

258) Vgl. 0. Bonsdorff, Helaingfors Acta Soc. Fenn. 11 (1880), p. 329. Er

behandelt das Problem vom Standpunkt der Formentheorie aua.

254) F.Luroth, Math. Ann. 18 (1878), p. 305; H.Eeim, Disg. Breslau (1879).

Der Fall n = 3 wird anch ala trilineare Lage bezeichnet. Bin Dreieck und sein

entspreehendes liegen nach H. Schroter dreifach perspektiv, Theor. d. Oberfl.,

p. 402 if.

255) Die allgemeinste Bewegung ist eine Schraubenbewegung (Schoenflies,

IV 3, Nr. 1) und daher keine zyklische Kollineation.

256) Zu ihnen gelioren wieder die Drehungen um einen featen Punkt, die

periodisch aind. Fiir n= 3 sind nur diese beiden Falle moglich.

257) Math. Ann. 20 (1882), p. 231.

258) Zwei solche Tetraeder sind zugleich einander ein- und umgeschrieben ;

vgl.P.Muth, Zeitschr. Math. Phys. 37 (1892), p. 117. Zu einem Tetraeder gibt ea

auch solche, die mit ihm einfach, zweifacb, vierfach perapektiv, reap, funffach

nnd neunfach hyperboloidisch liegen. Vgl. K. Uhrig, Diss. Giefien 1891.

259) Diaa. StraBburg 1886.
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rakterisiert, daB entweder auf g und h je euie elliptische resp. hyper-

bolische Involution existiert, oder aber auf g und h je eine zyfcbsche

Projektivitat n 4 vorhanden ist. Pampuch bat auch alle JP2; sowie

alle raunilichen e, und c4 bestimmt, die sich in der Kollineation selbst

entsprecben.

Den Fall n 5 haben H. Kupfwrs} und JL Ameseder W1) unter-

sucht. Es gibt ein Biiscbel von jP2? das bei der zyklisehen Kolli-

iieation in sicb iibergeht, sowie zwei in sieb duale Bflndel von c3 , die

sich selbst entsprechen*
62

); sie gehen je dnrcb fiinf Punkte eines

Quintupeis und baben pajntlicb g und h als Sekanten, und diese Ge-

raden sind zugleicb Trager zyldischer Ebenenbflscbel nnd Punktreihen

n = 5. Aucb dieser Fall bat in der zykliscben I/age kongruenter
Eaume seinen typiscben Vertreter. Ist. n

^&amp;gt;

6. so liegt jede zykliscbe

Gnippe entweder auf einer g, einer s, einem Paar von s oder einem H9
.

S. Kantor*63
) bat den Begriff der zykliecben Beziebung dabin

verallgemeinert, dafi die beziigliche Punktgruppe, falls es sicb um
eine ebene Kollineation bandelt, auf einer cm liegt, und falls ea sicb

um eine raumlicbe bandelt, auf einer Fm . Ancb bier gilt der 8at.z,

dafi dies immer zutriift, wenn es einmal der FaD ist.

15. Ausgeartete Projektivitaten uud Korrelationen. Bei aus-

geartet3ii Projektivitaten usw. entspricbt nicbt mekr jedem Element

des einen Gebildes ein und nur ein Element des aiideren. Die Er-

kenntnis ibrer allgeraeineren Bedeutung verdankt man A, T. Hirst.

Grundet man die projektive Beziebung auf die perspektive Lage ;
so

ergeben sich die Ausartnngen, falls das perspektive Zentrum in eines

oder beide Gebilde bineinfallt
2&i

).
Nur die so entstebenden Aus-

artungen sollen bier in Betracbt gezogen werden.

Bei der ansgearteten projektiven Beziebung zweier Punktreihen

entspricbt jedem Punkt der einen derselbe Punkt der anderen und

uiugekehrt
255

).

Ausartungen bei Gebilden zweiier und dritter Stufe lassen sicb nacb

A. Hirst***) am besten fur reziproke Systeine aussprechen. Solcber

260) Dias. Munster 1890,

261) Wien Ber. i)8 (1889), p. 588.

262) Jedes Bvindei enthalt ein festes ima-ginares Schmiegungstetraeder.

263) Wien Ber. 82 (1880), p. 34; vgl. auch M. Geniy, Bull. S. M. P. 21

(1898), p. 48. Vgl. auch Nr. 24.

264) Ygl. die foJgende Anmerkung so wie anch W. Fiedler, Daretollonde

Geometrie, 2. Aufl, (1875), p. 68, 80 u. 704.

266) Fiir die ausgeartefce Involtition vgl. Nr. 13 und Anm. 229.

266) London Math. Soc. Proc. 5 (1875), p. 41; 6 (1876), p. 7; 8 (1877), p. 268;

Encyldop. d. jatb. VfiBattwch, in l. 2S
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gibt es fiir ebene Systeme drei (singulars Korrelationen)
267

). Zwei

sind zueinauder, die dritte ist sich selbst reziprok.

Im ersten Fall gibt es in jeder Ebene einen singularen Punkt P,
dem jede g der anderen entspricht (eentrale Ausartung); ferner sind

die Biischel durch P und P projektiv so zugeordnet, daB jeder g
durch P jeder Punkt der entsprechenden g durch Pf

entspricht.

Durch das Punktepaar und die Projektivitat der Biischel ist die Korre-

lation bestimmt Der zweite Fall ist, wie bereits erwahnt, zum ersten

reziprok (axidle Ausartung). Im dritten Fall gibt es in jeder Ebene

einen singularen Punkt P resp. Py
dem alle Geraden der anderen Ebene

entsprechen, und durch ihn eine singulare Gerade h resp. h ,
der alle

Punkte der anderen Ebene entsprechen. Uberdies entspricht jetzt jedem
Punkt von h jede Gerade durch P und umgekehrt. Dieser Fall stellt

also eine Kombination der beiden vorigen dar (central -axiale Aus

artung); er wird afe Ausartung swelter Art bezeichnet, im Gegensatz

zu den beiden vorstehenden Ausartungen erster Art 268
).

Ffir raumliche reziproke Systeme
269

) und 2? gibt es drei ver-

schiedene Typen von Ausartungen, Ausartungen erster Art existieren

drei; zwei, die eentrale und planare, sind zueinander, die dritte ist

zu sich selbst dualistisch. Bei der zentralen exist!ert in Z und

je ein singularer Punkt P resp. P ,
dem alle Ebenen entsprechen; die

Biindel P und P sind reziprok, und jeder von P entsprechen alle

Punkte des ihr zugeordneten Strahles e von P. Die planare Aus--

artung ist hierzu wieder dualistisch. Bei der dritten Ausartung, der

axialen, gibt es je eine singulare g resp. g 9
der alle Geraden ent

sprechen. Die Punktreihen und Buschel auf g und g sind projektiv,

und jedem Punkt A von g entsprechen alle Ebenen durch A und

jeder Ebene durch g alle Punkte auf g.

Ann. di mat. (2) 6 (1877), p. 263; vgl. auch E. Sturm, Math. Ann. 12 (1877),

p. 861 u. 270.

267) Dieee ergeben sich auch, indem der c% eines Polarsystems degeneriert,

vgl. Hirst Anm. 266. Das Analoge gilt fur die ranmlichen Ausartimgen.

268) Die geometrische und analytiscbe Ableitung der Ausartungen decken

sich nicht vollstandig. (Naheres bei O.Ludwig) Eine erschfrpfende Aufzahlung

gabeu G. Loria, Giorn. di mat. 22 (1884), p. 1 mid C. Segre, Rom Line. Mem. (3) 19

(1884), p. 127, auf Grund der Theorie der bilinearen Formen (IDLE 2), und zwar

fur den Mn . Man kann die so definierbaren Ausartungen geometrisch dadurch

erzeugen, dafi man z. B. in der Ebene bei den Vierecken und Vierseiten, die

die Korrelation beetimmen, Punkte oder Seiten zusammenfallen laBt, und analog
im Eaum; vgl. z. B. Reye, Geometrie der Lage 2 (1907), p. 20 u. 35.

269) A. Hirst, London Math. Soc. Free. 6 (1874), p. 7; 21 (1890), p. 92. Vgl.

auch G. del Prete, Lomb. Ist. Rend. (2) 30 (1897), p. 400, wo eich eine methodische

Aufzahlung fur den Rn fmdet.
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Ausartungen swelter Art gibt es drei; sie entstehen so, daB die

genannten Projektivitaten selbst ausarten; sie bilden zugleich die Kom-
bination der vorstehenden. Hirst bezeichnet sie als zentrcil-axiale,

planar-axiale und zentral-planare Ausartung. Eine ist sich selbst^ die

beiden anderen sind zueinander reziprok. Von den beiden letzten ent-

halt die eine je einen singularen Punkt P, P und durch ibn je einen

singularen Strahl g resp. g y
so daB ihnen alle Strahlen oder Punkte

der anderen Ebene entsprechen. Die Punktreihen und die Ebenen-

biischel um g und g sind wieder projektiv, und jeder dieser Ebenen a

entsprechen alle Punkte von a usw. Die andere ist, wie bereits er-

wahnt, zu ihr reziprok. Fiir die dritte existiert je eine singulare

Ebene e resp. t, in ihr ein singularer Punkt P resp. P ,
sowie je ein

singularer Strahlenbiischel mit P und P als Mittelpunkt; die beiden

Buschel sind projektiv, so dafl jedem Punkt A eines Strahles a alle

Ebenen a durch a und umgekehrt entsprechen. Endlich gibt es noch

eine Ausartung drifter Art (die zentral-planar-axiale Ausartung); fftr

sie gibt es in E einen singularen P, eine singulare g und eine siugulare 6,

so daB P, g, s vereinigt liegen und ihnen alle Ebenen, Geraden und

Punkte von 2f entsprechen, und analog ist es fur 2T 270
).

Die oben genannte allgemeinere Bedeutung dieser Ausartungen
ist die, daB sie fur die Theorie der Kollineation und Korrelation eine

ahnliche Rolle spielen, wie die ausartenden % und F
t

fiir das Cha-

rakteristikenproblem (Zeiiflien III C 3, Nr. 27)
*71

).
Insbesondere gilt

dies fur die Probleme der Anzahlgeometrie^ also fiir die Aufgabe, die

AnecM der Korrelationen zu ermitteln, die gewissen vorgegebenen

Bedingungen geniigen. Fur ebene Koirelationen hat T. A. Hirst*&quot;
*)

dies Problem vollstandig erledigt. Die Bedingungen, die eine ebene

Korrelation festlegen, zerfallen in einfache und doppelte. Ein Paar

entsprechender A, a resp. 5, I? stellt eine doppelte, also doppelt zu

zahlende Bedingung dar, ein Paar konjugierter Punkte oder Strahlen

eine einfache. Ist k, I, m, n die Zahl solcher Elementenpaare, die eine

Korrelation festlegen sollen, so ist & = 2 + 21 + m 4- n = 8; die

Gruppe (k, I, w, n) heifit die Signatur der Beziehung.

270) Die Zahl der allgemeinen Bedingungen einer Kollineation reduziert

sich bei den Ausartungen von 15 anf 14, 13, 12.

271) Diese Beziehung kommt auch in folgendein zum Auedruck. Wird

eine Cj oder eine JP
8

einer ausgearteten Kollineation unterworfen, so entsteht

ein ausgeartetes Gebilde zweiter Ordnung. Ebenso ist es, wenn man bei einer aus

gearteten Korrelation beide Ebenen (oder Raume) zu einem PoJarsystem yereinigt,

272) London Math. Soc. Proc. 5 (1874), p. 40; vgl. auch Ann. di mat. (2) 6

(1874), p. 260.
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1st die Zahl &amp;lt;f der Bedingungen gleich 7, so gibt es unter den

oo 1

zugehorigen Korrelationen stets gewisse Ausartungen; ihre Zahl

und Art hat Hirst fur jede mogliche Signatur (k, I, m, ri), die bei

7 Bedingungen auftreten kann, bestimmt. Mit ihrer Hilfe laBt sich

die oben genannte Frage nach der Anzahl der jeder einzelnen Signatur

bei 8 Bedingungen zugehorigen Korrelationen beantworten. 1st E
die Enveloppe aller Geraden der einen Ebene, die fur alle oo 1 Korre

lationen einem Punkt der anderen entsprechen, und c der Ort aller

Punkte, die in der einen Ebene einer Geraden der anderen entsprechen,

so hangt die Klasse ^ von E und die Ordnung v von c init den Aus

artungen durch die aus der Charakteristikentheorie bekannten Formeln

(Zeuthm III C 3, Nr. 27)

^ = 2v it
9

v 2ft A

zusammen, wenn n und A die Zahl der vorhandenen Ausartungen
mit singularein Punkt und singularer Geraden darstellen. Anderer-

seits liefern ^ und v zugleich die Zahl der Korrelationen fur die-

jenigen 8 Bedingungen, die durch Hirizufugen eines Punktepaares oder

Geradenpaares zu den 7 gegebenen entstehen, also fiir die Signaturen

(k, I,
m + 1, ri)

und (k, I, m, w + 1). In dieser Weise hat Hirst das

Problem der Korrelationen fiir alle Signaturen erledigt. 1st n = 0,

so is* die Zahl der zugehorigen Korrelationen immer gleich 1; die

Korrelation ist daher linear konstruierbar. Ausgenommen ist nur die

Signatur (220 0), fiir die eine Korrelation iiberhaupt nicht existieren

kann. Einzelne dieser Falle waren iibrigens schon vorher von

H. Schroter behandelt worden 273
).

Spater hat Hirst das Problem noch in anderer Form behandelt 274
).

Er geht von den &amp;lt;x&amp;gt;

2 Korrelationen aus, die durch seeks Bedingungen
bestimmt werden. Unter ihnen befinden sich oo 1 zentrale und oo 1 axiale

Ausartungen, sowie (im aJlgemeinen) eine endliche Zahl von Aus

artungen zweiter Art. Zu jeder dieser beiden Scharen von Aus

artungen erster Art gehoren wieder zwei Charakteristiken. Es sei A
p

die Zahl der axialen Ausartiingen, fiir die noch ein weiteres Punkte-

paar konjugiert ist (also zugleich die Klasse der Kurve der einen

Ebene, die fiir alle die oo 1 axialen Ausartungen einem Punkt der

anderen entspricht) und A, die Zahl der axialen Ausartungen, fiir die

noch ein weiteres Geradenpaar konjugiert ist (also die Ordnung der

Kurve, die jeder Geraden einer jeden Ebene in der anderen zugehort).

Sind dann rt
p

und #, die entsprechenden Zahlen fur die zentraleu

273) Journ. f. Math. 62 (1863), p. 215.

274) London Math. Soc. Proc. 8 (1877),. p. 262
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Korrelationen, so bestehen die Gleichungen

2*, Ap + fr, 2*, *, + *,

wenn # die Zahl der Korrelationen zweiter Art bedeutet.

Andererseits liefern die Zahlen A, und l.
p zngleich die Werte von

A fur gewisse Signaturen bei sieben Bedingungen. Dies bewirkt, dafl,

wenn & bekannt ist, atte Werte Ton A aus gewissen von ihnen be-

stimmt werden konnen, und zwar geniigt es, dies fiir sechs Signaturen
zu tun, fur die die Bestimmung auBerordentlich einfach ist. Ebenso

ist es fiir die Werte von it.

Das analoge Problem der rdumlichen Korrelation ist von Hirst

und P. VisaUi bearbeitet worden. Man hat hier vier Arten von Be

dingungen zu unterscheiden. Konjugierte Punkte, Geraden oder Ebenen

stellen einfache Bedingungen dar; eine Gerade, die einem Punkte

oder einer Ebene konjugiert ist, liefert eine doppeUe Bedingung; ent-

sprechende Punkte und Ebenen eine dreifache und entsprechende Ge-

raden eine vierfache. Es sind 15 einfache Bedingungen notig, urn

eine resp. eine endliche Zahl von Korrelationen festzulegen. Die

weiteren Untersuchungen sind denen fiir ebene Systeme analog. Bei

14 Bedingungen gibt es je eine endliche Zahl zentraler, planarer und

axialer Ausartungen sie seien X, n und ^ ,
sowie ferner drei

Charakteristiken p, v, ();
sie stellen die Klasse der Developpablen, die

Ordnung der Raumkurve, sowie den Grad der Regelflache dar, die

fur alle oo 1

zugehorigen Korrelationen je einem Punkt einer Ebene

oder einer Geraden zugeordnet sind. Sie liefern also zugleich die

Anzahl der Korrelationen, die sich ergeben, wenn man die beziigliche

Signatur um ein Paar konjugierter Punkte, Ebenen oder Geraden ver-

mehrt. Endlich gelten fur sie und die Zahlen it, H, j&amp;gt;,

die aus der

Charakteristikentheorie der F9 bekannten Eelationen (Zeuthen III C 3,

Nr. 28). Analog ist es fiir die Systeme von 13 und 12 Bedingungen
und die Ausartungen zweiter und dritter Art.

Hirst&quot;
5
) ist so vofgegangen, daB er analog zu seiner zweiten

Behandlung des ebenen Problems zunachst den Fall von 12 Bedingungen
ins Auge faBte, die Anzahl der zugehorigen Ausartungen dritter Art

bestimmte, und von hier aus die Falle von 13, 14 und 15 Bedingungen

275) London Math. Soc, Proc. 6 (1876), p. 7 u. 21 (1890), p. 92. Die erate

Arbeit enthalt nur eine knrze vorlaufige Mitteilung. tJbrigens hangen auch die

Arbeiten von R. Sturm in Math. Ann. 12 (1877), p. 254 enge mit diesem Problem

zugammen (Nr. 16); doch stiitzt sich die ausfiihrlicho HirstBche Daratellung nicht

mehr auf die &urmschen Kesultate.
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erledigte. Er beschrankt sich freilich in seiner Darstellung im wesent-

lichen auf einfache Bedingungen
376

).

Dagegen hat Viscim) den direkten Weg eingeschlagen. Er
hat auf Grand eigener Reduktionsmethoden die charakteristischen Aus-

artungen fur 14 und 13 Bedingungen direkt ermittelt und von hier

aus die zugehorigen Charakteristiken des Problems bestimmt. Im

Gegensatz zu Hirst hat er aufier den einfachen auch die dreifachen

Bedingungen in Betracht gezogen und diesen Teil des Problems ein-

gehend erledigt.

16. Das Problem der Projektivitat. Bei G. K. C. v. Staudtm)

erscheint zuerst eine Aufgabe, die verallgemeinert zum Problem der

Projektivitat fuhrt. Sind in e und a je vier resp. funf Punktepaare
AA

, Bff, . . . gegeben, und werden die A, B, ... in c mit P verbun-

den, so soil man Pf

so linden, dafi

P(AB...) xF(A ff...)

ist. Fur vier Punktepaare ist der Ort von Pf

entweder eine Gerade

oder ein c,; er wird von alien Punkten gebildet, die mit A S^CTD
dasselbe Dv bestimmen, wie P mit ABCD. Fur funf Punktepaare

gibt es daher zu P nur einen Punkt P, wie bereits von Staudt an-

gegeben wurde 879
).

Sind sechs Punktepaare AA t
. . . gegeben, so

kann man nach den Punktepaaren P, P fragen, die mit ihnen pro-

jektive Btischel bestimmen-, sie erfullen nach Chasles in und s je

eine c
8 ;

fur sieben Punktepaare endlich gibt es noch drei solcher

Paare P, Pt
wie zuerst von Chasles angegeben wurde 280

).

Eine tiefere Erorterung des Problems der Projektivitat begriindete

JR. Sturm**1

),
indem er auch diejenigen Punkte und Gebilde ins Auge

fafite, fur die die Losung ausartet. Wenn fiir n = 4 der Punkt P
in einen der Punkte A, B, C, D hineinfallt, so entspricht ihm noch

276) Hirst gibt einen Hinweis, wie man die mehrfachen Bedingungen
auf die einfachen zuriickfiihren kann.

277) Rom Ace. Line. Mem. (4) 3 (1886), p. 897.

278) Geom. d. Laget p. 147.

279) M. Chasles hat spater den analogen Fall fur sieben Ebenen eines

BuBcbels ale Aufgabe gestellt. Nonv. Ann. 14 (1855), p. 211. Eine Losuug gab
alsbald Poudra, ebenda, p. 810; 15 (1856), JK 161. Die Konstruktion fiir funf

Punktepaare wurde von JET. Schroeter vereinfacht, Zeitschr. Math. Phys. 35 (1890),

p. 59.

280) Nouv. Ann. de math. 14 (1855), p. 50, wo Chasles das Theorem als

Aufgabe stellte. Ldsungen geben Foudra, ebenda, 15 (1856), p. 50 und H. de

Jonqiiieres, 17 (1858), p. 899. Vgl/auch L. Oremona, Nouv. Ann. 20 (1861), p. 453

und K. Kupper, Rozpravy 6, Nr. 21 (1897), sowie Ed. Weyr, ebenda 8 (1899), Nr. 24.

281) Math. Ann. 1 (1869), p. 683.
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jeder Punkt Pf

von . Analog entspricht fiir n = 5 dem Punkt A
von s in eiu c/, nnd zwar derjenige, der dureh ffCD ]? geht,

und fur dessen Punkte P das Zto P ^ C D E } gleich dem Dt;

A(BCDE) ist. Jedem der beiden Kegelschnitte von e und
,

die

durch die gegebenen fiinf Punkte gehen, entspricht iiberdies ebenfalls

derselbe Punkt der anderen Ebene; ist Q dieser Punkt in *
,

so ist

er zugleich gemeinsamer Schnittpunkt der ftinf ebengenannten Kegel

schnitte&quot;,
und analog ist es fur f

282
).

Sturm nennt ihn den mit den

gegebenen fiinf Punkten verbundenen Punkt. Wie er spater bewiesen

hat, sind auch die nach den verbundenen Punkten gehenden Strahlen

entsprechende Strahlen der beiden Strahlbuschel 88S
).

Das Problem der Projektivitat wurde von H. Mutter***) auf den

Raum ubertragen, und zwar in folgender Weise. Zu n Punktepaaren
A

i
A

i

f

soil man solche Geraden g, g finden, die mit den Punktgruppen

projektive Ebenenbdschel bilden. Diese Aufgabe hat Mutter bis zum

Wert n 7 erledigt. Die Untersuchung beruht darauf, dafi alle Ge

raden, die mit vier Punkten ASCD vier Ebenen ccpyd von konstantem

Dv bestimmen, einen tetraedralen Komplex (
2 bilden. Hierin ist zu

gleich die Losung des Problems fiir n = 4 enthalten *85
).

Jeder Geraden

g von entspricht also ein solcher Komplex (
3 von 27 . Wie

R Stwrm bemerkte 218
), entspricht einer Geraden g dieses Komplexes

in ein Komplex ( 2 ,
der g enthalt; diese Komplexe sind also in

der Weise adjungiert, dafi &2 zu jeder Geraden von (
2
und ^, zu

jeder Geraden von
2 gehort. Fur n = 5 bilden daher die zu einer

gegebenen Geraden g gehorigen g noch das Sekantensystem einer Cj

und fur n 6 ein H^ ihnen ist wieder in 2? ein analoges Sekanten

system und ein analoges Ht so adjungiert, daB je zwei ihnen angehorige

Geraden mit den A^ und A[ projektive Biischel bestimmen. Fiir

n = 7 existiert zu g im allgemeinen noch eine Gerade g .

Auch hier hat Skirm die Ausartungen und die ausgezeichneten

Gebilde naher in Betracht gezogen. Falls die Gerade g durch einen

282) Die bei funf gegebenen Punktepaaren durch die Paare P, P bestimmte

Verwandtschaft (eine SSS ) hat R. Sturm ebenfalls naher untersucht Math. Ann. 1

(1869), p. 633. Einer Geraden entspricht im allgemeinen eine c61 die jeden der

gegebenen funf Punkte, sowie -den mit ihnen verbundenen Punkt als Doppelpunkt

hat; einer c9 , die durch diese sechs Grundpunkte geht, eine analoge c/. Sturm

macht dort auch Anwendungen auf die Konstruktion einer f\

283) Math. Ann. 22 (1883), p. 571.

284) Math. Ann. 1 (1869), p. 413.

285) Diese Aufgabe wurde bereits (in reziproker Form) von Steiner gestellt;

vgl. Werke 1
, p. 442 (die p. 527 von H. Schroeter hinzugefugte Anmerkung 1st

freilich irrig).
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der gegebenen Punkte A
i geht oder in die Verbindungslinie Ai

Ak zweier

solcher Punkte fallt, treten in der Weise Ausriahmen ein, dafi ihnen

cine hohere Mannigfaltigkeit von Geraden g entspriebt. Alle diese

Ausnahmen sowie die dureh die xugehorigen Geraden (j gebildeten

geometrischen Orter bat It. Sturm* 14

) ausfuhrlich untersucbt. 1st z. B.

n = 6, so entsprechen einer Geraden a, die durcb einen Punkt A
i

geht, noch aile Geraden a von
,
die ihr in bezug auf die iibrigen

funf Punkte Ak zugeordnet sind, also das Sekantensystem einer cs ;

ebenso entsprechen der Verbiadungslinie A^A^ noch alie Geraden, die

ihr beziiglich der iibrigen vier Punkte A
i zugeordnet sind, also ein

Komplex 2
. Besondere Gesetze bestehen auch fur die Geraden, die

cine der Verbindungslinien A
i
Ak treffen, sowie fur die Gebilde, die

durch die gegebenen Punktgruppen ganz oder teilweise bestimmt sind.

So entsprechen im Fall n = 6 alien Sekanten der durch die seeks

Punkte A. bestiinmten c, in nur die Geraden eines H2 und im

Fall n 7 entspricht den Geraden eines jeden B9 , das durch die

sieben gegebenen Punkte A
t geht, in nur eine einzige Gerade.

Diese Gebilde beherrschen die Eigenart der einander in und 2?

entsprechenden geometrischen Orter.

Sturm hat auch die Ausdehnung auf
n^&amp;gt;8 gegeben

286
).

Fiir w== 8

gibt es noch je einen Komplex ( 4 und C4 ,
dem die Geradenpaare p, g

angehoren konnen; fiir n = 9 existiert je eine Kongruenz sechster

Ordnung und 10. Klasse; fiir n = 10 je eine geradlinige F^ endlich

existieren fur n *= 11 noch 20 einander entsprechende Geradenpaare.

Auch hier hat Sturm die zwischen diesen Gebiiden bestehenden Ver-

wandtschaften sowie ihr Verhalten zu den gegebenen Punktgruppen
und den durch sie bestimmten ausgezeichneten Gebiiden eingehend

untersucht.

Sturm hat das ProbJem der Projektivitat alsbald auch auf Grund-

gebilde zweiter Stufe ausgedehnt; zunachst so, daB zu n Punktepaaren
A

{Ai Punkte 5, S gesucht werden, so daB S(A?} n tf(A{} ist, und

deren Verwandtschaft diskutiert 287
).

Fiir w--5 sttitzt sich die Losung
einerseits darauf, dafi man die Eaurne nnd JL

1

kollinear so auf-

einander beziehen kann, dafi man die Punkte A
i
und A

t
einander

entsprechen laBt, und andererseits auf das Problem der raumlichen

286) Math. Aim. 6 (1873), p. 613. Dort wird auch die iin Fall n = 7 vor-

liandene im allgemeinen eineindeutige Verwandtschaft swischen g und g ein

gehend untersucht.

287) Math. Ann. 10 (1876), p. 117. Fur gewisse durch die Punkte A. und

A? beatimmte Gebilde treten wieder Ausnahnsen ein, die die Besonderheit der

awischen 6* und &&quot; bestehenden Verwandtschaft charakterisieren.
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Projektivitat. So ergibt sich zu jedem S noch eine raumliche % von

Punkten &, und zwar diejenige, die der durch S und die Punkte Af

gehenden c
z

bei der kollinearen Beziehung entspricht, so dafi die

beiden kollinearen Kurven c
s
und c, den Ort der Punkte S, & abgeben.

Fiir n = 6 erfullen die Paare S, S je eine Fif fur n = 7 existieren

nur noch vier geeignete Paare S, S .

Spater hat E. Sturm*68) dem Problem noch folgende Verall-

gemeinerung erteilt, die hochste, die hier erreichbar ist. Seien in 2
gegeben k Punkte A

t ,
I Geraden &

f ,
in 2 k Geraden a/, I Punkte

B-
9

ferner m Punktepaare C
{ ,

C? und n Geradenpaare d
iy rf/, so

sucht man solche Punkte S, S (assoziierte Punkte) als Mittelpunkte

kollinearer Bundel, so dafi S(Ai ,
bk) n &(ajB{) ist

&amp;gt; Jeder Strahl SG
i

resp. S C{ in der dem anderen entsprechenden Ebeue liegt, und jede

Ebene Sd
i resp. S d? durch den der anderen entsprechenden Strahl

geht. Es muB
8

&amp;lt;;

2k + 21 + m + n 14

sein. Die Zahlen k, I, m, n bilden die Signatur des Problems. Fdr

die Zahl 8 ist im allgemeinen jedem Punkt S noch jeder Punkt S

assoziiert. Fiir e = 9, 10, 11 ergibt sich zu jedem Punkt S eine

Flache, eine Kurve, sowie eine endliche Zahl von Punkten. FUr

tf = 12, 13, 14 ergibt sich als Ort der Punkte 5, die in 2 assoziierte

Punkte besitzen, noch je eine Flache, eine Kurve, und eine endliche

Zahl von Punkten.

Bei der Behandlung aller dieser Probleme hat sich Sturm der

Methoden bedient, die T. A. Hirst fur die verwandten Fragen bei den

in Nr. 15 erorterten Aufgaben benutzt hat. Er stlitzt sich gleichfalls

auf die jeder Signatur entsprechenden Charakteristiken, die zu ihr

gehorigen Ausartungszahlen und die sie verbindenden Kelationen.

Die Charakteristiken stellen wieder die Anzahl der Kollineationen

dar, die bei Hinzuftigung eines weiteren Punktepaares oder Ebenen-

paares auffcreten; sie liefern umnittelbar die Gradzahlea der gesuchten

geometrischen Orter. Z. B. bestimmen die beiden Charakteristiken,

die dem Fall &amp;lt;?

= 8 und der Signatur (klmn) entsprechen, die Ord-

nung der Flache der Puukte ^, die fiir &amp;lt;?

= 9 und die Signaturen

(k, lj
m -j- 1, n) und (k, I, m, n + 1) dem Punkt S assoziiert sind.

Analog kann auch die Vielfachheit der auf den einzelnen geometrischeu
Ortern liegenden ausgezeichneten Gebilde ermittelt werden*89

).

288) Math. Ann. 12 (1877), p. 254.

289) Vgl. auch S. Kantor, Wien Denkschr. 42 (1883), p. 83; P. VisaW,
Eom Line. Mem. (4) 3 (1886), p. 897.
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Nach den gleichen Methoden hat Sturm spater auch das Problem

der raumlichen Projektivitat erneut und zugleich in allgemeinerer

Fassung in Angriff genommen. Es lafit sich namlich dahin ver-

allgemeinern, daB auBer Punktepaaren A, A ,
. . auch Ebenenpaare

, a, . . . gegeben sind, und die Geraden gf g so bestiinmt werden,

daB die Buschel

g(A . .
.)

if g\A . .
.)
und zugleich g(cc . .

.)
jt (g (a . .

.)

sind; sind k Punktepaare und I Ebenenpaare vorhanden, so ist

l&amp;lt;k + lU.
Auch diese Aufgabe hat Sturmm) nach den ffirsfechen Methoden

ausfiihrlich behandelt.

17. Die Abtrennung der Metrik durch K. 0. C. v. Staudt und

der Fundamentalsats 291
).

Staudtm) hat sich das Problem gestellt, das

Lehrgebaude der projektiven Geometric aufzubauen, ohne sich auf

metrische Begriffe von Strecken und Winkeln zu sttitzen, also auch

unabhangig von dem grundlegenden Begriff des Dv 293
).

Er hat das

bleibende Verdienst, in bahnbrechender Weise dies Problem der Losung

entgegengefuhrt zu haben. Indem er sich teils ausdrucklich, teils

stillsehweigend nur auf solche Annahnien stiitzt, die die bloBe Lage
und Anordnung von Punkten, Geraden usw. betreffen, gelingt es ihm

und darin besteht eine Hauptleistung den Satz, daB die Dia-

gonalen ernes vollstandigen Vierseits einander hannonisch teilen, aus

290) Math. Ann. 15 (1879), p. 407.

291) Hier wild, wie auch sonst in diesem Artikel, stets der gewobnliche

Euklidische Baorn als Operationsobjekt angenommen. Docb sind die geo-

metrischen Tatsachen, die in dem Staudtschen Bewe is des Fundamentalsatzes

die Grundlage bilden, voin Parallelaxiom unabhangig nnd damit auf die nicht-

euklidische Geometrie dbertragbar, wie von F. Klein in seiner Kritik des Staudt-

schen Beweisganges alsbald hervorgehoben wnrde (vgl. das Zitat in Anm. 295).

Eine eingel^nde Erorterung aller Tatsachen prinzipieller Natur, die fur

den Fundamentalsatz wie uberhaupt fur die projektive Geometrie die grund

legenden Voraussetzungen darstellen, sowie ihrer gegenseitigen Beziehungen gibt

Enriques IHAB 1, Nr. 17 21. Die obige Darstellung ist deshalb wesentlich

historisch gehalten. Sie beschrankt sich auf eine ausfuhrliche Erbrtenmg des

StaitdtBchen Gedankenganges ,
sowie auf die Darleguog der Kleinscheu Kritik

und auf die Arbeiten, die sich unmittelbar an sie angeschlossen haben.

292) Geom. d. Lage; fur das Folgende vgl. besonders p. 4061. Eine Dar-

stellung des StaudtBchen. Entwicklungsganges findet sich auch bei H. Pfaff, Neuere

Geometrie. Vgl. auch E. Neumayr, Innsbruck Ber. 9 (1879), p. 144.

293) Vgl. auch Anm. 28. Die Tatsachen, die Staudt zugrunde legte, be-

zeichnet man jetzt nach D. Hilbert als Axiome der Verkniipfung und der An

ordnung, ygl. seine Grundlagen der Geometrie 1903, p. 2 ffl
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den einfachen Schnittpunktssatzen des Raumes zu beweisen. Seine

Betrachtung gibt auch sofort den Satz, daB die harmonischen Punkte

in zwei Paare gleichberechtigter zerfallen, die einauder trennen, und

da8 alle diese Eigenschaften bei Projektiou erhalten bleiben, also pro-

jektiv invariant sind 294
). Staudt definiert nun die projektive Beziehung

dadurch, daB sie eineindeutig ist, und daft harmonischen Elementen

wieder harmonische Eiemente entsprechm. Um die Zulassigkeit dieser

Definition darzutun, ist zu zeigen, daB die projektive Beziehung durch

drei Paare entsprechender Punkte bestimmt ist, resp. dafi in zwei ver-

einigten projektiven Punktreihen aile entsprechenden Punkte zusammen-

fallen, wenn dies fur drei der Fall ist. Der Beweis dieses Funda-

mentalsatzes der projektiven Geometrie ist nur fur den Fall zu fiihren,

daB keine Strecke bekannt ist, deren samtliche Punkte sich selbst ent-

sprechen; Staudt fiihrt ihn, indem er zunachst zu den drei Doppel-

punkten in unbegrenzter Zahl andere als vierte harmonische kon-

strniert und nun wie folgt argumentiert. Wurden die Grebilde keine

stetige Aufeinanderfolge von Elementen gemein haben, so wurde, wenn

A und ~B solche zwei aufeinander folgenden Eiemente sind
;
daB die

Strecke AB keine weiteren Doppelpunkte enthielte, auf ihrer Er-

ganzungsstrecke doch niindestens noch ein Doppelpunkt existieren,

was einen Widerspruch darstellt.

JP. Klein wies in seinen Arbeiten uber die nichteuklidische

Gbometrie 295
) darauf hin, daB der Staudtsohe Beweis LQcken enthalt,

und daB vor allem die Notwendigkeit besteht
;
auch in die projektive

Geometric den Begriff des Grenzpunktes einzufiihren. Es ware namlich

an sich durchaus moglich, daB die Reihe der von Staudt konstruierten

harmonischen Eiemente, obgleich unbegrenzt, doch in gewisse Strecken

nicht eindringt
896

).
Um dies auszuschlieBen, fiihrte Klein folgende

Vorausaetzung ein: Ist auf der Geraden eine unendliche Reihe von

Punkten gegeben, die in eine Strecke nicht eindringt, soil es gestattet

sein, von einem Grenzelement, dem die Reihe zustrebt, als einem vollig

bestimmten Punkte zu sprechen; es muB also die in der gewohnlichen

294) In neuerer Sprechweise heiBt dies
,

dafi der Begriff ,,z wi3chen&quot; pro-

jektiv invariant ist.

295) Math. Ann. 6 (1873), p. 139; 7 (1874), p. 551.

296) Auf Grand unserer heutigen Kenntnisse uber Punktmengen (Schoen-

flieslA.b) kann man sagen, daB ein Grandirrtum Staudts darin besteht, ohne

weiteres von ,,aufeinander folgenden&quot; Punkten zu sprechen, zwischen denen keine

anderen der von ihm konstruierten Pankte liegen. Es gibfc sowohl uberall dichte,

wie nirgends dichte unendliche Punktmengen, fur die aufeinander folgende Punkte

uberhaupt nicht existieren. Ganz anders ist es, wenn man die Punktmengen
auf Grand des XZetnschen Postulate in abgeschlossene Mengen verwandelt.
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Geometrie vorhandene Stetigkeit aueb fur die Grundgebilde der pro-

jektiven Geometrie zugrunde gelegt werden. Eine zweite Voraussetzung,
die er binzuffigte, war die, daB er die projeUive Beziehung von vorn-

berein als eine stetige einfubrte; falls also in der Reihe der barmo-

nischen Blemente Grenzelemente der eben genannten Art auftreten,

so sollten sie der Reihe zugezablt werden 297
).

Auf Grund davon

lafit sich der Beweis des Fundanientalsatzes in der Tat durchfiihren.

Ein exakter Beweis, daB Kleins erste Voraussetzung die Existenz einer

Strecke ausscblieBt, in die man mit der fortgesetzten Konstruktion

barmonischer Punkte niebt eindringt, ist alsbald von H. Luroth

und H. G. Zeuthen gegeben worden 895
).

Er berubt darauf, daB zwei

Punktepaare AB und A
l
Blf die zu deuiselben dritten Paar barmoniscb

ind, einander nicbt trennen, und daB, wenn A eine Punktreibe A
i

mit A als Grenzpunkt durcblauft, der Punkt B eine Punktreibe B
t

mit B als Grenzpunkt durcblauft 298
).

Hieraus ergibt sicb bereits,

daB die Doppelpunkte jedenMls uberall dicht liegen, und auf Grund

der zweiten Kleinacheu Yoraussetzung folgt alsdann der Fundamental-

satz selbst.

Einen weiteren Fortschritt verdankt man G. Darboux*). Man
kann namlicb die zweite Kleimche Voraussetzung, also die Stetigkeit

der projektiven Beziebung aucb durch die Forderung ersetzen, daB

die Anordnung der Elemente bei ibr erbalten bleibe, daB also Punkten,
die eine Folge bilden, Punkte entsprecben, die ebenfalls eine Folge

bilden 800
).

Dies lafit sicb aber als eine Konsequenz der Staudfachen

Definition erweisen, so daB jene Voraussetzung uberfliissig wird. Deon

sonst konnte es zwei Gruppen von vier entsprechenden Punkten ABCD
und ABO? geben, die so in je zwei Paare zerfallen, daB die einen

einander trennen, die andoren nicbt; es konnte daber nur fur die eine

Punktgruppe ein reelles zu beiden Paaren bannoniscbes Paar geben.

Darboux stiitzt dies auf das Argument, daB zwei Punkte, die einen

Kreis im gleicben Sinn so durcblaufen, daB der eine sich zuerst hinter

297) tfbrigens hat aach Staudt die Stetigkeit der projektiven Beziehung
bereits in Betracht gezogen. Bei ihm erscheint sie freilicb als Folge des Fun-

damentalsatzes, uuter Benutzung der Kette von Perspektivitaten, durch die

man zwei gegebene projektive Punktreihen verbinden kann: vgl. Geometrie der

Lage, p. 66.

298) Dies ist eine unmittelbare Folge davon, dafi die Anordnnng bei der

Projektion erhalten bleibt; vgl. z. B. Pasch, Neuere Geometric, p. 90.

299) Math. Ann. 17 (1880), p. 66. Vgl. hierzu auch F. Schur in Math. Ann.

18 (1881), p. 262.

300) Auf diese Formulierung hatte ebenfalls bereits F. Klein hingewiesen.
Math. Ann. 7 (1874)t p. 687.
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nnd spater vor dem anderen befindet, notwendig einmal zusammen-

fallen. Hieraus kann dann der Fundamentalsatz leicht geschlossen

werden und zwar folgendermafien. Gabe es swei homologe Punkte X, X }

die nicht identisch sind, so konnte man drei Doppelpunkte A, B, C
so wahlen, daB A und B zwischen X und X liegen, und X zwischen

B und C. Die Punkte Y und F, die bezaglich AB zu X und X*

harmonisch sind, fallen dann zwischen A und B. Es wiirden mithin

XY und BC einander trennen, wahrend X Y und BC es nicht tun 801
).

Der Fundamentalsatz kann in der gleichen Weise bewiesen wer

den, falls man Crcnumas Definition der projektiven Beziehung zugrunde

legt, die eine Folge von zwei Perspektivitaten benutzt, ebenfalls von

jeder metrischen Beziehung frei 1st (Nr. 8) und ebenfalls den gewohn-
lichen Stetigkeitsbegriff zugrunde legt. So verfahrt J. Tlwmae 90

*).

Die Erhaltung der Anordnung ist in diesem Fall eine unmittdbare

Folge der Definition. Der Beweie ergibt sich bier in einfacher Weise

so, dafi man den Fundamentalsatz von vornherein nur als Existenz-

theorem auffafit. und von dem konstruktiven Teil des Beweises, wie

er bei Staudt vorhanden ist, ganz absieht. Als Grundlage reicht dann

die oben von Darboux benutzte Tatsache aus, daB, weun ein die Gerade

durchlaufendes Element ein anderes uberholt, beide notwendig einmal

zusammenfallen.

Man hat endlich auch die Moglichkeit, den Aufbau der projektiven

Geometrie mit der Theorie der ebenen Kollineation zu beginnen
808

)
und

zu zeigen, daB in kollinearen vereinigten Ebenen dlle entsprechenden

Punkte zusammenfallen, falls es vier Paare tun. Hierzu kann die

Mobiussch-Q Netzkonstruktion benutzt werden, die das genaue Analogon
der unbegrenzten Konstruktion vierter harmonischer Punkte ist, falls

man sie ebenfalls noch durch Hinzunahme des Begriffs des Grenz-

punktes erweitert DaB dies ebenso ausfuhrbar ist, wie im linearen

Gebiet, hat kiirzlich K. Zindler**} dargelegt. Es hat iiberdies den

methodischen Vorteil, daB der sonst etwas fremde Gmndbegriff der

harmonischen Lage sich hier mehr naturgemaB an der Hand des zu

grunde gelegten Vierecks einstellt
305

).

301) Ein besonders ausfuhrlicher Beweis des Fundamentalsatzes findet sich

bei F. Enriqiies, Lez. di geom. proj., p. 90.

302) Geom. d. Lage, p. 12; vgl. auch F. Schur, Math. Ann. 18 (1881), p. 253.

303) So verfahr G. Battaglini, Giorn. di mat. 12 (1874), p. 300, der aich

jedoch nur auf die Netzkonstruktion stutzt. Vgl. auch F. Schur, Math. Ann. 18

(1881), p. 252.

304) Wien Ber. 98 (1889), p. 499. Vgl. auch Le Paige, Liege Mem, (2) 15

(1888), Nr. 5.

305) Eine Ableitung des Fundamentalsatzee auf Grand der Theorie der
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M. Posc/i 806
) hat das Verdienst, zum erstenmal in systematischer

Vollstandigkeit die grundlegenden raumlichen Tatsachen empirischen

oder axiomatischen Charakters zusammengestellt zu haben, die not-

wendig und hinreichend sind, urn mit ihnen in luckenloser Weise den

weiteren geoinetrischen Aufbau, wie er dem /Sfrwdfechen Lehrgebaude

entspricht
307

), deduktiv zu bewirken. Um dies unabhangig vom
Parallelenaxiom zu leisten, hat er sich zunachst auf den empirisch

allein gegebenen endlichen Bereich beschrankt und dann erst von hier

aus die Begriffe und Definitionen auf das unerreichbare (ideelle)

Gebiet ausdehnt 308
).

Er ist so der eigentliche Begriinder der gesamten
neueren Untersuchungen fiber die Prinzipien der Geometric und liber

die in sie eingehenden Axiome geworden (Enriqws III AB 1). Pasch

hat fiir den Beweis des Fundamentalsatzes irn Gegensatz zu Staudt

iibrigens auch den Kongruenzbegriff herangezogen
309

). Eine neue

Wendung liegt auch darin, daB der Fundamentalsatz direkt unter die

Postulate mit aufgenommen wird 810
).

18. Die gmndlegende Bedeutung der Schnittpunktseatze. Man
kann fiir den Aufbau der projektiven Geometrie gewisse Scknittpunkts-

sdtze als Grundlage benutzen. Di^ser Auffassung hat zueret R. Wiever*11
)

Ausdruck gegeben. Die Satze, die hier in Frage kommen. sind der

Satz des Desargucs fiber perspektive ebene Dreiecke, und derjenige

Spezialfall des PascaZschen Satzes, bei dem der c, in zwei Geraden

zerfallt, deren jede drei Punkte tragt
812

).
Die grundiegende Bedeutung

Biischel und Netze von Projektivitaten versuchto J?. Klein, indem er nachzuweisen

suchte, daB drei Paare von Punkten eine Projektivitat in der Gesamtheit allei

festlegen, Marburg Ber. 1887, p. 87 u. 1888, p. 1.

306) Vorleeungen uber neuere Geometrie, *1882.

307) Eine geringfiigige Lucke bemerkte M. Pieri, Torino Atti 31 (1897),

p. 387; vgl. M. Pasch, Math. Ann. 48 (1897), p. 111.

308) Dasselbe tat F. Schur, Math. Ann. 39 (1891), p. 113. Vgl. auch noch

V. Reyes y Prosper, ebenda 29 (1886), p. 154 und M. Pasch, ebenda 30 (1887),

p. 127.

309) Ygl. p. 101, 120, 127. Dbrigens ist auch das sogenannte Archireedische

Axiom (Enriques III AB, Nr. 7) fur den Beweis erforderlich.

310) Man kann den Fundamentalsatz durch die Involution am Viereck er-

setzen. Sie behandeln als Grundlage C. le Paige und F. Deruyts, Bull. Belg. (3)

15 (1888), p. 335.

Vgl. endlich auch H. G. Zeuthen, Paris C. R. 125 (1897), p. 608 u. 858;

126 (1898), p. 213; hier wird zum Beweis des Fundamentalsatzes Begriff und

Natur einer Regelschar und ihrer Leitschar als anschaulich gegeben postuliert.

311) Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver. 1 (1892), p. 45; 3 (1894), p. 70,

312) Wie Steiner (Werke 1, p. 298) erwahnt, war dieser Spezialiall des

Poscafcchen Satzes schon Pappus bekannt; er bildet das 13. Lemma zu den
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dieser Satze 1st in den Lehrgangen der projektiven Geometric tatsach-

lich schon vorher zum Ausdruck gekommen
318

), es hat sogar schon

C. J. Brianchon Blc
) gelegentlich darauf hingewiesen, daB beide Satze

ausreichend seien, um mit ihnen alle Aufgaben zweiten Grades zu losen.

Wiener hat jedoch das Verdienst, die methodische Bedeutung dieser

Satze herausgeschalt zu haben; er hat daran die Forderung gekniipft,

die Gebiete der Geometrie uberhaupt nach den grundlegenden Schnitt-

punktssatzen zu definieren. Operationsgebiet ist in diesem Fall die

Menge aller Elemente, die sich aus gewissen anderen mittels der Schnitt-

punktssatze ableiten lassen. Wird die projektive Geometrie auf ein

solches Gebiet besehrankt, so wird in ihm sowohl der Stetigkeitsbe-

griff als auch der Fundamentalsatz durch die beiden Scknittpunkts-

satze entbehrlich gemacht. Die iiblichen Axiome iiber Lage, Ord-

nung usw. der Grundgebilde sind dabei natiirlich ebenfalls voraus-

zusetzen 315
).

Das von H. Wiener hiermit postulierte Programm hat zu wich-

tigen Untersuchungen fiber die Frage gefiihrt, welche Stellung den

beiden Schnittpunktssatzen im Gebaude der Geometrie uberhaupt zu-

kommt. DaB der Satz uber perspektive Dreiecke, falls diese Dreiecke

w^verschiedenen Ebenen liegen, eine direkte Folge der grundlegenden
Definitionen uber Punkte, Gerade und Ebenen ist

7
hat bereits G. Desar-

gues selbst erkannt; fur die Ebene hat er ihn aus einem Satz des

Ptolemdas uber den Schnitt eines Dreiecks mit einer Transversale

abgeleitet
816

).
Fiir J. V. Poncdet) war der Weg, den Satz fur die

Porismen des Euklid, die Pappus im 7. Buch mitteilt. VgL Pappi Alexandrini

collectiones
, herauagegeben von F. Hultsch, 2 (1877), p. 887. Die Figni kann

ubrigens anch als Zyklus von drei einander ein- und umgeschriebenen Drei-

ecken betrachtet werden. Fur die Theorie kommt besonders der Fall in Betracht,

da6 die Pascahche Gerade in gx fallt. Ihn benutzt methodisch auch schon

RadeU, Arch. Math. Phye. 1 (1841), p. 188. Auf die vollatandige Figur, die sich

zu den zweimal drei Punkten fur alle Gruppierungen ergibt, wies zuerst Steiner

hin, Gerg. Ann. 19 (1829), p. 128. Einen Beweis gab J, Plucker, Journ. f. Math.

10 (1831), p. 222.

313) Vgl. z. B. H. Steiner-Schroeter, Theorie der Kegelschnitte, p. 26 und 87.

Dort finden sich die beiden Figuren in der Weise, dafi die erste fur das lineare

Gebiet, die zweite fur die Theorie der c
2

die Grundlage darstellt.

314) Journ. 6c. polyt. Heft 10 (1810), p. 13. Ea ist bemerkenawert, dafi auch

Brianchon den eben gen anaten Spezialfall benutzt und ihn aus der Ahnlich-

keitslehre ableitet.

315) Doch hat Wiener nahere Ausfiihrungen und Beweiae nicht gegeben.

316) So berichtet M. Chasles, Aper^. hist. 28. Nach E. Kotter hat je

doch Dcsargues den Satz der Ebene aus dem Raum durch Parallelprojektion ge-

wonnen, Bericht, p. 8. Der Satz scheint dann in Vergeasenheit geraten zu
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Ebene aus dem Raum zu erschlieBen, bereits selbstverstandlich; frei-

lich bedarf es noch eines Beweises, daB zwei perspektive ebene Drei-

ecke sich stets als Projektion einer analogen raumlichen Figur auf-

fassen lassen, was aber leicht geschehen kann 818
). Dagegen ist von

A. Schoenflies bewiesen, daB der Pascalsche Satz aus einer Raum-

fignr, die von Punkten allgemeiner oder anch besonderer Lage aus-

geht, nicht durch Projektion erhalten werden kann 819
).

Die axiomatiso.be

BedeutnDg beider Satze fiir die ebene Geometric wurde von D.HiXbertm
)

naher erortert. Andere, von ihnen unabhangige Schnittpunktssatze

konnen in der Ebene nicht existieren. tJberdies besteht die Bedeutung
des Desarguesschen Satzes darin, daB er nicht allein die notwendige,
sondern auch die hinreichcndc Bedingung clarstelU. damit eine ebene

projektive Geometric, in der er und die grundlegenden Aiionae gelten,

Teil einer raumlichen Geometric ist, in der ebenfalls die grundlegenden

projektiven Axiome in Geltung sind 821
).

DaB der Desargitessche Satz

unbeweisbar ist, wenn man sich nur auf die eben&n projektiven Axiome

stiitzt, hatte schon vorher F. Klein bemerkt 882
).

Anders steht die Frage, wenn man auch den Kongruenzbegriff

voraussetzt, der der projektiven Geometric allerdings iremd ist; als-

dann konnen beide Satze bewiesen werden. Fiir den Desarpwesschen

Satz ist dies, falls man die Perspektivitatsachse als g wahlt, evident,

fflr den PasccdBchen Satz sind Beweise von F. Schvr und D, Hilbert

gegeben worden 883
). (Naheres bei Enriques III AB 1, Nr. 42.)

sein. bis ihn Servois reproduziert hat, Sobitions peu eomrnes de diff^rents pro-

blemes de geometrie pratique (1804; an XII), p. 23.

317) Traite&quot;, p. 86.

318) Einen Beweis gibt z. B. F. Enriques, Lezioni, p. 60.

319) Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver/ 1 (1892), p. 62 und Konigsb. pbyg.-Ok.

Gee. 44 (1903), p. 4. Eine Ausnahme tritfc naturgemafi nur dann em ,
wenn die

begondere Lage der Raumpunkte dem Pascal&cben Satz gleichwertig ist

320) Grundlagen, p. 61, 70, 71, 77. Die Beziehung der Satze zuro Archi-

medischen Axiom bleibt hier aufier Betracht; vgl. das Niihere bei Enriques III Al.

321) Dabei wird die Geltung des euklidischen Parallelenaxioms voraus-

gesetzt.

322) Math. Ann. 6 (1873), p. 135.

323) Math. Ann. 51 (1898), p. 401 ; Grundlagen (1899), p. 28. Hilbert eetzt

auch hierfur das Parallelenaxiom voraus, Schur benutzt dag Rotafcionshyperboloid,

dessen Existenz aus den Kongruenzaxioraen gefolgert werden kann, und den auf

ihm vorhandenen PoscaZschen Satz, deseen Existenz bereits (7. P. Dandelin be

merkt hat; Gerg. Annalea 15 (1824), p. 387; Corr. Quetelet 2 (1826), p. 10.

H. Wiener bemerkte, daB man den Beweis aus den Satzen uber Flachengleichheit

folgern kann, Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver. 3 (1894), p. 72. Den JPascfechen Sat%

fur ein beliebiges J2, hat wohl zuerst Servois bewiesen, Gerg. Ann. de math. 1

(1811), p. 332.
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19. Imaginare Elemente 1
*). Wenn auch das zuerst naiv, dann

bewufit benutzte Prinzip der Kontinuitat (Nr. 3) die geometrische

Sprechweiae fttr imaginare Elemente und Gebilde allmahlich zur all-

gemeinen Gewohnheit gemacht hatte, BO lastete nichtsdestoweniger

das Imaginare wie ein beunrnhigender Druck auf den Vertretern der

geometrischen Wissenschaft; hat doch bekanntlich J. Steiner gelegent-

lich vom
?,Gespenst&quot; des Imaginaren gesprochen. Die strengeren Me-

thoden haben daber stets die Yerpflicntuiig anerkannt, sich mit dem

Imaginaren abfinden zu miissen, und haben dem, soweit moglich,

nachzukommen gesucht. Diese Tendenz hat sich in verschiedenen

Richtungen geltend geraacht. Zunachst mehr auljerlich,
indem man

die Notwendigkeit empfand, fur solche Falle, in denen gewisse Be-

griffe oder Gebilde des Beweisganges imaginar werden, einen beson-

deren, nnr im Reellen operierenden Beweis zu geben
825

).
Ferner be-

wirkte diese Tendenz, dafi man ilberhaupt den Realitatsfragen der

Gebilde besondere Aufmerksamkeit schenkte, und ein Problem nur

dann als vollig erledigt ansah, wenn die auf die Realitat bezftglichen

Fragen beantwortet sind. Fftr die einfschen Probleme von Nr. 11

nnd Nr. 13 sind die Realitatsfragen in diesem Artikel erortert worden.

Von anderen raehr elementaren Satzen sind z. B. diejenigen, die das

System zweier c
t betreffen, schon lange erledigt

826
).

In dieser Richtung
ist aber anch eine Reihe ebenso bedeutaamer wie schwierig zu er-

mittelnder Einzelresultate gewonnen worden. An erster Stelle sind

hier die eingehenden Untersuchungen von E. Sturm fiber die Realitats-

verhaltnisse der 21 Geraden eiuer Fs zu nennen 887
). (Naheres bei

F. Meyer 111 C 7.)

324) Vgl. K. G. C. v. Staudt, Beitrilge I, U. Einc auefuhrliche Darstellung

der Standtschen Iruaginartheorie ist euthalten bei H. Pfaff, Nenere Geometric

(1867). Eine historische Studie fiber die Imaginartheorien gibt A. Eamorino,

Giorn. di mat. 35 (1897), p. 242.

326) Untersuchungen dieser Art hat z. B. H, Schrocter vielfach ausgefuhxt;

als eine der friihesten erwabne ich den Kachweis der Satze Ton Nr. 11 iiber in-

zidente ebene und raumlicbe reziproke Systeme, falls das bezugliche Polarsjstem

reelle &amp;lt;rt bzw. F, nicht bestimmt, J. f. Math. 77 (1874), p. 106; vgl. auch Vor-

lesungen, sowie Theor. d. Oberfl.

826) Dies geachah fiir das duxch sie bestimmte Viereck bzw. Vierseit

bereits ron F. Scydewitz in Arch. f. Math. 6 (1844), p. 226, naobdem schon /. V.

Poncelet die Analyse des Problems teilweise ausgefuhrt hatte, Trait e 369 ff.

Zwei gemeinsame Sehnen sind stets reell. Eine ausfiihrliche Behandlnng der

Realitatsverbaltnisse des e,-Buschel8 enthalten die Vorlesungen Ton Steiner-Schrotcr,

2. Aufl., 41 if. Vgl. auch Staudt, Geometric der Lage, p. 171; Paulus, Grund-

linien, p. 220; Chasles, Traite dea sections coniqnes, Paris 1866, p. 219, 228, 237

Fur die Bealitatsverhaltnisse der F
s vgl. 0. Staude IH C 2, Nr. 74.

Encjklop d math. WiMensoh III 1. 30
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Nach durchaus anderer Richtung gehen die Versuche, dem Ima-

ginaren auf Grund gceigneter, an reelle Gebilde anschliefiender geome-

trischer Definitionen eine voile Gleichwertigkeit mit den reellen Ge-

bilden zu sichern, und damit den Resultaten der projektiven Geometrie

in Wahrheit diejenige Allgemeinheit zu schaffen, die das Prinzip

der Kontinuitat postuliert, und die sie der analytischen Geometrie

gleichwertig macht 828
). Methodische Versuche dieser Art hat bereits

J. V. Poncelet**
9
) angestellt; er hat die gemeinsame Sekante zweier c

t

im Fall nicht reeller Schnittpunkte dadurch zu definieren verstanden,

daB er fflr sie eine neue von den Schnittpunkten undbhdngige Defini

tion suchte, die fur jede Lage der C2 erhalten bloibt. Er benutzt

dazu einen Punkt, aer fiir jede Sekante reell definierbar ist, namlich

ihreu Schnittpunkt mit dem konjugierten Durchmesser (ihren Hal-

bierungspunkt); ist er fiir die gemeinsame Sehne gefuuden, so ist

damit die ihr konjugierte Richtung, also auch sic selbst bestimmt.

Die Existenz dieses Punktes erschliefit Ponecelet allerdings genau ge-

nommen durch eine mehr algebraische Betrachtung
380

).

Liegt hier die richtige Tendenz zugrunde, die Begriffsbestimmungen
an reelle Eigenschaften zu kniipfen, die von der zufaliigen Lage un-

abhangig sind, so erscheint sie doch bei Poncdet nur als eine Art

Kunstgriiff, der Uberdies wesentlich deii Fallen dieut, in denen das

Imaginare nur ein Durchgangselement fSr reelle Resultate bildet. Die

systematische Bezwingung des Injaginaren, die die imginaren Elemente

als gleichberechtigte Operationsobjekte neben die reellen stellt, ver

sa?) Synthetische Untersuchungen iiber Flacben dritter Ordnung, Leipzig
1867.

328) Alle Deutungen, die mehr oder weoiger auf analytiscben oder rechne-

riechen Tatsachen beruhen, bleiben hier aufier Betracht. Dahiu geboren auch

die im weaentlichen trivialen Deutungen von M. Chasles in Goow.
sup&amp;lt;$r. 80,

180, 778 usw. tJber (?. Tarry und andere vgl. Anm. 248.

829) Traite\ 67 ff, 186 ff. Ihnlich yerfohr spater M. Chasles, der die durch

Polareigenechaften definierte ideelle Sehne zweier c, ala ^Symptosenachs^ bezeich-

nete, J. de math. 3, p. 385; vgl. auch noch G. v. Esekerich, Arch. f. Math. 60

(1878), p. 22 und Chr. Wiener, Zeitschr. Math. Phys. 12 (1867), p. 376.

830) Er benutzt dazu einen geometrigchcn Ort, der den obengenannten Punkt

enthalt, und erschliefit seine Existenz durch Variabiiitat eines Pazameters, Ton dem
die Lage des Punktes auf dem Ort abhangt, Traite, 59. Er hat (Traite, 63,

77 uflw.) zu diesem Zweck die ideelle Sehne zweier EUipsen auch durch eine

reelle Sehne zweier gewissen Hyperbeln ersetzt, worin ihm iibrigens schon L. N.

M. Carnot yorangegangen war, De la correlation (1804), p. 86. Er folgert mit

ihrer Hilfe insbesondere
, daB die ideale Sekante zweier ahnlichen und ahnlich

gelegenen Ellipsen die g^ ist, und zwar deshalb, weil ea txir die zugehdrigen

Hyperbeln so ist; vgl. 89 ff.
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danken wir erst K. G. C. v. Stoudt**1
).

Er nahm den zuerst von

Ch. PawZws 338
) geauBerten Gedanken auf, den imaginaren Punkt durch

eine (reelie) elliptische Punktinvolution darzustellen, deren Punktepaare
also einander trennen; das neue, was er hinzuftigte, und was die

weitere Entwicklung der Theorie erst ennoglichte, war die Idee, die

beiden konjugiert imaginaren Punkte, die den Doppelpunkten der In

volution entsprechen, dadurch zu trennen, dafi er fflr die durch zwei

Paare AA
,
BJ? bestimrate Involution einen Sinn (Richtung) ein-

fiihrte, der durch die Ordnung dieser Punkte bestiramt ist, und die

beiden verschiedenen Sinne AA B und ABA die beiden konjugiert

imaginaren Punkte darstellen lieB
333

).

Ein imagindrer Punkt liegt danach stets auf einer reellen Ge-

raden. Analog wird eine imaginare Ebene durch eine mit eine en Sinn

behaftete (reelie) elliptische Ebeneninvolution dargestellt; es geht also

eine imaginare Ebene stets durch eine reelie Gerade. Imaginare Ge-

raden gibt es zweierlei Art; die Gerade crster Art, die in einer reellen

Ebene liegt, einen reellen Punkt enthalt und durch eine elliptische

Strahleninvolution bestimmt ist
SM

),
und die Gerade zweiter Art, die

durch eine (reelie) elliptisch-invoiutorischeRegelschar (Nr. 13) bestimmt

ist und weder einen reellen Punkt enthalt, noch in einer reellen Ebene

liegt. Jedes imaginare Element ist also durch zwei reelie Elementen-

paare und einen Sinn definiert: andererseits kann dasseibe Element

durch unendlich viele Involutionen dargestellt werden
335

).
Die Definition

831) Vgl. fur das Folgende die Beitr&ge zur Geometrie der Lage. Eine

analytische Darstellung von Staudte Theorie gab C. Stephanos, Bull, dea BC. (2)

7 (1879), p. 204. 0. Stolz zeigte, wie anch die analytische Methode im Anschlufi

an Staudt zu einer Tom Koordinatensystem unabhangigen Definition der imagi
naren Elemente gelangen kann, Math. Ann. 4 (1871), p. 416; vgl. anch 0. Tog-

noli, Giorn. di mat. 81 (1899), p. 187.

832) Grundlinien, p. 199. Auch F. Seydewitz hatte schon mit einer gleich-

artigen Idee operiert. Eine andere Deutung des Imaginaren durch Involutionen

gab Paulus im Arch. f. Math. 21 (1863), 176 und 22 (1864), p. 121. Er benotzt

dort daejenige Punktepaar der Involution, deseen Abstand ein Minimum ist, das

also den Doppelpunkten des hyperbolischen Falls entspricht

333) R. Sturm hat atatt der gexaden Punktreihe einen c, benutzt. Da jeder

auf ihm vorhandenen elliptischen Involution ein im Innern von c, Hegendea In-

volutionazentrum entspricht, so lauft dies darauf hinaus, die komplexe Zahlen-

ebene auf eine im Innern des C
8 ausgespannte zweiblattrige Flache abzubilden,

Math. Ann. 9 (1876), p. 341.

834) Die durch eine zirkulare Involution dargestellten Geraden einer Ebene,

die nach den imaginaren Kieispnnkten laufeu, werden als isotrope Geraden oder

Jftmmalgeraden bezeichnet. Staudt bemerkte schon, dafi jede auf eich selbst

eenkiechr steht, Beitrage 190.
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der Geraden zweiter Art hat iibrigens durch F. August
6
) erne metho-

dische Verbesserung erfahren. Sie wird als Verbindungslinie von

zwei imaginaren Punkten, bzw. als Schnitt zweier imaginarer Ebenen

eingefiihrt, so dafi ihr reelles Substrat eine lineare Kongruenz ist,

deren Leitlinien die beiden konjugiert imaginaren Geraden zweiter

Art darstellen.

Das Wesentliche ist nun, daB diese Definitionen den projektiven

Grundtatsachen genugen, zunachst also denen des Sehneidens und

Verbindens. Staudt weist eingehend nach, daB zwei Punkte bzw. zwei

Ebenen stets eine Gerade bestimmen, zwei Geraden derselben Ebene

einen Punkt usw. Die imaginaren Elemente kounen daher den Pro-

zessen des Projizierens ebenso unterworfen werden wie die reellen.

Es bleibt ferner auch der ffir die Staudtsche Theorie fundamentale

Viereckssatz in Kraft, und damit kann auch die Definition der har-

monischen Elemente auf das imaginare Gebiet iibertragen werden.

Den SchluBstein des Gebaudes bildet aber die Erkenntnis, dafi auch

der Begriff der Anordnung bzw. des Sinnes allgemein auf jede Gruppe
von vier beliebigen imaginaren Elementen desselben Tragers aus-

gedehnt werden kann; man folgert insbesondere, daB die eben defi-

nierten harmonischen Elemente in zwei Paare zerfallen, die sich gegen-

seitig trennen usw. Dies leistet Staudt folgendermafien. Sind z. B.

P, Q, R, S vier imaginare Punkte einer Geraden zweiter Art und

p, q, r, s ihre reellen Trager, so bedarf nur der Fall der ErQrterung,

dafi p1 q, r, s nicht derselben Regelschar angehoren, also in Staudt-

scher Bezeichnung nicht etwa einen neutralen Wurf (Nr21) bilden 837
).

1st dann EFGH eine Darstellung des Ptinktes S auf der Geraden s,

so kommt ihr ein bestimmter Sinn zu. Andererseits bestimmen die

Geraden pqr eine Eegelschar. Sind nun abed vier solche Leitlinien

dieser Regelschar, die eine Darstellung unserer Geraden zweiter Art

liefem, also der oben genannten linearen Kongruenz angehoren, so

wird durch den Ebenenbuschel, den a mit den Geraden der Regel
schar bestimmt, auf dem Trager s ebenfalls ein gewisser Sinn be-

stimmt, der entweder mit dem Sinn von pqr oder aber mit dem Sinn

von prq identisch ist. Je nachdem nun auf dem Trager s der Sinn

335) Sind AA
l,BBl

vier harmonische Elemente, so heifit die Darstellung

eine harmonische.

336) Programm Berlin 1872. So anch bei J. Lihroih, der eine Neubearbei-

tung von Staudta Imaginartheorie gegeben hat, Math. Ann. 8 (1874), p. 146.

337) Den Inbegriff aller zu P, Qt E neutralen Punkte S bezeichnet Staudt

ala Kctte (a a O 206).
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von EFGH mit dem Sinn von par oder von prq ubereinstimmt,

heifit S im Sinn PQR oder PEQ liegend
338

).

Auf Grund dieser Definition lafit sich dann zunachst beweisen,

dafi entsprechende Wiirfe bei reell projektiver Beziehung entweder

beide neutral oder aber beide von gleicheni Sinn sind, und dafi ins-

besondere harmonischen Wiirfen wieder harmonische Wiirfe entr

apreeben. Damit 1st die Moglichkeit gegeben
83

*), die projektivo Be

ziehung auch allgemein dahin zu defmieren, dafi sie erne eineindeu-

tige Beziehung ist, bei der zwei entsprechende Wiirfe entweder beide

neutral sind, oder falls sie nicht neutral sind, gleichen Sinn besitzen 340
).

Von hier aus gelangt man alsdann auch zur Definition Jcr Reziprozi-

tat und Kollineation fur ebene und raumliehe Eleraentargebilde. Ala

wichtigstes Einzelergebnis nenne ich noch die Tatsache, dafi Staudt die

imaginaren c
?
und JF8 dadurch zu definieren vermochte, dafi er all

gemein die f
2

8 Is Ordnungskurve eines reellen Polarsystems einfiihrte,

d. h. als Ort der reellen oder imaginaren Punkta, die auf iliren Polaren

liegen, und fur die so definierten c^ die Aligemeingiiltigkeit der den

reellen ^ zukomrnenden projektiven Eigensehaften nachwies*41
).

Staudt hat auch bereits eine Reihe von einzelneu Satzen und

Konstruktionen auf die Falleausgedehnt,in denen imaginareBestimniungs-
stiicke auftreten; dabei handelt es sich wieder wesentlich daruin, eine

solche Umformung der Konstruktionen zu bewirken, dafi sie allgemeine

Gfiltigkeit besitzen. Derartige Untersuchungen sind auch sonst viel-

fach durchgefiihrt worden 542
).

Die Konstruktion des ct aus fiinf

338) Man hat zu zeigen, daB diese Definition von der ^ewihlten Geraden

a unabhitogig ist, was Staudt tut; 56. Cbrigens hiingt der oben dennierte

Sinn einzig nnd allein davon ab, auf welcher Seite der Regelschar die Gerade s

Uegt: dafi * die Regelschar nicht schceidet, folgt aua der Definition. Vgl. anch

Liiroih, Math. Ann. 8 (1875), p. 168.

339) Dies entspricht dem sogenannten Prinzip der Permaneiiz formaler Ge-

setze von H. Hankel (I A 1).

340) Bilden ABCD einen imaginaren harmonigchen Wurf, BO tun es auch

die zu ihnen konjugierten Elemente Al
B

i
C

l
D

l
. Wxirde man nun die projek-

tive Beziehung so definieren, daft harmonischen Wurfen hanuonisehe entsprechen,

so wiirden bei zwei projektiven vereinigten Punktreihen, die alle reellen Elemente

entsprechend gemein haben, die imaginaren sich wechselseitig entsprechen

kdnnen. Daher ist die Gleichheit des Sinnes in die Definition al? Forderucg
aufzunehmen (Beitrage, 226). Die Antiprojektivitaten von Nr 20 schlieBt Staudt

a. a. 0. ausdnicklich aus.

341) Die tjbertragung dieser Begriffe auf den Bundel fahrte StawJt da/.u,

dafi orthogonal soviei ist wie konjugiert bezuglich des Kugelkreises, und der

orthogonale Bundel ein Polarbundel fur den absomteu Kegel (Beitrage. 1V2
3&quot;.);

vgl. auch M. Chasles, J. de math. (2) 5 (1860), p. 426.
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Punkten oder Tangenten fur die Falle, daB zwei oder Tier imaginar

werden, hat in vollem Umfang zuerst It. Staudigl***) erledigt. Aus-

fiilirlicli wurden die doppelt beriihrenden c
s
und die bezilgliclien Kon-

struktionen von F. Hofmann*
4

*) erortert. K. Bobek***) gab analoge

Konstruktionen fiir eine Fa ,
fur den achten Schnittpunkt dreier Fif

wenn sechs der gegebenen sieben Punkte imaginar sind, und fur die

raumliehe c4 erster Art aus acht imaginaren Punkten, C. Hoflfdd***)

analoge Konstruktionen der F3
und der raumlichen cs ,

wenn acht

resp. sechs Punkte imaginar sind, Ch. Beyel***} untersuchte ebene per-

spektive Systeme fur den Fall, daB Zentrum, Achse oder das charak-

teristische Dv (Nr. 12) imaginar sind. C. Servais***) gab eine ein-

gehende Diskussion der raumlichen c8 usw.

F. Klein 849
) hat zuerst darauf hingewiesen, daB man zur Defini

tion der imaginaren Punkte statt einer elliptischen Involution jede

zyklische Projektivitat (Nr. 14) benutzen kann, die die gleichen (ima

ginaren) Doppelpunkte besitzt; ein Gedanke, den spater H. Liiroth*
)

eingehender durchgefiihrt hat. Der einfachste Fall ergibt sich fiir

n = 3, weil hier die zur Unterscheidung der beiden konjugiert ima-

342) A del Jfo, Giorn. di mat. 28 (1890), p. 267, betrachtet den Involutions-

satz am Viereck.

343) Wien Ber. 61 (1870), p. 607. Einzelne Probleme dieser Art hat bereits

H. Seydewitz behandelt Arch. f. Math. 5 (1844), p. 331 ; ebenao Chr. Paulus, Grund-

linien 118 und Arch. f. Math. 22 (1854), p. 121. Vgl. auch Chasles, Sections

coniques, p. 226; Olivier, 3. de math. (2) 4 (1859), p. 82; C. Hofifeld, Dies. Jena

1882; JR. Boger, Diss. Leipzig 1886; V. Retail, Palermo Rend. 2 (1888), p. 25;

F. Spath, Monatsh. f. Math. 1 (1890), p. 237; F. Buih, Monatsh. f. Math. 3 (1892),

p. 81; K. Schober, Konstruktion von c, aus imagiuaren Elementen, Innsbruck

1892; F. Maclwoec, Monatsh. f. Math. 4 (1893), p. 95; J. Thomae, Zeitschr. Math.

Phys. 38 (1893), p. 381 u. 39 (1894), p. 63; K Boger, Hamburg Math. Mitt. 3

(1898), p. 352.

344) Die Konstruktionen doppelt beruhrender c? mit imaginaren Bestim-

mungsstiicken, Leipzig 1886.

345) Prag Ber. fur 1882 (1883), p. 65.

346) Zeitschr. Math. Phys. 33 (1888), p. Ill u. 187.

347) Zurich Vierteljahrsschr. 31 (1886), p. 20.

348) Sur les imaginaires en geometric, Gent 1894, und La projectivite

imaginaire, Brussel Mem. cour. 49 (1896) u. 52 (1894). Die Abhandlungen enthal-

ten iiberdies eine eingehende Darstellung- der Theorie Staudte nebst Anwendungen
auf cs ,

auf Kollineationen usw. Servais modifiziert sie so, daB er den reellen

und den imaginaren Teil des Wurfs direkt durch ein Dv auf einem c2 darstellt.

Er zeigt dort auch das Yerhaltnia, in dem die Darstellungen des Imaginaren
durch G. Tarry, Ed. Lagmrre und A. Mouchot zur Darstellung StandlB stehen.

349) G6tt. Nachr. 1872, p. 376; abgedruckt in Math. Ann. 22 (1883), p. 242

350^ Math. Ann. 11 (1877), p. 84.



20. Die Antiprojektivitat oder Symmetralitat. 459

ginaren Elemente dienenden Sinne ABC und CBA mit den drei

Elementen der zyklischen Gruppe unmittelbar gegeben sind 351
).

In

noch allgemeinerer Form erscheint dieser Gedanke bei H. Wiener***)

und F. Amofco**6
). Wiener gebt davon aug, dafi wenn ^ eine Pro-

jektivitat mit reellen Doppelpunkten Mt
N ist, die zyklisehe Gruppe

der Punkte A
, A&quot;,

A
&quot;,

. .
.,

die zu A durch die Projektivitaten $,

*P
3
, &amp;lt;&amp;gt;$*,

. . . (Nr. 23) zugeordnet werden, gegen den einen Doppelpunkt

konvergiert, und die zyklische Gruppe A_ l} A__t1 A_ 9 ,
. .

.,
die dem

A in den Projektivitaten ty~\ ^~~
2

&amp;gt; $~ 3
, entsprechen, gegen den

anderen (Nr. 21). Diese Reihen sind iiberdies fur alle Punkte A, B, . . .

einander projektiv (Nr. 23); sie konnen daher im Fall imaginarer

Doppelpunkte zu deren Definition benutzt werden; die beiden Sinne

werden durch ty bzw. ^J-
1

ersetzt. Amodeo endlich faBt das ganze

Biischel (Nr. 24) ailer Projektivitaten ins Auge, die die gleichen

Doppelpunkte besitzen, bzw. mit ^ vertauschbar sind; jede von ihnen

kann in derselben Weise benutzt werden, wie ty selbst. Dieses Biischel

enthalt nun eine Involution und unendlich viele zyklische Projektivi

taten; benutzt man diese, so hat man wieder die Stoudtsche bzw.

die Klein- Ltiroihsche Darstellung.

C. Segre***) hat die Grundlagen der Imaginartheorie insofern modi-

fiziert, als er von vornherein das Punktepawr als Ausgangspunkt

nimmt, was fiir viele Fragen ausreichend ist; namlich immer dann
?

wenn es nicht notig ist, die beiden conjugiert imaginaren Punkte

zu trennen. Jedes reelle Paar kann durch eine Involution mit ihnen

als Doppelelementen dargestellt werden; die tJbertragung dieser Tat-

sache ffthrt dann wieder zur Darstellung eines imaginaren Paares

durch diejenige Involution, die zu alien $ mit denselben Doppel
elementen bzw. deren Bflschel als die mit ihnen verbundene Involution

gehort (Nr. 23) usw. Dieser Auegangspunkt erweist sich ftir das

Operieren mit Projektivitaten und deren Beziehungen als einfach nnd

niitzlich. Im Raum werden analog die konjugierten Geraden zweiter

Art durch eine gescharte Involution definiert, die zu einem Buschel

gescharter Kollineationen gehort usw. (Vgl. Fane III AB 4 a, Nr. 15.)

20. Die Antiprojektivit&t oder Symmetralitat
355

).
Eine frucht-

bare Weiterbildung hat die Staudtsche Imaginartheorie durch C. Juel**6)

361) N&heres bei Fano IIIABia, Nr. 15.

362) Habilitationsschrift HaUe 1885.

353) Giorn. di mat. 26 (1888), p. 363.

854) Torino Mem. (2) 38 (1886).

866) ftber die prinripielle Bedeutung ygl. Fcmo, ITT AB 4 a, Nr. 15ff.

366) Diss. Kopenhagen 1885 und Acta math. 14 (1890), p. I.
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mid C. Segre*) erfahren. Sie tragt dem Fall Rechnung, dessen Erorte-

rung K. G. C. v. Staudt ausdriicklich abgelehnt hatte, dafi namlich ver-

einigte Punktreihen alle reellen Punkte gemein haben konnen, wahrend

die konjugiert imaginaren sich wechselseitig entsprechen
358

). Eine

derartige Beziehung bezeichnet Jw-l als 8i/mmetralitdt, Segre als Anti-

projektivitat. Denkt man sich die projektive Beziehung ty durch eine

bilineare Relation zwischen x und y gegeben, so entsteht aus ihr die

Antiprojektivitat $1, indem man y durch die konjugiert komplexe
GroBe ersetzt

359
).

Juel hat sie geometrisch auf folgendem Wege ab-

geleitet. Sind g und g irgend zwei imaginare Geraden zweier Raume
und 27

,
so haben sowohl ihre imaginaren Punkte, wie. auch ihre

imaginaren Ebenen die gleiche lineare Kongruenz zum Trager; man
kann daher Z&quot; und 2? sowohl kollinear, als auch reziprok so auf-

einander beziehen, dali je drei Geraden der beiden Kongruenzen ein-

ander entsprechen. Die damit definierte Pww^yerwandschaft- zwischen

g und g ist dann nur im ersten Fall eine projektive, im zweiten da-

gegen eine symmetrale. Segre gelangt zur 1, indem er von Staudts

grundlegender Definition ausgeht (Nr. 16) und die oben genannte Be-

schrankung weglafit. Mittels des Darbouxschen Beweisganges (Nr. 16)

ergeben sich alsdann im imaginaren Gebiet noch zwei verschiedene

Verwandtschaften, die dem Fundamentalsatz genftgen, namlich die $P

und die 51; sie stehen in dem gleichen Verhaltnis zueinander wie Be-

wegungen uud Umlegungen; das Produkt ^^ (Nr. 23) ist also wie-

der eine $. Eine ( ist daher ebenfalla durch irgend drei Punkte-

paare bestimmt: sie enthalt im allgemeinen ein Paar Punkte M. AT

,
die

entweder Doppelpunkte sind oder sich wechselseitig entsprechen
360

).

Die vorstehenden Begriffsbildungen lassen sich auf Ebene und

Raum ftbertragen; neben den AntikolUneationen lassen sich hier auch

die Antiresiprositaten definieren. Auch hier gilt, da3 andere einein-

deutige stetige Verwandtschaften, die auf der Bedingung der ver-

einigten Lage beruhen, nicht existieren. Eine ebene Autikollinea-

tion t ist durch vier Punktepaare bestimmt; sie besitzt entweder drei

Doppelpunkte und Doppelgeraden oder aber nur einen Doppelpunkt

357) Torino Atti 26 (1890), p. 276 u. 480; 26 (1890), p. 36 u. 692; Math. Ann.

40 (1892), p. 413.

858) Vgl. Aniu. *40

369) Eiitsprechende Dv haben daher konjugiert komplexe Werte. Vgl.

auch die aiialytiacbe Daratellung von G.Sforza, Giorn. di mat. 30 (1891), p. 159.

360) 1m ersten Fall ist der Modul, im zweiten das Argument des Dv (MNAA }

konstant.
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und eine Doppelgerade, wahrend sich zwei andere Punkte und Ge-

raden wechselseitig entsprechen.

Den wichtigsten Typus aller Antiprojektivitaten stellen die Antiinr

volutionen 3 dar; eine solche liefert z. B. der oben genannte Fall, daB

alle reellen Punkte einer Geraden sich selbst, die konjugiert imaginaren
aber sich wechselseitig entsprecheu. Doch liefert dies nicht den all-

gemeinsten Fall einer linearen @; deiin es brauclien fur eine solche &amp;lt;S

iiberhaupt keine Doppelpunkte zu existieren; gibt es aber einen, so

gibt es zugleich oo 1

,
die im Staudtschen Sinn eine Kette bilden. Ftir

eine ebene 3 existieren stets Doppelpunkte, und zwar gibt es deren

oo *
sie bilden die naturgemaBe Verallgeineinerung des Staudtschen

BegriiFs einer Kette, und werden daher von Juel und Seqre als zwei-

dimensionale oder ebene Ketten bezeichnet. Fiir eine raumliche 3
gibt es wieder keinen oder aber ex?

3
Doppelpunkte, die ebrnfalls als

Kette bezeichnet werden usw. Eine lineare Kette ist durch drei, eine

ebene durch vier, eine raumliche durch funf Punkte bestimrat, und

kann aus ihnen nach den Methoden der reellen Kollineationen (Netz-

konstruktionen usw.) abgeleitet werden 361
).

Die Ketten konnen auch

als Erzeugnis antiperspektirer Buschel, Bundel usw. definiert werden,

sie bilden die einfachsten Vertreter einer Menge von oo 1

,
oo 2

,
oo 5

Elementen, die aus der Gesamtheit aller oo 52

,
oc4

,
oo 8

komplexen
Elemente herausgehoben werden konnen, und die Segre als hyper-

algebraisch bezeichuet. (Vgl. Fano El AB 4 a, Nr. 16ff.)

Aucli Tur die Antireziprozitaten existieren analoge Satze wie

im reellen Gebiet, allerdings sind auch wesentliche Unterschiede vor-

handen. (Naheres bei 0. Lutiwig.)

21. Das Rechnen mit &quot;Wurfen. Um die voile Gleichtcertigkeit der

geometrisch projektiven Betrachtung mit der rechnerisch analytischen

zu erreichen, hat man den Koordinatenbegritf auf geometrischer Grund-

lage zu definieren und die Geltung der fiir ihn vorhandenen Rech-

iiungsgesetze nachzuweisen. Es ist ein Hauptziel Staudfs geweseu,

dem auf Grund eines exakten Beweisganges zu geuiigen und damit

in endgiiltiger Form zu leisten, was P&ncelet angestrebt uud durch

die im Prinzip der Koutinuitat enthaltene Forderung angebahnt hatte.

Die Grundlage bildet die Tatsache, daB sich die gewohnliche MaB-

bestimmung im linearen Gebiet als Do auffassen laBt. Da sich nun

die gewohuliche Koordinatenbestimmung der analytischen Geometric

361) JueZ bezeichnet eine Gerade, die mit der ebenen Kette eine eiufache

Kette gemein hat, als adjwigiertc Gerade; eine ebene Kette ist dann auch durch

drei Punkte und eine adjungierte Gerade bestiinmt usw.
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sonst nur noch auf Begriffe und Konstruktionen stiitzt, die rom
metrischen unabhangig sind, so handelte es sich nur darum, das Dv
durch eine voin Metrischen unabhangige Definition einzufiihren und

fur den so geschaffenen Begriif die Geltung der Rechnungsgesetze zu

erweisen. Das erste erreichte Staudt so, daB er die von den vier

Punkten eines Dv gebildete Punktgruppe (Wurf, Nr. 7) direkt als

Operationsobjekt einfiihrte und Wiirfe als gleich definierte, wenn sie

einander projektiv entsprechen. Er erhielt damit einen projektiv in-

varianten Begriff, der unmittelbar auch das imaginare Grebiet umfaflte.

Damit war denn auch die der Sache nach schon von Mobius*63
) ge-

gebene auf dem Dv beruhende und sonst nur linear konstruktiv ver-

fahrende projektive Koordinatenbestimmung unmittelbar tibertragbar.

Die wesentliehste Aufgabe bestand aber darin, auch die Rechnungs

gesetze auf die Wiirfe iibertragen. Das Verdienst, hier bahnbrechend

gewesen zu sein, gebiihrt ebenfalls noch K. G.O.v.Staudt*63
).

Er hat

bereits gezeigt, wie man fur Summe und Produkt zweier Wttrfe einen

neuen Wurf geonietrisch so defmieren kann, daB die Rechnungsregeln

gewahrt werden 864
).

Insbesondere stellen die neutralen Wiirfe (d. h.

diejenigen, die entweder aus vier reellen Punkten bestehen, oder aus

solchen imaginaren, deren Trager hyperboloidische Lage haben) die

reellen Zahlen, also die Kette aller neutralen Wiirfe die Gesamtheit

aller reellen Zahlen dar, und dies so
;
daB dem harmonischen Wurf die

Zahl 1 entspricht. Als komplexe Einheiten werden dann alle die-

jenigen nur dem Sinne nach verschiedenen Wiirfe definiert, deren

362) Erne solche Koordinatenbestimmung hatte im reellen Gebiet

nach den Method?n des barjzentrischen Calciils, mit Hilfe der mehrfach ge-

nannteu Netekonstruktion ausgefiihrt Er findet, daB jedem eireichbaien Punkte

rationale Zahlentripel zugehdren, und mngekehrt rationalen Koordinaten stets

oin linear konstraierbarer Punkt entspricht; Baryc. Calcill, 198 ff. Spater 1st

dies in allgemeinster Weise von W. Fiedler geschehen, Zurich Vierteljahrgschr. 16

(1870), p. 152. Vgl. auch /. Hemming, ebenda 16 (1871)t p. 41, wo sich die Dis-

kussion der Koordinatentransformation f\ir projektive Koordinaten findet. Naheres

fiber die projektiven Koordinatemnethoden bei Miitter III AB 7.

863) Vgl. Beitrage, p. 166 ff
;
H. P/a/f, Neuere Geometrie.

364) Sind ABCD = U und ABCDl
= Ul

die beiden Wiirfe, und wird

der Punkt S BO bestimmt, dafl (7(7, DD^ und AS eine Involution bilden, so stelit

ABC8 die Summe U+U^ dar. Das Produkt ergibt sich auf Grund davon, daB

wenu MN, AD, BC drei Paare einer Involution sind, die Relation

(MNAE) (MANCT)^(MAND)
besteht. Urn daher das Produkt UU

V
zu konetruicron, gehe man von drei Punkten

Jtf, A, N aua und bestimme zunfcchst A+ und A* so, dafi (MANAJ U und

(MA^NA,}^ Uv ist, so ist (MANA,)*** UUt
der Produktwurf. Vgl. Beitrige,

p. 167 ff
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Quadrat ein harmonischer Wurf ist, and auf Grund davon kann fur

jeden nicht neutralen Wurf eine solche additive und multiplikative

Darstellung durch andere Wiirfe gefunden werden, daB ihm eine be-

stimmte koinplexe Zahl entspricht. J. Lwroth 3

**) hat diese Resultate

noch wesentlich erganzt Er hat die neutralen Wurfe in positive

und negative geteilt, den abaoluten Betrag nicht neutraler Wiirfe ein-

gefiihrt und gezeigt, daB fiir ihn die GroBenbeziehungen gelten, und

daher auch der Stetigkeitsbegriff auf sie ausgedehnt werden kann.

Als Gesamtresultat dieser Untersuchungen ergibt sich also die Tat-

sache, daB inittels der fifaztwfrschen Ideen, unabhangig von der Metrik

und auf rein projektiver Grundlage, eine Koordinatenbestimmung und

die Anwendbarkeit der analytischen Methoden in vollem Umfang be-

grtindet werden kann (vgl. Fano III AB 4 a, Nr. 14, 15).

22. Methodische Gesichtspunkte. 1st einnial die Moglichkeit

erwiesen, die projektive Geometrie unabhangig von der Metrik zu be-

griinden, so kann man weiter fordern, daB sie sich in ihren Entwick-

lungen aller Hilfsmittel enthalt, die aus der Algebra stammen. Sie

hat vor allem ihre Gebilde selbstandig zu definieren; insbesondere

muB sie dies in einer Weise tun, die projektiv invariant ist, wozu

dann noch iu zweiter Linie die Aufgabe tritt, die Gleichwertigkeit

der analytischen und geometrischen Methoden und Resultate zu priifen

und nachzuweisen. Erwagungen, die auf der Konstantenabzahlung

beruhen, bleiben dabei auBer Betracht.

J. V. Poncelet*6*) handelte bereits der obigen Forderung gemaB,
indem er den Satz, daB die Projektion eines c% wieder ein c

2 ist, auf

den projektiven Charakter derjenigen metrischen Relation sttitzte, die

schon bei den Griechen fiir den
a
dennierend war. Dagegen enthielt

J. Steiners erste projektive Erzeugung der c
2 (Nr. 10) noch eine Liicke.

Er stutzte sie darauf, daB ein C
9
durch einen schiefen Schnitt eines

Kreiskegels entsteht, und ein Kreis durch gleiche Buschel erzeugbar

ist; es war aber noch nicht geometrisch bewiesen, daB jeder einen ca

projizierende Kegel Kreisschnitte besitzt 867
).

Steiner 9
) hat daher

365) Math. Ann. 8 (1876), p. 146.

366) Traite, 41.

367) Dies konnte erst aus den besonderen Eigenechaften dee Kegela oder

Polarsystems ,
die sich auf seine Fokalacheen nnd seine zyklischen Ebenen be-

ziehen, erschlossen warden. Eine systematische Darstellung findet sich z. B. bei

Sehrtiter, Theorie der Oberfl., p. 61 nnd bei Beye, Geometrie der Lage 1,

3. Aufl., p. 179. Nach M Chasles soil allerdings B. Descartes den Sat/, schon

besessen haben, Eapport, p. 75.

368) Dies geachah in seinen Vorlesungen; vgl. Steiner-Schroter, Vorlesungent

Vorrede, p. VI.
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spater den hier einzig moglichen Weg eingesehlagen, den c,
2

als Er-

zeugnis projektiver Gebilde zu definieren, nnd alsdann die einzelnen

% als Spezialfalle dieser Definition nachzuweisen. Erst jK&quot;. Gr. C.. v. Staudl

vermochte es aber, der geometrischen Definition dieselbe AUgemein-
heit zu geben, wie der analytischen, indem er den o2 als Ordnungs-
kurve eines Polarsystems defioierte (Nr. 13).

Die Steinersche und Staudfeche Definition sind typiscb fiir alle

Definitionen hoherer Gebilde: diesem Zweck dienen entweder die Er-

zeugungsinethoden oder solche Deimitionen, die an die veremigte Lage

gewisser Gebilde ankniipfen. Dabei entsteht aber eine der Geometrie

speziell anhaftende methodische Schwierigkeit. DaB vom Standpunkt
der projektiven Geometrie aus weder das Bezouteche Theorem, noch

auch das Korresporidenzprinzip erlaubte Hilfsmittel sind, ist evident;

um zu beweisen, daB ein irgeridwie definiertes Gebilde z. B. eine Fs

ist, ist vielmehr zu zeigen, daB es auf die Weise erseugt werden kann,

durch welcbe die t\ definiert ist
a69

).
Die eine Erzeugungsweise ist

aus der anderen alzuleiten. Das erste Beispiel, in dem dies geleistet

wurde, ist der Identitatsbeweis der durch Biischel bzw. Punktreihen

erzeugten &,, den Sterner in seiuen Vorlesungen gegeben hat, sowie

der analoge Beweis fiir das Erzeugnis von zwei Ebenenbiischeln und

zwei Punktreihen 870
).

Fiir die _F
2 laBt sich der Identitatsbeweis aus

der Theorie der Polaritat entnehmen. Fur die raumliche cs hat

H. Schroter*11
) die Identitat der Gesamtheit ihre Schmiegungsebenen

mit dem Erzeugnis dreier Punktreihen naebge\viesen, nachdem schon

If. Chasles) die hierzu notigen Satze abgeleitet hatte. Die Identitat

der Erzeuguisse zweier kollinearen Bundel und dreier projektiven

Ebenenbiischel ist der Sache nach zuerst von Chasles ohne Beweis

ausgesprochen worden; die ausfuhrliche Begriindung ist spater durch

Th. Reye*) geschehen. F. Schur*u) bewies noch unlangst die Iden

titat der Tripelkurve e$ mit dem Erzeugnis eines cs-Bftschels und eines

Strahlbiischels, nachdem auch bereits Steiner) und Th. Reye)

369) Dagegen pflegte man sich urspriinglich auf den Beweis zu be-

schrilnken, dafi ein Gebilde mit eicer Geraden n Punkte gemem hat. Auch in

Orewowas Theorie der c5 atcht noch (ohne Beweis) der Satz an der Spitxe, dafi

zwei c3 sich in neun Punkten schneiden.

370) Steiner-Schrotcr, VorleHungen, p. 101 und Vorrede, p. VII.

371) J. f. Math. 56 (1869), p. 27.

372) J. de math. (2) 2 (1857), p. 397.

373) Geometrie der Lage 2, p. 72.

374) Zeitschr. Math. Phys. 24 (1879), p. 119 Dasselbe hatte vorher bereite

H. Milinowski versucht, ebenda 21 (1876), p. 427 und 23 (1878), p. 27, 85, 211.

375) Vgi. Sterner-Sckroter, Vorlesungen, p. 507.
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dies fur besoudere Falle abgeleitet batten usw. Keineswegs aber ist

die bier erbobene Forderung bisher in alien Fallen erfullt worden.

F. Sdiur3U) bat gelegentlich die Notwendigkeit betont, ibr wieder

mebr gerecbt zu werden,

Ein abnlicher Gesichtspunkt ist maBgebend fiir den Beweis, daft

ein geometriscbes Gebilde durch eine gewisse Zabl von Punkten, Ge-

raden, Ebenen eindeutig bestimmt ist. Dem konstruktiven Charakter

der projektiven Geonietrie entsprecbend sind diese Beweise erst dann

als gefubrt zu erachten, wenn durcb die gegebenen Elemente die

definierende Erzeugung vermittelt und die Konstruktiou wirklicb ge-

leistet werden kann. Die Erzeugung der c
9

aus 5 Punkten gehort
den Elementen an. Dagegen haben die lirearen Konstmktionen der

boheren Kurven und der raumlichen Gebilde noch bis in die neueste

Zeit binein mannigfache Behandiung gefunden (Staude III C 2, Nr. 49 .

Kohn III C 5 und Meyer III C 7).

Von metbodischem Interesse ist auch die Frage, ob und inwie-

weit es gestattet ist, die Gebilde und Probleme zu spezialisieren,

ohne dafi die fur sie abgeleiteten Resultate die allgemeine Geltung
verlieren. Die franzosiscbe Scbule bat sicb lange Zeit unbedenklicb

direkt auf den Boden des Prinzips der Kontinuitat gestellt und fur

die Erorterung von Kurven und Flacben insonderheit ibr Verbalten

gegenfiber g^ bzw. 6X in Betracbt gezogen. Hingegen baben die

fuhrenden deutschen Geometer gemeint, jede Spezialisierung als einea

VerstoB gegen die AUgeraeinbeit der Untersucbung ver6chmahen zu

sollen. Eine Anderung ist bierin in neuerer Zeit erst wieder durch

F. Klein eingetreten, der liberal! auch ftir die georaetrischen Problem-

stellungen diejenige Einfachbeit angestrebt und ausgeffihrt hat, die

analytisch einer speziellen und inoglichst giinstigen Wahl des Koordi-

natensvstems entspricht
377

).
Die Erkenntnis des allgemeinen projek-

376) Greometrie der Lage 2, Kap. 22.

377) Vgl. z. B. die Arbeit iiber Fs ,
Math. Ann. 6 (1873), p. 555 und die

im AnschluB daran von C. Eodenberg hergestellten, im Verlag von L. Brill in

Darmstadt (jetzt M. Schilling in Halle) erschienenen Modeile, sovsrie atich dessen

Arbeit in Math. Ann. 14 (1877), p. 46. im Gegensatz zu dem eraten von Chr.

Wiener stammenden unsymmetrischen Modell. Ein anderes Beispiel bildet der

Nachweia, dafi das von A. Ctebsch gefundene zehnfach firianchonscbe Sechseck

durch die sechs Hauptdiagonalen des Ikosaoders realisiert iat; Math. Ann. 4 (1871),

p. 333 u. 12 (1877), p. 531.

Dieser metbodisohe Gesichtspunkt ist auch fur die Theorie der Konfigu-
rationen von Wichtigkeit,. Vgl. z. B. Tk. Reyes, Nachweis, daB die Figur der

desmischen Tetraeder am Wurfel und Oktaeder nachweisbar ist, Acta math. 1

(1882), p. 97.
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tiven Charakters aller Koordinatenmethoden und aller MaBbestimmung
hat wesentlich dazu beigetragen, dieser Anregung Erfolg zu ver-

sehaffen; es 1st heute durchaus gelaufig, moglichst spezidl zu denken

und die am Spezieilen gefundenen Resultate durch Projizieren zu ver-

allgemeinern, Man projiziert z. B. eine zyklische Projektivitat in eine

Drehung (Nr. 14), eine hyperbolische Involution in eine Symmetric

(Nr. 13) usw., und kann damit deren Gesetze unmitteibar in Evidenz

setzen 378
).

Damit ist dem Prinzip der Kontinuitat iiberall da zu seinem

Recht verholfen, wo sich seine projektive Natur nacbweisen laflt,

Der methodischen Vereinfachung dient endlich auch die auf

H. Wiener zuriickgehende Tendenz, die allgemeinen Operationen als

Produkte von symmetrischen aufzufassen, was er fttr ein gewisses Ge-

biet durchgefuhrt hat (Nr. 23).

Die wiehtigsten Probleme, die hier noch zu erortern sind, be-

treffen die Frage, wie die projektive Geometrie einerseits fur den

Fundamentalsatz der Algebra, andererseits fur die gesamte Invarianten-

theorie ein Aquivalent schaffen kann, ohne den Boden der projektiven

reellen Hilfsmittel und Gebilde zu verlassen 878
).

Was den Funda-

rnentaisatz der Algebra betrifft, bzw. die Definition von Gruppen
solcher n Punkte, die das Aquivalent der Wurzeln einer Gleichung
t**

6&quot; Grades darstellen, so hat K G. C. v. Staudt durch Darstellung der

Wurzeln einer quadratischen Gleichung mittels reeller Involutionen den

Anfang gemacht (Nr. 19). Fur n == 3 hat H. Thieme SSQ
) ein Pokr-

system dritter Ordnung, das den Wurzeln einer Gleichung dritten

Grades entspricht, durch projektive Beziehung einer Punktreihe und

eines Biischels von Involutionen zu definieren gelehrt
381

)
und gezeigt,

dafi diese Methode von n auf n + 1 iibertragen werden kann. Das

Gleiche hat spater in ausfuhrlicher Darstellung E. jBTo^r 382
) getan.

Was den Ersatz der Invariantentheorie betrifft, so sind hier wenigstens

fflr das binare Gebiet einige Ansatze vorhanden; sie beruhen darauf, daB

die neuere Zeit die den binaren Formen entsprechenden Projektivi-

378) JR. Krause hat dies fur die teraaren und quaternftren zyklisch^n

Kollineationen durchgefuhrt, Programm Stettin, 1897.

379) Naheres bei Fano HI AB 4 a, Nr. 25 ff.

380) Zeitschr. Math. Phys. 24 (1879), p. 221 u. 276; Math. Ann. 28 (1886),

p. 133.

381) B, Klein hat hierzu die trilinear symiDetriscbe Verwandtschaft auf ciner

c, benutzt, Theorie der trilinear-symmetrischen Bleraentargebxlde, Marburg 1881.

382) Grundzxigc einer rein geometriBchen Theorie der algebra-ischen Kurven,

Berlin 188V; Kotter gibt dort anch die Staudtevhe, Imaginartheorie in etwas

modifizierter Form.
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taten und Inyolutionen direkt ins Auge fafit und fiir sie diejenigen

gegenaeitigen Beziehungen zu definieren verstand, die den Formu-

iierungen der Invariantentheorie parallel gehen
388

). (VgL auch Fano,

IIIAB 4a, Nr. 25
if.)

23. Das Beohnen mit Verwandtechaften. Wird durch die pro-

jektive Verwandtschafb SB dem System das System 2 zugeordnet,

z. B. jedem A ein A
,
nnd wird dem System mitttels der Verwandt-

schaft SB ein System
&quot;

zugeordnet, also jedem A ein
A&quot;,

so wird

die Beziehung SB&quot;,
die Z&quot; dem System 27 zuordnet, also A&quot; dem A,

als Produkt von % und 83 bezeichnet 834
); man schreibt:

&quot;=-$ resp. 27r^~8 2r.

Dieser Produktbegriff geniigt dem assoziativen Gesetz und gestattet

daher die Anweuduug aller assoziativon Operationen, besonders auch

des Grrupperibegriffs
zy

*).
Es ist klar, daB alle Operationen, die ein

Gebilde in sich (iberftthren, eine Gruppe bilden. Die Verwandtschaft,

die Z in ttberfiihrt, also A dem A zuordnet
;

heifit dio zu SB in

verse und wird durch SB*&quot;

1

bezeichnet; eine Verwandtschaft, bei der

jedes Element sich selbst entspricht, heiBt Identitat. Die Verwandt

schaft U ^SB-^USB heifit aus U durch Transformation mit SB ent-

standen; ist U ==U, also auch USS = SBU, so heifit U mit SB ver-

tauschbar, ist U = U&quot; *,
so sagt man, U wird durch SB umgekehrt.

Ist tt~-
18-JB~ 1

1Jt so heiBen U und SB nach C. Segre harmonisch,

jedes dieser beiden Produkte ist aledann eiue Involution, und es ist

U==S83 38fi

)-
Harmonische Involutionen sind stets vertauschbar und

umgekehrt.
Involutionen auf derselben Geraden mit reellen Doppelpunkten

sind vertauschbar, also auch harmonisch, wenn ihre Doppelpunkte sich

harmonisch trennen 887
).

Zwei Projaktivitaten ty und Q auf g mit reellen

383) Sind z. B. & nnd g, zwei Involutionen, BO stellt die mit beiden har-

monieche InTolution ^ die Funktionaldeterminante der beidon bezuglichen Fonnen
dar. Vgl. H. Wiener, Habilitationsschr. Halle 1885.

384) Kombinationen von Yerwancltscbaften hat man schon lange ausgofuhrt;

die tfbertragung des formalen bekannten Algorithmus der Gruppentheorie auf

die Projektivitaten geht auf C. Stephanos zuruck, Bull. BC. math. (2) 3 (1879),

p. 453 und Math. Ann. 22 (1883), p. 299.

386) tiber einfache Gruppen von Koilineationsn usw., die mit der Theorie

der Konfigurationen oder der Theorie besonderer Kurven uud Fiachen UBW. zu-

sammenhangen, vgl. E. Steinitz, HI AB 6a Projektive Konngurationen. und HI G 13

Raumeinteihingen.

386) Ein Punktepaar AB geht daher durch U und S3 in J., Bl resp. Bl^ iiber.

387) Daher stammt die Bezeichnung harwomsche Projektivitaten.
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Doppelpunkten sind vertauschbar, falls sie die namlichen Doppelpunkte
besitzen. 1st 3 erne zu $p harmonische Involution auf g, so bilden

die Doppelpunkte von
*J$

ein Punktepaar von 3. Theoretisch wichtig
1st auch die mil $ verlundene resp. zu % zugehorige Involution 3.

Werden zu A die Punkte A und A_ l bestimmt, die in ^ und ^~
l

dem A entsprechen, und alsdann A
t so, daB die Punkte A_ l

AAA
l

harmonisch sind, so bilden AA
l

die Involution 3; sie ist mit ty ver

tauschbar.

Die Beziehungen der Projektivitaten nehmen ihre einfachste Form

an, wenn man, wie dies C. Segre***) getan hat, als Trager einen c
8

wahlt. Vertauschbare Involutionen 3, 3i sind alsdann solche, deren

Zentren resp. Achsen einander beztiglich des c
2 konjugiert sind; der

Schnitt beider Achsen gibt das Zentrum der Involution 3g ==:s 33i
Ferner gibt es zu jeder ty auf c

2
eine bestimmte Pascalgerade p, und

es sind ^ und C vertauschbar, falls sie die gleiche Pascalgerade be-

sitzeii, wahrend die zu ty gehorige Involution 3 die Pascalgerade p
als Involutionsachse besitzt. Endlich wird ty durch 3 umgekehrt,
falls p zur Involutionsachse von 3 konjugiert ist usw.

Ebene und raumliche Kollineationen in vereinigter Lage sind stets

und nur dann vertanschbar, wenn sie dieselben Doppelelemente be

sitzen.

Ebene resp. raumliche zentrische 3 sind vertauschbar, falls das

Zentrum der einen auf der Achse resp. Ebene der anderen liegt; ge-

scharte sind es, falls die vier Achsen ein Viereck oder vier harmo

nische Geraden einer H% bilden 189
).

Eine gescharte und eine zen

trische 3 sind vertauschbar, wenn die Achsen der ersten mit dem

Zentrum und der Ebene der zweiten inzident sind. Eine 3 ist z. B.

mit einer Polaritat vertauschbar, wenn Zentrum und Ebene resp. die

Achsen der 3 in der Polaritat einander entsprechen
8*

).
Eine Null-

korrelation ist nur mit gescharten Involutionen oder Nullkorrelationen

vertauschbar. Eine allgemeine raumliche ( ist nur unter Bedingungen
mit einer Korrelation $1 vertauschbar.

Th. Reye
s91

) hat die Aufsuchung der vertauschbaren resp. harmo-

388) J. f. Math. 100 (1887), p. 329; vgl. auch F. Aschieri, 1st. Lomb. Rend.

(2) 22 (1889), p. 414, 484.

389) Pur diese und die folgenden Satze vgl. D. Montesano, Ann. di mat. 14

(1886), p. 131. Eine ausfuhrliche Darstellung fiir Ebene und Ratun gibt A. Sannia,

Lezioni, p. 444. Zu einer gescharten ( gibt es eine mit ihr verbundene gescharte

3; a. a. 0. p. 496.

390) Polaritaten sind daher vertauschbar, wenn die eine ein Produkt aus

der anderen und einer der oben genannten Involutionen ist.

391) Geom. d. Lage 3, p. 219 und Math. Ann. 43 (1893), p. 145. Hier wer-
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nischen ( und 3R auf das Studium derjenigen zuruckgefiihrt, von denen

die eine die andere umkehrt; es beruht dies darauf, daB, wenn U
durch $8 und 9S umgekehrt wird, U mit $8 SB vertaueehbar ist. Eine

ebene (, deren Doppelpunkte ein Polardreieck einer Polaritat bilden,

wird durch diese Polaritat umgekehrt; ein analoger Satz gilt im Raum.

Eine ebene 9ft wird durch jede 3 umgekehrt, deren Zentrum und Achee

Pol und Polare fur die beiden durch 9R bestimmten Cj sind, die also

diese c
2

in sich transformiert; analog wird eine raumliche 9ft durch

jede 3 umgekehrt, die die mit 3R zusammenhangenden -F8 und 0, in

sich transformiert, ebenso durch jede Polaritat der Form 39ft, wo 3
eine der vorstehenden Involutionen ist, usw.

Von sonstigen Aufgaben, die das Rechnen mit Verwandtschaften

benutzen, sind zunachst solche zu erwahnen, die die Auflosung ge-

gebener Verwandtschaften in ein Produkt von speziellen bezwecken,

insbesondere von Perspektivitaten, Involutionen, Ahnlichkeitstransfor-

mationen usw. 392
).

H. Wiener***) hat die groBe Klasse aller derjenigen

Verwandtschaften studiert, die sich als Produkt von zwei Involutionen

darstellen lassen, insbesondere auch solche Gruppen, die nur Involu

tionen enthalten; zu der ersten Klasse gehoren alle Projektivitaten

auf einer Geraden, da eine Projektivitat stets als Produkt von zwei

Involutionen darstellbar ist, sowie alle Kollineationen, die eine c^ reap.

Ft in sich uberfiihren. Zagleich haben diese Gruppen die Eigenschaft,

daB sie sich auf die sonst bereits bekannten Gruppen von Bewegungen
und Umwendungen projektiv abbilden lassen und liefern so ein lehr-

reiches Beispiel fur die in Nr. 21 erorterte methodische Auffassung.

Eine besonders einfache Behandlung gestatten die zyklischen

Gruppen (Nr. 14), wenn man das Rechnen mit Projektivitaten benutzt

Es sei ^ eine beliebige Projektivitat, und man fasse die unbegrenzte

Reihe von Projektivitaten

(1) !,&*,* , ,**,

ins Auge, so wird die Reihe von Punkten

(2) A, Alf A% ,
. . .

, AI, ....

den die obigen Satze uch fur den Fall bewiesen, daB die F^ nnd $, nicht reell

sind und auf pezielle (S ausgedehnt, insbesondere auf solche, die jede Schar

einer 22, in eich transformieren.

392) Vgl. z. B. A. del Ee, Napoli Rend. (2) 2, p. 423 und Palermo Rend. 2

(1888), p. 37 und 128; Giorn. di mat. 28 (1890), p. 269; Riv. di mat, 2 (1892),

p. 99; F. Deruyts, Mem. Liege (2) 17 (1892), Nr. 8; M. Bocher, Math. Ann. 43

(1893), p. 598. Hierher gehort. auch die Auflosung jeder ( in ein Prodnkt von

Perapektivitaten, vgl. Anm. 97.

393) Leipzig Ber. 42 (1890), p. 245 ;
43 (1891), p. 424 nnd 644; 45 (1898), p. 655.

Eneyklop. d. math. WieBensch. Ill 1. 31
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die durch sie zu A zugeordnet werden, in allgemeinerer Bedeutung
ebenfalls als zyklische Reihe bezeichnet. Falls dann ein erstes n

existiert, so dafi ^w I 1st, so entsteht die endliche zyklische Gruppe
von Nr. 14:. Fur diese Reihen bestehen noch folgende Satze 89

*). Es

ist, falls A und B irgend zwei Punkte flind,

und fiir eine endliche zjklische Gruppe ist, wie evident,

AA
V
.... An_ t

X AiAt+t . . . -4^i 5

ferner ist auch

und es bilden fiir jedes i die Punktepaare Ai^ jL
A

i ^ i erne Involution,

deren eines Doppelelenient At
ist. Durch Abbildung der zyklischen

Projektivitat auf eine Drehung werden diese Satze wiederum unxnittel-

bar durchsichtig.

Eine formale Vereinfachung erfahrt auch ein Resultat von Nr. 11.

Sind namlich

(3) A.,, A_ t , .... A_i, ....

die Punkte, die zu A durch die Projektivitaten

zugeordnet werden
?
so konvergieren die Reihen (2) und (3) gegen die

beiden Doppelpunkte M und N von ^8, die zugleich Doppelpunkte
aUer $ a und ty~

l
sind.

94. Buschel, Netce usw. von Verwandtsohaften. Die Tatsache,

die fttr die Theorie der Buschel und Netze die Grundlage bildet, be-

sagt, dafi die samtlichen Projektivitaten, Kollineationen und Korrela-

tionen, ebenso die verschiedenen Involutionen usw. je eine lineare

Mannigfaltigkeit lilden.

Zunachst ergibt sich die Viclfachheii dieser Mannigfaltigkeiten

unmittelbar aus den Fundamentalsatzen. Da eine Projektivitat oder

Involution auf einer Greraden durch drei resp. zwei Paare entsprechender

Punkte bestimmt ist, gibt es auf der Geraden oo 8
Projektivitaten und

cx&amp;gt;

3 Involutionen 895
).

Eine ebene Kollineation ist durch vier Paare

entsprechender Punkte bestimmt, es gibt daher co 8 ebene Kolli

neationen und Korrelationen, darunter sind oo* involutorische Kolli-

S94) C. Stephanos, Anm. 384; H. Wiener, Anm. 3S2; A. Ameseder, Wien
Benchte 98 (1889), p. 290 rad Monath. Mata. 1 (1890), p. 371, wo die AbbUdung
Rtif die Drehung d^rchgefiihrt wird.

396) Zn jeder Projektiritat gibt es oo* mit ihr hannonisehe.
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neationen und oo 5 involutorische Korrelationen. Endlich existieren

im Raum &amp;lt;x&amp;gt;

15

Kollineationen, darunter oc 6 zentrale und oo8 axiale

involutorische, und oo 15
Korrelationen, worunter oc 9

involutorische.

Der lineare Charakter dieser Mannigfaltigkeiten. der sich auf

analytiseher Grundlage unmittelbar erkenncn lafit, bedarf geometrisch
einer ausfuhrlicheren Begriindung. Zunachst handelte es sich darum,
die einschlagigen Begriffe auf geometrischer Grundlage einzufuhren.

Dies ist zuerst fur die Projektivitaten geleistet worden.

Den einfachsten Fall eines Biischels von Projektivitaten stellen alle

diejenigen auf dieselbe Punktreihe beziiglichen Projektivitaten dar, die

dieselben reellen Doppelpunkte besitzen. Es beruht dies auf der

Tatsache, daB far eine $, deren Doppelpunkte M und N eind, das

Dv (MNAA) einen fur alle A, A festen Wert A hat (Nr. 11). Wird

daher A festgehalten, wahrend A die Gerade g durehlauft, so ist jede

ty durch A bestimmt und uragekehrt, und es entspricht jeder ^ ein

Wert A zwischen GO und -f- oo. Einen Buschel von ty bilden

auch diejenigen Projektivitaten &if die man auf Grand des in Nr. 13

genannten Satzes von M. Paseh***) fur alle Werte von A erhait; es

besteht namlich auch fur sie der Satz, daB, wenn man zu irgend awei

Punkten A und B die Punkte

Alf Aj, A3 ,
. . . Ait . . . resp. Blf B2) J5j, . . . Bit . . .

bestimmt, die ihnen in den Projektivitaten Dj, O,, O8?
. . . O,, . . . ent-

sprechen, diese Punktreihen selbst projektiv sind. Damit ist wieder

die Moglichkeit gegeben, von dem Dv von vier Projektivitaten O^ zu

sprechen, indem man darunter das Dv von vier Punkten A^ versteht.

Dieser Satz ist fur den Buschelbegriff grundlegend
896

). Es folgt aus

ihm noch, daB zwei verschiedene Projektivitaten ^ und ^ eindeutig

ein Buschel bestimmen. Sind die Doppelpunkte von ^ und ^ reell,

so haben alle ihm angehorigen ^^ die Eigenschaft. daB ihre Doppel

punkte mit denen von ^ und ^ eine Involution bilden 597
).

H. Wiener***) und C. Segre*} haben das Verdienst, den Begriff

des Biischels und seine Eigenschaften geometrisch begrundet zu haben,

ohne ihn an das Dv oder an Realitatsverhaltnisse zu kniipfen. Wiener

hat Buschel von Involutionen ins Auge gefafit; es sind dies solche,

396) Diesen Satz gab C. Stephanos, Math. Ann. 22 (1883), p. 299. Einen

Bpeziellen Fall bildet der Satz von Nr. 23 uber harmonische ProjektiYit&ten,

397) Vgl. auch C. Hofifeid, Diss. Jena 1882.

398) Habilitationsschrift Halle 1885.

399) J. f. Math. 100 (1886), p. 317. Die Formulierungen von Segre laasen

eich auch auf Antiprojektivitiiten (Nr. 20) ausdehnen.

31*
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die zu einer gegebenen 3 harmonisch resp. mit ihr vertauschbar sind.

Auch Segrea Entwicklungen nehmen diejenige stets existierende Invo

lution zum Ausgangspunkt, die mit den Projektivitaten des Biischels

vertauschbar ist. 1st namlich ty eine beliebige Projektivitat, und wird

gemafi Nr. 23 die zu ihr gehorige Involution (AA ) konstruiert, so

ist diese mit $ vertauschbar, und falls ^ eine nicht involutorische

Projektivitat ist, so ist 3 die einzige derartige Involution. Eine jede

Projektivitat ^ kann nun durch 3 und ein Punktepaar A, A^ be-

stimmt werden; ist namlich A_^ so definiert, daB AA A^^A^ har-

monisch sind, so stellen AAl9 AA{ und A_^A drei Paare ent-

sprechender Punkte fur ty dar. Alle ^lf die 3 als zugehorige In

volution besitzen, stellen daher ein Biischel unter sich vertauschbarer

Projektivitaten ^ dar, fur das die Zuordnung zur Punktreihe aus

der Definition unmittelbar erhellt400
).

Um hieraus den allgemeinsten Begriff eines Biischels zu erhalten,

verfahrt Segre folgendermaBen.

Sind $p und d irgend zwei Projektivitaten, so gibt es stets solche

zwei Involutionen 3 und 3 ,
so daB 3 durch ty und C in 3 uber-

geftihrt wird. Sucht man die Gesamtheit aller dieser Projektivitaten,

die 3 in 3 uberfiihren, so zeigt sich, daB sie in zwei Scharen ^
resp. ^ zerfallen; gehoren ^^ und ^ derselben Schar an, so gehort

zu
^S^^&quot;

1 immer 3 als die zugehorige Involution; gehoren ^ und

O^ zu verschiedenen Scharen, so sind sie harinonisch und
^O^&quot;

1

stellt eine zu 3 harrnonische Involution dar. Jede dieser beiden

Scharen stellt je ein Biischel dar, und man nennt iiberdies beide

Biischel zueinander harmonisch; in jedem Biischel ist im allgemeinen

eine Involution enthalten. Ferner folgt nun, daB ein Biischel
($J$, O)

durch zwei Projektivitaten ty und O- eindeutig bestimmt ist; daB es

entsteht, indem man alle Projektivitaten *J$Z mit ty multipliziert, zu

denen dieselbe Involution gehort, wie zu ^Qr 1
,
und daB alle zu

$J$

und D harmonischen Projektivitaten ein Biischel bilden, das zu ^5

und d harmonisch ist. Endlich folgt dann noch die Projektivitat der

obigen Punktreihen A, Alf . . , Al9 . . . und B
y
Bly . . . Sif . . . fiir jedes

Biischel.

In der Tatsache, daB ^ und D ein Biischel bestimmen, und daB

zu ihm wieder ein bestimmtes harmonisches Biischel existiert, liegt

der Grund fiir den linearen Charakter der Mannigfaltigkeit aller c
8

Projektivitaten. Es gibt insbesondere eine Projektivitat, die zu drei

400) Es entspricht dem speziellen Biischel mit denselben Doppelpunkten
und kann in ein Biischel von Rotationen projiziert werden.
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gegebenen ty, O, SR hannonisch ist; wenn zu
Q,^&quot;

1 und zu 9ft $P
-1

die Involutionen 3i und 3g gehoren, so konstruiere man 3 harmonisch

zu 3i und 32? und hat in 3$ die gesuchte Projektivitat. Umgekehrt
kann man anch die oo 2 zu ihr hannonischen Projektivitaten ins Auge
fassen: sie sind durch

*)3. G, 9ft bestimmt, und man kann zeigen, dafi

diese Mengen den Charakter ebener Gebilde bcsitzen, woraus der

lineare Charakter der Menge aller oo 3
Projektivitaten sich ergibfc.

Wie F. AscJiieri^1

) naher ausgefiihrt hat, kann man auf diese Weise

zu der von C. Ste-ptianos^) auf analytischem Wege gefundenen Ab-

bildung aller Projektivitaten, resp. was dasselbe ist, aller bilinearen

Fonnen auf den linearen Punktraum gelangen. Es entspricht in ihr

jeder ^ ein Raumpunkt p\ alle zu ^ harmonischen Projektivitaten

erfiillen eine Ebene JT, die Polarebene von p beziiglich einer F ist,

und zwar ist diese jP
2
so definiert, da6 ihren Punkten die ausgearteten

^ entsprechen
403

). (Naheres bei 0. iMtlwig)
Uber Btischel und Netze von ebenen oder raumlichen Kollinea-

tionen existieren bislang nur wenige Arbeiten, die den vorstehenden

in ihrer Grandlage und Tendenz analog sind. A. Ameseder 4^} hat in

dieeer Hinsicht besonders die gescharten Kollineationen studiert und die-

jenigen;
die eine F% in sich transformieren, und auch fur sie die- zu-

gehorigen Involutionen in den Mittelpunkt der Betrachtung geriickt.

Abgesohen von einigen Einzeluntersuchungen*
05
) liber Mannig-

faltigkeiten spezieller ( und ${ sind als Untersuchungen von weiter-

gehendem Interesse zuniichst diejenigen von S. Kantor 40
*) zu erwahnen.

Sie betreffen die ;x&amp;gt;

2 ebenen Kollineationen mit drei festen Punkte-

paaren, resp. die oo 8 raumlichen mit vier festen Punktepaaren. Sie

haben wesentlich die Tendenz
,

die mit ihnen zusammenhangenden

401) Ist. Lomb. Rend. (2) 22 (1889), p. 558 und 624.

402) Vgl. Anm. 297.

403) Eine Definition der Biischel und Netze von Projektivitaten auf Grund

der Perspektivitaten gibt B. Klein, Marburg Ber. 1887, p. 1. Die Mannigfaltig-

keit aller oo 8 Involutionen und ihr Hnearer Charakter werden auch bei E. Kotter

abgeleitet: Grundzvige einer rein geometrischen Theorie der algebraischen Kurven,

Berlin 1887, p. HOff.; auf analytischer Grundlage bei F. Deruyts, Liege Mem.

(2) 17 (1892), Nr. 3.

404) Monatsh. Math. 1 (1890), p. 371.

405) L. Certo hat die Gesamtheit aller ebenen Affinitaten in Betracht ge-

zogen, Giorn. di mat. 20 (1882). p. 321; F. Amodeo untersucht Biischel voa ex*
1

ebenen Perspektivitaten, Giorn. di mat. 27 (1889), p. 40; A. del Re solche von

oo 1
Polaritaten, Giorn. di mat. 28 (1890), p. 257.

406) Wien Denkschr. 46 (1883), p. 83. Einige spezielle Satze gibt A. del Re,

Palermo Rend. 2 (1888), p 128; vgl. auch It. Sturm, Math. Ann. 19 (1882), p. 461.
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hoheren Punktverwandtschaften darzulegen, die im Netz aufbretenden

ausgearteten ( zu finden, sowie solche (, die gegebenen Bedingungen

irgendwelclier Art gentigen. Diese Gesichtspunkte sind auch fur die

Untersuchung der Mannigfaltigkeiten von SR maBgebend gewesen. Man
hat bisher besonders die Btfschel von oo 1

SR mit sieben (vgl. Nr. 16)
und das Gebusch von oo s

9R mit fiinf festen Paaren konjugierter Punkte

untersucht, doch gehoren diese Untersuchungen mehr dem Gebiet der

analytischen resp. der abzahlenden Methoden, sowie der allgemeinen

Theorie der Konnexe an. (Niiheres bei G. Castelnuovo und F. Enriques,

IIIC 11.) Die Theorie des Biischels der oo l $ ist im wesentiichen

identisch mit der Theorie der $2 (Nr. 26). Von dem Gebusch aller

oo 8
91 mit fiinf festen Paaren konjugierter Punkte erwahne ich hier

den von A. Clebsch 4**1
) gegebenen Satz, daB diese fiinf Paare noch ein

sechstes linear bestimmen (Nr. 8); es ist zugleich dasjenige Paar, das

Sturm beim Problem der Projektivitat im Fall n = 5 das mit den

5 gegebenen Punktepaaren verbundene Paar nennt (Nr. 16). Die hier

interessierende geometrische Bedeutung dieser Paare ist die, daB, wie

E. Sturm 4
***) gezeigt hat, in jedem Gebiisch von oo 3 Kollineationen

sechs Perspektivitaten vorhanden sind, und deren sechs Paare von

Zentrum und Achse bilden die sechs Paare konjugierter Elemente P
und g, die den sechs Punktepaaren der $1 entsprechen

409
).

Die allgemeine Theorie der Mannigfaltigkeiten aller Projektivi-

taten, Kollineationen usw. hat wesentlich Th. Reye*
10

) eingehend dar-

gestellt, und den von ihnen gebildeten JRn resp. die in ihm vorhan-

denen Mv diskutiert; iiber diese Untersuchungen, die zugleich einen

im R
s

enthaltenen Ersatz fur den spekulativen Begriff des Rn zu

liefern bestimmt sind, vgl. Castelnuovo und Enriques III C 11.

25. Die trilineare einstufige Beziehung. Die trilineare Beziehung
zwischen drei Grundgebilden erster Stufe driickt sich 411

) durch eine

Gleichung aus, die in bezug auf jede der drei beziiglichen Koor-

407) Math. Ann. 6 (1873), p. 203.

408) Math. Ann. 22 (1883), p. 569. Sturm behandelt dort allgemein den

Fall der durch beliebige fiinf einfache Bedingungen gegebenen 8R.

409) frber Gruppen von Kollineationen vgl. Castelnuovo und Enriques IUC 11.

410) J. f. Math. 104 (1889), p. 211; 106 (1890), p. 30 u. 315; 107 (1890),

p. 162; 108 (1890), p. 89; vgl. auch K. Zindler, ebenda 111 (1893), p. 303.

411) Eine analytische eingehende Diskussion der trilinearen Beziehung

geben C. le Paige und F. Folie in Brussel Mem. cour. 42 (1879) Nr. 4; 43 (1880);

45 (1882); vgl. auch C. le Paige, Liege Mem. (2) 10 (1883), Nr. 2 und Bull. belg.

(3) 6 (1883), p. 25 und 85. Eine ausfuhrliche Behandlung der trilinearen Verwandt-

schaft gibt F. London, Math. Ann. 44 (1894), p. 375. (Naherea bei 0. Ludwig.)
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diuaten linear ist; jedes Element des einen Gebildes 1st also erst

nach Wanl je eines Elementes der beiden anderen Gebilde bestimmt.

Die Gesamtheit aller dieser Elemententripel wird auch als Tripelfdd

bezeichnet. Sie wurde zuerst von F. August*
1

*)
zur Erzeugung der

Fs benutzt (Nr, 10). Er fuhrt sie so ein, dafi er die Punkte einer

Ebene von drei Achsen aus projiziert. Das eingehendere Studium der

trilinearen Verwandtschaft begann H. Schubert*1
*)] sie entsteht in ein-

fachster Weise so, daB man drei Pimktreihen g, g , y&quot;
ins Auge fafit,

die Schnitte mit demselben Ebenenbiindel sind; halt man einen Punkt

A von g fest, so beschreiben die entsprechenden Punktepaare AA
auf g resp. g&quot; projektive Punktreihen. Drei trilineare Punktreihen

derselben Ebene heifien insbesondere geradlinig bezogen, wenn jede

Gerade der Ebene auf ihnen entsprechende Punkte ausschneidet; diese

Lage spielt hier die gleiche Rolle wie die perspektive Lage ftir die

projektive Beziehung.
Fiir die trilineare Beziehung gelten folgende Hauptsatze. 1) Es

gibt auf jeder der drei Geraden zwei singMre Punkte, mit denen sich

in der Weise sechs Paare bilden lassen, daB erstens jedes Paar aus

solchen Punkten hesteht, die zweien dieser Geraden angehoren, und

zweitens jedem solchen Paar jeder Punkt der dritten Geraden ent-

spricht. 2) Das Produkt der drei Dv, die zwei Tripel entsprechender

Punkte auf jeder Geraden mit den zwei singularen Punkten bestimmen,

hat den Wert I
414

). 3) Drei trilineare Punktreihen derselben Ebene

liegen geradlinig, wenn die singularen Punkte in die Ecken des von

ihnen gebildeten Dreiecks fallen, und ein Tripel in gerader Linie liegt.

4) Sind h, h
,

h&quot; Punktreihen, die zu g, g, g&quot; projektiv sind, so sind

auch h, h
,

h&quot; in trilinearer Beziehung, falls g, g , g&quot;
es sind. Die

beiden letzten Satze ermoglichen es, die allgemeinen Eigenschaften

der trilinearen Beziehung aus denen der geradlinigen Lage in einfacher

Weise abzuleiten; sie liefern z. B. unmittelbar die Konstruktion neuer

Tripel, falls ein Tripel und die singularen Elemente gegeben sind.

Fiir jedes Paar singularer Elemente konnen zwei Tripel eintreten,

so daB die trilineare Beziehung auch durch sieben Tripel bestimmt

ist; jedes achte ist linear konstruierbar415
).

412) Diss. Berlin 1862.

413) Math. Ann. 17 (1880), p. 457. Schubert hat dort auch bereits die Aus-

artungen der trilinearen Beziehung bebandelt.

414) Die ersten beiden Satze sind im wesentlichen schon bei August ent-

halten; vgl. Anm. 322.

415) Vgl. z. B. C. le Paige, Bull. belg. (3) 6 (1883), p. 25 und 85,, wo diese

Kocstruktion angegeben wird. Er teilt die trilinearen Beziehungen in Klaseen,
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G. Castelnuovo*16
}
hat die trilineare Beziehung auf einer raumlichen

&amp;lt;?

3 so erzeugt, daB er drei beliebige Sekanten a, &, c der c
s wahlt und

einen Punkt P einer Ebene aus a, &amp;gt;,

c resp. in die Punkte Pa ,
P6 ,

P
e

von
8 projiziert. Umgekehrt kann auch jede auf einer cs vorhandene

trilineare Beziehung in dieser Weise erzeugt werden, wobei noch eine

Sehne beliebig ist. Castelnuovo gibt Konstruktionen der trilinearen

Beziehung auf der c
3 ,

falls 1, 3, 5 Tripel und resp. 6, 4
?
2 singulare

Punkte gegeben siiid; er betrachtet aufierdem eingehecd solche Serien

von oo l

Tripeln, die den Puukten einer g resp. eines C2 iu e ent-

eprechen, und leitet fiber sie eine Reihe von Satzen ab,

G. Hauck* 11

) hat metrische Relationen fur die trilineare Verwandt-

schaft abgeleitet. Er erzeugt sie durch Projektion einer Ebene auf

drei ihrer Geraden aus dreien ihrer Punkte. Auf der Geraden g gibt

es einen Punkt P, der den Punkten P^ und P zugeordnet ist, ihren

Fluchtpunkt, und es besteht fiir die Fluchtpunkte P, P, P und die

singularen Punkte ST, S T
9

S&quot; T&quot; die Relation

SP:PT=-- S P :PT *= S&quot;P : P T&quot; const.

Diese Konstante nennt Hauck die Charakteristik der trilinearen

Beziehung; durch sie und die 6 singularen Punkte ist die trilineare

Beziehung bestimmt. Er hat insbesondere auch solche Falle betrachtet,

die spezieilen einfachen Werten der Charakteristik entsprechen.

Wird jedem Punkt A von h die zwischen A und A&quot; bestehende

Projektivitat ty zugeordnet, so werden dadurch die Elements von h

projektivisch auf den Biischel aller dieser Projektivitaten ^ bezogen.

Dieser Gesichtspunkt findet sich bei F. London*18
).

Die singularen

Elemente sind dann diejenigen, fiir welche die zugehorige 9$ ausartet:

sie konnen iibrigens auch zusamnienfallen und zwar geschieht dies,

wenn in der entsprechenden geradlinigen Lage g, g , g&quot;
durch einen

Punkt gehen; es tritt daher notwendig auf alien Tragern zugleich

ein (singulares Tripelfeld)
419

).

je nachdem die bezfigliche zugehdrige Fa in eine F^ und eine s resp. in drei s

zerfallt. Eingehende Behandlang der Konstruktionen gibt auch F. London,

ygl. das Zitat in Anm. 411.

416) Ist. Venet. Atti (6) 5 (1887), p. 1041. Er bezeichnet sie als Homogra-

phie eweiter Art Vgl. auch F. Aschieri, let. Lomb. Rend. (2) 23 (1890), p. 312;

F. Deruyts, Brussel Soc. sc. (3) 17 (1889), p. 312.

417) Math. Ann. 44 (1894), p. 875.

418) t^ber eine von Ch. Le Paige eingefuhrte quadrilineare Verwandtschaft

vgl. Nr. 10, Anm. 160.

419) J. f. Math. 108 (1891), p. 25. frber die von Hauck ausfuhrlich behan-

delte trilineare Beziehung der Elementargebilde zweiter Stufe vgl. E. Papperitz,

IHAB6.
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Hat man auf denselben Tragern zwei trilineare Verwandtschaften

(Tripelfelder), so bestimmen sie ein Buschel und es gibfc oo 1

Tripel,

die alien Verwandtschaften des Biischels gemeinsam sind. F. I^ondon

bezeichnet sie als bikursale Tripelreiheti*
2
*),

im Gegensatz zu den uni

kursalen Tripelreihen, die ans den Tripeln entsprechender Elemente

dreier projektiver Grundgebilde bestehen. In jedem Tripelfeld gibt es

zwei verschiedene Netze von je cx&amp;gt;

2 solcher unikursalen Tripelreihen,

und es ist jede Reihe eines jeden Netzes durch zwei Tripel besfcimmt:

andererseits gehort zu irgend zwei Tripelreihen desselben Netzes stets

ein gemeinsames Tripel, zu zwei Tripelreihen, die den beiden ver-

schiedenen Netzen angehoren, deren zwei. F, London hat aucn die

fur die singularen Verwandtschaften auftretenden Ausnahmen dar-

gelegt. Analog kann man drei Tripelfelder zugrunde iegen, das von

ihnen gebildete Netz betrachten usw. 421
).

Fur sie gibt es sechs ge-

meinsame Tripel, die in der Art voneinander abhangen, daB fiinf das

sechste linear bestimmen 422
).

Das auf die trilineare Verwandtschaft beziigliche Problem der

Projektivitat hat H. Schubert^ behandelt.

26. Die einfachflten quadratischen Verwandtschaften. Bereits

in den systematischen Entwicklungen wurde J. Steiner auf geometri-

schem Wege
424

) auf die Existenz quadratischer Verwandtschaften ^
gefiihrt; er setzte je zwei Punkte P

;
Pf

zweier Ebenen e und e ent-

sprechend, die durch einen zwei feste Geraden schneidenden Strahl

420) Math. Ann. 44 (1894), p. 378. Jedes einzelne Element kann namlich

mit zwei Elementenpaaren ein Tripel bilden; bei den unikursalen Reihen gibt es

nur ein solches Paar fur jcdes Element.

421) Lafit man g mit
g&quot;

zusammenfallen
,
und ordnet dem A die Doppel-

punkte der beziiglichen Punktreihen zu, so entsteht die einzweideutige Verwandt-

gchaft; vgl. B. Kltin, Theorie der trilinear symmetrischen Elementargebilde, Mar

burg 1881. B.Klein laBt schliefilich alle Trager zusammenfallen, jedes Tripl
gich dreifach entsprechen und nimmt als Trager einen c, ,

alsdann entsteht cine

involutoriacLe Beziehung, die eich am einfachsten aus den Ecken von Dreiecken

herstellen laBt, die einem anderen c, umgeschrieben sind, und die Klein als tri-

linear symmetrisch bezeichnet und zu Aufgaben dritten Grades verwendet. Vgl.

auch Ann. di mat. (2) 18 (189U), p. 213.

422) Vgl. F. London, Math. Ann. 45 (1894), p. 545. Die Konatrukiaon dee

neunten Schnittpunktes zweier c
9
und des achten Schnittpunktes dreier Ft lafit

sich auf die Konstruktion des sechsten Tripela zuruckfuhren.

423) Progr. Hamburg 1882.

424) Analytisch tritt die 3S, merst bei /. Plucker auf, J. f. Math. 5 (1829),

p. 28, sowie bei A. J. Magnus, der sie freilich fur die allgemeinste eineindeutige

Punktverwandt^chaft hielt
t
da er die Eineindeutigkeit yon vornberein als Be

stehen einer bilinearen Relation deutete, J. f. Math. 8 (1831), p. 51.
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ausgeschnitten werden 425
) (schiefe Projektion). Er erkannte bereits,

daB es in jeder Ebene drei Hauptpunkte (oder Fundamentalpunlcte) gibt,

denen in der anderen nicht ein Punkt, sondern eine gauze Gerade

(Hauptlinie oder Fimdamentallwie) entspricht, daB einer Geraden g
der einen Ebene ein c2 entspricht, der dem Hauptdreieck umschrieben

ist, und allgemein einer cn eine c n ,
die durch jeden Hauptpunkt

wfach geht, und deren Ordnung sich um je zwei Einheiten erniedrigt,

so oft die cn durcli einen Hauptpunkt ibrer Ebene geht. Ancb der

Satz, daB einem Strahlbiischel durch einen Hauptpunkt von f in s

ein projektiver Biischel entspricht, dessen Mittelpunkt ebenfalls ein

Hauptpunkt ist, sowie einem beliebigen Strahlbiischel von * in i ein

projektiver c2 -Biischel, ist bei ihm der Sache nach schon enthalten.

Die Steinersche Erzeugungsweise der 2$8? die eine lineare Eongmenz
mit zwei reellen Leitlinien zur Erzeugung benutzt, stellt iibrigens, wie

E. Vessiot^6) zeigte, durchaus den allgemeinen Fall dar; sie liefert alle

verschiedenen Typen der 2$3 ,
falls man die Leitlinien auch imaginar

oder zusammenfallend wahlt und unterscheidet, ob die Schnittlinie ( )

von den Leitlinien geschnitten wird oder nicht.

Von anderen Erzeugungsweisen ist zuuachst diejenige von F. Seyde-

witz) zu erwahnen; er ordnet zwei Strahlenbiischel S (a), T(b) resp.

&(a ),
% (V) beider Ebenen projektiv einander zu und jedem Schnitt-

punkt (ab) den Schnittpunkt (a 6
) der entsprechenden Strahlen. Er

gab auch zuerst den Satz, daB die 332 durch die Hauptpunkte und ein

weiteres Paar P, P eindeutig bestiinmt ist
428

).
Er benutzt die 95,

ansgiebig als tJbertragungsprinzip, und betrachtet wesentlich besondere

FaUe, z. B. den, daB die Biischel S, T resp. S
,
T gleiche Bfischel

sind, wobei jeder g* ein Kreis entspricht, sowie aach den Fall ver-

einigter Hauptpunkte.

Wird die Ebene B reziprok auf die ineinander liegenden Ebenen

und e&quot; bezogen, und dem Punkt P von s der Schnittpunkt P
f

CP ,J&amp;gt;&quot;)

zugeordnet, so bilden die Paare P, P ebenfalls eine &,. Diese Er-

426) System, geom. EntwicHungen 69 (Werke 1, p. 107 ff.)-
vgl-

A. Transon, Nouv. Ann. (2) 4 (1866), p. 386.

426) Bull. BOC. math. 22 (1894), p. 209. Jede SB,
kann durch schiefe Pro

jektion in Verbindung mit einer Perspektive vermittelt werden.

427) Arch. Math. Phyg. 7 (1846), p. 136; 8 (1846), p. 1. Wenn dem gemein-
aamen Strahl yon S und T immer der gemeinsame Strahl von S und T ent

spricht, go geht die SSS in die Kollineation uber (Nr. 8). Die obige Definition

der SB, hat auch G. Bauer ale fruchtbares Cbertragungsprinzip benutzt, J. f.

Math. 69 (1868), p. 293.

428) Vgl. auch A. Hirst, Nouv. Ann. (2) 5 (1866), p. 213.
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zeugung erscheint zuerst bei A. Jacobi***\ spater bei G. Battaglini** )

und Th. Reye
* 1

),
die sie ausfiihrlich erortert haben. Da eine Korrelation

dutch 8 Paare konjugierter Punkte bestimmt ist, so zeigt dies unmittel-

bar, dafi eine $Bt durch sieben Paare entspreeheuder Pankte bestimmt

1st, und dafi ihre Theorie mit der des Buschels von oo 1 Korrela-

tionen, fiir die diese Punktepaare konjugiert sind, eng zusammenhangt

(Nr. 23); die eingularen Punkte der drei ausgearteten SR dieses Bfischels

sind die Hauptpunkte der $8j
488

). Reye erzeugte die 82
auch so, daB

er eine F9 yon zwei Punkten aus durch Biindel projizierte und diese

durch Ebenen schnitt 458
). Liegen s und e yereinigt, so gibt es ein

Punktepaar, das sich in der 252 doppelt entspricht; es besteht aus

den Doppelelementen einer Involution, die aus den Punkfcepaaren ge-

bildet ist, die fiir jede der oo 1 Korrelationen in dieselbe feste Grerade

fallen. Auch sonst sind zyklische Gruppen in jeder S88 vielfach vor-

hauden 434
).

Eine involutorische 5J, wurde der Sache nach schon Ton G. Betta

v^is 485
) aufgestellt, spater wurde sie in ausfiihrlicher Form yon

A. Hirst***) und F. Geiser *7
} erortert. Th. Reye*

9
*) konstruiert sie,

429) J. f. Math. 23 (1842), p. 243 u. 31 (1846), p. 76.

430) Giorn. di mat. 1 (1803), p. 321 und Zeitschr. Math. Phys. 11 (1866),

p. 280. Vgl. auch A, Yofi, ebenda 17 (1872), p. 375 und H Milinowski^ J. f.

Math. 79 (1874), p. 140, die die analoge S3, zwischen den Punkten von g und den

Geraden von f untersuchten. Bei Milinowski ist irrigerweiae nur von einer BO

bestimmten S8 die Kede.

431) Zeitschr. Math. Phys. 11 (1866), p. 280. Die Jte/CBehe Erzeugung ist

umkehrbar. Haben zwei in 25, stehende Bundel sieben Paare entsprechender

Strahlen, die sich schneiden, so tnn es alle und aie erzeugen eine JF, . Vgl.

.R. Sturm, Math. Ann. 19 (1882), p. 470, wo auch der Zusammenhang mit dem
Problem der Projektivitdt und anderen Problemen der abzahlenden Geometrie

ausfiihrlich erbrtert wird. Die Konstmktion aus sieben Punktepaaren findet sich

zuerat bei H. Schroter, J. f. Math. 62 (1363), p. 224; vgl. auch F. London, Math.

Ann. 38 (1891), p. 334.

432) A. Hirst, London Math. Soc. Proc. 5 (1873), p. 40. Dort findet man die

Theorie auf Grund der abziihlenden Methoden behandelt.

433) Vgl. auch G, Darboux, Bull. soc. phil. 5 (1868), p. 72.

434) Vgl. 6 Eantor, Ann. di mat. (2) 10 (1880), p. 64, sowie A. Hirst, Quart.

Journ. 17 (1881), p. 301. Die Resultate selbst hatte er echon auf der British

ASBOC. for the Adv. of Sc. Birmingham 1865 mitgeteilt.

435) Padua Ac. Nuovi Saggi 4 (1838).

436) London Roy, Soc. Proc. 14 (1865), p. 92. Hirst gibt in ihr eine aus-

fdhrliche ErSrterung der emander entsprechonden Kurven und ihrer Eigenschaftcn.

437) Bern Naturf. Ges. Mitt. 1865.

438) Zeitschr. Math. Phys. 11 (1866), p. 299. Der oben erv/ahnte Fall tritt

och bei F. Seydtwitz auf, Arch. Math. Phys. 5 (1844), p. 225; vgl. auch G. G.
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indem er bei vereinigter Lage von drei Ebenen *, i und s&quot; die beiden

ebenen Felder t und s&quot; je als Polarsystem zu s annimmt. Das gemein-
same Diagonaldreieck der beiden zugehorigen e/ und

Cg&quot;
ist alsdann

das Hauptdreieck; in ihm entspricht entweder jeder Punkt der Gegen-

seite, oder aber nur ein Punkt der Gegenseite und die beiden anderen

den Seiten, auf denen sie liegen
489

).
A. del ReUQ) hat eine reziproke

e|uadratische Nullverwandtschaft aufgestellt; er erzeugt sie, indem er

yon einem Busehel S(a) und einer dazu projektiven Punktreihe u(A)

ausgeht und jedeni Punkt P von a die Grerade PA zuordnet 441
).

Die Ausartungen der quadratischen Verwandtschaft hat H. Schu-

lert
u

*~)
behandelt.

Fur zwei vereinigte quadratische Verwandtschaften gilt der Satz,

daB, wenn sie fiinf gemeinsame Punktepaare besitzen, auch noch ein

seehstes existiert; haben sie sechs gemeinsame Paare beliebiger Lage,
so gibt es noch oo 1

andere, die ihnen ebenfalls gemeinsam sind 448
).

Denkt man sich die beiden $B2 dadurch definiert, daB man reziprok

auf s und
&quot;

resp. auf e&quot; und e&quot; bezieht, so folgt das obige sechste

Paar aus dem von A. Clebsch gefundenen Theorem uber ein Netz von

co s Korrelationen (Nr. 24), mit dem der Satz identisch ist.

de Longchamps, Nouv. Ann. (2) 5, p. 119; ,7. J. A. Mathieu, ebenda 4 (1865),

p. 393, 481, 529.

489) Vgl. B. Igel, Zeitechr. Math. Phys. 17 (1872), p. 516; J. Neuberg, Ma-
thesis 8 (1888), p. 177, sowie P. H. Schoute, Assoc. fran9. Blois (1884).

440) Napoli Bendic. (2) 3 (1889), p. 101.

441) Eine besondere Erzeugung der SS2 gab F. Nicoli, Modena Mem. (2) 7,

p. 253.

442) Hamburg Mitt. 1 (1882), p. 31.

443) E. Duporcq, Paris C. B, 126 (1898), p. 1405. Die Satze haben far die

Kinematik wichtige Bedeutuag (Schoenflies IV A 3, Nr. 8ff.).

(Abgeschlogsen im Januar 1909.)
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IHAB5a.
DER PROJEKTIVEN GEOMETRIE.

VON

BBNST STBINITZ
IN BERLIN.

Inhaltstibersicht.
1. Definitionen.

2. Historisches. Reye* Problem der Konfigurationen. Untersnchungsmethoden.
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4. Geometrische Eigenschaften der Konfignrationen 9
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5. Ebene Konfiguxationen auf Kurven dritter Ordnung.
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7. Kombinatorische Konfigurationen.

8. Die Reyesche Konfiguration und einige verwandte Konfigurationen.

9. Die Gruppe der Reyeachen Konfiguration. Beziehungen zur elliptischen

Geometrie und zum 24-Zell des R4 .

10. Die Konfiguration von Hess.

11. Die Kummersche Konfiguration.

12. Die Kleinsche Konfiguration und Gruppe.
13. Konfigurationen aus endlichen Kollineationsgruppen : binares Gebiet.

14. Konfigurationen aus endlichen Kollineationsgruppen : ternares Gebiet.

15. Konfigurationen aus endlichen Kollineationsgruppen: quaternares Gebiet.

1. Definitionen. 1st in der Ebene ein Punkt P und eine Gerade g

gegeben, so unterscaeidet die projektive Geometrie beziiglich der Lage
dieser Elemeute nur zwei Falle: die spezielle inzidente Lage, bei

welcher P auf g liegt, und die allgemeine nicht- inzidente. Hat man
ein System von Punkten und Geraden der projektiven Ebene, BO kann

man in demselben Sinne die Gruppierung dieser Elemente als gegeben

betracbten, wenn die zwischen ihnen statthabenden Inzidenzen gegeben
sind. Zwei Systeme von Elementen haben hiernach diesdbe Grup

pierung, wenn die Punkte und Geraden des einen auf die Punkte und

Geraden des andern in der Weise ein-eindeutig bezogen werden konnen,
Eacj-klop. d. math. Wissensch. HI 1. 32
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dafi inzidenten Elementen wieder inzidente entsprechen. Diese Mog-
lichkeit liegt z. B. stets dann vor, wenn das eine System durch erne

Kollineation in das andere iibergefiihrt werden kann; doch 1st die

Existenz einer solchen Kollineation ftir die Gleichartigkeit der Grup-

pierung nicht notwendig. Analog bezeichnet der Ausdruck
,,re2iprok&quot;

nur die Moglichkeit einer eindeutigen Beziehung zwischen den Punkten

und Geraden des einen Systems und den Geraden und Punkten des

andern, bei welcher inzidenten Elementen wieder inzidente entsprechen.

Ala ebene Konfiguration wird eine Gruppierung von Punkten

und Geraden der Ebene dann bezeichnet, wenn jeder Punkt mit gleich

vielen Geraden, jede Gerade mit gleich vielen Punkten inzident ist.

Man legt der Konfiguration das Symbol (pY , g^) bei, wenn sie p
Punkte, g Geraden enthalt, durch jeden Punkt y Geraden gehen und

auf jeder Geraden # Punkte liegen
1
).

Es ist p y = g - x. Im Falle

p SB g = n, 3t = y = ist das einfachere Zeichen nx gebrauchlich
2
)^

Analog versteht man unter einer raumlichen Konfiguration (Ab
c
, ~Ba

r
, C/)

eine Gruppierung von A Punkten, B Geraden, C Ebenen des projek

tiven .&,, bei welcher jeder Punkt mit 6 Geraden und c Ebenen, jede

Gerade mit a Punkten und y Ebenen, jede Ebene mit a Punkten und

$ Geraden inzident ist
8
).

Es werden indessen nicht iminer alle drei

Arten von Elementen in Betracht gezogen.

Verschiedene Erweiterungen des Begriffs Konfiguration liegen

auf der Hand: ersteus konnen die Untersuchungen auf mehrdimen-

sionale Raume ausgedehnt werden, ferner kann man statt der Punkte,

Geraden, Ebenen andere Arten von Elementen, statt der Inzidenz-

eine andere spezielle Lagenbeziehung einfuhren, z. B. in der Ebene

Konfigurationen von Geraden und Kegelschnitten betrachten, bei denen

jede Gerade dieselbe Anzahl von Kegelschnitten, jeder Kegelschnitt

dieselbe Anzahl von Geraden beriihrt. Doch soil, wo nichts andere&

bemerkt, die Bezeichnung Konfiguration in dem zuerst angegebenen
Sinne gebraucht werden.

Die Punkte, Geraden, Ebenen einer Konfiguration heifien ihre

JElemente. Neben diesen spielen in den Untersuchungen noch die

Diagoncden, Diagondlebenen, Diagonalpunltfe eine Rolle, d. h. diejenigen

Geraden, Ebenen, Punkte, welche, ohne selbst Konfigurationselemente

zu sein, sich unmittelbar durch Yerbindung oder als Schnitt solcher

Elemente ergeben.

1) J. de Vrics, Acta math. 12 (1888), p. 83.

2) Th. Eeye, Acta math. 1 (1882), p. 94.

3) /. de Vries, Wiener Ber. 100 (1891), p. 822.
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Diejenigen Permutationen der Konfigurationselemente , welche

Punkte in Punkte, Geraden in Geraden, Ebenen in Ebenen, inzidente

Elemente in inzidente iiberfuhren, bilden die zur Konfiguration ge-

horige Gruppe
4

). Dieselbe kann, wenn die Konfiguration zu sich selbst

reziprok ist, durch Hinzunahme der reziproken Beziehungen zu einer

Grnppe von doppelter Ordnung erweitert werden. Insofern man allein

die Permutationen der Punkte oder Geraden oder Ebenen betrachtet,

kann man von zwei bzw. drei Gruppen sprechen, die aber in alien

in Betracht kommenden Fallen holoedrisch isomorph sind. Elemente,

welche durch die Permutationen ineinander ubergehen, heiBen gleich-

bereehtigt. Sind alle Elemente der einen Art, etwa alle Punkte gleich-

berechtigt, ist also ihre Gruppe transitiv, so folgt noch keineswegs

dasselbe fur die andern Gruppen
5
).

Sind alle Gruppen transitiv, so

heifit die Konfiguration regelmaflig*).

Das Symbol (py , g^) bzw. (A^ Bj, C/) wird zur Charakteri-

sierung einer bestimmten Konfiguration im allgemeinen nicht aus-

reichen. Bei den Konfigurationen, welche nur zwei Arten von Ele-

menten enthalten, z. B. den ebenen Konfigurationen, bedient man sich

in der Regel folgender Bezeichnung. Man fuhrt ftir die Elemente

der einen Art Zeichen ein und ordnet diese in Kolonnen an, deren

jede ein Element der andern Art darstellt, indem sie die Zeichen der

mit ihm inzidenten Elemente enthalt. So kann z. B. das Schema

zur Bezeichnung einer ebenen (124 ,
163) oder auch (168 ,

124) dienen,

je nachdem die Ziffern Punkte oder Geraden darstellen. Das Schema

einer ebenen Konfiguration muB offenbar so beschaffen sein, dafi alle

Kolonnen gleich viele und voneinander verschiedene Zeichen enthalten,

daB ferner jedes Zeichen in gleich vielen Kolonnen auftritt, zwei Ko
lonnen aber menials mehr als ein Zeichen gemein haben. Haufig
wird der Name Konfiguration, besser schematische Konfiguration, auch

fur jedes Schema gebraucht, das solchen Bedingungen geniigt. gleich-

viel ob es geometrisch realisierbar ist oder nicht.

4) A. Schoenflies, Math. Ann. 31 (1888), p. 48.

5) Ebene Konfigurationen, bei denen alle Punkte gleichberechtigt Bind,

wahrend verschiedenartige Geraden auftreten, wurden wohl zuerst von J. de Vrics

bexnerkt; Acta math. 12 (1888), p. 76.

6) A. Schoenflies 1. c.
4

).

82*
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2. Historisches. Heyes Problem der Konligurationeru Unter-

suohtingsmetlioden. Wenn man von trivialen Fallen absieht, so sind

zwei ebene Konfigurationen seit langer Zeit allgemein bekannt: 1) die

Desarguesachv Konfiguration 10
8 ,

bestehend aus zwei perspektiven

Dreiecken, den drei Schnittpunkten homologer Seiten, den drei Ver-

bindungsgeraden homologer Ecken, dem Zentrum und der Achse der

Perspektivitat; 2) die PascahdiQ Konfiguration 9
8 ,

bestehend aus

einem PasmZschen Sechseck, dessen Ecken abwecheelnd auf zwei

Geraden liegen, diesen beiden Geraden, den drei Schnittpunkten gegen-

iiberliegender Seiten des Sechsecks und der PasmZschen Geraden,

welche die drei Schnittpunkte verbindet. DaB die Ahnlichkeitspunkte

von 4 Kugeln mit den Geraden und Ebenen, auf denen sie zu je 3

bzw. 6 liegen, eine Konfiguration (124
6
, 163

8
,
126

4
) bilden, bemerkte

J. V. Poncelef1

).
J. Steiner^) zeigte, daB die 27 Geraden einer allge-

meinen Flache dritter Ordnung, ihre Schnittpunkte und die Ebenen,
welche 3 von den Geraden enthalten, eine Konfiguration (1352

9
, 27^

45
2

}J

7) bilden, daB man aus dieser eirie Konfiguration (135^, 720
3
2
, 45^)

erhalt, wenn man die 27 Geraden durch die Diagonalen ersetzt, nach

welchen sich die 45 Ebenen der ersten Konfiguration schneiden. Zu der

Erkenntnis einer ausgedehnten Klasse von Konfigurationen war jedoch

schon 1845 A. Cayley
9
} gelangt. Seine Arbeit wurde indessen wenig

beachtet, und als Tin. Reye die Aufmerksamkeit der Mathematiker auf

jene merkwilrdigen Gruppierungen lenkte 10
), fiir die er den Namen

Konfiguration einftlhiie, wurden die Cayleyschen Konfigurationen

(Nr. 7) durch S. Kantor, H. Schubert, G. Veronese und andere wieder

entdeckt. Reye schlagt ein systematisches Studium der Konfigura
tionen vor. Sein Problem der Konfigwraiionen verlangt vor allein die

Ermittelung aller zu den verschiedenen Symbolen (jpy , g^) bzw.

(Ab
c

, J5/, G/) gehorigen Konfigurationen. Urn diese Aufgabe fiir einen

bestimmten Fall naher ins Auge zu fassen, beschranken wir uns auf

die ebenen Konfigurationen. Der sich zunachst darbietende Weg, uin

alle zu einem bestimmten Symbol (pyj grt) gehorigen Konfigurationen

zu erhalten, ist der, daB man von der Aufstellung aJler moglichen

schematischen Konfigurationen ausgeht and dann untersucht, ob sich

dieselben geometrisch realisieren lassen. Was den zweiten Teil der

7) Traite des propri^tes projectives des figures, Paris (1822), p. 409.

8) J. f. Math. 53 (1857), p. 135=Werke 2, p. 651.

0) J. f. Math. 81 (1846), p. 218 = Coll. math. Papers 1, p. 817.

10) Zuerst in seiner Geometric der Lage I, 2. Aufl. (1876), p. 4. Die Be-

zeichniing Konfiguration umfaflt zuerat nur diejeriigou i-aumliclien (ebenen) Ge-

bilde, fiir welche die Anzahl der Punkte gleich der der Ebenen (Geraden) ist
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Aufgabe betrifffc, so 1st zunacbst festzusetzen, was man unter geome-
trischer Existenz bei Konfigurationen versteht. Am natiirlicbsten

diirfte die Forderung sein, daB die geometrische Konfiguration p ver~

schiedene Punkte, g verschiedme Geraden enthalt, tmd daB auch. nur

eolche Inzidenzen zwiscben ibnen stattbaben, welcbe das Scbema vor-

schreibt. Diesen Umstanden tragen die den schematiscben Konfigura
tionen auferlegten Bedingungen nur zum Teil Recbnung. Beriick-

sicbtigt man, daB bei der Konstruktion 4 Punkte, von denen den

Bedingungen der Konfiguration gemaB keine 3 in einer Geraden liegen,

willkiirlich angenommen werden diirfen (wofern die Konfiguration

iiberbaupt geometriscb existieren soil), daB ferner die vorgescbriebenen
Inzidenzen py = gn Bedingungen darstellen, denen gemaB die ttbrigen

P 4~ 9 4 Elemente zu wahlen sind, so erkennt man, daB im Falle

2(p + #) py 8&amp;lt;0,
falls zwiscben den Inzidenzbedingungen nicbt

Abbangigkeiten in geniigender Anzabl stattfinden, die Konfiguration

geometriscb nicht realisierbar ist. Die Vermutung, daB solcbe Ab

bangigkeiten nur in einer Minderzahl von Fallen auftreten, wird durcb

die Priifung der Konfigurationen mit einer kleinen Anzahl von Elementen

verstarkt. Es darf als wabrscbeinlich gelten, daB unter alien schema

tiscben Konfigurationen (pv , g^), bei denen 2(p + g) py 8
&amp;lt;

ist, nur ein verschwindend kleiner Teil geonietrisch herstellbar isi Die

vom Scbema ausgebende Bebancllung scheint daber in groBerem Um-

fange nur zweckmafiig bei denjenigen IQassen von Konfigurationen,

deren Indizes die Ungleichung 2(n-}-y) yty&amp;gt;Q erfiillen. Abn-

licbes gilt fur die raumlicben Konfigurationen.

DemgemaB bat sicb aucb die Literatur \iber Konfigurationen ge-

staltet. Die meisten Arbeiten knupfen an einzelne Konfigurationen

an, auf welcbe geometriscbe Untersucbungen irgendwelcber Art ge-

fiibrt baben. Man untersucbt die Umstande, welche das Zustande-

kommen der Konfigurationen bewirken und gelangt biernacb oft durcb

Yerallgemeinerung zu einer ganzen Klasse verwandter Konfigurationen.

Es bandelt sicb dabei fast ausscblieBlicb um regelmaBige Konfigura
tionen. Zahlreich sind die Metboden, um aus einer Konfiguration an-

dere herzuleiten J1
) ;

es kann bier nur kurz darauf eingegangen werden.

Durcb Fortlassung von Konfigurationselementen wird man baufig zu

weiteren Konfigurationen gefiinrt. Dabei sind lediglicb Uberlegungen
kombinatoriscner Art auszufiibren, indem die Betracbtung des Scbemas

der Konfiguration scbon die in ibr entbaltenen Konfigurationen zeigt.

11) Besondere Methoden dieser Art. wnrden von X. Zindler ausgebildet;
Wiener Ber. 105 (1896), p. 311.
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In dieser Hinsicht hat namentlich J. de Vries die Ca/fet/schen Kon

figurationen untersucht 12
).

Doch ist zu beachten, daB, wenn auch

die ursprftngliche Konfiguration allgemein konstruiert worden ist, so

dafi also durch Variation der bei der Konstruktion willkurlich ange-

nommenen Elemente jede Konfiguration derselben Art erhalten werden

kann, die abgeleitete nicht allgemein zu sein braucht. Was ferner die

Herleitung komplizierterer Konfigurationen aus einfacheren durch Hin-

zufiigen von Elementen anlangt, so sei nur bemerkt, daB hier fiir die

ebenen Konfigurationen namentlich der Zusammenhang mit Kurven

dritter Ordnung, fur die raumlichen der Zusammenhang mit den end-

lichen Gruppen von Kollineationen und Korrelationen von Bedeutung
ist. Endlich konnen aus einfacheren Konfigurationen in mehrdimen-

sionalen Eaumen durch die Methode des Projizierens und Schneidens

kompliziertere Konfigurationen in Raumen von geringerer Dimen-

sionenzahl hergeleitet werden. Allen diesen Untersuchungen gegen-
iiber nehmen diejenigen, welche sich mit der schematischen Herlei

tung aller zn einem gegebenen Symbol gehorigen Konfigurationen be-

Bchaftigeu, nur einen geringen Umfang ein. Sie beschranken sich in

der Ebene fast ausschliefilich auf die Konfigurationen n
s

. Nach obigem
wtirden auch noch die Konfigurationen mit den Indizes y =

3, n = 4

oder 65 y = 4 oder 5,
= 3 eine ahnliche Behandlung zulassen.

3. Schematische Blldungsweise der ebenen Konngurationen 3

Jeder Punkt einer Konfiguration ws ist noch mit 6 anderen durch eine

Konfigurationsgerade verbnnden, n kann also nicht
&amp;lt;

7 sein. Fur

n = 7 erhalt man eine schematische Konfiguration, ebenso fur n = 8.

S. KantoTy welcher zuerst die systematische Aufsuchung aller zu einem

gegebenen n gehorigen Konfigurationen n
s in Angriff nahm, zeigte

noch, dafi es 3 Konfigurationen 98 und 10 Konfigurationen 108 gibt
13

).

Sein Beweis wurde durch H. Schroeter erganzt
14

). Erledigt wurden

ferner noch die Palle n == 11 und n = 1^, welche 31 bzw. 228 Kon

figurationen liefern 16
).

Wahrend fiir n ^ 10 jede Konfiguration w
8
zu

sich selbst reziprok ist, ist dies bei den Konfigurationen 118 nicht

mehr der Fall. Eine allgemeine Methode, um aus den Konfigurationen

(n 1)3 die Konfigurationen w
8 herzuleiten, gab V. Martitietti an:

Man greife aus einer Konfiguration (n 1)8 zwei.Geraden ABC und

12) Math. Ann. 34 (1889), p. 227; 35 (1890), p. 401.

13) Wien. Ber. 84, 2 (1881), p. 916, 1291.

14) Gottinger Nachr. (1889), p. 193.

16) Den Pall n= 11 erledigte V. Martinetti im Anschlufi an seine im Texte aus-

einandergesetztexi Untersuchungen: Ann. di mat. (2) 15 (1887), p. 1. M. Dawblebsky
v. Sterneck gab die Konfigurationen 12

$
an: Monateh. Math. 6 (1896), p. 223.
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A
1
B

1
C

1
ohne gemeinsamen Punkt heraus. Punkt A kann nicht mit

Alf BV Cj zugleich durch Konfigurationsgeraden verbunden sein. 1st

Dim A mit A nicht verbunden, so ersetze man in dem Schema die

Kolonnen ABC mid A^B^C^ durch AZBC, A^B^C^ und AA
t
A

9 , wo

At einen neuen Punkt bezeichnet. Dann hat man das Schema einer

Konfiguration n
3

. Je nachdem eine Konfiguration w
s durch diesen

ProzeB aus irgendeiner Konfiguration (n l)s abgeleitet werden kann

oder nicht, nennt Martinetti sie reduzibel oder irrbdusibel. Es gelingt

ihm nun, die irreduziblen Konfigurationen w8 vollstandig anzugeben.

Es gibt zwei Klassen irreduzibler Konfigurationen w
s ,

von denen die

rste fur jedes w, die zweite fur jedes n *= 10m eine Konfiguration ent-

halt. Die Konfigurationen der ersten Klasse werden durch das Schema

1 2 3 4 ... w 3 n 2 n \ n

2 3 4 5 ... n 2 n 1 w 1

4567... n 1 2 3

ale sich selbst regelmaflig ein und umbeschriebene n-Ecke charakterisiert.

Die der zweiten werden aus 2m Dreiecken D
t ,
D

8 ,
. . . D2fB erhalten,

deren Ecken einander in bestimmter Weise zugeordnefc sind, und yon

denen jedes mit dem folgenden, das letzte mit dem ersten perspektive

Lage hat Die Konfiguration enthalt auBer den Dreiecken noch von

den Dreieckspaaren D^D^ DsD, - -
.; ^t m-i^im ^e Verbindungs-

geraden homologer Punkte, sowie die Perspektivitatszentren, von den

Dreieckspaaren D8DS ;
^4Aj 5 AmA ^e Schnittpunkte homologer

Seiten und die Perspektivitatsachsen. Fiir n = 10 hat man die

Desargueswhe Figur. Aufierdem gibt es nur noch 3 irreduzible Kon

figurationen: die PascalschQ Konfiguration 98 und zwei unter den

Konfigurationen 10S . Bei dem von Martinetti angegebenen Yerfahren

wird man natiirlich im allgemeinen eine und dieselbe Konfiguration

mehrmals erhalten. Unter den Mitteln, welche die Prufung der Iden-

titat erleichtern, ist die von Kant&r eingefiihrte Betrachtung der Rest-

figuren
1

*) hervorzuheben. Unter der Restfigur eines Konfigurations-

punktes P versteht Kantor die Gesamtheit der mit P nicht verbun-

denen Konfigurationspunkte nebst den diese verbindenden Konfigura

tionsgeraden. Es gibt 2 verschiedene Restfiguren fiir n 9, 3 fiir

n = 10, 6 ftir n = 11, 18 fiir n == 12. Die Gesamtheit der zu den

Punkten einer Konfiguration gehorigen Restfiguren bildet das Rest-

system der Konfiguration. Zur Identitat zweier Konfigurationen ist

natiirlich die Gleichheit der Restsvsteme erforderlich. Indessen zeigt

Martinetti, dafi schon bei den Konfigurationen ll s die Betrachtung

16) 1 c.
18

) p. 1298.
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der Restfiguren nicht ausreicht, indem verschiedene Konfigurationen

mit gleichen Restsystemen auftreten 17
).

Bin System von einfachen Polygonen mit insgesamt n Ecken,
welches im allgemeinsten Sinne sich selbst ein- und also auch um-

beschrieben 1st, so daB also jede Seite irgendeines Polygons auBer

den ihr zugehorigen Ecken noch eine Ecke desselben oder eines an-

dem Systempolygons enthalt, stellt eine Konfiguration n^ dar. Um-

gekehrt gilt,
daB jede Konfiguration n$ sich (auf mannigfache Weise)

als ein derartiges System von Polygonen auffassen laBt 18
).

Es beruht

dies auf der Moglichkeit, in dem Schema der Konfiguration die Ele-

mente innerhalb der einzelnen Kolonnen so anzuordnen, daB jede

Horizontalreihe aUe Elemente umfafit Kantor zeigte, daB fur n &amp;lt;. 10

jede Konfiguration w8 durch ein einziges Polygon dargestellt (in einem

einzigen geschlossenen Zuge durchlaufen) werden kann. Dieser Satz

gilt auch noch fur n = 11, aber, einer Angabe Kantors entgegen,

nicht fflr alle Konfigurationen %. Man kann vielmehr, wie grofi auch

die Zahl Jc angenommen werde, stets Konfigurationen ws angeben,
welche sich nicht in weniger als Jc Polygone auflosen lassen 19

).

A. Schoenflies hat die Aufstellung der regelmafiigen Konfigura
tionen ws in Angriff genommen

20
).

Er teilt dieselben nach der An-

zahl a der Konfigurationsdreiecke ein, welche einen gegebenen Kon-

figurationspunkt zur Ecke haben. Die Untersuchung ergibt zunachst

diejenige oben angegebene Klasse irreduzibler Konfigurationen, deren

es fur jedes n eine gibt; die zugehorigen Werte von a sind 12 fiir

n = 7, 9 fur n = 8, 8 fiir n = 9, 6 fiir n
^&amp;gt;

10. Mit diesen Kon

figurationen sind alle diejenigen regelmaBigen Konfigurationen er-

schopft, in deiien die 3 Punkte einer Konfigurationsgeraden mit einem

und demselben vierten Konfigurationspunkte durch Konfigurations

geraden verbunden sind. AuBer den genannten gibt es nur noch 2

regelmaBige Konfigurationen, fur welche a == 6 ist: die Desargitessche

und die PoscaZsche; bei alien andern ist a &amp;lt; 4. Wahrend so der

Fall a = 5 nicht vorkommt, kann a jeden der Werte 4, 3, 2, 1,

haben 21
).

Die Erledigung der Falle a == 4 und a = 3 fuhrt auf

Cyklen von Polygonen, die einander regelmaBig ein- und umbeschrieben

sind. Es werden im AnschluB daran alle derartigen Konfigurationen

17) Ann. di mat. (2) 15 (1887), p. 26,

18) V. Martinettil. e.
17

) p. 2. Beweia bei E. Steinits, Diss. Breslau (1894), p. 7.

19) E. Steinite, Monatah. Math. Phys. 8 (1897), p. 293.

20) Math. Ann. 31 (1888), p. 43.

21) Die Angabe bei Schoenflies, dafi der Fall u = 1 nicht vorkommt, beruht

auf einem Irrtum; s. JE. Steinitz, Arch. f. Math. u. Phys. (3) 16 (1910), No. 28, p. 311.
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und die zugehorigen Permutationsgruppen aufgestellt. Abgesehen von

denjenigen Konfigurationen, die sich als ein einziges sich selbst regel-

maBig ein- und umbeschriebenes Polygon auffassen lassen, hat man
zwei Klassen zu unterscheiden, welche folgende Eigenschafteu gemein
haben: Sind P

,
P1? . . . P

q
die Polygone ((jp+ l)-Ecke), EiQ ,

Eilf . . . E
ip

die (geordneten) Ecken yon P
if

so enthalt allgemein die Seite EitEifk ^ l

von P,. die Ecke Ei+lk , lf
wo der zweite, die Nnmmer der Ecke inner-

halb des Polygons angebende Index von E modulo p + 1 zu nehmen

ist, und I eine, ebenso wie p und q festgewahlte, von i und It unab-

hangige Zahl ist, die zu p -j- 1 relativ prim sein muB. Dies gilt fiir

i = 0, 1, . . . q 1. Bei den Polygonen der ersten Klasse liegt nun

auf der Seite E^ kEgtk+l
von P

q
die Ecke J

0fr+tl ,
und es bestehen

die Beziehungen r(l 1) ^E: 0, # +1 = l(mod.p + 1); bei der zweiten

Klasse liegt auf der Seite E^E^^ der Punkt E^ r _ ttf
und es be

stehen die Beziehungen (r 1)(J 1) ^ 1, l9+ ~ l(mod. p+ 1),

deren Notwendigkeit man leicht erkennt. Es kommt auch der Fall

TOT, dafi eine Konfiguration sowohl als zur ersten wie zur zweiten

Klasse gehorig aufgefaBt werden kann. Mit diesen Konfigurationen

sind nicht alle regelmafiigen Konfigurationen n% erschopft.

Es sei noch folgendes bemerkt: Wenn in einer Konfiguration
ns alle Punkte gleichberechtigt sind und n nicht durch 3 teilbar ist,

so ist die Konfiguration regelmaBig. Dagegen kann es fur n = 3m

vorkommen, daB 2 oder 3 verschiedene Arten von Geraden auftreten.

Auch unter den regelmaBigeu Konfigurationen w8 gibt es solche, die

nicht zu sich reziprok sind.
22
)

4. Geometrische Eigenschaften der Konfigurationen w
3

. Die

Konfiguration 7
8 ist geometrisch nicht ausfiihrbar. Die Konfiguration

8
3 kann aufgefaBt werden als ein System von zwei einander ein- und

umbeschriebenen Vierecken. DaB ein solches System nicht vollstandig

reel! sein kann, zeigte schon Mobius), doch existiert eine imaginare

Konfiguration, welche dem Schema entspricht. Hire 4 Diagonalen
schneiden sich in einem Punkte. Fugt man diesen und die Diago
nalen zu der Konfiguration 83 ,

so hat man die Konfiguration (94 , 12s)*
4
)

(s, Nr. 5). Die 3 Konfigurationen 9S existieren samtlich reell 24
).

Von
den 10 Konfigurationen 10

3
existieren nur 9 geometrisch

35
), wahrend

22) E. Steinitz 1. c.
21

) No. 2427, p. 308310.

23) J. f. Math. 3 (1828), p. 276 = Werke 1, p. 437.

24) S. Kantor, 1. c.
19

). H. A. Schwarz, der die dritte (tmregelmafiige)

Konfiguration 9
9 eingehend behandelt, konatruiert eine besondere Form derselbcn,

die bei Drehtmg um 120 in sich ubergeht, Berliner Ber. 1910.

25) H. Schroeter, GSttinger Nachr. (1889), p. 193.
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die Konfigurationen 118 wieder samtlich geometrisch, und zwar reell

konstruierbar sind. Anscheinend 1st dies fiir alle Kontigurationen ws ,

n
&amp;gt;

10 der Fall; doeh ist diese Frage nock meat entschieden. Was
nun die Konstraktion selbst betrifft, so zog bereits Martinctti aus

der Auflosbarkeit der Konfigurationen ns in Systeme von Polygonen
den SchluB, dafi dieselbe stets auf die Aufgabe der Ermittelung der

Doppelelemente inzidenter projektiver Punktreihen zuruckgefiihrt, also

mit Zirkel und Lineal geleistet werden konne 26
).

Viele Konfigura
tionen n8 lassen sich indes auch linear konstruieren. So die 3 Kon

figurationen 98 ,
sowio allgeineiner alle diejenigen, welche sich als

Cyklen von Dreiecken auffassen lassen, deren jedes dem folgeiiden

umbeschrieben ist, ferner die irreduziblen Konfigurationen der zweiten

Klasse, einige Konfigurationen 103 ,
11

8
usf. Ist eine allgemeine lineare

Konstruktion nicht mcglich, so werden doch in vielen Fallen spezielle

Konfigurationen der vorgeschriebenen Art linear ausfiihrbar sein. Der-

artige Konstruktionen, welche sich auf bekannte Eigenschaften der

Kurven dritter Ordnung stiitzen, wurden zuerst von Schroeter fiir die

irreduziblen Konfigurationen der ersten Klasse, sodann fiir die Kon

figurationen 10S angegeben
27

).
Die Schroetersche Methode laBt sich der-

artig erweitern, dafi sie fiir die meisten Konfigurationen n3 Anwen-

dung findet 28
).

5. Ebene Konfigurationen auf Kurven dritter Ordnung. Zahl-

reiche Konfigurationen (pY , ga) konnen einer 68 einbeschrieben sein.

So gibt es unter den w-Ecken, die der C
s zugleich ein- und umbe

schrieben sind (III C 5, p. 502, G. Kohn) viele, deren Ecken Punkte einer

Konfiguration w
3
bilden. A. Schoenflws fand, dafi die meisten der von

ihm angegebenen regelmafiigen Konfigurationen n8
auf einer 8 vor-

kommen 29
).

Besonders bemerkenswert sind solche Konfigurationen,

durch deren Punkte notwendig eine (78 hindurchgehen mufi. Natiir-

lich kommt hierbei nur der Fall in Betracht, daft die Zahl der Kon-

figurationspunkte &amp;gt;
9 ist. Von den Konfigurationen mit 9 Punkten

sind aber noch diejenigen hier von Interesse, durch deren Punkte ein

Cg-Biischel hindurchgeht. Es sind dies die Konfigurationen (94 , ISg)
80

)

und die Pascahche Konfiguration 98 . Alle Konfigurationen (94 ,
128)

sind untereinander kollinear. Die vier durch einen Punkt gehenden

26) 1. c.
17

).

27) 1.
c.&quot;)

und G&ttinger Nachr. (1888), p. 237.

28) E. Steinitz, Diss. Breslau (1894).

29) GOtt. Nachr. (1889), p. 334. Man sehe auch die III C 5 (G. Kohn), Anm.

178, 179 angegebeue Literatur.

30) B. mC 6, Nr. Ittff.
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Geraden bilden einen aquianharmonischen Wurf. Die Kurven (73 ,

welche durch die Punkte einer Konfiguration (94 , 12
3) hindurchgehen,

haben in ihnen ihre Wendepunkte. Die Konfiguration kann nicht

vollstandig reell sein. Sie besitzt 12 Diagonalpunkte, welche zusammen

mit den 12 Konfigurationsgeraden 4 Dreiecke D bilden. Je 2 dieser

Dreiecke sind auf sechsfacke Weise perspektiv, die Zentren und Aclisen

dieser Perspektivitaten werden von den Ecken und Seiten der beiden

iibrigen Dreiecke gebildet. Die Figur dieser 4 Dreiecke ist zu sieh

selbst korrelativ: Wie ihre Seiten mit ihren Schnittpunkten eine Kon

figuration (94 ,
12

3) bilden, so liegen ihre Ecken zu je 4 auf 9 Geraden

und bilden mit ihnen zusammen eine Konfiguration (128 ,
94)

81
).

Die Punkte der Pas^oZschen Konfiguration lassen sich durch

A
{ ,
B

it Ct (i
=

0, 1, 2) derart bezeichnen, daB je drei Punkte A
i
BkCl

in einer Geraden liegen, falls i + k -f- I durch 3 teilbar ist. Die

Punkte und Diagonalen der Konfiguration bilden 3 Dreiecke A, B, C

(A mit den Ecken AQ, Alf A usf.), von denen je zwei dreifach per-

spektiv sind. Die Perspektivitatszentren sind die Ecken des dritten 82
).

Da die Konfiguration zu sich selbst reziprok ist, so gilt Entsprechen-

des fQr die Konfigurationsgeraden. Von der zweiten regelmafiigen

Konfiguration 9
3
bemerkt S. Kantor, dafi ihre Punkte und Diagonalen

ein Neuneck bilden, welches der durch die Punkte bestimmten (7S zu-

gleich umbeschrieben ist
M

).

Unter den ebenen Konfigurationen (124 ,
16S) gibt es zwei, deren

Punkte in Quadrupel unverbundener fcerfallen, J. de Vries bezeichnet

sie mit (124 ,
168)A und (124 ,

163)^M). (124 , 1^)A ist die Hessesche

Konfiguration (Nr. 8). Ihre Punkte liegen auf einer zweizugigen 3 .

Die Punkte eines jeden Quadrupels haben denselben Tangentialpunkt,

und die 3 Tangentialpunkte liegen in einer Geraden g. DaB umge-
kehrt die Bertthrungspunkte dreier Tangentenquadrupel, die zu 3 in

einer Geraden gelegenen Punkten einer C3 gehoren, eine Konfiguration

(124 ,
163) bilden, bemerkte schon Hesse**).

Die Konfiguration (124 ,
168) B gehort zu einer Serie von Kon

figurationen, die aus der Betrachtung zyklisch-perspektiver Polygone

entspringi Perspektiv heiBen hier zwei w-Ecke A und J5, sofern nur

31) tTber die zu der Konfiguration gehSrige Kollineationsgruppe G916 s. Nr. 14

und Enc. I B3f. Nr. 5 (0. JSToW-er); HI C5, Nr. 18, (Kohri).

32) H. Schroeter, Math. Ann. 2 (1870), p. 555.

33) S. Kantor 1. c.
18

) p. 931.

34) J. de Vries, Acta math. 12 (1888), p. 63; H. Schroeter, J. f. Math. 108

(1891), p. 269.

35) J. f. Math. 36 (1848), p. 153 = Ges. Abh. p. 164.
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bei gewisser Zuordnung die Verbindungsgeraden entsprechender Ecken

durch einen Punkt laufen. Sind A. und B mehrfach perspektiv, BO

gehen bei Festhaltung der Ecken Ton A die verschiedenen perspek-

tiven Zuordnungen durch Permutationen der Ecken von B auseinander

hervor. Liegt eine solche w-fache Perspektivitat vor, daB durch An-

wendung derselben zyklischen Permutation die verschiedenen Perspek-
tivitaten erhalten werden, so heiBen A und B zyklisch-perspektiv.

Die Perspektivitatszentren bilden ein drittes w-Eck C. Man kann die

Ecken der 3 Polygone so mit A
{ , B., Ct (i 0, . . . n 1) bezeichnen,

daB A
i
BkCl

in einer Greraden liegen, sobald i -\- Jc -f- I= mod n ist.

Es ergibt sich so eine Konfiguration (&nnffa\), deren Diagonalen die

Seiten der (vollstandigen) w-Ecke A, B, C bilden, und man sieht, daB

alle drei gleichartig auftreten. Solche Konfigurationen existieren reell

ftir jeden Wert von n, ihre Punkte liegen stets auf einer 8 . Um-

gekehrt liegen auf jeder reellen ailgemeinen 8 (ebenso auf jeder in

einen Kegelschnitt und eine nicht schneidende Gerade zerfallenden,

sowie auf der rationalen Os mit isoliertem Doppelpunkt) oo 2
reelle

Konfigurationen der hier besprochenen Art 36
).

Ftir w= 3 hat man die

Pascafeche Konfiguration, fur n=*4: die Konfiguration (124? 163)JB
37

).

6. Konfigurationen von Punkten und Ebenen. Es sind hier

besonders solche Konfigurationen untersucht worden, bei denen keine

zwei Punkte (Ebenen) mehr als zwei Ebenen (Punkte) gemein haben.

Dies setzen wir im folgenden, sofern nichts anderes bemerkt, voraus.

Sind Punkte und Ebenen in gleicher Anzahl vorhanden, so verwenden

wir wieder das einfachere Symbol n
k . Der kleinste interessierende

Wert von Jc ist 4, und es muB alsdann
n^&amp;gt;l

sein. Die schematische

Behandlung des Problems ergibt eine Konfiguration 74 ,
die aber nicht

geometrisch realisierbar ist 88
).

Unter den Konfigurationen 84 ist eine

seit langem bekannt. Im Jahre 1828 fand Mobius, daB zwei Tetraeder

einander zugleich ein- und umbeschrieben sein konnen 89
).

Sie bilden

alsdanu eine Konfiguration 84 . Werden unter Beobachtung der

Reihenfolge mit A
,
JB

,
6

,
D die Ecken des einen Tefcraeders,

mit Al9 Blf lf Dl
die auf den gegeniiberliegenden Flachen gelegenen

Ecken des andern bezeichnet, so werden auf den Alt J51? Clf D^ gegen

iiberliegenden Flachen des zweiten Tetraeders die Ecken des ersten

36) E. Steinite, Arch. f. Math. u. Phys. (8) 16 (1910), p. 297, 304306.

37) Der Zusammenhang der Konfiguration (124I 16
3 )

JB mit der Cs
findet

Bich zuerst bei J. de Vries, Acta math. 12 (1889), p. 68. Weitere Literatur dieser

Konfiguration: H. Schroeter, J. f. Math. 108 (1891), p. 297 ff.

38) Martinetti, Gi. di mat. 34 (1896), p. 192.

39) J. f. Math. 3 (1828), p. 273 *= Werke 1, p. 437.
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entweder in der ursprtinglichen Reihenfolge sich vorfinden oder eine

Permutation aufweisen. Der erste Fall allein wird von Mobius be-

handelt, der auch darauf hinwies, daB eine Inzidenzbedingung eine

Folge der iibrigen ist. Yier Punkte A^B^C^ liegen in einer Ebene,
wenn i -f- ; -f- k -\- I ungerade ist, andernfalls bilden sie ein Tetraeder,

welches dem Tetraeder der vier iibrigen Punkte ein- und umbe-

schrieben ist. Den Tier in der Konfiguration derngemafl entbaltenen

Tetraederpaaren entsprechen vier Nullsysteme ; jedes Nullsystern ver-

tauscbt die beiden zugenorigen Tetraeder. Die vier Nullsysteme
stellen vertausclibare Operationen dar (liegen in Involution) und er-

zeugeu eine Gruppe von 8 Kollineationen und 8 Korfelationen, die

gerade ausreicht, alle Elemente der 84 ineinander iiberzufSbren.

Unter den Konstruktionen der 8^ ist eine besonders ubersichtlich,

welche von zwei Geradenquadrupeln a
iy

b
i (i
=

1, . . . 4) einer Flache

zweiter Ordnung ausgebt. Diese Geraden bilden mit ibren Scbnitt-

punkten Aik
==

(a^, fe
t) und Verbindungsebenen aih eine Konfiguration

(162
7

,
84

4
,
16

7

2

),in welcber 18 Mobiussche Konfigurationen (z. B. ^4,.^, Atrn ,

a
ik&amp;gt;

Kim ^
7
?
^ = 1? 2; I,

m = 3, 4) entbalten sind. Andererseits kommt

jede MobiiisschQ 84 in 3 Konfigurationen (162

7
, 8/, 16

7

9

; vor. Diese Be-

tra^btung zeigt zugleicb, dafi zwei Mobiitssche Tetraeder dreifacb byper-

boliscb liegen, und daB die 84 auf drei Arten in zwei vierfacb byper-

boliscbe Tetraeder (z.B. A^B^A^, C^D^D^ zerlegt werden kann 40
).

Nicbt lange nacb Erscbeinen der Mobiussohen Arbeit regte Steiner

an, die samtlicben Falle ein- und umbescbriebener Tetraeder zu dis-

kutieren 41
).

Die Aufgabe fand durcb P. Muth**) und G. Bauer**) eine

Losung. Den vier verscbiedenartigen (d. h. nicbt-ahnlicben) Permuta-

tionen, die man mit vier Eleinenten A$, B0) C0f D (abgeseben von

der Identitat) bilden kaiin, entsprechen 4 Moglichkeiten. Alle diese

lassen Bich auch geonietrisch realisieren, ohne dafi aber, wie im

Mobiusschen Falle, zwischen den Inzidenzbedingungen eine Abhangig-
keit besteht. Man hat so 5 verschiedene Konfigurationen 84 ,

deren

jede zu sich eelbst reziprok ist.

Eine schematische Ableitung aller Konfigurationen 84 gab V. Mar-

tinetti**). Es zeigte sich aber, daB es nur die 5 schon erwahnten

Konfigurationen gibt, sofern man an der Bedingung festhalt, daB zwei

40) G. Galucci, Napoli Rend. fasc. 3 (1906), p. 29 f.

41) Systematische Entw. Art. 58. Berlin 1832 =Werke 1, p. 405 = O&twalds

Klassiker SS. p. 91.

42) Zeitsch Math. Phys. 37 (1892), p. 117.

43) Munchen. Ber. 27 (1897), p. 359.

44) Gi. di mat. 35 (1897), p. 81.
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Konfigurationselemente der einen Art me mehr als zwei der andern

gemein haben sollen. LiiBt man drei (aber nicht mehr) gezneinsame

Elemente zu, so treten noch 10 weitere Konfigurationen auf, eben-

falls samtlich geometrisch reell ausfuhrbar. MartineUi hat in gleicher

Weise die Konfigurationen 94 untersucht und 26 bzw. 250 derartige

Konfigurationen erhalten 45
).

Weitere Untersuchungen Martinettis beziehen sich auf den Fall

dreier Tetraeder, deren je zwei einander ein- und umbeschrieben sind.

Dabei werden nur eigentliche Tetraeder ohne gemeinsame Elemente

betrachtet, so daB die Figur eine Konfiguration 12
5 darstellt. Von

den 37 Fallen, die sich schematised, aufstellen lassen, existieren nur

28 geometrisch, und diese stellen im ganzen nur 23 verschiedene

Konfigurationen 126 dar 48
).

Die Anzahl n der Punkte und Ebenen einer n
k *kann nicht

&amp;lt;
1 ~|

sESLj sein, und es muB, wenn diese Minimalzahl eintritt,

jedes Punktepaar rait einem Ebenenpaar, jedes Ebenenpaar mit einem

Punktepaar inzident sein Die Untersuchung dieser Falle ergibt eine

48 ,
namlich das Tetraeder, ferner, wie schon erwahnt, eine schema-

tische aber nicht geonietrische 74 . Dasselbe Ergebnis zeigt der Fall

11 6
47

).
Anders steht es beim nachsten Fall 16

6
. Hier hat man die

Kummersohe Konfiguration (Nr. 11). E. Ciani^) und V. Martinetti**)

zeigten, daB es keine andere Konfiguration 16
6 gibt.

7. Kombinatorisohe Konfigurationen. s Punkte 1, 2, ... in all-

gemeiner Lage im projektiven En (s &amp;gt; n) bestimmen zu je zweien (^
\

Geraden (J^), zu je dreien (
3

} Ebenen (JR8) usf. Aus dieser Figur,

der Verallgemeinerung des vollstandigen ebenen s-Ecks, konnen durch

Schneiden, mittels eines Br (r ^ w), der durch keinen der s Punkte

geht, kompliziertere Konfigurationen gewonnen werden 50
).

Die Gruppe

46) Atti E. Ace. Pel. 15 (1901), p. 351.

46) Atti R. Ace. Pel. 18 (1903), p. 136.

47) Hartimtti, Gri. di mat. 34 (1896), p. 193.

48) Gi. di mat. 34 (1896), p. 177 und 37 (1899), p. 62. Erst der zweite Beweis

von (Hani int vollstandig.

49) Gi. di mat. 35 (1897), p. 235.

50) Diese Konfigurationen wurden zuerst von Cayley behandelt, J. f. Math.

81 (1846), p. 213=. Papers 1, p. 317; S. Kantor, Wien. Ber. 80 (1879), p. 716;

ferner von G. Veronese, Math. Ann. 19 (1882), p. 161 ff.; H. Schubert, Hamburg.
Mitt. Nr. 4 (1884), p. 82; Fr. Meyer, Wurtt. Korresp. 1884, Heft 7, 8; /. de Vries,

Amst. Versl. en Meded. (3) 6 (1889), p. 8. In dieser Abhandlung wird im Zu-

sammenhang mit den polyedralen Konfigurationen die Figur der 60 Pascalschen

Geraden, 60 Kirkmanpunkte ,
20 Steinerpunkte und 20 Cayleylinien behandelt,
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einer solchen Konfiguration 1st mit der syminetrischen Grruppe von

s Elementen holoedrisch isomorph.
Fur den Fall r = 2 erhalt man eine ebene Konfignration

((n-l) ()) Jeder Punkfc (Jede Gerade) entsteht durch

Schnitt der Ebene mit einem -Rn_ 2(^1-1) un(^ wird paasend durch

die Kombination derjenigen n 1 (bzw. ri) Eleniente bezeichnet,

welche den 1^-jC^C-i) bestimmen. Diese Bezeichnung laBt die

Struktur der Konfiguration deutlicli iibersehen. Ein Punkt ist mit

einer Geraden inzident, wenn die ihn bezeicbnende Kombination in

derjenigen der Geraden enthalten ist. Die Konfignration ist Yollkommen

bestimrnt durcli die beiden Zahlen n nnd s oder die beiden Indizes

y=*s H+l, % = n, so dafi die ganze Klasse von Konfigurationen
fiir jedes Indexpaar #, y eine Konfiguration besitzt. n 3, y = 3

gibt die Besarguessche Konfiguration. Bei Vertauschung der beiden

Indizes geht die Konfiguration in die reziproke iiber. In jeder Kon

figuration sind auch alle Konfigurationen dieser Klasse mit kleinerem

Indexpaar enthalten, aber auch viele andere. Man kann diese Kon

figurationen auch leicht, ohne vom En auszugehen und ohne Herbei-

ziehung von Hiifspunkten und -geraden linear konstrnieren. Ein

Punkt, die durch ihn gebenden Geraden und die weiteren auf diesen

gelegenen y(it 1) Punkte sind willkfirlich wahlbar; dann ist die

Konfiguration bestimmt.

Die Konfigurationen, in denen n oder y gleich 3 ist, kann man
aus s Kreisen in der Ebene ableiten. Im ersten Falle wird die Kon

figuration von den anBeren Ahnlichkeitspnnkten je zweier Kreise nnd

den sie enthaltenden Ahnlichkeitsachsen je dreier Kreise gebildet
61
);

im zweiten aus den Potenzlinien je zweier und den Potenzpunkten je

dreier Kreise. G, Jung zeigt, daB m cyklisch geordnete Kraffce, die

sich in einer Ebene im Gleichgewicht halten, und n zugehorige Seil-

polygone einer Konfiguration (( ^ ) 9 (

W
,**) )

der hier be-

sprochenen Art bestimmen, in der die Kraftlinien und Seilpolygone

vorkommen und auch die iibrigen Elemente eine einfache mechanische

Bedeutung haben 52
). Jung nennt diese Konfigurationen polyedrale, eine

Bezeichnnng, die von J. de Vries und andern auf die ganze Klasse

der hier besprocheuen Konfigurationen ausgedehnt wird.

welche zusarmnen eine Konfiguration 804 bilden. J. de Fries, Amet. Versl. en

Med. (3) 6, p. 45 (1889), Math. Ann. 34, p. 227 u. 35, p. 401 (1889); u. a.

51) J. de Vries, Math. Ann. 34 (1889), p. 227.

52) Ann. di mat. (2) 12 (1884), p. 169. Vgl. Art. IV, 5, Graphieche Statik,

(G. Henneberg).
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Die polyedralen (Cayleyachen) Konfigurationen lassen sich noch

veraJlgemeinern. Es seien im E% s Punkte P19 Ps ,
... P

t (s &amp;gt; 3) in

allgemeiner Lage gegeben. Auf jeder der Geraden P
i
P

{
werde ein

Punkt li = il angenommen. Die Verbindungsgerade von \i und Ik

heifie lik und scbneide die Gerade P
{
Pk in ik. Je 3 Punkte ik, il,

kl liegen in einer Geraden ikl, je 4 Geraden ikl, ikm, ilm, klm

bilden ein vollstandiges Vierseit in einer Ebene iklm. Es sei jetzt

v irgendeine natiirliche Zahl. Dann gehoreu zu jedem Punktquadrupel
P.P

k
P

l
Pm v9 Kollineationen x, welche diese Punkte ungeandert lassen

und der Bedingung x1
===== 1 geniigen. Dieselben sind allerdings, sobald

v
&amp;gt;

2 ist, nicht mehr alle reell. Durch diese Kollineationen wird

jeder der Punkte ik, il, im, kl, km, Im in v Punkte, jede der Ge-

radeu ikl, ikm, ilm, klm in i/* Geraden, und wird die Ebene iklm

in v3 Ebenen ubergefiihrt. Verfahrt man so mit alien Quadrupeln, so

bilden die aus den Punkten ik, Geraden ikl und Ebenen iklm er-

haltenen Elemente eine gewisse Konfiguration. Analog kann man im

Rn verfaliren und dann das entstandene Gebilde durch einen J?r (f&amp;lt;^w)

schneiden. Im Falle v = 1 erhalt man die polyedralen Konfigura

tionen; aber auch der Fall v == 2 liefert reelle und linear herstellbare

Konfigurationen.

Die einfachsten Konfigurationen dieser Art kann man in der

Ebene wiederum erhalten, indem man von s Kreisen 1, 2, ... s aus-

geht, nunmehr aber alle Ahnlichkeitspunkte und -achsen in Betracht

zieht. Dieselben bilden dann eine Konfiguration (
2 ( _ ) 4 / f ) ),

\ \ 2/
2(#-2)

^ 3/ 3/

von J. de Vries mit a
t
bezeichnet 58

).
&amp;lt;*4 ist die Hessesche Konfiguration

(Nr. 5 u. 8). Behufs ubersichtlicher Darstellung gebe man jedem Kreise

zwei Zeichen i und i (oder auch -f- i und
i), die man auch geo-

metrisch als die beiden verschiedenen Orientierungen nach dem Umlaufs-

siim interpretieren kann, und bezeichne mit ik = i k den auBeren, mit

ik = ik den inneren Ahnlichkeitspunkt. Zu zwei orientierten Kreisen

gehort dann ein Ahnlichkeitspunkt, zu dreien eine Ahnlichkeitsachse.

Verfahrt man im R$ in gleicher Weise mit Kugeln, so kornmt noch

hinzu, dafi je 4 orientierte Kugeln eine Ebene bestimmen, in der

ihre Ahnlichkeitspunkte und -achsen ein vollstandiges Vierseit bilden.

/ , s ^h*) /,v&amp;lt;-&amp;gt; /,\A
Es eiitsteht eine Konfiguration I2(*)

x 7
, 4( ,) ,8(MJ. In

\ \2/2(,_2) \3/8 \4/6/
derselben kommen noch andere Vierseite vor, welche durch die siimt-

lichen Ahnlichkeitspunkte und achsen je dreier nicht - orientierter

63) /. de Vries, Arch. Neerl. 26 (1892), p. 38.
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Kugeln gebildet werden. Fugt man die Ebeneii dieser Vierseite hinzu,

so hat man eine Konfiguration Jj mit dem Symbol

/. 9\ ;

.ft.) +(
Diese Konfiguration ist fur s

&amp;gt;
4 im Gegerisatz zu alien anderen in

dieser Nr. besprochenen Koniigurationen nicht mehr regelmafiig, weil

zwar alle ihre Punkte und Geraden, aber niclit alle Ebenen gleich-

berechtigt sind. Die Konfiguration J^ t
ist aber die regelmafiige

Eeyesche Konfiguration (Nr. 8).

Andere Arten koinbinatorischer Konfigurationen wurden von

J. A. Barrau angegeben
w

).

8. Die Reyesche Konfiguration und einige verwandte Kon

figurationen. Die Jfet/tfsche Konfiguration, welcher das Symbol

(124
6

,
16

3
3
,
12

6*) zukomrat, wurde bereits von Poncelct bei Betrachtung
der Ahnlichkeitapunkte von 4 Kugeln beinerkt. Die grundlegenden

Untersuchungen gaben C. Stepham****), G. Veronese), Th. Bcye*
1

).
Alle

B^/escben Konfigurationen gehen sowohl durch Kollineationen wie

durch Korrelationen ineinander fiber. Die 12 Punkte der Konfigura
tion gruppieren sich zu 3 Tetraedern A, B, C, deren Kanten die

samtlichen Diagonalen der Konfiguration darstellen. Die Ecken der

Tetraeder lassen sich derart durch A, kf Bik} Cik (i, Jc = 0, 1) be-

zeichnen, dafi drei Punkte A
ik ,
Blm ,

C
np

in einer Konfigurations-

geraden liegen, sobald die Summon i -\- I -f- n, k + m + p beide ge-

rade sind. Demnach sind je zwei Tetraeder vierfach (aber nicht

zyklisch) perspektiv. Die Perspektivitatszentren bilden die Ecken des

drittec Tetraeders, ebenso schneiden sich bei jeder Perspektivitat die

homologen Ebenen der zwei ersten Tetraeder in den Geraden eines

Vierseits, dessen Ebene dem dritten Tetraeder angehorfc. Die 3 Tetra

eder bilden nach der Ausdrucksweise von C. Stephanos ein desmischcs

S-ystem A, indem ihre hier beschriebene Lage die notwendige und hin-

reichende Bedingung dafiir darstellt, dafi sie, als zerfallende Flachen

vierter Ordnung aufgefafit, einern Biischel (dtff*-jj) angehoren. Ein

zweites desmisches System A wird von den Ebenen der Konfigura
tion gebildet. A und A heiBen I onjugierte Systeine. Ebeneo treten

die Ifci/eschen Konfigurationen selbst paarweise konjugiert auf: die

54) Haarlem, Arch. Musee Teyler (2) 11, 8 (1908), p. 1.

66) Bull. sc. math, asfcr. (2) 3 (1879), p. 424.

56) Metnorie Ace. R. Lincei (8) 9 (1831), p. 307.

57) Acta math. 1 (1882), p. 97; ferner A. Vietor, Freiburg. Ber. (8) 2 (1883),

p. 206.

Bnoyklop. d. math WiBsennch. ITI 1. 33
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Ecken von A und die Ebenen von A sind die Elemente der kon-

jugierten Konfiguration
58

).
Jedes Tetraeder des einen Systems hat

mit jedem des andern ein Gegenkantenpaar gemeifc Die beiden auf

einer Kante liegenden Eckenpaare, ebenso die hindurchgehenden

Ebenenpaare der beiden Tetraeder trennen einander harmonisch. Die

Ecken, Kanten, Fliichen aller 6 Tetraeder bilden eine Konfiguration

(24S
9
,
184

4
,
24

9
8
),

die harmonische Konfiguration. Die Hessesche Kon

figuration und die harmonische Konfiguration (243 ,
184) in der Ebene

konnen durch Projektion der Punkte und Geraden der Reyeschen

Konfiguration bzw. der raumlichen harinonischen Konfiguration auf-

gefafit werden 69
).

Viele ihrer Eigenschaften ergeben sich unmittelbar

aus denen der raumlichen Konfigurationen. Je zwei Hessesche Kon

figurationen sind ,,konjugiert&quot;, und ihre Punkte sind die Ecken zweier

Systeme von je drei ,,desmischen Vierecken&quot;. Die Beziehungen der

Hesseschen Konfiguration zur Kurve dritter Ordnung wurden oben

(Nr. 5) angegeben. J&quot;. de Vries zeigte, daB die Punkte zweier kon-

jugierter JETmescher Konfigurationen oder also die Punkte der har-

monischen Konfiguration (243 , 18J auf einer Kurve vierter Ordnung

liegen.

9. Die Gruppe der Beyeschen Konfiguration. Beziehungen zur

elliptischen Geometrie und zum 24-Zoll des 11^ Urn die RegelmaBig-
keit der jRet/eschen Konfiguration und ihre Reziprozitat in Evidenz zu

setzen, kann man folgendes Verfahren einschlagen
60

).
16 Elemente

aik (i, lc s=s=
1, 2, 3, 4) zu einem quadratischen System (afk) angeordnet,

deute man als Geraden im Raum, und zwar sollen zwei Elemente,

wenn sie derselben Zeile oder Kolonne angehoren, windschiefe, andern-

falls schneidende Geraden darstellen. Dann hat man die Geraden einer

Reyeschen Konfiguration. Zur Bezeichnung der Punkte ujid Ebenen

der Konfiguration dienen die positiven und negativen Determinanten-

68) Die Ecken, Kanten, Fiachen eines Wurfels sind Elemente einer Beye-
achen Konfiguration; die Ecken, Kanten, Fl&cben des dem Wfirfel einbeachrie-

benen regul&ren Oktaeders Elemente der konjugierten Konfiguration; Reye 1. c.

p. 99, 100.

59) E. Hess, J. f. Math. Ill (1893), p. 63. Die ranmliche harmonische Kon

figuration wurde von Reye 1. c.
67

) und A. Victor 1. c.
87

) studiert, die ebene Ton

J. de Vries, Amst. Versl. en Meded. (3) 6 (1888); Arch. Neerl. 23 (1888), p. 93; Acta

math. 12 (1888), p. 74; Amst. Versl. en Meded. (3) 7 (1890), p. 177; V. Martinetti,

Atti Ace. Gioenia Sc. nat. Catania (4) 3 (1891), p. 20. Die JBTmesche Konfigu

ration behandeln eingehend /. de Vries, Acta math. 12 (1888), p. 72; H. Schroeter,

J. f. Math. 108 (1891), p. 269; E. Hess, J. f. Math. Ill (1893), p. 63.

60) E. Steinitz, Arch. f. Math. u. Phys. (3) 1 (1901), p. 124. G. Gallvcci, Atti

del IV. congr. internazionale dei mat. Roma (1909) II, p. 290.
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terme (bzw. umgekehrt). Jeder Punkt (jede Ebene) ist mit den Ge-

raden inzident, deren Zeichen in dem Term vorkommen.

Die geonietrische Bedeutung des quadratischen Systems ( &amp;lt;jt)

bleibt bei den Permutationen der Zeilen und der Kolonnen sowie bei

den Vertauscbungen der Zeilen mit den Kolonnen ungeandert. Mit

diesen 24 24 2 = 1152 Operationen sind alle Permutationen und

Reziprozitaten der Reyeschen Konfiguration erschopfb. Sie werden

samtlich durch Koilineationen bzw. Korrelationen realisiert. Von

&quot;Wichtigkeit
sind zwei Untergruppen 6r

24
und G^ der Gruppe r

116J ,

welche den blofien Zeilen bzw. Kolonnenpermutationen entsprechen.

Durch die Operationen von G^ (oder G^ wird jeder Punkt, jede

Ebene des Raumes in die 12 Punkte und 12 Ebenen einer Beyeschen

Konfiguration iibergefuhrt. Die 2 6 Vertauschungen von je zwei

Zeilen oder Kolonnen ergeben die einzigen in (r1152 enthaltenen Null-

systeme
61

).
Die vollstandige Aufzahlung der verscbiedenen in GilK

enthaltenen Operationen wurde zuerst von J, Feder gegeben
68

),

Durch die Operationen von 6r116z wird auch die konjugieri^ KOR-

figuration in sich ubergefnhrt, Nimmt man noch die Koilineationen

und Korrelatiouen hinzu, welche die beiden konjugierten Konfigura-

tionen naiteinander vertauschen, so erhalt man eine G8804 . Unter ihren

Korrelationen ist ein ausgezeichnetes Polarsystem P mit imaginarer

Ordnungsflache F enthalten, in welchem die 6 desmischen Tetraeder

Poltetraeder sind. Die Regelscharen von F stehen zu den Gruppen
6r

24
und G

4 in einfacher Beziehung. Jede dieser Gruppen laBt die

Geraden der einen Schar imverandert, wahrend sie in bezug auf die

andere eine Oldaedergruppe**) darstellt
64

).
Die 3 von der Identitat

verschiedenen Operationen der in einer solchen Oktaedergruppe ent

haltenen Vierergmppe
6
^) geben in Verbindung mit P Nullsysteme.

So erhalt man 2 3 Nullsysteme, die miteinander vertauschbar sind 66
).

Die Ordnungsflache F wird durch alle Operationen der 6r2304 in

sich tibergefuhrt. Hierauf beruhen die einfachen Beziehungen der

jfcyeschen Konfiguration zur elliptischen Geometric, die sich im Prinzip

bei Hess finden 67
).

Jede Konfigurationsebene wird durch die 4 in ihr

61) Eeye, 1. c,
57

) p. 101.

62) Math. Ann. 47 (1896), p. 375.

63) Enc. I B 3 f (A. Wtmar}, Nr. 2, p. 524.

64) Steinitz, 1. c., p. 132. Zwei Oktaedergruppen auf den Regelseharen einer

Flache zweiter Ordnung angenommen, bestimmen ihrerseits zwei konjugierte

J?cyesche Konfigurationen.

65) Enc. I B S f., Nr. 8, p. 525.

66) Dieselben erzengen die Kununersche Gruppe (Nr. 11).

67) Nova acta Leop.-Carol. 75 (1899), p. 241.

33*
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gelegenen Konfigurationsgeraden in 3 Vierecke und 4 Dreiecke ein-

geteilt. Werden alle Vierecke entfernt, so teilei*. die zunickbleibenden

Dreiecke den Raum in 12 Oktaeder ein. Wird die Flache F einer

^lliptischen Maflbestimmung zugrunde gelegt, so erscbeinen die 12

Oktaeder regular und kongruent. Hiernacb wird eine Reyesche Eon-

figuration auch erhalten, indem man das regulare 24-Zell des JJ4 aus

seinem Zentrum auf eirien JSg projiziert.

10. Die Konfiguration von Hess. Ahnliche Verhaltnisse findet

man bei einer von E. Hess sehr eingebend bebandelten Konfiguration

(606
15

,
72

5

5
, 60&)

68
), deren Bescbreibung an das Scbeina einer Deter-

minante 5*
611 Grades

|

a
it \ angekniipft sei. Die 60 positiven Determi-

nantenterme dienen sowobl zur Bezeicbnung der 60 Punkte wie der

60 Ebenen der Konfiguration; ein Punkt und eine Ebene sind inzi-

dent, wenn die zugeborigen Terme genau ein Element a
ik gemein

haben. Hierdurcb ist die Konfiguration vollstandig charakterisiert.

Das Schema lafit die 72 Geraden
?
die mit je 5 Punkten und 5 Ebenen

incident sind, ablesen, ebenso 200 3-punktige und 3-flacbige Diago-
naleu. Die Konfiguration entbalt 25 desmiscbe Systeme. Die 12

positiven Terme, welcbe ein gegebenes Element a
ik entbalten, stellen

die Ecken und Flacben eines solcben Systems dar. Zu der Konfigura
tion gebort ein ausgezeicbnetes Polarsystem P mit imaginarer Ord-

nungsflacbe .F. Die beiden durch denselben Determinantenterm be-

zeicbneten Konfigurafcionselemente werden durcb P miteinander ver-

tauscbt. Die 60 geraden Zeilenpermutationen werden durcb eine

Gruppe von 60 Kollineationen (und 60 Korrelationen) verwirklicht.

Dieselben lassen die Geraden der einen Regelscnar von F unverandert

und unterwerfen die der andern einer Ikosaedergruppe. Entsprechen-
des gilt von den Kolonnen. Zwei auf den beiden Regelscbaren einer

Flache 2. Grades angenommene Ikosaedergruppen bestimmen stets

eine .ET^^scbe Konfiguration. Die ganze zur JBTes^scben Konfiguration

geborige Transformationsgruppe umfafit 60 60 2 2 = 14400 Opera-

tionen.

Jede Konfigurationsebene wird durcb die 6 in ihr gelegenen Kon--

figurationsgeraden in 6 Fiinfecke und 10 Dreiecke eingeteilt. Nach

Ausschaltung der Funfecke teilt die Konfiguration den projektiven

Raum in 300 Tetraeder, die bei efliptischer Mafibestimmung mit der

Ordnungsflache F regular und kongruent werden. Die Hesssche Kon-

68) Math. Ann. 28 (1886), p. 107; Nova acta Leop.-Carol. 75 (1899), p. 273.

Man vgl. auch das Beferat fiber diese Arbeit Arch. f. Math. n. Phys. (8) 3 (1902),

p. 302
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figuration wird deshalb auch erhalten, indem man das regulare GOO-

Zell des .K4 aus seinem Zentruin auf einen JR
8 projiziert.

11. Die Xummersche Konflguration. Wie schon am Ende yon

Nr. 6 erwiihnt wurde, haben E. Ciani imd F. Martinetti bewiesen, daB

es nur eine Koufiguration 16
6
yon Punkten und Ebenen gibt, wenn ge-

fordert wird, daB 2 Elemente der einen Art niemals mehr als 2 der

andern Art gemein haben sollen. Eine solche Konfiguration wird,

wie E. Kwnimer fand, von den 16 Doppelpunkten nnd 16 singularen

Ebenen der nach ihm benanuten Flache vierter Ordnung gebildet
69

).

Kwnmer bemerkte auch, daB die 6 in einer Ebene gelegenen Pnnkte

einem Kegelschnitt angehoren und die 6 durch einen Puukt gehenden
Ebenen Tangentialebenen ernes Kegels zweiten Grades sind. Durch

die singularen Elemente ist die KummerBcke Flache bestimmt, doch

gibt es oo 8

Konfigurationen 16
6 ,

welche der Flache zugleich ein-

und umbeschrieben sind 70
).

Ein Schema, welches die Inzidenzverhaltnisse der Konnguration
16

6
leicht ubersehen laBt, gab C. Jordan 71

).
Die Punkte und Ebenen

lassen sich namlich so durch zwei quadratische Systeme (Aik)
und

(a. t), t, k ==
1, 2, 3, 4 bezeichnen, dafi zwischen A

ik und aa Inzidenz

stattfindet, wenn entweder i == Z, fc ^ m oder t ^ I, k == m ist. Dies

zeigt, daB jede Zeile oder Kolonne des ersten Systems mit der ent-

sprechenden Zeile bzw. Kolonne des zweiten ein Tetraeder darstellt,

in dem Aik
nnd a

ik einander gegenuberliegen , ferner, dafi je zwei

Zeilen oder Kolonnen ein -5/o^mssches Tetraederpaar (Nr. 6) dar-

stellen 78
).

Daraus aber ist weiter die Existenz von 6 vertauschbaren

(involutorisch gelegenen) Nullsystemen abzuleiten, welche die Kon-

figuration in sich uberfiihren. Auf das Auftreten der Mobiusschen

Tetraeder grunden sich lineare Konstruktionen^ welche von V. Mar
tinetti

7S
) und L. Berzolari 74

) gegeben warden.

In Nr. 9 war auf das Auftreten vertauschbarer Nullsysteme in

der zu zwei konjugierten Jteyeschen Konfigurationen gehorigen Gruppe

hingewiesen worden. F. Klein wurde durch seine Behandlung der

Liniengeometrie unmittelbar auf diese Nullsysteme gefuhrt
75

).
Indem

er die linearen Komplexe oder Nullsysteme des JRj durch Punkte im

69) Berlin. Ber. (1864), p. 247.

70) F. Klein, Math. Ann. 27 (1886), p. 106.

71) J. f. Math. 70 (1869), p. 182.

78) V. Martinetti, Palermo Rend. 16 (1902), p. 196.

73) 1. c.
7f

) p. 197.

74) Roma Ace. L. Rend. (5) 16,, (1907) p. 726 ff.

75) Math. Ann. 2 (1870), p. 212.
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R$ reprasentiert, erscheinen vertauschbare Nullsysteme als konjugierte

Punkte derjenigen quadratischen Mannigfaltigkeit M& des 2?
5 ,

deren

Punkte die geraden Linien (oder degenerierten linearen Komplexe)
des JS8 darstellen. Ein Polbexatop der M (2) liefert 6 vertauschbare

Nullsysteine. Hieraus wird sofort kiar, da6 zwei derartige Sextupei

kollinear zueinander sind und daB bei Beriicksichtigung von Realitats-

verhaltnissen unter den 10 moglichen Einteilungen eines solchen Sex-

tupels in zwei Tripel eine ausgezeichnet ist, indem von den 6 konju-

gierten Punkten des R
6 je 3 zu beiden Seiten der M^

liegen. Auch

die iibrigen Verhaltnisse lassen sich in der liniengeoraetrischen Be-

handlung leicht iiberselien. Das Produkt der 6 Nullsysteme ergibt

die Identitat, die Nullsysteme erzeugen daher eine Gruppe von 32

Operationen sie werde Ktvmmersche Gruppe genannt. Werden die

Nullsysteme mit 123456 bezeichnet, und wird unter Mmnp eine

Permutation dieser Ziffern verstanden, so besteht die Kummersche

Gruppe aus der Identitat, 6 Nullsystemen i, 15 gescharten Involu-

tionen ilk und 10 Polarsystemen ikl*=mnp. Die Direktrizen von

ik sind reell, wenn die Punkte, welche i und k iin JRB reprasentieren,

zu verschiedenen Seiten von M& liegen, andernfalls konjugiert-kom-

plex
76

). Dasjenige Polarsystem ikl, bei welchem die i, k, I ent-

sprechenden Punkte des jR6 auf derselben Seite von MW
liegen, hat

eine imaginare Ordnungsflaehe, die 9 (ibrigen Ordnungsflachen sind

reell und hyperbolisch. Diese 10 Flachen heifien auch Fundamental-

flachen 77
).

Durch die 32 Operationen der zugehorigen .KummerBch.en Gruppe
wird jedes Element der Konfiguration 166 in jedes andere (ibergefiihrt.

Dadurch gewinnt man eine iibersichtliche Darstellung der 32 Kon

figurationselemente, indeni man ein beliebiges Element mit 0, jedes

andere durch diejenige Operation bezeichnet, durch welche es aus

hervorgeht
78

).
Diese Darstellung laBt sofort erkennen, daB jedem der

10 Polarsysteine ein Jbr^awsehes Schema (s. oben) entspricht, z. B.

dein Polarsystem ikl == mnp das Schema

i k I

m mi mk ml

n ni nk nl

76) Es wird hier wio vorher vorausgesetzt, dafc alle 6 Nullsysteme

reell sind.

77) F. A7eiw, 1.
c.&quot;), p. 208.

78) T. Weter, J. f. Math. 84 (1878), p. 332.
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Es gibt oo 18 Kummerszhe Konfigurationen, von denen natiirlich

immer nur oo 15 kollinear verwandt sind. Der OberschuB von 3 auBert

sich in einem projektiven, 6-elementigen Wurf auf einstufigem Trager,

der jeder Konfiguration zukomint 79
). Zwei Konfigurationen, die den-

selben Wurf haben, sind kollinear. Dieser Wurf, dessen Eleinente den

6 Nullsystetnen eindeutig zugeordnet sind, tritt in verschiedener Weise

an der Konfiguration in Erscheinung. Einnial haben die 6 in einer

Ebene gelegenen Punkte
i, k, I, m, n, p auf dem sie verbindenden

Kegelschnitt diesen Wurf, und Entsprecbendes gilt natiirlich von den

Ebenen eines Punktes. Sodann komnit den 6 Punkten (Ebenen)

0, mn, np, pk, kl, Im in der durch sie bestimrnten Raumkurve dritter

Ordnung eben dieser Wurf zu. Auf die Punkt- oder Ebenensextupel

dieser letzten Art batten auch die Untersuchungen von C. W. Borchardt 80
),

A. Cay1ey
sr

) und H. Weber 82
) iiber dieParameterdarsteilung der Kummer-

schen Flache durch Thetafunktionen zweier Veranderlichen gefiihrt

(vgl. II B 6, Krazer-Wirtinger). Dabei zeigte es sicil, dafi zur Kon-

struktion der Konfiguration ein solches Sextupel (in allgemeiner

Lage) willkurlich angenommen werden darf, und die Konfiguration
alsdann eindeutig bestimint und linear konstruierbar ist. Th. Reye

8
*),

H. Schroeter 8
*) und F. Geiser 65

)
leiten dieses Resultat synthetisch her.

Besondere KumtnerBGhe Konfigurationen erha.lt man, indem man
den charakteristiscben Wurf speziell wahlt. Den Fall eines zykliscb

projektiven Wurfes repr&sentiert eine von J. de Vries angegebene Kon

figuration
86

), deren Punkte die Kantenmitten und unendlich fernen

Punkte der raumlichen Diagonalen eines Wurfels sind. E. Hess 61
)
und

E. Sertini 88
) behandeln die Falle, in denen das auf der Konfigurations-

ebene gelegene Pascalache Sechseck zugleich ein BrianchonBchea ist.

Zu jeder Kummerachen Gruppe gehoren &amp;lt;x&amp;gt;

s
Konfigurationen 166,

da ein beliebiger Punkt P durch die 32 Operationen der Gruppe in

die Eleinente einer Kummerachen Konfiguration iibergefiihrt wird.

Ausartungen treten nur ein, wenn P auf einer Fundamentalflache an-

79) Th. Reye, J. f. Math. 86 (1879), p. 84, 209.

80) J. f. Math. 83 (1877), p. 234 = Werke, p. 341.

81) J. f. Math. 83 (1877), p. 210 = Papers 10, p. 167.

82) J. f. Math. 84 (1878), p. 332.

83) L c.
TB

), p. 209.

84) J. f. Math. 100 (1887), p. 231.

85) Zurich Naturf. Ges. 41, 2, (1896), p. 24.

86) Wiener Ber. 100 (1891), p. 828.

87) Nova acta Leop. -Carol. 65 (1890), p. 97. Das Sechseck kann ein 1-,

8-, 3-, 4-, 6-fach Brianchon&che* sein.

88) Milano R. 1st. Lomb. Eend. (2) 29 (1896), p. 666.
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genommen wird. Die Konfiguration wird dann im allgemeinen eine

16
7 ,

bei welcher die Kegelschnitte zerfallen und ihr Doppelpunkt als

weiterer Konfigurationspunkt auf die Ebene getreten ist; sie wird eine

85 ,
bei der je 4 Punkte und Ebenen rnit einer Geraden inzident sind,

wertn P auf einer Direktrix einer Involution il: liegt, und reduziert sich

auf ein Fundamentaltetraeder (s.
Nr. 12), wenn P Ecke eines solchen ist.

G. Veronese**} und E. Hess haben eine Reihe von Konfigurationen an-

gegeben, die sich aus der JKummene^&n. ableiten lassen. W. Wirtinger**)

und A. Barrau*1

) untersuchten Analoga zur Kummerschen Flache und

Konfiguration in mehrdimensionalen Raumen. Das vollstandigeFormen-

system der Kummerschen Gruppe wurde von E. Study
23
) angegeben.

tTber den Zusaxnmenhang der JEttmmerschen Konfiguration mit

den Doppeltangenten einer C4 sehe man Enc. Ill C 5 Nr. 73 (G. Kohn).

12. Die IQeinsche Konfiguration und Gruppe 93
).

Bezeichnet in

einer Kiimmerschen Gruppe (ik) das zu der gescharten Involution ik

gehorige Direktrizenpaar, so sind zwei Paare wie (ik\ (if) windsehief,

wahrend zwei Paare wie (ik), (Im) einander in 4 Punkten schneiden.

Drei Paare (ik\ (if), (kl) gehoren einer Regelschar sie heifie (ikT)

an und trennen einander hannonisch, sind also niemals gleichzeitig

reell. (ikl) und (mnp) sind die beiden Regelscharen, welche auf der

zum Polarsystem ikl == mnp gehorigen Ordnungsflache (Fundamental-

flache) liegen. Drei Direktrizenpaare (ik) (Im) (np) bilden die Kanten

eines Tetraeders, ,,Fundamentaltetraeder&quot; geuannt. Es gibt 15 solche

Tetraeder, sie bilden die JSTfeznsche Konfiguration (60S
15

,
30

6
6

, 60j
8
5).

In jedein der Polarsysteme ikl mnp sind 6 Fundamentaltetraeder,

namlich (im) (kn) (lp), (in) (kp) (Im), (ip) (km) (/); (im) (kp) (In),

(ip)(lcn)(tm), (in)(km)(lp), Poltetraeder
;

sie bilden zwei konjugierte

desrnische Systeme. Durch ein desuiiscbes System ist die ganze Kon

figuration bestimmt. Besteht die Kiimmersche Gruppe nur aus reellen

Operationen, so geliort zu der imaginaren Fundamentalflache (s. Nr. 11)
ein reelles Paar desmischer Systeme, die iibrigen Tetraeder sind imaginar.

Die Kummersche Gruppe, welche jedes Fundamentaltetraeder in

89) Memorie Ace. E. Lincei (3) 9 (1881), p. 307.

90) Gott. Nachr. (1889), p. 474; Monatih. Math. Pbys. 1 (1890), p. 113.

91) Proceed. Amsterdam (1907/8), p. 263, 503.

92) Leipzig. Ber. 44 (1892), p. 122.

93) Diese Kontigui-ation findet sich zuerst in F. Kleins Dissertation, Bonn

.(1868), (Abdruck Math. Ann. 23 (1884), p. 689), eodann Math. Ann. 2 (1870), p. 212.

Die Gruppe der 6! Operationen zuerst Math. Ann. 4 (1871) p. 356. Zu den in

dieaer und den folgenden Nummern des Textes behandelten Gruppen vgl. noch

JR. Bagnera, Palermo Rend. 9 (1905), p. 1.
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sich iiberfuhrt, ist ausgezeichnete Untergruppe derjenigen (Kleinschen)

Grnppe, die alle linearen Transformationen umfafit, durch welche die

Kleimehe Konfiguration (oder Kummersche Gruppe) in sich uber-

gefiihrt wird. In der liniengeometrischen Behandlung Kleins wird

diese Gruppe durch die Permutationen und Yorzeichenumkehrungen
von 6 homogenen Variablen (den honiogenen Punktkoordinfuen im J?

5)

dargeeteUi Sie umfafit 6! 32 = 23040 Operationen
94

). Die blofien

Zeichenumkehrungen liefern die Kummerschv Gruppe.
Die 320 Geraden der 20 Jfo/esehen Konfigurationen, welche zu

den desmischen Systemen der Kleinschen Konfiguration gehoren, sind

in dieser 3-punktige und zugleich 3-flaehige Diagonalen. Jeder Punkt.

jede Ebene der Konfiguration ist mit 16 dieser Diagonalen inzident,

welche die Geraden einer ^speziellen) Konfiguration (124 ,
16d) 2?

(B. Nr. 5) darstellen. Die Kleinsche Konfiguration besitzt aufierdem

noch 360 2punktige und zugleich 2flachige Diagonalen
95

).
C. Stqrfianos

gab ihre Diagonalebenen an 96
).

Es sind 240, auf denen je 6 Punkte

zu einem Vierseit angeordnet sind und 960, welche je 4 Punkte,

davon 3 in einer Geraden enthalten. Weitere sehr umfangreiche Unter-

suchungen der JOemschen Konfiguration fiihrte E. Hess aus; auch gab
er die geometrische Bedeutung aller in der Kleimcben Gruppe ent-

haltener Operationen an 97
).

13. Konfigurationen aus endlichen Kollineationsgruppen: bi

nares Gebiet. Zu den in den letzten Nummern besprochenen Kon

figurationen gehorten Gruppen von Kollineationen (und Korrelationen).

Man kann umgekehrt von einer endlichen Kollineationsgruppe aus-

gehen und nach zugehorigen Konfigurationen fragen. Diese Frage-

stellung war gegeben, seit man iiberhaupt anfing, sich mit den endlichen

Kollineationsgruppen zu beschaftigen. Im binaren Gebiet wurden diese

Gruppen von F. Klein zuerst vollstandig aufgezahlt
98

).
Das Ergebnis

war, dafi aufier der zykhschen Gruppe beliebiger Ordnung, der Vierer-

gruppe (Diedergruppe der Ordnung 4) und der Diedergruppe von der

Ordnung 2w(wl&amp;gt;3), den einzigen reell darstellbaren Gruppen , nur

n*&amp;gt;ch drei Gruppen existieren, die man nach den regularen Polyedern

Tetraeder, Oktacder, IkosaeJer zu bezeiehnen pflegt. Wird ein regu-

lares Oktaeder oder Ikosaeder aus seinem Mittelpunkt auf die um-

beschriebene Kugel projiziert, so entsteht auf dieser cine regulare

94) Enc. I B 3f. Xr. 22, (Wiman).

95) F. Klein, 1. c.
9S

), p. 208.

96) Bull. p. 450, s. Note 55).

97) Nova acta Leop.-Carol. 55 (1890), p. 97; 75 (1899), p. 5.

98) Vgl. die Literaturangaben Enc. IB3f, Nr. 2, (Wiman).
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Einteilung. Die 24 bzw. 60 Drehungen, welche diese Einteilung in

sich uberfiihren, lassen je ein Punktepaar invariant, und diese Pole

stellen sich als Ecken-, Kanten- und Flachenmitten des Netzes dar.

Bezeichnet man die Punkte der Kugel in ublieher Wei.se dureh kom-

plexe Zablen #, und deutet man diese als Koordinaten in einem

rationalen Trager (Gerade, Kegelscbnitt usf.), so entspricht der Gruppe
der Drehungen eine Gruppe linear-gebrochener Substitutionen von ss

bzw. von Projoktivitaten des rationalen Tragers. Die hier auftretenden

drei Arten von Polen bezeichnen wir als Ecken-, Flachen-, Kanten-

punkte und fassen sie alle unter der Bezeichnung biwre Oktaeder- bzw.

Ikosaederkonfiguration zusammen&quot;). Die vier Gegenflachenpaare des

Oktaeders werden durch die zugehorige Gruppe auf alle Arten mii-

einander vertauscht, so daB die Gruppe mit der symmetrisehen Gruppe
von vier Dingen isomorph ist. Die Tetraedergruppe ist in der Okta-

edergruppe enthalten und entspricht der alternierenden Gruppe von

vier Dingen. DaB die Ikosaedergruppe mit der alternierenden

Gruppe von fiinf Dingen isomorph ist, spricht sich darin aus, daB die

30 Kantenpunkte des Ikosaeders die Ecken von fiinf Oktaedern bilden,

welche bei den Drehungen alle geraden Permutationen erfahren. Die

zwei Gegentetraeder, die sich aus den Flachenpunkten ernes solchen

Oktaeders (die, auf der Kugel betrachtet, zugleich Flachenpunkte des

Ikosaeders sind) bilden lassen, treten innerhalb der Gruppe nicht als

gleichberechtigt auf, und man erhalt demnach zwei verschiedene

Systeme von je fiinf Tetraedern, zu denen sich die 20 Flachenpunkte
des Ikosaeders gruppieren lassen. Vgl. I B 3f., (Wimari).

14. KonfLgurationen axis Kollineationsgruppen : ternarea Ge-

biet100
).

In der Ebene zahlen wir, unter Beiseitelassung trivialer

Falle, fiinf Kollineationsgruppen auf: 1. Die temare Oktaedergruppe 6r24

(mit der Tetraedergruppe 6r12), 2. die ternare Ikosaedergruppe G^, 3. die

Hessesche Gruppe 6r216 (mit ihren Untergruppen 6r721 Cr86 ,
(r18), 4. die

Kteinsche Gruppe 6rl68 ,
5. die Valentinerscke Gruppe 6?

860
. Zu jeder

dieser Gruppen gehort ein bestimmter algebraischer Korper -in der

Weise, dafi zur Schreibung der Gruppe die Zahlen dieses Korpers

notwendig, aber auch hinreichend sind. Es ist dies bei der G^ der

Korper R der rationalen Zablen, bei jeder der Gruppen 6r60; 6r116 , G168

ist es ein
K&amp;lt;5rper

zweiten Grades
Ji(&amp;lt;o), -Rfc), -R(^), bei der 6r360 ein

Korper vierten Grades
R(G&amp;gt;, ).

Dabei bezeichnen wir mit ra, ca
; f, ;

99) Wir gebrauchen bier and im folgenden die Bezeichnuug Koufigaration

haufig in einer YOU der nrspruuglichen etwas abweichenden, iu jedem Falle

geuau angegebenen Bedeutung.

100) Vgl. IB3f, Nr. 6 (Wiman).
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, r{ die Wurzeln der Gleichungen x? + x 1 = 0, #2 + # + 1 =
0,

* + * -f 2 = 0, also

,
_ 1

f -

Man ersielit hieraus, dafi nur die beiden ersten Gruppen reell

darstellbar sind.

Bei der geometrischen Behandlung dieser Gruppen ist folgendes

zu beachten. Jede in einer Gruppe eiithaltene Operation zweiter Ord-

nung stellt sich als eine Involution dar; es gehoren zu ihr ein ,,Hau;pt-

pol&quot;
P und eine ,,Hauptachse&quot; a, aile durch P gehenden Geraden und

alle auf a liegenden Punkte bleiben bei der Operation ungeandert.

Hat man zwei vertauschbare Operationen zweiter Ordnung &amp;lt;J

; T, so

ist auch 6 - T von der zweiten Ordnung. Die Operationen 6, T, 6 *

und die Identitat bilden die terndre Vierergruppe. Zu dieser gehort
ein Dreieck (,,Hauptdreieckf \ dessen Ecken und Seiten die Hauptpole
und -achsen der drei Involutionen sind. Zu jeder Hiedergnippe Ton

der Ordnung 2n (n ^ 3) gehort ebenfalls ein
?,Hauptpol&quot; und eine

,,Hauptachse&quot;. Es sind dies die einzigen Elemente (Punkte, Geraden),

welche bei alien Operationen der Diedergruppe ungeandert bleiben.

Die Diedergruppe enthalt aufier einer zyklischen Gruppe der Ord

nung n noch n Involutionen, deren Hauptachsen mit dem Hauptpol,
deren Hauptpole mit der Hauptachse der Diedergruppe inzident sind.

Ist n gerade, so enthalt die zyklische Untergruppe noch eine Invo

lution, welche denselben Hauptpol und dieselbe Hauptachse hat wie

die Diedergruppe.
Das System der Hauptpole und -achsen aller in einer Gruppe

enthalteiien Involutionen und Diedergruppen fassen wir unter der

Bezeichnung Konfiguration der Gmppe zusammen. Dabei sind immer

ein Punkt uud eine Gerade, welche als Hauptelemento derselben In-

yolution oder Diedergruppe auftreten, einander zugeordnet. Diese

Zuordnung, welche wir im folgenden mit JJ bezeichnen, stellt eine

reziproke Beziehung (Nr. 1) der Konfiguration auf sich selbst dar.

Andere als die schon im vorstehenden erwahnten Inzidenzen finden

zwischen den Konfigurations-Elementen nicht statt, und es ist hiernach

die Konfiguration durch die abstrakt gegebene Gruppe vollig bestimmt.

Da die Konfigurations-Elemente durch die Operationen der Gruppe ein-

deutig bestimmt sind, so konnen alle ihre Koordinaten in dem zur

Gruppe gehorigen Korper geschrieben werden.

Jede Kollineation der Gruppe bewirkt eine Permutation der zu-

gehorigen Konfiguration. Aber nur im Falle der 6r24 ist die Per-

mutationsgruppe mit der Kollineationsgruppe erschopft Dagegen ist
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in den Fallen der 6r60 ,
6r216 ,

(r168 die Permutationsgruppe von def

doppelten, im Falle (r360 von der vierfachen Ordnung. Dies hiingt

mit den algebraischen Korpem zusammen
y

welche zu den Gruppen

gehoren. Die nicht durch Kollineationeri realisierbaren Permutationen

konnen durch gewisse andere Operationen (,,Pseudokollineationen&quot;) dar-

gestellt werden, die sieh aus der Kombination von (nicht notwendig
zur Gruppe gehorigen) Kollineationen mit der Galoisscheri Gruppe des

Zahlkorpers ergeben
101

).
Alle diese Gruppen lassen sich auch in be-

stimmter Weise durch Korreiationen und abgesehen von der 6r24

,,Pseudokorrelationen&quot; erweitern.

Wir gehen nun auf die Konfigurationen im einzelnen eiu.

Bei der ternaren OUaeder- und Ikosaederkonfiguration
102

) ist 77 ein

Polarsystem. Der zugehorige Kegelschnitt x wird von den Konfigurations-

Geraden in den Punktepaaren einer lindren Oktaeder- bzw. Ikosaeder-

konfiguration (Nr. 13) geschnitten. Uragekehrt ist die ternare Konfigu-
ration durch die binare bestimmt, was auch. daraus hervorgeht, daB

jede Projektivitat auf einera Kegelschnitt in einer Kollineation der

Ebene enthalten und sonach auch jede binare Gruppe zu einer ternaren

fuhrt. Ist x ein Kreis, so ergeben sich die Punkte der ternaren Kon

figurationen, indein man die Ecken-, Fl*achen-
;
Kantenmitten eines re-

gularen Oktaeders oder Ikosaeders aus dem Kugelzentrum projiziert.

Die zu den Projektionsstrahlen senkrechten Ebenen durch schneiden

die zugehorigen Konfigurationsgeraden aus. Man kann also auch bei

den ternaren Konfigurationen Ecken-, Flachen-, Kantenpunkte unter-

scheiden. Wir bezeichnen dieselben mit A, B, C, mit a, 6, c die

zugehorigen Geraden.

Die Oktaederkonfiguration wird durch die willkiirlich zu wahlenden

Tier Flachenpunkte JB bestimmt, uud die Gruppe besteht aus den

Kollineationen, welche diese Punkte permutieren
10S

).
Das vollstandige

Viereck (Vierseit) der Punkte B (Geraden I) hat die sechs Geraden c

(Punkte C) zu Seiten (Ecken); die drei Punkte A und Geraden a

bilden das Hauptdreieck der Konfiguration, welches sowohl fur das voll-

101) Zu den Pseudokollineationen gehoron auch die Antiprojektivitaten

(III AB 6, Nr. 20, Sdioenflies). Die hier vorkommenden Fseudokollmeationen sind

immer mir als Operationen innerhalb dea Netzes aufzafaaaen, dessen Eleinente

dureh die Zahlen des zugrunde liegenden algebraischen Kttrpers ausgedruckt
werden.

102) KUin-Fricke, Automorphe Funktionen I (1807), p. 69 ff.

103) Von hier aus laBt sich sofort ein Analogon der Gruppe und Konfigura
tion in jedem Rn ableiten. Den Fall des R9

behandelt eine Arbeit von E. dam,
Palermo Bend. 21 (1906), p. 322.
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standige Viereck wie Vierseit Diagonaldreieck ist. Macht man das-

sclbe zum Koordinatendreieek, einen Punkt B zum Einheitspunkt

(1, 1, 1), so baben je zwei durcb 77 zugeordnete Elemente dieselben

Koordinaten. AuBer den Elementen der ternaren Konfiguration treten

als Pole and Achsen 104
) der Gruppe nocb die Punkte der binaren

Konfiguration und die zugehorigen Tangenten auf. Uin alle diese Ele

mente auszudrticken, braueht man den Korper der 24. Einbeitswurzeln

(vom Grade 8).

Die ternare Ikosaederkonfigurctiion enthalt 6 Punkte A, 10 Punkte B,

15 Punkte (7 sowie die entsprechende Anzabl yon Geraden a, fc,
c.

Jede Gerade a entbalt 5 Punkte 0, jede Gerade b 3 Punkte C, jede

Gerade c 2 Punkte A, 2 Punkte B und 2 Punkte C. Fur die Punkte

gilt naturlich das Duale. Die Punkte C und Geraden c bilden 5 Haupt-
dreiecke. Die 24 Operationen 5. Ordnung aus G^ zerfailen in zwei

Syeteme T, T von je 12; nur die Operationen desselben Systems sind

innerbalb der GM (oder aucb innerbalb der Gruppe aller Kollineationeii

der Ebene) gleicbberecbtigt, Gebort zu T, so gebort &amp;lt;y

s zu T .

Macht man drei der Punkte A zu Ecken eines Koordinatendreiecks

und gibt man einem vierten die Koordinaten (co, 1. 1), BO erbalten

die beiden iibrigen die Koordinaten (1, ca, 1) und (1,1, ca)
105

).
Wendet

man die Transformation

yx
o

a?! + X} + a?,, y,
= x

l + s/#2 + xs , y3
= x

l + x, + nx^

an, und vertauscbt man bierauf in den Koordinaten aller Punkte c?

mit co
;
so werden dieKonfigurationspunkte nur untereinander permutiert;

man bat also eine zur Konfiguration geborige Pseudokollineation. Die

ganze Permutationsgruppe der Konfiguration ist mit der aymmetriscben

104) Als Pol wird bier ein Punkt JP bezeichnet, der bci einer Operation a

festbieibt, vntausgesetst. daB er nicht auf einer Geraden y liegt, deren aamtliche

Punkte bei a festbleiben. In diesein Falle heifit P nur dann Pol, wenn noch

eine andere Operation r existiert, welche P, nicht aber alle Punkte yon g feet-

halt. Fur die Bezeichnung ^Achse&quot; gilt Entsprechendes. Aus diesem Grunde

sind z. B. bei der ternaren Ikosaedergruppe im folgeaden die Kantenpunkte der

zugebSrigen binaren Konfiguration nicht zu den Polen gezahlt. Nach dieser Er-

klarung gibt es steta nur eine endliche Ansahl von Polen und Achsen.

105) Aua den 6 Pirnkien A lassen sich 10 Paare perspektiver Dreiecke

bilden, die Punkte B und Geraden b sind die Zentren und Achsen der 10 Per-

apektivitaten. Das Secheeck der Punkte A ist deshalb ein zehufach Brianchon-

sches. Yon dieser Seite her tritt die Figur schon bei A. Clelsch (Math. Ann 4

(1871), p. 284 und 476) auf. Arbeiten von H. Schroeter (Math. Ann. 28 (1880),

p. 457) und E. He& (ebenda p. 167) schlieBen sich an. Aber erst bei F. Klein

findet aich der gruppenthooretische Gesichtspunkt und die Bemerkung, da die

Figui die Projektion eines Ikoeaeders ist.
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Gruppe yon fiinf Dingen isomorph. Die Kollineationen bewirken

unter den fttnf Hauptdreiecken alle geraden, die Pseudokollineationen

aile ungeraden Vertauschungen; die letzteren vertauschen die oben

genannten Systeme T, T . An Polen und Achsen besitzt die 6r
6()

noch die Ecken- und Flachenpunkte der binaren Ikosaederkonfiguration

auf K, sowie die zugehorigen Tangenten. Alle diese Elemente konnen

wieder in eineui Korper 8. Grades, dem der 15. (oder 30.) Einheits-

wurzeln geschrieben werden.

Bei den Gruppen 6rsl6 ,
6r168 ,

6r860 stellt II eine Pseudokorrelation

(spezieil eine Antireziprozitat) dar, und man kann, ohne den zur

Gruppe gehorigen Zahlkorper zu erweitern, das Koordmatensystem
so einrichten, dafi zwei durch II aufeinander bezogene Elemente

konjugiert-komplexe Koordinaten haben. Den unten bei den einzelnen

Konfigurationen angegebenen Koordinatensystemen kommt diese Eigen-
scnaft zu.

Alle in der 6r216 enthaltenen Involutionen und Diedergmppen
kommen schon in einer ausgezeichneten Untergruppe G18 vor. Wir
bezeicbuen die zugeborige Konfiguration deslialb auch als

;,6^18 -Kon-

figuration
a

. Dieselbe entbalt zwei Arten von Elementen: 9 Punkte A
(Geraden a), welcbe den Involutionen, und 12 Punkte B (Geraden 6),

welche den Diedergmppen (der Ordnung 2 3) entsprecben. Die Punkte

A und Geraden & bilden eine (94 ,
128), die Punkte B und Geraden a eine

(123 ,
94) (s.

Nr. 5)
106

).
Die Punkte B und Geraden I setzen sich au

vier Dreiecken A zusammen. Dieselben bleiben bei den Operationen

von Cr 18 invariant, erfabren durcb die Kollineationsgruppe 6r
2JC!

alle

geraden, durch die Pseudokollineationen (ebenso durcb die Korrelationen)

der erweiterten Gruppe alle ungeraden Permutationen. Man kann so

verfiigen, daB ein Dreieck A Koordinatendreieck wird, und die Ko-

ordinaten xlf x
z ,

xs
der tibrigen Punkte B und Geraden b durch.

x^ == x^ = x^ == 1 definiert sind. Die Geraden a und & scbneiden

sich auBer in den Punkten B coch in 36 Punkten C, deren auf jeder

Geraden b drei, auf jeder Geraden a vier liegen. Auf jeder Geraden a

bilden die Punkte B und C die acht Ecken-Flachenpunkte einer

binaren Tetraederkonfiguration, die von den a invariant lassenden Ope
rationen der 6r216 hervorgerufen wird. Zu ihr gehoren sechs Kanteit-

punkte D. Iin ganzen hat man 54 Punkte D. Den Punkten C und D
stehen ebensoviele Geraden c, d gegeniiber. Aile diese Elemente sind

Pole und Achsen der 6r216 . AuBer ihnen gibt es nur noch 72 Pole E
und Achsen e, die sich zu 24 Dreiecken anordnen. Jede der vier

106) Vgl. IIIC 5 (Kotoi) Nr. 1518, inabesoudere p. 476, vorletzte Zeile ff.
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aqmanharmonischen Kurven 3. Ordnung, die in den Punkten A ihre

Wendepunkte haben, geht durch die Ecken von seclis dieserDreiecke 107
).

Alle 72 Punkte E liegen auf einer Kurve 6. Ordnung, welche bei

alien Operationen der 6r216 invariant ist. Die Schreibung aller Pole

und Achsen der G816 erfordert den Korper der 36. Einheitswurzeln

(vom Grade 12).

Die r
168

108
) ist isomorph mit der Kongruenzgruppe

yl
ax

v + bX} j y%
= cx

1 -f- dx% (mod. 7),

wenn xl9 #
8 (#i, y8) nur ihren Verhaltnissen nach in Betracht kommen

und nur solche Substitutionen betrachtet werden, fiir welche ad be

quadratischer Rest von 7 (und naturlich nicht --- 0) ist. Diese Gruppe
ist einfach 109

).
LaBt man fiir ad be auch quadratische Nichtreste

zu, so hat man eine Gruppe von 336 Operationen. Mit dieser ist die

voile Permutationsgruppe der zur 6r168 gehorigen Kon figuration isomorph.

Diese Konfiguration enthalt zwei Arten von Punkten und Geraden:

21 Punkte A (Geraden a), den Diedergruppen der Ordnung 2 4

(oder den Involutionen) entsprechend, und 28 Punkte B (Geraden b\
welche den Diedergruppen von der Ordnung 2 3 entsprechen. Die

Punkte A und Geraden a bilden eine 21 4 ,
die Punkte A und Ge

raden b eine (214t 28
8), die Punkte J5 und Geraden a eine (28S , 214),

Kein Punkt B liegt auf einer Geraden b. Die vier Punkte A einer

Geraden a bilden einen harmonischen Wurf. Bei geeigneter Wahl des

Koordinatensystems gehen die Punkte A aus (1, 0, 0), (0, 1, 1), (17, 1, 1),

die Punkte B aus (1, 1, 1), (if, 1, 0), (I if, 1, 1) durch Permutation

der Koordinaten hervor. Durch Vertauschung von
ij

mit r[ erhalt

man aus einem Pnnkt die zugehorige Gerade. F. Klein gab eine

Aufzahlung aller Untergruppen der G^168 ,
unter denen beeondera 14 Ok-

taedergruppen bemerkenswert sind. Diese sowie die zugehorigen Kon-

figurationen treten zwar innerhalb der vollen PermutationBgruppe der

6r
168-Konfiguration als gleichberechtigt auf, inbezug auf die Kollineations-

gruppe aber zerfallen sie in zwei Systems zu je sieben. Den 14 Oktaeder-

konfigurationen entsprechend besitzt die Konfiguration der 6r168 14 Haupt-
dreiecke. Jeder Punkt A tritt in je einer Oktaederkonfiguration eines

jeden der beiden Systeme als Ecken-, in je zweien als Kantenpunkt
auf. Einer Oktaederkonfiguration gegeuliber spalten sich die sieben des

107) Hierzu und fiir die folgende Angabe vgl. Ill C 6, Nr. 38, (K6hn\ wo auch
die einschlagige Literatur angegeben ist.

108) F. Klein, Math. Ann. 14 (1879), p. 428. H. Weber, Algebra U (2. Aufl.

1899), 88, 133 ff. Vgl. IB 3f, Nr. 16, (Wiman\
109) 77. Weber, Algebra n, 82.
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andern Systems in drei und vier. Mit dreien hat die Konfiguration je

eine Ecke des Hauptdreiecks (und die zugehorige Gegenseite), mit den

iibrigen vieren je einen Fliichenpunkt B gemein. Zu jeder Oktaeder-

konfiguration gehort eiu Kegelschnitt x und auf diesem eine binare Okta-

ederkonfiguration. Die Eckenpunkte C und Flachenpunkte D derselben

sind vier- bzw. dreizahlige Pole der 6r
168

. Man bat 42 Punkte C,

56 Punkte D. Jeder Kegelschnitt x wird von drei Kegelschnitten

des andern Systems in einem Punktepaar C (und noch zwei andern

Punkten) geschnitten, yon den iibrigen vieren in je einem Punkte

paar D beriihrt. AuBer den Punkten A, B, C, D und den zugehorigen
Geraden besitzt die 6r168 noch 24 siebenzahlige Pole E, die mit den

zugehorigen Achsen e acht Dreiecke bilden. Es sind dies die Fun-

damentaldreiecke der acht Untergruppen 7. Ordnnng der 6r168 .

Es gibt eine Karve 4. Ordnung, die bei alien Operationen der

6r163 invariant bleibt. Hire Wendepunkte sind die Punkte E, ihre

Wendetangenten die Geraden e
y

ibre Doppeltangenten die Geraden b

und die Beriihruugspunkte dieser Tangenten die Punkte D 110
).

Die (irS60 ist der a^ternierenden Gruppe von sechs Elementen 1, ... 6

isomorph
111

),
ihre Operationen mogen deshalb durch die Substitutionen

dieser Elemente bezejchnet werden. Die zugeh5rige Konfiguration

wurde von F. Gerbaldi n2
) und W. Burnside us)

untersucht. Sie besteht aus

36 (innerhalb der ^860) gleichberechtigten Punkten A (Geraden a),

120 Punkten 13 (Geraden 5), 45 gleichberechtigten Punkten C (Ge

raden c).
Diese Elemente entsprechen den Diedergruppen der Ord-

nungen 2 5, 2 3, 2 4, die letzteren auch den Involutionen, also

Substitutionen von der Form (iJc) (Ini) (n) (j?). Es bilden A und c

eine (365 ,
454), B und c eine (1208 ,

45
8), C und c eine 454 . Die

150 Punkte B und Geraden I gruppieren sich zu 40 Dreiecken A.

Andere Inzidenzen linden nicht statt. Die 40 Dreiecke zerfallen in

zwei Systeme S, S zu je 20; nur die zu demselben System gehorigen

Dreiecke (bzw. ihre 60 Punkte oder Geraden) sind innerhalb der r860

gleichberechtigt. Die Dreiecke des Systems S aind die Fundamental-

dreiecke in den Operationen vom Typus (i-Tcl) (w) (n) (p), wahrend die

andern den Operationen (iJel) (tnnp) entsprechen. Die Konfiguration be-

eitzt ferner zwei Systeme U&quot;,
U von je 15 Hauptdreiecken, die von den

Element-en C, c gebildet werden. Zu einem Dreieck aus U gehoren

drei Involutionen (t fc) (lm) p (il) (km), (im) (kT), zu einem Dreieck aus

110) F. Klein, 1. c.
108

) p. 437 ff.

111) A. Wiman, Math. Ann. 47 (1896), p. 581.

112) Palermo Rend. 12 (1898), p. 23.

113) London Math. Soc. Proc. (2) 4 (1906), p. 54.
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Uf

drei Inyolutionen (t A;) (lm), (ik) (wjp), (Zw) (l&amp;gt;).
Wie bei der

Ikosaedergruppe, so teilt sieh auch bei der 6r360 das System der Ope-

rationen 5. Ordnung 144 an Zahl in zwei gleichgrofie Systeme T, T .

Die GSM enthalt zehn Gruppen 6r18 ,
die den zehn moglichen Ein-

teilungen von sechs Dingen in zwei Tripel entsprecnen. Die 6r360

enthalt ferner zwei Systeme J, I von je sechs Ikosaedergruppen. Die

Gruppen aus 1 erhalt man, indem man je eines von sechs Elementen

festhalt, die iibrigen den geraden Permutationen unterwirft; die andern

stellen sich als die sechs moglichen transitiven Gruppen der sechs

Elemente vom Typus dec Ikosaedergruppe dar. Die Konfiguration der

G860
enthalt demgemaB zehn 6r18-Konfigurationen und zwei Systeme von

je sechs Ikosaederkonfigurationen. Die Punkte A, B, C sind die Ecken-,

Flachen-, Kantenpunkte der Ikosaederkonfigurationen. Die 6r18-Konfigura-

tionen setzen sich nur aus den Elementen B, 6, C,c zusammen, wobei B
y
b

dieselbe Bedeutung wie Mher (p. 510, Z. 20) hat, (7, c aber die Stelie des

fruheren A, a vertritt. Die in den zehn 6r18-Konfigurationen auftretenden

10.- 4 Dreiecke A sind die 40 Dreiecke A der 6r360-Konnguration. Jede

(r18-Konfiguration enthalt zwei Dreiecke aus $, zwei aus S . Die in den

sechs Ikosaederkonfigurationen des Systems 1 (/ ) auftretenden 6 10

Punkte B und Geraden b sind die Elemente des Systems S (S ), je

zwei dieser sechs Konfigurationen haben immer eins der 15 Hauptdreiecke

des Systems U (U
1

) gernein, welches auch das gemeinsame Poldreieck

der zu den Ikosaederkonfigurationen gehorigen Kegelschnitte x darstellt.

Die sechs Kegelschnitte des Systems I (I*) schneiden sich in den 4-15

Punkten B des Systems S (S \ Die Punkte B sind zugleich die Flachen-

punkte der auf den Kegelschnitten x gelegenen binaren Ikosaederkonfigu

rationen. Die vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte desselben Systems
bezeichnen auf diesen regulare Tetraeder ( aquianharmonische Wiirfe).

Je zwei Ikosaederkonfigurationen verschiedener Systeme haben allemal

je einen Punkt A. die zugehorige Gerade a und die mit ^4.
v und a

inzidenten Geraden c und Punkte C gemein. Die zugehorigen Kegel
schnitte haben doppelte Benihrung. Im ganzen hat man 72 solche

Beriihrungspunkte D; es sind die Eckenpunkte der binaren Ikosaeder

konfigurationen auf den Kegelschnitten x 114
). Auf jeder Geraden a hat

man zwei harmonische Punktepaare A, durch welche ein drittes zu den

beiden ersten harmonisches Paar E bestimmt ist. Man hat 90 Punkte E.

Die Punkte A, B, C, D, E sind die samtlichen Pole der G860 .

Von einer ternaren Ikosaederkonfiguration ausgehend, welche 15

114) Das System der 2 - 6 Kegelschnitte x kommt schon 1882 bei F. Gerbaldi

vor, Torino Atti 17, p. 666.

Bncyklop. d. math. Wi*scuch. Ill 1 34
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Punkte C und Geraden c enthalt, gelangt man zur 6r860-Konfiguration wie

folgt: Man bestimme die Flachenpunkte der zngehorigen binaren Ikosa-

ederkonfiguration. Es seien Plf P2 die beiden Systeme von je fiinf regu-

laren Tetraedern, zu denen sich die 20 Flachenpunkte auf x anordnen

lasseii. Man betrachte die 5 4 Punkte des einen der beiden Systeme
als Ecken von fiinf vollstandigen Vierecken und bilde aus den Tan-

genten der 5 4 Punkte des andern fiinf vollstandige Vierseite. Dann

geben die Seiten der vollstandigen Vierecke und die Ecken der voll

standigen Vierseite die noch fehlenden 30 Geraden c und Punkte C.

Die Elemente A, B, a, b stellen die tibrigen Schnittpunkte der Ge

raden c und Verbindungsgeraden der Punkte C dar. Es lafit sich

daher jede Ikosaederkonfiguration auf zwei Arten zu einer 6rS60 &amp;gt;Kon-

figuration erweitern. Dasselbe gilt von der 6r18-Konfiguration
115

).

Die voile Pernmtationsgruppe der (r360-Konfiguration wird realisiert

durch die Kollineationsgruppe 6r360
== HQ ,

ein System H^ von Pseudo-

kollineationen, welche o mit o&amp;gt; vertauschen, ein System B%, welches

f mit s vertauscht, endlich ein System jff8 ,
durch welches sowohl o&amp;gt;

mit G)
r

als auch c mit s vertauscht wird. Jedes dieser Systeme um-

fafit 360 Pseudokollineationen. Entsprechend hat man neben einem

System K von 360 Korrelationen noch drei Systeme K19 Z&quot;a ,
JST8 von

je 360 Pseudokorrelationen. Die Operation 77 gehort zu JT
3

. Die

Systeme H -j- Hlf HQ + J72 ,
H + Hs stellen ausgezeichnete Unter-

gruppen der vollen Permutationsgruppe dar; die letzte ist der syrn-

metrischen Gruppe isomorph, indem sie die Ikosaederkonfigurationen

eines jeden der Systeme J, T auf alle Arten vertauscht. Durch H
t

und H2 werden die Systeme 7, / (und damit auch $, S
f

sowie U, U )

initeinander vertauscht, durch H und J78 die beiden Systeme T, T
von Operationen 5. Ordnung. Die Korrelationen vertauschen eben-

falls I und I.

15. Konfigurationcn aus endliehen Kollineationsgruppen: qua-

ternftres Gebiet. Nur einzelue der quaternaren Kollineationsgruppen sind

hinsichtlich der zugehorigen Konfigurationen naher untersucht worden.

Fiir die mit der symmetrischen Gruppe von 7 Dingen holoe-

drisch isomorphe Gruppe (34 \ von Kollineationen und Korrelationen hat

H. MascJiJce eine bemerkenswerte Konfiguration angegeben
116

).
Zu

der genannten Gruppe gelangte jP. Klein durch die Einfiihrung fiber-

zahliger Linienkoordinaten, welche den beiden Bedinguugen x
{
= 0,

____________ i =

115} Von der 6rlg
-
Konfiguration ausgeheud gelangt W. Surnside zur

r,60
-Konfiguration, 1. c.

118
).

116) Math. Ann. 36 (1890), p. 190.
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,* genugen (s.
Enz. IB3f., Wiman, Nr. 19). Die geraden Per

mutationen der 7 Koordinaten stellen Kollineationen, die ungeraden
Korrelationen dar. Die Zahlen 3

7 17, 17, 17, 17 , 17 , 77 ,
wo

77 dieselbe Be-

deutung wie in Nr. 14 hat, stellen die Koordinaten einer Geraden dar.

Dieselbe wird durch die Operationen von GI\ in 140 Geraden (Haupt-

geraden) ubergefuhrt. Es gibt 120 Punkte (Hauptpunkte) und 120

Ebenen (Hauptebenen), die mit je 7 Hauptgeraden inzident sind; mit

ihnen sind alle Schnittpunkte und Verbindungsebenen von Haupt

geraden erscbopft. Die Haupt-Punkte, -Geraden und -Ebenen bilden

eine Konfiguration (1207

21
,
140

6

6
,
120

2\) ;
deren Punkte und Ebenen

durch die 6r7! samtlich untereinander vertauscht werden. Jede Kon-

figurationsebene wird durch die 21 in der GI\ enthaltenen Nullsysteme
welche den Vertauschungen je zweier Koordinaten entsprechen

in die mit ihr inzidenten Hauptpunkte iibergeftihrt. Die 6 mit einer

Konfigurations-Geraden inzidenten Punkte (Ebenen) bilden einen be-

stimmten projektiven Wurf, sie gruppieren sich in zwei Tripel AlA^A^
B^Bz und drei Paare A^i = 1, 2, 3) derart, dafi A

t
Bt und AkB{

einander harmonisch trennen 117
).

Die 120 Hauptpunkte liegen ferner

zu je dreien auf 840 Geraden (Nebengeraderi), durch jede derselben

gehen zugleich drei Hauptebenen. Die Haupt-Punkte und -Ebenen

bilden mit den Nebengeraden eine Konfiguration (120fJ, 8403
8
, 120*J).

Ein anderes zur GI\ gehoriges Geradensystem betrachtet E. Meyer
11
*) ,

es sind die 720 Geraden g, deren Koordinaten eine Permutation der

/ 9*i\

Werte y*U 0, 1, . .
., 6, y = e~r) darsteUen. Es gibt 120 Tetra

eder, deren Kanten von Geraden g gebildet werden. Jede Gerade g
kommt in einem Tetraeder vor, und es gruppieren sich daher diese

Geraden in 360 Paare von Gegengeraden, welche als Gegenkanten in

einem Tetraeder aufkreten. AuBer den Tetraeder-Ecken und -Ebenen

gibt es noch 840 Punkte P und ebensoviele Ebenen it, welche mit

je drei Geraden g inzident sind. Jede Gerade g ist entweder mit 7

Punkten P und keiner Ebene n (Gerade erster Art) oder mit 7

Ebenen n und keinem Punkt P (Gerade zweiter Art) inzident. Zwei

Gegengeraden sind stets von verschiedener Art. Daher enthalt jedes

Tetraeder eine ausgezeichHete Ecke, deren drei Kanten von derselben

117) Maschke bezeichnet einen eolchenWurf als metharmonisch. Wenn man
einem von 2 regul^ren Dreiecken und 3 Quadraten begrenzten Prisma die Kugel
umschreibt und ihre Punkte, vie ublich, als komplexe Zahlen deutet, so geben
die 6 Ecken dee Prismas den methannonischen Wurf; 1. c.

118
) p. 201 Anm.

118) Math. Ann. 66 (1908), p. 299.

34*
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Art sind. Eine genauere Untersuchung zeigt, daB sie von der zweiten

Art sind, und die der Ecke gegenuberliegende ausgezeithnete Flache

des Tetraeders enthalt denigemiiB drei Geraden erster Art. Die aus-

gezeichneten Ecken und Ebenen der 120 Tetraeder sind mit den

Haupt-Punkten und -Ebenen Masckkes identisch.

Eine aus der Gruppe von 25920 = 3-40.216 Operationen
u9

)

entepringende Konfiguration hat A. Witting untersucht 120
).

Die Gruppe
besitzt 40 gleichberechtigte Untergruppen der Ordnung 3-216. Bei

jeder derselben bleibt ein Punkt A und eine Ebene a fest. Es gibt

90 Geraden g, dercn jede mit vier Punkten A und vier Ebenen a

inzident ist, und die einander paarweise zugeordnet sind. Die Punkte A,
Ebeuen a und Geraden g bilden eine Konfiguration (4012

9
,
904

4
,
409

12
).

Es gibt kerne andere Konfiguration mit diesem Symbol. Die zu einer

Ebene gehorige Untergruppe der Ordnung 3 216 enthalt drei Ope
rationen (einschl. Identitat), bei denen jeder Punkt von a fest bleibt.

Die genannte Untergruppe ergibt daher fur a eine ternare 6r216 . Die

zugehorige Konfiguration (123 ,
94) wird von den in a gelegenen Kon-

figurationselementen gebildet. Die Konfiguration (401S
9

&amp;gt;

904
4
7
409

12
) besitzt

240 Diagonalen d, jede von ihnen ist mit zwei Punkten A und zwei

Ebenen a inzident. Die Elemente A, cc, d sind Ecken, Flachen und

Kanten von 40 Tetraedern T. Ecken und gegentiberliegende FJachen

sind zugeordnete Elemente der Konfiguration. Die Flachen eines solchen

Tetraeders enthalten samtliche Konfigurationspunkte. Man kann so ver-

fiigen, daB eins der Tetraeder Koordinatentetraeder wird und die

iibrigen Konfigurationspunkte und -ebenen die Koordinaten (0; $2, 3 , 4),

(f1 , 0, s ,
*4), (-- 1? 2 , 0, J, ( t , 2 , 3 , 0) erhalten, wo fur sl9 8 , 4

beliebige (gleiche oder verschiedene) dritte Einheitswurzeln zu setzen

sind. Je zwei zugeordnete Elemente A, a haben dann konjugiert-

komplexe Koordinaten.

119) IB3f, Nr. 28, (Wimari).

120) Dissertation, GSttingen 1887, Math. Ann. 29 (1886), p. 168.

(Abgeschlossen im April 1910.)
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I. Ziele, Orundlagen nnd Methoden.

1. Gecmetrisohe Zeichen- uad Bilderspraohe. Bestimmung der

Lage, Gestalt und Grofie der Gebilde. Die darstellende (beschreibende

oder deskriptire) Geometrie lehrt geometrisclie Gedariken durch gra-
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phiscJte oder plastische Bilder ausdriicken. Sie umfafit die den geo-

metrischen Begrifien selbst entnommenen Mittel zur Bestimmung der

Lagcbezidiungen zwischen den geoinetrisehen Elementen, der Gestalt

und Grofie der aus ihnen erzeugten hoheren Gebilde oder Figuren.

Sie ist also furs erste, wie jede Sprache und Schrift, ein Verstan-

digungsmittel im geistigen Verkehr. Sie war und ist im besonderen

die Weltsprache der Ingenieure. Als eine rein geometrische Zeichen-

sprache
1

) aber bildet sie die Erganzung der arithmdischen Sywbolik

oder Formelsprache. Ihre Entwicklun^sgeschichte fiinrt uns weit zu-

riick bis zu den ersten Anfangen menschlicher Kuitur. Denn erst

der Versuch, Dinge abzubilden oder abzuzeichnen und primitive Ab-

bildungen symboliscn zu gebrauchen, liefi die Schrift entatehen, wurde

der Ursprung der bildenden Kunste und in Verbindung mit dem Be-

griffe des MaBes die Grundlage der Geometric.

2. Korrespondenz zwiseken Begriff und Zeichen. Original und
Bild. Soil die darstellende Geometric nicht blofie Zeiihenkunst bleiben,

sondern eine Wissensduifi sein, so muB sie das wesentliche Erfordernis

einer Bcyriffssdirift erfiillen. Zwischen ihren Zeichen und den Be

griffen oder Beg-riffsverkniipftinyen-, die sie bedeuten
;
muB eine ein-

deutige, wechselseitige Korrespondenz*) besteheu. Man muB also nicht

nur von deni darzustellenden Gegenstande ?
dem Original, nach genauer

Vorschrift, die auf der Definition des Objektes fuBt, zu seinem Bilde

tibergehen konnen, eondern auch umgekehrt aus dem Bilde nnzwei-

deutig auf die geometrischen Eigenschaften des Originales und auf

seine Lagebeziehungen zu anderen Objekten zuriickschlie^en konnen.

Der bildenden Kunst, die sich mejst nur auf die individuelle Be-

obachtungsgabe verlaBt nnd sich nur selten auf wissenschaftlich be-

grundete Darstellungsregeln stiitzt, stehen Freiheiten zu, weil sie iiber

komplementare Ausdrucksmittel verfugt, die der Wissenschaft fremd

sind. Sie lafit uns die Eigenscbaften des Gegenstandes aus dem
Bilde mehr erraten als erschlieBen. Dem sprachlichen AusdrncJc mathe-

matischer Gedanken gegenuber besitzt das exakte graphische BUd den

Vor&ug fast unmittelbarer Verstandlichlteit. Dies hat von jeher wissen-

schaftliche Schriftsteller veraniaBt^ dem Texte ihrer Werke erlauternde

Figuren beizufiigen. Freilich miissen diese, um ihren Zweck zu er-

fiillen, den Regeln der Zeichenkunst auch wirklich entsprechen. Hinter

1) E. Papperitz^ Uber die wissengchaftliche Bedeutung der darstellenden

Geometrie und ihre Entwicklung bia zur gyetematischen Begrundung durch

G. Mongt, Freiberg 1901.

2) G. Loria, Yorlesungen fiber darstellende Geometrie, deutsch von Fr. Schtitte,

1, Leipzig 1907, p. 1.
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der Bezeichnang ,,schematische Figur&quot; verbirgt sich zuweilen der

Mangel an deskriptivem Konnen. Hiermit soli nicht bestritten werden,
daB schematische Andeutungen wegen Hirer tfbersiehtlichkeit haufig

zweckentsprechend sind.

3. Die darstellende Geometric als angewandte imd als de-

duktive mathematische Wissenachaft. Bisher ist die darstellende

Geometrie nur im Hinblick auf ihre Anwendbarkeit gekenn-
zeichnet worden. Darn it ist ihr Zweck und ihr Wesen nicht er-

schopft. Seit G. Monge (1746 1818) seine ,,Geometrie descriptive&quot;

veroffentlichte 8
), hat sie sich zu einer selbstandigen niafhematisclien

Wissenschaft entwickelt. Diese Disziplin liefert uns nicht nur pra-

gnante und exakte Ausdrucksmittel fiir geometrische Begriffe, Opera-
tionen und Satze, sondern gewahrt uns auch einen klaren Einblick

in den organischen Aufbau, die Struktur der geometrischen Gebilde.

Die ihr eigenen Transformationsgruppen lassen uns den gesetzmafiigen

Formenwandel der Raumgebilde, ihre invarianten Eigensdiaften ,
ihre

inneren Verwandtschaften und ihre Abstammung von gewissen ein-

fachen Urformen erkennen. Und so gut man ,,im Kopfe&quot; rechnen,

dberhaupt in irgendeiner Sprache denken kann, ohne die Gedanken

schriftlich zu fixieren oder auszusprechen, so kann man auch die geo

metrischen Operationen ohne Zeichenblatt und Stift rein in Gedanken

vollziehen und dabei geometrische Begriffe durch andere abbilden oder

darstellen. In diesem Sinne wird die deskriptive Geometrie ein Mittel

zur Erforschung mathematischer Wahrheiten. Weil also ihre Me-

thoden uns befahigen, Satze abzuleiten und zu beweisen, ist sie nicht

bloB eine angewandte mathematische Disziplin, sondern reiht sich den

deduktiven Wissenschaften ebenbttrtig ein.

Ahnlich wie eine Sprache die Laute zu Silben und Wortern, die

Worter zu Satzen und diese zu Gedankenreihen vereinigt und dies

alles mittels der Schrift symbolisch wiedergibt, verfahrt auch die

darstellende Geometrie. Sie geht davon aus, fQr die geometrischen

Elemente, also fiir Begriffe, einfache, graphisch wiederzugebende Zeichen

einzuffthren, die jene vertreten und niit ihnen in einer umkehrbar

eindeutigen Korrespondenz stehen. Wir wollen sie Chardktere nennen.

Sie verbindet die Charaktere durch wohldefinierte Operationen , ge-

langt so zur Alfoildwng zusammengesetzter Raumgebilde und zur Icon-

struhtiven Losung geometrischer Aufgaben. Schliefilich entwickelt sie

3) Lemons donn^es a 1 Scole normale, publics d abord en feuilles, d aprfea leg

etenographea. Journal dea 6coles noimales, I IV, Paris 1795. In Buchform zu-

erst 1798 erachienen.
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zusammenhangende Darstdlungsmdhoden, die ebenso gut rein geo
metrischen Untersuchungen wie praktischen Anwendungen dienen und

sich den verschiedenen Zweckeii anpassen konnen.

4r. Die graphisehen Charaktere, Die Cfaraktere sind nickt wili-

kiirlich erfundene graphische Zeichen, deren Bedeutung auf einer still-

schweigenden &quot;Dbereinkunft oder auf ausdriicklicher Festsetzung be-

ruht 4
),

sondern sie haben in gewissem Sinne einen naturlichm Ur-

sprung, und ihre Bedeutung drangt sich uns unraittelbar auf, well ihre

ErscJieinungsform die V&rsteUung der wesentlichen Merkmale jener ab-

gtrakten, intuitiven Begriffe erweckt, die sie vertreten. Sie wirken

auf uns ahnlich wie ein Portrat, das die lebendige Erinnerang an die

seelischen Eigenschaften der dargestellten Personlichkeit hervorruft.

Die realen graphisehen Bilder sind mit den idealen geometrischen

Origincden nicht identisch, aber sie
,.gleichen&quot; ihnen, sofern die geistigen

Eindriicke, die wir von beiden empfangen, in wesentlicben Eigen-

schaften iibereinstimmen. Solche Abbildungen konnen nikonische&quot;

(slx&v, Bildnis) genannt werden. Auf ihrer Anwendung beruht die

anschauliche Deuttichkeit und UbersichUicfikeit der Verfahren und der

Ergebnisse der deskriptiven Geometrie. Indessen werden auch ,,ani-

konische&quot; Charaktere beniitzt, z. B. in der Cyklographie (Nr. 45).

Wie jeder Matnematiker numeriscb und symbolisch rechnen

konnen muB, um analytisch zn denken, muB er auch ,,geometrisch

schreiben, lesen, rechnen^, d. h. zeichnen, Zeichnungen verstelwn und

konstruieren lernen, bevor er dahin gelangt ,,geometrisch zu denken^.

Dies zeigt auch die Geschichte der Mathematik; denn aus der Blute

der darsteUenden Geometrie hat sich als reife Frucht die neuere syn-

thetische Geometrie, die Gtometrie der Lage entwickelt. Gleichzeitig

ist aber hiermit die hohe erzieherische Bedeutung unserer Disziplin

gekennzeichnet, die schon von G. Monge
5

)
betont wurde, die heute

allgemein anerkannt wird 6
), und die darin besteht, daB sie das. wirk-

4) Letzteres gilt schon von den ,,naturlichen
u

Zahlzeichen, in erhohtem

Mafie aber von den Mkun8tlichen
u

Zahlzeichen, der Ziffernachrift und der arith-

metischen Symbolik, (I A 1
, Grundiagen dex Arithmetik, Schubert). Aber auch

hier Ia6t sich ein Grondsatz erkennen. Wie sich die logische Entwicklung der

aritlimetischen Operationen nach dem ,,Prinzip der Perraauenz formaler Gesetze&quot;

(H. Hankd, Theorie der komplexen Zahlensysteme, Leipzig 1867, p. 10) richtet,

so konnte man bei jeder Art mathematischer Symbolik von einezn ^Prinzip der

Konsequenz in der Bezeichnungsweise
u

sprechen.

6) Geometrie descriptive, 1798, p. 105.

6) F. Klein hat in einer akademischen Rede (Leipzig 1880) ausgegproclien :

,,Ist es nicht eine ebenso wnrdige Aufgabe der Mathematik richtig zu zeichnen,

wie die, richtig zu rechnen?&quot; Zeitschr. f. math.-nat. Unterricht 26, 1896, p. 634.
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samste, vielleicht das einzige Mitbel bildet, um die geometrisclie Vor-

stettungskraft zu beleben, zu entwickeln und zu echulen 7
).

5. Die Entstehnng und die Darstellung geometrisoher Gebilde.

DaB die darstellenden Geometer der Erzeugung raumlicher Figuren
aus einfachen Elementen, etwa durch geregelte Bewegung von Punkten,

Geraden, Kreiseo, Ebenen, Kugeln usw., oder ihrer Ableituitg aus be-

kannten Formen durch Transformationen, Verwandtsckaften die ein-

gehendsten OuterBuchungon widraen, hat einen natiirlichen Grund.

Die geometrische Definition einer Figur ist ja eine begriffliche Be-

schreibung, die implicite das Gesetz der Entstehinig ausspricht. Um-

gekehrt, die genaue Angabe seiner Erzeugwig gibt nicht nur eine zu-

reichende Definition des Gebildes
?
sondern weist uns auch den besten

und nachsten Weg zu seiner graphischen Beschreibung oder DarsteUung.
Hat man z. B. denniert: Ein Kreis ist der Ort aller Punkte in der

Ebeue, die von einem gegebenen Punkte gleich entfernt liegen, so

hat man echon die Existenz des Kreises behaaptet und die Hypothese

gemacht, dafi es moglich sei
;
mit einem geeigneten Instrument, dem

Zirkel, einen Kreis zn konstruieren oder zu zeichnen.

6. Das Konstruieren, Konstruieren heifit aus gegebenen Ele-

menten durch geometrische Operationen gesuchte Elemente ableiten.

Begrifflich kann man in jedem Raume konstruieren, praktisch nnr im

Raume von drei Dimensionen. Die wirHicke Ausfukrimg raumlicher

Komtruktiomn kouimt ftir die darstellende Geometrie bei der Her-

stellung von Modetten und bei der kinematiscfmt DarsteUung von

Raumfiyuren (III AB 6, Anhang, Papperitz) in Betracht. Die wich-

tigste Art des praktischen Konstruierens ist das Zeichnen.

Das geometrische Zeichnen setzt als Operationsfeld eine bestimmte

Zeiclienfldclte oder Tafel voraus und erfordert weiter, dafi man auf

dieser gewisse Arten von Linien nach genauer Vorschrift beschreiben

kann (daher: ,,Lineartseichnen&quot;). Man kann in dem zweidimensionalen

Gebiete die zeichnerischen Operationen auf ein Gebiet von einer

Dimension, z. B. auf eine Gerade, einen Kreis oder eine andere krumme

Linie, einschranJcen. Im Raume aber kann man mit den gewohnlichen
Hilfsmitteln nichfc zeichnen. Als Zeichenflaclie dient fast immer eine

Ebene, selten und nur bei besonderen Anlassen eine Kugel, ein Zylinder

Vgl. P. Stacked Angewaadte Mathematik und Physik an den deutschen Universi-

taten, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. XIH, 6, 1904. W. Fiedler, Die darstellende

Geometrie in organischer Yerbindung mit der Geometrie der Lage, 3. Anfl., 1883,

Vorrede p. Yin.

7) Rohn und Papperitz, Darstellende Geometrie, 8. Aufl., 1906, Einleitung.
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oder eine andere krumme Flache. Wir sprechen hier nur vom Zeichnen

in der Ebene.

7. Postulate der Konstrnktion. Die konstruktive Losbarkeit

geometrischer Aufgaben haugt von der Erfullung gewisser Bedingungen
ab. Theoretisch lassen sick diese als Postulate der KonstruMion fonnu-

lieren, praktisch lauft dies darauf hinaus, die noticendiyen, bzw. zu-

lassigen Werkzeuge des Geometers und die mit ihnen ausfiihrbaren

Grundoperationen&amp;gt; systematisch aufzuzahlen. Nach G. Loria*} geniigt

es folgende Aufgaben losen zu konnen.

In der Ebene:

1. Zwei gegebene Punkte durch eine Gerade zu yerbinden.

2. Den Schnittpunkt zweier Geraden zu finden.

3. Einen Kreis zu beschreiben, dessen Mittelpunkt und Radius ge-

geben ist.

Im Ranme:

1. Durch drei gegebene Punkte (oder einen Punkt und eine Gerade)

eine Ebene zu legen.

2. Den Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene zu finden.

3. Die Schnittlinie zweier Ebenen zu linden.

4. Eine Kugel zu beschreiben, deren Mittelpunkt und Radius be-

kannt ist.

Da aber streng genommen nur in der Ebene diese Postulate er-

ftlllt werden konnen, im Raume nicht, so bildet es, wie schon Monge

dargelegt hat 9
),

die Hauptaufyabe der darstdlenden Geometric: die im

Eaume unmoglichen Konstruktionen auf die in der Ebene ausfiihrbaren

suruckzufiihr&i. Man erkennt sofort, daB in dem obigen System von

Postulaten der Punld ron Anfang an als ein deskriptiv bestimnibares

Element angesehen wird. Will man sich auf den Standpunkt stellen,

in der darstellenden Geometrie die Gerade oder den Kreis, oder beide

als primdre Elemented} zu betrachten, den Punkt aber, weil er zu-

meist graphisch durch den Schnitt von Linien bestimmt wird, als

8) Vorlesmigen fiber daratellende Geometrie, deutsch von Fr. Schtitte, I.

Leipzig 1907, p. 1.

9) Geometrie descriptive, 1798, I, 1.

10) W. Fiedler betont gegeniiber Monges AnfTassung der Grundprobleme :

,,daB die Bestimmung der geraden Linie und nicht die des Punktee das Ur-

sprungliche in ikrer Entwicklung sein musse.u t)ber das System in der

darstellenden Geometrie, Zeitsch. Math. Phys., 8, (1863), p. 144 f. und Dar-

stellende Geometrie in organiacher Verbindung mit der Geometrie der Lage I,

Vorrede, 1883.
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sekundares Element, so wird eine andere Anordnung der Postulate

notwendig. Zugleich 1st die Frage aufzuwerfen, ob es nicbt notig

sei, jene Postulate zu erganzen, etwa indem man als losbare Aufgaben

binzufiigt:

In der Ebene:

4. Die Scbnittpunkte einer Geraden und eines Kreiees oder zweier

Kreise zu finden.

Im Raume:

5. Die Sehnittpunkte einer Geraden mit einer Kugel zu finden.

8. Die Werkzeuge des Geometers. TJnter den deskriptiven

Werkzeugen stehen der Zirkel und das Lineal in erster Eeihe. Beide

sind alt, und man kann nichts Bestimmtes dartiber sagen, wann und

wo sie eingefuhrt worden sein mogen. Auch welcher Art diese In-

strumente urspriinglich waren, laBt sicb aus den sparlicben Nacb-

ricbten schwer erkennen 11
).

Ware der Erfinder des Zirkels bekannt,

so muBte ibn die Gescbicbte der Matbematik an rtibmlieber Stelle

nennen. Dafi aber diese beiden Instrumente scbon in vorcbristlicher

Zeit allgemein bekannt \raren, gebt daraus hervor, daB M. Vitruvius

Pollio die zu seiner Zeit (um 10 v. Cbr.) bekannten Darstellungsver-

fahren als wcircini regulaeque modice continens usus&quot; bezeicbnet 18
).

Der Zirkel (circinus, compas) gilt, namentlicb in seiner beutigen,

vollkommenen Form, als ein Instrument, mit dem sicb sebr genau
konstraieren laBt.

11) Im Altertum scjbeinen die Handworker etatt des Lineeds die Jiichtschnur

(xuvmv, fffafl-fwj) benfitzt zu haben, wie es hente uoch die Zimmerleute und Stein-

metzen tun. Dies ist eine an beiden Enden festgehaltene ,
mit Rdtel, Kreide

oder dergleiohen gefSrbte Schnur, die angespannt und wieder losgelassen die ge-

wollte gerade Linie auf einer ebenen FIS-che abzeichnet. Der deutache Haudwerke-

naiae dafur ist ,,Schmitze
u

. Statt eines eigentlichen Zirkel* haben sich die Alien

eiuer Vorriehtung (#ta/?j/T7jg, t6yi&amp;gt;og) bedient, die zuerst aus einem Einsatzstifbe

und einem mittels einer Schnur daran befeatigten Zeichenstifte besta,nden baben

mag (franz. simbleau). Diese Art einen Kreis zu beachxeiben, bildete offenbar die

Vorlauferin der Fadenkonstruktion einer Ellipse. Zum gleichen Zwecke bediente

man aich wohl auch einer Mefikette, eines Zirkels mit konstanter SchenkeWffnung,

eines Stredcenubertragers oder Eichmafes (vgl. J&amp;gt;. Hilbert, Grundlagen der Geo-

metrie, 2. Aufl., Leipzig 1903). tlbrigene scheint man in fruheren Zeiteu oft in

Ermangelung vollkommenerer Zeicbenmittel Punkte durok Einstechen einee

spitaen Instruments, Linien durch Einriteen in die Zeicbenflache dargestelit zu

haben, wie es hawdwerksmaCig nock heute vorkommt. Daraua erkl&ren sich

Ausdrucke, wie ,,aufreiBeD.&quot;, ,,RifitN ,,Rei6zeug&quot; usw.

12) M. Vitruvius PolUo, De architectura libri decem I, 2. Auegabe von

V. Rose, Leipzig 1899, p. 10.
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Das Lineal oder Eichtschett (regula, regie), das in seiner Zieh-

kante eigentlich nur das Modell einer geraden Linie vorstellt, gilt

mit Recht, und zwar aus technischen Grtinden, fur weniger genau.

Aber keine mechanische Erfindung, die zur exakten Geradfuhrung

eines Punktes dienen kann (wie etwa der Peattcelliersch^ Inversor)

hat in der Praxis das altbewahrte, handliche Instrument verdrangen

konnen. Wenn Euldides definiert: die Gerade ist eine Linie, die in

bezug aul ihre Punkte gleichmaBig ($; faov) liegt (III AB 1, Prinzipien

der Geometric, Enriques, Nr. 8), so darf sich dies der Zeichner dahin

auslegen, dafi es gleichgiiltig ist, von welcher Seite und mit welchem

Teile er an zwei gezeichnete Punkte die Kante eines guten Lineales

anlegt, um die Verbindungslinie zu ziehen (Linealprobe). Um gerade

Linien auch unter anderen Bedingungen leicht zeichnen zu konnen,

benutzt der Geometer das Lineal jetzt fast ausschlieBlich in der Form

des Zeichendreiecks.

Das ZeichendreiecJ: oder Wirikelsckeit (equerre) ist rechtwinklig.

Es ist aus dem Modell eines rediten Winkels (Winkelmafi, norma)

hervorgegangen. Seine spitzen Winkel messen gewohnlich beide 45,
oder der eine 30, der andere 60 13

). Verfugt man iiber zwei Zeichen-

dreiecke, so kann man nicht nur Parallelen, sondern auch Normalen

zu einer gegebenen Geraden zeichnen, indem man die Hypotenuse des

einen Dreiecks langs einer Kante des anderen verschiebt und die Ka-

theten als Ziehkanten bentitzt. Der rechte Winkel mufi bei seiner

Verdoppelung durch die Umwendung des Winkelscheits den gestreckten

ergeben (Winkdprdbe). Bei technischen Zekhnungen, in denen vor-

zugsweise das Grand- und Aufrifiyerfahren angewandt wird, bedient

man sich oft der Reifischiene (ein Lineal mit zur Ziehkante recht-

winkligem Anschlagbrett, also eine besondere Art Winkelscheit). Ihr

Gebrauch setzt voraus, daB das Reifibrett zwei zueinander rechtwinklige

Kanten zum Anlegen habe.

Erfindungsgeist und Prazisionsmechanik haben zahlreiche, fur

spezielle Zwecke wertyolle, im allgemeinen aber fur den Geometer

entbehrliche Zeicheninstrumente hinzugefiigt, auf die an dieser Stelle

nicht naher eingegangen wird 14
).

Lineal und Zirkel aber bleiben die

13) Bei E. Sings ,,Kreiswinkel
u

, der die graphische Rektifikation und Qu-
dratur des Kreises erleichtert, verhalt sich die langere Kathete zur Hypotenuse
wie ^}/n zu 1. Vgl. A. zur Megede, Wie fertigt man techniche Zeichnungen?
Berlin 1894, p. 59.

14) Parailelenlineaie, Fluchtschienen; Strecken-, Winkel- und Dreiecks-

ubertrager; Proportionalzirkel, Strecken- und Winkelteiler ;
lineale MaBst&be,

Teilkreise und Nonien; Kurvenzirkel
, Storchschnabel, Pantographen und Per-

spektographen usw. (UIAB6, Anhang, Papperitz).
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Hauptinstrummte des Geometers. Die jetzt allgemein gebrauehlichen

Winkelscheitc darf man den Linealen zurechnen. Insofern die dar-

stellende Geometrie sich nicht allein mit Lageziehungen, sondern aueh

mit der Bestimmung Ton GroBenverhaltnissen der Objekte beschaftigt,

beniitzt sie Mafistabe verschiedener Art; genauer ausgedriickt: sie

bildet sich Mafistabe, denn jede Maftangabe erfolgt auf deskriptivem

Wege. Die MaBstabo selbst und die zuhlreichen Instrumente, an

denen sie eine we ksentliclie Rolle spielen, sind daher nicht unter die

urspriinglichen Werkzeuge des Geometers zu recbnen.

Gmndsatzlich wird man die Ausivahl unter den Werkzeugen nicht

ohne zwingenden Grund vergroBern; dagegen ist zu untersuchen, in-

wieweit man sich Beschrankungen auferlegen kann. Man kann ledig-

lich den Zirkel zur Konstruktion beniitzen, wie L. Mascheroni (1750

1800) darlegt
15

).
Das Lineal allein reicht nicht fur alle Zwecke

aus; man muB nach J. Sterner (1796 1863) noch wenigstens einen

Kreis zu Hilfe nehmen konnen 16
).

Eine Konstruktion mag homogen,
und zwar linear oder jsirhdar heiBen, wenn sie sich nur eines Instru-

mentes, entweder des Lineals oder des Zirkels bedient 17
).

Die kano-

nischen oder Massischen Konstruktionen beniitzen nur diese beiden

Werkzeuge; die modtrnen auBerdem die Winkelscheite.

9. Die Einfaohheit graphischer Konstruktionen. Operations-

systeme. Geometrographie. Wir wollen die unter gegebenen Voraus-

setzungen moglichen Konstruktionen hier nicht im Sinne der Prinzipien-

lehre (III AB l;jKnriques) erortern, sondern ihre graphische Ausfilhrbar-

keit mit gegebenen Instrumenten und unter gegebenen Bedingungen ver-

folgen. Dies ist unerlaBlich, um die Yersuche zur Beantwortung der von

J.Steiner
1

*) aufgeworfenen Frage zu wurdigen: Auf welche Weise jede

geometrische Aufgabe, theoretisch oder praktisch, am einfachsten,

genauesten oder sichersten konstruiert werden konne, und zwar:

1) welches im allgemeinen,

2) welches bei beschrankten Hilfsmitteln, und

3) welches bei obwaltenden Hindernissen das zweckmafiigste

Verfahren sei&quot;.

15) Geometria del compasso, Pavia 1797, nen herausgegeben von (?. Fazzari^

Palermo 1901, deutech \on Gruson, Berlin 1825.

1C) Die goomefcrisehen Konstruktionen
, ansgefunrt mittelst der geraden

Linie und einea festen Kroises, Berlin 1833 -= Werke 1, p. 461 = Ostwalds

Klaaaiker 60. Vorher: J. B. Benedicti, resolutio omnium Euclidis problematum
una tantummodo circini data apertura. Venedig 1553.

17) Im algebraischen Sinne unteracheidet man konetruktive Aufgaben ersten

und zweiten Grades.

18; A. a. 0. (s. Anm. 10), p. 89.
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Chr. Wiener (1826 1896) sucht einen MaBstab fur die Einfacli-

heit der Konsiniktionen zu gewinnen, indem er an verschiedenen Stellen

seines Hauptwerkes
1

*) die zur Losung einer Auigabe erforderlichen

Operatiwwi abzahlt. Dabei wird von einer Bewertung der einzelnen

Operationen zwar noch nicht gesprochen, aber doch bereits erwahnt,

daB der notwendige Wechsd der Instrument* nicht belanglos ist.

E. LemoweK ) unternahm es seit 1888, von E. Bernes und (r. Tarry

unterstiitzt, die schwierige Frage durch systematise Zerglkderung der

KonstruHionen zu losen. Sein Vorgeben bat sehr anregend auf die

darstellenden Geometer gewirkt, aber sein System, das auf einer sym-
bolischen Bezeichnung und Bewertung der graphisclien Operationen

beruht, ist, wie er selbst zugibt, nock verbesserungsfahig, und zwar

offenbar deshalb, weil die grundlegenden Annahuien nieht frei von

Willkiir sind 21
). Nimmt man aber dieses geometrogmphische System

(oder ein abnliehes) als zweckdienlich an, um die Einfachtieit einer

Konstruktion zu beurteilen, so muB man zugleich sagen, daB es fur

sich allein nicbt hinreicht, um ibre Geuauigkeit abzuschatzen. Hierzu

kann nur in einer 21i-eorie der graphisc/ien Konstmldiomfehler und in

der Anwendung der Prinzipien der Wahrsclmnlich~keiisrechnung (I D 1
7

Czaber) die rationelle Grundlage gefunden werden.

Die deskriptiven El^mentaroperatio-nen bestehen darin, Punkte
f

Gerade und .Kreise durch f/raphische Charakiere zu fostimmm, und

zwar a) iviUkurlich oder b) unter gegefanen Bedingungen, d. b. aus

gegebenen Charakieren. I.etzteres erfolgt durcb Herstellung der ver-

einigten Lage der Charaldere (Koinsidenz, Verbitidung und ScJmiU der

Elemente). Jede Operation umfaBt die zu? Herstellung eines graphi-

scben Zeicbens erforderlichen Manipulationen an und mit den Werk-

zeugen. Es empfiehlt sich aber nicbt, die Haridhabung der Werk-

zeuge selbst, deren Erfolg von der Greschicklichkeit, Scharfsichtigkeit

und Sorgfalt des Zeicaners abhangt, zu analrsieren. Ebensowenig ist

bier auf eine Priifung der technischen Vollkommenhe.it und der Trag-
weite der Instnimente einzugehen. Es handelt sich zunachst nur um
die Frage: Kann man die Konstruktionen nach dem Grade ihrer Ein-

faclihett systematisch einteilen? Daran schlieBt sich die von der

ersten vollig verschiedene Frage nach der Genauiykeit des Ergebnisses.

19) Lehrbuch der clarstellenden Geometric, Leipzig I, 1884. II, 1887.

20) Ge&quot;ometrographie, ou Tart, des constructions geom^triquea ,
Paris (Sci

entist 18) 1902.

21) jR. Mebmke. Bemerknngen sur Geometrographie v. M. E. Lemoine,

Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 12, (1903), p. 113. Vgl. E. Gtintsche, Zu Herrn

E. Mehmkes Bemerkungen uaw., ebenda p, 289.

Encjkiop. d. math. Wiasensch. Ill 1. 36
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SchlieBt man sich dieser Auffassung an, so kann man die Ope-
rationen nach der Zahl der zu erfullenden graphischen Bedingungen

abstufcn. Die Abzahlung der Bedingungeii brauc it nicht von ihrer

analytischen Formulierung auszugehen, muB aber mit ihr im Einklang
stehen und auf das Prinzip der DuuHiiat Riicksicht nehmen. Sie muB
auch der Zahl der in einer Aufgabe verfugbaren Konstanten uud

ebenso der Zahl der far die Ausfiihrung zu erwartenden Fehlerkompo-
nentcn entsprechen. Der Versueh, nach diesem Gesichtspunkte die

Operationen zu ordnen, ffihrt zu folgeiider Ubersicht 23
):

Graphische Elementaroperationen.

A. 0. Stufe:

willkiirlich einen Punkt zeichneu;

willkiirlich erne Gerade zeichnen;

x willkiirlich einen Kreis zeichnen.

B. 1. Stufe:

1 willkiirlich einen Punkt auf eine gegebene Linie setzen;

j
willkiirlich eine Gerade durch einen gegebenen Punkt oder in

einer gegebenen Richtung ziehen;

x
t

willkiirlich einen Kreis um einen Punkt einer gegebenen Linie

oder durch einen gegebenen Punkt beschreiben.

C. 2. Stufe:

tfs den Schnittpunkt zweier gegebenen Linien finden;

2
die Gerade ziehen

?
die durch zwei gegebene Punkte oder durch

einen gegebenen Punkt in einer gegebenen Richtung geht;

x2 willkiirlich einen Kreis um einen gegebenen Punkt oder durch

einen gegebenen Punkt und um einen Punkt einer gegebenen
Linie beschreiben.

D. 3. Stufe.

jc5 den Kreis um einen gegebenen Punkt und durch einen ge

gebenen Punkt beschreiben.

Der Unterschied zwischen den Operationssystemen ist leicht zu

erkennen. E. Lemwne geht von der Handhabung der Instrumente

aus; E. Bernes**) betrachtet die Herstellung der graphischen Charak-

22) Die auf einen Punkt (Gwtiov) ,
eine Gerade (s&tora) oder eiaen Kreis

oder auf den Wechsel (/israjSo^) der Instrumente beztiglichen Opera
tionen werden hier durch

&amp;lt;y,
f

,
x und p bezeichnet. Der Index gibt die Stufen-

-^ahl an. Die von E. Lemome gebrauchten Symbole JR, C, E leiten eich offen))ar

Ton den Instrumenten her (regie, compas, equerre).

23) E. Lemoine, G^ometrographie, Paris 1902, Scientia 18, p. 18 Anm.
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tere unter gegebenen Bedingungen als ausschlaggebend; E. Pappertos

sucht diesen Gedanken systematisch durchzufuhren. Inwieweit man

berechtigt ist, graphische Operationen unter sich als gleichwertig an-

zusehen und Aquivalenzgleichungen (etwa wie: ^==82^ usw.) aufzu-

stellen, sollte Gegenstand einer Untersuchung sein, die sich auf die

Frage richtet, ob die gegebenen Bedingungen voneinander unabhangig
erfullt werden konnen. Will man aber solche Aquivalenzen an-

nehmen (was zur Vereinfachung zweckmaBig erseheint), so mufi man
sich dessen bewuBt sein, daB man damit neue Hypothesen einfiihrt.

Der bei einer nicht homogenen Konstruktion notige Wechsel der In-

strumente p ist keine graphische Operation; er muB aber beachtet

werden, wenn es sich um die Beurteilung der Einfachheit handelt,

weil er wie eine Unstetigkeit oder Unterbreehung auf den Gang des

Verfahrens einwirkt. Der mittlere Zeitaufwand fur die Ausfuhrung
einer Konstruktion hangt zu sehr von subjektiven Momenten ab, um
hier in Betracht zu kommen.

Uni nun ein Urteil uber die Einfachheit einer Konstruktion zu

gewinnen, schreiben wir zuerst die Symbole der notigen Operationen

und Instrumentenwechael in der vorgeschriebenen Reihenfolge auf.

Die willkiirlichen Operationen, welche die zur Fragesteilung gehorigen

Angaben betreffen, zaklen nicht mit. Um die zur Losung der Auf-

gabe dienenden Operationen gleichmaBig zu bewerten, machen wir

folgende Hypothesen:

1) Graphisehe Operationen gleicher Stufe sind gleichwertig.

2) Eine Operation nter Stufe ist mit der n-fachen Operation
1. Stufe gleichwertig.

3) Jeder Instrumentenwechsel zahlt als eine Operation 1. Stufe.

Multiplizieren wir jetzt jedes Symbol (als eine Einheit genommen)
mit seiner Stufenzahl und addieren die Produkte, so erhalten wir eine

ganze Zahl

als StufenzM einer Konstruktion, und die Zahl kann als Maft ihrer
fl

Einfachheit dienen. Ebenso leicht kann die Zahl der bentitzten

Punkte
?
Geraden und Kreise angegeben werden. Wenn man will,

kann man die Instrumentenwechsel unberiicksichtigt lassen, also ihre

Anzahl d-p unterdrucken.

10. Die Genauigkeit graphischer Konstruktionon. Fehlertheorie.

Die Frage nach der Genauigkeit muB im prdktischcn Sinne ohne um-

standliche Rechnung beantwortet werden. Die grundlegenden Hypo-
thesen fiber die Entsiehung und Fortpflanzung der Fehler miissen daher

35*
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moglichst einfach sein, aber mit der zeithnerischen Erfahrung einer-

seits uud den Prinzipien der Wahrsc}ieinli(Meitsrechnung (I D 1, Ceuber)

andererseits im Einklang stehen. Eine gewisse WillMr ist bei ihrer

Aufstellung iwvermeidlicU. Ffir die nachtragliche Ausgleiclmng der

Fehler auf Grand von Uberbestimmungen einzelner Elemente oder von

WiederMungen ganzer Konstruktionen mufi die von C. F. Gauft (1777

1855) auf dem Gebiete der messenden Beobachtungen eingefiihrte

Metliode der Meinsten Quadrate (I D 2, Ausgleickungsrechnung, jBau-

schinger) in ihre Rechte treten. Die Wiederholung von Konstruk

tionen zu dem gleichen Zwecke liegt eigentlich nicht im Wesen der

deskriptiven Geometrie. Der Zeichner wird es sich vielmehr zur

Aufgabe machen mtissen, schon bei einmaliger Konstruktion die Ent-

stehung merklicher Fehler zu verhuten.

Den nattirlichen Ausgangspunkt fur die graphische FehleriheGrie

bildet die wiMiche Beschaffenheit der Ckaraktere. Die meisten Autoren,

die sich mit jener beschaftigen
84
), stimmen darin iiberein, dafl die

realen graphischen Charaktere als Flaehen aufzufassen sind, die in

irgendeiner Weise auf dem Zeichenblatt kenntlich gemacht werden.

Die Instrumente ermoglichen es zwar
;

diesen Flaehen geeignete Be-

24) JR. Cotes, Aestimatio errorum in mixta mathesi etc., Cambridge 1709;

Chr.v.Wolf, Elementa Matheaeos, Halle 1713 und Elementa Geometriae 2, Elementa

Trigonometriae planae, p. 58 f.; J. JEf. Lambert, Beytrage zum Gebrauche der Mathe-

inatik und deren Anwendung, Berlin 1765, 1 l
(Anmerkungen und Zusatze zur prak-

tischen Geometrie). Mit Regeln iiber genaues Konstruieren befassen sich Chr. Wiener,

t)ber die moglichst genaue mechanische Rektifikation eines rerzeichiieten Kuryen-

bogens, Zeitschr. Math. Phys. 16 (1871); Lehrb. d. darst. Geom. 1 (1884), p. 184

und G. MiiUer, Lehrb. d. zeichnenden Geom., 6. Aufl., Stuttgart 1901, sowie

A. Witting, Geometr. Konstruktionen, insbesondere in begrenzter Ebene, Progr.

Dresden 1899, und P. Ztihlke, Ausfuhrung elementargeom. Konstruktionen bei

tmgunstigen Lageverhaltnissen , Leipzig u. Berlin 1906. Auf die Notwendigkeit
einer rationellen graphischen Fehlertheorie hat besonders F. Klein wiederholt

nachdriicklich hingewiesen. Unter den Gesichtspunkten der Wahrscheinlichkeits -

rechnung haben F. Geuer, Die Genauigkeit geonietrischer Zeichnungen, behandelt

nach dein Gaufischen Ausgleichungsverfahren, Diss. Freiburg (Progr. Durlach) 1902

und K. Nitz, Anwendungen der Theorie der Fehler in der Ebene auf Konstruk

tionen mit Zirkel und Lineal, DISB. Konigsberg 1905; Beitrage zu einer Fehler

theorie der geometrischen Konstruktionen, Zeitschr. Math. Phys. (53) 1 (1906), diese

Fragen untersucht, yon mehr elementaren Gesichtspunkten aus dagegen P. Bohmer,

t^ber geometrische Approximationen, Diss. Gottingen 1904. J. H. Lambertf Chr.

Wiener, E. Mehmke, P. Bohmer, K. Nitz u. a. haben Versuchsreihen zur Ermitt-

lung der wahrscheinlichen GroBe von Konstruktionsfehlern angestellt. Die im

Texte vorgetragene Auffassung steht der von K. Nitz vertretenen am nachsten.

Beziiglich der praktischen Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes werden

neue, vereinfftchencle Vorschlage gemacht.
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grenzungsf&rmen und Dimensionen zu geben; aber gleichwohl bleibeii

Unvollkommenheiten zuriick, ron denen die unvermeidlichen Fehler in

der gro.pliisclien Bestimmung einer Grofie oder einer Lagebeziehung her-

ruhren. Die Erkenntnis ihrer Ursachen kann zur Verminderung der

Felder beitragen, 1st aber fur die Bewertung des Ergebnisses nicht aus-

schlaggebend. Die Felderqudlen sind nicht nur in der BescJiaffenheit der

Cliaraktere, sondern auch in der Art ihrer Entstehung und ihrer wei-teren

Benwtswig zu such en. Man kann technische (objective) und persordiche

(subjective) Fehler unterscheiden. Sie wirken aber in einer nur sear

schwer kontrollierbaren Weise zusammen. Der wahre Feliler laBt sich

niemals angeben, sondern nur eine Grenze, die sein absoluter Betrag
wahrscheinlich nicht ubersteigt. Es erscheint daher zweekmafiig, auf

Grund des Gaufischen Fehlergesetzes einen mtitteren Fehler zu defi-

nieren und zu berechnen. Jeder Fehler bezieht sich auf die Bestim-

mung einer einzelnen- Grofie. Nach der Art der gesuchten GroBen

sind daher auch die Fehler zu unterscheiden. Zu einem einheitlichen

Ausdruck fur den ,,Gesaintfehler einer Konstruktion&quot; oder fur ihre

,,Genauigkeit im allgem einen&quot; gelangt man also auch auf diesem

Wege nicht. Das Ziel der Untersuchung muB yielmehr ein spezielles

und scharf bestimmtes gein. Die Frage, in welcher Weise aus alien

Einzelfehlern in einer Koiistruktion ein Ausdruck fiir den Gesamt-

felder herzuleiten sei, bleibt zunachst offen, solange nicht etwa die

Aufgabe in der Bestimmung einer einzigen GroBe besteht.

Die Cliardktere lassen sich ebenso einteilen wie die Operationen,

deren Ergebnisse sie sind. Bei den Operationen 0. Stufe kann man
nicht von einem Fehler sprechen; man darf vielmehr annehmen, dafi

die aus ihnen hervorgehenden primitiven Charaktere die idealen Ele-

mente tatsachlich bestimmen. Sowie aber aus gegebenen Charakteren

neue abgeleitet werden, stellen sich Fehler ein und vererben sich fort.

Kerne im Laufe einer Konstruktion auftretende Bedingung ist gra-

phisch genau erfiillbar; jede undbhdtigige Bedinyung bringt also eine

Fehlerkompwiente mit sich. Die Fehler zerfallen in zwei Arten:

Stnrecken.- oder Abstandsfehler und Winked oder RiMungsfehler. Ihre

mittlere Grofte liifit sich schrittweise ermitteln. Hier eroffnet sich ein

weites Feld fiir theoretische Untersuchungen. Aber unser nachstes

Ziel ist, die Fehlertheorie durch Einfiihrung geeigneter Hypothesen

praktisch anwendbar zu machen.

A. Die Operationen 0. Stufe sind wittkurlich, folglich felilerfrci.

Als primitive Charaktere fur den Punkt, die Gerade und den Kreis

sehen wir eine kleine Kreisflache, einen schmalen von zwei parallelen

Geraden oder einen von zwei konzentrischen Kreisen begrenzten
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Flachenstreifen an und nennen diese Realgebilde einen Punktkreis,

Geradenstreifen oder Kreisstreifen. Die idealen Elemente gelten uns

als durch den Mittelpunkt oder die Mittellinie des realen Gebildes

genau bestimmt. Die Breite eines primitiven Charakters, also der

Pmktdurchmesser oder die Strichbreite ist eine wttlkiirliche Konstante.

Wir erteilen ihr ffir alle primitiven Charaktere, die im Laufe der-

selben Konstruktion vorkommen, den gleichen Wert 2b. Ferner mag
ein sehr kurzer Kreisbogen durch seine Tangente, also der ihm ent-

sprechende Kreisstreifen durch einen Geradenstreifen ersetzt werden.

Wir haben es dann nur mit Lagebesiehungen von Punkten und Ge-

raden oder ihrer Charaktere zu tun, die durch Abstande und Winkel

bestimmt werden.

B. Die Operationen 1. Stufe stellen die vereinigte Lage der Ele-

mente her. Der mittlere Abstandsfehler + m, der sich einstellt, wenn
ein Punkt mit einem Punkte, oder ein Punkt mit einer Linie, oder

eine Linie mit einem Punkte vereinigt werden soil, darf bei primir

tiven Charakteren als Constant angesehen werden. Seine GroBe ist

zwar far die Operationen 6lt lf ^ experimentell ein wenig verschie-

den gefunden worden; er andert sich aber, wie es scheint, nur mit

der Breite der Charaktere. Solange diese konstant ist, ist er es auch.

tiberdies entspricht unsere Annahme dem Gesetze der Dualitat Nimmt
man (was den Gepflogenheiten guter Zeichner entspricht) etwa J&amp;gt;

0,05 mm, so ist der mittlere Abstandsfehler
rj**
m annahernd ebenso

groB
25

); er wachst aber langsamer als die Breite selbst. Statt der

faktischen Breite 2& fiihren wir nun 2m als virtuelle Breite ein und

denken uns die reellen Charaktere durch mrtuelle Charaktere (mittlerer

Fehlerkreis oder Fehlerstreifen) ersetzt. Der mittlere Ilichtungsfehler

+ einer Geraden haagt auBer von der virtueUen Breite auch von

der Ldnge o des Geradenstreifens ab; er ist o umgekehrt proportional.

C. Die Operatwien 2. Stufe betreffen die Schnitt- und Verbindungs-

elemente. Hier haben wir es mit abgeleiteten Charakteren zu tun, fur

welche die seitherigen Annahmen teilweise nicht mehr aufrecht er-

halten werden konnen. Die mittleren Abstandsfehler werden bei ihnen

veranderlich, die mittleren RicUungsfehler werden es in hoherem Grade.

Die Art der Erzeugung und der Bewutewg der Charaktere macht

ihren EinfluB geltend. Wenn auch die realen Gebiide, deren man

sich nach wie vor bedient, ihre Formen und Abmessungen nicht

andern, so werden doch die Fehler nun auch von den Lagebezielwngen

der bestimmenden und der yesi4chten Elemente abhangig. Dem kann

25) K. Nits, BeitrEge usw. 5.
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man Rechnung tragen, indem man sick an die Stelle der Realgebilde
virtudle Charaktere von anderer Begrenzungsform und wechselnder

Breite gesetzt denkt. Der ideale Schnittpunkt zweier Geraden z. B.

ist nach einer gelaufigen Auffassung innerhalb des Parallelograinms
zu suchen, das den beiden Geradenstreifen genieinsam ist. Betrachten

wir nnn sogleich den allgemeinen Fall, wo die virtuelieu Breiten 2m
1

nnd 2*w2 der Streifen yoneinander verschieden sind, so ist jenes

Parallelogramm die sogenannte Spwlflache des SchniUpunktes. Auderer-

seits folgert man aus dem Fehlergesetz, daB alle mit gleicher mittlerer

Wahrscheinlichkeit zu erwartenden Treffpunkte anf einer mitileren

Fehlerdlipse*
6
) liegen, von welcher die Mittellinien des Parailelogramms

konjugierte Durchmesser sind. Den Begriff der Spiflfidche eines Ele~

mentes, den K. Nitz als ungeeignet verwirft&amp;gt; kann man so abandern,
daB er aufhort, dem Fehlergesetz und der Wahrscheinlichkeit zu

widersprechen. Man definiere etwa: Die Spieldache eines Elementes

oder sein virtueller Charakter ist die Flache der inittleren Fehler-

kurve. Fiir den Scnnitt zweier Linien ergibt sich dann eine Punkt-

ellipse, allgemeiner ein Pt^tktocal (von einer Kurve hoherer Ordnung
begrenzt); fiir die Verbindungsliiiie zweier Punkte findet man eine

Strahlhyperbel und fiir einen Kreis einen von zwei Aquidistanten einer

Punktellipse (aUgemeiner eines Punktovals) begrenzten Ringstreifen,

Kreistoroid. Hier kommen nur Punktellipsen und Strahlhyperbeln in

Betracht.

Eine Punktdlipse hangt von den virtuellen Breiten 2w
x
und 2m

s

der sicli schneidenden Linien und von ihrem Winkel a? ab. Ist sie

gegeben ?
so kommt fiir ihre weitere Benutzung ihre virtuelle Breite

2m^ in einer bestimmten Richtung in Betracht, die durch den Winlel ^
mit der ersten Lime bestimmt seiri mag. Dies ist ein Durchmesser

ilirer FuBpunktkurve oder der Abstand der beiden zu der gegebaoen

Richtung parailelen Tangenten. Der mittlere Abstandsfehler in dieser

Richtung ist m^. Es ist zweckmaBig, sich die Ellipse jetzt wieder

durch einen Kreis mit dem Radius m^ ersetzt zu denken (virtueller

Punkt-kreis).

Eine StraWiyperbd wird von alien gleich wahrscheinlichen Lagen
der idealen Verbindungslirde zweier Punkte uinhulit. Die Strahl-

hyperbel (mittlerer Wahrscheinlichkeit) hangt ab von den virtuellen

Breiten der gegebenen Punkteliipsen normal zur Yerbindungslinie der

Mittelpunkte und von ihrer Entfernuug o. Fur ihre weitere Benutzung

26) Den Begriff der ,,Feblerellipse&quot; hat schon A. Bravais, Analyse mathem.
BUT les probabilit^s des erreurs de situation d un point, Paris 1846, Mem. pres.

p. div. savants, 9, p 255. (Vgi. I D 2, Ansgleichungsrechnung, Bauschitiger, Nr. 14.)
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ist ihre virtuelle Breite 2m
p

an einer bestiminten Stelle maBgebend,
die durch den Abstand p vom ersten Punkte gegeben sein mag.

D. Die Fehler bei den Operationen 3. Stufe, die den Kreis be-

treffen, setzen sich in leicht erkennbarer Weise aus den Fehlern der

Operationen niederer Stufe zusamnien.

K. Nitz*1

)
hat gezeigt, wie sich aus solchen einfachen Ansatzen

die niittleren Abstands- und MiclitungsfeMer mit Hilfe dreier Grund-

gleichimgen kerechnen and dann zusammensdzen lassen. Es bleibt nur

zu wiinschen, daB die hierzu notigen, vorlaufig noch etwas umstand-

lichen Rechnungen durch numerische Hilfstabellen erleichtert werden.

Eine zweckmaBige Einrichtung solcher Tafeln erscheint einigermaBen
dadurch erschwert, daB drei bis vier der GroBen m1; wa , e&amp;gt;, ^&amp;gt;,

o und p
als unabhangige Argumente auftreten. A.ber auch in dieser Beziehung
sind noch Vereinfachungeu (etwa durch Einfuhrung von Verhaltnis-

zahlen oder Doppelverhaltniswerten) denkbar.

Ein Versuch, zu einem Ausdruck fur den GesamtfeMer einer ganzcn
Konstruktion oder zu einem ^coefficient d exactitude&quot; ini Sinne von

E. Lemoine zu gelangen, lafit sich vielleicht auf folgenden Wegen
unternehmen. Entweder, man fiihre die verschiedenartigen Fehler auf

lauter lineare zuriick und fiige diese zusammen, indem man das

Quadrat des Gesamtfehlers der Summe der Quadrate aller linearen

Fehler gleichsetzt. Oder man gehe von den Flachen der virtuellen

Charaktere, also den Spielflachen, aus und addiere diese, um eine

Gesamtspielflac-he fftr alle Konstruktionselemente zusammen zu er-

halten. Beides ist aber nur denkbar, wenn man das Operationsfeld

willkiirlich dbgrenst. Denkt man sich etwa dieses Gebiet fiir jede

Operation als eine Kreisflache (Aktionskreis) mit dem Halbmesser a

(Aktionsradius), so kann man etwa statt eines Richtungsfehlers Q

deu linearen Fehler a - B einfuhren und andererseits bei den Strahl-

hyperbeln nur die Flachen in Rechnung stellen, die durch einen um
ihren Mittelpunkt mit dem Radius a beschriebenen Kreis begrenzt

werderi. Solchen Ansatzen haftet aber ein reichliches MaB von Will-

kiir an. Sie eignen sich aUenfalls dazu, die Ubereinstimmung der

graphischen Fehlertheorie mit der zeichnerischen Erfahrung in ein-

27) Beitrage usw., 6. Nach den angenommenen Bezeichnungen ist:

jS /(cos ij &amp;lt;B

- w cos

sin
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facher Weise und fur einzelne Operationen klar zu machen, die man
aber auch schon aus den JNtesc&fln Formeln herausliest.

Wichtig sind die bcson-deren NaherungsmetJwden, durcli welche

man die nach den allgemeinen KonstruktionBregeln zu erwarteuden

Fehler zu verminclern und die Bestimmungr einzelner Elemente (Tan-

genten, Normalen usw.) an gexeifJmete* Kurven zu verscharfen audit.

Auch dieses gescbieht mittels gewisscr Hilfskurven, die man JSTahe-

rungskurven, Fehier- oder fehlerzeigende Kurven&quot; genannt hat 28
).

11. Projizieren und Durchdringen. Sehproeefl und Schatten-

bildung. Scnon die eiufachsten Operationen, die Veremigwng (Deckung),
die Verbindimg uud der Schnitt geometrischer Elemente legen in ab-

strakter Ausdrucksform physische Tatsachen oder physiologische Vor-

gange fest. Wie diese der Beobacntung zuganglich sind, so lassen

sich umgekebrt jene sicntbar oder greifbar versinnliclien. Das Pro-

fizieren ahmt den Vorgang beirn Sehen der Korper oder die Ent-

stehung ihrer Schatten nach.

Die Zentralprojeldion entsteht als Schnitt der Bildflache mit dem

Biindel der prqjizierenden Strahlen (SehstrMen, Lichtstrahlen), welche

aus einem Zentrum (Augpunkt, Lichtqudle) nach den Punkten des

Objektes gezogen sind, oder mit dem Scheme des Gegenstandes. Wird

das Zentrum durch einen uuendlichferneu Punkt (eine E-ichtung) er-

setzt, so ergibt sich die (scldefe oder orthogonale) ParaUelprojektion.

Die Scliattcnkonstniktionsaufgaben sind mit denen der Projektion auf

kruinme Fliichen identisch. Man unterscheidet am Objekte und in

der Bildflache die von den Sehstrahlen getroffenen oder nicht ge-

troffenen Teile; sie werden durch die waliren und sclmnltaren Um-

rifilinieri getrennt. Bei den Schattenkonstruktionen scheidet man

zwischen der Zentralbeleuchtung und der Parallelbdeiwhtung, je nach-

dem die punktformig vorgesteilte Lichtquelle sich in endlichem oder

unendlichem Abstande vom Gegenstande befmdet. Die unbeleuchteten

Flachenteile liegen entweder im Eigenscliatten oder im Schfagschatte*

des Korpers. Hire Randlinien heiBen Liditgrenze oder Sclilagscliatten-

grenze. Die Annahme leuchtender FJachen (oder Korper) fiihrt zu einer

Erweiternng dieser Theorie, bei der e3 vornehmlich auf die Konstruktion

der Grenzen der Voll- und Halbschatten ankommt. Die Beleuchtungs-

theorie, welche die Liddstufen aufkrummen Oberflachen konstruieren lehrt,

kniipft zwar ihre besonderen Methoden an die Lehre von der Schatten-

konstruktion an, fufit aber andererseits auf physiJcdHschen Hypothesen.

28) Chr. Wiener, Lehrb. d. D. O. 1 (1884), p. 165 f.; K. Eohn und E. Pap-

peritz, Lehrb. d. D. G. 1 (1896), p. 222 f.



538 in A B 6. E. Papperitz. Daretellende Geometrie.

Verfolgt man die Entwicklung, die der Begriff der Projection

erfahreri hat, so ist es psychologisch interessant festzustellen, daB bei

ihr der Wunsch, Gegensiande moglichst tausehend so abzubilden, wie

sie das Auge sieht, eine groBere Rolle gespielt zu haben scheint als

die Beobachtung der Schationbildung an Korpern.

Die Losung der IhircMringunysaiifgaben erfordert oft die Ein-

fuhruwg von Hilfselementen.

12. EiuteUung der Darstellungsmethoden. Alle Darstellungs-

methoden beruhen in erster Linie auf dem Projektionsverfahren. Gleich-

wolil sind andere Verfafiren nicht nur zulassig, sondern in alien den

Fallen notwendiy, wo jenes versagt. Neben den Projektionen eind

namentlich Schnitte und Spurelemente unentbebrlioh. Die Methoden-

lehre hat eine doppelte Aufgabe; sie soil Regeln aufstellen, 1) um
vom Objekte zum geoinetrischen Bilde zu gelangen (Konstruktion des

Bildes), 2) um aus diesem auf die Eigenschaften des Objektes zuruck-

zuschlieBen (Rekonstruktion des Originates). Anfangs wurde fast aus-

schlieBlich die erste Aufgabe ins Auge gefaBt; die Notwendigkeit der

zweiten hat eigentlich erst Mongv klargesfcellt und die vollstandige

Losung gegeben. Sein schopferisch verwerteter Grundgedanke war:

Eine Projektion geniigt nicht, um ein Objekt durch die Zeichnung
zu bestiinmen; folglich muB entweder eine zweite Projektion hinzu-

genommen werden, oder andere Angaben mtissen die fehlenden Be-

stirumungsstiicke ersetzen. Aus diesem Gedanken zog Monge die

Folgerungen, die fiir den Ausbau eines Systems der deshriptwen Me-

thoden entscheidende Bedentung erlangen sollten 29
). Sein Hauptver-

dienst besteht also darin, die Aufgabe der darstettenden Geometrie und

die Mittel zw, Hirer Lomng klar erkannt zu haben. Welche Art der

Projektion, welche komplementaren Bestimmuugsweisen man anwenden

will, richtet sich nach dem jeweiligen Zwecke. Die Darstellungs

methoden sind daher einzuteilen: 1) nach der Art der Projektion,

2) danach, ob sie wesentlich von Lagebesiehungen oder von Maftrela-

tionen ausgehen. Da sich die MaBangaben gewohnlich auf Breiten,

Hohen und Tiefen oder auf drei rechtwinklige Achsen eines Koordi-

natensystemes beziehen, hat man den ISFamen ,,Axonornetrie&quot; gebildet.

Den ^axonometrischen&quot; Verfahren stehen die
,,freien&quot; Projektionen

gegeniiber. Wird auf spezielle (z. B. architektonische) Aufgaben
Eucksicht genoramen, so spricht mau auch wohl von

,;aiigewandten&quot;

Darstellungsmethoden.

29) G^om. descr. 1798, 1, 113, p. 631.
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Cl&amp;gt;ersielit der gebrSuchlichen Darstellungsmethoden.

A. ParaUelprojektion.

1. Grund- und Aufripverfahren. Orthogonale Projektion auf zwei

rechtwinklige Tafeln. Charaktere: Projektionen und Spareleraenfce.

2. Orthogonale axonometri-sche Projection auf eine Tafel. Angabe des

Aclisenkreuzbildes und der AchsenmaBstabe.

3. Kotierte Projektion (topographisches Verfahren), Orthogonale Pro-

jektion auf eine Ebene mit Angabe der Koten (HohemnaBzahlen).
4. Freit schiefe Projektion auf eine Tafel init Angabe eines Pro-

jektionsdreiecks. Charaktere: Projektionen, Spur- und Hilfselements.

5. Schiefe axvnometrische Projektion auf eine Tafel. Angabe des Achsen-

kreuzbildes und der AchsenmaBstabe.

6. Angewandte scMefe Projektion (Kavaiier-, Militar- oder Vogelperspek-

tive). GrundriB (AufriB) mit Angabe dee Verkurzungsyerhaltuisses

der sehief projizierten Hohen (Tafeiabetande)
30

).

B. ZentralprojektioH.

1. Freie Perspektive. Zentralprojektion auf eine Tafel mit Augabe
des Hauptpunktes und des Distanzkreises. Charaktere: Projektionen,

Spur- und Fluchtelemente.

8. Axonometrische Perspektive. Zentralprojektion auf eine Tafel mit

Benutzung der FluchtmaBstabe fitr Breiten und Hohen oder Tiefen

(yeraltetes Verfahreu).

9. Angewandte Perspektive (architektonisches Verfahren). Zentralprojek

tion auf eine Tafel, ausgehend vom Grund- und AufriB. Angabe
der Grundlinie, des Horizontes, des Hauptpunktes und der Distanz.

Alle Darstellungsverfahren lassen sich aus der Zentralprojektion

als der attgemeinsten Form entwickeln 81
).

Welche Methode aus di-

daktischen Riicksichten an die Spitze zu stellen sei, 1st eine andere

Frage. Mehrfache zentrale Projektion komint als eigentliche Dar-

stellungsmethode wenig in Betracht. Als Prinzip der Photogrammetrie

(Nr. 44) dient sie znr Losung der zweiten Hauptaufgabe (Rekoustruk-

tion des Originales).

13. Hilfsverfahren und Transformationen. Zur Losung deskrip-

tiver Probleme miissen nicht nur die ProjeJdionselemente durch Spur-

30) In der Fortifikationslehre nannte man friihei kleinere Aufbauten auf

Festungswerken ,,Kavaliere&quot; ;
daraus erklart sicli der Name ,,Kavalierperspektive

u
.

31) Dies hat namentlich W. Fiedler wiederholt betont; z. B. in der Ein-

leitnng zur Darst. Geometrie 1, 3. Aufl. 1883. Die Namen der Geometer, an die

gich die Entwicklung der einzelnen Daratellungsmethoden knupft, werden an

spateren Stellen genannt.
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und Fluchtdcmenie erganzt werden, sondern es sind auch Hilfselemente

und HilfskonstrMwnen notig. Als Hilfselcmente dienen meist Gerade,
Kreise

? Ebeiien, Kagel-, Kegel- und Zylinderflachen. Die Zwischen-

konstruktionen verlangen eutweder eine Hilfsprojekiion (auf eine nene

Tafel von geeigneter Stellung, z. B. den in der Methode der zugeord-
neten Normalrisse neben dem Grand- und AufriB haufig vorkommen-

den Seiten- oder Kreujsrifl) oder eine Transformation. Die Transfor-

mationen bezielien sich auf Lagen-, Groflen- oder Formveranderungen:

1) Um eine fiir die Losung der Aufgabe gunstige Lage des Objektes

tsur Zeichentafel an erlangen, hat man eine bestimmte Bewegung des

Objektes oder der Tafel bis zu dieser Lage und evenfcuell wieder

zuruck bis zur Aufangslage in einer Nebenkonstmktion zu verfolgen.

Als Bewegtmgsformen kommen die Parallelverschiebung, die Drehung

(namentlich als Umlegung oder Umtvendung ebener Figuren) nnd die

Yerschraubung in Betracht. 2) Verkleinerungen nnd Vergrofierungen
der Bilder ricbten sicb gewohnlich nacb den Gesetzen der perspekr

tiven Ahnlichkeit Mit den Verklei/nerungen oder Reduktioncn bezweckt

man banfig die Benutzung nnznganglicher (zu weit entfernt liegender)

Elemente zn vermeiden. Vergrofierungen werden angewandt, um schwer

erkennbare Details der Hauptzeichimng in einer Nebenfigur deutlich

zu macnen. 3) Znr graphischen Rektifikalion von Kurvenbogen oder

zur Komplanation abwickelbarer Flachen oder zur Bestimmung geo-

datischer Linien auf ihnen ist das Ausrichten und JSiegen der krummen

Linien und Flacben, ihre AbwicJdwng und Aufwicldung auszufuhren.

14. Nomenklatuir. Bezeichnungsweise. Zeichnerischo Begeln.

Jn der darstellenden Geometrie hat sich die NomenJdatur erfreulicher-

weise einheitlich entwickelt. Hierzu mag viel beigetragen haben,

daB sie als wissenschaffcliche Disziplin noch verhaltnisinaBig Jung ist

und dafi Monge sogleich mit einem fertigen, wohlabgerundeten Sy-

steme hervoiirat. Nicht genau das gleiche lafit sich von der Be-

xeichnungsweise sagen, die in der deskriptiven Geometrie insofern

wichtig ist, als sie einerseits durch die Besckriftung der Zeichnungen

diese leicht verstandlich, andererseits den sprachliclien Gredanlcenausdruck

hur& und ubersicMlich machen soil. Indessen sind die bei neueren

Autoren aufgetretenen Divergenzen der Auffassung nicht so erheblich,

daB sie nicht ausgeglichen werden konnten. Selbstverstandlich kann

man es keinem geometrischen Schriftsteller verwehren, seine eigene,

wohlerwogene Bezeichnungsweise anzuwenden; es liegfc aber nament

lich im Interesse des Unterricihts, eine Verstandigung wenigstens in

den Hauptfragen anzubahnen. In den Zeichnungen treten ale wesent-

licke Elemente PunJcte und Linien auf; es handelt sich also vornehm-
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lich darum, wie diese bezeichnet werden sollen, ob init groBen und

kleinen lateinischen Buchstaben oder umgekehrt. Die erstgenannte

Bezeicimungsweise hat sich zweifellos friiher eingebiirgert und welter

verbreitet (nicht nur in vielen Lehrbfichern der darstellenden Greo

metrie, sondern iiberhaupt in nngezahlten matheraatischen Schriften

und Lehrbuchern). Fur sie spricht also das Prinzip der Wanning
der kistorischen Kontinuitat. Auch fur die andere Art der Be-

zeichnung sind Grunde angefiihrt worden 8
-). Yiel leichter als iiber

diese Kardinalfrage durfte sich eine Einigung iiber die Bezeicbnung
der Ebenen und der Wirikd sowie iiber die Operationsseichen er-

zielen lassen, tJber die zeichnerischen Regdn endlich bestehen keine

nennenswerten Meinungsverscbiedenlieiten Es 1st allgemein gebrauch-

lich geworden, die in einer Darstellung vorkominenden Flachen als

undurchsichtig zu betrachten und nur die (in der Projektionsrichtung)

sichtbaren Linien mit yollera Striche auszuziehen, alle iibrigen aber

(die Hilfsiinien eingeschlossen) nur daroh punktierte oder gestrichelte

Linien anzudeuten.

II. Geometrisclie Darstellungsverfaliren vor Monge.

15. Darstellungsverfahren im Altertum. Die Bi&kunst des

Mittelalters. Zu den ersten Yersuchen, graphische Bilder nicht nach

bloBem AugenmaB, sondern nach geometrischen Kegeln und genauen
MaBen zu entwerfen, lag die Veranlassung in den praktischen Auf~

gaben der Feldmefikunst und der Batikunst. Spiiter erwuchsen der

Malerei die schwierigeren Problenie der Perspektive. Schon die Reste

groBartiger Bauten der altesten Kulturvolker lassen iis ihrer Anlage
und AusftthruDg eine Sicherheit und Genauigkeit erkennen

7
die nur

durch. die Annahme erklarlich werden, dafi Pldtte und Werkzeichnungen

benutzt worden sind. Auch sind noch einzelne historische Beweis-

stiicke erhalteu 33
).

Welcher Art die friihesten Darstellungen waren, geht aus zwei

Stellen in dem Werke des romischeii Agrimensors und Architekten

M. Vitruvius Pollio liervor 84
).

Drei Formen waren es: die Ichno-

graphie (fyvog, FuBstapfe), die Chihographie (&Q&O$, aafrecht) und die

Scenographie (Gxyvtj, Buhne). Sie entsprechen dem n hvt*drifPt dem

32) E. Mutter, Zur Frage der Be/.eickuungsweiso in der darstellenden Geo

metric, Zeitschr. Math. Phvs. (49) 1 (1903); E. Mchmke, ebenda 48, p. 144.

S3) Chr. Wiener, Lehrb. d. darst. Geom. 1^ p. 5 f., fiihrt meiirere interessante

Dokumente an.

34) De architectura libri decem, I
42 u. Til praef., Aysgabe von V.

Leipzig 1899, p. 10 u. 157. E. Papperitz iuterpretierte diese fcteUen J

).
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,,Aufrifl&quot; und einer ,,Per$pektive in gerader A.nsicM . Breiten und

Tiefen, in der Grundebene aneinander getragen, ergaben gleichsain

den Abdruck eines Gebaudes auf dem Boden; Breiten und Hohen, in

aufrecliter Ebene zusammengesetzt, ein Biid der Front ohne Riick-

sicht auf Tiefen. Die Scenographie aber bezweckte, Geinalden durch

geeignete Lmienfiihnmg eine plastische Wirknng zu verleihen. Dieses

asthetische Bedurfnis trat zuerst in der Theatermalerei hervor und

fuhrte dazti, die Zentralprojektion dls KowstruUionsprinzip anzuwenden.

Viiruv spricht bei der Scenographie von einem ,,Zentrwm
u

. Darunter

ist an der einen Stelle unser Hauptpunkt, an der anderen der Aug-

punkt zu verstehen.

Die weuigen Kenntnisse von der Perspektive, die sich im Alter-

tum nachweisen lasscu, scheinen in den kulturarmen Zeiten der

Volkerwanderung vollig in Vergessenheit geraten zu sein. In der

Malerei machte sich die vbyzantmisehe Manieru breit. Die Kunst der

asiatischen Knlturvolker (Inder, Japaner, Chinesen) zeigt keine per-

spektive Eaumauffassung^ Die malerische Perspektive wurde erst in

der Ilenaissancezeit von spekulativen Ktinstlern wiederentdeckt. Das

Verfahren der Grund- und Aufrisse dagegen erhielt sich das ganze
Mittelalter hindurch und wurde in den ,,Bauhutten&quot; wegen der iinmer

schwieriger werdenden Aufgaben des Steinschnittes gepflegt. Aber

Gemeingut der mathematisch Gebildeten konnte es nicht werden, weil

in jenen Zeiten auf dem Gebiete wissenschaftlicher Entdeckungen
und niitzlicher Erfindungen die Geheimniskramerei an der Tages-

ordnung war.

16. Die malerische Ferspektive von der Renaissance bis zum
Endo des 16. Jahrhimderts. Mit dem Wiederaufbliihen der Ktinste

beginnt fur die darstellende Geometric eine neue Epoche. Waren es

zuerst auch nur einzelne ProUeme der Perspektive. an deren geometri-

scher Losung sich namentlich italienische Meister versuchten, so

trugen sie doch vieles zur Klarung der Grundanschauungen und zur

Bildung der wichtigsten Begriffe bei und bereiteten eine mathema-

tische Behandlung vor^ die mit G-uido Uhaldo del Monte (1545 1607)

einsetzt. Der Grundgedanke der Zentralprcijektion 9
wonach die Per

spektive eines Gegenstandes als Schnitt der ,;Sehstrahlenpyramide&quot;

mit der Bildflache entsteht, tritt klar hervor und wird zum Ausgaiigs-

punkt alier Bemtihuiigen, mit Zirkel und Lineal oder mit dioptrischen

Apparaten die Unvollkommenheiten der Linienfiihrung in Zeichnungen;

Gemalden und plastischen Bildwerken zu beseitigen oder zu vermin-

dern. Aus jener Zeit datiert die Einfiihrung einer ganzen Reihe von

fundamentalen Begriffen, wie z. B. Gesichts- oder Augpunkt, Bildebene,
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Distanz, Hauptpunkt, Bedew- oder Grundebene, Crrundlinie, Horizont-

linie, Distanz- und Accidentalpunkte usw. Die Fragestellung entsprach

den Anwendungen in der bildenden Kunst.

Als Grundaufyaben befcrachtete man 1) die AWldung der Punkte

der Grundebene (die man sich meist als quadmtisch getafelten FuB-

boden vorstellte), 2) die der Hbhen tiber dem Boden. Leon Battista

Alberti (1404 1472) loste die erste Aufgabe (fiir gerade Ansicht)

mittels des Hauptpunktes und ernes Dixtanzpuriktts , gab aber keine

BeweUe 35
).

Er wandte den Flor an (ein ausgespanntes Fadennetz,

durch dessen Maschen man die Objektpunkte anvisierte). Piero degli

Francescki (1420 1492)
M

)
kannte die Fluchtpunkte beHebiger Hori-

sontalen. Die Anwendung seiner Regeln zeigt das (mutmafilich erste

gedruckte) Werk Uber Perspektive von Viator (Pelerin)^). Der feine

Sinn fiir Perspektive, den schon die Werke der Fruhrenaissance otfen-

baren, fuhrte dahin, einzelnen Meistern, wie Filippo Rrunellcschi

(13771446) und Lorenzo Ghiberti (1378 1455), genaue Kenntnisse

ihrer niathematischen Regeln zuzusckreiben, womit T?ohl etwas zu

viel gesagt ist. Die beruhmten Bronzetiiren des Ghiberti ain Bapti-

sterium zu Florenz zeigen eine geniale tlbertragong der Prinzipien

der malerisclien Perspektive auf die plastisch-e Zeichnung im Relief,

bilden aber fain Beispiei fiir die Anwenduug der ZentralkoUvieation.

des Raumes (s.
Nr. 34), die man mit wenig Berecbtigung als Relief

-

perspektiw bezeichnet hat. Leonardo da Vinci (1452 1519) spricht

das Gesetz aus, dafi sich die Bildliingen gleieher aufrechter Strecken

(in einer Ebene durch das Auge) wie die reziproken Distanzen vom

Auge verhalten 38
).

AlbrecJit Durer (1471 1528) benutzte teils di-

optriache Apparate, teils bestimmte er das perspektive Bild mit Hilfe

von zugeordneten Normalrissen (s. Nr. 17). Auch Jean Cousin (1501

1590)
3

*), 0. Barozzi da Vignola (1507 1579)
40

) und Danide Bar-

35) Sein Werk : Do pictura, vor 1444 verfaBt, wurde lateinisch in Niirnberg

1611 gedruckt. Italienisch: Delia pittura e della statna, v. .E. Dufresne, Paris

1701 und Neapel 1733.

36) Seine Sckrift: De prospectiva pirgendi befindet sich in der Biblioteca

Ambrosiana zu Maiiand
;

sie wurde herausgegeben nnter dem Titel : Petrus Pictor

Buryensis, De prospectiva pingendi, von Winterbery, Strafiburg 1899.

37) De artificial! perspectiva. Das Werk enthalt wenig Text, abor zahl-

reiche schone Figureu. Ort und Jahr des Erscheinens sind auf dem Titel nicht

rermerkt. Nach Chr. Wiener* Angabe: Toul 1505.

38) Trattato deila pittura, Aueg. von R. Pufresne, Paris 1701 u. Neapel

1733, p. 15.

39) Liere de la perspective. Paris 1560.

40) Vignola& Werk Hegt in einer Bearbeituug von Egnatio Danti vor: Le

due regole della prospettiva pratica etc., Rom 1644.
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bedienten sich noch neben geometriacheii Satzen solcber em-

piriscber HilfsmitteL G-. UM&amp;lt;lo*
z
) endlick verzichtete voliig auf diese

and operierte rein geometrisch. Er gab den ailgememen Begriff des

JFluchtpunktes (wpunctum concunms* ) paralleler Geraden und loste die

Grundaufgaben der Perspektive, namentlich iur ebene Figuren, auf

ssahlreiche Arten, indem er dabei die Umlegunyen benutzte. In

G. Ubaldo darf man den Begriinder der theoretischen Perspective sehen.

17. Diirers ,,Unterweisung&quot;
43

).
Der Name des deutschen Malers

.Aibreckt Diirer (1471 1528) wird in der Gescbichte der Mathematik

riiliniend erwahnt 44
); aber worm seine selbstandigen Leistungen und

Fortschritte auf dem Grebiete der darstellenden Geometrie besteben,

1st noon nicht geniigend bekannt.

Durer will nicht als ein. Mathematiker gelten
46

), sondern die

/il) La pratica della prospcttiva, Venedig 1569.

42) Perspectivae libri aex, Pesaro 1600. Die vier ersten Bucher bringen
fast ailtt Hauptsdtze der Perspekiive. Die Konstruktionen geheu aufi vom Grund-

rift (planta) fier Objektpnnkte und ihrer Hobo fiber dem Boden (subjectum pla-

mim); die JBildebene (ereetum planum) 1st vertikal; das Bild (aectio) wird raittela

der Selistrahlen gefundeu. Die strong bcvviesenen Regeln v/erden niclit nur zur

Darstelltmg peradtiniger und ebenfiachiger Gehilde angewa-ndt, sondern auch auf

Linicn und Flachen ausgedennt (Kreis, Zylicder, Kegei, Kugel). Das

Buch hando.lt von den Schatlenk&nsiruktionen, das seclaste von der Theater-

43) Dies Werk erschien zuersfc in Nurnberg 1525; es hat sieben Auflagen
erfahren and ,,Schule geinacht

11
. In dor zweiten deutschen Auagabe fuhrt es

den Titel: ,,Yntervveyeung der Mcssung mit denx Zirckel vnd richtschejt/ in

Linien Ebnen vn gantzen Corporen / durch Albrecht Diirer zusanxmengezogen / vn

dutch jn selbs (ale er noch auff erden war) an vil orten gebessert/in sonder-

heyt mit XXIJ. hgure gcmert/dic gclbigen auch init eygner handt aufgerisaen/

wie es dann. eyn yder wcrckman orkefien wirdt. Nun aber zu nutz alien kunst

liebhabenden in track geben. 1538.&quot; Eine in Nvirnberg voii J. Camerariits be-

arbeitete lateinische t
T

bereetzang 1st 3ue.rst 1532 in Paris erschienen.

44) A. G. Kaslner, Gesch. d. Math. 2, Gottingen 1797, p, 9; M. Chasles,

A.percu biBtorique sur rorigine et le d&veloppement des methodee en g^ornetrie,

Paris 1837; deutsoh voa tiohnke, 1839, p. 623 f, 0. J. Gerhard*, Gesch. d. Math.

in Deutschland, Mdnchen 3877, p. 25 bezeicbnet DurersWerk als ,,die erste dar-

stollende Geometrie in deutscher Sprache&quot;. Chr. Wiener, Lehrb. d. darst. Georu.,

Leipzig 1884
v p. 10 u. 14; S. Grwniher, Die geometr. Niiherungskonstruktionen

A. Diirern, Progr. Ansbach, 1885; Gesch. d. math. Unterrichts im deutschen

Mittelalter, Berlin 1887; Albr. Diirer, einer der Begrunder der neueren Kurven-

lehre, Bibl. math. 3 (1886); H. Staiymutter, Diirer ale Mathematiker, Progr. Stutt

gart 1891. ./&amp;gt;/. Cantor, Vorl. iib. Gesch. d. Math. 2, Leipzig 1900, p. 4594.68;
im 4, Bd.,, Abschn. XXV (Perspektive u. darst. Geom.), 1908, bczweifelt G. Loria

die Berechtigung der Gerhardtsclien Auffasswng.

45) Seine Schrift beginnt er mit den Worten: ,^er aller scharff sinnigst
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geometrische Zeichenlcunst kiinstlerisclien Zwecken und vor allem der

Erziehung juDger Kunstler dienstbar machen. Darin liegt seine Starke,

nicht aber in den eingestreuten Versuchen, mathematische Satze zu

demonstrieren, die mit dem Hauptinhalte seiner Schrift oftmals nur

in losem Zusammenhange stehen. Er erfindet neue geometriscfie For-

men, er erdenkt fiir sie eine gesetzmafiige Erzeugung und wendet

diese sofort deskriptiv an; aber eine streng mathematische Analyse ist

ihm fremd. Er zeigfc sich stets als ein Synthetiker, der in den For-

men der Kunst und in der organischen Natur geometrisch fafibare

Gesetze wiedererkennen will 48
).

Durers Figuren sind auf den ersten Blick verstandlich; weniger
leicht seine altertiimliche Sprache. Er meidet die Fremdworter; fehlen

ihm deutsche Namen, so erfindet er welche. Wir lesen von Zirkelr,

Schlangen-, Eier-, Brenn-, Gabd-j Schnecken-, Schrauben-, Muschd- und

Spinnenlinien, von Barlinien (Parallelen), ZwercMinien (horizontalen

Querlinien) und Ortetrichen (Diagonalen, Transversalen). Er braucht

dae Wort Ebene, wo wir heute Fldche sagen (also auch fiir krumine

Flachen). Er spricht von einer flatten gevierten Ebene (Quadrat),

einer runden Ebene (Kreisflache), einer Iwlilen oder erliabeneti gekugelten

Ebene (Halbkugel), einer gebogenen (Zylinder) und einer gebeulten

(welligen) Ebene. Statt Geomei/rie sagt er meist Messung. Das Wort

Perspective gebraucht er nicnt; eine perspektive Zeicnnung nennt er

ein dbgestohknes Gemalde ^Gemel&quot;). In die Sprache unserer Zeit

ubertragen, wiirde also der Titel seines Werkes etwa lauten: Geo-

metrische Anleitung, Linien, tlachm und Korper mit ZirJcel und Lineal

eu zeiclinen. Die Bezeichnung als Darstellende Geometrie wurde sinn-

gemaB sein, denn dem Autor war das Grund- und Aufriflverfabren

in der vervollkommneten Form gelaufig, die nach irriger Meinung erst

Monge eingefuhrt haben soil. Aber weder Diirer noch Fresier noch

Monye nimmt die Erfindung der Methode der zugeordneten Normal-

risse, wie sie E. Mutter treffend nennt 47
),

fiir sich in Anspruch. Sie

war schon zu Durers Zeiten nichts Neues mehr, sondern gehorte zn

den Zunfttraditionen der
lr
Baulmtten&quot;.

Durer war als Maler an die aufrechte Stellnng der Bildflache

gewohnt. Er stellt den Grund horizontal, den aufge&ogenen Eift ver-

Enclides / hat den grundt der Geometria zusamjnengesetz / wer den selben wohl

versteht/der darff diser hernach geschriben ding gar nit.&quot;

46) Das letztere geht deutlich aus einer anderen bekannten Schrift Durera

hervor: Von menachlicher Proportion, Nurnberg 1528.

47) E. MuUer, Lehrb. d. darst. Geom. f. techn. Hochschulen 1
T Leipzig und

Berlin 1908, p. 12.

Kncykiop. d. math. Wiaenack. Ill 1. 36
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tikal; er zeichnct den Schnitt der Tafeln als Zwerchlinie und den

ersten RiB unter dem zweiten. Offenbar cleukt er sich die erste Tafel

umgelegt, denn er spricht vom niedergedriickten Grund. Die beiden

Risse eines Punktes bezeichnet er mit gleichen Zahlen oder Buch-

staben und verbindet sie durch aufrechte Linien. Im Gebrauche

dieser Mittel aber geht er nicbt systematisch vor. Verschiedenartige

Gebilde wechseln in bunter Reihe. Von den eingestreuten Satzen

sind mir die rein deskriptiven beachtlich. Er bildet von ilim erdachte,

teilweise auch schon vor ihm bekannte mechanische und dioptriscbe

Zeichenapparate ab.

Die Unterweisung besteht aus vier Buchern. Im I. Buch werden

vornehmlich Spiralen und Kegelschnitte bebandelt; im II. Polygone
und mosaikartige regelmdftige JEinteilunyen der Ebene in Felder; im

III. architektonische Formen, Gnomonik und Buchstalenschnitt-, im IV,

Polyeder, Perspective und Schattenkonstruktion.

I. Buch. In Durers Art, Spiralen zu konstruieren, erkennt man
die Keime zur Methode der ebenen Polarkoordinaten, vgl. Ill A B 7, Nr. 9,

E. Muller. Er dreht namlieh einen linealen Mafistab durch gleiche

Winkel um den Nullpunkt der Teilung als Pol, zieht Vektoren und

begrenzt sie nach einer in der Erzeugung des Mafistabes ausgepragten

Regel. So findet er die Archimedische Spirale (r= a
qp),

eine Schnecken-

linie \r
*= a-

tg^j
und eine Art Kardioide (r

= a sin~V Weiter

versucht er eine ewige Linie, die stetig einwarts nach einem Zentrum (um-

gekehrt aber endlos in die Weite) lauft, nach der Vorschrift zu zeichnen,
daB sich der Vektor bei jedem Umlauf auf die Halffce vennindert. Dies

gibt eine logarithmische Spirale \r = a 22
^J . Indem er zwischen gleich-

mafiig geradlinig verschobene Kreise gleiche kleine Strecken eintragt,

erhalt er eine Kurve, &amp;lt;die als Grundrift einer Lime gleichen Falles auf
einem sdiiefen Kreiszylinder aufgefafit werden kann; sie zeigt den

Typus einer Cykloide. Aber auf die Konstruktion der BoUkurven ist

Dtirer nicht gekommen. Ist fiir eine bewegte Gerade die Summe der

Abschnitte auf zwei rechtwinkligen Achsen = a und ffir einen ihrer

Punkte der Abstand vom ersten Achsenschnitt = 6, so beschreibt er

Durers MuscMlinie^) ((xy y*+ ft
2
)
2 + (x+ y a)

2
(y

2 J2
) 0).

Von dieser Kurve wird nur ein Stuck gezeichnetj ihre Asymptoten

48) Sie ist ron der Konchoide des Nikomedes (vgl. M. Cantor, Vorl. iib.

Gesch. d. Math. 1 (1894), p. 334 f.) verschieden. Die Zeichenapparate Durer*

und des Nikomedes baben eine gewisse Almliehkeit. Vieileicht hat Diirer eine

ungenaue Kenntnie der alien Konstruktion gehabt.



17. Dtirers Unterweisung. 547

und die Hullparabel der Konstruktionslinien bleiben unbeachtet. Dtirers

Spinnevdmie 1st eine Epizyldoide und wird mit Hilfe von Epizyklen

konstruiert; der Name 1st von der Konfiguration der Hilfslinien ber-

geleitet. Die drei Arten der Kegdscknitte werden aus den Projektionen

eines Drehkegels mittels einer zum AufriB normalen Schnittebene in

wahrer Gestalt gezeichnet, von der Hyperbel (Gabellinie) nur ein Zweig
6km Asymptoten. Die Ellipse wird auch als vin die Lange gezogener

Kreis&quot; durch eine besondere affine Transformation erhalten. DaB

Diirer ihre doppeUe Symmetric entgangen sei, weil er sie
/;
Eierlmie&quot;

nennt und ungenau zeichnet, ist moglich, aber nicht erwiesen, weil er

yorher die UniriBform eines Eies besonders behandelt und seine Kon-

struktionsregeln an eicb riehtig sind49
).

Von der Parabel (Brennlinie)

kennt er die Eigenscbaft des Brennpunktes.

I&amp;gt;tirer kennt zwei Arten rdumlicher SchnecJcenlinien (vgl. Ill D 4,

Scheffers). Er laBt einen Punkt ini GrundriB entweder einen Kreis oder

eine Spirale bescbreiben und erteilt ibm gleicbzeitig eine dem Drebwinkel

seines Vektors proportionale Verscbiebung aufwarts. Im ersten Falle

erbalt er eine Sckraiibenlinie) und als ibren AufriB eine allgemeine Sinns-

linie (y
= sin

j
Die Erfindung der getneinen Sinuslinie (y

== sin x)

Bchreibt man G. P. Roberval (16021675) zu, der sie 1635 als Be-

gleitkurve (,,comes, socia&quot;)
der gespitzten Zykloide fand 51

). Dwrer

benutzt graphische Mafistabe statt numeriscber Tafeln fur die Sinos

und Tangenten. Die Grundideen des graphischen Bechtwns (I F Nu-

merisches Rechnen, E. Mehmke) waren ibm nicht fremd. Hier inter-

essieren graphisdie Losungen deskripUver Aufgaben: die Zusammen-

setzung der erwabnten Eiform aus Kreisbogen, die Aufsucbung des

Zentrums eines gezeicbneten Kreisbogens, der Kreis durcli drei Punkte

und der Berubrungspunkt einer gezeichneten Kreistangente. Ferner

seine Auffassung von den Parallelen: bewegt sich ein Punkt auf einer

Geraden, so dreht sicb die nacb ibm aus einem festen Punkte ge-

zogene Ortlinie, neigt sicb stetig naher zur Barlinie und vkomen

doch ewiglicb nymer meer zusamen&quot;
52

).

Das II. Bucb ,,von den ebnen Feldern&quot; und das III. ,,von den

korperlicben Dingen&quot; bringen deskriptiv wenig Neues. In planimetri-

schen und stereometrischen Fragen zeigt sicb Dwrer abhangig von den

49) Vgl. M. Cantor, a. a. 2, p. 461 u. H. Staigmuller, p. 16.

50) ,,Eyn andre Schneckenlini/die auch die Steinmetze zu den stigen ge-

brauchen/sie wirdet aber billicher ein schrauffen lini genannt&quot;, a. a. 0. Bl. B2.

61) G. Persone Roberval, Mem. Academie Royale des Sciences 6, Paris 1730,

p. 302. Vgl. M. Cantor, Vorl. 2, p. 878.

62) a. a. 0. Bl. C 1.

36*
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antiken Geometern, deren Satze ihm unvollstandig aus tfbersetzungen

oder Exzerpten
53
) oder aus der tJberlieferung des Kunsthandwerkes

bekannt waren. Er unterscheidet zwischen den
7 ,meehanice&quot; oder

^demonstrative&quot; gefundenen Satzen, laBt sich aber dennoch dazu ver-

leiten, aus rein zeichnerischen Ergebnissen unrichtige SchlUsse zu

ziehen. So hindern ihn z. B. bei der Zusammensetzung regularer

Polygone nur graphische Fehler, Schlieflungssatee richtig zu erkennen.

Am Anfang des IV. Buches stellt er die reguldren (Platonischeri)

und viele hcdbreguldre (Archimedische) Polyeder durch Normalrisse

dar. Einige Fehler beweisen, dafi Durer die Geometric der Alten

nicbt vollkommen verstanden hat. Was er selbstandig und deskriptiy

anfaBt, z. B. die Entwicklung der Polyedemetze, gelingt ihm. Auf dem
Boden fremder Ergebnisse aber ftihlt er sich unsicher. Die Sckatten-

konstruktion setzt Durer an dem Beispiele eines gerade aufgestellten

Wilrfels auseinander. Er zieht aus beiden Rissen des Lichtpunktes
die Projektionen der Lichtstrahlen durch die Ecken und sucht ihre

Spurpunlcte (genau so, wie es rund 260 Jahre spater G. Monge lehrte).

Unabhangig von italienischen Meistern hatte Durer sein Verfahren

entwickelt, die Perspektive eines Gegenstandes und seines Boden-

schattens aus Normolrissen abzuleiten. Licht- und Augpunkt bestimmt

er durch Grund- und Aufrifi, die Bildebeneu) stellt er wie einen

SeitenriB zu beiden Tafeln normal, zieht Sehstrahlen in beiden Rissen

und bestimmt ihre Spurpunkte in dem SeitenriB, den er umlegt. Als

,,nehern Weg&quot; tragt er das Verfahren des Haupt- und Distanzpunktes

vor, das er auf seiner italienischen Reise (1506, vielleicht von Luca

Pacioli) gelernt hatte.

Durer stand mit seinen geometrischen Kenntnissen tiber seinen

Zeitgenossen. Wenn ihm auch mathematische Strenge unerreichbar

blieb, war er doch der erste frucktbare Schriftsteller auf dem Gebiete

der darstellenden Geometrie und der Begrunder der angewandten

Perspektivtf in Deutschland.

18. Die axonometrisehe Perspektive bei Desargucs und seinen

Zeitgenossen. Durch die Auftassung der Italiener von den Grund-

problemen (Abbildung der quadratischen Bodentafelung und der Hohen)

53) Hierher gehort die Geometria dcutsch&quot;, unbekannten Verfassers, Nuin-

berger Stadtbibliothek, verQffentiicht von S. Gunther, Zeitschr. Math. Phys. 22 t

higt.-liter. Abt., p. 6 f.

54) ,,Eyn ebne dozchsichtige Abaclineidung aller der Btreymlinien die auB

dem aug fallen auff die ding die es eicht&quot;,
a. a. 0. Bl. P 1. Es ist genau die-

selbo Konstruktion, die G. Loria, Vorl. iib. darst. Geom. 1, deutsch v. Fr. Sduitte,

Leipzig 1901, p. 31, anfiibrt.
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war eine niafistabliclie oder axonometrische Behandlung der Perspective

nahegeriickt; ebenso war der Koordinatenbegriff Torberoitet, auf dem
R Descartes (1596 1650) die analytisch?, Geometric aufbaute 55

). Die

Idee der perspektiven Mafistabe verwertete G. Dcsargws (1593 1662)
zu einer allgetneinen Methode. Mehrere von den Ape^us dieses mit

Descartes befreundeten Geometers und Architekten, die man verloren

glaubte, die aber M. Poudra 56
) groBtenteils aafgefanden und heraus-

gegeben hat, betreffen descriptive Aufgaben der Perspektive
51
) und des

Steinschnittes**) und der Gnomonik. DaB Desaryues durch seine Ideen

ilber unendlichferne Elemente, perspektive Lage, Kegelschnitte, Trans-

versalen, Involutionen, Pole und Polaren usw. 59
) wesentlich zur Grund-

legung der projektiven Geometric (III A B 4 a, Fano] III AB 5, Schoenflies)

beigetragen und seinen Schulern, darunt%r PI Pascal (1623 1662),

fruchtbringende Anregungen gegeben hat, erkennen J. V. Poncelet

(1788 1867)
60

) und M. Chasks (1793 1880)
G1

) an; ersterer nennt ihn

den ,,Monge de son siecle&quot;. Desarpues liebte es
; allgemeine Satze oder

Methoden dogmatisch zu geben. Der Kupferstecher und Radierer A. Bosse

(1605 1678) bemiihte sich die Ideen seines Lehrers auszuarbeitenM)

und weiterzufuhren 68
); seine Kommentare wurden von Desargues ge-

65) JR. Descartes, Geometric, Leyden 1637. Dcutsch v. L. Schlesinger, Berlin

1894.

56) Oeuvres de Desargues, reunies et analys&s par M. Poudra, 2 Bande,

Paris 1876.

67) Methode universelle de mettre en perspective lea objects donn^a reelle-

ment ou en devis, avec leurs proportions, mesures, eloignemens ,
sans employer

aucun point qui soit hors du champ de 1 ouvrage, p. G. D. L.Paris, priv. 1630, gedr.

1636, Original verloren, reprod. von A. Bosse 1647. Perspective adreasee aux

theoriciens. Paris 1643.

58) Brouillon project d exemple d une maniere imiverselle du sieur G. D. L.

touchant la pratique du trait a preuve pour la coupe des pierres en 1 archi-

tecture et de reclaircissement d uue maniere de reduire au petit pied en per

spective comme en geometral et de tracer tous quadrans plats d*heures egales
au soleil, Paris 1640.

59) Brouillon project d une atteinte aux evenemens des rencontres d un
cone avec un plan etc., Paris 1639.

60) Traitc des proprietes projectiveg des figures, Paris 1822, Introduction

p. XXXVIII f.

61) Apercu historique sur 1 origine et le deVeloppement des methodes en

geometrie, Paris 1837, p. 74 f., 331 f.

62) A. Bosse, La pratique du trait a preuve de M. Desargues Lyonnois,

pour la coupe des pierres en Tarchitecture
,
Paris 1643. Maniere universelle de

M. Desargues pour pratiquer la perspective par petit-pied comme ie geometral etc.,

Paris 1648. Moyen universel de pratiquer la perspective sur les tableaux ou

surfaces irregulieres etc., Paris 1653.

63) A. Bosse, Traite des pratiques geometrales et perspectives enseignees
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billigt. Andererseits hatte dieser Feinde, die ihm die Prioritat seiner

Erfindung der Fluchtmafistabe bestritten 64
)
und seine Verdienste durch

anonyme oder ofientliche Flugtffchriften
65

)
zu verkleinern suchten.

In der Perspective geht Desargues von Koordinaten, namiich

Tiefen-, Breiten- und Holtenmafien, auB. Den Tiefenmafistab (echelle

fuyante), den Breiten- und Hohenmaflstab (echelle des inesures) leitet

er aus dem wahren Mafistab (echelle de petits-pieds) ab, der fur den

GmndriB (plan geometral, assiete) gilt und auf der Grundlinie ge-

zeichnet 1st. Er benufczt den Hauptpurikt des Horieontes und statt

des eigentlichen Distanzpuriktes einen reduzierten, den er durch gleich-

maBige Verkleinerung der Distanz und des GrundmaBstabes erhalt.

In einem Anhange zur Methode universelle werden far ,,les contem-

platifs&quot;
die BegrijGTe des SeJistrahles (ligne de 1 oeil), der SehstrdHlen-

ebene und des Fluchtpunhtes paralleler Geraden erortert, auch bemerkt,

dafi ein Strahlbtischel durch Parallelen abgebildet wird, wenn der

Sehstrahl des Scheitels zur Tafel parallel 1st. Wie zur Bestimmung
der Bildrichtungen Iwrizontaler Geraden eine mafistablicke Einteilung

der Horizontlinie dienen kann, fflgte E. Migon hinzu**). M. Battaz**)

erreichte diesen Zweck durch Umlegung der Grand- und Horizont-

ebene, indem er Flucht- und Teilunyspunkt einer horizontalen Geraden

durch umgelegte Sehstrahlen bestinimte.

Die Grundaufgaben des Steinschnittes legt Desargues an dem aller-

dings instruktiven Beispiel eines schrdgabsteigenden getvolbten Durch-

dans 1 Acadeniie Royale de la peintuie et sculpture, Paris 1665, bringt An-

wenduugen der Perspektive auf Basreliefs.

64) K. Migon scbrieb sic falschlicb dem Ingenieur Aleaume zu. Aleaume*

1628 privilegiertes Wrk: Introduction a la perspective pratique, ensemble Tusage
du conipas optique et perspectif, von dem nur wenige Blatter gedruckt wurdeni

enthalt jene Methode nicbt. E. Migon erwarb die unvollendete Schrift und gab
eie mit eigenen Zusatzen unter dem Titel: La perspective speculative et pratique.

Be 1 invention de sieur Aleaume, ingenieur du Roy. Mise au jour par E. Miyon,
Paris 1643, heraus. Er reproduziert die von Desargues 1636 publizierte Methode

der perspektiven MaBstabe, bringt aber als etwas Neues eine Einteilung der

Horizontlinie liinzu, die man nach M. Poudra ala eine ,,6chelle des directions41

bezeichnen kann. Dieser Mafistab gibt die Fluchtpunkte der Horizontalen von

bestimmter Tafelneigung und wird erhalten, wenn man in der Horizontebene

einen Teilkreis aus dem Augpunkt als Zentrum auf die Horizontlinie projiziert.

65) ,7&quot;. Curabelle, Examen des oeuvres du sieur Desargues, Paris 1644.

Naheres iiber die unfruchtbaren Streitigkeiten der Gelehrten in jener Zeit findet

man bei M. Poudra, Oeuvres de Desargues 2. Vaulezard, Abrege ou racourcy

de la perspective par limitation, Paris 1644.

66) M. Battaz, Abreviations des plus difficile s operations de perspective

pratique, Paris 1644.
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ganges in einer Boschungsmauer (descente biaise dans un mur en talus)

dar. Er bestimmt mittels Hilfsebenen und Achse (essieu) die Wofb-

flache (youte) aus einzelnen Erzeugenden, die Stellungswinkel der

Widerlager (coussinets), der Fugen (joints) und Seiten (panneaur) der

Wolbsteine und den Lehrbogen (arc droit, cintre). Auch hier vermiBt

man jede Begrundung der Konstruktionen. tTber die Natur der Wolb-

flache erfahrt man nichts Naheres.

19. Die freie Perapektive bei Stevin, Gravesande, Taylor und

Lambert. S. Stevin (15481620) steht zwar auf dem Boden der

angewandten Perspektive, bringt aber, wie G. Ubaldo, in seiner Optik*
1

)

Satze, in denen man die Keime zur ZentrMoUineation ebener Figuren

erkennt. Um zur Perspektive eines Gegenstandes zu gelangen, die

sein Kommentator Girard ,,ombragement&quot; nennt, nimmt er das Auge,

seinen Grutidrift (pied de 1 oeil), die Tafel (vitre), die Grundlinie

(vitrebase), die Hohe des Horizontes daruber (mesure du spectateur),

den Grundrifi des Objektes (orthographie, plan, pave) und den Auf-

rifi (orthographic, profil, relief) als gegeben an. Eine Gerade be-

etimmt er durch ihren SpurpunJd (attouchement) und Fluchtpunkt

(point de conjunction). Er kennt den Satz, dafi die perspeJctive Be-

sfiehung sweier Ebenen bei der Drehung um die Achse erhalten bleibt*8 ).

Er zieht verschiedene Lagen der Tafel in Betracht 69
), sucht Abkur-

xungen und Kontrollen der Konstruktion (brievetes et certitudes sur

Toperation) und behandelt die Aufgabe, die Lage des Augpunktes aus

der Perspektive wiederfwfinden
10

)
unter Beniitzung des Satzes, dafi je

zwei Vierecke (quadrangle ombrageable et Fombre) in perspektive Lage

gebracht werden konnen T1
).

Auch bildet er perspective Mafistabe
7a

).

W. J. s Gravesande (1688 1742) entwickelte neue Methoden der

beschreibenden Perspektive
78

),
indem er nicht nur Spur- und Flucht-

el-emente, sondern auch Verschwindungselemente anwandte. Er gebraueht

67) S. Stevin, Math. Werke, Leyden 16051608; von W. Snellius aus dem
Hollandischen ins Lateinische iibersetzt 1608. Hier wird die franzosische Aaa-

gabe von A. Girard, Leyden 1634, zitiert: Oeuvres mathematiques, V. lirre de

1 optique, 1) de la scenographie, dite vulgairement perspective. Vgl. M. Charles,

Aper9U historique etc., 2. Aufi., Paris 1875, p. 347.

68) Tourner le vitre sur la vitrebase comme axe et la ligne du spectateur

sur le pied: a. a. 0. p. 533.

69) Le vitre a angle oblique sur le pare, p. 635; parallele avec le pave*,

p. 686.

70) De 1 invention de 1 oeil, p. 650.

71) Seine Konstruktion ist nicht ganz allgemein.

72) De Tombragement par quarrel, Appendice 6, p. 648.

78) G. J. s Gravesande, Essay de perspective, La Haye 1711, Rotterdam 1717.
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die Namen: ligne de terre (Grundlinie), point de vue ou principal

(Hauptpunkt), rayon principal (Sehstrahl normal zur Tafel), point de

station (Grundrifi des Augpunktes), points de distance (Distanzpunkte

des Horizontes) und ligne geometrale (Verschwindungslinie im Grund-

rifi).
Durch Umlegungen gelangt er zu einer Theorie der Zentral-

IcoUineation in der Ebene und geht insofern fiber seine Vorganger

hinaus, als er die perspektiven Umrisse eines Drehkegels , Zylinders

und einer Kugel (mit Angabe der Achsen der UmriBellipse) bestimmt.

Brook Taylor (16851731)
74

) verallgemeinerte die Verfahren der

Perspektive, die man zuvor meist nur auf ebene Figuren von be-

sonderer (horizontaler oder vertikaler) Stellung angewandt hatte, und

schuf bereits eine einfache und allgemeine Methode, fast in dem Sinne,

wie sie spater W. Fiedler 75
)
an die Spitze seiner Methodenletire stellte.

Taylor geht vom Zentrum (point of sight) zum Hauptpunkt (centre

of the picture) fiber und benutzt die Distanz (aber nicht grundsatz-

lich den Distanzkreis) ;
er legt die Verscliwindungsebene (directing

plane) durch das Zentrum parallel zur Tafel. Eine beliebige Gerade

bestimmt er durch ihren SpurpunJct (intersection) in der Tafel und

ihren Verschwindungspunkt (directing point) oder Fluchtpunkt (vani

shing point), eberiso die Ebenen durch die analogen Bestimmungs-
stucke: Spurlinie, Verschwindungs- oder FliMhttinie; auch bedient er

sich des Normalrisses (seat) eines Punktes oder einer Geraden in der

Tafel. Mit diesen Mitteln lost er die desltriptiven Grundaufgdben,

z. B. Aufgaben fiber den Parallelismus und die rechtwinklige Stellung

von Geraden und Ebenen, iiber das Auftragen gegebener Strecken

und Winkel u. a. m. Aber als echter Mathematiker begniigt sich

Taylor nicht damit, die direkten Aufgaben der Perspective gelost zu

haben, sondern kehrt sie auch urn, indem er aus der perspektiven

Zeiclmung die Eigenschaften der Originalfigur und die Hauptbestim-

mungsstiicke der angewandten Zentralprojektion relconstruiert.

J. H. Lambert (1728 1777) verfolgt das Ziel
;

die Perspektive

74) Br. Taylor, Linear perspective, 1716; verbesserte Aufl.: New principles

of linear perspective ,
London 1719; Bearbeitung von J&quot;. Colson, London 1749.

Taylors Work wurde ubersetzt, kommentiert und mit Zusatzen bereichert: ita-

lienisch von P. Jaquier, Elementi di prospettiva secondo li principi di Brook

Taylor etc., Roma 1765; franzosisch von unbek. Verf, Nouveaux principes de la

perspective lineaire etc., Amsterdam 1759; J. Kirby, Dr. Brook Taylors Method

of Perspective etc., Ipswich 1754. H. Hamilton, Stereography or a general

treatise of Perspective in all its branches, London 1748, kniipfte an Taylor an.

75) W. Fiedler, Die darstellende Geometric, Leipzig 1871, 1. Kap., p. 5 f.

Vgl. Jahresber. des deutschen Math.-Ver. 1905
, p. 493. W. Fiedkr, Meine Mit-

arbeit an der Reform der darstellenden Geometrie in neuerer Zeit.
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unabhangig von Nonnalrissen zu entwickeln; darum nennt er seine

Methode die freie Perspektive. Das hier zu betrachtende Werk 76
)

gliedert sieh in acht Abschnitte; die zweite Auflage enthalt Zusatze.

Im I. Abschnitt: ,,Von den Griinden der Perspektive und den Ge-

setzen, nach denen ebene Flachen und daraufstehende Korper ent-

worfen werden&quot;, fuhrt Lambert die Grundbegrifte ein: GesichtspuM,

Hauptaugenpunltt , Entfernung, Fundamental- oder Grundlinie, Hori-

tontallinie, VertikcUflache (normal zur Tafel durch das Auge) und die

Abwtichung der horizontalen Geraden von der Tafelnormalen sowie

ihre Flucktpunkte. Um die Bildrichtung horizontaler Geraden zu be-

stimmen, fiihrt er ahnlieh wie E. Migon
w
) einen Winkelmesser*

1 oder

eine ,,MeBleiter&quot; auf der Horizontlinie ein; dieser MaBstab gibt die

Tangenten der Winkel mit der Tafelnormalen. Lambert behalt die

fur die Originalelemente giiltigen Ausdriicke der Lagebeziehungen
auch fiir die perspektive Abbildung bei. Er spricht von ,,perspekti-

vischen Parallelen und Normalen&quot; und von einer nperspektiwscken Greo-

metrief
77

), in der wir die Anfange zu einer projeldiven Mafibestimmung
erkennen. Mit seinein Winkeimesser lost Lambert mehrere Grund-

aufgaben, z. B. die Abbildung eines Kreises von gegebener Chorde

und gegebenem GradmaB des Bogens. Der II. Abscbnitt: ,,Von der

geschickten Lage des Auges und der Entfernung der Tafel von dem-

selbigen&quot;
wendet sich an die ausubenden Kunstler. Der III. Ab-

schnitt: wVon verschiedenen Instrumenten, dadurch die Ausiibung der

Perspektive verkiirzt wird&quot; handelt vom Gebrauche eines Proportional-

zirkels, den Lambert fur wichtig genug ansah, um ihm eine besondere

Schrift zu widmen 78
).

Der IV. Abschnitt:
,7
Die Ausiibung obiger

Kegeln in ausfuhrlicnern Exempeln&quot; zeigt, dafi Lambert die Konstrulc-

tion der Voll- und Halbschatten beherrscht. Der V. Abschnitt: ,,Von

76) J. H. Lambert, Freye Perspektive, oder Anweisung, jeden perspektivi-

scbeu AufriB von freyen Stricken und ohne GrundriB zu verfertigen, Zurich 1759,

2. AuE. 1774. Eine franzosische Ausgabe, Zurich 1759, fiihrt den Titel: La per

spective afiFranchie de Tembarrae du plan geom^tral. Den gleichen Namen
brauchte in etwas atiderem Sinne P. Ch. Bourgoing, Perspective affranchie, Paris

1661, der eich von den Mafistiiben des Desargues freimachen uud die Flucht-

punkte an ihrer Stelle verwerten wollte. J. H. Lambert* Grundregeln der

Perspektive ans Betrachtung einer perspektivisch gezeichneten Landecbaft ab-

geieitet, aum Druck belordert von C. F. Hindenburg, Leipzig 1799, bewegen aich

mbr auf dem Gebiete kunstlerischer Anwendungen. Vgl. Fr. Schur, Johann

Heinrich Lambert als Geometer, Festrede, Karlsruhe 1906.

77) A. a. O. 30, p. 12.

78) KurzgefaBte Regeln zu perspektivischen Zeichnungen vermittelst eines

zu deren Ausiibung so\vie -auch zu geometriBchen Zeichnungen eingerichteten

Proportionaizirkels, Augsburg 1768.
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der Entwerfimg schiefliegender Linicn und Flaehen und dessen, was

darauf vorkommt&quot; und der VI. Abschnitt: ,,Verschiedene Anmerkungen
und Beyspiele, so zur Erlauterung dessen dienen, was erst von der

Zeichnung schiefliegender Flachen gelehrt worden&quot; bringen die An-

wendung der Begriffe: Grendinie (Fluchtlinie) einer Ebene und Fhtcht-

punkt der Ebenennormalen. Wichtig ist der VII. Abschnitt: ,,Von

der perspektivischen Entwerfung aus einem unendlich entfernten Ge-

sichtspunkte&quot;, weil er fast vollstandig die der Affinitdt eigeneu Lage-
und Mafibeziehungen ausspricht. Der VIII. Abschnitt: ,JJmgekehrte

Aufgaben der Perspektive&quot; lehrt die Rekonsbruktion der Beatimmungs-

stucke einer Zen&ralprojektion aus der Zeichnung und enthalt bereits

Printsipien, die heute in der Photogrammetrie zur vollen Geltung ge-

langt sind (s. Nr. 44). Lambert ist auch unter den Begriindern der

BeleucMungstheorie zu nennen
(s.

Nr. 35).

E. Zanotti (1.7091 782)
78

) loste die Probleme der Perspective

JconstrMiv in ahnlichem Sinne wie s Gravesande, Taylor und Lambert.

Aus analytischen Gesichtspunkten wurde der gleiche Gegenstand von

N. L.la Caille (1713 1762)
80
) und A. G. Kdstner (1719 1800)

81
)

betrachtet. W. J. G. Karsten (1732- 1787) **) schloB sich Lambert

an, benutzte aber auch die Rechnung.

20, Die Weiterentwicklung der Bifikunst an den Aufgaben
dea Steinsohnittes duroh. Frezier. In einem reichhaltigen Werke 8

*)

behandelt der Genieoffizier A. F. Frezier (16821773) die Anwen-

dungen der RiBkunst auf die Aufgaben der Stereotomie und viele damit

zusammenhangende Fragen der deskriptiven Geometrie. In dem ersten

der drei ,,Discours preliminaires&quot;: ,,Sur 1 utilite de la theorie dans les

arts relatifs a Farchitecture&quot;, legt der Autor den Ausgangspunkt seiner

Untersuchungen dar: es sind die Bedflrfnisse des ausfiihrenden Archi-

tekten und Bauingenieurs. In dem zweiten: Exposition et division

du sujet dont il s
agit&quot;

wird der Stoiff nach folgenden Kapiteln ein-

geteilt: 1. Tomomorphie (Figures des sections des solides), 2. Tomo-

79) E. Zanotti, De perspectiva in theorema unum redacta, Bonon. Com
ment. 8, 1755, p. 169 f. Trattato teorico-pratico di prospettiva, Bologna 1766.

80) N. L. la Caille, Lc9one el^mentaires d optique, Paris, 1. Aufl. 1750, 3. T.

81) A. G. Kfistner, Perspective et projectionum theoria generalis analytica,

Leipzig 1762.

82) W. J. G. Karsten, Lehrbegriff der gesamten Mathematik 7, 2. T. Die

Optik und die Perspektive, Greifswald 1775.

83) La theorie et la pratique de la coupe des pierres et des bois, pour la

construction des routes et autres parties de batimens civils et militaireg, ou

Traite de stereotomie a Tusage de 1 architecture, par M. Frezier, StraBburg und

Paris, 1 (1787), 2 (1738), 3 (1789).
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graphic (Description des sections, pratique des traits), 3. Stireographie

(Description des solides), 4. Tomotechnie (L art de faire des sections).

Fregi-er sagt selbst, daB der erste Teil seines Werkes von der Wissen-

schaft, der zweite von der Kunst des Sieinschnittes handelt. In dem

dritten Discours: wDe Torigine de la coupe des pierres et de 1 usage

qu on en doit faire&quot; erwahnt Frezier mehrere friihere Werke fiber

seinen Gegenstand
8
*),

die aber mathematisch nicht von Interesse sind.

Er bezeich.net es als seine Aufgabe, eine genaue Kenntnis der krumnien

Linien und Fldchtn zu geben, die bei Gewolbekonstruktionen vor-

kommen, friihere Irrtiimer zu berichtigen, die Konstruktion von Rissen

(epures) zu lehren und den Methoden Beweise hinzuzuftigen.

Das I. Buch bringt nach einigen allgemeinen Bemerkungen fiber

Wolbflachen im 1. Teil eine Theorie der ebenen Schnitte der Kngel,

der Kreiskegd und Kreiszylinder ,
des Rotatiomellipsoides (spheroide),

des Eotationspardboloides nnd ewei-sdialigen Hyperboloides (conoides

reguliers) und der des Kreisringes (corps cylindrique annulaire) par

allel zur Drehachse. Das einschalige Hyperboloid tritt nicht auf. Der

2. Teil behandelt die aus der Durchdringung (penetration) von Kugeln,

Kegeln und Zylindem entspringenden Raumkurven 4. Ordnung 1. Art.

Diese untersucht zu haben bildet ein wesentliches Verdienst von

Frezier. Ohne eine eystematische Einteilung dieser Kurven geben zu

konnen, bestrebt er sich, die sich durchdringenden Flachen in niannig-

facher Weise zu kombinieren, um moglichst alle praktisch verwert-

baren Typen zu erhalten und bezeichnet diese mit neuen Namen, die

er yon dem lateinischen Worte imbrex (hohler Dachziegel) ableitet:

,,cicloirabre, ellipsimbre, ellipsoidimbre, paraboloidimbre, hyperboloi-

dimbre&quot;
85

).
Die Figuren stellen (soweit sie nicht schematised sind)

die Gebilde in einer Parallelperspektive dar
;
wobei gerade und schiefe

Ansichten wechseln.

Im II. Buch handelt es sich um die Beschreibung (description)

der vorerwahnten ebenen und Raumkurven. Was hier Frezier vor-

tragt, ist fur die Entwicklung der deskriptiven Methoden in der Geo-

84) Philibert de Lorme, Traitd d architecture 1567. M. Joussc, Secrets

d Architecture, La Fleche 1642. P. Dechallcs, De lapidum sectione 1672, stotzt

sich auf P. Deran, Architecture des youtes ou Fart des traits et coupe des

voute* 1643.

85) Die letzten drei Namen kdnnten heute leicht mifiverstanden werden.

Es ist hier nicht von den Begriffen: Ellipsoid, Paraboloid, Hyperboloid mit be-

zug auf die Flachen 2. Ordnung die Rede, sondern von Raumkurven, die mit

einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel gestaltlich eine gewisse tJbereinstimmung

zeigen. Zu allgemeinem Gebrauchc sind die Bezeichnungen nicht gelangt.
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metrie von grofiter Bedeutung. Der 1. Teil fiihrt in die Darstellung
der Kegelschnitte und einiger anderer Kurven in der Ebene ein. Die

Konstruktion des Kreises unter erschwerenden Bedingungen, wo weder

der gewohnliche Zirkel noch die Kreisschnur (simbleau)
n
) benutzt

werden kann (z. B. bei unzuganglichem Zentrum oder sehr grofiem

Radius), wird vom Gesichtspunkte des Zeichners aus erortert und

dabei verschiedener Apparate Erwahnung getan, die den Kreis
(z. B.

durch drei gegebene Punkte) mechanisch (organiquement) zu zeichnen

gestation. Im gleichen Sinne werden die Kegelschnitte behandelt, und

zwar auf zweierlei Weise: entweder geht der Autor von der gezeich-

neten Kwrve (consideree comme etant faite) aus, um ihre Haupt-

bestimmungsstucke (Zentrum, konjugierte Durchmesser, Achsen, Brenn-

pMnkte, Tangenten) graphisch zu finden, oder er stellt zureichende

Bedingungen auf, um die Kurve (consideree comme a faire) aus

Achsen, Durchniessern, gegebenen Punkten, Tangenten und ihren Be-

riihrungspunkten zu konstruieren. Wir dflrfen in diesen echt deskriptiv

gehaltenen Ausfiihrungen die Quelle einer ganzen Reihe von Konstruk-

tionen erblicken, aus der spatere Autoren bewufit und unbewufit ge-

scbopft haben; zugleich aber liegen in der von Frezier geschilderten Er-

zewgung von Kurven ,,par un mouvement continu&quot; die ersten Ansatze

zu einer Geometne der Bewegung (IV 4, SduJnflies). Durch affine Trans-

formationen lost der Verfasser das Problem, Kegelschnitte so zu ver-

langern oder zu verkurzen, dafi die verwandelte Kurve mit der ur-

spriinglichen auf einem Zylinder liegt
86

).
Den Kreisring und die

Sdiraubenrohrenfldche stellt sich Frezier als defonnierten Kreisssylinder

vor, dessen Achse kreisformig (corps cylindrique annulaire) oder nach

einer Schraubenlinie (helicoide) gebogen ist. Er zeichnet eine Art

ihrer ebenen Schnitte parallel zur Dreh- oder Schraubenachse als

,,une ovale du quatrieme ordre&quot;
87

).
Dann wendet er sich den Spiralen

zu. Zuerst konstruiert er die Archimediscto Spirale, dann ettiptische,

pardbclische und hyperbolische Spiralen , indem er die Ordinaten der

,,generatriee&quot; fiir gleichmaBig wachsende Abszissen als Radienvektoren

fur gleichmaBig wachsende Drehwinkel benutzt. Er kehrt den Um-
laufsinn um und verwandelt seine Kurven durch affine Transformer

tionen SB
\ die er auch sonst verwendet 89

).
Weiter spricht er von der

86) Alonger ou racourcir les ellipses en telle raieon qu on voudra, en sorte

qu elles eoient toujours les sections d un meme cylindre 1, p. 145.

87) Im Falle der Schraubenflache ist dies nnr bedingt richtig.

88) ,,Quarreaux changez en parallelogrames&quot; 1, p. 173.

89) z. B. um einen ,,arc de courbe r^guliere&quot; in einen ,,arc rampant&quot; zu

verwandeln.
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^imitation&quot; der Kurven durch Zusammensetzung von Kreisbogen, TOD

Satzen iiber Tangenten, Normalen und Brennpunkte der Kegelschnitte

und benutzt Hilfskurven, um die FuBpunkte der Normalen yon auBer-

halb gelegenen Punkten zu finden. Der 2. Teil ist der Beschreibung

von Kurven auf konkaven oder konvexen Fladwi gewidmet. Dabei

wird schon der Projektionsmeihode im aUgemeinen gedacht. Es han-

delt sich um die Bestimmung der Hauptkreise auf einer Kugel, der

Kreisschnitte des Kegels und Zylinders und der Formen der ebenen

Schnitte eines geraden Kreiskegels. Hierbei werden Normalrisse ver-

Bchiedenartig angewendet. Der 3. Teil behandelt die Eaumkurven

4. Ordnung 1. Art, ihre Beschreibung auf krummen Flachen und ihre

Darstellung in einer ebenen Projektion, ebenso die Sdiraubenlinien

(helices) und Schneckenlinim
(limaces&quot;)

auf dem Kegel und der Kugel.
Das III. Buch: ,,De la description des divisions des solides&quot; ist

wichtig, weil darin die Hilfsmittel der geometrischen Darstellung

korperlicher Gebilde besprochen werden. Fregitr fuhrt die Riftkunst
90

)

auf vier verschiedene Formen der Beschreibung zuriick: 1) Ichnoyraphie

(GrundriB, plan) 7 2) Ortographie (AufriB, elevation; SeitenriB, profil;

Vertikalschnitt, coupe), 3) Epipedographie (developpement, Netz von

Polyedern, Abwicklung krummer Flachen) und 4) Goniographie (de

scription des biveaux, Bestimmung der Winkel)
91

).
Die 5) Sceno-

graphie (Perspektive) wird fur die Anwendung in der Stereotomie als

ungeeignet ausgeschaltet. Hierbei ist besonders interessant, was Freeier

fiber die Zusammenstettung der Zeichnungen in einem Risse 9
*} sagt;

er empfindet deutlich den Mangel eines einheitlichen Prinzips. ent-

scheidet sich selbst aber gleichwohl nicht fur eine bestimmte Anord-

nung der Risse, die ihren Zusammenhang unmittelbar erkennen laBt 98
).

Andererseits warnt er davor, aus Zufalligkeiten in der Zeichnung auf

notwendige Zusammenhange zu schlieBen. Es blieb G&amp;lt; Monge vor-

behalten, die Zuordnung der Normdlrisse zueinander zum Grundsate

zu erheben.

Der Inhalt des IV. Buches, welches den 2. und 3. Band ffillt

(1. Teil: Uber die Tomofechnie oder die Kunst des Steinschnittes fur

die Konstruktion von G^wolben usw., 2. Teil: tlber den Schnitt der

Gewolbe niit zwei oder mehreren Oberflachen), ist vorwiegend techni-

90) ,,0n peut done reduire tout I Art de tracer t?e Epure a qnatre sortes

de descriptions&quot; 1, p. 270.

91) Frezier behandelt auch die Dreikanteaufgaben,

92) ,,De 1 Arrangement des Dessins dans TEpure* 1, p. 271.

93) Wie &quot;Frezier sich diesen denkt, geht klar aus&quot; mehreren seiner Figuren

hervor, z. B. Fig. 170, PI. 16; Fig. 249, PI. 20; Figg. 264, 266, PI. 22.
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scher Natur. Aber am Anfange gibt Freeier sehr bemerkenswerte

Untersuchungen uber die Erzeugung krummer Flachen durch gesetz-

lua&ig bewegte Linien, namentlich iiber windschiefe Regelflachen. In

dem Abschnitt ,J)e la connoissance des surfaces&quot;
94
) versuclit Fr&sier

die (fur architektonische Zwecke in Betracht kommenden) krummen

Flachen nach dem Grade ihrer Regelmafiiglceit einznteilen. Dieser

Begriff wird aber nieht scharf definiert. Er unterscheidet zunachst

,,surfaces regulieres et
irregulieres&quot;.

In die ersteren bezieht er aufier

den Oberflachen der
;,corps primitifs&quot; (Kugel, Kreiskegel und Zylinder)

auch die ,,stirfaces reguliereinent irregulieres&quot; ein (d. h. Spharoide,

Kegel und Zylinder von nicht kreisforiniger Basis, Ringflachen usw.).

Die Zahl der irregularen Flachen 1st unendlich; zu diesen rechnet er

die windscJiiefcn Flacfien (surfaces gauches) uud alle ftbrigen, die ihm

eini alien. In dem Kapitel: ,,Des surfaces courbes regulierement

irregulieres^
95
) ftihrt der Autor vier Arten von ,,Surfaces gauches&quot;

an, denen er Namen gibt, die von dein lateinischen Worte limus

(scheel? schielend) abgeleitet sind. Er definiert sie (wenn auch nicht

vollstandig) durch die Art ihrer Erzewjung. Er denkt sich die schiefen

Flachen durch Vierecke begrenzt, die gerade oder krummlinige Seiten

haben, und beniitzt zwei Gegenseiten als Leitlinien, welche die Er-

zeugende bestandig schneiden soil 1) ,,PlanolimeP nennt er die

Flache, die eine Gerade beschreibt, wenn sie zwei feste windschiefe

Gerade bestandig schneidet (und einer Ebene parallel bleibt), 2) nmixti-

lime&quot;,
wenn die eine Leitgerade durch eine Kurve ersetzt wird,

3) xdoliolime
1

,
wenn beide Leitlinien krumm sind (dolium, Fa6). Dies

sind Regelflachen. Wird aber eine Kwrve als Erzeugende benutzt, so

nennt er die Flache 4) nsphericolime&quot;. Fur die weiteren Aufgaben
des Steinschnittes warden verschiedene Arten solcher Flachen tatsach-

lich benutzt und beschrieben.

Frezier hat unzweifelhaft die Methoden der darsteUenden Geometric

ein bedeutendes Stiick vorwarts gebracht und seinem beruhmten Nach-

folger G. Monge auch darin vorgearbeitet, dafi er die Aufmerksamkeit

der Mathematiker wieder auf die Fruchtbarkeit einer synihetischen

Behandlung der Geometric nach EMidischem Muster lenkte 96
).

94) 2, p. 8.

96) MEn Termes de 1 Aifc: Des Paremens Gauches&quot; 2, p. 7.

96) Im II. Disconre pr^lixninaire sagt er: ,,Je s^ai qu aujourd hui la Geo-

metrie Lineaire n cst plus gueres a la mode, et que pour Be donner un air de

Science, il faut faire parade de TAnalyee; cependant ^1 ancienne Geometrie&quot; (dit

on ^o.avant) quoique moms sublime, moms piquante, meme moins agreable, est

plus indispensableinent neceasaire, et plus sensiblement utileu . Er zitiert hierbei

B. Fontenelk, Eloge d Ozanam, M6m. de Tacad. d. sc. Paris 1717.
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in. Begriindnng eines wissenschaftlichen Systems.

21. Monges ,,Geometrie descriptive&quot;. G.Monge (1746 1818)
97

)

trat 1795 mit einem in der Stille sorgfaltig vorbereiteten Werke her-

vor, das zu einer Zeit gewaltiger politischer Umwalzungen auch auf

dem Gebiete der geometrischen Wissenschaften eiue Art Revolution

einleitcte. Man vergleiche den Artikel: Gegensatz von synthetischer und

analytische-r Geometric (El AB4a, Fano, Nr. 5). Er bereicherte die

reine Geometrie init einer neuen Disziplin, der er den Namen gab:

^Geometrie descriptive&quot;, und dies geschah. wahrend rioch die frucht-

baren Anregungen, welche E. Descartes durch seine analytiscke Geo

metric den Mathematikern gegeben hatte, in vollster Wirkung etanden

und auf alien Gebieten der Analysis groBe Entdeckungen gemacht

warden, an denen Mottye selbst durch eigene Untersuchungen hervor-

ragend beteiligt war 98
).

Seine Professur an der Ecole normale und

der Ecole polytechnique gewahrte Monge die erste Moglichkeit, iiber

seine neue Methode, die er wahrend seiner fruheren Tatigkeit an der

Artillerieschule zu Mesieres (1765 1783) ausgebildet hatte, aber wie

ein militariscbes Staatsgeheimnis zu niiten gezwungen gewesen war,

offentlich vorzutragen. Seine Vortrage erschienen zuerst in dem Journal

des ecoles norm ales unter dem Titel: r,Le^ons de geometric descriptive,

donnees a 1 ecole normale, publiees d abord en feuilles, d apres les

stenographes&quot;, Paris an IE, 1795, und bald darauf in Buchform als

,,Geometrie descriptive&quot;, an VII, 1798, mit 25 Figurentafeln. Das

Werk erlebte eine Reihe von Auflagen, von denen die dritte (1811)
mit Zusatzen von J. N. P. Hachette, die 4. und 5. Auflage (1820 und

1827) mit Supplementen von B. Brisson versehen war; Ubersetzungen
und Bearbeitungen folgten nach.

Den ungeheuren EiufluB, den die von Monge entwickelten Prin-

zipien der beschreibenden Geometrie auf die Fortschritte der geo
metrischen Wissenschaften ausubten, machte M. Cliasles (1793 1880)
zum Gregenstand eingehender Untersuchung im V. Kapitel und den

97) tfber die Lebensschicksale und die wiasenschaftiiclie Laufbahn von

G. Monge findet man Naheres in der Lobrede, die F. Arayo (1846) dem An-

denken des bertihmten Geometers in der Pariser Akademie widmete, Oeuvres

completes de F. Arago 2, Paris 1854, p. 427 f. Man vgl. CA. Dupin, Essai sur

les services et les traveaux scientifiques de G. Monge, Paris 1819, und die An-

mexkungen, welche E. Haufiner seiner dentschen Ubersetzung der Darstellenden

Geometrie von 1798 (Ostwalds Klassiker Nr. 117, Leipzig 1900, p. 181) anfugt.

98) G. Monge, Feuilles d analyse appliquee a la geometric et., Paris

1794 96. Sur les lignes de courbure de la surface de TellipBOide, Journ. de

I ecole polyt. 2 (1795), p. 145.
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Noten XXIII und XXIV seiner Geschichte der Geometrie 90
), ebenso

auch Chr. Wiener im I. Abschnitt seines Lehrbuches 100
).

C. F. Gauft
101

) empfiehlt die Geometrie descriptive als eine ,,kraf-

tige Geistesnahrung* zur
?,Belebung und Erhaltung des ecbten geo-

metriachen Geistes&quot;. In der Tat brachte Monger Schopfung einen

Umschwung hervor; sie belebte aufs neue die rein geometrisctien Me-

thoden, nicht im Gegensats zur Analysis, sondern als ilire willkommene

Urgansung. Monge gibt den Projektionsmethoden einen neuen Wert,
indem er sie anwendet, nicht nur urn die Verwandtschaften ebener Ge-

bilde und ihre gewissen Transfonnationsgruppen gegeniiber invarianten

Eigenscliaften zu finden, sondern die Geometrie des Raumes auf die

der Ebene zuruckzufiihren. Monge geht sogleich von umfassenden

Gesichtspunkten aus: die begrifflichen Konstruktionen im Raume
sollen in der Ebene mit Zirkel und Lineal ausfuhrbar werden. Die

Aufgabe der beschreibenden Geometrie ist darum eine doppelte: 1) Me-

thoden zu geben, um auf einer Zeichenfiache (feuille de dessin) von

zwei Dimensionen korperliche Figuren (corps) von drei Dimensionen

auf Grund ihrer geometrischen Definition darzustellen, 2) aus dieser

Darstellung alle Siitze abzuleiten, die aus der Gestalt und gegen-

seitigen Lage der Figuren folgen
10X

).
Die zur Erreichung dieses

Zweckes dienlichen Verfahren (^precedes qu une longue experience a

fait decouvrir&quot;) waren schon langst praktisch und theoretisch so weit

entwickelt, daB es nur an einem eiriheitlichen Prinzip fehlte, um ihre

Bestimmungsweisen umkehrbar eindeutig und aUgemcin anwendbar zu

machen. Nachdem Monge verschiedene Moglichkeiten, einen Punkt

des Raumes deskriptiv zu bestimmen, durchgesprochen hat, entscheidet

er sich dahin, der Forderung der Eindeutigkeit durch die feste Zuord-

nung zweier Normdlrisse zueinander zu entsprechen. In diesen werden

den Elementen Punkt, Gerade, Ebene bestimnite Projektions- oder

Spwrelemente als Charaltfere zugewiesen, auf welche sich die Methoden

zur allgemeinen Auflosung der stereometrischen Aufgaben griinden.

Das Prinzip, durch welches Monge der Forderung der Allgemeinheit

und Vollstdndigkeit der Losungen gerecht wird, findet sich nicht aus-

driicklich formuliert, geht aber aus seiner Beweisart deutlich hervor,

welche es erlaubt, die Gultigkeit der Satze und Methoden unabhangig
von zufalligen Beziehungen (relations contii)gentes) zu erkennen 10S

).

99) Aperfu historique sur Torigine et le developpemcnt des methodes en

geometric, Bruxelles 1837, Paris 1875
t
deutsch von L. A, Sohnke, Halle 1839.

100) Lehrb. der darst. G^om. 1, Leipzig 1884, p. 26.

101) C. F. Gaufi, Werke 4, p. 369, G8tt. gel. Anz. 121 (1813).

102) G^om. descr. 1798, p. 5.
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Diese Auffassung wurde von L. N. M. Camot (1753 1823) zu

seinem Korrelationaprimip
m

)
und von J. V. Poncelet (17881867)

zura Prinsip der Kontinuiiat J05
) weiterentwickelt und beherrscht seit-

dem die Beweisarten der projdctiven Geometric (A. Schoenflies, III A B 5).

Die geometrische Beschreibung betrifft nicht mehr, wie bei Monges

Vorlaufern, eine einzelne Art von Gebilden, sondem zeigt die An-

wendung der Methode auf alle ancdogen Fdlle. Dies forderte zu Unter-

suchuiigen daruber auf, welch e Figuren als analoge im deskriptiveu

Sinne gelten diirfen, und fuhrte zur Tl^orie der geo/netrischert Ver-

watidtschaften allgemeinster Art, sowie zu den Transformations- uad

iibertragungspringipicn ,
die diese vermitteln. Dio deskriptiv wichtig-

sten sind: 1) die Kollineationen 105
) ,

welche speziell zur Ahnlickkeit

und Affinittit (einschliefilich der Kongruenz und Symmetric), der Per-

spektivitdt (bei Poncdet: Homologie) oder allgeniein zur Projektivitdt

(bei Chasles: Homograpliie) fiihren; 2) die Bezidiungen zwi-schen raum-

licheii und ebenen Figuren, die durch Projiziercn und Schneiden ber-

gestellt werden 107
); 3) die auf der Polarenthuorie beruhende Ressipro-

zitat
108

) und die allgemeine Dualitdt 109
) in der Ebene und im Raume;

4) die Beziehuugen, die sich bei der Projektion raumlicher Objekte
aus den Transformationen des Be&ugssystems ,

d. h. aus den Lagever-

anderungen der Bildebene^ des Zentrums oder aus der Beweyung des

Originals ergeben. Alle diese Uniwatidlungsprinzipien zielen dahin,

den deshriptiven Meflwden dieselbe Allgemeinlmt zu verleihen, welcne

die analytisclien durch die Uiibestimmfheit der Koeffisienten* in deu

GleicLungen, also durch die Variation der Komtanten erreichen. Und
wenn Monge diese Grundsatze auch nicht in der heute ublichen Form

ausgesprochen hat, so uberzeugen uns doch die an mehreren Stelleu

angestellten Vergleiche zwischen den Methoden der deskriptivert Geo-

103) Vgl. M. Chasles, Apei9u 5, 10 ff., und III A B 4 a, Nr. o, Fano.

104) Traite de la correlation des figures, Paris 1801. Vgl. inAB 4 a, Nr.G, Fano.

105J Trait^ des propriet^s projectives des tigures, Paris 1822, Introduction

p. Xni und p. 413 ff. Vgl. Ill AB 4 a, Nr. 7, Fano; III AB 5, Nr. 3, 4, Stfohtflies.

106^ Auf den allgemeinen Begrifi der Koilineation wurde zuerst A. F.

Moebius (17901868) durch den baryzentriacken Kcdkiil, Leipzig 1827, gefuhrk

Vgl. J. f. Math. 4 (1829), p. 101; Ges. W. (188587) 1, p. 417.

107) M. Chasles, Aper9u hist. 5 (7), bezeichnet dieae mit dem Worte: Trarw-

mittation des figures.

108) J. V. P&ncekt, Mem. sur la th^orie g^uerale des polaires reciproques,

Journ. f. Math. 4 (1829), p. Iff.

109) J&quot;. I). Gergonne^ Recheiches sur quelques loia g^iierales qui regissent
lea lignes et sui faces alg^briques dc tous les ordres. Ann. de mathem. 17 (1826/27),

p. 214 ff. Vgl. IIIAB 4a, Nr. 7, Fano; IHAB5, Nr. 5. Schonflies.

Bncyklop. d math. Wissenscb. in 1. 37
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metric und der Algebra und zwischen den Konstruktionen im Eaume
und in der Ebene 110

) davon, dafi sie seiner Denkweise zugrunde ge-

legen haben.

Das Prineip der Kontinmtat fiihrt ferner notwendig zur Unter-

scbeidung der allgemeinen und der Icsonderen, ausgearteten Eigenschaften

der Gebilde, die in der Koinzidenz gewisser Elemente oder anderen zu-

fdlligen Besiehungen (Singularitaten) ihren Grand haben (vgl. in D 1, 2,

Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Kurren und

Flachen, v. Mangoldt, Nr. 3; III C 4, Absehn. II. Berzolari), sowie zu

den Eigenschaften, die den Transformationen einer gewissen Gruppe

gegentiber invariant bleiben. Endlich leitet dies Prinzip tiber zu dem

(schon bei den grundlegenden Aufgaben zweiten Grades zu beobacbten-

den) Auftreten imagindrer Elemente. Wo im algebraischen Sinne

imaginure Elemente oder Beziebungen als gegeben angeseben werden

durfen (z. B. bei den Doppelelementen vereinigter projektiver Gebilde oder

Involutions, bei den konjttgierten Kegelschnitten
1

} und der Imaginar-

projeMon
u
*)\ Bind bier reelk graphische Daten zu benutzen, welche

die konstruktiye Losbarkeit der Aufgaben gewabrleisten. (Vgl.

HI A B 4a, Nr. 14, 15, JPono; UI AB5, Nr. 19, Schonflies)

23. Die Erzeugimg krummer Flachen. Theorie der Baum-
kurvon. Das Grund- und AufriBverfahren reicbt vollkommen aus,

um alle Gebilde darzustellen, die aus einzelnen Punkten und Linien

besteben. Fur die Bestimmung der Gestalt und Lage der Flacben

aber erweist sicb dieses Verfabren als unzulanglicb und unfrucbtbar.

Die Darstellung der FlacJien erfordert ein neues Prinsip
113

), welcbes

Monge darin findet, der Losung der vielen wicbtigen Probleme, die

sicb bier darbieten (wie der Frage nach den Tangentialebenen, Nor-

malen, den beiden Krummungen in jedem Flacbenpunkte, den Krum-

mungslmien, den liiickkehrkurven, den mehrfachen Kurven und Punkten

usw., vgl. HI D 1, 2, v. Mangoldt-, IH D 3, III D 5, v. LUienthal) be-

stirnmte Ertseugunysweisen der Flachen zugrunde zu legen. Dafi jede

krumme Flache durcb die Bewegung einer krummen Linie erzeugt

werden kaan, die entweder eine unverdnderliche oder eine gesets-

maftig veranderliche Gestalt besitzt, erlautert Monge an den ZyUnder-,

110) G4om. descr. 1 (10), 3 (4960), 4 (8889).

111) Poncekt, Propr. proj., p. 29, neunt sie sections coniques supplementaires.

112) Mit diesei beBchaftigte sich eingehend Chr. Wiener, Lehrb. der darst.

Geom. 1
, p. 315 if. u. 882 ft . Dber scheiubare Unstetigkoit geometrischer Kon-

struktionen, welche dutch imaginare Elemente derselben verursacht wird, Zeitschr.

Math. Phys. 2 (1867), p. 388 ff.

113) G^om. descr. 1 (1118).
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Kegd~ und Umdrehunysflaclien
n4

) und empfiehlt unter den unendlich

vielen Erzeugungsweisen zwei geeignete auszuwahlen, um durch jeden

Flachenpunkt gwei Erzeugende zu legen, deren Kenntnis bei den

meisten Anfgaben geniigt. Sofort wendet er sein Prinzip auf die

Ebene an und hebt unter ihren Geraden die beiden Spurlinien (traces),

spater auch die Spurparallelcn hervor, die wir heute Haupt- oder

besser Streichlinien nennen. Die zu diesen normalen Fcdllinim treten

iu der Folge ebenfalls auf.

Mit der Entstehung uud den Eigenschaften der Raumkurven und

abwickelbaren Flachen hatte sich Monge schon vorher beschaftigt
115

).

Hier stellt er die Durclidringungskuroen krummer Flachen nach der

Methode der schneidenden Hilfsflachen dar. In den einfachsten Fallen

wahlt er horizontale Hilfsebenen; bei zwei Kegelflachen legt er die

Ebenen durch beide Spitzen, bei Zylinderflachen parallel zu den Er-

zeugenden; bei zwei Rotationsflachen mit sich schneidenden Achsen

benutzt er konzentrische Kugelflachen. Die Tangente einer Baumkurve

ergibt sich als Schnitt der Tangentialebenen der Flachen, die sich in

ihr durchdringen. Auch die Methode von G. P. Eoberval (1602

1675) zur Tangentenbestimmung bei der BahnJcwve eiwts bewegten

Punktes 116
) wird erwahnt. Aber bei dem Versnch, sie auf Raum-

kurven auszudehnen, bezieht sich Monge auf em unzutretfendes Bei-

spiel
117

).
Die weiteren Ausfuhrungen (iber doppeltgeltrummte Linien,

die sich wesentlich mit dem Inhalt der oben n5) zitierten Abhandlung

decken, werden nicht deskriptiv verwertet.

24. Der Aufgabenbereich. Manges Geometric descriptive ist kein

alle Teile der Disziplin gleichmafiig berticksichtigendes und metho-

disch geordnetes Lehrbuch. Sie ist aus Vortragen entstanden, in

denen didaktische Riicksichten und bei der Neuheit des Gegenstandes

114) Als viextes Beispiel fuhrt er die windschiefen Regelflachen (surfaces

gauches) and ihre drei Leitkurven an, damnter das Hyperboloid mit beiden

Scharen der Erzeugenden, p. 130, Addition II.

115) Mem. snr lea d^veloppees, lea rayons de courbure st lee differents

genres d inflexions des courbes a doable courbure (1771), Mem. pros, p. div. sav.

Paris 10 (1785), p. 51 ff. (vgl. SchluBkap. der Feuilles d analyse). M(?m. BUT les pro-

priet^s de plusieurs genres de surfaces courbes, particulierement sur ceiles des

surfaces developpables, avec une application a la th^orie des ombres et penouibres

(1776), Mem. pr^s. p. div. sav. Paris 9 (1780), p. 382 ff.

116) Observations sur la composition des mouyemens et sur le moyen de

trouver les touchantes des lignes courbes, herausgeg. von Da Vcrdus, M^m. de

1 acad. d. sc. Paris 6 (1730). Vgl. IV, 4, Nr. 7, Note 66, Schonflies.

117) Es ist eine ebene Kurve. Vgl. JR. Haufiner, Anm. 16 zur deutschen

ftbersetzung der Geom. descr.

37*



564 III A B 6. E. Papperitz. Daratellende Geometric.

vor allem der Wunsch, das Interesse an den Darstellungsmethoden
unter bestandigein Hinweis auf die Erfolge der Analysis zu beleben,

den Ausschlag gaben. Was diesem Werke an erschopfender Voll-

standigkeit und Systematik mangelt, ersetzt es reichlich durch die

Fillle anregender Gedanken, durch die Klarheit des Stiles, die Ein-

faehheit und Eleganz der agewandten Methoden. Die Beispiele, die

fflr die praktische Verwertung der Theorie angeffihrt werden, sind

nicht alle glucklich gewahlt; einzelne mflssen uns erkiinstelt er-

scheinen, was uns nicht wunder nehraen darf, da ja die enorme

Tragweite der deskriptiven Methoden fflr die praktische Ingenieur-

kunst sich erst nach vielseitiger Erprobung und nicht sogleich am

Anfang zeigen konnte. Jedenfalls hat Monge ihre kimftige Bedeutung

vorausgeahnt
118

).
Das der Ausgabe von 1798 vorgedruckte Aver-

tissement besagt, da8 die Geometrie descriptive nur den ersten Teil

eines umfassenden Werkes bildete, an dessen Portsetzung Monge
durch politische Auftrage gehindert wurde und welches rioch die

Linearperspelttwe, die Schatimkonstruldionen, die Besclireibung der Ma-
schinenekmente sowie die Stereotomie (die Lehre vom Schnitt der Steind

und Holzer) behandeln solite. Die Figurentafeln waren schon graviert,

dienten aber zunachst nur den Schulern der Ecole polytechnique als

Vorlagen und Mongcs Nachfolgern als Fingerzeige fiir den weiteren

Ausbau der Gedanken ihres Meisters.

118) Er sagt (Programme, p. 2) von der darstellenden Greometrie: ,,c est une

langue neceesaire a rhomine de genie, qui conyoit un projet, a ceux qui doivent

en diriger Fex^cution, et enfin anx artistes qui doiverit eux-inSines en es^cuter

les differentes parties
1

^. Monge fiihrt einige wichtige Anwendungen aus der

Geodasie, der Fortiftkaiionslehre und dein Steinschnitt an: die Reduktion eines

Winkeis auf den Horizont (f, 22), Defilements von Festungswerken (II, ,H), Terraiu-

aufnahmen (drei Probleme, IV. 95102), Fugenschnitt der Gewfllbsteine (II, 24;

T, 130). In don stereotomischen Aufgaben wbertrifft er Frezier, indeni er fiir

die normale Lage der Fugenflachen zueinander und zur Wolbflache die statischen

Griinde wenigstons andeutet und die Theorie der Krummungsfldchen und Nor-

malen/ldchen anvrendet. Wenn man aber schon von der geistreichen Losung der

drei geodatischen Aufgaben aagen darf, dafi sie sich fflr die wirkliche Anwen-

dung kauni eignen, so gilt dies (wie Monge selbst sich nicht verhehlt) in noch

iioherftm Mafie von dem, was er iiber die Anwendang der Tangentidlebenen und

KruwnmngsliniMi in dor Malerei wnd der MadicrJcunst zur Bestimmurtg der

Farbentoue, Helugkeitsgrade, Glauzpuukte (II, 25, 34) und der geeigneten Lage
der Sclirafiierijcgslinien (V, 131) sagt. Ein Gebiet praktisch wertvoller Anwen-

duagen der graphischen Methoden (Verzahnunystheorie) streiffc Monge mit der

Beinorkung (V, 105), daB aich die Kreisevolvente als Form von Maschinfinelementen

(Davtmenwellen, Hebe/apfeu an Fochstempeln, Zahnxadern) verwenden lasse,

wobei er cles seinerzeit beriihixiten Mechanikers J. Veaucanson (1709 1782)

gedenkt.
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Die Geometric descriptive ist in fiinf Tetfe gegliedert, von denen

der letzte mehr der ,,rntionellen&quot; als der ^darstellenden&quot; Geometrie

angehort. Der I. Abschnitt (1 22) hat keine Uberschrift; er handelt

von den Aufgaben und Methoden der darstellenden Geometrie fiber-

haupt und den stereometrischen Aufgaben insbesondere. Die Auswahl

unter den letzteren ist so getroffen, daB daraus die wesentliehen

Methoden entnommen werden konnen. Der Inhalt der iblgenden Ab-

echnitte ist durch ihre Uberschriften meist genligend gekennaeichnet:

II. (23 47) Des plans tangens et des normales aux surfaces conrbes.

Dieser Abschnitt enthalt Untersuchungen, die auf die Theoric der

konjugierten Pole, Polaren und Polarelenen bei dem Kreise, der Kugel,

den Kegelschnitten und den FlacJien 2. Ordnung sowie der Ahnlich-

keitspunkte voa Kreisen und Kugeln fiihren 118
); III (48 87) Des inter

sections des surfaces courbes; IV (88 102) Application de la methode

de construire les intersections des surfaces conrbes a la solution de

diverges questions; V (103 131) De la courbure et des developpees

des courbes a double courbure. Von den Additions beziebt sich I. auf

die Schnittpunkte dreier Kreiszylinder, II. tragt die Uberschrift: De

la generation des surfaces (IV. exemple), III. Du plan tangent a une

surface gauche.

25. Lacroix, Monges Eivalo. Als Complement des elemens de

geometric, die in seinen Essais swr Venseigiiement en general, et sur

celui des mathematiques en particulier} enthalten waren, liefi S. F.

Lacroix (1765 1843) die Essais de gcometrie sur les plans et les sur

faces courbes, Paris 1796, erscheinen, em Werk, das wahrscheinlich

nicht ganz unabhangig von den Einflussen entstanden ist, die Monges
Ideen auf seine Zeitgenossen ausubten 121

).
Lacroix geht systemati-

scher vor als Monge, aber im wesentlichen stimmen seine Methoden

mit denen seines Lehrers und nachmaligen Kollegen ilherein. Nach

der Methode der plans coordonnes behandelt er die DarsteUung der

Geraden 13
*),

der Ebene und der Kugel und lost regelrecht die Funda-

mentalaufgdben, darunter auch die des Dreikants, Der zweite Teil

119) Vgl. E. Kottw, Die Entwicklung der synthetischen Geometrie, Jahresber.

dee deutsch. Math.-Ver. 6 (1898), p. 48, 88 u. 112. Die Satze iiber die Abnlich-

keitspunkte von Kngeln unterliegen gewissen Einw8,nden. Vgl. G^ Loria in

M. Cantors Gesch. der Math. 4 (1908), p. 629.

120) S. Avis du libraire, 6.
&amp;lt;*d.,

Paris 1829.

121) Die Entstehucgsgeschichte des Werkee wird einigermafien verschieden

geschildert von Ch. Dupin, Essai higtorique sur les services et les travaux ecien-

tifiques de Gaspard Monge, Paris 1819, nnd yon Th. Olivier in der Vorrede -/urn

Cours de geometrie desciiptive 1, Paris 1852.

122) Nea erscheint der Ausdnjck ,,plans projetana
1
.
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bringt die Erseugung der Fldchen (namentlich der Kegel-, Zylinder-

und Umdrehungsflacheri), der Kurven doppelter Kriimmung und der

Durchdringungskwrven. Es folgen die windschiefen und abtvickelbaren

Regelflachen ,
die Aufgaben der Abwicklwng ,

der Tangentialebenen und

der Kriimmungstheorie. Den SchluB bildet ein Essai stir la perspec

tive, der bekannte Methoden wiedergibt.

26. Monges Schule, Seinen Schiilern hatie Monge Anregungen
und Stoff gegeben, die sie zum Ausbau einer der nutzlichsten Wissen-

schaften rerwerten konnten. Dies geschab bei den wiederholten Neu-

auflagen der Geometric descriptive durch Zusatze, die J. N. P. Hachette

(17691834) und B. Brisson (17771827) verfaBten, aber auch in

selbstandigen Schriften. Hatte schon Monge
1

) auf die Wicbtigkeit
der Aufgaben fiber das Dreikant bingewiesen, in denen die ganze

sphdrische Trigonometric entbalten eei, sc bracbte Hachette ibre voll-

standige Losung
124

) unter gleicbzeitiger Verwendung des supplemen-
taren oder Polardreikants. Ferner fiibrten Hachette und Brisson das

von Monge aufgestellte Programm insofern durcb, als sie die Schatten-

kmstruJctwnen, die Grundlagen der Belewhtungslehre und die Perspek~

tive nacb Mongez Gesicbtspunten und teilweise nacb seinen Aufzeich-

nungen bearbeiteten 185
).

Nacb den Materialien, die Monge der Ecole

polytecbnique iiberlassen batte, bearbeitete C. F. Dupuis einen Aufsatz,

der die Abstufuwgen der Helligkeit in den Zeichnungen betraf 126
).

Hachette schrieb einen Traite de geometrie descriptive, Paris 1822, der

aufier der Theorie der Schatten, der Perspective und der Stereotomie

nocb Untersucbungen uber die Fldchen 2. Ordnungt windschiefe Hegel-

flachen, Schraubenflachen, iiber die Oskulation von Flachen und die

Kriimmung der Eaumkurven entbalt. F. P. Ch. Dwpin (17841873)
trug durch seinen Satz iiber die Jconjugierten Tangenten einer Fldche

zur Vereinfachung der Schattenkonstruktionen bei krummen Fldchen

bei 187
).

HacheUe verwertete diesen Satz zur Bestimmung der Spitzen

123) Journ. polyt. (an HI) 1796. Vgl. GrSom. descr., p. 28.

124) Solution complete de la pyramide triangulaire, Corresp. snr T^cole

polyt. 1 (1813), p. 41ff.; Traite de geom. descr., Paris 1822, p. 122 if. 6r. Bellavitis,

Lezioni di geometria descrittiva, Padua 1851, p. 43 C, loitete aus der Konstruk-

tion die Grrundgleichwtgen der spharisehen Trigonometrie ab, und F. Hemming,
Zeitackr. Math. Pkya. 17 (1872), p, 169flFM vervollkommnete diese Ableitung.

125) Monge - Hackette ,
Sur la th^orie des ombres et de la perspective; sur

les points brillarite des surfaces courbes, Corresp. sur Fecole polyt. 1, (1813),

p, 295 ff.

128) Mem, sur la determination geometrique des teintes dans les dessins,

J. 60. polyt. 1 (1797), p. 167 fl ,

127) Vgl. Kohn-Papperitz, Lekrb. d. darst. Geom. 1 (1906), p. 309.
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der Schlagschattengrenxen von Flachen negativer Kriimmung. Lupin
forderte aber namentlich die Theorie der Flachenkriimmung

1

**) durch die

Betrachtung der Indikatrix und der Haupttangenten in einem Flichen-

punkte. Seine Untersucbungen uber die konfokalen Flachen 2. Ordnung
and ihre Schnittlinien, die Kriiraraungsiinien, sind in diesem Zusammen-

hange ebenfalls zu erwahnen. Aach die Schriften von C. F. A. Leroy

(1780 1854) knftpfen an Monge an und suchen die in den Anwen-

dungen seiner Theorien noch vorhandenen Liicken auszufttllen 1W
).

Naheres fiber die hier beriihrten Probleme findet man in den Artikeln:

Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Kurven und

Flachen (ffl D, 1, 2, t?. Mangoldt), Die auf einer Fldcke gezogenen Knrven

(in D 3, v. LUienihal) und Die Flachen 2. Ordnung (III C 2, Sta,ude).

27. Die Nachwirkung der Ideen Monges blieb nicht nur lange

Zeit nnter den franzosischen Geometern lebendig, sondern verbreitete

sich anch auf andere Lander. Dies beweist eine grofie Anzahl von

Lehrbuchern, nnter denen wir die von Th. Olivier (1793 1853)
13

)

J. A. R de la Gournerie (1814 1886)
U1

), Fr. Weinbrenner (1766

1826)
18f

), G.Schreiber (1799 1871)
1M

) nnd JB. Gvgler (1812 1880)
184

)

anfiihren, welche sich der Auffaasung Monges anschlieBen.

IT. Neuere Entwicklnng der Darstellungsmetlioden.

28. Die Geometrie der Lage. Indem die darsteileude Geometrie

auf elementarer Grundlage und mit den ihr eigenen Mitteln die Lehre

von den Projektionen ,
den Schnitten und anderen Umformungen der

Ranmgebilde entwickelte, bezeichnete sie den Stoff der reinen Geo

metrie und lehrte die Eigenschaften der raumlichen Formen auf eine

neue allgemeine Art erkennen. Monge liebte es, die deskriptiven Opera-

tionen mit denen der Algebra zu vergleichen
185

j ;
aber Beit das Priwsip

der Kontinuitdt in der Geometrie, von der es herstammt, zu voiler

128) D^veloppements de geometrie, Paris 1813.

129) Traits de g^ometrie descriptive, Paris 1836
t deutsch von K F. Kauff-

mann, Stuttgart 1838; Traite de st^r^otomie, Paris 1844, deutech yon E. F.

Eauffmann, Stuttgart 1844.

180) Th. Olivier, Cours de geometrie descriptive Paris 1 (1843), 9 (1844), D&amp;lt;$-

veloppements 1843, Complements 1846, Additions 1847, Applications 1847.

181) J. de la Gournerie, Traite* de g^ometrie descriptive, Paris 1 (I860),

2 (1862), 3 (1864).

182) Fr. Weinbrenner, Architekton. Lehrbnch, Tubingen 1 (1810), 2 (1819).

188) G. Schreiber, Lehrbuch der darstellenden Geometrie nach Monges Ueom.
descr. vollstandig bearbeitet, Karlsruhe u. Freiburg 182829.

134) B. Gugler, Lehrb. der beschreibenden Geometrie, Nurnberg 1841.

185) Gteom. descr. (1) 10 nnd (3) 4960.
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Geltung gelangt war, seit den starren Formen der antiken Geometric

durch das Prinzip der Erzeugung, das sie aus beweglichen Eleinenten

eatetehen Ia6t
;
nenes Leben eingefioBt worden war, zeigte sich, daB

viele Methoden der darstellenden Geometric auch denen der Infinite-

simalrechnung aahe verwandt sind. In der Tat kann die erstere die

Bfcgriffe des UnendlichJcleinen und Unendlickgrofien
m

) nicht umgehen,
wie sie ja iiberhaupt den Maflbegriff benutzen mufi, da die Bestim-

mung der Grofienverhaltnisse der Figuren ebenso einen Teil ihrer Auf-

gabe bildet, wie die der Latfcfaffiekungen. Die perspektive Abbildung
der unendlichfernen Elemente und die descriptive Auffassung des

Pardllelismus bieten wahrbaft geometriscke Mittel dar, um den Be*

griff des Unendlichen der mathematischen Bebandlung zuganglich zu

machen. Den Grcnzwertbestimmungen der Analysis treten geometrische

Transformationen zur Seite
;
von deren Natur es abhangt, in weleher

Form sich das Unendliche in der menschlichen Anschauung wider-

spiegelt. Die in der deskriptiven Auffassung der unzuganglichen und

uneigentlichen Elemente beruliende pragnante Auedrucksweise bedeutet

eine Reform der Sprache der Geometer, die klarend und vereinfachend

wirkt, indem sie den Grundsdtzcn ausnahmslose Geltung verschafft.

Die darsteilende Geometric fuhrt zu neuen absirakten Begriffsbildungen

in der reinen Geometric. Die deskriptiven Ereeugungs- wid Trans-

formationsmethoden werden zum Fundament einer neuen Wissenschaft,

der Geometrie der Lage. Diese schaltet die Mafibegriffe zunachst aus

und verwertet, unabhangig von ihrer praktischen Durcbfiihrbarkeit,

die KonstrMionen rein begrifflicb. Sie ordnet stetig gereihte Elemente

durch Projizieren und Schneiden einander zu, andert die ursprunglich

vorausgesetzte perspective Lage der aufeinander bezogenen Gebilde, bei

weleher das eine aus dem anderen oder beide aus demselben dritten

als Schein oder Schnitt hervorgegangen waren, in eine schiefe Lage
ab und untersucht die neuen Gebilde, deren Elemeute sich aberroals

durch Verbinden oder Schneiden aus den sich projektiv entsprechenden

Elementen ergeben. Die so gewonnenen Erzeugnisse dienen als Ele

mente, um aus ihnen Ifawnformen hoherer Stufe aufzubauen. Durch

die Herbeiziehung der Mittel der Analysis noch allgemeiner aufgefafit,

ftthren diese Prinzipien zur projeJctiven Geometrie, deren Entwicklung
sich an viele beriihmte Namen kniipft. Wir nennen bier nur wenige:

L. N. M. Carnot), Ch. J. Brianchon 1
**} ,

J. V. Ponceletm), A. F.

136) Rchn-Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom. 1, 3. Aufl., p. 214 f.

187) Geometric de position, Paris 1801, deutsch von Schuhmacher , Altona

180810.

138) Mem. Bur les lignes du second ordre, Paris 1817.
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Mobius), J. Steiner 141
), M. Chasles&quot;*),

G. K. Chr. v.
Staudt&quot;*),

L. Cremona*&quot;) und Th. Eeye).
Beztiglich der projektiveti Geometrie ist auf A. Sdtoenflies (III AB 5)

zu verweisen. Ihre synthetischm Methoden entetaminen groBenteils der

deskripiiven Geometrie; erne gluckliche Verbindung derselben rait der

Methode der Koordinaten im weitesten Sinne und der Theorie der

algebraischen Formen VOTJ boliebig vielen Variabelii verleiht ihr eirie

grofiere AUgemeinheit. Von den zufdlligen Einftussen der Bezugssysteme
und von den Besonderheitcn der Emselformen macht sie sich durch

die Theorie der Invarianten und der geometriscJien Verwandtschaften

frei und unterwirft sogar die Metrik in der Lehre von den projek-

tiven Maftbestimmungen ihren allgemeinen Gesichtspunkten. Vgl. auch

III A B 1, Abschn. IV, Enriques.

29. Die Kollinearverwandtachaften. Schon im Altertum haben

die Geometer die einfachsten Verwandtschaften der ebenen Figuren ge-

kannt. Euklides (urn 300 v. Chr.) zieht die Ahnlichkeit und die (per-

spektive) dhnlictie Lage in Betracbt 146
).

Bei L. Eider (17071783)
tritt der BegrifF des Almlidikeitszentmms (centrum similitudims) auf 147

).

Die perspektiv ahnlichen Figuren nennt M. Cliasles homotJtetisch
148

).

Satze iiber die ahnlicbe Lage von Kreisen, Kngeln usw. wurden viel-

facb mit deskriptiven Mitteln bewiesen 149
).

Die Gesetze der Ahnlich-

Twit werden leicht aus der Zentralprojektion paralklcr Ebenen abgeleitet

und auf den Eaum ausgedehnt. Sie charakterisieren die Verwandtscbaft

als Kollineation, bei der Punkten, Geraden und Ebenen gleichartige

Elemente entsprethen, ferner entsprechende Winkel gleich, korrespon-

dierende Langen, Flachen und Volumina aber proportional sicd 15
).

139) Traite dea proprieties projectivcs des figures, Paris 1822.

140) Der barycentriscbe Calciil, Leipzig 1827.

141) Svstematische Entwicklung der Abhangigkeit geometriscber Gestalt.en,

Berlin 1832; Ges. Werke, herausgeg. von C. Weierstrafi, Berlin 1882, 1, p. 229

469 = Ostwalds Klassiker 82, 83.

142) Mem. de geometrie sur deux principes gen^raux, la dualite* et Tbomo-

graphie, Paris 1837: Traite de geometric superieure, Paris 1852.

143) Geometrie der Lage, Niirnberg 1847; Beitrage zur Geom. der Lage,

Numberg 1856.

144) Elementi di geometria projettiva, Torino 1873, deutscb von JR. Trautvcttcr,

Stuttgart 1882.

145^ Die Geometrie der Lage, Leipzig 186667, 3. Aufl. 188692, 4. Aufl.

18991910.

146) Euklides, Elemente, Ausgabe von Heiberg, Leipzig 188388, (6) 18, (11)27.

147) Nov. Act. Petrop. 9 (1791), p. 154.

148) Gergonne Ann. de matb. 18 (1827), p. 280.

149) Monge, Geom. descr. 2, p. 4344.
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Nach M. Chasles) hat A. C. Clairault (17131765)
1M

) schon

vor L. Euler die durch Parallelprojektion vermittelte Verwandtschaft

ebener Figuren untersucht; er nennt sie c&wrbes de meme espece. Der

Name Affinitat riihrt von Euler her 158
). J. V. Poncelet 154

)
behandelt

die affinen Gebilde als Spezialfalle seiner figwes tomologiques. Die

far offine Figuren geltenden allgemeinen Gesetze ergeben sich, de-

skriptiv aufgefafit, aus der Paralldprojektion, deren Eigenschaften man

bei J. H. Lambert 1

} entwickelt findet, und ihrer Obertragung auf

raumliche Gebilde. Diese Kollineation ist durch die Eigenschaft ge-

kennzeichnet, dafi der Parallelismus erhalten bleibt und folglich par-

allele Sbrecken ihren Bild&rn proportional sind 156
).

Die Affinitat im

weiteren Sinne 167
)

umfafit die Kongruens, Symmetric und Ahnlichkeit

als besondere Falle. Deskriptiv wichtig ist der Satz von der Existenz

entsprechender reckter Wirikel oder rechtwinkliger DreiJcante in affinen

ebenen oder rauinlicben Systemen, weil er zur Auffmdung vorhandener

Symmetrien fiihrt.

Wahrend bei deu affinen Transformations die unendlichfernen

Elemente als solche erhalten bleiben, geht aus der Zentralprojektion

bei analoger Erweiterung der Gesetze des Entsprechens eine noch

allgeineinere Art der Kollineation hervor, durch welche unendlich-

ferne Elemente in endliche Fltichtelemente oder endliche Verschwin-

dungselemente in unendlichferne iibergefilhrt werden.

Naheres (iber die hier beruhrten Begriffe, namentlich iiber die

Doppelelemente bei vereinigten projektiven Grundgebilden, kollinearen

ebenen oder raumlichen Systemen, iiber ihre pergpektiven oder in-

volutorischen Lagen findet man bei A. Schoenflies (III AB 5, Nr. 11

bis 13). Fur die Darstellungsprobleme ist immer die Herstellung der

perspel tiven Lage kollinearer Figuren das Wichtigste. W. Fiedler 168
)

sagt, daB er ,,ausgehend von der Zentralprojektion, dann aufsteigend

zur zentrischen Kollineation der Raume als der Theorie der Modellie-

rungsmethoden und zuriickgehend zu dem Spezialfall der Parallel-

ISO) Vgl. Rohn-Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom 1 (1906), p. 8.

151) Aper^u hist., Ausg. v. 1875, p. 653.

152) M&n. acad. d. sc. t 7, Paris (1731).

153) De similitudine et affinitate linearum curvarum, Introd. in anal, infin.

(2) 18, Lausanne 1748, p. 239 ff.

154) Trait^ d. propr. proj., Paris 1822, p. 174ff.

156) Von der pcrspektivischen Entwerfung aus einem unendlich entfernten

Gesichtspunkte, Freie Perspektive 7, Zurich 1774, p. 156 ff.

156) Rohn-Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom. 1906, p. 11 ff.

157) Mohn-Papperitz, Lehrb. d. darst. Geom. 1. Aufl. 1893, p. 18 ff.

158) Darst. Geom. 1. Aufl 1871, Vorrede p. VI; 3. Aufl. 1883, 1, p. VEIL
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projektion&quot;
alle die Hilfsmittel gewinne, welche fiir die konstruktive

Theorie der krummen Linien und Flachen notig sind. In den m-

volutorischen Systemen der Ebene und des Raumes erkennt er die

Quelle aller Arten von Symmetric.
Von raehr analytischen Gesichtspunkten ausgehend definiert A. F.

Mbbius allgemein die K6llinearverwandtsckaft
m

}; vorher behandelt er

speziell die Affinitcit
16

).
Er bemerkt. daB die Projection einer Ebene

auf eine andere zu kollinearverwandten Figwren ftihrt
161

)
nnd beweist,

daB man diese auf unendlichviele Arten in zentrale Lage bringen

kann, wenn man zwei entsprechende Vierecke kennt 16
*).

L.J. Magnus
1

**}

fuhrte den jetzt gebrauchlichen kurzeren Namen KoUineation ein.

J. V. Poncelet spricht statt ihrer von der Homdogie
16i

),
und M. Chasles 1

^}

erblickt in dem principe d homographie das wichtigste Mittel, um die

Eigenschaften der Raumformen zu verallgemeinern.

30. Die organisohe Verbindung der darstellenden Geometrie

mit der Geometrie der Lage. W. Fiedler hat grundsatzlich in semen

Schriften 166
)
einen anderen Gedankengang eingesehlagen als G. Monge

in seinen Vortragen. Zwiscben der Yeroifentlichung der ,,Geometrie

descriptive&quot; und der ersten Auflage von Fiedlers Lehrbucb iiegt ein

Zeitraum von 76 Jahren. Scbon dies erklart die Verschiedenbeit der

Auffassungen Zu Monges Zeiten gab es keine Geometrie der Lage
im neueren Sinne, und die projektive Geometrie befand sicb in den

ersten Stadien ihrer Entwicklung. Die Methoden der Zentrdlprojek-

tion waren freilich schon vorhanden und ihre Kenntnis namentlich in

Frankreich verbreitet. Dennoch muBte Monge klar sein, daB die Per-

spektive fttr die Praxis der Architekten und Ingenieure nicht das

leistete, wa das Grund- und Aufrifiverfdhren zu leisten berufen war,

wenn ihm eine systematische Behandlung und Weiterbildung zuteil

wurde. Dieser wandte sich daher das Interesse Monges in erster

Linie zu. Aber er beschrankte sich nicht auf die Entwicklung der

159) Barycentr. Calciil 7, p. 301.

160) 2, p. 191 ff.

4 161) 7, p. 321 Anm.

162) 8, p. 827.

163) Aufgaben u. Lehrsatze aus der analyt. Greom., Berlin 1&33.

164) TraiW d. prop. proj. 297, p. 159.

165) Aper9u hist., p. 261.

166) Die darstellende Qeometrie, l.Aufl. Leipzig 1871; 3. Aufl. in 3 Teilen:

Die darstellende Geometrie in organischer Yerbindung mit der Geometrie der

Lage. I. Die Methoden der darstellenden und die Elemente der projektivischen

Geometrie, 1883; II. Die darst. Geom. der krummen Linien und Flachen, 1886;

JH. Die konstruierende und analytiache Geometrie der Lage, 1888.
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orthogoualen Parallelprojektion, sondern bezog mit deutlicher Absicht

die Methoden der Erzeugung krummer Fldchen und Linien, an deren

Klarstellung es trotz der wertvolleu Yorarbeiten des Praktikers Frezier

nccli fehlte, in seine Darstellung ein. Aus dein groBzftgigen Plane 167
),

von dem Monge aelbst uur den ersten Teil durchftihren konnte, geht

hervor, daB es Mange vornehmiich darauf ankani, die beschreibende

Geonietrie fiir ihre Amvendung durch die Kilnstler, Ingenieure und

Handworker gesehickt zu machen: ,,pour tirer la nation franchise de

la dependance oft elle a ete jusqu a present de I industrie etraugere&quot;
168

).

Ans dieser Zv/eckbestimniung erklart sich die Disposition des Werkes.

Dagegeu darf man nicht annehmen, daB Monge den von ihin ein-

geschlagenen Weg der weiteren Entwicklung der darstellenden Geo

metrie als den allein richtigen habe vorzeichnen wollen. Vom Stand-

punkte einer streng wisaenschaftlichen Systeuiatik aus etellt W. Fiedler

mjt Recht die Zentralprojektion und die sentrische KoUineation der

Edume als allgemeinste Methoden voran, uin aus ihnen die Parallel-

projection und die affine Kollineation durch Spezialisierung abznleiten.

Didaktische Riicksichten, die schoji bei Monge von EinfluB waren,
veranlassen ihn aber zu verlangen, daB der Erledigung seines auf die

Bediirfnisse der modernen wissenschaftlichen Hochschulen zugeschnit-

tenen Programmes ein Kursus vorangehe, der die Elemente des

Grand- und AufriBverfahrens lehrt 169
).

Auch die von W. Fiedler her-

gestellte organische Verbindung der deskriptiven, der reinen und analy-

tiscJten Geometrie erscheint nicht als eine in dem Wesen ihrer Prin-

zipien begriindete Verschmelzung dieser Wissenschaften
,
sondern als

eine aus didaktischen Griinden als zweckniiiBig erkannte Anordnung
und Fornmng des geometrischen Lehrstoifes

?
indem er sagt, daB die

darstellende Geometrie die Aufgabe habe
;

sich selbst fiberfliissig zu

mach&amp;lt;?n
?
daB sie die natiirliehe Einftthrung in die reine Geometrie

sei und ganz natiirlich da in dieselbe einmiinde, wo sie ihre Aufgabe
beendet habe 170

).
Die Schiller Monges ,

wie J. N. P. Hachette und

B. Brisson. denen die Aufgabe zufiel, das Werk ihres Meisters in

seinem Sinne zu vollenden, haben in der deskriptiven Behandlung
der krummen Limen und Flachen das

;,Schema von Mvngtf *bei-

behalten. DaB viele nachfolgende Autoren das gleiche taten, erklart

sich wohl zumeist aus dem beispiellosen Erfolge, den die ^Geometrie

descriptive&quot; schon bei ihrem ersten Erscheinen gehabt hatte.

167) Ygl. d. ^Avertiesement&quot;, Geoia. descr. 1798, p. IV.

1G8) Ygl. d. ^Progamme&quot;, Gdom. descr. 1798, p. 1.

169) W. Fiedler, Darst. Geom. 1, 3. Aufl., Vorrede p. VIII.

170) W. Fiedler, Darst. Geom. 2, 3. Aufl., Vorrede p. V u. VII.
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31. Die orthogonale axonometrisohe Projektion. Je vollkora-

mencr die geometrische Darstellung eines Objektes den Gesichts

eindruck wiedergibt, desto leichter ist es, das Original in der Vor-

stellung zu rekonstruieren. Seine wirkliche Konstrukihn uach der

Zeichnuny aber erfordert mehr: man soil dem Risae die tvahren Ab-

messuwjen leicht entuehmen konnen. Fur die technische Praxis ge-

nugt es wohl, die wichtigeren MaBzahlen in die Handrisse oder Werk-

zeichnungen einzutragen. Dieses nUtzliche Yerfahren hat aber mit

der deskriptiven Geometric niclits zu tun. In der Anschaulidtkeit der

Bilder iiberfcrifft die perspective Zeichnuug auf ciner Tafel jede Parallel-

projektion, besonders das System I ombinierter Norma-lrisse. IP der

jSfafibestinwming aber ist es umgekehrt. Der Wunsch, die Darsteliung
von Korpern so zu gestalten, dafi sie anschauiich wirkt und doch zu-

gleich eine einfache Ubertragung der MaBe gestattet, lieB die Methode

der Axonometrie entstehen. Ihr Prinzip ist, die Punkte einer Raum-

figur zuerst auf ein Achsensystem zu beziehen, ihre Bilder durch die

Projektion der Koordimien mit Hilfe geeigneter Mo-fistabe zu be-

stimraen, und daraus umgekehrt das Objekt. Da es gewchnlich aus-

reicht, an realen Objekten die Bretien-, Hohen und Tiefen zu messen
;

wablt man meist ein rechtwinUiges Koordinatensystein. Da ferner die

MaBbeziehungen in der Zeatralprojektion nicht einfach genug sind,

rechnet man die von G.Desargues (Nr. 18) und .f. H. Lambert iNr. 19)
entwickelte Methode der ptrspektiven Maflstabe nicht zur eigentiichen

Axonometrie, setzt vielmehr eine Parodlelprojektion voraus 171
).

Das

Hauptproblein , die schiefe Projektion eines gegebenen Wiirfels und

die Verhiiltnisse zwischen der Kantenlange und ihren Bildlangeu zu

finden, behandelt scnon J.H.Lambert 112
}, indem er von der Zentral-

projektiou eines iineiidlichkleiuen Wiirfels ausgehi Allgemein wurde

die Frage erst durch den Satz von K. Pohlfa 17
*) erledigt. Seither

haben sich verschiedeue Autoren 174
) mit dieseni Satze und der Ver-

einfachung seines Beweises beschaftigt. Der Satz lautet in all-

geineinster Fassung
175

): Die Parallelprojektion O
s
A

9
B

t
C

t
eines ge-

171) K Staudigl, Die axonom. u. acbiefe Proj., Wien 1875, p; 20.

172) Freie Perspektive, Zurich 1774, p. 107 ff.

178) Wie H. A. Schwarz im Jonra. f Math. 63 (1864), p. 309 = Ges. Abh. -2,

p. 1 mitteilt, hat PohlJce seinen Hauptsatz im Jahre 1853 gefandan, verdffentlichte

inn aber erst in seiner Diirsteilenden Geomeferie, Berlin I860, 4. Aufl. 1876, p. 109.

174) C. Peh, Wien Ber. 76 (1877), p. 123; Fr. Schur, J. f. Math. 117 (1897),

p. 24; Fr. Schilling, Zeitscbr. Matb. Pbys. 48 (1902), p. 487; Th. Schmid, Zur Kontur-

beetimmung der Flacbeti 2. Grades (Pohlkes Satz), Wien Ber. 113 (1904), p. 1423.

175) Rohn-Papperiiz, Lebrb. d. darst. Geoni. 2, 3. Aufl 1906, p. 7 ff.
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gebenen Tetraeders OABC kann durch passende Wahl der Projek-

tionsrichtung und der Bildebene stets zu einem gegebenen Viereck

-4 J? C ahnlich gestaltet werden. K.PoUke gelit von einem recht-

winkligen Achsenkreuze aus; G. Hauck m) hat auch schiefwinklige

Systeine in Betracht gezogen, was besonders fur kristallographische

Anwendungen unentbehrlich ist.

Die orthogoncHe axonometrische Projektion vnirde zuerst in ihrer

speziellsten Form als isometrische von dem Ingenieur Fari$h lir
)

ftir

technische Zeichnungen verwendet. Hierbei werden die Kanten eines

Wurfels in die Seiten und Diagonalen eines regularen Sechsecks pro-

jiziert. H. W. Brandes 1
) und A. Sopwith

119
) entwickelten dieses

Verfahren, welches dec Nachteil hat, dafi ofters die Charaktere wich-

tiger Elemente aufeiDanderfallen. 0. MoUinger
lw

) erweiterte es zur

zweiachsig-isometrischen Projektion. Aber erst J. L. Weisbach 181
) gab

der Theorie die allgemeine Grundlage, indem er auf analytischem

Wege zeigte, daB man aus den gegebenen Winkdn zwischen den

Achsenbildern die VerMrzungsverhaltrnisse und aus diesen umgekehrt

jene Winkel findea konne. Er hielt es zur Vereinfachung der Mes-

sungen fur zweckmafiig, die Verkurzungsverhaltnisse durch gamse
Zahlen auszudriicken. Von rein deskriptiven Gesichtspunkten aus be-

handelten die Hauptaufgaben E. SMiersty
1

**), C. Pdz\ J. Tesal l

^\
I). Tessari 1

**)
und L. Berzolari 1

**). Naheres iiber hristattographische

Anwendungen in Nr. 32.

23. Die freie und axonometrische sohiefe Projektion. Lange

Zeit, bevor ihre Gesetze mathematisch festgelegt waren, ist die schiefe

Pwrdlldprojektion angewandt wordeii, oftmals als Surrogat der Zentral-

176) G. Hauck, Grundziige einer allgemeinen axonometrischen Theorie der

darst. Perspektive, Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876), p. 81 ff.

177) laometrical perspective, Cambridge Phil. Trans. 1820.

178) Isometrische Perspektive, Gehler* phys. Worterbuch (7) 1 (1833).

179) Treatise on isometrical drawing, London 1834.

180) Isometrische Projektionslehre, Solothurn 1840.

181) t)ber die monodimetrische und anieometrische Projektionslehre, Polyt.

Mitt, von Volz u. Kramarsch I, Tubingen 1844, p. 125 ff.; Anleitung zum axono-

metr. Zeichnen, Freiberg 1867.

182) Orthographische Parallelperspektive, Prag 1858.

188) Zur wissenschaftlichen Behandlung der orthogonalen Aionometrie, Wien
Ber. 81 (1880), p. 300; 83 (1881), p. 375; 90 (1884), p. 1060; Prag Ber. 1885, p. 648.

184) ftber den orthogonal-axonometrischeu Verkiirzungskreis, Wien Ber. 81

(1880), p. 453.

185) Projezioni assonometriche ortogonali ed oblique, Torino 1882.

186) Sull aesonometria ortogonale considerata come metodo di rappresen-

tazione, Pavia 1898.



23. Die freie und axonometrische schiefe Projektion. 575

perspektive, deren Regeln dem Zeichner entweder unbekannt oder

unbequem waren. J. H. Lambert scheint der erste Schriftsteller

zu sein, der sie nach mathematischen Prinzipien behandelt. Aber

erst in neuerer Zeit ist sie als selbstandige exakte Barstellungs-

methode wissenschaftlich entwickelt worden. Sie bedient sich wie

die Perspektive und die axonometrische Projektion nur einer Tafel

und bedarf daher der Angabe gewisser Bestimmungsstucke, die eine

zweite koordinierte Projektion ersetzen.

J. Schlesinger
UT

) verbindet mit der einfachen scbiefen Projektion

gewisse Bestimninngsweisen der Perspektive. AuBerhalb der Bild-

ebene nimmt er einen Punkt als Hilftauge an, fixiert es dnrch

seine Orthogonalprojektion, den Hauptpunkt, und den Distanzkreis,

die Richtung der projizierenden Strahlen aber durch seine schiefe

Projektion, den Nebenpunkt O
s

. Gerode und Ebenen bestimmt er

durch ihre Spur- und Fluchtelemente, letztere fiir zentrale Projektion

aus dem Hilfsauge verstanden. Sind z. B. G und G* Spur- und

Fluchtpunkt einer Geraden g, so ist ihr Bild die Parallele zu O
t G*

durch 6r, usw. Ein Punkt erfordert aufier seiner schiefen Projektion

die Angabe einer ihn enthaltenden Cieraden oder eines gleichwertigen

Bestimmungsstiickes. F^r die Abbildung der Strecken wird der Be-

griff des Moduls der schiefen Projektion einer Geraden eingefnhrt, d. i.

das fiir ParaUelen konetante Verhaltnis zwischen Bild und Original.

Dasselbe Verhaltnis, fur Tafelnormalen gebildet, heiBt schlechthin

Modul der schiefen Projektion. Original und Bild werden bei Figuren,

deren Ebene zur Tafel parallel oder beziiglich einer Normalebene zur

Projektionsrichtung symmetrisch liegt, kongruent. Solche Ebenen

befinden sich in Kongruenzstellung und bestimmen in einer beliebigen

Ebene die Eongruenzrichtungen ihrer Geraden. Auf die analogen Yer-

haltnisse, die bei den Halbicrungsebcnen der Winkel zwischen Grund-

und Aufrifitafel auftreten, hat W. Fiedler 188
) aufmerksam gemacht.

J. Schlesinger benutzt die Kongruenzlagen in Yerbindung mit den

Affinitatsgesetsen bei den Umlegungen ebener Figuren. Bei Sclilesinger

erscheint die schiefe Projektion noch nicht als selbstandige Dar-

Btellungsmethode. Als solche tritt sie bei G. A. v. Peschka auf.

G. A. v. Peschkam
)

fiihrt anstatt der unendlichfernen Ebene eine

zur Tafel parallele Distansebene ein. Die Projektionsrichtung nnd die

Distant werden durch ein rechtwinkliges Dreieek charakterisiert,

187) Die darst. Geom. im Siniie der neueren Geom., Wien 1870, p. 22Sff.

188) Vgl. Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 14, 1906, p. 493.

189) Freie schiefe Projektion, Wien Ber. 76 (1877), p. 917; Daratellente u.

projektive Geometric 1, Wien 1883, p. 212 ff.
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dessen Ratheten die an irgendeiner Stelle konstruierte Distanz und

ihre schiefe Projektion bilden, und welches in die Tafel umgelegt ein

Prqjektionsdreieck heifit. Gerade und Ebenen werden durch ihre Spur-

und Distanzelemente bestimmbar; die Bilder der letzteren werden (wie

in der Perspektive) als FluclMemente bezeichnet. In der Losung der

Grundprobleme unterscheidet sich die Methode grundsatzlich nicht ron

der der freien Perspective
190

).

Die axonomdristihe schiefe Projection wird durch die Stellung der

JBUdebene sum Koordinatensysiem und durch die ProjeHionsridilMny

bestimmt. Bei der Wahl zwischen verschiedenen Annahmen laflt man
sich durch praktiache Kiicksichten leiten; man rormeidefc besonders,

dafi sich die wichtigen Kanten und Flachen eines Objektes nur als

Puukte oder Linien projizieren. Zwei Annahmen kommen vorzugs-

weise zur Anwendung: bei der ersteii fallen Bild- und Aufrifiebene

zusammon, bei der anderen geht die Bildebene durch die (vertikale)

^-Achse, ist aber gegen die x- und y-Achse beliebig geneigt. Die

erste Methode deckt sich dem Wesen nach mit einem alteren Ver-

fahren, das in der Fortifikationslehre fiir Plane benutzt wird und

unter dem Namen Kavalierpcrspektive (auch MiJitar- oder Vogel-

perspektive) bekannt ist. Bei diesem wird ein GrundriB durch eine

graphische Angabe der Hohen der Objektpunkte dariiber erganzt.

Die Hohen erscheinen alle in gleicher Richtimg umgelegt (oder schief

unter dem Winkel 45 projiziert). Die erste Hauptart der schiefen

Projektion hat L. Bttrmester
1*1

} ubersichtlich dargelegt. Die zweite

Hauptart wurde von C. F. Naumann) und //. JKb^p
198

) fur kristallo-

graphische Darstellungen entwickelt und benutzt. Die Krista&ogra-

phie bildet eines der wichtigsten Anwendungsgebiete der Axonomefoie,

da sich die KristaUformen aller Systeme leicht auf geeignete Achsen-

kreuze beziehen lassen. Allerdings darf man sich hierbei nicht auf

ein dreiachsig
-
rechtwinkliges Achsensystem beschranken. Axono-

metrische Zeichnungen finden sich schon bei E. .Mo/is
194

) und A. Brett-

190) E. Staudigl, ftber die Identitat von Konstruktionen in perspektmacher,
scbiefer u. orthogon. Projektion, Wien Ber. 64 (1871), p. 490.

191) Grundziige der echiefen Parallelperspektive ,
Zeitechr. Math. Phys. 16

(1871), p. 449 ff.. Fur den Unterricht empfiehlt er, bei den grundlegenden Auf-

gaben die Mebhoden der orthogonalen und schiefen Projektion nebeneinander

anzuwenden, uin diirch ihren Vergleich der geometrischen Auffassung eine

groBere Geschmeidigkeit za verleihen.

J92) Lehrb. d. reiuen u. angew. Kriatallographie , Leipzig 1830; Anfangs-

griinde d. Kribtallographie, Dresden n. Leipzig 1841.

198) Einleit-ung in d. Kristallographie, Braunschweig 1849.

194) GrundriB d. Mineralogie, Dresden 1822, 1824.
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haupt
195

). Man vergleiche den Artikel: Kristallographie (V, 7, Liebisch,

Schoenflies, Mtigge).

Vergleicht man die beiden Hauptarten der schiefen Projektion

hinsichtlieh ihrer Bildwirkung, so ist der zweiten der Vorzug zu geben,

weil bei ihr das Bild mit dem mittleren Teile der Perspektive (aus

groBer Distanz) annahernd ubereinstimmt, wahrend bei der ersteren

die Verzerrungen auftreten, die sich iu den vom Hauptpunkfc ent-

fernteren Teilen einer perspektivischen Zeichnung um so bemerklicher

machen, je kleiner die Distanz des Zentrums ist. Die Wabl des

Gesichtspunktes gegeniiber dem Gegenstande ist also fftr die Bild-

wirkung wichtiger als die der Stellung der Bildflache zu den Seh-

strahlen. Die axonometrischen Entwiirfe eignen sich besonders zum

33. Die freie und angewandte Perspektive. Unter den neueren

Autoren hat zuerst B. E. Cousinery
1

**) die Zentralprojektion als ein

selbstandiges geomefcrisches Darstellungsverfahren aufgefafit. Er be-

dient sich nur einer Zeictientafel und bestimmt das Zentrum in ihr

durch seine Orthogonalprojektion, den Hauptpunkt, und den darum

beschriebenen Distan^kreis. Diese Bestimmungsweise hat in der Folge
an Bedeutung gewonnen: einerseits durch die Einftthrung der Richt-

~kegel fur Strahlen, die gleiche Winkel mit der Tafel bilden und deren

Spurkreise man Neigungskretse genannt hat 197
), andererseits in der

Cyklographie (Nr. 45). B. E. Cou&inery bestimmt, wie schon Br. Taylor

(Nr. 19), Gerade und Ebenen durch ihre Spuren (traces) und FlucJtt-

eletnente (limites), einen Punkt aber durch ewei Gerade, von denen

eine der das Punktbild liefernde Sehstrahl sein kann. Wie er an

vielerlei Beispielen zeigt, reichen diese Mittel aus, um die typischen

Aufgaben der Planimetrie und Stereometric in einer Weise zu losen,

die tbeoretisch der Methode Monger nicht nachsteht 198
).

Diese Methode, die man heute nach dem Vorgange von 6r. A.

v. Pesctika und E. Koutny
195

) freie Perspektive nennt, ist seither in

den meisten umfassenderen Lehrbiichern behandelt worden. W. Fied-

hat sie als die Quelle der Methoden hingestellt und insbesondere

196) Vollstand. Handbuch d. Mineralogie, Dresden u. Leipzig 18S6 48.

196) G^ometrie perspective ou principes de projection polaire appliquee a

la description des corps, Paris 1828.

197) Vgl. W. Fiedler, Die darstell. Geometric, 1. Aufl. 1871, p. 6ff.; 3. Aufl.

1883, p. 8 ff.

198) Vgl. M. Chaste. Ap. hist. (5) 9.

199) G. A. v. Pesctika nnd E. Kouiny, Freie Perspektiv*, Hannover 1868.

200) Die Zentralprojektion als geometrische Wisaenschaft, Progr. Chemnitz

llncykiop. d. math. Wieseusch. Ill 1. 38
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den EinfluB der Transformationen (Nr. 18) auf die Darstellung unter-

sucht; letzteres fast gleichzeitig mit Fr. Tuber***). W. Fiedler bewies

ferner 202
), da8 die unendlichferne Ebene durcli jele andere das Pro-

jektionszentrum nioht enthaltende Ebene derart vsrtreten werden kann,

dafi die Bilder Hirer Ponkte und Geraden die Pluchtelemente ersetzen.

Hierdurch wird es moglich, die Prinzipien der freien schiefen Projek-

tion, wie sie bei J&quot;. Schlesinger und G. A. v. Pesclika auftreten (Nr. 32),

direkt aus denen der Zentralprojektion abzuleiten. Fur eioige ele-

xnentare Aufgaben, die die rechtwinklige Steliung von Geraden und

Ebenen oder ailgemeinere Winkelrelationen betreffen, gewabrt die

Anwendung des Hauptpunktes und der Neigungskreise in Verbindung
rnit dem Umlegungsverfahren sogar einfackere Losungen, als es die

Methode der kombinierten Normalrisse vermag.
Die Aufgabe der angewandten Perspective ist eine doppelte. Es

soil erstens (und das ist namentlicb fur Arcbitekten bei ihren Ent-

wiirfen wichtig) aus vornandenem Grund- und Aufrift das perspektive

Bild des Gegenstandes abgeleitet werden, z. B. um die plastische Ge-

samtwirkung eines geplanten Bauwerkes zur Anscbauung zu bringen.

Zweitens sollen aus vorliegenden genauen perspektivischen Aufnahmen
eines wirklicben Objektes seine Abmessungen und die Lagebesiehungen

seiner Teile rekonstrum t werden. Letzteres ist speziell die Aufgabe
der Photogrammetrie (Nr. 44).

Es lag in dem von Monge aufgestellten Programm, dafi bei

seinen Schiilern und Nachfolgern die anyewandte Perspective alsbald

Gegenstand erneuter Untersuchung wurde. So bei J. N. P. Hachette

und B. Brisson. Von deutschen Autoren wandten sicb Fr. Wein-

lrennerm) und G Sdtreiber**) diesem Thema zu. J. Adhemarm)

neigt mebr zu der seit G. Desargues in Frankreich eingebiirgerten

axononietriscben Bebandlungsweise. J. de la Gourneriem) behandelt

3860. tTber die Trarxsformatiouen in d. daratell. Geometrie, Zeitschr. Math. Phya
9 (1864), p. 3S1. Die Methodik d. darstell. Geometrie zugleich als Einleitg. i. d.

Geoin. d. Lage, Wien Ber. 55 (1867), p. 669.

201) System der Perspektive, Prag 18G7.

202) Geometr. Mitt. 4, VierteljahrBBchr. d. Ziiricher Natuxf.-Gea. 24 (1879) r

p. 205 if.

203) Architektonisclies Lehrbuch 2, Tubingen 1819.

204) Kursus d. darstell. Geoin^ nebst ihren Anwendungen auf d. Lehre der

Schatten u. d. Perspektive, die Konstruktionen in Hok u. Stein., d. Defilement n.

d. topogr. Zeichnung, Karlsruhe u, Freiburg 18281833; Malerische Perspektive,

Karlaruhe
1854.^

205) Trftitl de perspective lineahe, Paris 1838.

206) Traite de perspective lin^aire, Pans 1859; Trait^ de geom. deecr.,

Paris 1860.



84. Die plastische Perspektive. 579

fast alle wichtigen Fragen der darstellenden Geometric, darunter be-

sonders ihre Anwendung auf die Theaterperspektive. Sein Urteii fiber

die kiinstlerischen Freiheiten begriindet er durch eingehende Unter-

euchungen uber die Rekonstruldion (restitution) des Originals aus dem

Bilde, uber die Aufsuchung des richtigen Gesichtspunktes und den

EinfluB der verstandesgemaBen Interpretation optischer Eindriicke*07
).

Von kiinstlerischen Auffassungen geht auch Fr. Bossuctm
)

aus.

G. ffanck 909
] sucht zwischen der Perspektive auf ebener Tafel und

der zentralen Kugelprojektion, bei der die scheinbaren GroBen erhalten

bleiben, also zwischen Kollinearitdt und Konformitdt zu verraitteln

durch seine subjektive Perspektive. Interessant sind die von L. I&amp;gt;ur-

wesfer 810
), Fr. Schilling

311
), K. Doehlemcmn*1

*) u. a. angesteilten Uiiter-

suchungen Uber die Perspektive in den Gemalden beriihmter iilterer

Meister.

Dor Erfolg einer vielseitigen Durchforschung der seit Guido

Ubahlo* 2

) in der praktischen Perspektive aufgetreteneu Kon^triiiktions-

arten war die Vollkommenheit, Einfachheit und AllgemeinLcit der

Methoden, die schlieBlich zur Erfinduug exakter Apj.arate zur raecha-

nischen Herstellung dee perspektiven Bildes aus gogebenon Rissen

ffihrte
213

) (IHAB6, Anhang, Papperitss).

34. Die plastische Perspektive, oder wie man sie in miBbrauch-

licher Anwendung eines Wortes von heterogener Bedeutung genannt

hat, die ReliefperspeUive , ist geoinetrisch aufgefaBt eine Zentralkoili-

neation raumlidter Fignren
2l4c

)&amp;lt;

Sie wird bestimmt durch das Zen-

207) tiber diese Fragen vgl. M. Schu$err
I&amp;gt;ie richtige Deutung perspekti-

vischer Bilder, Graz 1904; L. Burmtster, Theorie d. geometrisch -
optisdien Ge-

stalttauBchungen, Zeitschr. f. Peychologie 41, Leipzig 1906.

208) Traite de perspective lineaire, Briissel 1871.

209) Die subjektive Perspektive und die horizonialen Kurvaturen dea dori-

echen Styla, Stuttgart 1879.

210) W. -Dycfc, Katalog mathematischer Modelle usw., Nachtrag, Munchen

1893, p. 61.

211) tjber die Anwendungen der darstellenden Geometric new,, Vortrilge,

Leipzig 1904.

212) Die Verwertung der Linearperspektive zur Datierung von Bildem,
Miinchen 1905; Die Perspektive der Briider van Eyck, Zeitschr. Math. Phys. 62

(1905), p. 419.

213) G. HaucJc, Mein perspektivischer Apparat, Berlin 1884. Ygl. W. fiyck,

Katalog math. Mod., Miincheu 1893. Nr. 112; Hauck-Brauers perspekt. Apparat
p. 234 ff.

214) Mohn-Papperitet Lehrb. d. darst. Geom. 2, 8. AufL 1906, p. 136 ff. lu

der Kunst bedeutet Edief eine durch Erhabenheiten des Biidstoffes hervor-

gebrachte Zeichnung von Figuren auf einer Flache. Die ursprimgliche Form
38*
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trum O
t
die KoUineationsebene 77, in der die den kollinearen Rauinen

entsprechend, gemeinsamen Punkte und Linien liegen, und ein Paar ent-

sprechender Punkte, die auf einera Strahl durch liegen. Sie benutzt

die Begriffe der Gegenebenen, die als Verschwindungsebene Uv oder

Fluchtebene //. der unfindlichfernen flbene des J3ild- oder Original-

raumes jedesmal im anderen korrospondieren und zu 7T parallel sind.

Sie entsprechen den Gegenpurikten einer Geraden, bzw. den Gegen-

achsen einer Ebene in der Zentralkollineation der ebenen Figuren.

Die von G. Desargues inspirierte Schrift von A. Bosse***) lehrt

die Tiefe des Basreliefs nach perspektivem MaBstabe behandeln. J. B.

Breysig), der die Elemenie der Theorie fiir Kfinstler auseinander-

setzte, ist wahrsekeinlich der Urheber des Namens ,,Reliefperspektive
ft

.

Auf mehr theoretischem Standpunkte steht C. T. Anger
211

).
G. Schrei-

ber218) gibt ein Beispiel fiir die Reliefperspektive eines Gebaudes.

Auch M. Poudra*) stellt seine Untersnchungen in -den Dienst der

Technik. J. Morstadtm) sprach den Satz aus
?

dafi die Orthogonal-

projektion der Reliefperspektive auf die Bildflacne mit der Perspek-
tive des Objektes aus einem verschobenen Auge identisch ist; er be-

handelte die Kollinearverwaridtschaft einer Flaohe 2. Ordnung mit der

Kugel. E. Stoudigl**
1

) zeigte, dafi der Grundrifi des Reliefbildes als

Perspektive des Grundrisses voin Objekte konstruiert werden kann.

Ferner ist H. Herteer***) und L. Burmester***) zu erwabnen.

der Darstellung ist dag Flachrelief (Basrelief), die epS-tere das Hochrelief (Haut-

relief). Die Piguren h^ngen mit dem Hintergrund zusammen; losen sich ein-

zelue von ihnen vom Hintergrunde los, so werden sie ,,rund&quot;, d. h. in ihrer

wahren Q-estalt, gebildet. Die Vermittlung der t^bergange bleibt dem kfinstle-

rischen Ermessen uberlassen. Jedenfalls aber miissen die Zwischenrawne der

nach dem Hintergrunde (der Fluchtebene) za sich mehr und mehr verflachenden

Figuren aus praktischen und ibthet.inchen Grtlnden wegfallen, so dafi von einer

zentrisch-kollinearen Abbildung gar nicht die Rede sein kann (Nr. 16).

216) Traite des pratiques g^oinetrales et perspectives, Paris 1666.

216) Versuch einer Erlauterung der Reliefperspektive, Magdeburg 1798.

217) Analyt. Darstellung der Basreliefperspektive, Danzig 1834; Beitrage JSUT

Basreliefperspektive, Danzig 1836; tlber die Transform, der Figuren in andcre der-

Belben Gattung, Archiv Math. Phys. 4 (1844), p. 207. Anger behandelt die Aufgabe,
eine Kugel zu finden, die einer gegebenen Flache zweiter Ordnung entspricht.

218) Malerische Perspektive, Karlsruhe 1864.

219) Traite de perspective-relief, Paris 1862. Schon 1868 berichtete M. Chasles

fiber seine Arbeiten, Paris C. R. 37, p. 880.

220) t^ber rauml. Projektion (iieliefprojektion), insbes. d. d. Kugel, Zeitschr.

Math. Phys. 12 (1867), p. 326.

221) Grundziige der Reliefpergpektive, Wien 1868.

222) Uber die Zentral-Raumprojftktion, Zeitgchr. d. Ver. deutgcher Zeichen-

lehrer, Berlin 1 (1874), p. 4, 21, 40; 2 a 875), p. 5, 21, 56, 70, 113. Die Grand-
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In rein geometriseller Auffassung wurde die Theorie der kol-

lincaren Vencandtschaft raumlicher Systeme von J. V. Poncclct***) in

seiner ihecrrie des figures homologiques . ou perspective -relief, von K. G.

Chr. v. Staudt), Th. Reye~*) t
W. Fiedler) und J. Schksinger)

behaudelt.

35. Die Schatten- und Beleuchtungstheorie. Die Aufgaben,

fiir eiuen durch krumme Flachen begrenzten Korper bei irgendeiner

Projektionsart die wahre und scheinbare Umrifilinie oder bei Zentral-

oder Parattdbdeuchtuny die Lichtyrenze, d. h. die Grenzlinie zwischen

dem beleuchteten und unbeleuchteten Teile seiner Oberflache, dem

Eigenscliatten, und die Begrenzung seines Scldagschattens auf einer

Ebene zu fiuden, sind ideitiisch. Das Problem, den Scnlagschatten zu

bestimmen, den ein Korper auf die Oberflache eines anderen wirft,

deckt sich mit dem der DurcMringung zweier Flachen. Die in beiden

Fallen angewandteu Methoden haben daher eine gemeinsame (Tiund-

lage. So stimmt z. B. das Prinzip, deu Schlagschatten eines Korpers

auf einen zweiten dadurcb zu bestiniinen, dafi maoi Ton beiden den

Schlagschatten auf eine Hilfsebene suchfc und aus den Cberkreuzungs-

punkten der Grenzlinien die Lkhtxtahlen riickwarts bis zu den Er-

zeugmden der schattenempfangenden Flache verfolgt, mit dem Ver-

fahren iiberein, welches die I&amp;gt;nrclndrlngmig eines Kegels mit einer

anderen Flache liefert. Die Aufsuchung der Glanzpunkte einer spiegeln-

den Flache und der lAclitgrenzc auf matter Flache sind die Aufgaben
liber die Beruhrung von Ebenen oder Kegdn. Setzt man an Stelle

einer punktformigen Lichtquelle einen leuchtenden Korper voraus, so

mufi, um die Grendinien des Toll- uud Halbschatttns zu findeii, die

den Oberflachen des leuchtenden und beleuchteten Korpers yemeinsam

umschriebene abwickelbare Flache betrachtet werden, dorenfeide Schalen

dui ch ihre Beriihrungskurvcn die Grenzlinien liefern. Die Bestimmung
der Linien gleicher LicJMufe (Isophoten. Lichtgleichen) oder gleic/ier

scheinbarer Hettigkeit (Is&phengen, Hdlegleicheii) auf krummen Flachen

beruht auf denselben Konstruktionsniitteln. hangt aber iiberdies von

prinzipien der Zentrul-Raumprojektion (Relief-Frojektion) Berlin 1875. Man vei-

gleiche auch L. Khtg, Konstruktiou des Reliels einer Flache zweiter Ordnuog,
Wieii Ber. Ill (1905), p. 05.

223) Grundziige der Reliefperspektive nebst Anwenduug zur Herstellang

reliefprojektivischcr Modelle, Leipzig 1833.

224) Traite de proprietes projeotivcs des figures, Paris 1822.

225) Beitrage zur Geometric der Lage, Nurnberg 1860, 3. Heft.

226) Geometrie der Lage, Hannover 1866.

227) Darstellende Geometric, Leipzig 1871.

228) Darstellende Geometrie, Wien 1870.
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gewissen physikalischen Hypothesen ab, die nur experimented, begriindet
werden konnen und zur Photometric gehoren.

Nachdem in der Perspektive die Schattenkonstruldion seit A. Durer

(Nr, 17) ftir Polyeder schon mehrfach behandelt worden war, wurde

sie von G. Monge (Nr. 23) allgemein auf krumme Flachen und auf

die Vdl- iind Halbschatten ausgedehnt. Letzteres erforderte die db~

wickelbare Fladie, die von alien yemeinsamen Tangentialebenen sweier

krummer Flachen umhiiUt wird 229
).

F. P. Oi. Dupin (1784 1873)
28

)

fand, dafi der Lichtstrahl und die Lichtgrenstangente in einem Flachen-

punkte Jconjugierte Durchmesser der Indikatrix sind (Nr. 26), und J. N. P.

Hacliette
231

) bestimmte aus den die lAchtgrenze beriihrenden Lichtstrahlen

die Spitzen der Schlagschattengrensse, denen die Punkte enteprechen,

in denen sich die Grenze des Eigenschattens in die des Schlagschattens

der Fldche auf sich selbst tangential fortsetzt. Solche Punkte treten

nur bei Flachen aegativer Krfimmung auf. Uber mehrere Spezial-

verfahren findet man Angaben in Nr. 39 und 40.

Als Begriinder der geometrischen Beleuclitungstheorie darf man
J. H. Lambert) ansehen. Nach der physikalischen Seite hatte schon

vorher P. Bouguer (1698 1758)
m

) wertvolle Beitrage geliefert. Fiir

die Bestimmung der Licntstufen auf krummen Flachen erlangten in

der Folge wesentlich nur die beiden Grundanschauungen praktische

Geltung, die zur Konstruktion der Isoplioten und der Isophengcn fiihren.

Bezeichnen e und a die Winkel des einfallenden Lichtstrahles und

des Sehstrahles gegen die Flachennormale, so wird nach der ersten

Hypothese die wahre Beleuchtungsintensitat des Flachenelementes zu

cos
,
nach der zweiten die scheiribare Intensitat zu cos s cos a pro

portional gesetzt. Man findet eine eingehende Darstellung bei Ckr.

Wiener z
^\. der auch umfassende Versuche angestellt hat. In der

gleichen Richtung kommen die photometrischen Untersuchungen von

Bordoni 2

**),
Cohen Stuart) und J. K Fr. Zollner*37) in Betracht. Die

229) Monge, Mdm. sur lee propri^Ws de plusieurs genres de surfaces cour-

bes, particuliferemeht sur cellea des surfaces de&amp;gt;eloppables, avec une application

a la throne des ombres et penombree (1775), Hem. prea. p. diy. Sav. Paris 9

(1780), p. 882 ff.

230) Developpements de geom5trie, Paris 1813.

231) Traite de g^ometrie descriptive, Paris 1822.

232) Photometria, sive de mensura et gradibus luiainis, colorum et umbrae,

Augsburg 1760.

233) Essai optique sur la gradation de la lumiere, Paris 1729; ausfuhrlicher

herausgegeben von De la Caitte 1760.

234) Lehrb. d. darst. Geom. 1 (1884); 7, p. 390 ff.

235) Sopra le linee uniformemente illuminate, Giornale di fisica, Pavia 1823.
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absolute Lidttsiarke ist naturlich von der Entfernuny r zwischem dem

Auge und dem Flachenelement abhangig; sie ist proportional

Die relative Intensitdt dagegen erscheint von r fast unabhangig, well

sich die scheinbare GroBe des Flachenelementes mit wachsendem r

nach demselben Gesetze verkleinert. L. Cohen Stuart gelit vielleicht in

dem Streben nach Genauigkeit zu weit, wenn er die Kurven einer

Flache konstruiert, fur welche -
r

- einen konstanten Wert behalt.

Die experimentellen Feststellungen scheinen zugunsten der von Lam

bert, Bouguer und Chr. Wiener vertretenen Hypothese, nach welcher

die Isophoten gesucht werden miissen, zu entscheiden; weniger im

Sinne der Isopliengeniheorie, die von einigen Schulern Manges***) ver-

treten und neuerdings von L. Burmester) neben der Isophotentheorie

ausfuhrlich entwickelt wurde.

Deskriptiv wurde die Beleudrfungstheorie von B. F. A. Leroy
9
**),

J. EgU^\ Fr. Kammerer}, Fr. Ttfser), E. Koutny), R Niemt-

j
D. Tessari***) und vielen neueren Autoren ausgebildet.

Y. Besondere deskriptire Aufgaben und Methoden.

30. Poiyeder. Die deskriptive Theorie der Vielflache oder Poiy

geht von den dualen Begriffen des n-Ecks oder n-Seits in der

Ebene und des n-flacks oder n-Kants im Strahlbtindel aus, um aus

diesen zuerst Pyramiden und Prismen, dann regularc und irregulars

Poiyeder allgemeiner Art abzuleiten. Grundlegend ist die Losung der

Aufgaben iiber das Dreikant 1

^). Die Relation zwischen den An-

zahlen der Ecken, Fltichen und Kanten (e -{- f = k + 2) wurde von

236) Solution d nn probleme de photometrie, Jonrn. de Math. 13 (1848;,

p. 257.

237) /. K. Fr. Zollner (1834 1882), Photometrische Untei-auchungen,

Leipzig 1866.

238) JB. Brmon in der 5. Ann. von Manges Gr6om. descr. Paria 1827. Dupuis,
Mem. aur la determination des teintes rtane lea dessins, J. ec. polyt. 1 (1797).

239) Theorie u. Darstellung d. Beleuchtung geaetzmaBig gestalteter Flachen,

Leipzig 1871.

240) TraitS de stereometrie, Paris 1844.

241) ttber das Schftttieren der Oberflachen regelmafiiger Kdrper, Festschrift,

Stuttgart 1866.

242) Wien Ber. 46 (1862), p. 405.

243) Die Lehre der geometr. Beleuchtungakonatruktionen, Wien 1862.

244) Theorie der Beleuchtung krummer Flachen vom zweiten Grade bei

paralleien Lichtstrahlen, Briinn 1867.

245) Direkte Beleuchtungskonstruktionen fur Flachen usw. Wien Ber.

67 (1868), p. 678.

246) La teoria delle ombre e del chiaro-acuro, Turin 18781880.
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L. Eider**1

) fiir einfach zusammenhangende Polyeder gegeben und

spater auf mehrfadt, 0usammenhangende ausgedehnt. Hierzu tritt der

Satz liber die Konstantenzahl eines Vielflachs, welche der Kantenzatil

gleich ist. Naheres findet man bei L. Poinsot***), der die Polyeder
zweiter Art eingehend untersuchte, bei Chr. Wienerm

} und bei

V. Ebcrhardm
).

Von den vier regelmafiigen Sternpolyedern, welche

den Platonischen Korpcrn erganzend zur Seite treten, finden sich zwei

schon bei J. Kepler (1571 1630)
251

), die beiden fehlenden ftigte

L. Poinsot hinzu. Eine bedeutsame Erweiterung erfuhr die Polyeder-

theorie durch M. Bruckner***). An die Darstellung der Vielflache

schloB sich die fruheste Entwicklung der Methoden zur Konstruktion

der Schatten und Durchdringungsfyuren an. .

37. Kurven und Flachen 2. Ordnung. Durchdringungen. Im

allgeuieinen ist auf die Artikel iiber Kegelschnitte (III C 1, Dingel-

dey) und Flachen 2. Ordnung (HI C 4, Staude), sowie auf E. Kotterm)

zu verweisen. Seit J. Steiner} wird ein Kegelschnitt als Erseugnis

projeltiiver Strahlbiischel oder Punktreihen konstruiert. Der Satz yon

BL Pascal 2
^) tiber das foxagamma mysticum und der duale Satz vou

Oir. J. Brianchon*65
) konnen in Verbindung mit der von J. D. Ger-

gonne*) und J. F. Servois) entwickelten Polarentheorie als Grundlage
fiir eine vollsldndige Theorie der Kegelschnitte dienen und ermoglicnen
deren Konstruktion auf Gbrund von fiinf gegebenen Bedingungen. Von
alteren Autoren sind in diesem Zusammenhange noch G. Desargues^*)

247) Nov. Comm. Petrop. 4 (1762), p. 109 u. 166.

248) M&n. sur lea polygonee et les polyfedree, J. ec. polyt. 10 (1810), p. 16.

240) Bemerkungen iiber die regelmaBigen Sternvielflache, Zeitschr. Math.

Pbye. 12 (1867), p. 174.

250) Znr Morphologie der Polyeder, Leipzig 1891.

261) Harmonices rnundi libri V, Liucii 1619.

252) t)ber die gleicheckig
- gleichflacbigen ,

diskontinuierlichen und nicht-

konvexen Polyeder, mit 29 Tafeln, Abh. d. Leop.-Carol. Akad. 86
,
Halle 1906.

253) Systemat. Entwicklung d. Abh. geom. Gestalten voneinander, Berlin

1832, 37 ff. = Werke 1, p. 329ff. = Ostwalds Klaesiker 83, p. 8ff. Man vgi.

M. Cliasle^ Trait^ de geoni. sup. 186*2, p. 396, 400 ff. und K. G, Chr. v. Staudt,

Dber die Kurven zweiter Ordnung, Progr. Gjmn. Niirnberg 1831, Georn. d. Lage
1847; J. Sterner, Vorl. ii. synthet. Geom., 2. T., bearb. v. H. Schroter 1867, 2026.

254) Esaai pour les coniques, Paris 1640, Oeuvres p. Bossut, Paris 1779,

2. Aufl. 1819 oder Oeuvreg compl. p. Ch. Lahure 2, Paris 1868, p. 354 fF.

265) J. e. polyt. 13 (1806), p. 301.

256) Ann. de math. 3 (1813), p. 297.

267) Ann. de math. 1 (1811), p. 337.

258) Bxouillon project d une atteinte aux evenemens des rencontres d un

cone avec tin plan, Paris 1639, Oeuvres p, M. Poudra 1, Paris 1864.
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und Ph. de la Hire**9) zu nennen. Viele Konstruktionsarten der

Kegelschnitte beruhen auf der Zentralprojekiion des Kreises, andere

auf den Brennpunktseigenschaften. tlber die mechanische Beschreibung

der Kegelschniite (Fadenkowsfruktionen, KegelscJmittzirJcd usw.) findet

man Naheres in dem Artikel uber graph ische Darstellungen und Mo-

ddle (III AB 6, Anhanjr, Papperitz), wegen der allgemeinen Theorie

bei E. Kotter*60
).

Die Fokaleigenschaften waren bereits Apottonius

von Pergae (ca. 220 v. Chr.)
261

) bekaunt, der die ursprunglich alb

Schnitte ernes geraden Kreiskegels definierten Kurven auch an einem

schiefen Kreiskegel konstruierte. Die konfokalen Systems scheint zuerst

C. Madaurin (1698 1746)
262

) untersucht zu haben. Die Fragen nach

den Schnittptinkten und gemeinsamen Tangentm zweier Kegelsehnitte

wurden yon C. G. J. Jocofei 263
), J. P/wc/rcr 284

) analytisch, von M. Chas-

les\ J. Steiner), Chr. v. Staudt**1

) syntlietisch beantwortet. Buschd

und Scharen von Kegelschnitten ftihrte J. Steiner***) ein und gab
ihnen auch den Namen. tJber ihre Verzeichnung mittels Liniennetzen

spricht Chr. Wiener 2
) ausfiihrlich.

Die Fldchen 2. Ordnung wurden zuerst ancdytisch untersucht und

eingeteilt von L. Eider) sowie von G. Monge und J. N. P. Ha-

chette*
11

).
Ihrer syntfietistften Behandlung legt man ihr Verhalten

gegentiber sclineidenden Geraden und Ebcnen und ihre projektive Erzeu-

gung nach J. Steiner^*) und CJir. v. Staudt*1

*} zugrunde. Als Ein-

teiktngsgrund kommt nach J. V. Poncelet*1

*) und J. Pliicker) das

269) Sectiones conicae, Paris 1685.

260) Die Entwicklong d. synthet. Geom., JaLresber. d. deutscb. Math.-Ver.

18991901, p. 4552, 8388.

261) Conicorum 1. 1 und 3.

262) A treatise of fluxions 2, London 1742, 2. Aufl. 1801, p. 127.

263) J. f. Math. 14 (1835), p. 281 = Werke 8, p. 292 ff.

264) Analyt.-geometr. Entwicklungen 2, Essen 18281831, p. 167 ff.

265) Sections coniques, Paris 1865, p. 231 ff.

266) Vorl ub. synthet. Geom. 2 (1867), bearb. v. Schriiter, Leipzig, p. 54.

267) Geom. d. Lage 1847, p. 171 ff.

268) J. f. Math. 47 (1854), p. 7105 = Werke 2, p. 501594, s. bes. p. 550,

552; Vorl. 2 (1867), p. 279.

269) Lehrb. d. darst. Geom. 1 (1884), p. 325 ff.

270) Introductio in analysin infinitorum, Lausanne 1748, 2. Appendix de

Buperficiobus.

271) Application d algebre a la geometrie, J. ec. polyt. 11 (1802).

272) System. Entw. 1832, p.lSGff. = Werke 1, p.370ff. = Ostwalds Klassiker

83, p. 62 ff.

278) Geom. d. Lage 1847, p. 197.

274) Propr. proj. 1822, p. 373.

275) System d. analyt Geom. d. Raumes 1846.
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Verhalten der Flachen gegen die unendlichferne Ebene in Betracht.

Die beiden Scharen von Kreissclmitten auf den Flachen 2. Ordnung

(das hyperbolische Paraboloid ausgenommen), die einen besonderen

Fall der Schareu perspektiv ahnlldier Parallelschnitle bilden und zu

den Kreispunkten fuhreri, wurden von Monge und Hachette bestimmt.

Diese Kreisschnittsysteme vermitteln eine affine Transformation der

Ilotationsflachen 2. Ordnung in die cdlfjemeinen F&nnen, die von

A, Brill*16) und H. Wiener t&amp;gt;i:

) zur Konstruktion bewegiicber Flachen-

modelle benutzt wurden. (Naheres III AB 6, Anhang, Paftpen&.)
Die von J. Steiner 278

) und M. Ghasles) gegebenen Losungen des

Problems, die Fldche 2. Ordnung durch neun gcgebene Punkte zu kon-

struieren, waren noch ziemlicn verwickelt. K. Rohn 28
) gab eine ein-

fache und ubersichtliclie Losung, indem er die neun Punkte zu dreien

in die Seiten eines Trieders verteilte und die Beziehungen der Kegel-

schnittsysteme untersuchte, die diese Punkttripel enthalten und sich

paarweise auf den Triederkanten begegnen.
Die Darstellung der Dwrchdringungskurven sweier Kegel oder all-

gemeiner Flachen 2. Ordnung batten schon G. Monge
2*1

)
und J. N.

P. HacJiette***) in Angriff genomnien. Rein geometrisch wurden die

Baumkurven 4. Ordnung und 1. Spezies von J. V. Poncelet*89), der die

Existenz der vier sie enthaltenden Kegel 2. Ordnung nachwies, und

spater von H. Schrbtcr -*84
) untersucht. Der Flacheribiischd 2. Ordnung

tritt zuerst in spezieller Form (mit konzentrischen Grundflachen) bei

Ch. Dupin
m

), allgemein bei Ch. Lame 986
) auf. Mit der Bestimmung

des Fladieribuschels durch acht Punkte des Raumes von allgemeiner

Lage beschaftigen sich J. Pluckerm
) und Th.

276) Vgl. W. Dyck, Katalog math. Modelle, Miinchen, 1892, p. 258.

277) JBT. Wieners Samznlung matheinatischer Modelle, Leipzig 1905.

278) J. f. Math. 68 (1868), p. 191 = Werke 2, p. 717. Die Loaung sfcammt

aus dem Jahre 1836.

279) Paris C. B. 41 (1856), p. 1103.

280) Leipziger Bericlite 1894, p. 160. Man vergleiche: A. Adler, Zur Kon-

struktion d. Flachen zweiten Grades aus neun gegebenen Punkten, Wien. Ber.

110 (1901), p. 204.

281) Geom. descr. 3 (1798), p. 59 ff.

282) Geom. descr. 4 (1822), p. 85 ff.

283) Propr. proj. 1822, p. 392 ff.

284) Grundzuge einer rein geom. Theorie d. Eaumkurven 4. Ordn. 1. Spez.,

Leipzig 1890.

285) J. ec. polyt. 14 (1808), p. 80.

286) Examen des differentes methodes employees pour resoudre les pro-

blemes de geometric, Paris 1818.

287) Ann. de math^m. 19 (1829), p. 131 Ges. Abh. 1, p. 83.
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Die Eaumkurven 3. Ordnung gehen aus der Durchdringung zweier

Hegelfldchen 2. Ordnung in dem besonderen Falle hervor, wo diese

eine Erzeuyende gemein haben. Ihre Darstellung geetaltet sich am

einfachsten, wenn man zwei Kegd als erzeugende Flachen wahlt.

Mebrere Eigenechaften dieser Raumkurven findet man bei A. F. Mo-

Uus*\ die vollstandige Theorie bei M. Chasks*90), Clir. t. Staudtm\
T)i. Reye

29
*) uud H. Schrotcr).

Die spMrische Ellipse definierte N. v. Fufi
89i

) durcn die Bedingung,
daB die Summe der sph&rischen Abstande ihrer Punkte von zwei festen

Punkten konstant bleibt, und erkannte sie als Schnitt der Kugel mit

einem konzentrischen Kegel 2. Ordnung. Hiernach 1st eine Fadenkwi-

struktion der Ellipse auf der Kugel moglich. L.J. Magnus***) fand, daB

die erwahnten spharischen Abstandslinien mit der Tangente gleiche

Winkel bilden. J. Steiner &amp;lt;m

~)
stellte die spharische Ellipse als Hiillkurve

dar. Weiteres findet man bei M. Chasles 591
) und Chr. Gudermann*99

).

Auf dem einsctioligen Hyperboloide gehort zu jeder Schar von

Erzeugenden eine Strikti^onslinie. Mit ihrer Darstellung befafiten sich

A. Migotti, Th. Schmidt und A. Adler).
Die Schar von Flachen 2. Ordnung tritt bei J. V. Pvncelet**} auf.

Die zwei Flachen 2. Ordnung gemeinsam umscnriebene abwickelbare

Flaclie 4. Klasse, deren Erzeugung schon G. Monge
115

)
erortert hatte,

wurde von Th. Olivier*
01

) und J. dela Gournerie 302
) deskriptiv behandelt.

38. Geometrie der Bewegung. Rollkurven. Vorzahnungstheorie.

Die geometrische Untersuchung der Beivegungen in einer Ebene fiihrte

288) Geom. d. Lage 3 (1892) 7 p. 17.

289) Barycentr. Calcul, 1827, p. 118 ff.

290) Paris C. R. 40 (1867), p. 189 ff.

291) Beitr. z. Geom. d. Lage 1860, p. 298 ff.

292) Geom. d. Lage 2 (1892), p. 188 ff. Vgl. den Bericht von Eeye in Hamb.
Mitt. 2, 1890, p. 43.

293) Theorie d. Oberfl. 2. Ordnnng u. d. Ranmknrven 3. Ordn. als Erzeng-
nisse projektiver Gebilde, Leipzig 1880.

294) Problematnm quomndam sphaericorum solntio. De proprietatibus qui-

buedam ellipseos in superficie sphaerica descriptae. Nov. Acta Petrop. 2, 3 (1788).

295) Ann. de math. 16 (1826), p. 33.

296) Verwandlung u. Teilnng spharischer Figuren durch Konstruktion, J. f.

Math. 2 (1827), p. 46ff.= Werke 1, p. 101 ff.

297) Mem. ear les propriety des coniques spheriques, Paris 1831.

298) Grundrifi der analytischen Spharik, KQln 1830.

299) Wien Ber. 80 (1879), p. 1023; 84 (1881), p. 908; 85 (1882), p. 369.

300) J. f. Math. 4 (1829), p. 1. Vgl. M. Chasles, Ap. hist. p. 396.

301) Cours de g^om. descr. 2 (1884).

302) Traite&quot; de ge*om. descr. 2 (1862).
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zu dem Begriife des Momentanzentrums oder Poles, der von L. Euler

herriihrt, und damit zur theoretischcn Kldrung eines viel alteren, der

Beobachtung entbommenen Ereeugungsprinzips fur ebene Kurven.

Dieses lafit die Rollkurve als Bahnlinie eines Punktes entstehen, der

mit einer beweglichen Kurve, der PolJcurve, fest verbunden ist, wah-

rend diese auf einer festen Kurve, der Polbahn, onne Gleiten rollt.

Die allgemeine Theorie findet man bei F. Eeuleaux*\ Chr. Wiemr**}
und L. Bwmester 91

*^ entwickelt. Neuerdings sind die raumliehtn Be-

wegungen mit Hilfe des Begriffes der Momentanackse auf die Sckraiiben-

bewegung zuruckgefuhrt worclen. Diese Tbeorie wurde von R. Ball 906
)

und F. Klein auseinandergesetzt. Im allgemeinen ist auf die Artikel

fiber Besondere transzendente Kurven (III D 4, Sctwffers) und iiber Kine-

matik (IV, &quot;3, Schoenflies) hinzuweisen. Ferner kommen die Arbeiten

von H. Wiener 1

) und E. Study
909

)
in Betraclit, die sich auf die Zu-

sammensetsung und Zerlegung der einfachen Bewegungcn (Schiebung,

Drehung, Umwendung, Schraubung) in Verbindung mit der Spiegdung
beziehen und daraus Folgerungen fiir das Operieren mit geometrischen

Verwandtschaften ableiten.

Unter den Bollinien bot sich zuerst die Hadlinie oder gemeine

Zykloide der Betrachtung dar, die Galilei 1590 gefunden haben soil.

Sie hat im Verein mit verwandten Kurven nach der Erfindung der

analytischen Geometrie und der Infinitesimalrechnung viele Geometer

vorzugsweise beschaftigt, aber mehr in der Eichtung metrischer, weniger

deskriptiver Fragen. Ahnlich ist es mit den schon seit Ptolemaus be-

kannten Episyldoiden und anderen zyklischen Linien. Es fehlte noch

lange Zeit an einer allgemeinen Theorie der einschlagigen Bewegungs-

gesetze, die eine Verwertung fiir Darstellungszwecko ernioglicht hatte.

Erst in neuerer Zeit kommen diese kinematisclien Prinzipien bei

L. Burnxster), Fr. Schilling
m

)
und G. Loria) auch deskriptiv

303) Theoretisclie Kinematik, Braunschweig 187B, p. 64 ff.

304) Zeitecbr. Math. Phys. 26 (1881), p. 257 ff.; 27 (1882), p. 129 ff.

305) Lefcrbuch der Kinematik, Leipzig 1888, p. 20, 134, 173ff.

306) A treatise on the theory of screws, Cambridge 1876, 2. Aufl. 1900;

deutsch bearbeitet von H. GraveMus, Berlin 1889. F. Klein, Zur Schranbentheorie

v. Sir Robert Ball, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 237, abgedruckt, mit Zu-

eatzen, Math. Ann. 62 (1906), p. 419.

307) Leipziger Berichte 1890. Die Zusammensetzung z-weier endlichen

Schraubungen zu einer einzigen p. 13; Zur Theorie der Umwendungen p. 71; ftber

geometrische Analysen p. 246.

308) Von den Bewegungen und Umlegungen, 1 u. II, Math. Ann. 39 (1891),

p. 441 ff.

309) ffber neue kinematieche Modelle, Bowie eine neue Einfiihrung in die

Theorie der zyklischen Kurven, Zeitschx. Math. Phys. 44 (1899), p. 214 ff.
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zur Geltung. Die zyklischen Linien finden eine wichtige Anwendung
in der Theorie der Zahnrdder und Zahnstangen. Trochoiden und

Kreisevolventen werden hier als Formelemente benutzt. Nach der

praktischen Seite hin wurde die geometrische Verzahnungstheorie von

F. Bedtenlacher*&quot;), F. Reulcatix*1

*) und C. Bach 919
) entwickelt; nach

der theoretischen legte P^euleaux die Methoden der HilfspolbaJinen

dar, und Fr. Schilling
31
*) gab der Theorie im Sinne der darstellenden

Geometric ihre Abrundung, indem er zugleich instruktive kinematisdie

Modette konstruierte.

89. Botationsflaehen. Einfache Drehnachen kommen schon bei

Archimedes (287 212 v. Chr.) im I. Bucbe yon den Konoiden und

Spharoiden vor 815
).

Aber die antiken Geometer richteten ihr Augen-
merk tnehr auf metrische Problems. Die Darstellung der Drehflachen

und die mit ihr zusamrnenhangenden Probleme wurden erst yiel

spater von A. F. Frezier, G. Monge und ihren Nachfoigern behandelt.

Unter den vielerlei Spezialverfahren mogen eine elegante Konstruktion

der Schatten an Riugflachen bei Parallelbeleuchtong von M. Dunesme 316
),

die direkten UmriBkonstruktionen von E. NiemtschHc 51
&quot;

1

) und die Be-

handlung der Durchdringungskurve zweier Rotation &amp;lt;?flaehen bei A.

Mannheim*} angefuhrt werden. Im allgemeinen gehen alle Konstmk-

tionsverfahren von den Meridiankurven und den Parattdkreiszn aus.

40. Schraubengebilde. Die Schraubenlinie ist schon aus dem

Alterturn bekannt. Procltts Diadochus*19
) bewies, daB gleiche Teile

der Schraubenlinie kongruent sind, daB sie also in sich beiceglich ist,

eine Eigenschaft, die sie nur mit der Geraden und dem Kreise teilt.

In der Nornenklatur hen*schte beziiglich des Gebrauches der Namen:

Schraiibenlinie, Spirale, Schneckenlinie (Helix) lange Zeit eine gewisse

310) Spezielle algebraieche and transzendeate ebene Kurven, dentsch yon

Fr. Schutte, Leipzig 1902.

311) Der Maschinenbau 1, Mannheim 1862.

312) Der Konstrukteur, 3. Aufl., Braunschweig 1869.

813) Die MaBchinenclemente nsw., Stuttgart 1891.

314) Beruhiuugstransformationen und Verzahnung, Jahresbcr. d. Deutschen

Math. Ver. 11 (1902), p. 267 ff. ttber neue kinematische Modelle zur Verzahnungs-
theorie nebst einer geometrischen Einfuhrung in dieses Gebiet, Zeitschr. Math.

Phys. 51 (1904), p. Iff.

315) AuBg. von Heiberg, Leipzig, 1 (1880).

316) Paris C. R. 38 (1854), p. 953 und 45 (1857), p. 627.

317) Wien Ber. 52 (1866), p. 573.

318) Cours de geom. descr.
t
Paris 1880.

319) Kommentar z. 1. Buch der Element e des .Eukhdes, herausgegeben von

Friedlein, Leipzig 1873.
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Unsicherheit. Jetzt versteht man unter einer Schraubenlinie die geo-

ddtische Lime eines geraden Kreiszylinders ,
die bei der Aufwicklimg

einer Ebene auf diesen BUS einer ihrer Geraden entsteht. H, Pitotm)

fand, daB ihr Schlagschatten auf eine Ebene parallel zur Achse eine

Sinuslinie ist. Er spracb bei dieser Gelegenheit zuerst von einer

Kurve doppelter Kriimmung (courbe a double courbure). Die Schrauben-

ftacken werden nach der Art ihrer Erzeugung unterschieden. Neben

den MeridianJcurven und Normalkurven, deren Ebenen entweder die

Schraubenacbse enthalten oder zu den schraubenforinigen Bahnen

ihrer Punkte normal stehen, und bei Eegelflachen den erzeugenden.

Geraden selbst, werden die Jcoaxialen Schraubenlinie-n, die ihre Punkte

beschreiben, zur Losung der deskriptiven Aufgaben benutzt. Unter

den Regelflachen ist die Tangentenflache der Schraubenlinie und die

axial - normale yon Wichtigkeit ; erstere, weil sie abwickelbar ist,

letztere wegen ihrer technischen Verwendbarkeit Daneben mussen

die Schraubenrdhrenflachen erwahnt werden, die bei der Verschraubung
eines Kreises entstehen, dessen Ebene zur Bewegungsrichtung (Ser

pentine) oder zur Schraubenachse (gewnndene Saule, Pfropfenzieher-

flache) normal steht. Auch diese Roliren- oder Kanalflaehen wurden

seit langer Zeit technisch benutzt 821
).

Die Schrauben soil schon Ar

chimedes***) gekannt haben: sie werden als rechts- und linJcsgangige

unterschieden und nach der Form des Profits in flach- und scharf-

gdngige eingeteilt. Aile diese Schraubengebilde geben reichen AnlaB

zu deskriptiven Untersuchungen. Die Parallelprojektion der Schrauben

linie fiihrt zu den Siwuslinien, den Zyldoiden und ihren affinen Kurveu.

Ebene Schnitte der Schraubenflachen ergeben Spiralen, ihre Schatten

ZyTdoiden mit ihren Aqitidistanten, die Licktgrenzen auf Regelschrauben-
flachen liefern, zur Achse parallel projiziert, unikursale Kurven 4. Ord-

nung usw.

Von Monger Schtilern beschaftigte sich J. N. P. Hadielte***) ein-

gehend mit Schraubenflachen. L. Burmester 8

**) gab eine ausfuhrliche

konstruktive Theorie. J. Tesar*K) und viele neuere Autoren behan-

delten die zahlreichen Probleme, die sich an die Darstellung der

Schraubengebilde kniipfen.

320) Hiet. de 1 Acad. d. So., Paris 1724.

321) Guido Ubaldo del Monte, De cochlea libri VI, Venedig 1610.

322) Itiodor 1, p. 36 und 6, p. 37.

323) Traite de geom. descr. 1822.

324) Kineniatisch - geometrische KoriBtruktionen der Parallelprojektion der

Scbrauben- und insbes. des Schattena derselben, Zeitscbr. Math. Phys. 18 (1873),

p. 185.

525) Wien Ber. 86 (1882), 377 mid 94 (1886), p. 181.
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41. Abwickelbare und windschiefe Kegelflachen, Bahn- und
Hiillnachen. Abtvickelbare FldcJien warden von L.Eukr), G. Monge^)
und A. Twseau**8

) untersucht. Die Hauptsatze liber windschwfe Regel-

flacken finden sich bei M. CJwslcs***) und A. Cayley}. Ausfuhr-

lichere Darstellungen gaben analytisch G. Salmon 8*1
), syntbetiscb

J. de la Goiirnerie**2
}, deskriptiy warden die Regelflacben von Chr.

Wieticr*) und K. Rohn 32
*) behandelt. Besonders zogen die Regel

flachen 3. und 4. Grades die Aufmerksamkeit auf sicb. Sie wurden

von A. Cayley
35

),
L. Cremona 336

),
M. Chasles 33T

),
Em . Weyr

8M
),
K.Eohn 3S9

)

und Th. Reye***) bebandelt. J. Pi-ticker
** 1

) untersncbte zuerst das

Zylindroid. Die abwickelbare Normiilenflaclic, die von den Normalen

liings einer Krummungslinie erzeugt wird, definierte G.

Allgenieinere Untersucbungen lieferten A. Mannheim***), E.

326) De solidis, quorum snperficiem in planum explicare licet, NOT. Comm.

Petrop. 16 (1771).

327) M&n. snr les d^veloppees et les points singuliers des courbes a double

courbure 1771, Mem. Sav. etr. Paris 10 .(1785).

328) Solution de quelques problenies etc. 1774, Mem. d. Sav. etr. 9 (1781).

829) Corresp. Quetelet 11 (1839).

330) Cambridge and Dublin Math. Journ. 7 (1852), p. 171 = Papers 2, p. 38.

On Skew Surfaces, otherwise Scrolls, London Transact. 163 (1863), p. 453; 154

(1864), p. 659, 159 (1869), p. 111== Coll. Math. Papers 5, p. 168 u. 201, 6, p. 312.

331) Salmon -Fiedler, Analyt. Geom. d. Raurnes, 3. Aufl. Leipzig 1880, 2

p, 288 ff. und p. 252 ff.

332) Traite&quot; de geom. descr. 2 (1862), Kr. 613 ff.; 3 (1864), Nr. 882 ff.

333) Darst. Geom. 2 (1877), p. 420 ff.

334) Hohn-Pappcritz, Lehrb. d. darst. Geom. 3 (1906), p. 216 ff.

335! On the Skew Surface of the Third Order, Phil. Mag. 24 1862, p. 614

= Coll. Math. Papers 5, p. 90. On the Theory of Cubic Surfaces, Phil. Mag. 27

(1864), p. 493 = Papers 6, p. 138. A Memoir on Cubic Surfaces, London Transact.

169 (1869), p. 231 = Papers 6, p. 359. On a Surface of the Fourth Order, Phil.

Mag. 21 (1861), p. 491 Papers 6, p. 66. Meni. sur lea courbes du troisieme

ordre, Jouru. de Math. 9 (1844), p. 285 u. 9 (1845), p. 102 = Papers 1, p. 183

u. 190. Mem. sur les courbes a double courbure et les surfaces developpables,

Jcurn. de Math. 10 (1845), p. 245 = Papers 1, p. 207.

336) Atti Istiiuto Lombardo 2 (1861); Mem. Bologna 8 (1868); Snr lea sur

faces gauches du troisieme degre, J. f. Math. 60 (1862), p. 313.

337) Paris C. R. 53 (1861), p. 881.

338) Geom d. rliuml. Erzeugnisse usw., Wien 1870.

339) Math. Ann. 24 (1884), p. 55 und 28 (1887), p. 284.

340) Geom. d. Lage 3 (1892), p. 92 ff.

341) On a new geometry of space, Lond. Trans. 155 (1865), p. 756 = Ges.

Abh. 1, p. 535: Neue Geom. des Raumes, Leipaig 1868 1865.

842) Geom. descr. 127 (1798).

343) Mem. sur les pinceaux de droites et les normalies, Journ. do Math.

17 (1872), p. 109; Cours de geom. descr., Paris 1880, p. 273 f.



592 III A B 6. E. Papperitz. Daratellende Geometric.

und G. A. v. Peschka^). Chr. Wiener) widmete der Wollfldche des

schiefen Durchgangs eingehende Behandlung.

42, Krummung der Kurven und Flachcn. Die Theorie der

Krummung ebener Kurven wurde zuerst von Chr. Huygens**
1

) an-

gebahnt. G. W. Leibniz***) und J. Newton***) wandten ihre neuen

analytischen Methoden auf sie an. Die Relation zwischen dem Krum-

munysradius einer Kurve und dem ihrer Orthogonalprojeldion gab
G. Jtettavitis*

61

*) ,
fur die ZentrdlprojeJction L. GeisenJieimer*6

*).
Die

Kriimnmnpskreise der Kegelschnitte leitete W. Fiedler*) ans einer aus-

gearteten ZentralltollineaUon ab. Einfache Konstruktionen gab C. Pete 358
),

die emfachsten entwickelte K. Jto/w 354
).

Uber die Kriimmung der Raumkurven handelt G. Monge
9

).
Die

A.bhangigkeit des Verhaltens einer Raumkurve von dein Bewegungs-
sinne dee beschreibenden Punktes, der Tangente und Schmiegungs-
ebene und die Entstehung ihrer einfachen Singularitaten legte Chr.

Wiener^56) dar und erlauterte sie durch Modelle.

Die Theorie der Krummung der Flaclien berubt wesentlich auf

den Untersuckungen von L. .EWer 857
) und M. Ch. Meusnier 3*8

).
Den

Begriff der Krummungslinien verdanken wir G. Monge*^}. Die

Haupttangenten und die Indikatrix treten zuerst bei Ch. Dupin auf860
).

344) Wien Ber. 75 (1877), p. 861.

345) Wien Ber. 81 (1880), p. 1128 u. 1163.

346) Darut. Geom. 2 (1887), p. 476 tf.

347) De evolutionc et dimensione linearuiu corvaruin, Horologiuin oscilla-

torium 3, Paris 1673.

348) Acta Erudit. Leipzig 1686 und 1692.

349) Principia philosophiae naturalis mathematica , London 1687; The

method of fluxions etc., London 1736, probl. 5, 6, p. 59 ff.

350) Geometria descrittiva, Padua 1851, p. 188.

351) Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880), p. 214.

352) Darst. Geom. l
t

3. Aufl., p. 188 f.

353) Die Krummuiigshalbmesserkonstruktionen der Kegelschnitte als Korol-

larien eines Stetnerschen Satzes, Ber. Bohm. G. d. W., Prag 1879, p. 205 if.

354) Konstr. d. Kriinmiungsradius bei einem Kegelschnitt durch fiinf Punkte,

Leipziger Berichte 1900, p. 17.

355) Gdom. descr. 6 (1798), p. 104112.

356) Zeitschr. Math. Phye. 25 (1880), p. 95.

357) Recherches BUT la courbure des surfaces, Hist. Mem. Berlin 1760.

358) Mem. sur la courbure des surfaces, Mem. Sav. etr., Paris 1776.

359) Me*m. sur la theorie des dtSblais et des remblais, Mem. Paris 1781;

Application de I analyee a la geomdtrie 15, 16 (1796); Sur les lignee de conr-

bure de la surface de 1 ellipsoide, J. ec. polyt. 2 (1796); Geom. descr. 5 (1798),

p. 125131.
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Das System der konfokcden Flachen 2. Grades, welches zu ihren Krum-

mungslinien in naher Beziehung steht, findet man bei Ch. Dupw 881
)

und J. Binet^*), ferner bei Em. Weyr
MS

).
Die Theorie des Krum-

mungsmafies hat C. F. 6ra*/8
38
*) entwickelt.

43. Kotierte Projektion und Topographie. Storeographische

und Kartenprojektion. Die Darstellung der iopographischen oder

TerrainflMten erheischt besondere Methoden, da sie nicht geomctrisch
definiert werden konnen, sondern durch messende Beobachtnngen der

BodengestaJtung annahernd bestimmt werden miisben. Der Geograph
Ph. Buache (17001773) fuhrte 1738 die Eorizonial- und Niveau-

Jcurven in die Erdbesdireibung ein, die man sich leicbt als Grenzen

iiberschwemmter Gebiete vorstellt. Nach Ch. Dupin*) soil der (renie-

offizier CMtillon diese Idee zuerst deskriptiv yerwertet und 3J. fe

bureau die Vertical- oder Profilschnitte d?s Bociens hinzugefugt haben,

die heute in der Geologic und Lagerstattenlehre eine bemerkenswerte

Rolle spielen. G. Monge*} behandelte bereits mehrere topographische

Aufgaben, und J. de la Gourneric**&quot;) schrieb fiber die
topo&amp;lt;-irapki*&amp;lt;

hen

Darstellunysmetiwden. Zusammenfasaend legte G. A. V. Peschkam)
das

Verfahren der Jcotierten Projektion dar. Man findet die Hauptbegriffe

und Satze dieser Metbode bei Rohn-Papperitz*) in einem Abschnitt

fiber topographischc Fldmen auseinandergosefczt. Es kommen wesent-

lich die Begriffe: Kate (HohenzaM) einer Niveaidinie, Gipfd-, Mulden-

und Sattel- oder Jochpwikte, Fallinien (rechtwinklig zu den Horizontal-

kurven), Kamndinie, Taliveg und Linie gleichcn GefdlUs in Betracht.

Die abwid elbwen Fldch-en gleichformiger Neigung, die fiir die kiinst-

liche Bodengestaltung (Boschungsflachen) wichtig sind
;
wurden VOR

7. de la Goumeric} deskriptiv behandelt. Sie bieten ein rein goo-

860) Developpemcnts de geometric, pour faire suite a la geometric prati iue

de Monge, Paris 1813.

361) Ebenda p. 269.

362) J. ec. polyt. 16 (1813), p. 59.

363} tjber Krummungrslmieu der FlRchen 2. Grades und konfokale Systeme
solcher Flarhen, Wien Ber. 58 (1868), p. 60.

364) Disquieitiones geuerales circa superficies curv&s, Comment. Gotting.

rec. 6 (1826) = Werke 4 (1880), p. 217.

365} Essai sur ies services et les travaux scientifiques de G. Monge^ Paris 1819.

366) Gom. deacr. 4 (1798), p. 95102.

367) Discours *&amp;lt;ur i art du trait et ia geometric descriptive, Paris 1866,

p. 22 ff.

368) Kotierte Ebenen und deren Anwendung, Brunn 1877.

369) Lehrb. d. darst. Geom. (3) 300 (1906), p. 289.

370) Traite de geom. descr. 2, Paris 1802, p. 104 ff.

Kncyklop. d. math. Wiiscasch. Ill 1. 39
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metrisches Interesse, insofern ihre Niveaulinien sich als Aquidistanten

oder Evolventen mit gemeinsamer Evolute projizieren.

Die stereographische ProjeUion (eine Itonforme oder wirikeltreue

Abbildung) 1st von Hipparch (um 160 v. Chr.; erfiinden und von

Ptolemaeus (um 140 n. Chr.) zur Darstellung der scheinbaren Himmels-

kugel in seinem ,,Plani8phaerium&quot; benutzt worden. Den Namen gab
ihr Fr. Aguitton*

11
).

Mheres findet sich bei E. Eeusch*1

*)) fiber ihre

kartographische Anwendung bei H. Gretschel sly
). Beilaufig sind noch

die ZylinderprojeUion und Kegdprojeldion der Kugel zu erwahnen, die

zur Herstellung von Land- und Seekarten verwendet warden 874
).

Man

vergleiclie den Artikel fiber Kartographie (VI 1 4, Bourgeois und Furt-

wanglcr).

44. Photogrammetrie. Die fortschreitende technische Vervoll-

kommnung und Verallgemeinerung der photographischen Verfahren

hat einen neuen Zweig der darstellenden Geometric entstehen laBsen,

der es wesentlich mit der zweiten Hauptaufgabe zu tun hat, die

Photogrammetrie (VI i 2, Finsterwalder). Diese lehrt aus photo-

graphisch gewonnenen perspektiven Bildern den Gegenstand rekon-

struieren, und zwar nicht nur durch Wiederaufsuchung des richtigen

Gesichtspunktes geistig restituieren, sondern nach alien Lagebetiehungen
und wahren Abmessungen bestimmen. Hierzu dient auBer der Fest-

legung der Data der Perspective die Vergleicliung gewisser Mafie in

der WirMichJceit und im Bilde. Meist leitet man aus den perspektiven

Bildern den Grund- und Aufrifi des Objektes ab und fiigt einen Map-
stab hinzu. Naheres findet man bereits in dem ausffihrlichen Berichte

von 8. Finsterwalder^) und bei Fr. Schilling*
1
*).

45. Abbilduiigen im weiteren Sinne sind in verschiedenen

anderen Teilen der Mathematik zur Geltung gekommen. In der dar-

371) Opticorum lib. 6, Antwerpen 1613, p. 498.

372) Die stereographische Projektion, Leipzig 1881.

373) Lehrb. d. Kartenprojektion, Weimar 1878.

374) Die vielerlei Modifikationen, welche dieae Verfahren mi dem Zwecke

crfahren haben, ein auf der Erdkugel gedachtes, aus Meridian- und Breiten-

kreiaen gebildetes Gradnetz auf ebener Flache abzubilden, sind in ihrer Mehr-

zahl keiue eigentlichen Projektionen. Die Bedingungen, daB die Abbildung-
winkeltreu (konform), langentreu (aquidistant) oder flachentreu (Equivalent) sein

Boll, lasseu eich nicht vereinen. Man hat daher zn Verfahren gegriften, die

zwischen den Methoden, die einzelnen dieser Bediffgungen genugen, vermittelu,

um die Abweichungen mCgliehet zu verringern.

375) Die geom. Grnndlagen der Photogrammetrie, Jahresber. d. deutech.

Math.-Ver. (6) 2 (1899), p. Iff.

876) tiber die Anwendungen der darstellenden Geometric, insbesondere uber

die Photogrammetrie, Leipzig und Berlin 1904.
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stellenden Geometric ist wesentlich nur ein einzelnes, nichtikonisches

Verfahren, die ZyMographie, entwickelt worden. Es beruht auf einer

schon von B. E. Cousinery angewandten Bestimmungsweise des Aug-

punktes in der Perspektive durch Hauptpunkt und Distanskreis und

ist von W. Fiedler 311
) eingefuhrt worden. E. Mutter*19

) wies auf

Weiterbildungen der Zyklographie bin, die sie besonders durch konse-

quente Orientierung der Kreise zur Behandlung der Bertihrungsfrans-

formationen, die Kreise in Kreise uberfuhren, geeignefc macht. Auch
die Krisiallograptien beniitzen ein anikonisdies Darstellungsverfahren,

indem sie ebene KristaUfldcli.en durch die aus dem Mittdpunkt des

Achsensystems auf sie gefallten Normcden oder durch deren Spur-

punkie in einer kcmzentriscJien Kugclflache bestimmen, die ihrerseits

durch stereograpliisdie Projection abgebildet wird.

SchlieBlich sei darauf hingewiesen. daB von G. Veronese*1

*), P. II.

Schoute\ G. Loria*81
),
E. Mehmke*82

), H. de Fries 888
)
und E. Mutter***)

die Mettwden der darstellenden Geomeirie auf die Gebilde im JRaume

von vier Dimensionen ausgedehnt worden sind.

377) Cyklographie oder Konstruktion der Aufgaben uber Kreise und Kugeln
und eleuientare Geometrie der Kreia- und Kugelsysteme, Leipzig 1882.

378) Beitrage aur Zyklographie, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 14 (1905),

p. 674 f.

379) Behandlung der projektivischen Verhaltnisse der Raume von verechie-

denen Dimensionen durch das Prinzip des Projiziereng und Schneidens, Math.

Ann. 19 (1381\ p. 161 if. Sulla geometria descrittiva a quattro dimension^ Atti

Ist. Yen. (6) 8 (1882), p. 981 ff.

380) Regelmafiige Schnitte und Projektionen dea 120zelles und GOOzelles

im vierdiruensionalen Raume, Antwerpen 1896. Hot vierdimensionalen priB-

moide, Verh. Ak. Amst. 5, 2 (1896), p. Iff. Lee hyperquadriques dans 1 eepace
& quatre dimensions, a. a. 0. 7, 4 (1900), p. Iff. Le deplacement le plua general

dans 1 espace a n dimensions. Ann. Be. Polyt. Delft 7 (1901). Mehrdimen-

sionale Geometrie, I. Die linearen Raume, IL Die Polytope, Leipzig 1902 u. 1906.

381) Arch. Math. Phys. (3) 2 (1902), p, 267 ff.

382) Ueber die darstellende Geometrie der Raume von 4 und mehr Dimen

sionen usw., Stuttgart, Mathem.-naturwigg. Mitteilungen (2) 6 (1904), p. 44 ff.

383) Die Lehre von der Zentralprojektion im vierdimensionalen Raume,

Leipzig 1906.

384) Die darstellende Geometrie ale eine Versiunlicbung der abskakten

projektiven Geometrie, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 14 (1905), p. 669.

(Abgeschlossen Juli 1909.)
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IHAB 7. DIE VERSCHIEDENEtf KOOKDINATEtf-
SYSTEMS.

VON

E. MULLER
IN WISH.

Inhaltstibersicht.

Einleitnng.

1. Allgemeiner Begrific und Zweck der Koordinaten. Emteilungsprinzipe.

I. Punktkoordinaten.

2. Parallelkoordinaten (Cartesiscbe Koordinaten) in der Ebene.

8. Parallelkoordinaten im Rauin. Be^rifT des w-dimensioaalen Baumes.

4. Allgemeine Punktkoordinaten (Krummlinige Koordinaten).

6. Lineare Punktkoordinaten im allgemeinen.

6. Besondere Arten linearer PunktkoordmaUn.

7. Minimalkoordinaten.

8. Nichtlineare projektive Punktkoordinaten.

9* Polarkoordinaten:

a) In der Ebene.

b) Im Raum.

10. Polygpharische Koordinaten und ibre Analoga in der Ebene, in der Geraden

und iin JRn .

11. Koordinaten in bezug auf erne Normkurve.

12. Allgemeine elliptiecbe Koordinaten.

13. Spezielle elliptiscbe Koordinatea.

14. Paraboliscbe Koordinaten.

15. Projektive Verailgemeinerung der elliptiscben Koordinaten. Anwendungen.
16. Zyklidische Koordinaten.

17. Sonstige Punktkoordinaten.

II. KoorUlnuten von algebraischen Fliuhen, Union in der Ebene vnd

Punktgrnppen in d^r Geraden (allgemein: M_i im R
rl).

1$. Allgeineines.

19. PZztcitersche Ebenenkoordinaten und Linienkoordinaten in der Ebene.

20. Allgemeine Ebenenkoordinaten.

21. Lineare Ebenenkoordinaten im allgemeinen.
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22. Besondere Arten lineaier Ebenenkoordinafcen nnd Linieukoerdinaten in der

Ebene.

23. Sonstige Ebenonkoordinaten und Linienkoordinaten in der Ebene.

4. Pentasphiiri?che Kugelkoordinaten mid ihie Analoga.
25. Hexaspharische Kugelkoordinaten und ihre Analoga; KomploxkoordinatexL
26. Koordiiiaten von algebraiacben Flachen, Kurven in der Ebene und Punkt-

gruppen in der Geradeu.

III. Koordinuteu YOU Linien im Baum (allgemetn : von Miw H
tt

, r&amp;lt;n 1).

27. PZudtersche Linionkoordinaten.

28. Gewindekoordinaten, Kleimche Linienkoordmiteu.

29. Sonstige Linienkoordinateu.

80. Bt
-Koordinaten im Rn . Koordinaten von Kroisen und Punktepaaren im .R, .

IT. Koordinaten YOU Oebilden uf einer Kurre oder Fl&cbe (einer nicbt-

linearen
81. Allgemeiues.

32. Koordinaten auf der Kngelflacbe (Spbarische Koordinaten ,.

88. Koordinaten auf einer Flache zweiter Ordnung.
84. Natiirliche Koordinaten.

35. Koordinaten sonBtiger Elemente.

Y. Kourdinatentransformation.
86. Allgcmeines.

37. Lineare, insbesondere ortbogonale Transformationen.
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stein: Prace mat. fiz. 6 (1896). Russisch von D. M. Sintsoff: Kasan Abh.

(2) 6, 6 (18966). [Vergl. Betr.]

, Einleitung in die hShere Geometrie. Autogr. Vorlesungen ausgearb. von

F. Schilling. 2 Teile, G6ttingen 1893. [HChere Geom.]

, Elementarmathematik vom hftheren Standpunkte aua. Autogr. Vorlesungen aus

gearb. von E. Bellinger. 1. T.: Arithmetik, Algebra, Analysis (Winters. 1907/8),

Leipzig 1908. 2.T.: Geometrie (Sommers. 1908), Leipzig 1909. [Elementarmath.]
G. Koenigs, La G^om^trie reglee et ses applications, Paris 1896. [Gom. regime.]

G. Lame, Le9ons sur les coordonne&amp;gt;s curvilignes et leurs diverses applications,

Paris 1859.

L. Lecomu, Artikel ,,Coordonne^s
u in ,,La grande Encyclopedic&quot;, Paris, t. 12

(1891), p. 887 f.
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G. Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven. Tbeorie und
Geschichte. Autorisierte , nach dem italienischeii Manuskript bearbeitete

deutsohe AuBgabe von JF. ScMtte, Leipzig 1902. [Ebene Kurven.]

L. J. Magnus, Sammlung von Aufgaben und Lehrsiitzen aus der analytischen

Geometric. 1. (der Ebene), Berlin 1833 [als 3. T. von Meier Hirschs Sammlung
geom. Aufgaben erschienen]. 2. (dea Tfaumes, 1. Abi.), Berlin 1837. [Atifg.

u. Lehrs. 1 oder 2.]

W. Fr. Meyer, Apolaritat und rationale Knrven. Eine systematische Vorunter-

auchung zu einer allgemeineii Tbeorie der linearen Raume. Tubingen 1883.

[Apolaritat.]

A. F. Mobius, Der barycentrische Calcul, ein neues Hulfsniittel zur analytiscben

Bebandlnng der Geometrie, Leipzig 1827 = Ges. Werke, 1. Bd. herausg. von

R. Baltser, Leipzig 1885. [Baryc. Calcul.]

P. Math, Grundlagen fur die geometriscbe Anwendung der Invariantentbeorie,

Leipzig 1896. [Gnmdlagen.]
M. d Ocagne, Coordonn^es paralleles et aiiales, Paris 1886.

G. S. Ohm, Elemeiite der analytischen Geometrie im Raume am scbiefwinkeligen

Koordinateneysteme (1. Bd. der ,,Beitrage zur Molekular-Pbysik&quot;), Niirn-

berg 1849.

E. Pascal, Eepertorium der b^beren Mathematik, 2. Teil: Die Geometrie. Deutsch

von A. Schepp, Leipzig 1902. [Rep.]

/. Pliicker, Analytiscb -
geometrische Entwickelungen, Essen, Bd. I 1828, Bd. II

1831. [Entw.]

, System der analytiscben Geometrie, Berlin 1836. [Syst. anal. Geom.]

, System der Geometrie des Raumes, Diisseldorf 1846. [Syet. Geom. d. R.]

,
Nene Geometrie des Raumes, Leipzig. Bd. I 1868, Bd. II (herausg. von.

F. Klein) 1869. [Neue Geom. d. R.]

Th. Reye, Syntbetische Geometrie der Kugeln und linearen Kugelsysteme xnit

einer Einleitung in die analytiscbe Geometrie der Kugelsyateme, Leipzig 1879.

Italicaiscbe tJbers., Geometria sintetica delle efere e dei loro sistemi lineari^

von Massimo Misani, Miiano 1881. [Geom. d. Kugeln.]

0. Runge, Analytische Georoetrie der Ebene, Leipzig u. Berlin 1908. [Anal. Geom.]

G. Salmon, A treatise on conic sections, Dubliu 1848; 6. Aufl. London 1879;

deutsch bearb. von W.Fiedler: l.Teil, 7.Aufl. 1907; 2. Teil, 6.Aufl. 1908, Leipzig.

F. Schur, Lehrbuch der analytiscben Geometrie, Leipzig 1898. [Anal. Geom.]

J5. Sommer, Die Winkelkoordinaten, Coblenz 1848.

0. Staude, Analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und der Ebene.

Ein Handbucb zu den Vorlesungen und tjbungen uber analytiscbe Geometric,.

Leipzig und Berlin 1905. [Anal. Geom.]

,
Die Fokaleigenschaften der Flacben zweiter Ordnung, Leipzig 1896. [Fokal-

eigenscbaften.]

E. Study, Geometric der Dynamen. Die Zusaminensetzung von Kraften und ver-

wandte Gegenstaude der Geometrie, Leipzig 1903. Die beiden ersten Ab-

acbnitte sind schon 1901 als erstee Heft des ganzeu Werkes erachienen.

[Geom. d. Dynamen.]
J. ThomaCf GrundriB einer analytischen Geometrie der Ebene, Leipzig 1906.

H. E, Timerding, Geometrie der Krafbe, Leipzig 1908 [Geom. d. Kr.].
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H. Weber and J. Wellntein, Encyklopa&amp;lt;iie der Elementai-Mathematik. Ein Handbuch

fur Lehrrnde nad gturiierende. 2. Bd. Elemente der Geometric, Leipzig 1905.

3. Bd. Angewandte Elementar-Mathematik, Leipzig 1907. [ Weber -Wellstein,

Encykl.J

E. Wvlffing, Artikel ,,Koordiuaten&quot; in 0. Luegen Leiikon der gesamten Technik,

Stuttgart 139499.

,
Bericht viber den gegenwartigen Stand der Lebre von den naturlichen Ko-

ordinaten, Bibi. math. (8) 1 (1900), p. 142169. [Ber.]

K Zindlcr, Liniengeometrie mit Anwendfungen. 1. Bd. Leipzig 1902 (Sammlung
Schubert XXXIV\ 2. Bd. 1906 (Sammlung Schubert LI). [Liniengeom.]

Historische und bibliographische Schrifteu.

M. Cantor, Vcrlesungen uber Geschichte der Mathematik. I. Bd. Von den alte-

gt*D Zsiten bis zum Jahre 1200 n. Chr., 2. Aufl. Leipzig 1894, 8. Aufl. 1907.

H. Bd. Yon 12001668, 2. Aufl. Leipzig 1900 HL Bd. Yon 16681768, 2. Anfl.

Leipzig 1901. IY. Bd. Yon 17591799, unter Mitwirkung verachiedener Autoren,

Leipzig 1908. [Yorl.]

E. Kotter, Die Entwickeiung der synthetiacben Geometrie von Monge bis auf

Staudt (1847). Erster Band eines Berichtes, ersUttet der Dentschen Mathe-

matiker-Yereinigung, Jahresber. d. deutscb. Math.-Yer. 5 (1 JOl), 2. Hoft.

[Bericht.]

G. L&ria, II passato ed il presente delle principal! teorie geometriche. Seconda

edizione accresciuta et interainente rifatta, Torino 1896. Deutsche Obersetaung
der 1887 erschienenen 1. Ausg. von F. Schutie, Leipzig 1888. [Teor. geom.j

F. JVttffar, Fiihrer diirch die matheinatische Literatur mit * besonderer Berfick-

sichtigung der historiecli wichtigen Schriften, Leipzig n. Berlin 1909 (insb.

p. 164170).

Royal Society of London, Catalogue of scientific Papers 18001900. Subject

Index. Vol I: Pure Mathematics, Cambridge 1908 (insb. p. 426427).
/. Tropfkt, Geschichte der Elementar-Mathematik in systematischer Darstellung.

2. Bd. Leipzig 1903. [Tropfke.]

E. Wolffing, Mathematischer Bucherschatz. 1. Teil: Reiue Mathematik, Leipzig
1903. Nr. 190.

H. G. Zeuthen, Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum, deutsche Aus-

gabe von JF?. von Fischer-Benzon, Kopenhagen 1886. [Kegelschn.]

Die Abkurzung der Zeitschriftentitel geschah, soweit es die Redftktion

zulieC. nach:

F. MulUr, Abgekiirzte Titel von Zeitschriften mathematischen Inhalts, Leipzig

1903. (Sonderabdruck aus Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 12).

Einleitung.

1. Allgemeiner Begriff und Zweok der Koordinaten. Bin-

teilungsprinzipe. Koordinaten*) kann man in der Geometrie allge-

1) Der Name stammt von G. W. Leibniz, vgl. Anm. 21. H. Gfraftwann,
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mein als Zahlen definieren, durch die ein raumliches Gebilde in bezug
auf andere, als gegeben angenommene Gebilde (die Fundamental- oder

Grundgebilde) bestimmt wird 2
).

Die letzteren bilden die Basis 9
) der

Koordinaten. Die verschiedenen Arten, auf die Raumgebilden Zahlen-

gruppen als Koordinaten zugeordnet werden, geben die verschiedenen

Koordinatensysteme. Bei den meisten von ihnen enthalt die Basis

jene Mannigfaltigkeiten von Elementen, fUr welche nur eine der Ko
ordinaten nicht verschwindet. Zwei Koordinatensysteme werden als

gleicliartig angesehen, wenn, bei verschiedenen Basen, die Zuordnung
der Zahlgruppen zu den Raumgebilden nach der gleichen Vorschrift

erfolgt.

Die Koordinaten xlf sc
s ,

. . .
,
xn (n &amp;gt; 1) eines Raumgebildes heiBen

homogen, wenn sie nur endliche Werte annehmen, nicht alle gleich-

zeitig null werden und die Wertesysterne (xl9 X9 ,
. . .

,
#w) und

(?#!, (&amp;gt;#2 ,
. . ., $), wo p weder Null noch unendlich ist, aquiva-

lent sind 4
).

Die gebrauchlichen Koordinatensysteme enthalten nur endliche

Ausdehnungsl. v. 1844, 87 = Ges. W. I
1
, p. 152, schliigt dafilr das deutsche Wort

Zeiger vor, das jedoch bisher nur von K. Zindlcr, Liuiengeom., auf&quot;genommen wurtle.

2) Bei den meisten Eoordinatensystemen baben die Eoordinaten einfache

geometriscbe Bedeutnngen (Gr66en von Streckeu, Flachen, Volumen, Winkeln

oder Yerhaltnisse solcher).

Den Begriff von Pnnktkoordinaten hat J. PliHeker schon 1829 sehr allgemein

gefafit (J. f. Math. 6, p. 1 =*= Ges. Abh. 1, p. 124). Ygl. anch N. DrucJcenmiiller,

t^bertragungsprinzipien , p. 1, 4. Dieses noch Offcer zu nennende Werk eines

Schiilers Pliickeru, das sich durch einen hohen wissenschaftlichen Standpunkt

gegeniiber der Koordiuatengeometrie auszeichnet und Originalgedanken (unter

anderem eine Theorie der Polaren algebraischer Kurven (s. hierzu J. f. Math. 20

(1843), p. 4, Fufin.) enthalt, ist mit Unrecht kaum bekannt geworden.
Die Bestimmung durch Koordinaten ist auch auf andere Mannigfaltigkeiten

von Dingen anwendbar. B. Riemanns Habilitationsschrift v. J. 1854 (Abh. Ges.

Gdtt. 13 (1867), p. 3 = Ges. W., 2. Aufl., p. 273; franz. ttbers. von J. Boiiel =

Ann. mat. p. appl. (2) 3 (186970), p. 309826) handelt in I, 1 von allge-

meinen Begriffen, deren Bestimmungsweisen eine mehrfach ausgedehnte Mannig-

faltigkeit bildeu. Hierzu gehoren z. B. die Farben; vgl. K. Zindler, Zeitschr. f.

Psychologic u. Physiologic d. Sinnesorgane, 20 (Leipzig 1899), p. 225293.

3) W. Unverzagt, Dber einige neue Projektionsmethoden, Progr. Wiesbaden

1865, p. 2.

4) P. Muth, Grandlagen, p. 3. Wegen des ersten Auftretens homogen er

Eoordinaten s. Anm. 60*, 61.

F. Giudice, Bend. Circ. mat. Palermo 12 (1898), p. 288, nennt ein Koordi-

natensystem halbhomogen, wenn eine homogene Funktion der Koordinaten einen

von Null verschiedenen konstanten Wert besitzt, wahrend die iibrigen noch vor-

handenen Beziehungen zwischen den Koordinaten sich durch homogene Glei-

chungen ausdriicken lassen.
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Anzahlen von Koordinaten 5

), die sicli mit den durcb sie bestimmten

Raumgebilden stetig andern 6
).

Letztere Voraussetzung 1st notwendig
und hmreichend, damit die Ranmgebilde eine stetige Mannigfaltigkeit

bilden 7
).

Durch die Einfiihrung yon Koordinaten wird also eine Mannig

faltigkeit von Raumgebilden (die in bezug auf eine Transformations-

gruppe einen Korper
8
) bilden) stetig und, wenigstens innerhalb ge-

wisser Grenzen, umkehrbar eindeutig anf eine Zahlenmannigfaltigkeit

abgebildet. Von der Moglichkeit einer solchen Abbildung geht die

analytische Geometrie aus 9
).

6) B Rifmetnn erwahnt in I, 3 seiner Habilitationsschrift (Anm. 2) auch

die Moglichkeit yon Mannigfaltigkeiten, in decen ein Element zu seiner Bestira-

mung eine nnendliche Reihe oder eine stetige Mannigfaltigkeit yon Eoordinaten

erfordert. G. Veronese gelangt bei seinen Untersuchnngen uber die Grundlagen
d. Geometrie (HI AB 1, Enriques^ Nr. 1) zu Raumen vdn nnendlich yielen Dimen-

sionen. Wegen geometrischer Beispiele, die zur Untersuchung solcher Mannig

faltigkeiten ftthren, ygl. E. Jouffret, Geometrie a quatre dimensions, Paris 1903,

67; E. Cesdro, Ann. mat. p. appl. (2) 15 (1888), p. 323. S. Pincherle (H All,
Nr. 13) betrachtet den Raura der analytischen Funktionen von abzahlbar unend-

licher Dimensionenzahl. M. Frechet, Eend. Circ. mat. Palermo 22 (1906), p. 88

48; Nouv. Ann. Math. (4) 8 (1908), p. 97116, 289317, gibt die Grundlagen
fur eine analytische Geometrie mit unendlich yielen Eoordinaten, deren BegrifF

tibrigens schon den Arbeiten yon D. Hilbert uber lineare Integralgleichungen

(ygL insbes. Nachr. Ges. Gott, 1896, p. 158 f.) und einigen sich diesen anschliefien-

den Arbeiten wie yon L. Fejtr, E. Fischer, F. Riesz (MSur une espece de ge*o-

m^trie analjtique des systemes de fonctions sommablesu ,
Paris C. R. 144

(1907), p. 1409) und E. Schmidt, Rend. Circ. mat. Palermo 26 (1908)t p. 5377,
zugrunde liegt. Vgl. hierzu auch A. Schoenfties, Die Entw. der Lehre von den

Punktmannigfaltigkeiten ,
2. T., Leipzig 1908, p. 297299; G. Kawafacski, Ein-

fuhrung in die Determinantentheorie usw., Leipzig 1909, p. 407 ff.

6) Dabei ist yorausgesetzt, dafi der Begriff einer stetigen Inderung dieser

Raumgebilde bereits feststehe. Ein beachtenswertes Beispiel fiir eine derartige

Stetigkeitsdefinition gibt D. Hilbert (vgl. HI AB 1, F. Enriques, Nr. 1&, Anm. 148).

Ygl. auch E. Borel, Bull. soc. math. France 31 (1903), p. 272276, wo Denni-

tionen fur benachbart.e Gerade und Ebenen aufgestellt werden. Gewdhnlich

versteht man unter einer stetigen Anderung eines Raumgebildes eine solche, die

einer stetigen Anderung seiner Eoordinaten entspricht. Diese Definition setzt

also die Einfuhrung yon Eoordinaten schon voraus.

7) I A 6, Schoenflies, Nr. 2, Anm. 16.

8) niAB4b, Fano, Nr. 3.

9) Wegen dieser Auffasaung des Raumes als Zahlenmannigfaltigkeit ygl.

S. Lie, Theorie der Transformationsgruppen, unter Mitwirkung yon F. Engel, 3,

Leipzig 1898, Abt. V, insbes. p. 394 f. u. 606. Wegen der Yoraussetzungen, unter

denen die Einfiihrung von Eoordinaten in einer drei- oder mebrdimensionalen

Mannigfaltigkeit mcJglich sein soil, vgl. H, JBurkhardt, Nachr. Ges. G5tt. (math.-

phys.) 1895, p. 114118; F. Enrique* (El AB 1, Nr. 16, Anm. 142), ferner Anm. 15.
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Die Einffihrung von Koordinaten bezweckt aber meist mehr als

blofie Lagenbestimmung von Raumgebilden gegeniiber der Basis des

Koordinatensystems
10
); sie sollen vielmehr als Hilfsmittel zur Dar-

stellung von Systemen solcher Gebilde und zur Untersuchung gegen-

seitiger geometrischer Beziebungen dieser neuen und der urspriing-

lichen Gebilde mittels Rechnung dienen (analytisclie*
9
) oder Koordi

naten- Geometrie).

Sobald man von einer geometrischen Beziehung raumlicher Gebilde

spricht, setzt man stillscbweigend voraus, daB eine Transformations-

gruppe des Raumes existiere, hinsichtlicb welclier diese Beziehung
11
)

invariant ist (II A 6, Maurer und Burkhardt, Nr. 1; HI AB4b, Fano,
Nr. 3). Wird die Basis S eines Koordinatensystems () durch eine

bestimmte Rauratransformation X in die Basis /S&quot; eines Koordinaten

systems ($ ) iibergefuhrt und besitzen je zwei durch einander zu-

geordnete Raumelemente jp, p in (S) bzw. (S ) gleiche Koordinaten,

so sagen wir, das Koordinatensystem (die Koordinatenbestimmung) (5)

wird durch die Transformation X in
(5&quot;) ubergefuhrt. Wird ein

Koordinatensystem (5) durch die Transformationen einer bestimmten

Gruppe in samtliche uiit
(jS&amp;gt;)

als gleichartig geltende Koordinaten-

systeme ftbergefuhrt und in keine andern, so heiBt das Koordinaten

system invariant gegenuber dieser Transf&rmationsgruppe. Eiu solches

Koordinatensystem wird fdr die analytische Behandlung der durch die

Gruppe definierten Geometric besonders geeignet sein 12
).

Die Einteilung der Koordinatensysteme
1

*)
kann erfolgen: 1) nach

dem Elemente der Koordinatenbestimmung (Punkt-, Ebenen-, Kugel-,

Linienkoordinaten usw.); 2) nach dem Koordinatenfelde (Koordinaten
in der Ebene, im Raum, auf einer krummen Liriie oder Flache usw.);

3) iiach der Anzahl der zur Bestimmung eines Elementes notigen

Viele allgemeine analytisch-geometriBche Untersuchungen, wie Liea Gmppen-
tkoorie, beziehen gich nur auf Zahleuraannigfaltigkeiton ;

auf geometrische Mannig-

faltigkeiten werdeu sie erst amvendbar, nachdem mau Koordinateu cingefuhit

hat (F. Lindemann, Anmerknngen zu H. Poincare. Wissenschaft u. Hypothese,

Leipzig 1904, p. 276). Vgl. noch G. Combebiae, Sur lee representations num^riques
des ensembles, Bull. soc. math. France 34 (1906), p. 227229.

10) liingegeii ist in der Astronomic und Geodasie die Lagenbestimmuiig
oft der Hauptzweck der Koordinaten.

1 1) Solche Beziehungen sind in der Folge : Entfernung zweier Punkte, Winkel

zweier Geraden oder Ebenen, Rauminhalt einea Tetraeders, gemeinsame Potenz

zweier Kugein, Inzidenz von Punkt und Ebene, Apolaritat zweier algebraiachen

Fl&chen usw.

12) Vgl. F. Klein, Vergl. Betr., p. 38.

IS) Vgl. hierzu: N. Druckcnmiilkr, Dbertragungaprinzipien, 2.
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Koordinaten oder 4) nach der Transformationsgruppe, gegenuber der

das Koordinatensystem invariant 1st.

Im folgenden haben die ersten beiden Gesichtapunkte vor ailem

Beriicksichtigung geftmden.

L Punktkoordinaten.

2. Parallelkoordinaten (Cartesische Koordinaten) in der Ebene.

Die Grundlage fur die Definition ailer in diesem Artikel behandelten

Koordinaten bildet bier (und aucb sonst gewohnlich
l4
)) das Postulat

(CVwtorsebes Axiom)
15
), daB zu jedern Punkt einer Geraden 15

*) eine

eindeutig bestimmte positive oder negative (rationale oder irrationale)

Zahl, die Entf&rwmg oder der Absfand des Punktes von einem fest

gewablten Punkt dieser Geraden, und unigekehrt zu jeder solchen

Zahl ein bestimmter Punkt der Geraden gehore, dessen Abstand von

durcb diese Zabl angegeben wird. Der der positiven Einbeit zu-

geborige Punkt E (Einheitspunkf) ist Endpnnkt der Einheitstrecke OE,
auf welch e die MaBzablen aller ubrigen Strecken der Geraden bezogen

gedacbt sind. Dem uneigentlicben (uuendlichfernen) Punkt der Ge
raden ist die Zabl oo (mit oder ohne Vorzeicben 15b

)) zugeordnet.

Man nennt diese einem jeden Punkte der Geraden zugeordnete Zahl

seine (Abstond )Koordinate
lR

) oder Abssisse**} bezuglich des Anfangs-

14) F. Klein, Anwendungen d. Differential- u. Integralrechnung auf Geo-

metrie; eine Revision der Prinzipien. Autogr. Vorl. (Sommers. 1901) ansgearb.
von C. MiUltr, Leipzig 1902, p. 17; JP. Schur, Anal Greom., p. 6.

16) Vgl. I A 3, Pringsheim, Nr. 4 u. in AB 1, Enrigues, Nr. 7. Dieser hier

postulierte Satz lafit sioh aus verschiedenen Gruppen von Axiomen deduziern.

Vgl. hierzn die Anfsatze von 0. Holler, ,J)ie Axiome der Quantitat a. die Lehre

vomMafi&quot;, Ber. Ges. Leipzig (math.-phya) 1901, p. 1 64, und ,,Die Zahlenskala auf

der projektiven Geraden und die indopendente Geometrie dieeer Geraden&quot;. Math.

Ann. 65 (1908), p. 161 260, in welch letzterem insbesondere die Literator dieses

Gegenstandes auch kritisch beleuchtet wird.

15&quot;)
Alle in diesem Artikel angefiihrten geometriscben Gebildo sind als

reell zu betrachten, aolange nicht etwas anderes ausdriicklich bemerkt ist.

15 b
) Vgl. Heffter-Koehler 1, p. 31. Es liegt hier noch keine Notwendigkeit

vor, nur einen unftndlichfernen Punkt zn adjungieren.

16) Der Begriff dieser Koordinaten auf der Geraden riihrt wohl von F. Vieta

(Opera math., ed. von F. van Schooten, Lugd. Batav. 1646, p. 46) her; erlautert

werden eie von L. Euler, Introd. 2, p. 12. Die analytische Geometrie in der

Geraden sowie in den ubrigen Grundgebilden 1. Stufe behandelt systematisch
wohl zum ersten Male JP. Baltzer, Anal. Geom., Kap. I, wenn auch gchon vorher

W. Fiedler projektive Koordinaten (Nr. 5) fur die verschiedenen Grundgebilde

eingefiihrt hatte; seinem Beispiel folgen die neueren Lehrbiicher, wie z. B.

L. Haschi, Geometria analitica alle coordinate, Parma 1891; P. Muth, Grand-

lagen, 1, 8; E. d Ovidw, Geometria analitica, Torino 1896 (auch: Teoria anal.
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punltfes, NuttpunJctes oder Ursprungs (,,origo&quot;).
Die Punkte und

E bilden (zusammen mit dem uneigentiichen Punkt der Geraden) die

Basis dieses Koordinatensystems.

Von einem komplexen Zahlenwert sagt man, er bestimme einen

imaginaren oder komplexen PunJct 1T
) der Geraden.

Schreibt man die Abszisse eines Punktea in der Form
,

so

eind (x, t) komogene Abstandkoordinaten (Nr. 1) dieses Punktes 17
*); (a?, 0),

wo x irgend eine von Null verschiedene Zahl bezeichnet, sind die

homogenen Koordinaten des nnendlichfernen Punkfces der Geraden.

Erst hier wird es erforderlich, einen unendlichfernen Punkt zu postu-
lieren.

Eine nicht bomogene Gleicbung f(x)
=

bestimmt, indern man
ihre Wurzeln als Abszisseii von Punkten betrachtet, eine Punktgruppe
auf der Geraden; f(x) heifie die GMchung der PunTtfgruppe

11
*).

Wahlt man in der Ebene zwei sich im Punkte (dem Koordi-

natenwsprung oder Koordinatenanfangspunkt) schneidende feste Gerade

OX, OY
f

die Koordinatenachsen 1

*), und auf jeder von ibnen eine

positive Richtung
19

),
nnd scbneiden die durch irgend einen Punkt P

delle forme geom. fond., Torino 1886); F. Amodeo, Geometria proiettiva, Napoli

1905; G. Castelnuavo, Lezioni di geometria analiiica e proiettiva, 1,2, Roma-
Milano 1904, 1905; 0. Staude, Anal. Geom.; J. Thomae, Grundr. e. anal. Gcom.

d. Ebene, Leipzig 1906, und iiisbesondere Heffter-Kochkr 1.

17) E. Study, Math. Ann. 68 (1907), p. 241. Wegen der geometrischen

Deotung dieser Punkte vgl. /. Plucker, Syst. anal. Geom., p. 19; 0. Stole, Math.

Ann. 4 (1871), p. 471 f.; Ber. d. natnrw.-medic. Ver. Innsbruck 19 (1890), p. 37;
F. August, Uuters. fib. d. Imag. in der Geom., Progr. Friedrichs-Realsch. Berlin 1872 ;

F. Klein, Nachr. Gott. Ges. 1872, p. 374379 Math. Ann. 22 (1883), p. 242-245.

Siehe auch III AB 4 a, Fano, Nr. 14, 15. Zur Geschichte der imaginaren Elemcnte

in der Geometric vgl. A. JRawonno, G. mat. 35 [(2) 4] (1897), p. 242258;
86 [(2) 5] (1898), p. 317345.

17 ) Heffter-Koehler 1, p. 63 nennen sie JSmesche Koordinaten.

17 b
) Nach 0. Staude, Anal. Geom., p. 441, Anm. 120, benutzt sie schon

L. Euler. Die Untersuchung der Eigenschaften algebraischer Punktgrnppen
unter Zugrundelegung der homogenen Gleichnng f(x, f)

= bildet den Haupt-

gegenstand der Invariantentheorie binarer Formen (I B 2, Meyer).

18) H. Graflmann, J. f. Math. 24 (1842), p. 264 = Ges. Werke 2, p. 6, und

Ausdehnungal. v. 1844, 87 == Ges. Werke I
1

, p. 161, sagt Richiachscn (fur die

Koordinatenstrecken Michtetucke], K. Zindler (Anm. 1) ZeigeracJisen.

19) Bei JR. Descartes (Anm. 28) und semen Nachfolgern fehlt die Benick-

sichtigung des Yorzeichens der beiden Koordinaten sowie deren Gleichberechti-

gung. Es tritt gewdhnlich nur die Abszissenachee, der Ursprung und die Rich

tung der Ordinaten auf. Vollkommene Klarheit in diesen Beziehungen herrscht

bei L. Eukr, Introd. 2, p. 4 f. Vgl. hierzu G. Loria, Verh. d. DL intern. Math.-

KoDgr., Leipzig 1905, p. 567, 568.
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der Ebene gelegten ParaUelen za OT und OX auf OX bzw. OY
die Punkte P und P&quot; aus, so heifien die gerichteten Strecken 80

)

OP und OP&quot; oder deren gewohnlich auf dieselbe Einheitstrecke

(vgl. jedoch Anm. 21*) bezogenen Langenzahlen die Parallel- oder

Cartesischen Koordinaten des Punktes P. Zur Unterscheidung nennt

man eine der Achsen, etwa OX, Abszissen-, die andere, OF, Ordi-

tiatenaclise und die in ihuen gemessenen Koordinaten x und y bzw.

Abseissen und

20) E. Descartes (Anm. 28) und seine Nachfolger rechnen mit Strecken,

nicht mit Zahlen, was erst etwa seit A. M. Legendre allgemein gebrauchlich

wurde, obgleich man dieae Ancient schon bei /. Newton trifft (vgl. 0. Stole,

GrOBen u. Zahlen, Leipzig 1891, p. 12, IS). In G. S. Klfyel, Mathematisches

WSrterbuch, I
1

, Leipzig 1803, p. 656, werden die Koordinaten als ,,gerade Linien&quot;

(d. h. Strecken) erklart. Vgl. auch J. B. Biot, Geom. anal. (1805). Descartes

wichtigster Schritt iiber die Alten hinaus beetand darin, daB er unter Einfnh-

rung der Eiuheitstrecke das Ergebnis der Multipiikation und Divifion von

Strecken wieder als Strecke darstellte, wodurch jeder rationale Ausdruck geo-
raetriscb deutbar wurde. Allen Gliedern eines ganzen rationalen Ausdrucks kann

durch Multipiikation mit entsprechenden Potenzen der Einbeitstrecke dieselbe

Dimension erteilt werden (La G^om^trie, (Euvres de Descartes, 6, p. 87 If. In

der gystematischen Anwendung der Algebra auf Geometric batte Descartes in

M. Ghetaldi (15661627) einen Vorganger, uber deesen Werk ,,De resolutione

et compositioue matbematica&quot; man den Aufsatz von E. GdcicJi, Zeitscbr. Math.

Phys. 27 (1882), Suppl. (Abb. Gesch. d. Math. 4. Heft), p. 191231, vergleiche.

In neuerer Zeit riickte Fr. Schur, Anal. Geom., p. 6 13, die Auffassung
der Koordinaten als Strecken in den Vordergrund, indem er auf Grand des

Archimedischen Axioms das Rechnen mit Strecken stronger begrundete. Fur

elemental -geometriache Betrachtungen fallt dann die Yoraussetzung des obigen

Postulates weg. Ohne Benutzung des Archimedischen Axioms fuhrt D. HUbcrt,

Grundlagen der Geometric, Leipzig 1899, 14, eine den gewohnlichen Eechnungs-

gesetzen folgende Streckenrechnung ein.

21) Bei J. Neicton, G. Cramer und selbst bei L. Euler, Introd. 2, p. 7, noch

Applikaten. Nach E. Baltzer, Ber. Ges. Leipzig (math.-phys.) 17 (1866), p. 6, 6,

treten die Namen Abszisse und Ordiwte ohne weitere Erklarung bei G. W.
Leibniz (Brief an Oldenbwg v. 27. Aug. 1676 = JCo&ntzens math. Schriften,

herausg. v. C. I. Gerhardt, 1. Abt., 1, London-Berlin 1850, p. 114) auf. Newton

hat zwar auch das &quot;Wort Abszisse in der modernen Bedeutung gebraucht, aber

noch nicht in den ,,Prinzipien&quot;. Der Name Koordinaten ruhrt ebenfalls Ton

Letimiz her (Acta Erud. Lips. 1692, p. 170 = Leibnizena math. Schriften, herausg.

v. C. L Gerhard* , 2. Abt., 1, Halle 1858, p. 268). In E. Descartes, Geometrie,

Leyden 1637, finden sich diese Namen noch uicht; ,,appliqu^e par ordre&quot; steht

in der Apolloniusschen Bedeutung (ordinatim applicatae) von parallelen Sehnen

eines Kegelschnittes. In P. Fermats ,^sagoge
u
(Anm. 29) wird applicata bereits

freier gebraucht. Lineae ordinatae hiefien iigend welche parallelen Linien schon

bei den rOmischen Feldmessern (M. Cantor-

f Vorl., 1 (2. Aufl.), p. 615) und auch

die Wortverbindung ordinatim applicata ist (ebenda 2 (2. Aufl.), p. 812) in einem
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Als Basis (Nr. 1) dieses Koordinatensystems konnen betrachtet

werden die beiden Aehsen OX, OF und der die Koordinaten (+ 1,

+ 1) besitzende Einheitspurikt*
1
*) E, dessen Annahme die Wahl der

positiven Einheitstrecken auf den Achsen vertritt. Bei gleichlangen

Einheitstrecken soil das Koordinatensystem gleickschmldig hei6en*la
).

Den eigentlichen Punkten der Ebene werden auf diese Weise die

reellen ondlichen Zahlenpaare x, y eineindeutig und stetig zugeordnet.

Sohreibt man diese Koordinaten in der Form y ;
-

,
so sind x, y, t

homogene Parallelkoordinaten**) des Punktes. t * entsprechen, wenn

nicht x und y gleichzeitig verschwinden, die uneigenUichen oder un-

endlichfernen Punkte der Ebene (vgl. Anm. 42).

Seit K. F. Graufi und A. L. Cawhy**} denkt man aich das Gebiet

der reellen Punkte der Ebene gewohnlich noch (lurch das der koin-

1636 berausgegebeneu Werke Kepler* gebraucht. Vgl. zur Geschichte dieser

Fachwfirter Tropfke 8, p. 425427.
Die Bezeichnung der Koordinaten mit a*, y stammt von R, Descartes (Oeuvres

6, p. 383); Fermat wie Vieta verwendeten hierzu Vokale. Die Verwendung
von Abe&isse und Ordinate zur Lagenbestimmung beliebiger Punkte imd damit

zur analytiachen Bebandlung der gan/en ebenen Geometric tritt erst bei L. fiuler,

J L Layrange und insbesondere (r. Monge klar hervor. Fiir Descartes und seine

Nachfolger sind x, y iminor Strecken, die mit den Punkten einer Kurve zu-

sammenhangen
Den Ausdruck ParaWeZkoordinaten gebraucht besonders J. Pliicker, Syst.

anal. Geom., 1835. 0, Staude, Anal. Geom., p. 49, nennt sie auch pemeine Ko
ordinaten.

21*) Bei den im Text erwahnten Koordinaten gehOrt E einer der Symme-
tralen der Koordinatenachsen an. Wird E auBerhalb dieser Geraden und auSer-

halb der Achsen beliebig im Endlichen gewahlt, so sind die Einbciton fiir die

Messung der Koordinatenstrecken verschieden. Heffter-Koehler 1, p. 202. 244 Pufin.,

nennen letztere Koordinaten allgemeine, erstere gleichseitige Parattelkoordinaten;

im Text wird der in der darstellenden Geometric in gleichem Sinne ubliche und

anschaulicbere Ausdruck gleichschenklig gebraucht. Wegen Einfiihrung des Ein-

heitspunktes siehe Anm. 147.

22) Vgl. Nr. 1 und Anm. 60 64. Setzt man r = J/#*^f- 2/*&amp;gt;
so sjnd auch

t i oder, wenn y denWinkel bezeichnet, den der Halbstralil OP mit der

positiven X-Achse bildet, f = oosg?, Tj
= 8inqp, r - homogene Koordinaten

des Punktes P. Sie behandelt Fr. W. Frarikeribach, Ub. e. neues Koord.-System

(Diss. Eostock), Riga 1869.

23) A. Brill und M. Noether, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 3 (1894), p. 294.

ttbrigens werden schon von L. Euler, Introd. 2, p. 9f., komplexe Koordinaten-

werte in Betracht gezogen. Vgl. auch die Bemorkungen IIIAB4a7 Fano, Nr. 7,

Anm. 21, sowie A. Humorino, G. mat. 35 (1897), p. 244 f.
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plexen Punkte erweitert, von denen jeder durch ein Paar komplexe
Zahlen x, y oder ein Tripel x : y : t definiert let

17
).

Die angefiihrte Art, die Lage eines Punktes in der Ebene zu

bestimmen, wurde scbon von den Feldmessern der Alien benntzt 34
);

ApoUonius und Archimedes baben sie zur Definition und Untersucbung

geometriscber Figuren verwendet*6

), ja Nicole Oresme (ca. 1320 1382)
stellte bereits Naturerscbeinungen kurvenmafiig dar 86

).
Die Bedeutung

dieser Metbode trat aber erst hervor, als man, im Besitze der Alge

bra, mit den Koordinaten recbnen konnte 27
). Als Erfinder dieser

Metbode gilt gewobulicb E. Descartes*8) , jedocb war sie aucb, und

zwar vor dem Erscbeinen von Descartes ^Geometric&quot;, P. Fermat**)
bekannt.

24) Vgl. Tropfke 2, p. 407 f.

25) H. G. Zeuihen, Kegelschn., p. 78. Bezuglich der hierbei verwendetea

,,geometrischen Algebra&quot; siehe p. 7. M. Chasles, Ap. hiat., Note HI, p. 276,

1st der Ansicht, daB Euklida Lehre von den ,,Porismen&quot; die analytische Geo

metric der Alten war.

26) ,,Tractatus de latitudinibus formaruin&quot;, inehrfach gedruckt, z. B. Padna

1482. Latitude heiBt die eine Erscheinung (= forma, z. B. Bewegung, Warme-

anderung) darstellende Strecke, longitudo diejenige, von der die forma abhangig

gedacht wird. Naheres daruber bei M. Cwtze, Zeitschr. Math. Phye. 13, Suppl.

(1866), 14; ferner ,,Die mathem. Schriften d. N. Oresme&quot;, Berlin 1870, ingbes.

p. 11. Vgl. auch L. Gegenbaun; Jalueaber. d. deutsch. Math.-Ver. 12 (1903), p. 327;

H. Hankd, Zur Geschichte d. Mathem. in Altertum u. Mittelalter, Leipzig 1874,

p. 351 Fufin.; Tropfke 2, p. 409, 410.

27) tJber die Entwicklung der nlgebraischen Geometric vgl. Tropfke 2,

p. 410414.

28) Rene Descartes du Perron (15961650), latinisiert Cartesitts. Sein fur

die Entwicklung der Koordinatenmethoden grundlegendes Werk La Geometric

erschien ohne Angabe des Yerfassers Leyden 1637 in franzosischer Sprche als

Anhang zu den ^Discours de la methode pour bien conduire la raiaon et cher-

cher la verite dans les sciences*. Neuabdrucke davon erschienen 1728, 1886,

1894; ferner ist sie enthalten in den CEuvres de Descartes, ed. V. Cousin, 6,

Paris 1824, p. 309 428, und, der Originalausgabe vollig enteprechend ,
in den

CEuvres de Descartes, pnbliees par Ch* Adam et P. Tannery. 6, Paris 1902,

p. 367 485. Franciscus van Schooten d. Jung, veranstaltete Leyden 1649 die

Auggabe einer lateinischen t^bersetzung und ihr folgte Amsterdam 1659 oin

erneuter Abdruck mit zahlreichen Erganzungen von verschiedenen Verfassern

(Fr. van Schooten, Florimond de Beaune, Johannes Hudde, Heinrich van Heu-

raet, Johannes de Witt) in zwei Banden (die unter Mathematikern verbreitetste

Ausgabel). Eine deutsche tbersetznng von L. ScMesin-ger erschien Berlin 1894.

Tgl. die Charakteristik dieses Werkes bei M. Cantor, Vorl. 2 (2. Aufl.), p. 793 if.,

81 Iff.

29) ,,Ad locos pianos et solidos isagoge&quot; : Varia opera mathematica D. Petri

de Fermat, Toiosae 1679, p. 2 11: (Euvres de Fermat, publiees par les soins

de P. Tannery et Ch. Henry , 1, Paris 1891, p. 91 110, und in franzosischer

Encyklop. d. math. Wissenssh. Ill 1. 40
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Den hohlen Winkel at (0 &amp;lt;
&

&amp;lt; 180), den die positiven Ko-

ordinatenhalbachsen begrenzen (dem also der Einheitspunkt angehort),
uennt man den Koordinatenwinkel. Je nachdem GJ 4= 90 oder o = 90

ist, heifien Koordinatensystem und Koordinaten schiefwinUig bzw. recht-

tvinUig oder orthogonal.

Der Sinn, in dem sich die Halbachse der positiven Abszissen drehen

muB, um den Koordinatenwinkel zu durchlaufen, wird vorteilhafk als der

positive Drehsinn*) der Ebene gewahlt und die Vorzeichenbestimmung
ffir Winkel und Flachen in der Ebene 81

) darauf gegrundet, so daft

Gebilde ihren Sinn andern, sobald der Sinn des Koordinatenwinkels

geandert wird. Die Basen zweier rechtwinkligen Koordinatensysteme
in der Ebene, mit gleichen Einheitstrecken, lassen sich durch eine

Bewegung in der Ebene oder durch eine solche Bewegung unter

Hinzunahme einer Umwendung der Ebene zur Deckung bringen, je

nachdem sie denselben oder entgegengesetzten Drehsinn bestimrnen

(gleich- oder gegensinnig, gleich oder entgegengesetzt orientiert sind).

Das allgemeine (Anm. 21 a
) schiefwinklige Parallelkoordinaten-

systera ist invariant (Nr. 1) gegeniiber den affinen, das rechtwinklig-

gleichschenklige invariant gegeniiber den aquiformen (Ahnlichkeits-)

Transformationen der Ebene. Ersteres wird daher das naturgemafJe

Koordinatensystem zur analytischen Behandlung der affinen, letztere&

zur analytischen Behandlung der aquiformen Geometrie in der Ebene

bilden 32
).

ttbers. 3 (1896), p. 85101. Vgl. die Charakteristik dieses Werkes bei M. Cantor,

Vox1

!. 2 (2. Aufl.), p. 817 ff. Fermata Bekanntschaft mit der analytisch-geom.

Methode vor dem Erscheinen der ^Geometric&quot; beweist der Brief an Roberval

vom 22. Sept. 1636 (Oeuvres 2 (1894), p. 74). Vgl. auch Oeuvres 1, p. 91, FuBn. 1.

Wenn auch bei der letzten Niederechrift der ,,Isagoge&quot;, wie sie in den Varia

opera erschienen ist, dem Autor Descartes Geometric bekannt war, so gehfc eie

doch in wesentlichen Dingen weit iiber Descartes hinaus. Vgl. hierzu auch

S. Criinther^ Die Anfange und Entwicklungsstadien des KoordinatenprinzipB, Abh.

Naturf. Ges. Niirnberg 6 (1877). Italien. tlbersetzung von G. Garbiero, Bull. bibL

storia Boncompagni 10 (Rom 1877), p. 363406; Tropfke 2, p. 417419. -

Wegen der Entwicklung d. anal. Geometrie vgl. E. Baltzer, Anal. Geom., p. 76r

77; Tropfke 2, p. 421425; G. Loria, Anm. 19, p. 562574.

30) Es ist heutzutage ziemlich allgemein iibHch, in Erlauterungsnguren zu

analytisch-geometriechen Untersuchungen die Acheen so zu orientieren, dafi der

positive Drehsinn der Ebene fur den Beschauer dem Drehsinn des Uhrzeiger&

entgegengesetzt erscbeint. Die Eechnung mufi von dieser Wahl vOllig unab-

hangig sein.

31) Vgl. Anin. 71.

32) Hefiter-KoeMer 1, p. 15, 255. Vgl. auch III A B 4b, Fano, Nr. 4, 7. -
Fur bestimmte Zwecke erweist sich eine beaondere Lage der Koordinatenbasi*

gegeniiber gegebenen Gebilden als vorteilhaft. G. Scliirdewahn, Sitzungsber. Berlin
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Bezeichnet f(x) eine gewissen Stetigkeits- und Differenzierbar-

keitsbedingungen (II A 1, Pringsheim, Nr. 11) genttgende Funktion

und betrachtet man f(x) = y in einem Parallelkoordinatensystem als

Ordinate eines Punktes mit der unabbangig veranderlichen Abszisse x,

so werden dadurch die Punkte einer Kurve**) (eines Kurvenstiickes)

bestimmt. Man nennt y f(x) die Gleichung der Kurve. Sie kann

auch in der impliziten Form F(x, y)
= M

) gegeben sein oder es

konnen auch x und y als ebensolche Funktionen eines Parameters t:

(i) *-?(0, -*(&amp;lt;)

oder als Funktionen von n Parametern 38
) dargestellt werden, zwischen

denen n 1 unabhangige Gleicbungen besteben 86
).

1st umgekebrt eine Knrve durch ein geometriscbes oder mecha-

nisches Gesetz definiert, das in eine Rechenvorscbrift transformiert

werden kann (II A 1
7 Pringsheim, Nr. 5), so entspricbt ibr eine Glei-

cbung y = f(x). Hingegen laBt sicb eine wlUkurlich gezeichnete Kurve

immer nur naberungsweise durcb eine Funktion darstellen. Sie be-

bestimmt nacb F. Klcin zr
)
einen FunTdionsstreifen.

Den Hauptgegenstand der analytiscJim Geometrie**) (Koordinaten-

Math. Ges. 4 (1905), p. 1620 (beigeg. Arch. Math. Phya. (3) 9 (1905)), z. B.

wahlt ffir Zwecke der Dreiecksgeometrie die Achsen alg Asymptoten einer einem

gegebenen Dreieck uni3chriebenen gleichseitigen Hyperbel.

33) Die Idee, dafi eine Gleicbung zwischen den ParaUelkoordinaten eines

Punktes eine Linie in der Ebene bestimme, stamrnt von E. Descartes, La Geo-

metrie, Oeuvrea 6, p. 336, 392. Vgl. hierzu auch die Anm. 25, 29.

Welches die hinreichenden Bedingungen sind, damit y = f(x) eine Kurve

im gebrauchlichen Sinne darstelle, ist eine ofFene Frage. Ygl. m A B 2, v. Man-

goldt, Nr. 111; m AB 4 a, Fano, Nr. 40; HI D 1, 2, v. Hangoldt, Nr. 2.

34) Ist die Funktion in x und y homogen, so stellt sie ein System von

geraden Linien durch den Ursprung dar.

35) Der Gebrauch dieser erweiterten Bedeutung des Wortes ,,Parameter
u

geht auf Leibniz zuruck. Vgl. Tropfke 2, p. 427. Parameterdarstellungen von

Kurven beniitzt G. Cramer, Introduction a 1 analyse des lignes courbes alge-

briques, Geneve 1750, p. 84, die der Geraden in der Ebene und im Raum ge-

braucht A. L. Cauchy, Appl., p. 16.

36) Vgl. hierzn G. Loria, Rend. Circ. mat. Palermo 17 (1903), p. 45 f;

C. Briot u. J. C. Bouquet, Le9ons de geometrie ana]ytique, 14&quot; e*d. par Appell,

Paris 1893, p. 96 100; G. Castelnuovo, Lezioni di geom. anal, e proiettiva 1,

Roma-Milano 1904, p. 239.

37) Sitzungsber. phys.-mod. Soc. Erlangen 1873 = Math. Ann. 22 (1883),

p. 249 259. S. auch 3f. Pasch, Einleitung in die Differential- und Integral
-

rechnung, Leipzig 1882, p. 13 und Math. Ann. 30 (1887), p. 131; ferner JIIAB2,
v. Mangoldt, Nr. 10.

38) Der Name Geometric anatytique tritt im modernen Sinn zuerst bei

S. F. Ijacroix, Trait^ du calcul diff^rentiel et du calcul integral, Pari 1797

40*
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geometric) der Ebene bildefc die Untersuchung der durch algebraische

oder allgemeiner analytische Funktionen definierten Kurven 89
).

Bezeichnet in der Gleichung

(2) F(x,y).*0
F eine nicht identisch verschwindende ganze rationale Funktion w**

Grades, so nennt man die dadurch bestimmte Kurve eine algebraische

Kurve nur Ordnung*}. Die einfachste Kurve in diesem Sinn ist die

durch eine lineare Gleichung

(3) G == Ax + By + C =

1800, fiir Application de 1 algebre a la
ge&quot;ometrie&quot; auf, der im Sinne von Layrangez

Me&quot;canique analytique die Konstruktionen aua der Geometrie mftglichet zu vcr-

bannen auchte. 7gl. JR. Baltzer, Anal. Geoin., p. 76; F. Muller, .Tahresber. d.

deutsch.Math.-Ver. 13 (1904), p. 252; O. Loria, Verb. d. m. intern. Math.-Kongr.,

Leipzig 1906, p. 572.

Zur allgeineinen Verbreitung dieser Disziplin hat das Lehrbuch von J. B.

Biot, Geom. anal., viel beigetragen (vgl. /. Plucker, Entw. 2, p. HE). Wegen ihrer

historischen Entwicklung vgl. auBer den ebeii angefubrten Arbeiten nocb Tropfke.

2, p. 407425, und M. Cantor, Vorl. 4, p. 451676 (von V. Kommerell).

39) Nacb den Metboden der analytischen Geometrie Bind auch elementar-

geometrische Fragen fiber Winkel, Entfernnngen ,
Flacben- und Rauminbalte

vielfacb bebandelt worden Hier sei nur erwahnt /. L. Lagrange, Solutions

analytiques de quelques problemes BUT les pyramides triangulaireB, Nouv. Mem.

Ac. Berlin 1773, p. 149177 = Oeuvres 3 (Paris 1869), p. 661692; M. Reifi,

Essai analytique et geometrique, Corr. math. pbys. 10 (1838), p. 229290.
Eine eigenartige analytisch-geometrische Bebandlung der Polygonometrie

(in der Ebene und im Raum) findet sich in dem wenig bekannten Werke G. B.

Magistrini, Poligonometria analitica, Bologna 1809. Chr. Dopplers ,,Versuch

einer analyt. Behandlung beliebig begrenzter und zusammengesetzter Linien,

Flacben u. Korper&quot;, Prag 1839 (== Abb. BQhm. Ges. Prag (6) 1 (1840), worin mit

Gleichungen operiert wird, fiir welcbe die Bereicbe der unabbangigen Variabeln

begrenzt sind, geht fiber formale Feetsetzungen kaum binaus und scheint keine

Weiterbearbeitung erfabren zubaben. H. Gcrgonne, Ann. math. p. appl. 17(1827),

p. 134137, und A. L. Cauchy, Paris C. R. 24 (1847), p. 886 = Oeuvres (1) 10, p. 293,

weisen auf die Bestimmungen geometrischer Orter durch Ungleicbungen bin.

Wegen Verwendung ganz/abliger odor rationaler Koordinaten (in der Ebene und

im Raum) zur georaetrischen Bebandlung von Aufgaben der Zahlentbeorie vgl.

F. Klein, Ausgewahlte Kapitel der Zablentheorie
, 1, 2, autogr. Vorl., gehalten

189596, ausgearb. von A.Sommerfeld u. Ph. Furticangler, Gfittingen 1896, 1897;

H. Minkmvski, Geometrie der Zahlen, 1. Lief., Leipzig 1896, 2. Lief., 1910; Dio-

pbantiscbe Approximation en, Leipzig 1907.

Andere Anwendungsgebiete der Koordinatengeometrie werden spater (z. B.

Nr. 2426, 2730, 35) Erwabnuug nnden.

40) Die Einteilung der Kurven nacb ihrer Ordnung stammt yon I. Newton

(vgl. A. Brtll u. M. Noether, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 3 (1894), p. 119).

Den Ausdruck W0rdnung
u

statt n Grad
u im Gegensatz zur nKlasse

a
(Anm. 377)

bat zuerst /. Pliicker, Entw. 2, p. 2 Fufin., angewandt.
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dargestellte gerade Linie*1

).
Sie schneidet auf den Achsen die Stiicke

C C
r und B ab. A = 0, B = ordnet man die unendlichferne

JL x&amp;gt;

oder uneigentliche Gerade**) der Ebene zu, als Ort. der unendiichfernen

Punkte dieser. Sind die Verhaltnisse der Koeffizienten A, B, C nicht

samtlich reell. so definiert die Gleichong eine iniaginare (komplexe)

Gerade, insbesondere eine Mininwlgerade (HI D 1, 2, v. Mangoldt,

Nr. 12). wenn
A^B und ^ 2 + J^ = 0.

Sie enthalt einen einzigen reellen Punkt 17
).

Neben den Koordinaten von Punkten hat sicb die Einfuhrung
der Koordmaten gerithteter Stretken (Vekioren) als vorteilhaft erwiesen.

Sind ($!,&), (#2 , ft) &e Koordinaten zweier Punkte Plt P2 ,
so heiBen

! ass #8 34, i?
= y2 yj nach It. Baltzer**) die Koordinaten der ge-

richteten Strecke P^Pr Die Koordinaten zweier Strecken P,P8 , @i&
sind dann nnd nur dann gleich, wenn die Strecken durch eine Par-

alleJverschiebung mit ihren Anfangspunkten Plt Q^ imd ihren End-

punkten P
2 , &amp;lt;J2

zur Deckung gebracht werden konnen.

Fftr parallele Strecken ist das Koordinatenverhaltnis konstant.

Durch die Strecke (|, ij) wird also eiu wvendlichferner Punkt bestimmt,

von dem |, rj homogene Koordinaten**) sind.

41) Die Gleichnng der Geraden findet sich nicht in Descartes Geometrie,

sondcrn erst bei Joh. de Witt, Elementa curvarum linearum, abgedruckt in JFV. van

Schootfns lateiniBcher Ausgabe der Geometrie (Amsterdam 1659, vgl. Anm. 28)

p. 243. Hingegen kannte und benntzte sic schon P. de Fermat, Ad locos pianos

iaagoge, Oeuvies 1, p. 92, 93, und in franz. tubers. 3, p. 86, 87.

Wegea Ableitting der Gleichung der Geraden ohne Beniitzung des Archi-

mediechen Axioms vgi. D. Hiibert, Gmndlagen der Geometrie, Leipzig 1899, 17.

42) Ygl. E. Beck, Zeitschr. math, naturw. Unterr. 40 (1909), p. 130. Wegen
Literatur betreffs der nnendlichfernen Elemente s. O. Staude, Anal. Geom., p. 428,

Anm. 17.

43) J. f. Math. 46 (1853, geschr. I860); Anal. Georn., 15. In anderer

Form findet sich dieser Begriff schon bei JET. Grafimann, Ausdehnungsl. v.

1844, 99 = Ges. math phys. W. 1\ p. 166, wo die Strecke ala Differenz ihrer

Endpunkte auftritt. Der Vektorbegriff selbst soil sich nach K. Heun, Lehrb. d.

Mechanik 1, Leipzig 1906, p. 6, schon bei L. Eider finden. Operiert mit ihm vor

Grapmann wird von C. Wesscl und J. R. Argand (1806) (vgl. I A 4, Study, Anm. 10);

G. Sellavitis, Ann. sc. Ist. Regno Lomb. Ven. 5 (1835), p. 244259; 7 (1837),

p. 243261; 8 (1838), p. 1737, 85121; Mem. 1st. Ven. 1 (1843), p. 225-267

(vgl. auch die histor. Bemerkungen 19 (1876), p. 449 491); A. F. Mobius, Die

Elemente d. Mechanik d. Himmels, Leipzig 1843. Vgl. ferner IV 2, Timerding,
Nr. 1, 2, und wegen der Beziehnngen zwischen Bellacitis, Mobius und Grafimann
den Bericht fiber Mobius NachlaB, Ges. W. 4 (1887), p. 717 f.

44) E. Baltzer, Anal. Geom., 15,3; H. Grafimann, Auadehnungsl. v. 1862,

Nr. 228 = Ges. math. phys. W. 1
s
, p. 157.
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Bezieht sich die Gl. (3) einer Geraden auf ein rechtwinklig-

gleichschenkliges Koordinatensystem ,
so sind | = B, i] A die

Koordinaten einer der Geraden angehorigen Strecke 48
) und J =* A,

TJ
B die Koordinaten einer aus ihr durch Drehung um einen posi-

tiven rechten Winkel hervorgehenden Strecke. Erstere moge die Eicht-

stredce, letztere die Normalenstrecke der Geraden heifien. Der lineare

Ausdruck G (Gl. 3) bestimmt also eine Gerade samt einem ihr an

gehorigen Vektor Ton der Lange ]/A* -{- JB\ Dieses von H. Graft-

mann*9) unter dem Namen
,,Liniengro6e&quot; eingefflhrte Gebilde, auch

Stab, Unienfluchtiger oder Punktvektor**) genannt, verdient mehr Be-

achtung in der analytischen Geonietrie 47
).

Deutet man den Stab als

Kraft, so stellt G das Drehmoment dieser Kraft (oder des Stabes) in

bezug auf den Punkt (x, y) dar 48
).

Dividiert man G durch den ab-

soluten Wert von )/J.
2

-{- ff*, so nennt man den neuen Ausdruck F
die Hessesche Normalform

49
) der Geraden. Ihre Richtstrecke hat nun

45) E. BaUzer, Anal. Geom., 28, 3, p. 163. Solche Verwendnng gerich-

teter Strecken geht auf H. Grafimann (vgl. etwa: Goom. Analyse, Leipzig 1847,

is = Ges. W. I 1
, p. 800 f.) zuriick und bringt, zumal bei gleichzeitiger Be-

nutzung des aufieren und inneren Streckenproduktee, unmittelbare Klarheit in

die bier auftretenden analytischen Ausdrticke. C. Runge, Anal. Geoin., stellt diese

Begritfe an die Spitze.

46) Ausdehnungsl. v. 1844, p. 163 = Ges. W. I 1
, p. 189; vgl. wegen der

Benennungen Stab und Unienfluchtiger Vektor IV 2, Timerding^ Anm. 11. H.Hankel,
Theorie der komplexen Zahlen, Leipzig 1867, p. 130, gebraucht dafiir ^Geraden-

stiick&quot; (und analog, p. 134, 135, Ebenenstttck und Kaumstuck), franzSsische Geo

meter (vgl. G. Kotnigs, Lemons de cinematique , Paris 1897, p. 1) heiBen dieses

Gebilde ^segment&quot;. wpoint-vector
u bei E. W. Hyde, The directional calculus,

based upon the methods of Hermann Grassmann, Boston 1890, p. 1.

47) Vgl. jedoch C. Eungc, Anal. Geom., 10, 11; F. Klein, Elementarmath. 2,

p. 42 ff.

48) C. Culmann, Graphische Statik, 2. Aufl., Zurich 1876, Nr. 39, p. 164.

Bezeichnen G^ ,
G

t , . . ., Gn lineare Ausdrucke, so stellt G
l -f- 6r, -f (- Gn die

Besultierende der durch die Suminanden bestimmten Krafte dar. Wegen weiterer

Beziehungen zwischen analytischer Geometric uiid graphischer Statik vgl.Viertelj.

Naturf. Ges. Ziirich 15 (1870), p. 1 24. In anderer Form finden sich die Grund-

gedanken schon bei Grafimann; vgl. E. Miiller, Neue Methode zur Ableitung
der statischen Gesetze, Mitt. d. Technol. Gewerbe- Museums Wien (2) 3 (1893).

p. 1772.

49) Bezeichnen a, |3
die Winkel, vrelche die Strecke (Jl, B) mit den posi-

tiven Koordinatenhalbachsen einschliefit, und p den Abstand der Geraden vom

Ursprung (diesen Abstand also vom Ursprung aus nach der Geraden hin gemessen
und als positiv oder negativ betrachtet, je nachdem diese Richtung mit der der

Strecke (J., B) ubereinstimmt oder nicht), so ist F ss x cos -|- y cos
/3 p. Diese

Gleichungsform findet sich bei: A. L. Cauchy, Appl., p. 29 (analoge Gleichungsform
der Ebene); L. L Magntts, Aufg. u. Lehrs. 1, p. 15; 0. Hesse, Vorles. Raum, p. 16
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die Lange eins, F gibt also den Abstand des Punktes (x, y) von der

Geraden 49
*) an.

Durch die Richtung der Normalenstrecke (A, B) soil die positive

Normalenrichtung (die positive Seite, das positive Djfcr
50

)) der Ge-

raden G angegeben werden. Diese Festsetzung ist nur yom Drehsinn

des Koordinatensystems, nicht von der Lage der Koordinatenachsen

in der Ebene abhangig und versagt (fur eigentliche Gerade) nie. Hin-

gegen ist die noch in den meisten Lehrbuchern 6l
) angegebene, von

0. Hesse**) stammende Festsetzung auch von der Lage des Koordi-

natenursprungs abhangig und versagt fiir die durch ihn gehenden
Geraden. Auch die von E. v. LilienthcU 5S

) vorgeschlagene Festsetzung

der positiven Richtung einer Geraden hangt von der Lage des Koor-

dinatensystems ab.

3. Parallelkoordinaten im Raum. Begriff des n-dimensionalen

Kaumes. Die Parallelkoordinaten im Raum, iiber die sich die ersten

Andeutungen bei JR. Descartes*6
) fiuden, deren allgemeine Yerwendung

aber erst durch A. Cl. Clairaut&quot;
3
) (1731) angebahnt wurde, lassen

sich analog wie in der Ebene (Nr. 2) defmieren.

(die analoge Gleichungsform der Ebene) und Vorles. Ebene, 3. Aufl., p. 16, hier

mit zahlreichen Anwendungen. Von letzterem ruhrt die Bezeichnung Normalform.

49&quot;)
Die entsprechende Formel findet sich bei E. Waring ^

Miscellanea ana-

lytica de aequationibus algebraicis et curvarum proprietatibus, Cambridge 1762,

p. 101 f.; ferner die analoge im Raum angewandt bei Monge et Haehettc, J. c.

poljt. cah. 11 (1802), p. 148, und entwickelt bei G. Monge, Application de 1 ana-

lyse a la g^ometrie, Paris 1807, p. 11. In schiefwinkligen Koordinaten J. Pluckcr,

Entw. 1, p. 11, far die Ebene, M. Chasles, Ap. hist., p. 765, fOr den Raum.

Deutungen des Vorzeichens geben /. Plttcker a a. 0., p. 12 und insbesondere

0. Hesse a. a. 0., p. 17. Nach diesem hat ein Punkt von der Geraden einen

poeitiven oder negativen Abstand, jenachdem er mit dem Ursprung auf der-

aelben oder auf der entgegengesetzten Seite der Geraden liegt.

JB. Baltzer&amp;gt; Anal. Geoin., 29, 3, setzt konsequenter r^xcosa+ y cos/J-j-p;

p bezeichnet dann den Abstand des Ursprungs von der Geraden.

50) R. Balteer, Anal. Geom., 29, 3, 4.

51) Diese Festsetzung findet aich jedoch in dem hier angegebenen Sinn

aufier bei Baltzer z. B. noch bei Weber -Wettstein, Encykl. 2, 58, Nr. 2; 0. Staudc,

Anal. Geom., 17, Nr. 4, und C. Eunge, Anal. Geom., p. 16.

52) Math. Ann. 42 (1893), p. 495504. Vgl. Anm. 99.

53) La Geometrie, Livre II, letzter Abschnitt = Oeuvres 6, p. 440. Nach
IT. G. Zeuthen, Kegelschn., p. 422, hatte schon Archimedes bei seinen Unter-

suchungen der ebenen Schnitte von Kegeln und Drehflachen 2. 0. raumliche

Koordinaten verwendet. Auch De la Hire, Les lieux geometriques, Paris 1679,

p. 210, 215, stellt Raumkoordinat^n auf, ohne aul ihre weitere Verwendung ein-

zugehen. Die erste Abhandlung uber anal. Gteom. d. Raumes hat A. Parent

1700 verdffentlicht. Vgl. Anm 73.
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Durch einen eigentlichen Punkt (Koordinatenursprung oder

Koordinatenanfangsjwinkf) lege man drei nicht durch dieselbe Gerade

gehende Ebenen (Koordinateneben&ri) und

wahle auf jeder ihrer Schnittlinien OX,
OF, OZ (Koordinatenachsen, zusammen:

Achsenkreus) eine positiveRichtung. Schnei-

den die durch irgend einen Punkt P des

Ilauiueo parallel zu den Ebenen OYZy

OZX
} OXY gelegten Ebenen die Koor-

dinatenacbsen OX, OY, OZ bzw. in den

Punkten Px ,
P

y ,
Pt ,

so heifien die gerichteten Strecken OPX , OPy ,

OPS
oder deren gewohnlich auf dieselbe Einheitstrecke bezogene

Langenzahlen x, y, e die Parallel- oder Cartesischen Koordinaten des

Punktes P 54
).

Auch bei Wahl versehiedener Einheitstrecken auf den

Achsen heifit der Punkt; .E mit den Koordinaten (-f- !,+!,+ 1) ^er

EinheitspunJct), seine Anuahme vertritt die Wahl der positiven Ein

heitstrecken auf den Achsen. Das Achsenkreuz und der Einheits-

punkt bilden die Basis (Nr. 1) dieses Koordinatensystems, das wieder

bei gleichlangen Einheitstrecken gleicliscJienklig heiBen soil
21

*).

Jedem reellen Punkt des Raumes ist auf diese Weise ein reelles

Zahlentripel x, y, z umkehrbar eindeutig und stetig zugeordnet
58

).
Ein

Tripel von Zahlen, unter denen mindestens eine komplex ist, definiert

einen komplexen (imaginareri) Punkt, das Tripel der konjugiert kom-

plexen Zahlen den Iconjugiert komplexen Punkt 57
).

Schreibt man diese Koordinaten in der Form -
, ~f-, --, so sind

t t t

die vier Zahlen x, y, z, t die homogenen Parallelkoordinaten (Nr. 1) des

Punktes. Die Vorteile ihrer Verwendung bestehen darin, dafi die

Grleichungen von Flachen (und zwar nicht bloB von algebraischen)

homogen (II B 1, Osgood, Nr. 49) werden, also die Anwendung der

Satze flber homogene Funktionen gestatten
58

)?
dafi man zur Betrachtung

54) Vgl. hierzu die Anm. 18, 19, 20. Die heute allgemein iibliche Be-

zeichnung von Punkten mittels ihrer Koordinaten in der Form (#, y, g) erwabnt

ausdriicklich. A. L. Cauchy, Appl., p. 16 FuBn.

56) Vgl. Anm. 21*.

56) Dabei ist zu beachten, dafi fur jede Zabi ernes Tripels festgesetzt sein

muB, welcber Acbse eie zugeordnet ist. Eine sokhe Festsetzung fallt bei den

in Nr. 11 behandelten Koordinatensystemen weg. Vgl. ferner Anm. 6.

57) Vgl. Anm. 17, ferner P. Mufli, Grundlagen, 6. Fur konjugiert sagt

zur Vermeidung von MiBveretandniBBen J. Thomae, Die Kegelscbnitte in rein

projektiver Behandlung, Halle a. S. 1894, p. 79, aggregiert; Heffter-Koehkr 1,

baben diese Benennung neuerlicb aufgenommen.
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unendlichferner (uneigentlicher) Punkte bloB t
59
) (x, y, z nieht

gleichzeitig verschwindend) zu setzeii braucht 80
)

und fiir t 1 es

wieder mit gewolmlichen Parallelkoordinaten zu tun hat. Homogene
Koordinaten (iberliaupt warden wohl zuerst von A. F. MMus a a

)

und J. Pliictor*1

) eingefiihrt, diese besonderen 62
) hauptsacblich von

0. Hesse 6
*) und A. Cayley**) vielfach verwendet.

Als positive Drehrichtuugen in den Koordinatenebenen gelten

gewohnlich jene, durch die von den drei positiven Halbachsen OX
;

OY, OZ je zwei in dieser Reihe zyklisch folgende durch Drehung
um einen hohlen Winkel zur Deckung gebracht werden 6

**).

Das allgemeine Parallelkoordinatensystem (Anm. 63) 1st invariant

gegenuber den affinen Raumtransformationen, bildet daher das natur-

gemaBe Koordinatensystem zur analytischen Behandlung der affinen

Geometrie 65
).

68) /. Plucker, J. f. Math. 6 (1829) =- GOB. Abh. 1, p. 154 f.; N. Vruckm-

mulkr, tlbevtragungsprinzipien, 6.

59) Gleichung der unendlichfernen Ebene. Vgl. Anm. 42.

60) E. Study, Geom. d. Dynamen, p. 248, weist darauf bin, daB in dem
durch die uneigentlichen Punkte erweiterten Punktkontimimn jedem Punkt ein

bestimmtes Wertsystem der Verhaltnisse x : y : z : t und umgekehrt entspricht,

wobei r = y = = t=*0 ausgescblossen 1st. Je zwei Punkte dieses er

weiterten Kontinuums konnen dann inumer durch eine im Kontinuum ver-

laufende stetige Kurve so verbunden werden, daB fiir keinen ihrer Punkte die

Koordinaten dem Wertsyatem 0, 0, 0, beliebig nahe koinmen. In diesem er-

weiterteu Kontinuum hat ferner jede unendliche Punktmenge Haufungsstellen ;

das Kontinuum ist also danii abgeschlossen (I A 5, Schoenflies, Nr. 11).

60 ) Baryc. Calcul, I, Kap. 3 = Ges. Werke 1, p. 60 ff. Bei ihm fehlt je-

doch noch die Verwendung hoinogener Gleichangen.

61) J. f. Math. 5 (1829), p. 136 = Gee. Abh. 1, p. 126; Entw. 2, p. 11, 12,

insbesondere die Anmerkung auf p. 12; vgl. auch Ges. Abh. 1, p. 626 Fu6n.

62) Sie nnden sich bei J. Plucker, wenn man von der Andeutung Entw. 1,

p. 12 absieht, erst im Syst. anal. Geom. (1836), Nr. 21 und wurden von ihm

eelten verwendet.

63) J. f. Math. 28 (1844), p. 104 =*= Werke, p. 132; Vorles. Raum, 6. Vorl.,

p. 60 f. Hesse war der erste, der in seinen Aufsatzen . und Lehrbuchern zeigte,

welche Eleganz in der Rechnung sich durch Verwendung homogenex Koordinaten

erreichen lafit. He/fter-Koehler 1, p. 201 nennen obige homogene Koordinaten

JJmesche nnd zwar allgemeine, wenn die Einheitstrecken auf den Achsen be

liebig aind, und gleichseitige (p. 230), wenn diese Strecken gleich lang sind.

64) The Quart. J. p. appl. math. 3 (1860), p. 225r-236 = Math. pap. 4,

Nr. 284; s. auch Anm. 197.

64) A. L. Cauchy, Appl., p. 13.

66) Vgl. Anm. 32. Schiefwinklige Koordinaten verwenden Monge et

Hachette, J. ec. polyt. cah. 11 (1802), p. 147. Die ganze analytiache Geometrie

(inklueive Theorie der Raumkurven u. Flachen, zumal der Flachen 2. 0.) behan-
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Stehen die drei Koordinatenachsen aufeinander senkrecht, so heifit

das Koordinatensystem recktwinklig oder orthogonal. Nehmen wir es

auBerdem gleichsehenklig an, so hat nicht nur das Schnittdreieck der

unendlichfernen Ebene mit den Koordinatenachsen (Poldreieck des

absoluten Kegelschnitts J), sondern auch der Schnittpunkt mit der

Verbindungslinie OE des Ursprtmgs und des Einheitspunktes zum

KegeLschnitt J&quot; eine gegenfiber aquiformen Raumtransformationen

(IIIAB4b, Fano, Nr4) invariante Lage. Das gleichscbenklig-recht-

winklige Koordinatensystem bildet daber das naturgemaBe Koordinaten

system zur analytiscben Behandlung der dquiformen Geometric**).

Die Erfahning
66

) lehrt die Existenz zweier verschiedenen Arten

recbtwinkliger Achsenkreuze. Zwei Acbsenkreuze derselben Art lassen

sicb durch Bewegung so zur Deckung bringen, dafi auch ibre posi

tives Halbachsen aufeinander fallen; zwei Achsenkreuze verschiedener

Aort lassen siqh nur unter Zuhilfenahme einer Spiegelung an einer

Ebene (nicht durch Bewegung allein) derart ineinander uberfuhren.

Unter Zugrundelegung der obigen Festsetzung der positiven Dreh-

delt mittels dieser Koordinaten O. 8. Ohm, Beitr^ge zur Molekular - Physik 1,

Grundrifi der analytipchen Geometrie im Raume am schiefwinkeligen Koordinaten -

Rjsteme, Ntirnberg 1849. Die Grundformeln wurden abgeleitet von R. JBaltzer,

J. f. Math. 46 (1863), p. 145163 Nouv. Ann. (1) 13 (1854), p. 525 (vgl.

auch Anal. Georn., Kap. 8, 9), und auf umatandliclie Weiae von J. A. Grunert,

Arch. Math. Phys. 34 (1860), p. 121248. Vgl. ferner L. Eipert, Nouv. Ann.

(3) 19 (1900), p. 409419; L. Pilgrim, Math.-naturw. Mitt, math.-naturw. Ver.

Wiirt. (2) 9 (1907), p. 51- 77, auch im Sonderabdruck : ,,Vereinfachte Behand

lung der schiefwinkligen Koordinaten im Baumu
, Stuttgart 1909, erschienen.

A. L. Cauchy, Paris C. B. 21 (1845), p. 306 316 = Oeuvres (1) 9, p 253265,
leitet einige der Grundfonneln unter Verwendung zweier konjugierter Achsen-

kreuze ab. bei denen namlich die Achseu des einen auf den Ebenen des anderen

senkrecht stehen. Bei G.S. Ohm a. a. 0., p. 31 ff. bilden solche wDoppelsysteme
tt

ein wesentliches Hilfsmittel seiner Untersuchungen. Solche Achsenkreuze benutzt

auch C. Cattler, L Enseign. math. 4 (1902), p. 273 f. Als Beispiel fur eine be-

stimmten Zwecken angepaBte Wahl der Koordiuatenbasis seien die ^coordonnees

bim^dianes&quot; von J. N. Haton de la Goupflliere, Nouv. Ann. (2) 4 (1866), p. 249 f,

erwahnt. Die Verbindungslinien der Mitten der Gegenkanten eines Tetraeders

bilden hier das Acheenkreuz fur Parallelkoordinaten.

66) S. A. F. Mobius, Baryc. Calcul, 140 Anm. C. F. Gaufi schreibt an

Gerling (23. Juni 1846; Werke 8, Leipzig 1900, p. 248): BDiesen Unterschied

zweier Systems von je drei geraden Linien kann man aber nicht auf Begriffe

bringen, sondern nur aus dem Anhalten an wirklich vorhandene raumliche Dinge

vorzeiyen. Zwei Geister konnen sich nicht anders daruber verstandigen, ale dafi

sie ihre Anschauungen an ein und dasselbe in der wirklichen &quot;Welt vorkommende

System kniipfen.&quot; Vgl. hierzu jedoch Weber -
IFeHstein, Encykl. 2, p. 110; W. Killing

und JET. Hovegtodf 1
).



8. Parallelkoordinaten im Raum. 619

einne in den Koordinatenebenen ist jedes rechtwinklige Achsenkreuz

mit den beiden dnrch zyklische Vertauschung der Achsen daraus hervor-

gehenden gleichartig (gleidtsinnig), mit jedem durch Vertauschung bloB

zweier Aclisen herrorgehenden ungleichartig (gegensinnig)
67

). Ergibt
eine Drehung des Achsenkreuzes etwa um die Z-Aclise im positiven

Drehsinn der XF-Ebene in Yerbindung mit einer Schiebung in der

Richtung der positiven Z-Achee eine Rechtsschraube, so nennt man das

Koordinatensystem ein Rechtssystem (oder rechtsliandiges System), im ent-

gegengesetzten Fall ein LinJcssystem (oder lirikshandiges System)
w

).
Auf

die Notwendigkeit, die Art des zugrunde gelegten rechtwinkhgen Koordi-

natensystems zu beachten, wurde man wohl zuerst in der matbematischen

Physik gefuhrt
68
); sie draugte sich aber auch bei rein geometrischen

67) L. I. Magnus, Aufg. und Lehrs. 2, p. 66. Fur schiefw. Koordinaten-

systeme bei G. S. Ohm a. a. 0., p. 54 81.

68) A. Foppl, Einfuhrung in die Maxwellsche Theorie der Elektrizitat,

Leipzig 1894, p. 10; right-handed und left-handed bei /. C1. Maxwell, A treatise

on electricity and magnetism 1, Oxford 1878, p. 24 (deutsch von B. Weinstein,

Berlin 1883, p. 25), der sie auch als die Systeme des Weins und des Hopfcns

bezeichnet, weil die Ranken dieaer Pnanzen rechts bzw. links gewunden sind.

Die beste Yoratellung von einer Rechtsschraubung liefert uns (nach Maxwell)
die Bewegung der rechten Hand beim VorwartsstoBen und gleichzeitigen un-

getwungenen Dreben (d. h. Drehen der Oberseite auf dem kurzesten Wege nach

aufien hin). tTber diese Festsetzungen scheint unt^r den Geometern noch keine

Einigkeit zn bestehen; vgL z. B. die gegenteilige Definition bei G. Schejfers,

Einf. in die Theorie der Kurvcn, Leipzig 1901, p. 158. Auch

die Botanikei definieren rechts und links gewnnden entgegen-

gesetzt vie oben; Hopfen heifit bei ihnen rechts gewunden.

Nebengezeichnete Figur stellt, weun OX und OZ in der

Zeichenebene liegend gedacht werden, ein Rechtssystem oder

Linkssystem vor, jenachdem OY im Raum hinter oder ror

der Zeichenebene (mit dem Beschauer zu verschiedenen Seiten Fig. 2.

oder auf derselben Seite der Zeichenebene) liegt. Die Ausdriicke

w rechts-&quot; und wlinkshandig
u erklaren sich auch so, daB die X-, Y- und Z-Achae

bei diesen Achsenkreuzen so liegen wie der ausgestreckte Daumen, Zeige- und

Mittelfinger der rechten bzw. linken Hand. (Vgl. F. Klein, Elementarmath. 1,

p. 156.) In den Lehrbuchern der analytischen Geometrie werden gewOhnlich

Linkssysteme (franzosische S.) zugrunde gelegt gedacht. C. Maxioell hat a. a. 0.

nach dem Yorbilde von Thomson u. Tait das mit deni System der Astronomen

ubereinstimmende Rechtssystem (englisches S.) vorgeschlagen, das auch mit dem

gebrauchlichen Achsenkreuz in der Ebene (Anna. 30) in einfacherem Zusammen-

hang steht; vgl. L. Prandtl, Jahreabcr. d. deutsch. Math.-Ver. 13 (1904), p. 39;

0. Staude, Anal. Geom., p. 157, dehnt obige Unterscheidung auf schiefwinklige

Achsenkreuze aus und nennt (p. 158) Rechtssysteme positiv, Linkssysteme negativ

orientiert; sie findet sicb ubrigens schon bei G. S. Ohm a. a. 0., p. 58 (Systeme
mit ^ahnlichem&quot; oder wunahnlichem Achsenlauf&quot;).
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Unfcersuchungen z. B. bei denen uber Kriimmung von Flachen und

Windung von Raumkurven auf 69
).

Alle mit Hilfe der Rechnung abgeleiteten Gesetze miissen unab-

hangig von der Art des zugrunde gelegten Achsenkreuzes sein 70
).

Die zur Ersetzung der geometrischen Anschauung in die Formeln ein-

tretenden relativen Raumgroflen definierfc man daher am vorteilhafte-

sten mit Hilfe dieses Achsenkreuzes 71
).

Die Richtungen des menscb-

69) K. Peterson,, ftber Kiirven und Flachen, Moskau-Leipzig 1868, p. 4.

O. Stolz, Mouatsb. Math. Phys. 1 (1890), p. 433 442
j
Rechts- und Linkesysteme-

werden hier Koordinatensysteme erster und zweiter Art genannt.

70) Dies findet sich klar auseinandergesetzt bei C. Lange, Beitrag z. anal.

Geom. d. geraden Linie im Raume, Progr. Insterburg 1864, p. 4, 6.

71) Schon C. F. Gaufi, Theoria motus corporum coelesiium, Hamburg 1809t

Art. 137 (deutsche tfbers. von C. Haase, Hannover 1865) =*= Werke 7 (Leipzig

1906), p. 177, empfiehlt, die geometrischen Grofien BO zu defmieren, -,daB man
nicht fxir die einzelnen verschiedenen Palle auf besondere Figuren zu rekurrieren

braucht&quot;, und fahrt dies, soweit es dort erforderlich, durch. Binigee findet eich

bereits bei L. N. M. Carnot, Gdoni^trie de position,, Paris 1803, 1804 (deutsch von,

H. C. Schumacher, Altona 1808, 1810). Die heute gebrauchlichen Zeichenfest-

eetzungen stammen im wesentlichen von A. F. Mobius, Baryc. Calonl, Leipzig 1827 T

1, 1720, 166 Anm., und A. L. Cauchy, Appl, p. 1142; Paris C. R, 21 (1845),

p. 305316 = Oeuvres (1) 9, p. 253265; ersteres Werk Cauchys hat viel zur

Yerbreitung solcher genaueren Begriffsbestimmungen beigetragen. Durch-

gehends angewendet finden sie sich bei JR. Baltzer, Theorie u. Anwendung der

Determinanten, Leipzig 1857 (6. Aufl. 1881), 1618; Elemente der Math. 2 t

Leipzig 1867 (2. Aufl.) und Anal. Geom. 9, 10, 46; ferner eingehend auaein-

andergesetat in den Lehrbuchern der anal. Geom. von O. Staude und Heftter-

Koehler. Die konsequente Bezugnahme auf das ursprungliche Koordinaten-

system zur Festsetzung der Yorzeichen (des Siunes) findet sich in beideu Bearbei-

tungen von JBT. Grafimanns Ausdehnungslehre. Indem Stole, Monatsh. Math.

Phys. 1 (1890), p. 433 442, die Vorzeichenfesteetzungen wie Cauchy und Mobius

an ein mit dem menschlichen Korper verbundenes Achsenkreuz kniipft, sieht

er nich zur Einfuhrung eines in den Formeln mitlaufenden Koetfizienten ge-

n6tigt, der den Wert -|- 1 der 1 erhalt, je nachdem das zugrunde gelegte

Koordinatensystem ein Rechts- oder Linkssystem ist. Bin positiver Wert der

Torsion in einem Punkt einer Raumkurve zeigt z. B. an, daB die Schraubung der

Kurve an dieser Stelle identisch mit der einer Rechts- oder Linksschraube ist, je

nachdem man ein Rechts- oder Linkssystem zugrunde gelegt hat. Vgl. auch

Zeitschr. Math. Phys. 16 (1871), p. 168178. Hingegen wird mittels des ursprung-

lichen Achsenkreuzes das Vorzeichen der Torsion definiert in IHDl, 2, ?. Man~

goldt, Nr. 29, p. 75.

Wegen Vorzeichenbestinimungen in der (anal.) Geometric vgl. ferner: De

Morgan, Cambr. Dubl. math. J. 6 (1851), p. 156160; E. Lucas, Mathesis (1)

10 (1890), p. 58; 0. Stolz u. J. A. Gmeiner, Theoretische Arithmetik, Leipzig

1902, p. 117119, 329 f.; F. Klein, Elemental-math. 2, p. 541. tfber Abetande

und Winkel komplexer Elemente vgl. G. Marktta, Rend. Cixc. mat. Palermo

19 (1905), p. 120128.
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lichen Korpers (etwa FuB-Kopfrichtung, Richtung nach vorne und

Richtung des seitlich gestreckten linken Armes, oder Achsenkreuze

gebildet aus Daumen, Zeige- und Mittelfmger der rechten oder linken

Hand usw.), auf die man der leichteren Vorstellbarkeit halber oft Be-

zug nimint, sollen nur das an eine andere Stelle des Raumes bewegte

urspriingliche Koordinatenkreuz vertreten.

Alle Punkte des Raumes, deren Parallelkoordinaten x
9 y, z die

Oleichung

(1)

erfiillen, wo jP eine gewissen Stetigkeits- und Diiferenzierbarkeits-

bedingungen geniigende (rneist analytische) Punktion bezeichnet 72
),

gehoren einer Flache 1

*) an, deren reelle Punkte auch bloB eine Kurve

erfullen oder vereinzelt auftreten konnen. 1st F(z, y, z) homogen, so

stellt die Gleichung eine Kegelflaehe mit der Spitze im Ursprung

dar 73
).

Man nennt diese Gleichung oder (wenn -^ nicht identisch

yerschwindet) die mit ihr aquivalente

(2) *-f(*,y)

die Gleichung der Fldche 1

*). Allgemeiner lassen sich die Koordi-

Bezuglich der Postulate, auf denen die Sinnesfoetsetzungen der geometri-

6chen Gebilde beruhen, vgl. IIIABl, Enriques, Nr. 4, femer W. Killing und

H. Hovestodt, Handbuch des mathem. Unterrichts 1, Leipzig und Berlin 1910,

p. 55 ff., 101 ff.

72) Vgl. F. Klein, Anm. 14, p. 172 f. ;
HI A E -2, v. Mangoldt, Nr. 12. Welche

Bedingungen die Fnnktion F erfullen mu6, damit Gl. (1) eine Flache im ge-

&quot;brS,uchlichen Sinne daxstelle, ist eine offene Frage.

78) Einer Doppelserie von PunJcten nach It. Baltztr, Anal. Geom.. p. 72.

Nach M. Chasles, Ap. hist., p. 138, war A. Parent (16661716) der erste,

der 1700 die Gleichung einer Flache aufstellte ,Niiheres bei M. Cantor, Vorl. 3

&amp;lt;2. Aufl.), p. 418). Auch Joh. Bwmyidli soil bei Behandlung dea Problems der

kurzesten Linie zwiacheu zwei Punkten einer Flache diese durch eine Gleichuug
zwischen drei Variabeln dargestellt haben. Dafi er und Leibniz bereits am Ende
des 17. Jahrh. im Besitze der Einsicht waren, eine krumrce Flache lasse sich

durch eine Gleichung zwischen drei Koordinaten darstellen, geht aus ihrem Brief-

wechsel hervor; vgi. P. Stdckel, Ber. G^s. Leipzig (math.
-
phys.) 1893, p. 448;

hingegen auch M. Cantor, Vorl. 3 (2. Aufl.), p. 418 f. und Tropfke 2, p. 423. Aber

erst A. Cl. Clairaut, Recherches sur les combes a double courbure, Paris 1731 (vgl.

die Beapreehung dieses 1729 vollendeteu Werkes eines IGjahrigen bei M. Cantor,

Vorl. 3 (2. Aufl.), p. 779 f.), hat die Lehre von den Raumkoordinaten methodisch

auf krumme Flachen und Raumkur\-en angewandt. Bei ihin findet sich auch

Bchon (a, a. 0., p. 15, Nr. 31) die Gleichung eines algebraisehen Kegels mit der

Spitze im Ursprung. Die wichtigste Weiterbildung erfuhr die analyfcische Geo-

metrie des Raumes durch L. Eider, Introd. 2, Appendix de superficiebus, in
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naten x, y, z ernes Flachenpunktes als Funktionen zweier unabhangig
veranderlichen Parameter w, v (HI AB 2, v. Mangoldtj Nr. 12) oder als

Funktiouen von n Parametern darstellen, zwischen denen n 2 un-

abhangige Gleichungen bestehen.

Alle Punkte, deren Parallelkoordinaten zwei Gleichungen

(3) JFx foy,*)-0, .F,(*,y,*)
=

geniigen, erfullen im allgeineinen eine Raumkurve 1

*) (III AB 2, v. Man-

goldt, Nr. 6; HI AB4a, Fano, Nr. 21), die auch, wenn Aj, A
2 Para

meter bezeichnen, den oo 1 Flachen ^F^ + ^j^ = O 75
) angehort. Oft

stellt man durch Elimination je einer der Variabeln, y und z z. B.,

die Gl. (3) auch in der Form

(4) /Jfc)-o, /;&)_&amp;lt;)

dar. Sie geben die Projektionen der Raumkurve parallel zur Z- und

zur l
r
-Achse auf die XY- bzw. X-Z-Bbene 76

).
Die Kurve erscheint

dann als Schnitt zweier Zylinder. Bei Raumkurven, die nicht voU-

stdndiger Schnitt zweier Flachen sind, versagt diese Darstellung, indem

sie die Kurve nicht zu individualisieren vermag (HI A B 4a, Fano,
Nr. 21). Man erreicht dies, indem man x, yy

s als Funktionen eines

Parameters t darstellt oder als Funktionen von n Parametern, zwi

schen denen n 1 voneinander unabhangige Gleichungen bestehen 77
).

A. Cayley verwendet zur Darstellung einer algebraischen Baumkurve

auch den Komplex der sie schueidenden Geraden 78
) sowie die so-

genannten Monoidflachen 79
); A. Brill 1

**) das System aller fiber der

welchem Anhang zum erstenmal die Elemente dieser Disziplin systematisch be-

handelt v/erden.

74) Serie von Punkten nach JR. Battner, Anal. Geom., p. 72. Raumkurven

wnrden auf analytischem Wege echon vor Clairaut, sogar schon von den Alten

untersucht; vgl. M. Chasles, Ap. hist., p. 139141. A. Parent z. B. hat (nach

M. Cantor, Vorl. 3 (2. Aufl.), p. 418) 1702 die Schraublinie mit Hilfe von Koor-

dinaten untersucht. Der Ausdruck ligne a double courbure riihrt von H. Pitot,

Hist. Ac. sc. Paris, Annee 1724 (gedr. 1726), p. 113, her. Angenommen und ein-

gebiirgert wurde dieser Ausdruck durch Clairaut. Linien doppelter Kriimmung
heifien sie bei ihm deshalb, weil sie an der Krummung zweier ebenen Kurven,

ihrer Projektionen, teilnehmen (a. a. M Vorrede, p. 2). Beztiglich J. Hermann,
der 1732 ebenfalls Oberflachen und Raumkurven behandelte, vgl. M. Cantorf

Vorl. 3 (2. Aufl.), p. 785.

75) IE AB 4 a, Fano, Nr. 12, Anm. 39.

76) Schon von 22. Descartes, Anm. 53, angedeutet; in voller Klarheit bei

JL. C7. Clairaut a. a. 0., etwa Vorrede, p. 2.

77) Vgl. G. Loria, Rend. Circ. mat. Palermo 17 (1903), p. 60.

78) Anm. 484. Vgl. auch A. Vofi, Math. Ann. 13 (1878), p. 232248.

79) III AB 4 a, Fano, Nr. 21, Anm. 88.
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Kurve stehenden Kegel, deren Spitzen sich auf einer Geraden be-

finden.

Drei Flachengleichungen J^ = 0, F
2
= 0, Fs

=* bestiinmen

im allgeineinen eine Pwiktgruppe ,
die aucli alien oe* Flachen

A, Jj +- A,*; + 18 -F8 angehort.

Bezeich.net in Ql. (1) F eine gauze rationale Funktion n**
n
Grades,

so nennt man die hierdurch bestimmte Flache eine ctigebraische Fladie

n*r Ordnwig
80

).
Sie heiBt reell oder imaginar, je nachdem die Ver-

haltnisse der Koeffizienten samtlich reell sind oder nicht. Besitzt eine

reelle Flache keinen reellen Teil, so nennt sie F. Klein*1

) ,,nullteilig&quot;.

Die einfachste algebraische Flache ist die durch eine lineare

Gleichung

(5) E^; Ax + By + Cz + D =
bestimmte Ebene 82

).
Sie schneidet auf den Acbsen die Stflcke

_^_^ ? _^. ab; 0-o; + 0-/ + 0.^ + D==0 siellt daher

die nnendlichferne
sz
) (oder unrigenfliche) Ebene dar.

Jede imaginare (besser komplexe) Ebene, insbesondere jede durch

die Gleichung
js + J5 2 + O 2 =

(worin nicht A BC sein darf) definierte Minimatebene 8
*),

besitzt

eine reelle Gerade.

79*) Nachr. Ges. G6tt. 1901, p. 156168; Math. Ann. 64 (1907), p. 289324;
Bend. Circ. mat. Palermo 25 (1908), p. 188192 (fur Kurven 3. 0.).

80) Verschiedene solche Flachen untersucht schoii A. Cl. Clairaut, Recherchea,

1731. L. Euler, Introd. 2, p. 373398, diskutiert zum erstenmal die durch qua-
dratische Gleichungen dargestellten Flachen.

81) Nicht-Euklidische Geometrie 2 (Antogz. Vorl. Sommera. 1890), p. 62;

Hohere Geom. 1, p. 355, fur Flaclien und Kurven zweiter Ordnung.

82) Die Gleichung der Ebene findet sich zuerst bei A. Cl. Clairaut, Be-

cherchea (1731), p. 6, Nr. 10 und p. 38, NT. 66; ferner (nach M. Cantor, Vorl. 3

(2. Aufl.), p. 786) bei J. Hermann, Comm. Ac. Petr. (a. 1732, 1733), 6, p. 3667. S.

auch -. Euler, Introd. 2, Append. 97 f. Zu ihrer Ableitung werden in den Lehr-

buchern verdchiedene geometrische Eigenschaften der Ebene herangezogen. G.Monge,

Application (vgl. Anni. 86), III, z. B. betrachtet die Ebene ale Ort einer Geraden

-von fester Richtuiig, die langs einer zweiten Geraden hingleitet; 0. Hesse, Vorles.

Ratim. benutzt einmal (p. 13) die Eigenschaft, daB der Inhalt des yon vier

Punkten einer Ebene bestimmten Tetraeders verschwindet, dann (p. 14), daB sie

der Ort aller Punkte ist, die von zwei Punkten gleiche Abstande haben oder

(p. 16) deren Lote auf eine feate durch den Ursprung gelegte Gerade denselben

Fufipunkt haben (Diese Ableitung schon bei Ch. 6^uri, Ann. math. p. appl. 15

(1824/26), p. 341). Bezaglich der Frage, auf Grand welcher Axiome aich die

linoare Form der Gleichjing einer Ebene ergebe, ygl. Anm. 167.

83) Vgl. Anm. 42.

84) HID 1, 2, v. Mangoldt, Nr. 12.
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Sind
(j;17 yif jj, (x^, y% , 2) die rechtwinkligen Koordinaten zweier

Punkte P
1? P3 ,

so heifien, wie in der Ebene,

nach .K. Balteer**) die Koordinaten der gcrichteten Strecke (des Vek~

tors) P1
P

2
. Ihre Lange 1st Z = V|*+ 7?

2+ J
a und ihre Neigungswinkel

a, ft y gegen die Koordinatenachsen sind gegeben durch

cos a = y ,
cos =

j ,
cos ^ = |

86
)

.

Nenut man Strecken mit gleichen Koordinaten gleich, so sind gleiche

Strecken solche, die durch eine Parallelverschiebung (mit ihren An-

fangs und Endpunkten) zur Deckung gebracht werden konnen. Wie
in der Ebene (Nr. 2) besthnmt jede Strecke einen unendlichfernen

PimMy von dem ?, ^, 5 fwmogenc Koordinaten^&quot;} sind. Zwei Strecken

(^,?^J) und (I , /, J ) s n^ dann (und nur dann) zueinander normal,
wenii gg -f ^V+^ O ist.

JR. BaUter*) hat auch don von //. Graflmann*
9
) starninenden

86) J. f. Math. 46 (1853), p. 145 und Anal. Geom., 45 (fur beliebige Par-

allelkoordinaien). Vgl. auch Anm. 43.

86) Daraus folgen sofort die von A. L. Caucliy, Appl., p. 16, vielfach ver-

wendeten Gleichungen einer Geraden

n5. = JLrJfi ^ * **
.

cos a
&quot;

cos cos y

Die Gleichungen einer Geraden (ihrer Normalrisse auf die XZ- und T&quot;Z-Ebene)

x ~ az -f- a

y , &T -h /

warden von (?. Monge, Application de I oualyso a la geom^trie (die erste
,
Paris

1795 erschienene, und die zweite Ausgabe fvihren den Titel nFeuille8 d analyse

appliquee a la g^ometrie, a 1 usage de T^cole polytechnique&quot;), 4* e*d. Paris 1809,

p. 2, eingefuhrt. tTber die Tragweite dieser Einfuhning auBerte sich J. Pl&eker

1833 in einer Rezension (Ges. Abh, 1, p. 617): nDiese neue Geometric (von

Descartes) nahm eine ganz andere Gestaitung durch Monge an, welcher, nach-

dem durch Euler und Lagrange schon manohes vorbereitet worden war, dadurch,

dafi er die Gleichung der geraden Unien einfiihrte, Rechnuug und Konstruktion

gtreng von einander achied. Wie von Descartes, so kann man auch von Monge
sagen: er schuf eine neue Geometric.&quot;

87) R. BaUzer, Anal. Geom., 45, 2; H. Grafimann&quot;).

88) J. f. Math. 46 (1853), p. 162; Anal. Geom., p. 876 f. (fur beliebige Parallel-

koordinaten).

89) Ausdehnungsl. v. 1844, 91; px , p , pg
heiBen bei ihm die Zeiger

eines Flachenraumes, wofiir auch der von E. MehmJce vorgeschlagene Ausdruck

Feld (H. Graflnuwns Ges. W. I
2

, p. 435) oder von E. W. Hyde (Anm. 46) plane-

vector gebraucht wird. Es sei jedoch hervorgehoben ,
daJS schon A. L. Conchy

in seiner, wie es scheint, u wenig beachteten Theorie der ,,momenta Hneaires&quot;
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Begriff der Koordinaten einer Planfigur (Plangrofte)^) in die analy-

tische Geometrie eingefubrt. Man versteht darunter die Inbalte

Pz) Py &amp;gt; Pt ^er Normalprojektionen einer mit bestimmtem Umlaufsinn

versehenen Planfigur (etwa eines Parallelogramms) p bzw. auf die

Ebenen OYZ, OZX, OXT eines rechtwinkligen Achsenkreuzes. Die

Vorzeicben yon px&amp;gt; py , pf
werden nacb dem positiven Drebsinh in den

betreffenden Koordinatenebenen bestimmt. Diese Koordinaten be-

stimmen eindeutig die Stellung, den Sinn und Flacbeninbalt von p;

eie sind homogene Koardinaten einer unendlichfernen Geraden 91
).

Betraebtet man px , py) pt
als Koordinaten eines Vektors, so ist

dessen Lange gleicb dem Inbalt von p; er steht zu p senkrecht und

bestimmt zusammen mit dem Drehsinn von p einen Sebraubsinn, der

dem des zugrunde gelegten Koordinatensystems gleicht Dieser Vektor

heifit nacb H. Graftmann
9
^ die Erganzung der Plangrofie p.

Bezieht sich die Gl. (5) einer Ebene auf ein recbtwinkli^-gleich-

scbenkliges Koordinatensystem, so siud A, B, C die Koordinaten einer

zur Ebene parallelen PlangroBe oder von deren Erganzungastrecke
93

).

Letztere moge die Normaletistrecke der Ebene beifien. Der lineare

Ausdruck s (Gl. 5) bestimmt also eine Ebene samt einer ihr etwa

angeborig zu denkenden Plaufigur von der Crofie y~A*~-\- B* -f- C*.

Dieses von H. Grapmann*
4
) unter dem Namen Ebenengrofie (oder

Plangrofie) eingefuhrte Gebilde, aucb Blatt*9

}, gebundene Piangrofle*
6
)

oder Purikt-Ebem- Vektor*1
} genanrit, verdient samt den vorbergeben-

den Begriffen mehr Beacbtung in der analytischen Geometrie.

(Exercices de mathematiques, Paris 1826 = Oeuvres (2) 6, Paris 1887, p. 89

112; 149168, 191201) die Projektionen einer PlangroBe genau wie Koordi

naten handhabt.

90) IV 2, Timerding, Nr. 8; Flachenvektor bei H. E. Timerding, Geom. d. Kr.,

p. 20. Vgl. auch 0. Staude, Anal. Geom., 34, 36.

91; R. Baltser, Anal. Geom.. p. 400.

92) Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 335, 336 = Ges. W. 1 J
, p. 211 f. Die

Definition der Erganzung in IV 14, Abraham, Nr. 3 und IV 2, Timerding, Nr. 3

sthnnit mit der obigen GrafimannBchen nicht v6llig-uberein, weil die Richtung
der Erganzungsstrecke unabhangig von dem zngrunde liegenden Koordinaten

system festgelegt wird. Nach dieser Definition waren die Koordinaten einer

PlangroBe (im Gegensatz zu Graflmanri) nicht immer denen ihrer Erganzung

gleich, eine Tatsache, zu der iibrigens schon A. L. Cauchy, a. a. 0., p. 101, gelangt.

93) E. Baltzer, Anal. Geom., 49, 6.

94) Ansdehnungsl. v. 1844, p/163 = Ges. W. I
1

, p. 189. In der Aus-

dehnungsl. v. 1862, Nr. 257 = Ges. W. 1
s

, p. 172 gebraucht er dafur ,,Flachen-

teil
u

. Vgl. auch Anm. 46.

95) H. GrafimannB Ges. W. 1
!

, p. 438.

96) IV 2, Timerding, Nr. 3; gebundetier Bivektor bei E. Jahnke, Vorl. ub. cL

Vektorenrechuung usw., Leipzig 1905, p. 113.

Eacjklop. d. math. Wissenscb. Ill 1. 41
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SchlieBt die Normalenstrecke (A, B, 0) mit den Koordinaten-

achsen die Winkel a, /J, y ein, so erbalt man durch Division der

Gl. (5) mit dem absoluten Zahlwert YA* + j?T~4-~C* die Gleiehung
der Ebene in der HessescJwn Normalform&quot;)

(6) x cos a + y cos /J -j- e cos y + 1?
=* 0,

wo p den Normalabstand des Ursprungs von der Ebene bezeichnet.

Solche Normalabstande sollen stets von der Ebene aus gegen die

Punkte hin gemessen und mit dem positiven oder negativen Vor-

zeicheu versehen werden, je nachdem diese Richtung mit der der

Normalenstrecke iibereinstimmt oder ibr entgegengesetzt ist. Diese

Festsetznng ist nur von der Art, nicht von der Lage des zugrunde

gelegten Koordinatensystems abhangig&quot;) und versagt (fur eigentliche

Ebenen) nie. Durch die Angabe der Normalenstrecke (oder der ent-

eprechenden Plangrofie) wird also eine positive und negative Seite

der Ebene unterschieden, d. h. die Ebene orientiert
m

).
Der Aus-

druck in Gl. (5) gibt den mit der Lange der Normalenstrecke (oder

97) ,,point-plane-vector&quot; bei J$. W. Hyde (vgl. Anm. 46).

98) 0. Hesse, Vorles. Raum, p. 16. Bei Hesse steht p statt -f-jp; vgl.

Anm. 49 u. 49*. Eine andere, haufig verwendete Normalform:

^ + . + A = Im n ^ p
benutzt schon G. Lame, Examen des differentea methodes, employees pour
resoudre les problemes de gtomltrie, Paris 1818 (Neudruck 1903), p. 89 f.; eine

einfache Ableitung dieser Gleichung gab W, Schell, Zeitschr. Math. Phys. 1

(1856), p. 106114.

99) Erst der line-are Ausdruck e , nicht achon die Gleichung =
,
bestimmt

die positive Normalenrichtung der Ebene. It. v. Lilienthal, Math. Ann. 42 (1893),

p. 496 604, mttchte fflr jeden Fall die positive Richtung einer Geraden und da-

mit auch die positive Normalenrichtung einer Ebene festlegen, indem er sagt,

(x, y, z) liege auf der positiven oder negativen Seite von (x , y ,
z9 ), je nachdem

die erste nicht verschwindende der Differenzen z z , y y . x x positiv

oder negativ ist. IhnJich hat 0. Stolz, Vorl. ub. ftllg. Arithni., 2, Leipzig 1886,

p. 37, fur besondere Zwecke die positive Richtung von Geraden in der Ebene

bestimmt. Dadurch mirden aber die positiven Normalenrichtungen der Ebenen

von der Lage des Achsenkreuzes abhangen, sich mit dieser andern. Vgl. auch

die Bemerkang von 0. Stolz, Math. Ann. 43 (1893), p. 691 f., zu v. Lilienthah

Vorschlag.

100) Mit orientierten Ebenen rechnet //. Grafimann in beiden Ausgaben
der Ausdebnungslehre. Den Ausdruck ^Orientierung^ in diesem Sinn gebraucht

C. Stephanos, Math. Ann. 22 (1833). p. 337; vgl auch die daselbst p. 336 wieder-

gegebenen Bemerkungen von G. Darboux. Auf die Wichtigkeit dieses Begriffes

ffir alle geometrischen Untersuchnngen hat E. Study, Geom. d. Dynamen, 17,

nachdrucklich hingewiesen und semen Zusammeiihang mit den in der anal.

Geom. auftretenden Irrationalitaten er5rtert.
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dem Inhalt des Blattes) multiplizierten Abstand des Punktes (x, yy g)

von der Ebene 101
) an und kann als Moment des Blattes im Punkte

(x, y, z) bezeichnet werden.

Die Einfuhrung der bisher besprochenen Koordinateu in der

Geraden, in der Ebene und im Raum bestand in einer umkehrbar

eindeutigen und stetigen Zuordnung der Punkte dieser Gebilde und der

Werte eines bzw. zweier oder dreier Parameter. Nun gibt es, wie

wir in der Folge eehen werden, Mannigfaltigkeiten von Elementen,
die sich auf dieselbe Weise den Werten von mehr als drei Para-

metern zuordnen lassen. Die Eigenschaften einer solchen Mannig-

faltigkeit lassen sich in zwei Klassen scheiden; die der ersten Klasse

haiigen von der besonderen Natur der die Mannigfaltigkeit bildenden

Elemente ab, die der zweiten .Klasse bloB von dem Umstand, &amp;lt;iafi

sich die Elemente der Mannigfaltigkeit ausnahmslos umkehrbar ein-

deutig den Wertegruppen von n Parametern zuordnen lassen 102
).

Sieht

man beim Studium der letzteren Eigenschaiten von der besonderen

Art der Elemente der Mannigfaltigkeit ab, so gelangt man zur ab-

strakten Vorstellung eines n - dimensionalen Raumes -#n
108

).
Die Ge-

samtheit der (reellen oder komplexen) Wertegruppen der n Parameter

xl9 $i, . . .
,
xn selbst wird auch analytisdier Eaum 1*4

) genannt; jede

solche Wertegruppe heifit ein Punkt dieses Kauraes, die Zahlen xly

X29 . . ., xn heiBen die Koordinaten dieses Punktes.

Alle Punkte
,

deren Koordinaten s voneinander unabhangigen
linearen Gleichungen gentigen, bilden einen -R,_,

105
); ein J?

A heifit

101) Vgl. Amn. 49s .

102) E. Bertini, Introduzione alia geometria proiettiva degli iperapazi etc.,

Pisa 1907, p. 1.

103) Dieser Begriff tritt achon bei /. L. Lagrange and C. G. J. Jacobt auf

und eoll K. F. Gaufi gelaufig gewesen sein (vgl. P. Sta-ckel, Ber. ub. d. Mecbanik

mehrfacber Mannigfaltigkeiten, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 12 (1903), p. 471);

er findet aich jedoch, wenn auch ohne mathematische Beetimnitheit, schon in alteren

Zeiten (vgl. G. Loria, Teor. geom., p. 302, und die Schiiderung der Entwicklung
dee Begriffs der niehrdimenaionalen Geometric bei G. Veronese, Grundzuge d. Geom.

von mehreren Dimensionen usw.
,
deutsch von A. Schepp , Leipzig 1894, p. 684

692). Ausdruckliche -vrissenschaftliche Behandlung erfuhr er jedoch erst nach

1840 von A, Cayley (1843). H. GraJSmann (1844), A. L. Cauchy (1847), B. Ric-

mann (1854) usw. Ygl. HIAB 1, Enriques, Nr. 15; JHAB4a, Fayia, Nr. 2830;
III C 9, Segre.

104) A. L. Cauchy, Paris C. R. 24 (1847), p. 886; F. Enrique*, Vorl. ub. pro-

jektive Geometric, deutsch von H. Fleischer^ Leipzig 1903, p. 360.

105) Vgl. hierzu: A. L. Cauchy, a. a. 0.; C. Jordan, Paris C. R. 76 (1872),

p. 16141616, der dieses Gebilde n-plan nenat, und C. Segre, Mem. Ace. Torino

(2) 36 (1885, geschr. 188S), p. 1521.
41*
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auch
,,Gerade&quot;, ein E3 ,,Ebene&quot;

und em Ez vRaum&quot;. Fur diese Ge-

bilde gelten dann analoge Gesetze 106
)

wie ffir die Grundgebilde des

jR
s

-
z. B. geboren je s + 1 beliebige Punkte einem E

s
an.

LaBt man xlt %, . . .. xn so unendlicb werden, daB ibre Verbalt-

nisse konstante Werte behalten, so sollen solche Gruppen unendlicber

Werte tmwtdlichferne Punkte des En heifien; xlf x9 ,
. . ., xn sind dann

Tnomogcne Koordinaten (Nr. 1) derselben. Saintlicbe unendlicbfernen

Punkte des Iin geboren dem unendlicbfernen En _ t
const.= an.

Gerade mit deniselben unondlicbfernen Punkt oder ./? t niit dem-
/I 1

selben unendlicbfernen jR
OT _ 2

heifien parallel (III C 9, Mebrdimensio-

nale Raume, Segre).

Nennt man den Punkt mit den Koordinaten Null Ursprung,
ferner die Geradeu, fur welcbe n 1 der Koordinaten verscbwinden,

Koordinatenachsen und den VVert der nicbt verscbwindenden Koordi-

nate den Abstand des betreffenden Acbsenpunktes vom Ursprung

(also (1. 1,
. . .

, 1) den Einhettspunkf), so siebt man, daB diese Koor

dinaten vollkommen analog den Parallelkoordinaten im gewobnlichen
P, sind. Wird nocb ini unendlicbfernen -Rn-1 das absolute Gebilde

durcb die Gleicbung ^x? -^* oder die Entfernung zweier Punkte

x,y diiroh y^^y^^W&quot;~y^~+ +T^lryT2107) definiert,

so lassen sich alle metriecben Begriife auf den Rn iibertragen, und das

Koordinatensystem ist rechtwinhlig.

Die Punkte, deren Koordinaten einer nicbtlinearen Gleicbung ge-

niigei} ;
bilden eine unebene (krumme, nichtlineare) (n l)-dimensiondle

Mannigfaltigkeit Mn _ 1 (einen krummen Raw*)*). Ist die Gleicbung

algebraiscb vom rten Grade
,

so bezeicbnet man die Mannigfaltigkeit

aucb mit M^_ :
. Analoge Bezeicbnungen kommen fur die durcb ein

System algebraiscber Gleicbungen definierten Mannigfaltigkeiten niedri-

gerer Dimensiotjenzablen zur Anwendung
109

).

106) Sie finden sicli in voller Ailgemeinheit bei H. Graftmann, Ausdehuungsl.
v. 1844: vgl. z. B. 126; er uennt einen Ek ein Gebiet (k -f- I)

4*1
&quot;

Stufe.

107) A. L. Cauchy, a. a. 0., u. C. Jordan, a. a. 0.; vgl. noch: Weber -Wellstein,

Encvkl. 2, p. 82 97 (fur den Jf?
3 ),

und H. Laurent, La geometric aualytique

generale, Paris 1906, p. 1. - Wegen analytiacher Behandlung der verschiedenen

MaBgeojuetrien im Rn vg).. E. Beltrami, Ann. mat. p. appl. (2) 2 (1868 69),

p. 232255 ifranz. tlbers. Ann. ec. norm. (1) 6 (1869), p. 346 375) = Opere mat. 1,

p. 406-429, und Anin. 163.

108) JE
1

. Study, Rend. Circ. mat. Palermo 21 (1906), p. 346, schlagt vor, den

Inbegriff der reeilen Wertesysteme ron n Parametern Raum, hiDgegen den In-

begnl? der oon komplexen Wertesysteme Mannigfaltigkeit von n (reeilen bzw.

kompioxen) Dimensionen zu nennen.

109) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 268 f.
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Analog wie far den gewohnlichen Raura lassen sich auch fiir

den En homogene Koordinaten XQ ,
xl9 . . .

,
xn einfiihren (Nr. 1), so

daB fiir XQ
= 1 die Koordinaten xiy X

2 ,
. . ., xn mit den obigen iden-

tisch sind.

Wenn fiir eine Mannigfaltigkeit von Eleuienten nicht von vorn-

herein eine umkehrbar eindeutige Zuordnnng ihrer Elemente zu den

Werten von n Paranaetern gegeben ist, so entsteht die Frage
110

)
nach

jenen Postulaten, aus denen eine Bestiminung ihrer Elemente durch

Koordinaten gefolgert werden kann (vgl. Ill C 9, Segre).

4. Allgemeine Punktkoordinaten (krummllnige Koordinaten).

Der Begriff krummliniger Koordinaten in der Ebene iiiidet sich schon

bei G. W. Leibniz 111
).

Er verallgemeinert die Cartesischen Koordinaten

dadurch, daB er eine beliebige Kurve als z-Achse wahlt and an Stelle

der Parallelen zur y-Acbse ein System von Kurven voraussetzt, die

den Punkten der #-Achse nach einem festen Gesetze zugeordnet sind.

Auch J. L. Lagrange
11

*)
und K. F. Gaiifi

llz
) verwendeten krumm

linige Koordinaten. Die fur die Entwicklung der Koordinatensysteme

mafigebenden Begriffsbildungen stammen jedoch von G-. Lame und

J. Pliicker.

Seien

(_!)_
/i(*,jr,*)-0, f,(x, y,z) = 0, f,(x,y,t) 0,

^_

110) Die Frage wnrde von C. Segre, Eiv. mat. Torino 1 (1891), p. 42, auf-

geworfen.

111) Aufsatz aus dem Jakre 1692, Ges. W. 5, p. 266269. Vgl. M. Cantor,

VorL 3 (1901), p. 211. Einen Sonderfall dieser Koordinaten benutzte 1691 Jakob

Bernoulli (vgl. Anm. 231). G. Loria, Ebene Kurven, p. 606, erwahnt eine Arbeit

von G. Manfredi, De constructione aequationum differentialium primi gradus,

Bononiae 1707, worin als Koordinaten eines Punktes der Ebene der senkrechte

Abstand von einer festen Kurve und der von einem festen Kurvenpunkt bis zum

Fufipnnkt jener Senkrechten reichende Bogen genommen werden. Dieses Ko-

ordinatensystem haben in neuerer Zeit E. Mathieu, J. math. p. appl. (3) 8 (1882),

p. 519, und M. Petrovich, Sitzungsber. Bohm. Ges. 1898, Nr. VII, verwendet.

Auch A.Cl. Clairaut, Recherohes sur les courbes a double courbure, Paris 1731, leUte

S. d. Vorrede, diii-fte mit den Worten: ,,A Tegard des courbes a double cour-

bure . . .
,
dont les coordonnees representent des lignes courbes&quot; krummliuige Ko

ordinaten im Rauui gemeint haben, L. Eider, Introd. 2, 302, sagt bereits,

dafi die Natur der Linien auf sehr viele andere Arten durch Gleichungen zwischen

zwei veranderlichen GrOfien auEgedriickt werden kann (,,cum igitur pluribus

aliis modis naturae linearum aequationibus comprehend! queant, qu&e inter

duas variabiles formentur&amp;lt;t

).

112) Vgl. IV 1, T
7
oy8, Nr. 37; IV 6, Stdckel, Xr. 4.

113) Vgl. HID 1,2, v Mangoldt, Nr. 34, Anm. 221, 222. Auch Ch. Du-

pin, Developpements de geometric, Paris 1813, p. 20, benutzt bei einer geoine-

trischen Betrachtung ,,ordonnees curvilignes
u

.
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wo die ft analytische Funktionen (II B 1, Nr. 40) bezeichnen, die

Gleiehungeri dreier Flachen in (etwa rechtwinkligen) Parallelkoordi-

naten, wobei die Funktionaldeterminante

!

M. |_ _?&.

als nicht identisch verschwindend vorausgesetzt wird. Dann nehmen

die Funktionen ft in jedem Punkt (x, y, z) bestimmte Zahlwerte

xlf #2 ,
xt an; und wenn man umgekehrt drei Zahlwerte x

i beliebig

wiihlt, so bestimnien sie mittels der Gleichungen

(O\
J? (*~ ^\ /-. \ / \a J / 1 V *^ t 3 t **)

SSSS SCl /O ( X m II . 8 )
==ss OCn . Tn \X V . Z J

:s=s Xft

Wertetripel von x, y, a, d. h. einen oder mehrere (auch unendlich

viele diskrete) Punkte des Raumes. Diese Zahlen #
t
oder die Werte

dreier Funktionen /)(#, y, &} der Pardllelkoordinaten x, y, z in einem

Punkte des Raumes nennen wir seine allgemeinen Punktkoordinaten lu
).

G. Lame lib
) wurde auf diese Koordinaten, die er spater krummlinige

(curvilignes) nannte, durch mathematisch-physikalische Untersuchungen

gefiihrt, indem er partielle Different!algleichungen, wie sie in der

Warmetheorie, Elastizitatstheorie und Optik auftreten, zu integrieren

suchte 116
).

.Seine geometrischen Anwendungen dieser Koordinaten ge-

horen daher hauptsachlich in das Gebiet der Differentialgeoinetrie

(HID 1,2, 3).

114) Allgemeiner kdunte man sagen: Werden die Parallelkoordinaten x, y,z

eines Punktes von drei Parametern 05
4 ,
x

s ,
xt abhangig gemacht mittels Glei

chungen

die nach a^ , x% , a?a auflOsbar sind ,
so nennt man x

l ,
xt ,

a*
3 krummlinige Koor

dinaten dee Punktes. Die Funktionen f. kdnnen auch als die drei Zweige einer

algebraischen Funktion 3. Grades der Koordinaten #, y, z definiert sein (vgl.

Nr. 11-16).

115) J. ec. polyt. cah. 23 t t. 14 (1834), p. 215246; Paris C. R. 6 (1838),

p. 43 45; der Sonderfail der elliptischen Koordinaten wurde von ihm schon

1833 (vgl. Anm. 296) bebandelt. Anwendungen dieser Koordinaten gab er: J.

math. p. appl. (1) 1 (1886), p. 7787; 3 (1838) t p. 652655; 5 (1840), p. 313

347; 6 (1841), p. 3760; 8 (1843), p. 397434. Eine Zusammenfassung dieser

Untersuchungen bildet das Werk: Le9ons sur les coordonnees curvilignes et leurs

diverges applications, Paris 1859. Vgl. ferner die Werke: Lemons sur les fonc-

tions inverses des tran^cendantes et les surfaces isothermes, Paris 1857; Lemons

sur la theorie aaalytique de la chaleur, Paris 1861; Le9ons sur la th^orie ma-

thematique de Felasticite des corps solides, Paris 1852; 2 ^d. 1866. Wegen
weiterer Literatur s. G. Loria, Teor. geom. cap. V, Nr. 16.

116) Vgl. IV U, Abraham, Nr. 20; IV 24, Tedone; V4 t Hdbson u. Diessd-

horst-, V21, Wangerin,. Nr. 25.
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J. Pluckerm
) gelangte zu diesen Koordinaten in dem Bestreben, den

KoordiuatenbegrifF moglichst allgemein zu fassen, und hat dadurch

auf die Ausbildung der cdyebraischen analytischeu Geometric den wich-

tigeren EinfluB ausgeubt.

Die Gleichungen (2) bestimmen, wenn man xlt 2 , x$ ala ver-

anderliche Parameter ansieht, drei Flachenscharen, aus denen durch

jeden Punkt des Ilaumes je eine Flaehe geht
117

*).
Die durch die

Gleichungen (1) gegebenen Flachen dieser Scharen spielen eine ahn-

liche Rolle wie die Koordinatenebenen, ihre drei Schnittlinien wie

die Koordinatenachsen und einer ihrer Schnittpunkte wie der Ur-

sprung bei den Parallelkoordinaten, weil fiir diese Gebilde bzw. eine,

zwei oder drei der Koordinaten yerschwinden. Man kann daher diese

drei Flachen Koordinatenflachen
116

) ,
ihre Schuittlinien Koordinaten

achsen und den Ursprung der allgemeinen Punktkoordinaten nennen.

Die Flachen (2)
119

) entsprechen den zu den Koordinatenebenen paral-

lelen Ebenen. Bezeichnen slt s2? ss die vou aus gemessenen Bogen-

117) Schon 1829 (J. f. Math. 6, p. 1) apricht er fiir die Ebene das allgemeine

Prinzip aus: ,.Jeder besouderen Art die Lage eines Punkt es in Beziehung auf

Punkte oder Linien, die ala der Lage nach bekannt angesehen werden, zu be

stimmen, entspricht ein Koordinatensystem.&quot; Aber erst im Syat. anal. Geom. (1836},

p. 1 betrachtet er die obigen allgemeinen Punktkoordinaten in der Ebene.

Wie schon F. Klein, Hohere Geom. 1, p. 35, bemerkt, iat J. Plucker* Me-

thode der abgekiirzten Bezeichnung (III AB4a, Fano, Nr. 12, Anm. 39), die aber

auch G. Law?) Ann. math. p. appl. 7 (1817), p. 229240 (Auazug aus einem

1818 der Akademie vorgelegten Memoire); H. Gergonne, ebenda 17 (182627),

p. 214264; 19 (182829), p. 2 -&amp;gt;0 223 (dieser schon im volien BewuBtiein der

Wichtigkeit dieser Betrachtungen als eines neuen Instrumentes geometrischer

Forschung) und K Bobillier, ebenda 18 (182728), p. 2528, 320339, 359367,
verwendeten, nichts als die Einfuhrung neuer Puuktkoordiaaten.

117*) Die Wertepaare z-weier Parameter, etwa x
t , x^, beatimmen cx?*Kurven;

fiir irgend eine Kurve dieser Kongruenz ist x
l

der Parameter eines Kurven-

punktes (E. BeUrami, Ricerche di analisi applicata alia goometria, Giorn. mat. 2

(1864), p. 267 = Opere mat. 1 (Milano 1902), p. 107). Auf diesn Gedanken

grflndet L. P. Eiserihart, Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1903), p. 470488, eine

einfache Methode zur Untersuchung von Kurvenkongruenzen (Nr. 80).

118) In allgemeinerer Bedeutung bei 0. Stoude, Fokaleigenschaften, p. 10.

119) Ist ft (a?, y, z) eine ganze rationale Funktiou n*&quot;
1

Grades, so bertibren

sich die Flachen ^ (x, y, z)
= x

t langs ihrer unendlichfernen Kurve (n IVfach.

Ist /^ (a?, y, z) insbesondere vom zweiten Grade, so sind die Flachen ft (x, yT g) == x
i

&quot;ahnlich und ahnlich gelegen.

Bezeichnen f\ und g. ganze rationale Funktionen gleichen Grades, so bilden

die Flachen einer jeden Schar

fi (x, y, s)

ein Buschel. Fur lineare Funktionen ft und gi rgl. Nr. 8.
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langen der Koordinatenachsen, so 1st s
{
= ^ (#,)

= $. (x, y,z). Es
lassen sicli also auch die Bogenlangen, die die durch einen Punkt

(x9 y, z) gehenden Flachen (2) auf den (krummen) Koordinatenachsen

abschneiden, als allgemeine Koordinaten dieses Punktes betrachten.

Darn it ist der Name Ivrummlinige Koordinaten gerechtfertigt. Indessen

ist zu beachten, daB bei krummlimgen Koordinaten im allgemeinen

Ausnahme-Punkte oder -Linien auftreten, in deneu die Eindeutigkeit

der Zuordnung zwischen Punkt und Wertetripel aufhort. So z. B.

kann im besondern ein ^Ursprung&quot; im obigen Sinne gar nicht exi-

stieren.

In der mathematiscben Pbysik und in der Differentialgeometrie

sind besonders die auf dreifacb ortbogonale Flachenscharen 12
) (III D

1, 2, v. Mangoldtj Nr. 23) bezuglichen orthogonalen Koordinaten von

Wicbtigkeit, die auch den Hauptgegenstand der Lameschen Unter-

suchungen bilden l21
).

Ftir den Pail, als die ff ganze rationale Punktionen bezeichnen,

bat J. Plucker 1

**) die Koordinaten x
{ geometrisch gedeutet. Wird

durch den Punkt P(x, y, 2) parallel zu einer gewahlten Richtung eine

Gerade gelegt, die die Flache ft (x 9 y y i)
= in den Punkten Qlf Q%,

- . ., Q.n schneidet, so ist

(3) /;(*, y, )
=

c, PQt PQ2 PQn ,

120) Wertvolle historische Bemerkungen iiber diese Flachensysteme finden

sich bei P. E. Adam, Sur lee systemes triples orthogonaAix , These, Paris 1887,

und G.Darboux, Systemes orth. Vgl. ferner G. Zora 116
); E.Pascal, Rep. 2,

p. 606 f. G. Darboux hat diese Untersuchung-en auf den Rn ausgedehnt (vgi.

a. a. 0., p. 158 ff.) und geaeigt, wie sicb die Ergebnisse aar Aufstellung neuer

Systeme orthogonaler Koordinaten im .B8 verwerten lassen (ebenda p. 169ff. t wo
anch weitere Literatur angegeben ist).

121) Nichtorthogonale Koordinaten behandelte z. B. L. Aoust, Paris C. R. 48

(1859), p. 842; 54 (1862), p. 461; J. f. Math. 58 (1861), p. 352368; Ann. mat.

p. appl. (1) 6 (1863), p. 6587; (2) 2 (186869), p. 3964; (2) 3 (186970),

p. 5569; (2) 5 (187173), p. 261288; Ann. e&quot;c. norm. 6 (1869), p. 205233.
D. Codazzi, Ann. mat. p. appl. (2) 1 (186768), p. 293310; (2) 2 (186869),

p. 101110, 276287; (2) 4 (187071), p. 1024. E. Roger, Ann. Miaes (7) 5

(1874), p. 110 168 (studiert insbesondere die ,,coordonnees planispberiques&quot; p.H6f.).

E. Mathieu, J. math. p. appl. (3) 8 (1882), p. 518.
122) Syet. anal. Geom., p. 24; Druckenmuller, Ubertragungsprinaipien,

p. 35 61. Der in Gl. (3) enthaltene Satz stammt (fur die ebenen Kurven 3. 0.) von

/. Newton, Euunieratio linearum tertii ordinis, London 1706 = I. Newtoni, Opuscula,

Lausannae & Genevae 1744, t. 1, p. 260. (S. auch M. Cantvr, Vorl. 3, 2. Aufl.,

p. 422 f.). Vgl. hierzu Salmon -Fiedler, Anal. Geom. d. hoheren ebenen Kurven,

Leipzig 1873, p. 129. Der Satz wurde von E. Laguerre, Paris C. R. 60 (1865),

p. 72 Oeuvrea 2, p. 20, verallgemeinert.
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wo c
t
. eine bloB von der gewablten Richtung abbangige Konstante

bedeutet. Die Koordinaten x
i

eines Punktes P sind also gleich den

mit gewissen Konstanfcen multiplizierten Produkten der Abstande

dieses Punktes von den Scbnittpunkten der Koordinatenflacben f{
=

mit je einer der durch P parallel zu drei festen Ricbtungen gezogenen
Geraden. Diese Ricbtungen diirfen aucb zusammenfallen

;
ferner diirfen

die /J aucb lineare Funktionen sein (Nr. 3).

Jede Gleicbung zwischen den Koordinaten x
f

definiert eine

Flacbe 122
*); zwei voneinander unabbangige Gleicbungen definieren im

allgemeinen eine Raumkurve, drei eine Punktgruppe. Es lassen sicb

aucb bier homogene Koordinaten einfUbren, indem man nocb eine vierte

Koordinate x = /*4 (#, y, z) binzunimmt und bloB die Yerbaltnisse

#! : x% : xs
: x beacbtet. Samtliche, geometriscbe Beziebungen dar-

stellende Gleicbungen iniissen in xl9 X2 ,
. . ., a?4 bomogen sein. Die

lineare Gleichung

(4) a^ 4- a^x^ -f asxB + a^ =
stellt eine Flacbe dar, deren Gleicbung in Parallelkoordinaten lautet:

(4*) iA (*, y 9 *) + &amp;lt;**f*(x&amp;gt; y, *) + a*fs(x, y, *) + aJ*(x, y, *)
= o.

Ordnet man den Punkten des Raumes 128
) auf zwei verscbiedene

Arten Zablentripel x
{
und x

{ (i
=

1, 2, 3) als Koordinaten stetig zu,

so miissen 124
)

die Zablen x
{
Funktionen der x

i
sein. Aus irgendeinem

System von Punktkoordinaten gebt daber jedes andere durcb Glei

cbungen der Form (2) hervor oder:

Jedes System von Purikfkoordinaten des Eaumes ist in dem durch

die Gleichungen (2) defmierten System al-s Sonderfall ettfhalten.

Im allgemeinen wird mittels der krummlinigen Koordinaten nur

Geornetrie im begrenzten Raumstiick 125
) getrieben. (Vgl. die Be-

merkung auf p. 632.) Besondere Falle dieser Koordinaten jedoch, die

gerade im folgenden zur eingehenderen Besprecbung gelangen, dienen

aucb zu geometriscben Untersucbungen im Gesamtraum.

122*) Ist f(x^ X}, a?8 )
= diese Gleichung, so stellt

t
-

x,)
=

(
= 1, 2, 3),

worm die Xi
die laufenden Koordinaten derselben Art bezeichnen, eine Flache

dar, die die gegebene im Punkt (x beruhrt (H. I. Purkiss, The Oxf. Cambr.

Dublin Mess. 3 (1866), p. 19).

123) Analoges gilt fiir jedes andere Koordinatenfeld.

124) H A 1, Pringsheim, Nr. 8.

126) F. Klein, Hohere Geom. 1, p. 36; vgl. auch UIABia, Fano, Nr 35

u. II B 1, Osgood, Anm. 8.
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Die analogen Betrachtungen ffir die Ebene und die gerade Linie

untersclieiden sicli bloB durch die vermiiiderte Anzahi der Koordi-

natenm
).

Setzt man z. B. x
l
=

f(x) und deutet x als Abszisse eines

Punktes einer Geraden, so ist x
1
die Koordinate des Punktes in bezug

auf die Punktgruppe f(x) -
(Nr. 2).

5. Lineare Punktkoordinaten im allgemeinen. Unter linearen 121
)

Punktkoordinaten im Raume versteht man solche, in denen jede

Ebene durch eine lineare GHeichung dargestellt wird. Uber das car-

tesische hinausgehende derartige Koordinatensysteme wurden um das

Jahr 1830 unabhangig voneinander aufgestellt durch A. F. Mobius 1*9
),

K. W. Feuerbach), R BobUlierm\ J. Pliicker
1

**) und M. Chasles).
Am klarsten und yerbunden mit dem BewuBtsein seiner Tragweite
tritt dieser Begriff bei J. Pliicker auf.

Bezeichnen ,*?, irgendwelche lineare Punktkoordinaten, so

126) Naturlieh treten in anderen Beziehungen bedeutende Yerschiedenheiten

auf. In der Ebene z. B. bilden die Werte des reellen und imaginaren Teiles

einer jeden aualytischen Funktion der komplexen Yariablen x -f- iy stets ortho-

gonalc krummlinige Punktkoordinaten a*j ,
.r

8 ;
die Kurven x

l
SB const., x

t const,

bilden ein Isothermensystem (vgl. G. Holsmutter, Einffihrung i. d. Theorie d. iso-

gonalen Yerwandtschaften
, Leipzig 1882, 41, wo sich auch weitere Literatur

hierzn findet). Ein analoger Satz fur den Raum besteht nicht.

Wahlt man in der Ebene eine feste Kurve E, auf der die Bogenlange s

von einem fasten Punkt aus gemessen wird, und legt man in dem zu ge-

hdrigen Kurvenpunkt T die Tangente, auf der irgend ein Punkt P von T die Ent-

fernung r hat, so sind s and r ebene krummlinige Koordinaten dea Punktes P.

Sie verwendet saint dem Winkel d, den obige Tangente etwa mit einer festen

Tangente von E bildet, E. Habich, Ann. mat. p. appl. (2) 2 (136869), p. 134149.

127) Der Name stammt von J. Plucker, Syst. anal. Geom., p. 5.

128) Baryc. Calcul, 1827. Schon vor Mobiits hat F. A. Forstemann in

seiner Inaug.-Dissert. ,,Theoriae punctorum centralium primae lineae&quot;, Halae 1817,

in ahnlicher, aber nicht so weitgebender Art den Schwerpunktbegriif zu geom.
Unters. verwendet. Vgl. t,Bericht fiber Mdbius* Nachlafi&quot;, Mobius Ges. W. 4,

p. 711, wo sich auch nahere Angaben fiber die Entstehung des Larvc. Calculs linden .

129) Grundrifi zu analytischen Untersuchungen der dreieckigen Pyramid e,

Niirnberg 1827, p. 7, 8. Schon 1826 in Okens law, p. 665 angekiindigt.

180) Ann. math. p. appl. 18 (182728), p. 320 839, 369-367. Er rechnet

hier mit den linearen Funktionen von x, y (oder x, y, z) wie mit Eoordinateu,

obgleich eine geometrische Deutung fur sie noch fehlt. Ygl. auch die Anm. von

A. Schoenflies in /. PlUckers Ges. Abh. 1, Leipzig 1895, p. 699 und E. Kotter,

Bericht, Kap. XXIJT, insbes. p. 200.

131) Zuerst J. f. Math. 5 (1829), p. 136 = Ges. Abh. 1, p. 124168.

132) Ap. hist. (1837), Memoire de geometric, 2* partie, XII, XIII (p. 728 f.).

Ein Sonderfall davon schon auseinandergesetzt in Corr. math. phys. (publ. par
A. Quetelet) 6 (1830), p. 8184.
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daB also

(1) Al + Bq + Ct + D O,

worin A, B, C, D (nicht samtlich verschwindende) Konstanten be-

deuten, eine Ebene darstellt, und x, y, z Koordinaten derselbeu Art;

dann miissen |, 17, t solche Funktionen von x, t/, z sein, dafi durch

deren Substitution in Gi. (1) eine lineare Gleichuug in x, y, z hervor-

geht, d. h. es mufi

(9\ fc = & fo* y f) _ flc^y**) * _ f&jjLL*}
&quot;

/4(*,y,*)
*

/i(*,y,*)
^

/4(.&amp;gt;,)

sein, wo die

(3) /; (, y, *)
_ o* + 6,y + V + rf, (i

=-
1, 2, 3, 4)

lineare Funktionen von x,y,z sind, deren Determinante ^ = \a^czd^
wir von Null verschieden voraussetzen. Aus irfiend einem System linear

rer Punktkoordinaien , 8. B. den ParaHdkoordinaten, gehen daher atte

anderen durch gebrochene lineare Transformationen henor 1

).
Da diese

Transformationen von 15 wesentlichen Konstanten abhangen, so gibt

es oo 15 verschiedene lineare raumliche Koordinatensysteme.
Da es gleichgiiltig ist, von welchen linearen Koordinaten wir

ausgehen, so sollen x, y, z als (gleichscbenklig-)rechtwinklige Ko
ordinaten gedacht und

(4) a
{
x + b

fy + c, + d, =3 (i
=

1, 2, 3, 4)

gesetzt werden. Die Zahlen x
i
heifien die homogenen linearen Pwikt-

koordinaten 1

**). Die verschiedenen geometrischen Deutungen, welche

die Zahlen x
i
sowie deren Verhaltnisse erfehren haben, beziehen sich

auf die vier Ebenen
.,

fur welche x
i
= ist und die wegen A=f=0

die Seitenflachen eines Tetraeders A
1A^ASA4 (Af Gegenecke von

f.)

bilden. Man nennt es Koordinaten- lK\ Fundamental 166
) oder Grund-

tetraeder, seine Flachen Koardinatetiebenen nnd die x
i
auch Tetraeder-

oder Vierebenetikoordinaten m
).

133) J. Plucker, Syst. anal. Geom. (1835), p. 4, Nr. 7.

134) 0. Hesse, Vorles. Raum, p. 205.

135) /. Plucker, J. f. Math. 5 (1829) = Ges. Abb. 1, p. 126.

136) A. F. Mobius, Baryc. Calcul, 28, 33. K. Zindler, Liniengeom. 1,

p. 74, sagt Grrund- oder Zeigertetraeder (vgl. Anm. 1).

137) G. Salmon, A treatise on the higher plane curves, Dublin 1852

(vgl. Anm. 176), deutsche Ausgabe unter dem Titel ,,Anal. Geom. d. hoheren

ebenen Kurven&quot; von W. Fiedler, Leipzig 1873 (2. Aufl. 1882), nennt die ent-

sprechenden Koordinaten in der Ebene, unbekannt mit den Begriffsbildungen
von Plucker und Mobius, Dreilinien- und deren duale Form (Nr. 21) Dreipunkt-
koordinaten (,,trilinear

4 und ,,threepoint tangential coordinates&quot;). Vgl. W. Fiedler,

Zeitschr. Math. Phys. 4 (1869), p. 91106. Fallt die eine Dreieckseite ins Un-

endliche, so wird auch von Zwedinicnkoordinaten (bilinear coordinates} gesprochen.
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tJbereinstimmend mit der J. Pliickerschen Deutung der allgemei-

nen Punktkoordinaten (Nr. 1) sind die x
i proportional den mit festen

Konstanten multiplizierten, parallel zu vier festen, aber beliebig wahl-

baren Richtungen gemessenen Abstanden des Punktes von den Tetra-

ederflachen 188
).

Insbesondere sind die x
i
die bzw. mit & ]/#&amp;lt;*--(- &iM~ c

,*

multiplizierten Normalabstande ^ 1S9
) des Punktes P(x,y,s) von den

Ebenen x
i
= 0, wobei a

iy
b
if

c
{

als Koordinaten der positiven Nor-

malenstrecken dieser Ebenen (Nr. 3) gelten. Bei vorgegebenem Ko-

ordinatentetraeder darf man seine Ebenen willkiirlicb orientieren 140
).

Nun teilen die vier Koordinatenebenen zusammen mit der unendlich-

fernen Ebene den Raum in 15 Gebiete, deren jedem eine Kombination

der Koordinatenvorzeicben entspricht. Da es 16 solche Vorzeichen-

kombinationen gibt, so entsprechen einer Kombination keine Raum-

punkte
1*1

).
Beachtet man jedoch bloB die Verbaltnisse

der xi9 so bleiben sie bei der Zeichenanderung samtlicher x. ungean-
dert und gestatten nur 8 Vorzeicbenkombinationen. Nennt man nun

von den obigen 15 Raumgebieten jene, die mit dem Tetraeder bloB

in einer Ecke, Kante oder Flache zusammenstofien, bzw. Eck-, Kan-

ten- oder Plachengebiete und denkt man sicb jedes Eckgebiet mit

dem zur Gegenflache gehorigen Flachengebiet sowie je zwei zu Gegen-
kanten geborige Kantengebiete langs der unendlichfernen Ebene zu-

sammenhangend ,
so bestebt der Raum bloB aus 8 Gebieten, die den

8 Vorzeichenkombinationen der g entsprecben
142

).

138) Fur Dreieckskoordinaten in der Ebene: J. Plucker, Syst. anal. Geom. t

p. 6. Den Sonderfall, dafi die festen Eichtungen zusammenfallen tmd die Kon
stanten = 1 gewahlt werden, behandelt F. Casorati, Rend. 1st. Lomb. (2) 10

(1877), p. 1119, 4045; Nouv. Ann. (2) 17 (1878), p. 520.
139) Von dieser Deutung ging J. Plucker, J. f. Math. 5 (1829) = Ges. Abh.

1, p. 126, bei der ersten Einfiihrung des entsprechenden ebenen Koordinaten-

systems aus. Vgl. ferner Syst. Geom. d. R. (1846), p. 5.

140) Die Gleichungen dieser Ebenen lassen sich atets in solcher Form

schreiben, dafi a
t , 6

t-,
e
t
die vorgegebene Orientierung der Ebene x

t
= bestim-

men (Nr. 3). Man kaun aber auch die Koordinatenvorzeichen eines einzigen, in

keiner Koordinatenebene liegenden Punktes wahlen (J. Plucker, Syat. anal. Geom.,

p. 6, Nr. 9).

141) Orientiert man z. B., wie es gewohnlich geschieht, die Ebenen derart,

dafi die Punkte im Innern des Tetraeders lauter positive Koordinaten besitzen, so

gibt es keine Punkte mit lauter negativen Koordinaten.

142) W. Fiedler, Darst. Geom. 3 (3. Aufl.), p. 111. Vgl. auch A. F. Mobius,

Baryc. Calcul, 34 = Geg. W. 1, p. 5557; /. Plucker, Syst. anal. Geom., p. 7;
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Je vier beliebige Zahlen xl9 S8 , 8 ,
x (0, 0, 0, ausgenommen)

konnen immer als homogene Tetraederkoordinaten eines Punktes be-

trachtet werden 148
),

well sich immer eine Konstante p so bestimmen

lafit, daB

(6) w a
t
x + l# + c,z + d

t (i 1, 2, 3, 4)

wird. Bezeichnet A,, die zu d
t gehorige Unterdeterminante von A,

so ist-

(7) *

Sollen also vier Zablen x. gleich (nicht bloB proportional) den mit

den Konstanten Q{
=y a? + &quot;bf -f- cj multiplizierten Normalabstanden

Pt
von vier Ebenen a

t
x + b

ty -f- c
{ + ^i

&quot;^ 8ein
&amp;gt;

8O mu^ zwischen

ihnen die Gleichung

(8)

bestehen, die verschiedene geometrische Deutungen zulafit 144
).

Aus

(6) und (7) folgt 2&ix
t
:== ^ a^8 Gleicbung der unendlichfernen

Ebene 145
).

1st umgekehrt die Gleichung, die zwischen den Koordi-

uaten x
i
bestehen soil, gegeben, so bestimmen sich daraus die Kon

stanten git mit denen die Abstande pi
zu multiplizieren sind 146

).

Der Punkt E, dessen homogene Tetraederkoordinaten ^xi
1

sind, heiBt Einhettspunkt. W. Fiedler ) hat durch die ausdriickliche

Hervorhebung dieses Punktes (sowie der Einheitsebene
,
Nr. 21) das

tetraedrische Koordinatensystem bedeutend durchsichtiger gestaltet,

insbesondere die Ubersicht iiber die moglichen Sonderfalle (Nr. 6)

W. Killing, Lehrbuch d. analyt. Geom. in homogenen Koordinaten, Paderborn

19001901, 1, 2; 2, 2.

143) Dabei wird vorausgesetzt ,
daB diese vier Zahlen auf eine durch die

Bezeiohnung bestimmte Weise den Koordinatenebenen zugeordnet sind. Sonst

bestimmen diese Zahlen 24 (in der Ebene 6) Punkte, die einer Flache (Kurve)

2. 0. angehoren. Vgl. W. Fiedler, a. a. 0., p. 113, 181. ttber die Elementen-

gruppen aus penuutierten Koordinaten handeln: G. Veronese, Ann. mat. p. appl.

(2) 11 (1883), p. 93236; P. H. Schoute, L Enseign. math. 5 (1903), p. 106110.

Wegen Lagenbeziehungen zweier Punkte (oder Ebenen), deren Koordinaten z. B.

reziprok sind, vgl. W. Fiedler^ a. a. 0., p. 116.

144) Vgl. /. Pliicker, Syst. anal. Geom., Nr. 10 f. (ffir d. Ebene); J. Toeplitt,

Zeitschr. Math. Phys. 14 (1869), p. 253260; L. Kronecker, J. f. Math. 72 (1870),

p. 160; ferner Anna. 148.

145) Vgl. Anm. 42.

146) /. Plucker, Syst. anal. Geom., Nr. 1013.

147) Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 16 (1870), p. 170; Darst. Geom., 1. Aufl.

(1871), p. 532. Erwiihnt wird dieser Punkt schon bei K. G. Chr. v.
( Staudt, Bei-

z. Geom. d. Lage, 2. Heft, Nfirnberg 1867, p. 267.



638 HI A B 7. E. Mutter. Die verechiedenen Koordinatensysteme.

erleichtert. Da die Abstande e
i
des Punktes E von den Koordinaten-

ebe

(9)

ebenen proportional sind, so ist

Betrachtet man die Abstande e
{

als Langeneinheiten, wodurch

die Abstande pt gemessen werden, so sind die Tetraederkoordinaten

eines Punktes proportional seinen durch die Abstande des Einheits-

punktes gemessenen Abstanden von den Koordinatenebenen. Die x
i

heiBen deshalb auch tetrametrische Punktkoordinaten 149
}. Statt als

Normalabstande kann man die e
i
und p(

auch als die parallel zu vier

beliebigen festen Bichtungen gemessenen Entfernungen der Punkte E
und P von den Koordinatenebenen annehmen.

E darf beliebig auBerhalb der Koordinatenebenen gewahlt wer-

den; seine Wahl ersetzt die der Konstanten Qi
. Das Koordinaten-

tetraeder und der Einheitspunkt bilden die Basis der limaren Punkt-

&quot;koordinaten.

Die ausgezeichnete Rolle, die nach der obigen Definition der x
i

(Gl. 6) die unendlichferne Ebene spielt, indem ihren Punkten unend-

lichgrofie Koordinatenwerte entsprechen, kann nach J. PUicker 160
)

da-

durch aufgehoben werden, daB man noch eiue fttnfte Ebene

hinzunimmt und

(10)
P&amp;lt;=5

(.-!,% 8, 4)

setzt; dann sind die x
{

auf dasselbe Tetraeder bezogene lineare Ko-

ordinaten, die aber fiir die Punkte von #5
= unendlichgroB werden.

Durch die Wahl der fflnf Ebenen x 0, x^
= 0, . . ., x5 = sind

die homogenen Koordinaten x
t

ebenso bestimmt, wie frfiher die x
i

durch die Wahl des Tetraeders und des Einheitspunktes (15 Kon-

stante)
151

).

Die Werte von r (r &amp;gt; 4) linearen Funktionen x
i

der ParaUel-

koordinaten eines Punktes heiBen lineare iib&rzahlige Punktkoordi-

148) Bezeichnen ff die Inhalte der Tetraederflachen und v das Tetraeder-

volumen, BO lafit sich Gl. (8) in der Form schreiben ^&ifixi
v. Vgi. W. Fiedler,

Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 24 (1879), p. 171; Darst. Geom. (3.Aufl.) 3, p. 157.

149) W.Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 15 (1870), p. 170, oder Darst.

Geom., 1. Aufl., p. 532.

Kine andore auf den Rn aueJehnbare Deutung der Koordinaten x
i gibt

G. Kohn, Sitzungaber. Ak. (znath.-nat.) Wien 104 (1895), p. 11671170.

150) Syst. anal. Geom., Nr. 17, 18 (fur die Ebene).

151} J Fliiclcer, a. a. 0., p. 13.
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naten 1

) oder Polyederkovrdinaten
1

**).
Sie stellen die mit festen Kon-

stanten multiplizierten Abstaude des Punktes von mebr als vier Ebenen

dar. Werden sie bomogen verwendet, so bestehen zwischen ihnen

r 4 lineare BedingungsgieicbuDgen. Zablreicbe Auwendungen dieser

Koordinaten Bowie der entsprecbenden in der Ebene finden sicb bei

E. BobiUier 1

&quot;),
J. Plucker), P. Serret) u. a.

157
).

Die Verbaltnisse der Tetraederkoordinaten x
i (oder or/) eines

Punktes P lassen sicb als Doppelverbaltnisse deuten 158
).

Werden

152) In der Ebene: J. Plfaker, J. f. Math. 5 (1829) = Ges. Abh. 1, p. 163.

Solche Koordinaten eind auch die Teilverhaltnisse, welche M. Charles, Traite de

geom. snp., Paris 1852, V e*d. 1880, p. 290800, Terwendet.

153) P. Serret, Geometric de direction, Application de.9 coordonnees poly-

edriques etc., Paris 1869, p. 19.

154) Vgl. Anm. 130.

166) Zuerst erwahnt J. f. Math. 5 (1829), Nr. 42 = Ges. Abh. 1, p. 153 und

Syst. anal. Geom. (1835), p. 9. Seine ,,Methode der abgekiirzten Bezeichnung&quot;

laBt sich jedoch ebenfalls als Einfuhrung passend gewahlter uberzahliger (wenn
auch nicht immer linearer) Punktkoordinaten ansehen. Dasselbe gilt von einigen

Teilen des Grafimannschen Kalknls.

156) Geometrie de direction, Paris 1869.

157) ,,Quadrilinear&quot; und ,,Pentahedral coordinates&quot; behandelt W. A. Wit-

worth. The Oxf. Cambr. Dublin Mess. 1 (1862), p. 193203; 3 (1866), p. 7182,
146151, 173177; E. Lagucrre, Nouv. Ann. (2) 11 (1872), p. 319 f. = Oeuvreg

2 (Paris 1905), p. 281; A. Clebsch, Math. Ann. 4 (1871\ p. 329fF.; F. Klein, Vorl.

iib. d. Ikosaeder, Leipzig 1884, p. 162, 163; wegen Anwondung der Pentaeder-

koordinaten in der Theorie d. F!. 3. 0. vgl. IHC7. Mtyer; F. Morley, Tran^.

Amer. Math. Soc. 4 (1903), p. 290 f. A. Maatz, Zur Geschichte der Polyeder-

koordinaten, Rostock 1903, -war dem Verfaseer nicht zuganglich.

168) Vgl. W.Fiedler, Viertelj. Natnrf. Ges. Zurich 16 (1870), p. 169, und

Darst. Geom. (1. Aufl.), p. 632, der an K. G. Chr. v. Staiidt (Anm. 147, p. 266)

und W. B. Hamilton, Elements of Quaternions, ed. by W. E. Hamilton, Dublin

1866, p. 24 f. u. 62 f. (^anharmonic coordinates&quot;), ankniipft und gleichzeitig die

dualen Koordiuateii (Nr. 21) betrachtet.

Der Begriff projektiver Koordinaten ist schoD vollkoinmen klar in A. F.

Mobiv&t Baryc. Calcul (1827), 8. Kap., 235 f. (,der abgekurzte barycentrische

Calcul 1

*) enthalten. Wenn er in der Ebene vier mit Gewichten yersehene Punkte

A, B, C, D annimmt, zwischen denen die Gleichung A -f- B -4- C -f- D = be-

steht, und irgend einen fimften Punkt E durch die Gleichung

bestimmt ( 239), so bemerkt er dazu ^
242), daB -77 und -T DoppelverhaltnisBe

sind, und z^ar

-*&amp;gt;

= (A, 0, BD, BE) = (B - ACDE).
f

Wird D als Einheitspunkt angesehen, so stimmt diese Form genaa mit der

W. Fitxllcr* iiberein. Das Analoge zeigt Mobius ( 244) fur den Raum. Er ist
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namlich die Punkte Alf A^, A^, A in irgend einer Reihenfolge mit

A
i
AkAl

Am und der Einheitspunkt mit E bezeiehnet, so ist

/* 1 \;l
xi _ Pi . Pk __ ek . Pk

also gleich dem Doppelverhaltnis der vier Ebenen, die sich durch die

Kante [A1A^ nach den Punkten A
it
AkJ E f

P legen lassen, d. h.

(12) |-(44..^^JBP).
Die drei in Gl..(5) mit 19 |2 , . |3 bezeichneten Koordinaten, die

die Lage eines Punktes gegeniiber dem Koordinatentetraeder und Ein-

sich auch ( 235) vollkommen klar iiber die Rolle dieser Koordinaten bei geo-
metrischen Untersuchungen, namlich zur nEntmcklung aller derjenigen Eigen-
schaften eiuer Figur, welche sie mit jeder ihr kollinear verwandten Figur, als

solcuen, gemein hat&quot;.

Da die Rechnung mit Punkten bei Mobius nur eine abgekiirzte Schreib-

weiee daffir ist, dafi alle Oleichungen fur die parallel zu irgend einer Kichtung

gemessenen Entfernungen der Punkte von jeder beliebigen Geraden gelten eollen,

so erhalt man daraus unmittelbar die im Text gegebene Ableitung, wenn man
dieae Gerade nacheinander mit den Seiten des Fundamental dreiecks zusainmen-

fallen lafit.

M. Chasles 1

**) gelangt durch kollineare Umformung des Cartesischen

Systems im wesentlichen zu demselben System. Statt des Einheitspunktes E
treten drei in den Kanten Al A4i , At A4i , At A beliebig gewahlte Punkte

auf
,

die als Projektionen von E aus den Seiten des Dreiecks A
l A^ A^ auf

die gegenuberliegenden Tetraederkanten zu betrachten sind. Wird ebenso

der laufende Punkt P projiziert, so siitd die Doppelverhaltnisse der auf den

Kanten durch J.4 liegenden Punktquadrupel die C%o5/c*schen Koordinaten, also

mit den obigen ^, |2 , |8 identisch. Chasles stellt die Tatsache, da6 diese

Doppelverhaltnisse projektive Koordinaten sind, in verschiedenen Formen dar,

die darauf hinauskommen, da6 sich das Doppelverhaltnis der im Text erwahnten

vier Ebenea durch [^ ;
JLW] durch das Doppelverhaltnis ihrer Schnittpunkte mit

irgend welchen Geraden des Raumes ersetzen lafit; er betrachtet auch die Sonder-

falle, dafi A4 oder [Al
A

y,A^] unendlichfern liegen (vgl. Anm. 188). Ygl. auch

Traite de g^om^trie superieure, Paris 1852 (2
e ed. 1880), p. 341 f.

Es sei ferner bemerkt, da6 die als weitgehende Verallgemeinerung des

JfJ6m5fschen abgekfirzten bar. Kalk. aufzufassenden ,,harmonischen Gleichungen&quot;

von H. Grafimawn (Ausdehnungsl. v. 1844, 168 f. = Ges. W. I 1
, p. 275 f.) im-

plizite die projektiven Koordinaten enthalten, da die Verhaltnisse der nharmo-

nischen Koeffizienten&quot; projektive Invarianten sind.

Erst durch W. Fiedler* systematische Darstellung dieser Koordinaten ffir

die verschiedenen Grundgebilde fanden sie allgemeine Verbreitung und Anwen-

dung, sodaB sie ofter auch mit seinem Namen belegt werden. Vgl. wegen
Fiedkrs Verdienste in dieser Richtung G. Hauek, Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876),

p. 424426, und W.Fiedler, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 14 (1905), p. 497-600.



5. Lineare Punktkoordinaten im allgeineinen. 641

heitspunkt bestimmen, sind also DoppelverJutttnisse) (Wurfe) und

als solche invariant gegenuber projektiven Transformationen des

Raumes. Man nennt daher 6X , ,, |8 Doppelverhaltnis- oder Wurf-
Itoordinaten 18

), aucb nichthwnogene
161

) (die x
i homogene) lineare pro-

jektive
19

*) Koordinaten. Da dieses Koordinatensystem invariant (Nr. 1)

gegenuber projektiven Punkttransformationen des Raumes ist, so eignet

es sicb besonders zur analytiscben Behandlung der projektiyen Geo

metric 163
).

Fur die Punkte der Koordinatenebene 4 nebmen 1; |s , 8
un-

endlichgrofie Werte an.

159) Alle liuearen, nichthomogenen Punktkoordinaten miissen sich auf das

Schema der Gl. (12) bringen lassen. Dies erscheint zuweilen dadurch verschleiert,

dafi die in (12) auftretenden Eben enqnadrupel z. B mat Geradeii geachnitten

and statt der Doppelverhaltnisse der Ebenen die der Schnittpunkte verwendet

werden. Beispiele hierfur bei M. Chasles, Ap. hist., p. 730 f. u. Traita de geom.

sup., Paris 1852, 2 e 6d. 1880, p. 285 f. (inabes. FuBn. p. 286).

160) v. Staudt, Amn. 158; sein Hauptverdienst gegenuber seinen Vorgangern
beruht auf dem Nachweis, daB die Wuri koordinaten gleicherweise zur Beetim-

mung der von ihm geometrisch definierten imaginaren Elements dienen. Vgl.

hierzu J. Luroih, Math. Ann. 8 (1875), p. 207214; 11 (1877), p. 84110; E. Sturm,
ebenda 9 (1876), p. 343 346. Wegen der sich hierans ergebenden Fortschritte

vgl. m AB 4 a, Fano, Nr. 14.

161) Die sechs einem Punkte P zugehorigen Doppelverhalfcnisse sind halb-

homogene Koordinaten (Anm. 4), ebenso die barysientrischen Koordinaten (Nr. 6).

Vgl. F. Giudice, Rend. Circ. mat. Palermo 12 (1898), p. 289 f., 293.

162) W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 15 (1870), p. 152.

163) Die Mafiverhaltnisse des euklidischen Raumes behandeln mit diesen

Koordinaten: E. Gerlach, Die Metrik in projektiven Koordinaten, Diss. Zurich

1899 (sehr eingehend fur Punkt-, Ebenen- und Strahlenkoordinaten); W. Fiedler,

Zeitschr. Math. Phys. 8 (1863), p. 45-53; Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 24 (1879),

p. 170179; Darst. Geom. (3. Aufl.) 3, p. 77, 107; E. d Ovidio, G. mat. 8 (1870),

p. 250 284; 11 (1873), p. 197220; H. Faure, Nouv Ann. (3) 3 (1884), p. 140

144; F. Giudice, Rend. Circ. mat. Palermo 12 (1898), p. 278306; 13 (1899),

p. 379; Atti Ace. Torino 34 (1899), p. 277 291; Vogt, Nouv. Ann. (3) 11 (1892),

p. 148158; L. Pilgrim
66

), p. 83 ff. S. Gundelfinger, VorL a. d. anal. Geom.

d. Kegelschnitte, herausgeg. von Fr. Dingeldey, Leipzig 1895, behandelt damit

samtliche metrischen Probleme uber Kegelscbnitte in der Ebene. Wegen Behand-

lung der Cayley-KUinschen MaBgeomdtrie (III AB 1, Enriqiies, Nr. 22, 23) mittels

projektiver Koordinaten seien erwahnt: F. Klein, Math. Ann. 4 (1871), p. 573

626; Nicht-Euklidische Geometric, Autogr. Vorl., geh. 1889/90, ausgearb. von

Fr. Schilling, 2. Abdr., GSttingen 1893; E. d Ovidio, Studio sulla geometria pro-

iettiva, Ann. mat. p. appl. (2) 6 (1873), p. 72101; Le funzione metriche fonda-

mentali negli spazi di quante si vogliano dimensioni e di curvatura costante,

Mem. Ace. Lincei (fis. mat. nat.) 1 (187677); vgl. auch Math. Ann. 12 (1877),

p. 403 418. F. Ltndemamif Sitzungsber. phys.-med. Soc. Erlangen 1873 (28. Juli);

Math. Ann. 7 (1874), p. 56144; Ckbsch-Lindemann 2 1
, p. 461 f.; H. Stahl, Uber

die MaBfunktionen der analytischen Geometric, Progr. Berlin 1873.

Kucyklop. d. math. Wissensch. HI 1. 42
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Mittels der Definition x
t
= ~ lassen sich diese Koordinaten unter

e
i

Voraussetzung von Mafibegriffen auch direkt, ohne Zurfickgehen auf

Parallelkoordinaten, einftihren und als lineare Koordinaten erkennen lw
).

Da ferner nach v. StaucH das Doppelverhaltnis von vier Elementen

eines Grundgebildes erster Stufe unabhangig von alien MaBbegriffen
definierbar 1st (III A B 5, Schoenflies, Nr. 17) und nach F. Kldn)
aucb die Annahjnen fiber die unendlichfernen Punkte einer Geraden

dafiir irrelevant sind, so kann die Einfiihrung projektiver Koordi

naten allein auf Gnind der Axiome der Anordnung, Verkniiprung und

Stetigkeit
166

) geschehen und damit die analytische Geometrie begriindet

werden 167
).

F. Enriques
168

) fafit die Einfiihrung der homogenon projektiven

Koordinaten als Herstellung einer Kollineation zwischen dem Punkt-

raum und dem analytischen Raum (Nr. 3) der homogenen Zahlen-

quadrupel (xlf re,,
xif x^) auf.

Der Ubergang von einem System homogener linearer Koordinaten

zu einem anderen (Nr. 37) wird nach J. Pltitiker (vgl. Gl. (3)) durch

eine lineare Substitution von nicht verschwindender Determinante be-

164) Diesen Vorgang befolgen die meisten modernen Lehrbiicher der anal.

Geometrie, so: W. Fiedler, Daret. Geora. (3. Anfl.) 8, p. 69ff.; Anal. Geom. der

Kegelschnitte (nach &amp;lt;?. Salmon), 7.Aufl., I.T., Leipzig 1907, p. 142 f.; H. Cram,
Lehrb. d. anal. Geom. der Ebene (nach S. Gundelfinger) 1. T., Stuttgart 1892,

p. 162188; W. Killing, Lehrb. d. anal. Geom. in homogenen Koordinaten 1, 2 t

Paderbom 1900 01; K. Doehlemann, Geometriscbe Transformationen 1, Leipzig

1902, nnd die meisten der in Anm. 16 erwahnten Lehrbiicher; ferner F. Morley,
Trans. Araer. math. Soc. 4 (1908), p. 288 296. Hingegen gehen yon Parallel-

koordinaten aus: Clebsch-Lindemann I
1
, p. 64, 2 1

, p. 80; 0. Staude, Anal. Geom.,

p. 301.

166) Math. Ann. 4 (1871), p. 623 f.; 6 (1878), p. 142146. f\ Schur, ebenda

39 (1891), p. 118124.

166) Benennungen nach D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1899,

2. Aufl. 1903, 3. Aufl. 1909 (Bd. 7 von ,,Wissenschaft und Hypothese
u

).

167) K. G. Glir. v. Staudt 1* 7
), p. 266 f.; M. Pasch, Vorl. iiber neuere Geom. t

Leipzig 1882, 22; J. Lwroth, Math. Ann. 8 (1876), p. 207 218; F. Klein, Math.

Ann. 6 (1878\ p. 142; Clebsch-Lindemann 2 1
, p. 433461. (Vgl. ferner III AB 6,

Schoenflies, Nr. 21 ;
HI A B 1, Enriques, Nr. 19.) Eine davon vdllig verschiedene,

Rich auf den Entfernungsbegriff atiitzende Begriindung der anal. Geometrie gibt

J. de Tilly, Mem. cour. et autres Ac. Belg. 47 (1892) = Matheais (2) 2 (1892),

Suppl., p. (1) (80). Ygl. auch F. Klein, Elementarmath. 2, p. 327 ff.

168) Lezioni di geometria proiettiva, Bologna 1898 (2. Aufl. 1904), p. 352,

insbes. deutsche tjbers. (Vorl. iiber proj. Geom.) von H. Fleischer, Leipzig 1903,

p. 338 ff.; Rend. Circ. mat. Palermo 12 (1898), p. 222. Vgl. hierzu die Bemerkung
von 0. Holder, Math. Ann. 65 (1908), p. 164 Fufln.



5. Lineare Punktkoordinaten im allgemeinen. 643

wirkt. Umgekehrt l5Bt sich jede solche Substitution

(13) g
t a^+ a, 2 &amp;lt; + ain xi + a, 4s/ (i

=
1, 2, 3, 4)

als tfbergang zu einer neuen Koordinatenbasis deuteri. Die i
te Ecke

Af des neuen Koordinatentetraeders hat im alten System die Koordi

naten al(f 0,%., o8i ,
a4i ,

der neue Einlieitspunkt die Koordinaten

Die Einfuhmng linearer projektiver Koordinaten in der Ebene

und Geraden geschieht vollig analog wie im Raum und kann ent-

-weder von den Parallel- bzw. Abstandskoordinaten (Nr. 2) ausgehend
oder unmittelbar geschehen

17
). Letztere Art-lafit sich ebenso ffir die

Strahlen eines Biindels 171
) oder Buschels und fiir alle iibrigen Grund-

gebilde der verschiedenen Stufenzahlen (Nr. 21) durchfuhren 17
).

Erstere Art ist unmittelbar auf den Jf?n (Nr. 3) anwendbar.

Bezeichnen yP, yW, A *w (i
= 1, 2, 3

T 4) homogene Parallel-

koordinaten der nicht derselben Ebene angehorigen Punkte P^ 1

),
jpW

?

p(3)
?

p&amp;lt;^)
?

go lassen sich die Koordinaten x, y, z, t aller Punkte der

Geraden pwpw oder der Ebene P&amp;lt;

l

)p(S)p(3) Oder des Raurnes in der

Form

(14) pa-p;^, W~2W, ^-^V, P^-JSV
darstellen

;
wenn bzw. i= 1,2, e== 1,2,3, /= 1,2? 3,4 gesetzt wird 1

&quot;).

169) J. /. Hemming, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 16 (1871), p. 4149;
W. Fiedler, Darst Geom. (1871), p. 566 f; 3. Aufl., 3, 63; Viertelj. Naturf. Gea.

Zfiricb 24 (1879), p. 145 ff. - VgL auch H. Graftmann, Ausdehnungsl. T. 1844,

118; Angdehnnngal. v. 1862, Nr. 288, uad die Zusammenstellung bei P. Mwth,

Grundlageii, p. 91 f.

170) Vgl. W. Ftedler 1

**) und die Anm. 16 u. 164 zitierten Lehrbucher. Fur

die Gerade ist die projektive Koordinate ^ = (Al A^ EP)\ 0. Staude (HI C 2, Nr. 22

und Anal. Geom., p. 35, 293) nennt 8ie Zweiecks-, fur das Strahl- und Ebenenbflschel

Zweiseits- bzw. Zweiflachskoordinate.

171) Projiziert man eine Ebene e mit der Koordinatenbasis A
l , At , ^lj, E

aus einem Punkt S und wahlt im Biindel (S) die mit jenen Punkten inzident^n

Strahlen
t ,

a
2 ,

as , e als Basis (Koordinatendreikant und Einheitstrahl), so haben

irgend ein Punkt P in und der mit ihm inzidentc Strahl p in (S} die gleichen

Eoordinaten

fe
= (At A

l At EP) = (a2
- ol o.i&amp;gt;), I,

==
(A, A^A^EP) (^ .

a,a,i&amp;gt;).

Daraus folgt, dafi jedes System linearer Koordinaten in einer Ebene als Zentral-

projektion eines ebenen Parallelkoordinatensysterns betrachtet -warden darf.

C. G. J. Jacobi, J. f. Math. 8 (1332), p. 338341 = Werke 3, p. 138141; all-

gemeiner bei W. Fiedler, Darst. Geom. (1871), p. 539.

172) Ale Zusammenfassung der vier Gl. (14) in eine lafit sich der (ab-

gekiirzte) baryzentrische Kalkvil von A. F. Mobius (1827) und die Eechnnng mit

Punkten bei H. Grafimann, Ausdehnungel. v. 1844, | 107, auffassen. Eingehende
42*
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Die homogenen Parameter in
) (kly A2), (^1,^2,^3), (^i, ^2 &amp;gt; ^s&amp;gt; **

dann ebenfalls homogene lineare Koordinaten der Purikte einer Ge-

raden bzw. einer Ebene oder des Raurnes 174
).

6. Besondere Arten liuearer Punktkoordinaten. Siimtliche

Arten linearer Punktkoordinaten mussen aus den projektiven durch

besondere Wahl der Koordinatenbasis

hervorgehen (Nr. 5). Bei der folgen-

den Aufzahlung der wicLtigsten Falle

soUen mit E^ J 2? 139 und P,, P2 ,
Ps

stets die Projektionen dee Punktes E
bzw. P auf die Kanten A^A^ A^A^
AA5

des Koordinatentetraeders aus

deren Gegenkanten bezeicbnet werden

(Fig. 3).

a) Sdmtliche Ecken des Koordinaten

tetraeders liegen im Endlich-en. Wahlt

man E als Mitte der dem Tetraeder

eingeschriebenen Kugel
175

),
so sind die

x
i proportional den Abstanden des

Punktes P von den Koordinatenebenen

(Vicrebenenkoordinaten
1 1

*} [englisch: quadriplanar coordinates] oder

Normalkoordinaten 177
)).

Fig. 3.

Berucksichtigung finden diese Parameterdarstellungen bei P. Muth, Grundlagen,
nnd 0. Staude, Anal. G-eom. (insbes, Anm. 80). S. auch Clebsch-Lindemann,
2 1

, p. 99.

173) Vgl. Anm. 35.

174) Wegen ihrer Verwendung im Rn (Nr. 3) vgl. etwa E. Bertini, Intr. alia

geom. proiettiva degli iperspazi, Pisa 1907, p. 3 f.

175) Fur E ala Mitte einer der angeschriebenen Kugeln wurden, statt der

Punkte im Innenraum des Tctraeders, die Punkte jenes der acht Gebiete (Nr. 5),

dem die Kugel angehort, Koordinaten von gleiehein Vorzeichen besitzen.

176) W, Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 24 (1879), p. 148; Darat.

Geom. (3. Aufl.) 3, p. 107; Tgl. Anm. 137. Sie finden sich bei J. Pliicker, Anm.

13i; Syst. anal. Geom., p. 7, und baben durch die Lehrbiicher von G. Salmon

zumal in der deatschen Bearbeituag von W. Fiedler weite Verbreitung er-

baiten [1) A treatise on conic sections etc., London 1848, 2. Aufl. 1860, 3. Aufl.

1855, 6. Aufl. 1879. Die Ausgabe von 1855 liegt der ersten deutschen Bearb.

.,Anal. Geom. d. Kegelschnitte&quot;, Leipzig 1860 zugrunde, wovon der 1. Teil 1907

in 7. Aufl. erschienen. 2) A treatise on the higher plane curves etc., Dublin 1862;

2. Aufl. 1873, 3. Aufl. 1879. Nach der 2. von A. Cayley mitbesorgten Ausgabe
erschien die deutscbe Bearb. ,.AnaL Geom. d. hoheren ebenen Kurven&quot;, Leipzig

1873, 2. Aufl. IBS a. 3) A treatise on the analytic geometry of three dimensions,

Dublin 1862, 3. Aufl. 1874, 4. Aufl. 1882. Deutsche Bearb. BAnal. Geom. des



6. Besondere Arten linearer Punktkoordinaten.

VVahlt man E als Schwerpunkt des Koordinatentetraeders, so

lassen Rich die x
i
entweder als barysentrische

m
} oder als Volunikoor-

dinaten 1

) auffassen. Im ersten Fall sind die x
i ponderable Masseo,

mit denen man sicli die Ecken des Koordinatentetraeders belegt denkt,

damit P ihr Schwerpunkt wird 180
); ini zweiten Fall sind die x

f pro

portional den Volumen der Tetraeder, die P mit den Seitenflachen

des Koordinatentetraeders bestiinmt 181
).

Damit im ersten Fall P das

Gewicnt eins erhalte oder im zweiten Fall die Zahlen x
i
den an-

gegebenen Volumen gleich seien
, muB die Beziehung ^xi

= 4 be-

etehen 148
); ^xt

= ist die Gleichung der unendlichfernen Ebene 188
).

Diese Koordinaten sind invariant gegeniiber affinen Transformationen,

Raumes&quot;, Leipzig 1. T. 1863, 2. T. 18C5; 4. Aufl. d. 1. T. 1898. 3, Aufl. d. 2. T.

1880.] Vgl. ferner: H. Faure, Nouv. Ann. (2) 2 (1863), p. 280300; K. Walker,

The Oxf. Camb. Dublin Mess. 2 (1864), p. 4044; W. A. Whiiworlh, ebenda 1

(1862), p. 162; S. Heger, Zeitschr. Math. Phya. 16 (1871), p. 141.
177) Dieser Name \vird gebraucht III C 1, Itingeldey, Amn. 80, und von

/. de Fries, Arch. Math. Phys. (3) 9 (1906), p. 3330.

178) E. Baltzcr, Anal. Geom., p. 69, 421.

179) W. Fiedler, Yiertelj. Natnrf. Ges. Zurich 24 (1879), p. 148.

180) A. F. Mobius, Baryc. Calcul, 33; IV 4, Jung, Nr. . Tgl. die Dar-

legung des Zusaminenhanges zwischen baryzentriacheii und Dreilinienkoordinaten

bei W. Fiedler, Anal. Geom. d. Kegelschn. von G.Salmon, Leipzig 1860, p. 5761 .

Eingehend behandelt werden eie bei Heffter-Koehler 1, p. 85, 223. Anwendungen
von ihnen machten (aufier Mobius) G. Darboux, Sur les relations entre les

groupes de points, de cercles et de spheres dans le plan et dans 1 espace, Ann.

6c. norm. (2) 1 (1872), p. 323392; E. Cesaro, Nouv. Ann. (3) 6 (1886), p. 215

242; Ann. mat. p. appl. (2) 16 (188788), p. 31.3323 (auf Kurven im R\
Matheeis (1) 10 (1890), p. 177190 (auf die Geometrie des Dreiecks): Vorl. fiber

natiirliche Geometric, deutsche Ausg. von G. Kawalewski, Leipzig 1901, p. Ill

135, 297. Die baryz. Koordinaten eines Pnnktea in bezug auf ein Oreiock

stehen in einfacher Beziehung zu den Tragheitekoordinaten dieses Ptniktes, d. h.

seinen rechtwinkligen Koordinaten in bezug auf die Tragheitshauptachsen der

Dreiecksfiache.

In der Ebene heifien die Verhaltnisee der reziproken baryz. Koordinaten

Cct asche Koordinaten. Ygl. JF. Giudice, Rend. Oirc. mat. Palermo 12 (1898). p. 290 f.

181) A. F. Mobius, a. a, 0. K. W. Feuerbacti, Anm. 129, p. 7, nennt den

vierten Teil dieeer Yolumen die den Tetraederecken ,,koordinterten Koeffizienten&quot;

des Punktes P und benutzt dieses ,,neue Koordiuatensyetern&quot; (p. 8) zur Ableitung
zahlreicher Satze uber das Tetraeder. Mit diesem Koordinatensyatem beschaf-

tigen sich: A. Cayley, On the six coord, of a line, Nr. 78, Trans. Cambr. Phil.

Soc. II 8
(1869), p. 290328 = Math. pap. 7, p. 96 f.: Osic. Sermes, Die Ver-

haltniskoord. in der Ebene, Progr. Berlin 1860; N. M. Ferrers. Treatise on tri-

bnear coordinates etc., London 1861 (4. Aufl. 1890), p. 94; L. Kroneeker , J. f.

Math. 72 (1870), p. 159162; L. Schendd, Elem. der anal. Geom. der Ebene in

trilin. Koord., Jena 1874; /. W. Sharpc, Mess, of math. 9 (187980), p. 1023.
182) A. F. Mobius, Baryc. Calcul, 34 = Ges. W. 1, p. 57.
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daher zur Behandlung der affmen Gtaometrie geeignet (HIAB4:b;

Fcmo, Nr. 7).

Wahlt man E auf einer durch A parallel zu a4 gelegten Ge-

raden und AJSi&s Langeneinheit, dann schneiden die Ebenen A^A^P,

A^A^P t
A

S
A

1
P auf jener Geraden Punkte aus, deren Entfernungen

von A bzw. t , |3 , |3 sind 188
).

Schneidet die Gerade PE die Ebene cc
4 (i
=

1, 2, 3, 4) in Qit
so

ist
t
= (#4 ft#P) (tl, 2, 3). Wird J unendlichfern gewahlt,

Dietfe-M- &quot;).

Durch reelle kollineare raumlicbe Transformationen sind alle Falle

(reeller) linearer Koordinaten auf den Fall reguldrer teiraedrischer Koor

dinaten 165
) zuriickfiihrbar, in dem das Koordinatentetraeder regelmaBig

und dessen Mitte Einheitspunkt ist
188

).

b) Die Ecke A des Koordinatentetraeders liegt unendlichfern
187

).

Walilt man E derart, dafi die Punkte Ely E2 ,
Es auf derselben Seite

von 4 liegen und von den Punkten Alt A^, A% die gleiche als nega
tive Langeneinheit zu betrachtende Entfcmung besitzen (s. Nr. 22,

Fig. 5), so ist

Diese Punktkoordinaten 188
) haben eine ahnliche Form wie die Plucker-

scben Ebenenkoordinaten (Nr 19).

183) M. Chasles, Ap. hist., p. 734. Das im Traite de g^om. sup., Paris

1852, 2* ed. 1880, chap. 21, 23 angegebene System lin. Eoord. in der Ebene

ergibt oieh, weun man die zu den Ecken Atf Al
des Koordinatendreiecka A

l A^A^

gehdrigen Doppelverhaltnisvse ^ bzw. |2 von je vier Strahlen (vgl. Anm. 171) durch

die ihnen gleichen einfachen Verhaltnisse ersetzt, welohe diese Strahlen auf zwei

bzw. zu [A^E] und [A^E] parallelen Geraden bestimmen.

184) J. Plucker und F. Casorati, Anm. 138.

185) W. Fiedler, Darst. Geom. (S. Aufl.) 3, p. 128, 96.

180) Bezeichnen die xi (i
= 1, 2, 3) regulare Dreieckskoordinaten in der

P^bene, so sind die Koordinafcen der beiden absolaten Punkte dieser Ebene, unter

w eine dritte Einheitswurzel verstanden,

X
l

: B
8

: X9
= 1 : W : tt&amp;gt;* und =*=!:;*:;.

Vgl. Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. hfih. eb. Kurven, Leipzig 1878, p. 6, und die

Verallgemeinerung von P. Mansion, Mess, of math. 6 (1876), p. 159. H. M.

Jeffery, The Quart. J. p. appl. math. 10 (1870), p. If., wfthlt als Koordinaten

tetraeder eines mit normalen Gegenkauten.

187) W. Fiedler, a. a. 0., p. 123, nennt diese Koordinaten prismatische und

die entsprecheuden in der Ebene (p. 91) Streifenkoordinaten. S. auch Viertelj.

Naturf. Ges. Zurich 24 (1879), p. 164.

188) Sie finden sich schon bei M. Chasles, Ap. hist. (1837), Me*m. de



6. Besondere Arten linearer Punktkoordinaten.

Wahlt man A als den unendlichfernen Punkt der zur Ebene des

Dreiecks A^A^A^ senkrechten Richtung und E derart, dafi die Strecken

~A
t
E

t (i
=

1, 2. 3) gleichgerichtet und gleich den zu den Ecken A
i ge-

horigen Hohen des Dreiecks A
1
A

a
A9 sind, so ist

(2) S(

Hierin bezeichnet
&amp;lt;p{

den Winkel, den die Halbebene AkAt
P mit der

Halbebene A^A^ bildet
;
nnd dessen positive! Drehsinn von letzterer

aus nach der Seite von E hin zu nekmen ist
188

*). Die entsprechenden

Koordinaten in der Ebene, das sind die Kotangenten der Winkel qp t

und qp2 ,
welche die von zwei festen Punkten A^ und A^ aus nach

dem laufenden Punkt P gezogenen Halbstrahlen mit der Strecke A^A^
bilden

,
werden als Winkel- 18S&amp;gt;

) oder biangtdwe Koordinaten be-

seichnet 189
).

geoin. Nr. 234, nur sind A
i
E

i
aid positive Einheiten gewahlt. Die analogen

Koordinaten in der Ebene behandelt K. Schwering, Zeitschr. Math. Phys. iil (1876),

p. 278286; Theorie und Anwendung der Linienkoordinaten
, Leipzig 1884.

M. d Ocagne, Nouv. Ann. (3) 6 (1887), p. 493502; (3) 11 (1892), p. 7076, etc.

(Anm. 409), behandelte sie als ,,coordonne^s paxalleles&quot;. Wegen der raum-

lichen Koordinaten s. auch H. Ileddaeus, Theorie u. Anwendung e. bes. Ebenen-

koordinatensystema ,
Oiss. Marburg 1889. Dafl man in der Ebene zwei der

Koordinatenlinien parallel wahlen durfe, beuierkt schon J. Phwker, J. f. Math.

5 (1829) = Ges. Abh. 1, p. 127. Vgl. ferner V. SchUgd, Bull. Soc. math. France

23 (1895), p. 216319.

188*) Biese Koordinaten benutzt F. Folie, Fondements d une ge&quot;ometrie

auperieuie Cartesienne, Mem. Ac. Belg. 39 (1872), Extrait p. 125 f., als ,,coor-

donn^es tri^driques particulieres&quot;.

189) Dieee Koordinateii, bei denen also qpx
und tp t in entgegengesetztem

Sinn gemessen werden, behandeln, ohne des Zusammenhanges mit den projek-
tiyen Koordinaten zu gedenken: W. Walton, P. Ford, H. M.Jeffery, The Quart.

J. p. appl. math. 9 (1868), p. 4757 [u. NOUT. Ann. (2) 10 (1871), p. 122135],
13 (1875), p. 7687, 130149; F. Folie 1 **

), Extrait p. 63 (als ,,coordonne^s bipo-

lairea&quot;}; R. W. Gencac, Proc. London Math. Soc. 12 (1881), p. 157168; The

Quart. J. p. appl. math. 18 (1881), p. 150154; J. C. Wilson, On the traversing
of geometrical figures, Oxford 190;% p. 132 f. Auch ween ^ und

&amp;lt;jps
in dem-

seiben Sinn gemessen werden, sind cotg qpj
und cotg &amp;lt;j&amp;gt;9 lineare Koordinaten.

Sie ergeben sich aus den allg. projektiven |, und |x ,
wenn man As

als unend
lichfernen Punkt der zu A

l
At

normalen Richtung uud E^E^ zu verschiedenen

Seiten von A
: A+ so wahlt , dafi ^^ =

&quot;A^E*
= ^T^t ist- E ist also der

unendlichferne Punkt ron J., E^ . Diese Koordinaten behandelt T. Biggin, The

Quart. J. p. appl. math. 25 (1891), p. 237 f. B. Sommer, Die Winkelkoordi-

nateu, Coblenz 1848, wuhlt u =. cotg ^ und v == cotg (^ cotg y^ als Koordi

naten eines Punktes. Higher gehdren auch die ,,achsialen
u Punktkoordinaten

von W. Esson, The Quart. J. p. appl. math. 10 (1870), p. 113121.
189*) Vgl. auch Nr. 17, insbes. Anm. 350..
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Wird E auf einer Geraden g durch A so gewahlt, daB seine

Entfernung vom Scbnittpunkt der Ebene 4 mit g gleich der posi-

tiven Einheit 1st, und haben die Schnittpunkte der Ebenen A^AS P,

ASA1 P, A1A^P mit g von bzw. die Abstande jpA , p2 , ps ,
daun ist

8,-i (.-1,2,8)&quot; ).

c) Die Ecken A und As liegen unendlichfern. Diese Keilkoordi-

naten bespricht W. Fiedler 191
).

Stehen die Richtungen von A% und

A untereinander nnd zu A
1
A

2 senkrecht und wahlt man E als den

linendlichfernen Punkt der von A$ ausgehenden Diagonale jenes Wfir-

fels, dessen Kanten die Richtungen A^Alf A^A^, A9A^ haben, so

sind die
,.

identisch mit der von T. Biggin*) gegebenen Ausdehnung
der Zweiwinkelkoordinaten auf den Raum. Bezeichnen namlich P f

den NormalriB von P auf 3 , qpx und
&amp;lt;p2

die Neigungswinkel der

Halbstrahlen A%P bzw. A
t
P f

gegen A
1
A2J d den Neigungswinkel

der Halbebene A^A^P gegen 3 ,
so hat man

|j
= cotg q&amp;gt;l9 |2 cotg (ft, | = tg d.

d) Die Ebene 4 liegt unendlichfern. In diesem zu b) in gewissem
Sinne dualen Fall artet das Koordinatentetraeder in das Achsenkreuz

der Parallelkoordinaten (Nr. 3) mit A als Ursprung aus. A^Elf

A^EI, A4ES sind die Einheitstrecken. Je nach der Wahl von E
sind Jj, 5s &amp;gt; is die gleichschenkligen oder allgemeinen Cartesischen

Koordinaten. Letztere lassen sich auch als die Verhaltnisse der

parallel zu festen Richtungen gemessenen Abstande der Punkte P
und E von den drei Koordinatenebenen deuten. Die festen Rich

tungen dttrfen auch zu den Koordinatenebenen senkrechtstehen 198
)

oder in eine Richtung zusammenfallen 194
).

Die Sonderfalle der linearen Koordinaten in den Grundgebilden
1. Stufe behandeln eingehend Heffter-Koehler

19
**).

190) Die entsprechenden Koordinaten in der Ebene bei Aubertin, J. f. Math.

40 (1852), p. 247.

191) Darst. Geom. (3. Aufl.) 3, p. 126.

192) The Quart. J. p. appl. math. 25 (1891), p. 237268.

193) J. Pliicker, Syst. anal. Geom., Nr. 22, p. 16. Die enteprechenden Koor

dinaten in der Ebene fur zwei feste Richtungen verwendet E. Perrin, Assoc.

Fran9. Congres de St. 6tienne (1897), 26 (1898), p. 90107.

194) /. Pliicker, a. a. 0.

194 ft

) 1, I. Abschn. Im Strahlbiischel z. B. ist bei festgelegtem positiven

Drehsinn die Tangente oder Kotangente des Winkela, den ein veranderlicher

Strahl p mit einem festen einschliefit, eine lineare Koordinate von p (a. a. 0.,

p. 104).
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7. Minimalkoordinaten. Wahlt man zur Definition linearer

Punktkoordinaten (Nr. 5) komplexe lineare Funktionen der rechtwink-

ligen Koordinaten 195
),

dann besteht das Grundtetraeder aus komplexen

Ebenen, und es entsprechen einem reellen Punkt im allgemeinen kom

plexe Koordinaten. Z. B. benutzt man zuweilen ein von zwei Paaren

konjugierter Minimalebenen gebildetes Koordinatentetraeder, das durch

seine zwei reellen Gegenkanten bestimmt ist
196

).

Wahlt man in der Ebene die Werte zweier konjugiert komplexen
linearen Funktionen der rechtwinkligen Koordinaten als nichthomogene

Dreieckskoordinaten, so besteht das Grunddreiseit aus zwei konjugiert

komplexen Geraden, die sich in einem reellen Punkt schneiden, und

aus der unendlichfernen Geraden. Setzt man insbesondere

(1) u = x + iy, v = x~ iy,

so sind die durch den Ursprung des rechtwinkligen Achsenkreuzes

gehenden Minimalgeraden die im Endlichen liegenden Seiten des neuen

Grunddreiecks. Wir nennen daher mit F. Klein 19 &quot;

1

} u und v die

Minimalkoordinaten des reellen oder komplexen Punktes P (x, y). Die

Minimalgeraden durch P schneiden dann die #-Achse in Punkten mit

den Abszissen u und v. Das Entfernungsquadrat der Punkte P (wx , t^),

P
8 (tt2 ,t?2) stellt sich in Produktform

(2) Pff = (&quot;*-*3(**-*i)

dar 198
).

Ferner ist fur reelle Punkte Plt P2

(3)
IVz^.-

195) J, Pliiclcer, Syst. anal. Geom., Nr. 27f.
;

J. f. Math. 34 (1847), p. 346 f.

Fufin. = Ges. Abh. 1, p. 423. Die Definition der Wurfkooidinaten bei K. G.

Chr. v. Staudt, Beitr. z. Geom. d. Lage (1867), Nr. 411, bezieht aich auch auf

imaginare Grundelerdente.

196) S. G. Darboux, Classe rem., p. 218 f. Vgl. auch Nr. 33.

197) Ausgew. Kapitel der Zahlentheorie 1, Autogr. Vori. (Winters. 1895/96),

ausgearb. von A. Sommerfeld, GcJttingen 1896, p 65. A. GayUy, Trans. R. 6oc.

Edinb. 25 (1868), p. 1110 = Math. pap. 6, p. 498, nennt sie circular coordi

nates (bei Salmon -Fiedler, Anal. Geom. d. hoh. eb. Kurven, Leipzig 1873, p. 7,

mit ,,Kreis-Koordinaten
u

ubera.) und nimmt zur Herbeifiihrung der Homogenitat
noch eine dritte, gewChnlich als Einheit gedachte Koordinate w hinzu. u = 0,

IT = und v = 0, w == sind dann die Koordinaten der absoluten Punkte.

E. Laguerre, NOUT. Ann. (2) 9 (1870), p. 171 = Oeuvres 2, p. 94, nennt u, v

coordonntes isotropes, die Minimalgeraden (p. 164, 165 = Oeuvres 2, p. 89) droites

isotropes (auch Bull. Soc. Philom. 1867 = Oeuvrea 2, p. 27) und die der DiiFe-

rentialgleichung ds = genugenden Kurveu einer Flache ,,lignes isotropes &quot;.

198) E. Laguerre, a. a. 0., p. 172, 173 (Oeuvres 2, p. 95). Auf den Gl. (2) u. (3)

bernhen viele Satze, die G. Darboux, Classe rem., p 61 106, und an anderen

Orten mittels dieser Koordinaten ableitet.
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wo
&amp;lt;p

den Neigungswinkel des Halbstraiiles P
i
P

2 mit cler .positiven

x - Halbachse bezeichnet
l99

).

Ein reeller Punkt ist durch seine u- oder seine v-Koordinate allein

bestimmt, weil die reeilen und die imaginaren Teile beider gleich

sind*00
).

Fur einen komplexen Punkt P (x
= # + tV, y = y 4- t

y&quot;)

hingegen, wo jetzt x
, x&quot;, y, y&quot;

reelle Zahlen bedeuten, haben

==(* - 3,&quot;) + ^ +*&quot;)

t&amp;gt;

= (* + j,&quot;)-*(y -*&quot;)

verschiedene reelle und irnaginare Teile. Bestimmt nun die w-Koor-

dinate von P den reeilen Punkt p und die v-Koordinate den reeilen

Punkt p, so ist damit einem jeden (endlichfernen) imaginaren Punkt P
uiukehrbar eindeutig eiu reelles wienticrtes Pun/ctepaar pp (bei dem
also die Reihenfolge zu beachten ist) zugeordnet (E. Laguerre

1

)).

Die Punkte p und p fallen fur einen reeilen Punkt P zusammen.

und andern ihre Reihenfolge fiir den zu P konjugierten Punkt. p,p
sind die reeilen Punkte der beiden Minimalgeraden durcn P 302

),
daher

199) E. Laguerre, a. a. 0., p. 172.

200) Geometriscb hoifit dies, die oo* imaginaren Strahlen eines jeden der

liiischel von Minimalgeraden sind den reellen endliehfexnen Punkten ein- ein

deutig zugeordnet. Damit dies anch fox den reeilen, unendlichfernen Strahl

gelte, fafifc man diesen als Punkt auf
;
eine unendlichgrofie u- oder v-Koordinate

bcfjtimmt den utwndlichfernen Punkt. S. F. Klein, Nichfc - Euklidische Geome-

trie 2 (Autogr. Vorl., Sommers. 1890, ausgearb. v. Fr. Schilling, 2. Abdr. GiJtt.

1893), p. 90.

201) A. a. 0., p. 168 f. (Oeuvres 2, p. 92 f.); der Vektor pp heiBt daa segment

representatif des imag. Punktes. Vgl. dagegen die Darstellung eines komplexen
Punktes durch eiu Punktepaar bei O. Stols, Math. Ann. 4 (1871), p. 416 FuBn.;

W. Fiedler, Anal. Geom. der Kegelschmtte, nach G. Salmon, 7. Ann., 1 (1907),

p. 25. C. A. Rjerknes, Uber die geom. Representation der Gleichungen, nsw.,

Christiania 1859, hat die unvollkommene Darstellung dea imag. Punktes P durch

den reellen Punkt (x y&quot;, y + x&quot;}
benutzt. Vgl. Bull. sc. math. 8 (1875),

p. 135, nnd E. R. Neovtus, Ofv. Pdrh. Finska Soc. Helsingf. 29 (1886), p. 164161.
M. Marie, Th^orie des fonctions de variables imaginaires, Paris 1874 76, und in

zahlrtichen anderen Abbandl. reprasentiert P durch den reellen Punkt (x -{- x&quot;,

y ~f- y } Wegen anderer Darstellungen s. A. Ram&rino, Giorn. mat. 35 (1897),

p. i!57 f.

202) Denkt mac sich mit v. Staudt einen imaginaren Punkt durch eine

ellipiisch^ Involution in einer rsollen orientierten Geraden tlenniert, so sind j, p
jene zwoi Punkte der Ebene, aus denon diese Involution durch Bechtwinkel-

iDVolutioiKn projiziert wird. Da sich der Sinn der Geradcii auf die beideu

Strahlbiiochel iibertragt, so besitzt die eine Strahlinvolution den positiven, die

audere den negativen Drelisinn der Ebene. Der Scheitel der ersteren soil den

ersten, der Scheitel der letzteren den zweiten Punkt des darstelleuden Punkte-

paares bUuon. Fiir die aamtlichen imag. Punkte einer reellen Geraden findet
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unabhangig yon dem ursprunglichen rechtwinkligen Koordinaten-

system
ao8

).

Jeder Gleichung f(ut v)
= gehort eine reelle oder imaginare

Kurve und umgekehrt zu 20S
*).

Besitzt die aquivalente Gleichung in

x, y nur reelle Koeffizienten, so enthalt die Kurve zu jedem kom-

plexen Punkt auch den konjugierten. Ordnet man nun nach Laguerre

den oo 2 Puukten einer (nicht in Miniraalgerade zerfallenden) Kurve

die orientierten Punktepaare pp zu
?
so bilden p und p enisprechende

Punkte einer (yon singularen Stellen abgesehen) gegensinnig Iwn-

formen**) Punktverwandtschaft in der Ebene, die fur reelle oder

nullteilige Kurven involutorisch ist. Die Punkte einer reellen Ge-

raden g werden auf diese Weise durch die zu g symmetrischen

Punktepaare, die Punkte einer komplexen Geraden oder eines kom-

plexen Kreises durch die entsprechenden Punkte zweier gegensinnig
ahnlichen 205

)
bzw. kreisverwandten 208

) Systeme dargestellt. Die Koor-

dinaten u, v bilden also ein Hilfsmittel zum Studium gegensinnig
konformer Verwandtschaften in der Ebene 207

).

sich diese Darstellung schon bei K. G. Chr. v. Staiidt, Beitr. z. fteom. d. L., 2. H ,

Niirnberg 1857, Nr. 410.

Sind piPi tPtPi die die komplexen Punkte Pl , P8 darstellenden Punkte

paare, so folgert Laguerre, a. a. 0., p. 174 = Oeuvres 2, p. 97, aus Gl. (2), dafi

ist, wo ^ den Winkel bezeichnet, den die gerichtete Strecke Pi pt mitpl pt
bildet.

203) Laguerre, Oeuvres 2, p. 92.

203*) Die Beziehungen, die zwisehen den Gleichungskoeffizienten fur eine

reelle Kurve bestehen miissen, nntersucht A. Perna, Bend. Circ. mat, Palermo

17 (1902), p. 6572. Wegen Anwendungen der Koordinaten u, v vgl. : E. Cesaro,

Nouv. Ann. (4) 1 (1901), p. 19 ;
H. Poincare, Acta math. 3 (1883), p. 50.

204) E. Study, Math. Ann. 63 (1906), p. 242. Er weist auf den Zusaminen-

hang dieser Verwandtschaften mit den konforrnen Spiegolungen an eincui reellen

Kurvenbogen (H. A. Schware, Ges. W. 2, p. 149151) bin.

205) E. Laguerre, Nouv. Ann. (?) 9 (1870), p. 252 = Oeuvres 2, p. 107?

Bull. Soc. math. France 1 (1873), p. 242 = Oeuvres 2, p. 353. Daraus, dafi

in der Umgebung eines Kurvenpunktes die Kurve durch ihre Tangente eraetz-

bar iat, folgert man dann die vorher erwahute gegensinuige Konformitat der all-

gemeinen Punkbverwandtschaft. Obige Tatsache fiihrt auch zu einem geouve-

trischen tTbertragungsprinzip, demzufolge man in der Geoinetrie der Eborte den

Punkt durch ein orientiertes Punktepaar, die Oerade durch eine gegensinnige
Ahnlichkeit ersetzen darf.

206) E. Laguerre, Bull. Soc. math. France 1 (1873), p. *24 =, Ouav^os 2,

p. 362.

207) pp stellt z. B. {Laguerre, Oeuvres 2, p. 103) einen komplexen Punkt

einer reellen Ellipse dann und nur dann Jar, wenn p und p auf einer kon-

fokalen Hyperbel so liegcn, dafi ihre Verbindungslinie zu einer der Tangenten
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Fiir die reellen Punkte der Ebene isi die Minimalkoordinate u

identisch mit jener komplexen Zahl, die nach K. F. Gauft (bzw.
C. Wessel und J. R. Argand, I A 4, Study, Nr. 5) jedem Punkt zu-

geordnet wird 208
).

FaBt man diese Zuordnung als Abbildung der

komplexen Punkte einer Greraden (bier der ic-Acbse) auf die reellen

Punkte der Ebene auf, so laBt sich wie im binaren Gebiet (Nr. 5)

jeder reelle Punkt z der Ebene durcb das komplexe Doppelverhaltnis
209

)

(5) j

der Hyperbel in cleren Schnittpunkten mit der Ellipse parallel ist. Diese Dar-

stellung imaginarer Punkte durch reelle orientierte Puuktepaare hangt aufs

engste mit F. Kteivw Darstellnng der Biemannschen Flache einer algebraischen
Funktion (Math. Ann. 7 (1874), p. 658566) zusammen. Ygl. E. Laguerre, Nouv.

Ann. (2) 9 (1870) = Oeuvres 2, p. 102.

Im Eaum wird nach E. Laguerre, Nouv. Ann. (2) 11 (1872), p. 1421,
108117, 241254 (oder L Institut, Nr. 1898 (1870)), ein imaginarer Punkt P
durch einen reellen orientierten Kreis dargestellt, den Ort der reellen Punkte

des Minimalkegels durch P. Vgl. noch P. Molenbroek, Nouv. Ann. (3) 10 (1891),

p. 434453 (auch Arch. Math. Phys. (2) 10 (1891), p. 261282, und Nieuw Arch.

Wisk. 19 (1891), p. 113131). Die entsprechende Abbildung von imaginaren
Kreieeu einer Ebene durch reelle Punktepaare haben schon M. Chasles, Trait^

de geom. sup., Paris 1862, 2 e ed. 1880, chap. 33, und A. F. Mobius, Ber. Gee.

Leipzig (math.-phys.) 9 (1857), p. 38 48; 10 (1858), p. 117 = Ges. W. 2,

p. 313828, 329347, betrachtet. Eine Darstellung der imaginaren Punkte des

Eaumes durch reelle Punktepaare studiert L. Autonne, Bull. Soc. math. France

29 (1901), p. 95118. Weitere Literatur hierzu bei A. Eamorino, Giorn. mat.

36 ((2) 4) (1897), p. 256258.

208) Diese Gauflsche {Coordinate wurde in zahlreichen geometrischen Unter-

suchungen verwendet. Vgl. etwa aufier den Arbeiten von A. F. Mobius und ver-

achiedenen meiet im NacblaE gefdndenen Bemerkungen von C. F. Gaufi (Werke 4,

p. 396398; 8, p. 307356): F. H. Siebeck, J. f. Math. 55 (1858), p. 221263;
F. Lucas, Paris C. R. 75 (1872), p. 1250; 77 (1878), p. 1463; Bull. Soc. math.

France 33 (1905), p. 226229; G. Holzmulkr, Einfuhrung in die Theorie der

isogonalen Yerwandtschafton usw., Leipzig 1882; /. Brill, Mess, of Math. 16

(188087), p. 820; /. Schick, Sitzungsber. math.-phys. Ak. Miinchen 30 (1900),

p. 249272; E. v. Weber, ebenda 31 (1901), p. 367 408; F. Morley, Trans. Amer.

Math. Soc. 1 (1900), p. 97 116; 4 (1903), p. 112; 8 (1907), p. 1424; E. Cesaro,

Giorn. mat. 39 (1901), p. 146-161; J. Ktirschdk, Arch. Math. Phys. (3) 8 (1905),

p. 285.

Eine projektive Verallgemeinerung dieser Koordinate verwendet E. Busche,

Grundz. einer rechnenden Geom. der Lage, Progr. Bergedorf bei Hamburg 1890,

indem er einem reellen Punkt der Ebene mit den projektiven Koordinaten | , T\

die komplexe Zahl g -f- *n zuordnet.

Wegen Verwendung bikomplexer Zahlen als Koordinaten s. IIIAB4a,
Fano, Nr. 17, 18.

209) Dieser Begriff stammt von A. F. Mobius, Ber. Ges. Leipzig (math.-
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bestimmen, das er mit den Gmndpunkten aiy a2 und dem JEinkeits-

punkt e bildet. Diese drei Punkte sind willkiirlich wahlbar. Nach

L. Wedekind*19
) ist f auch durch die Winkel ausdrtickbar, welche die

vier durch
^e

drei der Punkte ctlf a29 ef
e legbaren Kreise miteinander

einscnliefien
811

).
Wahlt man a = (Ursprung des rechtwinkligen

Achsenkreuzes), 2
= oo (unendlichferner Punkt der Lbene), e= + 1

(x = 1, y = 0), so ist nach (5)
=* . Die 6raw/6sche Koordinate #

eines Punktes erscheint demnach als Sonderfall der kcmplexen Doppel-

verhaltniskoordinate. Letztere geht aus ersterer durch eine Trans

formation

niit komplexen Koeffizienten hervor. Daraus folgt (I A 4, Study, Nr. 6),

daB alle Punkte, fiir welche der reelle bzw. imaginare Teil von J

konstant ist, auf Kreisen durch a
a liegen, die in diesern Piinkt den

Kreis a^e beriihren bzw. orthogonal schneiden 212
).

Die Koordinate J ist invariant gegeniiber linearen Transforma-

tionen der Form (6), d. h. gegeniiber Kreisverwandtschaften ohne Um-

legung der Winkel 218
),

ist daher in der ebenen Geometric der reziproken

Radien (III AB 4b, Fano, Nr. 11 und 30, a)) vorteilhaft verwendbar,

sofem es sich bloB uin reelle Figuren handelt 214
).

Zur analogen Ko-

ordinatenbestimmung komplexer Punkte sind zwei Doppelverb altnisse

erforderlich (vgl. Nr. 8).

phys.) 5 (1853), p. 1424 insbes. 2 == J. f. Math. 52 (1856), p. 229 242 = Ges.

&quot;W. 2, p. 20S. Wegen des Zusammenhanges mit der v. Staudtschen Theorie vgl.

Clebsch - Lindemann , 2 1

, p. 621 f. E. Study, Betrachtungen iiber Doppelver-

haltnisae, Ber. Ges. Leipzig (math.-phys.) 48 (1896), p. 200221, gab rerschie-

dene weitere Verallgemeinerungen dieses Begriffs.

210) Beitr. z. geom. Interpr. binarer Formen, Diss. Erlangen 1875, p. 12, 19;

Math. Ann. 9 (1876), p. 211; 17 (1880), p. 9.

211) Hieraus folgt sofort die Moglichkeit, diese Koordinatenbestinimung
eines Punktes durch stereographische Projektion auf die Kugel zu ubertragen

(Nr. 88).

F. Lucas, Paris C. R. 77 (1873), p. 1464, verwendet in der Ebene als

,,coordonnee8 anharmoniques&quot; den absoluten Betrag und die Amplitude von .

Einen Souderfall davon bilden die Polarkoordinaten (Nr. 9, a)).

212) L. Wedckind, Beitr. z. geom. Interpr. uaw., p. 20.

213) Ahnliehkeitstransformationen brauchen nicht, &quot;wie es haufig geschieht,

besonders ervrahnt zu werden, da sie sich aus Inversionen zusamniensetzen lassen.

(Die Zusammensetzung zweier Inyersionen an konzentriachen Kreisen ist eine

Ahnlichkeit.)

214) F. Klein, Vergl. Betr., 6, insbes. Math. Aim. 43 (1893), p. 78 (letzte

Fufin.).
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8. Nichtlineare projektive Punktkoordinaten. Weist man in

zwei Strahlbuscheln (J.t) und (Az) der Ebene mit den reellen Schei-

teln Aly A^ je drei beiiebigen reellen Strahlen die Doppelverhaltnis-

werte 0, oo, 1 zu, so 1st durch diese Festsetzung jedem reellen Strahl

der beiden Buschel eine reelle, jedem nicht reellen Strahl eine kom-

plexe Zahl als projektive Koordinate (Nr. 5) zugeordnet
815

).
Durch

jeden Punkt P der Ebene, mit Ausnahme von A
l und A9f geht nun

ein Strahl eines jeden Biischels. Gehoren diesen Strahlen in den

Biischeln bzw. die Koordinaten
jjj

und 2 zu, so sind diese Zahlen

nicMineare projektive Koordinaten des Punktes P. Denn sie bestimmen

den Punkt im allgemeinen eindeutig, und a.Ue Punkte, deren Koordi

naten |1? 2 der linearen Gleichung a^ + #
3 |2 + a3 = geniigen,

gehoren einem Kegelschnitt an, der durch A
lf A% und den Schnitt-

punkt der beiden Strahlen mit der Koordinate oc geht
216

).
Nur die

zur Verbindungslinie A1 A^ gehoriger Koordinaten bestimmen keinen

Punkt eindeutig, und nur fur die Punkte Alf A% wird eine der Koor

dinaten uubestimmt. Ferner Hndern sich
i&amp;gt;

|2 bei einer kollinearen

Transformation der Ebene nicht.

Diese Koordinaten gehen aus den rechtwinkligen durch eine qua-

dratische Transformation 217
) hervor. Eine analoge Koordinateubestim-

mung ist auf alle Elemente anwendbar, die aus den Elementen zweier

Grundgebilde erster Stufe durch Verbinden oder Schneiden hervor-

gehen
218

).

Bezeichnet f( l9 ^) eine ganze rationale Funktion, die in ^ voin

n^**, in ^o vom n&amp;lt;** Grade ist, so st-ellt f(%i9 12)
&quot;^ ^ e^ne algebraische

Kurve dar, die jede Gerade durch A% in n
t
und jede Gerade durch

A
l

in n
2
Punkten (aufierhalb A% bzw. A^) schneidet 219

).
Werden ^

215) K. G. Chr. 9. Staudt, Beitr. z. Geoin. d. Lage, 2. H., Nvlrnberg 1867, 29.

216) / C. Becker, Zeitsch*. Math. Phys. 16 (1871), p. 531634; E. JBwscfa 808
),

p. 10; K. Hensel u. G. Landsberg, Theorie der algebr. Funktionen einer Variablen

usw., Leipzig 1902, p. 366 f.

217) Vgl. IU A B 4b, FanOf Anm. 72, nnd wegen Einzelheiten etwa K. Doehle-

mann, Geora. Transformationen 2, Leipzig 1908, 1. Kap.

218) Fiix zwei Ebeaenbtisckel im Raume z. B. eind die Doppelverhaltnisse

|j , 2
Koordinaten der Strahlen des durch die beiden Biischel erzeugten Net^es

oder Bfindels (E. Busche, a. a. 0.). Vgl. den Sonderfall bei F. Folie 1

***), p. 132 f.

Werden in zwei Ebenen oder allgemeiner in zwei Grnndgebilden 2. Stufe

Elemente mit gleichen projektiven Koordinaten einander zugeordnet, so ergibt

sich die allgeineine qaadratische Verwandtschaft zwiechen diesen Grundgebilden.

Vgl. F. Seydewts, Arch. Math. Phys. 7 (1846), p. 113148.

219) E. Kasner, Trans. Amer. Math. Soc 1 (1900), p. 450, nennt nlf n
f

die

Tcilordnungen (partial orders) der Knrve. Vgl. hierzu auch Nr. 33.
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und |2 beliebigen voneinander unabhangigen linearen Transformationen

unterworfen, so erfahren die Punkte der Ebene eine quadratische

Transformation.

Die Koordinaten |u 2 lassen sich ebenso ftir Strahlbftschel init

komplexen Sclieiteln defiuieren. Verlegt man insbesondere Alf A%
in

die absoluten Puukte der Ebene, so werden Jl? ^ nichflineare Minimal-

Jcoordinaten***), die erwahnte quadratische transformation geht in die

Mobiussche Kreisverwandtschaft iiber, und die Iitvariantentheorie der

ebenen Kurven fur die Gruppe der Inversionen wird nach E. Knsner***)
mit der Invariantentheorie der doppelt binaren Formen identisch*81

),

deren Variable unabhangigen linearen Transformationen unterworfen

werden. Fiir n
t
=

n, 2 stellt f( l9 ^) == eine zyklische Kurve

4. Ordnung*
22

) dar.

Gehort dem Strahl A^A^ in beiden Biischeln der Wert &amp;lt;x&amp;gt; zu,

so sind Jn |8 die in Nr. 6 (bzw. Nr, 7) betrachteten linearen Koor

dinaten.

Im Raume lassen sich analog wie in der Ebene als projektive

Koordinaten eines Punktes P die Doppelverhaltnisse j^, J2 , ^ ver-

wenden, die zu den durch P gehenden Ebenen dreier EbenenbGschel

gehoren. Von dieser eindeutigen Bestimmung durch Koordinaten

sind die Punkte der durch die Aohsen der drei Ebenenbiischel leg-

baren Flache 2. Ordnung ausgenommen
2as

).
Auch diese Koordinaten.

sind nicht linear 884
), da eine lineare Gleichuug zwischen ihnen eine

Flache 3. Ordnung definiert (III 7, Meyer). Einen Sonderfall davon

fuMirt K G. Chr. v. Staudt 2I5
) an. Liegen die Achsen der drei Biischel

220) Ebenda p. 461.

231) Statt gj , s, laesen sich namlich sofort homogeue Koordinaten |j : |/ ,

|, :|,&quot;
einfuhren.

222) Vgl. Nr. 10, Anxn. 275. E. Kasner gibt a. a. 0., p. 490 f. unter Ver-

wendung der Minimalkoordinaten eine Klassifikatioa dieser Kuxvenj p. 493 fELhrt

er far jedes der Buachel von Minimalgeraden drei homogene Koordinaten ein,

zwigchen denen eine quadratische Bedingungsgleichung besteht (vgl. Anna. 614).

228) Deshalb schlagt A. Visnya, Arch. Math. Phye. (3) 10 (1906), p. 338,

den ttbergang zu den Koordinaten in bezug auf eine Nonnkurve vor (vgl. Anm.224).

224) E. Busche S0b
). Der Ort aller Punkte gt ===

6,
= |5 1st eine Raumkurve

3. 0. C, (mit den Achsen jener Ebenenbiischel als Biaekauten). auf der hierdurch

ein Parameter verteilt ist. Die Koordinatenbeetimiaung lafit sich nun auch so

auffassen, daB jedem Punkt P die Parameterwerte seiner Projektionen aus jenen
Bisekanten auf die C, zugeordnet verden. Analoges gilt fiir die Ebene und ffir

den En (Nr. 11).

Werden in zwei Raumen Punkte mit gleichen derartigeu Koordinaten zu

geordnet, so ergibt sich eine rationale kubische Yerwandtschatt dieser Raume.

Vgl. F. v. Krieg, Zeitschr. Math. Phyi. 29 (1884) Suppl.. p. 3872.
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in einer Ebene und gehort ihr in alien drei Biischeln die Koordi-

nate oo zu, so sind 1; |2 &amp;gt; *s liaeare Koordinaten (Nr. 5).

Allgemein sind die Werte dreier Funktionen der linearen pro-

jektiyen Koordinaten nicMlineare projektive Koordinaten. Namentlich

gilt dies fiir die reziproken Werte der linearen Koordinaten 226
).

9. Polarkoordinaten. Wird die Lage eines Punktes P durch

seine Entfernnng r von einem festen Punkt (dem PoZ 227
), Anfangs-

punkt*
28
) oder Ursprung) und die Richtung des Halbstrahls OP be-

stimmt, so heiBen die hierzu notigen Zahlen seit dem 19. Jahrhun-

dert die Polarkoordinaten von P. r = OP wird Radiusvektor**1

)

(auch VeJctor) oder Leitstrahl
2*8

),
Falirstrahl genannt. Die Bestimmung

der Richtung von OP erfolgt auf mancherlei Arten.

a) In der Ebene. Wahlt man einen vom Pol ausgehenden
festen Halbstrahl OX (die Polarachse

f Aclise*) oder Fundamental-

linie) und den positiven Drehsinn der Ebene, dann ist der Halbstrahl

OP durch semen im BogenmaB ausgedriickten Neigungswinkel &amp;lt;p

gegen OX bestimmt. 9 wird Anomalie, Amplitude, Abweichung, A&i-

w&M& 829
) oder Argument*) genannt und ist nur bis auf Vielfache

225) Beitr. L. Geom. d. Lage, H. 2, Niirnberg 1867, Nr. 412. Hierher ge-
horen auch die ,,coordonne*es triedriques gendralea&quot; von F. Folie 1

***}, p. 184 f.,

der die Achsen der drei Ebenenbiischel parallel zu einer festen Ebene wahlt

und als Koordinaten eines Punktes P die Kotangenten der Winkel nimmt, welche

die durch P gehenden Ebenen der Bfischel mit der festen Ebene bilden (ygl.

Anm. 194*).

226) A. Demoulin, Mem. cour. et autres Ac. Belg. 44 (1891) (vgl. Bull. Ac.

Belg. Sc. 20 (1890), p. 2027), z. B. verwendet die reziproken Werte der Nr. 6

Ende von b) erwiihnten Koordinaten.

K Lemoine, Bull. Soc. math. France 16 (1888), p. 170 f., wahlt auf den Ge-

raden OX, OF, OZ die festen Punkte A, J5, C und projiziert den laufenden

Punkt P aus J?C, CA, AB baw. auf OZ, OY, OZ. Die Entferaungen der

Projektionen von nennt er ,,verallgemeiuerte Cartesische Koordinaten&quot;, weil

Bie in letztere iibergehen, wenn A^ B, C ins Unendliche riicken. Diese Koordi

naten sind, wie eine einfache Eechnung zeigt, lineare gebrochene Funktionen

der linearen projoktiven Koordinaten. Ihr ebenes Analogon wird (p. 165 f.) etwas

naher untersucht.

227) Monge et Hachette, J. ec. polyt. cah. 11 (t. 4) (an X), p. 150. Nach

M. Cantor, Vorl. 4, p. 513, tritt der Ausdruck ,,equazione polare&quot; zuerBt bei dem
Italiener Fontana (1784) auf.

228) L. L Magnus, Aufg. u. Lehrsatze, 1, p. 4; 2, p. 3.

229) G. Loria, L Enseign. math. 1 (1899), p. 857. Bei M. Simon, Anal.

Geometrie der Ebene, Leipzig 1900, p. 25, auch Phase oder Bichtungsbogen.

229&quot;)
J. A. Grunert, Anal. Geom. d. Ebene und d. Raumes fiir polare Koor

dinatensysteme, Greifswald u. Leipzig 1867, p. 3. Dieses Werk behandelt die

ganze analytische Geometrie, inkl. Differeiitialgeometrie, unter ausschliefilicher

Benutzung von Polarkoordinaten.
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von 2?r bestimmt. r wird gewohnlich als positiv an^esehen; jedoch

laBfc ein negativer Wert yon r die Deutung zu, dafi P rler Rrgiio/ung

des durch
&amp;lt;p

bestimmten Halbstrabls sngebort, also sich mit dem

Punkt
(&amp;lt;p
+ it, r) deckt 280

).
Dieses erste Beispiel einea von dem

Cartesischen verschiedenen Koordinatensystems curdle 1748 von

L. Euler*91) ohne Einftihrung besonderer Namen angegeben.

Als Koordinatenbasis kann ein orientierter Einheitskreis mit dem

Pol als Mitte und ein auf der Peripherie gewablter Anfangspunkt
fur die Bogenmessung betrachtet werden.

Wahlt man die Polarachse als positive -Achse eines gleicb-

schenklig-rerhtwinkligen Koordinatensystems, dessen Einbeit&trecke

dem Radius und dessen positiver Drehsinn (Nr. 2) dem des Baeis-

kreises gleicb ist, so hangen die rechtwinkligen und polaren Koordi-

naten eines Punktes durcb die Gleichungen

(1) # = reosqp, y = rsin&amp;lt;p

zusammen 232
).

Die Polarkoordinaten des Punktes (#, y) sind also die

Werte der Funktionen

(2)

230) L Euler, Introd., lib. 2, cap. 21, 626; L. I. Magnus, Aufg. u. Lehrs.

1, p. 4; Th. Dobson, The Mathematician 1, London 1845, p. 167 f; R. Baltzer,

Anal. Geom , 14, 4; H. Drasch. Z. Realschulw. Wien, 12 (18*7). p. 7983;
G. iorta, Period, mat. insegn. sec. Livorno 15 (1899), p. 7 11; L Enseign. math.

1 (1899), p. 367364; Ebene Kurven, p. 714; Serret-Scheftcr* ,
Diff.- u. Integr.-

Rechnung 1, Leipzig 1906, p. 345 f. Vgl. ferner die Bemerkung von E. Prouhet,

Nouv. Ann. (1) 20 (1861), p. 344348, uber den Fall der Redoktibilitat der

Polargleichung einer Kurve oder Flache.

231) Introd. 2, cap. 17, 391 f. und cap. 21, 526 f. Da Ton Eider unsere

heutige Bezeichnungaweise der trigonometrischen Funktioaen sowie deren Auf-

fassung als Winkelfanktionen stammt (vgl. Th. St. Dairies, Trans. R. Soc. Edinb.

12 (1834, gel. 1832), p. 264; A. v. Braunmiihl, Vorl. xibe* Geschichte d. Ti ,,ouo-

metrie 2, Leipzig 1903, p. 104), so wird ea verstandlich . dafi vor ihm Polar

koordinaten in dem heutzutage gebrauchlichen Sinn nicht auftreten. Nach
M. Cantor, Yorl. 3 (2. Aufl.), p. 482 hat Jakob Bernoulli, Acta Ernd Lips.,

Januarh. 1691 = Opera 1, p. 431 442, die erste Anwendung von Pelarkoordi-

iiaten zxir Behandlnng der paxabolischen Spirale gemacht. Er denkt sich die

Achse einer gewOhnlichen Parabel in Gestalt eines Kreises gebogen und die Or-

dinatcoi senkrecht zu diesem aufgetragen. P. de Varignon, Hist. Mem. math,

phye. Ac. sc. Paris (a. 1704) 1722, p. 69131 hat, anknupfend an Fermat (Oeuvres,

p. 179) Gleichungen von Kurven in Polarkoordinaten aufgestellt (p. 70 f.), indem

er, von einer beliebigen ebenen Kurve ausgehend, die Ordinal eines Kurven-

punktes als Bogen eines festen Kreises und die Abszisse als zugehSrigen B,adius-

vektor auffafit. Aber erst bei Euler tritt der Gedanke hinzu, dafi auf diese

Weise die Lage jedes Punktes der Ebene bestimmbar ist.

232) L. Euler, Introd. 2, 396.

Encyklcp. d. math. WiMansch. in 1. 43
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wo arctg kongruent mit eineni Winkel
&amp;lt;^

7t gewahlt wird, je nach-

dem y positiv oder negativ ist, und wo die Quadratwurzel stets po-

sitiv zu nehmen ist. Sie gehoren zu den orthogonalen krummlinigen
Koordinaten (Nr. 4). Die Koordinatenkurven sind die Geraden durch

den Pol und die Kreise urn ihn.

Jede in Polarkoordinaten gegebene Kurve

(3) &quot;,)
-0

kann als NormalriB der Schnittkurve einer Drehflache mit einer Wendel-

flache betrachtet werden, deren gemeinsame Achse die im Pol er-

richtete Normale auf die Koordinatenebene ist. Wahlt man fur die

Wendelflaclie die Steigung eins, so hat der Meridian der Drebflacher

die Drehachse als #-Achse betracbtet, in rechtwinkligen Koordinaten

die Gleichung f(y, e)
= O 233

).

Lineare Gleichungen in Polarkoordinaten steUen archimedische

Spiralen dar, die vom Pol ausgeben
234

).

Polarkoordinaten werden baufig zur Untersucbung einer Kurve

in der Umgebung eines ibrer Punkte benutzt 235
).

Als Verallgemeinerung dieser Koordinaten sind
(fiir reelle Punkte)

der absolute Betrag und die Amplitude des in Nr. 7 betracbteten

komplexen Doppelverbaltnisses J aufzufassen 286
)? ferner die ettiptiscken

und hyperbolischen Polarkoordinaten yon C.-A. Laisant 6

*).

M. Chasles, Ap. hist., Note VIII, p. 297301. Sonderfalle davon hat

schou Pappus betrachtet (ebenda 26). S. auch U. Wieleitner, Spez. ebene

Kurven, Leipzig 1908, p. 249. Wegen der Ableitung der Kurve
/*(&amp;lt;p, r) =

aus f(Xj y) vgl. P. de Varignon, Amn. 231 und G. Loria, Ebene Kurven, p. 595.

ftber die Konatruktion von Kurven, deren Gleichungen in Polarkoordinaten

gegeben sind, handelt Cli. Biehler, Nouv. Ann. (3) 3 (1884), p. 367 376; 4 (1885),

p. 153159, 223235, 249256. Die Symmetric in Polarkoordinaten untereucht

J. Lefebre, Nouv. Ann. (3) 11 (1892), p. 302314, 353374. Die Kurven von der

Gl. r* = 2mqp -} nq&amp;gt;*
studiert J. . Rudini, Ann. sc. mat. fiV Roma 4 (1853), p. 5

24. S. auch IIIC4, Berzolari, Anm. 2 und HID 4, Scheffers, Nr. 9, 87.

234) L. Euler, Introd. 2, 526. Die Kurve f(r, q&amp;gt;)

wird daher ini

Punkt (rof qc&amp;gt; ) von der archimedischen Spirale (r r
tt )

/

^-J -j- (9 9) (~ &quot;)

berGhrt (Jff.
I. Pi/rfcm&quot;

Sm
), p. 20).

235) Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. hohereu ebenen Kurven, Leipzig 1873 r

p. 26. G. Halphen, III C 4, Berzolari, Anm. 2.

236) S. F. Lucas* 11
). Ala weitgehende Verallgemeinerung, wobei statt

des Poles eine Kurve tritt, kfamen die von E. Habich, Amn. 126, benutzten Ko

ordinaten aufgefafit werden.

236*) Essai sur lea fonctions hyperboliques, Paris 1874. Laisant wahit z. B.

statt des Eiioheitskreises eine gleichseitige Hyperbel mit der Mitte 0, deren auf

dem Halbstrahl OX liegender reeller Scheitel A von die Entfernung eins hat.

Schneidet der Halbstrahl OP die Hyperbel in dem reellen Punkt M, so nennt
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b) Im Baum 287
). Legt man durch den Pol eine orientierte

Ebene n mit bestimratem positiven Drehsinn (Polarebene)
238

) und

zieht in ihr einen Halbstrahl
PX (Pdarachse), so wird, wenn

Pf

den NormalriB von P auf n

bezeichnet (Fig. 4), die Rich-

tung von OP bestimmt durch

die Winkel 9 = XOP* und

% = P OP. r, &amp;lt;p,i
sind dann

raumliche Polctrkoordinaten***)

des Punktes P. Wahlt man die

Polarachse als z-Achse, die Polarebene als gleichorientierte #/-Ebene eines

rechtwinklig-gleichschenkligen Koordinatensystems (Nr. 3), so hangen
diese Polarkoordinaten mit den reehtwinkligen durch die Gleichungen

(4) x = rcos^cos^), y = r cos % sin 9
zusammen 24

.

Fig. 4.

er r r-j und Jen doppeltea Hyperbelsektor q&amp;gt;

= 2 AOM die Polarkowdtnaten
JA

der yleichseitigen Hyperbel (a. a. 0., p. 76). Ihr Zusammenbang mit den recht-

winkligeu Koordinaten wird durch Gleichungen vennittelt, die sicii von den Gl. (1)

blofi dadurch unterscbeidcn, dafi etatt der Kreisfunktionen die entsprechenden

Hyperbelfanktionen treten. Ahnlich werden Polarkoordinaten einer ungleich-

seitigen Hyperbel (p. 8*2) oder einer Ellipse (p. 71) definiert und zu geouietriBchen

Untersuchungen verwertet. Vgl. hierzu auch S. Giiniher, Die Lehro von den

gewftbnlichen und verallgemeinerten Hyperbelfunktionen usw., Halle a./S. 1881,

p. 381, 385, 389. Diese Koordinateu sind im Grunde nichts anderes ais Polar

koordinaten einer pseudometriscben Geometric, in der namlich irgend ein reelles

oder konjugiert iniaginares Punktepaar der unendlicbfemen Geradeu als absolutes

Punktepaar verwendet wird. (Vgl. wegen dieser Geometrien: F. Klein, Ausgew.

Kapitel der Zahlentheorie, Autogr. Tori. 1, Gottingen 1896, p. 57 79; Elementar-

math. 2, p. 368375, 379.) S. auch Anm. 362.

237) Solche Koordinaten durfte A. Cl. Clairaut, Becberches sur lea courbes

a double courbure, Paris 1781 (Vorrede, letzte Seite) im Auge gehabt haben,
wenn er sagt; BA Tegard des courbes a double courbure, dont les coordonnfcs

partent d un point . . .&quot;

238) Fundamentdlebene bei J. A. Grunert, Anm. 229 a, p. 2; G. S. Ohm, Anal.

Geom., p. 127, der von ,,Central-&quot; statt Polarkoordinaten spricht, verwendet

astronomische Benennungen : n = Gleicherebene
,
OX = Grundrichtung, &amp;lt;p

=
Lange, ^ = Breite.

239) J. L. Lagrange^ Nouv. Mem. Ac. Berlin (a. 1773), p. 127 = Oeuvres 3,

Paris 1869, p. 626, bezeichnet die Einfiihrung dieser Koordinaten statt der reeht

winkligen als ,,une des transformations les plus utiles et les plus ordinairea&quot;.

Vgl. Monge et Hachctte&quot;
7
)-, J.A. GVtmert&quot;

9
), p. 3, nennt tp das fundamental*,

% das normuie Argument des Punktes P.

wo nur statt % das Komplement auftritt; Monge
43*

240) J. L. Lagrange**
9
),
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Sei $ = XOP und 0- der Neiguntrswinkel der Halbebene OXP
gegen n (Fig. 4), so benutzt man auch /, &, 9- als Polarkoordinaten

des Punktes P 2U
).

Sic gehen in (lie vorhergehendca im wesentlichen

liber, sobald man die y-Achse als Polarachse und die t/#-Ebene als

Polarebene wahit.

Wahit man als Ursprung eines rechtwinkligen Achsenkreuzes

und schlieBt OP mit den Achsen (lift Winkel Jl, ft, v ein, so bestim

men zwei der Winkel die Kichtung von OP 848
), r, X, ^, v sind da-

her Polarkoordinaten 248
) yon P, wenn die Gleichung cos2 A -}- pos* p.

-j- cos2 v ~ 1 besteht.

Die Koordinaten y, %,r sowohl als #, #, y sind orthogonale Koor-

dinaten (Nr. 4). Da sich unter den Koordinatenflachen (Nr. 4) eine

Schar von Kugeln befindet, heiBeri sie auch Kugelkoordinaten*
44

}.

1st P der NornialriB von P auf die Polarebene it und bezeich-

net man die ebenen Polarkoordinaten von P (Fig. 4) mit
&amp;lt;p, $ y

den

Abstand P P mifc z
y
so neiBen die orthogonalen Koordinaten

&amp;lt;p, ^&amp;gt;,

z

auch Zylinderkoordinaten^) des Punktes P.

Unter & eine willkiirliche Konstante verstanden, heiJBen die Aus-

drucke

(5) x A: sin ,
^
sin 1&amp;gt;.

t y = k sin -v~ sin
ta, =** ^ sin -.r- sin v,

p^cos ,

zwischen denen die Gleichung x9 + y* -f- ^2 = ^2
(1 p

2

) besteht,

et Hachette**1
} (mit zwei Druckfehlern); J(&amp;gt;. J. Magnus, Aufg. u. Lehrs. 2, p. 3.

Den Zusammenhang dieser Koordinaten mit den scMefwinkljgen Parallelkoordi-

naten leitet G. S. Ohm, Anal. Geom., p. 129 f. ab; die analogen Koordinaten fur

den Rn gibt F. Klein, Math, Ann. 18 (1881), p. 246, an.

241} L. I. Magnus f a. a. M aamt Zusammenhang mit den rechtwiukligen

Koordinaten.

242) Wegen Konstruktion von P aus r, i, ^ s. 0. Staude, Anal. Geom., p. IM.

243) Mon^ et Sacliette und L. I. Magnus a. a. 0. C7t. Laisant, Bull. Soc.

math. France 26 (1896), p. 271, nennt sie symmetrische Polarkoordiuaton. Ahn-

lich definiert 0. Staude, Anal Geom., p. 64, die Polarkoordinaten tiner Strecks.

Dio Kichtung Ton OP wird auch durch die Winkel beetimmt, welehe die

Normalrisae von OP auf die xz- und #t/-Ebene mit OX einschliefieo. S.

wegen dieser Koordinaten L. /. Magnus, a. a. 0., p. 4.

244) M. SaUser, Anal. Geom., p. 388. Die von S. Gtiniher, Anm. 236 \

p. 421, 425, 435, betrachteten hyperboloidischen Polarkoordinate* bilden das raum-

liche Analogon der oben erwahnten Laisantsckei}. Koordinateu.

245) E. Baltzer. ebenda, p. 386. Zur analytiscben Darstellung von Schraub-

flachen vcrwendet gie L. I. Magnus, Aufg. u. Lehrs. 2, p. 474; zur Ausfiihrung

von Kubaturen usw. Brenner, Arch. Math. Phys. 13 (1849), p. 244269. - Wegen
der elliptischen Polarkoordinaten s. Anm. 623.
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nach W. Killing) die Weierstrafisctien Koordinaten eines Punktes.

Sie haben sicli fur das Studium nichteuklidischer Raume als niitzlich

erwie^en
247

).

10. Polyspharische Koordinaten und ihre Analoga in der

Ebene, in der Geraden und im Rn .

(1) K
(

~
a, (* + y -f **} + 2\x + 2 ciV + 2 d

t
z + t

t

sei eine besondere reette, nicht identisch Terschwindende ganze rational

Funktion 2. Grades der gleichschenklig-rechtwinkligen Koordinaten

x, y, z. Samtliche durch K
{

definierten geometrischen Gebilde

sollen jetzt Kugdn heifien. Fiir a^ 4= steUt 2T
t
. = eine Kugel

ini Sinne der Elementargeometrie dar, deren Mitte O
i

die reellen

Koordinaten *
.

Cf
. hat und deren Radius r. durch

fi. . ft. .

&quot;

fi. . *

-1 -I

2 __ V +/ON

bis auf das Vorzeichen gegeben ist. r
{
kann reell oder rein imaginar

sein 848
).

Fiir r
i
== soli die in den Minimalkegel des reellen Punktes

Q. degenerierte Kugel Nullkugel
249

) genannt werden. Fiir a.= stellt

K
t
= eine Ebeue als Kugel mit unendlich grofiem Radius dar. Die

Strecke (biy c., d^) bestimmt (Nr. 3} die Riehtung des unendlichfernen

Mittelpimktes. Der Form K
t
^7 e

i entspricht die unendlichferne Ebene

(Nr. 8), die hier zugleich als Nullkugel zu betrachten ist
250

).

246} Die Nichumklidisclien Haumfonneu in anal. Behandlung, Leipzig 1886,

p. 66. Nach F. Kl^n , Autogr. Vorl. iiber Nichteukl. Geom. 1, p. 297, bat diese

Koordinaten Weierstrafi im Sommersemester 1872 im Seminar mitgeteilt.

247) Wahlt man in einem solchen Raum drei zueiiiander normale Ebwien

und bezeichnet die aus einem Punkte P auf sie g*fallten Lote mit a. ft, c, BO ist

a b c
x k sm -v , y = k sin -^ , z 1c am -=-

,
fc rC K

wo - v das KriinimungsmaB dee Raumes bedeutet. Fur ^=^00 gehen x, y, z
A -

in die Carfcesiscben Koordinateu ^bcr -^. Anwendnngen finden sich, anfier in den

Anm. 246 angefiihrten Werken, uoch bei W. Story, Amer. J math. f&amp;gt;

(188:&amp;gt;),

p. 358381: W. Killing, J. f. Math. 88 (1886), p. 1 48; X. Gerard, Sur la g^o-
metrie non euelidienue, These, Paris 1892; F. IZausdorff, Ber. Geg. Leipzig

(math.-phys.) 51 (1899), p. 181-214; H. Liebmann, Nichteuklidische Geometric.

Leipzig 1905, p. 166 f. Wcgn anderer Koordinaten in nichteuklidiechen Raumen
g. niABn.

248) In letzerem Fall soil die Kugel nach F. Klein (Anm. 81) nullttilig heifien.

24) A. Cayley, Ann. mat. p. appl. (2) 1 (186766), p. 132; Punllkugel
bei Th. Reye, Geom. d. Kugeln, p. 4, und G. Loria, Mem. Ace. Torino (2) 36

(1884), p. 203.

250) Vgl. Anm. 263.
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JP-

Ist a
t
.

=f= 0, so heiSt der Wert von -* ffir einen Punkt P(#, y, *)

die Potent der Kugel in diesem Pww/4 251
).

Setzt man Q.P = d
f ,

so 1st

(3) f-*, -r,

das Quadrat der Tangentialentfernung des Punktes P von der Kugel

(Of , r,.).
Fur a = kann der Wert von K

t
selbst als Potenz be-

trachtet werden (vgl. Nr. 3). Der Ort aller Punkte, in denen K.

einen konstanten Wert hat, ist eine Kugel um O
t

.

Die Werte von drei oder vier linear unabhangigen Punktionen K
t

in einem Punkte P bilden (Nr. 4) nichthomogene bzw. homogene

krummlinige Koordinaten des Punktes P und konnen als trispharische

bzw, tetraspharische PunMkoordinaten bezeichnet werden. Sie sind die

mit festen Konstanten multiplizierten Potenzen von drei nicht dnrch

denselben Kreis gehenden, bzw. vier nicht durch dasselbe Punktepaar

gehenden Grundkugeln im Punkte P 252
),

werden daher auch Poten,z-

251) in C 2, Staude, Nr. 11. Der Name stammt von J. Steiner, J. f. Math. 1

(1826), p. 164 f. = Ges. W. 1, p. 22; E. Laguerre, Paris C. R. 1865 = Oeuvres 2,

p. 20, nennt die linke Seite der Gl. f(x, y]
= die Potenz der dadurch definierten

algebraischen Kurve im Punkte (x, y). Fiir eine Kurve 2ntor
Ordnung, die die

absoluten Punkte za n-fachen Punkten hat, gilt der Satz: Zieht man durch den

Punkt P eine beliebige ,
die Knrve in At ,

A
9 ,

. . .
, A9 n schneidende Gerade , so

bat PA
V
PA

t
PAt n einen von der Richtung der Geraden unabhangigen

Wert, die Potenz der Kurve in P. Solche den Kreis und die spater erwahnten

zjklischen Kurven umfassende Kurven werden daher auch Potenzlcurven genannt

(vgl. H. Wieleitner, Spez. ebene Kurven, Leipzig 1908, p. 10).

252) Nachdem jr. Pliicker, Entw. 1 (1828), p. 49 f. auf das Rechnen mit den

linken Seiten von Kreisgleichungen aufmerksam gemacht, lag ea nahe, diese

GrofJen als Punktkoordinaten in der Ebene zu betrachten. H. Gr. Zeuthen, Nouv.

Ann. (2) 3 (1864), p. 297 806, untersucht die durch lineare und quadratische

Gleichungen zwiachen Zweikreiskoordinaten bestimmten Kurven. G. Darboux,

ebenda, p. 156 165, untersucht die ebenen Schnitte des Torus, indem er die

Gleichung dieser Flache in der Form ct -f- c t -\- c&quot;t&quot; darstellt, worin
&amp;lt;,

t
j t&quot; die Tangentialentfernungen eines Flachenpunktes von drei eingeschriebenen

Kugeln bezeichnen, also die Quadratwurzeln aus trispharischen Koordinafcen.

Vgl. wegen tetraspharischer Koordinaten auch zahlreiche Stellen in ,,Classe rem.&quot;.

Auf den Sonderfall dieser Koordinaten, dafi man als Grundkugeln Nullkugeln wShle,

inachte F. II. Siebeck, J. f. Math. 62 (1863), p. 155 f., aufmerksam. Tmyklische
Koordinaten in der Ebene und tetraspharische im B.aum hat J. Casey vielfach

benutzt. Vgl. beziiglich ersterer Trans. R. IT. Ac. Dublin 24 (1869), p. 457569,
beziiglich letzterer (bei ortbogonalen Grundkugeln) Phil. Trans. 161 (1871),

p. 587 ff. Ist K = ^nifKf (i
=

1, 2, 3, 4), so hat die Mitte von K beziiglich der

Mitten der vier Kugeln Kt
die baryzentrischen Koordinatan m

t ;
J. Casey, a. a. 0.,

p. 585, Der Satz findet sich schon bei H. Grafimann, Geoin. Analyse usw.,

gekronte Preisschr. Leipzig 1847 = Ges. W. I 1

, p. 386; Ausdehnungsl. v. 1862,
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genannt. Vier beliebige Zahlen, als tetraspharische

Koordinaten betrachtet, bestimmen zwei bezuglich der Orthogonal-

kugel der Grimdkugeln inverse Punkte. Die trispharischen Koordinaten

lassen sich als tetraspharische ansehen, fur die eine Grundkugel die

unendlichferne Ebene (Nullkugel) ist.

Jede houiogene Gleichung
ten Grades zwischen den tetrasphari-

schen Koordinaten stellt eine Flache 2w*r

Ordnung dar
?
die den ab-

soluten Kegelschnitt zur w-fachen Kurve hat und bezuglich der Ortho-

gonalkugel der Gruudkugeln zu sich selbst invers ist
254

).
Solche

Flachen heiBen nach Th. Moutard 2b&
) anaHagmatisdi- sie werden von

alien Kugeln doppelt beruhrt, deren Mitten einer bestimmten Flache

wtor
Ordnung angehoren und die eine feste Kugel orthogonal schnei-

den. Jede lineare homogene Gleichung stellt insbesondere eine dem

Gebfisch der Grundkugeln angehorige Kugel dar*56
).

Besonders vorteilhaft hat sich die Einfiihrung iiberzahliger homo-

gener Koordinaten obiger Art, der Darbouxsohen pentaspMriscJien Punkt-

Ttoordinaten
267

) ;
erwiesen. Bezeichnen Kly K%, .... JT5 voneinander

linear unabhangige Fonnen obiger Art
( a^b^d^ \ 4= 0), al9 o^,

p. 271 = Ges. W. 1 s
, p. 268; vgl. auch E. Mutter, Mouateh. Math. Phys. 3

(1892), p. 373; K. Dochlemann, Geom. Transformationen 2, Leipzig 1908, p. 85.

E. Lucas, NOUT. Corr. math. 2 (1876), p. 226232, 267265, 289296; 3(1877),

p. 225230; Ann. mat. p. appl. (2) 8 (1877), p. 187192, benutzt -*-
(
*= 1,2,3,4)

2fl
*
r*

oder (Bull. Soc. math. France 5 (1877), p. 136143) * als tetraspharische (bzw.

trizyklische) Punktkoordinaten. Vgl. auch: A. Magener, Anallagmatische Punkt-

koordinaten im Kugelgebusche und ihre Anwendung auf die nichteukl. Geometric,

Diss. Strafiburg 1906; ferner die astatischen Koordinaten bei Weber-Wettstein,

Encykl. 3, p. 639 546, die trizyklische Koordinaten darstellen, dereu Grund-

kreise durch denselben Punkt gehen.

253) W. K. Cliffords ,,power-coordinates&quot;, Math, pap., p. 334; vgl. Anm. 261.

2o4) G. Darboux, Ann. e^. norm. (2) 1 (1872), p. 369; Classe rem., p. 127.

255) I/Institut (1864) == Nonv. Ann. (2) 3 (1864), p. 807. Der Name ist

zusammengesetzt aus dem a privativum und &ttdoaco ich andere.

266) J. Casey, London Phil. Trans. 161 (1871), p. 585; fur Nullkugeln als

Grundkugeln schon bei F. H. Siebeck, Anm. 262, p. 156.

257) Paris C. R. 73 (1871), p. 734 f.; Ann. ec. norm. (2) 1 (1872), p. 892.

Darboux befand sich schon 1868 in deren Besitz; vgl. seine Bemerkung Paris

C. R. 73 (1871), p. 734, ferner: F. Klein, Math. Ann. 6 (1872), p. 268; Hohere

Geom. 1, p. 107; S. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 262. Ausfuhrlich behandelt hat

er sie far den Fall zueinander normaler Grundkugeln in ,,Classe rein.*
4 Note X,

p. 256, und ,,Le90ns
u

1 (1887), chap. VI; der Name ,,coordonnees pentaspheriques&quot;

findet sich daselbst p. 213. S. die Darlegung dieser Koordinaten samt zahl-

reichen Anwendungen bei R. Lachlan, On systems of circles and spheres, London

Phil. Trans. 177 (1886), p. 481626, und JP. Klein, HShere Geom. 1 (1898), p. 98 ff.
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. . .
,

&amp;lt;*5 irgendwelche reelle Konstanten und Q einen Proportionalitats-

faktor, so versteht man darunter die durch die Gleichungen

(4) **,-*; (-l,2,...,6)

definierten Zahlen x
t

. Damit fiinf Zahlen x
t pentaspharische Koordi-

naten eines Punktes seien, miissen sie einer aus (4) leicht ableifcbaren

homogenen quadratischen Gleichung &(#) = von nicht verschwin-

dender Diskriminante genfigen
258

).
Hat man es mit einem reeUen

Koordinatensystem zu tun, worin namlich einem reellen Punkt reelle

Koordinaten entsprechen, so ist die Form & im Sinne des Tragheits-

gesetzes (I B 2, Meyer, NT. 3) durch vier Vorzeichen der einen und

ein Vorzeichen der anderen Art gekennzeichnet
259

).
Jede GroBe K

der Art (1) lafit sich in der Form

(5) JT-.Jm&amp;lt;JE;
i

darstellen 860
),

worin die m. der GroBe K eigentiimliche Konstanten be-

deuten. Die Gleichung einer jeden Kugel ist daher in den Koordi

naten x
i
linear homogen, und umgekehrt stellt jede solche Gleichung

eine Kugel dar. Die Zahlen m
i
sollen die Ableitzahlen seQ

) der Kugel
K= aus den Kugeln K+ = heiBen.

Beim Rechnen mit den Formen K spielt die aus den Koeffizien-

ten irgend zweier Formen K
{
und K

k gebildete bilineare Form

(6) [Z;
!

JiTJ
-

a, t + atet
- 2 (bt

bt + cfk + d
(
d
t)

eine wichtige Bolle. Das Operationssymbol [JTJiTJ besitzt Produkt-

charakter 261
), denn es gilt dafiir das kominutative und distributive

268) G. Dorfcotwc, Ann ec. norm. (8) 1 (1S72), p. 890; Classe rem., p. 271;

G. Loria, Mem. Ace. Torino (2) 36 (1884), p. 209; F. Klein, HOhere Geom. l t p. 99.

259) F. Klein, HShere Geom. 1, p. 200; M. Bocher, Eeihenentw., p. 40, 30 f.

260) H. Grafimann, AusdehnungsL T. 1862, Nr. 392396 = Ges. W. 1\

p. 263-266.

261) Er ist von Jlf. Badorff, Beitrige z. Theorie d. Kreises u. d. Kugel,

Progr. GroBhera. Gyma in Baden, ieT7, nachgewiesen und benutzt worden. S.

ferner W. K. Clifford. Ou the powers of spheres,, Math. pap. (London 1882),

p. 383, welcher Aufsaw aach dem Herausgeber aus dem Jahre 1868 stammt. Fur

den Fall von Nullkngeln scheint diesen Produktcharakter auch A. F. Mobius

erkannt zu hahen; vgl. die Abgchnitte VVIII seiner nachgelaesenen Abharid-

lung ,,t?ber geom. Addition u. Multipl.&quot; aus d. J. 1862, Ges. W. 4, p. 678697.
Die Arbeiten von: M. MehwJce, Anwendung d. GraBmaniischen Ausdehnungslehre
a. d. Geom. d. Kreise i. d. Ebene, Diss. Stuttgart 1880; H. Cox, The Quart. J.

p. appl. math. 19 (1883), p. 79 f.; 25 (1891), p. 171; E. Miiller, Monatsh. Math.

Phys. 3 (1892), p. 365402; 4 (1893), p. 152, beruhen zum grofien Teil auf der

Ausnutzung dieser Eigenschaft, die natdrlich fur alle biliuearen Formen gilt.
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Gesetz. Fiir a
i =f= 0, ak =f= 1st, unter dik

die Zfentraldistanz der

Kugeln K{

= 0, Kk
= verstanden,

__ r

Dieser Ausdruck heifit die gemeinsame Potenz***) der beiden

Kugeln oder die Potenz der einen Kugel in der anderen. Fur r
k

Q

geht sie in die Potenz der Kugel Kt
im Punkt Kk

und f(ir r
i

r
t
==-

in das Entfernungsquadrat der beiden Punkte uber. Ferner ist

[K^K^ == 2a
i

2r
i

2268
).

Schneiden sich die beiden Kugeln in reellen

Punkten unter dem Winkel
&amp;lt;jpa ,

so besteht die Gleichung
264

)

fur den Fall gich nicht reell schneidender Kugeln dient sie zur Defini

tion des Schnittwinkek qptt .

Die Formeln in pentaspharischen Koordinaten gestalten sich be-

sonders einfach
?
wenn die GrbBen K

t
so gewahlt werden, daB die

Gleichungen

(9)

bestehen, die Grundkngeln also wechselseitig normal sind. Zwiscben

deren Halbmessern besteht dann die Gleichung

(10) + +--- + = 0;

262) t&amp;gt;pui8sance commune&quot; bei G. Darbottx, Ann. ec. norm. (2) 1 (1872) p. 350;

Classe iemM p. 269 ;
s. auch W. K. Clifford, Anm. 261, p. 332. G. Frobenius, J. f. Math.

79 (1875), p. 185247, verwendet das |-fache dieer GroBe unter der Bezeich-

nung rlt ;
G. Loria, Mem. Ace. Torino (2) 36 (188*), p. 208, nennt r

4

*+ rk
*

fl
t l

die Simultaninvariante der beiden Kugeln. Anf eine wirhtigc Eigeaschaft dieses

Auidrucks weist G. Schlumberger, Cb. n-dimenaiotjale lineare u. quadrat. Kugel-

systeine, Diss. Zurich 1S96, p. 9, hin. Andere Auethvicke warden von J. Stei-

ner, Ges. W. 1, p. 32, und Fr. G. Affolter, Math. Anu 4 (1872), p. 186, als ,,ge-

meinsame Potenz&quot; zweier Kugeln bezeichnet. Eine Ausdehnung des Potenz-

begriiis auf zwei Kegelschnitte einer Ebene gab J\. Lachlan, London Phil. Trans.

177 (1886), p. 489.

263) Fur o
t
- =

,
ak -|- ist [JTt

- Kk] gleich dem mit ak und der Lange
der Normalenstrecke (Nr. 3) der Ebene K

t muitiplizierten Abstand des Punktes

Ok von dieeer Ebene. Fur a,
= ak = ist [JQ ,

Kk] gleich dem negativen dop-

pelten Produkt der Normalenstrecken beider Ebenen, multipliziert mit dem Ko-

sinus ihrea Neigungswinkels, Fur K9
als unendlichferne Ebne iat [K, X,]

= a,es
und [Kt

-K
t ]
= 0; wegen der letzten Gleichung iat die unendlichierne

Ebene als Nullkugel zu betrachten. S. auch E. Lachlan* *), p 484, 576.

264) G. Darboux, Ann. ^c. norm. (2) 1 (1872), p. 352. Bei entsprechender
Definition des Winkels kann rechts auch daa positive Yorzeichen auftreten.
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vier sind reell, einer ist imaginar
285

). Setzt man noch in Gl. (4)

, ir
l

1 ar,,

wo die Quadratwurzeln, mithin auch die Radien der Grimdkugeln
mit bestimmten Vorzeichen behaffcet zu denken sind, so sind die

orthogonakn penfaspharischen Koordinaten x
i
eines Punktes

also proportional den durch die Kugelradien dividierten Potenzen des

Punktes in bezug auf ftinf fcueinander normale Kugeln. Von den

GroBen K
t

diirfen drei auch Ebenen bestimmen; (*xf
ist dann der

doppelte Abatand des Punktes von der orientierten Ebene K
{
=

(Nr. 8)
26G

).
Alle Punkte der unendlichfernen Ebene auBerhalb des ab-

soluten Kegelschnittes haben die Koordinaten x
( ; jedem Punkt

*&quot;*

des lefczteren gehoren oo 1

Koordinatenquintupel zu 266a
).

In der Gleichung

(13)

einer Kugel in diesen Koordiuaten sind die Koeffizienten qt
den durch

die Radien der Grundkugeln dividierten Potenzen der Kugel in den

Grundkugeln proportional
267

).
Da fur eine Nullkugel die q(

den x
i

265) G. Darboux, Classe rem., p. 136; F, Klein, Hdhere aeom. 1, p. 100

102. Naoh H. Lachlan, London Phil. Trans. 177 (1886), p. 618 FuBn., ware

Clifford, Educational Times, 1866 66, der erste, der vier orthogonale Kreisc in

dor Ebene benutzt; die Koordinaten in bezug anf fiinf orthogonale Kugeln
verwendet schon J. Casey, London Phil. Trans. 161 (1871), p. 600. Die Mitten

ron je vier dieser Kugeln bilden die Ecken eines Tetraeders, dessen flQhen sich

in der Mitte der fiinften treffen (Th. Moutard, Nonv. Ann. (2) 8 (1864), p. 306;

G. Darlxtux, a. a. 0.).

266) G. Darboux, Glasse rem., p. 1S7, 265, 266; Le9ona 1, p. 216.

266*) (r. Darboux, Classe rem., p. 266, 267.

267) Denn da (g = 1 gedacht)

1

die Gl. (13) entsprechende quadratische Form in kartesischen Koordinaten ist,

so folgt
r- &amp;lt; -rr t r~

Tp&quot;
i ff -

i I t

Vgl. G. Darboux, Paris C R. 73 (1871), p. 786; Classe rem., p. 269. q{
ver-

schwindet, sob&ld die Kugel znr Grnndkugel Ki
normal ist.
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proportional sind 267
),

so ist ftir eie

(i*) J&2 = o
oder

(I**) ,2V =0.
Letztere einfache Form nimmt die oben erwahnte Bedingungs-

gleichung & (x)
= flir ortliogonale pentaspharisehe Koordiuaten

an 368
). Umgekehrt lassen sieh je fiinf dieser Gleichung geniigende

Zahlen x
t

als orthogonale pentaspharische Koordinaten ernes Punktes

ansehen 269
).

Fur

(15)

stellt
&amp;lt;li

x
i

eme Ebene dar;

(16)

1st die Gleichung der unendlichfernen Ebene, die zufolge Gl. (14 a)

als Nullkugel zu betrachten ist
270

).
Fiir irgend zwei Kugeln

ist
; wegen [! ]

=== ---^ g.3/7 dieBediiigungihrer Orthogonalitat
271

)

(17)

*

268) G. Dwboux, Ann. ec. norm. (2) 1 (1872), p. 390; Classe rem., Nr. 48;

. auch p. 272. Einige andere Spezialsysteme pentaspharischer Koordinaten

aamt den entsprechenden Identitaten betrachtet R. Ladilan, a. a. 0., p. 602 (drei

orthogonale Kugeln nnd deren Schnittpunkte als Grundkugeln), nnd insbesondere

M. Bocher, Reihenentw., p. 41, 42. G. Darboux, Bull. sc. math. Mtr. 9 (1871),

p. 165, hat die projektive Yerallgemeinerung dieser Koordinateri zum Studium

der Flachen vierter Orduung mit einem Doppelkegelschnitt (oder der allgemeinen
Flftchen dritt-er Ordnung) benutzt.

269) Fur die rechtwinkligen Koordinaten dieses Punktea folgt

_&quot; &quot; ~ &quot;

^L r
{ +

Da fiir funf zueinander normale Kugeln Ki

ist, so darf in diesen Gleichungen fiir Punkte im Endlichen
/-

fi H

gesetzt werden. S. G. Darboux, Classe rem., p. 141, Gl. (41), wo aber bei x,y,z
der Faktor 2 fehlt, und Le9ons 1, p. 217.

270) G. Darboux, Classe rem., p. 260, 270. Vgl. auch Anm. 263.

271) G. Darboux, ebenda p. 262. Fiir die gemeinsame Potenz der beiden
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Die Wiehtigkeit des pentaspharisclien Koordinatensystems bestebt

in seiner Invariant; (Nr. 1) geycntiber der Gmppe der Inversionen

(IIIAB4b, Fano, Nr. II)
272

),
so daB bei seiner Verwendung gleich-

zeitig alle dureh Inversion ineinander uberfiihrbaren Figuren studiert

werden 278
).

Geht die Grundkugel j&T
t
. dabei in eine Ebene iiber, so

wird 9^ der doppelte Abstand von der Ebene.

Kugeln findet er

-

Daraus folgt fiir das Distanzquadrat zweier Punkte mit den orthogonalen penta-

apharischen Koordinaten x
i
und yi

und fiir das Linienelement

&quot;&quot;(it

a. a. 0., Note X; Leeons 1, p. 213 219. Auch der Winkel zweier durch ihre

Gleichungen in diesen Koordinateu gegebenen Flachen driickt sich auf sym-
metrische Weise aus; Le9ons 1, p. 220.

272) Vorbereitet war diese Verwandtschaft durch J. Steiners ,,potenzhaltende

Punkte&quot;, J. f. Math. 1 (1826) = Ges. W. 1, p. 33, und Poncelet* invers liegende

Punkte. Beeprochen wurde sie zuerst von /. Plucker, Entw. 1 (1828), Nr. 184;

J. f. Math. 11 (1834, dat. v. 1831) Ges. Abh. 1, p. 277. Als Sonderfall der

quadratiechen Transformation hat sie gestreift L. I. Magnus, J. f. Math. 8 (1831),

p. 51, insbes. p. 60; Aufg. u. Lehrs. 1, p. 236, 290; (3% Bellavitis, Ann. sc. 1st.

Regno Lomb. Ven. 6 (1836), p. 136141; Nuovi Saggi Ace. Padova 4 (1838),

p. 243 288 hat diese Transformation und ihre projektive Verallgemeinerung

auseinandergesetzt. Ygl. ferner /. W. Stubbs&amp;gt; The London Bdinb. Dublin Phil.

Mag. (3) 23 (1843), p. 338347. Neu entdeckt wurde diese Transformation als

,,Prinsdp der eiektrischen Bilder&quot; von W. Thomson, J. math. p. appl. .10 (1845),

p. 364367, unabhangig von Thomson auch von 0. Neumann, stat. Temperatur-

zustand, Leipzig 1861; Tgl. auch ,,Potential&quot;, Leipzig 1877, p. 54, 355 [IIA7b r

Nr. 16]; den Namen
,,transformation par rayons reciproques&quot; erhielt sie durch

/. Liouville, ebenda 12 (1847), p. 276. In allgeuieinerer Form gelangte dazu

A.F.M6biu8&amp;gt; Ber. Ges. Leipzig (math.-phys.) 5 (1853), p. 14 24 = J. f. Math. 52

(1856), p. 218228 = Ges. W. 2, p. 207217; Abh. Ges. Leipzig (math.-phys.) 2

(1855), p. 529595 Ges. W. 2, p. 248314. Die projektive Verallgemeinerung
behandelt als ,,quadratische Inversion 11 T. A. Hirst, Ann. mat. p. appl. (1) 7 (1865),

p. 49 65 und Proc. JR. Soc London 14 (1865), p. 49 65; hierin mit Erwiihnung
der dualen Transformation. Den Sonderfall der Inversion an einer gleichseitigen

Hyperbel hat auch G. V. Schiaparelli, Mem. Ace. Torino (2) 21 (1864, geschr. 1861),

p. 227-319, studiert. Die Inversion wird auch Spiegelung an einer Kugel oder

Symmetric bezuglich einer Kugd genannt.
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Jede homogene Gleichung fp(x^f x&amp;lt;f,
. . ., x$] =*= zwischeri dea

Quadraten der orthogonalen pentaspharischerj Koordinaten x
i
bestimmt

(zusammen mit der Identitat ^x? = 0) eine beziiglich jeder der

Gnindkngelu anallagmatische Flache 274
).

Eine homogene quadratische

Gleichung zvrischen den x
i
bestimmt im allgemeinen eine Flache

yierter Ordnung mit dem absoluten Kegelschnitt ah Doppelkurve,

eine sogenannte Zyldidc\ Diese Gleichung lafit si oh im allgemein-

273) G. Darboux, Classe rem., p. 265. S. auch F. Klein, Vergl. Betr., 6.

Die Gruppe der Inveraionen nennt G. Koenigs, Geom. re*gle*e, p. 140, anch ,,an-

allagmatische Gruppe
4
*. Jede Transformation dieser Gruppe 1afifc aich ale lineare

Transformation der x
t auffassen, die &(#) in sich selbst uberfuhrt. Auf dieser

Eigenschaft der Koordinaten x
{

beruht ihre Amrendung in der Theorie der

Krummungalimen und der orthogonalen Flacheusysteme; vgl. G. Darboux, Lemons 1,

Nr. 154, 155.

274) G. Darboux, Clasae rem., p. 189. Diese Kugeln heiSen nach Th. MOH-
tard&quot;

6
} ,,spheres principales&quot;, nach J. de la Gournerie und G. Darboux (Clawe

rem., p. 116) ,,spheres directrices&quot;, sonst auch Symmetriekugdn. Auf andere

anaUagmatiache Kurven und Flachen vierter und hoherer Ordnung wies II Pic-

&amp;lt;p#t,
Paris G. B. 87 (1878), p. 460, hin.

275) Dieae Flachen wurden zuerst von Th. Moutard, Nouv. Ann. (2) 3 (1864),

p. 306809, 536539; Bull. Soc. Philom. (1864); Paris C. li. 59 (1864), p. 243.

und G. Darboux, Paris C. R. 59 (1864), p. 240242 ;
Ann. ec. norm. 2 (1865), p. 55,

3 (1866), p. 97141, (2) 1 (1872), p. 273292, usw. untersuchfc. Mit diesen Flachen

und den analogen Kurven auf der Kugel und in der Ebene hat sich ferner

E. Lagiterre von 1865 an in mehreren Arbeiten beschaftigt; vgl. Oeuvrea 2,

Paris 1906. G. Darboux, Paris C. R. 68 (1869), p. 1313, gab ihnen den Namen

eydides (den analogen Kurven in der Ebene den Namen cyciiqucs, ebenda), der

urspriinglioh von Ch. Dupin, Applications de geometrie et de mecanique, Paris

1822, p. 200, fur die Hiillflache der drei gegebene Kugeln beriihrenden Kugeln

gebraucht wurde. [Diese Dupinsche Zyklide ist schon besprochen : Corr. ^o. polyt.

1 (18048, geschr. a. XII), 2e 6d. Paris 1813, p. 2225; 2 (180913, geschr.

1812), p. 423 425.J J. Casey, London Phil. Trans. 161 (1871
N

i, p. 537. echloB

gich dieser Benennung an. E. E. Kummer, Monatsber. Ak. Berlin 1863, p. 324

336 = J. f. Math, 64 (1865), p. 66 76, hatte schon vorher die Flachen vierter

Ordnung mit einem beliebigen Doppelkegelschnitt untersucht. Ausfiihrliches

iiber diese Flachen bei L. Beraolari, Ann. mat. p. appl. (2) 13 (1885), p. 81174,
und C. Segre, Math. Ann. 24 (1884), p. 313444. Beziiglich der hineichtlich

der Gruppe der Inversionen verschiedenen Arten von Zykliden e. G. Darboux,
Classe rem., p. 128131; G. Loria, Mem. Ace. Torino (2) 36 (1884), p. 266-^297:

M. Bocher. Reihenentw., Kap. 3, 4, insbes. p. 63. Zur Geschichte der Zykliden

vgl. das die Hauptergebnisse seiner Untersuchungen iiber diese Fllichen ent-

haltende Werk von G. Darboux, Classe rem., p. 107 ff. und das Literaturverzeich-

nis p. 337340: ferner C. Segre, a a. 0., p. 313 ff.; G. Loria %
Teor. geom. Kap. 3,

Nr. 9; JR. Suppantschitsch , tfber Oberflachen vierter Ordnuc^ mil Doppelkegel-

achnitt, Progr. Prag 1904. Wegeii der zyklifichen (oder bizirfalaren} Kurven

vierter Ordnung vgl. UT C 5, Kohn, Nr. 8490, 94 6, zumal Anm. 867.
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sten Fall durch tfbergang zu einem neuen System orthogonaler penta-

spharischer Koordinaten auf die Form

bringen, so daB die neuen Gnmdkugeln die Symmetriekugeln der

Flache 274
)

sind.

In jedem der durch diese Symmetriekugeln (als Orthogonal-

kugeln) bestiminten Gebusch gibt es oo 2 die Flache doppelt be-

rfihrende Kugeln, deren Mitten einer Flache zweiter Ordnung (einer

Deferente*) angehoren. Die fiinf Deferenten sind konfokal (IIIC2,

Statute, Nr. 53)
276a

).

Die vollkommen analogen, nur durch die Koordinatenanzahl ver-

schiedenen KoordinatensyBteme existieren in Raumen beliebiger Di-

mensioneuzahl 277
),

insbesondere auch in der Ebene (bi~f tri- und tetra-

zyklische Koordinaten)) und in der Geraden. Fiir letztere sind die

den obigen Kt entsprechenden Formeu a^x* -f- 2bt
x + c

t allgemeine

quadratische Formen einer Veranderlichen und bestimmen, gleich Null

gesetzt; PuriktqMMre. Auf sie lassen sich die Begriffe Mittelpuukt,

Radius, Potenz, gemeinsame Potenz iibertragen; Orthogonalitat ist

durch harmonische Lage zu ersetzen 279
).

Eine honiogene Gleichung

wtn Grajeg zwischen den Dreipunktepaarltowdinaten tines Punktes be-

stimmt 2n Punkte 280
).

276) J. de la Gowrnerie&amp;gt; J. math. p. appl. (2) 14 (1869), p. 37, spricht von

,,courbe deferente&quot; ;
die Bezeichnung ist der Astronomie der Alten entleknt (vgl.

K. Doehlemann, Geom. Transformationen 2, Leipzig 1908, p. 79 Fufia.). 8. aucii

G. DarbouXi Classe rein., p. 116.

276&quot;) Vgl. G. Darloux, Ann. ^c. norm. (2) 1 (1872), p. 276; Clasee rem.,

p. 117, 153.

277) 8. Lie, Nachr. Ges. G8tt. 1871, p. 191209, 635667; F. Klein, Math.

Ann. 5 (1872), p. 267277; M. Bocher, Eeihenentw., p. 243 f.; G. Darboux,

Systemes orth., p. 121.

278) Sie warden in der Mehrzahl der angeffihrten Arbeiten iiber penta-

spharische Koordinaten besprochen. H. Cox, The Quart. J. p. appl. math. 19 (1883),

p. 112, erwahnt den Sonderfall, daB als Grundkreise zwei orthogonale Kreise und

dereu Schnittpunkte verwendet werdea. S. auch JR. Lothian, London Phil. Trans. 177

(1886), p. 618 f. M. Bocher, Eeihenentw., p. 2534, untersucht verschiedene

Sonderfalle dieses Koordinatensyetems. E. Kasner, Trans. Amer. Math. Soc. 1

(1900), p. 442 f., bcnutzt sie&quot; neben den Minimalkoordinaten zur Behandlung der

Inversionsgruppe der Ebene und insbes. znr Klassifikation der zyklischen Kurven

vierter Ordnung (p. 490).

279) E. Muller, Jahresber. d. dentsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 124, 125.

280) Eine ahnliche Darstellung binarer Formen gerader Oidnung kommt



11. Koordinaten in bezug auf eine Normkurve. 671

11. Koordinaten in bezug auf eine Normkurve. In

(1) J(*,f,,*) = /li + /i*
i+/i*+/i

seien die Koeffizienten fi ganze rationale Funktionen der Cartesischen

Koordinaten x, y, z (oder anderer linearer Punktkoordinaten). Dann

definiert die Gleichung

(2) F(x,y,,,l)-0
A als algebraische Fnnktion dritten Grades der Koordinaten x, y, s.

Die drei Zweige A19 A
2 , ^ dicser Funktion defini&ren dann im Sinne

von Nr. 4 JcrummUnige Koordinaten, dcs Purikfas (#, t/ ? s)
881

).
Im Rn

(Nr. 3) miifite die der Gl. (2) entsprechende Gleichung vom wten Grade

in A sein.

Wahlt man in (1) die
f\

als voneinander unabhangige ganze
lineare Funktionen von x, y, s oder, was auf daseelbo hinauskommt,
als homogene lineare Funktionen der Tetraederkoordinaten x

i (Nr. 6),

setzt also

(3) ft^ (- 1)- 4

= (- !/- (! + H x, + ts
x
s + &amp;lt;*tl xi),

-.0,1,2,3; k t ! + 0,

so stellt die (2) entsprechende Gleichung
282

)

(4) s
&amp;gt;t

s -

die Ebenen einer Raumkurve dritter Ordnung dar. die denWerten von

\ ein-eindeutig zugeordnet sind. Man nennt nach W. Fr. Meyer*)
fur einen RH die durch die analoge Gleichung

n

(Fft &quot;STV 1Y-l,y J&amp;lt;

/&amp;gt; V,
L
)

a
i&quot;

-

definierte Kurve wter

Ordnung eine Normkurve dieses Raumes 284
).

Die

bei A. Clebsch, Theorie der binaren algebraischen Formen, Leipzig 1872, 103,

zur Anwendung.

281) GL (2; bestimmt eine Flachenschar, von der im allgemeinen durch

jeden Punkt des Raumes drei Flachen gehen. Die elementarsymmetrischen
f f f

Funktionen von lj , JL, 2. . also s
l
= *

, s,
= ~

, sa
= ~

, sind Koordi-
fs ft is

naten des Punktes (x, y, z} im gebrauchlicheren Sinn (Nr. 4).

282) Sie findet sich bei L. Cremona, Ann. mat. p. appl. (1) 1 (1858), p. 165,

die Ausdehnung auf den Rn bei W. K. Clifford, London Phil. Trans. 169 (1878),

p. 663681 = Math, pap , p. 312; s. auch C. A. v. Drach, Zeitschr. Math. Phys. 12

(Supplement) (1867), p. 80 ff.; E. BeUrami, Rend. 1st. Lomb. (2) 1 (1868), p. 130 f.

= Opere mat. 1, p. 354 f.; R. Sturm, J. f. Math. 86 (1879), p. 116. Die duale

Form verwendet schon A. F. MSbiits, Baryc. Calcul, 96.

283) ApoJaritat, p. 42
;
auf dieses Werk verweise ich wegen weiterer Literatur.

284) G. Kohn, Sitzungsber. Ak. (math.-nat.) Wien 104 (1895), p. 1167

1170, deutet die linearen homogenen Koordinaten eines Punktea P im Rn mittels
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einem Punkt (x, y, z) zugeborigen Werte Alt L
2 ,

A8 ,
d. h. die Para

meter der durch ihn gehenden Kurvenebenen 285
), soilen dabor die Ko-

ordinaten des Punktes in beztug auf eine NormJcurvem
) heifien. Sie

unterscheiden sieh von den friiher besprochenen Pimktkoordinaten

wesentlicb dadurch, dafi es gleichgiiltig ist, welcbe der drei Koordi-

natenwerte man als A
t , A, oder AS betrachtet. Die Punkte, fiir welcbe

zwei der A
t
- gleicb sind, gehoren der Tangentenflacbe der Normkurve,

jene, fiir welcbe ^ Ag A
3 ist, der Norrakurve selbst an.

Das durcb die Ebenen a
t
= gebildete Tetraeder ist ein Scbmieg-

tetraeder der Normkurve 287
). Die elementarsymmetrischen Funk-

tionen der A
f
sind projektive Koordmaten in bezug auf dieses Tetra

eder, dessen Einheitspunkt die Koordinaten ^1, ^ = -f- y 1,

A
3
= Y 1 besitzt. Jede nicbt zerfallende Raumkurve dritter Ord.-

nung kann als Normkurve gewahlt werden. Punkte, die in bezug
auf zwei verscbiedene Normkurven gleicbe Koordinaten A

4 baben, sind

enteprechende Punkte kollindarer Raume 288
).

Das Koordinatensystem
ist zur Untersuchung projektiver Eigenschaften geeignet.

Die dnrch Gleicbungen zwiscben den Koordinaten A
rf

definierten

Flachen sind kaum untersucht worden*88
).

Die Hauptanwendungen

der durch die Grandpnnkte, den Einheitspunkt und P legbaren Normknrve.

Vgl. ferner deesen Deutung der Koordinaten einer Ebeuc, ebenda 112 2 *
(1908),

p. 332, die sich dualisieren lafit.

285) Sind die den Werten I oo, 0, 1 entsprecheaden Kurvenebenen *,
, x

fest gegeben, so ist der Parameter Z irgend einer Kurvenebene t gleich dem

Doppelverhaltnis (sx e
9 fj^

t ) und kann fdr jede Nonnkurve rein geometrisch defi-

niert werden. Da die Ebenen der Nonnkurve ihren Schnifctptmkten mit irgend
einer fasten Tangente projektiv entsprechen, so konnen die Werte ij, ij, X, als

projektive Koordinaten dreier Punkte dieser Tangente aufgefafit werden.

286) W. Fr. Meyer, Apolaritat, p. 60; dieses Werk bevorzugt als Koordinaten

die elementarsymmetrischen Funktionen von ^ ,
l
s , Z

s
. Diese Koordinaten-

bestimmung verwenden scbon K. W. Clifford und E. Sturm, a. a. 0., sowie

Th. Hirst, On the representation of points in epace by triplets of points on a

line, Proc. London Math. Soc. 2 (1869, geschr. 1867), p. 48.

287) W. Fr. Meyer, a. a. 0., p. 47, 48. Die Ecken zrad crs des Tetra-

eders gehSren der Baumkurve an, a
a
und a sind Schmiegebenen, [a O|], [as a8 ]

Tangenten in diesen Punkten. Die vier Ebenen
,.

= bestimmen, auch wenn

man angibt, welche zwei Tetraederecken Punkte und welche zwei Kanten Tan-

geutea der Kurve sein soilen, diese noch nicht v(5llig, sondern es ist z. B. noch

die Kenntnis eines ihrer Punkte nOtig. Dies erklai-t sich aus Gl. (4) dadurch,

dafi eine Ebene die lineare zugehorige Funktion
a,,

nur bis auf einen Zahlen-

faktor bestimint.

288) W. Fr. Meyer, a. a. 0., p. 399.

289) Ist f(^ ,
X
a ,

&amp;gt;L8 }
eine ganze rationale Funktion vom Grade n

t
- in

/-^

(i l, 2, 3), so ist die Ordnung der Flache f(^, X
8 ,

i
s )

== im allgemeinen
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fand dieses Koordinatensystein beim Studium binarer Fornien mittels

geometrischer Abbildungen (Nr. 26)
290

).

Das analoge Koordinatensystem in der Ebene, fur welches, wenn

a
{
lineare homogene Funktionen der Dreieckskoordinaten bezeichnen,

der Kegelschnitt

(6) c^8
i^A + ,=-()

als Normkurve dient, ist von G. Darbaux 1

) und W. K. Clifford***]

aufgestellt und benutzt worden. Der absolute Kegelschnitt des Rau-

mes insbesondere dient Clebsch-Lindemonn 1
**) zur Definition von Ko-

ordinaten in der unendliehfernen Ebene und E. Wadsdi*9
*), unter

-f *H &quot;h *) Ist die Funktion f in alien X, symmetrisch und vom n**n Grade,

so definiert /X^ i, ^) = eine Flache n1*
Ordnung. Eine allgemeine lineare

Gleichung zwischen den l
t
- bestimmt daher eine Flache sechster Ordnung.

290) S. niC 2, Staude, Nr. 107; HI AB 4b, Fano, Nr. 28; insbesondere aber

W. Fr. Meyer\ a. a. 0. Ansffthrliche Literaturan^aben dariiber I B 2, Meyer, Nr. 24.

291) Llnstitut 40 (1872), p. 180-182, 259263; Clause rem., Note II,

p. 183; Paris C. R. 90 (1880), p. 85. Vgl. auch J&quot;. Neuberg, Nonv. Corr. math.

2 (1876), p. 1, 34, 65. Die zu (6) duale Gleichungsform eines Kegelscbnitts

im Wesen bei A. F. Mtfbius, Baryc. Calcul, 61.

292) Proc. London Matb. Soc. 7 (1875), p. 2938 = Math, pap., p. 205217.
Zu einem ahnlichen Koordinatensystem gelangte J. Pliicker, J. f. Math. 34 (1847),

p. 860 876 Ges. Abh. 1, p. 437 f., indem er seine stereographischen Koordi-

naten eineg Punktes einer Regelflache zweiter Ordnung fur den Fall der De

generation der Flache in daa Tangentenaystem einer Kurve zweiter Klasse unter-

sucht. Vgl. auch die Bemerkung von A. Cat/ley, J. f. Math. 67 (1867), p. 95 f.

= Math. pap. 7, p. 121 f. Eine Kegelschnittgleichung der Form (6) vennittelt

bei 0. Hesse, J. f. Math. 66 (1866J, p. 1521 = Ges. W., p. 531638, die Ab-

bildung der Punkte der Ebene auf die Punktepaare einer Geraden. Rein

geometrisch definiert diese Koordinaten A. Visnya, Arch. Math. Phys. (3) 10 (1906),

p. 337 389. Anwendung finden sie bei A. Hurwitz^ Math. Ann. 45 (1894), p. 85 f.

Verwandt damit ist das System der ,,Kreiskoordinaten
u

, dae J. Plucker

1847 in semen Vorlesungen erwahnt und W. Stammer, J. f. Math. 44 (1852),

p. 295316 (sowie Diss. 1849), behandelt hat. Als Normkegelschnitt dient ein

Kreis, als Parameterwerte seiner Punkte werden ihre Bogenabstande von einem

festen Punkt gev^ahlt.

Hier greift die Beziehung zwischen ei&amp;lt;f und tg als Parameter ein. Fur

(x
- 1y)i - 2rX + (x + iy)

-
oder

als Gleichung des Nonnkreises erhalt man als Parameterwerte seiner Punkte in

obigem Sinn I = e i&amp;lt;f&amp;gt; bzw. X = tg

293) 2 1
, p. 571, 606 f.

294) Sitzungsber. Ak. (math.-nat.) Wien 112 (1903), p. 645665, 1091

1097, 15331552; Anz. Ak. Wien 38 (1901), Nr. XXVII. Hat Punkt P die

Kncyklop. d. math. Wistensch. Ill 1. 44
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Hinzunahme ernes im Endlichen liegenden Punktes 0, zur Aufatellung
eines moglichst absoluten Koordinatensystems, das er zur ,,Binar-

analyse des Raumes&quot; verwendet.

12. Allgcmeine elliptiache Koordinaten 29S
). Um den nachsten

Fall der eingangs Nr. 11 erwihnten krummlinigen Koordinaten zu er-

halten, waren in der dortigen Gl. (1) die ff als beliebige quadratische

Funktionen von x, y, z zu wahlen 295
*). Hierzu gehoren, als die einzig

untersuchten Sonderfalle, die elliptischen und parabotisclien Koordinateu

sowie deren projektive Yerallgemeinerung.

Auf die elliptischen Koordinaten wurde G. Lame 99
*) gefuhrtr

indem er eine isothermische Schar von Flachen 2. Ordnung suehte.

Er land die durch die GHeichuug

(i) si +A + ^i-i (&quot;&amp;gt;6&amp;gt;&amp;lt;0,

worin a, i, c reelle Zahlen und A einen Parameter bezeichnen, de-

JSnierte Schar konfokcder
297

) (homofokaler) Flachen. Multipliziert man

rechtwinkligen Koordinaten x, y, z und setzt man = x -f- *
y&amp;gt; i

= * * r

a
2
= x iy, so heifit die binare quadratische Form ax

* die Koordinate des

Punktes P oder des Vektors OP. Das vektorielle und skalare Produkt zweier

Vektoren stehen mit der ersten und zweiten t^berschiebung ihrer Koordinaten-

formen in einfacher J3eziehung. Den Punkten des Minimalkegels aus ent-

sprechen Quadrate von Linearformen
,
welch letztere als Koordinaten der ,,Mi-

nimalpunkte&quot; gelten. Eine Ebene wird durch die Koordinate ihres Poles bessug-

lich der Einheitskugel um bestimmt. Eine orientierte Gerade (Speer) hat zu

Koordinaten die ihrer Schnittpuukte mit dem Minimalkegel aus 0. (Diese Binar-

analyee wird auf die Dreiecksgeometrie angewandt: Monatsh. Math. Phye. 16

(1905), p. 273311). Einer binaren Form 2vter
Ordnung lasson sich dann, ent-

sprechend ihren Zerlegungen in quadratische Faktoren, ein System von je

v gleich laugen von auagehenden Vektoren (Polyvekioren oder Vielbeinen rter

Ordnung} zuordcen; die Koeffizienten der binaren Form sind die Koordinaten

des Vielbeins. Vgl. Sitzungsber. Ak. (math.-nat.) Wien 113** (1904), p. 1107 if.;

Anz. Ak. Wien 43 (1906) v. 26. Apr.; Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 241280;
Paris C. R. 148 (1906), p. 204207.

295) Vgl. auch HI C 1, Dingeldey, Nr. 06; IHC2, Stoude, Nr. 64; IV 2, Ti-

merding, Nr. 30.

295*) Eineii allgemeineren hierher gehorigen Fall behaadelt 0. BokUn, Anal.

Geom., p. 202 f.

296) .T. math. p. appl. (1) 2 (1887), p. 147183, abgedruckt aus Mem. pres.

div. sav. Ac. sc. Paris 5 (1833, erschienen 1838), p. 184, welcher Band aber nach

jenem Aufsatz zur Ansgabe gelangte; vgl. auch die Inhaltsangabe in Ann. Chim.

Phys. 53 (1833), p. 190204.

297) Auf eie wurde J. Binet, J. ec. polyt. cah. 16 (1813), p. 69 (lu a 1 In-

etitut 1811), gefiihrt, der auch ihre Haupteigenachafben erkannt hat; vgl. J. math,

p. a-ppl. (1) 2 (1837), p. 148. Ch.. Dupin beechaftigte eich schon 1805 mit diesem
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GL (1) mit (a A) (I A) (c A), wodurch auch die A o, A = &,

^ = c entsprechenden Doppelebenen #* = 0, y*
= 0, z* ale un-

eigentliche Flachen der Schar hinzugerechnet werden, so erhalt sie

die Form

(2) fW-^ x*(1&amp;gt;-l)(c-X)+ y*(c

(a
oder

(3)

*2+ cay
2+ aft*2 ale) = 0.

Aus (3) 1st die Ubereinstimmung mit (1) in Nr. 11 ersiehtlich 298
).

Die Wurzeln A
A ,

A8; &amp;gt;13
dieser Gleichung LeiBen die (aUgemtineri) ellip-

tischen Koordiiiaten) des Punktes
(a?, y, *). Sie gelioren zu den

orihogonaltn krummliDigen Koordin&ten (Nr. 4).

dreifach orthogonalen Flachensystem, hat aber seine Untersuchungen erst 1813,

Devei. de g^ometrie, p. 305 f., veroffentlicht (L lnstitnt de France hat 1813 seine

Prioritat anerkannt; s. a. a. 0., p. 305 Fufin.). Weitere Literatur fiber fcon-

fokale Flachen 2. 0. IHC2, Staudt, Nr. 53; ihre Geschichte bei E. Kotter, Be-

richt 1, p. 81 83, 396 f. Wegen des ersten Auftretens konfokaler Kegelschnitte

a. m C 1, Dingeldey, Anm. 402. Bei Lame hat Gl. (1) die Form

a 1
, !/ z*

F^I^^ft^^i*^^&quot;

298) /&quot;

= stellt die i= entsprechende Flache der Schar, /i
= deren

Mongescbe Kugel und /i
= jene Flache 2. 0. dar, aue deren Punkten an f =

drei rechtwinklige Tangenten legbar sind (IIIC2, Staude, Nr. 26), wahrend

fs = o die unendlichferne Ebene bestimmt. Die Analogic zwischen den Ko
ordinaten in bezug auf eine Normkurve and den elliptischen Koordinaten hat

E. Beltrami 88S
) , Opere mat. 1, p. 355, benutzt. Wahlt man mit ihm als Norm

kurve die kubische Parabel

i

5&quot; ia_Z b-1 c i

so geht aus deren Schmiegebenen die Schar der konfokalen Flachen 2. 0. durch

eine quadratische Transformation hervor.

299) G. Latne, J. math. p. appl. (1) 2 (1837), p. 156 (hier und Ann. Chim.

Phys. 53 (1833), p. 199, die Nainen ,,coordonnees elliptiques
44 und ,,surfaces homo-

focales&quot;; wegen des letzteren vgl. auch III C 2, Statute, Anm. 262). C. G. J. Jacobi,

Monatsber. Ak. Berlin 1839, p. 64 -= J. f. Math. 19 (1839), p. 309 = Werke 2,

p. 57 = J. math. p. appl. (1) 6 (1840), p. 267 (vgl. auch Paris C. R. 8 (1839),

p. 284), verwendet sie als Substitutionsvariable zur Integration der Differential-

gieichungen der geodatischen Linien (Beweis der Satze bei J. Liouville, J. math,

p. appl. 9 (1844), p. 401408) und der ebenen konfonnen Abbildung des EUip-
soides (vgl. d. niiheren J. f. Math. 69 (1861), p. 80 ff., von S. Cohn aus den hinter-

laesenen Papieren mitgeteilt). Vgl. auch J. f. Math. 12 (1834), p. 25. Er be-

44*
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Setzt man in
/&quot;(A)

fur /I nacheinander die Werte
oc&amp;gt;,

c
7 b, a

ein
;

so erkennt man aue den auftretenden Zeichenwechseln, daB

/(A) fur einen reellen Punkt allgemeiiier Lage drei verschiedene

reelle Wurzeln Aj, ^, A3 besitzt, fur die die Ungieicliungen

oo
&amp;lt; A, &amp;lt;

c
&amp;lt;

A
2 &amp;lt;

b
&amp;lt;

A3 &amp;lt; a

bestehen. Von den diesen Wnrzeln entsprechenden Flachen durch den

Punkt (x, y, e) ist die erste ein .Ellipsoid, die zweite ein einschaliges,

die dritte ein eweisclialiges Hyperboloid
-m

).
Fiir einen Punkt in einer

der Koordinatenebenen artet eine der Flachen in diese doppelt iiber-

deckt zu denkende Ebene aus. Dabei bildet in der #i/- Ebene die

Foltaldlipse
~S *

(4)

den Ubergang von einem sehr platten, ihr Inneres doppelt fiber-

deckenden Ellipsoid zu einem sehr platten, inr AuBeres doppelt uber-

deckenden einschaligen Hyperboloid. In der -Ebene bildet die

FoJcatttyperbel

den Ubergang von einem sehr platten, ihr AuBeres doppelt iiber-

deckenden einschaligen Hyperboloid zu einem sehr platten, ihr Inneres

doppelt iiberdeckenden zweischaligcn Hyperboloid. Die Fokalkurve in

der yz- Ebene ist nulUeiUg
ma&amp;gt;

).

Ein Wertetripel A1; A%, A
8 bestimmt acht gegen die Koordinaten

ebenen symmetrisch gelegene Punkte. Deren rechtwinklige Koordi-

naten sind durch die Gleichungen
801

)

- (a- )

(
_ C) (b

_
a)

merkt die Anfange der Substitution der ebenen elliptischen Koordinaten for x, y
bei Euler uud Legendre; vgl. E. Boltzer, Anal. Geom., p. 126. Weitere Literatur

fiber elliptische Koordinaten bei J. A. Grunert, Arch. Math. Phys. 39 (1862),

p. 377 424. Wegen des Zusammenhanges der Gl. (3) mit der Theorie der ge-

brocheuen Fokaldistanzeu von 0. Staude vgl. HI C 2, Staude, Nr. 64.

300) Naheres bei 0. Staude, Fokaleigenschaften, p. 116. Vgl. auch IV 2,

Timerding, Nr. 80.

300 *) Diese Diskussion gibt Ch. Dupin, Devel. de geometrie, p. 308314;
a. nucli F. Klein, Holiere Geom. 1, p. 38 ff.

301) G. Lamt, Anm. 299, p. 156.
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gegeben. Man erhalt sie ans der Gleichung

(7) f(;.)
_ U - a,) ().

-
A,) U - A,) ,

wenn man nacheinander A ==
a, 6, c setzt 50

*).
Weitere Beziehungen

zwischen den rechtwinkiigen and elliptischen Koordinaten eines Punktes

bei O.Hesse} und 0. Boklen**).
Fur die Fokalellipse wird A

x
= ^ c, fur die Fokalhyperbel

A
2
=

Ag
=

2;,
filr die unendlichferne Ebene ^ = oo 8M

). A,
~

c,,

jts
=

Cg bestimmen eine Raumkurve 4. Ordnung, die fiir die beiden IB

ihr sich durchsclincidenden Fiachen Kriimmungslinie ist
304

*).
Das

Linienelement ds^ dieser Kurve ist durcb die Gleichung

(8) rf,Is
4 (o -i1)(6i1)-i

gegeben, und fur die Linienelemente ds
2 ,

ds9 der beiden anderen

Scharen von Schnittkurven bestehen analoge Gleichungen. Da diese

drei Kurvenscharen einander rechtwinklig schneiden, so ergibt sich

aus ds* = ds^ -f~ dsg
2 + ds&amp;lt;/

die Formel fiir em beliebiges Linien

element in elliptischen Koordinaten 305
).

Ihre Form zeigt, da8 die

Flachenscliar isothermisch ist
805

*).

Geht man statt von (1) yon der Gleichung der konfokalen Kurven

2. Ordnung (1U C 1, Dingeldey, Nr. 66)

302) Der Gmndgedanke dieeer einfacben Losnng, n3juiich

a - i 5 -
als Partialbmchzerlegi).ng von

(a X)(ft i)(c-

auzusehen, stammt von -7. J?mc&amp;lt;, J. ec. polyt. &, cah. 16 (1813. hi a TJnstitut 1811),

p. 60 und insbes. J. math. p. appl. (1) 2 (1837), p. 151, 152, wo er die Rechnung

gleich fur n Variable durchfiihrt.

803^ Vorles. Ranm (1861), 22. Vorl. S. auch A. Tay%, Cainbr. Dublin math.

J. 1 (1848), p. 207 f. = Math. pap. 1, p. 253: 0. Staude, Fokaleigenschaften, p. 2729.
303

)
Anal. Geora

., p. 99ft . ; diese Be^iehnngen werden hier geometrisch

gedeutt.

304) O. Staitde, a. a. 0., p. 15.

304&quot;) Au8 den Gl. (6) geht hervor, dafi eich die rechtwinkligen Koerdinaten

eines Pnnktes einer solchen Kriiromnngslinie als elliptische Funktionen eines

Parameters darstellen laseen. S. anch III C 2, Stand*. Nr. 118.

306) G. Lame, J. math, p sppl. (1) 2
(1837&amp;gt;, p. 158. 0. Staude, a. a. 0.,

p. 2931; 0. Hesse, Vorles. Raurr, p. 268.

305*) Wegen aolcher Flachenscharen s. O Darboux, Systemes orth. 1,

livre II. chap. 3, 4, 6.
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aus, so gelangt man auf demselben Wege zu den ettiptischen Koordi-

naten in der Ebene*). C. G. J. Jacobi * 7
} hat die analogen Betrach-

tungen fiir den EH durchgeftthrt.

13. Spezielle elliptische Koordinaten. Sie ergeben sich, wenn

von den Grofien a, b, c der Gl. (3) in Nr. 1 2 zwei oder alle drei ein-

ander gleich werden. Wegen a
&amp;gt;

b
&amp;gt; c sind nur die drei Grenzfalle

I) a =-
b, b

&amp;gt; c; H) a
&amp;gt; &, b =

c; III) a = 6 = c moglich.

Fatt I: a = b, b&amp;gt;c
m

).

Die Wurzel A
8
der erwahnteu Gleichung wird = a. Setzt man

so konnen die Gl. (6) von Nr. 12 in. der Form

x = r cos qp,

(1) y =rsinqp,

geschrieben werden. In jeder Ebene durch die ^-Achse, die rait der

##-Ebene den Winkel qp einscliliefit, sind Hlf A
2 elliptische Punkt-

koordinaten. Die Schar konfokaler Flachen besteht aus abgeplatteten

Drehellipsoiden und einschaligen Drehhyperboloiden mit der -Achse

als Drehachse
;
ferner aus Ebenenpaaren durch diese 309

).

Fan II: a&amp;gt;b, 6 = c
810

).

Die Wurzel ^ der Gl. (3) in Nr. 12 wird = I. Setzfc man

306) IIICl, Dingeldey, Nr. 66; Clcbsch-LMemann, 1, p. 164; 0.

Fokaleigenschaften, p. 162 f. Der Name ,,elliptische Koordinaten&quot; eines Punktes

der Ebene wird in einer zweiten Bedeutung von E. Seine, Handbuch der Kugel-

funktionen, 2. Aufi., 1, Berlin 1878, p. 16, gebraucht. Vgl. Anm. 352.

307) 3. f. Math. 19 (1839), p. 312 (vgl. Anm. 209); Vorlesungen uber Dynamik,

geh. Winters. 184243, herausgeg. von A. Clebsch, Berlin 1866; 2. Ausg. in

Ges. W., SuppL, Berlin 1884, p. 199211. S. auch L. Schfaefli, 1. f. Matb.

43 (1852), p. 2336; F. Klein, Matb. Ann. 28 (1887), p. 543; G. Darboux, Systemes
orth. 1, p. 171; A. Toxopeus, Nieuw Arcb. Wisk. Gen. Amst. (2)6 (1903), p. 132.

303) G. Lame, 3. matb. p. appl. (1) 2 (1887), p. 170, 18; Clebsch-Lindc-

mann, 2 1
, p. 273 f.

309) 0. Staude, Fokaleigenschaften, p. 17.

310) G. Lame, a. a. 0., p. 169, 17.
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so konnen die Gl. (6), Nr. 12, in der Form

(2) ^ = r COB gp ,

z = r sin
&amp;lt;p

geschrieben werden. In jeder Ebene durch die #-Achse, die mit der

#y-Ebene den Winkel gp einschlieBt, sind A,, A
3 ettiptische Punkt-

koordinaten. Die Schar konfokaler Flachen besteht aus verlangerten

Drehellipsoiden und zweischaligen Drehhyperboloiden mit der #-Achse

als Drehachse, ferner aus Ebenenpaaren durch diese.

Fall III: a = &==c 311
).

Von den Wurzeln der Gl. (3), Nr. 12, werden ^ = A,
== a. So-

lange a X 4= 0, entsprechen den Werten ron I konzentriscbe Kugeln
Zur Untersuchung des Grenzfalles X = a nehme man mit 0. Hesse 31

*}

die Substitution

(3) a = x + fa, 6 = x + ^^? c = x + *7; A = x -f- ^f*

vor, wo a, /3, y beliebige reelle Zahlen bedenten und s gegen Null

konvergieren soil. Gl. (1), Nr. 12, geht darin uber in

welche Gleicbung eine Schar konfokaler Kegtl 2. Ordnung mit gemein-
samer Spitze im Ursprung darstellt (ausgeartete Hyperboloide)

S1S
).

Nehmen wir a
&amp;gt; /} &amp;gt; y an, so besitzt Gl. (4) fflr jeden reellen Strahl

aus dem Ursprung zwei reelle Wurzeln ^, /t2 ,
so daB

&quot;&amp;gt; !h&amp;gt; P&amp;gt; th&amp;gt;r

ist. Zwei Zahlen p^, /LIS
bestimmen vier vom Ursprung ausgehende,

gegen die Koordinatenebenen symmetrische Strahlen und konnen als

deren elliptische Koordinaten im Biindel angesehen werden.

Bezeicbnet r den Radiusvektor des Punktes (x, y, e). so folgt

aus (4):

311) Ebenda p. 172, 19.

312) Tories. Raum, p. 270, fur a == 0. S. Clebsch-Lindemann, 2 1

, p. 274. Die

Substitution kann auch in den Fallen I und II zur Anwendung kommen; .

O. Staudt, Fokaleigenschaften, 1. Kap., 6.

813) Bezuglich dieses Systems s. Clebsch-Lindcmann, 2 1

, p. 275277, 278

Fufln.; mC 2, Staude, Nr. 59.
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Die speziellen elliptischen Koordinaten f^, ft2 ,
r nennt 0. Hesse 314

)

elliptische Kugelkoordinaten.

Die Schar der konfokalen Kegel schneidet aus einer konzentri-

schen Kugel eine Schar konfokaler (sich gegenseitig orthogonal schnei-

dender) spharischer Kegelschaitte (III C 2, Staude, Anm. 522) aus;

/ij, fi2
konnen als elliptisdie Koordinaten auf der Kugel (Nr. 32) be-

nutzt werden.

Werden noch von den Werten a, ft, y zwei einander gleich, z. B.

a = /3 ;
so gelangt man durch einen ahnlichen Grenziibergang wie im

Fall I schliefilich zu den raumlichen Polarkoordinaten y, & r (Nr. 9,

Gl. (4))
316

).

11. Parabolische Koordinaten. Die Gleichung

(1) A + cl i + 2* + * =
&amp;gt;

worin b und c reelle Zahlen
(fe&amp;gt;c)

und A einen Parameter bezeichnen,

definiert eine Schar konfokaler Paraboloide 316
) mit der #-Achse als

Hauptachse, Bringt man (1) auf die Form

(2) f (A) = y\c - A) +V(& i) + (2x + A) (& A) (c- A)
= 0,

wodurch die den Werten &quot;k
== b

f
c entsprechenden Doppelebenen y*

=
0,

*J
2 ==0 als uneigentliche Flacheu der Schar beigefugt werden, so er-

kennt man, wie in Nr. 12, daB diese Gleichung ftir einen reellen

Punkt allgemeiner Lage drei verschiedene reelle Wurzeln A1? A
2 ,

A3
be-

sitzt, ftir die die Ungleichungen

oo&amp;lt;A1 &amp;lt;c&amp;lt;A8 &amp;lt;&&amp;lt;Z8 &amp;lt; + oo

bestehen. Diese Wurzeln heifien die parabolischen Koordinaten 311
} des

314) Vorles. Ramn, p. 271. Fur die Kugel Mn _ l
im En bei F. Klein,

Math. Ann. 18 (1881), p. 246.

315) Clebsch-Lindemann, 2 1
, p. 278. Fur den Rn F.Klein, a. a. 0.

316) Diese Scbar hat Ch. Dupin, De&amp;gt;el. de g^om., Paris 1813, p. 314322,
entdeckt und diskutiert.

317) G. Lame, J. math. p. appl. (1) 2 (1837), p. 169 (bloB angedeutet); (1) 8

(1843), p. 432 434; (2) 19 (1874, geschr. 1843 oder 1844), p. 311 318; 0. BoMen,
Arch. Math. Phys, (1) 36 (1860), p. 8192; Anal. Geom., p. 177 ff

;
C. A. Valson,

Nouv. Ann. (1) 19 (1860), p. 298306 (hier p. 299 der Name ,,coordonnees para-

boliquee
4

) : Paris C. R. 50 (1861), p. 680682. Der Grenziibergang von den

elliptischen zu den parabolischen Koordinaten findet sich bei J. A. Serret, Cours

de calcul diflferentiel et integral 1, Paris 1868, art. 337, und O. Staude, Fokal-

eigenBchaften, p. 177f.
;

in letzterem Werke eriahren die parabolischen Koordi

naten (p. 104131) die eingehendste Behandlung. Vgl. auch I. Paczkowski,

Orthogonale parabol. Flachen, Progr. Gnesen 1874; K.Baer, Parabolische Koordi

naten in der Ebene u. im Rauine, Progr. Realgym. Frankfurt a. 0. 1888; F. Gros-
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Punktes (x, y, s\ ^ entsprieht ein linkes*
1

*) eUiptiscltes Paraboloid,

das sich nach der negativen Seite der .r-Achse ins Unendliehe erstreckt,

A
2
ein hyperbolisches Paraboloid und &amp;gt;1

8
ein rechtes

31
*) elliptisches Parar

boloid. In der xy- bzw. #-Ebene bilden die Fokalparabeln

VL + 2* + e-0,
(3) ^ + 3* + 6-0

den Ubergang zwischen den sear platten elliptischen und hyperboli-

schen Paraboloiden, die bzw. das Jnnere und AuBere dieser Parabeln

doppelt uberdecken.

Ein Koordinatentripel ^, ^, A8 bestimmt durch den Schnitt der

drei zugehorigen zueinander orthogonalen Paraboloids vier gegen die

xy- und ar^-Ebene symmetrisch liegende Punkte, deren rechtwinklige

Koordinaten durch die Gleichungen
r 19

)

6c _i
i
_

ij _i8
&quot; &quot; *

^
6-c

gegeben sind (vgl. Nr. 12). Fur die Punkte der linken Fokalparabel
wird

Jlj
=

Aj
=

c, fiir die Punkte der rechten A2
= A

8
= b. Fur alle

Punkte der unendlichferaen Ebene mit Ausnahme des Punktes in der

ar-Achse ist ^ = &amp;lt;x&amp;gt;.

Fiir das Bogenelement der Schnittkurre zweier zueinander nor-

malen Flachen der Schar, z. B. A
8
=

c, und &amp;gt;1 8
=*

Cg, erhalt man

woraus wie in Nr. 12 der Ausdruck far ein beliebiges Linienelemeut

folgt** ).

curth, tjber parabolische Koordinaten und die geodatischen Linien anf dena ellip

tischen Paraboloid, Diss. Marburg 18$7; Clebsch-Lindemann, 2 1

, p. 804.

318) Benennung von 0. Staude, a. a. 0., p. 108.

819) G. Lame, J. math. appl. (1) 8 (1848), p. 434; (2) 19 (1874, geschr. 1843

oder 1844), p. 312: 0. Boklen, Arch. Math. Phys. (1) 35 (1860), p. 81; Anal. Geom.,

p. 178 f. ; C. A. Vcdson, Nouv. Ann. (1) 19 (I860), p. 301; Paris C. R. 50 (1861),

p. 680. Weitere Beziehungen zwischen rechtwinkligen und parabolischen Ko
ordinaten bei 0. Boklen, Anal. Geom., p. 179 f., und 0. Staudc, Fokaleigen-

schaften, 30.

820) C. A. Valson, Nouv. Ann. (1) 19 (I860), p. 301; 0. Boklen, Anal.

Geom., p. 180.
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Analoges gilt fiir die parabolischen Koordinaten in der Fbenem).

Spezicllv parabolische Koordinaten 8*2
) ergeben sich fiir b = c. Die

elliptischeu Paraboloide werden Drehparaboloide um die #-Achse, die

hyperbolischen geheu in die Ebenen dutch diese Achse liber. Wie
in Nr. 13 erhalt man,

--(fr-li) (*-*.)
setzend,

(6) x = %(b -*i ^s)&amp;gt; y^rcosqp, ==rsinqp.

&amp;lt;p

ist der Neigungswinkel der durch den Punkt (x, y, #) und die

X&quot;Achse gelegten Ebene mit der #y-Ebene; A1; &amp;gt;18 sind die ebenen

parabolischen Koordinaten dieses Punktes.

15. Projektivc Vorallgemeinerung der elliptischen Koordinaten.

Anwendungen. Das System der konfokalen Flachen 2. Ordnung lafit

sich in linearen Ebenenkoordinaten (Nr. 21) als lineares System dar-

stellen 328
); es ist jene besondere Schar von Flachen 2. Klasse, die den

absoluteu Kegelschnitt als singulare Flache (Grenzflache*
1

)) enthalt.

Sind nun F(ut ,
w
2 ,
ws ,

w4) ===
0, $(11^ *g, MS ,

w4) == die Gleichungen
zweier beliebigen Flachen 2. Klasse, so stellt F Ad&amp;gt; = 0, unter A

einen veranderlichen Parameter verstanden, die durch F und be-

stimmte Flachenschar dar. Ihre Gleichung in linearen homogenen
Punktkoordinaten x

i (Nr. 5) hat dann die Form 825
)

(1) fcl
i + /Hi + /i4 + /

r.-0,
worin die f{ durch kovariante Prozesse aus F und ^ heryorgegangene

quadratische Formen der x
i
bezeichnen (Nr. 11). Die Wurzeln Hly Aj, A,

dieser Gleichung sind die projektiv verallgemeinerten elliptischen Koor

dinaten**6
) des Punktes (#1, #2, a^, #4). ^mcl die Gleichungen von F

321) a^aiMfe,Fokaleigenschaften,p.l71 173; IIICl, Dingeldey, Nr.65,66.

322) 0. Staude, a. a. 0., p. 122.

323) M. Chasles, Ap. hist., p. 397. Die analytische Darstellnng in Ebenen

koordinaten stammt von /. Plucker, Syst. Geom. d, R., p. 331, Nr. 270; vgl. die Dar-

stellung bei 0. Hesse, Tories. Eaum, p. 287 f.
t
durch wclche diese Auffassung erst

allgemein bekannt geworden zu sein scheint. Bei der Darstellung des Systems
in Ebenenkoordinaten entsprechen den Werten A = oo, c, 6, a der absolute

Kegelschnitt und die Fokalkurven, nicht aber deren Ebenen ale Doppelebenen.

Vgl. Clebsch-Lindemann, 2\ p. 267; 0. Staude, Fokaleigenschaften, p. 176; IH C2,

Staude, Nr. 58, 54.

324) 0. Hesse, Vorles. Eaum, p. 139.

325) Vgl. etwa Salmon-Fiedler, Analyt. Geom. des Eaumes, 2. Aufl., 1. T.t

Leipzig 1874, p. 266.

326) /. Lwroth, Zeitscbr. Math. Phys. 13 (1868), p. 158. (Die in dieser Arbeit

behandelte Verailgemeinerung des Begriffs der Krammungslinien einer Flache

2. 0. findet sich wieder bei G. Darboux, Classe rem., p. 177-^-180.) 0. Staude,
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und C& (auf ihr gemeinsames Poltetraeder bezogen)

so erhalt die Gleichung F Ji&amp;lt;&
= in Punktkoordinatcn die ein-

fache Form
. . *

&amp;lt;r-t
,.. J

(3) ^1 +^ + ^1 +^ = 0-

Daraus folgen zwischen den x
i
und A1? A

2 ,
A
8

ahnliche Beziehungen
wie in Nr. 12 M7

).

Die elliptischen und parabolischen Koordinaten wurden, abgesehen
von ihren zahlreichen Anwendungen in der Mechanik und mathemati-

schen Physik
388

),
vornehmlich zum Studium der Flachen 2. Ordnung,

besonders deren Kriimmungs- und geodatischen Linien, zur Berech-

nung ihrer Oberflache usw. mit Erfolg verwendet Jj29

).

Von den durcli eine Gleichung f(^ f A,, A
s)
=

dargestellten

Flachen haben namentlich 0. Staude** ) und W. Roberts**1

) einige

Falle untersucht.

tjber lineare Gleichungen zwischen ellipt. Koordinaten, Diss. Leipzig 1881.

Eine auefiihrliche Behandlung und Verwendung erfahren diese Koordinaten bei

Clebsch-I^ndemann 2 1
, p. 289 f.; dabei werden auch die Falle besonderer gegen-

seitiger Lagen yon F und $ berucksichtigt.

327) Clebsch-Lindemann, 2 1
, p. 290.

328) G. Lame 116
)-,

Anm. 116; C. G. J. /ocoft* 807
); /. Liawille, J. math. p.

appl. (1) 11 (1846), p. 217236, 261290, 352378; 12 (1847), p. 410444.
E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen ,

2. Aufl., 1, Berlin 1878, p. 353 ff.;

2 (1881) an verschiedenen Stellen; G. Kirchhoff, Vorlesungen iiber math. Physik.

Mechanik, Leipzig 1876, p. 203ff.
;
F. Klein, Math. Ann. 18 (1881), p. 412f.

;

O. Staude, Math. Ann. 27 (1886), p. 412-418; 41 (1892), p. 251 ff.

329) IIIC 2, Staude, Nr. 6466; C. G. J. Jacob* t98
); M. Roberts, J. math. p.

appl. (1) 11 (1846), p. 14 (Bericht daraber von J. lAouville^ ebenda 10 (1845),

p. 466) ;
13 (1848), p. 1 11

;
15 (1850), p. 275295 ;

Ann. mat. p. appl. (2) 5 (1871/78),

p. 17 19. G. Lame, Le9ons sur les coordonneea curvilignes, Paris 1869, p. 129142.
O. Boklen, Arch. Math. Phye. 34 (1860), p. 2632, 308316; Zeitschr. Math.

Phys. 26 (1881), p. 383387, und die mannigfachen Satze in Anal. Geom. (1861),

p. 98197. 0. Hesse, Vorles. Raum (1861), 22. u. 23. Vorl.; TF. Roberts, Ann.

mat. p. appl. (1) 6 (1863), p. 2832; H. Durrande, Nouv. Ann. (2) 4 (1865),

p. 125128; E. Beltrami, ebenda p. 232 f. = Opere mat. 1, p. 106 f Bine Reihe

von Anwendungen (insbes. betreffs der Zentraflache eines Ellipsoides) gibt G. Dar-

bc/ux, Bull. sc. math, (astr.) 3 (1872), p. 122128; zahlreiche neue Fokaleigenechaften
der Flachen zweiten Grades leitet damit ab 0. Staude, Math. Ann. 20 (1882),

p. 147184; 22 (1883), p. 169, 145176 (mit weiterer Literatur); 27 (1886),

p. 256271.

330) Gber lineare Gleichungen zwischen elliptischen Koordinaten, Diss.

Leipzig 1881; Math. Ann. 27 (1886), p. 253 f.
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16. Zyklidische Koordinaten. Wablt man die fiinf Symmetrie-

kugeln einer allgeraemen Zyklide als (rrundkugeln eines orthogonalen

pentasphariscben Koordinatensystems, so hat ikre Gleichung (Nr. 10,

Gl. (18)) die Form

Das System der mit ihr Jconfokdlen Zykliden, d. h. derjenigen Schar

solcher Flacben, die derselben Minimaldeveloppablen
882

) eingeschrieben

eind
;
wird darm durch die Gleicbungen

385
)

(2b)

dargestellt, worin die a
f
reell yorausgesetzt werden und K einen ver-

anderlichen Parameter bezeichnet. Dieses gleichzeitig ron Th. Mou-
und G. Darboux*) eutdeckte, aus drei zueinander orthogo-

331) C. E. Ac. BC. Paris 53 (1861), p. 646662, 724, 799-801; Ann. mat.

p. appl. (1) 4 (1861), p. 143, 147 f.; J. f. Math. 62 (1863), p. 5060. (S. auch J. CL

Maxwell, The Quart. J. p. appl. math. 9 (1868), p. 12S = Sclent, pap. 2, Cambridge
1890, p. 167, und G. Darboux, Systemes orth. 1, p. 68 61.) In diesen Arbeiten

werden die elliptischen Koordinaten aucb BUT Aufsuchung dxeifach orthogonaier

Flachensjsteme beuutzt; ygl. auch H. MaschJce, t^ber ein dreifach orthogonales

Flachensyetem gebildet aus Flachen 3. 0., Piss. Gottingen 1880. Pie Glei

chung der Wellenflache in diesen Koordinaten gtel.lt auf A. Cayl-ey, The Messenger
Math. 8 (1879), p. 190; vgl. auch 0. Boklen, Anal. Geom., 2. Anfl., p. 818 f.

332) Tangentenflache einar Minimalkurve , III Pi, 2, v. Mangoldt, Nr. 12.

G. Darboux, Paris 0. R. 69 (1864), p. 240; 68 (1869), p. 1313, oder Classe rem.,

p. 9, nennt, die Pluckersche Brennpunktdefinition auf den Kaum ubertragend,

die Poppelkurven der zu einer Flache $ gehOrigen Minimaldeveloppablen die

FokalJcurven von ^.

333) In dieser Form zueist bei G. Darbona in einem 1868 der Pariser

Akademie eingereichten Memoire (vgl. Paris C. R. 68 (1869), p. 1811; 5. Lie,

Math. Ann. 6 (1872), p. 262 Fufin.): dann Paris C. R. 73 (1871), p. 736; Sur les

theoremes d lvory etc., Mem Soc sc. phys. nat. Bordeaux 8 (1872), p. 240 (auch

Paris 1872); und Classe rem., p. 134. S. auch F. Klein, Matb. Ann. 5 (1872),

p. 268. Die Flachenschar selbst sehon Paris C. R. 69 (1. Ang. 1864), p. 240242;
s. auch Ann. ec. norm. (1) 3 (1866), p. 97, wo drei der Gnmdkugeln als Ebenen

vorausgesetzt sind (durch Inversion immer erreichbar). Von dm entspref-henden

Kurvensystem in der Ebene (konfokale zyklteche Kurven 4. 0.} hat schon H. Siebeck,

J. f. Matfe.67 (1860\ p. 359370; 59 (1861), p. 173184, einen Sonderfall behandelt.

334) L lnstitnt (J864); Nouv. Ann. (2) 3 (1864). p 537: Paris C. R. 59 (1864,

1. Aug.), p. 243 f.
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nalen Scliaren bestehende Flachensystem gibt zu einem die elliptiseben

und parabolischen Koordinaten (Nr. 12, 14) unifasseuden Koordinaten-

system Yeranlassung.

Multipliziert man Gl. (2 a) mit dem gemeinsainen Nenner, wo-

durch die funf Grundlmgeln x
i 0, doppelt iiberdeckt. als uneigeut-

licbe Flacben zur Schar der Zykliden binzugenomman werden, so

fallt das Glied mit A4 infolge Gl. (2b) weg, und man erbalt eine

Gleicliung dritten Grades in Z, die zur Art der eingangs Nr. 11 er-

wabnten gebort. Eine der GroBen x?, etwa x-a
9
,
ist fiir reelle Punkte

negativ (Nr. 10, Gl. (10)). Ordnet ouan nun die Zahlen a
t
derart nach

ibrer GroBe, daB a^ &amp;gt;
a
2 &amp;gt;

as &amp;gt;
a4 ist, so besitzt die Gleiciiung fur

einen reellen Punkt allgemeiner Lage stets drei reeile Wurzeln jt
x , &amp;gt;U,

A3 ,

die so liegen, daB

! &amp;gt;
A
x &amp;gt; a, &amp;gt; ^ &amp;gt; as &amp;gt;

A3 &amp;gt;
a4

ist, welchen Wert aucb a5 haben mag
835

).
JI
A , Ag, /Ig

heifien die
(fl^^-

gemeineri) zyklidischen Koordinattn*36
) des Puuktes

(#,.).
Iknen ent-

sprechen die drei durcb diesen Punkt gehendon, zueinander orthogo-
nalen Zykliden des Systems

837
),

deren 16 Schnittpunkte durch AH^,^
bestimmt werden.

Analog wie in Nr. 12 fiir die rechtwinkligen erhalt man hier

fur die pentaspharischen Koordinaten der Punkte (Ax ,
A
2 , Ag) die Glei-

chungen
838

)

(3) ffa;
&amp;gt; = #S (

i = 1
&amp;gt;

2
&quot;-

5)

WO

(5) 9 (i) -|1- o.) (A
-

a,) (X
-

o.) (P.
- o4) (i

- as)
und

335) (r. Darboux, Classe rem., p. 139.

33G) G. Darboux, Paris C. R. 68 (1869), p. 13111313; 69 (1869), p. 392

394 (hier wird auch gezeigt, wie sich aus einem System elliptischer Koordi-

nat^n fiir n Variable (Nr. 12) beliebig viele algebraiache Orthogonalsystome fur

drei Variable abieiten lassen, deren jedem ein orthogonales Koordiuatensystem

entspricbt); Classe rem., p. 140 143. M. Bocher, Keibenentw., p. 86 f., wo der

Name ,,zyklidisch
&quot; fur diese Koordinaten eingefuhrt wird.

337) Beziiglich der Gestalten dieser Zykliden s. M. Bocher, Reihenentw
,

p. 71 f.

338) G. Darboux, Classe rem . p. 141; M. JBocher, a. a. 0., p. 87. Mittels

der Grleichungen in Anm. 269 folgen daraus die Ausdriicke fiir die recbtwink-

ligen Koordiuaten der Punkte; s. G. Darboux, a. a. 0., p. 142.
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1st. Der Ausdruck fur ein beliebiges Linienelement ergibt sich nach

Anm. 271 aus den Linienelementen dx
i

in einer Form 889
), die sich

von der in elliptischen Koordinaten (Nr. 12, Gl. (8)) bloB durch einen

von den Koordinaten des Raumpunktes abhangigen Faktor und den

hoheren Grad von
&amp;lt;p (A) unterscheidet.

Die verschiedenen Arten und Ausartungen der zyklidischen Koor

dinaten hat M. Bocher M0
) untersucht. Es gehoren hierzu die meisten

in der mathematischen Physik zur Verwendung gelangenden krumm-

linigen orthogonalen Koordinaten 841
),

namentlich auch die elliptischen

und Cartesischen.

Geometrische Anwendungen dieser Koordinaten sowie ihrer pro-

jektiven Verallgemeinerung gab G. Darloux 342
).

Auch diese Koordinaten lassen sich analog fiir den Rn defi-

nieren S4S
).

17. Sonstige Funktkoordinaten. Aus den elliptischen sowohl

als zyklidischen Koordinaten sind transzendente Punktkoordinaten ab-

geleitet worden. Z. B. hat man die drei hyperelliptischen Integrate

CD %

wo tp(&) die durch Gl. (5) in Nr. 16 definierte Funktion und

Konstante bedeuten, als transzendente Koordinaten verwendet 844
).

339) G. Darboux, a. a. 0., p. 142; Systemes orth. 1, p. 292; M. Bocher,

Reibenentw., p 89. Dieses System ist nicht isotherm (G. Darboux, a. a. 0.,

p. 140).

340) A. a. 0.. Kap. 3, 4; Kap. 6, 2, 3.

341) S. E. Heine, Handbuch der Kugelfimktionen ,
2. Aufl., 2 Bande samt

Anhang von E. Haentzschel, Berlin 1878, 1881, 1893. A. L. Dixon, Proc. London

Math. Soc. 27 (1896), p. 233 f.

342) Classe rern., p. 143160; Sur les th^oremes d lvory etc., Paris 1872

= M^m. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux 8 (1872), p. 240ff.

343) G. Darboux, Paris C. R. 69 (1869), p. 393; Systemes orth. 1, p. 122;

F. Klein, Math. Ann. 38 (1891), p. 146; M. Bocher, a. a. 0., p. 247.

344) 0. Staude, Math. Ann. 22 (1888), p. 27 ff.; Acta math. 10 (1887),

p. 183200 (schon K. Weierstrafr, Monatsber. Ak. Berlin 1861, p. 986); M. Bocher,

Reihenentw., p. 99 101. Wegen der analogen, aus den elliptischen und para-

boliachen Koordinaten hervorgehenden transzendenten Eoordinaten s. G, Lam6,
J. math. p. appl. (1) 2 (1837), p. 175 ff.; (2) 19 (1874, geschr. 1843 oder 1844),

p. 311; besonders eingehend: Lemons sur les fonctions inverses etc., Paris 1867,

p. 46 ff.

Wegen des Ausdriickens der elliptischen Koordinaten durch elliptische

Funktionen dreier Parameter ygl. z. B. H. Dwrege, Theorie d. elliptischen Funk-

tionen, 5. Aufl., bearb. v. L. Mawrer, Leipzig 1908, p. 263 f.
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Zahlreiehe ortliogonale Koordinatensysteme in der Ebene hat

G. Holzmuller) untersucht.

Bestimmt man einen Punkt P der Ebene (zweideutig) durch

seine Entiernungen rl9 r
9
von zwei festen Punkten 1? 2 (den Poleri),

so werden r1? r2 seine bipolaren oder dipolaren Koordinaten genannt
8*6

).

r
i*i

r^ ^^ &acn Nr. 10 spezielle bizyklische Punktkoordinaten. Die

Gleichung ffa ,
r
s)
= stellt eine zur Geraden O

t 2 symmetrische
Kurve dar. Die ersten Anwendungen von diesen Koordinaten diirften

J. A. Grunert^1

) und Ch. Sturm**) gemacht haben. P. ZecJi*9
)

wies

Ein deu Polarkoordinaten ahnliches PunktkoordinatenBystem, bei dem Btatt

der konzcntrischen Kreise konfokale Ellipsen auftreten, benutzt P. Mewtzner,
Math. Ann. 8 (1875), p. 322 f.

345) Anm. 126. Besonders eingehend hat er sich (p. 166 ff.) mit den

lemniskatischen Koordinaten beliebiger Ordnung beschaftigt, die aus der Sub

stitution X-\-iY = (x+ iy)
n
hervorgeheu (s. auch J. f. Math. 83 (1877

&amp;gt;, p. 38

42). Bezuglich der gewohnlichen letnni:skatischen Koordinaten (n li)
e. auch

G. Lame, Lemons sur lea coordonn^ea curvilignes et leura diverses applications,

Paris 1859, p. 217; E. Lommel, Zeitschr. Math. Phye. 12 (1867), p. 50; G. Holz-

miitter, Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876), p. 330 f. u. a. a. 0. Ygl. auch /. G. Bagen,

Synopsis 2, p. 8493.

346) P Tannery, Zeitschr. Math. Phys. 44, Suppl. (1899), p. 610, schreibt

ihre Aufstellung R. Descartes zu, dessen Ovalen (aplanetische Linieu, G. Loria^

Ebene Kurven, p. 163; IIEC6, Kohn, Nr. 90) durch eine lineare Gleichung
zwischen r

l , r8
definiert sind; vgl. JR. Descartes, La Geometric (1637), livre II,

p. 353 f. = Oenvres 6, p. 424431; 10, p. 310324 nnd besonders die Bemerkungen
von P. Tannery, p. 327. A. Cayley, The Lond. Edinb. Dublin Phil. Mag. 14 (1867),

p. 142146 = Math. pap. 3, p. 268261, untersucht die Geetalt der durch die

Gleichung m
1 /rl -j- iw

s /ra = c definierten Potentialkurven, jedoch ohne naheres

Eingehen auf die Koordinaten rlt r, . Vgl. auch HI C 5, Kohn, Anm. 394. H. Seidler,

Z. Ralschulw. Wien 34 (1909), p. 198217, 270278 untersucht Kurven von der

Gleichung rj*r|
= konst. Diese Koordin&ten geben die einfachste konstruktive

BcstimmungBweise eines Punktes in der Ebeue
; vgl. E. Lemoine, Bull. Soc. math.

France 16 (1888), p. 165.

347) Arch. Math. Phys. 32 (1859), p. 444469.
348) Coura d Analyse de Tec. polyt., 2e e*d., 1, Paris 1863, p. 209 f. Be-

zeichnen ct, , a. die Winkel der Kurventangente gegen die Leitstrahlen
, so

zeigt er. dafi
dr cos a

d r, cos 2

ist, und gibt den Ausdruck fur das Bogenelement an. In der 3. Aufl. dieses

Bandes (1868) werden p. 219 auch die biangularen Koordinataii ven\rendet.

349) Zeitschr. Math. Phys. 12 (1867), p. 277 f. Es ist

d r, dr.

rf
1

T,
1

-&quot;* 5 ^-
Damit 1aBt sich z. B. fur das System der Niveaulinien fur zwei entgegengesetzte

Magnetpole ---- = die Differentialgleichung der orthogonalen Trajek-r
i r* c
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auf den Vorteil bin, den nach C. W. Baurmi) die gleichzeitige Ein-

ftinning der biangularen Ko&rdinaten besitzt, d. h. der Winkel
&amp;lt;pi,q&amp;gt;i t

die OjP bzw. 2
P mit Ol

O
g einschliefien 350

). Bei jenen Kurven,
deren Gleichnngen in bipolaren Koordinaten einfache Gestalt besitzen,

filhrt die Robervalsehe Methode zu einfacbenTangentenkonstruktionen
351

).

JFL Siebeck) benutzte (1860)

^ f

also die halben Hauptacbsen der durcL. P gehenden Kegelschnitte
mit den Brennpunkten 19 3 ,

als Koordinaten von P 35S
).

Ffir

&quot;0
- 2c ist

die Gleichung dieser konfokalen Schar. Fiir die zugehorigen ellip-

tischen Koordinaten A
17

A
2 (Nr. 12) ergeben sich die Beziehungen

853
)

(4) f-lt-.*, e
s -A

s
= 2

,

torien anfstellen, deren Integration cosq?! COB^O, ==c liefert. Vgl. auch P.Bar-

larin, Nouv. Ann. (3) 1 (1882), p. 1628; F. G. Teixeira, Arch. Math. Phys. (3) 8

(1902), p. 132135; Serret-Scheffers, Diff.- u. Integr.-RechmiDg 1, Leipzig und

Berlin 1908, p. 352. Din orthogonalen Trajektorien eines in Bipolarkoordinaten

gogebenen Knrvensystems behandeln ferner: G. Daries, Nouv. Ann. (3) 13 (1894),

p. 283292; G. Scheffers, Math.-naturw. Mitt. Wurt. (2) 2 (1900) , p. 48 f. (auch

Sondevabdruck, Stuttgart, p. 16f.).

350) Vgl. Nr. 6. In dem Anm. 189 erwahnten Aufsatz von W. Walton wird

gelegentlich das Winkelpaar qpj , qp2 sedbst (nicht cot^ ,
cot

&amp;lt;p8 )
als Koordinaten

verwendet und z. B. die Kurve qPi^i ^1*= 1 diskutiert. W. Woolsey Johnson,

Amer. J. math. 3 (1880), p. 320325, untersucht die durch die Gleichung

&quot;H Vi i ^z^s ==s K
t
wo mi

w
t

ralativ prime ganze Zahlen bezeichnen, definierten

verallgemeinerten Strophoiden.

351) M. Cantor, Zeitschr. Math. Phys. 12 (1867), p. 428430; 0. W. Baur,

ebenda, p. 430433; A. Hitrwitz, Math. Ann. 22 (1883), p. 231 f.; G.Peano, Appl.

geom. del Calc. inf., Torino 1887, p. 139142; G. Sdieffers^ Math.-naturw. Mitt.

Wiirt. (2) 2 (1900), p. 3349; H. Wieleitner, Spez. ebene Kurven, Leipzig 1908,

p. 83 f. Die Kurve f(rv ,
r
2 )

=&amp;gt; wird im Punkte (rlt r,) von dem Descartesschen

Oval (RtrJ-t +^ rJjl-^O beriihrt, worin J^, J2t laufende bipolare
v T\ V T%

Koordinaten bezeichnen (H. I. Pu/rlciss, Anm. 122*, p. 20). Eine Fonnel fur den

Krummungsradius der Kurve stellt P. Frost, The Messenger Math. 10 (188081),

p. 18, auf.

352) Fiir e == 1 sind u und v die Anin. 306 von E. Heine gebrauchten Ko

ordinaten.

363) Sie deutet G. Darboux, Lecons 2 (1889), p. 422 an, wo sich auch

Gl. (7) findet. Diesee Koordinatensystem bildet daselbst nur den Sonderfall eines

Koordinatensystems auf irgend einer krummen Flache, fur die rx , rt die geoda-

tischen Entfernungen eines Punktes von zwei festen Kurven bedenten. Die t*-
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woraus

niid, mit Berticksichtigung der zu (6) und (8) in Nr. 12 analogen

Gleichungen in der Ebene,
w f

t&amp;gt;

s

^
:

2

(e _0(e -0

(7) rf^(*_^(^ _-!,)
folgt.

Betrachtet man die Abstande eines Punktes der Ebene von

mehreren Polen als seine (midtipolweri) Koordinaten, so miissen

zwischen diesen Bedingungsgleichungen bestehen 354
).

Nahere Unter-

guchung haben nur die tripolaren Koordinaten gefunden
855

).

Tripolare Ko&amp;lt;jrdinaten im Raum werden merkwiirdig selten ver-

wendet; G. Darboux* *} benutzt sie beim Beweis der JacoHschen Satze

liber Flachen 2. Ordnung (III C 2, Statide, Nr. 62) und deren Verall-

gemeinerungen sowie an anderen Orten. M. d Ocagne*
57
) wahlt als

Koordinaten eines Punktes P der Ebene seine Tangentialentfernungen
von einer oder mehreren algebraischen festen Kurven.

Durch Yerallgemeinerung der multipolaren Koordinaten sind auch

und c-Linien sind dann geodatische Ellipsen tmd Hyperbola. Vgl. auch 0. Soften,

Anal. Geom., 2. Aufl., p. 278 f

354) Bezuglich der Gleichung zwischen den gegenseitigen Abstanden von

vier Punkten einer Ebene s. R. Baltzer, Theorie u. Anw. d. Determicanten, 5. Aufl.,

Leipzig 1881, p. 240. Unabhangig von diesen Bedingongsgleichungen ist die

Tangentenkonstruktion fiir eine Ktirve f(rlt r,, . . ., rn)
= c durchfuhrbar; vgl.

G. Scheffers u. G. Peano, Anm. 351.

355) Ed. Lucas, Mathesis 9 (1889), p. 129134, 173181; A. PmUain,
J. math, spe^c. Paris (3) 3 (1889), p. 310, 5155, 130134, 155159, 171 f.;

(3) 5 (1891), p. 265276 (beide Zitate nach Jahrb. Fortschr. Math.). Verwendnng
bei Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. hoh. ebenen Kurven, Leipzig 1873, p. 304 f.;

G. Darboux, M^m. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux. 8 (1872), p. 243; Classe rem., p. 55.

356) Mem. Soc. sc. phys. nat. Bordeaux 8 (1872), p. 210. Bemerkung tiber

die Flache (Zyklide) ar
x -f brf 4- crs

= Classe rem., p. 47 FuBn.

357) Nouv. Ann. (3) 17 (1898), p. 115118. Allgemeiner Paris C. R. 109

(1889). p. 959: Nouv. Ann. (3) 9 (1890), p. 289293; 13 (1894), p. 501, wo er

statt der Tangentialentfernungen die ,,Entfernungen unter dem Winkel 6&quot; d. h.

jene Verbindungastrecken von P mit Kurvenpunkten ,
die die Kurve unter dem

Winkel schneiden) wahlt. Auch die dualen Koordinaten, gebildet aus den

,,Entfernungen unter dem Winkel 0&quot; einer Geradea von einer oder mehreren al-

gebraiachen Kurven, werden benutzt.

Encyklop. d. math. WuacnacL. Ill 1. 45



690 HI A B 7. E. Mutter. Die Yergchiedenen Koordinatensysteine.

A.
&amp;lt;?a#%s

858
) eomale Koordinaten, das sind die Quadratwurzeln aus

ganzen rationalen Funktionen der homogenen rechtwinkligen Koordi

naten, hervorgegangen.
Als dipolare Koordinaten eines Punktes P der Ebene bezeichnet

man auch 0- = log
8 und den Winkel

o&amp;gt;,

nnter dem die Strecke 0,0S

von P aus geseben wird 359
).

Die peripolaren Koordinaten von C. New-

mann***) haben nur in der mathematischen Physik Anwendung ge-
funden.

Der Verwendung von r
lf r% als Koordinaten Hegt die Auffassung

zugrunde, jeden Punkt der Ebene als Scbnitt der durch ihn gehenden
Kreise zweier Biiscbel konzentrischer Kreise aufzufassen. Zu eineni

im Sinne der Kreisgeometrie verallgemeinerten Koordinatensystem

gelaugt man, wenn man zu demselben Zweck zwei beliebige Kreis-

buschel benutzt, deren Kreiee durch Koordinaten bestimmt werden. Ein

bierher geboriges System bat E. Habich** 1

) betrachtet. Sind 0, A, B
feste Punkte und A, /t die Winkel, unter denen man die Strecken

OA 9
OS aus P sieht, so gelten cot A, cotjt als dessen Koordmateu,

Diese Bestimmungsweise lafit sicb auf den Raum aursdehnen.

Hier waren aucb jene Koordinaten zu erwabnen, die aus den

iiblicben durch Zugrundelegung einer andern Mafibestimmung bervor-

gehen
862

).

368) Trans. R. Soc. Edinb. 25 (1868), p. 1110 = Math. pap. 6, p. 470576.

369) E. Betti, Teoria delle force Newtoniane e sue applicaz. all
1

elettro-

etatica e al magnetisiiio, Pisa 1879; deutsch von W- Fr. Meyer unter dem Titel:

,,Lehrbuch der Potentialtheorie usw.u
, Stuttgart 1886, p. 208. Nach C. Neu

mann, Math. Ann. 18 (1881), p. 196 ff, sollen sie von W. Thomson eingeluhrfc

worden sein. Besitzen O
l , 8

die rechtwinkligen Koordinaten ( e, 0) b?.w.

(-J- c, 0) und bezeichuet z die Gaufiache Coordinate (Nr. 7) vou P, so siud #

und to der reelle und imaginare Teil von log-- Die Kurven 0- = koust. und

to = konst. bilden zwei orthogonale Kreisbuschel. Zur Bestininiung eines Punktea

im Rautne nimmt man noch den Neigungewinkel &amp;lt;p

der Ebene P0t
Oa gcgen

eine feste Ebene durch O
l 2

hinzu, Geometrische Uiitersuchungen mittels dieser

Koordinaten (wobei = e~* statt & benutzt wivd) von G. LeonhardL Zeitschr,
V rs }

Math. Phys. 27 (1882), p. 346362.

860) Abh. Gee. Leipzig (math.-phys.) 12 (1880), p. 365 E98. Verwendet wurden

eie schon in der Arbeit: Theorie d. Elektrizitats- und Warme -Vert, in einem Binge,

Halle a. S. 1864. Vgl. auch Ber. Ges. Leipzig (math.-phys.) 29 (1877), p. 134 ff.

361) Nouv. Ann. (3) 3 (1884), p. 363367. Hiermit verwandt sind die

,,trigomc coordinates&quot; von W. Walton, The Quart. J. p. appl. math. 9 (1868),

p. 340 343. Vgl. auch A. Poulain, Principea de la nouvelle geometric du iriangley

Paris 1892.

362) Vgl. die Minimalkoordinaten in der pseudometriechen ebenen Geo-



18. Allgemeines uber Koordinaten von algebraischen Flachen usw. 691

II. Koo rdinale n yon algebraischen Flacheu, Linien in der Ebene
und Punktgruppen in der Gcraden (allgemein: M^_ l

hn JRw).

18. Allgemeines. Der allgemeinen Koordinatendefinition in Nr. 1

gemafi nennt man Zahlen, die eine Flache gegeniiber irgendwelchen

festen Gebilden bestimmen, Koordinaten dieser Fltiche. Dieser fur die

Weiterentwicklung der Koordinatenmethoden ausschlaggebende Ge-

danke geht auf J. Pliicker 363
) zuriick. Nach seinem Vorgange konnen

wir die y (M + i
&amp;gt; (

i

n

.^L.Jl Koefnzienten 354
) fh in der Gleichung

F(xi&amp;gt;

x
z&amp;gt;

x
$&amp;gt;

x )
SSS einer algebraischen Flache n^r

Ordnung als deren

fomogene Koordinaten (Nr. 1) bezeichnen
*65

).

Sind Flf F2 , ...,Fy voneinander linear unabhangige solche

Flachen, iet also die Determinante \fik \ =%=Q, so lafit sich F in der

Form

(1) F^m.F, + m,F2 + - . - + mNFN
darstellen. Die Zahlen m. sollen nach H. Grafima****) die (homo-

generi) Koordinaten der Flache F == in lezug auf die festen Flachen

Flt FD . . ., FN heifien. Die vorher erwahnten Koordinaten f\ bilden

einen SonderfaU davon.

Bei infinitesimal-geonietrischen Untersuchungen wahlt man noch

allgemein er
367

) irgend eine von n Parametern abhangige Flache

(2) f(*&amp;gt; V&amp;gt; z&amp;gt;
JPi&amp;gt;.*&amp;gt;2&amp;gt; -,P*) =

als Raumelement nnd betrachtet dann die Parameter p19 p9 ,
- .,pn als

Koordinaten einer besondern Flache. Diese Flache kann als Element

metrie bei F. A Zetn 197
). Grimdet man in der Ebene auf zwei zu den absoluten

(Kreis-)Punkten harmonische Ptinkte eine MaBbestimmung, eo erhalfc man die

von J. Edalji, Arch. Math. Phys. (3) 9 (1905), p. 271 f., besprocbenen hyperboli-

schen Parallel- and Polaikoordinaten. Vgl. anch Anm. 236*.

Bei F. Klein und 5. Lie kommen wiederholt die logarithmischen Koordi

naten logo;, logy, log e zur Verwendung. S. etwa Lie -
Scheffers, Geom. d. Be-

rubrungstransf. 1, Leipzig 1896, aii verschiedenen Stellen.

363) Vgl. A. Ckbsch, Abb. Ges. G6tt. 16 (1872), p. 31 = J. Plueker, Gcs.

Abb. 1, p. XXXnif.; F. Klein, Htfhere Geom. l
t p. 151, 160, 230. Yollkommen

vertraut war H. Grafimann mit dieser Auffassung ; vgl. Ausdebnungsl. v. 1862,

Nr. 392, 893.

364) in C 6, Castelniwvo und Enriquts.

365) J?. Baltzer, Anal. Geom., p. 73. Cber das erste Auftreten von Flachen-

oder Kurvenmannigfaltigkeiten (Serien) s. ebenda, 19, Nr. 3.

366) Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 393 = Ges. W. I 1
, p. 264; die m

t
heifien

daselbst aucb die Ableitzahlen von F aus F
l ,

. . . , FN .

367) S.Lie, Matb. Ann. 6 (1872), p. 150; G. Koenigs, Paris C. K. 104 (,1887),

p. 673, 842; Acta math. 10 (1887), p. 313338.
45*
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eines abstrakten En (Nr. 3) aufgefafit werden 363
).

Eine oder mehrere

Gleichungen zwischen den pi (oder m
{) bestimmen Flaehenmannig-

faltigkeiten
868

).

Analoges gilt fur Kurven in dor Ebene oder Punktgruppen in

der Geraden.

19. Pliickerache Ebenenkoordinaten und Linienkoordinaten.

in der Ebene. 1st

(1) *!# + Utf + USZ + M4

die Gleichung einer Ebene in Parallelkoordinaten (Nr. 3) 7
so sind

(nach Nr. 18) die Koeffizienten u
(

die Jwmogenen (Pliickerscheri) Ko-

ordiiiaten dieser Ebene 569
). Bringt man (1) durch Division mit *4

auf die Pludcersche Normcdforwi

(2) ux + vy + w* + 1 ^
0&amp;gt;

so bedenten u, v, w die negativen reziproken Achsenabschnitte der

Ebene und heiBen gewohnlich deren Pluckersche Koordinaten). w0,
368) H. (rrafimann, a. a. 0., Nr. S93.

369) J. Pliicker, J. f. Math. 6 (1829), p. 107146 = Ges. Abh. 1, p. 178

219; Entw. 2 (1831), p. 10; an beiden Stellen fur die Geraden der Ebene. In

der Vorrede zu letzterem Bande (p. VII) erwahnt Fl&eker, da,6 er Ende August
1829 den neuen Schritt tat, die Koeffizienten in der Gleichung einer geraden
Linie ala deren Koordinaten zu betrachten. Die selbstverstandliche Verallgemei-

nerung auf den Raum vollzog er J. f. Math. 9 (1832), p. 124134 = Ges. Abh.

1, p. 224234. Iraplizite verwendet echon A. F. Mobiles, Baryc. Calcul (1827),

6, bei der Begriindung seines Kalkiils Ebenenkoordinaten, indem er zeigt, daB

alle Ebenen, deren parallel zu irgend einer Richtung gemessene Abstande von

vier Grundpunkten einer linearen Gleichung geniigen, durch denselben Punkfc

gehen. Vgl. auch seinen Brief an W. Fiedler in Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d.

Kegel&chnitte, Leipzig 1860, p. 574 f. M. Chasles hat unabhangig von Plucker

und fast gleichzeitig mit ihm diese Koordinaten aufgestellt. Vgl. Brief vom
10. Dez. 1829 an Quetelet in Corr. math. phys. 6 (1830), p. 8184 und die Be-

merkung dazu p. 85 87; ferner auch G. Darloux, Bull. sc. math, (astr.) 6 (1874),

p. 113116; E.Kotter, Bericht 1, p. 355. Chasles gelangte zu den Ebenen

koordinaten, indem er das kartesische System einer korrelativen Transformation

unterwarf und von dem erhaltenen Koordinatentetraeder eine Flache ins Un-

endliche verlegte. Vgl. noch Ap. hist. p. 628 639. J. Booth, On an application

of a new analytic method of the theory of curves and surfaces, Liverpool 1843,

scheint ebenfalls Belbstandig auf diese Koordinaten gefuhrt wordeu zu sein, die

er tangential coordinates (vgl. W. E. Hamilton, Elements of Quaternions, ed. by
W. E. Hamilton, Dublin 1866, p. 45 Fufin.) nennt. Daher haben sie einige

Geometer, besondera in England, als J5oo&amp;lt;/ische Koordinaten bezeichnet. Es

werden z. B. als solche die positiven reziproken Achsenabschnitte bezeichnet von

H. M. Jeffery, The Quart. J. p. appl. math. 4 (1868), p. 309332.

370) ./. PlUcker, Sjat. Geom. d. E., p. 1, nennt sie Plankoordinaten. Jeder

Normalform der Gleichung einer Ebene oder Geraden entspringen spezielle Ko-
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t&amp;gt;

= 0, w = sind die Koordinaten der unendlichfernen Ebene. Fur

die Ebenen durch den Ursprung haben t*, v, w ira allgemeinen un-

endlichgrofie Werte; fur die Ebenen durch eine Achse wird die be-

treffende Koordinate onbestimmi

Sieht man in Gl. (2) x, y, z als konstant an, so geuiigen ihr die

Koordinaten u, v, w aller durch den Punkfc (x, y, i) gehenden Ebenen.

GL (2) heifit dann die Gleichung des Punktes (x, y, *)
871

). Allgemeiner
ist jede lineare Gleichung in w, v, w

(3) au + bv + ctv + d =
die Gleichung eines Punktes

y nainlich desjenigen, dessen homogene
Parallelkoordinaten (Nr. 3) a, b, c, d sind.

Unter Voraussetzung eines rechtwinklig-gleichschenkligen Achsen-

kreuzes (Nr. 3) ist die linke Seite yon (3) dem mit rf)/w
2
-f- t?

2+ w2

multiplizierten Abstand des Punktes von der Ebene (w, v, w) gleich
378

),

wobei die Strecke (u, i, w) (Nr. 3) die positive Richtung angibt.

d = ist die Gleichung des Ursprungs.
Fiihrt man homogene Punkt- und Ebenenkoordinaten (vgl. Nr. 3,

insbes. Anm. 60) x
t
bzw. u

t ein, so ist

(4)

die Gleichung einer Ebene oder eines Punktes, je nachdem die w
t
. oder

x
i
als konstant betrachtet werden 875

).

ordinaten. Pliicker, ebenda Nr. 3 nnd J. f. Math. 9 (1832), p. 124 = Gea. Abh.

lt p. 224, bevorzngt die Form z -f uy -j- vx -f- -to = 0; W. Kitting, Lehrb. d. anal.

Geom. in homogenen Koordinaten, Paderbom 190001. 1, 11; 2, 8, nennt

die Koeffizienten der JETesseschen Normalform (Nr. 8) der Gleichung einer Ebene

ihre HeseeBchen Koordinaten; M. d Ocapne, Nonv. Ann. (4) 1 (1901), p. 433450,
betrachtet gelegentlich, von der Gleichunggfonn y p(x 1) einer Geraden

ansgehend, i und p als deren (nichtlineare) Koordinaten.

371) J. Plucker, J. f. Math. 6 (1829) = Ges. Abh. 1, p. 179 (fur die Ebene);
J. f. Math. 9 (1832) = Ges. Abh. 1, p. 225 (fur den Kaum). 0. Hesse, Vorles. Raum,
p. 49, nennt sie die Normalform der Gleichnng des Pnnktes.

372) J. Plficker, J. f. Math. 6 (1829), p. 112 = Ges. Abh. 1, p. 183 (fur

Linienkoordinaten in der Ebene). Setzt man dieaen Auadruck einer Konstanten

gleich, so erhalt man die Gleichung einer orientierten Kugel (Nr. 25) in linearen

Ebenenkoordinaten. Fiir die Kreise der Ebene: J. Plucker, a. a. 0., Ende 1;

Entw. 2 (1831), p. 34 f.; 0. Hesse, Vorles. Ebene (3. Anfl.), p. 189 f. Fur die Kugeln,
bei Benutzung von Vierpunktkoordinaten (Nr. 22): L. Kronecker, J. f. Math. 72

(1870), p. 162.

373) /. PJucker, Syat. Geom. d. R., p. 8. Die Schreibweise mit Indizes bei

0. Hesse, Tories. Raum, p. 61.
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Alle Ebenen, dercn Koordinaten u
f

die homogene Gleichung

^(M i&amp;gt;

W
2&amp;gt; %? %) =*= befriedigen

87
*), umhullen eine Flache, die aber

auch ganz oder teilweise in Kurven oder Punkte degenerieren kann.

So z. B. umhlillen die der Gleichung

(5) u* + t;
2 + ?o

2 =

genfigenden Mininwlebenen (Nr. 3) den in der unendlichfernen Ebene

liegenden imaginaren absoluten Kegelschnitt (Kugdkreis)). Zwei solche

Gleichungen definieren im allgemeinen eine abwickelbare Flaohe 375
*)

(einen Torsus oder eine Torse), drei eine Gruppe diskreter Ebenen 876
).

1st F eine gauze rationale homogene Funktion w1*11 Grades
;
so gehen

durch jede Gerade des Raumes n Tangentenebenen der Flache
;
und

diese heiBt eine algebraische Flache wter Klasse 377
).

Die Flache erster

Klasse ist der Punkt als EbenenbOndei aufgefaBt.

Entsprechendes gilt im Iin , zumal in der Ebene. Die Koordinaten

einer Geraden heifien Linien- oder Strahlkoordinaien.

Durch Einffthrung der Ebenenkoordinaten (Strahlkoordinaten in

der Ebene) hat J. Plucker dem Prinzip der Dualitat 878
) seinen analy-

374) F wird gewShnlich als analytiache Funktion voransgesetzt, s. Nr. $.

Die Gleichung des Beruhrungspunktes in nichthomogener Form bei M. Chasles,

Ap. hist., p. 634.

375) III AB 1, Enriques, Nr. 22; ffi AB 4, Fano, Nr. 7, 11, 12; IV 2, Timer-

ding, Nr. 29.

375*) /. Plucker, J. f. Math. 9 (1832) = Gee. Abh. 1, p. 228; M. Chasles,

Ap. hist., p. 634. Solche Flachen warden zaerst von L. Evler (1771) und

G. Monc/e (1780) untersucht. S. HID 6 a, FoyS, Nr. 21.

376) Vgl. hierzu sowie zur analytischen Darstellung anderer Eaumgebilde
0. Staude, Anal. Geom., 72.

377) Der Klassenbegriff fur Kurven stammt von J&quot;. D. Gergonne, Ann. math,

p. appl. 18 (182728), p. 151. Nach M. Chasles, Ap. hist., p. 96, war De Beaune

(1601?) der erate, der die Idee faBte, Kurven durch Eigenschaften ihrer Tan-

genten zu definieren; Kurven als Enveloppen von Geraden haben Ch. Huygens
uud E. W. v. Tschirnhaus betrachtet (vgl. M. Cantor, Vorl. 3, 2. Aufl., p. 140 f.,

148). Gleichungen von Kurven and Flachen als Strahl- bzw. Ebenenort treten

zuerst bei J. Plucker, J. f. Math. 6 (1829) Ges. Abh. 1, p. 180 bzw. J. f. Math. 9

(1832), p. 124 = Ges. Abh. 1, p. 224 auf. Fur die verhaltnismaflig seltenere Ver-

wendung der Ebenenkoordinaten in der Infinitesimalgeometrie vgl. man : J. Plucker,

J. f. Math. 9 (1832), p, 124134 = Ges. Abh. 1, p. 224234; Syst. Geom. d. R.,

p. 3236; L. Painvin, Paris C. B. 71 (1870), p. 217222; 73 (1871), p. 902f.
;

Bull. sc. math, (astr.) 3 (1872), p. 174190; J. math, p. appl. (2) 17 (1872),

p. 219248; J. Franz, Arch. Math. Phys. 55 (1873), p. 105112; G. Darbwtx,

L*&amp;gt;9ons 1, p. 234 f.; L. Bianchi, Vorl. Sb. Differentialgeom., deutsch von M. Lukat,

Leipzig 1899, p. 139.

378) IHAB4a, Fano, Nr. 7 (insbes. Anm. 17), 8, 12, 2). Zur Geschichte

des Dualitatsgesetzes vgl. A. Clebsch, Abh. Ges. Gdtt. 16 (1872), p. 12 f. =
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tischen Ausdruck geschaffen. Je zwei duale Satze im Baum (in der

Bbene) sind verschiedene Interpretationen in Punkt- und in Ebenen-

koordinaten (Strahlkoordinaten)
~ desselben analytischen Satzes.

20. Aiigememe Ebenenkoordinaten. Dumit bezeichnet man vollig

analog wie in Nr. 4r die Werte

(1) u^f^v.w) (t-1,2,3),

welche drei voneinander unabhangige analytische Funktionen ft der

P/wcterschen Ebenenkoordinaten (Nr. 19) fur eine Ebene (, v, w) des

Raumes annehmen 379
).

Sient man die u
t
als veranderliche Parameter

an, so definieren die Gleichuugen (1) drei Scharen von Fliichen, aus

denen je eine Flache eine gegebene Ebene beriihrt. Alle Ebenen, fOr

die zwei der Koordinaten u
{ gegebene Werte annehmen, umbiillen

eine abwickelbare Flache 380
).

Einem Koordinatentripel ulf 1*3, i*8 ge-

hort im allgemeinen eine Gruppe von Ebenen zu, als gemeinschaft-
liche Tangentenebenen der den einzelnen Koordinatenwerten ent-

sprechenden Flachen.

Diese allgemeinen Ebenenkoordinateu haben bisher keine ein-

gehendere Untersuchung erfahren. J. Pliicker*79
)

hat ftlr den Fall,

als die ft rationale Funktionen bezeichnen, eine geometrische Deutnng
der Koordinaten u

f gegeben.

Jede (auch lineare) Gleichung zwischen den Koordinaten u
t
de-

finiert eine Flache (im besondern eine Kurve oder Punktgruppe) als

Ebenenort 881
); zwei Gleichungen definieren im allgemeinen eine &b-

wickelbare Flache, drei eine Ebenengruppe. Der Begriff homogener
Koordinaten aus Nr. 4 so wie der dort ausgesprochene allgemeine Satz

lassen 8ich auf die allgemeinen Ebenenkoordinaten unmittelbar iiber

tragen.

Analoge Begntfabildungen sind in der Ebene nnd im Strahl-

biindel (allgemein RJ moglich.

J. Pliickera Gea. Abh., p. XVUIf. (vgl. auch ebenda p. 619); R. Baltter, Anal.

Geom., 19, Nr. 5; E. Kotter, Bericht 1, p. 160 f.; Tropfke , p. 95; 0. Statute,

Anal. Geom., p. 441, Anm. 119.

379) J. Plticker, Syet. anal. Geom. t Nr. 43 (fur die Ebene); a. auch N. DrucJcen-

mutter, ^bertragnngsprinaipien, p. 70 88.

380) Hier gilt Aum. 117* in dualer ftberbragung.

381) 1st f(ul , u,,ws )
= dieee Gleichung, so stellt

-SW-**^ (. -1,8,8),

worin die U
t
laufende Koordinaten dertelben Art bexeiehnea, eine Flache dar,

die die gegebene in der Ebene
i,. berflkrt (Anm. 12).
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21. Lineare Ebenenkoordinaten im aUgemeinen. Man verstehb

unter linearen*8*) Ebenenkoordinaten im Eaume solche, in denen jeder

Punkt durch eine line a re Gleichung dargestellt wird. Die allgemein-

sten homogenen Koordinaten u
t
dieser Art sind (vgl. die analogen

Betrachtungen in Nr. 5) proportional vier gegebenen, voneinander

unabhangigen linearen Funktionen der PfoYc&erschen Ebenenkoordi

naten, also

(1) 0it,
- A,u + B,v + C,w + D&amp;lt; (i

-
1, 2, 3, 4),

wo A
! ^J&gCjDJ 4= ist and & einen Proportionalitatsfaktor be-

zeichnet 888
).

Zufolge der in Nr. 19 erwahnten Deutung der rechten Seiten

dieser Gleichungen sind die linearen Koordinaten einer Ebene it pro

portional ihren mit festen Konstanten D
t multiplizierten Normal-

abstanden it
i
von den vier festen Punkten u

{
= 384

).
Es andern

sich bloB die Konstanten, wenn man die Abstande der Ebenen par
allel zu vier festen Eichtungen niiBt 885

).
Die Punkte u

t
= heifien

Fundamenialr, Grund-, KoordinatenjMnkte, Ecken des Fundamental- oder

Grundtetraeders und die Koordinaten u
t VierpunJct- oder homogene

Tetraederkoordinaten der Ebene 388
).

Je vier beliebige Zahlen t/17 u
9 ,

us ,
u (0, 0, 0, ausgenommen)

konnen immer als homogene Tetraederkoordinaten einer Ebene an-

gesehen werden 887
) (vgl. Nr. 5). Sollen diese Zahlen gleich (nicht

blofi proportional) den mit den Konstanten J)
i multiplizierten Normal-

abstanden einer Ebene von den Grundpunkten sein, so muB zwischen

382) J. Plucker, Syst. anal. Geom., p. 30 (filr die Ebene); Syst. Geom. d. E. t

p. 6 (fur den Baum).

383) Ebenda p. 32 bzw. 6.

384) Man kann noch eine weitere lineare Funktion

w6
= ^8w-f JV-f C.w -f D6

hinzunehmen und wie fur die Punktkoordinaten (Nr. 6) (i 1, 2, 3
t 4) als

u&

bomogene Koordinaten einer Ebene wahlen; vgl. /. Pl&cker, Syst. anal. Geom.,

p. 37. R. Heger, Zeitschr. Math. PLys. 15 (1870), p. 119, z, B. betrachtet als

Koordinaten einer Ebene die Quotienten aus ihren Abstanden von den Ecken

des Gruudtetraeders und votn Mittelpunkt der dem Tetraeder eingeschriebenen

Kugel und ersetzt (ebenda p. 391; 16 (1871), p. 3) letzteren Punkt durch einen

beliebigen.

385) /. PlucJcer, Syst. anal. Geom., p. 33; Syst. Geom. d. R., p. 6, 7. Vgl.

auch Clebsch-Lindcmann 2 1

, p. 80 f.

386) Vgl. die Anm. 136, 137. Tetragonale Koordinaton bei R. Baltzer,

Anal. Geoin., p. 423.

387) Vgl. Anm. 143, inebes. W. Fiedler, a. a. 0.
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ihnen eine Bedingungsgleichung bestehen. Bezeichnet A^ die zu D
i

gehorige Unterdeterminante in A A
1
B

Z
CSD^ ,

so lautet diese

Gleichung (vgl. Nr. 5, (8))

(2) AjMj + A2 w, + A8 Ws + A4 4
= A.

Sie lafit verschiedene geometrisclie Deutungen zu 888
).

1st umgekehrt
die Gleichung, die zwisclien den Koordinaten u

{
bestehen soil, ge-

geben, so bestinimen sich daraus die Konstanten tf
f (==D,.), niit denen

die Abstande at. zu multiplizieren sind 889
).

Die Ebene s
,
deren homogene Koordinaten &amp;lt;?w

t
. = 1 sind, heiflt

nach W. Fiedler*) Einheiteebene. Da ihre Abstande s
i
von den

Grundpunkten proportional sind, so 1st

(3) ,,-.,,, -s.

Betrachtet man die Abstande s
{

als Langeneinheiten, wodurch

die Abstande x
{ gemessen werden, so sind die Tetraederkoordinaten

einer Ebene x proportional ihren durch die Abstande der Einheits-

ebene gemessenen Abstanden von den Grundpunkten. Die u
t
heifien

deshalb auch tetrametrische Ebenenkoordinaten**1
).

Statt als Normal-

abstande kann man die e
t
und ^ auch als die parallel zu vier festen

Richtungen gemessenen Entfernungen der Ebenen a und it von den

Grundpunkten annehmen.

c darf beliebig, nur durch keinen Grundpunkt gehend, gewahlt

werden; ihre Wahl ersetzt die der Konstanten tf
f

. Das Koordinaten-

tetraeder und die Einheitsebene bilden die Basis der linearen Ebenen-

koordinaten.

Die uberzaMigen Ebenenkoordwiaten werden analog wie die ent-

sprechenden Punktkoordinaten definiert (Nr. 5)
8M

).

888) J. Plticker, Syst. anal. Geom., p. 34, 36, 37 (far die Ebene); L. Rr&necker,

J. f. Math. 72 (1870), p. 181; W. Fiedler, Darst. Geom. 3 (3. Aufl.), p. 159;

J. Toeplitz
1

*) , JR. Heger, Zeitschr. Math. Phys. 16 (1870), p. 392; 18 (1871), p. 3;

19 (1874), p. 94, 95 (in welchen Arbeiten jedoch die Ebenen- bzw. Linienkoordi-

naten eine etwas andere Bedeutung haben; vgl. Anm. 384.

389) /. Pliicker, Anm. 388.

390) S. Einheitspunkt in Nr. 5, insbes. Anm. 147.

391) 8. Anm. 149. Wegen des Zusammenhanges dieser Koordinaten einer

Kristallflacbe mit deren Indizes vgl. V 7, Liebisch, Schoenflies, Mugge, Nr. 10.

392) P. Serret, G^om^trie de direction, Paris 1869, p. 30, wo sich vielfache

Anwendungen daron finden. Die von M. Chasles, Trait^ de G^om. sup., Paris

1852, 2e ^d. 1880, p. 303314, benutzten Toil- oder Doppelverhaltnisse sind

ebenfalls solche Koordinaten. Die pentaspharischen Kugelkoordinaten (Nr. 24),

zur Bestimmung von Ebenen angewandt, geben ,,eoordonne*es tangentielles sur-

abondantes&quot; (G. Darboux, Classe rem., p. 260).
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Die Verbaltnisse der Koordinaten M, lassen sich nach W.

fer
s9

*) als Doppelverbaltnisse deuten. Werden namlicb die Seiten-

flacben 1; Og, Og, , des Koordinatentetraeders in irgend einer Reiben-

folge mit
&amp;lt;*,, bezeicbnet, so 1st

(A\ .** a J^ ** =-_ ** **
v / MA &amp;lt;?

t
.

*

t , f,. *,

also gleich dem Doppelverhaltnis der vier Pnnkte, die die Ebenen

t.,
ctk , ,

it auf der Kante [tyaj ausschneiden, d. h.

(5)
= -

Drei dieser Doppelverhaltnisse, z. B.

= -*
&amp;lt;p

ssr **?
&amp;lt;p

~1

reichen zur Bestimmung einer Ebene bin; sie sind invariant gegen-

nber projektiven Transformationen des Raumes. Man nennt daber

9i&amp;gt; 9t&amp;gt; 9s DoppefoerMUnte- oder Wurflwordinaten oder auch nicht-

Jiomogene (die w
4 homogene) Uneare projektive Koordinaten*95

).
Da dieses

Koordinatensystem invariant (Nr. 1) gegeniiber kollinearen Raumtrans-

formationen ist, so ist sein Hauptanwendungsgebiet die projektive

Geometrie 896
).

Sie lassen sicb vollkommen dual wie die entsprecbenden

Punktkoordinaten aucb rein geometriscb und von MafibegrifFen un-

abbangig definieren (vgl. Nr. 6).

Fur die Ebenen durcb A nehmen
&amp;lt;pl9 &amp;lt;p2 , ^&amp;gt;8 unendlichgrofie

Werte an.

Die Werte

fi i I i I I \ 9 t /)

die drei lineare Funktionen der Pltidcerschen Ebenenkoordinaten ffir

eine Ebene (u, v, w) annehmen, sind mit den Koordinaten tpt
identisch.

Die Grundpunkte A19 A% y
Ad haben nthnlich die Gleichnngen pt

==
0,

393) VgL Anm. 168. Auch M. Chasles, Ap. hist., p. 629; K. G. v. Stoudt,

Beitrfcge, p. 267, und W. M. Hamilton **) betrachten Doppelverhaltniskoordinaten
der Ebene; die der letzten beiden sind mit obigen identisch.

394) Bezeichnen A+ die den
,- gegenfiberliegenden Ecken dcs Grand -

tetraeden and J5ik , Pik die Sohnittpunkte von [A^Ak ]
mit s bzw. ,

so 1st sach

396) Vgl. die Anm. 159162.

396) Ygl. Anm. 163. Die daselbst angeffihrten Werke und Arbeiten be-

handeln meist Punkt- und Ebenenkoordinaten gleichxeitig. Die Trennnng bier

gescbah mit Ruckgicht auf die historische Entwickltmg.
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und Punkt A ist der konst. == entsprechende Ursprung des zu-

gmnde gelegten rechtwinkligen Achsenkreuzes. Die pi
sind aber die

mit festen Konstanten multiplizierten Quotienten aus den Abstanden

einer Ebene von den Punkten Ait A3 ,
A

3
und aus dem Abstande

von A.
Wegen weiterer hierher gehoriger Bemerkungen sei auf Nr. 5

verwiesen.

LaBt man, wie fiblich, die zur Definition der tetraedrischen

Punkt- und Ebenenkoordinaten benutzten Grundtetraeder zusammen-

fallen, so mussen die GroBen A
iy B., C

f ,
D

t
in Gl. (1) gleich den

durch bestimmte Konstante t
f

dividierten Unterdeterminanten von

A= iaj&jjCg^i aus Nr. 5 sein. Die Gleichung ux+ vy + we +1 =
einer Ebene erhalt dann in den Koordinaten x

it
u

{
die Form 397

)

(6) 2w -

dabei haben Einheitspunkt und Einheitsebene wiDkfirliche gegen-

seitige Lage
898

).

Damit die r
i
== 1 werden, ist notwendig und hinreichend, dafi

die Einheitsebene s die Harmonikalebene 399
)

des Einheitspunktes E
beziiglich des Grundtetraeders sei; die Verbindungsebene [EAi

Ak\

und s schneiden dann [J^J.m] in zwei A
l
und Am harmonisch tren-

nenden Punkten. Bei derartiger Wahl von E und t oder, wie wir

kurz sagen wollen, bei Vereinigwng der Basen fur Punkt- und Ebenen-

397) S. Clebwh-Lindemann 1, p. 86; 2 1
, p. 83.

398) J. Liiroih, Math. Ann. 8 (1875), p. 218; W. Fiedler, Darst. Gcom. 3

(3. AufL), p. 120. Werden Punkt- und Ebenenkoordinaten rein geometrisch de-

finiert, so mnB die Bedingnngsgleichnng far die vereinigte Lage eines Punktes

und einer Ebene aus geometrischen Eigenschaften abgeleitt werden. Siehe

W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ge. Zurich 15 (1870), p. 162, 171174; Darst. Geom.,

1. Aufi., p. 614 f, 533637; 2. Aufl., p. 530632, 547550, 789 f.; 3. Aufl. 3,

p. 117122 (drei Beweise; vgl. auch die Literaturnachweise dazu p. 648); E. Sturm,

Math. Ann. 9 (1876), p. 343: Clebsch-Lindemann 2 1
, p. 460; K. Th. Vdklen, Ab-

strakte Geometrie, Untera. fiber die Grundlagen der euklidischen u. nicht-ettkli-

dischen Greometrie, Leipzig 1905, p. 137.

399) W. Fiedlerm). Zum Begriff Harmomkakbene und HarmonikcdpHnkt,
die auch Polarebene und Pol in bezug auf ein Tetraeder heifien, sowie die ana-

logen Begriffe in der Ebene s.: J.-Plucker, Entw. 2, p. 24; Syst. anal. Geom.,

p. 10, 34; 0. Hermes, J. f. Math. 56 (1869), p. 204; 0. Staude, Anal. Geom.,

26, 65 (Nr. 8, 9) sowie den Literaturnachweis p. 435, Anm. 86. Die unand-

lichferne Ebene ist die Harmonikalebene dea Tetraederschwerpunktes ;
durch

kollineare Transformation folgt daraua der allgemeine Fall.
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koordiuaten erhalt (6) die einfaclie Form 400
)

(7) |u*]=

,

4

1

Die tetraedrischen Ebenetikoordinaten sind also die Koefiizienten der

Gleichung einer Ebene in tetraedrischen Punktkoordinaten und werden

haufig auf diese Weise definiert
401

).

Aus (7) folgt, daB die linearen homogerien Koordinaten einer

Ebene (eines Punktes) proportional sind den dreigliedrigen Determi-

nanten der aus den Koordinaten dreier Punkte der Ebene (dreier

Ebenen durch den Punkt) gebildeten Matrix 402
).

Werderi Punkte und Ebenen auf nicht vereinigte Koordinaten-

basen bezogen ?
so bestimmt die Gleichung ?/v

= QX{ (i 1, 2
; 3, 4)

eine raumliche Korrelation (Reziprozitat)
403

).
Bei vereinigten Koor-

dinatenbasen geht die Korrelation in die Polaritat bezuglich der

Flache 2. Ordnutig

(8)
i

fiber, die das Grundtetraeder zum Poltetraeder, Einheitspunkt und

Einheitsebene als Pol und Polarebene besitzt404
).

Auf die analogen Linienkoordinaten in der Ebene und die daraus

durch Projektion (Nr. 5) hervorgehenden Ebenenkoordinaten im Bundel

sei bloB hingewiesen
d05

).
Im Gebiete der geraden Linie (allgemeiner im

binaren Gebiet) erweist sich die Einftihrung der dualen Koordinaten

als vorteilhaft 406
).

Die Bedingung der

400) Vgl. Anm. 397, 398 und die Ableitung von Gl. (7) mittels Koordinaten-

transformation bei Heffter-Koehler 1, p. 134. Das Symbol [ux] in (7) besitzt

Produktcharakter.

401) Z. B. F. Klein, Nicht-Euklidiscbe Geom. 2, autogr. Vorl. (Sommers.

1890), ausgearb. von Fr. Schilling, GOttingen 1893, p. 4; Heffter-Koehler 1, p. 135.

Fur den abetrakten En (Nr. 8) z. B. bei K Bertim 1
&quot;), p. 21.

402) F. Klein, a. a. 0., p. 7. Die Werte u
t

selbst sind nach H. Graft-

mann 94
),

95
) die Koordinaten eines Blattes (Nr. 8).

403) /. Plucker, Syst. anal. Geom., p. 74 (fur die Ebene); Syst. Geom. d. R. T

p. 10 (fur den Raum).

404) J&quot;. Plucker, Syst. Geom. d. R., p. 14, 319; W. Fiedler, Darst. Geom. a

(3. Aufl.), p. 116.

406) Z. B. W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 16 (1870), p. 168160;
P. Muth, Grundlagen 7, Weitere Literatur bei 0. Staude, Anal. Geom., p. 439

Amn. 105.

406) M. Pasch, Math. Ann. 23 (1884), p. 419; Heffter-Koehler 1, p. 48. Zur

Definition der Doppelverhaltniskoordiuaten in der Geraden und im Stranlbuschel

vgl. auch K. Doehlemann, Zeitschr. Math. Phys. 41 (1896), p. 266271.
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vereinigten Lage ernes Punktes (#,) mit einejn Punkt (w^) erhalt dann

die mit (7) analoge Form w^ + w.2#2
~ 0.

Der Ubergang von einem System homogener linearer Ebencn-

koordinaten w^ zu einem aiidern ti/ wird wie fur Punktkoordinaten

(Nr. 5, Gl. (13)) durch eine lineare Substitution bewirkt. Im Falle die

Basen fur Punkt- und Ebenenkoordinaten vereinigt sind, zieht die

Transformation der Koordinaten x
i

die der w- nach sich, und zwar

drticken sich die w/ durch die ^ vermittelst desselben aber trans-

ponierten Koeffizientensystems aus wie die x. durch die #/, also

a ^-h anxi f 1 2 4^
l

S

Die x
i
und ?^ sind kontragrediente Variable.

22, Besondere Arten linearer Ebenenkoordinaten und Llnien-

koordinaten in der Ebene. Samtliche Arten linearer Ebenenkoordi

naten gehen aus den allgerneinen (Nr. 21) durch besondere Wahl der

Koordinatenbasis hervor. Bleibt man bei der gebrauchlichen An-

nahme, dafi Punkte und Ebenen auf dasselbe Tetraeder bezogen
werden und die Einheitsebene die Harmonikalebene des Einheits-

punktes ist (Nr. 21), so gehort zu jeder besonderen Art linearer

Punktkoordinaten (Nr. 6) auch eine besondere Art linearer Ebenen

koordinaten 407
).

Es moge hier jedoch nur auf wenige Falle hin-

gewiesen werden.

Den baryzentrischen Koordinaten (Nr. 0, a)) gehort jenes lineare

Ebenenkoordinatensystem zu, dessen Einheitsebene die unendlichferne

Ebene ist 399
); die Koordinaten u. sind proportional den Abstanden der

Ebene yon den Grundpunkten ( Vierpunktkoordinaien)
*08

).

Vielleicht das einfachste lineare Ebenenkoordinatensystem ist das

zum Fail b) in Nr. 6 gehorige, wo der Grundpunkt A iin Unend-

lichen liegt (Fig. 5). Schneiden namlich die Ebenen s und st auf den

drei parallelen ,?
Achsen&quot; A^A^ A^A^ A

SA4 beziiglich die Strecken

407) /. Pl&cker, Syst. Geom. d. R., p. 4, nennt zwei soiche Koordinaten-

.flysteme befreundct. W. Fiedler, Daret. Geom, S (3. Aufl.), p, 108, bezeichnet sie ala

zuaammengeliorige Punkt- und Ebene.nkoordir&amp;gt;&tn, ebeneo He/fter-Koehler 1, p. 140.

408) W. Fiedler, Darst. Geom. 3 (8. Aufl.), p. 108. Das von M. Chasles,

Traite de geoxa. sup., Paris 1852, 2e ed. 1880, p. 316 f., 3271 . eingefuhrte und
von P. Sondat, Nonv. Ann. (3) 12 (1893), p. 360387, 503619, wiederbehandelte

Punkt- und Linienkoordinatensystem in der Ebene geliort hierzu. Die Vierpunkt-
koordinateu sind invariant gegenuber affinen Transformationen (IIIABdb,
Jfano, 2sr. 7).
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AJEut Ai
Pu (i

==
1, 2, 3) ab, so 1st zufolge Anm. 394:

(1) , 2, 3).

Die Koordinaten qp,.
einer Ebene n sind also iin allgenieinen die

Langenzahlen der vori ihr auf den drei Achsen abgeschnittenen

Strecken, jede durch eine andre Einheit

gemessen. Wahlt man noch
||[^11 ^.2 J.3 J

und die AfEi4i gleich lang, so sind die

Koordinaten ^ einer Ebene die Liingen
der von ihr auf drei parallelen Achsen

abgeschnittenen Strecken, wahrend die zu-

gehorigen Punktkoordinaten (Nr. 6, GL (1))

sich als negative reziproke Achsenabschnitte

darstellen. Diese Koordinaten, deren ebenes

Analogon als Schweringsche Linienkoordi-

natcn bekannt wurde, sind zu den Carte-

sischen Punktkoordinaten (vgl. Nr. 6, d))

dual und haben mehrfache Behandlung
erfahren 409

).

Fig. 6. Dem Fall d) in Nr. 6 gehoren als

409) Auf diese Dualitat hat V. Schlegel, Zeitschr. Math. Phys. 23 (1878) t

p. 196f. hingewiesen; sie war jedoch sehon M. Chastcs 9*9
) bekannt, der diese

Koordinaten fur die Ebene und den Raum (Ap. hist., p. 630) aufgestellt und
benutzt hat. Die Bemerkung von A. Schoenflies in J. Pltie&em Ges. Abh. 1,

p. 600, daB die 6%osJmchen Ideen in der a. a. 0. ausgesprochenen Form eine

analytische Verwendung nicht gestattet batten, d. h. wohl, clafi diese Koordi

naten nicht linear waren, beruht offenbar aaf einem Versehen. Das ebene

Koordinatensystem obiger Art, das auch bei Salmon-Fiedler, Hohere ebene Kurven,

Leipzig 1873, p. 9, erwahnt wird, behandeln: W. Unverzagt, fiber ein einfaches

Koordinatensystem der Geraden, Progr. Wiesbaden 1871, dessen Inhalt F. ttudio,

Zeitschr. Math. Phys. 44 Suppl. (1899), p. 383397 wiedergibt. K. Schwering,
Jhrsb. d. Westphal. Provinzialver. 1874, p. 149; Zeitschr. Math. Phys. 21 (1876),

p. 278 286; Die Parallelkurve der Ellipse als Kurve vom Range Bins unter

Anwendung eines neuen Linienkoordinatensystems , Progr. Brilon 1878; Theorie

und Anwendung der Linienkoordinaten, Leipzig 1884. F. Casorati, Ilend. 1st.

Lomb. (2) 10 (1877), p 1119, 4045 = Nouv. Ann. (2) 17 (1878), p. 520.
F. Franklin, Amer. J. math. 1 (1878), p. 148173. M, d Ocagne, Nouv. Ann. (3) 3

(1884), p. 410423, usw.; in Ann. Ponts Chaussees (6) 8 (1884), p. 631, wendet

er sie zur graphischen Losung trinomischer Gleichnngen an, woriiber mehr in T F,

Mehmke, Nr. 46; Coordonnees paralleles et axiales, Paris 1885, p. 3f., 75 f.; Bull.

Soc. math. France 18 (1890), p. 108118; Nouv. Ann. (3) 11 (1892), p. 7075;
(4) 6 (1905), p. 160163. M. J. van Uven, Period, mensile mat. p. appl. 2 (1902),

p. 146164. W. Krimphojf, Zeitschr. Math. Phya. 30 (1886), p. 263256. K. Nits,

Anw. der Theorie der Fehler in der Ebene auf Konstruktionen mit Zirkel u. Lineal,
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Ebenenkoordinaten die Pliickerschen (Nr. 19) zu, wobei aber die Ab-

stande auf den drei (im allgemeinen scliiefwinkligen) Koordinaten-

achsen aucb durch drei verscbiedene Langeneinbeiten gemesseu werden

dttrfen&quot;
).

Wablt man in der Ebene die Werte zweier konjugiert komplexen
linearen Funktionen der rechtwinklig-gleichschenkligeii Pluckerachen

Koordinaten w, v als Tcomplexe (imagindre) Linienkoordinaien^11
} f

so

besitzt das Grunddreieck zwei konjugiert komplexe Punkte (einer

reellen Geraden) und den Ursprung des zugrunde gelegten recbtwink-

ligen Achsenkreuzes zu Ecken (Nr. 21). Setzt man insbesondere

(2) %==:u + iv, $ = M iv,

so fallen die komplexen Grrundpunkte in die absoluten Punkte der

Ebene; es sollen daber % und
^&amp;gt;

die Minimalkoordinaten der Geraden

(u, v} beiBen. Eine reelle Gerade ist durcb ibre %- oder ^-Koordinate

allein bestimmt. Man gelangt damit zu einer Darstellung komplexer
Zahlen durcb reelle gerade Linien, die der Gaw/Sscben (Nr. 7) dual

gegeniibersteht*
12

).
Der Zabl entspricbt die unendlichferne Gerade,

der Zabl oo der Ursprung, den man hier vorteilhaft als Gerade auf-

fassen wird. Nacb einem p. 700 erwabnten Satz ist die eine kom-

plexe Zabl darstellende Gerade p die Polare des dieselbe Zabl nacb

Gauft daratellenden Punktes beziiglicb des nullteiligen Kreises vom
Halbmesser y 1 um den Ursprung

418
).

Daraus erkennt man, wie

sicb die zu den iibrigen in Nr. 7 erwahnten Punktkoordinateu ana-

logen Strablkoordinaten gestalten
415

).

i

Dies. Kunigeberg i. Pr. 1905, p. 21 if. Das Ebenenkoordinatensystem behandeln

noch H. Heddaeus, Anm. 188, und V. ScKlegel, Bull. Soc. math. France 23 (1895),

p. 216219.

410) J. Plucker, Syst. anal. Gcom., p. 38, Nr. 54. Vgl. hierzu fur die Ebene

auch Heffter-Koeiiler 1, Nr. 86.

411) J. Pliicker, Syst. anal. Geom., p. 38 Wahlt man in Nr. 21, Gl. (1)

die A
{ ,

JB
t-, C^, Di

als komplexe Zablen, dann hat das Grundtetraeder im all

gemeinen komplexe Ecken und einer reellen Ebene enteprechen im allgemeinen

komplexe Koordinaten.

412) Sie benutet /. Brill, The Messenger Math. 17 (188788), p. 8093,
ZTLT Ableitung geometrischer Satze auf ahnliche Weise, wie die Irau/feche Dar

stellung verwendet wird. Ebenda 20 (189091), p. 1G6 171 wird auch der im

Text erwahute Zusammenhang mit letzterer Darstellung dargelegt (ohne des all

gemeinen Prinzips zu gedenken) und auf die Statik angowandt.

413) Es sei noch folgende Bemerkung gestattet. Die durch eine analytische

Funktion f bewirkte Strahltransfonnation

U+ iV-f(u + iv)

zwischen zwei Ebenen besitzt die Eigenschaft, dafi enteprechende Punkte zweier
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28. Sonstige Ebenenkoordinaten und Linienkoordinaten in der

Bbene. Die Definition nichtlinearer projektiver Ebenenkoordinaten

ergibt sich durch duale tfbertragung aus Nr. 8.

Mehrfach untersucht sind die sogenannten polaren Linimkoordi-

naten ia der Ebene. 1st

(1) x cos cc -f- y sin cc p =
die auf gleichschenklig-rechtwinklige Achsen bezogene Gleichung einer

Geraden (Hessesche Normalform, Nr. 2), so versteht man darunter die

Zahlen a und p*
u

).
Die Gerade wird dabei als orientiert voraus-

gesetzt (Nr. 2). cc und p sind zugleich die Polarkoordinaten (Nr. 9, a)

des FuBpunktes des aus dem Ursprung auf die Gerade gefallten

Lotes 415
).

Stellt man die Minimalkoordinate % == u -j- iv der Ge

raden (Nr. 22) in der Form

1 e
ta

(2) u -f- iv = (cos a -j- i sin a)
===

dar, so sind a, p die polaren Koordinaten der Geraden 41
*).

Eine

wichtige Rolle spielen diese Koordinaten bei der Aufstellung aller

aquidistanien (oder aguilongen) Beriihrungstransformationen der Ebene 417
).

Wahlt man eine (orientierte) Polarachse und auf ihr den Pol
9

so ist eine orientierte Gerade bestimmt durch ihren Neigungswinkel

gegen die Polarachse und durch die Strecke A, die sie auf der Achse

von aus abschneidet. A und 6 nennt M. d Ocagne*
1

*) die axialen

entsprechenden Strahlen aus den Koordinatenanf&ngspunkten durch kongmente
Strahlbiischel projiziert werden.

414) J. Ph. Weinmeister, Zeitschr. Math. Phya. 21 (1876), p. 301324, nach

dein diese Koordinaten auch Sfter benannt werden. Es haben aie jedoch schon:

J?. 7. Purkiss, The Oxf. Camb. Dublin Mess. 3 (1866), p. 8388, unter dem
Namen ,,pedal coordinates&quot; (beieits erwahnt ebenda 2 (1864), p. 97) und L. Pain-

vin, Bull. sc. math, (astr.) 3 (1872), p. 176, unter dem Namen ^coordonnees po-
laires tangentielles&quot; angewandt. Auch von L. Aoust sollen sie vorgeschlagen
worden sein; vgl. Nouv. Ann. (3) 3 (1884), p. 645 FuBn. F. Balitrand, NOUT.

Ann. (3) 12 (1893), p. 256286, leitet damit Satze uber Krummnngsradien alge-

braischer Kurven, iiber Fufipunktkurven und Spiralen ab; E. A. Roberts, The

Quart. J. p. appl. math. 36 (1906), p. 162 170, verwendet sie zur Untersuchung
konfckaler Systeme von Kurven dritter und vierter Klagse. G. Sche/fers, Math.

Ann. 60 (1905), p. 519, nennt sie Nortnalkoordinaten.

416) Eine Gleichung &amp;lt;jp(a,j&amp;gt;)

= stellt also, je nachdem man a, p als

polare Punkt- oder Linienkoordinaten betrachtet, zwei Kurven dar, von denen

die erstere die Fuflpunktkurve der letzteren fiir den Ursprung als Pol ist (H. I.

Pwkiss, a. a. 0., p. 21).

416) J. Brill, The Messenger Math. 17 (188788), p. 83.

417) Vgl. HIAB4b, Fano, Nr. 24.

418) Nouv. Ann. (3) 3 (1884), p. 410423, 456470, 516522, 545561;
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Koordwiaten der Geraden; sie sind von den vorhergehenden nicht

wesentlich verschieden, verdienen aber mehr Beachtung, well sie zu

den polaren Punktkoordinaten dual sind 419
).

Die aus der Hesseschm Nonnalform der Gleichung einer Ebene

(Nr. 3) hervorgehenden polaren Ebenenkoordina&en scheinen nicht ver-

wendet worden zu sein.

Die durch die Gleichungen

/Q\ x _ a
*
u +M + &amp;lt;Jj* + *

ft I 2 ^
y u*f^^rw *

:gegebenen Abstande der orientierten Ebene a (u, v, w) von den drei

Polen Qffa 0) sind im Sinne ron Nr. 20 nichtlineare Koordinaten

von x, die man als tripolare Ebenenkoordinaten*} bezeichnen wird.

Jedes Koordinatentripel bestimmt ein zur Ebene [fljOjOj] symmetrisches

Ebenenpaar, jede Gieiciiung f(xlt 7t2J jr3)
= daher eine zu [

(3) 4 (1885), p. 110180; Coordonn^ea paraileles et axialee, Paris 1885, p. 36 f.

Gleichzeitig verwendet diese Koordinaten E. Cesaro, Nouv. Ann. (3) 4 (1885),

p. 256264. Vgl. ferner F. Schlcgel, Franc. Ass. (Congr. de Grenoble) 1886 (nach

Jahrb. Fortschr. Math. 17, p. 675 f.).

419) Diese Dnalitat tritt erst bei Zugrundelegung einer Cayleyschen Mafl-

beBtimmnng vOllig hervor; vgl. E. Cesaro, NCTIT, ^u. (3) 4 (1885), p. 257.

A &quot;^~

Die Gleichung der Traktrix lautet in diesen Koordinaten tg = e l
,

fitimmt also formal mit der der logariihmischen Spirale in polaren Punktkoordi-

naten iiberein. Jede Gleichung F(0,0 )*~0 definisrt eine axiale Transforma

tion (Sonderfall der yon JB. Habteh 1
**), p. 138 untersuchten Transformation).

= e -f o (E. Cesaro, a. a. 0., p. 259) definiert die zu den konchoidalen dualen

Transforrnationen, woronter die ,,transf. ortbotangeutielle&quot; M. d Ocagnes (&amp;lt;o
= --

6 6
ausgezeichnet ist. tg tg

-- = konst. definiert die der Transformation durch

reziproke Radien analoge ,,transf. par directions reciproques&quot; von E. Laguerre

(vgl. IUAB4b, Fano, Nr. U\
Betrachtet man mit M. d Ocagne, Nouv. Ann. (4) 1 (1901), p. 433 f., &amp;lt;A

= tg 6

wnd den obigen Wert A als Koordinaten einer Geraden (sie kangen mit den

Pluckerschcv durch die Gleichnngen w = --
,-, u = - zusammen), so stellen

/(I, /i)
= und f(l %

----\ s zwei durch orthofcangentielle Transformation

auseinander hervorgehende Kurven dar.

420) Bipolare Limenkoorditiaten in der ELene \exwendet K. Nitz^ Anw. d.

Theorie d. Fehler in d. Ebene usw., Dias. Konigaberg i. Pr. 1905, p. 1821;
Zeitschr. Math. Phys. 53 (1906), p. 14 f. Sie bilden einen Sonderfall der Anm. 857

erwahnten d Ocaghtechsn LinieDkoordinaten, verdienen aber selbstandige Be-

handluiig.

Encyklop. d. math. Wisisnsoh. Ill 1. 46
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symmetrische Flache, jede lineare Gleichung insbesondere eine solche-

Kugel.

H. Beck 191
)

fiihrt in Anlebnung an E. Study (Nr. 29) vier iiber-

zahlige homogene Koordinaten einer Geraden { StraJdcnkoordinaten)
Xlf Xj, Xu , X,2 ein, zwischen denen die Bedingungsgleichung

(4) J^ + X^-O
besteht. Die Gesamtheit der eigentlichen reellen Strablen wird dann

durch unendlich viele uneigeDtliche Strahlen zu einem geschlossenen

Kouiinuuni erganzt.

24. Pentaspharisoh Kugolkoordinaten und ib.ro Analoga. Nack
den Ebenenkoordinaten sind die Eugelkoordinaten die haufigst auf-

tretenden Flachenkoordinaten (Nr. 18), weil verschiedene Unter-

suchungen zur Scbaffung einer Kugelgeometrie*} fiihrten, in der als

Eaurnelement die Kugel betracbtet wird (IIIAB 4b, Fano, Nr. 11 14).

Am naheliegeudsten erscheint die Bestimmung einer Kugel durcb die

reclitwinkiigen Koordinaten ihres Mittelpunktes und durcb ihren Ea-

dius 4*8
*); trotzdem fanden diese Koordinaten nur seltenere Verwen-

dung
4M

).
Fur die Ebene hat mittels der analogen Kreiskoordinaten

N. Druckenmutter**4) (1842) die Grundziige einer Kreisgeometrie dar-

gelegt.

421) Zeitachr. math, naturw. Unterr. 40 (1909), p. 132.

Vgl. auch die Speerkoordinatcn in der Ebene bei W. Blaschke, Monatsh.

Math. Phys. 21 (1910), p. 5, 49, 16 f.; an letzterer Stelle wird jeder Speer duick

eine duale Zahl (Nr. 29) so dargestellt, dafi den linearen Transformationen mit

dnalen Koeffizienten Laguerreacihe Transformationen entsprechen.

422) Dieeer Name wird znm erstenmal von S Lie, Math. Ann. 6 (1872),,

p. 187. gebraucht; vgl. G. Darboux, Classe rem., p. XII.

422 *) Th. Reye, Geom. d. Kugein, p. 76, benutzt etatt des Radius die Potenz

der Kugel im Koordinatenursprung.

423) Vgl. jedoch S. Lie, a. a. 0., p. 170ff. ; 185 FuBn.; C. Stephanos, Math.

Ann. 22 (1883), p. 690; E. Mutter, Monatah. Math. Phys. 9 (1898), p. 274288

(insbes. p. 274 FuBn.).

424) tJbertragungsprinzipien ,
IV. Kap. Zwei Gleichungen zwischen diesen

Koordinaten bestimmen eine Kreisschar und damit deren Hiillkurve. Die Elimi

nation dea Kreisradius r zwischen diesen Gleichungen liefert den Ort der Kreis-

mittelpunkte, die ,,Achse&quot; der Kreisschar. Wird dieae Kurve als gegeben vor-

ausgesetzt und bezeichnet $ ihre Bogenlange, so kann die Kreioschar auch durch

eine Gleichung f(rf s)
== dargestellt werden. Die Gleichungen ersten und zweiten

Grades erfahren eine nahere Untersuchung. Kurze Erwilhnung finden diese

Kreiskoordinaten bei 8. Lie^ a. a. 0., p. 186 FuBn., und cin Sonderfall bei Finekr

Nouv. Ann. (1) 3 (1884), p. 162 f. Deutet man r als rechtwinklige .gr-Koordinate

eines Eaumpunktes, so hat man die von W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich

24 (187.9), p. 221226; 26 (1880), p. 217256, 403409; Cyklographie , Leipzig
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In tJbereinstimmung mit Nr. 18 waren als Koordinaten einer

Kugel die Koeffizienten ihres Gleichungspolynoms (vgl. Ill C 2, Stcwde,

Nr. 149) oder allgemeiner jene Zahlen anzusehen, durch die dieses

Polynom aus fiinf vorgegebenen und voneinander unabhangigen solchen

Polynomen ableitbar ist (Nr. 18, 10)
428

).
Gewohnlich bezeichnet man

mit G-. Darboux 4
**) als pentaspharische Koordinaten einer Kugel K die

Koeffizienten q{
ihrer Gleichung in orthogonalen pentaspharischen

Punktkoordinaten (s.
Nr. 10, Gl. (13)). Dieae Koordinaten qt

sind

proportional den Potenzen von K in den ftinf Grundkugeln Kiy
divi-

diert durch deren Radien r
t

. Je fiinf Zahlen qi (die nicht samtlich

verschwinden, und von denen fiir eine reelle Kugel eine imaginar sein

mufi) konnen immer ale pentaspharische Koordinaten einer Kugel an-

gesehen werden; je nachdem sie der Gleichung

1882; Acta math. 5 (1884), p. 331408, verwertete Abbildung der reellen Kreifie

der Ebene auf die leellen Punkte des Raumes, deren Grundgedanke schon

B. E. Ccttsinery, Geometrie perspective, Paris 1828, p. 55 f., zur Losung des

Apoltonischen Problems verwendet hat. g = tr gesetzt, gibt hiugegen die von

M. Chasles, Trait^ de G^om. sup., Paris 1862, chap. 33; A. F. Mobius, Ber. Ges.

Leipzig (math.-pbys.) 9 (1867), p, 3848: 10 (1858), p. 117 = Gee. W. 2,

p. 317347; A. Cat/%, Ann. mat. p. appl. (2) 1 (186768), p. 184; G. Darboux,
Ann. &amp;lt;c. norm. (2) 1 (1872), p. 343349, 369383; Lie -

Scheffers, Geom. d. Be-

rflhrungstranBf. 1, Leipzig 1896, p. 428 f. t verwertete Abbildung der reellen Kreise

der Ebene auf imaginare Punkte des Raumes.

425) Die Keime fiir diese Kreis- und Kugelkoordinaten liegen schon in

/. Pluckers Methode der abgekurzten Bezeichnung (Anm. 117). In anderer Form
finden sich Ansatze bei H. Grrafimann, Geom. Analyse, Preisschrift, Leipzig 1847

=* Ges. W. 1\ p. 321399 (in den Paragraphen uber ,,Kugelgr66en
u
) , und ins-

besondere Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 406 409 = Ges. W. l
f
, p. 274280;

welter verfolgt wurden diese von: It. Mehmke, Zeitachr. Math. Phys. 24 (1879),

p. 257269; Anm. 261; H. Cox*61
) und E. Mutter* 1

). Hier seien von Arbeiten

uber Kreis- nnd Kugelkoordinaten noch ervvahnt: G. v. Gyurkovich, Zeitachr.

Math. Phys. 11 (1866), p. 494604; 12 (1867), p. 264275; P. .ff. Schoute, Stzgsb.

Ak. (math: nat.) Wien 94 (1886), p. 786793; F. Aschieri, Rend. Ist. Lomb. (2)

19 (1886), p. 365361, 416424, 449458; F. J. van den Berg, Nieuw Arch.

&quot;Wisk. Gen. Amsterdam (2) 1 (1894), p. 1144; G. Galucci, Nouv. Ann. (8) 19

(1900), p. 145169.

426) Classe rem., Note X, bes. p. 258; Lemons 1, p. 227; vgl. hierzu Anm. 267.

Da diese Kugelkoordinaten meist gleichzeitig mit pentaspharischen Punktkoordi

naten behandelt werden, so kann beziiglich der Literatur auch auf Nr. 10 ver-

wiesen werden. Hervorgehoben eei jedoch G. Loria, Mem. Ace. Torino (2) 36

(1884), p. 205 f.; The Quart. J. p. appl. math. 22 (1886), p. 44 f., der wie H. Grafi-

mann*90
) die Kugelkoordinaten als die Ableitzahlen von K aus beliebigen funf

Grundkugeln definiert (s. Nr. 10, Gl. (5)). Fiir orthogonale Grucdkugeln stinimt

diese Definition mit obiger iiberein (vgl. a. B. E. Mutter, Moiiatsh. Math. Phys. 4

(1893), p. 40).

46*
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& o

geniigen, bestimmen sie eine Nullkugel oder eine Ebene (Nr. 10,

Ol. (14a), (15)). Verschwindet die Koordiiiate qif
so isfc K zur Grund-

kugel K. orthogonal (Nr. 10)
427

).

Die Grundkugeln lassen sicb verschiedenartig speziell wahlen.

Wahlt man die drei reehtwinkligen Koordinatenebenen als KlfK2,K3

und die um den Ursprung mit den Radien * und + 1 geschlagenen

Kugeln als JBT4 und K5 ,
so haben die pentaspbarischen Koordinaten

der Kugel

a(x* + y* + **) + 2bx + Zcy + 2dg + e =
die Werte 428

):

Samtlichc Kugeln des Raumes bilden einen J?4 ,
die Nullkugeln

eine darin enthaltene M^ (Nr. 3). Die Koordinaten einer verander-

lichen Kugel sollen in der Folge mit x
t (i

== 1
7 2, ..

; 5) bezeichnet

werden 429
).

Durcb eine, zwei oder drei homogene Gleichungen zwi-

scben den x
i
werden drei-, zwei- oder eindimensionale Kugelmannig-

faltigkeiten definiert, die man bzw. Komplexe, Kongruenzen oder

Schcvren) von Kugeln nennt. Der durcb die lineare Gleichung

(1) i
=

i

definierte Komplex bestebt nacb Nr. 10 aus alien die Kugel

427) Alle zu einer Kugel orthogonalen Kugeln sind aus vier von ihnen

JC^ (
= 1, 2, 3, 4) ableitbar. Die Ableitzahlen eiuer Kugel K dieses

v,Ge-

buschea 1 sind Volumkoordinaten (Nr. 6^ a)) des Mittelpunktes von JL in bezixg

auf das von den Mitten der Kugeln K
i gebildete Tetraeder; J. Casey, Phil.

Trans. E. Soc. London 161 (1871), p. 585, Art. 8, p. 586, 2. Fufin. (1872); allgemein

bei E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 3 (1892), p. 381
t Nr. 13.

428) G. Darboux, Le9ons 1, p. 213 f.; die Verallgemeinerung fur den Bn

bei C. Guichard, Ann. 4c. norm. (3) 11 (1898), p. 196.

429) Die rechtwinkligen Koordinaten #, y, z ihres Mittelpunktee eind durch

die ersten drei Gleichungen in Anna. 269 gegeben; ihr Halbmeseer ist

T =^r

vgl. G. DarboiiX, Classe rera., p. 259, 306.

430) Die ersten beiden Namen gebraucht Th. Reyey
Geom. d. Kugeln,, p. 77:

Chelini Coll. math. Mailand 1881, p. 242; sie wurden in allgomeiner Bedeutung
von 8. Lie, Anm. 457, aus der Liniengeometrie (vgl. Nr. 27) herubergenommen.
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(Orfhogonalhigel) orthogonal schneidenden Kugeln, wird daher auch

Ortlioyondlkomplex oder Kugelgebiisch**
1
) genannt. Auch die Ebenen

des Raumes, deren Koordinaten x
t ja der Gleichung

(2)
-

geniigen, bildeu einen solchen Komplex; seine Orthogonalkugel ist

die unendlichferne Nullkugel U (Nr. 10)
4S2

)
;

Die durch zwei oder drei lineare Gleichungen zwischen den x
f

definierten Kongruenzen und Scharen werden auch Kugelbundel und

KugeTbiisckel genannt
488

).
Samtliche Kugeln eines reellen Bundels

gehen durch zwei (getrennte oder vereinigte) reelle oder konjugiert

imaginare Punkte, samtliche Kugeln eines reellen Biischels durch

einen reellen ein- oder nullteiligen Kreis 484
).

Jede homogene algebraische Gleichung n t&amp;lt;m Grades in den x
i

bestimmt einen Kugelkomplex w*6* Ordnung, weil von ihm in jedem

Kugelbtischel x
{ -\- ^yi

n Kugeln liegen. Die Gesamtheit aller Null-

kugeln, deren Koordinaten nach Obigem der Gleichung

(3) 2V -0
geniigen, bilden einen besondern nicht singularen quadratischen Kom

plex
485

).
Je zwei orthogonale Kugeln (^), (a?/) sind bezuglich dieses

Komplexes konjugiert.
4S6

). Allgemeiner ist die bilineare Form Sx
f
x

t

431) Th. Eeye, Geom. d. Kngeln, p. 5. Da die Orthogonalkugel einee

reellen Kugelgebiisches auch nuilteilig sein kann, so ist es vorteilhaft, jede Kugel
durch ein Gebiisch zu definieren. Diese Aoffasaung verwcrtt ffir die Ebene

E. Study, Math. Ann. 49 (1897), p. 601. Ersetzt man die nullteilige Ortho-

goualkugel eine& reellen Gebusches durch eine konzentrische Kugel von gleich-

groSfrim reellen Radius so wird sie von den Kugeln des Komplexes in GroJ&-

kreisen geschnitten. Umgekehrt bilden alle eine reelle Kugel nach GroBkreisen

schneidenden Kugeln ein Gebiisch. Fiii die Ebene findet sich diese geometrisch

wichtige Bemerkung bei H. Grafimann, Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 399 = Ges.

Abh. I 2
, p. 269; vgl. ubrigens auch Geom. Analyse, 22 = Ges. Abh. I 1

, p. 393.

432) G. Loria, Mem. Ace. Torino (2) 36 (1884), p. 224 f.

433) Th. Eeye, a. a. 0., p. 6, 19, 22.

434) Letzterer liegt i^i reeller Ebene, hat reelle Mitte, jedoch rein imagi-
naren Halbmesser; er xkann auch in zwei konjugiert jmagin&re Gerade zerfallen.

435) In allgemeinen (d. h. nicht orthogonalen) pentaspharischen Koordi

naten ist SI (Nr. 10) die Gleichung dieses Komplexes. VgL G. Darboux,
Classe rem., p. 274; G-. Loria, a. a. 0., p. 209. Allgemeiner bilden alle Kugeln
mit demselben Radius einen quadratischen Komplex, wie aus Aum. 429 folgt

(vgl. Th. Eeye, a. a. 0., p. 77).

436) Vgl. Nr. 10, Gl. (17).
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mit dem Ntigungswinkel g&amp;gt;

der beiden Kugeln durch die Gleicliung

(4) JV; - y 2*. V 2**
* cos 9

I 11
verkniipft

437
). Die Nullkugeln eines Komplexes wter

Ordnung (Kon-

gruenz 2wter
Ordnung) gehoren im allgemeinen einer Flacne 2w*&quot;

Ordnung an, die im Sinne der projektiven Geometrie den absoluten

Kegelschnitt zur -fachen Kurve hat 487
*). Jeder Kreis schneidet die

Flache in 2n Punkten. Eine ZyTdide (Nr. 10) ist auf diese Weise

einem Biischel quadratischer Kugelkomplexe zugeordnet, unter denen

sich der Komplex der Nullkugeln befindet 438
).

Zu den Kugelkoordinaten x
i
dual (kontragredient, s. Nr. 21) sind

hier die Koordinoden des Kugelgebiisches, d. h. die Koeffizienten seines

Gleichungspolynoins (1) oder die Koordinaten seiner Orthogonal-

kugel
439

).
Jede Kugel ist daher doppelt zu denken, einmal als Ele

ment, das andere Mai als Orthogonalkugel des durch sie bestimmten

Gebusches 440
).

Bezeichnen u
f
diese Gebiischkoordinaten, so stellt jede

homogene Gleicliung in den w
f
wieder einen Kugelkomplex dar, aber

als Hullgebilde von Kugelgebiischen betrachtet. ^u? ist die

Gleichung des Nullkugelkomplexes.
Das System der pentasphariscben Kugelkoordinaten ist gegenttber

der Gruppe der Inversionen des Raumes invariant (Nr. I)
441

).
Es

bildet das natiirliche Koordinatensystem fiir die analytische Behand-

lung der niederen Kugdgeometrie
uz

).

437) Folgt aus Nr. 10, Gl. (8) und den Anm. 271, 429; vgl. auch G. l&ria,

a. a. 0., p. 218.

437&quot;)
G. Loria, a. a. 0., p. 251 FuBn.

438) Th. Eeye, Chelini Coll. math., Mailand 1881, p. 241268 (inabes.

Nr. 19); J. f. Math. 99 (1886), p. 206. Diese Auffassung verwertet Cr. Loria,

a. a. 0., p. 251 ff.

439) Solche Koordinaten verwendet- Th. Eeye, Chelini Coll. math., Nr. 21 f.

440) Mit E. Study, Geom. d. Djnamen, p. 237, wurde man von Kugeln

,,erster und zweiter Schicht&quot; sprechen. Vgl. auch Nr. 28, Anm. 627.

441) Cr. Darboux, Classe rem., p. 266; G. Loria, a. a. 0., p. 206. Die Trans-

formationen dieser Gruppe werden analytisch durch jene linearen homogenen
Substitutionen der x

f dargestellt, die
^&amp;gt;Xj*

nur um einen Faktor andern

(G. Loria, a. a. 0., p. 209211).
442) F. lUcin, HQhere Geom. 2, p. 38. Vgl. Anm. 273 und HI AB 4b, Fano,

Nr. 11. Da die Bewegungen und Ahnlichkeitstransformationen sich aus Invereionen

zusammensetzen lassen, braucht man diese ,,Hanptgnjppe
i nicht mehr besonders

zu erwahnen. Sieht man die x
i
ale lineare homogene Pnnktkoordinaten in einem

R4 (Nr. 3) an, so erkennt man, dafi diese Kugelgeometrie identigch ist mit der
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Analoge Koordinatensysteme lassen sick in alien En definieren*43),

zumal auch in der Ebene (tetrassyklische Kreiskoordinaten***)) und in

der Geraden (PunktepaarkoordinatenY**). Ferner kann man statt der

gewohnlichen MaBbestimmung eine aUgemeine Cayfeysche zugrunde

legen
446

); die Kugeln des R% z. B. sind dann die der absoluten Flache

umschriebenen Flachen zweiter Ordnung.

Analog wie in Nr. 4 und Nr. 20 wird man hier aUgemeine homo-

gene Kugelkoordinaten als die Werte definieren, welche fiinf gegebene

homogene analytische Funktionen der pentaspharischen Koordinaten

&amp;lt;&,.

flir irgend eine Kugel annehmen. Die Verhaltnisse von vier dieser

Funktionen zur funften sind dann nichthomogene Kugelkoordinaten.

Solche lassen sich auch analog, wie eingangs Nr. 11 fur Punktkoor-

dinaten erwahnt, definieren. Hierher gehoren die von G. Darboux*47)

eingefuhrten und verwendeten zyklidischen Kugelkoordinaten; es sind

projektiven Geometric dieses .24 unter Auszeichnung einer nicht singularen Jf,
3

;

F. Klein, Vergl. Betr., 6; Math. Ann. 48 (1893), p. 78.

Welchen Nutzen die mathematische Physik aus der Verwendung penta-

sphariBcher Koordinaten ziehen kann, zeigt 3f. Bocher, Eeihenentw.; einige Bei-

epiele hierfflr hatte schon G. Darboux, Paris C. R. 83 (1876), p. 1037, 1099, ge-

geben. Neben der Untersuchung der Zykliden bringen weitere goometrische

Anwendungen: G. Darboux, Ann. ec. norm. (2) 1 (1872), p. 390392. Or. Loria,

Anm. 432, p. 212 ff.; Atti Ace. Torino 20 (1885), p. 606626; JR. Lachlan, London

Phil. Trans. 177 (1886), p. 481625; Proc. London Math. Soc. 27 (1896), p. 7185;
E. Midler, Monatsh. Math. Phys. 3 (1892), p. 395402.

443) S. Lie, Nachr. Ges. Gott. (1871), p. 191209, 535557; F. Klein, Math.

Ann. 5 (1872), p. 257277 ;
A. del Be, Rend. Circ, mat. Palermo 2 (1888), p. 124

127; G. Schlumberger, tfber n-dimensionale linearo u. quadrat. Kugelsysteme,
Diss. Zurich 1896.

444) Vgl. aufier den in Anm. 278 und 425 angefiihrten Arbeiten etwa noch

G. Loria, The Quart. J. p. appl. math. 22 (1886), p. 4473; W. K. Clifford,

Math, pap., p. 546555; E. Study, Math. Ann. 49 (1897), p. 499 ff.

445) Einige darauf beziigliche Bemerkungen finden sich in den nach-

gelassenen Schriften von W. K. Clifford, Math, pap., p. 655 f. (,,Theory of Po

wers&quot;).
Ausftihrlicher handelt davon E. Midler, Monatsh. Math. Phys. 4 (1893),

p. 6 14 und Anm. 279. ,,0rthogonale
u
Punktepaare sind harmonisch; eine lineare

Gleichung zwischen den Koordinaten eines Punktepaares stellt eine quadratische

Involution dar. In der Geraden ist die Inversionsgruppe identisch mit der pro

jektiven (F. Klein, Vergl. Betr., p. 21 FuBn.), 0. Hesses t)bertragungsprinzip

(J. f. Math. 66 (1866), p. 1521 = Ges. W., p. 531538) besteht darin, die Ko
ordinaten eines Punktepaares als Dreieckskoordinaten eines Punktes der Ebene

zu betrachten.

446) H. Andoyer, Le9ons 1, Nr. 384 f. (fttr die Ebene); Vorarbeiten hierzu

bei J. Casey, Ann. mat. p. appl. (2) 2 (1868), p. 203318; London Phil. Trans.

161 (1871), p. 687592.

447) Bull. sc. math, (astr.) 3 (1872), p. 122128; Classe rem., Note XIH, XIV.
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dies die Wurzeln A17 A2? A8 ,
A4 der Gleichung

i

wo die a
t
. Konstante bezeichnen 148

).

25. Hexaspharische Kngelkoordinaten und ih.re Analoga; Kom-

plexkoordinaten. Durch die (orthogonalen) pentaspharischen Koordi

nateu x
i

einer Kugel (Nr. 24) ist ihr Halbmesser 489
)

nur dem absoluten Wert, nicht aucli dem Vorzeichen nacb. bestimmt.

Dieses hangt von dem Vorzeichen ab, das m&n der Wurzel ini Zahler

erteilt. Wir wolleri uns vorsteilen. daB (ahnlieh wie bei der Ebene

in Nr. 3) die positiven Normalen (also die Radien) einer reellen ein-

teiligen Kugel Von der Mitte aus gegen die Oberflache bin oder von

der Oberflache gegen die Mitte hin gerichtet seien, je nachdem der

Halbmesser positiv oder negativ angenommen wird449
).

Eine solche

mit bestimmter Radienrichtung versehene Kugel, deren Tangential-

ebenen damit orientiert sind, soil eine orientierte Kugel*
50

)
heifien.

448) Wird eine Schar von Kugelkomplexen wtor
Ordnung von cxr Kugei-

gebuschen umhiillt, die auch den Nullkugelkomplex beriihren (deren Orfchogonal-

kugeln also Nullkugeln sind), so nennt man sie konfokal (Th. Eeye, Chelini Coll.

math., Nr. 3). Gl. (5) stellt erne Schar konfokaler Komplexe zweiter Ordnung

dar, von depen durch jede Kugel des Raumes vier zueinander orthogonale Kom

plexe der Schar gehen (ebenda Nr. 16). Die Nallkugeln der Komplexe erfuilen

die in Nr. 16 erwahnten konfokalen Zjkiiden.

449) G. Frobenius, J. f. Math. 79 (1875), p. 226, wiihlt die Richtung gegen
die Mitte als die positive. Denkt man sich das zugruude liegeude rechtwinklige

Achsenkreuz so verlegt, dafi der Ursprung in einen Kugelpunkt and die positive

2-Achse in die positive Normalenrichtung der Kugel fallt, eo gibt der positive

Drehsinn der xy- Ebene den positiven Drehsinn in dem betreffenden Punlct der

Kugelflache an. Die Orientierung einer Kugel ist daher gleichbedeutend mit

der Festlegung des positiven Drehsinnes auf ihr oder, was damit gleichbedeutend

ist, mit der Auszeichnung einer der beiden Scharen von Mmimalerzeugender/ ;

vgl. C. Stephanos, Paris C. R. 92 (1881), p. 1196. Man kann auch nacli A. Schocn-

flies (vgl. V. Snyder, tjber d. lineareji Komplexe der Lie&c&Qn Kugelgeom., Dies.

Gftttingen 1895, p. 3) die orientierte Kugel durch den von ihr begrenzten Innen-

oder Aufienraum definiert denken und sie demgernafi als Innen- oder Aufien-

kugel bezeichnen.

460) Die Orientierung von Kurven und Flachen wurde von 1880 an von

E. Laguerre ausdrucklich eingetuhrt und verwendet (s. IIIAB4b
t Fano, Nr. 14,

insbes. Anm. 88). Orientierte Ebenen, Kugeln und Pliichen nannte er semi-plans,
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Eine niehtorientierte Kugel mufi jetzt als tTberdeckung zweier ent-

gegengesetzt orientierter Kugeln vorgestellt werden. Der Winkel

zweier orientierten Kusreln in einem reellen gemeinsarnen Puukt 1st

bis auf Vielfache von 2x bestinamt und gleich dem Winkel der orien

tierten Radien durcii diesen Punkt. Nur wenn dieser Winkel null

(nicht wenn er )
ist

;
soil gesagt werden, die beiden orientierten

Kugeln beriihren sich; die Radien der beiden Kugeln, inithin aueh

deren Tangentialebenen, haben dann im BeriiGmngspunkt gleiche

Orientierung
451

).
Nach Nr. 24, Gi. (4) ist die Bedinguugsgleicbung

fur die Beriihrung der Kugaln (#J, (#/)

Zur Bestimmung einer orientierten Kugel ist die Binfunning
einer neuen Koordinate notwendig, die geeignet ist, das Vorzeichen

semi -spheres und semi -surfaces, orientierte Kreise und Gerade der Ebene cycles

und directions. C. Stephanos, Math. Ann. 22 (1883), p. 387, 590, gebraucht den

Ansdruck sphere orientce. Von einer ,,semi-surfaces
u
(oder ,,courbe de direction&quot;)

kann naoh E. Laguerre nur gesprochen werden, wenn sich die Riohtxingskosinus

ihrer Normaien ale rationale F.inktionen der ndbtwmkligen Koordinafen des

zngehSrigen FiaciieupunkteB darstelien lassen, &quot;weil dann die beiden Seiten der

Flfiche analytisch trennbar sind. Nach C. Stephanos, Paris 0. JR. 92 (1881), p. 1195,

iassen sich die Minimalkurvon oolcher Flachen in zwei verschiedenc Systeme
trennen. Die Gleichnng- einer solchen Flache in Plilckerschtii Ebenenkoordinaten

(Nr. 19) lantet (u*-\~v*-\- -to*
1

) 9
2

(w, v t w) ^&amp;gt;*(w, i&amp;gt;, w) = 0, unter
q&amp;gt;

und ty ganze

rationale Funktionen verstanden. Vgl. E. Laguerre, Sur les anticaustiques par
reflexion de la parabole, Nouv. Ann. (3) 2 (1883), p. 28 = Oeuvres 2. p. 646 (fur

ebene Kurven); G. Darboux, Leqoua 1, Nr. 231; vgl. hierzu sowie \iber Anwen-

dung der Orientieruug bei ebeuen algebraischen Kurven IIIC4, Berzolari, ]Sr. 21,

und H. Wieleitner, Spez. ebene Kurven, Leipzig 1908, p. 117. Die in Anm. 372

erwahnte Darstellung einer Kugel in Pltickerscben Ebenenkoordinaten leitet sofort

zu ihrer Orientierung und damit zu einer ,,niederen Geouietrie orientierter Kugeln
44

.

Siehe E. Mutter, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 269301, und die hieran

anknfipfenden Arbeiten von P. F. Smith, Ann. of math. (2) 1 (1900), p. 158172;
Trana. Amer. Math. Soc. 1 (1900), p. 371890. Auf die Wichtigkeit des Orien-

tierungsbegriffs in der Geometrie der Beruhrungstransformationen wies E. Study,

G6tt. gel. Anz. (1897), p. 441 (vgl. auch Anna. 100) hin. H. Andnytr, Lecons 1,

p. 398 und Nr. S84, behandelt die Orientierung bei Cayleyschzx Mafibestimmung.

451) Gleichorientierte Kugeln kOnnen sich nur von innen, ungleichorientierte

nur von aufien bervihren. E. Mulkr, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 313, sagt

von zwei orientierten Flachen, die in einem gemeinsamen Punkt dieselbe Tangential-

ebene, aber entgegengesetzte Orientierung besitzen, sie tertihrcn s:cJi -uneigenttich.

H. Andoyer, a. a. 0., p. 418, nennt solche Flachen quasi-tangentes. W. Blasckke,

Monatsh. Math. Phys. 21 (1910), p. 12, spricht von gleich- oder yegensinniger Be-

ruhrung.
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der Quadratwurzel in (1) zu kennzeichnen. Hierzu kann die sechste

homogene Koordinate 452
)

dienen, wenn man festsetzt, da6 das Vorzeiehen dieser Wurzel mit

dem der Wurzel in (1) stets iibereinstimmen soil. Zwischen dieseii

sechs Koordinaten einer Kugel besteht dann die Gleichung

(4) tf

worin fur eine reelle Kugel X
B
und eine der tibrigen Koordinateu

imaginar sind (Nr. 24)
455

).
Je sechs der Gl. (4) genflgende Zahlen

konnen immer als liexasplidrische Koordinaten4
**) einer orientierten

Kugel betrachtet werden. Eine homogene Gleichung zwischen diesen

Koordinaten bestimmt zusammen mit = einen Kugelkomplex.
Die algebraischen Komplexe wter

Ordnung in diesen Koordinaten 465
)

sind im allgemeinen algebraische Komplexe 2wtor
Ordnung in penta-

spharischen Koordinaten (Nr. 24).

Da der Schnittwinkel
g&amp;gt;

zweier Kugeln mit den hexaspharischen

462) Gr. Darboux, Le9ons 1, p. 227; F. Klein, HOhere (reom. 1, p. 471^

ebenda p. 208 f, 469 f., werden diese Koordinaten direkt, von der Gleichung der

Kugel in rechtwinkligen Punktkoordinaten ausgebend, eingefiihrt.

453) F. Klein, HQhere Geom. 1, p. 209.

454) Dieser Name, den F. Klein, a. a. 0., p. 474, in dem Sinne gebraucht,

daft a?j ,
.T

8 ,
. . . . as6 aich auch als horaogene Koordinaten eines Punktes im R4

in bezug auf sechs zueinander orthogonale Kugelraume auffassen lassen (vgl.

Nr. 10), hat sich fur obige Koordinaten eingeburgert. Vgl. E. Miilkr, Monatsh.

Math. Phys. 9 (1898), p. 312; P. F. Smith&quot;*); IIIAB4b, Fano, Nr. 18.

Die von S. Li*, Math. Ann. 6 (1872), p. 170 f. f
als Koordinaten einer orien

tierten Kugel benutzten rechtwinkligen Koordinaten X, Y, Z ihrer Mitte und

der Radius II hangen mit speziellen hexaspharischen Koordinaten durch die

Gleichungen

Y = x* Z = X* H -
ta?

*

X 4^U
zusammen. Die Potenz der Kugel im Ursprung ist --*

-j

xl
=* 0, a?, 0,

^4 ~T *X
6

#8
= etellen die drei rechtwinkligen Koordinatenebenen und 4

= 0, xt

zwei um den Ursprung mit den Halbmessern 1 und t beschrieben gedachte Kugeln
oder genauer die durch sie bestimmten Kugelgebtische dar.

455) Sie werden zu differentialgeoinetrisehen Untersuchungen benutzt von

A. V. mcklund, Ett bidrag till Kub-komplexernas, Arsskr. Univ. Lund 9 (1873)

(Jahrb. Fortschr. Math. 5, p. 417); V. Snyder, Bull. Amer. math. Soc. (2) 4 (1898),

p. 144164; Amer. J. math. 22 (1900), p. 97100.
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Koordinaten (x.\ (a;/) nach Nr. 24, Gl. (4) aus der Gleichung

(5) x
6
x
6
cos V ===

i

folgt
456

),
so begteht der durch die Gleichung

(6) ^V, =
1

definierte lineare Kugelkomplex nach S. Lie*bl
)

aus alien Kugeln, die

mit der durch die Koordinaten a
t , a, ,

. .
.,
a6 , ]/ (a^+ 2

2+ + a5
2
)

bestimmten orientierten Kugel (der Isogonalkugel^*) des Komplexes)
den durch

bestimmten Winkel qp einschliefien. Fiir ae
= stellt (6) ein Kugel-

gebiisch (Nr. 24) dar, in dem die Orientierung der Kugeln bedeu-

456) Bezeichnet t die Tangentialentfemung der beiden Kugeln, BO ist

r
t

l l

und die Beruhrungsbedingung benachbarter Kugeln

Vgl. G. Darboux, Le9ons 1, p. 228230.

457) Math. Ann. 5 (1872), p. 173; ygl. auch Paris C. R. 71 (1870), p. 582;

Nachr. Ges. Gott. (1871), p. 208. Die Orientierung vdrd jedoch von Lie nicht

betont. E. MaUer, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 302, hat fur dieses Gebilde

den Namen spharischtr Kugelkomplex vorgeschlagen, weil es im Kugelraum die-

eelbe Rolle spielt wie die Kugel im Panktraum. H. Andoyer, Lemons 1, p. 400,

nennt das anaioge aus Kreieen der Ebene beetehende Gebilde hypcrcerdc (Mtiller,

a. a. 0., p. 315, zyklisclies Kreissystem}.

458) V. Snyder&quot;
9
), p. 16, nennt sie Grundkugel. Sie ist der Ort der Null-

kugeln des Komplexes. Dessen Ebenen umhullen eine mit der leogonalkugel
konzentrische orientierte Kugel, von der alle Komplexkugeln mit endlichem

Radius dieselbe Tangentialentfernung besiteen. E. Mulkr, a. a. 0., p. 303, nennt

sie deshalb die Mittelkugel des Komplexes. Sind ^ ,
Te , Z9 , H^ ihre Zteaohen

Koordinaten, so ist

(X-X )+ (Y- Y )M- (Z-Ztf+ (iH-iE,y- konst.

die Gleichung dee Komplexes (8. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 173).
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tungslos ist. Genugen die Koefftzienten von Gl. (6) der Bedingung

(8)
^-.-o, i

so besteht der Komplex aus alien die orienfcierte Kugel (a,) beriihren-

den Kugeln und soil Nuttkoniplex**
9
) iieiBen. Die Gesamtheit aller

Kugeln von gegebenem Radius, insbesondere alle Nullkugeln, bilden

jetzt einen linearen Komplex.
Die voneinander unabhangigen Koefiizienten a^ftg, ...,#6 in

Gl. (6) betrachten wir als homogene Koordinaten eines linearen Kugel-

Jcomplexes. Diese Komplexe bilden einen i?5 (Nr. 3), die Nullkomplexe

zufolge (8) eine darin enthaHene niehtsingnlare Jf4
2

. Zwei lineare

Komplexe (at\ (af) heifien normal zueinander
?
wenn sie beziigtich dieser

M* konjugiert sind, wenn also

(9)

ist*60
).

Die Kugeln eines lineaxen Komplexes $ bestimmen die zu ^
riormalen Nullkomplexe. Zwei NuLlkomplexe sind normal zueinander^

wenn ikre leogonalkugeln sich beruhren.

Von den die Basis unseres Koordinatensystems bildenden sechs,

paarweise normalen Komplexen % *
0, . , .

, x^
= sind die ersten

fiinf Kugeigebiische, der letzfce ist der Nullkugolkomplex (vgl. (3)).

Allgemeiner lassen sicli irgend sechs. paarweise normale Komplexe

(10) ,== &amp;gt; ,* -0
*^l,...,fl

zugrunde legen und als Koordinaten des Komplexes (#,) die Werte

von
|
anuehmen. Wahlt man, was inimer moglich ist, die Aus-

drucke
t
. in soldier Form, dafi die Bedingungsgleicnung fiir einen

Nullkomplex die Form

erlialt, so ersient man, daB die Koordinaten eines Nullkomplexes iden-

459) E. Mailer, Monatsh. Math. Phys. 9 (1898), p. 303.

460) Ebenda p. 305; P. F. Smith, Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1900), p. 375.

Sind y und
&amp;lt;p

die Winkel, uiiter denen die Isogonalkugeln K und K der

beiden Komplexe von deren Kugeln geschnitten werden, so besteht im Fall der

Normalitat der Komplexe die Beziehnng cos KK cos qp cos &amp;lt;p

.
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tisch 8ind mit den hexaspharischen Koordinaten eines Punktes in

einem .R/
61

).

Jene linearen Transformationen des Komplexrauines, die die Mf
der Nullkomplexe invariant lassen, bilden jene (rruppe yon Beriihrungs-

transforn)ationeii 4G2
|, die orient!erke Kugeln wieder in solche uber-

fiihren. Diese Gruppe deimiert die sogenannte hohere oder Liesclie

Kugelgeometrie^) (niAB4b; Fano, NT. IS).

Die der Gleichung

(12)

geniigenden ebenen Kuyrtkomplcxe***) (deren Isogonalkugeln Ebeneu

sind) bilden einen j?4 ,
worin die Nullkomplexe (orientierten Ebenen)

eine singulare J/
8
2

(einen zweidimensionalen quadratiscken Kegel)
erfullen465

).
Jene linearen Transformationen dieses E^. die die MJ

invariant lassen fuhren orientierte Ebenen und Kugeln wieder in

olcne fiber und definieren eine niedere Geometric orientierter Kugeln

(Laguerrea ,,Geometrie de direction&quot;, IHAB4b, Fano, Nr. 14r), die zur

Inversionsgeometrie (Nr. 10) dual ist
406

).

461) F. Klein, Hfihere Geom. 1, p. 474.

462) Zu beachten 1st hierbei, dafi nur die eigentliche Beriihrung eine in-

variante Eigenschaft 1st, nicht die wieigentliche (Anin. 451); vgl, E. Mutter,

a. a. 0., p. 313. Die Transformationen obiger Gruppe sotzen eich aus den In-

versionen an linearen Ktigclkomplexen eusammcn; ebenda und P. F. Smith, a. a. 0.,

p, 376381. Es sind dies uach S. Lie (Math. Ann. 6 (1872), p. 183) die allge-

meinsten BeruKrungstransfonnationen, die die Ktummungslinien einer Flache

ungeandert lassen; vgl. hierzu G. Darboux, Systemea orth. 1, p. 61 63, und die

p. 64 68 folgende Anwendung der hexaspharischen Koordinateu.

468) Letzteren Auadrack gebraucht F, Klein, Vergl. Beta-., 7, vendet aber

Hfthere Geom. 1, p. 469, ersteren an.

464) E. Miiller, a. a. 0., p. 279; P. F. Smith, a. a. 0., p. 374.

6 .

465) Legt man an die durch JX* &quot;-=- () definierte 3/
5
* aller Nullkomplexe

i

in dem (von alien Ebenen gebildeten) Nulikompiex ,-= (t
= 1, 2, . . ., 5) f

5 &quot;T 5

= den tangierenden J24 ,
so hat er die Gleichung ^ = 0,

1st also mit dem Raum der ebenen Komplexe identi8oh.

466) Die Stellnng dieser Geometrie in der izVschen Kugelgeometrie kenn-

zeichnet C. Stephanos, Paris C. R. 92 (1881), p. 1197. Vgl. ferner G. Darboux,

Le9ons 1 (1887), p. 253 .; Li-e-Scheffars, Geom. d. Beruhrungstransf. 1, Leipzig

1896, p. 443 FuBn. E. MiiUe-r, a. a. 0., 5, 6, verfolgt diese Dualitat ins Einzelne;

vgl. auch P. F. Smith, Ann. math. (2) 1 (1900), p. 163172; P. Epstein, Die
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Wie alle Betracbtungen der Kugelgeometrie lassen sicb auch die

dieser Nummer auf den Mn ausdehnen 467
).

In der Geraden insbesondere werden vier Zablen %iy . .
, x,

zwiscben denen die Gleicbung

(13)

bestebt, als bomogene Koordinaten eines orientierten Punktepacwes***)
auftreten. Die Orientierung laBt sich geometriscb als Festsetzung einer

Keibenfolge fur die Punkte eines Paares deuten. Dem linearen Kugel-

komplex entspricbt die Projektivitat, den Komplexkoordinaten ent-

sprecben die vier bomogenen Koordinaten einer Projeldivitat*
6
^). Eine

lineare Transformation in den x
iy

die Gl. (13) invariant 1aBt470
),

fiibrt

die Punktepaare einer Projektivitat in die Punktepaare einer anderen

iiber, insbesondere degenerierte Projektivitaten wieder in solcbe.

26. Koordinaten von algebraiscnen Flachen, Kurven in der

Bbeiie und Punktgruppen in der Geraden. Die aus den linearen

bomogenen Pucktkoordinaten #1? o;2? xs ,
x (Nr. 5) gebildeten Potenz-

produkte wten Grades nocb init den entsprecbenden Poiynomialkoeffi-

dualiBtieche Erganzung dee Potenzbegriffs in der Georuetrie dee Kreises*, Zeitschr.

math, naturw. Unterr. 37 (1906), p. 499520.

407) Vgl. 8. Lie und F. Klein 4
**). Mittels der analogen pentazyklischen

Koordinaten behandelt die Kreiegeometrie in der Ebene V. Snyder, Bull. Amer.

math. Soc. (2) 6 (1900). p. 319322. Vgl. den Hinweis auf diese Koordinaten

bei F. Klein, Math. Ann. 43 (1893), p. 83 Fufin.

468) E. Mutter, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 127.

469) Ebenda; sicht man diese Koordinaten als Tetraederkoordinaten eines

Punktes an, so erhalt man die von C. Stephanos, Math. Ann. 22 (1883), p. 299

867, behandelte Abbildung der Projektivitaten auf die Punkte des Raumes.

Die Deutung dieser Zahlen als tetrazyklische Kreiskoordinaten liefert die von

E. Muller, a. a. O., p. 128, erwahnte Abbildung der Projektivitaten auf die nicht-

orientierten Kreise der Ebene. Vgl. auch E. Meyer, Jahresber. d. deutsch. Math.-

Ver. 16 (1907), p. 138142.
Die Auffassung der Gesamtheit der Projektivitaten in einer Geradea (einem

J^) als JS8 liegt auch den Arbeiten von C. Seyre, 3. f. Math. 100 (1887), p. 317

330; C. F. Aschieri, Rend. 1st. Lomb. (2) 22 (1889), p. 414428, 484496, 658

565, 624646; F. Amodeo, Lezioni di Geometria proiettiva, Napoli 1905, Cap. II

(Angabe weiterer Arbeiten p. 453 f.) und H. Grafimann d. Jfing., Projektive Geometric

der Ebeno nnter Benutzung der Punktrechnung, 1, Leipzig 1909, p. 288 ff., zugrunde.

470) Bezeichnet ^ eine Projektivitat und ordnet man irgend einem orien

tierten Punktepaar pq der Geraden ein anderes p q derart zu, dafi pq
f und p q

Punktepaare von $ sind, so entspiicht diese Punktepaartransformation der Iti-

Tersion an einem Kugelkomplex. Aus solchen Inversionen cm Projektivitaten

setzt sich die obige allgemeine lineare Transformation zusammen.
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zienten multipliziert, also die Ausdriicke

sollen in einer gewissen Reihenfolge mit X,. (i 1, 2, . . .
, JV; ygl.

Nr. 18), die nach Wegiassung der Koeffizienten und nach Ersetzung

der x
{
durch die zugehorigen Ebenenkoordinaten u

t (Nr. 21) daraus

hervorgehenden Ausdriicke mit U
{
bezeichnet werden. Dann lassen

sich die Grleichnngspolynome Fy
&amp;lt;& von Flachen wtor

Ordnung bzw.

wter Klasse in den Formen

F= f1 .-.

a-^
schreiben. Die Zahlen fk und

&amp;lt;p

sind nach Nr. 18 homogene Koor-

dinaten der Fldche F bzw. O. Homogene Gleichungen zwisohen den

fk oder
&amp;lt;pk definieren Systeme algebraischer Flacben n*1

Ordnung oder

wter Klasse 471
).

Fiir die Anwendung dieser Koordinaten ist der von Th. Reye*
1

*)

eingefiibrte allgemeine Begriff der Apolaritdt von Wicbtigkeit. Der

Wert der bilinearen Form

(8)

heifit das wto Moment*1

*) der Flacbe F in bezug anf 3&amp;gt; oder um-

gekebrt^ verscbwindet dieses Moment, so sind die beiden Flachen

zueinander apolar. Betracbtet man die fk und
&amp;lt;pk als homogene

lineare Koordinaten eines Punktes bzw. eines E , in einem R v ,a a JV 1

(Nr. 3), so ist die Apolaritatsbedingung identisch mit der Bedingung
fur das Ineinanderliegen von Punkt und RN_ g

474
). Zu N 1 linear

471) Bezuglich des ersten Auffcretens allgemeiner Flcichenkoordinaten vgl.

Anm. 363, 366, beziiglich der Systeme von Flachen zweiten Grades III C 2, Staude,

Nr. 146148; allgemeinere Systeme behandelt Th. Eeye, J. f. Math. 82 (1877),

p. 121, 173206.

472) J. f. Math. 72 (1870), p. 293326; 78 (1874), p. 97113; 79 (1875),

p. 159--175; H. Grafrnann, J. f. Math. 84 (1877), p. 273283 = Ges. W. 2 1

,

p. 283294. J. Bosa-net, Math. Ann. 6 (1873), p. 266, nennt apolare Kegelschnitte

kovvugiert\ vgl. auch J. f. Math. 76 (1873), p. 312330. Weitere Literatur fiber

Apolaritat 1 B 2, Meyer, Nr. 24.

473) J. f. Math. 72 (1870), p. 293326; uber Tragheitsmornente, Zeitschr.

Math. Phys. 10 (1865), p. 433455 Das Symbol [F$] besitzt Produktcharakter

(Nr. 10).

474) Fur die Kurv&amp;lt;
jn zweiter Ordnung in der Ebene vgl. E. Study, Math.

Ana. 27 (1886), p. 58 101 (auch Habilitatiousschiift 1885); 40(1892), p. 551 558,

wo sich auch weitere Literatiu fiber deren Auifassung als JR6 findet; W. Wirtit^ger,
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unabhangigen Flachen nieT
Ordimng F{ (n

ter Elasse &amp;lt;2&amp;gt;

f.) gibt es eine

eiuzige zu alien apolare Flache nter Klasse
(/j

tor

Ordnung); ihre Ko-

ordinateu sind proportional den Determinanten der Matrix

X. ist apolar zu alien Uk ,
fur welche Jc =^ i 1st.

Benutzt man statt der Produkte X
{ ailgemeiner N voneinander

linear unabhangige Formen tor

Ordnung F ,
F

2 ,
. . .

,
jF

7

y ujid statt der

U
{
die zu je N 1 der Formen F

( apolaren Formen n*** Klasse
&amp;lt;/

75
),

so wird

(5) F~2m
&amp;lt;

F
&amp;lt;&amp;gt; *-;&*&amp;lt;

i 1

sein (Nr. 18), Die Ableitzahlen m
f
und

ftf
sind die homogenen Ko-

ordinaten der Flache F == bzw. == in bezug auf die Funda-

mentainaehen f
t
und

t ;
sie gehen aus den fk und

&amp;lt;pk durch kontra-

grediente lineare Transformationen horvor. Wegen

(6)

sind die Koordinaten w,.(^) einer Flache tflr

Ordnung (Elasse) pro

portional ihren Momenten [jPO,-] ([^JPJ) in bezug auf die Funda-

mentalnachen n&quot;

T Klasse (Ordnung). Aus (Nr. 21, Gl. (7))

folgt

(?) M-^-SW*
Math. Ann. 40 (1892), p. 273 ff. (saint Amvendungen zum Studiam der ebenen C4);
JEJ. Bcrlini, Introd. alia geometria proiettiva degli iperspazi etc., Pisa 1907,

p. 827- 352.

475) Genaner: ^ =^9^ ^r
/t $ ~ ^i 2 ^ ^) wo die

9&amp;lt;*
die zu den

/&quot;j/t

gehorigen Unterdeterminauten in \fik \

beaeictmen.

476) Allgemeiner i^t

i

Die *
4 (bzw. Fj) sind also die homogeuen Koordinaten der u-fachen Ebene (u

(dee w-fachen Pniiktes
(a;,.))

in bezug auf die Fundameutalflachea Ft (bzw. $^).

Die n-fachen Ebenen bilden in dem -Ry_^ der Flacben * r
Ordnong eine ratio

nale JM? . Wegen geometriscber Anwendongen dieser Betrachtungsweise vgl.

IlIAB4b, Fano, Nr. 29.
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Die Gleiebung (2) einer Flache w**
T
Ordnung sagt daher aus, daB sie

(wegen [Uf
X

t]
=

1) zu ihren als Flachen n*T Klasse betracliteten

Punkten apolar ist
477

).

Analoges gilt fttr jeden linearen Raum. Im binaren Gebiet, wo
2?= n + 1 ist. fiihrt man ebenfalls die zu Xlf x9

dualen Koordinaten

MJ, M2 ein (Nr. 21). r liueare Gleichungen zwiscben den fk oder
&amp;lt;pk

definieren eine Involution n** Grades, (n r)
ter Stufe 478

).
Die zu

einer Form F (vom n*011 Grade in xl9 x^ apolaren w-facben Punkte

(ttj, M
2) decken sicb niit den durcb F~Q dargestellten Punkten 479

).

477) Th. JReye, J. f. Math. 78 (1874), p. 105. Zwisehen den ten Potenzen ZI*

von N Punkten JI
t
- == einer Flache n^T

Ordnung besteht immer eiae Gleichung

Auf ahuiichen Beziehungen beruhen die so ergebnisreichen Untersacbungen von

P. Serret, Geometrie de direction, Paris 1869; vgl. auch Paris C. R. 86 (1878),

p. 39 42. 4&amp;gt; iat aus N voneinander unabhangigen GrcJBen n* ableitbar, etwa

Denkt man sich insbesondere JJj in der Form

-?**i_i M -f ciw 4- ^

y^r^qf^
gegeben, wo u, v, w Pbickersche Ebenenkoordinaten (Nr. 19) bezeichnen, so ist

JI/ die w** Potenz des Abst&ndes des Punktes U
t
- = von der Ebene (w, v, ;).

Betrachtet man ^ als Masse des Punktes IT, ==0, so ist # gleich dein ntea

Momente eines Massensysteras in bezug anf die Ebene (w, v, w). & == stellt

also den Ort der Ebenen dar. beziiglich derer das n** Moment des gegebeiien

Massensysteras verschwindet (

f -

Nulljldche nach Eeye oder, fiir n = 2, das wa-

girvire Bild des Massensystems nach Hesse). Vgl. T&. jRet/e
478

); 0, Hesse, Vorleg.

Raum, 2. Aufl. (1869), 3. Aufl. (1876), 26. VorL; insbes. IV 4, /wn&amp;lt;/,
Nr. 11, 26.

478) Solche Involutionen wurden in zahlreichen Abhandlungen, wenn auch

nicht aul rechnerischem Wege, von Em. Weyr untersucht, z. B. ,,Beitrage zur

Kurvenlehreu , Wien 1880, p. 35 44: vgl. auch E. de Jonquieres, Ann. mat. p.

appl. 2 (1859), p. 86 ff.

479) /. Sosanes, J. f. Math, 76 (1873), p. 312330. Betrachtet man die fk
als homogene lineare Koordinaten eines Punktes im En , so entsprechen den
n-fachen Punkten (u-) die Punkte einer rationalen Mf, der NormJcurve (Nr. 11)
des Rn (vgl. Anna. 476), den -fachen Punkten

(aj,-)
die Schmieg-JRn _, dieser

Kurve. Die fk sind die Kocrdiaaten des Punktes beziiglich der Mv

n
(Nr. 11).

Verwertungeu dieser Abbildmtg fiir die Thcorie der binaren Formen tinden sich

bei F. Meyer, Apolarititt (mit zahlreicher Liieratiu); L.Berzolari, Rend. Circ.

mat. Palermo 6 (1891), p. 950; Ann. mat. p. appl. (2) 21 (1893), p. 124 (liier

weitere Literatur); 8. Lie und G. Scheffers, Vorl. ub. kontinuierliche Gruppen
mit geom. u. anderen Anwendungeu, Leipzig 1893. Kap. 23; .F . Kkin, Katalog

Encyklop. d. math. Wissonsch. Ill 1. 47
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III. Koordinaten yon Liiiien im Raw in (allgemein: von M
im JR

/t , r &amp;lt;n 1).

27. Pluokersche Idnienkoordinaten. Obgkich Systeme von

oo 8 Geraden schon von L. Eider und G. Mange, Systeme von oo 3 Ge-

raden von E. L. Malm, J. Ph. M. Binet, G. Giorgini, A. F. Mobius,
W. E. Hamilton, E. Kummcr, A. Transon u. a.

480
) untersucht worden

sind, so fafite doch erst J. Plucker den Gedanken, nicht nur in den

von Mmige eingefuhrten Gleiehungen einer Geraden (Nr. 3, Anm. 86)

x = rz -f- p

y SJ3 + 6

die Koeffizienten als Koordinaten der Geraden aufzufassen 481
), sondera

auch die durch Gleicliungen zwiechen diesen Koordinaten definierten

Liniengebilde zu untersuchen 482
).

H. Grafimann^) hat den Begriff

der Linieukoordinateri, ja der Koordinaten aller in einem linearen

math. Modelle nsw., herausg. v. W. Dyck, Miinchen 1894, p. 4; E. Waelsch,

Monatsh. Math. Phys. 6 (1895), p. 161284, 376389; L. Brusotti, Ann. mat,

p. appl. (3) 9 (1904), p. 311352.

480) Vgl. wegen naherer Angaben: A. Clebsch, Zum Gedachtnis an Julius

Plucker, Abh. Ges. Gott. 1 (1872), p. 2631 = Ges. Abh. 1, p. XXX XXXIV;.
G. Koenigs, Ann. ec. norm. (2) 11 (1882), p. 219223; S. Lie und G. Scheffers,

Geom. d. Beruhrungstransf. 1, Leipzig 1896, p. 268275; K. Zindler, Jahresber.

d. deutsch. Math.-Ver. 15 (1906), p. 185ft.; L. Berwald, Kriimmurigseigenschaften

der BrennflS,chen usw., Diss. Miinchen 1909, p. 49 ff. Dafl Monge schon vor Mains

die allgemeinen Linienkongruenzen untereucht hat, weist C. Segre, Bibl. math.

(3)8 (1908), p. 821324, nach. Vgl. auch III C 10, Liniengeometrie, Timerding.

481) Monge (z. B. in Application de Tanalyse, Anm. 86) sowohl als andere

Mathematiker vor Pluclcer (z. B. J. Bouquet, J. math. p. appl. (1) 11 (1846) T

p. 125 128) deimieren haufig llegelflachen, indem aie diese Koeffizienten als

Funktionen einea Parameters wiihlen.

482) J. Plucker, Syst. Geom. d. 11. (1846), p. 322. Er weist darauf hin, daS

die gerade Linie hieidnrch zur geometrischen Interpretation von analytischen

Beziehungen zwischen vier Variabeln dieuen kdnne; eine Gleichung zwischen

ilmen bestimme ,,noch keinen geoiuetrieclien Ort fiir die gerade Linie, sondern

nur ein Gesetz, nach welchem der unendliche liaum aus geraden Linieu. besteht *.

Auch eine ausftihrliche Bearbeitung dieses Gegenstaudes wird schoa in Aus-

sicht gestellt.

483) Ausdehnungsl. v. 1844, p. 1G7, 170 = Ges. W. I 1
, p. 192, 195. Die

FuBnote an letzterer Stelle soil sich jedenfalls auf J. f. Math. 25 (1843), p. 62

CO, beziehen, wo Gr&amp;gt;2.fimaiw die eine feste Gerade schneidenden Taugeriten

einer Fliiche oder Sekanten einer Kaumkurve (nicht aber einea allgemeinen

Strahlkomplexea) beti-achtet und ala Koordinaten dieser Strahlon vier Zahlen

benutat, zwivschen denen eine quadratische Beziehung besteht. Vgl. auch die

Anmerk;ingfcn zu dicser Abhandlung in Ges. W. 2 1

, p. 367 370.
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Raum enthaltenen linearen Mannigfaltigkeiten, in seiner Weise voll-

komraen klar hingesteilt und auch Anwendungen anf die Statik ge-

raacht, sich jedoch nicht mit der Untersuchung der durch Gleichungen
zwischen diesen Koordinaten dargestellten Gebilde beschaftigt. Auch

A. Cayl-ey
49
*} bcnutzte 1860 und 1862 gelegentlich homogene Linien

koordinaten, obne auf ihre Bedeutung als solche besonderes Gewicht

zu legen.

J. Plucker hat seine Ideen iiber Liniengeometrie ziemlich aus-

ftihrlicli im Jabre 1865 4d5
) mitgeteilt und sie in dem Werke ,,Neue

Geometrie des Raumes&quot; 1868 69 zusammenfasseud systematisch dar-

gestellt. Den Koeffizienten r, s, p, 6 der 01. (1) als StrahlenJcoordi-

twtten, die die Gerade als Trager einer Punktreihe bestimmen, sfcellt

er die Koeffizienten p, q, it, H in den Gleicbungen

u =pw + it

(2) v == qw -\-K

der Geraden in Ebenenkoordinaten u, v, w (Nr. 19) als Achscnkoordir

w^6-w 486
) gegeniiber, die die Gerade als Trager eines Ebenenbuschels

bestimmen.

Eine Gleicbung zwiscben den Strahlen- oder Acbsenkoordinaten

scbeidet aus den &amp;lt;x&amp;gt;* Geraden des Raumes oc s
aus, die einen Kom-

plex bilden. Zwei voneinander unabhangige Gleichungen definieren

eine Kongruens, drei solche Gleichungen eine Hegel- ,
Strahlen- oder

Linie-nflache**
7
) (genauer eine Geradenschar)***) und vier Gleichungen

484) The Quart. J. p. appl. math. 3 (1860, geschr. 1859), p. 225236; 5

(1862), p. 81 = Math. pap. 4, p. 446, 490. Diese ,,new coordinates&quot; werden zur

Darstellung einer Raumknrve mittels des aus einem beliebigen Pnnkt durch sie

gelegten Kegels benutiit. Ale Ijinierikoordinctfen behandelt er sie erst in dem
Anfeate: On the six coordinates of a line, Cambridge Phil. Trans. 11, part 2

(1869), p 290323 = Math. pap. 7, p. 6698.

485) Proc. R. Soc. London 14 (1865), p. 5368; London Phil. Trans. 156

(1865), p. 725791 (franz. tJbers. J. math. p. appl. (2) 11 (1866), p. 337404);
156 ^1866), p. 361380. Ygl. ferner die kurze Note in Les Mondes 13 (1867), p. 79

84, und Theorie generaie des surfaces reglees, leur classification et leur con

struction, Ann. mat. p. appl. (2) 1 (1867&quot;, p. 160 169. Samtliche Aufsatze auch

in den Gee. Abh. 1, p. 462586.
Die Grundzuge der PlucktrBchen Liniengeometrie behandelt Dronke, Zeitschr.

Math. Phys. 11 (1866), p. 4652; 12 (1867), p. 481494: &amp;lt;?. Janni, G. mat. 8

(1870), p. 302326,

486) Sie finden sich gchon Sjst. Geom. d. K., p. 322. Die Gl. (2) stellen

die Spurpunkte der Geraden in der xz- und ys-Ebene dar.

487) Diese Benennuugeu fiuden sich bei J. Plucker , Proc. K. Soc. London

14 (1865), p. 6358, und Neue Geom d. R., p. 1821; si.att Kongruenz ge-

47*
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eine Gruppe von Strahlen. Die ersten drei Gebilde lassen sich auch

dadurch definieren, daB man die Koordinaten ^er Geraden als Funk-

tionen von drei, zwei oder einem Parameter wahlt 489
).

Die Linienkoordinaten r, s, Q, oder p, #, jt, v, leiden an dem

tJbelstande, daB sie sich bei einer Raumkollineation nicht linear

andern, der Gleichungsgrad eines algebraischen Strahlkomplexes z. B.

schon beim tlbergarig zu eineru neuen rechtwinkligen Koordinaten-

system ein anderer wird 4&0
).

J. Plucker funrte deslialb (1865) eine

fiinfte, iiberzahlige Koordinate

(3) i]
rd SQ bzw. a&amp;gt;~px qx

ein
491

); der Grad einer algebraischen Gleichung in diesen fuuf Strahl

oder Achsenkoordinaten &quot;andert sich nun bei projektiven Transforma-

tionen des Raumes nicht 492
).

Die Koordinaten r, 0,9,0,1? einer durch die Punkte P (x ,y,i)
und

P&quot;(x&quot;, y&quot;, z&quot;) gehenden Geraden drucken sich durch die sechs

Zahlen

brauchte man vorher den Ausdruck Strahlensystem (vgl. E. , Rummer, J. f.

Math. 57 (1860), p. 189).

488) G. Koeniys, Geom. rgle, p. U, gebraucht den Ausdruck ,,s^rie regime&quot;,

da die Tangenten einer ebenen Kurve keine Regelflache und die beiden Er-

zeugendenscharen einer Regelflaehe zweiter Orduung dieselbe Regelflache bilden.

489) Die Farameterdarstellung einer Strahlkongruenz verwendet z. B.

E. JK. Kummer, a. a. 0., p. 190 f., indem er seine sechs Bestimmungsstucke einer

Geraden (die rechtwinkligen Koordinaten ernes ibrer Punkte und ihre Richtungs-

kosinua) als Funktionen zweier Yeranderlichen u, v annimmt; die Parameter-

darstellung einer Regelflache benutzt ,7. Luroih, J. f. Math. 67 (186?), p. 133f.

Aus jeder Parameterdarstellung eines Komplexes entspringt eine Abbildung seiner

Strahlen auf die Punkte oder Ebenen des Raumes (M. Nother, Nachr. Gea. Gott.

1869, p. 305; P. del Pezzo, Rend. Cire. mat. Palermo 1 (188487), p. 157164).
Solche Darstellurtgen finden besonders in der InfinitesimalgeometrieYerwendung;

vgl. G-. Koentys, Geom. reglt e, chap. IV Bei T. ZindUr, Liniengeom. 1 u. 2, bildet

die Parameterdurstellung der liniengeometrischen Grundgebilde ein Hauptunter-

suchungBmittel (vgl. 1, 60 u. insbes. 2).

490) Dies zeigt gich schon. wenn man x y , y = s\ z ~- x setzt; vgl.

etwa Lie-Seheffers, Geom. d. Beriibrungstransf. 1, Leipzig 1896, p. 276.

491) Ges. Abh., p. 478 f.; r\
tritt in der Gleichung des Normalrisses der

Geraden auf die ay-Ebene, w in der Gleichung des Sparpunktes der Geraden

in dieser Ebene auf. A. Schoenflies, Pliickers Ges. Abh. 1, p. 620, sieht in dieser

Einfuhrmig die Hauptleistung, die Plucker uber den Staudpunkt von 1846

hinausfuhrte.

492) J. Plticker, Ges. Abh. 1, p. 489 f., fur die Bewegungen; F. Klein,

Diss. Bonn 1868 = Math. Ann. 23 (1884), p 646 f., allgemein.
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wie folgt aus:

(5) r = ^. *&*, *&amp;gt;=^

1

,
* = fti

, 1?
*--

IW P*S P*4* P4* P&amp;gt;&amp;lt;

Man kaim daher die pik (jpii:
= pt&amp;lt;) als rechiwinldige homogene

Stralilkoordinaten betrachten, zwischen denen die Gleicining

besteht. Analoges gilt fur die Achsenkoordinaten. Durch Einftih-

rung hoinogener rechtwinkliger Koordinaten (Nr. 3) geetalten sich

die Ausdriicke pik symmetri seller
49S

).

Wahlt man fur P und P&quot; den Punkt (x y y, *) und einen be-

nachbarten, so ist

pl%

Pu u , u -

Bezeichnen yi
und 0. Tetraederkoordinaten zweier Punkte (t/) und

(*), so hat schon H. Grafimann
m

) 1844 als Koordinaten der Ver-

493) J. Pluckfr, London Phil. Trans. 165 (1865), p. 725791, Add. Note Nr.2=
Ges. Abh. 1, p. 626 f., wo aber for dieae vsechs Koordinaten einer Geraden&quot; keine

ei^enen Zoichen (vgl. Aum. 495) eingefiihrt werden Pliicker gibt jedoch a. a. 0.,

Nr. 4 eine geometrische Deutung dieser Eoordinaten. Bczeichuen namlich or, (7, y

die Achsenneigungen der Geraden P
P&quot;, 1, ^, v die der positiven Normalen-

richhing von [OP P&quot;j
und d den Normalabstand der Geraden von 0, so be-

stehen die Proportionen

l&amp;gt;i* P*t
&quot; Pn P P*i Pit = cos a : COB

/?
: cos y : rf COB X : d cos #* : rf CO8 v.

Vgl. auch Nene Geom. d. R., p. 2 f.; C. A. v. Drach, Math. Ann. 2 (1869), p. 128 f.;

A. Thaer, Zeitschr. Math. Phys. 28 (1883), p. 315318; K. Zindler, Liniengeom.

1, 33. Fur P P&quot; = 1 nennt letzterer die pilc
die Normalzeiger der Geraden.

Diese Koordinaten erwahnt anch E. E. Kummer, Math. Abh. Ak. Berlin, aus d.

J. 1866 (1867), p. 5, ohne sie weiter zu venverten, und A. Cayley, Math, pap 7,

p. 89. Nach E. W. H. T. Hudson, The Messenger Math. 31 (190102), p. 151157,
lassen sie die kinematische Deutung zu, einen auf der Eiiiheitskugel aich be-

wegenden Punkt und seine Geschwindigkeit nach GrDBe und Richtung zu be-

stimmen. Vgl. auch C. M. Jessop, Line complex, p. 347. Im allgemeinen Fall

(P P
7

4s
1) deutet Pliicker, a. a, 0.

,
Nr. 7 und 25,

j&amp;gt;14 , j?84 , p34 als die zu den

Koordinatenachsen parallelen Komponenten einer Kraft, deren Drehuiomente in

bezug auf jene Achsen piS ,Psi,Pii sind. Sechs der GL (6) geniigende Zahlen

kOnnen als Koorditiaten einer an einem starren Korper angreifenden Kraft be-

trachtet werden; s. jedoch Anm. 506. Vgl. auch die Einfuhrung obiger Koordi

naten bei G. Darboux, Legons 1, p. 194f.

494) Diese von /. Pliicker^f Add. Note, Nr. 6 = Ges. Abh. 1, p. 628, samt

den analogen Achsenkoordinaten ervahnten Formen hat S. Lie bei seinen Unter-

auchungen uber Mongesche Differentialgleichungen verwertet. Vgl. Lie-Scheffcrs,

Geom. d. Beruhrungstranaf. 1, Leipzig 1896, p. 284.

496) Vgl. Anm. 483
;
die Koordinaten (,,Zeiger

&amp;lt;;

) der Geraden sind bei ihm
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bindungsgeraden die aus der Matrix

(8)
|

* ft ft j

entnehmbaren sechs Determinanten

definiert
4P6

).
Sie andern sick proportional, wenn man (y) und (g) dureh

zwei andere Punkte der Geraden ersetzt, und sind Koordinaten der

vier Verbinduogsebenen der Geraden init den Ecken des Koordinaten-

tetraeders 497
).

Die Beziehung

P ==
&amp;gt;

**

die Zahlen, mittels welcher das auBere Produkt zweier Punkte (oder Ebenen)
aus den sechs aufieren Produkten zweiter Stufe der urspriinglichen Einheiteu

abgeleitet wird. Sie sind also nrspriinglich Koordinaten ernes Stales (Nr. 2)

im Raum und damit homogene Kooidiuaten eiuer Geraden. Solche tetraedrisehe

Strahlkoordinaten benutzten aueh G. Battaglini, Rend. Ace. sc. fis. mat. Napoli 3

(1866) = G. mat. 6 (1868), p. 2436, 239258: J. Ltiroth, J. f. Math. 67 (1867),

p. 130; P. Gordan, Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), p. 59; F. Klein, tfb. d. Transf.

d. allg. Gleichung usw., Diss. Bonn 1868 Math. Ann. 23 (1884), p. 539578.
A. Cayley*

06
).

Die Bezeichnung der Koordinaten niit pik findet sich bei Gordan,
wahrend Luroth und Klein p^ = pt , jpls j 2 , Pli p3 , pS4

= p4 , p4S pb ,

jjts
= pe setzen. In letzterer, oft bequemeren Bezeichnung lautet Gl. (10)

^A^.-O (*-!,, 8).

496) Im Sinne G-raftmann* eind die p&amp;lt;t 7?j-Koordinateu in einein beliebigen

R
s (Nr. S). Bezeichnen 25. B. ^ und ^ tetrazyklische Koordinaten zweier Kreise

der Ebene (Nr. 24), so ind die pik die homogeaen Koordiuaten des durch sie

bestiiamten Biiscbels oder ihres Schnittpunktepaares. Der Zusammenhang der

PHickerwihen Liniengeometrie und der mit Hilfe dieser Koordinaten entwickel-

baren Geometrie der Punktepaare in der Ebene lafit sich hersteUen, indem man
die Schnittpunktepaare einer featen Kugel roit den Geraden dea Baumes stereo-

graphisch projiziert. Vgl. M. Mehmke, Zeitschr. Math. Phys. 24 (1879), p. 266

268; E. Muller, Monatsh. Math. Phys. 7 (1896), p. 79.

497) W. Fiedler, Viertelj. Naturf. Gea. Zurich 15 (1870), p. 181; Darst.

Geom., Leipzig 1871, p. 547 f. Das Verhaltnis zweier pik mit einem gemeinsamen
Index Ia6t sich daher ale Doppelverhaltnis deuten.

498) P wird auch oft in der Form geechrieben, dafi die vibrigen Glieder

auB dem ersteu hervorgehen, indem man den Index 1 festhalt uud die \ibrigen

zyklisch vertauscht. P iat ein Sonderfall der von C. G. J. Jacobi, J. f. Math. 2

(1827), p. 355, untersuchten P/a/fschen Ausdriicke; vgl. etwa G. Kowalewski, Ein-

fuhruug in die Determinantentheorie, Leipzig 1909, p 140.

Die Bedmgungegleichung (10) wird gewShnlich A. Cayley, The Quart. J. p.

appl. math. 3 (1860, geschr. 1859), p. 226 = Math. pap. 4, p. 446, zugeachrieben,

obwohl sie schon H. Grafimann bekannt war; denn die in Ausdehnungsl. v. 1844,

124 angegebene Bedingungsgleichnng 8 S fur eine Gerade ist mit (10)
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die unmittelbar aus

y* y3

folgt, spricht die Bedingung dafiir aus, da8 jene vier Ebenen eine

Gerade gemeinsam haben 499
).
P = ist daher auch die. hinreichende

Bedingung dafttr, daB sechs beliebige, nicht samtiich verschwindende

reelle Zahleii pik als Linienkoordinaten betrachtet werden konnen 500
).

Dabei ist die Erweiterung des Begriffs der geraden Linie durch die

unendlichfernen Geraden schon vorausgesetzt
501

).

Bezeichnen v
t
und w

i
die zu den vorhergehenden Punktkoordi-

naten gehorigen (Nr. 22) Koordinaten zweier Ebenen (v) und (w\
BO sind

die tetraedriscJten Achsenko&rdmaten*) ihrer Schnittlinie, die sich

wieder nur proportional andern, wenn man (v) und (w) durch zwei

andere Ebenen des Buschels ersetzt. Die qik sind Koordioateii der

Schnittpunkte der Geraden mit den Flachen des Grundtetraeders 503
).

Zwischen den Koordinaten pit und qit eiuer Geraden bestehen die

identiech. Ais Beziehung zwischen den Tetraedervolumen, die eine Strecke mit

den Kanten eines Tetraeders bestimmt, findet sich dieae Gleichung ubrigene
schon bei A. F. Mobius, Baryc. Calcul, 170, Gl. I = Ges. Werke 1, p. 204.

Eine nichthoraogene Relation zwischen diesen Volumkoordinaten (Zeutfansche

Koordinaten) stellt E. d Ovidio, G. mat. 10 (1872), p. 33, auf.

499) W. Fiedler 491
).

500) J. Lurotk, J. f. Math. 67 (1867), p. 130; F. Klein, Dies. Bonn 1868 =
Math. Ann. 23 (1884), p. 542; Nachr. Ges. G6tt. 1869, p. 258.

601) Erst durch diese Erweiterung wird erreicht, daB die Gesamtheit aller

Geraden ein abgeschlossenes Koiitinuum bildet, daS also jede beliebige unend-

liche Menge von Geraden wohldefinierte HaufungBstellen erhalt. Vgl. E. Study,
Jahreaber. d. deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 97 f.

502) /. PZ?V^r 49S
), Add. Note Nr. 2 = Ges. Abh. 1, p. 527; die Fufluote zu

Nr. 1 beweist, daB Pliicker hier allgemeine lineare Ebenenkoordinaten vor Augen
hatte. Bei H. Grafimann

483
) eind die Achsenkoordinaten mitverstanden. G. Koenigs,

G^om. reglee, p. 5f.
,
bezeichnet mit p K̂ die Achsen-, mit qik die Strahlkoordi-

nateu. K. Zindler, Liniengeom. 1, insbes. p. 86 Fufin., folgt ihm darin, nur ver-

wendot er (wie W. Fiedler) statt qik die Zeichen nik und gebraucht nicht wie

Koenigs fur beide die gemeinschaftliche Bezeichnung rik ,
die auch F. Klein,

Math. Ann. 2 (1870), p. 200, verwendet, wenn eine Unterscheidung zwiachen pik

und qik unnStig ist.

503) W.
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Bezienungen ^j

fe -= h* = *SL = *u. A* = A* ^
die sich in

(13 a) M,,

zusammenfassen lassen.

Wie die rechtwinkligen (Anm. 493) lassen auch die tetraedrischen

Strahlkoordinaten verschiedene geometrische und mechanische Deu-

tungen zu. Wahlt man in der Geraden erne beliebige Strecke, so sind

die pik proportional den Volumen der Tetraeder, die diese Strecke xnit

den Kanten A
f
A

k
des Grundtetraeders bestimmt (Volumkoordinateri)* *).

Denkt man sich in der Geraden [-^-4J eine Kraft wirken, die durch den

2&amp;gt;(
-fach6H Vektor A

t
Ak dargestellt wird, so haben diese sechs Krafte,

wofern P =
isfc, eine Resultierende. Die pik bestiinmen also eine

Kraft oder einen Stab (Nr. 2)
506

).
Wird das sechsfache Volumen

604) /. Ltiroth, J. f. Math. 67 (1867), p. 131. Diese Gleichungen bilden nur

einen Sonderfall eines allgemeinen Determmantensatzes
,
den A. Britt, Math.

Ann. 4 (1871), p. 630, bewiesen hat, der sich aber in anderer Form schon bei

JET. Gra&mann, Ausdehnungsl. v. 1862, Nr. 112 = Ges. W. I 2
, p. 82 f. findet.

S. auch M. Pasch, J. f. Math. 75 (1878), p. 108 f.
;
W. F. Meyer, Apolaritat, 1.

Vgl. noch die Ableituiig von (13) bei W. Fiedler, Darat. Geom., 2. AufL, p. 560.

606) Dieee Deutung 1st bei H. Graftmann selbstyerstandlich , ferner bei

H. G. Zeuthen, Math. Ann. 1 (1869), p. 436, und A. Cayley, Cambridge Phil. Soc.

11/2 (1869, geschr. 1867), p. 290323 = Math. pap. 7, p. 97, erwahnt. Bezeichnet

man als Moment s-weier Geraden das Produkt aus ihrem kurzesten Abstand und

dem Sinus ihrea Neigungswinkela (F. Brioschi, J. f. Math. 60 (1855), p. 236= Opere
taat. 5, p. 264, ohne den Namen ,,Moment

u
;
A. Cayley, a. a. 0., Nr. 68; H. G.

Zeuihen, a. a. 0., p. 433 f.; vgl. noch IV 2, Timerding, Nr. 9, insbea. Amn. 22),

so sind. die pik auch gleich den mit festen Konstanteu multipli^ierten Momenten

der Geraden in bezug auf die Kanten dea Grundtetraedere Vgl. auch (7. A.

V. Drach, Math. Ann. 2 (1869), p. 134.

606) H. Grafrmann, Ausdehimngsl. v. 1844, 116, 121 = Ges. W. I 1

p. 191, 199 f. (vgl. auch Anm. 483); J. Plueker*9s)t Add. Note IV Ges. Abh. 1,

p. 639641; Neue Geom. d. R., p. 23f.j //. &amp;lt;?. Zewthen, Math. Ann. 1 (1870),

p. 433. Unter deui Namcn ,,coordoim^es tetraedriques des segments
&amp;lt;f werden

diese Stabkoordinaten a,uch von G. Koenigs, Le?oiiB de Cin^matique, Paris 1897,

p. 419 422, kurz behandelt. Liegt der Stab ira Unemilichen, so sind seine Ko-

ordinaten die einca Feldes (Nr. 3). An ein dem baryzentriaehen Kalktil ahn-

liches llechnen mit Stabea dachte (wahrscheinlich nm 1843) auch C. F. Gaufi;

vgl. Werke 8, p. 298.

Durch eine nichthomogene Gleichung zwiscb.en den Stabkoordinaten pik

wird nac-b K. Zindler, Liniengeom. 1, p. 118 f., ein Stabwald definiert. Das Ge-

bild selbst erwahnt achon J. Pluctcer, a. a. 0. == Ges. Abh. 1, p. 540; Neue

Geom. d. R., p. 23, als ,,Kraftekomplex&quot; und fiihrt ftuch eeine Haupteigenschaften

an. Eiiiige Untersucbaugen fiber Stabmannigfaltigkeiten, besonders iiber die durch
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des Grundtetraeders als Einheit gewahlt, so sind die pik (oder #a)

die statischen Momente der Kraft beziiglieli der Kanten des Grand-

tetraeders. Auf diese Art lassen sich. die Linienkoordinaten ohne

Benutzung von Punkt- oder Ebenenkoordinaten deiinieren 607
).

Die Bedingung fur das Schneiden (die Inzidenz) zweier Geruden

(pik] und O/j) lautet

oder

(14a)

wofiir kurz {pp\ gesehrieben werden soil.
509

).

Bedeuten die pft die Koordinaten einer festen Geraden, so defi-

niert Gl. (14) einen spezidlen limaren Stralilkomplex*
ly

) (ein StraH-

(lehiisch*
11
)),

von dem (p/t) die Achse ist. Bezeichnen hingegen ait

beliebige (nicht P = geniigende) sects Zahlen, so ist

(15) \ap\ =-

lineare Gleichnn^ zwischen den pik definierten, ruhren von K. Zindler, Linien-

geom. 1, 43, 45, 48, 82, 83; Bo^tewartn-Festschriffc, Leipzig 1904, p. 3437, her,

liegen aber auch Betrachtungen von R. St. Ball, Theory of screws, und E. Study,

Geom. d. Dynamen, zugrunde.

GenQgen die pik nicht der Gleichung P=^ 0, so bestimmen sie ein Krafte-

system (eine Kraftesumme nach Grafimann, &. a. 0.) oder nach J. Plucker, London

Phil. Trans. 156 (1866), p. 361380 = Ges. Abh. 1, p. 648, eine Dynanie oder

anch eine unendlichkleine Verbchiebnng. Naheres dariiber in IV 2, Timerding,

Nr. 5, 7 und bei F. Klein, Zeitschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 240 f. Wegen der

historiscben Enirwickiung der ,,Schraubentheorie
u

vgl. auch H. JE. Timerding,

Geom. d. Kr., p. 147 Fufin.

607) H. G. Zeuihen, a. a. 0., p. 436. Die Graftmann-Zettthensche Definition

der Linienkoordinaten dehnt auf mehrdimensionale Raume aus: W. H. Young,

Proc. London Math. Soc. 29 (1898), p. 478487. Schon J.PUcker ), Add. Note HI

= Ges. Abh. 1, p. 637 639, hat ein Linienkoordinateusyatem aufzustellcn ge-

sucht, bei dem von Punkt- oder Ebenenkoordinaten kein Gebrauch gemacht wird.

Er betrachtet zu diesem Zweck vier feste Grade des Eaumea als Achsen linearer

Strahlkomplexe, die durch die zu bestimmende Gerade gehen, und wahlt die

Parameter dieser Komplexe als Koordinaten der Geraden. Sie bestiramen jedoeh

im allgemeinen ein Geradenpaar.

608) /. Luroth*\ p. 131; F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 200. Man kann

Gl. (14) auch in den Formen J^p/i&.t
=

oderJJS p^g/;.
= schreiben.

609) A. Vop, Math. Ann. 8 (1876), p. 67; C. M. Jessop, Line complex, p. 20.

GJ. (10) kami man nun auch in der Form [j?*j
= schreiben.

510) P. Gordan, Zeitschr. Math. Phys. 13 (1868), p. 59; F. JOem 608
), p. 201.

E. Mutter, Monatsh. Math. Phys. 2 (1891), p. 280, nennt ihn Nuttkompkx. Dieae

Gleichung einer Geraden in Linienkoordinaten findet sich inhaltlich echon bei

A. Cayley, The Quart. J. p. appl. math. 3 (1860), p. 225236 = Math. pap. 4, p. 449.

511) JR. Sturm, Liniengeometrie 1, Leipzig 1892, p. 3.
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die Gleichung ernes allgemeinen linearen StrahlJcomplexes*
12

) (eines

Zwei Gewinde [ap] = 0, [bp]
==

liegen nach F. Klein 614
&quot;)

in-

volntoriscl, (in Involution), wenu ihre bilineare Invariante [ab~\
=

1st. Einer um einen gemeinsdiaftlichen Gewindestrahl sich drehenden

Ebene gehorert dann als Nullpunkte in den beiden Gewinden die

Punktepaare einer Involution zu 515
). Die Sfcrahlen eines Gewindea

sind die Achsen jener Strahlgebusche, die mit dem Gewinde involu-

torisch liegen. Em Strahlgebusch liegt mit sich selbst in Involution.

Sind die pik
= p{ k+ p&quot;kY ^ gemeine komplexe Zahlen, die der

Gl. (10) geniigen, so sagt man, sie bestimtoen eine imaginarc (komplexe)

Geradc sweiter oder erster Art 51
*), je nachdem [j/*]^^ der [^

/2
]r=0

ist. Alle die Inzidenzbedingung [pr]
== erfullenden reellen Geraden

(rik) genoren einem elliptischen oder parabolischen StraUnetz an 517
).

512) J. Plucker, Proc. E. Soc. London 14 (1866), p. 6358 Gea. Abh. 1,

p. 464; Anm, 493 = Qes. Abh. 1, p. 479; Neue Geora. d. ft., p. 26, in den Ko-

ordinaten r, s 9 9, tf, rj.

613) E. Sturm, a. a. 0., p. 62. Das Strahlgebilde selbat war schon yor

Plticker bekannt. Beziiglich seiner Geschichte und Eigenschaften vgl. HI C 10,

Timerding, und III D 9, Zindler.

614) Nachr. Ges. Gott. 1869, p. 260; Math. Ann. 2 (1870), p. 201 f. Die

Iiivariante [ab] ist bis auf Faktoren, die blofi von jedem der Komplexe allein

abhangen, identisch mit dem von F. Klein ,
Math. Ann. 2 (1870), p. 368, defi-

nierten Moment der beiden Komplexe \ H. JE. Timerding, Geom. d. KrM p. 138,

nennt [ab] die Kmikurrenz der entsprechenden Dynamen. (?. Battaglini, Atti

Ace. fis. mat. Napoli 4 (1869), Nr. 14, bezeichnet zwei involutoriache Komplexe

(eigeutlich Dynamen) als in harmonischer Lage befindlich; JR. St. J5aW*06
) als

reziprok; E. Muller, Monatah. Math. Phys. 2 (1891), p. 280, als normal-, G. Koenigs,

Geom. reglee, p. 41, als orthogonal. Unter Zugrundelegung einer beliebigen

Flache zweiten Grades als absoluter Fliiche definiert E. d Ovidio, Ann. mat. p.

appl. (2) 7 (187576), p. 30 f., die Begriffe Moment, Distanz und Winkel zweier

Komplexe und stellt dafur die Formeln auf.

616) Die beiden Komplexe liegen beauglieh der beiden speziellen Komplexe
ihres Biischels harmonisch. Durch solche Komplexe werden die Punkte und

Ebenen des Rauines involutorisch gepaart (windschiefe Involution)-, s. F. Klein,

Nachr. Ges. Gott. 1869, p. 261; Math. Ann. 2 (1870), p. 202; 4 (1871), p. 414.

Jeder der beiden Komplexe wird durch das Nullsystem des anderen in eich

trausformiert.

516) Erstere enthillt keinen reellen Punkfc und liegt in keiner reellen Ebene,

letztere enthalt einen reellen Punkt und liegt in einer reellen Ebene. Die

Namen stammen von K. G. Chr. v. Staudt, Beitr. z. Geom. d. Lage, 1. Heft, Niirn-

berg, 1856, p. 76 f.; F. Klein, Nicht - Euklidische Geometric, autogr. Vorles. 2,

Gottingen 1890, p. 41, gebraucht dafur hoch-imaginar und nieder-imaginar,

K. Zindler, Liniengeom. 1, p. 211, allgemeine und spezielle imaginare Gerade.

617) F. Klein, Diss. Bonn 1868 = Math. Ann. 23 (1884), p. 546; 0. Stolz,
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Da umgekebrt jedem solchen Strahlnetz sechs komplexe Zahlen pik

oder deren konjugierte zugeordnet werden konnen 518
),

so ist jede ima-

ginare Gerade durch ein Strahlnetz defmierbar. Die Trennung der

beiden konjugiert imaginaren Geraden geschielit nach K. Q. Chr.

v. Staudt* 1

*) durcli Unterscheidung des Sinnes (OrientierungJ im Netz.

Die Anfgabe, eineu gegebenen Ausdruck in Linienkoordinaten durch

Anderung der Koordinatenbasis auf eine kanonische Form zu bringen,

ftihrt oft auf Grundtetraeder, deren Kanten imaginar sind 520
).

Die Koordinaten pik (oder qit) werden bei einer kollinearen

Transformation des Raumes linear und homogen transformiert 521
): der

Grad ernes algebraiechen Strahlkomplexes wird hierdurch nicht ge-

andert. Nach F. Klein*) sind die allgemeinen linearen hoinogenen
Transformationen der pitJ

die den Ausdruck P in ein Vielfaches

seiner selbst tiberfuhren, mit den kollinearen und korrelativen Trans-

formationen des Raumes identisch 523
). Gegenttber der Gesanitheit

dieser Transformationen bilden die Punkte oder Ebenen keinen Korper,

wohl aber die Strahlen (vgl. fflAB4b, Fano, Nr. 5).

Math. Ann. 4 (1871), p. 440 f.; K. Zindler, a. a. 0., 6. Abschn., wo die imaginaren
Elemente eingehend behandelt sind. Zur Geschichte der imaginaren Geraden vgl.

A. Pamorino 17
).

518) K. Zindler, a. a. 0., p. 206, 210.

619) S. Anm. 616; 0, Stole, a. a. 0., p. 440 f.; K. Zindler, a. a. 0., p. 216.

620) F. Klein, Dies. Bonn 1868 = Math. Ann. 23 (1884), p. 551 f.; K. Zindler,

a. a. 0., 69.

521) Sind

die Transfonnationsgleichungen fiir die Punkte des Raurnes, ao lauten die fur

die Strahlenkoordinaten pik

1...4

Pit =
&amp;gt;(&amp;lt;*if&amp;lt;&amp;lt;*kr

&amp;lt;*iv*kPu v (, * = 1, 2, 3, 4),

wo die Koeffizienten der pu v
die Koordinaten der Kanten des alten Tetraeders

bezuglicb deg neuen bedeuten. F. Klein, a. a. 0., p. 547. Vgl. ferner A. Cayley,

Cambridge Phil. Trane. 11/2 (1868), Art. 76, 77; G. Sattaglini, G. mat. 6 (1868),

p. 240; J. J. Hemming, Viertelj. Naturf. Ges. Zurich 16 (1871), p. 47 f
;
W. Fiedler,

Darst. Geom., 2. Aufl., p. 600.

622) A. a. O., p. 546 f., vgl. auch Math. Ann. 4 (1871), p. 356; 5 (1872),

p. 262; A. Fo& Math. Ann. 13 (1878), p. 354 f.

623) Z. B. sind ein ebenes Strahlfeld und ein Strahlbiindel im Sinne der

Liniengeometrie niohfc untergcheidbar; G. Koenigs, Geom. reglee, p. 13, gebraucht
daher fur sie gemeinsam den Naraen hyperfaisceau. Durch eine oder mehrere

allgemeine Gleichungen zwischen Linienkoordinaten werden immer nur solche

geometrische Gebilde dargestellt, die in sich dual sind; vgl. J. Plucker, Nene

Geom. d. R., p. 199; A.
Vof&amp;gt;,

Math. Ann. 8 (1875), p. 68
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28, Gewindekoordinaten, KJeinsohe Linienkoordinaten. Be-

zeichnet man die sechs in Nr. 27 auftretenden Indizeskombinationen

(ik) in irgend einer Reihenfolge mit 1, 2
?

. .
., 6, so kann die Gleichung

eines Gewindes (Nr. 27, Gl. (15)) in den Formen

(1) [ajflri.-JSawi-O Oder [p] == Jotf, - (i- 1,2, ...,6)

geschrieben warden. Die Koefiizienten a. und a
f
sollen die hoinogenen

Strahl- bzw. A.chserilco&rdinaten des Gewmdes*u
)

heifien. Die Gesaint-

heit der Gewiade bildet einen doppelt iiberdeckt zu denkenden R$

(Gewinde erster und zweiter Schicht 525
)); zwei Gewinde gehoren der

gleichen Schiclit an, wenn die Koordinaten beider Strahl- oder Acksen-

koordinaten sind.

Bezeichnen p(
und g{

von nun an auch Strahl- bzw. Achsen-

koordinaten eines veranderlichen Gewindes, so liegen alle durch die

lineare Gleichung

(2) ^rf&amp;gt;,-0 (&amp;lt;~l f 2,... ,6)

definierten Gewinde zu dem Gewinde (a;) der andem Schicht involu-

torisch (Nr. 27). Diese Gewinde bilden eineii jR4
526

),
und die a

f

konuen auch als Koordinaten dieses Gewinde -J?4 betrachtet werden.

Dag gleiche gilt far die Gewinde der andern Schicht 527
).

Die spe-

ziellen Komplexe (Strahlgebiische) des Kaumes bilden die Elemente

bzw. Tangential-^ einer nichtsinguliiren M^. Zwei involutorische

Gewinde derselben Schicht sind zwei hinsichtlich der Jf4
2
konjugierte

Elemente des Gewinde-72
5

. Die- PlticJcersche oder projektive Linien-

geonietrie
5S8

)
ist identisch mit der projektiven Geometric eines Ii$

unter Auszeichnung einer nichtsingularen JSf4
8 529

).

524) Gewindekoordinaten betrachtet zuerst F. Klein, Digs, Bonn 1868, p. 20

= Math. Ann. 23 (1884), p. 554 Fufin.; Math. Ann. 2 (1870), p. 368 (vgl. auch

M. Pasch, J. f. Math. 76 (1873), p. 110), obgleich sich die Koordinaten einer

Dyname achon bei H. Grafimann uud /. Plucker finden (vgl. Anm. 506); beziig-

lich letzterer, die auch Schraubenkoordmaten heiBen, B. IV 2, Timerding, Nr. 14.

Obige Benennungeu der Gewindekoordinaten bei K. Zindkr, Liniengeoni. 1, p. 149.

525) Diese Ausdrucksweise gebraucht E. Study, Geoin. d. Dynamen, p. 237.

526) JR. Sturm, Liniengeom. 1, Leipzig 1892, p. 197, gebraucht dafur den

Rcyescheu Ausdruck (J. f. Math. 95 (1883), p. 334) ,,Gewebe
u

.

527) Die doppelte Auffassung eines jeden Gewindes, einmal als Element,

das andere Mai als \7 ertreter der oo* zu ihm involutorischen Gewinde findet

eich schon bei A. Cayley, Cambridge Phil. Trans. 11/2 (1868), Art. 35, naher er-

drtert bei F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 369; vgl. auch M. Pasch, J. f. Math.

75 (1872), p. 126.

528) Wegen anderer Arten von Liniengeoinetrien vgl. Nr. 29.

629) F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 366; 6 (1872), p. 268, 262 f.; Vergl.

Betr., p. 18; C. M. Jessop, Line complex, chap. XIII. Behandlungen der Linien-
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Zu allgemeineren Gevrindekoordinaten xr gelangt man durch Aus-

iibung der linearen Transformation 530
)

(3) *r

Die xr sind die mit festeu Konstanten uiultiplizierten Momente des

Gewindes (pj*
u

) in bezug suf die sechs durch die Gleichungen
xr
= definierten Gewinde Xr . Damit diese aUgcmemtn Gewindc-

{Komplex-)Koordinaten ein Strahlgebiisch und damit eine Gerade be-

stimmen531
),

iniissen sie einer quadratisehenBedingungsgleiehung X=0
genugen, deren Koeffizieuten die Invarianten und bilinearen Simultan-

Invarianten der Grundgewinde (Fundamentcdkomplexe&amp;gt; sind: ans der

Form von X kann auf die Art und gegenseitige Lage der Grund-

komplexe geschlossen wcrden 582
).

Neben die Gewindekoordinaten xf stellen sich sofort die Koordi-

naten 533
)

die wieder proportional den mit passenden Konstanteu multipiizierten

Momenten des Komplexps (xr) in bezug auf sechs neue Komplexe
Ur (ur

=
0) sind. Die quadratische Gleichung U = 0. der die w-Ko-

ordinaten einer Geraden (eines Sfcraliigebiisches) geniigen, ist mit

X identisch.

Sind x
i9
u

t
und xf, w/ die Koordinaten zweier Gewinde, so lautet

die Involutionsbedingung

(5) ^.w;=0 oder JSV &amp;lt;,-==
-

geometrie in diesem Sinn gaben Th. Heye, J. f. Math. 95 (1883), p. 330348;
C. Scgre, Mem. Ace. Torino (2) 36 (1885, geschr. 1383), p. 91 f.; Atti Ace. Torino 19

(188384), p. 159186; G. Fano, Ann. mat. p. appl. (2) 21 (1893), p. 141192,
mit Literatnrangaben. S. anch IIIAB4b, Fano, Nr. 10.

Nach dera in Nr. 27 erwahnten Kleinschen Satz iat die Qesamtheit der

lir.earec Pankt- und Ebenentranefornjationea des Raumes identisch mit jenen
linearen Transfonnationen des Gevinde-7?6 ,

die die Jf4

* in sich selbst transfor-

mieren. Ygl hierzu A. Foy8, Math. Ann. 13 (1878), p. 364 f.; Ckbach-Lmdcmann

*, p. 401414; A. Loewy, Nova Acta 65 (1895), p. 3039.
530) F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p 202.

531) DuB in diesem Fall die xr proportional seien den mit willkiirlichen

Konstauten rnuHiplizierten Momenteu der Geraden in bezug auf die ilir in den

sechs Gcwindeu Xr -/.ugeordneten Geraden, wie F. Klein, Math. Ann. 2 (1870),

p. 202, Nr. 4, und p. S67 angegeben, wurde von ihm (Math. Ann. 28 (1887). p. 560

FuBn.) auf Grand einer Mittciluug Bertinis zuriickgenommen.

53?) F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 203, 367.

583) Ebendft, p. 367; vgl. auch K. Zindlcr, Liniengeom. 1, 81.
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Daraus folgt, daB jedes Gewinde Ur rait alien Gewinden X. auBer

X
r inYolutorisch liegt und umgekehrt

534
).

Wahlt man die sechs Grundgewinde Xr derart, daB sie gegen-

seitig involutorisch liegen
535

)
und ibre Invarianten den Wert eins er-

halten (was sich durch die lineare Transformation (3) stets erreicben

lafit), so nimmt die Gleichimg X die synmi etrische Gestalt

(6) afl + a
.

| +... + ^,o
an. Die Gewinde Ur nnd Xr fallen nun zusammen, die Koordinaten

u,
t
und x

i
werden gleich und heifien gewcihnlicb Kleinsche Komplex-

bzw. Lmienkoordinatenm\ Dieses Koordinatensystem ist invariant

gegeniiber ortbogonaleri Transformationen der sechs GroBen x^ Es
ist besonders fiir die Untersuchung der quadratischen Strahlkonrplexe
von Wicbtigkeit

537
).

Die Bedingung fiir das Schneiden zweier be-

nachbarten Geraden lautet ^dxf = 638
).

534) F. Klein, a. a. 0., p. 369.

535) R. St. Ball, Theory of screws, nennt solche secha Gewinde korreziprok
und gibt in Nr. 41 an, daB man ein solches System z. B. schon erhalt, weun
man jede Achae eines recbtwiakligen Acbsenkireuzes zur Achse zweier Gewinde
mit entgegengesetzt gleichen Paranietern wahlt.

536) F. Klein, Nachr. Ges. Gtftt. (1869), p. 262; Math. Ann. 2 (1870), p. 203 f.

Soilen die Komplexe Xi
saintlich reell sein, 00 miicsen nach dem Tragheitageaetz

der quadratischen Formen die x
f
zur Halfte reell, zur Halfte rein imaginar sein.

Die Gewinde der einen Gruppe sind dann rechts, die der anderen links ge-

wnnden. Man gelangt z. B. zu solchen Koordinaten, wenn man

Pi -f P4
= ^ii Pi

&quot; P* = *V\

setzt. Vgl. F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), p. 205; G. Koenigs, Ge*orn. regime,

Nr. 75. R. dc Paolis, Mem. Ace. Liucei (fis. mat. nat.) (4) 1 (1885), p. 206231,
leifcefc fiir den Gewinderaum ^6 auf aynthetischem Wcge (vgl. Nr. 5) Doppel-

verhaltaiskoordinatent eines Gewindes iri bezag auf sechs Grandgewiade vmd cin

,,Einheitsgewinde&quot; ab und gelangt fiir involutorische Gruudgewinde in 13 zu

einer neuen Deutang der fZetnschen Koordiuaten. Mittels der Grafimannschen

Methodep behandelt den Gewinderaum E. Muller, Monatsb. Math. Phys. 2 (1891),

p. 27 k
2 290, mittels einer eigenen Symbolik E. Weitzertbock, Anm. 57ti. Beziiglich

der verschiedeneu durch die sechs iuvolutorigchen Grundgewinde bestiminten Kon-

figurationen vgl. Ill C 10, Timerdiny.

637) F. Klein, Kacbr. Gee. Gott. (1869), p. 266 f. Diese Koordinaten werdea

fast auBschlieBlich in dem W erke: C M. Jcssop, Line Cvomplex, verwendet.

Deutct man die x
i
als Koordinaten eines liuearen Kugelkomplexes (Nr. 25).

so gclaugt, man zur AbbUdung des Strahlraumes auf den Baum der orientierten

Kugeln, die S. Lie, Paris C. 11. 71 (1870), p. 679683
j

Math. Ann. 5 (1872),

p. 170 f., entdeckt hat, Vgl. E. Mulkr, Monatih. Math. Phya 9 (1898), p. 314;
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Gleichungen zwischen den Koordinaten x
i

definieren Gewinde-

systeme
539

).

29. Sonstige Linienkoordinaten. Bezeichnen ft
(xlf X2 ,

. .

.,
z6)

(i
=

1, 2, 3, 4) voneinander unabliangige homogene analytische Funk

tionen Oter Dimension der Kleinschen Koordinaten x
i (Nr. 28), BO

werden die Werte A., die diese Funktionen fur eine bestimmte Ge-

rade des Raumes annehraon, allgememe Lmienlwordinaten sein 540
).

Von

diesen sind bisher wohl nur die den elliptiscbeD Punktkoordinaten

(Nr. 12, bzw. zyklidischen Kugelkoordiuaten, Nr. 24) analogeu be-

nandelt wordeu.

Bezeichnen k
{
Konstanie and x einen verimderlichen Parameter,

so stellen die Gleichungen

zwiechen den Kleimchvn Koordinaten eine Scliar von Strahlkom-

plexen zweiten Grades init gemeinsanier Siiigularitatentiache
541

) dar.

Die vier Werte Aj, A
2 ,

AS7 A4 von A, die irgend tuner Geradeu des

Rau-taes (einem Wertesystem a;
f.) entsprechen (vgl. Nr. 12, 10), nennt

F. Klein 1

**) die clliptischcn Koordinaten einer Gcraden) nnd ver-

C. M. Jessop, Line complex, chap. XII, inabes. p. 243. E. Duporcq, Bull. Soc.

math. France 27 (1899), p. 146 f., verallgemeinert diese Abbildung in der Rich-

tung, dafi statt der Kugeln die einer festen Flache zweiter Ordnung umschriebeneu

Plachen zweiter Ordnuug auttreten; vgl. auch E. Bricard, Nouv. Ann. (4) 5 (1905),

p. 221225.

538) F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 293.

639) Th. Eeye, J. f. Math. 95 (1883), p. 333-348.

540) Die meisten Bemerktmgen m Nr. 4 lassen sinngemafie Ubertragnag

zu; statt dor drei Flachenschareu treteu hier vier Scharen von Strahlkomplexen

auf, der Orthogonalitat eiitspricht hier die involutorische Lage (Anm. 542).

541) F. Klein, Nachr. Ges. GOtt. (1869), p. 276; Math. Ann. 2 (1870), p. 224;

5 (1872), p. 273. S. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 245, neunt seiche Komplexe

konfokal, E. Stwrmf Loiiengeom., 3, Leipzig 1896, p. 34, kosingular. Vgl. auch

Th. Ry M9
).

642) Nachr. Ges. Gott. (1871), p. 4449; Math. Ann. 5 (1872), p. 298 f.;

28 (1887), p. 554 f. Die Parameterwerte l
t , .., X4 betiiniuen die vier durch die

Gerade gehendeii Komplexe der Schar, von denen je zwei involutorisch iiegeu

(vgl. C. M. Je&sop. a. a. 0., Nr. 127). Solehe InvolutioKssysfrme von Eomplezen
sind den dreifach orthogocalen Flachensysteaien analog (F. Klein, Math. Ann. 5

(1872), p. 260, 272).

Ton den elliptiscben Liiiienkoordiuaten ausgehend, fiihrte F. Klein, Math.

Ann. 27 (1886), p. 14.4 ff., tramgcntknte LmwnkoordiTiaten ein, die den eingangs
Nr. 17 erwiihniea Piinlstkoordinaten aua)og sind.
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wendet sie zuin Studium der Kummersrhen FTache. Die Beziehungen
zwisehen den

A,,
und x

t
sbimraen init den analogen in Nr. 16 iiberein.

tlber die Sonderfalle dieser Koordinaten scheinen Untersuclmngen
zu fehlen.

FaBt man naeh E. Study
644

) die sechs rechtwinkligen Koordinaten

pik (Nr. 27) eines reellen Gewindes mittels der Einheiten 1 und
,

ffir welch letztere
2 sein soil (vgl. I A 4, Study, Nr. 9), zu den

drei reellen dualen Zahlen

(2) XL jp

zusammen und multipliziert diese init einer beliehigen reellen dualen

Zahl Q ^= 6 -\- ts (tf=|=0), s stellen die Bestandteile der neuen GroBen

die Koordinaten eines koaxialen Gewindes oder Liniengebtisches dar.

Siebt man also die dualen Zahlen X1? X2 ,
X3 ale VerhaltnisgroBen

in dem Sinne an, daB eine gleichzeitige Multiplikation dieser Zahlen

init einer dualen Zahl Q gestattet wird, so konnen sie als ein System
von Strahlkoordinaten 545

) aufgefaBt werden, indem sie das ganze
Biischel koaxialer Gewinde. mithin auch dessen Achse bestimmen.

Unter Yerwendung dieser dualen StraMkoordinaten findet eine weit-

gehende Analogic zwischen der Geonietrie im Biindel und der Linien-

geoinetrie statt 5*6
).

Jede lineare Transformation

(3) X/ - 0,,^ + a,,*, + O..X. (i
-

1, 2, 3)

543) E. Study, Georn. d. Djnamen, 38, fuhrt ,,elliptische Koordinaten&quot;

ganz anderer Art fur die Strahlen gewisser Koiigruenzen ein.

544) a. a. 0,, p. 200 f.; Ber, Ges. Leipzig 51 (1899), p, 81. Ahnliche Untcr-

suchuugen stellten an: A. P. Kotjehii/coff, Scliraubenrechnung u. einige Anw. der-

selben auf Geom. a. Mechanik, Kasan 1896 96; Nachr. phjs.-math. Gea Kasan

(2) 8 (1899), Nr, 2, 3, 4; 9 (1899), Nr. 1, 2 (beides russisch; Inhaltsang. s, Jahrb.

Fortsehr. Math.); 1&amp;gt;- N. Sciliyer, Kasan Univ. (1897), p. 93108; E. de Saussure,

Amer. J. math. 18 (1896), p. 304346; 19 (1897), p. 329370 [vgl. Merin ins-

besondere die p. 341 349 besprochenen Koordinatensysteme iin Strahlraum, die

solchcn auf der Kugel analog sindj; Paris C. B. 123 (1896), p. 734737; Bull.

Amer. math. Soc. 3 (1897), p. 8186; J. Petersen, Overs. Selsk. Forh. Kjobenh.

(1898), p. 283349. Vgl. auch E. W. H. T. Hudson, The Messenger Math. 31

(1001/2), p. 157; 32 (1902/3), p. 3136.
5 15) E. Study nennt dag durch

JST,
: X

9
: X

&
beetimmte Gebilde Strahl zuni

TJnterschied von der geraden Linie, weil im imaginaren Gebiet dieee Koordi

naten zu andern Erweiterungen des BegritFes fiihxen als die Pluvkcrscben Linion-

koordinaten, Aber ai^ch die VorBtellung des reellen eigentlichen ,,Strahles
u

als

Trager eines Norwaleniietzes weicht von der der geraden Lime in der projek-

tiven Geometrie ab.

546) E. Study, Geom d, Dyiiameii, 23. Vgl. auch M. MUller^ Arch. Math.

Phys. (3) 6 (1903), p. 104118.
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&quot;L. B., deren duale Koeffizienten aik die Bedingungsgleichungen fiir eine

orthogonale Transformation im Bundel (Nr. 37) erfiilleu, stellt die

allgemeinste raumliche Bewegung dar 547
).

Die durch die Gruppe der

Transformatiouen (3) mit beliebigen dualen Koeffizienten definierte

Gcometorie der dualen Projektivitaten (vgl. Ill AB4b, Fano, Nr. 1719)
ist von der projektiven Liniengeometrie ganzlich verschieden 54

*).

Bestimnit man einen eigentlichen Strahl (in StudyscheT Bedeu-

tnng) durch die Koordinaten pik
und detiniert dessen stetige Anderung

durch die etetige Anderung der pik ,
so erhalt man kein regulares

Kontinuum im /Sfot^yschen Sinne, namlich keines, das sich umkehrbar

eindeutig und stetig auf ein abgeschlossenes, im projektiven Punkt-

kontinuum verlaufendes Punktkontinuum abbilden lafit
549

).
Um ein

solches zu erhalteu, fiihrt E. Study
b
*) als eine zweite Art von Strahl-

koordinaten die sechs GroBen

s
= Pu

y _ I Pl4 Pn
\ y

22
--

i 9 **53

ein, zwischen denen die Identitat

s

1

besteht und die mit den GroBen pXA
und

(&amp;gt;

2
3E

AJt
ala aquivalent anzu-

sehen sind. Die uneigentlichen Elemente dieses Kontinuums, die Punkt-

strahlen-y konuen den unendlichfernen Punkten gleichgesetzt werden 581
).

54?) E. Study, a. a. 0., p. 219 f.

648) Durch diese Transformation wird z. B. das Normalennetz eines eigeut-

lichen Strahls iminer wieder in ein solchea ubergefiilirt. Zur Orientierung uber

diese Disziplin eowie uber die Mogliehkeit anderer Erweitemngen der gewOanlichen

Liniengeometrie vgl. E. Study, Jahresber. deutsch. Math.-Vcr. 11 (1902), p. 97123,
313340, ferner das ausfiihrliche Referat von E. Mutterf Arch. Math. Phys. (3) 9

(1906), p. 8190.

549) Geom. d. Dynamen, p. 260 FuBn.

550) a. a. 0., p. 558. Dieser Vorgang durfte vorbildlich fiir die Untereuchung
andrer Elementmannigfaltigkeiten ,

beeondere fiir die Definition der aneigent-
lichen Elemente einer solchen werden. Wegen einer weiteren Art von Strahl -

koordinaten, durch die ein zweites nafctirliches Strahlkontinuum erklart vrird,

s. ebenda, p. 267 f. Vgl. anch HIAB4b, Fano, Nr. IS.

551) a. a. 0., p. 261.

An E. Studys Untersuchungen schliefien die Arbeiten an: E. Davis, Die

geom. Addition der Stabe in der hyperbolischen Geometric, Disa. Greifswald 1904
;

J. Coolidgt, Die dual-projektive Geometric im elliptischen u. spharischen Kaume,
Diss. Bonn (Greifswald 1904); H. Seek. Die Strahlenketten im hyperbolischen

Encyklop. d. mth. Winsansoh- III 1. 48
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Vier homogene duale Zahlen bestimmen eindeutig die Lage eines

starren Korpers (eines Soma) im E
3 . Diese Somenkoordinaten bilden

em neues, Erfolg versprechendes Mittel zu kinematisclien Unter-

suchungen
552

).

Andere Koordinaten von Geraden verwenden oder erwahnen ge-

legentlich E. Waelsch*), E. v. Weber*-*), K Zind!,er), J. Grun-

30. Us-Koordinaten im /&amp;gt;*. Koordinaten von Kreisen und

Punktepaaren im J?s. Schon 1844 hat H. Graflmann*) die Linien-

koordinaten nur als einen Sonderfall der Koordinaten linearer Grebilde

in einem mehrdhuensionalen Raum aufgefafit. Sind x^
l

\ x(2
\ . .

.,
x^r) r

nicht demselben -Rr _2 angehorige Punkte eines En ^ ly xj (t~ I
f
2

f ...,n)

deren lineare homogene Koordinaten, so nennt er die (n)r Deter-

Rauin, Diss. Bonn (Hannover 1905). Betreffs der Liniengeometrie in nicht-

euklidischen Raumen vgl. auch F. Lindemann, Math. Ann. 7 (1874), p. 66 141.

652) E. Study, a. a. 0., p. 556 f.; HI AB 4b, Fano, Nr. 20.

553) SitzuDgsb. Ak. (math, nat.) Wien 112 *
(1908), p. 1639; vgl. auch Anm. 294.

564) Ber. Ges. Leipzig 65 (1908), p. 386; Ber. Ak. Miinchen 34 (1904), p. 447;

Monatsh. Math. Phys. 16 (1906), p. 217. 1st Ux -f Vy -f Wz -f T= 0, mit

C7
1

-{- T s 4 TF 2 = 0, die Gleichung einer Minimalebene (Nr. 3), so kann man
ihr einen

Specr&amp;gt;
namlich die reelle orientierte Tragergerade der Ebene einein-

deutig zuweisen. U, V, W, T konnen dann als homogene Koordinaten dieses

Speeres gedentet werden. /. Grunwald, Monatah. Math. Phys. 17 (1906), p. 105 f.v

stellt jede Minimalebene nnd damit jeden Speer dee euklidischen Raumes durch

eine komplexe duale Zahl W U-\-BV dar, indem er

T : U: V :W - -
: ^i Y=l :

*1
,

setzt. Die Anwendung der Quaternionentheorie auf Liniengeometrie, zumal

zur Behandlung der Strahlgewinde, zeigt A. Buchheim, The Messenger Math. 12

(1682/3), p. 129133; 13 (1883/4), p. 120124.

555) Liniengeom. 2, p. 67 f.; Jahreeber. deutsch. Math.-Ver. 15 (1906), p. 190 f.

Auf einer orientierten Geraden S werde der Urspmng und durch sie die feete

Ebene ^ gewahlt. Als naturliche Zeiger eines Strahles S dieneu der Winkel

to = S^S, die Lange a des Gemeinlotes /wischen S und $, der Neigungswinkel a

dieses Lotes gegen | und der Abstand z des Lotfufipunktes auf S von O. Alle

Regelflachen, die sich langs $ berfihren, bestimmen eine Fortschreitungsrichtunff

im Linienraum. Werden 0, a, a, 10 als Funktionen eines Parameters t gewahlt,

wobei S dem Werte t = entspricht, so iet P = lim ---
(fur t = 0) der Ver-

teilungsparameter der Regelflache in SQ
. ^, a, P sind die Zeiger einer Fort-

schreitungsrichtung. Denselben Dienst wie diese leisten die Koordinaten der

Korrelationen, welche die durch 5 gelegten Regelfiachen auf S bestimmen
; vgl.

G. Koemgs*
6
*).

556) Ausdehnungsl. 88, 116 = Ges. W. I
1
, p. 162, 191 f.
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minanten p^ . . . i
der Matrix

a)

die Koordinaten (Zeiger) des durcli die r Purtkte legbaren Rr ^. l .

MT
)

Die (w)r 1 r(n r) unabhangigen Gleicbnngen, die zwischen

(w)r Zahlen besteben miissen, damit sie als Koordinaten eines jRr_i
in einem Itn _ 1 (eines Gebietes rter Stufe in einein Grebiete wter

Stufe)
betrachtet werden diirfen. bat Grapmann, angeregt durcli einen Auf-

satz Tli. Beyes*
5

*),
erst 1878 aufzusuchen gelehrt

559
).

Das erste mehrfacb verwendete Beispiel fiir diese Yerallgemei-

nerung der Pliickerschen Linienkoordinaten bilden die Koordinaten von

Kreisen im Ravine**), Bezeiclinen x
if yi (i 1, 2, . . ., 5) die penta-

spharischen Koordinaten (Nr. 24) der Kugeln x bzw, t/, so fiihrte

C. Stephanos*
61
) 1881 die zehn Detenninanten pik der Matrix

(2) fi

*
f

ii 9i i!.-=i.2....,r,

als homoyene Koordinaten des durch x und y bestimmten Kugelbiischele

567) Vgl. auch A. Clebscn, Gott-. gel. Anz. (1869), p. 1675; Abb. Ges. G6tt. 17

(1872). math. Cl., p. 6f.; Math. Ann. 5 (1872), p. 428 f.

568) J. f. Math. 82 (1877), p. y.

669) J. f. Math. 84 (1878), p. 281 f. = Ges. W. 2 1
, p. 291 f. Auf auderem

Wege leitete diese Gleichungen K Th. Vatilen, J, f Math. 113 (1893), p. 306310,
ab. E. Study, Nachtriige zu 1 s d. gee. Werke von H. Grrafrmann, Leipzig 1898,

p. 610 f., und E. Pascal, Ann. mat, p. appl. (;2) 24 (1898), p. 241263, zeigten auf

verschiedenen Wegeu, daB sich diese Gleichungeii imiaer auf qnadratische zurlick-

fiihren lassen; diese qnadratischen Belationeu wurdon ubrigens schon von

E. d Ovidio, Atti Ace. Torino 12 (1876), p. 349, and far den Sonderfall 77 = 6,

r 8 von A. Cayley, The Quart. J. p. appi. math. 16 (1878), p. 6667, aufgestellt.

YgL auch E. Pascal, Die Determinanten, deutsch von H. Leitemann, p. 121 f,

560) Wogen Untersuchungen iiber Syeteme von oo 1 Kreiaen (gyklische Fltichen}

vgi. Ill D 6, v. LiUenthal, Nr. 4. Besonders sei auf O-. Demartres, Ann. ec. norm.

(3) 2 (1885), p. 123182; i (1887), p. 145158, u. . Cosserat, Snr le cercle con-

sid^re comme element g^uerateur de 1 espaee, These, Paris 1889, hingewiesen.

BezugJich der Systeme von oo 2 Kreisen (Kreisl ongnitngen} s. G. Darbmix, Le9ons 2,

p. 314 345; Systemes orth. 1, p. 181; L. Biatiehi, Vorl. flb. Ditferentialgeometrie,

deutsch von M. Lukat, Leipzig 1800, Kap. IS; mit ihrer Untersuchung hat sick

inabesondere A. Ribaueour in inehreren Arbeiten beachaftigt; vgl. Paris C. R. 76

(1873), p 478, 830; 92 (1881), p. 233; 113 (1891), p. 304, 324. Systeme von oo&quot;-
1

Kreiaen im jRn ,
die von oo 1

.3fn _i orthogonal geschnitten werden, untersucht

U. Sbrana, Bend. Circ. mat. Palermo 19 (1905), p. 268290. Als Koordinaten

ernes Kreises verwendet er die rechtwinkiigen Koordi):aten des Mittelpunktea,

den Radius und die Richtungekosino.8 zweiftr noriaalon Halbstrfthien in de* Rreis-

ebene.

561) Paris C. R 98 (1881), p. 578, 633.

48*
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oder ihres Schnitikreises ein 562
), betraclitet also den Kreis als E

{
in

einem jR4
56S

).
Zwischen diesen Koordinaten bestehen fttnf Gleichungen

der Form

(3) & -
PfrP,. + PytP. + P$i PY.= 0,

wo a, 0, y f d, s die Zahlen 1, 2, . . ., 5 in irgencl einer Anorduung be-

zeichnen. Von diesen Gleichungen sind nur drei voneinander unab-

hangig
584

).

Es gibt fiinf Kreise, deren Koordinaten sechs voneinander un-

abhangen linearen Gleichungen geniigen. Daraus folgt, daft zu vier

gegebenen Kreisen ininier ein fiinfter gehort, deesen Koordinaten sich

linear durch die der gegebenen auedrucken lassen. Solche fiinf Kreise

nennii C. Stephanos
1

) einen Pentasyldus (,,pentacycle&quot;) und teilt die

Konstruktion des fiinften aus vier gegebenen mit. Seine Satze wurden

von G. Koenigs
m

)
und 0. Landsbery

5
) bewiesen und die Unter-

suchung nach verschiedenen Richtungen weitergefuhrt
567

). Koenigs

studiert insbesondere das Kreissystem A
5 ,

das eine lineare Gleichung

(4) 2*i*P&amp;lt;*
-

(&amp;gt; ,
* - 1; 2, . .

-, 5; t + *)

562) . v. Weber, Arch. Math. Phys. (S) 7 (1904), p. 288 f., beuntzt diese

Koordinaten zur Unter^uchung der gogeniiber den konformen Punkttransforma-

tionen des Eaumes invarianten Eigenschaften der Figur zweier Kreise; er fuhrt

auch p. 293 die Koordinaten eines Zylcliis (orisntierten Kreises) ein. Wegen
Koordinaten linearer Kugelgebilde vgl. auch F. Aschieri^ Rend. 1st. Lomb. (2)

19 (1886), p. 614619, 698703.
Die Kugeln eines Gebilsches lassen sich durch vier homogene Koordinaten

(Nr. 24), dessen Kreise daher durch aechs den PWakrach&n Linienkoordinaten

vollig analogc Koordiaa,ten pilc feetlegen. Die Satze der Liniengeometrie sind

daher auf die Kreisgeoruetrie im Gebusch iibertragbar; vgl. E. Mutter, Monatsh.

Math. Phys. 7 (1896), p. 78. G. Darboux (vgl. efcwa Lo9ons 3, Nr. 846, 847) hat

fiir diesen tlbergang eine gcometriache Transformation angegeben.

563) W. Spotiiswoode, Paris C. R. 76 (1873), p. I191
1f

hat die mit obigen
Kreiskoordinaten formal ubereinstimmenden Koordinaten von Geraden and Ebenen

im JR4 definiert und die Bedingungsgleichungen (3) aufgestellt.

564) W. H. Young, Atti Ace. Torino 34 (1899), p. 596599, untersucht die

Syzygien der verschiedenen Arten, die zwischen den &a bestehen.

565) Ann. Fac. sc. Toulouse 2 (1888), p. Fl F19.

666) Untersuchung fiber die Gruppen einer linearen ftinffachen Mannig-

faltigkeit. Dies. Breslau 1889, p. 1722.

567) Auch die Ergebnisse der fast gleichzeitigen TJrjtersuchungen von C. Scgre

iiber den E^ (vgl. etwa Rend. Circ. mat. Palermo 2 (1888), p. 45 52) waren hier

zu erwahncn, da sie sich. auf das in Rede stehende Gebiet unznittelbar iiber-

tragen lassen, indem man ^Gerade&quot; und ,,Ebene
u durch rKreis

u bzw. ,,Punkte-

paar&quot;
ersetxt. S. auch E. Miiller, Sitzungsb. Ak. (math, nat.) Wien 118 s *

(1909).

p 1059-68.
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definiert 568
).

Die in gerade Linien ansartenden Kreise dieses Systems

bilden ein Strahlgewinde (Nr. 27). Wie E. Cosserat*) bemerkt hat,

besteht A^ aus alien Kreisen, die durch die Schiiittpunktepaare der

Strahlen ernes Gewindes mit einer bestimmten Kugel (Zentralkugd}

gehen. Derselbe Verfasser bat auch die durcb 2, 8, 4 und 5 lineare

Gleichungen zwischen den pilt
definierten Kreissysteme A, A.^ A^, A^

naher untersucht 570
).

Gleichberechtigt noben den Koordinaten eines Kreisee treten die

des Punktepaares (Kugelbucdels) auf, als des dualen Gebildes im

Kugelraum. Bezeicbnen w
f ,

?&amp;gt;

f
die pentaspharischen Koordinaten zweier

Kugelgebusche u und v (Nr. 24-), so sind die zebu Determinanten

x
ik
= u

t
v
k ukvt

die bomogenen Koordinaten des u und v gemein-

samen Kugelbiindels oder dessen Scbnittpunktepaares. Obige Be-

merkungen iiber die Koordiuaten pik lassen sicb unmittelbar auf die

it
i]c fibertragen. Eine lineare Gleicbung zwiscben den nik definiert ein

Punktepaarsystem ,
besteberid aus alien Punktepaaren, die auf den

Kreisen eines linearen Kreiskomplexes liegen, der einem bestiinniten

Kugelgebuscb, dem Hauptgebusch, angebort
571

).

Die Gleicbung

&*u9u-*Q (i,*-l,2,...,5)

stellt ein lineares Kreissysteni oder ein lineares Punktepaarsystem dar,

je nacbdem die xik oder4^ als beliebige Konstante betracbtet werden. Die

Koeffizienten n
i1c

bzw. piky fiir die nicbt x
ik
= n

ki
oder pik

= pki

zu sein branch t
;
heifien die Koordinaten dieser Systenie. Der Kreis er-

scheint als Vertteter eines spemellen Piwktepaarsystems, deseen Punkte-

paare mit dem Kreis auf Kugeln liegen, und das Punktepaar als Ver-

treter eines spezidlen Krei-ssystems, deseen Kreise mit dem Punktepaar
auf Kugeln liegen. Besteht zwiscben einem linearen Kreissystem (nik)

und einem linearen Punktepaarsystem (pik)
die Gleichung ^^^^^.= 0.

so heifien sie apolar). Zu noun voneinander unabhangigen solchen

Kreissystemen gibt es ein einziges apolares Punktepaarsystem.

568) Seine Haupteigeneehiaft besteht darin, dafi alle auf einer beliebigen

Kugel k liegenden Kreiee des Systems zu einer Kugel * (der zu I Iconjugiertcri)

orthogonal sind. Die Beziehung zwischsn k und k ist jedoch nicht umkehrbar,

vielmehr stehen alle Kugeln k zu einer Kugei, der Zentral- oder Hauptkugd des

Systems Ab , seukrecht, deren pentaspharische Koordinaten die aus den aik ge-

bildeten Grofien &u (a = 1, 2
&amp;gt;

. . ., 5) sind.

569) Paris C. R. 106 (1888), p. 146770; Sur le cercle coneid^re corume

element generateur de 1 espace, These, Paris 1889, insbes. p. 66 f.,
== Ann Fac. sc.

Toulouse 3 (1889), p. El E81.

670) Vgl. auch Mesuret, Paris C. R. 136 (1903), p. 1126, 1302.

571) E. Mittlefy Monatsh. Math. Phys. 7 (1896), p. 84.
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Die Gesamtheit der linearen Kreissysteme bildet einen R
(J ,

worin

die E8 als die Puriktepaarsysteme zu betrachten siad. In jedem J^
solcher Kreissysteme gibt es ?mmer fiinf spcsielle Systems (Kreise).

Die Kreisgeometrie des Ranrnes ist bei dieser Auffasaung identisch mil

der projektiven Geometric eines R$ uuter Auszeiehnung einer Jf
fl

5
.

573
)

Die pik und jt
iL

lassen sich nach E. Mtiffier
9
**) in der Nr. 25 er-

wahuten niederen Geometrie orientierter Kugeln aueh ais Koordinaten

orientierter Drehkegel und orientierter Ebvnenpaare deuten. Man gelangt
dadurch zu einem dualen Gegenstiick der obigen Geometrie.

In einem jR5 sind die 15 Ii - Koordinaten pik (mit seohs Be-

dingungsgleichungen), die 20 J?2-Koordinaten pijk (mit zehn Bedingungs-

gleichungen) und ihre dualen Koordinaten zu betrachten 575
). Ein

wicbtiges Anweudungsgebiet hierfiir bildet der Rauin der Strahl-

gewinde (Nr. ti8), in deni sich die pik und pijk
als Koordinaten eines

Strablnetzes bzw. einer Regelscbar deuten lassen 576
).

Als andere A.n-

wendungsgebiete waren die 126 der linearen Kugellcomplexe (Nr. 25) nnd

der Kegelscbnitte einer Ebene (Nr. 26) zu erwahnen 577
). Eingehendere

Untersucbungen dariiber fehlen.

Auch die Koordinaten tier linearen Mannigfaltigkeiten algebra-

ischer Fiachen nter
Ordnung, also z. B. die Koordinaten der Schnitt-

kurve zweier und der Schnittpunktgruppe dreier Fiachen gleicher

Ordnung als Determinanten der Matrix aus den Koordinaten zweier

oder dreier Fiachen, sowie die analogen Begriffe in der Ebene und

Geraden haben bisher wenig Beachtung gefunden
578

).

672) E. Mutter, a. a. 0., p 87.

573) G. Koenigs, a. a. M p. F3; E. Mulltr, a. a. 0., 5.

574) Monatsh. Math Phys. 9 (1898), p. 298301.

575) O. Landsberg, a. a. 0., p. 2267. Die beiden Hauptsatze far den J?
8

lauten: 1) 8 lin. 1?, -Systeme haben 14 ^ gemeineata; 2) 9 lin. K3-Systeme haben

42 ??2 gemeinsam. Dieso Zahlcu hat auch H. Schubert, Acta math. 8 (1886),

p. 97118, gefundeu.

576) M. Pasck, 3. f. Math. 75 (1872), p. 129, 189; 0. Landsberg, a. a. 0.,

p. 7581; K. Zindkr, Liniengeom. 1, 86. E. Weiisenbock, Komplex-Symbolik.

Bine Einfflhrnug in die analyiische Geometrie mehrdiniensionaier iiaume. Leipzig

1908, p. 43, 48, 178181. Beaehtenswerte Anfduge KU einer Geometrie der Strahl-

netze tinden sich bei E, d Osidio, Ann. mat. p. appl. (2) 7 (1875/6), p. 3851.

577) Beattglich des letzterf-n vgl. 0. Landsberg, a. a. 0., p. 7074. Wegen

Analogien Diit der Linieiigeometrie des JRS vgl. E. BeUrami, G. mat. 9 (1871),

p. 344 .- Opore mat. 2, p. 186f; L. Cremona, G. mat. 10 (1872), p. 47 f. Vgl.

auch Anm. 474, Das System der Kegelschnitte ira Raum betrachtet M. Chasles,

Paris C. R., 61 (1865), p. 389; G. Halphen, Bull. Soc. math. France 2 (1878/4), p. llf.;

wegen deren Koordinaten vgl. W. Spottisiwofo, Proc. London math. Soc. 10 (1879),

p. 185196 (samt Bemerkung von A. Cayley), und wegen Koordinaten ebener

algebraischcr Knrven im Raume H. W. L. Tanner, ebenda 18 (1882), p. 125148.
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Wird, wie es in der Infinitesimalgeometrie haufig gescbieht, ein

System von oo&quot; Raumkurven durcb zwei, n Parameter i\, /), .. .,j?n

euthaltende Gleicbungen zwischen den reebtwinkligen Koordinaten

(5) fox, y, s, p19 p . . .,|0 = 0, j\(x, y, z,pv ft, ..,/&amp;gt;)
=

definiert, so dienen die Werte dieser Parameter als Koordinaten der

einzelnen Kurven 579
).

Fur n = 3 bilden die Kurven einen Komplex},
fur n 2 eine J&mgnu*****). Sind die Gleicbungen (5) in x, y, z

linear, so stellen die pi
Strahlkoordinaten dar 58

*).

IT. Koordinaten von Gebilden auf einer Kurve oder

(in einer niclitlinearen Mannigfaltigkeit).

31* Allgemeines. Sind die homogenen linearen Koordinaten x
i

ines Punktes der Ebene oder des Raumes als Funktionen eines Pa

rameters t gegeben (Nr. 2, 3), so gehoren die den verschiedenen

Werten von t entsprechenden Punkte einer ebenen oder raumlicben

Kurve an, nnd t kann als Koordinate eines Pwdztes (oder einer Punkt-

gruppe) dieser Kurve gelten
583

).

Fiir eine rationale Kurve, d. b. wenn die x
i

als ganze rationale

Funktionen eines Parameters \ gegeben sind, lafit sicb stets ein neuer

Parameter t so einfiihren, dafi die Kurvenpunkte und die Werte von t

einander eineindeutig entsprecben
584

).
Die Untersucbung der Punkt-

578) Th. Reye, J. f. Math. 82 (1877), p. 9f.

679) G. Koenigs, Paris C. R. 104 (1887), p. 842844; Acta math. 10 (1887),

p. 313338; E. Cosserat, Paris C. R. 107 (1888), p. 653; Thfcse, Anm. 560, p. 13 f.

580) S. Lie, Math. Ann. 5 (1872), p. 151 f. Betrachtet man pl , pt , p3
als

rechtwinklige Pnnktkoordinaten X, Y&amp;lt;
Z eines zweiten Raumes, so bestimmen

die Gleichangen (5) eine Beriihrungstransformation der beiden Raume, dnrch die

den Punkten des einen Raumes die Kurven eines Komplexes des andern Raumes

^ntsprechen (ebenda p. 155).

581) G. Darboux, Le9ons 2, livre IV; L. Bi-anchi**9^ p. 339; L. P. Eisen-

682) S. Lie, a. a. 0., p. 164 f. Die speziellen Gleichungen

* 4- Zz (X-fiT) = 0, y (X iT)t Z=
(vgl. Anm. 580) stellen die iiesche Transformation von (ieraden in Kugeln (Anm.

537) dar (ebenda p. 167).

583) t lafit natiirlich sehr haufig mannigfaltige geometrische Deutungen
zu. Der Kurveubegriff ist durch den allgemeineren Begriff einer Element -M^
ersetzbar; vgl. W. K. Clifford, On the classification of loci, Phil. Trans. R. Soc.

London 169 (1878), p. 663681 = Math, pap., p. 305331; C. Segre, Introd. alia

geometria sopra un ente algebrico semplicemente infinite, Ann. mat. p. appl. (8)

22 (1894), p. 41.

584) J. Luroth, Math. Ann 9 (1876), p. 163165; C. Segre, a. a. 0., Nr. 5, 24;

P. Appell u. E. Goursat, Theorie des fonctions algebriques et de leurs integrales,
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gruppen und Korrespondenzen auf diesen Kurven mittels der Koordi-

nate t oder der homogenen Koordinaten tlt t
9
wird identisch init der

Geometric auf der geraden Linie 585
),

ftir welche verschiedene Koordi

natensysteme im vorhergehenden erwahnt wurden. Die einfachsten

Beispiele bilden die Kegelschnitte, die Raumkurven dritter Ordnung,

allgemein die Normkurven der J2M
886

).

Wegen der Koordinaten (und Geometrie) auf beliebigen algebra-

ischen Kurven (bzw. Ml
im -R

ft

587
)) vgl. II B 2, Wirtinger, Nr. 26;

IE AB 4 a, Fano, Nr. 32; III C 4, Berzolari, Abschnitt IV; III C 8, Eohn.

Sind die homogenen linearen Koordinaten x
i
eines Raumpunktes

als Funktionen zweier Parameter w, v gegeben, so gehoren die den

Wertepaaren u, v entsprechenden Punkte einer Flache an (Nr. 3), und

es konnen a, v als ((raw/teche) Koordinaten eines Punktes (oder einer

Punldgruppe) auf der Flache gelten
588

). f(u, v)
= definiert eine

Kurve auf der Flache. Beziiglich der zahlreichen zur analytiscben

Behandlung der Geometrie auf beliebigen krummen Flachen ver-

wendeten Koordinatensysteme sei auf die betreffenden Artikel 688
)

verwiesen.

Lassen sicb die x
i

als ganze rationale Funktionen von u und v

darstellen, so heiBt die Flacbe rational; sie ist eineindeutig auf die Bbene

abbildbar 589
).

Den verschiedenen Koordinatensystemen in der Ebene

entsprechen solche auf den rationalen Flachen. Die einfachsten Bei

spiele hierffir bilden die Flachen zweiter Ordnung (Nr. 33), insbe-

sondere die Kugel (Nr. 32).

Paris 1895, p. 288f.; F. Enriqttes, Rend. Circ. mat. Palermo 10 (1896), p 3035;
H. Weber, Lehrb. der Algebra 2, Braunschweig 1896, p. 404 f.; JE7. Bertini, Introd.

alia geom. proiettiva degli iperspazi etc., Pisa 1907, p. 270 f.

585) F. Klein, Vergl. Betr., p. 14. Mit den rationalen Kurven, deren erste

Untersuehung auf Mtibiw zuruckgeht, beschaftigt sich eingehend W. Fr. Meyer;

Apolaritat, wo auch Literatur angegeben.

586) Vgl. Nr. 11, ferner W. K. Clifford** }. Zur Parameterbestimmung auf

Kurven zweiter und dritter Ordntmg s. C.Juelf Math. Ann. 47 (1896), p. 72 104;

in C 5, Kohn, Nr. 21, 36, 44.

587) Als M
l

in einem R6 ist auch eine Regelflache zu betrachten. Die

homogenen Koordinaten x
i (i

== 1, 2, . .
., 6) eiuer Erzeagenden stellen eich als

algebraische Funktionen eines Parameters oder als ganze rationale Funktionen

zweier Parameter dar, zwischen denen eine algebraieche Gleichung besteht. Vgl.

J. Luroth, J. f. Math. 67 (1867), p. 138 f.

588) Vgl. IIIAB2, v. Mangoldt, Nr. 12, insbes. Anm. 61; III AB 4 a, Fano,

Nr. 32; HI D 1, 2, v. Mangoldt, Ifo 34; IH D 3, v. Lilienthal, Nr. 4, 21 f.

589) G. Castelnuovo, Math. Ann. 44 (1894), p. 155 (auch Rend. Ace. Lincei

Roma (5) II, (1893), p. 205209); G. Castelnuovo und F. Enriques, ebenda 48

(1897), p 314; I B ic, Landsberg, Nr. 22.
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Wegen Koordinaten auf andern algebraiscbeu Flacben siehe

III C 6, Castelnuovo und Ewriqucs.

Sind allgemein die linearen bomogenen Koordmaten

x, (* 1,2,. ..,* + !)

eines Elementes im Rn als Funktionen von r wesentlichen Pararnetern

t
lf

t2 ,
. .

.,
i
r gegeben, so geboren die den verschiedenen Parameterwerten

entsprecbendeii Elemente einer M
r an, und t

lf 2 ,
. .

.,
t
r konnen als

Koordmaten eines Elementee dieser M
r gelten

690
).

Dies laBt sich z. B.

zur Kocrdinatenbestiinmung in Strahlkongruenzen und Straiilkoinplexen

verwerten 591
).

32. Koordinaten auf der KugeLflache (Spharische Koordi

naten)
592

). Obgleicb solche Koordinaten in der Astronomic zur Be-

stimrnung eines Ortes auf der scbeinbaren Hiinmelskugel schon in

alien Zeiten angewandt wurden593
), diirfte der erste Versuch, Kurven

auf der Kugel durch Gleichungen zwischen sp.harischen Koordinaten

eines Punktes zu definieren, von /. Skene 59
*) (1796) berriihren. Die

hierbei Terwendeten Koordinaten entsprechen der geograpbischen Lange
und Breite 595

).

690) Em Beispiel hierzu behandelt schon N. Druckemndtter, tjbertragungs-

prinzipien, p. 241 f., der in dem System der rten Polaren der Punkte einer Ebeue

beziiglich einer festen algebraischen Kurve als Koordinaten einer Polaren die

Parallelkoordinaten ibres Poles wiiblt.

591) Anf die Geometric im Strablnetz weist schon J. Plucker, Neue Geom.
d. R., p. 83, bin. Beziiglich dee Strahlgewindes und Stralilnetzee Tgl. K. Zindler,

Liniengeom. 1, 55, 60; beziiglicb der allgemeinen Strahlkongrueuzen und Strabl-

komplexe ebenda 2, p. 76 f., 180 f.

592) Wegen Literattuc iiber die Geometrie auf der Kugel a. JK. Baltzert Die

Elemente der Matbematik 2, 4. Aufl., Leipzig 1874, p. 164182, 312333; Tropfke,

2, p. 251 f.; R. Heger, Anal. Geom. auf der Kugel, Leipzig 1908 (Samml. Scbubert,

LIV), p. V-VU.
593) Tropfke 2, p. 407; S. Gunther, Geschicbte der Mathematik 1, Leipzig

1908, p. 117f.

694) Er beantwortete in Tbe Gentlemans Diary, London
179^&amp;gt;,

die im Jabr-

gang 1795 von Th. White gestellte Frage nach der Gleichung einer spblirischen
Kurve. Vgl. die bistoriscben Bemerkungen von Th. St. Daviesf IVans. R. Soc.

Edinburg 12 (1884, gel. 1832), Note E, p. 361 f. u. Yorrede p, 25d 270.

595) Wahlt man auf einem Hauptkreis einen Anfangspunkt A und einen

positivon Sinn und fallt aug einem Punkt P der Kugel dae epburische Lot

PQ auf jenen Hauptkreis, so nennt man die Bogen AQ~&, (fp=^^ die recht-

winkligen spMrischen Koordinaten von P; Azimut und Hobe, Rektaszenaion und

Deklination, Lange und Breite eines Gestirns sind solcbe Koordinaten. Be-

zeicbnet cp den Neigungswinkel des Hauptkreises AP gegen den gegebenen und
ist p = AP, so beifien 9, 9 die sphdrischtn Polarkoordinaten des Punktes P.

Sie verwendet z. B. J. Casey, London Phil. Trans. 161 (1871), p. 602.
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Um 1830 herum haben C. Gudermann und TJi. St. Davies unab-

hangig voneinander die analytische Geometrie auf der Kugel syste-

matiscli bearbeitet.

Sind OX, OY zwei unter dem Winkel o gegeneinander geneigte

orientierte Quadranten auf der Kugel (die beiden Achsen) und schneiden

die durch den Punkt P und die Punkte Y
und X gelegteu Hauptkreise auf jenen
Achsen bzw. die Stiicke M.= x und

ON= y ab (Fig. 6), so nennt C. Gitder-

mann) a = tg x, b = tg y die Achsen-

koordinaten des Punktes P. Wegen

(1) tg*
sin 6Jtf

sm

ON
sin

sind diese Koordinaten fur das Strahlbundel,

das die Punkte der Kugelflache vom Zen-

trum aus projiziert
597

),
oder fiir die Kugel

selbst Doppelverhaltniskoordinaten (Nr. 5); der Einheitspunkt auf der

Kugel ist der Schnittpunkfc der Hauptkreise, welehe die Mitten von

OX und OY mit Y bzw. X verbinden.

Projiziert man die Kugel aus ibrer Mitte auf die Tangentialebene
des Punktes 0, so sind die Gitdermannschen Achsenkoordinaten ernes

Kugelpunktes identisch mit den Parallelkoordinaten seiner Projektion

in bezug auf das von den Tangenten der spharischen Achsen in

696) GrundriB der analytiechen Spharik, Kdln 1830; J. f. Math. 6 (1830),

p. 244264; 11 (1834), p. 394398. Dieselben Koordinaten benutzen zn yerschie-

denen analytischen Untereuchungen auf der Kugel Vannson, Nouv. Ann. (1) 17 20

(185861); Heilermcmn, Zeitschr. Math. Phys. 6 (1861), p. 163181. Gudermann
verwendet zuweileu auch die spharischen Pol arkoordinaten (Anm. 595) unter

dem Nainen Zentralkoordinaten.

597) Dio t^bertragung der BOndelkoordinaten auf die Kugel ist M. Chasles

gelaufig; vgl. Ap. hist., p. 553 f. Vgl. ferner C. Graves, Two geometrical Memoirs

on the general properties of cones of the second degree and of the spherical

conies by M. Chasles, translated from the french, with notes and additions and

an appendix on the application of analysis to spherical geometry, Dublin 1841:

die erwahnten Abhaudiungen Chasles* sind in den Nouv. Mem. Ac. Belgique 6

(1830) erschienen. A. Borgnet, Essai de geometrie analytique de la sphere, Paris

1847; Paris C. R. 25 (1847), p. 723; Nouv. Ann. 7 (1848), p. 147 160, 174177,
392395; dann die Dissertationen fiber gphaxische Kegelschnitte von L. Geisen-

heirner, Jena (Schweidnitz) 1869, u. H. Vogt, Breslau 1873. G. Huber, Zeitschr.

Math. Phys. 46 (1900), p. 86 118, hingegen studiert diese Raumkurven und deren

Tangentenflachen, indeni er die rechtwinkligen Koordinaten ihrer Punkte als

elliptische Funktionen eines oder zweier Parameter darstellt
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gebildete Achsenkreuz. Die Gleichung einer spharischen Kurve in

obigen Koordinaten ist deninach identisch mit- der Gleicliung ihrer

Zentralprojektion aus der Kugelmitte in Parailelkoordinaten 528
).

Tli. St. Davies 609
)

setzt a? = 90 voraus und wahlt (Fig. (J)
OJf

und HP oder noch haufiger 6~M = OY~M imd YP (Poldistanz)

als Koordinaten von P.

Gudermann*) ubertragt auch die ebenen Dreieckskoordinaten

^Nr. 5) auf die Kugel, indem er die Sinus der aus einem Punkt auf

die Seiten eines spharischen Dreiecks gefalltea spharischen Lote als

homogene spliarische Koordinaten eines Punktes betrachtet 601
).

F. A. Mobius**) wendet die Metboden seines baryzentrischen

698) N. DrucktnmuUer, tbertragimpsprinzipien, p. 7, wo sich auch sehon

die Bemerkung findet, dafi hierdurch jedes andere Koordinatensystem cler Ebene

ebenfaiis anf di Kugel ubertragbar wird; Salmon- Fiedler, Anal. Geom. d. B. 1,

Leipzig 1863, p. 311 f. Nimmt man co = 90 an und wahlt sin MP, sinNP ale

epharische Koordinaten des Punktes P, so stimint die Gleichung einer spharischen

Kurve in diesen Koordinaten iiberein init der Gleichung ihrer Orthogonal-
projektion auf eine zur Tangentialebene in parallele Ebene in rechtwink-

ligen Koordinaten; ebenda p. 312.

599) Trans. R. Soc. Edinbnrg 12 (1834), p. 259362 (gel. 1832), p. 379428

(gel. 1833). Schon 1831, ebenda p. 77122, hat er diese Koordinaten zum Studium

einer astronomischen Frage verwendet. Die folgenden Abliandlungen sind analy-

tischen Untereuchungen iiber Kugetkreise, zahlreiche spharische Kurven (Spiralen,

spharische Kegelschnitte, Loxodromen UBW.), Koordinatentransformationen auf der

Kugel und Projektionen der Kugel auf die Ebene gewidmet. Oljer die spharischen

Ktirven wird inanches Neue geboten; zahlreiche historische Bemerkungen ver-

dienen Beachtung. Dari-ex* Methodeu wurden weiteren Kreisen durch die

Untersuchungen von S. S. Q-reatheed, Cainbr. math. J. 1 (1839), p. 193204; 2

(1841), p. 37 45, bekannt.

600) Analytische Spharik, p. 153 f. Im Lehrb. d. niedereu Spharik, Munster

1835, Abschn. 10, p. 295 ff., legt er ein dreirechtwinkliges spharisches Dreieck

/ugrunde und verwendet als ,,Distanzkoordinaten
u die sphiirischeu Abstande eines

Punktes von den Ecken dieses Dreiecks.

601) Mit diesem Koordinatensystem beschaftigen sich auch A. Cayky, Cambr.

Dublin math. J. 1 (1846), p. 2233 = Math. pap. 1, p. 218; P. Cassani, G. mat. 6

(1868), p. 8196; Fr. Daniels, Ann. Soc. scieut. Bnixelles 25A (1901), p. 138141;
Arch. Math. Phys. (3) 5 (1903), p. 261 273; Essai de geometric sphcnque en

coordonnees projectiyes, Fribourg 1907 (Publ. de 1 Universite de Fribourg (Suisse).

Nouvelle serie, fas. Vm); It. Heger, J. f. Math. 132 (1901), p. 279: Arch. Math

Phys. (3) 13 (1908), p. 129; Anni. 692, p. 3 [hier werden ;p. 6) als homogene

rechtwinklige Koordinaten ernes Hauptkreises die obigen Koordinaten seines Poles

betrachtet].

602) Abh. Jablon. Ges. Leipzig 1846, p. 4586 = Ges. W. 2, p. 154.
Wahlt man auf der Kugel drei feste Puntte A, B, C, so kann man ihiien etets

solche Gewichte a, b, c beilegen, dafi der Schwerpnnkt zwischen ihnen und dem
mit dem Gewichte p a & c versehenen Kugelzentrum in einen gegebenen
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Kalkuls auf spbarische Figiiren an, wobei aucb Hauptkreise als Ele

naente betrachtet werden.

All diese Koordinaten lassen sicb als Sonderfalle der linearen

Koordinaten im Biindel durch das Kugelzentrum betrachten. Die ana-

lytisebe Geometric auf der Kugel erecbeint aus diesem Gesichtspunkte

identiscb mit der Geometrie im Bfindel (Nr. 5)
60S

).
Die elliptiscben

Koordinaten in letzterem (Nr. 13, Fall III) sind dann zugleicb ellip-

tische Koordinaten auf der Kugd^). Aueb die den verscbiedeiien

Kugelkoordinaten (Nr. 24, 25, 10, 10) analogen Kreis- und Punkt-

koordinaten auf der Kugel lassen sicb auf diese Weise leicbt einffihren,

indem man von den Drehkegeln im Biindel ausgebt
805

).

Man kann aber aucb die Kreise auf der Kugel als die Schnitte mit

deren Ortbogonalkngeln betrachten. Wahlt man nun die gegebeue

Kugel x samt vier zu ibr und untereinander ortbogonalen Kugeln
als Grundkugeln eines Systems pentaspharischer Kugelkoordinaten

Punkt P der Kugelflache fallt. Bezeichnen g/, #, ty die aus P auf die Haupt-
kreise BC, CA, AS gefallten ephariscben Lote, so sind die homogeuen Koordi

naten a, by c proportional mit sin J5 (7 sin qp , sinOJ.sin#, sin AB&inw und im

wesentlichen identisch mit einem von A. Cayley
691

) erwahnten System, a, Z&amp;gt;,c

sind auch proportional den Parallelkoordinaten von P in bezug auf das Achsen-

kreuz OA, OS, OC.

COS) Dieser Auffassung entspricht die Bebandlung der Spb&rik bei 0. JJesse^

Tories. Eaum (1801), p. 88 f.; W. Fiedler, Zeitschr. Math. Pbys. 8 (1863). p. 892394
(vgl. auch dessen Charakterieierung der Metrik auf der Kugei in ,,Die Elemeute

d. neueren Geom. u. d. Algebra d. biriaren Formenu
, Leipzig 1862, p. 234);

Salmon-Fiedler, Anal. Geom. d. Haumes 1, Leipzig 1868
&amp;gt; p. 312 834. Vgl. noch

Q, Stole, Zeitschr, Math. Phys. 16 (1871), p. 168178? P. Cowan* 601
); Fr. Daniels,

L Enseign. math. 7 (1906), p. 206221, sowie ,,Esaai de geom. aph^rique&quot;^
01

).

Die Punkte der Kugel lassen sich nur den Halbstrahlen durch das Zen-

trum eineindeutig zuordnen. Wegen des Unterachiedes zwischen der Geometrie

im Halb- und der im Volletrahlbiindel vgl. F. Klein, Nicht-Euklid. Geom. 1

(Autogr. Vorl. Winters. 1889/90), 2. Abdr. G6ttingen 1893, p. 11 f., 97105.
E. Mwiert, Grundlagen z. einer Geom. d. Kugel, Piogr., Leipzig 1899: tiber

kleine Kugelkreise, Diss. Leipzig 1900, verwendet die Methoden der Grassmann-

schen Ausdehnungslehre.

Analog gestaltet sich die Untersuchung von Gebilden in der hyperbolischen
Ebene bei Verwendung der WeierstrafiBcheii Koordinaten (Nr. 9) ; vgl. W. Killing,

Die nicht-euklidischen Raumformen, Leipzig 1885, p. 17f., und die Anna. 247

angetuhrfcen Arbeiten.

604) /. Lfouville, J. math. p. appl. (1) 11 (1846), p. 369 374, verwendet sie

zum Stadium der Bewegung eines Punktes auf der Kugel.

605) J.
&amp;lt;7oset/

696
), p 607; G. Frobenius, J. f. Math. 79 (1875), .p. 187;

R.LacUam, The Messenger Math. 14 (1884/85), p. 145-152; London Phil. Trans,

177 (1886), p. 545 675 (samt Untersuchungen fiber epharische zyklische Kurven

vierter Ordnung).
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(Nr. 24), so bilden die rier Koordinaten der zu x orthogonalen Kugeln
ein System orthog&naUr tetrasyldischer Krelskoordinaten auf der Kugel* *).

Damit lassen sieh aber auch die dea hexaspharischen Koordinaien

(Nr, 25) analogen Kreiskoordinaten auf der Kugel defiiiieren.

Wegen anderer aus der Auffassung der Kugel als Regelflache

zweiter Ordnung entspringenden Koordinr.teu siehe Nr. 33 607
).

Punktkoordinaten auf einer Nattkugd (einem Minimalkegel) fiihrfce

G. Darboux) ein.

33. Koordinaten auf einer Flaehe zweiter Ordnung. Sind OX
und OF die durch den fest gewahlten Punkt einer windschiefen

Regelflaehe zweiter Ordnung gehenden Erzeugenden, so schneiden die

Erzeugenden irgend eines Flaehenpunktes P auf OX und OF die

Punkte P1
bzw. P

2
aus. Die Abstande | = OPlf y OP2

benutzeu

J. Plud cr^) und M. Chasks} als Koordinaten dee Punktes P (Nr. 31).

5 = konst., ?/
konst. sind die Gleichungeu der beiden Erzeugenden-

scharen; | ==
0, r

t

= sind die Koordinaten vou
? 5
=

oo, -^
= cc

die Koordinateu des zweiten Endpunktes L des durch gehenden
Durchmessers der Flache.

(1) At.!!) -0
ist die Gleicliung einer Kurve auf der Jbliiche. Bezeichnet f eine ganze
rationale Funktion, die in | bis zum p***, in y bis zum q

ten Grad auf-

steigt, so ist die durch die Gleichung dargestellte algebraische Kurve

606) /. Casey
s

&quot;), p. 603; E. Mulkr, Monatsh. Math. Phys. 4 (1893), p. 14 28,

saint den analogen Koordinaten f. d. Punktepaare eines Kreises, p. 28f. Wegen
Koordinaten von Punktepaareu auf der Kngel vgl. Amn. 496. Die von E. Cosserat,
Sur le cercle considere comme element geuerateur de I espace, These, Parie 1889,

p. 40 42, eingefiihrten Punktepaarkoordinaten er^-eiaen sicb als identiach mit

den Pliickerschen Koordiuaten der Verbiiidungsgeraden in be^ug auf ein Pol-

tetraeder der Kugel. Vgl. auch p. 39 die tetrazyklischen Punktkoordiuaten.

607) E. Hutt, Eine neuo Art d. elliptisehen Kugelkoordinaten, Progr. Berlin

1872, und G. Darboux, Le9ous 2 (1889), p. 422, verwenden die balbe Summe und
Differenz der sphariscben Abstande eines Punktes der Kugel von zwei festen

Punkfcen als Koordinaten (vgl. Nr. 17, Anra. 353); die Koordinatenlinien sind

dann sphariscke KegelscbDitte. Tripolare Punkikoordinaten anf der Kugel treten

bei G. Darboux. Classe rcni., p. 42, auf; eiu System isometrischer Koordinaten

erwahnt A. Ennepcr, Zeitschr. Math. Pbys. 24 (1879), p. 256.

608) Bull. sc. math. (2) 29 (1905), p. 34, 39.

609) J. f. Math. 34 (1847), p. 341356, 360378 = Ges. Abh. 1, p. 417 433,
437 465 (vgl. hierzu auch die Bemerkung des Herausgebers p. G11X In letzterem

Aufsatz nenni. er t, TJ fferrograpftftdbe Koordinaten.

610} Paris C. R. 53 .1861), p. 985 -99G, 10771086, 1203-1210. Mit diesen

Koordinaten hat sich auch A. Cayley, Phil. Mag. 22 (1861), p. 3538 = Math,

pap. 5, p. 70 beachftftigt T ie moisten Auwendungen rdhren von Chaslcs her.
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von der (jp -j- ^)*
on
Ordnuug

fin
) und sclineidet jede Erzeugende y konst.

in p, jede Erzeugende = konst. in q Punkten. Eine bilineare Glei-

chung zwiscben J und 1?
definiert einen Kegelsclmiti

Projiziert man die Flache aus dem Punkt (\ auf die Ebene OXY
(stereographischc Projection)

612
}, so hat die Projektion P von P in

bezug auf die Aehsen OX, OY die Parallelkoordinaten
, ??.

Gl. (1)

ist also gleichzeitig die Gleichung der stereographischen Projektion der

Flachenkurve aus Ox . Die den bilinearen Gleichungen zwischen %, ^

enisprechenden ebenen Schnitte der Fiacbe 618
) projizieren sich als

Kegelschmtte durch die unendlichfernen Punkte von OX und OY.

Eine projektive Verallgemeinerung dieser Koordinaten ergibt sich

durch Einfuhrung projektiver Koordinaten (Nr. 8) in jeder der beiden

Regelscharen.
614

) Bringt man die Fliicheagleichung (in linearen homo-

genen Koordinaten) auf die Form

(2) ^^
so sind .

-3 solche Koordinaten. 615
) Die homogenen Koordinaten

x
\

x
\

x, x% t x% der Projektion eines Flachenpunktes (^,) aus dem Berfih-

rungspunkt der Ebene x
v
== auf die Ebene #4= sind, wenn die

Schnittlinien mit den Ebenen x
l
=

0, x
2
= 0, xz

== als Seiten des

Grunddreiecks benutzt werden, mit den Koordinaten xl9 x^, xs des

Flachenpunktes proportional.

611) DaB die Ordnung einer Kwrve auf dem einschaligen Hyperboloid nicht

mit dem Grad ihrer Gleichung ubereinstimmt
,
hat A. Cayley a. a. 0. beznerkt.

Ist der Grad der Gl. (1) urn r Einheiten kleiner als die Ordnung der Kurve
T

go hat diese einen r-fachen Punkt in O
l

. E. Kasner, Trans. Araer. Math. Soc. 1

(1900), p. 460, nennt p und q die TeUordnungen (,,partial orders&quot;) der Kurve.

612) Diese Verallgemeinerung der gewShnlichen etereographischen Projektion

gab M. ChasUs; Naheree dariiber bei Clebsch-Lindemann 2 1
, p. 414432, Literatur

in HI 2, Staude, Nr. 88, 125.

613) Damit hangt die von C. Stephanos (vgl. Anm. 469) behandelte Abbildung
der binaren Projektivitaten auf die Punkte des Raumes 7-usammen.

614) Sie verwendet zur invariantentheoretischen Untersuchung der einer

Flache 2. 0. angehorigen Kurven hinaichtlich der Gruppe der kollinearen Trans-

formationen der Flache in sich E. Kamer a. a. 0., p. 461 f. In 36 derselben

Arbeit fuhrt er als Koordinaten eines Punktes der Flache 2. 0. zwei Gruppen
ternarer honiogener Koordinaten ein, fur deren jede eine quadratische Bedingimgs-

gleichnng besteht. Sind L. B. I&amp;gt; =0, X&quot;=0, i&quot; =0, X= die Gleichungen

von Erzengenden devselben Schar in Ifinienkoordinaten (Nr. 27), so besteht eine

Identitat

L == r
x
If -f- **2

L&quot; -f r3
&quot;

.

rx
: r2 : rs sind dann die erwabuten Koordinaten der Erzengenden L durch einen

Flachenpunkt; fiir die zweite Erzeugende durch diesen Punkt gilt analoges.

615) A. Cayley* ) , Cklseh-Lindenann 2 1
, p. 422f.
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Fur Nichtregelflachen zwelter Ordnung werden die analogen Koor

dinaten x
t

eines reellen Punktes, mithin auch die a?/ koraplex.
618

)

Fiir die Einheitskugel urn den Ursprung eines rechtwinkligen Achsen-

kreuzes

(3) (g
-

1)(* -f- 1) + (x+ (*
-

V) = o

z. B. sind die Flachenkoordinaten des Punktes x, y, 3

(A\ fc -= ^L = x4-y _ &amp;lt; *ZL*&amp;gt; 617\V &quot;

1 r &amp;gt;

&quot;

a?
x

&quot; &quot;

1 * &amp;gt;

also zugleich Minimalkoordinaten (Nr. 7) der Projektiou dieses Punktes

aus (0, 0, 1) auf die Ebene a =-- 1. Daraus folgt fiir die recht-

winkligen Koordinaten a;
, / der Projektion auf die ,t/-Ebeiie

() JC -^, y -j^,*-)
mithin

(6) =.*
+*&amp;gt; , ,-*--y.

Diese auf B. Riemann* 1

*) zuriickgehonde Darstellung der kom-

plexen Variabeln durch Punkte der Kugel ist fiir verschiedene Teile

der Mathematik von Nutzen gewesen.
620

) Die allgemeinere Darsteilung

von L. Wedckind9**) ist mit der in der Ebene (Nr. 7) vollig analog.

Projiziert man die Kugel aus inrer Mitte auf eine Ebene n, so

umhiilien die paarweise sich deckenden Projektionen der Erzeugenden
einen nullteiligen Kreis K. Sind ^1; A, Punktkoordinaten in n be-

J Pliicker, J. f. Math. 34 (1847), p. 841366, Nr. 9 = Ges. Abh. 1, p. 423.

GIT, F. Klein, Math. Ann. 5 (1872), p. 2G4f. (gleich fur die M*^ im J2J;
Nicht-Euklid. Geoia. 2 (Autogr. Vorl. Sommers. 1890, ausgearb. von J^r. Schilling \,

2. Abdr., Gottingen 1893, p. 86. Vgl. auch G. Darboux, Lecons 1, p. 22, und

G. Koenigs, Gr^om. regime, Nr. 92.

618) Aus (4) ergibt sich *
/

=c-^--, y = c ^ Da der Funkt * = 1,

t/
= ^ = mit seiner Projektion auf die ry- Ebene znsammenfallt, mu6c = l

scin. Aus (6) und (3) folgen die oft verwendeten Formein

&quot;a^

619) Zuerst dargelegt von C. Awwawn^ Vorl. iib. Rieinanns Theorie d.

Abelecben Integrale, Leipzig ^1866), 2. Aufl. 1884, p. 52.

620) F. Klein, Vergl. Betr., 6 u. Note VH; Sitzungsber. phys.-med. Soc.

Erlangen, Nov. 1873 = Math. Ann. 22 (1883), p. 246248; Matb. Ann. 9 (1875),

p. 189-, Vorl. ub. d. Ikosaeder usw., Leipzig 1884, p. 29 f. Wegen Verwendung
der stereographischen Abbildung der M*^^ im R

n
auf dec Rn _ 1 vgl. Ill AB4b,

JFano, Nr. 30, 81.

621) Beitr. z. geora. Interpr. binarer Formen. Dise. Erlangren 1875, 4;

Math. Ann. 9 (1876), p. 209 f; Studien im bin&ren Wertgebiet, Habil. Karlsruhe

1876, p. If.
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zttglich K als Normkurve (Nr. 11) und betraclitet man eine Taugente
von K, je naehdem ihr die Koordinate Aj oder A

2 zugeordnet wird, als

I rojektion einer Erzeugenden der einen oder andern Schar, so ent-

spriclit dem Punkte (X1? Z
2 )

in n ein einziger Punkt auf der Kugel.

Die Geometrie auf der Kugel wird identisch mit der elliptischen Geo

metric in n mit K als absolufcem Kegelschnitt.
638

)

Da die Punkte auf der Oberflache eines dreiachsigen Ellipsoides

mittels der Gloickungen
x a cost*,

(7) y & sin u cos v
,

z = c sinw smv

dargestellt werden konnen 623
),

so bilden die Winkel w, v Koordinaten

auf dem Ellipsoid (fur a = & c auf der Kugel). Ferner konnen

zwei der Nr. 12 15 besprochenen elliptischen Koordinaten Aj, &%, &amp;gt;ls

als Punktkoordinaten der durch die dritte bestimmten Flache zweiter

Ordnung dienen 624
); die Parameterlinien sind die Krummungslinien

der Flache. Die Geometrie auf dem Ellipsoid (insbesondere Spharoid)
ist wegen ihrer Bedeutung fiir die Erdmessung und Schiffabrt schon

von A. C. Claim-lit und L. Eider 825
) behandelt worden.

Wegen der geodatischen Polarkoordinaten. und der recMwinldigen

622} G Darboux, Clasee rem., Note ffl, p. 208 f.: F. Klein, Vergl. Betr.,

p. 27; Clcbscri-Lindemonn 2\ p. 606f. Vgl. auch mAB4b, Fano, Nr.
30a&quot;).

623) /. Jvory, London Phil. Trans. 1S09, p. 350; C. F. Gaufi, Commentat.

rec. Sec. Gotfc. 2 (1813), p. 17 == Werke 5, Gottingen 1877, p. 16 (nach in AB2,
v. Maugoldt. Anm. 61). o, w, v lassen sich zufolge (7) als krummlinige riiam-

liche Koordinaten auffasson und heifien (J. G, .Hagen, Synopsis der hSheren

Mathematik 2, p. 81; die elliptischen Polarkoordinaten des Punktes (r, y, z).

624} Vgl.
i99

),
329

); C. G. J. Jaeobi, J. f. Math. 19 (1839), p. 309, ^xiickt sie

durcb die Wink-:-! K und v aus. S. auch E. Heine, Handbuch d. Kugelfunklionen,

2. Aufl., 1, Berlin 1878, p. 352.

Van Getr, Zeitschr. Math. Pliys. 20 (1875), p. 304311, nennt ^ A
X
und

/.
5 A, die zeairalen Xoordinat^n eines Punktes P auf dem Ellipsoid P^, weil sie

deu Quadraten der Achsec des zu P konjugierten Diauietralschnittes gleich sind.

625) Die Grand siige der spharoidischtn Trigonow-tirie haben A. C. Clairaut,

Mem. Hist. Ac. inscr. Paris 1733, 1739, u. L. E*der, Hist. Mem. Ac. Berlin 9 (1753),

p. 268 tf.
, geeehaffen. Es handelt sich dabei in erster Innie um die Auflosung

spha-roidischer Dreiecke, die von zwoi von eineni Pole ausgehenden Meridianbogen
und der geod&ti&ehen Verbiuduugeilinie ihrer Eudpunkte gebildot wird. Vgl.

X.foiani, Mem. (fis. mat.) Ist. Nat. Bologna 1/1 (1806), p. 118- -198; 2/1 (1808),

p. 158; 2/2 (1810;. p. 158; Mem. Ist. Lomb.-Ven. 4 (1833), p. 325 331. Eine

Geechichte dieses Zweiges gibt Grunert in KlugeU Matbem. Worterbuch 5, Leipzig

1831, p. 332 f., eine /Aisammenfassende Darstellung in ,,Sphuroidische Trigono

metric&quot;, Berlin 1833: vgl. auch Loxodromiaehe Trigonometrie, Leipzig 1849.
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geodcitischen oder SoldnerBcheu Koordinaten auf dem Spharoid vgl.

VI i,3, Pizzetti, Nr. 16,22.

34. Naturliche Koordinaten.628
)
Man yersteht darunter Bestim-

mungsarten von Elementen einer nichtlinearen (krummen) Mannig-

faltigkeit (Kurve, Flache usw.), bei denen nicht auf aufierhalb der

Mannigfaltigkeit befindliche Qebilde Bezug genommen wird, wie es

z. B. die Basis eines Koordinatensystems ist.
6*7

) Bezeichnet z. B. s die

von einem festen Punkt aus gemessene und bis zn einem Punkt P
reichende Bogenlange einer ebenen Kurve, &amp;lt;p

den Winkel der Tangente
in P gegen eine feste Tangente (oder eine andere orientierte Gerade)

und o den Kriimmungshalbmesser in P, so sind die Zahlen (s, &amp;lt;jp)

von

K.C.F.Krause\ A.Peters), J.Plucker\ W. WheiveU^) u. a.
632

),

die Zahlen (9, (&amp;gt;),

fur die E. Wolffing) den Namen EntwicJdungs-

koordinaten vorschlagt, von L. Eider 6
**), L. Aoust***) u. a.

688
), die

626) Vgl. auch niA B4b, Fano, Nr. 38 b) und IHD4, Scheffers, an rielen

Stellen.

Wegen des Auftretens and Entstehens dieses Namens sowie der in ahnlichem

Sinn gebranchten Ausdrucke: coordonnees intrinseques (esoterische Koordinaten),

intrinsic eqiuition, geometria intrinsica vgl. den eingehenden ,,Bericht iiber den

gegenwartigen Stand der Lehre von den naturlichen Koordinaten 14 von E. Wolffing,

Bibl. math. (3) 1 (1900), p. 142 159, der bei der Abfaseung dieser Nummer von

grofiem Werte war.

6 27) Dem Bestreben, sich von den Koordinatenachsen nnabbangig zu mac hen,

entsprang auch Leibnizeus ,,Charakteri8tik&quot; (vgl. Leibnieens mathem. Schrifben,

herausgeg. von Gerhardt, 2, p. 20f., 27 f.; 5, p. 141178; oder auch H. Grafi-

wannB Ges. Werkel 1
, p. 417 f.) und H. Grafimanna Ausdehnungslehre (vgl. Ausg.

v. 1844, p. VIE = Gee. Werke I 1

, p. 9).

628) Novae theoriae linearum curvarum, originariae et vere scientificae,

specimina quinque prima. Herausgeg. v. H. Schroder, Miinchen 1836.

629) Neue
Curvenlehre^ Dresden 1838.

630) Theorie d. algebr/Kurven, Bonn 1839, p. 201. Ygl. auch d. FuBn. p. 206.

631) Trans. Cambr. Phil. Soc. 8 (1849), p. 659671; 9 (1861), p. 160 f. Eine

deutsche tibersetztmg dieser Abhandlungen gab A. Walter, Progr. d. k. k. ersten

Staatsrealsch.. Graz 1907.

632) S. E. Wolffing, Ber., p. 143 f.

633) Ber., p. 144.

634) Nova Acta Ac. Petrop. 1 (1788), p. 75116.

635) Analyse infiniteeimale des courbes planes, Paris 1873.

636) E. Wolf/ing, Bex., p. 144 f. 1st
/&quot;(qp, e) = die Gleichung der Kurve

und legt man durch einen festen Punkt Strecken, die mit den Kriimmunge-
radien gleich und parallel sind, so erfullen ihre Endpunkte eine Kurve (die

Radiale der gegebenen), deren Gleichung in Polarkoordinaten 9, $ (Nr. 9) wieder

obige Form hat, wenn als Pol und die Polarachse senkrecht zur Anfangs-

tangent gewahlt wird. Vgl. auch H, Wideitner, Spez. ebene Kurven, Leipzig

1908, 30.

Encyklop. d math. Wisaensoh. m 1- 49
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Zahlen
(s, p) endlieh (esotcrische Koordinaten nach dem Vorschlag TOIL

JR. Hoppe) vori L, Euler 661
),

u. a.
688

), insbesondere von E. Ccsdro 699
)

studiert und verwendet worden. Mit letzteren Koordinaten hat die

Differentialgeometrie der ebenen Kurven weitgehende Behandlung er-

fahren (III D 1, 2, v. Mangoldl, Nr. 15). Vielfache Anwendungen fanden

auch die (r^OMWCschen
640

) Koordinaten (Q, p4 ),
wo ^ den Kriimmungs-

radius der Evolute in dein P entsprechenden Punkt bezeichnet.

Aufklarung fiber den Charakter der verschiedenen naturlichen

Koordinaten brachte erst S. Lies Gruppentheorie. Die uatfirlichen

Koordinaten fur ebene Kurven sind Differentialinvarianten (niedrigster

Ordnungen) der Gruppe der Bewegungen in der Ebene; eine natftr-

liche Gleichung gehort zu samtlicnen oc 8 mit einer Kurve kongruenten
Kurven und zu keinen andern.641

) Auch fiir Raumkurven und krumme
Flachen 642

) verwendet man als naturliche Koordinaten die Differential

invarianten niedrigster Ordnungen hinsichtlich der Bewegungen des

Raumes, fiir die Raumkurven z. B. die Bogenlange und die Radien

637) Comm. Ac. Petr. 12 (1750), p. 352.

638) E. Wolffing, Ber., p. 145147.

639) Lezioni di geometria intrinseca, Napoli 1896. Deutsche Ausg.: Vor-

lesungen iiber natfirliche Geometrie von G. KowalewsJti, Leipzig 1901; vgl. ferner

G. Loria, Ebene Kurven, an vielen Stellen, und die Anwendungen auf Rollkurven

bei II. Wiekitner* 3
*), IV. Abschn.; wegen anderer Arbeiten noch E. Wolffing,.

Ber., p. 165.

640) Ann. math. p. appl. 4 (1813), p. 42 55; betreffs der zahlreichen Ar

beiten, in denen diese Koordinaten zur Verwendung gelangen vgl. E. Wtilffing,

Ber., p. 148 f.

641) E, Wolffing, Ber., p. 149; G. Sckeffert, Einfuhrung in die Theorie der

Kurven, Leipzig 1901, p. 52 f.; in D 1,2, t?. Mangoldt, Nr. IB.

Jedes Paar von Differentialinvarianten, die gegenuber einer Untergruppe
der Bewegungen in der Ebene invariant sind, kann man als halbnaturliche Koor

dinaten bezeichnen (E. Wolffing, Ber., p. 150f.). Hierzu gehSren die Zusammen-

stellung von Abszisse und Bogen (s. auch S.Wieleitner 9
**), p. 892 f.), Eadiusvektor

des Kurvenpunktes und Ursprungslot auf die Tangente (G. Sacchi, Geometria

analitica delle linee piane, Pavia 1864; H. L Purkiss, The Oxf. Camb. Dublin

Mesa. 2 (1864), p. 98; 3 (1866), p. 21; E. J. Nanson, The Messenger Math. 28

(1898/99), p. 80; 82 (1902/03), p. 64).

Eine Verallgemeinerung der naturlichen Koordinaten bilden die von G. Pick?

Sitzungsb. Ak. (math, nat.) Wien 116, Abt. Ha (1906), p. 139159, betrachteten

kovarianten Koordinaten niedrigster Ordnung, die gegenuber alien Transfor-

mationen einer r-gliedrigen Gruppe von Punkttransfonnationen in der Ebene in

variant sind. S. auch die Formkoordinaten bei E. Wolffing, Ber., p. 164.

642) Beziiglich natiirlicher Gleichungen von Regelflachen vgl. X. Antomari,

Appl. de la methode cinematique a I etude des surfaces r^glees. Mouvement

d un corps solide assujetti a cinq conditions. These. Paris 1894; E. de Saussure,.

Amer. J. math. 19 (1897), p. 349; K. Zindler, Liniengeom. 2. p. 20 f.
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der ersten und zweiten Kriimmung
643

) (III D 1, 2, v. Mangoldt, Nr. 32).

Bezfiglich der naturlichen Gleiehungen einer Flache siehe III D, 1,2,

Nr. 35.

Die naturlichen Koordinaten vermogen die gewohnlichen keines-

wegs zu ersetzen, sind aber fur difterentialgeornetrische Untersuchnngen
von groBem Werte. Die so stark zuriickgebliebene Theorie der trans-

zendenten Kurven hat durch Verwendung dieser Koordinaten vielerlei

Anregungen erfahren.644)

36. Koordinaten sonstiger Elemente. Den Gedanken, die Kom-
bination zweier Elemente verschiedener Systeme als neues Element zu

betrachten, hat schon J. G. H. Swtttengrebd***) klar gefafit und ver-

wertet. Die Kombination eines Punktes und einer Geraden der Ebene

fiihrte A. Clebsrh***), von der Invariantentheorie ausgehend, em. Sind

x
i&amp;gt;

u
i

==
*&amp;gt; 2, 3) homogene lineare Koordinaten des Punktes und

der Geraden, so nennt man die seche Zahlen x
if wf

^7

),
von denen die

Xi und die u
{ je mit einer beliebigen Zahl multipliziert werden diirfen

;

die Koordinaten des Piinkt-Liniendetnentes^} (xu) in der Ebene.

Eine in den
#,.

und u. homogene Gleichung f(x, u) = scheidet aus

diesen oo4 Elementen oo 3
aus, deren Inbegriff Clebsch einen Konnex

nennt. Er ordnet jedem Punkte x die Tangenten einer Kurve, jeder

Geradon- u die Punkte einer Kurve zu. Eine algebraische Gleichung
vom mten Grad in den und to11 Grad in den u definiert einen

648) 0. Rauseriberger, Grundaagen zu einera System von Krummnngskoord.
Diss. Heidelberg (Berlin 1875).

644) S. H. Wieleitner), insbes. Abechn. IV, V.

645) Anal.-geom. Unters. iib. allgem, Verwandtechafts-Verhaltnisse von Koor-

dinaten-Systemen, Bonn 1856, p. 2. Sind xy, u v die Koordinaten der Elemente,

so werden x, y, u
,
v als Koordinaten ties Elomenteupaares angesehen. Dnrch

drei Gleichungen zwischen ihnen wird eine Elementtn-Kette, durch zwei ein

Elenienten-Netz definiert; diese Netze werden als Verwandtschaften zwischen den

beiden Systemen naher untersucht. Beachtenswert eracheiut dabei die im IV. Ab-

schuitt fur de^ Fall einer Punktverwandtschaft behandelte Tangential-Affinitat,

die in der Umgebuug eines Punktepaares die allgemeine Verwandtschaft ersetzt.

Der Keim dieser Begriffsbildungen findet sich bei J. PlucJ:er. Entw. 2, p. 251 f.

646) Abh. Ges. G6tt. 17 (1872), math. Kl. p. 11 f. (beliebige Elementkoinbi-

nationen); Math. Ann. 6 (1873), p. 203215 = Nachr. Ges. Gott. 1872; Clebsch-

Lindemann 1. p. 936 f.

647) Auf Zusammenhange mit den PZrtcAerschen Linienkoordinatn weist

A. Clebsch, Math. Ann. 6 (1873\ p. 213 hin.

648) Diese systern atische Benennung findet sich bei E. Kasner, Trans. Ainer

Math. Sec. 4 (1903), p. 213 233. Sonst spricht man von Konmxelementen\
F. Klein, Vergl. Betr,, 9, bezeichnete daniit die Kombinaticn von Punkt, Gerade

und Ebene, insbesondere in vereinigter Lage.

49*
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Konnex (m,w) von der m*611

Ordnung und wten
Klasse. Der Konnex (1, 1)

fuhrt zur Kollineation.
649

) Die durch zwei Gleiclwngen zwischen x
i9
u

{

definierten oo 2 Elemente gehoren einer Koinsidenz an. Sie deckt sich

mit dem allgemeinsten Begriff der reziproken Verwandtschaft. Drei

Gleichungen bestimmen zwei Kurven
;
von denen die Punkte der einen

den Tangenten der andern zugeordnet sind, vier Gleichungen eine

Elementengruppe. Die Gleichung u^ + uzxs + u
s
xs
= definiert

den identischen Konnex, bestehend aus alien Elementen, bei denen

Punkt und Gerade vereinigt liegen. Jeder Konnex hat mit ihm seine*

Haupfkoinzidenz*) gemeinsam.
Bei der Ausdehnung auf den Raum sind die Kombinationen

Punkt -Ebcne**1

), Punkt -
Gerade^) und, dual hierzu, Ebene- Gerade

moglich.

J. Rosanes**9
) wird durch die Auffassung zweier Punkte, etwa

verschiedener Ebenen, als Element (Punktepaar) zu neuen Frage-

stellungen und Ergebnissen ilber linear-abhangige Punktsysteme
654

),

649) Clebsch-Lindemann 1, p. 988 f.; A. Clebseh u. P. Gordan, Math. Ann. 1

(1869), p. 859 f.; A. Vofi, Math. Ann. 15 (1879), p. 358368. Untersuchungen uber

den Kounex (1, 2) stellte /. W. P. Godt, Diss. Gottingen 1873, an, solche fiber

(w, 1) und (l,n) finden sich hei Clebsch-Lindemann 1, p. 1001 f. Der Konnex (m,w)
1st nor unvollstandig, hanptsachlich im Zusammenhang mit der Theorie der

algebraischen Differentialgleichungen untersucht -wordenj vgl. jedoch C.Stephanos,
Bull, sc, math, (astr.) (2) 4 (1880), p. 318328 .

Weitere Literatur bei E. Pascal, Eep. 2, p. 173 176.

650) Mit deren Hilfe werden die Konnexkurven definiert, welche Integral-

knrven einer durch den Konnex bestimmten DifiFerentialgleichung 1. 0. sind.

A. Clebseh, Math. Ann. 6 (1873), p. 209; Clebsch-Lindemann 1, p. 962 f. u. insbes.

p. 1014 f., wozu jedoch zu bemerken, dafi hierin schon Lieache Begriffsbildungen
auftreten

; vgl. Lie-Engel, Theorie d. Transformationsgr., II. Abschn., Leipzig 1890,

p. 34 FuBn.

661) E. Krattse, Math. Ann. 14 (1879), p. 294322, behandelt den Punkt-

Ebenen-Konnex (2, 1), D. Sinzow, Publ. d. Univ. Kasan 1894/96, auch sep. 1896

(russisch) erschienen (nach Jahrb. Fortschr. Math. 27, p. 645 6t7, oder Bull. sc.

math, (astr.) 22 (1898), p. 221228), den allgemeinen Konnex (m,.) dieser Art

und \ibertragt auch die Entwicklungen auf den Fall von n homogenen Koordi-

naten. Verschiedene Anwendungen dieser Elemente insbes. der Hauptkoinzi-
denzen gibt: L. Autonne, M^m. cour. et sav. etr. Ac. Belg. 59 (1901) [vgl. Jahrb.

Fortschr. Math. 34, Jhrg. 1903, p. 712 if.]; J. ec. polyt. (2) 8 (1903), p. 1773.

662) E. Kasntr, Trans. Amer. Math. Soc. 4 (1903), p. 213233, fiihrt das

durch die linearen Punktkoordinaten x. und die P/w^rschenLinienkoordinaten|?a
.

A

bestimmte Punkt- Linienelemetrf im Raume ein (p. 214) und untersucht eingehender
den PnnM-LmienJcowmx (1, 1).

G63) J. f Math, 88 (1880), p. 241273; 90 (1881), p. 308321; 95 (1883),

p. 247255; 100 C1&87), p. 311316.

654) p Punktepaare hciBen linear - abhangig ,
sobald jede bilineare Form,
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insbesondere bei Korrelationen, gefiihrt. Eigentlich handelt es sich

dabei schon urn die Untersuchung des Rs
der bilinearen temaren

Formen, deren Koeffizienten man als Koordinaten dcr dadurch definierten

Korrelationen auffassen kann. Die Geraden- und Punktepaare bilden

in diesem Rs eine Mf. C. Segre
6

)
untersucht diese wichtige Mannig-

faltigkeit eingehend, indem er als Koordinaten ernes Pimktepaares

die Produkte X
{j
= x

ty^ (i-9 j = 1, 2, 3) aus den linearen homogenen
Koordinaten der Punkte verwendet. Auf analoge Weise definiert er

die Koordinaten einer Gruppe von k Punkten, die k versckiedenen

Raumen beliebiger Dimensionenzahlen angekoren.

Unabhangig von Clebsch hat S. Lie 66
*) den fur die Theorie der

Beruhrungstrinsformationen wichtigen Begriff des Elementes ernes R^

(in der Ebene Liniendement
,
im Raum FlacJtenelemenfy aufgestellt.

Es ist dies der Inbegriff eines Punktes und ernes ihn enthaltenden

Rn _i- Sind #j, x%, ..
.,
xn + die homogenen linearen Koordinaten deg

ersteren, J?1? ^)3; - -,pn + i
die des letzteren und besteM die Beziehung

= 0, so heifien xl9 . .
.,
xn + 1 , plf . . .,pn + l

die hotnogenm
i

Elemenikoordinaten^1
). Allgemein nennt Lie 6bs

) den Inbegriff eines

Punktes und eines ihn enthaltenden Ht ein Mk-Element, zumal im

jRg einen Punkt und eine hindurchgehende Gerade Linienelement im

Raume. Als dessen Koordinaten 659
) werden gewohnlich die recht-

winkligen Koordinaten x, y, z des Punktes und die Verhaltnisse der

Inkremente dx : dy : dz betrachtet, die x, y, z beim Fortschreiten des

Punktes auf der Geraden erhalten.

die durch p 1 von ihnen annulliert wird, auch das ^** zum Nullpaare hat.

3. f. Math. 88 (1880), p. 248.

655) Eend. Circ. mat. Palermo 5 (1891), p. 192204.

656) Forh. Selsk. Christ. (1872), p. 2834. Vgl. hierzu Lie-Engel f Theorie

d. Transformationsgr. 2, Leipzig 1890^ 30 32. Diese Begriffsbildung geht auf

G. Monge zuruck und findet sich schon ziemiich klar bei P. du jBols-Reymond,

Beitrage z. Interpr. d. partiellen Different!algleichungen mit drei Variabeln,

Leipzig 1864, p. 13 f.; die Stellung der Ebene wird hier durch die Normalen-

richtung angegeben.

657) Lie-Engel, a. a. 0., p. 109. Lie verwendet gewohnlich uichthomogene
Koordinaten. Vgl. auch E. O. Lovett, Ann. mat. p. appl. (3) 7 (1902), p. 3998.

Wegen Mannigfaltigkeiten solcher Elemente, inebes. Elementvereinen, vgl. II A 5,

v. Weber, Nr. 86. A. Vofi, Math. Ann. 23 (1884), p. 4581, 359411, betrachtet

Systeme von &amp;lt;* Flaeheneleinenten (,,Punkt-Ebenen&quot;) und hebt die Analogic der

erhaltenen Ergebnisse mit denen der Flachentheorie hervor.

658) Lie-Engel, Transformationsgr. 3, Leipzig 1893, p. 480.

659) Lie-Scheffers, Geom. d. Beruhningstr., Leipzig 1896, p. 249.
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E. Study
66

)
wies auf die Notwendigkeit des Operierens mit

orientierten Linien- and Plachenelementen hin.

Mit der Definition von Elementen hbherer Ordnuiig, als Verall-

gemeinerung der eben erwahnten erster Ordnung (oder der Konnex-

koordinaten), haben sich F.Engel^\ E.v. Weber 66
*),
R Study) n.a.6W)

beschaftigt. Bei Study handelt es sich um Koordinaten der Liriien-

elemente zweiter Ordnung in der Ebene, die gegen projektive Trans-

formationen ron der Deterniinante -|- 1 invariant sind. Als Koordi

naten eines tigentlichm solchen Linienelements dienen sechs homogene
GroBen x

1
: x^ : x

s
: u^ : u

3 : ws ,
die der Gleichung (ux) genugen

und bei denen nicht nur gleichzeitige Multiplikation aller mit einem

und demselben Faktor, sondern aufierdem auch Multiplikation der

GroBen x
i
oder u. mit einer dritten Einheitswurzel B gestattet ist. Die

x
it

u. sind die homogenen Koordinaten des zum Elemente zweiter Ord

nung gehorigen Elementes erster Ordnung. Ferner besteht, wenn f
die Gleichung eines das Element zweiter Ordnung enthaltenden Kegel-

schnittes in homogenen linearen Punktkoordinaten x
i
und J seine

Determinante ist, die Beziehung

1 df
u. == - ~i-

Je nachdem samtliche u
t
oder x

{ verschwinden, stellen diese Koordiuaten

noch die oo 2 Punkte oder oo* Geraden der Ebene dar, welche Mannig-

faltigkeiten wneigenftiche Elemente sweiter Ordnung heiBen. Der Inbegriff

dieser eigentlichen und uneigentlichen Elemente zweiter Ordnung in der

Ebene bildet ein abgeschlossenes projektiv-invariantes Kontinuum 665
).

Ein eigentliches Element zweiter Ordnung gestattet eine dreifache

660) G8tt. gel. Anz. 1897, p. 441; vgl. ferner E. Mutter, Monatsh. Math.

Phys. 9 (1898), p. 313, wo auch auf die Bestimmung orientierter Flachenelemente

durch gewisse Buechel von Kugelkomplexen hingewieaen wird; ferner P. F. Smith,

Trans. Amer. Math. Soc. 1 (1900), p. 372.

661) Ber. Ges. Leipzig 45 (1893). p. 468476. Auch F. Klein hat Bchon

anfangs der siebssiger Jahre ues verfl. Jahrhunderts Versuche nach dieser Rich-

tung hin unternommen ; vgl. F. Engel, Ber. Ges. Leipzig 54 (1902), p. 17.

662) Math. Ann. 44 (1894), p. 458472.

663) Ber. Ges. Leipzig 53 (1901), p. 338403.

664) II A 5, 0. Weber, Anm. 46.

665) UK. Study, a. a. 0., p. 342. tFber andere Arten, die Mannigfaltigkeit der

eigentlichen Elemente 2. 0. durch uneigentliche zu einem abgesohlossenen Kon

tinuum 2U erganzen, vgl. a. a. 0., 7. Wegen der Begrifte , vvereinigte Lage&quot;
und

,,Elementvereine
a fur diese Elemente vgl. 2. Zwei eigentliche Elemente 2. 0.

(#:*), (y.v) besitzen eine Invariant v^-4|J bat aie den Wert -f-^t so
&quot; : &quot;J

die Elemente durch einen Kegelschnitt verbiridbar.
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Orientitrung , je nachdem man als seine Koordinaten (x .u), (ex:u\

(e*x : w) betrachtet. Die orientierten Elemente zweiter Ordnung lassen

sich umkehrbar-eindeutig auf das Pluckersche Linienkontinuum abbilden,

wobei ein Strahlbiindel und ein Strahlfeld (,.
= und w,

= ent-

sprechend) ausgezeichnet sind.666
)

Ausgehend von der Definition, daB je zwei benachbarte, vereinigt

liegende Elemente erster Ordnnng der Ebene ein Element zweifcer Ord-

nung bestimmen, gelaugt F. Engd
661

)
auf einfacbe Weise zu Koordi

naten der letzteren (die auch schon Study angegeben) und, diesen

Gedanken yerfolgend, zu Koordinaten fttr Elemente zweiter Ordnung
im Raume.

Schon oben wurde bemerkt, dafi die Einfuhrung von Punkte-

paaren als Elementen dazu fUhrt, bilineare Forraen oder die durch sie

bestimmten Verwandtschaften (Projektivitaten) als Elemente und deren

Koeffizieiiten als ihre Koordinat-en zu betrachten.668
)

Die Projektivi

taten zwischen zwei binaren Gebieten haben auf diese Weise fast

gleichzeitig G. Koenigs**
9
)
und besonders ausfiihrlich C. Steplianos

67
)

studiert. Analoge Untersuchungen iiber das System der Projektivi

taten im ternaren Gebiet hat E. Study
611

) begonnen.

666) Naheres uber diese beachtenswerte Abbildung a. a. 0., 10, 11 und

HIAB4b, Fano, Nr. 16.

667) Ber. Ges. Leipzig 64 (1902), p. 17 51. Die Grundgedanken dieser Arbeit

hat er schon in einem Vortrag auf der Naturforscherveisammlung in Hamburg
(Sept 1901) mitgeteilt. Vgl. Jahresber. deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 187. Zwei

unendlich benachbarte Elemente ntar
Ordnung der Ebene heifien vereinigt liegeud,

wenn die Elemente (n l)**
r
Ordnung, denen sie angehdren, entweder identisch

siud oder vereinigt liegen. Zwei benachbarte und vereinigt liegende Elemente
**

Ordnung bestimmen ein Element (n -j- l)
Wr

Ordnung. Von den Elementen 1. 0.

ausgehend, gelangt man so zur Definition der Elemente n uz Ordnung. Im Raume
bestimmen jedoch noch nicht zwei benachbarte vereinigt liegende Elemente 1. O.

ein solchee 2. 0.

668) Dieser Gedanke findet sich schon bei H. Graftonann, Ausdehnungsl. v.

1862, Nr. 381, wenn er jeden Bruch mit n Nennern aus den n 1 Einheitsbruchen

ableitet.

669) Ann. e*c. norm. (2) 11 (1882), p. 239245 und U&&amp;gt;m. regime, Nr. 24.

Die bilineare Form definiert bei ihm eine Projektivitut zwischeu den Punkten und

Ebenen einer Geraden (correlation harmonique), wie solche auf ihr durch die un

endlich beiiachbarten Geradeu indiziert werden. Nach Abbildung dieser Pro

jektivitaten &amp;lt;wf die Ebenen des Raumes entsprechen den singularen Projektivi

taten (Elementenpaaren) die Ebenen einer Flache 2. Kl. Indem er diese als das

Absolute betrachtet, iibertragt er die Mafibegriffe auf die Projektivitaten und
macht davon vielfache Anwendungen in der different!ellen Liniengeometrie.

670) Math. Ann. 22 (1883), p. 299367 ; vgl. auch Anm. 469.

671) Methoden z. Theorie d. ternaren Formen, Leipzig 1889, 15. In 11
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Auch die analytische Untersuchung der von Th. Reye
613

) ein-

geftihrten linearen Mannigfaltigkeiten projektiver Grundgebilde ftthrt

auf bilineare Formen, jedoch der besondern Art, daB die beiden

Variablenreilien verschiedenen Gebieten (z. B. dem binaren und quater-

naren) entnommen sind.

Ein Seitenstiiek zum Strahlgewinde bildet der eine infinitesimale

reine Deformation eines elastischen Korpers (oder dessen Spannungs-

zustand) darstellende Tensor*1

*), der durch sechs Koordinaten pik

(ij
k 1, 2, 3, pik

= pk{) bestimmt wird.

Die die Lagen eines starren Korpers bestimmenden Somenkoordi-

naten von E. Study wurden sr.hon Nr. 29 erwahnt 674
).

Y. Koordinatentransformation.

36. Allgemeines. Werden den Elementen eines Korpers auf

zwei verschiedene Arten (S) nnd (8 ) Zahlengruppen (xly #2 ,
. .

.,
#n)

und (#/, #2 ,
. .

., xn ) als Koordinaten zugewiesen (Nr. 1), so bestimmen

die Koordinaten eines Elementes in dem einen System scnon die

Koordinaten desselben Elementes in dem andern System (im all-

gemeinen mehrdeutig), d. h. die Koordinaten x
t
sind Funktionen der

Koordinaten x[ und umgekehrt. Es bestehen also n voneinander unab-

dieses Werkes findet auch der allgemeine Gedanke Verwendung (vgl. Nr. 26),

die Koeffizienten in der Gleichung eines Eonnexee (mt n] als seine Koordinaten

zu betrachten.

672) J. f. Math. 104 (1889), p. 211240; 106 (1890), p. 3047, 315329; 107

(1891), p. 162178; 108 (1891), p. 89124; Sitznngsb. Ak. Berlin 1889, p. 838839.
Diese Arbeiten sind vorwiegend synthetisch. Die analytische Behandlung haben

W. Staid, J. f. Math. 107 (1891), p. 179188, u. E. Timerding, Nachr. Ges. G6tt.

(math.-phys.) 1898, p. 317328, begonnen. Die Binfuhrung der bilinearen Formen

geschah auf Yeranlaasung yon F. London durch H. Guradze, Die Reyesche Geom.

d. Mannigf. proj. Grundgeb. mittels e. bee. Art bilin. Formem, Diss. Breslau

1900. Die von J. Rosanes*) angewandten Methoden und Begrifife lassen sich

hier nachbilden. Auf ahnliche Weise lassen sich auch die Mannigfaltigkeiten

projektiver Kugelbuschel, -biindel und -gebusche, die Th. JReye, Ann. mat. p. appl.

(3) 6 (1901), p. 2 16, synthetisch untersucht hat, analytisch behandeln.

673) H. JE. Timerding, Geom. d. Kr., p. 860370. Fiir denselben Begriff

gebraucht TT. Voigt, Nachr. Ges. G6tt. 1900, p. 117; 1904, p. 496, das Wort

Tensortripel Wie einer Dynamo ein Strahlgewinde wird einem Tensor ein

jReyescliei Achsenkomplex beigeordnet. Natiirlich lassen sich die Tensoren ein-

eindeutig den Kegelschnitten einer Ebene (Nr. 26) zuordnen. w

674) Schliefllich sei noch auf die von Weber -Wellstein, Encykl. 2, p. 106,

mit Hilfe yon Funktionalen denuierten Koordinaten der attgemeinsten algebraischen

Gebilde, die sich aus einzelnen Punkt-, Kurven- und Flachensystemen zusammen-

setzen, hingewiesen ;
ferner seien verschiedene auf Koordinaten bezugliche Stellen

in 13 und 14 dieses Werkes der Beachtung empfoblen.
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hangige Gleichnngen
675

)

(1) Jifo, at, . .
., *; xj, */, . . .,

*
)
=

(*
-

1, 2, . .
., n)

oder in expliziter Form

(1 a) *,
- /;, *, , .;.,*;) (i

-
1, 2, ...,).

Sie vermitteln die Transformation der Koordinaten ernes Elementes

im System () in die Koordinaten desselben Elementes im System

(&) nnd umgekehrt.
Setzt man etwa das System (&quot;)

und damit die Koordinaten #/
samtlicher Elemente des Korpers als gegeben voraus, so definieren

nach Nr. 4 Gleichungen der Art (la) oder (1) ein neues Koordinaten-

system. Die Einfuhrung eines neuen Koordinatmsystenis und eine

Koordinatentransformation bedingen einander also gegenseitig
6

).

Transformiert man das einen geometrischen Ort (eine Element-

mannigfaltigkeit) definierende Gleichungssystem zwischen den Koordi

naten x
i

(2) Z.-0, X
8 =^0, ..., Xr

= (r^n)

mittels (la), so erhalt man ein Gleichungssystem

(3) Z/-.0, x, -o, .... x;=o,
das denselben Ort in den Koordinaten #/ darstellt. Die Transformation

hat zumeist den Zweck, den Gleichungen des Ortes einfachere oder

doch fur die Beantwortung gewisser Fragen brauchbarere Formen zu

erteilen.

Nach H. Gr. Zeuthen*17
) hat schon ApoUonius bei seinen Unter-

snchungen uber Kegelschnitte nicht blofi mit Parallelkoordinaten 25
),

sondern auch mit Transformationen dieser operiert. L. Eider war

1748 die Transformation eines Systems von Parallelkoordinaten in

ein anderes (Nr. 37) oder von Parallelkoordinaten der Ebene in Polar-

koordinaten 282
) gelaufig. Allgemeinere solche Transformationen hat man

im Laufe des 18. Jahrhunderts als analytische Hilfsmittel, zumal bei

der Integration von Differentialgleichungen, vielfach verwendet, ohne

auf ihre geometrische Bedeutung zu achten.

Als man im 19. Jahrhundert die x
i
und a?/ in den Gleichungen

(1-a) als Koordinaten zweier verschiedener Elemente derselben Art in

bezug auf dteselbe Basis oder auf verschiedene Basen deutete und

dadurch zu Transformationen in dem zugrunde liegenden Elementen-

korper (Koordinatenfeld, vorerst ebenes und raumliches Punktfeld)

675) Vgl. N. DrutJcenmttUer, t^bertragungsprinzipien, Art. 14.

676) N. Druckenmvtter, a. a. 0., Art. 16.

677) Kegelschn., 4. Abschnitt.
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oder zu Verwandtschaften zweier solcher gelangte, erhielten diese

Gleichungen eiue ungeahnte Wichtigkeit
678

).
Werden endlicli die x

i

und a?/ als Koordinaten von Elementen verschiedener Art gedeutet,

so stellen die Gleichungen (la) cine Abbildung oder Verwandtschaffc

zweier verschiedenartiger Elementenkorper (Koordinatenfelder) dar und

liefern gleichzeitig ein Ubertragtmgsprinzip
6

).

37. Lineare, iiisbosondre orthogonalo Transformationen. Die

Transformation rechtwinkliger Koordinaten in der Ebene findet sich

bei J. P. de Gua de Makes*80
), G. Cramer 1

) und insbesondere

L. Euler*9
*).

Dieser geht von der Frage aus, wie sich die Gleichung
einer ebenen Kurve mit der Koordinatenbasis andert. Indem er das

urspriingliche rechtwinklig gleichschenklige System XY in das neue

O X Y durch Schiebungen parallel OX und OY und Drehung um
den Ursprung iiberfiihrt, findet er, wenn die Koordinaten a, b be-

sitzt und a = OX,0 2C ist, die Transformationsformeln 688
):

678) A. F. Mobius, Baryc. Calcul, 162, 217; J. Plucker, J.f. Math. 6 (1829)
= Ges. Abh. 1, p. 144, 149; Entw. 2, p. 261 ff.; Syst. anal. Geom., p. 48 ff.; Syst.

Geom. d. B,, p. 7ff.; M. Chasks, Anm. 706; N. Druckenmtifter, a. a. 0., Art. 15 ff.

Vgl. auch HI AB 4 a, Fano, Nr. 12; HI AB 4b, Fano, Nr. 1; III AB 6, Schoenflics,

Nr. 6.

679) J. Plucker, Syst. anal. Geom., p.4883 ;
N. Druckenmutter, a. a. 0., Art. 15;

J. Plucker, J. f. Math. 5 (1829), Nr. 31 FuBn., Nr. 36 ff. = Ges. Abh. 1, p. 144 FuBn.,

149 f.
t
und insbes. Entw. 2, p. 251 ff., stellt Verwandtschaften mittels einer

,,aequatio directrix&quot;, d. i. einer Gleichung der Form (1) dar, wo die beiden

Koordinatenreihen auch zu verschiedenartigen Elementen gehOren durfen. S. Lie,

Math. Ann. 5 (1872), p. 155159 und zweite FuBn. p. 169, hat dieses Prinzip
durch Verwendung mehrerer der Gl. (1) fruchtbar verallgemeinert.

Deutet man drei Zahlen einmal als Koordinaten eines Punktes, das andre

Mai als Koordinaten einer Flache, so ist daunt eine Bertihrungstransformation
bestimmt. Ein Beispiel hierfux wnrde Nr. 28, Anm. 415 erwahnt; ein andres gibt

A. Demoulin, Bull. sc. math. (2) 23 (1899), p. 242244.
Ersetzt man in der Gleichung einer bekannten ebenen Kurve, etwa in reeht-

winkligen Koordinaten #, y, diese durch irgendwelche andern Punkt- oder

Linienkoordinaten u, V, so bezeichnet man dieses Hilfsmittel zur Ableitung neuer

Kurven auch als Methode der Koordinatenverwancttung. Vgl. G. Loria, Ebene

Kurven, p. 593; H. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven, Leipzig 1908, V. Abschnifct.

680) Usage de 1 analyse de Descartes etc., Paris 1740; ygl. M. Cantor, Vorl.

3 (2. Aufl.), p. 794 f.

681) Introduction a 1 analyse des lignes courbes alg^briquea, Geneve 1760;

vgl. M. Cantor, a. a. M p. 825.

682) Introd. 2 (1748), cap. 2 (De coordinatarum permutatione). Auf genaue

Vorzeichenfestsetzungen fur Strecken und Winkel wird dabei naturiich noch nicht

geachtet. Vgl. in dieser Beziehung Heffter-Koehler 1, p. 245 f.

683) L. Euler, Introd. 2, p. 17. Setzt man

x -f iy = z, a? -f- iy = /, a -f ib = c,
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x = a -j- x cos a y sin a
(1)

y = b -\- x sw a ~\- y cos a.

Fur den Fall gegensinniger Achsenkreuze (Nr. 2), den Euler nicht

beriicksiehtigt, waren in (1) die Vorzeichen von y zu andern. Aus
den weiteren Transformationsformeln fiir rechtwinklige in schiefwink-

lige Koordinaten 684
)

zieht er die wichtige Folgerung, dafi sich die

Ordnung einer algebraischen Kurve beim Wechsel des Parallelkoor-

dinatensystems, d. i. bei einer beliebigen linearen Substitution der

Koordinaten, nicht andert 684
*).

J&f&r 685
) hat 1748 auch schon &amp;lt;lie Transformationsformeln fiir

den Ubergang von einem raumlicben rechtwinklig gleichschenkligen

Achsenkreuz OXYZ zu einem andern gleichartigen O X YZ unter

Verwendung der Gl. (1) abgeleitet. Es treten hieriii auBer den Koor-

dinaten a, Z&amp;gt;,

c des Punktes noch die drei Eiderschen Winkel auf,

namlich der Neigungswinkel zwischen der xy- und z l/ -Ebene und die

Winkel, unter denen die Schuittlinie dieser Ebenen (Knotenlinie) gegen
die x- und # -Achse geneigt ist

686
).

Mit diesen Transformationsformeln hat sich Euler 5ST
) noch 1770

und 1775 eingehend beschaftigi

Bezeichnen x, y, z und x, y
f

,
a die Koordinaten desselben Punktes

P in bezug auf die beiden rechtwinklig gleichschenkligen Achsen-

kreuze OXYZ bzw. OX YZf mit demselben Ursprung und gleichen

Einheitstreeken, ferner aik (, k = 1, 2, 3) die Kosinus der Winkel,
unter deneu die Achsen dieser Kreuze gegeneinander geneigt sind,

wobei die Indizes 1, 2, 3 sich an erster Stelle auf die x-, y- und

^-Achse, an zweiter Stelle auf die x
-, y- und jer -Achse beziehen, dann

so lasaen aich die Gleichtmgen (1) in die oft verwendete Gleichung

zusammenfassen
,
die auch wie die Gl. (1) als Darstellung einer Bewegung einer

Ebene in sich oder als kongruente Abbildnng einer Ebene auf eine andre ge-
dentet werden kann. Vgl. etwa G. HolzmiiUer, Anm. 126, p. 24.

684) Introd. 2, p. 2123.

684*) Introd. 2, p. 25. Diesen Satz sprechen auch J. P. de Gua de Halves,
Anm. 680, p. 340, und G. Cramer, Anm. 681, p. 54, aua; vgl. hierzu noch HI C 4,

Berzolari, Anm. 4.

685) Introd. 2, p. 365 369.

686) Zur Herleitung der Transformationsfornieln vgl. R. Wolf, Arch. Math.

Phys. (1) 13 (1849), p. 274 f.; F.Klein und A. Sommerfeld, Cber die Theorie

des Kreisels, Heft 1, Leipzig 1897, p. 1719; 0. Stoudc, Anal. Geom., p. 178182.

687) Novi Comm. Ac. Petrop. 15, a. 1770 (1771), p. 75106; 20, a. 1775

(1776), p. 189207, 218220.
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X =
(2) y~

= a3l x +
Zufolge der bekannten Beziehung zwischen den Richtungskosinus einer

orientierten Geraden und zwischen denen zweier orientierten normalen

Geraden beztiglich eines rechtwinklig gleichschenkligen Achsenkreuzes

(Nr. 3, Koordinaten von Strecken) bestehen zwischen den 9 GroBen.

aik die 12 Gleichungen
689

)

/ f\\ I i i i I s \ } y j

+ asia*k + asia*k = (^ = *2, 23, 31)

-^2 +,3*=l ( 1,2,3)
^

ki%i + &amp;lt;*&amp;lt; 2 a*2 + a^s (;& 12, 23, 31),

688) J. L. Lagrange, Nouv. Me*m. Ac. Berlin a. 1773 *= Oeuvres 3, p. 680 ff.;

A. J. Lexell, Novi Comm. Ac. Petrop. 20, a. 1776 (1776), p. 246, fur die Koor

dinaten entspzechender Punkte ernes um gedrehten starren Korpera. Die obige

Bedeutung der a
ik

war aber Euler jedenfalls schon 1770 (Anm. 687) bekannt.

Die Gl. (2) ergeben sich unmittelbar, wenn man den von nach P reichen-

den, aus den zu OX
, OY\ OZ parallelen Strecken zusammengesetzten Linien-

zug auf die Achsen OX, OY, OZ normal projiziert und den Satz benutzt, daB

diese Projektionen denen der Strecke OP gleich sind. Vgl. hierzu sowie wegen
der Ableitung der entsprechenden Transformationsformeln fvir schiefwinklige

Koordinaten: L. N. M. Carnot, Sur la relation qui existe entre les distances

respectives de cinq points etc., Paris 1806, p. 61; deutsche ttbers. von H. C.Schu

macher, Geometrie der Stellung 2, Altona 1810, p. 317321; Ch. Sturm, Ann. math,

p. appl. 16 (1824/25), p. 335 ff; M. Baltzer, Anal. Geom., p. 383. Wegen der Trans

formation scbiefwinkliger Koordinaten vgl. ferner: Monge et Hacfatte, Anm. 227,

p. 147161; G. Monge, Anm. 86, p. 2024; Livet, J. ec. polyt. 6 (1806), p. 270

275; J. F. Fran^ais, ebenda 7 (1808), p. 182190; J. N. P. Hachette, Corr. ^c.

polyt. 2 (180913), p. 613, 247249; J. A. Grunert, Anm. 693, p. 468494;
L. I. Magnus, Aufg. u. Lehrs. 2, p. 61 f; G.S. Ohm, Anm. 66, p. 113125, 133

144.

689) L. Euler, Novi Comm. Ac. Petrop. 16, a. 1770 (1771), p. 76 ff. Er

gelangt zur Gleichungggruppe (3) durch die Forderung, dafl zufolge obiger Sub

stitution

werden soil. Solche Substitutionen
, die nach einer Bemerkung A. Cayky* ge-

wOhnlich orthogonal heifien, wurden fur n Variable (bei Euler fur n = 4, a. a. 0.,

p. 89 ff.) von A. L. Cauchy, C. G, J. Jacobi, 0. Hesse u. a. studiert und an-

gewandt; vgl. IB 2, Meyer, Anm. 39, 4146; E.Pascal, Die Determinanten,
deutsch von H. Leitzmann, Leipzig 1900, p. 164 f. Sie lassen eich im Mn (Nr. B)

als Tranaformationen rechtwinkliger Koordinaten mit demselben Ursprung oder

als Bewegungen um einen Punkt deuten; vgl. etwa H. Laurent, La gtom^trie

analytique g^n^rale, Paris 1906, p. 712, 2933.
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von denen die eine Gruppe rein algebraisch aus der andern folgt
690

).

Multipliziert man nach A. L. Cauchy
691

) die Gleichungen (2) mit den

Koeffizienten einer Spalte, so ergeben sich, unter Berficksichtigung
von (3), die Gleichungen

(5) y
f

z
f = a^x +

fflr die zu (2) inverse Transformation und daraus mit Benutzung von

^8
+t/

2 +*2 -=z 2+/s+* 2 die Gleichungen (4). Der Multipli-

kationssatz der Determinanten (I A 2, Netto, Nr. 21) fiihrt sofort zu

dem Satz, daB das Quadrat der Determinante

f=ll
der orfhogonalen Transformation (2) den Wert + 1 hat, also A=+ 1

ist. Bezeichnet ferner a
it die zu aik gehorige Unterdeterminante von

A, so hesteht die weitere Beziehung

(6) a
ik
= &aik

.

A + 1 ist die notwendige und hinreichende Bedingung fur

die Gleichsinnigkeit (Gleichartigkeit, Nr. 3), A = 1 far die Gegen-

sinnigkeit der beiden Achsenkreuze 692
).

690) L. Euler, a. a. 0., p. 79 ff.; die im Text folgenden Andeutungen uber

die Ableitung der Grundformeln der orthogonalen Transformation gelten auch
for n Variable und stammen von Cauchy und Jacobi , vgl. E. Baltzer, Theorie

undAnwendung der Determinanten, 4. Aufl., Leipzig 1875, p. 172 ff. Alle zwischen

den a
ik bestehenden Beziehungen lassen sich aus den 01. (3) ableiten. Vgl. wegen

solclier Beziehungen: M. Eeifi, Corr. math. phys. Bruxelles 11 (1839), p. 119

173; 0. Hesse, Vorles. Raum, p. 216 219; J. f. Math. 63 (1864), p. 247251, der sie,

weil die unendlichfernen Punkte der beiden Achsenkreuze Poldreiecke des ab-

soluten Kegelschnittes sind, mit der Theorie der Kurven zweiter Ordnung ver-

knupfb.

691) Exercises de Math&natiquea ,
4e

ann^e, Paris 1829, p. 158 = Oenvres

(2) 9, p. 193 f. 0. Hesse, Vorles. Raurn, p. 214, leitet sie aus

durch l&amp;gt;iiferentiation nach x, y
f

,
z ab.

692) Darauf haben C. G. J. Jacobi, J. f. Math. 15 (183G), p. 309, und L. I.

Magnus, Aufg. u. Lehrs. 2 (1837), p. 58, aufmerksain gemacht. Eingehend er-

orterte dies M. Reifi, Anm. 690, der darlegt, daB die Mathematiker, die sich

vorher mit der orthogonalen Transformation beschaftigt hatten, nur das positive
Vorzeichen von A beachteten, ja sogar die Unmoglichkeit des negativen zu be-

weieen versuchten. E. Dedekind , J. f. Math. 50 (1856), p. 272275, beweist,
daB das Bestehen der 01. (3) echon die Rchtwinkligkeit beider Achsenkreuze
zur Folge hat.
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Da zwischen den 9 GroBen aik die 6 voneinander unabhangigen
Gl. (3) oder (4) bestehen, so mtissen sie sich durch drei voneinander

unabhangige Groflen ausdrticken lassen. Als solche benutzte Eider QSZ
)

1770 drei Winkel und gelangte dadurch zu den unsymmetrischen
Transformationsformeln von 1748 (Anm. 685). Spater

694
) drtickte er

die a
ik durch vier Winkel

&amp;lt;p, a, f), y aus, die der Gleichung

cos2 a -f- cos2 ft + cos2 y 1

genugen. Fur A = + 1 sind a, ft, y die Riehtungswinkel der Achse

jener Drehung, die das eine Achsenkreuz in das andre uberfiihrt 695
),

und
&amp;lt;p

ist der zugeborige Drehwinkel. Die Gleichungen haben die

Form

On cos xx = C03 2

a(l cos
&amp;lt;p) -f- cos

&amp;lt;p

(7) als
= cos xy = cos a cos /5(1 cos qp) cos y sin 9

Ogj
= cos yx = cos a cos /3(1 cos qp) + cos y sin

g&amp;gt;

die iibrigen gehen durch zyklische Anderung aus den hingeschriebenen

hervor.

A. J. Lexell 69
*) driickte die a

i1t
durch drei unter ihnen, namlich

aiif #22&amp;gt;
ass aus&amp;lt; Setzt man ferner in den Gl. (7)

cos a tg |-
-=

A, cos tg
- =

p, cos y tg |-
v

?

so erhalt man ftir A == + 1 die schon von JEwZ^r 697
) angegebenen,

693) Novi Comm. Ac. Petrop. 15, *. 1770 (1771), p. 86. Vgl. wegen dieser

Formeln IV 6, Stdckel, p. 553, und wegen der verscbiedenen Gestalten, in denen

eich ihrer Lagrange, Laplace, Poisson, Lacroix und Encke bedient haben, /. A.

Grunert, Supplemente zu G. S. Kliigels WSrterbuche der reinen Mafchematik,

1. Abt, Leipzig 1833, p. 485 ff.

694) Novi Comm. Ac. Petrop. 20, a. 1775 (1776), p. 220. Vgl. auch C. G. J.

Jacobi, J. f. Math. 2 (1827), p. 188 f. Werke 7, p. 35; J. A. Grumrt, J. f.

Math. 8 (1832), p. 163159; Nouv. Ann. (1) 5 (1846), p. 414419; E. Baltzer,

Detenninanten, 4. Aufl., p. 181 f.

695) Bezuglich dieses Satzes vgl. E. Kotter, Bericht, p. 190 f.

696) Anm. 688, p. 254; in dessen Gleichungen s&amp;gt;ind die mit ct
r ft, y bezeich-

neten GroBen bzw. !^-H , i^*
2
-

,
~&- Vgi hierzu ferner: G. Mange,

Mem, Ac. sc. Paris 1784, p. 114
(JT.

D. Gergonne, Ann. math. p. appl. 7 (1816/17),

p. 54 61, gibt symmetrigchere Ausdriicke in den 5 GrSBen cos a, cos|S, cosy,

cos 9, sing?, zwischen denen zwei Bedingungsgleichnngen bestehen): /. F. Enckef

Berliner astr. Jahrb. fnr 1832 (18SO), p. 305310 s* (franz. tabors.) Oorr. math.

phye. Bruxelles 7 (1832), p. 273; J. A. Grunert, Anm. 693, p. 481 f.; M. Chasles,

Ap. hist., p. 678; L. I. Magnus, Aufg. u. Lehrs. 2, p. 59 ff. (auch fiir A*- 1);

M. Reifi, Anm. 690, p. 158 ff.
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dann von 0. Rodrigues
6^} wiedergefundenen rationalen Ausdriicke der

aik dnrch A, p, v in der Form

i -f

(8) a.- =2-

wo wieder die fehlenden Gleichungen durch zyklieche Anderung aus

den hingeschriebenen hervorgehen. Andert man in (8) die Vorzeichen

einer ungeraden Anzahl von Reihen oder Spalten der Matrix
|

aik |,

so erhalt man eine orthogonale Transformation mit A = I
698

).

A. Cayley**
9
)

hat gezeigt, wie sich die w2 Koeffizienten einer ortho-

697) L. Euler, Anm. 689, p. 101; 0. Eodrigues, J. math. p. appl. 5 (1840),

p. 405. Vgl. noch L. Schldfli, Arch. Math. Phys. (1) 13 (1849), p. 279 f., und

G. Darboux, Le9ons 1, p. 34, feraer die in C. F. Gaufi NachlaB gefundenen und

nach P. Stdckel wahrscheinlich aus dem Jahre 1819 etammenden Bemerkungen

(Werke 8, p. 357 ff.), worunter anch die Zusammensetzung zweier aufeinander-

folgenden orthogonalen Traneformationen, die der von Podrigucs gefundenen

ZasammenBetzung z wreier Drehungen um sich echneidende Achsen entspricbt.

698) Zur Transformation recbtwinkliger Koordinaten vgl. noch: G. Bardelli,

Rnd. 1st. Lomb. (2) 2 (1869), p. 248255; F. Borletti, ebenda (2) 15 (1882),

p. 252 258; G. Darboux, Le9ons 4, p. 438 435, und die Note in G. Koenigs,

Le9ons de cinematiques ,
Paris 1897, p. 343 f.; A. Schoenflies, Rend. Circ. mat.

Palermo 29 (1910), p. 1 11; die letzten drei Arbeiten bezwecken die direkte

Ableitung der Formeln (8).

Wegen Darstellung der ortbogonalen Transformation mitteld Quaternionen

und der darauf beruhenden Ableitung yon (8) siehe: A. Cayley, The Lond. Edinb.

Dublin Phil. Mag. 26 (1845), p. 141146; 33 (1848), p. 196 200 -* Math. pap. 1,

p. 123126, 405409; H. Harikel, Theorie der komplexen Zahlensysteme, Leipzig

1867, p. 193 f.; Klein-Sommerfeld , Anm. 686, p. 55 65; G. Koenigs, Le9onB de

cinematiques, Paris 1897, p. 464483; E. Study, Mitt, naturw. Ver. Neuvorp.

1899; W. Fr. Meyer, Sitzungsb. Ak. (math.-nat.) Wien 116 2
*, p. 136150.

Bestimmt man einen reellen Punkt der Einheitskugel um durch die

Minimalkoordinate | (Nr. 33), so iaBt sich nach A. Cayley, Math. Ann. 15 (1879),

p. 239 = Math. pap. 10, p. 153, jede Drehung der Kugel um in der Form

daratellen, wo

a == cos a sin -?-
, b = cos sin -?-

,
c = cos y ein ~

,
d= cos -

t
2 2 22

daher

ist. Ygl. IIIAB4b, fwio, Anm. 204; Klein-Sommerfeld, a. a. 0., p. 28 ff., und

die direkte Herleifcung dieser Gleiehung bei A. Schoenflies f Jahresber. deutsch.

Math.-Ver. 18 (1909), p. 4r&amp;gt;6 458, und /. WSUstein, ebenda 19 (1910), p. 169172;
vgl. ferner noch G. Darboux, Bull. sc. math. (2) 29 (1905), p. 3455.

699) J. f. Math. 32 (1846), p. 119 123 = Math. pap. 1, p. 382335. Fur

n == 4 auch bei L. Euler, Anm. 689, p. 102. Vgl. E. Baltser, Anm. 690, p. 179.



768 HI A B 7. E. Miiller. Die verschiedenen Koordinatensysteme.

gonalen Transformation im Rn rational durch %n(n 1) GroBen aus-

driicken lassen.

Aus den eine beliebige orthogonak Transformation im Biindd (0)
darstellenden Gleichungen (2) und (3) folgen sofort die Gleichungen

x

(9) y

die zusammen mit den Gl. (3) den Ubergang von einem rechtwinklig

gleichschenkligen Achsenkreuz OXYZ zu einem andern solchen

O lL Y Z mit gleicher Einheitstrecke darstellen, dessen Ursprung
die Koordinateri a14 , 24 ,

a34 besitzt. Deutet man in (9) die Variablen

als Koordinaten zweier auf dasselbe Achsenkreuz bezogenen Punkte,

so stellen diese Gleichungen eine Transformation des Kaumes (Nr. 36)
und zwar zusammen mit den Gl. (3), wenn A =*= + 1 ist, die allge-

meinste Bewegung eines starren Korpers dar 700
).

Gehoren zu den beiden rechtwinklig gleichschenkligen Achsen-

kreuzen verschiedene Einheitstrecken, so unterscheiden sich die Trans-

formationsgleichungen von den obigen bloB darin, dafi statt atk

(i} It === 1
? 2, 3) Aa

&amp;lt;t tritt, wo A eine von und oo verschiedene

positive oder negative reelle Zahl bezeichnet. Bezogen auf ein festes

Achsenkreuz stellen diese Gleichungen eine Ahnlichkeitstransformation,

also eine Operation der Hauptgruppe rdumlicher Anderungen (IE AB4b,
Fano, Nr. 4) dar. F. Kkin 1

)
klassifiziert die ,,geometrischen GroBen&quot;

(z. B. die Vektoren) nach dem Verhalten ihrer Koordinaten gegeniiber

den Operationen dieser Gruppe oder gegeniiber der Gruppe der Trans-

formationwn eines rechtwinklig gleichschenkligen Achsenkreuzes, indem

er alle diejenigen und nur diejenigen als gleichartig ansieht, deren

Koordinaten bei den Operationen der Gruppe die gleichen Anderungen
erleiden.

Die auf ein rechtwinklig gleichschenkliges Achsenkreuz bezogenen

Pluckerschen Ebenenkoordinaten (Nr. 19) erfahren beim Ubergang auf

700) Vgl. IV 3, Schoenflies und Grubler, Nr. 6; IT 6, Stdckel, Nr. 27, 28.

Die Lage eines recbtwinkligen Achsenkreuzes im Banm lafit sich durch acht

homogene Koordinaten festlegen, zwischen denen eine quadratische Beziehung

besteht, die der zwischen den Koordinaten eines Strahles (Nr. 27) analog ist.

Vgl., aufier Anm. 552, die analytische Darstellung von JR. de Saussurea ,,G^om^trie

des feuillets&quot; bei 12. Bricard, Nouv. Ann. (4) 10 (1910), p. 121, wo sich nahere

Angaben fiber die Saussureachen. Arbeiten finden.

701) Z. Math. Phys. 47 (1902), p. 239 = Math. Ann. 62 (1906), p. 421, 447 f.

Vgl. auch: IIIAB4b, Fano, Nr. 4; IV 2, Timerding, Nr. 14; IV 14, Abraham,

Nr. 13; H. E. limerding, Geom. d. Kr., p. 58fiF.



. 87. Loneare, insbeeondie orthogonale Transformationen. 769

ein neues solches Acheenkreuz dieselben Substitutionea wie die Carte-

sischen Punktkoordinaten 702
).

Die obige orthogonale Transformation ist nur ein Sonderfall jener

linearen Transformationen, die eine Flacho zweiten Grades in sich

uberfuhren 708
-).

Wenn alle Koeffizientea aik voneinander unabhangig sind, so

stellen die Gl. (9) entweder den Cbergang von einem Parallelkoor-

dinatensystem zu einem andern 704
) oder, unter xyz und x y z Parallel-

koordinaten zweier auf dasselbe Achsenkreaz bezogenen Punkte ver-

standen, die allgemeinsie affine Raumtransformation dar 705
).

Dividiert

man die rechten Seiten der Gl. (9) durch aA x + Q&y -\~ 48-
2r/ + a

u&amp;gt;

so stellen die so erhaltenen Gleichungen entweder den Dbergang von

einem System linearer Punktkoordinaten zu einem andem (Nr. 5)

oder eine Kollineation des Raumes dar 706
).

Diese Koordiuatentrans-

.formation wurde schon in Nr. 5 (fiir Ebenenkoordinaten in Nr. 21)

besprochen: auf die mannigfaltigen, im vorhergenenden nicbt ei-wahnten

Sonderfalle kann nicht eingegangen werden 707
).

702) 0. Hesse, Voiles. Raum, p. 220.

703) IB 2, Meyer, Nr. 8; Clebsch-Lindemann 2, p. 366389 (vgl. cbenda

p. 389 414 iiber die linearen Transformationen ,
die ein Strahlgewinde in sich

uberfuhren); P. F. Smiiti, Trans. Amer. Math. Soc. 6 (1905), p. 116.
Die orthogonale Transformation im Biindel fuhrt gleichzeitig zu Satzen der

spharischen Trigonometrie (vgl. A. v. Braunmuhl, Yorlesungen vibex Geschichte

der Trigonometrie 2, Leipzig 1903, p. 179f.); den tieferen Zuaammenhang zvrischen

diesen beiden Gebioten hat E. Study, Spharische Trigonometrie, orthogonale
Subetitutionen und elliptische Funktioneu, Abh. Ges. Leipzig (math.-phys.) 20

(1893), p. 87232 (aueh als Sonderabdruck Leipzig 1893 erschienen), aufgedeckt.

E. Eckhardt, Zuruckfiihrung der spharischen Trigonometrie auf die Geometrie

des ebenen Kreisvierecke
, Leipzig und Berlin 1909, p. 145 ff.

,
deutet die ortho-

gonalen Transformationen am ebenen Kreisviereck.

Beitrage zur Koordinatentransformation in Baumen konstanter Krummung
lieferten: E. BeUrami, Ann. mat. p. appl. (2) 2 (1868/69), p. 232 266 = Opere 1,

p. 406429; /. Isiiroth, Rend. Circ. mat. Palermo 23 (1907), p. 163168.

704) S. Anm. 688. Wegen Venvendung der Kocrdinatentransformationen

fur kriatallographische Zwecke vgl. C, Viola, Bend. Ace. Lincei Bozna 16 (1906),

p. 8998, wo auch weitere Literatur angegeben.

705) A. F. Mobius, Baryc. Calcul, 162. Die Verwandtschaft ergibt sich

auch, wenn man Punkte elnander zuordnet, die beziiglich zweier ungleich-

schenkliger Achsenkreuze gleiche Koordinaten besitzen.

706) Vgl. M. Chasles, Ap. hist.
, p. 767 ff. Nach ihm (p. 76*) gab fur die

Ebene E. Waring (1762) diese Transformationsgleichungen an (als Verallgemeine-

rung einer schon von I. Newton gebrauchten Methode, Kurven zu transformiercn),
ohne sie aber als Definition einer Verwandtschaft aufzufaasen. Vgl. Ill C 4,

Bersolari, Anm. 4; HIAB4a, Fano, Nr. 1; W. Fiedler, Darst. Geom., 3. Aufl
,

3, p. 411 ff.
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770 III A B 7. E. Matter. Die versehiedenen Koordinatengysteme.

Der Bedeutung der linearen Transformation anderer Koordinaten

wurde meist bei den betreffenden Koordinatensystemen gedacht
708

).

707) Die Transformation baryzentrischer Koordinaten bei A. F. Mobius,

Baryc. Calcnl, 36=Werke 1, p. 58; vgl. hierzu auch C. A. Laisant, L Easeign.

math. 3 (1901), p. 208210. Beziiglich der Traneformation einiger der in Nr. 6

und 22 besprochenen linearen Koordinaton vgl. W. Fiedler, Darst. Geom., 3. Aufl.,

8, p. 421 ff., ferner fur die Ebene Heffter-Koehler l
f
an verschiedenen Stellen.

Deutet man in den Gl. (9) x,y, z und x, y ,
t ala line are Ponkt- bzw.

Ebenenkoordinaten , so stellen sie die ailgemeinste Korrelation im liaum dar.

Beziiglich der Sonderfalle der Kollineationen und Korrelationen vgl. C. Segre,

Mem. Ace. Linoei Roma (3 a) 19 (1884); P. Math, Theorie und Anwenduug der

Elementarteiler, Leipzig 1809, p. 198223; IIIAB6, Schoenflies, Nr. 1115.
708) Wegen der Transformation von Polarkoordinaten ineinander vgl. J. A

Grunert, Anm. 229% p. 627. Bezuglich nichtlinearer Koordinatentransf. vgl. Nr. 4

30, ferner 27*. Reye, J. f. Math. 94 (1888), p. 312318; IB Ic, Landitoerg, Nr. 23

(Abgeschlossen im Juli 1910.)
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