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p. E. 1; auch These Paris 1897.

V. Volterra, Sull inversione degli integrali definiti, Torino Atti 31 (1896^ p 231
286, 389, 429.

- Sopra alcune questioni di inversione di integrali definiti, Ann di mat (2} 25
(1897). p. 139.

Die bereits in I E erwahnten zahlreichen Lehrbucher und Monographien
fiber Differenzenrechnung ,

in denen oft ganze Kapitel dem Rechnen mit Sym-
bolen oder einzelnen seiner Anwendungen gewidmet sind, sind hier nicht noch
einmal aufgezahlt.

Die Litteratur ist im allgemeinen in diesem Artikel bis Anfang 1902 be-

riicksichtigt; nur in Nr. 81 bis 1905.

Funktionaloperationen,

1. Definition der Funktionalrechnung. In der allgemeinen
Theorie der Operationen hat man drei Arten von Elementen zu

unterscheiden 1

): die Objekte, an denen man operiert; die Operati&nen,
die man an diesen Objekten ausfiihrt man stellt sie durch Zeichen

dar, die man Operationssymbole oder einfach Symlole nennt 2
) ;

endlich die Eesultate, die man durch Ausfuhrungen der Operationen
erhalt. Sind die Objekte und die Resultate FunMonen von einer

1) E. Murphy, Lond. Phil. Trans. 1837, p. 179.

2) Seit Leibniz und Lagrange; A. M. Lorgna (Turin me&quot;m. 1787, p. 409)
und Lacroix (Trait^ du calcul differentiel et du calcul integral 3, Paris 1819,

p. 28, 39, 546, 844, 963) sagen ,,caracteristiques&quot; ; Arbogast (Calcul des de&quot;riva-

tions, Strassb. 1800) und Franfais (Gergonne Ann. 8 (1812), p. 244) ,,ccfulles -.

Vgl. auch Lacroix, p. 970.

60*
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oder mehreren Veranderlichen, BO heissen die Operationen FunUional-

operationen; der so entstehende Zweig der Analysis wird gewohnlich

als Eechnen mit Symbolen bezeichnet
3
),

wiirde aber besser Functional -

reclmung heissen.

2. Die Funktionalreclinung von Leibniz bis Lagrange. Auf

die frappierende Analogie zwischen der Regel zur Bildung der hoheren

Differentialquotienten eines Produkts zweier oder mehrerer Funktionen

und der Regel zur Bildung der entsprechenden Potenzen eines Bi-

noms oder Polynoms hat zuerst Leibniz in seinem Briefwechsel mit

Johann I. Bernoulli^}, dann in der Abhandlung ,,Symbolismus memo-

rabilis calculi algebraici et infmitesimalis in comparatione potentiarum

et differentiarum&quot;
5

)
aufmerksam gemacht. Auf diese Bemerkung von

Leibniz griindete Lagrange
6

)
einen Algorithms, in welchem das

Differentiate!chen systematisch wie eine fiktive Grosse behandelt

wird, auf die man die Regeln der gewohnlichen Algebra anwendet,

mit dem Vorbehalt, dass man dann in den Resultaten die wte Potenz

von du/dx durch dnujdx
n ersetzt. Er erhalt auch zum erstenmal

die spater in vielen Lenrbuchern der Infinitesimalrechnung reprodu-

zierte symbolische Formel:
/

h
du

y.

(1)
A;

-w = \e
d -

I/ ,

in der A?f die Different u(x + A) u(x) bedeutet. Nacn Lagrange

ist dieser Algorithmic von vielen anderen Autoren wieder vorgeuommen

und weiter entwickelt worden, namentlich in der Absicht, eine Menge

zn (1) mehr oder weniger analoger Formeln zu erhalten. Im folgen-

den sind die interessantesten davon besprochen, viele andere, ihres

fast rein formellen Charakters wegen, beiseite gelassen
7

).

3. Untersuchungen iiber das Rechnen mit Symbolen bis auf

Servois. Kaum waren die Analogien zwischen dem Rechnen mit

Potenzexponenten und dem mit Differentiationsindices bemerkt, so

beschaftigte man sich mit der Frage nach einein fundamentalen

Prinzip, durch das man das Rechnen mit Symbolen rechtfertigen

konne. Wenn man z. B. auf die Differentiation die Regeln des Rech-

3) Leibniz, Berol. Miscell. 1 (1710), p. 160.

4) Commercium philos. et math., Lausannae et Genevae 1745, epist. VI

acl XVEI, passim. Leibniz math. Schriften (1) 3, p. 175.

5) Berol. Miscell. 1 (1710), p. 160.

6) Berl. nouv. mem. 1772, p 185; Oeuvres 3, p. 441.

7) Unter den Auwendungea aus neuester Zeit sei erwahnt: J. Fredholnt,

Sur la methode de prolongement analytique de Mittag-Leffler, Stockh. Forhandl.

1901, p. 203.
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nens mit Potenzen anwendet: wodurch ist man berechtigt, die Resul-

tate als zuverlassig hinzustellen? Schon Joliann I. Bernoulli erkannte

in einem Briefe an Leibniz 91

} an, dass die Analogic nicht zufallig sein

konne: .,haud dubie aliquid arcani subest&quot;. Lagrange
6

) glaubte, das

Prinzip rniisse ziemlich versteckt liegen: ,,quoique le principe de cette

analogic entre les puissances positives et les differentielles, et les

negatives et les integrates, ne soit pas evident par lui-meme, cepen-
dant les conclusions qu on en tire ne sont pas nioins exactes, ainsi

qu on peut s en convaincre a posteriori&quot;. P. S. Laplace*) geht zura

Beweis von (1) und anderen analogen Formeln davon aus, dass in

der Entwicklung:

(2) *.- +
die Koeffizienten A

, A&quot;,
. . . nur von A und nicht von der Funktion u

abhangen; man kann sie also durch Spezialisierung dieser Funktion

bestimmen. Setzt man speziell u = e*, so erhalt man wieder das

Rechnen mit Potenzen; damit ist die von Leibniz bemerkte Analogie
erklarfc.

Andere Autoren, wie A. M. Lorgna
10
), J. Ph. Gruson 11

), L. J.

Arbogast
12

) ,
J. F. Frangais

13
)
benutzen zur Rechtfertigung des Rech-

nens mit Synibolen Arguinentationen, die unter verschiedenen Formen

alle den Fehler aufweisen, dass die Symbole d, A, S, bald wie

Operationszeichen, bald wie wirkliche ,,cdgebraische Grossen&quot;**)
be-

handelt werden. Die beiden zuletzt Genannten bezeicbnen ihre Me-

thoden als Reparation&quot; oder ,,detacliement des echelles&quot;. Sie wollen

,,fonder le calcul differentiel sans autre metaphysique que celle de

1
algebre&quot;

15
), d. h. auf eine rein algorithniische oder formelle Basis;

damit verlangen sie freilich voni Operationskalkiil mehr als er leisten

kann. Ausserdem haben alle ihre Methodeu etwas kiiustliches und

daher unbefriedio-endes an sich.

8) Commerc. philos. et mathem. epist. XVIII. Vgl. auch eine ganz ahn-

liche Ausserung von Leibniz selbst, math. Schriften (1) 3, p. 175.

9) Paris mem. div. sav. [etr.] 7 (1776); Oeuvres 8.

10) Turin rnem. 1786/87, p. 409; vgl. Brinkley, Lond. Phil. Trans. 1807, p. 114.

11) Berl. nouv. mem. 1798/99.

12) Calcul des derivations, Strassb. 1800; vgl. A. Cayley, Lond. Phil. Trans.

1861, p. 37 (Papers 4, p. 265).

13) Gergonne Ann. 3 (1812), p. 244.

14) Unter ,,quantitt s algebriques&quot; verstand man damals Buchstabeu, die

den Regeln des gewohnlichen Rechnens folgen; diese Ausdrucksweise hat sich

fast, bis auf unsere Tage erhalten.

lo^
1

Gruson, Berlin nouv. mem. (1798 .
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4. Prinzip des Reclinens mit Symbolen. Ein wirklicher Fortschritt

findet sicli bei Servois w} }
der zuerst eingesehen hat: das fundamentals

Prinzip des Rechnens mit Symbolen bestelit in der Erhaltung gewisser

Eigenschaffcen
- -

formaler Gesetze, wie man jetzt sagt
- - der Opera-

tionen, auf die man dieses Rechnen anwendet. Er zeigt in der That,

dass der Grand der von seinen Vorgangern konstatierten Analogien

in den Jcomnmtativen
,

distributiven und assoziativen Eigenschaften der

Operationssymbole A, d/dx, 27, S liegt; man verdankt ihm auch die

beiden ersten dieser Termini. Wie seine Vorganger verwechselt er

die Worte ,
7
Funktion&quot; und

, ?0peration&quot;, nicht ohne damit der Klar-

heit Eintrag zu thim. Wieder aufgenommen, systematischer geordnet

und weiter entwickelt wurden seine Ideen von jR. Murphy
17

)7
Gr. Boole 19

)

und vielen anderen, namentlich englischen Mathematikern 19
) ;

ihnen

verdankt man die in den folgenden Nummern dargestellten Resultate.

5. Elemente des Operationskalkiils. Seien a, ft,
. . . Funktionen

von einer oder mehreren Variabeln, A, B, ... Symbole von Operationen,

deren Anwendung auf die Funktionen a, (3, ... als Objelde im all-

gemeinen neue Funktionen als Eesultate liefert. Man hat zunachst

zwischen ein- und mehrdeutigen Operationen zu unterscheiden, je nach-

dem das Resultat einzig ist oder nicht. Die folgenden Definitionen

beziehen sich zunachst auf die ersteren, lassen sich aber unter geeig-

neten Einschrankungen auch auf die letzteren anwenden. Die Gleich-

Jieit A = B ist definiert durch die Bedingung, dass die Anwendung
von A, B auf dieselben Objekte dieselben Resultate giebt; die Summe

16) Gergonne Ann. 5 (1814), p. 93.

17) Lond. Phil. Trans. 1837, p. 179.

18) Ibid. 1844, p. 225. Vgl. auch Boole s Math. Analysis of logic, Cambr.

1847; Treatise on differential equations, London 1865, chap. 16.

19) Es ist ziemlich unmoglich, sie alle aufzuzahlen; genannt seien noch:

D. F. Gregory, Examples on the differential calculus, Cambr. 1841; Ch. Har-

greave, On the solution of linear differential equations, Lond. Phil. Trans. 1848,

p. 31; B.Bronwin, Lond. Phil. Trans. 1851, p. 461; B. Tortolini, Ann. di scienze

mat. e fis., Roma 1853, p. 1; Graves, Dubl. Proc. 3 (1847), p. 536; Carmkliael,

Treatise on the calculus of operations, Lond. 1855
; Jellett, Calculus of variations,

Dublin 1850; ,W. Spottiswoode, Cambr. and Dubl. math. J. 8 (1853), p. 25; Lond.

Phil. Trans. 1862, p. 99; W. H. Russell, Lond. Phil. Trans. 1861, p. 69; 1862,

p. 253, 265; 1863, p. 517; A. Cayley, ibid. 1861, p. 37. Vgl. auch F. Casorati,

Ann. di mat. (2) 10 (1880), p. 10; Line. mem. (3) 5 (1880), p. 195; P. Gazzaniga,

Giorn. di mat. 20 (1882), p. 72. - - Die verschiedenen genannten Autoren ge-

brauchen sehr verschiedene Nomenklaturen und Bezeichnungen ;
in diesem

Artikel ist eine gleichmassige Bezeichnung benutzt, die am einfachsten und

rationellsten zu sein schien, ubrigens von der von Boole, Cannichael und Casorati

benutzten nicht wesentlich abweicht.
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A -f B als diejenige Operation, deren Anwendung auf ein Objekt a
als Resultat die Sumrae der Resultate der Anwendung von A und
von B auf dasselbe Objekt ergiebt. Die so definierten Begriffe der
Gleichheit und der Summe von Operationen haben dieselben wohl-
bekannten formalen Eigenschaften wie die Gleichheit und die Summe
von Grossen. Man nennt ferner Produkt von B mit A und bezeichnet
mit AB 20

) das Resultat, das man erhalt. wenn man die Operation A
auf das Resultat von B anwendet. Das Produkt BA ist im all-

gemeinen von AB verschieden; sind diese Produkte einander gleich,
so ist die Multiplikation der Symbole A und B kommutativ. Die

Operationen, die man gewohulich untersucht, geben A (BT} = (AB) I-
das ist die associative Eigenschaft. Von Symbolen derart, dass die

Gleichungen gelten:

und wenn c irgend eine Zahl ist
31
):

(
4
) A(ca} = cA(a),

sagt man, sie haben die distributive Eigenschaft
22
); die Symbole und

die durch sie bezeichneten Operationen heissen dann auch selbst

distributiv.

Aus dem assoziativen Gesetz folgt das Gesetz der Indices (law
of indices):

(5) ^m^n == ^m + n

Dieses Gesetz lasst sich auf negative und gebrochene Eiponenten
ausdehnen. Man bezeichnet mit dem Symbol 1 die

,,identische&quot; Ope
ration :

(6) 1 () = a

und mit A~ l
eine zu A

,,inverse&quot; Operation, d. h. eine von der Art,
dass AA 1

(a)
= a ist fur jedes Objekt ,

oder symbolisch:

Hier und im folgenden bis Nr. 17 einschlieBlich soil nur von distri-

butiven Operationen die Rede sein; sie haben sich zuerst dargeboten
und sind fur die Anwendungen die wichtigsten. Fur eine solche

Operation ist die inverse A 1 bestimmt bis auf einen additiven Term

20) Mehrere Autoren, z. B. C. Jordan, Traite des substitutions, Paris 1870,
bezeichnen dieses Produkt mit B A. Die Bezeichnung A B a fur A (B (a)) schliesst

sich an die der Theorie der Funktionen an.

21) Nur wenn c rational ist, ist (4) Folge von (3).

22) Servois, Gergonne Ann. 5 (1814), p. 248.
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A~ 1

(Qi) 1
und wenn die Gleichung A(&amp;lt;o)

= Q niehrere Losungen o^,

o&amp;gt;

2 ,
. . . hat, so unterscheiden sich zwei verschiedene Werte von A~

voneinander durch ein willkiirliches Element der linearen Mannig-

faltigkeit qGjj -f- 2
w

2 -f- . Unter den verschiedenen Werten von

A~ l sind dann auch solche, die ebenfalls distributiv sind. Man kann

Funktionen von einem oder mehreren distributiven Symbolen defi-

nieren, indem man mit rationalen ganzen Funktionen beginnt. Wenn

die komrautative Eigenschaft besteht, sind die Regeln des Rechnens

mit diesen Funktionen dieselben wie die der gewbhnlichen Algebra.

Man geht dann zu gebrochenen Funktionen von einem oder mehreren

Symbolen iiber, und man beweist 23
),

dass diese ebenfalls distributive

Operationen liefern. Das Symbol B heisst intermediary zwischen A
und F, wenn AB = BF ist; in modernerer, der Gruppentheorie

(I A 6, Nr. 3) entlehuter Sprechweise sagt man, dass F die Trans-

formitrte von A vermittelst B ist. Es ist dann B auch intermediar

zwischen f(A) und f(F}, wenn / das Zeichen einer ratioualen

Funktion ist. Man hat auch transzendente Funktionen von Sym
bolen und Entwicklungen in Reihen mit symbolischen Gliedern 2

)

betrachtet; z. B.

/0\ ,&amp;gt;A _ &quot;^

1 An
~^LJ

Sind die Symbole A
}
B kommutativ 26

) ,
so hat diese Operation die

Eigenschaft:

(9)
eA + B = e

A e
B

.

Die Division nicht kommutativer Symbole giebt Anlass zu zwei ver

schiedenen Fallen, je nachdem man von den beiden Faktoren eines

Produkts den zur Rechten (inneren Divisor) oder den zur Liuken

(ausseren Divisor) sucht; fur beide Falle hat man die Verallgemeine-

rung der Formeln der Division der Polynome gegeben
27

).

6. Einfache distributive Operationen. Zu den einfachsteu dis

tributiven Symbolen gehoren:

D, das Symbol der gewohnlichen Differentiation;

A, Symbol der endlichen Differenz:

(10) Aa (x)
= cc (x -f 1) a (a);

23) Murphy, Lond. Phil. Trans. 1837, p. 182.

24) Ibid. p. 196.

25) Bei den meisten Autoren ohne jede Frage nach der Konvergenz.

26) Murphy, Lond. Phil. Trans. 1837, p. 198.

27) Russell, ibid. 18611863.
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6, von den alteren Analysten
28
) ,,etat varie&quot; genannt, defmiert

durch :

(U) 0a(*) = (*+!)
Zwischen und A besteht die Relation:

(12) = A -f 1 .

Ferner ist:

(13) 0*a(x) = a(x + h)

fiir jedes h.

Su ,
wo

t
u eine Funktion von x ist, bedeutet die Operation der

Substitution, die in einer gegebenen Funktion x durch u(x) ersetzt-

man bat demnach:
/ -i 4\ O/\ /

Neben diesen einfachen Operationen hat man die gauzen und

gebrochenen rationalen Funktionen ihrer Symbole. Ist f(D) eine

rationale Funktion des Symbols D und
/&quot;

die nach den gewohnlichen
Regeln gebildete Ableitung von / ,

so hat man 29
):

(15) f(D) (aft)
=

af(D-) ft + Da.f (D) ft +^ D2
-

/&quot; (D) ft + --.

B.Brisson 30
) hat allgemeinere Funktionen f(D, A) der distributiven

Symbole betrachtet und zur Integration linearer Differenzen- und Dif-

ferenzialgleichuugen verwendet. A. Cauchy
31

)
hat diese Untersuchungen

fortgefiihrt; er giebt eine grosse Anzahl Formeln, von denen viele da-

durch erhalten werden, dass er an der Stelle der Funktion und ihrer

Ableitungen ihre Ausdriicke durch bestimmte Integrale substituiert;
so findet er zahlreiche Summenformeln von neuein, u. a. die bekannte

von Euler-Madaurin (I E, Nr. 11). Erwahnenswert ist, dass er zuerst

bemerkt, dass das Rechnen mit Symbolen auch zu unrichtigen Resul-

taten fiihren kann, wenn man die Funktionen von Symbolen f(D, A)
in Reihen entwickelt; er giebt Grenzen fiir die Konvergenz solcher

Reihen und Methoden zur Verifikation der auf symbolischem Wege

28) Arbogast u. a.

29) Haryreave, Lond. Phil. Trans. 1848. Fi ir den Fall, dass f eine ganze
Funktion von D ist, selbst fiir den Fall, dass sie die Variable noch in den

Koeffizienten enthalt, war diese Formel schon /. d Alembcrt bekannt (Theorie
des vents, Berl. m^m. 1746; vgl. die allgemeiue Formel Nr. 13).

30) Brisson scheint seine Untersuchungen nicht selbst publiziert zu haben;
sie werden von Cauchy

sl
)

zitiert.

31) Sur 1 analogie des puissances et des differences, Exerc. de math. 2, Paris

1827, p. 159 (Oeuvres (2) 7, p. 198). Vgl. auch Par. C. R. 17, 1843, p. 377, 449

(Oeuvres (1) 8, p. 26, 28).
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erhaltenen Resultate. Endlich dehnt er seine Uberlegungen auch auf

Funktionea von Symbolen F(DX ,
D

y , I),, . . .
,
&x ,

A
y ,
A

2 ,
. .

.) aus,

die sich auf Funktionen von mehreren Variabeln anwenden lassen.

Einige der Resultate von Nr. 5, sowie die Formel (15) lassen

sich auch auf solche Funktionen ausdehnen, die zn Koeffizienten nicht

uiehr Konstante haben, sondern Funktionen der Variabeln, die in die

Objekte a, /3,
. . . eingehen

32
).

7. Ableitungen (Differentialquotienten) zu beliebigem Index.

An das besprochene Rechnen mit Symbolen schliesst sich eng das

Rechnen mit Ableitungen zu beliebigem Index an. Die Idee, Ab

leitungen mit negativ ganzzahligem oder mit gebrochenem Index zu

betrachten, geht mit den Anfiingen der Differentialrechnung auf

Leibniz selbst 33
)

zuruck. Unter den zahlreichen Versuchen, zu denen

sie Veranlassung gegeben hat 34
),

ist der von J. Liouvitte
3

^ zu er-

wahnen: er geht wesentlich von der Hypothese aus, dass die Funk-

tion cc(x) eiae Entwicklung in eine Reihe von Exponentialgrossen :

(16) a(x)=2c&amp;lt;r*
x

n

zulasst, und definiert dann die Ableitung der beliebigen (rationalen

oder irrationalen, reellen oder komplexen) Ordnung s durch die Reihe:

(17) D cc (x)
=^cnan

3
e
a x

.

n

Diese Definition erlaubt die Satze des Rechnens mit Ableitungen

leicht zu verallgemeinern; aber als allgemein kann sie nicht an-

gesehen werden, da sie weder auf die etwaige Unmoglichkeit Riick-

sicht nimmt, eine vorgelegte Funktion K(X) in der Form (16) zu

entwickeln, noch auf eine etwaige Divergenz der entstehenden

32) Boole, Treatise on differential equations, chap. 16.

33) Opera ed. Dutens 3, p. 105; Commerciuin philos. et math., passim.

34) Z. B. L. Euler, Petrop. Comm. 1730/31 ;
J. B. Fourier, Theorie de la chaleur,

Paris 1822, Nr.422, p. 561; Lacroix, Traite de calcul differentiel 3 (1821), p. 409;

-S. Spitzer, Arch. Math. Phys. 32, p. 334; 33 (1859), p. 116; Tardy, Ann. di mat.

1 (1858); S. Boberts, Quart. J. 7, p. 316; 8, p. 52, 139 (186667); C. W. Borchardt,

Berl. Ber. 1868; Bollet. Boncompagni 2, p. 277; A. Genocchi, Torino Atti 4 (1869),

p. 263; Torino Mem. (2) 26 (1871), p. 61; G. H. Halphen, Bull. Soc. Math. 8 (1880),

p. 62; /. Hadamard, J. de math. (4) 8 (1892), p. 171; Ch. Bourlet, Ann. ec. norm.

(3) 14 (1897), p. 154; Oltramare, Essai sur le calcul de generalisation, Geneve

1896. Ein Verzeichnis von zahlreichen Arbeiten iiber Ableitungen zu beliebigem

Index, von E. Wolffing, findet sich im ,,Intermediaire des mathematiciens&quot; 6 (18y J),

p. 268. S. auch Interm. 12 (1905), p. 24; Encykl. II A 2, Nr. 48, 49.

35) J. ec. polyt. 13 (1832).
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Reihen (17). J. A. Serret*6
) hat die Liouville sche Theorie auf die

Integration gewisser Differentialgleichungen angewandt. Eine Jugend-
arbeit von B. Riemann*1

) definiert als Ableitung ster Ordnung einer

Funktiou a(x) den Koeffizienten von h* in der Entwicklung von

a(x-\-K) in eine Reihe von Potenzen der Form ht+n
(t nicht ganz-

zahlig; n= oo, ..., 1, 0, 1, 2, . .

., +00) - -
abgesehen von einem

von t abhangigen, aber von x und der Funktion a unabhangigen Faktor.
Von dieser Definition aus kommt er zu der Darstellung dieser Ab
leitung durch das bestimmte Integral:

(18)

(m ganzzahlig); Hj. Holmgren} benutzt umgekehrt diese Darstellung
als Ausgangspunkt7

um in einer weitlaufigen Abbandlung die Eigen-
schaften der Ableitungen zu beliebigem Index zu entwickeln. Unter
neueren Anwendungen dieses Algorithmus sind zu erwahnen: der Zu-

sammenhang zwischen der Ordnung einer Potenzreihe a (x)
=^a x&quot;

d. h. einer Zahl w von der Art, dass D~*(x) auf ihrem Konvergenz-
kreis endlich, stetig und ,,a ecart limite&quot; ist fur s

&amp;gt; w, aber nicbt
fiir

s&amp;lt;^w,
und der Grenze lim an

- andererseits der Zusammenhang
zwischen der Ordnung und den Singularitaten von a(x) auf dem
Konvergenzkreis

39
).

Fur eine analytische in der Umgebung von
x = regulare Funktion giebt Bourkt*

) fiir die Ableitung der be-

liebigen Ordnung s die Definition:

(19) a (*)
= - (- D

und Pincherle* 1

) beweist, dass diese Reihe gerade die Bedingungen
erfiillt, denen eine Funktionaloperation geniigen muss, wenn sie die

charakteristischen Eigenschaften der Ableitungeu ganzzahliger Ord

nung behalten soil.

8. Die Generalisationsrechnung von Oltramare. Von der Theorie
der Ableitungen zu beliebigem Index im Sinne von Liouvitte**) stamint
direkt die Methode von G. Oltramare, der ihr Urheber den Nameu

36) Par. C. R. 17 (1843), p. 468.

37) Werke ed. Dedekind u. Weber, p. 331.

38) Stockh. Handl. 5 2
(1866).

39) Hadamard, J. de math. (4) 8 (1892); La serie de Taylor et son pro-
longement, Paris coll. scientia 1901, p. 44.

40) Ann. ec. norm. (3) 14 (1897), p. 164.

41) Bologna mem. (5) 9 (1902).
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7,Generalisationsrechnung&quot; gegeben hat 42
).

1st eine Funktion in eine

Reihe von Exponentialgrossen entvvickelt gegeben:

(20) a (x) = 2f(u) e
ux

so betrachtet er diese Funktion als Resultat einer auf e
ux

ausgeiibten

Operation G:

/oi \ Gfux - ^Y (n\ fux a (x\I 6 J. ) _^j I ^M y
C * ** \^/

Es folgt dann:

(22) Gun
e
ux = IPa. (x)

und

man kann also durch dieses Hilfsmittel aus jeder Gleichung f(u)
=

#(**)

eine Fuuktionalrelation erhalten, indem man mit e
ux

multipliziert und

dann beiderseits die Operation G ausiibt. Oltramare leitet so zahl-

reiche Formeln ab, doch uicht mit geniigender Strenge, da narnent-

lich die Vertauschbarkeit der Operation G mit der Integration zwischen

uneudlichen Grenzen, von der er Gebrauch macht, nicht bewiesen ist.

Nur durch genauere Bestimmung der Klasse von Funktionen, an der

man operiert, kann man die meisten Resultate streng inachen, ebenso wie

die Methode von lAouville fiir die Ableitungen zu beliebigem Index.

L. Desaint^) kundigt sowohl dieses Resultat an, als auch den Satz,

dass jede in einem geschlossenen Bereich regulare analytische Funk

tion sich immer durch eine abzahlbare oder nicht abzahlbare Summe

von Exponentialgrossen darstellen lasst.

9. Anwendungen des Redmens mit Symbolen. Sei A eine

distributive Operation und sei vorausgesetzt, dass es in einer ge-

wissen Menge von Funktionen fiir jeden Wert der Konstante a nur

eine Funktion s(a) gebe, die der Gleichung:

(24) A(e} = ae

genugt. Sei dann die Funktionalgleichung mit konstanten Koeffizienten:

(25) f(A) = a
Q

A&quot; (a) + a
l
A tt - 1

(a) H h a-i^() + n
=

vorgelegt. Wenn die algebraische Gleichung:

(26) f(g) m aQ
zn + a^- 1 + + *.-i + =

42) Sur la generalisation des identites, Geneve mern. inst. nat. 16 (1886);

Essai sur le calcul de generalisation, Geneve 1896. Vgl. auch die Genfer Thesen

von Cailler, recherches sur les equation partielles et sur qques. points du calcul

de generalisation, 1887, u. von D. Mirimanoff, sur les bases du calcul de gene

ralisation, 1900.

43) Vgl. Caucliy, Exercices de math. 2, Paris 1827, p. 161.

44) Par. C. E. 134 (1902), p. 1193.



9. Anwencl. des Rechnens m. Syinb. 10. Auwend. auf Differentialgl. 773

die n einfachen Wurzeln a, b, c, . .
.,

h hat, so ist die allgemeinste

Losung der Gleichung (25) die Funktion:

(27) a = k,s (a) + V (6) + - - - + kn s (h) ,

in der l\, k
2 ,

. , .,
Jcn willkiirliche Konstante bedeuten. Sind die

Wurzeln von (26) nicht alle einfach, ist z. B. a eine r-fache Wurzel,
so sind r Glieder von to zu ersetzen durch:

(28) M(a)-|-^|4.... + tr^.
Die allgemeine Losung der Gleichung

(29) f(A) = a A (a) + a,A^ (a) + - - + an a = &amp;lt;? ,

in der
&amp;lt;p

eine gegebene Funktion bedeutet, ist:

(30)

wenn die Wurzeln von (26) alle einfach sind. Der Fall mehrfacher

Wurzeln bietet keine besondere Schwierigkeit; ebensowenig die Aus-

dehnung auf Funktionen von mehreren Variabeln.

Die vorhergehende Methode, in der Form uiehr oder weniger

modifiziert, fiihrt zur Auflosung der homogenen und nicht homogenen
linearen Differentialgleichungeu mit konstanten Koeffizienten (Boole,

Treatise on diff. equat.); der Diflerenzengleichungen mit endlichen

Koeffizienten (Boole, Co0ra&); der Gleichungen der Form (25), in

denen A die Operation xD bedeutet - - sie lassen sich durch die

Substitution x = e auf lineare Different] algleichungen mit konstanten

Koeffizienten zuruckfiihren (Boole, Carmichael) , derjenigen, in

welchen A = x ~---1- y j
ist (Spottiswoode) ; derjeuigen ;

in welchen

A die in Nr. 6 besprochene Operation S^ der Substitution ist (Le-

meray^}}. Sie lasst sich auch ausdehnen auf gewisse Klassen von

Gleichungen mit variablen Koeffizienten (Boole, Russell) und von nicht

linearen Gleichungen (Hargreave); auf Systeme simultaner Differential-

gleichungen (Carmichael)- auf die Auswertung bestimmter Integrate

(Bromvin, Russell) u. s. w. 46
).

10. Anwendungen awf Differentialgleichungen. Der formale

Teil der Theorie der linearen Differentialgleichungen vereinfacht sich

in bemerkenswerter Weise durch den Gebrauch der symbolischen

46) Ibid. 125 (1897), p. 1160.

46) Die allgemeine Methode geben Fincherle, Torino Atti 30 (1895), p. 524;

Pincherle e Amaldi, Le operazioni distributive, Bologna 1901.
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Methoden 47
).

Sei F die linke Seite eiuer linearen Differentialgleichung;

F ist ein distributives Operationssymbol, das den Namen ,,linearer

Differentialausdruck&quot; erhalten hat. Fur diese Ausdriicke kann man

eine Algebra geben, analog zu der der ganzen Polynome: Zerlegung

in Faktoren, Teilbarkeit, Quotient zur rechten und zur linken; das

Problem der Integration der Gleichung F = lasst sich zuriick-

fiihren auf das der Zerlegung von F in ein - - im allgemeinen nicht

kommutatives - - Produkt symbolischer Faktoren; die Kenntnis par-

tikularer Integrate von F= erlaubt Faktoren von F zu bestimmen

und die Integration der Gleichung auf die einer Gleichung niedrigerer

Ordnung zuriickzufuhren
;
dieselben Beruerkungen geben eine Methode

zur Bestimmuug der gemeinsamen Teiler zweier Formen und erlauben

ihre Reduzibilitat zu definieren. Endlich 48
)

die Gleichung F(a) = cp,

in der a die unbekannte Funktion bedeutet, hat eine durch die Ent-

wicklung:

(31) JX#-&quot;&amp;gt;
m = n

darstellbare Losung, in der n die Ordnung von F bedeutet und die

Koeffizienteu Km durch eine (n + l)-gliedrige lineare Rekursions-

formel verbunden sind.

Fiir die linearen Differenzengleichungen mit variablen Koeffi-

zienten hat man ganz analoge Resultate 49
).

11. Anwendungen auf Formen- und Zahlentheorie. Die Prin-

zipien des Rechnens mit Symbolen lassen sich auch auf andere Ge-

biete anwenden. Sie bilden einen Teil der Gesetze, die das Rechneu

mit invarianten Formen nach Cayley, Aronhold und Clebsch (I B 2,

Nr. 12,13) beherrschen. Sie konnen auch dazu dienen, gewisse Ent-

wickluugen der analytischen Zahlentheorie (I C 3) in kondensierter

Form darzustellen.

So lassen sich, wenn man iibereinkommt, nach Ausfiihrung der

47) G. Libri, J. f. Math. 10 (1836), p. 185; A. Cauchy (anciens) Exercices

de math. 1, Paris (1826), p. 53; E. Brassinne, Note zuin Cours d analyse von

Ch. Sturm, Paris 1868; L. Thome, J. f. Math. 76 (1873), p. 273; Vaschy, J. ec. polyt.

cah. 63 (1893), p. 39; L. Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Diffe-

rentialgleichungen, Leipz. 1894; L. ScUesinger, Handbuch der lin. Differential-

gleich. 1, Leipz. 1895, Abschn. II; A. E. Forsyih, Theory of differ, equal, 1,

Cambr. 1897; Pincherle e Amaldi, operaz. distrib. cap. XI.

48) Palermo Rendic., 11 apr. 1897.

49) Libri, J. f. Math. 10 (1836), p. 185; Pincherle, Bologna Mem. (5) 5 (1895),

p. 87. Fiir Anwendungen des Gebraucb.es der Symbole in der Theorie der Diffe-

renzenausdriicke, s. u. a. A. Guldberg, Par. C. R. octobre 1897; Christiania Skrifter

1897, Nr. 10; Tliora Groth, Nyt Tidskr. f. Math. 16, p. 1, Copenhagen 1905.
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Rechnung die Exponenten von a, &, c durch Indices zu ersetzen, die

Polynome:

(32) + na,x + -(
&quot;=^a2*

2 + + a.s&quot;,

(33) b
Q cnx + nb

l
cn _ l x-iy + *^^b, Cn _ sXn-2f+. - + &B c r,

bezw. schreiben:

(1 + ax~), (ex + 6y) ;

die Reme:

(34) .+ ,*+ fVi +
kann geschrieben werden e^u.s. w. u.s.w. Dabei findet man, wie
Boole anmerkt ,,a connexion which in some instances involves far

more than a merely formal
analogy&quot; (vgl. Nr. 4). Durch Differentiation

des Polynoms:

iiberzeugt man sich, dass sich seine partiellen Ableitungen durch

(35) nc(cx + by}&quot;-

1

, nb(cx -f by)&quot;-

1

ausdriicken, mit anderen Worten: die Differentiation kann an dem

syrnbolischen Ausdruck vollzogen werden. Die Identitat:

(36) /&quot;(* + + *)
=

f(e + h + a)

bleibt bestehen, wenn man nach Entwicklung beider Seiten nach

Potenzen von a diese Potenzen durch die Zahlen
,
alf 2 ,

... einer

beliebigen Folge ersetzt; daraus entspringen zahlreiche Formeln^
die wir hier beiseite lassen, da sie dem Gebiete der Differenzen-

rechnung (I E) angehoren. Erwahnt sei nur noch die symbolische
Schreibweise der Rekursionsformel der Bernoulli schen Zahlen 51

):

(37) (B+ 1)_ Bn = n.

J. L. Jensen) hat neuerlich die symbolische Betrachtung der

distributiven Operationen angewandt, um vielfache Formeln, im be-

sonderen fast alle bekannten Identitaten zwischen Binomialkoeffizienten

zu erhalten.

50) Z. B. die Summenformeln von Euler und von Maclaurin. Vgl. etwa

G. Boole, Grundlehren der endlichen Differenzen und Summenrechnung, deutsch

von C. Schnuse, Kap. VII und passim, Braunschweig 1867; A. Markoff, Diffe-

renzenrechnung, deutsch von T. Friesendorff und E. Priimm, Kap. VIII und IX,

Leipzig 1896; E. Cesdro, Analisi algebrica, Torino 1894, 41 ff. sowie Encykl. IE.

51) Vgl. Encykl. II A 3, Nr. 18. Zahlreiche analoge Formeln bei E. Lucas,

Thdorie des nombres, Paris 1891, chap. 13 und bei Cesaro, Analisi algebrica 40.

52) Acta math. 26 (1902), p. 314.
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12. Vektorielle Interpretation in einem Raume von n Dimen-

sionen. Bisher waren die Objekte der Operationen beliebige Funk

tionen, die Operationen selbst von gegebener Art. Betrachten wir

jetzt distributive Operationen, deren Natur nicht von vornherein fest-

gelegt ist, deren Objekte und Eesultate einer bestimmten w-diraensio-

sionalen 53
) Mannigfaltigkeit:

(38) c^j H- c
2 2 H -f cn an

angehoren, wo a1? 2 ,
. .., an

n linear unnbhangige Elemente der

Mannigfaltigkeit sind, q, c
2 ,

. .., cn willkiirliche Konstante. Z. B. kann

die Mannigfaltigkeit von einer linearen Klasse von Funktionen ge-

bildet sein; a
t , 2 , ..., an sind dann linear unabhangige Funktionen.

Unter dieser Voraussetzung findet man, dass die distributiven Opera

tionen nichts anderes sind, als die Kollineationcn
,

die die gegebene

Mannigfaltigkeit (einen w-dimensionalen Raum) in sich transformieren:

die Zusammensetzung und Zerlegung der Operationssymbole fallt zu-

sammen rnit der Zusammensetzung und Zerlegung der Kollineationen

(III A 6
;
C 8). Unter diesem Gesichtspunkt sind die elementaren

Eigenschaften der distributive!! Operationen von E. Layuerre**),
von

G. Peano 55
)
und fiir n = 3 ausfiihrlicher von E. Carvallo 56

) gegeben

wordeu. Der letztere betrachtet die Elemente der gegebenen Mannig

faltigkeit als Vektoren (III B 3) in eiuem w-dimensionalen Raunie.

1st A eine gegebene Operation, so sind diejenigen Vektoren, fiir

welche A(d) = ist, besonders wichtig; sie geben die ,,Extinktions-

richtungen&quot;
57
)

oder einfacher die Wurzeln von A. Eine Kollineation,

die Wurzeln zuliisst, ist ausgeartet, und man kann den Grad ihrer

Ausartung definieren. Mehrere Wurzeln von A definieren einen

linearen Raum, dessen samtliche Elemente Wurzeln von A sind

(,,Wurzelraum&quot;).
Jede Wurzel von A ist zugleich Wurzel von Am

,

aber nicht umgekehrt; eine Wi;rzel von Am
,

die nicht zugleich

Wurzel von A&quot;
1 - 1

ist (,,eigentliche
Wurzel von AmU]

hat besonderes

Interesse. Die Wurzeln von A 0, d. h. diejenigen Vektoren ex,
fur

fiir welche A(a) = zee ist, sind die invarianten Elemente der Kol

lineation J.; sie existieren nur fiir bestirnmte Werte von 0, namlich

53) Einer w-dimensionalen, wenn man cclt ..., an als Vektoren ansieht

einer (n l)-dimensionalen, wenn man Homogeneitat einfiihren will, d. h. wenn

man a
x , 2 ,

. . ., aw als Punkte ansieht und dabei co^ als einen von o^ nicht

verschiedenen Punkt betrachtet

54) J. ^c. polyt. cah. 42 (1867), p. 215; Oeuvres 1, p. 221.

55) Calcolo geometrico, Torino 1888, cap. X.

56) Monatsh. f. Math. 2 (1891), p. 177, 225, 811.

57) Nach Carvallo, ibid. p. 195.
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fur die Wurzeln einer algebraischen Gleichung
ten

Grades, der Fun-

damentalgleichung (II B 4 und III C 8j
58

).
Sind die Wurzeln der

Fundamentalgleiehung nicht alle einfach, so fiihrt die Untersuchung
der eigentlichen Wurzeln der Potenzen von A z zur Zerlegung
von A in einfachere Faktoren; man findet so durch eine synthetische
Methode die von Weierstrass entwickelte Theorie der Elementarteiler

der bilinearen Formen (I B 2, C 2) wieder. In dieser Theorie haben

mehrere Autoren 59
) von einer symbolischen Bezeichnung Gebrauch

gemacht, die der im Operationskalkiil verwendeten nahekommt.

13. Interpretation in einem Raume von unendlich vielen Di-

mensionen. Die Prinzipien des Rechnens mit Symbolen zusammen
niit Uberlegungen der Geometrie der linearen Raume geben der

Theorie der distributiven Operationen einen hohen Grad von Klarheit

und Einfachheit, soweit diese Operationen an den Elementen einer

linearen Mannigfaltigkeit von endlicher Dimensionenzahl ausgeiibt

werden, mogen diese Elemente nun Funktionen sein oder nicht.

Man kann sich fragen, ob sich diese tJberlegungen auf alle Funk
tionen einer linearen Mannigfaltigkeit ausdehnen lassen, wenn die

Anzahl der Dimensionen dieser Mannigfaltigkeit (abzahlbar) unend-

lich ist. Die Frage ist zu bejahen: so kann man z. B. die Manuigfaltig-
keit S (Furiktionalraiini) der Potenzreihen a einer Variabeln x ins Auge
fassen und dann die Gesamtheit der distributiveu Operationen untersuchen,
die jedes Element dieser Mannigfaltigkeit in ein Element derselben

Mannigfaltigkeit iiberfiihren 60
).

Diese Operationen bilden eitie Gruppe.
Man kann fur sie eine zur Stetigkeit analoge Eigenschaft definieren 61

)

und dann die Bedingungen ableiten, unter welchen die distributive

Eigenschaft der Operation A sich auf eine unendliche Reihe iiber-

triigt, d. h. unter welchen man thatsaclilicti hat:

58) Pincherle, Lomb. Rend. 29 (1896), p. 400; Pincherle e Amaldi, Opera-

zioni, cap. Ill, IV.

59) G. Frobenius, tJber lineare Substitutionen und bilineare Formen, J. f.

Math. 84 (1878), p. 1; E. Study, Monatsh. 2 (1891), p. 23; Sforza, Giorn. di

mat. 34 (1896), p 252 u. s. w.

60) S. Pincherle, Line. Eend. (5) 4 (1895), p. 142; Math. Ann. 49 (1897),

p. 349; C.Sourlet, Ann. ec. norm. (3) 14 (1897), p. 133. Bei Bourlet heissen die

distributiven Operationen ^transmutations additives&quot;. Wegen der Ausdehnung auf

Operationen an mehreren Funktionen oder an Funktionen von mehreren Ver-

auderlichen vgl. man B. Colo, Line. Rend. (5) 4* (1895), p. 52.

61) Bourlet, Ann. &amp;lt;&amp;lt;c. norm. (3) 14, 1
; G.Hadamard, Par. C. R., 9 fevrier 1903.

Encyklop. d. math. Wiaaenscb. II. 51
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wo 2 ttn e*ne *n einem geeigneten Bereich der Variabeln konvergente

Reihe bedeutet. Im Raume S stellt jede Potenzreihe einen Vektor

oder einen Punkt vor, ihre Koeffizienten sind die Koordinaten des

Vektors oder Punktes 62
);

die distributiven Operationen, die sich auf

Potenzreihen anwenden lassen, sind die Kollineationen dieses Raumes.

Diese Kollineationen konnen wie bei einer endlichen Anzahl von Di-

mensionen ausarten; nur hat man hier zwei Arten von Ausartungen
zu unterscheiden: die Operation A kann in der Mannigfaltigkeit

Wurzeln zulassen: Ausartung erster Art; oder wenn K die Mannigfaltig

keit S beschreibt
;
kann A () einen in S enthaltenen, aber nicht mit ihr

identischen Raum beschreiben, sodass die Gleichung A (a)
=

&amp;lt;p

nicht

fur jedes y Losungen in S hat: Ausartung gweiter Art**}. (Bei Kol

lineationen in Raumen von endlicher Dimensionenzahl ist jede dieser

beiden Eigenschaften eine Folge der anderen.)

Die Gesamtheit derjenigen Elemente von S, die einer linearen

Relation (mit endlicher oder unendlicher Gliederzahl) geniigen, kann

als eine Ebene von S bezeichnet werden. Jeder Operation A, die die

Elemente von S transformiert, entspricht eine Operation A, die die

Ebenen so trausfonniert, dass dabei die Bedingung der Koinzidenz

von Punkten und Ebenen erhalten bleibt, sie heisst die Adjungierte

von A. Sind dann S, C die Adjungierten von B, C, so gilt:

wenn A = BC, so ist A = CB .

Ist A ein linearer Differentialausdruck (Nr. 10), so ist A seine

Lagrange
1

sche Adjungierte (II B 4). Zu einem linearen Ausdruck mit

endlichen Differenzen erhalt man die Adjungierte, indem man jeden

Term ff (x) a. (x + /) fur j = 0, 1, 2, ... durch fj (x j) a(x ;)

ersetzt
64

).

14:. Darstellung einer distributiven Operation durch eine Beihe.

Wendet man einen Differentialausdruck wter
Ordnung F auf ein Pro-

dukt a/3 an, so erhalt man unmittelbar die folgende Formel, ein Ana-

logon zu der von Taylor fiir eine rationale ganze Funktion:

(40) F(ap} =FWP + F (a)Dp + F (a}D*p + -..+F$I)fc
dabei werden F

} F&quot;,
. . . erhalten, indern man in F die gewohnlichen

Regeln der Differentiation in Bezug auf das Symbol D anwendet, und

G2) T. Cazzaniga, Torino Rend. 34 (1899), p. 510.

63) Pincherle, Lomb. Rend. 30 (1897), p. 103; Pnicherle e Amaldi, cap. 16;

Hadamard, Serie de Taylor, p. 80.

64) Pincherle, Bologna Rend. 2 (1898), p. 130
;
E. Bortolotti, Line. Rend. (5, 7 1

(1898), p. 257; 7
2

, p. 46, p. 74.
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konnen folglich als aufeinander folgende Ableitungen von F bezeichnet

werden 65
).

Man hat:

(41) F (a)
= F(ax) xF(u}.

Analog hat man, wenn A das Symbol irgend einer distributiven

Operation ist, die Operation:

(42) A (a}
= A (xa) xA (a)

Fmktionalableitung von A genannt. Bezeichnet man sie durch den

Accent, so hat man die Identitat 66
):

(43) (AJB) =AB + AB .

Entsprechend definiert man die successiven hoheren Funktional-

ableitungen; man gelangt dann zu der Formel 67
):

(44)
71 =

die zum Taylor schen Satz der Funktionentheorie analog ist. Be-

trachtet man in ihr a als ein festes, &amp;lt;p

als ein veranderliches Element,
so hat man den Satz, dass im allgemeinen jede distributive Operation

sich durch eine nach Potenzen des Ableitungssymbols D geordnete

unendliche Reihe darstellen lasst ein Analogon zu der Darstellung

jeder analytischen Funktion durch eine nach Potenzen der Variabeln

fortschreitende Reihe. Was die Frage nach der effektiven Giltigkeit

der Formel (44) betrifft, so findet man, dass sie immer eiuen FunJc-

tionalkonvergenzbereicli hat, d. h. dass es immer eine lineare Mannig-

faltigkeit von Funktionen cp giebt, fur die die rechte Seite von (44)

konvergiert und die linke Seite wirklich darstellt.

Aus (44) folgt, dass das Problem der Aufsuchung der Wurzeln

einer distributiven Operation und das ihrer Inversion sich zuriick-

fuhren lasseu auf das der Integration einer homogenen, bezw. nicht

homogenen linearen Differentialgleichung von im allgemeinen unend-

lich hoher Ordnung. Gleichungen dieser Art weisen gewisse Analo-

gien mit den Gleichungen endlicher Ordnung auf 68
);

aber man hat

von ihnen uoch keine allgemeine Theorie.

Es ist bemerkenswert, dass die Konvergenz der Reihen (44) keines-

wegs eine Eigenschaft verlangt, die ein Analogon der Stetigkeit ware.

Dagegen ist die Betrachtung eines solchen Analogon erforderlich, wenn

man z. B. als Mannigfaltigkeit der Objekte (als Funktionalraum) die

65) D Akmbert, Theorie des vents, Berlin mem. 1746.

66) Pincherle, Line. Rend. (6) 4 (1895), p. 145; Math. Ann. 49 (1897), p. 363.

67) S. cit. ); Bourlet, Ann. ec. norm. (3) 14 (1897), 5, p. 149.

68) Bourlet, ibid. 11, p. 178 und 1C (1899), p. 333.

61*
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(nicht mehr abzahlbare) Gresamtheit F der reellen und stetigen Funk-

tionen zwischen a und & betrachtet, um Darstellungen der Operationen

durch Reihen zu erhalten. Ist U eine distributive Operation, die ein

Element f von F in eine bestimmte und endliche Zahl c transformiert,

und kouvergiert U(f) gegen U(fJ, wenn / gegen /; gleichmassig

konvergiert, so nennt man 69
)
U eine Linearoperation. Fiir solche

Operationen kann man durch Gebrauch der Fourier schen Reihe, fur

U die Entwickelung

erhalten 70
),
wo Un (f) die besondere Linearoperation ist:

n

Un (f) =Jf(x) cos nxdx
o

und

an = ~
U(COB nx\

15. Darstellung einer Operation durch ein bestimmtes In

tegral. Ist
&amp;lt;p

eine analytische Funktion, so kann man in (44) D&quot;^

ersetzen durch seinen Ausdruck vermittelst des Cawc/M/ schen Integrals:

in dem I eine geschlossene Kurve in einern Bereich bedeutet, in dem

die Funktion (p regular ist. So erhalt man zuerst fiir die Operation

A, dann auch fiir allgemeinere Operationen, eine Darstellung der Form:

(46) A (9?)
=

jit (x, */) 9P (y) dy ;

(0

dabei bedeutet it(x,y) eine Funktion von zwei Variabeln, die nur

von der Natur der darzustellenden Operation abhangt, 9? dagegen ist

eine Funktion, die in einem geeigneten Funktionalbereich willkurlich

veranderlich ist, I irgend ein Integrationsweg. Verschiedene Ope

rationen haben sich in der Form (46) oder in der allgemeineren:

(47)

dargeboten
71
);

die wichtigsten werden in den folgenden Nummern

69) G. Hadamard, Par. C. E., 9 ftvrier 1903.

70) M. Frechet, Trans, of the Amer. Math. Soc. 5 (1904), p. 493.

71) A. Viterbi, Ann. di mat. (2) 26 (1897), p. 261
;
3 (1899), p. 299, betrachtet die

durch Integrale dargestellten Funktionaloperationen als Elemente eines Kalkiils,

den er entwickelt.
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angefiihrt. Das Problem der Bestimrnung der Inversen zu einer in

der Form (46) oder (47) dargestellten Operation ist identiach mit dem

der Urn-helming der bestimmten Integrate (Nr. 28 31).

Hadamard^ hat bewiesen, dass die stetigen Linearoperationen

U(f) (Nr. 14), die einer stetigen reellen, zwischeu a und b gegebenen

Funktion / eine bestimmte Zahl zuordnen, immer Darstellung in Form

des lim eines bestimmten Integrals besitzen; die Darstellung selbst

lautet:

U(f)=]imff(x)Kn (x)dx,

wo Kn (x} wieder eine zwischen a und b stetige Funktion ist.

16. Die Transformation von Laplace. Unter den in der Form

(46) auftretenden distributiven Operationen ist eine der wichtigsten

die nach Laplace genannte Transformation, die durch:

(48) A(g&amp;gt;)
=
W

gegeben ist. Durch Einfiihrung einer neuen Variabeln t = ey erhalt

man aus ihr:

(49) B((p~) =Jp&amp;lt;p(f)
dt.

Die Inverse der Laplace schen Transformation ist eine Transformation

derselben Form 73
).

Die zweite Form (49) ist zuerst betrachtet worden 74
).

in ihr heisst cp(f) ,/onction generatrice&quot;,
das Resultat a(x) = B((p):

,,fonction determinant^. Die letztere ist fur ganzzahlige x der Koef-

fizient von t~ x ~ l in der Potenzreihenentwicklung von qp().
75

)
Bei

geeigneter Wahl des Integrationsweges hat die Operation A die

Eigenschaften
76
) :

(50) DA&amp;lt;p(y)*=A(y&amp;lt;?W&amp;gt;), xAy(y) = - -

ADq&amp;gt;&),

und die Operation B die daraus folgenden

(51) B(ty(t))
= a(x-\}, Bt == xa(x).

72) Vgl. Fussnoten 69) und 70).

73) Cauchy, Exercices de Math. 2, Paris 1827, p. 157.

74) P. S. de Laplace, Theorie analytique des probabilites, Paris 1812

(Oeuvres 7, p. 85); N. H. Abel, Sur les fonctions generatrices (Oeuvres ed. Sylow

et Lie 2, p. 67).

75) Laplace, Par. mem. 1779 (82); Lacroix, Traite&quot; du calcul diffe&quot;rentiel etc.

2* ed. 3, Paris 1819, Ch. IV, p. 322, p. 573. Dieses zuerst von Laplace betrach-

tete Eiitsprechen ist in letzter Zeit von Hadamard, Borel, Fabry, Le Roy u. a.

unter neuen Gesichtspunkten behandelt worden; vgl. II B 1, Nr. 35, 87.

76) Aid, Oeuvres 2, p. 68.
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Die Eigenschaften (50) konnen zur Definitionen von A dienen 77
);

ihre wiederholte Benutzung fiihrt zu zahlreichen Anwendungen. Die

wichtigste ist die Transformation einer linearen Differentialgleichung

mit rationalen ganzen Funktionen als Koeffizienten in eine andere,

in der Ordnung der Ableitungen und Grrad der Koeffizienten ver-

tauscht sirid, und die Ableitung des Integrals der einen aus dem der

anderen. Was dieser Anwendung ein spezielles Interesse giebt, ist

der Umstand, dass man auf diese Weise gewisse Klassen
,,irregularer&quot;

Difierentialgleichungen in
,,regulare&quot;

transformieren kann, was einen

Beitrag zur Integration der ersteren liefert
78

).
Der einfachste Fall

ist der, dass die irregulare Differentialgleichung die nach Laplace be-

nannte ist, d. h. die Gleichung beliebiger Ordnung mit Koeffizienten

ersten Grades in #; ihre Transformierte ist von der ersten Ordnung,
und die gegebene Gleichung lasst sich ebenfalls durch Quadraturen

integrieren
79

).
Zwischen einem linearen Differentialausdruck F, seiner

Laplace schen Transformierten AFA~ l = F
l

und seiner Lagrange-

schen Adjungierten F 80
)
besteht die Relation 80

):

(52) F = AF
1
A~ 1

.

Eine andere Anwendung besteht in der Transformation einer

Potenzreihe in einem linearen Differentialausdruck unendlich hoher

Ordnung. Hierher gehort die Transformation einer Summe von Ex-

ponentialgrossen :

in einen Ausdruck der Form 81
)

:

(53) 22% a n Dn
h n h

ferner die Transformation des Ausdracks von Legendre:

(54) e
a * = I + axe?*

77) Pincherle, Bologna mem. (10) 8 (1887); Ann. ec. norm. (3) 22 (1905),

p. 9; Amaldi, Line. Rend. (5) 7 2
(1898), p. 117; Pincherle e Amaldi, cap. XIII.

78) Wegen der Anwendung der Transformation von Laplace auf die

linearen Differentialgleichungen vgl. man namentlich H. Poincare, Amer. J. of

math. 7 (1885), p. 217 und Acta math. 8 (1886), p. 295; danu die Darstellungen

von L. Schlesinger, Handbuch der lin. Differentialgl. 1, Leipz. 1895, Abschn. VII

und von E. Picard, Traite d analyse 3, Paris 1896, chap. XIV; ferner J. Horn,

Math. Ann. 49 (1897), p. 453; weiteres vgl. II B.

79) C. Jordan, Cours d analyse 3, Paris 1887, p. 253.

80) Schlesinger, Handbuch 1, p. 426.

81) Abel, Oeuvres 2, p. 170.
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in die Reihe von Abel 8

*):

(55) &amp;lt;p(t + a)
= V (0 + ? ( + ft) + !L

rf^*&quot;(*+ *fl -f -,

eine Verallgemeinerung der Tew/for schen Reihe.

Bei geeigneter Wahl des Integrationsweges transformiert die

Operation von Laplace xn in
( l^wltf-&quot;-

1 und umgekehrt; man

kann also auf sie durch Einfiihrung einer neuen Veriinderlichen eine

von E. J3orel
9&amp;gt;y

}
in die Theorie der Potenzreihen eingefiihrte Trans

formation zuriickfiihren. Bei dieser wird namlich in einer solchen

Reihe an durch ajnl ersetzt, wodurch die Singularitaten der Funk-

tion auf dem Konvergenzkreis ins Unendliche geworfen werden.

Borel a Theorie der sogenannten Domination exponentielle&quot;
84

), (durch

welche einigen Klassen von divergenten Reihen eine analytische

Bedeutung beigelegt werden kann) ist in mannigfaltiger Weise

mit der Transformation von Laplace eng verwandt; wie von anderer

Seite die von H. Poincarc 8

*} ausgebaute Theorie der asymptotischen

Reihen. Auch die von G. Mittag-Leffler eingefuhrte analytische

Funktionaltransformation
86

),
die

in V
F(na-\- 1)

transformiert, kann als eine Erweiterung der Transformation von

Laplace betrachtet werden.

In der Form (49) fiihrt die Laplace ache Transformation die

linearen Differentialgleichungen in lineare Differenzengleichungen iiber;

daraus ergiebt sich die Integration der einen mit Hilfe der anderen

und die Losung der Differenzengleichungen durch bestimmte Inte-

grale
87

).
Endlich die Entwicklung einer Funktion in eine nach Fak-

toriellen fortschreitende Reihe 88
)

lasst sich zuriickfiihren auf die

82) ibid, und Oeuvres 1, p. 102. Vgl. auch Halffoen, Paris soc. math. 10

(1882), p. 67; V. Pareto, J. f. Math. 110 (1892), p. 290.

83) Acta math. -21 (1897), p. 243.

84) Ann. ec. norm. 16 s
(1899), p. 50.

85) Acta math. 8 (1896), p. 295.

86) Par. C. R. 136 (1902), p. 937; 137 (1903), p. 554; 138(1904), p. 881, 941;

Line. rend. (5) 13 (1904), p. 3; Acta math. 29 (1905), p. 101.

87) Laplace, vgl. Fussnote 74), 75); Pincherle, Lomb. Bend. (2) 19 (1886);

Acta 16 (1892), p. 341; Hj. Mellin, Acta math. 8 (1886), p. 79; 9 (1886), p. 137;

25 (1901), p. 139.

88) Dieses Problem ist neuerdings behandelt von J. C. Kluyver, Amstt

uieuw arch. (2) 4 (1 JOO); Paris C. R, 134 (1902), p. 587; N. Nielsen, Paris C. R.
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7?exponentielle Darstellung&quot; dieser Funktion (nach der Ausdrucksweise

von Desaint^\ d. h. auf die Bestimmung ihrer Laplace schen Trans-

formierten.

17. Andere distributive Operationen.

a) Unter den Funktionaloperationen, die sich durch bestimmte

Integrale darstellen lassen, ist eine der am haufigsten benutzten die

Transformation von Heine 90
)

oder von Euler, namlich:

(0

unter I einen passend gewahlten Integrationsweg verstanden. Auch
sie kann zum Uberganur von einer linearen Differential o-leichuner zuo o o o
einer anderen dienen. Gehort die erste zur ,,Fuchs sch.en

Klasse&quot;,
so

gilt fiir die zweite dasselbe. Aus der Gruppe der einen kann man
die der anderen ableiten. Die charakteristischen Eigenschaften der

Operation Af
driicken sich aus durch die Gleichungen:

(57) A
s D&amp;lt;p

= DA
s &amp;lt;p, VA;&amp;lt;p

= sA
s &amp;lt;f&amp;gt;,

in denen A
s

die Funktionalableitung (Nr. 14) von A
t
bedeutet. Wie

fiir die Laplace sche Transformation (Nr. 16) gilt, wenn F die ad-

jungierte und F
t

die Euler sche Transform ierte eines linearen Diffe-

rentialausdrucks bedeutet
;
die Relation 91

):

(58) F^A.F.A^.
Auch ist:

die Transformationen A
t
bilden also eine eingliedrige kontinuierliche

Gruppe im Sinne von Lie (II A 6, Nr. 2). Die Operation Ag
dient

zur Integration der Gauss schen hypergeometrischen Differentialglei-

chung durch Quadraturen
92

), denn sie transformiert sie in eine Glei-

chung 1. Ordnung; sie lasst sich auch auf die verallgemeinerte hyper-

geometrische Differentialgleichung von Poclikammcr und auf deren

133 (1901), p. 1273; 134 (1902), p. 157; Ann. ec. norm. (3) 19 (1902), p. 409; Math.

Ann. 59 (1904), p. 355; Kopenh. Skrift. (2) 2 (1904), p. 59.

89) Vgl. Fussnote 44).

90) J. f. Math. 60 (1862), p. 252; 61 (1863), p. 356; 62 (1863), p. 110; Handb.

der Kugelfunktionen 1, 2. Aufl., Berl. 1881, III. Teil, namentlich p. 466 ff. Litte-

ratur dieser Transformation bei L. Schlesinger, Handb. der lin. Diff.-Gl. 2,

Leipzig 1897, p. XV XVI; vgl. auch II B 4.

91) Schlesinger 2, p. 416; Pincherle, J. f. Math. 119 (1898), p. 347.

92) C. Jordan, Cours d analyse 3, Paris 1887, p. 241. Vgl. B. Miemann,

Nachtrage, herausgegeben von M.Noether und W.Wirtinger, Leipzig 1902, p. 88.
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Losung (lurch bestimmte Integrale anweuden 93
); endlich auch anf die

lineare Differentialgleichung von Goursat 94
^).

b) Die durch:

(60) 4,(9)
(0

- it das Zeichen irgend einer gegebenen Funktion,
&amp;lt;p

das der will-

kiirlichen Funktion, an der man operieren will dargestellten

Operationen bilden eine Gruppe von mit der Ableitung vertausch-

baren Operationen
95

)
:

(61) AnD = DAn .

Wendet man eine solche Operation auf eine Potenzreihe an, so er-

scheint sie als Verwandlung der Potenzen xn im Polynome (#), die

der Rekursionsformel:

geniigen. Diese Polynome haben sich zuerst Halphen
96

) dargeboten
und sind dann von P. Appdl

91
*)

untersucht worden; ihr allgemeiner
Ausdruck ist:

(63) - aQx + na,x&quot;-i + =^ a,*-* + + a,,

wobei aQ ,
an . .

.,
an willkiirliche Konstante bedeuten. Die Inverse

einer Operation An ist eine Operation derselben Gruppe
97

).

c) Von speziellen distributiven Operationen sei die ,,interpolare

Operation&quot; erwahnt, die durch:

(64) Aa (v)
= ^&---*&-

a v:r/ x a

definiert ist
98

).
Die Operationen Aa ,

A
b

sind vertauschbar 99
).

Bei

Gebrauch dieser Operation kann man einen Ausdruck fiir das Rest-

glied der Newton schen Interpolationsformel geben
100

).

93) J. f. Math. 71 (1870), p. 316; 73 (1871), p. 69; Math. Ann. 35 (1890),

p. 470

94) Ann. ec. norm. (2) 12 (1883), p. 261, 495; Pincherle, Sulle fimzioni

ipergeometriche, cap. VII; Giorn. di mat. 32 (1894), p. 65.

95) Pincherle, Acta math. 10 (1886), p. 153; T. Levi-Civita, Lomb. Rend.

1895, p. 533.

96) Paris C. R. 93 (1881), p. 833.

97) Ann. ec. norm. (2) 9 (1880), p. 119.

98) Note von G. Peano zu Genocchi e Peano, Calcolo differenziale ,
Torino

1884, p. XX (p. 323 der deutschen frbersetz. von Luroth u. Schepp, Leipz. 1899);

Jensen, Kopenh. overs. 1894, p. 3.

99) Jensen, ebenda p. 3.

100) Jensen, ebenda p. 5.



786 II A 11. Funktionaloperationen uud -Gleichungen.

d) Bei Untersuchung der Potenzreihenentwicklung der Wurzeln

einer Gleichung:

(65) y + &amp;lt;p,(x)y

n^ + &amp;lt;P*(x}y

n - 2 + + &amp;lt;?(

= 0,

in der die
&amp;lt;jp17 tp^ }

. .., &amp;lt;pn selbst Potenzreihen sind, gebraucht H. Scha-

pira
1

}
zwei distributive Operationen, die er als nPartialisieren

u und

,,Kompletieren&quot;
bezeichnet sie beruhen auf der Ersetzung von x

durch sx, unter s eine Wurzel der Einheit verstanden; und eine

dritte, die er Differentialsubstitution nennt
;
sie ist das Produkt aus

der Operation D in die Operation 6h
(Nr. 6).

18. Nicht distributive Operationen. Von allgemeinen Satzen

iiber nicht distributive Operationen oder Operationsgruppen kennt

man nur wenige. T. Levi-Civita 2

) fragt nach denjenigen Gruppen
von Operationen, die Funktionen 103

)
eines und desselben Operations-

symbols A sind und die Eigenschaft haben, dass das Produkt d&amp;gt;

t
CD

2

sich als analytische Funktion von
&amp;lt;&j (A), &amp;lt;&2 (A) und A ausdriicken

lasst. Er lost die Frage init Hilfe der allgemeinen Methoden der

Theorie der kontinuierlichen Grruppen (II A 6) und findet, dass eine

solche Relation nur moglich ist, wenn das zweite Glied die Form hat:

(66) A^-^ + r- 2
^)),

wo A eine willkiirliche Funktion, A&quot;

1 ihre Inverse bedeutet; die De-

finitiousgleichungen der Gruppe (II A 6, Nr. 3) miissen die Form

haben:

(67)

C. Bourletm)
suclit die allgemeinsten Funktionaloperationen A

von der Art, dass

(68) A (a (a, 0))
= f(A (a), A (0))

ist, wo f eine beliebige Funktion bedeutet und it eine symmetrische

Funktion von der Art, dass auch n (it (a, ft),y), 7t{n (it (K, /3), 7), &amp;lt;5

}
u.s. w.

syinmetriscli sind 105
); durch Anwendung der Auflosung der Abel schen

Funktionalgleichung (Nr. 22) findet er, dass diese Operationen sich

auf die distributiven zuriickfiihren lassen.

101) Grundlagen zu einer Theorie allgemeiner Kofunktionen
,
Wien 1881;

Theorie allgemeiner Kofunktionen, Leipzig 1892.

102) Sui gruppi di operazioni funzionali, Lomb. Rend. 28 (1895), p. 458.

103) Der Begriff ,,Funktion eines Symbols&quot; ist bier im allgemeinsten Sinne

zu nehmen.

104) Paris C. R. 124 (1897), p. 348; Ann. ec. norm. (3) 14 (1897), p. 141.

105) Bourlet nennt solche Funktionen ,,indefiniment symetriques
1

. Vgl.

Abel, citate 162).
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19. Funktionen von Linien. Die allgemeinste bis jetzt durch-
gefuhrte Untersuchung fiber nicht distributive Funktionaloperationen
verdankt man V. Volterm 106

). Er betrachtet eine im reellen Intervall
a

&amp;lt;
x

&amp;lt;
6 willkiirlich gewahlte Funktiou von x

t
z. B. eine willkiir-

liche Lime zwischen den durch x = a und x = b gezogenen Paral-
lelen zur Ordinatenaxe; und eine Zahl z, die fur jede dieser Linien
einen bestimmten Wert annimmt; man hat dann das, was er eine
Funktion von Linien nennt. Der Wert von z hangt ab von der Ge-
samtheit der Werte, die die Funktion y =

&amp;lt;p(

x
) im gegebenen Inter-

vail nach bestimmtem Gesetz annimmt; mit anderen Worten, diese
Zahl ist das Resultat einer gewissen auf cp (x) ausgeiibten Funktional-
operation, was man durch:

(69)
s=,A(&amp;lt;pfr))

ausdriicken kann 107
). Solche Grossen, die von alien Werten einer

Funktion in einem gegebenen Intervall abhangen, treten bei ver-
schiedenen Anwendungen der Analysis auf die Physik ;

sowie in der

Variationsrechnung (II A 9) auf.

Allgemeiner kann eine Zahl g abhangen von den Werten eiuer
oder mehrerer Funktionen beliebig vieler Variabeln x und ausserdeui
noch von einer gewissen Anzahl anderer Variabeln

t; das kann man
ausdriicken durch:

(70)
^

* ^faCa^,...), ftC^,^,...), ...; tlf ti, ...)-

Fur den Fall (69) entwickelt Volterm eine Ausdehnung des Be-

griffes der Stetigkeit auf Funktiouen von Linien: z ist stetig, wenn
man zu jeder gegebenen positiven Zahl s eine andere d so bestimmen
kann, dass fiir jede Variation y(x] von

&amp;lt;p(x),
die kleiner als d ist,

die zugehorige Variation von s kleiner als ausfallt. Daun definiert
er die Alleitung von A: Sei B(x) in einem in (a . . .V) enthaltenen
Intervall (m . . . n) iiberall gleich bezeichnet und kleiner als s- sei dz
die zur Variation 6 von

&amp;lt;p gehorende Variation von z- sei tr ein

innerer Punkt von (m . . . n): dann ist die Ableitung von A der
n

Grenzwert, dein das Verhaltnis d&amp;gt; :fo(x)dx sich gleichmassig
in

nahert, wenn m n und gegen Null konvergieren ,
was auch die

106) Line. Rend. (4) 3* (1887), p. 97, HI, 153, 225, 274.

107) Volterra gebraucht die Bezeichnung:
a

z =
z[&amp;lt;p(x}],

b

urn die Abhiingigkeit des z von der im Intervall
r&amp;lt;T&amp;lt;& genommenen Funk

tion
&amp;lt;p (x) anzudeuten.
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Funktion qp sei vorausgesetzt, dass dieser Grenzwert existiert.

Man kann diese Ableitung mit:

(71) s-A fat,)

bezeichnen. Indem Volterra entsprechend die hoheren Ableitungen
definiert und fur jede die erforderlichen Voraussetzungen hinzufiigt,

erhalt er die Formel:

(72) * ft) * ft)
a a

b

Die Terme dieser Entwicklung sind auf ty angewendete Funktional-

operationen; das erste Integral giebt eine distributive Operation; die

folgenden geben Operationen, die sich der Addition gegeniiber immer

komplizierter verlialten 108
).

- - Cornelia Fdbbri dehnt die Formel von

Volterra auf Grossen aus, die von Funktionen mehrerer Variabeln

abhangen
109

).
C. Arzela untersucht die Funktionen vonLinien in Hin-

sicht auf ihre Grenzwerte 110
).

M. Frechet 1

}
erweitert den Satz von

Weierstrass iiber das Maximum (Minimum) einer stetigen reellen

Funktion auf stetige Funktionaloperationen.

Funktionalgleichimgeii.

20. Allgemeines iiber Funktionalgleichungen. Man nennt Funk-

tionalgleichungen diejenigeu Gleichungen, die eine Eigenschaft einer

oder mehrerer Funktionen ausdriicken uud dadurch deren Form mehr

oder weniger vollstandig zu bestimmen erlauben. Zu ihnen gehoren
die gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen, die Glei

chungen mit endlichen (gewohnlichen oder partiellen) und die mit

gemischten Differenzen; da diese in besonderen Artikeln behandelt

sind, sollen hier nur solche Funktionalgleichungen besprochen werden,

die sich nicht unmittelbar auf eine von diesen Klassen zuriickfiihren

lassen.

108) B. Gold, Lincei Rend. (5) 4 (1895), p. 52.

109) Torino Atti 25 (1890), p. 432.

110) Bologna Mem. (5) 4 (1894).

111) Par. C. E., 21 novembre 1904.
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Beispiele von solchen Gleichungen finden sich schon in den
Werken von d Alembert, Euler und Lagrange; Monge

112
) giebt fur sie

einige allgemeine Prinzipien, sowie Kunstgriffe zur
Zuruckfiihrung

mehrerer Klassen von solchen Gleichungen auf
Differenzengleichungen

3

Erwahnt sei, dass d Alembert 113
) das Problem der Zusammensetzung

der Krafte auf die Auflosung der Funktionalgleichung :

(73) 9 (
x + a) + 9 a)

=
2&amp;lt;p (x) &amp;lt;p (a)

zuruckfiihrt, deren Losung ist:

die speziellen Bedingungen des genannten Problems geben

cp (x)
= cos x.

lu
)

Laplace} fiihrt dasselbe Problem auf die Losung der Gleichung:

(75)

zuriick, deren Integral ohue Schwierigkeit mit Hilfe einer willkiir-

lichen Funktion f(x) in der Form:

enthalten wird. -- Ch. Babbage
11

*),
der zahlreiche Beispiele von Funk

tionalgleichungen giebt, nennt allgemeine Losungen diejenigen, die

willkurliche Funktionen
; partikulcire Losungen diejenigen, die nur

Konstante enthalten. Fiir mehrere Gleichungen kann man die all

gemeine Losung gewinnen, sobald man eine partikulare kennt; so ist,

wenn
&amp;lt;p (x) eine partikulare Losung der Gleichung il&amp;gt;(x)

=
ij&amp;gt; (ax)

und / eine willkurliche Funktion ist, f(&amp;lt;p(x})
die allgemeine Losung.

Entsprechend erhalt man die allgemeine Losung des Systems

^ (x)
=

tf&amp;gt; (ax) = ii&amp;gt;(bx)
=

ii&amp;gt; (ex)

112) Paris mem. sav. [etr.] 7 (1773), p. 305. In demselben Bande, p. 37,
ist auch eine Abhandlung von Laplace. (Oeuvres 8, p. 5), in der Funktional

gleichungen betrachtet sind, die sich auf gemischte Differential- und Differenzen-

gleichungen zuriickfiihren lassen.

113) Mem. sur les principes de la me&quot;canique, 1769.

114) S. auch Cauchy, Anal, alg^brique 1, Paris 1821, p. 113.

115) Mecanique celeste 1, Paris 1799 (1807), p. 5 (Oeuvres 1, p. 5). ttber
die Funktionalgleichung der Zusammensetzung der Kriifte vgl. F. Siacci, Napoli
Rend. 1899, p. 34; G. Hamel, Math. Ann. 60 (1905), p. 459.

116) Lond. Phil. Trans. 1815/16; Appendix zu W. J. Herschel, Collection of

examples ou the calculus of finite differences, Cambr. 1820 (ein Auszug von

Gergonne, Gerg. ann. 12 (1821), p. 73).
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in eler Form
t/&amp;gt;

=
f&amp;lt;p2 &amp;lt;pi&amp;lt;p (x), wenn / eine willkurliche Funktion und

cp, fplf cp2 bezw. Losungen der Gleichungen

bedeuten. Ebenso hat man, wenn von der Gleichung:

(77) F(x, g&amp;gt; (x\ q (ax), i}&amp;gt; (bx\ . .
.)
=

eine partikulare Losung qp (x, al} a.2} . .

.) gegeben ist, in der a
l}
aa ,

. . .

willkurliche Konstante sind, die allgemeine Losung, indem man

(78) $(x) = &amp;lt;p (x, ?! (x), (ft (x\ . .

.)

setzt, unter qp1; &amp;lt;jP2 ,... willkurliche Losungen des Systems

(79) &amp;lt;p(x)

=
&amp;lt;p (ax}

= y (bx)
=

verstanden.

S. D. Poisson} hat das Problem der Verteilung der statischen

Elektrizitat auf zwei sich gegenseitig influenzierende Kugeln auf die

Losung der Funktionalgleichung

/VVk- A T?
& __ f(

a*(e x) \W* D
c x c

1 xz cx \c
i xi -cx/ )

die dann noch vielfach behandelt worden ist
118

), zuriickgefuhrt.

2L Die Gleichung von Babbage und ihre Anwendungen.
In Nr. 6 ist mit

S^(tp)
das Resultat der Substitution von ^(x) an

Stelle von x in die willkurliche Funktion qp (x) bezeichnet. Man hat

also Sy(x)
=

4&amp;gt;(x},- S^
2

(x)
=

il&amp;gt;(il&amp;gt;(x))
u. s. w. Viele Autoren be-

nutzen die Bezeichnung:

(80) x= ^(x\ *(x)= 1&amp;gt;i(x), ^(*(a?))
=

^,(ar), ..., Sj(x)
=

4&amp;gt;n (x);

S&quot; (x) heisst die nie Iterierte von fy (x). Man kann nach Funktionen

fragen, deren nie Iterierte wieder die unabhangige Variable selbst ist;

man erhalt so die Gleichung von Babbage
119

}:

(81) t[&amp;gt;n (x)
= x oder symbolisch S^

n =l.
x 2

Z. B. genugen ihr die Funktionen a x,
- - fiir n 2; ^

- fiir
(Jb OC A ^ A/

n ==
4; ex fiir irgend eine positive ganze Zahl n, wenn s eine

nie Einheitswurzel bedeutet. Ist
&amp;lt;p

eine partikulare Losung, so ist

f~
l

tpf die allgemeine, unter f eine willkurliche Funktion verstanden.

L. Leau 12
)
untersucht die Gleichung von Sabbage fiir den Fall, dass

117) Paris Inst. (math.) 1811, p. 43.

118) S. z. B. Kirchhoff, Vorlesungen uber Elektrizitat und Magnetismus,

Leipzig 1891, p. 66.

119) Gerg. arm. 16 (1821), p. 73; vgl. auch Bausenberger ,
Math. Ann. 18

(1881), p. 379 und Periodische Funktionen, Leipz. 1884, p. 162.

120) Par. soc. math. bull. 26 (1898), p. 5.
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^ (x) erne eindeutige analytische Funktion in einem gegebenen Be-

reich sein soil. Die Gleichung
121

):

(82) F(x, * (x\ ^ (x},.. ., # (x))
=

lasst sich soweit reduzieren, dass sie keine Iterierte mehr enthalt,

indem man successive T/J
=

y&amp;gt;~

1

fcp setzt, wo f willkiirlich und

x fp~
l

(z) ist. Diese Gleichung enthalt als speziellen Fall die

lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten :

(83) a.x + a
l 8^(x)-\

-----h V (*)
=

0,

deren allgemeines Integral sich mit Hilfe des Integrals der Gleichung

von Babbage leicht ausdriicken lasst 122
).

22. Gleichungen von Abel und von Schroeder. Die Gleichung
von Abel 123

):

(84) tp (a (#))
=

&amp;lt;p(x) -\- c oder Sa cp
=

&amp;lt;p -\- c

ist vielfach behandelt worden. Setzt man x= ty(y\ a (x)
= $ (y -\- 1),

so gelangt man zu ihrer Losung mit Hilfe der Differenzengleichung

1. Ordnung ip (y -f- 1)
=

(^(^)) (deren Losung iibrigens nicht leichter

ist); die Funktiou tp ist dann gegeben durch die Differenz:

Abel bemerkt: Kennt man eine partikulare Losung tp(x) von (84),

so ist die allgemeine &amp;lt;p (x) -f- &amp;lt;x&amp;gt; (x), wo co (x) in Bezug auf Sa in

variant, d. h. Sa (at)
=

K&amp;gt; ist
124

).
Als Anwendung lost er die Glei

chung &amp;lt;p(x

n
)
=

&amp;lt;p(x) -f- 1, von der
&amp;lt;p(x)

= - - eine Losung ist.

Endlich fiihrt er die allgemeinere Gleichung:

(85) F (x, tp (a (x)\ &amp;lt;p (fi (x)))
=

auf Differenzengleichungen zuriick. A. JLorkine 125
)
nimmt bei der Inte

gration der AbeVschen Gleichung an, a (x) und
&amp;lt;p (x) seien in Potenz-

reihen entwickelbar; er erhalt dann forraell die Entwicklungskoeffi-

zienten von cp (x) durch die Methode der unbestimmten Koeffizienten.

Indem man (f (x) durch log cp (x) ersetzt, erhalt man aus der

Gleichung (84) die folgende:

(86) &amp;lt;p ((#))
=

ccp (x) oder Sa &amp;lt;p

=
c&amp;lt;p,

121) Bablage; Fussnote 116); 0. Spiess, Die GrundbegrifiFe der Iterations-

rechnung, Diss., Basel 1902. Vgl. oben, Nr. 9.

122) Lemeray, Par. C. R. 125 (1897), p. 524 ;
Par. BOC. math. bull. 26 (1898), p. 10.

123) Oeuvres 2, p. 36.

124) Korkine und Koenigs, die dieses Resultat ebenfalls aussprechen, er-

wilhnen nicht, dass es schon von Abel gegeben war.

125) Darb. Bull. (2) 6 (1882), p. 235.
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die nachJ?. Schroeder
126

) genannt wird; die Bestiinmung und der Gultig-

keitsbereich der Losungen von (84) lassen sich aus denjenigen von

(86) ableiten. Unter der Voraussetzung, a(x) sei regular in einem

Kreise von einem Radius
&amp;gt;

1 urn einen Wurzelpunkt z der Gleichung

a(x) x = 0, und es sei ferner:

(87)

beweist J. Farkasm),
dass die Gleichung (86) ein im Kreise vom Ra

dius 1 urn z regulares Integral hat. Koenigs )
bildet mit Hilfe

eines Grenzwertes eine Losung der Gleichung (86) und beweist ihre

Gultigkeit; ihrer Darstellung (Nr. 24) sind noch einige allgemeine

Satze fiber Konvergenz der Iteration vorauszuschicken.

23. Iterationsrechnung. 1st a(x) eine gegebene Funktion und

bildet man die Iterierten Sa (x), Sa
2

(x), . .
.,
Sa

r
(x), . .

.,
so entsteht die

Frage, ob der Fall eintreten kann, dass diese Folge fur r=oo gegen einen

Limes konvergierfc, unabhangig von der Art, wie r fiber alle Grenzen

wachst. Dieses Problem hat sich E. Schroeder
129

)
bei der Untersuchung

eines Algorithmus dargeboten, den er Eggers zuschreibt und der dazu

dient, die Wurzeln algebraischer oder transzendenter Gleichungen mit zu-

nehmender Genauigkeit zu berechnen. Er beweist den fundamentalen

Satz: wenn Sa
r einen Grenzwert e hat, so ist dieser Grenzwert eine

Wurzel der Gleichung a(x) z = 0. Farkas) beweist weiter:

Sei a
(re)

eine analytische Funktion von x, so beschaffen, dass
;
wah-

rend x einen Bereich T beschreibt, der entsprechende von a
(a?)

be-

schriebene Bereich (T) ganz in T liegt, selbst wenn sich T auf

einen Punkt zusammenzieht-, dann haben die Iterierten einen von der

Art, wie r ins Unendliche wachst, unabhangigen Grenzwert. Ferner 131
):

Wenn a (x) fur reelle x ebenfalls reell ist und mit x zugleich wachst

und wenn dabei fur p &amp;lt;
x &amp;lt; q auch p &amp;lt;

a (p) &amp;lt;
a (x) &amp;lt;

a (q) &amp;lt; q ist, so

haben die Iterierten einen Grenzwert. Koenigs*) giebt die Umkeh-

rung des Satzes von Schroeder, d. h.: Wenn z ein nicht siuguliirer

Punkt von a (x) und a(e)
= sowie a

(0)\&amp;lt;I ist, so ist z Mittel-

punkt eines Kreises, in dessen innern

126) Math. Ann. 3 (1871), p. 296.

127) J. de math. (3) 10 (1884), p. 108.

128) Ann. ec. norm. (3) 1 (1884), Suppl. p. 3; 2 (1885), p. 385.

129) Math. Ann. 2 (1870), p. 349.

130) J. de math. (3) 10 (1884), p. 102.

131) Ibid. p. 103.

132) Darb. Bull. (2) 7 (1883), p. 314.
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lim
rmat

ist. 1st
&amp;lt;p (x) in z regular und

g&amp;gt; (*)
=

0, so kann man eine so
CO

grosse Zahl h angeben, dass ^8a
n
(cp) in diesem Kreis

gleichmassig

konvergiert und folglich (II Bl, Nr. 6) in ihm eine regulare ana-

lytische Funktion darstellt 133
).

Man hat auch den Fall betrachtet,
dass die Sj eine endliche Zahl Jc von Grenzpunkten (Haufungs-
punkten) haben; sie sind dann Wurzeln von

.*(*)
= x und werdeu

(lurch die Substitution S zyklisch vertauscht. Auch dieser Satz las.st

sich umkehren 184
).

Wenn K(X) eine rationale ganze Funktion von x
ist, hat die

Gleichung:

-^r_
-~- =

o,

solange die Koeffizienten von a(x) unbestimmt bleiben, die Eigen-
schaft, dass ihre Wurzeln in Systeme von je n zerfallen, in der

Weise, dass:

ist, wenn xlf X2 ,
. .

., xn die Wurzeln eines Systems sind 135
)-

Die Iteration irrationaler Funktionen kann, wie gesagt, zur

naherungsweisen Berechnung der Wurzeln einer Gleichung dienen,
z. B. fur die trinomische Gleichung

(89) x* x a =
die Iteration von }/x -f- a; fur

xm pxn
-\- q =

die von 186
): mn

oder
,m n

p x7&quot;-

xn

E. Netto ul
) untersucht die aus der Iteration von

(90) Yx+~a
oder

133) G. Koenigs, Ann. ^c. norm. (2) 1 (1884), Sappl. p. 14.

134) Koenigs, Darb. Bull. (2) 7 (1883), p. 314; F. Podetti, Giorn. di mat. 36

(1897), p. 264.

1^5) E. Netto, Math. Ann. 29 (1887), p. 148.

136) K. B. Hoffmann, Arch. f. Math. 66 (1881), p. 38.

137) Math. Ann. 29 (1887), p. 141.

Encyklop. d. math. Wissensch. II. 52
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entstehenden Algorithmen und ihre Konvergenz; er bestimmt, welche

Wurzeln von (1) durch den Grenzwert der Iteration von (2) geliefert

wird, je nach der Wahl des Ausgangswertes x . C. Isenkrdhe be-

merkt 188
): wenn man x irgendwie aus der Gleichung

(92) xn axn ~ l
bx&quot;~

2 ----- c =
in der Form:

x = a(x)

isoliert und dann von irgend einem (reellen oder komplexen) Werte

X aus die Iterierten $a
(

&quot;)(# ) bildet, so kann dieser Prozess gegen
eine Wurzel | von (4) konvergieren, wenn

| (jj)J&amp;lt;l ist; ferner

beweist er, dass die Iteration von

a(x) xa (x)

l cc(x)

gegen eine beliebige Wurzel von (4) konvergieren kann.

Die Iteration der Potenz xx untersuchen Eisenstein} und

Seidel 14
) ;

die der Fnnktion a/logx und iiberhaupt von Funktionen

der Form

A. Sommerfeld
ul

).

24. Anwendung der Iterationsrechniing auf die Gleichung
von Abel. Sei lim Sa^ (x)

= 2 in einein Kreise um z, in dem a (x)
r= oo

regular und |a (a;)|&amp;lt;l ist; dann ist:

(93) B(x) = lim
S

yW-
e

,-= (a (z))

eine in der Umgebung von z regulare analytische Funktion; und wird

a (e)
= a gesetzt, so geniigt sie der Gleichung von Schroeder (Nr. 22)

Sa cp
=

a&amp;lt;p,
die somit gelost ist

142
).

Jede andere in der Umgebung
von 2 regulare Losung dieser Gleichung unterscheidet sich nur durch

einen konstanten Faktor von einer Potenz von B(x). Aus der Losung
der Gleichnng von Schroeder erhalt man die Losung log S(x) der

Gleichung von Abel. Die Funktion B(x) von Koenigs kann auch

zur Integration anderer Gleichungen dienen 143
),

wie S r = Sa und

138) Math. Ann. 31 (1888), p. 309; Progr. Trier 1897.

139) J. f. Math. 28, 1844, p. 49.

140) Munch. Abhandl. II 1

(1872), p. 360.

141) Gott, Nachr. 1898.

142) Koenigs, Par. C. R. 99 (1884), p. 1016; Ann. ec. norm. (3) 1 (1884),

Suppl. p. 19; 2 (1885), p. 386.

143) Ann. ec. norm. (3) 2 (1885), p. 385.
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S&amp;lt;f
Sa SaSy,

wo cc gegeben und
&amp;lt;jp gesucht ist. A. Grew/*

4
*) beweist

die Existenz der Lbsung der Gleichung (86) Mr a (z)
=

0, L. Lean U5
)

fur *)
= !.

25. Andere Anwendungen der Funktionen von Koenigs. Man
kann die Funktionen B(x) auf die Theorie der linearen Differential-

gleichungen F(&amp;lt;p)
= anwenden, die bei einer Transformation der

Form x =
A(&amp;lt;), tp(x)

=
ijj(f)^i(f) ungeandert bleiben; nur dass t statt

x, $() statt
&amp;lt;p(x)

vorkommt. Eine solche Gleichung hat mindestens

ein Integral, das einer Funktionalgleichung von einer der von Koenigs
untersuchten Formen geniigt, und die Integration geschieht mit Hilfe

der Funktionen (z).
146

)

Eine andere Anwendung besteht in der Untersuehung der Glei-

chungen der Form:

(94) ;r
&amp;lt;p + Xl 8aV + x,Sa q&amp;gt; + -f nn8tt*&amp;lt;j&amp;gt;

= 0,

wenn nach Losungen q&amp;gt; (x) gefragt. wird, die in der Umgebung eines

Punktes z = 4im Sj regular sind. Dieses Problem u7
)

bietet Analo-

gien zur Theorie der linearen Differentialgleichungen dar: so ist z. B.

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass zwiscben

n Funktionen
tpl} qp2 ,

. . .

; cpn eine lineare homogene Relation mit

gegeniiber Sa invarianten Koeffizienten bestehe, das Verschwinden

der zur Wronski schen analogen Determinante 148
):

9i

(95)

daraus folgt, dass die Gleichung (94) nur n im angegebenen Sinne

linear unabhangige Losungen haben kann. Die wirkliche Existenz

von n solchen Losungen lasst sich mit Hilfe der Funktionen B(x)
durch eine Methode beweisen, die zu der der ,,fonctions majorantes&quot;

in der Theorie der linearen Differentialgieichungen (II B 7) analog

144) Paris Th&se 1894.

145) Paris These 1897.

146) P. Appell, Par. C. R. 7 novernbre 1881; Acta math. 15 (1891), p. 281.

147) A. Grevy, Ann. &amp;lt;*c. norm. (3) 11 (1894), p. 249.

148) Wegen der Verallgemeinerung der TFronsAvfschen Determinante und

wegen derjenigen Fuuktionalgleichungen, deren Theorie Analogien zu der der

Differentialgleichungen darbietet, vgl. man Pincherle, Line. Eend. (6) 6 1

(1897),

p. 301; E. Bortolotti, ibid. 7 1
, 1898, p. 45; Bourlet, Par. C. R. 124 (1897), p. 1431.

52*
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ist
149

).
Eine schou erwahnte Untersuchung von L. Lean) giebt

Existenztheoreme fur die regularen Losungen von Systemeu von

Funktionalgleichungen, die zu den Systemen linearer Differential-

gleichungen analog sind, z. B. das folgende: Seien
&amp;lt;plr q&amp;gt;.2 ,

. .
., (pn die

unbekannten, a und die
/3t.^ gegebene Funktionen; man sucht von dem

Gleichunssstem :

(96) * 2M*4 (=1, 2, ..., n)ji
die in der Umgebung einer Wurzel der Gleichung K(X) x =
regularen Losungen und findet fiir sie Reihenentwicklungen, deren

Konvergenz man durch die Bedingungen der ,,fonctions majorantes&quot;

beweist. Derselbe Autor untersucht auch den Fall, dass die Funktionen

Vi? Ta? ) yn unc^ K e *ne beliebige Anzahl von Variabeln enthalten.

26. Analytische Iteration. Die Losung des Problems der ana-

lytischen Iteration, d. h. die Bildung von Sj fiir beliebiges r, lasst

sich auf die eben besprocbenen Probleme zuriickfiihren. Durch

direkte Recbnung ist sie miihsam, selbst in den einfacbsten Fallen,

wie dem der linearen Funktion 151
)

:

(97) a (*)
= ^ +

i52)v ex -f- d
;

Eine abgekiirzte Methode geben A. Cayley}, dann E. Schroeder lM
)

mit Hilfe der der Differenzenrechnung (I E) entlehnten Formel:

(98) S
tt

r =
S&amp;lt;&amp;gt; + r(S S) + ^-^ (S

2 2S + 5) + -.

Das Problem, Sj fiir ein beliebiges (nicht mebr notwendig ganz-

zabliges) r zu definieren, ist unbestimmt, solange man nicht noch

irgend welche weitere Bedingung hinzufiigt, z. B. Konvergenzbedin-

gungen, oder dass Sr eine analytische Funktion von r und x sein

soil. E. Schroeder 1^ bemerkt, dass man die Iterierten einer Funk

tion
/3

bilden kann, wenn S = S
Ĵ
S
a
S~ 1 ist und man die von a

kennt; diese Bemerkung erlaubt die Iterierten zahlreicher Funktionen

149) Grevy, Paris These 1894.

150) Paris These 1897.

151) E. Hoppe, Zeitschr. Math. Phys. 5 (1860), p. 136; J. A. Serret, J. de

math. 16 (1850), p. 156; Cours d algebre superieure.

152) Die Iteration von solchen linearen Funktionen komtnen in der Theorie

der diskontinuierlichen Gruppen und der automorphen Funktionen haufig vor;

so z. B. F. Klein, Ikosaeder, Leipzig 1884, passim., Klein- Fricke, Modul-

funktionen 1, Leipzig 1890, 2. Abschn., Kap. I.

153) Papers 5, p. 466

154) Math. Ann. 2 (1870), p. 317.

155) Ebenda 3 (1871), p. 300.
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aus denjenigen der linearen Funktion (97) abzuleiten. Man kann die

Iterierten von a auch in dem Falle bilden, dass man eine Funktion
i/&amp;gt;

kennt, die ein Additionstheorem der Form ^ (x -\- c)
= a

(fy (xj) oder

ein Multiplikationstheorem der Form ^ (ex)
= cc (^ (x)) hat. Mit Hilfe

dieser Bemerkung fiihrt Schroedcr das Problem der Iteration auf die

Auflosuug der Gleichung (84) oder (86) zuriick. C. Formenti 1*6
)

leitet die Losung des Problems der Iteration direkt aus der der Glei-

chung von Abel ab. A. Korkine 1

^} und J. Parkas 1

} fuhren durch

andere Methoden die Losung des Problems der Iteration auf die der

genannten Gleichungen zuriick. Endlich C. Bourlet 159
j nimmt die

Forme! (98) fur beliebiges r in Anspruch und beweist: Wenn a (x)

in der Umgebung eines Wurzelpunktes z von a. (x) x regular

und
|
a (z) j

&amp;lt;
1 ist, so giebt diese Forrnel nicht nur formell, sondern

thatsachlich die Entwicklung der Iterierten von a(x) als analytische

Funktion von x und r. Iteration von linearen Differentialausdriicken

betrachtet A. Gutzmer 159
**).

27. Verschiedene Funktionalgleichungen. Verallgemeinerung

der Periodizitat. Transcendentale Transcendenz.

a) Ausser den bisher besprochenen Funktionalgleichungen sind

noch viele andere gelegentlich aufgetreten oder Gegenstand von

spezielleu Untersuchungen gewesen. So bemerkt N. H. Abel 1*
}:

Aus einer nicht kontradiktorischen Gleichung der Form:

(99) V(x,y,&amp;lt;p(
K\f(p),F(y\...) = 0,

in der a, fay, ... gegebene Funktionen von x und y sind, lassen sich

die unbekannten Funktionen
cp, f} F, ... im allgemeinen alle bestimmen.

Als Anwendung bestimmt er qp in der Gleichung:

(100) 9()=V(x,y,&amp;lt;p(p),q&amp;gt;W),

indem er zuerst x und y durch die Relation a (#, y)
= const, ver-

bindet und nach x differentiiert, dann mit
/3 (a;, y)

= const, ent-

sprechend verfahrt und so das Problem auf die Integration einer

Differentialgleichung 1. Ordnung zwischen 93(7) und y zuruckfiihrt.

Analog verfahrt H.W. Pexider 1* 1

) fur die allgemeinere Funktional-

gleichung

156) Lomb. Rend. (2) 8 (1876), p. 276.

157) Darb. Bull. (2) 6 (1882), p. 228.

158) J. de math. (3) 10 (1884), p. 104.

169) Toulouse Fac. ann. 12 (1898), p. C 1.

159b
) Sitzungsber. der Bohm. Gesellschaft, Prag 1902.

160) Magazin for Naturvidenskaberne, Chri8tiania 1823; Oeuvres ed. Syloir

et Lie 1, p. 1.

161) Monatsh. Math. 14 (1902), p. 297.
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(101) F(f1 (x1 } ) f,(xj, , /;(*)) = 0,

wo x
k +D &amp;gt;

xn Funktionen der iibrigen reellen oder komplexen un-

abhangige Variabeln x1} ,
x
k sind. Durch Differentiation von (1)

nach den x
i , ,

xk hat man

und durch passende Setzungen und unter Bedingungen, die wohl
wesentliche Beschrankungen darstellen, kann man

/l- +i, ft + 2, . . ., fn
erhalten.

Ein anderes von Abel 162
) gestelltes Funktionalproblem ist die

Aufsuchung solcher Funktionen / von zwei Variabeln, dass f(z,f(x,y}}
in x, y, z symmetrisch ist; er findet: jeder solchen Funktion entspricht
eine Funktion rp (M) von der Art, dass identisch

9&amp;gt; (f&, y}}
=

g&amp;gt; (x) + &amp;lt;p (y}

ist. Diese von Abel angegebene Losung ist die allgemeiuste
16S

),
wenn

f(x, y) Ableitungen nach x und y haben soil.

Die Funktionalgleichung:

(103) f9 +
denniert die Funktion ax, wenn f(x) stetig

164
) sein, oder in jedem

endlichen Intervall 165
) 7

oder auch in einer willkiirlichen kleinen Um-
gebung von x = O 166

)
eine obere Grenze haben soil, mag sie reell

oder komplex sein; aber uicht, wenn ihre obere Schranke in jedem
endlichen Intervall unendlich ist

167
).

Cauchy
168

} untersucht auch die einfachen Funktionalgleichungen

f(Xy)
=

f(X)

und findet, dass die reellen stetigen Funktionen, welche diese Gleichungen
befriedigen, durch

162) J. f. Math. 1 (1826), p. 1; Oeuvres ed. Sylow et Lie 1, p. 61.

163) P. StacM, Zeitschr. Math. Phys. 42 (1897), p. 323.

164) A. Cauchy, Analyse alg^brique, Paris 1821, p. 103 (Oeuvres (2) 3 (1897),

p. 98, p. 220).

165) G. Darboux, Math. Ann. 17 (1880;, p. 55; C. Segre, Torino atti 25

(1890), p. 192, 287.

166) La Vallee-Poussin, Cours d analyse, 1903, p. 30.

167) E, Volpi, Giora. di mat, 35 (1897), p. 104; G. Hamel, Math. Ann. 60

(1905), p. 459.

168) Ygl. Fussnote 164).
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f(x)
= a 1

,
xa

,
a log x

resp. gegeben sind. H. W. Pexider 169
) betrachtet die allgemeineren

Funktionalgleichungen

f(x) + g&amp;gt;(y)

= $(x + y),

und findet, dass man resp. hat

f(x}
= ax -j- c, ba*

}
bxa

,
a log x -f- &;

und

&amp;lt;jp(#)

= ax -}- c, b ax
,

l xa
,

a log a; -f- &

Ahnlich fiir komplexe stetige Funktionen einer reellen Variablen.

b) Die Funktionalgleichung :

(104) (f ((#))
=

&amp;lt;]P (x) oder Sa tp
=

tp,

in der a gegeben ist, kann als Definition der Periodizitat im all-

yemeimten Sinne des Wartes angesehen werden 170
).

Periodizitat im

engeren Sinne erhiilt man fur a(x) = x -\- a, wo a eine Konstante

bedeutet; fiir a(x} = ax erhalt man eine Relation, auf die man die

Theorie der doppeltperiodischen Funktionen stiitzen kann 171
),

wie die

Verwancllung von x in &amp;lt;?

r sofort zeigt. Die Definition der doppelten

Periodizitat erster, zweiter und dritter Art (II B 3) besteht in nichts

anderem als in einein System von zwei einfachen Funktional

gleichungen. Ein System von einer endlichen oder uneudlichen An-

zahl von Gleichungen der Form:

(105) Sa &amp;lt;p

=
(f, S^tp

=
cp, ...

fiihrt zu dem Schlusse, dass die Operationen Sa , S^,
... eine Gruppc

bilden miissen; sind die Funktionen a, /3,
... linear, so kornmt man

auf die Theorie der gegeniiber eiuer (diskontinuierlichen) Gruppe

linearer Substitutiouen iuvarianten Funktionen, d. h. der automorphen

(Fuchs schen) Fuuktionen von Poincare und Klein (II B 4). Ihre

Verallgemeinerung auf Fuuktiouen von mehreren Variabeln, d. h. die

169) Monatshefte fiir Math, und Phys. 14 (1902), p. 293.

170) 0. Eausenberger, Lehrbuch der Theorie der periodischen Funktioaen,

Leipz. 1884. Vgl. auch&quot; wegen einer Verallgemeineruug der Periodizitat, die

auch auf mehrdeutige Funktionen ausgedehnt wird, E. Jaggi, Nouv. ann. (4) 1

(1901), p. 146, 450, 529.

171) S. Pincherle, Giorn. di mat. 18 (1880), p. 92; Mauscnberger, Lehrbuch,

Abschn. VI; A. It. Forsijth, Theory of functions, Cambr. 1893, p. 686.
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hyperfuchs schen und hyperabel schen Funktionen von E. Picard 11

*},
sind ebenfalls durch Funktionalgleichungen definiert. _ Die all-

gemeine Periodizitatsgleichung (104) ist formell allgemein durch die
Formel gelost worden 173

):

(106) *W-Jh.Y,
n= oo

in der f(x) eine willkiirliche, in besonderen Fallen rationale Funjf-
tion bedeutet; in der Theorie der einfach und doppelt periodischen,
iiberhaupt der automorphen Funktionen hat man zahlreiche Beispiele
daffir, dass durch geeignete Wahl der Funktion f(x) Kouvergenz der
Reihe erreicht und so eine effektive Losung der vorgelegten Gleichung
gewonnen werden kann.

c) Wichtige Klassen von Funktionen sind definiert durch ein Addi-

tionsthcorem, das seinen Ausdruck in einer Funktionalgleichung findet.

Dahin gehoren die Kreisfunktionen: die Funktion Cosinus lasst sich
bestimmen durch die Gleichuno- 114

)-o /

(73) (p (
x + a} + &amp;lt;p (x a)

=
2(f (x) &amp;lt;p (a),

mit Hinzufiigung einer Nebenbedingung (vgl. Nr. 20); die Funktion
Sinus durch 174

):

(107)

ebenfalls mit Nebenbedingungen; die Partialbruchzerlegung der Funk
tion Kotangente lasst sich ableiten aus ihrer Eigeuschaft

175
):

(108) y(u)(p(v) + (f)(v)&amp;lt;p(w) + &amp;lt;f)(w)(p(u)
= 3i

2
fiir u + v + w= Q.

Die fiir diese Funktion benutzte Methode lasst sich 176
) auch an-

wenden zurBestimmung der Partialbruchzerlegung der Weierstrass schen
Funktion (x}, die durch:

(109) Kw+ew+cwy+rw+rw+fWr- fflr *+f+;=o
definiert ist. Wderstrass 1 1 1

} hat seine Vorlesungen iiber elliptische
Funktionen oft mit dem Satze begonnen: Eine analytische Funktion

(p (x) von der Art, dass:

172) Par. C. R. 1884, 1885, 1889; Ann. ec. norm. 1885; J. d. math. 1885;
vgl. auch hieruber II B 4.

173) P. Appell, Par. C. R. 88 (1879), p 807, 1022.

174) E. H. Moore, Ann. of math. 9 (1895).

175) F. Schotiky, J. f. Math. 110 (1892), p. 324.

176) Ebenda, p. 329.

177) Weierstrass-Schwarz, Formeln und Lehrsatze, Berlin 1893, p. 1; vgl.
auch Eausenbtrger, Lehrbuch 170, p. 140. Im ubrigen vergleiche man wegen der
Additionstheoreme der elliptischen und Abel schen Funktionen die betr. Artikel
von II B 3 und 5.



27. Verschiedene Funktionalgleichungen. 801

(110) F(&amp;lt;p (x),

wo F eine rationale Funktion bezeichnet, ist entweder algebraisch

oder periodisch; H. Petrini m) beweist, dass dieser Satz auch noch

gilt, wenn man cp
nicht als analytisch, sondern nur als in der Um-

gebung eines Punktes XQ eindeutig und stetig voraussetzt.

Funktionalgleichungen konnen auch zur analytischen Fortsetzung
einer zuniichst nur in einern begrenzten Bereich definierten analy

tischen Funktion in einen grosseren Bereich dienen.

Sei noch die Funktionalgleichung erwahnt:

(111) &amp;lt;p(x + x, y + y , ...)

= v fa y, ) + &amp;lt;p (* , y, ) -f f(z, y, --,

*
, y, ),

in der f gegeben, cp gesucht sei; ihre Losung wird in der Form er-

halten :

(112) y (x, y)
=

c^x + c
2 ij H-----1- S,

wo S eine Summe von Termen bedeutet, die man erhalt, indem man
in f(Xj y, . .

.;
x

, y ,
. .

.)
der Reihe nach eine, zwei, . . . Variabeln gleich

Null setzt
180

).

E. Picard lsl
)

hat unendlich viele Systeme von m eindeutigen

analytischen Funktioneu
/*, (p, . . .

, ^ gefunden, die periodisch sind mit

der Periode a, und die Funktionalgleichungen

f(x + )

&amp;lt;p(x + )
=

befriedigen; hier ist to : o nicht reell, und jR1; J?
2 ,

. .
.,

lim detmiert

eine birationale Substitution fiber m Buchstaben. Eine geometrische

Frage fuhrt spater Picard 182
)
zur Betrachtung des Systems von Funk

tionalgleichungen

f(ax, by, ..., Iz)
= E^f, 9, . . ., V)

(114) ........
&amp;lt;p(ax, by, ..., Iz)

= Em (f, 9, . . ., ^);

das System kann durch in der Umgebung von x = y = --- = s = Q

regulare und ubrigens meromorphe Funktionen befriedigt werden.

In beiden Fallen ist die Losung durch successive Approximationen

erhalten.

178) Stockh. Forhandl. 1901, p. 297.

179) Vgl. II B 1, Nr. 1G.

180) F. Seven, Torino Atti 36 (1901), p. 76. Severi wendet diese Auflosung

auf eine Frage der abziihlenden Geometrie an.

181) Par. C. R. 117 (1893), p. 472, 603.

182) Par. C. J?. 139 (1904), p. 6.
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Endlich sei erwahnt, das F. Pietzker 183
)
sich mit den allgemeinsten

Verbindungen, die assoziativen Charakter haben und niit den sich

daraus ergebenden Funktionalgleichungen beschaftigt.

d) Nur hingewiesen sei auf die Funktionalgleichung:

(115) 9 (x + l)- V (x)
= G(x),

in der G(x) eine ganze Fuuktion bedeutet 184
);

dann auf die zur De

finition der F-Funktion analogen Gleichungen:

(116) &amp;lt;p (x + 1)
- r (x) &amp;lt;p(x)

= s (x) ,

in denen r (x) und s(x) rationale Funktioiien bedeuten 180
);

denu sie

gehoren in die Difiereuzenrechnung. Eiue Yerallgemeiuerung dieser

Differenzengleichungen bilden die Gleichungen der Form:

(117) 2\&amp;lt;p(x + a
r)
=

f(*),
V

in der / eine gegebene Funktion bezeichnet 186
);

sie fiihren auf lineare

Differentialgleichungen unendlich hoher Ordnung (Nr. 14) und lassen

sich mit Hilfe der Transformation von Laplace (Nr. 16) formell,

unter geeigneten Voraussefczungen iiber die Funktion f(x) auch effektiv,

durch ein bestimmtes Integral losen. Die h
v
konnen dabei Konstante

oder rationale Funktionen von x sein.

e) 0. Holder 18
*)

hat bewiesen, dass die F-Funktion, die die Funk

tionalgleichung

(118) f(x + 1)
= xf(x)

befriedigt, desvvegen keiner algebraischen Diiferentialgleichung ge-

niigen kann; sie ist, nach E. H. Moore 188
),

transcendental-transcendent.

Ferner beweist H. Tieteke***), dass eine analytische Funktion, die eine

Funktionalgleichung

(119) frt*+i)-f() + ,

die keine rationale Losung hat
7

und wo r(x) iin Unendlich ver-

schwindet, befriedigt, auch transcendental-transcendent ist. Moore 1*8
)

183) Beitrlige zur Funktionenlehre, Leipzig 1892.

184) C. Guichard, Ann. ec. norm. (3) 4 (1887), p. 301; A. Hurwitz ,
Acta

math. 20 (1897), p. 285.

18o) Namentlich Hj. Mellin, Acta math. 3 (1883), p. 322; 8 (1886), p. 37;

25 (100-2), p. 139.

186) G. H. Halphen, Par. C. R. 93 (1881), p. 781; S. Pincherle, Bologna Mem.

f4) 5 (1888) (zwei Abhandluugen, die erste betrifft den Fall, dass die Koeffi-

zienteu h konstant, die zweite den, dass sie rationale Fuuktioneu von x sind);

Rend, del circ. mat. di Palermo 18 (1904), p. 273.

187) Math. Ann. 28 (1886), p. 1.

188) Ibid. 48 (1897), p. 70.

189) Monatsh. Math. 16 .1905), p. 329.
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hatte schou ein sehi- allgerneines Theorem gegeben liber transcen-

dentale Transcendenz analytischer Funktionen, die einer Funktional-

gleichung

f(G(x)) = Hf(x}}

geniigen, neben Bedingungen fiir G und H.

28. Integralgleichungen erster Art (Umkehrung der bestimmten

Integrale); Allgemeines. Das Problem der Umkehmng der bestimmten

Integrate hatzum Gegenstand die Auflosungder Funktionalgleichung
190

)

(120) /&f)?&amp;lt;y)*y -/(*)
(0

iiach der unbekannten Funktion
qp (y)- f(x] ist eine gegebene Funk

tion, ebenso u(x,y); die letztere heisst charakteristische Function oder

Kern. Diese Funktionen konnen analytisch sein oder nicht; die In-

tegrationsgrenzen konnen reell sein oder I kann eine offene oder ge-

schlossene, endliche oder unendlicbe Linie in der Ebene der Varia-

belu y bedeuten. Die Wichtigkeit des Problems (120) liegt eiumal

in seinen zahlreichen Anwendungen in der matbematischen Physik,
dann darin, dass es aquivalent ist init dem Problem der Entwicklung
der gegebenen Funktion f(x) in eine Reibe nach gegebenen Funk
tionen or

n (rr)(w
=

0, 1, 2, ...); die charakteristische Funktion muss

dann so gewablt werden, dass sie langs des Integrationsweges I eine

gleiebrniissig konvergente Entwicklung
00

(121) K(x,y} = 2in (y}n(x}
n=0

zuliisst, und die Bestimmung der Koeffizienten der Entwicklung von

f(x) ist mit der Bestimmung der Funktion tp(y) aquivalent
191

).

Die Formel (120) ist eine Funktionalgleichung im engeren Sinne

des Wortes, wenn f(x) eine gegebene Funktion ist; ist f innerhalb

eines gewissen Funktionalbereiches Avillkurlich
;

so ist diese Formel

die Definition der zu:

(46) A
(&amp;lt;f}

=fa (x, y) &amp;lt;p (y*) dy
(0

inversen Operation A~ l
. Fiir diese Auffassung fallt das Problem der

Umkehrung der bestimmten Integrale zusarnmen mit dem der Auf-

190) Fur die Gleickung (112) hat I. Fredholm den Nainen ,,Abel sche Funk-

tionalyleichung&quot; vorgeschlagen, D. Hilbert nennt sie ,,Integntlyleichung erster J.rt
u

.

Der Name Iiitegralgleichuug geht auf P. du Boia-JReymond, J. f. Math. 103

(1888), p. 228, zuriick.

191) U. Dim, Anu. univ. Tosc. 17 (1880;.
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suchung der Inversen einer distributive!! Operation, die in der Gestalt

eines bestiminten Integrals gegeben ist (Nr. 15). Das so formulierte

Problem zerfallt in zwei: einmal handelt es sich um die formelle

Bestimmung des Ausdrucks der Operation A~\ im allgemeinen eben-

falls in der Gestalt eines bestimmten Integrals
- - was mit der Be

stimmung von dessen charakteristischer Funktion Equivalent ist; dann
muss festgestellt werden, in welchem Funktionalbereich fur f(x) diese

Operation A~ l

Bedeutung hat. Die Frage kommt so zuriick auf die

Bestimmung einer Funktion fi(y,t) und eines Integrationsweges I

von der Art, dass in einem passend gewahlten Funktionalbereich fur

f(x) die Gleichung gilt:

(
122

) ff (
x

&amp;gt; y) ft to f dtdy = /&quot;(*)

(0 (O

Hat man mit analytischen Funktionen zu thun und sind die Voraus-

setzungen der Caucliy schen Integralformel (II B 1, Nr. 4) erfullt, so

reduziert sich das Problem noch auf die Bestimmung einer Funktion
/3

von der Art, dass die Gleichung gilt:

(123)

Endlich kann man noch zwei Falle des Problems (120) unterscheiden,

je nachdem der Integrationsweg fest, d. h. von x unabhangig ist

(Nr. 29) oder nicht (Nr. 30).

29. Umkehrung bestimmter Integrate mit festen Grenzen.
Fur den Fall fester Grenzen ist das Problem (120) oder was dasselbe

ist, das der Bestimmung der Funktionen
/3 (y, f) im allgemeinen nicht

gelost; doch kennt man die Losung fur eine Anzahl spezieller Falle.

Zunachst den Fall a(x,y) = ee
,
den N. H. Abel 192

)
behandelt hat;

er findet, dass in besondern Fallen die Umkehrung durch ein Integral
derselben Form geschieht

193
):

Das Fourier sclie Integral^} giebt dieselbe Umkehrung in der Ge
stalt (122). Das Inversionsproblem lasst sich auch in dem Falle

192) Oeuvres 2, p. 69.

193) Das ist ein anderer Ausdruck fiir die in Nr. 16 schon zitierte Be-

merkung, dass die Umkehrung einer Laplace schen Transformation wieder eine

Laplace sche Transformation ist.

194) J. Fourier, Theorie analytique de la chaleur, Paris 1822, Nr. 342, p. 533;
Nr. 360, p. 546 (Oeuvres 1, p. 387, 406); C.Jordan, Cours d analyse 2, Paris 1894,

p. 235. Fur komplexe Variable vgl. L. Kronecker, Vorlesungen iiber Integrale.

herausg. von E. Netto, Leipz. 1894, p. 222.
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16sen, dass die charakteristische Funktion y~
x

ist. Dieser Fall der

iibrigens von dem eben besprochenen sich nur durch Einfuhrung eiuer

neuen Variabeln unterscheidet 195
), ist fur reelle Variabeln implicite

von P. 8. de Laplace
136

), fur komplexe von R Riemann 197
) behandelt

worden; letzterer giebt als Lbsung von:

(124)

den Ausdruck:

(125)

00

f(*)-/*

a * oo

ff(x)y*dx.

198
) 7

mit An-Dieselbe Umkehrung findet sich schon bei E. Murphy
wendungen auf Fragen der mathematischen Physik, und spater bei

J. C. Kluyver und N. Nielsen 8

*), die sie auf die Entwicklung einer

gegebenen Funktion in eine nach Faktoriellen fortschreitende Reihe
anwenden.

Einen speziellen Fall, der sich mit Hilfe elementarer Funktionen

erledigen lasst, behandelt H. Laurent ), namlich die Auflosung des

Gleichungssystems:
b

(126)

fur den Fall, dass man dem k nur eine endliche Zahl von Werten
k == 0, 1, 2, . .

.,
n beilegt. Dagegen bietet dieses Problem grosse

Schwierigkeiten, aber auch viel mehr Interesse, wenn k die Werte

0, 1, 2, . .
.,

oo durchlauft; es ist im allgemeinen nicht gelost, aber

wichtige Spezialfalle sind behandelt. Z. B. wenn a = 0, 6 = oo und
die Zahlen gh alle positiv sind, ist die Funktion y(y) eindeutig be-

stimmt, wenn die aus den gh durch die Gleichungen:

(127) an =

(128)

ffi 9* 9n

ffn+i

8n + l
=

abgeleiteten Zahlen an positiv und so beschaffen siacl, dass die Reihe

195) Es handelt sich dann urn die in Nr. 16 mit B bezeichnete Operation.

196) Vgl. Fussnote 74).

197) ttber die Anzahl der Primzahlen, usw., Werke 1876, p. 140.

198) Cambr. Trans. 4 (1833), p. 358.

199) J. de math. (3) 4 (1878), p. 225.
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Jan divergiert. Diese Theorie (ProUeme des moments}, die man
Stieltjes

200
) verdankt, 1st neuerdings von E. Borel 1

} wieder auf-

genommen und verallgemeinert worden.

Andere Falle, in welchen das Problem (120) sich losen lasst,
sind von S. Pincherle 202

) behandelt worden. Zunachst der, dass

(x,y) eine Funktion der Differenz y x ist; in diesem Fall ist die

Operation A mit der Differentiation vertauschbar, und dasselbe gilt
also auch von der inversen Operation A~ l

,
mit anderen Worten,

ft (y, t} ist ebenfalls eine Funktion der Differenz y t, und diese

Funktion lasst sich bestimmen. In diesem Falle fallt das Problem

(120) zusammen mit dem der Entwicklung von f(x) nach den Ab-

leitungen einer und derselben Funktion oder nach Appett schen Poly-
nomen (Nr. 17b), je nachdem a(x,y) nach fallenden oder steigenden
Potenzen von y x geordnet ist.

Dann der Fall 203
), dass die charakteristische Funktion einer

Gleichung der Form geniigt:

(129) (.+ *.*) +

m der a
,
a
lt . . ., &

,
61; . . . gegebene Funktionen von y bedeuten.

In diesem Falle wird die Funktion ft(y,) der Operation A 1

folgender-
naassen erhalten: man multipliziere in (129) beiderseits mit a(t,y)
und integriere langs I- integriert man partiell, bestimmt 6 als ein

Integral der Gleichung:

(130) (- 1) {(ak + M0(t&amp;gt; y^ }
=

k(f)
k=0

und wahlt k(t) und die in ^ noch willkiirlichen Grossen so, dass die

vor das Integralzeichen getretenen Bestandteile sich wegheben, so er-

halt man durch Subtraktion von (129) und (130) den Ausdruck (123;
von

(t x)~ \ Damit ist das Problem gelost; zugleich auch das der

Entwicklung einer gegebenen Funktion nach Polynomen w w (#), die

einer linearen Rekursionsformel mit in x linearen Koeffizienten ge-

nilgen; und aus den Eigenschaften der Integrate von (129) ergiebt
sich der Giiltigkeitsbereich dieser Losung. Als Spezialfall erhalt man

200) Toulouse Fac. ann. 8 (1894), p. 793; 9 (1895), p. A 24.

201) Le9ons sur les series divergentes, Paris 1901, p. 61.

202) Acta math. 10 (1887), p. 153; Bologna Mem. (4) 7 (1886).

203) Ibid. 16 (1892;, p. 341; Math, papers of the intern. Congress, Chicago
1896, p. 278.
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die Konvergenzbedingungen der von E. Heine**) gegebenen Ent-
wicklung einer analytischen Funktion nach Legendre schen Polynomen.

Endlich ist das Problem (120) auch noch gelost
205

) in dem Falle
dass die charakteristische Funktion einer partiellen Differential-

gleichung der Form geniigt:

30. Umkehrung bestimmter Integrale mit veranderlichen
Grenzen. Der Fall des Problems (120), dass mindestens eine der

Integrationsgrenzen mit x veranderlich ist, hat sich zuerst N. H.
Abel 206

)
bei der Losung einer Aufgabe iiber brachistochrone Be-

wegung dargeboten: er erhalt die Umkehrung des Integrals:

durch die Formel:
i

(133) , fy) = E_^ vn Cf(ty)dt
y ^J

It V J (tl)n

Zahlreiche Autoren, von J. Liouville) bis E. BeUrami), haben
sich mit dieser Inversion beschaftigt und davon Anwendungen auf

Fragen der mathematischen Physik und auf die Koeffizientenbestim-

mung der Entwicklung einer Funktion nach Bessel schen und anderen
Funktionen 208

) gegeben
Bin allgemeinerer Fall ist von N. Soninem

) behandelt worden,
namlich der, dass die charakteristische Funktion von der Form

204) Handbuch der Kugelfunktionen, 2. Aufl., Berlin 1878- v&amp;lt;*l II B 1

Nr. 38.

205) T. Levi-Civita, Lomb. Rend. (2) 28 (1895), p. 533.

206) J. f. Math. 1 (1826), p. 153 (Oeuvres 1, p. 97 (vgl. auch p. 11)). Abel
hatte die Formel schon 1823 gegeben; er war allem Anschein nach im Besitz
der Losung des Problems auch fur den allgemeinen Fall. Vgl. die Bibliographic
des Problems in der historischen Einleitung der Abhandlung von V. Volterra,
Ann. di mat. (2) 25 (1897), p. 139.

207) Lomb. Rend. (2) 13 (1880), p. 327; Bologna Mem. (4) 1 (1879); 4 (1882);
s. auch E. Cesaro, Bulletin de 1 Acad. de Belgique 1902. In derselben Arbeits-

richtung liegt auch die Untersuchung von E. Cesaro uber ein Problem der

Warmeleitung, Brux. Bull. 1902, p. 387.

208) 0. ScfiHimilch , Zeitschr. Math. Phys. 2 (1867), p. 156; Beltrami f07
&amp;gt;

Dtni 191
).

209) Acta math. 4 (1884), p. 171.
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tt
(x y) ist

l
nier

;
wie fiir die Umkehrung der Integrale mit festen

Grenzen (Nr. 29) ist die charakteristische Funktion der inversen

Operation von derselben Form. Sonine beschrankt sich dabei auf

analytische Funktionen; die Ausdehnung seiner Losung auf nicht

analytische Funktionen giebt T. Levi-Civita}.
Fiir den allgemeinen Fall ganz beliebiger charakteristischer

Funktionen, die nur endlich und integrabel sein und eine integrable

Ableitung nach x haben miissen. ist das Problem von V. Volterra

gelost worden 211
);

die Losung berulit auf dem folgenden Prinzip: Ist

(? (x, y) eine endliche und integrable Funktion und berechnet man

(134) *, (X, y} =/;,_. (x, t)^ (t,

=

so ist a
i
vom Index j unabhangig, und die Reihe:

(
135

) ^hf)

konvergiert gleichmassig und stellt eine integrable Funktion dar;
verfahrt man mit s ebenso wie zuerst mit tf

,
so kommt man auf

die urspriingliche Funktion &amp;lt;? zuriick. Mit Hilfe dieses Prinzips er-

halt Volterra die Formel fur die Losung der Funktionalgleichung

f(x)
-

f(a) =&amp;lt;p (y} a (x, y} dy ,

a

wenn a(x,y) fiir x = y nicht null ist; und diese Losung ist ein-

deutig bestimmt. Wenn a (x, y}
= ist fiir x = y, lasst sich das

Problem ebenfalls losen, aber es kann dann unendlich viele Losuno-en

geben
212

).
E. Holmgren} zeigt, dass diese Losungen eine lineare

Mannigfaltigkeit bilden; was mit den Prinzipien der Umkehrung
einer distributiven Operation (Nr. 5) in tJbereinstimmung ist. _

210) Torino Atti 31 (1895), p. 25.

211) Line. Transunti (3) 8 (1884), p. 315; Rend. (6) 5 (1896), p. 177; Torino
Atti 31 (1896), p. 231, 286, 389, 429; Ann. di mat. (2) 25 (1897), p. 139. Der
Verfasser erlautert die Moglichkeit der L8sung des Problems fiir diesen Fall

durch die Analogic mit einem System linearer Gleichungen, in dem alle Elemente
der Determinante auf der einen Seite der Hauptdiagonale null sind. Dadurch
tritt eine Vereinfachung ein, die im Falle der Umkehrung bestirnmter Integrale
mit festen Grenzen (Nr. 29) nicht statt hat; wie weit in diesem Falle die

Beziehung zwischen der Theorie der distributiven Operationen und der der
unendlichen Determinanten (I A 3, Nr. 58) reicht, ist in Nr. 31 d) klargestellt.

212) Torino Atti 31 (1896), p. 389.

213) Ebenda 35 (1900), p. 392.
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Volterra hat seine Methode auch auf Falle angewendet, in welchen
beide Grenzen des Integrals mit x veranderlich sind 214

); z. B. erhiilt

er die Losung der Gleichung:
X

(137) f(x)
-

f(0) = ftp (y) a (x, y) dy, (a&amp;gt;x&amp;gt;0).
ax

Ausserdem giebt er die Losuug des Gleichungssystems
215

):

x n

( 138) ft (x)
- ft (a) =J ^^ (y) aih (x, y) dy, (f

-
1, 2, . .

., n)

fiir den Fall, dass die Determinante \aih (x,y)\ von Null ver-

schieden ist.

31. Integralgleichungen zweiter Art.

a) Ein besonderes Interesse kniipft sich neuerdings an die Glei-

chungen der Form:

(139) y (
X
)

kfg&amp;gt;
(t) a (x, t) dt = f(x),

(i)

die D. Hillert 216
) Integralgleichungen zweiter Art nennt 217

), da sich

Losungen von Randwertaufgaben der mathematischen Physik auf sie

zuruckfuhren lassen. Diesen Zusammenhang hat C. Neumann* 1

*) bei

Gelegenheit eines Problems betreffend das Potential einer Doppel-
schicht bemerkt, auf das dann H. Poincare * 19

) das ,,Dirichlet sche
Problem&quot; zuriickgefiihrt hat. Neumann s Losung einer Gleichuug der
Form (139) lasst sich symbolisch folgendermassen darstellen: Schreibt

man die Gleichung:

(140) vkA(&amp;lt;p-)
=

f,

so ist diese Losung formal gegeben durch

214) Ann. di mat. (2) 25 (1897), p. 156.

215) Rend. Lincei (5) 5 (1896), p. 177.

216) Gott. Nachr. 1904, p. 49.

217) Die L8sung der Gleichung (120) scheint viel schwieriger zu sein, als

die der Gleichung (139); die Bemerkung Fredholm s, dass die erstere aus der
letzteren erhalten werden konne, indem man nur k = oo zu setzen brauche,
hat keinen praktischen Wert, da die letztere im allgemeinen eiue ,,meromorphe&quot;
Funktion von k ist und also fur k = oo eine wesentliche Singularitat aufweist.

Ubrigens beziehen sich die folgenden Angaben hauptsiichlich auf den Fall

reeller x und
&amp;lt;,

die dann unbeschadet der Allgemeinheit auf das Intervall

(0 ... 1) beschrankt werden konnen.

218) Leipz. Ber. 1870; Untersuchungen iiber das logarithmische u. JVewton sche

Potential, Leipzig 1877, Kap. 5; Leipz. Abhandl. 13 (1887), p. 707.

219) Palermo Rend. 8 (1894), p. 67; Acta math. 20 (1897), p. 59142.
Kncyklop. d. math. WisBonech. H. 53



810 II A 11. Funktionaloperationen und -Gleichungen.

(141) (p
= ^knAn

(f)

und wenn diese Reihe fiir geeignete Werte von k konvergiert, so

giebt sie fiir diese Werte die Losung von (139). Aber im all-

gemeinen findet Konvergenz nur fiir hinlanglich kleine k statt:

Poincare 220
)

hat erst vorhergesehen, und FredJiolm bewiesen, dass

die Losung von (139) eine merom&rphe Funktion von k Quotient
zweier ganzer transzendenter Funktionen - - ist.

b) In einigen speziellen Fallen konvergiert allerdings die Reihe (141)
fiir alle k und stellt also eine ganze Funktion von k vor: insbesondere,
in dem Fall, wo die Variabeln reell sind und die Integrationsgrenzen
in (139) von x abhangen. Dieser Fall lasst sich zuriickfiihren auf

die Losung der Gleichung:
X

(142) tp (x)
kf&amp;lt;p

(t) a(x,i)dt = f(x), (0 ^ x &amp;lt; 1);
b

sie ist zuerst von J. Le Boux 221
) mit Hilfe der Methode der succes-

siven Approximationen gelost und fast gleichzeitig von V. Volterra 222
)

- auch fur den Fall, dass a (x, f) Singularitaten aufweist diskutiert

worden, der durch seine Untersuchungen fiber die Verallgemeiuerung
des ^4M schen Problems (Nr. 30) auf sie gefuhrt worden war. Bei

Volterra tritt die Wichtigkeit der Funktion

(143) I (r\ n fr r\\^v ) n
\jj)

a (j,f X)

hervor, die hier dieselbe Rolle spielt, wie die Determinante bei Sy-
stemen linearer Gleichungen; er zeigt, dass es nur eine Losung giebt,
wenn h(x) im Integrationsintervall von Null verschieden ist, und
dass die Losungen, wenn h(x) Null wird, von einer algebraischen

Gleichung abhangen. tiber die letztere fiigt dann E. Holmgren
223

)

noch einige Bemerkungen bei. Die Losung von (142) durch succes

sive Approximationen ist von E. Picard 22
*) noch einfacher dargestellt

worden; mit derselben Methode und mit Gebrauch von Hiilfsfunktionen,
die Integrate der linearen Differentialgleichung

f(0 - (*

sind, lost P. Burgatti
22

^) die allgemeinere Gleichung:

220 Acta Math. 20 (1897), p. 118 u. f.

221) Ann. ec. norm. (3) 12 (1895), p. 244.

222) Torino Atti 31 (1896), p. 231, 286,389, 429; Line. Rend. (5) 5 (1896),

p. 177; Ann. di mat. (2) 25 (1897), p. 139. Vgl. fibrigens Nr. 30.

223) Torino Atti 35 (1900), p. 384.

224) Paris C. E. 139 (1904), p. 245.

225) Line. Rend. (5) 12 (1903), p. 443, 596.
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X

(144) f(x)
-

&amp;lt;p(x) +f(a (x, 7 (0 + ttl (*,*)
1? + . . +^ (^ ^

a

nach der unbekannten Funktion qp auf; G. Futoni***) lost dieselbe

Gleichung mit einer anderen Methode, die sich auf die allgemeine
Theorie der distributiven Operationen griindet.

c) Sind die Grenzen des Integrals von x unabhangig, so lasst

sich fiir reelle Variable die Gleichung (139) auf die Form bringen:
i

(145) &amp;lt;p (x) kfo (f) a (x, t)
dt = f(x) ;

o

die Funktionen f(x) und a (x, f) sollen dabei im Intervall (0 ... 1)

reell, endlich und stetig sein 227
).

Auf Grund der Bemerkung, dass

die meromorphe Losung dieser Gleichung Quotient zweier ganzer
transzendenter Funktionen ist, gelingt es /. Fredholm} diese Tran-

szendenten direkt zu erhalten. Er giebt die Losung, wenn a (x, ) (x t}
v

fiir ein v
&amp;lt;

1 endlich und integrabel ist, in der Form :

(146) V (a) =f(*) +
dabei ist:

(148)

und:

ti

Der Nenner 8(k) }
der hier die Rolle der Determinante bei Systemen

liuearer Gleichungen spielt, ist von der Funktion f(x) unabhiingig.
Die Konvergenz der Reihen fiir d (K) und A (k, x, t)

wird auf Grund

226) Ace. Napoli Rend, febbraio 1904.

227) Fredholm bemerkt Acta math. 27 (1903), p. 366, dass man die Glei

chung (142) als speziellen Fall von (145) ansehen kSnne; man brauche nur an-

zunehmen, dass a (x, t) fur t
&amp;gt;

x gleich Null sei.

228) Stockh. Ofvers. 57 (1900), p. 39; Par. C. R. 134 (1902), p. 1561; Acta

math. 27 (1903), p. 365.

53*
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eines Lemmas von J. Hadamard} bewiesen. Fur Werte von k, fur

die d(&)4=0 ist, giebt es nur diese eine Losung; fur eine w-fache

Wurzel k von k = giebt es unendlich viele Losungen, die sich

linear aus m von ihnen ableiten. Sie lassen sich durch Quotienten

von Reihen darstellen, die zu A (k, x, i) analog sind und von Fred-

holm als Hinoren von d (&) bezeichnet werden. G. Fubini 23
)

be-

dient sich der Methode von Fredholm zur Losung von Funktional-

gleichungen der Form (144), in denen die Grenzen der Quadratur

von x unabhangig sind.

Im komplexen Gebiet treten ganz andere Verhaltnisse ein; in

der That geht aus Bemerkungen von S. Pincherle 1

} hervor, dass in

manchen Fallen die Gleichung

(150) &amp;lt;p (x)
=

kfa (x, t) &amp;lt;p(t)dt

W
fiir jeden^Wert von k eine Losung, und also die entsprechende Glei

chung (139) fur jeden Wert von k eine unendliche lineare Mannig-

faltigkeit von Losungen haben kann.

d) Fredholm s Methode hat ihre Wurzel in einem elementaren

algebraischen Problem 232
).

0. D. Kellogg
233

}
teilt auf Anregung von

D. Hilbert das Intervall von bis 1 in n gleiche Teiie, substituiert

f (A)
fur f(x),

g&amp;gt;()

fiir ,,(), a (, |)
fiir (x,t) und ersetzt

das Integral durch eine endliche Summe. So erhalt er ein gewohn-

liches System von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten, das

sich durch Determinanten losen lasst: der Ubergang zu n = oo lasst

die Form der Fredholm schen Losung augenfallig werden. Die strenge

Durchfiihrung des Grenziiberganges von dem algebraischeu zum trans-

zendenten Problem giebt Hilbert selbst 234
), speziell fiir den besonders

interessanten Fall, dass die Funktion a (x, f),
die er Kern nennt, in x

undjl symmetrisch ist. Mit Hilfe des Grenziiberganges und nach

vorgangigem Beweis der Konvergenz der Entwicklungen d
(Jc)

und

A (k, x, f)
erhalt er die Forrnel (146).

Das in der Gleichung (139) enthaltene Problem u(x,f) sym
metrisch lasst sich auch als transzendente Verallgemeinerung des

229) Darb. Bull. (2) 17 1893, p. 240.

230) Catania Accad. Gioenia boll. 1905, fasc. 83.

231) Math. Ann. 49 (1897), p. 325.

232) Er sagt (Par. C. R., 27 Janvier 1902): ,,la th^orie de liquation (139)

est un cas limite de la theorie des equations line aires&quot;. Dasselbe hatte Volterra,

Torino Atti 31 (1896), p. 235 fur den Fall b) schon bemerkt; vgl. Fussnote 211)

233) Diss. Gott. 1.902.

234) Gott. Nachr. 1904, p. 57.
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Problems der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form
in eine Summe von Quadraten (I B 2, Nr. 3) ansehen 235

).
Fur diesen

Gesichtspunkt haben fundamental Wichtigkeit die (nach steigendem
absoluten Betrag geordneten) Wurzeln klt k

2 ,
. . . der Gleichung

d(a?)
=

0; Hilbert nennt sie n die zum Kern a(x,t] gehorigen Eigen-
ivertff . Jeder einfachen Wurzel k

t entspricht eine bis auf einen kori-

stanten Faktor bestimmte Losung der Funktionalgleichung:
i

(150) (f (x)
=
kfa (x, f) &amp;lt;p (t) dt 7

o

jeder w-fachen Wurzel m linear -unabhlingige Losungen, ndie zu dem
Eigenwerte A-,- gehorigen Eigenfunktioneri . In der allgemeinen Theorie
der distributiven Operationen nach Pincherle erscheinen diese Eigen-
funktionen als Invarianten 235

)
der durch die Quadratur gegebenen

Operation A(&amp;lt;p).
1st der Kern symmetrisch, so sind die Eigenwerte

alle reell 287
); zu jedem Kern existiert mindestens ein Eigenwert und

folglich auch mindestens eine Eigenfunktion
238

). Durch geeignete
Wahl des noch willkiirlichen konstanten Faktors, bezw. durch geeig
nete Auswahl unter den zu einein mehrfachen Eigenwert gehorenden
lassen sich die Eigeiifunktionen ,,normieren&quot;; bezeichnet man dann
mit ijf t (x) die te norniierte Eigenfunktion, so gelten die Relationen:

(*) ^(*)rf*={?
ftr

I
-1 * J

Damit gelangt man zu Hilbert s fundamentaler Formel 239
):

r
(152) / l

in der p(x), q(x) beliebige stetige Funktionen bedeuteu konnen; die

Keihe rechts konvergiert unbedingt und gleichmiissig fur alle Funk
tionen ^(#), q(x), fur die die Integrale:

i i

(153) fp*(x)dx, fq*(x)dx

eine endliche Grenze nicht uberschreiten. Fur p (x)
= q (x) erhalt

man die transzendente Verallgemeinerung der erwiihnten Transforma

tion der quadratischen Formen.

235) Ebenda, p. 62.

236) Vgl. Pincherle e Amaldi, p. 35.

237) Hilbert, GOtt. Nachr. 1904, p. 63.

238) ,,Fundamentaltheorem&quot; nach E. Schmidt, Diss. Gott. 1905.

239) G6tt. Nachr. 1904, p. 70.
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Die Zahl der Wurzeln von 8 (fy ist im allgemeinen unendlich^ ;

sie ist dann und nur dann gleich einer endlichen Zahl m, wenn der

Kern von der Form ist:

(154) &quot;X*9

Die Bedingungen dafiir, dass eine Funktion von zwei Variabeln sich

auf diese Form bringeu lasst, giebt K. Stephanos**
1

*).
Fiir einen

symmetrischen Kern ist
&amp;lt;pn (x)

=
&,(#)

Die zu einem Kern a (x, f) gehorigen Eigenfunktionen sind zu-

gleich auch Eigenfunktionen der ,,iterierten Kerne&quot;
242

):

i

(155) cc
v (x, f)

=J a (x, u)av _ i (ut f)
du [a^ (x, f)

= K (x, )]
.

o

e) Die Eigenschaften (151) der ,,normierten Eigenfunktionen&quot;

fiihren zur Entwicklung einer im Intervall (0 ... 1) willkurlich ge-

gebenen stetigen Funktion in eine nach solchen Funktionen fort-

schreitende Reihe 243
).

Will man bei solchen Entwicklungen auch

den Fall mehrfacher Wurzeln von d (K) mit einbeziehen, so ist es

zweckmassig, ein ,,vollstandiges normiertes Orthogonalsysteui des Kernes

a (x, tj
l 244

) einzufiihren, d. h. ein System von Eigenfunktionen, die die

Relational) (151) erfiilleii und dabei so gewahlt sind, dass jede be-

liebige Eigenfunktion sich linear, homogen und mit konstanten Koef-

fizienten durch eine endliche Anzahl von Funktionen des Systems
ausdriicken lasst.

,7
Sei dann f(x) eine stetige Funktion, die sich auf

die Form bringen lasst:
i

(156) f(x)=fa(x,f)p(t}dt,
o

in der p(f) eine stetige Funktion bedeutet; jede solche Funktion

lasst sich entwickeln in eine absolut und gleichrnassig konvergente
Reihe der Form:

CO 1

(157) f(x)=2 C^* (^ c
*
=A (0 f M,

v= \

wenn i^lf i[&amp;gt;2 ,
... die Funktionen eines vollstaudigen normierten Or-

thogonalsystems sind.&quot; Dieser Satz riihrt von Hilbert uy) her; eine

240) Ebenda, p. 72.

241) Palermo Rend. 18 (1904), p. 360.

242) E. Schmidt, Diss. Gott. 6.

243) Hilbert, Gott. Nachr. 1904, p. 71.

244) Schmidt, Diss. G6tt. 5.

245) Gott. Nachr. 1904, p. 75.
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von ihm noch beigefiigte Stetigkeitsbedingung hat E. Schmidt 246
) als

iiberfliissig erkannt. Der Kern heisst geschlossen (Hillert), wenn der

Gleichung:
i

(158)
o

durch keine stetige Funktion (p (t) geniigt werden kann; fur einen

solchen Kern gilt der Satz: 1st f(x) stetig und konvergiert die Ent-

wicklung:
i

(159) 2WV (x), c
v=vv (t)f(f) dt

gleichinassig, so stellt sie notwendig die Funktion f(x) dar.

Den Fall eines unsymmetrischen Kerns fiihrt SchmicU MT
)
auf den

eines symmetrischen durch die Bemerkung zuriick, dass

i

(160) K (x, f) =JK (x, u} a
(t, u) du

o

eine syrumetrische Funktion von x und t ist.

Auf die Verwandtschaft einiger der angefiihrten Satze init neuen
Resultaten von W. SteJcloff

2*8
) sei hingewiesen.

f) Die vorangehende Theorie erlaubt Fragen der Maxima und
Minima von Doppelintegralen

249
):

i i

(161) J(y) =ffa (x, &amp;lt;p (x) (p (f) dtdx

zu behandeln. Ist der Kern definit, d. h. ist das Integrar (161)

positiv fur jede stetige Funktion
y&amp;gt;,

und ist:

i

(162)
o

so hat das Integral J kein Minimum; sein Maximum ist A&quot;&quot;

1 und

tritt fur
9? (x)

= ^ (x) ein; im Bereich derjenigen Funktionen
&amp;lt;p,

die

ausserdem den Bedingungen:
i

(163) f(p(x)^n (x)dx = (n= 1, 2, ..., m 1)
o

geniigen, ist das Maximum &- 1 und tritt fiir y(x) = $m (x) ein.

246) Diss. Gott. 9 u. Einleitung p. ffl.

247) Ebenda 12.

248) Toulouse Fac. ann. (2) 6 (1905). Vgl. Poincare, Acta 20 (1897),

p. 118 u. f.

249) Eilbert, Gott. Nachr. 1904, p. 78.
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g) Die bisher festgehaltene Bedingung, dass a (x, f)
endlich und

stetig sein soil, lasst sich durch eine weniger einschrankende er-

setzen 250
).

1st a(x,t} longs einer Linie x = %(f) der Ebene (x,t)

unstetig oder unendlich, doch so, dass

fiir ein Q &amp;lt; \ stetig bleibt, so bleiben die bisherigen Resultate giiltig.

Auch fiir die unter den Integralzeichen auftretenden Funktiouen sind

solche Singularitaten von der Ordnung &amp;lt; -\ zulassig.

h) Wie schon erwahnt, reichen die auf die Gleichung (139) sich

beziehenden Uberlegungen nicht aus zur Auflosung der Gleichung (120),

also zur Umkehrung eines bestimmten Integrals. Die Bemerkung,
dass f(x} notwendig eine rationale ganze Funktion wird, sobald a(x, f)

eine solche Funktion von x ist, reicht schon aus, urn erkennen zu

lassen, dass in diesem Falle iiberhaupt die Natur von f(x) von der

von a (x, f) abhangt. Fiir Gleiehungen dieser Art, die in der Potential-

theorie auftreten, sind die von Kellogg^
1

} citierten Auflosungsformeln
Hilbert s zu erwahnen:

i i

= / f(t) cotg7t(x t)dt -\-jcp(t)dt,

(164)

f(x)
=

-ftp (f) cotga(x f)dt +ff (t)dt,

in denen fiir die Integrate ihre Hauptwerte irn Sinne von Caucliy

zu nehmen sind; jede von ihnen ist die Auflosung der anderen.

Ubrigens sollen die Anwendungen der Theorie der Integralgleichungen

auf gewohnliche und partieile Differentialgleichungen, sowie auf

die des Potentials und anderer Differentialgleichungen der mathe-

matischen Physik in II A 12 b besprochen werden 252
); hier seien nur

noch zwei Anwendungen auf funktionentheoretische Probleme erwahnt.

Hilbert 253
}
behandelt das Problem: In einem einfach zusamnienhangen-

den, von einer Kurve c begrenzten Bereich eine analytische Funktion

f(z) u(x,y}-\-iv(x,y) so zu bestimmen, dass der reelle und der

imaginare Bestandteil auf c als Funktionen der Bogenlange dieser

Kurve eine Gleichung der Form erfiillen:

250) Ebenda Absclin. VI. Die einschlagigen tJberlegungen von Kellogg

(Diss.) sind (nach Hilbert, .loc. cit., p. 84) nicht streng.

251) Diss. Gott. 6.

252) Vgl. eine zweite Mitteilung Hilberfs in G6tt. Nachr. 1904, p. 213.

253) Heidelb. intern. Kongr. 1904, p. 231; einfacher und vollstandiger

Gott, Nachr. 1905, p. 307.
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(165) 00 00 + &(*) 0(s) + c(s)
=

0,

in der a(), 6(s), c(s) gegebene stetige und differentiierbare Funktionen
bedeuten. Kellogg*} behandelt das Eiemann sche Problem: n bis auf
gegebene Punkte regulare analytische Funktionen zu finden, die sich
nach einer Gruppe linearer Substitutionen transformieren, Venn die
Variable geschlossene Kurven in ihrer Ebene durchlauft.

i) Alle diese Satze gelten mutatis mutandis auch fur Integral-
gleichungen zweiter Art mit mehreren Variablen 2

)

(166) f(%,...,&amp;lt;

.

32. Symbolische Gleichungen. Ebenso wie eine Funktion durch
eine oder mehrere Eigenschaften bestimmt werden kann, die sich
durch eine oder mehrere

Funktionalgleichungen ausdriicken lassen
ebenso kann man eine Operation durch Eigenschaften bestimmen, die
sich durch Gleichungen zwischen Operationssymbolen ausdrficken! So
kann die Transformation von Laplace durch die beiden Gleichungen
(50) definiert werden; ist D das Symbol der Ableitung und M das
der Multiplikation mit x, so lauten diese beiden Gleichungen:

(167 )

Auch die Gleichung von Eabbage (81) und die von Lemeray (83)smd symbolische Gleichungen. Eine Theorie solcher Gleichungen- sie wiirde mit der Theorie der
Differentialgleichungen Beriihrungs-

punkte darbieten - - steht noch aus. Erwahnt seien nur noch die

Gleichungen der Form 256
):

(168) *vA + ^A +^A +. . + /i^w = 0,

m der A
,
A1? . . ., AB gegebene Funktionen einer Variabeln x, A die

zu bestimmende Operation, A
, A&quot;,

. . . ihre
Funktionalableitungen

(Nr. 14) bedeuten; ihre allgemeine Losung ist eine lineare Kombi-
nation der Substitution S (Nr. 16) und der Produkte S D, SDS

,

mit willkiirlichen Funktionen von u als Koeffizienten.

254) Math. Ann. 60 (1905), p. 424. Vgl. ubrigens auch hierzu die eben ge-
nannte Note Hubert s.

255) Volterra, Ann. di mat. (2) 26 (1897), p. 151; Hilbert, Getting Nach-
richten (1904), p. 62.

266) Pincherle e Amaldi, cap. Vn, p. 144.

(Abgeschlossen im Dezember 1906.).
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Inhaltsiibersicht.
Theorie der trigonometrlschen Beihen und Integrate.

I. Entwicklnng analytiseher Punktlonen in trigonometrische Reihen.
1. Erster Auegangspunkt: Rekurrierende Reihen.
2. Zweiter Ausgangspunkt: Auffassung von Reihen, die nach Potenzen einer

komplexen Variablen fortschreiten
,

als Entwicklungen nach den Kosinus
und Sinus der Vielfachen des Arcus dieser Variablen.

3. Dritter Ausgangspunkt: Umsetzung von Reihen, die nach Potenzen von cos*
fortschreiten, in solche, die nach den Kosinus der Vielfachen von x ge-
ordnet sind.

4. Divergente trigonometrische Reihen.
6. Entwicklung der Potenzen von cos x und sin x nach den Kosinus oder Sinus

der Vielfachen von x.

6. Anhang zu Nr. 5.

7. Trigonometrische Entwickluug rationaler ganzer Funktionen. Die Bernoulli-
schen Funktionen.

8. Mit iterierten Integralen rationaler Funktionen zusammenhangende Ent
wicklungen.

9. Entwicklung der Potenzen der wahren Distanz zweier Punkte nach den
Kosinus der Vielfachen der scheinbaren Distanz.

10. Anhang zu Nr. 9.

11. Entwicklungen der Spharik.
12. Entwicklungen aus der Theorie der elliptischen Bewegung.
13. Entwicklung von trigonometrischen und von Exponentialfunktionen.
14. Andere spezielle trigonoraetrische Reihen.

*) Um den AbschluB des Halbbandes nicht noch weiter zu verzugern, wird
hier abgebrochen; die Fortsetzung soil im Erganzungsband erscheiuen.

*) Mit Beitriigen von L. Sericald, A. Rosenthal und K. Kleebcrg in Miinchen.
Kncyklop. d. math. Wionich. II 1. 54
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Mehr oder weniger ausfiihrliche Darstellungen der Theorie finden sich

natiirlich auch in vielen Lehrbuchern der Integralrechnung oder der Theorie

der bestimmten Integrale.

Von historischen Darstellungen der Entwicklung dieser Theorie

ist vor allem die von S. Riemann 1

^
zu nennen, die spater vielfach

unbesehen mehr oder weniger ausfiihrlich reproduziert worden ist.

Sie gibt in der Tat eine sachgemaBe Darstellung und Kritik derjenigen

Untersuchungen, die Riemann bekannt waren, ist aber namentlich in

bezug auf die Entwicklung analytischer Funktionen selir unvollstandig
2

).

Man darf wohl aus der Einleitung und aus einer Briefstelle 3

) schlieBen,

daB sie auf miindlichen Mitteilungen Dirichlets beruht, also die Auf-

fassungen wiedergibt, die dieser von seinem Pariser Aufenthalt mit-

gebracht hatte. DaB in ihr Poisson und Cauchy gegen Fourier so

sebr zuriicktreten, wiirde sich dann daraus erklaren, daB letzterer, aber

nicht die beiden ersteren personlich zuganglich waren.

Eine Fortsetzung fiir die Zeit bis 1880 findet sich in der Dar

stellung von A. Sachse*) ,
sie sollte iibrigens nicht, wie es haufig ge-

schieht, ohne gleichzeitige Erwahnung der Gegenschrift von P. du

Bois-Reymond^ genannt werden.

R. Reiff
6
) bringt Angaben iiber die Entwicklung analytischer

Funktionen in trigonometrische Reihen und bezeichnet namentlich die

Stellung der betr. Untersuchungeu innerhalb der danialigen Diskus-

sionen iiber die Zulassigkeit der Verwendung divergenter Reihen. Auch
finden sich bei ihm ausfiihrlichere Mitteilungen als bei Riemann fiber

die von Fourier selbst angewendeten SchluBweisen 7

).
Endlich be-

1) Habilitationsscbrift, Gottingen 1854, zuerst publiziert Gott. Abhandl. 13

(1867) ; jetzt Werke 2. Aufl., p. 227.

2) Auch daB die Koeffizientenbestimmung durch bestimmte Integrale schon

bei Euler ganz explizite steht, findet sich bei Riemann nicht, wahrend doch

schon Jacobi (J. f. Math. 2 (1827), p. 2) darauf aufmerksam gemacht hatte und

Fourier selbst es Paris me&quot;m. 8 (1825[29]) Oeuvres 2, p. 174 erwahnt.

3) Werke 2. Aufl., p. 546.

4) Diss. G6tt, (1879); veranderter Abdruck Zeitschr. Math. Phys. 25 (1880),

Suppl. p. 229, franz. Darb. bull. (2) 4 (1880), p. 43, 83.

5) Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen, eine Entgegnung, Tu

bingen o. J. [1880]; Replik von Sachse, G6tt. Anz. 1880, p. 980.

6) Geschichte der unendlichen Reihen, Tubingen 1889, p. 125.

7) p. 182.
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spricht er noch die Verwendung der trigonometrischen Reihen zur

Abschatzung des Restes der Euler-Maclaurinschen Summenformel 8
).

A. Gibson 9

) bringt noch einige englische Literatur bei; auch

komint bei ihra Fourier mathematisch besser zu seinem Recht; weniger
Poisson und Cauchy.

Die Abhandlungen von A. Lesky
10

)
iiber die Geschichte des Pro

blems der Saitenscbwingungen beriicksichtigen zwar in erster Linie

Experimentelles, bringen aber doch auch einige Notizen mathematischer

Art aus sonst wenig bekannten Schriften bei; doch ware mathematisch

mancherlei einzuwenden.

Eine Note von A. F. van der Heyden
11

)
macht selbst keinen An-

spruch darauf, Neues beizubringen.

Eine Literaturzusammenstellung (von 1820 1882, ohne Anspruch
auf Vollstandigkeit) findet sich bei J5.

Theorie der trigonometrischen Reihen und Integrate.

I. Entwicklung analytischer Funktionen in trigonometrische Reihen.

1. Erster Ausgangspunkt: Rekurrierende Eeihen. In diesem

Artikel sind vor allem die Reihen zu besprechen, die nach den Kosinus

oder Sinus der Vielfachen eines Winkels fortschreiten, also Reihen

der Form 18
):

^AQ -J- AI cosx -f- -42 cos2x -\-
-

-\- An cosnx -j-

-f- HI amx + -#2 sin2# -\- -}- Bn amnx -f- ,

mit von x unabhangigen Koeffizienten An ,
Sn . Solche Reihen sind,

soviel ich sehe, zuerst als
;,rekurrierende&quot; Reihen aufgetreten, d. h. als

Entwicklungen rationaler Funktionen einer (von x unabhangigen)

Veranderlichen r nach dereu Potenzen. Entwicklungen dieser Art

konnen dadurch bewerkstelligt werden, daB man die zu entwickelnde

rationale Funktion in Partialbriiche zerlegt und jeden von diesen fur

sich entwickelt-, will man dabei den Gebrauch komplexer GroBen ver-

meiden, so hat man vor allem die Entwicklung von Briichen zu unter-

suchen, deren Nenner 1 2r cosx -\- r2
oder eine Potenz dieser GroBe

ist. So gelangt L. Euler u
)
zu den Entwicklungen :

8) p. 193.

9) Edinb. math. proc. 11 (1892/93), p. 137.

10) Progr. Eealsch. Graz 1893 und 1896.

11) Durham proc. (2) 4 (1905).

12) In seiner tTbersetzung v&amp;lt;Jn Fourier s theorie, Berlin 1884, p. 460.

13) Das absolute Glied nicht mit A , eondern mit 1/2^ zu bezeichnen,

ist fiir spitere Formeln bequem.

14) Introductio in analysin infinitorum, 1, Laus. 1748, 218.
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/ON * rcoso; - . is
(2) i = 1 4- r cosx -f- r*coszx 4- .v J l 2rcos-- r

r am a;

(3) -: -i
= r sinx -4- r2 sin2# 4-

;
1 2 r cos a: 4- r*

dann auch zu den allgemeineren Summenformeln l5

)
:

/ 1 \ f \ i 9 f ONI COB r cos (a a;)

(4) cosa 4- r cos(a + x) 4- r*cos(a + 2x) 4- -

t -

/c\ / 9 / ONI rsin(a x)
(5) sina + r sm(a 4-

a;)
4- r2 sm(a + 2*) + =

^TT

2. Zweiter Ausgangspunkt: Auffassung von Reihen, die nach

Fotenzen einer komplexen Variablen fortschreiten, als Entwick-

lungen nach den Kosinus und Sinus der Vielfachen des Arous dieser

Variablen. Zu dieser Auffassung gelangt man, wenn man sich die

in Nr. 1 besprocfoenen Entwicklungen durch den Gebrauch komplexer
Grofien erleichtert. So hat JEWer 16

)
die Summen der Eeihen

/a\ ^1 /* + Jfc\ _ f
COS I

(6) &amp;gt; ( }r
n

. \nx^j \ n ) I sin j

n=0

aus der Entwicklung von

1 f- ig
2 (1 r(cosa;-f-tflnia:))*

nach Potenzen von

(7) z r (cosx -j- i sinx)

erhalten. Allgemein fonnuliert erscheint dann in spateren Abhand-

lungen Ealers 17
) der Satz, daB man die Summen der Reihen

(8) ^anr*cosw#, ^ anr
n swnx

* = n=l

15) Ib. 258, 260. R. Lobatto (Recherches BUT qq. series trigonom^triques,

Delft 1827, p. 27) leitet (4) und (5) aus (2) und (3) her.

16) Ib. 219.

17) Petrop. n. comm. 6 (1764/56 [60]), p. 200; ib. 18 (1773), p. 32; auch in

der nachgelassenen Abhandlung von 1776, Petrop. n. acta 7 (1789[93j), p. 87.

Das Verfahren setzt voraus, daB die Zulassigkeit der tlbertragung der Satze uber

Potenzreilienentwicklungen von reellen auf komplexe Variable bereits bewiesen

und die Bedeutung der Funktion f(z) fur komplexe Argumente bereits definiert

ist; um beides macht sich Euler keine Sorge. A. C. Michelsen wirft diese Fragen

in einer Note zu seiner Gbersetzung von Eulers introductio auf (1, Berlin 1788,

p. 516), zunachst fiir die logarithmische Reihe; seine Beantwortung setzt freilich

eine andere Definition des Logarithmus einer komplexen Variabeln als die ge-

wohnliche voraus. Eine Andeutung des Verfahrens kann man mit G. Enestrom

(Encycl. ed. fran9. 116, p. 87, Note 13) bereits in einem Briefe Eulers an Niko-

laus II. Bernoulli von 1742 (op. post. 1, Petrop. 1862, p. 529) finden.
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aus der als bekannt vorausgesetzten Summe der Reihe

n=0

dadurch erhalten kann, daB man in ihr die Substitution (7) vornimmt
und dann ReeUes und Imaginares voneinander trennt. So erhalt er
aus der Entwicklung:

E

f
- = Zm+ Zm + l

-f JB
m +

-j
----

die Reihen 18
):

, t1 x cosma; rcos(w l)a:

i-2rcoBo;+r
~ = C09mx+ rcoS(m+ 1)*+ rf eos(i

/in\ sinma; r sin (TO 1)#
1 2rcosx-f-r*

spezieU
19

) fur m = 1 wieder die Reihen (2) und (3), die erstere in
der Form:

(13)
coax r

spater noch 80
) aus der von --

log (1 a):

= r cosa;

/1 c\

Naturlich ist die Einsetzung von e* fur r in eine nach Potenzen
von r fortschreitende Reihe nur zulassig, wenn diese letetere fur
r = 1 noch konvergiert. So erhalt z. B. G. Frullani*1

) durch diese

18) Petrop. n. comm. 6, p. 202.

19) Petrop. n. cotnm. 5, p. 202; 18, p. 34.

20) Petrop. n. comm. 18, p. 35. Die Reibe (14) mit Hilfe der Differential-

gleichung, der sie als Funktion von r genugt, Petersb. me&quot;m. 6 (1812[15]), p. 65
(von 1780); die Reihen (14) und (16) durch die im Text besprochene Methode
bei Littrow (Petersb. me&quot;m. 7 (1815/16[20]), p. 81), bei Stein (Ann. de math. 13

(1823), p. 113) und bei Querret (ib. p. 379); durch Integration aus (13) auch bei
S. D. Poisson (J. e&quot;c. polyt. cah. 17 (1815), p. 618), bei Clausen (J. f. Math. 4 (1829),

p. 283). Inat. calc. int. 1, Petrop. 1768, 145 = opera (1) 11, p. 84 erhalt Euler
aus (2) durch Integration nach r eine Entwicklung, die eine Kombination von (14)
und (16) vorstellt. J. A. Grunert (Arch. Math. Phys. 3 (1843), p. 353) leitet die

Gleichung (15) ab, indem er den arctg nach Potenzen seines Arguments entwickelt,
diese nach Potenzen von r, und dann die Ausdrucke der Sinus der Vielfachen
von x durch die Funktionen von x selbst benutzt.

21) Mem. soc. ital. 18 (1820), p. 478 (von 1818). Er kommt dadarch sogar
zu Zweifeln an der Allgemeingiiltigkeit des Satzes von der Darstellang der
Koeffizienteh einer trigonometrischen Reihe durch bestimmte Integrale. Spater,
ib. 20 (1828), p. 702 (von 1830) bemerkt Frullani, daB der FehlschluB in der Diver-
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Substitution aus der Entwicklung von

2r

a -f- 2r -j-
&quot;*

nach steigenden Potenzen von r ein von (3) abweichendes Resultat.

Eulers Verfahren 17
) zur Auffindung der Summon von trigono-

metrischen Reihen ist dann noch ofter von neuem .gefunden und dar-

gestellt worden: so von J. Landen**\ von J.Fr. Pfaff
zs

),
von Querret^},

von S.D.Poisson**), von H. Vernier**), von M. Ohm 21
),
von RLobatto 2

*),

von Clausen 29
),
von v. Schmidten sy

),
von Chr. Jiirgensen*

1

) und noch spat

von LigowsJci
93

).
In etwas anderer Fassung erscheint es bei A. J.

Lexell ss
),

indem dieser zunachst e* 72 einfiihrt.

Seine Begrtindung findet dieses Verfahren erst durch A. Cauchy,

der die Frage der Konvergenz von Reihen mit komplexen Gliedern

zuerst diskutiert und namentlich bereits den Satz vom Konvergenz-
kreis einer Reihe, die nach Potenzen einer komplexen Variabeln mit

genz der benutzten Reihe liegt, doch ohne davon zu reden, daB er ihn friilier

selbst begangen hatte. Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 34 hatte

Frullani die Koeffizienten dieser Entwicklung durch Integration der partiellen

DifFerentialgleichung bestimmt, der sie gemigen.

22) Matb. memoirs 1, London 1780, p. 69 (,,a new method of obtaining

the sums of certain series&quot;).
Sein Interesse ist iibrigens hauptsachlich auf die

numerischen Reihen gerichtet, die man bei Einsetzen spezieller Werte fur das

Argument erhalt. Von Landen hat wohl E. Waring das Verfahren ubernommen

(meditationes analyticae ed. 2*, Cantabr. 1785, p. 698); sowie der Verfasser des

Artikels liber trigonometrische Reihen in den mem. of the analytical society,

Cambr. 1813, p. 33.

23) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 74. Auch er

scheint (vgl. p. 80) das Verfahren fur neu zu halten.

24) Ann. de math. 13 (1822/23), p. 107, 368. Merkwiirdig ist, daB er zwar

voraussieht, es wiirden gegen die Einfiihrung komplexer Argumente in trigono

metrische Funktionen Einwande erhoben werden, aber die Einfuhrung solcher

Argumente in die Integraldarstellung der zyklometrischen Funktionen als selbst-

verstandlich behandelt.

26) J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 481.

26) Ann. de math. 15 (1825), p. 171.

27) Petersb. mem. pres. 1 (1831), p. 118 (von 1825); Auszug bull. Ferussac

16 (1831), p. 226.

28) Recherches sur la summation de qq. serjes trig., Delft 1827, p. 1; vgl.

auch das Referat bull. Ferussac 11, p. 183 und Lobattos eigene Angabe J. f.

Math. 11 (1834), p. 169.

29) J. f. Math. 4 (1829), p. 281.

30) J. f. Math. 5 (1830), p. 390.

31) Ib. 11 (1834), p. 140.

32) Arch. Math. Phys. 56 (1874), p. 331.

. 33) Petrop. n. comm. 18 (1773), p. 53.
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positiven ganzzahligen Exponenten fortschreitet, wenn auch nicht

in dieser geometrischen Ausdrucksweise bereits aufgestellt hat.
34

)

Andererseits hat N. H. Abel**} fur die Reihen (14) und (15) direkt

gezeigt, daB sie fur r 1 noch konvergieren, aufier fur x = einem

ganzzahligen Vielfachen von 2 jr.

3. Dritter Ausgangspunkt: Umsetzung von Reihen, die nach

den Potenzen von cos x fortschreiten, in solche, die nach den

Kosinus der Vielfachen von x geordnet sind. Zu derartigen Ura-

setzungen gab zuerst die astronomische Storungstheorie Veranlassung,
die im einfachsten Fall, wenn namlich die Exzentrizitaten und die

Neigungen vernachlassigt werden, die Berechnung von Integralen der

Form

(16) (l 2acosx + c?)- dx

verlangt. Hier kann der Integrand

(17) (1 2 a cosz + a 2

)- ,

der, wenn

(18)
5L_ =

n, - - &quot;

:
=

l + a* i+yi_ n

gesetzt wird, auch

geschrieben werden kann, nach Potenzen von n oder von a entwickelt

werden; die Koeffizienten dieser Entwicklungen werden ganze rationale

Funktionen von cos x und sind behufs der Integration in lineare

Funktionen der Kosinus der Vielfachen von x umzusetzen. So ver-

fahren um nur zwei Beispiele zu nennen noch Th. Simpson
9
*)

und J. de Lalande* 1

}.
Auf diese Weise war es in der ersten Halfte

des 18. Jahrhunderts gelungen, eine Anzahl Storungsprobleme mit der

dem damaligen Stande der Beobachtungskunst entsprechenden Ge-

nauigkeit zu erledigen. Aber fur die groBen gegenseitigen Storungen

34) Analyse algebrique, Paris 1821 == Oeuvres (2)3, p. 235. Cauchy fuhrt

die Reihen (2), (3), (14), (15) als Beispiele an (p. 233, 255). Die Anwendung auf

die Reihen (2), (3) auch exerc. d anal. 4, 1847, p. 229. Vgl. iibrigena Nr. 85.

35) J. f. Math. 1 (1826)
= Oeuvres 1, p. 287, 247. Vgl. dazu Note 219.

36) Miscellaneous tracts on some subjects in mechanics, physical astronomy

and speculative math., London 1767, p. 176.

37) Paris hist. 1758[63], me&quot;m. 16. Auch Astronomic 2, Paris 1764, p. 1280,

1383 und 2&quot; e&quot;d. 3 (1771), p. 469, 682 gibt er zunachst dieses Verfahren. -

A. Meyer (Brux. mem. 21, 1848, p. 6, 9) erhalt aus der Vergleichung der so ge-

fundenen Entwicklungen von (1 -f n cos a;)-
1 und von log (1 -f n cos a;)

init den

durch die Methode von Nr. 2 erhaltenen die Entwicklungen der Potenzen von a

und der Produkte dieser Potenzen mit 1 : y\ n 1 nach Potenzen von n.
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von Jupiter und Saturn kommen so groBe Werte von a bzw. n in

Betracht, daB die Anzahl der erforderlichen Reihenglieder die Durch-

fiihrung der Rechnung auf diesem Wege verbot. Da aber die Glieder

mit cos nx bei der Integration den Nenner n, bei einer im weiteren

Verlauf der Storungsrechnungen erforderlichen zweiten Integration

sogar den Nenner n2
erhalten, so erkannte L. Eider 38

), daB man nur

die Glieder mit kleinen Werten von n zu beriicksichtigen brauche,

und daB es daher zweckmafiiger sei, die Entwicklung iiberhaupt nach

den Kosinus der Vielfachen von x zu ordnen.

Es bedeutet dem gegeniiber in theoretischer Beziehung einen

Riickschritt, wenn Chr. Gudermann 3

^ dieses Verfahren zur Integration

einer Funktion von cos x wegen der eventuellen Schwierigkeit der

Ableitung einer solchen Entwicklung wieder verwirft und zur Ent

wicklung nach Potenzen von sin x zuriickkehrt.

4. Divergente trigonometrische Reihen. Bei den besprochenen

Entwicklungen hat sich Euler um die Frage der Konvergenz und um

etwaige Grenzen des Giiltigkeitsbereichs kaum gekiimmert. Er glaubte

ja iiberhaupt auch einer divergenten Reihe eine bestimmte Summe
zuschreiben zu konnen 40

); namentlich verstand er unter einer Glei-

chung der Form

n&amp;lt;r&amp;gt;

s(r\ V arW
h(r) ~Zl &quot;

n =

in der g, li rationale ganze Funktionen (oder selbst schon unendliche

nach Potenzen von r fortschreitende Reihen) bedeuten, nichts anderes

als: die (im letzteren Fall formal vorzunehmende) Entwicklung von

38) Recherches sur la question des inegalite&quot;s
du mouvement de Saturne

et de Jupiter, Paris 1749 (gehort eigentlich zum 6. Bd. des ,,recueil des pieces

qui ont remporte les
prix&quot;

der Pariser Akademie, fehlt aber meist, da es bei

einem andern Verleger ergchienen ist). DaB der Gedanke Euler allein angehSrt,

erkennen /. cTAlembert (recherches sur diif. points du systeme du monde 2,

Paris 1754, p. 81) und A. Clairaut (Paris mem. 1754 [59], p. 546) ausdrucklich an.

Euler iand die Aufgabe zuerst so schwer, daB er zweifelte, ob ihm eine Losung

gelingen werde (Brief an Goldbach von 1746, correspondance math, et phys.

publi^e par P. H. FuB 1, St. Petersburg 1843, p. 388). Wegen weiterer Unter-

suchungen uber dieses Problem vgl. Nr. 9.

39) J. f. Math. 14 (1835), p. 182; 15 (1836) p. 100.

40) Vgl. I A 3, Pringsheim Nr. 39, p. 106. Eulers Auffassung findet sich

bereits in einem Briefe an Nikolaus I. Bernoulli von 1744 (opera postuma 1, Petersb.

1762, p. 638) und in einem an Goldbach von 1745 (Corresp. math. phys. ed. P. H.

Fufi, 1, St. Petersburg 1843, p. 324) formuliert; sie liegt auch seiner Behandlung
der rekurrierenden Reihen im 4. und 14. Kapitel seiner introductio in analysin

infinitorum, Laus. 1748, zugrunde.
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A

n=0

enthalt nur Glieder mit hoheren Potenzen von r als rN. Er schrieb
dann auch derjenigen Reihe, die aus(19) durch Einsetzen eines spezieUen
Wertes r von r hervorgeht, den Wert ^(r )/*(rc) zu, selbst wenn die
a noch eine von r unabhangige Variable x enthalten, und glaubte
sogar die so gefundenen Reihen nach diesem x gliedweise differentiieren
und integrieren zu konnen. Analog kann dann auch eine Gleichung
der Form

(21)
*&amp;gt;

n =

, 1&amp;gt;(x) endliche oder auch selbst schon unendliche Reihen) so
verstanden werden: in der Entwicklung von

kommen, nachdem die Produkte trigonometrischer Funktionen durch
Summen ersetzt sind und umgeordnet ist, nur Glieder mit hoheren
Vielfachen von x als NX vor41

).

So ist Euler z. B. zu den Gleichungen (vgl. (4) und (5)):

. / -x\
sin

(
a 1

(23) cos a -f- cos (a -f- x} + cos (a
- -v&amp;gt;N

cos I a -=-

(24) sin a -j- sin (a -f- x) -j- sin (a
-

2flin|-

zuerst von der ersten Auffassung aus gelangt und hat sie dann durch
die zweite verifiziert 42

). SpezieU fur a = erhalt er die Gleichungen
43

):

41) Auf dieser Auffassung beruhen bereits die Rechnungeii Eulers introd.,

1748, 258 undPetrop. n. comm. 5 (1754/55[60J), p. 190; deutlicher ib. 18 (1773),

p. 31, institut. calc. integr. 272 und Petrop. acta 1, (1777[80J) = instit. calc.

int. 4 (1794), suppl. 3, 122, sowie in den nachgelassenen Abhandhmgen von
1772, opusc. analyt. 1, Petrop. 1783, p. 168, und von 1776, Petrop. n. acta 7

(1789[93]), p. 92. Ausdrticklich formuliert erscheint sie bei S. F. Lacroix, traite*

des differences et des series, Paris 1800, p. 149; traite de calc. diff. et int.,
2&quot;&quot; eU 3, Paris 1819, p. 160, 619; auch bei G. S. Kliigel, math. Wfirterbuch 2,

Leipzig 1805, p. 588. Auch /. Littroic stiitzt sich auf sie, Petersb. mem. 7

&amp;lt;1815/6[20]), p. 132.

42) Introd. 258, 260.

43) Petrop. n. comm. 5, p. 202.
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(25) 1 + cosx -f- cos2# + cosSz -f- + -|-
=

,

1 ,
x

Y cotY
(26) smx 4; sin2a; + sin3z + + 4-_

=
1 3C

Y g Y
von deiien die erste sonst auch wohl in der Form

(27) 1 + cosz + cos2x + cos3# + + =

erscheint 44
); und aus ihnen gewinnt er durch Differentiation nach x

Reihen, bei denen die Koeffizienten mit wachsendem Index sogar iiber

jede Grenze wachsen 45
).

Derartige trigonometrische Reihen treten dann in der Literatur

bis gegen das Jahr 1860 immer wieder auf, so bei J. L. Lafyrange**),

G. Fontana41
), J. Fr. Pfaff

4
*\ Tralles^}, J. Littrow\ S. D. Poisson^\

Br.Mollweide), J.A.Eytelwein}, E.Lobattou\ RMurphy
6
^, Barfufi

56
),

G. PZowa 57
), Donkin^. Zwar hat schon J. d Alembert59

} gegen ihren Ge-

brauch Protest erhoben, die prinzipielle Verwerfung alles Rechnens

mit .divergenten Reihen hat aber erst A. L. Cauchy
60

) begriindet; ihm

schliefien sich N. H. Abel 61
}
und Poinsot 62

}
an. M. Ohm hat sie frUher*3

)

44) So bei Euler selbst, institutiones calculi differentialis, Laus. 1755, 92

und opuscula anal. 1, Petrop. 1783, p. 168, wo sie durch Differentiation aus (110)

erhalten wird.

45) Petrop. n. comm. 5, p. 203.

46) Taur. misc. 1 (1759); 2 (1760/61) = Oeuvres 1, p. 102, 323.

47) Mem. soc. ital. 2 (1784), p. 424.

48) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 16, 81.

49) Berlin Abhandl. 1812/13[16], p. 232 (yon 1810).

50) Petersb. mem. 7 (1815/16[20]), p. 115, 122.

51) J. c. polyt. cah. 18 (1820), p. 312, 313.

52) Kliigels math. Worterbuch 4, Leipzig 1823, p. 581.

53) Grundlehren der hSheren Analysis, Berlin 1824, 1, p. 451; 2, p. 635;

trotz seiner Mahnung zur Vorsicht beim Gebrauch divergenter Reihen, 1, p. 425.

54) Recherches p. 3, 4.

55) Cambr. trans. 5, (1835), p. 367, 379, 380.

56) Arch. Math. Phys. 4 (1844), p. 229; 5 (1844), p. 156; 7 (1846), p. 8.

57) Torino mem. (2) 14 (1854), p. 40, 53; (von 1851); 16 (1857), p. 98; 18

(1859), p. 501.

58) Quart, j. of math. 3 (1860), p. 2.

59) Opuscules mathematiques 1, Paris 1761, p. 65.

60) Vgl. seine programmatische Erklarung in der Vorrede der analyse al-

gebrique, Paris 1821 = oeuvres (2) 3, p. II.

61) J. Math. 1 (1826) = Oeuvres 1, p. 219. Vgl. auch seine Briefe an

Holmboe und an Hansteen aus demselben Jahre, Oeuvres 2, p. 256, 263. Der

erste dieser Briefe zeigt, daB auf Abels Entscheidung die in Nr. 5 zu besprechen-
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angegeben, indem er damals noch jede Reihe als konvergent ansah,
die nicht das ist, was man jetzt ,,eigentlich divergent&quot; nenut; spater

6
*)

verwirft er ihren Gebrauch.

J. F. Franfais
6

^ erhalt divergente trigonometrische Reihen durch

skrupellose Benutzung der ,,Methode der Trennung der Operations-
und Quantitatssyrnbole&quot; (vgl. II A 11, Pincherle, Nr. 2, p. 765.)

A. de Morgan**} stiitzt die Gleichungen (25), (26) durch seine

Auffassung der den Zeichen sin oc, cos oo beizulegenden Werte (Nr. 30).

Bemerkenswert ist iibrigens, daB auch C. F. Gaufi*
7

) sich der

Reihe (139) ohne weitere Erlauterung bedient, obwohl deren Konver-

genz damals weder bewiesen war, noch mit damals bekannten Hilfs-

mitteln bewiesen werden konnte.

Mit der ersten Eulerschen Auffassung kommt es auch im wesent-

lichen iiberein, wenn S. D. Poisson in vielen Fallen
,

in denen eigent-

lich die Richtigkeit einer Gleichung der Form

(28)
n =

zu beweisen ware, statt dessen nur beweist, daB

(29)

ist
68

) und namentlich auch von divergenten trigonometrischen Reihen

in diesem Sinne Gebrauch macht 69
), obwohl er sonst die Benutzung

den Diskussionen fiber die Entwicklungen der Potenzen von cos x und die dabei

infolge des Gebrauchs divergenter Heihen auftretenden Paradoxa von wesent-

lichem EinflnB gewesen sind.

62) Recherches sur 1 analyse des sections angulaires, Paris 1825, p. 70.

63) Petersb. mem. 1 (1831), p. 123 (von 1826).

64) Geist der math. Analysis 2, Erl. 1846, p. 146; System der Mathematik 8,

Niirnberg 1851, p. 101; ebenso 0. Schlomilch, Arch. Math. Phys. 1843, p. 276;

Beitrage zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 10.

65) Ann. de math. 3 (1812), p. 252.

66) The differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 606.

67) O-.tt. comm. rec. 1812 = Werke 3, p. 156. Das Wort Konvergenz ge-

braucbt vibrigens Gaufi bekanntlich noch im alten Sinne, in dem es sich nur auf

die unbegrenzte Abnahme der Reihenglieder, nicht auf die Ezistenz eines Grenz-

wertes fur die Reihensumme bezog.

68) So zuerst J. EC. polyt. cah. 18 (1820), p. 422; 19 (1823), p. 409; zuletzt

the&quot;orie de la chaleur, Paris 1835, p. 187. Vgl. im ubrigen Nr. 84.

69) Z. B. J. EC. polyt. cah. 19 (1&23), p. 66, 439; conn, des temps pour

1826[23], p. 252; bull. Ferussac 4
(182&quot;5), p. 348; txaite de me&quot;canique 1, 2&quot;

1 *
ed.,

Paris 1833, p. 638.
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divergenter Reihen prinzipiell verwirft und auch mit den Wider-

sprtichen, auf die sie fiihren kann, wohl bekannt ist
70

). Er behauptet

tibrigens
71
), bei den hier betrachteten Reihen komme man i. allg.,

d. h. abgesehen von isolierten Werten der Variabeln, zu demselben

Grenzwert S, wenn man vor Hinzufugung der Faktoren rn noch

Nullen einschiebe; er verifiziert das an dem Beispiel

1 -f- oos x -f- -f- cos 2x -f- cos 3# -f- -f- cos 4x -f- ,

gibt aber keinen allgemeinen Beweis.

Poissons Auffassung hat bei einer Reihe von Autoren AnViang
gefunden; so bei J. Liouville). Bei anderen Autoren ist diese Auf

fassung auf Widerspruch gestoBen: so erklaren schon J.
Ivory&quot;

19
) und

ein mit
Disjota&quot;**)

zeichnender Autor den Schlufi von (29) auf (28)

nur fur erlaubt, wenn die Konvergenz der letzteren Reihe bereits

feststehe.

Eine andere Auffassung dieser Reihen entwickelt D.Bernoulli),

ankniipfend an bekannte Spekulationen von Leibniz iiber die Reihe

1 1 + 1 1 H---1

----
: wenn allgemein fiir ein bestimmtes p und

jedes n

&amp;lt;*+=

und auBerdem

i + a
i H-----h S-i =

sei
;
so habe man als Summe der Reihe San das arithmetische Mittel

aus den Werten

(30) o
,
a +ai} a + a

t -f a,, ..., ac+ iH-----h _!

zu betrachten. Bei den Reihen (25) und (26) ist die Voraussetzung er-

fullt, wenn x zu ft kommenslirabel, aber nicht gleich einem ganzzahligen

70) Vgl. namentlich j. ^c. polyt. cah. 19 (1823), p. 503^

71) Ib. p. 429.

72) J. f. Math. 13 (1835), p. 225.

73) Phil. mag. 67 (1826), p. 35; (2) 2 (1827), p. 17.

74) Ib. (3) 9 (1836), p. 85.

75) Petrop. n. comm. 16 (1771), p. 76; 17 (1772), p. 3; 18 (1773), p. 3. Er

berichtet, er sei seit 40 Jahren im Besitze dieses Pxinzips. Euler meint (ib. 18,

p. 29), man konne sich dabei beruhigen; auch A. J. Lexell stimmt zu (ib. 18

p. 40), obwohl er die Summen solcher Reihen an und fur sich als unbestimmt

erkliirt, und meint, die Ausdehnung auf zu inkommensurable Werte von x werde

keine Schwierigkeiten bieten. Noch A. de Morgan (Cambr. trans. 8
2 (1844),

p. 191) glaubt in diesem Satz einen Spezialfall eines ,,durch Induktion gewonnenen

allgemeinen Prinzips&quot; sehen zu diirfen, daB man namlich iiberhaupt jeden un-

bestimmten Ausdruck durch das arithmetische Mittel seiner samtlichen mog-
lichen Werte zu ersetzen habe.
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Vielfachen von n ist; er verifiziert an einer Reihe von
Beispielen, daB

dann seine Auffassung in der Tat dasselbe Resultat gibt wie die
Eulers. DaB das allgemein gilt, hat erst J.L.Lagrange gezeigt).
VeraUgemeinerungen dieser Auffassung haben G. S. Klugd

1T
), Ch.

Button} und J. Prehn) zu geben versucht, doch entbehren sie der

Prazision; diese hat erst G. Frobenius* ) durch den Beweis des Satzes
erreicht: wenn

(si) lim
&quot; +

-+; :**
A-= a

00

existiert und gleich M ist, so konvergiert die Reihe
^a.r&quot; fiirr&amp;lt;l

und es ist lim ^an r&quot;= M. n =

r = l

Gelegentlich erscheint in der alteren Literatur auch die raerk-

wiirdige Auffassung: wenn man fur die Summe der N ersten Glieder
einer Reihe einen geschlossenen Ausdruck erhalten habe, brauche
man, um die Summe der unendlichen Reihe zu erhalten, aus jenem
nur einfach ,,alles was noch von der Gliederzahl N

abhangt&quot; weg-
zulassen; so bei G. S. Kliigel

81
}, A. Cagnoli**), J. Littrow**).

Eine neue Forderung erfuhr das Rechnen mit divergenten Reihen

uberhaupt und damit auch insbesondere die Verwendung divergenter
trigonometrischer Reihen durch die zu Beginn des 19. Jahrhunderts
von der sog. neuen Cambridger Schule entwickelte formale Auf
fassung der Algebra: daB sie nichts anderes sei als die Lehre von
den Folgerungen, die aus bestimmten als fundamental angenommenen
Verknupfungsgesetzen gezogen werden konnen; wobei man sich nicht
darum zu kummern brauche, ob den Operationen und ihren

,,Tragern&quot;

irgend welche konkrete Bedeutung zukomme. Aus dieser Auffassung
hat schon der Begriinder dieser Schule, E. Woodhouse, die Folgerung

76) Paris hist. 3, an IX, p. 8 (nicht in den Oeuvres); weniger einfach S. D.
Poisson, J. fie. polyt. cah. 19 (1823), p. 426, J. Fr. Eaabe (J. f. Math. 15 (1836),
p. 356, 358; Differential- und Integralrechnung 1, Zurich 1839, p. 313; die Jacob-
Bernoullische Funktion, Zurich 1848, p. 6) und /. R Young (phil. mag (3) 27
(1845), p. 438).

77) Math. Worterbuch 2, Leipzig 1805, p. 532. Ihm echlieBt nich C. Er
Mollweide an, ib. 4 (1823), p. 581.

78) Tracts on math, and philos. subjects, London 1812, p. 176 (von 1780?).
79) J. f Math. 41 (1851), p. 5, 43.

80) Ib. 89 (1880), p. 262.

81) Analytische Trigonometric, Braunschweig 1770, p. 42.

82) Mem. soc. ital. 7 (1794), p. 21; trigonometria piana e sferica, 2. ed.,
p. 117 der franz. Ubersetznng von A. N. Chompre, Paris 1808.

83) Petersb. mem. 7 (1815/16[20J), p. 123.

Encyklop. d. math. Wiasomoh. II 1. 55
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gezogen
84
), da6 Gleichungen wie

allgemein richtig seien, gleichgiiltig ob die Reihe rechts konvergiere

oder nicht. In scharferer Formulierung und ausfiihrlicher begrundet
erscheint diese Auffassung dann bei Gr. Peacock 85

).
Er weiB zwar 86

),

daB Gleichungen wie (111) oder (410) nur fur bestimmte Intervalle

richtig seien, hilft sich aber mit der Ausrede, das Permanenzprinzip

gelte eben nur ,,within the limits of continuity&quot;
87

).

Spater ist iibrigens auch in England der Gebrauch der Reihen

(25), (26) vielfach verworfen worden: so schon von J. Challis**) und

spater von R. Moon 89
) mit der Motivierung, daB das Restglied, das

hinzuzufiigen ist, wenn man die Reihe mit dem wten Glied abbricht,

mit wachssndem n nicht 90
) gegen null konvergiert; von J. R. Young

91
}

mit der eigentiimlichen Motivierung, die Ableitung von (25) aus (111)

durch Differentiation sei deswegen nicht zulassig, weil die Fonnel

deinnx- = n cos nx
ax

fQr n = oo nicht mehr gelte. Auch Gr. G. Stokes will die Benutzung

84) The principles of analytical calculation, Cambr. 1803, p. 13, 153. Er

schreibt dabei dem Gleichheitszeichen eine erweiterte Bedeutung zu: es diene

nur dazu, den zu entwickelnden Ausdruck mit dem Eesultat einer an ihm vor-

zunehmenden Operation zu verbinden. Das Bediirfnis nach einem Beweise dafvir,

daB bei solchen Erweiterungen der Bedeutung eines Zeichens die fiir seine ur-

sprungliche Bedeutung geltenden Gesetze bestehen bleiben, empfindet er wohl an

anderen Stellen, hier aber gar nicht; daB derartige Beweise fur diese Anffassung

der Algebra unerlaBlich sind, scheint in England zuerst Ph. Kelland betont zu

haben, principles of demonstrative mathematics, Edinb. 1843, p. 110, 112, 115, 118.

Eigentumlich ist, daB H. Breen, treatise on the summation of series, Belfast

1827, zwar unbedenklich mit divergenten Reihen rechnet (z. B. p. 23, 66) und

auch die hier in Rede stehenden Reihen ohne weiteres angibt (p. 83), in einer

nachtraglich angefiigten Note (p. 8) aber, unter Berufung auf Lacroix, bemerkt

,,the continuing the series to infinity does not cause it to approach to a li

miting state&quot;.

85) Brit, .assoc. rep. 3 (1833), p. 205, 239, 269, 282.

86) p. 252.

87) p. 261. DaB er mit dieser Einschrankung sein ganzes Gebaude umwirft,

entgeht ihm, weil er sich im Grunde doch nur fiir algebraische Funktionen und

ihre Entwicklung in Potenzreihen interessiert.

88) Cambr. trans. 3
t (1830), p. 270.

89) Phil. mag. (3) 26, 1845, p. 490.

90) Wie man friiher zuweileu geglaubt hatte; vgl. die unter Nr. 30 be-

aprochene Diskussion.

91) Dubl. proc. 3 (1846), p. 36. Spater (Cambr. trans. 84 , 1847, p. 437)

scheint er sich der Auffassung von Challis und Moon anzuschlieBen.
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solcher Reihen nur zulassen 92
), wenn man sie ausdriicklich als Ab-

kiirzungen fiir die Grenzwerte der Reihen (2) und (3) auffasse. Er
halt es auch 98

)
fiir durchaus moglich, daB einer und derselben diver-

genten Reihe verschiedene Werte zuzuschreiben seien, je nachdern man
sie als Grenzfall einer oder einer andern konvergenten Reihe auffasse;

meint aber, daraus konne kein Fehler entspringen, wenn man nur

konsequent verfahre und innerhalb einer und derselben Rechnung
immer nur dieselben Konvergenzfaktoren benutze.

6. Entwicklung der Potenzen von cos x und sin x nach den

Cosinus oder Sinus der Vielfaohen von x. L. Euler*4) und Th. Simp-
son 95

) gewinnen die Gleichung

(32) 2m
- l cosmx=cosmx+ cos (m 2)*+ cos(m 4U -\

zunachst fur die kleinsten positiven Werte von m durch wiederholte

Verwandlung von Produkten trigonometrischer Funktionen in Summen
und lesen daraus auch das allgemeine Gesetz ab 9S

).
Sie verifizieren

dann ihre allgemeine Giiltigkeit mit Hilfe der Darstellung trigono

metrischer Funktionen reellen durch Exponentialfunktionen komplexen

Arguments
97

).
Euler nimmt sie auch gleich fiir negative

98
)
und fiir

92) Cambr. trans. 85 (1847), p. 636 (von 1847) = papers 1, p. 240.

93) Cauabr. trans. 86 , p. 539 = papers 1, p. 246.

94) Introductio 1, p. 220. Er hat auch entsprechende Formeln fiir sin&quot;
1

x,

wobei aber vier verschiedene Falle, je nach dem Werte von m (mod 4), zu. unter-

scheiden sind, so daB er diese Formeln wohl auf negative Werte von m iiber-

tragen kann, von der Cbertragung auf gebrochene Werte aber zu schweigen
vorzieht. Ebenso E. Waring, meditationes analyticae, p. 666 der 2. Aufl. von

1785. /. de Lalande (astronomic 2, Paris 1764, p. 1453) hat ebenfalls die

Formeln bis i = 4; er meint, das geniige ,,pour faire appercevoir ia
loi&quot;,

und

iiberdies brauche man die weiteren Formeln selten. In der 2. Aufl. (3, 1771,

p. 670) fiigt er noch eine Verweisung auf Euler bei. Die ausgerechneten Koeffi-

zienten bis m = 13 bei Jeaurat, Paris me&quot;m. pres. 4 (1763), p. 528.

96) Miscellaneous tracts on some subjects in mechanics, physical astronomy
and speculative mathematics, London 1757, p. 76.

96) Beweis der Giiltigkeit fiir beliebige positive ganze m bei G. S. Kliigel,

analytische Trigonometrie, Braunschweig 1770, p. 120. Querret (G-ergonne ann.

13 (1822/23), p. 367) gewinnt sie als Spezialfalle aus den allgemeinen Ausdrucken

der Produkte beliebig vieler Cosinus oder Sinus durch Summen.

97) Simpson tracts, p. 77; Euler Petrop. n. comm. 5 (1754/55[60]), p. 167.

Ebenso Lexell, ib. 18 (1773), p. 65; Prony, j. e&quot;c. polyt. cah. 3, an III, p. 249;

Lacroix, traite 41
) 1 (1797), p. 69? (2

me ed. 1810, p. 87); A. Cagnoli, trigonometria,

p. 113 der 2. franz. Ausg. von 1808; Gamier, analyse algebrique, 2m e&quot;d. Paris

1814, p. 459; Cauchy, Analyse algebrique, Paris 1821 = Oeuvres (2) 3, p. 201.

Die Symbolik, deren sich Tralles Berlin. Abh. 1812/13[16J, p. 225 (von 1810) zur

56
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gebrochene Werte von m&quot;) in Anspruch, was freilich vielfach zu

divergenten Reihen fiihrt. Fiir .ganzzahlige Werte des Exponenten
fiihrt er sie auch in die Gestalt fiber 100

):

(33)

(34) 2*x

(35) 2&amp;gt;-i sin ,* = |(
2

;) + ?(-
n = l

P

(36) 2 8
&quot;-

s sm^- 1a;= ( I)&quot;-

1

Endlich gibt er noch Rekursionsformeln fur die Koeffizienten der

Entwicklung von cosmx sin^a;, fur ganzzahlige m, p
101

).
Andererseits

kommt er in einer nachgelassenen Abhandlung, indem er in der Bi-

nomialentwicklung von (1 -{- z}
m das z (cos a; -}- sin

a;) setzt, zu

den Formeln 102
):

m x mx NTT/\
2m cosm cos =

&amp;gt; (

j
cos nx

,

(37) |
Om m ^ mX

&quot;ST* /m\2m sinm sin ==
&amp;gt;^

I

jsmwa;,
n

die er ebenfalls ausdriicklich fflr beliebige m in Anspruch nimmt.

Ableitung der Formeln bedient, kommt auf einen versteckten Gebrauch kom-

pleier GrSBen hinaus; ebenso die von W. W., Cambr. math. j. 44 (1844), p. 176.

98) Petrop. n. comm. 6, p. 169. Die Formeln fur m =*= 1 erhalt er ib.

p. 203 auch, indem er in den Gleichungen (23), (24) a durch x and x durch 2x
ersetzt.

99) p. 170. p. 188 hat er auch Reihen fur Produkte von Potenzen von

COB x und sin x.

100) p. 170, 174 (ebenso LexeU, ib. 18, p. 66). Der Beweis, daB diese Glei

chungen fur jedes positive ganzzahlige m gelten, dnrch den Schlufi von m auf

m + 1 bei G. S. Kliigel, math. WSrterbuch 2, Leipzig 1805, p. 583 und bei J.

Ph. Wolfers, Arch. Math. 24 (1866), p. 303. Kliigel hat auch den entsprechenden
SchluB fur negative ganzzahlige m, nachdem er den Fall m = 1 wie Euler be-

handelt hat.

101) p. 177.

102) Petrop. n. acta 7 (1789[93]), p. 91, 97 (von 1776); die entsprechenden
Eeihen mit abwechselnden Vorzeichen, Petersb. mm. 5 (1812[15j), p. 59 (von
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A. J. Lezell 10
*) gewinnt zunachst die endlichen Summen

N

indem er sie durch Multiplikation mit 2 sin und Umformung der

Produkte trigonometrischer Funktionen in Summen auf die Summen
II A 9 a, (4), p. 645 zuriickfiihrt; durch Wiederholung desselben Ver-

fabrens dann auch

(39)

Fiir a = x, N= oo erhalt er BO die [iibrigens divergenten] Spezial-
falle der Reihen (82) fur m = 2 und m = 3.

J.L. Lagrange
1

**) geht, um die Gleichung (32) zu erhalten, davon

aus, daB die Funktion y = cosm x der Differentialgleichung

(40) y cos x -f- my sin x =
geniigt; er setzt dann fur sie eine Entwieklung nach den Cosinus der

Vielfachen von x an und erhalt fur deren Koeffizienten eine Rekur-

sionsformel; den dabei zunachst unbestimmt bleibenden ersten Koeffi

zienten bestimmt er durch Benutzung eines speziellen Wertes von x.

Auch er nimmt die Formeln ausdriicklich far beliebige Werte von m
in Anspruch.

A. Cagnoli
m

) driickt zunachst cos^z durch cos mx und niedrigere
Potenzen von cos# aus und setzt dann sukzessive ein; nachdem er

BO die Anfangsglieder der Reihe (32), sowie der entsprechenden Reihen

fiir sin &quot;

a; berechnet hat, glaubt er das allgemeine Gesetz ablesen zu

konnen.

Auf die bei diesen Entwicklungen auftretenden Schwierigkeiten
hat zuerst S.D.Poisson aufmerksam gemacht

106
).

Indem er namlich,

1780). In unbequemerer Formulierung bei J. Landen, math. mem. 1 (1780), p. 87,

der auch durch Integration weitere Reihpn erhalt, die sich aber nicht mehr durch

,,elementare&quot; Funktionen auadriicken lassen.

103) Petrop. n. comm. 18 (1773), p. 67.

104) Le9onB suf le calcul des fonctions, 1801 (Oeuvres 10, p. 138). Die glied-

weiae DiflFerentiation, deren aich Lagrange hier bedient, ist nicht ohne weiterea

zulassig; das bemerkt bereits 0. Sonnet, Brux. mem. cour. in 4, 23 (1844/60), p. 25.

105) Mem. aoc. ital. 7 (1794), p. 16. Spater (trigonometria piana e aferica,

2d* ed., Bologna 1804; p. 112 der franz. Gbersetzung von N. M. Chompre, Paria

1808) erklart er das selbat fiir umatandlich und bedient aich der Exponential-
funktionen komplexen Arguments.

106) Corresp. e&quot;c. polyt. 2 (1811), p. 212?- klarer die Darstel.ung bei Lacroix,
trait^ 3, 2 e ed. Paria 1819, p. 605.
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um das Binomialtheorem anzuwenden, die Funktion cos a; auf die

beiden Formen

bringt, erhalt er fur 2m cosm x das eine Mai X -j- Yi, das andere Mai

X Yi, wo

f

X cos mx -(- (Y) cos (m 2)# -j- (&quot;j cos(w 4) # -j- -f- +
(41)

X

wj ^
I Y sinmx -);- (

j
sin (w 2)# -J- (

j cos(m 4)# -j [- -f-

Fiir ganzzahlige Werte von m lost sich diese Schwierigkeit dadurch,

daB sich Y&quot;=0 .ergibt; fiir andere raeint er, die beiden Formeln

stellten zwei verschiedene Werte der vieldeutigen Potenz dar und

Eulers Gleichung (32) sei also dann falsch. Man werde aber alle

Werte der vieldeutigen m* u Potenz erhalten konnen, wenn man rechts

x durch x -j- 2rst ersetze, unter r eine beliebige ganze Zahl ver-

standen. Lacroix 101
) fiigt noch die Frage hinzu, wieso die lineare

Differentialgleichung erster Ordnung (40) zwei wesentlich verschiedene

Integrale X und Y haben konne. Deflers
m

)
und G. PZewa 109

) bemiihen

sich [durch Rechnen mit divergenten Reihen] zu zeigen, daB Y in der

Tat in alien Fallen = sein miisse wahrend doch schon Poisson

gezeigt hatte, daB das fiir x 7f, m = -J-
sicher nicht der Fall ist

no
);

M. Pagani
in

)
und M. Ohm 11

*) dagegen meinen, Y werde sich von X nur

durch einen konstanten Faktor unterscheiden. A. L. Crelle
1

)
fiihrt die

Bemerkung von Poisson, betr. die Ersetzung von x durch -j- 2rn,

107) p. 617. Er steht dicht vor der SchluBfolgerung: also darf man mit

divergenten Reihen nicht rechnen, kann sich aber doch nicht entschlieBen
,

sie

zu ziehen.

108) Mitgeteilt von Lacroix, ib. p. 620. Die Benutzung divergenter Reihen

monieren M. Ohm, Aufsatze aus dem Gebiete der hoheren Mathematik, Berlin

1823, p. 43; E.E.Kummer, Preisschrift, Halle 1832, p. 2 und A. G-enocchi, ann.

fici. mat. fie. 8 (1857), p. 411.

109) ann. de math. 11, 1820/21, p. 84. Den Fall x ===== n schlieBt er aus.

110) Lacroix, p. 623, fragt, wie dieser Widerspruch zu heben sei, kann aber

keine Antwort geben.

111) ann. de math. 13 (1822/23), p. 96. Sein eigener spaterer Versuch zur

Bestimmung dieses Faktors (bull. Ferussac 5 (1826), p. 9) beruht auf Poinsots

Formeln (44), (46) achreibt diesen aber irrtumlicherweise Giiltigkeit fur alle

Intervalle zu, in denen cos x
&amp;gt; ,

bzw.
&amp;lt;[

ist.

112) Aufsatze aus dem Gebiete der hoheren Mathematik, Berlin 1823, p. 15.

113) ann. de math. 13 (1822/23), p. 218; ausfuhrlicher in einer Note zu seiner

ttbersetzung von ,,Lagranges mathematischen Werken&quot; 2, Berlin 1823, p. 3 21;

fur beliebige gebrochene m Versuch einer Theorie der aualytischen Fakultaten,

Berlin 1823, p. 321?
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nalier aus: zur Bestimmung der Zusammengehorigkeit der verschie-

denen Werte von r zu den verschiedenen Werten der m*** Potenz ge-

niige es, einen speziellen Wert von x, etwa x oder x = n zu

benutzen. So erhalte man z. B. fur m = :

k

{
X, (0)

= 2&quot; cos ^*, Fr (0)
=

2&amp;lt; sin?-:,
(42)

X, () - 2- cos&+= r = 2&quot; Sin
i

Damit sei zugleich die Frage beantwortet, unter welchen Umstanden
r oder auch X wirklich gleich sei. M. Ohm 11

*) gibt als den all-

gemeinen Ausdruck der Potenz:

(43) (2 cos x)
m= (X -(- i T) (cos2mlc7c + &amp;gt; sin 2mkn}.

Dann bespricht er die Summen (37)
u6

) und bestimmt die Werte, die

in ihnen der Potenz beizulegen seien, fur die verschiedenen moglichen

Intervalle; dadurch gelangt er dann auch zu einer vollstandigen Be-

stimmung von X und Y116
).

Poinsot 111
) berichtigt zunachst die SchluBweise von Lagrange da-

hin, daB aus ihr nicht die Gleichung (32), sondern

(44) (2cosz)
m= l

mX oder
(
~ irX
cos mn

folge. Rechts konne man noch x durch x -f- 2rn ersetzen; wenn m ein

Bruch vom Nenner q sei, erhalte man so rechts scheinbar q* Werte,
links nur

&amp;lt;?;

diese Schwierigkeit sei dahin zu losen, daB man, wenn
man x durch x -f- 2rx ersetze, auch in dem zutretenden Faktor das

oder n um 2rn vennehren miisse. Daraus ergebe sich, daB furO /

114) Aufsatze aus dem Gebiete der hdheren Mathematik, Berlin 1823, p. 47.

Die Anwendung der Methode der unbestimmten Koeffizienten als Beweismittel

verwirft er uberhaupt (p. 39; Bull. Ferussac 5, 1826, p. 251).

115) p. 94. Er beschrankt sich seltsamerweise auf positive m.

116) p. 101; die Resultate auch Bull. Ferussac, 5 (1826), p. 251.

117) Recherches sur 1 analyse des sections angulaires, Paris 1825, p. 68

(von 1823); Referat von S[aigey], bull. Fe&quot;russac 4 (1825), p. 340. Er fflgt bei

(p. 74): aus der fur
r/2&amp;lt;x&amp;lt;/2 geltenden Gleichung Y=0 konne man

durch Integration weitere erhalten, u. a. die Gleichungen (409) und (410). Solche

nur fur ein bestimmtes Intervall geltende Identitaten babe man aufzufassen als

,,Gleichungen mit unendlich vielen Wurzeln in arithmetischer Progression von

unendlich kleiner Differenz&quot;. Im ubrigen verweist er bereits auf Fourier. Nach
den Referaten Bull. Ferussac 7 (1827), p. 353 und 8 (1827), p. 175 findet sich

eine Darstellung von Poin sot s Methode auch bei D. Lardner, Analytical treatise

on trigonometry, Lond. 1826
; dagegen Einwande bei Brinkley, Dublin philos. J.

1826, p. 291.
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&amp;lt;
x &amp;lt; jr/2 Eulers Formel (32) in der Tat richtig sei; dagegen fiir

a/2 &amp;lt;
x

&amp;lt; 3.T/2 erhalte man:

(45) ( 2 cos x)
m = -~ = -.-

cog MITT sin m TI

Dem gegeniiber bemerkt Poisson 118
): die Schwierigkeit bei der

Anwendung der Methode von Lagrange auf diese Fragen liege darin,

daB man von ihr aus nicht a priori angeben konne, an welchen

Stellen der Wechsel in dem Werte des zuletzt zu bestimmenden Fak-

tors einzutreten habe. Auch das erste Verfahren Eulers ffihre zunachst

nur zu der Gleichung

(46) (c,os2mhit -\- i Bm2mkjt)\2 cosx\
m

= (X -j- i Y) (cos 2mtjt -}-
i sin 2mtyc)

die Differenz t k konne und miisse dann yon x abhangen, aber die

Ableitung der Formel gebe dariiber keinen AufschluB. Er leitet daher

zunachst die allgemeine Formel

(47) ^| )
rn (cos (m 2ri)x -f- i sin (m 2n)x)

=
\

1 -}- 2r cos 2x -f- rJ
j

m
(coBws -f- t sinms)

ab, in der s den Hauptwert der Funktion

(48) s = arct

bedeutet, und gewinnt aus ihr die Folgerung:

2 cosx
|

m
(cos mtn -\- i sin m tn\ (0

&amp;lt;
x

&amp;lt;

] ;

cosa;

die mit den Resultaten von Poinsot ubereinstimme.

Dieselbe Folgerung erhalt dann auch A. Cauchy aus der von

ihm 119
) aufgestellten Gleichung:

(50) ^( ( jr
n
(cosnx -f- i sinn#)

=
|1 -f- 2r cos# -f- rj

|

2
(cosms -}- * sinms),

in der s den Hauptwert der Funktion

r sin a;

(51) s = arc tg r cos x

118) Bull. FeruBsac 4 (1825), p. 145. Die sich anschlieBende Polemik zwischeD

Poinsot (ib. p. 221) und Poisson (p. 344) fdrdert eachlich nichts.

119) Analyse algebrique, Paris 1821; Oeuvres (2) 3, p. 247. Ebenso A. v.

Ettingshausen, Vorlesungen uber die hShere Mathematik 1, Wien 1827, p. 126;

auch die Formeln fur r=l, doch ist der Konvergenzbeweis falsch. Ohne

Konvergenzuntersuchung auch bei Th. Clausen, J. f. Math. 4 (1829), p. 282. Fur

r=l hat Clausen uur die Formeln mit fc= 0, obne Angabe der Giiltigkeitegrenzen.
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bedeutet, in der ubersichtlicheren Form 110
):

-f *si

Er zeigt iiberdies, dafi die Reihen fur m
&amp;gt; in der Tat konvergieren,

und meint, es werde leicht sein, ihre Konvergenz fur 1
&amp;lt;
m

&amp;lt;

aufier an den Grenzen der Intervalle mit den in seiner analyse algebrique
entwickelten Methoden nachzuweisen 121

).

Stein 19
*) geht aUen Schwierigkeiten aus dem Wege, indem er ein-

fach sagt: man braucht nur ]/X
8+ Y* zu berechnen, die hinzutre-

tende Einheitswurzel ist in jedem EinzelfaU leicht zu bestimmen.
Ein Anonymus

1

**) meint: da X -f iT und X iY zwei Werte
derselben Potenz seien, miisse es zwei ganze Zahlen k, I von der Art
geben, dafi

oder

(
53

) Xsinm(k + l)n = Ycosm(k -f- l)n

sei, was mit den Resultaten von Poinsot 117
) iibereinstimme und die von

Lacroix 107
) aufgeworfene Frage beantworte.

L. Olivier) und van Bees 1*5

) versuchen zu zeigen, dafi der Wert
der bei dem Lagrangeschen Verfahren zuletzt bestimmten Konstanten
nur an solchen Stellen sich andern konne, an welchen cos x sein Vor-
zeichen wechselt; doch sind ibre Schlufiweisen unzureicbend.

K.D.v.Munchow li6
) gewinnt die Gleichungen (41) zunacbst fur

120) Exerc. d analyee 1 (1826); Oeuvres (2) 6, p. 18.

121) p. 21.

122) Ann. de math. 16 (1824/26), p. 150.

123) Ib. 16 (1826/26), p. 265.

124) J. f. Math. 1 (1826), p. 16; reproduziert von C. G. Berling, Disn. Lund
1830 (respond. L. Torbjbrnason), p. 29.

126) Corresp. math. phys. 6 (1830), p. 279. Er iet noch der Meinung, die

dutch die Methode der unbestimmten Koeffizienten gelieferten Reihenentwick-

lungen eeien immer richtig, wenn sie nur konvergierten.

126) Grundlehren der Trigonometrie, Bonn 1826, p. 124; p. 289 verifiziert er

sie durch die Bemerkung, dafi die zu entwickelnden Funktionen der Differential-

gleichung

y&quot; cosx-f- 2 my sin x COB x -\- m (m -f- l)y =
geniigen. Er macht sich unnbtige Schwierigkeiten, weil er glaubt, die Moivre-
sche Formel, die er aus nur fur das Intervall

( /2 ----
f- w/2) geltenden Reihen-

entwicklungen ableitet, gelte ebenfalls nur fur dieses Intervall; dasselbe Mifi-

verstandnis findet sich auch noch in der von H. F. Scherk veranlafiten Diss. von
Fr. Bredow, Wratisl. 1829, p. 31, der p. 29 dasselbe sogar fur die Entwicklungen
von Sinua und Cosinus nach Potenzen des Bogens behauptet.
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das Intervall ( jt/2 + ac/2), geht dann zu den ubrigen Intervallen

uber und erhalt so schlieBlich die Formel

(54) (2coskn cosx)
m = X cosmkx -f- Ysmmkn

(
?VJ *&amp;lt;*&amp;lt;

!ir
1
*)

A. v. EttingsJiausen
1 * 1

}
hat zwar Bedenken gegen den Grenziiber-

gang yon r
&amp;lt;

1 zu r = 1, glaubt aber, sie fielen weg, wenn man zu-

nachst die allgemeineren Reihen

(55) .
.

71=0

untersuche.

Zum AbschluB sind diese Diskussionen erst durch N. H. Abels

Untersuchung der Giiltigkeitsgrenzen der Binomialreihe gekommen,
von der man wohl annehmen muB, daB sie gerade durch sie angeregt

worden ist
128

).
Abel zeigt, daB die Reihen (37) und die aus ihnen

weiter abzuleitenden Reihen

bei m
&amp;gt;

fur jedes x,

wenn 1
&amp;lt;
m

&amp;lt;
im Innern der nachher anzugebenden Intervalle,

wenn m ^ 1 iiberhaupt nicht

konvergieren
129

),
und daB die Gleichungen (37) durch die folgenden

zu ersetzen sind 130
):

n=0

((2k l}n&amp;lt;x&amp;lt; (2k -f 1)*).

Indem er diese Gleichungen kombiniert und 2x fur x schreibt, er-

halt er 181
):

(57) ^ (
m
\ cos (a 2nx) = |2cosz|

m
cos(a mx -f- 2mkn},

/2fc 1 - ,2A;+1 \H -*&amp;lt;*&amp;lt; r-*)

n=0

127) Zeitschr. Math. Phys. 1 (1826), p. 107. In der Verwerfung der Anwen-

dung der Methode der unbestimmten Koeffizienten auf dieses Problem stimmt

er ib. p. 378 Poisson zu.

128) Vgl. die unter 61 zitierten Briefstellen.

129) J. f. Math. 1 (1826); Oeuvres 1, p. 239.

130) p. 246.

131) p. 249. Da er kein Zeichen fiir den absoluten Betrag hat, muB er jede

Gleichung noch in zwei zerlegen. Fiir positive Werte von m gelten die Formeln

einschiiefilich, fiir l&amp;lt;^m&amp;lt;^0 ausschlieBlich der Grenzen.
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und daraus endlich 182
):

X = 12 cosz m cos

und fiir die entsprechenden Reihen mit Gliedern abwechselnder Vor-

zeichen:

X. = I 2 sin x
\

m cos m (k -f ^)n
59

*

Yj = I

2 sin #
|&quot;

sm

Gleichwohl ist auch spater noch darauf nicht immer Riicksicht

genommen worden. So geht eine neue Abhandlung von Crelle ii3
) von

der Formel

(60) (

aus, beschrankt sich aber gleich auf die Voraussetzungen

Er fragt dann zunachst 134
),

wie r gewahlt werden niiisse, damit Y
r
=

werde; er schlieBt, daB die Bedingung hierfiir von x nicht abhangen

konne, und findet als Antwort: cos 2mrn muB = 1 sein. Also sei

YQ= 0, X = (2 cos x)
m

. Von dem so gewonnenen Resultat geht
er dann zu andern Intervallen fiber.

Berling
1*5

) setzt auseinander, daB die Gleichung Y =0 schon

deshalb nicht allgemein richtig sein konne, weil sie durch die Sub

stitution von x -\- n fiir x in Y sin mn -}- X cos mx HE iibergehe
und also dann auch JC =0 sein miifite; im fibrigen benutzt auch er

die Binomialentwicklung von (e
ix

-f- e~ ix
}
m unter Beriicksichtigung aller

Werte der vieldeutigen mten Potenz.

G. Peacock 1*6
) behauptet ohne Beweis, es sei

V T^&quot;

r ,_ TIT i* f* r\ a nf* ^^*** O
, 1U1 L/US Us ^^ \J .

coB2mrn sin Imrs
(61) \2 COBX m= x Yr r - fur cos x

&amp;lt;

cos (2r -(- \}mit sin (2r+l) mn

&amp;lt;
x

&amp;lt; richtig sein wiirde].

DaB Y im Intervall
( ar/2 &amp;lt; x &amp;lt; ar/2) identisch NuU ist, be-

[was nur fiir
&amp;lt;

x
&amp;lt; richtig sein wiirde].

132) Ein im NachlaB Abels vorhandener Anfang einer direkten Behandlung
der Reihen (41) (vgl. Oeuvres 2, p. 286) ist nicht veroffentlicht.

133) J. f. Math. 5 (1830), p. 197.

134) p. 201.

136) Bias. 117, p. 25.

136) Brit, assoc. rep. 3, f. 1833, p. 262.
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weist auch E. E, Kummer 1 * 1

)
durch Differentiation einer seiner hyper-

geometrischen Reihen.

J.A. Grrunert
1

**) beweist die Riohtigkeit der Gleichungen (58) und (59)

mit Hilfe der Funktionalgleichungen, denen ihre beiden Seiten geniigen.

Auch in der folgenden Zeit werden die Formeln noch zuweilen

einfach durch Einfiihrung komplexen Arguments in die Binomialreihe

abgeleitet, ohne weitere Erorterung der Berechtigung zu diesem Ver-

fahren; so die Gleichung (32) von Barfufi
199

)
und die Gleichungen (37)

fur negative m von E. L. Ellis.
u0

}
Meist aber wird die Abelsche Kon-

vergenzuntersuchung
129

) mit einer oder der andern mehr oder weniger

gliicklichen Modifikation wiedergegeben, gewohnlich ohne Erorterung

der Berechtigung, in den Formeln zur Grenze r = 1 uberzugehen; so

bei E. H. Dirksen 1

&quot;),
bei J. A. Grunert 1

**), bei J. Dienger
1

&quot;&quot;),

bei

Schloemilcli
1

**}. Bine ausfuhrliche Erorterung gerade dieser Berech

tigung findet sich bei E. J. Bjoerling
1

**); eine kurze Darstellung des

ganzen Beweises, unter Bezugnahme auf die allgemeine Theorie des

Verhaltens einer Potenzreihe auf dem Konvergenzkreis, bei 0. Bonnet. 146
)

Zu einer andern Klasse hierher gehoriger Entwicklungen gelangt

Poisson 149
)

zunachst auf dem Wege, dafi er Lagranges Differential-

gleichung (40) durch eine nach den Cosinus der steigenden Vielfachen

von x fortschreitende Reihe zu integrieren versucht; er erhalt Rekur-

137) J. f. Math. 15 (1836), p. 166.

138) Suppl. zu Klugels math, Worterbuch 2, Leipz. 1*836, p. 676.

139) Arch. Math. Phys. 7, 1846, p. 22.

140) J. de math. 9 (1844), p. 424, 429 =- writings p. 228, 233.

141) Organon der Analysis 1, Berlin 1846, p. 906; vgl. auch Berl. Ber.

1845, p. 263.

142) Arch. Math. 8 (1846), p. 288.

143) J. f. Math. 34 (1847), p. 232; von 1846. Hier ist auch sonst nicht alles

in Ordnung, z. B. p. 228 unten der SchluB, daB ein unendliches Produkt ver-

schwinden miisse, wenn jeder seiner Faktoren absolut
&amp;lt;!

ist. Spater (ib. 41^

1861, p. 48; von 1847) summiert Dienger fur negative ganzzahlige m erst die

mit einem bestimmten Glied abgebrochene Reihe und fuhrt dann den Grenz-

ubergang zu unendlicher Gliederzahl aus.

144) Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 279. Vorher hatte Schloe-

milch teils nur die Formeln fur positive ganzzahlige m (Algebraische Analysis,

Jena 1846, p. 168), teils nur diejenigen fur r&amp;lt;l (ib. p. 219; Differentialrech

nung p. 220) gegeben.

145) Upsala n. a. 13 (1847), p. 165.

146) Brux. mem. cour. in-4 23 (I860), p. 113.

149) Bull. Fe&quot;ruBsac 4 (1825), p. 348. Er bemerkt, daB das Integral nur schein-

bar zwei willkurliche Konstante enthalten konne, daB also P zu Q proportional

sein musse. Nur kdnne der Proportionalitatsfaktor in jedem Stetigkeitsintervall

ein anderer sein.
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sionsformeln fur die Koeffizienten, vermoge deren sich alle durch die

beiden ersten ausdriicken, und damit das Resultat in der Form:

(62) cosm a: = AP+.BQ,
-n 1 \

m m(m 2)

Q - cos +^ cos 3* + jJSSsiffi cos 5* + -tn -\- o (m -f- o) (m -f- 6)

Die Rekursionsformeln verifiziert er dann noch, indem er in der (auf

das Intervall
(0

-~

J bezogenen) Integraldarstellung der Koeffizienten

partielle Integrationen ausfuhrt; fur die Anfangsglieder begniigt er sich

mit der Bemerkung, daB man sie durch Einsetzen Bpezieller Werte
in die Reihen bestimmen konne. A. Cauchy

m
) erhalt

cos- x -,
r(m + l}

t P-

aus der Integraldarstellung der Koeffizienten.

van Bees 1*1
) zeigt, daB man zwar diese Entwicklungen, dagegen

nicht die von cos&quot;
1
a; nach den Sinus der Vielfachen von z, nach dem

Verfahren von Lagrange
10
^) erhalten konne.

E. E. Kummer 1

) gewinnt entsprechende, nur durch abwechselnde

Vorzeichen der Glieder sich unterscheidende Entwicklungen far sin&quot;
1

a:,

indem er die Binomialentwicklungen von

(1 -f exp ix)
m und (1 -f- exp ( ix))

m

miteinander multipliziert; die Koeffizienten bestimmt er zunachst, in

dem er durch logarithmische Differentiation Rekursionsformeln fiir

sie gewinnt; dann zeigt er 153
),

daB sie sich als hypergeometrische
Reihen mit dem vierten Argument 1 und also als Quotienten von
Gammafunktionen ausdrucken.

Fr. W. Newman, mit der vorangehenden Literatur der Frage
offenbar ganz unbekannt, leitet die Moglichkeit solcher Entwicklungen
daraus ab, daB man (2 cos x)

m nach Potenzen von log (2 cos x) ent-

wickeln, fur diese Funktion die Entwickluug (145) benutzen und

schiiefilich die auftretenden Potenzen und Produkte der Cosinus wie-

150) Exerc de math. 2 (1827) =. Oeuvres (2) 7, p. 422.

151) Corresp. math. phys. 6 (1830), p. 283. Die versprochene Forteetzung iat

nicht erschienen; van Rees ist nach der Notiz ib. p. 396 infolge der politischen

Ereignisse ausgewandert.

152) Preisschr. Halae 1832 (Scherk gewidmet), p. 9.

163) p. 12; p. 10 weist er auf die C&quot;bereinstimmung seiner Resultate mit

denjenigen von Abel 18
)
hin.
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der durch lineare Funktionen der Cosinus der Vielfachen der Argu
ments ersetzen und umordnen konne 154

).
Zur Bestimmung der Ver-

haltnisse der Koeffizienten dieser Entwicklung bedient er sich der

Differentialgleichung (40), zur Bestimmung des Anfangsglieds seiner

Darstellung (364) durch ein bestimmtes Integral
155

).

Andererseits konnen diese Entwicklungen naturlich auch von der

Integraldarstellung der Koeffizienten (Nr. 16) aus erhalten werden.

Zur Auswertung der dabei auftretenden Integrale hat bereits L. Eider

den Anfang gemacht, indem er einerseits die Identitat

I(m
-4- ri) fainm ~ l x sin (n 4- l}xdxJ

= 2 sinm a; sin nx -f- (n m)j sinm
~ l x sin (n tyxdx

und drei analoge ableitet, die aus ihr durch Vertauschung des einen

oder des andern Sinus mit einem Cosinus hervorgehen
136

) ;
anderer-

seits die folgende
157

):

(65) (w
3 - w2

)ycosm x cos nxdx = n cosm x sin nx

-|- m cosm ~ 1x sin a; cosna; -}- m(m l)j*cos
m~*x cos nxdx,

164) Cambr. Dubl. math. j. 3 (1848), p. 61.

156) Das Bedenken: ob man aus dem Verschwinden aller folgenden Glieder

der durch die Integration entstehenden Reihe schliefien dtirfe, dafi auch ihre

Summe verschwinde sucht er durch eine Untersuchung der Konvergenz der

durch unbeatimmte Integration entstehenden Reihe zu zerstreuen. Dabei benutzt

er eine nur fur positive m geltende asymptotische Darstellung der T-Funktion

und kommt BO zu dem falschen Schlusse, fiir negative m sei die Reihe stets

divergent.

166) Petrop. n. acta 6 (1788[90]), p. 38; 7 (1789[93]), p. 22 (beides von 1776).

Seine Absicht ist dabei auf die Auffindung algebraischer Kurven gerichtet, deren

Bogenlange sich durch Integrale gewisser vorgegebener Formen ausdrucken laBt.

Fiir m = n fallt das zweite Glied rechta weg; /. Liouville bemerkt dazu (J. de

math. (2) 19 (1874), p. 189): man konne die Ableitung der so entstehenden For-

meln vereinfachen, wenn man je zwei von ihnen unter Benutzung komplezer

Gr6Ben in eine zusammenziehe. Einzelne dieser Rekursionsformeln auch bei

G. Frullani, Mem. soc. ital. 19 (1820), p. 228 (von 1818); bei S.D.Poisson, Bull.

Ferussac 4 (1826), p. 360
;
in anderer Bezeichnung bei E. E. Kummer, Preisschr.

Halae 1832, p.. 16.

167) -Petrop. n. acta 11 (1793[98J), p. 124 (von 1777). N. Fufi (Petersb. m^m.

4 (1811[13J), p. 210, 212 (von 1806)) leitet aus entsprechenden Formeln Darstel-

lungen der Quotienten

/.
-

f cos 1 C . ( cos \smm a; \nxdx: I smp oj . \nxdx
I sm J J I sin J

o o

durch Quotienten unendlicher Produkte ab (auch fiir nicht ganzzahlige m, n, p).
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die durch Einsetzenider Grenzen fiir ganzzahlige n die Rekursions-
formel :

* n/. .... -^

cosm z cos nxdx=
,
~~ I cosm~*x cos nxdxm -n J

liefert. Diese fuhrt ihn zunachst, wenn auch m eine ganze Zahl ist,

zu dem Resultat:

n.

(67) J cosm x&amp;lt;X)snxdx= fiir m&amp;lt;n und fiir
m&amp;gt;, m n ungerade;

fur m = n wird sie illusorisch, er erhalt aber erst fiir die kleinsten

Werte von n, dann allgemein durch Benutzung komplexer GroBen 158
):

n

(68) J cosn x cos nxdx= ^
o

und daraus durch abermalige Anwendung von (66):

n

(69) / cosm a; cos nxdx = (
m

} ^ fur m
&amp;gt; n, m n = 2r gerade.

S. D. Poisson 1*9

) erhalt aus seinen Gleichungen (594) speziell fiir

F(z) - (1 + ,)-:

(70) ^(l_ r
a;

o

cos
m xcosna;

7T/2

+

und durch Entwicklung beider Seiten nach Potenzen von r und

Koeffizientenvergleichung :

*/2
4 r m [COSWJJCOB 2na?l , 1 /m\- COSm X\ . \dX = -r^( }.itJ I sin mx sin 2nxJ 2

m
\n/

168) p. 130. Er benutzt die Resultate, am die Koeffizienten der Entwick

lung einer Funktion nach den Cosinus der Vielfachen von x durch die Koeffizienten

ihrer Entwicklung nach den Potenzen von cos x auszudriicken. Die zuweilen

sich findende Angabe, Laplace habe die Werte der Integrate (69) in seiner theorie

analytique des probabilitys gegeben, ist unrichtig; es finden sich dort (oeuvres 7.

p. 240) nur asymptotische Werte derselben fiir groBe m.

159) J. e&quot;c. polyt. cah. 19 (1823), p. 489; auch conn, des temps pour 1836[3S],

add. p. 7.

160) Oeuvres 2, p. 79 (zuerst 1839 in der Ausgabe von Holmboe pnbliziert).
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N. H. Abel 160
} setzt in der Gleichung

00

/ t\COB
I
n arc is

|

_r_[ dt _ * 1
~\

die einen speziellen Fall einer in Nr. 103 zu besprechenden Gleichung
vorstellt, r = 1, * = tg a; so erhalt er wieder [Eulers] Gleichung (69).

A. Cauchy
161

) gewinnt aus seinen Residuensatzen die Gleichung
+ w

(74) C dz_ _ * r(a + 6 i)

JV + Uf(l i*f 2
a + 6 - 2

r(a)F(6)
&amp;gt;

00

die durch die Substitutionen

e = tgx, a + b 2 = m, b a = n
in

2

(75) / cosm x cos nx dx ~^.
I

2
m + 1

o

iibergeht; sowie die speziellen Gleichungen
162

):

n

(76) / cosm x cos mxdx = ^ ,
I

2 + l

r(m +

(77) I sin7&quot;

a: cos ( mx\dx
o

/ ryo\ / *
(iu) iCOS;7*/J^7*

2m+l&amp;gt;

fiir ungerade m,

* ^F7r7?TTT^
J fflr gerade m -

Auch erhalt er solche Formeln 168
), indem er in den ebenfalls aus Re

siduensatzen folgenden Gleichungen:

n

(79) /
ax m x

r cos x) cos - -

m x
r sm x sin

X
(1 2r cos x -\- r 1

) cosm

beiderseits nach Potenzen von r entwickelt.

161) Mem. sur les integrals^ definies, prises entre des limites imaginaires,
Paris 1825, p. 40; Ann. de math. 17 (1827), p. 109, 127. Ohne Beweis auch Bull.

Ferussac 3 (1825), p. 221.

162) Exerc. de math. 1, 1826 = Oeuvres (2) 6, p. 278, 280. Gleichung (76)
ebenso auch bei M. Ohm, System der Mathematik 9, Niirnb. 1852, p. 207.

163) Ann. de math. 17 (1827), p. 124.
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Die allgemeinere Formel

.

(80) / (1 + 2 r cos x -f r2

)
* cos (nx

- mw}dx = - _*&*+*&amp;gt;_
J r(n-fl)r(w n-f- 1)

(r
&amp;lt; 1, n ganzzahlig, tgy = f-^f. ^

aus der (69) sich fur r = 1 ergibt, ist von C. J! D. Hill} ange-
geben und von Th. Clausen 1

**} durch geeignete Verbindung des reellen

und des imaginiiren Teils der Entwicklung von (1 -f- r exp ix}
m

be-

wiesen worden.

Die Werte der Integrate (75) konnen auch aus einer Formel von
v. Schmidtcn 166

} entuommen werden, der iiberhaupt das Integral
n

(81) J f(2 cos a} cos nadcc
o

durch die Koeffizienten der Entwicklung von f(t} nach Potenzen von
t ausdriickt.

Auch E. K Kummer 161
) geht zur Bestimmung dieser Integrate

von einer allgeineinen Identitat aus; ist namlich

so ist:

Wird in diesen Formeln

M = sin 2
a:, (p(u)

= cos2px oder = &quot;--^~

(2p 1) sin x

gesetzt, so lassen sich die links stehenden Reihen elementar sum

mieren, und es kommt:

*j\

(83) I
**&amp;gt;-** cos?-* a

{

COS

) (m a +pa} daJ (sin)

C 8

r(m -f p) \ am I 2

Wird aber w* = 1/2 genommen, ^? durch
^&amp;gt;/2 -(- 1 ersetzt und

w = sin2

:r, &amp;lt;p(u} cosnx,

164) J. f. Math. 7 (1831), p. 103.

105) Ib. p. 309.

166) J. f. Math. 5 (1830), p. 39G.

167) Ib. 17 (1837), p. 215; in anderer Darstellung ib. 20 (1840), p. 2. Vgl.
auch 0. Schloemikh, analytische Studien, 1, Leipz. 1848, p. 165, sowie Oettinger,
J. f. Math. 38, 1848, p. 217.

Kncyklop. d. math. \Vissensch. II 1. 56
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so kommt:
rt/2

(84) cosfa coanccdcc =
.

und daraus:

(85) Ain^j
008

}J \ sin J

r(j&amp;gt; + i) cos ) mt
2

J. Binet 168
)
kommt zu diesen Formeln von der anderen Seite her,

indem er namlich den Quotienten

/oa\

in eine Fakultatenreihe entwickelt und diese dann durch bestimmte

Integrale sunimiert.

J. L. JRaabe leitet zunachst 169
) ffir unbestimmte Integrale der

Form

(87) /expwa(
C
?
8

n *\da
/ \ sin cc )

Rekursionsformeln ab, ersetzt in diesen n durch ni und trennt Reelles

und Imaginares; Einsetzen der Grenzen gibt ihm dann 170
):

nn

168) J. fie. polyt. cab. 27 (1839) p. 164; er zeigt, daB seine Eesultate mit

denjenigen von Cauchy
181

)
und Poisson 189

) ubereinstimmen. p. 197 leitet er aus

ihnen einen asymptotischen Ausdrack fiir grofie Werte von m ab.

169) Differential- u. Integralrechnung 1, Zurich 1839, p. 145.

170) p. 240. DaB Raabe erst und oo, dann x/2 und oo als Grenzen

nimmt und sich dabei auf seine in Nr. 80 erwuhnten Anschauungen stiitzt, macht

die Resultate scbeinbar von diesen abbangig; aber nur scheinbar.
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wobei:

M

77
TV= 1 - n (2 - M&amp;gt;

)

2
&quot;

4!

n (2 -n)(4 n*)...((2^-2)-

AT _ _ n (1 n ) _ _
1

&quot;

3!

n(l 70(8 n)...((2fi 1)*

(2fH-l)I

und zwar gilt jede dieser Gleichungen fiir alle Werte der Expo-

nenten, fiir die der Nenner der rechten Seite nicht Null wird.

J. A. Serret
1

&quot;

11

} leitet Cauchys Formel (75) durch eine ziemlich

umstandliche und die Einfiihrung komplexer GroBen nicht geniigend

begriindende Rechnung mit der Integraldarstellung der Gammafunk-
tionen ab. Fiir die drei andern Funktionen erhalt er eine Darstellung
durch ein anderes bestimmtes Integral, z. B. 178

)

7T/8

(92).
m + n) TjJ __
1r - W1 &amp;lt;

1
+&amp;lt;&amp;gt;

m+1
( 1
-

Fiir den Fall n = m -\- 2k, k ganzzahlig, erhalt er 173
) durch wieder-

holte partielle Integration Formeln ahnlicher Art wie die vonRaabe(91).
Auch hat er die Formeln 17i

):/f COS 1

3in
r ~ 1

a; cos*&quot;
1
a; \(q p)xdx

I sin )

und aus ihnen fiir

setzt wird:

(94) Ain-^
(

c 8 wx
)
dx =v J J Ismna;]

cos

. rn
81D in

2s=p-\-q, wenn noch x durch x/2 er-

(m n\ _/w-fn\A ri/w+ wX /
w*

\

)
r
(-^-)|

C08
^|

^OH^j^MJ

171) J. de math. 8 (1843), p. 2; andere Darstellung ib. p. 491.

172) p 7.

173) p. 9.

174) p. 12.

66*
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0. ScJdoemilch 1

) erhalt Ausdriicke fur die Integrate

Tt/2

/f COS I

cos I
-

K cot a .

Ism J

71/2

i , i f cos uccBin (n-4- iVa]cos .
+ w-i

fi tor
&quot;- 1 a . \ ( a.

Ism &amp;lt;iacos
( -f 1) aj

JT/S

(95) rcos&quot;-&quot;-^ tg a 1&quot;?**?}*+$*] da,J { sm ft
a sin (n -f 1) a- J

o

/
cos&quot;

+ 2 &quot; cos [iKe/a,

o

ff/S

o

/ cos&quot;
+ - n

o: sin
/-to: tg

6

in denen m eine gerade, w eine beliebige ganze Zahl, ^ eiue beliebige
Zalil bedeutet 176

), durch Vertauschung der lutegrationsreihenfolge in

den Doppelintegralen

O**.&quot;-

1 - 5 r pns 1
v, t t OS j j.

,

a I aw.
7l

v I sm J

;&amp;gt; o

30 OC

rfjF-if*
f ,-cosi|

f f 5 5JJ r + ur lwsm|J

o o

unter Benutzung der hier unter Nr. 591) und &amp;lt; besprocbenen Formeln,
und Einfuhrung einer neuen Jutegrationsvariablen.

M. Ohm beginnt
177

)
mit der Ableituug von Rekursionsformeln

tur die unbesiimmten Integrale; indem er dann die Grenzen einsetzt,

bestatigt er 178
) Raabes Resultate 17

).

Die unter den Yorausset/Aingen:

-f&amp;lt;*&amp;lt;fi
0&amp;lt;&amp;lt;2

giiltige Entwicklung der Potenzen von cos x nach den Kosinus der

175) J. f. Math. 33, 1846, p. 354.

176) d. h. natiirlich nur eine solche, daB die betr. Integrale Bedeutung haben.

177) System der Mathematik 9, Niirnb. 1852, p. 36.

178} p. 48.



5. Entwicklung der Potenzen von cos a; und sin x.

Vielfachen von ax:

(96) cosm x

cos nux

erhalt A. Cauchy} durch Anwendung der Integraltheoreme auf das

Intervall
(o -Ji

E. E. Kummer 1*
) gewinnt diese Reihe sowie die

entsprechende Reihe fiir sinm
.T, zunachst fur a = einer Potenz von

-}-,

indem er die Entwicklungen von sin &quot; x und cosm z ausmultipliziert,

dann x durch x
g
- ersetzt und diese Prozedur uubegrenzt wieder-

holt. AuBerdem hat er noch allgemeinere Formeln, aus denen dann
wieder durch Spezialisierung z. B. die folgende hervorgeht

181
):

-U nn

(97) cos x m =
2
m

cos27iajr ^Li r (m ,

a
,

,
\ /m

&quot;_ _ &quot;\

in ihr mufite ihrer Ableitung nach a zunachst ein Bruch seiii, dessen
Nenner eine Potenz von 2

ist, Kummer nimmt sie aber dann fiir be-

liebige reelle a. in Anspruch.

Spater
182

) erhalt Kummer solche Entwicklungen als Spezialfalle

hypergeometrischer Reihen.

Die Koeffizienten der Entwicklung

^i m (cosnx fur gerade k
(98) cos-7 x sin* x &amp;gt; KB , t j

-^ [sinnx ,, ungerade k

erscheinen bei A. Cauchy (fur ganzzahlige j, k) zunachst 183
)
in der Ge-

stalt von Summen von Produkten von Binomialkoeffizienten. Spater
184

)

179) Exerc. de math. 2, 1827, = Oeuvres (2) 7, p. 424. Die Annahme a = 2

liefert die Gleichung (62) rnit B = 0.

180) Preisschr. Halae 1832, p. 16 fiir =
;
ib. p. 21 und J. f. Math. 14, 1835,

p. 110 fur a = einer Potenz von 4-. Nachdem die Form der Entwicklung auf
dem im Text angegebenen Wege festgestellt ist, bestimmt er (p. 24 bzw. 114)
die Koeffizienten auch noch durch ihre Integraldarstellung, indem. er die Inte-

grale mit Hilfe von Rekursionsformeln auswertet.

181) J. f. Math. 14, p. 119.

182) J. f. Math. 15 (1836), p. 165.

183) Turiner Mem. von 1831, p. 75.

184) Paria C. R 11, 1840, p. 474, 605 = Oeuvres 1 (5), p. 309, 314. Das Vor-
zeichen ist an der letzteren Stelle richtig. Noch spater (Paris 0. R. 12 (1841),

p. 92 = Oeuvres (1) 6, p. 25 nennt Cauchy Wn
.

t das, was or vorher 2-

genannt hatte.
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schreibt er diese Summen sie sind ,,Cauchysche Zahlen&quot; genannt
worden in der Gestalt

V / n* i.k f\9 *

und gibt fur sie die Rekursionsformeln:

6. Anhang zu Nr. 5. Anhangsweise sei noch das Integral

am - a

I cos n a dec

erwahnt, durch das sich der Koeffizient von a n in der Entwick-

lung von

(102) (2? a
)

ausdriickt. P. 5. de Laplace
1^ gibt dafiir mit Hilfe seiner Methode

(Nr. 109) den folgenden fur grofie Werte von s geltenden asympto-

tischen Ausdruck

(103)

Ebenso gibt er 186
)

fur ein bei einein ahnlichen Problem auftretendes

Integral den asymptotischen Ausdruck:

(104)
-

o

Ferner sei hier noch angefuhrt, daB A. Cawc%
187

)
die Koeffizienten

der Entwicklungen von (tg^-)
nach den Kosinus oder den Sinus der

Vielfachen von x durch Entwicklung beider Seiten der Residuen-

formeln
n

ft
r cos a ) \ 2 / x_(

sec
|
sit

^

P..

sin a J 1 2rcosa+ r 1 2 IcosecJ 2

o&quot;

nach Potenzen von r erhalt;

185) Throne analytique des probability, livre 1, Nr. 36 (p. 162 der Aua-

gabe vpn 1847).

186) Ib. Nr. 42 (p. 186). Laplace gibt hier auch noch weitere Glieder der

Naherungsfonnel.

187) Ann. de math. 17 (1827), p. 125.
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daB E. E. Kummer 18
*) die Koeffizienten der Entwicklung von

(106) cosm x cos (z arctg x)

durch Grenzfalle hypergeometrischer Funktionen von z ausdriickt;

daB J. Binetm
)

fiir

n

(107) f(l -f 2 cos a} da
o

einen Ausdruck durch eine konvergente Fakultatenreihe ableitet;

endlich, daB A. Meyer ) die Entwicklungen von

),
(108)

ttrm fam
2 BOBX g 2

fttr ganzzahlige m erhalt, indem er in den unter 8T
) erwahnten Po-

tenzreihen die Variable durch sin x oder cos x ersetzt, deren Po-

tenzen durch die Funktionen der Vielfachen von x ersetzt und um-

ordnet; die Koeffizienten erscheinen in der Gestalt hypergeometrischer
Reihen.

7. Trigonometrische Entwicklung rationaler ganzer Funktionen.

Die Bernoullischen Funktionen. Zu der ersten hierher gehorigen
Reihe ist L. Euler zunachst auf einem merkwiirdigen Umweg ge-

kommen 191
): indem er namlich die hoheren Differentialquotienten der

Funktion arc tg y mit Hilfe der Substitution y= cot x durch die all-

gemeiue Formel ausdriickt

(109)
y = (_ i)-i(n _ 1)! sin&quot; x sin nx

y

und dann arc tg (y -g j
nach der Taylorschen Formel entwickelt,

erhalt er:

/ 11A \ n x . . sin 2 a; . sin 3 a;
,

(110) 9
- = smx + - - H---

-f .

2 2 3

188) J. f. Math. 17 (1837), p. 235.

189) J. c. polyt. cah. 27 (1839), p. 329.

190) Brux. m^m. 21, 1848, p. 14.

191) Institutiones calculi differentialis, Laus. 1765, II, 87, 91, 92. Euler

teilt die Formel schon 1744 als Probe der von diesem Buch zu erwartenden

neuen Resultate ohne Beweis an Goldbach mit, corresp. 1, p. 279. Wenn
Littrow (Petersb. mem. 7 (1816/16[20]), p. 121) x/2 anstatt (n x)/2 ala Summe
der Reihe findet, so beruht das auf einer unrichtigen Annahme uber die den

vieldeutigen Funktionen in der Identitat

r sin x ain x
arc tg \- arc tg = arc tg (4- tg x)s

l
6

beizulegenden Werte.
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Um dieselbe Zeitm
)
kommt er von der divergenten Reihe (25) durch

Integration zu:
1

(111) sin a: sm2x-}- sm3x --
1

-- ...== -

9 2

und unter Benutzung der schon friiher von ihm gefundeneu Formel:

i_i + -i..+ ._i49 12
zu:

(112) cos* -.-cosSx + l-cosSx --
(

----- = ^ x **y 12 4

Ebenso gewinnt D. Bernoulli*) unter Benutzung der Leibnizschen

Reihe fiir ;r/4 aus (25) die Gleichung (110), und aus ihr durch weitere

Integrationen:

(113) cos* + A cos 2x + I cos 3x + + = ~ -- ^ + y,

(114) sin* + -Isin2* +Bin3* + + = - * + ***
,

/i -i /\ i
1 o l

(116) 8in0 + 32
Sin2^ +^

Er zeigt, dafi man dabei die Suramen der reziproken Potenzen der

natiirlichen Zahlen nicht als bekannt vorauszusetzen braucht, sondern

sie mit erhalt, wenn man zur Konstantenbestimmung nicht nur einen,

sondern zwei spezielle Werte von x herbeizieht. Auch bemerkt er,

da6 diese Grleichungen nur fur das Interval! (0 . . . 2n) gelten; fur

andere Intervalle seien die Integrationskonstanten anders zu be-

stimmen 194
).

In einer derselben Zeit angehorenden Abhandlung iiber bestimmte

Integrale
195

) beginnt Euler mit den als rekurrierende Reihen aufgefaBten

Entwicklungen (2) und (3), deren linke Seiten er bzw. mit P und

Q bezeichnet. Er zeigt, daB

(117) J
~ = -J Qdx = -log(l -

(118) /_ r cos x

192) Petrop. n. comm. 5 (1754/55[60]), p. 204. G. Frullani (mem. soc. ital.

19 (1821), p. 235; von 1818) gewinnt die Gleichung (111), indem er (3) nach r

zwischen den Grenzen und 1 integriert.

193) Ib. 17 (1772), p. 6; daraus 8. D. Poisson, J. tc. polyt. cah. 18 (1820),

p. 313; 19 (1823), p. 412.

194) Petrop. n. comm. 17 (1772), p. 8; ebenso Poisson, J. fie. polyt. cah.

19 (1823), p. 411.

195) Petrop. n. comm. 19 (1774) = instit. calc. integr. 4 (1794), suppl. V. 32.
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ist; durch Wiederholung derselben Operationen gelangt er zu Glei-

chungen zwischen den mehrfachen Integralen von P und Q nach r und x.

In den nach x genommenen Integralen kann man die Substitution r = 1

schon vor der Integration ausfiihren; aus P entstehen dabei die Reihen,
von denen hier die Rede ist. Euler gibt noch die Formeln fur

,

- . und
n 6

und sagt dann, das allgemeine Bildungsgesetz sei nun hinlanglich klar.

Fur die Konstantenbestimmung schlieBt er sich jetzt an das Verfahren

von D. Bernoulli an, das er um so bemerkenswerter findet 196
),

als er

friiher geglaubt habe, die Summen der reziproken Potenzen lieBen

sich auf keinem andern Wege als dem urspriinglich von ihna ein-

geschlagenen finden. AuBerdem gibt er noch den Satz, dafi^ ,--+~i

durch x(jc x)(2n x) teilbar sei
197

).

In einer erst aus dem NachlaB veroffentlichten Abhandlung aus der

selben Zeit 198
) gelangt Euler zu der Formel (111) noch auf einem andern

Wege, indem er namlich in der Interpolationsformel, welche dieFunktion

0~ l sin z durch ihre speziellen Werte fiir z = 0, -4~ 1, -4~ 2, , -\- n

darstellt, zu g = und n oo iibergeht.

J. Landen 193
) gewinnt die Formel (111) aus der logarithmischen

Reihe durch Ubergang zu einem komplexen Argument, dann (110) durch

Vertauschung von x mit % x, die weiteren Formeln durch Inte

gration; die Konstanten bestimmt er wie Bernoulli.

J.Fr. Pfaff
m

) will die Formel (111) dadurch beweisen, daB er die

einzelnen Reihenglieder nach Potenzen von x entwickelt und dann

die Summationsreihenfolge vertauscht, indem er den dabei auftretenden

divergenten numerischen Reihen bestimmte Werte zuschreibt. Das-

selbe Verfahren wendet er dann auf die weiteren Reihen an; er erhalt

196) 56. 197) 48.

198) Opuscula analytica 1, Petrop. 1783, p. 166; von 1772. Er leitet aus ihr

noch die Formel (112) und eine weitere fiir ^ -j- ^
durch Integration her.

199) Math, memoirs 1, London 1780, p. 69 74. Sein Interesse geht haupt-

sachlich auf die numerischen Reihen, die man durch Annahme apezieller &quot;Werte

fiir x erhalt.

200) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 6; ebenso

J. A. Eytelwein, Grundlehren der hoheren Analysis 2, Berlin 1824, p. 637. Das

Verfahren wiirde sich wohl in eine strenge Ableitung verwandeln lassen, wenn

man von der Gleichung (15) ausginge und den Grenziibergang zu r = 1 erst am

Schlusse vornahme. M. Ohm (Petersb. mem. pree. 1, 1831, p. 127; von 1825) er-

giinzt es durch eine Betrachtung, die auf der Benutzung des Lagrangeschen

Restglieds der Taylorschen Reihe beruht.
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so allgemein:

/H AN . sin 2 a; sin 3 a; ^T! ,

(119) suiaf s^.-f j^r- -=xn-*
tf^k 3 *r r 1

z- j. A i I i ^W I
i 9 : J.-- -&quot;--

/10/Y\ cos2a; . cos 3 a; .

(120) cos a; ---
2 + ft

---
1

-----=n~ s

_,,.. o
, ,

a;2*- 2 ^T . __ 1 a:2 *
&quot; - - -

Die Substitution a; = it gibt Rekursionsformeln zwischen den auf-

tretenden Sumraen. Zu den Summen der entsprechenden Reihen mit

lauter positiven Grliedern gelangt er dann mit Hilfe der Identitat:

Nachher macht ihm merkwiirdigerweise dieser Ubergang Bedenken;
er entwickelt daher 801

)
die endliehe Summe

, sin 2 a;
,

. sinna:
sm x -\

- + + -
2 n

nach Potenzen von x, setzt nx = z und fiihrt dann den Grenziiber-

gang zu n = oo an den einzelnen Gliedern aus; so erhalt er als Summe:
i

s 3
. z* z 1

. f ainnz ,*~ rsT + 6T6i TTyH h J -7-** -

Das wiirde fur n = oo, also auch s = oo zunachst se/2 geben; daB er

doch den richtigen Wert herausrechnet, beruht darauf, daB er erst

noch = x ^S -\- 1 beiderseits addiert und dann nicht 51

1 = n,-

sondern ^ 1 -f- ^+ 1 = n benutzt.

Die Ableitung der Ausgangsgleichung aus der logarithmischen
Reihe findet sich auch bei &amp;gt;S. F. Lacraix***), bei Littrow 20

*),
bei Stein**\

bei R Lobatto), bei Th. Clausen 206
),

bei A. de Morgan
207

).
N. H.

201) p. 118. Man konnte auch dieses Yerfahren durch Einfuhrung eines

Konvergenzfaktors in einen Beweis verwandeln.

202) Traite du calcul diffe&quot;rentiel et du calcul integral 1, 2m &quot;

^d., Paris

1810, p. 94.

203) Petersb. mem. 7 (1815/16[20]), p. 112; daraus dann p. 129 die weiteren

Reihen durch Integration.

204) Gerg. ann. 13 (1823), p. 112.

205) Recherches sur la sommation de qq. series trigonome&quot;trique8, Delft

1826, p. 9.

206) J. f. Math. 4 (1829), p. 283.

207) Differential and integral calculus, London 18361841 heftweise als



7. Trigonometrische Entwicklung rationaler gsnzer Funktionen. 861

Abel*08) gewinnt sie, indem er den Grenziibergang, der bei reellem

Argument von der Binomialreihe zur logarithmischen Reihe fuhrt,

auch fur komplexe Argumente vornimmt.

Fourier 309
) erganzt die Ableitung der Ausgangsformel aus der

divergenten Reihe (25) durch Hinzufiigung des Restgliedes:

sin a; ^ sin 2x -\ h + -jj
s^n NX

(121)

7 ^-dxJ 2co8 f

und zeigt dann durch partielle Integration, dafi das Integral rechts

mit wachsendem N gegen konvergiert. Nachher leitet er dasselbe

Resultat auch noch aus der Reihendarstellung
210

)
und aus der Inte-

graldarstellung
211

)
der Koeffizienten her. Weitere Reihen gewinnt er

daraus durch Integration
210

).

A. M. Legendre*
1

*) entwickelt in der Eulerschen Integralformel
i

C
,/ Bin an sin a;

beiderseits nach Potenzen von a und findet so:

i

/IOQ\ 1 C 0& r)
8 * sinxdr x

(2k)lJ 1-f- 2rcosa;-{- r * 2 sin a;

o

mal dem Koeffizienten von a8 * in der Entwicklung von

n sin ax
x sin an

nach Potenzen von a. Das Integral in (123) laBt sich aber mit Hilfe

der Gleichung (3) auswerten; so erhalt auch er die Gleichungen (119),

(120). Nachher zeigt er noch, wie man sie durch Integration aus der

ersten erhalten kann; die Werte der Summen der reziproken Potenzen

Bestandteil der library of useful knowledge erschienen, p. 244; durch Integration

aus den Gleichungen (25) und dann auch die weiteren durch Integration sich

ergebenden Reihen, p. 608.

208) J. f. Math. 1 (1826) = Oeuvres 1, p. 237, 247.

209) Paris mem. 4 (1819/20) [24] (Preisschrift von 1811), p. 278; theorie

Nr. 182 = Oeuvres 1, p. 161. Ebenso fur die Reihe (108) Defltrs, bull, philom.

(1819), p. 163.

210) Preisschrift p. 296; theorie Nr. 216 = Oeuvres 1, p. 202.

211) Preisschrift p. 306; theorie Nr. 222 Oeuvres 1, p. 213.

212) Exerc. de calcul integral 2, Paris 1817, p. 103 (publ. 1814).
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nimmt er dabei als bekannt an. Weiterhin 213
) bekommt er dieselben

Reihen auch noch, indem er in den unter Nr. 13 zu besprechenden Glei-

chungen beiderseits nach Potenzen von p entwickelt.

G.Frullani 21
*) gewinnt die Gleichung

+ m(m l)(ro 2)(w 3)(w 4)~~-. + -.

}COSM;C,

sowie die Entwicklung (111) von x/2 nach den Sinus der Vielfachen
von x aus der Integraldarstellung der Koeffizienten.

A. Cauchy
21
^ erhalt die Reihen (119), (120) auch aus der An-

wendung seiner Residuensatze auf die Funktionen von z:

/-loo* 1 it COB xz 1 nsinxz
z* 2 Biaitz ^alM +1 2~sTn~

8. D. Pomow 216
) verifiziert die Formel (119) fur k = 2 durch die

Integraldarstellung der Koeffizienten (Nr. 16).
N. I. Lobatschefskij*

11
) untersucht die Konvergenz der Reihe (110)

direkt mit elementaren Hilfsmitteln; indein er je zwei aufeinander-

folgende Glieder zusammenfaBt und diese Operation mehrmals wieder-

holt, findet er:

2* 2* 1

(126&quot;)

T flinna; __ ^Tl sin(2_n l)ar~ _^
n.

~
j ~2n(2w&quot; 1)

n=l

.

2n(8n

iC 2*+ !

-j- cos --- cos x cos 2x cos 22 *- 2
a: sin - x .

213) Ib. p. 169-(pubK 1815); ebenso auch S. D. Poisson, j. ec. polyt. cah. 18

(1820), p. 313 und A. Cauchy, exerc. d analyse 2 (1827) (Ofeuvres (2) 7, p. 357).

214) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 61, 67; ebenso J. Dienger, 3.

f. Math. 34 (1847), p. 92, 96 (von 1845).

215) Exerc. d analyse 2 (1827) (osuvres (2) 7, p. 357).

216) J. EC. polyt. cah. 21 (1832), p. 203. Wenn er mecanique 2 (1833),

p. 337, um die Formel fur k 1 zu beweisen, die Integraldarstellung der Koeffi

zienten nicht direkt auf die Funktion x, sondern auf x* anwendet und dann

differentiiert, so beruht das anf den in Nr. 42 erwahnten Bedenken. Die Ab-

leitung der Ausgangsformel aus der Integraldarstellung der Koeffizienten steht

auch bei 0. Schloemikh (Beitrage zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843
f

p. 10, 22; analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 46) und bei J. Dienger (J. f.

Math. 34, 1847, p. 92; von 1845).

217) Kasan Schriften tMi
: p. 167 (russ.) ;

eine gekurzte deutsche tJber-

setzung verdanke ich Herrn Fr. Knur I.
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LaBt man k fiber alle Grenzen wachsen, so konvergiert die Reihe in

der ersten Zeile unbedingt; in . der zweiten Zeile ist der Faktor vor
dem inneren Sumrnenzeichen absolut kleiner als

also konvergiert auch diese Zeile unbedingt; die dritte Zeile konver

giert gegeu Null.

DaB die augegebenen Werte der Suinmen (110), (111) nur fur
das Intervall (a (- it) gelten, auBerhalb desselben aber durch

diejenigen Werte zu ersetzen sine), die sich aus ihnen durch die Forde-

rung der Periodizitat ergeben, hat bereits I). Bernoulli 218
) bemerkt;

daB man die richtigen Werte auch durch eine sorgfultige Untersuchung
der in der Gleichung (15) dem arc tg beizulegenden Werte bestimmen

kann, hat S. D. Poisson 2

) gezeigt; daB der Grenziibergang von r
&amp;lt; 1

zu r = 1 einer besonderen Kechtfertigung bedarf, hat aber erst

N. H. Abel) bemerkt und sie durch seinen allgemeinen Satz (Nr. 29)
gegeben.

Die in diesen Formeln auftretenden rationalen ganzen Funktionen

hangen enge zusammen mit den sogenannten Bernoullischen Funk-

218) Petrop. n. coinm. 17 (1772), p. 8.

219) J. e c. polyt. cah. 19 (1823), p. 411. J. R. Young, der diese Stelle
Poissons nicht gekannt und nur unvollstandige Ableitungen der Formel (111)
vor Augen gehabt zu haben scbeint, begnugt sicb zu sagen, daB man das bei-

zufugende Multiplum von n in jedem besonderen Falle bestimmen konne (Dubl.
proc. 3, 1846, p. 47).

220) J. f. Math. 1 (1826) = Oeuvres 1, p. 247. Urn die Konvcrgenz der
Reihen fur r = 1 bebaupten zu konnen, beruft sich Abel auf einen Satz, dessen

Voraussetzungen, wie E. G. Bjoerling (Upsala n. a. 13 (1847), p. 174) mit Recht
bemerkt, hier nicht erfiillt sind; doch meint Sylow (Oeuvres d Abel 2, p. 304),
es liege vielleicht nur ein Versehen vor und Abel babe sich auf sein ,,Lemma&quot;
berufen wollen, aus dem in der Tat geschlossen werden kann, daB die Summe
beliebig vieler Glieder der Reihe vom mtcn an nicht groBer als I/(IH cosai/2)
flein kann. Die SchluBweise von 0. Scltlomilch, Algebr. Analysis, Jena 1845,
p. 225 ware, wie Bjorling an derselben Stelle bemerkt, nur gerechtfertigt, wenn
vorher die gleichmaBige Konvergenz der Binomialreihe als Funktion des Expo-
nenten

ji auch fur p = und x --= + 1 bewiesen wave. Noch unvollstiindiger ist

die Darstellung bei J. Diengcr, J. f. Math. 34 (1847), p. 230 (von 1845), in Sdtlo-
miJcJis Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 279 (,,da ferner leicht erhellt&quot;)

undbei^J/.^.^en!, Algebraische Analysis, Leipz. u. Heidelb. 1860, p. 423, obwohl
letzterer p IV selbst moniert, daB bei Caucliy die Stetigkeit der Binomialreihe
als Funktion des Exponenten nicht nachgewiesen sei. Auch bei A. Caucliy, Paris
C..R. 18 (1844), p. 132 = Oeuvres (1) 8, p. 160 wird die Konvergenz der Lo-
garithmusreihe auf dem Konvergenzkreis nicht bewiesen.
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tionen (vgl. I C 1, Bachmann, Nr. 11; IE, Sdiwanoff, Nr. 10; II A 3,

Brunei, Nr. 18), d. h. mit denjenigep rationalen ganzen Funktionen

einer Variabeln x, die fur positive ganze Werte dieser Variabeln die-

selben Werte haben wie die Summen:

(127) l-f 2&quot;+3&quot;H
-----

\-tf.

Das scheint lange nicht beraerkt worden zu sein, obwohl bereits

Euler* 21
) gezeigt hat, daB die letzteren [wie die ersteren] die Eigen-

221) Petrop. n. a. 6 (1788 [90]), p. 4 (von 1776). Erwahnt sei, daB von

englischen Mathematikern verschiedene Entwickelungen der Summe (127) nach

Fakultaten, mit Hilfe der ,,Differenzen der
0&quot;,

d. h. der Zahlen {A
m B

} tt==0

jreareben worden sind; so von J. Fr. W. Herschel collection of examples of theo o *

applications of the calculus of finite differences, Cambr. 1820 (p. 61 der deutschen

ttbersetzung von C. H. Schnuse, Braunschw 1859); von H. Breen, treatise on the

summation of series, Belfast 1827, p. 19.

A. Cauthy (exerc. de math. 3 (1828) = Oeuvres (2) 8, p. 184; in etwas an-

derer, von den Zeichen der Residuentheorie befreiter Darstellung Resumes ana-

lytiques Turin 1833, 9 = Oeuvres (2) 10, p. 84) gibt fur diese Summen die

Residuenformel :

und zeigt, wie man von ihr aus mit Hilfe der schon fruher von ihm gegebenen

Daretellung der Bernoullischen Zahlen zu der Darstellung der Summen als ratio-

naler ganzer Funktionen

gelangen kann.

Damit der Sache nach identisch ist 0. ScMoemUche Daratellung

(Arch. Math. Phys. 10, 1847, p. 342). Fr. Arndt (J. f. Math. 31, 1846, p. 249) er-

setzt in der Definitionsgleichung

/(*)-/(* -!) = *&quot;

die linke Seite durch ihre Taylorsche Entwicklung

differentiiert dann k mal und setzt x = 0; so erhalt er die zur Bestimmung der

Koeffizienten erforderlichen Rekursionsformeln.

Die ,,elf Darstellungen dieser Summe ohne Bernoullische Zahlen&quot; von

F. Schweins (Analysis, Heidelb. 1820, p. 323), die zuweilen erwahnt werden,

drdcken sie durch rationale Funktionen von x, x 1, x 2, x , bzw.

sc, x-(-l, jj + 2, x -f- m aus, mit kombinatorisch [nicht eben einfacb] be-

stimmten Zahlenkoeffizienten. Weitere Formeln dieaer Art sind von J. Steiner

(J. f. Math. 3 (1828), p. 207 = Werke 1, p. 176) angegeben und von Gudermann (ib.

6 (1830) p. 408) bewieaen worden. Vgl. auch Oettinger, J. f. Math. 16 (1837) p. 181.

Eine Darstellung dieser Art auch bei V. Puiseux (j. de math. 11, 1846,
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schaft haben, daB sich fn _ i (x) von dfn (x)/dx nur durch einen Zahlen-

faktor und eine additive Konstante unterscheidet.

Naher hat sich, so viel ich sehe, zuerst C. G. J. Jacobi***) mit

diesen Funktionen wenigstens mit denjenigen gerader Ordnung be-

schaftigt. Er setzt

(128)

&quot; T a
l(2m + 2)! 2 (2m + 1)1&quot;

2m- 8

wobei die am durch

(129)

definiert sind; macht darauf aufinerksam, daB die fur ganzzahlige
Werte von x geltende Identitat

//v. I -t\8-fl

(130) Zlw + 1 (* + 1)
=

Z2m+1 (^) + L

^rjjr,
da es sich um rationale ganze Funktionen handelt, auch fur beliebige

Argumente bestehen bleiben muB; leitet daraus die von ihm iibrigens

als ,,abunde nota&quot; bezeichnete Relation

(131) Zt. +i(- i + 6)
-

fc. +i(- i - I)

her und beweist endlich auf einem ziemlich indirekten Wege, daB

Xsm-t-i^) im Intervall 1
&amp;lt; x &amp;lt; das Zeichen von

( l)
m + 1

,
auBer-

halb desselben das entgegengesetzte hat.

Ostrogradsky} setzt:

A x* A ,x* A ^2n i xim + 1 x*m + *

( 132^ Y = ^ -J__^^__I- , 4 t -L
1 x

v ^ m 2 41 (2 m)! ~2(2m+l)! (2m+ 2)!
;

wobei er sich damit begniigt, die Koeffizienten Am [sie sind gleich

Tg
TT

- durch Rekursionsformeln zu definieren. Er zeigt, daB diese

p. 487); einfacher bei 0. Schloemilch (Theorie der Differenzen und Summen,
Halle 1848, p. 98); noch einfacher bei A. Thacker (Cambr. Dubl. math. j. 5,

1860, p. 243).

222) J. f. Math. 12 (1834), p. 266 = Werke 6, p. 66. Seine SchluBbemer-

kung laBt vermuten, dafi auch er die Identitat dieser Funktionen mit den trigo-

nometrischen Reihen (119), (120) nicht gekannt hat.

223) Pe&quot;tereb. me&quot;m. (6) 4 [sc. math. (6) 2 (1841), p. 318 (von 1839)]. Ostro-

gradskys Ym ist in der Bezeichnung von Jacobi (dessen Untersuchung Oatro-

gradsky ubrigens nicht gekannt zu baben scheint):

2
&quot;_______.
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Funktionen der Rekursionsforinel

**?&amp;lt;* = A +&amp;gt;r
dx* &quot; &quot;- 1

geniigen, und leitet daraus mit Hilfe der Fourierschen Satze iiber die

Separation der Wurzeln einer algebraischen Gleichung sowohl die

Eigenschaft ab, daB Ym ira Intervall (0 ... 1) das Vorzeichen von

( 1) hat, als auch die Yorzeichen der Am und nur ein Extremum
bei 1,2. Dieselben Satze gewinnt daun auch C. J. Malmstcn -4

)
auf

einem umstandlicheren Wege.
J. L. Baale) hat den Namen

7,Jacob-Bernoullische Funktion&quot;

fiir die Funktion

eingefiihrt, wo die Bm die Bernoullischen Zahlen sind-, das letzte Glied

ist bei ihm
/ i\ ll -ii 2.&quot; \ Bit ..

( 1) L , J * &quot;lr m = 2u,
\2 u I/ 2/tt

Er kommt zu diesen Funktionen durch die Aufgabe, unter den Be-

dingungen
an+p

=
, 1 + H-----h ,

=
den Grenzwert

lim V ( -f- l)&quot;

( an r&quot;

11 =

zu berechnen; es stellt sich heraus, daB dieser Grenzwert

(134) --I

ist. Er zeigt mit Hilfe der Rekursionsformelu der Bernoullischen Zahleu,

daB diese Funktionen den Gleichuugen

(135) J3 (x-\- 1) = B, (x) -f- x !

&quot;, (136) J5m (l x)
=

( 1)
&quot;

.#,(#),

(137)
-- 2

^
1
-

(a;)= (2u-f-r)7i, (A ;&quot;

X
=2

\ / /in/* \ i - t( \ / / /it 1

2-24) J. f. Math. 35 (1847), p. 63; verbesserter Abdruck Acta Math. 5 (1884),

p. 14. Malmstens cp(x) ist in Ostrogradskys Bexeichnuug Jt* m Y
l ,l -i(x ty-

225) Die Jacob Bernoullische Funktion, Ziirich 1848, p. 10. Kaabe nimmt

unzweckinaBigerweise die Zahl m nicht mit in die Bezeichnung auf.
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geniigen, von denen die erste den Zusammenhang dieser Funktionen
mit den Summen (126) ergibt. Auch beweist er 226

) die Relation:^= B.(x) + B, (,+ I )
+ ... + Sm (, +

-
&amp;gt;

(138)

Den Zusammenhang dieser Funktion mit den hier behandelten trigo-

nometrischen Entwicklungen hat Raabe erst spater
227

) aufgewiesen:
indem er die Euler-Maclaurinsche Summenformel mit dem ersten

Poissonschen Restglied (Nr. 105) auf die Funktion (sin x)/x und das

Intervall (0 ... oo) anwendet [was selbstverstandlich einer besonderen

Rechtfertigung bediirfte] und dann wiederholt integriert, erhalt er:

B (r\ -4-*WW
Anhangsweise seien noch die Gleichungen

(141)

(142)

erwahnt, die L. JEWZer 828
) durch einen unsicheren Grenziibergang von

Interpolationsformeln aus erhalten hat Ihnen kann die von E. E.

Kummer) als Spezialfall einer hypergeometrischen Reihe erhaltene

(143) /- V + l\
1

\r~T~~)
=

angereiht werden.

226) p. 23, 28.

227) J. f. Math. 42 (1851), p. 348. Nach einem neuerdings (Bern. Mitt.

1900, p. 96) publizierten Brief hat ScMdfli diesen Zusammenhang .
bereits urn

1840 gekannt.

228) Opusc. analyt. 1, Petrop. 1783, p. 171, 178. Eine Untersuchung dariiber,

ob und unter welchen Bedingungen die Gleichungen richtig sind, scheint nieht

vorzuliegen. Die zweite schreibt Euler ubrigena in der Weise, da6 er jedem
Glied mit positivem n das entsprechende mit negativem n vorangehen laBt.

Speziell eetzt er noch a: = */(2).

229) J. f. Math. 16 (1836), p. 166.

Enojrklop. d. math. WiaienSch. II 1. 57
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8. Mit iterierten Integralen rationaler Funktionen zusammen-

hangende Entwicklungen. Von den Reihen

( I)*~
* 1

treten die divergenten Reihen
1

, x
T cot

2
am * ^r BIII ^-,-r BUI w*^-]-^

bereits bei L. Euler ***}, die erstere auch bei D. Bernoulli**1

*)
auf. Letz-

terer bemerkt auch bereits, daB die aus ihr durch Integration hervor-

gehenden Reihen, mit Ausnahme der ersten ,,aller Analysis zu spotten

scheinen&quot;;
er begniigt sich daher mit Angabe dieser ersten 292

):

(144)

Dieselbe Reihe sowie:

/^ JK\ COS 2X
,
C08&X 1 , / I o \

(145) cos x-- &quot;-+ ~ ----
1

-----=Y log(2+ 2 cos*)

gibt dann auch Euler ***
)
und spater R. Lobatto ZM

).

Andererseits hat Euler schon vorher 235
) die Entwicklung von

log (1 _|_ n Cos x) nach den Potenzen von cos x in eine solche nach

den Vielfachen von Kosinus der x umgesetfet. Die Koeffizienten er-

scheinen dabei zunachst in der Gestalt unendlicher Reihen, die nach

Potenzen von n geordnet sind; die beiden ersten dieser Reihen kann

er direkt summieren, fur die folgenden erhalt er Rekursionsformeln,

indem er nach x differentiiert und mit 1 -j-
n cos x multipliziert. So

230) Petrop. n. comm. 6 (1764/55[60]) 1 p. 202; 18 (1773), p. 30, 34.

231) Ib. 16 (1771), p. 35; 17 (1772), p. 15.

232) Ib. 17, p. 17. Ebenso spater Tralles, Berl. Abh. 1812/13 [16], p. 232

Euler hat Petrop. n. comm. ib. 18, p. 35 nur die Reihe (14), aus der (145) fiir

r = 1 hervorgeht.

233) Petrop. acta 1* (1777[80])
= instit. calc. int. 4, suppl. 3, 122, 126.

234) Recherches sur la sommation de qq. series trigonometriques. Delft

1827, p. 9.

235) Institut. calc. integr. 1, 1768 295 = opera (1) 11, p. 179. Reproduziert

von S. F. Lacroix, traite II, p. 128 der 2. Aufl. von 1814.
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kommt:

(146) log (1 + n eos x) - - log
_

C08 .,,

wo a. mit n wie in Nr. 3 zusaminenhangt.
J. Landen) gelangt zu diesen Entwicklungen direkt von der

logarithmischen Reihe aus; er gibt auch den Ansatz zur Ableitung
weiterer Reihen, fiihrt aber rechts die Integrationen nicht aus 287

). Die
allgemeine Untersuchung der durch wiederh.olte Integration aus der

logarithmischen Reihe hervorgehenden Transzendenten nimmt dann
W. Spence in Angriff; er definiert: 888

)

(147) L(m) (1 -4- x] = &amp;lt;

y(~ 1 )
m

fla;n

^_, nm

und erhalt u. a. das Resultat, daB

(148) LW (1 -f- a;) -f- ( 1)
()

(i _j_ x -i)

gleich einer rationalen ganzen Funktion von log a; ist 389
) Durch Ein-

fiihrung komplexer Argumente erhalt er dann noch einige hierher ge-
horige Formeln, so 840

)

T

r 1 A n\ V1r
n cos nx 1 /* j^

~^*~ =

2j
l 8( l +2rcosa:-f r2

)^
und

-
j (r -j- cos

a?) log (1 + 2r cos a; + r2
) sin z arc tg -$*?.*- -f r6 1 -f * cos x

Auch bemerkt er, dafi man durch abermalige Integration

(151) ^ r* + 2 cosnx
&quot;

erhalten konne, fiihrt das aber nicht aus.

236) Math, memoirs, Lond. 1780, p. 81, 104.

237) p. 94, 112.

238) An essay on the theory of the various orders of logarithmic transcen

dents, Lond. 1809, p. 3. Die 2., von J. Herschel besorgte und mit Zusatzen aus
Spencee NachlaB vermehrte Auflage, Edinb. 1820, habe ich nicht gesehen. *
Landen und Spence interessieren sich iibrigens hauptsachlich fiir die numerischen^
Reihen, die durch Einsetzen spezieller Werte fiir x entstehen.

239) p. 43.

240) p. 127.

67*
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A. M. Legendre**
1
} zeigt, dafi die lutegrale

sin a; dx

/&amp;lt;r&quot;

sir
jrsn
COS X -

sin nx cosnd

+ cos e

sich durch. diejenigen der Reihen

/&amp;lt;co &amp;gt;. X.i coanx cosnd
(153) 2,-~T--
ausdriicken lassen, fQr die

2m&amp;lt;^ t
u ist. Indem er darin =

setzt,

erhalt er speziell die Integrale
242

)

.r

(154) / z&quot; cot ^ rfz .

i/

J. Fourier***
) gewinnt die Gleichung (143), abnlich wie (121), mit

Hilfe der Identitat:

v+111 ( i

(155) cos # cos 2x -f-
-3

cos 3x --
1

---
\~

~

N cos

x

Mx\ f sin (N -4- 4) x ,

2cos-j -f / -dx
J C09

1
. Frullani 2

**) gewinnt fur die Entwicklung von

1 -4- n cos a;

durch Heraufniultiplizieren Rekursionsformeln; durch Integration nach

x erhalt er daraus die Entwicklung von log(l ~\- n cos a;).
Nachher 245

)

241) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 193 (publ. 1815). Wenn er durch die

Spezialisierung x=n/1 einfache Resultate zu erhalten glaubt, so beruht das

freilich auf den beiden falschen Annahmen, daB so weit die Integrale noch Be-

deutung und die Reihen, von denen er ausgeht, noch die von ihm angegebenen

Werte haben.

242) p. 197.

243) Preisschrift v. 1811 Paris mem. 4 (1819/20[24J), p. 273; theorie Nr. 183

= Oenvres 1, p. 163. -- Wegen Abels Andeutungen betr. den Beweis der Kon-

vergenz der Reihen vgl. man Note 194). Ubrigens ist bemerkenswert, daB

C. F. Gaufi (Gott. comm. rec. 2 (1813) = Werke 3, p. 156 und im NachlaB,

p. 417) die Reihe (145) ohne weiteres benutzt, obwohl ihre Konvergenz weder be-

wiesen war, noch mit den damals bekannten Kriterien bewiesen werden kann.

244) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 15; p. 13 fur n=l. P. 14

benutzt er ebenso die Entwicklung yon (1 -f- cos
a;)&quot;

1
,
um aus ihr durch zwei-

malige Integration die Reihe (145) herzuleiten. Er vermeidet es ubrigens, die

divergenten Entwicklungen, die er implizite benutzt, ausgerechnet hinzuschreiben.

Zur Bestimmung der Anfangsglieder, die zunachst als Integrationskonstante auf-

treten, bedient er sich der Integralformeln.

245) p. 18.
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zeigt er nocb, daB die Koeffizienten der Entwicklung

log (ro + cos x)
= 2^n cos nx

der Differentialgleichung

(156)
d * A *

-4- - -
dm* r, -i

gentigen, die sich durch die Substitution m = cos u [besser m = Sof u]
vereinfacbt.

Die Untersuchungen von N. H. AM\ C. J. Hill 2

&quot;),
von J. H.

Grillet^8) und von Schae/fer*
49

} entbalten nichts, was fur unsere

Zwecke in Betracht kame; auch bei J. J. Littrowm
) bleibt es bei Ver-

suchen.

Eine gewisse Rolle spielen diese Funktionen in der Geometric
N. I. Lobatschefsldjs bei Volumenbestirnmungen. Schon in seiner ersten

Abbandlung
251

) fuhrt er zu diesera Zwecke die beiden integrale

und

= / log cos x dx
o

.dx

cos M

ein; er zeigt ;
daB sich das letztere durch das erstere verrnoge der

Gleichung

(159) sm2aL(x, 2co)
=

^(c,-j-|) _f- p(w _|)

246) Oeuvres 2, p. 189 (aus dem NachlaB). Er behandelt nur die Reihe

2&amp;gt;~
2 r

n
fur reelle Werte von r.

247) J. f. Math. 3 (1828), p. 112. Es handelt sich bei ihm namentlich urn

die Reduktion allgemeinerer Integrale auf die beiden Formen:

~_\.
/ ,

I) = I log (1 -f 2 r cos.r -)-))1ST J
und

Ex
/* log r flr

r j 1 -{- 2 r COB x -}- r*

(Zusammenstellung der Result-ate p. 144.) Eine weitere Abhandlung Hills, spe
cimen exerc. anal., Lond. Goth. 1830, habe ich nicht gesehen; aie scheint weiteres

fiber die erste dieser beiden Formen zu enthalten.

248) J. de math. 10, 1845, p. 238; betr. iterierte Logarithmeu.

249) J. f. Math. 30, 1846, p. 277; betr. die unter JHG
)
crwhhnte Reihe.

250) Petersb. mem. 7 (1815.16[20J), p. 127, 130.

- 51) Kasaner Bote 1830, p. 617 =- Geom. Abbandl. 1, Kasan 18h3, p. 59

(russ.; mir nur durch die Angaben von Fr. Kngel zugiinglich, N.I.Ldbot8diefskij,
Xwei geometrische Abhancllungen, 2, Leipzig 1899, p. 408). [Lobatschefskijs Li*. )

geht durch die Substitution x = log)- in Hills -\E*~~
&quot;-*

) uber.
|
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ausdrucken lafit, in der | durch

tg | = Xg x cot

definiert ist, und gibt fiir das erstere die trigonometrische Entwick-

lung. In spateren Abhandlungen
852

) leitet er dann durch Betrach-

tungen seiner Geometric weitere Relationen zwischen diesen Integralen
sowie die Reduktion einer Anzahl anderer Integrale auf sie ab.

Th. OZawsen 252
*) berechnet numerische Werte der Funktion:

X

(159*) x log 2
- -

J&quot;

log siny dx = sin nx
n 2

mit Hilfe ihrer Entwicklung nach Potenzen von x oder von n x

(auf 16 Dezimalstellen).

E. E. Rummer*} definiert zwei Funktionen zweier Arguniente
durch

(159 C&amp;gt;

) T?(r v\ -
V *&amp;lt; * / J-^ \ I 4&amp;gt;v I

oder, nach der Substitution

(160) r
sin (M+ x)

}

252) Kasan Schriften 1835, p. 87; 1836, p. 7, 63; vgl. die Zusammenstellung
der Formeln p. 162 = Geom. Abhandl. 1, p. 119, 123, 153, 210 (russ.; deutsch

v. H. Liebmann, Abhandl. Gesch. Math. 19 (1904), p. 49, 53, 82, 123).

252&quot;)
J. f. Math. 8 (1832), p. 298. Bei dem Gebrauch, den er ib. 7 (1831),

p. 810 von dieser und der durch einmalige Integration aus ihr hervorgehenden
Reihe macht, iibersieht er, daB die Formeln nur fur das Intervall

&amp;lt;.&amp;lt;[

gelten ;
sein Resultat ist daher nur fiir n= 1 richtig.

252 b
) Ib.-2i (1840), p. 78. Kummers D(r, x) geht in Hills D* uber, abge-

sehen von einer additiven Konstanten, wenn die Variabeln durch die Relationen

+ r* =
()

s
,

1 -f 2 e cos + p* = r, also gdg = (cosa;+ r)dr

verbunden werden; Kummer bemerkt selbst, er habe fiir die Funktion D den
1880 von Hill gegebenen Resultaten wenig Neues hinzufiigen k6nnen, nnr seien

bei ihm die Satze aus einer gemeinsamen Quelle abgeleitet. tJbrigens ist zu be-

achten, daB die von Kummer fiir negative und fur positive r mit demselben Zei-

chen bezeichneten Funktionen nicht analytische Fortsetzungen voneinander sind.
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durch 858
):

u

(161) D[u, x] = J log

(162) JS[, X\ flOg -.-&quot;j^-rrfM .v y
*y 8in(w-|-x)
o

Er gibt eine Anzahl Funktionalgleiehungen an, denen diese Funktionen

geniigen; dann 264
)

die Reihenentwicklung:

(163) D(r, x}
=

logo; log]/T=- 2r cos a; + r2 + r
n
cos n x

sowie eine entsprechende, nach fallenden Potenzen von r fortschrei-

tende. Die zweite Funktion lafit sich mit Hilfe der Identitat 855
):

(164) 2E[u, x]
== E(l, 2u) + E( 1, 2x) E( 1, 2u + 2x)

auf ihren speziellen Fall
T

(165) E( 1, a;)
=--- Aog (2

sin
y)

^a;

o

zuriickfiihren; iibrigens gelten fiir sie die Eeihenentwicklungen
256

)
:

/1CC N 77r n 1

(166) E[u, x]
= u log r

N , snna;= (n u a) logr -f

sowie noch mehrere ahnliche.

263) p. 193. Kummer behalt auch nach.Einfuhrung der neuen Variabeln

dasselbe Zeichen bei, was zu Verwechelungen AnlaB geben kann.

254) p. 214.

266) p. 220.

266) p. 228. Die erste gilt unter den Vorauasetzungen

+ - x &amp;lt;--

die zweite fiir

n
0&amp;lt;a;&amp;lt;jr, -&amp;lt;u
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Als einfachste Funktionen dritter Ordnung fiihrt er

?

(167) D,(r, x)
=

ft.
+

00800(10^13V
^7 1 -f- 2rcosa:-|-r

1

o

r

/iQ\ 17 / \ sin # (log r)* ,

(168) tf,(r, *)
=
J l ^^L-^dr
o

ein 257
).

Er gibt auch fiir sie Funktionalgleichungen und Reihenent-

wicklungen, z. B.258
):

(169) D3 (r, x)
=

(log r)
2
log (1 -f 2r cos x + r 2

)

_ 2
.

,
cosna;~ T *

!

/17&amp;lt;Y\ 7? ( ,vA &quot; N - i rsma;
\L i(J)

-CJ^; %)
=

cos x

i

,

Zum Schlusse bemerkt er 259
), es wiirde auch moglich sein, die hier

auftretenden trigonometrischen Reihen selbst an die Spitze der Ent-

wicklung zu stellen.

J. Kelland, der durch ein physikalisches Problem gelegentlich auf

die Summe

(HI)

gefiihrt wird
7 begniigt sich damit zu zeigen

260
)

was fiir seine

Zwecke ausreicht
,
daB die durch sie definierte Funktion in der

Umgebung von x == eine Entwicklung der Form

^ log* + Dx + Ax3 ^ H----

zulaBt.

Ft: W.Newman hat, ohne Kummers Untersuchung
232b

)
zu kennen,

einen groBen Teil von dessen Resultaten von neuem gefunden
261

).
Als

257) p. 331.

258) p. 350, 359.

259) p. 370.

260) Edinb. trans. 15
4 (1844), p. 523. Der SchluB benutzt die divergente

Reihe (26); d,och lieBe sich das leicht vermeiden.

261) Cambr. Dubl. math. j. 2 (1847), p. 78. Auf die Untersuchungen Kummers
hat ihn erst A. Cayley hingewiesen, ib. p. 236; Hill 247

) und Clausen &quot;*

)
kennt er

riur durch Kummer.
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Fundamentalformen fiihrt er neben Spences L(x) (147) und einer

mit Kummers D(r, n x) (159
b
) identischen Funktion A(r, x) noch

die beiden ein:

(172) 5() = ~J log sin ads =
o

(173) A(r, *) T loS* log(l 2rcos*+ r2

) A(r, x}

iibrigens sind auch bei ihm die fur positive und far negative Argu-
mentwerte mit demselben Zeichen bezeichneten Funktionen nicht

analytische Fortsetziingen voneinander. Er gibt die Funktional-

gleichungen
262

)
:

(174)
-*-

b(n*) = (H
-

1) (|
-

x) log 2

r =

und 268
):

(175)
-1 ^ (r-, nx) =^A (,,

^ + ^)

und zeigt, wie sie benutzt werden konnen, um eine Tabelle der Funk-

tionswerte, von der nur ein kleiner Teil direkt berechnet zu werden

braucht, zu vervollstandigen. Auch gibt er Reihenentwicklungen ver-

schiedener Art und zeigt, wie deren Konvergenz durch geeignete Um-

formungen vergrofiert werden kann. Auch uber die durch wiederholte

Integration entstehenden hoheren Transzendenten

(176) ;

gibt er einige Satze 264
).

9. Entwicklung der Potenzen der wahren Distanz zweier

Funkte nach den Kosinus der Vielfachen der scheinbaren Distanz.

a) Die Koeffizienten der in Nr. 3 erwahnten Entwicklungen :

(177) (1 n cos x) = -J- St/
0) + ?

SI/&quot;)
cos nx

262) p. 86.

263) p. 173.

264) p. 96.
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oder:
ao

178) (1 2acos* -f a 8

)
= %W

erweisen sich als hypergeometrische Funktionen; in der Tat scheint

die ganze Theorie dieser Funktionen, wie sie von Euler begrttndet

ist, hier ihre Wurzel zu haben 265
). Von den analytischen Darstellungen

dieser Funktionen hat L. iWer 266
) zunachst die Entwicklungen nach

Potenzen von n aufgestellt, auch bald bemerkt 267
), daB man rascher

konvergente Reihen erhalt, wenn man nicht die 21 selbst, sondern

ihre Produkte mit geeigneten Potenzen von 1 n2
entwickelt. Die

Entwicklungen nach Potenzen von a erscheinen zuerst bei J. L. La-

grange***), der 1 2a cos x -f- a2 in die beiden komplexen Faktoren

1 cce-
tx

zerlegt;
die Potenzen jedes Faktors fur sich entwickelt und

dann ausmultipliziert; ohne Benutzung komplexer Grofien, mit Hilfe

265) Die TJntersuchung der Eigenschaften dieser Funktionen geh6rt dem-
nach eigentlich nicht zu den Aufgaben dieses Artikels, sondern in die Theorie

der linearen Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten
;
da sie aber

dort gewohnlich nicht besonders behandelt wird, so mag sie hier Platz finden.

In den astronomischen Lehrbiichern erscheinen sie als ,,Koeffizienten von La

place&quot; oder auch wohl unter der ttberschrift ,,uber gewisse Funktionen der

groBen Achsen&quot;;
die erstere Bezeichnung ist insofern historisch nicht gerecht-

fertigt, als Laplace hier dem von seinen Vorgangern Geleisteten wenig hinzu-

gefugt hat. Immerhin ist die Zusammenstellung der Hauptformeln , mecanique
celeste 1 = Oeuvres 1

, p. 307
, bequem. Andere solche Zusammenstellungen bei

S. F. Lacroix, Traite&quot; 2, 1798, p. 118, etwas verandert 2 ed. 1814, p. 112; bei

G. de Pontecoulant , The&quot;orie analyt. du syst. du monde 1, Paris 1829, p. 347; 3

(1834), p. 66; eine kurze auch bei G.B.Airy, math, tracts, 2e
ed., Cambr. 1831,

p. 103; ein Bericht iiber die Arbeiten des 18. Jahrhunderts auf diesem Gebiet

bei A. Gautier, essai historique sur le probleme des trois corps, Paris 1817,
2 partie, chap. 13. Vgl. iibrigens auch VI 2, 13, von Zeipel, Nr. 210.

266) Eecherches sur les inegalite&quot;s
s8

) , p. 26; institutiones calculi integralis,

1, Petrop. 1768, 279 = opera (1) 11, p. 165. Fur s= 1 erhalt G. Frullani,
ricerche sopra le serie, p. 28 die Eeihe durch Heraufmultiplizieren (der [di-

vergentej Fall n=l schon p. 14); fur beliebige s p. 114 aus der hypergeome-
trischen Differentialgleichung. Th, Jarrett gibt die expliziten Formeln fur be

liebige s, Cambr. trans. 3, (1830), p. 93 (von 1827).

267) Paris recueil des pieces qui ont remporte les prix 8 (1771) (Preis-

schrift von 1756), p. 52.

268) Misc. Taur. 3 s

(1762/65[66j) und im wesentlichen ebenso Paris, recueil

des pieces qui ont remporte&quot; les prix 9 (1766) (oeuvres 1, p. 620; 6, p. 88).

Ebenso A. Cauchy, extrait du mem. pres. a Tacad. de Turin, le 11. oct. 1831,

lith. Turin 1832, p. 90; fur ganzzahlige s auch schon Euler introd. in analysin
infinitorum 1, Laus. 1748, 219; fur s = 1 auch bei J. J. Littrow, Petersbourg

. 7 (1815/16[20]), p. 81.
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der Ausdrucke der Potenzen von cos x durch die Kosinus der Viel-

fachen von x, erhalten sie G. L. Klugel} und Thibaut}. Evler

gewinnt sie dann auch, indem er die zuerst genannten Reihen nach
Potenzen von a umordnet 271

); G. FmUani nr
) aus den Differential-

relationen.

Zu weiteren Darstellungen dieser Koeffizienten kommt Euler

durch seine allgemeine Theorie der Transformation der hypergeo-
metrischen Funktionen; sie liefert ihm zunachst einen Ausdruck von 21

durch das Produkt aus an (l
2
)
2n+1 in eine hypergeometrische

Reihe 273
). Die Vergleichung der verschiedenen Entwicklungen gibt

ihm dann den Satz 274
),

daB

(179)

sich nicht andert, wenn s durch s 1 ersetzt wird.

269) Gott. comm. 12 (1793/94[96j), p. 50.

270) Gott. Nachr. 1893, p. 630 (aus der Zeit urn 1796); auch GauB 1 Werke 8,

p. 47. Wegen der Autorschaft dieser ,,dissertatiuncula&quot; vgl. man G8tt. Nachr.,

geschaftl. Mitt. 1902, p. 12.

271) Institutiones calculi integralis 4, Petrop. 1794, suppl. 4 (von 1778),
98. Urspriinglich hatte er sie durch Induktion gefunden, 82. 21 teilt er

sie ohne Beweis mit.

272) Eicerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 117. Die Differentialgleichung

(mit 1/n als unabhangiger Veranderlicher) hat er fur s 1 p. 37
, allgemein

p. 113. p. 134 wirft er die Frage auf, wie eine Funktion F(m + cos x) beschaffen

sein miisse, damit ihre Entwicklungskoeffizienten als Funktionen von m linearen

Differentialgleichungen II. 0. geniigen; er findet, daB dazu F selbst und seine

Ableitnngen einer unbegrenzten Reihe derartiger Differentialgleichungen geniigen

mvissen, gibt aber nicht an, unter welchen Bedingungen diese miteinander ver-

traglich sind.

273) Inst. calc. int. 4, suppl. 4, 89. Erlauterungen zur Aufstellung und
Transformation dieser hypergeometrischen Differentialgleichungen bei JV. Fufi,

St. Petersbourg m^m. 5 (1812/16), p. 115 (von 1809).

274) Inst. calc. integr. 4, suppl. 4 [von 1778], 25, 82, zunachst durch Liduk-

tion; 97 Beweis aus derTransformationstheoriederhypergeometrischenFui.ktiouea

(Die entsprechende Relation fur die 91, unter Beschrankung auf ganzz&jili^e *,

iibrigens schon inst. calc. int. 1, 1768, 290 = opera (1) 11, p. 174). C. G.J.Jacobi\3.
f. Math. 15 (1836); Werke 6, p. 99) gewinnt diese Relation aus der Legendreschen

IntegraldarBtellung; D. Bierens de Haan (Amsterd. Verhandel. 8 (1862), p. 431)

reproduziert das. A. F. Svanberg, J. f. Math. 18 (1837), p. 67, erhalt sie, indem
er aus den Differentialgleichungen, denen 93^ und 93^ t geniigen, eine elementar

integrable Kombination ableitet. . Den konstanten Faktor bestimmt er mit Hilfe

der Rekursionsformeln. J.Binet, J. de math. 6 (1840), p. 376, beweist sie auf

Grund des Umstandes, daB die beiden Seiten derselben Rekursionsformel geniigen;
er reduziert die Bestimmung des konstanten Faktors mit Hilfe der Rekursions-
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J. Hettins*1

*)
setzt (1 ncos#)/(l -f n)

= dem Quadrat einer

neuen Integrationsvariablen; nach Abspaltung algebraisch-logarith-

mischer Bestandteile erhalt er Reihen, die nach Potenzen von

fortschreiten.

Die von E. E. Kummer* 16

)
aus der allgemeinen Transformations-

theorie der hypergeometrischen Reihen abgeleiteten Entwicklungen
nach Potenzen von

*

1 a 2 und von

-a\2

^r+~/

versagen, wie er selbst bemerkt, gerade in dem Falle, dafi der Expo
nent s ein ganzzahliges Vielfaches von $ ist.

C. F. 6rrtM/?
277

)
erhalt durch die Umformungen:

noch Entwicklungen, die nach Potenzen von .- fortschreiten.
(l ay

Entwicklungen nach Potenzen von
/3

2=
^ 2 geben A. M. Le-

gendre}, C. G. J. Jacobi), 0. Scfflmildi*80
).

U. J. Leverrier*81 ) bemerkt, daB man diese Entwicklungen aus den

nach Potenzen von a 2 selbst fortschreitenden auch dadurch erhalten

formeln auf den Fall n =
;
fur diesen gibt eine Transformation der elliptischen

Integrate die vollstandige Formel.

275) Lond. trans. 1798, p. 535, 557.

276) J. f. Math. 15 (1836), p. 155.

277) Gott. comm. rec. 2 (1813); Werke 3, p. 129. Mit einem Spezialfall der

zweiten ist im Prinzip die Entwicklung von

(1 e
2 Bin 2

x-)~^

identisch, von der /. E. J. Delambre gelegentlich einer geodatischen Untersuchung
Gebrauch macht (m^thodes analyt. pour la determination d un arc de meridien,

Paris, an VII, p. 72).

278) Exercices de calcul integral 2, Paris 1817 r p. 278 (publ. 1815); traite

des fonctions elliptiques 2 (1826), p. 540. Er erhalt sie als Entwicklungen nach

Faktoriellen von n und bestiinmt ihre Koeffizienten mit Hilfe der Rekursions-

formel (193).

279) J. f. Math. 15 (1836) (Werke 6, p. 96).

280) Analytische Studien 2, Leipzig 1848, p. 52.

281) Developpements sur qq. points de la theorie des perturbations, Paris

1841, p. 36 = Paris observ. Ann. 2 (1856), p. 10; einige Andeutungen auch schon

Paris C. R. 10 (1840), p. 751.
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konne, da8 man das Eulersche Verfahren zur Verwandlung langsam

konvergierender Reihen in rascher konvergierende unbegrenzt oft an-

wende; fiir die wirkliche Ausfiihrung der Berechnung sei es iibrigens

zweckmaBig, es nur eine begrenzte Anzahl mal anzuwenden. A.Cauchy*)
erhalt diese Entwicklungen, indem er in der Identitat:

(182) (1 tf
r

)*(l V&quot;
)
= 93.

den Faktor (1 cc
2e~ x

) durch

n =

ersetzt, zuuachst nach Potenzen von (1 exp xi) entwickelt und die

Koeffizienten von a~&quot; vergleicht; die Yergleichung der Koeffizienten

von an gibt ihm noch eine zweite Darstellung, bei der vor der Ent

wicklung nach Potenzen von
/3

2 ein anderer Faktor abgespalten ist.

Spater hat Cauchy aus seinen Satzen fiber ^series limitees&quot; (Nr. 35)
noch abgeleitet

283
),

daB der beim Abbrechen der nach Potenzen von /3

2

fortschreitenden Reihen entstehende Fehler absolut kl-eiher als das erste

vernachlassigte Glied und von demselben Vorzeichen wie dieses ist;

und zwar auch dann, wenn die Reihe nicht konvergent, sondern nur

semikonvergent ist, was fiir
-\ &amp;lt;

a2
&amp;lt;

1 eintritt.

In der Zwischenzeit hat er auch einmal vorgeschlagen
284

), auf

Grund der Identitat

. = . FT/I 4.Ll\ ^

vor der Entwicklung nach Potenzen von a erst den Faktor x*-\- (log a)
2

abzutrennen, wodurch die Schnelligkeit der Konvergenz erhoht wiirde,

da die Nullstellen aller ubrigen Faktoren weiter vom Ursprung des

Koordinatensjstems abliegen; doch hat er damals keine allgemeinen
Formeln fiir die Koeffizienten der so entstehenden Entwicklung ge-

geben und diesen Ansatz auch spater nicht weiter verfolgt.

Wenn K nahezu gleich 1 ist, versagen alle diese Entwicklungen

282) Paris C. E. 19 (1844), p. 58 = Oeuvres (1) 8, p. 248, ib. p. 1GO = 286

noch die Bemerkung, daB man das Verfahren durch Einfuhrung eines Konver-

genzfaktors strong machen konne. Das Verfahren, das er p. 1197 = 340 gibt

ist mit dem von Leverrier *81
)

ini wesentlichen identisch.

283) Paris C. R. 34 (1852), p. 159 = Oeuvres (1) 11, p. 402.

284) Paris C. R. 20 (1846), p. 919 = Oeuvres (1) 9, p. 175. Vgl. auch die

vorangeschickten ailgemeinen Auseinandersetzungen iiber die Verbesserung der

Konvergenz durch Abspaltung solcher Faktoren, p. 907 = 164.
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praktisch. IfAlembert hat fur diesen Fall vorgeschlagen
285

J,
man solle

die Integraldarstellung von 93/
0) durch Einfiihrung vdn

t = 1 2 a cos x -|- a2

als Integrationsvariable in die Form

iiberfiihren, in der unter der genannten Voraussetzung p nahezu

gleich 2, q klein ist; und nun fur den einen Teil des Integrations-

intervalls die Entwicklung des Faktors (p 1)~~^ nach steigenden Po-

tenzen von -

,
fur den anderen Teil die Entwicklung des Faktors

(t &amp;lt;/)~

2 nach steigenden Potenzen von -- benutzen.
p

Der Fall eines negativen ganzzahligen Exponenten, der iibrigens
fttr astronomische Zwecke von geringem Intcresse ist, lafit sich mit

Hilfe der Entwicklung (2) erledigen. G. Frullani} leitet aus ihr fur

den Koeffizienten von cos wo; in der Entwicklung von (w-f-cos#)~*
den Ausdruck ab:

(185)
(-l)(-*) 2

jtf_ (m-^^1J i

(* !)! dm ]/m
s

1

Fiir die niedrigsten positiven ganzzahligen Werte von s stehen aus-

gerechnete Formeln bei Th. St. Daves 88Ga
).

1)) Die Darstellung der 93 durch bestimmte Integrale
rt

(186) 95;&quot;)

= ~ C(l 2 a cos x + *)
cos nxdx

o

findet sich in versteckter Form schon bei EWZer 287
), fur n = und

285) Recherchea sur diff^rens points du systeme du monde 2, Paris 1754,

p. 87. In der astronomischen Literatur scheint keine Veranlassung gewesen zu

sein, dieee Bemerkung d Aleinberts weiter auszufiihren; mathematisch vgl. man
die aus denVorlesungen voiiH.A.Schwarz stammende Darstellung bei H.BurkJiardt,

elliptische Funktionen, Leipz. 1899, 82.

286) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 40.

286*) Edinb. trans. 154, 1844, p. 579. Er benutzt die Formeln zum Beweise

einiger der geometrischen Satze von M. Stewart (vgl. HA 9 a, p. 645, Note 6).

287) Recherches 88
) p. 30; an Stelle der Integrale gibt er Naberungsformeln,

wie man sie durch Anwendung der sog. Rechtecksformeln auf die Integrale oder

auch durch die Anwendung der Methoden trigonometrischer Interpolation auf

das vorliegende Problem erhalten wiirde. DaB Euler den letzteren Weg ein-

geschlagen hat, dafiir scheint die Darstellung inst. calc. int. 1, 292 = opera
1 (11), p. 178 zu sprechen. Er hat von diesen Interpolationsformeln auch tatsiich-
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n = 1 bpi J. d Akmbert*68
), allgemein bei A. Cl. Clairaut}, bei

J. Hellinsm),
bei A. M. Legendr^ und bei G. Fruttani*).

Fur den FaU s = 1/2 gibt P. S. de Laplace*) noch die Urn-

formung der Integraldarstellung:

und .4. 3f. Legendre die damit im wesentlichen identische 294
):

(188) 8 cre) = f _B^nxdx_
-i * J yi a sin**

o

Isoliert steht die von JEwZer 295
) ohne Beweis angegebene Formel:

a a

(i
- 2

) S3
( &amp;gt; r~ ^ 2 fi/im -

-* J }/a&amp;gt;-=T*Vz J V -* j

In der gewohnlichen Form hypergeometrischer Integrate, n^mlich

i

(190) 93
(B)= &quot;

sin

lich bei StOrungsrechnungen Gebrauch gemacht (Paris recueil deg pifeces qui ont

remporte les prix 7 (1769), p. 21 (Preisschiift von 1749); Petr. n. comm. 16 (1771),

p. 448); in andern Fallen (Paris recueil dee . . . prix 8 (1771), p. 53; Preisschrift

von 1756) bedient er sich der Reihenentrwicklungen. An Stelle der Rechtecks-

formel benutzt /: de Lalande die Simpsonsche Form el. (Paris mem. 1758[68],

p. 256; 1760[66], p. 315; 1761[63], p. 263; Astronomic 2, Paris 1764, p. 1395;

2me ^d. 3 (1771), p. 593).

288) Recherches sur diffe&quot;rents points du systeme du monde 2, Paris 1754,

p. 66.

289) Paris mem. 1764[59], p. 649 (von 1757).

290) Lond. trans. 1798, p. 644.

291) Exerc. 2, p. 374; traite* 2, p. 631.

292) Ricerche
&quot;), p. 63, 113.

293) Me&quot;canique celeste, livre 15, Paris 1824 (ceuvres 5, p. 378); der Zahlen-

faktor berichtigt conn, des temps pour 1828[25], p. 314 (in den Oeuvres nicht

mit abgedruckt, da die Berichtigung reuvres 5, p. 378 bereits ausgefuhrt).

294) Trait^* 78
) 2, p. 536. C. G. J. Jacobi gibt Fundamenta nova, Regiom.

1829, Nr 9 = Werke 1
, p. 67 eine einfache Ableitung von Legendres Formel

und zeigt J, f. Math. 15 (1836) = Werke 6, p. 94, wie sie sich aus seiner all-

gemeinen Gleichung (374) ableiten laBt; 0. Schloemilch, analytische Studien 2,

Leipz. 1848, p. 51 reproducirt dae.

295) Recueil des pieces qui ont remporte les prix 8 (1771) (Preisschrift

von 1766), p. 53.



882 n A 12. H. Burkhardt Trigonometriache Reihen und Integrale.

erscheinen die 33 zuerst bei J. Binet*96
)]

er erhfjlt diese Form, indem

er in der Entwicklung nach Potenzen von a* die Koeffizienten durch

Eulersche Integrale I. Art ausdriickt und dann die Reihenfolge von

Summation und Integration vertauscht. Eine einfache Umformung gibt
die Entwicklung nach Potenzen von

/3
2

. Wenn diese nicht konvergiert,

entwickelt er den Faktor (1 a 2

a;)* nach Potenzen von

(191) fUL*
x

, y
2=2 2 -l

1 x

und die einzelnen Glieder der so entstehenden Reihe nach Potenzen

von y
2
,
und wiederholt erforderlichenfalls diese Operation mehrmals.

Mit (190) ist iibrigens im wesentlichen die folgende Integral-

darstellung identisch:

(192) S3;
=

^ f(l &amp;lt;r

xt
) (l

die A. Cauchy} aus der urspriinglichen Definition (187) durch Ver-

legung des Integrationswegs in der Ebene der komplexen GroBe exp xi

erhalten hat.

c) Die Rekursionsformel:

(193) (n s+l)a%,( + V w(l-fa
2

)$8;)4-(w-H l)a$B,&amp;lt;

n - l
&amp;gt;=0

(bzw. die entsprechende Formel fiir die 31) findet sich bereits bei

.EWer 298
), dann bei Clairaut^, als Spezialfall allgemeiner Formeln

bei A. F. Svanberg*
00

);
die Ausdriicke der S3, durch -die S3, + ,

und um-

gekehrt die mit Hilfe von (193) auf verschiedene Fonnen gebracht
werden konnen bei Eider 1

),
bei d Alembert*

*), bei Lagrange
303

), bei

U. J. Leverrier**). Auf eine fiir die numerische Rechnung zweckmaBige

296) J. 6c. polyt. cah. 27 (1839), p. 332; ohne Beweis Paris C. R. 9 (1839),

p. 44. A. Cauchy (Paris C. R. 18 1844, p. 1083 = oeuvres (1) 8, p. 237) formt

(173) in (176) mit Hilfe seiner Residnensatze um.

297) Paris C. R. 15 (1842), p. 266 = Oeuvres (2) 7, p. 98.

298) Recherches 38
), p. 28; Preisschrift von 1756 187

), p. 53; instit. calc.

int.
266

) 1, 279 = opera (1) 11, p. 167.

299) Paris mdm. 1754[59], p. 550 (von 1757); im Anschlusse daran bei J.

(h Lalande, Paris mem. 1760[66], p. 317; 1761[63], p. 259; Astronomic 2, Paris

1764, p. 1396; 2me ed. 3 (1771), p. 595.

300) Upsala n. a. 11 (1839), p. 9.

301) Rechercheg&quot;), p. 44; inst. calc. int.
266

) 280 = opera (1) 11, p. 167,

171, 286, 279.

302) Recherches 188
) 2, p. 62, 70, 79, 83.

303) Taur. Misc. 3 (1762/65[66]); recueil des pieces qui ont remporte les

prix 9 (1766); Berl. nouv. m&amp;lt;hn. 1781[83] (ceuvres 1, p. 621; 6, p. 91; 5, p. 184).

304) Developpements sur plusieurs points de la theorie des perturbations
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Form hat sie Legendre*) gebracht; daran schlieBt sich dann die Dar-

stellung der Quotienten 93,
(*}

j/93,
(n)

als Kettenbriiche bei P.N. Fw/8
804

),

bei C. G. J. JacoU 901
) und bei P. A. Hansen).

d) DaB die unter b besprochenen Integrale zu den elliptischen ge-

horen, scheint zuerst J. cFAlembert beinerkt zu haben 809
). Die eigent-

liche Theorie der elliptischen Integrale hat aber erst J. Ivory
310

) fur

die Untersuchung der 93 herangezogen. Er fiihrt das Integral S3
(0)

durch

quadratische Transformation in ein Integral derselben Form fiber, in

dem an Stelle yon K die GroBe

(194) ttl
= - ^4^ =

tg&amp;gt;
iarcsin*

i_}_yi_ a \2 /

steht; durch Wiederholung dieses Verfahrens erhalt er:

(195)

und dazu:

(196) : % = al + % + 5a
i 2 ^ *

Dabei begniigt er sich damit, daB er abbricht, wenn an klein genug
geworden ist; eine Konvergenzuntersuchung gibt er nicht. Dann er-

scheint bei K Fr, 6raw/3
3u

) die Auffassung des reziproken Wertes von

des planfctes, Paris 1841, p. 31; Paris observ. ann. 2, 1856, p. 1. Er bemerkt

iibrigens, daB die Benutzung der Reknrsionsformel, wenn man mit den niedrigsten
Werten von n beginnt, zu einer Haufung der Fehler AnlaB geben konne und in

der Tat oft gegeben babe.

305) Exerc. 278
) 2, p. 279; traite&quot;

8
) 2, p. 644.

306) Petersb. m^m. 5 (1812[16]), p. 137 (von 1809). FuB bat auch schon die

Bemerkung (p. 144), daB es zweckmaBig ist, mit der Berechnung des 93^ fiir den
bocbsten noch zu beriicksichtigenden Wert von n zu beginnen.

307) Astr. Nachr. 28 (1849) (Werke 7, p. 166). Auch C. F. Gauft hat,
wie aus einer nachgelassenen Notiz hervorgeht (Werke 8, p. 84), sich seiner

Kettenbruchdarstellung des Quotienten zweier hypergeometrischer Reihen zur

Berechnung der 93 bedient.

308) Leipz. Abhandl. 2 (1866), p. 188. Bei Hansen handelt es sich zu-

nachst um die 2t,
B

oder vieimehr urn die Produkte (1 n 1
)&quot;&quot; 2l/

n) fur ganz-

zahlige s, wie sie bei der Entwicklung der Potenzen des Radiusvektors nach den

Kosinus der Vielfachen der wahren Anomalie in der Theorie der elliptinchen

Bewegung der Planeten auftreten.

309) Recherches *88
) 2, p. 66 ,,s integre par la rectification des sections coni-

ques&quot;. Er meint aber, diese Methode sei ,,plus curieuse et plus geometrique que
commode pour le calcul&quot;.

310) Edinb. trans. 4 (1798), p. 183 (von 1796); reproduziert von G.B.Airy,
math, tracts, 2d ed., Cambr. 1831, p. 105.

311) Gott. comm. rec. 4 (1818) = Werke 3, p. 352; die Beziehung zu dem
hier besprochenen Problem deutlicher ausgesprochen in der Selbstanzeige G&tt.

Encyklop. d. math. Wiaaonsch. II 1. 68
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93
(0)

als ,,arithmetisch-geometrisches&quot; Mittel aus 1 -j- a, und 1 a; die
2*

Berechnung des Quotienten (196) 1st bei ihm, obwohl der Sache nach

dieselbe, nicht so einfach dargestellt wie bei Ivory, indem es aus-

sieht, als sei noch die Ausziehung weiterer Quadratwurzeln erfor-

derlich.

A. M. Legendre*
1

*) zeigt, daB die Integrale (188) durch die Sub

stitution x = it 2j^ in die von ihm gewohnlieh gebrauchte Normal-

form elliptischer Integrale (II B 3, Harknefi-Wirtinger-Fricke ,
Nr. 5,

p. 189) iibergehen, mit

als Modul; er fiihrt sie aber sogleich durch die Transformation (194)

in solche fiber, die a selbst zum Modul haben, und wiederholt diese

Transformation erforderlichenfalls. Fiir den Fall, daB a nahe an 1

liegt, sohlagt er vor 818
), nach den Vielfachen nicht von x selbst, son-

dern von demjenigen Argument x zu entwickeln, das bei der erst-

genannten Transformation durcji die Gleichung

x x, 1 a
, x

fc-l^-r+^T
eingefuhrt ist.

Ausfiihrliche Anweisungen zur Berechnung von S3 und S3 mit
~T

_
~T

Hilfe der Transformationstheorie der elliptischen Funktionen gibt auch

G. de Pontecoulant 31
*}.

Anz. 1818 = Werke 3, p. 359. Dazu aus dem NachlaB: der Beweis der Konver-

genz des Verfahrens ib. p. 361; die Ableitung der Potenzreihen aus der Auf-

fassung als arithmetisch-geometrisches Mittel p. 367; Tabelle numeriBcher Werte

p. 403. Dann 7, p. 384 (von 1802) noch eine Zusammenstellung der Formeln

und Durchrechnung eines Beispiels. Abgesehen von diesen Notizen und der in

Note 269 erwahnten scheiuen die ,,vielen eigenen Kunstgriffe&quot;, die GauB in einem

Brief an Olbers (Briefwechsel 1, p. 269; zuerst publ. von B. Boncompagni, Line,

pontif. atti 1884, p. 49) zu besitzen erklart, verloren zu sein; ebcnso die ,,ganz

neuen, auf einem merkwurdigen und sehr allgemeinen, aus der Theorie der ellip

tischen Transcendenten entstehenden Prinzip beruhenden Approximationsformeln&quot;,

von denen eine nachgelassene Notiz C. G. J. Jacobfe (Werke 7, p. 292) spricht.

Ein Brief von P. Hansen, GauB Werke 7, p. 434 (von 1843) gibt die Anwendung
des Verfahrens des arithm.-geom. Mittels auf Integrale allgemeinerer Form.

312) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 285 (publ. 1815); Traite des fonfitions

elliptiques 2, Paris 1826, p. 647.

313) Exerc. p. 294; Traite&quot; p. 555. Er bemerkt, daB der Efoergang von x

zu x durch die aus (203) folgende Entwicklung geschehen kSnne.

314) Traite&quot; analytique du systeme du monde 3, Paris 1834, p. 87. Ein-

facher sei es, Legendres Tafeln der vollstandigen elliptischen Integrale I. u.

n. Art zu benutzen (p. 104).
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e. Den asymptotischen Ausdruck fur groBe Werte von n:

(197) 23
( &quot; } ~

I/I a

hat bereits A. Cauchy*
1

*) mit Hilfe des asymptotischen Ausdrucks der
.T-Funktion gewonnen.

f. Die Ausdrucke der Ableitungen der 35 durch die S3 selbst

finden sich bei Euler 316
),

duun bei Laplace
311

),
bei Layrange*), bei

Leyendre}, bei Pont&oulant 3 *

) ,
bei icwcrner 381

); ausfuhrlich sind

diese Ableitungen von TF. Scheibner*^) behandelt.

A. Cauchy ) benutzt an ihrer Stelle die durch die Integrale
rt

(198) &nl
= ^ f(l

e-
&quot;)(!

dargestellten Funktionen, die sich von ihnen nur durch numerische
Faktoren unterscheiden

;
er zeigt, wie sich durch partielle Integra

-

tionen Rekursionsformeln fiir sie gewinnen lassen 821
).

g) Da6 die Formeln dieser Nuramer auch zur Berechnung der

magnetisierenden Wirkung eines elektrischen Kreisstroms auf ein raa-

gnetisierbares Teilchen benutzt werden konnen, scheint zuerst Dippe}
bemerkt zu haben.

316) Turiner mem. 9 * 7
), p. 91 ; Verallgemeinerung fur beliebige s, mit anderem

Beweis, Paris C. R. 19 (1844), p. 1131 = Oeuvres (1) 8, p. 324.

316) Instit. calc. int. 1 (1768), 282, 287 = opera (1) 11, p. 1(58, 173; ein

Spezialfall (in umgekehrter Auffassung, als Ausdruck von &&quot; durch $83 und
dessen Integral), auch schon in der Preisschrift von 1756*87

), p. 63.

317) Paris hist. 1772, [76] = Oeuvres 8, p. 437.

318) Berlin nouv. mem. 1781[83] = Oeuvres 5, p. 185.

319) Fiir negative ganzzahlige s exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 373; all-

gemein ib. 2 (1817), p. 299 (publ. 1816); traite&quot; des fonctions elliptiques 2 (1826),
p. 559.

320) Traite&quot;
314

) 3, p. 68.

321) Vgl. Note 304.

322) Habilitationsschrift Leipzig 1853, p. 10, 14.

323) Paris C. R. 15 (1842), p. 266 = Oeuvres (1) 7, p. 98. Die Formel ist

hier durch einen auch in den Oeuvres nicht korrigierten Druckfehler ganz un-
verstandlich

; ib. p. 480 = 123 steht sie richtig.

324) Paris C. R. 15 (1842), p. 483 = Oeuvres (1) 7, p. 126.

325) Arch. Math. Phys. 7 (1846), p. 196. Er schlieBt sich an Lacroix 185
)
an

;

seine Darstellung liefie sich ubrigens noch vereinfachen
,

da die von ihm ent-
wickelte Funktion

1 a cos x

(1 2 a cos a; -f- a *)^

58*
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10. ATihang zn Nr. 9. Den Weg zur tTbertragung der Methoden

von Nr. 9 anf allgemeinere Integraie hat C. F. 6rat*/8
8a6

) eroffnet, indem

er zeigte, wie das Integral

(199) fN~$ (A+ S cos x + C sin x + D cos 2x -f- J sin 2z)cto,

wo

(200) JV= a -+- & cos a; + c sin a; + d cos
2 Z + /&quot;

sin8 a;

auf ein Integral derselben Form, aber mit & = c = 0, reduziert werden

kann; namlich durch eine lineare homogene Substitution der drei

GroBen 1, cos x, sin x, bei welchen die quadratische Form cos* x

-j- sin2 x 1 in sich transformiert wird. (Das Problem ist also analog

zum Problem der Hauptachsenbestimmung der Flachen zweiter Ord-

nung; vgl. IHC2, Staude, Nr. 9, p. 173.)

Daran anschlieJBend hat dann C. G. J. Jacobi 887
)

die Aufgabe ge-

stellt, die Potenzen N nach den trigonometrischen Funktionen der

Vielfachen von x zu entwickeln. Den speziellen Fall s= 1, d fQ
hat er selbst behandelt 828

); dabei laBt er noch zu, daB die iibrigen

Koeffizienten komplex sind, wenn nur N fiir keinen reellen Wert von x

Null wird. Er spaltet N in die Faktoren (1 C^OC1 G
i
e
~ xf

)&amp;gt;

zerlegt dann 1/JV in Partialbrttche, entwickelt jeden von diesen fflr

sich und vereinigt schlieBlich wieder; dabei mufi er zwei Falle unter-

scheiden, je nachdem von den GroBen C, Ct
nur die eine absolut

kleiner als 1 ist oder beide.

ITber den Fall c = f= linden sich einige Andeutungen bei J.

E. Czwalina 3*9
}.

Er gibt fiir die Koeffizienten der Entwicklung von

mit
e =

(1 2 a cos X + *r

durch die Relation y = z adz Ida verbunden ist.

326) Gott. comm. rec. 4 (1818)
= Werke 3, p. 334. Die Beziehung zum

Problem der vorigen Nr. ist dentlicher als in der Abhandlung selbst in der

Selbstanzeige Gott. Anz. 1818 = Werke 3, p. 357 ausgesprocnen. Eine andere

Art der Rechnung gibt Th. Clausen (J. f. Math. 6 (1830), p. 290): er transformiert

erst, durch AuflOsung derselben kubischen Gleichung wie GauB, auf den Fall,

daB N= (Oj + & cos a:)
8 + (a, + c sin x)* gesetzt werden kann, und zeigt, daB

die weitere Reduktion durch dieselben Formeln geschieht wie der ttbergang von

der wahren zur exzentrischen Anomalie. Noch eine andere Darstellung gibt

V. A. Lebesgue (J. de math. 2 (1837), p. 360); er fuhrt auch die Reduktion auf

die Legendresche Normalform der elliptischen Integraie durch.

327) J. f. Math. 15 (1836), p. 205 = Werke 6, p. 119.

328) Ib. 32 (1846), p. 11 = Werke 6, p. 156; vgl. auch die Darstellung

von E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen 1, p. 29, 212 der 2. Aufl. Berlin

1878. Heine zieht auch andere ganzzahlige Werte von s in Betracht.

329) Progr. Gymn. Danzig 1842, p. 11.
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N* nach den Kosinus der Vielfachen von x (nur diese treten hier auf)
Rekursionsformeln und zeigt, dafi sich mit deren Hilfe alle dieae

Eoeffizienten aus den 3 ersten ableiten lassen; dafi bei epeziellen
Werten der Eoeffizienten von N auch zwischen diesen dreien noch

eine lineare Relation besteht; dafi die Koeffizienten for irgendeinen
Wert von 5 sich aus den zu dem um eine Einheit grofieren odtr

kleineren Wert gehorenden ableiten lassen.

Czwalina hat auch den allgemeineren Fall:

(201) N= a+ 6 cos x -f- c sin x -f- d cos*x -f- e cos x sin x -f- /&quot;sin

2 x

in Angriff genommen
330

); hier sind im allgemeinen 4 Entwicklungs-
koeffizienten voneinander unabhangig, die fibrigen lassen sich durch

sie ausdrflcken. Als jene vier konnen das absolute Glied nnd die

Koeffizienten von cos x, sin x, sin 2x gewahlt werden, nur nicht in

dem Falle, dafi s ein ganzzahliges Vielfaches von ^ ist. Er bestimmt
sie fiir s 2, indem er N durch Anflosung einer Hilfsgleichung
3. Grades auf die Form

(202) (a -f !
cos x -{- as sin x} (ft -f- /Jx

cos x + ftt sin x)

bringt
581

),
dann tg als Integrationsvariable einftthrt und die so er-

haltenen Integraldarstellungen auf die Legendre schen Normalformen
elLptischer Integrale tranBforraiert 882

).

Natfirlich kann man solche Entwicklungen auch dadnrch erhalten,

dafi man den zu entwickelnden Ausdruck, wie oben erwahnt, in zwei

Faktoren spaltet nnd jeden der beiden Faktoren dann fflr sich nach

den Methoden der Nr. 9 entwickelt. Das umstandlichste dabei ist die

Zerlegung in Faktoren; fiir ihre bequeme Vollziehung haben sich

einige Andeutungeu im Nachlafi von C. F. Gaufi***) gefunden; ans-

ftthrlich ist sie von A. Couc%
334

) behandelt worden.

11. Entwioklungen der Spharik. Die Gleichungen (14) und (15)

konnen, wie A. M. Legendre**
5

) bemerkt, zur Berechnung der iibrigen

830) Ib. p. 6; hierauf bezieht sich wohl die Ankundigung von Jacobi, J. f.

Math. 16 (1836), p. 206 = Werke 6, p. 119, dafi er die Durchfuhrung dieser

Eechnungen einem Schfiler fibertragen habe.

331) p. 20.

332) p. 23.

333) Werke 7, p. 595, 699.

334) Paris C. R. 18 (1844), p. 626 = Oeuvres
(1) 8, p. 168. Er diskutiert

namentlich den Fall e = f= 0, um den es sich handelt, wenn der Hauptteil
der StQmngsfunktion nach den Funktionen der Vielfachen der exzeDtriechen

Anoinalie des einen der beiden Planeten entwickelt werden soil.

385) Elements de g^om^trie, Nr. 100 (mir war die 14. franz. Anflage, Brux.
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Stiicke eines ebenen Dreiecks dienen, von dem zwei Seiten und der

von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind. Von den Aufgabeu
der spharischen Trigonometrie lafit sich, wie schon J. L. Lagrange

s*B
)

bernerkt hat, die ,,Keduktion auf die
Ekliptik&quot;,

d. h. die Bestimmung
von y x aus der Gleichung

(203) tg y = cos oo tg x

auf die Formel (2) zuriickfiihren, indem, sicli durch Differentiation

daraus ergibt:

(204) &amp;lt;^

=

Einfacher gelangt er dann 295
)

zu demselben Resultat durch direkte

Einfuhrung komplexer GroBen, die

(205) y x= l-.log-r2t 3 1 -J- rt*
xt

ergibt. Erscheint an Stelle von cosco einer der Ausdriicke

/c\r\r*\ COS CD tfiT OJ a

(20b) is oo tg op , tcr
r

o&amp;gt;

cos cp
7

tg qp
7

als Faktor, so erhalt r bzw. die Werte

, OAr7N co -)- qp i qp sin(qp ca) cos(qp4-cB)
(207) tg ^tg --,- -., ^, cos 2 co.

sin(cp+ co; cos(cp co)

Damit lassen sich dann alle Fundamentalaufgaben der spharischen

Trigonometrie behandeln 338
)

. Auch cos2i/ und sin2y lassen sich als

Funktionen von x durch Reihen derselben Art ausdriicken; es ist

1832 (p. 405) und die 2. Aufl. der deutschen tJberBetzung von Crelle, Berlin 1833

(p. 411) zuganglich).

336) Berlin, nouv. mem. 1776[79] (oeuvrea 4, p. 276). Lagrange gibt an, er

habe spezielle Falle ohne Beweis bereits im 8. Bande der ,,tables astronomiques

de 1 academie&quot; veroffentlicht. Eine umstandlichere Ableitung des Resultats,

ohne Benutzung komplexer GroBen, durch Entwicklung nach Potenzen von 1 cos a;

und Uniordnung, findet sich bei /. H. Lambert, Berl. astr. Jahrb. 5, f. 1780[77],

p. 69; ist mit ihr die umstandlichere Losung ,,par des moyens purement trigo-

nometriques&quot; identisch, die sich nach dem Bericht von A. Cagno i, trigonometria

piana e sferica, 2da ed. 1804 (p. 116 der franz. tJbersetzung von 1808) in den

Effemeridi di Milano fiir 1785, p. 187 finden soil.? Lambert gibt p. 67 auch die

Entwicklung von arc sin (s sin
a;). A. de Morgan (calculus p. 124) leitet umgekehrt

die Entwicklung (2) durch Differentiation aus der von arc tg(& tg.r).ab, nachdem

er diese durch Benutzung komplexer GroBen gewonnen hat. J. L. Eaabe (Diffe

rential- und Integralrechnung 1, Zurich 1839, p. 277) gewinnt die Ausgangsformel

(2), indem er zunachst fiir die Entwicklungskoeffizienten aus ihrer Integraldar-

stellung in komplexer Form (388) eine Rekursionsformel ableitet.

337) p ; 278.

338) p. 285.
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niimlich 889
):

(208) ^ r + (i__ r
i)_^l &amp;lt;r

Die allgemeinere Gleichung
/-/\o\ a 8in x
(209) V = we tg

-
6 P -f- C08 X

laBt sich ebenso behandeln 340
);

sie kann namlich auf die Form ge-

bracht werden:

(210) **_-.i*^iJK;
l + pe

*
i -f #e*

wobei

(211) P+Q +v
ist; und Analoges gilt iiberhaupt, wenn tgy gleich einer [fiir die

Konvergenz der sich ergebenden Reihen geeigneten Bedingungen zu

unterwerfenden] rationalen Funktion von cos a: und sin a: ist. Lagrange
fiihrt die Rechnung noch fiir

/O10 \ a sin 2 a; + 6 sin a; a sin x -f- b cosx
(ZIZ)

durch

(213)

q coax -\-painx

durch. Besonders einfach ist dabei noch der Fall

sin x -\-p sin &quot;2x -f- 3 cos &x-\

coax -f- p cos 2x -f 2 cos 80; -(-

Den speziellen Fall a = 1 der Gleichung (209) behandelt 5. J.

direkt mitHilfe der fiir ihn geltendenDifferentialgleichung:

rfa; 1 -f-2j)cosa;+|j*

und der Methode der unbestimmten Koeffizienten.

Weitere Ausfiihrungen iiber die Benutzung dieser Formeln fiir

die spharische Trigonometrie finden sich bei J! J. Littrow^^. Er be-

339) J&amp;gt;.

279. Lagrange gewinnt durch Anwendung des binomischen Satzes

auf die Gleichung (208) auch die Mittel zur Entwicklung von cos uj/ und sin ft y

mit beliebigem ft.

340) p. 294; weniger durchsichtig bei A. M. Legendre, exercices de calcul

integral 2, Paris 1817, p. 239 (publiziert 1815). Die algebraischen Gleichungen,

von denen die Faktorenzerlegung abhangt, brauchen nicht aufgelost zu werden,

da in den Reihen schliefilich nur symmetrische Funktionen ihrer Koeffizienten

vorkommen.

341) Methode analytique pour la determination d un arc de meridien, Paris,

an VII, p. 64. Legendre zeigt (ib. Anhang, p. 3), daB das Verfahren von Lagrange
auch hier einfacher zum Ziele fuhrt.

342) P&amp;lt;$ter8b. m^m. 5 (1812[15]), p. 191; ib. 7 (1816/16[20]) t p. 135 stellt er

seine Fonneln und diejenigen von Legendre zusainmen.



890 H A 12. H. Surkhardt. Trigonometrigche Eeihen und Integrale.

handelt auch noch die Reihe fiir

f21V&amp;gt; aroto-C*

durch Entwicklung von arc tg . nach Potenzen von M und v und

Umordnung erhalt er Rekursionsformeln ftir die Koeffizienten 348
).

Sind

alle Koeffizienten auBer a und ft Null, . so karm die Gleichung auch

geschrieben werden 844
):

(216) 2x - y - arc tg-_^^fLh^l?1 -f a/3-
1 cos a; -f /J-

1 cos 2o:

Legendre
3

**) behandelt dann auch noch denjenigen Fall der Glei

chung (209), in welchem a
&amp;gt;

1 ist. Wird die Gleichung hier auf die

Form

gehracht, so fallen die GroBen P, $ beide absolut kleiner als 1 aus,

so daB nach Potenzen von ihnen entwickelt werden kann. Er gibt

noch einige andere Entwicklungen derselben Art:

(218) arc tg (a + 6 tg x)
= x + (i -j-

&quot;

sin (2nx n A) ,

n= l

wobei :

(219)

/oon\ L a + fetgx c
i

,
rab-4-c . &*+ c 2

, ~i

(220) arc tg-- = arctgT+ arc tg h-
- 4- ~

tga; ;s
l-fctga;

& & 6 L6 ac & ac J

arctg(a sin a; -|- fc)

2n
7i=l

wobei
//-
und r in komplizierterer Weise von a und 6 abhangen; daraus

durch Differentiation die Entwicklung von

(221) 1 + (a sin x + 6)
1

343) Ib. 7, p. 91, 94, 113. Wenn Littrow aus seinen Eesultaten achlieBen

will, man konne mit Epizykeln nicht ebenso allgemeine Bewegungen darstellen

als mit trigonometrischen Reihen, so beruht das auf einem Versehen.

344) Ib. p. 117. Littrow glaubt die beiden aus (204) und (215) sich ergebenden

Entwicklungen verbinden zu konnen und kommt so zu einer Reihe fur x selbst,

die noch zwei willkurliche Parameter enthalt; indessen sind die beiden Reihen

nicht gleichzeitig konvergent.

345) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 239 (p. 1815).
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ferner: 846
)

(222) arc tg (tga tg**)
=

^-
a arc tg

- A? _Z cot
2aJ

J. Fr. Enckeun} zeigt, wie die Formeln sich systematisch ausein-

ander ableiten lassen. Er beginnt mit der Umsetzung der Gleichungen

(2) und (3) in die Formen

(223)
- - 1 + 2 ig-

-
cosn*,1 sin v cos x **J 6 2

n = l

00

/00 , x sin rein a; ^1 t? .

(
224

) 1 - sin r coiTx
= 2 2, tg&quot;y ssm n*

Integration ergibt ihm dann die Gleichung (15), die auch als Auf-

16sung der Gleichung

(225) 8iny = rsin(*-j0 oder
tg(y

-
f)
= -

i^I tg f

angesehen werden kann. Er rechnet dieselben Annahmen (207) fttr r

durch, wie Lagrange, aufierdem noch einige andere. Die Gleichung (14)

schreibt er auch:

/oo\ _l_ i ^ COB a;
(-l)&quot;&quot; _

(226) log ..=,--=-
tg&quot;-cosnz.,

COS- = 1

Auch die von C. G. J. Jacobi 9*8
^) angegebene Entwicklung: ,,wenn

(227) cos x = cos y -\- sin 2
y

ist, so ist

/OOO\ ^
7 i 1 O . o - 1 3 6 h .

i

(228) y x = -h sin ^ + 2 . 4 2
sm 2x + -

2TiTg g
sin 3x -\

---- &quot;

kann hierher gerechnet werden.

12. Entwicklungen aus der Theorie der elliptischen Bewegung.
Auch zur Losung der Aufgaben, auf welche die Lehre von der un-

gestorten elliptischen Bewegung der Himmelskorper um ihre Zentral-

korper fiihrt, sind trigonometrische Reihen friihzeitig herangezogen

846) Er gibt p. 243 au, daB man iiberhaupt jede Gleichung der Form:

y = arc tg einar gebrochenen rationalen Funktion von tg x auf diese Weise be-

handeln konne.

347) Astr. Nachr. 24 (1846), col. 155; nicht in den ges. Abhandl.? Von Encke

entnimmt die Formeln Fr. Brunnow, Lehrbuch der spharischen Astronomie,

Berlin 1861 (p. 14 der 3. Aufl. von 1871).

348) J. f Math. 15 (1836), p. 6 = Werke 6, p. 93. Er beweist die Ricbtig-

keit zuerst init Hilfe seiner Umformung (374) der Integraldarstellung der Koeffi-

zienten, dann mit Hilfe der Lagrangeschen Reibenumkehrungsformel.
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worden. Zunaclist erecheinen zwar diese Entwicklungen als nach

Potenzen der Exzentrizitat geordnet; so entwickelt z. B. L. Euler 5*9
}

die rechte Seite der zwischen der wahren Anomalie w und der ex-

zentrischen Anomalie u bestehenden Gleichung

(229) dw = V^I^
l ecosu

nach Potenzen von s und integriert dann gliedweise; iibrigens ersetzt

er bereits hier die zunachst auftretenden Potenzen von sin u und

cos u durch die Sinus der Vielfachen von u. Nachdem er aber dann

an den Problemen der Storungstheorie (Nr. 3) die prinzipielle Wichtig-
keit der trigonometrischen Reihen erkannt hatte, ordnet er auch diese

Entwicklung sogleich nach den Vielfachen von u. Er setzt die Ent-

wicklung mit unbestimmten Koeffizienten an, bestimmt den ersten

Koeffizienten direkt, leitet fur die ubrigen eine Rekursionsformel ab

und erhalt so 350
):

(230) tf-u-MBinm., jf
-

Bei den gleichzeitigen franzosischen Mathematikern erscheinen dann

die ersten Glieder der Reihenentwicklungen der elliptischen Bewegung
mit denjenigen der Storungstheorie verquickt

351
).

Namentlich hat

A. Clairaut schon bei seiner ersten Behandlung des Problems der

Mondbewegung
852

) gesehen, dafi die Methode der -Integration durch

sukzessive Approximationen ,,Kreisbogen&quot;, d. h. Sakularglieder, ein-

fiihrt, wenn man nicht schon in erster Annaherung die Bewegung der

349) Petrop. comm. 7 (1734/36[40], p. 70; das Resultat auch Berlin, hist.

2 (1746[48J), p. 231. Abweichend vom astronomischen Gebrauch bezeichne ich die

numerische Exzentrizitat nicht mit e, sondern mit t, da e hier doch fur die

Basis der naturlichen Logarithmen reserviert bleiben muB. . Im iibrigen bediene

ich mich der jetzt bei den Astronomen ublichen Bezeichnungen und rechne

namentlich die Anomalien vom Perihel an, wahrend sie im 18. Jahrhundert meist

vom Aphel an gerechnet -warden.

350) Berlin, hist. 3 (1747[49]), p. 114. Im Grande handelt es sich ubrigens
nur um eine andere Schreibweise der Gleichung (16).

351) V,gl. auch die Darstellung von Clairauta und d Alemberta Mondtheorien

bei F. Tisserand, Trait^ de mecanique celeste 3, Paris 1894, p. 4fc.

352) Sie stammt aus der ersten Halfte des Jahres 1747, ist aber erst 1760

und 1761 im Journal des &9avans verSffentlicht. Die Grunde, die ihn zur Ein-

fiihrung und Wahl dieser ersten Annaherung bewogen haben, set.zt er ib. 1761,

p. 844 bei Gelegenheit einer spateren Polemik mit d Alembert noch einmal aus-

fiihrlich auseinander. Bei d Alembert, Recherches 888
)

1 (1754), p. 36 erscheint die

Einfuhrung des Faktors MI abstrakt mathematisch durch eine Umformung der

Differentialgleichung der Bahn.
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Apsiden beriicksichtigt : er benutzt daher 358
) als solche erste Annahe-

rung eine Gleichung zwischen Radiusvektor r und wahrer Anomalie w
der Form:

1 l n=
~j- (1

B cos mw) ,

in der m eine (wenig) von 1 verschiedene Zahl bedeutet. Aus ihr ent-

wickelt er die Werte der benotigten Potenzen yon r bis zu Gliedern

mit einschlieBlich; die Rechnung, die von ihnen zum Ausdruck der

mittleren durch die wahre Anomalie fiihrt, skizziert er hier nur 354
).

Die zweite, zuerst veroffentlichte Redaktion 355
) gibt dann diesen Aus

druck bis zu Gliedern dritter Ordnung
2 s I 3 3 3 K- c

(231) g
= w -f

- sin mw -f- 7- smZmtv -4- - sinSmw
tn 4m 3m

und fiihrt auch die Berechnung der Potenzen von r weiter; eine

dritte
356

) fiigt die Ausdrucke der trigonometrischen Funktionen der

Elongation zweier Planeten durch die wahre Anomalie des einen

hinzu. Eine vierte endlich 357
) wiederholt das uoch ausfiihrlicher und

fiigt zu der Entwicklung (231) noch die beiden Glieder vierter Ord

nung
358

):

(232) sin 2mw -f - sin 4mw
;

auBerdem erscheinen hier 359
) ohne Beweis die Anfangsglieder der Auf-

losung der Gleichung

(233) = w -f-

353) J. des S9avans 1761, p. 13.

354) p. 20.

365) Paris mem. 1745 (49), p. 347, 367; ebenfalls von 1747, aber durch be-

sonderen Beschlufi der Akademie (p. 390) in diesen Band aufgenommen. Eine

sich anschlieBende Abhandlung von d Alembert (ib. p. 365) enthalt solche Ent

wicklungen jedenfalls nicht explizite.

356) Ib. 1748 (52), p. 422 (deposS 1749, lu 1752); vgl. auch die ubersicht-

lichere Darstellung ib. 1754 (59), p. 533, 539 (von 1767).

357) Theorie de la lune, Preisschrift Petersburg 1752; p. 18, 45 der zweiten

Auflage, Paris 1765. Um so merkwurdiger ist, daB er in einer noch spateren

Abhandlung (Paris m^m. 1764 (59), p. 543, 555; von 1757) behauptet, um aus der

,,Korrektion des Ausdrucks der Zeit&quot; die ,,Korrektion des wahren Ortes ausge-
driickt durch den mittleren&quot; zu bekommen, brauche man nur in ersterem die

Vorzeichen der Koeffizienten zu andcrn und uberall statt der mittleren Anomalie

die wahre zu setzen; was doch nur fiir die erste Anniihcrung richtig ist.

358) p. 47.

359) p. 69. p. 66 ist ausdrucklich geaagt, daB das alles unveriindert aus

der ersten Auflage iibernommen sei. DaB hier die wahre, uicht win in der eigent-

lichen Keplerschen Gleichung (236) die exzentrische Anomalie auftritt, liegt daran,

daB Clairaut von Anfang an nach den Vielfachen der ersteren entwickelt.
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namlich :

(234) w + s
(l

m
~
f

*)
sin w + y w* 2 sin 2w

-}-
- w2 8 sin3w.
O

J. d Alembert** ) setzt dann allgemein auseinander, wie eine solche

Umkehrung geschehen kann, wenn man bei Gliedern bestimmter Ord-

nnng stehen bleiben will; auch gibt er ohne Beweis die Anfangs-

glieder der Entwicklung der Mittelpunktsgleichung d. h. der Differenz

zwischen w und der mittleren Anomalie nach den Vielfachen der

mittleren Anomalie 8* 1

):
0&amp;gt;

.&quot;,

r 1 3 tS

(235) w = 2* sine + -J-
sin + ^- sin2 - ^- sin3.

Dann hat Jeawratf 362
) die Anfangsglieder der Mittelpunktsgleichung

auf einem ziemlich umstandlichen Wege erhalien, indem er namlich

in der Xiepfcrschen Gleichung

(236) 5 = u s sin u

die linke Seite nach Potenzen von sin ^, die rechte nach Potenzen

von sin u entwickelt, daraus durch Reihenumkehrung die Entwick-

lungen von sin u und cost* nach Potenzen von sin ableitet, hierauf

die Gleichung

(237) tg^^VlH^Binu
S-f C08W

benutzt, urn tg w und dann w selbst nach Potenzen von sin zu

entwickeln, schlieBlich diese Entwicklung in eine solche nach den

Sirius der Vielfachen von umsetzt. Dabei bricht er iiberall mit 6 ab.

Weiterhin 868
) gewinnt er auch noch die Entwicklung des Radius

360) Recherches * 88
) 1, p. 80. p. XL1II 1st angegeben, da6 alles nicht in

Klammern Gesetzte schoa aus dem Jahre 1751 stamrat.

361) Ib. p. 89. Ebenso fiahrt er ib. 2, Paris 1764, p. 107 die Anfangeglieder
der Entwicklung (231) ohne Beweia an.

362) Paris mem. pres. 4 (1763), p. 630. Er gibt an, daB er damit uur den

yon A. Clairaut in der Theorie der Mondbewegung
861

) gegebenen Ansatz weiter

ausfuhre; dieser babe aber die Bechnung nur bis zu Gliedern mit t* getrieben,

was dort ansreichend gewesen sei. Die Anordnung der Entwicklung nach den

Fnnktionen der Vielfachen des Winkels erscheint bei Jeaurat bereits als etwas

so selbstverstandliches
,

dafi er dariiber kein Wort weiter verliert. Eine Ge-

schichte der LOsungen des Eeplerdchen Problems [in der ubrigens z. B. gleich

Jeaurat nicht erwahnt wird] gibt C. P. Burger, Dies. Lugd. Bat. 1851; biblio-

graphische Angaben bei J. H. Graf und E. Gubler, Einleitung in die Theorie der

Besselschen Funktionen, 1, Bern 1898, p. 7.

368) p. 603.
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Vector r nach den Potenzen von sin mit Hilfe der Gleichung

(238) r = 1 cos u

nnd setzt sie in eine solche nach den Kosinus der Vielfachen von urn.

J. J. de la Lande**4) gibt eine ihm von Cla\raut mitgeteilte

Methode, bei der zuerst mit Hilfe der Gleichungen:

(239) &amp;lt;i

SC08M7

die Entwicklung des Radiusvektor nach den Kosinus nnd der Mittel-

punktsgleichnng nach den Sinus der Vielfachen von w aufgestellt wird.

Die Entwicklungen von w nach den Sinus der Vielfachen von

werden dann mit unbestimmten Koeffizienten angesetzt, daraus Aus-

driicke fur die Sinus der Vielfachen von w abgeleitet und diese in

die zuerst genannten Entwicklungen eingefiihrt; Koeffizientenverglei-

chung liefert schlieBlich die erforderliche Anzahl Relationen zur Be-

stimmung der eingefuhrten Unbekannten.

Allgemeine, nicht mit einer bestimmten Potenz von s abbrechende

Ausdrucke fiir die Koeffizienten der Entwicklungen:

(240) W -

864) Astronomie 2, Paris 1764, p. 1308; 2 9
&amp;lt;5d. 8 (1771), p. 492. Bin ahn-

liches Verfahren gibt auch Bossut in einem Anhang zu seiner Preisschrift von 1762

(Paris recueil des pieces qui ont remporte&quot; les prix 8 (1771), p. 61), den er p. 66

als ,,compos depuis longtemps&quot; bezeichnet. A. Cagnoli, trigonometria piana
e sferica (schon in der 1. Auflage von 1786; p. 422 der 2. franz. Auflage von 1808)

fQhrt die Rechnung bis zu Gliedern mit 9
weiter; er bedient sich dazu seiner

Methode der Umkehrung trigonometrischer Reihen (Nr. 19). Auch P. S. de Laplace,

Me&quot;canique celeste 1, Paris, an VII = Oeuvres 1, p. 179 beginnt mit der Entwick

lung der Mittelpunktsgleichung nach den Cosinus der Vielfachen der wahren

Anomalie; die weiteren Entwicklnngen behandelt er als solche nach Potenzen

von t. Ebenao G.B.Airy, mathematical tracts, p. 8 der 2. AufL, Cambr. 1881.

Bin weiterer Aufsatz von Bossut gibt auch noch die Anfangsglieder der Ent

wicklung der exzentriachen Anomalie nach den Vielfachen der wahren (Paria

me&quot;m. 1777[80], p. 69), sowie (p. 68) die von A. Clairaut, (Theorie de la Lune,

Petersburger Preisschrift von 1752, p. 61 der 2. Au., Paris 1766; vgl. Note 369)

mitgeteilte AuflSsung der Gleichung
= u -f- a sin mu -f- b sinpu -j- c sin qu

(von der die Keplersche Gleichung ein spezieller Fall ist), nach u; beides mit

Hilfe des in Nr. 19 zu besprechenden Verfahrena.
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namlich:

l**+*\
^___^ I

/
I

if^O

hat erst J. L. Lagrange
365

) mit Hilfe der seinen Namen tragenden

allgemeinen Umkehrungsformel gewonnen, indem er zuerst nach Po-

tenzen von s entwickelt und dann uraordnet. Auf demselben Weg
erhalt er auch einen ziemlich umstandlichen Ausdruck fiir die Koeffi

zienten der Entwicklung von w g nach den Sinus der Vielfachen

von g.

Dann stellt J. H. Lambert die bis dahin gefundenen Entwick

lungen zusainmen und fiigt zu ihnen noch die Entwicklungen von

g u nach den Sinus der Vielfachen von w und von g bei 366
).

Die Darstellung der Koeffizienten durch bestimmte Integrale ist

zuerst von W. Fr. Bessel 361
)

fiir diese Entwicklungen herangezogen
worden

;
indem er in ihr u als Integrationsvariable einfiihrt und partiell

integriert, erhalt er fiir die Koeffizienten Bn die Formel:

27t

(244) B ==
/ sin u sin (MM ns sin u}du:

fir 5Tt/ *
.
*

und fiir die Koeffizienten Cn der Mittelpunktsgleichung, d. h. der Ent

wicklung (235) von w g nach den Sinus der Vielfachen von g:

2rt

(245) C = -= oanu-nsBnu
nn J 1 s cos u

o

Dieselben beiden Formeln
;
dazu noch

2rt

1 /*

(246) A == /cos (nu ns sin u) dunn J

365) Berl. hist. 25 (1769[71]) (von 1770) = oeuvres 3, p. 132.

306) Berl. astr. Jahrb. 5 (1780[77]) t p. 72. Die erstgenannte Entwicklung
ergibt sich aus der Keplerschen Gleichung (236) und der Relation

sin u =
1 -{- COS w

von den Koeffizienten der zweiten gibt er ohne Beweis ein Rekursiousgesetz.

367) Berl. Abhandl. (1816/17[19J) (von 1818) = gea. Abhandl. 1, p. 19; Zeit-

schrift f. Astr. 5 (1818), p. 369.
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erscheinen dann auch bei S. D. Poisson***}. Bessel zeigt welter 869
),

daB sich auch die Koeffizienten der Entwicklungen von

(247) logr, r- i~[}p*, {~}p

durch die An und die Cn ausdriicken lassen. Auch untersucht er die

ersteren, die seitdem seinen Namen behalten haben 370
) noch naher:

er gibt die Rekursionsformel zwischen je drei aufeinander folgenden
von ihnen, die daraus entspringende Kettenbruchentwicklung, die

lineare Differentialgleichung mit rationalen Koeffizienten, der sie als

Funktionen von geniigen usw. Fiir die Cn gibt er eine Entwicklung
nach Potenzen von (l 1/1

2
)/e ?

deren Koeffizienten Summen von

An sind. Poisson gibt noch 371
) die Gleichung:

(248) p. -~&quot;;n ds

die Koeffizienten der Entwicklungen der An nach Potenzen von s be-

stimmt er 372
) mit Hilfe seiner Integralformeln (246).

A. F. Svanbery*) schreibt den halben allgemeinen Koeffizienten

in der Entwicklung der Ableitung der wahren Anomalie nach der

368) Conn, des temps pour 1825[22], p. 383. Er gibt an, der Ausdruck
ffir die Cn sei ihm von Fruttani mitgeteilt worden. DaB er die Integrate nur

von bis erstreckt und einen Faktor 2 vorsetzt, ist unwesentlich. Er bemerkt
noch (p. 384), daB man beim Einsetzen der Werte der Koeffizienten A^ und

H in die betreffenden Reihen und Vertauschung der Reihenfolge von Integra
tion und Summation zwar unter dem Integralzeichen Reiben erhalte, die Bich

mit Hilfe von (110) bzw. (303) summieren laseen, daB das aber zu nichts fuhre,

da zur Bestimmung der Stellen, an den en diese Reihensummen sich unstetig

andern, die AuflSsung der Keplerschen Gleichung selbst erforderlich sei.

369) Berl. Abh. (1824[26]), p. 26 = Ges. Abhandl. 1, p. 92. C. P. Burger,
Diss. Lugd. Batav. 1851, p. 13 fuhrt die Entwicklungen von r und von logr bis

zu Gliedern mit 9 und gibt an, daB letztere bis zu solchen mit e
6 bereits bei

J. de Gelder, DifFerentiaalrekening 2, p. 379 stehe.

370) Vgl. E A 10, Wangerin, Nr. 41, p. 748. Bin von F[rancoeur?] verfafiter

Auszug, bull, philomat. 1826, p. 33 hebt richtig hervor, daB Bessel eben durch

die nahere Diskussion der durch die Integrate definierten Funktionen iiber Poisson

hinausgeht. Erganzungen dazu, betr. die Entwicklungen der Cosinus und Sinus

der Vielfachen der exzentrischen Anomalie nach den Funktionen der Vielfachen der

mittleren und umgekehrt, bei C. G. J.Jacobi, J. f. Math. 16, 1836, p. 12=Werke
6, p. 100.

871) Conn, des temps pour (1836[33j), add. p. 6; der Zahlenfaktor berichtigt

von F. Lefort, J. de math. 11 (1846), p. 43.

372) Ib. p. 9.

373) Upsala n. acta 11 (1839), p. 18.
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mittleren:

(249) -
in die Form

(250) An
= -*- fcos n

urn, aus der ersichtlich ist, dafi er mit dem Absolutglied der Ent-

wicklung von y = cos w nach den Vielfachen der wahren iiberein-

stimmt. Diese Funktion geniigt in ihrer Abhangigkeit von w und der

Exzentrizitat e den beiden partiellen Differentialgleichungen:

(1 -f- cos w)*^ 2f sin w(l-4-s cos wY * + wz
(l

J
)

3 =0,
/OK1\ d&quot;7 ^
(251)

(1 s
2
) a -f- (2 sin w -4- 4- sin 2 M? )^ = 0.
9* \ 2 / {to

Sie liefern Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten der Entwick-

lungen von y und seinen Ableitungen; aus diesen erhalt er durch

Elimination der hoheren Koeffizienten schlieBlich 87
*) eine Differential-

gleichung fiir den Koeffizienten von cos w in der Entwicklung von y
und eine Relation, die An und seine erste und zweite Ableitung nach

s mit diesem Koeffizienten verbindet. Diese Gleichung integriert er

durch Potenzreihen und gewinnt fiir deren Koeffizienten Rekursions

formeln; die absoluten Glieder lassen sich aus der Integraldarstellung
berechnen. Er fiihrt die Rechnung bis zu Gliedern zwolfter Ordnung
durch.

S. S. Greatheed 3
*)

fiihrt einen Hilfswinkel 6 ein, der mit der

mittleren Anomalie ebenso zusammenhangt wie die wahre mit der

exzentrischen, also durch

(252) e =

(253) - 1- 2 1&quot; cos

definiert ist; das multipliziert er mit der Entwicklung von sinp g nach

den Kosinus der Vielfachen von
,

bildet von dem Produkt die

(p l)
te

Ableitung und setzt in die Auflosung der Kepler schen Glei

chung durch die Lagrangesche Reihe ein; das gibt ihm schlieBlich:

(254) ^-a-^pi- -i) + i

374) p. 23.

376) Cambr. math. J. 1 5 (1839), p. 208.
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was so zu verstehen ist: die ExponentialgroBen sind nach Potenzen
von K zu entwickeln, alle Potenzen von A mit negativen Exponenten
sind wegzulassen, und von dem von A freien Glied ist nur die Halfte

zu nehmen.

Daran ankniipfend zeigt dann A. Cayley
3

) allgemein: ist

(255) /&quot;(A)
cos (n*a))-a^- (am= a_J

m = ao

also wenn

(256) =
z (expi w)

gesetzt wird:

(257) /&quot;(expi u) cos (n% (expi )}
= a -f- 2^am cos mu

m = l

so ist der Koeffizient von cos n in der Entwicklung von

(258)
]/l
- c

i
/-(ezpi u)

1 s cos % (expi i)

nach den Kosinus der Vielfachen von gleich

was mit Greatheeds Regel flbereinstimmt. Er gewinnt diesen Satz,
indem er den Integralausdruck jenes Koeffizienten durch partielle Inte

gration in

2 C
^J

o
l-.cosu

&amp;gt;V

COS

irt

n

Timformt und dann die Entwicklungen beider Faktoren ausmultipliziert.
A. Cauchy fuhrt die Bestimmung der Koeffizienten der in der

Theorie der elliptischen Bewegung vorkommenden Reihenentwicklungen
auf die Bestimmung der Funktionen

irt

(261)
&amp;lt;S^it

= _
J (1 cog uy (e cos u
o

zuruck 377
); er entwickelt diese in dreifach unendliche Reihen, deren

Koeffizienten von den Zahlen $l^ t (99) abhangen. In spateren Ar-

376) Ib. 34 (1842), p. 162 = papers 1, 19. Als Beiepiele behandelt er die

Entwricklungen von cos kw und sin kw.

377) Paris C. R. 11 (1840), p. 473 -. Oeavres (1) 6, p. 308. p. 510 320
gibt er enteprechende Darstellungen fur den Fall, dafi nach den Vielfachen der
wahren Anomalie entwickelt wird.

Rncyldop. d. math. Wiiienach. H 1. 59
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beiten 378
) bedient er sich der Bezeichnung:

i rt

(262) Sk
= TT I

exP* ( ku -{- ns sin u) du .

o

Auch hat er den allgemeinen Satz 379
): der Koeffizient von expi w in

der Entwicklung irgendeiner Funktion f(u) nach den Funktionen der

Vielfachen von ist gleich dem Koeffizienten von expi nu in der Ent

wicklung jeder der beiden Funktionen

(263) (1 E cos u) expi (ns cos u)f(u), . expi (ns sin u)f (u).

Die Entwicklungen der Produkte von Potenzen von Cosinus und

Sinus der exzentrischen Anomalie erscheinen bei A. Cauchy
360

} zunachst

nach Potenzen der Exzentrizitat geordnet; nachher ordnet er sie nach

den Funktionen der Vielfachen der wahren Anomalie um. Daran

schlieBt er dann381
)

die Entwicklungen von

,., COSM f COSMJ sinu sin w
(264) ^ =

F. Lefort erhalt fur die Koeffizienten der Entwicklung der Mittel-

punktsgleichung den Ausdruck:

oo n

(265) Cn
= An -\

- s, 2f
m
j cos (nu ns sin w) cos mu du,

m = 1

einmal, indem er fiir w u ihre Entwicklung nach den Funktionen

der Vielfachen von u einsetzt und partiell integriert
882

), dann, indem

er den Faktor (1 scosw)-
1 entwickelt 388

).

Einen asymptotischen Ausdruck fur einen der hier besprochenen

Entwicklungskoeffizienten, namlich fiir (243), hat zuerst

378) Paris C. R. 13 (1841), p. 686 == Oeuvres (1) 6, p. 346.

379) Paris C. R. 12 (1841), p. 88 = Oeuvres (1) 6, p. 21; mit der Symbolik

der Rechnung mit Residuen und ,,moyennes isotropiques&quot; (nr. 35) Paris C. R. 38

(1854), p. 912 und (fiir einfachere Falle, mit der Taylorschen statt der Laurentschen

Reihe) p. 949 = Oeuvres (1) 12, p. 150, 154.

380) Turiner mem. von 1831 9
&quot;), P- 74.

381) p. 77.

382) J. de math. 11 (1846), p. 144. f hat hier dieselbe Bedeutung wie

in (230).

383) Ib. p. 152. DaB er nachtraglich die Potenzen YOU f noch nach Po

tenzen von s entwickelt, ist keine Vereinfachung. Noch umstandlicher sind die

auf einem ahnlichen Weg von C. P. Burger, Dies. Lugd. Bat. 1861, p. 26 erhal-

tenen Entwicklungen.

384) Ricerche sulla convergenza della serie che serve alia soluzione del

problema di Keplero, Milano 1817 (auch als app. zu den effem. di Milano 1818;
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angegeben. Er fuhrt die Reihe (245) auf (242) zuriick, zeigt, daB
diese einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung geniigt,

integriert deren Riccatische Resolvente durch ein bestimmtes Integral
und ersetzt dieses fiir groBe Werte von n nach der hier in Nr. 109

besprochenen Methode durch einen asymptotischen Ausdruck, erhiilt

aber dabei infolge von Recheufehlern ein falsches Resultat. Das

richtige

(266) B ~ - frjE

ist zuerst aus dera Nachlafi von P. S. de Laplace veroffentlicht wor-
den 385

); er erhalt es, indem er seine Methode (Nr. 109) zunachst auf

die Integraldarstellung der Zylinderfuuktionen rein imaginaren Argu
ments anwendet und das Ergebnis ,,sans crainte&quot; auch fiir reelle Argu-
mente benutzt. C. G.Jacobi hat dann gezeigt

386
),

daB Carlinis Verfahren
nach Richtigstellung der Versehen zu demselben Resultat fuhrt.

Carlini hat die entsprechende Aufgabe auch fiir die Koeffizienten

der Mittelpunktsgleichung (245) in Angriff genommen
887

).
Indem er auf

die Funktion w = F(u) die Lagrangesche Reihenumkehrungsformel
(II B 1, Osgood, Nr. 15, p. 45) anwendet, und die Potenzen von sin

mir nur durch die gleich zu nennende Bearbeitung Jacobis zuganglich). Auszug
Giorn. di fisica 10 (1817), p. 458.

385) Suppl. a la m^c. eel, Paris 1827 =-= Oeuvres 5, p. 489. Er bemerkt,
er habe sich ,,par une autre analyse

4 von der Richtigkeit des Resultats iiber-

zeugt; dariiber scheint nichts weiter bekannt zu sein.

386) Astr. Nachr. 28 (1848) = Werke 7, p. 177. Auch Jacobi deutet an, dafi

er eine Methode zur Behandlung solcher Aufgaben besitze, ,,deren Eigentumlich-
keit aber die anderweitige Bestatigung ihrer Resultatc wiinschenswert gemacht
habe&quot;. Er hat daher Carlinis Untersuchung neu bearbeitet (Astr. Nachr. 30 (1850)= Werke 7, p. 239). Im Laufe seiner Rechnung bestatigt Carlini (p. 214 bei

Jacobi) ein von Graf Oriani gegebenes Resultat: der Koeffizient von t
n

in der

Entwicklung von Cn nach Potenzen von s iet

2

Orient s eigene Veroffentlichung (Milano effem. fur 1805) war mir nicht zu-

giinglich.

387) Vgl. Jacobis Bearbeitung, Werke 7, p. 191. Bei Gelegenheit der
fiber die Aufnahme der Untersnchung Jacobis in die Astr. Nachr. gefuhrten Ver-

handlungen teilt C. F. Gaufi im Dez. 1849 und Febr. 1850 Schumacher mit, er
sei seit mehr als 40 oder 50 Jahren im Besitz eines Verfahrens, die Aufgabe
,,auf eine ohne alien Vergleich ktirzere Art&quot; aufzul6sen. Nahere Mitteilungen
darxiber zu machen lehnt er ab (Briefwechsel zwischen GauB und Schumacher,
6 (1865), p. 51, 58; im Auszug abgedruckt auch bei L. Koenigsberger , C. G. J.

Jacobi, Leipz. 1904, p. 471, 472, 476).

59*
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nach (35) und (36), die Funktion JF () mit Hilfe von (230) ent-

wickelt und ausmultipliziert, erhalt er zunachst Darstellungen der ge-
suchten Koeffizienten durch Summen von Gliedern, die sich teils durch

Zylinderfunktionen seljzist
summieren lassen, teils Funktionen, die

Differentialgleichungen genflgen, die aus der Differentialgleichung der

Zylinderfunktionen durch Hinzufugung eines zweiten Gliedes hervor-

gehen. Im SchluBresultat heben sich die Glieder mit n~ 2

weg, und
s bleibt:

/9fi7^ /^ 1 A expVi &quot;Wi i

* \
Cn~ ^ VTf7f=7i / V

+
3~y^f&amp;gt;)

Das Verfahren von Carlini versagt, wenn die Exzentrizitat selbst eine

kleine GroBe von der Ordnung -= ist: Jacobi zeigt aber 388
),

daB dad
yn

SchluBresultat auch fur diesen Fall giiltig bleibt.

Bei A. Cauchy***} finden sich Ar&amp;gt;deutungen, daB man derartige

Probleme, zunachst ffir ganze Funktjonen von cos M und sin u, auch

mit Hilfe seiner in Nr. 109 zu besprechenden Methoden behandeln

konne: man solle als Integrationsweg in der Ebene der komplexen
GroBe s = exp iu den Kreis um den Ursprung nehmen, dessen Radius

gleich der kleineren Wurzel der Gleichung

r
(268) i_I_( _^ Jg-i)

== o

sei. Fflr s *-* 1 fallen die beiden Wurzeln dieser Gleichung in den

Punkt K 1 zusammen; Cauchy gibt fiir diesen Fall fur den Koeffi-

zienten An den asymptotischen Ausdruck 890
):

\md deutet an 891
),

daB man ihn erhalten konne, indem man den Inte-

grationsweg aus zwei Bogen logarithmischer Spiralen zusammensetze.

13. Entwicklungen von trigonometrischen und von Exponential-

funktionen. Derartige Entwicklungen hat, soviel ich sehe, zuerst

J. Zamfen 892
) veroffentlicht: er entwickelt in der Identitat:

(270)

388) Astr. Nachr. 30 Werke 1, p. 241.

389) Paris C. R. 38 (1864), p. 990 = Oeuvres (1) 12, p. 161.

390) p. 994 = 164. Die Gleichung (236) mit e = 1 tritt atieb bei dem
Problem der homalographischen Projektion auf

; vgl. VI i 4, Bourgeois und Pwrt-

wdngler, Nr. 8, p. 280.

391) p. 1034 ==- 166 (,,Sur lea services que la spirals logarithmique ptot

rendre a I astronomie&quot;).
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beiderseits nach Potenzen von ss [was jedenfalls fur |*|
= 1 v&amp;gt;Q

erlaubt 1st], multipli/iert mit gr^-\ integriert noch einmal zwischen
denselben Grenzen, multipliziert noch mit a* und setzt dann z = ?*
so erhalt er:

00

(271) C Bin px y (

2v
)

-!
i
?Jir-_^

^J \n/(n v)
n =

und durch Integration eine entsprechende Formel ftir cos fix. Die
dabei zunachst durch eine unendliche Beihe dargestellte Integrations-
konstante C driickt er noch durch ein bestimmtes Integral aus.

Im wesentlichen dieselbe Formel, mit der Bestimmung der Kon-
stanten :

(272) C= -B( /t , ft y)

hat auch Euler} durch einen von ihm selbst nicht als ausreichend
betrachteten Grenziibergang aus Interpolationsformeln erhalten; aufier-
dem hat er noch 89

*):

(273) C.Bin^

wo d sich ebenfalls durch Betafunktionen ausdriickt,

Ferner hat L. Euler die linke Seite der Identitat

(274) C ^ dr C (r&quot;+ri-&quot;)dr

J l + 2rcosa;+ r* J 1 -f 2r cosx -j- r
f

fur rationale Werte von ^ direkt durch
Partialbruchzerlegung aus-

gewertet, in der rechten unter dem Integralzeichen mit Hilfe der

Gleichung (2) nach Potenzen von r entwickelt und so erhalten 895
):

(275)

392) Math, memoirs 1, Lond. 1780, p. 83. Auch von dieser Reihe aus ver-
sucht Landen durch Integration zu -wciteren zu kommen; vgl. Note 53. Von
Landen scheint die Fonneln auch E. Waring zu haben, med. analyt. ed. 2 ,

Cantab r. 1785, p. 693.

393) Opusc. analyt. 1, Petrop. 1783, p. 186. Sein InterBase ist auf die fur

spezielle Werte von x sich ergebenden Darstellungen von Betaprodukten durch
fteihen gerichtet. Grenzubergang zu ^ -= gibt die Formel (111).

94) p. 192. Unter welchen Bedingungen ist die Gleichung richtig?
395) Opuscula analytipa 2, Petrop. 1785, p. 73 -= instit. calc. integr.

4 Petrop. 1794, suppl. V, p. 376 (von 1775). Bei Euler ergcheinen die Fonneln
zuerst in etwas unbequemer Form, er fiihrt sie dann aber in die im Text ge-
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Daraus gewinnt er noch durch Differentiation die [divergente] Ent-

wicklung :

oo

, ._, jritcosua; &quot;^U 1)*
+ n 1

(276) =
&amp;gt; r y- cos nxm ; n* 12 sin

und durch Integration die [konvergente] :

&quot;

,
,, + !

^^ I It COS (IX 1
&quot;^1 ( 1)

(2 (
&amp;lt;)

~
;

==
i &quot;T~ s j j

&quot; cos nx.

n = l

Bald darauf896
)

ersetzt er, wenngleich nicht ohne Bedenken, in (275)

/* durch pi und erhalt so
00

T &quot;

J. JFV. Pfaff
391

) geht umgekehrt von den Summen
&quot;

n2m-f 1
_

&quot;

W2m

(279) &amp;gt; -= j sin nx, &amp;gt; -i ^ cos nx
^_ i n1

ft*
^ n* fi*

n=l n=l

aus, entwickelt die einzelnen Glieder nach Potenzen von x und ordnet

dann mit Hilfe der Formel fur die Partialbruchzerlegung der Kose-

kante um. Von den so erhaltenen Entwicklungen trigonometrischer

Funktioaen geht er dann ohne weiteres zu den hyperbolischen iiber.

Durch Differentiation nach ft
erhalt er noch weitere Formeln, so daB

er die Werte von ^tp (n
2

)
cos nx, ^nq&amp;gt;(n?}

sin nx angeben zu konnen

meint, wenn
&amp;lt;p irgendeine rationale Funktion bezeichnet 398

).

Als Beispiele dafiir konnen die von P. G. Lejeune-Dirichlet auf

gebene iiber (,,pulchriorem accipiet faciem&quot;). (275) wird iibrigens aus (271) fur

v = 1 erhalten; jene Gleichung bleibt demnach auch fur diesen Wert richtig,

fiix den man nicht ohne weiteres sieht, ob Landens Schliisse sich noch recht-

fertigen lassen.

396) Petrop. n. acta 3 (1785[88]), p. 22 (von 1776).

397) Versuch einer neuen Smnmationsmethode
,

Berlin 1788, p. 42. Er

sieht, daB man die Formeln auch als Partialbruchreihen auffassen kann, hat aber

Bedenken, ob das bei transzendenten Funktionen erlaubt ist (p. 47). Fur m =
gehen P/a/fs Formeln in die von Euler iiber; fiir positive Werte von m diver-

gieren die Reihen. Die zweite Entwicklung mit m = ebenso auch bei G. Frul-

lani, mem. soc. ital. 18, 1820, p. 515 (von 1818).

398) p. 52. (Ebenso Poisson, J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 419). Daran an-

schlieBend bemerkt er, (* &quot;4&quot;

a
)~&quot;

co&nx konne man nicht angeben, wohl aber

(p. 61).
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anderem Wege
899

) gefundenen Reihen

(280)
o frS PcQBftS ft) Sof (px (in) COB (px + pit)

0| 2fi7T COS 2(171

2
Sln/ ~r~

71 j^J * T
n=l

(281)
in (pa; + /tff) ain fax + ft)-ig-.-

( l)&quot;
n

dienen.

Die Auffassung der Formeln als
Partialbruchentwicklungen ihrer

als Funktionen von p betrachteten linken Seiten ist spater von A. M.
Legendre

400
) formuliert worden. Auch er nimmt den tJbergang zu

imaginaren p, vor und findet so:

/OQON itn(ix
T Itt^r

=
^&quot;

sm nx,

Dire Rechtfertigung findet diese Anwendung der Partialbruch-

zerlegung auf transzendente Funktionen erst durch A. Cauchya Residuen-

rechnung. Cauchy gewinnt auch die Reihen (282) und (283) gleich in

seiner ersten Abhandlung, indem er seine Satze auf die Halbebene der

[i mit positiv imaginarem Bestandteil und auf die Funktionen

(284) _ _
sin (in 1 -f n* sin ft 1 -f

399) J. f. Math. 5 (1830), p. 293 = Werke 1, p. 170. Er benutzt den Urn-

stand, daB jeder der beiden Ausdrucke sich von der zweiten Ableitung des
andern nur um einen konstanten Faktor unterscheidet, um vermittelst partieller

Integration Relationen zwischen den beiderseitigen Entwicklungskoeffizienten ab-

zuleiten, die zusammen mit den Grenzbedingungen zu ihrer Bestimmung hin-

reichen; iibrigens schreibt er die Reihensummen selbst nicht explizite bin.

400) Exerc. de calc. integral 2, Paris 1817, p. 166 (publ. 1816). Er fuhrt

(276) durch Benutzung der ebenfalls divergenten Reihe (25) in (277) iiber (ebenso
A. de Morgan, differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 668). Er
unteruucht nicht, ob die Reihen konvergieren und die zu entwickelnden Funk
tionen wirklich darstellen; doch bemerkt er p. 170, daB die Formeln (277) und
(283) jedenfalls nur fur

|

x
\ &amp;lt; , (275) und (282) nur fur

|

x
|&amp;lt; gelten konnen,

obwohl eine derartige Einschrankung aus seinen Raisonnements in keiner Weise

folgt. Vgl. die nachste Note.
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anwendet 401
); dabei mufi er die Werte der zwischen den Grenzen &amp;lt;x&amp;gt;

und -f- oo genommenen Jntegrale dieser Funktionen die iibrigens,

wie er selbst bemerkt, nur als ,,Hauptwerte&quot; Sinn haben als be-

kannt voraussetzen. Nachher erkennt er, daB das nicht notwendig

ist, wenn man die Satze gleich auf die ganze Ebene bezieht 401
).

Andererseits gewinnt Cauchy die Gleichung (283) auch aus seiner

allgemeinen Relation (Nr. 106) zwischen zwei reziproken Funktionen,

indem er in ihr

(285) &amp;lt;p(x)

=
e-&quot;*, also ^-j/I.-^

setzt405).

Ferner erhalt er sie noch, indem er aus der allgemeinen Glei

chung
404

)

die Entwicklung einer beliebigen Funktion
;,nach Funktionen der-

selben Art&quot; ableitet. Die Annahme 406
):

(287) F(r) = er*l, f(x; s)
=

e&amp;gt;*

gibt die Entwicklung von exp(s#) nach den Cosinus und Sinus der

ganzzahligen Vielfachen von #; die Annahme 406
):

(288) F(r) = cos rx oder sinrjr, f(x; s)
= cos sx oder sinsar

die Entwicklungen von coasx und sinsa; nach den Cosinus bzw. den

Sinus der ganzzahligen Yielfachen von x.

Endlich erhalt er noch407
) aus der Integraldarstellung der Koef-

401) Paris m&n. pres. 1 (1827) (von 1814) = Oeuvres (1) 1
, p. 472. Die

auf Yerlangen der akademiechen Kommission [Legendie] beigefiigten Nachtrage
erlautern noch ausfiihrlich das Verbalten der Keihen an den Gultigkeitsgrenzen

der Formeln und dariiber hinans (resnme p. 503).

402) So in einer der eben genannten Stelle beim Druck beigefiigten Note;

dann mem. ear les integrates definies prises entre dea limites imaginaires, Paris

1826, p. 43 = Darb. bull. 8 (1875), p. 44 (deutsch von P. Stdckel, Leipz. 1900).

Die Reihen erscheinen auch in den spateren Abhandlungeu Cauchya wieder, in

denen die Bedingungen fur, die Auadehnung der Residuensatze auf unendliche

Gebiete scharfer angegeben sind, als es zuerst der Fall war; so ezerc. de math.

1 und 2 (1826/27)
= Oeuvres (2) 6, p. 146 und (2) 7, p. 366, 384. p. 46 des me&quot;m.

von 1825 zeigt er, wie der Grenzfall x = n sich einordnet.

403) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvrea (2) 7, p. 192.

404) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7. D. 367.

405) p. 372.

406) p. 380.

407) p. 421.
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fizienten Entwicklungen von exp (sx) nach den Cosinus allein oder

den Sinus allein.

Fourier gewinnt*
08

) die Entwicklung von in a; als Beispiel seiner

allgemeinen Darstellung der Koeffizienten einer trigonometrischen Ent

wicklung in Reihenform (Nr. 15).

Die Darstellung der Entwicklungskoeffizienten durch bestimmte

Integrale hat die Moglichkeit gezeigt, auch einen Sinus in eine Cosinus-

reihe oder einen Cosinus in eine Sinusreihe zu entwickeln; so sind

die Formeln

- coanx
&amp;gt;

1 COBflJt , 2(11 ^1 1 -f ( 1)* COB UJt

(289) sm^= ---- + - - --

(290) 1-
n =

von G. Frullani erhalten worden 409
).

S. D. Poisson*10
) gewinnt die Formeln, indem er in seiner Glei-

chung (970) unter dem Integralzeichen nach Potenzen von exp ( a)

entwickelt und gliedweise integriert; nachher 411
) leitet auch er eie aus

der Lntegraldarstellung der Koeffizienten ab.

Auch erhalt er, indem er die beiden Seiten der Gleichung (2),

nachdem beiderseits subtrahiert ist, mit -&amp;lt;&quot;* dx multipliziert und

408) PreisBchrift von 1811, Paris me&quot;m. 4 (1819/20[24j), p. 298; theorie de

la chaleur, Nr. 218 = Oeuvres 1, p. 206. Er benutzt fibrigens dabei die diver-

gente Reihe (25). E. E. Kwnmer (Preisschrift Halae 1832) erhalt diese Formel

als Spezialfall seiner Entwicklung (152) von sin
m

a:.

409) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 75, 82. Wenn ft eine ganze
Zahl iat, fallt ein Teil der Glieder weg; diese Falle behandelt Frullani p. 68,

72, 79 direkt. Die beim Grenzubergang zu p,
= zu beobachtende Voreicht be-

spricht er p. 73. Der Fall p.
= 1 auch bei Fourier, Preisschrift von 1811, Paris

mm. 4 (1819/20[24]), p. 306, 310; the&quot;orie Nr. 223, 226 = Oeuvres 1, p. 214, 217.

Frullani hat ubrigens p. 77, 83 auch die Ableitung der Formeln (275) und (277)

aus der Integraldarstellung. Spater (mem. soc. ital. 19 (1821), p. 231; von 1818)

erhalt er die Formel (289) fur fi
= 1 als Spezialfall einer Umformung von (63)

fur m =-= 1.

410) J. &amp;lt;c. polyt. cah. 18 (1820), p. 311.

411) Ib. p. 426; 19 (1823), p. 54 (an letzterer Stelle die Entwicklung von

in ii(x + JT) nach den Cosinus der geraden und den Sinus der ungeraden Viel-

fachen von x); chaleur p. 280. Ebenso G. Frullani, mem. soc. ital. 18, 1820, p. 514

(von 1818); G. S. Ohm, die galvanische Kette, Berlin 1827 = ges. Abhandl. p. 149;

E. Murphy, Cambr. trans. 68 (1835), p. 379; A. de Morgan, differential and integral

calculus, Lond. 1836/41, p. 611, 614. Ph. Kelland, theory of heat, Cambridge 1837,

p. 77; J.Dienger, J. f. Math. 34, 1877, p. 99; 0. Schloemikh, Beitriige zur Theorie

bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 18, 20, 22, 23; analytische Studien 8, Leipzig

1848, p. 43, 47; M. Ohm, System der Mathematik 9, Nflrnberg 1852, p. 329.
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von bis x integriert, dann zur Grenze r= 1 iibergeht, die Gleichung
412

)

n =

und indem er sie mit derjenigen kombiniert, die aus ihr durch Ver-

tauschung von [i mit
(i hervorgeht, wieder (282) und (283). Auch

hier ersetzt er dann p durch fit. AuBerdem ersetzt er noch 418
)

in der

allgemeinen Gleichung (vgl. Nr. 106)

(292) 4

/&quot;(I)
durch -

rechts lassen sich dann die Integrationen ausfiihren 414
) und die Reihe

summieren; so erhalt er aberraals die Gleichung (283) und aus ihr

wie fruher die iibrigen.

E. E. Kummer* 1

*} erhalt die Formeln fur /i
= einer Potenz von

als Spezialfalle seiner allgemeinen Formeln fiir die Entwicklung der

Potenzen von Kosinus und Sinus. Spater
416

)
leitet er sie fiir beliebige a

aus der Transformationstheorie der hypergeometrischen Reihen ab.

Auch sei noch die Entwicklun

(293)
n =

erwahut, die er ebenfalls als Spezialfall einer hypergeometrischen
Reihe erhalt 417

); sowie die allgemeine Formel 418
):

1

t

ff)(\A\ ^? r coanx 1 / u logw) (r cos x r*u)du
(AS*)

1 2rw cos a; + r*w !

o

0. Schlomilch* 19
) zeigt unter Benutzung der Gleichung (110), daB

412) J. ec. polyfc. 19 (1823^, p. 414.

413) Paris mem. 6 (1823[27j), p. 593 (von 1826).

414) Eben unter Benutzung der einen Halfte der reziproken Beziehung
zwischen den Funktionen (285).

415) Preisschrift Halae 1832, p. 15, 25.

416) J. f. Math. 15 (1836), p. 171.

417) Ib. p. 166.

418) J. f. Math. 17 (1837), p. 213.

419) Neue Methods zur Surnmierung endlicher und unendlicher Reihen,

Greifswald 1849, p. 15 = Arch. Math. Phys. 12 (1849\ p. 144. [Die gliedweise

Differentiation ist hier tatsiichlich zulassig.]
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die Summe der Reihe

der Differentialgleichung

(296) ^_,._.
geniigt, und integriert diese. Auch erhalt er, indem er x der Reihe

nach durch h, 3h, bh, . . . ersetzt und dann sumraiert 420
):

30

(297)
2ar in ft a; _ _x__,

T
( 1)&quot;

sinnx
*

~

( ar &amp;lt;x 4- 7i
&amp;lt; ?r, *&amp;lt;&&amp;lt;).

Anhangsweise seien hier noch die Entwicklungeu von

(298) cos (m arc cos (cos x -f- a))

nach Potenzen von a und den Cosinus der Vielfachen von x erwahnt,
die A. Cauchy**

1

) durch Anwendung der Lagrangeschen Reihenuinkeh-

rungsformel und Umordnung erhalt.

14. Andere spezielle Reihenentwicklungen. a) Von andern

speziellen trigonometrischen Entwicklungen mogen zunachst einige schon

von Fourier***) gegebene und seitdem oft wiederholte Beispiele von Funk-

420) Theorie der Differenzen und Summen, Leipz. 1848, p. 130. [Gilt die

Fonnel anch noch, wenn x kein ungerades ganzzahliges Vielfaches von h ist?J

421) Paris C. E. 16 (1842), p. 411 = Oeuvres (1), 7, p. 114.

422) Paris mem. 4 (1819/20), p. 306 (von 1811); theorie de la chaleur Nr. 223

*= Oeuvres 1, p. 123. Die Formeln sind bei Fourier mit Hilfe der Integral-

theoreme (Nr. 16) abgeleitet; sie k6nnen aber auch durch Kombination der in den

vorhergehenden Nummern besprochenen Formeln gewonnen werden. Die dritte

reduziert sich fur a = auf (409). Ph. Kelland (Theory of heat, Cambrige 1837,

p. 59) hat statt der ersten Gleichung

a ^1 sin n a .

&quot;^T
1 cos net . in fur

&amp;lt;
x

&amp;lt;
a

4- &amp;gt;

- cos nx -4- &amp;gt;
- sin nx =

2 r.^J n n ^_ n 10 fur a&amp;lt;x&amp;lt;2w

und auch (p. 64) statt der dritten Gleichung eine andere, kompliziertere. Vgl.

dariiber Note 619. Die Gleichung (300) ist bei Fourier verdruckt; berichtigt von

Lord Kelvin, Cambr. J. math. 2
6 (1841), p. 262 = math. phys. papers 1, p. 6.

W. Hopkins (Cambr. trans. 8, , p. 71) gibt die Entwicklung einer Funktion, die

gleich sin a; fur &amp;lt;&amp;lt;], gleich fur
it&amp;lt;^x&amp;lt;^2n

ist (unnOtig umstandlich).

Die Formel fur ein beliebiges Dreieck

,^( 6)x fvir 0^a;&amp;lt;6,
nx =

I f
~

I bx fur
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tionen angefuhrt werden, die in verschiedenen Intervallen verschiedenen

Gesetzen gehorchen:

y fur
&amp;lt; X &amp;lt; a,

fiir K
&amp;lt;

*
&amp;lt;

n\

tcir\r\\ ^7* COBna
(299) &amp;gt;

- - sin nx =

(300)

(301)

sin nasinnx
tt -n a

. ~
sin --- fiir &amp;lt; x &amp;lt; a,

sin (2n -f l)a sin (2n + l)a;

fiir a
&amp;lt;

x
&amp;lt; jr;

&quot;^

ffir
&amp;lt;

x
&amp;lt; a,

Tt &amp;lt;X n
fiir a

&amp;lt; a;
&amp;lt;
n

,

(* x) r..^ - - fur 3t a
&amp;lt; a:

&amp;lt;
;

-
1)* cos 2na:

12

|

fur

A. M, Legendre***) hat die ahnlichen Gleichungen

* x

~2~-i--^,

(304) log (2 cos a; 2 cos a)
=

sin n a; cos na

COB nx cosna

n

durch Rechnen mit komplexen GroBen erhalten und die erstere auch

dadurch yerifiziert, daB er in (110) und (144) x erst durch x -f- K, dann

durch x a ersetzt; doch gibt er die Giiltigkeitsgrenzen falsch an, ob-

wohl sie auf beiden Wegen richtig erhalten werden konnen.

Die Summation der zweiten dieser Reihen (mit abwechselnden

Vorzeichen, was aber nichte Wesentliches andert) ist dann auch noch

in Gergonnes Annalen*24
) als Anfgabe gestellt und von Querretf

425
)
auf

dem zweiten, von W. H. Talbot 4
**) auf dem ersten der von Legendre

erhalt G. Piola (mem. soc. ital. 20, (1831), p. 594) sowohl aus der Integr&ldar-

stellung der Koeffizienten als aus der Gleichung (113). Die Gleichung (SOI) aoch

bei /. M. C. Duhamel, 2, Paris 1840, p. 171.

423) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 198 (publ. 1816).

424) Ann. de math. 13 (1823), p. 247.

425) Ib. p. 357.

426) Ib. 14 (1824), p. 94.
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eingeschlagenen Wege erledigt worden. Ersterer gibt auch noch 4*7
)

/o/-ve\ ^^ ( 1)&quot;
1

l
C08 x ~\- COB a

(30o) &amp;gt;

- - Bin n x sm n cc = log
- r

&amp;gt;+^ n 2 D 1 -f- cos (x -(- )

n = l

sowie Formeln filr entsprechende Reihen aus Produkten von noch

mehr Faktoren 4*8
).

Alle vier Formeln (303), (304) und die aus ihnen

durch die Substitution x
\\
x -\- n hervorgehenden stehen auch bei

JR. Lobatto**9
}.

Eine Angabe der Gfiltigkeitsgrenzen fehlt bei alien

drei Autoren.

b) Die Entwicklungen

(306) er C0i * cos (r sin x)
-= 1 + cos nx

,

(307) e
rc 8 x sin (r sin x)

=^^ sin nx
n=l

Bind von Trdles\ Cauchy^, M. Ohm}, E. Lobatto), Clausen*&quot;)

und 0. Schloemilch*K) aus der Entwicklung von e durch Substitution

eines kompleien Wertes von z und Trennung des Reellen und Imaginaren,

also durch die allgemein in Nr. 2 besprochene Methode, gefunden worden.

Die Aufgabe, die Reihe (306) zu summieren, ist um dieselbe Zeit auch

in den Annales von Gergonne gestellt
486

) und von M. Pagani, M...S,

C. G., Stein und Querret**&quot;
1

) ebenfalls unter Benutzung kompleier

GroBen gelost worden. C. G. bemerkt dazu, daB man das Resultat

auch durch Ausmultiplizieren der Entwicklungen der beiden Faktoren

nach Potenzen von r, unter Benutzung des Ausdrucks von cos nx

durch die Potenzen von sin x und cos x verifizieren konne; Stein und

Querret fiigen auch (307) hinzu. Dirksen*38
) erhalt die Formeln mit

427) Ib. 13, p. 369.

428) Ib. p. 381.

429) rechercb.es
&quot;) p. 21.

430) Berl. Abbandl. 1820/21[22], p. 138.

431) Analyse algebrique, Paris 1823, IX, 2 =- Oeuvres (2) 8, p. 251.

432) Aufsatze aus dem Gebiete der hflheren Mathematik, Berlin 1823, p. 80.

433) recherches 18
) p. 16.

484) J. f. Matb. 4 (1829), p. 283.

436) Differentialrecbnung, Greifswald 1847, p. 222.

436) Der Quotient beider Fonneln steht ubrigens schon bei J. Littrow,

Petersb. mem. 7 (1816/16[20J), p. 93; 12 (1821/22), p. 321.

437) Ib. 13 (1822/23), p. 105. Querret stellt sein Verfahren ib. p. 374 noch

besonders dar.

488) Astr. Nachr. 1 (1828), col. 406. Die Darstellung durch ExponentUl-

funktionen komplexen Arguments benutzt er zur VeriBkation.
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Hilfe der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, denen die

Reihen als Funktionen von r geniigen, J. A. Grunert*39
)
aus denEntwick-

lungen von ear cos br, e
ar sin br nach Potenzen von r, 0. Schloemilch*40)

durch Grenziibergang aus den Binomialentwicklungen, J. Dienger**
1

}
mit

Hilfe von Funktionalgleichungen.

Will man die Entwieklungen (306) und (307) aus der Integral-

darstellung der Koeffizlenten ableiten, so bedarf man der Gleichungen
rt

/onoN 2 / f
cos

} f . ^ f cos n x
\ j r

n

(308) - / e
rco * x

\ \(rsmx)\ . \dx=x J Ism J
v y

I sin nxl n!
o

diese gewinnt S. D. Poisson 443
*) ,

indem er in seinen allgemeinen Glei

chungen (594) F(x) = (f
x setzt und dann beiderseits nach Potenzen

von r entwickelt.

J. Dienger
us

) stellt die Aufgabe, die Formeln

(3091

n =

2 rr r / \ / -
(
C08

1

-i- Soj (r sm x) sm (r cos x)
|

.

j

x

2 ~. , . N N f sin
)

-|
-- @m (r sm rr)

cos (r cos #)
| J

x

+ -i Sof (r sin
a;)

cos (r cos x)\
j
2$

--
i @in ( r sin *) sin (r cos x) j

81 a

]
2 j;

r x
I cos j

zu beweisen. Auch beweist er selbst 444
),

daB

COB

)
=

sm j
^-*
(n + 1)1 I sm j 1 -}- sin x J I sin

ist.

c) Die Frage nach den trigonometrischen Entwicklungen von

f
COS ) / f

COS
\ f -.

(311) (r cos x), . (r sin X)
{BID. J

v
I smj v

439) J. f. Math. 25 (1843), p. 264. Die Ableitung von e
ar

cos br nach r

laBt sich schreiben: ie
ar

cos (br -j- 0), ^o 1 cos = a, 1 sin = 6; UBW.

440) Handbuch der algebraischen Analysis, Jena 1845, p. 21; mit weniger

vollstandiger Begriindung auch J. Dienger, J. f. Math. 41 (1851), p. 53; 0. Werner,

Arch. Math. 22 (1854), p. 341.

441) ib. 34 (1847), j. J1U ^von 1845). Durch Differentiationen und Inte-

grationen nach r und ua - u s: erhalt er weitere Formeln.

442) J. ao. pi.lyt. cah. 19 (1823), p. 493.

443; ,v.-ch. Math. Phys. 9 (1847), p. 455.

444) J. f. Math. 38 (1849), p. 350 (von 1845).
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ist schon von A. Cagnoli^} aufgeworfen worden; doch begnflgt er

sich mit der Angabe der Anfangsglieder in den Entwicklungen der
niedersten Koeffizienten nach Potenzen von r. Dagegen leitet G.Frul-
/am 4* 6

) fur die Koeffizienten der Entwicklung

n=0

aus ihrer Integraldarstellung die
Differentialgleichung

(3is )

oder

her und integriert sie durch eine nach Potenzen von r fortschreitende
Reihe.

d) Die Summation der Reihe:

(315) cos x + |^^ + LJ?L?* . ,
.

2 3 r 2 4 5

ist in den Annales von Gergonne als Aufgabe gestellt worden 417
);

Querret zeigt
448

), daB sie gleich dem reellen Teil von arc sin (e
{

\
also gleich

% arc cos (sin 2x 1)
ist.

Th.
Clausen&quot;*} gibt dann die Reihen explicite an, die entstehen,

wenn man in den Potenzreihenentwicklungen von cos z, sin z, tg z,
arc sin z, arc tg z an Stelle von e eine komplexe GroBe setzt.

J. Dienger*) stellt die Aufgabe, die Gleichungen

(316) 1 . LllA---(2n--3) r C08
|r

&amp;lt;^J

n 2 4 6 (2n 2)
r &quot;

( sin |

HX

!

^ 1 T- o -,
/&amp;lt;~ 9 f COB )/l r sin x \

n }-f-2]/l zrcosoj-f-* I arctgOJ Ism J V2 g l rcosx/

445) Trigonometria piana e sferica, 1786, p. 274 der 2. franz. Ausgabe
von 1806.

446) Mem. eoc. ital. 18 (1820), p. 503 (von 1818). Wird r durch r ersetzt,
eo erhalt man die von W. Fr. Bessel (Berl. Abhandl. 1824 = Gee. Abhandl. 1,

p. 92) gegebenen Entwicklungen; vgl. Nr. 12.

447) Ann. de math. 13 (1823), p. 247.

448) Ib. p. 356, p. 380 hat er noch entsprechende Formeln fur Produkte mit

beliebig vielen Faktoren. W. Talbot glaubt ib. 14 (1824), p. 91, 94, 1 sin 2x
statt sin 2 a; 1 schreiben zu sollen, nimmt das aber ib. p. 188 selbst zuruck.

449) J. f. Math. 4 (1829), p. 283; ebenso spater J. Diengcr, ib. 34 (1847),

p. 237 (von 1845), mit Angabe der Konvergenzbedingungen. Die Reihe (316) so-

wie die aus der Entwicklung von sin z und arc tg z hervorgehenden Reihen auch

schon bei E. Lobatto, recherches * 8
), p. 11, 12.

450) Arch. Math. Phys. 11 (1848), p. 337.
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and

(317) J?_1 l-3.6...(2n-5) f C08
|- rWa;_

(n-l)n 2.4-6...(2n-4)l8in

l rcosay

zu beweisen.

e) Fflr die Reihen

(318) ^ nkr
{

*

}

n x, (k ganzzahlig)

erhalten M. 0/wn i51
) durch die Methode von Nr. 2, J. A. Grunert***) durch

Differentiation von (2) und (3) nicht eben einfache Ausdrucke.

f) Reihen, in welchen die Koeffizienten die reziproken Werte der

Prod ikte von mehreren ganzen Zahlen sind, treten schon bei J. Landen
aui dem er namlich das Integral:

sowohl nach steigenden als nach fallenden Potenzen von z entwickelt,
dann beide Entwicklungen verbindet und e = &* setzt, erhalt er 458

)

/com coe2o; cosSa; . cos4a;

TTp iTli+grri*-
X

air, /** X *

I

3 \ 1
= T 8m * +

(24 r + n)
cosx -T

und daraus:

COB 2 a; . coaSx . cosix .

und durch Verbindung beider Resultate noch:

cos3x

Entsprechende Behandlung eines analog gebauten fiinffachen Integrals

461) P^tersb. mem. pres. 1 (1830), p. 118 (von 1825); Auszug bull. Ferussac
15 (1831), p. 226.

452) J. f. Math. 25 (1843), p. 468.

453) Math, memoirs 1, Loud. 1780, p. 76.
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gibt ihm die Werte der Reihen*64
):

/&amp;lt;*9&amp;lt;U

cos So:
,

cos4x coi bx
1.3 .6 2 -4 .6 + 8 . 6 . 7* +

and:
C 8 2 X

I
COB 80; . C084X

. ^-* T &quot;*

-

Ahnlichev Reihen, in denen die Nenner der Koeffizienten allge-
meinere rationale ganze Funktionen des Index sind, erscheinen bei A.
M. Legendre

4
**)-,

er erhalt aus (2) und (3) durch Multiplikation mit
r*dr und Integration:

00 1

/ao*\ ^( I)&quot;&quot;

1
&quot; 1
sinn* . C r

adr
(325) s - --

\

-- sin x*
a n

o

C- 1
)&quot;

00&quot;^ ^

2a

und daraus weiter:

l
I yC- 1

)&quot;
00

&quot;^^
^ /&quot;(I rV- dr

a
ffl

a + w
&quot;

2 J l + ZrcoBar-j-^

1

(I)&quot;
* 1 sinn* ain a; /* (l r^r&quot;&quot;

1^
_i)(a + n + l) 2 J 1 + 2r COB* -f r1

coanx__
2 (a + l)(a+ 3)

&quot;^

(a + n - 2)(a + n)(a -f-n+ 2)

l

sin s

2
o

Fur rationale Werte von a lassen sich die Integrate durch Logarithmen
und zyklometrische Funktionen ausdrflcken. Die einfachsten dahin

gehorigen Formeln hat J. J. Ltttrow***) durch Kombination der Ent-

wicklungen (111) und (145) erhalten; naralich zunachst:

&amp;lt;329)
sin , .

log (2
cos f)

- 1 sin ,=

454) p. 79.

456) Exerc. de calc. int. 2- (1817), p. 163, 188 (publ. 1816). DaB sich Reihen

der Form

Bin

elemental aummieren laasen, bemerkt auch 0. Schroder (Comm. de snmma eriei,

Vimariae 1818, p. 31); doch fuhrt er die Rechnung nicht aus.

456) Pe&quot;tersb. m^m. 7 (1815/16[20]), p. 136 (von 1814).

EnoykJop. d. math. Wisenicb, II 1. 60
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00

x I . ^&quot;l( I)
nn8innx

(330) y cos x + T sin x =
n _i

00

/ x\ 1 1 ^1 ( I)*nco8nx
(331) cos z log ^2

cos
-j + cos a: =

n -i

(332)
- y sin x + f f cos a - -^T

und daraus noch durch Integration:
OB

X ,* 3 . ^1 ( -I)
n 8innx

(333) T (l + cos x}
-T sin x -

(&amp;gt;~i)n( + i

(334) --8

f
n = 2

Reihen, die mit (330) und (332) im wesentlichen identisch sind, er-

h&ltA.Catichy
4 *1

)
durch Anwendung derjenigen Form (630) derlntegral-

darstellung der Koeffizienten, bei welcher nur bis zu dem gerade in

Betracht kommenden Werte von x integriert wird, auf die Funktionen

cos x und sin x\ G. Frullani*} erhalt (332) einmal mit Hilfe der

Identitat:

(335)
--

dann 459
)
aus der Integraldarstellung der Koeffizienten, endlich 460

)
durch

Multiplikation der Entwicklung yon x nach den Sinus der Vielfachen

von x mit sin z; 0. Schloemilch
1

) (330) und (332) atis der Integral

darstellung der Koeffizienten, (333) durch Kombination von (330) mit

der Entwicklung von y, spater noch 468
) (332) durch Kombination

von (14) und (15).

M. A. /Stern*
63

) gibt fttr

(-I)
n 8inns

457) Exerc. d6 math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 400.

468) Mem. BOC. ital. 20, (1831), p. 695.

459) p. 696.

460) p. 697.

461) Beitrage zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1846, p. 19, 23.

462) Analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 128.

463) J. f. Math. 10 (1833), p. 216 (von 1831).
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einen Ausdruck durch eine Summe von bestimmten Integralen, der

Littrows Formel (333) als Spezialfall enthalt. Noch allgemeiner erhalt

0. Schloemilck *1
), indem er die Koeffizienten durch Betafunktionen

ausdriickt und dann die Reihenfolge von Summation und Integration
vertauscht:

(337)
J...(f4 nm + k) Uin(n +

n =

(1-rV- 1

L/*-j* !J i- 2rm cosx-f
V

speziell fur p = m = k = 1 :

/QOQ\ sn ^
I
sn2a; . snSa; . . rn x x

,
/_ . x\l

(338)
__ +__ 4.

___ + . . . -. 8in ^ L-_ tgT~ log (2
sm

-)]

Diese letztere ist andererseits auch als Spezialfall in der einen

der beiden von J. Dienqer*
65

} gesrebenen:& /DO
1

( 1)*
+1

r*
(
cos

i [
1

nx
n(n -f- 1) I sin

1
]

.

J

sin x
\

r sin x 1
f
r 4- COB x

27{ Tinx

enthalten. Erwahnt seien auch hier noch die von 0. Schlomilch* 66
} ge-

gebenen, mit (325) und (326) verwandten Gleichungen:

/ a/^A^ ^TT

t

sowie die von C. J. Malmstcn 46T
]

r,/ N
QITI _ / Yei

J

((2

g) E. E. Kummer hat darauf hingewiesen
468

),
dafi die meisten be-

kannten trigonometrischen Entwicklungen elementarer Funktionen

464) Aich. Math. Phys. 4 (1844), p. 34.

465) J. f. Math. 38 (1849), p. 351 (von 1845).

466) Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 147; aus den allgemeinen in Nr. 106

za besprechenden Formeln.

467) J. f. Math. 38 (1849), p. 17 -(von 1846); aus einer Gleichung zwiscben

zwei bestimmten Integralen. [Die Substitution von x x fur x wurde die Formel

yereinfachen.]

468) J. f. Math. 15 (1838), p. 157.

60
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sich als hypergeometrische Reihen [auf dem Konvergenzkreise] auf-

fassen lassen. Die Theorie der linearen Transformation der hyper-

geometrischen Funktionen gibt, wenn mit Cn (a, /8, y) der Koeffizient

bezeichnet und

(343) l-2rcos*-t-r&amp;gt;=&amp;lt;&amp;gt;,

gesetzt wird, die Doppelrelation:

(344) Cn(, P&amp;gt; y&amp;gt;&quot;
C08 ( x + V

oo

-/ V On(y a, y /3, y)r&quot;
cos (na? (y a /3)

w -f d)

n =
OB

Cn (a, y p, y) (-* cos (nx+ nw; + aw -f *).

n =

iir r == 1 wird:
.

(345) p = 2 sm -, w

ft bedeutet dabei eine ganze Zabl, deren Wert verachieden sein kann,

je nach dem Intervall, in dem x liegt. Die iibrigen linearen Trans-

formationen der hypergeometrischen Funktionen geben Umformungen
einer trigonometrischen Reihe in eine Summe von zwei andern.

Kummer hebt unter ihnen diejenigen hervor, welche derartige Reihen

in Potenzreihen reellen Arguments iiberfiihren 469
).

Lassen sich diese

letzteren elementar summieren, so erhalt man neue Entwicklungen

elementarer Funktionen in trigonometrische Reihen, z. B. 470V

V (v\
C08 fc 2n) ac _

Zl\n) ^-2n

(347)t} sn

2

und daraus durch Grenzflbergang zu ft
= die Entwicklung von

sin -

-y- nach den Sinus der Vielfachen von x und aus ihr durch424
Differentiation nach x die Gleichung (277) far ft

=
.

469) p. 161.

470) p. 166.



14. Andere spezielle Reihenentwicklungen. 919

Umgekehrt kann

(348) **(, 0,y, cos
-f-)

in eine nach den Cosinus der Vielfachen von x fortschreitende Reihe

transformiert werden 471
); fur die Koeffizienten der letzteren ergeben

sich durch Einsetzen in die Differentialgieichung dreigliedrige Rekur-

sionsfonneln, die sich, wenn 2y a ft
1 =0 ist, auf zwei-

gliedrige reduzieren, so daB sich die Koeffizienten in diesem speziellen

Falle durch P-Quotienten ausdriicken lassen. Die Annahme ft
= a

liefert die Entwicklung von cos ax nach den Cosinus der Vielfachen

von 2x&quot;
s
).

h) E. E. Kummer gewinnt die Formel*):

(349) log IX)=i log (2)

die Koeffizienten der Cosinusglieder bestimmt er mit HiKe der Re

lation zwischen F(x) und F(l x) }
die der Sinusglieder durch Be-

nutzung einer tntegraldarstellung von log F(x) und Umkehrung der

Integrationsreihenfolge. Er schreibt sie noch um in:

(350) logr(s) log (2sr) + log (2 sin* a;) (C+log(2*))(l 2x)

1 ^~T loe n . n= -
&amp;gt;

- - sin 2njtx.

In etwas anderer Gestalt, namlich:

(351)
- - Io8 n 8in 2nnx =

erscheint dieselbe Formel bei C. J. Malmsten*1

*).

i) Von Entwicklungen, deren Koeffizienten hohere Transzendente

vorstellen, sei erwahnt die von 0. Schldmdch*) gegebene:

(352)
- = si nn sin

n = l

471) p. 168.

472) p. 171.

473) J. f. Math. 36 (1847), p. 1. C ist die Eulersche Konstante 0,677

474) J. f. Math. 38 (1849), p. 26 (von 1846). Er erhalt sie durch Vergleichung

zweier verschiedener Ausdrucke einea bestimmten Integrals.
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in ihr 1st die Transzendente ,,Integralsinus&quot; durch

*
.

(353) six

definiert.

15. Darstellung der Koefflzienten durch. unendliche Reihen.

Der Gedanke, eine gegebene trigonometrisclie Reihe dadurch zu sum-

mieren, daB man ihre einzelnen Glieder nach Potenzen der Variabeln

entwickelt und dann die Reihenfolge der Summationen vertauscht, ist

bereits von J. Fr. Pfaff
476

) formuliert, zunachst allerdings auf Reihen

angewendet worden, von denen die meisten divergieren. Die Urn-

kehrung dieses Verfahrens, d. h. seine Anwendung auf die Entwick-

lung einer gegebenen Funktion, verlangt die Auflosung eines Systems
von unendlieh vielen linearen Gleichungen mit unendlich vielen Un-

bekannten; also erstens die Auflosung desjenigen Gleichungssystems,

das aus jenem entsteht, wenn man nur die N ersten Gleichungen
und in ihnen nur die N ersten Unbekannten beibehalt, und zweitens

deu Grenzubergang zu N= oo. In dieser Weise hat J. J. Fourier

zunachst die Aufgabe behandelt, die Funktion 1 nach den Cosinus

der ungeraden Vielfachen von x zu entwickeln 477
).

Die Anwendung
desselben Verfahrens auf die Entwicklung einer beliebigen ungeraden

Fuaktion in eine Sinusreihe liefert ihm dann fur deren Koeffizienten

den allgemeinen Ausdruck durch die unendliche Reihe 478
):

475) Theorie der Differenzen u. Summen, Halle 1848, p. 128. Er hat auch

die aus (352) durch endliche Summation hervorgehende Reihe.

476) Versuch einer neuen Summatioosmethode, Berlin 1788.

477) Schon in der Preisschrift von 1811, Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 262;

dann theorie analytique de la chaleur, Nr. 171 = Oeuvres 1, p. 149. Geringe

Modifikationen des Ausdrucks wurden hinreichen, um die Schlufiweise den gegen-

wartigen Anforderungen an Strenge geuiigend erscheinen zu lassen, bis auf den

letzten Punkt: daB die durch den Grenzubergang zu .2V = 00 erhaltenen For-

meln wirklich dem vorgelegten Gleichungssystem genvigen. In der Tat wiirde

man durch ihr Einsetzen divergente Reihen erhalten.

478) Preisschrift p. 297; theorie Nr. 217, p. 205. Es wiirde nicht ohne

Interesse sein, zuzusehen, wie und unter welchen Voraussetzungen (die Konver-

genz der Maclaurinschen Entwicklung von f(x) bis x = it wiirde zwar notwendig,

aber nicht hinreichend sein) die Schlusse durch die jetzige Theorie der Funk-

tionen von unendlich vielen Variabeln gerechtfertigt werden konnen. Ein Teil

der dazu erforderlichen Abandemngen ist ubrigens bereits von G. Darboux in

den Anmerkungen zu seiner Ausgabe der Oeuvres angegeben. Reproduziert

ist Fouriers Verfahren von If. J. Leverrier. Paris observ. ann. 1 (1855), p. 119.
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Ein anderes Beispiel einer derartigen Rechnung, namlich die Auf-

losung des Gleichungssystems

&amp;lt;

355
) m* =-

fi. (m - 1, 2, 3, )

n = l

durch:

(356)
A^&quot;^ V

,1
@i
r* ~Hm (n=l,2,3,.-)it* cosn ^J (ro

2 4- n 1
) coswur m

m = l
v

fiadet sich bei G. PioZo 479
); er schlieBt daran eine Umrechnung der

Koeffizienten der Entwicklung einer Funktion nach den Vielfachen

von ax in die der Entwicklung derselben Funktion nach den Funk-

tionen der Vielfachen von x selbst.

Zu einem anderen Ausdruck der Koeffizienten durch unendliche

Reihen gelangt G. Frullani**
}
von der Voraussetzung aus, dafi die zu

entwickelnde Funktion in der Gestalt F(m -}- COBX) gegeben sei; in-

dem er nach Potenzen von cos a; entwickelt und diese Entwicklung
dann in eine solche nach Potenzen von e

ix bzw. nach den Cosinus

der Vielfachen von x umsetzt, erhalt er:

(357) A^
wo:

/orox ^
Spater

481
) schlagt er noch einen anderen Weg ein: er schreibt sym-

bolisch:

(359) F(m + cosa;)
= JP(m) 1 -f eip

Damit ist die allgemeine Aufgabe auf die spezielle der Entwicklung
von exp (r cos x) zuruckgefuhrt. Da die Koeffizienten dieser letzteren

der Differentialgleichung (313) geniigen, schlieBt er 488
),

daB die Koef-

479) Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 605; vgl. auch die Bemerkungen p. 629.

480) Ricerche sopra le aerie, Firenze 1816, p. 4147. p. 46 zeigt er, dafi

&amp;lt;

ist. Er zieht iibrigens aus seinen Formeln nicht den SchluB, dafi eine derartige

Entwicklung immer moglich sei, sondern meint (p. 60), man mflsse sich vor ihrer

Anwendung auf anderem -Wege von der MOglichkeit der Entwicklung uberzeugen ;

Bonst wurde man unendliche oder imaginare Werte fiir die Koeffizienten erhalten,

wie bei der Taylorachen Entwicklung in denjenigen Fallen, in welchen sic ,,in

dit etto&quot; sei.

481) Mem. soc. ital. 18 (1820), p. 502 (von 1818).

482) Ib. p. 608.
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fizienten der Entwicklung jeder analytischen Funktion erhalten wer-

den konnen, indem man in den Entwicklungen der Zylinderfunktionen

die Potenzen von r durch die entsprechenden Differentialquotienten

der Funktion F ersetzt. Daran schlieBt er die Frage, wie diese Funk
tion F beschaffen sein muB, wenn ihre Entwicklungskoeffizienten einer

linearen Differentialgleichung der Form

(360)

geniigen sollen; er findet, dafi man damit auf den vorher behandelten

Fall zurflckkommt488
). Aufierdem gibt er noch eine andere sym-

bolische Darstellung, indem er

(361) F(m + p)
- F(m) -

setzt und dann die Entwicklung (291) der Exponentialfunktion be-

nutzt484
).

In ahnlichem Gedankengang zeigt A. F. Svanberg
46
*), dafi die

Koeffizienten der Entwicklung irgendeiner Funktion f(r cos x) nach

den Cosinus der Vielfachen von x der Rekursionsformel

dJL dA
(362) r-

und die einer Funktion f(u -f- v cos x) t
wo und v Funktionen von

r sein sollen, nach denselben Cosinus der Formel 486
)

(363)

geniigen; sowie fiir beide F*alle, wie sich d^ie Koeffizienten der Ent

wicklungen von
/&quot;,/* /... aus denjenigen der Entwicklung von f ab-

leiten lassen 487
).

16. Darstellung der Koefflzienten trigonometrischer Relhen

durch bestimmte Integrale. Integralausdriicke fiir Koeffizienten tri

gonometrischer Entwicklungen (zunachst fiir die unter 8 besprochenen)

sind soviel ich sehe zuerst von J. d Alembert**8) veroflfentlicht worden:

483) p. 613.

484) p. 617.

486) Upsala n. acta 11 (1839), p. 6.

486) p. 16.

487) p. 13, 16.

488) Ilecherches BUT diff. points da systeme da monde 2, Paris 1764, p. 66.

ttber die MSglichkeit, daB auch Euler die Formeln damals schon besessen hat,

vgl. man Note 8 von II A 9a, p. 646.
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den Ausdruck

(364) *

fiir das absolute Glied der Entwicklung

(365) f(x) =

erhalt er durch gliedweise Integration, unter Beriicksichtigung des

Umstandes, dafi

n

(366) fcoanxdx*=Q
o

ist fiir jeden ganzzahligen von Null verschiedenen W.ert ron n; die

entsprechende Formel fiir A
1 gibt er ohne Beweis. Die allgemeine

Formel:

(367) An I f(x) cos nxdx
o

hat zuerst A. Clairaut**9

) durch Grenziibergang zu m= oo aus der Inter-

polationsformel (II a 9 a, Nr. 3) abgeleitet. J. de La Lande*90
) gewinnt

sie von Clairauts Bemerkung
491

) aus, da8 das absolute Glied in der

Entwicklung von f(x) cos nx gleich An ist. Die heute gelaufige

Ableitung dieser Ausdriicke durch gliedweise Integration der als

richtig angenommenen Reihe (365), unter BerQcksichtigung der Re-

lationen:

n fttr m 4= n,

(368) J cos mx cos nxdx y fQr m n 4= 7

o

3t fiir m = n = 0,

findet sich zuerst in einer nachgelassenen Abhandlung L. Eulen*9
*).

Dieselben Formeln sowie die entsprechenden

/

(369) f(x)=^Bn smnx, Bn
= |J f(x) sisin nxdx

489) Paris mem. 1764[59], p. 648 (vom Juli 67).

490) Paris m&amp;lt;Sm. 1760[66], p. 316. Ebenso G.Plana, Torino mem. 1811/12,

p. 373.

491) Paris m&n. 1764, p. 647.

492) Petrop. n. acta 11 (1793[98]), p. 116 (vom Mai 1777; im unmittelbaren

AnschluB an die II A 9a, Note 20, p. 661 zitierte Interpolationsabhandlung)

Euler macht iibrigens darauf aufmerksam, dafi sich die Sinusreihen ebenso be-

bandeln laasen.
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gewinnt G. Frullani*13
)

iudem er zunachst unter Benutzung der

Gleichungen fiir seine Hilfsfunktion 0(358) den Ausdruck

(370) e -i/JF( -f Y~r cos x) dx
o

ableitet und dann die mehrfachen Integrale durch partielle Integration

auf einfache zuriickfuhrt; nachher verifiziert er sie ebenfalls durch

gliedweise Integration. J. Fourier*
1

*} gelangt zur Integraldarstellung,

zunachst fiir die Sinusreihe, indem er zeigt, daB die Funktion (vgl. 354)

(371) s
n
=

der Differentialgleichung

geniigt; nachher bedient auch er sich der gliedweisen Integration.

Verlegt man mit S. D. Powson 495
) in diesen Formeln den An-

fangspunkt der Abszissen um eine Viertelperiode, so erhalt man

Reihen, die nach den Cosinus der geraden und den Sinus der un-

geraden Vielfachen des Arguments, bzw. umgekehrt, fortschreiten.

DaB und wie man aus der Entwicklung von f(x) sin x nach den

Sinus der Vielfachen von x die Entwicklung von f(x) selbst nach den

Cosinus ableiten kann, bemerkt M. Ohm*96
).

Auf eigentiimlichem Umweg gelangt tr. Piola*9
&quot;

1

) zur Integral-

493) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 63, 66; mem. soc. ital. 18

(1820), p. 469 (von 1818) gibt er gleich die gliedweise Integration. Vgl. ubrigens
Note *80

). tJber das von Poisson wiederholt gegen Fourier ausgespielte angeb-
liche Anrecht von Lagrange auf die Gleichung (369) vgl. man II A 9a. Note 10,

p. 647, sowie hier Note 68
),

868
),

888
).

494) Paris mem. 4 (1819/20[24j), p. 301 (von 1811); thgorie de la chaleur

(Oeuvres 1, p. 210). An anderer Stelle (Paris mem. 8 (1825[29j); Oeuvres 2, p. 174)

erwahnt er, daB ihn Lacroix auf Eulers Abhandlung*
91

)
aufmerksam gemacht babe,

gibt aber nicht an, ob er die Formeln schon vorher gekannt habe. In dem von

P[oisson] verfafiten Referat fiber Fouriers Abhandlung von 1807, n. bull, philo-

mat. 1 (1808), p. 116 = Oeuvres de Fourier 2, p. 219 stehen nur die Formeln

fur die Entwicklung nacb den Cosinus der ungeraden Vielfachen des Arguments.

496) J. fie. polyt. cab. 18 (1820), p. 428; 19 (1823), p. 53. Er glaubt dabei

die zu entwickelnden Funktionen ahnlichen Bescbrankungen unterwerfen zu

mussen wie die in Note 1088 erwahnten. Die so erbaltenen Formeln stehen

auch bei J. Dienger, J. f. Math. 34 (1847), p. 88 und bei M. Ohm, System der

Mathematik 9, Nurnberg 1852, p. 320.

496) System der Mathematik 9, Nurnberg 1852, p. 320.

497) Mem. soc. ital. 20 (1831), p. 621.
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darstellung der Koeffizienten der Sinusreihe: indem er aus der Glei-

chung (369) die folgeuden ableitet:

n &amp;lt;*&amp;gt; it

I f(a) sin da ^^ J3n / sin na sin da
,

n = l

erhalt er fur die B
n

ein unendliches System linearer Gleichungen der

in Nr. 15 besprochenen Art, dessen Auflosung unter Benutzung der

Entwicklung (275) die gewunschten Formeln fiir die Bn liefert.

C. G. J. Jacobi igs
)
macht darauf aufmerksam, dafi die Integraldar-

stelluDg (367), sobald man fiber die kleinsten Werte von n hinaus-

geht, kleine Zahlwerte als Differenzen von groBen liefert und also zu

numerischer Berechnung wenig geeignet ist. Er leitet daher aus -den

Formeln von Nr. 5 die folgende

(373)

und mit ihrer Hilfe die allgemeine
n n

(374) Jf(eo* )
cos na dec =

l 3 (

1

2n _ 1)
/ #B)0) sin

ab. Von dieser letzteren gibt er dann nocn einen andern Beweis, in

dem er aus einer yon Lacroix gegebenen Darstellung der
&quot;(n I)*

Ableitung einer Potenz das Lemma 499
):

(375)
d - sin (n arc cos

und aus ihm:
2n-l

d 3
n

498) J. f. Math. 16 (1836), p. 3 = Werke 6, p. 86; reproduziert von 0. Schloe-

milch, Analytieche Studr,u 2, Leipz. 1848, p. 48. J. Liouville, der J. de math.

1 (1836), p. 195 uber aieae Untersuchung Jacobis berichtet, bemerkt nicht ohne

Berechtigung, ihre Anwendung werde in den moisten Fallen an der Komplika-

tion der Ausdriicke der hSheren Ableitungen scheitern.

499) Jacobi s Beweis dieses Lemmas auch bei D. F. Gregory, examples of

the processes of the diff. and int. calc. p. 501 der 2. Aufl. Cambr. 1846 und be!

0. Schloemilch, Differenzialvechnung, Greifswald 1847, p. 90; J. Liouville, J. de

math. 6 (1841), p. G9 gibt noch zwei audere Beweise, einen davon repioduziert

/. A. Grunert, Arch. Math. Phys. 4 (1844), p. 104; noch einen andern, durch

Entwicklung beider Seiten nach Potenzen von z, gibt M. Ohm, System der Mathe-

matik 9, Niirnberg 1862, p. 331.
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ableitet; wiederholte partielle Integration gibt dann wieder die Glei-

chnng (374). Auch erwahnt er 500
),

daB in der Gleichung
n

(377) J /&quot;(cos a) cos nuda

() H-----] da
o

die Koeffizienten a, &, c, . . . von der Funktion
/&quot; nnabhangig sind,

sich also durch irgendeine spezielle Annahme dieser Funktion, z. B.

f(e)
= cos Jen, bestimmen lass en.

Bei G. Boole*1

*)
erscheint Jacobis Formel (374) als Spezialfall

allgemeinerer Formeln, die entsteheja, wenn in Eelationen zwischen

B- und F-Integralen die Variablen durch Differentialsymbole ersetzt

werden.

E. E. Kummer* *) beweist durch. Entwicklung beider Seiten nach

Potenzen von r die Umformungen:

(378) f(p(2r?
a cos a)e

inia da = sin

2 1

(379)
-- cos nn

jtf(2rff
a cos a}ae*

nia da ==
j (1 u)

n ~ l

tp(ru)du;

_*~y
die erstere gilt fiir beliebige, die zweite, aus ihr durch Grenziibergang

erhaltene, nur fiir ganzzahlige Werte von n. Beide setzen iibrigens

voraus, daB die Taylorsche Entwicklung von
&amp;lt;p(r -f- Q) bis Q

= r

konvergiert.

Auch eine von A. Caudiy*) aus seinen Residuensatzen (Nr. 35)

abgeleitete Umformung sei hier noch erwahnt: Ist die Funktion f fiir

r
&amp;lt;

r
&amp;lt;

r
t
und fiir alle x stetig, auBer fiir einen Wert x = x (r\

fiir welchen f(x -f 0) f(x 0) gleich einer endlichen GroBe A
ist, so ist:

2 rx

(380)
/ ~&quot; * dr

500) J. f. Math. 15 (1836), p. 26 = Werke 6, p. 117.

501) Cambr. Dubl. math. j. 36 (1843), p. 216.

602) J. f. Math. 20 (1840), p. 1, 4.

503) Paris C. R. 18 (184 1), p. 1079 = Oeuvreg (1) 8, p. 233. Die Anwendung

auf die in Nr. 9 besprochenen Entwicklungskoeffizienten gibt deren Darstellung

in der gewohnlichen Form hypergeometrischer Integrale.
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17. Reihen, die Cosinusglieder und Sinusglieder nebeneinander
enthalten. Entwickelt man im Intervall (0 . . .

;r) eine gerade Funktion

&amp;lt;p(x)
nach den Cosinus oder eine ungerade Funktion ^(x) nach den

Sinus der Vielfachen von x, so gelten die Entwicklungen von selbst

auch im Intervall ( ... 0). Infolgedessen kann man, wie J. .Fourier 504
)

zuerst bemerkt hat, eine fiir das ganze Intervall
( n . . .

jr) gtiltige

Entwicklung einer beliebigen Funktion f(x] dadurch erhalten, daB

man sie als Summe der geraden Funktion

(381) ,(,)_ffl

und der uiigeraden

(382) *(,) = m=g=*
darstellt und jeden dieser Bestandteile fiir sich entwickelt. Die Inte-

gralformeln fiir die Koeffizienten konnen dann vermoge der Identitaten

it a

J &amp;lt;p(x)
sin nxdx = / #(#) cos nxdx = 0,

n

J &amp;lt;p(x)
cos nxdx j tp(x) cos nxdx,

-It

n

J il&amp;gt;(x)
sin nx dx =J il&amp;gt;(x)

sin nxdx
-n o

in die Gestalt:

(383) 6} i AW I
-BJ *J w

lsi

ubergeftihrt werden, in der nur noch die gegebene Funktion f(x) auf-

tritt; und in dieser Gestalt konnen sie auch direkt durch gliedweise

604) Throne Nr. 283 Oeuvrea 1, p. 227. In der Preisschrift von 1811 ist

diese allgemeine Auseinandersetzung weggelassen, dock werden ikre Resultate

benutzt. Th&quot;6orie Nr. 396 = Oeuvree 1, p. 462 gibt er an, daB und wo das auf

(384) beruhende Integral der Gleichung der Warmeleitung in einem linearen Leiter

sich bereita in seiner ersten Abhandlung von 1807 finde; G. Darboux konstatiert

Oeuvres 2, p. VII, er babe alle solche Angaben mit Hilfe des inzwiscben wieder

aufgefundenen Manuskriptes von 1807 nacbgepruft und, wie nicht anders zu er-

warten gewesen eei, richtig befunden. Die Scblufigleichung ist in der Form

+ OD I

f(x) = -^^ ff cos (n x - n) d

nm-a&amp;gt;

bereits ann. chitn phys. 8, (1816), p. 361 mitgeteilt.
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Integration der Reihe

y
cos fna: cos

(384) f(x) 14,+4, cos nx + Bn sin nx

n=l n=l

unter Beriicksichtigung der Identitaten:

fur m 4= w,

jr fur m = n 4s
0&amp;gt;

tf far w = n 0;
n

(385) ,TCOS mic 8^n nxdx = (auch fur w = n);
-j*

j?
f

fur ro ={= n,
/ sin ma; sin warda; =

{ ... , n/ I fur m == n =4=

erhalten werden 6
).

Dieselben Formeln finden sich bei Fr. W. Bessel*
06

),
in einer dieser

Zeit angehorenden, erst kiirzlich veroffentlichten Niederschrift von

C. F. GawyS
507

),
sowie bei G. Ptowa 508

).

In noch einfacherer Gestalt erscheinen diese Satze bei Benutzung

komplexer GroBen: Lafit sich eine Funktion f(x) durch eine Reihe

der Form

(386) f(a&amp;gt;)

=

darstellen, so folgt aus der Relation:

fur ro4=n/

(387) /
e^
m -^ixdx=

J 2it m n

506) p. 230. In der Literatur der nachsten Zeit wird meist nicht diese, son-

dern die erste Ableitung Fouriers reproduziert; so bei A. de Morgcw
7
) p. 777;

bei A. A. Cournot, the*orie dea fonctioc^ 2, Paris 1841, p. 216; bei 0. Schloernilch,

Beitrage zur Theorie beatimmter Integrals, Jena 1843, p. 26; Analytische Studien

2, Leipzig 1848, p. 66; bei M. Ohm, System der Mathematik 9, Niirnberg 1852,

p. 308.

506) Berl. Abhandl. 1816/1 7[18] (gee. Abbandl. 1, p. 17); Zeitachr. f. Aatron.

5 (1818), p. 367. In einem Briefe an Olbers (Briefwechael 2, Leipz. 1852, p. 86)

wundert er sich daruber, daB die Sacbe nicht bekannt sei.

507) Werke 8, p. 469. Der Herausgeber erwahnt p. 603 eine Tradition, nach

der Gaufi die Formeln vor Fourier gehabt habe. In einem andern NachlaB-

fragment (Werke 3, p. 436; vom Herausgeber p. 494 ins Jahr 1808 gesetzt) stehen

nur die Formeln fur die Cosinusreihe. Vgl. ubrigens die Tagebuchnotiz ron 1797,

Nr. 87. GauB Bekanntschaft mit der Integraldarstellung fur JL geht auch ana

dem zu Beginn der ,,determinatio attractionis&quot; ausgesprochenen Satze hervor

(Gott. comm. rec. 4 (1818) = Werke 3, p. 333).

508) Torino mem. 25, 1820, p. 142; Ableitung wie bei Fourier.
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dafi

*
/

i)e-&quot;*dx

sein mufi. In dieser Form erscheint der Satz bei P. S. de Laplace:
zuerst 509

) fur das von &amp;lt;** freie, dann 510
) auch ffir ein beliebiges Glied

einer nach beiden Seiten abbrechenden Reihe bei der Darstellung des

mittelsten bzw. des allgemeinen Gliedes einer Binomial- oder Poly-

nomialentwicklung fiir die Zwecke von Wahrscheinlichkeitsunter-

suchungen, weiterhin 511
) fur cine nur Glieder mit positivem n ent-

haltende Reihe als ein Mittel, um aus der Darstellung der Losung
einer Differenzengleichung mittelst einer erzeugenden Funktion ihre

Darstellung durch ein bestimmtes Integral abzuleiten. Spater ist diese

Darstellung von A. Cauchy viel benutzt worden 518
); selbstandig scheint

sie auch A. Qu. Gregan-Craufurd*
13

) gefunden zu haben.

H. G. v. Sckmidten 514
) erhalt die Formel in der Gestalt

-j- eniaef(e~
ix

) }
dx

bei Gelegenheit von allgemeinen Untersuchungen fiber die Berechnung
bestimmter Integrale durch Reihenentwicklung, durch Grenziibergang
von Potenzen zu Exponentialfunktionen.

Von den Formeln dieser Nummer kommen Deflers
515

) und

509) Paris mem. 1782[85] = Oeuvres 10, p. 270; reproduziert theorie ana-

Ijtique des probability , Paris 1812, p. 152 der Ausg. von 1847 = Oeuvres 7,

p. 140. Da er mit einer geraden Funktion zu tun hat, schreibt er - - I statt

n

1 C
J

610) Paris mem. 10, 1809[10] = Oeutres 12, p. 309; probab. p. 149.

511) Probab. p. 84. Er findet aber, wegen der komplexen Form k6nne man

doch nichts damit anfangen, und wendet sich wieder anderen Darstellungsformen

zu. Ubrigens hat er bier (
n -\- n) als Integrationsgrenzen.

512) Z. B. Paris C. B. 11 (1840), p. 468; 12 (1841), p. 89; 13 (1841), p. 318,

851; 15 (1842), p. 264 = Oeuvres (1) 6, p. 303; 6, p. 22, 282, 366, 7, p. 95.

613) Essay on the development of functions, Lond. 1844, p. 28.

614) Ann. de math. 12 (1822), p. 216; in wenig veranderter Gestalt disqu.

de seriebus et integr. def., Havniae 1825 (nach dem Bericht Bull F^russac 6

(1826), p. 105). Er geht von der Auffaasung der Integration als einer distribu-

tiven Funktionaloperation (II A 11, Pincherk, Nr. 6, p. 768) aus.

516) Bull, philomat. 1819, p. 165.
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Poissow 616
) zu denjenigen der vorigen zuriick, indem sie die ersteren

auf eine Funktion anwenden, die im Intervall (0 . . . it) mit f(x), im

Intervall (
it . . . 0) mit identisch ist, und die so erhaltene Glei-

chung mit der entsprechenden Entwicklung von f( x) verbinden.

Einfacher kann dieser Riickweg dadurch gefunden werden, dafi

man die ersteren auf eine gerade bzw. ungerade Funktion anwendet.

Mit dieser Auseinandersetzung hat W. Thomson (Lord Kelvin), der

eine Bemerkung dartiber bei Fourier vermiBte, seine wissenschaftliche

Tatigkeit eroffnet 617
).

DaB man, wenn man in den Integralen (383) statt von bis 2jr

nur von bis % integriert, die Entwicklung einer Funktion erhalt,

die von bis n gleich f(x), von it bis 2 it gleich ist, verifiziert

A. de Morgan
618

)
noch mit Hilfe derjenigen fur das Intervall (0 . . . JT)

geitenden Entwicklungen von f(x), die nur Sinus- oder nur Cosinus-

glieder enthalten.

Ersetzt man in den Gleichungen (383) die Variable x durch ^y- ,

also die Integrationsgrenzen durch + I, und schreibt dann fur Hy
wieder f(x), so erhalt man die fur I

&amp;lt;
x

&amp;lt; -f- 1 gultige Forme!

(389) f(x)-.

mit:

(390)

Man kann auch noch den Anfangspunkt der Abszissen verlegen

und dann schreiben:

/orn\ ff \ l^i &quot;STT f A Znnx
, & Znnx~\ . -,

(391) f(x) -. T A, +2. [A COS ^T^ + ^ sm &~a j
&amp;lt; x &amp;lt;

b
&amp;gt;

n = l

mit:
b

(392^ j
-

jJL.
f
f(a) (

COB
I ^da.Bn l b aj ^

I am J 6 a
a

Die erste Umformung ist von Fourier 519
) angegeben; sonst 580

) werden

516) J. fie. polyt. cab. 18 (1820), p. 424; 19 (1823), p. 436; chaleur p. 191.

617) Cambr. math. j. 2
6 (1841), p. 258 (P.Q.R. gezeichnet) = Math. phys.

papers 1, p. 1. Die Sache ist bei ihm etwas umstandlicher auggedruckt, da er

nicht und -f- * sondern und 2 n als Integrationsgrenzen h^t.

518) Diff. and int. calc
,
London 1836/42, p. -777.

519) Preisschrift von 1811, p. 329; the&quot;orie Nr. 234 = Oeuvree 1, p. 231.
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die Formeln auch vielfach gleich in dieser Gestalt abgeleitet; in der

zweiten Gestalt erscheinen die Formeln bei A. Cauchy**
1

).

18. Entwioklung naoh den Fnnktionen der uugeraden Viel-

faohen des Arguments, a) Die Reihen yon Nr. 5 enthalten nur un-

gerade Vielfache des Arguments, wenn der Exponent eine ungerade
Zahl ist. 1st er eine positive solche Zahl, so brechen sie ab; ist er

eine negative, so divergieren sie; so schon die beiden von L. Eider

gleich bei seiner ersten Beschaftigung mit solchen Reihen ange-

gebenen
621

):

(393) cos x cos 3 x + cos 5x 1 = -
,

2 coax

(394) sin x -+ sin 3x 4- sin 5x 4-4- H -4
2 sin x

Dieselben Reihen und aufierdem die beiden ebenfalla divergenten:

(395) cos x -j- cos 3ff + cos 5a? -f- -f- + =
0,

(396) sin a; sin 3 # -f sin 5 a;
1

=
erhalt er auch noch, indem er in den Gleichungen (4), (5) x= 2a setzt

528
).

In der Literatur der folgenden Jahrzehnte treten sie dann haufig auf
;

so bei A.J.LexeLl^}, bei Klugd\ bei Traces 626
),

bei 8. D. Pmsson),
bei J. A. Eytelwein}, bei H. Breen), bei R Lobatto}.

b) Allgemein treten nur Funktionen der ungeraden Vielfachen des

Arguments auf, wenn eine der Gleichung f(it x) f(x) ge-

nugende Funktion nach den Cosinus, oder eine der Gleichung f(x x)=
f(x) geniigende nach den Sinus der Vielfachen des Arguments ent-

wickelt wird. Derartige EntwickluDgen konnen also dadurch erhalten

520) Z. B. bei Poisson, J. ^c. polyt. cah. 19 (1823), p. 433.

621) Exerc. de math. 2, 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 410; vgl. dazu die Be-

merkungen p. 429. Bei 0. Schloemikh, analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 67

ist zwar 6 auch beliebig, aber a gleich Null genommen.
522) Petrop. n. comm. 6 (1754/56[60]), p. 169, 172.

523) Ib., p. 203.

524) Ib., 18 (1773), p. 44, 49.

526) Mathematischee Worterbuch 2, Leipz. 1805, p. 588.

626) Berlin Abhandl. 1812/13[16], p. 239.

527) J. e&quot;c. polyt. cah. 18 (1820), p. 315; 19 (1823), p. 409. Die Reihe t396)

erscheint auch in der 2. (nicht in der 1.) Auflage von Poissons trait^ demecanique 1,

Paris 1833, p. 638 als Entwicklung einer Funktion, die im Intervalle (0 . . . n]

uberall gleich Null ist, auBer bei x /2.

528) Grundlehren der hoheren Analysis 1, Berlin 1824, p. 461.

629) Treatise on the summation of series, Belfast 1827, p. 83; vgl. aber

Note 84).

530) Recherches 18
), p. 3, 6.

Encyklop. d. math. Wieenoh. II 1. 61
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werden, daB die Entwicklung irgendeiner Funktion f(x) mit der von

f(rt x) durch Subtraktion bzw. Addition verbuilden wird. In

dieser Weise hat bereits J. Landen aus der Gleichung (110) erhalten 581
)

:

/OATN , sin 3 a: . sin 5 a; .

,
,

(397) sm x H--3
- + -g + + + =

-j*

aus der Gleichung (113)
588

):

/ortoN i
eosSa:

,
coabx

,
/ \

(398) COB * + - + - + 4- H---- T (T -*);

aus der Gleichung (14)
5M

):

(399) r cos x -fy cos 3 a; + cos 5*+ -f- + = ^ ^gilarcol^
und aus (320) und (323)

5M
):

fAf\-[ \
cos 3 x

|^
cos 5x

|^
cos 7 a;

,

.
,4U1

IT~2i
~~

^T~3T
~~

Hj*74*
&quot;&quot;

==
4(y *) sina;H- (y

-- 2^ra: -f 2x*
3)

cos *,

///&amp;gt;T\
cosSa;

._
cosSa;

.^
cos 7 a;

_j
.

,

It 73175&quot;*
&quot;T sT-giTT i T 577^9^ ~t

Andere Reihen dieser Art erhalt er durch Anweudung des Ver-

fahrens der Nr. 2 auf Potenzreihen, die nur Glieder mit ungeraden

Exponenten enthalten, so aus der Reihe fiir arctg^
535

):

cosSa; . cos5a; *
(403) cos a: --

^ -\
--^---1

----- == T ;

und in ahnlicher Art 536
):

(404) rainx r3 sin 3x -f- r5 sin 5x ---
1

------ =
1 _ r i

(1 -|- *&quot;)

(405) r cos r3 cos 3# -f- rs cos oa; - =
^ _ r

631) Math, memoirs 1, Lond. 1780. p. 70.

632) p. 74.

533) p. 104; fur r= 1 schon p. 81, aus Gleichung (144). Vertauschung von x

mit it x ist hier gleichbedeutend mit Vertauschung von r mit r. Fur r = 1

steht die Reihe auch bei Trolles, Berlin Abh. 1812/13[16], p. 283.

534) p. 78, 79.

536) p. 80.

636) p. 100, 102. Die Reihe (407) ebenao bei L. Evlcr, Petersb. me&quot;m. 5

(1812[16]), p. 65 (von 1780), die Reihe (406) bei Querret ann. de math. 13 (1822/23),

p. 354 (ihre Summation war ib. p. 247 als Anfgabe gestellt worden). Bedenken,

die man gegen das Rechnen mit trigonometrischen Funktionen imaginaren Argu

ments haben konnte, glaubt er p. 393 dadurch beseitigen zu kSnnen, dafi er in

die Integraldarstellung der cyklometrischen Funktionen eine komplexe Variable
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und daraus durch Integration:

/ tf\f&amp;gt;\
r *

i
*&quot;* e 1 2 r cos x

(406) r coax -- cos 3 x -4- cos bx ----= arc is - -r ;
3 5 2*1 r 1

fAf\n\ r *
o i

r &quot;

e 1 i 1 + 2r icosffl -j-r
1

(407) ramx ---8m3x+ . sin5z ----= _lOg3 o 4 e l 2r -- 15

oder durch eine geeignete Modification des Verfahrens, das ihn zu den

Reihen (320) (324) fiihrt, so aus dem Integral

die Reihe 587
):

n3a: sin 6x . sin 1x

c) Die Pormel:

sin Zx
,

sin/yir.n s .

sin

hat Z. i?wZer588) durch Spezialisiemng von v aus seiner allgemeineren

Gleichung (141) erhalten; Differentiation gibt ihm die Gleichungen

/i-if\\ n cos 3x
,

cos 6 a:- = COS X --
3 + g

---
1

-----

und (396), Integration:

cos 3 a; . cos 6 a;

Fourier leitet die Gleichung (410) zunachst auf dem in Nr. 15

zu besprechenden Wege ab; nachher verifiziert er sie noch mit Hilfe

einfuhrt. Die Reihen (406) und (407) stehen auch bei J. Dienger, J. f. Mfrth. 34

(1847), p. 241 (von 1845); (407) auch bei M. Ohm, System der Mathematik, 8,

Nurnb. 1851, p. 126; 9 (1852), p. 323.

537) Landen p. 75.

538) Opusc. analyt. 1, Petrop. 1783, p. 173 (von 1772). Dafi die Gleichung

nur fur

richtig ist, wahrend fur

der Wert der rechten Seite

ist, bemerkt ersl Fourier Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 314; ann. chim. phys. 3

(1816), p. 362; the&quot;orie dela chaleur Nr. 228 = Oeuvres 1, p. 221, ebenso Poinsot url

und Peacock, Brit, assoc rep. 3, f. 1833, p. 253.

6T



934 II A 12. H. Bwkhardt. Trigonometrische Reihen und Integrale.

der Gleichung
689

)

s*m\ COB 3X
,

CO86JC ( 1) /o ,
-v

(412) cos * -
3 h 5 2Ni (**&quot;

rfaJ. fai
2 J

&quot;

cos a

und mit Hilfe der Arcustangensreihe
5*

).
Die Reihe (398) gewinnt

er mit Hilfe der Integraldarstellung der Koeffizienten 541
).

Durch Inte

gration erhalt er noch (409)
5

&quot;).

Sonst werden alle diese Reihen vielfach aus der Integraldarstel

lung der Koeffizienten abgeleitet; so bei D. F. Gregory}, J. M. C. Dvr

fcamd 54
*),

0. ScUoemilch}, M. Ohm}. V. A. Lebesgue} beweist

die Ricntigkeit von (397) fiir x/x = einem irreduzibeln Bnich mit

durch 4 teilbarem Nenner direkt mit Hilfe der Partialbruchzerlegung

der trigonometrischen Funktionen und der Summenformeln II A 9 a (3).

539) Paris m&n. 4 (1818/20[24]) (Preisschriffc : von 1811), p. 270; Theorie

^r !79 _ Qeuvres 1, p. 169. Er bemerkt (Preisschrift p. 273; Throne Nr. 184

= Oeuvres 1, p. 164), dafi man auch die Gleichung (397), die er irrtumlicher-

weise fur neu halt so gewinnen konne; die Ausfuhntng dieser Rechnung

findet sich bei Deflers, Bull, philomat. 1819, p. 163. Das GultigkeitsintervaU

bestimmt sich, wie Fourier bemerkt, bei dieeem Verfahren dadurch, da6 nicht

iiber eine Unendlichkeitstelle weg integriert werden darf
; S. Earnshaw (Cambr.

trans. 8
8 , 1847, p. 267) bestimmt es durch Grenziibergang von der Reihe

H-- cos n x her.
n

540) Ann. chim. phys 3 (1816), p. 360; The&quot;orie Nr. 189 == Oeuvres 1, p. 169.

Er benutzt iibrigens nicht die Entwicklung von arc tg z selbst, sondern die von

arc tg z -f- arc tg z~ V obwohl er selbst bemerkt, dafi diese fur alle reellen z

divergiert. Die Ableitung aus der Arcustangensreihe auch bei E. Lobatto, Re-

cherches l8
), p. 9 und bei M. Ohm, System der Mathematik 8, Niimberg 1851,

p. 126.

541) Preisschrift p. 305, 310; The&quot;orie Nr. 222, 225 = Oeuvrea 1, p. 212, 216;

ebenso G. Frullani, Ricerche sopra le eerie, Firenze 1815, p. 61. Mem. soc. ital.

18 (1820), p. 517 (von 1818) gibt Frullani die Reihe als Beispiel fur die zweite

seiner Mer in Nr. 15 besprochenen Methoden.

542) Preisschrift p. 272; Ann. chim. phys. 3 (1816), p. 362; Th&amp;lt;orie Nr. 181

= Oeuvres 1, p. 161.

543) Cambr. math. J. ls ,
1838, p. 117.

644) Coure d analyse 2, Paris 1840, p. 170.

645) Bettrage zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 18, 22; ana-

lytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 43, 46.

546) System der Mathematik, 9. Niirnb. 1852, p. 322.

547) J. de math. 15 (1850), p. 236.
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Indem er dann x durch x + y und durch x -f ^ ersetzt, erhalt er

die Summen der Reihen,

*(*+*)

_ -&amp;gt;\ . ein(2n-f l)g

2n+l
/^icn n =

_

f_ n~~l

Da8 die Summon der Reihen

_
(414) V ~

^&quot;fr (* + *)* V^ ( 1)* COB (2n
8

fur jedes positive ganzzahlige m gleich rationalen ganzen Fuuktionen
von x sind, zeigt J. Fr. Pfaff) auf dem in Nr. 7 erwahnten Wege,
A. M. Legendre) durch Entwicklung beider Seiten der Gleichungen
(437) und (438) nach Potenzen von p und Koeffizientenvergleichung.
A. L. Cauchy gewinnt die ersten von ihnen aus der Integraldarstellung
der Koeffizienten; allgemeine Ausdriicke ihrer Summon durch Residuen-
formeln erhalt er 550

), indem er die Formeln (119), (120) (vgL (125))
mit den aus ihnen durch die Substitution von. 2x fur x entstehenden

verbindet. DaB die Koeffizienten dieser ganzen Funktionen von x sich

durch die Summon

(415) 1 2m + 3m 4m -\
----- -\-xm

ausdriicken lassen, scheint zuerst J. Dieng&r
1
) bemerkt zu haben;

wird zur Abkurzung

1
8ro+l

548) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 38.

549) Exerc. de calcul int. 2 (1817), p. 170 (publ. 1816); ebenso S. D. Poisson,
J. EC. polyt. cah. 18 (1820), p. 313, der es ubrigens bequemer findet, sie yon der

divergenten Reihe (396) aus dutch sukzessive Integrationen zu erhalten. Spatcr

(m^canique 1, p. 651) bestimmt er die Koeffizienten fur 2i = 2 mit Hilfe der

Integraltheoreme und integriert erst dann. Wenn er ib. 2, p. 345 die Reihe fur

2m -(-1 = 1 nicht direkt aus flem Integraltheorem ableitet, sondern dieses erst

auf die Funktion x anwendet und dann differentiiert, BO beruht das auf den

unter 108S
) erwahnten Bedenken. Die aua diesen Formebi sich ergebenden Ent-

wicklungen der Potenzen von x direkt aus der Integraldarstellung der Koeffi

zienten bei W. E. Hamilton, Dubl. trans. 19 (1843), p. 297.

660) Exerc. de math. 2, 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 420.

551) J. f. Math. 34 (1847), p. 96; in anderer Form p. 97.
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gesetzt,
so lauten seine Gleichungen:

&quot;

4 (2m)!
71 =

2m-4
4- F. ___|_ . . . _i_ FJ

(2m 4)!
X

&quot;&quot;

IV&quot;^ (
~ ir 8in (2n + 1}X - - *2m

&quot; 1

-I- F a?
&quot;ro &quot; 8

(2n-l-l)
2w + 1 4 (2m -1)1 r-^i(2m 3)!

Die Summen lassen sich ihrerseits aus den in Nr. 7 besprochenen

Bernoullischen Funktionen und den Summen

(419) i+ 3- + 5-+ +
ableiten. Fiir die letzteren geben J.Fr.W.Herschel*} und

Ausdriicke vermittelst der Differenzen der Null; fur die ersteren selbst

gibt Oettinger***) kombinatorische Ausdriicke.

0. Schloemilch*} erhalt aus den Formeln. von Nr. 7 durch end-

liche Summation
0&amp;gt;

n fit \ __ Vl cos(2n -|- 1)#

(420)
i^ *)

=
-&quot;(* +W

d) Die Entwicklungen der Potenzen von cos x oder von cos 2x

nach den Cosinus der ungeraden Vielfachen von x erhalt A. OawcAy
656

)

durch geeignete Kombination von speziellen Fallen seiner allgemeinen

Formel (421).

Fiir die Potenzen von cos und sin finden sich derartige Ent-
t* i

wicklungen bei E. E. -STwrnwer 557
).

e) A. CaMC%
568

)
erhalt durch Kombination der Entwicklung (96)

mit derjenigen, die aus ihr durch Ersetzung von a durch 2 a hervor-

geht, die folgende Entwicklung der Potenzen von cosm x nach den

55-4) Collection of examples (221), p. 62 der tTbersetzung.

563) Treatise (221), p. 21.

554) J. f. Math. 16 (1837), p. 187.

555) Theorie der Differenzen und Summen, Halle 1848, p. 129. MuB x ein

ganzzahliges Vielfaches von h sein?

556) Exerc. de math. 2, 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 424.

657) J. f. Math. 14 (1835), p. 119.

558) Exerc. de math. 2, 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 424.
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Cosinus der ungeraden Vielfachen von ax:

00

(421 ) cos*&quot;x= ff- (- M V-m &quot;

epeziell far a = 1 aufier [Eulers] Gleichung (361) noch:

(422) cos8 x = - F^^ + C088a? -- f?L*f? 4- ^l7 *
1

Jill -3 1-3-5 ft. 5.7^5.7.9~ J
und fiir a = :

(
423

)
2~r^

= cos x -f- y cos 3z y cos 5x
ycos 7a? + + -

(424) i.......^!^ i ^f I
cosx_ coslx COB9x ]\

4}/2
3 1.6 &quot;~3TF&quot; &quot;&quot;6^9 T.~IT~

E. E. Rummer} gewinnt Fonneln derselben Art, zunachst fur a=
1,

indem er die Entwicklungen der Potenzen von cos x nach den Cosinus
der geraden Vielfachen von x noch mit cos a; multipliziert und die

Produkte trigonometrischer Funktionen in Summen veiwandelt; so er-

halt er:

\2cosx\-} r(m + 2)
r/epe) m-i(coBl

i2sina:|&quot; J (r(
ffl +^ Ll 8^

J
h m + 3lsinj

d

, (m-l)(m-3) fcosj
I

(!-.)(,&amp;gt;i)lin|
p

&quot;J/

wodurch die Bestimmung des Koeffizienten B in Poissons Gleichung
(62) geleistet isi Die Annahme m = gibt wieder die Gleichungen
(397), (403), m = 2 gibt (422).

Weiterhin 560
) kommt er, indem er die Gleichungen (425) mit-

einander multipliziert, dann rechts die Produkte trigonometrischer
Funktionen in Summen verwandelt und schlieBlich noch x durch

y x ersetzt, zu Entwicklungen der Potenzen von cos 2x und

sin 2x nach den Cosinus oder Sinus der ungeraden Vielfachen von x;

669) Preisschrift Halae 183-2, p. 13; J. f. Math. 14 (1835), p. Ill, 121.

660) Preisschrift Halae p. 19. Die Gleichungen (426) und (428) sind insofern

vollstilndiger als (423) und (424), als sie die Summen der Eeihen auch aufierhalb
der dort allein beriicksichtigten Intervalle angeben.
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speziell zu den folgenden:

(426) cos x -\- y cos 3a? COB bx --=- cos 1x -f- -j
----

(427)
--r- sin 3 a; y sin 5a;

-j--^
si*1 h

4}/2rooBX cos So; cosSx
(08). ==|= + + 8 . 7* L

COB 7 a;

6-9

cos 9 a;

7-11

.

,

~i

&quot;i i

&quot;

cos2a: _.

f*9&amp;lt;H ilSf!* &quot;k 3*
4-

8in5a?
-I-

Bin7a; _ 4- 4- .

^TLTTF&quot; TTT 3-7 6-9 J

cos 2x

\ 4 * /

-1 = sin 2x
i

(0 &amp;lt;&amp;lt;ar) ;

(431) JLpj&quot;
4- ^-^-j-^-l?-. + --]

= sin 2^

(430)
8 rcoax coaSjB coa6x cos7a;

V LTHf
~

1-6 ~8TT
&quot;

6-9
&quot;

Wiederholong des Verfahrens ffihrt zu entsprechenden Entwicklungen

der Potenzen von cos 2rx und sin 2r a; fitr beliebige ganzzahlige r 661
).

Andererseits erhalt er, indem er immer wieder die Funktionen

des ganzen durch die des halben Winkels ausdruckt, auch Entwick-

longen von cos -^ nach den Cosinus der ungeraden Vielfachen von Xj

speziell^
68
):

561) Ib. p. 21; auafohrlicher J. f. Math. 14 (1836), p. 114.

562) Ib. p. 30. Von den entsprechenden Formeln fur die Potenzen der

Coainus solcher Winkel gibt er nur den Weg zu ihrer Ableitung und eine Inte-

graldaratellung der Koeffizienten.
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cos 8g .

rnnB

(433) eos |

(!&amp;lt;*&amp;lt;-)

Andere [Formeln dieser Art hat Kummer aus der Theorie der

hypergeometrischen Reihen erhalten; so die folgende
568

)

(434)

rfi
3*

Wird in ihr speziell a = /3
=

/t genommen und a; durch -r a:

ersetzt, so ergibt sie (432).

f) Die Entwicklungen
00

( 1)* sin (2n -f J)x

finn\ v^ofiu,
&quot;V

( l)
w
(2n -J- 1) COB (2n-f- 1)#

~T~ ii

==* ^j /-9_L 1\_ .,* ~&quot;&amp;gt;

(438)

n =

hat schon J. Fr. Pfaff auf ahnlichem Wege wie die Summon (279)

erhalten 664
).

Als Partialbruchzerlegungen der als Funktionen yon fi

563) J. f. Math. 15 (1836), p. 170.

564) Versuch einer neuen Summationstnethode
,

Berlin 1788, p. 46, 62

Wenn
fi
eine ungerade ganze Zahl let, werden die beiden ersten Formeln illusorisch;

1st es eine gerade, so werden aie mit den spater von G. Frullani 409
) gegebenen

identisch.
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betrachteten linken Seiten treten sie bei A. M. Legendre
56y

), bei

A. Cauchy
566

} und bei A. de Morgan
561

}
auf. Letzterer hat iibrigens

an Stelle von (438):

(439)
*

1 _ ??!* I V (
J )

n
cos(2n-t-l)a;

4
&amp;lt;*

I MH ~ 2M +T &amp;lt;*&quot; + *&amp;gt; + *

\ ..-/

S. D. Pomon 668
) gewinnt die Gleichung (438), indem er in (282) x

durch x -\- ersetzt und die Resultate verbindet.
I

g) E. Lobatto
) hat die Gleichungen:

Xi r
2** 1

fcos(2n+l)s|2 sr+i)T { 8in (2n + i)*J- sof
(r cos^ sm (r

Bei J.Fr.Encke) erscheinen die Reihen (406) und (407) in

den Formen:
/ COB S sin e cos x \

4- arc tff -
\ cos ^ sin S I

(441)
e, /*_*\ + i

,_ . ..

2^(4 + 2) cos(2n-f 1)*,
n =

IAAC\\ 11 1 -\-sinvcosx xn 1 /, \o /

(442) i log ^^ VOMX
= 2 2M--1 (tg V) C 8 (2w + 1} x &amp;gt;

n =

sowie noch in verschiedenen ahnlichen.

J. L. Eaabe 611
} gibt die Gleichung:

565) Exerc. de math. 2 (1817), p. 16& (publ. 1815).

666) Zuerst Paris m^m. pr^s. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 472 (von 1814),
dann mit vervollstandigtem Beweis Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7,

p. 380, 384. Auch aus den ib. p. 421 gegebenen Entwicklungen von e?
x mirden

sich (437) und (438) durch geeignete Kombination ableiten lassen.

567) Differential and integral calculus, Lond. 1836/42, p. 669.

568) J. fie. polyt. cah. 18 (1820), p. 312; 0. Schloemilch, Beitrage zur Theo-
rie bestimmter Integrale. Jena 1843, p. 24, gewinnt in analoger &quot;Weise die

Formel (382).

669) Becherches f8
), p. 15.

670) Astr. Nachr. 24, 1846, col. 161,

571) Differential- und Integralrechnung 2
t ,

Zurich 1843, p. 388. Er stellt

zuerst eine Funktion, die die angegebenen Werte nur in dem Intervall

/_ j
,jf (

2 2

hat, auBerhalb desselben uberall Null ist, durch ein Fourierscbes Integral dar

und fuhrt in diesem den Grenziibergang zu n = oo mittels der Poissonschen

Formel (292) aus. Fiir
0&amp;lt;a;&amp;lt;7t/2

lafit sich die Gleichung durch Division mit
sin x cos x in die Entwicklung (397) uberfuhren (p. 389).
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00

-f- sin x) -f- /] ~
^-
COS^W+ ^) a;

~~ cos (^
n =

sin (4w -f- 1) x sin (4w -|- 3) x]

nsinx far l(,n
&amp;lt;

x
&amp;lt;

kn -j- ,

jr cos# kit -f- &amp;lt;
a;

&amp;lt; (k -f- I)JT.

7. Dienger stellt die Aufgabe
578

), die folgenden Gleichungen zu

beweisen:

fA*A\^^
(444)2, (2n + D-2n 4 2

1)&quot; cos(2n4- l)x n x . cosx

(2n + D-2n
n =

oo

n sin2n-4- la; a;

log (2 + 2 cos *),

-8-6 -(2n 1) cos(2n-f- l)o; . COB a;- = 81n

n =

-f- Y% sin a; cos
(T &quot;f y)

cos x
&amp;gt;

ferner 678
):

8-.-(2n 2) (2n+l)-2n

T /S fit I fl?\ I

y2 sma? sin
( -f- -^1 -r s\nx:
\4 2/

/r r/ - xf 1 / \( COS - 1 f
c08

)

6of(rsma;) + ~r sin (r cos
a?) . [(2*) + - cos (r cos z) a

I sin ) ( sin J

+ in (r sin x) I -, cos (r cos x) \ \ (2x) + -
sin (r cos

a?)
j |

x

(7. 7! Malmsten) hat die Gleichungen:

(449) n=0

672) Arch. Math. Phys. 8 (1846), p. 214; Beweis mit der Methode von Nr. 2
J. f. Matb. 38 (1849), p. 348 (von 1845).

573) Arch. Math. Phys. 11 (1848), p. 224.

674) J. f. Math. 38 (1849), p. 25, 39 (von 1846). C hat dieselbe Bedeutung
vrie Note 473.
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( l)
n
log(2n+l)

(450) n=

-

sowie 675
):

( 1) cos(2n

(451) i?.~~

\ J

n=

^J
(452)

1_4_V- -
1 - _i 1

Ixf ^ (2n-^2x) (2n-f2a;)J
*- n=l

h) Die allgemeine Bestimmung der Koeffizienten derartiger Reihen-

entwicklungen, also die Doppelformel

(453)
n =

findet sich bei 5. D. Po^on 576
), bei A. Couchy), bei TF. E. Hamilton},

bei J.Dienger), bei Jif. Ofcw 580
).

Fiir die Cosinusreihe steht sie

auch in dem Referat yon P[oisson]
581

) (iber Fouriers erete nicht ver-

offentlichte Abhandlung; bei Fourier selbst kommt sie nicht explizite vor.

576) p. 36.

576) J. c. polyt. cah. 18 (1820), p. 426; m^canique 1, p. 649; chaleur p. 193.

Er sagt, die Cosinusformel setze f (0)
=

, /&quot;()
=

,
die Sinusformel

/&quot;(O)

=
0,

f (n) = voraus.

577) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 427. E. E. Kummer* Be-

hanptung (PreisBchrift Halae 1832, p. 16; J. f. Math. 14 (1836), p. 112), in solchen

Entwicklungen lieBen sich die Koeffizienten nicht durch bestimmte Integrale aus-

drflcken, scheint auf einer zu engen Auffassnng dee Integralbegriffs zu beruhen.

678) Dubl. Trans. 19 (1843), p. 297.

579) J. f. Math. 34 (1847), p. 89.

580) System der Mathematik 9, Niirnberg 1852, p. 322.

581) Bull, philomat. 1 (1807), p. 115 = Oeuvres de Fourier 2, p. 219. Es ist

das ubrigens das einzige von den auf Reihenentwicklungen und Integraldar-

stellungen sich beziehenden Resultaten Fouriers, das in diesem Referat erwahnt

ist, und nicht eben geeignet, eine voile Vorstellung der Tragweite von Fouriers

Methoden zu geben.
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i) Durch Wiederholung des Verfahrens, das zu solchen Entwick-

lungen fahrt, konnen auch Reihen erhalten werden, in denen der

Summationsbuchstabe nur die zu 1 oder die zu 3 (mod. 4) kongruenten

Werte durchlauft; usw. So gibt Landen*} die Gleichungen:

2r
f cost

. [a;
I sin I

(455)
-

4n-f 3

/
cos

\

cos) i
T- r

[ gin/*

sm
Bin

fCOBl
2r .

\
x

1 I sm J. J. . I 0111 I

4:T arctg 1 _ y

Andere derartige Reihen erhalt er, indem er in geeigneten Kombi-

nationen der Gleichungen 37 und den aus ihnen durch Integration

hervorgehenden m gleich einer negativen ganzen Zahl setzt; so

Z.B. 683
):

x.- N . sin ?
,

4sinl3x 4-7sinl9a;
,

(456) sin* - 7 + - -
:
.- + _ +

i r dx . j_ r
2 J tyl x fej xctM*X S

k) Natiirlich kann man durch Verbindung der Entwicklung einer

Funktion f(x) mit der von f( x) auch Reihen erhalten, in welchen

nur die geraden Vielfachen des Arguments auftreten. So erhalt z. B.

J. Landen ):

(457) log { (1+ r)
8 4r cosa;

}
= r COB 2x+ ^ cos 4z -f- y cos 60; -f- H

/^CON 2 r sin a; COB a; . r1
.

,
r8

.

(458) arctg 1 + ri(1
_

2costa!)
= r8in2a;+ T sin4a;+ T sin6a;4- + -f

Man kann, indem man x durch x/2 ersetzt, diese Reihen auch in

solche verwandeln, in welchen alle ganzzahligen Vielfachen des Argu
ments auftreten; sie gelten dann fiir das Intervall (0...2), bzw.

582) Math, memoirs 1, Lond. 1780, p. 106, 108.

683) p. 98.

684) Math, memoirs 1, Lond. 1780, p. 104, 107. Auch die Reihen (332) und

(324) sind so erhalten.
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(
it . . . -f- sr).

Die beiden genannten Eeihen sind BO im Grund von

(14), bzw. (15) nicht verscliieden.

19. Umkehrung trigonometrischer Reihen. Das Problem: wenn

y x nach den Sinus der Vielfachen von x entwickelt ist, daraus

umgekehrt eine Entwicklung derselben Differenz nach den Sinus der

Vielfachen von y abzuleiten, ist bei den in Nr. 12 besprochenen astro-

nomischen Entwicklungen mehrfach zur Sprache gekommen. Bossut^)
setzt zu diesem Zwecke den gesuchten Ausdruck zunachst mit un-

bestimmten Koeffizienten an, differentiiert ihn so oft als notig, setzt

dann beiderseits die Argumente gleich Null und erhalt so die erforder-

liche Anzahl von Gleichungen zur Bestimmung der Koeffizienten der

Anfangsglieder.

Damit im wesentlichen identisch ist das Verfahren von A. Cagnoli*),

der die trigonometrische Reihe in eine Entwicklung nach Potenzen von

x umsetzt, diese umkehrt und dann wieder die trigonometrischen Funk-

tionen einfiihrt.

0. Schloemilch hat die Frage in einer besonderen Schriffc
687

) be-

handelt, unter Benutzung der Integraldarstellung der Koeffizienten.

1st x==^)(y) die Umkehrung von y = tp(x) und entsprechen den Werten

und it von x die Werte 1?
und y von y, so wird durch partielle

Integration erhalten:

(459)

Analoge Formeln gibt er dann auch fiir die Sinusreihe 688
),

fiir die

Reihe mit Gliedern beider Arten 689
)
und fur das Fouriersche Integral

690
);

585) Paris recueil des pieces qui ont remporte les prix 8 (1771), p. 61 (Preie-

Bchrift von 1762); Paris m&n. 1777 [80], p. 52.

686) Trigonometria piana e sferica, 1786 (p. 271 der 2. franz. Auflage von

1803).

687) Die allgemeine Umkehrung der Funktionen, Halle 1849. Schloemilcha

Verfakren ist von deinjenigen nicht verschieden, durch das Bessd und Poisson

zu den Formeln (244) und (246) gelangt waren; Schloemilch zitiert eines dieser

Eesultate p. 36 aua zweiter Hand. Schloemilch fiihrt einige Beispiele an, in

welchen man auf diesem Wege zu einem Ausdruck der Koeffizienten durch un-

endliche Eeihen gelangt; u. a. fiir die Koeffizienten von (1 x)-V zu einem

Ausdruck durch hypergeoinetrische Reihen (p. 24).

688) p. 26. Die durch partielle Integration vom Integralzeichen frei werdenden

Bestandteile verschwinden hier nicht, sondern geben in ihrer Vereinigung Reihen,

die sich mit Hilfe von (110) und (111) summieren lassen.

589) p. 42

590) p. 47.



20. Verwandlung schlecht konvergierender trigonometrischer Reihen UBW. 945

auch hat er Formeln fur die Koeffizienten der Entwicklung einer be-

liebigen Funktion von t/
591

).

20. Verwandlung echlecht konvergierender trigonometrischer
Reihen in besser konvergierende. Schon S. D. Poisson 5M) entwickelt,

wenn eine Funktion f(x), die n?cht fiir x = und fur x = it Null

1st, durch eine Sinusreihe dargestellt werden soil, statt dessen die

DifFerenz f(x) A exp (fix) B exp ( fix), wobei er A, B so be-

stimmt, dafi diese Differenz an den beiden genannten Stellen Null

wird. Doch denkt er zunachst nicht daran, daB die so erhaltene Reihe

besser konvergiert, als die Entwicklung von f(x) selbst$ vielmehr liegt

ihm nur daran, eine Entwicklung zu haben, die auch noch an den

Grenzen des Intervalls Giiltigkeit behalt.

A. de Morgan*) erhalt durch Anwendung des Eulerschen Ver-

fahrens (I A3, Pringsheim Nr. 37) auf eine Potenzreihe mit komplexen
Variabeln und Trennung von Reellem und Imaginarem die Gleichungen:

(460) ^j an r \
B^\nx=^ Aa

?r^*\Z](**
in denen Q und

&amp;lt;jp

durch

Q cos
&amp;lt;p

1 r cos x, Q sin 9?
= r sin a;

bestimmt sind. Ffir r =-= 1 wird

Q C flP ~&quot;~&quot; 20

9 - a
y&amp;gt;

&amp;lt;P

-
2

also 59
*):

. x
sin-

(461)
2

.

AS A4 an sin
. A*a cos a; 2

T ~~x ~lc
---r n--

16 Bin 4
*; 32 sin6 -
2 2

591) p. 3.

692) J. &amp;lt;c. polyt. cah. 19 (1823), p. 58. Dafl bei Poisson eine Entwicklung
nach den Sinus der geraden und den Cosinus der ungeraden Vielfachen dea

Arguments steht, beruht auf der unter 495) erwahnten Verlegung des Anfangs-
punktes der Abszissen. Die Benutzung gerade der Exponentialfunktion ist ihm
durch das phjsikalische Problem nahe gelegt, mit dem er sich dort beschaftigt;
er bemerkb ubrigens selbst, man kdnne

fi auch komplex nehmen; und das ein-

fachste sei, den Grenzfall \i
= zu benutzen, also f(x) AxB zu entwickeln.

A. Pioch (Brux. m^m. 16, 1850, p. 60) untersucht diesen Grenzfall direkt.

693) Diff. and int. calc., Lond. 1886/41, p. 242.

594) In der zweiten Formel ist fc zunachst willkurlich. Untersuchungen
fiber die Giiltigkeitsbedingungen der Formeln scheinen nicht vorzuliegen.
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A 6 COB

(461)

o Lsm nx = = i cot T

.... . A4 COB
,
A 8 6 Bina

,
2

, ,

~i
-B flT~ r

16 sin*- 32 sin 8 -
2 2

Prinzipiell hat dann 6r. G. StoJces
m

) auf Grund seiner in Nr. 41

und 42 zu besprechenden Untersuchungen auseinandergesetzt, wie man
mit Hilfe der Formeln von Nr. 7 oder von Nr. 18 c die Konvergenz
einer trigonometrischen Reihe dadurch verbessern kann, dafi man die-

jenigen Bestandteile abtrennt, die eine Unstetigkeit der zu entwickelnden

Funktion oder ihrer Ableitungen niedrigster Ordnung im Innern des

Intervalls oder beim Ubergang von einer seiner Grenzen zur andern

mit sich bringen.

21. Bestglied einer trigonometrischen Beihe. Vielfach hat man
auch versucht, fur den Rest, der bleibt, wenn man eine Funktion

durch eine Anzahl Anfangsglieder ihrer trigonometrischen Entwick-

lung ersetzt, Abschatzungsformeln ahnlicher Art aufzustellen, wie man
sie fiir die Taylorsche Entwicklung einer analytischen Funktion be-

sitzt. Der erste solche Versuch findet sich bei A. Cauchy*
96

}: die

Gleichungen (618) ergeben

/V I \
cos nx e cos (n i)x s\/ \ _.,j

si QMe-&quot;
vdv

1 2e~
r
cosa;-f &amp;lt;T

8

i

sinwa; e~
v
Bin(n l)x T., N .,,

-=-P{v)tr**dvt
1 2e~

x
cosa; + e~

s

v

wo:

Die Bruche unter den Integralzeichen sind absolut genommen einerseits

1

andererseits

2 sin* 2 a;

595) Cambr. trans. 8
6 , 1849, = papers 1, p. 263 (von 1847).

596) M&n. von 1827 10S6
), p. 8; eine Andeutung auch Paris me&quot;m. 6, 1823[27]

= Oeuvres (1) 2, p. 19. Eine wirkliche Anwendung auf einen speziellen Fall in

einer Note von 1827 zur Wellenabhandlung, Paris mthn. pr^s. 1 == Oenvres (1) 1,

p. 279.



28. Der Parsevalsche Satz. 947

wenn es nun gelingt, eine Zahl k so zu bestimmen, dafi:

--*

(464)

ist, so folgt fur n
&amp;gt; Jc:

(P(v) P(0)) e
-*

22. Multiplikation trigonometrisoher Reihen. DaB man das

Produkt zweier harmonischer trigonometrischer Reihen wieder als eine

solche schreiben kann, wenn man gliedweise ausmultipliziert und die

Produkte je zweier trigonometrischer Funktionen wieder durch Summen

ersetzt, ist selbstverstandlich; auch hat L.Euler schon bei seinen ersteu

Untersuchungen
597

) die Entwicklung von y tg x nach den Sinus (bzw.

Cosinus) der Vielfachen von x aus der von y nach den Cosinus (bzw.
den Sinus) so abgeleitet. Dann liegt diese Eigenschaft auch der unter

(41) erwahnten Auffassung trigonometrischer Reihen zugrunde.

23. Der Parsevalsche Satz. Verwandt mit der Frage nach der

Multiplikation zweier trigonometrischen Reihen ist die nach der Summe
einer Reihe, deren Koeffizienten die Produkte der entsprechenden Koef-

fizienten zweier gegebenen Reihen sind. Einen speziellen Fall dieser

Frage hat M. A. Parseval 599
} durch den folgenden seinen Namen tragen-

den Satz erledigt: wenn
OB 00

(466) f(*)

ist, so ist die Summe der von z freien Glieder in der Entwicklung
des Produkts f(z) y(z):

/

(467) Cnr_ n
= f (

= o o

Als erste Anwendung gibt er selbst 599
) die Umformung dr Reihe

(468) V J^.

n =

597) Petrop. n. a. 5 (1764/55[60J), p. 189.

598) Paris mdm. pr^s. 1 (1806), p. 689 (von 1799); auf Grand der Mitteilungen
Parsevals schon vorher verSflFentlicht von S. F. Lacroix, TraiW des differences et

des series, Paris 1800, p. 377 = Traite&quot; du calcul diff. et du calcul int. (2 ed.),

3, Paris 1819, p. 394. Im wesentlichen ebenso bei H. G. von Schmidten , Ann. de
math. 12 (1822), p. 219; J. f. Math. 6 (1830), p. 396; nach dem Referat bull.

Ferussac 6 (1826), p. 106 auch disqu. de seriebus et integr. def. Havniae 1826.

599) Paris mem. pro s. 1, p.646; ebenso v. Schmidten, Ann. de math. 12 (1822),

p. 219; J. f. Math. 5 (1830), p. 396.

Encyklop. d. math. Wiasensch. II 1. 62
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[d. h. im wesentlichen der Zylinderfunktion 7j) (2tr)] in das bestimmte

Integral:

(469)
~

o

Bine zweite Formulierung, bei der beide Ausgangsreihen nach steigen-

den Potenzen von z geordnet angenommen sind, ist bei ihm nicht

vollstandig ricbtig
600

),
wobl aber bei G. Frullani 1

): ist

(470) /(*)

n=0 n=0
so 1st:

(471) 2&amp;lt;? r
n = l

Frullani bat aucb das allgemeinere Resultat 608
)

:

r
(472) 2 C F +2 C.r.coBn*- ^J

n = l

J.. Cauchy
GOS

)
scbreibt den Satz in der Form: ist

(473)
n=0 n=0

so ist:

(474)
n =

a l*r
&quot;

r
*
*
2^J fri

600) Paris mem. pres. 1 (1806), p. 544 (von 1803). Bei Parseval fehlt der

Faktor 2 vor C F .

601) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 105; p. Ill auch entsprechende

Formeln fur mehr als zwei Reihen. Mem. soc. ital. 18 (1820), p. 467 fuhrt Frullani

die Form (471) in die urspriinglich von Parseval gegebene (467) fiber; auch gibt er

(p. 468) eine entsprechende Daretellung fur _^Cn
rn + p ,

sowie fur Funktionen

n.

vou mehreren Veranderlichen (p. 471) und fur mehr als zwei Reihen (p. 474).

602) Ib., p. 110. Bei Fourier, Theorie Nr. 235 = Oeuvres 1, p. 233 steht

nur die Angabe, es sei leicht die Summe dieser Reihe zu finden; G.Darboux

druckt sie in einer Note hiezu durch das bestimmte Integral

x l&quot;

1
r&amp;gt;r\o fvt f* 4 ^f\ / *Y

aus

603) Bull, philomat. 1822, p. 173.



24. Eindeutige BeBtimmtheit der Entwicklung. 949

und bemerkt, daB er so weit richtig ist, als die Entwicklungen von
&amp;lt;p

und
iff nach Potenzen von r konvergieren.

G. Zrf&n 604
) leitet ihn von einer Summenformel aus durch tJber-

gang zu unendlicher Gliederzahl ab.

24. Eindeutige Bestimmtheit der Entwicklung. Dafi sich eine

Funktion wenn iiberhaupt nur auf eine Weise in eine harmo-

nische trigonometrische Reihe entwickeln laBt, und daB man also zur

Bestimmung der Koeffizienten einer solchen Entwicklung sich der

Methode der unbestimmten Koeffizienten bedienen diirfe, ist zuerst

wohl aus dem Gefiihl einer gewissen Analogie mit der Entwicklung
in eine Potenzreihe heraus als selbstverstandlich behandelt worden:

so mehrfach von jEwZer 605
) und auch noch von Lagrange

iW
).

Doch
haben bereits A. L. CreZfe 806

),
S. D. Poisson 601

),
Bredow 60

*) auseinander-

gesetzt, daB die Berufung auf diese Analogie ganz unzutreffend ist,

indem die dort gebrauchten Schlusse sich hier nicht anwenden lassen.

Daruber hinaus hat G. Frullani 606
) veranlafit durch das in Note 21

)
er-

wahnte Beispiel, das er dann auch noch verallgeineinert, die Behaup-

tung selbst fur unrichtig erklart: die Cosinus der verschiedenen

Vielfachen von x seien nicht wie die Potenzen voneinander linear un-

abhangig, sondern durch die Relation (25) miteinander verkniipft, und

folglich konne man mit Hilfe der letzteren aus einer Entwicklung
einer gegebenen Funktion beliebig viele andere erhalten. Dieselbe Be-

merkung findet sich dann auch bei S. D. Poisson 610
)
und im Anschlufl

an ihn bei A. v. Ettingshausen
611

).

604) J. f. Math. 12 (1834), p. 256.

605) Vgl. Note 41.

606) Lagranges mathematische Werke 2, Berlin 1823, p. 318.

607) Bull. Ferussac 4 (1825), p. 346.

608) Disa. Vratisl. 1829, p. 35.

609) Mem. soc. ital. 18 (1820), p. 486 (von 1818).

610) J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 508; Bull. Ferussac 4, p. 346. An der
letzteren Stelle ftigt Poisson noch bei: wenn man die Gleichung y&quot; -\- ^

4

j/
= 0, fur

den Fall eines nicht ganzzahligen (i durch eine nach den Cosinue der ganzzahligen
Vielfachen von x fortschreitende Reihe mit Hilfe der Methode der unbeatimmten
Koeffizienten integrieren wolle, BO komme man zu dem falBchen Resultat, daB
alle Koeffizienten Null sein miiBten: wahrend doch bekannt Bei, daB die Auf-

gabe durch (277) gelost werde. Der FehlschluB beruhe darauf, daB man die Null
der rechten Seite noch durch ein beliebiges Vielfaches der linken Seite von (25)
ersetzen diirfe. [Man mu/8 das hier tun, da die durch zweimalige Differentiation
aus (277) entstehende Reihe (276) divergiert und erst durch Hinzufugung eines

solchen Vielfachen in eine konvergente Reihe iibergefuhrt werden kann. Vgl.
Nr. 41.] Auch conn, des temps pour 1829 [26], p. 350 spricht Poisson davon,
daB man eine Funktion auf mehr als eine Art in eine trigonometrische Reihe

62*
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J. lAttrow ist durch das in Note 191 erwahnte Versehen sowie

durch den Umstand, daB die Anwendung der Methode des Herauf-

multiplizierens
41

)
auf die Funktion

/ A ir\ x sin a;

^T-Tqrsr5
den Koeffizienten yon sin x nicht bestimmt, sondern eine beliebige

lineare Kombination der Reihe (26) mit der durch Differentiation aus

(27) entstehenden liefert, zu der Meinung gekommen
612

), es gebe fiir

eine Funktion unendlich viele trigonometrische Entwicklungen.
A. de Morgan geht hierin noch weiter. Er war durch Anwendung

der Methode der Trennung von Operations- und Quantitatssymbolen
auf divergente Reihen zu der Meinung gekommen

613
): wenn (p(n) eine

gerade bzw. ungerade endliche Funktion von n und
^j&amp;lt;p(n)r&quot;

eine

stetige Funktion von r sei, miisse
^/&amp;lt;p(n)

cos nx, bzw.
J^&amp;lt;JP()

sin nx
immer Null sein, und schlieBt daraus 614

),
daB man aus jeder Entwick-

lung einer Funktion in eine Sinusreihe durch Addition eines derartigen

Ausdrucks unendlich viele andere ableiten und nicht wissen konne, ob

es nicht auBerdem noch andere gebe.

Durch die Integraldarstellung der Koeffizienten ist die Frage so

weit entschieden worden, als die Tragweite dieser Darstellung reicht:

fiir ein gegebenes Intervall (a ... 6) kann es von einer gegebenen
Funktion nicht mehr als eine im [im allgemeinen gleichmaBig kon-

vergente
615

)] Entwicklung nach den Cosinus und Sinus der ganzzahligen

Vielfachen von 2nx/(b a) geben; und ebenso auch nur eine solche

Entwicklung nach den Cosinus oder Sinus der ganzzahligen Vielfachen

von jtx/(b a). DaB aber die Entwicklungen, die man so fiir ver-

schiedene wenn auch iibereinandergreifende Intervalle erhalt,

und ebenso die dreierlei Entwicklungen fiir dasselbe Intervall nicht

miteinander ubereinzustimmen brauchen, haben bereits Fourier 616
)
und

entwiokeln konne; doch 1st nicht ersichtlich, ob er an die bier besprochenen

Dinge oder an Entwicklungen mit verschiedenen Gultigkeiteintervallen denkt.

Chaleur p. 226 dagegen sagt er wieder ausdrucklich : ,,pour une etendue donnee&quot;

seien viele verscbiedene solche Entwicklungen mSglich.

611) Zeitschr. Phys. Math. 1 (1826), p. 379.

612) Petersb. me&quot;m. 7, 1815/16[20], p. 132.
+ ~

.

613) Difif. and int. calc., Lond. 1836/41, p. 563. Er meint, ^qp(n)r
n

sei

n = oo

immer identiscb Null.

614) p. 611.

615) Die Erkenntnis der Notwendigkeit dieser Bedingung gebort einer

apateren Zeit an. Vgl. Nr. 29.

616) Paris me&quot;m. 4 a819/20[24j), p. 309 (Preisschrift von 1811); Theorie

Nr. 225 = Oeuvres 1, p. 216.
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Poisson 611
) auseinandergesetzt und durch einfache Beispiele

618
) belegt.

Gleiehwohl hat es Ph. Kelland* 19
} iibersehen und daraufhin (sowie

durch die zahlreichen Druckfehler bei Fourier veranlafit) erklart, fast

alle Einzelresultate Fouriers seien falsch; das hat dann W. Thomson

(Lord Kelvin)} aufgeklart.

Bei A. Cauchy**
1

} erscheint der Satz in der Form: wenn die Summe

(476) V Cs
n = oo

fur alle z von gegebenem absoluten Betrag null ist, so sind alle Koef-

fizienten null; er versucht den Beweis durch gliedweise Integration
zu fiihren. Ebenso beruht auf gliedweiser Integration und zwar
fiber ein unendliches Intervall, mit Hilfe der Formeln von Nr. 59 a

sein SchluB 622
): wenn

(477) /.An cos nx ~- oder Bn sin nx=
* = n=l

ist, so ist auch

(478)

und also sind alle An bzw. Bn einzeln gleich null.

Noch G. G. Stokes meint 623
), der SchluB aus der Integraldarstellung

der Koeffizienten reiche aus, wenn absolute Konvergenz von ^A statt-

findet oder durch Abspaltung der sie storenden Bestandteile 595
) erreicht

werden kann; doch betont er 624
), daB er die Konvergenz der Reihe

wenigstens im allgemeinen voraussetze und daher auf Reihen wie (25)
nicht angewendet werden diirfe.

617) Theorie de la chaleur, Paris 1836, p. 186, 192, 226.

618) Zusammenstellung verschiedener Entwicklungen von 1 und von x bei

M. Ohm, System der Mathemaitik 9, Niirnb. 1852, p. 323, 326.

619) Theory of heat, Cambr. 1837, p. 59, 64.

620) Cambr. math. j. 26 (1841), p. 260 (P. Q. B. gezeichnet) = Math. phys.
papers 1, p. 4.

621) Paris C. R. 13 (1841), p. 911 = Oeuvres (1) 6, p. 360.

622) Ib. p. 913 = 364. Der Text der C. E. ist in den Oeuvres hier erweitert.

623) Cambr. trans. 8 (1849) = papers 1, p. 242, 268; von 1847. Seinen Ver-
such die Behauptung auch zu beweisen, ohne mehr als die Konvergenz von
n-iAn vorauszusetzen, halt er selbat nicht fur vollstandig gelungen; in der

Tat beruht er auf der Vertauschung der Grenzubergange zu n = oc und zu
Aa;= 0, die er nur fur den Fall rechtfertigen kann, ,,daB A nicht cine Funktion
von n ist, deren Kompliziertheit mit wachsendem n unbegrenzt zunimmt.&quot;

624) Ib. p. 270.
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II. Entwicklung willkilrliclier Fonktionen in trigonometrische Reihen.

25. Die Hauptschwingungen ernes Massensystems. Als man
im zweiten Viertel des 18. Jahrhunderts anfing, die Bewegungen me-

chanischer Systeme von mebr als einem Grad der Freiheit zu unter-

suchen, erkannte man bald, daB solche Systeme imstande sind ,,ein-

fache Scbwingungen&quot; auszufiibren, d. b. Bewegungen, bei welcben alle

Punkte des Systems immer gleicbzeitig durcb ibre resp. Rubelagen

hindurchgehen. Bescbrankt man dabei die Untersucbung auf sog.

,,unendlicb kleine Scbwingungen&quot;, d. b. vernacblassigt man scbon im

Ansatz bobere Potenzen und Produkte der Ausscblage [und der Gre-

schwindigkeiten], so sind diese einfacben Scbwingungen ,,hannoniscb&quot;,

d. b. sie lassen sicb in der Form darstellen 625
):

(479) y^^sin
2^^,

in der t die Zeit, T die alien Punkten gemeinsame Schwingungsdauer,

ym den Ausscblag des wt
ten

Punktes, C und t die willkiirlicben, aus

den Anfangsbedingungen zu beetimmenden Integrationskonstanten be-

deuten, die fm aber, bzw. ihre Verbaltnisse, auf die es allein ankommt,

Konstante, die von der Natur des Systems abhangen. Man fand aucb,

daB jedesmal von solcben Schwingungen eine groBere Anzabl moglicb
ist

686
). Endlicb zog D. Bernoulli**1

} aus akustiscben Erfahrungen den

SchluB, daB sicb die allgemeinste mogliche Bewegung eines solchen

Systems aus seiuen einfacben harmoniscben Schwingungen durcb

Superposition
688

) zusammensetzen, d. h. in der Form ausdriicken lassen

miisse :

80) fc

625) Das friiheste mir bekannte derartige Beispiel findet sich bei Joh.

I. Bernoulli, Petrop. comm. 2 (1727[29]); 3 (1728[32j) opera 3, p. 124, 198. Vgl.

iibrigens IV 6, P. Stackel, Nr. 9, p. 480.

626) In den zunachst behandelten einfachsten Fallen stimmte diese Anzahl

mit der Anzahl der Punkte des Systems uberein; so ist der Satz von D. Bernoulli

formuliert, Petrop. comm. 12 (1740[50j), p. 98. DaB sie auch groBer sein kann,

scheint erst Euler bei Gelegenheit des Problems der nicht nur in einer Ebene

Bchwingenden Saite bemerkt zu haben, Petrop. n. comm. 19 (1774[75]), p. 340;

doch hat es noch Lagrange iibersehen, mecanique analytique, 2me ed., Paris 1811

B Oeuvres 11, p. 487.

Vgl. die Bemerkungen von J. M. C. Duhamel, j. ec. polyt. cah. 14, 1834, p. 3.

827) Petrop. comm. 13 (1741/43[51]), p. 173 (bei Gelegenheit des Problems

der schwingenden Lamelle). Man vgl. dazu Bernoullis eigene spatere Angaben,
Berl. hist. 1763[55], p. 189 und j. des 89avans, 1758, p. 158.

628) Das Wort Superposition finde*ich erst bei Wheatstone, London trans.
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Ihre mathematische Begriindung fanden beide Satze auf Grund von

L. Eiders Integration einer linearen Differentialgleichung beliebig hoher

Ordnung mit konstanten Koeffizienten 689
) und J. d Akmberts ent-

uprechender Behandlung eines Systems solcher Gleichungen
680

) durch

J. L. Lagrange
6*1

).

Dariiber hinaus ist D. Bernoulli, da ihm wie den meisten Mathe-

matikern des 18. Jahrhunderts der tJbergang vom Endlichen zum Un-

endlichen keine Skrupel machte, bald dazu gelangt, diese Satze auch

fiir die kleinen Schwingungen koniinuierlicher Systeme in Anspruch

zu nehmeu, indem er diesen Ubergang an den fertigen Integralen der

Differentialgleichungen vornahm 632
).

Der andere hier mogliche Weg, der

tJbergang von dem System gewohnlicher Differentialgleichungen zu

iner partiellen Differentialgleichung, war zunachst noch nicht gangbar,

da die Begriffe des partiellen Differentialquotienten und der partiellen

Differentialgleichung kaum erst aufgetaucht waren 633
). Vielmehr ver-

fuhren die Mathematiker jener Zeit, wenn sie derartige Probleme direkt

angreifen wollten, in folgender Weise: sie benutzten sogleich die Eigen-

-scheft der einfachen harmonischen Schwingungen, dafi bei ihnen die

Beschleunigungen der verschiedenen Punkte des Systems zu ihren

Ausschlagen proportional sind, urn die ersteren durch die letzteren

-zn ersetzen; so erhielten sie statt der partiellen Differentialgleichung

sofort wieder eine gewohnliche, in die der Proportionalitatsfaktor als

em verfiigbarer Parameter eingeht. Die besonderen Verhaltnisse,

nter denen die extremsten Punkte des zunachst angenommenen dis-

kreten Systems sich befinden, geben beim t^bergang zum kontinuier-

lichen Grenzbedingungen; diese dienen zur Bestimmung der zulassigen

Werte jenes Parameters und damit der moglichen Schwingungsdauern.
In dieser Weise haben bereits Brook Taylor

&amp;gt;634

) ;
J. Hermann 6

**}
und

1833,, p. 397 und bei A. Cauchy, Paris C. E. 7 (1838), p. 986 = recueil de me&quot;m.

sur la phys. math., Paris 1839, p. 1 (Oeuvres (1) 4, p. 115).

629) Berol. misc. 7 (1743), p. 193. Ob dasselbe Resultat bei Th. Simpson,
tracts 6

) p. 90 von Euler unabhangig 1st, lafit sich nicht entscheiden.

630) Berl. hist. 4 (1748[60]), p. 288. d Alembert macht selbst auf die Er-

kenntnis dieser Bedeutung seiner Formeln Anspruch, opusc. math. 1, Paris 1761,

p. 48, 51.

631) Taur. misc. 3, (1762/65[66J) Oeuvres 1, p. 520. Vgl. iibrigenB auch

II A 4b
, Painleve, Nr. 21 und 28, sowie IV 6, Stdckel, Nr. 9.

632) Petrop. comm. 6 (1732/33[38J), p. 116; zunachst fur das Problem der

frei herabhangenden Kette, bei dem der Grenziibergang auf die Zylinderfunktion
J fuhrt.

633) Vgl. daruber A. v. Braunmiihl, Verhandl. Kongr. Heidelb. 1904, p. 653.

634) Lond. trans. 28 (1713), p. 26; methodus incrementorum, London 1715,

p. 88.
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Joh. I. Bernoulli) den Grundton einer schwingenden Saite bestimmt;
die Bestimmung samtlicher moglicher einfacher Schwingungen auf

diesem Wege erscheint dann bei D. Bernoulli 6*1
}
und L. Euler MB

~).

Eine genauere Untersuchung der Bedingungen, unter welchen

das Superpositionsprinzip gilt, findet sich erst bei J. M. C. Duhamel.

Er hebt namentlich horror, daB es nur richtig ist, wenn die Krafte,

die man etwa bei der Zerlegung des gegebenen Systems in Teilsysteme

neu einfiihrt, als von den Koordinaten unabhangig angesehen werden

dtlrfen
639

),
und wenn etwaige Verbindungen durch lineare Bedingungs-

gleichungen zwischen den kartesischen Koordinaten der Punkte des

Systems vertreten werden konnen 640
).

Der Ghrenzttbergang von einer Differenzengleichung zu einer Diffe-

rentialgleichung bietet flbrigens doch gewisse Schwierigkeiten, die zum

mindesten besprochen werden miissen. Einige Bemerkungen daruber

finden sich bereits bei A. A. Cournot^: Das allgemeine Integral der

Diiferenzengleichung enthalt einen Bestandteil, der in der Grenze in

eine durchaus unstetige Funktion iibergeht und nur dadurch beseitigt

werden kann, dafi man einer an und fur sich unbestimmt bleibenden

Konstante arbitrar den Wert null beilegt.

26. Der Streit um das Problem der Saitenachwingungen. Daher

konnte D. Bernoulli, nachdem J. d Alembert**3) und L. Euler***) das

Problem der Saitenschwingungen auf die partielle Differentialglei-

chung
6*4

)

686) Acta erud. 1716, p. 370.

636) Petrop. comtn. 6 (1728/32). p. 24 (opera 3, p. 209).

637) Ib. 7 (1734/36[40]), p. 170 fur das Problem der frei herabhangenden
Kette.

638) Ib. 8 (1736[41]), p. 40 fur dasselbe Problem; ib. 7, p. 116 und methods
inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes, Laus. et Gen.

1744, p. 282 fur das ihm von D. Bernoulli (corresp. math. ed. H. Fuft, St. Peters

burg 1843,- 2, p. 429) gestellte Problem der schwingonden Lamelie.

639) J. e*c. polyt. cah. 23 (1834), p. 6 (von 1832).

640) p. 19.

641) Theorie des fractions 2, Paris 1841, p. 606, 616.

642) Berl hist. 1747[49J, p. 214; 1750[52], p. 356; opusc. math. 1, Paris-

1761, p. 1; 4 (1768), p. 134; 6 (1768), p. 138.

643) Berl. hist. 1748[60], p. 69 = n. acta erud. 1749, p. 512; Berl. hist.

1763[56], p. 202; Taur. misc. 2 (1762/65[66j), p. 1; Berl. hist. 1765[67], p. 307;

Petrop. n. comm. 17 (1772[73J), p. 381; Petrop. n. acta 1772 t
[83], p. 116. Uber

die Diskussion zwischen d Alembert und Euler fiber den Grad der in der Glei-

chung (482) den Funktionszeichen $, W beizulegenden Allgemeinheit vgl. Nr. 28.

644) Hier wie uberall im folgenden nehme ich an, es sei uber die Bin-
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gebracht und diese in der Form

(482) y = &(x + + V(*

(&amp;lt;D,

*P&quot; willkiirliche Funktionen) integriert batten, behaupten
845

),
diese

Losung miisse sich auch in der Form darstellen lassen:

(483) y = I?n co8 ntsinnx

[wenn dyjdt fiir t = und alle in Betracht kommenden x\. Euler

bemerkte dazu sogleich
M6

) : das wiirde nur dann moglich sein, wenn

die Gleichung auch fiir t == richtig bleibe, wenn also die Anfangs-

figur der Saite sich durch eine Gleichung der Form

(484) t/= &amp;gt; n sin:r

n = 1

darstellen lasse. Da man aber damals, mangels entgegenstehender

Erfahrungen, allgemein davon iiberzeugt war, eine Gleichung zwischen

zivei analytischen Ausdrflcken konne nicht nur in einem Interval!,

sondern miisse entweder nur fiir einzelne isolierte Argumentwerte,

oder dann gleich ganz allgemein richtig sein, so wollten Eider 64
&quot;

1

)

und d Alemberi 6
**)

die Losung (483) jedenfalls nur fiir den Fall gelten

lassen, daB in der Anfangsfigur die Ordinate y [in heutiger Aus-

drucksweise] eine analytische periodische Funktion der Abszisse iet
649

).

heiten der Zeit, der Lange und der Masse so verfugt, daB die Differential-

gleichungen and ihre Integrale sich moglichst einfach darstellen: hier also so,

daB die Lange der Saite durch n und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ihrer

Wellenbewegungen durch 1 ausgedriickt ist.

646) Berl. hist. 1753[65], p. 148, 160, 166. Die Gleichung steht eiplizite

an keiner dieser Stellen, ergibt sich aber aus ihrer Verbindung. Vgl. auch j.

des S9avans 1758, p. 157.

646) Berl. hist. 1763[65], p. 195; Taur. misc. 3*, 1762/66, p. 11. Eulera

SchluB ist in diesem Falle richtig, in andern Fallen -wiirde man aus der Gultig-

keit fiir t
&amp;gt;

nicht auf ihre Giiltigkeit fur t == schlieBen kSnnen. Vgl. Nr. 90.

647) Ib. p. 200; 1765[67], p. 312. Eulers Stellungnahme ist um so be-

merkenswerter, als er doch selbst vollstandig erkannt hatte, daB man in seiner

Losung (482) unter dem Zeichen
3&amp;gt;(x-\- t) fiir auBerhalb des Intervalls (0 . . . )

gelegene Werte von x -f t nicht die analytische Fortsetzung, sondern die peri

odische Wiederholung des ursprunglich gegebenen Funktionsstiicks verstehen musse.

648) Encyclopedic, art. ,,fondamental&quot; ; opuscules math. 1, Paris 1761,

p. 42 ff.; 4 (1768), p. 163, 176, 200; 6 (1768), p. 144; Berl. hist. 19 (1768[70J),

p. 239 (von 1769).

649) d Alembert will die LSsung nicht einmal fur alle solchen Funktionen

gelten lasseu.
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Aucb J. L. Lagrange ist fiber diese Auffassung nicht hinausgekommen,
so nahe ihn auch seine Untersucbungen an die Erkenntnis des wahren

Sachverhalts gefuhrt batten 660
).

D, Bernoulli zog sich diesen Ein-

wanden gegeniiber auf einen Standpunkt diesseits des Grenziibergangs
zuruck 651

).

Merkwiirdig ist ubrigens, daB in dieser ganzen Diskussion yon

keiner Seite Bezug darauf genommen worden ist, daB ja docb ver-

schiedene Entwicklungen nicht periodischer Funktionen in der Literatur

bereits fertig vorlagen (Nr. 7). Nur Lagrange batte in einem damals

nicbt veroffentlicbten Briefe an d Alembert***) darauf hingewiesen, daB

man, um x*\* nacb den Sinus der Vielfacben von x zu entwickeln, nur

die bekannte Entwicklung von x nacb den Potenzen von sin x .in ge-

eigneter Weise umzuformen brauche; aber d Alembert batte das einfacb

mit der Bemerkung zuriickweisen zu konnen geglaubt
668

),
auf diesem

Wege konne man ja aucb eine ungerade Funktion wie sinx nacb

den Kosinus der Vielfacben von x entwickeln wollen, was docb sicher

nicbt angehe.

650) Am nachsten war Lagrange dieser Erkenntnis in seiner ersten ein-

Bchlagigen Abhandlung, wo er durch Grenziibergang von der Interpolationsformel
aus bereits bis zu der Gleichung gelangt war

n

y= / ^ (sin no; sin n | cos n

o

(Taur. misc. 1 (1769); Oeuvres 1, p. 100); er hatte nnr noch die Vertauschung von

Summation und Integration vorzunehmen braucheu [ohne die die Reihe ubrigens

gar nicht konvergent ist]. Aber er kam dazu nicht, weil er eben nicht zu der

Gleichung (485), sondern zu (484) gelangen wollte. Auch sp liter hat er sich

von dieser Stellung nicht mehr frei machen konnen; vgl. die schon 498
) zitierte

Note zu II A 9m
, p. 647, zu der ubrigens noch zu bemerken ist, daB nicht voll-

kommen bekannt ist, was in den spateren Teilen der 2. Aufl. der m^c. anal,

von Lagrange selbst und was von Delambre herriihrt, der die Drucklegung be-

sorgt hat.

661) J. des B9avans 1768, p. 166; Paris hist. 1762[64], p. 442; Petrop. n.

comm. 19 (1774[76]), p. 241. Wenn (?. Biccati, delle corde, Bologna 1767, sich

fur D. Bernoulli erklart, so geschieht es von einer ganz unklaren Auffassung
aus: einerseits glaubt er bewiesen zu haben (p. 72), daB die Gestalt der Saite,

wenn sie nicht von Anfang an eine Sinuslinie ist, ,,ben presto&quot;
in diese iiber-

geht; andererseits redet er doch davon (p. 79), daB eine Saite ,,gleichzeitig als

Gauzes und in Teilen&quot; schwingen konne.

662) Oeuvres 18, p. 116.

653) Opusc. math. 6 (1768), p. 511; daran .anschlieBend ausfuhrlicher und

mit anderen Beispielen C. Ph. Gruson, Suppl. zu Eulers Differentialrechnung,

Berlin 1798, p. 104.
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27. Fourier und seine Zeitgenossen. Erst J. Fourier hat wieder

behauptet
654

),
da8 auch ,,des fonctions entierement arbitrages&quot; sick in

trigonometrische Reihen entwickeln lassen mufiten, da auch fiir solche

die Integraldarstellung der Koeffizienten Bedeutung habe; insbesondere

auch Funktionen, die in verschiedenen Teilen des Intervalls ver-

schiedenen Gesetzen gehorchten
655

), und zwar gleichgtiltig, ob dabei

an der Ubergangsstelle ein stetiger AnschluB stattfinde oder nicht 656
);

auch z. B. . gerade Funktionen in Reihen, die nur Sinusglieder ent-

halten 657
).

Er erklart auch ausdriicklich, daB damit der alte Streit

(Nr. 26) zu D. Bernoulli* Gunsten entschieden sei
658

).

Bei seinen Zeitgenossen fand Fourier zunachst wenig Zustinimung.

Die, Einwande, die man ihm machte, sind nie authentisch veroffent-

licht worden 659
);

man kann daher nur so viel sagen: An der Be-

stimmung der Koeffizienten durch gliedweise Integration der unend-

lichen Reihe konnen sie keinen AnstoB genommen haben, da diese

damals allgemein geiibt wurde. Dagegen miissen sie sich klar dariiber

gewesen sein, daB dieses Verfahren die Entwickelbarkeit nicht beweist,

sondern voraussetzt 660
).

Andererseits sind ihnen die Grenziibergange,

654) PariB mem. 4 (1819/20), p. 301 (von 1811). tber die von Fourier zum
Beweise angewendeten SchluBweisen vgl. man Nr. 15, 16.

665) Theorie, oauvres 1, p. 630.

666) Paris mem. 4, p. 311; theorie p. 218.

667) p. 306, bzw. 213. Vgl. z. B. (290).

658) p. 317, bzw. 224 und 613.

669)&amp;lt;Das Urteil der Akademie iiber Fouriers Preisschrift von 1811 (moni-
teur universel vom 9. Januar 1812, p. 38) enthalt dariiber, nach einer Bemangelung
seiner Ableitung der Differentialgleichungen, nur die Worte ,,son analyse, pour
les inte&quot;grer, laisse encore quelque chose a de&quot;sirer, soit relativement a la gene-

ralite, soit meme du cttte de la rigueur&quot;. Auch Fr. Arago gibt in seiner Ge-

dachtnisrede auf Fourier (Paris mem. 14 (1838), p. CXII = Oeuvres 1, p. 341; von

1833) aufier diesen Worten nur noch die Namen der Kommissionsmitglieder

(Laplace, Lagrange, Legendre) und fiigt hinzu, sie hatten dieses Urteil abgegeben
,,sans toutefois appuyer leur opinion d aucune espece de d^veloppement&quot;.

Was Lagranges ablehnende Haltung betrifft, so braucht man sich nicht mit

Riemann auf miindliche Tradition zu berufen, sondern findet sie deutlich aus-

gesprochen an der in II A
9&quot;,

Note 10, p. 647 zitierten Stelle von 1811. Vgl.

jedoch
647

).

660) Man vergleiche die AuBerungen S. D. Poissona ,,il m a semble qu elles

[die Entwicklungsformeln] n avaient point ^t^ d^montr^es d une maniere precise
et rigoureuse&quot; (J. e&quot;c. polyt. cah. 19 (1823), p. 46); ,,on reconnait aisement 1 insuffi-

sance de cette methode&quot; (ib., p. 448 (vgl. auch p. 507)); ,,cette maniere de deter

miner les coefficiens . . . suppose que Ton connaisse a priori la forme de la se&quot;rie
u

(conn, des temps pour 1836[33], add. p. 5) und: ,,la determination des coefficiens

suppose essentiellement que Ton sache d apres la forme des fonctions, qu elles
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deren Fourier sich zunachst zur Ableitung seiner Resultate bedient

hatte, doch wohl bedenklich vorgekommen.

28. Exkurs betr. die Entwicklung des Begriffs einer willkiir-

lichen Funktioa. In Erganzung des bereits II A 1, Pringsheim, Nr.

1 5 Gesagten sei noch erwahnt: Zwar hatte eigentlich schon die

Formulierung der Fundamentalsatze der Differential- und lutegralrech-

nung auf die Frage fiihren miissen, wie der Umfang des Begriffs

Funktion zu umgrenzen ist, wenn diese Satze allgemeine Giiltigkeit

behalten sollen. Indessen ist die Begriffsbildung tatsachlich nicht von

dieser allgenaeinen Frage ausgegangen, sondern von der speziellen, was

die Wendung besagt: das Integral einer partiellen Differentialgleichung

enthalt nicht nur willkurliohe Konstante, sondern auch willkiirliche

Funktionen. J&quot;. d?Alembert** 1

} hielt an der Auffassung fest, daB das

den Anfangsbedingungen

(485) y = &amp;lt;P(V) + y(*), |f
=

0&amp;gt;

(&amp;gt;)

*

geniigende Integral der Differentialgleichung (481) in der Form (482)

nur einen Sinn habe, wenn sich &amp;lt;X&amp;gt; und ebenso W fur alle Werte des

Arguments durch denselben ancdytischen Ausdruck darstellen lafit;

L. Eider 669
) dagegen betonte, daB die Grleichung (484) fur jedes be-

sont de&quot;veloppables&quot; (theorie de la chaleur, p. 186). Auch G Frullani bemerkt

im AnschluB an seine Diskussion des in Nr. 24 erwahnten Paradozons (mem. soc.

ital. 18 (1820), p. 493), die Koeffizientenbestimmung durch gliedweise Integration

setze voraus, daB das Integral des Restgliedes Null sei. Vgl. auch die AuBerungen
von G. de Pontecoulant (theorie analytique du systeme du monde 3, Paris 1834,

p. 110): ,,la me&quot;thode . . . s appliquerait . . . au developpement de toute fonction

donn^e . . . du moment qu on est d avance assort quo cette fonction pent Stre

exprimee par une semblable serie&quot;; von Ch. Sturm (j. de math. 1, 1836, p. 411):

,,Fourier et d autres geometres semblent avoir me&quot;comm 1 importance et la difficult^

de ce probleme [des Moglichkeitsbeweises] qu ils ont confondu avec celui de

determiner les coefficients&quot;; von A. A. Cburnot (trait^ de la theorie des fonctions 2,

Paris 1841, p 211): ^eelon la juste remarque de M Poisson, la m^thode . . .

repose BUT une hypothese qui a besoin d etre demontree et qui consists a admettre

qu une fonction quelconque peut se developper . . .&quot;.

661) Berl. hist. 1747[49], p. 214: 1750[52], p. 358; Opuac. math. 1, Paris

1761, p. 29; 4 (1768), p. 134; 5 (1768), p. 138. Die Frage, welcherlei Rechnungs-

operationen bei der Bildung eines solchen analytischen Ausdrucks zujassig sein

sollen, hat d Alembert nicht beantwortet, nicht einmal sich gestellt.

662) Berl. hist. 1748[50], p. 69 = N. acta erud. 1749, p. 512; Berl. hist.

1753[56], p. -217; 1765[67], p. 307; Taur. misc. 3, (1762/65[66]), p. 1; Petrop. n.

comm. 11 (1765[67j), p. 6; 17 (1772[73]), p. 381; Instit. calc. iiitegr. 3 (1770),

p. 237; Petrop. acta 1779, r
83], p. 116. Die Frage, inwiefern durch eine nur

graphisch gegebene Kurve eine Funktion arithmetisch bestimmt sei, ist damals

nicht gestellt worden.
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stimmte t eine geometrisch konstruierbare Kurve auch dann vorstelle,

wenn die Funktionen
&amp;lt;P,

*P nur graphisch gegeben seien, und dafi es

also unabweisbar sei, in diesem ,,novum analyseos genus&quot;
d. h.

eben der Theorie der partiellen Differentialgleichungen auch ,,func-

tiones mixtas vel irregulares&quot; zuzulassen. Dem trat freilich die Frage

gegeniiber, inwieweit man das Recht hat, auf solche Funktionen In-

finitesimalbetrachtungen anzuwenden. J. L. Lagrange*
6
*) suchte, urn

diese Frage zu umgehen, die Rechnung so zu fiihren, da8 solche Be-

trachtungen nicht direkt auf die gegebenen Anfangsfunktionen ange-
wendet zu werden brauchen; doch sind diese V^ersuche trotz aller

aufgewendeten analytischen Gewandtheit im Prinzip als gescheitert

anzusehen, insofern es nicht moglich sein wird, seine Schlusse anders

als unter einschrankenden Voraussetzungen iiber die Natur jener Funk
tionen zu rechtfertigen

664
).

Die Diskussion hat sich dann namentlich

der spezielleren Frage zugewandt, inwieweit es zulassig sei, anzunehmen,
daB in den Differentialquotienten der gegebenen Anfangsfunktionen,
namentlich dem ersten und zweiten, an einzelnen Stellen Spriinge ror-

kommen 665
) (daB die gegebene Anfangsfigur Ecken oder Punkte mit

zwei verschiedenen Krummungsradien aufweise) ;
d Alembert 666

) bestreitet

das, Lagrange nimmt es zuerst an, laBt sich aber dann von d Ale.m-

bert uberzeugen
667

),
Euler*66

) und D. Bernoulli) schieben die Frage

663) Taur. misc. 1, 1753; 2 (1760/61); 3 (1762/65[66J) = Oeuvres 1, p. 37, 151,

639; auch noch in der 2. Auflage der me&quot;canique analytique, Paris 1811 (Oeuvres
11, p. 422, 439).

664) Vgl. namentlich in der ersten und dritten Abhandlung (Oeuvres 1,

p. 97, 543) den Grenzubergang zu m = oo (Cbergang von der trigonometrischen

Interpolationsformel zur unendlichen Reihe) und in der zweiten (p. 166) den
n

SchluB, daB ff(x) sin nx dx nur dann fur alle ganzzahligen Werte von n gleich
o

Null sein k6nne, wenn f(x)
= ist.

666) Stetigkeit aller Ableituugen und Entwickelbarkeit in eine gewohnliche
Potenzreibe, also eine spezielle Art analytischer Darstellbarkeit, galten damals
noch als gleichbedeutend.

666) Opusc. math. 1, Paris 1761, p. 17; ib. 5 (1768), p. 141 (er behauptet hier,

die Unzulassigkeit sei allgemein ,,de 1 aveu de tons les geometres&quot; anerkannt);
Taur. misc. 3, (1762/65[66]), p. 389; Berl. hist. 19 (1763[70]), p. 240 (von 1769).

667) Vgl. Taur. misc. 2 (1760/61) = Oeuvres 1, p. 324, 331; dann semen Brief-

wechsel mit d Alembert aus dieser Zeit, Oeuvres 13, p. 538, endlich d Alem-
berts eben genannten Aufsatz Taur misc. 8

Z ,
der mit den Worien beginnt: ,je

auis charm^ que nous soyons enfin presque absolument d accord&quot;.

668) Das erwahnt d Alembert, Berl. hist. 19, p. 240. Dieselbe Anffassung
beriihrt auch Condorcet, Paris hist. 1771[74], p. 74.

669) Petrop. n. cornm. 19 (1774), p. 241: ,,tolle modo omnem de infinito
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als physikalisch gleichgiiltig zur Seite. Condorcet 6

} nnd P. S. de La-

jjZoee
671

) geben, ersterer fiir die Form F(x, y, z)
=

0, letzterer fur die

Form z = f(x, y) des Integrals, die bestimmtere Antwort: die im all-

gemeinen Integral einer partiellen Differentialgleichung w**
r

Ordnung
auftretenden ,,wiUkiirlichen&quot; Funktionen miissen mit ihren Ableitungen

bis zur (n I)*
60
Ordnung einschlieBlich stetig sein; sonst verliere die

Differentialgleicbung ihren Sinn. Andererseits ist T. Valperga di

Caluso 61
*} wieder fiir die Zulassung von Funktionen eingetreten, die

in verschiedenen Teilen ihres Definitionsbereichs verschiedenen ana-

lytischen Gesetzen gehorchen. Die beiden Fragen sind dann, auf Ver-

arilassung einer Petersburger Preisaufgabe
673

),
von L. Arbogast^

4

} aus-

amphiboliam . . . et oruuem inter nos tolles controversiam&quot;. Ahnlich G. Riccati

in der sonst mathematisch nichts Neues bietenden Schrift delle corde, Bologna

1767, p. IX: ,,la conformita della mia[!] soluzione coi fenomeni ci fa toccare con

mano che ai minimi geometrlci si possono sempre sostituire i minimi fisici&quot;.

670) Paris hist. 1771[74], p. 69.

671) Ib. 1779[82]
= Oeuvres 19, p. 82; auch noch Throne analytique des

probabilites ,
livre 1, Nr. 19 (p. 87 der Ausgabe von 1847). Condorcet rechnet

mit Differentialien, Laplace versucht den Ubergang von einer Differenzengleichung

her; im Grunde ist beides dasselbe, und der Versuch, genau festzustellen, welche

Voraussetzungen eigentlich implizite gemacht sind, wurde kaum der Muhe lohnen.

Vgl. auch Laplaces sich auf diese Frage beziehende AuBerung Paris mem. llj

(1810[11]) == Oeuvres 12, p. 359: ,,les resultats transcendants de 1 Analyse sont,

eomrue toutes les abstractions de 1 entendement, des signes generaux dont on ne

peut determiner la veritable etendue qu en remontant par 1 Analyse metaphysique
aux id^es elementaires qui y ont conduit, ce qui pre&quot;sente

souvent de grandea

difficultes; car 1 esprit humain en eprouve moins encore a se porter en avant

qu a se replier sur lui-meme&quot;. tlber das Auftreten entsprechender Fragen

bei Untcrsuchungen von L. Euler und G. Monge iiber Differentialgleichungen

der Flachentheorie vgl. man Bd. 4 von M. Cantors Geschichte der Mathematik,

Leipz. 1908, p. 563 (V.Kommerell), 882 (C. E. Wallner).

672) Torino mem. 1786/87, p. 571. t)ber den Versuch von J. Charles, Paris

mem. pres. 10, 1785, p. 586, solche Funktionen analytisch darzustellen, vgl. man

den Bericht von C. R. Wallner in M. Cantors Geschichte der Mathematik 4,

Leipz. 1908, p. 881; iiber die spateren ahnlichen Versuche von G. Libri vgl.

man Kr. 104.

673) Petrop. n. acta 6 (178? [89]), p. 5.

674) Mem. eur la nature des fonctions arbitraires qui entrent etc., St Petersb.

1791, p. 9; ebenso, mit derselben Terininologie, Prony, J. ec. polyt. cah. 4, an V,

p. 511. Vorher war Discontinue&quot; bald in dem einen, bald in dem andern

Sinne gebraucht worden, meist aber in dem auch von Arbogast noch festgehaltenen,

wahrend fiir das andere Wendungen wie ,,que la fonction ne fasse point de saut

brusque&quot; u. dgl. gebraucht worden waren. Die Festlegung des heutigen Ge-

brauchs von kontiuuierlich und diskontinuierlich ruhrt erst von Cauchy her.

Noch Fourier (Oeuvres 1, p. 396) gebraucht discontinue im Sinne von Arbogast

(an den andern Stellen, p. 221,394 handelt es sich um Funktionen, die in beiderlei
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einandergehalten worden: er nennt eine Funktion ^discontinue&quot;, wenn

sie in verschiedenen Intervallen verschiedenen Gesetzen gehorcht, ,,dis-

contigiie&quot;,
wenn sie eine Unstetigkeit [er denkt nur an solche ,,erster

Art&quot;]
im heutigen Sinne des Wortes aufweist. Er erlautert an den

einfachsten Beispielen, dab die in der Losung einer partiellen Diffe-

rentialgleichung auftretende Funktion sowohl ,,discontinue&quot; als ,,dis-

contigtte&quot;
sein konne 675

); insbesondere meint er 676
),

bei der Gleichung

(483) sei ein Sprung in den Werten yon ~ -
t
sehr wohl zulassig, sie

ox

verlange dann nur, daB
-^~

fur dieselben Argumentwerte denselben

Sprung aufweise. A. de Lorgna dagegen
67T

) will die diskontinuierlichen

Fanktionen aus der Analysis verbannen und sie nur in der Geometric

und in den Anwendungen der Mathematik zulassen.

Berichte iiber diese gauze Diskussion geben S. F. Lacroix*} und

A. de Morgan*
19

).
Wenn letzterer meint, ,,diskontinuierliche

u Funk-

tionen liefien sich rnit beliebiger Annaherung durch kontinuierliche er-

setzen, so hat er das freilich nicht bewiesen; ganz richtig ist dagegen
seine Bemerkung

680
): daB man auf einer kontinuierlichen Flache ,,dis-

kontinuierliche&quot; Linien ziehen konne, sei selbstverstandlich
;
also konne

man unter Umstanden auch durch eine diskontinuierliche Linie eine

kontinuierliche Flache legen.

Zu einera gewissen AbschluB ist diese Diskussion erst durch

J. Fourier gelangt. Fourier hat einerseits die schon langer bekannten

Sinn ,,diBCOntinues&quot; sind); ebenso /. Challis (Cambr. trans. 3 (1830), p. 271), S. D.

Poisson (M^canique 2 (1833), p. 305; chaleur p. 173), G. Peacock (Brit, assoc. rep.

f 1833, p. 258); Belfast Cauchy einmal (Paris C. R. 15, 1842, p. 67 = Oeuvres (1/7,

p. 172). J. L. Radbe dagegen (Differential- u. Integralrechnnng 1, Zurich 1839

p. 5) gebraucht das Wort im Sinne von Cauchy, allerdinge in ungenauer Formulierung.
675) p. 12.

676) p. 77. Er nimmt keine Stellung zu der Frage, ob eine Unstetigkeit
&quot;*

in den Werten von = y mit den fundamentalen, Voratellungen der Mechanik vex-
ct

einbar sei, was d Alembert schon Opusc. 1, p. 22 bestritten, Lagrange, Taur. misc.

2,
= Oeuvres 1, p. 330 durch den Hinweis darauf verteidigt hatte, daB schon

bei Ableitung der Differentialgleichung die Beschrankung auf unendlich kleine

Schwing\mgen eingefiihrt sei.

677) De functionibus arbitrariis calculi integralis dissertatio, Petrop. 1791

(anonym; wegen der Autorsohaft vgl. man Petrop. n. acta 8 (1790[94]), p 5;

9 (1791[95]). p. 10).

678) Traite* du calcul diflerentiel et du calcul integral, (2
e
^d.) 2 (1814),

p. 685; 3 (1819), p. 307.

679) Differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 727.

680) p. 730.
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Beispiele von trigonometrischen Entwicklungen, die in verschiedenen

Konvergenzbereichen verschiedene Stiicke analytischer Funktionen dar-

stellen, zusammengestellt und durch neue vermehrt 681
); andererseits

immer wieder hervorgehoben
688

), daB es sich dabei nicht um ver-

einzelte exzeptionelle Erscheinungen handle, sondern daB die Moglich-
keit der Koeffizientenbestimmung durch bestimmte Integrale, vermoge
der Definition ernes solchen Integrals durch einen Flacheninhalt, die

Moglichkeit der Entwicklung fur beliebige derartige Funktionen dar-

tue, und daB Qberhaupt die Vorstellung einer solchen ,,fonction separee

ou partie de fonction&quot; keineswegs den ,,allgemeinen Prinzipien des

Kalkuls&quot; entgegengesetzt, sonderu vielmehr fur die Theorie der partiellen

Differentialgleichungen unentbehrlich sei. Dabei denkt er aber, soviel

ich sehe, meist doch nur an abteilungsweise analytische Funktionen 688
).

J. Challis*u} nimmt die Frage nach der Zulassigkeit ,,diskonti-

nuierlicher&quot; Funktionen oder, wie er sich ausdriickt, nach ihrer ,,Exi-

stenz&quot; noch einmal auf. Er meint
;

es sei unmoglich, diese Existenz

auf rein analytischem Wege zu beweisen, da schon die Prinzipien der

Differential- und Integralrechnung auf der Betrachtung ,,algebraischer&quot;

Funktionen beruhten. Doch scheint er, soweit es inoglich ist, seinen

ziemlich unklaren Auseinandersetzungen zu folgen, nur an der Aus-

drucksweise AnstoB zu nehmen, daB man solche Gebilde als Funk

tionen bezeichnet; gegen die Untersuchung von gemischten Linien

und die Darstellung der Anfangsbedingungen bei der Integration von

partiellen Differentialgleichungen durch sie hat er nichts einzuwenden.

Wie es iibrigens oft in solchen Fallen zu gehen pflegt: der Epoche,

der die Schwierigkeiten uniibersteiglich geschienen hatten, folgte eine

andere, die sie unterschatzte. So setzt z. B. G. Piola 6
**) auseinander,

ohne sich irgendwelche Sorgen um Konvergenzfragen zu machen: man

konne doch die Werte einer ,,diskontinuierlichen&quot; Fuuktion (im alten

Sinne des Wortes) fiir eine beliebige Anzahl gegebener Werte des

Arguments durch Interpolationsformeln darstellen; lasse man dann n

iiber alle Grenzen wachsen, so erhalte man eine analytische Darstellung

der Funktion selbst.

681) Paris mem. 4 (1819/20[24J) (Preisschrift von 1811), p. 306 ff.; theorie

Nr. 223 ff. = Oeuvres 1, p. 213.

682) Paris mem. 4 (1819/20[24j), p. 301; Theorie Nr. 220, Nr. 426, Nr. 428,

13 = Oeuvres 1, p. 209, 522, 530: ,,nous avons insiste sur cette consequence des

1 origine de nos recherches jusqu a ce
jour&quot;.

683) Nur Theorie Nr. 417 = Oeuvres 1, p. 500 finde ich die Wendung: ,,la

onction f(x) repr^sente une suite de valeurs, ou ordonn^es, dont chacune eat

arbitraire&quot;.

684) Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 573.
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Um dieselbe Zeit ist auch an einer Reihe von Beispielen beob-

achtet worden, daB ein als Funktion eines oder mehrerer Parameter
betrachtetes bestimmtes Integral in verschiedenen Teilen seines De-
finitionsbereichs Stticken verschiedener ,,elementarer&quot; Funktionen gleich
sein kann. So ist, soviel ich sehe, zuerst yon G. Bidone***) und von
J. J. Fourier 666

) bemerkt worden, dafi

00

/sin
j

~T(486)

von Fourier ferner 687
), daB:

(487)

und daB 688
)

(488)

-y far
s&amp;lt;0,

fur x= Q,

T fiir *
&amp;gt; 0,

1 fur

fttr

cos a:| -|- f sin

von S. D. Poisson, daB 689
):

A

(489) C g
J 1/1-22r cos a-|- r*

2 fur

f ftr

sowie 690
), daB das Integral

(490) 26a; -f *)
1

686) Torino mem. 1811/12, p. 279.

686) Paris mem. 4 (1819/20[24j) (Preisschrift von 1811), p. 499; TWorie d
la chaleur Nr. 356 == Oeuvres 1, p. 463. Vgl. auch A. de Morgan, Bdff. and int
calc., Lond. 1836/42, p. 672.

687) Er erhalt die Gleichung Paris mem. 4, p. 490; Throne Nr. 848 =
Oeuvres 1, p. 394 aus dem Reziprozitatssatz (Nr. 69) und verifiziert lie dann
Paris mem. 4, p. 498; Th^orie Nr. 857 = Oeuvres 1, p. 403 mit Hilfe von (486);
ebenso A. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 189. Bei Legendre
exerc. de calc. int. 1 (1811) stehen die Formeln (486) und (488) nur fur positive x;
ebenso die erstere bei S. D. Poisson, J. &amp;lt;c. polyt. cah. 16 (1813), p. 221, der aber
dann ebenda 18 (1820), p. 328, wo er auch das fur negative Werte von x gel-
tende Resultat zu benutzen hat, sich doch auf die genannte StePe beruft.

688) Ann. chim. phys. 3 (1816), p. 868; in anderer Form Th^orie Nr. 358= Oeuvres 1, p. 404.

689) J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 604. Reproduziert von A. Cournot,
Theorie des functions 2, Paris 1841, p. 190.

690) Paris mem. 6 (1823[27J), p. 601 (von 1826).
Knoyklop d. math. Wisaenicli II 1 go
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vier verschiedene Werte hat, je nachdem a und 6 grofier oder kleiner

als 1 sind; von A. de Morgan
691

),
wenn nicht schon friiher, daB:

fiir

(491)
it log r fiir r &amp;gt; 1.

Gleichwohl hat A. M. Legendre, als Cauchy unter den Beispielen

far die durch seine Residuens&tze zu erhaltenden neuen Resultate die

Gleichung
00

&r f m
/

J 2 in 6

mit der Determination ,,r gleieh der absolut genommenen Differenz

zwischen y und der nachstgelegenen geraden ganzen Zahl&quot; angab
69

*)7

darin eine Schwierigkeit gefunden
698

) und Cauchy, bis dieser die Ge-

duld verier 694
),

zu weiteren Erorterungen darttber veranlafit, wie so

die fur verschiedene Intervalle geltenden verschiedenen Formeln sich

aus seiner Methode mit Notwendigkeit ergeben
695

).
Nachher hat

Legendre diese Resultate, in seine Sprache fibers etzt, in sein Buch auf-

genommen
696

).

Auch andere Mathematiker dieser Zeit stehen den aus diesen

Eigentiimlichkeiten von Integralen und Reihensummen entspringenden

Schwierigkeiten ofter ratios gegenttber; so P. Pooli**1

}
und

691) Diff. and integral calculus, p. 676.

692) Paris m&n.
pr&amp;lt;s.

1 (1827), p. 442, 470 (von 1814).

93) Vgl. seinen der Abhandlung vorgedruckten Bericht an die Akademie,

ib. p. 326: ,,La loi de continuity est viol^e.&quot;

694) Ygl. die SchluBworte p. 506: ,,Ce qui precede suffit; c est pourquoi je

n insisterai pas d avantage sur cet objet.&quot;

695) p. 485, 496, 499.

696) Exerc. de calcul integral 2 (1817), p. 174 (publ. 1816). DaB Legendre

den Gebrauch der Residuensatze in seiner Darstellung vermeiden kann, liegt nur

daran, dafi er die Satze iiber die Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen

ohne Beweis auch auf transzendente Punktionen anwendet und nachher docb

den so erhaltenen Formeln bestimmte Gviltigkeitsgrenzen zuschreibt, obwohl diese

aus eeinem Raisonnement keineswegs folgen.

697) Mem. soc. ital. 20
T (1828), p. 176.

698) Ib. 20
S (1831), p. 603: ,,Non sentendomi per ora forze bastanti per

tentarne una cbiara esposizione.&quot; Wenn G. Frullani ebd. p. 696 ein falsches

Resultat erhalt, indem er die Entwicklung von. x sin x nacb den Cosinus der

Vielfachen von x, nacb Division mit 1 -}- x*, zwiscben den Grenzen und oo

gliedweise integriert, so liegt das, wie er selbst bemerkt, jdaran, daB die Aus-

gangsreibe nicbt in dem ganzen Integrationsbereicb die von ibm angenommene
Summe bat.
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Andere Integrale, bei welchen dieselbe Eigentiimlichkeit zur- Be-

obachtung kam, haben nur als Hauptwerte Sinn
5
so namentlich die

hier unter Nr. 59 besprochenen.

Beispiele von Doppelintegralen ,
die verschiedenen algebraischen

Funktionen eines Parameters k gleich sind, je nachdem
j

k
\

&amp;lt;
1 oder

&amp;gt;
1

ist, finden sich bei A. Cauchy
m

},

Viel spater
700

) kommt er noch einmal auf die entsprechenden
Verhaltnisse bei einfachen Integralen zuruck; er fuhrt hier auBer (488)
noch die beiden Beispiele an:

(493) /W( xr&amp;gt;)
dr=

]/ ^ nur fur x
&amp;gt; 0;

2x fiir

(494) J i-r#&quot; (o fiir
|r|&amp;gt;l.7t

Inzwischen war auch bemerkt worden, daB die Eigenschaffc, in

verschiedenen Teilen des Konvergenzgebietes Teile verschiedener ana-

lytischer Fonktionen darzustellen, auch andern als trigonometrischen
Reihen zukommen kann. So hat B. Murphy

101
} darauf hiagewiesen,

dafi die Summe der Reihe:

^ fl
(495)

n̂ =

stets gleich der absolut Jdeineren der beiden GroBen K, ft ist; also

z.B. 708
)

(496)
l

(i_^) + i
(1_^

_M ^_L
- 4 - e( -|i-^fu

699) In den Noten, von 1827 zu seiner Preisschrift von 1815, Paris mem.
pr^s. 1 = Oeuvres (1) 1, p. 181, 185 (vgl. hier Nr. 64). Er erzahlt bei dieser

Gelegenheit, er sei bei-seinen ersten Versuchen zur Behandlung des Wellenproblems
dadurch aufgehalteu worden, daB Entwicklung eines solchen Integrals nach Po-
tenzen von k und gliedweise Iptegration ein nur fiir

|

k
\ &amp;lt;

1 giiltiges Reaultat
liefert.

700) Exerc. d anal. 4 (1847), p. 412.

701) Cambr. trans. 4
8 (1833), p. 375. Er wendet den damals bekannten Satz,

daB die Lagrangesche Reihenumkehrungsformel [unter gewissen hier erfullten

Voraussetzungen] die absolut kleinste Wurzel der aufzulosenden Gleichung liefert,
auf eine quadratische Gleichung an.

702) p. 383. Er bemerkt selbst, daB diese Reihe sonach dasselbe leiste wie
Fouriers Gleichung (486).

63*
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A. de Morgan erhalt Reihen dieser Art ausgehend von Unter-

suchungen iiber Funktionalgleichungen der Form:

(497) &amp;lt;p (x)
=

,u (x)

in der ft, v, a gegebene Funktionen, &amp;lt;p

die gesuchte bedeuten; er

findet so 708
):

(498)

und 7M):

(499)

^+

a&quot;a;

a; fflr a;
|&amp;lt;

1
;

fiir a
&amp;lt;

1 .

0. Schlomilch) geht von der Bemerkung aus, dafi die Funktion

(500) *
rqr^i

sich nicht andert, wenn man x mit --
vertauscht, dafi man aber

&

gleichwohl Funktionen, die diese Eigenschaft nicht haben, nach Po

tenzen dieses z entwickeln konne, z. B. gleich die Funktion

(501)

selbst; so erhalt er:

(502) 2 4 6 8 . (2n -f- 2)
(_*x_\&quot;U + V

a; fiir
|

a
|

&amp;lt;
1

,

)-fur
!a?|&amp;gt;l.

I a?

Spater
706

) zeigt er, da6 entsprechendes immer eintritt, wenn man

eine Funktion nach Potenzen einer andern entwickeln will und

wenn dabei zu zwei Werten von x, zu denen derselbe Wert der letz-

teren gehort, nicht auch derselbe Wert der ersteren gehort
- - was

dann sachlich, wenn auch nicht in der Ausdrucksweise, mit der Auf-

fassung von Murphy
101

)
ubereinkommt. Als Beispiel nennt er die

Entwicklung von e&quot; nach Potenzen von sin x.

703) In der ersten Form Cambr. trans. 6 (1S86), p. 190; in der zweiten diff.

and int. calc. 207), p. 229.

704) Cambr. trans. 6, p. 191.

705) Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 46.

706) Ebd. 14 (1860), p. 146.
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DaB man mit Hilfe von Integralen wie (486) eine Funktion ana-

lytisch darstellen kann, die innerhalb eines Intervalls gleich einer

gegebenen Funktion, auBerhalb desselben gleich null ist, hat P. G.

Lejeune-Dirichlet zur Grundlage seiner Theorie der Diskontinuitats-

faktoren (Nr. 104) genommen; daB man auch eine Funktion darstellen

kann, die in zwei verschiedenen Intervallen Teilen von zwei willkiirlich

gegebenen Funktionen gleich ist, z. B.

/KAQ\
(608)

&amp;lt;f&amp;gt; (#) fur x &amp;lt; a,

* far x&amp;gt;a

scheint zuerst 0. Schlomilch ausgesprochen zu haben 707
).

Durch alle diese Einzelerfahrungen muBte die Forderung, genau
zu definieren, was eigentlich unter einer ,,willkurlichen&quot; Funktion ver-

standen werden solle, allmahlich sich aufdrangen. Ausdriicklich er-

hoben hat sie, soviel ich sehe, zuerst J. Ivory bei Gelegenheit der Dis-

kussion fiber den Giiltigkeitabereich der Entwicklungen nach Kugel-
funktionen 708

).
Doch wird sie selbst von P. G. Lejeune-Dirichlet

9
}

nur unvollstandig erfiillt: er redet zwar bei der graphischen Dar-

stellung einer Funktion durch eine Kurve davon, daB man sich diese

,,ganz gesetzlos&quot; gezogen denken konne, sagt aber dann, eine solche

Funktion sei fur ein Intervall nur dann als vollstandig bestimmt an-

zusehen, wenn sie entweder ftir den ganzen Umfang desselben graphisch

gegeben ist, oder mathematischen, fflr die einzelnen Teile desselben

geltenden Gesetzen unterworfen wird: er kommt also, sobald er von

der Berufung auf die graphische Darstellung absehen will, doch wieder

707) Arch. Math. 10 (1847), p. 323. Schlomilch bespricht den -Fall, daB die

Entwicklung von
&amp;lt;p(x)

nach Potenzen von x fur
#&amp;gt;

a divergiert, um zu schlieBen,
daB die Potenzentwicklung einer Funktion auBerhalb ihres Konvergenzbereichs
nichts mit der Funktion zu tun zu haben braucht [wenn man Funktionen wie
die durch (603) definierte zulaBt].

708) Phil. mag. (2) 2 (1827), p. 94: ,,Fonctions entierement arbitrages. This
is rather vague and indefinite.&quot;

709) Repert. Phys. 1 (1837), p. 152 Werke 1, p. 135; fast wortlich ebenso
auch in der von G. Arendt (Braunschw. 1904) herausgegebenen Vorlesung iiber

bestimmte Integrale von 1854, p. 4. In seiner ersten Abhandlung iiber trigono-
metriBche Reihen gibt er iiberhaupt keine Definition deasen, was er unter ,,Funk-
tion&quot; verstehen will; doch redet er am Schlusse (J. f. Math. 4 (1829), p. 169
= Werke 1, p. 132) von der Funktion, die fur rationale Argumcntwerte gleicb
einer Konstanten c und fur irrationale gleich einer andern Konsiauten d ist.
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auf die altere Auffassung von der Zusammensetzung aus Stiicken ana-

lytischer Funktionen zuriick. Erst A. A. Cournot hat sich davon frei

gemacht; er sagt
71

?): ,,nous concevons qu une grandeur pent dependre

d une autre, sans que cette dependance soit de nature a pouvoir etre

exprimee par une combinaison des signes de 1
algebre.&quot;

Man konne

also 711
) ,,imaginer une theorie qui aurait pour objet la discussion des

proprietes generates des fonctions&quot;;
wenn man sich dazu entschlieBe,

komme man fiber viele Schwierigkeiten und Streitigkeiten hinweg.

Dann hat A. Cauchy
11

*) auseinandergesetzt, daB der alte Begriff einer

fonction discontinue ,,est loin d offrir une precision mathematique&quot;;

es konne sehr wohl vorkommen, daB verschiedene Formeln fiir gewisse

Werte des Arguments dieselbe Funktion vorstellen, fiir andere ver

schiedene Funktionen. Weniger bestimmt sind die Auseinandersetzungen

von A. Pioch 115
}.

Er scheint unter ,,fonction ordinaire&quot; das zu ver-

stehen, was man jetzt eine elementare Funktion nennt, und erklart,

solche Funktionen konnten nur da unstetig werden, wo sie unendlich

werden. Man konne sich aber doch Funktionen vorstellen, bei welchen

das nicht der Fall ist; also konne man nicht ,,tous les lieux geo-

metriques en nombre infini que la pensee con9oit et realise&quot;,
mit

Hilfe derjenigen Funktionen darstellen, die man in der anaiyVschen

Geometrie und der DiflFerentialrechnung betrachtet.

Eigentiimlich ist die Terminologie von A. de Morgan. Er defi-

niert 714
): ,,every expression which in any way contains x, or depends

for its value upon the value of x, is called a function of x.
u DaB er

dabei aber doch nur an algebraische Funktionen und aus diesen ab-

leitbare denkt, zeigt die bald darauf folgende Stelle
715

): ,,when any

function of x is given, we can determine by common algebra the

value which the function receives when x receives any given value.&quot;

Nach einer Erorfcerung iiber unbestimmte Formen folgt dann die De

finition: wenn die Funktion fiir x = a ,,im gewohnlichen arithmeti-

schen Sinn der Worte&quot; den Weirt A hat, so heifit dieser Wert ein

gewohnlicher Wert der Funktion; aber ,,when by making x sufficiently

710) Theorie des fonctions 1, Paris 1841, p. 5.

711) p. 15.

712) Paris C.R. 18 (1844), p. 116 = Oeuvres (1) 8, p. 145.

713) Brux. miSm. 15 (1850), p. 7.

714) The differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 34.

715) p 44. Er glaubt aus diesen ,,Postulaten&quot; schlieBen zu konnen, jede

,,Funktion
&amp;gt;l

sei das, was man jetzt abteilungsweise differentiierbar nennt, ineint

aber p. 48 eelbst, man kSnne dagegen Einwande erheben, je nach dein Sinn, in

dem man die Postulate verstehe.
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near to a, we can make the function as near as we please to A,...,A
is called a singular value&quot;. Den Weg zur analytischen Behandlung

der so definierten Funktionen bahnt er sich durch Emfiihrung von

3 ^Postulaten&quot; als Erfahrungsresultaten:

1. Wenn cp(a),
ein gewShnlicher Wert ist, kann h immer so klein

genommen werden, dafi zwischen
&amp;lt;p(a)

und
&amp;lt;p(a -f- h) kein singularer

Wert liegt.

2. Wenn tp (a) ein endlicher Wert ist, kann man h immer so klein

armehmen, daB
&amp;lt;p(a -{- h} so nahe an

&amp;lt;p(a) liegt, als man will, und

dafi cp(x) von x = a bis x = a -j- h der Grofie nach immer zwischen

95(0) und cp(a -j- h) liegt.

3. Wenn eine Funktion fur alle x zwischen a und a -f- h einem

Gesetz folgt, so folgt sie diesem Gesetz durchaus.

Das zweite bezeichnet er als nlaw of continuity of
value&quot;,

das

dritte als ,,law of continuity of form&quot;.

Sonst gebrauchen englische Schriftstelle: -im diese Zeit die Worte

,,continuity&quot; und ,,discontinuity&quot; haufig, ohne genau zu definieren, was

sie darunter verstehen; meist liegt wohl eine Vermischung der alten

und der neuen Bedeutung vor. Dabei erscheint ofters die Formulierung

,,what is true up to the limit, is true as the limit&quot; als Axiom; so

bei J. E. Young&quot;
116

),
wahrend G. Boole 111

) findet, es beruhe auf einer

,unsound induction&quot; und liefie sich nur aufrechterhalten, wenn man

,,abandon the dominion of reason for that of intuition&quot; wolle. G-. G.

Stohes 11
*) dagegen schliefit sich ausdrttcklich der neuen Auffassung des

Wortes an, mit dem Hinzufiigen, es scheme ihm von der aufiersten

Wichtigkeit far die Anwendung partieller Differentialgleichungen auf

physikalische und selbst auf geometrische Probleme, ,,to contemplate
functions apart from all idea of algebraical expression&quot;.

Auch auf dem Kontinent hat der Sprachgebrauch npch langene Zeit

geschwankt. MancheAutoren, so J.M.C.Duhamd} und O.Schldmilch 1M),

716) Cambr. trans. 8 (1847), p. 429, 487.

717) Dubl. trans. 21 (1848), p. 124 (von 1846).

718) Phil. mag. (3) 38 (1848), p. 362 = papers 2, p. 64; .der Sache nach
ebenso Cambr. trans, 8

8 (1849), p. 636 (von 1847) = papers 1, p. 240.

719) Cours d analyse 1, Paris 1841, p. 6.

720) Algebraische Analysis, Jena 1846, p. 39. Nachher, p. 41, gibt er auch
eine analytische Definition, die nur

lim [f(x S} f(x + 8}}
=

fordert, also Funktionen wie -^ oder cos unter die stetieen zahlen ^iirde:
x* x

nachdem Schloemilch, Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 431, das selbst bemerkt
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bezeichnen als kontinuierlich oder stetig
781

)
eine Funktion dann

r

wenn sie nicht von einem Wert zu einem andern libergehen kann,
ohne alle Zwischenwerte zu durchlaufen; fiir abteilungsweise monotone
Funktionen (an andere denken sie nicht) ist diese Definition mit der

Cauchyschen aquivalent.

A. A. Cournot fafit den Stetigkeitsbegriff geometrisch
782

), gibt aber

dann doch eine freilich etwas unbestimmt formulierte analyti-

sche Definition. Ubrigens unterscheidet er 788
) ^solutions de continuite

du l
er

, 2*,..., ordre&quot;, je nachdem die Funktion selbst, ihre erste,

zweite Ableitung unstetig ist.

Andererseits ist das Wort ,,kontinuierlich&quot; selbst auch wohl in

einem engeren Sinne gebraucht worden, so versteht z. B. Franke lu)
darunter eine Funktion, die ,,um eine unendlich kleine GroBe der-

selben Ordnnng zu- oder abnimmt, als die Veranderliche x selbst&quot;.

Noch enger fafit es M. OAw 786
),

wenn er zu den kontinuierlichen

Funktionen nur die elementaren rechnet und die unendlichen Reihen,

die nach Potenzen eines allgemeinen Buchstabens fortschreiten, und

behauptet, dafi nur fiir solcbe ,,das unbedingte allgemeine Rechnen&quot;

zuliissig- sei.

A. Cauchy rekapituliert spater
786

) noch einmal seine Stetigkeits-

definition und erlautert dabei, wie sie sich auf die verschiedenen Zweige

(,,types&quot;)
einer mehrdeutigen Funktion anwenden lasse. Auch kommt

hatte, ist die Sacbe in den spateren Auflagen geiindert. An der genannten Stelle

im Archiv kritisiert er Cauchys Stetigkeitsdefinition ;
er ubersieht dabei, dafi

Cauchy die Funktion als eindeutig definiert voraussetzt und also f(a -j- 0) und

f(a
_

o) nicht beide zngleich als Werte von ihr ansehen kann.

721) Wer eigentlich stetig als deutsche Ubersetzung yon continu eingefiihrt

hat, kann ich nicht angeben; jedenfalls findet sich das Wort bei B. Bolzano rein

analytischer Beweis des Lehrsatzes . . ., Prag 1817, p. 11 (vgl. daruber 0. Stole,

Math. Ann. 18 (1881), p. 261) und bei P. G. Lejeune-DiricMet, Repert. Phys. 1

(1837), p 152 = Werke 1, p. 135.

722) Theorie des fonctions 1, Paris 1841, p. 61.

723) Ib. p. 15.

724) Arch. Math. Phys. 15 (1850\ p. 227. J. Ditnger, (J. f. Math. 37 (1848),

p. 364; von 1845) bezeichnet dasselbe mit ,,kontinuierlich im engsten Sinn 1

.

Seine weitere Behauptung (ebd. 38 (1849), p. 267; von 1846): Wenn zwei

Funktionen in einem Intervall ubereinstimmen, so stimmen sie auch daruber

hinaus uberein, soweit sie kontinuierlich sind vernachlassigt unendlich kleine

Gzofien von derselben Ordnung wie die beibehaltenen.

726) Der Geist der math. Analysis 1, Berlin 1842, p. 163 (engl. v. A. J. Ellis,

Lond. 1843). Spater (ebd. 2, Erlangen 1846, p. 74) sagt er: eine Funktion

unterbricht ihre Stetigkeit, wenn sie imaginar wird oder eine im Kalkiil unzu-

lassige Form (1/0 oder log usw.) annimmt.

726) Exerc. d anal. 4 (1847), p. 314.
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er noch einmal auf die Frage der Zulassigkeit diskontinuierlicher

Funktionen in den Anwendungen der Mathematik zuriick 7 *7

);
er setzt

aueeinander, dafi sie in die Losungen der Differentialgleichungen der

inathematischen Physik durch die Grenzbedingungen hereingebracht

werden, und raeint, man komme fiber alie Schwierigkeiten liinweg,

wenn man sie als spezielle Falle allgemeiner Fnnktionen auffasse, aus

denen sie durch Nullsetzen eines Parameters hervorgehen. Das ftthrt

ihn dann auf seine ,,limitateurs&quot; (Nr. 104).

29. Exkurs betr. die Vertauachung der Eeihenfolge von Qrenz

iibergangen. Wenn eine element-are Funktion von einer Verander-

lichen an einer einzelnen Stelle in ,,unbestimmter Form&quot; erscheint, BO

laBt sich diese Unbestimmtheit durch EinfQhrung des sog. ,,wabren

Wertes&quot; der Funktion an einer solchen Stelle beseitigen). Dagegen
bei Funktionen mehrerer Veranderlicher findet das schon in ganz ein-

ftp m _
_

aj

fachen Fallen wie z. B.
,

nicht mehr statt; die Unbestimmtheit

laBt sich hier auf kerne Weise entfernen, und es ist daher auch nicht

gleichgttltig, ob man zuerst die eine und dann die zweite Variable

spezialisiert, oder ob man in mngekehrter Reihenfolge vorgeht. Das

ist selbstverstandlich friihzeitig bemerkt, auch z. B. von S. F. Lacroix 1*9
}

und von A. Cauchy
190

} schon ganz sachgemaB allgemein auseinander-

gesetzt worden. Auch ist ein von J. L. Lagrange*) bemerktes Para-

doxon der Potenzialtheorie von 0. Rodrigues*) und dann von P. S.

de Laplace
1

**) durch die Bemerkung aufgeklart worden, dafi der Ausdruck

(504)
1-=*-

727) Paris C. E. 28 (1849), p. 277 = Oeuvres (1) 11, p. 121. Er hat hier

namentlich den Fall im Auge, daB die betrachtete Funktion nur in einem be-

grenzten Bereiche von Null verschieden, auflerhalb desielben gleich Null ist. Sie

ist dann an dec Grenze des Bereichs im allgemeinen sowohl im alten wie im

neuen Sinne des Wortea diskontinnierlich.

728) Vgl. II A 1, Pringshtim, Nr. 18, p. 24.

729) Traite&quot; du calcul diffe&quot;rentiel et du calcul integral 1, (schon in der

1. AufL, Paris 1797?; jedenfalls in der 2., 1810, p. 868).

780) Parii me&quot;m. pr^s. 1 (1827) (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 333.

781) J. (c. polyt. cah. 16 (1809), p. 67 = Oeuvres 7, p. 868. Lagrange zeigt

zwar, daB man bei richtiger Anordnung der Rechnung zu dem richtigen Resultat

kommt, aber es bleibt bei ihm im unklaren, weshalb die andere Anordnung nicht

auch dasselbe liefert.

782) Corresp. ^c. polyt. 3 (1816) p. 884.

733) Paris m^m. 2 (1817[19])
= Oeuvres 12, p. 415; Me&quot;canique celeste

livre 11, Paris 1823 =- Oeuvres 5, p. 32. Vgl. dazu auch noch Wantzel, J. de

math. 4 (1839), p. 186 und E. Hcnnessy, Phil. mag. (3) 83 (1848), p. 24. R. Murphy,
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fur r = 1 zwar im allgemeinen null wird, aber nicht, wenn man vorher

H = 1 setzt.

Gleichwohl ist die damit in engem Zusammenhang stehende Tat-

sache, dafi die Reihenfolge zweier Grenzfibergange nicht ohne weiteres

vertauscht werden darf, lange nicht klar erkannt worden. Zwar beruht

die ganze CawcAysche Funktionentheorie 784
)

und ebenso der dritte

6raw/3sche Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra
735

)
auf dem Urn-

stand, daB die Reihenfolge der Integrationen in einem Doppelintegral

nicht vertauscht werden darf, wenn die zu integrierende Funktion im

Integrationsgebiet unendlich groB wird. Aber im ttbrigen ist auch

Cauchy an der Erkenntnis der vorhin bezeichneten allgemeinen Tat-

sache dadurch vorbeigefiihrt worden, daB er zwar die fundamentale

Bedeutung des Grenzbegriffs fur die Analysis erkannt hat und die

Terminologie des Rechnens mit unendlich kleinen und unendlich

groBen GroBen nur als eine abgekiirzte Sprechweise fur seine Be-

nutzung ansieht, daB er aber doch dieser Abkiirzung sich auch in

Fallen bedient, in welchen sie zu Fehlschliissen AnlaB geben kann,

indem sie nicht erkennen 1aBt, von welchen Variabeln die ,,unendlich

kleinen&quot;,
d. h. gegen Null konvergierenden GroBen noch abhangen und

von welchen nicht. So kommt er zu Scheinbeweisen fur die Behaup-

tungen: daB die Summe einer konvergenten Reihe stetiger Funktionen

selbst eine stetige Funktion sei
736

); daB man eine solche Reihe, auch

zwischen unendlichen Grenzen, gliedweise integrieren diirfe
787

);
daB es

Cambr. trans. 6 (1835), p. 347, nennt solche Funktionen transient functions&quot;;

auBer dem Beispiel des Textes hat er p. 354 noch ein allgemeinerea.

734) Vgl. die naheren Nachweisungen unter Nr. 35.

735) Gott. comm. rec. 3 (1816) = Werke 3, p. 61 (deutsch von E. Netto,

Leipz. 1890; franz. Bearbeitung von J. Liouville, J. de math. 4 (1839) p. 506).

Die bei Gaufi unter dem Doppelintegralzeichen stehende Funktion ist der reelle

Teil von derjenigen, die in den entsprechenden Untersuchungen von Cauchy auf-

tritt. Wie weit ubrigens Gaufi die im Text hervorgehobene allgemeine Tatsache

gekannt haben mag, ist schwer zu sagen. Einerseits wiiBte ich keine Stelle zu

nennen, wo er wirklich eine nicht zu rechtfertigende Vertauschung der Reihen

folge zweier Grenzubergange vorgenommen hatte. Anderereeits behandelt er aber

doch z. B. in der Abhandlung iiber die hypergeometrische Eeihe (Gott. comm.

rec. 1 (1813) Werke 3, p. 138) und in dem nachgelassenen Beweis fur die

Entwickelbarkeit einer Funktion in eine trigonometrische Reihe (vgl. hier Nr. 84)

die Summe einer Reihe fiir r = 1 und den Grenzwert der durch die Reihe dar-

gestellten Funktion fiir lim r = 1 als gleichbedeutend.

736) Analyse algdbrique, Paris 1821 = Oeuvres (2) 3, p. 120. Der SchluB-

fehler liegt in den Worten ^I accroissement . . . de rn devient insensible en meme

temps que rn
u

.

737) Le9ons sur le calcul infinitesimal, Paris 1823 = Oeuvres (2) 4, p. 238;

Me&quot;m. sur les integrates d^finies, Paris 1825, p. 40. Er bemerkt nicht, daB in der



29. Exkura betr. die Vertauschung der Reihenfolge von Grenzubergangen. 973

erlaubt sei, in einer konvergenten Doppelreihe die Reihenfolge der

Summationen zu vertauschen 788
);

daB ein bestimmtes Integral ,,unter

dem Zeichen&quot; nach einem Parameter differentiiert werden konne 789
);

daB auch die Differentiation und Integration eines Residuums nach

einem Parameter erlaubt sei 740
).

Wohl hat er bald bemerkt 741
), daB

die Differentiation unter dem Zeichen bei den von ihm eingefiihrten

,,Hauptwerten&quot; divergenter bestimmter Integrale nicht imnier erlaubt

ist; doch glaubt er auch hier noch, alle Schwierigkeiten fielen weg,
wenn man den Hauptwert durch die Summe ersetze, als deren Grenz-

wert er definiert ist.

Ebenso beruht die ganze im zweiten Teil dieses Artikels zu be-

sprechende Methode der Integration partieller Differentialgleichungen

durch trigonometrische Reihen und Integrale auf der Voraussetzung,
daB man die Reihen ,,gliedweise ,

die Integrale ,,unter dem Zeichen&quot;

differentiieren und integrieren diirfe; und in dieser Beziehung haben

Fourier und Poisson ebecsowenig irgendeinen Skrupel gefiihlt als

Cauchy.

Diese Auffassung hat dann auch die Lehrbiicher noch geraume
Zeit beherrscht: die gliedweise Differentiation und Integration einer

unendlichen Reihe sowie die Differentiation und Integration eiues be-

stimmten Integrals unter dem Zeichen werden von J.L. Raabeu*\ von

J. M. C. Duhamel us
),

von J. A. Grunert 1

***),
von Moigno

U5
) gelehrt und

Gleichung des Mittelwertsatzes

6

das noch von n abhiingt.

738) Vgl. darflber II A 1, Pringsheim, Nr. 85, p. 97.

739) Lesons calc. infin. = Oeuvres (2) 4, p. 195. Exerc. de math. 1 (1826)
= Oeuvres (2) 6, p. 80 dehnt Cauchy seine Behauptung sogar ausdrucklich auf

seine BauBerordentlichen Integrals&quot; (vgl. hier Nr. 59 c) aus.

740) Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 31.

741) J. e&quot;c. polyt. cab.. 19 (1823), p. 591 = Oeuvres (2) 1, p. 556; Exerc. de

math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 160. An der letzteren Stelle erwahnt er eine

ihm von Ostrogradsky [vgl. Note 764] getnachte Bemerkung, daB sich so die

Poissoneche Gleichung der Potentialtheorie (II A 7, Glch. (5)) begrvinden lasse

(p. 174); auch fur den Fall des logarithmischen Potentials (p. 170). Scbon

A.M.Legendre (Exerc.&quot;
8
) 2 (1817), p. 213; reprod. von Lacroix, Traite 3 (1819),

p. 500) war auf Falle gestoBen, in welchen die Differentiation eines derartigen

Integrals unter dem Zeichen auf Widerspruche fuhrt.

742) Differential- und Integralrechnung 1, Zurich 1839, p. 99.

743) Cours d analyse 1, Paris 1841, p. 265; 2, Paris 1840, p. 3.

744) Arch. Math. Phys. 2 (1842), p. 276, 281. C. J. Bjoerling (Upsala n. a.

13 (1847), p. 39) widerlegt das durch ein einfaches Beispiel.
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durch Vertauschung der Reihenfolge der Grenzubergange zu recht-

fertigen versucht. A. A. Cournot 746
) redet nur von der gliedweisen

Integration von Potenzreihen und will den Beweis durch die Beriick-

sichtigung des Lagrangeschen Restglieds einer solchen Reihe vervoll-

standigen, iibersieht aber dabei, da6 der in diesem auftretende echte

Bruch 6 von der Integrationsvariablen nicht unabhangig ist. M. Ohm 74T
)

behandelt die gliedweise Differentiation und Integration von Potenz

reihen auf Grund seiner Auffassung von der rein formalen Bedeutung
solcher Reihen als selbstverstandlich. Selbst E. H. Dirhsen, der in der

Zerpfliickung der Beweise in unglaublich viele mit peinlichster Schul-

maBigkeit durchgefiihrte Syllogismen geradezu schwelgt, stellt doch

noch die falschen Behauptungen auf 748
),

man diirfe in einer Doppel-
reihe die Reihenfolge der Summationen jedesmal vertauschen, wenn

beide Anordnungen zu konvergenten Reihen fiihrten, und also diirfe

man unter der entsprechenden Voraussetzung iiberhaupt die Reihen

folge zweier Grenzubergange vertauschen. Auch 0. Schlomilch, der

sich doch sehr als Vorkampfer fur eine strenge Behandlung der Ana

lysis fuhlte, nimmt einen Grenziibergang durchweg an den einzelnen

Gliedern einer Reihe vor 749
).

Auch A. de Morgan hat sich nicht zu der allgemeinen Erkenntnis

durchringen konnen, daB die Vertauschung der Reihenfolge zweier

745) Le9ons de calcul differentiel et de calcul integral, re&quot;d. principalement

d apres lea methodes de M. A. L. Cauchy, 2, Paris 1844, p. 71, 74. Auch was

Moigno ebd. 1 (1840), p. 119 fur einen Beweis der Vertauschbarkeit der Reihen

folge zweier Differentiationen ausgibt, behandelt die Vertauschbarkeit der Reihen

folge zweier Grenzubergange als selbstverstandlich.

746) Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 39.

747) System der Mathematik 9, Nurnberg 1851, p. 88.

748) Organon der transzendenten Analysis 1, Berlin 1845, p. 513, 609. Auf

diese Satze stiitzt sich seine zweite Behandlung des Grenziibergangs von der

Binomial- zur Exponentialreihe (p. 614), wahrend die vorangehende direkte Be

handlung dieser Frage (p. 576) einwandfrei ist. Der Beweis des Satzes 32, p. 516:

Wenn eine Doppelreihe positiver Glieder bei einer Anordnung konvergiert, kon

vergiert sie auch bei der andern, enthalt denselben SchluBfehler, der Satz selbst

ist aber richtig.

749) Algebraische Analysis, Jena 1845, p. 155, 157, 161, 172, 246, 251, 258;

auch die Reihenfolge zweier Summationen vertauscht er p. 268 ohne weiteres.

Wenn er Arch. Math. Phys. 3 (,1843), p. 278 zur Voraicht bei der gliedweisen

Integration unendlicher Reihen mahnt, so denkt er dabei nur an den Fall, daB

die Reihe nicht im ganzen Integrationsintervall konvergiert. Ganz verfehlt ist

auch sein SchluB (Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 274): Wenn die

Summe einer konvergenten Reihe stetiger Fnnktionen nicht selbst stetig ware,

miiBte sie zwei Werte $(a 8) und $(a -f S) haben, was dem Begriff der Kon-

vergenz widersprache.
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Grenziibergange nur unter bestimmten Bedingungen zulassig ist, obwohl

ihm fast alle bis dahin aufgefundenen weiterhin zu besprechenden

Beispiele, in welchen das nicht angeht, bekannt waren 750
); er benutzt

die Kenntnis solcher Erscheinungen fast nur, um die beim Rechnen

mit divergenten Reihen und Integralen sich ergebenden Widerspriiche

auf sie zu schieben 761
).

Bei Gelegenheit der doppelten Definition der

hoheren Differentialquotienten einer Funktion von einer Variablen

durch einen einfachen oder einen wiederholten Grenziibergang wirft

er zwar die Frage auf75
*): ,,can we get a clear idea of what we are

Joing?&quot;
und beantwortet sie durch eine richtige Untersuchung unter

Benutzung des Mittelwertsatzes 753
); aber einer klaren Auffassung des

allgemeinen Problems steht bei ihm die in Nr. 28 besprochene Un-

bestimmtheit seines Funktionsbegriffes im Wege, namentlich auBer den

dort schon besprochenen ,,Postulaten&quot; noch das folgende
754

): ,,let it

be granted, that whatever is true of any finite number of points,

however great, is true of an infinite number of
points.&quot;

Daraufhin

kommt er zu der Meinung, ,,cohtinuity of form&quot; sei garantiert, wenn

an der Ubergangestelle alle Differentialquotienten ,,kontinuierlich zu-

oder abnehmen&quot;, und glaubt daraus folgern zu kSnnen, daB eine Dis

continuity of form&quot; in der Summe einer Reihe nur fflr solche Argu-
mentwerte eintreten konne, fiir welche die Reihe divergiert. Auch
sein angeblicher Beweis fiir die Vertauschbarkeit der Reihenfolge
zweier partieller Differentiationen 755

)
beruht auf dem gewohnlichen

TrugschluB.

Auch in Einzeluntersuchungen dieser Zeit ist derselbe Fehler

haufig begangen worden. So meint z. B. G. Libri 6
),
man koune den

Wert von 0, d. h. bei ihm, den von xy fiir x = 0, y = dadurch

bestimmen, daB man in irgendeiner Darstellung von xy durch eine

unendliche Reihe zuerst y und dann x gleich Null setze. Obwohl dem-

gegeniiber ein Anonymus} darauf hinweist, daB bereits Cauchy
6
}

750) Er aagt einmal selbst: There is hardly any end of the known in

stances in which . . . changes of form . . . arise from alteration of the specific

value of a constant&quot; (Cambr trans 8, {1844), p. 189).

761) Z. B. Differential and integral calculus * 07
), p. 576.

752) Ib. p. 76.

753) p. 79.

754) p. 231.

755) p. 161. Die von ihm mit 6 bezeichnete GroBe des Mittelwertsatzes hat

an verschiedenen Stellen des Beweises verschiedene Bedeutung, er argumentiert
aber so, wie wenn sie uberall dieselbe Bedeutung hatte.

756) J. f. Math. 10 (1833), p. 305.

757) Ebd. 11 (1834), p. 276.
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richtig angegeben habe, dieser Ausdruck konne jeden positiven Wert,
einschlieBlich und -{- oo haben, so glaubt doch selbst A. F.Mobiusm

),

man konne zur Ermittlung seines Wertes x und y irgendwie als

Funktionen einer und derselben dritten Variablen ansehen und diese

Funktionen in erster Annaherung durch Potenzen ersetzen; und der

erste Anonymus
760

) sowie ein zweiter 761
) bestreiten wohl die Zulassig-

keit dieser letzteren Annahme, haben aber gegen die erstere nichts

zu erinnern. Ebenso liegen den Behauptungen von J. A. Grunert*):
die durch gliedweise Differentiation einer Potenzreihe entstehende

Reihe konvergiere immer auch noch an der Grenze des Konvergenz-

bereichs, wenn die urspriingliche Reihe das tue und von J. Dienger
169

):

die Maclaurinsche Entwicklung einer Funktion stelle diese immer

Wirklich dar, soweit sie konvergiere unzulassige Vertauschungen
der Reihenfolge von Grenziibergangen zugrunde.

Inzwischen hatten sich aber die Beispiele dafiir gehauft, daB eine

solche Vertauschung unter Umstanden zu teils sinnlosen, teils geradezn
falschen Resultaten fuhren konne. Vor allem gehoren hierher die

Integralformeln (486) (488), (490), (492), in denen der Grenziiber-

gang fur den Parameter x (bzw. r, a, 6) zu einem Werte, von welchem

anstatt des einen der rechtsstehenden Ausdrucke ein anderer zu setzen

ist, mindestens von der einen Seite her zu einem falschen Resultat,

die Differentiation unter dem Zeichen zu divergenten Integralen fuhrt;

ferner das schon 781
) erwahnte Paradoxon der Potentialtheorie sowie

auch die Tatsache, daB das Potential eines ausgedehnten Korpers in

inneren Punkten nicht der Laplaceschen, sondern der Poissonschen

Differentialgleichung geniigt
764

).

768) Analyse algebrique, Paris 1821, p. 29 = Oeavres (2) 3, p. 69.

759) J. f. Math. 12 (1834), p. 136.

760) Ebd. p. 293.

761) Ebd. p. 292.

762) J. f. Math. 25 (1843), p. 241. Der Fehler liegt in der unzulassigen Aus-

fiihrung des Grenzubergangs vom Differenzen- zum Differentialquotienten an den

einzelnen Gliedern der Reihe.

763) Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 94. Der
fl
Beweis tt enthalt auch noch

andere Fehlschliisse.

764) Vgl. IIA7b, Burkhardt-Meyer, Nr. 2, p. 469. Zu den Literaturangaben
dort kann fiir unsere gegenwartigen Zweeke noch nachgetragen werden : M. Pagani

(J. f. Math. 12 (1834), p. 342) verfahrt wie Poisson. Er behandelt auch den Fall,

daB der Aufpunkt in der Oberflache des anziehenden Korpers liegt; dabei ver-

mischt er jedoch in eigentiimlicher Weise die Begriffe des unendlich Klcinen im

Sinne der Differentialrechnung und des physikalisch sebr Kleinen. Dbrigens be-

merkt er bereits, man miisse besonders zeigen, daB die mehrfachen Integrale,

durch die sich die Kraftkomponenten ausdriicken, immer gleich den Ableitungen



20. Exkurs betr. die Vertauschung der Reihenfolge von Grenziibergangen. 977

Darin hat N. H. Abel Cauchya Behauptung
786

),
die Summe einer

konvergenten Reihe stetiger Fiinktionen sei selbst immer stetig, durch

den Hinweis auf die Reihe (111) widerlegt, deren Summe jedesinal

springt, wenn x gleich einem ungeraden Vielfachen von it ist
765

).

Andererseits hat er zueret einen einwandfreien Beweis des folgenden

spezielleren Satzes gegeben
766

): Wenn eine Potenzreihe ^anr
n auch

noch fiir r = 1 konvergiert, so ist ihre Summe auch noch fiir r = 1

eine stetige Funktion von r. Wenn er aber weiter behauptet
767

):

Wenn die einzelnen Glieder der Reihe ^(fn (x)r
n

stetige Funktionen

von x sind und r absolut kleiner als die Konvergenzgrenze genommen
wird, so ist die Reihensumme eine stetige Funktion auch von x,

des Potentials nach den Koordinaten sind. Einen genaueren Beweia der Poisson-

scben Gleichung hat zuerst M. Ostrogradsky zu geben versucht (Petersb. mem. (6)

1 (1831), p. 39 (von 1828)); er sieht, daB man ein bestimmtes Integral nicht ohne

weiteres nach einem Parameter a differentiieren darf, wenn die zu integrierende
Funktion fiir x = a unendlich groB wird und dieser Wert dem Integrations-
intervall angehOrt; die weitere Durchfilbrung ist aber ungeniigend (die von ihm
benutzten Integrale sind nicht konvergent) und fuhrt nur infolge eines zweiten

Versehens (er ubersieht, daB er die beiden andern auftretenden Ableitungen
9*V

ebenso wie -

^
behandeln muBte) zum richtigen Eesultat. Vgl. auch Note 741.

c cc

765) J. f. Math. 1 (1826) = Oeuvres 1, p. 224. Vgl. dazu seine Briefe an

Holmboe und an Hansteen aus demselben Jahre, Oeuvres 2, p. 258 (hier noch
die Bemerkung, daB gliedweise Differentiation von (111) zu der divergenten
Reihe (25) fuhrt) und p. 263. Seine wohl damit im Zusammenhang stehende

Absicht, eine Abhandlung fiber die Entwicklung nstetiger und unstetiger&quot; Funk
tionen in trigonometrische Reihen in den Ann. de math, zu verOffentlichen (Brief
an Holmboe, ib. p. 261), hat er nicht ausgefuhrt.

766) Oeuvres 1, p. 223. Wenn E. G. Bjoerling (Upsala n. acta 13 (1847),

p. 166) Abels SchluBweise kritisiert, so ubersieht er, daB bei Abel die Funktion

f(r) uberhaupt nur durch die Reihensumme definiert ist, so daB man, wenn die

Stetigkeit der letzteren feststeht, die Stetigkeit von f(r) nicht mehr, wie Bjoer

ling meint, noch besonders unter die Voraussetzungen aufnehmen muB. Sein

Beweis der gleichmaBigen Konvergenz einer Potenzreihe (p. 158) ist allerdings
insofern der Abelechen Formulierung vorzuziehen, als er nicht wie Abel sogleich

n + m
von dem Rest der Reihe, sondern nur von dem Restabschnitt ^av r

v
redet.

r = n-f 1

Wegen anderer gegen Abel* Beweis bzw. gegen semen Beweis eines dabei be
nutzten Hilfssatzee, erhobener Einwande vgl. man die Note von L. Sylow, Oeuvres

2, p. 302. J. f. Math. 2 (1827), p. 286 = Oeuvres 1, p. 618 stellt Abel die Auf-

gabe, Km ^an r
n zu bestimmen, wenn man nur weiB, daB die Reihe fur

0&amp;lt;r&amp;lt;J

r = l

konvergiert.

767) Oeuvres 1, p. 224; vgl. die Note von Sylow, Oeuvres 2, p. 303. Die
Notizen aus dem NachlaB, Oeuvres 2, p. 202, enthalten noch denselben Fehl-

schluB; dbrigens fahrt Abel hier die Reihe (15) als Beiepiel dafflr an, daB an
der Grenze der Konvergenz fur r der Satz jedenfalls nicht mehr allgemein gilt
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so aetzt er beim Beweise stillschweigend noch voraus, daB die samt-

lichen
&amp;lt;pn (x) unterhalb einer und derselben endlichen Grenze bleiben 7*8

).

Weiter hat A. de Morgan
199

) bemerkt, daB aus dem Verschwinden

aller Glieder einer Reihe nicht auf das Verschwinden ihrer Summe

geschlossen werden kann; speziell
770

), daB aus

a

(505) lim Cyn(x}dx =
=o

nicht auch
*

_**. .

(506) lim
&amp;lt;pn (x) dx =

folgt; J. Z/iowwWe 771
),

daB die Differentiation zu beliebigem Index

(vgl. hier Nr. 108) unter dein Integralzeichen nicht immer zu richtigen

Resultaten fiihrt.

J. M. C. Duhamel hat um dieselbe Zeit sogar schon ganz allgemein

auseinandergesetzt
772

): es sei doch geometrisch ganz selbstverstandlich,

daB eine veranderliche Kurve sich einer festen unbegrenzt nahern

kann, ohne daB deswegen sich die Tangentenrichtungen der ersteren

denen der letzteren zu nahern brauchen.

Ausdrucklich ausgesprochen finde ich den Satz, daB die Reihen-

folge zweier Grenziibergange nicht ohne weiteres vertauscht werden

darf, zuerst bei E. H. Z)iVA*sen
778

), und zwar in der Form

(507) lim [lim ii&amp;gt;(k, ti)~\
nicht notwendig = lim

4&amp;gt;(h, h).
k-O A=0 A=0

Aber systematisch hat doch erst P. G. Lejeune-Dirichlet auf die Reihen-

768) A. Pringsheim, Miinch. Ber. 1897, p. 354, zeigt, daB die Behauptung
auch noch richtig bleibt, wenn es einen positiven Exponenten p von der Art gibt,

daB
|

n-/&amp;gt;

qpn (o;)r
n

j

unterhalb einer endlichen Grenze bleibt, und zeigt durch ein

Beispiel, daB sie nicht mehr richtig bleibt, wenn auch diese Bedingung nicht

mehr erfiillt ist.

769) Elementary illustrations of the ditf. and integr. calc., Lond. 1832, p. 33
;

Diff. and integr. calc., Lond. 1836/41, p. 70.

770) Diff. and. integr. calc., p. 576.

771) J. e&quot;c. polyt. cah. 21 (1832), p. 125.

772) J. e&quot;c. polyt. cah. 22 (1833), p. 76. Da seine Untersuchung nach einem

andern Ziel gerichtet war, zieht er nicht ausdrucklich den Schlufi: also darf

man die Reihenfolge einer Differentiation und eines andern Grenzuberganges
nicht rertauschen.

773) Berlin Abhandl. 1827[30], p. 110. Ala Beispiel fuhrt er

* + h

an. DaB er die Konsequenzen dieser Erkenntnis nicht roll gezogen hat, ist schon

oben (748) besprochen.
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folge von Grenzubergangen geachtet: nicht nur in den uns unmittelbar

angehenden, hier in Nr. 37 zu besprechenden Untersuchungen, sondern

auch bei der an der Spitze seiner Anwendungen der Analysis auf die

Zahlentheorie (vgl. I C 3, P. Bachmann, Nr. 2, p. 642) stehenden Dis-

kussion des Grenzwertes 77
*)

(508) lim
e
=

Daran anschliefiend hat dann J. Liouville ) die Notwendigkeit, darauf

zu achten, auch bei elementaren Fragen, wie bei der Untersuchung des

Grenzwertes

(509) li

zur Geltung gebracht. Auch W. R. Hamilton achtet sorgfaltig auf die

Reihenfolge von Grenzflbergangen, wo es auf sie ankoramt 776
) , wenn

er auch keine allgemeinen Auseinandersetzungen dariiber gibt.

Im Lauf der vierziger Jahre ist dann die Unzulassigkeit der Ver

tauschung der Reihenfolge zweier Grenziibergange noch in andern

Fallen bemerkt worden. So hat C. J. Malmsten 11 1

) an dem Beispiel
&amp;lt;X

(51 (Yv I _1 r COB x dx 1

2r cos x -|- r
8 h* -{- x*

&quot;

2 h 1 re~ h

774) Berl. Abhandl. 1837 [39], p. 50 = Werke 1, p. 319; J. f. Math. 19 (1839),

p. 326 = Werke 1, p. 414. Damit in Zusammenhang steht auch Dirichlete Unter-

scheidung unbedingt und nur bedingt konvergenter Eeihen (Berl. Abhandl. 1837,

p. 49 = Werke 1, p. 318; J. f. Math. 19 (1839), p. 330 = Werke 1, p. 419) und

Integrate (Berl. Abhandl. 1839, p. 03 = Werke 1, p. 395); sie findet sich iibrigens
vorher schon bei A. Cauchy, Resumes analytiques, Turin 1833 = Oeuvres (2) 10,

p. 69. Vgl. I A 3, Pringsheim, Nr. 3138, p. 9196.
775) J. de math. 5 (1840), p. 280; reproduziert von J. A. Grunert, Arch.

Math. Phys. 1 (1841), p. 205. Wenn Moigno, Lemons de calcul differentiel, red.

d apres les methodes de M. A. L. Cauchy, Paris 1840, p. XXII und p. 3 dem
gegeniibcr Cauchya Darstellung verteidigt, so iibersieht er, dafi diese, wie Grunert
mit Recht bemerkt, die Existenz des Grenzwerts nicht beweist, sondern voraus-

aetzt. Auch was Th. Wittstein (Arch. Math. Phye. 3 (1843), p. 327) und 0. Werner

(ebd. 22 (1854), p. 388) beibringen, trifft den Kernpunkt der Frage nicht: daraus

allein, daB ( 1
-j

J
fiir grofie n zwischen 2 und 3 liegt, kann die Existenz eines

Grenzwerts nicht erschlossen werden. Eine einwandfreie Darstellung des Grenz.-

iibergangs von der Binomial- zur Exponentialreihe iiberhaupt, nicht nur des spe-
ziellen Falles (509), finde ich zuerst bei E. H. Dirksen, Organon der transzen-

denten Analysis, Berlin 1845, p. 676. Die Unabhangigkeit des r von ft wird hier

auadrvicklich hervorgehoben und bewiesen. Bald darauf hat auch Cauchy selbst

eine solche Darstellung gegeben (exerc. d anal. 4 (1847), p. 236).

776) Z. B. Dublin trans. 19 (1843), p. 272.

Kncyklop. d. math. WiMenach. II 1. g4
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erkannt, daB die Entwicklung eines Integrals nach Potenzen eines

Parameters (hier r) an der Grenze der Konvergenz (bier r = 1) nicht

immer den richtigen Wert des Integrals liefert, selbst wenn sie kon-

vergiert; sein Versuch freilich, ffir Integrale der Formen
m

r /

J \ r sin a; J 1 2r cos x -f- r

allgemein die Bedingungen anzugeben, unter welchen das wirklich der

Fall ist, kann nicht als durchweg gelungen angesehen werden 778
).

Ferner haben C. J. Bjorling
17

*) die gliedweise Differentiation und P.

L. Tschebyscheff
180

)
die gliedweise Integration einer unendlichen Reihe

fur einer besonderen Rechtfertigung bediirftig erklart. J. E. Young hat

zwar noch behauptet
781

),
ein Resultat gliedweiser Differentiation einer

unendlichen Reihe konne nie absurd ausfallen, wenn die Absurditat

nicht schon am einzelnen Reihenglied zutage tritt; doch eind im Verlaufe

einer daran anknupfenden Polemik zwischen ihm 788
)
und E. Moon*)

777) Upsala n. a. 12 (1844), p. 174.

778) Seine Integralabschatzungen, obwohl von derselben Art, wie diejenigen
DirichletB (Nr. 87), sind doch nicht so sorgfaltig durchgefuhrt; auch setzt er

voraus, eine Funktion, die an irgendeiner Stelle Null wird, werde dort immer
von bestimmter Ordnung Null. M. Ohm, System der Mathematik 9, Numberg
1852, p. 156, begniigt sich mit der Bemerkung, daB die Gleichung (510) fur r 1

nicht mehr gilt.

779) Upsala n. a. 12 (1844), p. 340.

780) J. f. Math. 28 (1845), p. 283 = Oeuvres 1, p. 14. Er griindet darauf

Zweifel an der Allgemeingultigkeit des Fundamentalsatzes der Caucfo/schen

Funktionentheorie (Nr. 35).

781) Dubl. proc. 3
X (1846), p. 37; phil. mag. (3) 28 (1848), p. 214. Wie er

es meint, erlautert er an der zweiten Stelle an dem Beispiel der Reihe (111):

Die Unbestimmtheit des Zahlers in einem sehr entfernten Glied werde durch den

Nenner n nrendered nugatory&quot; ;
durch die Differentiation komme sie wieder zum

Vorschein. Statt Km f(x) schreibt er fll )
und unterscheidet das hierin

#&amp;lt;!
\ oo/

auftretende oo von dem oo ,
das die Anzahl der mitgenommenen Reihenglieder aus-

driickt (Phil. mag. (3) 27 (1845), p. 362; 28 (1846), p. 11; auch Cambr. trans. 84

(1847), p. 430); damit streift er die Erkenntnis, daB die Redeweise des Rechnens

mit unendlich kleinen und unendlich groBen Zahlen zur Behandlung solcher

Fragen nicht ausreicht; aber man kann mit seinen Symbolen doch nicht so

rechnen, wie er es tut. Er schlagt vor (Phil. mag. (3) 27, p. 365) den Terminus

nneutral series&quot;, den Ch. Hutton und nach ihm andere englische Mathematiker

fur oszillierende Reihen uberhaupt gebraucht hatten, auf den Fall zu beschranken,
daB eine solche Reihe an und fur aich, nicht als Grenzfall einer andern Reihe

betrachtet wird.

782) Phil. mag. (3) 27 (1846), p. 440; Cambr. trans. 84 (1847), p. 429; vgl.

auch p. 440 die Bemerkungen betr. den Grenzubergang von (14) zu (144) und (145).
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beide zu der Erkenntnis der Tatsache gekommen, daB die Summe der

Grenzwerte der Glieder einer Reihe von dem Grenzwert der Reihen-

summe wohl zu unterscheiden ist. Immerhin 1st bei beiden nur yon
Fallen die Rede, in welchen die erstere Summe divergiert. Ent-

sprechende Bemerkungen finden sich dann bei beiden auch fur be-

stimmte Integrale
784

).
Auch 0. ScMomikh ist bald zu scharferen An-

schanungen gekommen; so findet sich bei ihm eine einwandfreie Be-

handlung der Zahl e
785

); die Auseinandersetzung, daB man eine Reihe
nicht ohne weiteres gliedweise differentiieren diirfe, indem eine Summe
,,von einer unendlichen Menge von GroBen, die der Grenze Null

zueilen&quot;,

auch sehr betrachtlich ausfallen konne 786
); daB ff(r,x)dxfiirr= Q

nicht null zu sein braucht, auch wenn f(Q, x) im allgemeinen gleich
null ist

787
); daB man ein Integral nicht ohne weiteres unter dem

Zeichen differentiieren konne 788
).

F. Arndt bemerkt nicht nur das

letztere, sondern auch iiberhaupt, daB man eineri Grenzubergang an
einem Integral nicht immer unter dem Zeichen vollziehen diirfe, und
erlautert das an Integralen der Art, wie sie hier in Nr. 59 besprochen
werden 789

). Auch widerlegt er Dirksens Behauptung
743

) durch ein

einfaches Beispiel
790

).

788) Phil. mag. (3) 28 (1846), p. 136, 140. Seine Ausdrucksweise ist hSchsfc

ungeschickt; die Polemik zwischen beiden scheint gerade dadurch so bitter ge-
worden zu sein, daB sie dasselbe meinen, es aber verschieden ausdriicken.

784) Young, Phil. mag. (3) 27, p. 440; Cambr. trans. 84 , p. 484; Moon,
Phil. mag. (8) 28, p. 141.

786) Ditferentialrechnung, Greifswald 1847, p. V.

786) Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 76. Die Art, wie er dabei das Zeichen
lim(wf) gebraucht, wird man freilich nicht als befriedigend aneehen konnen.
J.Dienger will das ebd. 11 (1848), p. 38, durch Berufung auf den Satz yon
Dirksen widerlegen, der aber, wie oben 748) bemerkt, selbst nicht allgemein
richtig ist. Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 116 hatte Schloemilch noch

selbst den SchluB: nwodurch sich ^, also auch -pi, der NuU nahert &quot;

dy
787) Integralrechnung 1, Greifswald 1848, p. 121.

788) Ebd. p. 104, 140; analyt. Studien 1, Leipz. 1848, p. 6. Er scheint
doch nur an Falle gedacht zu haben, in welchen man dadurch ein divergentes
Integral erhalten wurde. Weun D. Sierens de Haan, Arch. Math. Phys 13 (1849),
p. 221, sich auf Schloemilchs Darstellung beruft, um behaupten zu konnen, dafi
die DifiFerentiation unter dem Zeichen bei endlichen Grenzen immer zulassig sei,
so begeht er dabei ein Versehen: in seiner Gleichung (Z) muBte /statt 9 stehen
und f ist nicht von x unabhangig.

789) Arch. Math. Phys. 11 (1848), p. 72, 82. Er scheint seltsamerweise
zu meinen, dergleichen k6nne nur eintreten wenn eine der Integrationsgrenzen
0[!j oder oo ist

790) Ebd. p. 319.

64*
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Durch alle diese Bemerkungen und Beispiele wav zwar geniigend

dargetan, daB man die Reihenfolge zweier Grenziibergange nicht unter

alien Umstanden vertauschen diirfe; aber damit hatte man noch keine

Antwort auf die Frage, unter welchen Umstanden das denn erlaubt

sei. Eine solche ist erst 1847 ziemlich gleichzeitig von mehreren

Seiten fiir die spezielle Frage nach der Stetigkeit der Summe einer

Reihe stetiger Funktionen gegeben worden. E. G. Bjorling
791

) erklart,

man durfe daraus, daB eine Reihe ,,convergens x qualibet data usque

ad liinitem quendam x = X&quot; nicht schliefien, sie sei auch ,,convergens

uno tenore, etiamsi x indefinite ad X adpropinquare fingatur&quot;.
Nach-

her gebraucht er aber bei der Formulierung seiner Satze doch wieder

blofi das Wort convergens, wo er seiner Bemerkung gemaB ,,con-

vergens uno tenore&quot; sagen miiBte, und glaubt dann sagen zu diirfen:

der Index n, von dem an der Rest der Reihe kleiner als eine gegebene

GroBe ist, ,,alius est aliis x in genere; at talis semper (aut plures) x

existit, cui respondeat maximus n&quot;.

Klarer als von Bjorling sind diese Verhaltnisse gleichzeitig von

Ph. L, Seidel*) und von G. G. Stokes 193
) dargelegt worden. Sie setzen

beide, ersterer ausfiihrlich, letzterer knapper auseinander, daB aus den

Ungleichungen

(512) \ Sn (x + $)-sn (x)\&amp;lt;e, \rn (x)\&amp;lt;8,
rn(x + d) \&amp;lt;

e

auf

(513) | (sn(x + 8) + rn (x + d))
-

(,(*) + rn (x)) |
&amp;lt;

3a

nur dann geschlossen werden kann, wenn es moglich ist, zu gegebenem s

einen von x unabhangigen Wert von n zu bestimmen, fiir den diese

Ungleichungen bestehen. Wenn das nicht der Fall ist, sagt Seidel:

die Reihe konvergiert an einer solchen Stelle ,,beliebig langsam&quot;,

Stokes:
;,unendlich langsam&quot;.

Die Darstellung bei Seidel hat den

Vorzug, daB er bestimmt von dem kleinsten n redet, von dem an die

Ungleichungen bei gegebenem erfiillt sind; infolgedessen kommt er

nicht wie Stokes zu der falschen Behauptung, bei einer unendlich langsam

konvergenten Reihe miisse die Summe immer eine Unstetigkeit auf-

weisen, sondern laBt das ausdriicklich dahingestellt sein. Dagegen
tritt bei Stokes klarer als bei Seidel hervor, daB die Frage nicht

isoliert steht, sondern sich der allgemeinen Frage nach der Zulassig-

791) Upsala n. acta 13 (1847), p. 66, 156.

792) Munch. Abhandl. 5
4 (1848), p. 381 (mit Anmerkungen von H. Lieb-

mann, Leipz. 1900); p. 393 auch einige Andeutungen uber entsprechendes Ver-

halten von Integralen.

793) Cambr. trans. 8
5 (1849) = papers 1, p. 279.
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keit der Vertauschung der Reihenfolge zweier Grenztibergange unter-

ordnet; auch gibt er ein Beispiel einer Reihe rationaler Funktionen,

die an einer Stelle unendlich langsara konvergiert.

Ubrigens muB C. Weierstrafi den Begriff der ,,gleichf6rmigen
u

oder ,,gleichmaBigen&quot; Konvergenz schon geraume Zeit friiher besessen

haben: In zwei aus den Jahren 1841 und 1842 stammenden, erst viel

epater veroffentlichten Abhandlungen gebraucht er diese Termini ohne

Erklarung
794

).

Anhangsweise sei noch ein spaterer Aufsatz Cawc%s
795

) erwahnt,

in dem er abermals behauptet, man diirfe in einer Doppelreihe die

Glieder in beliebiger Weise zu Teilsummen zusammenfassen; doch

leidet die dabei benutzte Definition der Konvergenz einer unendlichen

Doppelreihe Mangel an Prazision, jedenfalls ist sie enger als die ge-

wohnliche. Bald darauf setzt er aber auseinander 796
),

dafi man die

Glieder einer divergenten Doppelreihe unter Umstanden in eine kon-

vergente Reihe konvergenter einfacher Reihen umordnen konne; z. B.

konvergiert die Entwicklung von (1 x y)~
l nach Potenzen von

x und y nur so lange, als \xy\ &amp;lt; ist; aber Umordnungen der er-

wahnten Art sind z. B. moglich, wenn x
\ , | y \

und
|

x -\- y \

alle drei

&amp;lt;1 sind. ^Eine so erhaltene Summe nennt er 797
) die syntagmatische

Summe der vorgelegten divergenten Reihe und eine derartige Reihe

dann 798
)
auch selbst eine syntagmatische Reihe; er zeigt

799
) daB eine

solche Reihe die Fuuktion, aus deren Entwicklung sie entstanden ist,

wirklich darstellt, solange diese [und ihre Ableitung] stetig bleibt.

Ubrigens gibt er 800
)

uin dieselbe Zeit noch einen ganzlich ungenii-

794) Werke 1, Berlin 1894, p. 67, 68, 70
( ngleichma6ig

u
), 73, 81 ( Bgleich-

fdrmig&quot;). In einer andern Abhandlung derselben Zeit (ebd. p. 58) integriert er

allerdings eine Potenzreihe gliedweise viber einen zu ihrem Konvergenzkreie
konzentrischen kleineren Kreis, ohne ausdriicklich von der GleichmaBigkeit der

Konvergenz zu reden.

795) Paris C. R. 19 (1844), p. 1433 = Oeuvres (1) 6, p. 386. Er gibt als

Konvergenzbedingung: die aus irgendwelchen Gliedern der Reihe gebildete
Teilsnmme soil unendlich klein werden, wenn ihre Glieder alle zu unendlich

grofien Werten der Indizes gehSren. So wie es ausgedriickt iat, muB man glauben,
er meint B aller Indizes&quot;; richtig sind aber seine Behauptungen nur, wenn man
versteht: wenn in jedem Glied mindestens ein Index hinlanglich grofi ist.

796) Paris C. R. 20 (1845), p. 329 = Oeuvres (1) 9, p. 20. Weniger voll-

standig und von der entgegengesetzten Seite her aufgefafit echon resumee ana-

lytiques, Turin 1833 = Oeuvres () 10, p. 75.

797) Ib. p. 382 = 39.

798) p. 463 = 64.

799) p. 474 = 65.

800) Exerc. d anal. 3 (1844), p. 33, 43.
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genden Beweis dafiir, daB die Reihenfolge zweier Differentiationen oder

iiberhaupt zweier Differentialoperationen umgekehrt werden kann. Erst

ganz spat
801

) nimmt er den Satz, daB die Summe einer unendlichen

Reihe stetiger Funktionen nicht selbst stetig zu sein branch t, auch

seinerseits auf.

30. Exkurs betr. die Diskussion liber die den Zeichen cos oc

sin oo beiznlegende Bedeutung. Im Yerlaufe der Diskussionen iiber

den Giiltigkeitsbereich des Satzes von der Entwickelbarkeit einer will-

kiirlichen Funktion in eine trigonometrische Reihe ist wiederholt die

Frage aufgetaucht, was unter den Zeichen sin oo, cos oo zu verstehen

sei. Schon J. L. Lagrange hat einerseits behauptet
808

), fflr m = oo sei

(514) sin mxx = 0, cos mxx = + 1,

andererseits 808
) was iibrigens ziemlich auf dasselbe herauskommt

es sei dann

(515) sin (m+ 1)# sin mx =
mit der Bemerkung: ,,on suppose que 1 s evanouisse aupres de m&quot;.

J. d Alemberts Einwanden 804
)
hat er zunachst entgegengehalten

805
),

bei

ihm sei m eine ganze Zahl gewesen [was iibrigens nicht einmal

richtig war] spater aber 806
) behauptet, fur m = oo durfe man mx

immer als eine ganze Zahl ansehen. Auch S. Klugel} und Bidone*08
)

benutzen die Gleichungen (5 1 4) ohne weiteres. S. F. Lacroix ist schon

zaghafter: er setzt sin mx fur m oo nicht geradezu gleich Null,

sondern bemerkt nur, das sei fur unendlich viele Werte von x, nam-

801) Paris C. E. 36 (1853), p. 156 = Oeuvres (1) 12, p. 33. Aus seiner

Deduktion erkennt man, daB er den springenden Punkt die Notwendigkeit,

daB man n von x unabhangig muB annehmen k6nnen vollstandig erkannt

hat; die Formulierang der Satze leidet aber darunter, daB er sich auch jetzt

noch nicht entschlieBen kann, auf die Ausdrucksweise des Eechnens mit unend

lich kleinerrzu verzichten.

802) Taur. misc. 1 (1769) = Oeuvres 1, p. 102.

803) p. 111. S. D. Poisson zeigt, daB man schon bei Beschrankung von x

auf ganzzahlige Vielfache von und von m auf ganze Zahlen verschiedene
ft

Werte dieser Differenz fur m = oo herausrechnen kOnne (J. ^c. polyt. cah. 19

(1823), p. 407); J. Challis (Cambr. trans. ^ (1830), p. 270) bemerkt, man konne

sich von der Unrichtigkeit der Gleichung (515) uberzeugen, indem man ihre linke

Seite in ein Produkt verwandle.

804) Opuscules math. 1 (1761), p. 68.

805) Taur. misc. 2, 1760/61 = Oeuvres 1, p- 322.

806) Me&quot;canique analytique, (2
e
^d.) Paris 1811 = Oeuvres 11, p. 427.

807) Math. Worterbuch 2, Leipz. 1805, p. 587.

808) Torino mem. 6 (1811/12), p 288.
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lich fiir alle zu JT kommensurablen, richtig, und verifiziert dann die

unter dieser Annahme sich ergebenden Resultate unter Zugrunde-

legung der Bernoullischen Auffassung oszillierender Reihen (Nr. 4)
809

).

Erst A. Cauchy
810

)
erklart wieder mit Bestimmtheit ,

sin oo, cos oo

konnten jeden Wert des Intervalls ( 1, . .
., -|- 1) haben.

S. D. Poisson setzt in einer seiner friihesten Abhandlungen
811

)
in

den Integralen:

&+
axdx

6 = und erhalt so die Gleichungen:
30 00

(517) / cos axdx = 0, / sin axdx =
o o

Spater wiederholt er das mit dem Zusatz, daB es fiir a = nicht

mehr gelte und mit der Erlauterung
812

): diese Integrale batten analog
wie die entsprechenden unendlicben Reihen (Nr. 4-) nur dann bestimmte

Werte, wenn man sie als Grenzwerte anderer Integrale auffasse. Man
erhalte iibrigens dieselben Werte, wenn man (fiir

das erste Integral) von

OO CO

(518) I e~ bxt cos axdx oder von /

o o

ausgehe. Man komme dadurch auf den Gedanken, daB Entsprechendes

allgemein gelten miisse; aber es werde wohl sehr schwierig sein, das

zu beweisen. Er benutzt die Gleichungen dann mehrfach 818
) in Fallen,

in welchen nachher noch eine Integration in bezug auf a vorzunehmen

ist
814

); auch als Zwischenglied der Rechnung bei der Ableitung des

Wertes konvergenter Integrale.

G. Plana gewinnt von den Gleichungen (517) die erste aus (938)

durch Differentiation nach a 815
), die zweite 816

)
auf demselben Wege

809) Trait^ dea diflf^rences et dea aeries, Paris 1800, p. 147 = Traite du

calcul differentiel et du calcul integral, (2
6
ed.) 3, Paris 1819, p. 158.

810) Analyse alge&quot;brique, Paris 1821 = Oeuvres (2) 3, p. 52.

811) J. tc. polyt. cab.. 16 (1813), p. 221; ib. 18 (1820), p. 307 macht er da-

von bei weiteren Rechnungen Gebrauch.

812) Ib. 19 (1823), p. 431; im wesentlichen ebenso Paris me&quot;m. 6 (1823[27j),

p. 596 (von 1826).

813) J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 77, 467.

814) Ib. 18 (1820), p. 302, 307; 20 (1831), p. 237.

815) Torino mem. 23 (1818), p. 10 (von 1816).

816) p. 3*.
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wie Poisson. Er macht dann mehrfach 817
) von ihnen Gebrauoh, um

von andern divergenten Integralen die divergenten Bestandteile ab-

zutrennen.

P. PaoK 818
)

halt die Gleichungen (517) durch den Grenziibergang
zu b = nicht fur geniigend begriindet; er meint, man miiBte dann

auch die Riehtigkeit der Gleichungen

(519) sin oo = 0, cos oo =
annebmen, was docb wieder mit der Identitat cos8 x -f- sin

2 x = 1 in

Widersprucb stehe. Immerhin konne man diese Gleicbungen in dem

Sinne gelten lassen, dafi ihre rechten Seiten die arithmetischen Mittel

aus den samtlichen moglichen Werten der linken vorstellten. Dann

miisse man aber in demselben Sinne auch die Gleicbungen

(520)
&quot; cos d =

o

und folglicn auch

(521)

fflr richtig erklaren; und letzteres widerspreche wieder der Gleichung(847).

G. Fndlani*1

*) erhalt aus der Identitat

(522)
o

durch die Annahme F(g) = cos a;|:

OB CO

(523)
- = C cos xcpJ cos x%d% -j- sin xcpj sin x%d% ;

o o

und indem er hier die Faktoren von cos xcp und sin
x&amp;lt;p

beiderseits

einander gleich setzt, wieder die Gleicbungen (517).

J. L. Raabem) ersetzt die Integrale (517), naeh Einfiibrung eines

817) p. 37, 38; ebenso G. Piola, Mem. soc. ital. 20
2 (1831), p. 627; G. Frullani,

ib. p. 672; Poisson, J. fie. polyt. cah. 20 (1831), p. 237.

818) Mem. soc. ital. 20 (1828), p. 169. A. de Morgan calculus 107
) p. 576;

Cambr. trans. 8, 1844, p. 190 und J. L. Eadbe, Differentialrechnung
7e

), 1, p. 841

erklaren den Schlufi von (620) auf (521) oder auf andere derartige Gleichungen

fur unzulassig: die Summe unendlich vieler unendlich kleiner Grofien konne

endlich sein.

819) Ib. 20 (1831), p. 457 (von 1829).

820) J. f. Math. 15 (1836), p. 362; ebenso Differential- und Integralrechnung

1, Zurich 1839, p. 310; p. 319 Verallgemeinerung auf den Fall, daB unter dem

Zeichen qp trigonometrieche Funktionen von mehr als zwei zu x proportionalen
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Konvergenzfaktors, durch unendliche Reihen und benutzt dann fiir

diese die unter 76
) besprochene SchluBweise; so kommt er auch seiner-

seits auf die Gleichungen (517). Die Anwendung desselben Verfahrens

auf allgemeinere Integrale fQhrt ihn zu der Behauptung, es sei jedesmal
oo 2i

(524) / 9? (sin ax, cos bx)dx = ^ ft

I
&amp;lt;p (sin ax, cos bx)xdx,

wenn
Skfl

(525) / &amp;lt;p(sin ax, cos bx)dx =
o

sei.

Nachher 811
) will er sich von der Richtigkeit der Gleichungen (519)

oder wie er schreibt

(526) lim cos x = Urn sin x =
auch direkt tiberzeugen. Er geht von

(527) &amp;lt;?*&amp;lt;= Cosm (l -{- i tg x)
m

aus, entwickelt rechts in die Binomialreihe und glaubt diese fiir m= oo

durch die Eiponentialreihe ersetzen zu diirfen; so kommt er zu der

Behauptung, fttr unendlich groBe m sei:

(528) emxi cosmx [COS(T tg x) + i sin (m tg x)]

aus der allerdings das gewunschte folgen wiirde. Ubrigens meint er,

die entsprechenden Grenzwerte der Potenzen von cos x und sin x

mflsse man dadurch bestimmen, daB man diese Potenzen erst durch,

die Funktionen der Vielfachen von x ersetze 822
); dann komme man

auch zu keinem Widerspruch mit der Identitat cos9
a; -f- sin8

a; = 1.

Argumenten stehen. J. f. Math. 23 (1842), p. 105 (von 1840); 25 (1843), p. 162

atellt Kadbe analoge Unterauchungen fur Integrale der Form

qp (ain ax, cos bx)
cc

an; die Jakob Bernouttieche Funktion, Zurich 1848, p. 36, fur Integrale der Form

i ax, cos bx)dx
o

mit poaitiven ganzzahligen Exponenten m.

821) J. f. Math. 17 (1837), p. 219; Differential- und Integralrechnung 1,

p. 234. Ebenso A. de Morgan, Cambr. trans. 8j (1844), p. 203.

822) J. f. Math. 26 (1843), p. 169 macht er von den so gewonnenen Grenz-

werten dieaer Potenzen Gebrauch, um die Entwicklung der Funktion arc sin x
nach Potenzen von x aus deren Daratellung durch ein bestimmtea Integral durch

Reihenentwicklung und Grenziibergang unter dem Integralzeichen abzuleiten [!].
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Spater
82S

) gibt er zu, daB diese Ableitung ,,nicht frei von jedem
Einwurfe

dasteht&quot;;
da er die Existenz eines Grenzwerts bewiesen zu

haben glaubt
824

),
so schliefit er jetzt folgendennaBen: Wenn der Grenz-

wert von verschieden, z. B. positiv ware, so miifite die Funktion fur

alle hinlanglich groBen Werte des Arguments positiv sein.

Noch spater
825

)
hat Raabe noch folgenden merkwiirdigen SchluB:

Er transform iert das Doppelintegral
CO 90

(529) ffcos (**

durch Einfiihrung neuer Integrationsvariablen vermoge:

/com ~2
(ooU) Xs= C08 * U V 8in * U

cos 2u cos 2w
in:

(531)

und meint nun: da aus den Gleichungen (927) folgt, daB der Wert

des Doppelintegrales gleich
-- ist

;
und da die J^Funktion unendlicb

groB ist, so muB der andere Faktor null sein.

Auch B. Boncompagni
8

) und Oettinger} geben noch die Glei

chungen (517) und sogar die allgemeineren :

(532)
/&amp;gt;-

1

(

C08

)
x dx = I

{

c 8

]^J \ sin J
^

I sin J 2

auch fiir p &amp;gt; 1, dagegen erklaren sich P. G. Lejeune DirichUt 8
**),

Navier**9
), J. A. Serret\ M. Ohm**1

},
F. Arndt 83

^ gegen ihren Ge-

823) Differential- und Integralrechnung 2, Zurich 1843, p. 405.

824) Er hatte ebd. 1 (1839), p. 179, folgendermaBen geschlossen: wenn f(x)
bei unbegrenzt wachsendem x kontinuierlich bleibt, muB Km f(x) existieren, indem

.T = 00

er die Begriffe n stetig bis in beliebige Nahe von = 0&quot; und n stetigbei 0&quot;

* oc

verwechselt hatte. Vgl. auch seine Auseinandersetzung 1, p. XII: Fiir unendlich

groBe Argumentwerte hore die tlbereinstimmung zwischen der analytischen und
der geometrischen Definition der trigonometrischen Funktionen auf.

826) J. f. Math. 37 (1848), p. 348.

826) J. f. Math. 25 (1843), p. 82, 86.

827) Ib. 38 (1849), p. 227, 231.

828) J. f. Math. 17 (1837), p. 60 = Werke 1, p. 263: nEssentiellement in-

detennine*e, du moins tant qu on la considere en elle-meme.&quot;

829) Le9ons d analyse 2, Paris 1840, p. 9.

830) J. de Math. 8 (1843), p. 21: n Serait bon de ne pas employer, puisque
la valeur de 1 integrale est e&quot;videmment indeterminee.&quot;
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brauch. A. A. CournotMV) will sie wenigstens als Grenzwerte gelten

lassen, doch ohne sich darfiber zu aufiern, ob jede Art des Grenz-

iibergaugs zu demselben Resultat fiihren miisse.

0. Schlomilch***) argumentiert: Da aus der Annabme, die Reihen

(25), (26) hatten die angegebenen Summon, mit Notwendigkeit die

Gleichungen (519) folgten, diese aber offenbar mit sin2 a; -f- cos8
a; = 1

in Widerspruch seien, so diirfe man auch jene Reihensummen nicht

gebrauchen.

Auch M. OAm 855
)

erklart sich gegen den Gebrauch der Glei

chungen (517).

In England ist fiber diese Fragen eine Zeitlang lebhaft diskutiert

worden. A. de Morgan
836

}
verwandelt die Integrale (517) durch Ein-

schaltung geeigneter Zwischengrenzen in die unendlichen Reihen

^
cos xdx =1 2 + 2 2 -\ f-

(533)

J sin xdx = 2 2 + 2 2+ +
o

und behauptet dann auf Grand der Eulerschen Reihentransfonnation 887
),

die Summe der ersteren sei null, die der zweiten 1. Nachher zeigt

er noch, daB der Grenzilbergang von konvergenten Integralen wie

(516) oder (518) her zu demselben Resultat fiihre
888

).
Indem er

andererseits die Integration erst unbestimmt ausfuhrt, kommt er 889
)

auf die Gleichungen (519); er erklart zwar, keinen Beweis dafiir zu

haben, daB diese Gleichungen ,,universally true&quot; seien, benutzt sie aber

doch zur Summation der in Nr. 4r besprochenen Reihen. Nachher 840
)

fiigt er noch hinzu: Allerdings hatten die kontinentalen Mathematiker

831) Geist der mathematischen Analysis 2, Erlangen 1846, p. 160; System
der Mathematik 8, Nurnberg 1851, p. 258; 9 (1852), p. 14, 73. Er bezeichnet

seine Auffassung als die damals allgemeine.

832) Arch. Math. 11 (1848), p. 72, 82.

833) Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 48, 184. 185.

834) Arch. Math. Phys. 3 (1843), p. 277; Handbuch der algebraischen Ana

lysis, Jena 1846, p. 96. Auch Integrals 1, Greifswald 1848, p. 140, erklart er

sin oo = fur ^augenscheinlich falsch&quot;.

836) System der Mathematik 9, Nurnberg 1852, p. 360.

836) Calculus* 07
), p. 671.

837) Vgl. I A 3, Pringsheim, Nr. 87, p. 101.

888) Calculus 107
), p. 672, 631.

889) p. 606. p. 628 behauptet er sogar, sin oo sei von demelben GrOBen-

ordnung wie exp ( oo).

840) p. 604. Vgl. auch hier Note 75.
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[d. h. bei ihm die franzosischen
;
andere kennt er nicht] recht, wenn

sie behaupteten, cos oo und sin oo seien an und fur sich unbestimmt;
aber es gebe viele Formeln, die ihre Richtigkeit behielten, wenn man

unbestimmte Ausdriicke durch das Mittel aller moglichen Werte er-

setze, und in solchen Fallen seien die Gleichungen (519) anzuwenden.

Das sicherste sei, solche Formeln immer nur als Grenzfalle von andern

anzusehen; wenn auch kein Beweis dafiir vorhanden sei, dafi man von

jeder allgemeineren Formel her zu demselben Grenzwert gelange.

Schwierigkeiten dieser Art seien noch bei jeder Erweiterung der Ana

lysis aufgetreten; es seien aber so viele von ihnen bereits aufgeklart,

daB man die Beseitigung der noch iibrigen von der Zukunft er-

boffen diirfe.

De Morgans Auffassungen sind dann von vielen englischen Au-

toren angenommen und verwendet worden, namentlich auch bei Ge-

legenheit der unter Nr. 99 zu besprechenden Diskussionen; so von

einem mit jET. T. zeichnenden Anonymus
841

); dann bei Versuchen, den

Fourierschen Integralsatz zu beweisen, von einem andern Anonymus
848

)

und von einem dritten, der mit G. zeichnet 848
).

Auch D. F. Gregory***)

stellt die Ableitung der Integrale (517) aus (516) oder (518) und die

Ableitung der Gleichungen (519) aus ihnen als Aufgaben. Ein mit

H. G. zeichnender Anonymus
846

)
findet die Verwendung von (517)

,,rather doubtful
*,
nimmt aber dann doch den Wert fur das erste

dieser Integrale an, ,,as the nature of the case shews that it
ought&quot;.

S. Earnshaw*^*) meint, theoretisch behaupte jedermann, cos oo

und sin oo seien unbestimmt, und praktisch setze sie jedermann gleich

null. Allgemeine Zweifel und Bedenken ftihrten bei solchen Fragen
zu nichts; man musse versiichen, genau festzustellen, unter welchen

Umstauden das letztere erlaubt sei und unter welchen nicht. Es gebe

,,such a thing as a restricted
oo&quot;;

z. B. konne man zu verschiedenen

Werten eir.es von einer ganzen Zahl abhangenden Ausdrucks kommen,
wenn man diese Zahl durch nur gerade oder durch nur ungerade
Werte iiber alle Grenzen wachsen lasse; und fur Funktionen einer

841) Cambr. math. J. 28 (1840), p. 141 (nThat being the average of all 1st

values&quot;); ib. 8
t (1841),. p. 47.

842) Ib. 36 (1843), p. 257.

843) Ib. p. 289: Assuming that cos oo is a zero of an order sufficient to

destroy f(oo)
u

. Vgl. 839).

844) Examples of the processes of the differential and integral calculus,

Cambr. 1841, p. 477?; in der zweiten, von W. Walton besorgten (mir allein zu-

ganglichen) Auflage, Cambr. 1846, p. 480.

845) Cambr. math. J. 4
8 (1844), p. 72.

846) Cambr. trans. 8, (1847), p. 256 (von 1844).
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kontinuierlichen Veranderlichen gelte Analoges
847

).
Daraus folge nicht

nur an und fttr sich schon, daB cos oo und sin oo unbestimmt seien,

sondern auch die Unzulassigkeit von de Morgana SchluBweise 836
),

die

voraussetze, daB man oo als ein ganzzahliges Vielfaches von n an-

sehen diirfe; wenn man andere Zwischenwerte benutze, konne man zu

ganz andern Resultaten kommen. Auch den SchluB aus dem Grenz-

iibergang von allgemeineren Integralen her verwirft er 848
): in (516)

diirfe man nicht lim (exp bx) 1 einsetzen, da diese Grenzglei-
6=

chung fiir x = oo nicht mehr gelte; und den angegebenen Wert des

zweiten Integrals (518) halt er iiberhaupt nicht fflr richtig.

G. S. Airy**
9
) berichtet, er habe urspriinglich gegen die Ver-

wendung der Integrale (517) Bedenken gehabt, lafit sich aber dann

durch de Morgans Zuversicht so vollstandig umstimmen, daB er sogar
die eigentlich divergenten Integrale (520) benutzt. Ebenso benutzt

W. Center 9

***)
diese Formeln ohne jeden Skrupel.

31. Altere mifigliickte Beweisversuche. Einige in der alteren

Literatur sich findende Ansatze zur Rechtfertigung von Fouriers Be-

hauptung
654

)
sind zwar nicht zu vollstandigen Beweisen durch gebildet,

bieteu aber doch vielleicht ein gewisses Interesse, insofern die Theorie

der Funktionen von unendlich vielen Veranderlichen derartige Ansatze

jetzt hoffnungsvoller erscheinen laBt, als es noch vor kurzem der Fall

war. Hieher gehort vor allem ein schon von .EwZer 851
) skizzierter

Gedankengang: Die Aufgabe, die allgemeinste periodische Funktion,
d. h. die allgemeinste Losung der Funktionalgleichung

(534) F(x+l) F(x) =
zu suchen, kann vermoge des Taylorschen Satzes 852

) zuriickgefiihrt

847) p. 261.

848) p. 264. Im Grunde dieselbe Argumentation, nur in anderer Ausdrucks-

weise, auch bei It. Moon, Phil. mag. (3) 26 (1845), p. 493, und bei B. J. Young,
ib. 27 (1846), p. 441; Cambr. trans. 84 (1847), p. 434. Vgl. 784.

849) Cambr. trans. 85 (1849), p. 596.

860) Cambr. Dubl. math. J. 5 (1850), p. 216.

851) Petrop. n. comm. 3 (1750/51[53j), p. 43; reproduziert von Lacroix,
Trait^ des differences et des series, 1800, p. 232; Traite du calc. diff. et du calc.

int. (2
e ed.) 3 (1819), p. 245. Euler vermeidet hier den ihm doch sonst gelaufigen

Gebrauch komplexer GrfiBen; dagegen nicht mehr in der auch sonst modifizierten

Darstellung instit. calc. int. 2, Petrop 1769, Nr. l J09 = opera (1) 12, p. 369.

N.Fufr (Petersb. m^m. 4 (1811[13J), p. 221; von 1808) ersetzt ebenfalls derartige

Funktionalgleichungen durch Differentialgleichungen unendlich hober Ordnung,
gibt aber keine LSsungen durch Reihenentwicklung.

862) DaB dessen Anwendung hier eine wesentliche Beschrankung der Vor-
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warden auf die Integration der linearen Differentialgleichung unend-

lich hoher Ordnung, mit konstanten Koeffizienten:

(535) y + J_y&quot;+ I.y
&quot;+ ... == 0.

Die zugehorige determinierende Gleichung ist

(536) , + ,+
d. h.

e 1=0;
ihre Wurzeln sind:

(537) gs=*2n3ti, n eine beliebige ganze Zahl;

die allgemeine Losung der Differentialgleichung (535) also:

(538) F(x) =
n =

Daraus ergibt sich fiir die allgemeine Losung der entsprechenden

Gleichung ,,mit zweitem Glied&quot;:

(539) F(x+l)-F(x)-f(x)
eine Formel, aus der man unmittelbar die Darstellung der Entwick-

lung von f(x) nach den trigonometrischen Funktionen der ganzzahligen
Vielfachen von .2jtx ablesen kann 858

).

Ein anderer ebenfalls nicht zuni Ziele fiihrender Beweisansatz

geht auf eine nachgelassene Abhandlung von L. Euler zuriick, in der

zunachst gezeigt wird 854
): der linearen Differentialgleichung beliebiger

Ordnung mit beliebig vielen Variablen und konstanten Koeffizienten:

wird durch einen Exponentialausdruck der Form exp (ax -j- fiy -\
----

)

jedesmal dann geniigt, wenn die Koeffizienten a, /3,
der ,,aequatio

vicaria&quot;

(541) 0=^4 + Ba + Cp-{-----h-E
8+^/3+ &P*~\-----1

----

aussetzungen bedingt, hat bereits d Alembert bemerkt, Opusc. math. 4 (1768),

p. 345; 6 (1788), p. 511.

853) Dieser letztere SchluB wird von Euler hier nicht gezogen, wohl aber

von Lagrange bei einem etwas allgenieineren, nachher wieder auf das hier vor-

liegende spezialisierten Problem (Taur. misc. 3
S (1762/65[66])

= Oeuvres 1, p. 516),

doch nur unter der ausdrxicklich ausgesprochenen Vorausaetzung ,,sofern eine

analytische Darstellung von f(x) mSglich ist&quot;. Auch hier hat also Lagrange

nicht, wie man wohl gemeint hat, die Entwickelbarkeit einer willkurlichcn

Funktion behaupten wollen.

854) Petersb. mem. 4 (1811(13]), p. 45 (von 1779).
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genflgen. Wenn man alle so gebildeten Ausdriicke mit willkiirlichen

Konstanten multipliziere und dann summiere, so erhalte man ,,einen

sehr allgemeinen Ausdruck, den man als das vollstandige Integral der

Gleichung (540) ansehen diirfe&quot;. Das erganzt er dann noch durch die

Bemerkung
855

):
man konne eine derartige Summe als Entwicklung

nach Potenzen von p = exp x auffassen und ,,bekanntlich&quot; jede Funk-

tion von p nach Potenzen von p entwickeln. Daran anschliefiend hat

dann S. D. Poisson wiederholt 856
) behauptet: das allgemeine Integral

einer linearen partiellen Differentialgleichung miisse sich, wenn t eine

der unabhangigen Variablen sei, nach Potenzen von e* oder auch von

& entwickeln lassen; diese Entwicklungen miiBten auch fiir t =
gelten und dort die willkiirlichen Anfangsbedingungen darstellen. DaB

weder die Moglichkeit einer solchen Entwicklung des allgemeinen

Integrals dargetan ist, noch daraus folgen wiirde, daB auch die

Anfangsfuriktion einer solchen Darstellung fahig sei, bemerkt bereits

E. J)irksen*
6r

).

Ein dritter Ansatz, der auf J. L. Lagrange
858

) zuriickgeht, ver-

tauscht zunachst die Reihenfolge von Summation und Integration,

wodurch au8 der Entwicklung einer Funktion nach den Sinus der

Vielfachen des Arguments die Formel

n

(542) f Cf(a)
sin (n &quot;*&quot; ^ u sin nx~ Bi &quot; n a sin ^ &quot;*&quot; ^X

dec]
L/** cos a cos a; Jn=&amp;lt;

entsteht. Da Lagrange annimmt (vgl. Nr. 30), es sei sin oo = 0, so

schlieBt er, daB zu dem Werte des Integrals nur die Umgebung der

Stelle a = x einen merklichen Beitrag liefert, fiir die auch der Nenner

null ist; und indem er sich zur Bestimmung des sog. wahren Wertes

855) p. 49.

856) Paris mem. 1 (1816[18j), p. 83?; Bull. soc. philom. 1817, p. 180; J. fie.

polyt. cab. 19 (1823), p. 371; M^canique 2 (1833), p. 366; chaleur p. 136, 168. Da6
die Cberlegung doch noch den Wunsch nach einem direckteren Beweis bestehen

lafit bemerkt er selbst chaleur p. 291.

867) fieri. Ber. 1842, p. 21.

868) Taur. misc. 1 (1759) = Oeuvres 1, p. 101. Bei Lagrange -wird die

SchluBweise nicht auf die Entwicklung der Funktion f(x) selbst, sondern auf die

zugehorige Losung des Saitenproblems (Nr. 69) angewendet; infolgedessen hatihn

auch sie nicht zu der Annahme des Satzes gefiihrt, eine willkurliche Funktion

laase sich in eine solche Reihe entwickeln. Vgl. Note 660) und 853). tJbrigens
fehlt bei Lagrange im Zahler der Subtrahend und steht im Minuenden a statt

(n -}- 1); er hatte die Formel durch Grenzubergang aus einer andern erhalten,

bei der nur ganzzahlige Vielfache von als Werte von o in Betracht kamen.
M

In den Oeuvres iet die Formel geandert, aber nicht richtig.
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des Integranden fiir diesen Fall der Annahme cos oo == 1 bedient,

glaubt er zu dem gewiinschten Resultat zu kommen.

Der erste Teil dieser SchluBweise 1st auch yon J. L. jRoofte
869

)

ubernommen worden; den zweiten erganzt er (fiir x 0) durch

folgende Betvachtung: Das Integral

ist, wenn e=*kd gesetzt wird, nach der Definition eines bestimmten

Integrals gleich:
,. ..fsinnd . sin 2nd1

. . am knd~\lim d ^TTF + ^r^- H r -^ir-r 5sin 26
n. &quot;Jt

dafiir schreibt er:

i^
sin kn8~l

~k J 5

und das ist nach (110) gleich \(rt f), also in der Grenze = y
Verwandter Art ist die SchluBweise von 0. Schlomilch 960

}: sei die

doppelte Summe der Reihe (27) mit F (x) bezeichnet, so folgt fflr

ganzzahlige h durch gliedweise Integration mit Hilfe von (HO):

(545) F(K) cos ha da = n (0 &amp;lt;
c

&amp;lt; 2);
o

also wenn wiederholt unter dem Zeichen nach h differentiiert[I] und

dann h = gesetzt wird:

c

(546) fa
m
F(a}da = (m = 1, 2, 3, . .

.);

o

und also fiir jede analytische Funktion f(x):
c

(547) ff(a)F(a)da
=

xf(0).
o

Hie und da findet sich auch der SchluB: da man jede Potenz

von x durch eine trigonometrische Reihe darstellen konne (Nr. 7), so

sei gleiches auch fiir jede Funktion moglich, die sich nach solchen

Potenzen entwickeln lasse; so bei A. de Morgan*
6
*).

A. PiocA 868
) will die trigonometrische Reihe aus dem Fourierschen

859) Differential- und Integralrechnung 1, Zurich 1839, p. 294.

860) Arch. Math. Phys. 1 (1841), p. 267.

861) Diff. and int. calc., London 1836/41, p. 609.

862) Brux. mem. cour. in 4 15 (1841/42), p. 52. Dabei kommt der Zahlenfaktor

des absoluten Gliedes zuniichst falsch hcraus
;
dem hilft er durch ein Taschenspieler-
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Integral ableiten, indem er das divergente Integral (517) durch die

divergente Reihe (25) ersetzt.

32. Grenziibergang von den Interpolationsformeln her. Der in

Nr. 25 auseinandergesetzten Auffassung wiirde es entsprechen, wenn
man versuchen wfirde, von der naherungsweisen Darstellung einer Funk-
tion durch eine trigonometrische Interpolationsformel (II 9) vermittelst

unbegrenzter Vermehrung der Zahl der benutzten Argumente zu ihrer

Darstellung durch eine unendliche trigonometrische Reihe zu gelangen.
In der That hat bereits J. L. Lagrange*) die bei dem Problem der

nur in einzelnen Punkten belasteten Saite auftretende Gleichung:

(548) yy= &amp;gt;;
BW sin ^-v cos { Vkt am

in

ff\AQ\ nktit

ubergefiihrt, wo die Bn sich von den #/) nnr durch GroBen der Ord-

nung 1/N unterscheiden, und demgemaB seine Naheningskurve zwar
nicht durch Punkte der gegebenen Anfangsfigur, sondern durch korri-

gierte Lagen gelegt, die aber mit wachsendem ^Tjenen unendlich nahe
rucken. Er scheint ohne weiters anzunehmen, da6 dann ,,die Diffe-

renzen beider Kurven so klein werden, wie man will&quot;
864

), behauptet
aber spater doch noch 866

), ebenfalls ohne Begrundung, daB die so er-

haltenen unendlichen Reihen in den meisten Fallen divergieren wurden.

Dagegen setzen J. Fourier***}, 8. D. Pomon 867
), M. Pagani*},

kunststuck ab, nachher (p. 72) findet er das doch ..raiaonnements un peu ab-
straits&quot; und ersetzt es durch ein anderes, das kaum besuer ist.

863) Taur. misc. 3
(1762/66[66]) = Oeuvres 1, p. 547.

864) p. 662.

866) Me&quot;canique analytique, 2me ^d., Paris 1811 = Oeuvres 11, p. 424.

866) Paris Mem. 4
(1819/20[24]). p. 394 (Preisschrift von 1811); Th^orie de la

chaleur Nr. 277 = Oeuvres 1, p. 294. Er bemerkt dazu (Nr. 278, p. 296): wCette
m^thode . . . a une clart^ qui lui est propre, et qui dirige leg premieres recherches.
[1 est facile ensuite de passer a une m^thode plus concise&quot;; daran anschliefiend
noch: Wenn man bei dem Problem der Warmeleitung den entsprechenden t^er-
gang von der Vorstellung diskreter Massenteilchen zu der eines kontinuierlichen
Korpers vornehmen wolle, so musse man dabei den Koeffizienten des Warme-
austausches zwischen zwei Teilchen umgekehrt proportional ihrem Abstand neh-
men (ein Punkt, dessen Nichtbeachtung nicht nur seinen Zeitgenossen , sondern
auch noch spateren Physikern Schwierigkeiten gema,cht hat). Vgl. iibrigens auch
erne spatere Angabe Paris Mem. 5 (1821/22[26J) = Oeuvres 2, p. 94, nach der
seme Untersuchungen uber Warmeleitung uberhaupt von der Vorstellung des
Warmeaustausches zwischen diskreten Teilchen ausgegangen sind; also jeden-

Knoyklop. d. math. Wiisenieh. Hi e
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v. Schmidten 8*9
),

G. Pio/a 870
) einfach in den Interpolationsformeln

(550) N
&amp;lt;x,

- = #, dx,v n n

wodurch die Summen zur Koeffizienteubestimmung in Integrale tiber-

gehen, die Darstellungsformel selbst in eine unendliche Reihe.

A de Morgan
911

} will diesen Grenztibergang bei der nur Cosinus-

glieder enthaltenden Reihe durchfiihren, indem er nur fiber die halbe

Periode summiert; da die Summationsformeln nicht einfach werden,

kommt er fur {-3cA z. B. nicht auf

n

ff(x)dx

sondern auf
n-S

(551) f (l + ^cosnx}f(x)dx

und muB sich also noch auf die divergente Entwicklung (25) berufen.

Die Schwierigkeit, von diesem Ansatz aus zu einem wirklichen

Beweis der Reihenformel zu gelangen, Kegt in folgendem Umstand:

Definiert man die in den Koeffizienten der Reihenformel auftretenden

Integrale als Grenzwerte von Summen, wie sie bei Einschaltung von

M Zwischenwerten erscheinen, so verlangt die Reihenformel, dafi erst

zur Grenze M= oo und dann zur Grenze N oo iibergegangen

werden soil. In der Interpolationsformel aber ist M bestandig gleich N,

und von ihr aus wiirde man zunachst nur zu einer Grenzformel ge-

langen, in, der beide Zahlen zugleich unter Aufrechterhaltung ihrer

falls auch seine Untereuchungen uber trigonometrische Reihen von den Inter

polationsformeln.

867) J. e&quot;c. polyt. cah. 18 (1820), p. 421; 19 (1823), p. 445; chaleur p. 201.

Poisson bezieht sich auf Lagrange ;
wie aus den im Text und in den Noten 86

),
8SS

),
868

)

gemachten naheren Angaben hervorgeht, nur mit sehr bedingtem Recht. Er

fugt bei (18, p. 421) ,,a la premiere ^poque ou il [Lagrange] en a fait usage, le

passage du fini a 1 infini a souffert plusieurs difficultes parmi les geometres; el

1 exactitude de cette formule n a pas paru suffisamment d^montr^e.&quot; Daran

BchlieBt er dann die Nr. 34 zu besprechenden Untersuchungen.

868) Brux. M^m. cour. 6 (1827), p. 32, 36. Mit der Konvergenzfrage findet er

sich durch die Behauptungen ab: nDie Methode des Unendlichkleinen mache

die Durchfubrung des Exhaustionsbeweises in jedem einzelnen Falle uberfliissig&quot;

und: Bdie Reihen seien zwar nicht im allgemeinen, aber in den fur die Anwen-

dungen wichtigsten Fallen konvergent; und in andem sei es leicht, sie so zu

transformieren, dafi sie es wurden. 1

869) J. f. Math. 6 (1830), p. 392.

870V Mem. soc. ital. 208 (1831), p. 686.

871) Diff. and int. calc., Lond. 1836/42, p. 613.
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Gleichheit iiber aUe Grenzen wachsen. Darauf hat bereits E. H.

Dirksen*) hingewiesen; ausfuhrlicher hat es P. G. Lejeune-Dirich-

ld*n} auseinandergesetzt.

33. Der Deflerssche Beweisansatz. De//ers
874

)
leitet zunachst die

Grenzgleichung :

/eco\ T / -n, &amp;gt;. I cosa;\ , A
(552) hm I F(x) \

.
\ dx =./ V Mamnarj

durch partielle Integration ab; dabei setzt er voraus, die Funktion F(x)
lasse in der Umgebung jeder Stelle des Integrationsintervalls eine Ent-

wicklung der Form zu:

(553) F(x) = Ax01+ Bx?+ Cx* -\
----

mit Exponenten, die alle algebraisch grofier als 1 sind. Hierauf

bringt er die zunachst zu beweisende Gleichung (384) durch Sum
mation der endlichen trigonometrischen Reihe auf die Form:

(554) f(x)
= lim -

ihre Richtigkeit ergibt sich dann mit Hilfe der Gleichung (vgl. 121):

/K.XKN v I sinNX i vt

(655) lim I -, dx = --

tf= oo / 8ln X 2

aus (552), sobald in der Entwicklung von f(x) kein Exponent negativ ist.

34. Der Poissonsche Beweisansatz. S. D. Poisson hatte zuerst

die Satze fiber die Integration partieller Differentialgleichungen durch

trigonometrische Reihen aus ihrer Integration durch trigonometrische

Integrale mittels der in Nr. 84 zu besprechenden Methoden abge-
leitet. Spater

876
) feetrachtet er an Stelle der eigentlich zu untersuchen-

872) Berl. Abhandl. 1827[30], p. 111.

873) Repert. Phys. 1 (1837), p. 161 = Werke 1, p. 146.

874) Bull. soc. philomat. 1819, p. 161. Man erkennt nicht, inwiefern er die

von ihm viber die Funktion f(x) schliefilich gemachte Voraussetzung wirklich als

Einschrankung ihrer Allgemeinheit empfunden hat. DaB Deflers nur von bis *
(statt 2 n) integriert, heiBt so viel als : er entwickelt eine Funktion, die von bis

gleich f(x\ von bis 2 (bzw. von n bis 0) gleich ist; vgl.
18

) Fourier (theorie
Nr. 423 = Oeuvres 1

, p. 510) betrachtet die Richtigkeit der Grenzgleichungen
(562) als ,,manifeste&quot;.

876) Bull, philomat. 1815, p. 89; J. &amp;lt;5c. polyt. cah. 18 (1820), p. 422. Poisson

integriert hier nur von x = bis x = n und zieht nur zwischen die*en

Grenzen gelegene Werte von x in Betracht; er bemerkt auch ausdriicklich, daB
an den beiden Grenzen sich nicht f(x), sondern nur | f(x) ergibt. Die Integration
yon bis -f hat Poisson erst ib. 19 (1823), p. 61, 432.

66*
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den Reihe die folgende:

(556) ^ ff()dcc + -^
Ve- nd

Ccos(nx ncc)f(a)dcc

n n ~ l -n

und fiihrt sie unter Vertauschung der Reihenfolge von Summation

und Integration gegen die hier nichts einzuwenden ist und

unter Benutzung der Gleichung (2) in das Integral:

n
i r 1 _ y- 2rf
*

/ --itM*&quot;2*J 1 2&amp;lt;T

d
cos (x a) + e~

2

rt

fiber, das seinen Namen behalten hat. Er bemerkt, daB im Grenzfall

d = nur diejenigen Elemente des Integrals einen Beitrag geben,

fiir die dann zugleich auch der Nenner Null wird, also nur die Um-

gebung von a = x\ er glaubt sich daher berechtigt, nur iiber diese

Umgebung zu integrieren und dabei fiir f(a) den konstanten Wert

f(x) vor das Integralzeichen zu ziehen. Der Wert des dann noch

bleibenden Integrals ist in der Grenze gleich 2jr 876
)-,

also ergibt sich

f(x) als Grenzwert der Reihe (556) fiir 8 = 0.

Die Frage, welchen Bedingungen die Funktion f(x) unterworfen

werden muB, damit es erlaubt sei, unter dem Integralzeichen f(x) durch

f(a) zu ersetzen, ist von Poisson zwar fiir das analoge Problem fur

Funktionen von zwei Variabeln (Entwicklung nach Kugelfunktionen)

im Verlaufe einer Diskussion mit Ivory behandelt und im wesent-

876) Der Wert dieses Integrals laBt sich mit elementaren Methoden finden

und der Grenzubergang dann ausfiihren; Poisson begnugt sich hier und auch

noch spater (3. 6c. polyt. cah. 19 (1823), p. 52, 66, 416, 433; mecanique I, p. 645;

chaleur p. 189) damit, daB er, wenn von a x /?
bis a=*x-\-fi integriert wer

den soil, /J
und d als unendlich kleine GrOBen derselben Ordnung behandelt und

Glieder, die in bezug auf sie von der dritten Ordnung sind, vernachlassigt.

t?ber das zeitliche Verhaltnis seiner Untersuchungen zu denjenigen Fouriers

gibt Poisson an (J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 1): Fouriers Preisschrift von 1811,

sei ihm im Manuskript zuganglich gewesen ;
die beiderseitigen Reeultate stimmten

uberein, aber die Methode der Behandlung sei verschieden. Seine eigenen Un

tersuchungen seien 1815 dem Institut vorgelegt, aber seitdem durch Zusatze er-

weitert worden; worin diese bestehen, gibt er nicht an.

Deflers meint in einer Besprechung (Bull. F^russac 1 (1824), p. 833) von

Poissons zweiter Abhandlung: dessen Auffassung sei analog zu der des soge-

nannten wahren Wertes eines Ausdrnckfl, der in der Form $ erscheint. Hier wie

dort sei der Grenzwert dadurch ausgezeicb.net, daB er den kontinuierlichen Uber-

gang zwischen den benachbarten Werten herstelle. [Um diese Analogic voll-

standig zu machen, muBte freilich gezeigt werden, daB auch hier wie dort un-

abhangig von der Art der Annaherung immer derselbe Grenzwert erreicht wird.]
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lichen auch erledigt worden; aber nicht fiir das doch einfachere hier

in Rede stehende 877
).

Auch A. Cauchy hat sich einmal 878
)

dieser SchluBweise bedient.

Er bringt (fiir x = 0) den gleichgultigen Teil des Integrals auf die

Form
*-/*

ef(a)da

;+(,_-)(, |

und sagt dann, der Faktor von f(a) sei in ihm

(589) &amp;lt;

also ,,sensiblement nul, si&quot;
)3 ,,etant considere comme infiniment petit

du l er
ordre, on prend pour s une quantite infiniment petite d un

ordre superieur a
2&quot;;

den Hauptteil transformiert er zuerst in

.

und setzt darin ohne weiteres e = 0.

A. de Morgan
8

) gibt im wesentlichen Poissons erste ungeniigende

Darstellung wieder.

Der kurzlich 880
) aus dem NachlaB von C. F. Gaufi veroffentlichte

877) Vgl. dariiber IIA 7b, H. BurTchardt-W. F. Meyer, Nr. 19, p. 489 und
HA 10, A. Wangerin, Nr. 16, p. 715; sowie H. Burkkardt, Jahresber. d. Math.-Ver.

10, (1908), p. 380 (von 1902). Vgl. fiber diese DiskusBion auch das Urteil von

C. F. Gaup, G6tt. Anz. 1828, p. 56 = Werke 6, p. 648 n einen Zusatz, der richtig
verstanden allerdings alle Schwierigkeiten hebt, obwohl eine vollstandige Unter-

scheidang der dabei vorkommenden unendlich kleinen GroBen die Evidenz des

Beweises noch vollkommener machen vriirde; wenigstens zeigt das, was neuer-

lich . . . gegen die neue Poissonsche Darstellung vorgebracht worden ist, wenn
es auch das Wesen derselben gar nicht trifft, daB diese Darstellung noch miB-
verstanden werden konnte.&quot;

878) Exerc. de math. 1 (1827) = Oeavres (2) 7, p. 188.

879) Diff. and int. calc., Lond. 1836/41, p. 615. Er meint, wenn man dabei

von unendlich kleinen Gr6Ben rede, so sei das nur Abkfirzung; wenn man nach
Potenzen der kleinen GroBen entwickle, konne man zeigen, daB die vernach-

lasaigten Glieder in der Tat von hbherer Ordnung seien als die beihehaltenen.

p. 627 erlautevt er den Grenzvibergang zu r = 1 noch durch Figuren.

880) Werke 7, p. 471 (nach der Angabe des Herausgebers p. 603 etwa vom
Jahre 1816). Von einer spateren Handschrift von Gaufi viber dieselbe Frage ist

die VerOffentlichung erst in Aussicht gestellt. (Materialien fiir eine wissenschaft-

liche Biographic von GauB 3 (1912), p. 90.)
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Beweisversuch stimmt der Sache nach mit dem Poissonschen iiberein.

GauB bezeichnet mit ? was Poisson e~ k
genannt hatte, bringt

das zunachst zu bestimmende Integral auf die Form

(561)
1 f* ff(a)dcc

2 / .
8 (x a) , (a; a)

J 2 2

und substituiert

(562) tg
a

wodurch es in

(563)
^

iibergeht, wobei

(564) 6 = 2 arc tg (s cot ~

also in der Grenze gleich null zu setzen ist. Dann schlieBt er weiter:

ist s unendlich klein, so ist fur alle /3, die von - n und -|- ft um
ein endliches verschieden sind, f(ct) unendlich wenig von f(x) ver

schieden, also auch das ganze Integral.

DaB bei dieser ganzen SchluBweise die Vertauschung der Reihen-

folge der Grenzubergange lim und lim einer besonderen Rechtfer-
&amp;lt;J
= n = 00

tigung bedarf, haben bereits E. H. DirJssen 881
) ,

W. R. Hamilton 98
*},

M. Ohm 883
) bemerkt. Auch die schon erwahuten Untersuchungen von

C. J. Malmsten 118
)
sind von diesem Gedanken geleitet; die von ihm an-

gegebenen Bedingungen fur die Zulassigkeit jener Vertauschung sind

freilich ungeniigend. 0. Schloemilch 884t
) halt die Konvergenz der Reihe

fiir d = fiir eine ,,offenbar&quot; hinreichende Bedingung.

881) Berl. Abbandl. f. 1827 [30], p. 86: ,,Es ist unmittelbar klar, dafi die

Bedeutung der auf diese Weise entstehenden unendlichen Reihe, an und fur sich

betrachtet, und hiermit wiederum die eigentliche Losbarkeit des vorliegenden
Problems selbst, vollig zweifelbaft bleibt.&quot;

882) Dubl. Trans. 1843, p. 318 = Dubl. proc. 6, 1841/42, p. 235; ubrigens
doch mehr gefuhlt als klar erkannt.

883) Versuch eines konsequenten Systems der Mathernatik 9, Berlin 1852,

p. 305.

884) Integralrechnung, G-reifswald 1848, p. 173. Er ineint ubrigens n die

Untersuchung . . . hat wenig Wert und trifft den Nerv der ganzen schonen

Theorie . . . nicht&quot;
;
daher begniigt er sich mit der Bestimmung des Grenzwerts

des Poissonschen Integrals an der Stelle x = unter der Voraussetzung, daB

f(x) im Ihtegrationsintervall endlich bleibt.
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R. Moon dagegen schliefit umgekehrt
885

): Da man bei der er-

wahnten Vertauschung der Reihenfolge von Summation und Integration

fur d==0 eine divergente Reihe erhalt, so erklart er nicht nur Pois-

sons Beweis fur falsch, sondern sogar iiberhaupt die Behauptung von

der Moglichkeit der Entwicklung einer willkiirlichen Funktion in eine

trigonometrische Reihe.

G-. G. Stokes hat bemerkt 886
),

daB man den Poissonschen Ansatz

zu einem vollstandigen Beweis ausgestalten konne, wenn man die Kon-

vergenz der Reihe fiir 3 = direkt, etwa durch das hier in Nr. 38
zu besprechende Verfahren beweise. Aber erst bei 0. Bonnet**7

) ist

diese Bemerkung zu einem vollstandigen Beweis durch den Hinweis

auf Abels Satz 766
) geworden.

Das Poissonsche SchluBverfahren kann auch zum Beweis der Satze

fiber die Entwicklung einer Funktion komplexen Arguments in eine

Potenzreihe dienen; es ist dazu von A. Qu. Gregan-Craufurd
8SS

) und
von C. Weierstrafi

889
) verwendet worden.

35. Exfrurs betr. die Entwicklungsgeschichte von Cauchys
Besiduentheorie. Die Darstellung der Residuensatze ist in Cauchys
erster nicht zuerst publizierter

- -
Abhandlung

890
) aus doppeltem

886) Phil. mag. (8) 26 (1845), p. 490. J. R. Young (ib. 27 (1846), p. 439)
weist demgegenuber auf die friiher 7

&quot;) besprochene Unterscheidung bin; aber
Moon bleibt auf seiner Meinung (ib. 28 (1846), p. 139).

886) Cambr. trans. 86 (1849), p. 537 (von 1847) = Papers 1, p. 244. Er be

merkt, daB man den Schlufl auch anwenden konne, wenn f (x) an einzelnen
Stellen nicht mehr atetig ist; man braucht dann nur, wie in Nr. 20 besprochen,
die atOrenden Bestandteile abzutrennen und sich filr diese auf die besondera be-
wiesene Konvergenz der Reihen von Nr. 7 und 8 zu berufen. ttbrigena bemerkt
Stokes selbst p. 642 = 251: Wenn er die Untersuchungen von Dirichkt 1047

) und
Hamilton 1061

) fruher gekannt hatte, so wurde er sich wahrschejnlich an sie an-

geschloseen oder sich einfach auf ihre Eeaultate berufen haben.

887) Brux. me&quot;m. cour. in 4, 23 (1850), p. 10.

888) An easay on the developement of functiona, Lond. 1844, p. 30. Seltsam
ist seine Konstantenbestimmung: er erhalt fiir den Wert des Integrals fur /&quot;()= 1
die Difterenz zweier Werte dea Logarithms derselben komplexen GroBe und be-

hauptet ohne weiteres, dafiir sei 2ai zu nehmen. Vgl.
101S

).

889) Werke 1 (1894), p. 61 (von 1841). Er venneidet den Gebrauch der

trigonometriachen Funktionen, indem er tg ^- ala Integrationsvariable einfiihrt-
6t

iibrigens hat auch er die Berufung auf den Abelschen Satz 78a
) zur Vollendung

des Schlusses.

890) Paris Mem.
pre&quot;a. 1 (1827) = Oeuvrea (1) 1, p. 381 (von 1814). Vgl. II B 1,

Osgood, Nr. 8, p. 14; .dann die histori, hen Aufsatze von P. Stdckel, bibl. math. (3) l[
1900, p. 109; 2, 1901, p. Ill und von Ph. Jourdain, ib. 6, 1906, p. 190, aovrie
E. Lindelof, le calcul des residua, Paris 1906, namentlich p. 84. Eine tfber-
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Grunde uniibersichtlich. Es handelt sich zunachst urn den Satz: 1st

Z=X+iY
eine Funktion von x + iy, die in dem von den Geraden

x = 0, x= a, t/
=

0, y = b

begrenzten Gebiet uberall endlich 1st, so ist

a a b b

(565) fz(x + ib) dx fz(x) dx fz(a + iy)idy -fz(iy}idy,00
wie sich ergibt, wenn man die identische Gleichungw if-* if .;

.

nach Multiplikation mit dxdy iiber das Rechteck integriert und da-

bei auf der einen Seite die eine, auf der andern die andere Integration

zuerst ausfiihrt. Statt dessen trennt Cauchy erstens jede Gleichung
zwischen komplexen GroBen in zwei Gleichungen zwischen reellen

GroBen 891
); zweitens aber fiihrt er noch zwei Hilfsfunktionen M, N

von x und y ein wobei M -\- iN keineswegs eine Fnnktion von

x -f- iy zu sein braucht und bildet erst von M -f- iN eine Funk

tion, so dafi er statt nur mit den zwei GroBen X und Y mit vier

verschiedenen
8N

- Y
(567)

* dy

T ^-^N vdM v v^N _i_v
JL = -A. -5

--h J- -^ , r = .A- -%---r~ J- ^sox ox oy oy

zu tun bekommt 892
). Ist die Vertauschung der Integrationsreihen-

Bicht iiber Cauchys wichtigste Resultate gibt auch Jf^ . Casorati, teorica delle

fonzioni di variabili complesse, Pavia 1868, p. 64 91, 102 111. E. Fdbbri, il

teorema delVintegrale di Cauchy, contribute alia storia critica dell analisi,

Bologna 1900, war mir nicht zuganglich.

891) Die Zusammenfassuug zweiei Gleichungen zwischen reellen zu einer

zwischen komplexen GroBen erscheint bei ihm erst Bull, philomat. 1822, p. 167

und J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 674. In den der Abhandlung von 1814 beim

Druck 1827 beigefiigten Noten Bind die Resultate durchgangig in die neue Sprache

ubersetzt.

892) Man k8nnte sagen: Cauchy bildet die M -j- ^T-Ebene, in der er

eigentlich operiert, stetig nicht notwendig konform in eine xy-Ebene ab

und integriert dann fiber ein Gebiet der M -\- t^T-Ebene, das einem Rechteck

der xy-Ebene entspricht. Er bedient sich dieser geometrischen Ausdrucksweise

in eeinen friiheren Arbeiten nirgends, BO daB schwer zu sagen ist, wie weit er

selbst mit geometrischen Vorstellungen gearbeitet haben mag. Aber wie hat er

ohne sie die Herrschaft fiber seine umstandlichen Formeln in der Hand behalten

konnen? Die Zusammenfassung yon je zweien der 4 GrSfien (667) zu einer kom

plexen GroBe erscheint Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 114; dort ist
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folge nicht erlaubt, so erscheint an Stelle der Gleichung (565) eine

von der Form:

a a 6 6

(568) fz(x+ ib) dx fz(x)dx=fz(a + iy)idy fz(iy) idy + A-,00
die mit A bezeichnete GroBe tritt dabei zunaehst in der Gestalt dessen

auf, was Cauchy ein singu Hires Integral nennt 898
); nachher zeigt er,

daB sie auch durch einen Grenzwert ausgedriickt werden kann. Dieee

Darstellnng durch einen Grenzwert ist sehr umstandlich, wenn man

Cauchys allgemeine Auffassung voranstellt 894
); fiir den einfacheren

Fall lautet sie:

(569)
A = 2jti\imf(a + e), it

wenn a eine Unendlichkeitsstelle (Nullstelle des Nenners) von / (#)

bedeutet 896
).

Von speziellen Annahmen behandelt Cauchy auBer M= x
t

mit f(z}-j~i f(z) -j bezeichnet, was in der fruheren Bezeichnung S-4-iT, U-4-iV
ax ay

heiBen wiirde. Geradezu ausgesprochen finde ich die Zuordnung der kom-

plexen GrSBe x -\- iy zu dem Punkte der Ebene mit den kartesischen Koordinaten

x, y bei Cauchy erst Paris C. R. 6 (1837), p. 302 = Oeuvres (1), 4, p. 86.

893) D. h.

lim
*=0

*

Der heute iiblichen Ablehnung dieses BegrifFs sowie des damit enge zusammen-

hangenden BegrifiFs der ,,valeur principale&quot; eines bestimmten Integrals (vgl. z. B.

1IA3, Brunei, p. 138, Note 2), kann ich mich nicht anschlieBen: Bei den in diesem

Artikel zu besprechenden Untersuchungen begegnet man immer wieder Fallen,

in welchen eine Gleichung

lim
/ /&quot;(x, y)dx ==

//&quot;(, &)dx
y = 0/ *J

in dem Sinne gilt, daB rechts der Hauptwert zu verstehen ist. Cauchy scheint

auch gerade durch solche Fragestellungen auf seine Definition gefuhrt worden
zu sein:

894) Paris Me&quot;m. pr^s. 1 (1827) . Oeuvres (1) 1, p. 393.

896) Ib. p. 409; die Zusammenfassung zu einer Gleichung zwischen kom-

plexen Gr66en erst in den Noten von 1827, sowie J. e&quot;c. polyt. cah. 19 (1823),

p. 674; an letzterer Stelle und Ann. de math. 17 (1827), p. 94 auch der allge-

meinere Ausdruck fur den Fall einer mehrfachen Unendlichkeitastelle. Wenn
Cauchy Oeuvres (1) 1, p. 383 merkwiirdigerweise behauptet, reeller und imagi-
narer Bestandteil einer rationalen Funktion komplexen Arguments konnten nur

unbestimmt, nicht unendlich werden, so hat er ubersehen, daB die Unbestimmt-

heit erst durch die zur Trennung dea reellen und imaginaren Teiles erforder-

liche Erweiterung mit dem konjugierten Wert des Nenners hereingekommen ist.
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N= y noch: M=ax, JV= o:t/
896

); Mxcosy, N = x sin y
897

);

M ax*, N = ret/
898

), tjbrigens verwendet er die Formeln in seinen

ersten Abhandlungen auch ohne weiteres fur ins Unendliche sich er-

streckende Bereiche, mit der einzigen Einschrankung, daB die Funk-

tionen fur x= oo und alle in Betracht kommenden y sowie fiir y= oo

und alle in Betracht kommenden x verschwinden sollen 899
).

Cauchys erstes Lehrbuch 900
)

enthalt dann eiue ausfiihrliche und

in allem wesentlichen vollstandige Theorie der expliziten algebrai-

schen und der sog. elementaren transzendenten Funktionen einer kom-

plexen Variablen, aber weder eine allgemeine Definition des dem

Ausdruck ,,Funktion einer komplexen Variablen&quot; beizulegenden Sinnes,

noch Satze iiber die lategrale solcher Funktionen, indem ja die Inte-

gralrechnung iiberhaupt auBerhalb des Planes dieses Werkes lag. Aber

896) Oeuvres (1) 1, p. 349, 463. Dem Rechteck in der rcy-Ebene entspricht

hier ein Dreieck in der M ^&quot;-Ebene.

897) p. 367 (Kreis, bzw. Kreisring in der MJV-Ebene). Was Cauchy p. 362

als ,,s^paration des exponentielles&quot; bezeichnet, ist, wie er selbst in den Noten

von 1827 merken laBt, ein Umweg- rnr Erlangung von Resultaten, die durch an-

dere Annahmen uber die Funktion f(x) bequemer zu erreichen sind.

898) p. 369.

899) p. 426; ebenso noch J. ec. polyt. cab. 19 (1823) = Oeuvres (2) 1, p. 346

und Paris Mem. 22 (I860) (von 1824) = Oeuvres (1) 2, p. 200.

900) Cours d analyse de I ecole polytechnique , Ire partie (eeule parue):

Analyse alg4brique, Paris 1821, Kap. 710 = Oeuvres (2) 3, p. 163301. Er

faBt die Gleichungen zwischen komplexen GrSBen als ,,Bymbolische&quot; Zusammen-

fasaungen je zweier Gleichungen zwischen reellen GrOBen, betont aber die Not-

wendigkeit, die elementareu Funktionen fiir komplexe Variable aufs neue zu

definieren (p. 156, 257, 259) und die fortdauernde Gultigkeit der elementaren

Rechengesetze besondera zu beweisen (p. 156, 205, 272) wenn er auch die

Durchfiihrung dieser Beweise im einzelnen meist dem Leser iiberlaBt. Ich kann

daher die scharfe Kxitik, die H. Hankel (Theorie der komplexen Zahlensysteme,

Leipzig 1867, p. 14) an Cauchys Ausfuhrnngen ubt, nicht als berechtigt aner-

kennen: Cauchys Auffassung unterscheidet sich mehr der Ausdrucksweise als

der Sache nach von der von Hankel selbst vertretenen. Erst Exerc. d analyse 4

(1847), p. 157 und ebenso Paris Me&quot;m. 22 (1850) = Oeuvres (1) 2, p. 282 erklart

er, er sei jetzt ,,apres de nouvelles et mures reflexions&quot; zu der Ansicht gekom-

men, das beste sei, den Gebrauch des Zeichens y~ 1 ganz fallen zu lassen und

die Theorie der imaginaren Ausdriicke durch die Theorie der ,,geometrischen

GroBen&quot; [d. h. der Vektoren in einer Ebene] zu ersetzen. Erwahnt sei ubrigens,

daB Cauchy hier ((2) 3 p. 266) und auch noch einige Zeit nachher (z. B. Le9ons
sur le calcul infinitesimal, Paris 1823 = Oeuvres (2) 4, p. 234; Exerc. de math. 1

(1826) = Oeuvres (2) 6, p. 13; Ie9ons sur le calcul differentiel, Paris 1829 =
Oeuvres (2) 4, p. 497; ebenso P. G. Lejeune-Dirichlet, J. f. Math. 4 (1829), p.94=
Werke 1, p. 112) die Hauptwerte der mehrdeutigen Funktionen nur fur komplexe
Werte mit positiv imaginarem Bestandteil definiert.
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auch das folgende
901

) enthalt nur die Definition des Integrals einer

komplexen Funktion reellen Arguments und briDgt die Residuensatze

nur fflr den Fall rechteckiger Begrenzung
902

).

Die entscheidenden Fortschritte bringt dann Cauchys Abhand-

lung von 1825 908
):

die allgemeine Definition des Integrals zwischen

komplexen Grenzen als Grenzwert einer Summe, unter Einschaltung

beliebiger Zwischenwerte; die Uniformung dieser Darstellung in die

andere, bei welcher die reellen und die imaginliren Teile der einge-

schalteten Zwischenwerte als spezielle Werte zweier stetigen mono-

tonen [und differentiierbaren] Funktionen
cp, % einer Hilfsvariablen an-

gesehen und diese dann als Integrationsvariable eingefiihrt wird; den

Beweis, dafi der Wert des Integrals, wenn die Zwischenwerte alle

einem rechteckig begrenzten Gebiet angehoren, in dem die Funktion

endlich und stetig ist, von der Wabl dieser Hilfsfunktionen unabhangig
ist. Diesen letzteren Beweis ffihrt er so 904

), da6 er die Funktionen

&amp;lt;p, 1 urn Produkte aus einer unendlich kleinen GroBe E in zwei an

dere an den Grenzen verschwindende Funktionen u, v andert und

dann zeigt, dafi in der Entwicklung des variierten Integrals nach Po-

tenzen von e der Koeffizient der ersten Potenz dieser GroBe Null ist;

,,wie nach den Grundsatzen der Variationsrechnung vorauszusehen, da

unter dem Integralzeichen ein vollstandiges Differential steht&quot;. Ist

die Stetigkeitsbedingung fiir einen Punkt des unvariierten Wegs nicht

mehr erfiillt, so ist der Faktor von s nicht mehr gleich Null, son-

dern erscheint als ,,singulares Integral&quot;,
und als dessen Wert ergibt

sich eben ni mal dem zugehorigen Residuum 905
).

901) Le90ns sur le calcul infinitesimal, Paris 1823 = Oeuvres (2) 4, p. 135.

902) p. 202.

903) Mem. sur les
inte&quot;grales deSnies prises entre des limites imaginaires,

Paris 1825 = Bull. Darboux 7 (1874), p. 265; 8 (1875), p. 43, 148; deutsch v.

P. Stdckel, Leipzig 1900. Die Ausdrucksweise Cauchys ist auch hier zunachst

noch rein analytisch; erst 9, p. 20 (vollstandiger Paris Me&quot;m. 22 (1850) =
Oenvres (1) 2, p. 325) redet er von der Kurve x = tp(t), y = %(t). Tatsachlich

uiacht ubrigens Cauchy in dieser Abhandlung trotz der erwahnten allgemeinen

Formulierungen von keinen andern Integrationswegen ale Geradenstiicken und

Kreisbogen wirklich Gebrauch.

904) p. 6.

905) p. 7. Nachher (p. 10; ebenso Ann. de math. 16 (1826), p. 104; 17 (1827),

p. 93 und mit Ausfuhrung aller Zwischenrechnungen Exerc. de math. 1 (1826)=
Oeuvres (2) 6, p. 116) gibt er noch eine zweite Darstellung, bei der er die Funk
tion f(z) in ein Hauptglied und einen an der betrachteten Stelle endlich blei-

benden Bestandteil zerlegt. Das gibt ihm die Moglichkeit, auch mehrfache Pole

zu behandeln; die fur diese erhaltenen Resultate verifiziert er dann wieder nach
dem ersten Verfahren.
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Was die Ausdehnung der Satze auf sich ins Unendliche er-

streckende Bereiche betrifft, so gibt er auch in dieser Abhandlung
zunachst 906

) nur wieder die friiheren ungeniigenden Bedingungen da-

fiir an. Nachher 907
)
bemerkt er doch, daB das nicht in alien Fallen

angeht: wenn f(g) im Unendlichen nur von der ersten Ordnung Null

wird, so hilft er sich damit, daB er die Satze zunachst auf T ,

(1 ez)

anwendet und nachher zar Grenze =
iibergeht [was freilich eine

neue Vertauschung von Grenziibergangen involviert].

Eine folgende Abhandlung
908

) bringt dann die Einfuhrung der

Namen
,,residu&quot; fur den Grenzwert (569) and ,,residu integral&quot;

fur die

Summe aller Residuen einer Funktion innerhalb eines bestimmten

Bereiches [den er sich allerdings auch hier immer noch durch Par-

allelen zu den Koordinatenachsen begrenzt vorstellt]; sowie der Be-

zeichnung:

(570&quot;!

fur das residu integral von ~, wenn bei dessen Bildung nur die Null-

stellen von F, nicht auch die Pole von f berticksichtigt werden sollen.

Daran schlieBt sich eine genauere Untersuchung des Falles, daB ein

Pol auf den Rand oder in eine Ecke des Rechtecks fallt
909

): liegt er

auf dem Rande, so ist das zugehorige Residuum nur mit dem Faktor

^ in Rechnung zu bringen und das Randintegral als singulares Inte

gral zu verstehen; liegt er in einer Ecke, so ist das Residuum mit ^
zu multiplizieren und die Integration iiber die beiden anstoBenden

Seiten ist zunachst bis zu demselben Abstand e von der Ecke auszu-

fiihren, und dann ist zur Grenze 6 = iiberzugehen.

Es folgt eine neue Darstellung der friiheren Satze unter Anwen-

dung dieser Bezeichnungen, in der aber jetzt die Bedingungen scharfer

formuliert sind, unter denen die Anwendung der Satze auf einen ins

Unendliche sich erstreckenden Bereich gerechtfertigt ist; z. B. 910
): die

906) p. 28; ebenso auch noch Ann. de math. 16 (1826), p. 98.

907) Mem. von 1826, p. 46.

908) Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 23; deutsch v. A. v. Ettings-

hausen, Zeitschr. Phys.-Math. 1 (1826), p. 342.

909) Ib. p. 116 zunachst fur die einfachen Funktionen z~
m

;
dann p. 124,

128 fur allgemeinere Funktionen, durch Abtrennung der unendlich werdenden

BeBtandteile. Der geometrischen Ausdrucksweise bedient sich iibrigens Cauchy
auch hier nicht.

910) Ib. p. 135. Etwas anders Ann. de math. 16 (1826), p. 100, wo die

Grenziibergange zu x = oo und zu y = oo in der umgekehrten Reihentblge vor-

genommen werden und infolgedeseen vorausgesetzt werden muB, da6 die Grenz-
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Gleichung
+ 00 x=* H-ooy = -t-oo

(571) ff(W* - 2** [EifW
~ 1 5]

go x = ooy =

gilt, wenn

(572) f(x -f- iy)
= fur a; == + oo uud jedes [positive] y

und:

(573) lim [(x -f *y)/&quot;(a + *] = 5 fiir jedes x.

y=oo

Daran scblieBen sich dann entsprechende Satze fiber das fiir die ganze
Ebene genoinmene Integralresiduum 5

namentlich 911
): wenn

(574) A*) = fur * = oo,

und wenn aufierdem die Grenzwerte

(575) lim [(x + iy)f(x + iy}]
= &, lim [(x + iy)f(x + iy}}

= &
z= -(-no O! = oo

beide existieren mogen sie auch voneinander verschieden sein so

ist:

(576)

Es folgt die Ableitung der Gleichung
912

):

(577) .

[Sie druckt den Satz aus: Die Summe der Residuen einer eindeutigen
Funktion auf der ganzen Kugel ist Null]. Dann der Satz 918

): Hat die

Funktion
/&quot;(#)

in einem Punkte einen Pol, so ist das Residuum ihrer

Ableitung /&quot;(#)
in diesem Punkte immer gleich Null.

Erst nachher 914
)
werden die Satze auf Bereiche iibertragen, die

dadurch entstehen, daB ein Rechteck einer Hilfsebene stetig [nicht

notwendig konform] auf die betracbtete Ebene abgebildet wird; mit

besonderer Hervorhebung des Falles, daB in dieser Ebene das Bild

gleichung (573) fiir x = oo gilt (Cauchy sagt hier: lim z f(z) soil gleich g sein,
z

4

=eo

macht aber von dieser Voraussetzung nur in dem eben angegebenen Sinne Ge-

brauch). [Gbrigens mu6 bei der einen wie bei der andern SchluBweise vor-

ausgesetzt werden, daB die betreffende Grenzgleichung gleichmaBig in bezug auf

die audere Eoordinate gilt, da sie integriert wird.] Noch eine andere Formu-

lierung, bei der die Gflltigkeit der Grenzgleichung (573) mit g = sowohl fur

x = ^ cx&amp;gt; und jedes [positive] t/, ala fiir y = -f- oo und jedes x vorausgesetzt

wird, exerc. d anal 2, 1841, p. 361; C. R. 16 (1843), p. 426; 23 (1846), p. 274. ==

Oeuvres (1) 7, p. 276; 10, p. 78.

911) p. 141.

912^ p 171.

913) p. 210.

914) p. 266.
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ein Kreisringsektor 1st; und schlieBlich 916
) auch noch auf Bereiche,

deren Bild in der Hilfsebene durch zwei Parallele zu einer Achse
und zwei Kurvenbogen begrenzt ist.

Als Ausdruck der Bedeutung, die Cauchy um diese Zeit seinen

Untersuchungen beigelegt wissen wollte, darf man wohl die AuBerung
in einem Referat [Selbstreferat?]

916
)
nehmen: ,,Substituer une methode

facile et d une application tres-etendue a une marche de calcul la-

borieuse et sans liaison n est point, quoiqu on ait pu dire, abuser des

theories inventees ou developpees par d autres geometres; c est d ail-

leurs la marche de 1 esprit humain dans toutes les decouvertes, et

surtout dans les mathematiques.&quot;

Einen weiteren Fortschritt nameiitlich auch fur die hier zu

besprechenden Anwendungen - -
bringt dann die Bemerkung

917
),

daB

die Summe der Residuen in der ganzen Ebene nicht immer von der

Reihenfolge der Summation unabhangig ist, und die daran sich an-

schliefiende Definition des ,,Hauptwertes&quot; dieser Summe als des Grenz-

wertes, dem sich die Summe der Residuen in einem Kreise um den

Nullpunkt nahert, wenn der Radius dieses Kreises unbegrenzt wachst.

Kann man eine Folge von unbegrenzt wachsenden Werten Qn angeben,

derart, daB

(578) lim
(&,*&quot;/&amp;lt;?*&quot;))

-
gf

n = oo

existiert und von cp unabhangig ist, so exiatiert auch der Hauptwert
des Integralresiduums und ist diesem Werte g gleich

918
); und das-

selbe gilt auch noch, wenn die Grenzgleichung (578) in der Umgebung
gewisser Werte von

&amp;lt;p

nicht mehr erfiillt ist, falls nur dort

unterhalb einer endlichen Grenze bleibt 919
); endlich auch noch, wenn

statt (578) die Gleichung

(580) lim [1 Qn e

in demselben Sinne besteht 920
).

916) p. 260.

916) Bull. F^russac 6 (1826), p. 316.

917) Exerc. de math. 2 (1827)= 0euvres (2) 7, p. 292. Ib.p. 364 weist Cauchy
ausdriicklich darauf hin, daB solche Untersuchungen unentbehrlich seien, wenn
man die Satze iiber Partialbruchzerlegung auf transzendente Funktionen anwen-
den \volle.

918) p. 297.

919) p. 298; p. 303 sogar eine Bemerkung betr. den Fall von unendlich

vielen Auanahmewerten des Winkels
(p.

920) p. 320. Die Verallgemeinerung auf den Fall, daB statt der Kreise
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Was denjenigen Satz betrifffc, an dem Cauchys Name ganz be-

sonders haften geblieben ist, so erscheint eine mit .ihm aquivalente

Formel, allerdings unter Beschrankung auf reelle positive tf
981

), bei

Cauchy bereits 1822. Die Anwendung des Residuensatzes auf einen
(

Halbkreis gibt ihm namlich zunachst 988
):

(581)

-1

und als eine
,,leichte&quot; Folgerung daraus:

(582)

Doch hat er damals ihre zentrale Stellung entweder nicht erkannt

oder nicht erkennen lassen wollen; vielmehr stellt er neben die Dop-

pelformel:

nf(z) fur
z&amp;lt;\,

(583)

als gleichberechtigt die andere:

(584)

z&amp;gt;\

st/ (0) fiir e
&amp;lt; 1,

und gibt in einer bald folgenden Abhandlung
928

) sogar nur diese letz-

tere, allerdings jetzt auch fiir negative reelle z und in der Form, daB

die beiden Integrate rechts in eines mit den Grenzen n und -f- a

zusammengezogen sind. Nachher 984
) schreibt er die Formeln in der

eine andere Schar zueinander ahnlicher Kurven auftritt, erst Paris C. R. 82 (1851),

p 207 = Oeuvres (1) 11, p. 306.

921) ,,Nombre&quot; bedeutet in Tlieser Zeit bei Cauchy immer nur positive
reelle Zahl; fiir reelle Zahl uberhaupt sagt er ,,quantite&quot;, fiir komplexe Zahl

,,expression imaginaire&quot;.

922) Bull, philomat. 1822, p. 169. Als Gultigkeitsbedingungen gibt er bier,
daB die Funktion / zwischen den Grenzen ^ == 0, p = n\ r = 0, r=l ,,ni

infinie ni ind^termin^e&quot; werden durfe. Das Integral recbts ist ubrigens als ain-

gulares zu versteben. In einer Nachschrift p. 173 erwahnt er, wie man alle

Beine Formeln aus dem Parsevalschen Satze (Nr. 23) erhalten konne.

923) J. ^c. polyt. cab. 19 (1823), p. 579. Er erwahnt bier selbst, daB man
durcb Trennung des reellen und imaginaren Teils zu Poissons Formeln (694) ge-
lange; spater (Mem. von 1825, p. 54, 57; Exerc. de matb. 1 (1826) = Oeuvres (2)

6, p. 275; Ann. de math. 17 (1827), p. 114) verweist er auch auf Vernier 1008)
Frullani 1006), und Libri 1007).

924) Mem. von 1825 (Note 903), p. 66.
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Gestalt, daB er die Faktoren (1 exp ( ix)}
1 immer noch unter

der Voraussetzung eines reellen a - - in reellen und imaginaren Teil

zerlegt und als Grenzen und -
e
- benutzt. Erst 1826 925

)
werden die

Formeln auch fiir komplexe Werte von z in Anspruch genommen,
und um dieselbe Zeit 9*6

)
erscheint die Gestalt:

(585) f(g)
- ,

1831 die mit der jetzt ftblichen Schreibweise schon ziemlich iiberein-

stimmende 927
):

(586) .)
= ^ dx -

Als Gultigkeitsbedingung gibt er hier und auch noch spater
928

)

an, die Funktion f mttsse fiir
|s|&amp;lt;r ,,endlich und

stetig&quot; bleiben;

erst 1840 bemerkt er 929
),
man habe doch keine hinlangliche Sicherheit

dafiir, daB aus diesen Eigenschaften der Funktion dieselben fur ihre

Ableitung folgten, und es sei deshalb ,,plus rigoureux&quot;, wenn man

diese Bedingung ausdriicklich mit unter die Voraussetzungen aufnehme.

Bei dem Abdruck des ersten Teils der Abhandlung von 1831 im

folgenden Jahre 930
)

tut er das dann auch an den meisten Stellen, nur

925) Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 271 ;
auch hier noch in

der eben erwahnten Zerlegung.

926) Ann. de math. 17 (1827), p. 114. Ib. p. 112 sind die Formeln noch in

der alten Gestalt gegeben.

927) Sur la mecanique celeste et eur un nouveau calcul (von 1831), lith. Turin

1832, eine addition 1833; ital. v. G. Frisiani und G. Piola (ohne die addition und

den 3 des ersten Teils und mit Vereetzung des 1 des ersten Teils an die

Spitze des zweiten, mit Noten, die hauptsachlich in Ausfuhrung der Zwischen-

rechnungen bestehen), Mem. di mat. e di fis. di diversi autori 2 (1834) (auch

sep., Milano 1835). Der Auszug Bull. Ferussac 15 (1831), p. 260 enthalt keine

eipliziten Formeln, sondern nur allgemeine Angabe des Gedankengangs und der

Resultate. Der Beweis der Gleichung (586) ist auch in dem mem. sur la resolution

g^nerale des Equations 1837, p. 2 aus dem Turiner mem. reproduziert.

928) So in dem 1835 lithographierten mem. sur 1 integration des equations

differentielles und auch noch in dessen Abdruck exerc. d anal. et de phys.

math. 1, 1840, p. 356; dann Paris C. R. 4 (1837), p. 216 (Brief an Coriolis)
= Oeuvres

(1) 4, p. 89.

929) Paris C. R. 8 (1839), p. 187 = Oeuvres (1) 4, p. 486 und in der damit bis auf

die Einleitung, die Bezeichnung und die Reihenfolge der Abschnitte ubereinstimmen-

den Note Exerc. d anal. et de phys. math. 1 (1840), p. 32. Ebeneo bei Moigno,

Ie9ons 1, Paris 1840, p. 169.

930) Exerc. d anal. 2 (1841), p. 52. Einige Resultate der Abhandlung von
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gerade nicht an der hier in Frage kommenden 931
),
was aber wohl nur

ein Versehen ist.

An die Formel (586) schliefit er dann sofort die Entwicklung einer

derartigen Funktion in eine nach Potenzen von z mit ganzen positiven

Exponenten fortschreitende Reihe, samt der Abschatzung des Restes

mit Hilfe des Maximums der Funktion auf dem Kreise 982
).

Eine sich anschlieBende Abhandlung
938

) fiihrt dann die Bogen-

lange der Begrenzungskurve als Integrationsvariable ein und schreibt

den Residuensatz in der Form 934
):

(587)

Spater hat er bemerkt 985
),

daB man zur Ableitung seiner Satze

nicht des allgemeinen Integralbegriffs, sondern nur des Begriffs des

Mittelwerts bedarf: er zeigt mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Diffe-

rentialrechnung, daB die Summe

n l

(588)

=0

mit gegen null, also die Summe

gegen einen von r unabhangigen Grrenzwert konvergiert. Bei dieser

Darstellung erscheint die Stetigkeit von f(g) als unentbehrliche Vor-

1831 sind auch bereits ib. 1, p. 29 und p. 355 reproduziert; p. 29 fordert er die

Stetigkeit auch der Ableitung, aber nicht p. 356.

931) Auch nicht in dem vorangehenden Abdruck des Auszugs von Bull.

Ferussac 15, exerc. d anal. 2, p. 44.

932) Mem. von 1831, p. 9; vgl. auch den in Note 928 erwahnten Brief.

Die Le9ons sur le calcul diff. Paris 1829 enthalten zwar (Oeuvres (2) 4 p. 446)
Potenzreihen komplexen Arguments, mit der Angabe der Gultigkeitsbedingung
,,wenn das Restglied mit wa.chsendem n unbegrenzt abnimmt&quot;, aber ohne Unter-

suchung dariiber, unter welchen Yoraussetzungen das eintritt.

933) Sur les rapports qui existent entre le calcul des residus et le calcul
des limites et sur les avantages qu offrent ces deux nouveaux calculs dans la
resolution des equations algebriques ou transcendantes, lith. Turin 1831 oder

1832; ital. tibersetzung von A. Lombardi, Mem. soc. ital. 22
t (1839), p. 91; Auszug

bull. Ferussac 16 (1831), p. 116.

934) p. 98 der italienischen tibersetzung.

935) Paris C. R. 10 (1840X p. 642 = Oeuvres (1) 6, p. 182 = exerc. d anal.
1 (1840), p. 270; reproduziert von Moigno, Le9ons

74B
) 1, Paris 1840, p. 152; auch

von 0. Schlomilch, Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 198.

Encjklop. d. math. WiMenach. II 1. gg
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aussetzung
986

); Cauchy fflhrt sie daher in der folgenden Zeit fast immer
ausdriicklich mit auf, wenn er die gern ergriffene Gelegenheit hat,

seinen Satz anzuziehen 987
).

Erst infolge einer ihin von J. Liouville

gemachten Bemerkung: sein ursprunglicher Beweis 938
), der letzten

Endes auf der Vertauschung der Integrationsreihenfolge in einem Dop-

pelintegral beruht, sei von der Voraussetzung der Stetigkeit der Ab-

leitung unabhangig lafit er sie zunachst wieder fallen 938
).

In der

folgenden Zeit scheint er uber eine gewisse Unsicherheit nicht Herr

geworden zu sein: ofters fiigt er die Bedingung der Stetigkeit der

Ableitung wieder bei 989
);

und wenn er es an andern Stellen 940
) nicht

tut, so denkt er dabei vielleicht an die einmal 941
) von ihm ausge-

sprochene allgemeine Bemerkung: man konne mit Hilfe der Theorie

der singularen Integrale die Gfiltigkeit der Satze leicht auf den Fall

ausdehnen, daB die Ableitung an einer endlichen Anzahl von Stellen.

unendlich oder unstetig wird; Funktionen mit einer unendlichen An
zahl von Unstetigkeitsstellen schlieBe er iiberhaupt aus. Dann erklart

er aber doch wieder 942
): man konne alle Schwierigkeiten am besten

abschneiden, wenn man die Stetigkeit der Ableitung mit voraussetze.

Was Entwicklungen nach steigenden und fallenden Potenzen

von z betrifft, so hat A. Cauchy zunachst behauptet
943

),
daB zwei solche

936) Genau genommen setzt Cauchys SchluBweise sogar ,,gleichmaBige

Differentiierbarkeit&quot; der Fnnktion f auf dem betrachteten Kreise voraus und

vertauscht auch sonst ohne weiteres die Reihenfolge von Grenzubergangen.

937) Paris C. R. 10 (1840), p. 939; 11 (1840), p. 640; 17 (1848), p. 938, 1221;

18 (1844), p. 119; 19 (1844), p. 151 = Oeuvres (1) 6, p. 234, 361; 8, p. 116, 135,

148, 276. Wenn er es Paris C. R. 15 (1842), p. 261 == Oeuvres (1) 7, p. 92 nicht

tut, BO tragt dieser Paragraph auch sonst die Spuren friiherer Abfassung.

938) Paris C. R. 19 (1844), p. 139; = Oeuvres (1) 8, p. 369. Wie es ge-

meint ist, verstehe ich nicht ganz : das Doppelintegraltheorem muB doch bei Ab

leitung des Randintegralsatzes nicht auf die Funktion f selbst, sondern auf f
angewendet werden. Liouville und Cauchy haben wohl die Existenz der Ab

leitung hier noch fur selbstverstandlich und die Endlichkeit des Integranden fur

eine hinreichende Bedingung fur die Anwendung des Doppelintegralsatzes ge-

halten. Vgl. auch die Bemerkungen von A. Pringsheim, Bibl. math. 3j (1900),

p. 473.

939) Paris C. R. 20 (1845), p. 340; 29 (1849), p. 43 = Oeuvres (1) 9, p. 81;.

11, p. 135.

940) 19 (1844), p. 205, 1382; 20 (1846), p. 127, 213, 283; 27 (1848), p. 373;

32 (1851), p. 280 = Oeuvrea (1) 8, p. 287, 360, 423, 435; 9, p. 8; 11, p. 82, 329.

941) 20 (1845), p. 120 == Oeuvres (1) 8, p. 415.

942) 20 (1845), p. 465 = Oeuvres (1) 9, p. 66.

943) Paris C. R. 13 (1841), p. 912 = Oeuvres (1) 6, p. 361. Der Beweis ge-

schieht durch gliedweise Integration [setzt a)so gleichmaBige Konvergenz voraus,

die nicht stattzuhaben braucht, wenn die Reihe nur auf dem Kreise konvergiertj.
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Entwicklungen, deren Werte auf einem Kreise um den Nullpunkt iiber-

einstimmen, notwendig Glied fur Glied ubereinstimmen miissen. Dar-

aufhin hat P. A. Laurent der Pariser Akademie seine einschlagigen

Untersuchungen mitgeteilt und im Begleitschreiben bemerkt 9U\ er sei

im Besitze der Konvergenzbedingungen ,,fur alle bisher von den Ma-

thematikern benutzten Reihenentwicklungen&quot;, insbesondere auch fur

die trigonometrischen. Bei Gelegenheit der Berichterstattung Uber

diese Abhandlung teilt dann Cauchy aus ihr den Satz mit 945
): Eine

Reihe der vorhin genannten Art konvergiert, solange j

z
\

zwischen

zwei Grenzen liegt, zwischen denen die Funktion und ihre Ableitung
endlich und stetig bleiben; er gibt

946
) von ihm einen Beweis mit Hilfe

seiner Besiduenformeln, der nach seiner eigenen Angabe sich von dem
Laurents nur durch eine kleine Vereinfachung unterscheidet.

Von weiteren funktionentheoretischen Resultaten aus dieser Zeit

ist zunachst der von Cauchy aus einer von Cdlerier eingereichten
Note mitgeteilte

947
) Satz zu nennen, dafi eine Funktion konlplexen

Ein spaterer Beweis (Paris C. R. 17 (1843), p. 193 = Oeuvres (1) 8, p. 5) verfahrt

im Prinzip ebenso, nur ersetzt er die Integration durch Mittelwertbildung. [Auch
hier mnB gleichmaBige Konvergenz vorausgesetzt werden, wenn man von dem
Verschwinden der einzelnen Reste auf das Verschwinden ihres Mittelwerts

schlieBen will.]

944) Paris C. R. 17 (1843), p. 348.

945) Ib. p. 938 = Oeuvres (1) 8, p. 116.

946) Ib. p. 940 = Oeuvres (1) 8, p. 117; etwas anders stilisiert C. R. 18 (1844),

p. 122; 20 (1845), p. 122 = Oeuvres (1) 8, p. 162, 418. Laurent hatte seinen Satz

nur ale eine ,,extension&quot; von demjenigen Cauchys bezeichnet; Cauchy meint

(C. R. 17 (1843), p. 940 und ebenso im Nachruf auf Laurent, ebd. 40 (1855),

p. 632 = Oeuvres (1) 8, p. 117; 12, p. 257), es sei vielmehr ein neuer bemer-

kenawerter Satz. Sein Bericht schlieBt mit dem Antrag auf Aufnahme von Lau
rents Abhandlung in die me*m.

pre&quot;s.,
doch ist sie nicht erfolgt. Laurents eigene

Darstellung ist erst mehrere Jahre nach seinem Tode veroffentlicht (J. e&quot;c. polyt.
cah. 40 (1863), p. 106, 146); sie ist sehr schwerfallig, da er uberall mit der Dar

stellung einer komplexen GrSBe durch absoluten Betrag und Polarwinkel arbeitet,

i ,. dz .

also z. B. statt immer
s

Rchreibt.

947) Paris C. R. 18 (1844), p. 168 = Oeuvres (1) 8, p. 161. Auch von dieser

Note ist der beantragte Abdmick in den niein. pros, nicht erfolgt; sie scheint

viberhaupt nicht in extenso veroffentlicht zu sein. Cauchy berichtet Paris C. R.

20 (1845), p. 121 = Oeuvres (1) 8, p. 416, Cellerier habe ihm mitgeteilt, dafi der

Satz auch noch gelte, wenn die Funktion nur fiir alle reelleu Werte eines Inter-

vails null sei. Was dabei eigentlich unter Funktion komplexen Arguments zu

verstehen sei, wird nicht angegeben.

66*
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Arguments, die fur alle reellen Werte desselben null ist, auch fiir alle

komplexen Werte null sein muB. Cauchy stellt ihm bald darauf948
)

ztmachst den folgenden zur Seite: Eine Funktionalgleichung bleibt

im ganzen Konvergenzkreisring bestehen, wenn sie auf einem Kreise

gilt. Nachher 949
)
hat er erkannt, daB dieser Satz noch eine wesentliche

Erweiterung gestattet: man kann die Giiltigkeit einer solchen Gleichung
fiir den ganzen zusammenhangenden Bereich behaupten, in dem die

Funktionen stetig bleiben; wenn man die einzelnen Grlieder der Lau-

rentschen Entwicklung von f(x -{- |) nach Potenzen von entwickelt

und dann umordnet. Die Abhandlung, in der er diese Erweiterung

beweist, ist auch darum bemerkenswert, weil er in ihr soviel ich

sehe, in ihr zuerst - - von der geometrischen Darstellung der Punkte

k&mplexer Zahlen durch die Punkte einer Ebene unverhiillt Gebrauch

macht; doch gebraucht Caucky hier und auch spater fiir die komplexe
Variable und den Punkt, der sie darstellt, zwei verschiedene Buchstaben.

Ferner sei der Satz erwahnt, daB eine Funktion komplexen Ar

guments, die im Endlichen und Unendlichen iiberall endlich bleibt,

notwendig eine Konstante ist. Cauchy hat ihn zunachst unter der

noch etwas einschrankenden Voraussetzung bewiesen, daB lim f(z)
* = &amp;lt;*&amp;gt;

existiert 950
),

dann aber gezeigt
951

),
daB er von dieser Einschrankung

befreit werden kann, indem man entsprechende Schliisse auf die Funktion

(z -x)(z-y}
anwendet.

Zwei andere Noten enthalten die Bemerkung
952

),
daB man die

948) Paris C. R. 20 (1846), p. 121 = Oeuvres (1) 8, p. 416.

949) Paris C. R. 20 (1845), p. 377 = Oeuvrea (1) 9, p. 34. Man ist versucht,

hier bei Cauchy das Prinzip der ,,analytischen Fortsetzung&quot; (vgl. II B 1, Osgood,

Nr. 13, p. 35) finden zu wollen; ein wesentlicher Unterschied gegeniiber der Auf-

fassung von Weierstrafi liegt aber darin, daB die Funktion bei ersterem immer

als fiir ihren ganzen Stetigkeitsbereich gegeben vorausgeeetzt, nicht wie bei

letzterem aus einem ihrer Elemente heraus erzeugt wird.

950) 19 (1844), p. 1337 = Oeuvres (1) 8, p. 367.

951) 19 (1844), p. 1343 = Oeuvres (1) 8, p. 373. Cauchy hat recht, wenn

er 19 (1844), p. 1378 = Oeuvres (1) 8, p. 379 bemerkt, daB auch die zweite For-

mulierung unmittelbar aus einer bereits 17 (1843), p. 574 = Oeuvres (1) 8, p. 57

von ihm benutzten Uinformung folgt; immerhin hat er den Satz nicht friiher

ausdriicklich ausgesprochen als Liouville den entsprechenden Satz fur dop-

peltperiodische Funktionen (vgl. II B 3, Harknefi-Wirtinger-Fricke, Nr. 88,

p. 233). Andererseits beruht es wohl auf einer Verwechslung, wenn, wie Osgood,

II B 1, Note 29, p. 19 angibt, zuweilen auch der allgemeine Satz Liouville zuge-

schrieben wird.

952) Paris C. K. 18 (1844), p. 561 ;
19 (1844), p. 209 = Oeuvres (1) 8, p. 165, 290.
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Koeffizienten einer Laurentschen Entwicklung auch durch Integrate
iiber den einen oder den andern Rand des Konvergenzkreisrings dar-

stellen und sie damit abschatzen konne; sofern nur die Funktion auf

diesem Rande nur so unendlich wird, daB die Integrate Bedeutung
behalten.

Zu erneuter Beschaftigung mit der Frage nach den GHiltigkeits-

bedingungen seiner Satze ist Cauchy durch einen Aufsatz von E. La-
marle veranlaBt worden. Dieser behauptet einerseits ad

),
die Forderung

der Stetigkeit der Ableitung sei unnotig [tauscht sich aber darin, indem
auch in seinem Beweisgang die Reihenfolge von Differentiation und

Integration vertauscht wird]; andererseits glaubt er die Periodizitat

der Funktion in bezug auf den Polarwinkel ausdrucklich fordern zu
miissen. Cauchy erwidert 954

): Die letzte Forderung sei bei ihm immer
in der der Stetigkeit inbegriffen gedacht. Daraufhin setzt Lamarle
seine Auffassungen noch einmal ausfiihrlich auseinander 95V

). Er
meint, eine komplexe GroBe selbst als unabhangige Veranderliche zu

betrachten, gebe keinen prazisen Sinn; man miisse sie durch ihren
absoluten Betrag und ihren Polarwinkel ersetzen; dann muB man
freilich die Periodizitat in bezug auf diesen letzteren ausdrucklich
fordern. Sein Funktionsbegriff ist ziemlich unklar: er definiert Funk
tion als eine ,,expression&quot;

956
), gibt aber nicht an, welche Operationen

bei der Bildung eines solchen Ausdrucks als zulassig betrachtet werdeu
sollen. Er meint, man konne eine Funktion erst dann als werschopft&quot;

ansehen, wenn sie alle reellen und komplexen Werte angenommen
habe, diirfe sich also auch bei den elementaren Transzendenten nicht
auf die Hauptwerte beschranken. Damit hangt noch eiu anderer

Differenzpunkt zusamnien. Cauchy halt auch in dieser Zeit noch an
der friiher 900

) von ihm gesteUten Forderung fest, jedes Funktions-

953) J. de math. 11 (1846), p. 129; eine zweite Darstelhmg, ib. p. 269, die
ittelwerte start der Integrale verwendet, enthalt denaelben FehlschluB. Die am

SchluB der letzteren zitierte Note bull. Brui. 13 war mir nicht zuganglich.
954) Ib. p. 313. Er bemerkt dabei p. 328: Lamarles SchluBweise ialle mit

der seiner eigenen letzten Abhandlung 935) zusammen, wenn man in dieser statt
der Mittelwerte wieder Integrale achreibe. Die sich anschliefienden Auseinander-
setzungen daruber, wie man die funktionentheoretischen Satze aus den Satzen
uber die Integration vollstandiger Differentialien ableiten kOnne, lassen eine Dis-
kusbion der Frage vermissen, wann die Integration eines solchen Differentials
eine eindeutige Funktion liefre.

955) Ib. 12 (1847), p. 305. Er bemerkt, er habe die Stelle 9 &quot; 6
), an welcher

Cauchy auch aeiuerseita die Forderung der Stetigkeit der Ableitung fur iiber-

fliissig erklare, friiher ubersehen gehabt.

956) p. 314.
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zeichen so zu definieren, daB es zu jedem Argumentwert nur einen

Funktionswert liefert. Ein soldier eindeutig definierter Funktionszweig
wird dann an einer mehr oder weniger willkiirlich gewahlten &quot;Dbergangs-

linie unstetig; und nun kann es vorkommen, daB die Entwicklung einer

solchen Funktion in eine Potenzreihe auch da noch konvergiert, wo
eine solche Ubergangslinie einsetzt; sie stellt eben von da an einen

andera Funktionszweig dar. Das hat Cauchy auch gelegentlich am
Beispiel von Binomialentwicklungen bemerkt 957

), namentlich an eineui,

bei welchem es sich darum handelt, daB der Hauptwert des Produkts

zweier Wurzeln nicht uberall gleich dein Produkt ihrer Hauptwerte
1st. Seine Bemiihungen, diese Verhaltnisse aufzuklaren, haben ihn

aber zunachst nur zu den beiden Satzen gefiihrt: ein Punkt, in welchem
die Funktion oder ihre Ableitung aufhoren, stetig zu sein, liefert dann

zugleich die wahre Konvergenzgrenze fiir ihre Potenzreihenentwick-

lung, wenn in ihm die Funktion oder eine ihrer Ableitungen unend-
lich wird 958

); und die Ableitung einer impliziten Funktion wird im

allgemeinen, aber nur im allgemeinen, da unendlich, wo zwei Funk-

tionswerte zusammenfallen 959
). Lamarle findei nun Cauchys Festsetzung

ganz unnaturlich 960
) unJ verlangt, alle Werte, die derselben Gleichung

gentigen, auch zu derselben Funktion zu rechnen; die Stetigkeit habe
man dann a!s eine den Funktionen naturgemaB innewohnende Eigen-
schaft aufzufassen. So konne man behaupten, dafi das Aufhoren der

Stetigkeit immer die Divergenz der Potenzreihenentwicklung mit

sich bringe.

Wo unter den Werten einer mehrdeutigen Funktion ein einzelner

ausgezeichnet werden soil, schrankt Lamarle den Polarwinkel einer

komplexen GroBe auf das Intervall (0 . . . 2) ein 961
). Inzwischen hatte

957) Pans C. E. 19 (1844), p. 141 = Oeuvres (2) 8, p. 655.

958) Paris C. E. 19 (1844), p. 152 = Oeuvres (1) 8, p. 277.

959) Paris C. E. 19 (1844), p. 157 = Oeuvres (1) 8, p. 282. [Geometrisch:
Ein Punkt mit zur y-Achse paralleler Tangente begrenzt die Konvergenz der

Entwicklung von y nach Potenzen von #, ein gewShnlicher Doppelpunkt nicht.

Von hSheren Singularitaten redet er nicht.]

960) J. de math. 12 (1847), p. 380. Dabei miiBte er sick freilich eigsntlich
mit der Irreduzibilitatsfrage auseinandersetzen; far die einfachen Beispiele, an
die er ausschlieBlich denkt, genugt es, wenn er p. 318 verabredet: Eine Potenz

IM
mit gebrochenem Exponenten solle stets so verstanden werden, daB erst die

n
nt

&quot;Wurzei ausgezogen und dann in die mte Potenz erhoben werde. StOrender

1st, daB er p. 319 dem Radiusvektor einer komplexen GroBe auch negative
Werte beilegen zu mussen glaubt. Cauchys Beispiele 957) besprjcht er p. 335

ganz zutreffend.

961) J. de math. 11 (1846), p. 140.
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sich auch E. G. Bjorling mit der Frage nach der Definition solcher

Funktionen fiir komplexe Argumeiite mit negativ reellem Bestandteil

priuzipiell beschaftigt
968

); da er den Polarwinkel nicht durch die beiden

Gleichungen

(591) x = r cos r, y = r sin r

sondern durch die eine

(592) r = arc tg f

definiert, kommt er dazu, diesen Winkel fur negative y auf das Inter-

vail (~
-^\ einzuschranken 963

),
so daB, wie er selbst sieht 964

),
der

Hauptwert einer Potenz oder des Logarithmus bei ihm eine Unstetig-

keit langs der Halbacbse der negativ imaginaren Zahlen aufweist.

Cauchy findet Lamarles wie Bjorlings Festsetzung uuzweckmaBig
965

);

er schlagt vor, wenn man es nicht bei seiner alten Festsetzung be-

wenden lassen wolle, den Hauptwert des Polarwinkels zwischen den

Grenzen it und -j- jt zu nehmen, so daB die Unstetigkeit langs der

Halbachse der negativ reellen Zahlen auftritt. Er nimmt infolgedessen

die Definition und die Untersuchung der elementaren Transzendenten

komplexen , Arguments in einer Reihe von Abhandlungen noch einmal

vor 966
).

Wohl mit durch diese Diskussion veranlaBt, hat sich Cauchy um
diese Zeit den prinzipiellen Fragen aufs neue zugewandt. Einmal

setzt er, unter Bezugnahme auf die Darstellung in der Analyse alge-

brique
900

), abermals auseinander 967
),

daB man neuer Verabredungen

bediirfe, wenn man in eine zunachst nur fur reelle Variable definierte

962) Stockh. Handl. 1846, mit einem Nachtrag 1847, der in den Wieder-

abdruck Arch. Math. Phys. 9 (1847), p. 383; 11 (1848), p. 39 eingearbeitet 1st.

963) Arch. Math. Phye. 9, p. 392, 408. Er hat den Ausdruck ,,potentia

principalis&quot; gepragt, den Cauchy dann als ,,pui8sance principale&quot; ubernommen
hat (exerc. d anal. 4 (1847), p. 269).

964) Arch. 9, p. 426. Was er p. 399 beibringt, tun zu argumentieren, daB
man es nicht konsequent anders machen k6nne, gilt nur, wenn man den Polar

winkel so einfiihrt, wie er es tut. p. 431 meint er, eine Doppeldeutigkeit bzw.

Unstetigkeit langs der negativ reellen Argumentwerte wiirde noch unbequemer sein.

966) 3. de math. 11 (1846), p. 320; Paris C. E. 23 (1846), p. 275 = Oeuvres

(1) 10, p. 79; Exerc. d anal. 3 (1844), p. 387; 4 (1847), p. 263, 269. Diese apftteren

B3.nde der exerc. Bind iibrigens, wie aus mehrfachen Anzeichen zu ersehen ist,

nicht in denjenigen Jahren fertig geworden, die auf den Titelblattern stehen.

966) Exerc. d anal. 4 (1847), von p. 232 an.

967) Exerc. de math. 3 (1844) (wegen des Datums vgl. Note 965), p. 361 ;

Auazug, in dem einiges scharfer ausgesprochen ist, Paris C. R. 23 (1846), p. 271
= Oeuvres (1) 10, p. 75.
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Funktion an deren Stelle eine komplexe einfiibren wolle. Fiir rationale

Funktionen und fiir solche, die sich durch bestandig konvergente Po-

tenzreihen darstellen lassen, reiche die Verabredung aus, daB die fiir

reelle Argumente geltenden Satze bestehen bleiben sollen; daruber

binaus nicht mehr.

Ferner nimmt er den Begriff des Kurvenintegrals noch einmal

vor 968
), leitet die fur ihn geltenden Satze ab und bespricht namentlich

auch den Fall 969
),

daB ein vollstandiges Differential iiber eine Kurve in-

tegriert wird, in deren Innern ein singularer Punkt liegt, so daB die

Integralfunktion mehrdeutig ausfallt und erst durch einen willkiir-

licben Scbnitt von ihr eine eindeutig definierte Funktion abgespalten

werden kann. Ein solches Differental, genonimen iiber eine geschlossene

Kurve, laBt sich dann durch eine Summe singularer Integrale ersetzen.

Auch setzt er. sich mit der von Poisson gegebenen Auffassung des

Integrals unter 1306
) genommen von 1 bis -\- 1 auseinander 970

):
der

von diesem angegebene Wert werde erhalten, wenn man langs einer

Geraden integriere, die von der Achse der reellen Zahlen nach der

eineri Seite wenig abweiche; damit gleichberechtigt sei aber ein anderer

Wert, der durch Integration langs einer zur ersten beziiglich der

Achse symrnetrischen Geraden erhalten werde-, der Hauptwert sei das

arithmetische Mittel aus diesen beiden.

Im iibrigen hat sich Cauchy urn diese Zeit viel mit der Inte

gration gewohnlicher Differentialgleichungen beschaftigt, namentlich

mit der Ausdehnung der Methode der Integration durch Potenzreihen

(vgl. II A 4 a, Painleve, Nr. 11, p. 200) auf den Fall, daB fiir die un-

abhangige Variable auch komplexe Werte zugelassen werden. Er setzt

auseinander
971

),
daB man durch Annahme immer neuer Entwicklungs-

zentra ,,geradlinige Integrale&quot;
so weit fortsetzen konne, bis man auf

einen singularen Punkt stoBe, und daB die Gesamtheit dieser gerad-

linigen, von einem bestimmten Ursprung aus genommenen Integrale

eine Funktion vorstelle, die iiberall eindeutig und stetig sei, nur nicht

auf den Verlangerungen der Geraden vom Ursprung nach den singu

laren Punkten. Das wendet er namentlich auf den Fall an, daB die

968) Paris C. E. 23 (1846), p. 261 = Oeuvres (1) 10, p. 70.

969) Paris C. R. 23 (1846), p. 637, 557 = Oeuvres (1) 10, p. 133, 135. Die

Beziehung zur Theorie der Fnnktionen komplexen Arguments tritt namentlich in

den Beispielen herror. Vgl. dazu auch noch Paris C. R. 32 (1851), p. 789 = Oeuvres

(1) 11, p. 385 die Erorterungen iiber den Hauptwert eines solchen Integrals fiir

den Fall, daB auf dem Integrationsweg selbst ein Unstetigkeitspunkt liegt.

970) Paris C. R. 23 (1846), p. 567 = Oeuvres (1) 10, p. 147.

971) Ebenda.
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Differentialgleichung die eine Variable nicht explizite enthalt, daB es

sich also urn eine Integralfunktion im engeren Sinne oder um die

Umkehrung einer solchen handelt; er setzt dabei auseinander, wie

diese Schliisse zu modifizieren sind, wenn schon die zu integrierende

Funktion mehrdeutig ist
978

); andererseits auch, wie man aus dem

,,geradlinigen Integral in bezug auf einen Ursprung&quot; das ,,vollstandige

Integral&quot;
rhalten konne, und behauptet, zwar nicht das erstere, wohl

aber das letztere sei von der Wahl der unabhangigen Variablen un-

abhangig
978

).

Das fiihrt ihn dazu, die Frage nach der Definition der Stetigkeit

zunachst fiir Integrale von Differentialgleichungen noch einmal

allgemein vorzunehmen 874
).

Er betont jetzt, daB Stetigkeit auch ohne

Eindeutigkeit vorhanden sein konne: die verschiedenen Zweige einer

mehrdeutigen Funktion konnten so aufgefaBt werden, daB jeder fiir

sich stetig sei, auBer an den tTbergangslinien, und an diesen schlieBe

sieh immer ein Zweig stetig an einen andern an.

Er gibt dann auch. noch zwei neue Darstellungen der Grundbe-

griffe des Rechnens mit komplexen GroBen. Die eine 975
), die, wie er

selbst sagt, hauptsachlich auf rationale Funktionen Bezug hat, sich

aber auch fiir Potenzreihen verwenden lafit, faBt die Gleichungen

zwischen komplexen GroBen als Kongruenzen mod (**+ 1); die andere 976
)

stellt den Begriff der ,,geometrischen GroBen&quot; [Vektoren in einer

972) Paris C. R. 23 (1846), p. 690 ausfiihrlicher p. 698 = Oeuvres (1) 10,

p. 154, 164.

978) p. 697, 738 =- 161, 183. Er erklart (p. 700, 730 = 166, 173), damit

seien die von Eisenstein hervorgehobenen Schwierigkeiten beseitigt, die einex

Entwicklung der Theorie der elliptischen Funktionen von den Integralen aus ent-

gegenstehen. p. 698 u. 739/40 = 163/64, 185 acheint eine Verwechslung von

,,unverzweigt
u und ,,eindeutig&quot; vorzuliegen. Er hat iibrigens bereita hier er-

kannt, dafi eine solche Integralfunktion in dem Sinne vollstandig unbestimmt

sein k5nne, als ihreWerte fiir einen gegebenen Argumentwert unendlich dicht

liegen.

974) Paris C. K. 23 (1846), p. 702, 779 = Oeuvres (1) 10, p. 169, 186.

975) Paris C. R. 24 (1847), p. 1120; 25 (1847), p. 129 = Oeuvres (1) 10,

p. 312, 861; in ausfiihrlicherer, auch zum Teil veranderter Redaktion exerc. 4

(1847), p. 87. Vgl. auch die spatere Abhandlung exerc. 4, p. 356 (Auszug Paris

C. R. 36 (1853), p. 70, 129, 161 = Oeuvres (1) 11, p. 439; 12, p. 12, 21), in

der dieselbe Auffassung fiir komplexe Zahlen mit mehr als 2 Eiuheiten ent-

wickelt wird.

976) Paris C. R. 29 (1849), p. 250 = Oeuvres (1) 11, p. 152; wenig ver-

anderte Redaktion exerc. d anal. 4 (1847), p. 167. Er nimmt die Idee nicht fiir

sich in Anspuich, wohl aber ihre methodische DurchfQhrung ,,avec des modi

fications utiles&quot;. Das Wort ,,Funktion einer geometrischen GrOBe&quot; gebraucht er

dabei im allgemeinsten Sinn (exerc. 4, p. 309).
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Ebene] an die Spitze, betont die Notwendigkeit, die elementaren

Rechnungsoperationen mit solchen neu zu definieren und die fort-

dauernde Giiltigkeit der Rechnungsregeln neu zu beweisen, iiberlafit

aber die Durchfiihrung des letzteren dem Leser. Dann zeigt er, wie

man von da aus auf die gewohnliche Darstellung zuriickkommt, wenn

man zwei zueinander senkrechte Einheitsvektoren einfuhrt 977
).
An dem

Gebrauch, jedes Funktionszeichen eindeutig zu definieren, halt er auch

hier noch fest; doch gelangt er schliefilich
978

) zu dem Begriff des

;,type&quot;,
d. h.

7,eines analytischen Ausdrucks, der einen der verschie-

denen Werte einer impliziten Funktion vorstellt&quot;.

Zunachst folgt nun eine kleine Gruppe von Aufsatzen 979
),

in

welchen Cauchy versucht, auch in nicht analytische Funktionen ein

komplexes Argument einzufdhren und namentlich die Behauptung zu

beweisen: Wenn eine solche Funktion nur fur solche reelle x von

null verschieden ist, die einem bestimmten Intervall angehoren, ist sie

auch nur fiir solche komplexen x von null verschieden, deren reelle

Bestandteile in dasselbe Intervall fallen. Doch haugt alles an der

speziellen Auswahl der dabei benutzten ,,limitateurs&quot; (Nr. 104).

Die weitere Durchftihrung der Theorie der mehrdeutigen, zu-

nachst der algebraischen Funktionen einer komplexen Veranderlichen

hat dann V. Pmseu# 980
) unternommen. Er geht aus von einem Satz

von (7awc/it/
981

), nach dem jede einzelne Wurzel einer algebraischen

Gleichung sich stetig andert, solange sie endlich bleibt und nicht mit

einer andern Wurzel zusammenfallt, und zieht daraus den SchluB 982
),

da6 zwei Wege der unabhangigen Veranderlichen 3, die von demselben

977) Exerc. d anal. 4, p. 213. Daran schlieBen sich dann die bereits

erwahnten erneuten Festsetzungen betr. die elementaren Transzendenten.

978) Exerc. d anal. 4, p. 312. Erst spater (Paris C. R. 32 (1851), p. 484

= Oeuvres (1) 11, p 376) findet sich die wesentliche Erlauterung: Man muB yon

jedem Werte dee einzelnen ,,type
u zu jedem andern gelangen konnen, indem man

die unabhangige Veranderliche sich stetig andern 1afit.

979) Paris C. E. 27 (1848), p. 625; 28 (1849), p. 280; 29 (1849), p. 610 =
Oeuvres (1) 11, p. 87, 124, 188.

980) J. de math. 15 (1850), p. 366 (deutsch von H. Fischer, Halle 1861);

Ankundigung Paris C. B. 30 (1850), p. 171; Bericht von Cauchy ib. 32 (1851),

p. 276 = Oeuvres (1) 11, p. 325.

981) Exerc. d anal. 2 (1841), p. lll^Auszug Paris C. E. 12 (1841), p. 1138

= Oeuvres (1) 6, p. 175.

982) J. de math. 15, p. 370. Er bemerkt p. 375, daft man bei algebraischen
Funktionen die Ausnahmepunkte praziser charakterisieren konne,, als es Cauchy
bei seinen allgemeineren Untersuchungen

981
) hatte tun kounen. Das Wort

,,Weg
u

(chemin) in dieser Bedeutung ist hier von Puiseux in die mathematische

Sprache eingefiihrt.
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Ausgangspunkt nach demselben Endpunkt fiihren, auch zu demselben

Funktionswert u fuhren, wenn zwischen ihnen kein singularer Punkt

liegt; daB dann auch das Integral fudz auf beiden Wegen denselben

Wert erhalt, beweist er durch die Methode der kleinen Variationen 988
).

Auch zeigt er, wie man von einer Losung der Gleichung durch eine

Potenzreihe ausgehend durch Benutzung neuer Entwicklungszentreu
zur Loeung in der ganzen Ebene gelangen kann 984

).
Daran schlieBt

sich dann 985
)

und das ist das eigentlich Neue und auch von

Cauchy*
86

) als neu Anerkannte die Untersuchung der Art, wie die

verschiedenen Zweige in einem singularen Punkte zusammenhangen,
sowie 987

)
die Untersuchung der Integrale algebraischer Funktionen

und ihrer Perioden; die Anzahl der letzteren ist allerdings nur in den

einfachsten Fallen auf die kleinste mogliche Anzahl linear unabhan-

giger reduziert.

Cauchy setzt dann allgemein auseinander, daB man die Trennung
der einzelnen ,,Funktionen&quot; die einer und derselben

,,Gleichung&quot; ge-

niigen, durch Gerade (,,lignes d
arret&quot;)

vornehmen konne, die yon den

einzelnen singularen Punkten (,,points d
arret&quot;)

ins Unendliche laufen.

Er gibt dann 989
)
auch seinerseits eine Bestimmung der Anzahl der

linear unabhangigen Perioden des Integrals einer algebraischen Funk-

tion, die aber nur unter besonderen Voraussetzungen richtig ist.

Und nun endlich kommt er dazu, die allgemeinen Begriffe der

983) p. 372; vgl. 904).

984) p. 379. DaB man dabei von jedem Punkte zu jedem andern durch
eine endliche Anzahl von Fortsetzungen gelangen kann, behauptet er, ohne es zu

beweisen; doch hat er sich vielleicht klar gemacht, daB bei algebraischen Funk
tionen die Entfernung vom nachaten singularen Punkt eine untere Grenze der

Konvergenzradien liefert.

985) p. 884.

986) Paris C. R. 32 (18J1), p. 278 = Oeuvrea (1) 11, p. 327.

987) J. de math. 16, p. 429. In der einige Jahre alteren Untersuchung von
Ch. Hermite (Paris C. E. 18 (1844), p. 1136 = Oeuvres 1, p. 152), war nur der
Fall behandelt worden, daB die Verzweignngepunkte alle einfach sind, und daB
in je zweien derselben dieselben Funktionszweige zusammenhangen, ohne daB
letzteres deutlich als eine Spezialisierung hervortrat.

988) Paris C. R. 32 (1851), p. 68 = Oecvres (1) 11, p. 292; Erganzungen
fur den Fall, daB mehrere Funktionen durch mehrere simultane Gleichungen de-

fniert sind, p. 162 = 304. DaB Cauchy die lignes d arrgt alle ruckwarts ver-

langert durch einen willkurlichen Punkt laufen laBt, ist nebensachlich und wo hi

ine Erinnerung an sein Verfahren bei der Integration von Differentialglei-

chungen 971). Der Terminus ,,ligne d arret&quot; auch eierc. d anal. 4 (1847), p. 324;
die einer solchen entsprechende Linie in der Ebene der Funktion nennt er hier

p. 326 ,,ligne terminale&quot;

989) Paris C. R. 32 (1851), p. 126 = Oeuvres (1) 11, p. 300.
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Funktionentheorie festzulegen und bestimmte Kunstausdriicke fur sie

einzufiihren 990
).

Das Wort ,,fonction de gf
l nimmt er auch hier noch

im allgemeinsten Sinn, bemerkt aber sogleich, daB die Ableitung einer

solchen Funktion im allgemeinen von der Tangentenrichtung der

Kurve abhangt, auf der s sich bewegend gedacht wird, und fiigt hinzu,

damit sei bestatigt, daB man bei Formulierung der Bedingungen fur

die Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe nicht unterlassen

konne, auch von der Ableitung zu reden. Eine Funktion, die in jedem
Punkt eine von der Tangentenrichtung unabhangige Ableitung hat,

bezeichnet er als ,,monogene
991

)&quot;;
eine Funktion, die nur einen

,,type&quot;

aufweist 979
),
zunachst 992

)
als ,,monotypique&quot;, spater

998
) als ,,monodrome&quot;.

Die Stetigkeit der Ableitung verlangt er iibrigens auch hier nicht 994
).

Endlich fiihrt er fiir ,,monodrome, monogene et finie&quot; noch das eine

Wort ,,synectique&quot; ein 995
).

990) Paris C. R. 82 (1851), p. 161 = Oeuvres (1) 11, p. 301; exerc. d anal.

4 (1847), p. 342. Statt ,,quantite&quot; ge&quot;ome&quot;trique&quot; 976) sagt er hier wieder variable

imaginaire&quot;. Die allgemeine Auffassung von ,,fonction&quot; auch Paris C. R. 43

(1856), p. 69 = Oeuvres (1) 12, p. 333; er deutet hier an, daB sie Anstofi erregt

habe, meint aber, sie biete die einzige MOglichkeit, fiber unzahlige Schwierig-
keiten wegzukommen.

991) Paris C. R. 32 (1861), p. 484 = Oeuvres (1) 11, p. 376; exerc. 4 (1S4.7),

p. 346.

992) Paris C. R. 32 (1851), p. 484, 704 = Oeuvres (1) 11, p. 377, 384.

993) Paris C. R. 34 (1852), p. 71, 73 == Oeuvrea (1) 11, p. 388, 391 ge-

braucht er das Wort ohne Erklarung; exerc. d anal. 4, p. 3 25 (ahnlich p. 346),

gibt er die Erklarung: ,,Qui ne cessent d etre continues qu en devenant infinies.&quot;

Paris C. R. 36 (1851): p. 459 = Oeuvres (1) 12, p. 35 sagt er ausdriicklich, mo-

nodrome sei dasselbe, was friiher 992) monotypique. ftbrigens denkt er auch

hier uberall nur an algebraische Funktionen und die elementaren Transzen-

denten, allenfalls an bestandig konvergente Potenzreihen. Den Terminus ,,evo-

iique&quot;,
den er exerc. d anal. 4 (1847), p. 329 fur ,,stetig, aber nicht notwendig

nonodrom&quot; vorschlagt, hat er selbst nicht wieder benutzt.

994) Ebenso Paris C. R. 34 (1852), p. 161 (Anderung der unabhangigen
7ariablen in einem ,,isotropen Mittel); 40 (1855), p. 558, 666, 713, 879 (hier

luf Grand der Untersuchungen von Puiseux 985) die Formulierung, daB die

Wurzeln einer algebraischen Gleichung in der Umgebung eines Verzweigungs-

punktes c monogene und monodrome Funktionen von yz c sind); 41 (1855),

p. 41; 42 (1856), p. 666; 43 (1856), p. 13 (hier der Satz, daB eine Funktion, die

sich uberall wie eine rationale Funktion verhalt, eine solche ist usw.; sowie

auch entsprechende Satze uber einfach periodische Funktionen, aber mit un-

genugenden Voraussetzungen betr. das Verhalten im Unendlichen), 70 (hier noch

einmal die Erklarung der Termini, unter ausdriicklicher Beschrankung auf einen

bestimmten Bereich); 44 (1857), p. 410, 849 = Oeuvres (1) 11, p. 403; 12, p. 245,

265, 273, 282, 300, 316, 323, 334, 487, 448.

996) Paris C. R. 36 (1853), p. 459; 40 (1855), p. 447; 43 (1856), p. 70 =
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Von ,,wesentlich singularen&quot; Stellen (vgl. II B 1, Osgood, Nr. 4,

p. 18) und dem Verhalten analytischer Funktionen in ihrer Umgebung
ist flbrigens bei Cauchy kaum je die Rede; ich wuBte nur eine Stelle 996

)

zu nennen, an der er auseinandersetzt, dafi tg t fur t = oo den Wert

-f- * oder i hat, je nach dem Vorzeichen des imaginaren Bestand-

teils von t.

Um diese Zeit entschlieBt er sich endlich auch, ankniipfend an

eine von Hermite [wo?] gemachte Bemerkung, auch fiir die Gesamtheit

der Werte einer mehrdeutigen Funktion ein Zeichen einzufiihren: er

schlagt vor 997
);

dafiir das Zeichen des Hauptwerts mit einem unter-

scheidenden Beizeichen, etwa einem daruber gesetzten Strich, zu benutzen.

Eine Erganzung seiner friiheren Untersuchungen bietet noch eine

Abhandlung
998

),
in der er die ,,variation integrale&quot; einer stetigen (nicht

notwendig monogenen) Funktion untersucht, d. L die Wertanderung,
die eine solche Funktion erfahrt, wenn ihre unabhangige Verander-

liche einen bestimmten Weg durchlauft; und namentlich den Zusammen-

hang der variation integrale des Logaritbmus einer monogenen Funk
tion auf einer geschlossenen Kurve mit den Anzahlen der Nullpunkte
und der Pole der Funktion in dem von dieser Kurve umschlossenen

Bereiche darlegt; samt der daraus folgenden Bestimmung der Anzahl
der Wurzeln einer algebraischen Gleichung, in der ganzen Ebene oder

in einem begrenzten Bereiche. Daran schlieBt er auch noch 999
) einen

neuen Beweis des Puiseuxschen Satzes 988
).

Mit seinen inzwischen neu gewonnenen Anschauungen kommt er

auch noch einmal auf den Begriff des Residuums zuriick 1000
); er zieht

es jetzt vor, es nicht mehr als Grenzwert (569), sondern als Mittel-

wert bzw. 1001
)

als Integral

genommen um den betrachteten Punkt zu definieren.

Oeuvres (1) 12, p. 3fi, 228, 334. An der erstgenannten Stelle schlieBt er das

,,inonogene&quot; noch nicht mit ein.

996) Paris C. R. 40 (1865). p. 446 == Oeuvree (1) 12, p. 227. DaB man auch

jeden andern Wert erhalten kann, wenn man die Variable auf geeignet gewahltem
Weg ins Unendliche gehen laBt, scheint er auch hier nicht bemerkt zu haben.

997) Paris C. R. 40 (1856), p. 383 = Oeuvres (1) 12, p. 221.

998) Paris C. R. 40 (1855), p. 661, 713, 804 = Oeuvres (1) 12, p. 259, 267, 270.

999) Paris C. R. 42 (1856), p. 663 == Oeuvres (1) 12, p. 312.

1000) Paris C. R. 44 (1857), p. 406 = Oeuvres (1) 12, p. 433. Er leitet von
dieser Definition aus die hauptsachlichsten Satze noch einmal ab; namentlich

spricht er jetzt ausdriicklich den Satz aus, dafi alle Ableitungen einer mono
genen monodromen Funktion selbst monogen und monodrom sind.

1001) Paris C.R. 41 (1855), p. 41 = Oeuvres (1) 12, p. 300.
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Eine letzte Abhandlung Cauchys
100

*) versucht die Theorie der
Potenzreihen mit mehreren unabhangigen Veranderlichen durch Ein-

fiihrung eines
,;regulateur&quot; zuganglich zu machen, nach dessen Po-

tenzen zunachst geordnet werden und der schliefilich gleich 1 gesetzt
werden soil.

Formeln, die mit den fundamentalen Satzen Cauchys im wesent-
lichen aquivalent sind, sind flbrigens um dieselbe Zeit auch von an-
dern Autoren gegeben worden. S. D. Poisson erhalt zunachst 1008

) die

Doppelgleiehung

(594) -1 C\
l ~

XJ \ is

~ r cos

smx 1 2rcosa;-f-r*

F(* r) ?(*) (r &amp;lt; 1),

indem er die beiden Faktoren unter dem Integralzeichen, den ersten
mit Hilfe der Gleichungen (2) und (3), nach Potenzen von r ent-

wickelt, dann ausmultipliziert und unter Benutzung der Integralrela-
tionen (387) gliedweise integriert. Die erste Halfte schreibt er auch:

Ferner 100
*) gelangt er auf einem ziemlichen Umwege, indem er nam-

lich in seiner allgemeinen Darstellung der Lagrangeschen Umkeh-
rungsformel (Nr. 102) erst F(a) = a, dann F(a) = &amp;lt;p (a) setzt und die

1002) Paris C. E. 44 (1867), p. 849 = Oeuvres (1) 12, p. 448. Er deutet

an, daS er dabei Anwendungen auf astronomische Probleme im Auge hatte

(p. 851, 896 = Oenvres (1), 12, p. 462, 466); zu ihrer Ausfuhrung ist er nicht
mehr gekommen.

1003) J. 6c. polyt. cah. 19 (1823), p. 482; ohne Beweis auch schon Bull.

philomat. 1822, p. 138. Er bemerkt ausdrucklich (p. 487 und 498), daB diese

Gleichungen nur so lange bewiesen sind, als die bei ihrer Ableitung benutzten

Taylorschen Entwicklungen nicht ,,en defaut&quot; sind. v. Schmidten gibt die For
meln J. f. Math. 6 (1830), p. 396 ohne diese Giiltigkeitsbedingung. Cauchy gibt
Bull, philomat. 1822, p. 170; J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 579; Mem. sur les

int. deT., Paris 1825, p. 66 an, wie die Formeln sich aus seinen Residuensatzen

ergeben, und erganzt sie durch die Angabe, wie sie fur r
&amp;gt;

1 zu modifizieren

sind. Exerc. de math. 1 (1826) = Qeuvres (2) 6, p. 272 bringt er auch Formeln,
bei denen im Zahler nur 1 oder nur cos x steht, sowohl durch Kombination mit

(586), als auch durch direkte Anwendung des Residuensatzes auf Funktionen wie
z. B. /(*)(! rzr\l f*&quot;

1)- 1
.

1004) p. 498.
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Resultate miteinander kombiniert, zu der Gleichung:

er verifiziert sie dann durch die Bemerkung, daB man sie auch aus

der Entwicklung von (p(a -f- e~xf) nach Potenzen von e~xi
,
mit Hilfe

der Relationen (387) ableiten konne. Indem er diese Relation fur die

Funktion F(cc} benutzt, fiihrt er die aus Formeln von Nr. 102 fur

&amp;lt;p ( )
= r sich ergebenden Gleichungen liber in die folgenden :

(597)

die, wie er selbst bemerkt, von (594) nicht wesentlich verschieden sind.

Andererseits hat Poisson auch bereits bemerkt 1005
),
daB das Integral

+ 00

(598) !

c/

(vgl. Nr. 59 b), weun man die Integrationsvariable komplexe Werte mit

dem konstanten iinaginaren Teil iy durchlaufen laBt, den Wert

n exp ( a) oder n @in a erhalt, je nachdem y &amp;lt;
1 oder

&amp;gt;
1 ist,

G. Frullani 1(m
} gewinnt aus der Integraldarstellung der Koeffi-

zienten einer Cosinusreihe (Nr. 16) nicht nur die Gleichung
n

(599) m -^/(A**
) + f (*-&quot;)) dx,

o

sondern auch die folgende:
n

(600) J_
/t)(0)

= ~fW) + f(e~
xi

)} cos nxdx.

o

G. Librim^ leitet die mit (594) im wesentlichen identische Glei-

1005) J. ^c. polyt. cah. 18 (1820), p. 838. Darauf macht P. Stdckel aufmerk-

sam, Bibl. math. (3) 1 (1.900), p. 119.

1006) Ricerche sopra le serie, Firenze 1816, p. 102 ; Mem. BOC. ital. 18 (1820)

p. 461 (von 1818). Er gibt auch entsprechende Formeln fur Funktionen von

mehreren Variablen.

1007) Torino Mem. 28 (1824), p. 266 (von 1822); Da in der Gleichung (602)

die Variable t nur noch unter dem Zeichen der Exponentialfunktion vorkommt,

glaubt er mit ihrer Hilfe Differenzen- und Summenbildungen, Difterentiationen

und Integrationen ebenso leicht vornehmen zu kQnnen, als dies mit Hilfe der

Fourierechen Integraldarstellung moglich ist. J. f. Math. 7 (1831), p. 281 fuhrt

er die Formel mit dem Beifugen an: Die unbestimmte GrOBe o, die aus dem
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chung

(60!)

aus dem Parsevalschen Satze (Nr. 28) ab; indem er die Faktoren

(1 t
1 e

xf
)-

1 durch Integrale ersetzt, erhalt er noch:

n

(602) &amp;lt;p(t)

_ -L-
foca + ?*) exp (! + (

-

co

+ &amp;lt;p(cc -f e~xf
) exp (1 -f- (a f)ye

x
}]dy dx.

H. Vernier 1

} gewinnt die Formeln:

(603) ~J S iains
+rC - dx = F

( + r) F(a r)

(604)

(-&amp;gt;)-

durch Reihenentwioklung nach Potenzen von r, mit Hilfe des Satzes,
daB fur ganzzahlige p uncL^

~cos px sin q x ,
\
n

&amp;gt;

wenn p q negativ und ungerade
(605) A

s
sin * 1 in den ubrigen Fallen;

ist; dann die Gleichung:
+ 1 *

(606) ff(r)dr =
-n

zunachst einfach durch Einfiihrung einer komplexen Integrationsvari-
ablen in das Integral links, aber mit dem nachdrttcklichen Hinweis 1009

),

daB dieser SchluB unzureichend ist, und daB die Gleichung nur richtig

ist, sofern man auf beiden Seiten in solche Potenzreihen entwickeln

kann.

Resultat herausfallt, ,,sert a detruire les erreurs que Ton pourrait commettre en
attribuant au developpement de tp(t) une forme qui ne lui conviendrait

point&quot;.

Ib. 12 (1834), p. 267 gewinnt er die Formel aus einer Summenformel durch Uber-

gang zu unendlicher Gliederzahl.

1008) Ann. de math. 15 (1825), p. 175. Er hat auch noch allgemeinere, aber

weniger einfache Gleichungen mit dem Cosinus oder Sinus eines beliebigen Viel-

fachen von x als Faktor unter dem IntegralzeicLen (p, 173).

1009) p. 180. Gergonne weist ib. p. 360, von einem ,,quelqu un&quot; veranlaBt,
darauf hin, daB diese Formel ein Spezialfall einer Gleichung Cauehys (vgl. 581) ist.
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Auch R. Murphy
10

) stellt den Koeffizienten von xp in der Ent-

wicklung von f(x) nach (steigenden und fallenden) Potenzen von x

durch das bestimmte Integral

^^ i

dar, scheint aber dabei nur an Integration durch reelle Zwischenwerte

zu denken und dem Integral .

1

(608) fx~
ldx

-i

den Wert log ( 1) ni zuzuschreiben.

M. Ostrogradsky
wn

) bringt iiberhaupt die Differenz der beiden

Werte, die ein Doppelintegral mit der siugularen Stelle (a, V) des In-

tegranden je nach der Reihenfolge der Integrationen annimmt, auf

die Form:

(609) A =(f(&quot; + 6, & + if) -/(a + eiy, 6 +
i -i

und bemerkt dann, da sie von e unabhangig ausfallen miisse, brauche

man in der Entwicklung des Integranden nach Potenzen von ^ nur

die von e unabhangigen Glieder zu beriicksichtigen. Fur den Fall

(610) / AJ
.

,)
_ !? I&amp;gt;

brauche man also in der Entwicklung von f(a -\-ib-\-z) nach Po
tenzen von z nur das Glied Ae~ l zu beriicksichtigen; dieses gibt

+ 1+1 +1 +1

/fill \ A.. I ll 1 J
1 JtJr, _0 f l\^-^)d^dnA -J J \W+58&amp;gt; (^Ml) 3
]

*e*1 V J -&amp;lt;T+W-

und damit wieder die Resultate Cauchys.
Eine Darstellung von merkwiirdiger Originalitat findet sich bei

A. Qu. Gregan-Craufurd
1012

).
Er meint: wenn in dem Integral

+&amp;lt;*

/PIO\ ffM**
(612) J o^-V

a

f(a) eine ungerade Funktion bedeutet, heben sich aus ihni alle Ele-

mente paarweise weg, bis auf die Umgebungen von K == + x, wenn

1010) Cambr. trans. 3, (1830), p. 438.

1011) Petersb. mem. (6) 1 (1831), p. 117 (von 1828).

1012) Essay on the development of functions, bond. 1844, p. 7.

Kncyklop d. math Witouch IT 1 67
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diese Punkte zwischen den Integrationsgrenzen liegen; da er dem Inte

gral (608) den Wert -\-sci zuschreibt, kommt er fur sein Integral auf

den Wert ytix~ l

f(x). Indem er eine analoge Betrachtung f&r eine

gerade Funktion anstellt und dann die beiden Resultate kombiniert,
kommt er fiir eine beliebige endlich bleibende Funktion

&amp;lt;p (a) zu der

Formel 1018
):

fa

(613) yW

und durch Entwicklung nach Potenzen von x zur Maclaurinschen

Formel mit Restglied
1014

).
Zum Ausdruck der Koeffizienten durch die

Ableitung gelangt er, indem er zuerst das Integral

(614) fi

analog wie (612) behandelt und dabei ohne jede nahere Erlauterung

annimmt, alle Wurzeln der Gleichung a&quot;
= xn lagen zwischen den

Integrationsgrenzen; hierauf zur Grenze x ==
iibergeht

1016
).

Anderer-

seits bestimmt er noch 1016
) unabhangig von diesem Gedankengang die

Koeffizienten einer Entwicklung nach failenden und steigenden Potenzen

durch gliedweise Integration und zeigt
888

) mit Hilfe des Poissonschen

SchluBverfahrens, daB die so gebildete Reihe die Funktion wirklich

darstellt.

0. Bonnet verwirft den Gebrauch des allgemeinen Funktions-

begriffs, ,,da man sich dabei keine klare Vorstellung von den Ab-

leitungen machen konne&quot;
1017

).
Er setzt zunachst mit Hilfe von

Abels Satzen 766
) auseinander, daB die Maclaurinsche Entwicklung von

f(r exp ix), soweit sie konvergiert, eine stetige Funktion von r und x

vorstelle, und schlieBt daraus, daB sie jedenfalls nur so weit konver-

gieren kSnne, als f stetig bleibt und fftr x = 2% denselben Wert

wieder annimmt wie fur x = 0. Er will dann beweisen, daB diese

Bedingungen auch hinreichend seien, und bedient sich zu diesem Zweck

der trigonometrischen Entwicklung nach den Funktionen der Viel-

1013) p. 8. Man vgl. damit Cauchys Fonneln (581) and (583).

1014) p. 10. Gegen den Gebrauch unendlicher Keihen hat er Skrupel. Er

entwickelt auch ebenfalls mit Restglied den einen Bestandteil nach stei

genden. den andern nach failenden Pctenzen von x; auch beide Teile nach fai

lenden, wobei sich aber alles weghebt (p. 17).

1015) p. 20. Berichtigung der Eechnung, p. 33.

1016) p. 28.

1017) Brux m^m. cour. in 4 16 (1860), p. 97.
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fachen von x bei konstantem r; dabei vergifit er, daB er vorher (vgl.

Nr. 39) die Moglichkeit einer solchen Entwicklung nur unter einer

Monotoniebedingung bewiesen hatte. Durch partielle Integration und

Differentiation unter dem Zeichen [die wieder die Stetigkeit der Ab

leitung voraussetzt], gewinnt er dann die Art der Abhangigkeit der

Koeffizienten dieser Entwicklung von r und damit die Laurentsche

Reihe 1018
).

Merkwurdig ist iibrigens, daB J. Dienger noch vor Cauchy^
91
)

ausgesprochen hat 1019
), daB aus der Annahme der Existenz einer be-

stimmten Ableitung F (x -f- iy) die er iibrigens fiir selbstverstand-

lich zu halten scheint die sogenannten Cauchy-Riemannschen Diffe-

rentialgleichungen folgen.

DaB auch C, F. Gauft den Satz, ,,daB das Integral Jcp(x}dx nach

zwei verschiedenen tFbergangen immer einerlei Wert erhalte, wenn

innerhalb des zwischen beiden die Ubergange reprasentierenden Linien

eingeschlossenen Flachenraumes nirgends &amp;lt;p(x)

= oo wird&quot; gekannt

hat, ist erst lange nach seinem Tode bekannt geworden
108

).

Ebenso hat C. Weierstrafi seine Ableitung des Laurentschen Satzes

erst viel spater veroffentlicht 1021
).

Sie unterscheidet sich von der

Cauchys zunachst dadurch, daB sie den Gebrauch der trigonometrischen

Funktionen vermeidet und statt dessen fiir die komplexen GroBen vom
absoluten Betrag 1 die Parameterdarstellung

(616) ,_1

benutzt, in der A alle reellen Werte durchlauft; ferner, daB an Stelle

der Forderung der Stetigkeit der Ableitung die etwas weniger ver-

langende auftritt, daB zu jedem gegebenen die Ungleichun^

(616) hk k

1018) p. 99. Dabei liegt noch insofern ein Versohen vor, ale fiir die kon-

Btanten Glieder seine ScbliiBe nicht gelten; deren Unabbangigkeit von r muB
besondera bewiesen werden.

lOly) Arch. Math. Pbys. 10 (1847), p. 423. Wegen der Zeittblge der Ver-

Offentlichungen vgl. man die Bemerkung Note 966).

1020) Brief an Besael vom 18. Dez. 1811, veroffentlicht zuerst im Brief-

wechael zwischen GauC und Bessel, Leipzig 1880, p. 166 (jetzt Werke 7, p 91).

Vgl. auch die von L. Schlesinger, Materialien fflr eine wisaenschaftliche Biographie
von GauB, 1912, p. 118, verOffentlichte, allerdinge aua sehr viel spaterer Zeit

btammende Auseinandersetznng. Die Anwendung der Satze auf mehrdeutige
Funktionen gcheint ubrigens GauB dieaelben Scbwierigkeiten gemacht zu haben
wie Cauchy; vgl. dariiber die Bemerkungen von Schlesinger, ebd. p. 99.

1021) Werke 1, Berlin 1894, p. 61 (von 1841); p. 54 unten siud nach .Ab
solute Betrage&quot; die Worte einzuschalten ,,einander gleich sind und&quot;

67*
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fur alle in Betracht kommenden x, fur alle h, deren absoluter Betrag
eine gewisse Grenze nicht iibersteigt, und fur alle hinlanglich kleinen 7:

besteht. Dam it fiihrt er die Anderung der Funktion von einem Kreise

zum andern auf die Anderung langs eines Kreises zuriick; da die letztere

bei der Integration null ergibt, so folgt, daB Entsprechendes auch fur

die erstere gilt, und daB folglich der Wert des Integrals

(617)

von r unabhangig ist
1022

).
Indem man auf Grund dieses Satzes den

Integrationsweg fiir die Darstellung der Koeffizienten der Laurent-

schen Entwicklung passend verschieben kann, ergibt sich wie bei

Cauchy
952

) eine Abschatzung dieser Koeffizienten und damit der Kon-

vergenzbeweis fiir alle Punkte des Kreisrings, fiir den die Voraus-

setzungen erfiillt sind; daB die so gebildete Reihe die zu entwickelnde

Funktion wirklich darstellt, beweist auch WeierstraB 8

&quot;)
mit dem

Poissonschen Verfahren.

Die Erkenntnis der fundamentalen Bedeutung von Cauchys Satzen

und Methoden hat sich iibrigens verhaltnismaBig langsam verbreitet;

Dirichlet z. B. erscheint von ihr kaum beriihrt. Es liegt das wohl in

erster Linie daran, daB Cauchy selbst nie eine zusammenhangende und

von der Riicksicht auf ihn gerade beschaftigende spezielle Probleme

freie Darstellung gegeben hat. Was sein Apostel Moigno bietet, kann

daffir urn so weniger als Ersatz dienen, als er die verschiedenen Ent-

wicklungsstufen von Cauchys Gedanken an verschiedenen Stellen seiner

Vorlesungen zerstreut 1023
)
unverbunden wiedergibt. A. de Morgan

1024
)

kennt und verwendet wohl eine groBe Anzahl der von Cauchy aus

seinen allgemeinen Satzen abgeleiteten Einzelresultate, nieint aber

doch 1025
),

die Grenze zwischen denjenigen Fallen, in welchen es erlaubt

sei, den in einem bestimmten Integrale auftretenden Parametern komplexe
Werte beizulegen, und denjenigen, in welchen das nicht erlaubt sei,

1022) p. 66.

1023) Die von der Vertauschung der Integrationsreihenfolge in einero Dop-

pelintegral ausgehende lemons de calc. diff. et de calc. int. 2, Paris 1844, p. 83

und 302; die der Exercices 908
) ib. 1 (1840), p. 484; die des Turiner me&quot;m. von

1831 9I7
), 2, p. 747; die auf dem Mittelwert (688) beruhende 1, p. 162. An der

letzteren Stelle, aber nicht an den vier zueret genannten fordert er die Stetig-

keit auch der Ableitung.

1024) Uen Hauptsatz gibt er diff. and. int. calc., Lond. 1836/41, p. 643, in

der alteren Formulierung.

1025) p. 630; vgl. auch die Bemerkung p. 636, betr. die ,,very great care

which this method required&quot; und das MiBverstiindnis in der Note p. 638.
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sei nie scharf gezogen worden. Die Darstellung von D. F. Gregory
m6

)

gibt nur die elementarsten Satze; die von M. Ohm 10* 1
} reproduziert

nur die alteste, in mehrfacher Hinsicht unvollkommene Fassung.

E. H. Dirksen scheint eine von formalen Definitionen ausgehende

Darstellung des Rechnens mit komplexen Zahlen entworfen gehabt zu

haben, die jedenfalls bis zu einer strengen Begrundung der Cauchy-
schen Integralsatze vordringen sollte; doch ist aus den wenigen ver-

offentlichten Andeutungen
1028

) nicht zu ersehen, wie weit er damit

gelangt ist.

St-lbst die Richtigkeit von Cauchys Resultaten ist keineswegs so-

gleich ul.gemein anerkannt worden. Die Einwendungen von G. Radike 1029
)

gegen die Formulierung der Residuensatze beruhen freilich groBten-

teils auf MiBverstandnissen; namentlich iibersieht er, daB Cauchy
immer nur Funktionen im Auge hat, die in dem betrachteten Bereich

eindeutig definiert sind. Immerhin hat er darin recht, daB Cauchy an

die Moglichkeit wesentlich singularer Punkte, mit einer unbegrenzten
Anzahl von Gliedern mit negativen Exponenten in der fur ihre Um-

gebung geltenden Entwicklung, urspriinglich nicht gedacht zu haben

scheint. Auch die Darstellung von T. Franke 10
*\ der Cauchys Beweis

des Entwicklungssatzes ohne nahere Angabe fiir nicht richtig erklart,

ist voll von Trugschliissen. Aber selbst P. L. Tschebyscheff
10S1

) glaubt
die Stetigkeit aller Ableitungen als notwendige Bedingung fflr den

1026) Cambr. math J. 14 (1838), p. 145.

1027) System der Mathematik 9, Nflrnb. 1862, p. 178, 202, 204. Auch die

Bedingungen fiir die Anwendbarkeit der Satze auf ins Unendliche sicb er-

etreckende Bereiche gibt er p. 190 noch in der urspriinglichen ungeniigenden
Form. p. 87 hat er ubrigens eine ihm eigentflmliche Darstellung: um zu

zeigen, daB
ix

/at?
eidx

aTi &quot;~rf

von a unabhangig ist, differentiiert er erst nach a unter dem Zeichen. Aber das

tritt bei ihm nur als Rechenbeispiel auf und it&amp;gt;t mit den andern Satzen nicht

in Verbindung gebracht. Die Benutzung des Begriffs des Hauptwerts eines be-

stimmten Integrals lehnt er ubrigens ab (p. 197).

1028) Berl. Ber. 1839, p. 10; 1841, p. 5.

1029) J. f. Math. 25 (1843), p. 216.

1030) Arch. Math. Phys. 15 (1849j, p. 227. Z. B behauptet er, alle Ab
leitungen einer stetigen Funktion seien Belfast stetig, indem er eine Form des

Mittelwertsatzes benutzt, die die Stetigkeit der ersten Ableitung bereits voraus-

setzt; dann beriicksichtigt er p. 233 nicht, dafi die von ihm mit A bezeichnete
Gr86e noch von x abhangt u. dgl. m.

1031) J. f. Math. 28 (1844), p. 283 = Oeuvres 1, p. 14.
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Entwicklungssatz fordern zu miissen, da er die gliedweise Integration

selbst bei einer Potenzreihe nicht fiir zulassig -hielt.

0. Schlomilch hat sich wiederholt mit den Cauchyschen Satzen

beschaftigt. Zunachst scheint er nur diejenige Darstellung Moignos
1088

),

die mit dem Begriff des Mittelwertsatzes arbeitet, kennen gelernt zu

haben, ohne zu wissen, daB Cauchy friiher 926
) selbst vom allgemeinen

Integralbegriff ausgegangen war. Er fragt daher 1038
),

wie wohl Cauchy
auf dieses eigentiimliche Verfahren gekommen sein moge, und beant-

wortet sich diese Frage dahin, daB hinter der ganzen Untersuchung
die Gleichung (585) stehe. Er meint, Cauchy habe diese Gleichung
wohl zuerst unter der Voraussetzung abgeleitet, daB die Entwickel-

barkeit von f(i) in eine Potenzreihe schon bewiesen sei, und sei von

hier aus zu der Frage gekommen, unter welchen Umstanden sich der

SchluB in umgekehrter Richtung durchfiihren lasse. Spater
1038

) gibt

er im wesentlichen Cauchys urspriingliche Darstellung der Residuen-

satze 890
) wieder, wobei er die Stetigkeit der Ableitung ausdriicklich

als Voraussetzung einfiihrt. Eine dritte Darstellung
1054

) beginnt mit

dem durch Vertauschung der Reihenfolge von Differentiation und Inte

gration gelieferten Nachweis, daB das Integral (617) von r unabhangig
ist. Da er aber bei der Anwendung dieses Satzes auf F(r) = r~ mf(r)
wiederholt partiell integriert, kommt er auch hier 1035

)
zu der Meinung,

man miisse die Stetigkeit aller Ableitungen voraussetzen.

36. Der Cauchyschen Beweisansatz aus der Residuentheorie.

Indem A. Cauchy seinen Satz 907
)
auf zwei Halbstreifen in den beiden

Halbebenen der z mit positivem und mit negativem imaginaren Be-

standteil anwendet, gelangt er zu den beiden Gleichungen
1086

):

1032) Arch. Math. Phys. 7 (1846), p. 354. Die damit skizzierte Darstellung
fiihrt Schlomilch in seiner Differentialrechnung, Greifswald 1847, p. 194217,
im einzelnen durch; dabei glaubt er iibrigens die Stetigkeit aller Ableitungen
fordern zu mussen, indem er aich sonst nicht getraut (p. 214), den Mittelwert

einer unendlichen Reihe durch die Summe der Mittelwerte ihrer Glieder zu

ersetzen.

1033) Neue Methode zur Summation endlicher und unendlicher Reihen,

Greifswald 1849 = Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 133.

1034) Math. Abhandlungen, Dessau 1850, p. 17.

1035) p. 27. Ahnlich ist auch die Darstellung von J. Dienger, Arch. Math.

Phys. 15 (1850), p. 119. Diengers Aufsatz iiber bestimmte Integrale mit imagi
naren Grenzen, J. f. Math. 37 (1848), p. 363 (von 1845) betriift nur die Falle, daB

bei konstantem absoluten Betrag oder bei konctantem &quot;Winkel integriert wird.

1036) Paris mem. 6 (1827), p. 808 (von 1823; oeuvres (1) 2, p. 12); mem. sur

Ta])plication du calcul des re*sidus a la solution des problemes de physique

math., Paris 1827, p. 6.



36. Der Cauchysche Beweisansatz aus der Residuentheorie. 1033

o

(618) 2rt

r&quot; f(*)* i

J e-(* -*)&amp;lt;_!
i

f f(*)d* ___
e(*-*). _i

o o

und durcli Addition nnd Reihenentwicklung rechts unter dem Integral-

zeichen zu:
2 7T 00 00

(619)
-

**&quot; ***&* - W - f(~

woraus die zu beweiseiide Gleichung sich durch abermalige Anwendung

des Residuensatzes auf die einzelnen Glieder der rechten Seite ergibt.

Die SchluBweise setzt voraus, da6 die zu entwickelnde Funktion f(x)

fur alle reellen und komplexen Werte ihres Arguments endlich bleibt,

aufierdem noch bestimmte, von Cauchy hier noch nicht genau an-

gegebene Bedingungen fiber das Verhalten dieser Funktion im unend-

lichen. Aber diese Bedingungen sind, wie bereits Dirichlet bemerkt

hat 1037
),
zusammen nur erfullt, wenn f(x) eine Konstante 1st; womit

dieser Beweis hinfallig wird 1038
).

Die Konvergenz seiner Reihe erschliefit Cauchy iibrigens daraus,

daB das allgemeine Glied durcli die Substitution w/3
= z in:

(620)

ubergefuhrt werden kann, und daB die Sumrae zweier solcher Glieder

1087) J. f. Math. 4 (1829); Werke 1, p. 119.

1038) B. Riemann (Hab.-Schr. GOtt. 1854, verOfiFentlicht durch R. Dedekind,

G5tt. Abh. 13 (1867); Werke 2. Aufl., p. 234) deutet an, man kSnne ihn so um-

formen, daB man fiber f(ct-\-$f) nur fur positive Werte von Voraussetzungen

zu machen brauche. Riemanns sich anschlie&ende Angabe, daB ,,umgekehrt

dieser Satz (daB eine in der positiven Halbebene uberall endliche Funktion

kompleien Arguments existiert, die fiir reelle Argumente vorgeschriebene Werte

annimmt) sich aus der Founerschen Reihe ableiten laase&quot;,
kann verschieden

verstanden werden: entweder so, daB er damals noch an die MOglichkeit der

Entwicklung jeder stetigen Funktion in eine trigonometrische Reihe geglaubt

habe; oder so, daB er auch den in Rede stehenden Satz nur fur solche Rand-

werte habe behaupten wollen, fur die die Entwicklung mOglich ist.
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saint den zugehorigen Faktoren nahezu gleich

(621) -i{/X2*) -/XO)} sinn*

sei.

Da6 mit so einfachen Hilfsmitteln nicbt zum Ziele zu kommen

ist, muB Cauchy iibrigens bald selbst bemerkt haben, nacbdem ihn

fortgesetzte Beschaftigung mit seinen Residuensatzen veranlaBt hatte 910
),

die Bedingungen scharfer zu formulieren, unter denen diese Satze auf

sich ins Unendliche erstreckende Bereiche angewendet werden konnen
1039

).

Er gibt zunacbst 1040
) fur ein nach alien Seiten unendlich grofies Rechteck,

dessen Seiten zu den Koordinatenachsen parallel sind, den Satz in fol-

gender Formulierimg: wenn fiir reelle x die Grenzwerte

(622)
m * =

&amp;gt;

X= +00 X= 00

eiistieren, und wenn fiir komplexe z

lim =

ist, wenn endlich s eine hinlanglicb kleine positive reelle GroBe be-

deutet, so gilt:

Wird das auf die Funktionen

---.
-;:

-; X(*) -

(625)

angewendet, in denen f (a) eine Funktion der reellen Variabeln a be-

deuten soil, und wird dabei angenommen, daB

1039) Die in Rede stehenden Untersuchungen Cauchya stehen im engsten

Zusammenhang mit seinen spater (Nr. 83) zu besprechenden Daretellungen von

Integralen gewShnlicher und partieller Differentialgleichungen durch Residuen.

1040) Mem. sur 1 application du calcul des re&quot;sidus a la solution des problemes

de physique mathematique ,
Paris 1827, p. 1. Da Dirichlet und Riemann diese

Untersuchungen Cauchya nicht erwahnen, sind sie lange unbeachtet geblieben,

obwohl schon C. S. [Saigey?] (bull. F^russac 12 (1829), p. 200) darauf hingewiesen

hat, daB sie von Dirichlets Einwanden gegen Cauchy a ersten Beweis nicht mit

getroffeti werden.
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auch da endlich bleibt, wo $(z) = ist, so ergibt sich

(627) E e.-.)f ()rf
=

f (x)

und daraus fur

(628) 3 -*&quot;&quot;-l, Z=l
die Entwicklung von f(a:)

in eine harmonische trigonometrische Reihe.

Die Frage, welchen Bedingungen die Funktion f geniigen muB, wenn

X(z), *P&quot;(0)
die erforderlichen Bedingungen erfiillen sollen, bespricht

Cauchy hier noch nicht, wohl aber in einer folgenden Abhandlung
1041

).

Er versucht mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung

zu zeigen, dafi sich z. B. die Funktion X(z) im unendlichen wie

(629) (f
e
*

(
*~ Zo)

verhalt; ubersieht aber dabei die fur jenen Satz wesentliche Bedingung,
daB die unter dem Integralzeichen stehenbleibende Funktion ihr Zeichen

im Integrationsintervall nicht wechseln darf1042
). Dbrigens fiihrt ihn

seine Abieitung zunachst zu den beiden Gleichungen:
x

(,
x

2 KX}
**=

2^r
ff(&quot;)

da +^2 f
COS (

nX ~ na) f
n = 1

(630)
&quot;

;

*
,

?f(*)
=

fZjf(*fl*
+^^ A08 (nx na) f

X * ml *

die unter der Voraussetzung

0&amp;lt;x
Q &amp;lt;x&amp;lt;X&amp;lt;27c

gelten; erst deren Zusammenfassung gibt die eigentlich zu beweisende. 1043
)

Verwandt mit Cauchys erster SchluBweise ist diejenige, yermoge
deren 0. Scldomilch 10

**) aus den in Nr. 103 zu besprechenden Formeln

1041) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 396; p. 406 die Formu-

lierung der Resultate in einen Satz. Die Annabme F(z) e
n:

-f 1 fiihrt auf

Reihen, die nach d^n Funktionen der ungeraden Vielfacben des Arguments fort-

schreiten (p. 411).

1042) Auch die spateren Andeutungen Paris C. R. 32 (1851), p. 212 = Oeuvres

(1) 11, p. 313 geben uber diesen Punkt keinen AufschluB.

1043) Wie man die Reihen mit nur Cosinns- oder nur Sinusgliedern durch

Spezialisierung seines allgemeinen Ansatzes direkt in der gewohnlichen Form er-

halten kann, gibt Cauchy ib. p. 418 an.

1044} Neue Methode zur Summierung endlicher und unendlicher Reihen,
Greifswald 1849 = Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 149. Die Endlichkeit von f
selbst, die SchlOmilch noch besonders forclert, ist bereits eine Folge der End
lichkeit von f .
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folgert: die Reihen

(631) ^f(n} cos nx
&amp;gt; JY(W)

sin nx

konvergieron fur
&amp;lt;
x &amp;lt; n, wenn f(u + vi) von u = bis u= -f- oo

und von v = oo bis tf = -{- oo endlich und stetig bleibt.

37. Der Dirichletsclie Beweis. Einen andern Ansatz, von dem

aus man zu einem wirklichen Beweis der Entwicklungssatze gelangen

kann, hat bereits Fourier selbst skizziert. 1MS) Er setzt zunachst aus-

einander, daB die einzelnen positiven und negativen Flachenstiicke,

deren algebraische Summe das Integral (486) darstellt, abgesehen von

dem ersten, fur groBe Werte von x absolut genommen sehr wenig
voneinander verschieden sind, so daB sie sich groBtenteils gegenein-

ander wegheben, und daB daher der Wert des Integrals groBtenteils

von dem ersten unter ihnen geliefert wird; dann bemerkt er, daB man

entsprechende Uberlegungen fiir die Integrale

00

/fcyn\ I f \ sin n& j
(632) / f(a) da

und
oo

(633) JV()
si

sin a ,sm n a doc
1 cos a

durchfuhren konne, gibt aber nicht an, welche Eigenschaften man

dazu von der Funktion f(x) voraussetzen muB 1046
).

Erst P. G. Lejeune-Dirichlet hat, auf Grund der von ihm gewon-

nenen Erkenntnis der grofien Allgemeinheit des Begriffs ,,willkflrliche

Funktion 4

(vgl. Nr. 28) Beschrankungen angegeben, unter denen der

Beweis moglich ist, und ihn dann auch wirklich in alien Einzelheiten

1045) ThSorie de la chaleur, Nr. 415, 41G, 428 = Oeuvres 1, p. 494, 498,

510 (noch nicht in der Preisschrift von 1811, also wohl erst durch die ihm ge-

machten Einwande veranlaBt).

1046) Dieser letztere Punkt ist in den Noten von G. Darboux zu Fouriers

Oeuvres, bei Seiff, Geschichte der unendlichen Reihen, p. 185 und bei G. A.

Gibson, Edinb. math. proc. 11 (1892/93), p. 147, die im vibrigen das Verhaltnia

dieser Untersuchungen Fouriers zu denjenigen von Dirichlet alle richtig angeben,

nicht genugend hervorgehoben. Auch bei Ostrogradsky, Petersb. m^m. (6) 1

(1831), p. 137 (von 1828), bei /. M. C. Duhamd (Cours d analyse 2, Paris 1840,

p. 162), bei A. A. Cournot (Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 207), bei A.

de Morgan (Differential and integral calculus 1841, p. 627), die alle dieselbe

SchluBweise benutzen, bleibt die Frage unerortert, unter welchen Voraussetzungen

iiber die Funktion f(x) sie richtig ist.
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durchgefahrt. Er geht aus von dem Integral

(634) J*-?fV)*fi (/(/*)
=

?&amp;gt;(* + 20)
o

and zerlegt es durch Einschaltung der Zwischenwerte

| (,
= 1,2,3,...)

in Teile, in welchen der Faktor . f sein Zeichen nicht wechselt, so
imp

daB er auf jeden dieser Teile den ersten Mittelwertsatz der Integral-

rechnung anwenden und damit die Abschatzung auf die des Integrals

()
fl

(y 1 n
A

zurflckfahren kann. Diese letztere vollzieht er in seiner ersten Ab-

handlung
1047

) dadurch, daB er zu

(636)

fibergeht; in der zweiten 1048
) gewinnt er durch direkte Untersuchung

der QV,
far den Fall, daB f(x) im ganzen Intervall positiv ist und mit

wachsendem x nicht zunimmt, die Doppelnngleichung

(687) (i-
und aus ihr

;
indem er m so mit k ins Unendliche wachsen lafit, daB

lim -r- == wird 1049
),

die zu beweisende Grenzgleichung:

(638)

Der Ubergang zu den Fallen, daB
/&quot;(#) negativ ist, oder daB es mit

wachsendem x nicht abnimmt, geschieht sofort; den Fall eines [nach

1047) J. f Math. 4 (1829), p. 157 = Werke 1, p. 117; ebenso A. A. Cournot,

Th^orie des fonctions 2, Paris 1841, p. 206.

1048) Repert. Phys. 1, Berlin 1887, p. 152 = Werke 1, p. 133; mit An-

merkungen von H. Liebmann, Leipzig 1900; reproduziert auch in G. F. Meyers

Bearbeitung der Vorlesunger Dirichlets iiber bestimmte Integrale, Leipzig 1871,

p. 229, und in vielen andern Lehrbiicbern (zuerst wobl bei M. Ohm, System der

Mathematik 9, Nurnb. 1862, p. 294).

1049) W. Fr. Bessel (Astr. Nacbr.J.6 (1839), p. 229 = ges. Abhandl. 2,

p. 398) setzt zu diesem Zwecke m = y **; im iibrigen ist bei ibm, wie schon

Riemann 10 *8
) bemerkt, die Durchfuhrung im einzebaen nicht einwandfrei.
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jetziger Ausdrucksweise] ,,abteilungsweise monotonen&quot; f(x) erledigt

Dirichlet dadurch, da8 er aus (638) zunachet die andere Grenzgleichung

b= oo

g

(639) lim g,(fi)dp*-0 (0

ableitet und dann das Integral dureh diejenigen Werte von x in Teil-

integrale zerlegt, an welchen f(x) den Sinn seiner JLnderung wechselt.

0. SchldmilchmQ) glaubt Dirichlets Beweisgang ohne Einbufie an

Strenge vereinfachen zu konnen. Er bringt alle Bestandteile des

Integrals auf dieselben Grenzen und hat dann noch den Grenzwert

jr/l

f& f(*-^} rtel
-++-

zu untersuchen; bier glaubt er den Grenzubergang unter dem Inte-

gralzeichen vornehmen zu diirfen, da diejenigen Glieder, fur die r von

derselben GroBenordnung wie m sei, keinen Beitrag lieferten; unter

dem Integralzeichen erscheint dann nur noch
/&quot;(O)

sin a mit der Partial-

bruchzerlegung von cosec a multipliziert.

W. R. Hamilton 10!&amp;gt;l

)
bezeichnet die von Fourier 1044

} angewendete
SchluBweise als ^principle of fluctuation&quot;. Er selbst beginnt mit dem

Satze 1058
),

dafi die Grenzgleichung

(641) lim Tain leaf(a} dec
=

*=oo /

jedesmal besteht, wenn die Funktion f im Integrationsintervall stetig

1050) Arch. Math. Phys. 1 (1841), p. 417; etwas ausfflhrlicher BeitrSge zur

Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 3.

1051) Dubl. proc. 6 (1841/42), p. 285 = Dubl. trans. 19, (1843), p. 319.

Hamilton wendet seine Schlusse sogleich auf Entwicklungen nach allgemeineren

oszillierenden Funktionen an; daruber wird in einem der Erganzungsartikel zu

berichten aein. Er bemerkt ubrigens mit Recht (p. 237 bzw. 820), Fourier habe

nicht gezeigt, daB die vemachlassigten GroBen von hoherer Ordnung als die bei-

behaltenen sind.

1062) Dubl. trans. 19, p. 267. Die Yoraussetzung der Stetigkeit erscheint

bei ihm p. 269 in derjenigen Form, die man jetzt als Voraussetzung gleichmafiiger

Stetigkeit bezeichnet. p. 270 bemerkt er, daB eine endliche Anzahl von Unstetig-

keitsstelleu dem Schlusse keinen Eintrag tue.
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ist; den Beweis fiihrt er, indem er den Mittelwertsatz auf diejenigen
Teilintervalle anwendet, in welchen der Faktor sin ka sein Vorzeichen

nicht wechselt. Ebenso zeigt er 1058
),

daB

(642) lim f^
*=00 J

sin ka ,
da =

ist. Ffir den dann noch erforderlichen SchluB, daB auch

(643) lim
jt

ist, mufi er, um den Mittelwerteatz mit umgekehrter Rolle der beiden

Faktoren anwenden zu konnen, die Voraussetzung hinzunehmen, daB

f(d) zwischen a = x und = x -f- sich immer in demselben Sinn

andert 1054
).

Indem er in dieser Gleichung dann noch f(x] durch

(644) (x-}f(x)_
sin (kx ka)

ersetzt, erhalt er die zu beweiseude Gleichung (638)
1055

).

Mit Hamiltons Anordnung der einzelnen Schritte des Beweises

zeigt eine spatere Darstellung von 0. Sddomilch 1

) groBe Verwandt-

schaft; nur verwendet dieser bei Ableitung der Gleichung (641) mit
Hilfe des ersten Mittelwertsatzes die beiden Faktoren in umgekehrter
Rolle, so daB er hier schon

/&quot;(a)
als abteilungsweise monoton voraus-

setzen muB, was er iibrigens nicht als eine Einschrankung erkannt
zu haben scjieint. Indem er dann zeigt, daB diese Gleichung auch
noch gilt, wenn die Funktion f(a) bei a = so unendlich wird, daB

(645) lim [/()] =

ist, gelangt er von ihr direkt zu (638), indem er f(a) durch

//* A f*\ T(C] ~~~ T (Oi

(646) Li^_IWsin a
ersetzt 1057

).

38. Beweis der Konvergenz durch partielle Integration in den
Ausdriicken der Koefflzienten. Schon S. D. Poisson 10

)
hat die Aus-

1058) p. 273.

1064) p. 276.

1065) p 281.

1066) Analytische Studien 2, Leipzig 1848, p. 14.

1057) p. 23, 26.

1058) Chaleur, p. 185. Vorher, Mecanique 1, p. 647 der 2. Aaflage (nicht
in der ersten) hatte er aus den durch einmalige partielle Integration sich er-
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driicke der Koeffizienten trigonometrischer Reihen mit nur Cosinus-

oder nur Sinusgliedern durch bestimmte Integrale vermittelst wieder-

holter partieller Integration in:

(647)

n

An
= j- / f&quot;(a)

cos nada,n*it J
o

n

Sa= / /&quot; (a) sin nadu
n * J

umgefonnt und daraus geschlossen, daB eine solche Reihe wie n~*

konvergiere. DaB dieser SchluB nur unter bestimmten Voraussetzungen
fiber die Funktion f(x) richtig ist, durch welche die AUgemeinheit
der Untersuchung stark beeintrachtigt wird, hat bereits W, H. Hamilton

hervorgehoben
1069

).

E. H. DirJcsen 1060
) formt die Reihe (384), unter der Voraussetzung,

daB f(x) ,,innerhalb der Grenzen der Integration einschlieBlich, be-

standig endlich und bestimmt
bleibt&quot;,

durch partielle Integration in

den Ausdriicken der Koeffizienten um in

(648)
1

und schliefit daraus mit Hilfe der speziellen Qleichung (110), daB

ihre Summe endlich ist, sowie daB die Grrenzgleichung

(649) lim r (n+*)(*-*
= J Bin^(x a)

gilt, wenn nur das Integrationsintervall keine Nullstelle des Nenners

enthalt 1061
). Infolgedessen glaubt er in dem Dirichletschen Integral

(638) ohne weiteres die obere Grenze beliebig nahe an der untern

nehmen und dann f(x) vor das Integralzeichen ziehen zu konnen 1062
).

gebenden Formeln geschlossen, dafi die Koeffizienten mit lim n = oo gegen

konvergieren und hinzugefugt: ,,Cette remarque est n^cessaire et suffit pour

1 emploi qu on fera de la fonnule&quot;. Fiir einen speziellen Fall auch schon coqn.

dea temps pour 1836[33], add. p. 7. Yon den Formeln (647) setzt die erste

vorauB, ee sei
/&quot;(O)

=
/&quot;()

= 0, die zweite, es sei
/&quot;(O)

=
/&quot;()

= 0; vgl. darxiber

Note 108S
).

1069) Dubl. proc. 6 (1841/42), p. 236 = Dubl. trans. 19 (1843), p. 819.

1060) J. f. Math. 4 (1829), p. 172. Zum Beweis dafur, daB f(x) auch an

einzelnen Stellen unendlich werden darf, berult er sich auf die doch gerade dann

nicht mogliche Entwickelbarkeit von f(x) in eine Taylorsche Eeihe (p. 173).

1061) p. 176.

1062) p. 176. In der auflfuhrlicheren DarateUung Berl. Abh. 1829[32], p. 183
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Auch N. 1. Lobatschefskij
loes

) behandelt Reihen, die Cosinus- und

Sinusglieder nebeneinander enthalten; da er aber in den Integralaus-

driicken der Koeffizienten die Integration nur fiber das halbe Intervall

erstreckt (vgl.
618

)), so bleiben ihm bei der zweimaligen partiellen Inte

gration Glieder vom Integralzeichen frei, und er muB sich auf seinen

Beweis 817
)

der Konvergenz der speziellen Reihe (110) berufen, um

behaupten zu konnen, daB diese fur sich eine konvergente Reihe

geben. Zum Beweis, daB die Summe der Reihe wirklich gleich der zu

entwickelnden Funktion ist, bedient er sich zunachst des Poissonschen

Verfahrens (Nr. 34); nachher noch der folgenden SchluBweise: wird

die Reihensumme zwischen irgend zwei Grenzen gliedweise integriert

und dann die Reihenfolge der Summation und der zur Bildung der

Koeffizienten erforderlichen Integration vertauscht, was jetzt moglich

ist, da durch die erste Integration das to Glied den Nenner n be-

kommen hat, so ergibt sich mit Hilfe von (110), daB das Integral der

ReihenBumme gleich dem der zu entwickelnden Funktion ist. WeiB

man nun schon, daB die Reihensumme eine stetige Funktion ist, so

ergibt sich der SchluB unmittelbar. Um zu zeigen, daB das uberall

da der Fall ist, wo die zu entwickelnde Funktion selbst stetig ist,

zieht Lobatschefskij in der Dirichletschen Integraldarstellung (638)
zweier benachbarter Werte der Reihensumme fftr die Umgebung des

betrachteten Punktes die Differenz der zugehbrigen Werte der zu ent

wickelnden Funktion vor das Integralzeichen, wahrend er in den

iibrigen Bestandteilen dieses Integrals die Differenz f( a -f- d) f(a)

durch tif (ci)
ereetzt nnd daraus folgert, diese Bestandteile konver-

gierten mit &amp;lt;J zngleieh gegen Null.

Auch C. Navier 1064
)
und J. Dienger

lWf&amp;gt;

} suchen die Konvergenz
der allgemeinen Reihe aus der speziellen Reihe (110) zu erschlieBen,

indem sie zeigen wollen, daB in jener die Koeffizienten von der GroBen-

ordnung sind. Navier bedient sich zu diesem Zwecke einer nicht

streDg durchgefiihrten Abschatzung, indem er die Kurve y = f(x)

durch ein Polygon ersetzt; Dienger bedient sich der partiellen Inte

gration. DaB die Summe aber den behaupteten Wert hat, beriihrt

will er den SchluB damit rechtfertigen, daB er sowohl auf f(u) als auf I/sin
I

das Rollesche Theorem anwendet; das setzt aber eben auch die Existenz von

f(x) an der betrachteten Stelle voraus.

1063) Kasan Schriften 1834, p. 167; vgl. Note 217.

1064) Le9ons d analyse 2 (1840), p. 167.

1066) J. f. Math. 34 (1847), p. 80. Er behauptet auch, einzelne Unstetig-
keitsstellen taten dem Schlusse keinen Abbruch, doch itt seine Begrundung dieser

Behauptung ganz uugenugend.
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Navier iiberhaupt nicht; Dienger zieht in dem Dirichletschen Ausdruck

fiir die Summe der 2w -J- 1 ersten Glieder ohne weiteres f(x) vor das

Integralzeichen und ersetzt dann in dem Nenner des flbrigbleibenden

Integrals den Sinus durch den Bogen.

G. G. Stokes 1066
)
wendet das Verfahren wiede-r auf Reihen an, die

nur Cosinus- oder nur Sinusglieder enthalten, jedoch ohne das Vor-

kommen von Unstetigkeitsstellen in der Funktion oder ihren Ablei-

tungen auszuschliefien. Es bleiben dann bei den partiellen Integra-

tionen vom Integralzeichen freigewordene Glieder stehen; die Konver-

genz der von diesen gebildeten Reihen erschlieBt auch er aus der

Konvergenz der speziellen Reihe (HO), die er wie Fourier*09) beweist.

Dafi die Reihensumme der zu entwickelnden Funktion gleich ist, er-

schliefit er dann aus dem Poissonschen Verfahren (Nr. 34), unter

Hinzunahme des Abelschen Lemmas 766
).

Durch Dmkehrung der

SchluBweise ergibt sich ihm die Moglichkeit, aus der Natur der Koeffi-

zienten der Entwicklung auf die Unstetigkeiten der Funktion zu

schlieBen, vermoge verschiedener Satze, die er schlieBlich 1067
)
zu dem

einen zusammenfaBt: wenn die Funktion und alle ihre Ableitungen
nur eine endliche Anzahl von Stetigkeitsspriingen aufweisen, so ist:

(650)

die Summation ist dabei iiber alle Unstetigkeitsstellen der betr. Ab-

leitung im Intervall zu erstrecken, die Funktion ist iiber das Intervall

hinaus den Gleichungen

(651) /(-) = +/-(), f(* + *)*=f(*-)
gemaB fortgesetzt zu denken, wobei die oberen Zeichen fiir die Co-

sinusreihe, die untern fiir die Sinusreihe gelten uud etwa daraus ent-

springende Unstetigkeiten an einem oder dem andern Endpunkt des

Intervalls sind mit dem halben Betrag in Rechnung zu bringen.

1066) Cambr. trans 86 (1849), p. 639 (von 1847) = papers 1, p. 246. Er

bemerkt, daB die Schliisse sich nicht wesentlich andern, wenn die letzte benutzte

Ableitung an einer endlichen Anzahl von Stellen von niedrigerer als der ersten

Ordnung unendlich wird. Das Vorkommen von unendlich vielen Unstetigkeiten

schlieBt er ausdriicklich aus.

1067) p. 551 = 262. Die Formulierung betr. die Endpunkte des Intervalls

ist bei Stokes etwas umstiindlicher. Die Gleichungen (650) sincl ubrigens als

asymptotische zu verstehen.
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39. Benutzung des zweiten Mittelwertsatzes der Integralrech-

nung durch O. Bonnet. 0. Bonnet hat gezeigt, da8 man die Ab-

schatzung des Litegrals (634) auch mit Hilfe desjenigen Satzes vor-

nehmen kann, den man jetzt als zweiten Mittelwertsatz der Integral-

rechnung bezeichnet. Dieser Satz erscheint bei ihm in der Gestalt W6S
) :

wenn fur alle x des Intervalls (a ... 6) die Ftmktion f(x) positiv ist

und abnimmt und die Ungleichung gilt:
X

(652) A
&amp;lt;f+(fi)dfi

&amp;lt; B,
a

dann ist:

6

(653) Af(a) &amp;lt;ffW+(f)*fi &amp;lt; Bf(a) .

Wird hier f(x) durch ~- ersetzt, wobei y denselben Bedingungen

geniigen muB wie vorher f, so ergeben sich die Ungleichungen
1069

):

/T*C. A\ J Op (fl)

(654) T^^
und

i

(655) &amp;lt;
/

(9&amp;gt;(/3)

aus denen zunachst die Grenzgleichung (643) folgt. Urn von ihr zu

(638) zu kommen, muB noch
&amp;lt;p (x) durch

xtp(x)

sin a;

ersetzt werden; das verlangt, dafi diese Funktion in der Umgebung
von x = abnimmt 1070

).

40. Integral des Quadrats des beim Abbrechen einer trigono-
metrischen Entwioklung tibrigbleibenden Fehlers. Ist s

n die Summe
der n ersten Glieder einer trigonometrischen Entwicklung der Funk-

1068) J. de math. 14 (1849), p. 249; Brux. mem. cour. in 4 23 (1848/60),
Bonnet gewinnt den Satz, indem er in dem entsprechenden, fur endliche

Summen geltenden Lemma Abels die Gliederzahl unbegrenzt zunehmen lafit; er
fiigt dann nur hinzu, er sei ,,tre8-facile a etablir en toute rigueur&quot;. Vgl. daruber
II A 2, Vofi, Nr. 35, p. 98, sowie die dort zitierte historische Darstellung von
A. Pringsheim, Munch. Ber. 1900, p. 209.

1069) J. do math. 14, p. 254; Brux. mem. cour. 23, p. 18.

1070) Brux. mem. cour. 23, p. 17. Die Bedingtmg ist insofern unbequem,
als der Faktor x/sin x dort zunimmt.

Enoyklop. d. math. Wiasensch. U 1.
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tion f, so ergibt sich aus den Gleichungen (368) bzw. (385) daB

(656) f(f-sn)sn dx=~0,
also

(657) ff*dx&amp;gt;fsn
*dx

ist. Dieser Satz ist als sehr spezieller Fall in einem allgemeinen von

J. Liouville 1011
) enthalten; seine Verwendung zu Untersuchungen fiber

die Konvergenz trigonometrischer Reihen gehort einer spateren Zeit an.

41. Differentiation und Integration trigonometrischer Eeihen.

Solange man an der formalen Auffassung auch divergenter trigono

metrischer Reihen festhielt und sich um die Reihenfolge von Grenz-

tibergangen nicht kiimmerte, glaubte man sich auch berechtigt, tri-

gonometrische Reihen beliebig oft gliedweise zu differentiieren oder

zu integrieren
1072

).
Auch S. D. Poisson zweifelt nicht daran, daB das

im allgemeinen zulassig sei; doch stellt er bereits folgende Uberlegung;
an 1078

): Wird die Gleichung (384) gliedweise differentiiert und werden

dann die Integrale durch partielle Integration umgeformt, so wird zu-

nachst erhalten:
00 It

(658) /&quot;(&)== ^| j f(a)cos(nxna)dci(f(7f)f(ji))coBnxcoBnx}.
n= a

Wird hier die Summe rechts in zwei Bestandteile gespalten und dem

zweiten Bestandteil, der fur sich genommen divergiert, auf Grund der

Gleichung (25) der Wert

(659) (fw ~f(-*)) =

zugeschrieben, so stimmt das Resultat mit demjenigen iiberein,

durch direkte Anwendung der Formel (384) auf die Funktion f (x) er

halten wird. Poisson meint aber, das gelte nicht mebr fiir x= -f- ft,

da dann der erwahnten Reihe nicht der Wert \, sondern oo zuzu-

schreiben sei; daraus glaubt er schliefien zu miissen, daB die Ent-

wicklang von f(x) an den Grenzen ihres Giiltigkeitsintervalls diver-

giere, wenn nicht f(ii)
=

f( ri)
sei [was wieder nach der andern

Seite hin zu viel behauptet ist].

Entsprechende Uberlegungen stellt er dann auch fiir diejenigen

Reihen an, die nur Sinus- oder nur Cosinusglieder enthalten 1074
).

1071) J. de math. 1 (1836), p. 265.

1072) Vgl. Nr. 4,^7, 8.

1073) J. &amp;lt;5c. polyt. cah. 19 (1823), p. 438; chaleur p. 193.

1074) Auch A. Cauchy bemerkt, daB die Sinusreihe durch gliedweise Inte-
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Dagegen wird durch Integration nach x und Umformung der

Koeffizienten durch partielle Integration aus der Gleichung (369) er-

halten 1075
):

(660) F(x)
==

7

I F(a)cosnada- ^ f F(a)cosnada
n= l n= l O&quot;

und da F(0) = ist, so ist das gleich

1 oo rt

(661) / F(a)da -f ^-^cos nx I F(a) cos nccda,
n=l

wie es sein soil. Poisson glaubt daraus schlieBen zu konnen, daB die

durch gliedweise Integration einer Sinusreihe erhaltene Reihe auch an

den Grenzen des Intervalls das richtige Resultat ergebe, wenn nur

F(Q) und F(ii) uberhaupt endlich seien. Aus der Cosinusreihe (365)
wird ebenso erhalten:

(662) F(x)- + ri

H= I

2 -^T C
-\ ^ sinwz / F(ci)smnadd

n=l

der richtige Wert komme also hier dadurch heraus, daB das Zusatz-

glied nach (111) uberall gleich ist, auBer fur x = n.

Auch G. G. Stokes bemerkt 1076
),

daB man aus einer Sinusreihe

durch Integration immer eine noch besser konvergente Reihe erhalte,
durch Differentiation dagegen haufig eine divergente; man konne aber

mit Hilfe der bereits in NT. 38 besprochenen Umformungen diese

divergenten_Reiben durch konvergente ersetzen. Ist z. B. Bn der

Koeffizient von sin nx in der Entwicklung einer Funktion f(x), die

mit ihren Ableitungen bis zur (2 tu)
ten

Ordnung einschlieBlich im

gration aus der Cosinusreihe abgeleitet werden kann, exerc. de math. 2 (1827)= Oeuvres (2) 7, p. 419.

-1076) J. e&quot;c. polyt. cah. 19, p. 441; chaleur p. 196.

1076) Cambr. trans. 8 (1849), p. 545 (von 1847) = papers 1, p. 255. Er be
merkt kurz, fiir die Cosinusreihe gelte Analoges; die von Poisson an die Glei-

chung (662) geknupfte Bemefkung findet sich bei ihm nicht. p. 264 = 651 ffigt
er noch nachtraglich bei, daB einzelne Unstetigkeiten der letzten bericksich-

tigten Ableitung den SchluB nicht storen.

68*
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Innern des Intervails stetig ist, so ist der Koeffizient Brt in der

entsprechenden Entwicklung ihrer (2 lu)
t6n

Ableitung gegeben durch:

(663) (-l)&quot;B=

LaBt sich !? in der Form (650) darstellen, so kann man das Resultat

auch so aussprechen
1077

): man erhalt die Koeffizienten der Entwick

lung von fM (x), wenn man gliedweise differentiiert, dabei aber aus

der Formel (650) alle Glieder weglafit, die zu divergenten Bestand-

teilen Veranlassung geben wiirden 1076
).

Die Entwicklung von f(x) in

eine Sinusreihe kann, wenn f(x) im Innern des Intervalls keine Un-

stetigkeiten aufweist, ohne weiteres aus der Entwicklung von f(x) in

eine Cosinusreihe durch gliedweise Differentiation gefunden werden;
aus ihr ergeben sich dann die Entwicklungen der Ableitungen un-

gerader Ordnung durch das vorhin genannte Verfahren.

0. Bonnet 1018
) sieht den Grund dafiir, daB man eine trigono-

metrische Reihe nicht immer gliedweise differentiieren konne, in dem

Umstande, daB die Konvergenz der Reihe den Vorzeichen ihrer Glieder

und nicht allein ihrem Abnehmen zuzuschreiben sei.

42. Verhalten der Reihe an Sprungstellen der zu entwickeln-

den Punktion. Schon D. Bernoulli 10 19
) hat darauf aufmerksam ge-

macht, daB man beim Ubergang von (25) zu (110) fiir jedes der Inter-

valle (2 Jc T)n &amp;lt;
x

&amp;lt; (2k -f- 1)# die Integrationskonstante anders

bestimmen miisse, und daB infolgedessen die letztere Reihe eine an

den Trennungsstellen dieser Intervalle unstetige Funktion vorstellt.

Auch Euler hat bemerkt 108
),

daB die Gleichung (111) fiir x = x nicht

inehr richtig sein kann; er legt sich die Sache so zurecht: fiir x= it d

wird jedes Glied der Reihe nahezu gleich d, die Sumnae unend-

lich vieler unendlich kleiner GroBen kann aber sehr wohl einen eiid-

1077) p. 258 = 547.

1078) Brux. mem. cour. in 4 23 (1848/60), p. 24.

1079) Petrop. n. comm. 17 (1772), p. 8: ,,integer transitus perficitur non in

arculo dx, sed in unico puncto vere mathematico&quot;. /. Fr. Pfaff (Versuch
43

))

p. 18 ist mit dieser Erklarung nicht zufrieden, weiB aber auch nichts Besseres

beizubringen als die Berufung darauf, daB schon die [divergente] Reihe (25) bei

x = nicht --
,
sondern oo zur Summe habe.

a

1080) opuscula analytica 1, Petrop. (1783), p. 169 = institut. calc. integr. 4,

suppl. V, 48? (von 1772).
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lichen Wert haben. Immerhin blieben diese Bemerkungen vereinzelt;

noch Ch. Bdbbage meint 1081
):

die Reihe (110) zeige, daB die willkiir-

liche Integrationskonstante nicht fiir die ganze Ausdehnung eines

Integrals denselben Wert zu haben brauche; der Grand hiervon sei

noch nicht geniigend aufgeklart; man konne ihn in Unstetigkeiten

von Ableitungen des Integranden oder in besonderen Eigentiimlich-

keiten der Exponentialfunktion suchen.

Dann hat A. Cauchy
10*2

)
aus seinen Residuensatzen gefolgert, da6

auch die Summen der Reihen (282), (283) in verschiedenen Intervallen

verschiedenen analytischen Funktionen gleich sind.

Allgemein ist die Frage aber erst von S. D. Poisson behandelt

worden. 1083
)

Er zeigt zunachst, daB:

eo

(664) A ff(a)du + - lim V
fiir it

&amp;lt;
x

&amp;lt; 0,

y f(x) fiir a; = und fiir x = x,

f(x) fiir
&amp;lt;

x
&amp;lt;

n

1081) Mem. of the analytical society, Cambr. 1813, p. VIII; die Vorrede, die

wie auch die Abhandlungen des Bandes keinen Verfassernamen tragt, ruhrt

nach Angabe von W. W. R. Ball, history of the study of mathematics at Cam

bridge 1889, p. 120, von Babbage her.

1082) Paris mem.
pre&quot;s.

1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 471 (von 1814). Vgl.
die auf Verlangen der akademischen Kommission [Legendre] hinzugefugten Er-

lauterungen p. 493, 603. Betr. Legendre s eigene Darstellung vgl. man hier

Note 400.

1083) 3. &amp;lt;c. polyt. cah. 18 (1820), p. 423. Er leitet daraus ab, daB die

Reihen, die nur Sinus- oder nur Cosinusglieder enthalten, an den Grenzen ihrer

Giiltigkeitsintervalle selbst Null sind, bzw. verschwindende Ableitungen liefern

(p. 428), sowie entsprechende Satze fiir die Reihen, die nach den Funktionen
der ungeraden Vielfachen des Arguments fortschreiten. Infolgedessen venneidet
er es, direkten Gebrauch von Entwicklungen von Funktionen zu machen, welche
diesen Bedingungen nicht genugen, und hilft sich, um das vermeiden zu konnen,

damit, daB er eine der erwahnten einfachen Funktionen mit derselben Art von

Unstetigkeit addiert und ihre Entwicklung wieder subtrahiert (ib. p. 467, 489;
19 (1823), p. 58, 443). Noch im traite de mecanique (1833), leitet er 2, p. 837
die Entwicklung von x nach den Sinus und p. 344 die von /4 nach den Cosinus
der Vielfachen von x nicht direkt mit Hilfe der Integraldarstellungen der Koef-
fizienten ab, sondern gewinnt auf diesem Wege nur die Entwicklungen von x
nach den Cosinus bzw. von nx nach den Sinus und differentiiert dann. Auch
J. Liouville hat diese Bedenken urspriinglich geteilt (3. de math. 1, 1836, p. 27,

30), aber bald bemerkt (ib. 2, 1837, p. 421, 483), daB sie grundlos sind.
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ist; weiter 1084
) iiberhaupt, daB dieselbe Summe, wie auch die Summe

(384), wenn f(x) nur in einem Teil des Giiltigkeitsintervalls von Null

verschieden ist, an den Grenzen dieses Teilintervalls nicht = f(x} }

sondern nur = 1/2 f(x) ist; sowie 1085
), daB der Wert der letzteren

Summe, fiir x it und fiir x = n, wenn f( jr) und f(yt) von-

einander verschieden sind, keinem von beiden, sondern ihrem arith-

metischen Mittel gleich ist. Derselbe Satz sowie der allgemeinere:

wenn fur einen besonderen Wert von x die Grenzwerte ]imf(x -f- )

und limf(x s) zwar beide existieren, aber voneinander verschieden

sind, so ist an einer solchen Stelle die Summe der Reihe gleich dem

arithmetischeu Mittel der beiden Grenzwerte ergibt sich dann sofort

aus Dirichlefa Beweisverfahren, wie dieser auch selbst hervorhebt 1086
).

Die iiahere Untersuchung des Verhaltens der Reihensumme in

der Umgebung einer singularen Stelle hat Fr. W. Newman begonnen;
zunachst fiir die Reihe (410). Er stellt die Summe ihrer 2m ersten

Glieder in der Form dar 1087
):

X

*.*, ,

it ju(665) ym= l-C^2 J COBCOB X

1084) J. 6c. polyt. cah. 18 (1820), p. 430; 19 (1823), p. 435; chaleur p. 190.

1085) Ib. 19, p. 434. Bei Fourier findet sich hieriiber nur eine Andeu-

tung, the&quot;orie Nr. 423 = Oeuvres 1, p. 511, die erst Darboux in einer Note dazu

ausfuhrt.

1086) J. f. Math. 4 (1829), p. 168; Repert. Phys. 1 (1837), p. 170 == Werke 1,

p. 130, 156; ausfuhrlich erortert auch von M. Ohm, System der Mathematik 9,

Nurnberg 1852, p. 311. DaB die gegenteilige Angabe bei Dirksen, J. f. Math.4

(1829), p- 178 falsch ist, bemerkt bereits B. Biemann, Gott. Abhandl. 13 (1868) (yon

1854) = Werke p. 238. In der ausfiihrlicheren Abhandlung Dirksens, Berl. Ab

handl. 1829 [32], p. 186, die Riemann nicht kennt [oder ignoriert?], steht iibri-

gens die richtige Angabe.

tTbrigens steht noch G. Piola (mem. soc. ital. 20
2 (1831), p. 603) der

Schwierigkeit ratios gegeniiber, daB die Sinusreihe die zu entwickelnde Funktion

an der Grenze nicht mehr. darstellen kann, wenn diese dort von Null verschie

den ist. Er meint: wenn auch die Interpolationsformel an der Grenze nicht

mehr richtig sei, konne man doch die zur Darstellung der Koeffizienten der

Reihe dienenden Integrale bis an die Grenze erstrecken, da eine unendlich kleine

Anderung der Grenzen das Integral nur unendlich wenig andere. Da er aber

doch weiB, daB diese letztere Behauptung nur ,,im allgemeinen richtig&quot; ist, so

verzichtet er in Erkenntnis seiner unzureichenden Kiafte auf eine klare Aus-

einandersetzung.

1087) Cambr. Dubl. math. J. 3 (1848), p. 108. Er meint die Frage, ob

m von x abhangig sein konne, sei vom ,,algebraischen
u

Standpunkt aus jeden-

falls zu bejahen, bei physikalischen Problemen im einzelnen Fall zu untersuchen.
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und setzt darin

&amp;lt;

666) *-

indem er den Grenzftbergang ohne weiteres unter dem Integralzeichen

vornimmt, erhalt er fflr dieses Argument

(667) lWfU-|/*p*i.m= oo /

Er meint, man konne so durch geeignete Wahl von u jeden Wert

zwischen den Grenzen + erhalten, da dies die Werte sind, die das

Integral fur u = + oo annimmt. Demgegeniiber macht H. Wil-

braham iosy
)

darauf aufmerksam, daB die auBersten Werte, die dieses

Integral annehmen kann, vielmehr

sin u jdu
u

sind, daB also das geometrische Bild der Reihensumme nicht einfach

ein aus abwechselnd horizontalen und vertikalen Strecken zusammen-

gesetzter Linienzug sei, sondern daB die vertikalen Strecken beider-

seits um ein endliches Stuck zu verlangern sind.

Wenn J. E. Young
1069

) behauptet, die Gleichung (111) sei noch

fiir x = it und die Gleichung (410) noch fiir x = ~
richtig, so meint

er dabei doch nur: wenn x sich der betr. Grenze unbegrenzt nahert.

0. Bonnet iibertragt das Hauptresultat dieser Nummer auf Po-

tenzreihen komplexen Arguments. Aus seinen Untersuchungen ergibt

Analog, nur kurzer, behandelt er auch die Eeihe (111). Auch bei A. Cauchy,
Paris C. R. 36 (1863), p. 457 = Oeuvres (1) 12, p. 33, findet sich die Bemerkung
(1091), daB die Summe der in der Reihe (110) auf das nte noch folgenden

Glieder fiir x = naherungsweise durch das Integral

00

/
sin u

du ~ 0,6244

sich darstellen lafit.

1088) Ib. p. 198. Er erlautert die Verhaltnisse durch Figuren. &quot;Dbrigens

ist bei ihm weder bewiesen, daB man (665) durch (667) ersetzen darf, noch daB
man durch Annahme anderer Beziehungen zwischen x und n keine andern Werte
erhalten kOnne; iiberhaupt liegt der ganzen Untersuchung kein echarfer Grenz-

begriflF zugrunde.

1089) Phil. mag. 27 (1845), p. 91 Dubl. proc. 3, (1846), p. 46. Cambr. trans.

8
4 (1847), p. 437.
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sich 1090
): wenn die Werte einer Bolchen Funktion in einem Punkt

des Konvergenzkreises einen endlichen Stetigkeitssprung aufweisen, so

nahert sich die Funktion dem arithmetischen Mittel aus diesen beiden

Werten, wenn die Variable sich dem Punkte z auf einem Radius

nahert. Auch den Fall untersucht er, daB die zu entwickelnde Funk

tion in einem Punkte des Konvergenzkreises so unendlich wird, daB

(669) lim ( g9y-*f(s)
*= *0

fur einen positiven Wert von 6 existiert; er zeigt, daB auch in diesem

Falle die Entwicklung in alien iibrigen Punkten des Konvergenzkreises

noch konvergiert
1091

).

III. Unhannoniscne trigonometrische Eeihen.

43. Erato Beispiele solclier Reihen. Die Methods der ausge-

zeichneten Losungen zur Integration partieller Differentialgleichun-

gen (Nr. 69) fuhrt auch dann nicht immer auf die im bisherigen

allein besprochenen ,,harmonischen&quot; trigonometrischen Reihen, wenn

der eine Faktor der Elementarlosung ein Cosinus oder Sinus ist;

das ist vielmehr nur dann der Fall, wenn die zu erfiillenden Grenz-

bedingungen die einfache Form u = oder du/dx = haben. Treten

kompliziertere Grenzbedingungen oder neben den Grenzbedingungen
fur einzelne Innenwerte des Intervalls (bei den Anwendungen auf

physikalische Probleme an Stellen, an welchen die Materialkonstanten

sich sprungweise andern) noch ,,tFbergangsbedingungen&quot; auf, so erhalt

man zur Bestimmung der zulassigen Frequenzzahlen bzw. Abklingungs-

konstanten kompliziertere determinierende Gleichungen. Derartige Glei-

chungen sind bereits im Laufe des 18. Jahrhunderts mehrfach aufge-

stellt, zum Teil auch diskutiert worden. So erhalten etwa gleichzeitig

D. Bernoulli 1092
)
fur die Schwingungszahlen einer Orgelpfeife wa che-

1090) Brux. m4m. cour. in 4 23 (1848/50), p. 108. Der Satz iat bei Bonnet

nicht so bestimmt ausgesprochen ;
er redet ganz allgemein von dem Wert der

Eeihe fur z = Z .

1091) p. 104. Fur den Fall, daB der Grenzwert (669) fur keinen positiven

Wert von 8 existiert, aber fur 8 = gleich Null ist, zieht Bonnet p. 106 noch

logarithmische Kriterien herbei.

1092) Paris mem. 1762 [64], p. 466. S. D. Poisson (Paris meSm. 2 (1817) [19],

p. 361) der ubrigens glaubt, man musse das Problem als ein solches erzwun-

gener Schwingungen behandeln, und deshalb die Eigenschwingungen gerade aus-

schliefit kommt bei anderen Annahmen viber die Grenzbedingungen auf die

Form:

Weitere Ausfuhrungen viber solche Qrgelpfeifen bei J. M. C. Dtthamel, J. de
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minee&quot; eine Gleichung der Form

(670) tgaA.tg6A = c,

und L. Eulermv
)

fflr die einer aus zwei verschiedenen Stucken zu-

sammengesetzten Saite die folgende:

(671) tg^ + /Jtg^=0,
die sich in dem spater von D. Bernoulli 109

*) besprochenen Grenzfall

= auf

(672) atg-^ + Aft-O

reduziert; Euler noch 1095
} fur eine Saite, deren Konstante in bestimm-

ter Weise vom Ort abhangen:

(673) tgl(t-)

die fur h = wieder in (672) iibergeht. Die Frage aber, ob und wie

man aus den so gefundenen Partikularlosungen die allgemeinen Lo-

sungen durch Superposition zusammensetzen
,

also ob man eine will-

kiirliche Funktion von x nach den so erhaltenen Funktionen sin/la;

oder cos A# entwickeln konne, ist damals noch nicht beriihrt worden.

Erst J. J. Fourier hat fiir das Problem der Abkiihlung einer Kugel,
in der die Temperatur von den Polarwinkeln unabhangig ist, nicht

math. 15 (1860), p. 197; er findet, bei D. Bernoulli kompensierten Bich zwei Ver-

eehen.

1093) Petrop. n. comm. 9 (1762/63), p. 286.

1094) Ib. 16 (1771), p. 264. Fur die Diskusaion dieser Gleichung (durch

Untersuchung der Schnittpunkte der Geraden ^= 16 mit der Tangenslinie

fi atg J
sind die beiden Falle

zu unterecheiden
; aufier der jedesmal vorhandenen Wurzel 1 = 0, die fiir 6= a

eine dreifache ist, hat die Gleichung im ersteren Fall in jedem der Intervalle

(kn -
2---^) eine Wurzel (D. Bernoulli, Petrop. n. comm. 16, p. 266, fiir

6 = 0), im letzteren in jedem der Intervalle (kit Ten -\- J
fiir

|&|&amp;lt;|a|
mit

Ausnahme des ersten. (Euler, introductio in analysin infin. 2, Laus. 1748,

p. 318, fiir 6 = a.) Sind BO die Wurzeln separiert, so kann man sich zu

ihrer naheren Bestimmung der Reihenumkehrung bedienen, was ebenfalls bereits

von den genanuten Autoren fur die von ihnen behandelten speziellen Falle

durchgefiihrt worden ist.

1096) Taur. misc. 3, (1762/66), p. 66. Er gibt die Diskussion dieser Glei

chung, unter Benutzung der Schnittpunkte der Tangenslinie mit einer Hyperbel.
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nur gezeigt
1096

),
daB sin lnx eine ausgezeichnete Losung ist, wenn An

eine Wurzel der Gleichung

(674) tgAn jr = fl^n

ist, in der a eine positive Konstante bedeutet, sondern auch (durch

elementare Rechnung) abgeleitet, daB fur diese Funktionen das Inte-

graltheorem gilt

fO fiir

sin Lxdx \ *
i

o

so daB die Koeffizienten der Entwicklung einer Funktion nach diesen

ausgezeichneten Losungen durch die Methode der gliedweisen Inte

gration sich bestimmen. Ebenso zeigt er 1097
),

daB fur das Problem

1096) Paris mem. 4 (1819/20[24]) (Preisschrift von 1811), p. 408; theorie de

la chaleur Nr. 291, 424 = Oeuvres 1, p. 313, 513. Ohne Beweis auch bull,

philomat. (1820), p. 64 = Ann. chim. phys. 13 (1820), p. 427 = Oeuvrea 2,

p. 279. Die Separation der Wurzeln nimmt er wie Euler 1094
) vor; zu ihrer Be-

rechnung bedient er sich dann der Iteration in der Form

a

(675) I sin A

in der sie, wie aus der Figur erhellt, konvergiert, wahrend Z^*
+ 1) = a~ 1

tgl^
)

3t,

divergiert. Den Beweis fiir die Moglichkeit der Entwicklung einer willkiirlichen

Funktion nach diesen sinXB x scheint Fourier zuerst als durch das Gelingen der

Koeffizientenbestimmung bereits geniigend erbracht angesehen zu haben; nach-

traglich (theorie Nr. 424 = Oeuvres 1, p. 517) beruft er sich noch auf den Grenz-

ubergang von der entsprechenden Interpolationsformel her, doch ohne dessen

Zulassigkeit zu begriinden. tjbrigens bemerkt er: wenn man ein sinkn x aus

ihrer Folge weglassen wollte, wvirde man jedenfalls nur solche Funktionen ent-

wickeln konnen, fur die ff(x)Binl,nxdx Q ware (Nr. 426, p. 519). Dieselbe

Entwicklung bei demselben Problem auch bei S. D. Poisson, J. ec. polyt. 19

(1823), p. 113; beim Problem des ,,Bordaschen Pendels&quot; conn, des temps pour

1833[30], p. 45. Im Falle a = -a, hat die Gleichung (674) 1 = zur dreifachen

Wurzel; Poisson bemerkt an der ersteren Stelle, die Entwicklung gelte auch in

diesem Fall, nur sei dem zu i = gehorenden Glied der Faktor $ beizufugen.

Fourier s Verfahren ist reproduziert von Ph. Kelland, theory of heat, Cambr.

1837, p. 78. 0. Bonnet (Brux. mm. cour. in 4, 25&amp;gt;, 1848/50, p. 35) hebt hervor,

dafi es die Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion nach den sin 1n x nicht

beweist, sondern voraussetzt; vgl. hierzu Note 660
).

1097) Preisschrift p. 468; theorie Nr. 323 = Oeuvres 1, p. 361. Poisson,

j.6c. polyt. cah. 18 (1820), p. 480, hat dieselbe Entwicklung bei dem Problem

der Schwingungen eines an einem elastischen Faden autgehangten Massen-

punktes; auiierdem noch eine Entwicklung nach den sin&amp;gt;ln ic, mit derselben Glei

chung fiir die in und analoger Koeffizientenbestimmung. Die Entwicklung des

Textes auch in der Theorie der Schwingungen einer Kettenbrucke bei C. H.

L. Navier, rapport a M. Becquey et mem. sur les ponds suspendus, Paris 1823,

p. 138.
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der Erkaltung eines Parallelepipeds die Funktionen cosA^z ausge-

zeichnete Losungen geben, wenn die An der transzendenten Gleichung

(676) A^tgA.^a

geniigen; und dafi fiir diese Funktionen die Integraltheoreme

o far A. 4. A,,

(677) f
o

gelten.

cos Amx cos A.xdx Tl 1

-sin2An,riurA r

Die Frage der Warmeleitung in einem Stabe unter den Grenz-

bedingungen

(678) ^ *!* fttr * 1, || *, fttr * 1

fiihrt, wie S. J). Poisson urspriinglich
1098

)
durch die in Nr. 84 zu be-

sprechende Methode gefunden und spater
1099

) durch die hier besprochene
verifiziert hat, auf eine Entwicklung nach den Funktionen

(679) (A2 A
a) cos A, sin An# [2Am cos An -f- (^i + ^2) sin AB] cos knx

mit der determinierenden Gleichung:

(680) (hji-i I?) sin 2 A + (\ + 7
2)
A cos 2 A = 0.

Man erhalt etwas einfachere Formeln, wenn man mit J. M. C. Du-

hamel uo
) den Nullpunkt in den einen Endpunkt des Stabes verlegt,

also die Bedingungen (678) durch

(681) ^ = 2^ fiir x = 0, ||
= 2A

2
w fur x= 1

ersetzt; die determinierende Gleichung bleibt dieselbe, aber die Eigen-
funktionen konnen einfacher

(682) 2\ sin An a; -f- A
w cos Anz

geschrieben werden. Im Falle \= A
2 ,

der von Gr. G. Stokes 1101
)
direkt

untersucht 1st, zerfallt die determinierende Gleichung (680) in die

beiden:

(683)

1098) J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 34.

1099) Chaleur, p. 265, p. 266 fiihrt er noch den Grenzubergang zu dem Falle

aus, dafi eine der GroBen h unendlich wird; der dann auftretende Eigenwert
1 = erfordert dabei eine besondere tiberlegnng.

1100) J. EC. polyt. cah. 22 (1833), p. 30 (von 1829/30).

1101) Cambr. Trans. 8
6 (1849) (von 1847) = Papers 1, p. 291.
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die zu ihnen gehorenden Eigenfunktionen konnen bzw.

(684) sin hnx, cos &quot;k

nx

geschrieben werden.

Verwandt damit ist das Problem der Warmebewegung in einer

Kugelschale, ohne Warmeabgabe nach innen und mit Strahlung nach

aufien, das Poisson auf Entwicklungen nach den Eigenfunktionen

(685) rXn
=

(1
- pR)rf sin (lnR - lnx) R* sin (lnx Anr )

- r 7Un[E cos (lnx Anr ) -f r cos (AnE ln x)]

mit der determinierenden Grleichung

(686)
I- (B - r +pr R)l cos

fuhrt 1102
).

Die Frage der radialen Schwingungen einer elastischen festen

Kugel fiihrt S. D. Poisson 110S
) auf eine Entwicklung einer willkflr-

lichen Funktion in eine Reihe der Form

(687) f(x)
= An (lnx cos lnx sin Zw z),

wobei die An einer Gleichung
1104

)

(688) (4 3 A2
) sin A 4 A cos I

zu genugen haben. Die erforderlichen Integraltheoreme leitet er zu-

nachst auf dem unten 1111
) erwahnten Umwege, nachher 1105

) durch direkte

Rechnung ab.

Unharmonische trigonometrische Reihen treten auch bei den

Untersuehungen der Schwingungen eines kontinuierlichen Systems auf,

1102) Chaleur, p. 287. Im Falle p = hat die determinierende Qleichung
1= zur dreifacben Wurzel

;
ihr entspricht eine von verschiedene Konstante

als Eigenfunktion (p. 288). Die Annahme r = fuhrt auf die Formeln (674),

(676) zuriick (p. 289); p. 291 behandelt er diese auch noch einmal direkt. tJbrigena

gehen, was Poisson nicht bemerkt zu haben echeint, die Gleichung (686) in (680)
und die Eigenfunktionen (685) bis auf irrelevante Faktoren in (679), bzw. (682)

fiber, wenn man

2 fc
- (B-r )(pR-l) , _R-r2\- -

, &amp;gt;-

nimmt und

rc ) durch 21, x durch -*- + ~ ~-~ x bzw. r + (E - r )x
i i

ersetzt; nur ist zu beachten, dafi dabei h auch negativ ausfallen kann.

1103) Paris m^m. 8 (1829), p. 411.

1104) Einige numerische Angaben viber die Wurzeln dieser Gleichung noch

p. 420.

1105) p. 416.
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das an einem oder mehreren Punkten mit einem System einer end-

lichen Anzahl yon Freiheitsgraden gekoppelt ist. So stellt S. D.

Poisson 1106
} das Problem der sog. sympathischen Pendel durch das

Gleichungssystem dar:

(689)

dt*
fttr

jF+W+ 9m*
&amp;gt;

d ==2he f(ir *-=-!;

+ ^ = 0, x= 2^&amp;gt; fiir x = 1;

/ \ w / \ /i d0
n K*). a? fkWi *

*i&amp;gt;
^ *n -^7

=
91

di|&amp;gt;

dt
=

/3
fiir ^ =

und integriert sie von Ausnahmefalien abgesehen
1107

)
- - durch

den Ansatz:

(690)

Pie Nebenbedingungen ergeben dann zwei Gleichungen fur das Ver-

haltnis C : D, Elimination desselben eine determinierende Gleichung
der Form 1108

:

u = s (C sin Aa; -f- Z) cos Arc)(L cos M -f- M sin

= x. 7~~-ys (C? sin A -j- D cos A)(.

rrs(C
f

sin A D cos ).}(L cos
f) 1 * ^ / \

tg K = einer gebrochenen Funktion 4. Grades von A.

Er leitet die zur Bcstimmung der Koeffizienten der Entwicklung will-

kurlicher Funktionen nacb den hier auftretenden Eigenfunktionen er-

forderlichen Integralsatze ab.

Weiter ist S. D. Poisson nw) durch das Problem der kleinen

1106) Conn, des temps pour 1833[30], add. p. 3; Auszug Bull. Feruasac 15

(183), p. 269.

1107) Diese Ausnahmeralle sind bei ihm nur analytisch charakterisiert; es

muB eich um Falle der Konsonanz des ganzen Systems mit einem der Teilsysteme
handeln.

1108) Angaben iiber die naherungsweise Auflosung dieser Gleichung
p. 30, 34.

1109) J. c. polyt. cah. 18 (1820), p. 460. Poisson bespricht auch den t
v
ber-

gang von diesem Fall zu dem der harmonischen Sinusreihe. Er kann in doppelter
Weise erreicht werden: einmal durch die Annahme c= I, was keine Schwierig-
keit bietet (p. 463); dann aber auch durch die Annahme o == b. Bei dieser
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Schwingungen einer gestiickelten Saite auf die Aufgabe gefiihrt wor-

den, simultan zwei Funktionen von zwei verschiedenen Veranderlichen

in Eeihen der Form

(691) = -B sin * a sin ^ x

zu enfcwickeln, wobei die /ln der Gleichung

(692) sin An & cos Awa -f- c cos An 6 sin Ana =
zu genugen haben. Die Koeffizienten berechnen sich dabei mit Hilfe

der Gleichungen:
a

(693) sin A
n 6 sin Am 6J sin Ana sin Amada

o

6

+ c sin A
TO
a sin A

TO
aJ sin Ana sin Amada

Ofiir Am 4=Att

-J-
sin Ana sin An 6 { (a -f- & c) sin ^n sin An&

(6 -j- ac) cos Awa cos
Jt^ft }

fur &amp;gt;lm = Am .

Bei dem ahnlichen Problem der Warmeleitung in einer aus Kern

und Schale zusammengesetzten Kugel bedient sich Poison 1110
) der

Methode Fouriers. Es handelt sich zunachst darum, die Elementar-

losungen

un = An cos inx + -Sn sin )inx, (0 &amp;lt;
x

&amp;lt; I)
(693) = AW cos lx J? 1 ) sin

letzteren wiirde sich zunachst yt
= fur x = a, yt

= fur a;= & ergeben ?

Poisson zeigt (p. 469), wie man das vermeiden kann, wenn man beobachtet, daft

beim Grenziibergang das Verhaltnis sin ln a : smim 6 nicht notwendig gleich 1

wird, sondern wenigstens fur einen Teil der ln zunachst in der Form 0/0 er-

scheint, und seinen Grenzwert durch Entwicklung nach Potenzen von 6 a be-

stimmt. Er erhalt so Zusatzglieder, die iiberall null sind, auBer fflr x = a, bzw.

x= &
,
und dort gerade die gewiinschten Korrektionen ergeben. Etwas anders

p. 489.

Er erhalt die Funktionen, nach denen entwickelt werden soil, nicht als den

Grenzbedingungen genugende Elementarlosungen der Differentialgleichung selbat,

sondern als Losungen derjenigen DiflFerenzengleichung, auf die man gefiihrt wird,

wenn man die gegebenen Funktionen den Grenzbedingungen gemaB nach der

in Nr. 84 zu erwahnenden Methode uber ihren urspninglichen Definitionsbereich

binaus fortsetzen will.

1110) J. EC. polyt cah. 19 (1823), p. 374; reproduziert, mit ausfuhrlicher

Diskussion der Grenzfalle, chaleur p. 300.
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den Bedingungen
u = fiir x = 0,

i +
(
A-

(694) + .--
ftir x = I

gemaB zu bestimmen; die erste verlangt An
=

0, die zweite bestimmt

A und l?n
(1) bis auf einen gemeinsamen Faktor Cn ,

die vierte dann

Sn und dieses Cn bis auf einen gemeinsamen Faktor Mn und die

dritte schlieBlich die determinierende Gleichung zur Bestimmung der

zulassigen Werte von A, eine bilineare Beziehung zwischen tg AZ und

tg yUj mit rationalen ganzen Funktionen zweiten oder dritten Grades

von /I als Koeffizienten. Sollen dann zwei willkiirliche Funktionen in

die Reihen

(x)&amp;gt; (0 &amp;lt;
x

&amp;lt; V)

(695)

fW -
entwickelt werden, so sind noch die Faktoren Mn aus diesen Be

dingungen zu bestimmen: die dazu erforderlicben Integralrelationen

leitet Poisson diesmal dadurch her, daB er auf die partiellen Diffe-

rentialgleichungen des Problems zuriickgeht und zunachst die Integral

relationen zwischen je zwei ausgezeichneten Losungen derselben durch

partielle Integration ziemlich umstandlich ableitet 1111
).

Der Grenz-

iibergang zum Falle der homogenen Kugel lafit sich hier auf zwei

Arten durchfiihren: entweder indem man die Ubergangskonstanten
erst einander gleich und dann unendlich groB werden laBt, oder in

dem man 1 = nimmt; Poisson fiihrt beides durch 1112
).

AuBerdem

betrachtet er noch 1118
)

den Fall eines sehr kleinen Z;
das gibt die-

selben Resultate wie bei einer homogenen Kugel, mit einem modifi-

zierten Wert der ,,auBeren Leitfahigkeit&quot; (nicht einfach dem der

Schale). Endlich gibt er noch Naherungswerte fiir die beiden kleinsten

Werte von \n fur den Fall, daB I und Z
x
beide sehr klein sind 111

*).

1111) J. c. polyt. cab. 19, p. 377. Desselben umstandlichen Verfahrens

bedient sich PoiBaon auch noch spater (conn, des temps pour 1836[33], add. p. 14;

mecanique 2, p. 379; chaleur p. 263, 292); warum eigentlich? Ebenso A. A. Cour-

not, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 416. Vgl. auch 110S
).

1112) J. EC. polyt. cah. 19, p. 384, 386.

1113) p. 389.

1114) p. 390.
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Lame und Clapeyron
1

} zeigen, daB man auch die Koeffizienten

der Entwicklung

(696) /*(*)= -5X, sin rBz

auch dann durch die Methode der gliedweisen Integration bestimmen

kann, wenn unter den rn die (paarweise konjugiert komplexen) Wur-
zeln der einen oder der andern der beiden Gleichungen

(697) r 4- sinr = o

verstanden werden; es ist namlich dann:

/COON C- t (0 fur w={= w
&amp;gt;

(698) / sin r_ a sin (r, a r,)dx = \^ * \ W H/ I 4 / I 4 \ ..

o
7

l (cos rn + 1) fur w = n.

Indem sie die hieraus durch die Substitution yon 1/2 x und

1/2 + # sich ergebenden Resultate kombinieren, erhalten sie noch:

v,

f(x)
= 2^ sin rxj f(cc) sin rada (r -}- sin r = 0),

(699) ^
f(x)

= 2 ^j cos rxj f(a) cos rarfa (r sin r = 0).
o

Ebenfalls nicht mehr rein trigonometrisch sind die von J. Liou-

behandelten Entwicklungen nach den Funktionen

(700)

mit der determinierenden Gleichung
1117

):

(701)

das zugehorige Integraltheorem lautet hier:

i

(702) /&amp;gt;&*) F(Am
- lmx)dx = fur An +, Am .

o

Dasselbe gilt von den von J. M. C. Duhamel 1118
) behandelten Ent-

wicklungen nach den Funktionen

(703) An
*

(l
4- *) sin A.* B x(sm An An cos AJ

1115) J. f. Math. 6 (1830), p. 46. Sie behaupten, man konne die Richtig-
keit der Resultate leicht mit Hilfe der Residuensatze beweisen.

1116) J. EC. polyt. cah. 26 (1837), p. 103; Ankundigung Paris C. R. 3 (1836),

p. 572.

1117) tiber die Verteilung der Wurzeln dieser Gleichuug noch einige An-

deutungen J. de math. 3 (1838), p. 571.

1118) J. EC. polyt. cah. 25 (1837), p. 44.
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mit der determinierenden Gleichung

(704) (tf (l +
J

g )
I? 8

)
sin * -+- 7?U cos A = 0.

Er erhalt sie zunachst nach der in Nr. 84 zu besprechenden Methode

und leitet dann 1119
)

die Integraltheoreme auch noch aus der Integral-

gleichung, bzw. linearen Differertialgleichung mit zweitem Glied, ab,

der die Entwicklungsfunktionen geniigen. J. Liouville bemerkt dazu 1120
):

weder das eine noch das andere Verfahren gebe einen Beweie, daB

die Reihe konvergiert und die zu entwickelnde Funktion wirklich dar-

stellt; er zeigt, wie sich auch diese Entwicklungen unter seine allge-

meinen Ansatze subsumieren.

Von wirklich ausgefiihrten Entwicklungen der in dieser Nummer

besprochenen Art wiiBte ich nur die Gleichungen zu nennen:

&amp;lt; &amp;lt;*)

(COS }
I I

j/jj

/ \ ^V 1
i iA I sin J= (smas-4-scosas) &amp;gt; (- - + b )=r

--
^y^j \s r / [( + T) cos ar or sin or]

die A. Cauchy
11* 1

} aus den Formeln (677) abgeleitet hat; die Summe
erstreckt fiber alle Wurzeln der Gleichung

(706) tg ar -f r =
(b bedeutet eine willkiirliche Konstante).

44. Die Bealitat derWurzeln der determinierenden Gleichungen.
DaB die zulassigen Werte von An ,

also die Wurzeln der determinieren

den Gleichungen, alle reell sein miissen, hat man vielfach durch physi-
kalische tJberlegungen darzutun sich begniigt: ein komplexes ln wiirde

fiir physikalische Probleme, fiir die das Energiegesetz gilt, eine Losung
mit Schwingungen unbegrenzt ab- oder zunehmender Amplitude geben,
und umgekehrt fiir dissipative Erscheinungen periodische oder doch

unbegrenzt oszillierende Losungen
1122

).
Ein derartiger SchluB wiirde

eelbst vom Standpunkte des Physikers nur zulassig sein, wenn man

1119) p. 45.

1120) J. de math. 2 (1837), p. 439; Auszug Paris C. R. 5 (1837), p. 598.

1121) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres 2 (7), p. 381, 385, 389.

1122) Die erste Gberlegung, fiir ein Problem mit einer endlichen Anzahl
von Freiheitsgraden ,

bei J. J. Lagrange, Taur. misc. 3 (1762/65) = Oeuvres 1,

p. 638, fur solche mit unendlich vielen bei S. D. Poisson, j. e&quot;c. polyt. cah. 18

(1820), p. 459, 481, die zweite bei J. J. Fourier, theorie Nr. 428 = Oeuvres 1,

p. 529; bull, philomat. (.1826), p. 178 = bull. Ferussac 8 (1827), p. 11 = Paris
mem. 7 (1827), p. 605 = Oeuvres 2, p. 132; Paris mem. 8 (1829), p. 614; 10

(1881) p. 144 = Oeuvres 2, p. 175, 207.

Encyklop. d. math. WissenacU. II I. 69
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iiberzeugt sein konnte, daB die Differentialgleichungen bereits alle for

den Vorgang in Betracht kommenden Umstande beriicksichtigen
1123

).

Fourier selbst hat schon angedeutet, wie man wenigstens ffir die

einfache Gleichung (674) den Beweis dadurch fiihren konne, daB man
ein komplexes Argument einfiihrt, die trigonometrischen Funktionen

desselben durch solche und Exponentialfunktionen reellen Arguments

ausdriickt, die Gleichung in ihren reellen und imaginaren Teil spaltet

und zeigt, daB man auf einen Widerspruch gefiihrt wird, wenn der

imaginare Teil nicht Null ist.
im

) Ausfiihrlicher gibt er einen anderen

Beweisansatz: wird mit
&amp;lt;pm (A) die rationale ganze Funktion

(707) fc(l) =
/&quot;

= !

bezeichnet, so folgt aus algebraischen Satzen, daB fiir
&amp;lt;

c
&amp;lt;

1 die

Gleichung

(708) *&amp;lt;Pm(*)-A
s

&amp;lt;)Pma)=0
nur reelle Wurzeln hat. Da aus dieser durch Grenziibergang zu m= &amp;lt;x&amp;gt;

die Gleichung (674) entsteht, so glaubt sich Fourier ohne weiteres be-

rechtigt, das Resultat auf die letztere zu ubertragen
1125

).

P&isson dagegen hat es urspriinglich
1126

) als einen Vorzug seiner

Methode (der Ableitung der Losungen von partiellen Differential

gleichungen durch Reihen aus ihren Losungen durch Integrale (Nr. 84))

betrachtet, daB man bei ihr nicht notig habe, die Realitat der Wur-

1123) Galegentlich hat diese Schlufiweise in der Tat zu falschen Resultaten

verfiihrt: so glaubte z. B. Brook laylor (Lond. trans. 28 (1713), p. 26; metho-

dus incrementorum, Lond. 1715 u. 1717, p. 88) aus dem Umstande, daB Ober-

schwingungen einer Saite gegenuber dem Grundton rasch abklingen, schlieBen

zu diirfen, daD man sich auch bei der mathematischen Behandlung nur mit der

Aufsuchung des letzteren zu beschaftigen brauche; das wiirde aber nur richtig

sein, weon die Reibnng im Ansatz berucksichtigt ware, was bei Taylor keines-

wegs dei Fall 1st.

1124) Paris mm. 4 (1819/20)[24] (Preisschrift von 1811) p. 427; th^orie

Nr. 306 = Oeuvres 1, p. 829. A. Cauchy
llt9

)
und in anderer Weise G. Darboux

in einer Anmerkung zu Fourier fuhren diese Andeutnng aus.

1126) Dieser Grenziibergang kann mit Hilfe des allgemeinen von A. Hurwitz

(math. Ann. 33 (1889), p. 249) gegebenen Satzes fiber die Nullstellen von Grenz-

funktionen ohne weiteres gerechtfertigt werden. Wenn Fourier p. 331 noch

hinzufugt: ffir die Anwendung auf die Warmeleitungsprobleme sei es nicht

n6tig, dafl alle Wurzeln reell seien, da man mit Hilfe der zu den reellen Wur
zeln gehOrenden Elementarl5snngen einen beliebigen Anfangszustand darstellen

kSnne, BO fibersieht er, daB er gerade diese letztere Behauptung eben nicht be-

wiesen hatte.

1126) J. &amp;lt;$c. polyt. cah. 19 (1823), p. 36, 298, 881; ebenso /. Liouville, j. de

math. 1, 1836, p. 81.
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zeln der determinierenden Gleichung zu beweisen; es ergebe sich da-

bei aus der Ableitung selbst, daB man jedenfalls nur ihre reellen

Wurzeln zu benutzen brauche. Er gibt auch Beispiele von transzen-

denten Funktionen, wie exp#-f- &exp(a$), fiir die Fouriers Voraus-

setzungen erfullt sind und die doch keine oder nur eine reelle Null-

stelle und unendlich viele komplexe baben 1127
). Spater

1128
) gibt er

selbst einen Beweis dafur, dafi alle Wurzeln der in Betracbt kom-

menden Gleicbungen reell sind: zu konjugiert komplexen Wurzeln

warden konjugiert komplexe Eigenfunktionen gehoren, und die An-

wendung des Integraltbeorems auf zwei solche wiirde zu dem Wider-

spruch fiihren, daB das Integral einer wesentlich positiven GroBe Null

sein miiBte.

Inzwischen hatte Cauchy eine Anzabl transzendenter Gleichungen
durcb Trennung des Reellen vom Imaginaren auf die Realitat ihrer

Wurzeln untersucht und u. a. folgende Resultate erhalten:

Die Gleicbung az = tg z hat zwei komplexe Wurzeln oder keine,

je nacbdem a dem Interval! (0---1) angehort oder nicbt 1129
).

Die Gleicbung tg z = az -\- & hat fiir a
&amp;lt;^

keine komplexe

Wurzel, fflr a
&amp;gt; wenigstens keine, deren reeller Bestandteil absolut

genommen &amp;gt;
| b/(2a) \

ware 1130
).

Die Gleichung tg z = azl(s* -f~ &) na^ keine komplexen Wurzeln,
wenn a

&amp;gt; 0, 6
&amp;lt;

a ist
1131

).

Alle Wurzeln der Gleichung tg z
= a Xg cz sind entweder reell

oder rein imaginar
1132

).

1127) j. 4c. polyt. cah. 19, p. 383; bnll. philomat. 11 (1829), p. 167; Paris

. 9 (1830), p. 92; einige Andeutungen auch 8 (1829), p. 367. Fottriers Aus-

rede Paris m^m. 8 (1829); 10 (1831) (von 1829) = Oeuvres 2, p. 176, 187; bull.

Ferussac 11 (1829), p. 27: ,,die reellen Wnrzeln seien ins Unendliche geriickt&quot;,

widerlegt nichts. G. Peacock (Brit, assoc. rep. 3, fiir 1833, p. 344) bespricht

diese Diskussion, ohne selbst zu einer entschiedenen Stellungnahme zu kommen.

1128) Bull, philomat. (1826), p. 147; mec. 2 (1833), p. 383; chaleur (1335),

p. 178; fiir einen weniger einfachen Fall conn, des temps pour 1833 [30], add.

p. 15. Eine erganzende Bemerkung noch Paris mem. 10 (1831), p. 330: der

SchluB versagt, wenn zu einem komplexen Eigenwert eine identisch verschwin-

dende Eigenfunktion gehOrt; aber dann braucht man einen solchen Wert iiber-

haupt nicht zu beriicksichtigen. Auch A. A. Cournot, theorie des fonction^ 2,

Paris 1841, p. 417 reproduziert Poisson s Beweis.

1129) Exerc. do math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 358. a, &, c bedeuten

hier reelle Konstante, f(z] eine Funktion, die fiir reelle Argumentwerte selbst

reell ist.

1130) p, 361.

1131) p. 366.

1132) p. 368.

69*
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Die Gleichung i^z = f(z) hat jedenfalls unendlich viele reelle

Wurzeln, wenn die Funktion f(z] fur hinlanglich groBe reelle z end-

lich [er meint in der Tat nur finie, nicht bornee] bleibt 1133
).

Dasselbe

gilt fiir die Gleichung tg(&amp;lt;p()) f(z], wenn ]\m(p(z)
= oo 1134

).
Z =00

Ein sich anschlieBender Aufsatz 1135
) gibt noch einige Auskunft

fiber Methoden zur Berechnung der Wurzeln solcher Gleichungen,
durch Darstelluug ihrer reziproken Potenzsummen als Besiduensummen

und Anwendung der Methode von D. Bernoulli (IB 3 a, Runge, Nr. 13,

p. 439).

Fourier spricht dann 1186
) davon, daB ein von ihm aufgestellter

algebraischer Satz auch fiir transzendente Funktionen [er meint wohl

nur: ganze transzendente Funktionen] Giiltigkeit behalte. Dieser Satz

behauptet, man konne jedem Paare komplexer Wurzeln einen bestimm-

ten reellen Wert zuordnen, der [in der Folge der Ableitungen der

Funktion?] ,,fait disparaitre deux variations de signes a la fois&quot;. Es

1st aber bis jetzt nicht einmal fiir Polynome gelungen, anzugeben,
wie dieser Satz zu prazisieren sein wiirde, wenn er richtig werden soil

1137
).

In etwas modifizierter Form erscheint der Poissonsche Beweis

fiir die Realitat der Wurzeln bei J. Liouvitte 113
*).

Er glaubte be-

wiesen zu haben 1189
),

daB f(x) identisch Null sein miisse, wenn fiir

1133) p. 369. Daran schliefien sich Erorterungen uber die etwaigen kom-

plexen Wurzeln solcher Gleichungen, aus denen jedenfalls so viel hervorgeht, daB

Poissons Gleichung (680) keine komplexen Wurzeln hat, wean die Konstanten die

durch ihre physikalische Bedeutung verlangten Vorzeichen haben (p. 381).

1134) p. 389. Die p. 395 besprochene G-leichungsform exp (iq&amp;gt;(z))
=

f(z) ist

davon nicht wesentlich verschieden.

1135) p. 414.

1136) Bull, philomat. (1826), p. 177 = Paris mem. 7 (1827) = bull. Ferussac 8

(1827), p. 10 = Oeuvres 2, p. 130.

1137) Vgl. I B 3 a, Runge, Nr. 4, p. 412, sowie die Bemerkungen von A. Loewy
zu seiner Ubersetzuug von Fouriers analyse dea equations determines, Leipz. 1902,

p. 264 Cauchy hat die exerc. T(1826) = Oeuvres (2) 6, p. 400 in Aussicht ge-
stellte Behandlung der Frage m. W. nicht gegeben. Auch Gaufi hat sich mit

ihr beachaftigt, ohne zu einem Resultat zu kommen (Briefwechsel mit Schu

macher, 2, p. 328; 3, p. 68, 72 (von 1833 und 1836); Gott. Anz. 1833, p = Werke

5, p. 121).

Die Erlauterungen zu Fouriers algebraischen Untersuchungen von A. L. Crelle

(J. f. Math. 13 (1835), p. 119) und von Dirksen (ib. 14 (1835), p. 318) lassen die

Frage unberiihrt; die von M. A. Stern (ib. 22 (1841), p. 49; von 1837) bringen
nicht mehr bei als Fourier aelbst. Stern gibt p. 29, 45 numerische Werte fiir die

Wurzeln der hier in Rede stehenden Gleichungen, teilweiso unter Berichtigung
der Angaben seiner Vorganger.

1138) J. de math. 2 (1837), p. 34.

1139) Ib. 1 (1836), p. 261. Der Beweis beruht darauf, dafi mar eine lineare
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alle n

(709)

sei. Wiirde ee nun auBer den reellen Eigenfunktionen noch eine zu

einem komplexen Eigenwerte gehorende geben, so konnte man diese

fiir f(x) nehmen und kame so auf einen Widerspruch.

Andererseits zeigt Liouville auch noch 1140
), in Ausfiihrung eines

Gedankens von Plana, daB eine Gleichung der Form:

keine mehrfachen und keine komplexen Wurzeln haben kann, wenn

die an alle reell, die An alle positiv sind und der Faktor von i in

f(A -f- (ii) dasselbe Zeichen wie p hat. Ein Teil der Gleichungen, um
die es sich hier handelt, lafit sich auf diese Form bringen.

Nahere Auskunft iiber die Lage der Wurzeln der determinieren-

den Gleichungen erhalt man aus den allgemeinen Satzen von Ch.

Sturm 11*1
)

iiber die Nullstellen der Integrate linearer Differential-

gleichungen ;
fiir groBe Werte des Index auch aus J&quot;. Liouvilles asympt-

otischen Darstellungen solcher Integrale
1148

).

45. Beweise der Moglichkeit solcher Entwicklungen. Die Be-

hauptung, daB es moglich sei, eine sog. willkiirliche Funktion in

solche unharmonische trigonometrische Reihen zu entwickeln, kann

zunachst als spezieller Fall allgemeinerer Satze fiber Entwicklungen
nach Eigenfunktionen aufgefafit werden. So ergibt sich aus den Ab-

schatzungen von J. Liouville, daB die Reihe:

(711) AnXn exp. (- AnO

fiir &amp;gt;0 konvergiert
1143

);
und daB die Reihe:

Kombination der Xn mit konstanten Koeffizienten bilden kann, die an beliebig
vielen vorgeschriebenen Stellen des betrachteten Intervalls Null wird, setzt aber

voraus, daB f(x) nur an einer endlichen Anzahl von Stellen sein Vorzeicben

wechseln kann.

1140) Ib. 3 (1838), p. 339; reproduziert von Moigno, Le9ons 2, Paris 1844,

p. 296.

1141) J. de matb. 1 (1836), p. 175, 394.

1142) Ib. 2 (1837), p. 29.

1143) J. de math. 2 (1837), p. 31.

1144) Ib. p. 34. Liouville erwahnt zwar hier nicht, daB er diese Voraus-

setzung macht, hebt aber p. 419 sowie Paris C. R. 3 (1836), p. 622, hervor, daB
sie fur den SchluB unentbehrlich sei.
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selbst wie n~ 2
konvergiert, wenn die Funktion

f&quot;(x)
endlich (oder

wenigstens integrierbar) 1st
1144

).
Eine gemeinsame Abhandlung von

Ch. Sturm und J. Liouville 11

**)
eroffnet dann noch einen weiteren Weg

zu einem Beweise, allerdings unter der unbewiesenen Annahme 1146
),

dafi die Partialbruchzerlegung giiltig sei:

X
(i) (l-ln

da namlich

(714) fx(l)Xndx=- ^^
und fur Jl = An :

(715)

ist, so wurde daraus einerseits folgen:

/
und andererseits wiirde man denselben Ausdruck auch fiir / F(x)Xdx

finden, wenn mit F(x) die Suuime der zunachst formal mit Hilfe der

Integraldarstellung der Koeffizienten gebildeten Reihe bezeichnet wird.

Wenn Sturm und Liouville daraus weiter folgern, es miisse F^ f sein,

so setzen sie freilich dabei nicht nur fur ft was sich noch rechtfertigen

liefie, sondern auch fur die unbekannte Reihensumme F voraus, da6

sie nur an einer endlichen Anzahl von Stellen ihr Vorzeichen wech-

seln 1147
).

Ein dritter Ansatz von Liouville allein 1148
) zeigt unter der

Annahme, dafi f(x) abteilungsweise monoton sei
;
durch Anwendung

des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung auf die Abteilungen,

da8 die Integrale

(717) ff(x)cos}ixdx, Jf(x}&\nJiXdx

als Funktionen von A betrachtet von der GroBenordnung A&quot;

1

sind;

1145) Ib. p. 222; Auszug Paris C. K. 4 (1837), p. 675.

1146) Sie behaupten, man konne es beweisen, geben aber nicht an, wie.

1147) Das moniert bereits 0. Bonnet, Brux. m^m. cour. in 4, 23 (1848/50),

p. 68.

1148) J. de math. 2 (1837), p. 426. Auszuge Paris C. R. 3 (1836), p. 664;

6 (1837), p. 205. Deraelbe Gedanke, aber ohne Abschatzung der GroBenordnung

der Differenz, bei P. Q. E. [W. Thomson Lord Kelvin}^ Cambr. math. J. 3 (1841),

p. 26 = Math. phys. papers 1, p. 8.
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daraus ergibt sich dann weiter, dafi die Differenz 1149
)

(718) J*f(x)Xn
dx ff(x) cos nxdx

von der Ordnung
~ 2

ist, daB also die unharmonische Reihe unter

denselben Bedingungen wie die harmonische Entwicklung derselben

Funktion konvergiert.

Vorher schon hat A. Cauchy seine in Nr. 36 besprochene Methode

auch auf unharmonische trigonometrische Entwicklungen angewendet.

Er erhalt zunachst die Besiduenformel 115
) :

(719) *)

in der f(r) eine rationale ganze Funktion bedeutet, a und & reelle

Konstante, von denen die erste positiv und
&amp;gt;

sein mufi. Wird

a = 1, b = und

(720) f(r)-,(A+ r)(B+ r)

genommen, und r durch ri ersetzt, auch
;
was erlaubt ist, die deter-

minierende Gleichung zur Umformung des Zahlers benutzt, so wird

erhalten 1161
):

r cos rx-\- A sin rx
=

Pj Kir* A B\ sin r (A -\- B)r COB r)

/ [r cos (r rci) -\- B sin (r ra)]f(a)da

(721) { r cos rx-}- A sin rx

(r
2 AS A S) cos r + (A + B + 2) r sin r

i

I [r cos (r rot) -f- B sin (r rcc)]f(a)dK
o

die Summe erstreckt iiber alle Wurzeln der Gleichung

(722) (r
2

AB) sin r (A+ B)r cos r = 0.

Andere Annahmen fiber die noch willkiirlichen GroBen und Funktionen

1149) In einem Ausnahmefalle tritt an die Stelle von cosnx hier eine

andere erste Annaherung.

1150) Mem. sur 1 application du calcul des re&quot;sidus a la Phys. math., Paris

1827, p. 6. Cauchy erwilhnt, daB auch Brisson und Ostrogradsky zu ahnlichen

Formeln gelangt seien; davon scheint nichts publiziert zu sein.

1151) Ib. p. 20. Die Form el wird hier nicht direkt abgeleitet, sondern auf

dem Umweg iiber die Integration der partiellen Differentialgleichungen unter ge-

gebenen Grenzbedingungen durch Eesiduen. In etwas anderer Form Exerc. de

math. (2) 7 (1827) = Oeuvres 2 (7), p. 428.
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ergeben dis Entwicklung
1152

):

(723) /(*)= 5V -^-^j- i /Vr, )rt)for,^LJ Ostnrcosr Sojr smr)*,/
^ v; / \ /

I

(r, x) (@inr sinr)(Sof rx eosr#)/794A

[ (Sofr cos r)(in rz sinrz),

in der die Summe ttber alle Wurzeln der Gleiehung

(725) (of r cos r = 1 oder tg
2

-J-

=
g
2

zu erstreckeu ist.

Das letztgenannte Problem bei dem ubrigens nicht mehr rein

trigonometrische Entwicklungen anftreten behandelt auch S. D.

Poisson u58
).

Nachher 1154
) formuliert Cauchy noch das allgemeine Problem:

eine beliebige Funktion f(x, r) soil fiir einen allgemeinen Wert des

Parameters r nach denjenigen speziellen Funktionen f(x, Q) entwickelt

werden, in welchen dieser Parameter solche Werte hat, die eine ge-

gebene ganze transzendente Funktion F(Q) zu Null machen. Diese

Aufgabe wird,^ sofern die Funktion F(x) im Unendlichen gewissen Be-

dingungen
1155

) geniigt, durch die Residuenformel

gelost. Damit kann dann auch eine beliebige Funktion von x nach

diesen speziellen Funktionen entwickelt werden, sobald es gelingt, sie

durch eine Surnme ^f(xt
rn) cp (rn}}

in der die rn jetzt beliebig sein

konnen; oder auch dur/jh ein Integral / f(x,r)cp(r)dr darzustellen n56
).

1152) Mem. von 1827, p. 34; Exerc. 2 = Oeuvres.(2) 7 p. 428. An beiden

Stellen noch verschiedene andere ahnliche Formeln; u. a. mm. von 1827, p. 45,

Eeihen, bei denen (oj r cos r 1 die determinierende Gleiehung ist. Numerische

Angaben iiber die Wurzeln dieser Gleiehung noch Exerc. de math. 3 (1828) =
Oeuvres (2) 8, p. 317.

1163) Paris- m^m. 8 (1829), p. 478; p. 485 einige numerische Angaben fiber

die Wurzeln der Gleiehung (725). Auch mecanique 2, p. 371, 387.

1164) Paris m^m. 7 (1827) = Oeuvres (1) 2, p. 22; in etwas anderer Dar-

stellung Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 866.

1155) Diese Bedingungen sind in der zweiten Darstellung sorgfaltiger an-

gegeben als in der ersten.

1156) p. 26 der ersten Darstellung; nicht in der zweiten.
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Endlich gibt er noch die Formeln:

(727) f(x)
=|JV~

die Summe erstreckt fiber alle Wurzeln der Gleichung e
ar = r 1157

);

und 1168
)

3*

(728) ^f(x) ~9 I ^ (x
~

a)
cos(iix [ia)f(a)dcc

o

00 3 Tt

\-^, I d^1 -&quot;}

cos(iix fta) cos(nx na)f(a)dcc.

Von den an Cauchy anknupfenden Untersuchungen von &quot;. 1?.

DirJcsen sind nur Ausziige veroffentlicht
n59

),
die nicht erkennen lassen,

ob er iiberhaupt fiber diesen hinausgelangt ist; namentlich bleibt auch

bei ihm die Frage durchaus ungeklart, ob, wie er behauptet, die

Stetigkeit der Funktion f(x) eine hinreichende Bedingung dafur ist,

daB ein Integral wie (625) die fur die Weiterfiihrung des Beweises

erforderlichen Eigenschaften hat.

IV. Mehrfache trigonometrische Beihen.

46. Mehrfache trigonometrische Reihen. Die Darstelhmg der

Koeffizienten der Reihenentwicklung:

(729) f(x, y)
-

{ ^-. cos
^
mx+ wy) + B

.

8in

m=0 n=0

durch die bestiramten Doppelintegrale

(73o)

findet sich als naheliegende Konsequenz der Formeln (383) bei Fr. W.

Bessel~), C. H. L. Navier 1

}, S. D. Pomow 1162
), P. A. Hansen),

1167) Exerc. de math. 2 (1827) = Oenvres (2) 1, p. 400, 405, 413.

1168) Ib. p. 412.

1169) Berl. Ber. 1842, p. 20; 1843, p. 83. Wie weit er Cauchy s Unter

suchungen gekannt hat, ist aus seinen hier wie bei ihm gewohnlich ungeniigen-
den Zitaten nicht zu erkennen.

1160) Berl. Abhandl. 1820/21 = ges. Abh. 3, p. 362. Bei Fourier kommen
von mehrfachen trigonometrischen Reihen nur unharmonische vor und zwar nur

der spezielle Fall, da6 eine Funktion entwickelt werden soil, die ein Produkt

einer Funktion von x allein und einer Funktion von y allein ist, wo dann jeder
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G. de Pontecoulant 116
*)] der Fall, daB nur Cosinusglieder auftreten,

auch bei G. Frullani 116
*).

C. G. J. Jacobi 1166
) gibt die zu (374) analoge Umformung:

it it

(731) J J /&quot;(cos a, cos/3) cos ma coanfidadfl

2
7n +

&quot;ro!n! C 8
m+n

f(cos a, cos 0)-
T^OK^O JJ la^Wcoser

sin * sm ^a^

o o

In der komplexen Form:

(732) f(x,y)*

(733) Cm ==
\ / iTi n

erscheint die Darstellung (730) bei S. P. de Laplace
1191

) und bei

A Cauchy*).
Von speziellen Eeinen dieser Art finden sich hier und da einzelne

angegeben, meist einfache Konsequenzen der bekannten Entwicklungen
von Funktionen einer Variabeln; so benutzt z. B. Navier 11

) die [kon-

vergente] Entwicklung:

it _ ~^&amp;gt;^ ^^ sin mx sin ny
T

fit i 7* * J.

und die [divergente]
oo oo

/7QK\ &quot;S7^ - o |

oo fiir a; = a, j
&amp;lt; /oo; .^

&amp;gt; sinwa? sinwy smwa smwp = {

^iJ^i 10 uberall sonst.

Koeffizient ein Produkt von zwei Faktoren wird, deren einer nur von wi, der

andere nur von n abhangt (Paris m^m. 4 (1819/20[24]) , p. 458; theorie de la

chaleur Nr. 322 = Oeuvres 1, p. 361).

1161) Ann. chim. phya. 19 (1821), p. 244; bull, philomat. 1822, p. 77.

1162) J. 6c. polyt. cah. 19 (1823), p. 61, 138; connaiss. des temps fflr

1836[33], add., p. 21; theorie de la chaleur, p. 209.

1163) Astr. Nachr. 7 (1829), col. 473.

1164) Traite&quot; du systeme du monde 3, Paris 1834, p. 113.

1165) Mem. soc. ital. 18 (1820), p. 464 (von 1818).

1166) J. f. Math. 15 (1836) = Werke 6, p. 103.

1167) Paris m^m. llj (1810)[11]
= Oeuvres 12, p. 404.

1168) Paris C. R. 11 (1840), p. 463 = Oeuvres (1) 6, p. 297.

1170) Bull, philom. 1823, p. 97. Die zweite Behauptung wxirde selbst dann

noch einer naheren Prazisierung und Rechtfertigung bedvirfen, wenn man die Zu-

lassigkeit der Benutzung der Gleichung (25) zugeben wollte.
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Eine besondere Klasse von rnehrfachen trigonoinetrischen Reihen

tritt bei G. Lame auf 1171
); namlich:

(736) ^Am%p {^\(m(a,x-{-\y) + n(azx+ b,y} + p(a,x+ b
a y)),

wobei die a, & gegebene (iibrigens nicht alle willkiirliche) Konstante

bedeuten und die Summation iiber alle Werte der ganzen Zahlen m,

n, p zu erstrecken ist, die der Relation

m -f- n -\- p =
genii gen. Die zur Koeffizientenbestimmung erforderlichen Integral-

theoreme erscheinen bei ihm als spezielle Falle eines allgemeinen

Satzes, der mit dem sog. Greenschen Satze Equivalent ist.

47. Bechnen mit rnehrfachen trigonometrischen. Beihen. Aus-

gearbeitete Anweisungen fiir die Ausfiihrung der Multiplikation zweier

doppelter trigonometrischer Reihen gibt P. A. Hansen 1112
).

Was die Integration doppelter trigonometrischer Reihen betrifft,

so gibt S. D. Poisson 11 ^3
) Vorschriften, wie man aus der Entwicklung

der Stbrungsfunktion nach den Punktionen der Vielfachen der exzen-

trischen Anomalien die Entwicklnng ihres nach der Zeit genommenen

Integrals nach denselben Funktionen mit Hilfe der Gleichungen

/rrorrN JJ

(737) du = VI. dt= -
,

*

1 COB tt 1 g
x
COS tt

x

gewinnen kann, indem man durch Heraufmultiplizieren mit den Nennern

lineare Differentialgleichungen fiir die Koeffizienten der letzteren Ent

wicklung erhalt, in welchen Verbindungen der Koeffizienten der

ersteren als zweite Glieder auftreten. Er will diese Gleichungen durch

Entwicklungen nach Potenzen von s und
t integrieren.

S. S. Greatheeds Verfahren 875
) zur Ableitung der Koeffizienten

einer trigonometrischen Entwicklung aus denjenigen einer andern ist

von A. Cayley
llu

)
auf mehrfache Reihen iibertragen worden.

48. Mehrfache unharmonische trigonometrische Beihen. Solcbe

treten bei Fourier
1

),
bei Poisson 1

), bei Navier 1

), bei Cauchy
1

),

1171) J.Tilc. polyt. cah. 22 (1833), p. 200 (von 1829); Ausfuhrung der z. T.

umatandlichen Eechnungen Paris indm. pr6s. 6 (1838), p. 418 (von 1832).

1172) ttber die gegenseitigen Storungen des Jupiters und Saturne, Preis-

flchriffc fierlin 1831, p. 100.

1173^Conn. des temps pour 1836[33], add. p. 28.

1174X-Cambr. math. J. 34 (1842), p, 166.

1175) Paris me&quot;m. 4 (1819/20[24J), p. 458; Th^orie Nr. 322. p. 361. Wenn es

Bich wie bei Fourier urn die Entwicklung einer Funktion handelt, die als Produkt
von Funktionen von nur je einer Eoordinate angesehen werden kann, so kann
man in der Tat, wie es Fourier ohne weiteres tut, annehmen, daft die Koeffi

zienten ebenfalls in Faktoren zerfallen, von denen jeder nur von je einem Index
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bei J. M. C. Duhamd 11
*)

auf. Bei ersterem handelt es sich um Reihen,

die nach Produkten der Form sin An# sin im y fortschreiten, wobei An ,

A
OT

zwei (nicht notwendig verschiedene) Wurzeln derselben charakte-

ristischen Gleichung sind; bei den vier andern Autoren mtissen die

Koeffizienten jeder Koordinate einer andern Gleichung geniigen; und

zwar treten bei Navier nur Cosinusglieder auf, bei Poisson, Cauchy
und Duhamel dagegen lineare Verbindungen von Cosinus und Sinus

von der Art wie in (682) oder (685).

49. Das Verfahren von Liouville. Sollen von der Entwicklung
einer Fuuktion von x und y nach den Funktionen der Vielfachen der

Argumente diejenigen Glieder besonders berechnet werden, deren Ar-

gumente nur Vielfache der einen Verbindung

(738) & = ax py (a, /3
relativ prim)

enthalten, so setzt J. Liouville*m
)
zunachst:

(739) f(x, y)
= (An cos w0 + Bn sinnfl) + &amp;lt;p(x, y),

n =

wo in cp kein ganzzahliges Vielfaches von mehr auftreten soil; die

Substitution

(740) x = /3tf, y = a6-

gibt dann:

&amp;gt;*

(741) (4, cosn0 + Bn sinrcfl) = ffa ** -

Fur a =
ft
= 1 ist das Verfahren etwas zu modifizieren; Liouville

bemerkt 1181
), daB die Substitution

(742)
= *^, Tr = ^t^

f in eine um 2;r periodische Funktion von 6 und r iiberfiihrt, und

abhangt; vgl. die Note von Darboux zu der Stelle. Ph. KeUand, Theory of heat,

Cambr. 1837, p. 56 meint dazu: ,,This appears to be a solution having quite

sufficient generality&quot;.

1176) 3. fie. polyt. cah. 19 (1823), p. 142.

1177) Bull, philomat. 1825, p. 51 = Bull. Fe&quot;russac 6 (1826), p. 308.

1178) Me&quot;m. sur Tapplication du calcul des residus, Paris 1827, p. 51.

1179) J. fie. polyt. cah. 22 (1833), p. 56 (von 1829/30).

1180) J. de math. 1 (1836), p. 201. Zur weiteren Durchfuhrung der Be-

rechnung denkt sich Liouville die Methoden mechauischer Quadratur herbeige-

zogen; vgl. daruber II A 9, Nr. 18, p. 662.

1181) p. 209.
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daB dabei in der Entwickluug des von r freien Gliedes nach den

Funktionen der Vielfachen von ef nur gerade Vielfache auftreten.

50. Die Entwicklung der Storungsfunktion in der Theorie der

Planetenbewegung
1182

). a) Die Tdassisclie Entwicklung. Eine sehr

ausgedehnte Literatur beschaftigt sich mit der trigonometrischen Ent

wicklung des ,,Hauptteils der Storungsfunktion&quot;
1188

), d. h. der Funktion

(743) A- 1 =
(r

2+ rS 2rr
t
cos d)-*

nach den Funktionen der Vielfachen der Anomalien der beiden Pla-

neten. Dabei bedeuten r, r ihre Abstande von der Sonne (bzw. iiber-

haupt einem Zentralkorper), d ihren scheinbaren Abstand voneinander,
von der Sonne aus gesehen. Bezeichnet man mit a, a

x
die groBen

Halbachsen, mit r
,
r10 die Projektionen der- Radienvektoren auf die

Ekliptik, mit x, x
1

die GroBen
r

1, ^ 1, mit y, yv
die in der

Ekliptik gemessenen Mittelpunktsgleichungen, mit e, ^ die Elevationen
iiber die Ekliptik, mit r, r

t
die Anomalien der Epoche, endlich mit

, j die mittleren Anomalien, so kann man schreiben:

(744) A 2=a2(l+^+ ai
2
(l+ + _
^ cos g

Nun kann man zunachst nach Potenzen und Produkten der als

klein vorausgesetzten GroBen x, x
lt y, ylf z, e

t
und diese Potenzen

und Produkte mit Hilfe der in Nr. 12 besprochenen Formeln nach
den trigonometrischen Funktionen der Vielfachen von und ^ ent-

wickeln und schlieBlich alles nach diesen letzteren umordnen. Die

Anfangsglieder der so entstehenden Entwicklung sind im Laufe des
18. Jahrhunderts, je nachdem ein Bedurfnis dazu sich einsteUte, all-

mahlich berechnet worden 1184
); weiter ist diese Rechnung von P. S.

de Laplace
1

}, C. Burckhardt*} ,
J. W. Lubbock 1

}, J. Ivory*), G.

1182) Fur ausfdhrlichere Augaben muB auf deo Artikel von H. v. Zeipd
VI 2, 13 verwiesen werden; hier k6nnen nur die vielleicht auch fiir andere Auf-
gaben als die zunachst vorliegende wichtigen Gesichtspunkte Berucksichtigung
finden.

1183) Die Entwicklung des ,,von der Bewegung der Sonne abhangigen
Teils der Storungsfunktion&quot; erfordert nur die Ausmultiplikation von Reihen der
in Nr. 12 besprochenen Art, in denen nur die Vielfachen je einer Anomalie
auftreten.

1184) Sie finden sich z. B. auch, nebat einigen Bemerkungen allgemeiner
Art, bei G. S. Airy, Math, tracts. 2&quot; eU, Cambr. 1831, p. 111.

1186) M^canique celeste 1, Paris 1798, 2, Nr. 48 = Oeuvres 1, p. 288; daraus
bei G. Pontecoulant, Traite analytique du systeme du monde 1, Paris 1829
p. 346. 463.
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de Pontecoulant 11
**), R Peirce 1190

), U. J. Leverrier 1191
), F. Boquet

119
*)

geftihrt worden. Allgemeine AusdrQcke der Koeffizienten der BO er-

haltenen Reihen in der Gestalt 19-facher Summen finden sich bei

A. CW% 1193
).

b) Funktionentheoretische Untersuchung der Koeffieienten auf Grund

ihrer Darstellung durch Doppelintegrale
1^. Diese ist von C. G.J.Jacobi

durch mehrere Spezialuntersuchungen vorbereitet worden. So redu-

ziert er 1195
) Doppelintegrale der Form

(745)

in der N eine gauze Funktion zweiten Grades von cos #, sin t^ cos
&amp;lt;p,

sin V sin
&amp;lt;p

bedeutet, auf eine Normalform, in der nur neben einem

konstanten Glied die Quadrate dieser GroBen auftreten; ebenso solche

der Form 1196
):

(746)

1186) Paris mem. 1808,, p. 36.

1187) Lond. trans. 1830, p. 327; 1831, p. 26, 283; 1832, p. 43, 601.

1188) Ib. 1833, p. 669.

1189) Traite analytique du systeme du monde 3, Paris 1834, p. 26; unter

Benutzung von Rechnungen von J. JBinet, von denen vorher nur eine Notiz Bull.

philomat. 3 (1812), p. 113 verOffentlicht war.

1190) Astr. J. 1 (1849), p. 1?, 31?, 33?

1191) Paris observ. me&quot;m. 1 (1866), p. 268, 368; angekundigt schon Paris

C. R. 29 (1849), p. 4.

1192) These Paris 1885.

1193) Sur la me&quot;canique celeste et sur un nouveau calcul 9
&quot;), p. 96. Merk-

wiirdig ist dabei, daB Cauchy (Glchg. 124, p. 90) zuerst die hier in Nr. 9 be-

sprochenen Entwicklungen nach den Cosinus der Vielfachen von d benutzt und

diese dann erst in Entwicklungen nach den Potenzen von cos 3 umsetzt, die er

doch einfacher hatte haben kSnnen. Im Nachtrag von 1833, p. 162, gibt er

Restabschatzungen und Angaben daruber, wie weit man die Reihe fortsetzen

muB, wenn man verlangter Genauigkeit sicher sein will; mit numerischer Durch-

fuhrung fur alle Kombinationen der damals bekannten Planeten zu je zweien.

Von einer Untersuchung Cauchys fiber die Konvergenz dieser Reihe ist Paris

C. R. 18 (1844), p. 13 = Oeuvres (1) 8, p. 143 nur der Titel mitgeteilt.

1194) Diese Darstellung ist bereits von Fr. W. Sessel (Berl. Abh. 1820/21,

p. 55 = ges. Abh. 2, p. 362), von P. A. Hansen (Astr. Nachr. 7 (1829, col. 473) und

von S. D. Poisson (Conn, des temps pour 1836[33], add. p. 20) angegeben, aber

nicht weiter benutzt worden.

1196) J. f. Math. 2 (1827), p. 234 = Werke 3, p. 67. Es handelt sich um
Transformation einer quaternaren quadratischen Form auf eine Summe von

Quadraten durch eine lineare Substitution, welche die Form #*+ t/*-f z* w*

in sich transformiert.

1196) J. f. Math. 8 (1831), p. 259 = Werke 3, p. 93. Hier handelt es sich

um orthogonale Transformation einer ternaren bilinearen Form, durch verschie-
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in der N eine bilineare Form von 1, cos
&amp;lt;p,

sin
&amp;lt;p einerseits, 1, cos #,

sin V andererseits bedeutet, auf eine Normalform, in der neben einem

konstanten Glied nur die beiden Produkte cos
q&amp;gt;

cos V, sin V sin ^
auftreten.

Ausffihrlicher behandelt er 1197
)

die Entwicklung der Funktion:

(747) A- EEE (I + 2^ cos x + 2ZS cos y)-

nach den Cosinus der Vielfachen von x and von y. Er gewinnt mit

Hilfe der Identitat:

und der entsprechenden durch Differentiation nach y entstehenden

Relationen zwischen den Entwicklungskoeffizienten, aus denen her-

vorgeht, daB sich alle diese Koeffizienten durch vier geeignet ausge-

wahlte unter ihnen linear ausdrucken lassen 1198
).

Entwickelt man nur

nach den Cosinus der Vielfachen der einen Variabeln, so geniigen die

Koeffizienten einer linearen Differentialgleichung 2. und einer (weniger

einfachen) 3. Ordnung
1199

).
Auch zeigt Jaco&i 1200

),
indem er die Inte-

gralausdriicke der Koeffizienten durch partielle Integration umformt,
wie sich aus den fur irgendeinen Wert von s geltenden Werten der

Koeffizienten die fiir den um 1 hoheren Wert geltenden ableiten lassen.

Ob Jacobi beabsichtigt hat, auch die Resultate seiner schon 1839

begonnenen aber erst aus seinem NachlaB 1 *01
) herausgegebenen Unter-

suchungen fiber ,,kettenbruchahnliche Algorithmen&quot;, die allerdings zu-

nachst zahlentheoretische Zwecke verfolgen, auch fur diese astrono-

mischen Fragen nutzbar zu machen, muB dahingestellt bleiben.

c) Berechnung der Koeffizienten durch doppelte mechanische Qua-
dratur. Hieriiber vgl. man IIA 9a, Nr. 13, p. 662. Zu den dort ge-

dene Substitutionen fur die beiden Variabelnreihen. Verallgemeinerung auf be-

liebig viele Variable J. f. Math. 12 (1884), p. 44 = Werke 3, p. 240.

1197) J. f. Math. 16 (1836), p. 205 = Werke 6, p. 119.

1198) Jacobi zeigt zuerst elementar, daB die von ihm aufgestellten Rela

tionen gerade vier Koeffizienten willkurlich lasseu, woraus aber noch nicht her-

Torgeht, daB zwischen diesen nicht noch weitere Relationen existieren; der

Beweis, daB das nicht der Fall 1st, gelingt ihm (p. 215 bzw. 131) nur ,,casibua

specialibus exceptis&quot;. Wenn s eine ganze Zahl ist, gilt der Satz noch, nur ist

man dann in der Auswahl der Vier beachrankter als im allgemeinen Falle.

Im Grenzfalle I = 2 ^ -f 2
/,

reduziert sich die Anzahl der willkurlich bleibenden

Koeffizienten auf 3 (p. 226 bzw. 144).

1199) p. 219, 221 (186, 138).

1200) p. 222 bzw. 139.

1201) Von E. Heine, J. f. Math. 69 (1868), p. 29 = Werke 6, p. 386.
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gebenen Literatiirangaben ist noch nachzutragen, daB auch Gaufi, wie

aus seinem inzwischen veroffentlichten NachlaB 1202
) hervorgeht, von

diesem Verfahren Gebrauch gemacht hat, und daB sich eine Dar-

stellung der Rechnungsvorschriften auch bei G. de Pontecotdant 130
*)

findet. U. J. Leverrier 1

} urteilt, die wirkliche Durchfuhrung der

Methode fflr numerische Rechnungen sei erst durch das Verfahren
von Liouvilk (Nr. 49) ermbglicht worden. Er selbst legt flbrigens
Wert darauf, die Rechnungen bei der einfachen mechanischen Qua-
dratur so einzurichten, daB man den bereits ausgefuhrten Teil be-

nutzen kann und nur zu erganzen braucht, wenn sich nachtraglich
die Beriicksichtigung einer groBeren Anzahl von Entwicklungsgliedern
als erforderlich herausstellt; vgl. darflber II A 9, Nr. 7, p. 653 1205

).

d) Entwicklung zuerst nach den Funktionen der exzentrischen Ano-
malien. A. Cauchy hat vorgeschlagen

1206
),

zuerst nach den Funktionen
der Vielfachen der exzentrischen Anomalien zu entwickeln und erst

am Schlusse mit Hilfe der Formeln von Nr. 12 zu den mittleren Ano
malien uberzugehen. Ist C^ k

der Koeffizient von exp i(lu + ^t^) in

der ersten Entwicklung, so ist der von exp t (ng + wi^i) m der zweiten:

wobei E die unter (262) angegebene Bedeutung hat.

Andererseits kann der Ubergang von der ersten Entwicklung zu

der zweiten auch mit Hilfe des Satzes (263) geschehen
1S07

) ;
will man

dabei das anwenden, was Cauchy ,,die logarithmische Methode&quot; nennt,
so hat man vor allem den Logarithmus des Faktors 1 cos u zu

entwickeln, was mit Hilfe von (146) geschieht.

Spater
1208

) gibt Cauchy noch eine bemerkenswerte Umformung

1202) Werke 7, p. 505.

1203) Traite analytique du systeme du monde 3, Paris 1834, p. 114, 492.

1204) Paris C. E. 11 (1840), p. 698.

1205) Zu den dortigen Literaturangaben ist noch nachzutragen, daB sich

einige Andeutungen Paris C. E. 11 (1840), p. 699 und die Eesultate eines durch-

gerechneten Beispiels ib. 12 (1841), p. 117 finden. fiber Leverriers Unter-

suchung der groBen Cngleichheit Pallas / Jupiter vergleiche man den Bericht von
A. Gauchy, Paris C. E. 20 (1845), p. 767 == Oeuvres (1) 9, p. 121 (in den Oeuvres
iat ein Absatz ausgefallen).

1206) Paris C. E. 13 (1841), p. 853; in anderer Bezeichnung 19 (1844), p. 63;
in noch anderer 20 (1845). p. 785 = Oeuvres (1) 6, p. 358; 8, p. 263; 9, p. 140.

1207) Paris C. E. 19 (1844), p. 293 = Oeuvres (1) 8, p. 306.

1208) Paris C. E. 20 (1846), p. 1177 = Oeuvres (1) 9, p. 201.
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dieser Rechnung. Die Lagrangesche Umkehrungsformel liefert zunachst

(750) F(u, Ul)
- 5? [(1

- * cos ) sin&quot;

Sind
ft,, i&j die mittleren Bewegungen, so ist:

also kann statt (750) auch geschrieben werden:

(752) *=0

wo die Funktion @ einfach zu bilden und die neue Variable U dnrch

(753) U sin ?7=ei sin|;

definiert ist, so dafi sich F(, U} aus F(, gj) durch eine einfach

imendliche Reihe ableiten laBt.

e) Enttvicklung nach der wahren Anomcdie des einen und der exzen-

trischen Anomcdie des andern Planeten. P. A. Hansen 1*09
) beginnt mit

der Entwicklung nach den Potenzen des Verhalfcnisses der beiden

Radienvektoren, indem er der Meinung ist, dafi diese Entwicklung
eine gewisse ^natiirliche Konvergenz&quot; aufweise, die durch die Art und
Weise der ferneren Umformung wohl verschlechtert, aber nicht yer-

bessert werden konne. Ihre Koeffizienten sind zunachst Legendresche
Polynome (vgl. II A 10, Wangerin, Nr. 2, p. 701) des Cosinus der

scheinbaren Distanz; diesen schreibt er

(754) cos H= A cos w + B sin w,

wobei w die wahre Anomalie des gestorten Planeten ist, wahrend A,
B von der des storenden und den Bahnelementen beider abhangen. Wird

(755) r cos w = ax, r sin w = ay

gesetzt, so erscheint die Entwicklung als eine solche nach Potenzen
von x und y:

Die Koeffizienten C lassen sich in die Form bringen:

(757) (7 = const. ( .^.)
m+n - l

j) .mn
\ ft r I mnl

1209) Schriften der Sternwarte Seeberg, Gotha 1843, p. 19 (franz. von
V. Mauvais, Conn, des temps pour 1847[44], additions); Auszuge Berl. Ber. 1843,
p. 11; astr. Nachr. 20 (1843), vol. 177; monthly not, 6 (1843), p. 227; Brux. Bull. 9

(1842), p. 621; Taylor scient. mem. 3 (1843), p. 587.

Kncyklop. d. math. Wittentch. II 1. 7Q
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dabei ist Dmn durch

(758) (1
- 2At - 2Bri -f

2 + i?

2
)~* -2D..W

definiert, also eine rationale gauze Funktion von cos w, sin w, die

sich folglich dnrch die Interpolationsformeln genau darstellen laBt.

Andererseits sind die Produkte xmy
n Funktionen derselben Art von

der exzentrischen Anoraalie des gestorten Korpers.

f) Abtrennung eines Korrektionsgliedes. A. Ccwchy
1 *10

) bemerkt

bereits, daB die Jdassische Entwicklung nur fiir kleine Werte des

Achsenverhaltnisses, der Exzentrizitaten und der Neigungen gut kon-

vergiert; er schlagt daher vor, mit der Entwicklung nach Potenzen von

. S
, *

rr.cos 1 rr.Bin*
/ne.A\ 2rr. COB d , 2 , 2

(754) r
1
? i- oder .

--
NT

- oder .
---

ry-^ / i^H-r,
1

(r+ r,)
1

(r +*,)

zu beginnen. Er fiihrt zunachst 1211
) die erste dieser Entwicklungen

fiir den Fall verschwindender Exzentrizitaten aus, indem er die Ent

wicklung nach Potenzen von cos d in eine solche nach den Cosinus

der Vielfachen von d umsetzt und dann diese Cosinus erst durch die

wahren Anomalien ausdriickt 1218
);
um dann auf den Fall nicht verschwin

dender Exzentrizitaten zu kommen, ersetzt er in diesen Entwicklungen
die Halbachsen durch die Eadienvektoren, entwickelt 1218

) nach Potenzen

der Cosinus der exzentrischen Anomalien und fiihrt schliefilichmi) mit

Hilfe der Formeln der elliptischen Bewegung die Funktionen der

Vielfachen der mittleren Anomalien ein.

Spater hat Cauchy diese Idee nach verschiedenen Richtungen

weiter verfolgt. Er setzt zunachst 1215
):

(755)

hierauf

r, . 1 /a, a
A == T(T

&quot;

(756)

1210) Turin mem. von 1831, p. 109 Er setzt auseinander, daB die erste

dieser Entwicklungen fiir willkiirliche d am besten konvergiert, dafi es aber, so-

fern man sich entschlieBen wolle, fiir verechiedene Intervalle verechiedene Ent

wicklungen zu gebrauchen, zweckmaBig sein kSnne, auch die beiden andern mit

heranzuziehen.

1211) p. 113.

1212) p. 117. Er denkt sich diese Umformung durch doppelte mechanische

Quadratur ausgefuhrt.

1213) p. 127.

1214) p. 129. Er gibt hier ausfuhrliche Restabschatzungen.

1215) Paris C. R. 11 (1840), p. 461 = Oeuvres (1) 5, p 296.
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und entwickelt erst nach Potenzen von p; run dann die Hilfsfunktion

(757) (Jl
COB d)~*

und ihre nach K genommenen Ableitnngen zu entwickeln, schreibt

er 1216
) diese Hilfsfunktion in der Form

(758) (A fi cos (p Pl + 77) v cos (p + Pl + 0&amp;gt;))~

2
,

wo P,PI die wahren Langen sind, J die gegenseitigen Neigungen be-

deuten, &amp;lt;Z&amp;gt; und *P&quot; von den Neigungen und den Knotenlangen ab-

hiingen und

(759) cos2

Y = fi, sin 2

-y
= v

gesetzt ist, und entwickelt zunachst nach Potenzen von v.

Die Potenzen von g entwickelt er dabei mit Hilfe des Binomial-

satzes nach Produkten von GroBen, die nur auf je einen Planeten

sich beziehen. 1217
)

Ferner setzt er

(760) A2= 2aa
x (A cos (Pl p + 77) + v)

und entwickelt zunachst nach Potenzen von v.
1218

)

Dann versucht er 1219
), mit der Entwicklung nach den Cosinus

der Vielfachen von 8 zu beginnen und die Koeffizienten dieser Ent

wicklung nach Potenzen von

zu entwickeln, nachdem er den Integrationsweg, wie in (192) ange-

geben, in der Ebene der komplexen Zahlen verschoben hat. Die

Koeffizienten dieser Entwicklung driickt er zunachst durch Residuen

aus 1220
); nachher 1221

) spaltet er erst Faktoren ab, die nur von der Be-

wegung je eines Planeten abhangen, und entwickelt nach Potenzen von

1216) Paris C. E. 11 (1840), p. 467 = Oeuvres (1) 5, p. 302; Zusammen-

stellung der Formeln, Paris C. R. 11 (1840), p. 501 = Oeuvres (1) 6, p. 811.

1217) Paris C. R. 11 (1840), p. 470 = Oeuvrea (1) 6, p. 306.

1218) Paris C. R. 12 (1841), p. 96 Oeuvres (1) 6, p. 28. Fur Entwicklung
dieser Potenzen selbst empfiehlt er p. 32 Interpolationsformeln zu benutzen.
Weitere Ausfiihrungen C. R. 12 (1841), p. 194, 323 = Oeuvres (1) 6, p. 40, 78.

1219) Paris C. R. 15 (1842), p. 266 = Oeuvres (1) 7, p. 98.

1220) ttber die Bestimmung dieser Residuen gibt er Paris C. R. 16, p. 308
= Oeuvres (1) 7, p. 103 nooh einige Andeutungen.

1221) Paris C. R. 16 (1842), p. 360 Oeuvres (1) 7, p. 108.
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oder 1882
)

er ersetzt (761) durch

(&quot;&amp;gt;

-
und entwickelt nach dem Binomialsatz.

Spater, als er es zweckmafiig gefunden hatte (vgl. d), mit der

Entwicklung nach. den exzentrischen Anomalien zu beginnen, schreibt

er das Quadrat der Distanz in der Form

(764) A 8
=(, + ,

wo:

Q = h -f- A; cos (u M! a) b cos (u /J) \ cos (u^ /3j)

-f- c cos (u -\- MJ y),

g =J cos 2u -f- ^ cos 2w
t

und behandelt zunachst, was fiir kleine Exzentrizitaten zweckmafiig

1st, g als Korrektionsglied, nach dessen Potenzen entwickelt wird. 1223
)

Auch Q spaltet er hier noch einmal in ganz analoger Weise, indem

er die beiden ersten Summanden als Hauptbestandteil betrachtet; bald

darauf zieht er es aber vor 1284
), Q auf die Form

(765) Q = H -f K cos (wx ra)

zu bringen, in der H, K, o noch Funktionen von u sind. Die Ent

wicklung von Q nach den Funktionen der Vielfachen von u
t geschieht

mit Hilfe der Formeln von Nr. 9, in denen dabei a durch

(766) =
tg (y

arc sin

zu ersetzen ist. Es sind dann noch, da die iibrigen Bestandteile teils

keine Schwierigkeiten bieten sich auf die Potenzen dieses 6 zuriick-

fuhren lassen, diese letzteren nach den Funktionen der Vielfachen von

u zu entwickeln; auch diese Aufgabe laBt sich auf die Formeln von

Nr. 9 bzw. 10 reduzieren, indem, wieder bis auf Faktoren, die keine

Schwierigkeit bieten,

(767)
d-^ ~ __I_
au y~H*_ K*

mid die hier unter dem Wurzelzeichen stehende Funktion eine ratio

nale ganze Funktion 4. Grades von cos u und sin u ist.
1225

)

Etwas spater
1286

) findet sich bei Cauchy noch die Bemerkung,

1222) Paris C. R. 15 (1842), p. 481 = Oeuvres (1) 7, p. 124.

1223) Paris C. R. 19 (1844), p. 63 = Oeuvres (1) 8, p. 254.

1224) Ib. p. 159, 283 = 284, 296. Ob man bei diesem Verfahron daa Glied

j cos 2u rait in Q hereinmmtnt oder bei s belafit, macht keinen wesentlichen

Unterschied.

1226) Ib. p. 289 = 302.

1226) Ib. 20 (1845), p. 775 = Oeuvres (1) 9, p. 180.
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dafi man die Zerlegung (764), bzw. die Bestimmung von H und K,
auch interpolatorisch vornehmen konne, da j und j1

einfache Werte
haben.

Ein folgender Anfsatz Cauchys
1227

) bringt allgemeine Auseinander-

setzungen fiber die zweckmafiigste Art der Zerlegung in Hauptglied
und Korrektionsglied. In erster Stelle, meint er, musse man darauf

sehen, eine Reihe zu bekommen, die weiter konvergiert als die direkte

Entwicklung der gegebenen Funktion nach Potenzen der Variabeln

und dabei doch elementar gliedweise integriert werden kann. Eine

solche bekomme man in der Tat, wenn man den Ausdruck unter dem
Wurzelzeichen in Linearfaktoren zerlege und das Produkt der Fak-

toren mit den absolut kleinsten Nullstellen als Hauptbestandteil be-

trachte. Bei Anwendung dieses Verfahrens auf die Bestimmung der

Koeffizienten S3 fuhrt er 1288
) die Gleichung

(768) 1 2a cos x + a2=
durch die Substitution a = exp ( /3)

in die Form

(769) cos x = cos pi

\iber, deren Wurzeln
x = 2nx -j- fit

sind, und spaltet demgemafi den Faktor (#
2+ /3

2

)~* ab, so dafi er eine

Entwicklung der Form

(770) C_- dx = - V C *****

J VI - 2 cos ~x 4- a *-JJ (* + P*T*
n=

erhalt; fttr s = gibt das erste Gljed, wenn

/77n x- f l

gesetzt wird, einfach log z, die folgenden auBer Bestandteilen, die zu
demselben Logarithmus proportional sind, noch Entwicklungen nach
Potenzen von e mit ganzzahligen Exponenten. Cauchy bemerkt
noch 1829

), dafi man auch mit der Entwicklung von

(772)
2 a COB x -f- a*

1227) Ib. p. 907 = 164.

1228) Ib. p. 920 =. 177. Es handelt sich eigentlich nicht urn die Entwick
lung der StSrungsfunktion, sondern urn die Entwicklung der unbeetimmten Inte-
grale, durch die sich die Variationen der Bahnelemente auBdrucken

1229) p. 923 = 181.
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nach Potenzen von z beginnen konne. Die Integrale der Formen

(773)

lassen sich dann mit Hilfe von Rekursionsformeln auf die vier redu-

zieren, die von den beiden ersten Formen fur n = und n = 1 ge-

liefert werden; und wenn man noch die Formeln von Nr. 13 benutzt,

so erkennt man, daB das gleiche auch noch gilt, wenn der Exponent n

keine ganze Zahl mehr ist. Cauchy deutet noch an 1330
),

da8 man auch

den allgemeinen Fall der Entwicklung der Storungsfunktion analog

behandeln konne; man miisse dann nur statt eines Faktors der Form

x9
-\~ /3

s einen solchen der Form

(774) (x )
2
+/5

2

abspalten.

J. Lu&bock***1) schreibt das Quadrat der Distanz zunachst in der

Form:

(775) l^-i cos a
i ^2 cos a

2

wo Oj, 3 ,
. . . Winkel bedeuten, die sich aus den Vielfachen der Ano-

malien der beiden Korper zusammensetzen und die Koeffizienten Ait

AS, . . . in jedem einzelnen Falle der absoluten GroBe nach geordnet

sein sollen; er schreibt dann statt dessen:

(776) (1 A
l
cos aj(l A^ cos ,)

. . . (1 Ak cos at) Q,

wo also Q sowohl die nicht beriicksichtigten Glieder der Form A cos cf

als auch die aus der Entwicklung des Produktes entstehenden in (775)

nicht vorkommenden enthalt, und entwickelt dann zunachst nach

Potenzen von Q.

g) Entwicklung imch den FunMonen des einen Winkels analytisch,

nach denjenigen des andern interpolatorisch (Methode mixte). U. J.

Leverrier hat auch vorgeschlagen
1282

),
die Entwicklung nach den Funk-

tionen der Vielfachen des einen Arguments auf analytischem Weg,

nach denjenigen des andern interpolatorisch oder, wie die Astronomen

zu sagen gewohnt sind, durch mechanische Quadratur vorzunehmen.

Er entwickelt zu diesem Zweck zunachst nach Potenzen der Exzen-

trizitat des storenden Korpers; der Hauptteil enthalt dann dessen Ano-

1230) p. 926 = 185. Die sich anschliefiende Note p. 996 == 186 enthalt nur

PersOnliches.

1231) Phil. mag. (3) 31 (1847), p. 6, 86, 144. Ev. ersetzt er auch noch die

A
l , A,, . . . durch in den Tafeln vorkommende Naherungswerte und schiebt die

dadurch hervorgebrachte Differenz ebenfalls auf Q.

1232) J. de math. 8 (1843), p. 282.
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malie nicht in hoheren Vielfachen und kann also fiir jedeu speziellen

Wert der Anomalie des gestorten Planeten nach den Fonneln von

Nr. 9 entwickelt werden. Will man die Methode anwenden, ohne

vorher ein Korrektionsglied abzutrennen, so erscheint A 2
als Funktion

4. Grades der exzentrischen Anomalie des storenden Planeten; diese

ist dann in Faktoren zu zerlegen und wie am Schlusse von Nr. 10

angegeben zu verfahren. Diese Methode hat schon C. F. Gaufi in

seinerzeit nicht veroffentlichten Rechnungen
123S

) versucht, sCheint sie

aber bald verlassen zu haben. A. Cauchy ist wiederholt auf sie zu-

riickgekommen, namentlich zeigt er 1254
), daB die Faktorenzerlegung

des Quadrats der Distanz geschrieben werden kann:

(777) SPA2=
(1 a

Auch gibt er 1236
) Anweisung, wie man bei ihr bestimnien kann, wie

viele Funktionswerte man fiir die mechanische Quadratur benutzen

muB, um verlangter Genauigkeit sicher sein zu konnen.

h) Heranziehung der Theorie der elliptischen Funktionen. Ver-

suche,. die Theorie der elliptischen Funktionen weiter, als es bereits

durch die ,,Funktionen der groBen Achsen&quot; (Nr. 9d) geschehen war,
fflr die Storungstheorie nutzbar zu machen, gehen auf J. Liouville zu1

ruck. 1236
)

Bei geeigneter Wahl der Zeiteinheit handeit es sich um die

Berechnung von Integralen der Form:

(778) /{
coagt)

aiagt) (A-\- A^ cos t)*

oder, wenn g in die Summe einer ganzen Zahl n und eines Bruches
I,

1233) Werke 7, p. 595 (von 1814?). GauB entwickelt so nicht die Kompo-
nenten der storenden Krafte selbst, sondern ihre Produkte mit einem Paktor

* =
(s!n^-

C09
&-&amp;lt;

der nach demselben Prinzip gewahlt irt wie in den oben besprochenen Unter-

suchungen Cauchys
mr

)- P- 599 noch einige Bemerkungen uber die Bestimmung
der Konstanten.

1234) Paris C. R. 18 (1844), p. 631; 19 (1844), p. 1231 = Oeuvres (1) 8,

p. 175, 350.

1286) Ib. 20 (1845), p. 839 -.
(1) 9, p. 160. Vgl. auch die Andeutuugen ib.

17 (1843), p. 1168 = (1) 8, p. 121.

1236) J. de math. 1 (1836), p. 446, Ankundigung Paris C. R. 8 (1836), p. 41;
einige Andeutungen uber die Auedehnung des Verfahrene auf Falle, in welchen
die Eizentrizitat des gestOrten Planeten und die gegenseitige Neigung der Bahnen
nicht mehr sehr klein sind, ib. 8 (1839), p. 696.
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der absolut kleiner als -

ist, zerlegt wird, der Formen:

Cnq\ Ctcos nt\ f cos in dt

J I Bin nt I I sin It I (i +^cotQ1

Werdeu dann die Faktoren, mit denen cos It und sin It multipliziert

sind, nach den Cosinus bzw. Sinus der ganzzahligen Vielfachen von t

entwickelt, so drficken sich die Koeffizienten durch elliptische Inte

grale aus. Die Integration nach t fQhrt Nenner der Form n8
I
3 ein

;

darauf beruht die Moglichkeit einer Abschatzung der GroBe der beim

Abbrecben an einer bestimmten Stelle vernachlassigten Glieder.

Wohl dadurch veranlaBt hat dann die Pariser Akademie die Preisfrage

gestellt
1887

),
die Storungen mit Hilfe von Entwicklungen zu berechnen,

die nach von den Kreisfunktionen verschiedenen Funktionen, fiir welche

bereits Tafeln existieren, fortschreiten; sie ist aber dam als weder in dieser

Fori% noch in der spateren modifizierten 1838
) ,,nach Funktionen, fur

yelche Tafeln ein far allemal bereehnet werden konnenu
, gelost worden.

i) Asympfotische Werte der Koeffizienten fiir grofte Werte der

Inclines. Solche hat zuerst C. G. Jocofet
1889

) fur die in Nr. 10 be-

sprochenen speziellen Falle erhalten: die Benutzung seiner allgemeinen

Transformationsformel (374) fQhrt die Integraldarstellung der Koeffi

zienten in diejenige Form iiber, wie sie zur Aawendung der Laplace-

schen Formeln fiir Funktionen groBer Zahlen verlangt wird.

Dann hat A. Cauchy seine allgemeinen in Nr. 109 zu besprechenden

Untersuchungen auf das hier vorliegende Problem angewendet. Soil

zunachst der Koeffizient An von x* exp (n) in der Entwicklung der

Storungsfunktion nach den Funktionen der Vielfachen der mittleren

Anomalie bestimmt werden, so ist wegen des Satzes (263):

(780) F(x) - ~ (1
-- B(X + x-

&amp;gt;)) exp $(x
- ar

*))

zu nehmen 1840
); dabei ist fur A die Zerlegung (777) zu setzen und

1237) Paris C. E. 5 (1837), p. 291; wiederholt 7 (1838), p. 360; 9 (1839),

p. 844; 11 (1840), p. 72.

1238) Paris C. R. 12 (1841), p. 637; wiederholt 13 (1841), p. 1177; 16 (1842),

p. 1143; 18 (1844), p. 388. SchlieBlich wurde nur flberhaupt eine Vervollkomm-

nung der StOrungstheorie verlangt (20 (1846), p. .699; 22 (1846), p. 768); den

Preis erhielt dann P. A. Hansen (30 (1860), p. 260); seine Untersnchung 1st aber

erst einige Jahre spater veroffentlicht.

1239) J. f. Math. 16 (1886), p. 16 = Werke 6, p. 104. Er behandelt nach-

einandei die Falle, dafi bei groBem m das n endlich, von dei Ordnung von } m
oder von der von m selbst ist.

1240) Paris C. R. 20 (1846), p. 224 = Oeuvres (1) 8, p. 449. Bei der An-

kundignng ib. 13 (1841), p. 318 ^=
(1) 6, p. 281 scheint Cauchy ein sehr ahn-

liches, aber nicht genau dasselbe Verfahren im Auge gehabt zu bahen.
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ebeuso

(781) !-(* + ar 1
)
-

(1
-

fx)(l
- far

1

),

wo f dieselbe Bedeutung wie in (230) hat. Also ist in der in betracht

kommenden Gleichung von Nr. 109

(782)

aa exp
-

zu nehmen; das gibt dann 1841
):

(783) J,

mit:

(784) X!(g _S-i)

Diese Rechnung fiihrt er fiir eine Anzahl geeigneter Werte der

exzentrischen Anomalie des andern Planeten aus und gewinnt daraus

den asymptotischen Wert des Koeffizienten A_ m^ n
in der Entwicklung

nach den Funktionen der Vielfachen der beiden mittleren Anomalien

durch meclianische Quadratur.

In einer spateren Note 1241
) deutet er noch an, wie man ebenfalls

durch Benutzung einer der Forraeln von Nr. 109 sogleich einen asym

ptotischen Wert fiir Am^_ n selbst erhalten konne; wenn sich die Indizes

m, n naherungsweise wie die mittleren Bewegungen verhalten, konnen

die Differentiationen nach den Anomalien durch eine einzige solche

nach der Zeit ersetzt werden; man erhalt so

/7ftPix
e-(?+:i)-Am,-n~ --

und die einzusetzenden Werte der Anomalien sind aus den Gleichungen

(786) A.. ,.

zu bestimmen.

1241) Paris C. R. 20 (1846), p. 845 = Oeuvres (1) 9, p. 160. In einer vor-

hergehenden Note (ib. p. 833 = 148) hatte er die Rechnung zuerst for die Koeffi

zienten der Entwicklung nach den Vielfacben der exzentrischen Anomali durch-

gefuhrt und war von diesen mit Hilfe der Gleichung (749) oder vielmehr der

entaprechenden Gleichung fiir Funktionen eines Planeten zu den Koeffizienten

der Entwicklung nach den exzentrischen Anomalien ubergegangen.

1242) Paris C. R, 20 (1846), p. 1616 == Oeuvres (1) 9, p. 209.
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51. Entwicklung der Warmemenge, die ein Teil der Erdober-

ftaclie von der Sonne erhalt, nach trigonometrischen Funktionen.

der Zeit. Die Frage, wie die von der Sonne der Erde, bzw. einem

bestimmten Punkt ihrer Oberflache, durch Strahlung zugesendete

Warmemenge mit Ort und Zeit variiert, ist bereits von E. HaUey in

Angriff genommen worden. Er findet 1243
),

da6 die wahrend eines

Tages einem Ort von der geographischen Breite tp zugesendete Warme

menge zu

(787) sin i cos
(cp s) + % cos (tp -f- )

proportional ist; dabei bedeutet s die Exzentrizitat der Erdbahn, i

den halben Tagesbogen der Sonne
;
und das obere Zeichen gilt fiir das

Sommer-, das untere fiir das Winterhalbjahr. Diesen Ausdruck hat

J. H. Lambert 1

***) nach. den Funktionen der Vielfachen der Lange der

Sonne entwickelt und daraus den Satz abgeleitet, daB die gesamte

einem Orte im Verlaufe eines Jahres zugefiihrte Warmemenge von dem

Vorzeichen der Breite unabhangig ist; auch hat er gezeigt
1945

),
daB

die gesamte der ganzen Erde wahrend irgendeines Zeitintervalls zu

gefiihrte Warmemenge der Anderung der wahren Anomalie der Erde

wahrend dieses Intervalls proportional ist.

DaB diese Satze fiir geologische Untersuchungen von Bedeutung
sein konnen, indem sie eine Abhangigkeit der Warmezufuhr von den

sakularen Yeranderungen der Elemente der Erdbahn erkennen lassen,

scheint zuerst J. P. jRoMe 1246
) bemerkt zu haben. Scbarfer formuliert

erscheint diese Bemerkung bei J. Fr. W. Herschel, der die Satze aus-

spricht
1147

),
daB die der ganzen Erde im Laufe eines Jahres von der

Sonne zngesendete Warmemenge der kleinen Achse der Erdbahn pro

portional ist, nnd daB eine VergroBerung der Exzentrizitat auf der

einen Halbkugel eine Verminderung, auf der andern eine Verstarkung

124$) Lond. trans. 17 (1693), p. 878. Die erforderliche Integration oder, wie

er sich ausdrflckt, ,,Smnmation aller Sinus der SonnenhShe, solange die Sonne

iiber dem Horizont
ist&quot;,

stellt er geometrisch durch die Komplanation eines

Zylinderhufes dar; diese HeB sich mit Hilfe damals bekannter geometrischer Satze

ausfuhren.

1244) Photometrie, Berlin 1778, p. 317. Tralles, Berl. Abhandl. 1818/19[20],

math. p. 86, gibt an, wie der Satz bei Beriicksichtigung der Absorption zu

modifizieren ist.

1245) Photometrie p. 310.

1246) Jahreszeiten hftherer Ordnung, KOnigsberg 1809.

1247) Lond. geol. trans. (2) 3, (1832), p. 296 (von 1830); Auszug Lond. geol.

proc. 1 (1826/33), p. 244. Beweis bei S. Haughton, Phil. mag. (4) 31 (1866),

p. 375.
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des Gegensatzes zwischen Sommer und Winter bedingt, je nachdem

das Perigaum der Sonne in ihren Winter oder in ihren Sommer

fallt.
1848

) S. D. Poisson 1**9
)
hat dann diese Satze und den von Lam

bert aus den Formeln der Theorie der elliptischen Bewegung abge-

leitet, auch angegeben, daB bei Berucksichtigung der Abweichung der

Erde von der Kugelgestalt noch Korrektionsglieder hinzutreten, die

von der Schiefe der Ekliptik abhangen. Auch hat er die gesamte

einem bestimmten Ort der Erdoberflache in einem bestimmten Moment

von der Sonne zugefuhrte Warmemenge nach den Cosinus der Viel-

fachen des Stundenwinkels der Sonjie entwickelt 185
?); sie 1st von

diesem cine ,,diskontinuierliche&quot; Funktion im alten Sinne des Wortes

(Nr. 28), die zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten erforder-

lichen Integrationen lassen sich elementar ausfiihren. Sie hangen

ihrerseits vom halben Tagesbogen der Sonne ab und lassen sich in-

folgedessen nach den Funktionen der Vielfachen der wahren Sonnen-

lange entwickeln; doch fuhrt Poisson diese Entwicklung nur fur den

ersten dieser Koeffizienten, also das Tagesmittel der zugefuhrten

Warmemenge, aus. Die Koeffizienten driicken sich durch elliptische

Integrale (aller drei Grattungen) aus; er reduziert sie auf die Legen-

dreschen Normalformen 1M1
).

V. Das Fouriemlie Integral.

52. TJbergang von der trigonometrischen Beihe zum Fourier-

sohen Integral. J. J. Fourier 1

***} laBt in den Gleichungen:
(

nna
/rrrt&amp;lt;-&amp;gt;\ j-f \ 1 A ^n A nitx A 2 (*ff x ni
(788; f(x)

= TA + V^.n cos
--j-

An
= y / f(a) cos -=

,

da

1248) Lond. geol. trans. (2) 3,, p. 298.

1249) Conn, des temps pour 1836[S3], add. p. 53; im wesentlichen ebenao

chaleur p. 477.

1250) Chaleur p. 481. Der Auszug, Paris C. E. 4 (1837), p. 137, gibt nur

im allgemeinen den Gang der Kechnung an.

1251) Cbaleur p. 486.

1252) Preisschrift von 1811, Paris me&quot;m. 4 (1819/20)[24], p. 486; the&quot;orie ana-

lytique de la chaleur, Paris 1822, Nr. 346 = Oeuvres 1, p. 390. Fourier nimmt

fur I ein Vielfachea von ,
wodurch nichts vereinfacht wird; tibrigens deutet er

bereits an, daB man ebenso gut wie von einer harmonischen auch von einer un-

harmonischen trigonometrischen Reihe ausgehen kOnne. Das hat dann Poisson,

th^orie de la chaleur, Paris 1835, p. 297 ausgeftihrt. VerSffentlicht sind die

Formeln 790 und 791 zuerst ann. chim. phys. 3 (1816), p. Sftl; dann auf Grund

einer Mitteilung Fouriers von S. F. Lacroix, trait6 3 (1819), p. 662, ohne Be-

weis. A. Cauchy, der die Formeln achon vorher benutzt hatte, sagt (bull.
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(vgl. 389) die Intervallange I iiber alle Grenzen wachsen und sieht

dabei die Differenz je zweier aufeinanderfolgender Werte von nx/l,

also die GroBe nil, die dann unendlich klein wird, als das Differen

tial einer stetig sich andernden GroBe
,
die verschiedenen Werte von

nx/l als Werte dieser Variabeln, die Werte von lAnn als Werte einer

Funktion qn von diesem
,
die Summe als Integral an; so gelangt er

zu den Gleichungen:

(789) f(x)
-

o

und fafit sie zu

cos cos(790) f(x)
=A fY/W

zusammen. 1258
)

In derselben Weise erhalt er die zweite Formel 185
*):

00 00

(791) f(x) -|J ff(*) sin |* sin &amp;lt;*&amp;lt;* . (0 &amp;lt; x)

philomat. (1818), p. 179 und Paris mem. prs. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 300):

,,au moment ou j ai
rgdige&quot;

sur cet objet 1 article deja cite 1 *99
), je ne connais-

sais d aatre memoire ou Ton cut employ^ les fonnules en question que ceux de

Mr. Poisson et de moi sur le mouvement des ondes [auch keine miindliche Mit-

teilung?]. Depuis cette epoque, M. Fourier m ayant donne communication de

ses recherchee sur la cbaleur, presented a 1 institut dans les annees 1807 et 1811,

j y ai reconnu les memes formules&quot;. Wo er die Formeln spilter benutzt, nennt

er flie nach Fourier; z. B. j. ^c. polyt. cab.. 19 (1823), p. 611. Aucb Poisson

erkennt nacb Fouriers Tode dessen Prioritat fur die Formeln (790) und (791) an

(Paris mem. 10 (1831) p. 822 und theorie de la chaleur, Paris 1835, p. 205);

traite de me&quot;canique, 2 me ^d. 1, Paris 1833, p. 662 scbreibt er sogar (692)

Fourier zu.

Der Grenzxibergang von der Eeihe zum Integral findet sich auch bei G. Platia,

Torino mem. 25 (1820), p. 142; bei H. G. v. Schmidten, ann. de math. 12 (1822),

p. 220 und J. f. Math. 6 (1830), p. 392; bei G. Piola, mem. BOC. ital. 20
S (1831),

p. 698; bei J. M. C. Duhamel, cours d analyse 2, Paris 1840, p. 168; bei A.

A. Cournot, thfiorie des fonctiona 2, Paris 1841, p. 212 (bei diesem aber doch mit

der Bemerkuug, daa Resultat sei illusorisch, wenn das Doppelintegral nicht einen

endlichen bestimniten Wert habe); bei 0. Schlomilch, Beitrage zur Theorie be-

atimmter Integrale, Jena 1843, p. 24; bei J Dinger, J. f. Math. 34, 1847, p. 89.

In etwas anderer Form erscheint er im Nachlafi von C. F. Gaufi (Werke 8, p. 88
;

aus der Zeit zwischen 1799 und 1813), indem dort von der hier in Nr. 99 be-

sprochenen Entwicklung ausgegangen wird.

1263) tjber die Schreibung mehrfacher bestimmter Integrale besteht keine

tibereinstimniuug ,
auch nicht in den bisher erschienenen Artikeln del Enzy-

klopEdie. Ich finde es am zweckmafiigsten, dieDifferentialzeichen in der nmgekehrten
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Durch Anwendung derselben Betrachtungsweise auf die fiir ein Inter-

vail (
n -j- 3r) geltenden, Glieder beider Arten enthaltenden Reihen

kommt S. D. Pomow 1855
) zu der fttr alle reellen x geltenden Formel:

(792) f(x)
= JL cos *

Fourier 1**6
)

leitet diese durch folgende tTberlegung aus seinen beiden

Formeln ab: ist f(x) eine gerade Funktion, so gilt (790) auch fiir

negative x, dagegen ist die rechte Seite von (791) in diesem Falle

gleich f(x) ;
fiir eine ungerade Funktion verhalt es sich umgekehrt.

Andererseits kann man in beiden Integralen die Integrationsvariable

K durch a ersetzen und die so entstehenden Gleichungen dann mit

den ursprunglichen verbinden.

Da in (792) unter den Integralzeichen eine gerade Funktion von

| steht, kann man auch schreiben 125T
) :

+ eo 4-ao

x xj cosmic
oo oo

In einer anderen Abhandlung
1858

) gewinnt A. Cauchy die Integral-

formel, indem er zunachst fiir den Fall, dafi x ein ganzzahliges Viel-

Reihenfolge zu schreiben wie die zugehorigen Integralzeichen, so daB jedes

Integralzeichen zusammen mit seinem Differentialzeichen zugleich die Stelle einer

Elammer vertritt und nach der allgemeinen Klammerregel die innerste Integra
tion die zuerst auszufuhrende ist. In der Zeit Fouriers ist ubrigens von der

Unterscheidung der Integrationsreihenfolge bei Integralen mit konstanten Grenzen

uberhaupt nicht die Rede; vgl. Nr. 29.

1254) Preisschrift von 1811, Paris m^m. 4 (1819/20[24j), p. 492; th^orie Nr. 353
= Oeuvres 1, p. 399.

1255) J. (c. polyt. cah. 18 (1820), p. 429; 19 (1823), p. 47, 452. An den

fruheren Stellen bull, philomat. (1816), p. 165 und Paris m^m. 1 (1816[18J), p. 85

gibt er nur die in Nr. 54 zu besprechende Modifikation. In den Formeln von

A. Caitchy, Paris m^m. pros.. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 144 (Preisschrift yon

1815) ist die Zusammenfassung von (789) zu (790) nur implizite enthalten.

1256) Theorie Nr. 354 = Oeuvres 1, p. 400 (noch nicht in der Preisschrift

von 1811). Ebenso Poisson, j. ec. polyt., cah. 19 (1823), p. 455 und Cauchy,
bull, philomat. 1818, p. 179; Paris me&quot;m.

pre&quot;s.
1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 301.

Den Ruckweg von (792) zu (790) und (791) erSrtert ausfuhrlich A. Pioch, Brux.

me&quot;m. cour. in 4, 16 (1841/42), p. 34.

1267) Diese Form tritt bei Fourier theorie Nr. 404 = Oeuvres 1, p. 476

unvorbereitet auf, wahrend er vorher iinmer nur die anderen gebraucht hatte.

Die Begrundung gibt G. Pidla, mem. soc. ital. 20, (1831), p. 699.

1258) Paris mem. 22 (1850) (von 1824) = Oeuvres (1) 2, p. 198.
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faches von h ist, die Gleichung aufstellt:

_ jr

f
-h 1
-*/*

-

und in dieser dann zu h =
0, wfe = a tibergeht.

DaB man bei deni Fourierschen Integral die Grenzen der Inte

gration in bezug auf a beliebig wahlen kann, wenn nur x zwischen

ihnen liegt, ist von jedem, der sich mit ihm bescbaftigte, bald be-

merkt worden; so von Poisson 1259
), PZawa 1280

), CawcAy
1*61

),
Fourier. 1

*}

Fallt x in eine Grenze dieser Integration selbst, so ist der Wert des

Integrals nicht /(#), sondern nur ^/ (l); will man das venneiden, so

kann man mit Poisson 1268
) einen Ausdruck subtrahieren, der dieselbe

Art von Unstetigkeit aufweist; z. B.:

(795)

53. Die kompleze Form des Fourierschen Integrals. A. Cauchy

hat alsbald 12*4
) bemerkt, daB es vielfach zweckmaBig ist, die Fouriersche

Integralformel in der Form zu schreiben:

+ 00 a,

(796) f(x)
=

der imaginare Bestandteil dieses Integrals ist namlich Null.

54. Die Auffassung der Integralrelation als Grenzgleichung.

Wie fiir die Darstellung einer willkiirlichen Funktion durcli eine tri-

gonometrische Reihe, so sind auch fur ihre Darstellung durch ein

1259) Paris m&amp;lt;m. 3 (1818), p. 151 ;
bull, philomat. (1822), p. 83 (zunachst fur die

Laplacesche Form dea Integrals der Warmeleitungagleichung) ; j. e&quot;c. polyt.

cah. 19 (1823), p. 47, 462. Chaleur p. 206 mit dem Zusatze: man musse es

sogar tun, wenn die dariuetellende Funktion mit wachsendem Argument unbe-

grenzt wachse.

1260) Torino mem. 25 (1820), p. 132.

1261) Bull, philomat. 1821, p. 102; Paris me&quot;m. pros. 1 (1827) = Oeuvres

(1) 1, p. 801.

1262) Th^orie NP. 417 = Oeuvres 1, p. 601.

1263) 3. &amp;lt;c. polyt. cah. 19 (1823), p. 60.

1264) Bull, philomat. 1821, p. 102; j. &amp;lt;c. polyt. cah. 19 (1823), p. 612;

me&quot;m. von 1827, p. 66.
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trigonometrisches Integral zuerst Beweisansatze gegeben worden, die

zwar nicht den eigentlichen Satz zu beweisen imstande sind, wohl

aber an dessen Stelle einen anderen, der fur viele freilich nicht fiir

alle Zwecke dieselben Dienste leisten kann. So ersetzenA Cauchy
1 **5

}

und S. D. Pozsson 1266
) das Integral (792) durch das folgende:

(797) ^_ lim

in ihm lafit sich die Integration nach zuerst ausfiihren, und es bleibt:

(798)
&quot;

also ein Integral ahnlicher Art wie (557), das sich auch ebenso weiter

behandeln laBt.

G. Plana 1*61
)
erhebt gegen diese Schlufiweise den Einwand, daB

die bei der Integration nach | benutzte Form el fiir d = zu gelten

aufhore; er ersetzt sie daher durch eine umstandlichere, aber auch

nicht strengere, indem auch er auf die Reihenfolge der auszu-

fiihrenden Grenziibergange nicht achtet und statt dessen davon redet
r

dafi man die obere Grenze von von hoherer Ordnung unendlich

nehmen miisse als 1/d.

Cauchy
1KB

) beraerkt,dafi man statt des Konvergenzfaktors exp( d)

1265) Paris m^m. pr^s. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 134 (von 1815); zunachst

fiir die einzelnen Integrale (790) und (791), was etwas umstandlicher ist; die Zu-

Bammenfassung bull, philomat. 1818, p. 178; j. c. polyt. cah. 19 (1823), p. 612

und in einem Zusatz von 1827 zu der zuerst genannten Abhandlung, Oeuvres (1) 1,

p. 302. Ib. p. 139 (von 1816) bemerkt Cauchy bereits, der Schlufi eetze genugende
Abnahme von f(x) im unendlichen voraus, meint aber, wenn diese Bedingung
nicbt erfiillt sei, k6nne man durch Benutzung eines starkeren Konvergenzfaktora
zum Ziele kommen.

1266) Bull, philomat. 1816, p. 165; Paris me~m. 1 (1816[18J), p. 86; j. e&quot;c.

polyt. cah. 18 (1820), p. 429; chaleur p. 207. An den beiden ersten Stellen

redet Poisson uberhaupt nur von der Gleichung (797), gar nicht von (792); an der

dritten erklart er es wenigstens fiir ,,indispensable&quot;, (792) so zu verstehen, daft

damit (797) gemeint sei. Reproduziert ist das Verfahren auch von A. Pioch,
Brux. mem. cour. in 4, 16, 1841/42, p. 24.

1267) Torino mem. 25 (1820), p. 132. Derselbe Einwand auch bei M. Ohm,
System der Mathematik 9. Niirnb. 1852, p. 362.

1268) Bull, philomat. 1821, p. 149; j. e&quot;c. polyt. cah. 19 (1823), p. 513. An
der letztgenannten Stelle wirft Cauchy die Frage auf, ob man immer einen ge-

niigend starken Konvergenzfaktor bestimmen konne; wenn das nicht der Fall

sei, musse man die Anwendung der Fonnel auf solche Funktionen beschrankenr
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auch andere, wie exp( &amp;lt;5

2 8
)

oder (1 -f~ d2
!
8

)&quot;

1 benutzen konne; die

numerischen Werte von Integralen, die dabei schlieBlich zu bestimmen

seien, konne man, da sie von der Natur der Funktion f(x) unab-

hangig seien, dadurch erhalten, .dafi man diese Funktion geeignet

spezialisiere. Fiir den Konvergenzfaktor exp (
d 2

)
ist die Rech-

nung auch von Poisson 1969
) durchgeftthrt, mit Hilfe der Gleichung (947).

W. R. Hamilton 1910
)

leitet seine Reproduktion von Poissons

Schlufiweise (in verallgemeinerter Form, fiir irgendeinen geeigneten

Konvergenzfaktor) mit den Worten ein ,,this formula [792] may also

be considered as a limit in another
way&quot;.

G. Boole 1911
) geht aus von der Gleichung

/Tnn\ v / a -4-A a X a x\
(799) lim (arctg ^~ arctg r

J
* =00

jt fur a
&amp;lt;

x
&amp;lt;

a -j~ Aa,

fur a = x oder a -f- Aa = x,

fiir x
&amp;lt;

a oder x
&amp;gt;

a -f- Aa;

indem er hier A a durch da ersetzt und integriert, kommt er zu (798)

[wobei freilich die Vertauschung der Reihenfolge der beiden Grenz-

iibergange noch der Rechtfertigung bediirfte].

G. G. Stokes 1919
) erganzt Poissons Schlufiweise durch die wesent-

liche Bemerkung, dafi (792) dann als Grenzwert von (797) aufgefafit

werden diirfe, wenn das erstere Integral unbedingt konvergiere. Fiir

den Fall, dafi die Integration nach a zwischen endlichen Grenzen ge-

nommen werde, sei das jedenfalls der Fall, wenn
f&quot;(x)

endlich sei;

denn dann konne man zweimal patiell integrieren. Er behauptet dann

noch 1878
),
wenn auch

(800)

unbedingt konvergiere, oder wenn f(x) mit wachsendem x schliefilich

fiir welcbe es moglich sei. Aber bis jetzt babe man kerne Veraulassung zu

glauben, dafi man jemals dem anderen Fall begegnen werde.

1269) J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 453; cbaleur p. 208.

1270) Dubl. trans. 19
g (1843), p. 284.

1271) Dubl. trans. 21 (1848), p. 126 (von 1846). Auch er glaubt, die Formel

sei fiberhaupt nur in diesem Sinne richtig (,,extraordinary or limiting meaning
/&amp;gt;

of the symbol J &quot;). p. 128 gibt er noch eine spezielle Verifikation fur f(x) = x*,

outer Benutzung einer fur drei aufeinanderfblgende Werte von n geltenden Re-

kursionsformel.

1272) Cambr. trans. 85 (1849), p. 557 (von 1847) = Papers 1, p. 272.

1273) p. 559 = 276.
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monoton gegen null abnehuie, dfirfe man die obere Grenze der Inte

gration nach a unendlich nehmen.

55. Andere Modiflkationen der Integralrelation. Man kann

auch an Stelle der eigentlichen Fourierschen Integralformel die folgende

IDS Auge fassen:
- &quot;

(801) lim- f fcoitfa g)
=00 * J tJ

Dann kann man namlich zunachst die Integration nach ausfuhren,

wodurch man

/OAON
(802)

erhalt; und nun kann man aus den Formeln (808, a endlich und a = oo)

schliefien, daB das nach a genommene Integral nur fiber die unmittel-

bare Umgebnng der Stelle a = x erstreckt zu werden braucht. So

hat bereits Deflers selbst 127
*) gezeigt, daB der Grenzwert von (801),

bzw. (802)
=

f(x) ist, wenn die Funktion f(x] die von ihm ange-

gebene Bedingung (553) erfiillt. Fourier hat dann dargelegt
1875

),
wie

man sich dieses Resultat durch eine geometrische Betrachtung plausibel

machen kann: die Gleichung (938) bleibt auch noch richtig, wenn x

iiber alle Grenzen wachst; das kann nur so verstanden werden, daB

dann das Intervall (0 . . . n} den Hauptbeitrag zum Werte dieses Inte

grals liefert, die abwechselnd positiven und negativen Beitrage der

folgenden Intervalle aber sich nahezu gegeneinander wegheben. Daran
kann sich aber auch nichts Wesentliches andern, wenn vor der Inte

gration noch mit einer Funktion
/&quot;(a) multipliziert wird 1276

). Derjenige

1274) Bull, philomat. 1819, p. 166. DaB er nicht Fouriers eigentliche Be-

hauptung, sondern eine modifizierte beweist, erkennt Deflers nicht; ubrigens be-

merkt er bereits, daB der Grenzwert nur gleich 1/2 f(x) ist, wenn x mit einem

Endpunkte dea Intervalls zusammenfallt, viber das nach a integriert wird. Re-

produziert ist Deflers SchluBweise bei Poisaon, J. c. polyt. cah. 19 (1823), p. 454;
chaleur p. 209; bei J. Liouvilk, J. de math. 1 (1836), p. 19; bei/. M. C. Duhamd,
Cours d analyse 2, Paris 1840, p. 167; bei A. A. Cournot, Theorie dee fonctions 2,

Paris 1841 p. 217; bei M. Ohm, System der Mathematik 9, Nurnb. 1852, p. 362.

1275) Theorie N. 415 = Oeuvres 1, p. 496.

1276) Er gibt nicht genau an, welche Bedingungen die Funktion f erfullen

muB, damit man so schlieBen darf, sondern sagt nur (Nr. 417, p. 499): ,,la de&quot;-

monstration
pre&quot;ce&quot;dente suppose la notion des infinies telle qu elle a toujours 6te

admiae par lee ge&quot;ometres. II serait facile de presenter la meine demonstration
sous une autre forme en examinant les changements qui re&quot;sultent de 1 accroisse-
ment continue! du facteur ,,g

u sous le signe sin. Ces considerations sont trop
Encyklop. d. math. Wiaenoh- II 1. 71
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Teil dieses Schluases, der sich auf den Fall endlicher Integrations-

grenzen fur a bezieht, 1st dann von W. JR. Hamilton rthter der Vor-

aussetzung, dafi die Funktion f(x) im allgemeinen stetig und in der

Umgebung der betrachteten Stejle monoton sei, im einzelnen sorg-

faltig durchgefflhrt worden 1877
); welche Bedingungen im Unendlichen

noch zu erfiillen sind, damit die obere Grenze jener Integration

durch oo ersetzt werden darf, bleibt auch bei ihm unerortert.

J. L. JRoo&e 1878
) glaubt diese tFberlegungen dadurch vereinfachen

zu konnen, daB er die von ihm als richtig angenommene Gleichung

(vgl. Nr. 30)

(803)

benutzt, um die Integration nach a auf die Umgebung der Stelle

= x zu reduzieren. Die Ausftthrung der Integration nach wtirde

dann nur noch die Bestimmung des Grenzwerts

(804)
d=o

verlangen; das umgeht Raabe, indem er sagt, dieser Grenzwert miisse

von der Wahl der darzustellenden Funktion f(x) unabhangig sein,

so daB man irgendein aus den Formeln von Nr. 59 bekanntes Paar

von reziproken Funktionen zu seiner Bestimmung benutzen kann.

A. Pioch iaig
) reproduziert das Verfahren von Deflers, will es aber

nur als eine Verifikation
,
nicht als eine Ableitung gelten lassen. Er

stellt es auch 188
) vom andern Ende her dar, indem er von der Gleichung

(805) f

ausgeht, in ihr an Stelle von z durch

(806) * = ( x)

comities pour qu il soit n^cessaire de lea rappeler.&quot; Yon den Bedingungen, die f

im Unendlichen zu erfiillen hat, spricht er uberhaupt nicht.

1277) Dnbl. trans. 19 (1843), p. 266/79; Ankundigung Dubl. Proc. 4 (1889),

p. 284.

1278) Differential- nnd Integralrechnung 1, Zurich 1839, p. 268, 274.

1279) Brux. me&quot;m. cour. in 4, 16 (1841/42), p. 22. p. 27 gibt er an, wie man
auf demselben Wege zeigen kann, daB der Wert des Doppelintegrala ist, wenn

x auBerhalb des Intervalls f iillt, uber das nach a integriert ist.

1280) p. 23.
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eine neue Integrationsvariable einfiihrt, dann

I

(807) f^LrJ&amp;gt; durch faot (I* {)&amp;lt;*{
t/
o

ersetzt und schliefilich zu = oo tibergeht.

Bei 0. Schlomilch 1281
)

1st die Reihenfolge der Schliisse insofern

eine andere, als er die Grenzformel

(808) li

aus

(809) li

(vgl. Nr. 37) dadurch ableitet, daB er in der letzteren f(a) durch

ersetzt.

Spater&quot;
68

) gohtSchlomilch von derGleichung(vgl.
1056

) und(641) aus:

(811) lim
/&amp;lt;?() sin|arf == 0;

5=&quot;^

indem er in ihr g?(a) durch

(812)
f

ersetzt, erhalt er die Gleichung

(813)

aus der sich dann das Weitere wie bei den andern Autoren ergibt.
Der tfbergang zu a

a
= oo macht auch ihm kein Bedenken. Nach-

her 1283
) gibt er noch ein anderes Verfahren: er beweist zunachst durch

Umkehrung der Integrationsreihenfolge die Gleichung:

&amp;gt;

yj F(a)da
/.

ersetzt dann F(x) durch f (x) und integriert partiell.

1281) Beitrage zur Theorie bestimmter Integrals, Jena 1843 p. 29.

1282) Analytische Studien 2, Leipzig 1848, p. 23; etwas anders gewendet
p. 72.

1283) Ib. p. 82; J. f. Math. 36 (1848), p. 268. Ebenso iibrigens vorher schon
A. Kramer, Progr. Gymn. Nordhausen 1845, p. 9.

71*

fn*

(814) / / F(a)
cos ^xsm ^dadi=

~
J J I00 ^

x&amp;gt;a,
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0. JEtone 1284
) leitet, wenn f(a) positiv ist und nicht zunimmt,

mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes die Doppelungleichung ab:

(815) -\

aus der hervorgeht, daB der Grenzwert dieses Integrals fur = oo

gleich Null ist, wie klein auch s gewahlt sein mag; und mit Hilfe

des zweiten (vgl. Nr. 39):

/AITI
/y / sin f- ft

;/X) A*)) dec &amp;lt; (f(0) /()) /
^^

da,a j a
o

woraus wieder

(817)

folgt. Die Fr.age des Grenziibergangs zu ccs
oo lafit er unerortert.

56. Andere Versuohe, den Pourierschen Integralsatz zu beweisen.

Sorrws 1285
)

will die Fouriersche Integralformel dadurch beweisen, daB

er zunachst aus den Gleichungen (834), (835), (847), die speziellen

Formeln:

ableitet, dann beiderseits mit
&amp;lt;p(ni}dm multipliziert und zwischen zwei

positiven Grenzen integriert, endlich

(819) fe-
mx

&amp;lt;p(m)dm
=

f(x)

setzt und die so definierte Funktion f als eine willkiirliche betracntet;

doch fehlt bei ihm sowohl eine Untersuchung dariiber, welche Funk-

tionen f sich in der Gestalt (816) darstellen lassen, als auch die

Reehtfertigung der vorgenommenen Vertauschungen von Grenziiber-

gangen.
Auch in A. Cauchys Versuch, den Fourierschen Integralsatz, bzw

seine eigene Umgestaltung (796) desselben zu beweisen 1286
),

wird die

Reihenfolge von Grenziibergangen ohne Begriindung vertauscht. Er

leitet zunachst durch Anwendung seines Residuensatzes auf ein Drei-

1284) J. de math. 14 (1849), p. 253.

1286) Gerg. ann. 12 (1822), p. 39.

1286) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvrea (2) 7, p. 149.
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eck mit den Ecken 0, (a -f- ib)/e , (a -f- ic)/s die Gleichung her:

y
(820) J[(a -f iV)&amp;lt;p(ar + 6r) (a -f ic)g&amp;gt;(ar -f- cr)]dr

Wird in ihr

(821)

gesetzt, so lafit sich rechts die Integration nach a. ausfiihren, indem

/ooo\
(822)

C X

~ V J exP ( a5 *Ps}f(x fs)dsdp
c

in der Grenze = zu

(823) $/*(,

wird. Fur a = 0, 6 = 1, c = 1 wird erhalten:

co x

(824) ffcos (rx ra)f(a)ddr = xf(x);
*

wird das mit der analog abzuleitenden Gleichung
00 X

(825) ffcos (rx ra)f(tt)dadr = ^/*(a;)
a

verbunden, so kommt man auf die zu beweisende Gleichung (796).

AuBerdem behandelt Cauchy auch noch den Grenzfall 6 = c =
0-,

dieser liefert
1287

)
oo JT

(826) f(x)
= \ /

^ (o exp ( ar\x cc\)f(a)dadr.

a-o

A. de Morgan
1288

) glaubt den SchluB von der trigonometrischen

1287) p. 164. Er bemerkt, daB man die Formel auch dadurch beweisen

kOnne, dafi man einen Konvergenzfaktor exp ( tr) einfiilire und dann mit

Hilfe der Substitution a\x a == es zuerst die Integration naoh r ausfiihre.

1288) Diff. and. int. calc. Lond. 1836/41, p. 618, 628. Er aetzt ausfuhrlich

augeinander, wie man mit Hilfe des Theorems beliebige ,,diskontinuierliche
u

Funktionen analytisch darstellen kOnne.
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Reihe auf das Fouriersche Integral zunachst durch die Wendung
rechtfertigen zu konnen: ,,which being true for all values of I is true

at the limit when I is infinite.&quot; Er scheint nicht zu erkennen, daB

der Satz nur unter bestimmten Voraussetzungen fiber das Verhalten

der darzustellenden Funktion im Unendlichen Sinn hat; wohl aber

sieht er, da8 den iiblichen Beweismethoden solche Voraussetzungen

implicite zugrunde liegen, und verwirft sie daher: sowohl die Ein-

fiihrung von Konvergenzfaktoren als die Deflerssche SchluBweise, die

letztere wenigstens, wenn man nicht annehmen wolle, daB sin oo =
zu setzen sei. Was er selbst danii fur einen Beweis ausgibt, besteht

freilich auch nur darin, daB er die Yertauschung der Integrations-

reihenfolge damit rechtfertigen will, daB man doch Integration und

Summation vertauschen konne.

A. Pzoc/i 1289
) geht aus von der Gleichung

n

(827)
1

J\[sm (lx
- SaJ - sin ($x

-
ga, +1)]f

=

fur av &amp;lt;x&amp;lt;av+l ,

laBt man in ihr die Anzahl der av iiber alle Grenzen zu-, die Ab-

stande je zweier aufeinanderfolgender unbegrenzt abnehmen, und er-

setzt die Differenzen in den Klammern durch Produkte, so kann man

die a
v
als Werte einer kontinuierlichen Veranderlichen a, die Differenz

zweier aufeinanderfolgender als deren Differential, die b
v

als Werte

einer Funktion von ihr, die Summation nach v als eine Integration

nach a ansehen. Der Ubergang zu , = oo macht ihm keine

Skrupel
1290

).

Ein mit G. zeichnender Autor 1291
) leitet zuerst durch wiederholte

partielle Integration die Gleichung her:

(828) //&quot;(a)
cos (go? )&amp;lt;*

in der die Integrationen rechts in der Klammer sich alle auf x be-

ziehen und zwischen den Grenzen und x zu nehmen sind; daraus

1289) Brux. in^in. cour. in 4, 15 (1841/42), p. 16. Er erSrtert p. 29 aus-

fuhrlich das Verhalten des Integrals an Sprungstellen der zu integrierenden

Funktion, indem er [irrtumlicherweise , vgl.
I!6S

)J glaubt, daB sei noch nicht

geschehen.

1290) p. 20.

1291) Cambr. math. J. 3 (1843), p. 288.
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auf Grund der unter M9
)
erwahnten Annahme

r(0)+ . cos *&amp;lt;Z .

Wird dann noch nach zwischen den Grenzen und oo mit Hilfe

der Gleichungen (517) und (532) integriert, so wird die Maclaurinsche

Entwicklung von 3t/2f(x) erhalten.

57. Umgestaltungen der Fourierschen Integralformel. G. Pio-

schreibt die Fouriersche Formel (791) zunachst in der Gestalt:

(830) f(x)
=, //.

w-4/,/*-
multipliziert dann beiderseits mit sin aw, verwandelt das Produkt der

Sinus in eine Smnme und integriert nach u mit Hilfe von (938), be-

achtet aber dabei nicht, daB diese Gleichung nur fiir x &amp;gt; gilt.

G. Boole 1 *9
*)

erhalt durch Benutzung der Gleichungen (796)

und (920):
00 00+00

tn
oo

(831) -
&quot;

n-Y() cos |
- \x- tw

58. Das Fouriersche Integral fiir den Fall von Unstetigkeiten

der darzuatellenden Fonktion. Fiir den Fall, daB die darzustellende

Funktion Unstetigkeiten aufweist, hat A. Cauchy
1*9

*) vorgeschlagen,

an ihrer Stelle die Funktion f(x) exp ( /3/Xa;)
2

) darzustellen, die sich

fiir hinlanglich kleine
/3 auBer in der Umgebung der Unstetigkeits-

stelle beliebig wenig von f(x) unterscheidet.

6r. Stokes 1*96
) bemerkt, das Auftreten einer endlichen Anzahl von

Unendlichkeitsstellen bereite hier ebensowenig Schwierigkeiten, als

im Falle der Reihen (Nr. 42), wenn nur / f(x) dx in der Umgebung
jeder solchen Stelle unbedingt konvergent sei.

59. Faare reziproker Funktionen. Wird

(832)

1292) Mem. Soc/ital. 20 (1831), p. 626. Die Verifikation des Spezialfalls

f(x) = x~ l benutzt divergente Integrals (p. 628).

1293) Dubl. trans. 21 (1848), p. 130 (von 1846).

1294) Paris mem. pros. 1 (1827), p. 145 (von 1814) = Oeuvres (1) 1, p. 139.

1295) Cambr. trans. 8
5 (1849), p. 561 (von 1847 = Papers 1, p. 279.
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gesetzt, so sagt die Gleichung (790) aus, dafi auch

cos x

1st, daB also die Funktionen /* und 9 in einer involutorischen Be-

ziehung zueinander stehen. Ebenso kann die Gleichung (791) durch

das Gleichungspaar
.

(833) y-
ersetzt werden. A. Cauchy

1*9
*)

nennt daher f und
&amp;lt;p ^reziproke Funk

tionen erster Art&quot;, f und $ ,,reziproke Funktionen zweiter Art&quot;. Von

Fallen, in welchen die zu einer sog. ,,elementaren&quot; Funktion reziproke

sich ebenfalls durch elementare Funktionen ausdriicken lafit, ist aus

Untersuchungen verschiedener Ziele und verschiedener Methoden eine

ziemliche Anzahl bekannt:

a) Direkt durch Auswertung des unbestimraten Integrals und Ein-

setzung der Grenzen lafit sich eigeutlich nur ein Fall erledigen; es ist:

(834)

00

(835) /V

b) Formeln, die zu den Umkebrungen der unter a) besprochenen

in Beziehung stehen, hat zuerst P. S. de La/place
1*97

) folgendermaBen
erhalten: Seine Methode der Integration von Differenzengleichungen

durch bestimmte Integrale fiihrt fiir die Gleichung

(836) y. +i-( + i)y.

auf das Integral Ca t e~ a
da, genommen zwischen geeigneten Grenzen. Ist

s &amp;gt; 0, so konnen und -f- oo als Grenzen angenommen werden, und

man erhalt das spater von GauB mit II (s) bezeichnete Integral (II A 3

1296) Bull, philomat. 1817, p. 121; 1818, p. 178; exerc. de math. 2 (1827)

= Oeuvres (2) 7, p. 177. In der der komplexen Form des Integralsatzes

(Nr. 58) entsprechenden Gestalt findet Bich der Reziprozitatssatz als ,,Bch6nefl

Theorem der Wahracheinlichkeitsrechnung&quot; im NachlaB von C. F. Gaufi (Werke 8,

p. 88; aus der Zeit zwischen 1799 und 1813).

1297) Paris me&quot;m. (1782[85]) == Oeuvres 10, p. 258; reproduziert thdorie ana-

lytique des probabilites, livre I, Si. 33 (p. 126 der Ausgabe von 1814). ,,Par des

considerations trea-delicates&quot;, sagt Poisson, j, ^c. polyt., cah. 19 (1823), p. 481.
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Brunei, Nr. 12 a, p. 157). Aus der Differenzengleichung folgt, wenn

s (i eine positive ganze Zahl ist:

(837) n(s)
=

770*)
-

fa + i) &amp;lt;&amp;gt;
4- 2) . s.

Wird s durch eine negative Zahl ersetzt, BO divergiert diese Form;

Laplace nimmt dann i oo und -\- i oo als Grenzen. 1298
)

Sei etwa

zur Abkurzung
1899

)

+&amp;lt;

(838) J ( )&quot;
e- da^Il! ( s)

too

gesetzt, so folgt:

(839) Jli(- ,) - JIi(- s) (s
-

1) (s
-

2) . . . p.

Die Gleichungen (837) und (839) zusammen ergeben, daB

(840) ft- 17(fO 77^- ^) 5- 1

77(s) J7i(- 5),

also von /i unabhangig ist. Nun zeigt Laplace durch die hier in

Nr. 109 zu besprechende Methode, daB fur grofie s asymptotisch

(841) n(8)~sfer y2xs, JI^ s)~s-

ist; daraus folgt
1800

)

(842) lim [s~
*

7T(s) T^ ( s)]
= 2 x i

1298) Die Benutzung komplexer GroBen hat ihn spater Belfast nicht mehr be-

friedigt; vgl. Paris m&n. 11 (1810) = Oeuvxes 12, p. 361: ,j ai obtenu ces va-

leurs par une analogic singulifere, fondee sur les passages du r^el a riroaginaire,

passages qui peuvent Stre consid^res comme moyens de decouvertes, dont les

premieres applications ont paru, si je ne me trompe, dans les memoires cite&quot;s et

qni ont conduit aux valeurs de diverses integrales de&quot;finies d^pendantes des

sinus et cosinus. Mais ces moyens, comme celui d induction, quoique employes

avec beaucoup de precaution et de reserve, laissent toujoura a desirer des de&quot;-

monstrations de leurs re&quot;sultats
u

.

1299) Wenn der von too nach -j- t oo fuhrende Integrationsweg den Null-

punkt zur Linken laBt, so ist dieses Integral gleich Null; Laplace kommt nicht

in die Lage, sich mit dieser Schwierigkeit auseinandersetzen zu mussen, well

ihn die Rvicksicht auf die nachher zu benutzende asymptotische Darstellung ver-

anlafit, die Integration fiber den negativ reellen Wert a= s zu fiihren.

Ubrigens nimmt Laplace nicht
( o)~*, sondern a~*; ersteres ist bei nicht ganz-

zahligem s (Laplace denkt nur an ganzzahlige) fur die weitere Rechnung be-

quemer, inderu man dadurch die Diskussion der Werte erspart, die den bei La

place menrfach in der Rechnung vorkommenden Potenzen von 1 beizulegen

sind. Den vorkommenden Potenzen von komplexen GrOBen mit positivem

reellen Bestandteil sind die Hauptwerte beizulegen.

1300) DaB in der Tat -(- i und nicht i zu nehmen ist, wurde sich aus

einer genaueren Untewuchung der zur Ableitung der asymptotischen Darstellung

benutzten Substitution einer neuen Integrationsvariablen ergeben.
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und also allgemein:

(843) fi-
l

J7(f) TIj ( p)
= 2iti .

Wird schliefilich noch a = f* -f- | gesetzt, nnd nur der reelle Be-

standteil beibehalten der imaginare 1st Null so komrat:

spezieU fiir p = I 1801
)

Spater gibt Laplace nocli ein anderes Verfahren 1302
): das Doppel-

integral

(846)

lafit sich auswerten, wenn man zuerst nach
t\ integriert und die Glei-

chung (834) sowie die zweite Gleichung von IIA 3, Brunei, Nr. 9b,

p. 153 benutzt; fiihrt man zuerst die Integration nacb | aus und ver-

gleioht die Resultate, so ergibt sicb:

(847)

1801) Laplace gibt nicht an, wie er von dem ersten Integral (846) auf das

zweite kommt; da6 die Differenz der beiden Integrale in der Tat Null ist, da-

von kann man sich durch elementare Ausfuhrung der unbestimmten Integration

iiberzeugen. Fourier macht ann. chim. phys. 3 (1816) p. 368 darauf aufmerk-

sam, dafi das etwas allgemeinere Integral

/COS

X

nnr fur positive x den Wert ne~ x
hat, fur negative dagegen den Wert 0.

1302) Bull, philomat. 1811, p. 268; Paris mem. 11 (1810) == Oeuvres 12,

p. 367; the\&amp;gt;rie analytique des probabilites, Paris 1812 (p. 108 der Ausgabe von

1847); reproduziert auch von A. M. Legendre, exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 361;

von /. L. Radbe, Differential- u. Integralrechnung 1, Zurich 1839, p. 261; von

A. A. Cournot, theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 184; von 0. Schlomikh,

Integralrechnung, Greifswald 1848, p. 138; von M. Ohm, System der Mathematik 9,

Niirnb. 1852, p. 145.
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und daraus durch Differentiation nach x:

(848)

Differentiationen
1803

)
nach r bzw. r2

geben weitere Formeln, mit deren

Hilfe sich schlieBlich jedes Integral der Formen
oo o

(849) /B(|)eai*il|,

auswerten laBt, wenn E eine rationale Funktion bedeutet, deren Nenner

keine reellen Nullstellen hat. A. Cauchy^} schreibt diese allgemeinen

Formeln in der Gestalt:

4- co .

(cos) \acoaax A sin ax\
\xldl **2*-fm

\ Msm sinccx -- k cosax)

4- co

/
in ihr bedeutet a

-f&quot; *P einen Pol von F(e), t. i(i das zugehorige

Residuum, und die Surame ist iiber alle diejenigen Pole zu erstrecken
;

fur welche
/3 &amp;gt;

ist.

G. Bidone kommt durch Benutzung divergenter Reihen und andere

ungeniigend begrttndete Annahmen zunachst zu der Gleichung
1305

)

/oc-.-. CcQsxld^ _ jtSojrx tnrx /nn|^ : ~~ ~&quot; &quot;

.

und daraus erst mit Hilfe von (486) zu (847). Auf dieselbe Weise

kommt er auch noch zu den Gleichungen
1806

)
:

8
- &quot;

1303) Anweisung zur bequemen Ausfiihrung dieser Differentiationen gibt

0. Schlomilch, J. f. Math. 33 (1846), p. 271 und analytische Studien 2, Leipzig

1848, p. 96.

1304) Paris m&n. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 429, 465 (v. 1814); exerc.

de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 181 (hier in ausgerechneter Form); ann.

de math. 17 (1827), p. 98 (hier p. 97 auch der Fall, dafi F(x) gleich einer ratio-

nalen Funktion von z, geteilt durch coabz oder sin 6 z ist). An der zuerst ge-

nannten Stelle gibt Cauchy an, er habe die Formeln schon 1817 in Vorlesuugen

mitgeteilt. v

1305) Torino mem. 1811/12, p. 288; daran anschliefiend und p. 313 analoge
Formeln far Integrale mit Produkten und Potenzen mehrerer trigonometrischer
Funktionen im Zahler. In dem ahnlichen Verfahren von J. Littrow, Anleitung
zur hoheren Mathematik, Wien 1836, p. 436, heben sich mehrere Fehler im

Reaultat gerade auf.

1806) p. 308. Dieselben Resultate erhalt G.Plana (ib. 23 (1818), p. 14; von
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Ein Versuch zur direkten Behandlung der allgemeinen Integrale

(849) findet sich zuerst bei S. D. Ptwssow 1807
); er leitet fiir das Integral

(853) y -.

durch wiederholte Differentiationen nach x unter dem Integralzeichen

[von denen die letzte nicht mehr zulasaig ist] dieDifferentialgleichungab:

und nimmt dann wie auch sonst (Nr. 30) an 1808
),

der Wert des rechts-

1816) auf dem Umwege fiber die entsprechenden Integrale mit (|* r 1
)
1 im

Nenner. Wenn Poisson (j. e&quot;c. polyt. cah. 18 (1820), p. 329, 339) andere &quot;Werte

findet, so beruht das auf einer anderen Annahme fiber den dem divergenteo Integral

00

A

beiznlegenden Wert; man kann das eine oder das andere Resultat erhalten, je

nachdem man den Integrationaweg in der einen oder anderen Weise ins kom-

pleze Gebiet verschiebt. In der Tat schlieBt Poisson bier Erbrterungen fiber

die Abhangigkeit auch konvergenter Integrale von den etwa eingeschalteten

komplexen Zwischenwerten an, die aber doch noch weit von der Bestimmtheit

der entsprechenden Cauchyschen Satze entfernt sind. Ph. Kelland (Cambr.
trans. 7

S (1841), p. 168; Edinb. trans. 16, (1842), p. 319, 329) benutzt die Formeln

(847) usw. auch fiir rein imaginare r.

1307) Bull, philomat. 1811, p. 375; J. EC. polyt. cah. 17 (1813), p. 222. An
der zweiten Stelle rechnet er von p. 225 an den Fall ausfiihrlich durch, daB der

Nenner sich auf 1 -f- x*
n

reduziert; fur n 1 ist die Rechnung von S. F. Laeroix

Trait^ du calc. diff. et du calc. int. 3, (2
me

ed.) Paris 1819, p. 492, sowie von

A. de Morgan, calculus p. 577 reproduziert. Den allgemeinen Fall fiir n=2
rechnet auch G. Plana durch (Torino mem. 23 (1818), p. 9 (von 1816)) mit Dis-

kussiou der den auftretenden mehrwertigen Funktionen beizulegenden Werte

(p. 21) und des Grenzfalles, daB die determinierende Gleichung Doppelwurzeln
hat (p. 11). Die Formeln fin- w = l erhalt er aus denjenigen fiir n= 2 durch

Integration nach r; de Morgan verifiziert Poissons Resultat fur

t

cos o; ,.

r s
j 1 -f ?n
o

durch die Residuensatze (calc p. 637) ;
fur n= 1 auch bei Gelegenheit der unter

p besprochenen Rechnungen.

1308) S. Earnshaw der das fiir unzulassig halt, keine andere Methode zur

Ableitung des Resultats (fur n = 1) kennt und daran AnstoB nimmt, daB ein

solches Integral in verschiedenen Intervallen verschiedenen analytischen Funktionen

des Parameters x gleich sein soil, halt deswegen dieses Reaultat selbst fur
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stehenden Integrals sei Null. Die Integrationskonstanten bestimmt er

teils durch die Bemerkung, 4a& y fiir x = oo endlich bleiben muB,
teils aus den Werten der Ableitungen ungerader Ordnung fiir x =
(die

n 1 ersten von ihnen sind = 0, die letzte ist = ( l)
n

--*

j

Die bei dieser SchluBweise in dem auftretenden divergenten Integral

liegende Schwierigkeit will A. M. Legendre
1 9

) dadurch umgehen, dafi

2&7t
er als obere Grenze zunachst nicht oo. sondern - - nimmt, unter k

x

eine ganze Zahl verstanden, und erst am Schlusse zu k oo fiber-

geht. Dagegen wendet ~B.Paoliim) mit Recht ein, daB man nicht ohne

weiteres k ala ganze Zahl voraussetzen diirfe; er zeigt aber, daB man
mit etwas mehr Rechnung auch ohne diese Voraussetzung zum Ziele

kommt 1811
).

Etwas anders verfahrt J. M. C.Duhamd 1*1
*): er nimmt als

ober Grenze zunachst eine von x unabhangige GroBe
I,

so daB er die

Differentialgleichung
/OKC:\ ^*y i

sin fas n
(855)

- ,

erhalt; zur Bestimmung der Grenzwerte der in ihrem Integral auf

tretenden Quadraturen fur I oo beruft er sich auf die Fouriersche

SchluBweise (Nr. 37). Einen anderen Ausweg schlagt W. R. Hamil

ton 1*13
} ein; wird der Wert von (847) mit B bezeichnet, so zeigt er

unrichtig (Cambr. trans. 8S (1847), p. 265) und meint, da der Integrand eine

gerade Funktion von r sei, miisse man annehmen, der Wert des Integrals (847)

.sei B cos ra;; da er aber die Bestimmung der Integrationskonstanten durch die

Annahme x auch fur unzulassig halt, sieht er kein Mittel, S zu bestimmen.

1309) Exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 357; ebenso Navier, Ie9ons d analyse

2, Paris 1840, p. 13. Legendre nimmt fiir die Koeffizienten auch komplexe
Werte; das gibt aber schlieBlich auch nur Integrale, die schon unter den Fonnen

(849) enthalten sind.

1310) Mem. BOC. ital. 20 (1828), p. 174. Es macht ihm auch Bedenken, daB

man zu keinem bestimmten Resultat kommt, wenn man erst 2 kx selbst als obere

Grenze einfuhrt; doch sind diese Bedenken ungerechtfertigt. Sein Einwand gegen
die Konstantenbestimmung durch die Annahme x = Q: bei dem Integral (848)

wurde dieses Verfahren auf falsche Eesultate fiihren, ist insofern gerechtfertigt,

als in der Tat gezeigt werden mufite, daC (847) eine bis x = einschliefilich

stetige Funktion von x ist; Abnliches gilt aber auch fiir die Eeihenentwicklungen,
die er noch herbeizieht, und die ihn nur in neue Paradoxa verwickeln. Die

Benutzung komplexer GrOBen will er p. 179 damit rechtfertigen, daB, wie er

zeigt, die Integrale als Funktionen von r und x der Laplaceschen Differential

gleichung geniigen.

1311) Bei J. M. C. Duhamel, cours d analyse 2, Paris 1840, p. 139 iat

&quot;weniger Eechnung, aber die SchluBweise ungeniigend.

1312) Cours d analyse 2, Paris 1840, p. 139.

1313) Dubl. trans. 9, (1843), p. 277. Vgl. auch- Serret 1IJO
).
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zunachst, dafi
X 00//*TJ 7 (I JJ I sin x E 7 j.ndx -j I 1~ s

t/ 9

ist; da die rechte Seite von x unabhangig ist (ihren Wert braucht

man nicht zu kennen), so folgt durch Integration
X 00

T C /sina:

(857) *&quot; I Bdx + B I ~dx =
const.;

Lt/ e/ S I

und zwar mufi die Konstante gleich Null, also

(858) #4-^ =dx

sein. Damit der Sache nach identisch ist das Verfahren von 0. ScMo-

milch 1914
) und von M. Ohm 1*16

),
die von dem Integral

/oeo\ / Bina; d
(859) J p+# i

ausgehen. Auch JFl ^.rwrf^ 1316
)
verwirft Poissons SchluBweise wegen der

Benutzung der divergenten Integrale. J. R. Young
1817

)
ist der Meinung,

dafi sich bei ihm zwei Fehler gegeneinander aufheben; das Legendresche
Verfahren fiihre deswegen zu einem richtigen Resultat, weil die

Integrale konvergierten, so dafi es gleichgiiltig sei, ob man die obere

Grenze durch beliebige oder durch spezielle Zwischenwerte ins Un-

endliche wachsen lasse. G. G. Stokes 131
*) leitet zunachst fiir das Integral

(860) .

die DiflFerentialgleichung

1314) Analytische Studien 2, Leipzig 1848, p. 94.

1316) System der Mathematik 9, Niirnberg 1862, p. 126.

1316) Arch. Math. 11 (1848), p. 71.

1317) Cambr. trans. 84 (1847), p. 436.

1318) Cambr. 85 (1849), p. 585 (von 1847) = Papers 1, p. 286. Damit der

Sache nach identisch ist auch das Verfahren von Sr. Bromwin, Cambr. Dnbl.

math. J. 3 (1848), p. 243, nur daB dieser sich der symbolischen Rechnung bedient,

nicht nach a;, sondern nach Ti differentiiert und flbrigens sich weder um die

Reihenfolge der vorzunehmenden Grenzubergange noch um die Bestimmung der

Integrationskonstanten Sorge macht.
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ab und meint dann, man dtirfe hier zu h = flbergehen, indem das

Integral (860) dabei gleichmafiig zu seinem Grenzwert konvergiere,

solange x sein Vorzeichen nicht wechsle.

E. Catalan 1919
) fflhrt die Poissonsche Rechnung far das Integral

(862)

durch; er zeigt, daB es gleich dem Produkt von e? in eine rationale

ganze Funktion (n l)**
n Grades von x

ist, deren Koeffizienten sich

durch Gammafunktionen ausdriicken lassen; indem er dann wieder zu-

sammenzieht, erhalt er:
00

y =^^/ -( +
oder

(864) yn =

eT&quot;. ^i. Serret**} umgeht fttr diesen Fall die vorhin besprochene Schwie-

rigkeit dadurch, dafi er erst die DiflFerenz

betrachtet und zeigt, dafi sie der Differentialgleichung

(866)

genflgt; zum Schlufi differentiiert er dann noch nach x lM1
).

Auch

zeigt er durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge in einem

Doppelintegral, dafi Catalans Formel (863) far alle positiven n richtig
bleibt 18

&quot;).

Schon vorher hatte C. J. Malmsten gezeigt
1823

), dafi das Integral

(862) fur n
&amp;gt;

1 der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit variablen Koeffizienten

1319) J. de math. 6 (1840), p. 110.

1320) Ib. 8 (1843), p. 21.

1321) Die Rechtfertigung der Zuiassigkeit dieses Verfahrens wurde hier

wohl keiner prinzipiellen Schwierigkeit begegnen.

1322) p. 19.

1323) Stockh. Handl. 1841, p. 65.
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geniigt, die sich in eine Riccatische transformieren lafit. Ihre Inte

gration durch bestimmte Integrate nach dem gewohnlichen Verfahren

gibt ihm ebenfalls die Gleichung (863). Durch Differentiation iiber-

zeugt er sich nachtraglich, daB daa Resultat fur alle positiven n

richtig bleibt. J. A. Serret 15
**)

leitet die Differentialgleichung (867)

ebenfalls ab und integriert sie durch Produkte aus exp x oder exp x

in Reihen, die nach Potenzen von x mit ganzen Exponenten fort-

schreiten und fur ganzzahlige positive n abbrechen 1325
).

Durch die

Substitution

wobei die Differentiation zu beliebigem Index in der ihr von J. Liou-

ville beigelegten Bedeutung (vgl. Nr. 108) zu verstehen und die Kom-

plementarfunktion weggelassen ist, ,,da man doch nur ein partikulares

Integral brauche&quot;, und
( n)-malige Integration ftthrt er diese Glei

chung in die Gleichung erster Ordnung

(869) x~
x -f ( 2x - n + 1)0 =

iiber, der durch

(870) 0=*Aar- l

exp(+2x)

geniigt wird; wird hier der Faktor a;&quot;-
1 durch T-Integrale dargestellt

und dann die Differentiation unter dem Integralzeichen ausgefiihrt, so

wird wieder die Formel (863) erhalten.

A. Cayley
1

***) gibt noch ohne Ableitung die Formel:

00

/* t J t

,/ - C /*V* e I
r

1324) J. de math. 9 (1844), p. 195; wenig gekiirzt Paris C. R. 17 (1848),

p. 458. Serret beschaftigt sick auch mit dem fftr uns nicht in Frage kommenden

Fall, daB in der Differentialgleichung (867) die Vorzeichen des zweiten oder des

dritten Gliedes andere sind; er gibt auch fiir diese Falle Daratellungen der all-

gemeinen LSsung durch beatimmte Integrale und zeigt, wie sich die einen in die

andern ubexfuhren lasaen.

1326) Fiir andere Werte von n sind die Reihen semikonvergent; es handelt

aich im Grunde um Zylinderfunktionen rein imaginaren Arguments.

1326) J. de math. 12 (1847), p. 236 = Papers I, p. 313. Er bemerkt, man

kSnne sich durch Entwicklung nach Potenzen von c davon iiberzeugen, dafi die

Formel mit 861) ubereinatimmt.
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E. L. Ellis 1 **&quot;1

)
erhalt fiir das Integral (862) einen asymptotischen

Ausdruck fiir groBe Werte von n, indem er unter dem Integralzeichen

nach Potenzen von x entwickelt, die Koeffizienten dieser Entwicklung
vermittelst der Formel von Wallis durch asymptotische Werte ersetzt

und schlieBlich die beiden ersten Glieder der so gefondenen Dar-

etellung als Naherungsausdruck einer Exponentialfunktion ansieht; so

erhalt er:

(872) . K*

0. ScMomilchUK ) behandelt die Integrale
00

/o7 Q \ f
^ J(i +l)(i

oo

f
J

indem er in den Gleichungen (35) und (36) beiderseits mit exp ( %x)dx
multipliziert und zwischen den Grenzen und oo integriert, dann fiir

die rechts auftretenden Integrale eine Rekursionsformel ableitet, erhalt

er die Partialbruchzerlegungen der in (873) und (874) unter den Inte

gralzeichen stehenden rationalen Funktionen.

Spater
1389

) leitet er auch noch den Wert des Integrals

/\m-l

(875)

fUr ungerade m und gerade n
&amp;gt; m, ebenfalls durch Partialbruchzer-

legung unter dem Integralzeichen, ab.

Dann erscheint dieAbleitung von (847) aus (834) bei J. J. Fourier 133
),

A. Cauchy*), H. G. v. Schmidten 1

***), A. A. Cournot U35
\

1327) Cambr. trans. 8, (1844), p. 213 =&amp;gt; Writings p. 29. Er erlSutert selbst:

die Entwicklung beginnt zu divergieren, vrenn man sie uber die Potenz x*n ~-

hinaus fortsetzt.

1328) Arch. Math. Phys. 7 (1846), p. 45.

1329) Analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 106.

1330) Paris m&amp;lt;hn. 4 (1819/20[24]) (Preiaschrift von 1811), p. 498; Throne
Nr. 350 = Oeuvres 1, p. 396.

1331) Paris m&n, pres. 1 (1827) = Oeuvrea (i) 1, p. 136 (yon 1816); Bull.

philomat. 1817, p. 123; Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 183.

1832) Ann. de math. 12 (1822), p. 221; J. f. Math. 5 (1830), p. 392.

1333) Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 218.

1334) Brux me&quot;m. cour. in 4, 15 (1841/42), p. 37.

Kncyklop. d. math. Wissenach. II 1. 72
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0. Schldmikh 133
*},

G. G. Stolces
1336

),
M. 0/m 1837

),
in modifizierter Form

bei JT. L. Raabe 1338
)

als das einfachste Beispiel fur den Reziprozitats-

satz; bei ersterem mit dem wesentlichen Zusatz, daB exp ( \rx )

zu nehinen ist, wenn die Formel auch fur negative Werte von x

[oder r] giiltig bleiben soil. Cauchy gibt auch noeh 1339
), ebenfalls aus

dem Reziprozitatssatz die allgemeineren Gleichungen:

Andererseits erscheinen aber bei Cauchy die Gleichungen (847) und

(848) auch als einfachste Beispiele seiner Residuensatze, indem er sie

so schreibt, dafi * oo und -f- oo Integrationsgrenzen werden und

diese Integrale dann gleich 2ni mal dem Residuum in dem einzigen

in der Halbebene der mit positiv imaginarem Bestandteil gelegenen

Pole g = |r|* setzt.
1840

)

Auch durch direkte Anwendung des Grenziibergangs von der

Reihe zum Integral sind solche Formeln gewonnen worden; so bei

Poisson 1*41
) die Gleichungen (847) und (848) aus (283) und (282);

1835) Beitrage zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 39; analytische

Studien 2, Leipz. 1848, p. 93.

1336) Cambr. trans. 86 (1849), p. 666 (von 1847) = papers 1, p. 286.

1337) System der Mathematik 9, Niirnb. 1862, p. 374.

1338) Differential- und Integralrechnung 1, Zurich 1839, p. 273. Raabe

beetimmt erst

I arc tg | sin

mit Hilfe von (917) und integriert dann partiell.

1339) Paris mem. pr^s. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 136 (von 1816). Die An-

nahme ft= gibt ihm die Gleichungen (862).

1340) Paris mena. prds. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 468 (von 1814; in die

jetzt iibliche Ausdrucksweise iibersetzt in der beim Druck hinzugefugten Note

p. 466); Bull, philomat. 1822, p. 171 (hier die Bemerkung, daB (852J) richtig ist,

wenn man unter dem divergenten Integral seinen Hauptwert versteht); J. c.

polyt. cah. 19 (1823), p. 578, 590; Resume des Ie9ons BUT le calcul infinitesimal,

Paris 1823 = Oeuvres (2) 4, p. 236; Mem. sur les. int.
de&quot;f.,

Paris 1825, p. 63^;

Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2-) , p. 139; Ann. de math. 16 (1826), p. 103;

17 (1827), p. 105, 106, 110; Paris mem. pr6s. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 291.

Auch bei Moigno, Ie9ons 2 (1844), p. 313 und bei M. Ohm, System der

Mathematik 9, Nurnb. 1852, p. 196.

1341) J. tic. polyt. cah. 18 (1820), p. 317; chaleur p. 280.
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bei Fourier*} aus (300) die Gleichung:

(877)

Die Formeln

(878)

fflr

i+2ii&quot;cosa-fJ*

exP ( wa? cos

gewinnt Pomon 1343
), indem er die Gleichung (847) auch fur kom-

plexe Werte von r in Ansprueh nimmt.

G. FruUani hat eine ganze Reihe von Ableitungen der Gleichungen
(847), (848) gegeben: Zuerst 1844

) fiihrt er in dem Doppelintegral

(
879

) **? ( *) cos xt,

das eine Mai die eine, das andere Mai die andere Integration zuerst

aus, unter Benutzung der Grenzgleiehung
1845

)

(880) Urn fexp (+ x)x~ sin x\dx = - -

^oo 6
x 2

Dann 13*6
) fuhrt er in den Integralen

(881) r~ -
t/ rt + log H

1342) Ann. chim. phys. 3 (1816), p. 363; Theorie de la chaleur Nr 358 =
Oeuvres 1, p. 405. M. Ohm (System der Mathematik 9, p. 377), verwirft dieses
Resultat, bzw. da die Integrate divergent seien; hochstens konne man fra^en
ob sie vielleicht richtig seien, wenn man unter den Integralen ihre Cauchvschen
Hauptwerte verstehe.

1343) Conn, des temps pour 1833[30], add. p. 25.

1344) Mem. soc. ital. 20
S (1831), p. 466 (von 1829).

1345) Diese Grenzgleichung ist bei ihm allerdings ungeniigend begrundet-
er scheint angenommen zu haben, der Grenzwert eines Integrals auch iiber ein
unendhches Intervall sei immer gleich null, sobald der Greuzwert des Integranden

Ubrigens ist die Formel ein einfacher Spezialfall von (808).
1346) Ib. p. 663. Dabei ist der Grenzwert einer nach Potenzen von r fort-

schreitenden Reihe fur r = oo zu bestimmen; das golingt ihm dadurch, daB di-
:lbe Reihe auch bei der Entwicklung des Integrals

72
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a + log M = r als neue Integrationsvariable ein, entwickelt nach deren

Potenzen und setzt dann u exp (ix~). Ferner 1*47
) nimmt er in dem

Doppelintegral

(882) e- it,- cos x sn

das eine Mai die eine, das andere Mai die andere Integration zuerst

vor. AuBerdem 1M8
) erhalt er durch Einfuhrung einer komplexen Variabeln

in die Reihenentwicklungen die Gleichung (vgl. 845)

(883) -~
rf|
- e- |

Endlich 1349
) geht er noch in der Gleichung

//
\ I- I , - l

m(mr 1) cost -4- in cos (wit t) ,. ,.. v i
^ y * \ *&amp;gt;

t&amp;gt;; ^ _
jj f i niT) m

o

zur Grenze m = fiber.

Andererseits konnen die Formeln (847) und (848) auch als Spezial-

falle von andern angesehen werden, in denen ein willkurlicher (nicht

auf ganzzahlige Werte beschrankter) Exponent auftritt. Schon P. S.

de Laplace hat durch partielle Integration gezeigt
1350

),
daB das Integral

(885) J =

der Differentialgleichung j- = xJ geniigt, also gleich C exp ( rx]

ist, wo C eine von r unabhangige GroBe bezeichnet, deren Bestimmung
er unterlassen konnte, da er nur den Quotienten zweier solcher Inte

grale brauchte. Die vollstandige Formel

(886)

nach Potenzen von r auftritt, und daB dessen Grenzwert fur r = oo aus (938) be-

kannt ist.

1347) p. 673. Auch hier benutzt er die Gleichung (486).

1348) p. 689. Fiir das entsprechende Integral mit r sin | cos | im Zahler

erhalt er auf demselben Wege die Differenz zweier divergenter Integrale.

1349) p. 691. DaB er fur das Integral (848) bei Benutzung der Entwicklung

von x sin x nach den Cosinus der Vielfachen von x p. 696 einen falschen Wert

erhalt, liegt, wie er selbst sieht, daran, daB diese Entwicklung nur fur das Inter-

vall
( ,

. . ., it) gilt.

1350) Theorie analytique des probabilites, add. II (p. 471 der Ausgabe von

1814).
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ist von A. Cauchy sowohl aus den ReziprozitatssJltzen
135X

) als auch als

Residuenformel 1352
) abgeleitet worden. S. D. Poisson gewinnt sie fur

den Fall, daB a eine ganze Zahl ist, durch wiederholte partielle Inte

gration, nimmt sie aber sogleich auch fiir andere positive Werte von a

in Anspruch
1868

); G. Fruttani 13
**) erhalt sie durch Reihenentwicklungen;

J. Liouville 135
*) durch Differentiation zu beliebigem Index. A. Cayley*)

erhalt die Formel, indem er in der von ihm als bekannt bezeichneten

Gleichung

(887) f(iKr
m
**di = 2 sin (1 a) F(l a)

CO

[vgl. (532)] einfach durch r -}- i ersetzt; auf analogem Wege findet

er noch:

(888)

Die Ableitung der Gleichung (847) durch Umkehrung der Inte

grationsreihenfolge in einem Doppelintegral (vgl. 1302) erscheint spater
noch in verschiedenen andern Gestalten. J. A. Serret 13* 1

) erhalt durch

Vertauschung der Integrationsreihenfolge in dem Doppelintegral

(889)
0&quot;

(vgl. 882) die Gleichung

a/8
/ T-t/ \ /

/0&amp;lt;Wl
^ I ft, n 1 J J- (Pi I

(oyo) I e xt
&amp;gt;

rjp-
1ar

i
= ~~f^ / cos*

- i
(p-Tri-^ cos

1351) Paris me&quot;m. pres. 1 (1827) = Oeuvres (l) 1, p. 137 (von 1815); J. c.

polyt. cah. 19 (1823), p. 569; Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 182

(hier auch die durch Differentiation nach x oder nach a aus ihr entstehenden).
1362) J. EC. polyt. cah. 28 (1844) = Oeuvres (2) 1, p. 499, 502 (von 1815; hier

auch die durch Differentiation nach x aus ihr entstehenden); mem. von 1826,
p. 34; Ann. de math. 17 (1827), p. 109. Ebenso A. de Morgan, diff. and integr.
calc., Lond. 1836/41, p. 640.

1363) J. fie. polyt. cah. 19 (1823), p. 480: ,,1 induction nous smffit pour etendre
ce reBultat&quot;.

1364) Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 678.

1355) J. f. Math. 13 (1835), p. 281.

1356) J. de math. 12 (1847), p. 231. Er meint, (886) gebe eine bessere De
finition der F-Funktion fiir negative Argumente als die von Cauchy durch ,,in-

tegrales extraordinaires&quot;.

1357) J. de math. 8 (1843), p. 494.
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aus der (847) fur p = 1 folgt. F. Amdt lKB
) erhalt aus dem Doppel-

integral

(891) e~* n cos tv sin

zunachst die Gleichung

rcosx^dj- _ A
J &quot;i+T

1
&quot;

~J i

und aus ihr die Differentialgleichung (858). 0. Schldmilch 13*9
) zeigt,

dafi das Laplacesche Verfahren sich auch auf das allgemeinere Integral

(893) iftrvP+ft cos

anwenden laBt und dann den Wert von (862) liefert.

Bei Schlomilch erscheinen die Formeln auch noch als spezielle

Falle allgemeinerer Ansatze. Einmal erhalt er 1360
),

indem er die ganz-

zahligen Vielfachen von jc/2 als Zwischengrenzen einschaltet, dann

alle so entstehenden Teilintegrale auf dieselben Grenzen zuruckfuhrt,

unter Benutzung einer Partialbruchformel aus der Theorie der trigono-

metrischen Funktionen:

OC

/

J

und die Integration rechts lafit sich elementar ausfiihren. Dann er-

scheiuen bei ihm 1361
)

die Gleichungen (847) und (848) als einfachste

Falle von Abels Gleichungen (Nr. 103), entsprechend der Annahme

f(e)
= exp ( 14
J. Dienger

1 *62
}

stellt die Aufgabe, die Gleichuugen

/

J
___, _ br

^- - 2
6

zu beweiseii.

1358) Arch. Math. Phys. 11 (1848), p. 70. Hat W. Moesta dieselbe Schlufi-

weise im Auge, wenn er ib. p. 10, 1847, p. 455 die Aufgabe stellt, die Gleichung

(89 2) zu beweisen?

1359) Analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 98.

1360) Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 446. Vgl.
1608

)

1361) Neue Methode zur Summierung endlicher und unendlicher Eeihen,

Greifswald 1849 == Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 140.

1362) Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 97. Der Beweis ergibt sich durch
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Auch die Bidoneschen divergenteu Integrale (852) sind noch

mehrfach vorgenommen worden. 0. Schlomilch
1 3

} leitet fur das erste

unter ihnen durch Differentiation unter dem Zeichen die Differential-

gleichung ab:

(896) o~ cos rx -\- ry sin rx = 0,
(j OC

die bei ihrer Integration auftretende Konstante bestimmt er dadurch,

daB er dem Integral fur x = den Wert zuschreibt.

F. Arndt 13
**) zerlegt den rationalen Faktor unter dem Integral-

zeichen in Partialbriiche und zeigt so an, daB die Gleichungen (852)

die Hauptwerte der Integrale liefern.

Spater gibt ScUomilch noch zwei andere Ableitungen. Einmal 1365
)

setzt er in den allgemeinen Formeln (790) und (791):

Isinrx fur x
&amp;lt;

c
f
cos rx fur x &amp;lt;

c

(897) f(?) -
{ ^ x

&amp;gt;
e .

tew. )

j Q ;

^ x&amp;gt;c

uiid hebt dann nach Ausfuhrung der Integration nach | zwei diver-

gente Integrale gegeneinander weg. Dann 1366
)

leitet er noch fiir das

Integral

(898)

eine zu (854) analoge Differentialgleichung zweiter Ordnung ab. -Das

allgemeinere Integral

f^-icon
J f*~

m ungerade, n gerade und
&amp;gt; m, fiihrt er durch Partialbruchzerlegung

unter dem Integralzeichen auf das Bidonesche zuriick 1367
).

Verwandlung der Produkte trigonometrischer Funktionen in Summon bzw. Diffe-

renzen.

1363) Arch. Math. Phys. 7 (1846), p. 271; J. f. Math. 33 (1846), p. 318. An
der letztgenannten Stelle gibt er p. 328 eine Zusammenstellung der hier be-

sprochenen Formeln.

1364) Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 243; ebenso W. Mosta, ib. p. 450,

der aber die auftretenden divergenten Bestandteile ohne weiteres gegeneinander

weghebt.

1365) Analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 99.

1366) Ib. p. 103. Sehr merkwvirdig ist dabei, daB er zwar dem Integral

(893) und den durch ein- und zweimalige Differentiation aus ihm entstehenden

bestimmte Werte zuschreibt, aber meint, weiter diirfe man die Differentiationen

nicht treiben, weil die dann entstehendeu Integrale keine bestimmten Werte
mehr batten.

1367) Ib. p. 108.
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Den Umstand, daB man das Integral (852) nicht einfach durch

Ubergang von reellen zu rein imaginaren r aus (847) erhalten kann,

will G. Boole 1668
} daraus erklaren, daB man das letztere als Grenzwert

das erstere aber als Grenzwert:

(901) lii

[so ist wohl zu lesen?] aufzufassen habe.

P. G. Lejeune-Dirichlet
1**9

) bemerkt, man konne leicht zeigen, daB

die Gleichung

(902)

auch fur komplexe Werte Jfc -f- i ^von ^ mit positivem reellen Be-

standteil bestehen bleibe. Indem er dann mit (&
2+ l^ ^exp ( xt,i)d%

multipliziert, die Reihenfolge der Integrationen umkehrt und die

Gleichung (847) benutzt, erhalt er:

+ 00

e~

f
00

und durch Wiederholung dieses Verfahrens:

s * T r x, n ~i r
-*1 If (*r+ 5) ^&quot;rfl

== T g
&quot;

I /
I&quot; J[ x v * 6 IJL

Auch zeigt er 1370
): wenn links unter dem Integralzeichen noch Faktoren

[log (^ -f~ *)]~
2

zutreten, so sind rechts noch die entsprechenden Fak

toren [log (b -f- A)]~
q beizufiigen.

1368) Dubi. trans. 21 (1848), p. 133 (von 1846).

1369) J. f. Math. 4 (1829), p. 95 = Werke 1, p. 113. Dirichlets Ableitung

der Gleichungen (898), (899) 1st reproduziert von 0. Schlomilch, analytische

Studien 2, Leipz. 1848, p. 110, und von M. Ohm, System der Mathematik 9,

Niirnb. 1852, p. 427, sowie in den Veroffentlichungen der Dirichletschen Vor-

lesungen fiber bestimmte Integrale durch G.F.Meyer, Leipzig 1871, p. 190 und

durch G. Arendt, Braunschw. 1904, p. 167.

1370) p. 97 bzw. 115.
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c) Das Integral

(905)

hat L. Mascheroni 1

) dadurch zu bestimmen versucht, daB er unter

dem Integralzeichen nach Potenzen von entwickelt und dann durch

eine ungeniigend begrundete Umformung auf das Produkt aus dem

Grenzwert

und einer Partialbruchreihe kommt; diese summiert er durch das be-

stimmte Integral
i

/..l-m,

-1 + m

=-li .

das fur rationale m sich elementar auswerten laBt. Analog behandelt

er auch das Integral
DC

(908)
4/ycosSdg.
o

Dann ist aus dem NachlaB von L. Eider ein Aufsatz veroffentlicht

worden 1872
),

in dem er eine bekannte Formel der Theorie der P-Funk-

tionen (vgl hier II A 3, Brunei, Nr. 17, p. 180) auch fur komplexe
Werte von n in Anspruch nimmt und so erhalt:

(909)
-&amp;gt;Q

*, = rp-. ir } ( 7)

Damit im Grunde identisch ist die SchluBweise von P.S. de Laplace
13

*
5

);

der Unterschied ist nur, daB er eine andere Integraldarstellung der

1371) Adnotationes ad calculum integralem Euleii, 1, Ticini 1790 = L. Euleri

opera (1) 12, p. 463. Vgl. auch den Bericht von G. Bidone, Torino mem. 1811/12,

p. 237, 243, der ein bei der Durchfuhrung der Rechnung fur m == von Mascheroni

begangenes Versehen berichtigt.

1372) Institutiones calc. integr. 4, Petrop. 1794, p. 342, 343 (von 1781);

reproduziert von Lacroix, Traite 3 (1819), p. 486. t)ber die historische Bedeutung
dieser Untersuchungen Eulera vgl. die Bemerkungen von P. Stdckel, Bibl. math.

(3) 1 (1900), p. 115. Eulers Verfahren ist ubrigens auch spater noch ofter

unbedenklich reproduziert worden ;
so von A. A. Cournot, theorie des fonctions 2,

Pans 1841, p. 201
; doch macht E. Moon, phil. mag (8) ?6, p. 491 darauf auf-

merksam, daB es jedenfalls versagt, wenn r = und a = 1 ist, und also nicht

zur Begriindung der Gleichungen (517) dienen kann.

1373) J. EC. polyt. cah. 15 (1809), p. 244 fiir r = 0, p. 262 allgemein.
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r*-Funktion gewohnt ist. Er erkennt, daB die Ableitung keinen Auf-

schluB dariiber gibt, welcher Wert der Funktion arc tg zu nehmen

ist; da er in einer Anzahl spezieller Falle findet, der Hauptwert gebe

das richtige Resultat, so nimmt er an, das sei immer der Fall 1374
).

Dann gibt er noch ein anderes Verfahren 1375
):

er entwickelt in dem

Integral

(910)

unter dem Zeichen nach Potenzen von x, integriert gliedweise und

driickt die auftretenden F-Funktionen alle durch die erste aus: es

bleibt eine Binomialreihe.

S. D. Poisson 1916
}

bildet das Produkt der beiden Funktionen

1374) p. 250, 253.

1375) Paris mem. 11 (1810) = Oeuvres 12, p. 363; Theorie analytique des

probability, add. Ill (p. 482 der Ausgabe von 1814); ebenso v. Schmidten, Ann.

de math. 12 (1822), p. 213; J. f. Math. 5 (1830), p. 395; ahnlich E. E. Kwnmer,
J. f. Math. 17, 1837, p. 212. G. Bidone, Torino mem. 1811/12, p. 320 behandelt

den Fall a =* in ahnlieher Weise und leitet dann daraus weitere Formeln her,

bei denen im Zabler ein Produkt von Potenzen verschiedener trigonometrischer

Fuuktionen steht. M. Ohm, System der Mathematik 9, Nurnberg 1852, p. 117,

erwahnt ohne naheren Nachweis ein Verfahren von Ettler zur Verifikation der

Gleichungen (909) ;
er zeigt, dafi es ebenfalls auf eine Entwicklung nach Potenzen

von x hinauskommt und bemerkt mit Eecht, daB die Konvergenz dargetan

werden muBte. Die allgemeineren Formeln, die B. Boncompagni, J. f. Math.

25 (1843) p. 81 auf diesem Wege erhalt, gehoren nicht mehr hierher, er spezialisiert

sie zu (909).

1376) Bull, philomat. 1811, p. 249. Die Darstellung bei Poisson ist dadurch

umstandlicher, daB er mit einem weniger bequemen Ausdruck der F- Funktion

operiert. Auch spricht er zunachst nur von rationalen Werten von a. Das

von A. Cauchy (J. fie. polyt. cah. 28, 1844 (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 479)

fur beliebige r angeVendete Verfahren ist von dem Poissona im Grunde nicht

verschieden. Cauchy bemerkt auch, daB es a
&amp;lt;

1 vorauasetze, daB man aber die

Eichtigkeit der Formeln fiir andere positive a durch Differentiation nach r nach-

weisen konne. Fur negative a divergieren die Integral; Cauchy zeigt aber

(p. 546 und Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 84), daB die Gleichungen
auch fur diesen Fall richtig bleiben, wenn man die Integrale als ,,auBerordent-

liche&quot; fafit, d. h. aus den Entwicklungen der unter dem Integralzeichen stehenden

Funktionen nach Potenzen von alle Glieder. weglaBt, die von der ersten oder

hSheren Ordnung unendlich werden. Im wesentlichen ebenso wie Poisson ver-

fahren 0. Schlomilcli, J. f. Math. 33 (1846), p. 354; analytische Studien 1, Leipzig

1848, p. 69 und M. Ohm, System der Mathematik 9, Niirnb. 1852, p. 140; letzterer
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und fiihrt durch die
Substitution^??

= an Stelle von y die neue

Integrationsvariable ein; die Integration nach | lafit sich dann ele-

mentar ausfuhren, die noch bleibenden Integrale in bezug auf hatte
bereits Euler bestimmt; so kommt

(912)
v . an an

sin cos

was mit dem Falle r= von (909) iibereinstimmt, wenn noch JT(1 a)
durch r(a) ausgedriickt wird. Spater

1377
) leiiret er noch fur die beiden

Integrale (909) durch partielle Integrationen die simultanen Differential-

gleichungen her:

(91;-)

1

)

dV __ x dz
^ _j_

a _ dz x dy j^ a
// r * s7 / -&amp;gt;J T&quot; ^FTI ~T~
,

^= - - ~4 - 2 _ 1_ _1 41dx r dx~ r dx r dx &amp;lt;^ r *

und integriert sie, indem er arc tg x als unabhangige Veranderliche
einfiihrt.

Bei Fourier finden sich die allgemeinen Gleichungen (909) nicht,
sondern nur als Resultat der Anwendung des Reziprozitatssatzes auf
die Funktion x~ a die Relation zwischen zwei bestiinrnten Integraleu

1376
)

:

30
&amp;lt;*&amp;gt;

(914)

die nur fiir a = --
,
wo beide identisch werden, ihren gemeinsamen

Wert bestimmt.

Seine Rechtfertigung fiudet der Gebrauch komplexer GroBen bei
diesen Umformungen durch A. Cauchys aUgemeinen Satz 1879

): wenn

zeigt auch, daB man die Reihenfolge der Integrationen hier in der Tat ver-
tauschen darf.

Samts (ib. p. 257) will die Benutzung komplexer GroBen durch die Be-
merkung rechtfertigen, sie sei immer erlaubt, wenn man die Differentiation des
Integrals nach dem Parameter unter dem Jntegralzeichen ausfuhren durfe.

1S77) J. EC. polyt. cah. 16 (1813), p. 215; reproduziert von Lacroix, Traite
3 (1819), p. 490. P. Paoli (Mem. soc, ital. 20 (1828), p. 162) bemerkt dazu mit
Recht, man konne auf die Einiuhrung dieser Integrationsvariabeln nur verfallen,
wenn man das Resultat schon kenne; er zeigt, wie man durch Multiplikation

-T/, z, bzw. z, y und Addition Kombinationen erhalt, die aich unmittelbar
integrieren lassen. Ebenso M. Ohm, System der Mathematik 9, Niiraberg 1852,
p. 122. 0. ScMumikh, analytische Studien 1, Leipzig 1848, p. 65 faBt die beiden
Gleichungen zu einer fur y iz zusammen; ebenso Ohm p. 115.

1378) Paris mem. 4 (18l9/20[24j) (Preisschrift von 1811), p. 502; Theorie de
la chaleur Nr. 300 = Oeuvres 1, p. 40G.

1379) Paris mem. pres. 1, 1827 (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 350; die Zu-
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die Funktion f(z) im Unendlichen gewissen [von Cauchy hier freilich

nbch nicht vollstandig angegebenen] Bedingungen genttgt, so gilt die

Gleichung:

(915)

A. de Morgan
1990

) verifiziert die Gleichung (909) fiir ganzzahlige a

mit Hilfe von Rekursionsformeln.

N. JPwyS
1881

) stellt fUr ganzzahlige positive a Rekursionsformeln

auf, die ihm erlauben, die Gleichungen (909) fiir solche a sukzessive

aus (834) abzuleiten; die Resultate nimmt er aber dann 1388
) doch auch

fur gebrochene Werte von a in Anspruch.
J. A. Grunert 13

**) leitet die Gleichungen (909) fiir ganzzahlige

positive a durch sukzessive Differentiation nach r aus (834) ab, indem

er zunachst zeigt, dafi

(916) a
c 8 a *rc tg C0fl (a+ 1} ftrc **

&quot;

ist.

R. LdbaUo****) leitet umgekehrt die Gleichung

(917) e- Sl-
1
zixLxldl = arctg-

o
7

[die den Grenzfall der zweiten Gleichung (909) fur a = vorstellt]

aus (834) durch Integration unter dem Zeichen her. Mit diesem
Verfahren im Grande identisch ist das von G-. Fndlani 1S85

),
der in

Bammenfassung zu einer Gleichung zwischen komplexen GrOBen in den Noten

von 1827, p. 353, sowie auch Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 148.

Auch bei Moigno, lesons 2 (1844), p. 309.

1380) Diff. and integral calculus, Lond. 1836/42, p. 630.

1381) Peterab. me&quot;m. 11 (1831), p. 238; von 1810.

1382) p. 243.

1383) J. f. Math. 8 (1832), p. 147. Die Gleichung (834) ist naturlich nur der

reelle Teil einer einfachen Gleichung zwischen komplexen GrOBen. J. L. Eaabe

(Differentialrechnung 1, Zurich 1839, p. 246) und M. Ohm (System der Mathe-

matik 9, Niirnb. 1852, p. 65) fuhren behufs Vollziehung der erforderlichen Diffe-

rentiationen komplexe Gr5Ben unverhullt ein. J. Liouville (J. f. Math. 13 (1835),

p. 229) nimmt die Ergebnisse dieses Verfahrens auf Grand seiner Vorstellungen
betr. Differentiation zu beliebigem Index fiir beliebige a in Anspruch.

1384) J. f. Math. 11 (1834), p. 171. (Er wendet dasselbe Verfahren auch

auf die erste Gleichung (914) an, ohne zu bemerken, daB er dann ein divergentes

Integral erhalt). Ebenso M. Ohm, System 9, p. 69.

1385) Mem. soc. ital. 20, (1831), p. 466 (von 1829).



69. Paare reziproker Funktionen. 1119

dem Doppelintegral

(918)
,

ex r cos

6 o

das eine Mai die eine, das andere Mai die andere Integration zuerst

ausfdhrt.

0. Schlomikh 6
)
und M. 0/w 1387

) bemerken, dafi die zur Ablei-

tung der Gleichungen (909) benutzten Methoden fur r = versagen;
sie zeigen durch Vertauschung der Integrationsreihenfolge in dem

Doppelintegral

(919)

daB die [mit Poissons Gleichungen (912) identischen] Gleichungen
00

(920) ffr-
J *

cos

die sich aus (909) dnrch Grenziibergang zu r = ergeben, in der

Tat richtig sind. W. Center 1

***) leitet diese Gleichungen aus den von
ihm als richtig angenommenen Gleichungen (517) durch allgemeine
Differentiation nach a ab; daB die von ihm auf demselben Wege ge-
wonnenen Gleichungen

-nfCOSj
1 sin J 2 n

o

damit im Grunde identisch sind, scheint er nicht bemerkt zu haben.

Das erste der Integrate (909) divergiert fur a = 0; als Ersatz

leiten J. L. Eaabe*}, J. M. C. Duliamd*}, Navierim\ A. A. Cour-

not*), Moigno
1

),
M. Ofcw 13M

) aus (834) durch Integration nach r

1386) Arch. Math. Phys. 6 (1845), p. 201; J. f. Math. 33 (1846), p. 354;
Analytische Studien 1, Leipz. 1848, p. 69.

1387) System der Mathematik 9, Niirnb. 1852, p. 140. Er zeigt, daB die

Vertauschung der Reihenfolge der Integrationen hier in der Tat zulassig ist.

1388) Cambr. Dubl. J. 3 (1850), p. 215 (von 1848).

1389) Differential- und Integralrecbnung 1, Zurich 1839, p. 249; daraug

p. 274 die dazu reziproke Formel.

1390) Cours d analyse 2, Paris 1840, p. 8.

1391) Lefons d analyse 2, Paris 1840, p. 10.

1392) Throne des fonctions 2, Paris 1841, p. 179.

1393
s

) Le9ons de calcul diff. et de calc. int. 2, Paris 1844, p. 77.

1394) System der Mathematik 9, Niirnb. 1852, p. 70.
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die Gleichung:
00

(922) f(pC- 6)
- expt-/^))!-

1 cos xl-dt, = 1
log*! + f,

o

ab. J.. de Morgan***
1

) gewinnt sie aus der allgemeinen Gleichung (909)

durch einen Grenziibergang zu a= 0. Die sechs erstgeaannten Autoren

erhalten auf dem gleichen Wege auch die [ubrigens aus (917) folgende]

Gleichung:

(923) (p( a$) exp( /3S))!-
1
sinagrfg = arctg

-

arctg|

G.Boole bemerkt 1896
),

fur nicbt negative a konne man die erste

Gleichung nur als den Grenzfall fur h 0, k = von

/ e
*

cos ( n arc tg -^

aufrechthalten.

Spezielle Falle der hier besprochenen Formeln sind auch wohl

durch besondere Methoden erhalten worden. So behandelt J. L. Eaabe

die Integrale

zunachst 1897
)

fur x
&amp;lt;

r durch Reihenentwicklung unter dem Integral-

zeichen nach Potenzen von x, dann 1398
)

fiir r = durch Vertauschung

der Integrationsreihenfolge in dem Doppelintegral:

(926) exP (
a^) cos x % d% da

o o

In diesem Falle r = kann das erste dieser Integrale durch

eine einfache Substitution in

00 +00

(927) J cos i
2
^i = |]/f oder

jfeotJ;4*|
2*

-oo

1395) Differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 676.

1396) Dubl. trans. 21 (1848), p. 132 (von 1846). Er schlagt geradezu vor,

(924) als Definition der T-Funktion anzusehen.

1397) Differential- und Integralrechnung 1, Zurich 1839, p. 263.

1398) p. 264. Sein Versuch, von da aus durch Differentiation und Sum

mation auch den Fall x
&amp;gt;

r zu erledigen, benutzt divergente Integrale.



59. Paare reziproker Fonktionen. 1121

iibergefiihrt werden. Sein Wert ist auch aus einer Rechnung von

P. G. Lejeune-Dirichlet
1399

)
zu entnehmen. Es ist

Grenzubergang zu A = oo gibt das gewiinschte Resultat. Sonst wird

es durch Spezialisierung der allgemeinen Formel (909)
uo

) oder durch

Inanspruchnahme der Gleichung

(928)

(vgl. II A3, Brunei Nr. 9g, p. 153) fur geeignete komplexe Werte
von a uo1

) gewonnen.
Ph. Kelland&quot;

*) nimmt, urn

1 A cos2|= - -(929)
&amp;lt;r o&quot;

zu berechnen, die erste Gleichung (909) auch fiir r = und x =
oder = 2 in Anspruch und hebt dann zwei divergente Bestandteile

gegeneinander weg.
J. Diengcr

uoa
) stellt den Beweis der Gleichung

(930)

!

(c)singj

I

fur
&amp;lt;

x
&amp;lt;

2c

x
&amp;gt;

2c

1399) Berl. Abh. 1835 [37], p. 401 = Werke 1, p. 249; J. f. Math. 17 (1837),

p. 62 = Werke 1, p. 264.

1400) So bei J. L. Eadbe, Differential- und Integralrechnung 1, Zurich 183 j,

p. 268; bei M. Ohm, System der Mathematik 9, Niirnb. 1852, p. 142.

1401) So bei /. M. C. DuhameJ, Cours d analyse 2, Paris 1840, p. 12; bei
A. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 181.

1402) Cambr. trans. 7. (1841), p. 155; Edinb. trans. 15, (1842), p. 317.

1403) Arch. Math. Phys. 12 (1849), p. 416.
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als Aufgabe; Gr. G. Stotes l4M\leiiet den Wert von

(931)
t/ 5

ab, indem er unter dem Zeichen differentiiert und dann (486) benutzt.

JR. L. EUis l*m
) bemerkt, &amp;lt;JaB ein Integral der Form

00

(932) J(^Av cos ay |)|J (fur gerade n)

o

oder
00

(933) f(2** sin *$ ^r ungerade w
)

o

nur dann einen endlichen Wert haben kann, wenn die Bedingungen

(934) JX&amp;lt;-
2 = 0, -2X&amp;lt;C-

4 =
0,

erfiillt sind. Infolgedessen brauchen, wenn zunachst

(935)

berechnet und dann zur Grenze r = iibergegangen wird, eine Anzahl

Glieder nicht berechnet zu werden, da sie vermoge dieser Relationen

doch wegfallen; es bleibt

(936)

Fiir

gibt das die unter 1 besprochene Formel von Laplace.

Cellerier
1*

*} zeigt durch den SchluB von n auf n -f- 1: sind P,

E gerade ganze Funktionen von
, Q eine ungerade solche Funktion,

so ist sofern das Integral dberhaupt Bedeutung hat

M

(937) /V cos x^ + Q sin x\ + R} \I
&amp;lt;r

gleich dem absoluten Glied des Faktors von sin x\ in der (n l)
ten

Ableitung der KlammergroBe nach |.

1404) Lond. trans. 1848, p. 238 = Papers 2, p. 29.

1405) Cambr. math. J. 34 (1842), p. 185 = Writings p. 143.

1406) J. de math. 8 (1843), p. 257. Auf die Beziehung zu den Residuen-

satzen weist er p. 262 selbst hin.
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d) Die spezielle Formel

(938)

ist, soviel ich sehe, zuerst vonJ.Ir. Pfaff
1401

) und von L. Mascher&ni 1

}

veroffentlicht worden. Schon vorher iiatte sie L. Euler*} dadurch

erhalten, daB er in seiner aDgemeinen Formel (909) zuerst a = 0, dann

r = setzt; dieses Verfahren von Euler ist dann oft wiederholt

worden 1409
). Andere Autoren gehen daza von der schon durch die

Annahme r = spezialisierten Formel (920) aus; so JBidone 1 10
},

der

auch m. W. der erste ist, der darauf aufmerkBam macht, daB fiir

negative x sich nicht ~, sondern --*-
ergibt. Legendre

1*11
) gewinnt

die Gleichung (938), indem r die aus (847) durch Differentiation und

Integration nach x sich ergebenden Formeln verbindet; Laplace
1*1

*)

aus der Gleichung (947), durch Integration nach x und Ubergang

1407) Versuch einer neuen Summationsmethode, Berlin 1788, p. 119. Er
substituiert s = eix und macht dann die beiden falschen Annahmen, der Grenze
x = oo entspreche z und die Formel

dz = log
XV/K *

o

gelte fiir beliebige a, |3.
r

1408) Institut. oalc. integr. 4 (1794), p. 346 (von 1781).

1409) So von P. S. de Laplace, J. EC. polyt. cah. 15 (1809), p. 247; von S. D.
Poisson, ib. 16 (1813), p. 221 (noch ohne die Bemerkung, dafi das Resultat nur
fiir z&amp;gt;0 gilt; ib. 18 (1820), p. 328, wo er es benutzt, fugt er sie stillschweigend
bei); Oettinger, J. f. Math. 38 (1848), p. 223. 0. Bonnet, j. de math. 14 (1849),

p. 260 rechtfertigt das Verfahren durch die Anwendung des zweiten Mittelwert-

satzes; G. G. Stokes, Cambr. trans. 8, (1849), p. 564 (von 1847) = papers 1,

p. 284 begnugt sich mit der Bemerkung, es sei leicht zu zeigen, daB Konvergenz
von (909) fur a = beim ttbergang zu r nicht ,,unendlich langsam&quot; werde.
Auch M. Ohm (System der Mathematik 9, Nflrnb. 1852, p. 74, 114) erklart sich

gegen den unbegrundeten ttbergang zu r= in Formehi, die vorher nur fur
r

&amp;gt; bewiesen waren, und deutet an (ib. p. 124), wie er im vorliegenden Fall

gerechtfertigt werden kOnne; doch scheint er sein Raisonnement selbst nicht fur
einen vollen Beweia ausgeben zu wollen.

1410) Torino mem. 1811/12, p. 279. Ebenso A. de Morgan (Diff. and integral
calculus, Lond. 1836/42, p. 630).

1411) Exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 260; der Sache nach ebenso W. R.
Hamilton, Dubl. trans. 19, (1843), p. 277.

1412) Theorie analytique des probability, Paris 1812, p. 108 der Auagabe
von 1847.

Encyklop. d. math. Wiweiuoh. II 1. 78
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zur Grenze r = 0; Fourier uiz
), indem er den Ubergang von der

trigonometrischen Reihe zum trigonometrischen Integral direkt an der

Forrnel (397) ausfuhrt: Caucliy
uu

\ indem er in der Gleichung (835)
unter dem Zeichen nach r zwischen den Grenzen und oo integriert;

dann auch als Residuenformel 1415
).

Fourier 1* 16
) gibt als eine der einfachsten Folgerungen aus dem

Reziprozitatssatz die Gleichung:

/QQQX 2 Tsin^ (1
fur |* &amp;lt; 1,

(939)
- cos x^dt, = {J 6 (0 |*| &amp;gt;1,

nachher 1417
) zeigt er, daB sie eine einfache Folgerung aus (938) 1st.

ft. 5 if

G. Fmllani 1* 1

*) schaltet die Zwischenwerte
, , ... ein: nacli-

x x
dem dann alle Teilintegrale wieder auf das erste dieser Intervalle

zuriickgefuhrfc sind, erscheint unter dem Integralzeichen die Parti a 1-

bruchreihe der Kotangente, und die Integration liiBt sich elementar

ausfiihren. AuBerdem leitet er die Forrnel noch aus

C
J 2 (I -COB HI g
o

m
(
C09 (&quot; Di cos |) j k

durch Grenziibergang zu m = ab U19
.)

1413) Paris mem. 4 (181
(

.)/20[24]), p. 497 (Preisschrift von 1811); Theorie

Nr. 356 = Oeuvres 1, p. 402.

1414) Lemons sur le calc. infinit., Paris 1823 = Oeuvres (2) 4, p. l J8. Ebenso

Poisson, chaleur p. 3ai); A. Kramer, Progr. Gymn. Nordhausen 1845, p. 4;

0. Schlomilch, Integralrechnung, Greitswald 1848, p. 134; Besge, j. de math. 14,

1849. Damit der Sache nach identisch ist es, wenn /. Littrow (Anleitung zur

hoheren Mathematik, Wieii 1836, p. 460), J. L. Raabe (Differential- u. Integral

rechnung 1, Zurich 1839, p. 249; 2, 1843, p. 335), Kavier, lemons d analyse 2,

Paris 1840, p. 10), A. A. Cournot (theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 180),

A. Pioch (Brux. mem. cour. in 4 15 (1841/42), p. 77), Moigno (Ie9ons sur le

calcul 2, Paris 1844, p. 77) in der Gleichung (923) a = 0, /?
= oc nehmen.

Pioch setzt auch in der Gleichung (
(

J22), iudem er sie ohne weiteres auch fur

komplexe Argumente in Anspruch nimmt, x = 0, danii a = xi, xi.

1415) Mem. sur les integr. def., Paris 1825, p. 63; Exerc. de math. 1 (18211)

= Oeuvres (2) 6, p. 139; Ann. de matfi. 17 (1827), p. 106.

1416) Paris mem. 4 (1819/20[24J), p. 497 ^Preisschrift von 1811); Ann. chirn.

phys. 3 (1810;, p. 363; Theorie de la chaleur Nr. 348, p. 394.

1417) Preisschrift p. 499; Theorie Nr. 357 = Oeuvres 1, p. 403.

1418) Mem. soc. ital. 202 (1831), p. 448 (von 1829); ebenso J. Littrow (Ein-

leitung in die hohere Mathematik, Wien 1H36, p. 454), Fr. Newman (Cambr. Dubl.

math. j. 2 (1847), p. 75); eine Note der Redaktion besagt, daB ihr auch A. Caylcy

dasselbe Verfahren mitgeteilfe habe und M. Ohm, (System der Mathematik 9,
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N. I. Lobatschefskij
u
*) kommt zu (938), indem er in der Gleichung

y
sin

2
.T-

1
*

-^-
- da =

sin
*

a

1

(vgl. 809) x so klein nimmt, daB er im Nenner den Sinus durch den

Bogen ersetzen kann, und zugleich n so groB, da8 auch noch nx un-

endlich wird. Auf demselben Gedauken beruht es, wenn 0. ScJdomttch

andeutet 1421
), daB man den Wert von (938) auch bestimmen konne,

indem man auf die vorhin genannten Teilintervalle diejenigen Be-

trachtungen anwendet, die bei der Bestimmung der Summe einer tri-

gonometrischen Reihe erforderlich sind; und wenn M. Ohm uz2
)

in

derjenigen Gleichung, die aus (121) durch Vertauschung von x mit

JT x hervorgeht, x zu Null, N und NX zu oo werden laBt.

J. L. Eaabe U2i
) erhalt die Gleichung

00

/

J

aus der (938) fur q = hervorgeht, auch aus seinen Untersuchungen
fiber allgemeinere trigonometrische Tntegrale

82
).

Mehrfach, so von 0. ScUomildi 1^4
} und von M. Ohm UK

),
ist auch

bemerkt worden, dafi man fur die Benutzung des Integrals (938) bei

der Ableitung des allgemeinen Fourierschen Integralsatzes seinen Wert
nicht zu kennen, sondern nur zu wissen braucht, daB er endlich ist;

man erhalt ihn dann nachtraglich, indem man die darzustellende Funk-

tion so wahlt, daB man die verlangten Integrationen mit Hilfe anderer

Formelu vollziehen kann.

Ubrigens ist trotz aller dieser Untersuchungen die Richtigkeit
der Gleichung (938) noch lange hier und da bezweifelt worden; so

von E. Moon U26
\ der meint, das Integral sei iiberhaupt unbestimmt,

Numb. 1852, p. 74). p. 455 bezeichnet Frullani die Ableitung durch Differentiation

dea divergenten Integrals (617) nach x als die gebrauchliche.

1419) Ib. p. 693.

1420) Kasan Schriften 2; vgl. Note sn
) u.

108S
).

1421) Arch. Math. Phys. 1 (1841), p. 422.

1422) System der Mathematik 9, Niirnb. 1852, p. 76.

1423) J. f. Math. 23 (1842), p. 116; 25 (1843), p. 167.

1424) Analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 24; zunachst fur seine Glei

chung (808).

1425) System der Mathematik 9, Niirnb. 1852, p. 349, 371.

1426) Phil. mag. (3) 26 (1845), p. 488.

73*
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und von S. Earnshaw U2T
), der den angegebenen Wert wenigstens fur

^manifestly symbolically erroneous&quot; erklart.

e) Yon den Grleichungen

(943) sin -
o

(944) sia (f -*|)^ = f r cos (f -r*)

r&amp;gt;0,

0&amp;lt;a&amp;lt;2

ist die erste von A. Cauchy zunachst 1428
)
ohne Beweis, nur mit der all-

gemeinen Andeutung, dafi sie aus Residuensatzen folge, mitgeteilt

worden; spater fiihrt er beide wiederbolt als Beispiele an 1429
).

In der

zweiten ist das Integral als Hauptwert aufzufassen. Fiir a = gelten

sie nicht mehr, vielmehr liefert dann dasselbe Verfahren 143
)

:

/r.._, N /sina;
(945) J -|- 2r ,

(946) ,

j: Limville 1^ und TF. Center*) erhalten die Gleichung (943)

aus ihrem Spezialfall a == 1 durch Differentiation zu beliebigem Index.

f) Die Gleichung

(947) e- cos

finde ich zuerst publiziert bei P. 5. rfe Laplace, der verschiedene Be-

1427) Cambr. trans. 8 (1847), p. 265; vgl. auch p. 2G8.

1428) Bull, philomat 1822, p. 171 fur den Fall r=l [aus clem sich aber der

allgemeinere sofort ablesen laBtj.

1429) J. fie. polyt. cah. 19 (1823), p. 577 ; Le9ons sur le calc. infinit., Paris

1823 = Oeuvres (2) 4, p. 236; Mem. sur les int. def., Paris 1826, p. 65; Exerc.

de math. 1, 1826 = Oeuvres (2) 6, p. 139; Ann. de math. 17 (1827), p. 104. (An

letzterer Stelle, p. 108, schreibt er diese Forraeln Bidone zu; aber vielleicht liegt

ein Versehen in der Numerierung der Formeln vor.) Ebenso M. Ohm, System

der Mathematik 9, Niirnb. 1852, p. 196.

1430) J. tic. polyt. cah. 19 (1823), p. 578.

1431) Ib. 21 (1832), p. 125, 141; weitere aber auch noch nicht aus-

reichende Erlauterungen betr. die Unsicherheit, ob nicht noch eine ,,fonetion

complementaire
u

beizufiigen sei, J. t . Math. 11 (1834), p. 11.

143-2) Cambr. Dubl. math. j. 5 (1850), p. 216 (von 1848).
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weise fiir sie gibt: Entwickelung nach Potenzen von a;
1488

); Inanspruch-

nahme der Integralformel (928) auch fiir imaginares aUM); Beweis (durch

Differentiation unter dem Integralzeichen und partielle Integration),

daB ihre linke Seite der Differentialgleichung

(948) g + l^-o
geniigt

1435
).

Die Anwendung komplexer GroBen zur Ableitung der Gleichung
wird dann von A. Cauchy gerechtfertigt: teils einfach durch den Hin-

weis darauf, daB beide Seiten der Gleichung (947) sich nach Potenzen

von x entwickeln lassen 1436
),

teils durch die Residuensatze U37
).

1433) Paris m&n. 10 (1809) = Oeuvres 12, p. 311 (ebenso bei v. Schmidten,

J. f. Math. 6 (1830), p. 394; bei /. L. Raabe, Differential- u. Integralrechnung 1,

Ziirich 1839, p. 268; bei M. Ohm, System der Mathematik 9, Nurnberg 1852,

p. 166 und im wesentlichen auch bei E. E. Kummer, ib. 17 (1837), p. 212 und

bei 0. Schlomilch, anal. Studien 1, Leipz. 1848, p. 61). Die Formel, die B. Bon-

compagni (J. f. Math. 25 (1843), p. 83) auf demselben Wege erhalt, ist nur schein-

bar allgemeiner. Wenn S. D. Poisson (Me&quot;canique 2, p. 859) die Gleichung durch

Vergleichung zweier verschiedener Fonnen des Integrals der Wiirmeleitungs-

gleichung ableitet, BO kommt das im Grunde auch auf die Entwicklung nach

Potenzen von x hinaus.

1434) Ib. p. 313; Theorie analytique des probabilitys, Paris 1812 (p. 105 der

Ausgabe von 1847) ,,en vertu de la
gene&quot;ralite&quot;

de Tanalyse
1

. Vgl. ubrigens
Note 1298. Reproduziert ist dieses Verfahren von Lacroix, Traite&quot; 3 (1819), p. 487;
von Cauchy, Paris me&quot;m.

pre&quot;s.
1 (1827) (von 1815) == Oeuvres (1) 1, p. 117; J. EC.

polyt. cah. 19 (1823), p. 518; von Fourier, Theorie de la chaleur, NT. 375
= Oeuvres 1, p. 433; von Navier, lesons d analyse 2, Paris 1840, p. 15; es findet

sich auch im Nachlafi von C. F. Gauft, Werke 3, p. 436 (vom Herausgeber p. 404

vermutungsweise in das Jahr 1808 gesetzt). Die von M. Ohm, Geist der mathe-
matischen Analysis 2, Erlangen 1846, p. 169 versprochene, System der Mathe
matik 9, Niirnb. 1852, p. 112 gegebene Rechtfertigung des Verfahrens von

Laplace ist ungeniigend: er beruft sich auf die ib. 8, 1851, p. 35 von ihm aus-

gesprochene Behauptung, man diirfe gegen oo jede endliche reelle oder imaginare
Zahl vernachlassigen, ohne irgendwie gezeigt zu haben, daB das auch in der

Grenze eines bestimmten Integrals gilt.

1435) Paris mem. 11, 1810 = Oeuvres 12, p. 366; Theorie des probabilites

p. 107. Eeproduziert von Legendre, Exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 363; von
Lacroix, Traite&quot; 3 (1819), p. 489; von Navier, lecons d analyse 2, Paris 1840,

p. 12; von /. M. C. Duhamel, cours d analyse 2, Paris 1840, p. 137; von A. A.

Cournot, theorie des fonctiona 2, Paris 1841, p. 183; von Hoigno, \eqona 2, 1844,

p. 91; von 0. Schlomilch, anal. Studien 1, Leipz. 1848, p. 61; von M. Ohm,
System iler Mathematik 9, Niirnb. 1852, p. Ill (dazu p. 375 die Bemerkung, daB
sich die Integrationskonstante auch mit Hilfe des Reziprozitatssatzes be-
stimmen lasse).

1436) Le9ons our le calcul inf., Paris 1823 = Oeuvres (2) 4, p. 242; ebenso
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Durch Differentiation nach x ergeben sich aus (947) die Werte

der Integrale
1488

):

(949)

(950)

Sie lassen sich zu der Gleichung

- exp
-

(*
- (*-)- exp

-
o

zusammenfassen
;
daB diese auch fur andere positive Werte von m als

ganzzahlige gilt, hat Ca-uchy zuerst 1439
) auf einem ziemlichen Umwege

dargetan, indem er beiderseits die Faktoren, mit denen die Exponential-

groBe multipliziert auftritt, durch ,,auBerordentliche Integrale&quot;
1376

)
er-

setzte und dann die Reihenfolge der Integrationen umkehrte; spater
1440

)

beweist er es durch Integration um einen Parallelstreifen.

Fiir die allgemeineren Integrale:

00

(952)
J&quot;exp

(-rSOS-^jsSdS

J. M. C. Duhamel, cours d analyse 2, Paris 1840, p. 11; Moigno, lesons 2 (1844),

p. 80, 0. Schlomilch, Integralrechnung, Greifswald 1848, p. 137.

1437) Bull, philomat. 1822, p. 167; Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1)

1, p. 341 (von 1814); Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 281; ebenso

A. de Morgan, differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 634; Moigno,

lemons 2 (1844), p. 306.

1438) Laplace, Paris mem. 10 (1809); llj (1810) = Oeuvres 12, p. 313, 366;

Legendre, Exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 363; Caucliy, Paris mem. pres. 1 (1827)

= Oeuvres (1) 1, p. 3-48 (von 1814); vgl. die Erlauterungen von 1827, p. 347;

A. de Morgan, differential and integral calculus, London 1836/42, p. 678. Uber

die dabei auftreteudeu hoheren Differentialquotienten von exp ( a;
2
)

finden

sich einige Bemerkungen noch bei J. Liouville, j. de math. 5 (1840), p. 311;

auch O. Schlomilch, J. f. Math. 33(1846), p. 270 gibt Anweisung zu ihrer bequemen

Berechnung.

1-439) J. EC. polyt. cah. 28 (1844), (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 549; Exerc.

de math. 2 (1826) = Oeuvres (2) G, p. 86. Ausgerechnete Formeln fiir die kleinsten

ganzzahligen Werte von m: Oeuvres (2) 1, p. 556 (mit x = r]/6).

1440) In den Noten von 1827 zur Abhandlung von 1814, Paris rneui. pres. 1

= Oeuvres (1) 1, p. 347; eine Andeutung auch schon Bull, philomat. 1822, p. 167.
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erhalt Octtinger
1 &quot; 1

)
- - fur a = auch A. Cauchy

1

&quot;*)

-- durch Ent-

wicklung unter dem Integralzeichen Reihen nach Potenzen von x/Ys,
mit Koeffizienten, die sich durch F-Funktionen ausdritcken.

g) A. Cauchy gewinnt ferner 1443
) aus der allgeraeinen Gleichung

0)5:5)

durch Spezialisierung von f unter Beriicksichtigung von (927) zunachst

und daraus

/rK.K\ / f
COS 1 j.0 / }-\ 7*. 1 I/* / X , . X*\

&amp;lt;

955) J { sin |
* cos (**) &amp;lt;*

=
2 ]/T (cos T + sin

4 )

-

r

Andererseits 1444
) leitet er auch die Formel

00

(956) V cos

1441) J. f. Math. 38 (1848), p. 222, 228. Er rechnet eine Anzahl spezieller
Annahmen durch, namentlich solche, in welchen sich die Reihen elementar oder

mit Hilfe von Integralen abklingender Funktionen (vgl. unten p) summieren

lassen; doch sind unter diesen Beispielen nicht wenige divergente Tntegrale.

1442) Paris C. R. 37 (1853), p. 206 = Oeuvres (1) 12, p. 102.

1443) Paris meui. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 118 (von 1815); Bull.

philomat. 1821, p. Ill; J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 620 (hier auch noch weitere
Formeln durch Differentiation nach x). Die SchluBweise bei Fourier, Theorie
Nr. 407 = Oeuvres 1, p. 481 ist im Grunde dieselbe, nur die Reihenfolge der
einzelnen Schritte ist geandert; ebenso die bei P. G. Lejeune-Dirichlet, Berl.

Abhandl. 1835 [37], p. 399; J. f. Math. 17 (1837), p. 61 = Werke 1, p. 248, 263.

An der zweiten Stelle bemerkt er, man konne sich durch die Substitution 1*=^
davon iiber/eugen, daB die Integrale einen Sinn haben, obwohl die Integranden
im Unendlichen nicht gegen konvergieren. (). Schlomilch, analytische Studien 2,

Leipzig 1848, p. GO, reproduziert Dirichlets SchluBweise. J. M. C. Duhamel,
cours d analyse 2, Paris 1840, p. 12 und A. A. Cournot, theorie des fonctions 2

(1841) p. 182 fiihren ohne weiteres komplcxe Parameter in das Integral (493) ein.

1444) Mem. sur les integrales d^tinies, Paris 1825, p. 60. Um /u erkennen,
daB die Differentiation unter dem Zeichen in der Tat erlaubt ist, muB man erst

I
s als lutegrationsvariable einffihren.

Der von Cauchy, Exerc. de math. 1 (1820) = Oeuvres i2) C, p. 77 ftir das
Integral



1130 II A 12. H. Burkhardt. Trigonometrische Reihen und Integrale.

ab, indem er den Residuensatz auf die Funktion exp ( #2

)
und den

achten Oktanden der Ebene anwendet. Differentiation nach x er-

gibt noch:

f
oder:

(958) J ( }

h) Die Gleichung:

sn * - cos sn

/ntrvN /*of ( a|) . . , fc
1 inrc

(959)
&quot;

6 8m 3|ae = -s- ??-{v y
,/ tnirg 2 Soja; cos a

erhalt S. D. Poisson U4B
), indem er in der Partialbruchzerlegung der als

Funktion von a betrachteten rechten Seite die einzelnen Glieder ver-

mittelst der Gleichung (835) durch Integrale ausdriickt und dann die

Reihenfolge von Summation und Integration vertauscht. Ersetzung
von a durch n -j- a gibt ihm noch:

eo

ft\df\\ /*o|a| . .. ,. 1

(960) 7^1 \8inx%dZ = -z-J @in * s 2

in*

cos a

spater
1446

)
erhalt er auch diese Gleichung direkt durch Partialbruch

zerlegung. Vertauschung von a mit ai, dann von a mit xi und von

x mit ai gibt
1447

):

( Jt&amp;lt;a&amp;lt;jt).

sin a

2 (Eoj a; -f- cos a

Indem er weiter in (960) a durch a -f- -^ ,
dann durch a ersetzt

angegebene Wert beruht auf einem Versehen; es muB heiBen

00

C exp -
o

[was nicht mehr zu den Integralen gehSrt, um die es sich hier handelt]. J. EC.

polyt. cah. 28 (1844) (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 519 steht die Sache richtig.

1445) Paris mem. 1811
Z [1814], p. 212.

1446) J. EC. polyt. cah. .18 (1820), p. 295.

1447) Paris mem. 1811,, p. 216; J. EC. polyt. cah. 18, p. 297.
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und die so entstehenden Gleichungen miteinander verbindet, erhalt er

noch 1448
):

. a _.. x
sm Stn---

6t tl

o\n (oj x -\- cos a
o

und indem er entsprechend in bezug auf x operiert
1449

):

(964) J

&quot;&quot;

x -J- cos a

Fiir a = oder = n ergeben sich spezielle bzw. Grenzfalle; nament-

lich aus (960) die Gleichung
1460

):

(965) f!*J*j9. mm l.
*J e~

n * 1 4

A. M. Legendre
1*51

) erhalt alle diese Gleichungen, indem er auf

der linkeu Seite unter dem Integralzeichen mit Hilfe der Gleichungen

(282, 283) in trigonometrische Reihen entwickelt, dann gliedweise

integriert und summiert.

Poisson gibt zur Bestimmung des Integrals (847) auch noch andere

Methoden: einmal 1452
) verwandelt er es durch Einschaltung derZwischen-

werte in eine unendliche Reihe; dieselbe Reihe tritt auch auf,x

wenn in dem Integral
271

ff\CC\ 1 I @tn rX
(966)

- I jg-r = cc
vj Sojra; cos xi-

1448) Paris mem. 1811,, p. 217; J. EC. polyt cah. 18, p. 298.

1449) J. EC. polyt. cah. 18, p. 298.

1460) Paris mem. 1811 S , p. 219; J. EC. polyt. cah. 18, p. 302; 20 (1832),

p. 237. Die Ableitung der gpeziellen Fonnel aus der allgemeiuen ist an der

ersteren Stelle streng; an der zweiten und dritten werden divergente Integrate

benutzfc. G. Piola (Mem. soc. itat. 20,, (1831), p. 635) verifiziert die Gleichung (965),

indem er unter dem Integralzeichen nach Potenzen von exp ( 2n) entwickelt

und gliedweise integriert. 0. Scfdomilch, Theorie der Differenzen und Summen,
Halle 1848, p. 155 leitet die Gleichung (970) aus den von ihm uuabhilngig von

ihr bewieseuen Integraldarstellungen der Bernoullischen Zahlen ab; J. Dienyer,
Arch. Math. Phys. 14 (1850), p. 223 stellt ihren Beweis als Aufgabe.

1451) Exerc. de calc. int. 2, Paris 1817, p. 185 (publ. 1815); ebenso A. de

Morgan, differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 669; 0. Scltlumikh,

Beitrage zur Theorie bestimmter Integrate, Jena 1843, p. 50; analytische Studien 2,

Leipzig 1848, p. 1 24. M. Ohm, System der Mathematik 9, Niirnb. 1862, p. 378.

1452) J. EC. polyt. cah. 17 (1815), p. 630.
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der erste Faktor unter dem Integralzeichen als Funktion von r oder,

was auf dasselbe hinauskommt, von | in Partialbriiche zerlegt wird;

dieses Integral aber liiBt sich elemental oder mit Hilfe von (2) be-

stimmen. Andererseits ersetzt er 1453
) in den Formeln die durch Ver-

gleich der Koeffizienten der Reihen (2) u. (3) mit der Integral-
T OC

darstellung entstehen r durch 1 und x durch und geht dann
n n

zu n oo iiber.

G. Plana gewinnt zunitchst 1454
) die Gleichung:

IX

(967) f -.*
*J Sin n
o

-- (i-e-*)
1

durch Partialbruchzerlegung des ersten Faktors rechts unter dem Inte

gralzeichen; daraus durch Integration nach x:

(968) fL-*J (Smt

und daraus wieder die Gleichung (961). Die Substitution von ai fiir a

rechtfertigt er durch die Bemerkung, daB es sich um Funktionen

handle, die sich nach Potenzen von a entwickeln lassen 1455
).

AuBer-

dein leitet er noch 1456
)

aus der Gleichung (965) zunachst fiir ganz-

zahlige q die folgende ab:

~
_ &amp;gt; 7-1

rq^qv / e
&amp;lt;ys sina;^4 n 1

,
Tt

J &quot;TZ7-

=

7&quot;^&quot;
r

e**-i

hier ersetzt er die Summe rechts durch eine [semikonvergente] Ent-

wicklung Eulers und nimmt dann das Resultat fiir beliebige Werte

von q in Anspruch.

1453) Ib. cah. 19 (1823), p. 488.

1454) Torino mem. 23
(181t&amp;gt;), p. 40 (von 181G). Dem divergenten Integral

/ Got

o

schreibt er p. 38 den Wert

zu; daraus erhiilt er durch Differentiation nach x und Abtrennung des diver

genten Be^tandteils anch seinerseits die Gleichung (g).

1455) p. 41. Er unterliiBt t reilich die Feststellung des Konvergenzgebietp

der p]ntwicklung.

145G) p. 47.
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i) Die Gleichung
00

cosx&dl- -a, Sinaa;
(970) f Goi -\- cos a sin a Sin x

o

1st in anderer Schreibweise schon von L. Euler gewonnen worden W57
).

Er erhalt zunachst durch Ausfiihrung der unbestirnmten Integration und

einige Reduktionen fiir ganzzahlige Werte von m und n die Gleichung
ma

fJ
dr *

l

r 4-2cosa + r r w sin a . run
sin

n

er bemerkt dann, dafi sie ungeandert bleibt, wenn man fiir m und n

Briiehe mit demselben Nenner setzt, und nimmt sie infolgedessen fiir

beliebige reelle und dann auch fiir imaginare Werte von m in An-

spruch; die durch die letztere Annahrne erhaltene Gleichung geht
durch die Substitution rn = & in (975) fiber. Die ahnliche Gleichung

/O7o\
(972)

/ in

/ fc^rrJ Soj

; ax)
-.

cos a @m nx

erhalt G^. Plana u \ indem er den ersten Faktor unter dem Integral-
zeichen in Partialbruche zerlegt und gliedweise integriert. S.D.Poisson Ub9

)

gewinnt diese und ahnliche Formeln als Umkehrungen der unter (h)

besprochenen, indem er seine allgemeine Methode zum Beweis des als

Grenzformel aufgefafiten Fourierschen Integralsatzes (Nr. 54) auf den

vorliegenden Fall direkt anwendet: er multipliziert z. B. in der Glei

chung (vgl. 962)

in a

T cos

/*Sinar .

a
= 2

J Steil
S

beiderseits mit exp ( w) cos x%d% und integriert nach zwischen

den Grenzen und oo; rechts wird dann erhalten:

(974) - _i_
^ / in S l_ //v *^ 2 I * 2

und fur die Integration nach j kommt ira Grenzfalle m = nur die

1457) Petrop. n. a. 3 (1785[88]), p. 14 (von 177G); das Resultat ohne Beweis
auch 5 (1787/89), p. 14 (ebenfalls von 1776).

1458) Torino mem. 23 (1818), p. 46 (von 1816); reproduziert von Poisson, J.

fie. polyt. cah. 18 (1820), p. 310; ebenso 0. ScMomilch, Analytische Studien 2,

Leipzig 1848, p. 124. Euhr&quot;* 1

)
erhalt umgekehrt die Partialbruchzerlegungen

derartiger Funktionen aus diescn Integralsatzen ; vgl. Nr. 13.

1459) J. EC. polyt. cah. 18 (1820), p. 305.
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Umgebung von r, = x in Betracht, so dafi schlieBlich wieder (970) er-

halten wird. Er verifiziert das Resultat durch die Partialbruchzerlegung

von JB-TT-!
146

) und bemerkt noch 1461
), da6 die Formeln auch

of i -f- c 8 a

richtig bleiben, wenn fiir x eine komplexe GrroBe gesetzt wird, deren

imaginarer Bestandteil absolut genommen &amp;lt;
1 ist.

Allgemeinere Formeln, in welchen die hier besprochenen als

Spezialfalle enthalten sind, finden sich bei A. Cauchy
lMi

):

w

C \

J of g -f- COB 6

j) Die ffir \x\ &amp;lt; || geltenden Gleichungen:
00

/ainx&
d it in ma;

skTal m*-j- |*

&quot; ~
2m&quot; &quot;1in ma

Tt Sof TUX

2 in ma

Camx d n in ma;

I cosalKw +l 1
) 2m (Sofma

00

(979\ C co* x % d % = &quot;

\
mx

\ J cosa| m*-\-j-* 2m Sofma
o

in denen die Integrale als Hauptwerte zu verstehen sind, hat A.Cauchy
1*63

)

1460) p. 306. Er benutzt eine divergente Form der Partialbruchentwicklung

and das divergente Integral (617J; wenn man das erstere vermeidet, braucht man

auch das letztere nicht.

1461) p. 309. Poisson setzt diesen imaginaren Bestandteil auch gleich 1; das

gibt aber ein divergentes Integral.

1462) Ann. de math. 1.7 (1827), p. 111.

1463) Paris mm. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 442 (von 1814). Mem.

sur les integrales definiea prises entre des limites imaginaires, Paris 1826, p. 66

gibt Caudiy ebenfalls die 1., 2. und 4. Formel (980), an Stelle der 3. jedoch:

Sd| n in ma;

/sin
x

cos ocos a|m*+ g
s 2

dagegen Ann. de math. 17 (1827), p. 108 dieselben Formeln wie im Text. Die

erste Formel als Beispiel fiir die Residuensatze auch bei A. de Morgan, Diffe

rential and integral calculus, London 1836/41, p. 638.
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durch Anwendung seiner Residuensatze auf cine Halbebene gewonnen.
Um auch den Fall \x\ &amp;gt;

a zu erledigen, wendet er 1464
) dieselben Satze

auf einen Parallelstreifen an, der dann noch unendlich viele weitere

Pole der zu integrierenden Funktion enthalt; das gibt zunachst z. B.

/

J
cos no;

r+T
und daraus einerseits, da fiir x

|
&amp;lt;

|

it
|

der Wert des Integrals bereits

bekannt 1st, den Wert der rechts stehenden Summe unter dieser Vor-

aussetzung, andererseits, da die Summe eine gerade periodische Funk

tion von x ist, den Wert des Integrals auch in den andern Fallen.

Dem. Berichterstatter der Akademie iiber Caucbys Abhandlung, A. M.

Legendre, scheinen diese Schliisse Schwierigkeiten geboten zu baben u65
)

(sie sind allerdings bei Cauchy namentlicb in der urspriinglichen

Redaktion nicbt eben ubersichtlich dargestellt, besser in den Zusatzen

von 1827); er hat daher Cauchy zu wiederholten Erlauterungen dar-

iiber veranlafit, wie so die Bedingung |ic|&amp;lt;|a;
bei der Anwendung

der Residuensatze auf die Halbebene dadurch hereinkornmt, .daB man

Forderungen betr. das Verhalten der Funktionen im Unendlichen stellen

uiufi
U66

) ,
und wie so die Formeln im Grenzfall a = in sonst be-

kannte iibergehen
1467

), bis Cauchy schliefilich die Geduld verlor 1468
).

Legendre leitet die Formeln auch selbst ab u69
), fiir

|*|&amp;lt;|a| unter

Benutzung von Partialbruchzerlegungen, die er allerdings nur dadurch

erhalten hatte, daB er die fiir die Partialbruchzerlegung rationaler

Funktionen geltenden Satze ohne weiteres auch auf transzendente

Funktionen iibertrug; fiir
|jc|&amp;gt;|o|

durch sukzessive Reduktionen. Den
Grenzfall x = cc erledigt er mittels des Grenzfalls r = 1 der Formel

(991). Auch gewinnt er noch durch Verhmdung der dritten Formel (980)
mit der durch Differentiation der vierten nach x entstehenden (in
der Note 1463 angegebenen) die Gleichung

und verifiziert sie durch Zerlegung des Integrationsbereichs mittels
7t

der Zwischenwerte - 7tu7
).

IV

1464) Paris m^m. pr^s. 1 = Oeuvres (1) 1, p. 469, 499.

1465) Vgl. seineu der Abhandlung vorgedruckten Rapport p. 326.

1466) p. 486.

1467) p. 493.

1468) ,,Ce qui pr&amp;lt;*cfede suffit&quot;, p. 606.

1469) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 174 (publ. 1815).
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Cauchy gibt iibrigens auch noch allgemeinere Formeln, in denen

links an Stelle von (w
2
-f-

3
)~

* eine beliebige rationale Funktion (von

geeignetem Verbalten im Unendlicben), rechts die entsprechende Re-

siduensumme stebt 1471
).

0. Schlomilch u72
)

erhalt. fiir das Integral

00

(982) y- rgS Jj^illJ J @tnjr m*-f |*
o

als Funktion von x die lineare Differentialgleicbung:

00

/noo\ d*y 8 C(io\a^ .

(983) jJf
- m y - -J Jg^

Indem er deren zweites Glied nacb Potenzen von exp ( x} ent-

wickelt, dann integriert und die Integrationskonstanten durch Grenz-

ubergang zu x = oo bestimmt, findet er:

Fiir m == 1/2 und m == 1 laBt sicb diese Reibe mit Hilfe geeigneter

Kombinationen der Gleicbungen (14) und (15) summieren; das gibt

/(ofaT

/rvo-\ / ,}.

(985) /
- --s - _f rfg

= - - - e- 31 cos a

a: sm a

^. ,+ -=- in x sm a log2 =

i re - cos a / ff ^ r\\+ Sol a; cos a arc tg -.^- Jy
&amp;gt; a

&amp;gt;

j

und&quot;
TS

):

/no^\ ,
fc

,

J sfihrii+i
*&quot;

--
2

e
~

o

-{-&\nxcosalog(l-\-2e-
x
cos,a-}-e~

2x
) -\- Sofa; sin a arctg-^ .

sm a

COB a

1470) p. 181.

1471) Ann. de math. 17 (1827), p. 97.

1472) Beitrage zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 52. a = 0,

7C &quot;Jt- oder gibt Spezialfalle; Differentiation nach x eine weitere Formel.
64 4

1473) p. 58.
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Auf entsprechendem Wege erhalt er noch U78a
)

fQ8 nn cosx
(V*(987)

/*in|
I ^. it .

J Ctn
2

sma

ig z:rr; + 6iB , . . tg^ ;

a cos a)

+ ^Gof a: sin a log (1 + 26- cos a + &amp;lt;r

2i
.)

in z cos a arc tg _,

sin
-a .

e
r
+cos a

Spater
1474

) erhalt Schlomilch diese Resultate direkt aus den Ent-

wicklungen der ersteu Faktoren links unter den Integralzeichen.
Hier konnen auch die Geichungen

(98y )

und

r
J

^

,

8a &quot;

c 8
&quot;

exp (

&quot;a
!

~

4 a 2
)

nngoschlossen werden. die G. G. Stoles) erhalt, indem er die auf
je 7\vei verschiedeiio Arten erhaltenen Ausdriicke fur die gewissen
Greiizbedingungen geniigenden Integrale }.artieller Differentialglei-
.-liungen miteinander vergleicht. Die Summaiaon ist in ihnen fiber
alle ung.-raden ganzzahligen Werte von n zu erstrecken.

k i Die Gleichnn

hatte ^4. JJ/. Lcprndre
1

&quot;*)
durcli Benutzung der Entwickhmg (3) und

der Gleichung (848) abgeleitet; daraus durch Multiplikation mit rda,
Integration nach und Differentiation uach r [oder einfacher aus der

3 a
) p. C,2.

1474) Analjtische Studien 2, Leipzig 1848, p. 126.

1475) Cambr. trans. 8, (1849), p. 57G, 581 (von 1847) = Papers 1

p. SOI, yo9.

1476) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 123 (publ. 1815).
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Bntwicklung (13)]:

oo

(W9\ C T ~ COSC^ &amp;lt;*i _*_
1

J 1 2rcosa| + rf +!
=

2m ?&quot;

a
r

o

Ahnlich erhalt 5. D. Powson 1477
) far a;

&amp;lt;
a:

30

(993) /^ e

e r

A^l I=r)cosi _^1_ *

J 1 2rcosa+r* m -fi
1 4i e

mot
r

o

wahrend fiir a;
&amp;gt;

a kompliziertere Formeln auftreten. Differentiationen

und Integrationen nach r, a oder x geben weitere Formeln, mit deren

Hilfe sich jedes Integral der Form

(995)

auswerten laBt, wenn J?j und .R
2
rationale Funktionen ihrer Argumente

bedeuten, die fiir keinen reellen Wert yon | Null werden.

1) P. S. de Laplace war mit Hilfe von Formeln aus der Theorie

der JT-Funktionen zu der Gleichung gelangt
1478

):

oo

(996) Amxa=~ sin anT(a} \ e~ **(*-* 1^^-^^.
o

Indem er in ihr | durch 2|i, a durch a -j- m 1 ersetzt, erhalt er u79):

1477) J. fie. polyt. cah. 17 (1815), p. 626. B. Boncompagni (J. f. Math. 25

(1843), p. 94) behandelt diese Integrale mit nicht durchweg einwandfreien Hilfs-

mitteln; durch
t)&quot;bergang zu r 1 in geeigneten Eombinatiouen von ihnen erbalt

er die hier unter j besprochenen Formeln.

1478) Theorie aualytique des probabilit^B, livre I, Nr. 41 (p. 163 der Aus-

gabe von 1814). Wenn Laplace hier schon davon redet, daB er diese Gleicbung
durch ,,les passages re&quot;ciproques du r6el a 1

imaginaire&quot; gefunden habe, so be-

zieht sich das auf die Behandlung der P-Punktion init negativem Argument.
A. Cauchy (J. fie. polyt. cah. 28 (1844) (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 523), der

im iibrigen hier dem Gedankengang von Laplace zur Ableituug der Formel (996)
im wesentlichen folgt, bedient sich zur Garstellung der F- Funktionen negativer

Argumente derjenigen Art bestiminter Integrale, die er spater ,,auBerordentliche&quot;

genannt hat (vgl. 1376,
1S88

)).

1479) Theorie des probab., livre I, Nr. 42 (p. 168 der Auegabe von 1814).
Ib. add. II, p. 480 beweist er die Formel (997) direkt, indem er sin

m
| durch die

Cosinus bzw. die Sinus der Vielfachen von ausdruckt und von den Formeln (9-20)

Gebrauch macht. p. 169 leitet er fur grofle m und kleine a geltende asym-
ptotische Ausdrucke ab.
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00

/nnn\ *&quot;* f ft a\ /Bin |

(997) _J c09 ^i--)(-r

dabei ist die Sumrne in der Klammer so weit fortzusetzen, als die

Basen der Potenzen nicht negativ werden. Die damit ubereinstimmenden

Forrneln :

(998)
*
m + 1

F(a 4- 1) I

cos.

gewinnt A Cawc/?t/
1480

), indem er in dem Doppelintegral

(999)

das eine Mai die eine, das andere Mai die andere Integration zuerst

ausfiihrt; A&quot;
1

ist dabei das Zeichen der mten
Differenz, gebildet unter

der Voraussetzung, daB die konstante Differenz von x gleich 2 ge-

nommen wird, und a muB fiir die Formel mit Cosinus
&amp;lt; m, fiir die

mit Sinus
&amp;lt;
m -f- 1 sein; endlich sind, wenn x

&amp;lt; TM, in der Entwick-

lung von Am (o; m)
a

alle Glieder, deren Basen negativ ausfallen

wiirden, in der ersteren durch die entsprechenden Potenzen mit posi-

tiven Basen zu ersetzen 1481
); in der letzteren sind auch noch in alien

diesen Gliedern die Vorzeichen zu andern. Ist auch a ganzzahlig und

dabei a -f- m ungerade, so ist die rechte Seite der Formel mit Cosinus

Null; ist dabei a -j- m gerade, so erscheint sie in unbestimmter Form,
und der richtige Wert kann nach der gewohnlichen Regel bestimmt

werden. Fur die Formel mit Sinus verhalt es sich umgekehrt
1482

).

1480) J. fie. polyt. cab. 28 (1844), (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 485, 492.

Leitet man das Integral mit Sinus aus denl mit Cosinus durch Differentiation

nach x ab, so erhalt man fiir ersteres zuerst eine zu enge Gultigkeitsbedingung
nnd bedarf noch einer erganzenden Betrachtung.

1481) p. 487, 493. p. 651 gibt er ftir diesen Fall einen asymptotischen Aus-

druck mit Hilfe der Relation sin&quot; x~ xm exp (

mx
*\ .

(i

mx*

-\ ), unter
V 6 / \ 180 /

der Voraussetzung, daB a und m sehr groB, x von der Ordnung J/m sei. Fur
a = findet sich ein entsprechender Ausdruck bei E. Hoppe, J. f. Math. 40 (1860),

p. 160 (von 1846).

1482) Oeuvres (2) 1, p. 488.

Encyklop. d. math. Wimiensch. II 1. 74
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Speziell fiir a 1 wird erhalten u83
)

:

(1000) / g
- sin- | sin ag &amp;lt;Z|

= v
&quot;

- -= .

,7 2 + *

o

Auch die von Ph. Kdland 1484
) fiir ganzzahlige m bewiesene Glei-

chung

(1001)
o

kann hier erwahnt werden.

m) Eine andere Integralformel ahnlicher Art ist die ebenfalls von

A. Cauchy
1*8

*) gegebene:
t

r

(e
u

2e*cos + l)
2

I cos
)

+l~ 1 sin J

-i-z

=
2 r(a+&quot;l)

^ = arc tg
-=-

,
v

m

wobei:

wahrend A; ganz willkiirlich gewahlt werden kann. Fur 7; == wird

(1003) t=l, M*i**&amp;gt;

und man erhalt eine andere Form der Gleichungen (998). Cauchy gibt

von dem Integral (1002) auch nock eine asymptotische Entwicklung

(nach fallenden Potenzen von a), deren erstes Glied ist
1486

):

x _ 1

(1004) A&quot;-^~ -

a +V (*- 1)-

unter A; ist dabei die einzige positive Wurzel der Gleichung

a_l__ x _ m =0

1483) p. 494. Das Integral mit Cosinus divergiert in diesem Falle. Vgl.

\ibrigens noch die schon besprochene Untersuchung von R. L. Ellis 140B
).

1484) Cambr. trans. 7
g (1841), p. 166.

1485) J. ec. polyt. cah. 28 (1844), (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 534; ana

dem Falle m = durch wiederholte Dififerenzenbildung. Die Formel setzt x^&amp;gt;0

voraus; die fiir a;&amp;lt;^0
eintretende Modifikation gibt er p. 541 an.

1486) p. 565.
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zu verstehen, und es ist vorausgesetzt, daB a und m
&amp;lt;

a beide sehr

groBe Zahlen, x merklich kleiner als jede von ihnen, und a -f- 1 m

nicht sehr klein gegen x --r- ist.

Verwandt mit dem Falle m = dieser Integrate sind die beiden

folgenden

(1005) (i +

Sie gehen durch die Substitution =
tg v in zwischen den Grenzen

und jc/2 genoinmene Integrale fiber, die E. E. Kummer 7

)
durch

Grenzfalle hypergeometrischer Reihen ausgedriickt hat. Fur /3 a -f- 1

geben sie die Umkehrungen zu den unter c besprochenen Formeln.

Ferner sei die von P. Paoli lt&y
) gegebene Formel erwahnt:

(1006)

dabei ist r cos
fi
= m, r sin /3

=
x, k ^ a -f- 1, und die Differenzen-

bildung bezieht sich auf m unter der Voraussetzung Am = n.

n) Die Integrale

+ &amp;lt;-

]

r
AVflogr (

C 8

} (aft + ft (&quot;* 1
! L Urn J

v r
I cos J

i
sin

\ cos

(1007)

lassen sich zunachst in

2_ /V + **

yxJ\ *

iiberftihren und diese sich mit Hilfe von (847) und (848) auswerten u89
).

Weitere Formeln ergeben sich daraus durch Differentiationen nach x

und naeh s
8

.

o) Bei A. Cauchy finden sich ferner noch die Formeln 1490
):

00

/* m n I e
~ mr

\ ^ot^^^o*.
6 *

1487) J. f. Math. 17 (1837), p. 236.

1488) Mem. soc. ital. 20 (1828), p. 271.

1489) A. Conchy, J. c . polyt. cah. 28 (1844) (von 1816) = Oeuvras () 1, p. 60.6.

1490) J. EC. polyt. cah. 28 (1844) ;,von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 608.

74
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und&quot;
91

):

(1009)

r(a)rfcosi _ / dlogr(a)\ -fsint !=
. \aB- logr

v

} -f-0 aB\r* Llsinj \ da / \ cos I J

mit r sin 6 = x, r cos 6 = s.

p) Wenn&quot; die zu einer gegebenen Funktion reziproke Funktion

sich nicht durch elementare Funktionen ausdriicken laBt, so kann es

von Vorteil sein, ihre Integraldarstellung in eine andere iiberzufuhren,

die nicht mehr oszillierende, sondern abklingende Funktionen enthalt

und dadurch zu Abschatzungen geeigneter ist. Hieher gehort die von

J. Fourier gegebene Umformung:

r/

2

)(1010) /V 1* cos x\ sin \ ^ = y YX C exp (

er erhalt sie
1492

) durch Vergleichung zweier auf verschiedenen Wegen
gewonnenen Losungen desselben Warmeleitungsprobleraes und veri-

fiziert sie dann wenigstens fiir x = durch Entwicklung beider Seiten

nach fallenden Potenzen von t, mit Hilfe der Grleichung (493). Sie

kann ubrigens auch aus der um dieselbe Zeit von P. S. de Laplace
1

***}

aufgestellten Gleichung:
oo x

(1011)
fe-*&amp;lt;

sin xt**- = y
n

t Jexp (-^) ^

abgeleitet werden 1494
).

Damit verwandt ist auch die von A. M. Legen-

1491) p. 513; ebenso 0. Schlomilch, J. f. Math. 33 (1846), p. 321; Analyt.

Studien 1, Leipzig 1848, p. 74.

1492) Paris m^m. 4 (1819/20[24]) (Preisschrift von 1811), p. 520; Theorie de

la chaleur Nr. 369 = Oeuvres 1, p. 423. Im Grunde handelt es sich darum, daB

in der Darstellung der betr. Losung durch ein Fouriersches Doppelintegral das

eine Mai die eine, das andere Mai die andere Integration ausgefuhrt wird.

1493) Theorie analytique des probabilites, Paris 1812, p. 108 der Autigabe

von 1847; aus (947) durch Integration nach x. Ebenso M. Ohm, System der Mathe-

matik 9, Niirnberg 1852, p. 113.

1494) Die urngekehrte Ableitung von (1011) aus (1010) scheint nicht leicht

zu sein; wohl aber kann man auch die Gleichung (1011) auf dem von Fourier

angcgebenen Weg ableiten. A. de Morgan, Differential and integral calculus,

London 1836/41, p. 675 erhalt (1011) aus den von N. Abel angegebeuen Surrogaten
der Residuensiitze Nr. 103.
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dre 1495
) gegebene Gleichung

00 X

(1012) I er*Bmxdt = y exp

er gewinnt aus ihr durch Differentiation nach x weitere Formeln, in

denen dieselbe Transzendente auftritt, durch geeignete Kombination

auch solche, aus denen sie herausfallt, z. B.:

(1013)

A. F. Svanberg
1 *6

)
erhalt die Gleichung (1012) durch Einfuhrung

von Polarkoordinaten in das Doppelintegral

(1014)

Hierher gehort auch die von demselben Autor gegebene Iden-

titat
1497

):

(1015)

ft&quot;
exp (a; | ) rf| jV exp (

3

* ^
cos x

exp

2 f &quot;exp(#

V O ^COS
2

er erhalt sie, indem er aus den Differeutialgleichungen, von denen

die hier auftretenden Integrale partikulare Lbsungen sind, eine ele-

mentar integrable Kombination ableitet.

A. Cauchy hat dann erkannt, dafi sich derartige Formeln durch

Verlegung des Integrationswegs von der Achse der reellen in die der

rein imaginaren Zahlen gewinnen lassen 1498
).

So erscheinen bereits in

1495) Exerc. de calc. int. 1 (1811), p. 363; durch Aufstellung und Integration

einer linearen Difterentialgleichung 1. Ordnung mit zweitem Glied, der die linke

Seite geniigt. A. de Morgan, Diff. and integr. calc., London 1836/41, p. 634 leitet

dusselbe Resultat unter Benutzung komplexer GroBen ab.

1496-) Upsala n. a. 13 (1847), p. 7.

1497) J. f. Math. 18 (1838), p. 67.

1498) Diese Autfassung der Bedeutung derartiger Umformungen findet sich

in einer spateren Abhandlung Cauchya, Mem. aur lea integralea denies, Paris

1825, p. 30, auadriicklich ansgeaprochen unter Bezugnahme auf die Dienste, die

aie ihm bei seiner Untersuchung uber Wasserwellen (Nr. 86) geleistet babe.
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seiner ersten Abhandlung fiber bestimmte Integrale
1499

) die Gleichungen:

(1016)

(1017)

Sie sind als Spezialfalle in den allgemeinen Formeln

CO

~*
C e

~*
I
co8 \~tjt l /

J (M^H 8inH^=r(M)J
o o

enthalten; diese gewinnt Canchy
im

\ indem er in den Doppelintegralen

(1019)

das eine Mai die eine, das andere Mai die andere Integration zuerst

ausfiihrt.

Fur den FaU 5 = 0, w = 1 fflhrt F. Arndt 1

)
diese Integrale

auch noch auf die beiden

(1020) Ci x -

a; 1

Si

1499) Paris m&amp;lt;*m. pr^s. 1 (1827), (von 1814) = Oeuvres (1) 1, p. 877. G.Bidone

hatte Torino mem. 1811/12, p. 302, 318 sowohl die links-, als die rechtsstehenden

Integrale untersucht und in Beihen entwickelt, ohne ihxen Zusammenhang zu

erkennen. Auch von Integralen der Form

00

f IJ I
tot)m J

S*sm

gibt er Entwicklungen.

1500) J. EC. polyt. cah. 18 (1844), (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 480. Fiir

n = 1, s ebenso bei J. L. Ifaabe, Differential- und Integralrechnung 1, Zurich

1839, p. 363; und bei F. Arndt, Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 280 Fur a=
und beliebige n bei 0. Schlomikh, Beitrilge zur Theorie bestimmter Integrale,

Jena 1843 p. 68, und bei A. F. Svanberg, J. de math. 11 (1846), p. 200.

1601) Arch. Math. Phys. 10 (1847), p. 230.
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zurflck; es ist namlich:

Fiir zwei mit diesen nahe verwandte Integrate erhalt A. de Mor-

&amp;lt;7an

1508
)

die Entwicklungen:

n&amp;lt;\99\
&amp;lt;Io|ra:

(1022)

90

-*&quot;(y
+ logrz +^ 2

(

M

rI

ja n) |).

(1023) ft5--jpwpr

indem er in eine Reihenentwicklung de8 Integrallogarithmus komplexe

GroBen einfiihrt, ,,as an instance of the legitimate passage from pos

sible to impossible quantities&quot;.

In anderer Form erscheinen diese Resultate bei 0. ScMomilch 1

*).

Unter Benutzung der folgenden Darstellung des Integrallogarithmua

(vgl. II A 3, Brunei, Nr. 14, p. 174)

(1024) lie-* = -e

erhalt er durch Umkehrung der Integrationsreihenfolge zunachst die

ftir r ^ 1 geltenden Gleichungen:

(1025)

1602) DifiFerential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 656. y bedeutet

die Konatante des Integrallogarithmus 0,677...

1503) Heitrilge zur Theorie bestimmter Integrate, Jena 1843, p. 75. Er fiihrt

die Rechnung fflr reelles r, x durch und nimmt dann das Besultat auch fiir

komplexes r in Anspruch, bemerkt aber, da& man auch die Formel (1022) direkt

auf demselben Wege erhalten kOnne. Die Gleichung (1028) erhalt Schlomilch

auch noch Arch. Math. Phys. 9 (1847), p. 312 aus (847) durch Integration nach r.
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speziell fiir r = 0:

eo

(1026) fli&amp;lt;H cossgdg = -
arctgz,

(1027) Url sin x\A\ = - log(l
o

und daraus mit Hilfe des Reziprozitatssatzes:

(1028)

(1029) sin^ _ * li

o

ferner 1504
) fur r = 1 [und ebenfalls a: &amp;gt; 0]

0030)

Indem er auBerdem fiir positive a; die Formel:

benutzt 1505
),

erhalt er ebenso:

(1032)

und durch JKombination dieser beideu Gleichungen und tfbergang zu

den reziproken Formeln nicht nur die [mit de Morgans Resultaten

(1022), (1023) ubereinstimmeuden]
1506

)

CO

(1033) f\
* cos

*!
}-^ = -1./ I r snia; j r 2

-)-
2 2

1604) Arch. Math. Phys. 5 (1844), p. 207. Hier fiihrt er die Rechnung ohne

Benutzung komplexer GroBen wirklich durch.

1505) Das Integral divergiert; nimmt man den Hauptwert, so bekommt
man bekanntlich (vgl. etwa N. Nielsen, Theorie des Integrallogarithmus , Leipz.

1906, p. 3) nicht eine analytische Fortsetzung der durch (1021) fiir positive x
definierten Funktion. Bei der weiteren Rechnung kommeu dsnn natiirlich auch

bestandig divergente Integrale vor; die Art, wie Schlomilch aich (Arch. Math, b,

p. 208) damit abfmdet, 1st BO nicht zu halten, liefert aber den richtigen Hauptwert.

1506) Die Fonneba enthalten liier einen von F. Arndt, ib. 11 (1848), p. 81
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sondern auch noch die beiden folgenden:

(1034)

Fiir das zweite der Integrate (1033) gibt auch A. F. Svcwberg
1

*)

eine Umformung: die Substitution

(1035)
=

(&amp;gt;, y = QG
fuhrt das Doppelintegral

(1066)

rfav
JJ &amp;lt;

00 00

fiber; hier lassen sich .die Integrationen nach p mit Hilfe von (847)

ausfiihren, und es bleibt:

(1037)

wo:

0- Schlomilch erhalt die Formeln (1033) auch als spezielle Falle

der allgemeinen Gleichungen:
00

/irvoox C^f &amp;lt;r\

rd I

(1038) J &amp;lt;& (cos |)-^ =
J

(1039) f* (sin 8)
-

,, -/
diese gewinnt er 1508

), indem er Zwischengrenzen kzi/Z einschaltet,

berichtigten Vorzeichenfehler; Arndt erh3.lt sie zunachst durch eiiieu von ihm

selbst nicht als streng angesehenen Grenziibergang zu u = aus seinen For

meln (1049) und verifiziert sie dann p. 86 mit Hilfe der Formeln (1024, 847).

Anal. Studien 2, Leipz. 1848, p. 143 hat auch Schlomilch sie richtig; er gibt

hier noch eine andere Form der Ableitnng, durch Yertauschung der Reihenfolge

der Integrationen in einem divergenten Doppelintegral.

1507) Upsala n. a. 13 (1847), p. 11. Das Integral f(x) divergiert fur nega
tive Argumentwerte ;

ist Svanbergs Resultat richtig, wenn man den Hauptwert
nimmt? DaB das Integral (1037) keine algebraische Funktion von x aein kann,

beweist J. Liouville gelegentlich, J. fie. polyt. cah. 22 (1833), p. 193.

1608) J. f. Math. 36 (1848), p. 271; in etwas anderer Formulierung Arch.

Math. 10 (1847), p. 443.
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alle Teilintegrale auf dieselben Grenzen zuriickfuhrt und dann unter

den Integralzeichen summiert. Ebenso konnen sie als spezielle Falle

der ron Sr. JBrowwm 1509
) gegebenen symbolischen Gleichungen

ezp -

aufgefaBt werden.

Einerseits mit diesen Formeln, andererseits mit (1021) verwandt

sind auch die von 0. Schlomilch 1*10
) unter Benutzung der aus einer

zu (896) analogen Differentialgleichung abgeleiteten Ausdriicke der

[divergenten] Integrale

(1042)J
f

sinra?
\ a .

Si rx
\\+ cosrxj I

f cos rx

sinra; }drx.

Weitere Formeln dieser Art finden sich bei A. F. Svanberg
11

}.

Er erhalt aus der ersten Gleichung (920) durch Multiplikation mit

exp ( x)dx und Integration zwisehen den Grenzen x und oo:

(1043) = a cos

Das betrachtet er als eine lineare Differentialgleichung erster Ord-

nung mit zweitem Glied, die bei ihrer Integration auftretenden Doppel-

integrale lassen sich durch partielle Integration auf einfache zuriick-

fiihren, und es bleibt:

(1044)

em-
in a;

ait
cos

cos
2

ait

a

\_e~

x

fx-
m

el
tdx -f-

1509) Cambr. Dubl. math. J. 3 (1848), p. 245, 247.

1510) J. f. Math. 33 (1846), p. 319. F. Arndt, Arch. Math. Phyu. 10 (1847),

p. 246 erhalt die Gleichungen (1042) durch Partialbruchzerlegung der rationalen

Faktoren unter den Integralzeichen; er bemerkt, daB sie nur richtig sind, wenn
man die Hauptwerte nimmt.

1511) J. de math. 11 (1846), p. 198. Geeignete Combination der beiden

Formeln (1044) gibt wieder (943).
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Andererseite hat F. Arndt durch Umkehrung der Integrations-

reihenfolge gefunden
1518

),
dafi auch die Integrale

sich durcli Integrallogarithmen ausdriicken lassen; und zwar sind da-

bei die Palle x
&amp;gt;

und x &amp;lt;
zu unterscheiden.

Aufierdem leitet er zunachst 1618
) die Gleichung ab:

(1046)
.-

d| _ log ,

indem er in dera Integral

(1047)

-

unter dem Zeichen nach Potenzen von entwickelt, gliedweise inte-

griert und dann p setzt; und mit ihrer Hilfe, durch. Umkehrung
der Integrationsreihenfolge in einem Doppelintegral, wieder die Glei-

chungen (1034) bzw. deren - -

iibrigens naheliegende Verallge-

meinerung:

/if\Ao\ Clrc
(1048) / U .

J Igs

-

2 B M 4 L

Ebenso erhalt er 1514
)
unter Benutzung von (917):

Die beiden Gleichungspaare (1045), (1046) gelten iibrigens nur

unter der Voraussetzung u =f= r; fiir das letztere gibt Arndt selbst

ohne Beweis an, was fiir u == r an seine Stelle tritt, fiir das erstere

1512) Arch. Math. Phys. 11 (1848), p. 83.
00

Ib. p. 72. Fiir das Integral I ---^~f-2 &amp;lt;J gibt 0. Schlomilch,

ib. 12 (1849), p. 209 ohne Beweis eine Darstellung durch ein Integral einer ab-

klingenden Funktion.

1514) 11, p. 77.
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erhalt 0. Schlomilch 1

) entsprechende Formeln durch Vertauschimg
der Integrale in einem divergenten Doppelintegral, und stellt ihnen

auch noch andere 1516
)

zur Seite, bei welchen im Nenner r x steht.

Ein grofier Teil der zuletzt besprochenen Formeln sind als

Spezialfalle in den allgemeinen Gleichungen
00 C

(1050) f fJ J sm
o o

far x&amp;lt;c

enthalten, die 0. Schlomilch 1* 11

) angegeben hat. Die Annahme f(f)
= l/t

fuhrt auf (1042), speziell fur c = oo auf (1033); die Annahme

f(fj
== ^-i

?
c = oo auf Ausdriicke der Integrale

durch unvollstandige F-Funktionen
7 speziell fiir [i

= $ durch die in

(1010) (1012) auftretende Transzendente.

q) Ferner erhalt A. Cawc%
1518

)

(1052) Q (x? + t$W = + e- *

{^
s

}
(x?)t dl (t&amp;gt;0)

1515) Analytische Studien 2, Leipz. 1848, p. 144.

1616) p. 147.

1517) Arch. Math. 11 (1848), p. 174

1518) Cauchy leitet die Gleichungen (1049) Mem. sur les int. def., Paris 1825,

p. 59 durch Integration der Funktion z exp (itz -\- ixz*) um den ersten Quadranten

her und vernachlassigt dabei das Integral uber den unendlich grofien Viertels-

kreis. Das wird sich wohl nicht anders rechtfertigen lassen, als indem man zu-

niichst die Formeln (1050) ableitet; auch fiir diese sind iibrigens weder die in dieser

Abhandlung noch die spilter von Cauchy augegebenen Bedingungen (vgl. Nr. 35)

erfullt, und man rnufJ zur Vervollstandigung des Beweises eine Bemerkung von

C. Jordan (Cours d analyse 2, Paris 1883, p. 290) heranziehen. (Vgl. daruber

H. Burkhardt, Miinch. Ber. 1912, p. 106.) In der Preisschrift viber die Wasser-

wellen (Paris mem. pres. 1 (1827), (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 121) begnugt
sich Cauchy mit einer Verifikation der Gleichungen durch Entwicklung beider

Seiten nach steigenden Potenzen von t\ um diese links unter dem Integralzeichen

vornehmen zu konnen, fiigt er erst noch einen Konvergenzfaktor hinzu und be-

nutzt dann die Gleichungen (909). Auch gibt er eine obere Grenze fiir den Wert
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oder, was dasselbe ist:

(1053)

;
o

die Verbindung dieser Gleichungen mit (958) gibt ihm:

00

(1054) f l

c 8

) Or) cos (*Vl)rfg = *
I/* (* sin

/ I sin )
v =

I/a;
3 r 2 \ 4x

H1

(Wird durch t = Y%kx ein neuer Parameter und durch x% = p eine

neue Integrationsvariable eingefiihrt, so wird:

00

(1055) I cos # cos (ty%)d% = ,

V
wo

00

(1056) K= I eos ]/2/^ cos (idp
o

eine Funktion von k allein ist; Cauchy operiert mit dieser Form.)
Eine mit (1054) im wesentlichen aquivalente Formel erhalt Cauchy

auch noch auf folgendem Wege
1519

): Anwendung des Residuensatzes

auf den ersten Quadranten fiihrt zu:

00 00

/- . /

exp (x^i) j . I exp ( XLi-f) , n ,. ,

--, dp == i I - Y -
rt

t
a exp (ix)^

P. *J *
&quot;T&quot; I* 2

wo links der Hauptwert zu verstehen ist; also bei Trennung von Reellem

und Imaginarem:

(1058)

des Integrals (p. 131). In einer 1827 hinzugefugten Note bemerkt er noch (p. 286),
durch sukzessive partielle Integrationen erhalte man tiir jedes der beiden in

der ersten Gleichung (1051) auftretenden Integrale dieselbe [semikonvergente] Ent-

wicklung
x- I-A
(i-

-

. 4. 6. .

was also dieser Gleichung zu widersprechen scheme; durch Beachtung der Kest-

glieder konne man sich aber davon fiberzeugen, da6 diese Entwicklung nur das

rechts-, nicht das linksstehende Integral darstelle.

1519) Paris mem. pres. 1 (1827), = Oeuvres (1) 1, p. 292.
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Andererseits ergibt sich, wenn in den Qleichungen unter g) beider-

seits init (1 + ju-

8
)

dividiert und dann die Gleichungen unter b) be-

rticksichtigt werden:

(1059)

(1060)

Elimination liefert dann die gewiinschte Formel.

Die beiden Integrale (1054) sind in dem folgenden enthalten:

(1061) /XO =e~* sin

I

in welchem g eine komplexe Grofie mit positivem reellen Teil be-

deutet. S. D. Poisson zeigt
1520

),
dafi es der Differentialgleichung

(1062) T, + *-if-h
geniigt; damit erhalt er:

(1063) f(t)
- exp22

Wenn z rein iinaginar ist, ergibt sich daraus durch Differentiation

nach t und Trennung des Reellen und Imaginaren
1591

)

&amp;gt; 00 00

t* ( C **(!% C **(! ) j \=
*( /cos- -&amp;lt;; /cos ^ /;lx\J in J z /

6 01
und hier gibt der erste Bestandteil die in Cauchvs Gleichung (1054)

vom Integralzeichen freien Glieder, der zweite eine [semikonvergente]

Entwicklung von derselben Art wie die in Note 1518) erwahnte 15Z2
).

1520) Paris mem. 1 (1816[18J), p. 94. Fur reelle Werte von z ist die Glei

chung (1063) mit Legendres Gleichung (1012) aquivalent. G.Plana (Torino mem.

25 (1820), p. 117) gewinnt die Differentialgleichung aus der Entwicklung von f

nach Bteigenden Potenzen von z.

1521) Poisson leitet diese Formel durch eine etwas umstandlichere Betrach-

tung besonders ab (Paris mem. 1, p. 109). Bei kornplexem z fiihrt er (p. 99)

nicht direkt oo als Hilfspunkt zur Trennung des Integrals in zwei Bestandteile

ein, sondern zunachst einen willkiirlichen &quot;Wert a, und zeigt dann, daB dieeer

so genommen werden kann, da6 man den zweiten Bestandteil vernachlassigen

darf. Plana (Torino mem. 26, p. 128) gibt an, daB man auch in diesem Falle

zweckmaBigerweiee a = oo nimmt.

1522) Paris mem. 1, p. 116. Plana (Torino mem. 25, p. 125) ersetzt die semi

konvergente Reihe durch ein divergentes Integral.
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Bei CaiAchy
1

*} findet sich fiir das in (1054) rechts auftretende

Integral noch eine Uniformung; namlich:

(1065) /exp (- tVl) cos ,g _
r^j, ezp (- g) A, .

o

Er erhalt sie, indem er von der Gleichung

(1066) exp (-tV) =

Gebrauch macht und dann die Integration nach mit Hilfe von (909)-

ausfiihrt.

Fiir die allgemeineren Integrale

(1067)

erhalt A. de Morgan*
4

} Reihenentwicklungen nach Potenzen von x

durch Entwicklung unter dem Integralzeichen und Inanspruchnahme
der Gleichungen (920) auch fiir positive a.

r) Auch die Gleichung (951) ist fur andere als gauzzahlige Werte
von m hieber zu rechnen. Fiir m

&amp;lt; divergiert das links stehende

Integral; faBt man es aber als ,,au6erordentliches Integral&quot;
1876

), so

gilt, wie Cauchy*} zeigt, die Gleichung:

Weitere derartige Umformungen sind 15*6
):

(1069)
j

\

o

\derf

1528) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 189. Er bemerkt, daB
er diese Umformung schon bei der Vorbereitung der Preisschrift gefunden babe.

1524) Differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 648. Was er

nachher als eine Verifikation gibt, ist aucb nichts anderes; es ist nur der C&quot;ber-

gang von reellem zu komplexem Parameter an einer anderen Stelle der Rech-

nung vorgenommen.

1525) J. EC. polyt. cab. 28 (1844), (von 1815) = Oeuvres (2) 1, p. 560; Exerc.

de math. 1 (1826), = Oeuvres (2) G, p. 86. DaB an der letzteren Stelle und x
etatt x und oo als Grenzen angegeben sind, ist ein Versehen.

1526) A. Cauchy, J. fie. polyt. cah. 28 (1844), (von 1815) = Oeuvreu (2) 1,

p. 497, 504. Fiir s = koinmt man auf(886) zuriick, \venn man die recbtsstehenden

Integvale als singuliire auffadt (p. 41)9).
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wad:

(1070)

00

r
j

&amp;lt;

_ kl _! x -\- -.

i

Hier lassen sich auch noch die von A. de Morgan
1

} aus den

Abelschen Gleichungen (Nr. 103) abgeleiteten Formeln anreihen:

COB a;

= $ j/sr exp (r
2
) [-

die erste dieser Formeln ist in etwas anderer Gestalt auch von J. Binet

gegeben worden 1528
).

Ferner sei erwaimt die von 0. Schlomilch 1**9
}

durch Umkehrung der Integrationsreihenfolge in einem Doppelintegral

erhaltene Formel:

(1072)

s) An anderer Stelle 1530
) gibt Cauchy nocb eine Uraformung eines

ahnlichen Integrals in ein Doppelintegral. Durch Vertauschung der

Integrationsreiheufolge in einem Doppelintegral findet er, daB der Wert

des Integrals

(1073) exp (gy?) Texp (h + /K+JJ L
\

von i unabhangig, also allgemein gleich seinem Wert fiir ^
=

ist,

der sich zu Yit ergibt. Daraus folgt dann:

+ 00

(1074) (Eof ft yi) = *-..

/exp
00

1527) Differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 675. Bei de Morgan
fehlt in der ersten Formel der Faktor r; sie bediirfen wohl viberhaupt der Nach-

prufung.

1628) Paris C. R. 12 (1841), p. 961. Er verspricht die Ableitung fiir eine

andere Gelegenheit und begniigt sich mit der Andeutung, daB man die Richtig-

keit durch eine Differentiation verifizieren konne.

1529) Beitrage
1803

), p. 88.

1530) J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 569.
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und also:
+ 00 +00

(1075)

t) Bei A. Cauclty finden sich noch die allgemeinen Satze 1531
):

Wenn
&amp;lt;p(x)

und f(x) reziproke Funktionen erster Art siud, so sind:

(1076) &amp;lt;p(

2

)(z) und (\yx**f(x)
reziproke Funktionen erster Art;

(1077) &amp;lt;pl*

+
(x) und (ly^ +y^

reziproke Funktionen zweiter Art; ferner fQr positive jt:

(1078) f(x)coakx und -i
{^(a; -f fc) + 9j(|a;

reziproke Funktionen erster Art,

(1079) /-(^sinAa: und f {?()*-- *|) y(*

reziproke Funktionen zweiter Art.

n) Anhangsweise seien noch Formeln erwahnt, die zwar eigent-
lich nicht zu den hier zu besprechenden gehoren, insofern sie Inte-

grale mit cos x\ und solche mit sin
x$&amp;gt; nebeneinander enthalten, die

aber doch unter Umstanden ahnliche Dienste leisten konnen. Hieher
gehoren

jiie
von A. Caucliy) aus Residuensatzen erhaltenen Gleichungen

(1080) Jezp ( xli bt-H)
* =

Y*- exp (+ 2i Vbx
- y* 4

oder:

(1081)

ferner 1558
):

(1082)

w.] {-} (

n r e~ r *
l

,

FJU55HF3. TJ
f(ir a==

5

1531) Bull, philomat. 1817, p. 121; Exerc. de math. 2, 1827 =&amp;gt; Oeuvres (2} 7
p. 178.

1532) J. tfc. polyt. cab. 19 (1823), p. 520 = Oeuvres (2) 1, p. 284; daraus
Bitere Formeln durch Differentiation nach b.

1533) Ib. p. 578, bzw. 341.

Kncyklop. d. math. Wiwcuich. Hi. 7 -
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dann auch 1534
):

; cos&g) (sinxg sin&)log| ,.
n

1

o

Eine weitere Gruppe von Formeln dieser Art hat S. D. Poison 1585
)

erhalten. Er geht aus von der Identitat:

(1084)

wird in ihr

(1085) n =\ (1
- + y

als neue Variable eingefiihrt, so ist in bezug auf diese von nach &amp;lt;x&amp;gt;

und dann wieder zuriick nach xi zu integrieren. Zweimalige Differen

tiation der so erhaltenen Gleichung nach x gibt:

00

(1086) Jexp [2|
2
* - a?| (1 + i)]6 ^S

6

= f e^P (-
?

[y V*
~

oo

(1087) Texp [2|
2
* xl (1 + )] I

2 ^

wobei noch
xi 1

OC i i X T]= yj exp -^- ^
o o

gesetzt werden kann. Trennung des Reellen und Imaginaren in der

ersten Gleichung liefert:

xi

/

(1088) / exp (-

(1089) /i exp ( #!) cos(2|
2

--a;) dl =
-|-exp ^~

o&quot;

1634) Mem. sur les int. dtf., 1825, p. 64 fur 6 = 0; Ann. de math. 17 (1827),

p. 107 fur beliebige [positive?] b.

1635) Th^orie de la chaleur, Supplement, Paris 1837, p. 39.
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die zweite gibt zuniichst zwei Gleichungen, in denen noch die hohere

Transzendente vorkommt, durch deren Elimination aber:

00

(1090) A 2

exp ( x$ [sin (2
2 x) - cos(2

8

jeg)] d|

Auf demselben Wege erhalt er auch noch 1536
)

die Gleichungen:
H

(1091) j\ exp ( x cos(2|
2 + sg)rfg

=
0,

- f + T (*
+

&quot;0

exP (T)/
exP

xi

Von den Werten des Integrals
00

(1092) W=fcos --
(f |) d|

hat Cr. JB. J.? rt/
1537

) eine (von #== 4bisa;==-|-4 reichende) Ta-

belle dadurch erhalten, daB er fiir das Interval! = bis | = 2 sich

der mechanischen Quadratur, fur | = 2 bis | = oo einer durch wie-

derholte partielle Integration entstehenden [semikonvergenten] Ent-

wicklung bedient. Letztere ist von der Form

(1093) P
t
sintt + P

2w cosw;

dabei bedeuten Pl} P2
nach fallenden Potenzen von 3|

2 x geordnete

Reihen, und es ist

(1094) M = |.(|8_ fl.^

gesetzt. In einem Nachtrag
1538

) gibt er noch eine ihm von A. de Mor
gan mitgeteilte Entwicklung nach steigenden Potenzen von x, die

allerdings auf der Benutzung divergenter Falle des Integrals (920)
beruht.

1536) p. 44.

1537) Cambr. trans. 6, (1838), p. 391. p. 400 zeigt er, daB man groBere

Genauigkeit erreicht, wenn man das letzte berucksichtigte Glied der semikon

vergenten Entwicklung nur halb nimmt.

1538) Ib. 8
6 (1849), p. 597.

76*
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G. G. StoJees
1

) fiihrt das Integral (1092) durch die Substitutionen

(1095)

^ = ..
(1 + i]/3)

= n (cos 29 -f i sin 29)

iiber in

(1096) TF=(*)&quot;

T

Z7,

wo 7 den reellen Teil des Integrals

00

(1097) u = / exp [ (cos 39 + i sin 39) (T^ WT?)] d-q

o
00

= (cos9 -}- sin9) / exp ( z* -{-pi) dz

fur =
-^-bedeutet.

Dieses Integral konvergiertzwarnur fur ;r&amp;lt;60&amp;lt;jr

absolut, Stokes beinerkt aber, man konne leicht zeigen, daB seine Kon-

vergeuz bei Annaherung an die zweite Grenze nicht unendlich lang-

sam (Nr. 29) wird. DieFunktion CTgeniigt derDifferentialgleichung
1540

):

(1098) + F_ 0i

aus ihr laBt sich sowohl de Morgans konvergente Entwicklung als

auch eine seraikonvergente, fiir grofie Werte von n bzw. x geltende

ableiten.1541) Die letztere besteht aus zwei Bestandteilen, von denen

der eine die Form hat:

A -I f2*lA M~i 1-5 * i-5-7.il/ i \
8

(1099) An 4

expl
- -

I/
-

)
1 --- -

. + r~5 (

--
7~~~)3/L 1

16]/3
!

\16&amp;gt;/3n
3
/

I J&amp;gt;

wahrend der andere aus ihm durch Vertauschung von i init i her-

vorgeht. Die Bestimmung der hier auftretenden Integrationskonstanten

1539) Ib. 9, 1850, = papers 2, p. 332.

1640) DaB diese Gleichung durch eine einfache Transformation aus einem

speziellen Fall der Besselscben Gleichung hervorgeht, bemerkt Stokes selbst p. 356.

1541) Er berichtet p. 335, er sei auf den Gedanken, solche Darstellungen

zu benutzen, durch Cauchys Formeln fiir die JVesweZschen Integrale gekommen;
von Airya Formel (1093) spricht er nicht. DaB man die asymptotiachen Reihen,

wenn man sie an geeigneter Stelle abbricht, zu numerischer Berechnung der

Integrale verwenden konne, glaubt er was freilich nicht ausreicht daraus

schlieBen zu konnen, daB die Summen dieser abgebrochenen Reihen Differential-

gleichungen geniigen, die sich von (1098) nur durch ein kleines zweites Glied

unterscheiden.
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gelingt im Falle eines positiven n 1542
) durch Anwendung der Methode

der ,,Funktionen groBer Zahlen&quot; (hier Nr. 109) auf die Integraldar-

stellung (1097); fur den Fall eines negativen n gibt er nur eine Kon-

tinuitatsbetrachtung, die ihn selbst nicht befriedigt.
1543

) Indem er dann

fur positive n den gefundenen Ausdruck noch auf die Form

(1100) W= )/2 (3x)~*Mcos (n (*)*- ^ - ^
bringt, wo M und iff ebenfalls durch asymptotische Reihen dargestellt

sind, erhiilt er auch asymptotische Darstellungen fiir die Wurzeln der

Gleichung U= O 1544
);
um solche auch fiir die Wurzeln von -, = zu

erhalten, leitet er, da er die Differentiation des asymptotischen Aus-

drucks fiir U unbequem findet, zuerst die Differentialgleichung ab,

dU
der , genugt.

60. Unliarmonische Form des trigonometrischen Integrals. Will

man ein trigonometrisches Integral so einrichten, da8 jedes seiner

Elemente bei x = die dritte Grenzbedingung (Nr. 69) erfiillt, so

hat man als Element etwa

h sin fa: -\- | cos l-x

zu nehmen. Wird das mit sin multipliziert und zunachst nach

integriert, so wird aus (847) und (848) erhalten:

&quot;

fiir x &amp;gt;a

( 1 1 1 ) I - -~- - -

J fc +S 1

cos x .

&quot;I naan = IT.

x&amp;lt;a.
2

Daraus ergibt sich die von Fourier iuy
)
ohne Beweis angegebene Formel:

00 00

/1 mo\ ff \
^ / th sin %x + | cos |a; .

t r-ir-/ \ /// ^^ ? j -e

(1102) f(x)
- I I - _

TJ^F
_ - sin l*\hf(*) f(cc)]dad%.

Wird hier noch das Glied mit
f(&amp;lt;x)

durch partielle Integration um-

1542) p. 338.

1643) p. 342.

1544) p. 346.

1545) Bull, philotnat. 1820, p. 61 = Oeuvres 2, p. 275. Fourier bemerkt
Paris Mem. 7, 1827 = Oeuvres 2, p. 117, die Formel sei im Bull, durch einen

Druckfehler [in den hier weggelasseneii physikalischen Konstanten] entstellt.

In den Oeuvres ist sie bereits berichtigt, und die oben wiedergegebene Verifi-

kation von Darboux in einer Note zu p. 275 der Oeuvres bezieht sich auf die

bereits berichtigte Formel.
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geformt, so erhiilt man 1546
)

die von Poisson 16
&quot;)

aus der unhannoni-

schen trigonometrischen Reihe (Nr. 84) durch tJbergang zu unendlich

langem Interval! abgeleitete und dann mehrfach 1548
)
benutzte Formel:

(1103) f(x)
=~(h sin ^ + cosiz)(fc sin &amp;lt;* -f | cos ta)f(

Ebenfalls durch einen ungeniigend begriindeten Grenziibergang

beim SehluB vora Endlichen auf das Unendliche ist Poisson ferner 1549
)

zu Formeln gekommen, die die Richtigkeit folgender Gleichungen vor-

aussetzen wiirden:

2 /Ya *
lci

*J J * + i

2

i

o u

f(a)da tit
=

f(x) fur x
&amp;gt; 0,

(1104)

}~
f(a)dadt,

= fiir z
&amp;lt; 0,

cos x cos

und zwar wurde seine Schlu6weise
?
wenn sie iiberhaupt zulassig

ware, sich auf den Fall anwenden lassen, da6
x

eine ,,willkurliche&quot;

Funktion von | ware (a und a
t

sind beliebige reelle Konstante). In

dieser AUgemeinheit ist die Sache sicher nicht richtig
550

); ob sie fiir

den bei Poisson allein in Betracht kommenden Fall 1551
), daB die

Relation zwischen | und | x
lautet:

(1105) a2

(l
2 +^ 2

)
=

i

2

(i1
2 +?i 2

)

(Q, (^ neue Konstante) sich nicht doch rechtfertigen laBt, daruber

scheinen keine Untersuchungen vorzuliegen.

Ebensowenig scheint bekannt zu sein, unter welchen Umstanden

1546) Wenn man, was man ohnedies muB, f(od) = voraussetzt.

1547) J. fie. polyt. cah. 19 (1823), p. 44.

1548) Ib. p. 72, 118; chaleur p. 269, 323. An der zuletzt genannten Stelle

gibt er einen Beweis der Richtigkeit der Formel, indem er die Differenz zwischen

den beiden Darstellungen derselben Funktion durch die Gleichungen (790) und

(1103) bildet: Die Integrationen nach lassen sich in dieser Differenz mit Hilfe

der Gleichungen (847) und (848) ausfuhren, und es ergibt sich in der Tat 0.

1549) Paris Mem. 10 (1831), p. 337 (von 1823).

1550) Nimmt man etwa an, f(a) sei in einem endlichen Intervall konstant

gleich 1, aufierhalb desselben gleich 0, so konnte man die Integration nach a.

ausfiihren, und es wurde sich dann fur ein einfaches Integral ein von dem Para

meter x und den Grenzen dieses Intervalls unabhangiger Wert ergeben.

1551) In diesem Fall tritt ev. noch eine Komplikation dadurch auf, daB | t

nicht fiir alle reellen Werte von | reell ausfiillt.
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die ebenfalls von Poisson 1552
) angegebene Gleichung

(1106) f(x)
= -I [(# a|

2

)cosz i

Ir/ S-9\ y } }-Tr/ \ J f ff\\ I ^,^/n\ ^5

[J[(^-ai
2

)co8g piBinag]/-(a)d /^ (0)+1A((

)J^_ ,{) + pip

richtig ist.

Endlich sei hier noch die Gleichung erwahnt:

-f-oo -f-oo oo

(1107) f(f)
=~ f I /exp (

a2

) [exp (2a|/m&quot;0 cos(2a|/m^ 26m)
l/7t

S
t/ */ /
oo oo

_|_ exp (_2a}/w^) cos(2a]/m&amp;lt; + 26m}]f(6} da d6 dm,

die W. Thomson Lord Kelvin 3

}
durch Grenziibergang aus einer

Reihenforinel erhalten hat.

61. Differentiation und Integration trigonometrischer Integrale.

Der Vorteil der Darstellung einer willkiirlichen Funktion durch ein

Fouriersches Integral liegt, wie schon Fourier selbst bemerkt 1554
),

darin, daB in ihr die eigentliche Variable nicht mehr iinter dem ur-

spriinglichen Funktionszeichen, sondern nur noch unter den Zeichen

der trigonometrischen Funktionen cos und sin vorkommt, so daB man

Differentiationen auch zu beliebigem Index 1555
)

- -
Integrationen,

Reihensummierungen
1556

) bequem ausfiihren kann: ,,la fonction acquiert

en quelque sorte, par cette transformation, toutes les proprietes des

quantites trigonometriques.&quot;

A. Cauchy
1

}
bedient sich zu diesem Zwecke einer symbolischen

Darstellung, indern er schreibt.

-f oo or,

(1108) F(l) f(x]
=

1552) Conn, des temps pour 1833 [30], add. p. 22; aus den Nr. 43 p. 1055

besprochenen Formeln. p. 24 fuhrt er fur den Fall
/&quot;(a)

= fiir a
&amp;gt;

die Inte

gration nach | mit Hilfe der Gleichungen (878) aus.

1553) Cambr. math. j. 34 (1842), p. 174 = papers 1, p. 15.

1654) Theorie Nr. 419 = Oeuyres 1, p. 505.

1555) Nr. 422, p. 508. Vgl. II A 2, Fo/6, Nr. 48, p. 117.

1556) Diese Bemerkung auch bei H. G. Schmidten, Gerg. Ann. 12 (1822),

p. 222.

1557) Paris mein. 22 (1850), (von 1824) = Oeuvres (1) 2, p. 202. Cauchy
schreibt die Formeln gleich fiir beliebig viele Variable an. Rechts ist iibri-

gens | nicht mehr Differentiationsoymbol, sondern einfach Integrationsvariable.
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Dabei bedeutet F zunachst eine ganze Funktion des Differentialsym-

bols | ==
-j

: Caucliy nimmt die Formel aber
J;par analogic&quot;

auch fiir
cl cc

beliebige andere Funktionen dieses Symbols in Anspruch und sieht

dann ihre rechte Seite als Definition der linken an.

0. Schlomilch 1 8

) zeigt: Aus
00 C

(1109) y f(x) = f/f(*) Sin &[

folgt durch partielle Integration:

(mo) fw -
)

II
/&quot;(a)

a sina sinxcc da d%.

o o

Die Differentiation der Kosinus-Formel (790) unter dem Zeichen

ist also nur fiir f(c)
= 0, die der Sinus-Formel (791) nur fiir f(c)

=
0,

f(o)
= erlaubt. Das muB aber der Fall sein, wenn die durch Diffe

rentiation sich ergebenden Integrale einen bestimmten Wert haben.

G. G. Stolces
1559

)
untersucht die Sache genauer. Seien z. B. ty(x\

^2 (a?)
die zu f(x\ f&quot;(x) reziproken Funktionen 2. Art, so ergibt sich

durch partielle Integration:

(1111) V8 (ff)
=

x*i{&amp;gt;(x).-\- xy^^Qcosxa y
-

Dabei sind die Summen erstreckt iiber alle Werte a von x, fiir welche

f(x) und f (x) unstetig werden und Spriinge Q bzw. Qt
aufweisen.

Mit Hilfe derartiger Formeln kann auch umgekehrt aus der Entwick-

lung von ty (x) nach fallenden Potenzen von x abgeleitet werden, wie

weit f(x] und f (x) stetig sind. Auch kann die Darstellung von
il&amp;gt;(x)

von unbequemen Bestandteilen befreit werden. Fiir Funktionen 1. Art

gilt Analoges; nur ist zu beachten, daB im Falle
;
daB zwar f(x) mit

00

x schlieBlich monoton abnimmt, aber \f(%)dt, divergiert, cp(x) (832)

o

fiir x = nicht zu divergieren braucht. 1560
) Um zu zeigen, daB unter

den gemachten Voraussetzungen fiir f(x) das Integral fiir f(x) (p. 1098)

(an der unteren Grenze) stets konvergiert, betrachtet Stokes zunachst

1558) Analyt. Studien 2 (1848), p. 88.

1559) Cambr. trans. 8
5 (1849), p. 557 = Papers 1, p. 273.

1560) p. 660 = 277.
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die Funktion
x

(1112) 5
(a;)
=

J/fJ/(S) COB** dt,

*0

und ihr unbestimmtes Integral ca^x). 0^(0) ist endlich, da ra^z)

gleichmaBig kouvergiert. Partielle Integration zeigt, daB

bis zu x = heran konvergiert. Die Differenz zwischen 0(2;) und

9? (V) kann aber die Divergenz des Integrals fur f(x) (p. 1098) nicht

bewirken. Und auch in diesem Falle ist dieses Integral der Grenz-
wert eines mit einem Konvergenzfaktor versehenen. Entsprechendes
gilt auch fur Integrale mit cos- und sin-Gliedern.

Was A.Pioch 1

^) vorbringfc, betrifft nur das Verfahren an den
Grenzen und Unbestimmtheitsstellen.

62. Mehrfache trigonometrische Integrale werden durch wieder-
holte Anwendung der Satze iiber die zweifachen (Nr. 52) gewonnen.
Sie treten zuerst bei A. Cauchy*) in der Gestalt auf:

sowie in drei entsprechenden, die sich von ihr dadurch unterscheiden,
daB diese Kosinus alle oder teilweise durch Sinus ersetzt sind; dann
bei J.J.Fourier 1663

) in der Gestalt:

L13) f(x,y)
=

Werden durch die Substitutionen

x a. = r cos 6, y /3
= r sin 6,

I = Q cosrfj, i]
= Q sin^

Polarkoordinaten eingefiihrt, so geht das Integralelement

(1114 ) cos (gar |a) cos (rjy ^/3) dl drj
iiber in:

(1114a) ^-[cos (rp cos(^ (9)) -f- cos (rg cos

1561) Bruxelles mem. cour. in 4 15 (1841/42), p. 74.

1562) Paris Mem.
pre&quot;s. 1, 1827 (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 141. Der

Ubergang von (791) zu (1114) auch bei G. Piola, Mem. BOC. ital. 20, (1831), p. 600.
1503) Theorie analytique de la chaleur Nr. 408 = Oeuvres 1, p. 483; ebenso

bei Poisson, Chaleur p. 210.
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War urspriinglich nach | und
tj

von oo bis -f- oo zu integrieren,

so ist jetzt uach
(&amp;gt;

von bis oo und nach ty von bis 2 it zu inte

grieren; statt dessen kann man, wie Pozssow 1564
) bemerkt hat, die letz-

tere Integration auch von 6 bis 9 -f- 2jr, bzw. von 9 bis 2n 6

ausfiihren, und so sich davon iiberzeugen, daB das Resultat dieser

Integrationen von 6 unabhangig ist.

Spater
1565

) gibt Caucliy die komplexe Form:

S^^
die Integrationen nach

, 17,
. . . sind dabei von oo bis -f- oo zu

erstrecken, die Integrationen nach a, ft,
. . . fiber irgend ein Gebiet, in

dessen Innern der Punkt x, y, . . . liegt.

63. Das mehrfaclie Fouriersche Integral als Grenzformel. Will

man ein mehrfaches Fouriersches Integral, analog wie es in Nr. 54

mit dem Doppelintegral geschehen, durch eine Grenzformel ersetzen,

so kann man unter dem Integralzeichen einen Faktor er*i$-** hin-

zufiigen und dann erst den Grenziibergang zu d
1
=

0, hierauf den zu

$
2
=0 ausfiihren. So verfahren in der Tat A. (7awc/M/

1566
)
und S. D.

Poisson 1561
).

Nachher 1568
) gibt letzterer noch ein anderes Verfahren:

wird der Faktor

(1116) exp ( d)/F+T2
)

benutzt und statt der Integrationsvariabeln |, rj
die entsprechenden

Polarkoordinaten eingefiihrt, so kommt man durch Integration von

(1124) auf das Integral

JL/Y-y^Si^f
2V J ( + ( + &amp;lt;^-

(ill-)

das aus einer damals niehrfach diskutierten Frage der Potential-

1564) Paris mem. 1 (1817), p. 139. Bei Poisson ist die Sache dadurch un-

notig kompliziert, daB er nicht von der ganzen 4 7j-Ebene, sondern nur von

einem Quadianten redet.

1565) Bull, philomat. 1821, p. 102; J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 512; Exerc.

de math. 2, 1827 = Oeuvres (2) 7, p. 196. An der zuletzt genannten Stelle auch

die Verallgemeinerung der Formel (826).

1566) Paris Mem. pres. 1, 1827 = Oeuvres (1) 1, p. 141 (von 1814).

1567) Paris Mem. 1, 1816 [18], p. 87. Der Konvergenzfaktor ist dort durch

die Fragestellung selbst motiviert.

1668) Ib. p. 142.
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theorie 1569
)

bekannt war. Cauchy bemerkt noch 1570
), daB man auch

(1118) exp ( &amp;lt;n

2
-&amp;lt;?V)

oder (1 + &amp;lt;5

2 2 + 8 if)-
1

benutzen konne.

64. Paare reziproker Funktionen von mehreren Variabeln. Ana

log wie in Nr. 59 die Darstellung einer Funktion einer Variabeln

durch ein Fouriersches Doppelintegral kann man auch die entsprechende

Darstellung einer Funktion von mehreren Variabeln durch ein mehr-

faches Fouriersches Integral in ein Gleichungspaar spalten, also z. B.

schreiben:

(1119) &amp;lt;p(x,y)
=

(1120) f(x, y)
= ~

n
I

j
o o

und das dann so auffassen, daB dadurch zwischen den Funktionen
/&quot;,

(f eine reziproke Beziehung definiert ist. Einfache Beispiele ergeben

sich, wenn f(x, y) ein Produkt von zwei Faktoren ist, deren jeder

nur von einer Variabeln abhangt und deren reziproke Funktionen be

kannt sind.

Die zu exp ( z ]/ a;
2
-J- ?/

2

) reziproke Funktion Z bestimmt A.

Cawc/M/
1571

),
indem er erstere durch das bestimmte Integral

00

/noi\ i/~~2~i
--

i\ 2 C ( /i 9 z*(x* 4- y*)\
(1121) exp(--^y^+y2

J
=

Jexp^
O 2

^-^^JdB
o

darstellt (vgl. IIA3, Brunei, Nr. 9h, p. 153/4); dann lassen sich in

00 00 00

(1122) Z-.-ff /VrY-- B2
-

000
00 00 OO

8 III / /2 -
&amp;gt; S\ 20| 20= 7= III exp ( 6* 5- 7?

8
) cos - - cos -

**V**J J J000
zuerst die Integrationen nach und

77
mit Hilfe der Gleichung (947)

und hierauf auch die nach mit Hilfe einer Formel aus der Theorie

der F- Funktionen ausfuhren, so daB man

(1123)
2 x (x* + y- + z*j*

1569) Vgl. IIATb. Burkhardt u. Meyer, Nr. 5. insbea. Note 6 38.

1570) J. fie. polyt. cah. 19 (1823), p. 513. Vgl. Note 1268.

1571) Paris Mem. pres. 1, 1827 = Oeuvres (1) 1, p. 155 (von 1815).
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erhalt. S. D. Pofssow 1572
) gelangt zu demselben Resultat einfacher

durch Einfuhrung von Polarkoordinaten : das Integral

+ 00

-g / / e~ &amp;lt;

2
cos %(x a) cos

rj (y /3) d% drj

erhalt die Form:
2rt co

(1124) j I / exp ( QZ] cos (TQ cos i^QdQdip,
o o

und nun laBt sich zunaehst die Integration nach Q und hierauf die

nach fy elementar ausfiihren.

Andere Falle lassen sich mit Hilfe eines von A. Cauchy
1

}
an-

gegebenen allgemeinen Satzes erledigen: 1st

(1125) (i) cos Ixdl = ZBnx-
n
~\

so 1st:

co eo r,

)
sin (r| + r,)rf| C^T?

-
o o

Z. B. gibt die Anwendung dieses Satzes auf die Funktion
/&quot;()

=
exp ( 2fe|):

(1127)
00

daraus folt durch Interation nach fr:

(1128)

&amp;lt;f o

und wenn hier noch Jc durch ki ersetzt wird 1574
):

1572) Paris Mem. 1 (1816 [18]), p. 141. DaB iiberhaupt die zu einer Funktion

von x* -f- y
2
reziproke Funktion die Variabeln ebenfalls nur in dieaer einen Ver-

bindung enthiilt, also vom Polarwinkel unabhangig ist, ist aus ihrer Darstellung
durch ein Doppelintegral nicht unmittelbar ersichtlich, folgt aber aus ihrer phy-
sikalischen Bedeutung und ergibt sich auch analytisch , wenn man die von

Poisson fur den hier vorliegenden speziellen Fall benutzte Schlufiweise auf den

allgemeinen Fall anwendet.

1573) Paris Me&quot;m. pres. 1, 1827 = Oeuvres (1) 1, p. 128 (von 1815).

1574) Ib. p. 180 (von 1827).
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fur k
&amp;lt;

1

o o

m
/

oo
fA
/ /v v

sin (g +

l/i
8

fur k
&amp;gt; 1,

fur /:
&amp;lt;

1

- fur k
&amp;gt;

1.

Die Anwendung desselben Satzes auf die zu cos (tl/x*-{-y*) rezi-

proke Funktion

(1130) c, y]
= / / cos (ty\* -f- T;

2

) cos x% cos
?/TJ (?| ^-^

o o

bereitet Cauchy vor, indem er den als Funktion von 2
-f- ^

2 betrach-

ieten Faktor cos (^|* + &amp;gt;?*)

durch seine Fouriersche Integraldar-

stellung

(1131) cos )
=

-^ j
/c a) cosr(|

2+ ^
2

)
cos

ersetzt und die Integrationen nach | und
??
mit Hilfe der Gleichungen

(954) und (957) ausfiihrt 1575
) ;

so erhalt er zunachst:

00 00

(1132) &amp;lt;p(x, y)
= I I cos (t^a) sin

71 tJ *J
cos ja

-
da,

und das formt er wieder in die unter dern Integralzeichen nur den

einen Parameter
**

enthaltenden Gestalten:

00 OO

(1133) &amp;lt;p(x, y)
=

n ,
(J^ y2)J J c cos sn

oder
00 00

(1134) &amp;lt;p(a;, y)
=

&quot;J^JJ cos

o o

sn

um. 1576
)

Der genannte Satz zeigt dann 1577
),

daB diese Funktion sich

1575) Ib. p. 67, 160 (von 1815).

1576) p. 161, 107.

1577) p. 129.
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aus der in (1055) definierten Funktion K(ti) durch die Gleichung

(1 135) cp (x, y)
= - -

^|* )f(k
cos 0) cos Odd

ableiten laBt, wobei

(1136) /(/;)
=

ist.

S. T). Poisson behandelt die noch allgemeinere Annahme:

(1137) f(x, y)
= exp ( #]/o;

2
-{- y

3
) cos^f/z

2
-f- y

2

).

Die zu dieser Funktion reziproke geht durch Einfiihrung von Polar-

koordinaten iiber in:

tit ta

(1138) y(x, y)
=

j
/ / exp ( QZ) cos (^y^) cos (r()

o o

Das entwickelt Poisson einerseits 1578
) nach. steigenden Potenzen von

t,

wodurch er

(1139) &amp;lt;K*,!/)

74 =

erhalt, unter Z die in (1123) definierte Funktion verstanden; anderer-

seits
1579

) fiihrt er es auch durch die Substitution p = u2 in

rt oo

(1140)
&quot;&quot;

25 f I
exP (

cos

o o

iiber, ersetzt das innere Integral durch seine Umformung (1063) und

benutzt fur diese ihre asymptotische Entwicklung nach fallenden Po
tenzen von t.

Um von der in Nr. 86 behandelten Formel aus zu einem brauch-

baren asymptotischen Ausdruck zu gelangen, benutzt Poisson 15 **

} den

asymptotischen Ausdruck (1054) der Funktion K, so daB er auf

i
2

. f
2

1 tdtodtli
cos - h sin -

4rcosco 4r coscoj r/r 3 gQ^s^
o o

kommt; hier fiihrt er durch die Substitution cosea = (!-}- w
2

)&quot;

1 eine

1678) Paris Mem. 1 (1816/18), p. 144. Poisson betrachtet statt der Funktion

(1137) ihre Ableitung nach t, was etwas weniger ubersichtlich ist.

1579) Ib. p. 147.

1680) Paris mem. 1 (1816/18), p. 166.
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neue Integrationsvariable ein und integriert dann wiederholt partiell.

So erhalt er auch fur diesen Fall eine Entwicklung nach fallenden

Potenzen von
t,

deren Anfangsglied ist:

d* c t* t&amp;gt; t*- cos ~ c, , cos
dt* r r 1 r s r

Cauchy dagegen
1581

)
benutzt als neue Integrationsvariable

_ n ff
tJL

&quot;
&quot;

I J. COS \J /
* 4 j*

zerlegt dann das Integrationsintervall in Teilintervalle und schatzt die

Beitrage der einzelnen ab; so kommt er zu demselben Resultat.

65. Die sogenannte Poissonsche Hilfsformel. A. M. Legendre

hatte bei Gelegenheit seiner Untersuchungen fiber Kugelfunktionen

durch Ausrechnung gezeigt
1582

),
daB fiir jede rationale ganze Funk-

tion G- die Gleichung gilt:

2rt +1 + 1

(* r ^
(1141) / I G (ft ft -\-yY t

u 2
1/1 ft

2

cos(^ i/ i)) diidijj
= 2%

*/ e/ */
o -i i

dieses Resultat hatte er dann auch auf beliebige analytische Funk-

tionen iibertragen.
1588

)
Bei S. D. Pomow 1584

)
erscheint es in der Ge-

stalt :

in rt

(1142) / I f(g cosp -f- h sinp cosg -}- k sinp sintt) sinp dp dq
o o

sin 19 dd;

er fiihrt den Beweis durch Transformation auf ein neues Polarkoordi-

natensystem. Er nimmt es sogleich
1585

)
auch fiir den Fall in Anspruch,

1581) Paris mem. pres. 1 = Oeuvres (1) 1, p. 243; von 1827.

1582) Paris mem. 1789 [an 2], p. 372 (von 1790).

1583) Exerc. de calc. int. 2 (1817), p. 273 (publ. 1815).

1584) Paris mem. 3 (1818[20]), p. 126; Bull, philomat. 1819, p. 113. In dem

Beispiel, durch das G. Plana (Torino mem. 25 (1820), p. 160) dartun will, daB

der Satz nicht allgemein richtig sei, liegt der FehlschluB darin, daB er fur das

Integral
S*

i (a. cos it -f- y sinw cos v) dv

o

einen Wert benutzt, der nur fiir
| y tgw |&amp;lt; a| richtig ist, wiihrend fiir ytgwj

&amp;gt;
a

|

dieses Integral divergiert.

1585) Paris mem. 3, p. 132.
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dafi an Stelle von g, h, k die Differentiationssymbole ,
T

, -^

treten, und deren Potenzen durch die entsprechenden hoheren Difie-

rentialquotienten, also namentlich g* + h* -|- A;
2 durch den Laplace-

schen Differentialoperator d (IIA7b, Burkhardt und Meyer, Nr. 2)

zu ersetzen sind.

A. Cauchy^
86

} gewinnt die Gleichung (1142) als Umgestaltung

eines speziellen Falles seiner in Nr. 66 zu besprechenden Hilfsformel;

dabei gewinnt er zugleich die Yerallgemeinerung:

2a n

C Cf(9 cosu
&quot;^

^sinwcosw -f- fcsinw sinv\ sinududv

2

wobei :

DS
2 v -4- Csin 2w sin

2
v.

In spateren Abhandlungen gibt er die noch etwas allgemeiner

aussehende Reduktionsformel:

2 jt n

(1144) Tff(f)
^- ==

o o

oder:

oo
dabei 1st:

w = r cos^);
v = r sinp cos g;

(; = r sinp sing-, P = gu -\- hv -f- kw,

Q = An* + J5u 2 + Cw 2 + 2Dvw + 2Ewu + 2Fwv

gesetzt, & bedeutet die Diskriminante der quadratischen Form Q*,

K2 die zu ihr reziproke Form, geschrieben in g, h, k als Verander-

lichen. Er erhalt sie durch eine derjenigen linearen Transformationen,

durch welche die quadratische Form Q auf eine Summe von Quadraten

reduziert wird. 1587
)

1586) J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 628. C. G. J. Jacobi, J. f. Math. 10

(1833), p. 106 = Werke 3, p. 166 zeigt, daB sich diese allgemeinere Formel durch

eine einfache Substitution aus der speziellen (1142) ergibt.

1587) Exerc. de math. 5 (1830) = Oeuvres (-2), p. 387 bedient sich Cauchy

einer sukzessiven Reduktion, indem er zunachst diejenigen Glieder, die u ent-

halten, zu einem vollstandigen Quadrat erganzt, dann diejenigen, die nach dieser

Umformung noch und vw enthalten; Paris C. R. 13 (1841), p. 38 = Oeuvres

(1) 6, p. 222 und mit geoinetrischer Deutung der auftretenden GroBen einer ortho-
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E. Catalan 1

*} gibt die folgende Verallgemeinerung der Poisson-

sclien Formel auf beliebig viele Variable:

(n-l)

/i 1 tc\ I / i ii N dx, dx9 dxn_i
( i I4o ) I w ( m, x, -+- nic, x^ -+- -+- m x )/ / \ i i i 441 i n n/ ifV xn

n
2jr

s
r.&quot;. .

j _(_... _|_ m^ Qosd) sin*-rT^Tr &amp;lt;p

Jo

dabei ist links iiber alle reellen Werte von x1} X2 , ,
a;

7l _ 1
zu inte-

grieren, die der Bedingung

V + V + + *iU ^ i

geniigen, und fiir # sind die beiden durch:

V + ^ + + xn
* = 1

definierten Werte zu nehmen.

jEJ. J! Nanson 1589
)
hat die allgemeine Form el:

J/
eplp

v(VzbP i*

in der die Summen von p = 1 bis p = n zu erstrecken sind,

ist und dtv das Element dieser (n 1) dimensionalen spharischen

Manuigfaltigkeit bedeutet. Aus ihr ergeben sich fiir n = 3 die Formel

von Cauchy, fur b
p
= 1 die von Boole.

P. L. Tschebyscheff
1

} gibt ohne Beweis eine sehr allgemeine

gonalen Substitution Paris C. R. 13 (1841), p. 97 = Oeuvres (1) 6, p. 232. Letz-

teres Verfahren reproduziert Moigno, Le9ons 2 (1844), p. 230. An der erstge-
nannten Stelle schickt er eine analoge Diskussion eines eine quadratische Form
mit zwei Variabeln enthaltenden Integrals voraus, bei der aber keine Reduktion
der Zahl der Integrationen, nur eine Umformung erzielt wird.

1588) Journ. de math. 6 (1841), p. 81. Fiir die Bestimmung des rechts vor
dem Integralzeichen stehenden Faktors beruft sich Catalan auf eine friiher von
ihm gegebene Formel; E. L. E. [Ellis] 1 (Cambr. math. j. 4

Z (1844), p. 64) gibt
eine einfachere Bestimmung durch Einfuhrung von Polarkoordinaten. Die
Kritik von G. Boole (Cambr. math. j. 36 (1843), p. 278; vgl. auch 4

t (1843), p. 26)

ubersieht, daB Catalan ausdriicklich auch iiber negative Werte der Koordinaten

integriert; will man das nicht, so muB man freilich eine kompliziertere Formel
aufstellen.

1589) Mess, of math. (2) 26 (1897), p. 119.

1590) J. de math. 8 (1843), p. 235.

Enoyklop. d. math. Wisaonsch. II 1. 76
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Umwandlungsfbrmel, aus der sich die Formeln von Liouville (Dirich-

let?) und Cauchy Nr. 66 als spezielle Falle ergeben.
E. Catalan 1 1

} gibt von Tschebyscheffs allgemeiner Formel einen

Beweis mit Hilfe der Darstellung von f(x -f- x% -j- ) durch ein

Fouriersches Integral.

Eine einfache geometrische Bedeutung hat der Beweis der Poisson-

schen Formel (1142) durcli W. Boberts 1 2

) erfahren.

66. Eine Hilfsformel von Cauchy. Verwandt mit der Poisson-

schen Formel ist eine von A. Cauchy
1

} gegebene Umforinung des

Interals :

(1148) (a
2 + p -1

----
) cos|a cos7?/3 ..-da dp.

Er ersetzt in ihm die Funktion f durch folgende Form ihrer Fourier-

schen Integraldarstellung :

(1 149) f(x)
=

o o

die Integrationen nach a, p, . . . lassen sich dann mit Hilfe der Glei-

chung (956) ausfiihren, und es bleibt:

(use) 4^&quot;-//cos (^
- ev - t+^

also eine Funktion nur von s = 2
-f- rf -|- . . . Ist n eine ungerade

Zahl, so laBt sich auch noch die Integration nach 9 mit Hilfe der

Gleichung (956) und der aus ihr durch partielle Integration hervor-

gehenden ausfiihren; eine etwas andere Anlage der Rechnung liefert

das Resultat in der Gestalt 1593a
):

n-l

dT^ r
(1151) (4jr),!...2-l -T=I cos(ccyS)f(cc)da,

2 *f
ds -

die fiir n = 3 durch Einfiihrung von Polarkoordinaten in die Poisson-

sche Formel (1142) ubergeht.
-- Fiir n = 2 laBt sich das Resultat

1691) Ib. p. 239.

1592) Ib. 11 (1846), p. 210.

1693) J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 521.

1693 a
) p. 627.

1593 b
) p. 630.
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noch in die folgende Gleichung iiberfiihren:

OO +00 + 00 +00

-oo -oo

Anwendungen trigonometrischer Beihen und Integrale.

VI. Integration partieller Differentialgleichungen mit zwei unabhan-

gigen Veranderlichen.

67. Integration partieller Differentialgleichungen durch Reihen,
die nach den sukzessiven Ableitungen willkiirlicher Funktionen
fortschreiten.1594

) Wahlt man in der II A 5, von Weber, Nr. 11, p. 313

dargestellten allgemeinen Losung der nicht homogenen linearen par-

tiellen Differentialgleichung I. 0. zwischen drei Variabeln die beiden

Funktionen flt f% so, daB jede von ihnen nur zwei von den Variabeln

entbalt, und lost dann nach der abhangigen Variabeln auf, so er-

scheint diese allgemeine Losung einer solchen Gleichung in der Gestalt

Von dieser Analogic geleitet hat man auch das allgemeine Integral
einer derartigen Gleichung II. 0. zuerst in der Form gesucht:

(1154) =
F($(f,(x, y)), W(f2 (x, &amp;lt;/)), x),

in der F, flt f2 zu bestimmende, #, W willkiirlich bleibende Funk
tionen ihrer Argumente bedeuten sollten. Den einfachsten Fall einer

derartigen Integration gab die d Alembert-Eulersche Form des In

tegrals der Differentialgleichung der Saitenschwingungen (482), bei der

(1155) fox, y)
= x + y, f2 (x, y)

= x y,

war. Man erkannte aber bald, daB eine derartige Losung nur in sehr

speziellen Fallen moglich ist. L. Eider hat dann Falle gefunden, in

welchen der Ausdruck des allgemeinen Integrals auBer den beiden
wiUkiirlichen Funktionen #, ?F noch ihre ersten Ableitungen enthalt,
z. B. integriert er 1595

) die Gleichung der kugelformigen Fliissigkeits-
wellen

3
*
tt &u

i

2 du 2uW ==
ar&quot;
+ T dr V

1594) Wegen der Integration durch Potenzreihen vergleiche man IIA5 von
Weber, Nr. 1, p. 296.

1595) Berl. hist. 1759 [66], p. 210; Taur. misc. 2 (1760/61), p. 8 = Oeuvres de
Lagrange U, p. 186. Umstandlicher bei C%. Brooke, J. f. Math. 13 (1835), p. 260.

76*
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durch:

(1157) r2 u = (r + t) r & (r + f) -f W(r t) r V(r t).

Welter 1596
) sucht er dann Falle, in welchen auBer den ersten Ablei-

tungen noch hohere auftreten, und kommt so schlieBlich dazu, daB

er das Integral in Form einer unendlichen Reihe ansetzt, die nach

den sukzessiven Ableitungen der willkiirlichen Funktionen fortschreitet.

Z. B. integriert er 1597
) die Gleichung:

,

durch eine Reihe:

(1159) u

die nur abbricht, wenn m eine negative ganze Zahl ist. Neben diese

Form des Integrals stellt er dann noch eine andere, die statt der

sukzessiven Ableitungen der willkiirlichen Funktionen ihre sukzessiven

Integrale enthalt.1588
) Diese letztere ist dann namentlich von P. S. de

Laplace benutzt und fortgebildet worden. Eider hatte 1599
)
den allgemei-

nen Fall der linearen Differentialgleichung II. 0. mit zwei unabhan-

gigen Veranderlichen durch Einfiihrung der in (1155) mit fl} f2 be-

zeichneten Funktionen als neue unabhangige Variable auf die Form
reduziert :

(1160) + M d + Nll+La +T= 0.

Das allgemeine Integral dieser Gleichung gibt Laplace zunachst 160
) in

der Gestalt:

(1161) u =
n = 1

in der 0, W die willkiirlichen Funktionen bedeuten, wahrend die

Funktionen An ,
Bn sich in bestimmter Weise durch sukzessive Inte-

grationen aus den Koeffizienten der Gleichung ableiten.

1596) Taur. misc. 3 (1762/65), p 32.

1597) Ib. p. 69; reproduziert von Lacroix, Traite 2 (1814), p. 645.

1598) Taur. misc. 3, p. 184.

1599) Instit. calc. integr. 3, Petrop. 1770, p. 261. Vgl. auch II A 5, von Weber,
Nr. 53, p. 384. Zu dieser Reduktion sowie zu weitergehender auch fiir Falle von

3 unabhangigen Yariabeln aber nur mit konstanten Koeffizienten vgl. auch

S. Earnsliaw, Phil. mag. (3) 35 (1849), p. 24.

1600) Paris hist. 1779[82] = Oeuvres 10, p. 54. Der zweite Bestandteil der

Losung entsteht aus dem ersten, indem man die in diesem durch die willkiir

lichen Integrationskonstanten eingefiihrten Bestandteile zusammenfaBt
;

so (fiir

den Fall M=N=T=Q, L = const.) bei Poisson, chaleur p. 147.
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Fiir den Fall, daB die Koeffizienten der Gleichung nur die eine

unabhangige Variable x nicht enthalten, ist die Untersuchung dieser

Form des Integrals von Brisson weitergefiihrt worden. Er findet 1601
),

daB dann der die eine willkurliche Funktion &amp;lt;Z&amp;gt; enthaltende Bestand-

teil des Integrals geschrieben werden kann:

xn 1 c nW dn &amp;lt;b(x) ~ I
/

-\ ~\
*O\ Cf x ^y |

f)ff ^O / /y ,_
1

(11.V4)
= 6 ^j n \

fi an ^xn ^
\

n = Q

dabei muB W derjenigen gewohnlichen Differentialgleichung genugen,

die aus der gegebenen dadurch hervorgeht, daB man die symbolischen
p

Potenzen von
j

durch die wirklichen von a ersetzt; und die zweite

dW
Form ist so zu verstehen, daB nach Potenzen von ^ entwickelt und

da

dann diese Potenzen durch die entsprechenden hoheren Ableitungen
von W ersetzt werden sollen. Hangen die Koeffizienten der gegebenen

Differentialgleichung auch von der anderen Variabeln y nicht ab, so

kann Wgleich exp (fiy) genommen werden, wo daiin
/3

mit a durch

eine determinierende Gleichung verbunden sein muB. LaBt sich diese

Gleichung in lineare Gleichungen spalten, so entspricht jedem solchen

Faktor ein Integral der Form 1602
):

(1163) u = eax+ !*y (bx ay);

und in dieser kann noch unbeschadet der AUgemeinheit a = ge
nommen werden.

Der Ausnahmefall, in welchem die Gleichung nicht auf die Form

(1160), sondern auf die Form

(1164) + Jf|| + ^ + L, + r= o

gebracht werden kann, entzieht sich dieser Untersuchung; und man

1601) J. tic. polyt. cah. 14 (1808), p. 204 (von 1804); von p. 226 an ent-

sprechende Formeln fur Differentialgleichungen mit mehr als zwei unabhiingigen
Variabeln. Einfachere Darstellung im Nachtrag von 1807, p. 254: Da die Ko
effizienten der Ableitungen von $(x) von der Wahl dieser Funktion unabhangig
sind, so kann man behufs ihrer Bestimmung 3&amp;gt;(x)

zu exp (ax) spezialisieren.

1602) p 211. Die von Brisson p. 213 speziell behandelten Gleichungen
der Form

lasssen sich auf Gleichungen mit konetanten Koeffizienten zuriickfiihren
,
indem

man log x, log y als unabhangige Veranderliche einfiihrt.
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scheint in der Tat eine Zeitlang geglaubt zu haben, das allgemeine

Integral lasse sich in diesem Fall iiberhaupt nicht so darstellen, daB

eine willkiirliche Funktion explizite in ihm auftritt. Erst P. PaoZi 1608
)

hat wenigstens fur die Voraussetzungen, daB T= 0, die andern Koeffi-

zienten konstant sind, eine zu (1162) analoge Darstellung gegeben. Er

gibt das Integral zunachst in der Form:

(1165) z

die An) Sn bestimmen sich dabei analog wie oben durch sukzessive

Integrationen, ausgehend von

(1166) AQ (x)
= e*, B

Q (x}
=

&**,

wenn a, /3 die beiden Wurzeln der Gleichung

(1167) a2
-\-Ma + L =

bedeuten. Sind diese einander gleich, so ist BQ (x)
= xeax zu nehmen,

und man erhalt dann einfach 1604
)

:

(1168) , - *
71=

also dasselbe Resultat, wie wenn man nach Abspaltung des Faktors

e
ax den andern Faktor nach Potenzen von x entwickelt hatte. An-

dererseits konne man zu solchen Entwicklungen auch von der Be-

merkung aus gelangen, daB der Gleichung durch e
&quot; x+nt

geniigt werde,

wenn m und n durch die Gleichung m2
-f- Mm -f- Nn -\- L = ver-

bunden sind 1605
); wenn man hier e&quot;

* nach Potenzen von n in dieJReihe

S c
ft
w*

entwickle, so erhalte man ein Integral der Form

(1169)

und da dieses der Gleichung fiir jedes n geniige, wenn
&amp;lt;&()

den an-

gegebenen Wert habe, so miisse es ihr auch geniigen, wenn man statt

dessen eine beliebige Funktion
&amp;lt;&()

setze. Die zweite Wurzel der

Gleichung fiir m gebe eine zweite Losung mit einer zweiten willkur-

lichen Funktion. Naher liege es
; unigekehrt e

nt nach Potenzen von m
zu entwickeln; aber er meint, dann erhalte man nicht das allgemeine

Interal da nur eine willkiirliche Funktion auftrete.

1603) Mem. soc. ital. 10 (1803), p. 251.

1604) p. 256.

1605) p. 257. Er beruft sich p. 258 ohne nahere Angabe auf Andeutungen

Condorcets. Fiir a = p. 260.
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68. Allgemeines iiber Integration durch Reihen von Elemen-

tarlosungen. Mit dieser letzten Formuliertmg miindet der in der

vorigen Nummer verfolgte Gedankengang in einen andern ein, der

von den in Nr. 26 besprochenen Untersuchungen ausgeht. Diese

haben zu folgendem allgemeinen Ansatz fiir die Behandlung von Pro-

blemen der Schwingungen kontinuierlicher Systeme gefiihrt: man be-

stimme zuerst, physikalisch zu reden, ,,einfache barmonische Scbwin-

gungen&quot;,
d. b. mathematiscb zu reden, partikulare Integrale der Diffe-

rentialgleicbung in der Gestalt von Produkten
;
deren einer Faktor

eine trigonometrische Funktion Sinus oder Kosinus der nocb

mit einer Frequenzzabl multiplizierten Zeit, der andere eine trigono

metrische Funktion der Raumkoordinaten ist. Man bemerkte aucb

bald 1606
),

daB der scheinbar allgemeinere Ansatz: ,,u gleich dem Pro-

dukt aus einer Funktion der Zeit allein in eine Funktion der Raum
koordinaten allein&quot; nicht weiter fiihrt; wird ein derartiger Ausdruck

in die Differentialgleicbung eingesetzt, so kann sie so umgescbrieben
werden

;
daB auf der einen Seite nur GroBen stehen, die vom Orte,

auf der andern nur solche, die von der Zeit unabhangig sind; und

eine solche Gleicbung kann nur besteben
;
wenn beide Seiten weder

vom Orte, nocb von der Zeit abbangen. So erkennt man, daB jeder

der beiden Faktoren eines solchen partikularen Integrals fiir sicb

einer Differentialgleicbung geniigen muB. Die Gleicbung fiir den von

der Zeit abbangigen Faktor laBt sicb in denjenigen Fallen, mit wel-

chen wir es bier zu tun baben, nur durcb Exponentialfunktionen der

je nacb Umstanden mit einer reellen oder rein imaginaren Konstanten

multiplizierten Zeit befriedigen. Der andere Faktor muB dann der-

jenigen Differentialgleichung geniigen, die aus der gegebenen dadurcb

bervorgebt, daB man die Differentialsymbole durcb die entspre-

cbenden Potenzen jener Konstanten ersetzt. 1607
)

Entbalt dieser andere Faktor noch mebrere unabbangige Variable

(mebrere Raumkoordinaten), so kann man auf ibn dasselbe Verfabren

nocbmals anwenden: Man kann versuchen, der Differentialgleicbung,
die er erfiillen muB, durch ein Produkt von Funktiouen zu geniigen,
deren jede nur von einem Teil der Raumkoordinaten abhangt. Weun
das iiberbaupt moglich ist, muB jede dieser Funktionen wieder fiir

1606) So bei L. Euler, Petrop. n. comm. 10 (1764[G6J), p. 247; dann bei

J. Fourier, Theorie Nr. 167 = Oeuvres 1, p. 145.

1607) Diese Formulierung (nur mit Vertauschung von Raum und Zeit) bei

A. Cattchy, J. fie. polyt. cah. 19 (1823), p. 546 == Oeuvres (2) 1, p. 310; die Sache
selbst ist schon vorher bekannt gewesen.
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sich einer Differentialgleichung geniigen. Dieses Verfahren ist zuerst

von L. Euler 160s
)
bei Gelegenheit des Problems der Schwingungen einer

Membran benutzt worden, dann von Jakob II Bernoulli 160
*) bei dem

Versuch, die Schwingungen einer Platte in Angriff zu nehmen, von

A. M. Legendre
1610

),
in der Potentialtheorie, wo es auf Entwicklungen

nach Kugelfunktionen fuhrt; endlich in der Theorie der stationaren

Warmestromung bei P. S. de Laplace
1611

)
und bei J. Fourier 1612

).
Eine

derartige Losung der vorgelegten Differentialgleichung, die als Produkt

von Funktionen von nur je einer Variabeln erscheint, soil im folgen-

den als eine Elementarlosung bezeichnet werden. 1613
)

Hat die vorgelegte Diffentialgleichung konstante Koeffizienten, so

gilt dasselbe von den einzelnen gewohnlichen Differentialgleichungen,

die bei diesern Verfahren die einzelnen Faktoren der Elementarlosung

bestimmen; jeder dieser Gleichungen wird also wieder durch Expo-
nentialfunktionen (reellen oder imaginiiren Arguments) geniigt, und

die Elementarlosung selbst erscheint dann in der Form:

(1170) exp (at + fix + yy -\
----

).

Die Koeffizienten a, /3, 7, ... sind dabei durch eine algebraische Glei-

chung (,,aequatio vicaria&quot;) verbunden, die aus der gegebenen Differen

tialgleichung dadurch hervorgeht, daB man die Ableitungen der zu

bestimmenden Funktion durch die entsprechenden Produkte von Po-

tenzen dieser Koeffizienten ersetzt. Diese Formulierung erscheint fur

die Gleichung

bei L. Euler 161
*),

fiir andere Gleichungen mit nur zwei unabhaugigen
Veranderlichen gelegentlich bei P. Paofo 1615

)
und bei B. Brisson 1616

),

1608) Petrop. n. comm. 10 (1764 [66]), p. 247 fiir kartesische, p. 256 fiir Polar-

koordinaten. Vgl. auch seinen Brief an Lagrange von 1759, Oeuvres de Lagrange

14, p. 164.

1609) Petrop. n. acta 1787 [89], p. 197.

1610) Paris hist. 1789 [an II], p. 426 (von 1790); vgl. im iibrigen II A 5,

Wangerin, Nr. 11, p. 711.

1611) Bull, philomat. 1820, p. 84 = Oeuvres 13, p. 213; Connaiss. des temps

pour 1823 [20], p. 250; Mecanique celeste, Livre 11, Paris 1823 = Oeuvres 5, p. 88.

1612) Theorie Nr. 167 = Oeuvres 1, p. 145 (nicht in der Preisschrift vou 1811).

1613) Im AnschluB an die Terminologie einer Vorlesung von F. Klein,

1889/90. Bei Fourier (Theorie Nr. 428, 7= Oeuvres 1, p. 528) findet sich ein-

mal der Ausdruck ,,Mouvements simples&quot;
in diesem Sirme gebraucht.

1614) Instit. calc. integr. 3, Petrop. 17, p. 222.

1615) Mem. soc. ital. 10 (1803), p. 257. Er beruft sich p. 258 ohne nahere

Angabe auf Andeutungen Condorcets.
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allgemein in einer nachgelassenen Abhandlung von L. Euler 1611
).

Dann

bei Fourier an vielen Stellen der Theorie de la chaleur. 1618
)

Auch

S. D. Poisson geht bei seinen Untersuchungen regelmaBig
1619

) von ihr

aus, soweit er nicht das in Nr. 73 zu besprechende Verfahren ver-

wendet. Auch G. G. Stokes glaubt noch an die Allgemeinheit der so

erhaltenen Losung.
1620

) In die Lehrbiicherliteratur ist diese Auffassung
von C. . Navier eingefiihrt worden 1621

), dann auch von J. M. C.

Duhamel 1 2

)
und A. Cournot 16

}.

Was iibrigens die Frage betrifft, ob der Zerlegung des rnathe-

matischen Ausdrucks fur die Schwingung in die einzeluen Glieder der

Reihe die physiologische Zerlegung eines zusammengesetzten Tones

in seinen Grundton und dessen harmonische Obertone durch das Ohr

entspricht, so ist diese Frage schon von D. Bernoulli 152
*) bejaht, da-

gegen von d Alembert 162
^, von Lagrange

1 *26
)

und noch spater von

J. M. C. Duliamd 1627
) verneint worden. Spater gibt Duhamel weitere

Ausfiihrungen.
1628

)

69. Ausgezeichnete Losungen und Eigenfunktionen. Der in der

vorigen Nummer besprochene Ansatz gibt noch keinen AufschluB

dariiber, welche Werte der dort noch unbestimmt bleibenden Para-

1616) J. EC. polyt. cah. 14 (1802), p. 220. Er meint selbst dazu (p. 221): Aue

der Tatsache, da6 sich das allgemeine Integral als eine Summe solcher Parti-

kularlosungen darstellen lasse, erkliire sich, daB D. Bernoulli aus seiner Form
der Losung dea Problems der Saitenschwingungen alle physikalisch interessanten

Eigenschaften dieser Erscheinung ebenso vollstandig habe ableiten kbnnen wie

d Alembert und Euler aus der ihrigen.

1617) Petersb. Mem. 4 (1811 [13]), p. 45 (von 1779).

1618) Vgl. namentlich die allgemeine Ausdehnung Nr. 428, Oeuvres 1, p. 526.

1619) Bull, philomat. 1815, p. 164; 1817, p. 183; 1822, p. 81; Paris Mem. 1

(1816 [18]) p. 83; 3 (1818[20J), p. 171; J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 370; Meca-

nique (2) p. 353; Chaleur p. 363, 381.

1620) Cambr. Trans. 7S (1842), p. 442 = papers 1, p. 4; auch ib. 84 (1847),

p. 444 = 1, p. 202.

1621) Lecons 2 (1840), p. 149.

1622) Cours d Analyse 2 (1840), p. 179.

1623) Theorie des fonctions 2 (1841), p. 401, 402.

1624) Berl. hist. 1753[65j, p. 152, 188.

1625) Opuscules math. 1, Paris 1761, p. 61.

1626) Taur. misc. 1 = Oeuvres 1, p. 141.

1627) Paris C. R. 10 (1840), p. 13. Er glaubte experimentell festgestellt zu

haben, daB eine Saite oder Platte, wenn sie einen zusammengesetzten Klang
horen lasse, in Teile zerfalle, von denen jeder mit einer anderen Schwingungs-
zahl schwinge.

1628) Ib. 27 (1848), p. 457; Phil. Mag. (3) 34 (1849), p. 415; Ann. chim. phys.

(1848), p. 45. Er schrieb die Idee Saveur zu.
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meter zur Bildung der Elementarlosungen benutzt werden sollen; das

kann erst entschieden werden, wenn noch weitere Bedingungen ge-

geben sind. 1629
)

Reden wir zunachst nur von Gleichungen mit zwei

unabhangigen Variabeln x, t,
so kommt vor allem der Fall in Frage,

daB die Bedingungen folgendermafien lauten: Fiir alle oder doch alle

positiven Werte der einen Variabeln t und fur zwei verschiedene Werte

der andern, sagen wir x = und x = a soil

entweder u = sein (erste Randbedingung),
1630

)

f) U
oder

^
=

(zweite Randbedingung),
o

oder hu -j- ~ =
(dritte Randbedingung),

oder endlich es soil:

(du\ _

sein (Periodizitatsbedingung). (Dabei konnen die drei ersten Bedin

gungen an den beiden Endpunkten beliebig miteinander kombiniert

sein, und es kann auch, wenn an beiden Enden die dritte Bedingung

gilt, die Konstante h an ihnen verschiedene Werte haben.) Man kann

dann namlich die Elementarlosungen so wahlen, daB sie einzeln diesen

Bedingungen geniigen. Die so fixierten Elementarlosungen der par-

tiellen Differentialgleichung nennt man wobl die zu den betreffenden

Nebenbedingungen gehorenden ausgezeichneten Losungen; die in ihnen

enthaltenen nur von x abhangenden Faktoren neuerdings die Eigen-

funktionen
1691

)
des Problems. Als solche Eigenfunktionen ergeben sich

in den einzelnen Fallen die folgenden:

1629) Ganz unklar sind die Auseinandersetzungen, durch die J. Challis, ohne

von Grenzbedingungen zu reden, dartun will, da6 sin nx ,,die primiire Form&quot;

fiir die Integration der Gleichung der Saitenschwingungen sei (Phil. mag. 2, 6

(1829), p. 299, Cambr. trans. 3S , 1830, p. 280; vgl. auch das Eeferat Bull. Fe-

russac 16 (1831), p. 237). tTber die Integration partieller Differentialgleichungen

durch trigonometrische Reihen vgl. auch die Darstellung bei A. Cournot, Theorie

des fonctions 2 (1841), p. 411.

1630) Der Fall, daB an beiden Enden die Bedingung u = einer von ver-

schiedenen Konstanten b vorgeschrieben ist, laBt sich, wenn die Differential-

gleichung die Funktion nicht selbst, sondern nur ihre Ableitungen enthalt, durch

die Substitution von u & als neuer Unbekannten auf den im Text bebandelten

zuruckfiihren. Der Fall, daB u an beiden Enden verschiedenen Konstanten gleich

sein soil, laBt sich mit Hilfe des Superpositionsprinzips reduzieren, indem man

erst eine von t unabhangige Losung sucht die dieser Bedingung geniigt; so bei

G.S.Ohm, Die galvanische Kette, Berlin 1827 (= Ges. Abh. p. 149), und bei Poisson,

chaleur p. 271.

1631) Wohl von D. Hilbert zuerst eingefuhrt, Gott. Nachr. 1904, p. 51. Die



69. Ausgezeichnete Losungen und Eigenfunktionen. 1181

Fur x = und fiir x = n der ersten Randbedingung genugt

sinnx, wenn n eine ganze Zahl ist.

Fur x = und fiir x = n der zweiten Randbedingung genugt

cos nx, wenn n eine ganze Zahl ist.

Fur x = der ersten, fiir x = n der zweiten Randbedingung

genugt sin nx, wenn n ein ungerades Vielfaches von ist.
1682

)

Fiir x = der zweiten, fiir rr = n der ersten Randbedingung

genugt cos nx, wenn w ein ungerades Vielfaches yon -|-
ist.

Fiir x = der ersten, fiir x = 1 der dritten Randbedingung

geniigt sin An a;,
wenn I eine Wurzel der determinierenden Gleichung

(683) ist.

Fiir x = der zweiten, fiir x=l der dritten Randbedingung

genugt cos lnx, wenn An eine Wurzel derselben Gleichung ist.

Fiir x = 1 der dritten Randbedingung mit einem Wert 2h
9

der

Konstanten h, fiir x = derselben Bedingung, aber mit einem andern

Wert 2/Zj der Konstanten genugt der Ausdruck (682), wenn ln

eine Wurzel der Gleichung (680) ist.

Der Periodizitatsbedingung fiir a = 2n genugt der Ausdruck

A cos nx -\- B sin nx, wenn n eine ganze Zahl ist, welches auch das

Verhaltnis der beiden Konstanten A, B ist.

Bei andern Aufgaben treten noch kompliziertere Randbedingungen

oder auch ,,Ubergangsbedingungeu&quot; d. h. Bedingungen an einer inne-

ren Stelle des Intervalls auf; soweit man dann iiberhaupt noch mit

trigonometrischen Funktionen zu tun hat, koinmen die in Nr. 43

erwahnten determinierenden Gleichungen und Eigenfunktionen in Be-

tracht. 1633
)

Eigenfunktionen sind durch ihre Definition im allgemeinen nur bis auf einen

konstanten Faktor bestimmt; es ist bei den trigonometrischen Funktionen nicht

wie bei allgemeineren bequem, diesen Faktor durch die Forderung festzulegen,

daB die Integrale der Quadrate der Eigenfunktionen, genommen iiber das in

Betracht kommende Intervall, alle den Wert 1 bekommen.

1632) So z. B. bei Navier, Bull, pnilomat. 1825, p. 180; bei Poisson, Meca-

nique 2. p. 321.

1633) Soil z. B. die Gleichung

unter den tTbergangsbedingungen

fiir r =
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Verschiebung des Anfangspunkts der Koordinaten und Verande-

ruug des Mafistabes andert die Form der Eigenfunktionen. Wird z. B.

/ . . .

_J_
\ als das Interval! genommen, an dessen beiden Enden

\ 2 2 /

die erste Bedingung erfiillt sein soil, so treten die Kosinus der un-

geraden und die Sinus der geraden Vielfachen des Arguments als

Eigenfunktionen auf.
1634

)

Unter Umstanden fallt ein Teil der Eigenfunktionen dadurch

weg, daB noch Symmetriebedingungen auftreten; so kommen, wenn in

dem eben angefiihrten Fall verlangt wird, daB man nur mit geraden

Funktionen des Arguments zu tun haben will, nur die Kosinus der

ungeraden Vielfachen des. Arguments in Frage.
1635

)

und den Randbedingungen

|^ = fur x = h k
ox

f- = fur x = li + l

ox

integriert werden, so besteht das ausgezeichnete Losungssystem aus 2 Funktionen,

von denen die eine fur das eine, die andere fur das andere Intervall gilt. Aus

gezeichnete Losung 1st nach Poisson (Paris mem. 10 (1831), p. 323 (von 1823)):

u = a t
(A cos/It -f- B sin it) cos^ cos (%x -\-!-k !-h),

v =
!

*
(A cosit -f- B sinXt) cos& cos (^x ^l ix K),

wobei i, |, |j den Gleichungen

^ sinfcg + a^^ sinl^ cos/c| =

geniigen miissen. Vgl. Note 1714.

1634) So bei dem von J.J.Fourier (Paris Mem. 4 (1819/20 [24]) (Preis-

schrift von 1811), p. 250; Theorie de la chaleur Nr. 166 = Oeuvres 1, p. 144) be-

handelten Problem der stationaren Warmestromung in einem rechteckigen Strei-

fen, d. h. der Integration der Differentialgleichung

fur das Gebiet
&amp;lt; y &amp;lt;C TE, x

&amp;gt; 0, wobei x dieselbe Rolle spielt wie im Text t.

Bei dem Problem der Wasserwellen mit einer Raumkoordinate, d. h. der In

tegration der Gleichung

sind die Elementarlosungen exp (+]/It) cos ix, exp (+ylt) sin 1.x durch die

Bedingung der Endlichkeit bei t = -f QO ausgeschlossen ; die mit dem Faktor

exp ( yT t) lassen sich nur durch gleichzeitige Berucksichtigung der Ausbrei-

tung der Wellen in die Tiefe ausscheiden (A. Cauchy, Paris Mem. 1 (1827) (von

1815) = Oeuvres (1) 1, p. 58).

1635) Vgl. Note 495. Durch Rechnen mit Symbolen abgeleitet von D. F.

Gregory, Cambr. math. j. 18 (2. Aufl. 1846), p. 116.
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Der von t abhangige Faktor, der mit der Eigenfunktion zusam-
men die ausgezeichnete Losung der partiellen Differentialgleichung

bildet, enthalt je nach der Ordnung der hochsten in letzterer auf-

tretenden Ableitung nach t noch eine oder mehrere willkiirliche Kon-

stante, und zwar in denjenigen Fallen, mit welchen wir hier zu tun

haben, linear. Unter Umstanden bestimmt sich ein Teil von diesen

durch die Forderung, daB die ausgezeichnete JLosung bei t = oo end-

lich bleiben soil.
1636

) 1st das nicht der Fall, so kann man einen Teil

der konstanten Faktoren mit in die Definition der partikuliiren Inte-

grale q&amp;gt;n , i\&amp;gt;n so hineinnehmen, daB diese den Anfangsbedingungen

9.(o)=-i, ?;(&amp;lt;))
=

o, . ; :

geniigen. Aus den so gebildeten Partikularlosungen kann dann eine

allgemeinere in der Form

(1172)
(sin

zusammengesetzt werden
;
und zwar ohne weiteres, wenn die Anzahl

der Glieder der Summe eine endliche ist, wahrend bei einer un-
endlichen Reihe die Bedingung, daB sie hinlanglich oft gliedweise diffe-

rentiiert werden darf, ausdriicklich in die Voraussetzungen mit aufzu-
nehmen ist. Soil dann eine Losung der Form (1172) so bestimmt
werden, daB den

,,Anfangsbedingungen&quot;

geniigt wird, so verlangt das, daB die Funktionen f0f fl} ... in Reihen
der Form

entwickelt werden, woriiber nach den Satzen des ersten Teils zu ent-
scheiden ist.

Die Idee dieser Methode nicht nur, sondern auch die klare Er-
kenntms ihrer prinzipiellen Wichtigkeit gehort D. Bernoulli 1^ wirk-

1636) So in dem P. [Poisson] gezeichneten Referat iiber Fourier* Abbandlung
07, Bull, philomat. 1 (1808), p. 114 - Oeuvres de Fourier 2, p. 218- dannm der Preisschrift von 1811, Paris Mem. 4 (1819/20 [24]), p. 253 und Theorie

Oeuvres 1, p. 145. Vgl. iibrigens Note 581.

1637) Vgl. die in Nr. 26 zitierten Stellen, namentlich die Wendungen
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lich verwendbar 1st sie aber erst geworden, seitdem J. J. Fourier 1*38
}

einerseits durch Heranziehung der bereits von anderen Gedankenketten

her bekannten Entwicklungen spezieller Funktionen in trigonometri-

sche Reihen ihre Brauchbarkeit zur Losung spezieller Aufgaben, an-

dererseits durch Heranziehung der ebenfalls bereits vorhandenen Dar-

stellung der Koeffizienten solcher Entwicklungen durch bestimmte

Integrale ihre allgemeine Tragweite dargetan hat. 1689
)

Wieweit Fourier dabei etwa von dem Vorbild der Laplaceschen
Theorie der Entwicklung einer Funktion des Ortes auf der Kugel
nach Kugelfunktionen beeinfluBt war, wird sich um so weniger sagen

lassen, als Laplace in seinen friiheren Arbeiten 1640
)

betreffend den

Grad der Allgemeinheit dieser Entwicklungen sich immer nur sehr

unbestimmt ausgedriickt und erst
1641

) nach dem Bekanntwerden von

Fouriers Untersuchungen einen Beweis der Konvergenz der Reihe zu

geben wenigstens versucht hat.

Zur Behandlung nichtlinearer Differentialgleichungen nach dieser

Methods hat bereits G. L &n 1642
) einen Anfang gemacht, und zwar

fiir das Warmeleitungsproblem, wenn nicht das Newtonsche, sondern

das Dulong-Petitsche Erkaltungsgesetz angenomrnen wird. Fiir den

Fall eines linearen Leiters ist dann die Differentialgleichung

(mo) .

_* + ,._ i_
,.:;;;

zu integrieren; indem er annimmt, d sei eine kleine GroBe und die

Losung lasse sich nach Potenzen von ihr entwickeln, erhalt er fiir die

einzelnen Glieder dieser Entwicklung lineare Gleichungen. Die Art,

wie er diese integriert und die auftretenden willkiirlichen Funktionen

dem Anfangszustand entsprechend bestimmt, ist von Ph.

Berl. hist. 1753 [55], p. 195 ,,cette nouvelle verite de la physique mechanique&quot;

und Petrop. n. comm. (19) 1774, p. 239 ,,non haesito principium, de quo hie

sernio est . . . inter utilissima referre theoremata physico-mechanica&quot;.

1638) Vgl. namentlich die allgemeinen Auseinandersetzungen Theorie Nr. 428=
Oeuvres 1, p. 526.

1639) Mit Ausnahme der Entwicklungen von cos x nach den Sinus und von

sin x nach den Kosinus der Vielfachen von x waren alle speziellen Entwick

lungen Fouriers entweder geradezu vorher schon bekannt oder lieBen sich doch

aus schon bekannten durch einfache Kombinationen ableiten.

1640) Vgl. die Zusammenstellung der in Betracht kommenden Stellen des

Jahresber. d. Math. 10 (1908), p. 373.

1641) Paris Mem. 2 (1817/19) (von 1818) und damit fast wortlich uberein-

stimmend Mec. eel. livre 11, Paris 1823 (Oeuvres 12, p. 430; 5, p. 43).

1642) J. f. Math. 7 (1831), p. 116. Fruhere Veroffentlichungen Libris (Pisa

1827; Florenz 1829) waren mir nicht zuganglich.

1643) Heat, Cainbr. 1837, p. 70. Kelland findet, bei Libri sei das Super-
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und von J. Liouville 1^, dem C. H. Sturm 1645
) beistimmt, kritisiert

worden.

Unter andern Grenzbedingungen sind andere Elementarlosungen
zu benutzen. Soil z. B. die Warmeleitungsgleichung

(1175a)
d = s *

st dx*
unter den Grenzbedingungen

M = y (f) fur x = 0, und u = fur x = -f- oo

integriert werden, so konnen als Elementarlosungen die folgenden
dienen:

sn

sie gehen aus (1170) durch Einfiihrung eines komplexen Parameters
hervor. LaBt sich dann die Funktion

tp(f) in eine Reihe

(1177) &amp;lt;= coa2n* S s

entwickeln, so ist die zugehorige Losung:

(1178) u=e-xy
~
n

(4,008 (2nt -
Auf diesem Resultat Fouriers 16*6

) beruhen die Untersuchungen iiber

das Eindringen der taglichen und jahrlichen Temperaturschwankungen
in den Erdboden.

positionsprinzip unrichtigerweise fiir die Losungen einer nicht linearen Differen-

tialgleichung in Anspruch genommen.
1644) J. de math. 3 (1838), p. 350; Ankiindigung Paris C. R. 6 (1838), p. 240.

Liouville findet es nicht zuliissig, daB Libri die Glieder, die $ zun/Faktor
haben, benutzt, urn die LSsung dem vorgegebenen Anfangszustand anzupassen;
wenn man das tue, konne man diese Glieder nicht mehr als klein gegen die
von S freien behandeln. Libri bestreitet das (ib. Paris C. R. 8 (18t), p. 740);
im iibrigen bringt die sich anschlieBende

, auch auf andere Fragen sich be/ie-
hende Polemik zwischen ihm (ib. p. 789, 798) und Liouville (ib. p. 796) zu der
vorliegenden sachlich nichts Weiteres bei. Biot hatte die Teilnahme an der
zur Berichterstattung iiber Liouvilles Note eingesetzten Kommission abgelehnt
(ib. 6 (1838), p. 249).

1645) Paris C. E. 8 (1839), p. 788.

1646) Paris Mem. 6 (1821/22 [26]) = Oeuvres 2, p 8 (Preisschrift von 1811).
Reproduziert von Ph. Kelland, Theorie of heat p. 126. Ebenso bei Poisson, J.

EC. polyt. cab. 19 (1823), p. 73, 78; Conn, des temps pour 1827 [24], p. 305. Spater,
chaleur p. 327 sagt Poisson von diesem Verfahren: le precede le plus directe
est celui que j ai suivi et auquel on a cherche . . . difficulte. Geht das auf
Duhatnel oder auf Dirichlet?
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Dieselben Elementarlosungen kounen auch gebraucht werden,

wenn die Warmeleitungsgleichung unter den Bedingungen

- = h (u qp(rf))
fur x = 0, u = fiir x = oo

integriert werden soil. Die Losung ist dann:

(1179) M= //^
exp(~*^lA cos (2nt xy^ n)+ Bn sin(2nt xyn

wobei:

li D cose = li H D sin e = /n

das hat Poissow 1647
) von der Losung einer analogen Aufgabe fiir die

Kugel mit Hilfe von Entwicklungen nach Kugelfunktionen ausgehend
durch einen Grrenziibergang gefunden; W. Thomson Lord Kelvin veri-

fiziert es
1648

)
durch Benutzung der Laplaceschen Form der Losung

und des Spiegelungsprinzips.

Fiir verschiedene andere Falle finden sich Elementarlosungen bei

Gr. G. Stokes 16
***) angegeben. So hat er fiir die Potentialgleichung

die allgemeinere Losung als exp (ax -\-

(1181) exp (fix ay) cos (ax -\-

und fiir. ihre Transform ierte in Polarkoordinaten:

(1182) rm ene (cosm6 wlogr).

Weiter 1650
) gibt er die Losung derselben Gleichung unter den Grenz-

bedingungen:

-^ = fiir x = und x = a,ox

d y
~

2 d y
durch

. .nn

/1i00 , a nnx
(1183) &amp;lt;P

= ~r &amp;lt; /-8 &amp;lt;

-
-~r cos-8 / &quot;

3 w& a

1647) Chaleur p. 385, 431.

1648) Cambr. j. 3 (1843), p. 211 = papers 1 p. 21.

1649) Cambr. trans. 7
S (1842), p. 442 = papers 1, p. 5.

1650) Ib. 8
t (1844), p. 105 = papers 1 p. 61

; vgl. auch Erganzungen ib. 8
S

(1847), p. 411 = papers 1, p. 191; Erlauterungen betr. den Punkt, daB die Glei

chung u = 2Yn sinnx durch zweimalige Differentiation nach x nicht mehr zu

konvergieren braucht, ib. 8
5 (1849), p. 568 = papers 1, p. 289.
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Ferner 1651
):

ist dasselbe Problem unter den Grenzbedingungen:

- hu = fur y = 1, ^ \- hu = fiir y = -f- 1,

u = fiir x =
zu behandeln, so kann man als Elementarlosung nehmen:

(1184) &inhnx Goskny und (girt/*# sin
jin i/,

wobei die An Wurzeln der determiuierenden Gleichung Atg/l
=

/&,
die

4
u aber Wurzeln der Gleichung /t ctg/4

= h sind. Die Entwicklung
einer beliebigen Losung nach diesen Elementarlosungen wird dann

durch Zusammensetzung der Entwicklung einer geraden Losung nach

den Losungen der ersten Art und einer ungeraden nach denjenigen
der zweiten Art erhalten. Man kann auch Elementarlosungen in der

Form :

(1185) Yn smnx

mit ganzzahligen n ansetzen. Sind die Bedingungsgleichungen :

u = f(y) fur z = 0, u = F(y] fiir x = a

vorgeschrieben, so muB T der Gleichung

(1186)
- n Y+ 2

[f(y]
- (- l)- F(y)] =0

geniigen, und die Integrationskonstanten sind aus den anderen Neben-

bedingungen zu bestimmen. Stokes fiihrt das fiir verschiedene Falle

durch. Hier sei nur der Fall erwahnt, daB f= und F eine beliebige
Fuuktion von y ist. Dann wird erhalten:

(H87) r, - -^ .

tfgg^^
Fiir die Gleichung

gibt er die Elementarlosung
1652

)

(1189) u = A exp ( fix sini//) cos(w^

1651) Ib. 86 (1849), p. 569 = 1, p. 291. p. 579 = 306 erhalt er auf dem
zweiten Wege auch das Integral deraelben Gleichung unter den Bedingungen:

||-*-&amp;lt;
fiirx = und =

,

|^
= o fiir y = 0.

u endlich fiir y = -f- oo .

1652) Phil. Mag. 1 p. 307 = 3, p. 145.

Bncyklop. d. math. \Vissengoh. II 1. ^ 77



1188 II A 12. H. BurTchardt. Trigonometrische Reihen und Integrate,

mit den Relationen:

und fur

(119(T) ~ ^r- =*/ 3 / 2 2 P 2 S) y-

die Elementarlosung

(1191) M -

Bei G. G. Stokes findet sich zuerst die Losung der Gleichung
1654

)

U ^
tfr \ Or/ 90*

durch

(1193) u= A logr + ^(An r~
n
~}~ A^r&quot;)

cosnO -}-^i(Bnr~
n+ -BnV) sin w0.

JVavier
1655

) integriert die Differentialgleichung

(1194) ^4 + 2 TT~I ~f~ l~i + ^(l&quot;! ~t~

&amp;lt;

~^)
== ^

unter den Grenzbedingungen

__ (_|_? = fiir # = und fiir x = a

durch

(1196) ,=
j
A. sin^ exp (-^) + B. sin 5= p (-^ j

Die Methode der Reihenentwicklung ist haufig auch in Fallen

benutzt worden, in welchen zwar die im SchluBresultat auftretenden,

aber nicht die im Laufe der Zwischenrechnung benutzten Reihen kon-

vergieren. So integriert S. D. Poisson 1656
}

die Differentialgleichung

(1197)

1653) Ib. 88 (1847), p. 302 = 1, p. 101.

1654) Cambr. trans. 8
l (1844), p. 113 = papers 1, p. 31.

1655) Bull, philomat. 1823, p. 99. Die angegebene Losung geniigt scbon

der Gleichung ^w = 0, so daB die Grenzbedingungen von selbst erfullt sind.

Die Gleicbung (1194) bat nocb andere Eleinentarlosungen (ihre determinierende

Gleicbung zerfallt), die aber nicbt dazu gebracbt werden konnen, den Bedin-

gungen (1195) zu geniigen.

1656) Conn, des temps pour 1826[23], p. 252. Poisson macbt sicb die Zu-

lassigkeit der SchluBweise folgendermaBen plausibel: Fiir kleine Werte von n
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indem er die Funktion rp(x) in die Reihe

(1198) &amp;lt;p(x) =^(An cosnx + Bn siunx}

entwickelt, durch:

/i i aa\ _ &quot;^
A coenx -f Bn sin nx

y ~ *

und wendet das dann auch auf den Fall an, daB die Funktion
&amp;lt;p(x)

nur in der nachsten Umgebung von x = von verschieden ist, in

dem er fur diesen Fall AM =1, Bn
= nimmt; wobei zwar die Reihe

(1199), aber nicht (1198) konvergiert.
Auch die Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung

mit zweitem Glied kann unter Umstanden dadurch geleistet werdeii
daB man das zweite Glied in eine doppelte trigonometrische Reihe
entwickelt. 1657

) Die fruhesten Beispiele dieser Art finde ich bei Navier,
der die Differentialgleichung

in dieser Weise behandelt. 1658
) 1st

(1201) ;; y^^^^
und sind die Randbedingungen :

g* % 22
g

* =
j 5a . +

g

&quot; = fur x= 0, fur x= a
y

fur y=
und fur y = &,

so gibt er als Losung:

-

Fur den Fall, daB
&amp;lt;p(x,y)

nur in dem Punkt
|, y von ver

schieden, und zwar gleich 1 ist, setzt er

1 . m^Tt .==
j sm sin

it
1 a

konne man in den Integralen (383) cosna; = l, sinwa; = setzen, weil bei
diesen die Integration nur fiber kleine Werte von nx erstreckt zu werden
braucht; und fur groBe Werte von n konne man das auch tun, weil die betr.

Glieder in (1199) wegen des Nenners 1 -f w
2 doch keinen merklichen Beitrag

lieferten. Ahnlich auch Mecanique 1 (1838), p. 639.

1657) Auf eine Darstellung der entsprechenden Behandlung der gewohn-
lichen linearen Differentialgleichungen mit zweitem Glied muB in diesem Artikel
verzicbtet werden; man miiBte eonst die ganze astronomische Storungstbeorie
und iiberdies nocb eine Menge verstreuter Untersuchungen der verschiedensten
mechanischen und elektrodynamischen Spezialprobleme mit bineinnehmen.

1658) Bull, philomat. 1823, p. 97.

77*



1190 II A 12. H. Burkhardt. Trigonometrische Reihen und Integrale.

fiir den Fall
&amp;lt;p (x, y)

= const. :

B = -.
j-m

&amp;gt;

n mmc

Soil die zu bestimmende Losung sicb fur je einen oder zwei

Werte von je einer der unabbangigen Variabeln auf je eine vorge-

scbriebene Funktion der anderen reduzieren, so laBt sicb das Problem

auf Grund des Superpositionsprinzips in einfacbere zerlegen. So redu-

ziert z. B. Fourier 16
)

die Integration der Differentialgleicbung der

Warmeleitung unter den Grenzbedingungen

u = f(x) fur t =|0, u =
&amp;lt;p(i)

fur x = 0, u = ty(f) fiirx = it

auf die Bestimmung von drei Funktionen, die einzeln der Differential-

gleichung und jede fiir sicb den Nebenbedingungen:

MI
=

f(x) fiir t = 0, u = fiir x = 0, u = fiir x =
;

u
2
= fiir t = 0, u =

&amp;lt;p(i)
fiir x = 0, u = fiir x =

;

ws
= fiir t = 0, M = fiir a; = 0, w =

^(&amp;lt;)
fiir x = ft

geniigen sollen. Die erste dieser Teilaufgaben ist durcb w
x
=

^5nexp (
nz

i)
smnt gelost, die zweite - - von der die dritte nicbt

wesentlicb verschieden ist - - lost Fourier 1660
) folgendermaBen. Redu-

ziert sicb tp(f) auf eine Konstante &
t ,

so ist die Losung:
00

6 x 2fe ^w 7 / iy*

7C 7t ^mm VI

Gilt das bis zu irgendeinem Moment ^ und ist von da an cp(t) gleicb

einer anderen Konstanten &, + &, so ist von da an:

(1204) M,
= M2S

==^

exp( n*i) sinna;

71=1

6/y O 7la U/ f ^ l/fl

TC ^J n
n =1

1659) Bull. Ferussac 11 (1829), p. 20; Paris mem. 8 (1829) = Oeuvres 2,

p. 161. Eine entsprechende Behandlung des Saitenproblems bei /. M. C. Duhamel,

j. ec. polyt. cah. 23 (1834), p. 35 (von 1832). Er fuhrt auch fiir die Anfangs-

erregungen g?(&amp;lt;)

= a, i/)(i)==|3 eine lineare Funktion ein und ersetzt diese durch

ihre trigonometrische Entwicklung. Nachher Paris C. R. 3 (1836), p. 638 gibt er

noch eine allgemeine Darstellung des Fourierschen Integrals fur eine beliebige

lineare Differentialgleichung die in bezug auf t von der ersten, in bezug auf x von

der mten
Ordnung ist und auch ein mit t variables 2. Glied enthalt. Dazu auch

Untersuchungen iiber gestrichene Saiten ib. p. 646 sowie iiber Saiten und longi

tudinal schwingende Stabe, J. d. math. 8 (1843), p. 122.

1660) p. 14 bzw. 159.
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Wird so fortgeschlossen, dann allgemein tm tm -\ durch dr, bm durch

(f (r] dr und die Summe durch ein Integral ersetzt, so wird - - unter

der Voraussetzung &amp;lt;p (0)
= - - erhalten :

00

(1205) w2
=

&amp;lt;f(f) + -
{

- V-(
~

1}- sin nx f**^ } * ^ n J
dr,

n .; * x , &amp;gt; *. s

n=l

Dieses Resultat veritiziert Fourier dann noch, indem er die Losung
zunachst in der Form ansetzt:

(1206) w
2 9(0 + exP (

8 a (0 sin w^
71=1

und zeigt, da6 die damit eingefiihrten Funktionen ccn (i) den Ditferential-

gleichungen

(1207) exp (- n O ^ - -*^ ,, (0

geniigen miissen. P.G.Lejeune-Diriclilet dagegen
1662

) setzt als Elemen-

tarlosung fur diesen Fall an:

(1208) MJ
= JR cos A* + S sin At, %

wobei JR, &amp;gt;S den Differentialgleichungen

(1209) ; g-is, -^--*a
geniigen miissen; er unterwirft sie noch den Bedingungen:

E = 0, = fur z = 0; E=l, S = 0furx = n.

Die gesuchte Losung schreibt er dann zunachst in der Gestalt der

Summe zweier Fourierscher Integrale:
00 00

(1210) ff f&quot;^cos(A^ AT)

die sich fur = 0, 0&amp;lt;rc&amp;lt;^; in der Tat auf reduziert, indem

dann die beiden Bestandteile einander entgegengesetzt gleich werden.

Hier entwickelt er die Hilfsfunktionen R, S mit Hilfe der Differen-

tialgleichungen, denen sie geniigen, nach den Sinus der Vielfachen

von x^ die Integrationen nach A lassen sich dann elementar glied-

weise ausfiihren, die nach r brauchen nur iiber das Intervall von

bis t erstreckt zu werden, da dariiber hinaus die beiden Bestand

teile sich wieder gegeneinander wegheben, und das so erhaltene Re
sultat kann durch eine partielle Integration in das von Fourier er

haltene iibergefiihrt werden.

1662) J. f. Math. 5 (1830), p. 293 = Werke 1, p. 166.
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Auch G. Frullani l6Gy
) integriert die DifFerentialgleichung (1175)

durch eine Reihe, die nach den Cosinus oder den Sinus der Vielfachen

von x fortschreitet, indem er deren Koeffizienten als Funktionen von

t durch gewohnliche Differentialgleichungen bestimmt. Nachher ent-

wickelt er alles nach Potenzen von x und zeigt, daB die Koeffizienten

dieser Entwicklung sich aus dem Anfangsglied durch sukzessive Dif-

ferentiationen ableiten lassen 1664
); so gelangt er wieder zu der Form

(1206) der Losung. Er zeigt noch, daB dasselbe Verfahren sich auch

auf Difterentialgleichungen mit variablen Koeffizienten 1665
)

sowie auf

solche mit mehr als zwei unabhangigen Variabeln anwenden laBt.
1666

)

In einfacheu Fallen lassen sich die durch die Methode der Reihen-

entwicklung erhaltenen Losungen mit Hilfe der im ersten Abschnitt

besprochenen Formeln in geschlossener Form durch Elementarfunk-

tionen darstellen. So bringt schon Fourier 1667
)

die Losung der Poten-

tialgleichung unter den Nebenbedingungen

u = fur y = 0, u == fur y = -f oo, u = fur x = + y
auf die Form

cos a;

2
=

(gleich dern reellen Teil der Funktion 2
arctg&amp;lt;r

(y Ma!)
) und die den

Nebenbedingungen

uf(x) fur /
=

7
u= fiir y= -j- oo, u= fiir x= Q, x= n

geniigende Losung derselben Gleichung
1668

)
mit Hilfe von

^j&quot; &quot;2 &o]y cosx

auf die Form 1630).

70. Integration partieller Differentialgleichungen durch be-

stimmte Integrale, von den in Nr. 67 besprochenen Reihenentwick-

1663) Ricerche sopra le serie p. 152, 155. Frullani kommt zu derartigen

Ansatzen nicht von Uberlegungen der mathematischen Physik aus, sondern well

er fiir einzelne Funktionen, wie z. B. (t-+-co8x)
n

, gefunden hatte (vgl. 480)),

daB sie einerseits sich in derartige Reihen entwickeln lassen, andererseits ein-

fachen partiellen Differentialgleichungen genugen.

1664) Frullani fiihrt hier unnotigerweise e
f

als neue Variable ein, was nichts

vereinfacht.

1665) p. 158, 160.

1666) p. 163.

1667) Preisschrift von 1811, Paris mem. 4 (1819/20[24]), p. 275. Ann. chim.

phys. 3 (1816), p. 359; Theorio Nr. 205 = Oeuvres 1, p. 185.

1668) Theorie Nr. 237 = Oeuvres 1, p. 237.
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lungen aus. Zu solcher Integration, die ihm wohl auch durch Eulers

und seine eigenen Untersuchungen iiber die Integration gewohnlicher

Differentialgleichungen durch bestimmte Integrale (vgl. II B 3) nahe

gelegt war, ist P. G. de Laplace von den in Nr. 67 besprochenen

Untersuchungen aus durch eine merkwiirdige Infinitesimalbetrachtung

gelangt
1669

); er erhalt eine Darstellung durch die Sumrne zweier In

tegrale, von denen eines ist:

(1213) / ^ An (s)(t
-

r)
&amp;lt;

0(r}dr = f T(s,t
-

o = o ^
und hier kann noch die variable Grenze vermoge der Substitution

r\\tr durch die feste Grenze 1 ersetzt werden, so daB die Losung
in der Tat in der Gestalt der Summe zweier bestimmter Integrale
erscheint. Nachdem diese Form so gefunden ist, kann man die

Bedingungen, denen die Funktion T genugen muB, direkt durch Ein-

setzen dieses Ausdruckes in die Differentialgleichung erhalten. Re-

duzieren sich L, M, N auf Konstante I, m, n, so wird T ein Produkt
aus exp ( mx n) in eine Funktion von x(t T) allein. Diese
letztere erscheint bei Laplace

1670
) in der Gestalt einer unendlichen

Reihe; M. A. Parseval 1611
) ftthrt diese mit Hilfe seines Integralsatzes

(467) in ein bestimmtes Integral iiber.

Dann hat Brisson bemerkt 1672
),

daB man seine Darstellung (1162)
der Losung als die Summe der von s freien Glieder im Produkte der

Entwicklung von
&amp;lt;&(x -\- s) nach steigenden und von

V(s) = sea*fWe-
a ds

nach fallenden Potenzen von s- oder auch von W(cc -f s) nach stei-

1669) Paris hist. 1779[82] = Oeuvres 10, p. 55. S. F. Lacroix, traite des
differences et des series, Paris 1800, p. 606; traite du calcul diff. et du calc.

int. 3 (1819), p. 550 erzielt diese Umfonnung einfacher durch Verwandlung der
wiederholten Integrale in einfache.

1670) Oeuvres 10, p. 60.

1671) Paris mem. pres. 1 (1806), p. 646 (von 17 J9). Es handelt sich urn
eine Zylinderfunktion rein imaginiiren Arguments. In einfacherer Darstellung
erscheint die Umformung der Reihe in ein bestimmtes Integral bei A. A. Cour-
not, Theorie des fonctious 2, Paris 1841, p. 422. Parseval schreibt das Re-
sultat auch fur die Gleichuug der schwingenden Saite im widerstehenden Mittel

Ulli.

1672) J. EC. polyt. cah. 14 (1808), p. 241.
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genden und von

nach fallenden Potenzen von s ansehen konne. Wenn man dann ,,un

theoreme que les geometres ont quelquefois employe&quot; [d. h. eben

wieder den Parsevalschen Satz] bemitze, erhalte man 1673
):

(1214) 2nz = e*
J$i(V(e

ui
) Q(x + e

ui
)) du

o

bzw.
n

(1215) 2ns = e
ax f 9ft((e

w
)TF( + e

ui
}} du.

Wenn man

(1216) $ (x) =feP*(p(p) dp

setzen konne, konne man auch schreiben 1674
):

(1217) z =fW(p,y)e
x

&amp;lt;p(p) dp;

und wenn sich W in die Form

(1218) W=feap Qdp

setzen lasse, in der P, Q Funktionen von x
} y,p, aber nicht von a

bedeuten sollen, auch:

(1219) z =fQ(x + P)dp.

71. Integration partieller Differentialgleichungen durch be-

stimmte Integrale: Integration des Produkts der Elementarlosung

mit einer willkiirlichen Funktion inres Parameters nach diesem.

Zu derartigen Darstellungen ist Brisson 16
}
zuerst durch folgende Uber-

1673) p. 242.

1674) p. 251.

1675) J. fie. polyt. cah. 14 (1&08), p. 219. Ahnlich bei S. D. Poisson, bull,

philomat. 1822, p. 82, der abermeint, man konne doch nichts damit anfangen? Bei

diesem Ansatz ist fur $ implizite eine analytische Funktion vorausgesetzt [wie iibri-

gens auch bei dem vorigen, obwohl Brisson p. 218 das Gegenteil zu behaupten

scheint]; aber man kann fur verschiedene analytische Intervalle verschiedene

Funktionen nehmen; und nun scheint er nicht an andere willkurliche Funk

tionen zu denken, als an solche, die sich aus Stiicken verschiedener analytischer

Funktionen zusammensetzcn. Daher kann er meinen, p. 220, es sei dadurch die

von Biot (Paris mem. 4, an XI, p. Ill; vom an VIII) ausgesprochene Behaup-

frung bewiesen, ,,in gewissen Fallen haben die partikularen Integrale der Diffe

rentialgleichungen, wenn sie aus einer unendlichen Anzahl voneinander unab-

hangiger Terme bestehen, dieselbe Ausdehnung wie das allgemeine Integral&quot;.

Biot selbst scheint seinen angekiindigten Beweis nicht veroffentlicht zu haben;

seine Abhandlung ib. 6 (1806), p. 201 (vom an X) enthalt nichts daruber.
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legung gelangt: wenn a
} /3

durch die aequation directrix verbunden

sind, so ist nicht mir exp (ax -f- /3tf),
sondern auch jede unter dieser

Voraussetzung gebildete Ableitimg dieser Funktion nach a eine Lo

sung; also auch die Summe beliebig vieler, rait willkiirlichen Funk-

tionen von K multiplizierten solcher Ableitungen. Wenn man fur diese

Funktionen die mit abwechselnden Vorzeichen genommenen iterierten

Integrale einer willkiirlichen Funktion von K nehme, so erhalte man

eine Reihe, die man auch durch sukzessive partielle Integrationen aus

/exp (ax -f- fif)cp(a) da
erhalten konne. 1676

)

Direkt aus der Uberlegung heraus, da6 man statt der Summe
unendlich vieler mit Konstanten multiplizierter Elementarlosungen
auch ein Integral setzen konne, erscheint danu dieselbe Form der

Losung bei A. Caucliy. So gibt er das Integral der Potentialgleichung

(1220)

-

g + a

;;=o
-

.

in der Form 1677
):

(1221) u = 2fe*
y cos

und das der Grleichung der Wasserwellen

(1222) ?F + H?-
in der Form 1678

):

(1223) u

dieSummenzeichenbedeutendabeijedesmal, daB zu dem angeschriebenen
Grlied noch andere treten sollen, die aus ihm durch Vertauschung von
mit | (im zweiten Fall auch von |/ mit - -

]/f) oder von Co-

sinus mit Sinus hervorgehen; jedes Glied mit einer anderen willkiir

lichen Funktion des Parameters.

Spater
1679

) erscheinen die Schliisse bei ihm wohl auch in der um
gekehrten Reihenfolge: eine beliebige Funktion von x und t lafit sich

durch

o

darstellen; soil sie einer partiellen Differentialgleichung geniigen, so

muB f einer gewohnlichen geniigen.

1676) Brisson schreibt diese Form der Losung ohne nahere Angabe Lacroix

zu; in der Tat wird sie mit (1231) identisch, wenn man dort p durch exp cc ersetzt.

1677) Paris mem. pros. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 21 (von 1815).

1678) p. 57.

1679) ib. p. 170, 175 (von 1827).
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A. de Morgan
1690

) glaubt zwar selbst, daB die Ersetzung der Summe

durch ein Integral hier richtig sei, wenn man den Fall einer diskon-

tinuierlichen Funkfcion cp (|) nicht ausschlieBe; weist aber doch darauf

bin, daB es keineswegs bewiesen sei.

Durch dieselbe ScbluBweise erhalt S. F. Lacroix 1681
*)
das Integral

der Gleichun

in der Form:

(
1 225)

Auf die Warmeleitungsgleichung ist dieses Verfabren von A. A.

Cournot 1

^*) angewendet worden.

Hierber gehort es aucb
;
wenn Poissonms)

die Entwicklimg der

Losung der Warmeleitungsgleicbung

(1226)

dadurcb in die Laplacescbe Form des Integrals (1236) iiberfubrt, daB

er diese Umformung mit Hilfe der Grleicbung

(1227) exp l*t ==
y-J exp (

or + 2&amp;lt;o ln ]/7) da
00

an den einzelnen Gliedern ausfiihrt und dann wieder die Summe

als Ausdruck einer willkiirlicben Funktion ansieht.

Spater
1684

) gibt Poisson fur die Warmeleitungsgleicbung, indem

er von der unter (1176) gegebenen Form der Elementarlosung aus-

geht, speziell aucb nocb die Darstellung der Losung durcb ein be-

stimmtes Integral:

dl

1680) Cambr. trans. (8) 2 (1844), p. 186.

1681) Traite du calc. diff. et du calc. int. 3, Paris 1819, p. 561.

1682) Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 4-_ 5.

1683) Mecanique 2, p. 355; chaleur p. 360; ebenso A. A. Cournot, Theorie

2, p. 421.

1684) Chaleur, p. 331.
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Fiir

(1229) g,(t)
_

exp. (- ||)
=

,
x -

o

wird so erhalten 1685
):

72. Integration partieUer Differentialgleichungen durch be
stimmte Integrale, in Ubertragung der bei gewohnlichen Differen

tialgleichungen angewendeten Methode. Eine Ubertragung der bei

gewohnlichen Differentialgleichungen erfolgreichen Methoden zur In

tegration durch bestimmte Integrale hat, soviel ich sehe, zuerst S. F.
Lacroix unternommen 1686

),
und zwar fur lineare Gleichungen zweiter

Ordnung ohne zweites Glied, deren Koeffizienten lineare Funktionen
der unabhangigen Veranderlichen sind. Wird in eine solche Gleichung
ein Ausdruck der Form

(1231) u

emgesetzt, wobei q und r noch zu bestimmende Funktionen von p
sein sollen, so wird zunachst eine Gleichung der Form

(1232) f(M 4- NX + Py)p* q
ir dp =

erhalten, in der M
, N, P Funktionen von p und q sind. Werden dann

q und r als Funktionen von p durch die Gleichungen

ilq Mdp d(Npr)
l Np &amp;gt; ~d^~

bestimmt, so zeigt eine partieUe Integration, daB die Gleichung (1232)
erfullt ist, sobald an beiden Integrationsgrenzen

Npx+1 qy r =
ist. Damit ist zunachst nur ein partikulares Integral gefunden; wird
aber noch mit einer willkurlichen Fuuktion der bei der Bestimmung

1086) Chaleur suppl., Paris 1837, p. 34, 39.

1686) Traite des differences et des series, Paris 1800, p. 525; 2 Auti 1819
p. 573.
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von q eintretenden Konstanten CD multipliziert und nach diesem

zwischen irgendwelchen konstanten Grenzen integriert, an Stelle des

bei Bestimmung von v willkurlich bleibenden konstanten Faktors eine

willkiirliche Funktion eines Parameters gesetzt und nach diesem zwi-

scben irgendwelchen Grenzen integriert, so wird die Darstellung einer

allgemeineren Losung durch ein Doppelintegral

(1233) u ==ffp
x
q
y

r&amp;lt;p((o)
dr do

erhalten.

Die Anwendung eines analogen Verfahrens auf eine Gleichung

mit konstanten Koeffizienten liefert ihm das Resultat, daB einer sol-

chen Gleichung durch einen Ausdruck der Form (1231) geniigt wird,

wenn r eine willkiirliche Funktion von p bleibt, wahrend log q mit

logjp durch eine Gleichung zweiten Grades verbunden ist. Die Grenzen

der Integration bleiben hier willkurlich.

73. Integration partieller Differentialgleichungen durch be-

stimmte Integrale, vermoge der Darstellung der numerischen Koef-

flzienten ihrer Reihenentwicklungen durch solche Integrale. Die

Anwendung dieser dem Vorgehen bei gewohnlichen Differentialglei

chungen sich naher anschlieBenden Methode auf partielle findet sich,

soviel ich sehe, zuerst in einem speziellen Falle bei P. S. de Laplace
1681

),

der das Integral der Differentialgleichung der linearen Warmeleitung

aus der seiner Entwicklung nach Potenzen von t

(1234) *
n =

mit Hilfe der [lange vorher von ihm bei anderer Gelegenheit gefun-

denen, der Theorie der F-Funktionen angehorenden] Relationen

+ fur m = 2 n -\- 1
,

(
1235) ^ exP (- ^ a &quot; da ~ -

&amp;lt;

ftir m = 2

in die Form
+ OC

(1236) M = ^^P (
a )f(x + 2aV^) da

1687) J. fie. polyt. cak 15 (1809), p. 240. Oft reproduziert, z. B. von A. A.

Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 420; in symbolischer Form von

D. F. Gregory, Cambr. math. j. (1) 3 (1838), p. 127.
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uberfiihrt. Dabei ist, wie aus der Ableitung selbst hervorgeht, f(x)

gerade diejenige Funktion von x, auf die sich u fiir t reduziert.

Dann gibt Poisson 1588
)

die Integration der Gleichung

/inoaN d&quot;* 11 d*u
i 7

(1237) -w + l

auf die er die allgemeine [hyperbolische] Differentialgleichung

zweiter Ordnung zwischen drei Variabeln mit konstanten Koeffizienten

zuruckgefuhrt hatte
,
zunachst durch eine Summe zweier Reihen,

von denen eine ist:

(1238)
n =

und summiert diese dann durch das bestimmte Doppelintegral
1689

):

-
-f- y o sin

&amp;lt;JP

sm ty I jf (X) sm qp

. 77

1 / I &amp;lt; ]/6 sin (n sin U TTT/ ij \ j 7 7,=
. I e jC (: + t cos op) r sin qp aqp ai/&amp;gt;.

4 J J

Fiir negative & wird der Exponent imaginar; Poisson zeigt
1690

), daB

man dann eine reelle Form erhalt, indem man je zwei Elemente zu-

sammennimmt; namlich:

n n

i r c
(1239) w=- I I cos(ty b smcp smip)F(x-{- tcos(p)tsmq) dtp city.

o o

Die Differentialgleichung

/ * c\ A r\\ U 1& L* w 1 Wl

(1240) 2
=

-j, -|
-

8 w

hat schon Eider 16Qi
)
durch Reihen integriert, die nach Potenzen von re

1688) Paris mem. 3 (1818 [20]), p. 162; reproduziert von
&amp;lt;?, Plana, Torino

mem. 25 (1820), p. 146.

1689) Auch dieses Besultat verifiziert Poisson Paris mem. 3, p. 166 durch

Differentiation unter dem Integralzeichen und partielle Integration.

1690) Conn, des temps pour 1826 [23], p. 273. Poisson reduziert hier auch

die Gleichung

durch die Substitution

u = v exp (-
z&quot;J/

A
J

auf (1237).

1691) Taur. Misc. (3) 2 (1765), p. 69.
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fortschreiten, wahrend ihre Koeffizienten willkiirliche Funktionen von

x + t und deren Ableitungen enthalten. S. D. Poisson 1692
)

ersetzt in

diesen Reihen die numerischen Koeffizieuten durch bestimmte Integrale

und vertauscht dann die Reihenfolge von Summation und Integration;

so gelangt er unter der Voraussetzung &amp;gt;w

2
&amp;lt;

1 zur Darstellung der

allgemeinen Losung durch die Summe zweier bestimmter Integrale

r Mr
(1241) u = I

&amp;lt;p (x cos co -\- )x sin 7&quot;

CD do

/?
1 ~ m

-f- / fy(x COBW + fy
x

2
sin&quot;

171
GJ dco .

o

Fur den Fall m = sind die beiden Bestandteile nicht wesentlich

voneinander verscbieden
;
Poisson zeigt durch einen geeigneten Grenz-

iibergang, dafi dann an Stelle des zweiten ein Integral der folgenden

Form zu treten hat 1693
:

n

(1242) YX I -fy(x coso3 -\- f) log(x sin 2
o) da.

o

Die Substitution u = v^x fiihrt die Differentialgleichung dieses Falles

iiber in:

(
1243) W =

dx*+^^c

(Schallausbreitung in der Ebene, Schwingungen einer schweren Kette) ;

deren allgemeine Integration ist also dadurch mit erledigt. Liegt m
auBerhalb der angegebenen Grenzen, so divergiert das eine oder andere

der angegebenen Integrale (1241); Poisson bleibt dann bei der Reihen-

entwicklung stehen und untersucht namentlich die Falle eines geraden

ganzzahligen m, in welchen in dieser ein unendlich grofies Glied auf-

tritt; er zeigt, dafi man dann dieses Glied einfach weglassen und die

Summe der unendlich vielen folgenden wiecler durch ein bestimmtes

Integral darstellen kann. 1694
)

Urn auch zu einer entsprechenden Darstellung der Losung von

1692) J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 222 (von 1821). Es handelt sich der

Sache nach um Eulersche Integrale 1. Art, die aber hier nicht in der gewohn-

lichen Form auftreten.

1693) p. 227.

1694) p. 234.
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zu gelangen, geht Poisson von der Darstellung der Losung des Falles

ni = 1 durch das Laplacesche Integral aus, so daB er hier eine Dar

stellung durch zwei Doppelintegrale

i+ +-

(1245) u x
2

/ / (p(x cos to -(- 2a,yt) smma da)e~ a da
00

1-
&quot;/

4&quot;^ / / ^(^ cos a? -f- 2ci\/t) 8in~ mae~ a ~

da
oo

erhalt. 1695
)
Es treten demnach scheinbar zwei willkurliche Funktionen

auf; doch zeigt er, daB sich die Koeffizienten der Entwicklung dieser

Losung nach Potenzen von t alle durch die eine Funktion

l + m I-//,
t_L- f* f*

(1246) x
2

/
&amp;lt;p(x coso) sin 1 &quot;

to do -f- x
2

I -^(x coso) sin~ m ajrfo

o o

und ihre Ableitungen ausdriicken lassen. 1696
) Im Falle m = ist auch

hier das eine Doppelintegral durch ein anderes zu ersetzen, in wel-

chern log (a;
sin 2

w) als Faktor auftritt. Die Substitution 1697
)
u = v^x

transformiert diese Gleichung in die Gleichung der Warmeleitung in

einem Zylinder, in dem die Temperatur nur Funktion der Zeit und

des Abstandes x von der Achse ist:

Ist tn eine ungerade ganze Zahl, so laBt sich in dem einen Bestand-

teil die Integration nach o elementar ausfiihren, die Entwicklung des

anderen Bestandteiles enthalt nur eine endliche Anzahl von Gliedern,

und schliefilich kann man noch zusammenziehen
;

so daB man eine

Darstellung der Losung durch ein einfaches Integral erhalt. 1698
)

Wird in (1245) an Stelle von a eine neue Integrationsvariable a

durch die Substitution

(1248) x cos o + 2ayi = a

1C95) p. 240; Verifikation durch Differentiation unter dem Zeichen und par-
tielle Integration p. 290. - - Anders verfahrt A. A. Cournot (Theorie des fonc-

tions 2, 1841, p. 424): er eucht erst eine Losung der Form u = y(x) exp (*&amp;lt;),

driickt beide Faktoren durch bestimmte Integrale aus, summiert in bezug auf a

und ersetzt die Summen der Form
^5&amp;gt;Aexp(ax)

durch die Zeichen willkiirlicher

Funktionen.

1696) p. 243.

1697) p. 246.

1698) p. 247.
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eingefiihrt und wird die dann auftretende Exponentialgrofie

mit Hilfe der Gleichung (974) durch ein bestimmtes Integral ersetzt, so

geht der bei x = endlich bleibende Bestandteil der Losung fiber in

n

(1249)
U=

wo
,-T

(1250) Pn (
x} I cos ( cos ra

)
sin 2 &quot; 4&quot;

105^
o

also bis auf einen Faktor gleich der jetzt mit Jn -^(x) bezeichneten

Zylinderfunktion ist.
1699

)

Poisson fuhrt auch noch die Entwicklung der Losung der all-

gemeinen Gleichung:
/ -4 \~ -* \ C % C 11

(iZolj g^s
=

^-

nach Potenzen von x in eine Integraldarstellung iiber, indem er die

numerischen Koeffizienten mit Hilfe der durch wiederholte partielle

Integration zu erhaltenden Formel

1699) p. 294. Ist die Anfangsfunktion nur fur ein bestimmtes Intervall ge-

geben und dariiber hinaus Grenzbedingungen gemilB fortzusetzen
,

so zerspaltet

Poisson die Integraldarstellung durch ein dem in Nr. 97 zu besprechendes ahn-

liches Verfahren in eine nach Zylinderfunktionen fortschreitende Reihe, iiber die

man vorlaufig II A 10, Wangerin, Nr. 57, p. 754 vergleiche. Ubrigens bemerkt

Poisson erst nachtraglich (p. 475), daB man aus der Losung der partiellen Dif-

ferentialgleichung durch (1241) die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

_, 4- / L
~ m__ ^*W==o durch die Summe zweier bestimmter Integrale ab-

dx* \ 4x J
/

leiten konne.

/. Liouville (j. ec. polyt. cah. 24 (1835), p. 54) behandelt die Aufgabe, die

Funktion
i/&amp;gt;

so zu bestimmen, daB

/i to) sin
2n i

&quot; 1
co dco

einer gegebenen Funktion f von x gleich werde
;
er lost sie mit Hilfe einer friiher

von ihm zur Umwandlung eines w-fachen Integrals in ein einfaches gegebenen

Formel durch

(_1)&quot;
+ 1

2
=

2w +
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umformt. Er erhalt so 1700
):

(1253) . = f,J +
j

d, rf;
-

dabei besteht die Surnme aus n Gliedern, deren jedes eine andere willkiir-

liche Funktion und eine andere w tc! Einheitswurzel enthalt. Fiir m= n

fiihrt ein geeigneter Grenziibergang, unter Einfuhrung eines Konver-

genzfaktors, zur Euler-d Alembertschen Form der Losung zuriick; fur

m = 1
}
n = 2 unter Einfiihrung einer neuen Integrationsvariablen,

zur Laplaceschen Form (1236). Die Anwendung auf den Fall m = 2,

n = I wiirde zunachst ein divergentes Integral liefern, doch erhalt

Poisson durch eine Modifikation des Verfahrens fur diesen Fall 1701
):

(12o4)

Eine andere Modifikation wendet er im Falle m = 1, n = 3 an.

Ebenso sumrniert Fourier 1102
}

die Entwicklung des Integrals der

Differentialgleichung :

,m -x a
2w_a jM

,

l da
V2 aF

~W T Tt

nach Potenzen von t durch:

n

(1 256) u = I cp (x -\- t sin )
da

o

-f- einem zweiten Glied, von dem er nur sagt, daB es sich ebenfalls

durch ein bestimmtes Integral ausdriicken lasse, dessen Form aber

von der des ersten sehr verschieden sei.

Auch nichtlineare Gleichungen werden fiir diese Methode zu-

ganglich, wenn es gelingt, sie durch Transformation auf lineare zu

1700) J. fie. polyt. cah. 19 (1823), p. 464. Die Einfuhrung der komplexen
GroBen dient zunachst nur zur Vereinfachung der Schreibweise, indem die ima-

ginaren Bestandteile von selbst herauafallen
;
doch bemerkt Poisson p. 467 selbst,

das Verfahren setze voraus, daB die gegebenen Anfangsfunktionen f analytisch

seien, da man sonst nicht komplexe Argumente in sie einfiihren konne.

1701) p. 472; chaleur p. 143; ohne Beweis bull, philomat. (1822), p. 138.

Vgl. auch A. de Morgan, Diff. and integral calc., Lond. 1836/41, p. 738.

1702) The&quot;orie Nr. 414 = Oeuvres 1, p. 494 J. Liouville driickt dieses In

tegral durch einen Differentialquotienten zu gebrochenem Index aus (j. ec. po
lyt. cah. 21 (1832), p. 57).

Eiicyklop. d. math. WiMeaach. U 1. 78
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reduzieren. So fiihrt M. A. ParsemZ 1703
) die Gleichung der endlichen

Schallscliwingungen in einer Dimension

C(9W\ Jl /d\ 2

l^* 9 cu^uL ^ oW r ~\dx) hx*~ *dxdxct~dt&amp;gt;-

durch die Legendresche Transformation 1704
)

(1258) M = px + qt 03

in

/ioxn\ 2\ ^ 2&amp;lt;a

i o
* 2

(12o9) (1 p
j

) -TT-y + 2r y
&amp;gt;

z -

und diese durch die weitere Substitution

in

(1260)
ft^v 4 GH

also in eine Laplacesche Gleichung iiber. Ebenso reduziert er 1705
)

die

Gleichung der endlichen Wasserwellen in einem seichten Kanal

/io-n d*u
i o du d*u

i l^ u i

3 fi u\
2

-\\3*u
(1261) 53- + 2 -

-Q ^ + t-aT H~ = (57)
~~ 1

f

=
y 2 *

2

durch (1258) und

auf:

(1262)
a m

.J__i_|?*li
dpdv 2 ft r\^(i

Die letztere integriert er durch die Reihe:

und bemerkt, da6 deren von f abhangiger Bestandteil gleich der Summe
der von s freien Glieder im Produkt der Entwicklungen von

und -

ist, so dafi er mit Hilfe seines Satzes wieder eine Integraldarstellung

der Losung enthalt.

74. Ubergang von der Losung durch eine trigonometrische

Reihe zur Losung durch ein bestimmtes Integral. Auch von der

Losung einer partiellen Differentialgleichung mit zwei unabhangigen

1703) Paris m&n. pres. 1 (1806), p. 524 (von 1803).

1704) Paris hist. 1787 [89], p. 310.

1706; Paris mem. prs. 1, p. 536; Berichtigung p. 648. Er nimmt an, daB

uur die Horizontalkorriponente der Bewegung merklich sei.
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Veranderlichen durch eine Reihe von Elementarlosungen, speziell durch

eine trigonometrische Reihe, kann man zu ihrer Losung durch ein

bestimmtes Integral gelangen. Sei die Losung in der Form gegeben:

(1263) F(x,t

wo die
&amp;lt;pn (t} so normiert seien, daB sie sich fiir t = alle auf 1

reduzieren und die An ,
Bn sich aus den Anfangswerten (fiir t 0)

vermittelst der Formeln von Nr. 17 bestimmen. Nimmt man die Funk-

tionen yn (f)
mit unter die Integralzeichen und vertauscht, sofern das

zulassig ist
1706

), die Reihenfolge von Summation und Integration, so

erhalt man:

(1264) F(x,f)=-

und wenn es nun gelingt, die in der Klammer stehende Summe ele-

inentar auszudriicken, so hat man die gewiinschte Darstellung der

Losung. Fiir die Differentialgleichung der Warmeleitung, fiir die

&amp;lt;pn () = e~ nt
ist, erhalt man so unter Benutzung von (2):

it

(1265) FfcO- lT/- 2

(

Xosli-1^^

2e cos a

die zweite Form ist so zu verstehen, daB dabei der Funktion f(x)
aufierhalb des Intervalls ( it &amp;gt;

. -\- it) diejenigen Werte beigelegt

werden, die sich aus den gegebenen durch periodische Wiederholung

(nicht durch analytische Fortsetzung) ergeben. Den Fall, daB nicht

Periodizitats-, sondern Randbedingungen gegeben sind, kann man durch

das Verfahren von Nr. 69 auf den hier betrachteten zuriickfuhren;
man erhalt dann F(x,) ausgedriickt als Summe oder Differenz von

zwei solchen Integralen. In dieser Form tritt diese Umsetzung zuerst

bei Fourier 110 1

) auf. Ausfiihrlicher ist dieser ProzeB spater nochmals

von A. Cauchy besprochen worden 1708
), und zwar unter Benutzung

1706) Bei der Gleichung der Saitenschwingungen ist das nicht zulassig, da

dann die Summe in der Klammer zu den in Nr. 4 besprochenen divergenten
Reihen gehoren wiirde; doch findet sich in der alteren Literatur auch fiir solche

Fillle diese Schreibweise angewendet.

1707) Tht^orie de la chaleur Nr. 237 = Oeuvres 1, p. 237; noch nicht in

der Preisschrift von 1811. Vgl. Note (1668).

1708) Paris C. R. 1843, p. 520 = Oeuvres (1) 7, p. 304. Cauchy veraucht die

78*
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komplexer GroBen. Die Losung der Laplace schen Gleichung in 2 Ver-

anderlichen fur den Kreis durch das Poissonsche Integral findet sich

nochmals hier als Anwendung, ebenso bei G. G. Stokes.*}
Andererseits kann man auch damit beginnen, daB man die Ele-

mentarlosung selbst durch ein bestimmtes Integral ausdriickt, die

Summe unendlich vieler solcher Losuugen als Integral einer Summe
schreibt und die dann unter dem Integralzeichen stehende Summe mit

unendlich vielen unbestimmten Koeffizienten - - deren samtliche Glie-

der die Variabeln uur in einer Verbindung enthalten - - ansieht. So

stellen Fourier 1110
} und Poisson1111

)
die Elementarlosung der Differen-

tialgleichung der Warmeleitung durch das bestirnmte Integral
+ 00

(1266) exp ( n2
t nx) = -^ fexp ( a 2

n(x + 2 a]/*)) daV nJ
00

dar und gelangen auf diesem Wege zu der Laplaceschen Form (1236)
der Losung. Fourier diskutiert diese Losung weiter fur die beiden

Annahmen

o fur \x &amp;gt; 1;
die erstere liefert

1712
):

(1267, e +

die letztere 1713
):

/19\ / a; 1

( Ubo) ii&amp;gt; [^

wo ty(r) die Funktion:

(1269)

Sache auch noch fiir einen von einer beliebigen Kurve begrenzten Bereich zu er-

weitern. Indessen hat er nicht bewiesen iibrigens auch nicht behauptet
daB die von ihm gegebene Losung p. 307 im Innern des Bereichs uberall end-
lich bleibt.

1709) Cambr. trans. 8 (1) (1844), p. 115 = papers 1 p. 34.

1710) Paris mem. 4 (1819/20 [24]) (Preisschrift von 1811), p. 507; theorie de
la chaleur Nr. 364 = Oeuvres 1, p. 413; reproduziert von A. A. Cournot, Theorie
des fonctions 2, Paris 1841, p. 421.

1711) Bull, philomat. (1817), p. 182.

1712) Preisschrift p. 511; thdorie Nr. 365, p. 417.

1713) Preisschrift p. 517; theorie Nr. 367, p. 421. p. 520 bzw. Nr. 369, p. 423

zeigt er durch Vergleichung der Eeihenentwicklungen, daB diese Losung mit

derjenigen identisch ist, die man erhalt, wenn man sich des Fourierschen Inte

grals bedient und dabei die Gleichung (832) benutzt.
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(Krampsche Transzendente, Error-Funktion; vgl. I D 1, Czuber, p. 757,

Note 123) bedeutet.1714
)

1714) Hier sei auch die Integration des in Note 1633) angegebenen Glei-

chungsystems angefiihrt, mit Hinzunahrne der weiteren Grenzbedingungen:

u = f(x),
U = F (#), v = f(x), 3

- F (x) fiir t = 0,

auf das S. D. Poisson das Problem der Brechung und Reflexion longitudinaler Wellen

an der Grenze zweier isotroper Mittel zuriickgefiihrt hat, welche ziemliche

Schwierigkeiten bietet. Poisson behandelt es allgemein, zunachst fiir den Fall

eines endlichen k vermittelst unharmonischer trigonometrischer Keihen; von da

aus kommt er durch teilweise bedenkliche Ubergange fiir den Grenzfall Ic = c

zn folgender Form der Losung (p. 332): sei

I = a 1/|
Y+^ + *, Si

= V** + (*-^M^TF) ,

) + a ^ sinZ^ sn (x i)) cos

V(x) = H~ 1

(cosl^ cosmic |, h) + sin l^ ain(!-x l-h))
* cos Z|

A
2
= +

a
A

/&amp;lt; h + i

~
a*J

K
a*J

oo h

seien ferner
*

2
und Fs ebenso aus Us

und F2 gebildet wie E und F aus U
und F; dann ist schlieBlich

00

(E cos It -f- .Fsin kf) 27fc -f- a* ~^(E9 cos It -f- J&amp;lt;

2
sin JU)

--*-
,

o

v =
*

C
*

(E cos i 4- F sin A ) -f o 2
(^2

cos 1

die Summen sind dabei iiber alle reellen positiven Wurzeln | der Gleichung

a?|2
sin Z|4

a* cos Z|2
=

zu erstrecken.

Wird auch I = oo, so entwickelt Poisson (p. 335) die WurzelgroBe H~ ]

nach den Kosinus der Vielfachen von 2Z|X
und glaubt sich wegen der nach-

folgenden Integration nach berechtigt, diese Entwicklung auf ihr Absolutglied
zu reduzieren.
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75. Diskussion iiber den Grad der AUgemeinheit der so er-

haltenen Losungen. In welchem Sinne man sagen konne, daB die

durch die Methoden der letzten Paragraphen erhaltenen Integrale die

allgemeinsten Losungen der betreffenden partiellen Differentialgleichungen

vorstellen, dariiber ist schon zu Beginn des vorigen Jahrhunderts mehr-

fach diskutiert wordeu. Man war zunachst, wie bereits bemerkt, von

den einfachsten Beispielen aus zu der allgemeinen Behauptung ge-

langt: ebenso wie das allgemeine Integral einer gewohnlichen Diffe-

rentialgleichung willkiirliche Konstante, miisse das allgemeine Integral
einer partiellen Differentialgleichung willkiirliche Funktionen ent-

halten; und zwar ebenso viele, als die Ordnung der Gleichung betrage.
Doch fiihrte diese Auffassung schon bei einer so einfachen Gleichung wie

du _= g*M

dt
=~

dx 9-

auf Paradoxa: die Entwicklung der Losung nach Potenzen von x

namlich :

&amp;lt;

127 )

enthalt zwei willkiirliche Funktionen von t, dagegen ihre Entwicklung
nach Potenzen von t:

(1271)

nur eine willkiirliche Funktion von x 1115
}.

Es hat dann zunachst S. D.

Poisson 1116
) darauf aufmerksam gemacht, daB hier insofern kein Wider-

spruch vorliegt, als beide Entwicklungen zu demselben Resultat fiihren,

wenn man aus jeder von ihnen eine Entwicklung nach Potenzen

beider Veranderlichen zugleich ableitet. J. Fourier fiigt dem noch

hinzu 1717
): wenn die Werte von u fur t = gegeben sind, so lassen

sich aus der Differentialgleichung durch schrittweise Integration die

Werte von u fur positive t ableiten; will man aber dasselbe Verfahren

1716) Diese Bemerkung ist nach der Angabe von Lacroix, Trait 2 (1814),

p. 643 von ,,mehreren Geometern&quot; gemacht, von Poisson 1716
) zuerst veroffentlicht

word en.

1716) J. EC. polyt. cah. 13 (1806), p. 110; Bull, philomat. 1817, p. 183; J. EC.

polyt. cah. 19 (1823), p. 369; Mecanique 2, p. 352; chaleur p. 137. Vielfach re-

produziert, z. B. von Lacroix an der eben genannten Stelle, von Laplace, Traite

analytique des probabilitys p. 62 (2. Aufl. 1814), von Fourier, Theorie Nr. 399 =
Oeuvres 1, p. 465, von A. de Morgan, Differential and integral calculus, p. 723,

731, von A. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 398. Was D. F.

Gregory, Cambr. math. j. 1 (3) (1838), p. 127 auseinandersetzt ist weniger eine

Losung der Schwierigkeit als ihre Konstatierung.

1717) Theorie Nr. 400 = Oeuvrea 1, p. 467.
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auf den Fall anwenden, daB die Werte von u fur x = gegeben

sind, so reicht das allein nickt dazu aus, es miissen vielmehr auch

noch die von - -
gegeben sein. Man konne also iiberhaupt nicht be-

(J OC

haupten, daB die Anzahl der in der allgemeinen Auflosung auftretenden

willkiirlichen Funktionen imraer der Ordnung der Gleichung gleich sein

miisse.

Aus der Ubereinstimmung der Darstellung der Losung durch be-

stimmte Integrate mit der durch Potenzreihen hat man vielfach ge-

schlossen, daB die ersteren die allgemeine Losung vorstellen, weil man

iiberzeugt war, daB die letzteren es tun. So schlieBt auch noch Cauchy
bei seinen ersten Untersuchungen

1718
).

Da er aber bald an dem Bei-

spiel von Funktionen wie exp (
x2

) bemerkte, daB alle Koeffizienten

der Taylorschen Entwicklung einer Funktion Null sein konnen, ohne

daB die Funktion selbst identisch Null ist, so erklarte er diesen

ScbluB selbst fur unzulassig
1719

).
Poisson will diesen Einwand nicht

gelten lassen: er meint, man konne zwar fiir endliche m behaupten,
daB xm exp ( x2

) fur x = zu Null werde, aber nicht fur unend-

lich grofie m, und man konne also auch nicht behaupten, daB alle

Koeffizienten der genannten Entwicklung von exp ( #2

)Null seien 1720
).

Fourier dagegen betont 1721
),

daB es fiir die Entscheidung iiber die

Allgemeinheit der Losung durch bestimrnte Integrale gar nicht darauf

ankomme, ob sie sich in die Losungen durch Potenzreihen iiberfiihren

lassen, und welche Bewandtnis es mit diesen habe: die Ableitung jener

Losungen selbst zeige, daB man niit ihnen beliebig vorgeschriebenen

Nebenbedinguugen genugen konne. Cauchy kommt spater
1782

)
noch-

mals auf diese Frage zurtick: die Losung der Schallgleichung durch

gibt, wenn F und Fa nur in einem endlichen Intervall von ver-

schieden sind, fortschreitende Wellen, die Losung durch Potenzreihen

,,senible indiquer les vibrations stationaires&quot;.

1718) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 149 (von 1815).

1719) Eine Andeutung schon Bull, philomat. 1821, p. 151; dann 1822, p. 49;
J. fie. polyt. cah. 19 (1823), p. 551.

1720) Ib. 1822, p. 85. Eine Unterscheidung der Reiheufolge der vorzu-

oehmenden Grenziibergange darf man bei Poisson bier so wenig wie an anderen
Stellen suchen.

1721) Theorie Nr. 428, 6 = Oeuvres 1, p. 528: ,,les objections qui avaient
ete propos^es a ce sujet sont denuees de tout fondement; il serait aujourd hui

superflu de les diacuter.&quot;

1722) C. R. 28 (1848), p. 279 = (1) 11, p. 122.
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Spater
1723

) zeigt Poisson auch noch, da6 die Entwicklung der

Losung der Warmeleitungsgleichung nach Exponentialfunktionen

(1272) u

durch Entwicklung der einzelnen Glieder nach Potenzen von t und

Umordnung in die Form (1271) iibergeht, wenn man

setzt. Dabei nimnit er weiter an, da6 man eine willkiirliche Funktion

F(x) in eine solche Reihe entwickeln konne.

DaB solche Argumentationen unter Umstanden auf Paradoxien

fiihren, hat bereits A. A. Cournot bemerkt: Wenn man die Losung (1272),
statt nach Potenzen von

t, nach solchen von x entwickelt, so erhiilt

man zwar auch eine Reihe der Form (1270), aber die beiden in ihr

auftretenden Funktionen

exp

konnen nicht als voneinander unabhangig angesehen werden, sondern

die zweite geht aus der ersten durch Differentiation zum Index V
2
im

Sinne von Liouville (Nr. 108) hervor. 1724
) Und wenn man die Losung

(1273)
;&amp;gt;

der Gleichung

dxdt

nach Potenzen von t entwickelt, so lassen sich alle Koeffizienten aus

dem ersten durch sukzessive Integrationen ableiten, obne daB will

kiirliche Integrationskonstanten auf treten; man komnie also so nicht

auf die allgemeinste Losung, die zwei willkiirliche Funktionen ent-

halten miisse.
1725

)

Poisson hat auch wiederholt 1726
)
den folgenden Standpunkt ver-

1723) Me&quot;canique 2, p. 353. Chaleur p. 138 entwickelt er nicht nach Potenzen

von t selbst, sondern von t 7i; damit glaubt er (p. 134) den im Text erwahnten

Bedenken betr. die Allgemeingultigkeit der Taylorschen Reihe zu entgehen.

1724) Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 407.

1725) ib. p. 408.

1726) Bull, philomat. 1817, p. 180; 1822, p. 81
;
Paris mem. 1 (181G[18]), p. 83;

3 (1818[20J), p. 171; J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 370; Mecanique 2, p. 348;

chaleur p. 139, 163, 363, 381. Chaleur p. 139 fiigt er erlauternd bei: xm z. B.

konne man durch

/exp(sa;) 1\
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treten: man konne die Entwicklungen nach Elementarlosungen auf-

fassen als Entwicklungen nach den Potenzen oiner ExponentialgroBe

(nicht notwendig in it ganzzahligen Exponenten); und da er die Meinung

teilte, jede Funktion lasse sich nach Potenzen der unabhitngigen

Variabeln entwickeln, so schien ihm damit der Beweis fiir die All

gemeinheit der in jener Form auftretenden Losungen erbracht. Das

iibertragt er dann ohne weiteres auf die Losungen durch Integrale

von Elementarlosungen
1727

).
Nachher aber

;
veranlaBt durch seine Unter-

suchung iiber die Verwendbarkeit des Fourierschen Integrals fiir kom-

plexe Werte des Arguments
1256

)
schriinkt er diese Behauptung doch

ein: Er meint jetzt
1728

),
die Reihen und Integrale von Elementar

losungen seien nur so weit brauchbar, als sie konvergierten. Z. B.

konne man nicht behaupten, daB die Gleichung

oo oo

(1273a) u = -^ I /(o| cos x

&quot; cos x-

die allgemeine Losung der Potentialgleichung vorstelle, da diese Inte

grale nur unter sehr engen Voraussetzungen iiber die Funktionen
&amp;lt;p} ifr

konvergierten. Andererseits 1729
) diirfe man Ausdriicke wie

(1273b)
oo

oder
00 00

(1278C) a-^ cos ,_
000

nicht als die allgemeinen Integrale der betr. Difierentialgleichungen

ansehen, obwohl sie je eine willkiirliche Funktion enthalten: die erste

gebe nur ein solches, das fiir x = endlich bleibt, die zweite nur

eines, das fiir y = -}- oo zu Null wird.

Spater
1730

) gibt er die entsprechende Auseinandersetzung auch fiir

ereetzen und also mit Hilfe des Binomialtheorems in eine Reihe von Exponential-
funktionen entwickeln.

1727) Bull, philomat. 1822, p. 82.

1728) J. c. polyt. cab. 19 (1823), p. 461.

1729) ib. p. 248, 463.

1730) Mecanique 2, p. 357; chaleur p. 141 Die den Funktionen 9, i/&amp;gt;

auf-
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die Losung der Warmeleitungsgleichung durch das Laplacesche Inte

gral (1236).

76. Ableitung der Hauptlosung aus der Losung durch em be-

stimmtes Integral. S. I). Poisson 1131
) fiihrt in der Laplaceschen Form

(1236) des Integrals der Differentialgleichung der linearen Warmeleitung
die unter dem Zeichen der willkiirlichen Funktion stehende Verbindung
der unabhangigen Variabeln selbst als Integrationsvariable

ein; dadurch geht jene Form (iber in:

Da hier die unabhangigen Variablen nicht mehr unter dem Zeichen

der willkiirlichen Funktion vorkommen, so kann ein derartiger Aus-

druck der Differentialgleichung nur dadurch geniigen, daB ihr der

Faktor
;
mit dem die willkurliche Funktion multipliziert 1st, hier also

geniigt, wie Poisson bald darauf1732
)

selbst bemerkt; und zwar hat er

die Eigenschaft, sich fiir einen bestimmten Wert der einen Variablen,

namlich t = 0, und alle Werte der andern x, mit Ausnahme des ein-

zigen x = K, auf Null zu reduzieren, wahrend er fiir diesen einen

Wert unendlich bzw. unbestimmt wird. In der Tat kommt man von

(1274) auf (1275), wenn man annirnmt, die Funktion fsei nur fiir einen

einzigen Wert a von verschieden, so da6 man die Integration nur

iiber die Umgebung dieses Punktes zu erstrecken braucht und des-

wegen den andern Faktor als konstant vor das Integralzeichen ziehen

kann; dabei muB man iibrigens der Funktion f fiir diesen einen Argu-
mentwert einen unendlich grofien Wert zuschreiben, damit ihr Integral

iiber ein unendlich kleines Intervall gleichwohl endlich bleiben kann.

Eine derartige Losung soil im folgenden mit einem von F. Klein in

zuerlegenden Beschrankungen sind hier nicht so eng wie iiu Falle der Potential-

gleichung.

1731) Bull, philomat. 1815, p. 86.

173-2) Paris mem. 1 (1816[18j), p. 151; Bull, philomat. 1822, p. 83 (hier Er-

orterungen dariiber, ob (1275) als ein singulares oder als ein partikulares Integral

aufzufassen sei; Poisson entscheidet sich fiir die letztere Alternative); J. EC..

polyt. cah. 19 (1823), p. 24; chaleur p. 282. Ebenso Fourier, Theorie Nr. 374, 378

= Oeuvres 1, p. 427, 439.
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Vorlesungen
1733

) gebrauchten Ausdruck als eine Hauptlosung der Diffe-

rentialgleichung bezeichnet werden; insbesondere soil dieser Name fur

den Fall gebraucht werden, daB der Ausnahmepunkt zum Anfangs-

punkt der Abszissen gemacht ist, daB es sich also z. B. um die Funktion

handelt.

Ein anderer Weg, der von der Elementarlosung direkt zur Haupt
losung fiihrt, ist ebenfalls scbon von Fourier 1

*} vorgezeichnet: das

Integral der Elementarlosung nacb dem Parameter, zwiscben irgencl-
welcben Grenzen genommen, muB ebenfalls der

Differentialgleicbung

geniigen; und da es zwiscben den Grenzen und oo oder oo und

-f- oo genommen, fiir t = in ein divergentes Integral iibergeht, sein

Grenzwert fur lim t = nur an einer Stelle unendlicb, sonst iiberall

Null ist, so liefert es dann eben die Hauptlosung. So wird fiir die

Warmeleitungsgleicbung erbalten :/_*r^eosfauff - * *:
yxt

und diese Formel zeigt zugleicb, in welcbem Sinne die eben wieder-
bolte Bebauptung iiber den Grenzwert eines derartigen Integrals ricbtig ist.

77. Ableitung der Losung durch ein bestimmtes Integral aus
der Hauptlosung. Umgekehrt kann man, wenn die Hauptlosung
H(x, t} einer Differentialgleicbung bekannt

ist, aus ihr die allgemeine
Losung ableiten, indem man diese als Ubereinanderlagerung der Re-
sultate der verscbiedenen Einzelstorungen auffaBt, die von den ein-

zelnen Punkten der z-Achse ausgehen. Man erbalt so eine allgemeine
Losung zunacbst in der Gestalt:

u =H(x a, f)f(a)da.
oo

In den Fallen, mit welchen wir bier zu tun baben, ist die Haupt
losung eine bomogene Funktion von x und einer Potenz von t; eiue
einfacbe Substitution fuhrt dann (1278) in die weitere Form:

+

(1279) u =ft*H(at
v

, f)f(x + a?) da
a&amp;gt;

fiber, in der das Produkt der beiden ersten Faktoreu unter dem Inte-

1733) 1888/89; vgl. A. Sommerfeld, Math. Ann. 45 (1894), p. 263.

1734) Th&amp;lt;*orie Nr. 374 = Oeuvres 1, p. 432.
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gralzeichen eine Funktion von t allein ist. So erscheint bei A. CT

aMC%
173

)

das Integral der Potentialgleichung in den Forrnen:

i r yf()d _ i_ C f&+ &quot;ifrL* .

u == -

J p^r^ir^-- n J i + a s

bei Fourier das Integral der Gleichung der schwingenden Lamelle

(
1281

) 7$ +
C^ ==()

V / t/w/m
zunachst in der Form 1736

)

o

dann 1737
)
auch in der folgenden

LaBt sich die Hauptlosung nur durch einen Grenzwert darstellen,

so erscheint bei diesein Verfahren auch die aUgemeine Losung in der

Gestalt eines solchen; so bei A. Cauchy
11

**)
eine Losung der Saiten-

gleichung durch:

(1284)
= Urn .

exp *, - cos

00

+ 00

= lim , ex \ exp (-
2

)
cos -?*-

/&quot;(a; + 2a

1735) Paris mem pres. 1 (1827) == Oeuvres (1) 1, p. 135 (von 1814). An dieser

Stelle handelt es sich bei Cawc% allerdings zunachst nicht urn die Integration

der Potentialgleichung, sondern urn die Auffassung des Fourierschen Integrals

als Grenzformel (Nr. 54). Die Hauptlosung der Potentialgleichung

ist ein Beispiel dafur, claB die Hauptlosung nicht immer die einfachste Losung

ist, die nur an einer Stelle unendlich wird. Diese wiirde sein 4- log (x- + ?/*) und

die Hauptlosung ist von dieser die Ableitung nach y.

1736) Bull, pbilomat. 1818, p. 131. Fourier sagt nicht, wie er fur diesen

Fall die Hauptlosung gefunden habe, sondern deutet nur p. 136 an, daB es darauf

ankomme, zunachst die Hauptlosung zu finden.

1737) Theorie Nr. 406 = Oeuvres 1, p. 479. Ebenso bei A. Cauchy, Bull,

philomat. 1821, p. 145.

1738) Bull, philomat. 1821, p. 148.
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78. Anpassung der Losung durch. ein bestimmtes Integral an

gegebene Anfangsbedingungen. Die in den Nummern 73
;
74 be-

sprochene Form der Losung durch ein bestimmtes Integral laBt un-

rnittelbar erkennen, auf welche Funktion von x sie sich fiir t =
reduziert. Anders ist es mit der in Nr. 77 besprochenen. Sei wieder

E(%, t) cos %x Elementarlosung der vorgelegten Differentialgleichung,

so normiert, daB E(t,, 0)
= 1 ist; und es soil die in der Integralform

(1285) u =E($, t) cos x%y()d,

auftretende willkiirliche Funktion rp des Parameters so bestimmt werden,
daB sicb diese Losung fur t = auf eine (fiir positive Argumente)

gegebene Funktion von x reduziert, daB also

00

/cos x\ V (S)rfg
=

f(x) Or &amp;gt;0)

wird. Um die Auflosung dieser Integralgleicbung zu umgeheu, kann man
damit beginnen, daB man den von der Zeit abhangigen Faktor der

Elementarlosung durch ein Integral der Form
00

(1286) E(t, t) =/*?(&amp;gt;,
cos pgrfp

*b

ausdruckt 1739
); vertauscht man dann die Reihenfolge der Integrationen,

so erhalt man zunachst

(1287) u =-
yjil(^ t)v [cos (pg + sg) + cos fa x*y]

o o

und das ist wegen der vorausgesetzten Gleichung (1285) gleich

1739) A.Cauchy benutzt (Paris mt5m. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 152;
von 1815) nicht diese Darstellung, sondern die Darstellung von jB(|, &amp;lt;),

als Funk
tion von | betrachtet, durch ein Fourierscb.es Doppelintegral ,

von der man auf

(1286) kommt, indem man die eine Integration ausfiibrt; seine Recbnung laBt sich

leicht so umschreiben, daB nur von (1286) Gebrauch geuiacht wird, und ich ver-

mute nach seinen verschiedenen Andeutungen vgl. namentlich die in Note 1252)
erwiihnten

,
daB er urspriinglich selbst so gerechnet und erst, nachdem er auf

dieaem Wege auch seinerseits zu dem Fourierschen Integralsatz gelangt war,
die Kechnung umgeschrieben hat. Fiir die einfachsten in Betracht kommenden
Falle waren die Darstellungen der Form (1285) etwa 1810 bekannt; vgl. Nr. 71.
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oder wenn man geeignete neue Integrationsvariablen einfiihrt, gleich

(1288) OKI-a|,

womit die Aufgabe gelost 1st. Fiir die Potentialgleichung, fiir die

E(k,, t)
= exp ( |) ist, wird so erhalten

(1289)
(a

und die fiir (557) angestellte Uberlegung zeigt, daB das in der Tat

fiir t = sich auf f(x) reduziert.

In den einfachen Fallen, mit welchen man zunachst zu tun hat,

kann man auch ohne Kenntnis der allgemeinen Reziprozitatssatze mit

Hilfe der Formeln von Nr. 59 erkennen, daB zugleich mit der Glei-

chung (1286) die folgende besteht:

00

(1290) n(ii,t)
=

-^ J (%, cos

Setzt man das in (1286) ein
;
so erhalt man die Losung der vorgelegten

Differentialgleichung durch ein trigonometrisches Doppelintegral:

00 00

(1291) u = ^ I I
E& /

cos #6 cos

und aus ihr durch die Annahme t = die Darstellung der willkiirlichen

Anfangsfunktion durch ein solches Integral unabhangig von anderen

Betrachtungen.

Steht in (1285) an Stelle des Cosinus ein Sinus, so kann man ent-

sprechend verfahren; man hat auch in diesem Falle eine Darstellung

der Form (1286) (nicht etwa die entsprechende mit sin^i) zu benutzen.

Umstandlicher wird die Sache, wenn man statt der Darstellung

(1286) nur eine der Form

(1292) (g, [i?(ft 0&amp;gt;
s f*i + G&amp;gt;

sin

b

hat. Man benutzt dann am bequemsten auch fiir u den allgemeineren

Ansatz
+ 00

(1293) u =E($, i) [9(1) cos x\ -f ^(|) sin xQd\
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und unterwirft die Funktionen cp} ty neben der Bedingung
+ 00

(1293a) /
[&amp;lt;JP()

cos xt, -j- t/&amp;gt;()
sin x%\ d% = f(x)

GO

noch der weiteren

+ 00

/ 1 VM -^ r 1 _ ff\ t 1* \ QITI y?* I i/ifj*i r*nQ V 1* I /r J* li
i L^jV j uj / L T\%) ^&quot;- ^ 5 i^ V 15) \-&amp;gt;*ja ^fcj 1*5 \j .

00

Damit erhalt man:

00 +00

(1294) M=-- fU&i, / [gp(i)cos(a;i + /ii) + T/;^)sin(a;i + /i)

cos tf /t + ^ sn a?

+ 00

sin ^ |
- ^g cos

4- g?(|) sin (x% f*g) #(Q cos

Auf ahnlichem Wege ist J.. Cauchy, wie er selbst berichtet 174
),

zuerst

zur Integration der Wellengleichung (1222) gelangt, fiir die

00

(1295) J0(|,
= cos (tyl) =

^/cos (^+ -
f)
^

ist. Nur fiihrt er die hier mit ^ bezeichnete Funktion nicht ein und

benutzt auch nicht die Relation (1293 b); infolgedessen ist er genotigt,

die Glieder mit sin (# + ^), die bei ihm nicht alle von selbst weg-

fallen, noch mit Hilfe der Relation (852) so umzuforrnen, dafi auch in

ihnen statt des Sinus ein Cosinus auftritt, und dann, um beide Teile

zusammenziehen zu konnen, in dem andern von der Relation

(1296) co, -- -

Gebrauch zu machen. 1741
)

1740) ib. p. 295; Ann. de math. 17 (1827), p. 110.

1741) Bei Cauchy ist die Sache dadurch noch etwas uuistandlicher, daB er

diese letzte Umformung erst nach Einfuhrung einer neuen Integrationsvariablen

vornimmt.
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Urn die Laplacesche Losung der Warmeleitungsgleichung den

Nebenbedingungen

u. =
rp() fur x = 0, u = f(x) fur t = 0, x

&amp;gt;

anzupassen, fiihrt W. Thomson Lord Kdvin lu
*) fiir t = 0, x

&amp;lt;
eine

Funktion u =
il&amp;gt;(x) ein, die zusammen mit f(x) die erste Neben-

bedingung erfiillen soil. Die Losung erscheint dann in der Form
X

2|/7

(1297) M=-M~ fexp(-

Wild
4, ( )

= F(x) f(x)

gesetzt, so ergibt sicb infolge der ersten Nebenbedingung die Funktion

F durch Auflosung der Gleichung:
00

(1298) y~7t g&amp;gt;(t)

=
Je-

a*

&amp;gt;F(2a Yt) da.

o

Dazu entwickelt Thomson cp(f) in eine trigonometriscbe Reibe und

stellt dieselbe durcb Beniitzung der Gleicbung

(1299)

die er aus
CO

/4

-S*dt = V~n fiir = a

o

erbalt, durch ein Integral derselben Form wie das auf der rechten

Seite von (1298) dar. Durch Vergleich bekommt er

cos a;w tn zw sn

und durcb Einsetzen der Integrale fiir die Koeffizienten und Ubergang
zu p = oo

(1300) F(x)=

1742) Cambr. math. j. 3
3 (1842), p. 173 = papers 1, p. 11; ib. 4

2 (1843),

p. 70 = 1, p. 43 finden sich ErOrterungen daruber, daB die Schlufitbrmel auch

dann noch richtig 1st, wenn die dabei benutzten Funktionen ,,impossible&quot; sind.

Verallgemeinerung fiir den Fall, daB die 3. Randbedingung zu ertullen ist, ib. 35

&amp;lt;1843), p. 209.
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79. Integration durch trigonometrische Integrale. Die Inte

gration der Difierentialgleichung der linearen Warmeleitung durch tri

gonometrische Integrale tritt bei J.J. Fourierms) zunachst in der Form
auf, daB der in Nr. 52 besprochene Grenzubergang an der Losung
durch eine trigonometrische Reihe ausgefuhrt wird; je nachdem dabei

von einer Cosinus- oder von einer Sinusreihe ausgegangen wird, er-

scheint die eine oder die andere der beiden Formen:

00 00

(1301) u =ffe-
it cos xl cos /(

b o

und:
00 30

(1302) u =ffe-^
1 sin xl sin

a1&amp;gt;f(ct)ddl
o o

A. Cauchy
iui

} gibt, zunachst ohne jede Andeutung, wie er dazu ge-
kommen ist, die Integration der sog. Laplaceschen Differentialgleichung
durch eine Summe von vier Integralen, von denen eines ist:

00 30

(1303) u =Jj e~* y cos |a? cos %af(a)dad%,
o o

wahrend die drei andern aus ihm dadurch hervorgehen, daB man y
mit y oder die Cosinus mit Sinus vertauscht oder beide Ver-

1743) Paris m6m. 4 (1819/20 [24]) (Preisschrift von 1811), p. 490, 496;
Theorie de la chaleur Nr. 347, 353, 397 = Oeuvres 1, p. 393, 399, 463. Die Formel
mit Cosinus und Sinus findet sich erst in der Theorie, Nr. 354 = Oeuvres 1,

p. 401, vgl. Note 504). Nachtraglich (p. 170, von 1827) gibt er noch die Erlaute-

rung: eine beliebige Funktion von x und t kann durch das Integral

00

dargestellt werden; soil sie der Differentialgleichung (1175) genugen, so muB f die

gewohnliche Differentialgleichung j!(j+S/&quot;=0 erfullen. Fourier hat auch noch

eine 2. Form des Integrals der Gleichung der Warmeleitung; er erhalt es aus
der Reihenform (1270), indem er die einzelnen G-lieder durch bestimmte Integrale
ausdriickt und dann unter dem Zeichen summiert. Vgl. Note 1760.

1744) Paris mem.
pre&quot;s.

1 (1827) (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 21; p. 146 zeigt
er durch Entwicklung nach Potenzen von y, daB der angegebene Ausdruck mit

demjenigen identisch ist, den man durch Anwendung der Methode der unbe-
stimtnten Koeffizieuten erhalt; und dieser habe ,,toute la generality desirable11

.

Fourier dagegen legt Wert darauf, daB man die Allgemeinheit der Losnng durch
eein Integral, ohne auf irgendwelche Reihenentwicklung zuriickzugehen, aus ihr
flelbst beweisen konne, da man imstande sei, sie beliebig gegebenen Anfangs-
bedingungen anzupassen (Bull, philomat. 1818, p. 136).

Encyklop. d math. Wigieuacli. U 1. 79
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tauschungen zugleich vornimmt. Ahnlich integriert er weiterhin 1745
)

die Differentialgleiclmng der Wasserwellen :

/1QAJN C*U . d*U f
(
1304

) w + a
=

durch eine Summe von acht Bestandteilen, von denen der eine ist:

00 00

(1305) u =jj cos (tf]/I) cos \x cos %Kf

wahrend die ubrigen aus ihm teils durch die eben erwahnten Ver-

tanschungen, teils dadurch hervorgehen, da6 man die trigonometri-

schen Funktionen der Zeit durch Exponentialfunktionen ersetzt.

Dann stellt Fourier 1^ 6
} die drei Integrale der Gleichungen der

Warmeleitung (1175), der Wasserwellen (1299) und der schwingenden

Lamelle:

/ion^ a
!w

, a*t* n
(1306) w + ^-4

=
nebeneinander:

oo -f- 00

(1307) u ==
^ffexp (~ S

2 cos

Ooo
00+00

(1308) *==-^ -jfj
cos (tf]/f) cos

00

(1309) M = cos (|
2

() cos(!ja; !)/() da d|.

Auch exponiert er 1747
)
das einzuschlagende Verfahren allgemein an der

Gleichung:

er schreibt die Elementarlosung in der Form:

u = exp ( mf) cos %x
mit

m==|2_ 6 |4 +c|6__j----

setzt in ihr x a fiir x und integriert sie zuerst nach dem Para

meter |, hierauf, nach Multiplikation mit einer beliebigen Fuuktion

1745) ib. p. 56; dazu die Erlauterungen p. 149.

1740) Bull, philomat. 1818, p. 132. Bei Fourier ist die Reihenfolge der Inte-

grationen die umgekehrte.

1747) Throne Nr. 404, p. 4 = Oeuvres 1, p. 474.
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der Integrationsvariablen a, auch noch nach dieser. Daran schlieBt er

noch die Bemerkung
1748

),
da8 man fur die Gleichung

du
, d^u _

dt*
&quot;&quot; ex 4

~

zwei Elementarlosungen

u = cos t?t cos %x, u = sin |
2 sin t,x

ansetzen konne, und dafi infolgedessen auch die allgemeine Losung
sich als Summe zweier Doppelintegrale darstelle, wobei dann die An-

fangsbediugungen

erfiillt werden konnen.

Spiiter erscheint die Sache wohl auch in der Form dargestellt,
daB zuerst in die Elementarlosung, mit Riicksicht auf die Willkiir-

lichkeit des Anfangspunkts der Koordinaten, ein zweiter Parameter a

eingefiihrt wird, indem man x durch x a ersetzt; dann wird mit
einer willkiirlichen Funktion von a 1749

) multipliziert und nach a und
nach | integriert; so bei J. M. C. Duhamel* 1

) und bei A.A.Coumot. 1 1

)

J. M. C. Duhamel 11

) erhalt durch Integration der Elementar

losungen fur

die Losung:

(1312) e = cos -

^ &quot;- COS

G. G. Stokes 115
*} integriert die Differentialgleichung (1175) unter

den Bedingungen: u = ffir t = 0, u = I fur x = 0, urn ohne
weiteres unter dem Integralzeichen differentiieren zu konnen, durch die

1748) Nr. 405, p. 477.

1749) Warum nicht auch von |?, muB man bei diesem Ausgangspunkt
wohl fragen.

1750) Cours d analyse 2, Paris 1840, p. 182.

1751) Theorie des fonctions, 2, Paris 1841, p. 425.

1752) J. de math. 14 (1849), p. 65 von 1839.

1753) Papers 3 p. 130, Der tJbergang von der Losung der Warmeleitungs-
gleichung durch ein Fouriersches Integral zur Laplaceschen Form auch bei

Cournot, The&quot;orie 2, p. 426.

79*
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Summe zweier trigonometrischer Integrale:
SO QO

(1313) u = - I I [cosx% cos %a(p(a, f) + sin x\ sin a^(a, )] da d%.

o o

Die Differentialgleichung verlangt:

&amp;lt;p

=
&amp;lt;p() exp ( a2

^), T^
= ^(a) exp ( *(),

die erste Grrenzbedingung

#() = 9&amp;gt;();

das entstehende Integral karm in die Laplacesche Form ubergefiihrt

werden, aus der hervorgeht, da6 der 2. Bedingung nur durch cp (a)
= 1

geniigt wird. Aus der so erhaltenen Lbsung leitet er dann den Fall,

daB die 2. Bedingung durch u = f(i) ersetzt wird dadurch ab, daB

er mit f(r)dr multipliziert uud t durch t x ersetzt und nach r

von oo bis t integriert.

A. CaMchy
115

*) stellt die Integration linearer Differentialgleichungen

durch trigonometrische Integrale in symboliseher Form dar. Er zeigt

zunachst: wenn F eine ganze Funktion des Differentialssymbols D
und des Symbols A der endlichen Differenzen bedeutet, so ist:

(1314) F(D,
00 90

Das veranlafit ihn, auch fiir den Fall, daB
&amp;lt;p

keine ganze Funktion

mehr vorstellt, mit
9&amp;gt; (!)/&quot;(*)

das Integral

(1315) M =
OO 00

zu bezeichnen 1755
).

Ist cp der Quotient zweier ganzer Funktionen
-^ ,

so geniigt diese Funktion u der Grleichung F(D)u = f(D) /&quot;(#). Cauchy

zeigt ferner 1756
),

daB die so definierte Funktionaloperation den Gresetzen

der Assoziation und Distribution geniigt, und daB namentlich die Glei-

chung gilt:

cp (!) exp (axi)
= exp (axi)cp(a).

1754) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 201. Vgl. auch II A 11,

Pincherle, Nr. 6, 9, p. 769, 773. Die an der letztgenannten Stelle erwahnten eng-
lischen Untersuchungen sind also zum groBen Teil schon hier von Cauchy vor-

weggenomnaen.

1755) p. 204. Cauchy hat a als Symbol; im Text ist dafur | benutzt, um
dem a dieselbe Bedeutung lassen zu konuen, wie sonst uberall in diesem Artikel.

1756) p. 209.
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Das erweitert er dann auf Funktionen mehrerer Variablen 1757
); damit

gelingt ihm die Aufstellung partikularer Losungen von gewohnlichen

und partiellen Differentialgleichungen mit zweiteru Glied, und die Re-

duktion der Integration von solchen Gleichungen hoherer Ordnung auf

die sukzessive Integration mehrerer Gleichungen niedrigerer Ordnung,
fur den Fall, daB die linke Seite der Gleichung sich symbolisch in

Faktoren zerlegen laBt.

Q. Plana kornmt zu Darstellungen der Losungen partieller Diffe-

rentialgleichungen durch Fouriereche Integrale, indem er in ihren Ent-

wicklungen in Potenzreihen die einzelnen Glieder durch solche Inte

grale darstellt, sie durch partielle Integrationen umformt und dann die

Reihenfolge von Summation und Integration vertauscht; so erhalt er

die Losung von
0*

SxSy
~

als Summe zweier Glieder, von denen eines ist
1758

):

oo +ec

(1316) u = I //cos fa la ^f(a
-oc

und die von

w w
durch eine Summe zweier Glieder, von denen eines ist

1759
):

(1318) u ==
tf tyi^? cos (ga? ta)f(a)da.

08

Dasselbe Verfahren wendet auch Fourier selbst an 1760
),
um eine Losung

der Warmeleitungsgleichung zu erhalten, die sich fur x = samt

ihrer ersten Ableitung nach x auf gegebene Funktionen von t redu-

1757) p. 226; ein Nachtrag p. 236 fuhrt die symbolische Behandlung der ein-

fachsten Falle durch, p. 248 auch fur Differenzengleichungen.

1758) Torino mem. 25 (1820), p. 144. Er untersucht nicht, ob dieses Integral

iiberhaupt einen Sinn hat.

1759) ib. p. 145. Er bemerkt selbst, daB das Argument des Soj nur in einem

Teile dee Integrationsgebietes reell ist, so daB eine Zerlegung desselben erforder-

lich wiirde, und zieht daher die Methode von Poisson vor.

1760) Theorie Nr. 413 = Oeuvres 1, p. 490. G. Darloux zeigt in einer Note

p. 492, wie man zu dieser Losung von einer geeignet gewahlten Form der Ele-

mentarlosung aua gelangen kann; in etwas anderer Form W. Thomson Lord Kel

vin, Cambr. math. j. 3 (5) (1843), p. 208 = papers 1, p. 18.
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ziert; er findet so eine Summe zweier Glieder, von denen eines 1st:

u = I I
{
cos (2r

2
t 2r~6) Sof rx cos tx

80. Ableitung der Hauptlosung einer partiellen Differential-

gleichung aus der Darstellung ihrer allgemeinen Losung durch ein

Fouriersclies Integral. Die ,,Hauptlosung&quot; kann aus der Darstellung

der allgemeinen Losung durch ein Fouriersches Integral:
00 +30

(1319) M =
jf&amp;lt;p(t,

I) cos (%x*a)f(a)dad%
oo

erhalten werden, wenn man in dieser die Integrationsvariable a liberal!,

auBer unter dem Zeichen f, durch den ausgezeichneten Wert von x,

nier also durch ersetzt; das Doppelintegral zerfallt dann in das

Produkt zweier einfachen Integrale; wird in Erganzung der bereits

eingefuhrten Voraussetzungen dem auf cc beziehenden der Wert 1 zu-

geschrieben, so erhalt man die Hauptlosung dargestellt durch das ein-

fache Interal:
00

(1320) H= -
f&amp;lt;p(t,n y

cos

o

In den Fallen, mit welchen wir hier zu tun haben, enthalt die Funk-
i

tion tp ihre beiden Argumente nur in einer Verbindung |
OT

^; dann

laBt sich die Hauptlosung schreiben:

(1321) H=
j?()

cos (Ai)d,
o

erscheint also als Produkt einer Potenz von t in eine Funktion der

einen Yariablen

7
X

n =
pr

1st die zu der Funktion
&amp;lt;jp reziproke Funktion bekannt, so erhalt

man die Hauptlosung in eleinentarer Form. Bei dem ersten Beispiel

einer derartigen Bestimmung einer Hauptlosung, namlich derjenigen

von (1299) durch

(1322) H= ^j T cos cos

o

bei A. Cauchy
1 1

}, ist das allerdings nicht der Fall.

1761) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 61 (von 1814).
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Bei Gleichungen vom hyperbolischen Typus existiert keine Haupt-

losung: das Integral, das man durch das oben besprochene Verfahren

erhalten wiirde, divergiert. Gleichwohl ist hie und da von ihm Ge-

brauch gemacht worden, so z. B. von einem Anonymus
1 1

*) fiir die

Gleichung der Saitenschwingungen. Begniigt man sich mit der Annahine,

die gegebene Funktion sei nur in einem kleinen Interval!, etwa von

bis a, von Null verschieden, und zwar 1, so kann man z. B. mit

Navier 1

*) in dern Integral der Gleichung der Saitenschwingungen (bzw.

der Longitudinalschwingungen eines Stabes):

cos cos & cos
2 rr

(1323) u II
&quot; fJ

zunachst die Integration nach a ausfiihren, so dafi man
00

2 C
j.

. c. sin|,j.
(1324) u = I cos t,t cos t,x~ ,

-
dS,^ *J

o

erhalt. Das laBt sich dann wieder als die Summe von vier Integralen

der Form (1320) darstellen und daraus u. a. ablesen, dafi fiir jedes #&amp;gt; a

das u von t = x a bis t = x gleich ,
vorher und nachher aber

= ist.

81. tibergang von der Losung durch. ein trigonometrisches

Integral zur Losung durch ein einfaches Integral. Die Darstellung
der Losung einer partiellen Differentialgleichung durch eiu Fourier-

aches Integral laJBt sich allgemein, d. h. unabhangig von irgendwelcher

Spezialisierung der Anfangsbedingungen, auf ein einfaches Integral

reduzieren, wenn es gelingt, die Integration nach ^ allgemein auszu-

fiihren, d. h. das Integral

(1325) E& cos CS x a
)
d S

o

auszuwerten. Dieses Integral unterscheidet sich aber von der Haupt-

losung (Nr. 80) nur dadurch, daB x a an Stelle von x steht. Es
ist also die hier in Rede stehende Reduktion daun und nur dann mog-
lich, wenn eine Hauptlosung existiert und sich durch elementare

Funktionen ausdriicken laBt. Das hat bereits Fourier erkannt, wie aus

seinen Andeutungen
1768

)
zu schlieBeu ist.

1761&quot;) Cambr. math. j. 3 (6) (1843), p, 257.

1762) Bull, philomat. 1825, p. 181.

1763) Bull, philomat. 1818, p. 132, 136.
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Hierher gehort die Zuruckfuhrung des Integrals (1273 a) der Po-

tentialgleichung auf

(1326) . = - ,
- rt*

-
)

durch ^4. CMC% 1764
); die des Integrals der Warmeleitungsgleichung

(1301) auf
+ 00

(1327) u

und weiter auf die Laplacesche Form (1236) durch G. PZawa 1765
) und

J. Fourier 1 6

), die des Integrals (1309) der Gleichung der schwingenden

Lamelle auf:
+ 00

(1328) &quot;
-

+

(1329) : /&quot;{sma

durch Fourier 116
*)

und Cauchy
1168

*).

Andererseits lafit sich die Losung durch ein Fouriersches Integral

auch dann auf ein einfaches Integral reduzieren, wenn es gelingt;
die

Integration nach a elemental* auszufuhren, m. a. W. die zu der ge-

gebenen Anfangsfuuktion reziproke Funktion mit Hilfe der Formeln

von Nr. 59 durch elementare Funktionen auszudriicken. So gibt Fou-

rier 1769
)

die Losung der Warmeleitungsgleichung unter der Anfangs-

1764) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 22, 154 (von 1815). Auch

Cauchy bemerkt, dafi das Element des Integrals (1320) eelbst der Differential-

gleichung geniigt.

1765) Torino mem. 25 (1820), p. 143.

1766) Theorie de la chaleur Nr. 398 = Oeuvres 1, p. 464, reproduziert von

A. A. Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 426. Poisson (J. EC.

polyt. cah. 19 (1823), p. 29) fiihrt umgekehrt die Laplacesche Form des Integrals

in die Fouriersche iiber; spater (chaleur p. 298) hat er auch die Transformation

der letzteren in die erstere.

1767) Theorie Nr. 406 = Oeuvres 1, p. 479; ohne Beweis bereits Bull, philo-

mat. 1818, p. 131 = Oeuvres 2, p. 260; reproduziert von J. M. C. Duhamel,

Cours d analyse 2, Paris 1840, p. 189 und von A. A. Cournot, Theorie des fonc

tions 2, Paris 1841, p. 431.

1768) Bull, philomat. 1821, p. 145.

1769) Paris mem. 4 (1819/20[24J) (Preisschrift von 1811), p. 491; Theorie

Nr. 349 == Oeuvres 1, p. 395.
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bedingung

durch

(1330) u =

u = exp

82. Ubergang von der Losung durch ein trigonometrisches
Integral zu der von Integralzeichen freien Form der Losung. Ein
solcher Ubergang ist naturlich nur dann moglich, wenn sich die all-

gemeine Losung iiberhaupt frei von Integralzeichen darstellen laBt.

So ersetzt A. Cauchy
1110

)
in der Losung der Gleichung der Saiten-

schwingungen
00+00

oo

das Produkt trigonometrischer Funktionen durch eine Summe von
solchen und wendet dann auf jeden Teil den Fourierschen Integral-
satz selbst wieder an; so kommt er auf die d Alembert-Eulersche Form
der Losung zuriick.

83. Darstellung der Integrale durch die Formeln der Residuen-
theorie. A. Caucluj hat zunachst 1771

) das den Nebenbedingungen

geniigende Integral der gewohnlichen Differentialgleichung

(1332) A y + A/
auf die Form gebracht

(1333) =_y / . ~v t\
j- y.

1770) Paris m^m. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 179; reproduziert von
A. A. Cournot, Th^orie des fonctions 2, Paris 1841, p. 429.

1771) J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 548, ausfiihrlicher p. 583. Entsprechend
ir em System von

Differentialgleichungen Paris C. E. 8 (1839), p. 827 = Exerc.
d analyse 1 (1840), p. 63 = Oeuvres (1) 4, p. 369. Cauchy gibt (J. EC. polyt
cah. 19, p. 684 auch einen ahnlichen Ausdruck fur die Integrale von Gleichungen
mit zweitem Glied. Wegen der von ihm ebenfalls behandelten Gleichungen der Form

&quot;

dt
v

vgl. man Note 1776).
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in der -F(0) die Hilfsfanktion

(1334) F(6) = AQ + A
i
e + A,8*-\

-----
\-
An B&quot;

bedeutet, die Summe iiber alle Wurzeln der Gleichung F(6] = zu

erstrecken ist und nach Ausfiihrung der Division die Exponenten von

Y durch die entsprechenden Indizes zu ersetzen sind. Das laBt sich

als eine Residuenformel auffassen und bei geeigneter Wahl der reellen

GroBe & durch das bestimmte Integral

i rF(Y)-F(0+et) exP (&+et)t
y = ~r-e0i~ *&quot;

l

ersetzen.

Von da gelangt er dann 1772
)

zu einer entsprechenden Darstellung

des den Anfangsbedingungen

geniigenden Integrals der partiellen Differentialgleichung

(1336) V + V,
t
+ V

2 + + Vm^ =
0,

in der die V Funktionen der auf die m iibrigen Yariabeln sich be-

ziehenden Differentialsymbole ^ , TT-, . . . bedeuten. Er stellt diese

Losung zunachst durch eine Suname von trigonometrischen Integralen

(in der von ihm angegebenen komplexen Form) dar:

(1337)
= -30

exp [*( ) + yi(y p} -\

eine derartige Summe geniigt der vorgelegten Differentialgleichung,

wenn die Funktion

(1338) S = T + 2&amp;gt; + - - + ^-i^ 1

als Funktion von t,
fiir beliebige v, derjenigen gewohnlichen Diffe

rentialgleichung geniigt ,
deren Koeffizienten Av

dadurch aus den Vv

hervorgehen, daB man in diesen die symbolischen Potenzen der Diffe

rentialsymbole durch die wirklichen von bzw. (ai), (/3i),
. . . ersetzt.

1772) J. EC. polyt. cah. 19, p. 544; Paris mem. 22 (1850) (von 1824) = Oeuvres

(1) 2, p. 220. An letzterer Stelle bespricht er p. 224 mehrere Falle, in welchen

die Funktion F reduzibel ist, so daB man die Integration der vorgelegten Glei

chung auf die von zwei einfacberen Gleichungen zuriickfuhren kann.
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Und wenn diese Funktion den Anfangsbedingungen

=
(V= 0,l,2,...,n-l)

genilgt, so geniigt u den Anfangsbedingungen

^v
= fv (x, y, ) (v

=
0, 1, 2, . .

.,
n 1).

Cauchy gibt dann noch die Vereinfachungen an, die eintreten, wenn

die Gleichung F= eine reine Gleichung ist.
1773

)

In einer derselben Zeit angehorigen, aber erst spater veroffent-

lichten Abhandlung geht Cauchy davon aus
;
daB das Integral

(1339) (& -f iO) exp
00

wenn eine ganze Funktion bezeichnet, zwar an und fur sich un-

bestimnit ist, daB man aber iibereinstimmend den Wert erhalt,

wenn man unter dein Integralzeichen erst noch einen Konvergenz-
faktor exp ( d\y\) oder exp ( d/2

) oder (1 -f-^2/
2

)&quot;

1

hinzufugt und

dann zu d = iibergeht.
1774

) Infolgedessen schreibt er auch dem Inte

gral (1293) selbst den Wert zu und schlieBt daraus, daB der Diffe-

rentialgleichung (1290) durch

+ 00

(1340) .

geniigt wird, wenn F die durch (1288) definierte Funktion und 95 irgend-
eine ganze Funktion bedeutet. Wird fiir

&amp;lt;p [was auch ausreicht] eine

ganze Funktion (n l)
ten Grades genommen, so fiihrt die Anwendung

der Residueusatze auf die Form (1289) der Losung zuriick. Nachtrag-
lich 1775

) zeigt er noch, daB man zu demselben Resultat auch kommen

kann, indem man rnit der Zerlegung von F i^\ in Linearfaktoren

beginnt.

Nachher 1776
) stellt Cauchy diese Resultate mit der inzwischen (909)

von ihm eingefuhrten Bezeiclmuug der Residuentheorie dar. Die Glei-

1773) J. EC. polyt. cah. 19, p. 553.

1774) Paris mem. 2 2 (1850) (von 1824) = Oeuvres (1) 2, p. 207. Einzelnes

iiber den Entwicklungsgang seiner Ideen gibt Cauchy selbst Paris C. R. 14 (1842),

p. 392 = Oeuvres (1) 6, p. 404.

1775) p 216.

1776) Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 252. ib. p. 316 analoge
Formeln fur Gleichungen der in Note 1771) genannten Form.
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chung (1287) schreibt sich dann einfach

r) expr* .

und zwar gilt das auch, wenn die Gleichurjg F(r) = mehrfache

Wurzeln hat. Die Aufgabe, die Funktion
&amp;lt;p

so zu bestimmen, daB y

und seine Ableitungen bis zur (n l)
ten

einschl. fiir t = die Werte

1, r] t y
2
,

. . ., r}

n ~ l

annehmen, wird dann durch

gelost
1777

);
und dieselbe Formel lost auch die allgemeinere Aufgabe, y so

zu bestimmen, daB y und seine Ableitungen beliebig vorgeschriebene

Werte
v} , i^, r]2 ,

. .
., rjn _ l annehmen, wenn man nur in ihr nach

Entwicklung nach Potenzen von
77

die Exponenten durch Indizes ersetzt.

Eine folgende Abhandlung
1778

) iibertragt dann auch diese Form

der Losung auf partielle Differentialgleichungen. Der Gleichung:

die in bezug auf x von der wten
,

in bezug auf t von der wten Ord-

nung sein und keine gemischten Differentialquotienten enthalten soil,

wird unter den Nebenbedingungen:

fv (J)&amp;gt;
= fiir x = xv (v

=
0, 1,2, ..., !)

durch

E,
qp(r,

geniigt; dabei sind die r
/t

die Wurzeln der Gleichung:

(1341) F(9 , s)
= F(r, s)

(fiir Q als Unbekannte) und die R^,
die 9? v

und g sind ganze tran-

1777) ib. 2 (1827) = Oeuvrea (2) 7, p. 41. Cauchy gibt auch hier die For-

meln fur Gleichungen mit zweitem Glied. p. 48 entsprechende Formeln fiir die

in Note 1771) genannten Gleichungen; bei ihnen tritt an die Stelle der Entwick

lung nach Potenze nvon TJ eine solche nach Faktoriellen. p. 257 noch einige

weitere Umformungen, unter Bezugnahme auf eine wie es scheint nicht veroflFent-

lichte Untersuchung von Brisson; p. 265 wieder die Umformung in die Fourier-

schen Integrale. Eine Ableitung dieser Formeln durch Rechnen mit Symbolen

auch C. R. 17 (1843), p. 453 = (1) 8, p. 32.

1778) Mem. sur 1 application du calcul des residus a la physique mathe&quot;ma-

tique, Paris 1827, p. 11.
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szendente Funktionen von r, die durch die Gleichungen

7H-1

r , ~\ _
Sft

Q;
(v 1 2 . . W

verbunden, im iibrigen aber willkiirlich sind. Am einfachsten nitnmt

man fflr ^ die bei der Auflosung dieser Gleichungen nach den E^
auftretende Nennerdeterminante; und von den

9ft,,
kann man eines

gleich 1, die ubrigen gleich nehmen. Die Funktion cp(r, s) endlich

ist aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen.

1st z. B. 1779
)

F(r, s)
= r2 br + c - (a s

n + alS
x

-\
-----

\- an _ lS),

XQ
= U

, ^1
=

J

so reduziert sich die Gleichung (1341) auf

und es wird:

und wenn Sft = 0,

(6 r)
-

f

= 1 genommen wird:

exp r,

Sollen dabei noch die Anfangsbedinguugen

A&quot;()=/; 0*0 far ^ = (v

erfiillt werden, so ist:

= exp _ p

zu nehmen, wo wieder die Exponenten von f nach Ausfiihrung der

Division durch Indizes zu ersetzen sind. Die Annahmen:

n = 1, F(r, s)
= r2

I s, f (r)
= A r, fi (r)

= B -f- r

fiihren auf die in Nr. 45 besprochenen Entwicklungeu
1780

).

Andererseits kann die Losung auch geschrieben werden:

= E,
F(r, s) F (r, (r)) exp s i

,

4( = o

exp(r x)

()))

1779) p. 16.

1780) p. 19.



1232 II A 12. II. Bwkhardt. Trigonometrische Eeihen und Integrale.

die Funktionen w
v (f) sind dabei so zu bestimmen, daB

(-= o, i, 2, ...,-

wird. Das kann, wenn m eine gerade Zahl ist und die xv
zu je

zusammenfallen
,

auBer durch die eben angegebene Methode auch

folgendermaBen geschehen
1781

):
Die Funktion

ro-l

geniigt der Differentialgleichung:

F(DX , s)v
= vF(r, s).

Wird eine and ere Funktion iv so bestimmt, daB sie der Differentiul-

gleichung

F(-DX , s}w =
geniigt, so wird der Ausdruck

wF(Dx , s)v vF(Dx , s}w =
die Ableitung einer bilinearen Verbindung von v, iv und ihren Ditfe-

rentialquotienten, und folglich wird:

(F(r, s) F(Q, g))fvwdx
=

0,

wenn diese biliueare Verbindung an beiden Grenzen der Integration

Null ist. Das laBt sich aber dadurch erreichen, daB man dem w Be-

dingungen ahnlicker Art auferlegt, wie diejenigen, denen v bereits ge-

niigen muB; und dann wird

/ vwdx = 0,

auBer wenn Q einem der r gleich ist. So erhalt man 1782
):

Das hier im Nenner auftretende Integral liiBt sich mit Hilfe der Be-

dingungsgleichungen auswerten; speziell wenn v mit semen Ableitungen

bis zur (n l)
ten einscklieBlich an beiden Grenzen Null sein soil, er-

gibt sich 1783
):

1781) p. 23.

1782) p. 27. Cauchy fiikrt d^e Recbnung fur einige spezielle Beispiele durch.

1783) p. 30.
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wobei 7c den Koeffizienten von rm in der Funktion F(r, 0) bedeutet.

1st die Funktion F eine gerade Funktion von r, so geniigen v und w
derselben Differentialgleichung.

17sv
)

84. Biickkehr von der Losung durch Integrals zur Losung
dutch trigonometrische Reihen. Aucli wenn die Nebenbedingungen
eine der in Nr. 09 angegebenen Formen haben, laBt sich die Losung
durch ein trigonometrisches Integral darstellen; man muB dann die

Funktion f(x), die zuniichst etwa nur fur das Interval! (0 . . .
;r) gegeben

ist, in geeigneter Weise uber dieses Intervall hinaus fortsetzen. Fiir

den Fall, daB an beiden Enden die Bedingung u = vorgeschrieben

ist, schreibt S. D. P**W0 1785
)

die Laplacesche Losung (1236) der

Warmeleitungsgleichung zunaehst :

(1342) u =
y-

dabei nimmt er an, jede der Funktionen fn sei nur so lange von ver-

schieden, als ihr Argument dem Intervall (0 . . . it) angehort. Die Be

dingung u= f(x) fur t=Q, 0&amp;lt;#&amp;lt;;r verlangt, daB f = f genommen
wird; sollen die beiden andern Bedingungen ftir alle positiven Werte

von t erfiillt sein, so ergibt sich sukzessive, daB auch alle iibrigen

fn f genommen werden miissen. Fiihrt man in jedem der Teil-

intervalle (nn . . . (n-\- 1)) eine neue Integrationsvariable

a = nn + ( l)*x + 2a}/t

ein und macht von der Gleichung (947) Gebrauch, so erhalt man die

Losung dargestellt durch eine Summe von Doppelintegralen

ZZ
(1343) u = --^ IJ [(r*

(

-f cos nn% cos
( + ( l)*x)]f(a)dt da ,

n = V f

wenn man dann mit Poisson die Cosinussumme wie in Nr. 34 ver-

steht, braucht man die Integration nach | nur uber die Umgebungen
der ganzzahligen Werte von | auszudehnen und erhalt so wieder die

Losung der Aufgabe durch eine harmonische Cosinusreihe.

1784) p. 31. p. 37 gibt er noch eine dritte^Umformung, p. 47 eine vierte,

indem er den Nenner f5(r)
m it in die Definition von v hereinzieht.

1785) Bull, philomat. 1815, p. 87; J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 51. Poisson

verlegt den Anfangspunkt der x in die Mitte des Intervalls; infolgedessen erhalt

er eine Entwicklung nach den Sinus der geraden und den Cosinus der angeraden
Vielfachen des (halben) Arguments. Vgl. Note 531.
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Dasselbe Verfahren wendet er dann 1786
)

auch auf den Fall an,

dafi an den Grenzen die dritte Bandbedingung (1274) zu befriedigen

1st. Soil zunachst die Form (1274) des Integrals fur x = K der Be-

dingung (1171c) geniigen, so muB fiir alle positiven Werte von t die

Gleichung besteken:

(1344) exp
- ~ (hfM + /&quot;())&amp;lt;*

= 0.

Poisson meint, das verlange, daB zu entgegengesetzt gleichen Werten

der Exponentialfunktion entgegengesetzt gleiche Werte der Klammer-

groBen gehorten, daB also

eine gerade Funktion von a sei. Hieraus erhalt er durch partielle

Interation:

(1345) (d
o o

Ebenso liefert ihm die bei x = n geltende Grenzbedingung

Su -,

2*-V =
eine zweite Gleichung

00 00

(1346) (d \}j e~ da f( x+ a)da= (d + h
l)fe-*&quot;f(

n a)dcc.

o o

Indem er in jedem der hier auftretenden Integrale das Argument von

f als neue Integrationsvariable einfiihrt, gelingt es ihm, die beiden

Integrale:

p(d) =e- Sa
f(a} da , q(^]=e 6a

f(a) da

1786) J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 29 ;|reproduziert von J. Liouville, j. de

math. 1 (1836), p. 20, rait der Bemerkung (p. 27): es lieBe sich anwenden, wenn

hohere Ableitungen in den Grenzbedingungen auftreten warden. Chaleur p. 284

meint Poisson selbst: die direkte Aufstellung der Reihenentwicklung sei ein-

facher; aber ,,sous le rapport de 1 analyse
44 sei die Umformung des Integrals in

die Reihe ,,une transformation delicate et importante&quot;. Ubersichtlich aucb von

W. E. Hamilton, Dubl. trans. 19 (2) (1843), p. 287. p. 293 gibt er an, wie eine

etwa auftretende Wurzel I= zu behandeln ist. Dann von 0. Bonnet, Bruxelles

me&quot;m. cour. in 4 23 (1848/50), p. 31. Vgl. dazu die Berichtigung p. 116. Er

bespricht die einzelnen vorzunehmenden Grenziibergauge genauer; doch bleibt

auch bei ihm die Frage unbeantwortet, welche Eigenschaft man von f(x) ver-

langen muB, wenn ty(x) die bereits erforderlichen haben soil; er sagt p. 32 nur:

,,supp08ons que f (y) soit telle qu on puisse mettre p et q sous la forme 4
: 1299.



84. Kiickkehr zur Losung durch trigonometriscbe Reihen. 1235

als Quotienten [ganzer transzendenter Funktiouen] auszudrucken:

(1347)

wobei:

f (*

Daraus folgt dann:

Dieser Grenzwert 1st gleich Null, auBer wenn eine Wurzel der

Gleichung

(1348) 9 (ty = o
oder

(k\ I
s

)
sin 2*i + (A + \}l cos 2| =

ist. Also zerfallt, wenn uacbher noch nach | zwischen den Grenzen
und oo integriert wird

;
das Integral in eine unendliche Reihe von

Gliedern, in deren jedem die Integration nur iiber die Umgebung einer

solchen Wurzel zu erstrecken ist. So erhalt er eine Losung durch
eine unharmonische trigonometrische Reibe der Form:

(1349) u

wobei:

E = cos A* 2 + 2*A / sin

ist, die Summation sicb iiber alle reellen nicht negativen Wurzeln A
von (1348) erstreckt und von dem zu der Wurzel A = gehorenden
Gliede, das ubrigens nur in dem GrenzfaU li = /^

= von ver-
schieden

ist, nur die Halfte zu nebmen ist.
1787

) Er verifiziert noch, dafi

Encyklop. d. math. Wisseuach. II 1. g0
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jedes Glied dieser Summe der Different!algleichung und den Grenz-

bedingungen geniigt.

Einfacher gestaltet sich die Anwendung der Metbode, wenn die

Periodizitatsbedingung

/( + *)
= f(-)

vorgeschrieben ist.
1788

)
Diese wird identisch erfiillt durch den Ansatz

+ 00

(1350) f(a)

wenn
&amp;lt;p

auBerhalb des Intervalls ( x, ...,-{- it) gleich Null genommen
wird. Die Darstellung der Losung durch ein Fouriersches Integral zerfallt

dann in ahnlicher Weise wie in dem zuerst besprochenen Falle. Da-

gegen treten wieder kompliziertere Verhiiltnisse auf, wenn auBer den

Grenz- auch noch Ubergangsbedingungen gegeben sind, wie bei dem

Problem der Wiirmeleitung in einer aus Kern und Schale verschiedenen

Materials zusammengesetzten Kugel.
1789

)
Doch fiihrt Poisson auch bier

die Recbnung vollstandig durch: die determinierende Gleicbung zer-

fallt zunacbst in die beiden:

docb zeigt sicb nachber, daB die zu den Wurzeln der ersteren ge-

horenden Glieder sicb gegenseitig zerstoren.

J. M. Duhamel }
bat Poissons Verfabren auf den Fall ange-

wendet, daB fiir die in der Losung der Warmeleitungsgleicbung
oc

(1351) exp
-^ f(a) da

auftretende Funktion f(x) aus den Grenzbedingungen sicb die Be-

ziebungen ergeben

Er ersetzt zu diesem Zweck die ExponentialgroBe in (1351) vermoge

1787) p. 36. Er glaubt (p. 39), im allgemeinen Falle beliebiger h und ^
wiirde die direkte Behandlung dieses Problems durch Aufstellung der ausgezeicb.-

neten Losungen und Koeffizientenbestimmung ,,zum mindesten sehr schwierig&quot;

sein. Er bespricbt dann noch ausftihrlich den tJbergang vom allgemeinen Falle

zu den speziellen, daB li oder
7ij

oder beide einen der Werte oder oo haben.

1788) p. 63.

1789) p. 123.

1790) J. e~c. polyt. cah. 25 (1837), p. 36 (von 1835).
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(947) durch

(1352) 2/JL exp (- |
2 cos (g* g) dg.

Wird dann die Integration nach a zuerst ausgefuhrt gedacht, so

lassen sie sich wie bei Poisson durch partieile Integrationen uni

formen; man kommt schlieBlich auf die schon besprochenen Ent-

wicklungen.

Die zur Anwendung dieses Verfahrens erforderliche Fortsetzung
einer zunachst nur fur ein begrenztes Interval! gegebenen Funktion f(x\
vorgeschriebenen Grenzbedingungen gemaB, erscheint in einer iibersicht-

lichen symbolischen Form bei A. Cauchy
ligo

*). Fur den einfachsten Fall,
daB an beiden Endpunkten (0 und

it) die erste Grenzbedingung vor-

geschrieben 1st, setzt er

(1353) f(x]=

und bestimmt die Koeffizienten so, daB sie nur fur das jedesmal in

Betracht kommende Intervall von verschieden sind, was durch

(1354)

-oo nn

geschieht. Wird dann, um die Reihenfolge von Integration und Sum
mation vertauschen zu konnen, noch ein Konvergenzfaktor eingefiihrt,
so wird erhalten:

+ oo n

C A= lim / I
Q -,

d=o *J J in
oo

und das bricht in die trigonometrische Reihe auseinander, da fiir

d = nur die Umgebungen der Punkte a = nx Beitrage liefern.

Nachher 1791
) gibt er noch ein anderes Verfahren: Das der Be-

diugung -^
= fiir t = geniigende Integral der Gleichung der

Saitenschwingungen lafit sich einerseits schreiben:

(1356) u = &oi(tDx)f(x),
andererseits :

(1357) u = exp (xD^&amp;lt;f(t] + exp (-xD^(t);
f(x) ist dabei die Funktion, auf die sich u fiir t = reduziert. Die

1790
) Paris mm. 22 (1850) (von 1824) = Oeuvres (1) 2, p. 240.

1791) p. 251. Vgl. p. 270 die Zusammenstellnng der Regeln des Rechnens
mit solchen Symbolen.

80&quot;
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Bedingung u = fur x = veiiangt

also kann statt (1357) geschrieben werden:

(1358) u = &m(xD t)cp().

Die Bedingung u = fur x = ft verlangt dann:

(1359)
=

@tn(*D,)g&amp;gt;(t).

Nun 1st

@in (ftDx}u = sin (jrDJ sin (xDt}(p(f)
= Sof (zD,) &amp;lt;Stn

also nach (1359) gleich Null; wird hier fur u sein erster Ausdruck

(1356) eingesetzt und beachtet, daB die entstehende Gleichung fur alle

Werte von t gelten muB, so folgt, daB f(x) der Gleichung

(1360) @in (xDx)f(x)
= 0,

d. h.

(1361) f(x + sr) f(a? *)
=

geniigeu muB. AuBerdem gibt die Vergleichung von (1356) mit

(1358), daB

(1362) f(x}
= -f(-x)

sein muB. Die beiden letzten Gleichungen zusammen ergeben
1792

):

(1363) f(x)
= exp (

2xDx)f(x)
= exp (2aDx)f(x}

wird dann wieder eine Funktion f(x) eingefiihrt, die nur im Aus-

gangsintervall von Null verschieden ist, so lafit sicn nait Hilfe von

(1360) und (1362) die Funktion f(x) durch eine Sumrne ausdrucken,

von der in jedem Teilintervall nur ein Glied von Null verschieden

ist, und diese Summe laBt sich unter Einfiihrung von Konvergenz-

faktoren in der Gestalt

(1364) f(,)
-

r-^ c

summieren. Wird hier fur f(x). sein Ausdruck durch ein Fouriersches

Integral gesetzt, so lassen sich die verlangten Operationen vornehmen,

und man erhalt wieder das friihere Resultat.

Dieses zweite Verfahren laBt sich nun auch auf den Fall an-

wenden, daB die Gleichung (1175) p. 1185 unter den Bedingungen

(1365) (4 + DjM = fiir x = 0, (#+ #&amp;gt;
= fur x = ft

zu integrieren ist.
1793

)
Das allgemeine Integral von (1175) laBt sich

1792) p. 268.

1793) p. 252. Cauchy behandelt die etwas allgemeinere Gleichung

D
t
u D-xu -f- u =
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einerseits schreiben:

(1366) M = exp (tD$f(x)

andererseits :

(1367) u = exp (xyDt )&amp;lt;p(f) + exp (a; )/A)*(0-

Dieser zweite Ausdruck geniigt cler ersten Grenzbedingung (1365), wenn:

(1368) (p(t)
= (A-YDt)^(t), X (t)

= -(A-yD t)^(i}

genommen wird, und auch der zweiten, wenn die damit eingefiihrte

neue unbekannte Funktion i^(f) der Bedingung

(1369) F(VD^(f) = 0,

untervvorfen wird, wobei

(1370) F(fy
= (B+ X)(A ;i)exp(jr;i);r (B A) (.4+ A) exp ( nX)x

ist. Die Gleichung (1367) kann infolge von (1368) geschrieben werden:

(1371) u = 2(A DX) @in (;c]/Z),)&amp;lt;KO;

die Vergleichung dieses Ausdrucks mit (1366) zeigt, da6 sich f und #
durch eine neue Hilfsfimktion c5 folgendermafien ausdriicken lassen

miissen:

(1372) 2@in (^1/^)^(0 = exp (tD$i5(x)

(1373) f(x)
= (A D^)cS(x) 1

und zwar muB diese Funktion eine ungerade sein, da die linke Seite

von (1373) es ist. AuBerdem muB sie wegen (1369) und (1372) der

Gleichung

(1374) F(Dx)o5(x)
=

geniigen. Diese letztere kann einerseits geschrieben werden 1794
):

(1375) v(x) = exp

andererseits:

(1376) v(x)

durch wiederholte Anwendung dieser Gleichungen ergibt sich:

(1377) ^W

und fuhrt das letzte Glied durch die Rechnung durch; es laBt sich aber durch

eine einfache Substitution beseitigen.

1794) Cauchy fiihrt zunachst eine entsprechende Rechnung fur die Funktion f

selbst durch; erst nachher (p. 265) bemerkt er, daB die Sache sich fur ffl etwas

einfacher gestaltet. .



1238 II A 12. H. BurMardt. Trigonometrische Reihen und Integrals.

Bedingung u = fur x = verlangt

also kann statt (1357) gescbrieben werden:

(1358) u = in (xD t )&amp;lt;p(f).

Die Bedingung u = fiir x = n verlangt dann:

(1359)
=

@tn(3rD,)&amp;lt;jp(t).

Nun ist

also nacb (1359) gleich Null; wird bier fiir u sein erster Ausdruck

(1356) eingesetzt und beacbtet, daB die entstebende Gleicbung fiir alle

Werte von t gelten muB, so folgt, daB f(x) der Gleicbung

(1360) in (xDx)f(x)
=

7

d. b.

(1361) f(x -f jr) /(* Jt)
=

geniigeu muB. AuBerdem gibt die Vergleicbung von (1356) mit

(1358), daB

(1362) f(x)
= f( x)

sein muB. Die beiden letzten Gleicbungen zusammen ergeben
1792

):

(1363) f(x)
= exp (

2xDx)f(x)
= exp (2xDx)f(x)

wird dann wieder eine Funktion f(x) eingefiibrt, die nur im Aus-

gangsintervall von Null verscbieden ist, so laBt sicb mit Hilfe von

(1360) und (1362) die Funktion f(x) durcb eine Summe ausdriicken,

von der in jedem Teilintervall nur ein Glied von NuD verscbieden

ist, und diese Summe laBt sicb unter Einfuhrung von Konvergenz-

faktoren in der Gestalt

(1364) f(x)
= r-^dl^+T {f(x}

~
f(
~

X} }

summieren. Wird bier fiir f(x). sein Ausdruck durch ein Fourierscbes

Integral gesetzt, so lassen sicb die verlangten Operationen vornebmen,

und man erbalt wieder das friibere Resultat.

Dieses zweite Verfabren laBt sicb nun aucb auf den Fall an-

wenden, daB die Gleicbung (1175) p. 1185 unter den Bedingungen

(1365) (A + Dx)u
= fiir x = 0, (B+ Dx}u

= fiir x =
zu integrieren ist.

1793
)

Das allgemeine Integral von (1175) laBt sich

1792) p. 268.

1793) p. 252. Cauchy behandelt die etwas allgemeinere Gleichung

D
t
u D-x u + u =
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einerseits schreiben:

(1366) M = exp (tD$f(x)

andererseits:

(1367) u = exp (z]/.Z),MO + e*P ( *V^)*(0-

Dieser zweite Ausdruck geniigt der ersten Grenzbedingung (1365), wenn:

(1368) 9 (t)
= (A yDdl&amp;gt;(t), x(t)

= -(A-VDd*

genommen wird, und auch der zweiten, wenn die damit eingefiihrte

neue unbekannte Funktion t^(t) der Beclingung

(1369) F(YD~t )n&amp;gt;(f)

= 0,

unterworfen wird, wobei

(1370) F(fy= (B-\-X)(A A)exp(jrA&amp;gt; (B A) (^L -f- A) exp ( xfyx

ist. Die Gleichung (1367) kann infolge von (1368) geschrieben werden:

(1371) u = 2(A DX) in &YDt )il&amp;gt; ()-,

die Vergleichung dieses Ausdrucks mit (1366) zeigt, daB sich f und ^
durch eine neue Hilfsfunktion 57 folgendermafien ausdriicken lassen

miissen:

(1372) 2&amp;lt;5in (^]/^)^(0 = exp (tD*)&amp;lt;5(x)

(1373) f(x)
= (A Dx}u(x);

und zwar muB diese Funktion eine ungerade sein, da die linke Seite

von (1373) es ist. AuBerdem muB sie wegen (1369) und (1372) der

Gleichung

(1374) F(Dx)t5(x}
=

geniigen. Diese letztere kann einerseits geschrieben werden 1794
):

(1375) w(x)

andererseits:

(1376) v(x)

durch wiederholte Anwendung dieser Gleichungen ergibt sich:

und fiihrt das letzte Glied durch die Rechnung durch; es laBt sich aber durch

eine einfache Substitution beseitigen.

1794) Cauchy fiihrt zunachst eine entsprechende Rechnung fur die Funktion f

selbst durch; erst nachher (p. 265) bemerkt er, daB die Sache sich fur ffi etwas

einfacher gestaltet.
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lung einer Funktion in eine doppelte harmonische Sinusreihe von zwei

Variabeln ab. 1798
)

85. Ableitung des ,,Endverlaufs&quot; aus den Reihenentwicklungen.

Haufig wiinscht man einen einfachen Ausdruck zu haben, der die

Lbsung der Differentialgleichung fur groBe Werte der einen unab-

hangigen Variabeln naherungsweise darstellt. 1st diese Variable die

Zeit, so gibt ein solcher Ausdruck iiber den Endverlauf der betr. Er-

scheinung Auskunft; in Ermangelung eines anderen moge dieser Ter

minus auch fiir andere Falle beibehalten werden.

Die Entwicklungen nach Elementarlosungen erlauben einen solchen

Ausdruck sehr einfach anzugeben, wenn sie Exponentialfunktionen

der Zeit enthalten. 1st eine solche Reihe:

(1389)

und ist dabei:

0&amp;lt;A &amp;lt;A1 &amp;lt;A2 &amp;lt;--.,

so werden fiir groBe, aber nicht allzugroBe Werte der Zeit alle auf

das Anfangsglied folgenden Glieder der Reihe vernachlassigt werden

konnen, dieses selbst aber noch nicht
,
die Erscheinung wird also dann

durch dieses erste Glied allein mit hinlanglicher Genauigkeit be-

schrieben werden konnen. Das hat bereits Fourier 1199
)

auseinander-

gesetzt; er bezeichnet den damit gegebenen Zustand des Systems als

,,etat penultieme&quot;.

86. Ableitung des ,,Endverlaufs&quot; aus der Integraldarstellung.

Will man von der Losung der partiellen Differentialgleichung durch

ein bestinamtes Integral zu einem asymptotischen Ausdruck dieser

Losung fiir groBe Werte der einen unabhangigen Variablen ge-

langen, so liegt zunachst der folgende SchluB nahe: wenn in den

Formeln (1319) die Funktion f(a) (zwar nicht nur fiir a= 0, aber doch)

nur in der Umgebung von a = von Null verschieden ist
?
so kann

man fiir Werte von x, die groB gegen alle in Betracht kommenden

Werte von a sind, a iiberall da, wo es neben x auftritt, also uberall

auBerhalb des Funktionszeichens / , gegen x vernachlassigen. Das

Doppelintegral zerfallt dann in das Produkt zweier einfachen Integrale,

von denen das eine die Hauptlosung des betreffenden Problems vor-

stellt, wahrend das andere

ist.

1798) p. 279.

1799) Theorie Nr. 198 = Oeuvres 1, p. 177.
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So hat z. B. S. D. Poisson
)

in der Form (1274) des Integrals
der Warmeleitungsgleichung auBerhalb des Funktionszeichens / die in

Betracht kommenden Werte von a gegen x vernachlassigt und so

dieses Integral fur hinlanglich groBe Werte von x asymptotisch durch

ersetzt. Bald darauf1801
) fiigt er die Bemerkung hinzu, daB der SchluB

nur fur hinlanglich groBe Werte von t zulassig sei.

Ebenso stellt A. (7ac%
1802

) die Losung seines Wellenproblems
durch

^ f cos(*]/|) cos

dar. Doch sind ihm alsbald Bedenken iiber den Giiltigkeitsbereich

dieser Losung gekommen, da sie ihn zu physikalisch unzulassigen

Konsequenzen zu fiihren schien 1803
); er schreibt daher die allgemeine

Losung, indem er das Integral (1054) K mit Hilfe von (1055) durch

einen Naherungswert ersetzt, in der Form:

(1392) u ~ j/T

aus der hervorgeht, daB ihre Ersetzung durch (1391) nur dann erlaubt

ist. wenn 7 r wenig von -
abweicht, also wenn -

1 klein ist.
(x a) x 4x*

Ahnlich schreibt S. D. Poisson isoi
) ,

indem er seine Form der

1800) Bull, philomat. 1815, p. 87.

1801) ib. 1816, p. 12 (zunachst fiir das entsprechende dreifache Integral; J.

fie. polyt. cah. 19 (1823), p. 24; chaleur p. 282. Bei Fourier, der diese SchluB-

weise in seine Theorie analytique de la chaleur aufgenommen hat (Nr. 377 381
= Oeuvres 1, p. 437443; in der Preisschrift von 1811 steht sie noch nicht),

fehlt umgekehrt die Bemerkung, daB sie nicht nur ~-
,
sondern auch als

x~ K
grofi voraussetzt (am SchluB von Nr. 380, p. 442 scheint er sogar das Gegenteil

behaupten zu wollen); so daB Darboux in seinen Anmerkungen p. 437, 443 den

ganzen SchluB fiir unverstandlich erklaren konnte.

1802) Paris m^m. pres. 1 (1827) (von 1815) = Oeuvres (1) 1, p. 61.

1803) p. 91. Er halt x fest, laBt t iiber alle Grenzen wachsen und schlieBt

dann aus (1054), daB die Schwankungen von K, d. h. also die Wellenhohen be-

standig zunehmeu miiBten. Etwas andere Darstellung, aber der Sache nach

ubereinstimmend, ib. p. 186 (von 1827).

1804) Paris mem. 1 (1816[18]), p. 111. Poisson fuhrt auch schon bei diesem
Teil der Untersuchung die spezielle Voraussetzung (1395) eiu; doch tut das
nichts zur Sache. Die Resultate auch Bull, philomat. 1817, p. 87; 1818, p. 97.
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Hauptlosung benutzt, das allgemeine Integral (1308) der Gleichung

(1304) in der Gestalt:

(1393) :^
und ersetzt sie, wenn x groB gegen die in Betracht kommenden Werte

von a 1st, durch:

Auch er bemerkt 1805
),

daB diese Umformung nur erlaubt ist, solange

-- nicht von derselben GroBenordnung wie -&quot; L ist. Er behandelt aber
x &

auch den Fall 1806
),

in welchem beide GroBen von derselben Ordnung

sind; dabei benutzt er die [semikonvergente] Entwicklung der Haupt

losung nach Potenzen von ^
g

&quot;

und integriert sie gliedweise nach u.

Fflr den FaU

(1395) /() = 1
f
,

-K &amp;lt;
1

treten dabei als Hauptglieder die beiden Integrate

/(l-i; J

(sinjfepj [0

auf, so daB er als erste Annaherung erhalt 180T
)

:

Die Nullstellen des ersten Klammerfaktors begrenzen ,,gezahnelte

Wellen&quot;, die rait konstanter Geschwindigkeit fortschreiten, die Null

stellen des zweiten die ,,Zahnchen&quot;, die mit konstanter Beschleunigung

liber sie hinlaufen.

Die Untersuchung der Ausbreitung der Bewegung in die Tiefe

fuhrt auf eine entsprechende Diskussion des Integrals
1808

):

(1398) -
Cauchy wendet 1809

)
- - wie vorher schon Fourier^*}

--
dagegen

1805) p. 115.

1806) Erlauterungen zu diesem Teil der Rechnung bei G. Plana, Torino mem.

25 (1820), p. 122.

1807) Paris mem. 1, p. 118.

1808) p. 127.

1809) Paris mem. pres. 1 (1827)
= Oeuvres (1) 1, p. 198. Er berichtet, er

habe solche Formeln schon bei der Ausarbeitung der Preisscbrift abgeleitet, sie
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ein, daB es nicht erlaubt sei, eine beliebige Form der Anfangsstorung

durch (1395) zu ersetzen. Man erhalte zwar auch unter anderen An-

nahmen iiber die Form der Anfangsstorung durch Benutzung des

asymptotischen Ausdrucks (1054) der Hauptlosung fiir u einen Aus-

druck der Form

(1399) ~[(.)co.(^,-.J-)+*Wrin(^I f)]
I

.

aber die Funktionen cp, ty (letztere ist Null
;
wenn f eine gerade Funk

tion ist) hangen wesentlich von der Natur von f ab. LaBt sich f nach

Potenzen von a bzw. von \a\ entwickeln, so erhalt man 1811
)
mit Hilfe

der Gleichungen
i ,

/2 J f 1 V ^ Sln V

d?-~T
(1400)

C 2n-l .7 _ (_l\*A
r ^

asymptotische Entwicklungen von rp und fy nach fallenden Potenzen

von v. Im Falle

f(a)
= exp (c c) 1

erhalt man so sogar eine konvergente Reihe, die sich elementar

summieren lafit.
1812

)
Fiir andere Falle ist zu beachten, daB der absolute

Betrag der Funktion cp bzw. im allgemeineren Falle der Funktion

f- ^
2 nicht bei jeder Annahme iiber f reelle Nullstellen hat; z. B.

bei der zuletzt geuanuten Annahme fiir a
&amp;gt; iiberhaupt keine, fiir

f(iK)
= -

(1 a)
2 nur eine 1813

); die Extrema dieser Funktion geben

dann nicht alle Maxima der Wellenamplitude, sondern zum Teil auch

Minima. Wenn die Funktion f oder ihre Ableitungeu an den Grenzen

des Intervalls (
1 -f- 1) nicht mehr endlich bleiben, so daB die

vorhin genannte Methode versagt, kann man solche asymptotische

aber nicht welter verfolgt, da er angenoinmen babe, die Beweguug, die sie dar-

stellten, .sei ,,trop peu sensible pour qu on dut en tenir compte&quot;. Vgl. in der

Tat ib. p. 91 (von 1815), wo er aus der vollstiindigen Formel ableitet, daB die

Wellenamplitude iiberall mit wachsender Zeit gegen Null konvergiert.

1810) Bull, pbilomat. 1818, p. 133 = Oeuvres 2, p. 262; aucb nocb Paris

m^m. 8 (1829), p. 620 = Oeuvres 2, p. 179.

1811) Paris mem. pres. 1 == Oeuvres (1) 1, p. 200, 203. p. 231 bemerkt er

noch, daB man solcbe Entwicklungen aucb erbalten konne, indem man wieder-

bolt partiell integriere und dabei vor jeder Integration nocb den wenig von 1

verscbiedenen Faktor x*(x a)~
s unter deui Integralzeicben binzufiige.

1812) p. 218.

1813) p. -216.



1246 II A 12. H. BurMiurdt. Trigonometrische Reihen und Integrale.

Entwicklimgen rait Hilfe der Umformung

(1401) / f(a)e
aida=~.

A o

erhalten.
1814

)

Fiir groBe Werte von v wird es notwendig, in der Entwicklung

von - nach Potenzen von a. auch noch Glieder 3. Ordnung rnit-

x a

zunehmen; es geben dann zu den Integralen

+ 1

(1402) /V(){}*
1

nur die Umgebungen der Endpunkte nierkliche Beitrage. Man erhiilt

also Formeln ahnlicher Art wie im vorigen Falle, nur noch mit einer

Potenz von v im Nenner. 1815
)

Poisson repliziert
1816

): wesentlich andere Annahmen iiber die Ge-

stalt der Anfangsstorung als (1395) seien physikalisch unzulassig.

Bei Poisson finden sich auch Untersuchungen
1817

)
iiber asympto-

tische Werte des Integrals:

(1403) jY-*&amp;lt;^^^
o o

fur groBe Werte von t. Der Bruch lafit sich nach Potenzen von |

in eine Reihe

( cosxi 4- h sina:g) ( cosag + h sinag) _ (1 -f- hx) (1 + ha) ^ ,

-^t+l*- h 2

entwickeln; die Integration der einzelnen Glieder nach | laBt sich

dann mit Hilfe der Gleichung (928) ausfiihren, und man erhalt eine

[semikonvergente] Entwicklung nach fallenden Potenzen von t,
die

mit einem Glied mit T beginnt. Fiir f(x)
= 1 kann man nicht so

verfahren, weil dann die Integration der einzelnen Glieder nach a

sich nicht ausfiihren laBt; Poisson benutzt in diesem Falle zur Aus-

fiihrung der Integration nach a die divergenten Integrale (834) und

1814) p. 23G.

1815) p. 225231.

1816) Paris mem. 8 (1829), p. 573: Bull, philomat. 11 (1829), p. 169. Er meint

auch (p. 574), Cauchys Resultate betr. die Abhangigkeit der Wellengeschwindig-

keit von der Dimension der Anfangsstorung seien mit dem ,,Prinzip der Ko-

existenz kleiner Schwingungen&quot; nicht vertraglich.

1817) J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 75, 363; chaleur p. 324.
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(835) fiir lim r = und entwickelt erst dann nach Potenzen von {;

das gibt im Endresultat zwar ebenfalls eine Entwicklung nach fallen-

den Potenzen von
t,

aber sie beginnt mit t
2

.

Ferner formt Poisson l8i8
~)
den von den Anfangswerten von u selbst

abhaugigen Teil des Integrals der Differentialgleichung:

(1404) ^ =
S--a*&amp;gt;

namlich :

(1405) * =
&amp;lt;-

ysinp sin q } f(x + t cos^) t smpdpdq

durch partielle Integration urn in:

(1406) | {
exp (A) f(x

- + exp (- 1) f(x + t}
}

wo zur Abkiirzun

it n

_L / f(^ t si

exp (
cospj

cos(y sinjp singj
= P

gesetzt 1st; ist die Funktion f nur fiir kleine Werte ihres Arguments
von Null verscbieden, so kann die erste Zeile auch diirch

l ex
p(f) (^-0 +^ + 0}

ersetzt werdeii; von der zweiten behauptet er
?

sie konne fiir grofie

Werte der Zeit in erster Annaherung ganz vernaclilassigt und in

zweiter durch

i 7?cos - + B sin- exp

ersetzt werden, wo A und B von x und t unabhangige Faktoren, 21

die Ausdehnung der Anfangsstorung bedeuten.

Um auch fiir die Formel (1230) einen asyinptotischen Ausdruck

zu erhalteu, entwickelt Pozssow 1819
)
unter dem Integralzeichen die alge-

1818) Conn, des temps pour 1826[23], p. 274. Er gibt auch die ent-

sprechende Umformung fiir den anderen, von den Anfangswerten von dv/dt ab-

hiingenden Bestandteil.

1819) Chaleur suppl. p. 39. Inwiefern eine solche Entwicklung berechtigt

ist, da doch t~- iiberall mit z multipliziert auftritt und bis 3 = OO integriert

werdeu soil, miiBte nock genauer untersucht werdeu; was Poissou p. 45 selbst
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braischen Faktoren, init denen die Exponential- und trigonometrischen

Funktionen multipliziert sind, nach fallenden Potenzen von t und

bricht mit Gliedern der Ordnung 3/2 ab; so erhiilt er zunachst:

8 /&quot; / x v \ /

(1407) u ~ ni J
cos (2J

- -
^r) exp

(

xz \~] (
- - &quot;

xz

L
6in2*2 &quot;

yr
- cos 2* - -

yf
e*p

&quot;

o

und da die Integrale sich mit Hilfe der Gleichungen (1091) auswerten

lassen:

87. Die mit einer partiellen Differentialgleichung vertraglichen

TJnstetigkeiten. Die Frage, welcherlei Unstetigkeiten man in dem

Integral einer partiellen Differentialgleichung noch zulassen kann, ohne

daB die Differentialgleichung selbst ihren Sinn verliert, ist bei ihrem

ersten Auftreten eng verkniipft mit der allgemeineren Frage, wie weit

die Benutzung unstetiger Funktionen in der Analysis iiberhaupt zu-

lassig ist, und es ist daher iiber die ersten einschlagigen Diskussionen

bereits in Nr. 28 berichtet. In konkreterer Gestalt erscheint die Frage

zuerst bei dem von D. Bernoulliim } gestellten Problem der Schwin-

gungen einer Saite, die aus zwei Stiicken von verschiedenen physi-

kalischen Konstanten zusammengesetzt ist. Elder hatte zuerst 1821
)

an-

genommen, an der Ubergangsstelle miiBten beide Stiicke immer die-

selbe T^ngente haben; nachher aber, im Verlauf einer Diskussion mit

D. Bernoulli, der dieselbe Forderung gestellt hatte 1822
),

erinnerte er

sich daran, daB er doch friiher selbst immer behauptet hatte, bei

der homogenen Saite sei das Auftreten von Ecken kein Hindernis fur

die Anwendung seiner Integrationsmethode, und lieB daher jene For

derung jetzt auch fur die unhomogene Saite fallen.
1828

) S. D. Poisson

daruber sagt, geniigt nicht, konnte aber vielleicht doch als Ausgangspunkt fiir

eine genauere Untersuchnng dienen.

1820) J. des 89avans 1758, p. 166.

1821) Petrop. n. comm. 9 (1762/63), p. 274.

1822) lb. 16 (1771), p. 269.

1823) Ib. 17 (1772), p. 413. Euler fiihrt eine Ubergangsbedingung ein, aus

der aber folgen wvirde, daB die Obertone auch einer solchen Saite zum Grund-

ton harmonisch waren; vgl. daruber die Bemerkungen von S. D. Poisson, J. EC.

polyt. cah. 18 (1820), p. 474. Der scheinbare Widerspruch ist ubrigens dahin

aufzuklaren, daB auch bei der homogenen Saite eine Unstetigkeit der Tangente

nicht bestandig an einer und derselben Stelle stehen bleiben kann, sondern mit

der zugehorigen Fortpflanzungsgeschwindigkeit fortriicken muB.
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dagegen argumentiert umgekehrt
1824

)
: Derselbe SchluB, der bei der ge-

stiickelten Saite zu der Erkenntnis von der Notwendigkeit der Stetig-

keit der Tangente an der Ubergangsstelle ftihrt, gilt auch fur jeden
Punkt der unhomogenen: man miisse also auch bei dieser durch-

gangige Stetigkeit der Tangente verlangen: ,,sans cette restriction, le

mouvement de la corde ne saurait etre determine par Fanalyse dif-

ferentielle.&quot; Er erlautert das fur eine Differentialgleichung 1. Ordnung
noch naher 1825

): im Integral einer solchen brauche man nur die Stetig
keit der Funktion selbst, nicht die ihrer Ableitungen vorauszusetzen:

die Gleichung behalte an der Sprungstelle der letzteren einen be-

stimrnten Sinn, wenn man diese dort durch Gleichunsren wieO

d
.f. = Km /(* + **)-/&quot;(*-**)

ex h = o h

definiere. Bei A. Cauchy findet sich die Bemerkung
1826

): Die Diffe

rentialgleichung setzt die Stetigkeit der Funktion voraus, denn ohne
sie kann man nicht von eirier Ableitung sprechen. Weiter 1827

): So-

bald man Unstetigkeiten zulaBt, sind die Losungen durch die Anfano-s-

bedingungen nicht mehr vollstandig bestimmt. Fiir mechanische Probleme
hat man die stetigen Losungen zu nehmen, fur physikalische ;

wenn
die Anfangsbedingungen selbst unstetig wird, als Grenzfalle stetiger
Funktionen aufzufassende Losungen.

DaB man sich das Auftreten von Unstetigkeiten in den Inte-

gralen physikalischer Differentialgleichungen durch die Annahme von

Energiequellen in einzelnen Punkten verstandlich machen kann, hat,
so viel ich sehe, zuerst G, Libri 162

*) an dem Beispiel der Losung der

Gleichung der linearen Warmeleitung durch

u = exp( jfl;-)

bemerkt.

J. M. G. Duhamel setzt ohne eingehendere mathematische Be-

1824) J. EC. polyt. cab. 18 (1820), p. 451, 474. Auch m^canique 2, p. 307
halt Poisson noch an dieser Auffassung fest.

1825) Ib. p. 454.

1826) Schon friiher; wiederholt C. R. 28 (1849) p. 277 = Oeuvres (1) 11, p. 121.

1827) ib. 29 (1849), p. 548 = (1) 11, p. 173. Nahere Ausfiihrungen p. 180.

Aber fiihrt hier jede Art des Ubergangs zu demselben Resultat?

1828) J. f. Math. 7 (1831), p. 129. Die Herbeiziehung des Ausdrucks der
2

Losung durch das Integral y l
Gl. 864 tut nichts zur Sache. Auch /. Challis

Tt

sucht sich die Moglichkeit des Auftretens von Unstetigkeiten (im alten Sinne des

Wortes) in den Integralen der Differentialgleichungen der Mechanik durch die

Annahme entsprechender Unstetigkeiten in den wirkenden Kriiften verstandlich

zu machen, Cambr. trans. 3, (1830), p. 288.
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griindung zunachst fur das Problem der Warmeleitung auseinander 1829
):

eine kleine Anderung der Anfangsbedinguhgen konne nur eine kleine

Anderung der Losuug bedingen; eine diskontinuierliche Funktion

konne mit beliebiger Annaherung durch eine kontinuierliche ersetzt

werden; also miiBten die unter Voraussetzung kontinuierlicher An-

fangswerte abgeleiteten Resultate auch fiir diskontinuierliche Giiltigkeit

behalten. Insbesondere gelte das auch fiir den Fall, daB die vorge-

schriebenen Anfangswerte die vorgeschriebenen Grenzbedingungen nicht

erfiillen.

Bei nicht linearen Diiferentialgleichungen treten Unstetigkeiten

wohl notwendig in den Losungen auf. Das scheint zuerst C. Challis

bemerkt zu haben. Poisson hatte fiir die Differentialgleichung:

(1408) (
1 (I ) i + 2

-jr-
=

die Losung:
= W, W f\X (1 -f- W) f)

gegeben; Challis 1830
}

macht nun darauf aufmerksam, daB z. B. fiir

f (x)
= in sin x daraus folgt: In einem bestimmten Zeitmoment ^ ist

ein Minimum der Geschwindigkeit w = vorhanden fiir x t -\-nn

und ein Maximum w = m fiir x = (1 -f- ni) t
v -j ^ x, zur Zeit

t
:
=

j
fallen beide Werte zusammen. (r. H. Stokes l8sr

)
weist dem-

gegeniiber darauf hin, daB die Tangente der (iv, #)-Kurve zur Zeit

t + dt den Wert
dw
dx

ex

ergebe, und daB die Beniitzung der angegebenen Losung also uicht

iiber die Zeit hinaus Sinn haben konnte fiir welche der Nenner Null

wird. 1832
) Challis erwidert zuniichst 1833

)
: Also ist die Annahme ebener

Wellen iiberhaupt unzulassig.
1834

) Man diirfe eiue Formel nicht bloB

1829) J. ec. polyt. call. 22 (1833), p. 75.

1830) Phil. Mag. (3) 38 (1848), p. 496.

1831) Ib. (3) 33 (1848), p. 350 = papers 2 p. 51.

1832) Die Art wie er diese Schwierigkeit durch Einfuhrung von diskou-

tinuierlichen Flachen zu beseitigen sucht, hat er spater (papers 2, p. 55
;
von 1883)

auf Bemerkungen von Kelvin und Bayleigh hin als mit dern Energieprrnzip in

Widerspruch stehend zuriickgenomineu.

1833) Phil. mag. (3) 35 (1849), p. 243.

1834) Diese Folgerung schon Note 1830.
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bis zu einer gewissen Grenze beniitzen, sondern entweder auch dariiber

hinaus oder gar nicht.

88. Variable Koeffizienten in den Grenzbedingungen. AucK

Falle, in welchen die in den Grenzbedingungeu auftretenden Koeffi

zienten nicht mehr konstant, sondern Funktionen des Ortes sind,

konnen mit Hilfe der Methode der Reihenentwicklungen behandelt

werden, wenn diese Funktionen selbst sich in solche Reihen ent-

wickeln lassen. So behandelt J. Liouville
1835

)
die Aufgabe, die

Differentialgleichung
c*u . ffu n

(1409) ap + w =

unter den Nebenbedingungen

(1410) u = far x = ~
,

u = fiir y = -f oo,

to _ Uf(x) -f F(x) = fur y =

durch eine gerade
1836

)
Funktion von x zu integrieren, indem er zu-

nachst f(x) in eine Reihe nach den Kosinus der geraden Vielfachen

von x

(1411) f(x)
= ^Rn cos nx

entwickelt; der Ansatz:

(1412) u = 2An e
~ ny cos nx

&amp;gt;

in welchem nur die ungeraden Vielfachen von x auftreten sollen, ver-

langt dann, dafi

^nAn cos nx + f(x) ^An cos nx = F(x)

wird. LiouviUe setzt, durch das Resultat der direkten Untersuchuug

des Falles f(x)
= konst. geleitet,

71/2

(1413) An
= -(p) cos w/i (p) sn

o

Wird das eingefuhrt, die Produkte trigonometrischer Funktionen in

Summen verwandelt und auch die Integraldarstellung der Koeffizienten

der Entwicklung von F(x) benutzt, so werden zur Bestimmung von

1836) J. de math. 1 (1836), p. 33 = Paris mem. pros. 5 (1838), p. 569 (von

1834). Auszug J. f. Math. 16 (1837), p. 39.

1836) Liouville behaudelt p. 68 auch den Fall, dafi von dieser Forderung

abgesehen wird; es treten dann neben den Kosinus- auch Sinusglieder auf.

Encyklop. d math. WiBseusch. II 1.
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P und Q die beiden Gleichungen erhalten 1837
):

- /W = o,

mit den Nebenbedingungen:

(1415) # = fur ,!*=(), P=0furfi=*.
Die Auflosung dieser Integralgleichungen

1838
) gelingt ihm nur unter

der speziellen Voraussetzung, daB sich der unter dem Integralzeichen

stehende Quotient als Summe von Produkten von Funktionen von

nur je einem Argument darstellen laBt.
1839

)

dann gent namlich die erste Gleichung iiber in:

^ + Pf00 = F(a)
- 2Cr V

wobei

(1417) Gr
=

und nun kann man erst fur unbekannte Werte der Konstanten Cr
integrieren und diese Konstauten dann mit Hilfe der letzteren Glei-

cbung bestimmen. 184
)

89. Mit der Zeit variable Grenzflachen. Spezielle physikalische

Probleme fiihren auch auf die Aufgabe, eine partielle Differential-

gleichung mit den beiden unabnangigen Veriinderlichen x, t in der

Weise zu integrieren, daB an einem mit t noch veranderlichen Wert z

von x eine Grenzbedingung zu erfiillen ist, die selbst noch diese zu

bestimmende Funktion z von t enthalt. Das alteste mir bekannte

derartige Problem 1st das des ,,Fortschreitens des Frostes&quot; oder iiber-

haupt der Erstarrung irgendeiner Fliissigkeit, das von Lame und

Clapeyron im Interesse geologischer Fragestellungen in Angriff ge-

1837) Einfachere Ableitung dieser Gleichungen, ohne Benutzung der Reihen-

entwicklung von f(x), p. 67.

1838) Als solche sieht sie Liouville selbst an, p. 50.

1839) Fur den Fall, daB diese Bedingung nicht erfiillt ist, ineint er p. 57,

man konne sich ,,der bekannten Methode sukzessiver Approximationn&quot; bedienen.

1840) Die Moglichkeit, daB diese Gleichungen sich widersprechen oder nicht

voneinander unabhangig sind, erortert LiouTille selbet in einer Note, J. de math,

p. 55 und J. f. Math. p. 43.
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nommen worden 1st.
1841

) Sie fuhren es auf die Integration der Diffe-

rentialgleichung der linearen Warmeleitung unter den Nebenbedin-

gungen

0/&amp;gt;..

dz du p..

fur x = 0; M = a
,

-.-.
= ~- fur x = z

Gv 3C

zuriick und geben ohne Beweis als Losung:

U =
^Erf^L),

8 =

wobei die Konstanten A, /3 die Bedingungen

zu erfullen haben.

90. Sinn der Losung fur dem angenommenen Anfangszustand

vorangehende Zeitraume. W. Thomson Lord Kelvin hatte bereits aus

der Losung der Warmeleitungsgleicbung (p. 1185) den SchluB gezogen,

daB bei diesem Problem ein beliebig vorgeschriebener Anfangszustand
im allgemeinen nicht als Folge vorhergehender Zustande aufgefaBt

werden kann, indem diese Formeln im allgemeinen fur negative Werte

von t imaginare Werte liefern.
1842

)
Bald darauf untersucht er die

Sache naher. 1843
) Unter der Voraussetzung, daB sich die Temperatur

als Funktion der Zeit in eine trigonometrische Reihe entwickeln lafit,

kommt er zu dem SchluB, sie muB sich dann als Funktion von t

und x in eine Reihe der Form:

(1418) J$[exp (V n&quot;) Un cos (aj/n~ + 2tn) + Bn sin (x~]/n + 2tn))

+ exp ( xYn) (AW cos (x]fn ^in) + B&amp;gt; sin (xYn

entwickeln lassen. Wird hier t = gesetzt, so erhalt man die Form,
in der sich der Anfangszustand ausdriicken lassen muB

;
wenn er als

Folge seit unbegrenzt langer Zeit vorhergehender Zustande betrachtet

werden soil.

Ein weiterer Aufsatz 1844
)

faBt die Sache von einer anderen Seite

auf: Zu dem Anfangszustand

(1419) MO
= ^An cos (mnx + pj

gehort die Losung

(1420) u = ^exp ( my) AH
cos (mnx -f- pj t

1841) Ann. chim. phys. 47 (1831), p. 255 = bull. Feruasac 16 (1831), p. 268.

1842) Cambr. math. j. (3) 4 (1842), p. 174 = papers 1 p. 11.

1843) Ib. (3) 5 (1843), p. 206 = papers 1, p. 16.

1844) Ib. (4) 2 (1844), p. 67 = papers 1, p. 41.

81*
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und die Bedingung ist einfach die, daB diese Reihe auch noch fiir

negative t konvergiert.

A. A. Cournot hat gemeint
1845

): wenn man schreibt

u == =
[o&amp;gt; (x -f 2a|/0 -f y (x 2a]/7)] exp ( a2

} da,

erhalt man eine auch fur negative Werte von t giiltige Formel, indem

die imaginaren Bestandteile herausfallen.

VII. Integration partieller Differentialgleichungen mit mehr als zwei

unabhangigen Veranderlichen.

91. Integration durch trigonometrische Reihen. Eine partielle

Differentialgleichung mit mehr als zwei unabhangigen Veranderlichen

kann durch trigonometrische Reihen integriert werden, wenn sie:

1. Elementarlosungen zulaBt, die Prodiikte aus je irgendeiner Funk-

tion der einen Variabeln (der Zeit) in trigonometrische Funktionen

von je einer der ubrigen Variabeln (der Raumkoordinaten) sind, z. B.:

(pmn (t) cosmxcosny; und wenn 2. fiir je zwei Werte dieser ubrigen

Variabeln Grenzbedingungen der in Nr. 69 besprochenen Art vorge-

schrieben sind. Eine derartige Integration (mit unharmonischen trigo-

nometrischen Reihen) tritt bereits bei J. Fourier auf 1846
); weitere Bei-

spiele finden sich bei Poisson lSil
) ,

bei Navier 18*8
*) ,

bei Lame und

Clapeyron*), bei J. M. C. Duhamd 18*
),

bei G. G. Stokes.
51

)

Wie man bei solchen Entwicklungen auf in Nr. 19 besprochene

Umstande Riicksicht nehmen muB, hat G. G. Stokes 1852
) gezeigt, und

zwar an deni Beispiel der Integration von AM = fiir ein Parallel

epiped, wenn an jeder Grenzflache eine Funktion der beiden anderen

Variabeln vorgeschrieben ist. Wird angesetzt:

U =22Z
m,n

Sin mX Sin mJ !

so kommt:

^
1845) Theorie 2 (1841), p. 421

1846) Paris mem. 4 (1819/20[24]), (Preisscbrift von 1811) p. 458; theorie de

la chaleur Nr. 321 = Oeuvres 1, p. 359.

1847) Paris mem. 1 (1816), p. 88; 8 (1829), p. 510; chaleur p 354.

1848) Bull, philomat. 1822, p. 77; 1825, p. 51 (unharmomsche Eeihen); Bull.

Ferussac 5 (1826), p. 309.

1849) J. f. Math. 7 (1831), p. 401.

1850) J. EC. polyt. cah. 21 (1832), p. 389. 22 (1833) p. 54 (von 1829/30).

1851) Cambr. trans. 8 (1) (1844), p. 136.

1852) Cambr. Trans. 8 (1847) = papers 1, p. 296.
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und wenn die innere Klammer in die Reihe ^Q
m&amp;gt;n

sin ny entwickelt

d f
ti

wird und die entsprecliende GroBe bei der Bildung von
,-
mit P

m&amp;gt;fl

bezeichnet wird, so ergibt sich fur Z
m&amp;gt;n

eine Gleichung der Form:

(1421) **-(m*+ n*)Z+^Q+ ^P-0.
Die anftretenden Integrationskonstanten bestimmen sich, wenn man

auch die Funktionen
/&quot;3

und %\ in die Doppelreihen

sin mx sin n sn mx sn

entwickelt, woraus hervorgeht, da6 sich Zm ^ n
fur = auf Gm

^
n und

fur 2 = c auf Hm n
reduziert.

Nachher 1853
) gibt er auch noch ein ihm von W. Thomson mit-

geteiltes Verfahren. Er setzt zunachst die dreifache Reihe an

p
8n mx sn ny

soil u = fiir z = X, u f(x, y) fiir z = werden, so gibt die

Differentiation

Das wendet er auch auf den Fall an, daB f nur in einem Element

der betreffenden Koordinatenebene von Null verschieden ist und durch

die Reihe

^^ ^^sin nice sin nfi sin mx sin ny

ersetzt werden kann. Die Differentiation nach y und z kann unter

dem Zeichen geschehen. Es folgt:

4..,
= ^ ^qrn-+p sin m &quot; sin n(*-

Ausfiihrung der Summation nach n oder nach p mit Hilfe der Glei-

chungen (278) und der entsprechenden fiir J^^TT^ST fuhrt zu der

einen oder anderen der vorigen Formeln zuriick.

In analoger Weise behandelt er dann auch 1854
)

die Integration

derselben Differentialgleichung fiir denselben Kbrper unter der Be-

dingung, daB u an der Oberflache iiberall Null sein und an einem

Punkte a, /3, y im Innern wie -- unendlich werden soil, indem er zu

nachst den Fall behandelt, daB in einem kleinen Gebiet im Innern

1853) ib. p. 302.

1854) 1, p. 303.
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nicht die Gleichung Aw = 0, sondern Aw = einer gegebenen Funk-

tion Q erfiillt sein soil und diese in die Reihe

entwickelt. Dann geht er dazu iiber, dieses Gebiet unendlich klein

werden zu lassen, und zwar so, dafi dabei

wird; dann wird

und also

u = - sn mx.
n- / m- -\-

92. Integration von Differentialgleichungen mit n + 1 unab-

hangigen Veranderlichen durch. ll-fache bestimmte Integrale. Der-

artige Integrationen lassen sich zunachst fiir die einfachsten Falle

durch naheliegende Verallgemeinerungen der Formeln von Nr. 73 ge-

winnen. So tritt die Integration der Differentialgleichung der Warine-

leitung im unbegrenzten Raurne

unter der Anfangsbedingung :

u f(x, y, 0) fiir t =
durch

+ 00

(1423) w=-L f f fexv(-tf-^-v*)
\/it

stJ t/ t/
ao

und ihre Umformung in

(1424)
- f f?e,P {

- (x-*-
Sv ft t y y t/ *

bereits bei Poissow 1853
),

dann auch bei Fourier 1856
)

auf.

Andere solche Integrationen sind zuerst auf dem Wege erhalten

worden, daB einer (hier unterdruckten) Konstanten, die zunachst auf

reelle Werte beschrankt war, auch komplexe beigelegt wurden. So

1855) Bull, philomat. 1816, p. 12; Paris m&amp;lt;m. 3 (1818), p. 144. J. ec. polyt.

cah. 19 (1823), p. 139, 357. A. Caudiy (Bull, philomat. 1821, p. 109) gewinnt

diese Form der Losung aus der durch das sechsfache Fouriersche Integral.

1856) Theorie Nr. 372, 376 = Oeuvres 1, p. 429, 435; (noch nicht in der

Preisschrift von 1811).
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zeigt S. D. Pozssow
1857

),
dafi der Gleichung

vz vz
, 9 vz a*f^ ** ~r *

jedes Integral jeder der beiden Gleichungen

, dz d*z
,

3*z

(1426) Wf-W+Wi

geniigt; indem er diese Integrale in der Laplaceschen Form annimmt

und dann neue Integrationsvariable durch eine komplexe Substitution

einfiihrt, kommt er dazu, das Integral der Gleichung der Platten-

schwingungen:

in der Form hinzuschreiben:

+ 00

(1428) e

00

+ 00

-f / /e- a2 - 6

(1429)
-

l
^s (a

2 + fc
2

) /i (x

-\- sin (a
2
-}-

Durch Einfiihrung neuer Integrationsvariabler gelangt er von da zu

der Form:

(1430) e =

1858
)die wieder die Haupttosung erkennen laBt.

Andererseits gelangt man auch zu Darstellungen der allgemeinen

Losung durch bestimmte Integrale, wenn es gelingt, in ihrer Ent-

wicklung in eine Potenzreihe das allgemeine Glied durch ein bestimm-

tes Integral darzustellen und dann die Summation unter dem Integral-

1857) Bull, philomat. 1818, p. 127; Paris mem. 3 (1818)[20], p. 149.

1858) Fourier scheint ib. p. 130 diese Form fur sich in Anspruch zu nehmen,

als in einer der Akademie vorgelegten, aber nicht publizierten Abhandlung ent-

halten. In der Theorie, Nr. 412 = Oeuvres 1
, p. 488 leitet er sie aus der Dar-

stellung (1482) ab, indem er in ihr die Integrationen nach den Parametern ver-

mittels (955) ausfuhrt, und gelangt dann von ihr zuriick zu (1429); reproduziert

von A. A. Cournot, Theorie des fonctiona 2, Paris 1841, p. 232.
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zeichen zu vollziehen. So gelangt S. D. Poisson 1859
)
von der Integra

tion der Gleichung der Schallschwingungen durch die Potenzreihe

indem er in ihr A&quot;jP vermoge seiner Hilfsformel (Nr. 65) durch

2 rt

QOX 2n-f-l C C\ 8 c
,

a \
n
v .

(1432)
~

I I
j
cosw

^ (-sinwsmv^ [-sinwcosv-,, f Isinuaudv

ersetzt und dann, nach Vertauschung der Reihenfolge von Summation

und Integration, die unter dem Integralzeichen auftretende Reihe als

eine symbolische Darstellung einer Taylorschen Entwicklung auffaBt,

zur Darstellung derselben allgemeinen Losung durch die Summe zweier

Doppelintegrale :

2n n

(1433) (f
= I I f(x-\-tcosu, y-}-t sin usinv, is -\-teinu COB v^t sin ududv

o o

2 71 7t

-f- j-
I I F(x -J- t cos u, y -\- t sin u sin v, z -f- 1 sin u cos v) t sin u du dv.

o o

Er verifiziert dieses Resultat einmal durch Differentiation unter dem

Integralzeichen und partielle Integration
1860

), dann auch, indem er in

der Darstellung des Integrals durch eine Reihe von Elementarlosungen:

(1434) u =^A in (pf)e
gx+hil + k *

-\- , (p
2= g

2 + ^ + ^
2 + )

den Faktor &amp;lt;&mpt
durch das Doppelintegral

2 7t 71

vt f f
(1435) @in^=o / / exp(^(^cosM -j-n smMsmt -(- A

1

si
23E 7 J

ersetzt, die Reihenfolge von Integration und Summation vertauscht

und die dann unter dem Integralzeichen auftretende Summe

(1436) ^

als Ausdruck einer willkiirlichen Funktion f(x, y, z] ansieht. 1861
)

Das so erhaltene Resultat nimmt er dann auch fur den Fall in

Anspruch, daB die [hier auf 1 reduzierte] Konstante der Fortpflan-

zungsgeschwindigkeit imaginar wird; so kommt er zur Darstellung

1859) Bull, philomat. 1819, p. 113; Paris mem. 3 (1818)[20], p. 131.

1860) Paris mem. 3, p. 134.

1861) p. 142.
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des Integrals der Potentialgleichung in drei Variabeln durch 1862
):

2n n

(1437) M=I 1 f(y -{- xi sin u sin v, 3 -f- #* sinM cosv~)x smududv
o o

2 71 7t

2 r r
-J- -^

I I F(y -{- xi sin u sin v, z -j- # sin ?t cos v) ^ sin u du dv
,

o o

meint aber selbst, daB damit nicht viel anzufangen sei. Wohl aber

erhalt er auf diesem Wege das Integral der Warmeleitungsgleichung

zunachst in der symbolischen Form 1863
):

(1438) u = exp {t (j^ + ^ -f ^s) }
/&quot;(a;, y , z]

x, y, a)

die sich sogleich in (1423) iiberfuhren lafit-,
und das der Gleichung:

d
zu c

2 u ,

(1439) ^r==^ 2 +^
auf die er die allgemeine [hyperbolische] Differentialgleichung zweiter

Ordnung mit konstanten Koeffizienten zwischen zwei Veranderlichen

reduziert, nacheinander in den Formen 1864
) :

=

==-. /, / / -\ sinw sin v -4- COBU 1 t F(x] sinw dudv -4-
n^-i J J n\\ dx }

71 ^0

2?t n

=
i* I I

e
tsinuainv

F(x -f t cos M) sintt &amp;lt;2tt dv -j- .

Andere derartige Integrationen gelingen, iudem man als Anfangs-

glied der Entwicklung das Integral einer Gleichung mit einer Varia-

1862) p. 144.

1863) p. 162. Reproduziert von G. Planet, Torino mem. 25 (1820), p. 146.

Auch dieses Resultat verifiziert Poisson p. 166 durch Differentiation unter dem

Integralzeichen und partielle Integration.

1864) p. 174.
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blen weniger ansetzt. So integriert M. A. Parsevalm&}
die Gleichung

durch die Reihe:
2

&quot;)

in der

(1443) v =
&amp;lt;P (y, %

die Losung von
d

2
t? e*v

(1444) -^
=

dx *

ist; entsprechend fiihrt er die Losung der entsprechenden Gleichung

mit drei Raumkoordinaten auf die von (1441) zuruck. Dann benierkt

er, daB die Reihe (1442) aus den von s freien Gliedern derjenigen Reihe

besteht, die man erhalt, wenn man in

(1445)
71 =

a durch a + a/s ersetzt. Die Reihe T enthalt die Glieder gerader

Ordnung der Reihe:

^ f (w) d
ra

t&amp;gt;

(1446) P =2j
n =

deren Summe wieder gleich

(1447)

ist wenn vor der Integration nach t das y durch [i t^as ersetzt und

nachher wieder y eingefiihrt wird. Das gesuchte Absolutglied von

T (a + )
laBt sich dann schlieBlich mit Hilfe seines Satzes (Nr. 23)

durch ein bestimmtes Integral darstellen.

A. Cauchy
166

*} gelangt fur die Gleichung der Schallbewegung mit

nur zwei Raumkoordinaten zu einer Poissons Form (1433) entsprechen-

den Form der Losung, indem er in der Form

(1448) 2

die Integration nach ^ und v zuerst ausftihrt; er erhalt so zunachst:

(&quot;
49

) ^Jfyf -
ty t/ r

&quot; \ v

1865) Paris m&n. pr^s. 1 (1806), p. 383 (von 1801).

1866) Paris m&amp;lt;5m. pres. 1 (1827)
= Oeuvres (1) 1, p. 182.
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wobei die Integration fiber alle diejenigen Werte von cc
; /3

zu erstrecken

ist, fur welche der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen nicht negativ

ist, und daraus durch Einfiihrung von Polarkoordinaten die ge-

wiinschte Form.

Ahnlich wie Parseval integriert ! S. D. Poisson 18S7
)

die Differen-

tialgleichung der Schallbewegung

durch die Sumrne zweier Reihen, von denen die eine ist:

(1451) &quot;-
- PV,* P, 9W ,

dabei bedeuten r, p = cos 6, &amp;lt;p Polarkoordinaten, | ist nach der Aus-

fiihrung samtlicher Integrationen durch r t zu ersetzen, und die

Funktionen fn bestimmen sich auseinander durch die Rekursionsformel:

(1452) 2

Indem er dann die wiederholten Integrationen auf einfache zurtick-

fiihrt, kommt er 1868
)
zur Darstellung der Losung durch die Summe

zweier Integrale, deren Integranden Differentialgleichungen mit einer

Variabeln weniger, als in (1450) vorkomrnen, geniigen.

Spater
1869

) gibt er dann die Verallgemeinerung des Ansatzes (1231)
von Lacroix: ist

(1453) exp^ + ^ + Ay-h-.),

wo p mit den g, In durch eine aequatio vicaria zusammenhangt, die

Elementarlosung, so ist die allgemeine:

(1454) /exp (pt + gx + hy+- ) f(g, li, )

bzw. eine Summe solcher Integrale, wenn die aequatio vicaria zu ge-

gebenen Werten von g, Ji mehr als eine Wurzel p hat.

Dem entspricht es, wenn Cauchy
18

)
die Potentialgleichung

(1455)
. + 4.=02 - *

1867) J. ec. polyt. cab.. 14 (1808), p. 338.

1868) p. 342.

1869) Paris mem. 3 (1818[20J), p. 171; Bull, philomat. 1822, p. 82. Lacroix
skizziert diese Verallgemeinerung iibrigens auch selbst, traite des differences et

des series, Paris 1800, p. 529 (1819 weggelasaen).

1870) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 25 (von 1815). Die

Frage nach der Allgemeinheit dieser Losung behandelt er p. 148 analog wie

im Falle von zwei unabbangigen Variabeln.
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(lurch

(1455 a) u = x, / /
e^ &quot;

1
*&quot;

1

cos mx cos nyf(m } -ri) dmdn,

und die Wellengleichnng

(1456^ ^ 4-~ 4- -
8

- =
at 4 r 0a;i

r
y

,

durch 1871
)

(1457) M ^ yj e^m + n* cos wa; cos nyf(mf ri)
dm dn

integriert.

$. .D. Pomow 1872
) erhalt die Losung der Gleichung der stationaren

Warmestromung in einer Kugel, unter der Oberflaclienbedingung

*L + b(u-f(0,W) fiir r = E,

durch Vertauschung der Reihenfolge von Summation und Integration

in der Losung durch eine Reihe nach Kugelfunktionen, in der Gestalt:

nAf.a\ l a ^
(1458) (r, 6, *) =,
mit

cos y = cos 6 cos ^ + sin 6 sin
X
cos (^ ^j) .

Im Grenzfall E = oo fiihrt er durch

=! ,
r = E e, BO = s, R

1
6

1
= s17 scos

J%

s sin ^ = ^/, i
cos ^ = x1} s

t
sin ^ = y^

neue Variable ein; das gibt:

** d

iir s = 0, d. h. wenn der Ursprung des Koordinatensystems in den

betrachteten Piinkt verlegt wird, laBt sich dieser Ausdruck durch Ein-

fiihrung der Mittelwerte

auf das Doppelintegral

1871) p. 65.

1872) J. ^c. polyt. cah. 19 (1823), p. 328 (von 1821); chaleur p. 392.
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und fiir & = oo schlieBlich auf das einfache Integral

(1461)

reduzieren. 1873
)

C. J. Hargreave
KU

]
fiihrt die Differentialgleichung der Kugel-

funktionen durch die Substitution

X
Y

iiber in

4 cos*

und integriert sie nach sukzessiven Suhetitutionen durch ein n-faches

Integral. Die durch Integration neu hinzutretenden willkiirlichen

Funktionen miissen durch Zuriickgehen auf die urspriingliche Glei

chung bestimmt werden. Er kommt nur zur Losung durch eine Ent-

wicklung- nach Potenzen von
[i,

frei yon (p.

Andererseits gelangt man auch zu solchen Darstellungen ,
wenn

es gelingt, die Hauptlbsung durch irgendwelche andere Uberlegungen
2u finden. So schliefit Fourier 1*

},
daB sich die Hauptlosung der

Warmeleitungsgleichung fiir drei Koordinaten als Produkt von drei

Faktoren darstellen lasse, deren jeder die Hauptlosung der entsprechen-
den Grleichung mit nur einer der drei Koordinaten vorstellt, und kommt
so wieder zu der Gleichung (1424) und von ihr 7,u (1423) zuruck.

93. Integration durch mehrfache Fouriersche Integrale. Von
solchen Integrationeii erscheinen bei A. Cauchy

1

} die der Laplace-
schen Differentialgleichung (1455) durch:

30 X 30

(1463) n = -

o

und die der Gleichung der Wasserwellen

1873) p. 334. Conn, des temps (1827) [24], p. 309 bezieht er sich auf dieses

Reaultat.

1874) Loud, trans. 1841, p. 7*.

1875) Theorie de la chaleur Nr. 376 = Oeuvres 1, p. 435.

1876) Paris mem. pre s. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 66, 155 (von 1815);
ebenso bei Fourier, theorie Nr. 410, p. 486.



1264 II A 12. H. Bitrkhardt. Trigonometrische Reihen und Integrale.

durch 1877
):

eo co -f oo + oo

(1465)
= -

Spater
1878

) gibt er die durch Benutzung komplexer GroBen ver-

einfachte allgemeine Formulierung: einer homogenen linearen Differen-

tialgleichung mit beliebig vielen Variablen x, y, . .

., t, und konstanten

Koeffizienten wird durch ein Integral der Form geniigt:

+

(1466) r n f
(2W)

exp {
*t + 1[( - a;) + y(p

-
y)**

dabei ist T als Funktion von a, /3 . . . durch diejenige algebraische

Gleichung

(1467) F(i, 9,...,^)-0

bestimmt, in welche die gegebene Differentialgleichung iibergeht, wenn

man in ihr allgemein den Differentialquotienten

o + n H----\-r

dxm dy
n
...dz

r

durch (^)
wl

(^*)
w

. . . tr ersetzt. Geniigen dieser Gleichung mehrere

Werte von T, so erscheint die allgemeine Losung der Differential

gleichung als eine Summe von Integralen der Form (1466), in deren

jedem eine andere Losung der Hilfsgleichung und eine andere will-

kiirliche Funktion benutzt ist.
1879

) Sollen diese Funktionen so be-

stimmt werden, daB die gesuchte Losung und ihre Ableitungen nach

t ffir t = gegebenen Funktionen der iibrigen Variablen gleich wer

den, so ist dazu iioch ein System linearer Gleichungen aufzulosen;

diese Auflosung gestaltet sich einfach, wenn die Gleichung (1467) in

bezug auf r eine reine Gleichung ist.
1880

) Dasselbe Problem behandelt

er in seiner Abhandlung von 1822.1881
)

1877) Oeuvres (1) 1, p. 67, 160. Er gewinnt sie aus der Losung durch ein

Doppelintegral ebenso, wie die Losung der entsprechenden Gleichung init einer

Variabeln weniger durch ein Doppelintegral aus der durch ein einfaches Integral.

1878) Bull, philomat. 1821, p. 102.

1879) Unter Umstanden ist ein Teil dieser Losungen durch Nebenbedingun-

gen ausgeschlossen; vgl. Note 1634.

1880) p. 107. Speziell erhalt er so wieder die verschiedenen Formen (1428),

(1482) fiir die Loaung der Gleichung der Plattenschwingungen (p. Ill, 145).

1881) J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 544. Man vgl. H. Burkhardt ,
Jahr.-

Ber. d. Deutschen Math.-Ver. 10 (1909), 1, p. 674.
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Z. B. integriert er die Gleichung
1882

)

(
1468) a

2
=

a* 2 +
a*/

2 + a* 2

nnter den Anfangsbedingungen

(1469) u = 57 (x, y,z), |
== n(x, y, z) fur t =

durch das sechsfache Integral

(1470) w=A
dabei 1st

(1471) 7= ar(, /S, y) cos 6t + 77(, /S, 7)

^^4^-fy;
Hat die Differentialgleichung speziell die Form:

s 32

wo die I. Potenz links symbolisch zu verstehen ist, d. h. nach Auf-

losung der Klammern die Potenzen und Produkte der Differential-

operatoren durch die entsprechenden hoheren Ableitungen zu ersetzen

sind, so lassen sich die Resultate mit Hilfe der Reduktionsformeln

von Nr. 66 vereinfachen. Ist die Anzahl der Raumkoordinaten eine

ungerade Zahl 2v -f 1, so erhalt die Hauptlosung die Form 1882a
):

+ 00 lit -I

(1473) P= -^-^-7
d

I cos a Vs ^ exp (&?
l m

Lf) da,
\ / 1 4-lTff S I * \ f*

2mn* + 1 ds
vJ ^-oo i

=

wobei s = x2 + y* H ist und A
,
A
1; . . . die verschiedenen Werte

von ( iy bedeuten; ist jene Anzahl eine gerade Zahl 2n, so hat sie

die Form:
oo oo m 1

(1474) P- BTri p ( &quot;i,

^S ^- V-

1882) J. ec. polyt. cah. 20 (1831), p. 297 = Oeuvres (2) 1, p. 403. Die

scheinbar allgemeinere Differentialgleichung

(mit konstanten Koeffizienten) HiBt sich durch eine lineare homogene Transfor

mation auf die im Text besprochene reduzieren; bei Cauchy ist diese Trans

formation mit der Integration verquickt.

1882
)

J. e&quot;c. polyt. cah. 19 (1823), p. 557.
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pur w== 3
?

I = m = 1 (Warmeleitung) laBt sich die noch iibrige

Integration in (1473) mit Hilfe von (947) ausfiihren, und man kommt

dann auf (1424) zuriick; fur n = 2, I = m = 2 und imaginare Kon-

stanten der Fortpflanzungsgeschwindigkeit (schwingende Flatten) erhalt

er aus (1473) ein divergentes Integral, das er (was allerdings so nicht

zulassig 1st) als Fouriersche IntegraldarsteUung der Funktion sin auf-

fafit, so daB er auf (1430) zuriickkommt; fur M = 3, 1=1, m = 2

(SchaUweHen) betrachtet er das Integral

(1475)
cos ^ cos

o

als Grenzwert von
00

(1476) fe
~ da cos (^

a
)
cos (a

dessen Auswertung zu (974) fuhrt. Der Ubergang zu d = gibt

dann die Powsonsche Form (1433).

Bei Fourier findet sich nocli die Integration der Gleichung der

Membranschwingungen

,1A77 x 3*u - 8 u
-I- ^1

(1477 ) -w * h

durch 1883
):

(1478) M= A- r
4)

cos(^

die der Gleichung der SchaUschwingungen

a
2w a

2
?t

,
^

2

i

s

(1479) TF
= ~

&quot;a^
2 H~

ay*
&quot;

a

&amp;lt;lurch
1884

):

(1480) w=i r
6)

c MM cos (is g cos ^y -
cos f fa /3, y) ^ ^/3 dy d% drj d$

der Gleichung der
f
Plattenschwingungen

(1481) ^ +^ +2^
1883) Theorie de la chaleur Nr. 409 = Oeuvres 1, p. 484. Hier wie

im^fol-

genden schreibe ich von den beiden Bestandteilen des Integrals nur denjenigen

mit dem Cosinus der Zeit und den Werten der Anfangsverriickungen und lasse

-den andern weg, der den Sinus der Zeit und die Werte der Anfangsgeschwin-

digkeiten entbalten wiirde.

1884) Ib. p. 485.
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durch 1885
):

(1482) n-.j

Auch Systeme partieller Differentialgleichungen lassen sich in

derselben Weise integrieren. So behandelt S. D. Poisson die Diffe

rentialgleichungen der Elastizitatstheorie, die bei ihm in der Form

/1 AQQ\ V*U * fo^ I

(1483)
.-v = 2-.-

du . dv . dw

erscheinen, folgenderraaBen
1886

): Er definiert zuerst eine Hilfsfunktion
&amp;lt;p

durch

diese mu6 dann der Differentialgleichung

(1485) |^ =A^
geniigen, also auch einer Grleichung folgender Form

(1486)
- ?-

in der P, Q noch zu bestimmende Funktionen der Koordinaten sind.

Werden dann weitere Hilfsfunktionen p, q, (pit ult v
lf w durch

definiert, so zeigt sich, daB
&amp;lt;Pi,ul) vlf wl Gleichungen der Formen:

(1488)

genugen mussen; diese Funktionen lassen sich also durch Integrate
der Form (1433) darstellen. Werden dann die Anfangswerte von vlt wlf

cvjdt,cw^jct als Ableitungen willkiirlicher Funktionen nach x an-

genommen, so lassen sich durch diese letzteren auch die Anfangs
werte von w

t ausdriicken, bis auf eine willkiirlich bleibende Funktion

von y und z.

Bald darauf1887
) behandelt Poisson in analoger Weise auch die

1885) Ib. Nr. 410, p. 487.

1886) Paris main. 8 (1829), p. 623.

1887) Ib. 10 (1831), p. 554. Eine Darstellung der Untersuchungeu Poissons

findet sich bei Th. Dieu J. de math. 14 (1849), p. 34 = Paris these, p. 303 ein

Encyklop. d. math. Wiasousch. II 1. 82
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Integration der Differentialgleichungen der Bewegung einer elastischen

Fliissigkeit.
Er nimmt sie in der Form an:

(1490)
-~ = ~

f -ft
= -

a-, -g7
=

-fa, ^ ==
Sx + Jy

+ Tz

Die Substitutionen

M4.Q1^ f? u = -\- U , v = 7r^ + V, w = -~
-

-\- W
{i*yij o

Q t
, fix* dy GZ

z^L _i_ ?L _L_
v rr

- = 4
dx dy dz

ergeben dannO ^g

(1492) ^ = Agp + ^.

Werden Hilfsfunktionen ^1; qpj
durch

definiert, so geniigt die letztere der Gleichung (1488), laBt sich ako

durch die Summe zweier Integrale der Form (1433) ausdrucken. Der

Funktion y kann noch die Bedingung

(1493) &amp;lt;p

= far t =
auferlegt werden; von den beiden Integralen, durch welche sich ^
ausdriickt, ist dann in demjenigen, der die Anfangswerte von

tpj_
selbst

enthalt, die wiUkurliche Funktion H durch die aus der Potential-

theorie bekannte DarsteUung
1888

):

T-T
,

1 T(3) _ * (, ft y) dadfldy
(1494) //&amp;lt;*,*&amp;lt;&amp;gt; -i^rj ^^f^l^^T^T^^
zu ersetzen. Dann ist zunachst das Integral

/* /*

(14, 5) t=J I
y^

zu reduzieren; wird die Polarachse der Integrationsvariabeln in die

Richtung nach dem Punkt (x a, y p,z y] verlegt, so ergibt

sich, daB

(

4jtf
fiir r ^&amp;gt; t

(1496) C- (r
2=(^-) 2 +Q/-^) 2 +^-r) 2

)

(4^; fiir r
&amp;lt;

^

etwas einfacher gewahltes Koordinatensystem; p. 366 Potentialbewegung. p. 367

unten bemerkt er selbst eine Unstimmigkeit aus seinen Formeln; p. 371 gibt er

an, worin sein Verfahren von dem von Poisson abweicht.

1888) Poisson fuhrt diese Form nicht direkt ein, sondern stellt JI erst durch

ein Fouriersches Integral dar und transformiert dieses wie beim Dbergang voa

(1429) zu (1430).
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JL
dt
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ist. Daraus folgt:

2/r rt

I I I I (x -f- t cos 9, y -f- 1 sin 9 sin o, z -f- 1 sin 9 cos
a?)

t sm6 d6 da

+ 00

-J 7^
00

fur r
&amp;lt;

t

x -f- r cos 0j, y -f- f sin
A
sin a^, z -f- r sin

X
cos

(1497)

t

sin 6
i
dr

l d9^ dca
i

.

Poisson zeigt noch 1889
),

wie sich die so gefundenen Formeln auf die

friiher fiir wirbelfreie Bewegungen gefundenen reduzieren, wenn U
f V,W

die partiellen Ableituugen einer Funktion f nach den Koordinaten sindj

es wird dann:

(1498) if, (x + r cos Olf .
.)
= A/

1

(x -f r cos Olf .
.);

und wenn in dem Differentialausdruck A Polarkoordinaten eingefiihrt

werden, so lassen sich die Integrationen nach diesen zum Teil aus-

fuhren, und man erhalt fiir
cp^
= y -f- / wieder die friiheren Formeln.

Diese Abhandlung enthalt auch noch eine neue Darstellung der

allgemeinen Integration der Gleichungen (1483). Poisson geht jetzt
1890

)

von der Elementarlosung aus:

u = (A cos $M -f-^-i- jcospd,

(1499) v = B cos 9U + B,
8i

cos 9 8,

w= cos Q !
--~ cos 9

-

in ihr bedeuten Q, K, /3, y ganz willkfirliche Konstante, 8 steht zur

Abkiirzung fiir

g(ar ) + ,(j,_0) + g(*_ y),

i
2+ r

^

2

4~^
2 kann gleich 1 angeuommen werden, indem man, wenn

das nicht der Fall ist, die Bedeutung von Q und A geeignet abandern

kann; und die iibrigen noch vorkommenden GroBen miissen dann den

Bedingungen
ZAtf- = A

(1500a) 35A2= B
=

1889) p. 664.

1890) p. 580.

82
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3A &amp;gt;L

2= A -I 2 f4 I _B 75 I (7 \

9 At 1 2 /^ | 9 / A fc I 7? I /&quot;f i\O U, A = Uj -] ^i J v&quot;l ? &quot;I -*-*l ^l &quot;| *^I /

geniigen. Das ist zunachst auf zweierlei Art moglich: entweder durch

\/ g7
oder durch

\ / ?
** 1*1*1 *

f
*

J

die allgemeinste Losung superponiert sich aus den so erhaltenen par-

tikularen, so dafi in ihr noch sechs Konstante willkiirlich bleiben.

Wird dann aus den so gefundenen Elementarlosungen die allgemeinste

durch Fouriersche Integrale zusammengesetzt, so treten in diesen Be-

standteile der beiden Formen auf:

(6)

p(*&amp;gt;lj y) OOi^d cos(Qt)%*dccd(ldydl/
/(
I (a ? /3, y) cospd cos

(p&amp;lt;) y^da

uin sie zu reduzieren, fuhrt er an Stelle von a; a, y /3 ;
z y

Polarkoordinaten mit der bisherigen^-Achse als Polarachse ein und dann

an Stelle von ,??, solche mit der Richtung nach dem Punkte x a,

y |3, z y, als Achse. Das gibt dann zunachst

Jj cos QQI
cos

.

_L J.^ ^ 2 /) /sin PPi I i

-f- 4^; cos a, I
----

-, ;
-- -

5l
\ ppi e&quot;ei&quot; Q

3
9i

I I GOs(QQl GOSQQ 1)^do^
. o f. /sin pp. ,

3 cos pp. 3sin= 4jr sin2
0. cos 0. cos ra, [-. T-1

V pp! o
2

^* e
s
p

ferner nach Einfuhrung eines Konvergenzfaktors :

00 00

(1504) I / cp(a,p,y) cosgt cosQQi dQd^1
=
y^(^ + t cos01;

o o

/ -)- ^ sin
X
sin C3

17 z -\- t sin X cos wj,
00 00

(1505) / I
&amp;lt;p(cc,fi,y)

Y -KT-

und endlich:

00 00

cos sn
o o

a?, -j- &amp;lt;
cos 6

1 , y -J- ^ s in ^i sin cj, ,
^ + ^ s^11 ^i cos w

i

cos

00

=v *(&quot; ^
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Damit lassen sich die sechsfachen Integrate (1503) durch Doppelinte-

grale ersetzen, so daB er schlieBlich 1891
)

das Resultat folgendermaBen

aussprechen kann: Man setze fiir n 1, 2, 3:

P =
n

ferner:

Q
(1506)

endlich:

&amp;lt;

dann erhalt man:

(1507) tt = PH

e7. Liouville bemerkt dazu 1892
): man konne die Ableitung dadurch

vereinfachen, daB man durch Differentiation aus (1492) ableite, daB

~ der Schallgleichung geniigen muB. Poisson weist dann 1893
) darauf

hin, daB man nach seinem Verfahren auch den Fall behandeln konne,
daB die Funktion

il&amp;gt;
auch von t abhangt; man brauche dazu nur diese

Funktion in eine Reihe der Form

(1508) i,(x, y, z, f)
=2*m (x, y, 2)e

mt

zu entwickeln. Er stellt dann noch die gesuchte Losung durch ein

sechsfaches Fouriersches Integral

(1509) pmrnJ^

dar, wobei u zur Abkiirzung fiir t,(x ) + i?(y /3) + 5(^ 7) steht

1891) p. 592. Er meint (p. 594), diese Formeln eeien zwar weniger einfach

als die der fruheren Abhandlung (1886), batten aber vor jenen den Vorzug der

Symmetrie.

1892) J. de math. 3 (1838), p. 435 = Paris C. R. 7 (1888\ p. 248.

1893) J. de math. 3 (1838), p. G15.
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und A, B zu bestimmende Funktionen von |, 17, sind. Einsetzen

ergibt danu Gleichungen zur Bestimmung dieser Funktionen. Er fiihrt

die Rechnung fiir den Fall der Gleichung

naher aus; das dabei auftretende Integral

A&quot;)

(1510; q= I

00

hat den Wert

^- exp ( mr\), r* = (x a)
2 + (y P)* -f (a y)

3
,

woniit das secksfache Integral fiir p auf ein dreifaches, also das acht-

fache Integral fiir cp auf ein fiinffaches reduziert ist, in welchem

x -\- at cos Q, . . . an Stelle von x, y, z auftreten. Werden noch a, /3, y

durch x -f- r cos 6, . . . ersetzt und an Stelle von 6 und a wieder die

Winkel A und [i eingefiihrt, so laBt sich die Integration nach diesen

vollziehen und gibt:

2rt ft

(1511) /
j q(x-t-atco86,..., ...) sin 6dOdca

Die weiteren Integrationen nach a, /3, 7 lassen sich nicht ausfiihren.

solange die Funktion ty nicht spezialisiert ist; Liouville bemerkt dazu

noch 1894
),

dafi man auch dieses Problem auf die Integration der Schall-

gleichung zuriickfiihren konne, indem man

als neue unbekannte Funktionen einfiihre. Nachher laBt sich auch die

Summation vollziehen, indem z. B.

ist. Auch fiigt er bei, die Anwendung dieser Methode zur Auffindung
eines partikularen Integrals einer Gleichuug mit zweitem Glied sei

nicht auf Gleichungen mit konstanten Koeffizienten beschrankt.

Etwas anders verfiihrt Ostrogradski^} Er beginnt gleich mit

der Darstellung der unbekannten Funktiouen durch sechsfache Fou-

1894) J. de math. 4 (1839), p. 1.

1895) Petersb. m&n. (6) 1 (1831), p. 455 (von 1829)
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riersche Integrale in komplexer Form:

(1512) M
=

^-3 f^ exp (i(x a] + r
t i(y 0) -f *(* 7)) dra dr^

indem er diese Darstellungen in die particllen Differentialgleichungen

einsetzt, erhalt er fur die T als Funktionen von t gewohnliche Dif

ferentialgleichungen; aus diesen bildet er Kombinationen, deren jede

nur eine der Verbindungen

S^ + ijT. + gr,, f^-IT,, S^-flTa, gTs-g^

enthalt und fur sie einen Ausdruck durch trigonometrische Funk

tionen der Zeit liefert. Die dann erhaltenen sechsfachen Integrale

reduziert er auf vierfache, indem er sich auch seinerseits der Gleichung

n lit

(1513)
*

(&7t
oo

= _L ^ / / y (x + t sin0 cosoj, -)t
sin 6 dB do

47T OtJ ,J

bedient 1896
);

damit erhalt er fur die von den Anfangselongationen

abhangenden Bestandteile die Ausdrucke 1897
):

(1514) itu=4r\ fi(x + sin cos
&amp;lt;a, y -ftfsinflsinra,

0*/ ,/

2&amp;lt;*

-f- cos 0) sin dd do -f- -or

wobei

(1515) y = ^JjjZjfi(&amp;gt;
& r)exp(^) cos(.r dr ttdr^- dr dr

t o

und entsprechende Ausdrucke fiir die von den Anfangsgeschwindig-

keiten abhangenden.
In einer folgenden Abhandlung

1898
) zeigt er, wie diese Ausdrucke

1896) Er gibt diese Gleichung hier ohne Beweis; spater (ib. 2 (1833), p. 348)

beweist er sie, indem er p~
1

sin Q t durch das Doppelintegral

2rt

I /
j J

C08(sin0coso&amp;gt;-f 7jsin0sinra

o o

ersetzt, nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge den Fourierschen Integral-

satz benutzt und dann noch nach t differentiiert.

1897) Diese Resultate auf Grund einer Mitteilung Ostrogradskis ohne Beweis

auch bei Poisson, Paris rnein. 10 (1831), p. 594.

1898) Petersb. mein. (6) 2 (1833), p. 352.
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sich in die von Poisson gegebenen iiberfiihren lassen. Es handelt

sich dabei wesentlich um die Reduktion von Integralen der allge-

meinen Form

i r
^5J

in der A F willkurliche Funktionen von a, /3, y bedeuten; Ostro-

gradski fiihrt sowohl fiir |, 17, ,
als auch fur x a, y /3,

z y
Polarkoordinaten ein und entwickelt cosd nach Kugelfunktionen von

,
rt} g; die Integraltheoreme der Kugelfunktionen (II A 10, Wangerin^

Nr. 14, p. 714) erlauben ihm dann die Reduktion des sechsfachen In

tegrals auf ein vierfaches:

COS
zji-.y \ (iv i

wobei

Die einzelnen Bestandteile dieses Integrals gehen aus Integralen der

Form

(1518)

dadurch hervor, daB man in diesen, sowie in ihren ersten und zweiten

Ableitungen nach A diese HilfsgroBe gleich I setzt; L ist dabei eine

willkurliche Funktion von x a, y /3, z y. Die Integration
nach Q lafit sich ausfiihren, und die Ableitungen nach K lassen sich

durch solche nach t ersetzen; so erhalt auch er die Gleichungen

(1506, 1507).

Andererseits gibt er noch 1899
) eineUmformung des Ausdrucks (1498);

indem er die Differentiationen nach x, y, z durch solche nach a, /3, y
ersetzt und partiell integriert (bzw. einen Teil des Raumintegrals in

ein Obernachenintegral umformt), erhalt er eine Form, in der unter

dem Integralzeichen nur mehr die willkurlich gegebenen Anfangswerte

selbst, nicht mehr ihre Ableitungen auftreten. Er zeigt noch 1900
),

daB

die gefundenen Ausdriicke den Differentialgleichungen und den An-

fangsbedingungen wirklich geniigen, und 1901
) daB u dx -j- v dy -f- w dz

ein vollstandiges Differential bleibt, wenn dieser Ausdruck und seine Ab-

leitung nach t es zur Zeit t = sind; auch gibt er die Reduktionen

1899) p. 362.

1900) p. 367.

1901) p. 364.
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an, die an den allgemeinen Ausdriicken eintreten, wenn von diesen

beiden Bedingungen nur die eine oder nur die andere erfiillt ist.

Lame und Clapeyron
1

} integrieren die Different]algleichungen
des elastischen Gleichgewichts, d. h. das sinmltane System:

_ du . 8v
,

ow

(1519)

unter den Grenzbedingungen:

(1520) ,-!*(,,,), |? +^ =
0, |J + ^ = fur , = 0,

u = v = fiir 8 = oo
durch

+ OC

i rw / * **\
M =

i^J
exP ( W (TP

-
If) **(&amp;gt; 0) sin (5*

-
S )

00

cos
(TJ?/ i] p) d K d ft dt, dri,

+t

(1521) -
-Lj

(4)

exp (_ ^(3_ _.
||)^,/3)

cos ($x
- |)

sin ??

3= ex - -
-&quot; * sn

sin (i^y ^/3) ^ dfi d
mit

Auch geben sie entsprechende, nur kompliziertere Pormeln fiir den

Fall, daB Grenzbedingungen der Art wie (1520) fiir zwei verschiedene

endliche Werte von z vorgeschrieben sind. 1903
)

A. Cauchy hat dann gezeigt
1904

), wie auch die Gleichungeu der

Schwingungen anisotroper elastischer Medien durch Fouriersche Inte-

grale allgemein integriert werden konnen. Er geht dabei aus von
dem von ihm in seiner Wichtigkeit auch fiir die analytische Behand-

1902) J. f. Math. 7 (1831), p. 403.

1903) p. 406.

1904) Exerc. de math. 5 (1830) = Oeuvres (2) 9, p. 391. Cauchy ist mit
Vorliebe wiederholt auf diese Ableitung der nioglichen ebenen Wellen zuriickge-

koinmen; vgl. dariiber die ausfiihrlicheren Angaben Jahresber. d. D. Math.-Ver. 10

(1908), 63. Namentlich eracheint in einem lith. mem. von 1836, von dem eine

deutsche Bearbeitung von Fr. X. Moth, Wien 1842, erschienen ist, die Ersetzuug
der trigonometrischen Funktionen reellen durch Exponentialfunktionen kouiplexen

Arguments.
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lung der optischen Probleme erkannten Begriff der ebenen Welle,

d. h. einer Losung des Differentialgleichungssystems, welche die Ko-

ordinaten x, y, z nur in der einen Verbindung

(1522) r = i* + w + g*

enthalt. Fiihrt man diese ein, so nehmen die Gleichungen die Form an:

d* u -. Q^ U
i wd* v

i n,^!5
dt*

~
*&quot;

dt*
n

8 1* ^W&amp;gt;

/-leooN d* v
ct?

d* u
_i_ cm d*~v , c^S-w

&quot; m +m +*&amp;gt;

dabei bedeuten S, 9K, 9^, $}$, Q, 91 quadratische Funktionen der (zu

den Stellungskosinus der Wellenebene proportionalen) Grofien |, iy,
.

Eine lineare Kombination

der Verschiebungskomponenten geniigt also einer Gleichung der ein-

fachen Form

wenn ilire Koeffizienten den Gleichungen

(2 s
2

)^ +9dJ5

(1524) 9i^ + (ffl s
s)B+ 5pO = 0,

D^ + $5 + (TC s
2

) (7=
geniigen. Das gibt zu gegebenen Werten von

, 17, drei mogliche
Werte von s

2 und zu jedem ein System der Verhaltnisse A : B : C ;

aus den so erhaltenen ebenen Wellen Ia6t sich dann die allgemeinste

Losung in der Gestalt Fourier scher Integrale zusammensetzen. 1905
)

94. Reduktion mehrfacher Fourierscher Integrale. Die Losung
einer partiellen Differentialgleicnung durch ein Fouriersches Integral

lafit sich auch bei mehreren unabhangigen Variablen auf eine ge-

ringere Anzahl von Integrationen reduzieren, wenn die zugehorige

Hauptlosung eine derartige Reduktion zulaBt. So fuhrt Cauchy
1 *06

}

das Integral (1463) der Potentialgleichung durch Anwendung der Re-

1905) Paris C. R. 8 (1839), p. 727 = Oeuvres (1) 4, p. 291; p. 309 Einfiihrang

von Polarkoordinaten und Reduktion des sechsfachen Integrals auf ein vierfaches.

1906) Paris mem. pre s. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 26 (von 1815); dazu

die Erliiuteningen p. 155. Etwas anders Paris C. R. 16 (1843), p. 584 = (1) 7,

p. 321. Auch G. G-. Stokes, Cambr. Trans. 8 (1843) = papers 1, p. 44.
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duktionsformel (Nr. 66) iiber in:

y f f(,ftdd=
17J J { j, + (aj-) + (,_0- j

V,

00 00

dann auch das Integral der Warmeleitungsgleichung in (1424) und

(1423)
190T

),
das der Plattenschwingungen (1482) in (1430) und (1429).

1908
)

A. OaMC%
1909

) gelangt zur Reduktion des sechsfachen Integrals

(1470), indem er die Hilfsforrael (Nr. 66) auch fur divergente Inte

grale benutzt uud demgemaB dann zunachst das dreifache Integral

(1526) /
(

cos(|z | a) cos (yy rift)
cos (* ^7) cos dtdt,dyd

00

durch

_ /*

(1527)
&quot;

T&quot; dr /
cos % r cos &**%,

00

das sich nach Einfiihrung des Konvergenzfaktors exp ( Jc ||) ele-

mentar auswerten lafit, ersetzt. Werden dann fiir x a, ... Polar-

koordinaten eingefiihrt, so laBt sich auch noch die Integration nach r

fiir den Grenzfall k = mit Hilfe der Grenzformel (974) ausfiihren,

und es bleibt:

(1528) M= /
I U(x-{-tcosp,y-\-t$inpcosq,2-{-tsmpsiiiq)tsmpdpdq*,J ,J

i d r/1
4; It Cl t. / f**s *y

1st die Anfangsstorung nur auf die Umgebung des Nullpunktes beschrankt,

so hat u zur Zeit t nur in der Nahe der Flache x~ -\- y* -f- z*= t
2 merk-

liche Werte.

Auch die bei Poissons Behandlung der Reflexion und Brechung
auftretenden Integrale lassen sich, wenn die Anfangsstorung nur Funk-

tion des Radiusvektor ist, wie er selbst zeigt
1910

),
in dieser Weise re-

1907) Bull, philomat. 1821, p. 109; vgl. auch j. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 517.

1908) p. 111. Auch bei Fourier (Theorie Nr. 412, p. 488) spater bei A. Cour-

not, Theorie 2, p. 432.

1909) J. ec. poljt. cah. 20 (1831), p. 301 = Oeuvres (2) 1, p. 407. Caudty
fiihrt die Rechnung fiir eine scheinbar allgemeiuere Diflferentialgleichung.

1910) Paris mt^m. 10 (1831), p. 349 (YOU 1823). Poisson hat das Problem

der Reduktion der sechsfachen Fourierschen Integrale allgemein wie Cauchy in

Angritf genommen, aber nicht mehr ausfiihren konnen. Paris mem. 18 (1842),

p. 151. Die Voranzeige Paris C. R. 9 (1839), p. 517, enthalt noch nichts.
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duzieren. Z. B. das Integral:
00 +

i C /&quot;
(

(1529) ^ SJJ

geht durch Einfiihrung von Polarkoordinaten fur beide Reihen von
Veranderlichen:

a Q cos 6, /5
= Q sin 6 cos qp, y = Q sin 6 sin qp,

=rcos&amp;lt;9-, rj
= r sin 0- cos f,

= r sin # sin
/&quot;

und durch Anwendung des Hilfssatzes der Nr. 65 auf die auf und

^ sich beziehenden Integrationen fiber in:

2 TT jr/2 oo oo

ai}/a* a 2 sin 8
^) sin S-ill

*J J J J a 1 cos 2
-f a

t I/a* ^ * sin 1 &

pr sin pr cos rp/Xp) rfp rfr ^-9-
&amp;lt;7/&quot;,

wobei

^?
= (2A #) cos -9- + / sin -9- cos/

1

-)- ^ sin ^ sin
/&quot;
+ a t,

in dem letzteren Ausdruck sind die beiden Vorzeichen und die Summe
der so entstehenden Integrale zu nehmen.

Will man hier die Integrationen nach Q und r zuerst ausfiihren, so

hat man allerdings ein divergentes Integral; Poisson fiihrt daher einen

Konvergenzfaktor ein und erhalt so:

a sn

TF. Thomson 1* 11
) behandelt die Integrale:

(1532) V

(s bedeutet die Anzahl der Variabeln). Er fiihrt sie durch eine lineare

Transformation iiber in

+ 00

s*

das s 1-fache Integral Ia8t sich auf ein einfaches zuriickfiihren.

Nach Differentiation nach dem Parameter u kann man zuerst

dieses und dann auch das Integral in bezug auf
r\

ausfiihren und er-

1911) Cambr. Dubl. J. 2 (1847), p. 117.
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hlllt schliefilich:

(1534) V- ...%1 %/ + +

95. Darstellung der Integrale durch die Formeln der Residuen-

theorie. Die Darstellung der Integrale partieller Differentialgleichun-

gen durch Residuenformeln hat Caucliy, wie bereits in Nr. 83, p. 1230

ervvahnt, sogleich fiir Gleichungen mit beliebig vielen Variablen ge-

gegeben.
Eine sich anschlieBende, aber erst spater vollstandig veroffent-

lichte Abhandlung
1912

)
enthalt die Anwendung dieses Verfahrens auf

Differentialgleichungen erster Ordnung mit variablen Koeffizienten.

Wird in die Gleichung

(loss)

fiir
&amp;lt;p

als Funktion von x, y, ... (nicht von t) sein Ausdruck durch

das verallgemeinerte Fouriersche Integral (1115) eingesetzt, so ergibt

sich: gehen K, X, Y, .., T in S, U, V, . .. W iiber, wenn x, y, ...

durch die Integrationsvariablen u, v . . . ersetzt werden, so miissen

diese Variablen den Differentialgleichungen

*-&quot;- r- w = Q -

und den Anfangsbedingungen

u = K
,
v =

(1, . . . ty
= /(, /3, . .

.)
fiir t

geniigen.

Audi die Resultate der spateren Abhandlung iibertragt er wenig-
stens formal auf Gleichungen mit beliebig vielen Variablen, wenn
auch nur auf parallelepipedisch begrenzte Bereiche 1913

)
und unter Fest-

haltung der Voraussetzung, daB keine gemischten Ableitungen vor-

kommen.

In einer folgenden Note 1914
) ffihrt Caucliy durch die Gleichungen

(1537) u

cos 6, ft
= y +

s

sin 8 cos 0, v= z

1912) Mem. von 1827 (1778), p. 48. Von speziellen Fallen bespricht er hier

Wilnneleitung und Schallbewegung in einem Parallelepiped.

1913) Paris mem. 9 (1830) = Oeuvres (1) 2, p. 66 (von 1823); Auszug bull.

Ferussac 4 (1825), p. 71.

1911) Bull. Ferussac 13 (1830), p. 273.
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wobei:

cos d = cos p cos 6 -f- sin p sin 6 cos (3 ^)

Polarkoordinaten ein und transformiert damit die Losung der Glei-

chung in Tier Variabeln F(DX ,
D

y ,
D

t , #,) &amp;lt;p

= in die Gestalt:

2tf n Zn it _,

|cosd|
8

in der nach Ausfiihrung der Division die Exponenten von f durch

Indizes zu ersetzen und dann fiir die f
die gegebenen Anfangswerte

der ft cp/dP
1 zu substituieren sind

(ft
=

0, 1, ... n 1). Fiir die Glei

chung der Schallschwingungen komme man so auf die von Poisson

(1433) angegebene Form des Integrals. Hat die Gleichung die Form

tfylcfi
= einer linearen Funktion der zweiten Ableitungen nach den

Koordinaten, mit konstanten Koeffizienten, so lassen sich die Inte-

grationen nach c5 und t ausfiihren.

96. Eeduktion der Integration eines Systems partieller Diffe-

rentialgleichungen auf die einer resultierenden Gleichung. A. Cauchy

hat zunachst fiir die Differentialgleichungen der Elastizitatstheorie bzw.

der Optik gezeigt, dafi man die Integration eines Systems partieller

Differentialgleichungen auf die einer einzigen solchen Gleichung zu-

riickfiihren kaun.

Eine spatere Abhandlung
1915

) fiihrt die Integration eines Systems

partieller Differentialgleichungen auf die Bestimmung einer
;,Haupt-

funktion&quot; zuriick. Werden die Variablen M, v, . . . aus den Differen

tialgleichungen eliminiert, indem dabei die Differentialsymbole wie

alo-ebraische GroBen behandelt werden, so bleibt zwischen diesen eineO

Gleichung

(1539) V(DX,D9 ,...,DZ
=

zuriick; es wird zunachst angenommen, diese konne so geschrieben

werden, da8 der Koeffizient der hochsten (n
teu

) Potenz von D
t

die

Einheit ist. Es ist dann die Gleichung

(1540) Vto=0
unter den Anfangsbedingungen

1915) Paris C. R. 8 (1839), p. 900 = Oeuvres (1) 4, p. 410 = exerc. d analyse

1 (1840), p. 87. Angekiindigt Paris C. R. 2 (1836), p. 85 = Oeuvres (1) 4, p. 5. -

Die Reduktion der Zahl der erforderlichen Integrationen erscheint im Ergtin-

zungsartikel.
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(1541)

fur i =
zu integrieren, wo o5(x,y,0) eine willkiirlich gegebene Funktion be-

zeichnet; und wenn diese Funktion durch irgendeine andere ersetzt

wird, so bezeichnet Cauchy auch die zugeborige Losung von (1539),

eine ,,Hauptfunktion&quot;,
mit demselben Buchstaben. Die Losung des ge-

gebenen Gleichungssystems, die zu den Anfangsbedingungen

(1542) M = gj, |f
=

&amp;lt;P, &amp;gt;

V =
X&amp;gt; df

=
*&amp;gt;

gehort, wird dann dadurch erhalten, da6 man in ihm die Ableitungen

D
tu, D?u, . . . durch

(1543) D
tu-V&amp;lt;p, Dfu Vfo + D,?)

ersetzt und nun so auflost, wie wenn die Differentialsymbole algebra-

ische GroBen waren.

1st aber in (1539) die hocbste Potenz von D
t
noch mit einer

Funktion K der iibrigen Dififerentialsymbole multipliziert, so ist die

letzte Bedingung (1541) durch

g*- a
(1544) K -^^T

= *(x*9i*}

zu ersetzen, und man erhalt nicht fiir M selbst, sondern nur fiir

eine Darstellung durch das Residuum eines Fourierschen Integrals.

Sollen z. B. die Gleichungen
1916

)

a*tt
,

dv ^ a
2

_ _ ^* = Q
oxci Sy~ dy ot dx

integriert werden, so kaun als Hauptfunktion irgendeine Losung der

Gleichung

genommen werden.

LaBt sich die Funktion V in zwei Faktoren V, vom wten
,
V

2
vom

p
ien Grade zerlegen, so laBt sich die Integration von V = in zwei

Schritten ausfiihren, indem man erst T7
1
fI=Q unter den Bedingungen:

(1545) U = 0,
= 0, ..., -0, -fflr

fiir t = 0,

dann V
2
SJ = II unter den Bedingungen:

(1546) a = 0, |f
_ 0, . . ., ;!?

- 0, ^ = fur t =

1916) Paris C. R. 8 (1839), p. 905 = Oeuvres (1) 4, p. 416 = exerc. d analyse

1 (1840), p. 91.
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integriert.
191T

) Das wird besonders einfach, wenn eine Identitat der

Form
j\

n 2
i

~V~ =
W^G~^~D^~G

besteht, in der G, H rationale ganze Funktionen der iibrigen Diffe-

rentialsymbole Dx ,
D

y)
. .

., g, h Konstante bezeichnen; dann kann
man auch die Gleichungen

(1548) (ZV 0)^ = 0, (D H)fft
=

unabhangig voneinander integrieren und hat darauf nur noch Quadra-
turen vermoge einer Formel

(1549) SJ- = D/-fofo)1 + Aai4)

auszufiihren. Fiir die Differentialgleichungen der Elastizitatstheorie im

isotropen Mittel ohne Dispersion sind diese Bedingungen erfullt, in-

dem dort

(1550) V = VjV2

also

(1551)
W - !+/ 1 1 i

v f v, f v,

1st.
19 7a

) Fiir f= 2 erhalte man so Formeln, die von denjenigen von

Ostrogradsky nur scheinbar verschieden seien; fiir die Optik glaubt

Cauchy f 1 setzen zu miissen. Spater
1918

) gibt Cauchy hieriiber

noch weitere Ausfiihrungen, namentlich Formeln zur Ableitung der

Verschiebungskomponenten aus dem Ausdruck der Dilatation, die, wie
er selbst sagt, von den von Ostrogradsky gegebenen nicht wesentlich

verschieden sind. Uberdies bernerkt er 1919
), dafi auch die Wirbel-

komponenten U, V, W der Schallgleichung genugen, und daB man,
wenn diese und die Dilatation gefunden sind, die Verschiebungs
komponenten aus:

entnehmen kann.

97. Ableitung des Endverlaufs aus der Integraldarstellung. Die

Diskussion des Endverlaufs der Ausbreitung von Wasserwellen nach

1917) Paris C. R. 9 (1839), p. 641 = Oeuvres (1) 5, p. 9; etwas ausfiihrlichere

und anders angeordnete Darstellung exerc. d aual. 1 (1840), p. 189. Ankundigung
Paris C. R. 9 (1839), p. 288 = Oeuvres (1) 4, p. 497.

1917 a
) Paris C. R. 9 (1839), p. 646 = Oeuvres (1) 5, p. 17; exerc. d anal. 1

(1840), p. 208.

1918) Paris C. R. 14 (1842), p. 402 = Oeuvres (1) 6, p. 415.

1919) Paris C. R. 14 (1842), p. 406 = Oeuvres (1) 6, p. 419.
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alien Seiten ist von A. Cawc/ii/
1920

)
am Schlusse seiner Abhandlung

wenigstens insoweit angedeutet, als die allgemeine Losung durch

die Hauptlosung und diese durch ihre aus (1054) und (955) sich er-

gebenden asymptotischen Werte ersetzt ist. Eine genauere Unter-

suchung gibt S. D. Poisson. Er benutzt zunachst 1921
)

ebenfalls die

Entwicklung der Hauptlosung nach steigenden Potenzen von k/t
2
,
wo

Jc = 2 -f- ig cos co, p
2= (x a)

2

-f- (y /3)
2

tg co = T?/|, ersetzt aber

darin nicht einfach Q* durch x2
-\- /

2

,
sondern behalt von den Glie-

dern mit den Integrationsvariabeln a, /3 noch diejenigen bei, die auf

das Integral

(1553)

ftihren; die Glieder mikjafdccdp undlfifdccdfi denkt er sich durch

geeignete Wahl des Koordinatenanfangspunktes beseitigt. Nachher 1932
)

stellt er fur groBe Werte von x/cc, y/fi und mafiige Werte von t*/r

die allgemeine Losung analog wie Cauchy durch das Produkt aus der

Hauptlosung in / f(a } /3)
da dfi dar und benutzt die asymptotische

Entwicklung der Hauptlosung. Endlich behandelt er noch 1923
)

den

Fall, daB auch t
2
/r groB ist, unter der speziellen Annahme, daB die

Anfangsfunktion durch

(1554) ,
= !

-7^-^,

gegeben sei, solange diese Funktion positiv ist, auBerhalb des damit

definierten Bereichs durch f(a, /3)
== 0. Indem er hier durch die

Gleichungen

(1555) cc =
lscosil&amp;gt;, fi l^

eine Art von Polarkoordinaten s, ty einfuhrt und fiir die Hauptlosung
den unter den getroffenen Voraussetzungen geltenden asymptotischen
Ausdruck benutzt, erhalt er zunachst:

rt/2 2rt 1

/iRfun &quot;i
d &quot; C T C\ 9^ i 9^

(looo)
-
^j-j75 I I / cos- --4- sin -

y%n d* JJJ I 4 e cosco 4ecos C08 oa)
l

000
Hieraus gewinnt er durch wiederholte partielle Integration nach oj

eine asymptotische Entwicklung nach fallenden Potenzen von t
2

/Q,

1920) Paris mem. pres. 1 (1827) = Oeuvrea (1) 1, p. 109 (von 1815).

1921) Paris mem. 1 (1816[18]), p. 149.

1922) p. 153. Poisson fiihrt schon hier die Voraussetzung (1554) ein, doch

tut sie hier noch nichts zur Sache. Vgl. Note 1804.

1923) p. 166.

Encyklop. d. math. Wissensch. II 1. 83
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d-essen erstes Glied zu (1556) den folgenden Beitrag liefert:

2/r 1
77 fjt / / n fZ (1 JS|C- - ^ 1 ( I i -I I I* &quot; / &quot; 7 7

(15o7) -_-TTi / /COB*--
- J

-d9*1&amp;gt;,

und indem er hier noch 1/p auBerhalb des Zeichens cos durch seine

nullte, unter diesem Zeichen durch seine erste Annaherung in bezug

auf a, /3 ersetzt, erhalt er schlieBlich 1924
)

ein Produkt aus

(1558) cos -=^L
*

in eine Funktion K
}
die hauptsachlich

1925
) von der einen GroBe:

(1559) ^=-
47,V^HrV

abhangt und bei der Annahme (1554)

i

(1560) K=-^h= -. C(\
- a

s^vV +^V
ist. Es ergeben sich also kreisformig begrenzte ,,Wellen&quot;,

die sich:

mit gleichmaBiger Beschleunigung ausbreiten, iiberlagert von
?,Zahn-

chen&quot;,
die mit gleichformiger Geschwindigkeit fortschreiten und von

algebraischen Kurven sechster Orduung begrenzt sind. Poisson bespricht

dann auch noch 1926
)
kurz die Kousequenzen der (analog wie (1554) zu

verstehenden) Annahnie:

(1561) /&quot;(a, /3)
=

(1 s
2

) (1 + ws2

)
.

Die Fortpflanzung der Wellenbewegung in die Tiefe unterhalb des

Storungszentrums behandelt er 1927
)
nur fur denjenigen Zeitraum, wah-

rend dessen man die allgemeine Losung durch die Hauptlosung er-

setzen kann.

A. Cauchy
1*28

*) gelangt durch Benutzung des asymptotischen Aus-

drucks (1054) der Hauptlosung bei beliebiger Gestalt der Anfangs-

storung zu:
+ 00+00

(1562) u = . f /&amp;gt;(, ft (cos + sin) da d? ,4r
t/ x x

oo oo

1924) p. 163.

1925) Poissons Angabe, sie hange nur von dieser GroBe ab, ist eine Un-

genauigkeit.

1926) p. 175.

1927) p. 179.

1928) Paris mein. pres. 1 (1827) = Oeuvres ^1) 1, p. 242.
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wo r die Entfernung der beiden Punkte (x, y) und (a, /3)
bedeutet.

Hier kann in erster Annanerung r durch r
,
den Abstand des Pimktes

(#, ?/)
vom Anfangspunkt, ersetzt werden; in zweiter ist

1 , ax -\- By+ SB
zu setzen.

1929
) Werden dann durch

# = r cos()D, ?/
= r sinqp;

= pcos^, /3
=

p sini/&amp;gt;

Polarkoordinaten eingefiihrt, so kommt man fur den Fall, daB die

Funktion / nur von Q nicht von $ abhangt und nur fur Q &amp;lt;
1 von

Null verschieden ist, zu einem Integral der Form 1930

i yi^v*

(1564) / / f(Yfi
2
-f- vz

} cos v v dp dv, v =
-^

Ist f eine ganze Funktion von p, so laBt sich die Integration nach p
elementar ausfiihren, die nach v dann durch Entwicklung nach Po-

tenzen dieser GroBe. Die Annahme

(1565) /V; = - (1
-

P
2

)

gibt Resultate, die mit denjenigen von Poisson ubereinstiimnen; an-

dere Annahmen, wie im Falle, daB nur eine Raumkoordinate beriick-

sichtigt zu werden braucht (Nr. 86), betrachtlich davon abweichende.

LaBt sich f in eine Reihe nach Potenzen von Q entwickeln, so erhalt

man durch gliedweise Integration eine Entwicklung nach fallenden

Potenzen von v.
1931

)
In speziellen Fallen, z. B. fiir f(g)

=
]/l p

2
,

bricht diese Entwicklung ab.

Von Fallen, in welchen / nicht nur von p abhangt, behandelt

Cauchy nur den einen 1932
):

(1 fiir a &amp;lt;a und 131
&amp;lt;

I.

(1566) /() =
^0 fur u\ &amp;gt;

a oder
|jj| &amp;gt; &;

die Integrationen lassen sich hier elementar ausfiihren:

DaB man die allgemeine Losung der Warmeleitungsgleichung in

drei Dimensionen in hinlanglicher Entfernung vom Storungszentrum
I*

und fiir hinlanglich groBe Werte von durch die Hauptlosung er-

1929) p. 247. Von der dritten Annaherung sagt er nur, daB es sich bei ihr

hier ebenso verhalte wie bei dem Problem mit nur einer Raumkoordinate

(Nr. 86).

1930) p. 265.

1931) p. 265.

1932) p. 284.

83*



1286 II A. 12. H. Burkhardt. Trigonometriscke Reihen und Integrale.

setzen kann, geben bereits Poisson 33
)
und Fourier 19

**) an. Weniger

einfach ist der Fall des Halbraums mit der Grenzbedingung u =
fur x = 0; die Hauptlbsung fiir den Pol (a, 0, 0) ist hier:

&amp;lt;1567) db exp (~ -S--

1

) f
exp (~ ^r1

&quot;)

~
exp (~ ^~&quot;) 1

wird also fiir a= identisch Null. Pmsow 1935
)
behalt daher in diesem

Fall auch die Glieder 1. Ordnung in der Entwicklung nach Potenzen

von a bei, so daB er als asyrnptotischen Ausdruck erhalt:

(1568) u = ---7 exp

Er macht darauf aufmerksam, daB sonach hier der asymptotische Wert

nicht nur von der gesamten zu Anfang vorhandenen Warmemenge

(dem Integral der Funktion f selbst), soudern auch von ihrer Ver-

teilung abhangt.

Was die Frage nach dem Endverlauf der durch eine lokalisierte

Anfangsstorung in einem elastischen Medium erzeugten Bewegung

betrifffc, so hat zunachst S. D. Poisson 1 *36
)
fur die Potentialbewegungen

einer Fliissigkeit gezeigt: Wird die Gleichuug (1468) auf raumliche

Polarkoordinaten transforiniert und werden dann ihre beiden Seiten,

nach Multiplikation mit dem Oberflachenelement einer um den Koor-

dinatenanfangspunkt beschriebenen Einheitskugel, iiber diese Kugel

integriert, so ergibt sich, daB der Mittelwert

2rt it

(1569) U=~
I ju

sin dB
d&amp;lt;p

der einfacheren Gleichung

geniigt, und daraus, daB dieser Mittelwert zur Zeit t nur zwischen

r = t und r = t -f- s von -^u^ verschieden 1st, wenn er zur Zeit

t = nur fiir r
&amp;lt;

von Null verschieden war. Spater leitet er ein

entsprechendes Resultat fiir die Bewegungen selbst, nicht nur fiir

ihre Mittelwerte, aus den Gleichungen (1433) ab: sind dort die Funk-

tionen f, F zur Zeit t= nur fiir solche Punkte von Null verschieden,

fiir die x2
-\- y

2
-f- z* &amp;lt;

2
ist, so kann (f zur Zeit t nur fiir solche

Puukte x, y, z von Null verschieden sein, zu denen sich reelle Werte

1933) Bull, philomat. 1816, p, 12; J. EC. polyt. cab. 19 (1823), p. 359.

1934) Theorie de la chaleur, Nr. 385 = Oeuvres 1, p. 447.

1935) J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 366.

1936) J. ec. polyt. call. 14 (1808), p. 319.
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von u und v so bestimmen lassen, daB

(1571) (x -f- t cos
ti)

z+ (y + t sin M sin v)
2
-{-(* + * s in M cos v)

2
&amp;lt;

1

wird. Das ist aber wieder nur fiir die Punkte zwischen den beiden

Kugelflachen um den Ursprung von den Radien r= t und r= t-\- s

der Fall. Noch spater
1938

) zeigt er, daB Ahnliches auch dann noch gilt,

wenn es sich nicht mehr um eine bloBe Potentialbewegung handelt: aus

den Formeln (1497) ergibt sich, daB fiir r
&amp;gt;

t -f- auch in diesem Falle

die Funktion ty Null ist, wenn sie es zu Anfang fiir r
&amp;gt;

s war, und daB

sie fiir r
&amp;lt;

t s zwar nicht Null, aber doch von t unabhangig wird.

Poisson hat auch den Endverlauf der Ausbreitung einer lokali-

sierten Anfangsstorung in zwei iibereinandergeschichteten Medien, in

welchen beiden die hydrodynamischen Gleichungen, aber mit verschie-

denen Werten der Fortpflanzungsgeschwindigkeit, gelten, in einer aus-

fiihrlichen Untersuchung verfolgt
1939

) 5
doch beruht alles auf den Nr. 86

p. 1244 erwahnten unsicheren Grundlageu.

Ferner hat Poisson den Endverlauf der von einer lokalisierten

Anfangsstorung in einer Fliissigkeit erzeugten Bewegung untersuchtmo
).

Er fiihrt durch die Gleichungen

x -f- t cos 6 = t\ cos /ij, y -\- t sin 6 sin a = i\ sin ^ sin A17

2 -f- t sin 6 cos co = t\ sin ^ cos A
x

Polarkoordinaten und dann durch

t = r
,

6 = n
/*+&amp;gt;?&amp;gt;

03==^ + A + ^1

neue Veranderliche ^, r
t , rj l ein, von denen nur kleine Werte in Be-

tracht kommen, so daB er schliefilich durch die abermalige Substi

tution:

rjr
= s sin

&amp;lt;?, r^r sin a = s cos 6

die Form erhalt:

00 00
wo W eine Funktion bedeutet, die nur fiir kleine Werte von von

Null verschieden ist. Daraus folgt dann, daB fiir groBe Werte von r

die Geschwindigkeit nahezu zum Abstaud voin Storungszentrum um-

gekehrt proportional ist und nahezu in die Richtung dieses Ab-
standes fallt.

1938) Paris m&n. 10 (1831), p. 567.

1939) Paris m&n. 10 (1831), p. 344 (TOB 1823).

1940) Paris mem. 10 (1831), p. 565, 568.
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Entsprechende Umformungen nimmt er dann auch mit den Glei-

chuugen der Bewegung in einem isotropen festen elastischen Korper

vor 1941
);

hier ergibt sich, daB die mit der Geschwindigkeit 1 fort-

schreitende Bewegung in groBem Abstand vom Stornngszentrurn sich

wie die in eiuer Fliissigkeit mogliche verhalt, die andere aber schlieB-

lich nahezu transversal und die Dilatation bei ihr nahezu gleich

Null ist.

J. M. C. Duhamel 1

^} gibt ohne Beweis den Satz: befindet sich eine

Kugel in einem Raume, dessen Temperatur eine periodische Funktion

der Zeit und eine beliebige Funktion des Ortes auf der Oberflache

ist, so ist der Mittelwert der Temperatur auf einer zur Oberflache

konzentrischen Kugelflache, genommen iiber die Periode, konstant und

gleich dem Mittel der AuBentemperatur. Dabei diirfen die thermischen

Konstanten beliebige Funktionen des Abstandes vom Mittelpunkt sein.

Saigey erklart
1943

),
er habe den Satz Duhamel mitgeteilt; er gelte iibrigens

auch, wenn die AuBentemperatur nicht periodische Funktion der Zeit

sei; die auBeren Ursachen mtiBten nur ,,ein unveranderliches Mittel

der Temperatur fur die ganze Oberflache&quot; ergeben. Duhamel er-

widert 1944
):

was ihm Saigey mitgeteilt habe, sei teilweise falsch ge-

wesen. Saigey teilt dann 1945
)

die Uberlegungen mit, aus denen er

seinen Satz erschlieBen zu konnen meint; es handelt sich um eine

differentielle Betrachtung des Warmeaustausches zwischen je zwei be-

nachbarten konzentrischen Schichten. Duhamel erklart 1946
), der Satz

ergebe sich aus allgemeineren Formeln Poissons und aus Ansatzen

Fouriers, nur sein Beweis sei direkter. AuBerdem teilt er noch einen

zweiten Satz mit 1947
):

befindet sich ein beliebiger Korper in einem

Raume, dessen Temperatur eine periodische Funktion der Zeit ist, so

ist der Mittelwert der Temperatur irgendeines Punktes, genommen
iiber die Periode, gleich derjenigen Temperatur, die dieser Punkt an-

nehmen wurde, wenn die AuBentemperatur in jedem Punkte bestandig

ihren Mittelwert behielte. Auch Saigey gibt noch 1948
)
Korollare seiner

Behauptung.

1941) Ib. p. 597; die Resultate ohne Formeln auch schon ann. chim. phys.

44 (1830), p. 431 = bull. Ferussac 14 (1830), p. 386. Die Anwendung der Reaul-

tate auf den Lichtather lehnt er hier noch ab; ebenso die Zerlegung eines loka-

lisierten Anfangszustandes in unbegrenzte ebene Wellen.

1942) Paris C. R. 2 (1836), p. 109.

1943) Paris C. R. 2 (1836), p. 161.

1944) Paris C. R. 2 (1836), p. 162.

1945) Paris C. R. 2 (1836), p. 179.

1946) Paris C. R, 2 (1836), p. 181.

1947) Paris C. R. 2 (1836), p. 217.
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Andererseits hat auch A. Cauchy aus seinen Forineln, die an die

Vorstellung der Zusammensetzung der allgemeinsten Bewegang aus

ebenen Wellen ankniipfen, Schlusse iiber die Ausbreitung einer be-

grenzten Anfangsstorung gezogen. Er sehlieBt zunachst 1948
*) fiir den

Fall, daB die Funktion F(^, y, , s) homogen ist, aus der Gleichung

(1538): wenn die Funktionen f nur in der Umgebung des Ursprungs

von Null verschiedeii sind, erhalt 9? von Null verschiedeiie Werte nur

fiir solche Punkte, fiir die ux -f- vy -f- ivz -f- st nahezu gleich Null

ist; wobei s mit u, v, tv durcb die Gleichungen (1537) verbunden

sind. Die Gleichung

(1573) ux -f- vy -\- wz -\- st = Q

ist aber unter dieser Voraussetzung die Gleichung einer Tangential-

ebene der Wellenflache; also schlieBt er, daB die Bewegung in jedem

Ausrenblick nur in der Nahe der Tangentialebenen der WellenflacheO ~

merklich sein kann und folglich [fiir den Fall, daB diese Flache konvex

ist] das Gebiet, in welchem die Bewegung merklich ist, in jedem

Augenblick durch die zugehorige Wellenflache nach innen begrenzt ist.

Cauchy gibt ohne Beweis fiir die Differentialgleichungen der

Elastizitatstheorie die folgenden Satze 1949
):

in eineni isotropen Medium

breitet sich eine lokalisierte Anfangsstorung in zwei Kugelwellen aus:

die eine von diesen Wellen fallt weg, wenn die Anfangsdilatation

Null ist. In einem einachsigen Medium kann man zwischen den

Elastizitatskoeffizienten noch eine solche Beziehung annehmen, daB

jede lokalisierte Anfangsstorung zu drei Wellen AnlaB gibt, die

durch Flachen zweiten Grades begrenzt sind; wenn man dabei die-

jenige Welle unberiicksichtigt ItiBt, die in einem isotropen Medium

mit der Dilatation verschwindet, so kommt man auf die s. Z. von

Huyghens gegebene Konstruktion der Wellenflache zuriick.

Cauchy stellt danu 19o
)
den folgenden Abhandluugen iiber solche

Fragen seine Auffassung der Zerlegung in ebene Wellen an die

Spitze: auch eine lokalisierte Anfangsstorung konue man ansehen

1948) Paris C. R. 2 (1836), p. 240.

1948 a
)
Bull. F^russac 13 (1830), p. 277.

1949) Bull. Ferussac 11 (1829), p. 112 = Paris mein. 9 (1830), p. 114 =
Oeuvres (1) 2, p. 83.

1950) Exerc. de math. 5 (1830) = Oeovres (2) 9, p. 406, 447 : mem. aur la

theorie de la chaleur, Paris 1830 = bull. Ferussac 13 (1830), p. 414 = Paris mem.

10 (1831), p. 297 = Oeuvres (1) 2, p. 94. Poisson spricht sich scharf gegen
die Hereinziehung tier ebeneu Wellen aus; er erklart sie fur ,,tout-a-fait etran-

gere a la question&quot; (ami. chim. phya. 44 (1830), p. 433 = bull. Ferussac 14 (1830),

p. 387).
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als zusammengesetzt aus einer sehr grofien Anzahl sehr schwacher

Wellen, deren Ebenen zu Anfang alle naliezu durch einen Punkt gehen.

In jedem spateren Augenblick sei dann eine rnerkliche Bewegung nur

in solchen Punkten vorhanden, an denen noch unendlich viele Wellen-

ebenen unendlich nahe vorbeigehen, d. h. in den Punkten der Wellen-

flache, die in diesem Augenblick von den Wellenebenen beriihrt wird.

Die einer quantitativen Durchfiihrung dieser Vorstellungen sich

entgegenstellenden Schwierigkeiten hat zuerst P. H. Blanchet 01
) zu

uberwinden versucht. Die Ausdriicke der Verschiebungskomponenten
bestehen aus Bestandteilen der Form:

(1574) g 3
/ ~

e^p(iQ^)c,o8st%(o)Q
i

sinddQd6di!jd^drl
d

C,

oder der hieraus durch Integration nach t entstehenden; dabei steht

2 fur z- 2 -8 *-&amp;gt;
2 fur

(1575) f(x Qcosd,y Q sin 6 cos
tl&amp;gt; }

2 Q sin 6 sin ^),

wobei f eine der vorgeschriebenen Anfangsfunktionen bedeutet, s ist

mit |, ij, t,
durch die homogene Gleichung

(1576) &amp;lt;3(M,,s)
=

verbunden, ist also eine homogene Funktion ersten Grades dieser

Grofien, und ms// ist von denselben GroBen eine homogene Funk

tion nullten Grades. Werden an Stelle von q, t,
zwei neue Variable

p, q durch

(1577) &amp;gt;?=2&amp;gt;i, t
= qt

eingefiihrt und wird s = n\%[ gesetzt, so werden m und n Funktionen

von p und q allein, und es wird

Von dem Faktor |
2 befreit sich Blanchet, indem er das zu reduzie-

rende Integral als zweite Ableitung eines andern nach t anffafit; in

diesem lassen sich die Integrationen nach | und nach Q mit Hilfe der

Fourierschen Formel fur Funktionen einer Variablen ausfuhren, und

1951) P. H. Blanchet hat drei nur in Nebensachen verschiedene Darstellungen

seines Reduktionsverfahrens gegeben, p. 10 und p. 23 seiner ersten Abhandlung,

J. de math. 5 (1840) (von 1838) und p. 16 der dritten, ib. 7 (1842); die Darstel-

lung des Textes ist aus ihnen kombiniert. Ganz kurze Angabe der Hauptresultate

Paris C. R. 7 (1838), p. 310; etwas ausfuhrlichere in dem Rapport von Ch. Sturm,

ib. p. 1144. Von einer zweiten Abhandlung Blanchets wird nur mitgeteilt (ib.

p. 723, 1144), daB sie zeige, wie die Resultate fur den Fall der Isotropie auf die

friiher bekannten zuruckkommen.
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es bleibt:
00 +00 2 n

(1578)
-

g

*

,////I; &amp;lt;

8

oo oo

Hier schreibt er s fur nt und setzt

Zwischen den so eingefuhrten GroBen besteht die Gleichung
1952

):

(1515) @fti?i,&,*)-0.

Wird dann auch dieses s selbst als neue Integrationsvariable einge-
fuhrt 1953

), so ist in bezug auf diese iiber alle Werte zu integrieren,

fiir die diese Gleichung bei gegebenem t durch reelle Werte von

r]l} gt erfiillt werden kann, m. a. W. von dem kleinsten Wert s = Nt,
fiir den die Flache (1578 a) von der Ebene | = t beriihrt wird, bis

s = oo. 1954
) Diese Ebene wird durch die Kurven s = konst. in Ele-

mentarringe vom Flacheninhalt

(1579) d6 = *

ds,

diese durch die Linien, langs deren eine zweite neue Veranderliche

konstant ist
;
in Elemente

(1580) t$). dl

geteilt. Wird das Integral

(1681)

:

f%(%)
genommen iiber einen solchen Elementarring, das eine homogene Funk-
tion ersten Grades von t und s vorstellt, mit

q&amp;gt;(t,s) bezeichnet, so

kann statt (1578 a) geschrieben werden

(1581a)
- &

Nt

1952) P. H. Blanchet erschwert das Verstilndnis seiner Untersuchungen da-

durch, daB er diese neuen GroBen mit demselben Buchstaben bezeichnet wie die

friiheren rj, f.

1953) Ch. Sturm sagt in seinem Bericht: bis hierher habe Blanchet die

Untersuchungen seiner Vorganger uber analoge Fragen benutzen konnen; seine

weiteren Hilfsmittel ,,lui appartiennent exclusivement et sont aussi simples qu in-

g^nieux&quot;.

1954) Die obere Grenze s = &amp;lt;x&amp;gt; gilt nur fur den innersten Mantel der Flache

@ = 0; fur die beiden andern behauptet Blanchet spater (J. de math. 7 (1842),

p. 24), es sei bzw. von N
t t bis ^t und von N

s t bis N^t zu integrieren, wenn

JVj, 2V,, Nt die zu den drei Manteln gehorenden Werte von ^V seien.
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Hier fiihrt nun Blanchet die Differentiation nach t in der Grenze und

unter den Integralzeichen aus und laBt dabei alle Glieder weg, die t

nicht mehr unter dem Zeichen als Faktor enthalten; es bleibt dann nur:

(1582) -*
o o

und das kann nur von Null verscliieden sein, wenn %(Nt) innerhalb

des Integrationsgebietes von Null verschiedene Werte annimmt, m. a.

W. solange der Punkt (x,y,8) noch von irgendwelchen Punkten des

anfanglichen Storungsgebietes die Entfernung Q = Nt hat. Das wiirde

heiBen: man beschreibe um alle Punkte dieses Gebietes die zu dem

Werte von t sehorenden Wellenflachen und bestimme von diesemO

Flachensystem die innere und auBere Enveloppe; zur Zeit t findet

merkliclie Bewegung nur zwischen diesen Enveloppen statt.
1955

)

Um die GrbBe dieser Bewegung abzuschatzen, zeigt Blanchet noch

durch eine differentialgeometrische Uberlegung
1956

),
daB ws/@/ im

ganzen Integrationsgebiet wenig von seinem Wert im Beriihrungspunkt

der Ebene = t mit der Flache (1578 a) verscliieden ist; dieser Wert

kann also vor die Integralzeichen gezogen werden. Damit treten die

Richtungskosinus der Wellennormale vor die Integralzeichen: die Be

wegung erscheint als geradlinig polarisiert.

In einer dritten Abhandlung
1957

)
findet es Blanchet doch fur er-

forderlich, die bisher vernachlassigten Bestandteile des Integrals (1581 a)

mit zu benicksichtigen. Er bemerkt zunachst: aus dieser Form selbst

gehe schon hervor, daB keine Bewegung in dem Gebiete stattfinden

kann, in welchem die Abstande Q alle kleiner als Nt sind; womit die

innere Begrenzung des Bewegungsgebiets in Ubereinstimmung mit

Caucliy gefunden ist.

Um auch eine Begrenzung nach aufien zu finden, beginnt er 1958
)

mit der Uberlegung, daB fiir gegen t groBe Werte von s die Schnitt-

kurve der Flache @ = mit der Ebene | = t von ihrer Schnittkurve

1955) J. de math. 5 (1840), p. 19; weitere Andeutungen p. 28.

1956) Cauchy berichtet Paris C. R. 13 (1841), p. 3 = Oeuvres (1) 6, p. 204,

Blanchet habe schon 1830 gesehen, daB sich die Gesetze der Polarisation ebenso

gut aus den allgemeinen Integraleii wie aus der Untersuchung der moglichen

ebenen Wellen ableiten lassen; das bezieht sich wohl hierauf.

1957) J. de math. 7 (1842), p. 16.

1958) J. de math. 7 (1842), p. 17; kurze Angabe der Hauptresultate Paris

C. R. 12 (1841), p. 1165. Die Satze von Cauchy, auf die Blanchet selbst, und die

Ton Jiirgensen, auf die Liouville am Schlusse der Abhaudlung im J. de math,

hinweist, gehoren nicht hierher, sondern beziehen sich auf das Abelsche Theorem.
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mit der Ebene | = der Gestalt nach wenig verschieden, also nahezu

zentrisch-symmetrisch ist. Man kann, wenn man durch die Gleichungen

(1583) ?h
= r sin p, ^ = r cos p

Polarkoordinaten einfuhrt, wodurch

(1584) r
d

d

r

s
dp an die Stelle von d

(^)

tritt, die Integration nach p auch nur von bis it ausdehnen, wenn

man auch negative Werte von r beriicksichtigt. Damit ist aber die

Mofflichkeit zu einer Umformung der Summe der zu den verschie-
o

deuen Werten von s (den verschiedenen Manteln der Flache @ = 0)

gehorenden Integrale gegeben; es ist namlich:

(1585) e; + e;g-
= o,

also:

/iRQfTk

und da hier unter dem Residuenzeichen eine rationale Funktion von r

steht, deren Zahler von einem um eine Einheit niedrigeren Grade ist

als der Nenner
7
so ist diese Residuensumme gleich einer nur von p ab-

hangigen, von s und t aber unabhangigen GroBe H. Das Integral (1518 a)

nimint damit die Form an 19 9

):

2rt Tt n oo

(1587) ^ ^JjJJns X (s*)
ds dp sin

A/

und ist also Null, wenn Nt nicht innerhalb derjenigen Grenzen fur

Q liegt, innerhalb deren ^(p) von verschieden sein kann
?

d. h. auBer-

halb des auBersten Mantels der Wellenflache.

Diese Uberlegung setzt voraus, daB der betrachtete Mantel der

Wellenflache von den iibrigen getrennt verlauft. Schneiden sich zwei

Mantel der Wellenflache, so hat auch ihre Schnittkurve mit der

Ebene = t einen Doppelpunkt. Blanchet zeigt in einer vierten Ab-

handlung
1960

),
daB in der Umgebung eines solchen zwar r eine zwei-

wertige Funktion von p ist, daB aber die zu zwei solchen Werten

von r gehorenden Werte von wr/Sr einander bis auf GroBen hoherer

Ordnung entgegengesetzt gleich sind, und also die Umgebung eines

solchen Punktes zu dem zu betrachtenden Integral keinen merklichen

Beitrag liefert.

1959) J. de math. 5 (1840), p. 21.

1960) J. de math. 5 (1840), p. 29. Er bemerkt, man iniisse bei diesem

SchluB % als bis zu einer urn 1 hoheren Ordnung differentiierbar voraussetzen

als bei dem vorigen; Ankiindigung Paris C. R. 13 (1841), p. 18.
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Noch vor der Veroffentlichung von Blanchets Untersuchungen
hatte auch Caucliy die Frage behandelt

7
zunachst veranlafit durch eine

Anfrage Poissows 1961
),

ob er sich eigentlich bei seinen Untersuchungen

vorstelle, daB die ganze Masse in Bewegung sei oder nur ein be-

grenzter Teil. Er antwortet sogleich: beide Auffassungen seien be-

rechtigt; man konne entweder die Ausbreitung einer begrenzten An-

fangsstorung, oder die Fortpflanzung der Wellen in so grofier Ent-

fernung vom Storungszentrum untersuchen, daB man sie als ebene

behandeln diirfe. Er habe beide Fragestellungen verfolgt. Die Dar-

stellung der Losung durch ein mebrfacbes Fourierscbes Integral sei

nichts anderes, als die Zerlegung einer beliebigen Bewegung in ebene

Wellen; insbesondere konne man auch eine auf nur einen Teil des

Raumes beschrankte Bewegung mit Hilfe dieser Formel aus unbe-

grenzten ebenen Wellen zusammensetzen. Wenn die Fortpflanzungs-

geschwindigkeit von der Wellenlange unabhangig sei, bleibe die von

einer begrenzten Anfangsstorung ausgehende Bewegung immer in einer

Schicht konstanter Dicke 1962
)

zwischen zwei Wellenflachen einge-

schlossen; hange die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von der Wellen

lange ab, so sei die Dicke dieser Schicht von der Zeit abhangig;

wenn die obere Grenze der Werte der Fortpflanzungsgeschwindigkeit

unendlich sei, breite sich die Bewegung wie die Warmeleitung in-

stantan aus.

Die spatere Durchfiihrung
1968

)
behandelt zunachst den Fall, daB

die ,,Hauptfunktion&quot; des Problems nur Funktion des Abstands vom

Koordinatenanfangspunkt ist. Wenn die Funktion II nur fiir hinlang-

lich kleine Werte ihres Arguments von verschieden ist, kann das

Integral zur Zeit t nur fiir solche Werte von x, y, 8 von verschie

den sein, fiir welche es moglich ist, die Gleichung

s st =
nahezu zu befriedigen; daraus allein folgt schon, daB Bewegung nur

in solchen Punkten vorhanden sein kann, von welchen aus sich reelle

Tangentialebenen an die Wellenflache legen lassen; womit die innere

Begrenzung des Bewegungsgebietes gefunden ist. Um auch eine auBere

Begrenzung zu bekommen, schlieBt er folgenderniaBen: Wenn x sehr

groB ist, kann g + st = r cosd -f- at nur dadurch sehr klein sein,

196t) Paris C. R. 8 (1839), p. 581 = Oeuvres de Cauchy (1) 4, p. 323.

1962) Das zeigt er hier freilich nur fur eine ebene Welle; der ttbergang

von dieser zu einer beliebigen Anfangsstorung wird mit ein paar keineswegs aus-

reichenden Worten abgetan.

1963) Paris C. R. 13 (1841), p. 190 = Oeuvres (1) 6, p. 269.
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daB cos d sehr klein 1st; es nimmt also dann g -j- st mit wachsendem

j = /V
2
+^7

2 +1;
2
zu, man kann das Residuum, das urspriinglich

in bezug auf s zu nehmen war, in bezug auf $ -\- st und schlieBlich

in bezug auf r. nehmen; und wenn man die Beitrage je zweier Punkte

zusammenfaBt, die zu einer Koordinatenachse symmetrisch liegen, so

hat man mit einer rationalen Funktion von j zu tun, deren Zahler

von einem um zwei Einheiten niedrigeren Grad ist als der Nenner,

und das Residuum ist Null. Also verschwindet die Hauptfunktion, so-

bald x so groB ist, daB die Gleichungen

(1B88 ) s + ra = o,
- = o

keine Lbsung mehr gemein haben; geometrisch ausgedriickt, auBerhalb

eines Zylinders mit zur Achse parallelen Geraden, der der Wellen-

flache umschrieben ist; und da das fur eine beliebige Achsenrichtung

gilt, auBerhalb des auBersten Mantels der Wellenflache, wenn dieser

konvex ist, andernfalls auBerhalb der ihm doppelt umschriebenen De-

veloppablen. Das stimme mit Blanchets Resultaten iiberein; wie dieser

auch bestatigt.
1964

)

Nachher 1965
) gibt Cauchy noch eine genauere Abschatzung der

GroBenordnung des Integrals fur die verschiedenen in Betracht kom-

menden Falle; indem er die iibrigen GroBen als im Integrationsbereich

nahezu konstant vor das Integralzeichen zieht, bleibt ihm nur ein

Integral von der Form
A

(1589) Jsn(s)ds
e

ubrig: dabei ist s die halbe Dicke der Wellenschicht und Q die Ent-

fernung des Aufpunktes vom nachsten Punkt der Wellenflache. Ist

die Entferaung &amp;gt; ,
so kann die obere Grenze Q durch s ersetzt

werden; und da 77 eiue gerade Funktion von s ist, ist das Integral

dann Null. Daraus folgt, daB das ursprunglich vorgelegte Integral

fur Punkte, die nicht der Wellenschicht angehoren, von der Ord-

nuug
3

ist, fur Punkte dieser Schicht selbst dagegen nur von&quot; der

Ordnung
2

.

Zu einer weiteren Reduktion gelangt er 1966
),

indem er erst die

1964) Paris C. R. 13 (1841), p. 339.

1965) Paris C. R. 13 (1841), p. 494 = Oeuvres (1) 6, p. 324. Ganz kurze An-

kiindigung schon p. 365 bzw. 287; ausfuhrlichere p. 407 bzw. 300.

1966) Paris C. R. 13 (1841), p. 568 = Oeuvres (1) 6, p. 329. Der SchluB setzt

voraus, daB die Funktion
/&quot;(r),

welche die Antangsstorung darstellt, an den

Grenzeu ihres Bereiches stetig in Null iibergekt; was Cauchy beibringt, um die
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Differentiationen nach t und dann die Integration nach s ausfiihrt; er

erhalt so:

/1-OA\ r&amp;gt;-l~ T? C0
&quot;~ 1 kCQSd _., x

(Io90) D
t

n J
(J = HjTTT s

-&quot;C*)ij ^
(( Jc )) 7&quot;

A;
2

ist dabei das KriimmungsmaB der Flache .F(#, y, z, f)
= im End-

punkt eines zur Normale der Wellenflache parallelen Einheitsvektors.

Weiter zeigt er noch 1967
),

wie diese Resultate sich auf den Fall

iibertragen lassen, daB die Anfangsstorung nicht von rz
,
sondern von

einer andern quadratischen Funktion der Koordinaten abhangt und 1968
),

wie sich die Resultate spezialisieren, wenn die Differentialgleichung

d*u
die spezielle Form 2 gleich einer linearen homogenen Funktion der

ot

zweiten Ableitungen nach den Koordinaten hat.

Demgegeniiber macht Blanchetm^ darauf aufmerksam, daB nun

doch zwischen den beiderseitigen Resultaten in einem Punkte keine

Ubereinstimmung bestehe, insofern nach Cauchy auch zwischen den

Manteln der Wellenflache keine Bewegung vorhanden sei, wahrend

aus seinen Untersuchungen folge, daB eine solche im allgemeinen aller-

dings vorhanden sein musse: die Integrale von N%t bis Nt und von

N
s t bis N-^t seien, wenn zwischen ihren Grenzen noch Werte von p

liegen, far welche %(Q) nicht verschwindet, im allgemeinen von der

GroBenordnung: Volumen des Erschiitterungsraumes geteilt durch die

4. Potenz des Abstandes zwischen dem betrachteten Punkt und einem

der Integrationspunkte und konnten nur dann von hoherer Ordnung

sein, wenn die mit qp bezeichneten Funktionen ganz singulare Eigen-

schaften hatten. Cauchy ersetzt 197
),
um das zu diskutieren, sein n-

faches Intergral durch das einfache

und findet nun, indem er die Rechnung unter speziellen Annahmen

iiber die Funktion F, fiir die es moglich ist, durchfuhrt 1971
),

daB

diese GroBe zwischen den Manteln der Wellenflache allerdings von

Folgerung auch fiir den andern Fall zu rechtfertigen, wurde jedenfalls noch der

Nachprufung und geeigneter Einschrankungen bediirfen.

1967) Paris C. E. 13 (1841), p. 573 = Oeuvres (1) 6, p. 334.

1968) Paris C. R. 13 (1841), p. 576 == Oeuvres (1) 6, p. 338.

1969) Paris C. R. 13 (1841), p. 958 = Oeuvres de Cauchy (1) 6, p. 367. Cauchy

behalt sich zunachst seine Erklarung vor.

1970) Paris C. R. 13 (1841), p. 1093 = Oeuvres (1) 6, p. 381.

1971) Paris C. R. 13 (1841), p. 1093 und p. 1129 bzw. 385.
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Null verscbieden ist, daB aber 1972
)

die Komponenten transversaler
1973

)

Scbwingungen dort gleicbwobl Null sind.

Der erst nacb dieser Diskussion erscbienene Bericbt Cauchys
1

}

iiber Blancbets beide spateren Abbandlungen bringt nicbts Neues

mehr bei.

Blanchet 191
} bespricbt nocb kurz den Fall, daB im Storungsgebiet

dauernde bescbleunigende Krafte wirken: Aucb in diesem Fall gelte

das Superpositionsprinzip, wenigstens in binlanglicher Entfernung vom

Storungszentrum.

In spaterer Zeit bat Caucliy die Vorstellung vom Aufbau der

allgemeinsten Losung aus ebenen Wellen wieder fallen lassen, weil

sie ,,le grand inconvenient&quot; babe, eine lokalisierte Anfangsstorung aus

unbegrenzten Elementen zusammenzusetzen.
1976

)
Er will jetzt statt

dessen Kugelwellen als Elemente benutzen, ausgebend von der Glei-

cbung:

(1592) f(x, y, e)
= ^ lim

J */;Jr|r|*
da dp dy ,

00

die eine beliebige Funktion / aus Funktionen von

(15.93)
R* = (x a)

2 + (y )

2 + (z y)
2

zusammenzusetzen gestattet.
1977

)
Una das auszunutzen, betracbtet er

zunacbst 1978
) den Fall, daB der Anfangszustand die Variablen selbst

nur in der Verbindung

(1594) r2 = a;
2 + f + z*

1972) Paris C. R. 13 (1841), p. 1130 = Oeuvres (1) 6, p. 387. Einige weitere

Auseinandersetzungen fiber die Ableitung der Verschiebungskomponenten aus der

Hauptfnnktion noch C. R. 14 (1842), p. 5, 8 = Oeuvres (1) 6, p. 392, 395.

1973) DaB die Behauptung nur fur transversale Schwingungen richtig ist,

gibt Caucby selbst an, Paris C. R. 14 (1842), p. 13 = Oeuvres (1) 6, p. 400.

Blanchet konstatiert daraufhin (Paris C. R. 13 (1841), p. 1152), daB er recht be-

halten babe.

1974) Paris C. R. 14 (1842), p. 389 = Oeuvres (1) 6, p. 401. Die dem Be

richt angehangten Koten betreffen andere Fragen.

1975) Paris C. R. 14 (1842), p. 634.

1976) Paris C. R. 13 (1841), p. 3 = Oeuvres (1) 6, p. 204; Ankundigung

exerc. de math. 1 (1840), p. 211.

1977) Er bemerkt (1) 6, p. 212, er habe diese Formel urspriinglich aus der

Fourierschen abgeleitet, durch Einfuhrung eines Konvergenzfaktors und Ver-

tauschung der Reihenlblge der Integrationen. AuBer dem im Text besprochenen

behandelt er durchweg auch den allgemeineren Fall, daB E* eine beliebige de

finite homogene quadratische Form von x a, y |J,
z y bedeutet.

1978) Paris C. R. 13 (1841), p. 104 = Oeuvres (1) 6, p. 238.
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enthalt; er setzt dann auch noch:

(1595) A2 + /i
2 + v 2 = Q* = Q* cos2

d,

wo I, /i, v wieder die unter (1537) angegebene Bedeutung haben,
und findet:

(1596) Q* = s
2
*
2 + 2st(x cos 6 -j- y sin cos ^ -f e sin 6 sin #)

-J- r2 cos2 d .

Damit laBt sich das nach 6 und ty genommene Doppelintegral ver-

moge seiner Hilfsformel (Nr. 66) auf ein einfaches Integral reduzieren

und dieses nachher noch elementar ausfuhren, so daB nach einigen

Rechnungen bleibt:

(1597) oJ = D 2~
^n t

wobei

(1598) a; cos 6 -f- 1/ sin cos
^&amp;gt; + ^ sin 6 sin ^ = g

gesetzt ist.

Nachher 1979
) zeigt er noch, wie dieses Resultat auch direkt er-

halten werden kann, ohne daB man von den Formeln des allgemeinen
Falles auszugehen braucht, indem er fur die Funktion II zuerst eine

Exponentialfunktion, dann eine Summe von solchen nimmt. Es ist

namlich

(1599) E
die den Anfangsbedingungen

(1600) ,, = 0, -O, ..

geniigende Losung; wird dann die gegebene Anfangsfunktion vermoge
der Poissonschen Hilfsformel durch

(1601) U(r) =lf (s) sin 6 dd d^
o o

dargestellt, wo

(1602) f(r}
=

rll(r}

ist, so wird wieder die Formel (1597) erhalten 1980
).

Damit erscheint

dann schlieBlich 1981
) die Hauptfunktion fur beliebigen Anfangszustand

in der Gestalt:

(1603) 5J= /T/W(,&y)da&amp;lt;*0rfy f

1979) Paris 0. R. 13 (1841), p. 116 = Oeuvres (1) 6, p. 244.

1980) Paris C. R. 13 (1841), p. 118 = Oeuvres (1) 6, p. 252.

1981) Paris C. R. 13 (1841), p. 122 = Oeuvres (1) 6, p. 256.
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wo V die zu II (r)
= ^4 &quot;Ft gehorende Losung ist, Diese kann auch

geschrieben werden:

(1604)
= JV

Erwahnt sei hier noch ein Versucli A. Cauchys zu einer eigen-

tiimlichen Behandlung des Beugungsproblems. Indem er zunachst deu

Fall ins Auge faBt, daB eine Raumkoordinate nicht auftritt, und die

Bedingung der Inkompressibilitat einfiihrt, bleiben ihin die Glei-

chungen
/iff\cL\ d u A d* v A & u

i
d v

(1605) at,=Au, a7r
= A V

, ^ +
a
- = 0;

er setzt fiir negative x:

(1606)

&quot;

1 \
exp , (lx -f %y- sO, s

2 = I
2
-f V

v = + g J

und sucht nun fiir negative x eine Losung, die sich fur x = 0,

y &amp;lt; 7/t &amp;lt; ?/ auf die eben angegebene, fiir # = 0, ?/ &amp;lt; yQ und fiir

a; = 0, y&amp;gt;yi
aber auf Null reduziert. Er behauptet

1982
),

diesen Be-

dingungen geniige

indem er den Fourierschen Integralsatz auch fiir das dann auftretende

divergente Integral als richtig in Anspruch nimmt. Dann aber be-

hauptet er noch, da groBe Werte von
rj

doch keinen Beitrag geben

diirften, ,,weil sonst das Integral divergent sei&quot;,
sei es erlaubt im

Exponenten

(1606a) Ys^^f durch s f
6t S

zu ersetzen; dann laBt sich eine Integration ausfiihren, und es bleibt:

Vo

Fiir
rj
=

0, also = s reduziert sich das auf 1983
):

(1608) w = 0, v = ~= Cc

1982) Paris C. R. 15 (1842), p. 609 = Oeuvres (1) 7, p. 1(31.

1983) Paris C. E. 2 (183G), p. 458 = Oeuvres (1) 4, p. 36 hatte er dieses Re-

eultat bereits ohne Beweis mitgeteilt.

Eucyklop. d. math. Wisseasch. II 1. 84
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das Integral genommen zwischen den Grenzen

Entsprechende Forineln leitet er dann auch fiir den Fall ab, da6 alle

drei Raumkoordinaten zu beriicksichtigen sind 1984
).

Tiber den Fall, daB die Vereinfachung (1606 a) nicht erlaubt 1st,

gibt er in einigen folgenden Aufsatzen 1985
) uoch Andeutuugen ohne

Formeln: man miisse die dann auftretenden Glieder mit Faktoren der

Form exp(a#), a&amp;gt;0,
als reflektierte Wellen deuten und das Problem

so angreifen, daB die Bewegung in der Schirmebene als gegeben an-

genomrnen und gefragt werde, wie sie sich nach beiden Seiten hin

ausbreite.

98. Das Spiegelungsprinzip. 1st der Bereich, fiir den eine Diffe

rent!algleichung unter gegebenen Grenz- und Anfangsbedingungen inte-

griert werden soil, teilweise durch eine zur #-Achse normale Ebene

begrenzt, und ist an dieser die Bedingung u = oder 7 vorge-
3C

schrieben, so kann das dadurch geschehen, daB man den Bereich und

die an den etwa noch vorhandenen andern Grenzen geltenden Grenz-

bedingungen an dieser Ebene spiegelt und fiir die Anfangswerte in

dem Spiegelbild die zu den gegebenen spiegelbildlich gleichen oder

entgegengesetzt gleichen nimmt, und nun die Gleichung fiir diese Be-

dingungen fiir den erweiterten Bereich integriert. Das ist fiir die

Schallbewegung in einer Dimension schon von L. .EWer 1985
*), spater

von S. D. Poisson 8
*) und von J. Challis l986c

} dargelegt worden; daran

haben sich dann die in Nr.84 besprochenen Untersuchungen von Cauchy
und Poisson iiber die Zerspaltung der Losung durch ein Fouriersches

Integral in die unendliche Reihe angeschlossen.

Dariiber hinaus hat dann A. Cauchy auseinandergesetzt
1985d

),
daB

man, wenn der gegebene Bereich mehrere unebene Begrenzungsflachen

aufweist, dieses Verfahren unbegrenzt oft wiederholen konne, indem bei

1984) Paris C. E. 15 (1842), p. 612 = Oeuvres (1) 7, p. 164.

1985) Paris C. R. 15 (1842), p. 670, 712 = Oeuvres (1) 7, p. 170, 180; hauptsach-
lich p. 675 = 175. Die in Aussicht gestellte ausfuhrlichere Darstellung scheint

nicht erschienen zu sein.

1985&quot;) Berl. hist. 1765/67; ausgehend von seiner Form der Losung der

Gleichung.
1985 b

)
J. fie. polyt. cah. 14 (1808), p. 351.

1985 c
)
Cambr. trans. 3 (1830), p. 312.

1985 d
) Mem. von 1827, p. 54. Er gibt an, er habe entsprechende Unter

suchungen fiber die Reflexion von Wasserwellen 1824 der Akademie vorgelegt;
davon scheint nichts veroffentlicht zu sein.
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jeder Spiegelung neue ebene Begrenzungsflachen auftreten, die zu neuen

Spiegeluugen benutzt werden konnen. So konne man z. B. die Losung
der Schallgleichung fur ein rechtwinkliges Parallelepiped (,,einen Saal&quot;)

aus der fiir den unbegrenzten Raum erhalten; doch begniigt er sich

mit dieser Andeutung.

Ausgedehnten Gebrauch von dem Spiegelungsprinzip hat daim

namentlich G.Lame gemacht. Schon in einer seiner ersten Arbeiten 19856
)

benutzt er es, um die Losung des Problems der Warmeleitung fiir

verschiedene ebenflachig begrenzte Korper aus der fiir das reclifr-

winklige Parallelepiped abzuleiten.

Bei seinen in Nr. 90 besprochenen Untersuchungen iiber die Fort-

setzung nach nickwarts macht auch W. Thomson voin Spiegelungs

prinzip Gebrauch.

99. Die mathematische Formulierung des Huyghensschen

Prinzips. Solange eine genaue quantitative Formulierung der Folge-

rungen aus der Undulationstheorie des Schalles nnd des Lichtes nicht

vorlag, waren die Physiker nach dem Vorgang von Chr. Huyghens

gewohnt, sich die Anwendung dieser Theorie auf spezielle Probleme

dadurch zu erleichtern, daB sie sagten: ebenso wie zur Zeit t = vom

Storungszentrum eine Welle ausgeht, breitet sich die zu irgendeioer

spateren Zeit t vorhandene Bewegung von jedem Punkte, bis zu dem
sie dann bereits gelangt ist, weiter aus, so daB man also, um die Be

wegung zu einer Zeit t -f- r zu erhalten, nicht auf den Anfangszustand

zuriickzugehen, sondern nur die Wirkungen der zur Zeit t bereits vor-

handeiien Bewegungen zu summieren braucht. Die dazu erforderlichen

Integrationen wurden in praxi haufig dadurch umgangen, daB man
eben mituahm, was die von der Erfahrung her bekannten Resultate

gaben, und vernachlassigte, was ihnen zu widersprechen schien.

Eine quantitative Behandlung der Frage muB vor allem zeigen,

wie die von den einzelnen Punkten der bereits entstandenen Welle

ausgehenden ,,wavelets&quot; nach vorwarts sich summieren, nach riickwarts

dagegen sich gerade aufheben. Fiir die geradlinige Fortpflanzung
der Schallwellen ist das schon von D. Bernoulli gefordert und von

L. Euler 1S%6
) folgenderinaBen geleistet worden: wenn zwischen den An-

1985&quot;) J. 6c. polyt. cab. 22 (1833) (von 1829): p. 194 gerades Prisma fiber

einem gleichseitigen Dreieck, p. 243 Halfte dieses Prismas, p. 247 geradee Prisma

iiber einem gleichschenklig-rechtwinkligen Dreieck (die von ihm erwahnte Be

handlung dieses Problems durch Ostrogradsky scheint nicht veroffentlicht zu sein);

p. 248 und 250 zwei Tetraeder, von denen das eine der 6., das andere der 24. Teil

eines Wiirfels ist.

1986) Berl. hist. 1769[66], p. 201; 1765[67], p. 319, 353; auch Oeuvres de

84*



1302 II A 12. II. Burkliardt. Trigonometrische Reihen und Integrale.

fangselongationen yQ und den Anfangsgeschwiiidigkeiten V
Q

eine der

Relationen

(1609) o=^
besteht, so ergibt sich, da6 in den Formeln (485) entweder ( EE oder

*P*EEO sein muB; und je eine dieser Bedingungen ist fiir je eine der

nach beiden Seiten vom Storungszentrutn auslaufenden Wellen erfiillt,

sobald diese sicli vollstandig voneinander getrennt haben.

Fiir die Schallfortpflanzung nach drei Dimeiisionen laBt sich der

SchluB noch in- derselben Weise durchftihren, wenn die Bewegung
auBer von der Zeit nur vom Abstand vom Storungszentrum abhangt.
Denn wenn eine Funktion u von r und t allein der Gleichung (1468)

geniigt, so geniigt, wie ebenfalls Eider 198
) gefunden hat, die Funktion

(1610) ^ +^ = -^&quot;1^ or r or

der Gleichung der Saitenschwingungen. Daraus folgt: wenn die An-

fangsstorung sich gauz innerhalb einer um den Koordinatenanfangs-

punkt beschriebenen Kugel befindet, so ist in jedem spateren Augen-
blick das Storungsgebiet zwischen zwei Kugelflachen eingeschlosseu,

deren Radien beide niit der Geschwindigkeit 1 wachsen. Ist u nicht

nur von r und t abhangig, so gilt, wie S. D. Pozssow 1988
) zeigt, Ent-

Lagrange 14, p. 164. Erliiuteruiigen iiber die entsprechenden Verhaltnisse bei

Kugelschallwellen bei G. G. Stokes Phil. mag. 34 (1849), p. 54 = Papers 2, p. 85.

1987) Taur. misc. 2
2 (1760/61), p. 9 = Oeuvres de Lagrange 14, p. 186:

Berl. hist. 1759[66], p. 250. In der im Text gegebenen Form ist das Resultat

Eulers ubrigens erst von Lagrange formuliert, Taur. misc. 2
2 , p. 74 = Oeuvres 1,

p. 215.

1988) J. EC. polyt. cah. 14 (1808), p. 334. Auf gauz uuklareu Vorstellungen
beruht es, wenn J. Challis (Phil. mag. (2) 6 (1829), p. 125; Cambr. trans. Sj (1829),

p. 306; vgl. auch das Referat bull. Ferussac 16 (1831), p. 242) dasjenige parti-

kuliire Integral der Gleichung (1468), das die Raumkoordinaten nur in der Ver-

bindung r enthalt, als ,,the proper general integral&quot; dieser Gleichung bezeicb.net

und das (Cambr. trans. 3
S (1830), p. 385; Referat bull. Ferussac 16 (1831), p. 177)

dahin erlautert, dieses Integral sei allgemein ,,as regarding the mode of action

of the particles of the fluid on each other&quot;, das von Poisson gegebene ,,in regard
to its application to any proposed instance&quot;; dabei aber doch noch annimmt,

(Cambr. trans. 3j (1829), p. 310), in jedem vom Ursprung der r ausgehenden Ele-

mentarkegel konne die Bewegung eine andere sein. Seine Behauptungen werden

auch dadurch nicht klarer, daB er sie noch oft wiederholt. Cambr. trans. 5
2

(1834), p. 175 scheint er zu meinen, das geuannte Integral sei fiir Bewegung in

der Ebene das einzige von der Lage der Koordinatenachsen unabhangige; ib.

p. 177 (fiir die Ebene) und p. 180 (fur den Raum) betrachtet er die Beweguug
als iiberall rechtwinklig zu einer Wellenfliiche und zieht die Satze iiber die

gegenseitige Lage unendlich beuachbarter Norrualen einer solchen herbei. Schon
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sprechendes noch von dem Mittelwert der Funktion u auf einer um
das Storungszentrum beschriebenen Kugelflache:

2n +1

(i611) v~tt
o -i

Die Frage ist dann wieder akut geworden, als Poisson bald nach

dem Erscheinen der ersten Untersuchungen Fresnels auf die Schwierig-

keiten hinwies, die einer strengen Begrundung des Huyghensschen

Prinzips und damit der aus ihm folgenden Konstruktionen des reflek-

tierten und des gebrochenen Strahles entgegenstehen
1989

).
Zu einer Er-

ledigung der Frage konnte er damals schon deswegen nicht gelangen,

weil er Fresnels Bezeichnung des Athers als eines Fluidums zu eng

fafit und infolgedessen nicht die Differentialgleichungen der Elastizitats-

theorie, die damals eben erst von Navier aufgestellt waren 1990
),

sondern

die der Hydrodynamik zugrunde legt und hochstens die Koeffizienten

der longitudinalen Elastizitat nach den drei Koordinatenrichtungen

verschieden ninimt. Fresnel erwidert 1991
): die Erklarung des Umstandes,

claB kein
7,mouvement retrograde&quot; stattfinde, sei nicht das Ziel seiner

Untersuchungen gewesen.

Weiter ist die Frage in England besprochen worden. G. B. Airy

S. Earnshaw (ib. 6
8 (1837), p. 211) sagt dem gegenuber ,,it is in reality a very

particular integral&quot;.

1989) Ann. chim. phys. 22 (1823), p. 250 = Oeuvres de Fresnel 2, p. 192.

Nur dieser Auszug aus einer der Akademie vorgelegten Abhandlung ist ver-

offentlicht, diese selbst nicht; Poisson hat sich wohl bald selbst iiberzeugt, daB

seine Grundannahmen zu eng waren. Die Eesultate auch Bull. Ferussac 2 (1824),

p. 15. Vgl. namentlich die AuBerung Ann. chim. phys. 22, p. 253: ,,les lois de

1 optique . . . appartiennent a la mecanique des fluides et non a la simple geo

metric. &quot; Ein sich anschlieBender Brief an Fresnel, ib. p. 270 = Oeuvres de

Fresnel 2, p. 207, bespricht besonders die Schwierigkeiten, auf die man gefuhrt

wird, wenn man sich von der Huyghensschen Konstruktion aus verstandlicb.

machen will, daB die einmal erzeugte Welle nur nach auBen und nicht zugleich

auch immer wieder nach innen sich ausbreitet. Die Note von Fresnel, ib. 21

(1822), p. 226 und eine andere aus dem NachlaB von Lagrange, ib. p. 241 (nicht

in den Oeuvres von Lagrange?) betreffen nur die aus dem als feststehend ange-

nommenen Huyghensschen Prinzip abzuleitenden geometrischen Konstruktionen,

nicht seine eigene Begrundung.

1990) Paris Mem. 7 (1828), p. 375 (vom Mai 1821).

1991) Ann. chim. phys. 23 (1823), p. 37 = Oeuvres 2, p. 219. Die allgemeine

Auseinandersetzung, die er p. 48 gibt: ,,in der fortschreitenden Welle summieren

eich die Amplituden der einzelnen wavelets, nach ruckwiirts vernichten sie sich

gegenseitig&quot;, erledigt die Frage nur fur den Fall der Bewegung nur uach einer

Dimension und ist dann mit der bereits von Euler gegebenen identisch.
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begnugt sich mit einer ihn selbst nicht ganz befriedigenden
1992

)
Be-

rufung auf die Analogic des Falles der eindimensionalen Bewegung.
Aber schon H. T. 1993

) fragt im AnschluB daran, wie man denu

eigentlich die Intensitat der von den einzelnen Punkten der augen-

blicklichen Wellenflache ausgehenden Elementarwelleu bestimmen solle;

das babe weder Fresnel noch Airy gezeigt. Sein eigener Versuch,

diese Frage zu beantworten, fiihrt ihn freilich auf ein divergentes

Integral tier in Nr. 30 besprocbenen Art, und der Wert, den er diesem

zuschreibt, fiihrt, wie H. G. zeigt
1994

), zu dem mit der Erfahrung
im Widerspruch stehenden Resultate, daB auch im Mittelpunkt des

Schattens eiiies nicht mehr als klein zu betrachtenden Schinnes Licht

vorhanden sei. Ph. Kelland 199
^ versucht dem Problem dadurch bei-

zukomuien, daB er zunachst fur eine ebene Welle fragt: wie muB die

Intensitat der Elementarwelle genommen werden, damit das bekannte

Resultat herauskommt? Wird mit r der Abstand irgendeines Punktes

der ebenen Welle von einem in ihrer Ebene liegenden Koordinaten-

anfangspunkt bezeichnet, so verlangt das die Aurlosung der Integral-

gleichung:
00

(1612) /7(V
2

)
sin ^ (wt Yr

2

-f 6
2

) rdr sin^ (wt fe);

o

Kelland kommt mit Hilfe von Satzen aus Liouvilles Theorie der Diffe

rentiation zu beliebigem Index (Nr. 108) zu der Losung

1992) Math, tracts 2. ed., Cainbr. 1831, p. 267 : ,,the following answer appears

to be correct, but its application in several cases seems doubtful.&quot;

1993) Cambr. inath. J. 3
1 (1841), p. 46. Stokes papers 2, p. 288 nennt A. Smith

als den Verfasser. Er bemerkt p. 289, daB in dessen Untersuchung der Richtungs-

unterschied der den verschiedenen sekundaren Wellen entsprechenden Schwin-

gungen nicht beachtet sei. Die Annahme, cos oc = konne man dadurch recht-

fertigen, daB man nachber noch mit dem Polarwinkel multipliziere und fiber die

Peripherie integriere; das erlautert er papers 3, p. 228 (in einein Brief an Kelland

beziiglich desseu Untersuchung Edinb. trans. 15, p. 315) durch Einfiihrung eines

Konvergenzfaktors; und das erstere konne man rechtfei-tigen fiir eine Richtung,

die naherungsweise mit der urspriinglichen Wellennormale zusammenfalle. Man
erhalte dann auch wirklich eine Phasenverschiebung von

] Wellenlange.

1994) Ib. 4
2 (1843), p. 73. Er meint: ,,the principle of Huyghens . . . cannot

be looked upon as a physical principle but only as an artifice rendered neces

sary by the state of analysis, and which will not always represent the physical

conditions of the problem.&quot;

1995) Cambr. trans. 7 (1841), p. 169. Ein zweiter Aufsatz Edinb. trans. 15,

(1842), p. 315.
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bezeichnet dieses Resultat aber selbst als zweifelhaft. Nachdriicklich

sind Schwierigkeiten dann von R. Moon 1996
) hervorgehoben worden:

Wenn gezeigt sei, dafi die Bewegung eines Teilchens im wesentlichen

nur vou denjenigen Teilen der primaren Welle beeinfluBt werde, die

in der Nahe der durch dieses Teilcben gehenden Wellennormalen liegen,

diirfe duraus keineswegs geschlossen werden, daB man diesen SchluB

auch auf sekundare Wellen iibertragen diirfe. Man diirfe auch nicht

sagen: ?J
Die Funktiou

y&amp;gt;(&)
eines Winkels ist 1 fur 6 = und nimmt

dann nach beiden Seiten rasch ab; also darf man
&amp;lt;p(0)

durch 1 er-

setzen, weiin man nur tiber die Umgebung der Richtung der Wellen-

normale iutegriert&quot;,
und dann doch die Integration von oo bis -)- oo

ausdehnt.

Till. Sonstige Anwendungen,

100. Ermittelung des Wertes bestimmter Integrale auf Grund der

Integraldarstellung der Koeffizienten trigonometrischer Reihen. Ist die

Entwicklung einer Funktion in eine trigonometriscbe Reihe auf anderm

Wege als unter Benutzung der Integraldarstellung der Koeffizienten

(Nr. 16) gefunden, so kann diese Darstellung umgekehrt zur Aus-

wertung der betreffenden bestimmten Integrale dienen. So leitet z. B.

J. L. Badbe 91
)

aus den Formeln von Nr. 2 die Werte der Integrale

f
CO.

J 1

cos ncc dtx

a cos a

ab. Weitere Beispiele hat 0. Schlomilch zusammeiigestellt
1998

); Sum
mation uach n bzw. Multiplikation der Entwicklungen zweier ver-

schiedener Funktionen liefert ihni noch andere.1999
)

D. Sierens dc

Haan~m)
leitet aus der Integraldarstellung der Koeftizienten der Ent

wicklung von log p weitere Formeln durch Differentiation ab.

101. Ermittelung des Wertes bestimmter Integrale mit Hilfe

der Fourierschen Integralformel. DaB es zuweilen gelingt, ein be-

stimmtes Integral dadurch auszuwerten, daB man es in eine der

1996) Phil. mag. (3) 26 (1845), p. 90. Er gebraucht die strengsten Aus-

driicke; in einer zweiten Abhandlung 27 (1845), p. 46 entwickelt er ziemlich

komplizierte Vorstellungen iiber die Natur der Lichtwellen.

1997) Differential- und Integralrechnung 1, Zurich 1839, p. 279.

1998) Beitriige zur Theorie bestimmter Integrale, Jena 1843, p. 35.

1999) p. 38.

2000) Arch. 13 (1849), p. 193. Die Differentiation nach n p. 197 ist jeden-

fallss ohne weiteres nicht zulassig. Die Formel (B) auf p. 209 ist so, wie sie dort

steht, nicht richtig.
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Fourierschen Integralformeln einfuhrt, dafiir hat bereits .ff. G.v.Schmidten

ein Beispiel gegeben
2001

):
Fiihrt man

(1614) f(x)= I exp t
2 ^)dt

in die Cosinusformel (790) ein, so kann man zuerst die Integration

nach mit Hilfe von (947), hierauf ganz elementar die nach t und

endlich die nach | mit Hilfe von (847) ausfuhren; man erhalt so

IJ/jr exp ( 2x) [wie auch sonst bekannt].

Auf der Benutzung der Fourierschen Integraldarstellung beruht

es auch, wenn S. D. Poisson 2002
)
zu der Gleichung gelangt:

exp ( #) [(p -f I) cos

J
-

(|_| 1 )(2g +
o

n exp ( #,) [(p + li) sin ii + li cos rc|a

&quot;

Eine eigentiimliche Anwendung des Integralsatzes findet sich noch

bei Cawc%
2008

); soil das Integral

(1615) J

in welchem 7 bekannt ist, durch die Funktion

H

F(x) = Tcos xtf^dt,
*.

ausgedriickt werden, so driickt er y durch das Integral aus:

00 00

y(Q = -| JJ cos|joosj.y(a)(fjrf

und ersetzt die Produkte trigonometrischer Funktionen von j durch

2001) Ann. de math. 2 (1822), p. 221; J. f. Math. 5 (1830), p. 392.

2002) Chaleur p. 340. Er meint, man konne den Wert dieses Integrals ,,par

aucun proce&quot;d
directe&quot; finden, und begnugt sich daher mit der Verifikation

einiger Spezialfsille. Ubrigens handelt es sich urn ein divergentes Integral: an

1 |s
t t

Stelle des Faktors
^
stand ursprunglich ^ rt

1

^ ,
und es war zu

s Si (s 5i ) -p &amp;lt;7

g = iibergegangen worden.

2003) Mem. pr^s. 1 (1827) = Oeuvres (1) 1, p. 162. Entsprechendes auch

fur mehrere Variable.
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Summen, so kommt:
-foe oo

(1616) /= jj cos
( x~)y($F(a)dadi.

00

102. Darstellung der &quot;Wurzeln von Gleichungen durch Integrale.

DaB man die Lagrangesche Reihe (II Bl, Osgood, Nr. 15, p. 44):

n!
n-l

die der Grleichung

(1618)
= +

geniigt, durch ein einfaches bestimmtes Integral darstellen kann, hat

bereits M. A. Parseval gezeigt
20(M

).
Er geht davon aus, daB man die

Reihe (1617) erhalt, wenn man

i! dlt

WO
.-!

(1620)

nach it Ton bis 1 integriert und daun nur die von s freien Glieder

beibehalt. Da nun

T yfo+ s)

u1- -f(+*)
o

also

ist, so braucht er nur noch seinen Integralsatz (467) anzuwenden, urn

den folgenden Ausdruck zu erhalten:

rt

(1621) y a=
&quot;&quot;/ {

wobei

ist.

cost;

o

. D. Poisson 2005
) kommt zu einer entsprechenden Darstellung fur

2004) Paris Mem. pres. 1 (1806), p. 567 (von 1804).

2005) J. c. polyt. cah. 19 (1823), p. 497.
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eine beliebige Funktion F von y, inderu er aus den Integralrelationen

/ (9&amp;gt;(a))*
fiir w&amp;gt;0

(1622)
-

I e~ nxi
log (1 ef tp (a}) dx =

zunachst die Gleichung
n

(1623) B^aJiT-|^1 [- *&amp;gt;) log (1
-

- 7T

n

fur n &amp;lt;

ableitet und dann nach w summiert; er erhalt so:

(1624) F(y) JP(a)

~
log (1

was fiir F(a) ^ K in die von Parseval gegebene Formel iibergeht;

und durch partielle Integration noch:

(1625)

= i CF(a2J

G. Librim6} gelangt von seiner Formel (601) aus zu einer Dar-

stellung der Wurzel durch ein dreifaches Integral, von der er selbst

zugibt, dafi sie viel weniger einfach ist als die Parsevalsche.

Gr. Boole 2006
*) zeigt durch Einfiihrung einer neuen Integrations-

variabeln, daB

wenn / (M)
= x. Er leitet daraus die Unikehrungsformeln von Lagrange

und Laplace ab.

Dagegen erscheint die einfachste Gestalt der hier einschlagenden

Formeln bei A. Caucliy*
001

),
der von seinen Residuensatzen aus zu der

2006) Torino mem. 28 (1824), p. 259 (von 1822).

2006*) Dublin trans. 21 (1848), p. 136 (von 1846); in etwas anderer Dar-

etellung Cambr. Dubl. j. 3 (1848), p. 113.

2007) Exerc. de math. 1 (1826) = Oeuvres (2) 6, p. 421; Andeutungen auch

schon Paris Me&quot;m. 4 (1819/20[24j)
= Oeuvres (1) 2, p. 9; fiir den Fall, daB die

Funktion noch einen Parameter enthalt, im Turiner me&quot;moire p. 22. Die Formeln

von Cauchy warden sich durch partielle Integrationen aus der von Parseval,

Poisson und Jacobi benutzten Gestalt ergeben.
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Gleichung gelangt:

in ihr bedeutet
&amp;lt;p irgendeine im Einheitskreis regulare Funktion,

und die Summe ist iiber alle diejenigen Wurzeln der Gleichung

F(z) = zu erstrecken, dereii absoluten Betrage kleiner als 1 sind.

Diese Determination der Wurzeln, iiber die die Summe zu erstrecken

ist, erscheint auch bei C. G.Jacobim8), bei dem die Formel weniger

einfach lautet

(1627)
A-=l

n

-
I
(sinn^arctg

-

costt#log]/Z7
2
-|-F

2

Jd;r

nr
~%7C.

und die Summe iiber alle Wurzeln zu erstrecken ist, deren absoluten

Betrage kleiner sind als der benutzte Wert von r.

In weiteren Abhandlungen Cauchys erscheint dann die Verallge-

meinerung dieser Formel fiir ein Ringgebiet
2009

)
und fiir einen be-

liebigen Bereich 201
) ;

auch fiir Funktionen von mehreren Verander-

n 2011
).

Daran schliefieu sich dann 2012
) die Satze iiber den ,,calcul des

2008) J. f. Math. 2 (1827), p. 6 --= Werke 6, p. 19. Bin zwelter Aufsatz Jacobis,

J. f. Math. 6 (1830), p. 257 = Werke 6, p. 26 enthiilt nichts, was fur uns hier in

Betracht kiime.

2009) Turiner memoire p. 35.

2010) Zweites Turiner memoire; im Auszug Bull. Ferussac 16 (1831), p. 121.

2011) Turiner memoire p. 48.

2012) In einer groBeren Abhandlung ,,sur les rapports qui existent entre le

calcul des residus et le calcul des lirnites&quot;, lith.? Turin 1832, von der ein ubrigens

alles Wesentliche enthaltender Auszug Bull. F^russac 16 (1831), p. 123, ein

kurzerer Paris C. R. 4 (1837), p. 216 = Oeuvres (1) 4, p. 38 und eine von

A. Lombardi besorgte italienische Ubersetzung mem. soc. ital. 22
t (1839), p. 91

erschienen ist. Eine dritte Turiner Abhandlung, von 1833 die italienisch ib.

p. 228 und franzosisch
,
mit einem 2. Teil vennehrt J. EC. polyt. cah. 25 (1837),

p. 176 = Oeuvres (2) 1, p. 416 veroffentlicht ist, (ein Auszug auch Paris C. E. 4

1837), p. 672 = Oeuvres (1) 4, p. 45) gehort nicht mehr in diesen Gedanken-

kreis, sie macht es sich im Gegenteil zur Aufgabe, den genannten Satz vorn Zu-

sammenhang mit dem Randintegral losgelost direkt durch tJ
T

berlegungen der Ana

lysis situs zu beweisen; und das gleiche gilt von den Beweisen, die Sturm und

Liouville (J. de math. 1 (1836), p. 278: Reduktion auf die Umgebung eines ein-
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indices&quot;,
d. h. die Bestimmung der Anzahl der Wurzeln der Gleichung

u -f- iv = innerhalb ernes Bereiches durch die Abzahlung derjenigen

Stellen auf seinem Rande, an welche der Quotient - - beim Durch-

gang durch oo von positiven zu negativen Werten oder umgekehrt

iibergeht.

Andererseits leitet A. Cauchy
2015

)
aus der Fourierschen Integral-

formel die folende ab:

(1628) cos (%A) cos (ijS) . . . f(cc, /3,
. . .

D\

darin bedeuten A, B, . . . irgendwelclie Funktionen von
, /3, . .

.,
D

ihre Funktionaldeterminante, und die Summe ist fiber alle diejenigen

Losungssysteme der Gleichungen

A = 0, S = 0, . . .

zu erstrecken, die dem Integrationsgebiet dieser Variabeln angehoren;

nach % } r],
. . . ist zwischen den Grenzen oc uad -f- oo zu inte-

grieren. Insbesondere niramt er 2014
)
im Falle n = 1 fiir A und S den

reellen und irnaginaren Teil eiuer Funktion des komplexen Arguments
a -J- ifi und erhalt so Fornieln fiir die symmetrischen Funktionen der

einem gegebenen Gebiete angehorenden komplexen Wurzeln einer alge-

braischen oder transzendenten Gleichung.

R. Murpliy
1

*} gibt zunaehst die Formulierung: die kleinste

Wurzel 2016
)

der Gleichung cp(x)
= ist entgegengesetzt gleich dem

zelnen Wurzelpunktes) ;
ebenso Cauchy selbst, (Paris C.R.4 (1837), p. 674= Oeuvres

(1) 4, p. 45) und Sturm allein (ib. p. 290: Untersuchung der Wertveriinde-

rung von arc (w + )); ebenso A. de Morgan, Cambr. trans. 7
8 (1842), p. 297 ge-

geben haben. Vgl. dazu die Bemerkungen Cauchys Paris C. R. 5 (1837), p. 6 =
Oeuvres (1) 4, p. 81, die Darstellung, die Moigno (J. de math. 5 (1840), p. 75;

deutsch bearbeitet von J. A. Grunert, Arch. Math. 1 (1840), p. 19) von diesen

Dingen gibt, sowie IB3a, Runge, Nr. 6, p. 418.

2013) J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 538; Bull. Ferussac 4 (1825), p. 71; vgl.

auch W. E. Hamilton, Dubl. trans. 19
S (1843), p. 315.

2014) J. EC. polyt. cah. 19, p. 542. Auf eine Angabe Laurents hin, (Paris

C. R. 17 (1843), p. 349) er sei im Besitze einer Methode ,,zur Separation der

Moduln der Wurzeln einer algebraischen Gleichung&quot; ohne Zuhilfenahme der

Gleichung der Quadrate der Wurzeldifferenzen
,
bemerkt Cauchy (ib. p. 370 =

Oeuvres (1) 8, p. 17) das sei schon durch seine alten Untersuchungen gelost.

2015) Cambr. trans. 4
t (1831), p. 129 (Auszug bull. Ferussac 16 (1831), p. 128);

treatise on algebraic equations p. 77.

2016) Er meint, das Verfahren gebe ,,analytisch&quot; jede Wurzel, ,,arithmetisch
u

die kleinste; iiber die Definition der ,,kleinsten&quot;, wenn sie komplex sind, ist er

sich iibrigens im unklaren (p. 138).
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Koeffizienten von x~ l in der Entwicklung von

log
*
x

nach steigenden und fallenden Potenzen von x; und allgemein
2017

):

siud !, 9 ,
. .

., ,
die w kleinsten Wurzeln dieser Gleichung, / eine

beliebige Funktion, so ist f(Kl ) + /&quot;(a2) H-----\- f(aj mf(V) ent-

gegengesetzt gleich dem Koeffizienten von x~ J in der Entwicklung von

Nachher 2018
) zeigt er, daB der Koeffizieut von a;-

1 in der Entwicklung

irgendeiner Funktion F(x) gleich

(1629) \

8+tMi

ist, und schreibt dann auch die iibrigen Satze entsprechend urn. A. de

Morgan beraerkt dazu 2019
):

die Ableitung beruhe auf der sicher nicht

zutreffenden Voraussetzung, daB nur eine solche Entwicklung einer

Funktion moglich sei; diese Schwierigkeit falle bei der umgekehrten,

mit den Integraltheoremen beginnenden Ableitung weg, weil sich aus

dieser selbst ergebe, welche Entwicklung man zu nehmen habe.2020
)

103. Analytische Darstellung des reellen und des imaginaren

Bestandteils einer Punktion komplexen Arguments vermittelst ihrer

Werte fur reelle Argumente
2021

).
Die Aufgabe: wenn eine Funktion

reellen Arguments f(x) gegeben ist, den reellen und den imaginaren

Teil derjenigen Funktion f(e] analytisch darzustellen
,

die entsteht,

wenn man in f(x) an Stelle von x ein komplexes Argument z= x-\-iy

einfiihrt, hat sich zunachst bei hydrodynamischen Problemen darge-

boten. Schon J. d Alembert-^ hatte das Problem der ebenen Potential-

bewegung auf die Aufgabe reduziert, zwei Funktionen M
,
N von x

2017) p. 138; p. 133 fur m = l, p. 135 fiir f(x)
= x.

2018) p. 146. Die Beziehung zum Parsevalsclien Satz bemerkt er selbst p. 150.

2019) Differential and integral calculus, Lond. 1836/41, p. 328, 644. [Man
muB diejenige Entwicklung nehmen, die in der Umgebung des Nullpunktes kon-

vergiert.]

2020) /. Coclde macht Phil. mag. (3) 32 (1848), p. 421 darauf aufmerksam,

daB das Verfahren bereits bei Lagrange, Berl. Mein. f. 1768, p. 261 sich finde.

2021) Man vergleiche hieiv.u die Vorarbeiten zur Geschichte der Funktionen-

theorie im 18. Jahrhundert von P. Stiickel, Bibl. math. (3) 1 (1900^, p. 109; 2

(1901), p. 111.

2022) Essai d une nouvelle theorie de la resistance des fluides, Paris 1752,

chap. 4, p. 60.
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und y so zu bestimmen, dafi Mdx -f Ndy und Ndx Mdy gleich-

zeitig vollstandige Differentiale du, dv werden; auch hatte er gezeigt
2023

),

daB dazu v -j- iu eine Funktion von x iy, v iu eine solche von

x -j- iy sein mu8, allerdings nur, indem er die fur reelle Argumente
bzw. Verbindungen der Argumente geltenden Satze iiber die Abhangig-

keit und Unabhangigkeit von Funktionen voneinander ohne weiteres

auch auf komplexe Verbindungen iibertrug. L.Euler*} fugt dem bei:

soil u -J- iv f(x iy) werden und sich fur y = auf eine gegebene

Funktion
00

(1630) f(x) =^(An + tjys-
n-Q

reduzieren, so setze man

x iy
=

r(cos cp i sin
&amp;lt;p);

dann wird:

(1631)
u =2(An cosn(P + Bn sinwg?)y&quot;,

v = ^(Bn cosny An sin ny)r
n

.

Daraus ergeben sich fiir das hydrodynamische Problem die Gleichungen

des Systems der Stromlinien; unter ihnen muB bei geeigneter Spe-

zialisierung der Konstanten auch die Gleichung der etwa vorhandenen

festen Wand enthalten sein. Dabei stellt sich aber sogleich eine

Schwierigkeit em, auf die d Alembertmn
)
aufmerksam macht: es miiBte

2023) p. 61.

2024) Berl. Mem. 1755[67], p. 357. Schon Lagrange (Taur. misc. 3 (1765/66)

= Oeuvres 1, p. 506) macht darauf aufmerksam, daB dieses Verfahren nur anwend-

bar sei, wenn die Funktion f(x) nconnue analytiquement&quot; ,
nicht wenn sie nne

donnee que mecaniquement&quot; sei. Ahnlich Poisson (Paris Mem. 3 (1818[20]\ p. 173;

chaleur p. 172) und Cournot (Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 410).

2025) Opuscules mathematiques 1, Paris 1761, p. 140. Er behauptet sogar

( auch noch 6 (1868), p. 42), wenn die Gleichung der Wand nicht die angegebene

Form habe, sei das Problem analytischer Behandlung iiberhaupt nicht zugang-

lich. Er iibersieht dabei, daB die Gleichung, wenn sie auch nicht in der ge-

wunschten Form gegeben ist, doch immer auf sie gebracht werden kann; wie er

iibrigens spater (ib. 5 (1768), p. Ill) selbst durch Beispiele zeigt. Die Ableitung

von f(x -\- iy) aus f(x) mit Hilfe der Potenareihe erscheint auch wohl in der

symbolischen Form:

f(x + iy)
= cos (y^ f(x) + i sin

(y

so bei H. Goodwin, Cambr. trans. 8S (1847), p. 344. (Auszug phil. mag. (3) 30

(1847), p. 367. Cambr. Dubl. j. 1847, p. 228 Verallgemeinerung fiir den Fall daB

f(x) imaginare Koeffizienten hat. Auch G. G. Stokes schreibt so Cambr. trans. 7S

(1842), p. 442 = Papers 1, p. 4). Auch bei komplexen Funktionen, indem er
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demnach die Gleichung der Wand immer auf die Form: imaginarer

Teil einer Funktion von x -\- iy gleich einer Konstanten gebracht

werden konnen, wahrend doch nicht jede Funktion von x und y als

ein solcher Bestandteil angesehen werden kann.

J. L. Lagrange
2026

}
behandelt dann die Aufgabe, zwei Funktionen

komplexen Arguments so zu bestimmen, daB die Gleichung

&amp;lt;P(x -\- iy) W(x iy)
= einer gegebenen Konstanten H

langs gegebenen Begrenzungslinien erfiillt ist. Er reduziert die Frage

zunachst fiir den Fall, daB alles zur #-Achse symmetrisch ist, auf

zwei einfachere, in denen *P entweder = oder = $ ist. Wenn
die Begrenzungen von Geraden y + xtg%7t gebildet sind, ergibt

sich die Losung aus seinem schon friiher erwahnten allgemeinen An-

satz; er erhalt so nach lingerer Rechnung und unter Benutzung diver-

genter Reihen:

(1632) (x)
=

-^H-

bzw.

(1633) 0(z) = ,f.log* +

Durch Grenziibergang konimt er auch noch zu dem Fall, daB die Be-

grenzung von zwei parallelen Geraden gebildet wird. Nachher setzt

er noch eine Gleichung der Form

(1634) f(x + iy) + f(x
-

iy}
= a f(x) + (f(x + ny] + f(x n

an, entwickelt beiderseits nach Potenzen von y und vertauscht rechts

die Summationsreihenfolge; durch Koeffizientenvergleichung erhalt er

dann zur Bestimmung der an ein unendliches System linearer Glei-

chungen und durch dessen Auflosung die Werte 2027
):

(1635) a = -

a
-~ ?- a ( IV*

n &quot;

f(z, 10}
= in

/ \

zerlegt.

2026) Taur. misc. 3 (1765 66) = Oeuvres 1, p. 499. Vgl. auch seine Briefe

an d Alembert, Oeuvres 13, p. -22, 30.

2027) Oeuvres 1, p. 510; 13, p. 44.
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mit der an und fur sich noch willkiirlichen Konstanten a, die er, um

raschere Konvergenz zu erzielen, gleich 1 nimmt.

J.d Alembert bemerkt 2028
)
zu Lagranges erstem Verfahren: da6 die

yon diesem angegebenen Ausdriicke den Bedingungen wirklich ge-

niigten, konne man leicht mit Hilfe der schon friiher von ihm auf-

gestellten Formeln fur Potenzen mit kornplexer Basis und komplexem

Exponenten nachweisen. Statt Lagranges zweite Formel zu benutzen,

konne man auch neben der Taylorschen Reihe, d. h. der Darstellung

der ersten Differenz der Funktion f(x) durch ihre Differentialquotien-

ten, noch die entsprechenden Darstellungen der hoheren Differenzen

mit heranziehen 2029
); aber auch davon habe man nichts 2080

): bei einer

,,algebraischen&quot;
Funktion brauche man es nicht und bei einer ,,dis-

kontinuierlichen&quot; konne man es nicht anwenden, da die benutzten

Formeln Stetigkeit aller Ableitungen voraussetzten.

Einige Jahre spater kommt er noch einnial auf die Frage zu-

riick. Er geht jetzt von der Bemerkung aus 2031
), daB man den Be-

diugungen f(x + y) f(x y)
= const fur x = a und fur x = b

durch eine periodische Funktion geniigen konne-, eine solche stellt er

zuerst durch eine Entwicklung nach Potenzen trigonometrischer Funk-

tionen dar, ersetzt diese dann aber durch eine Entwicklung nach den

Funktionen der Vielfachen des Arguments. Indem er dieses Resultat

ohne weiteres 2032
)

auch auf den Fall iibertragt, daB an Stelle des

2028) Taur. misc. 3, p. 383; vgl. auch seinen Brief an Lagrange in dessen

Oeuvres 13, p. 26. Wenn d Alembert meint (p. 385 bzw. 28; vgl. auch opusc. 5,

p. 109), fur den Fall, daB die Begrenzung die #- Achse schneidet, sei nur der

Wert von H zulassig, so erkennt er nicht, daB dann der Ursprung ein singu-

larer Punkt ist; und wenn er weiter meint, derselbe Wert miiBte dann auch

fiir jede Stromlinie gelten, die die Achse trifft, so erkennt er nicht, daB die

Stromlinien die Achse alle in demselben singularen Punkt treffen konnen.

2029) Taur. misc. 3, p. 391. d Alembert meint, das gebe rune [formule]

toute differente&quot; ;
tatsachlich muB es auf dieselbe Formel fiihren. Aber darin hat

er recht, daB sein Verfahren direkt erkennen ItiBt, wie die Reihe rechts abbricht,

wenn fiir f(x) eine rationale ganze Funktion genommen wird. Weitere Aus-

fiihrungen hierzu gibt er noch opusc. 5, p. 123.

2030) Taur. misc. 3, p. 393; opusc. 5, p. 130. Was A. Genocclii (Ann. sc.

mat. 8 (1857), p. 398) dazu bemerkt, entscheidet nicht: die Anwendung der New-

tonschen Interpolationsformel auf andere als rationale ganze Funktionen verlangt

eine Konvergenzuntersuchung; und wenn er statt dessen ein Restglied hin-

schreibt, so fuhrt die Frage nach der Zulassigkeit der Einfuhrung komplexer

Argumentwerte in dieses auf das Hauptproblem selbst zuriick.

2031) Opusc. 5 (1868), p. 50; weitere Ausfuhrungen p. 95.

2032) p. 96 beruft er sich zur Rechtfertigung dieser Behauptung auf die

Entwicklung nach Potenzeu von y.
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reellen y eine imaginare GroBe iy tritt, kommt er zu dem Resultat,

man konne die von Lagrange behandelte Aufgabe durch den Ansatz

(1636) f(x + 2/)
= J5X, cos (nz + niij)

oder:

(1637) f(x -f- iy]
=JX4

sin (nx + nay)

angreifen. Nachher 2033
)

wendet auch er Lagranges erstes Verfahren

(die Reduktion auf eine Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung)

an; durch andere Anlage der Rechnung kommt er auch von diesem

aus zur Losung durch eine trigonometrische Reihe.

Zu einer wirklichen Losung der Aufgabe in der Form (1636) oder

(1637) ist d Alembert nicht gelangt, da er die ihm zwar bekannte Dar-

stellung der Koeffizienten trigonometrischer Reihen durch Integrale

fiir die Entwicklung willkurlicher Funktionen zu benutzen nicht fur

zulassig hielt. Das hat erst Fourier getan, der in der Tat im An-

schluB an seine Nr. 74 besprochenen Untersuchungeu ausdrucklich

sagt
2034

):
der reelle Teil derjenigen Funktion komplexen Arguments,

die sich far y = auf f(x) reduziert, lafit sich durch die Reihe:

&amp;lt;*&amp;gt; n

(1638) u =
^e~&quot;

y smnx I f(K)smnccdK
71 = 1

oder, was wegen (1212) dasselbe ist, durch das bestimmte Integral

7t

(1639) u = | @in yf { t^-=^-^ ~^y^^

2033) p. 106. Er schreibt ^An 8in n cos ny, ohne zu beachten, dafi das ja

identisch null ware; er ruuBfce das sinnn; mit in die Konstante hineinnehmen.

Nachher (p. 108, 114) redet er doch wieder so, als ob er glaubte, man kame

za noch allgemeineren Losungen, wenu man neben den trigonometrischen Funk

tionen der Vielfachen des Arguments auch noch Potenzen von ihnen mit in die

Reihe autnehme.

2034) Theorie Nr. 237 == Oeuvres 1, p. 237. tJber den Grad der Allgemein-

heit dieser Losung driickt er sich einigermaBen unbestimmt aus; tatsachlich ist

sie dadurch spezialisiert, daB sie fiir y = -\- oo gegen konvergiert; und auBer-

dem ist sie auf den Fall beschrankt, daB fiir f(x) eine ungerade periodiache

Funktion genommen wird bzw. die etwa nur fiir ein bestimmtes Intervall vor-

geschriebenen Funktionswerte dieser Forderung gemilB iiber das Intervall hinaus

fortgesetzt werden. Vgl. Note 1667 u. 1668. Die Reduktion von

~

COS (f*

auf arctg^- auch bei D. F. Gregory Carnbr. math. j. 2 (1838), p. 118.

Enoyklop. d. math. Wwsensch. II 1. 85
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ausdrucken. Er hat dann auch 2035
) seine Integraldarstellung zu dem

gleichen Zwecke benutzen wollen, indem er in ihr einfach x durch

x -j- iy ersetzt. Die Frage, unter welchen Umstanden Has erlaubt

ist, hat S. D. Poisson 36
) wenigstens an Beispielen untersucht. Er

findet, daB das fiir f(x)
= sinpx ocler f(x)

= cospx der Fall ist,

wenn p &amp;gt; genommen und die Forinel so verstanden wird, daB zu-

erst nach bis zu einer endlichen Grenze
05, hierauf nach a integriert,

endlich zu to = oo iibergegangen wird. Fur f(x]
=

(1 -j- a;
2

)&quot;

1 da-

gegen findet er es bequerner, zuerst nach a zu integrieren; dann gibt

die Formel das richtige Resultat nur, solange der imaginare Bestand-

teil von x absolut kleiner als 1 ist; sonst werden die Integrale un-

bestimmt.

A. Caucliy will die Schwierigkeit durch Zufugung eines Konver-

genzfaktors beseitigen. Indem er dann wie in Nr. 77 verfahrt, ge-

langt er zu der Formel 2087
)

(1640) /-(a; + y)

+00

_ / 4 .

N. H. Abel glaubte in einer Jugendarbeit
2038

)
die Aufgabe durch

2035) Theorie Nr. 420 = Oeuvres 1, p. 505; Ann. chim. phys. 3 (1816), p. 361.

So wie er die Integrale schreibt (Integration zuerst nach ), sind sie freilich auf

jeden Fall sinnlos, wie G. Darboux in einer Note zu der Stelle mit Recht her-

vorhebt.

2036) J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 459; einige Andeutungen auch schon

Bull, philomat. 1822, p. 137. Er bemerkt an der erstgenannten Stelle: man diirfe

nicht etwa den Beweis fur die Giiltigkeit der Formel auch fur komplexe Argu-
mentwerte dadurch fuhren wollen, daB man einfach x durch x-\-iy und dann

a durch o: iy ersetze; denn das wurde heiBen, von der einen Grenze des Inte

grals zur andern durch andere Werte als vorher, namlich durch komplexe gehen,
eine der Stellen, an denen Poisson die Abhangigkeit eines Integrals vom Inte-

grationswege streift.

2087) Bull, philomat. 1821, p. 151; J. EC. polyt. cah. 19 (1823), p. 567. An
der letzteren Stelle setzt er auseinander: man konne f(x -j- iy) definieren als

P o

,,diejenige Losung der Gleichung -^ = i~
,

die sich fiir y = auf f\x) redu-
oy ox

ziert&quot;; aber das fvihre auch wieder nur auf die Integration der Laplaceschen

Gleichung. Eine Untersuchung der Giiltigkeitsbedingungen der Gleichung (1640)

ware vielleicht auch jetzt noch von Interesse.

2038) Mag. f. naturvid. 1 (1823) == Oeuvres 1, p. 20. Die Zeichen der abso-

luten Betrage fehlen bei Abel, miifiten aber jedenfalls stehen. Abel will die
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das Doppelintegral

(1641) f(x + iy) +ao t-

_|_ f (x
_ ^) =

- \y
f(x + t) exp ( v 2

t
t&amp;gt;y )

v dtdv

gelost zu haben. Wiirde man in ihm (was Abel nicht tut) die Inte

gration uach v zuerst ausfiihren, so wurde man die Gleichung

(1642) f

erhalten, die eine gewisse Verwandtschaft mit Caucbys Residuen-

formeln 2039
)

+ 00

(1643)

(1644)

(1645)

aufweist. Aber diese Formeln gelten nur unter bestimmteu Voraus-

setzungen iiber die Funktion
/&quot;(#);

und aus dem Liouvilleschen Fun-

damentalsatz (II B 1, Osgood, Nr. 4, p. 19) zusammen mit dem Sym-
metriesatz (ib. Nr. 20, p. 57) geht hervor, daB diese Voraussetzungen

Formel beweisen, iridem er rechts f(x + 1) nach Potenzen von t entwickelt und

gliedweise iritegriert; dabei schreibt er freilich, wie J. Bertrand, Ann. di mat. 1

(1858), p. 150 mit Recht einwendet, divergenten Integralen endliche Werte zu;

und auch wenn man das dadurch heilen wollte, daB man sie als ,,integralea

extraordinaires&quot;
1S76

)
auffaBte oder durch Schleifenintegrale (II B 1, Osgood,

Nr. 17, p. 51) ersetzte, bliebe immer noch die Unmoglichkeit, die gliedweise

Integration zu rechtfertigen.

J039) Mem. sur les int. def., Paris 1825, p. 61, 62; exerc. de math. 1 (1826)

= Oeuvres (2) 6. p. 138; Gerg. Ann. 17 (1827), p. 91, 92. Von diesen Formeln

unterscheiden sich iibrigens nur durch die Bezeichnung diejenigen, die Abel in

einer anderen Jugendarbeit (Oeuvres 2, p. 79; zuerst 1839 in Holmboes Ausgabe

publiziert) gewinnt, iudem er in den Integralrelationen (847), (848), (859) die

Variable x durch das Difterentiationssymbol d/dx ersetzt und an der Funktion

f(x) operiert. Formeln iihnlicher Art stehen ubrigens auch bei H. Vernier, Gerg.

Ann. 15 (1830), p. 178 und bei v. Schmidten, J. f. Math. 5 (1830), p. 396. ScJilo-

mikhs Beweis der Abelschen Formeln (Arch. 12 (1849), p. 139) setzt voraus daB

f (z) rechts von der Achse der rein imaginaren z endlich bleibt. Hat man es

unter ilieser Voraussetzung wirklich mit einer Losung zu tun?

86*
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nicht erfiillt sein kounen, wenn f(x) fiir reelle Werte von x reell und

nicht konstant ist.
2040

)

Die Grleichungen

(1646)

(1647)

a&amp;gt;0

(1648)

in welchen F(reiu
]
= &(r} u) -J- i l

(r, u) ist, stehen auch bei 0. Schlo-

milch*Qil}. Er erhalt sie aus den trigonometrischen Entwicklungen
nach den Funktionen der Vielfachen von u mit Hilfe der Formeln

von Nr. 59 b durch gliedweise Integration.

Bei E. Hoppe** )
steht die (Heichung

(1649) ff 0) log (1 2r cos x -f r*}dx
o

+ 00

/\
r i*/c\ i \ // \ f*f c\ \ i /*//&quot;\\n

(**

[f(znx -f- ix) f(ix) f(2nx) -{- f(0)J *\e
t

r
00

er leitet sie zunachst fiir f(x)
= x &quot;1 + x ab und daraus dann allgemein.

DaB ein Ausdruck der Form

(1650) u - f,(x + iy] + f,(x
-

ly)

nicht nur dann ein reelles Resultat gibt, wenn fa und /j identisch

sind, sondern auch dann, wenn sie konjugiert komplex sind, ist nicht

sogleich bemerkt worden; J. Challis iibersieht es noch 1829 2043
)
und

1334. 2044
;

S. Earnshaw zoi
^ scheint zu meinen, daB man eine allgemeinere

2040) Fiir f(x) = exp x gelangt Abel, wie Bertrand ebenfalls bemerkt, nur

durch einen Rechenfehler zum richtigen Resultat.

2041) Analyt. Studien 2, Leipzig 1848, p. 117; p. 122 auch entsprechende
Formeln mit a 2 w 2 im Nenner.

2042) J. f. Math. 40 (1850), p. 141.

2043) Phil. mag. (2) 6 (1829), p. 12G. Vgl. die scharfe Kritik von J. Berlrand,

Paris C. R. 23 (1846), p. 827.

2044) Cambr. trans. 5
2 (1834), p. 175.

2045) Cambr. trans. G. (1837), p. 208; p. 223 analog fur drei unabhiingige
Variable.
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Losung als (1650) erhalte, wenn man erne Summe

iiber alle moglichen Werte der Konstanten a, ft erstrecke, die der

Bedingung a 2

-j- |3

2 =
geniigen.

E. Murphy gibt die eigentiimliche Darstellung
2046

):

x + iy

(1651) &amp;lt;

wobei:

y /

G. PfafW*4*) ersetzt Lagranges Auflosung des unendlichen Glei-

chungssystems durch eine iibersichfclichere, beimtzt aber dabei auch

divergente Reihen. Yon seinen Beispielen fiihrt schon }/^ auf einen

imaginaren Ausdruck fur eine reelle GroBe: er verlafit daher das Ver-

fahren wieder und wendet sich zu trigonometrischen Reihen.

A. Genocdii bemerkt 2048
), Lagranges Gleichung (1634) ergebe sich

unmittelbar aus der gewohnlichen Lagrangeschen Interpolationsformel

(IB, la, Netto, Nr. 2, p. 229), wenn man diese fiir unendlich viele

gegebene Argumentwerte in Anspruch nehme. Er will aber diese

Bemerkung selbst nicht fiir einen Beweis ausgeben, verweist vielmehr

auf Cauchys Residuenformeln; da er aber diese nur in ihrer unvoll-

kommenen ersten Gestalt kennt, so sind die Gultigkeitsbedingungen
fiir die Gleichung (1634) auch bei ihm ungeniigend angegeben. Wenn
diese Bedingungen erfiillt seien, so konne man aus ihr folgern, daB

die |Fouriersche Integralformel dann auch fiir rein imaginare Argu
mentwerte in Anspruch genommen werden diirfe 2049

).
Planas Beweis

verwirft er wegen der Benutzung der divergenten Reihen.2050
)

Plana bemerkt noch 2051
): wenn die Benutzung des unendlichen

2046) Cambr. trans. 3
8 (1830), p. 430. y ist bei den Differentiationen als

konstant zu behandeln.

2047) Torino mem. 16 (1857), p. 99.

2048) Ann. sc. 8 (1857), p. 398.

2049) p. 419. Die im AnschluB daran erwiihnten Versuche italienischer

Hydrauliker scheinen nur zu ganz partikularen Loisungen gefiihrt zn haben.

2050) p. 405.

2051) Torino mem. 18 (1859), p. 500.
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Systems linearer Gleichungen Schwierigkeiten mache, konne man mit

Fourier erst ein endliches System auflosen und dann den Grenziiber-

gang ausfiihren. Die Benutzung divergenter Reihen will er durch den

Hinweis darauf rechtfertigen, daB man sie durch die Eulersche Trans

formation (IA;
3

7 Pringsheim, Nr. 37, p. 101) in konvergente ver-

wandeln konne.

DaB aus einer beliebigen Funktion F des komplexen Arguments
x -{- iy = r (cos cp -f- i sin qp)

die Gleichungen eines Systems von Iso-

thermen und Stromlinien (filets de chaleur) fur ein Warmeleitungs-

problem erhalten werclen konnen, 1st wohl von G. Lame*Q 2
} zuerst

ausgesprochen und an dem Fall erlautert worden, daB sich die Fuuk-

tion F in eine Reihe der Form

Anr
n
(cos ncp -f- i sin ncp}

n =

entwickeln laBt.

104. Diskontinuitatsfaktoren. Will man Funktionen, die in ver-

schiedenen Intervallen durch verschiedene analytische Ausdriicke cp(x),

ty(x) sich darstellen lassen, der Rechnung unterziehen, so kann das

dadurch gescheheu, daB man sie etwa in der Form schreibt:

(1653) f(x)
=

Ji(x)&amp;lt;p(x) + J
3

wo nun jeder der Faktoren J~l} J2
in dem einen Intervall gleich 1, in

dem andern gleich sein muB. DaB man derartige Faktoren durch

Grenzausdriicke darstellen kann, scheint zuerst G. Libri*05*} bemerkt zu

haben; er hat sich aber die Idee dadurch verdorben, daB er glaubte,

nach Ausdriicken suchen zu miissen, die auch an der Grenze der

beiden Intervalle denselben Wert liefern wie in dem einen von

ihnen 2054
): So ist er dazu gekommen, so unhandliche Ausdriicke wie

0* (er meint damit lim (e**), das in der Tat fur x ^ gleich 0, fur
f =

x
&amp;gt; gleich 1 ist) vorzuschlagen, mit denen man doch nicht rechnen

2052) J. de math. 1 (1836), p. 86. Er denkt dabei iibrigens nur an reelle

Koeffizienten An .

2053) Libris erste VeroflFentlichungen (Mem. de math., Pisa 1827 und Florenz

1829) waren mir nicht zuganglich; doch scheinen sie nach seinem eigenen Be-

richt J. f. Math. 6 (1830), p. 67 nur eine Andeutung enthalten zu haben. Er gibt

einige ganz einfache zahlentheoretische Anwendungen, aus denen hervorgehen

diirfte, da8 schon bei etwas groBeren Werten der gegebenen Zahlen nicht durch-

zukommen sein wtirde.

2054) Das tritt klarer noch an der spateren Stelle J. f. Math. 7 (1831), p. 224

hervor.



104. Digkontinuitatsfaktoren. 1321

kann 2055
).

Zwar hat auch er schon bemerkt 2056
), daB auch die Glei-

chungen (486, 487) solche Ausdriicke liefern; indem er aber auch hier

die eben genannte Forderung stellt, will er nicht diese Ausdrucke

selbst benutzen, sondern rationale ganze Funktionen von ihnen, hiitet

sich aber, ein Beispiel ihrer wirklichen Verwendung zu versuchen.

Spater
2057

)
benutzt er den etwas einfacheren Ausdruck: (1 +0*)-

1
.

Libri koinmt spater nochnaals auf seine Formulierung zuriick.

Die Abhandlung selbst sclieint nicht veroffentlicht zu sein.
2058

)

G. Peacoc/i
2059

) meint, es sei nicht notig, nach einem analytischen

Ausdruck fur einen solchen Faktor zu suchen, ein rein syrnbolisches

Zeichen, wie etwa

f fur x
&amp;lt;

a und fur x
&amp;gt;

6

(1654) -Dr

leiste dieselben Dienste. Daneben will er noch Ausdrucke wie

(a a)/(x a)

benutzen, von dem er meint, er sei gleick 1 fiir x = a, sonst fiberall

gleich 0.

Aber erst P. G. Lejeime-Dirichlet hat darauf hingewiesen
2060

),
daB

2055) Das bemerkt bereits A. C. [Ooumot], Bull. Ferussac 11 (1829), p. 124;

15 (1831), p. 149.

2056) J. f. Math. 7 (1831), p. 228. Wenn die zunachst sich darbietende

Funktion y in dem einen Interval! gleich 0, in dem anderen gleich 1, an der

Grenze gleich | ist, so bildet er eine Funktion von y wie 27/
2 + 3i/, die fiir

y = | und fiir y = 1 gleich 1, fur y = gleich ist.

2057) J. f. Math. 10 (1833), p. 304; 12 (1834), p. 237. W. Walton gebraucht

und rechnet merkwiirdig damit herum (Catnbr. Dubl. math. j. 3 (1848),

p. 202); G. Boole (Dubl. trans. 21 (1848), p. 141 (von 1846)) gebraucht sein 3-faches

Integral als diskontinuierlichen Faktor.

2058) Der Auszug Paris C. R. 15 (1842), p. 401 bewegt sich in allgemeinen

Redensarten. Cauchy weist bei dieser Gelegenheit darauf hin (ib. p. 410), daB

er friiher schon in einer Abhandlung von 1824 bestimmte Integrale angegeben

hat, die diskontinuierliche Funktionen darstellen, die auBerhalb gewisser Grenzen

verschwinden. Libri erwidert (Paris C. R., p. 411), das habe mit seinen Unter-

suchungen die hauptsachlich zahlentheoretische Zwecke verfolgen, nichts zu tun.

2059) Brit, assoc. rep. 3 (1834), p. 248. A. de Morgan bemerkt dazu (diffe

rential and integral calculus, London 1836/41, p. 616: das D brauche man zu oft

in anderen Bedeutungen. Er schlagt J* dafiir vor und rnacht davon p. 729 wirk-

lich Gebrauch, urn die d Alembert-Eulersche Losung des Saitenproblems darzu-

stellen. In Libris 0* findet er ,,no particular advantage&quot;.

2060) Berlin Abb. 1839. Auszug Paris C. R. 8 (1839), p. 156 (abgedruckt

J. de math. 4 (1839), p. 164) und ausfiihrlicher Berlin Ber. 1839, p. 18 = Werke

1, p. 393, 377, 383. Eine Darstellung von Dirichlets Verfahren nudet sich auch

bei Moignn, Lecons 2 (1844), p. 269.
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man ja in den in Nr. 28 besprochenen Integralen wirklich analytische

Ausdriicke der verlangten Art habe, daB z. B.

ec

2 /* RI TI f
1 fur \X &amp;lt; 1,

(1655)
- / - * cos xldl =
&quot;J 4 I fur :x\ &amp;gt;

1

sei, und daB man das dazu verwenden konne, um ein inehrfaches

Integral, das nur fiber ein begrenztes Gebiet zu erstrecken ist, in ein

anderes iiberzufiihren
,

das sich fiber den ganzen unendlichen Raum

erstreckt; man braucht dazu nur an Stelle von x eine Funktion der

Koordinaten zu setzen, die innerhalb der zuerst vorgeschriebenen Be-

grenzung absolut
&amp;lt; 1, aufierhalb absolut

&amp;gt;
1 ist, dann das Element

des zu berechnenden Integrals mit dem so gebildeten Diskontinuitats-

faktor zu multiplizieren und die Reihenfolge der Integrationen zu ver-

tauschen. DaB diese Vertauschung bei nur bedingt konvergenten In

tegralen nicht ohne weiteres erlaubt ist, setzt er bei dieser Gelegenheit
auseinander. Er benutzt dieses Verfabren zur Reduktion des fiber

den Bereich

*+H----
&amp;lt; 1, a? &amp;gt; 0, y &amp;gt; 0, . . .

genommenen Integrals

(1656) f. . exp (
kx ky .

.)
xa ~ l

y
b ~ 1

. . . dx dy . . .

auf ein Produkt von Gammafunktionen, mit Hilfe der Gleichung (902).

Nachher gibt er noch eine zweite Art der Anwendung eines solcnen

Faktors: man konne auch einen Faktor der zu integrierenden Funktion

durch ein solches diskontinuierlicbes Integral ersetzen, z. B.

( 1657 ) *
==

**&quot;

l sin

Das Potential und die Anziehungskomponenten eines homogenen Ellip

soids behandelt er nacb der ersten Metbode; scblieBlicb gibt er noch

einige Andeutungen fiber das Potential zweier homogenen Ellipsoids

aufeinander.

Die Fouriersche Integralformel selbst hat R. L. Ellis 2061
}
zu diesen

Zwecken verwendet; als Beispiel behandelt er das Liouvillesche Integral:

(1658) f(mx + ny-\
----

}x
a - 1

y
b ~ 1

.. .dxdy

2061) Cambr. J. 4
X (1843), p. 1. Er berichtet, er habe die Idee schon ge-

habt, bevor er mit Dirichlets Untersuchungen bekannt geworden sei; ebeneo

M. Ohm, System, 9, p. 381, Ausfiihrung von Beispielen p. 424, 432; p. 435 Ver-

gleich mit Dirichlets Yerfahren.
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und analog den Fall 2062
), daB die Potenzen von x, y . . . durch eine

Exponentialfunktion ersetzt sind; oder durch -, 2 j- --j/ 62 , ^
oder

durch exp (
a*x 2

Z
2
?/

2

); dann auch noch Bestimmung eines

beim Wahrscheinlichkeitsproblem vorkommenden Integrals.
2063

) Nach-

her 2064
) bemerkt Ellis, daB ebenso wie die Fouriersche Integralformel

zur Auswertung bestimmter Integrate, die Formel

rt

(1659) /^ cos (x u}af(u)da = itf(x),

o

wenn x eine der Zahlen a, a -f- 1, . . . b 1st, und die Summation iiber

dieselben Werte von u zu erstrecken ist, zur Auswertung endlicher

Summen gebraucht werden kann.

Die Verwendung des Fourierschen Integrals als diskontinuierlichen

Faktor ausfiihrlich auch bei Schlomilch 6

*)
mit Anwendung auf Inte-

grale der Form:

(1660) ffx*-
l

y
m - 1

exp (
ax fry

----)F(x + y -\
----)dxdy--

k^x -f y + ^ A,

auf Bestimmung der Masse eines Ellipsoids von in bestimmter Weise

variabler Dichte, auf Integrale der Form:

(166!)

wobei

(1662) -J^exp ( a*x2 ----}F(x + y -\
----

)dx...,

wobei

k&amp;gt; x + y -f &amp;gt; A,

wobei

R. L. Ellis 2066
) gibt noch weitere Beispiele fur Falle in welchen das

Integrationsgebiet durch mehrere lineare Ungleichungen abgegrenzt ist.

2062) Ib. 4, (1844), p. 116.

2063) Ib. p. 128.

2064) J. tie math. 9 (1844), p. 423.

2066) Analyt. Studien 2, p. 160; p. 186 eine Umformung; zuin SchluB Kotu-

planation des dreiachsigen Ellipsoids.

2066) Cambr. Dubl. math. J. 1 (1846), p. 1.
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A. Cawc/w/
2067

)
definiert einen Coefficient limitateur&quot; durch

fiir x
&amp;lt;

1 fur x
&amp;gt;

(er schreibt l
t
= y(l + I/=f),

da er kein Zeichen fur den absoluten

1 / x \

Betrag hat). Man kann ihn als Grenzwert von 11 + - --
j

oder

von (1 -f exp ( #/))-
l erhalten.

2068
)

Weiter setzt er

das ist also nur von Null verschieden, solange t zwischen a und I

liegt. Spater
2069

) sagt Cauchy statt limitateur lieber
,;
restricteur&quot;. Er

fiihrt jetzt auch bestimmte Integrale und namentlich das Fouriersche

Integral als Beispiel an. Zur Umformung beniitzt er seine Satze fiber

Wurzeldarstellungen. Er gibt einige Beispiele von Integralen, die in

der Wahrscheinlichkeitsrechnung auftreten.

105. Restglied der Euler-Maclaurinschen Summenformel. Die

Sumnienformel (vgl. auch IE, Seliivanoff, Nr. 11).

X

(1663) 2* f(x)
==
/ fW dx ~~\ (f(x^ A&amp;gt;)

hat L. Euler durch Umkehrung der Taylorschen Reihe gefundeu. Die

Koeffizienten bestimmt er zunachst 207
)

durch Rekursionsformeln;

spater
2071

) zeigt er
? tfafi diese Rekursionsformeln mit denjenigen iden-

tisch sind, die auftreten, wenn man die Entwicklung von u (1 e-&quot;)-

1

nach Potenzen von u aus der von w~ J

(l e~&quot;~) ableitet, und dafi

daher der Koeffizient von fV
m + v

\x) in (1595) mit dem Koeffizienten

von w2 &quot; + 1 in der Entwicklung von
-|- (l -\- cot

-|-j
ubereinstimmt, also

2067) Paris C. R. 29 (1849), p. 553 = (1) 11, p. 177.

2068) Aus diesen beiden Formeln leitet er p. 188 her, daB la + fti
=

^a sei-

2069) 37 (1853), p. 110 = (1) 12, p. 80.

2070) Nur rait einer Andeutung des Beweises Petrop. comm. 6 (1732/33[38J),

p. 68; ausfiihrlicher ib. 8 (1736[41j), p. 14 und im wesentlichen ebenso instit.

calc. diff. 1755, II, 109. Bei Euler ist iVbrigens alles, was sich auf die untere

Grenze bezieht, in eine Integrationskonstante zusammengezogen.

2071) Petrop. comm. 12 (1740[50]), p. 77; instit. calc. diff. II, 114; Petrop.

acta 1781II[85], p. 64 und noch einmal in der nachgelassenen Abhandlung von

1780, Petersb. Mem. 5 1812[15], p. 45.
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den Wert hat:

/1 CP 1&quot;\
^ m - ( *) &quot;m

(27/oT~
= 2^vn

wo Bm die mte Bernoullische Zahl (II A 3, Brunei, Nr. 18) und $m
die Summe

(1665) ^=1 +
2
L +

3
L +

4
L +

bedeutet.

Bei G. Madcwrin*) ist die Ableitung im Prinzip dieselbe wie

bei Euler, nur integriert er uicht gleich von bis x, sondern zuerst

nur von bis 1, von da bis 2 usw. und sumrniert dann. Fur die

Koeffizienten gibt er zunachst dieselbeu Rekursionsforuieln wie Euler:

nachher 2073
) zeigt er durch die Annahme f(x)

= e~ x
,

dafi sie mit den

Entwicklungskoeffizienten ubereinstimmeu. AuBerdern gelangt er durch

erne andere Kombiuation der Teilresultate noch zu einer zweiten Summen-

formel 2074
):

Xl X

(1666) ^fQt+to ff(*)d*
i-=0

f(*
m + 1} (x) /^

2m + J
) (0))W / VV//-

Bei _E. Waring findet sich aufier der Ableitung dieser beiden

Formeln noch die Bemerkung
20T5

)
: benutzt man als erste Annaherung

(1667)

2072) Treatise on fluxions, Edinb. 1742, Nr. 828 830. Wegen der Unabhiiugig-
keit Maclaurina von Euler vgl. man G. Enestrom, Stockh. ofversigt (36) 10 (1879),

p. 16 und Reiff
6
), p. 87, dein sich M. Cantor 3, p. 663, anschlieBt; die Uber-

einstimnaung beider Ableitungen hat vibrigens nichts Auffallendes
,
da es sich

nur um eine Verallgemeinerung des von /. Stirling zur Ableitung seiner speziellen

Formel (II A 3, Brunei, p. 166) benutzten Verfahrens handelt. Darstellungen
von Madaio-ins Verfahren finden sich auch bei L. Saalsclnitz, Vorlesungen iiber

die Bernoidlischen Zahlen, Berlin 1893, p. 18 und bei J. Eggenberger, Diss. Bern

1893, p. 52 = Bern Mitt. 1893, p. 159 (2. Aufl. Jena 1906).

2073) Treatise Nr. 847. Ebenso Br. Mollweide, Kliigels math. Worterbuch

4 (1823), p. 655; F. T. Schiibert (Petersb. Mem. 11 (1831), p. 159: von 1824- be

nutzt statt exp ( x) vielmehr exp x selbst.

2074) Nr. 83 2. Weiterhin (Nr. 848) gibt er auch noch die entsprechenden

Ergtinzungsglieder fiir audere elementare Quadraturfonneln; weitere derartige

Formeln bei C. Br. Mollweide, Klugels math. Wurterbuch 4, Leipz. 18 23, p. 143.

2075) Meditationes aualyticae, p. 585 der 2. Auflage von 1785.
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so tritt in der Korrektion kein Glied rnit
f&quot; auf; benutzt man

(1668) ^{7(y -fyJ-f 32^4-^-1-12^},

so fallt auch noch das Glied mit f
iy

weg. Auch erwahnt er 2076
) 7

da6

man die Formeln zur Interpolation verwenden konne, wenn man die

zu interpolierende Funktion als das ^y ansieht.

J. L. de Lagranye
2011

)
erhalt die Summenformel - - auch die ent-

sprechende Formel fur wiederholte Summation
,
indem er die sym-

bolische Gleichung

(1669) A;

/(V) = (e
D

\} -f(x)

(vgl. II A 11, Pincherle, Nr. 2, p. 764) auch fiir negative Werte von Ji

in Anspruch nimmt; das gibt ihm sofort den Satz, dafi die Koeffi-

zieuten mit denjenigen der Entwicklung von (e
u

1)* ubereinstimmen,
und damit Rekursionsformeln. P. S. de Laplace dagegen fafit das um-

gekehrt
2078

):
erst indem man [auf dem von Euler eingeschlagenen

Wege] sich von der Moglichkeit einer solchen Entwicklung iiberzeuge

und die Koeffizienten durch die spezielle Annahme f(x)
= ex bestimme,

ergebe sich die Berechtigung, dem A in der Gleichung (1669) auch

negative Werte beizulegen. Nachher leitet er das Resultat auch noch

durch seine
,;
Methode der erzeugenden Funktionen&quot; ab 2079

).

L. F. A. Arbogast
2080

*)
iibersetzt nur die Methoden von Lagrange

und Laplace in seine eigene Ausdrucks- und Bezeichnungsweise.
Eine explizite Darstellung der Koeffizienten fiir A

&amp;gt;
1 gibt

J. BrinJdey
2081

^)
vermittelst der von ihm ,,unter die Elemente der Ana

lysis aufgenommenen&quot;
2082

) Zahlen A&quot;0
W
(d.h. {

&&quot;u
m

} M=0).
J. Herschel*}

2076) p. 586.

2077) Berlin nouv. mem. 1772 = Oeuvres 3, p. 451. Er meint: ,,quoique

Toperation . . . ne soit pas fondee sur des principes clairs et rigotireux, elle n en

eet cependant pas moins exacte, comme on peut s en assurer a posteriori; mais

il serait peut-etre tres-difficile d en donner une demonstration directe et ana-

lytique.&quot;

2078) Paris Mem. pres, 7 (1773[76]) = Oeuvres 8, p. 316; Paris M?m.

1777[80] (von 1779) = Oeuvres 9, p. 316[27]; reproduziert von S. F. Lacroix,

traite des differences et des series, Paris 1800, p. 94; traite* du calc. diff. et du

calc. int. 3 (1819), p. 100.

2079) Paris Mem. 1779[82] = Oeuvres 10, p. 35; ebenso Theorie analyt. dea

probabilites, Paris 1812, p. 42 der Ausgabe von 1847.

2080) Calcul des derivations, StraBb. 1800, p. 343, 350.

2081) Lond. trans. 1807, p. 125.

2082) Lond. trans. 1816, p. 32; examples of the applic. of the calculus of

finite diff., Cambr. 1820, (p. 82 der deutschen tvbersetzung von C. H. Schnuse,

Braunschw. 1859).

2083) Das rechnet ihm J. Herscliel, examples p. 82, als Verdienst an.
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gibt diese Darstellimg in der symbolischen Gestalt:

(1870) &quot;&amp;gt;HL.-

und zeigt, daB sie auch fur negative Exponenten gilt.

A. (7aMC%
2084

) stellt die Ableitung der allgeuieinen Foruiel durch

synibolische Rechnung aufs neue dar; er setzt in der Form:

(1671)

K= e
ax und gibt auch eine weitere Form.2085

) Spater
2086

) gibt er noch-

mals die gewohnliche Ableitung, aber mit dem Zusatz: Es folgt aus

ihr, daB die Reihe nur konvergiert, wenn die Entwicklung von f(x)

nach Potenzen von x bestandig konvergiert.

C. J. Malmsten beweist zunachst fiir eine rationale ganze Funk-

tion y von x, daB in der Gleichung

(1672) 2*y = e*(y
+ ^A^fl)

n

die Koeffizienten An die Werte haben 2087
):

(1673) A =^^,
womit die Eulersche symbolische Darstellung dieser Koeffizienten fiir

diesen Fall bestatigt ist. Daran anschlieBend untersucht B. G. Bjoer-

ling diese Koeffizienten 2088
)
sowie 2089

) diejenigen der Entwicklung von

(e
7

-f- I)&quot;

1 noch naher und gibt dann 2090
)
auch seinerseits einen Be-

weis der genannten Form el und der allgemeineren
2091

):

Er bemerkt 2092
);

die gewohnliche Darstellung der hieraus entspringen-

2084) Paris C. R. 17 (1843), p. 458 = (1) 8, p. 37. Er behauptet p. 27,

die Euler - Maclaurinsche Reihe konvergiere nur, wenn f(x i eine ganze tran-

ezendente Funktion sei.

2085) p. 459 = 38.

2086) Paris C. R. 19 (1844), p. 1187 = (1) 8, p. 331; angekiindigt schou

17 (1843), p. 378 = (1) 8, p. 27.

2087) Upsala n. acta 12 (1844), p. -293 = Arch. Math. Phys. 6 (1845), p. 41.

2088) Ib. p. 299.

2089) p. 315.

2090) p. 328.

2091) p. 332. Wegen der behaupteten Giiltigkeit auch fiir komplexe h vgl.

die Erganzungen 13 (1847), p. 14.

2092) 12, p. 343. Die bereits vorliegendeii Untersuchungen iiber das Rest

glied scheint er teils nicht gekannt, teils nicht richtig gewiirdigt zu haben.
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den allgemeinen Summationsformel seize voraus, da6 die Taylorsche

Entwicklung der darzustellenden Funktion fur den ganzen in Betracht

kommenden Bereich konvergiere, daB man die Reihenfolge der Sum-

mationen vertauscheu dtirfe, und daB es nicht erforderlich sei, ein Er-

ganzungsglied (willkiirliche Funktion der Periode
li) beizufiigen; seine

eigene Darstellung
2093

)
unterscheidet sich von ihr freilich nur dadurch,

daB diese Voraussetzungen ausdriicklich als solche ausgesprochen sind.

Bei H. J?ree
2095

)
steht nur die Formel ohne Restglied.

A.M.Leyendre
WK

) bestimmt die Koeffizienten von (1663) und (1666)
ahnlich wie Madaurin durch die spezielle Annahme f(x)

= (?
x

. Auch

bemerkt er 2097
),

daB die Reiben im allg. nur semikonvergent sind, und

scblilgt vor, die Konvergenz durch Hinzufiigung eines Gliedes der Form
X

(1674) 2
J&amp;gt;(i)

cos 2x(x |)d|,
o

oder auch rnebrerer solcber Glieder, mit den Kosinus der Vielfachen

von 2n(x ), zu verbessern, ev. das unbegrenzt fortzusetzen. Das

fiibrt ihn scblieBlich auf die Darstellung von j f(x)dx durcb eine

trigonometrische Reibe und ein Poissonsches Integral, die er aber nur

als ,,un jeu d analyse qui ne presente aucune utilite reelle&quot; ansehen will.

Spater
2098

)
kombiniert er nocli die beiden Formeln (1663) und (1666)

zu einer neuen, in der die erste Ableitung herausfallt. Aucb erwahnt

er die Moglichkeit, daB alle in der Formel auftretenden Ableitungen

an beiden Grenzen des Intervalls Null sind 2099
),

stebt ihr aber ratios

gegeniiber, da er das Rechnen mit divergenten Reihen nicht verwerfen

will und also nicht zur Erkenntnis kommt, daB die Hinzufiigung

eines Restgliedes erforderlich ist.

2093) Ib. 13 (1847), p. 16. Er glaubt sogar neben der Entwickelbarkeit der

Funktion f(x -\- h) noch die ihrer Ableitungen besonders fordern zu miissen.

p. 25 stellt er die Formeln fur ^yx und ^( l}
x
yx nebeneinander.

2095) Treatise p. 35
(p.

38 die Verallgemeinerung auf ^?a
x
yx ,

aber nicht

durcbgefuhrt),
134.

2096) Exerc. de calc. integral 1, Paris 1811, p. 309; 2 (1817), p. 145 (von 1814).

Ebenso F. T. Schubert, Petersb. Mem. 11 (1830), p. 158 (von 1824) und A. A.

Cournot, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 460.

2097) Ib., p. 149. Er gelangt dazu, indem er von den Sm jedesmal nur das

Hauptglied nimmt und fur die Summen der so entstehenden Glieder eine lineare

Differentialgleichung mit zweitem Glied ableitet.

2098) Traite des fct. elliptiques 2, Paris 1826, p. 576.

2099) p. 578. Fur den ihn zunachst interessierenden Fall eines elliptischen

Integrals hilft er sich. mit der Benutzung der ersten der hier II A 9 unter (19)

angegebenen Formeln, die er, was dort nicht erwahnt ist, ebenfalls hat.
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Die Bemerkung, daB die Reihe semikonvergent sei, ist von

Erchinger*
100

)
in Verfolgung einer Vermutung von J. Fr. Pfaff dahin

prazisiert worden, daB der Rest kleiner sei als das erste vernach-

lassigte Glied; wenn man die Koeffizienten durch die Summen (1665)
ausdriickt und dann die Reihenfolge der beiden Summationen ver-

tauscht, so lafit sich zeigen, daB die einzelne Kolonnensuinme einer

linearen DiiFerentialgleichung mit zweitem Glied geniigt, von der das

partikulare Integral

(1675) (Swjr)-
2 &quot;*- 1 Y(2/&quot; + 1)

(*0 sin Zmxxdx

zu nehmen ist, womit die Kolonnensummen abgeschatzt werden konnen.

G.Plana 2101
) entnimmt aus den Untersuchungen von Poisson uber

Elektrizitatsverteilung die Gleichung
2102

):

(1676)

und leitet aus ihr durch Entwicklung beider Seiten nach Potenzen

von y Formeln fiir die Bcrnoullischen Zalilen ab; indem er diese in

2100) Mitgeteilt von 0. Schrader, comment atio de summa seriei

_JL_ . __ L___ + . _ _ , ,

6(6 -f d)
^

(b + 2d) (6 + 3d)
^

(6 -j- 4dj (6 -f 5d)
n

a BOC. Hafniensi praemio ornata, Vimariae 1818, p. 58; (daraus bei A. Eytelwein,
Grundlehren der hoheren Analysis 2, Berlin 1824, p. 744) und von A. v. Ettings-

liausen, Vorlesungen iiber die hohere Mathematik 1, Wien 1827, p. 429. Schon
C. J. Malmsten (J. f. Math. 35 (1847), p. 56 = acta math. 5 (1884), p. 3) macht
darauf aufmerksam, daB die Schlufiweise nur fiir konvergente Reihen zulassig
sein wiirde. -- Schraders weitere Behauptung, der Rest sei sogar kleiner als

das letzte initgenommene Glied, bezieht sich nur auf ein spezielles von ihm be-

handeltes Beispiel; bei Ettingshauscn und Eytelwein ist das miCverstanden.

2101) Torino mem. 25 (1820), p. 404; ib. (2) 14 (1854), p. 41 (von 1851) meint
er ubrigens selbst: ,,pour le moment je ne yois pas les avantages qui peuvent
etre attaches a cette transformation.&quot;

2102) Paris Mem. 1811 II [1814], p. 220. Er bezeiclmet hier p. 222, sowie J.

EC. polyt. cah. 18 (1820), p. 304 die aus ihr sich ergebenden Integraldarstellungen
der Bernoullischen Zahlen als ,,connues&quot;; ebenso A. M. Legendre, exerc. de calc.

integral 2 (1817), p. 189 (publ. 1815). Auch A. Caucliy scheint das andeuten zu

wollen, Mem. sur les appl. du calcul des residus a la phys. math., Paris 1827,

p. 9. Doch keunen auch G. Brunei (II A 3, p. 184, Note 165; Plana 1828 ist dort

durch 1820 zu ersetzen) und L. Saalschutz, Vorlesungen iiber die 2tern0uQMChen

Zahlen, Berlin 1893, p. 110, keine altere Quelle. A. GenoccM (ami. sei. 3 (1852),

p. 406) bemerkt, daB sie vermoge einer einfachen Substitution aus schon von
Euler (Petrop. n. comm. 141, 176 J[70J, p. 152) gegebenen Darstellungen hervor-

gehen; Hr.Enestrom teilt inir mit, daB Euler diese letzteren auch ib. 19 (1774[75])t

p. 95 = inst. calc. int. 4, p. 288 benutzt.



1330 II A 12. H. Burkhardt. Trigonoinetrische Reihen und Integrale.

(1663) einsetzt, und dann rechts Summation und Integration vertauscht,

kommt er zu der Pormel:

(1677) *) -/*)* -i/W + ?

Dieselbe Formel hat dann auch N. H. Abel2m)
zuerst ebenfalls von

den Integralstellungen der Bernoullischen Zahlen aus gewonnen;

spater
2104

) gibt er eine andere Ableitung, bei der er von der Annahme

ausgeht, die zu summierende Funktion f(x) sei in der Form:

(1678) f(x)

gegeben, so dafi die Summation]

(1679)

und die Anwendung von (965) die Formel (1677) liefert. Auch hat er

eine nicht eben einfache entsprechende Formel fiir wiederholte

Summation.

Die Gleichung (1677) 1aBt sich iibrigens auch durch Summation

aus der Gleichung

(1680) !(/(!) + A0&amp;gt;)

*

ableiten 2105
),

die A. Cauchy*} durch Anwendung seiner Residuen-

satze auf die Funktion f(g)j((2nz 1)) und einen Parallelstreifen

gewonnen hat.

S. D. Poisson 1

)
setzt in der Gleichung

cos -

2103) Mag. for Naturvidensk. 1 (1823) = Oeuvres 1, p. 22.

2104) Ib. 3 (1825) = Oeuvres 1, p. 34; reproduziert von A. de Morgan, Diff.

and integr. calc. London 1836[41], p. 671. Eine Notiz aus Abeh NachlaB, Oeuvres

2, p. 77, stellt dasselbe in der Symbolik der ,,Theorie der erzeugenden Funk-

tionen&quot; dar.

2105) Das bemerken B. Tortolini (ann. sci. 4 (1853), p. 228) und A. Genocchi

(ib. 6 (1855), p. 102).

2106) Paris Mdm. 6 (1826), p. 609 = Oeuvres (1) 2, p. 17; Mem. sur 1 applic.

du calcul des residus a la physique math., Paris 1827, p. 8. Die Giiltigkeits-

bedingungen sind von Cauchy auch an der 2. dieser Stellen nicht vollstandig an-

gegeben. Er bemerkt, daB man ,,bekannte Formeln&quot;, z. B. die Daratellung von

2n~* durch ein bestimmtes Integral, aus dieser Gleichung erhalten kbnne.
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fur k die ganzzahligen Werte von a; bis -j- x und summiert; so er-

halt er zunachst:

(1682) f(x)
x-l

Indem er dann rechts (2tn 1) mal partiell integriert und die dabei

auftretenden Summen (1665) durch die Bernouttiachen Zahlen ersetzt,

erhalt er, wenn mit

(-l)
-^2 &quot;

- 1

^)]

abgebrochen wird, noch das Restglied:

(1683)

_ (-I)&quot; 2
_ f(2m)m ,

fc- ~^~ f

(- 1
)&quot;

1

C V ^l^l
(2*)

2TO + 1J Z* n*
m + l

womit, wie bei Erchinger, die Moglichkeit einer Abschatzung erreicht

ist, wenn eine obere Grenze fur /t
2m)

| oder i

/t
2m + 1

)

!

bekannt ist. Er

bespricht auch noch die von Legendre erwahnte Moglichkeit, da6 alle

Ableitungen ungerader Ordnung an beiden Grrenzen des Intervalls

sind, und iiberzeugt sich durch wiederholte partielle Integration, daB

dann in der Tat Em von m unabhangig wird. 2108
)

J&quot;. L. jRaa&e 2109
) erganzt Poissons Untersuchung noch durch die

2107) Paris mem. 6 (1823[27J), p. 577; Auszug Bull. Ferussac 10 (1828), p. 117;

reproduziert z. B. bei A. A. Cow-not, Theorie des fonctions 2, Paris 1841, p. 464.

Poisson faBt die Formel umgekehrt als ein Hilfsmittel zur naherungsweisen Berech-

nung eines bestimmten Integrals auf. Etwas andere Darstellung bei de Morgan,
differential and integral calculus, p. 622 (vorher, p. 265, 311, nur die Ableitung
der Formel ohne Restglied durch symbolische Rechnung wie bei Lagrange).

2108) p. 588; ebenso Ostrogradsky, Petersb. mem. (6) 4j (1841), p. 317.

2109) J. f. Math. 18 (1838), p. 77 (von 1836). Fiir den Fall, daB f(*m) hn
Intervall sein Zeichen wechselt, bestimmt Raabe fflr jedes der dadurch gebildeten
Teilintervalle die SchrittgroBe, die man nehmen muB, um verlangter Genauigkeit
sicher sein zu konnen, und nimmt dann die kleiuste der so bestimmten Schritt-

groBen fur das ganze Intervall; er bespricht ausfiihrlich die VorsichtsmaBregeln,
die dabei durch den Umstand erforderlich werden, daB man die Stellen der

Zeichenwechsel nur angenahert kennfc (p. 85). In seiner Differential- und Inte-

gralrechnung I, Zurich 1839, p. 426, gibt Eaabe noch eine andere Ableitung der

Gleichung (1682), die darauf beruht, daB das Dirichletsche Integral, wenn 68 uber
ein aus mehreren Perioden bestehendes Intervall erstreckt wird, sofort eine Summe
der hier betrachteten Art als Grenzwert liefert; im iibrigen rekapituliert er im
wesentlichen seine friihere Untersuchun^.

Kncyklop. d. math. Wisaenscli. II 1. 86
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tjberlegung: wenn /
(2w) im Intervall sein Zeichen nicht wechselt, so

kann man mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung

schlieBen, daB Em kleiner ist als das letzte beriicksichtigte Glied.

Osfrogradsliy dagegen
2110

)
und ebenso C. J. Malmsten* 111

}
wenden

auf die Abschatzung des Restintegrals (1683) den Mittelwertsatz im

umgekehrten Sinne an, indem sie nicht einen Mittelwert der Ber-

noullischen Funktion, sondern einen solchen einer Ableitung der zu

entwickelnden Funktion vor das Integralzeichen ziehen. AuBerdem

gibt er noch 2112
)

eine etwas modifizierte Ableitung des Poissonschen

Resultats, die ihm einen allerdings nur unbedeutend kleineren Zahlen-

koeffizienten des Restglieds liefert; auch stellt er 2118
)
neben das Re-

sultat Jacobis ein analoges fur den FaU, daB^2 ^ und ^/*(
2 + 2)

verschiedene Zeichen beibehalten.

W. Fr. Bessel 211
*) beginnt mit der Entwicklung der Funktion

(1684) *(y) f^ f^w [_

nach den Kosinus der Vielfachen von 2ny, die Koeffizienten dieser

Entwicklung lassen sich in

(1685) (
1

umformen; und indem er hier wiederholt partiell integriert und dann

die Reihenfolge von Summation und Integration vertauscht, erhalt er

fur y = \ die Summenformel mit der Poissonschen Form des Rest-

gliedes. Er zeigt, daB die Summe aus diesem Restglied und dem letz-

ten beriicksichtigten Glied dasselbe Zeichen hat wie das letztere, wenn

f^
n
\x) im Intervall von bis x ihr Vorzeichen nicht wechselt, und

daB man also dann einen zu groBen oder einen zu kleinen Wert er

halt, je nachdem man mit einem positiven oder einem negativen Glied

abbricht.

L. F. Menabrea n
~)

stellt Poissons Verfahren noch einmal aus-

fiihrlicher dar, nur mit einigen Umstellungen; die Koeffizienten be-

stimmt er durch die Annahme f(x)
= cos a;. Dasselbe Verfahren wen-

2110) Petersb. mem. (6) 4 (sc. math. (6) 2) (1841), p. 315 (von 1839).

2111) J. f. Math. 35 (1847), p. 69 = acta math. 5 (1884), p. 26.

2112) p. 71 bzw. 29.

2113) p. 73 bzw. 31.

2114) Astr. Nachr. 16 (1839), col. 1 = Abhandl. 2, p. 391.

2116) Torino mem. (2) 8 (1846), p. 196 (von 1844)
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det er dann auch*116
)
auf die 2. Summenformel (1666) sowie auf ent-

sprechende aus der Simpsonschen Formel hervorgehende an. 2117
)

Der Versuch von C. D. Hill 2118
),

die Korrektionsglieder dadurch

zu vereinfachen, daB er sie durch Ausdriicke ersetzt, die den GauB-

schen Quadraturformeln analog gebaut sind und denselbeii Grad von

Annaherung wie diese liefern, scheitert daran, daB die zur Bestimmung

der Hilfsargumente dienende Gleichung schon in den niedrigsten Fallen

komplexe Wurzeln hat.

C. G. J. Jacdbi stellt, ausgehend von der Darstellung des Restes

der Taylorschen Reihe durch ein bestimmtes Integral, den Rest der

Euler-Maclaurinschen Formel ebenfalls durch ein beBtimmtes Integral

dar 2119
):

(1686)

mid schlieBt daraus 2120
), daB er dasselbe Vorzeichen hat wie die in

ihm auftretende Summe, sofern diese Summe in dem ganzen Inte-

grationsintervall ihr Zeichen nicht wechselt; und weiter, daB er kleiner

ist als das letzte beriicksichtigte Glied, wenn auch die Summe

^f(*
m- 1)(x f)

in demselben Intervall iiberall dasselbe Zeichen hat

wie die erste.

0. Schlomilch*121
)
nimmt bei der Ableitung aus der Taylorschen

Formel das Restglied der letzteren in Gestalt eines bestimmten Inte

grals mit; die Summation liefert unter dem Integralzeichen das Pro-

dukt aus f(*
m + 1

) in eine Bernoullische Funktion.

Auch gewinnt er die Gleichung
2122

) (1677), indem er f(x) durch

ein Integral der Form / e
xu

(p(u^du sich ausgedriickt denkt, unter dem

Integralzeichen summiert, fiir den auftretenden Faktor seine
*~-~ 1

2116) p. 212.

2117) p. 222.

2118) J. f. Math. 5 (1830), p. 333.

2119) J. f. Math. 12 (1834), p. 265 (Werke 6, p. 65).

2120) p. 269 bzw. 72. Tiber das Verhaltnis der Reeultate Jacobis zu den-

jenigen Poissons vgl. man die Bemerkungen von Malmstcn, J. f. Math. 35 (1847),

p. 58 (berichtigt acta math. 5 (1884), p. 6): Poisson braucht nur \iber eine Ab

leitung eine Vorauesetzung zu machen, Jacobi iiber zwei verschiedene, aber nicht

iiber deren einzelnen Werte, sondern nur uber die aus ihnen gebildeten Summeu.

(Doch wird man selten iiber die Vorzeichen dieser Summen etwas aussagen

konnen, wenn man es nicht auch uber die einzelnen Summanden kann.)

2121) Theorie der Ditferenzen und Summen, Halle 1848, p. 47; p. 59 uoch

eine Umformung des Restglieds.

2122) p. 157. Vgl.
S104

).

86*
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Darstellung durch das Integral (965) setzt, die Reihenfolge der In-

tegrationeD vertauscht und jene Darstellungsformel auch fiir komplexe

Argumente in Anspruch nimnit.

Die Abelsche Gleichung hat er auch in der Form 2123
):

M

(1687)
!/(&amp;lt;,) +2f(n) ../fcMp^rt( y)(Jy.

6.

er fuhrt sie in die Abelsche Form (1677) iiber und erhalt die Fornaeln fiir

endliche Summen durch Subtraktion. Die Entwicklung von f(a + yi)

nach Potenzen von y gibt dann das Restglied in komplexer Form.

Bei J. Pearson 4

*)
steht nur die Formel ohne Restglied.

Schaar 2125
^)

will die Konvergenzbedingungen bestimmen. Dazu

zeigt er, wie man die Gleichung (1677) aus Cauchys Gleichung (1680)
durch Summation oder auch direkt auf dem Wege durch Anwendung
des Residuensatzes auf einen Streifen ableiten kann, bemerkt aber

dazu 2126
), der SchluB setze die Bestimmung der Konvergenz der Po-

tenzreihenentwicklung von
/&quot;(#)

oder wenigstens von

(&amp;lt;p

ist also hier nicht etwa die Bernoullische Funktion) voraus. In-

dem er noch den Nenner unter dem Integralzeichen entwickelt und

dann in jedem einzelnen Glied wiederholt partiell integriert, erhalt er

fiir den Rest die Darstellun:

(1688)

in einem folgenden Satz 2127
) beniitzt er aber doch nicht diese Form,

sondern die Poissonsche.

M. 07m 2128
) nimnit bei der Ableitung der Summenformel aus der

Taylorschen Entwicklung schon in den einzelnen Ubergangsreihen die

Lagrangeschen Restglieder mit hinzu und koinmt so ebenfalls auf die

Restform :

&amp;lt;

(1689) ff

2123) Archiv 12 (1849), p. 150.

2124) Calc. of finite diff. p. 26, 2. Aufl. Cambr. 1850.

2125) Brux. mem. cour. in 4 22 (1846/47), p. 17.

2126) p. 23.

2127) Ib. 23 (1848/50).

2128) System 8 Niirnberg 1851, p. 202.
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und forrat dies dann 2129
) in

urn, wenn f
2m

(x-\- v) von v = Q bis v = h sein Vorzeichen behalt.

Eine Verallgemeinerung der Euler-Maclaurinschen Summenformel

erhalt man, wenn man verlangt, die Summe ^mx
f(x) durch die Werte

der Funktion f(x) und ihrer Ableitungen an den beiden Grenzen des

Summation sintervalls darzustellen. Der Koeffizient der (n l)
ten Ab-

leitung wird dann gleich dem Produkt aus \/(nl(m l)
n+1

)
in eine

gauze Funktion von m mit ganzen Zahlenkoeffizienten. Das nicht

eben einfache - - Gesetz dieser letzteren ist bereits von L. Euler 2lSQ
}

induktiv erkannt, dann von S. F. Lacroix* 1

) durch symbolische

Methoden, von J. A. Eytdwein
2132

) durch Heranziehung anderer Formeln

der Differenzenrechnung bewiesen worden.

Euler hat sich speziell mit dem Fall m = 1 beschaftigt, also

mit der Formel

(1690) (- l)y(s) = /XO)
- f (0) + f&quot; (0)

- + ----

Er gibt zunachst Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten und zeigt,

daB sie mit den Entwicklungskoeffizienten von (1 -f- e
u
}~

l

^ identisch

sind 2133
).

Am Auftreten des Faktors 691 im Zahler des 6ten Koeffi

zienten erkennt er, daB eine Beziehung zu den Bernoullischen Zahlen

vorliegen miisse, und verifiziert dann bis zu n = 9, daB der Koeffi

zient von (
2n + V mit

iibereinstimmt 2134
).

Nachher gibt er noch eine zweite Formel, in der

2129) p. 209, 211.

2130) Petrop. n. a. 2 (1784[88]), p. 65; von 1776. Vgl. iibrigens auch
C. Maclaurin, Treatise on fluxions, Edinb. 1741, Nr. 841. p. 682.

2131) Traite des diflferences et des series, Paris 1800, p. 113; traite du calcul

difFerentiel et du calcul integral 3, Paris 1819, p. 116.

2132) Grundlehren der hShern Analysis 2, Berlin 1824, p. 627.

2133) Petrop. n. a. 2, p. 46. Er geht dabei zunachst von der Annahme aus,
daB die Summe links unbegrenzt weit fortgesetzt sei.

2134) p. 52; ebenso Petersb. mem. 5 (1812[16]), p. 55 (von 1780). Einen
Beweis der Allgemeingultigkeit der Formel (1690) hat Euler an keiner von beiden

Stellen; ein solcher findet sich erst bei S. F.Lacroix, traite des differences et

des series, Paris 1800, p. 131 = traite du calcul cliff, et du calcul int. 6, Paris

1819, p. 141. Formal stehen diese Reihen auch bei Oettinger, J. f. Math. 33 (1846),

p. 129 (auch ,,die Lehre von den aufsteigenden Funktionen&quot;, Berlin 1836), der

iibrigens hier und dann nochmals Arch. Math. Phys. 13 (1849), p. 45 die Not-

wendigkeit betont, sie gleichberechtigt miteinander zu behandeln.
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die Werte der Funktion und ihrer Ableitungen nicht fiir x = 0,

sondern ftir x= auftreten 2135
);

doch begniigt er sich hier mit der

Angabe von Rekursionsformeln.

N.H.JM 2136
) gibt in Analogic zu (1677) fiir diese Sumrne, wenn

sie unbegrenzt fortgesetzt wird
7
die Darstellung:

(1692)

Fiir mehrfache (wiederholte) Summen gibt N. H. Abel* 131
) die

nicht eben einfache Davstellung:

(1693)

+ Q(f(x + yi) + A*

dabei ist
( l)

n ~ 1 J.in der Koeffizient von ?*(e* l)~
l

/dv
k in der

Entwicklung von (e 1)~&quot;
nach den Ableitungen von (e

v

P, ^ sind durch

A- =

definiert.

J.. Cawc%
2138

) driickt die Koeffizienten dieser Entwicklung ein-

facher durch die der Entwicklung von (e
z

l)~
m nach Potenzen von

e mit steigenden Exponenten aus.

F. T. Schubert 3139
) erhalt Ausdriicke der Koeffizienten durch sym-

2135) Petrop. n, a. 2, p. 54.

2136) Mag. naturv. 1 (1823) = Oeuvres 1, p. 27. Ob die Bemerkung (Oeuvres 2,

p. 29 1), daB man (1692) aus (1677) dadurch ableiten konne, daB man in (1677) x

durch 2x ersetzt und von der so entstehenden Gleichung nach Multiplikation mit

2, die ursprungliche subtrahiert, von Abel selbst oder von seinem ersten Heraus-

geber Holmboe herriihrt, ist ungewiB.

2137) Mag. for naturv. 3 (1825) = Oeuvres 1, p. 37. 0. SchWmilch zeigt,

Theorie der Differenzen und Summen, Halle 1848, p. 172, daB die Koeffizienten

in dem Ausdruck der mehrfachen Summen sich durch die Fakultiitenkoeffizienten

einfach ausdriicken.

2138) Exerc. de math. 3 (1828) = Oeuvres 2 (8), p. 191. Ein Restglied hat er

nicht, dagegeu Verallgemeineruug auf Funktionen von mehreren Veranderlichen.

2139) Petersb. mem. 11 (1830), p. 167 (von 1824). Auch er hat kein Rest

glied.
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bolische Summen, zieht es aber vor, diese Ausdriicke nur fiir die

niedersten zu benutzen uiid zur Berechnung der iibrigen den Umstand

heranzuziehen, da8 sie sich zu arithmetischen Reihen hoherer Ordnimg

anordnen lassen.

Auch Oettinger
21*

)
kennt den Zusammenhang der Koeffizienten

dieser Summenformeln mit denjenigen der Entwickluiig von. (e* l)~
m

;

er gibt die ausgerechneten Werte der Koefnzienten fiir die niedersten

Falle.

D. F. Gregory
21* 1

} begniigt sich mit der formalen Darstellung:

0. ScJdomikh* 14*
)
hat die Gleichungen

CO

(1694) I /-(O) /Yl)-h- =f
f-
~

yf}
~

f(y
^&*\Kitydy.

(1695)

(1696)

106. Umformung von Reihen. Fiir die Zwecke der Summation

und Transformation von Reihen, deren Glieder elementare Funktionen

des Index sind, drtickt Cauchy Sumrnen der Form ^f(n) durch Re-

siduen aus; das gibt ihm zunachst 2143
):

(1697)

(1698)

und bei geeigneten Annahmen iiber das Verhalten der Funktion f im

Unendlichen konnen hier die Doppelklammern auch von dem ersten

Faktor auf den zweiten iibertragen werden, unter Anderung des Vor-

zeichens. Die Anwendungen der Formeln auf die Funktionen f(x) cos a x,

2140) J. f. Math. 12 (1834), p. 336; 16 (1837), p. 132; 33 (1846), p. 126; auch

fiir Summen von Gliedern abwechselnder Vorzeichen.

2141) Cambr. math. j. 1
6 (1839), p. 220.

2142) Arch. Math. Phya. 12 (1849), p. 150; die 3. 1st im Grunde von der 1.

nur durch die Bezeichnung verschieden
;
ebenao die 2. von der friiheren.

2143) Exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 346.
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f(x)sinax gibt ihm noch 2144
)

die Formeln:

(1699) -(- 1)W + A- cos =

(1700) (- l)-(/ (n)
-

/(-

und weitere 2144
*) durch Anwendung seiner Residuensatze auf Funk-

tionen wie

r(z) , / s Sin az sinae

Soj a^ cos 62 in 6 * ei

(wo r(r) eine rationale Funktion bezeichnet).

Eine ahnliche Formel namlich:

* = -00

hat sich auch im Nachlafi von C. F. Gaufl gefunden.
2145

)

AUgemeine Untersuchungen iiber derartige Umformungen finden

sich auch bei W. R. Hamiltm*}
S. D. Poisson hafe solche Formeln benutzt, urn Reihen, die fiir

groBe Werte von t gut konvergieren, in andere iiberzufuhren, die fiir

kleine Werte von t brauchbar sind.
2147

) Indem er in der Reihe

+ - 2

(1701) u= l

^exp ( n*t) I f(a) cos (nx no) da.

n=-oc

die Exponentialfunktion durch das Integral (947) ersetzt und noch

einen Konvergenzfaktor einfiihrt, erhalt er zunachst

(1702) H
^ -7T I/ &quot;Jf

oo
n =

+ cos (nx na 2**)] / (a) da dr.

Nach Ausfuhrung der Summation mit Hilfe der Gleichung (1212)

liefert der Grenziibergang zu 8 = nur fiir die Umgebung diskreter

2144) p. 355.

2144 a
) p. 307, 352, 359.

2145) Werke 8, p. 88; aus der Zeit zwischen 1799 und 1813.

2146) Dubl. Trans. 19
X (1843), p. 300.

2147) chaleur suppl. p. 48. Er bestimmt die von der Formel fur t = und

fiir x = gelieferten Grenzwerte.
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Punkte Beitrage, und es bleibt:

n=

0. SMomilch }
bildet

(1704)

oo

j (* i

o

wo

und entsprechende Sinusformeln.

Man kommt zu derartigen Umformungen auch, wenn man die

auf zwei verschiedenen Wegen erhaltenen Integrals einer Differential-

gleichung miteinander vergleicht. Z. B. wie G. G. Stokes- 1*9
} zeigt, an

der Integration von Vw = unter den Bedingungen:

u = fur x = 0, # = a, y = 0.

Hier ergibt sich die Umformung:

/17nR^
(1705 )

giiltig fiir

0&amp;lt;a;&amp;lt;a

&amp;lt; 2/ &amp;lt; 2/i &amp;lt;
&

Integration auf beiden Seiten nach re zwischen und a, nach ?/ und

?/ zwischen und 6 eribt fiir a = rb

Die Summation ist dabei nur uber die ungeraden Werte von w zu

erstrecken.

107. Transformation der Thetafunktionen. Aus den Beziehun-

gen zwischen zwei reziproken Funktionen erster bzw. zweiter Art

(Nr. 59) erhalt A. Cawc%
2150

) durch Vertauschung der Reihenfolge von

2148) Aich. Math. Phye. 12 (1849), p. 143.

2149) Cambr. Trans. 8 (1848) = papers 1, p. 299; p. 294 schon ein Beispiel
mit unharmonischen Reihen.

2150) exerc. de math. 2 (1827) = Oeuvres (2) 7, p. 185. Er berichtet p. 194,

Laplace habe die Formel fiir x 0, a oder b sehr klein durch ihm eigentum-
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Summation und Integration:

, . i 1 r cos uu / \

(1707) 2^(^ =Y r= 2&amp;gt;~cos-a + T ^ 0)

(1708)

r r = l werden die Integrale unbestimmt; nimmt man die Haupt-

werte und definiert /3
durch a/3

= 2, so ergibt sich:

r
25

&quot; v *m*^m J \. &

(1709)
00

1 /^1 . , . / , N , aw ,

J&amp;gt; AW a)
= y^ val. prmc. / ^(w) cot aw.

n = l

Ersetzt man in der ersten dieser (jleichungen f(x) durch f(x} cos (6 x},

so hat man cp(u) durch

zu ersetzen; so erhalt man fiir &amp;lt;
6

&amp;lt;

(1710) l
n =1

n = l

_ _
Die Annahme f(x)

= e~~* gibt auch gj()
== e

2
,
also mit a 2 = 2a2

,

^ = 2&s, 02 = 2w2
,
a6 = a, fiir rr &amp;lt;

& :

(1711)

liche Methoden verifiziert; dariiber scheint nichta welter bekannt zu sein. Der

Spezialfall u = von (1711) mit Andeutung des Beweises bereits in Cauchys

erster Mitteilung fiber reziproke Funktionen, bull. soc. philomat. 1817, p. 124.

Oeuvres (2) 7, p. 286 erhalt er noch eine etwas allgemeinere Formel, indem er

b

a durch oV^, & durdh = ersetzt, wo auch komplex sein kann.

ye
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S. D. Poisson erhalt zunachst 2151
)

den fiir x = eintretenden

spezieUen Fall der letzteren Gleichung direkt, indem er gleich in die

Ausgangsformel die Annahme f(x)
= e~** einfiihrt. Nachher 3152

) ge-

winnt er aus der Theorie der trigonometrischen Reihen die allgemeine

Form el:

(1712)

und aus ihr durch die spezielle Annahme f(x)
= Secnrz die ebenfalls

der Theorie der Transformation der Thetafunktionen angehorende:

(1713)

spater
2153

)
auch noch durch die Annahme f(x)

= exp ( x~ 2

}cos2bx

wieder die Gleichung (1711).

Die Gleichung (1711) findet sich iibrigens auch im NachlaB yon

C. F. (raw/3
2155

),
der folgendermaBen schliefit: der Koeffizient von cos nitx

in der Entwicklung der Summe

(1714)

lafit sich in J, -i/7T / n-n\
e~ * cos nnx ax = y

--
exp I

----
g -1

umformen (nach (947)).

Ahnlich schlieBt Poissow 2156
):

2151) j. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 420.

2152) j. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 451.

2153) Paris mem. 6 (1823 [27]), p. 591 (von 1826).

2155) Werke 3, p. 436; vom Herausgeber (p. 494) verinutungsweise in das

Jahr 1808 gesetzt. Vgl. iibrigens auch die Rechuung p. 418 (von 1799?).

2156) In einer Note (Paris mem. 10 (1831), p. 110) zu seinem Referat fiber

Jacobis Fundamenta, in der er auseinandersetzt, daB man auf diesem Wege die

Formeln fur die lineare Transformation der elliptischen Funktionen aus ihrer

Darstellung durch Thetaquotienten ableiten koime. Im Grunde ist iibrigens die

SchluBweise keine andere als die friiher 87B
)
von ihm angewandte; es ist nur

durch die Einfiihrung des Konvergenzfaktors die Moglichkeit der Vertauschung

der Reihenfolge von Summation und Integration erzielt. Auch C. G. J. Jacobi

selbst hat schon in einer seiner ersten Veroffentlichungen (J. f. Math. (3) 1828,

p. 307 = Werke 1
, p. 260) auf den Zusammenhang der bier besprochenen For

meln init der Transformationstheorie der elliptischen Funktionen hingewiesen;

ebenso spater Lebesgue, j. de math. 5 (1840), p. 186.
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3C

(1715) 2j&amp;gt;Veip( 4MV)cos2ws
= o

y
^y- J ^

&amp;gt;

/?
n
[cos2M(2rtt-4-s) + cos 2n(2ra ;r)]exp(

2
)

_^o, rc =

+ 00

1 /V
+ y^ J Ll

1

2/Tcos (4r + 2a?) -f-

T i _ 2 a 77 2 1 4- 6*
6XP {

K
~)

und geht dann zu
/3
= 1 iiber. Auch erhalt er 2157

),
indem er seine

allgemeine Formel (1712) auf die Annahmen

,/ N sin z , cos z

f(0)
= oder

~, itaz . nuZ
in- Eoi

iC iC

anwendet und die Integralrelationen (968, 970) herbelzieht, den ent-

sprechenden Beweis fiir die Transformation der Partialbruchreihen.

108. Differentiation zu beliebigem Index (vgl. II A, 2, Vofi,

Nr. 48, p. 116). Schon Fourier selbst 2158
)
hat darauf hingewiesen, daB

man auf Grund der Darstellung einer willkurlichen Funktion durch

seine Integralformel (790) den ^u*
611

Differentialquotienten einer Funk

tion fiir beliebiges [i

u durch die Gleichung

(1716) == ^ cos ^ - g +
oc oc

definieren konne.

Doch macht bereits J. lAowriXle****} darauf aufmerksam, daB diese

Formel bei nicht ganzzahligem p ein mehrdeutiges, bei gebrochenem

/A mit geradem Nenuer iiberdies ein komplexes Resultat ergebe
216

) ;

und daB man auch nicht untereinander iibereinstiinmende Resultate

erhalte, wenn man an ihrer Stelle die Formel (792) benutze. 2161
)

Er
hat ihren Gebrauch daher zuerst ganz vermieden; spater

2162
) schlagt

er vor, an ihrer Stelle diejenige Modifikation zu benutzen, bei der

eine Integrationsgrenze endlich genommen wird.

2157) p. 116.

2158) Theorie de la chaleur, Paris 1822, Nr. 422 = Oeuvres 1, p. 508. Daraus

bei G. Peacock, Brit, ass. rep. 3, fur 1834, p. 218.

2159) j. ec. polyt. cah. 21 (1832), p. 124; J. f. Math. 12 (1834), p. 287.

2160) J. f. Math. 13 (1834), p. 221.

2161) Ib. p. 222.

2162) Ib. p. 222. Er will untersuchen, unter vrelchen Cmstiinden die so ge-
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109. Funktionen grofler Zahlen. Unter diesem Namen pflegt

man eine Gruppe von Untersuchungen zusammenzufassen, die das Ver-

halten analytischer
2163

)
Funktionen einer Variabeln n fur groBe Werte

derselben auf anderem Wege als durch direkte Entwicklung nach fallen-

den Potenzen von n festzustellen suchen; sei es, dafi es sich uni Funk

tionen handelt, die eine solche Entwicklung iiberhaupt nicht zulassen,

oder da6 die vorliegende Darstellung der Funktion Zwischenglieder be-

nutzt, die nicht so entwickelt werden konnen.

P. S.de Laplace*
16
*} scheint der erste gewesen zu sein, der bemerkt

hat, daB das Problem sich angreifen lafit, wenn es gelingt, die Funktioii

durch ein bestimrntes Integral

(1717) $(ri) ^~f(x] &amp;lt;p (x}
n dx

wonnene Definition mit der von ihm selbst bevorzugten ubereinstimmende Re-

aultate gibt, beachtet aber nicht, daB er dazu erst die Frage beantworten muBte,

unter welchen Urnstanden die von ihm vorgenommenen Vertauschungen von

Grenziibergangen erlaubt s^nd.

2163) Von der asymptotischen Darstellung zahlentheoretischer Funktionen

1st hier nicht die Rede; uber sie vergleiche man 1C 3 (Bachmann), Nr. B, p. 658.

2164) Paris mem. 1778[81]; 82[85]; 83[86]
= Oeuvres 9, p. 422, 444; 10, p. 209,

295; dann in der theorie analytique des probabilites, Paris 1812 = Oeuvres 7,

p. 89. .
Eine Darstellung des Verfahrens von Laplace findet sich auch bei

S. F. Lacroix, traite des differences et des series, Paris 1800, p. 462 = traite

du calcul diff. et du calcul int. 2me d., 3, Paris 1819, p. 502; die Ableitung der

Formel (1721) auch bei A. M. Legendre, exerc. de calcul int. 1, Paris 1811, p. 343;

eine ubersichtliche Darstellung, saint Anwendung auf die asymptotische Dar

stellung von B(m, n), wenn in und n beide groB sind, auch bei A. de Morgan,
Diff. and integr. calc., London 1836/41, p. 603. De Morgan bestimmt auch den

asymptotischen Wert von F(n -\- 1) selbst auf diesem Weg, indem er was

freilich noch zu rechtfertigen ware das Maximum nicht von qp, sondern von

fy
n nimrnt. Ebenso Liouville, J. de math. 11 (1846), p. 465, und mit geringer

Abandoning auch A. Cauchy, Paris C. R, 19 (1844), p. 68 = Oeuvres (1) 8, p. 259.

In ilhnlicher Weise wie die einfachen lutegrale behandelt Laplace auch die

entsprechenden Doppelintegrale (Theorie analyt. des probabilites, Livre 1, 2. partie,

chap. 1, Nr. 28 = Oeuvrea 7, p. 105/110) sowie schon friiher (und zwar gleich fur

mehrfache Integrale, aber zum Teil fehlerhaft): Paris Mem. 1782[85] = Oeuvres

10, p. 230/235.

W. E. Hamilton, Dubl. proc. 7 (1842/43), p. 4-20 gibt Andeutungen uber Aus-

dehnung des Verfahrens von Laplace auf Doppelintegrale der Form:

r oo

4

V* /
dr r~&quot;*

&quot;wo U, V sich nach Potenzen von u- init gauzzahligeu Expoueuten entwickeln

lasseii.
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darzustellen, in dem f und cp von n unabhangige Funktionen von x

bedeuten. Es iiberwiegen namlich dann die Beitrage derjenigen Teil-

intervalle, in welchen cp(x) seinen groBten Wert annimmt, die der

iibrigen um so inehr, je groBer n ist. Bei Abschatzung der ersteren

sind zwei Falle zu unterscheiden. Wenn an der Stelle XQ
des Maxi-

mums
&amp;lt;p (x ) =}= ist, fuhrt er eine neue Integrationsvariable t durch

die Gleichung

(1718) y = f(x)cf (xY= yQ e-
t

ein, in der yQ
den Wert von y fiir x = X bedeutet; durch Reihen-

umkehrung kann er dann x und dx/dt nach Potenzen von t ent-

wickeln und so fiir
&amp;lt;&(ri)

eine Entwicklung nach Integralen der Form

(1719) fe- t
m dt

erhalten. Diese Integrale sind zunachst von t = bis zur Grenze

des Giiltigkeitsbereiches der Entwicklung zu nehmen; aber eben weil

nur die Umgebung von t einen wesentlichen Beitrag liefert, kann

er sie bis = oc erstrecken, so daB sie sich durch F-Funktionen

ausdriicken lassen. So erhalt er fiir
3&amp;gt;(n)

einen Naherungsausdrnck,

dessen erstes Glied

_^_
2

I/O

ist, wahrend jedes folgende aus dem ihm unmittelbar vorhergehenden

durch Multiplikation mit einer GroBe der Ordnung w&quot;

1 erhalten wird.

Wenn aber an der Stelle des Maximums ^ (^o)
== *s

^&amp;gt;

^ ^e

Reihenumkehrung in der vorher benutzten Form nicht moglich. Ist

etwa noch

so substituiert Laplace

(1720) y = y

und erhalt so entsprechende Resultate; fiir ,u
= 1 wird das Anfangs-

glied

(1721) y^y^,

und jedes folgende entsteht aus dem ihm unmittelbar vorhergehenden

durch Multiplikation mit einer GroBe der Ordnung n~ ^.

A. Cauctiy
2165

) ersetzt, ebenfalls unter der Yoraussetzung y (x)
=

0,

2165) Paris m&n. 8 (1829)
= Oeuvres (1) 2, p. 33; Vorauzeige (von 1827) ib.

p. 29. Im wesentlichen ebenso in einem von H. A. Schwarz entzifferten Frag

ment aus dem NacklaB von JR. Riemann, ges. Werke, p. 429 (von 1863).
-- Die

Formel (1722) wird aus (1721) erhalten, wenn man in letzterer, unter Beriicksich-
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X durch X
Q -fWX v(x) durch e

w
,

; durch WQ -f- w

Grenzen der Integration eben falls durch + oo; so erhalt er als erste

Annaherung:

(1722)

Dieses Resultat iibertragt er sogleich auch auf komplexe Funktionen

und Integration zwischen komplexen Grenzen. Im letzteren Falle

wurde die Methode zunachst nur verlangen, daB im Punkte x die

Ableitung von cp(x)\ nach der Tangente des Integrationswegs Null

ist, doch miiBte dann reeller und imaginarer Teil getrennt werden.

Cauchy bemerkt aber, daB die Formeln in derselben Gestalt wie im

Reellen bestehen bleiben, wenn
&amp;lt;p (# )

selbst gleich Null ist, und daB

man das in vielen Fallen durch erlaubte Abanderung des Integrationswegs

erreichen kann. 2166
)

Dem zugehorigen Wert
|&amp;lt;p(# )| nennt er dann

,,Prinzipalmodul&quot; der Funktion
&amp;lt;p(x).

Caucliys Absicht bei diesen Untersuchungen war auf die Ermog-

lichung einer Bestimmung des wahren Konvergenzkreises der Potenz-

reihe ^&(n) zn gerichtet
2167

); er schlieBt auch gleich Anwendungen
auf die Auflosung der Keplerschen Gleichung durch Entwicklung
nach den Potenzen der Exzentrizitat u. dgl. an. Erst einige Jahre

spater
2168

) ist er zu der Erkenntnis gelangt, daB der Konvergenzradius

tigung von qp (a: )
= 0, y&quot;

durch die Ableitungen von /&quot;und qp ausdruckt und das

von n freie Glied gegen das mit n multiplizierte vernachlassigt.

2166) Den Begriff des verschiebbaren Integrationswegs hat Cauchy hier noch

nicht explizite, so wenig wie in seinen andern Schriften aus dieser Zeit. Er

spricht nur davon, daB das Integral noch einen verfugbaren Parameter ent-

halten solle (p. 38), wahlt aber als solchen nachher den Radius des Kreises, auf

dem er integriert. Uber die Veranderung des Maximum Maximorurn bei Ande-

rung eines solchen Parameters enthalt ein spaterer Aufsatz Cauchys (Paris C. E.

17 (1843), p. 1215= Oeuvres (1) 8, p. 128; reproduziert auch von Moigno, Le9ons
2 (1844), p. 776) noch einige Auseinandersetzungen. Ein noch spaterer, Paris

C. E. 20 (1845), p. 550 = Oeuvres (1) 9, p. 79 zeigt, daB die notwendigen und

hinreichenden Bedingungen fur das Auftreten eines Prinzipalmoduls darin be

stehen, daB auBer
&amp;lt;p (x)

= noch

ist.

2167) Uber die Stellung dieser Untersuchungen Cauchys innerhalb der Ent-

wicklungsgeschichte seiner Theorie der Funktionen komplexer Variabeln vgl.

man A. Brill u. M. Noethcr, Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 3 (1892/93), p. 177.

2168) Turiner me&quot;m. lith. von 1831, p. 9 = exerc. d. anal. 2 (1841), p. 54. -

Die Beziehung dieser Untersnchungen zu den vorher besprochenen deutet Cauchy
selbst inem. p. 15 = exerc. 2, p. 54 an: der Rest, der bleibt, wenn man die
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sich aus den Eigenschaften der Funktion bestimmt, und daB die

Koeffizienten der Entwicklung

(1723) F(u}=^Anu
n

Taylorsche Entwicklung von f(z) mit dem Glied mit z
n-1

abbricht, ist absolut

kleiner als das Produkt aus

in das Maximum von
/&quot;()

auf dem Kreise vom Radius
| j ;

um eine mbglichst
scharfe Abschatzung zu erhalten, muB man diesen Radius so wahlen, daB dieses

Maximum moglichst klein wird, d. h. eben, man muB den Prinzipalmodul von

/&quot;()
bestimmen.

Spatere Untersuchungen Cauchys haben hauptsachlich die genauere Fest-

stellung der Bedingungen im Auge, unter welchen der Ausdruck (1722) wirklich

als Naherungswert des zu bestimmenden Integrals betrachtet werden kann. Er
behandelt zunachst [Paris C. R. 20 (1845), p. 128 = Oeuvres (1) 8, p. 425] die

folgende Frage: Sei

wo y selbst wieder Funktion von x ist; wenn man f(y) in der Integraldarstel-

lung (1724) des Koeffizienten An durch seine Entwicklung nach Potenzen von y
ersetzt, so erhalt man eine Reihenentwicklung fiir diesen Koeffizienten; wie weit

wird diese konvergieren ? Cauchy zeigt, daB man diese Frage beantworten kann,
indem man f(y) durch eine Funktion der Form

ersetzt, deren Entwicklungskoeffizienten samtlich absolut groBer sind als die

entsprechenden Entwicklungskoeffizienten von f(y}. Einen analogen Satz gibt er

dann auch fiir den Fall, daB die Funktion f von zwei verschiedenen Funktionen

y und z von x abhangt; speziell fiir die Annahrne

ft&amp;gt;\
1 x

(2) y = 1 x, s =
X

das gibt ihm dann den folgenden Satz [p. 214 = 439]: ist

(3) F(x) = a

so ist

wobei das Zeichen A durch An = 1 definiert ist. Fiir

CO o(ar)
=

(l a?)~

gibt das:

I, m
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sich durch die Integrate

(1724; -\, t -,lJ F(u}u
ldu

fur

(9) Ay, *) = &amp;lt;?(*) x
( I )

=
&amp;lt;p(i

-
y)

wird:

,
1

(10) flim=(-
I, m!

1st endlich noch

&amp;lt;p(
x)
=

(1 a )&quot;#(),

x(a;)
= (l-a 1 x)

v
X(a;)

und dabei $(*), X() ..flberall kontinuierlich&quot; [er brauchte nur zu verlangen

,,innerhalb eines Kreises, dessen Radius groBer als 1
1st&quot;],

so lautet die Bedin-

gung fur die unbedingte Konvergenz der erhaltenen Doppelreihe einfach

.

Bei dieser Untersuchung hatte er, urn iiber den Konvergenzkreis der Ent-

wicklung (^An x
n

) integrieren zu konnen, s&amp;lt;l
voraussetzen miissen; in eiiier

neuen Redaktion [Paris C. R. 20 (1845), p. 280 = Oeuvres (1) 9, p. 5] zeigt er,

daB man diese Bedingung fallen lassen kann, wenn man zuerst iiber einen Kreis

von kleinerem Radius integriert und erst in den SchluBformeln auf den Kon-

vergenzkreis selbst iibergeht. Auch bespricht er jetzt [p. 329 = 19] den Fall,

daB die Entwicklung von f(y, z) nicht unbedingt konvergiert, sondern nur bei

geeigneter Reihenfolge der Summationen, z. B. wenn man erst nach Potenzen

von y und die Koeffizienten dieser Entwicklung nach Potenzen von z entwickelt;

es ergibt sich, daB die Entwicklung von An ,
die man erhalt, wenn man nur

den Faktor #(1 -f- z) entwickelt, unter den Bedingungen [p. 395 = 52 J
:

konvergiert. Daran schlieBen sich Untersuchungen [p. 696 = 89; vorlaufige Mit-

teilungen p. 477, 481, 552 = 69, 74, 81], in welchen an Stelle der hier benutz-

ten GroBen y oder z der Polarwinkel p von x als Hilfsvariable auftritt, nach

deren Potenzen zuniichst entwickelt wird. Wird in dem Ausdruck des absoluten

Glieds A der Entwicklung von f(x) nach Potenzen von x durch das Integral (1724)

(14) /(*)
= e

gesetzt und der Faktor y(p) nach Potenzen von p entwickelt, so ergibt sich fur

A eine Entwicklung, die sich in der symbolischen Form schreibeu liiBt:

+ cu

dp ,

Dabei ist co so zu wahlen, daB die Entwicklung von
T/&amp;gt;(J&amp;gt;)

bis p = to konver

giert; ist der Kreisring, in welchem die Laurentsche Entwicklung von F(x) kon-

Kuoyklop. d. math Wiiseuaoh. 11 1. 37
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ausdriicken lassen, die entweder fiber den wahren Konvergenzkreis

vergiert, hinreichend breit, so kann man co = it nehmen, und das Zusatzglied
fallt dann weg. Wird in diesem Resultat F(x) wieder durch x~ n

y
n
(x) f(x) er-

setzt, n a fur a eingefiihrt und fiir a der Wert

-

2 dp*

genommen, so daB die Entwicklung von ty(p) kein Glied zweiter Ordnung ent-

halt, so wird der Koeffi/ient von p
m

in dieser Entwicklung hochstens von der

Ordnung -- in bezug auf n; man erhalt also [p. 701 = 98. Beim Vergleich mit

(1722) ist zu beachten, daB hier das Integral noch mit -2n dividiert ist. Eine

spatere Abhandlung (Paris C. R. 29 (1849), p. 47 = Oeuvres (1) 11, p. 139) er-

lautert den SchluB noch durch den Zusatz: man kann n und a so wahlen, daB
nffi* sehr groB, n 3 sehr klein wird], wenn der Prinzipalmodul zu x = 1 gehort,

wobei

(17) s = C]/nr,

C von n unabhangig, und \i &amp;lt;[
1 ist.

Von demselben Ansatz aus gelangt Cauchy auch zu einem neuen Beweis
der Gleichung (8) [p. 712 = 103]. Wird namlich

genommen, so ergibt sich zunachst auf dieselbe Weise wie (15) die Gleichung

(19) A. - f
(t

p (- A)
WO

w.-(-(- )

und wenn hier das Symbol der Differentiation nach n vermoge ( exp -- = !-)- A }

\ on I

durch das der endlichen Differenz ersetzt und die Operation an dem Binomial-

koeffizienten ausgefuhrt wird, wieder die Gleichungen (8) mit (10) [p. 718 = 111.]

Endlich behandelt Cauchy auch noch die Frage nach der asymptotischen

Darstellung des Koeffizienten A_ m^ n
von x~ my

n
in der Entwicklung einer Funk-

tion der beiden Variablen #, y nach deren Potenzen; wenigstens fur den Fall,

daB diese Funktion die Gestalt hat:

(20) F(x, 2/)

wo v noch Funktion von x sein und f(x, y} mit seinen ersten Ableitungen als

Funktion von y in einem geeigneten Kreisring stetig sein soil [p. 723 = 116].

Die Anwendung von (8) gibt dann zunachst fiir den Koeffizienten An von y
n

den asymptotischen Ausdruck:

(21) An ~[s]n v-
n
f(x,v}.

Hier ist nun noch der Wert u von x zu bestimmen, der den Prinzipalmodul
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selbst oder iiber einen zu ihm konzentrischen Kreis von kleinerem

Radius zu nehmen sind. Die asymptotischen Werte fiir das Integral

(1724) lassen sich in zwei Fallen leicht gewinnen: wenn der Integra-

tionsweg durch eine Nullstelle u = repi von F (u) gelegt werden

kann, so setzt Cauchy*
1

}:

(1725) u~*F(u) = e- a
?x(p),

so daB er zunachst erhalt:

die erste Naherung ergibt sich dann, indem die variablen Werte von

%(jo) durch den Wert fur p = ersetzt und die Integration bis oo

ausgedehnt wird, weitere, indem weitere Glieder der Entwicklung

von % nach Potenzen von p zugezogen werden. Wenn andererseits

F(u) auf dem Konvergenzkreis nur einen singularen Punkt M
O hat, in

dessen Umgebung

(1727) F(u}

gesetzt werden kann, wo /j regular und s
&amp;lt;

1 ist, so ergibt sich durch

die Benutzung der Entwicklung von j^
2169

*):

von xm v~ n
liefert, und dann die Formel (16) anzuwenden; das gibt:

.2 yman J* = &quot;

Zur Bestimmung von M, v kann dabei das Gleichungspaar

(23) F-O, &quot;: + JL^._,m dx n dy
dienen.

2169) Paris C. B. 20 (1845) = Oeuvres (1) 9, p. 90. Die Rechnung mit

Funktionen von Differentialsymbolen, deren sich Cauchy hier bedient, ist nur

Aufputz und fiir die Sache selbst nicht wesentlich. Er hat iibrigens hier, auf

Grund der inzwischen erschienenen Untersuchung Laurent*, die allgemeinere

Voraussetzung, daB die Entwicklung (1723) auch Glieder mit negativen Exponen-

ten enthalt; fiir die Bestimmung der asymptotischen Wertes dieser letzteren

kommen dann die auf der inneren Begrenzung des Konvergenzringes gelegenen

singularen Punkte in Betracht. DaB man zur Abschatzung des allgemeinen Glie-

des bzw. des Restes der Reihe (1723) nicht immer am zweckmaBigsten iiber den

Konvergenzkreis selbst integriert, bemerkt Cauchy bcreits im Turiner mein. p. 16,

unter Hinweis auf seine friiheren Untersuchuiigen.

2169*) Paris C. R. 20 (1845) = Oeuvres (1) 9, p. 102; im wesentlichen ebenso

Paris C. R. 34 (1852) = Oeuvres (1) 11, p. 387. Einige weitere Ausfiihrungen

dazu bei G. W. Hill, Amer. J. of math. 6 (1884), p. 125.

87*



1350 II A 12. H. Burkhardt. TrigcmometriBche Reiheri und Integrate.

yv 1 ]m r!^A^o / + -
~ ^-A~ m! \ n

- 1

und hier ist der Quotient jedes Gliedes durch das folgende von der

Ordnung n. Dabei ist nieht einmal erforderlich, daB die Entwicklung

von /i langs des ganzen Integrationswegs konvergiert; man muB nur,

wenn das nicht der Fall ist, ein Restglied hinzunehmen, dessen Dar-

stellung durch das Cauchysche Integral, wie Cauchy selbst bemerkt

hat 2169b
),

die Abschatzung gestattet.

110. Auflosung von Integralgleichungen. Zu solcher hat li. Mur-

phi die trigonometrischen Entwicklungen herange/ogen: um die Grlei-

chung
n

(1728) / f(t) cos atiH == F(a)
o

nach f(f) aufzulosen, benutzt er 2170
)

die Entwicklung (277) von

cos at nach den Cosinus der ganzzahligen Vielfachen von t und setzt

auch fur f(f) eine solche Entwicklung an:

(1729)

Ausmultiplikation ergibt dann:

(1730) F(a) = si

also fiir a = n:

0. Schlomilch 2171
)

lost die Funktionalgleichuug auf

GO

(1731) f(x]
==

je-
ux
F(u)du

216 .)
b
)
An der letztgenannten Stelle, p. 401.

2170) Carnbr. trans. 5j (1835), p. 380. p. 382 tragt er nach: man miisse noch

einen n appendage&quot; beifiigen, namlieh die allgemeinste Losung der Gleichung:

n

j f(t)cosatdt = 0.

6

Diesen stellt er durch divergente Reihen dar.

2171) Arch. Math. PhyB. 12 (1849), p. 142.
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uurcb

WCO,.,)&quot;
-

II

L. EuJer 2112
)

setzt zur Losung der Funktionalgleichung:

(1732) 2

trigonometrische Reiben an. Es stellt sich heraus, daB alle GliederO
niit hoheren Vielfachen wegfallen iniissen

;
so daB man sin # und

I cos x als partikulare Losungen erhalt.

Ein weiteres Beispiel fur die Auf losung einer Funktionalgleichung

durch Vervvendung trigonometrischer Reiheu bei W. Thomson Lord

111. Integration von Gleichungen mit gemischten Differenzen.

I). F. Gregory*
113

) integriert die Gleichung:

(1733)
- = &u(x-li, t),

in der das Zeichen A durch A?&amp;lt;
&amp;gt; = u(x -\- h) u(x) definiert ist, oder

/ c- A 8
\

(ai -i + A)
M =

zuerst symbolisch durch

(17S4)

und indeui er cp und ip durch ihre Fouriersche Integraldarstellung er-

setzt, die Operationen unter deni Integralzeichen ausfiihrt und scblieB-

lich noch / und F fur ^ -f- (f
und ip

&amp;lt;p schreibt, durch

X +00

(1735) nu== I cos
fit

si

-f |
Tsin

(2
# sin

^)
sin (ga; g a) jP(a) rfa d S

ao

112. Gaufische Summen. P. G. LejcMne-Dirichlet hat die Bestim-

mung der Summeu
X

(
cos

}
2n*7r

2172) Petrop. n. coium. 1(5 (,1771), p. 151.

2173) Cambr. math j. l
s (1838) p. 59.
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auf die der Summe
00

(1737) F(x) =^cn cos nx
n =0

zuriickzufuhren gelehrt.
2174

)
Die Gleicbungen (955) geben namlich

wird links zuerst nur von (4&-f-l);r bis -}- (4fc -|- l)jr integriert,

das so entstehende lutegral durch Einschaltung der Zwischenwerte

(2h -j- I)TC in Teilintegrale zerlegt und diese alle auf dieselben Gren-

zen transformiert, so lafit sich die Summation unter dem Integral-
zeichen und dann der Grenzubergang zu 7c = oo ausfiihren, und man
erlialt

(1739)

mn
1 + cos-^

mn
2&quot;

. 4 ^-f I cos
|
Innt . 2s 2

jr\

~Vm^J 1 sinj\2~ ~m&quot;)

4s

IT]
I 2_ ^/f cos|s*jr

f cos
|

/J/ZTT . ^A -p(1sit\
T/m^j \ I sin J 2m I sin J I 2 2m^V \ m /

dabei ist mit [a] die grofite ganze Zahl bezeichnet, die nicht groBer
als a ist

;
und in den Summen ist das letzte Glied nur halb zu neh-

inen, wenn bzw. selbst eine ganze Zabl ist.

Wird

(
1 fiir n

&amp;lt;
m

C ^
10

n^&amp;gt;m

genommen, so wird:

F^\ =0 fur
0&amp;lt;/j&amp;lt;m,

\ m ]

und man erhalt die Werte der GauBschen Summen. 2175
j

2174) Berl. Abhandl. f. 1835, p. 401 = Werke 1, p. 249; kurzere franz. Fas-

sung J. f. Math. 17 (1837), p. 61 = Werke 1, p. 264; Auszug j. de math. 3 (1838),

p. 2. Reproduziert ist Dirichlets Untersuchung von M. Ohm, System der Mathe-
matik 9 (Nurnberg 1852), p. 354 und von 0. Schlomilch, Studien 2, p. 62. Vgl. auch

die Darstellung bei A. Kramer, Programm Gymnasium Nordhausen 1845, p. 17.

2176) Vgl. iiber diese I C 3, Bachmann, Nr. 2, p. 644 sowie II A 3, Brunei,
nr. 20, p. 187.
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A. Cauchy kouamt zu diesen von der Traiisformationstheorie

aus.
2176

)
Wird in der Gleichung (1711)

9 2ni ,., ,, 9 . mti
a- = 2 -

n ,
b- = p + 2 ,

M =

gesetzt, so wird
/3

mit a zugleich null und in erster Annaherung

2/3
= na. Wird dann in jener Gleichung beiderseits mit no, multi

pliziert, so erscheinen links die Glieder der Summe

(1740)

jedes multipliziert mit einer Reihe, die als Naherungswert des Pro-

dukts aus j/a in das Integral

(1741) exp( x*)dx

betrachtet werden kann, und rechts die Summe 1 -f- exp ( -&quot;),
\ 2 /

multipliziert mit einer Reihe, die ebenso als Niiherungswert des Pro-

dukts aus ]/6 in dasselbe Integral betrachtet werden kann; das gibt
dann die GauBsche Formel in der Gestalt:

/&quot;17/iON 9
-- i- i nn\

(1742) 2j exP
(

^ -

n )

=
2 r n

(
l + exP

( T~)J
nni\\

113. Sukzessive Evolventen ebener Kurven. Sei ein singulari-

tiitenfreier Kurvenbogen gegeben; die Tangenten in seinen Endpunkten
seien zueinander rechtwinklig. 9 sei der Winkel, den die Tangente
in einem beliebigen Punkte mit der Tangente in einem Endpunkt
bildet; der Krummungsradius p in diesem Punkte sei als Fuuktion
von in eine Reihe nach den Sinus der ungeraden Vielfachen ent-

wickelt:

(1743) =

Wird die Kurve vom Punkte = *- aus abgewickelt und der Krum

mungsradius der Evolvente als Funktion des Winkels 6, ihrer Tan

gente mit der andern Anfangstangente der gegebenen Kurve betrachtet,

so ergibt sich wegen dQl
=

Qo d0Q , 0,
= * --

:

2176) Paris C. R. 10 (1840), p. 663 = J. de math. 6 (1840), p. 158 = Oeuvres

(1) 5, p. 156. Paris C. R. 10, p. 719 = Oeuvres (1) 5, p. 1D9. Verallgemeine-

rungen auf andere ,,alternierende
u Sumineii von Eiuheitswur/.eln.
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Wird von dieser Evolvente wieder in geeigneter Weise die Evolvente

genommen usw.
7
so wird fiir die mie Evolvente:

also die Koordinaten eines Punktes dieser mton Evolvente:

e

(1746) V

_ -

,o=
4 (

_ X1
( !)&quot;

&quot;.# (n + 1) Bin 2OT0,,, n sin (2n -f- 2)0m

n= 1

Daraus ergibt sich:

(1748) Iim#m= -j
9
-(l cos 20), lim?/ /;i

= B
(26 sin Id).

r&amp;gt;i
= oo Mi = oo

Im wesentlichen so beweist 6 . D. Poisson 2111
^)

die Behauptung von

Johann I. Bernoulli, daB diese sukzessiven Evolventen sich mit wachsen-

dem m inimer rnehr der Gestalt einer Zykloide nahern.

Noch mehr vereinfacht ist die Darstellung bei Puiseux*118
),

der

aus lim rm = A^ cos u oder = A
1
sin u sogleich schlieBt, daB es sich

um eine Zykloide handelt.

2177) J. EC. polyt. cah. 18 (1820), p. 431. Poissons Darstellung ist dadurch

unnotig umstandlich, daB er wegen der in Note 660 erwahnten Bedenken sicli

nicht getraut, schon den Krummungsradius der Ausgangskurve durch eine der-

artige Eeihe darzustellen.

21 7H) J. de math. 9 (1844), p. 398.

(Abgeschlossen im Mai 1914.)
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Kurve und Funktionsbegriff 1, 3; line-

are Punktmenge als geometrisches
eines Bereiches eiuer reellen Verander-

lichen 8
;
monotone oder nicht mono

tone diskontinuierliche -ungen des

Linearkontinuums 40.

Abbildbarkeit, eindeutige stetige

derPunkte einer Strecke auf diejenigen
eines Quadrats 47; ein -eindeutige
des w-dimensionalen Kontinuums auf

das eindimensionale 47.

Abbildung, durch eine Pfaffsche Giei-

chung vermittelte einer nicht line-

aren partiellen Diff.-Gl. 1. Ord. mit einer

Unbekannten 352
;

eines Involutions-

systems vermittelst einer Pfaffschen

Gleichuug 358; Invarianz der Trans-

formationsgruppe bei -en 402; konfor-

me geradlinig begrenzter Polygone
auf die Kreisflache 495, 496; der

Schnittkurve einer Fliiche und eines

Kreiszylinders auf einen konzentrischen

Zylinder vom Radius 1 oder auf eine

Ebene 51.

Abdank-Abakanowicz,Integraphvon
- 131.

Abel, -sche Form exakter Differentiale

algebraischer Funktionen 93; Theorie

der -schen Funktionen von Clebsch u.

Gordan 93; Reihe von in der Funk-

tionalrechnung 783; -s Inversion einer

speziellen Integralgleichung 807 ;
Funk-

tionalgleichung von 791
;
Anwen-

Kuoyklop. d. math. Wissenach. II 1.

dung der Iterationsrechnung auf die

Auflosung der Funktionalgleichung
von 794; -sche Funktionalgleichung

803; -sche Konvergenzuntersuchung ge-
wisser trigonometrischer Reihen 829;
-sche Konvergenzuntersuchung der Bi-

nominialreihe 844.

abgegrenzt, -es Integral 90.

abgekiirzt, -es Verfahren zur Bestim-

mung der Komponenten von periodi-

schen Naturerscheinungen aus Beo-

bachtungen yon Extremen 672.

abgeleitete Potentiale 470.

abgeschlossen , (parfait) -er Bereich

von -Veriinderlichen 45, 45.

abklingende Funktionen, in der

Integraldarstellung der zu einer ge-

gebenen Funktion reziproken Funktion

1142.

Abkiihlung, Problem der einer

Kugel 1051.

Ableitung, einer endlichen eindeu-

tigen Funktion f(x) an der Stelle x= a

21, 21; 60; -srechnung 60; Rechnen mit

-en zu beliebigem Index in der Funk-

tionalrechnung 770; aufeinanderfol-

gende -en eines Differentialausdrucks

wter
Qrdnung 779; einer Funktion

von Linien 787, siehe Differential-

quotient.

Abschiitzung, eines Integrals mit-

tels der beiden MittelwertsiUze 97;

des Integrals f f(x) cos Ixdx nach

der GrOBenordnung von JL
-1

, 1064.



1356 absolut-konvergent d Alembert

absolut-konvergent, siehe konver-

gent.

abteilungsweise, differenzierbare

Funktion 21; Eigenschaft, die eine

Funktion besitzt 21; monotone

Funktion 22; Dirichletscher Konver-

genzbeweis fiir die trig. Entwicklung
einer monotonen Funktion 1038.

accessorisch, -es System von linearen

Differentialgleichungen 633 (durcb

Variation der Lagrangeschen Glei-

chungen des allgemeinen isoperime-

trischen Problems entstanden).

Achsen, Funktionen der groBen 876,

1081; vgl. Axe.

Additionstheorem, -- der Kugel-
funktionen 1. Art 713; der Kugel-
funktionen 2. Art 724, 724; fur Er-

weiterungen von Kugelfunktionen 731;

der Lameschen Funktionen 735;

der Zylinderfunktionen 1. u. 2. Art

751
; Verallgemeinerung dieses letzteren

Theorems 761; als Funktionalglei-

chung zur Definition von verschiedenen

Klassen von Funktionen 800.

adjungiert, einem Ration alitatsbereich

-e Funktion 288; -e Funktion = zu-

geordnete Kugelfunktion 710; Bei

gewo hnlichen Differentialglei

chungen: Einem linearen System

gew. Diff.-Gl. nieT Ord. -es Jacobisches

lineares System totaler Diff. -Gl. wter

Ord. 246, 274; einem Lieschen System
-es lineares System gewbhnlicher Diff.-

Gl. 277; zu einer gewohnlichen Diffe-

rentialgleichung nter Ord. -e Lagrange-
sche Diff.-Gl. 256, 270, 272; zu dem
Differentialausdruck P(y) -er Ausdruck

270; geometrische Interpretation der zu

einer gewohnlichen linearen homogen.
Diff.-Gl. nitr Ord. -en Diff.-Gl. vom

projektiven Standpunkt aus 271; sich

selbst -e gewohnliche lineare Diff.-

Gl. nter Ord. 270, 270. Bei par-
tiellen Diff.-Gl.: Das einem voll-

standigen Systeme linearer partieller

Diff.-Gl. -e System totaler Diff-Gl.

317; zu einer linearen partiellen Diff.-

Gl. 1. Ord. -es System gew. Diff.-Gl.

312; invariante Verkniipfung eines

Systems totaler Diff.-Gl. mit der -en

Schar infinitesimaler Transformationen

318; sich selbst -e lineare partielle

Diff.-Gl. 2. Ord. 511, Bll, 513, 514, 540;

zu einer partiellen Diff.-Gl. 2. Ord.

(einem Differentialausdruck) -e Diff.-

Gl. (-er Differentialausdruck) 514; zur

elliptischen Diff.-Gl. 2. Ord. -e Diff.-

Gl. 516; zur hyperbolischen Diff.-Gl.

2. Ord. -e Diff.-GL 517; allgemeine
lineare sich selbst -e Diff.-Gl. 2. Ord.

vom elliptischen Typus 540; Algorith-

rnus der -en linearen Differentialaus-

driicke bei der Frage, wann eine Diff.-

Gl. aus einem Problem 6Jn = her-

vorgegangen ist 586; Algorithmus der

-en linearen Differentialausdriicke zur

Ableitung der Jacobi-Hesseschen The-

orie in der Variat.- Rechg. 591; -e

Gruppe, Integration eines Lieschen

Systems gew. Diff.-Gl. mit Hilfe der

des -en linearen Systems, fiir das die

zugehorige Gruppe die der dem

Lieschem System assoziierten Gruppe
ist 277; die zu einer Gruppe G -

424.

Adjungierte, einer Operation 778;

Lagrangesche 270, 778
;

der ersten

Zeile 272.

Ahnlichkeit, zweier Gruppen 413,

426; Kriterien fiir die zweier Grup

pen vermoge einer Beriihrungstrans-

formation 413.

aquivalent, -e Systeme gew. Diff.-

Gl. derselben Klasse 282; zu einem Sy

stem gew. Diff.-Gl. -e lineare homogene

partielle Diff.-Gl. 232, 312; zwei -e

partielle lineare Diff.-Gl. 2. Ord.

384; Integral- eines Systems linear

unabhangiger totaler Diff.-Gl. 307 ;
all-

gemeinste und singulare Integral -e der

Pfaffschen Gleichungen A= 0, 3-26, 327;

mit dem Pfaffschen Ausdruck A -er

Ausdruck A 327.

Aquivalenz, eines Integrationspro-
blems mit einem Transformations-

problem 235.

Aquivalenzproblem, fiir Systeme

gew. Differentialgleichungen von der

selben Klasse 235, 282 ;
fiir gewOhn-

liche Diff.-Gl.
ter Ord. 269, 284, 285

bis 288.

Aggregat, Pfaffsches --
(KJ or

2
... &amp;lt;xiv)

323.

Aktion, Prinzip der kleinsten als Pro

blem der Variationsrechnung 623; Ja

cobisches -s-Integral 624.

d Alembert, -sche Diff.-Gl. 1. Ord. 242;
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das -sche 1 rinzip in seiner Beziehung
zum Hamiltonschen vom Standpunkt
der Variationsrechnung aus 624; -sche

Losung der Diff.-Gl. der Saitenschwin-

gung 567.

Algebra, foimale Auffassung der

(Cambridger Schule) 835.

algebraisch, Eulersche -e Funktiou

4; Theorie der -en Funktionen einer

komplexen Veriinderlichen von Puiseux

und Cauchy 1020; -e Integrale 92,

in homogenen Koordinaten 93; Aron-

holdsche Darstellung der Integrale -er

Funktionen (
J3; -e Integration gew.

Diff.-Gl. 232; -e Integration gew. Diff.-

Gl. 1. Ord. 240, 245; -e Integrale ge\v.

Diff.-Gl. 240, 241; -e Systeme gew.
Diff.-Gl. 1. Ord. 208; Normalforin sol

dier Systeme 208; -e gewohnliche Diffe-

rentialgleichungen 1. Ord. 210; -e Sin-

gularitaten der Losungen eines Systems

gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 208; integrier-

bare gew. Diff.-Gl. wter Ord. 291; -

verzweigte Differentialkoeffizienten ei

nes Systems gew. Diff.-Gl. 206; -e Sy-

steme partieller Differentialgleichun-

geu beim Existenzbeweis von Losungen
eines gew. Diff.-Systems 298, Ubertra-

gung des Irreduzibilitiitsbegriffs der

Algebra auf solche Systeme 298; -e

GroBen 765.

algebroid, Fall eines Systems gew.
Diff.-Gl. 1. Ord. mit -en Differential

koeffizienten 208.

Algorithmen, Definition von Funk
tionen durch unendliche 32, 32;

von Leibniz und Lagrange als An-

fang der Funktioualrechnung 764; Ja-

cobis kettenbruchahnliche und ihre

Verwendung zu astronomischen Fragen
1073.

allerkiirzeste Verbindungslinie zweier

Punkte durch eine geodatische Linie

637.

allgemeines Integral einer Diff.-Gl.,

siehe Integral.

Allgemeinheitsgrad der Losungen

gewisser Diff.-Gl. 1208.

alternierend
, Grenzubergang durch

-es Verfahren bei der Losung von Rand-

wertaufgaben in der Potentialtheorie

1 iir kompliziertere Bereiche 500; -es

Verfahrens beim Existenzbeweis fur

Losungen von Diff.-Gl. des elliptischen

Typus fur beliebige Gebiete 527, 527.

Ampere, -scher Mittelwertsatz fur

eine Funktiou f(x) 67 ; Ausdehnung des

-schen Mittelwertsatzes fiir ein System
von n-Funktionen 67; Ausdebnung auf

hoh. Diff.-Quot. 68
;
-sche I. Klasse ein.

part. Diff.-Gl. 302; -sche Form einer

partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. 367; Ver-

allgemeiuerung dieser -schen Diff.-Gl.

fur eine partielle Diff.-Gl. nier Ord.

374; Analogon zur -schen Diff.-Gl. im

Falle linearer Systeme partieller Diff.-

Gl. 383; -sche Interpolationsfunk-
tionen zu einer Erweiterung der Taylor-
schen Entwicklung 77.

Amplitude, der rechts(links)-seitigen

Oszillationen einer Funktion an einer

Stelle a 30; einer einiachen har-

monischen Schwingung 643.

Arnslersche Planimeter 128; Polar-

planimeter 130; -aches Prazisionsplani-
meter 131.

Analy satoren,harmonische 133,690

Analyse, harmonische der Gezeiten

667, 668 rf.
;
harmonische 644.

analytisch,-erAusdruck einer Funk
tion f(x) 3, 4, 6, 7; WeierstraBsche -e

Funktion 7; Grenzfalle -er Funk
tionen 8; -e Funktion einer reelleu Ver-

anderlichen uud unbeschriinkt differen-

zierbare Funktion 24, 80; -es System

gew. Diff.-Gl. 196, 200; -er Charakter

der durch partielle Diif.-Gleichungen
definierten Funktionen 533; fiir einen

Wert x
t -reguliire Losung eines Systems

linearer totaler Diff.-Gl. 1. Ord. bei

komplexen Variabeln 197; Approxi
mation nicht -er stetiger Funktionen

mit beliebiger Genauigkeit durch ana-

lytische 535; -e Fortsetzung (siehe

Fortsetzung); Randwertaufgaben bei

-en Randkurven 501; -e Darstellung
des reellen und imaginaren Bestand-

teils einer Funktion komplexen Argu
ments 1311.

Anfangsbedingungen bei der Losung

partieller Diff.-Gl. 1183, Anpassen von

Losungen partieller Diff. - Gl. durch

bestimmte Integrale an gegebene
1215.

Ant angswerte (Anfangsbedingun-
gen). Eindeutige Bestimmung der

Integrale eines Systems gewohnlicher
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Diff.-Gl. 1. Ord. durch die 203; ge-

wohnliche singulare eines Systems
von gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 206; ,

fiir

welche die Differentialkoeffizienten

eines Systems gew. Diff.-Gl. meromorph
und unendlich sind 206; ,

fur welche

einige dieser Diff.-Koeffizienten alge-

braisch verzweigt sind 206; auBerge-
wohnliche bei beliebigen Systemen

gew. Diff.-Gl. 223.

Anfangszustand, Sinn der Losung
von part. Diff.-Gl. fiir dem voran-

gehende Zeitraume 1253.

angenahert, e Berechnung der F-

Funktion 165.

Annaherung, einea von einemPunkt
x

t ausgehenden &quot;WVges C an einen

Punkta; 204, Methode der sukzessiven

en zum Existenzbeweis von Inte-

gralen eines Systems gew. Diff.-Gl. 199,

Ubertragung auf das komplexe Gebiet

200.

Anomalie, die mittlere durch die

wahre ausgedriickt 893; Entwicklung
der wahren nach den Sinus der Viel-

fachen der exzentrischen 8 .)2
;
die wahre

durch die mittlere ausgedriickt 894;

Entwicklung der exzentrischen nach

den Sinus der Vielfachen der wahren

896; Entwicklung der cosinus und si

nus der Vielfachen der exzentrischen

nach den Funktionen der Vielfachen

der mittleren, und umgekehrt 897
;
Ent

wicklung der Produkte von Potenzen

von Cosinus und Sinus der exzentri

schen Anomalie 900; Entwicklung der

Storungsfunktion zuerstnach den Funk
tionen der exzentrischen und dann

nach denen der mittleren 1074; Ent

wicklung der Storungsfunktion nach

der wahren des einen und der ex

zentrischen des anderen Planeten

1075.

Anpassung, der Losung einer part.

Diff.-Gl. durch ein best. Integral an

gegebene Anfangsbedingungen 1215.

Anziehung, Korper groBter 485.

Apparate (vgl. Rechenschieber, Tabel-

len, Schablonen, Analysatoren, Plani-

meter, Integraphen), zur Zusammen-

setzung von harmoninchen Kompo-
nenten verschiedener Periode 689;

zur Zusammensetzung beliebiger (auch

unharmonischer) Komponenten von ge-

gebener Periode,Amplitude undPhasen-
koristante (tide-predicter) 690; zur

Trennung verschiedener Perioden und

Aufsuchung versteckter Periodizitaten

692.

Appellsche Polynome 785; Entwick

lung einer Funktion f(x) nach -schen

Polynomen 806.

Approximation, Methode der durch

Polygone bzw. Polyeder zum Existenz

beweis der Greenschen Funktion eines

ebenen Gebietes 495,496, 561; nicht

analytischer stetiger Funktionen durch

analytische 535; Auflosung der Nor-

malgleichungen bei der harmonischen

Analyse durch sukzessive -en 669, 671;
Methode der Integration durch in

der Astronomie 92; H93.

Approximationen, Methode der
sukzessiven , zuin Beweis der Exi-

stenz von Integralen eines Systems gew.
Diff.-Gl. unter best. Anf.-Bedingungen

198, Ubertragung auf das kompl. Ge
biet 200; fiir Randwertaufgaben bei

einer gewohnlichen Diff.-Gl. 2. Ord.

457; fiir Randwertaufgaben bei

Systemen von gew. Diff.-Gl. 2. Ord.

458; in ihren Beziehungen zu Rand

wertaufgaben bei ge\v. Diff.-Gl. 458
;
Dar-

stellung der Losungen von gew. Diff.-

Gl 2. Ord. durch die bei Randwert

aufgaben 459 ff.
;

zum Existenz

beweis der Losungen von partiellen

Diff.-Gl. 2. Ord. des elliptischen Typus
fur hinreichend kleine Gebiete 524;

zusammen mit der Methode der

ringformigen Gebietserweiterung zum
Existenzbeweis der Losung derartiger
Diff.-Gl. fiir beliebige Gebiete 528;
bei Diff.-Gl. 2. Ord. des hyperbolischen

Typus 530, 532; zum Nachweis des

analytischen Charakters der Losungen
linearer partieller Diff-Gl. 2ter und
hoherer Ord. mit analytischen Koeffi-

zienten 534; von Schwarz und Poin-

care fiir Losungen einer part. Diff.-Gl.

2. Ord. 546.

Argumeute, von Beobachtungen
644.

aristokratisch, e Gruppe 424.

arithmetisch, -es Abbild einer ebenen
Kurve im kartesischen Koordinaten-

eystem 3; -er Ausdruck einer Funk
tion 6; -er Punkt einer ?i-fach ausge-



aritbmetisehes Mittel Ausdrucke 1359

dehnten Mannigfaltigkeit 44; -geo-

metrisches Mittel, siehe GauB.
arithmetisches Mittel, GauBscher

Satz des -s 480; Webers Analogon
zum GauBschen Satz des -s bei der

Diff.-Gl. Aw + w = 541; C. Neu
manns Methode des -s in der Poten-

tialtheorie 497; zum Existenzbeweis

einer und nur einer Losung der Diff.-

Gl. Aw A;
2 M = bei vorgeschriebencn

Randwerten 552; samtlicher Werte

unbeBtimmter Ausdrucke 834, 834; Wert
einer trig.Reihe an Unstetigkeitsstellen
der darzustellenden Fuuktion als

der links uud recbts der Stelle ge-
nommenen Grenzwerte 1048.

Aronhold, -scbe Darstellung algebrai-

schcr Integrale 93; -scher d-ProzeB 93,

Erweiteruugen 03, 94.

Art, Unstetigkeiten erster und zweiter

28, 29; pantachische Unst. zweiter
-

41, 42; Sprung zweiter 29, 29;

Zwei lineare gew. Diif.-Gl. nter Ord.

von derselben 269; Aufgabe erster

und zweiter beim Existenzbeweis

fur Lbsungen von Diff.-Gl. des hyper-
bolischen Typus 530, 532; Ausartung
erster und zweiter von Kollineationen

im Fnriktionalraum S 778; Cauchys

reziproke Funktionen erster und zwei

ter bei der Fourierschen Integral-
formel 1098; Besselsche Funktionen

erster und zweiter (siehe Bessel
sche Funktionen).

assoziativ, -es Gesetz einer r-fach

unendlichen Sehar von Transforma-

tionen 404; -eEigenschaften der Ope-

rationssymbole A, djdx, 2, S beim

Prinzip des Rechnens mit Symbolen
766; -e Multiplikation von Symbolen
767.

assoziiert, zu einem System gewohn-
licher Diff.-Gl. 1. Ord. -e lineare ho-

mogene partielle Diff.-Gl. 1. Ord. 232;
-e einer gew. linearen homogenen
Diff.-Gl. 7t

ter Ord. 269; geometrische

Interpretation der zu einer gew. line

aren homogenen Diff.-Gl. -en Glei-

chungen 271; einem Lieschen System

partieller Diff.-Gl. -e Gruppe G 275.

asymptotisch, -er Punkt (foyer) einer

Diff.-Gl. 1. Ord. 221; reello -e Lo-
B u n g e n eines Systems g e w 6 h n 1 i c h e r

D i ff. - G 1. (speziell der Diff.-Gl. der Dy-

namik) 228;-eAusdriicke bestimmter

trigonometrischer Integrale 856, 885; -e

Ausdriicke gewisser bestimmter Inte

grale 1138, 1139, 1107; -e Ausdriicke fur

r() 166, 1099 ;
-e Ausdrucke der Koeffi-

zienten der in der Theorie der ellip-

tischen Bewegung auftretenden Reihen-

entwicklungen 901, 902; -e Darstellung

der Koeifizienten trig. Reihen mit Hilfe

der Unstetigkeitsstellen der Ableitun-

gen der dargestellten Funktion 1042;

-scher Ausdruck der Koeffizienten der

Entwicklung der Potenzen der wahren

Distanz zweier Punkte 885; -e Werte

der Koeffizienten der Entwicklungen
der Storungsfunktion fur grofie Werte

der Indizes 1082; -e Ausdrucke fur be-

stimmte Integrale (Funktionen gro-
Ber Zahlen) 1343 ff.; -e Darstellung

ausgezeichneter Parameterwerte bei

gew. Diff.-Gl. 445, 445; -e Entwick

lungen bestimmter trig. Integrale

1140; -e Entwicklungen und Darstel-

lungen der Zylinderfunktionen 1. u.

2. Art 748, 749
;
Theorie der -en Reihen

und Laplacesche Transformation 783

asystatisch, -e Gruppe 418.

AttraktionskrJifte, mechanische Er-

mittlung von -n 131.

Aufgabe, -n der Variationsrechnung
nach 3 Gruppen geordnet 621; iso-

perimetrische im weiteren Sinn 580,

632; 1. und 2. Art beim Existenz

beweis von Losungen von part. Diff.-Gl.

des hyperb. Typus 530, 532; Rand-
wert-n, siehe dort.

aufgelost, -e gew. Diff.-Gl. 1. Ord. in

homogenen Koordinaten 244.

Auflosung (Umkehrung) von Glei-

chungen (in der Theor. der ell. Bew.)

891, 893, 895; eines Systems unend.

vieler linearer Gleichuugen mit un-

endlich vielen Unbekannten bei Inte-

gralgleichungen 805, 812; beiderDarst.

der Koeffizienten trig. Reihen durch

unendliche Reihen 920, 920.

Aufpunkt in der Potentialtheorie 466.

; Ausartung erster und zweiter Art von

Kollineationen im Funktionalraum S

(Raum von unendlich vielen Dinien-

sionen) 778.

Ausdrucke (analytische ) fiir eine

Funktion f(x) 3, 4; ein und dieselbe
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Funktion definierende, fur verschiedene

Intervalle geltende 7, 7.

Ausdruck, analytischer (arithmetischer)
einer Funktion 4, 6; Darstellungs-

formeln eines analytischen -es einer

Funktion f(x) 7, 7.

&quot;

ausgedehnt, -e und unausgedehnte

Punktmenge (als Unstetigkeitsstellen
einer Funktion f(x) in endlichenlnter-

vallen) 40.

ausgezeichnet, -e Funktion einer

Funktionengruppe 362
;
Methode der

-en Losungen bei der Diff.-Gl. Aw-f-
&%= 542ff., bei der Diff.-Gl. AM
k*u= Q 551; wann fiihrt die Methode
der -en Losungen zur Integration par-
tieller Diff.-Gl. auf harmonische oder

nicht-trig. Reihen? 1050; allgemeine

Einfiihrung der -en Losungen 1180;
Existenz der -en Losungen der Diff.-

Gl. Aw Tc^ii = 0, 546; -e Losungen
der Diff.-Gl. Au-\-k

iu = fur be-

stimmte Gebiete 545, 549; -e Losungen
(Sturmsche Funktionen) der Differen-

tialgleichung d* U/duP+VM U==Q
551, siehe Sturm; -e Losungen u.

Eigenfunktionen bei der Losung part.

Diff.-Gl. dureh trig. Reihen 1179ff.
;

-e Parameter u. Losungen bei Rand-

wertaufgaben bei gew. homogenen li-

nearen Diff.-Gl. 2. Ord. 444, 461 (Oszil-

lationstheorem mit einem Parameter),

561; zweifach -e Parameterwerte 448;

zu einer homogenen Randbedingung
gehorigen unendl. viele -e Parameter

werte 641; mehrfach -er Wert von k*

bei der Diff.-Gl. Aw-f ^ = 546.

Auskehrungsmethode (Bal ayageme -

thode), Poincaresche in der Poten-

tialtheorie 502 ;
zum Existenzbeweis

der Losungen von Diff.-Gl. des ellip-

tischenTypus fiirbeliebige Gebiete 528.

Ausnahmefall, der beim verall-

gemeinertenisoperimetrischen Problem

634.

auBerordentlich, -es Integral 973,

me; spezielles -es Integral 1153.

automorph, -e (Fuchssche) Funktionen

in der Theorie der Funkfcionalglei-

chungen 799.

Axe siehe Achse eines Biischels von

ebenen Punktmannigfaltigkeiten bei

derLie-MayerschenTransformation 321.

Axiom, Cantor-Dedekindsches fiir

eineindeutige Zuordnung des Gebietes

der reellen Zahlen zu den Punkten

einer Geraden 8.

Babbage, Gleichung von 790, als

symbolische Gleichung 817.

Backlundsche Theorie, als ver-

allgemeinerte Theorie der Involutions-

systeme 366
;

als Spezialfall der ver-

allgemeinerten Frobeniusschen Theorie

des Pfaffschen Problems 366.

Bahnkurven, der eingliedrigen Grup-

pe Xf sis.

Balayagemethode, siehe Auskeh
rungsmethode.

be ding t und unbediugt konvergente be-

stimmte Integrale und Reihen, s. kon-
v e r g e n t.

bedingungslosev Pfaffscher Ausdruck

A 324.

befriedigen, eines Systems linear

unabhangiger totaler Diff.-Gl. durch

k Relationen zwischen den Variabeln

306.

Begrenzung, eines, homogenen n-

dimensionalen Kontinuums Hn 46;

-spunkte eines Bereichs von n Varia

beln 45, (-spunkt und Grenzpunkt) 45.

Begriindung, der Infinitesimalrech-

nung 59, 94, 97.

Beilplanimeter, 128.

Belegung, naturliche eines Kon-

duktors mit Elektrizitat 493.

Bendixsonsche Untersuchung uber

Integrale gew. Diff.-Gl. bei gew. sin-

gularen Anf.-Bedingungen 217, 220,

222.

Beobachtung, -en (beobachtete Funk-

tionswerte) bei trigonometrischer In

terpolation 644; -szeitraum 644.

Bereich, (x) einer reellen Verander-

lichen 8
;
endlicher (x) einer reellen

Veranderlichen 9
;

von n reellen Ver-

anderlichen 44; abgeschlossener von

n Veranderlichen 46, in sich geschlos-
sener 45; beachrilnkter von n Ver

anderlichen 45; begrenzter von n
Veranderlichen 45, zusammenhangen-
der, ferner stetiger 45; in sich

iiberall dichter 45: zweidimensio-

naler kontinuierlicher 46. Integra
tions- bei mehrfachen Integralen 103:



Bernoulli Besselsche Funktionen 1361

Konvergenz-, siehe dort; Defini

tions-, siehe dort.

Bernoulli, gew. Diff.-Gl. 1. Ord. von

Jacob I. 237; D. -sches Prinzip (iiber

die allgemeinste Bewegung der schwiu-

genden Saite) 559.

Jak. Bernoullische Funktionen,
185; Darstellung der durch trigo-

nometrische Reihen 866, 867, 936;

Definition der 864, 866; verschie-

dene Darstellungen der 864; kom-

binatorische Ausdriicke fiir 936.

Jak. Bernoullische Zahlen B
t
Bt B3

. . ., Rekursionsformeln der 18:5 ; sym-
bolische Schreibweise der Rekursions-

formeln der 775; Auswertung von

Integralen mit Hilfe von 184; Dar

stellung der auf Grand der Unter-

suchungen iiber Bernoullische Funk

tionen 185; Darstellung der in De-

termiDantenform 184; Berechnung der

186; Verwendung der zum Be-

weise des letzten Fermatschen Satzes

186; Entwicklungen trigonometrischer
und hyperbolischer Funktionen in

Reihen, deren Koeffizienten ent-

halten 182, 183; bei der semikon-

vergenten Entwicklung von ffl (a) (siehe

T-Funktion) 167; bei der Darstel

lung der Sumine der reziprokeu x ersten

Zahlen 172; -- bei der Bestimmung
der Summe (ganzer) positiver Potenzen

von aufeinanderfolgenden Zahlen 182,

64; bei der Bestimmung des Rest-

glieds der Euler-Maclaurinschen Sum-

menformel 1324 ff.
;

und Eulersche

Zahlen 184.

Joh. Bernoullische Bedeutung der Be-

zeichnung nFunktion
u

3; -sche Funk-

tionsbezeichnungen 4; -scher Integral
-

begriff 100.

Beriihrung, von Integralkurven einer

gew. Diff.-Gl. 212, 213.

Beriihrungstrans formation. Gew.

Diff.-Gl
,
die eine gegebene infinitesi-

male zulassen 243; Verwendung
von -en zur Integration der Diff.-Gl.

/(*,y,iO = 0, 243; gew. Diff.-Gl. 2.

Ord., die eine Gruppe von -en zu

lassen 259; des Raumes Rm + 1 (z,

a^ , a?
s , aj,J 310; (n l)-fach erwei-

terte des Raumes Rm + l (z,%i #,)

311; Theorie der -en als Spezialfall

der Theorie dea Pfaffschen Problems

333; beim gestorten und unge-
storten dynamischen Problem 345;

System partieller Diff.-Gi., welches

eine infinitesimale des Raumes

Em + ! (*, as, , x, ,
- - *J gestattet 387 ;

homogene beim Ubergang von einem

Integral zu einem anderen einer par-

tiellen Diff.-Gl. in Elementkoordinaten

353.

beschrankt, Funktionen init -er

Schwankung 40.

Besselsche Funktionen 1. Art, In-

tegraldarstellung und Reihendarstel-

lung der nter Ord. 743, 744; als

Grenzen der Kugelfunktionen ,
der

Mehlerschen Kegelfunktionen und der

Riemannschen P- Funktion 746; se

mi konvergente Reihen fiir 748;

asymptotische Darstellungen der 748,

749
;
rekurrente Relationen fur 749 ;

Zusammenhang der mit Ketten-

briichen 750; Wurzeln der Gleichungen,

die durch Nullsetzen der entstehen

750, 751; Additionstheorem der

751; Verallgemeinerung desselben 751 ;

Verlauf der Kurve y = Jm (x) 75i ;

ReihenentwicklungennachBes-
selschen Funktionen. Entwick

lung von \j(y x) nach - 752;

Entwicklung einer analytischen Funk-

tion f(x) nach 753; verschiedene

Entwicklungen, wobei als Koeffizien

ten auftreten 753; Entwicklungen
nach Quadraten und Produkten von

753; Entwickl. nach bei Aufg.

der mathematischen Physik 754, 755;

Schlomilchsche u. Lommelsche Ent

wicklungen nach 755; Entwicklung
der 2. Art nach Besselschen Funk

tionen 1. Art 745; Fourierscher Lehr-

satz fiir Entwicklungen nach 754;

C. Neumannsche Integralstellung
einer Funktion vermittelst 755;

Koeffizientenbestimmung der Entwick

lung einer Funktion nach (mit Hilfe

derAbelscheu Inversion) 807 ; bestimmte

Integrale mit im Integranden 756;

Tafeln der 757; Darstellung der

Koeffizienten von Entwicklungen aus

der Theorie der elliptischen Bewegung
durch 896, 897.

Besselache Funktionen 2. Art,
-

744, 752; komplementiire Besselsche

Funktion 744, 747; Ableitung der -
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aus der 1. Art 745; Integraldarstel-

lung der 745, 747; Beziehungen
zwischen und Besselschen Funk
tionen 1. Art 750; Additionstheorein

der 751, 751
;
Wurzeln der durch

Nullsetzen der entstehenden Glei-

chung75i; Verlauf derKurvei/= Ym (x]

751; Auftreten der in der mathem. i

Physik 755; Tafeln fiir 757.

Besselsche Funktionen hoherer

Ordnung 747.

BesselscheDifferentialgleichung.
743; und Riccatische Differen-

tialgleichung 241, 743; allgemeine Lo-
\

sung der 755.

Besselsche Koeffizienten trig. In-
\

terpolationsformeln 649; in Ent-
;

wicklungen aus der Theorie der ellip-

tischen Bewegung 896.

bestimmtes Integral, Definition des
i

-s mit Hilfe des unbestimmten 89,

101; nach Cauchy, Eieinann 95;

nach Darboux 96; Riernannsche

Definition des -n -s auf das Integral ,

der Diff.-Gl. y = f(x, y] auagedehnt \

198; oberes und unteres --96 (par
exces et par defaut); eigentliches

136; uneigentliches 103, 137; ab-
j

solut konvergentes 139
;
nicht abso-

lut konvergentes 142; bedingt kon

vergentes 139, 142; zwischen un-

endlichen Grenzen 139; -e mit nicht

monotonen Integranden 142; e, die

einen Parameter enthalten 144; Be-

zeichnung des -s 90, 89; Eigenschaften
des -s (Cauchys Satze uber das bestimm-

te Integral) 97; Ableitung -e aus unbe
stimmten 100, 148; Einfuhrung neuer i

Variablen in ein -s 101
;
Leibnizsche

,

Regel der partiellen Integration eines

-s nach einem Parameter 101; Differen-

tiation eines -a nach einem Parameter
101

;
-e geometrischerundrnechanischer

;

GroBen 106
; gleichmaBige Konvergenz

!

des -s 145; Cauchyscher Hauptwert
des -s zwischen endlichen Grenzen 138, \

zwischen unendlichen Grenzen 139; [

Kriterium fiir die absolute Konvergenz
der -e 140; Zerlegung -e, dercn Inte

granden das Zeichen unendlich oft ,

andern, in unendlich viele Surnmanden
142

; Eigenschaften der uneigentlichen \

-e 143; Transformation der uneigent- ;

lichen -n -e in eigentliche -e 144; \

Anwendung der -e in der Reihenlehre

180; e als diskontinuierliche Funk
tionen ihres Parameters 963; Beson-

dere -e 186; -e von Dirichlet,

Legendre, Stieltjes, Jacobi, Kummer
187; e, welche auf .T-Funktionen

zuriickfuhrbar sind 177; von tri-

gonometrischen abklingenden und hy-

perbolischen Funktionen. siehe tri-

goriometrische Integrate; -e mit
Besselschen Funktionen 756; Aus-

wertung -e, mit Hilfe ihrer Definition

als Grenzwerte von Summen 149, durch

Substitution neuer Variablen 149, durch

teilweise Integration 150, durch Diffe

rentiation unter dem Zeichen 151,
durch Integration unter dem Zeichen

151, durch Auflosung einer Gleichung
152, durch Integration von Ditf.-Glei-

chungen 153, durch Zerlegung des In

tegrationsintervalles 154, durch Reihen-

entwicldung unter dem Zeichen 155,

mit Hilfe des Cauchyschen Integral-
satzes 155, durch Bernoullische Zahlen

184; als Anwendung des Rechnens
mit Symbolen 773. Mehrfache be-
stimmte Integrals. Definition 103,

Auswertung durch sukzessive Integra
tion 104, Transformation durch Einfuh

rung neuer Variabler 107
; vgl. Do pp el-

integral e. Bezeichnungsweise 103,1086.

Betafunktionen (Eulersche Integrale
1. Art) B(p,q), Definition der 176,

176, fiir komplexe Veranderliche 176,

177; Zusammenhang der mit der

r-Funktion 176; Zerlegung der in

unendliche Produkte 177
; Verwendung

der Produktdarstellung der zu

ihrer Definition 177.

Beudonsche involutorische Systeme

partieller DifF.-Gl. 391, 391; als

Spezialfalle von Normalsystemen 396.

Beugungsproblem, Cauchys Versuche

einer Behandlung des -s 1299.

Bewegung, mittlere der veriinder-

lichen Phase eines periodischen Ter-

mes mit veranderlichen Amplituden

674; Gesamtheit der -en des Raumes
als Beispiel einer kontinuierlichen

Transformationsgruppe 402.

Beziehungen zwischen 2 Systemen

part. Diff.-Gl.
,
bei welchen jedem In

tegral des einen eine Schar von In-

tegralen dea andern entspricht 311.



Bidone Cauchy-Lipschitz 1363

Bidoneschc Integrate 1101, 1113.

Bierens de Haan s Intcgraltafeln 148.

Bilder, W. Thomsonsche elektriBche
- in der Potentialtbeorie 485.

binare Form, siebe Form.
Binetsche Formel fur lg T(a + 1) 168;

-
Reihenentwicklung fur 2 s(a) 169.

Binomialentwicklung, Umformung
der von (1 -f- z)

m durch Eiufuhrung
eines komplexen Wertes z 838

; Abelsche

Konvergenzuntersuchung der 844.

biquadratische ternare Form, eiehe
Form.

Bogenlange einer Kurve 106.

Bonnetscher Satz der Differentialrech-

nung 67; -scher Mittelwertsatz der

Integralrechnung 98; -scher Konver-
genzbeweis trigonometrischer Eeihen
1043; -scher Beweisversuch derFourier-
schen Integralrelation 1094.

Borda, Entwicklung in eine barmoni-
sche Reihe beitn Problem des -schen
Pendels 1052.

Brachistochrone, Eulers Aufgabe der
- im widerstehenden Mittel 580, 582

;

Monographien der 621; Bernoulli-
sche und Hamiltonscbe Behandlung
der 625.

Bravaissche Berechnung des Tages-
mittels 665.

Brennpunkt, kinetiscbe -e der gleich-

zeitigen und konservativen Wege 624
;

Thomdon-Taitsche -e 624; konjugier-
ter in der Variationsrechnung eso; !

-
(foyer) asymptotiscber Punkt der I

Integralkurven der Dilferentialglei- j

= 0, 221; kinetische -e als Verall-

gemeinerung der optischen -e 625.
Briot und Bouquetsche Untersuchung

der Integrale gew. Diff.-Gl., in denen
y an der Stelle a;= 0, y = o mero-

morph und von der Form ist 215
216.

Briiche, Partial-, siehe dort.
In^tegra-

tion rationaler zwischen den Gren-
zen oo und -f- oo, 156.

Bruno, Faa di -s Formel fur die inde-

pendente Darstellung hoherer Deri-
vierter 88.

Brunsscbe trig. Interpolationsformel fur
sehr zahlreiche Werte des Arguments
653.

Biischel, von ebenen Punktmannig-

faltigkeiten bei der Lie-Mayerschen
Transformation 321.

Buys Ballotsche Metboden zur Auf-

sucbung versteckter Periodizititten 678.

Ww.Wft.QLl.O

Calcul des limites, zum Existenzbe-
weis von Losungen eines Systems von

Prinzipien und Re-
sultate 200

; Fort-

bildung der Methode
202

; Erweiterung des

Konvergenzbereichs

^der Methode 204;
- bei Systemen von partiellen Diff.-

Gl. 298.

Cantor-Dedekindsches Axiom 8.

caractdristiques (Operationssymbole)
763.

Cascade nmethode, Laplacesche zur

Integration der partiellen linearen
Diff.-Gl. 2. Ord. 384.

Cauchy, -s Begriff des bestimmten In

tegrals 9-1, 95; -s Siitze fiber das be-
stimmte Integral 97; -s Hauptwert
eines bestimmten Integrals 138; -sche
Zahlen 856; -s erweiterter Mittelwert-
satz der Diff.-Rechnung (fur zwei Funk-

tionen) 67; -sche Restform der Taylor-
schen Entwicklung einer Funktion von
einer VeranderKchen 76; -scher Inte-

gralsatz 113, zur Ermittlung von Dis-

kontinuitatsfaktoren 109; -s Fehl-
schlusse in der Analysis 972; 155, 780

(hier Darstellung einer Funktionalope-
ration), 1009, 1010, 1011; -s Residuen-
theorie in ihrer geschichtlichen Ent

wicklung 1001; von Anderen stammen-
de Integrale der Residuentheorie, die
mit dem -schen Integralsatz im wesent-
lichen iibereinstimmen 1024, 1028, 1029 ;

s Konvergenzbeweisversuch trigon.
Reihen aus der Residuentheorie 1033,
der Fourierschen Integralformel 1094-.

Cauchysches Problem in der Theorie
der Syeteme partieller Diff.-Gl. 301;
Lies verallgemeinerte -sche Methode
bei der Integration von Involutions-

eystemen 358; -sches Problem fiir die

partielle Diff.-GJ. n ter Ord. 382; -sche

logarithrnische Methode bei der Ent

wicklung der Storungsfunktion 1074.

Cauchy-Lipschitz Methode von
fiir deu Existenzbeweis eines zu be-
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stimmten Anfangsbedingungen geho- |

renden Integrals eines Systems gew.
Diff.-Gl. 193; genaue Bestimmung des

Konvergenzintervalls der Methode von

194; Ausdehnung der -schen Me
thode auf das komplexe Gebiet 196.

Cauchy-Riemannscher Funktionsbe-

griff 7.

centre, singularer Punkt eines spe-

ziellen Systems von gew. Diff.-Gl. mit

reellen Koeffizienten 228.

Charakter eines Systems Pfaffscher

Gleichungen 398: analytischer der

durcb partielle Diff.-Gl. 2. Ord. de-

finierten Funktionen 533.

Charakteristiken, 1. bei gewohnl.
Diff.-Gl. (Poincarescher Ausdruck fiir

die reellen Integralkurven), bei ge-

wissen gew. Differentialgleichungen 1.

Ord. mit reellen Koeffizienten 221, 222,

223; bei einem System von gew.
Diff.-Gl. 1. Ord. mit reellen Koeffizien

ten 227. 2. bei part. Diff.-Gl.,
einer linearen partiellen Differential-

gleichung 1. Ord. mit einer Unbekann-

ten und m unabh. Variablen 313; Ort

von Singulaxitaten (Spitzen) dieser

314; eines vollstandigen Systems
linearer part. Diff.-Gl. 1. Ord. mit einer

Unbekannten 316
;

eines Jacobischen

Systems gew. Diff.-Gl. 321; (nach

Monge) einer nichtlinearen partiellen

Diff.-Gl. l.Ord. mit 1 [Jnbekannten und
2 unabh. Variablen x, y 347, 347 (charak
teristische Kurve), und 350 (charakteri

stische Streifen); v-dimensionale

Mv einer solchen Diff.-Gl. mit m un

abh. Veranderlichen 350; Darstellung
der einer nichtlinearen part. Diff.-

Gl. mit 1 Unbekannten und n unab

hangigen Variabeln bei Einfuhrung

homogener Elementkoordinaten 353;

eines Involutionssystems 357
;

-

1. Ord. einer partiellen Differential-

gleichung 2. Ord. (mit 2 unabhangi-

gen Variablen) 367; Klassifikation der

partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. hinsichtlich

ihrer 1. Ord. 367, 510 (hier Klassi

fikation der in den Ableit. 2. Ordn.

linearen partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. mit

2 unabhangigen Variablen in ellipti-

sche, hyperbolische und paraboliache

Diff.-Gl.); hoherer Ordnung einer

Diff.-Gl. 2. Ord. 372, 373; (nach

Monge, jetzt: charakteristische Kurven)
auf einer Integralflache einer part. Diff.-

Gl. 2. Ord. mit 2 unabh. Verander

lichen #, ?/37 3, 373; (n-j-f)
ter Ord. und

(n I)
tcr 0rd. einer partiellen Diff.-Gl.

wter Qr(j mit 2 unabh. Veranderlichen

x,y 374, 567; Klassifikation der Diff.-

Gl. tor Ord. mit 2 unabhangigen Va
riablen nach ihren 569; (HI 1)-

dimensionale Cm -i emei partiellen

Diff.-Gl. nterOrd. mitm unabh.Verander

lichen 389; eindimensionale C
l
einer

sol jhen Diff.-Gl. 390; von speziellen

partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. mit 2 unabh.

Variablen (fur welche Randwertauf-

gaben behandelt sind) 508, 509 (hier

Diff.-Gl. der ) 509; bei Normal -

systemen 396; gemeinsame Cyn -i
zweier nichtinvolutorischer part. Diff.-

Gl. mit m unabh. Variablen 392;

Cv bei Involutionssystemen init einer

Unbekannten 391; part. Diff.-Gl. mit

lauter reellen 567, lauter itnagi-

naren 568; -flachen(kegel) der

Diff.-Gl. &-/*-
670; als spontane Grenzen der In

tegral oberfliichen bei partiellen Diff.-

Gl. 2. Ord. (nach Du Bois-Reymond)
512.

charakteristische Kurven, einer

nichtlinearen partiellen Diff.-Gl. l.Ord.

mit 1 Unbekannten und 2 unabhangi

gen Variablen 347, 347; auf einer

Integralflache einer partiellen Diff.-

Gl. 2. Ord. mit 2 unabhangigen Varia

blen 373
;

des Raumes En + 2 (x, y, zl ,

,
zn ) in der Theorie der Systeme

partieller Diff.-Gl. 1. Ord. mit 2 un

abhangigen Variablen x, y und n ab-

hangigen z
t 383, 383 ;

eines linearen

Differentialsystems 1. Ord. mit n Un
bekannten 394, 395.

charakteristische Flachen bei par
tiellen Diff.-Gl. mit 3 unabhangigen
Variablen 569. (Verwendung derselben

zur Klassifikation der partiellen Diff.-

Gl. in elliptische, hyperbolische, ellip-

tisch-hyperbolische.)

charakteristische Funktion, A
als simultane Invariante der infinite-

simalen Transformation Xf und eines

Differentialausdrucks V in der Theorie

der Systeme totaler Diff.-Gl. 318;



charakteristische Gleichung Darboux-Levysche Theorie 1365

in der Potential-Theorie bei Rand-

wertaufgaben linearer partieller Diff.-

Gl. 519, (Greensche Funktion) 488;

einer Integralgleichung 803.

charakteristische Gleichung, -

einer gew. linearen Diff.-Gl. nter Ord.
j

mit konstanten Koeffizicnten 262;

eines homogencn Systems linearer

gew. Difi
?
.-Gl. mit konstanten Koeffi-

zienten 273; einer partiellen Diff.- i

Gl. wtor Ord. mit 2 uuabhangigen
|

Variablen 374 ;
einer partiellen Diff.-

!

Gl. 2ter Ord. mit 2 unabhangigen Va-

riabeln 372. Vgl. den aquivalenten i

Ausdruck: Determinierende Glei

chung.

charakteristische Streifen, -- 1.
j

Ord. einer nichtlinearen partiellen

Diff.-Gl. 1. Ord. mit 1 Unbekannteu

und 2 unabhangigen Variablen x, y\

(Charakteristiken) 350; einer par
tiellen Diff.-Gl. ntor Ord. mit m un

abhangigen Veriinderlichen (eindimen-
sionale Charakteristik C

x ) 390;

beliebiger Ordnung einer solchen Diff.-

Gl. 390; 1. Ord. einer partiellen

Diff.-Gl. 2. Ord. mit n Unbekannten

392
; (n l)*&quot;

r Ord. einer partiellen

Diff.-Gl. nter Ord. mit m unabhangigen
Variablen 393; Gleichungen der

einer part. Diff.-Gl. 1. oder 2. Ord.

und Lagrangesche Gleichungen eines

gew. Variationsproblems 638.

charakteristisch
,

-e Form, siehe

Form; -e Matrix von partiellen Diff.-

Gl. mit 2 unabhangigen Variablen u.

n Unbek.
,

welche ein Involutions-

system bilden 382; -e Matrix eines

nichtlinearen Differentialsystems 1.

Ord. mit n Unbekannten und m Un

abhangigen 395; -e Mv
einer partiellen

Diff.-Gl. 1. Ord. mit 2 unabhangigen
Variablen = v dimensionale Charak

teristik 350; Systeme -er Integral-
manni gfaltigkeiten eines Normal-

systems 395
;
-e Linien einer partiellen

Diff.-Gl. bei 2 unabhangigen Variabeln
= Charakteristiken 569; -e Invari-

ante der Transformationsgruppe einer

linearen gew. Diff.-Gl. nter Ord. 290;
-es System von Diff.-Gl. einer r-

gliedrigen Transformationsgruppe 406
;

-e Determinante in der Theorie kon-

tinuierlicher Transforniatiousgruppen
426.

C hr i s t o ffe 1 sche Summationsformel 124.

Clairaut, -sche Funktionsbezeichnungeu

4; -sche Diff.-Gl. 242, 213; verallge-

meinerte -sche Gleichung in der Theorie

der Involutionssysteme 359.

Clausiussches Prinzip, dem Hamilton-

schen ahnliches Prinzip vom Stand-

punkt der Variationsrechnung aus 624.

Clearance, of the daily mean (bei

der harmonischen Analyse der Ge-

zeiten) 669.

Clebsch, Transformation von in der

Variationsrechnung 592.

col und col- foyer, singulare Punkte

der Charakteristiken eines speziellen

Systems gew. Diff.-Gl. I. Ord. mit

reellen Koeffizienten 227, 228.

complement, relation des -s 161, 169,

165.

conal harmonics, Kegelfunktioneu
. 728.

continu, (stetig) 070; -ity und discon

tinuity 969; law of -ity of value 969.

Coradi, Hohmann -sches Prazisions-

planimeter 131; -scher Integraph nach

Abdank Abakanowicz 132
;
-scher harm.

Analysator nach Henrici 184.

Co sinus, Bestiinmung der Funktion

durch eine Funktional-Gleichung (mit

Nebenbedingung) 800; Bedeutung der

Zeichen cos oo und sin oo historisch

dargestellt 984 ff.; Integral- 1144.

: Cotessche Summationsformeln 121.

Coulomb- Poissonsche Gleichung 471.

Covariante, bilineare - - des Pfaff-

schen Ausdrucks A 329.

Cylinder siehe Zylinder.

D

jv. Dantscher, -sche Ergliuzung des

Scheeferschen Satzes uber Extrema bei

Funktionen mehrerer Variablen 84.

Darboux, -sche Erweiterung des Mittel-

wertsatzes der Diff.-Rechnung fiir kom-

plexe Funktionen 68; -sches bestimm-

tes Integral 96
;
-sches System rttir Klasse

partieller Diff.-Gleichungen beliebiger

Ordnung 378, als spezieller Fall eines

allgemeinen Systems Pfaffscher Glei

chungen 399.

Darboux-Levysche Theorie der In

tegration partieller Diff.-Gleichungen
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2. Ord. 379, als Spezialfall in der

Theorie der Normalsysteme 396
,
zur

Integration der linearen partiellen
Diff.-Gl. 2. Ord. 384.

Darstellbarkeit einer eindeutigen/&quot;(o:)

durch eine Taylorsche Reihe 79.

Darstellung, -stbrmeln fur einen ana-

lytischen Ausdruck 7; (ste tiger

Funktionen) durch einen analyti-
schen Ausdruck 19; durch Fourier-

sche Reihen 19
;

durch eine unbedingt
und gleichmkBig konvergente Reihe

ganzer rationaler Funktionen 20, 20;

durch Entwicklung nach gebroche-
nen rationalen Funktionen 20

;
durch

Entwicklung nach ganzen tranazeu-

denten Funktionen 20; der nicht-

analytischen unbeschrankt differen-

tiierbaren Funktion als Summe analy-
tischer Funktionen und unbeschrankt

differentiierbarer Fourierscher Reihen

24; der Punkte komplexer Zahlen

in der Ebene bei Cauchy 1014.

Dedekiud. Cantor schea Axiom 8.

definite homogene Form 86.

Definitionsbereich, einer durch

Grenzwerte definierten Funktion 32.

Deflers, -acher Beweisansatz fiir die

Konvergenz einer trigonometrischen
Reihe 997; -scher der Fourierschen

Integralrelation 1091.

demokratisch, -e Gruppe 424.

Derivationen eines Differentialsystems
297.

Derivierte vgl. Ableitung, von

f(x) f iir a; = a 21, 21, 60; einseitige,

vordere, hintere, riickwarts, vorwiirts

genommene von f(x) 61, 21; die 4

-en von f(x) an der Stelle x= a: rechte

(vordere) untere
,
rechte (vordere)

obere
,

linke (hintere) untere ,

linke (hintere) obere 21, 64; die

hoheren -n von f(x) 65; mittlere ei;

partielle 70; reine 74; gemischte

74; (hohere) partielle einea Funk-

tionensystems 74, 72; einer stetigen
Funktion 21, 63; independente Dar

stellung hoherer -n 87; Fundamental-

satz der zweiten partiellen -n von

f(x, y) 73 und (wenn die difFerenzierte

Funktion ein Doppelintegral darstellt)

106; -n der elernentaren Funktionen

62; Existenz der -n von f(x) 63; Dini-

Scheefersche Satze uber die von

f(x} (Verschwinden der -n, Konstanz

von f(x)} 66; zu beliebigem Index

770; hbhere -n von arctg y nach i/,

857; oder Hauptuntergruppe einer

Gruppe G 412; eiues Differential-

systems 297.

Descartessche Koordinatengeometrie
und Funktionsbegriff 3.

de&quot;tachement des echelles beim
Rechnen mit Symbolen 765.

Determinante, charakteristische in

der Theorie kontinuierlicher Trans-

formationsgruppen 426; Verallgemei-

nerung der Wronskischen 795, 795;

Mayersche ^/(#, x ) in der Varia-

tionsrechnung oder des dem Punkt
X konjugierten Systems 596, 634.

determinante, fonction bei der

Transformation von Laplace von diatri-

butiven Operationen 781.

determinierende Gleichung, Re-

alitiit der Wurzeln der partieller

Diff.-Gl. der mathematischen Physik

1059, 1061, 1063; Wurzeln der

J.b = a tg 1051; -en zur Be-
tt

stimmung von Frequenzzahlen und

Abklingungskonstanten bei partiellen
Diff.-Gl. 1050, 1051, 1052, 1053, 1054,

1056, 1057, 1065, 1066, 1067, ferner

1176, 1187, vgl. charakteristische

Gleichung.
Diaphragma, natiirliches beim Be-

griff der analytischen Fortsetzung von

Potential funktionen 475.

dicht, iiberall (pantachisch) liegende

Singularitaten beim Hankelschen Kon-

densationsprinzip 37; in sich iiberall

-e Punktmenge 45.

Dichtigkeit, Cauchysche Definition

der 107, 107
;

in der Potential-

theorie 466, 466.

Dido, ,,Problem der &quot; in der Varia-

tionsrechnung 636.

Differential vonf(x) 69; bei Funk
tionen mehrerer Veranderlicher : totales

69, 71; unaymmetrischer Charakter

der Bedingungen fur das totale 69 r

Satz vom totalen 71; Exiatenz der

hoheren -e 74; Abelsche Form alge-

braischer -e 93; Integration totaler -e

111; notwendige und hinreichende Be-

dingung fur ein totales exaktes 111;

wann ist f(x, y, ?/ ,... 2/(&quot;))
ein totales



Differential ausdruck Differentialgleichungen 1367

? 112; totales (exaktes) beim in-

tegrierenden Faktor 196.

Differentialausdruck, Integrabilitat

eines -es 112; Anwendung des Green-

schen Satzes auf die Transformation

eines -es 116; ,,linearer F&quot; (distri- j

butives Operationssymbol) 774; auf-

einanderfolgende Ableitungen eines

-es niet Ord. 779; P(y) 200.

Differentialfunktion, - - nier Ord.

V(x, y, y ,..., j/(&quot;))
als totale Ablei-

tung einer (n l)
ter Ord. 256; ratio

nale -en der Losungen eines Funda-

mentalsystems 267; rationale V der

Losungen y einer linearen Diff.-Gl.
ter Ord. 289.

Differentialgleichungen, 1) ge- !

wohnlicheDifferentialgleichun-
|

gen 190 if .; Definition der 191; ,
!

die sich unmittelbar auf Quadraturen i

zuruckfiihren lassen 190; 1. Ord.
:j

236 ff.
; homogene 237; lineare nickt- i

homogene 237; von Jac. I. Bernoulli

237; von Jacobi 240; von Ric-

cati 241; d Alembertscbe 242; un-

aufgeloste 242; Clairautscbe 242;

,
die Gruppen von Puukttransfor-

mationen gestatten 159; ,
die eine

gegebene eingliedrige Trausformations-

gruppe zulassen 239; lineare n*01

Ord.: homogene 256, 260, 262, 773;

nichthomogene 263, 773; -- und

Systeme gew. DifF.-Gl. 1. Ord. 233;

Anwendung des Rechnens mit Sym-
bolen auf 773, 774; homogene li

neare 2. Ord. 271, 442; gewohn-
j

liche lineare
,
welche durch rezi-

proke Funktionen erfiillt werden 1102, |

1103, 1104, 1105, 1106, 1112, 1113,

1136, 1143, 1148, 1152; aus SJn =
hervorgegangen 586; 1117, 1127 (si-

multane gewohnliche lineare ); An

wendung der Fuuktionalrecbnung auf

lineare 774; gew. wter Ord.: In

tegration gew.
ter Ord. 256; ,

die

Gruppen von Punkt(Beruhrungs)trans-
formationon zulassen 258, 259 ; Systeme
gew. 1. Ord. 245 ff.; Systeme gew.

mit Fundamentallosungen 234 (s.

Liesche Systeme); , die bei einer

gewissen Transformation ungeiindert
bleiben 795; 2) partielle Differen

tialgleichungen: lineare l.Ord.

mit einer Unbekannten 196, 232, 312;

lineare homogene 312; nichthomo

gene 313, 1279; zu einem System

gew. DifF.-Gl. aquivalente homogene
lineare 232; nichtlineare 1. Ord.

mit einer Unbekannten 337, (behandelt
nach der Lieschen Integration von Sy-
stemen partieller mit Fundamental

losungen) 280; 2. Ord. mit 2 unab-

hang. Var. 366, 384, (Klassifikation) 508,

1174, 1175, 1178, iisi; Bezieliungren

zwischen zwei 2. Ord. 375; spezielle
lineare 2. Ord. in der mathe-
matischen Physik: A?t -{- &

2 M= 0,

Au-\-k*u = 4tt&amp;lt;j 540; AM k*ii

= 0, 551; AM e = 0, 553; AM= O

468; Diff.-Gl. der stationiiren Wilr-

mestromung, 562; Potentialglei-
chung, Laplaceschen Gleichung
468, 1182, 1186, 1195, 1211, 1214, 1216,

1219, 1226, 1251, 1254, 1259, 1261,

1263, 1277, 1286; AM = 4?rp 469;
der kugelformigen Fliissig-

keitswellen 1173; der schwin-

genden Saite 557, 1173, 1214, 1225,

1227, 1237, 1248, (Verallgemeinerung)

560; - - der Warmeleitung 562,

1185, 1198, in einem Zylinder 1201,

1205, 1212, 1218, 1219, 1220, 1223,

1226, 1233, 1236, 1238, 1243, 1249,

1253, 1256, 1259, 1262, 1266, 1277,

1279, 1285, 1301 ; allgemeine sich selbst

adjungierte lineare part. 1178, 1196,

1199, 1200, 1203, 1221, 1223, 1265,

1265, (von ell. Ty p.) 540 ;
v o n h o h e r e r

als 2. Ord.: mit mehr als 2unabhau-

gigen Variablen 566,569; AA U= 0,

(A) U= 568
; lin. 4. Ord. vnm ellip-

tischen Typus mit konstanten Koeffi-

zienten und 2 unabh. Variablen 569;
charakteristische grundlegende einer

kontinuierlichen Transformationsgrup-

pe 405, (Umformung derselben) 407,

(spezielle Gleichungen) 1 187, 1188, 1 189,

1202, 1220, 1221, 1228, 1230, 1247,

1250, 1257, 1260, 1264, 1265, 1272,

1281; - - der endlichen Schall-

schwingungen 1204, 1258, 1260,

1261, 1266, 1272, 1279, 1280, 1282; -

der Schallausbreitung (in der

Ebene) 1200, (in einer Dimension) 1300,

(fur ein rechtwinkliges Parallelepiped)

1301; der endlichenWas serwe 11 en
in einem seichten Kanal 1204, der

schwingenden Lamelle 1217, 1220,



1368 Differentialinvariante Differentiation

1226, 1266, der Wasserwellen

1195, 1217, 1220, 1243 ff., 1262, 1263,

1283, der Flatten sell win gun gen
1257, T264, 1266, 1277, der Ela-

stizitatstheorie 1267, 1269, 1282,

(des elastischen Gleichgewichts) 1275,

(der Schwingungen anisotroper elasti-

scher Medien) 1275, 1276, des

Beugungsproblems 1299, der

Schwingungen einer schweren
Kette 1200.

Differentialinvariante, Lies Theorie

der -n: 234, 235, (bei der Integration

yon Systemen gew. Diff.-Gl.) 253, (bei

Aquivalenzproblemen) 282; (relative)

einer allgemeinen homogenen linea-

ren Gruppe F, welche von einem speziel-

len Fundamentalsystem der Gleichung

P(y\ = o gebildet wird 268; (abso

lute) einer Klasse C von Systemen

gew. Diff.-Gl. 1. Ord gegeniiber einer

Transformationsgruppe G 282; abso

lute und relative -n einer Klasse C
von Systemen gew. Diff.-Gl. 283;

einer v -
gliedrigen kontinuierlichen

Transformationsgruppe 421; der Diffe-

rentialausdruck A 2F als der ortho-

gonalen Gruppe 468 (Differentialpara-

meter). S. auch Invarianten.

Differentialkoeffizient, alteAus-

drucksweise lur f (x) 69; -en fi eines

Systems von gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 191;

TJntersuchungen und Losungen der

Singularitaten von Systemen gew.

Diff.-GL, deren -en fiir bestimmte An-

fangswerte teilweise meromorph und

unendlich sind 206, algebraisch ver-

zweigt sind 206, samtlich algebraisch

sind (algebraische Differentialsysteme)

208, fiir die gegebenen Anfangswerte
die Form

{j-
haben 223, meromorph

sind 223, reell sind (falls die Form

des allg. Integr. fiir die Umgeb. des

Nullpkts. als bekannt gilt) 227.

Differentialparameter, beimAqui-

valenzproblem 282; VF468; -

einer Gruppe (hier Ausdruck fiir Diffe

rentialinvariante in bestimmtem Fall)

421.

Differentialquotient, 21; zu

bcliebigem auch komplexem Index 116,

118, 1106. S. auch Ableitung, De-

rivierte und Differentiation.

Differentialrechnung, 60ff.: im

engeren Sinn 62.

Differential substitution (gewisse
distributive Operation) 786.

Differentialsystem
ter Ordnung

(System von gew. Diff. Gl. 1. Ord. mit

n unabhangigen Variablen): Definition

eines 191; Problem der Integration

eines 191; Losung und partikulares

Integral eines 191; partikulare Lo

sung, singulares Integral, allgemeines

Integral eines 192, 232; erstes In

tegral oder Integral eines 196; alge-

braisches 208; mit Differential-

koeffizienten, die fur gegebene Anfangs-

bedingungen gewissen analytischen

Charakter besitzen, s. Differential

koeffizient; allgemeinstes mit

Fundamentallosungen 276, 279.

D iffer en tial system (System partieller

Differentialgleichungen), 297; Lo

sung oder Integral eines -s 297; inte-

grables 297; Integrieren der -e 297;

Derivationen eines -s 297; Derivierten

eines -s 297; kanonische Form eines -s

299
; passive oder involutorische -e 299

;

Mayersche -e 301, 321; allgemeines

Integral eines -s 301, 302, 304; parti-

kulares 302
; singulares 303

;
Hilfs-

system S eines -s S 303
;
intermediates

oder Zwischenintegral eines -s 304;

vollstandiges Integral eines -s 305,

eines involutorischen -s vom Range k

305; unbeschrankt integrables 305;

fi-gliedriges vollstandiges 315;

Jacobisches (s. dort) 315; Invo

lutions (s. Involutionssystem);
Darbouxsche -e vter Klasse 378; Nor-

malsysteme, Pfaffsche Systeme,

Liesche Systeme s. dort; Klassifikation

der -e 399; passives 321; , part.

Diff.-Gl. 1. Ord. mit mehreren Unbe-

kannten und 2 Unabhangigen 382,

und mehreren Unabhangigen 395, Teil-

systeme davon 395; linere Gl. 1. Ord.

mit mehreren Unbekannten 394.

Differentiation, von f(x) 60; -

von Funktionen mehrerer Variablen

70; der impliziten Funktionen 72;

Fundamentalsatz fiir die unentwick.

Funkt. 72
; Integration einer gew. Diff.-

Gl. durch 242; unter dem Inte-

gralzeichen 144, 973 ;
eines bestimm-

ten Integrals nach einem Parameter 101,
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U77, 973, 1119, 1122, 1130, lisa, 1138,

1141, 1152; -- zu allgemeinem (be-

liebigem) Index 116, 118, 1106; zu

beliebigem Index 1342; J}
u
x f(x) Zeichen

fur ^,-fache nach x 117; Dx
^f(x)

Zeichen fur begrenzte, auf dem gerad-

linigen Intervall #, u vor sich ge-

gangene |-fache nach x 118;

trigonometrischer Reihen 1044.

Differenzen, der 0&quot; 864, 936; In

tegration vonGleichungen mit gemisch-
ten 1351.

Differenzengleichungen, Laplace-
sche Methode der Integration von

durch bestimmte Integrale 783, (fur

eine spezielle Gleichung) 1098; Auf-

losung der mit endlichen Koeffi-

zienten 773, (mit variablen Koeffizien-

ten) 774; Grenzubergang von -- zu

Differentialgleichungen 954.

D i ffe renzenquotient (vollstandiger),
von f(x) 60. S. auch Derivierte.

differenzierbare Funktion f(x),

21, 61; abteilungsweise 21; ste

tige 21; nirgends 22; stetige

monotone nicht 23; stetige nicht-

monotone 23; unbeschriinkt 23;

analytische unbeschriinkt 24; nicht-

analytische unbeschriinkt 24, 39,

80; vorwarts oder riickwarts 61;
in einem Intervall gleichmiiBig 61;

in komplexem Sinn gleichmaBig 80
;

unbeschrankt und gleichmiiBig 80;
WeierstraBsches Beispiel einer stetigen

nirgends 22, 38, 64.

Differenzierbarkeit, einer ste

tigen Funktion 21
;

einer abteilungs
weise monotonen und stetigen Funk
tion 22, 22.

differenzieren, Hauptregel des -s

bei Funktionen mehrerer Verander-
lichen 71.

dikritisch, -er Punkt einer gew. Diff.-

Gl. 1. Ord. 219.

Dini-Scheefersche Siitze uber die Deri
vierte 66.

Dirichlet, -scher FunktionsbegrifF 7;
-sche Bedingung fiir eine Funktion 22;
-sche (total uustetige) Funktion, wel-
che fiir alle ratioualen x gleich a, fur

alle irrationalen gleich b wird 7, 41;
-sche Integralform el 186; Thomson-
-sches Prinzip in der Potentialtheorie

494, 639; Begrundung des -schen Prin-

zips 639; -sches Integral 639; -sches

Problem bei Integralgleichungen 2. Art

809; -scher Konvergenzbeweis trig.

Reihen 6, 1036; -scherDiskontinui-
tatsfaktor 109, 175, 484, 963, (zur

Bestimmung des Potentials zweier El-

lipsoide) 110; -sches durch F- Funk
tionen ausdriickbares Integral 110;

Grundlage der Theorie der -schen Dis-

kontinuitatsfaktoren 967. 1320 if.

discontigue, fonction 961, 968.

discontinue, fonction 961, 969.

diskontinuierliche Funktion, Ent-

stehung des Begriffs (Arbogast, de Lor-

gna) als Losung partieller Diff.-Gl. 961 ;

,
die in 2 verschiedenen Intervallen

Teilen von 2 willkurlich gegebenen
Funktionen gleich ist 967; analytische

Darstellung beliebiger -en 1095; diskon

tinuierliche Integrale 963 ff.
; Reihen,

welche -en definieren 965; die gesamte
einem bestimmten Ort der Erdober-

flache in einem bestimmten Moment
von der Sonne zugefiihrte Warme-
menge als eine 1085.

diskontinuierliche Losungen der

Gleichung 6Jn = und uberhaupt bei

isoperimetrischen Aufgaben 613, bei

part. DiflF.-Gl. uberhaupt 961 ff.

Diskontin uitat en s. Unstetig-
k eit en.

Diskontinuit a ts fa ktorens. Dirich
let.

diskret, -e Menge von Sprungstelleu
einer (punktiert unstetigen) Funktion

39; -e unausgedehnte Menge 147.

Diatanz, Entwicklung der wahren
zweier Planeten nach den Cosinus der

Vielfachen der scheinbaren 875;

Faktorenzerlegung des Ausdruckes fiir

die zweier Planeten 1071, 1078, 1080,
1081.

distributiv, -e Eigenschaften von Ope-
rations-Symbolen 766, 767; -e Opera-
tionen, deren Objekte und Resultate

einer beatimmten n - dimensionaleu

Mannigfaltigkeit angehoren 776, (fiir

n = oo) 777; Darstellung einer -en

Operation durch eine Reihe 778; nicht

-e Operationen 786.

divergent, -e trigonometrische Reihen
830 ff.; Ersetzen -er trig. Reihen mit-
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tels Umformung (lurch konvergente
1045.

Division, nichtkornmutativer Sym-
bole 768.

Divisor, innerer und auBerer bei

nichtkomtnutativen Syrnbolen 768.

Donkins Bezeichnung der Jacobischen

Determinante 108.

Doppelintegral, Definition des -s 103;

Ermittlung des eigentlichen -s durch

aufeinanderfolgende Integrationen 105 ;

mit reckteckigem Gebiet 106
;
Trans

formation des -s 107, 147; Satz von
der Vertauschbarkeit der Reihefolge
der Integrationen eines -s 146; Fou-
rierso.he -e s. dort; Jacobische Re-
duktion von -en ganzer trigonome-
trischer Funktionen 1072; -e als dis-

kontinuierliche Fanktionen 965.

Doppelpunkt, einer -dimensio-
nalen Flache G (x^ , tj1 , ... yn)

=
207; einfacher (konischer) dieser

Flache 208.

Doppelschicht, Potential einer

472, 809.

doppelt, -e trigonometrische Reihen
s. mehrfach.

Doppelumlauf, um 2 Punkte 176.

Doppelverhaltnis, von 4 part.
Lodungen einer Riccatischen Diff.-Gl.

241.

dynamisches Problem, gestortes und

ungestortes 345.

E

Ebene, eines Funktionalraumes 778.

ecart, Jordanscher Begriff des 104.

echelles, (Symbole) 763; detache-

ment des 765.

Ecke, geometrischer Typus der in

pantachischen Punkten einer Funk-
tion 42.

Eigenfunktion. In der Theorie der

Integralgleichungen 2. Art: die

zu dem Eigenwerte k
{ gehorigen -en

813; normierte-en813; in der Theo
rie der Integrationen partieller

Differentialgleichungen: beim
Problem der Warmeleitung in einem
Stab 1053, 1054; beim Problem der

Warmebewegung in eiuer Kugelschale
1054; komplexe Eigenwerte und -en

1061; ausgezeichnete Losungen und
-en 1180 if.

: Eigenschwingungen. Tonhohen der

einer Membran 549; einer Saite

559; einer Membran oder eines

Systems mit oo vielen Graden der

Freiheit 543.

eigentliches bestimmtes Integral,
136, m; Umwandlung eines -s in ein

uneigentliches bestimmtes Integral 144.

Eigenwerte. In der Theorie der

Integralgleichungen: die zum Kern
einer Integralgleichung 2. Art gehori-

gen 813; in der Theorie par-
tieller Diff.-Gl. : komplexe und

zugehorige Eigenfunktionen 1061, 1061.

einachsig, -e harmonische Funktion
702.

eindeutig, -e Bestimmung der Inte-

grale eines Systems gew. Diff.-Gl. bei

gegeb. Anfangsbedingungen 197, 203;
-e Bestimrntheit der Entwicklung einer

Funktion in eine harmonische Reihe
949.

Eindeutigkeitssiitze, iiber die

hannoniscben Funktionen eines be-

grenzten Bereichs 480, 487; -fragen
bei Randwertaufgaben (bei elliptischen
oder hyperbolischen Diff.-Gleichungen)

520, 523, (bei einer nichtlinearen Diff.-

Gl.) 522.

einfach, -e und zusammengesetzte

Gruppen 427.

Einfiihrung, Methode der neuer

Variablen bei einem gew. Diff.-System
235.

einlaufig, -e Randbedingung 512.

einseitig, analytische Funktion 24.

Ekliptik, Reduktion auf die (Auf-

gabe der sphiirischen Trigonometric)
888.

Elektrizitat, Problem der Verteilung
der statischen auf zwei sich gegen-
seitig influenzierende Kugeln (Funk-

tionalgleichung desselben) 790.

Element, Flachen- siehe dort; -inarmig-

faltigkeit M1 ,
deren Elemente 1. Ord.

die Gleichung F(x,y,y&quot;)
= erfiillen

243; Mv , Ml, -mannigfaltigkeit,
-verein beim Lieschen verallgemeiner-
ten Integralbegriff einer partiellen

Differentialgleichung mit einer Unbe-
kannten 308; Flachen- bei Systemen
part. Difi.-Gl. = Mm des Raumes
2C CC Z ^310 310 * Jbf

1^ v + 1

bei der Definition der v-ten Klasse



Elementargebiet Entwicklung 1371

einer partiellen Diff.-Gleichung 1. Ord.

352; Mv bei einer partiellen Diff.-

Gl. 1. Ord. in Elementkoordinaten 353.

Elementargebiet, Zerlegung eines be-

liebigen Integrationsgebietes in -e bei

w-facken Integralen 104.

Eleinentarkegel inderTheorie nicht-

linearer partieller Diff.-Gl. 1. Ord. mit

einer Unbekannten 347.

Elementarlosungen part. Ditf.-Glei-

chungen 1178, 1185, 1186 ff.

Elementarteiler, einer symmetri-
schen Determinante 224; WeierstraB-

sche Theorie der der bilinearen

Formen 777.

Elimination, sakularer (sehr lang

periodischer) Storungen aus dem Gang
einer periodischen Naturerscheinung

664; beliebiger anderer Storungen
666.

ellipsoidal harmonic 733~(Lau;esche
Funktion mit 2 Parametern).

elliptisch, -elntegrale, durch welche

sich die .T-Funktiou in speziellen Fal

len ausdruckt 170, -e Integrale, durch

welche sich die Koeffizienten der trig.

Entwicklung der gesamten einem Ort

in einem bestimmten Moment von der

Sonne zugefiihrten Warmemenge aus

druckt 1085; Theorie der -en Integrale
zur Untersuchung der Koeffizienten in

der trig. Entwicklung der Potenzen der

wahren Distanz zweier Punkte 883,

884; trigonometrische Entwicklungen
aus der Theorie der -en Bewegung
891; -e Funktionen in der Storungs-
theorie 1081; -e partielle Differen-

tialgleichungen 2. Ord. und Formu-

lierung der Randwertaufgaben 511; -e

partielle Diiferentialgleichung von ho-

herer als 2. Ord. mit mehr als 2 unab-

hangigen Variablen 567; allgemeine
lineare -e partielle Diff.-Gl. 4. Ord. mit
konstanten Koeffizienten 569.

endlich, im Intervalle -e Funktion f(x)

12, 12, is; fiir jede einzelne Stelle des

Intervalls -e Funkt. f(x) is.

Endverlauf, -- einer Funktion f(x)
fiir die bei x = -f- oo verschiedene

Unbestimmtheitsgrenzen existieren 17;

Ableitung des -a der Losung einer part.
Diff-Gl. aus den Reihenentwicklungen
1242 (zwei unabh. Var.), aus der In-

Encyklop. d math. Wissensch. II 1.

tegraldarstellung 1242 (zwei unabh.

Var.), 1283 (drei unab. Var.).

Entwicklung, von Losungen gew.
Diff.-Gl. oder Systemen derselben, bei

gewohnlichen und auBergew. singu-
laren Anfangsbedingungen 206 ff.,

216 ff.;
-- der Potentialtheorie 546;

nach ausgezeichneten Losungen
444; nach trigonometrischen Funk
tionen siehe t r i g o n om e tr i s c h e E n t -

wicklung; einer Funktion zweier
Variablen nach Kugelfunktionen
715, 717; C. Neumanns auf Grand

gegebener Beobachtungen 718; einer

Funktion nach Legendreschen Poly-
nomen als Spezialfall allgemeiner

Entwicklungen, namlich nach Poly-
nomen n (x), die einer linearen Re-
kursionsformel mit in x linearen Ko
effizienten geniigen 807; Spezialfall
auch nach Besselschen Funktionen 807;
- des Produkts zweier Kugelfunk

tionen nach Kugelfunktionen 707;
von (sin n&\ cos (n&) nach Kugelfunk
tionen 707; einer Funktion nach

Kegelfunktionen 729, nach Lameschen
Produkten 737

; einer Funktion nach
Besselschen Funktionen 753, 755, fur

Probleme der mathematischen Physik
754, 755, nach Quadraten und Pro
dukten von Besselschen Funktionen 753;
- von (1 2ux -f- a

2
)

1 nach Potenzen
von K 730; der Kugelfunktion P?X)
und der Zugeordneten Qfx} iiach stei-

genden Potenzen von x 722; einer

beliebigen Funktion nach Funktionen
derselben Art&quot; 906

; (nicht trigono

metrische), die in verschiedenen Teilen

ihres Konvergenzintervalles verschie

denen analytischen Funktionen gleich
sind 965; des Wertes eines Inte

grals nach Potenzen eines Parameters
an der Grenze der Konvergenz 980;

der Storungsfunktion nach von den
Kreisfunktionen verschiedenen Funk
tionen 1082; einer willkurlichen

Funktion nach Eigenfunktionen 1063;
einer beliebigen Funktion f(x, r)

fiir einen allgemeinen Wert des Para
meters r nach denjenigen speziellen
Funktionen f(x, Q), bei denen der Pa
rameter Q solche Werte hat, die eine

gegebene ganze transzendente Funk
tion .F(e) zu Null machen 1066; -

89
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einer Funktion in eiue nach Fakto-

riellen fortschreitende Reihe 783;
-

einer gegeb. Funktion in eine Reihe I

nach gegebenen Funktionen 803.

Entfernung ab, der Punkte a und

b des w-dimensionalen Raumes 44;

(in einer w-fachen Mannigfaltigkeit)

bei der Definition des Integrations-

gebietes w-facher Integrale 104.

Enveloppe, -ntheorie Lei gew. Diff.-Gl.

1. Ord. 210, 211, 212, 213; Ausdeh-

nung dieser -ntheorie auf gewohnliche
Diff.-Gl. beliebiger Ord. 214; Goursat-

sche Verkniipfung der Theorie der -n

dieser Diff.-Gl. rnit der Theorie der
j

singularen Integrale 214 (mit Hilfe
|

algebraischer Kongruenzen von Raum-
|

kurven); Unbestimrutheits-n 17
;

von I

Extremalenscharen 630, 632.

Epizyklen, Darstellung allgemeiner

Bewegungen durch und trigon.

Reihen 890.

Epoche, (des Maximums) einer ein- !

fach harmonischen Schwingung 643.
j

Erkaltung, s. Abkiihlung.

Erregungspunkte 540; einfache und

Doppel - Belegung von -n bei Rand-

wertaufgaben der Diff.-Gl.Aw -f- k*u=
541.

erstes Integral, eines Systems von

n gew. Diff.-Gl. 196, 246
;
Methode der

Aufsuchung -r -e eines Differential-

systems w-ter Ord. oder einer line-

aren homogenen partiellen Differen-

tialgleichung 1. Ord. 205; Systemevon

gew. Diff.-Gl. hoherer Ord., welche Fun-

damentalsysteme -r -e zulassen 278;

bei der Integration einer gew. Diff.-

Gl. 1. Ord. durch Beriihrungstransfor-

mationen 243.

erweitert, -e Substitution en 420.

Erweiterung, Erste und zweite -

einer Gruppe 420
; (n l)-inalige

-

einer Beriihrungstransformation des

Raumes Bm + l (z, x^ ,
. . . xm) 311.

erzwungene Schwingung. Laplace-

scher Satz fiber die eines Systems

663.

etat varie (Operationssymbol) 769.

Euler,-scherFunktionsbegriff 4, Er

weiterung und Einschrankung dessel-

ben 6, 7
;
-sche Funktionsbezeichnungen

4; -scher Funktionsbegriff und stetige

Funktion 20; -sches Integral 1. Art

141, 176 (sieheBetafunktion), 2. Art

141, 157 (siehe Gammafunktion);
-sche Konstantey 162 (bei derEntwick-

lung von log F) ;
historische Darstellung

und Entwicklungen der -schen Kon-

stante mit Hilfe der Bernoullischen Zah-

len 171 ff.
;
Bezeichn. der -schenKonst.

171; -sche Konst. bei der Reihenentw.

des Integrallogarithmus 175, bei der

Darstellung der Besselschen Funktion

2. Art 745; Integraldarst. der -schen

Konst. 174; -scheFormelnin der Theorie

derT-Funktionen 161; Maclaurinsche

Summenformeli67,769; -scheZah-
len 183; und Bernoullische Zahlen

184, Darstellung in Determinantenform

184; -sche Differentialgleichung
240; -scher Multiplikator einer

gew Diff.-Gl. 1. Ord. 196, 233, 237,

fur Diff.-Gl.
ter Ord. 234, 255 (Verall-

gemeinerung des -s), Verallgemeine-

rung zur Integration von Systemen

gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 246 (Multipli-

katorensysteme) ,
von Systemen gew.

Diff.-Gl. nter Ord. 256; geometrische

Interpretation des -schen Multipl. 239 ;

-sche Variationsrechnung 573;

-sche allgemeine Variationsformel 575 ;

in der Variationsrechuung 579; -s Ver-

fahren zur Auffindung der Summe tri-

gonometrischer Reihen 826.

evodique, fonction 1022.

Evolventen, sukzessive ebener Kur

ven 1353.

exakt, System -er gew. Diff.-Gl. 246;

-e totale Diff.-Gl. 318; totale Diff.-

Gl. A = (A ist ein Pfaffscher Aus-

druck) 324; nicht -e tot. Diff.-Gl.

A = 322; siehe Differential.

Existenz, - der Derivierten einer

Funktion 21, 63; notwendige Bedin-

gung fur die - - einer Derivierten

von f(x) 61, hinreichende Bedingung

63; -theorem uber die durch Glei-

chungen ftfa . . . xn , yl
. . . ?/,)

=
,
__ 1

1
_ . m definierten Funktionen

2/i i Vm und i^rer Ableitungen 72,

74; der Funktionen ^= /i(a;&amp;gt;),
die

durch ein System impliziter Funk

tionen definiert sind 72, 203; des

Integrals einer Funktion f(x) 94; des

bestimmten Integrals nach Riemann 96,

des mehrf. Integrals 104; einea
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Integrals eines Systems gewohnlicher
Diff.-GL, das gewissen Anfangsbeclin-

gugen geniigt nach Cauchy-Lipschitz

193, 195 oder der Integrate der zu

dem Systemen adjungierten linearen

homogen partiellen Diff.-Gl. 1. Ord.

196 ff., 206; holomorpber und ana-

lytisch reguliirer Losungen eines ana-

lytischen Diff.-Systems 196, 197, nach
der Methode der Variation der Kon-
stanten (von Cauchy) 205, nach der

Methode der sukzessiven Annaherungen
199, nach der Methode des calcul des

limites 201, 203; eines gewissen

Anfangsbedingungen geniigeuden Inte

grals einer linearen homogenen Diff.-

Gl. 2. Ord. nach der Methode der

sukzessiven Annaherungen 198; Be-

nutzung des Existenzbeweises der In-

tegrale der linearen homogeneu par
tiellen Diff.-Gl. 1. Ord. zur Aufstellung
einer Methode der Losung eines Sy- .

stems gew. Ditf.-Gl. 1. Ord. (von Cau

chy) 205; von Integralen eines

Systems gewohnlicher Differential-

gleichungen 1. Ord. bei gewohnlichen

Anfangsbedingungen, fiirwelchea) ei-

nige der Differentialkoeffizienten me- !

romorph und unendlich sind 206, (An-

wendung auf eine Gl. 1. Ord.) 209,

b) algebraisch und verzweigt sind 206,

(Anwendung auf eine Gl. 1. Ord.) 209,

c) die Differentialkoeffizienten alge
braisch sind 208, rational 209, (An
wendung auf eine algebraische Glei-

chung 1. Ord.) 210; von Integralen

gew. Diff.-Gl. 1. Ord., welche aufier-

gewohnliche Anfangsbedingungen fiir

die in der Diff.-Gl. auftretenden Funk-
tionen befriedigen 215 ff.; von

Integralen eines beliebigen Systems
gew. Diff.-Gl. 1. Ord., deren Diff.-

Koeffizienten fiir die gegebenen Anf.-

Werte die Form
}}

haben 2-23, 227;
-

asymptotischer reeller Losungen
von gew. Differentialsystemen 228;

von Losungen eines Systems von

-partiellen Diff-GL, das in bestimm-
ter Form auflosbar ist 2 J8, von Lo-

eungen eines Systems von Diff.-Gl.

mit bel. vielen abh. und unabh. Var.

299; -theoreme bei Randwert-
aufgaben der Potentialtheorie;

der harmonischen (Greenschen)

Funktion eines begrenzten Bereichs

487; Greenscher Ansatz zum Beweis
des -theorems 488; Gaufischer Ver-

such das -theorem zu beweisen 492;
Thomson -Dirichletsches Prinzip zum
Beweis des -theorems 493

;
der

Greenschen Funktion fiir einen ebenen
Bereich nach der Methode der Appro
ximation durch Polygone bzw. Poly-
eder 495; der Greenschen Funktion

fiir einen beliebigen Bereich nach der

Neumannschen Methode des arithme-

tischen Mittels 496; nach kombina-
torischen Methoden fur kompliziertere
Bereiche 499

(,,
Methode des Grenziiber-

ganges durch alternierendes Verfah-

ren&quot; 500) ;
fur durch analytische Rand-

kurven begrenzte ebene Bereiche nach
einer speziellen Methode 501

;
nach

der Poincareschen Balayagemethode
502; -theorem bei Randwertauf-
gaben in der Theorie partieller
Diff.-GL: der Losungen partieller
Diff.-Gl 298, 299, 507; der Losungen
bei Differentialgleichungen des ellip-

tischen Typus fiir hinreichend kleine

Gebiete 523 (Methode der sukzessiven

Approximationen), fiir beliebige Ge
biete 526, nach der Methode des alter-

nierenden Verfahrens 527
,
nach der

Meth. der ringformigen Gebietserwei-

terung 527, nach der Poincareschen

Auskehrungamethode 528; der Lo
sungen von Diff. -Gleichungen
des hyperbolischen Typus: nach
der Methode der sukzessiven Annahe

rungen innerhalb des einem hinreichend

kleinen Kurvenstiicke umschriebenen
Charakteristikenrechteckes 531, 532;
Existenz der Los. bei besonde-
ren part. Diff.-Gl.: ausgezeich-
neter Losungen (harmonischer Fuuk-
tionen oder Fundamentalschwingun-
gen) bei der Differentialgleichung An
4-&-w = 0, 544; bei der Differential

gleichung

546 ^von Schwarz) 548 (von Poincare) ;

einer Losung der Diff.-Gl. Aw -(- k*ic

= 0, welche im Innern eines Gebietes

stetig ist und auf der Oberfliiche des-

selben vorgegebene Werte annimmt

(allgemeine Randwertaufgabe) 550 ;

89*
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ausgezeichneter Losungen tier Diffe-

rential-Gleichung Aw k*u = 551;

einer und nur einer Losung bei vor-

gegebenen Randwerten 532; von

Losungen in einem Gebiete bei vor-

gesehriebenen Randwerten bei der

Diff.-Gl. Au = k-eu k&amp;gt;0 553, 554,

555, 641 ;
der Greenschen Funktion

bei Verallgemeinerungen der Gleichung

der echwingenden Saite 561; der

Los. bei einer hyperbolisch-paraboli-

schen partiellen Diff.-Gl. 567 ;
des

Grundtones und der Obertone einer

Membran 548; -fragen in der Varia-

tionsrechnung 638; einer Kurve

oder Flache von groBtem oder klein-

stem Integralwerb 638; einer auf

der Riemannschen Flache regularen

Potentialfunktion u(x,y) welche ent-

lang einer geschlossenen Kurve C den

Sprung 1 erleidet 639
;

der kiirzesten

Linien auf Flaehen 639; erster De

rivierter der Minimalfunktion 640;
-

von Losungen einer gewissen Funk-

tionalgleichung 795.

explizit, Begriff der -en Funkt. bei

Euler 4.

Exponentialfunktionen, trigonome-

trische Entwicklungen von 911.

exponentielle Darstellung einer

Funktiou 784.

expression imaginare 1009 (bei

Cauchy).

Extinktionsrichtuugen bei der vek-

toriellen Interpretation der Funktio-

naloperationen in einem Raume von

n-Dimensionen 776.

ExtrapolationbeiFormelnfiirdenVer-
lauf von Naturerscheinungen 655.

Extremale, Begriff der -n in der Va-

riationsrechnung 597,600; -nfeld 626;

raumliches -nfeld 632.

Extrem (einerFunktion von n-Variablen) ,

absolutes 80; relative -e 81; -e mit

Nebenbedingungen (bedingte ) 81,

85; eigentliche und uneigentliche -e

81 ; gewbhnliche und auBergewohnliche

-e 81; notwendige und hinreichende

Bedingung fur ein einer F. von einer

Variablen 82; Bedingungen fur das

Auftreten eines -s bei Fuuktionen

inehrerer Variablen 82; einer se-

midefiniten quadratischen Form von

2 Variabeln 83; Untersuchungen fiber

die Existenz von -en einer Funktiou

zweier Variablen von Scheeffer, Dant-

scher 84, von Stolz bei Funkfcioneu

von 3 Variablen 84; Untersucbungen
der -e mittels der Diff.-Rechnung 81

;

Aufstellung von trig. Interpolations-

formeln einer periodischen Natur-

erscheinung mit Benutzung von -n

derselben 656; Ableitung der -e aus

der Interpolationsformel 657; Bestim-

mung der Komponenten periodischer

Naturerscheinungen aus Beobachtun-

gen der -e 669, 672; Berechnung der

-e aus Gezeitenformeln 671; in der

Variationsrechuung; Begriffd.-sin

der Variationsrechnung 603, weiterer

und engerer Begriff 604; notwendige

Beding. (auf konjugierte Punkte beziig-
if

lich) udes -urns von J
1
= / f(x, y,y }dx
a

599; hinreichende Bedingung fur das

Eintreffen des -s von Jt 687, 604, 606
;

des Integrals

mit den Bedingungs - Gleichungen

f*GMkifkffi --;j4)
Q = 1, 2, . . . m 583, Beispiel 584;

kritische Untersuchungen uber das

Eintreffen eines -s vonJn oder Un 602 ff.,

bei variablen Grenzen 609, Beispiele

610; von Doppelintegralen 615, 616;

Steiners Satze fiber die Figuren -en

Flacheuinhalts 612, Verallgemeinerung

614; einerGroBe, derenWert vonver-

anderlicheu funktionalen Verh altnissen

abhiingt 573; notweudige Bedingungen
fiir das von

6

Jn =,
JY(a:,

y, ...

a

577, 578; des Integrals

W =Cf(x, v, j/, y, ... y
w
)dx,

-wenn v durch eine Diff.-Gl. l.Ord. ge-

geben ist 579; -- des Integrals /,
wenn fiir ein anderes Integral Kn der

selben Form ein fester Wert vorge-

schrieben ist (isoperim. Aufgabe im

weiteren Sinn) 580, 632; starkes und

schwaches in der Extremalentheorie
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629, 632; WeierstraBsches und Legen-
dresches Kriterium fiir das starke und
das schwache 62 J, 631, 633; eines

Minimalflachenstucks 620; -e eines

Integrals mit mehreren unbekannten

Funktionen, zwischen denen Bedin-

gungsdifferentialgleichungen bestehen

633, 635 (allgemeines isoperimetrisches

Problem).
extremum inter propinquos 81.

Extremumsaufgaben in der Yaria-

tionsrechnung 620 if.
;
siehe isoperi-

metrische Aufgaben.

Fadeu, Methoden der Variationsrech-

nung, auf die Statik der biegsamen
und elastischen angewandt 622;
Stabilitiit des Gleicbgewichts scbweier

hiingender 636.

Fahrarm der Planimeterrolle 128.

Fahrstift am Planimeter 128, 130; am
Integrapben 132.

Faktor, Dirichletscber siebe Di-

ricblet; integrierender siebe Euler-

scber Multiplikator.
Faktorielle, Entwicklung einer Funk-

tion in eine nach -n fortscbreitende

Eeibe 783.

Fakultaten, allgemeine (Fakto-

riellen) IGO.

Feeler, Gestalt einer elastischen
,

Extremurnsaufgabe 622.

Fehlerfunktion, erzeugende im
GauBschen Summatiousverfahren 124.

Fehlerquadrat, Summe der -e bei

Verwendung trigonometrischer Inter-

polatiousformeln 650; das beimAb-
brecben einer trigonometriscben Ent-

wicklung 1043.

Fehlscbliisse, -- Caucbys bei der

Vertauschung von Grenziibergangen
972.

Feld, Extremalen- in der Variations- j

rechnung, ebenes 626, riiumliches 632; !

-integral in d. Variationsrechnung 6-28. i

Fermatscher Satz, Beweis des letzten
j

-es in Spezialfallen mit Zuhilfenahme
Bernoullischer Zablen 186.

Figuren, extremen Flacheninhalts
611.

Flachen, charakteristische bei part.
Diff.-Gl. mit 3 unabh. Var. 569.

Fliicbenelement, lcr
Ordnung des

Raumes Rm + I (z1
x

1
.. . xm) 308

;

erster Ordnung g
1
a

l
. . . xm , ^ . . . pm

308; singulares oder nichtsingulares
eines Systems partieller Differential-

gleichungen 1. Ord. 309; bei einer

part. Diff.-Gl. 1. Ord. 349; Beziebung
zwischen den -en zweier Involutiona-

systeme nter
Ordnung mit einer Un

bekannten 311; Lies Begritf des -s bei

Systemen partieller Diff.-Gl. mit meh
reren Unbekannten 310, bei einer par-
tiellen Diff.-Gl. in homogenen Element-
koordinaten 353; vereinigt liegende
-e 308, 310, 353, sos, bei einer part.
Diff.-Gl. in homogenen Elementkoor-
dinaten 353.

! Flachenfunktion, zweiachsige har-

monische 713.

j

Fliichenpotential 470.

Flachen trans formation, Backlund-
scbe in der Theorie der Transfor

mation von Systemen partieller Diff.-

Gl. 311.

fluctuation, principle of 1038.

Fluxionsmethode von Newton 58.

fo notion, a oscillation limitee 40;
a variation bornee 40; majorante

201, 218; zur Methode der -s majo-
rantes analoge Methode in der Theorie

der Funktionalgleichungen 795;

generatrice, determinante (bei der

Laplaceschen Transformation) 781;
ordinaire 968; discontinue 961;

discontigue 961, 968; separde ou

partie de fonction 962.

Form, unbestimmte
,

etc. 24;oo

definite, semi-definite, indefinite homo-

gene -en 86; Darstellung der definiten

(positiven) binaren und biquadratischen
terniiren durch eineSumme von Qua-
draten 86, 86; Lamesche 742; Trans

formation einer quaternaren quadra-
tischen auf eine Summe von Qua-
draten bei der Reduktion von Doppel-

integralen bestimmter Art 1072; ortho-

gonale Transformation einer ternaren

bilinearen 1072; Metbode der-enbil-

dung bei der Aronholdschen Integra-
tionsmethode 93; charakteristische

einer partiellen Diff.-Gl. ter Ord. mit

m unabhangigen Veranderlichen 389;
verschiedene -en eines allgemeinsten

Systems partieller Diff.-Gl. 306; regu-
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lare einer Gruppe 416; kanonische

(harmonische, orthonome) ernes Sy
stems partieller Diff.-Gl. 299, 299; pri-

j

mare fur die Integration der Glei- ;

chung der Saitenschwingung nso.

formal, -e Entwicklung der Ditf.-Gl.

in der Variationsrechnung 584; Prin-

zip der Erhaltung der -en Gesetze im

Operationskalkiil 76G; -e AuiFassung
der Algebra 835.

Formentheorie, Anwendung des Kech-

nens mit Symbolen auf 774.

Formulierung, verschiedene -en des

allgemeinsten Differential - Problems :

(bei Systemen partieller Diff.-Gl.) 306. ,

Fortpflanzungsgeschwindigkeit, |

linksseitige oder rechtsseitige der

Stoning einer Saite 538; in der

Theorie der Eandwertaufgaben bei

einer linearen hyperbolischen ellipti-

schen oder parabolischen Diff. - Gl.
]

(wo die eine der unabhangigen Va-

riablen die Zeit, die andere eine MaB-

einheit bedeutet) 539.

Fortsetzung, einer Funktion mit

zunachst beschranktem Definitionsge-

biet 7; -sbegriff einer nach Cauchy-
Riemann definierten Funktion 8; -sbe-

j

griff der analytischen Funktion bei

Caucby 10U; analytische der New-

tonschen Potentialfunktionen 475; Me- i

tbode der analytischen zur Ver-

mittlung des Uberganges von einer

elliptischen partiellen Diff.-Gl. 2. Ord.

zu einer andern 529.

Fourier, -scber Lehrsatz bei Entwick-

lungen nach Kugelfunktionen 754; -

-Besselsche Funktion 743; -sches

Problem, der Warmeleitung 565;

-scher Satz fur Paare komplexer
Wurzeln algebraischer oder ganzer
transzendenter Gleichungen beziiglich

des gleichzeitigenVerschwindens zweier

Zeichenwechsel in der Folge der Ab-

leitungen der Funktion 1062, 1062; -sche

Reihen 927; Entwicklung willkur-

licher Funktionen in eine -sche Reihe

bei 957; -scher Konvergenzbeweis

trig. Reihen 1036; Darstellung einer

Linear-Operation durch eine -sche Reihe

780. S. auch trigonom. Reihe.

Fouriersches Integral 1086. 1087; Um-

kehrung des -n -s 804; Ubergang von

der trigonometrischen Reihe zum

1085; komplexe Form des -n -s 1088;

Umgestaltung desselben fur den Fall

von Unstetigkeiten der darzustellenden

Funktion 10 .)7; Modifikation des -

1091; Konvergenzbeweise fiir das -

1092, 1094; das mehrfache -- als

Grenzformel 1165.

foyer, singularer Punkt eines speziel-

len Systems gew. Diff.-Gl. 1. Ord. mit

reellen Koeffizienten 227; ordinaire,

en pointe, en talon in der Ex-

tremalentheorie 630.

Fred ho 1m, -sche Losungsmethode von

Integralgleichungen 2. Ord. 811.

frei, in einem Intervalle veriinder-

liches x 11.

Frobeniussche Theorie beim Pfaff-

schen Problem, Verallgemeinerung der

-schen Theorie 335.

Fuchssche Klasse von Differentialglei-

chungen. Anwendung der Heineschen

Transformation auf die 784.

Fundamental, -invariauten von Diff.-

Systemen gew. Diff.-Gl. von bestimm-

ter Klasse gegeniiber Transformations-

gruppen 283; -funktion (harmonische

Funktion) 468; -schwingungen (harmo
nische Funktionen oder ausgezeich-
nete Lbsungen) der Diff.-Gl. AM-(-
fc*M = 0, 542.

Fundamentalgleichung, bei der

vektoriellen Integration der Funktio-

naloperationen im Raum von n-Di-

mensionen 777.

Fundanientallosungen, allgemein-
ste Systeme gew. Diff.-Gl. mit 276;

Erweiterung des Begriffes der Diffe-

rentialsysteme mit 278; Systeme

partieller Diff.-Gl. mit 279; Diffe-

rentialprobleme mit einem System von

,
mittels deren sich das allgemeine

Integral durch eine Transformations-

gruppe ergibt 388.

Fundamentalsatz(- theorem), der

Differentialrechnung (Mittelwertsatz)

65
;

der zweiten partiellen Derivier-

ten 73, 106, 111; der Integralrech-

nung (Gewinnung des unbestimmten

Integrals mit Hilfe des bestimmten)

100; GraBmanns beziiglich der Nor-

malform des Pfaffschen Ausdrucks A
325, 331; Lies (iiber ein Involutions-

system von bestimmter Form) 361;

der Integralgleichungen 2. Art 813;
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erster der Theorie kontinuierlicher

Transformationsgruppen 406, Umkeh-

rung desselben 407; zweiter usw.

410, Umkehrung 410 ;
dritter usw.

411, Umkehrung 4n.

Fundamentalsystem, von Losun-

gen einer linearen homogenen par-

tiellen Diff.-Gl. 1. Ord. mit n unab-

hangigen Variablen 232; von L6-

sungen einer gew. linearen homogenen
Diff.-Gl. wter Ord. 261; lineare gew.
Diff.-Gl. nier Ord. mit einem gegebenen

von Lbsungen 266; -e von Los. eines

Systems homog. partieller Diff.-Gl. 1.

Ord. 272; Systeme gew. Diff.-Gl. hoherer

Ordnung mit -en erster Integrale 278.

Funktion, willkiirliche 5; Entwick-

lungsgeschichte des Begriffs einer

willkurlichen 958 ff.
;

von z bei

Cauchy 1022
;
-entheorie 8

; allgemeine
-enlehre 8; -enlehre; Eulers elemen-

tare 4; Gegenstand der allgemeinen

8; -entheorie Gegenstand der

8; -sbegriff 3; Bernoullischer 3;

Eulerscher 4; Dirichletscher 7;

Cauchy-Biemannscher 7
; Lagrange-

WeierstraBscher (analytische F.) 7;

Erweiterung des Eulerschen 6;

Einschrankung des Eulerschen 7;
-

(bei komplexen Variablen) von La-

marle 1015, von Bjorling 1017, von

Cauchy (Funktionszweige) 1016. S. auch

Funktionen.
Funktion einer Veranderlichen,
Bezeichmmgen einer 4; explizite
-

4; implizite 4; algebraische

4, 4, 5; transzendente 4, 4; elemen-

tare
, eindeutige und mehrdeutige

4
; rationale 4, 5

;
rationale ganze

und rationale gebrochene 4; mono-

gene 7; (einer komplexen Ver-

iinderlichen) 7, 1004; gewolmliche -

23; elementare 968, 970; (all-

gemeinste eindeutige F. einer
reellen Var.) 11; differenzierbare

21; unbeschrankt differenzierbare

23 und gewohnliche 23, 61 und ana

lytische 24, 24; stetige (kontinuier-

liche) 17, 961, 969, 960, 970; diskonti-

nuierliche 960, 961
;
derivierte 61

;

stetige nicht differenzierbare 63; in

verse 63, 63; analytische einer

reellen Variablen 80; integrable (inte-

grierbare) 96; punktiert unstetige

96; total unstetige 97; geome-
trisch nicht anschauliche mit steti-

gen Derivierten 43
; komplementare

(bei der Differentiation zu allgemeinein

Index) 117; primitive zu f(x) 89,

zu f(x, y) 103.

Fnnktion mehrerer Veranderli
chen 44; eindeutige 47; in einem
Punkt a stetige 48; gleichmaBig
stetige 48

; ganze rationale definite,

semidefinite, indefinite 86; impli
zite 72.

Funktional, -konvergenzbereich einer

Funktionalreihe 779
; -ableitungen einer

Operation 779; analytische -transfor

mation von Mittag-Leffler 783.

Funktionalgleichnng,-en 788 ff; all

gemeine und partikulare Losungen von
-en 789; Abelsche 803; von Abel

791; Schroedersche 791: verschie-

dene -- 797 ff.;
-- der F-Funktion

802, 160, 161; -- der periodischen
Funktionen 799, 801, 800; der Kreis-

funktionen 800; zur analytischen

Fortsetzung einer Funktion 801
;

-

transzendental-transzendenter Funk
tionen 802; Systeme von -en 801; -

mit konstanten Koeffizienten 772; An-

wendung von -en 801; Auflosung spe-
zieller -en 1351.

Funktionaloperationen 763ff; durch
bestimmte Integrale darstellbare

780, 784, 785.

Funktionalraum S der Potenzreihen

einer Variablen 777.

Funktionalrechnung 764; von
Leibniz bis Lagrange 764; bis auf

Servois 764; Prinzip der 766; An-

wendungen der auf Differential-

gleichungen 773, auf Formen- und
Zahlentheorie 774.

Funktionen, von Jac. Bernoulli 185,

866 (siehe Bernoullische Funktionen

usw.); vollstiindige harrnonische eines

Gebietes 468 (auch Fundamentalfunk-
tion 468); zu U konjugierte harmo-
nische V 474; harrnonische im
Innern eines Gebietes 479; - des

elliptischen Zylinders 758, des para-
bolischen Zylinders 759; Kugel- usw.

siehe dort; des elliptischen Kegels

742; von K6nigs B(x) 794; von

Linien 787; Entwicklung von nach
derselben Art&quot; 906; der groBen
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Achsen 876; ausgezeichnete siehe

ausgezeichnet; groBer Zahlen
1343, 856, 901, 902.

Funktion und Operation 766, 817.

Funktionengruppen in der Theorie

der partiellen Diff.-Gl. 361; ausge
zeichnete Funktionen von 362.

functiones inexplicabiles 164.

Funktiousstreifen 22 (verzeichnete

Kurve).

Funktionswert, uneigentlicher 25;

singularer 25; indirekter 25.

Funktionszweig 1016.

G
Galois, der -schen Gleichungstheorie

nachgebildete Integrationstheorien 288.

Gamma-Funktion F(a). Definitionen

der durch bestimmte Integrate 157,

158, 159 (Schleifenintegral), 160, durch

unendliche Reihen (unvollstandige )

158, durch einen Grenzwert 158, durch

Produktdaretellung 165
;
Bezeichnun-

gen der 157; Fuoktionalgleichung
der 160, 802; Fundarnentaleigen-
schaften der 160; Entwicklungen
von Ig (a To) 159, von l/r(a), P(o) 171,

vonlgP162, dlgr(a)/da = q(a) 162;

asymptotischeDarstellungeuder 166;

mit der verwandte Funktionen ip (a)

162,#(a)164,6}(a)167, 168, 169, I69,u(a)

167; Integrale, welche auf -en zuriick-

fuhrbar sind 177 if.
; Berechnung der

169; Zerlegung der in ein Pro-

dukt von Primfaktoren 165, 165, 177;

Auswertung vielfacher Integrale durch
- 179; Maxima und Minima der -

170; ,,relationdes complements&quot;, zweite

Fundarnentaleigenschaft der 161
;

Definition der fur negative Argu-
mente mi; Darstellung der nega-
tiven Arguments durch auBerordent-

liche Integrale lisa; Laplacesche Be-

handlung der negativen Arguments
1138; Darstellung gewisser trigono-
metrischer Integrale durch unvollstan

dige -en 1150.

GauBsche Definitionsformel fiir die F-

Funktion 158, 161; -sche Relation in

der Theorie der F- Funktionen (Pro-

duktformel) 161, 166; -sche Summen

187; mehrfache -sclie Summen 188;

-sche allgemeine Lehrsatze in der

Potentialtheorie 479; -scher Satz des

arithnietischen Mittels 480; -sches

Theorem zur Transformation von Dif-

ferentialausdriicken 116; -sche Qua-
draturformel 121; Verallgemeinerung
des -schen Orthogonalitiitssatzes iiber

geodatische Linien in der Variations-

rechnung 627
; -sches arithmetisch geo-

metrisches Mittel bei der Berechnung
der Koeffizienten der Entwicklung der

Potenzen der wahren Distanz zweier

Punkte 884.

Gebiet, (x) von n Veranderlichen 44;

-sstetigkeit (gleichmafiige Stetigkeit
im Bereiche (a;)) 49; hinreichend klei-

nes 526 (bei Existenztheoremen von

Losungen der Randwertaufgaben) ;

-seinteilung bei der Berechnung mehr-
facher Integrale 707

;
Methode der ring-

formigen -serweiterung zum Beweis
der Existenz der

Lo.-&amp;gt;ungen von Diff.-

Gl. des elliptischen Typus 527.

gemeinsam, -e Losung zweier gew.
linearer Diff.-Gl. 265.

G eneralisationsrechnung von 01-

tramare 781.

geodatische Linien auf Integral-
flachen als Charakteristiken nicht-

linearer partieller Diff.-Gl. mit einer

abh. Var. 348; in der Variations-

rechnung 622, 623; auf einer Ring-
flache 636, 637; Verallgemeinerung des

GauBschen Orthogonalitatssatzes uber

in der Variat.-Rechnung 627.

Geometrien siehe MaBbestinimun-
gen.

igeometrisch, nicht anschauliche

Funktion f(x) mit stetiger Derivierteu

43
;

-e Darstellung der komplexen
Zahlen durch die Punkte einer Ebene

1014; -es Bild der durch eine trigono-
metrische Reihe dargestellten Funk
tion 1049; -e Interpretationen siehe

Interpretation.

geradlinige Integrale 1018, 1019.

geschlossen, in sich -er Bereich 45;

-er Kern 815.

Geschwindigkeitspotential einer

einfachen und einer Doppelbelegung
von Erregungspunkten 541.

Gestalt der Integralkurven gew. Diff.-

Gl. 232.

! gestortes dynamisches Problem 345.
1 Gewicht der Invarianten der gew. linea-

ren Diff.-Gl. 284.
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gewohnlich, -e Kurve 22; -e Funk-!

tion 23, 61; -e Differentialgleichungen
18 J ff.

Gezeiten, harmonische Analyse der
j

668, 670, 672.

Gleichgewich ts, -untersuchungen in
,

der Variatiousrechnung 623, (siehe j

auch Stabilitat); -figureu einer un-
j

homogenen Saite bei Vernachlassigung
der Schwere 439.

Gleichheit zweier Symbole 766.

Gleichheitszeichen, erweiterte Be-

deutung des -s bei der fornialen Auf- !

fassung der Algebra 836.

gleichmiiBig, stetige Funktion in
,

einem Intervall 18, 18, 19; im kora- :

plexen Sinne diffevenzierbare Funk
tion 80.

gleichmaBige Konvergenz, von

Funktionenfolgen 33
;

rechts- und i

linksseitige 34; unendlicher

Reihen 34; bei der gliedweisen

Integration unendlicher Reihen 144; ;

und bedingte bzw. unbedingte Kou-

vergenz unendlicher Reihen 34; Ste-

tigkeit und einer Reihensumme
35 (siehe auch Konvergenz); Begriff
der gegen eine Grenzfunktion bei der

Frage nach der Differentiation eines

Integrals nach einem Parameter 102;
eines bestimmten Integrals in einem

endlichen Intervall, in einem will-

kurlichen Intervall, in einem unbe-

grenzten Intervall 145; wim allge-

meinen&quot;, eines bestimmten Integrals

145; historische Entwicklung des Be-
|

griffs der (gleichformigen K.) 983. i

Gleichungen, Differential- siehe

dort; symbolische 817; determi-
nierende und charakteristi-
sche siehe dort; transzendente

zur Bestimmung der ausgezeichneten I

Parameterwerte beim Oszillationstheo-

rem rnit 1 Parameter 444, 445.

Gleichungssystem, welches eine

Gruppe G gestattet (invariantiv gegen-
iiber der Grnppe G) 419

;
mit unend-

lich vielen Unbekannten bei Gelegen-
heit der Darstellung der Koeffizienten

trig. Reihen durch unendliche Reihen

920, 92
&amp;lt;;

in der Theorie der Inte-

gralgleichungen 1. Art 805.

Gleitbewegung, Planimeter ohne
128.

gliedweise, Differentiation und In

tegration von Reihen 94, 144, 165,

973, 974, 980, 981, von trigonometri-
schen Reihen 10-14.

Goursatsche lineare Differentialglei-

chung 785 (und Heinesche Transfor

mation).

Graderniedrigung, der Allgemein-
heit der Losungen gewisser part. Diff.-

Gl. 1208; spezieller gew. Diff.-Gl.

wtcr Ord. 257.

graphisch, gegebene Abhangigkeit
zur Definition einer Funktion 10, 10,

959, 967; gegebene Funktion 5;

Einfiihrung gegebener Abhangig-
keiten in die Losungen einer gew.

partiellen Diff.-Gl. 5; -e Integrations-
methoden 134; -e Hethoden zur Aus-

wertung der Koeffizienten trig. Ent-

wicklungen 688.

Greensche Funktion, Theorie der

eindimensionalen bei Randwertauf-

gabeu bei gew. Diff.-Gl. 459; eines

Bereiches in der Theorie der Randwert-

aufgaben der Potentialtheorie 488;
Existenzbeweise fur die eines Be
reiches 492, 495, 496, 500, 501, 5o2;
Riemauns Definition der fur eine

beliebige lineare Diff.-Gl. vom ellip-

tischen Typus und fiir ein beliebiges
Gebiet 516; desgl. ftir den hyper-
bolischen Typus f&amp;gt; 18; bei derWarme-

leitungsgleichung 564; bei einer hy-

perbolisch-parabolischen part. Diff.-Gl.

n* r Ord mit 2 Unabhangigen567. Siehe
auch Existenz.

Greenscher Integralsatz in der

Ebenell3,478, 513; zur Transforma
tion mehrfacher Integrale 108; bei

der Integration totaler Differentiale

111; spezieller im Raume 115; ana-

lytische Anwendungen des -es auf
die Transformation von Differential-

ausdrucken 116; kinematische Deu-

tung des -es in der Ebene 128; modi-
iizierter (Greensche Formel) in der

Potentialtheorie 479; Verallgemeine-
rung des -es der Potentialtheorie in

der Theorie der linearen partiellen

Differentialgleichungen 514; zur

Koeffizientenbestimmung Lamescher
mehrfacher trigonometrischer Reihen

1069; bei der Variation von Dop-
pelintegralen 614; ,

auf Losungeu
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der Diff.-Gl. Aw-(-A *M = o angewandt
542.

Greensche Belegung 488; -sches Pro

blem 487.

Grenzbedingungen, furRandwert-

aufgaben bei gewohnlichen Differen-

tialgleichungen 438; variable Koeffi-

zienten in den bei part. Diff.-Gl.

1251.

Grenze, obere und untere der V&quot;a-

riablen eines Bereiches 9, 9; obere

und untere einer Funktion 12, 81

(hierbei der Definition eines Extrerns);

obere und untere der Funktions-

werte einer Funktion von n Variablen

49, 50; Unbestimmtheits- 12, 14, (siehe

auch unbestimmt): spontane -n der

Integraloberflachen= Charakteristiken

512; Bezeichnung der -n des bestimm-

ten Integrals 89.

Grenzflachen, mit der Zeit variable

bei part. Diff.-Gl. 1252.

Grenzgleichung, Fouriersches Inte

gral, als eines Integrals mit Kon-

vergenzfaktor aufgefaBt 1088; Anwen-

dung der Poissonschen Methode zum

Beweise des als aufgefaBten Fourier-

schen Integralsatzes auf einen spe- i

ziellen Fall 1133.

Grenzglieder bei der ersten Variation
;

SI 627.

Grenzkurve K im Extremalenfeld 630.
;

Grenzprozesse bei der Darstellung

von Funktionen mit unendlich vielen

Singularitiiten 32.

Grenzpunkt einer unendlichen Menge
bei einer Veranderlichen 9, bei meh-

reren Veranderlichen 45.

Grenziibergang, Ableitung der Bes-

selschen Funktionen 2. Art, aus denen

1. Art durch 745; Ableitung der

Besselschen Funktionen durch aus

den Mehlerschen Kegelfunktionen 746,

durch aus den Riemannschen P-

Funktionen 747;
- - von Interpola-

tionsformeln zur Fourierschen Reihe

995, 956, 959; von der trigonometri-

schen Reihe zum Fourierschen Inte

gral 1085, 1086, Anwendung dieses

Grenzuberganges zur Auswertung be-

stimmter Integrale 1108, 1124; von

einer Differenzengleichung zu einer

Differentialgleichung 954; von der

Binomial- zur Exponentialreihe 979;

von der Vorstellung diskreter Mas-

senteilchen zu der eines kontinuier-

lichen Korpers 995 (beim Warmelei-

tungsproblem), bei den Hauptschwin-

gungen eines Massensystems 953.

Grenzuberg ange, simultane und suk-

zessive bei Funktionen mehrerer

Variablen 49, 50; Vertauschung der

Reihenfolge zweier 102; ,
histo-

risch dargestellt 971 ff.

Grenzwert (Limes), einer Funktion in

einem Bereich (a;)
mit der Haufungstelle

a, rechtsseitiger (rechter, vorwarts ge-

bildeter) 13, 13; linksseitiger (linker

riickwarts gebildeter) 15; vorderer

(hinterer) 13; von n Variablen

49
;
innere bei Funktionen mehrerer

Veranderlichen 51
;
-e bei Funktionen

zweier Veranderl. 50; Definition von

Funktionen durch -e 32; -formen 50;

Hauptsatz fiir das Rechnen mit -en 15.

Grb Be, Begriff der Veranderlichen 3;

kritische -n, welche ein Gebiet erreichen

kann526; algebraische -n 765; unend

lich kleine -n 70.

GroBenordnung, der Koeffizienten

trigonometrischer Reihen 1040, 1042;

des Integrals ff(x] cos Ixdx in be-

zug auf i, 1064.

Grundintegral J der Variationsrech-

nung 628.

Grundton, Existenz des -es einer Mem-
bran 548

;
einer zusammengesetzten

Schwingung 644.

Gruppe, in der Theorie gew. Dif-

ferentialgl eichungen. Bestim-

mung aller gew. Diff.-Gl. 1. Ord., die

eine gegebene eingliedrige zulassen

239; Ableitung des allgemeinsten Fun-

damentalsystems einer gewohnlichen
Diff.-Gl. niel Ord. aus einem speziellen

durch die Gleichungen der allgemeinen

homogenen linearen F 268; G
einer Differentialfunktion, die rational

aus einem speziellen System von Fun-

damentallosungen obiger Diff.-Gl. ,ihren

Ableitungen und der Variablen x ge-
bildet ist (Untergruppe von F) 268;
eine einem Lieschen System gew. Diff.-

Gl. assoziierte G 275, endliche

Gleichungen derselben 277, erste Pa-

rametergruppe dieser G 277, adjun-

gierte Gruppe von G 277; allgemeine

Losung eines Systems partieller Diff.-



Gruppe harmouisch 1381

Gl. mit Fundamentallosungen au8

einer partikulliren durch Transfor

mation einer dem System assoziierten

endlichen oder unendlichen - G
280; Transformations -n beim Aqui-

valenzproblem 282 ff.; Einfuhrung der

erweiterten - - beim Aquivalenzpro-
blem 282; -n von Punkt- und Beriih-

rungstransformationen ,
welche ver-

schiedene Klassen von gew. Diff.-Gl.

invariant lassen 284, 285, 286, 287;

Transformations- oder Rationalitats-

einer gew. linearen Diff.-Gl. 290, Re-

duktion dieser durch vollstandige

Integration einer rationalen Hilfsglei-

chung 291; Integrationsmoglichkeit

einer gew. linearen Diff.-Gl durch Qua-

draturen, wenn ihre Rationalitats- eine

adjungierte 424; aristokratische

424; demokratische 424; Ubersicht

iiber die iiberhaupt moglichen -n 425 ff.
;

-n linearer Transformation 425; primi
tive des Raumes 426; einfache -n

427; zusammengesetzte -n 427; inte-

grable von der Ordnung r 427; auf-

losbare endliche 427; Kegelschnitts-

427
;
halb einfache 428

;
-n von ge-

gebener Zusammensetzung 429; Typen
einfach transitiver -n 429, intransitiver

-n 432; lineare -n 433, 333. Beson-
dere Arten von endlichen kon-
tinuierlichen Gruppen 433, 434,

402; gemischte -n (komplexe -n) 436;

unendliche kontinuierliche -n 435.

Gruppen, distributiver Operationen

777, 799.

integrable ist 291, ebenso Bedingung ; Gruppenbegriff, Verwertung des -s

fiir die algebraische Integrierbarkeit fur partielle Diff.-Gl. 387.

291; einem Liescben Systeme gew.
Diff.-Gl. zugehorige, einfach transitive

j

und die zu ihr reziproke einfach ! Haufungsstelle, einer unendlichen

transitive 292; aller Punkttrans-
\

Menge 9, 9; WeierstraBscher Satz iiber

die eines Bereiches von n Variablen

45.

formationen bei der Drachschen ratio-

nellen Theorie der Integration allge-

meiner Systeme gew. Diff.-Gl. 292; ! Hamilton, -sches kanonisches System

partieller Diff.-Gl. 249 343, 345, 355;Rationalitats- eines speziellen Systems
von gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 293.

Gruppe, kontinuierliche Trans-

formationsgruppe. Begriff einer

von Operationen 402; endliche dis-

krete -en von Bewegungen 402; un

endliche diskrete 403; r-gliedrige
- 405; der Ordnung r 405; De-

finitionsgleichungen einer endlichen

4o6;. System von Diff.-Gl.
,
das eine r-

gliedrige definiert 406, 408; Erzeu-

gung einer durch infinitesirnale

Transformationen 409; Zusammenset

zung einer 411; Unter- und inva-

riante Unter- einer G 411; Haupt-
unter- oder Derivierte eiuer G 412;

gleich zusammengesetzte oder holoe-

drisch isomorphe -n 412; zu einer

meriedrisch isomorphe 412; ahn-

liche -n 413; vertauschbare -n 415; mit

einer vertauschbare Transformation

414; reziproke -n 416; transitive

416; primitive und imprimitive 418;
intransitive 418; asystatische 418;

Parameter- 422; reziproke Parameter-

423; transitive -n 424; erste und
zweite Parameter- 423; zu einer

-sche partielle Ditf.-Gl. 343, 356; -sche

Funktion des dynamischen Problems

345; Jacobische Theorie der Dyna-
mik 343, in der Variationsrechnung

(Anwendung auf das Problem dJj =0,
8 Un = 0) 585, 586: -sches Prinzip und

Integral vom Standpunkt der Varia

tionsrechnung aus (zweite Variation

des Integrals) 624; -scher Konvergenz-
beweis trigonometrischer Reihen 1038

;

-scher Beweisversuch der Fourierschen

Integralrelation 1092.

harmonisch, -e Reihe 171; -e kanoni-

sche Form eines Systems partiellerDiff.-

Gl. 299; in der Potentialtheorie :

vollstandige -e Funktion eines Gebie-

tes 468; zu einer -en Funktion kon-

jugierte -e Funktion 474
;
-e Funktionen

(ausgezeichnete Losungen der Diff.-

Gl. An + k- u = 0) 542, 549; -e Glei-

chung 560; riiumliche -e Kugelfunk-
tion 700; -e Kugelflachenfunktion 700;

zweiachsige -e Flachenfunktion 713;

-e Schwingung 952; Gleichung einer

einfachen -en Schwingung 643; -e Ana

lyse 644; -e Analysatoren 133, 690; -e
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Analyse der Gezeiten 668, 672; Super

position einfacher -er Schwingungen
952; -e trigonornetrisehe Reihen (als

L5sungen partieller DifF.-Gl. der Phy-

sik, nach der Methode der ausgezeich-
neten Lbsungen erhalten) 1050; mehr-

facbe -e trig. Reihen 1069.

Haupt, -fall beim allgemeinen isoperi-

metrischen Problem 634
; -glied der

Storungsfunktion 1078, 1079; -index

einer zugeordneten Kugelfunktion 724;

-integral einer hyperbolischen partiel-

len linearen Diff-Gl. 2. Ord. 518; -in-

tegrale der Gleicliung Xf=Q, .313,

eines vollstandigen Systems linearer

partieller Diff.-Gl. 320; Auffassung
einer partiellen Diff.-Gl. 1. Ord. als

-koinzidenz eines Raumkonnexes 351 ;

-losung von Diff.-Gl. (F.Klein) 1212,

1213, 1214, 1224; -schwingungen eines

Massensystems 952; Entwicklung des

-teiles der Storungsfunktion 1071;
-tbeorem der Diff.-Gl. Aw-fA;

2 w = 0,

542; -untergruppen 412; Cauchyscber
-wert eines bestimmten Integrals 138,

139, (bei Auflosungsformeln in der

Theorie der Integralgleichungen) 816,

1003 ;
Differentiation von -werten diver-

genter bestimmter Integrale 973 (siehe

Cauchy); Definition des -wertes einer

mehrdeutigen Funktion bei Cauchy 1004,

1017, einer Summe von Residuen 1008.

hebbar, -e Diskontinuitat 29, 29, 30,

971; -e Unstetigkeiten einer punktiert

unstetigen Funktion 44.

Heinescbe Summationsformel 125.

Henricischer Analysator 134.

Herschel, (Laplace)sches Prinzip der

Mechanik 550.

Hilfsmittel, instrumentelle zur Auf-

eteliung trigonometrischer Interpola-
tionsformeln 689.

Hilfssystem, -e, auf die man Diff.-

Systeme nier Ord. zuriickfiihrt 234;

Liesche -e 277; zu einem Differential-

system nier
Ordnung gehbriges par

tieller liuearer Differentialgleichungen
nter

Ordnung 303; -e bei der Integra

tion von Differentialsystemen mit be-

kannten Transformationsgruppen 251.

Hillsche Funktion D^ 872.

holoedrisch isomorphe Gruppe 412.

Holomorpbiestern 204.

homalographisch, Problem der -en

Projektion 902.

homo gen, Einfiihrung -er Koordinaten

zur Untersuchung ganzer transzenden-

ter Funktionen 93, bei der Aronhold-

schen Gestalt algebraischer Integrale

93; Gebrauch -er Koor. bei gew. Diff.-Gl.

1. Ord. 244; -e gew. Diff.-Gl. 1. Ord.

237; -es System gew. linearer Diff.-Gl.

246, 272; lineare -e partielle Diff.-Gl.

1. Ord. 312; nichtlineare -e partielle

Diff.-Gl. 1. Ord. 313; -e Funktions-

gruppe in der Theorie der partiellen
Diff.-Gl. 363; -e Beriihrungstransfor-
mation des Raurnes Rm + 1 (z, xl

. . . xm)

353; Zerlegung einer ganzen -en Funk
tion in Kugelfunktionen 715.

Hornsteinsches Verfahren zur Ermitt-

lung versteckter Periodizitaten 679.

Hiillkurven und Hiillfliichen beim

geometrischen Beweis des Kleinschen

Oszillationstheorems 451.

Huyghens, mathematische Formulie-

rung des -schen Prinzips 1301 ff.

hyperabelsche Funktionen 800.

hyperbolisch, -e pai tielle Diff.-Gl.

2. Ord. 510, 511, Normalform derselben

517, 560, von hoherer Ordnung als 2ter

567; trig. Entwicklung -er Funktionen

904, 909.

hyperbolisch - parabolische part.

Diff.-Gl. 576.

hyperfuchsische Funktionen von

Picard, Definition der durch Funk-

tionalgleichungen 800.

hypergeometrisch, Integration der

GauBschen -en Diff.-Gl. durch Quadra-
turen 784, der verallgemeinerten durch

bestimmte Integrale 785; -e Reihen, als

trigonoinetrische Entwicklungen ele-

mentarer Funktionen 918, 939; Darstel-

lung bestimmter trig. Integrale durch

Grenzfalle -er Reihen 1141
;
-e Reihen als

Koeffizienten trig. Reihen 857 ;
lineare

Transformation -er Funktionen bei der

Umformung einer trig. Reihe in die

Sumrne zweier anderen 918; -e Funkt.

als Koeffizienten in trigonometrischen

Entwicklungen 857, 876; Transforma

tion der -en Funktionen zurDarstellung

der Koeffizienten bei der trig. Entwick

lung der Potenzen der wahren Distanz

zweier Punkte 877, 877, 878; Darstel-

lung der Koeffizienten der Entwick-
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lung cler Potenzen der wahren Distanz !

zweier Punkte durch -e Integrate 881: I

.B-Funktion als einfachster Fall eines
j

-en Integrals 177; Darstellung derKoef-

fizienten trig. Entwicklungen in der

Form -er Integrale 926.

Hyperlogarithmus 174.

hyperspharische Funktionen 732.

Jacobi, -sche Determinante

_
108 (bei der Transf. mehrf. Integr.),

203; -sche Diff. -Gl. enster Ord.

240, 244; (Euler)-scher Multiplikator,

Methode des -schen Multiplikators zur

Integration eines gew. Diff.-Systems

-n
tcr Ordnung 234, bei der Integration

einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord. durch Diffe

rentiation 243; -sche Relation, welcher

ein Multiplikator ft
einer Diff.-Gl. 1.

Ord. genugt245; Methode der -schen

Multiplikatorensysteme zur Integration

von Differentialsystemen 246; -scher

Multiplikator eines Systems gew. Diff.-

Gl. 1. Ord. 248; -sches System linearer

partieller Diff.-Gl. 1. Ord. 315, 354, 316,

355; -s zweite Methode der Integra

tion einer partiellen Ditf.-Gl. 354, Lies

Verallgemeinerung derselben 356 ;
-sche

Identitat beim Pfaffschen Problem 335;

-sche Summationsformel 123; -sche In-

tegralformel 187; -sche Identitat in der

Theorie der kontinuierlichen Trans-

formationsgruppen 410; -sches Krite-

rium konjugierter Punkte in der Va-

riationsrechnung 598, 629, 634, 635,

Erganzung dazu 637; -sches Aktions-

integral 624; -sche Transformation von

8*Jn 588; Anwendung der -Hamil-

tonschen Methode auf das Problem

d/
t
= 0, 585, 8U

lt
= Q, 586; -sches

Lemma 588.

identische Operation 767.

Identitat, Jacobische und Mayersche
beim Pfaffschen Problem 335.

implizit, Begr. der -en Funkt. bei Euler

4; Satze fiber -e Funktionen 72, 74;

Existenz der -en Funktionen yfa)
des Systems Hf (x, i/j

. . . yn)
=

0, 203.

imprimitive Gruppen 418.

indefinit, homogene quadratische -e

Form 86.

independente Darstellung hoherer De-

rivierter 87.

Index, einer Invariants einer gew.
linearen Diff.-Gl. nl r Ord. 284; Haupt-
n und Neben v der Kugelfunktionen

Q&quot; 724; Rechnen mit Ableitungen zu

beliebigem 770; Differentiation

zu allgemeinera siehe dort.

indirekter Funktionswert 25.

Indizes, Gesetz der im Operations-
kalkiil 767.

infinitesimale Transformation;
einem System totaler Diff.-Gl. adjun-

gierte Schar -r -en 318; J./
1

,
welche

ein vollstandiges System partieller

Diff.-Gleichungen gestattet 317; Xf,
welche der Pfaffsche Differentialaus-

druck A bzw. die Gleichung A =
gestattet 318; Beziehung zwischen

Pfaffschen Ausdriicken und -n -en 336;

einer Gruppe 409, 410; ausgezeich-
nete einer Gruppe 424; Erzeugung
einer Gruppe durch -en 409; aus-

gezeichnete und invariante -en 424.

Inhalt, eines ebenen oder krnmmen
Flachenstucks.

integrabel (integrierbar), -e Funk-

tion 96; -es System partieller Diff.-Gl.

297 ;
unbeschrankt -es System partieller

Ditf.-Gl. 305, totaler Diff.-Gl. 318; -e

Transformatiousgruppe der Ordnung
r 427; Typen -er gew. Diff.-Gl. niei

Ordn. 259.

Integrabilitiit, der Differential-

ausdriicke f(x, y, y ,
. .

.) 112, 578 (hier

in der Var.-Rechng.); -sbedingfungen
fiir die Diff.-Gleichungen einer konti-

nuierlichenTransformationsgruppe410.

Integral, unbestimmtes von f(x)

89; bestimmtes siehe dort; abge-

grenztes 90; ,
erstreckt iiber eine

Kurve vom Geschlecht 0, 93; Existenz

des -s 94; mehrfaches und Doppel-
siehe dort; -zeichen 89, 90; oberes und
unteres , par exces und par
defaut 96, Ausdehnung dieser Begriffe

von Jordan auf mehrf. Int. 147; Dirich-

letsches siehe dort; trigonome-
trische -e siehe dort; -e rationaler

Funktionen 90; -e transzendenterFunk

tionen 92; -e algebraischer Funktionen

vom Geschlecht Null 92; -e irrationaler

Funktionen 92; auBerordentliches

(von Cauchy) 1153, me, 973; singu-
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lares siehe dort; eines Systems
von gew. Diff.-Gl. 1. Ord., erstes

196, 232, allgemeines 192, 232; -

einer gew. Differentialgleichung wter

Ord. 233
;

eines Systems gew. Diffe-

rentialgleichungen 312; eindeutige Be-

stimmung der -e durch die Antang*-

bedingungen 203; Methode der Auf-

suchung erster -n 205; Existenz von

-en eines solchen Systems, welche An-

faugsbedingungen geniigen, fur die die

Koeffizienten des Systems bestimmte

Formen annehmen, siehe unter Exi

stenz; erstes eines speziellen Sy
stems gew. Diff.-GL, das bei der Inte

gration durch Differentiation der Diff.-

GL f(x, /, y&quot;)

= gewonnen wird 243,

allgemeines dieser Diff.-Gl. 244; -e

bei gewbhnlichen singularen Anfangs-

bedingungen 206 ff.
,

bei auBergew.

Anfangsbedingungen 223 ff.; singulare
-e eines Systems gew. Diff.-Gl. 1. Ord.

207, 192; -kurven eines simultaneu

Systems gew. Diff.-Gl. 313; holomor-

phes und analytisch-reguliires eines

analytischen Diff.- Systems bei Ver-

wendung komplexer GroBen 190, 197;
-kurven der Diff.-Gl. y = f(x, y) 209;
Theorie der singularen -e der Diff.-Gl.

y =f(x,y) 209, 210, 245 (hier syn-
thetische Entwicklung); -kurven, sin

gulare -kurven, Enveloppen von gew.
Diff. l.Ord. 209 ff., beliebiger Ordnung
214; Integrale bei gewohnlichen sin

gularen Anfangsbedingungen 209 ff.
;

Verhalten der Integrale linearer Diff.-

Gl. 2. Ord. im reellen Gebiet 272, 437 ff.
;

Nullstellen der -e linearer Diff.-Gl. und
Liouvilles asymptotische Darstellung
dieser Integrale 1063; algebraische -e

gew. Diff.-Gl. 240, 241; eines Sy
stems partieller Diff.-Gl. 297; all

gemeines eines solchen Systems 301,

302; allgemeines und vollstandiges

305; partikuliires 302; singulares

303; einfach, zweifach, mehrfach

singulares 303; verschiedene Defi-

nitionen 307; Zwischen- 304 (inter-

mediares); allgemeines intermediares

304; vollstandiges
- 305, 310; Haupt-

eines vollstandigen Systems linearer

part. Diff.-Gl. 320; vollstandiges
-

eines Involutionssystems 357; singu-
lares eines Involutionssystems 359

;

Verallgemeinerungdes -begriffs
nach Lie 307; -flache .309, M,,
-gebilde, -mannigfaltigkeit, -verein309,

, vollstandiges 310, auch bei Sy-
stemen part. Diff.-Gl. mit mehreren

Unbekannten; allgemeinste -flache ei

nes Systems linearer partieller Diff.-

Gl. wtl-r Ord. 316, eines Systems
totaler Diff.-Gl. 318; allgemeines

-

einer linearen homogenen partiellen
Diff.-Gl. l.Ord. 318; Haupt- der part.
Diff.-Gl AY=0, 312; vollstandiges

-
vom Range Tc einer part. Diff.-Gl. ter

Ord. 305; (n v)
tes einer part. Diff.-

Gl. ter Ord. 304; allgemeines der

nicht homogenen linearen partiellen
Diff.-Gl. nach Lagrange 313; singu
lares - - einer part. Diff.-Gl. 1. Ord.

mit einer Unbekannten 348; voll

standiges dieser Diff.-Gl. 351,
bei Einfuhrung homogener Element-

koordinaten 353, 354; oder -Mm
einer part. Diff.-Gl. 1. Ord. (nach Lie)

349; erste -e, allgemeines einer

partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. mit 2 Un
bekannten 369; -Mn ,

-M
v einer part.

Diff.-Gl. mit einer Unbekannten und
m Unabhangigen 309, bei part. Diff.-

Gl. 1. Ord. 349, 2 Ord. 368; willkur-

liche Funktionen im allgemeinen
-

einer part. Diff.-Gl. nivr Ord. 960; -e

spezieller partieller Diff.-Gleichungen
und der partiellen Diff.-Gl. der Physik

vgl. die Seiten 1173 1305, insbeson-

dere die unter Differentialglei-
chungen angegebenen Nummern.

Integralaquivalent, eines Systems
linear unabhangiger totaler Ditf.-Gl.

307; allgemeinstes einer Pfaffschen

Gleichung A = 326; singnlare -e

einer Pfaffschen Gleichung 326, 327.

Integralbegriff, Leibnizscher 95;

Cauchyscher 95, 84; Darbouxscher
- 96; Riemannscher 63, 96, 100,

101 (bei der partiellen Integration);
Bernoullischer ioo: Ausdehnung des

Riemannschen -s auf ein Integral der

Gl. y = f(x, y} 198.

Integraldarstellung, elementare -en

89
;

der T-Funktion 157, 159, 160;
der Funktion

o/&amp;gt; (a) 1 64
;

von log F(a)

164; der Funktion 5) (a) 167, 168;

von y 174; einer Funktionalopera-
tion 780, 784; der Besselschen Funk-
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tion 1. Art 744, 2. Art 745, 747; C. Neu-
mannsche einer Funktion mittels

Zylinderfunktionen 766; der Koeffi-

zienten trigonometrischer Reihen 922,

927; der Koeffizienten von Entwick-

lungen der elliptischen Bewegung 896
;

der Koeffizienten trigonom. und Po-
tenzreihen 1009, 1010, 1024, 1027, 1305;

von Losungen partieller Diff.-Gl.

1193 ff. bis 1305; der Wurzeln von

Gleichungen 1307.

Integralcosinus 1144.

integrales definies generalisees 137 (un-

eigentliche Integrale).

Integralformel, von Legendre-
Stieltjes 186; von Jacob! 187;
von Kummer 187; von Poisson 1162,

Verallgemeinerung von Catalan 1171;
von Nanson, von Tschebyschetf 1171,

von Cauchy 1172, von Fourier siehe

dort.

Integralgleichuugen, die allgemei-
nen eines Systems partieller Diff.-

Gl. 302; 1. Art 803, 803; 2. Art

809; 2. Art mit mehreren Variablen

817; Auflosung von mit trig. Ent-

wicklungen 1350.

integral! improprii 103.

Integralinvarianten, - - einer zu
einem System gew. Diff.-Gl. 1. Ord.
assoziierten part. Diff.-Gl. 253; Inte

gration eines
j solchen Systems, von!

welchem man kennt 253; fc-fache

niet Ord. eines solchen Systems
253;

-- einer Gruppe 422. (Vgl. In-

varianten.)

Integralkonoid 347.

Integralkurven, von gew. Diff.-Gl.

1. Ord. 209 ff.; eines Systems gew.
Diff .-Gl. 1. Ord. 227ff. ; Familie von
cc&quot; ebenen (allgemeines Integral
eines gew. Diff.- Systems n ier

Ord.) 233;
- einer linearen homogenen part.

Diff.-Gl. 1. Ord
,

welche ein System
gew. Diff.-Gl. 1. Ord. ersetzt 313 (vgl.

Charakteristiken); als geome-
trisches Bild eines Fundamentalsystems
von Losungen der linearen Gleichung
P(y) = 0, 271.

Integrallogarithmus, Darstellung
des 174, 1145, 1146; trig. Integrale,
die mit dem zusammenhangen 1 146

;

Tafeln fur den 174.

Integralrechnung 88 ff. Begriindung
der in den Lehrbuchern 94, 94, 97.

Integralrelationen zwischen Koeffi

zienten trig. Entwicklungen 925, 926.

Integralsatze, von Cauchy fiber

bestimmte Integrale 97 (siehe Cauchy);
- der Kugelfunktion Pn

706; der

zugeordneteu Kugelfunktionen 710, der

allgemeineren Kugelfunktionen 714.

Vgl. Integralformel.
Integralsatz, Cauchyscher vgl.

Cauchy.
Integraltheoreme, -- bei unharmo-

nischen trig. Reihen 1052, 1053, 1056,

1058; vgl. Integralformel, Inte

gralsatze.

Integralsinus 1144, in Koeffizien

ten trig. Entwicklungen 919.

Integraltafeln, s. Tafeln.

Integralzeichen 89, 05.

Integraphen 131.

Integration, unbestimmte von f(x)

88; rationaler Funktionen 90;
transzendenter Funktionen 92; ra-

tioualer Funktionen von goniometri-
schen und Exponentialfunktionen 92;

algebraischer Funktionen vom Ge-
schlecht Null 92

;
von f(x, y), falls

zwischen x und y eine allgemeine

Gleichung 2. Grades besteht 93; an-

genaherte durch Reihenentwick-

lung oder Summation 94 (mechanische
siehe dort.); durch Reihenent-

wicklung 155; partielle 101; suk-
zessive -- eines 2- oder mehrfachen

Integrals 103, 104; Bunter dem
Zeichen&quot; -

(eines Integrals nach
einem Parameter) 101, 144; zur Ab-

leitung bestimtnter Integrale aus an-

deren 1118, 1138; gliedweise un-
endlicher Reihen 144, trig. Reihen

1044; siehe gliedweise; totaler

Differentiale 110; rationaler Bruche
zwischen den Grenzen oc u. -f- cx&amp;gt;

156; -sbereich bei /i-fachem Integral
104; -fache - einer integrablen
Funktion iiber einen meBbaren Be-
reich 147.

Integration einer gew. Diff.-Gl.,
durch bestimmte Integrale 232, 1193,

1197; algebraische 232; einer

gew. Diff.-Gl. l.Ord.; durch Tren-

nung der Variablen 233, 236; durch

Quadraturen 233: durch die Me-
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thode des integrierenden Faktors 233, j

237; dnrch die Liesche Methode
j

238; algebraische 240; der (un-
j

aufgelosten) Gleichung durch Differen-

zieren 242; der Diff.-Gl. F(x,y,y )
\

= 0, wo F= d. Gl. einer rationalen

Flache darstellt 243; - - durch Be-
\

riihrungstransformationen 243 ;
durch

|

Ersetzen durch ein System der Diff.-
I

Gl. 1. Ord. 244; von Diff.-Gl. hoh.
|

Ord. 255 ff; nach der Methode des

Eulerschen Multiplikators 255; bei

speziellen Fallen durch Graderniedri-

gung 257; nach der Lieschen

Theorie 258; der unaufgelosten
Diff.-Gl. hoherer Ord. 259; von!

Typen integrabler Gleichungen 260; ;

- der linearen Diff. Gl. 260; mit
|

konst. Koeffizienten nach d Alembert

262; init zweitem Glied 263 (nach
der Methode der Variation der Kon-

stanten) durch Ordnungserniedrigung

265; durch symbolische Methoden
bei Gleichungen mit gegeb. Funda-

mentalsystem 266 ;
durch Aufstellung

von Resolventen 267 und Assoziierten

269; der linearen Diff.-Gl. 2. Ord.

271; durch Untersuchung der In-

varianten 284 ff.
;

durch rationelle

Integrationstheorien 288 ff.

Integration eines Systems gew.
Diff.-Gl., klassische -stheorien 233,

234, 245
;

von Systemen mit bekann-

ten Transform ationsgruppen 234, 245,

249: mit bekannten Differential-

oder Integralinvarianten 253; durch

Einfiihrung neuer Variablor (Trans
formation der Diff.-Systeme) 235;
von Lieschen Systemen 275 ff.

;
durch

Aufstellung von Aquivalenzproblemen
und Einfiihrung von Differentialinva-

rianten 282; durch rationelle Inte-

grationstheorie bei Lieschen Systemen
29 2, 235; logische 235.

Integration eines Systems par-
tieller Diff.-Gl. 297; logique eines

j

algebraischen Systems 298; eines

vollstlindigen Systems nach Jacobi

319; eines g-gliedrigen Involutions-
;

systems 363; eines Involutions-

systems bei Verwendung von infinite-
j

simalen Beruhrungs- bzw. Punkttrans-

formationen, welche dasselbe gestattet

365, 366.

Integration der nicht linearen
partiellen Diff.-Gl. 1. Ord. mit
einer Unbek. nach Lagrange und Pfaff

337, nach Cauchy 339, nach Jacobis
erster Methode 340, nach Jacobis zweiter
Methode 354, nach Lagrange 346

;
Inter

pretation der bei homogenen Ele-

mentkoordinaten 353; - - nach der

Verallgemeinerung der Cauchyschen
Methode mit Zuhilfenahme der Lie

schen Flachenelementbegriffe 349.

Integration einer exakten totalen
D i f f. - G 1. durch die eines Systems gew.
Diff.-Gl. 321.

Integration der part. Diff.-Gl. mit
2 unabhangigen Veranderlichen
1173 bis 1254, durch Reihen, die nach
den sukzessiven Ableitungen willk.

Funktionen fortschreiten 1173, durch
Reihen von Elementarlosungen 1177;

part. Diff.-Gl. durch best. In-

tegrale: von gew. Reihenentwickl.
aus 1192, durch Integ. des Produkts
der Elementarlos. mit einer willkiir-

lichen Funktion ihres Parameters nach
diesem 1194, in Ubertragung der bei

gew. Diff.-Gl. angewandten Methode

1197, vermoge der Darstellung der

numer. Koeffiz. ihrer Reihenentw.

dnrch solche Integrale 1198; von
der Losung durch eine trig. Reihe

ausgehend 1205, durch trigonometri-
sche Integrale 1219; mittels einf.

Integrale auf dem Wege iiber trigon.

Integrale 1225; - -
part. Diff.-Gl.

mit mehr als zwei unabhangigen
Veranderlichen 1254 bis 1305.

Integrationsprobleme, die drei -

der Bestimmung aller Gruppen von ge-

gegebener Variablen- und Parameter-

zahl 425.

Integrationsreihenfolge, und
Schreibweise von mehrfachen Inte-

gralen 1087; Vertauschung der in

einem Doppelintegral 146 (Zulassig-

keit); Ableitung bestitnmter Integrale
durch Vertauschung der in einem

Doppelintegral 1100, 1105, 1109, 1110,

1114, 1119, 1120, 1128, 1139, 1154,

1142, 1144, 1147, 1149.

Integrationstheorien bei Systemen

gew. Diff.-Gl.; formelle 234; klas

sische 234; rationelle 235, 288.



Integratoren Involutionssystem 1387

Integratoreu 128; fur Flachen-

und Tragheitstnomente 131; fiir

linearen Differentialgleichungen 134.

integrierbar (siehe integrabel).

Integrierrolle, des Planiineters 128.

Intensitat einer einfach harmonischen

Schwingung 643.

intermediiir, -es und allgemeines -es

Integral eines Systems partieller Diff.-

Gl. 304; -es Symbol im Operations-
kalkiil 768.

interpolateur a cadran 689.

Interpolation (trigonometrische) 642 ff.

(Begriindung der) fiir ilquidistante

Argumente durch Bessel 648 f.
;

fiir

beliebige Argumente 651
;

fiir sehr

zahlreiche 662
;

bei ausgefallenen

Beobachtungen 656, 654; von Funk-
tionen zweier Argamente 662

;
in

der Mitte&quot; 688; der Reihe 1, 2,

6, 24, 120, 167; parabolische bei

der Berechnung einzelner Beobach

tungen aus Mittehverten fiir langere
Zeitdauer 658.

Interpolationsformel, von La-

grange 121; Benutzung der trigono-
metrischen -n zum Konvergenzbeweia
trig. Reihen 995

; trigon. -n in komplexer
Geatalt 651

; trigon. -n, in denen nur un-

gerade Vielfache des Arguments er-

scheinen 651; Gebrauch trig, -n bei

Storungsrechnungen 881.

Interpolations funktionen, Ampere-
sche 77.

interpolatorisch, -e Entwicklung =
|

Entwicklung durcb mechanische Qua- !

dratur 1080.

Interpretation, geonietrische einer

linearen homogenen gew. Diff.-Gl. wter
j

Ord., ihrer Assoziierten und Adjun-
gierten271; geometrische von gew.
DifF.-Gl. 1. Ord. beim Gebrauch homo-

|

gener Koordinaten 244, bei der Auf-

fassung von F(x, y, y )
= als Flache

245; geom. des Eulerschen Multi-

plikators einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord.

239; der Funktionaloperationen in

einem Raum von n Dimensionen 776;
von oc vielen Dimensionen 777.

interpolare Operation 785.

Intervall, im stetige, im Iimern
dea -es stetige Verilnderliche 11; Zer-

legung des Integrations -s zur Aus-

wertung bestimmter Integrale 188, 154.

Kncyklop d. math. Wigsensch II 1.

intransitiv, -e Gruppe 418; Besttm-

mung aller Typen von -en Gruppen
432.

Invariabilitatsziige, stetige Funk-
tion mit unendlich vielen -n 42.

invariant, bei linearer homogener Sub
stitution formal oder numerisch -e ra

tionale Ditferentialfunktionen 290;

verkniipfte Systeme partieller Diff.-Gl.

315; -e Verkniipfung eines Systems
totaler Diff.-Gl. mit seinem adjungier-
ten System 318; bei einer kontinuier-

lichen Transformationsgruppe -es In

tegral der Form ff(x, y, y } da; 638; in

bezug auf die Operation Sa -e Funk-
tion 03 (x) 791.

Invariante, Liesche Theorie der Diffe-

rential-n 234,283 ff.
;
-n der linearen gew.

Diff.-Gl. nter Ord. 284, verschiedener
Klassen gew. Diff.-Gl. 285; Charakte-
ristische -e der Transformationsgruppe
einer gew. linearen Diff.-Gl. 290; -n

von Differentialausdriicken 116, 284 ff.
;

absolute und relative -n bei der
Transformation eines Systems gew.
Diff.-Gl. im Aquivalenzproblem 283;
-n des Pfaffschen Ausdrucks A bei

beliebiger Transformation 327
;
-n der

partiellen Diff.-Gl. 1. Ord. gegeniiber
alien Punkttransformationen des Rau-
mes Em + l 353; -n nter Ord. einer par
tiellen Diff.-Gl. 2. Ord. 379: Darboux-
sche -n partieller linearer Diff.-Gl.

2. Ord. 384; -n eines Systems Pfaff-

scher Gleichungen 398; -n eines gew.
Inv.-Systems gegeniiber alien homo
genen Beriihrungstransformationen ge-
wisser Variablen 360; -n einer kout.

Transformationsgruppe 418; -n mehr-
facher Punkte gegeniiber einer Gruppe
418; Differential-n einer Gruppe 421;

Integral-n einer Gruppe 422; -n der

Operation A(cp) in der Theorie der

Integralgleichungeu 813.

invariantivee Gleichungssystem ge
geniiber einer Gruppe 418.

Inverse einer Operation 781, 767; In-

versionsproblem eines bestimmten In

tegrals siehe Umkehrung.
Involution, in stehende Funktionen

357.

Involutionssy stem, partieller Diff.-

Gl. 299, 310, 367; spezielle -e 360; -

zweier partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. 375 :

90
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-e partieller Diff.-Gl. wter Ord. mit 1

unabh. Variablen 378; -e partieller

Diff.-Gl. ntor Ord. mit 1 Unbek. und

m unabh. Veranderlichen 390; voll-

standiges Integral eines -s 357, sin-

gulares 359.

involutorisch, -e Funktionen in der

Theorie der Involutionssysteme 357;

-e Beziehung zweier reziproker Funk

tionen 1098.

irreduzibel, oszillierende Funktion

43
;
in einem Bereich -e rationale Diff.-

Gl. 268.

Irreduzibilitatsbegriff, Ubertra-.

gung des -s der Algebra anf alge-

braische Systeme part. Diff.-Gl. 298

irregulare und regulare gew. lineare

Diff.-Gl., Transformation derselben in-

einander 782.

isomorph, holoedrisch und meriedrisch

-e Gruppen 412.

isoperimetrisch, -es Problem im

eigentlichen engeren Sinn 681, 608,

611; -e Aufgaben im weiteren Sinn

580, 608, 632; Steinersche Behandlung
-er Aufgaben 611; Sammlung -er Auf

gaben 621, 636; -es Integral 632; -e

Konstante 632; ,,-es Problem auf einer

Flache&quot; 636
;
-e Probleme mit Doppel-

integralen 637; Anwendung der Ha
milton- Jacobischen Theorie auf -e

Probleme 345; allgemeines -es Problem

633.

Iteration, Problem der 793; Problem

der analytischen 796 (Beispiele).

Iterationsrechnung 792 ff.; Anwen

dung der auf die Abelsche Glei-

chung 794, auf die naherungsweise

Berechnung der Wurzeln einer Glei-

chung 793.

Iterierte, Integrate rationaler Funk
tionen und trig. Entwicklungen 868;

nie einer Funktion 790; Kerne

814.

kanonisch, (Hamiltonsche) -e Systeme
der Dynamik 234, 343, 249; -e Ele-

mente des ungestorten dynamischen
Problems 345, 355; -e Substitution in

der Hamilton-Jacobischen Theorie 346
;

-e Form eines Systems partieller Diff.-

Gl. 299, 299; -e Form eines allgemeinen

Systems gew. Diff.-Gl. beim Aqui-

valenzproblem 283; -e Formen von

Funktionengruppen 362, 363; -es Para-

metersystem 429, 430 (zur Darstellung

der mfinitesimalen Transformationen

der Parametergruppe); -e Potential-

funktion 468.

Kapillaritat, Untersuchung von GauB

iiber 616, 623.

Kardinalflache 475.

Kegelfunktionen, Mehlersche 728;

adjungierte 729; Funktionen des

elliptischen Kegels 742; Entwicklung
einer Funktion nach 730.

Kegelplanimeter 129.

Kepler, -sche Gleichung 893, 894, 894,

1345; verallgemeinerte 895.

Kern, einer Integralgleichung 1. Art

803, 2. Art 872; iterierter -- 814;

geschlossener
- 815; zum gehorige

Eigenwerte 813; definiter 815.

Kette, Problem der frei herabhangen-

den 954; Diff.-Gl. der Schwingungen
einer schweren 1200.

Kettenbruch, Entwicklung des Inte-

Cty(oc)dx . .
&amp;lt;O K T

grals /
-1-1 - in einen 125; Ja-

*J z x
cobis ahnliche Algorithmen zur

Nutzbarmachung astronomischer Fra-

gen 1073; GauBsche -darstellung des

Quotienten zweier hypergeometrischer
Reihen zur Berechnung der Koeffizien-

ten der Entwicklung der Potenzen

der wahren Distanz zweier Punkte 883.

Kettenbriiche, Zusammenhang zwi-

schen -n und Kugelfunktionen 723, und

Zylinderfunktionen 750 (Entwicklung
in Kettenbriiche).

iKettenbriicke, unharmonischeReihen-

entwicklungen in der Theorie der

Schwingungen einer 1052.

Kettenlinie, bei Extremumsauf-

gaben 621.

Klammerausdruck (Operation), Pois-

sonscher in der Theorie der Be-

riihrungstransformationen (als Spezial-

fall des Pfaffschen Problems) [&amp;gt;/&quot;],

(V f), (f) 243, 243, 333,333; -bei der

Frobeniusschen Methode 331, 332;

in der Gruppentheorie 410, 410;

(Xf
Xx ) bei vollstandigen Systemen

partieller Diff.-Gl. 315: Verallgemei-

nerung des -es [F{
Fx ]

fur 2 Diff.-Gl.

beliebiger Ord. 356.
!

Klasse, der analytischen Funktionen
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einer reellen Variablen innerhalb der

Klasse der unbeschriinkt differenzier-

baren Funktionen einer reellen Va
riablen 80; -n von Systemen gew.

Diff.-Gl., welche Integrationsmethoden
zulassen 276; -n von Diff.-Gl. 234, siehe

speziell; -n von gew. Diff.-Gl. 281;
-en von gew. Diff.-Gl., die Gruppen von

Punkttransformationen zulassen 258
;

spezielle -n von Gleichungen und

Gleichungssystemen 260; B erste&quot;

Amperesche partieller Diff.-Gl. 302;
Liesche -n part. Diff.-Gl. 1. Ord. 363;

des Pfaffschen Ausdrucks A 324;
Darbouxsche Systeme y

ter
378; die

4 -n Lamescher Funktionen 734.

Klassifikation, (Liesche) der par-
tiellen Diff.-Gl. 1. Ord. hinsichtlich

ihrer vollstiindigen Integrale 352;
der partiellen Diff.-Gl. 2. Ord. hin

sichtlich ihrer Charakteristiken 1. Ord.

367, 508, 510, der part. Diff.-Gl. nitr

Ord. 567, 669; der Systeme part.
Diff.-Gl. bzw. der mit ihnen iiquiva-
lenten Systeme Pfaffscher Gleichungen

beziiglichdes,,Charakters&quot;derletzteren

399.

klassisch, -e Integrationstheorien bei

gew. Diff.-Gl. 234, 239; -es Verfahren
zur Integration eines Systemes gew.
Diff.-Gl. 245; -e Entwicklung der Sto-

rungsfunktion 1071.

Klein, -sche Flache 665; -sches Oszil-

lationstheorem 451.

Koeffizienten, Sekanten- 183; von

Laplace in der Astronomie 876;

Pn
(cosy) in der Theorie der

Kugel funktionen 713; Legendre-
sche 702; der Gleichung einer

einfach harmonischen Schwingung
643; (Besselsche) trig. Interpo- &amp;gt;

lationsformeln 649; bei nicht

aquidistanten Beobachtungen 652;
bei zahlreichen Beobachtungen 653,

Berechnung aus moglichst wenig Be

obachtungen 659, wahrscheinliche

Fehler 649, angenilherte Werte 651,
in komplexer Gestalt 651, meteorolo-

gische und mathematische Auffassung
derselben 651, Schemata zur Berech

nung derselben 686 ff., graphische He-

thoden, Tabellen, Schablonen 688;

trigonometrischer Reihen, durch

Grenziibergang aus Interpolations-

formeln erhalten 650, als unendliche

Reihen 920; der Entw. einer be-

liebigen ungeraden Funktion in eine

Sinusreihe 920; Integralausdrucke der

6, 880, 885, 896, 899, 922 ff, 927,
929 (bei Benutzung komplexer GroBen);
Integralrelationen zwischen 925,

926; der durch Differentiation aus
einer trig. Reihe erhaltenen trig. Reihe

1045, 1046; mehrfacher trig. Reihen

1067, 1068 (hier komplexe Form), par-
tielle Integration 1040, GroBenordnung
und asymptotische Darstellung 1040,

1042; Naturder und Unstetigkeiten
der dargestellten Funktion 1042;
von Reihen, die nach den trig. Funk
tionen ungerader Vielfacher des Argu
ments fortschreiten 942; ,

welche

gewissen Diff.-Gl. genugen 921, 921,

922, 871, 977, 898, 913; -- der trig.

Entwicklung von
/&quot;(cos f) 660; ,

wel
che als reziproke Werte der Produkte
vonmehreren ganzen Zahlen erscheinen

914; JS&quot;,
welche allgemeinere ratio

nale g.F.desIndexsind915ff.; (Laplace

sche) die bei der Entwicklung der

wahren Distanz zweier Punkte nach
den Cosinus der Vielfachen der schein-

baren Distanz auftreten 875, Darstel

lung durch gewisse elliptische und

hypergeometrische Integrale 881, 882,

883, Rekursionsformeln 882, Berech

nung derselben 884, asymptotische

Darstellungen 885; der Entwick-

lungen aus der Theorie der elliptischen

Bewegung 896 ff.
; der Entwicklung

der Storungsfunktion 1072, 1073;
unharmonischer trigonometrischer Rei

hen 1056, 1059; variable in den

Grenzbedingungen bei part. Diff.-Gl.

1251. Differential-, siehe dort.

Koenigssche Funktion 794; Funk
tion B(x) 796.

Korper groBter Anziehung 485.

Kollineationen, als distributive

Operationen in einem Raume von n

Dimensionen 776, ausgeartete solche

776; in einem Raume oc vieler

Dimensionen 778 (ausgeartete I.

und II. Art).

Kombination, lineare integrable -

totaler Differentialausdriicke 318.

kombinatorische Methoden bei der

Losung von Randwertaufgaben in der

90*
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Theorie der harmonischen Funktionen i

499.

Komplanation eines Zylinderhufes

1084.

komplementar, -e Funktion bei der

Differentiation zu allgemeinem Index

117; -e Besselsche Funktion 744, 747.

kornpletieren (distributive Operation)

786.

Kommensurabilitat.theoretiflcheund
|

praktiscbe (bei der Superposition

von Schwingungen) 663.

kommutativ, -e Eigenscbaften von

Operationssymbolen 766; -e Multipli-

kation von Symbolen 767.

Komplex, Geraden-, der aus alien

zu den Erzeugenden des Kegels

rt s* = parallelen Linien besteht

bei derKlassifikation der part. Diff.-Gl.

2. Ord. 367.

komplex, -e Form des Fourierscben

Integrals 1088, der Koeffizienten har-

monischer trig. Reihen 929, mehrfach

harrnonischer trig. Reihen 1068; Funk

tion einer -en Veranderlichen 7; Be-

griff des Rechnens mit -en GroBen

bei Caucby 1019.

Komponenten, einer periodischen

Funktion (Schwingung) 644; -- von

bestimmter Periode aus einer zu-

sammengesetzten periodiscben Natur-

erscbeinung 667 ff.

Kondensation, Metboden zur von

Singularitaten 3639; Hankelscbes

-sprinzip 37.

Kongruenz, Differentialsystem einer

algebraiscben von Raumkurven 215.

konjugiert, -e Punkte in der Varia-

tionsrechnung bei einfachen Integralen

598, 624, beiDoppelintegralen6l8; Ja-

cobisches Kriterium der -en Punkte 598,

629; Bestimmung -er Punkte bei Ex-

tremumsaufgaben 621; -e Punkte und

geodatische Linien 622.

Konnex, Beziehungen von Clebschs

Theorie der-e zur gew Diff -Gl. 1. Ord.

in bomogenen Koordinaten 245;

Clebschs koordinaten in der Theorie

der nichtlinearen part. Diff.-Gl. 1. Ord.

mit einer Unbekannten 351.

Konoid, Integral- bei nicbtlinearen

part. Diff.-Gl. mit einer Unbekannten

347, 348.

Konstante der Losungen eines gew.

Diff.-Systems 192.

kontinuierlich, verteilte Massen

466
; Schwingungen verteilter

Massensysteme 953; -e und dis-e Funk

tionen 961, 961 (als Los. part. Diff.-Gl.),

962, 969 ff.; im engsten Sinn&quot; 970;

dis- siehe dort, siehe auch stetig.

Kontinuum, w-dimensionales 45, 46,

46, 47
; homogenes n-dimensionales

im w-dimensionalen Raum 46; Semi-

46. S. auch Bereich.

konvergent, absolut oder unbedingt,

bedingt -es bestimmtes Integral 139,

142, Beispiele 141; bedingt und un

bedingt -e Reihen 979; Verwandlung
scblecht -er trig. Reihen in besser -e

945.

Konvergenz, -- von x gegen a 11;

(un)gleichmaBige ,
rechts- und links-

seitige gleichmaBige von lim fn (x)
in der Urngebung von x = a 33; im

Intervall (XQ , x) gleichmaBige von

lim fn (x) 34; bistorische Entwicklung
des Begriffs der gleichmaBigen oder

gleichformigen 983; gleichmaBige
einer Funktion mebrerer Variabeln

gegen eineGrenzfunktion 52
;
scbichten-

weis gleichmaBige einer Funktion

von 3 Variabeln gegen eine Grenz-

funktion 53; -stetigkeitspunkt, -un-

stetigkeitspunkt, -grad einer Reibe

JV(p v(;r)52; un en dlicher Reihen:

,,beliebig langsame&quot;, ,,unendlich lang-

sarne&quot; 35, 982, 1123; unendlich ver-

zogerte 35; einer komplexen
Potenzreihe bei Cauchj- u. a. 1014;

in gleichem Grade
3r&amp;gt;; gleichmaBige

34, 52
; gleichformige 35; stetige

35; stetig im Intervalle 35; einfach

gleicbmaBige ,
streckenweis gleich

maBige 36; uniforme 36; gleich

maBige und unbedingte bzw. bedingte

34; -bereich einer durch Grenzwerte

definierten Funktion 32; -grenze fur

die Potenzreihenentwicklung einer

Funktion 1016; -- einer unharmoni-

schen trig. Reihe verglichen mit der

harmonischen Entwicklung derselben

Funktion 1065; im alten Sinne des

Wortes 833.

Konvergenzbeweis, der Entwick

lung einer Funktion komplexen Argu-
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ments in eine Potenzreihe 1001;

der Entwicklung einer Funktion zweier

Variabeln nach Kugelfunktion 715 if.

Konvergenzbeweis trig. Reihen,
unvollst. 9iU, 992, 994, 995, Def-

lersscher Ansatz 997, Poissonscher An-

satz 997, GauBscher Versuch 99 J,

Fourierscher Ansatz 103G, Bonnet

scher 1001, 1043, Cauchyscher Ansatz

aus der Residuentheorie 1032, 1034,

Schlbmilchscher Ansatz 1036, Hamilton

scher 1038; Dirichletscher 6, 1036;
Schlomilchsche Vereinfachung des

Dirichletschen Beweises 1039; Schlo

milchsche Darstellnng des Hamilton-

schen Beweises 1039; Poissons -

durch partielle Integration 1040;
DirkseDS 1040; Lobatschefakys

1041; Navierscber und Diengerscher
- fur spezielle Reihen 1041; Stokes
- 1042.

Konvergenzfaktor beim Fourierschen

Doppelintegral 1089, i089.

Konvergenzintervall der Cauchy-

Lipschitzschen Methode 194, der Me-
thode der sukzessiven Anniiberung

(bei gew. Diff.-Gl.) 200, der Methode
des calcul des limites 201, 202, 204.

Konvergenzkreis, Verhalten einer

durch eine Potenzreihe dargestellten
Funktion in einem Punkt des -es, wo
die Funktion einen endlichen Stetig-

keitssprung aufweist 1050.

Konvergenzkriterium, absolutes fur

bestimmte Integrale 140.

Konvergenzprinzip, allgemeines is.

Konvergenzsiitze iiber Reihen har-

mouischer Funktionen 501.

Konvergenzverbesserung einer trig.

Reihe 943.

konvex, -e Kurvenbogen 22; Volumina
und Oberflachen -er Korper 637.

Koordinate, Cartesische -n eines Punk-
tes 3

; -ngeometrie 3
;
nu im Be-

reich von n Verilnderlichen 44; Ein-

teilung mehrdimensionaler Gebilde

durch krummlinige -n 108 (bei der

Transformation mehrfacher Integrale);
-u des Flikhenelements nter Ord. 308.

K o r k i n sche Integrations-Methode eines

Involutionsystems 359.

Korrektion, des Ausdrucks der

Zeit&quot; 893; des wahren Ortes durch

den mittleren MS: Abtrennung eines

-sglieds bei der Entwicklung der Sto-

rungsfunktion 1078.

korrespondierend, -e Massen systeme,
-e Punkte in der Theorie der Thom-
sonschen elektrischen Bilder 486.

Kotangente, Partialbruch zerlegung der

durch eine Funktionalgleichung 800.

Kowalewskysche Systeme partieller

Ditf.-Gl. 298.

Krafte, Problem der Zusammensetzung
der (Zuruckfiihrung auf die Auf-

losung einer Funktionalgleichung)789.

Kraftefunktion, Hamiltonsche 466.

Kraft, -linie, -rohre 476.

Kreisbogen, Theorie der -polygone
und das Oszillationstheorem bei meh-

reren Parametern 450; Auftreten von
= Sakulargliedern bei der Methode

der sukzessiven Approximationen in

der Theorie der Mondbewegung 892.

Kreisfunktionen, Additionstheorem

der 800.

Kreiszylinder, Funktionen des -s 742.

Kriterien, fur absolute Konvergenz
bestimmter Integrale 140, 142; fur

die Vertauschbarkeit der Reihenfolge
in einem Doppelintegral 146.

Kriterium, Jacobisches konjugierter
Punkte 598, 629, 629; Legendresches

fiir ein schwactes Extrem 629, 629,

587; Weierstrafisches fiir ein star-

kes Extrem 629, 608.

kritisch, -e Periode der Mathematik

60; -e GroBen eines Gebietes bei Rand-

wertaufgaben fiir beliebig vorgeschrie-

bene Randwertverteilung 526; -er

Punkt einer Grenzkurve im Extre-

malenfeld 630 (konjugierter Brenn-

puukt).

Krummung, -slinien auf Integral-

fliichen als Charakteristiken nicht-

linearer partieller Diff.-Gl. mit 1 Un-

bekannten 348; kiirzeste Raumkurven
konstanter erster 622; Diff.-Gl. aus

der Theorie der Flachen konstanten

negativen -smaBes 533.

Kugel, Problem der Abkuhlung einer

1051; -rollplanimeter 131.

Kugelfunktion, allgemeine nur

Ord. (harmonischeKugelfl ache n-

funktion) Yn (&,cp), Defanitionen 699,

481, spherical surface harmonic bei

Maxwell u. Thomson und Tait 712 (s.
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Laplacesche Funktion). Integral
satze der -en 714; C. Neumanns Ent-

wicklung nach -en auf Grand gegebener

Beobachtungen 718; der analoge
Funktion in der Theorie der Mehler-

schen Kegelfunktionen 729; Differen-

tialgleichung der -en 700; Darstellung
durch zugeordnete -en 711; geometri-
sche Bedeutung der -en 713; raum-
liche harmonische Kugelfunk-
tion w ter Ord. r

n Yn (&, to) (solid har

monic); Definitionen 700, 481; Ent-

wicklung des Potentials nach 481
;

Entwicklung einer vorgegebenenFunk
tion des Ortes auf derKugel nach 482,

715; die einfache Kugelfunktion
P n

(x) einer Veranderlichen der

Or dnung n. (Legendresche Polynome,

Legendrescher Koeffizient, einfache

Kugelfunktion, zonale harmonische

Funktion, zonal harmonic, einachsige
harmonische Funktion 700 ff.); Defini

tionen 707, als Koeffizient in Reihent-

wicklung 701, als Differentialquotient

708, 704, durch bestimmte Integrals

704, (Laplacesches Integral, Jacobi-

scheFormel) durch bestimmte Integrale

komplexer Veranderlichen 705
;
Diffe-

rentialgleichung der 701
;
Reihen-

darstellungen der 702; asymptoti-
sche Darstellung der fur grofie

Werte von n 705; Integralsatze der

706; Entwicklung ganzer Funktionen

nach 706: Rekursionsformeln der

707; Tafeln der 708; Additions-

theorem der 713
; Konvergenz-

bedingungen der Entwicklung nach

807; mit zusammengesetztem
Argument Pn

(cosy) 713; (Laplace-

scher Koeffizient, zweiachsige harmoni

sche Flachenfunktion); Entwicklung in

eine endliche Summe von Lameschen

Produkten736; zugeordnete Kugel
funktion P&quot;(#)

nach Heine; abge-
leitete nach F. Neumann, De
finitionen nach Heine, durch Inte-

graldarstellung, DiiFerentialquotient,

Differentialgleichung 709; Definition

der nach F. Neumann P&quot;(x) 711;

Integralsatze der 710; als Grenz-

falle der Lameschen Funktionen 735;

tesserale harmonische Funktio
nen P?() cos (vm\ P,&quot;()sin(v&amp;lt;0)(i&amp;gt;=t=K)

712; sektorielle harmon. Funk

tionen (v n) 712; zonale harmo
nische Funktionen (v= 0) 712.

Kugelfunktionen 2. Art Qn ,
Defini

tionen 719; F. Neumannsches Integral
fur die 720; Rekursionsformeln

fur die 721; Entwicklung der

nach steigenden Potenzen 722; In-

tegraldarstellungen der 722; Ad-
ditionstheoreme 724; zugeordnete
2. Art

Q&quot;(x) 723; zugeordnete
Snv (x], Tnv (x), deren Nebenindex v

den Hauptindex n uberschreitet 725;

,
deren Index eine beliebige Zahl ist

P&quot;(a;),^

a
^)725;-hohererOrdnung731;

Erweiterungen der Cv

n 730; mit

komplexen Indizes 728; Ultra- 732;

und Lamesche Funktionen 733; und
Kettenbriiche 723; und Zylinder-
funktionen 746.

Kummer, -sche Reihe fur log F(a) 164;

-sche Integralformel 187; -sche Funk
tionen D(r,x), E(r, x) 872, 872, Ds (r,x),

Es (r,x] 874.

Kurve, gewohnl. und stetige Funk
tion 22; gewohnliche 22; geome-
trisch anschauliche 22; analytisch

definierte, stetige und einfache ge-

schlossene 47, 47; stetige im Be-

reich von n-Veranderlichen 49; kon-

vexer -nbogen 22; ,,Lange&quot;
eines -nbo-

gens 106; -nintegral 113, 1002, 1018;

-integral erstreckt iiber eine vom
Geschlecht 0, 93; Integralkurve, Cha-

rakteristik, siehe dort; ,
deren Um-

fang bei gegebenen Fliicheninhalt mi

nimal ist 611, 636 (-n kurzesten Urn-

rings, -n konstanter geodatischer Kriim-

mung) ; algebraische -n, deren Bogen-

liinge sich durch Integrale gewisser

vorgegebener Formen ausdrucken

1aBt 848; ,
auf welcher ein mit

Reibung fallender Punkt die groBte

Geschwindigkeit erreicht 580.

Lagrange, -WeierstraBsche Funktion

7; -scher Rest der Taylorschen Ent

wicklung einer Funktion einer Ver

anderlichen 76, mehrerer 77, 78; -sche

Reihe (Restbestimmung derselben) 78;

-sche Methode der Multiplikatoren bei

bedingten Extremen 85 ; -sche Interpo-

lationsformel 121; -sche Adjungierte
einer linearen gew. Diff.-Gl. 256, 270,
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272, (ernes Diff.-Ausdrucks) 778, 782;
-ache Integrationsmethode part. Diff.-

Gl. 337, als Spezialfall der Jacobi-

schen 2. Methode 356; die -sche Diff.-

Gl. in der Variationsrechnung 627, 638,

588; -aches System von Diff.-Gl. in

der Variat.-Rechnung 583, Methode
znr Aufstellung desselben 635; -sche

Methode zur Aufsuchung versteckter

Periodizitaten G75; -Eulersche Multi-

plikatiorenmethode in der Variations

rechnung 579, 632; -sche Reihe 1307.

Lange eines Kurvenbogens 106.

Lamesche Differentialgleichung,
in der Theorie der Randwertaufgaben

441, 451, 741; 734, 739 (fur Lame-

sche Funktionen mit 1 Parameter).
Lamesche Form 742.

Lamesche Funktionen, Definition

der mit einem Parameter 734, mit
zwei Parametern (ellipsoidal harmonic)
733; allgemeinste ntea Grades mit
2 Parametern 735; die 4 Klassen von

1. Art 734; - - 2. Art 738;
hSherer Ordnung 739; 1. Art p

ie*

Ordnung und teu Grades 739 ( mit
einer beliebigen Zahl von Verander-
lichen 739); speziellen pier

Ordnung
740; Erweiterung des Begriffs der

740; mit mehr als 3 singularen
Punkten im Endlichen 741; Differen-

tialgleichung der hoherer Ordnung
739; Diff.-Gl. der mit mehr als 3 !

singularen Punkten im Endlichen 741; i

Grenzfalle der - - mit einem Para
meter 736 (Kugelfunktionen) ; mit!

komplexem Index (Funktionen des

elliptischen Kegels) 742; Verteilung
der Wurzeln der 462.

Lamesche Produkte, 734, 736;
Entwicklungen nach -n -n 736, 737.

Lamesche Polynome 455.

Lamontscb.es Tagesmittel 665.

langsam, beliebig und unendlich -e

Konvergenz 35, 982, 1123.

Laplace, -sche
Differentialgleichung

A&amp;lt;p
= 468, 699, Analogon zu der-

selben AM -j- k*u = 540; -scher Ko- I

efficient P*(cosy) 713; Koeffizienten
von in der Astronomic 876; -sche!
Funktion Yu (9, &amp;lt;B) 700, 711; -sche
Transformation 781, 817; -sche irre- !

guliire Diff.-Gl. (gew. lineare Diff.-Gl. !

belieb. Ord. mit Koeff. 1. Grades in x)

782; -scher transformierter und La-

grangescher adjungierter Differential-

ausdruck 782; -sche Integrationsme
thode der linearen partiellen Diff.-Gl.

2 Ord. (Cascadenmethode) 384
;
-sches

Integral in der Theorie der Legendre-
schen Polynome 704; -sches Verfahren
zur Auswertung gewisser trig. Integrale
1110, 1112; -scher Satz fur die er-

zwungenen Schwingungen eines Sy
stems 663, 550; -sche Form der Lo-

sung der Warmeleitungsgleichung
1198; Losungen der -schen Gleichung

siehebeiDifferentialgleichungen.
Laurentsche Reihe, Cauchysche Ab-

leitung der 1013 ; WeierstraBsche Ab-

leitung der 1029 ; zum Beweis des

Satzes, daB jede analytische periodi-
sche Funktion durch eine zusammen-

gesetzte Schwingung dargestelltwerden
kann 644.

Lfigendres, -che Polynome (Koef
fizienten) 702 (siehe Kugelfunk
tionen); -sche Polynome bei der

Entwicklung der Storungsfunktion
nach den Verhaltnissen der beiden
Radienvektoren 1076; -sche Formeln
fur lgr(a+l) 162; Integralformel
von 186; -sches Kriterium in der

Variationsrechnung fur starke und
schwache Extreme 587, 629, 632, 635

(hier beim allgemeinen isoperimetri-
schen Problem); -sche Transformation

1204, von 8*Jn 587.

Leibniz, -sche Bedeutung der Bezeichn.

,,Funktion&quot; 3; -sche Funktionsbezeich-

nungen 4; -scher Algorithmus der Dif-

ferential-Rechnung 68; -sche Formeln
fur die Differentiation elementarer
Funktionen 63; -sche Summation zur

Auswertung des bestimmten Integrals
94; -scher Integralbegriff 95; -scher

Algorithmus fur die partielle Integra
tion 101, bei der Differentiation eines

Integrals nach einem Parameter 102.

Leverriers Verfahren zur Aufstellung
einer trig. Interpolationsformel 664.

Lichtschwingung, Diff.-Gl. fur eine
nur von einer raumlichen Koordinate

abluingigen 560.

Lie, -s Theorie der Integrat. von gew.
Diff.-Gl., die bekannteTransformations-

gruppen zulassen 234, 238; -sche Sy-
steme gew. Diff.-Gl. 275, 234; Verail-
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gemeinerung der -schen Systeme 278; |

Integrationstheorie der -schen Systeme
277; Theorie der -schen Systeme als

spezieller Fall eines allgemeinen Pro

blems 280; -s allgemeines Integrations-

problem der Gleichungen Xf= 280.

ligne, d arret, terminale (Cauchy-
sche Bezeichnung) 1021, 1021; -s dethal-

weg 213.

Limes, unterer und oberer der Va-
riablen x eines Bereiches (#) 9;

von f(x) fiir x = a 14; einer Funk-
tion von n Variablen 50; unterer und
oberer des rechtsseitigen Differenzen-

quotientenvon/&quot;(a;)64:(s. Grenzwert).
limitare Funktion f(x) 19 (bei einer

uberall dichten Menge x).

Limitale (Abbildungskurve) 51.

limitateurs 971.

Limitation (Einschrankung) der abso-

luten Betrage der Ableitungen einer

Funktion in Cauchys calcul des li-

mites 201.

Limites, Cauchys calcul des s. Cal
cul.

linear, -e Menge von Unstetigkeits-
stellen 40; -e unstetige Funktion 40;
-e Gruppe 433; allgemeine -e, homo-

gene -e Gruppe 433; spezielle -e, spe-
zielle -e homogene Gruppe 434; bei

g e w. D i ff.
- G 1. : -e gew. Diff.-Gl. 1 . Ord.

237
;
-e gew. (homogene)Diff.-Gl.

terOrd.

260, 262, 284; -e gew. Diff.-Gl. 2. Ord.

271; -e Systeme gew. Diff.-Gl. 272;
bei partiellenDiff.-Gl.: ein in den

ersten Ableitungen -es System partieller

Diff.-Gl. 306; -e (homogene) partielle

Diff.-Gl. 1. Ord. mit 1 Unbekannten 312
;

nicht-e partielle Diff.-Gl. 1. Ord. mit

einer Unbekannten 337.

Linearoperation 780.

Linien, charakteristische - bei par-
tiellen Diff.-Gl. 569; Funktionen von

j

787; singulare
-- der Losungen i

von elliptischen Randwertaufgaben
j

535; s. Kurven; s. geodatische ;

kiirzeste von begrenzter Steilheit 637

(auf einer vorgelegten Flache).

Liouville, -sches Integral fiir Df(x)
117,118; -sche Ausdehnung des Sturm-

schen Oszillationstheorems auf lineare

Diff.-Gl. hoherer Ordnung 449, 450;
-ache Gleichung Au = e

u
641; -sober

Satz fiir das Quadrat des beim Ab-

brechen einer FourierschenReihe xibrig-
bleibenden Fehlers 1044; Poisson-

sche Satze fiir die Realitat der Wur-
zeln von determinierenden Gleichungen
1063

;
-Sturmsche Satze iiber Entwick-

lungen nach Eigenfunktionen 1064;
-sche asymptotische Darstellung der

Integrate linearer Diff.-Gl. zur Be-

stimmung der Lage der Wurzeln deter-

minierender Gleichungen 1063; -s Ver-
fahren zur Bestimmung besonderer
Glieder in der Entwicklung einer Funk
tion von 2 Variablen nach den trig.

Funktionen der Vielfachen von linearen

Verbindungen der Argumente 1070,
1074.

Lipschitz, -sche Bedingung fiir die

Existenz eines Integrals eines Systems
gew. Diff.-Gl., das zu bestimmten An-

fangsbedingungen gehort 194, Fall

stetiger Differentialquotienten, die die-

ser Bedingung nicht geniigen 197 (s.

Cauchy ).

Losung, eines gew. Diff.-Systems
wter Ord. 191, 192; eines Systems

gew. Diff.-Gl. l.Ord. bei gewohnlichen
und auBergewohnlichen singularen An-

fangsbedingungen 206 ff, 223 ff.
; ge-

meinschaftliche zweier linearer gew.
Diff.-Gl. nter Ord. 266; eines Systems
partieller Diff.-Gl. 297; Existenz aus-

gezeichneter -en der Diff.-Gl.Au -\-k*u= 0, s. ausgezeichnet; analytischer
Charakter der -en elliptischer u. hyper-
bolischer Diff.-Gl. 533, s. analy tisch;

allgemeine und partikulare -en von

Funktionalgleichungen 789; Elemen-
tar-, siehe dort.

logische Integration 235.

logarithmisch, Cauchysche -e Me-
thode bei der Entwicklung der Sto-

rungsfunktion 1074.

logarithmische Reihe. Transzen-

dente, durch wiederholte Integration
der erhalten 869.

Logologarithmus 174.

Lommelsche Reihe nach Besselschen

Funktionen 755.

M
Maclaurin, -scher Satz iiber Poten-

tiale konfokaler Ellipsoide 483; -sches

Theorem iiber die Reduktion von Dop-

peliutegralen der Potentialtheorie auf
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einfache elliptiBche 483; Euler-sche
Summenformel 167, 769, 1324.

magnetische Molekel. Darstellung
der Wirkung einer durch ein ab-

geleitetes Potential 470.

magnetisierende Wirkung, Berech-

nung der einea elektrischen Kreis-
stroms auf ein magnetisierbares Teil-
chen 885.

MaB, der Stetigkeit einer Funktion

f(x) in einem Punkt x = a 20; des

Sprunges 29.

MaBbestimmung in der Ebene, fur

welche die Geraden die kurzesten Li-

nien sincl 637.

majorante, fonction 201.

Maima ten, -ache Gleichung ffir IgT(a)
164; -ache Funktionen B

(x} und B&quot;
x&amp;gt;

185 (Funktionen von J. Bernoulli).

Mannigfaltigkeit, w-fach ausge-
dehnte 44.

Mantelflache,Winkelzwischen,,Stirn-
fliiche&quot; und einer Rotationsflache
kleinaten Widerstandea 636.

Markoffsche Summationaformel 127.

Mascheronische Konatante 171; a.

Eulersche Konstante.

Masae, Cauchyache Definition der

107; -nelementdwt 466; Hauptschwin-
gungen eines -naystems 952.

Matrix, charakteristische einea Sy
stems partieller Diff.-Gl. 1. Ord. mit
mehreren Unbekannten 382, bei n Un-
bekannten 395.

Maximum, realea bzw. Minimum
der Variablen x eines Bereichea (x) 9

;- bzw. Minimum einer stetigen Funk
tion in einena Intervalle 19; unend-
lich viele Maxima und Minima einer
Funktion in einem Intervall 22, 23,
29; absolutes -- einer Funktion in
einem gewissen Gebiet, relativea uaw.
s. Extrem; bzw. Minimum eines

Doppelintegrals 815; Maximorum
einer Funktion 1345.

Mayer, -schea System part. Diff.-Gl.

301, 399; Lie-ache Transformation 321.

mechanisch, -e Ermittlung von At-
traktionskraften 131; -e Quadratur, a.

Quadratur; Integrale -er GroBen 106.

Mehler, -ache Kegelfunktionen, a. Ke-
gelfunktionen; Grenziibergang von
den -schen Kegelfunkt. zu Beaselschen

Funktionen 746; -sche Summations-
formel 125.

mehrfach, -es Integral 103; sukzes-
aive Integration dea -en Integrals 105;

Untersuchung -er Integrale fur sich

147; Transformation der -en Integrale
107; Schreibart -er bestimmter Inte

grale 1086; Verwandlung -er Integrale
bzw. ihrer Vielfachheit ineinander

614; -e trig. Reihen 1067; beaondere
Klassen von -en trig. Reihen 1069; -e

Integrale, deren Auswertung mit Hilfe

von F- Funktionen gelingt 179; -e

GauBsche Summen 188.

Mem bran, Problem der schwingenden
-

543, 545, 548, 550.

Menge, ausgedehnte (lineare) und un-

ausgedehnte (diskrete) von Unate-

tigkeitsstellen einer Funktion f(x) in

einem endlichen Intervall 40.

meriedrisch isomorph, zueinander
-e Gruppen 412.

Methode, Integrations- von Diff.-Gl.
und Systemen von Diff.-Gl. s. Inte
gration; fur den Existenzbeweis
aolcher Integrale, a. Existenz;
mixte 1080; zur Auswertung trig.

Integrale 1098 if.

Michelson, harmonischer Analysator
von und Stratton 134.

Minimal, -flache. Wann liefert eine
-flache ein Minimum der Flache? 619;
-kurven in der Variationsrechnung (a.
Extrem alen) 600 ;Inhalt eines -stiicks

622; Schwarzsche Untersuchung uber
-flachen 546.

Minimum s. Maximum.
Mittag-Lefflersche analytische Funk-

tionaltransformation 783.

Mittel, C. Neumanns Methode des
arithmetischen -a 497; -punkta-
gleichung 894, 895; Koeffizienten der

-punktagleichung 896, 900, asympto-
tische Darstellung derselben 901;
Webers Analogon zum GauBschen
Satz des arithmetischen -a bei der
Diff.-Gl. Azt

-f- k*u = 0, 541; GauB-
sches arithmetisch -

geornetrisches
bei der Berechnung der Koeffizienten
der Entwicklung der Potenzen der
wahren Distanz zweier Punkte 884.

Tages-, B. dort.

Mittelwert, Berechnung des -ea einer

periodischenErscheinung 655; Berech-



1396 moment Nebenindex

nung des Ganges einer periodischen

Erscheinung wahrend einer langeren
Dauer aus -en fur kurzere Zeitraume

657; -reihen von Beobachtungen (bei

der Aufsuchung versteckter Periodizi-

taten) 682; aller moglichen Werte
unbestimmterAusdrucke 990; (Cauchy-

scher) erweiterter 67, 75; -satz der

Differentialrechnung 65; Ausdeh-

nungen des -es 67, 68, Darbouxsche

Erweiterung aufFunktionen komplexer
Variablen 68, bei der Ableitung des

Cauchyschen Residuensatzes 1011; er

weiterter bzw. verallgemeinerter
bei Bestimmung des ,,wahren Wertes&quot;

unbestimmter Formen 26, 26; verallge

meinerter (Taylorsche Entwicklung)

75;erster derlntegralrechnnng
97, fur komplexe Funktionen einer

reellen Variablen 98, Erweiterung 98,

Anwendung desselben auf das Integral

Cf(x) cosixdx 1064, beim Cauchy
schen Konvergenzbeweis trig. Reihen

mit Hilfe der Residuentheorie 1035,

beim Dirichletschen Beweis 1037, beim

Hamiltonschen Beweis 1039; zweiter
der Integralrechnung 98, 99,

beim Bonnetschen Konvergenzbeweis

trigon. Reihen 1043.

moment, probleme des -s 806.

Mondbewegung, trigonometrische Ent-

wicklungen in der Theorie der 892.

Mondtheorien 892.

Monge, -sche Gleichung (welche einen

Elementarkegel definiert) 347
;

Am-

peresche Integrationstheorie der par-
tiellen Diff.-Gl. 1. Orel, mit 2 unab-

hangigen Veranderlichen 366 372,

Verallgemeinerung derselben auf part.

Diff.-Gl. wter Ord. mit m unabh. Ver

anderlichen 392; -sche part. Diff.-Gl.

1. Ord. 367, 369.

monodrome, fonction 1022.

monogene Funktion (komplexen Ar

guments) 7, 80, 1022.

mono ton, abteilungsweise -e Funktion

22, beim Dirichletschen Konvergenz-
beweise trig. Reiheu 1038; Differen-

zierbarkeit von stetigen -en Funk
tionen 23; stetige differenzierbare

nicht-eFuiiktionen 23; -e stetige nicht-

differenzierbare Funktion 38.

monotypique, fonction 1022.

Multiplikation, einfacher trigon.
Reihen 947; doppelter trig. Reiheu

1069.

Multiplikator, (Eulerscher)Multi-
plikator: Diff.-Gl. mit gegeb. 238;

einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 237; Lie-

sche geometrische Interpretation des

selben 239; Methode des -a zur Inte

gration einer gew. Diff.-Gl. ter Ord.

(Verallgemeinerung des -s einer Gl.

1. Ord.) 234, 256; einer exakten

totalen Diff.-Gl. 318; Systeme von -en

zur Aufsuchung eines ersten Integrals
bei Systemen gew. Diff.-Gl. l.Ord. 246;

eines vollstandigen Systems linearer

partieller Diff.-Gl. 317; (J a cobischer)
. Multiplikator: -en bei Systemen

gew. Diff.-Gl. l.Ord. 234, 248, 314; Prin-

zip des letzten -s 315, in der Dyna-
mik 248, 315; Satz vom letzten eines

Systems gew. Diff.-Gl. l.Ord. 248, 281;
Theorie des -s als Spezialfall eines

allgemeinen Integrationsproblems von

Lie 280; einer linearen homogenen
part. Diff.-Gl. l.Ord. mit 1 Unbekann-
ten oder eines simultanen Systems

gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 314; jeder der

Gleichungen eines Jacobischen Systems

partieller Diff.-Gl. 317; (Liescher)

Multiplikator: eines vollstandigen

Systems partieller Diff.-Gl. und Zu-

sammenhang mit dem Eulerschen und
Jacobischen 317; eines Jacobi

schen Systems 317; die Lagrange-
Eulersche -enmethode in der Varia-

tionsrechnung 579 ff, 632 ; ,,-gleichung
u

=
adjungierte partielle Diff.-Gl. 513;

bei isoperimetrischen Aufgaben 580,

581, 583; Lagrangesche Methode der

-en bei bedingten Extremen einer Funk
tion von n Variablen 85.

Multiplikatorensysteme zur Inte

gration eines Systems gew. Diff.-Gl.

1. Ord. 246.

Naherungsformeln fur groBe Werte

des Arguments, s. asymptotisch.
Natanische part. Diff.-Gl. wtor Ord.

374, 383.

natiirliche Belegung eines Konduk-

tors mit Elektrizitat 493.

Nebenindexv der zugeordneten Kugel-
funktion P?(x} 724.
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Nervandersche Methode zur Auf-

suchung versteckterPeriodizitilten 678.

Neumann, C. -sche Zylinderfunktion
On 762; C. -sches Integral fur die

Kugelfunktion2.Art$&quot;(a;) 720; C.-sche

Integraldarstelluog einer Funktion mit-

tels Besselscher Fnnktionen 755.

neutral series 980.

Newton sche Polygonregel zur Be-

etimmung der Anzahl von Losungen
einer algebraischen Diff.-Gl. 1. Ord.

unter gewissen singularen Anfangsbe-
dingungen 216; -sches Potential 474.

Niveauflachen 476.

noeud, singularer Punkt eines Systems
gew. Diff.-Gl. mit reellen Koeffizienten

227.

n ombre bei Cauchy 1009.

Normal form, algebraischer Systeme
gew. Diff.-Gl. l.Ord. 208; algebra
ischer Systeme partieller Diff.-Gl. 298;

spezielle eines Pfaffschen Ausdrucks
\

325; allgemeinste eines Pfaffschen
\

Ausdrucks 327; fur die 3 Typen
|

partieller Diff.-Gl. 2. Ord. 510; der
[

linearen elliptischen Diff. - Gl. 2. Ord.
|

515; der linearen hyperbolischen \

part. Diff.-Gl. 2. Ord. 384, 517.

Normalgleichungen, Bildung der

bei der harmonischen Analyse der Ge-
zeiten 669.

Normalsystem nichtlinearer partieller
Diff.-Gl. 1. Ord. mitn Unbekannten 395.

j

Normieren der Eigenfunktionen bei I

Integralgleichungen 2. Art 813.

normiert, -e Eigenfunktionen 814; voll-
;

standiges -es Orthogonalsystem des
|

Kerns 814.

Nullinien einer Losung der Diff.-Gl. !

AM -4- k* u = (Nullflacben) 542.

numerisch, -er Wert einer rationalen

Differentialfunktion 289; invariante

Differentialfunktion 290; -e Berech-

nung der Koeffizienten der Entwick-

lungcn der Storungsfunktion 1074.

Oberflache, -ninhalt eines korperlichen
Raumes 106; eines Ellipsoids 108.

Obertone, Existenz der einer Mem-
bran 548; einer zusammengesetzten
Schwingung 644.

Objekte in der Theorie der Opera-
tionen 763. 766.

Operation, Eulersche transzendente
-en 4; Funktional-en 761 ff; -en an

Objekten 763; eindeutige ,
mehr-

deutige 766; identische, inverse

767; distributive 767, 768ff.
; nicht-

distributive 786; interpolare 785;- der Substitution 769; und Funk
tion 766, 817; , dargestellt durch ein

bestimmtes Integral 780; -ssymbole
763,766; -skalkul 766; Ubertragungen
von Integral- und Differential- auf das

komplexe Gebiet m
; (m 1)&quot; (Er-

mittlung eines part. Integrals einer
linearen homogenen part. Diff.-Gl. von
m Unabhangigen) 314.

Operationssymbole 763 765.

ordinaire, fonction 968.

Ordnung, des Unendlichkleinwerdens
der Differentiale 70

; einer hoheren
Derivierten 74; einer gew. Diff.-Gl.

191, eines Systems gew. Diff.-Gl. 191,

234, 265; einer part. Diff.-Gl. 297:
eines Flachenelements 308

; einer
Potenzreihe 771

; Erniedrigung der
einer part. lin. Diff.-Ord. wter Ord. 265.

Orgelpfeifen, D. Bernoullis Unter-

suchungen iiber die Schwingungen
von 1050.

orthogonal, vollstandig normiertes

-system eines Kerns 814.

Orthogonalitatssatz,Yerallgemeine-
rung des GauBschen -s iiber geodati-
sche Linien in der Theorie der Ex-
tremalenfelder 627.

orthoide Funktionen 21.

orthonome kanonische Form eines Sy
stems partieller Diff.-Gl. 299.

Ortsfunktion, skalare 477.

Oszillation, -en einer Funktion f(x)
in der Umgebung einer Stelle 29;
Unendlichkeitsstelle einer Funktion
mit -en 30; stetige Funktionen mit
unendlich vielen -en in einem end-
lichen Intervall 42; einer periodi-
schen Funktion 644.

Oszillationstheorem, Sturmsches

beziiglich der allgemeinen homogenen
linearen Diff.-Gl. 2. Ord. ini Falle
eines Parameters 443, 460, Ausdeh-

nung auf Diff.-Gl. hoherer Ord. 449;
Kleinsches - -

beziiglich der Lame-
schen Diff.-Gl. im Falle zweier Para
meter 451, 741, tTbertragung auf die
J&amp;gt;iit .-Gl. der Funktionen des ellipti-
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schen Zylinders 758; Verallgemeine- ;

rung dieses -s auf Lame&quot;8che Glei-
\

chvmgen hoherer Ord. 452, auf andere
\

uberall regular homogenen linearen
|

Diff.-Gl. 453.

oszillierend, reduzibel und irredu-

zibel -e Funktionen 43.

Pa are reziproker Funktionen 1097.

pantachisch (iiberall dicht) 37; -e ;

Unstetigkeiten einer Funktion f(x) 38
; !

-e Unstetigkeiten 2. Art einer Funk-
;

tion 42; -- divergente Fouriersche i

Reihe 4i
;

- - unstetige Funktion 40
;

auftretende Oszillationen einer
|

Funktion 42.

parabolische partielle Diff.-Gl. 2. Ord.
;

510, von hoherer als 2. Ord. 567.

Parallelogramm am Integrator 132.
j

Parameter, bestimmte Integrale, die

einen enthalten 144; = Hilfs-

variable 50; Differentiation und Inte

gration eines bestimmten Integrals

nach einem 101, 973
;

= Integra-

tionskonstanten der Losungen gew.

Diff.-Gl. 2. Ord. bei Randwertauf-

gaben 438; in gew. Diff.-Gl. 2. und

hoherer Ord. auftretende -- 438 ff.

(siehe Oszillationstheorem) ; ausgezeich-

nete einer gew. Diff.-Gl. 2. Ord.,

fur welche die betreff. Losung den

gewiinschten Grenzbedingungen ge-

nugt (ausgezeichnete Losung ist) 444

(beim Oszillationstheorem miteinem );

-bestimmungen bei Randwertaufgaben
mit gew. Diff.-Gl. 438 ff., 439: zweifach

ausgezeichnete einer gew. Diif.-Gl.,
j

fur welche samtliche Losungen der
j

Diff.-Gl. ausgezeichnete Losungen sind
|

448; ausgezeichnete
-- bei der Inte

gration der Diff.-Gl. der schwingen-

den Saite von variabler Dichte und

wechselnder Spannung 561 (siehe aus-

gezeichnet).

Parametergruppe, Liesche -n 422;

erste und zweite 423; ahnliche -n

423; transitive -n 424.

Parameterzahl, Bestimmung aller

Gruppen von gegebener 425.

parametre thermometrique 468.

parametrisch, -e GroBen bei passiven

Systemen 299.

P ar m enti ersche Summationsformel

120.

Parseval, -scher Satz 947, 1193, 1307;

-scherSatz und die Cauchyschen Inte

gralformeln 1009.

Partialbruchzerlegung, rationa-

ler gebrochener Funktionen 90; Be

stimmung der der Cotangente aus

Funktionalgleichungen 800; tran-

szendenter und rational gebrochener
Funktionen zur Auswertung bestimm-

ter Integrale 1112, 1132, 1133, ii;
Ermittlung der - - von Funktionen

aus Integralsatzen 1133, 1134; tran-

szendenter Funktionen 904, 905, 939,

964, 1008, 1064 (bei Entwicklungen
nach Eigenfunktionen).

partialisieren (distributive Operation)

786.

partielle Differentialgleichung r

297 ff.
; Beziehungen zwischen zwei

-n -en 2. Ord. 375; Integration von

-en mittels trigonometrischer Reihen

u. Integrale 1173ff. (s. Integration);
siehe Diff.-Gl.

partielle Differentiation sieheDe-

rivierte.

partielle Integration, 101, 150;

der Integraldarstellung der Koeffi-

zienten trigonometrischer Reihen 1039 T

1040, 1041, 1042, 1044, 1045, 1073;

der Koeffizienten der durch glied-

weise Differentiation oder Integration

aus einer trig. Reihe erhaltenen trig.

Reihe 1044, 1045.

partikular, -es Integral einer gew.
Diff.-Gl. 1. Ord. 191; eines Systems

gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 192, m; -e Lo

sungen eines Systems gew. Diff.-GL

192, 192; -e Integralkurven von gew.
Diff.-Gl. 214.

passiv, involutorisch -es System par-

tieller Diff.-Gl. 299: -es Differential-

system 321.

Pen del, Diff.-Gl. des Problems des sog.

sympathischen -s 1055.

perfekte Menge 45, 46.

Perioden, Hilfsmittel zur Trennung
verschiedener einer Erscheinung

692; -rechenmaschine 692.

periodisch, mathematische Behand-

lung -er Naturerscheinungen 642; -e

Funktion mit der Periode T im engeren

Sinn 643, im weiteren Sinn 644; Zu-
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sammenfassung mehrerer -er Terme zu

einem einzigen von veranderlicher

Amplitude und Phase 673; -e Losungen
bei Kandwertaufgaben bei gew. Diff.-

Gl. 462, 448.

Periodizitat, einer Funktion 644,

644; Aufsuchen versteckter -en 675 ff.,

Hilfsmittel dazu 692
;
Definition der

im allgemeinsten Sinn des Wortes 799,

800; im engeren Sinn 799; dop-

pelte erster, zweiter und dritter

Art 799; -sbedingung bei Randwert-
\

aufgaben 1180.

Periodograinm einer Naturerschei-

nung 684.

Pfaff, -sches Problem, -sche Gleichung,
-scher Ausdruck A 322; Klasse des

-schen Ausdrucks A 324; -sches Ag-
gregat 323; -ians 323; -sche Reduk-
tionsmethode 323, 337; GraBmannsche

Ausdehnung derselben 324, 337; be-

dingungsloser -scher Ausdruck A 324;

Beziehung zwischen -schen Ausdriicken

und infinitesimalen Transformationen

336; Systeme -scher Gleichungen 396,

Charakter und Rang derselben 398,

abgeleitetes, dazu adjungiertes, voll-

stiindiges adjungiertes -sches System
398, Klassifikation der -schen Systeme
399.

Phasenkonstante einer einfach har-

monischen Schwingung 643.

pbysiologische Bemerkung iiber

die Regulation der Eindrucke unserer

Sinnesorgane durch partielle Diff.-Gl.

539.

Picardsche Untersuchung der Cha-

rakteristiken einer DifF.-Gl. 2. Grades
in einem singul. Punkt 223.

Piezoelektrizitat siehe Pyroelek-
trizitat.

Planimeter 128; Amslersches 129;
Prazisions- 130; Kugel- 131

;
Polar-

isi; Beil- 128; Kegel- 129; Scheiben-

129; Polarkoordinaten- 129; freischwe-

bendes Prazisions- 131; Kugelroll- 131;
ohne Gleitbewegung isi; erweiterte

zu Integratoren fur Fliicheu- und

Tragheitsmomente 131.

Flatten, KirchhoiFs Theorie der schwin-

genden in der Variationsrechnung
624.

Poincare, -sche Auskehrungsme-
thode siehe dort; -sche Siitze iiber

algebr. Diff.-Gl. bzw\ Systeme gew. Diff.-

Gl., derenDifferentialkoeffizienten in un-

bestimmter Form
||

fiir die gegebene
Anf.-Werte erscheinen 218,224: -sches

Theorem iiber die Existenz einer gege-
benen Anfangsbedingungen geniigen-
den holomorphenLosung eines Systems

gew. Diff.-Gl. 205; -sche Diskussion

der singularen Punkte eines Systems

gew. Diff.-Gl. mit reellen Koeffizienten

227; -scher Satz iiber Differential-

syateme beliebiger Ordnung, deren

Diff.-Koeffizienten fiir die gegebenen
Anfangswerte die Form

|}
haben 223;

-scher Existenzbeweis ausgezeichneter

Losungen bei Randwertaufgaben 548,

551, 555.

point, limite, frontiere 45; -s

d arret 1121.

Poisson, -sche Diff.-Gl. 469; Analogon:
Au-\-k

2u = 4:TtQ 540; -sche Inte-

grale in der Potentialtheorie 499; -es

Theorem iiber 2 bekannte Losungen
einer lin. homog. part. Diff.-Gl.

(q&amp;gt;f)
=

335; -sches Integral 998, 1089 hier aus

dem Fourierschen Integral erhalten,
mit Konvergenzfaktor; -scher Beweis-

ansatz fiir die Konvergenz trig. Reihen

997; -scher Beweis fur die Realitat

der Wurzeln der determinierenden

Gleichungen bei unharmonischen trig.

Reihen 1060, 1062; -sche Methode der

Ableitung von Losungen part. Diff.-

Gl. durch Reihen aus Losungen durch
best. Integrale 1060; -sche Hilfsformel

1169.

Polargruppe einer Funktionsgruppe
362.

Polarlicht, periodische Schwankungen
der -er 668.

Polarplanimeter, Amslers 130.

Polschwankungen, Periodizitat der

678, 685, 693.

Polygonregel, Newtonsche 216.

Polynome, Lamesche, Stieltjessche

455; Appelsche 785; Legendressche
s. dort. (von Halphen und Appel),

die der Funkt.-Gl. -&quot; = ge-

niigen 786, 806.

polynomische Losung ntcr Ord. einer

linearen horn. Diff.-Gl. 2. Ord. 454.

Potential (Potentialfunktion), Po-

tentialgleichuug 468 (siehe Laplace),
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Losungen derselben siehe auch Diff.-

Gleichungen, -definition 467; Ver-

allgcmeinerung des -begriffs 477;
kanonische -funktion 468; abgeleitetes

470; hoheres abgeleitetes 470;
Flachen- 470; Punkt-, Linien- 473;

logarithmisches - - 473, 474, 479:

Newtonsches 474
;
-flache = natiir-

liches Diaphragma 475; zweites 477
;

&quot;Vektor- 477; kinematiscb.es, thermo-

dynamiscbes 477; konjugiertes
-

474, 477 ;
zweier Massen aufeinander

467; einer Doppelschicht 471;
von Linien und Punkten = Linien-,

Punkt- 473; von Kugel- und Ellip

soid 482; -formen 485; Geschwindig-
keits-, Kreis- einer einfacben und einer

Doppelbelegung von Erregungspunkten
541; Entwicklung des -s nach Kugel-
funktionen 480; Ausbreitung des elek-

triscben -s in einem Kabel 560
; me-

chanische Ermittlung der -funktion 131.

potentia principalis 1017.

potentielle Energie 467.

Potenz, Summe der -en aufeinander-

folgender Zahlen 182; -en von cos a;

und sin x nacb den cosinus und sinus

der Vielfacben von x entwickelt 837,

von ax 855; -summon der x ersten

Zablen 866, mit abwechselnden Vor-

zeicben genommen 935; Darstellung
der reziproken als Besiduensummen
bei der Cauchyschen Metbode zur Be-

recbnung der Wurzeln der determi-

nierenden Gleicbungen 1062 (siebe re-

ziprok).
Potenzreihe, Umformung komplexer

-n in Fourierscbe Keiben 826, 913;

Wert einer 2an r
n

fiir r = 1, 829,

835; -n im Funktionalraum S 778.

pradominierende Schwingungskom-

ponente 675.

Prazisionsplanimeter 130.

p r i m a r e Form fiir die Integration

der Gleichung der Saitenscbwingung
1180.

primitiv, -e Funktion zu f(x,y) 103;

-e Gruppe 418; Bestimmung der -en

Gruppen 426.

principles of fluctuation 1038.

Prinzip, allgemeines Eonvergenz- 13;

Tbomson - Dirichletscbes 493; -

des Rechnens mit Syrnbolen 766;

Bernoulliscbes in der Theorie der

Bchwingenden Seite 599; derklein-

sten Aktion und das Hamiltonsche
voin Standpunkte der Variationsrecb-

nung aus 623; der kiirzesten Zeit-

dauer der Lichtbewegung vom Standp.
der Variationsrecbnungaus 625; Spie-
gelungs- 1300; Huyghenscbes
1301.

Prinzipale GroBen in der kanoni-
scben Form eines Systems partieller
Diff.-Gl. 299.

Prinzipalfunktion des dynamischen
Problems 345.

Prinzipalmodul einer Funktion 1345.

Problem, auBeres und inneres in

der Theorie des Potentials von Kugel
und Ellipsoid 483; der Dido 636;

der Kurven kiirzesten Umrings (iso-

perimetriscbes) 636.

probleme, de Diricblet (Randwert-

aufgabe in der Potentialtheorie) 487;

des moments 806.

Produkt, -darstellung der B-Funktion

177, der F- Funktion 165, 165; Zer-

fallen einer Gruppe in das direkte

von Untergruppen 428; von Sym-
bolen 767; Entwicklung des -es zweier

Kugelfunktionen in eine nach Kugel-
funktionen fortscbreitende Reibe 707;

Darstellung gewisser Integrale durcb

eine Summe von -en von Kugelfunk
tionen 707.

Prymsche Funktionen P(a), $(a) 158,

162, 165, 167.

puissance principale 1017.

pulling and pushing 679.

Pnnkt oder Stelle x 8; (arithmetiscber)

(ax
an) einer w-fach ausgedebn-

ten Mannigfaltigkeit 44; innerer und
auBerer eines Bereiches von n Va-
riablen 45; Grenz- 45; Begrenzungs-

45; -e der Elementmannigfaltigkeit
309 (beim Liescben IntegralbegrifF
eines Systems part. Diff.-Gl.) ;

im
Funktionalraum S durch Potenzreihe

definiert 778; -iert unstetige Funktion

39, 39, 96; -iert unstetige integrable
Funktion 41, 97; -stetigkeit 49; -po

tential 473; Theorie der gew. Diff.-

Gl. boherer Ordnung, welche Gruppen
von -transformationen gestatten 258;

Gruppe aller -transformationen bei

der Drachschen rationellen Theorie

allgerneiner Systeme gew. Diff.-Gl.
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292; Unstetigkeitspunkt, Konver-

genzunstetigkeitspunkt siehe dort.

Pyro- und Piezoelektrizitat, Auf-
treten von hoheren abgeleiteten Po-
tentialen in der Theorie der 470.

Quadrat, Darstellung definiter ho-

mogener Formen durch eine endliche
Summe von -en 86, 87; Einteilung der
Ebene in unendlich kleine -e durch
Niveau- und Kraftlinien 477; des

beimAbbrecheneinertrig. Entwicklung
begangenen Fehlers 1043.

quadratisch, reduzierte -e Form der
2. Variation nach Clebsch 618, 635.

Quadratur, mechanische 94, 119;

Verwendung trig. Interpolationsfor-
meln zur mechanischen 659; dop-
pelte mechanische 662; Mehlersche
-formeln 659; Tschebyscheffsche -for-

mel 660; trigonometrische -formel
659 ff.; GauBsche -formel 661, 121, mit

Benutzung der Wurzeln von Pn
(x)
=

704, 707; Problem der Integration
einer gew. Diff.-Gl. durch -en 233;
durch -en integrierbare Klassen von
gew. Diff.-Gl. v. bestimmter Form 241

;

Integration einer linearen gew. Diff.- !

Gl. 1. Ord. durch -en 291
; partielle j

-en bei Integralgleichungen eines Diffe-
j

rentialsystems 302; Methode der me- I

chanischen bei der Berechnimg der
j

Koeffizienten dertrig.Entwicklung einer
Funktion von 2 Variablen IOTO; dop-
pelte mechanische bei der Berech-

nung der Koeffizienten der Entwick
lung der Storungsfunktion 1073; me
chanische bei der Methode mixte
1080.

quantite bei Cauchy ioo&amp;lt;.

Quellen, Poissonsche Diff.-Gl. beim
Auftreten von und Senken in der

Hydrodynamik 469.

B

Randbedingung,-enbeimSturmschen
Oszillationstheorem 444; -en bei der

Randwertaufgabe 1. und 2. Art, ein-

laufige , zweilaufige 512; homo-
gene 641

; phyaikalische Bedeutung
von -en bei Diff.-Gl. A-f-fc*w = o
543; erste, zweite und dritte 1180; I

-en bei speziellen part. Diff.-Gleichun-

gen 1185ff.

Randkurven, durch analytische

begrenzter Bereich bei Randwertauf

gaben der Potentialtheorie 501.

Randwert, einer harmonischen Funk
tion eines Bereichs 486; Unstetigkeiten
in vorgeschriebenen -en 512.

Randwertaufgaben, besondere 448;
bei gewohnlichen Diff.-Gl.

437 ff.
; die verschiedenen Arten von

438; die Entstehung der in der math.

Physik 438 ff.
; bei linearen Diff.-

Gl. 2. Ord. 442, 451 (Oszillationstheo-

reme); -- hoherer Ord. 449; bei

Diff.-Gl. der Form
y&quot;

= f(x,y t y
r

) 457,

459; -- bei Systemen von Diff.-Gl.

2. Ord. 458; bei speziellen Diff.-Gl.

459; bei der Gleichung y&quot;-\-lA(x)

7/
= 641; in der Potential

theorie 506, 486 ff.
; erste, zweite und

dritte 487; Losung der ersten
fur Kugel und Kreis 489, 490; Losung
der ersten, zweiten und dritten

durch Entwicklungen nach Kugel-
funktionen 491; durch allgemeine
Entwicklungen 492

;

- - durch Ent

wicklungen nach trig. Funktionen 490;
Existenzbeweise der Losungen von

,

504 ff. 508 (s. auchExistenztheorem
bei Randwertaufgaben usw.);
bei elliptischen Diff.-Gl. 511

;
bei pa-

rabolischen Diff.-Gl. 513; der ersten
und zweiten Art bei hyperbolischen
part. Diff.-Gl. 2. Ord. 512, 511, 530,
532; bei Systemen part. Diff.-Gl.

506; Formulierung der -en in der

Physik 506, 507; im gewohnlichen
Sinne 506; im allgemeinen Sinne

507; [vgl. GreenscherSatz,Existenz-
theoreme]; Eindeutigkeit der fur

jede lineare part. Diff.-Gl. von ellipt.

Typus 520; bei der Diff.-Gl. AM -f-
fcM = 540

ff., 550 (fur ein beliebiges
Gebiet); bei AM &M = 651;
bei Aw keu = 563, 641; bei
der Gleichung der schwingenden Saite
und ihren

Verallgemeinerungen 557,
bei der

Warmeleitungsgleichung 562,
bei Diff.-Gl. von hoherer als 2. Ord!
und mehr als 2 unabh. Variablen
566 ff.; bezuglich der Lagrangeschen
Diff.-Gl. in der Variationsrechnung638 :

Ubertragung von fiir das AuBere
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einer gescblossenen Kurve auf das
Innere derselben 554; Ubergang von
den - - fur die Bchlichte Ebene zur

Riemannschen Flache, von der be-

grenzten zur unbegrenzten schlichten

Ebene 554.

Rang, eines Systems Pfaffscher Glei-

chungen 398; -zahlen der Matrices im
Pfaffschen Problem 324; eiuer

Transformationsgruppe 427; einer

einfach harmonischen Schwingung 643.

rational, -e ganze und -e gebrochene
Funktion 4; Entwicklung einer -en

ganzen Funktion in einer trig. Reihe

857; Integration -er gebrochener Funk-
tionen 156; -e Differentialfunktion der

Losungen eines Fundamentalsystems
gew. Diff.-Gl. 267, der Losungen einer

lin. gew. Diff.-Gl. tcr Ord. 289; nu-
merischer Wert einer solchen Diffe

rentialfunktion 289.

Rationalitatsbereich, Begriff des -s,

absoluter 288.

Rationaiitatsgruppe, einer line-

aren Diff.-Gl. niei Ord. 290, normale

Zerlegung derselben 293; eines all-

gemeinen Systems von n linearen gew-
Diff.-Gl. 293.

rationelle Integrationstheorien,
- bei gew. Diff.-Gl. 288, 235; der

linearen Diff.-Gl. 289; Ausdehnung der
- auf Liescbe Systeme 292; all-

gemeiner Systeme gew. Diff.-Gl. und
der dazu assoziierten partiellen Diff.-

Gl. 292.

Raum, w-dimensionaler ebener arith-

metischer 44.

Rechenschemata zur Aufstellung trig.

Interpolationsformeln aus gegebenen
Beobachtungen 685.

Rechenschieber zur Berechnung von
R und x aus R sin x und R cos x 689.

Rechenvorschrift fur die Zuordnung
zweier Variablen 10.

Rechtecksformel zur Auswertung von
Koeffizienten in der Entwicklung der
Poteuzen der wahren Distanz zweier

Punkte 880, 881.

Reduktion, einer Transformations

gruppe durch Adjunktion neuer Funk-
tionen zum Rationalitatsbereich 291;
-smethoden bei der Herstellung der

Normalform des Pfaffschen Ausdrucks
A von Clebsch u. Lie 328; von

Frobenius 329, Yerallgerneinerung die-

ser letzten Methode 335; nichtli-

nearer part. Diff.-Gl. 1. Ord. mit 1 Un-
bekannten auf Systeme gew. Diff.-Gl.

von Lagrange u. Pfaff 337; von

Cauchy 339; auf die Ekliptik 888.

reduzibel, -e und irreduzible oszillie-

rende Funktionen 42; in einem Be-
reich -e gew. rat. Diff.-Gl. tor Ord.
288.

reduziert, -e Form des allgemeinen
Differentialsystems beim Aquivalenz-
problem 283; -e quadratische Form
der 2. Variation 592, 618, 634, 635.

r e e 1 1
, analytische Darstellung des

-en und imaginaren Bestandteils einer

f(z) vermittelst ihrer Werte fur -e

Argumente 1311.

regular, fiir ein Wertesystem -es Sy
stem gew. Diff.-Gl. 194; in einem Inter-

valle -e Losung eines solchen Systems
194; analytisch -e Losung eines sol

chen Systems 197; -e endliche diskrete

Gruppen 423; -e Form einer Gruppe
416; -es System von GroBen 432; Trans
formation irregularer Diff.-Gl. in -e

782.

regulateurin der Cauchyschen Theorie
der Potenzreihen mit mehreren unab-

hangigen Veranderlichen 1024.

Reihen, ,
die in verschiedenen Teilen

ihres Konvergenzintervalls verschiede
nen analytischen Funktionen gleich
sind 965; trigonometrische ,

siehe

dort; Konvergenz von
,
siehe dort;

Umformung von
,
1337 ff.

Reihendarstellung, unter deiu

Integralzeichen 94, 155; -- einer di-

stributiven Operation 778.

Reihenentwicklungen siehe Ent-
wicklungen.

rekurrierende Reihen als Ausgangs-
punkt fiir Fouriersche Reihen 825.

Rekursionsformeln, zwischen den
Bernoullischen Zahlen

, Eulerschen

Zahlen, zwischen beiden 183; fur

Kugelfunktionen Pn
(x) 707, 721, fur

Kugelfunktion Q&quot;(x)
721

; trig. Inte-

grale 848, 849; fiir die Bernoulli

schen Funktionen 866; fiir die

Koeffizienten in der Entwicklung der

Potenzen der wahren Distanz zweier

Punkte 882; fur die Koeffizienten

trig. Entwicklungeu 921, 922.
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relation des complements bei der

F-Funktion 161, 169, Verallgemeine-

rung 165.

residu 1006.

residu integral 1006.

Residuensatze siehe C an c h y ,
Anwen-

dung von Cauchys -n zur Auswertung
bestimmter trig. Integrale 1102, 1108,

1111, 1126, 1128, 1130, 1134, 1135, 1150,

1151, zur Ableitung gewisser trig.

Reihen 905, 906; Anwendung der

zum Beweis der Moglichkeit der Ent-

wicklung einer Funktion in eine un-

harmonische trig. Reihe 1065; Schlo-

milchs Darstellung von Cauchys -n

1032.

Residuentbeorie, Entwicklungsge-
schicbte von Caucbys 1001 ff.; nicht

von Caucby abgeleitete Integrale der

1024; ans der von Caucby er-

baltenen Integrale 850; Darstellung
der Integrale part. Diff.-Gl. durch die

Formeln der 1227.

Residuum, einer Funktion kom-

plexen Arguments 1006; Integral-

1006; Begriff des -a bei Caucby 1023.

Resolvente, (Transformierte)
einer gew. Diff.-Gl. miteinemgegebenen
System von Fundamentallosungen 268

alJgemeine 269, lineare 269.

Restglied (-form), der Taylorscben
Entwicklung einer Veranderlichen 75,

75, 76, 78, der Lagrangeschen Reihe 78;
einer trigonometrischen Reihe 946;
der Newtonschen Interpolations-

formel bei Gebraucb interpolarer Ope-
rationen785; der Euler-Haclau-
rinechen Summenformel 1325ff.

rte-Restreihe von Beobachtungen bei
der Metbode von Nene zur Aufsuchung
Tersteckter Periodizitaten 682.

restricteur 1324.

Resultat (Element in der allgemeinen
Theorie der Operationen) 763, 766.

reziprok, Satze fiber die Summen
der -n Potenzen aufeinanderfolgen-
der Zahlen 162, 180, 182, 858, von !

Zahlen der Form zu 4n -f 3, 4 n -f- 2

180; -e Gruppen416; Paare -erFunk-
tionen 1097 ff. ; -eFunktionen I. Artu.
II. Art

10&amp;lt;J8; -e Funktionen, welche
gewissen linearen Diff.-Gl. genugen
11021105; Cauchys allgemeiue KV-

Encyklop. d. math. TVUench. II 1

lation zwischen zwei -en Funktionen

906.

Reziprozitatssatz, in derTheor.be-

dingter Extreme von Funktionen meh-
rerer Veranderbichen 85; -e 2 er Funk
tionen 1098, loss; Auswertung be-

Btimmter Integrale mit Hilfe von -en

1108 ff., 1117, 1124, 1146.

Riccati, -sche Differentialglei-
chung 234, 241, 271, Beweis dafiir,

dafi sie nicht durcb Quadraturen inte-

grierbar ist 291; und Besselscbe

Differentialgleichung 743; Uberfuhrung
der Diff.-Gleichung ein. schwingenden
ungleichformigen Saite in eine 440.

Riemann, -scher Integralbegriff 95;
-scher und Bernoullischer Integral-

begr. 100, auf das Integral der Gl.

y = f(x,y) ausgedehnt 198; -sche

stetige, nicht differenzierbare, und un-

stetige integrable Funktion 63
; -sche

f-Funktion als verwandt mit den

Naherungsfunktionen y^ fiir die Euler-

sche Konstante y 173; Kugelfunktionen
als spezielle Falle der -schen P-Funk-
tion 726; -scbe Erweiternng des Liou-

villeschen Integrals 118; -sche Flacbe,
die zur algebraischen Irrationalitat

w = u l
- 1

(l u)
()
- i

gehort 177; Cauchy--sche Funktion 7.

ringformig, Methode der -en Gebiets-

erweiterung528;PicardschesVerfahren
der -en Verschmelzung 554.

Ringfunktion 726; zonale und sekto-

rielle 727.

Ro lie scher Satz 65.

Rotation, des Planimeterstabes 129;
-sflache kleiusten Widerstandes 603,

636, 621; kleinste -sflache gegebenen
Volumens 621.

Riickkehrkaute der allgemeinsten In-

tegralfliiche einer nichtlinearen par-
tiellen Diff.-Gl. 1. Ord. 347.

Riickkehr von der Losung part. Diff.-

Gl. durch Integrale zur Losung durch

trigonom. Reihen 1233.

Rungesche Methode der naherungs-
weisen Integration von Diff.-Gl. TJ4.

S

sakular, -er EinfluB einer Periode
wahrend der Dauer einer kurzeren

664; Elimination -er Storungen aus
dem Gang einer Erscheinung 664.

91
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Sakularglieder, Auftreten von -n bei

der Methode der sukzeasiven Approxi
mation in der Theorie der Mondbe-

wegung 892.

Saite, Gleichgewichtsfigur einer un-

homogen 439; Diiferentialgleichung
der schwingenden 557 (der freien

-nschwingungen), der erzwungenen 558,
im widerstehenden Mittel (Telegra-

phistengleichung) 569; Diff.-Gl. bei

variabler Dichte Q der und zeitlich

wechselnder Spannung 560; verall-

gemeinerte Diff.-Gl. der schw. 538,

560; Diff.-G-leichung der schwingenden
ungleichformigen 439; Lagranges
erste Untersuchungen iiber -nschwin

gungen 647
;
Streit um das Problem der

-schwingungen 954 ff.
, 825; Problem

der kleinen Schwingungen einer ge-
stuckelten 1056; determinierende

Gleichungen bei der Integration der

Diff.-Gl. der -nschwingungen 1051,

1056, siehe Differentialgleichun-
gen; Problem der schwingenden
und allgemeinster Funktionsbegriff 5

;

Problem der Schwingung einer unend-
lich langen 446.

Sarrus Beweisversuch der Fourierschen

Integralforrnel 1094.

Schablonen bei der Koeffizientenbe-

stimmung trigonometrischer Entwick-

lungen 689.

Schallschwingungen, Gleichung der

endlichen in einer Dimension 1204;

Schallausbreitung, siehe Diff.-

Gleichungen.
Schar, einem System totaler Diff.-Gl.

adjungierte infinitesimaler Trans-

formationen 318.

Scheeffer, -sche Methode zur Bestim-

mung des Vorzeichens von 6* Un 600;
Dini-sche Satze in der Differential-

rechnung 66; -sche Satze iiber Ex
treme von Funktionen von 2 Variabeln

83, 84; -sches Theorem iiber bedingte
Extreme 86, 86.

Scheibenplanimeter 129.

Schemata fur die Koeffizientenbestim-

rnung trigonometrischer Entwickluu-

gen 686.

schichtenweise gleichmaBige Kon-

vergenz 53.

Schleifenintegral bei der Definition

der Gammafimktion 159, 160, bei der

Cauchyschen Formel fiir D*~*f(x}
118.

Schlomilch, -sche Restform der Tay-
lorschen Entwicklung einer Funktion
einer Variabeln 76; -sche Reihe nach
Besselschen Funktionen 755; -scheDar-

stellung von Cauchys Residuensatzeu
1032

;
-s Konvergenzbeweis trig. Reihen

1035; -sche Vereinfachung des Dirich-

letschen Konvergenzbeweises 1038;
-sche Darstellung des Hamiltonschen

Konvergenzbeweises trig. Reihen 1039
;

-scher Beweisversuch der Fourierschen

Integralformel 1093.

Schranke, obere und untere der

Variabeln x eines Bereichs 9.

Schroeder sche Funktionalgleichung
791.

Schwankung, einer Funktion in

einem Intervall 12, 12; innere 12;

unendlich groBe 12; Funktion mit

beschrankter 40; = Oszillation 29;

des Funktionswertes beim Begriff
des Rieuiannschen bestimmten Inte

grals 95.

Schwingung, einer Funktion f(x)
fiir x = a 29, 30 (rechte und linke

30); einfach harmonische 643; zu-

sammengesetzte eines einzelnen

Punktes 644; -szahl einer solchen

643; Haupt-, unendlich kleine
,

einfache
,
harmonische eines

Massensystems 952, 1177; Diff.-Gl.

der Saiten-en, s. Saite; Diff.-Gl. der

stationaren -en der Akustik, Elasti-

zitat, Elektrizitat 540, s. Diff.-

Gleichungen; Fundamental-en der

Diff.-Gl. AM -f k*u = 0, 542; freie und

erzwungene -en bei LSsungen der obi-

gen Diff.-Gl. 550; Auftreten unharmo-
nischer trig. Reihen in der Theorie

der -en eines an einem elastischen

Faden aufgehangten Massenpunktes
1052; radiale -en einer elastischen

festen Kugel 1054; -en eines konti-

nuierlichen Systems 953, eines solchen,
welches an einem oder mehreren
Punkten mit einem System einer end-

lichen Anzahl von Freiheitsgraden ge-

koppelt ist 1055; -en einer Ketten-

bruckei052; D.BernoullisUntersuchung
iiber -szahlen von Orgelpfeifen 1050;
Problem der einer Kette, Membran,
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einer Platte 1178, siehe Diff.-Glei-

chungen.
Sekantenkoeffizienten 183.

sektoriell, -e harmonische Funktionen

712; -e Ringfunktionen 727.

selbstadjungiert, siehe adjungiert.

semidefinit, Extrem einer -en quadra-
tischen Form 83; -e Form einer ganzeii

rationalen Funktion 86.

Semikontinuum 46.

semikonvergent, -e Reihen fiirBessel-

sche Funktionen 1. Art 748; -e Ent-

wicklung fiir die Funktion Q(a) 158;

-e Reihe fiir die Funktion a (a) 167;

-e Entwicklung von log F(a -J- 1) 168.

semilineare partielle Diff.-Gl. 1. Ord.

353.

Senken, Poissonsche Gleichung beim

Vorkommen von 469 (in der Hydro-

dynamik).

Separation, mehrerer bekannter

Perioden periodischer Naturerschei-

nungen 663; zweier Perioden von

gleicber GroBenordnung 666; des

synodischen und tropischen Mond-
monats 668.

separation, Methode zur Rechtferti-

gung des Rechnens mit Symbolen 765.

Simpson, -sche Formel 120, zu der-

selben analoges Verfahren von Runge
beid.Lipschitzschen Methode 194; -sche

Formel zur Auswertung der Koeffi-

zienten in der Entwicklung der Po-

tenzen der wahren Distanz zweier

Punkte 88i.

simultan, zu einer linearen homogenen
part. Diff.-Gl. 1. Ord. adjungiertes -es

System gew. Diff.-Gl. 312; -er Grenz-

wert lim fn (x) 33; -e Grenziibergange
n = 00

x = a

bei Funktionen von n Variabeln 49.

singular, -e Stelle einer Funktion f(x]

31
;
-e Stellen algebraischer Funktionen

32; -e Differentialkoeffizienten eines

Systems gewohnlicher Diff.-Gl. 1. Ord.

192 und -e Integrale des Systems 192,

207
;

fiir bestimmte Anfangswerte -es

derartiges Differentialsystem 194; -e

Integrale einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord.

und Enveloppe der Integralkurven 210,

211, bei Diff.-Gl. hoherer Ordnung
214, 214; Auffinden von Integralen von

gew. Diff.-Gl. 1. Ord. bei auBergewohn-

lichen -en Anfangsbedingungen 216 ff.,

bei beliebigen Systemen gew. Diff.-Gl.

223 ff; transzendenter -er Punkt fiir

die Losungen einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord.

216; Integration von Systemen gew.
Diff.-Gl. bei gewohnlichen -en An

fangsbedingungen 206 ff.; synthetische

Entwioklung der Theorie der -en In

tegrale einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord.

245; Gleichung, welcher die -en Lo

sungen eines Systems gew. Diff.-Gl.

1. Ord. geniigen 248; -e Integralaqui-
valente einer Pfaffschen Gleichung 326;

-e Linie und -e Punkte bei den Lo

sungen elliptischer partieller Diff.-Gl.

2. Ord. 535; die beiden Arten von -en

Linien und -e Punkte bei Losungen
von hyperbolischen part. Diff.-Gl. 2. Ord.

537, bei parabolischen Diff.-Gl. 537;

Cauchys -es Integral 102, 1005, 1006,

1003, spezielles 1153.

Singularitiit, von f(x) an der Stelle

x = a 31; Konstruktion von Funk
tionen mit pantachisch liegenden -en

37; stetige Funktion mit unendlich

vielen -en in einem endlichen Inter-

vail 42
; gewohnliche -en eines Systems

gew. Diff.-Gl. 1. Ord. 206, 207 if.,

auBergewohnliche -en 208, 215, 220

(bei einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord.), bei

einem System 223ff. ; algebraische
-en und gewohnliche -en der Losun

gen eines Diff.-Systems 208; algebra
ische -en und trauszendente -en der

Losungen einesDiff.-Systems und auBer

gewohnliche -en eines Diff.-Systems

208, 215ff.
; auBergewohnliche -en einer

gew. Diff.-Gl. 1. Ord., wo allein nicht-

algebraische -en der Losungen auftreten

konnen 214; analytischer Losungen
von Randwertaufgaben elliptischer

part. Diff.-Gl. 533 ff., hyperbolischer
536 ff., parabolischer 538ff.

;
feste oder

wesentliche -en, bewegliche oder zu-

fiillige -en analytischer Losungen von

Randwertaufgaben bei hyperbolischen

Differentialgleichungen 639.

Sinneswahrnehmuugen und parabo-

lische, hyperbolische und elliptische

part. Diff.-Gl. 5b9.

Sinus, Idenditat des analytischen uud

elemeutar geometrischen 10; Be-

stimmung der Funktion durch eine

Funktionalgleichung 800; Bedeutung
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des Zeichens sin oo, cos oo 984 ff. ;
In

tegral- 1144; Additionstheorein 800.

a k alar, -e Ortsfunktion 477.

sommation exp on en tielleund Trans
formation von Laplace 783.

Soninschepart. Diff.-Gl. 2. Ord. 371, 373.

Spencesche Funktion L&quot; (x) 869.

Spezialzeit bei Beobachtungen 673.

speziell, in eincm Rationalitatsbereich

-e gew. Diff.-Gl. 290; -es System gew.
DifF. einer vorgelegten Klasse 236,

293.

Spharik, trigonom. Entwicklungen der

887.

Spiegelungsverfahren (-prinzip),

1300, bei der analytischen Behandlung
des Problems der schwingenden Saite

558, bei Warmeleitungsproblemen 1186,

1301.

Spirale, logarithrnische und Ent

wicklungen in der Theorie der ellip-

tischen Bewegung 902.

Spitze, einer Integralkurve 210; Ort

der -n der Integralkurven einer gew.
Diff.-Gl. 1. Ord. 210, 212; -n, Ort und

Enveloppen einer gew. Diff.-Gl. 1. Ord.

213, 211.

spontane Grenzen der Integralober-

flachen 612 (Cbarakteristikenbegriff).

Sprung einer Funktion f(x) an einer

Stelle a (gewohnlicher endlicher
)

29; 2ter Art 29, 29; MaB des -es29;

rechter, linker 29, 30; auBerer 40;

vgl. Unstetigkeiten; in den Diff.-

Quotienten einer part. Diff.-Gl. 961;
Verhalten einer trig. Reihe an -stellen

der zu entwickelndeu Funktion 1046;
Verhalten einer Potenzreihe in einem
Punkt des Konvergenzkreises wo die

Funktion einen Stetigkeits- aufweist

1050.

Stab, derPlanhneterrolle 128;Warine-

leitung in einem -e unter gewissen

Grenzbedingungen 1053; Diff.-Gl. der

Longitudinalschwingungen eines -es

1225.

Stabilitat, allgemeines Problem der

des Gleichgewichts 228; des

Gleichgewichts schwerer hangender
Faden 636.

Stabe, Kirchhoffs Theorie der schwin

genden vom Standpunkt der Va-

riationsrechnungr aus 624.

Statik, Aufgaben der in der Varia-

tionsrechnung 622.

Steilheit, kiirzeste Linien von begrenz-
ter 637.

Steiners Satze iiber Figuren extre-

men Flacheninhalts 612.

Stelle, x 8; Haufungs- 9, 9, 45
;

-

(at , as ,
. . . aj eines Bereiches von

n Veranderlichen 44, Unendlich-
keits- einer Funktion f(x), singu
lar e usw., siehe dort.

stencils (Schablonen) zur Aufsuchung
versteckter Periodizitaten 693.

stetig, -e unabhangige Veranderliche

x in einem Intervall 11, 11, im Innern

eines Intervalls 11; veranderliche

Koordinaten x
1 ,

. . . xn im Bereich Ln

von n Variabeln 46; -e differenzier-

bare f(x) 21; als Ubersetzung von
continu 970.

stetige Funktion f(x) an der Stelle

x = a 17; fur x = a rechts (vorwarts)

,
links (ruckwarts) 18; im Inter

vall (ab) (gleichmaBig) 18, is; nach
rechts (links) 29; mit unendlich

vielen Singularitaten in endlichen

Intervallen 42; WeierstraBsches Bei-

spiel einer
,
welche nirgends diffe-

renzierbar ist 22, 64, siehe Funktion.

Stetigkeit, -spunkt von f(x) 18, einer

Funktion von n Veranderlichen 48;

-sgrad (MaB der von f(x)) im Punkt
x = a 20; Strecken- 18; in gleichem
Grade is, von f(x, f) 52 ; Gebiets- einer

Funktion von n Verand. 49; -sdefini-

tionen einer Funktion von n Verand.

48, 49; Punkt- und gleichrnafiige
einer Funktion von n Veranderlichen

irn Bereiche (x) (Gebiets-) 49; gleich-
mafiige

- - von f(x) in einem best.

Intervall 18, 19
; Entwicklung der -sde-

finition einer Funktion von x 970ff.
;

einer Reihe der Form
^?&amp;lt;pv (x^ , a;,),

2(fv(xi
JTx^} 53

&amp;gt;

von Funktionen

von Linien 787; einer konvergenteu
Reihe stetiger Funktionen 35, 34, 33,

9.77, 984, einer fur r=l noch kon-

vergenten Potenzreihe ^?an r
n

977;
einer ein- und mehrdeutigen Funk

tion bei Cauchy 1019; der Ablei-

tungen beim Cauchyschen Residuen-
satz 1012, 1015; zur analoge Eigen-

schafteinerGruppevonOperatiouen777.



Stetigvieldeutigkeit Superposition 1407

Stetigvieldeutigkeit von f(xl ,xi ]

fur den Punkt (0,0) 51.

S t i e 1 1j e s
,
-scher Satz itber polynomische

LSsungen einer Diff.-Gl. 2. Ord. 455;

-sche Grenze 456; Beziehung des -schen

Satzes zum Kleinschen Oszillations-

theorem 456; -sche Polynome 455;

-sche Verallgemeinerung der Legendre-
schen Integralformel 186.

Stirlingsche Formel fur log a! 166,

fur logr(a-fl) 168.

Stirnflache einer Eot.-Fliiche klein-

sten Widerstandes 636.

Storung, Elimination von sakularen

-en aus trig. Interpol. - Formeln 664,

von beliebigen -en 666
;
-sfunktion H^

in der Theorie des gestorten dyna-
mischen Problems 345; Entwicklung
der -sfunktion in der Theorie der Pla-

netenbewegung 1071, Hauptteil der-

selben 887, 1071; Entwicklung des ,,von

der Bewegung der Sonne abhangigen
Toils&quot; der I07i(s. Entwicklungen);
trigon. Reihen in der astronomischen

-stheorie 829, 892.

Stokesscher Satz 114.

Stolzsche Ausdehnung dee Scheefer-

schen Satzes auf n Variable 83, 84.

Strahldistanz S(a,b) 44.

streckenweise gleichforraige Konver-

genz 63.

Streifen, Flachenelementen- nier Ord.

bei Systemen part. Diff.-Gl. 1. Ord.

308, 310; wter Ord. einer part. Diff.-

Gl. 2. Ord. mit 2 Unabhiingigen 372;

Systeme von nter Ord. (charakte-
ristischen

)
einer part. Diff.-Gl. w***

Ord. mit m Unabhangigen 390; cha-
rakteristische

, s. dort.

Stromlinie 476.

Stromrohre, 476; Einheits- 476.

Sturm, -sche Satze bei Randwertauf-

gaben iiber gew. Diff.-Gl. 2. Ord. 443,

444, 447; -sches Oszillationstheorem

im Falle eines Parameters 443, Aus-

dehnung auf Diff.-Gl. hoherer Ord.

448; Klasse der -schen Diff.-Gl. 442,

661; -sche Funktionen (ausgezeichnete

LOeungen der Diff.-Gl.
U&quot;-\-

k* f(x) U
=

0) 651, 561; -sche Reihe von aus-

gezeichneten Parameterwerten 444,

450, 561 (zur Darstellung willkur-

licher Funktiouen) ;
Liouvillesche

Satze iiber die Nullstellen der Inte-

grale linearerDiff.-Gl. zurUntersuchung
der Lage der Wurzeln von determi-

nierenden Gleichungen 1063; Liou

villesche Satze iiber die Moglichkeit
von Entwicklungen nach Eigenfunk-
tionen 1064; Liouvillesche Reihe

als Losung der Diff.-Gl. einer schwin-

genden Saite mit variabler Dichte und
wechselnder Spannung 562; Ubergang
von der Liouvilleschen Reihe zur

Fourierschen 562.

Substitution, symbolische bei der

Aronboldschen Darst. algebr. Int. 94;
einer neuen Variablen in ein be-

stimmtes Integral 101, 149; Operation
der 769; Differential- 786.

Summation, Eulersche und Leibniz-

sche zur Ermittlung des unbestimm-
ten Integrals bei gegebener Derivierten

94; Methode der partiellen zum Be-
weis der Regel iiber part. Integration

101; elementare -smethode zur Aus-

wertung bestimmter Integrale 120;
-smethoden von GauB, Cotes, Newton
121, Jacobische Erganzung dazu 123,
Christoffelsche 124; Erweiterung der

Gau6schen -smethode von Heine, Meh-

ler, Tschebyscheff 126; Markoffsche
-sformel 127; -sformeln fiir mehrfache

Integrale 127; exponentielle 783;

trig. Reihen mit Hilfe von korn-

plexen Potenzreihen 836; trig.
Reihen 910, 913, 920.

Summen, der wten Potenzen der x
ersten Zahlen 864, 866; desgl. der un-

/P j

geraden bis -
936, (s.Bernoullische

Funktionen), mit abwechselndem Zei-

chen genommen 935; -formel bei der

mechanischen Quadratur 94; von

Symbolen 767; Euler-Maclaurinsche
-formel 119, 167, 769, Abschiitzung des

Restes derselben 825, 1324 ff.; weitere

-formeln 1325 ff., 1336 (mehrfache),
1337 ff., zur Darstellung der Bernoulli-

schen Funktionen 867.

Superposition, Prinzip der - - der

Teilungen beim Existenzbeweis eines

best. Integrals 96; -sprinzip fur kleine

Schwingungen 663, bei Schwingungen
von Massensystemen 954

;
von Schwin

gungen (Herkunft des Wortes) 952;

vonPartikularlosungen einer part. Diff.-



1408 symbolisch total

Gl. zur allgemeinen Losung derselben

1051.

symbolisch, -e Darstellung einer Dif-

ferentialoperation 260 ;
-e Methoden zur

175; bestimmter Integrale (Bierens
de Haan) us, 187

; der Kugelfunktio-
nen Pn

(x} 708; der Besselschen
Funtionen 757; fiir

i/&amp;gt;(a)
170.

Integration von linearen Diff.-Gl. P(y]
j
Tagesmittel, Bravaissches und La-
montsches 665.

Tangenten, -formel von Poncelet 120;
-koeffizienten in der Entwicklung von

/
, x\

tg IT&quot;+ -5-)
= sec x -j- tgx 183.

266; -e Zerlegung von P(y) =
2/2i 2/n) 266; -e Gleichungen 817.

Symbol, --
70; -e in der Funk-

tionalrechnung 763; Rechnen mit -en

764, Prinzip desselben 766; interme- Taylor, -sche Entwicklung einer Funk-
diares 768; Gleicbheit, Summe,
Produkt von -en 766; Methode der

Trennung der Operations- und Quan-
titats-e bei divergenten trig. Reihen

833; die einfachsten distributiven -e

768.

sympathisch, Diff.-Gl. des Problems

des -en Pendels 1055.

synectique, fonction 1022.

syntagmatisch, -e Summe einer di

vergenten Reihe, -e Reihe 983.

synthetische Entwicklung der Theo-

rie der singularen Integrale der Diff.-

Gl. y =f(x,y).
System, gew. Diff.-Gl.: -e, die be-

kannte Transformationsgruppen zu-

lassen 234, 249; adjungierte -e, s.

dort; -e linearer Diff.-Gl. (lineare -e)

272; nicht aufgelb stes von n linea

ren homogenen Gleichungen mit konst.

Koeffizienten 273; (Liesche -e, s. dort);

(vgl. Differentialsysteme); Varia-

tion einer reellen Variablen 75, kom-
plexer, mehrerer Variablen 77, Ver-

allgemeinerungen 78; -sche Reihe 78;
Darstellbarkeit einer Funktion durch
die -sche Entwicklung 79; Analogie
zur -schen Formel in der Theorie der

gew. linearen Diff.-Gl. wter Ord. 260,
bei der Darstellung einer distributiven

Operation durch eine Reihe 778; Ver-

allgemeinerung der -schen Reihe durch
die Reihe von Abel in der Funktional-

rechnung 783
; Umkehrung der -schen

Reihe 1324.

Tchebycheff, siehe Tschebyscheff.
Teilsystem eines Systems nichtlinearer

part. Diff.-Gl. 1. Ord. mit n Unbekann-
ten und m Unabhangigen 395.

teilweise, s. partiell.

Telegraphistengleichung 560.

Temperaturschwankungen, Ein-

drirjgen der taglichen und jiihrlichen
in den Erdboden 1185.

tions-e,s.dort: -e gew. Diff.-Gl. 1. Ord. Termine von Beobachtungen 644.

245 (s.Diff.-Gleichungen); part.
Diff.-Gl.: passives Differential- 321;
-e von part. Diff.-Gl. mit 2 unabh. Va
riablen 366, mit m unabh. Verander-

lichen 389; abgeleitetes eines -s

Pfaffscher Gleichungen 398; vollstan-

diges abgeleitetes 398; -e part. Diff.-

Gl., welche die Koord. der Flachenele-

mente l.Ord. mehrerer (m -j- 1) dimen-

sionaler Raume enthalten 310; systeme
franc (besonderes part. Diff.-Gl.)

3.00; geschlossenes
= Gruppe 403;

-e von Funktionalgleichungen 801.

T
Tab ell e zur Bestimmung der Werte
der Koeffizienten einer trig. Entwick

lung 689.

T a fe 1 n
,

zur Berechnung der T-Funk-

tion 170; des Integrallogarithmus

tesserale harmonische Funktion 712.

thalweg, lignes de 213.

Thetafunktion, Transformation der

1339, Bezieh. zu den GauBschen Sum-
men 188.

Thomson, -sches Prinzip 493; Di-

richletsches Prinzip 494, Kritik des

selben 494; J. -scher Telegraph 131;
W. -gcher harmonischer Analysator
134

; W. -scher Integrator linearer Diff.-

Gl. 134.

tide predictor 690 (zur Zusammen-

setzung beliebiger Komponenten zu

einer periodischen Schwingung).
toroidal functions 727.

total, unstetige Funktion 41, 97;
-es Differential 110; wann ist ein Dif-

ferentialausdruck ein -es Differential

112; unsymmetrischer Charakter der

Bedingungen fiir das -e Differential 69.



Transformatiou Transzendente 1409

Transformation, -- mehrfacber In-

tegrale 107, 147, zur Ermittlung
der Oberfliiche eines Ellipsoids usw.

108; ernes uneigentlichen Integrals
in ein eigentlichea 144; von Diffe-

rentialausdriicken (speziell von AT7
)

116; einer quaternilren quadra-
tischen Form aut eine Summe von

Quadraten 1072; orthogonale einer

ternaren bilinearen Form 1072 (bei
der Reduktion von Doppelintegralen);
- der 2. Variation d 2

J&quot;n nacb Le-

gendre 587, nach Jacobi 588, nach
Hesse und Frobenius 590, von d* Un

691; der ersten Variation eines

Doppelintegrals 615; Laplacesche
einer Operation 781; einer Potenz-
reihe in einen linearen Differential-

ausdruck unendlicb hoher Ordnung
782; von Funktionalausdriicken
782 ff., als symbolische Gleichung 817; ,

-
irregularer in regulare gew. Diff.-

Gl. 782
;

A
t
von Heine oder von

Euler 784; WeierstraBsche derlnte-

graldifferenz AJ&quot; in der Variations-

rechnung 628; bei gew. Diff.-Gl.

oderSystemen gew. Diff.-Gl.: Lies

Integration von Diff.-Systemen mit be-

kannten -sgruppen 234, 238, 249; Me-
tbode der von Differentialsystemen

235; Integration einer Diff.-Gl. l.Ord.,
welche eine bekannte infinitesimale

zulaBt 239; von linearen Differen

tialsystemen 274; Lies Theorie der
Diff.-Gl. ter

Ord., die Gruppen von
Punkt-en gestatten 258; -sgruppe einer

linearen Ditf.-Gl. ntor Ord. 290; -spro-
blem= Integrationsproblem 235; Inte

gration von Systemen mit bekannter

-sgruppe 249; Differentialfunktionen,
die -en der allgemeinen homogenen
linearen Gruppe F zulassen 268;
bei partiellen Diff.-Gl. oderSy
stemen partieller Diff.-Gl.:
der Differentialsysteme 310 ff. ;Beruh-
rungs-, a. dort; Flachen-en von
Backlund bei Systemen partieller Diff.-

Gleich. 311; infinitesimale
Af,\

von einem vollstiindigen System part.
Diff.-Gl. gestattet 317; die Lie-Meyer-
sche Jacobischer Systeme 321;
des Pfaffschen Ausdrucks A 327; all-

gemeinste des Pfaffschen Ausdrucks
A bzw. der Pfaffschen Diff.-Gl. A = i

in sich 328; Laplacesche linearer

part. Diff.-Gl. 2. Ord. 384; tlberfuhrung
einer linearen part. Diff.-Gl. in sich

durch alle Transformationen einer gew.
unendlichen Gruppe von Punkt-en 387

;

eines Funktionensystems 404;
r-fach unendliche Schar von -en 404

;

identische einer Transformations-
scbar 404; zu einer inverse 405;
infinitesimale 409; unendlich oft

wiederholte infinitesimale 409; un
endlich kleine 410; einer Gruppe
in sich 414; mit einer Gruppe ver-

tauschbare 414; uneigentlicher

Integrate in eigentliche 144; Reihen
1337, der Thetafunktionen 1339.

T ran s forma ti on sgruppe, kontinuier-

liche -n 401 ff.; Definition einer end-
lichen kontinuierlichen 405, Defi-

nitionsgleichungen 408
;
Defin. einer r-

gliedrigen durch ein System von Diff.-

Gl. 406
; Zusammensetzung einer 411;

miteinander vertauschbare 412 (s.

Gruppe); Liesche Theorie der und
die Integrationstheorien der gew Diff.-

Gl. 234; gew. Diff.-Gl., die eine ge-
gebene eingliedrige zulassen 239;

Integration eines Systems gew. Diff.-Gl.

mit bekannter 249. S. auch Ra-
tionalitatsgruppe.

Transformierte, -- oder Resolvente
einer gew. Diff.-Gl. mit Fundamental-

losungen 268; einer Operation im

Operationskalkul.
transient fonctions 972.

trausitiv, einfach -e Transformations-

gruppe in der rationellen Integr.-Theo-
rie der Lieschen Systeme 292.

Transitivitat, einer Gruppe 416, 417;
im Infinitesimalen 416.

Translation des Planimeterstabes 129.

transmutations additives (distri
butive Operationen) 777.

Transversalen eines Feldes von Ex-
tremalen 627.

transzendent, Eulersche -e Funktion

4; -e Operationen 4; Joh. Bernoulli-

sche und Leibnizsche -e Funktion 4;

-e Funktion 4, 5; -e Funktionen von

Symbolen 768.

transzendental-transzendente
Funktion 802.

Transzendente, Theorie der Verglei-

chung der -n 240.



1410 Trapezformel Umformung

Trapezformel 120.

Trennung, Methode der der

Variablen 233, 236, 237, Liesche Sy-

stematisierung der Methode 239; Me
thode der der Operations- und

Quantitatssymbole als Quelle diver-

genter trig. Reihen 833; zweier

Perioden von derselbenGroBenordnung
bei der harmonischen Analyse usw.

666 ff.
; Hilfsmittel zur verschiedener

Perioden 692.

Tressesche Normalform eines Systems

part. Diff.-Gl. 299.

trigonometrische Entwicklungen
819 ff.

; analytischer Funktionen 6,

825 ff.
;

willkurlicher Funktionen

952 ff., 957 ; trigonometrischer Funk
tionen 903, 937 ff.; hyperbolischer
Funktionen 904; spezielle ,

die in

versch. Intervallen verschiedenen Ge-

setzengehorchen910; spezielle 91 Iff.
;

elementarer Funktionen, aufgefaBt
als hypergeometrische Reihen 918;
von log F(x) 919; der Potenzen von

N= a -f- b cos x -f- c sin x -\- d cos 2 x

-f- e cos x sin x -f- f sin 2 x 886; der

Potenzen von cos a; und sin a; 837 ff.;

von Potenzen trigon. Funktionen

856; rationaler ganzer Funktionen

857 ff.; der Potenzen der -wahren

Distanz 2er Punkte nach den Ko-
sinus der Vielfachen der scheinba-

ren Distanz 875; der Spharik
887 ff.; der Theorie der ellipt. Be-

wegung 891 ff., siehe Anomalie;
von trigonom., hyperbolischen und Ex-

ponentialfunktionen 902 ff; aus Po-

tenzreihen erhalten 913; ,
die mit

iterierten Integralen rationaler Funk
tionen zusammenhangen 868

; ,
deren

Koeffizienten hohere Transzendeuten

darstellen 919, Differentialgleichungen

genugen 922; einer Funktion fur

ein beliebiges Intervall 930, nach den

Sinus oder Cosinus allein 923, nach

den Funktionen der ungeraden Viel

fachen des Arguments 931 ff., nach

den Sinus und Cosinus der Vielfachen

927, nach den Vielfachen des Argu
ments, die zu 1 oder 3 (mod. 4) kon-

gruent sind 943; unharmonische

1050; 1063 ff.; mehrfache 1067 ff.

igonometrische Reihen (a. trig.

Entwicklungen), als Darstellung

von Losungen gew. part. Diff.-Gl. 5;

zur Darstellung jeder willkurlichen

Abhangigkeit 6; naherungsweise Dar

stellung einer graphisch gegebenen

Abhangigkeit durch 6; Darstellung
von Grenzfallen analytischer Funk
tionen durch 8; Darstellung punk-
tiert unstetiger Funktionen durch

41; Integration partieller Diff. -Gl.

durch 1205, 1254.

trigonometrische Integrale 819ff.;

von Produkten trig. Funktionen

848 ff.; Differentiation u. Integration
von -n 1161; mehrfache 1163. In

tegration part. Differentialgleichungen
durch 1219, 1263.

trigonometrische Interpolation (s.

Inh.-Verzeichnis zu Art. 9 a S. 642);
-sformeln von Clairaut 646, Lagrange
647, Bessel 648, Tschebyscheff-Bruns

653, Leverrier 654; Diskussion der

Koeffizienten -sformeln 649, 651, 651;

komplexe 651; s. Koeffizienten.

Tschebyscheff, -sche trig. Interpola-
tionsformel 653

, Summationsformel
von 126, Integralformel von 1172.

type, Cauchysche Bezeichnung fur einen

der verschiedenen Werte einer impli-
ziten Funktion 1020.

Ty pus, elliptischer, hyperbolischer, para-
bolischer einer partiellen Diff.-Gl.

2. Ord. 510; rein elliptischer , hyper
bolischer, parabolischer einer par
tiellen Diff.-Gl. hoherer Ord. mit mehr
als 2 unabh. Variablen 667.

U
Uberfiihrung von Reihen 1338.

Ubergang von Lbsungen partieller

Diff. - Gleichungen ineinander 1204,

1225, 1227.
1 tibergangsbedingungen bei par

tiellen Diff.-Gl. der Physik 1050.

Ultrakugelfunktionen 732.

Umfahren, einer ebenen oder spha-
rischen Kontur mit dem Fahrstift beim
Planimeter 128.

Umformung, von komplexen Potenz-

reihen in trigonometrische 826, 838;
von Reihen, die nach Potenzen von

cos x fortschreiten, in trigonometrische

829; der Koeffizienten trig. Reihen
durch wiederholte partielle Integration
1040

;
Ersetzen divergenter trig. Reihen



Umgebung Untergruppe 1411

mittela -en durch konvergente 1045;

von Reihen 1337.

Umgebung, einer im Innern eincs

Intervalls liegenden Stelle 11; links-

tind rechtsseitige eines Punktes

11; eines Punktes des w-dimen-

sionalen Raums 44.

umkehrbar endlich deutige Be-

ziehungen zwischen den Fliichenele-

menten zweier Involutionssysteme nter

Ord. 311.

Umkehrung, bestimmter Integrale

781, 803, mit festen Grenzen 804, 808,

rnit veriinderlicheu Grenzen 807;
der Fourierscken Integrale 804

;
tri-

gonometrischer Reihen 891, 895, 944;

einer Laplacescken Transformation

781, 804;
-- der Taylorschen Reihe

1324.

Umring, Problem der Kurven kiirzeaten

-s 611, 612 63G.

Unabhangigkeitssatz, Hilberts

iiber das Feldintegral in der Varia-

tionsrecknung 628, beim allgemeinen

isoperimetrischen Problem 632.

unaufgelost, -e Diff.-Gl. 1. Ord. 242,

wter Qrc[ 259. Integration der -en

Form eines Systems part. Diff.-Gl. 321.

unausgedehnt, -e Menge 40; -e und

nirgends dichte Menge 40.

unbedingt konvergent, siehe konver-

gent.
Unbekannte, Bezeichnung der -n in

einem Ausdruck 8.

unbeschriinkt, veranderliches xn-
differenzierbare Funktion 23, und

analytische Funktion 23; differenzier

bare nichtanalytische Funktionen als

Summe analytischer Funktionen und
differenzierbarer Fourierscher Rei

hen dargestellt 24; integrables Sy
stem part. Diff.-Gl. 305.

unbestimmt, -e Formen 25, 976 (hier

xy fiir x=
, y= 0) ;

Stellen -en Un-
endlichwerdens einer Funktion 31; -es

Integral, s. dort.

Dnbestimmtheit, -sgrenzeu einer Funk
tion f(x) fiir x = a is, rechtsseitige

(rechte, vorwiirts gebildete) 14; -s-

grenzen des rechtsseitigen (linksseiti-

gen) Differenzquotienten einer f(x)

64; -sgrenzen einer Funktion von n
Variablen beim simultanen Grenziiber-

gang 50; -senveloppen 17.

uneigentlich, -e bestimmte Integrale

102, 137, 143; definierte Funktion

16; definierter Funktionswert an

einer Stelle 16, 25.

jUnendlich, groBe Werte der Funk
tion f(x) und des Arguments x 16;

-keitsstellen einer f(x), gewohnliche
-keitsstellen mit Oszillation 30, si;

Stellen unbestimmten -werdens 31
;

Gleichungssystem mit vielen Un-
bekannten (bei der Darstellung der

Koeffizienten trig. Reiheu durch -e

Reihen) 920; kleine GroBen 70, 972;
klein und physikalisch sehr klein

976; kleine (infinitesimale) Trans

formation 410; kleine Schwingungen
952; Bedeutung von sin oo u. cos oo
984.

unendliche Reihen, Integration der

144; siehe Entwicklungen.
| ungestortes dynamisches Problem 345.

unharmonisch, -e trig.Reihen 1050 ff.;

mehrfache -e trig. Reihen 1069 ff; -e

Form des trig. Integrals 1159.

lunstetig, punktiert -e Funktion 39;
linear -e, total -e, punktiert -e inte-

grable Funktion f(x) 40, 96; total -e

f(x) mit hebbaren und nicht hebbaren
-keiten 41

;
total -e nicht integrable

f(x) 97
;
Satze iiber punktiert -e Funk

tionen 41
;
-e Funktion f(x) fiir x= a

28; pantachisch -e Funktion 40, 42.

; Unstetigkeit, -en von f(x} (Unste-

tigkeitspunkt) 28; Konvergenz-Unste-

tigkeitspunkt 52; hebbare von f(x)

29, 29, 30; 1. Art (gewohnliche )

28; 2. Art 29; pantachische 1.

u. 2. Art 41, 42; endliche 28; un
endliche 30; Modifikationen von -en

81
;
totale 41

; Funktionen mit un-
endlich vielen -en in endlichen Inter-

vallen 37, 39; Zusammenhang zwischen
den -en einer in eine trig. Reihe ent-

wickelten Funktion und den Koeffi

zienten der Reihe 10 i2; -en einer durch
das Fouriersche Integral darzustellen-

den Funktion 1097; Verbalten einer

trig. Reihe an -sstellen der zu ent-

wickelnden Funktion 1046; die mit
einer part. Diff.-Gl. vertriiglichen -en

1248.

Untergruppe, -- einer Gruppe 411;
invariante 411; ausgezeichnete
4ii; Haupt- 41 &quot;_&amp;gt;.



1412 Unterschied versteckte Periodizitaten

Unterschied, (a, 6) (ecart) zweier
j

-sproblem, das auf die Diff.-Gl.

Punkte des n-dimensionalen Raumes Au-{-k-u = fiihrt 544; Variations-

44; Koordinaten-(a,, &) von 2 Punk- probleme, die zu einer vorgelegten
ten dieses Raums 44. Diff.-Gl. gehoren 637; siehe isoperi-

unvollstandige JT-Funktion 158. metrische Aufgaben; integrals

Ursprung, zum asymptotische Lo- (bei Cauchy) 1023; fonctions a -

sungen eines Systems gew. Diff.-Gl. bornee 40.

1. Ord. 228. Variation, Hethode der derKon-
stanten: zur Integration nichtho-

V mogener gew. linearer Diff-Gl. 1. Ord.

valeur principale, siebe Haupt- 263; zum Beweis der Existenz eines

wert. Integrals eines Systems gew. Diff.-Gl.,

Variable (Veranderliche) , Begriff der das bestimmten Anfangsbedingungen

3; reelle 8; Bereich der reellen geniigt204; bei der Integration nicht-

-n 8; freie 11; stetige 11; unab- linearer part Diff.-Gl. 1. Ord. 346,

hangigeund abhangige bei f(x) 11; 351; Imschenetzkys bei part. Diff.-

Bereich einer reellen -s, s. Bereicb, Gl. 2. Ord. 369; einer periodischen

Kontinunm. Funktion 644.

variable, Koeffizienten in den Grenz- Variationsrechnung 571 ff., 626 ff.;

bedinguDgen bei part. Diff.-Gl. 1251; Variationssystem, einem System
mit der Zeit Grenzflachen bei part. gew. Diff.-Gl. zugeordnetes 254.

Diff.-Gl. 1252. Vektor, -potential 477; oder Punkt

Variablen, Einfubrung neuer bei durch eine Potenzreihe im Funktional-

bestimmten Integralen 137, zur In- raum dargestellt 777.

tegration gew. Diff.-Gl. 235, bei der vektorielle Interpretation der Funk-

Transformation mehrfacher Integrale, tionaloperationen in einem Raume von

Biehe Transformation; Methode der n Dimensionen 776, von unendlich

Trennung der bei Diff.-Gl. 1. Ord. vielen Dimensionen 777.

236; Bestimmung aller Transf.-Grup- Veranderliche, siebe Variable.

pen von gegebener und Parameter- Ver bin dun gs lini e, kiirzeate zweier

zahl 425. Punkte in einem einfacb zusammen-

Variation, -en einer abhangigen Grofie hangenden endlichen Bereich 637.

572; -szeichen 8 574; reine und ge- vereinigt liegende benachbarte Fla-

mischte 576; spezielle
-- durch chenelemente 308, 310.

Anderung eines Parameters 576; Vergleichskurve in einem Extre-
6 malenfelde 627.

des Integrals Jn= if(x,y,y ,---y
m}dx Verhalten, - einer trig. Reihe an

J
Unstetigkeitsstellen der darzustellen-

575 (allgemeine Variationsformel von den Funktion 1048, 29, 32;
-- einer

Euler) 477; zweite -- von J^ 587; durch eine Potenzreihe dargestellten

zweite von Jn 489, 591; von Funktion in der Nahe eines Punktes

Un 592; Inbegriff der -en 603, 604; des Konvergenzkreises ,
wo die Funk-

hohere -en 609; von Doppel- tion einen endlichen Stetigkeitssprung

integralen 615; zweite eines Dop- aufweist 1050.

pelintegrals 617; Clebschs reduzierte ! verkniipft, invariant -e Systeme li-

Form der 2. 592, 618, 634, nearer partieller Diff.-Gl. 315; mit

635; nie in bezug auf den Kurven- seinem adjungierten System invariant

parameter f bei der Scheefferschen -es System totaler Diff.-Gl. 318.

Untersuchnng bedingter Extreme auf Verlegung des Integrationsweges bei

analytischen Kurven durch den betr. komplexer Integration 1143.

Punkt = Entwicklungskoeffizient der Verschmelzung, das Picardsche Ver-

entsprechenden Potenz von f in der fahren ringformiger bei Randwert-

Kurvenentwicklung 86; zweite des aufgaben 554.

Inhalts einer Minimalfiache 619; versteckte Periodizitaten, Auf-
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suchen derselben nach verschiedenen

Methoden 676, 678, 679, 680, 681, 682.

vertauschbar, miteinander -e grup-

penerzeugende infinitesimale Trans-

formationen 412; miteinander -e Trans-

forinationsgruppen 415
;
mit einer Grup-

pe -e Transformation 414.

Vertauschbarkeit des Zeichens der

Variation mit dem des Differential-

quotienten 676.

Vertauschung, der Integrations-

reihenfolge bei einem Doppelintegral
105, 105, 148, 854; der Reihenfolge
zweier Grenzubergiinge 102, 971 ff.,

bei Konvergenzbewcisversuchen trig.
Reihen 1000; der Reihenfolge der

Summation in einer Doppelreihe 974,

974, 983.

Vertauschungssatz, der Green-
schen Funktion in der Potentialtheorie

516, 486; bei einer nicht sich selbst

adjungierten Diff.-Gl. 516; bei

einer sich selbst adjungierten Diff.-Gl.

541.

Verwandlung, schlecht konvergie-
rencler trig. Reihen in besser konver-

gierende 945; von Integralen ver-

schiedener Vielfachheit ineinander 616.

Verzweigungspunkt, algebraischer
- eines Integrals eines Systems gew.

Diff.-Gl. bei singularen Anf.-Bedin-

gungen 206; der Funktion f der
Diff.-Gl. y = f(x,y) 209, 210; -e bei

anderen Diff.-Gl. 211, 215.

vollstandig, -es System linearer part.
Diff.-Gl. 362; -e harmonische Funktion
eines Gebietes 468.

Volumen, Definition des -s eines Kor-

pers durch mehrfaches Integral 106.

Vorzeichen, von S*Un nach Mayer
696; Scheeffersche Methode zur Be-

stimmung des -s von d z Un 600.

W
Wiirmeleitung, in einer Kugel (als

Randwertaufgabe) 441, 566 ;
in einer

Kugelschale(Auftreten unharmonischer

trig. Reihen) 1054, ebenso in einer 1

aus Kern und Schale zusammen&amp;lt;je-

setzten Kugel 1056; in einem Stab
unter best. Grenzbedingungen (unhar-
monische trig. Reihen) 1053; Laplace-
sche Form der -sgleichung 1088; -s- !

gleichung in einem linearen Leiter

von der Lange I 562; - - in einem
3-dimensionalen Gebiet (Fouriersches

Problem) 565; in einem Ringe 563,

524; in einem beiderseits unend-
lich langen Stabe 563, 564; in einem

Kreiszylinder 565; in einigen eben-

flachig begrenzten, besonders symme-
trischen Korpern 566; - - in einem
diinnen in sich zuriicklaufenden Draht

448; Diff.-Gl. der
, siehe Diff.-Glei-

chungen; -sproblem, wenn das Du-

long-Petitsche Erkaltungsgesetz ange-
nommen wird 1184.

Warrnemenge, Entwicklung der .

die ein Teil der Erdoberflache von
der Sonne bekommt, nach trig. Funk-
tionen der Zeit 1084.

j

Wagen, Integrator- 132.

I

wahr, Entwicklung der Potenzen der
-en Distanz zweier Punkte nach den
cosinus der Vielfachen der schein-

baren Distanz 875; -er Wert eines

Ausdrucks der Form oder 25, 993.
oo

wahrscheinlich, -ste Werte der Ko-
effizienten einer trig. Interpolations-
formel 648; -e Koeffizientenfehler trig.

Interpolationsformeln, aus denjenigen
der Beobachtungen erschlossen 644.

Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Kritik der Methoden zur Aufsuchung
versteckter Periodizitaten vom Stand-

punkt der aus 683.

Wallissche Forme], 150, 165; Ver-

wendung der beim Ersetzen der
Koeffizienten gew. Reihenentwicklun-

gen durch ihre asymptotischen Werte
1107.

Wasserwellen, Cauchys Preisschrift

fiber 1150, H53; Diff.-Gl. der
,
siehe

Differentialgleichungen.
Weieretrafi, Lagrange -sche Funktion

7
;
-scher Satz iiber die obere und bzw.

untere Grenze einer Funktion in einem
Intervalle 12, beim Beweis des Mittel-

wertsatzes der Diff.-Rechnung 66,
bei mehreren Veranderlichen 48; -sches

Beispiel einer nirgends differenzier-
baren stetigen Funktion 22, 64, 38;
-scher Satz vom Haufungspunkt 45;
-scher Mittelwertsatz der Integralrech-
nung 99; -sche Relation fur die Gam-
mafunktion 161, 166; -sche Theorie

(Transformation) in der Variations-
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rechnung 626; -sches Kriterium fiir

starke und schwache Extreme 608,

629, 632; -sche Konstmktion beim

isoperimetrischen Problem 632; Defi

nition der -schen -Funktion durch
eine Funktionalgleichung und Partial-

bruchzerlegung 800; -scher Satz fiber

das Maximum einer stetigen reellen

Funktion, Erweiterung auf Funktional-

operationen 788.

Wellen, Diff.-Gl. der kugelformigen
Fliissigkeits- 1173, der endlichen Was-
ser- ein einem seichten Kanal 1204

(siehe Wasserwellen); Problem der

Brechung und Reflexion longitudinaler
an der Grenze zweier isotroper

Mittel 1207.

Wendepunkt mit vertikaler Tangente
in pantachischen Punkten einer Funk
tion 43.

Wert, wahrer - - unbestimmter Aus-
driicke 25, 998; numerischer einer

rationalen Differentialfunktion V 289.

Wertevorrat einer Funktion f(x) fiir

x= a 13, 14.

wesentlich, Begriff der i singularen
Stelle bei Cauchy 1023.

Widerstand, Rotationsflache kleinsten

-es 621.

willkurliche Funktion, Entwick-

lung einer in eine Fouriersche

Reihe 957, 5; Entwicklung des Be-

griffs einer 958; -en im allgemeinen

Integral einer part.Diff.-G1.960;Reihen,
die nach den sukzessiven Ableitungen
-r -en fortschreiten 1173.

Wronski,Verallgemeinerung der -schen

Determinante 795; zur -schen Deter-

minante analoge Determinante in der

Funktionalrechnung 795; -sche formale

Entwicklungen 78.

Wurzelfunktionen, Analogon der

Theorie der rationalen einer alge-
braischen Gleichung in der Theorie

gew. linearer DifF.-Gl. 267.

Wurzeln, der Gleichung E(l) =
(Lamesche Funktion) 736, 452; von
Jn (1)

=
0, 750, 751, Yn (X)

=
0, 751

;

-
der Lame- (Stieltjes)schen Polynome
455, 456; determinierender Glei-

chungen 1051, 1059, 1061, 1066 (siehe

dort); Berechnung der algebrai-
scher oder transzendenter Gleichungen
durch Iteration 792, 793; (eigentliche)

der Operation Am 776; einer di-

stributiven Operation 776, 779; Stunn-
scher Satz iiber die zweier aufein-

anderfolgender ausgezeichneter Losun-

gen bei Randwertaufgaben mit gew.
DifF.-Gl. 444; Darstellung der von

Gleichungen durch Integrale 1307.

Wurzelraum einer Operation 776.

Zahlen, Cauchysche , Bernoulli-
sche

,
siehe dort; Funktionen

groBer 1343 ff., 856, 901, 902.

Zahlen theorie, Anwendung des Rech-
nens mit Symbolen auf 775.

Zwischenwechsel in der Folge der

Ableitungen der Funktion 1062, 1062.

Zeile, Adjungierte der ersten 272.

Zerlegung, -- des Integrationsinter-
valls zur Auswertung best. Integrale

138, 154; des Integrals fiir die F-
Funktion 158

; normale einer Gruppe
in eine Folge von Gruppen 280, 411,
427

;
eines m-dimensionalen Raumes

in oo77*&quot;
1
&quot;

fi-fach ausgedehnte Punkt-

mannigfaltigkeiten 316.

zerstreut, -e Mengen =
nirgends

iiberall dichte Mengen (von Unstetig-
keiten einer Funktion in einem end-

lichen Intervall) 39.

Zickzacklinie, Legendresche zur

Approximation einer Extremalen 603.

Zipfel, parabolische 556.

zonale, harmonische Funktion 701,

704, 712; Ringfunktionen 727.

zugeordnete Kugelfunktionen, siehe

Kugelfunktionen.
Zuriickfuhrung, gewohnlicher Diff.-

Gl. wter Ord. auf ein gewohnliches

Differentialsystem
ter Ord. 233;

nichtlinearer part. Diff.-Gl. 1. Ord. auf

Systeme gew. Diff.- Gl. von Lagrange
337, Pfaff 338, Cauchy 339, Jacobi 340.

Zuruckleitungsrechnung 60.

zusammenhangender ,Bereich von n
Veriinderlichen 45, 46.

zusammengesetzte Gruppen 427.

Zusammensetzung, einer Transf.-

Gruppe 411; Bestimmung aller Typen
der einer Gruppe 426; Satz iiber

die Konstanz der Faktoren der von

Gruppen 427; die 4 Typen der einer

einfachen Gruppe 428; Bestimmung
aller Gruppen von gegebener 429;
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mehrerer periodischer Terme zu

einem einzigen 673; Apparat zur

harmonischer Koinponenten 689, siehe

Apparat.
zweiachsige harmonieche Flachen-

funktion 713.

7. weiliiufige Randbedingung 512.

zweisternige Flache 498.

Zwischentypen von Diff.-Gl. hoherer

als 2. Ord. mit mehr als 2 unabh.

Veranderlichen 567.

Zy Under, Funktionen des elliptiBchen

-s 758, des parabolischen -s 759.

Zylinderfunktionen, siehe Bessel-

scbe Funktionen; rein imaginaren

Arguments, miteiner Exponentialfunk-
tion multipliziert, als Integrals einer

gew. Diff.-Gl. 2. Ord. uoe.

Zylinderhuf, Komplanation eines -es

bei der Berechnung der wahrend eines

Tages einem Ort von der Sonne zu-

gesandten Warrnemenge 1084.



Berichtigungen.

S. 5, FuBnote 16). Im vierten Gliede der Eeihe ist statt 5 zu setzen.
6 6

X G x
S. 5, FuBnote 17). Im dritten Gliede der Reihe ist statt - zu setzen.

O D

S. 12. Die mit 60) und 62) bezeichneten FuBnoten haben Nummer und Platz zu

tauschen.

S. 19. In FnBnote 97) ist bei dem Zitat auf Bolzano zu lesen: p. 12, 51 statt:

p. 17. Am Scblusse ist binzuzufugen : Beiden Beweisen feblt zur Selb-

standigkeit das ,,allgemeine Konvergenzprinzip&quot; (I A 3, 18), welcbes Bol

zano durcb einen circulus vitiosus zu beweisen versucht (a. a. 0. p. 35),

Cauchy stillscbweigend postuliert (vgl. I A 3, p. 65, 66).

S. 31, FuBnote 164). In alien drei Beispielen ist: sin - statt sin zu setzen.
x x

S. 41, Z. 2 v. o.: 187 statt 186.

S. 56, Z. 10 v. u.: Lies: processes statt progresses.

S. 65, Z. 15 v. o. : Streicbe h = Linter der Klammer.

S. 65, Z. 11 v. u.: Lies: : hn statt /*&quot;.

S. 102, Z. 9 v. o.: Lies: f(x, y -\- Aj/) statt f(x, y) -f- Ai/.

S. 115, Z. 12 v. o.: Streicbe die Klammer vor vgl.

S. 121. Z. 1 v. o.: Lies: Yin + l
statt Y9m _ 1

.

S. 125, Z. 15 v. u : Lies: x a
i

statt x a.

S. 502, FuBnote 191). Es ist hinzuzufCigen: Im -wesentlicben achou bei J. Liou-

ville, J. de matb. 10 (1845), p. 223.
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