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ESSAI SUR L'ETUDE DES FONCTIONS

O£ H

PAR LEUR DEVELOPPEMENT DE TAYLOR.

INTRQDUCTION.

Le develo_ppement de Taylor rend d'importants services aux ma-

thématiciens, en raison de sa grande genérahte Lui seul en effet
ermet de représenter une fonction analythue quelcomfluo, a certalns
cas smguhers prés.

Depuis les travaux.d’Abel et de Cauchy, on sait qu’a toute fonction
réguliére dans un certam cercle correspond un developpement de
Taylor, et réciproquement. C'est méme ce developpement que
M. Weierstrass, et, en France, M. Méray emp101ent pour deﬁmr a
fanction.

Un pomt a étant donné au hasard, on pourra, en général, former
une série ordonnee suivant les pu1ssances entleres et posmves dex—a
et qui representera notre fonction dans le vmsmage du point a. 11
pourra y avoir exceptlon pour certaines positions partlcuheres du
point @. Clest & ces points partlcuhers que Pon donne le nom de
points singuliers.

On peaut donc dire que se donner une fonction analytique non sin-
guliére au point z =0, c'est se donner une_suite de coefficients a,

H. 1
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@yy oy Gy - . ., tels que la série Eamw’" ne soit pas toujours diver-

gente. Cette série donnera la fonction dans I'intérieur de son cercle
de convergence, et d’ailleurs une fonction ainsi donnée est parfaite-
ment déterminée, si du moins, avec la valeur de la variable, on se
donne le chemin par lequel on y aboutit.

Cest, par exemple, sous cette forme que le théoréme de Briot et
Bouquet fournit les intégrales d’un systéme d’équations différen-
tielles.

Mais, si ce mode de représentation est trés utile pour démontrer
I'existence des intégrales, son emploi est trés limité au point de vue de
I'étude de ces mémes intégrales. Le développement de Taylor, en
effet, ne met pas en évidence les propriétés de la fonction représentée
et semble méme les masquer complétement.

Cependant on connait déja des circonstances oul ce développement
peut fournir de précieux renseignements difficiles a obtenir par d’au-
tres moyens. On sait, en cffet, les remarquables propriétés arithmé-
tiques démontrées par Eisenstein et M. Tchebicheff sur les séries qui
représentent des fonctions algébriques ou exprimables par la combi-
naison de fonctions algébriques, logarithmiques et circulaires en
nombre fini.

J’ai étudié la question & un point de vue différent, celui qu’indique
la théorie générale des fonctions, et d’aprés lequel le premier probléme
qui se pose est la recherche des points singuliers. Ce probléme est
d’ailleurs intimement li¢ & celui de la continuation de la fonction en
dehors du cercle de convergence.

Le développement de Taylor ne définit une fonction qu’a I'intérieur
d’un certain cercle, a savoir le plus petit qui ait pour centre l'origine
et qui passe par un ou plusieurs points singuliers. Si @ désigne I'affixe
d’un point situé sur le rayon qui va de I'origine a un de ces points sin-
guliers, en ordonnant notre série, non plus suivant les puissances de z,
mais suivant celles de z — a, le cercle de convergence de cette nou-
velle série sera compris entiérement dans I'ancien.

Il n’en sera pas de méme si le rayon qui va deI'origine au pointz =a
coupe la circonférence primitive en un point ordinaire, et, dans ce cas,
la nouvelle séric permettra de calculer la fonction pour des valeurs
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de z qui rendaient 'ancienne divergente. Si I'on veut étudier le pro-
longement de la fonction en dehors du cercle de convergence, il est
donc important de déterminer les points critiques situés sur ce cercle.
Clest cette détermination qui fait le principal objet du présent travail.

Il existe, a cet égard, une Note de M. Lecornu, insérée aux Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences ('). D’aprés M. Lecornu, I'affixe
du point singulier est la limite vers laquelle tend le rapport de deux
coefficients consécutifs, lorsqu’on s’éloigne de plus en plus dans la sé-
rie. Malheureusement la démonstration donnée par I'auteur est dé-
fectueuse, et nous verrons qu'il y a de grandes réserves a faire sur le
théoréme lui-méme.

Quant 4 la méthode qui m’a servi dans cette recherche, les prin-
cipes sur lesquels elle repose sont ceux qu’a employés M. Darboux
dans son Mémoire bien connu : Sur l’approximation des fonctions
de grands nombres (*), dans un but inverse, il est vrai. Partant de
certaines séries dont les points singuliers sont connus, M. Darboux en
tire des conclusions relatives aux coefficients de ces séries. Mais le
principe fondamental du Mémoire, énoncé par son auteur de la fagon
suivante : « La recherche de la partie principale des coefficients de la
» série dépend de la maniére dont la fonction devient infinie sur le
» cercle de convergence », est celui-la méme qui peut servir & 'étude
des points singuliers.

J'ai divisé ce travail en trois Parties :

Dans la premiére, aprés avoir introduit une notion préliminaire
indispensable pour la suite, je détermine d'une fagon générale le rayon
de convergence. Les résultats obtenus conduisent immédiatement a
un criterium permettant de reconnattre dans certains cas la présence
d’un ou plusieurs points singuliers.

La deuxiéme Partie est consacrée a I'étude des discontinuités po-
laires. Lorsque la fonction n’a sur le cercle de convergence que de
telles discontinuités, on peut la prolonger analytiquement et la repré-
senter dans tout cercle ou elle est méromorphe.

Dans la troisitme Partie, je définis ce qu’on peut appeler 'ordre

(') Séance du 7 février 1887.
(*) Journal de Liouyille, 3° série, t. 1V.
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d’{i'f\'e Yorchioh stit Soii ceFele de torvergettt &t eff U Point de e
cercle, et J"étudie s poidis sihigulieks en les cldssifiint d’apits 16t
ordre. Lorsque et ordre redte fini; off peut; dand des cds 43seZ étell-
dis, trouvet Yes points singiliers, et, datis toUs fk cad; calchlet Ia
follction eh touit poliit ordiniire du teréle de convergetice {*):

PREMIERE PARTIE.

1. Nou$ au¥ohs & hous fonter, dans ce qui v sulvré, sir qelqties
p‘l;illl(}i es simples relatifs aux suites infinies, et que je Vais Fésarier
tout d” bord.

Yoit 14 suite

TN ¢ .. :
(l) Ugy Uy Uy ooy Upy oooy

.
] ’ st

e 30! ! " R TRAIDER RN AT WAL PR LIRS

Ol Uy, Uy, ...y Up, ... désignent des nombres réels, mais ‘quelconques
T A RS L4

daileurs.

3 PRI\ SR LT AT A S RS B Y S U IR ‘a:

Il peut ‘arriver, comme premier ‘cas, que Cette suité renferme ‘des

DR N

FORLITORN )t e ..1.") b U] ;H"B,\ ’ vt ) . LS v 5.
termes supérieurs 4 tout nombre donné; ou encore, que tous les termes
<. . LI AN S 11 1 syl IR ISR A T L e
aillent en augmentant indéfiniment par valeurs négatives.
Ecartons pour le moment ces deux hypothéses. Nous vVoyons qu'il y
X . . LTy, vy LIS .. . ";~ o
aura lieu de répartir les nombres réels, ‘d’aprés Yeurs relations de
AL A Y M X l . .. i .qe* ? e v T .Y - “ TRE LAY
E}‘an&eur avec Tes quantités u,, d'indice trés grand, en deux catégories.
R LA S N T R T T R I T T S T TV PR IR
nhombre A §eérd 'mis ‘dans 1a classe Supérieure si, 4 partir d’un ‘cer-
PP LS T S PSS, T L st L o . e
fain rang, tous les 'termes ‘de Ta ‘saite (1)'sont plus peﬁ'ts que A du
ML O A | ‘.ullblr )B-.n»n LR S 1 RS- I'I‘il!'," Lte o
contraire, un nombre B ‘appartiendra a la classe inférieure si notre
. . PEEIS " SILSA NS XS SR sV IPT S ER) MNP S TN T
suite contient des termes de rang aussi €loigné‘qu'on veut, ‘et qui'sur-
L)
passeht B. :
. N IR AN L U TR [ o S PRI L IS IR N ML anT] s iy,
Si A ‘est “un notibre de 14°classe superieure, il ‘ést clair‘qtie tous lés
SCUU ML L T o et aa Tt g v e, C. ' y . vt e C ol
riombres supérlehrs aA hppartienn‘e:_lt ala'ménie classe; pareillement,
- . . et Ty ot ‘P e PR R v . N = ¢
si le nombre B fait partie de la classe infériedre, on'peut en dire authnt
UL ML NE . . e i . ‘
de ‘tous les nombres moindres que B.

(*) Plusieurs des résultats contenus dans le présent travail '6pt'été‘}§b;ihm!ihi-
qués & I'’Académie des Sciences (séances'du 23 janvier 1888 ‘et'du B avril 188g).
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Or @it un falt bieh conni que, dans ces conditlons, il existe un
nombit ! seivant d¢ séparation efitre les deux tlasges, en sorte que la
premiére se compose des nombres plus grands que /; la seconde, des
nombres plus petits que / (*). Pour déterminer ce nombre, on pourra,
par exémple, cotimenter par faire prendre 4 un entier la série des va-
leurs depliis — s jusqu’a - a0, Il arrivera un moment ou cet entier
variable passera d¢ la classe inférieure dans la supérieure. Soient a; et
a@, + 1 1¢8 deux tombres entiers ¢onséeutifs qui appartiennent ainsi &
des earégoides différentés. On divigera l'intervalie (a,ya, +1) en n

- . y . . . L. R 1
parties egales et 'on trouvera deux nouveaux nombres a,, a,+ -

différant de -!,-’ et dont I'un est un nembre B, l'autre un nombre A. On

partage Dintervalle compris entre ces deux nombres en n parties
égales; et poursuivant aifisi indéfiniment, on formera une série d'in-
tervalles compris les uns dans les autres et de plus en plus petits.
D’aprés un théoréme conni, les nombres obtenus par ce procédé sont
les valeurs approchées d’ane m&me quantité, laquelle répond manifes-
tément A fiotre objet.

Cette quantité [, telle que, pour toute valeur positive de ¢, 74 ¢
appartienii¢ a la classe supérieure et I — & 4 la classe inférieure, sera
dite la limite supérieure de la suite (1) pour m infini, ou simplement
la 'limité supérieure (*).

Dans le cas précédeminent exclu, ot une partie des termes de ta
suite (1) augmenterait indéfiniment par valeurs positives, ou bien
encore lorsgue tous iraient en augmentant indéfiniment par valeurs
négitives, I'une ‘de nos deux catégorics disparattrait et la définition

(') Les mots plus petits que, plus grands que n’excluent pas ici T'égalité.

(*) On pourrait &tre tenté de prendre les mots limite supérieure dans le sens
qui leur est attribué en d’autres occasions (notamment lorsqu’on traite des fonc-
tidns d'une variable Y¥elle) @ qui est un peu différent de celui-ci. En effet, il
faudrait alors ne ranger un nombre dans la classe supérieure que lorsqu'il est
plus grind que ‘Yous les termes de 'la suite (1), ét hon pas seulement que les
‘termés d'lilice ‘suffisimiment élevé.

Nous serons donc obligé, lorsqu’on aurait & craindre une'confusion, d’em-
ployer‘la 1octition ‘lintite supérileitre pour m tn i, qui me “peut préter a‘aucune
ambiguité.
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précédente tomberait en défaut. La limite supérieure devrait étre
regardée comme égale & + o dans le premier cas, & — o dans le
second.

2. ¢ désignant toujours un nombre positif aussi petit qu’on veut, il
existe des quantités u,,, d'indice aussi élevé qu'on le voudra, com-
prises entre [ - ¢ et [ + ¢, puisque, d’aprés la définition méme de /, la
suite donnéde conticnt des termes indéfiniment éloignés supérieurs a
{ - ¢, au licu qu'a partir d'un certain rang elle n’cn renferme plus de
supéricur & / -+ ¢. Donc on peut, dans la suite (1), trouver une suite
particlle qui ait pour limite l. Bien entendu, il s’agit ici d’une limite,
absolument parlant, et non plus seulement d’une limite supérieure telle
(que nous venons de la définir (*).

Il peut méme se trouver, comme cas particulier, que u,, s'approche
indéfiniment de £ pour toutes les valeurs de m suffisamment grandes.
Il en est ainsi, d'aprés la remarque précédente, lorsque, si petit que
soit ¢, l'indgalité w,,> [ — ¢ est vérifiée, & partir d’'un certain rang,
pour toutes les valeurs de m et non pas seulement pour une infinité
d'entre elles. ¢ devient alors pour la suite (1) une véritable limite, au
sens ordinaire du mot. Dans ce cas, il nous arrivera de dire que les
termes de la suite (1) tendent régulierement vers 1. Cette locution,
dont & la rigueur on pourrait se passer, aura I'avantage de bien mar-
quer, sans allonger le discours, la différence qui existe entre ce cas
particulicr et le cas géndral,

Si la suite donnde est & termes positifs, elle ne peut avoir o comme
limite supéricure sans tendee régulidrement vers cette limite. Car u,,
ost supdricur & - &, quel que soit m.

Nous remarquerons encore gue la limite supérieure d'une suite n'est

t'") La notion de limite supérieure que nous introduisons ici est en relation
e la theorie des ensembles.

Ou sait que M. Cantor définit wa ensemble derivé dont fait partie toute quan-
tite ¢ telte que Uensewmble primitif contienne une intinité de termes aussi voisins
quion le vewd de g,

Dans cette terminologie, notre limite supéricure serait le plus grand élément
de l'ensemble dérive,
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pas altérée lorsqu’'on augmente ou diminue les termes de quantités
infiniment petites pour m infini.

3. Au lieu de considérer des quantités u,, dépendant d’un seul
indice, on peut introduire des quantités Unm,,m,...,my OU figurent p in-
dices indépendants m,, m,, ..., m, variables de 0 4 + o, et définir
d’une facon tout analogue la limite supérieure de Ui, myy...,m, POUT
m,=m,=...=m,=oc0. On formera, a cet effet, les deux classes
supérieure et inférieure d’aprés la régle suivante : un nombre A sera
rangé dans la premiére s’il est supérieur a toutes les quantités u dont
les indices m,, m,, ..., m, dépassent tous un entier N convenable-
ment choisi; un nombre B sera placé dans la seconde lorsqu’on pourra
trouver des u plus grands que B et dont les indices soient tous supé-
rieurs  tel entier qu’on voudra (*).

4. La notion de limite supérieure va nous permettre de déterminer
tout d’abord le rayon de convergence d’une série de Taylor, et de
résoudre ainsi d’une facon générale le probléme traité par M. Le-
cornu (*) dans le cas ou le rapport de deux coefficients consécutifs a
une limite. :

Soit

(2) flz)=a,+a,x+...+apx™+...

une série ordonnée suivant les puissances croissantes de . Nous envi-
sagerons la suite & termes positifs

(3) |a||’ I\/Zl, ey l"i/&:',

(1) On sait (voir Cantor, Journal de Borchardt, t. 84, p. 242) que 'on peut
ramener le cas d’un ensemble & p indices au cas d’un ensemble a indice unique.
1) est a remarquer que cette assimilation ne s'applique pas dans la question
actuelle. La méthode de M. Cantor oblige effectivement & donner un rang élevé
a tout terme dans lequel un au moins des indices est trés grand, au lieu que
nous ne devons considérer comme infiniment éloignés que les termes dans les-
quels tous les p indices auront de trés grandes valeurs.

(*) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, séance du 7 février 1887,
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Si cette derniére suite contient des termes augmentant indéfipiment,
la série donnée n’est jamais convergenie, quelle que soit la variable .
Car il existera toujours des valeurs de m en nombre infini pour cha-

oune desquelles, | 'ya,, | étant plus grand que I%J’ le terwse correspon-
dant @, z* aura un module supérieur & 1.

5. Ce cas doit donc étre Yaissé de €6té, et Bous devons suppeser que
la suite (3) admet une limite supért'eure l.

Donnons & z un module plus petit que ; ,son — - Par hypothése,
U+ £ appartient & 1a classe supériewre par mpport é la suite(3). Done,
4 partir d’'nn certain rang, chaque guantité |a,| est plus petite que
(l + Z)met le module de ‘ya, =™ est (et reste) inférieur i {IT-:— » nombre
fixe plus pett que 1, ce qui montre que la série zamaﬂ‘ est .conver-
gente.

Au contraire, sinous donpions 3 x un module Plus grand que

7’ comme nous savons que, pour une infinité de valeurs de m,| a,| est

supérieur a (! —¢)™, la série La,,.™ aurait une infinité de termes plus
grands que 1 : ce serait une série divergente.

, . I
Donc le rayon de convergence de notre série est p = -

Si, en particulier, le rapport , la ""”.: T—=-tend veps,une lumte, |'V@.| aura
”l

la méme limite, qui sera bien par conséquent, ainsi que l'avait énoncé
M. Lecornu, I'inverse du rayon de convergence.
. m'—- . “ 3 .
Au lieu de | \'@,,|, nous aurions pu considérer (') Iexpression
mL @n!, qui est lc logarithme de la,précédente. La limite supérieure

de cette nouvelle -quantité, -pour m infini, aurait donné le loga-
rithme de .

(') Liam| désigne,,c,omme,d’h_éhilude,.‘l_eﬁlgga.;ithm,e pt?pégien de la, .
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6. Un cas important est celui ot la quantité ¢ est nulle, et on, par

. m . . '
suite, |'ya, | tend vers o, ainsi que nous I'avons remarqué au n° 2.
En ce cas; pour toute valeur attribuée & x, notre série est conver-
gente; car (en désignant par k un nombre quelconque plus petil

que 1) & partir du moment ot I'on aura | Va,, | < & le terme géné-

|z
ral sera inférieur & k™, ¢'est-A-dire au terme général d’une série abso-
lument convergente.
La fonction f(x) est donc une fonction holomorphe dans toute

I'étendue du plan.

7. Ainsi, lorsque notre limite supérieure est infinie, le développe-
ment donné ne définit aucune fonction. Lorsqu’elle est nulle, il définit
une fonction entiére et permet de la calculer pour toute valeur de la
variable.

Au contraire, si la limite supérieure [ est finie et différente de o, le
développement (2) définit une fonction f (x), mais n’en fournit d’ex-
pression que pour les valeurs de x intérieures au cercle de convergence.
Le probléme qui se pose actuellement est donc I’étude de cette fonction
en dehors du cercle ou sur le cercle, et tout d'abord la détermination

des points critiqués situés sur la circonférence.

Dans les fonctions les plus simples, telles que (G_—'W’ par e?cemple,

Paffixe du point singulier s'obtient en prenant la limite du rapport

a . . » 13
a——”'—- On peut donc se demander s’il est possible d’énoncer ce résultat
m+1

sous forme de théoréme général,
Pour discuter cette proposition, il est nécessaire d’en préciser la

signification. Prise dans son acception la plus étendue, elle voudrait

. P a o s .
dire que pour toute série ol le rapport —* a une limite, le point cor-
Ay

respondant est le seul point singulier situé sur le cercle de conver-
gence. Ainsi comprise, la proposition est manifestement fausse : elle
ne s’applique pas, par exemple, & la fonction

1 _ (_ ,)mH m
——5:+L(1+x)_2[|+ p ]x

La réciproque est également inexacte : z, peut éire point singu~
H. . a
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lier unique d'une fonction représentée par la série (2), sans que le

n .. .
rapport - lende vers,,ainsi que nous en rencontrerons un exemple

m+-1

dans la suite.

Au contraire, lorsque le rapport des coefficients consécutifs tend
vers une limite, le point qui a cette limite pour affixe parait étre, en
général, un point singulier. En tous cas, nous pouvons établir une
conclusion trés voisine de celle-1a.

8. L.cs résultats précédents nous fournissent en effet un premier
criterium permettant de reconnaitre les points critiques.

Soit & =.r, un point pris sur le cercle de convergence, et propo-
sons-nous de rechercher si ce point est ordinaire ou singulier.

Nous pouvons d’abord supposer x, = 1, car nous pourrions ramener
le cas général & celui-la par le changement de variable

4) x =1y,
dans lequel, A la valeur x, donnée a x, correspondrait pour y la
valeur y = 1.

Soit alors # un nombre récl compris entre o et 1, auquel correspond
un point de I'axe réel (fig. 1). Le rayon de convergence de la série

(D) fe+=0 =)+ af () - ?f"(t) + o+ %f‘"”(l) + ...

Fig. 1.

sera le rayon du plus grand cercle C décrit du point # comme centre
et ol la fonction donnée f sera réguliere.
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Si le point z =1 est point ordinaire, notre fonction sera holo-
morphe dans un cercle ¢ ayant pour centre ce point z =1, et qui
coupera le cercle primitif en deux points y et ¥/, par conséquent aussi
dans un cercle de centre ¢ et d'un rayon égal & la distance des deux
points ¢ et v, laquelle est supérieure a 1 — ¢.

Si, au contraire, le point z =1 est un point critique, le cercle C
devra passer par ce point et avoir pour rayon 1 — ¢.

Reportons-nous maintenant aux résultats obtenus relativement au
rayon de convergence : nous voyons que la condition nécessaire et

suffisante pour que le point =1 soit singulier sera fournie par
I'inégalité-(*)

(6) |- "'""l > (=)

laquelle devra étre verlﬁée, si petit que 'on ait pris ¢, pour une infi-
nité de valeurs de m.

.

9. Mettons en évidence le module et 'argument de chaque coeffi-
cient a, autrement dit posons

] @ = g €.
_L'inégalité (6) (élevée au carré) pourra s’écrire
g',‘,, +2(m 4+ 1)t8nEmri COS(Apmyy — &) + ...
(6') + Z [(.‘,,”,, Ch b Eomrk Emes hek €OS (L hok — Fppes)| + oo

am(2m + l)

>[l+2mt+ Gl e ] (1= )y

les lettres C désignant, comme a l'ordinaire, des coefficients bino-
miaux.

(') Il n’y a pas lieu d’écrire Pinégalité
(m) m .
< ()

m! 1—¢

car le rayon de convergence de la série (5) ne saurait étre inférieur & 1 —¢.
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Cette forme donnée a V'inégalité (G) permet de trouver des cas

partiouliers assez étendus ou elle est vérifiée.
A

Remarquons d’abord que la somme Z Ch.; Chh i est égale &
k=0

0 Ceci se reconnait immédiatement en supposant que la fonc~

2m+h+i*

tion f soit la fonction —:'; Le premier membre de 1'égalité (6) de-

vient alors égal & —— et, dans I'inégalité (6'), il faut faire g, =1,

( )m-n-i

#, = 0. On trouve alors

(7) (th)T(m_-o-l)—"*‘ +"'2C,m DA

ce qui donne la conclusion annoncée.

Supposons maintenant que g, tende péguliérement (') vers la
limite 1 ; que, de plus, pour toutes les valeurs de p et de ¢ suffisam-
ment grandes, la différence a, — «, soit inférieure en valeur absolue

4 un angle fixe ¢ plus petit que g (I'égalité étant exclue). A partir

d’une certaine valeur de m. on aura (v désignant un nombre aussi
petit qu’on veut)

> (' - f‘ )m’ Cos ( Onvk =" 7'//1-0-/(',\, > 0034' 3

d’ou l'on déduit, en ayant égard a la formule (7), que le premier
(l — )Sm ,
_— t(l —_ .q)]!(m-o-i) ‘ Sd
racineJm™® sera donc (a un infiniment petit prés) au moins égale a
11—
1—¢t(1—m)
o T —e ™,
4 T car ;- oy a pour hmlte —— lorsque x tend vers o. L’iné-
galité (6') est donc vérifiée et le pomt x =1 est un point singulier.

membre de I'inégalité (6') est supérieur & cosy 0

» c’est-a-dire (si'ona pris 7 suffisamment petit ) supérieur

10. Ce résultat subsisterait alors méme que l'inégalité |a, — 2, < ¢

(1) Voir n° 2.
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cesserait d'étre vraie ‘pour les valeurs de p et de ¢ ne satisfaisant pas
a la condition o
9—p
, S
dans laquelle ¢ est supposé, pour fixer les idées, plus grand que p, ct s
désigne un nombre positif fixe.

Pour le démontrer, remarquons d’abord que, pour toutes les valeurs
de A inférieures & m.s, les évaluations précédentes sont encore appli-
cables : le coefficient de #* est plus grand que C3,,,,,, (1 —1)*™+" cos{.

Soit # le plus petit entier supérieur & ms. A partir de la valeur
h = n, nous ne savons plus si le coefficient de ¢* est supérieur a I'ex-
pression précédente ; nous ne savons méme plus s'il est positif; mais
en tout cas sa valeur absolue sera moindre que Ci,,,,, (1 + %)™+
(ou v désigne encore un nombre trés petit), de sorte que le premier
membre de I'inégalité (6') sera supérieur a

(l ___.n)lm
cosy 0= oD

= D e (1 + ) cosy (1 — q)Pmh].

(8)

Dans le dernier facteur du coefficient de ¢*, le second terme
cos (1 — 7)™+ peut évidemment rentrer dans le premier (1-+x')2"+,
moyennant un accroissement infiniment petit donné a v'. Daus la série
qui forme la partie soustractive de I'expression (8), aprés cette simpli-

. ) s . ) nrm+h+1
fication, le rapport d'un terme au précédent, égal 4 £(1+ v ) —
. N2 S . .
est moindre que #(1+ ') ——-- Cette quantité est plus petite que 1,
s

CESITEt et la série est égale au pro-

duit d’un facteur fini | de module moindre que — - ‘] par
1—t(1+17')=

si I’on a choisi ¢ inférieur a

S
son premier terme Cj,._ . (1 ~+%)*"+ 1%
n

Or, si l'on applique au coefficient C},,,,,, les formules bien con-
nucs relatives 4 la fonction I' pour de grandes valeurs de l'argu-
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ment, on reconnait que la racine mi¢™® de ce premier terme tend vers
(2 -+ s)l+l

I\2+$ g8 ’ > s :
s (1+ )¢, cest-a-dire, puisque nous pouvons prendre ¢

aussi petit que nous le désirons, vers une limite moindre que :-:—Z
La partie soustractive de l'expression (8) est donc infiniment petite
par rapport au premier terme et ne modifie pas, par suite, les conclu-
sions établies plus haut.

Si le rapport ai,n’:—. a pour limite I'unité, la racine m'*»c de g,, tend

réguliérement vers 1 et la différence 8, = a,,., — «,, tend vers o. Nous
reconnaissons que le point z = 1 est bien un point singulier si le pro-
duit m &, reste toujours inférieur & un nombre fixe Q. En effet, s’il en
est ainsi, la différence a, — a, sera moindre que ¢ tant que le rapport

q—;—" ne dépassera pas

Ol

11. Mais on peut encore s'affranchir d’une partie des restrictions
précédentes, car il n’est pas nécessaire que l'inégalité (6) soit vraie-
pour toutes les valeurs trés grandes de m, mais seulement pour une
infinité d’entre elles. Il suffira donc que la série contienne, en nombre
infini, des suites interrompues de coefficients

A, Aty veey Qg
(9) A’y Am'+yy ey Qg
Apy  Qutiyyy -0y Amliap?s

satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Les rapports ’%, ’71,, :l—':, sont tous supérieurs a un nombre fixe s;

2° | 'Vg.| tend régulitrement vers 1 quand m augmente indéfini-
ment par des valeurs correspondant a des termes de ces suites;

3° Sia, et a, sont deux coefficients pris dans une méme suite, la dif-
férence a;— «, est en valeur absolue moindre que ¢.

A chacune de ces suites, a partir d’'un certain rang, correspondra
une valeur de m pour laquelle 'inégalité (6') scra vérifiée.
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Sila troisiéme condition (a,— «,) < ¥ était remplacée par la double
inégalité

(10) (g—p)—$<o,—a,<(qg—p)h+1,

la fonction donnée admettrait le point singulier = ¢=*°. Ce résultat
est équivalent au premier moyennant une transformation (4), effec-
tuée avec la valeur e=® pour z,.

Sous cette forme, notre proposition se distingue de celles que nous
avons données précédemment en ce qu’elle peut, dans certains cas, dé-
celer la présence de plusieurs points singuliers. L’existence de suites (g)
correspondant & une certaine valeur de 6 n’est, en effet, nullement
incompatible avec I'existence de suites analogues, mais pour lesquelles
I'angle 6, qui figure dans les conditions (10), aurait des valeurs diffé-
rentes.

On pourrait méme, par ce procédé, former des séries qui admet-
traient le cercle de convergence comme ligne singuliére.

Supposofls, par exemple, les nombres rationnels rangés en suite
linéaire, comme l'indique M. Cantor, et soit r, celui qui occupe le
rang A. Nous considérons une série dans laquelle, pour toutes les

valeurs de m comprises entre (1 -+ s)* et (1 + s)***, le rapport a—;’ﬂ

m

sera égal & 2™, Nous aurons une infinité de suites pour lesquelles ce
rapport aura la méme valeur, car les quantités g™+, e mnF
sont toutes égales & *™1, Le point = e¢~*™" est donc singulier, quel
que soit A, et par conséquent le cercle de rayon 1 est bien ici une
coupure.

12. Signalons encore un autre cas simple o 'on reconnait que le
cercle de convergence est ligne singuliére. Soit, par exemple, la
série ('), :

(11) 1+br+ . .+ 0+ ..,

qui a été considérée par M. Weierstrass (*) et qui converge dans un

‘(1) c est un entier positif et & un nombre quelconque.
(%) Voir bu Bois-Revwonn, Journal de Borchardt, t. LXXIX, p. 3o.
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cercle de rayon p =limb < =1. Cette série n’est altérée que dans ses
2kine

premiers termes par le changement de z en we <, ou ket k sont deux

entiers arbitraires. Or la fonction correspondante admet nécessairement

sur le cercle de rayon 1 au moins un point singulier 2 == ,. Elle aura

donc aussi une singularité en chacun des points

ki
T=x,e ",

parmi lesquels on en pourra trouver qui approchent autant qu'on le
voudra d’un point quelconque pris sur le cercle.

Les mémes raisonnements s'appliqueront toutes les fois que les in-
dices des termes non nuls et de plus en plus éloignés auront un commun
diviseur de plus en plus grand. En ce cas, le cercle de convergence sera
par conséquent une coupure, ainsi que I'avait démontré M. Lerch (')
dans un cas particulier. M. Weierstrass (?) avait d’ailleurs constaté ce
fait sur la série (11).

13. La démonstration précédente offre cet inconvénient qu’elle fait
dépendre le résultat d’une question de divisibilité, en sorte qu’il sem-
blerait ne pas subsister nécessairement si, par exemple, on augmentait
ou diminuait d’une unité les exposants de quelques puissances de x
dans la série (11).

Il n’en est rien, cependant, et I'on peut affirmer que la série

2 bpafr

(ot les ¢, sont des entiers croissants) admet son cercle de conver-
gence comme ligne singuliére, si le rapport f*“'T_cl‘ est constam-
;L

ment supérieur a un nombre fixe s.
Pour s’en convaincre, il suffit de donner & m, dans la formule (6),

(') Acta mathematica, t. X, p. 87.
(*) Monatsberichte der konigl. Acad. der Wissenschaften su Berlin, aoot
1880,

Ny~

-
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Cc .
la valeur -*, ot u est un nombre fixe compris entre 1 et 1 + s, et que

nous déterminerons ultérieurement ('). Au premier membre, le pre-
mier terme non nul est

(C:’: 8e, T b

et, d’apreés les formules déja employées au n° 10, sa racine 2mi¢™e est,
A (1—mn)en—"tus

(e —1)s—?
Cette expression a son maximum pour & = l—i—t et devient égale a

pour une infinité de valeurs de ., supérieure

I — . . . . o
ﬁ- Quant aux termes suivants, ainsi qu’on I'a vu plus haut, ils n’in-
fluent pas sur le résultat, si I'on a choisi pour ¢ une valeur satisfaisant

aux inégalités

t<[+n/)2-;-3<', (2':’—;)’4-:'(|+n/)2+:t:< {_—:_,;

La proposition est donc démontrée, car les raisonnements que nous
venons de faire ne seraient pas altérés si 'on effectuait la transforma-
tion (4) avec la valeur x,= e®, de sorte que notre fonction admet
pour point singulier le point z, = e®, quel que soit 6.

Bien entendu, le résultat précédent peut subsister, lors méme que

le rapport 95’;:& ne serait pas constamment supérieur a s. Il suffit
®

qu'il prenne deux valeurs consécutives supérieures a s, et cela une
infinité de fois, les modules des coefficients correspondants tendant ré-
guliérement vers 1.

Nous bornerons ici ces remarques préliminaires et, dans les Chapi-
tres qui vont suivre, nous traiterons la question & un point de vue tout
différent.

Les points critiques susceptibles d’étre reconnus & I'aide des propo-
sitions précédentes sont en effet (ainsi qu’il deviendra évident par la

(') Si —l: n’est pas entier, il faudra prendre pour m I'entier le plus voisin
{




18 ' J. HADAMARD.

suite) d’espéces trés diverses; au lien que nous allons maintenant étu-
dier les singularités en les distinguant d’aprés leur nature et en com-
mencant par les plus simples, a savoir les singularités polaires.

DEUXIEME PARTIE.

14. Si la seule singularité située sur le cercle de convergence est
un pdle, simple ou multiple, Uaffixe de ce point est donné par la

limite du rapport aa—"’, comme on le voit en employant les expres-
m+1

sions indiquées par M. Darboux (*) pour les coefficients.
Par exemple, si la série (2), convergente dans le cercle de rayon p,

admet pour unique singularité sur ce cercle le péle simple z = z,, le

. A 9, . .
coefficient a,, peut se mettre sous la forme = == oY 0,, désigne
- —
une quantité de module inférieur a 1, ¢ un infiniment petit, et " un

rayon supérieur 4 p. On voit alors immédiatement que le rapport

2= tend vers ,, et cela de telle facon que la différence soit, a partir

m-1
d’un certain rang, inférieure a ( P’—i; ).ou a k™, k désignant un nombre
fixe plus petit que 1.
Cette condition nécessaire est aussi suffisante.
En effet, pour écrire que le point z = z, est pole simple et d’ail-
leurs singularité unique sur le cercle de convergence, il suffit d'expri-

mer que, en multipliant la série (2) par(n — ;), on obtient une série
1

convergente dans un cercle de rayon plus étendu que le premier. Or,
en faisant cette multiplication, on trouve pour terme général

Ay a 1
gt m—1 — ] ”m
Nk am-— —)___‘r am_‘ —— — }.
L Apy- o Iy

Le coefficient de ™ devient donc plus petit que [59 (1+¢ ).] " sila dif-

y a 1 .
férence —= — - est moindre que k™.

m-1 1

(') Mémoire sur l’approzximation des fonctions de grands nombres, p. 15.
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15. Cherchons maintenant dans quels cas notre fonction a pour sin-
gularités, sur le cercle de convergence, plusieurs péles simples ou
multiples.

Nous serons tout pareillement conduits 4 multiplier la fonction
donnée f(x) par un polynéme

-;: Ty

([2) ‘f,,(l‘) =({ — £‘-)p.<[ — f)p'... =14 A(‘)-IJ+..-+A(P).EP,

de degré p, et 4 nous demander si le produit obtenu est une fonction
réguliére dans un cercle de rayon supérieur 4 p.

16. Aprés la multiplication, les nouveaux coefficients seront donnés
par la formule

(13) bp=0,p+ AV, , +...+ APq,,
et devront satisfaire a I'inégalité

bl < (5)"

Considérons alors le déterminant symétrique d’ordre p + 1,

A Qnry  +++ Gnap
Qpay ez o0 Appapa

2 R ,
Auip +vvv oo Quygp

que la formule (13) permet d’écrire

ay Ay p—y bm
D L bina
m.p=—
Crap +++ Amyap—y bm+p

Sous cette derniére forme, les hypothéses faites sur les a et les b




20 J. HADAMARD.

nous font voir immédiatement que D, , doit étre plus petit que
m . - . ] b1

(%:—,‘ ) » ol £ a toujours la méme signification que précédemment, a

savoir, un nombre que 'on peut supposer aussi petit qu’on le veut,

pourvu que I'on prenne m suffisamment grand.

. . , s . . myyS— .
La limite supérieure, pour m infini, de '\ | Dy, ,; est donc moindre

que T

17. Réciproquement, supposons que, pour certaines valeurs de P,
la limite supérieure (pour m infini) de '\ D,,, v, Soit moindre que f%“
Soit p la plus petite de ces valeurs, et —— e ; la limite supérieure cor-

respondante. Par hypothése, la limite supérieure de YD, ,_, | est P—-

Je dis, en premierlieu, que '\ D,, ,_, | tend réguliérementvers cette
limite. En d’autres termes (*), si petit que soit €, a4 partir d’'un cer-
tain rang, chaque déterminant D, , , a un module supérieur a

1— ¢

Nous savons, en effet, qu’il existe une infinité de déterminants

D,.,.. plus grands que les valeurs correspondantes de ('—:ﬁi‘)n ou
4

de a™ (en posant z = -

=)

Si, a partir d'un certain rang, tous sahsfont a cette condition, notre
conclusion est établie. Dans le cas contraire, on devra pouvoir trouver,
et cela aussi loin qu'on le voudra dans la série, un déterminant D,,_, ,
supérieur a a™, précédé d'un déterminant D,, _, , , moindre que 2™~'.

Or on a, quel que soit m,

(l-'l) Dn-c.’—ch (2 - D;

m. p-1

- Du—-c.pDn.p- 2

Car les mineurs du déterminant D,,_, , relatifs aux éléments a,,_,.
G p_yy Gm-3p - qui occupent les angles de ce déterminant, sont res-

(*» Yoir aa n° 2,
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pectivement
Dm+|,p—|’ Dm,p-—n Dm—i.p—n

et le mineur du second ordre obtenu par la suppression des deux
lignes et des deux colonnes extrémes est D, , ,. L’égalité (14) n’est
donc que l'expression d'une identité bien connue relative aux déter-
minants. '

Cette égalité (14) fournit d’ailleurs, d’aprés ce que nous savons sur
l'ordre de grandeur des déterminants D, » et D, ,_,, l'inégalité

— 2m
(14/) ID”’""-P"D’""‘-I"" m p-1 |< (ka . ) )

ou k est un nombre plus petit que 1 (*).
Donnons & m la valeur m,: nous trouvons

ID > am‘+|(' — k’"’«), l DD"::::‘

> 1([ — kzm‘)7

my+1, p—t I

d’ou résulte déja que, pour m, trés grand, les quantités |D,, ., | et

D — . . 1—¢e \"Met! 1—s
IM seront respectivement supérieures a (& — ) “eta —
e, p—1 — 9 I— 3 €

En général, nous allons démontrer que, si I'on a pris le nombre m,
suffisamment grand, on aura, pour toute valeur positive de I'entier Z,

(15) | prsse

m.-H-—i p—1

> tz(l I k”"o)[l _ kn‘m'+|',]. . .[l — k2 mao-i-c)],

('6) lD"'o"'"-P—"[ > a'"v"'i(l —- kam.)i[l . ka(m‘—c)]iq. . 'll - kﬂ(m'+l—|)]’
(17) :W\i/l merip—t | > % _%e

Ces inégalités sont, en effet, vérifiées pour i = 1. Supposons-les dé-
montrées pour une certaine valeur de . Je vais faire voir qu’elles sub-

yk=G+)y/2
) k=+)y /5
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sisteront pour la valeur suivante, et que 'on pourra écrire

(15’) l Dimytirs, p—1 > a(l k""')[l _ ka\m_,+1,]. . '[l _ kz(m.-o-qj,

m.-H p—
([6/) ID"O*"+'vP‘"> a’”c"'i""(l _ knm.)i—o—l[‘ _ ka(m.-o-c)]i'”[l . k’("'f"“”.lz(l . k!(m'-o-l)]’
(I7’) ~‘+H.VI Dm.+i+|,p—| l > a ll_‘___;e'

Pour cela, nous ferons m = m, + { dans I'inégalité (14'), laquelle,
en tenant compte de la formule (17), nous donnera

l Dm.+l+1'P—1 I , m.+l p— l[l - k"".'...[)]
D ’

m.+l p—1 me+i—1, p—1

dont la multiplication membre & membre avec la formule (15) fournit
la formule (15).

Celle-ci, combinée avec (16), donne I'inégalité (16’)

Quant a I'inégalité (17), elle résulte de la précédente, pourvu que
I'on ait choisi pour m, une valeur suffisamment élevée ; car il vient
successivement

) v i1 E—
;'m H-V l Dm.+l+l,p—| ‘

41 1

> (l . kzm.)m_.-o-i—-o-l[[ k2im, -o-')]m.-o-H-l l' kz\m,a)lm
> (‘ — kzm-)[l _ k: m, +|)]' . ‘[' - kz(m +l)]

> 1 — [kzm. + ka(m'-H) “+ ..o+ k:(m.+i)l>l _ kam,

— kb

I1 nous suffira donc que l'indice m, satisfasse a la condition

k’<

2 — E
ce qui est évidemment possible.
L’inégalité (17) est, dés lors, générale, et notre proposition préli-

minaire est démontrée.

18. Cela posé, déterminons les quantités A, A%, ..., A par
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les équations

()] (2) h) p)
Apip AR Cupy + AN Apipa+...+ Ay s +...+Ala, =o,

o) (h) )
+ Ay A+ A Gy e+ A A, =,

et posons . v
Sh = AR A% (h=1,2,...,p).

m+1

Les & pourront étre considérés comme donnés par les équations

NN Xoh) Np) —
O Bpap  + oo+ 0 Aypyy g +...+ 00 ay,, =0,
() NA) (p) —
8,,, @t p+eo +..+ 6m @iy pra—h +...+ 8»’: A2 =0,
(lq) Y I R R R I I I I I IR N R R R R AP R PR Sese s s y
Aid) (R, «p) —
c'l,,, Amyap—z+.. -+ sm Qyrp-—h+- .+ 8”’: Cmtp—s =0,
o) MA) (p) —
s Apasp s+ O Qpappy + ...+ 8 pip+ H =0,

en introduisant la quantité auxiliaire
(20) H = aln+2p+ A(n';)am+2p—l +...+ A(,,,:)G”H P
L’élimination des A entre les équations (18) et (20) donne

Dm.li ,

Dm,p—l

(21) H=

moyennant quoi les équations (19) fournissent

(22) 8(’” —_ D‘n’ﬂ-:.p—t H — — D'".PD”LI‘P—I s
m m+1, p—1 Dm,p—l Dm-H,p-l
ou D¥ désigne un déterminant d’ordre p — 1 formé avec les coef-
m+4, p—2 gn

. . + e\
ficients @ et moindre que (lP"“‘e> .
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Comme on a les inégalités

-y 1r&
\nD-.p‘< _?’?' ’

\‘D-,’—|!>

—c
’

P

v

- 11—t
i
\ D-—-l.p—l. >

-l
o

cette formule (22) montre que la limite supérieure de

plus égale a 5.
o = . A o 9 . s -
La senez 2%, ayant son terme général de I'ordre de (5 - s\ . est

donc convergente et son reste est aussi du méme ordre.
A2 tend, par conséquent, lorsque m augmente indéfiniment. vers
une limite A#, et cela de telle facon que la différence A* — A2 reste

moindre en valeur absolue que (?i + sy'.

Il suffit alors d’écrire la premiére des équations (18 ) sous la forme

»
O+ A Ay .~ .. — A"a.,,:}_:(_:\‘ —AbDa. .
k=1

pour reconnaitre que la quantité

(13 bo=an ,+A\"a, , ,~.. —A7a,

est moindre que (' :f‘).-

Lexistence d'un polyndéme ¢ (12) répondant a la question est done
établie, et nous avons méme le moyen de trouver ce polynéme. On
devra, d’aprés ce qui précéde, résoudre les équations (18) par rapport
aux A et chercher la limite des valeurs de A} ainsi obtenues. lors-
qu'on donne & m des valeurs de plus en plus grandes. L'erreur com-

mise en s'arrétant 4 un certain rang m sera comparable au m*™< terme

d’une progression géométrique décroissante de raison =-
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Ainsi les singularités de notre fonction sur le cercle de rayon p
se réduisent a des pdles, en nombre égal a p (chaque pdle étant
complé avec son degré de multiplicité), et dont les affixes sont racines
d’une équation que nous savons former ().

Ces pdles exceptés, la fonction est réguliére dans le cercle de
rayon ¢'.

19. Pour rechercher si les singularités de f(x) situées sur le cercle
de rayon p’ sont aussi des poles, il suffirait d’appliquer la méthode
précédente au produit f(x)®,(x).

Mais on peut aussi opérer directement sur la fonction f(=), ainsi
qne nous allons le montrer.

Désignons, en général, par [, la limite supérieure de V|D,, ;| et re-
marquons d’abord que le rapport == bt st égal a p tant que P est moindre
que p et a p’ lorsque P = p.

Pour P2 p, [, est au plus égal a . Car le déterminant D,

/P p+l
peut s’écrire

Gn L7 e am+p—c b,,, bm+| ter bm+P—p
Cnvy Cmig - Cmn+p bpii bmia .. bm+l’—p+i
(23) D,e=| .... ... o e
am+P am+P+| o am +P+p—1 brn+l> e tt bm+!? -p

Plus généralement, la formule (13), résolue par rapport a @, et
appliquée plusieurs fois de suite, permet d’exprimer @, py Gpspry - - s
a,.» en fonction linéaire de @,y @y iy -+ -y Apyp-, et des b.
Ces expressions, reportées dans la valeur de D{} ., lui donnent une
forme analogue a la forme (23) et sur laquelle on reconnait que la li-

mite supérieure de Y| D, | est au plus égale & P”P"L”""

(1) Le cas du pdle simple, précédemment étudié, correspond a p =1. Les dé-
terminants D, ,—, ne sont autres que les coefficients a,, eux-mémes.

Les raisonnements précédents subsistent, pourvu qu'on ait soin de remplacer
les déterminants D, ,.., et D' ,_, par I'unité. .

H. 4
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Nous noterons ce fait que la relation

1< -
= —p-1

limite sup. DX, !

=== Pz

peut étre considérée comme exacte a partir de la valeur P=p — 1.

Supposons maintenant que /, devienne moindre que -T‘r—_.—r—l’ et soit
) re
g la plus petite valeur de P pour laquelle cet abaissement se produise
4 pouvant étre égal a p — 1 ou plus grand .
O)n peut aussi définir ¢ comme la plus petite valeur de P pour la-

// - . gy e . T
quelle le rapport T'.. devienne inférieur a -;— En particulier, on a

A l,_,
I, < 1y
oua
(2 I,l,_,(l:".

Si nous nous reportons alors a I'identité (1 ). dans laquelle nous
changerons p en ¢. nous vovons que la limite supérieure de

=\ D-«—G.q—c Dn—l.q-—c - D

2
mg-1,

est plus petite que £

g-t
Dés lors tous les raisonnements donnés au n® 17 peuvent se recom-

mencer en remplacant p par ¢ et — par/, ,. z étant supposé égal

oF

1.,
e
La conclusion a laquelle on aloutit estque y D, , tend régu-

licrement vers la limite /_,.

ﬁl,_,(l——i\?lk&‘!(l-—-i')\

20. Tout pareillement, nous écrirons un systeme de ¢ équations

. . e
v YA A A~ Aa, =o.
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analogue au systéme (18); ct si nous posons

27

(A __ ANA) 1A .
Sh—Am A" (h=1,a2,..

=9

il viendra

’ suh) . Dm.q D‘n’t.’q-:
(22) L S | S
myq—t Ym+1,q9-1

Mais g — 2 étant au moins égal &4 p — 1, la limile supérieure de

"\'/|—l)’,f,_j ‘Hl est au plus égale a W"'T”:—" c’est-a-dire a /_,. La racine

. a . I, '

mi¢me de §'* sera douc moindre que 3= + ¢, desorte que A" tend,
7—1

pour chaque valeur de A, vers une limite A"®.

Pour trouver I'ordre de grandeur de la quantité
Apig+ ANy + ... +A'Pay,

il est nécessaire de faire subir aux équations (18’) une transformation.

Nous avons vu, au numéro précédent, que les quantités a,.,,
Qpiprty + -y Qmyp SONL liéeS & @py Amryy ooy Gmiposy by bpuyy -1y
bpie—p, par un systéme S, de P— p +1 relations linéaires a coefficients
indépendants de m, systéme qui peut étre résolu par rapport a @, p, ---,

a,,., comme par rapport a b,, ..., b,,.,_,. On peut donc, au licu des
équations (18’), écrire les suivantes

o)
bnrg p+ B bmegpy + ...
+ Bl b+ 2 @+ @ A= 0,
[}
bmig—p+i+ By bpgp+ ...
~ (q-pm ) WP e
(25) ¢ +BY by + ap Oyt o+ 2 Ay, = 0,

.....................................................

bm+2q—p—| + B[,,',) bm rag—p—z2 oot

+ B bpgs + %y Ui prgat s+ 0 Ay = 0,
C , . , i .
qui équivalent aux équations (18’) moyennant les relations S,. On

passe des coefficients B et @ aux A’, et inversement, par une substitu-
tion linéaire X, a coefficients indépendants de m.
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la relation
by <E

pour effectuer des opérations analogues aux précédentes (*) et calculer
un polyndme ¢/ tel que le produit f@’ soit holomorphe dans un cercle
de rayon plus grand que p”. On démontrera, comme tout a I'heure,
qu’il ne peut exister aucun polynéme @” de degré moindre que r.
Notre fonction est donc méromorphe a I'intérieur d'un cercle de

by

rayon p”= -"=*. Elle admet dans ce cercle r pdles, & savoir p de mo-

dule p, ¢ — p de module ¢, 7 — ¢ de module p”.
On pourra continuer ainsi tant que I'on trouvera des valeurs de P
satisfaisant & I'inégalité

l'l ll'—l
2 _— —
(27) . PN
et, par conséquent, on peut énoncer les conclusions suivantes :

I _ . . ..
Le rapport == ne va jamais en diminuant.
P
Si pour P = P™, ce rapport prend une valeur
()‘) — lp()‘)__' ,
()

lpo_y . o e
Ty la fonction f(z) est méromorphe a lUintéricur

d’un cercle de rayon p™; elle y admet en tout P® péles (chaque
pole étant compté avec son degré de multiplicité).

supérieure a

(') Nous avons utilisé, pour la transformation des déterminants D;2p et des
équations (18’), les relations linéaires qui permettent d’exprimer les coefficients
Gipipy - - -1 Amigq €0 fonction de @, ..., @myp—y €t des b.

Les relations analogues qu’il convient d’employer ici sont celles qui donnent
@nip enfonction linéairede @p, . . .y @i p—1s Doy + o o5 Opuigopo1y Comy + -+ o3 Cnkp—g—
(cm désignant un coefficient du produit f¢'), et de méme les substitutions des
opérations suivantes introduiraient 4, 5, ... séries de coefficients.

Au reste, il faut remarquer que ces relations ne servent qu'a la démonstration.
Elles n’interviennent pas dans le calcul des polynomes .
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Sil'ona
A1) )\
P =1 4 PO,

JS(z) n’admet qu’un seul péle x =& sur le cercle de rayon p™ et le

polyndme ®3+" est égal au produit ¢® (1 — JEE) Or, dans le poly-
ndéme ™, le coefficient de la plus haute puissance de z est lim DD""" 0;,.
m—1, P!

D, v+
Dm—l, piA+1)

et dans le polynéme 22+" il est lim L’affixe du pdle

unique est donc donnée par la formule

(28) E = lim I)’". pih . Dm, p+1)

- ’
m=w Dm—l. plA * l)ln—l, plA+1)

et les erreurs commises en s’arrétant aux valeurs successives de m di-

minuent comme les termes d'une progression géométrique décroissante

2
. p(
ayant pour raison P"‘_“"

22. Si nous envisageons la suite des quantités /,, /,, ..., 4, ...,
nous sommes conduits a distinguer les cas suivants :

1° A partir d’'un certain moment, /, devient nul. La fonction n’a
dans tout le plan qu’'un nombre limité de péles. Elle est égale au quo-
tient d’une fonction holomorphe par un polynéme entier.

&y « N
2° Le rapport ;— tend vers o lorsque > augmente indéfiniment.
P—1

Notre fonction n’a que des péles dans un cercle de rayon aussi grand
qu’on le veut. Elle est donc méromorphe dans tout le plan.

Nous avons d’ailleurs tous les éléments nécessaires pour former la
fonction holomorphe G (z) qui admet pour zéros les péles de f(x),
avec le méme ordre de multiplicité.

En premier lieu, les modules des pdles successifs sont les valeurs
de {%‘ Le genre de la fonction G (), s'il existe, sera un nombre y

N

o T .
tel que la série 2( " —) soit convergente.
P—1

Si ce nombre est égal & 1, la fonction G () sera la limite du produit
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I(-=)

z, étant l'affixe du n*= pole, et par conséquent la limite, pour A
infini, du polyndme

convergent

pi
q))(,}_‘{): ]](l —_ ti,,' .
A=t

Si le nombre y est supérieur a 1, on sait qu’il faudrait multiplier

1 x =1
_ (_+_+...+T_-|)dr
2t
- -

/ xr Xn !
chacun des facteurs kl - = ) par ¢ - -
LAY "
' r - .
OrlasommeZ(-—+—,—l—...+ v ) constitue les y — 1 pre-
B 2 Ia Ta
a=1 .
| <l

" miers termes du développement de 2( J—.—_'—’ = d—lr log ®* ().

La fonction G (x) sera donc la limite, pour A infini, de I'expression
e*(z) e Jumer

ou Q,(r) désigne I'ensemble des y — 1 premiers termes dans le déve-
d . . . .
loppement de - log €% (x) suivant les puissances croissantes de z.

Si enfin il n'existait pas de genre fini, il faudrait calculer les
affixes des différents poles et appliquer telle quelle la méthode de
M. Weierstrass.

Dans ces différents cas, on peut d'ailleurs obtenir le développement
taviorien de G ().

La fonction G () est en effet la limite de fonctions holomorphes

Glr=al +alr—+...—alr™ ...,

ou les coefficients @’ peuvent étre considérés comme donnés par la
formule

=t fG} ‘= ds.

- g
~
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C désignant un contour fermé décrit autour de I'origine et que nous
pourrons supposer, pour fixer les idées, intérieur au cercle de conver-
gence primitif.

Sur ce contour, G*(z) tend uniformément vers sa limite G(z)
quand A augmente indéfiniment et par conséquent, dans les mémes
conditions, a® a pour limite a,,.

La fonction G(x) étant ainsi calculée, le produit f(z)G(x) sera
une fonction F(z) holomorphe dans tout le plan, et dont la multipli-
cation des séries f et G nous fournira d’ailleurs le développement; de
sorte que nous aurons l’expression de la série donnée sous forme du
quotient de deux fonctions entiéres

F
f(@) =g

3° Le rapport Z—l"— reste invariable 4 partir d’une certaine valeur
P-1

P®. f(x) est alors le quotient par un polynéme @ d’une fonction
réguliére dans un cercle de rayon p™, mais présentant sur ce cercle
des singularités autres que des péles. C’est a I'étude de cette derniére
fonction (dont on peut avoir le développement de Taylor) qu’est ra-
menée I'étude de la proposée.

4° Enfin, il peut arriver que le rapport 1—"’— tende vers une limite
P—1

;—‘différente de o, de sorte que les rayons p® tendent vers R. La

fonction f, méromorphe dans chacun des cercles p®, admet une infi-
nité de poles dans le voisinage du cercle de rayon R.

Nous pourrons chercher & former une fonction G(x) qui admette
pour zéros les pdles de f(x), en appliquant la méthode de MM. Weier-
strass et Mittag-Leffler.

Nous prendrons d’abord une suite de nombres positifs «® qui ten-
dent (') vers o; puis une suite de quantités positives e telles que la
série Ze® soit convergente. Si V() désigne alors le polynéme qui a

(1) Les poles étant ici distribués en nombre infini dans le cercle de rayon R
et non point dans tout le plan, nous sommes obligés de modifier légérement la
méthode de M. Weierstrass, qui laisse les quantités a finies.

H. 5
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pour racines les affixes des poles situés sur le cercle de rayon p®, autre-

ment dit le quotient

(f(l-kl'(z)
N —
V¢ (I)— @ () )

EZE log Vi () sera développable en série uniformément convergente
dans le cercle de rayon g™ — 2, et I'on pourra en retrancher un poly-
ndme Q¥(x) tel que la différence & log V() — Q¥(2) soit,  I'in-
térieur de ce cercle, moindre que ¢*.

Drailleurs ;¥ —a® tend vers R, puisque z* tend vers o: et, par
suite, un point quelconque xr pris a l'intérieur du cercle de rayon R

sera, a partir d'une certaine valeur de 2, intérieur a tous les cercles
de rayons z¥ — 2%, Il en résulte que la série

K Ny X
E ld_.: logVA () —Q (.t)]
sera convergente & I'intérieur du cercle de rayon R et que nous pour-
rons prendre pour notre fonction G(x) le produit

(a9 LI Ve e
A=e

G est donc une limite de fonctions holomorphes G? (r). obtenues en
prenant de plus en plus de facteurs dans le produit infini (29). On
b
L.
tend vers o. que chaque coefficient de G(x) est la fimite. pour X in-
fini, du coefficient de méme rang dans G’ (&1, et 'on pourra ainsi

développer G en série.

La multiplication des fonctions f et G fournira une fonction F
holomorphe ¢ralement dans le cercle de ravon R. L'étude de la fone-
tion donnée est donc ramence a celle de deux fonctions F et G. holo-
morphes dans le cercle R. mais présentant sur ce cercle des singularités
non polaires. et dunt on peut obtenir les développements. £sera donnée
par le quotient de ces deux fonctions.

démontrera d’ailleurs, ainsi quil a été expliqué pour le cas ou
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23. Si
(30) Y(z)=Co+Ciz+ ... +C "+ ...

désigne une fonction réguliére a I'intérieur d’un certain cercle et ne
s'annulant pas a I'origine, de sorte que C, est différent de o, les ré-
sultats précédents nous fournissent une méthode pour calculer les zéros
de ¢ (x) a I'intérieur de ce cercle; car les zéros de ¢(z) sont les pdles
de la fonction
(2") f(B)= 7 =@+ AL+ ... + CpZ™ + ...

$(z)

C’est a cette maniére de procéder que revient, au fond, la formule
de Bernoulli, qui donne la racine de plus petit module comme limite
du rapport de deux coefficients consécutifs dans le développement
de la dérivée logarithmique. Il suffit, en effet, pour obtenir cette
formule, d’appliquer 4 la dérivée logarithmique la proposition du
n° 14.

M. Runge (') a généralisé la formule de Bernoulli en obtenant
sous une forme analogue la vi¢™® racine d’un polyndme (en suppo-
sant les racines rangées par ordre de module croissant). Les mé-
thodes données dans les Chapitres précédents conduisent a des résultats
équivalents, mais applicables 4 une fonction quelconque dans tout
cercle ou elle est réguliére. En supposant calculés les coefficients

1 . .
Aoy vy By .. de V@) la racine de rang P™, si elle est seule de son

module, sera donnée par la formule (28). Si plusieurs racines ont le
méme module, on les obtiendra ensemble comme racimes d'une équa-
tion algébrique formée en égalant & o le quotient de deux polynémes @
consécutifs.

Le calcul des coefficients a,, et des déterminants D,, , a 'aide des
coefficients C de la fonction donnée peut d’ailleurs se faire de la fagen

" suivante.
En développant, suivant les puissances croissantes de z, le produit

(1) Acta mathematica, t VI, p. 316.
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f(z)Fix), qui est égal a 1, nous aurons, pour déterminer les coeffi-
cients a, les équations

(31) o-=a,C,—+a,C,,

o=a,C.+a,C,.,+...+a,C,.

De ces équations nous tirerons

lC. C o o ... o
08 C, G o ... o
S
"'Cact v+ e« e. Gy
, ' Ca e, ev . ... C
(32) Gm = —n~Cr —

24. Pour calculer les déterminants D,, ,. nous utiliserons les for-
mules (20) et (21).
Dans ces formules, on suppose que la fonction f( r) a été multiphiée
par un polynéme
I+Ajr+...+Al

tel que le produit

1+Ad x+. ..+~ AL xr

(U+Ajr+...+ATP flr)= o)

manque des termes en 2™ 2, P! ™20 et la quantité

(21) H=b—l-)l’—

- -1
est égale au coefficient de ™ -*7.

Nous égalerons donc le produit f('.r)z a, ™. non plus a 1, mais a
1+ Alxr ...+ AP P en fasant

a =a =...=a

mep — O me2p-y — Os a = 11,

=m-2p




ESSAI SUR L'ETUDE DES FONCTIONS. 37

et nous aurons les équations

1 = GCyay,

0=0C,,a, +Cpa, +...+C,a,,,,
0=Cpna,+C,a,+...+C,a,, +C,a,,,,
............................................. ,

ggy | T ,

(33) 0=Cpp@+...... +Coa,py)
0=0Cppa,+. oo +C,a,.,..
0="Clpap i @o+ oo +C,a,,, .
0=Copgp@) 4 vovoereiiiiiii +Cpria,,, .+ HGC,.

Nous n’avons pas écrit les équations obtenues par la comparaison
des coefficients de =z, z?, ..., z?, car elles ne serviraient qu'a don-
ner la valeur des paramétres auxiliaires Aj’, Ay, ..., A2, Les
m + p+ 1 équations-restantes donnent

. —_— +p R
3 H =( ‘l)”: P “m.p
(34) “TIE,
en posant
Cpr C, C o o o

Cpra Coov ... C, G o ... o

(35) Emp=|Cmapt -oer cev er e o .. G

Crrp . . . ... G
Cm+2p . Cp-H
. - Ci?Dm
Ainsi la quantité S ne change pas quand on aug-
mp+L———
(—n) En,p

mente ou diminue p d’une unité, m restant le méme. Or, pour p = o,
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elle est égale a (—E—,,,';);-', d’aprés la formule (32). On a donc
m - |\4—ﬂ’_’+_"

(36) D,._’=(— l) P 2 Em.p

e
Cgu- =

Telle est I’expression de D,, ,, qu'il suffira de reporter dans la for-
mule (28) pour calculer la racine §.

23. Au lieu de considérer la limite supérieure de '\ |a,,|. pour dé-
terminer le rayon de convergence, il revient au méme, ainsi que nous
I'avons déja remarqué (n° 3), de chercher la limite supérieure de
Lanl,

m '

La recherche des discontinuités polaires situées sur le cercle de con-
vergence peut, dés lors. étre regardée comme un cas particulier du
probléme suivant, gue nous allons traiter et dont la solution nous
sera utile plus tard :

Etant données la serie
(2) firxy=a,+a,xr+...+a,c™+...

et une fonction positive
M=2zum)

qui augmente constamment et indéfiniment acec m. mais de telle

N ueL?'m_“l’nd't'erSI soit w la limite supérieure r
Jacon ¢ ooy lende . e supérieure pour m

L'a..'

LM

Exprimer qu'en multipliant la seérie (2) par un polvnéme de
degreé p concenablement choisi

infint. de

‘12) S, =1—A'r— A=+ AF,

on peut diminuer la valeur de ceite limite supérieure. c'est-a-dire
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qu’en opérant sur la nouvelle série
() @(z) =3 bpwmre

. . - L|bn]
comme sur la premiére et formant la limite supérieure de — 5

on trouvera une quantité o' plus petite que w.

Afin de simplifier I'écriture, nous conviendrons de représenter indis-
tinclement par la lettre 6 divers nombres de module inférieur a 1, et
par la lettre ¢ différents nombres infiniment petits pour m infini. Nous
pourrons écrire, avec cette nouvelle notation,

(37) b= Qinrp+ A“)am+p-| + ...+ APqg, =M~

Dans cette égalité, remplacons m successivement par m,, m,, ...,
mp, o4 m,, m,, .... m,sont p + 1 entiers tous trés grands. Nous au-
rons .

‘ pp + AV + ...+ AP q, = OMP*,

Nous considérerons maintenant le déterminant d’ordre p + 1

A, ceh Qm,
a PR/ 5
) — meid my-+1
(38) Am,.m,.f...‘m,, - 4 .
Anprp - -+ Omp

Chaque colonne de ce déterminant correspond, comme on le voit, &
I'un des indices m,, m,, ..., m,. Le mineur relatif a I'élément a,,_,,
pris dans la colonne correspondant & I'indice m;, étant désigné par la

. ) .

notation o—‘:‘;—’;{), la formule (37) montre que notre déterminant peut
. ’

se mettre sous la forme

AdA(P) + oA(P) - + 0A(P)
d(o,p) ™ " d(,p) ™ T (pp) ™™
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Il y aura donc au moins une valeur de i pour laquelle on aura

()A(P
< ,
AP I<P 5
et, par conséquent,
AlP) _ QM"”"
dA‘P’ l
d(t p)

d’ott In conclusion suivante :

Si, pour chaque déterminant A} .., on prend la plus petite

des quantitds ;! -1 A la liniite supérieure, pour m m
A q L4 l:h’[ 4 U’A(’” [} b p 2 ,P 0y * vy p
a(i, k)

infinis (n° 3) du résultat ainsi obtenu (') devra étre plus petite
que w, au plus égale @ w'.

26. Réciproquement, supposons que cette condition soit vérifiée
pour une certaine valeur de p, et que I'on arrive, en suivant la marche
indiquée ci-dessus, A une limite supérieure moindre que ®. Nous
pouvounr admettre que cette valeur de p est la plus petite pour laquelle
il en soit ainsi, el que par conséquent il existe des déterminants
4% " m, . & indices tous aussi élevés qu'on le veut, tels que chacun

w1
9377
(-’\l‘._l_'—\ ]
donnerons & ces déterminants le nom de déterminants principaur.
Ainsi, 'on a, pour un déterminant principal.

des quotients soit supérieur a My ~*. Pour abréger, nous

Ar-v
',’)_\‘p_—T"\
a.1. K

::'\l"‘“‘ 1. l.—o.l.-.....p—l‘\.

(') Nous considérons toas les quotients — . Y _. aa hiea de nous en tenir.

1;"—‘,

comme natre ravsonrement nous l'indigusit. a cery poar lesquels le nombre £
et égal & p. West Slair que 1u conclusion donnee dans le texte subsiste a jor-
tiord dans ces nouvellec cond.tions,
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Au lieu du déterminant A»~"), nous introduirons un déterminant ®,
défini de la facon suivante :

Au-dessous du déterminant A®-"), écrivons la ligne a,,,,, ..., @,, rtp”
Nous formons ainsi un tableau rectangulaire

a,,,o, ey a,,,’_‘ H
a/n.+l7 ] am’_,-o-l ;
(39) Teee ey ceey H
am.+p—l‘ e am,._.-a-p—l;
a,,,.+,,, ooy a,,,r_'ﬂ,.

® sera le plus grand déterminant déduit de ce tableau rectangulaire
par la suppression d’une des lignes, soit la ligne de rang A.

Le nombre A ne pouvant avoir que p + 1 valeurs, il est clair qu'on
pourra toujours trouver des déterminants principaux a indices aug-
mentant tous indéfiniment, et pour lesquels /4 ait la méme valeur. Pro-
visoirement, nous ne nous occuperons que de déterminants principaux
choisis de cette fagon, c’est-a-dire pour lesquels & aura une valeur
déterminée, la méme pour tous. 4

Le mineur de ® relatif & I'élément a,,,,, pris dans la colonne cor-

T G . d®
respondant & I'indice m;, sera encore désigné par la notation FICYIR

Le déterminant ® Jouira de la méme propriété que le détermi-
nant A", et ’'on aura aussi

-

® w—e(; .
(40)_d<_D_—=%M' (t=o,....p—13k=0,1,2,...,.h—1,h + ..y P)
[d(i,k)]

<1 . d
Considérons, en effet, I'un des mineurs ‘%‘—), que nous pouvons

supposer différent de o, sans quoi le quotient carrespondant serait

infini, ce qui est une maniére de vérifier 'inégalité (40). Nous pouvons

déterminer des paramétres A; (j prenant toutes les valeurs de o a
H. : . 6
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P, les valeurs /& et k exceptées) par les p — 1 équations

(41)

(42)

2 )\jam°+[ = Qo ks

ﬁl _
\ z jam',_.-r/ —_ am,,_.-o-’ﬂ

. . . ®
et, si Q désigne le quotient T g0’ On aura
B

Elja’"l =1 = Q;

mais d’autre part, ® étant différent de o, on peut déterminer les coef-

ficients «,, ,. ..

am,+‘ = aoam.

oy Loy Rpyy -

+a 1 am.+|

B ok T

... 2, par les p équations

- zll—lam.-o-la—-l +ah+lam.+h+l +...+a.a

p “metp?

et By F By e 2,4,

+ zh—lam’_.-o-/'—l + 1h+lam’_.4-la+l‘+ et 1;' am’_.+p;

et méme, & cause des hypothéses faites sur le déterminant @, tous les
coefficients « seront plus petits que 1 en valeur absolue. Le coefficient
«, est dailleurs différent de o, sans quoi le déterminant AP~ serait
nul ; en sorte que nous pouvons résoudre les équations (43) par rapport

& Grrpy By

“eay P

respectivement. Ces valeurs, transportées
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dans les équations (4t) et (42), donnent les relations

I l“'oam. + P’lam.«H + ...+ !J'p—lam.-c-p—! = 07

P'oam‘ + P"C am.+l +...+ y'p—lam.-»-p--I = 0,

{ P*o am,'_. -+ P’i am.—,-H +...+ l"‘p—l am‘_.+p—| = 07
WoBm + Wy Bmps + oy By =Q,

\u'oamim + l"‘l ami+.+l +... .+ P"p-—l am“,.-v-p—l = 07

(44)

2 X,
:J,,,:z—’-’, #kz—l—;l-’lk,
sont liés par la relation
(45) Mg+ Qpphp = — 1]

d’ou résulte que I'un au moins de ces coefficients ., et w, est supérieur
Al=1)

ToAG— ©
[ a(, h ]

» égaux respectivement, d’aprés les équations (44), a -:—2 et ::—),
h k

a §, puisque a, est plus petit que 1. Or les deux quotients

Alp=—1)
[oAP-11]
[ a(¢, k) ]
sont supérieurs & M?~*. Ilen est donc de méme pour Q, ainsi que nous
I'avions annoncé.

27. Cela posé, au tableau rectangulaire (39), adjoignons une der-
niére colonne composée des éléments

Qa

mpy @

LR am,-o-p’

m ,désignant un indice trés grand, mais plus petit que chacun des indices
mg,...,m,_,. Nous obtenons un déterminant A ,, . . .Parhypothése,
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S
[ou, k)J
soit plus petit que M=,

Si d’abord ¢ est égal a p, on peut supposer, d’aprés la maniére dont
nous avons formé le déterminant ®, que le mineur en question n’est
autre que ®.

Supposons maintenant que ¢ soit différent de p. On peut d’abord
prendre k = h; car, si k est différent de &, I'identité bien connue entre
les mineurs d’'un déterminant nous donne

ce déterminant contient un mineur tel que le quotient

04°
(i, k)

aA dae dA(P) ad
g - g - A(p) YRR
da(i, k) d(p, k) d(s, h) a(i, k)

égalité dans laquelle les remarques précédentes permeuent de rem-

JAp) ) . 0
(S W+E N 2
placer A7, P K I respectivement par Od( k) ME+2, 000, Mo
ce qui conduit a
dAtP) aam aa’P) ’
a2 laEn ( \1w—w+¢>> ld(; B|(T—e)-
gair oA
Nous pouvons donc substituer le mineur It e mineur R

AlR)
o(i, k)
effet, 1'élément a,, peut se mettre sous la forme 6Mp**, et 'on peut
écrire sous cette méme forme les coefficients Qppyiry ==+ Bmypy @ CAUSE

Mais au mineur on peut substituer le déterminant ®. En

. . i . w)
des hypothéses faites sur la fonction 9(m). Le déterminant 937 stant

a(i, h)
égal &
ad aw du)
3050 e oy et ¥ T G R = Fmers
awn -+ 0(0
+d(l h+l) m’+h+| d(‘ p) mp*‘f"

i exi . indi ' tel aA? . ind
il existe au moins un indice j tel que Iml soit moindre que

d(d:,oj)| M2+, Or @ est supérieur a %5 My~*. On a donc

, AP | M@—¢
| —_—
|® > ld(i,/¢)|)l;:’""




ESSAI SUR L'ETUDE DES FONCTIONS. 45

et cette inégalité, comparée a I'hypothése

JdAP) ,
) AT Mo
nous donne
AP My+e
o Mo—o—¢’
d’ou, a fortiori,
D) .
(46) 5l < My,

puisque nous avons supposé m; plus grand que m,, et par suite M;
plus grand que M,,.

A(P)
aGhH "

’

En un mot, on peut toujours supposer que le mineur est
y on p ) PP q S
autre que ®.

Si nous envisageons le systéme des paramétres a,, o,, ..., @4,
Gpyiy - - -y &p, définis par les équations (43), cette inégalité (46) montre
que, pour tout indice n plus petit que chacun des entiers m,, ...,
m,_,,ona

XoQp~+ 0y Qg+ -0+ Rp By py
+ Cpy Qs+ e Py p— By = O N@=+,

(47)

. . . . .. -

28. Soit, a présent, un second déterminant principal AL s
les indices 74, ny, ..., n,_, étant tous trés grands, mais cependant
inférieurs aux indices m,, ..., m,_,. A ce déterminant A”;" ,  cor-
respond un déterminant. ®’ se déduisant du nouveau déterminant
A»" comme ® se déduisait de I’ancien, en faisant intervenir un in-
dice & que nous supposerons étre le méme dans les deux cas, conformé-
ment & ce qui a été dit plus haut. On peut, avec cette nouvelle série

d'indices, former un systéme d’équations analogues aux équations (43)

’ ' ' )
0@, +2a, ...+ P/ T

an.-o-k =a
'
+ ah+| a"o+’l+i +...+ apan.+p’
(B3)  { orrrree ,
' ’ ’
Oyt = %y By X By e @y

' !
-+ a'/u-l au,_.+h+t +...+ lp all,_.-brp‘
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Si maintenant, dans I'équation (47), nous remplacons n successi-
vement par n,, n,. .... n,_,, nous obtenons p nouvelles équations
que le systéme (43’) permet de mettre sous la forme

(2, —2)a, + (a2, — 2,)a, ,+...
== 1’!—‘ - 1h—|)an.-5#—l +( 1h+| - zh-g)an.-k’l‘l_i_' ..
3 ‘ —_— 7' +€
—(2,-- 2,)a Ny,

neg+vp —

(2, —2,)a, +(a,—2)a, ., +...

Ap ¢

,44:+l+"'

- (11'—«_ 1/....’0;-, A1 t (1lb+| — 1/,-.,)an,_
; ! — y O'+E
2, —a)a, = BN

Résolvons ces équations parrapportaz, --z,. 2, —z,,.... 2
en avant égard aux relations

P—1P1

y 19w 8
lm' a(i, ky! — Ne-?’ ‘

nous voyons que, si n, est le plus petit des entiers n,, .... n,_,, on a,
pour chaque valeur de 2,

- ’ [}
("9) A — %A = :\'l:):(-)'—-s'

Cette conclusion a été établic en supposant que tous les n sont plus
petits que chacun des m. Mais elle subsiste pour tout systéme de va-
leurs suffisamment grandes des m et des n. Car on peut prendre un
déterminant principal auxiliaire formé avec des indices plus grands a
la fois que les m et que les n. Sixy, ... a; . 2, . ..., 2, désignant
les quantités analogues aux z et aux «’ calculées a I'aide de ce nouveau
déterminant principal, I'équation (j9), ayant licu pour les différences
a; — 2, d’une part et o; — a; d’autre part, est aussi vérifiée par
2 — 4.

Il en résulte que «, tend vers une limite uand les indices m,,. ....
m,_, augmentent tous indéfiniment sans que le déterminant

A")—ll

gy, . M,

cesse d'étre un déterminant principal.
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La limite de o, étant désignée par — A'»~, on a, pour £ trés grand,
la relation

(50) A%a,+ AP Na,  +...+ A%a,, ,+ a4 = ON,
car la quantité N“+¢, étant supérieure a
%@y + & By ...+ apau-v-p — Qpyp

d’aprés la formule (47), est aussi supérieure A sa limite.

On en conclut tout d’abord que A® n’est pas nul, sans quoi, en
raisonnant sur la formule (50) comme nous avons raisonné au n° 23
sur la formule (37), on démontrerait pour le déterminant A”~" une
conclusion analogue & celle que nous y avons établie pour le détermi-
AlP=1)

®
tend donc vers une limite finic et différente de o, el, par conséquent,
la relation (46) subsiste en v remplacant @ par A%?=". Comme toutes
les propriétés précédentes découlent de cette relation combinée avec
la formule (40), on peut substituer, dans les considérations que nous
venons de développer, le délerminant A”~") au déterminant ®, ct sup-
poser A = p. Dans ces conditions, la relation (50) devient

nant AP ce qui serait contraire a nos hypothéses. Le rapport
y €€ q YP PP

A(man + A(P_”an+0 +...+ A(‘)an+p—c + Qyrp = O Nw=+,

Cette relation n’étant autre que la relation (37), nous avons dé-
montré que la condition nécessaire trouvée au n° 23 est aussi suf-
fisante.

Pour obtenir les coefficients A, on voit qu'il faut choisir des déter-
minants principaux a indices de plus en plus élevés et résoudre les
équations (43) correspondantes.

Nous nous étions bornés aux déterminants principaux pour lesquels
I'indice A avait la méme valeur; mais cette restriction n’a plus de
raison d’étre, puisque nous avons vu qu’on peut toujours supposer
h=p.

En prenant comme valeurs approchées les quantités a calculées
a Taide d’'un déterminant principal quelconque, on commet sur-
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chaque coefficient une erreur moindre que ye—w:> 5i m, est le plus
[ ]

petit des indices qui servent a former le déterminant principal.

Dans le cas ou le nombre p est égal a 1, les déterminants A7 se
réduisent aux coefficients a,, eux-mémes. Si I'on écrit le polynome @
sous la forme @ =1 — :— - on voit que r, est la limite de :—'-, mais en

-1
se bornant aux valeurs principales de a,. c’est-a-dire a celles pour

lesquelles le rapport L —% est trés voisin de . Sil'on ne prenait pas

cette précaution, on pourrait ne plus arriver au résultat cherché,
ainsi que nous l¢ constaterons sur un exemple.

Dans le cas simple par lequel nous avons commencé et qui corres-
pond a I'hypothése z({m )= e™, cette difficulté ne se présentait pas ;
nous avons vu que tous les déterminants A”'- i indices consécutifs
étaient des déterminants principaux.

29. Les paramétres 2 el z peuvent s’exprimer par des quotients de
deéterminants. On a déja, en effet,

) ", Q Jdarv w, = Q daru

V=577 ®=i 7 i M=t oim’
I

et la résolution des équations « §3 ) donne la valeur de a,.
Ces expressions, reportées dans I'¢galité (45), donnent une relation
qui peut s'¢énoncer, d'une facon générale, sous la forme suivante :
Soit donné un tableau rectangulaire

a,. b,. R

‘ a,. b,. R

(51 ‘ a,. b,. RO A
a,... by, lo..

comprenant p colonnes et p + 1 lignes. En supprimant la premiére




ESSAI SUR L'ETUDE DES FONCTIONS. 49

ligne, on forme un déterminant d’ordre p : .
a, b, ... I
Ay, = a, b, l
Ap [

a, by l,
a, b, l,

A3,| = | a; b‘ [. y
Qpi lp+1

ol nous avons interverti les lignes de facon que le déterminant 4, ,
se déduise du déterminant A, , par une permutation circulaire effec-
tuée entre les lignes premiére, seconde et troisiéme du tableau (51).
Enfin la suppression de la troisi¢éme ligne fournit pareillement le dé-
terminant

a, b, ... 1,

a, b, l,
Aiﬂ =1 a, /’i /4

Ap+y [pra

Supprimons maintenant la deuxi¢me et la troisi¢me ligne, en méme
temps que la premiére colonne; puis la troisi¢me et la premiére ligne;
puis les deux premiéres; nous obtenons les trois déterminants d’ordre

P—-l

b, ¢, ... |,
5 — b, AP A ,
' ..
I bP+‘ lp-H
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b, Co l,
b, s l,
82 = ’
[ b
b, ¢, l,
8;, _ b, s L
] Y

Cela posé, on aura
.AQ’Q 8. -+ Aa" 82 + A"z 8" = 0.

Ce fait peut se ramener a un autre bien connu, en mettant a4 gauche
du tableau (51) une colonne formée tout entiére de zéros, a I'excep-
tion du troisiéme élément qui sera égal & 1. On obtient ainsi un déter-
minant

o a, b, 1,
o a, b, l,
1 a, b, l,
o a, L,
o a,, [

égal a A, ,. Les mineurs relatifs aux deux premiers éléments nuls sont
respectivement A, , et A, ,, tandis que les mineurs correspondant aux
éléments a, et a, sont J, et — d,. Entre ces quatre mineurs existe

bien la relation .
- Az,a 60 - A:,u 82 = Ac.z 8;,

car la suppression des deux premiéres lignes et des deux premiéres
colonnes donne le déterminant d,.

30. On peut étendre la relation précédente a une substitution cir-
culaire de n + 1 lettres, n étant un entier quelconque au plus égal a p.
Dans ce cas, il faudra, pour former le déterminant A, supprimer la

_n+ 1< ligne, et, 'pour obtenir le déterminant &, supprimer les n
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premiéres lignes en méme temps que les n — 1 premiéres colonnes du
tableau (51). La somme des valeurs que prend le produit A8, lors-
qu’on permute circulairement les n + 1 premiéres lignes du tableau
(51), est encore nulle si n est pair. Lorsque n est impair, il faut, pour
obtenir une somme nulle, faire précéder les termes alternativement du
signe + et du signe —. En un mot, dans tous les cas, on multipliera
chaque valeur par + 1 ou par — 1 suivant que la substitution qui a
servi a I'obtenir appartient ou non au groupe alterné, et la somme

a, b, ... 1,
a, R A
hnt—t ln+|
h l
+2 e 2 )
Sop=|a .. ... |, n er |
Uygr lll+:!
hprr oo lpy,
Apyy o ooe Ao
Uyponrgr - ln—p.+2
Ap_yry : ln—p-o—s
a, .., cee l,,_,_, hn-p.—o [ ln-p.ﬂ
(= a, A h,., U A Y
a,_ R
o=t n—p hp-o-c e lp_,..
Ay et llui
Apyy S
a, vee Ay
h, l,
n ay i v I/H 1 ,l,,_, 2 /,,_._2
+(—1) .
[ A cee e
h,'nl l/}-
Appy  oov Aoy

sera identiquement nulle.
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Tout d’abord ceci a lieu pour n = 2. ainsi que nous venons de le voir.
Pour p = n. le déterminant ¢ se réduit a un seul élément, et il vient

dy,, --.- 1. ..
‘a, {, : /
. . a, o,
Sia= -+ e e lh.—t—l-". {,
a, l B
a, /.
a, / / p
al-l ~7 - ll. ' '
a, A l,
- a, N /, I, ,— = - - = o.
R - les ey
a,_. l. . “ ) )

Par conséquent. si 'on veut démontrer notre proposition pour cer-
taines valeurs de n et de p. on peut la supposer établie, d'une part
pour les sommes S, ,_,, d'autre part pour les sommes S, _, ,,.

Or la somme 3, , est une fonction linéaire et homogéne de a,. ...

a,.,.
a, est multiplié par la somme
b, R A
b, R A ho .
b, o, oo s
A '
. br-: -k, /e
b,., {,.,
[’:.-ol Ia—c I
' [’.' l'.' ! h I
.. , e ] l
—i—1 b, (., s lhs? _
b... fa-s h {
o~ Pt
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qui est précisément une somme S, _, ,_,; et il en est de méme pour
Qzy Ayy - ooy Apyy- .

Considérons maintenant un élément a dont I'indice soit supérieur &
n+1, soit a,,, par exemple. Pour avoir le coefficient de a,,,, il
faudra supprimer la derniére ligne et la premiére colonne dans le dé-
terminant A et dans ses transformés. La derniére ligne du tableau
(51) continuera & étre représentée par les éléments 4, ,. ..., {,,, qui
figurent dans le déterminant 8. On pourra développer encore par rap-
port & ces derniers éléments et I'on trouvera, pour le coefficient de
chacun d’eux, une somme S, ,_,.

Ces différents coefficients pouvant étre supposés nuls, ainsi qu'il a
été remarqué précédemment, il en est de méme pour S, ,, comme
nous voulions le démontrer.

On pourrait méme aller plus loin et, an lieu d’opérer simplement la
substitution eirculaire précédente, effectuer successivement toutes les
substitutions d’un groupe de degré n + 1 conlenant cette substitution.
La somme des valeurs du produit A¢, précédées chacune du signe +
ou du signe —, suivant que la substitution correspondante serait ou
non alternée, s’annulerait toujours. Car, si I' désigne le groupe formé
par les puissances de notre substitution circulaire, on sait que les
substitutions du groupe donné seront données par un tableau de la

forme
r, T.r, T,r, ..., T,.T,

ou 1, T,, ..., T,_, désignent r substitutions. Or, en appliquant &
notre produit AS les substitutions T,T, on obtient la transformée de
S..p par la substitution T (multipliée par + 1 ou — 1 suivant que T,
est alternée ou non), et ainsi des autres. Ces différentes transformées
étant nulles, puisque I'égalité S, , = o est une identité, notre conclu-
sion est établie. Par exemple, la somme considérée sera nulle pour
tout groupe transitif de degré premier, car un pareil groupe contient
toujours une substitution circulaire.

Enfin, au lieu du déterminant &, on peut considérer un déterminant
A’ obtenu, non plus en supprimant » — 1 colonnes du tableau (5r1),
mais en lui laissant toutes ses colonnes et lui ajoutant n — 1 lignes
composées d'éléments arbitraires. Car ce déterminant est égal a une
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somme de déterminants ¢ multipliés par des coefficients qui ne dépen-
dent que des lignes ajoutées et, par suite, les conclusions obtenues
pour le produit A8 s’appliquent au produit AA,

TROISIEME .PARTIE.

31. Dans cette troisicme Partie, nous considérerons une série dont
nous supposerons le rayon de convergence ramené & I'unité par la
transformation (4), et nous rechercherons comment la nature des
singularités est liée & I'ordre de grandeur des coefficients. C'est la
marche qu'a suivie M. Darboux, dans le Mémoire précédemment cité
Sur Uapproximation des fonctions de trés grands nombres, en
supposant d’abord que la fonction considérée admette, autour de
chaque point singulier x,, une partie principale de la forme — A,

: (x — .ry)*
ou a désigne un nombre compris entre o et 1. Il a étendu les résultats
obtenus au cas de a quelconque, en partant des relations qui existent
entre les coefficients d'une série et ceux des séries dérivées.

Pour appliquer des considérations analogues a des fonctions aussi
générales que possible, nous utiliserons la notion de dérivée généra-
lisée, telle que I'a présentée Riemann dans son Mémoire intitulé Ver-
such einer allgemeinen Auffassung der Integration und Differen-
tiation (*).

Conformément aux conclusions de ce Mémoire (?), a étant un
nombre quelconque, positif ou négatif, entier ou fractionnaire, mais
auquel nous ne donnerons cependant que des valeurs réelles, nous
désignerons par le symbole D f(x) une fonction définie de la fagon
suivante : :

1° Poura=o0

(52) D f(x)=f(x).

(') Rieuax~, OEucres complétes, Ed. Weber et Dedekind, p. 331-344.
(*) Riemann introduit dans I'expression de D2 f(x) certains polyndmes arbi-
traires que nous supprimons ici, parce qu'ils sont inutiles pour notre objet.
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2° Si « est négatif, on prendra

(53) D% f(z) = r(l_.x)fk'r(w_ Do f(s)ds,

I'intégration étant effectuée suivant un chemin rectiligne et k dési-
gnant un nombre tel que la fonction donnée soit réguliére entre & et .
Dans I'étude actuelle, toutes les fonctions que nous considérerons étant
réguliéres autour de l'origine, nous prendrons k = o.

Au reste, il convient de remarquer que les intégrales

fk”(az_;)—« Vf(z)ds et br(w—z)"“"f(z)dz

se comportent de la méme facon au point de vue des singularités ('),
ce qui est pour nous le plus important.

(') Soient, en effet, J et J' les deux intégrales en question, prises pour un
point ordinaire z de la fonction. Joignons (fig. 2) les points k et &’ par un che-
min quelconque ne passant pas par le point z et ne coupant aucune des droites kz

Fig. 2.

1

et k' z. Enfin,du pointz comme centre, décrivons entre ces deux mémes droites un
petit arc de cercle mm'. Nous formons ainsi un contour kmm'k'k le long duquel
Pintégrale de (x — 5)~%~'f(3)dzs sera nulle si les points &, k',  ont été pris
intérieurs au cercle de convergence. L'intégrale suivant mm' étant infiniment

petite avec le rayon du cercle, on voit que la différence entre les intégrales J
&
et J' est égale a l'intégrale f (.r — 3)~2~' f(5)ds, laquelle est holomorphe,
'k
excepté sur le chemin k/A’.
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3° Si « est positif, E désignant le plus petit entier qui comprend «,
on calculera, d’aprés les formules (52) ou (53) la fonction D% f(x),
et I'on en prendra la dérivée d'ordre E a la facon ordinaire.

Si f(.r) est développée en série de la forme

(2) Mo)=a,+~a,x+ ...+ @t + ...,

il est facile d’obtenir le développement de D; f(x). 1l suffit de partir
des formules données par Riemann (') pour la valeur de DZx™. Nous
écrirons de préférence le résultat obtenu sous la forme

) ep l rem+1)
(3.’4) .r’l),f(-l)-—-zam Fi;;u-—z)'l’ )
m=0

32. La formule qui donne D} x™ a été trouvée par Riemann en
effectuant dans I'intégrale

T r(—a),

Digm — ! /J(w —3) ' s"ds

la transformation 5 = ¢z, ce qui donne

Dign = % j " (1= Oy de
x I‘(—z) A ’
et il est & remarquer que, dans l'intégrale qui figure au second
membre, on donne & (1 — ¢)~*-* sa valeur réelle et positive; car
c’est seulement a cette condition que cette intégrale est égale a
_[‘_(_r'nil)l'(-—-z). .
Fem—+ 01— a)
Si nous opérons la méme transformation dans la formule (53), dans
I'’hypothése k = o, nous trouvons

2 )x ____'___ ! - -a v 4 .
(55) ‘”D*‘fw"'r(_,)[ (1- O ' feede.

On voit que cette nouvelle formule (53) a I'avantage de donner

(') Loc. cit., p. 343.
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/ . . : . .
pour 22 D? f(z) une valeur parfaitement déterminée, puisque (1 — ¢) "~
devra recevoir sa détermination réelle et positive.

33. Si nous posons = ¢” et que nous formions le symbole D en
considérant f comme fonction de y, nous obtenons une nouvelle ex-
pression, que nous désignons par la notation ®f(x).

L’intégrale (53) devient dans ces conditions

(56) lﬁ( (Lz — Lz) " f(z)dLsz.

Nous supposerons la fonction f privée de son terme constant, autre-
ment dit s’annulant i Porigine. L’intégrale précédente deviendra dés

lors finie pour k = o. En y posant z = iz, nous pourrons écrire, pour
les valeurs négatives de «,

G e @ =ty [ (L) T

Dans tous les cas, le développement en série de ®%f(«x) sera le
suivant

(58) @3 f(x) =2 AmT™ m®,

Pour a négatif, ce développement résulte de la formule connue

fo' (L) et = 2.

D’ailleurs, le développement de d-jf%) =« f'(x) se déduit bien de
celui de f(x) en multipliant le coefficient de =™ par m, d’ou 'on con-

clut que le développement de Zl;{—gg s’obtient en multipliant le coeffi-

cient de 2™ par m®. Le développement (58) est donc général.
De ce développement résulte que si f est développable en série
autour de l'origine, on a toujours

©2®8 f(z) = @**P f(x).
H. 8
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Nous remarquerons aussi qu'il n’existe qu’une seule fonction ¢ dé-
veloppable en série de Maclaurin et telle que ®f 3(x) = f(x) : c'est

la fonction
¢(z) = 0" f(x).

34%. Les développements (54) et (58) sont absolument convergents
en méme temps. Nous remarquerons, cn effet, que le rapport des coef-
ficients correspondants a pour limite 1.

Pour z entier et positif, ceci sc reconnait immédiatement, car la
IF(m +1)

(juantite fm+i1—1)

sc réduit 4 un polynéme entier en m, de
degré a.

Pour les valeurs de z non enti¢res ct positives, il suffit d’utiliser la
valeur asymptotique de I'(/z) pour m trés grand ; on trouve ainsi

r(m+1) _ _, (m4a)m+i
(t+¢) r(m+1—z) = (m+1—az)m+i-=
=(e‘“(m+|)“(|+ m:_:t_’ m+:-a.

Le dernier facteur a pour limite ¢* et détruit ainsi le premier lorsque
m devient infini, de sorte qu'il reste bien

T'(m +1)

F(m-+1—a) = ma(' +e).

35. Les expressions (55) et (57) conduisent a envisager les opé-
rations z*D f(z) et ®f(x) comme des cas particuliers de la
transformation

(39) 2(@) = [ Vo) fe)d,

laquelle présente, au point de vue qui nous occupe actucllement, des
proprictés intéressantes (*). -

(') M. Pixcugrie (Acta mathematica, t. X, p. 153-182) a étudié la transforma-

tion F(x) =f?(y)A(a:,y)dy. Mais il ne s’est pas placé au méme point de v 1e
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Convenons d’abord, pour fixer les idées, que I'intégrale soit prise
suivant I'axe réel. Dans ce cas, la fonction V(¢) peut n’étre définie
que pour les valeurs réelles de £ comprises entre o ct 1. Il faudra seu-

. 1
lement que l’intégralcf |V (¢)]dt ait une valeur finie M. Méme, dans
o

: 1
le cas o1 f s’annule pour ¢ = o, il suffira que I'intégrale f |tV ()| dt
soit finie. '

Donnons &  une valeur telle que la fonction donnée £ soit réguliére
au point correspondant; que, de plus, la droite qui joint ce point &
Iorigine ne passe par aucun point singulicr de f. Je dis que la nouvelle
fonction ¢ sera réguliére en ce point.

L’intégrale (59) donnera tout d’abord pour ¢ une valeur finie et

déterminée. Si maintenant nous donnons & x un accroissement £,
nous trouvons

s(z+ k) — oz =[’V(1) [f(tz + th) — f(1z)] de.

Or on peut obtenir une expression de la quantité f(tx + th) — f(ix)
de la facon suivante. On a

Stz + th) - f(tz)= [ (3 s

La fonction f(s) est, d'aillcurs, uniformément continue dans un
triangle ayant pour sommet l'origine et comprenant le point  a son
intéricur ( fig. 3), de sortc que I'on peut, pour toute valcur de 5 si-
tuée sur la droite qui joint le point tx au point x + th, remplacer
f'(3) par f'(tx) + ¢, oi O est de module plus petit que 1 et € un
nombre que nous pouvons supposer aussi petit que nous le voulons,

que nous. Il considére cette expression « comme un algorithme appliqué au
sujet variable ¢(y) et dont les propriétés essentielles dépendent de la fonction
A(.z, y) ». C'est précisément, comme on le voit, 'inverse de ce qui est fait dans
le texte,
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si h est assez voisin de o, et cela indépendamment de la valeur donnée
a (. Dans ces conditions, on a

f(tx + th) — f(tx) = th[f (tx) + 0¢],
d’ol
o(z+h) —9(x) = h[f‘t\’(t)f'(tx)dt'-i— OeM].

La fonction ¢ a donc bien une dérivée et est, par suite, holomorphe
au point considéré.

Fig. 3.

Les seules singularités de la fonction 7 sont donc des coupures
rectilignes tracées suivant les prolongements des droites qui joignent
l'origine aux différents points singuliers de la fonction f.

36. Mais ces coupures elles-mémes ne sont en général qu'appa-
rentes et dues a la facon trop restreinte dont nous avons défini I'ex-
pression g, en exigeant que l'intégration fut effectuée le long du che-
min rectiligne. C’est un fait bien connu que les choses se passent tout
autrement lorsqu’on conserve a la fonction toute sa généralité en lais-
sant le chemin d’intégration indéterminé.

Soient tracées, par exemple, du point £ = o au point & =1, deux
lignes quelconques situées de part et d’autre de I'axe réel (fig. 4), de
facon a former un fuseau F. Supposons que la fonction V(¢) soit ho-
lomorphe a 'intérieur de ce fuseau; supposons, de plus, que les pro-

duits t V(&) et (1 — ) V(¢) tendent vers o lorsque la variable ¢ s’ap-
~ proche, par des chemins intérieurs au fuseau, de la valeur o pour le
premier et de la valeur 1 pour le second, et cela de facon que I'inté-

1
grale f [V(2)i'dt], prise le long d’une ligne rectifiable quelconque
[ ]
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intérieure au fuseau, soit finie (). Méme, si I'on se borne a considérer
les fonctions £, qui s’annulent pour x = o, il suffira que ces propriétés
appartiennent i la fonction ¢V (¢), c’est-a-dire que les produits *V(¢),

Fig. 4.

1
{V(1 — t) tendent vers o avec ¢ et que l’intégralef [tV (2)]|dt|ait
une valeur finie. ' ’

Sur la ligne (o, x) comme base ( fig. 4) décrivons un fuscau I
semblable & IF. Il peut arriver que cc fuseau F’ ne renferme aucun
point singulier de la fonction donnée. En ce cas, nous voyons d’abord
(ue les intégrales (59) prises suivant deux chemins différents C et C,
a I'intérieur du fuseau F sont égales. Il suffit, pour s’en rendre compte,
de décrire, des points o et 1 comme centres, deux petits arcs de cercle
coupant les chemins C et C,, I'un aux points p et p,, 'autre aux points
g et g,. L'intégrale de la fonction V() f(tx)le long du contour fermé
Pgq.p.p €tant nulle, la différence des intégrales (pg) et (p,q,) est
¢gale a la différence des intégrales (pp,) et (¢g,), lesquelles tendent

vers o avec les rayons des cercles, & cause des hypothéses faites sur la
fonction V.

Nous pourrons donc considérer exclusivement l'intégrale prise sui-

(*) Ceci arrivera, par exemple, toutes les fois que la fonction V sera, aux en-

virons de 'origine, plus petite que ;& &b aux environs du point ¢ =1, plus pe-

. 1 , . .
lite que =0 I'exposant « étant plus petit que 1. Du reste, il faut remarquer

qque le mot finie signifie ici : finie pour chaque intégrale. Il n’est pas nécessaire
(u'il y ait une limite supérieure commune a toutes.
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vant le chemin rectiligne, et les raisonnements donnés ci-dessus s’ap-
pliqueront sans modification.

Supposons maintenant que x soit toujours l'affixc d'un point ordi-
naire pour la fonction f(x), mais que le fuseau F’ renferme des points
singuliers de cette fonction.

Si la fonction f n’a que des points singuliers formant une suite
ponctuelle, on pourra, a lintérieur du fusecau F’, tracer un fuseau
I, (fig. 5) compris entre deux lignes allant du point o au point z, et

Fig. 5.

ne renfermant pas de point singulier. Soit I, le fuscau intérieur au
fuseau F ct qui correspond au fuseau F,. Nous prendrons l'intégrale
(59), non plus suivant le chemin rectiligne, mais suivant un chemin C
intérieur au fuscau F, ct nous pourrons refaire les raisonnements

précédents en désignant, cette fois, par M I'intégrale f [V(2)||dt] (ou,
si f s'annule avec z, l'intégrale f [tV (2)||dt]). La fonction reprc-

sentée par l'intégrale (59) prise le long du chemin C est donc holo-
morphe autour du point considéré.

Ainsi, d'aprés notre nouvelle définition, la fonction 9 devient en
général multiforme, puisque sa valeur dépend du fuseau F', ; mais elle
n'a plus d’autres points singuliers que ceux de la fonction f.

. 37. Lorsque f cst une fonction réguli¢re a I'intérieur d'un certain
cercle, si 'on ne considére que les points singuliers situés sur ce cercle,
il est évidemment indifférent de considérer la fonction dans sa défini-
tion restreinte, ou, au contraire, dans toute sa généralité.

Dans ces conditions, le développement de 9 est li¢ & celui de f par
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des relations particulitrement simples. Il est clair, en effet, que le
coefficient de ™ dansle développement de ¢ s'obtiendra en multipliant
le coefficient correspondant a,, de f par la quantité

(60) | €m =f'V(z)¢mdz.

On peut donc former, et ccla d’une infinité de manicres, des suites
de nombres par lesquels on peut multiplier les coefficients successifs
d’une série sans changer ses points singuliers.

Soit, par excmple,

VO =salsmts (L)~ et (L) ]
nous trouverons

m—l+i — m—-l—i 1 R
Cm= = m Sln(Lm),
et, comme on peut, sans modifier les singularités, remplacer f(x) par

z f'(x), nous pourrons prendre
(6r1) . en = sin(Lm).

38. Cette valeur de 2,, va nous servir & démontrer un fait annoncé
dans la premiére Partic (n® 7), 4 savoir que la série (2) peut admettre

pour point singulier unique sur le cercle de convergence le point «,,
A

sans que le rapport tende vers x,. En effet, puisque la transfor-

Aty
mation précédente conserve les points singuliers, nous aurons manifes-

tement fourni la démonstration demandéc si nous établissons que le

(<)
~m+1

rapport —=* ne tend pas vers la limite 1 lorsque 7, augmente indéfi-

niment. ,
Nous considérerons, & cet effet, le résidu minimum de L par rap-
porl a 2, c’esl-a-dire que nous poserons |

Lm=ak=n+ 1,

k étant un enticr et ¢ étant compris entre — = et + 7.
Il est facile de constater que ce résidu ¢ pourra s’approcher autant
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qu’'on voudra d’un angle quelconque «. Car, si I'on prend k suffisam--
ment grand, les quantités e**™+*, ¢¥™+2+ dont la différence est égale
au produit du nombre fixe ¢*** — ¢* par le nombre trés grand e**%,
comprendront certainement un nombre entier, ¢t méme autant de
nombres entiers qu’on le voudra.

En particulier, prenons a = o ct soient m et m + 1 les deux entiers
conséculifs qui comprennent le nombre e?*™. Les valeurs de Lm et de
L(m + 1) serout respectivement de la forme ¢?*™-¢ ou e*™+¢, et par
suite leurs sinus serontdc signes contraires. La formule (61) donnera

ln+l

donc pour le rapport == une valeur négative.

Vm
2
~m+2

Envisageons maintenant le rapport 3

<~ m-+1

vons sur L(m + 1) et L(m + 2), les sinus de ces deux quantités se-
ront scnsiblemcnt égaux aL(m+1)—2knetL(m+2) —2k=. Or

- D’aprés ce que nous sa-

la quantité L 222 peut se remplacer elle-méme, 4 un infiniment petit

1k1¥

] ) m—+ 2
d’ordre supérieur prés, par -—_,‘ — 1, ct, de méme, a L L on peut
. m—+1
substituer — = — 1. Le rapport =2 est done mﬁmmont peu différent
S m+1

m + 2 — e¥™ R . ; \ <
e quanme ¢videmment supérieure & 2. Dec méme, ===

~m-+1

ﬂ
sera supeneur ﬁ - — g, ct ainsi de suite. Au contraire, z.. pourra se
e”"‘ —m
e —(m —1)

opérer d’une facon analogue pour 2=

remplacer par » qui est plus petit que ;, et l’on pourrait

m—1
.
vm_g

m

Alinsi nous voyons que ce rapport *' peut prendre, et cela aussi
loin (qu’on voudra dans la série, des valeurs plus grandes que 2 — ¢, ou

plus petites que %-&- ¢, ou méme négatives. Il est donc établi que ce
rapport ne tend pas vers l'unité.

Si, par exemple, on part de la fonction ——=2Xz", on en déduira

par notre transformation la fonction

(62) 2 sinL (m)x™,
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laquelle admettra pour point singulier unique le point = 1, sans que
le rapport de deux coefficients consécutifs ait pour limite 'unité.

On pourrait, il est vrai, objecter que la transformation (59), tout
en n'introduisant aucun point singulicr, peut avoir fait disparaitre
ceux qui existaicnt auparavant. Mais ici nous sommes assuré du con-
traire par la considération du cercle de convergence. Il résulte, en
effet, de ce qui précéde que sin Lm a unc infinité de valeurs voisines
de 1. Le rayon de convergence de la série (62) est donc égal 4 I'unité,
et, par suite, la fonction qu'clle représente posséde sur le cercle de

rayon 1 un point singulier, lequel ne peut étre, comme nous le savons,
que le point x =1.

39. Nous introduirons encore une notion préliminzire rvelative,
celle-ci, aux fonctions continues et voisine de la notion connue de fone-
tion & variation limitée.

Nous dirons qu’une fonction continue, réelle ou imaginaire, de la
variable réelle x est @ écart fini dans un intervalle (a, b), lorsque les

intégrales n f cos nx Sf(x)dx et n f sin nz f(x)dz, prises entre des

limites quelconques intéricures a l'intervalle (a, b), restent finies et
moindres en valeur absolue qu'une quantité fixe I lorsque 7 augmente
indéfiniment. Cette quantité I scra dite I’écart de la fonction dans 1'in-
tervalle (a, b).

Une fonction a écart fini reste a écart fini lorsqu’on effectue un chan-
gement de variable tel que x = Az’'+ . Car cette transformation
change les intégrales précédentes en d’autres qui en dépendent par
des relations linéaires & coefficients finis.

Une fonction a variation limitée est nécessairement & écart ﬁni. En
particulier, une fonction est toujours a écart fini lorsqu’elle a une
dérivée finie. En cffet, soient a’, &’ deux nombres compris dans I'inter-
valle (a, b). Pour évaluer I'intégrale

£vllc081txf(x)d£=£u/(x)d(sin,w)’

nous décomposerons l'intervalle (a’, &) en intervalles partiels dont

k= a (/c+l)1:
n

chacun (les deux extrémes exceptés) aille de Dans cha-

H. 9
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cun de ces intervalles, nous pourrons remplacer f par w; + 06, le
nombre p, étant le minimum de f dans I'intervalle considéreé, ¢, son
oscillation, 0 une quantité variable comprise entre o et 1. L’intégrale
prise dans l'intervalle partiel se décompose donc en deux, dont 1'une
est nulle et I'autre plus petite cn valeur absolue que 8,. Pour les inter-
valles extrémes, le minimum g est infiniment voisin de f(a’) ou
de f('); loscillation ¢ est infiniment petite, de sorte que I'intégrale
est infiniment voisine de f(a')sinza’ ou de f(&')sinnd’. Notre inté-
grale totale est donc moindre en valeur absolue que

X+ f(d)|+ | f(F).

et reste Luiv st'fa fuiiction 'AoNNéé ca & variation limitée.

On pourrait rechercher si I'inversc a nécessairement lieu, auquel
cas la notion que nous introduisons se confondrait avec celle de fonc-
tion a variation limitée. En tout cas, elle est distincte de la notion de
fonction continue, ce que nous constaterons sur la série (11) (17 Partie,
n° 42). M. Weierstrass a démontré que si, dans cette série, on fait
x = ¢'% la partic réelle de I'expression ainsi obtenue est une fonction
continue, mais non a variation limitée, de I’argument 0. Nous recon-
naitrons plus loin que cette fonction n’est pas non plus & écart fini.

En multipliant une fonction f & écart fini par une fonction con-
tinue ¢, qui varie toujours dans le méme sens, on obtient encore une
fonction & écart fini, et le nouvel écart est égal a I'ancien, multiplié
par deux fois la plus grande valeur absolue que prenne le multiplica-
teur. Clest ce que I'on reconnait en appliquant a I'intégrale

nfapfcosnwdx

le second théoréme de la moyenne. Si la fonction  a un nombre fini
de maxima et de minima, on obtiendra le nouvel écart en multipliant
I'ancien par la plus grande valeur absolue dec ¢ et par le nombre des
maxima et minima.

Une fonction est a écart fini pour une valeur de la variable, si I'on
peut trouver un intervalle comprenant cette valeur et dans lequel la
fonction soit a écart fini.
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Lorsqu’une fonction n’est pas & écart fini dans un intervalle (a, b),
c'est qu'il existe dans cet intervalle une ou plusicurs valeurs de « pour
lesquelles la fonction n’est pas a ¢cart fini. Ceci se voit a la manicre
ordinaire, en décomposant l'intervalle (a, b) en parties de plus en
plus petites, de facomra former une double série de nombres tendant
vers une limite commune.

Enfin, la notion d’écart se définit sans difficulté pour les fonctions
de variable imaginaire. L’écart d'une fonction le¢ long d’unc portion de
courbe donnée, de longueur /, sera I'écart de la méme fonction consi-
dérée comme fonction de I'arc de cette courbe compté a partir de
l'une des extrémités de la portion donnée et variant de o a /.

40. Cela pos¢, nous considérerons, ainsi que nous nous le sommes
proposé, une fonction définie par la série (2), dont nous supposerons
le rayon de convergence réduit a4 'unité, et nous démontrerons tout
d’abord la proposition suivante :

. . » N ’ . .
Sila seera,,,, Sormée par les coefficients de la série (2), est

absolument convergente, et de telle fagon que mLma,, tende vers o,

la fonction f(.r) sera finie, continue et a écart fini sur le cercle de
concergence.

Lies deux premiéres parties se voient immédiatement, la série (2)
étant, dans les conditions de I'énoncé¢, uniformément convergente a
I'intéricur du cercle de convergence et sur ce cercle.

Pour démontrer la troisitme, nous désignerons par 6 'argument de
la variable x qui décrit le cercle de rayon 1, et, au lieu des intégrales

L £
nf cosnb f(e*)db, n[ sinnl f(¢®)dh, nous considérerons, ce (ui
k3 “a
LA ,
revient évidemment au méme, les expressions n [ e"® f (%) dh,
Ja

E
n f e f(e®)df). La séric (2) étant uniformément convergente,
x

nous pouvons remplacer f par son développement ct intégrer terme
a terme. On trouvera ainsi, pour la premiére intégrale, la valeur

N\ n i 3 . . .
Hmani (Im+n)ia S - N ‘.
2 ~ap|c B ], quantité plus petite que 25, si S dé

m=0
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signe la somme de la séricz |@n|. La seconde intégrale prendra la

n
forme Z
m—n

m+0

un entier, remplacerle terme correspondant & m = n par na,(a — §).
Ayant choisi un nombre fixe k plus petit que 1 et un nombre fixe K

plus grand que 1, nous diviserons les termes de la série en cinq parties.
L.a premiére partic comprendra tous les termes dont le rang est

Q[ e™ P — etm-miz] oy il faudra seulement, si n cst

est en

moindre que kn. Pour chacun de ces termes, la quanmc
valenr absolue, moindre que iTZ’ de sorte que la somme parlicllo

. T 28
ainsi obtenue a un module inféricur & = .
Tout parcillement, une seconde partie sera formée des termes a

indices plus grands que Knr. La quantité ——_"; étant alors constam-

ment moindre que ;. —» cette seconde partie sera inférieure a l\

Nous isolerons, pour en former un troisieme groupe, les deux
termes dont les indices n, et ng+1 comprennent le nombre #, ou le
terme de rang n, si n est entier. Dans ce dernier cas, le terme corres-
pondant de notre intégrale, étant égal a na,(a — B), est trés petit si n
est treés grand. Il en est de méme dans la premiére hypothése; car le
nombre n — n,, par exemple, est plus petit que 1, et, d’autre part,
comme on peut évidemment, sans changer les expressions que nous
avons & considérer, augmenter a ou 8 de 2=, la différence 2 — § peut
étre supposée inféricure a w en valeur absolue. La quantité v

. o+
/;\'”.,"‘”)"B ol -myia 2[.(,(n.-—ml N sin (ﬂo - Il;(l — 3)

aura son module moindre que (r — ny)(a — 8), ce qui, en multipliant
par 2o
ng—
verait & unc conclusion analoguc pour le terme de rang 7+ 1.’
Enfin, le quatri¢éme groupe comprendra tout ce qui est intermédiaire
entre le premier et le troisi¢éme; et le cinquiéme, les termes intermé-
diaires entre le troisi¢tme groupe ct le deuxi¢me. Les parties de nos

» 1 1 ’ » ? oy \.
—» donne un produit moindre que e, (« — B). et I'on arri-
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o

intégrales correspondant & ces deux groupes tendront vers o lorsque n
augmentera indéfiniment. Soit, en cffet, a, le plus grand coefficient qui
fasse partie de I'un de ces groupes. Ce groupe donnera dans 'intégrale

. . 1 ) § N y .
unc partie moindre que na, (l +5+ .+ ;—), ou v désigne le nombre

des termes du groupe, lequel est, ainsi que A, dans un rapport fini
avec n. Orla quantité entre parenthéses est, comme 'on sait, de lordre
de Lv, ct, par suite, le produit tend vers o; car nous avons supposé,
en commencant, que ALAX.a, était nul pour A infini. La seconde inté-

B /
grale f e "8 f(e®)db est donc finic comme la premiére et notre pro-
A .

position st établie.

Nous obtenons, en outre, une expression de I'écart. Cet écart est
dclaforme k,S + k, @, ot k, et k, sont des nombres finis, . désignant
la plus grande valeur de mLm|a,,|.

Réciproquement, st la fonction f est finie, continue et a écart fini
sur le cercle de convergence, la série formée par ses coefficients
sera absolument convergente, ou si elle ne Uest pas, elle le devien-
dra lorsqu’on remplacera f(x) par ®;° f(x), le nombre « étant po-
sitif, mais aussi petit qu’on le voudra, et la concergence ayant lieu
de telle facon que mLma, tende vers o.

Pour démontrer cetle réciproque, nous aurons recours aux expres-
sions des coefficients sous forme d’intégrales définies

[ Sf(s)ds

Qp == 2iw Sm+1

;
I'intégrale étant prise suivant un cercle intérieur au cercle de conver-
gence.

Tout d’abord, puisque la fonction donnée est finic ct continue et
par suite, comme on sait, uniformément continue & l'intérieur du
cercle de convergence et sur ce cercle, on peut prendre I'intégrale sur
le cercle méme, la différence des intégrales prises sur les circonfé-
rences de rayons 1 ¢t 1 - ¢ ¢tant infiniment petite avec e. On a ainsi

T
2i1ta,,,=f f(c“)e“"‘“)"de,
L]
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Or cette intégrale, si nous supposons la fonction & écart fini, est au
plus de T'ordre de '% Si nous la multiplions par '%E, ce qui revient &
remplacer f(x) par ®;*f(x), clle deviendra le terme général d’une
séric absolument convergente dans les conditions indiquées.

Si I'on considére, par exemple, la série

() 1+ b+ ...+ 02"+ ...,

dontil a été¢ question précédemment, on voit que, si |be| > 1, le mo-
dule de a,, nc devient pas constamment plus petit que ;'l » puisque,

pour m = ¢*, on a ma,, =(bc)". La fonction représcntée par cctte sé-
rie n'est donc pas & écart fini sur le cercle de convergence. Elle ne
I'est méme sur aucun arc de ce cercle, sans quoi nous pourrions rai-
sonner comme au n° 12 (premicre Partic) et montrer qu’elle serait
également a ¢cart fini sur tous les arcs sc déduisant du premier par

. . ar . . .
des rotations successives d’angle i lesquels, si petit que soit l'arc

donné, recouvriront par leur ensemble la circonférence entiére si & a
¢té pris suffisamment grand.

De ceci nous pouvons également conclure que la fonction considé-
rée, pour |bc|>1, est a variation illimitée sur tout arc de cette cir-
conférence, allant ainsi un peu plus loin que M. Weierstrass, lequel

. . » . . 31:
n'avait établi le fait que pour [be|> 1+ ==

41. Des théorémes précédents résulte que si f est finie, continue et
a écart fini sur le cercle de convergence, il cn est de méme de toutes
les fonctions ®2* f (ot a > o).

Nous nommerons ordre de la fonction sur un arc du cercle de con-
vergence le plus petit (') nombre w tel que ®;* f(x) soit, sur cet arc,
fini, continu et 4 écart fini, ou le plus grand nombre tel que ©;* f(x)
ne remplisse point ces conditions; en un mot, un nombre tel que
@77 f(x) soit fini, continu et a écart fini, quel que soit le nombre

(') Ce mot est pris dans son sens algébrique; il n’est pas relatif a la valeur
absolue.
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/4
positif ¢, mais que I'une de ces propriétés fasse défaut & @3+ f(x).
Le nombre o sera ainsi défini dans tous les cas; il pourra se faire qu'il
soit égal a4 == 0. _

La somme de deux fonctions d’ordre w est d’ordre au plus égal & w;
la somme de deux fonctions, I'une d’ordre w, I'autre d’ordre moindre,
est nécessairement d’ordre .

Si maintenant nous faisons intervenir les théorémes que nous ve-
nons de démontrer, nous arrivons a cette nouvelle définition de 'ordre :

L’ordre d’une fonction f le long de son cercle de convergence est

| @m |

. ) . . L ,
v A
¢gal a la limite supéricure, pour m infini, de Do, ? augmentic

d’une unité.

Soit, en effet, v — 1 cette limite supérieure. On aura, a partir
d’une valeur de m suffisamment grande,

w+E-1
Ia,,.]<m ! )

et, par suite, la fonction ®;*~* f(r) satisfera aux conditions du n° 40.

Au contraire, il existera une infinit¢ de termes tels que le coeffi-
cient a,, soit supérieur a m*—*-*, La fonction ®,**¢ f(x) ne peut donc
pas étre finie, continue et & écart fini sur le cercle.

42. De la méme facon que nous avons défini I'ordre sur un arc du
cercle, nous pouvons définir I'ordre cn un point z, de ce cercle : ce
sera un nombre w tel que ®;“~° f(.r) soit fini, continu et & écart fini
autour du point z,, mais non ®;*** f(x).

Les seuls points pour lesquels il y ait lieu de considérer ’ordre
sont les points singuliers; cn un point ordinaire I'ordre est manifes-
tement égal a — .

A la définition précédente on peut évidemment substituer celle-ci :
une fonction sera d’ordre w au point z, s'il existe un arc comprenant
ce point et sur lequel la fonction soit d’ordre w.

Une fonction d’ordre w sur un arc quelconque présente sur cet arc
au moins un point d’ordre w, ainsi qu'on le reconnait encore par le
procédé qui consiste a diviser I'arc en partics de plus en plus petites.
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La réciproque (') étant évidemment vraie, on peut énoncer la propo-
silion suivante :

L’erdre d’une fonction sur un arc du cercle de convergence est
égal au plus grand des ordres qu’elle prend aux difféerents points
de cet arc,

.

a laquelle nous ajouterons :

Siune fonction présente aux environs de x, une infinité de points
ott Uordre soit infiniment voisin de w, son ordre au point x, est au
moins égal a ®.

“nfin la liaison entre les ordres d’une fonction sur le cercle et sur
ses différentes parties est encore montrée par le théoréme suivant :

Une fonction d’ordre w sur un arc déterminé et en ses points
ertrémes peut étre remplacée par une somme de deur fonctions,
dont Uunv est d’ordre égal a w ou dépassant w d’aussi peu qi’on
le weut sur le cercle entier, et Uautre est holomorphe en tous les
points de U'arc consideéré.

invisageons, en effet, la fonction ¢ = @;*~* f(x), qui est finie, con-
tinue et & ¢cart fini sur I'arc donné. Par les deux extrémités de cet arc
faisons passer une circonférence quelconque acb ( fig. 6); puis, avec
I'origine comme centre, décrivons un arc de cercle gd, h de rayoni — v,
(ou v désigne un nombre positif infiniment petit). Les deux arcs de
cercle, qui se coupent aux points g et /&, délimitent une aire T ou la
fonction 9 est holomorphe et ot I'on peut lui appliquer la méthode de
M. Appell. On aura ainsi

=9+ P
ol
-1 2(2) ds
¥ 2T gy 5T ’
et
§y= _'._f 2(2) 4=
sn J, s—2

(1) Clest-a-dire qu’une fonction qui présente sur un arc un point d'ordre w
est, sur cet arc, d'ordre au moins égal i w.
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Mais dans ces égalités nous pouvons maintenant supposer que le
cercle gd, k ne soit autre que le cercle de rayon 1 lui-méme; car si
nous falsons tendre v vers o, les intégrales 9, et g, varicront contind-

ment, pulsque est continue.
Fig. 6.

c

La fonction g, est alors développable en série de la forme ZA,z™, ot
A cst donné par la formule .

#(s)
ﬁlﬂf -m+l d"’

laquelle montre immédiatement, puisque ¢(3) est a écart fini, que le
module de A, est plus petit que ;ﬁ, le nombre £ étant fixe. D’ailleurs,

¢, est aussi développable en série de Maclaurin, puisque c’est la diffé-
rence de deux fonctions développables.

Formons maintenant les fonctions f, = ®%2**¢, et f; = ®%* g, dont
la somme donnera la fonction f. La premic¢re est d’ordre @ + & au plus
sur le cercle entier, puisque le coefficient du terme en ™, a savoir
A%, est plus petit que Am*®+=*'. La seconde f, est holomorphe sur
I'arc donné. Le théoréme est donc démontré.

I1 semble que le raisonnement précédent n’établisse pas la régularité
de f, aux points a ct b, extrémités de I'arc donné. Mais nous avons
déjd remarqué que la fonction f, qui est d’ordre au plus égal &  au
point a, est nécessaircment du méme ordre sur un petit arc aa’ contigu
au point a. En opérant de méme pour I'extrémité & et portant a la
suite de 'arc @b un petit arc b0’, on pourra refaire la démonstration

en partant de I'arc a’¥’, ce qui supprime toute difficulté.
H. '
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43. Nous avons défini I'ordre en considérant ®;® f(z). Mais &
cette expression on peut tout aussi bien substituer x=*D;® f(ir),
d’aprés ce que nous avons remarqué au n° 35.

Cette derniére fonction nous sera plus commode pour l'étude que
nous allons entreprendre maintenant, et qui consiste & rechercher com-
ment 'ordre d’une fonction au point x, est li¢ 4 son ordre de gran-
deur autour de ce point. Mais cette étude ne sera pas ¢galement facile
dans tous les cas.

Si, en effet, on suppose, par exemple, que notre fonction soit une

A ...
somme de termes de la forme =z ou les a sont positifs, 'ordre
— %

au point x, sera nécessairement le plus grand des nombres a.

Il n’en sera pas de méme dans les cas ou 'ordre sera négatif ct on
notre fonction sera une somme de puissances positives de .« — x,. Car
alors il peut se faire que le terme de moindre degré en « — z, soit un
terme holomorphe qui n’aurait aucune influence sur 'ordre. Par

exemple, la fonction A(x — z,) + B(x — x, )% n’est pas d’ordre — 1,
mais bien d’ordre — 3. Aussi nos propositions fondamentales seront-
elles établies exclusivement pour les ordres positifs, ce qui ne nous
empéchera pas d’étendre leurs principales conséquences aux ordres
quelconques.

in premier lieu, si la fonction f a, sur un arc déterminé et a ses
extrémités, un ordre inférieur au nombre positif w, et que Uon dé-
crive, avec un rayon voisin de l'unité, un arc de cercle limité aur
mémes rayons que le premier ( fig. 7) :

1° Le produit (1 — p)* f(g€®) tend vers o, et cela uniformément,
quel que soit Uargument 0, pourcu que le rayon correspondant
coupe Uarc donné;

2° Si 1 désigne Uécart sur are de cerele de rayon g, le produit
(1 — p)°l tend aussi vers o.

Supposons d’abord la fonction d’ordre moindre que o sur le cercle

"

. . a . vqv e
entier. Le quotient T tend vers o pour /. augmentant indéfiniment.

Si nous désignons par (55 le coefficient de .2 dans le développement

! . . a
de (=)’ "ous pourrons dire encoré que le quotient 5% tend vers o.
—_ m
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nh)—l

. . .
est comparable & —— ainsi

~ v w1 T(m+w)
Car la quantité G e

- I(w) T(m +1)
qu’on I'a vu au n° 33. Si donc ¢ est un nombre donné aussi petit qu'on

Fig. 5.

le veut, on a, A partir d’une certaine valeur m, de m
’ ) (] b
¢ G®
Iam I < ; m*

On peut admettre que cette inégalité est vérifiée aussi pour les va-
- leurs de m inférieures a m,, sauf a ajouter un polynéme @(x) de de-
gré m,. La fonction f sera donc constamment plus petite que

= ¥ "Gy + [ 2(z)).

- mew ! Y s ] o .
D mlleursz p™ Gy, étant égal a =k il viendra

(1 —=p)*|f(2)|< 5 + (1= p)*| 2|,

Or le second membre de cette inégalité peut étre rendu moindre que ¢
pour p suffisamment voisin de 1.

Quant & Pécart I de la fonction sur le cercle de rayon p, nous avons
vu précédemment (n° 40) qu'il est égal a k, S + k, ., cn appelant S la
série formée par les modules des termes de la série (2), et  la plus
grande valeur du produit mLm |a,|p™. On peut appliquer au premier
terme S le raisonnement précédent, et I'on voit que le produit (1 — p)*S
tend vers o.
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Pour avoir une limite supérieurc de w; nous pourrons d’abord nous
borner & considérer les valeurs de m supérieures & un entier déterminé
quelconque; car, pour m fini, le produit mLm|a,|g™(1—p)* tend
évidemment vers o. Or, pour m suffisamment grand, le module de a,,

w' =1

o m .
est moindre que L en appelant ' un nombre plus petit que o,

mais plus grand que l'ordre de la fonction donnée. Si nous rempla-
cons p par 1 — v}, nous voyons que nous avons a considérer la plus
grande valeur de la quantité (1 — )™ m*'r” et Arechercher ce que de-
vient cc maximum lorsque v tend verso.

En écrivant que la quantité en question s’accroit par le changement

de m en m -+ 1, nous trouvons que m doit étre plus petit que

1 o ' . . . ' . . o .
—.+ Si m, désigne le plus petit entier supéricur a cette limite,

(lln)w_'

nous voyons quc notre expression croit jusqu'a m = m, ct décroit en-
suite. Le maximum a donc lieu pour m = m,. D’ailleurs, m, peut étre

r
» w . . . . .
remplacé par —, & une erreur prés qui reste finie pour v, infiniment
(]

petit, et, par suite, ne peut altérer que dans un rapport fini le produit
qui nous occupe. Ce dernier prend alors la forme

- ()5

Le premier facteur a pour limite ¢*'; le produit des deux autres tend
vers 0. La seconde partie de notre théoréme est donc aussi établie.

Nous avons, il est vrai, supposé que f(.x) est d’ordre moindre que o
sur le cercle entier; mais on rameéne le cas général a celui-la en ajou-
tant une fonction holomorphe sur I'arc donné (n° 42).

Ay
me—1

Si la quantité » au licu de tendre vers o, avait une limite quel-

conque A, le raisonnement donnd plus haut conduirait a ce résultat,
que le produit f() (1 — &)® aurait pour limite A (') toutes les fois

(") Ce théoréme, pour le cas des séries réelles. a été étabhi par M. ArpELL
\Comptes rendus de U 4cadémie des Sciences. t. LXXXVII; 1878),
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que x tendrait vers 1 par des valeurs telles que le rapport =21 poste
I—p

fini, ou, autrement dit, que la droite joignant le point variable au
point d’affixe 1 fassc un angle fini avec la tangente au cercle de con-

vergence en ce dernier point. Pour =1, et en posant f(x)= lf:(_t—l

ce fait revient au théoréme connu (') :

Si la série (2) est convergente en un point x, du cercle et a pour
somme A, sa valeur a pour limite A, lorsque x se rapproche de x,
par des chemins faisant un angle fini avec le cercle.

44. Inversement, si les quantités (1 — p)* f(pe®) et (1 — p)*1 res-
tent finies et moindres qu’une quantité A lorsque Uon fait tendre g
vers Uunité, § variant entre « et 3, la fonction est d’ordre au plus

égal a w sur Uarc «f (fig. 7).

Pour le démontrer, on désignera par w” un nombre supérieur d’aussi
peu qu'on voudra a w, et I’on considérera la quantité

(63)  TDf(2) = gy [ (1= O fe) do.

D’aprés les hypothéses actuclles, ¢ ¢tant différent de 1, le module

de f(x) est moindre que » quelle que soit la valeur de « d’ar-

A
(r—2e)®
gument compris entre a et 3, et de module inférieur ou méme’ égal
a 1. Il en résulte que I'intégrale précédente est finie et méme unifor-

T
mément finie, c’est-d-dire que l'intégrale T«'m f (1= )" f(tr)dt
0

tend uniformément vers sa limitec quand T tend vers 1. Or, pour T
différent de 1, cette derniére intégrale est une fonction finie et con-
tinue de x dans les limites de variation précédentes. On peut, dés lors,
refaire lc raisonnement qu’on emploic & propos des séries uniformeé-
ment convergentes (?) et conclure que ces propri¢tés de continuité
subsistent pour T =1.

(') Voir Storrz, Allgemeine Arithmetik, t. 11,
(?) Au reste, on pourrait considérer cette intégrale comme une série, en la par-
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L’écart de la fonction (63) sur I'arc af3 se trouve en considérant
I'expression

B 1
n i w1 i0
= f c* f (1 — 0= f(te®) dL.

Etant donnée la maniére dont f devient infini aux environs du cercle
de convergence, cette expression définit une intégrale double; nous
pouvons donc renverser 'ordre des intégrations et écrire

e [ — o [ nomt (1.

Or Fintégrale qui multiplie d¢(1 — ¢)*"~! est inféricure a I, écart de
la fonction f sur le cercle de rayon ¢, et, par conséquent, moindre que

A . ¥ e ' .

e’ e qui donne, pour I'intégrale finale, une valeur moindre que
. S
I'o')(0"— w)

Nous arrivons donc & cette conclusion que la fonction 2=’ D" f(ix)
est finie, continue et & écart fini sur I'arc «f3, et cela quand on choisit
le nombre ©” supérieur d’aussi peu qu'on le veut a w; ce qui montre
que f est bien d’ordre au plus ¢gal 4 o sur I'arc «f.

45. Nous obtenons ainsi, comme on le voit, une nouvelle définition
de l'ordre, du moins lorsque ce nombre est positif. Ce sera le plus
petit nombre  tel que les quantités (1 — p)*f(pe®) et (1 — p)°I res-
tent finies quand p tend vers I'unité.

Multiplions maintenant la fonction f par une fonction ¢ qui reste
finic et continue dans le secteur qui a pour base I'arc af} ( fig. 7), et
dont les parties réelle et imaginaire aient chacune un nombre fini de
maxima et de minima tant sur 'arc 3 que sur les arcs correspondants
des cercles concentriques ct intérieurs. Le produit (1—p)*f(pe®®)
restera fini aprés cette multiplication s'il 'était avant, et il en sera de

tageant en intégrales partielles prises entre les limiteso et }, L et , } et I, etc.
On reconnait facilement que la série formée par ces intégrales partielles est uni-
formément convergente.
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" méme du produit (1 — p)“I; car nous savons (n° 39) que I'écart scra
multipli¢ simplement par le plus grand module de la fonction § dans
I'intervalle considéré et par un nombre fini. L’'ordre de £ ne sera donc
pas augmenté.

Il en sera encore de méme si 'on multiplic la fonction f par
L(z — x,), la quantité z, désignant l'affixc d’un point situé sur le
cercle de convergence; car les pl‘OdllltS (1—2)*fet(x— p)“I seront
multipliés par L (1 — p), lequel est moindre que toute puissance posi-

. 1 . T
tive de = quelque petit que soit I'exposant.

46. Cecci nous donne tout d’ abord la détermination de 'ordre d(me '

les cas les plus usuels.

En premier licu, pour toute valeur négative de r, I'ordre de (x — x,)"
est évidemment égal & — r au point «,. Il en sera de méme, d’aprés
les remarques précédentes, pour les fonctions

(& —=xy)dy, (w—z) LAz — ),

ol ¢ est une fonction satisfaisant aux conditions indiquées ci-dessus et
ke un entier quelconque. Dumoins Pordre de ces fonctions sera au plus
¢gala — r. Mais il faut remarquer que l'ordre de (z — 2, )" LA(x — x,)
ne saurait étre moindre que — r (n° 43).

Envisageons maintenant, pour une valeur positive de r, la fonction
(& —xz,) ¢L(x — x,), ot @ est un polynéme ('). Sir est un entier
et que € se réduise 4 une constante, la fonction est holomorphe.
Dans le cas contraire, la dérivée de cette fonction sera de la forme
(x — x,)~'®,, ct, cn général, la dérivée d’ordre E sera de la forme
(x — x,) "¢ Cette derniére expression, si E a été choisi supérieur
a r, est de 'ordre E — r, puisqu’elle rentre dans celles qui viennent
d’étre étudiées. Il en résulte que la fonction donnée est de 'ordre — r-.

Or le cas qui se présente le plus fréquemment est celui ol la fone-
tion non holomorphe au point .z, se présente autour de ce point sous

(') L'expression & pourrait d'ailleurs contenir des puissances négatives de
L(x — x,) sans que nous ayons a modifier la suite de nos raisonnements.
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lu forme

N — o)y @ u(ie — ) + J(@ = @)™ Y,

ol les 7y sont des nombres quelconques, positifs ou négatifs, les /; des
entiers positifs et les §; des fonctions réguliéres. On voit alors que
Pordre de la premiére partic est égal au plus petit des nombres r,
changé de signe, en exceptant ceux pour lesquels ¢; se réduit a une
constante, 2y étant un entier positif.

Quant & la seconde partie, elle ne modifie en aucune facon I'ordre,
paree que la fonetion (o — )™, est d’ordre au plus égal a
- 1y = h;. Ceci vésulte du théoréme suivant :

47. On ne saurait augmenter Uordre d’une fonction sur un arc
queleonque en la multipliant par une fonction holomorphe en tous
les points de cet are.

On ost méme assuré que Uordre n’a changé en aucune facon, si
la fonction multiplicatrice ne s’annule en aucun point de Uarc.

i premier licu, une fonction holomorphe jouissant de toutes les
propridtés que nous avons indiquées pour les fonctions 3§, nous savons
dejid que st Fordee de la fonction donnée est positif, il ne pourra pas
Mee angmenté par la multiplication. De plus le méme raisonnement
prowve que si Fordre était plus petit qu'un nombre positif quelconque
il ne peut devenir plus grand que ce méme nombre. En particulier, s'il
ctait négatil on nul, il ne peut devenir positif.

Soit maintenant une fonction d'ordre négatif — r sur I'are 23, que
Con multipliec par une fonction 3 réguliére le long du méme arc: soit E
le plug petit entier supéricur a 7, de sorte que la dérivée Eieme de o est
dordre positif E — 7. La formule de Leibnitz nous donne pour la dé-
rivee B du produit £ une somme de termesde la forme DE £ DY
wultiplies par des cocflicients numériques. Or, pour & différent de o,
W derivee DE 7 est dlondee négatif ou nul, et reste telle aprés la
wltiplication par D}, dapres la remangue qui vient d'étre faite.
Quat & DAL il a pour ondre le nombre E — 7, lequel est positif.
ol par suite, west pas angmente par la multiplication. La deérivee
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Eiéwe de £ est donc bien au plus d’ordre E — r, de sorte que /¢ lui-
méme ne peut étre d’ordre supérieur & — r.

La seconde partie du théoréme résulte de la premiére; car, si § ne
s'annule pas sur I'arc donné, les deux fonctions ¢ et f sont toutes deux
holomorphes le long de cet arc, de sorte que 'ordre ne peut étre ni
augmenté ni diminué.

Enfin, nous énoncerons encore, dans le méme ordre d’'idées, une
derniére proposition :

Quand on multiplie entre elles deur fonctions d’ordre positif,
Uordre du produit est au plus égal a la somme des ordres des fac-
teurs.

Soient w et o' les deux ordres, que nous supposerons d’abord pris
“sur le cercle de convergence entier; ¢ un nombre positif trés petit. Les
coefficients de 2™ dans les deux séries seront, & partir d’un certain
rang, plus petits respectivement que G%* et Gin** (n° 43). Supposons
les coefficients moindres que les limites précédentes pour toutes les
valeurs de m, ce que I'on peut faire en retranchant des deux séries des
polynémes @ et & convenablement choisis.

La formule de multlphcatlon des séries ne contient que les s1gnes +
et >, a’exclusion de tout signe —. Le coefficient de 2™ dans la série

prodult est donc moindre que le coefficient de 2™ dans le produit
1 1

=z (=) c'est-a-dire que
complémentaires provenant des polyndmes ¢ et ¢, elles sont d’ordres
o et @’ au plus.

Siles ordres o et w’ sont ceux des fonctions données sur une partie
seulement du cercle, on les transformera en fonctions d’ordres infé-
rieurs & ® + ¢ et ' + ¢ sur le cercle entier par la soustraction de fonc-
tions réguliéres (n° 40). Ces derniéres a leur tour, en vertu du théo-
réme précédent, ne donnent dans la multiplication que des produits
partiels d’ordres w et o’ au plus. Le produit total est donc d’ordre
- moindre que » + '+ 2¢. Notre théoréme est par suite démontré,
puisque ¢ peut étre pris aussi petit qu’on le veut.

Gy+r@+*, Quant aux parties

48. Les théorémes précédents vont nous permettre de calculer la
H. 11
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valeur de la fonction donnée en un point ordinaire du cercle de
convergence, pourvu toutefois que I'ordre sur ce cercle soit un nombre
fini.

Soit, en effet, o cet ordre supposé positif (*); soit ., un point ordi-
naire du cercle ot la fonction ait la valeur A, de sorte qu’elle puisse se
mettre sous la forme

(64) A+ (r—rd,

¢ désignant une fonction réguliére autour du point r,.
Prenons un nombre o plus grand que « et multiplions f par

1 X\ .~Gh . ,
-- r—y) = ‘\- S~ En tout point du cercle autre que x, 'ordre
(=%

X

restera invariable, en vertu du nw® 47. Au point z, l'ordre sera

A\ .
donné par le terme - - — —-, et sera, par suite, plus grand que ©.

')
Ly
Donc la partie principale des coeflicients de ———; provient de ce

Xy

A .
terme —————. de sorte quele rapport des coefficients correspondants

(=)

. ! . e
dans les développements de ——— et de ~—— a pour limite
" (==
Punité. 1l en résulte
. G, - Cﬁ_ el haad oo
(65) A = lim &2= "0 'G*'l OmTs
~=wm -

1l est clair que le second membre pourrait s’écrire sous forme d une
série, de sorte qu'on a la proposition suivante :

Turorknr. — 8 la serie (2) est dordre fini sur le cercle de con-
vergence, on peul former une serie de polindmes qui converge et
représente (a fonction, non seulement a Uinterieur du cercle. mats
encore en tout point non singulier de la circonférence.

1) 3w etait negatif, il devrait étre remplacé par o daas les raisonnements qui
sulvent,
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. 1 .
Soit, par exemple, f(+) = -— —. En prenant ' = 2, on trouve
! 1 2 m—{
= 23 L1,
— 2m(m+l)<I+ x + 3z “+m )
m=1

Si w est plus petit que 1, on peut prendre o =1 et la formule (65)
devient
A= lim(ao +a, Ty + .. A Q™).

Notre méthode revient donc ici & la sommation directe de la série
et nous retrouvons le théoréme connu : La série de Taylor est conver-
gente sur le cercle tant que la fonction ne présente sur ce cercle que
des points singuliers d’ordre inférieur a 1.

Si I'on veut trouver le second terme du développement de fautour

du point x,, on commencera par retrancher A, aprés quoi on divisera
\ o

xr . ‘ &\ W+ .. .
non plus par (1 — - ) > mais par ( T -— ;) » et ainsi de suite.
Ay \ 0

Cette méthode peut, d’ailleurs, s’étendre a certains points singuliers :
tout d’abord ceux (d’ordre nécessairement négatif) ou f est de la
forme (64), la fonction ¢ satisfaisant aux conditions énumérées au
n® 43. Supposons cnsuite qu'en un point singulier notre fonction

. A \
puisse se mettre sous la forme ——— + f,, ol f, est d’ordre

| — —

Zy

moindre que «. Il suffira de diviser par (1 - "ri)w'_a- Le terme f, don-

nera (n°® 47) un résultat d’ordre inférieur a ©’ et, comme sur le reste
du cercle la fonction n’est que de I'ordre w, on obtiendra A par une
formule analogue & la formule (65), mais ou figurent au numérateur
les quantités G&~* au lieu des quantités G%,.

49. Recherchons maintenant s’il est possible d’abaisser I'ordre de

notre fonction en la multipliant par le bindéme 1 — ;r .
0

Cette multiplication ne pouvant changer I'ordre qu’au point xz,
(n°® 47), ce point doit étre un point singulier. Ce doit étre un point
isolé sur le cercle, ou du moins, s'il y a des points critiques infiniment
voisins, leur ordre doit étre moindre que celui de x, et en différer
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d’une quantité finie; car I'ordre en un point voisin de x, ne peut étre
altéré par la multiplication, et s’il est infiniment voisin de w, I'ordre
au point 2, ne peut étre moindre que o (n® 42).

D’autre part, il est clair que la multiplication par 1 — —;5 diminuera
0

d’une unité I'ordre au point z, toutes les fois que f pourra se déve-
lopper autour de r,, comme nous 'avons indiqué au n° 46, en une
somme de termes de la forme

I (=)@ (e — )+ (VA

Il resterait & trouver une condition nécessaire et suffisante. En tout
cas, on peut dire que si cette propri¢té a lieu pour f(x), elle a lieu
aussi pour toutes les fonctions .c*D* f(.r).

En effet, premiérement ceci est vrai pour 2 =1, car on a

f—r (1 — f;)f(,r) = —'%‘:) -+ (‘l — ‘-'I-i-;)j’(.r),

-ce qui montre que si (1 — f) J(&) est d'ordre moindre que f(.0),
de méme <| — J—r) S () sera d'ordre moindre que f(x) et inverse-
o

ment. De proche en proche, la conclusion s’étend a toutes les valeurs
entiéres et positives de a.

D’ailleurs, pour 2 négatif, l'imégraloj. (= *"'fi I\L‘)Kl — l;r )dt

°
peut s’écrire

t o
(66) i [ (=0*fo)dt+ (1 — ;.r‘ [ Cr=07 fite)dt.

Sidone f (‘l‘\\l — :i) est d'ordre moindre que 'ordre o de f(x).
e

I'expression (G6) est d’ordre moindre que © + 2 et, comme il en est
de méme de son premier terme, il en est aussi de méme du second.

Inversement si, /() étant d'ordre o, la fonction(u — % J2 D3 fr)
x,

. . . x

est d'ordre moindre que w — z. le produil de f(.r) par 1 — = sera
L]

d’ordre moindre que w.
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Etant démontrée pour « négatif et pour « positif et entier, notre
proposition est générale.

50. Quoi qu'il en soit, supposons que, f(«) étant d’ordre w, tous
les points singuliers d’ordre w appartiennent a la classe que nous venons
de considérer.

On abaissera I'ordre de tous ces points et, par suite, 'ordre de la
fonction sur le cercle en multipliant notre fonction par le polynéme

o=(1- %) (1-52),

qui a pour racines les affixes de ces points singuliers.

Dés lors la recherche de ces points singuliers est ramenée a un pro-
bléme que nous avons, traité dans la deuxiéme Partie (n° 25 et sui-
vants). La fonction M, qui figure dans I'énoncé du n° 25, est ici égale
a m. D’aprés les conclusions auxquelles nous sommes parvenu en
cet endroit, il faudra former avec p + 1 indices my, m,, ..., m,
un déterminant A% considerer la plus petite des quantites

I Alp)
LI O
Lm JAP

di, k)
obtenu pour m, ...,m, infinis. Si Uon fait celte opération pour
p=1,2,...,la premiérevaleur dep qui donnera un résultat moindre
que w — 1 sera égale au nombre des points singuliers d’ordre w.
On trouvera, d’ailleurs, ces points eux-mémes, ainsi qu'il a été indiqué
au n° 28.
Si I'on a p =1, l'affixe x, du point singulier sera, comme nous

et rechercher la limite supérieure du quotient ainsi

alll

I'avons vu, la limite du rapport » mais en ne prenant que les va-

m+1

leurs principales de a,,.
Si cependant, autour du point w«,, la fonction pouvait se remplacer

A . . .
par ————, augmenté d’une fonction d’ordre moindre que v, le
(& —£e)® ’

a, ' , . _ ,
rapport - - tendrait réguliérement vers z,. Mais il n’en est pas néces-
m+1

sairement ainsi. Nous en avons vu un exemple dans la fonction

(62) 2 sinLma™,
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qui admet pour point singulier unique le point z =1. Ce point ap-
partient bien d’ailleurs a la classe qui a été considérée au numeéro
précédent; car, si I'on multiplie la fonction par 1 — z, le coefficient
de z™ deviendra
. . | - 1 )
sinLm —sinL(m —1) = 2cos ; L{m(m —1)]sin - L (1 + —)

m—1/’

. 1
le dernier facteur est de 'ordre de ol alors que les autres donnent un

produit plus petit que 2. Aprés la multiplication par 1 — z, la fonc-
tion (G2) est donc devenue d’ordre o, tandis qu’elle était d’ordre 1

auparavant. Malgré cela, nous avons constaté que le rapport &"'ﬁ ne
tendait pas vers I'unité.
Vu et approuve :
Paris, le 20 janvier 1892,
Lk DoyeN br La Facurrg,
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GREARD.



SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Résolution algébrique des équations. — Théorémes d’Abel et de
Galois.

Vi et approuvé :
Paris, le 20 janvier 1892,
Le Doven,

G. DARBOUX.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 22 janvier 1892.

Lr Vice-RecTECR DE L'AcADEMIE DE Panis,

GREARD.

1816 PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER-VILLARS ET FILS, QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55.


































