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EXERCICES D ANALYSE

MfiMOIRE

Resultantes quc I on pent former, soit avec les cosinus des angles

compris entre deux systemes d axes, soit avec les coordonnees dc

deux ou trois points.

Les resultantes dont il s agit se presentent d elles-memes, comme ou sail,

dans la solution d un grand nombrc de problemes. D ailleurs, celles qui sont

formees avec les coordonnees de deux ou trois points peuvent etre imme-
diatement deduites de celles qui renferment les cosinus des angles compris
entre deux systemes d axes. Ajoutons que Ton facilite la determination de

ces deux especes de resultantes, en introduisant dans le calcul des quantity s

propres a indiquer le sens de certains mouvements de rotation
,
ainsi que jc

1 expliquerai tout a 1 heure.

I
er

. Des mouvements de rotation directs ct retrogrades.

Considerons d abord, dans un plan donne, diverses longueurs

r, j, t,. . .,

dont chacune sera mesuree dans une certaine direction
,
a partir d une cc; -

taine origineO, et supposons que cette origine soit la meme pour toutes
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(6)
ces longueurs. Si un rayon mobile, compte encore a partir du point O,
tourne autour de ce point dans le plan donne, il offrira ce que nous appelle-
rons un mouvement de rotation de ren s, ou un mouvement de rotation de s

en r, selon qu il passera, en decrivant Tangle (r, 5), de la direction r a la

direction
,
ou de la direction s a la direction r. Pour distinguer plus faci-

lement, dans le discours et dans les formules, ces deux mouvements Tun de

I autre, nous tracerons, dans le plan de Tangle (/ ,*), deux axes coor-

donnes des x et y qui passeront par Torigine O; et, en nommant x, y

deux longueurs mesurees a partir de cette origine sur les demi-axes des x
et r positives ,

nous appellerons mouvement de rotation direct celui qui

s effectuera dans le meme sens que le mouvement de rotation de x en y, et

mouvement retrograde, celui qui s effectuera en sens contraire. Deplus, nous

represenlerons, clans ce Memoire, par la simple notation

( *)&amp;lt;&amp;gt;

une quantite qui, ayant pour valeur numerique Tunite, sera positive ou

negative, suivant que le mouvement de rotation de r en s sera direct ou re

trograde; en sorte qu on aura, dans le premier cas,

(r, s)
= i,

dans le second cas
,

(r, j)
= -i.

Gela pose, les deux notations

( ,*), (*, )

representeront, dans nos formules, deux quantites affectees de signes con-

traires, mais equivalentes, au signe pres, a Tunite; en sorte quon aura

(i) (*, )= -(r,s)-

Ajoutons que, si Ton nomme

r c /
&amp;gt;*&amp;gt;;.

des longueurs mesurees a partir de Torigine O, dans des directions opposees
a celles des longueurs

r, s
,

t
,

. . .
,

on aura evidemment

(a) (r , j)
= -(r,j),



(7)
et, par suite,

(3) (r, j)
= -

(r , *)
=

(/ ,
s

)
= -

(r, j
)

Si les axes coordonnes sont rectangulaires, alors, les deux directions x, y
etant perpendiculaires entre elles, une troisieme direction r formera tou-

jours, avec les deux premieres, deux angles

dont chacun offrira un cosinus egal, abstraction fake du signe, au sinus de

1 autre; et, par suite,

A /\

cos(r, x), cos(r,y),

auront pour valeurs numeriques les quantites positives

sin(r,y), sin(r,x).

D ailleurs, cos(r,x) sera positif ou negatif ,
suivant que Tangle (/, x) sera aigu

ou obtus. Or, dans le premier cas, r et x etant situes d\m meme cote par

rapport a 1 axe de y, le mouvement de rotation de r en y sera droit
,
comme

le mouvement de rotation de x en y; et, par consequent, on aura

Dans le secoud cas, au contraire, r et y etant situes de deux cotes opposes

par rapport a 1 axc des y, le mouvement de rotation de / en y sera retro

grade , puisqu il s effectuera en sens inverse du mouvement de x et y ;
on aura

done

(r,y) = -- i.

Done, dans tous les cas, le signe de cos(r,x) sera precisement le signe de

(/-, y). On prouvera, de meme, 1 identite du signe de cos (r,y) et du signe
de (x, r). Done, pour obtenir des produits egaux aux cosinus

/N S\

cos(r,x), cos(,s-,y),

il suffira de multiplier leurs valeurs numeriques

sin(r,y), wn(r,x),



(8)
par les facteurs

(r, y), (x,/),
en sorte qu on aura

(4) cos
(r, x)

=
(r, y) sin

(r, y) ,
cos (/Cy)

=
(x , r) sin (.x?/ ).

Supposons, maintenant, que les longueurs

tou jours mesurees a partir du point O, suient dirigees d une maniere quel-

conque dans Tespace. Le mouvement de rotation d un rayon mobile qui ,

en decrivant 1 angle (r,.y), passera de r en.y, pourra etre de deux especes

differeules, non-seulement en lui-meme, mais encore par rapport a la di

rection d une longueur t mesuree a partir du point O en debors du plan

r, s}. En effet, ce mouvement pourra s effectuer ou de gauche a divite, on

de droite a gauche, par rapport a la direction t
,
c est-a-dire par rapport

a uu spectateur qui, ayant les pieds poses sur le plan (r, ,$),
serait appuye

contre le demi-axe. sur lequel se mesure la longueur t. Mais il importe
d observer que si le rayon mobile parcourt Tune apres 1 autre les trois

faces de Tangle solide qui a pour aretes r, s et t, en tonrnant toujours dans

le meme sens autour du point O, de maniere, par exemple ,
a decrire suc-

cessivement les trois angles plans (r..r), (s,t], (/,/ ), les trois mouvements

de rotation de r eii s autour de t.
,
de s en t autour de r, et de t en r autour

de .$, seront tous les trois de meme espece, c est-a-dire qu iis s effectne-

ront tous les trois de gaucbe a droite, ou tous les irois de droite a gauche,
aulour des directions /

, ^, t. Afin de pouvoir recounaitre plus aisemem
,

dans le discours et dans le calcul, la nature des mouvements dont il s^igit,

nous tracerons dans Tespace trois axes coordonnes des x
, y, z qui passeront

par Torigiue (3
;
et en Dominant.

x, y, z

trois longueurs mesurees a partir de cette origine sur les demi-axes des x
,

y et z positives ,
nous appellerons direct ou retrograde le mouvement de

rotation de / en s autour de la direction t
,
suivant que ce mouvement sera

ou ne sera pas de 1 espece des trois mouvemeuts de rotation de x et y au

tour de z
,
de y en z autour de x, et de z en x autour de

y.
De plus, nous

representerons, dans ce Memoire, par la simple notation

(r, s, t),



( 9 )

line quantite qui, ayant pour valeur numerique 1 uuite, sera positive ou ne

gative, suivant que le mouvement de rotation de r eri s sera direct on retro

grade ; en sorte qu on aura
,
dans le premier cas

,

(r,j,&amp;lt;)
= i,

dans le second cas

Cela pose ,
les six notations

(r, s, 0, (*&amp;gt;

f
i ), (t, r

*)&amp;gt;

(r, t, s), (s, r, t), (t, s, r)

representeront toujours, dans nos calculs, des quantites equivalentes ,
an

signe pres, a 1 unite, et liees entre elles par la formule

(5) (r,s , t)
=

(s ,t, r]
=

(t, r, s)
= -

(r. ?, 5)
=

(.?, r,
&amp;lt;)

= -
(/, j, r

).

Ajoutons que, si Ton nomme

des longueurs mesurees a partir de 1 origineO, dans des directions opposees
a celles des longueurs

r, s, /:,....

on aura evidemment

(6) (r , s,t) = -(r,s,t),

et, par suite,

(7) (r,s,t} = -
(r ,s, t)

=
(/ ,* ,

r=_
f
*

, )
= etc.

Nous avons, dans ce qui precede, suppose que les diverses longueurs

, y (
Y -()

r, s, t, x,y, z,...

se mesuraient toutes a partir d une meme origine. Pour plus de generalite ,

nous etendrons 1 usage des notations ci-dessus indiquees, au cas meme ou les

diverses longueurs seraient comptees a partir d origines diverses, et alors

nous attribuerons aux notations

(r,s), (r,s,t), (r,j)

Lx. d An. et dc fk. math.. T. IV, (37 livr.) 2



ies valeitrs qn elles auraient, si les longueurs

r, J, t

etaient transporters parallelement a elles-memes
,
de maniere a offrir, poni

origine commune, un point unique. Enfin, lorsqu en supposant les lon

gueurs r,s,t mesurees a partir d origines diverses, nous mentionnerons If

plan de 1 angle (r, s] ,
on bien encore Tangle solide construit avec les aretes

/, 5, ,
on devra toujonrs, par ces paroles, entendre, dans le premier cas

,

le plan de Tangle compris entre deux longueurs mesurees a partir d une

meme origine, dans des directions paralleles a celles de r et de s; et, dans

le second cas, Tangle solide qui aurait pour aretes trois longueurs mesu

rees a partir d une meme origine ,
dans des directions paralleles a celles de /,

* et t.

On peut, avec la plus grande facilite
,
deduire des equations (4), jointes

an 6e theoreme de la page 3r i du 3e
volume, les formulas counues qui ser-

vent a determiner le cosinus on le sinus de la somme on de la difference de

deux arcs. En effet, soient

/-,
s

t

deux longueurs mesurees dans un meme plan, a partir d une certaine ori

gine O ,
et

x
&amp;gt; y

deux autres longueurs mesurees, a partir de la meme origine, sur deux axes

des x et y perpendiculaires entre eux. Le 6e theoreme de la page 3i i du

3e volume donnera

A /\ A /N A
(8) cos (r,s)

= cos(r. x) cos(^, xj -f- cos(r, y) co3(5,y).

Mais
,
eu egard a la seconde des formules

(/j),
on aura

A A A A
cos(/ ,y)= (x,r)sin(r, x), cos(j,y)

= (x,^) sin(j,x).

Done on tirera, de la formule (8),

A A A A A
( 9) cos (r, s)

= cos (r, x) cos (s , x) -f- (x , r) (x , 5) sin (r, x)

Concevons maintenant que Ton pose, pour abreger,

A A
(r,x)

= a
, (*, x)

= b.



Si les longueurs f, s sont situees d un meme cote dc 1 axe des x
,
on aura evi-

deminent

(r, s]
= . (a b ,

,
cos (r, j) cos

(rz A) ,

(x , r) (x , j)
= i ,

et, par suite, la formule (9) donnera

(
i o) cos (a bj = cos a cos b + sin a sin b.

Si, an contraire, les deux longueurs r, s sont situees do deux cotes diffe-

rents de 1 axe des x . on aura

(r, s}
= a-J

r- b 011
(r, s&quot;)

= IK (a ~t- b}, cos
(/-, s)

= cos (a -h ft),

et, par suite, la formule (9) donnera

i i)
cos (a -+-

ft)
= cos a cos& .sin sin /^.

D ailleurs, les formules (10), (i i), ainsi etablies pour le cas ou chacun des

angles a, b est positif et inferieur a 71, continuerorit evidemment de subsister,

si Ton y fait croitre ou decroitre chacun de ces angles d un multiple qntl-

conquede?:. Elles subsisteront done pour des valeurs quelconques, positives

ou negatives, de a et de b. Ajoutons que, si, dans les formules (10), (i i),

Ton remplace a par
-

&amp;lt;2,
on en tirera immediatement

(12)
sin

( H- b)
= sin a cos b -i- sin b cos a ,

(
1 3) sin (a b}

= sin a cos b sin b cos a .

Avant de terminer ce paragraphs, nous allons indiquer encore uue nota

tion qui sera employee dans le cours de ce Memoire, conjointement avec

celles que nous venous d etablir, et qui d ailleurs est, a pen pres. celle dont

Lagrange a fait usage, dans le tome II de la Mecanique analytique (art. 48,

page GT). Afin de rendre les formules plus concises et plus faciles a retenir,

nous designerons generalement par

.&quot;,^ . [r,*]

&quot;

:

la surface du parallelogramme que Ton pent construire sur les deux c6tes r, s.

d un angle plan (r, $), reduits 1 un et Tautre a 1 unite, et par



la surface du parallelipipede que Ton peut construire sur les trois aretes r, j, t,

d un angle solide, reduites elles-memes a Tunite. D ailleurs, on obtiendra

sans peine les valeurs de

en operant comme il suit:

Si, apres avoir construit le parallclogramme dont les c6tes sont r et s, on

prend / pour base de ce parallelogramme ,
la hauteur sera represented par le

produit
/\

s sin
(r, .$).

Done Taire du parallelogramme sera proportionnelle , pour une valeur de-

terminee de Tangle (r, j) ,
an produit rs

,
et representee par 1 espression

/s

r^ sin
(r, s].

Si, dans cette expression ,
Ton reduit cliacune des longueurs r, 5 a 1 unite,

1 aire dont il sagit deviendra

(i4) [r, jj
= sin (r, *).

Goncevons maintenanl qu apres avoir construit le parallelipipede dont les

aretes r, ^, t se coupent au point O, on eleve, par ce point, des perpendi-
culaires aux plans des trois angles

(.9, ), (/,r), (r,s],

ct nommons
/?, 5, r

trois longueurs mesurees sur ces trois jierpendiculaires, la premiere du

ineme cote que 1 arete r par rapport au plan de Tangle (j,^), la seconde du

meme cote que Tarete s par rapport au plan de Tangle (, r), la troisieme

du meme cote que Tarete t par rapport au plan de Tangle (r,s). Si Ton prend

pour base de ce parallelipipede le parallelogramme qui a pour cdtes r et s .

et pour aire le produit
/\

rs sin (r, s) ,

la hauteur correspondante a cotte base sera evidemment



(
3

)

Done le volume du parallelipipede sera, pour des valenrs determinees des

angles (r, s), (t,
T7

), proportionnel au produit rst, et ce volume sera exprime

par le produit
/N /N

rst sin
(r, s] cos

(/,
71

).

Enfin, si Ton reduit chacune des longueurs rst a 1 urrite, le volume trouve

deviendra
/\ /\

(15) [r, j,
&amp;lt;]

= sin (r, s) cosf/, 7j.

On obtiendra de meme, en ecbangeant les aretes r, $, t entre elles, deux au-

tres valeurs de
[r, ^, tf] qui seront, avec la precedents, donnees par la for-

mule

/N /N X\ /\ /N

(16) [r, j, ^]
= sin (r, t)

cos
(r, /?)

= sin
(t , r) cos (j, 5) = sin

(r, s) cos (^ ,
71

) ,

c est-a-dire, en d autres termes, par 1 equation (6) de la page 3ao du 3 e vo

lume.

Lorsqu on introduit dans le calcul les deux expressions

1 aire du parallelogramme qui a pour cotes r et s, se trouve representee par
le produit

(17) *|&amp;gt;,J];

et pareillement le volume du parallelipipede qui a pour aretes les longueurs
/ ,-?,*, se trouve represente par le produit

(18) rst[r,s,f].

Ajoutons que les aires du triangle et du parallelogramme, qui out pour
cdtes r et s

,
etant entre elles dans le rapport de i a 2

,
1 aire du triangle sera

representee par le produit

Pareiliement les volumes du tetraedre et du parallelipipede qui out pour
aretes r, s et

,
etant entre eux dans le rapport de i a 6, le volume du te

traedre sera represente par le produit

(20)
1 rst

[r, s, t],



( 4)
En finissant, nous iudiquerons un moyen tres-simple de resoudre une

question qu il ne sera pas inutile de trailer ici, et nous rechercherons ce que
devicnt 1 aire exprimee par la notation

[r, s], quand cette aire est projetee

sur un uouveau plan par exemple, sur le plan de Tangle (z/,v).

Supposons qtie ,
les longueurs

/, s, it, v

etant toutes mesurees a partir de Torigine O, on nonime

P* S

les projections absolues et orthogonales des longueurs

r, s

sur le plan de Tangle ( , v] ;
et soit i Tangle aigu compris entre les plans des

deux angles (r, s), (u, v} ,
ou ce qu on appelle Tinclinaison de Tun de ces plans

sur Tautre. Si Ton projette sur le plan de Tangle (it,i&amp;gt;)
le parallelogramme

qui a pour cdtes r et s
,
Taire de la projection sera

Mais, d autre part, on aura evidemment

s\ s\

p
= rcos(r, p), $ = j cos (s , c) ;

done Taire de la projection pourra etre representee generalement par

produit

i ai) rs cos
(r, p) cos(^, c)

sin
(p, c).

En reduisant, dans ce produit, ret ^aTunite, on obtiendra la projection de

Taire
[r, s] sur le plan de Tangle (w, &amp;lt;

).
Gette derniere projection sera done

exprimee par le produit
/\ /N S\

(aa) cos (r,f) cos(^, ?)sin (p, c).

Ge n est. pas tout. L aire du parallelogramme qui a pour c6tes r et s etant

representee par le produit
s\

rs sin (r, 5) ,

il suffira de diviser la projection de cette aire par cette aire meme, ou, en



autres termes, par le produit (21), pour obtenir Ic rapport

(a3) cos(r, p)cos(j, s)sin(p,;) -

sin (r, s)

et Ton obtiendra encore evidemment le meme rapport si Ton recluit a moitie

Taire dont il s agit et sa projection, en leur substituant 1 aire du triangle qui

a pour c6tes r, J, et la projection de 1 aire de ce triangle. D ailleurs, rien

n empeche d attribuer atix cdtes r, s des longueurs telles, que le troisieme

c6te du triangle devienne parallele an plan de Tangle (u, v) , par consequent

a la droite suivant laquelle se coupent les plans des deux angles (/, j), (, i);

etsi, en supposant cette condition remplie, on prend pour base du triangle

ce troisieme c6te, il se projettera en toute grandeur sur le plan de Tangle (//, t),

pour y devenir la base du triangle proj.ete. Alors, le triangle et sa projection
offrant des bases egales, leurs aires seront entre elles dans le rapport des

hauteurs correspondantes, et comme ces hauteurs seront mesurees sni

des droites perpendiculaires aux deux bases, par consequent a la droite

d intersection des plans des deux angles (/ , .y), (w, (^),
le rapport de la seconde

hauteur a la premiere sera precisement le cosinus de Tinclinaison des

deux plans, c est-a-dire de Tangle t. Done le rapport (^3) sera precisement

egal a cos t
,
et Ton aura, par suite,

/V /\ . A ^
(24) cos

(/ , p] cos (s, g) sin (p, gj = sin
(r, s) cos r.

En vertu de la formule (a4), la projection de 1 aire [r,s] sur le plan de

Tangle (u,v) pourra etre representee non-seulerneut par Texpression (22 /,

mais encore par le produit

(2 5) shp (r, y) cos f ,

ou, ce qui revient au meme, par le produit

(26) _ [/*, jjcose.

II y a plus : en substituant le produit (26) au produit (22) dans Texpivs-
sion (21), on obtiendra la suivante :

(27) ;\v
[/-,*]

cos i,



qui devra , comme 1 expression (21), representer la projection de laire

c est-a-dire de 1 aire du triangle dont les cdtes sont ret s. On se trouve ainsi

ramene par un calcul tres-simple a cette proposition connue, que 1 aire d un

triangle trace dans un plan est a sa projection sur un autre plan, dans le

rapport de Vunite au cos inits de I angle aigu compris entre lex deux plans.

La formule (24) coincide evidemment avec 1 equation (8)
de la Note in-

ser.ee a la page i3i du 3e volume. Mais on doit observer que, dans cett&amp;lt;;

Note, 1 equation dont il s agit, au lieu d etre demontree directement, avail

ete deduite de la proposition meme que nous venons de rappeler.

II- Sur les resultantes formees avec les cosinus des angles compris entre deux systemes

d axes.

Considerons dans un plan ou dans I espace deux systemes d axes rectan-

gulaires ou obliques, cbaque systeme etant compose de deux on trois axes

settlement. Supposons chacun de ces axes indefiniment prolonge dans une

direction determinee, qui sera celle d une certaine longueur portee a partir

d une certaine origine O, sur 1 axe dont il s agit. Enfin
,
nommons

r, s ou ;\ s
,
t

les longueurs aiusi mesurees, a partir d une meme origine, ou a partir d ori-

gines di verses, sur les directions assignees aux deux ou trois axes qui compo-
sent le premier systeme ,

et

u , v ou u , v ,
w

les longueurs mesurees, a partir d une meme origine, ou a partir d origines

diverses, sur les directions assignees aux deux ou trois axes qui composent le

second systeme. Les angles compris entre les axes du premier systeme et les

axes du second systeme aurorit pour cosinus
,
si chaque systeme est compose

de deux axes settlement, les quatre quantites comprises dans ce tableau :

/\ /\

( I; |
cos(r,w), cos(r,^),

( cos(j,), cos f^
1

, p);

et, dans le cas contraire, c est-a-dire dans le cas ou chaque systeme serait
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compose de trois axes, les neuf quantites

cos (r, ),
cos (r, P) ,

cos (r, w] ,

A A
s

A
cos (Sj it),

cos
(&amp;gt;y, P), cos (s, w),

/\ A /\

,w), cos(/, p),

D ailleurs, on pourra former line resultante a deux dimensions avec les

quatre termes du tableau (i), et une resultante a trois dimensions avec les

neuf termes du tableau (2). Pour abreger, nous designerons ces deux resul-

tantes a Taide des notations

[r, j; u,v], [r, j, ; , p, iv],

dont chacune offrira, comme on le voit, deux systemes de quantites sepa-
rees les unes des autres, non-seulemenl par des virgules, mais aussi par le

signe ; interpose entre les deux systemes. II est vrai qu au premier abord

on peat etre tente de trouver ces notations trop semblables a celles que
nous avons adoptees dans le premier paragraphe; mais on verra, dans le

HI, que cette similitude, loin d etre un inconvenient, est un avantaee

tres-reel ,
et que les expressions

se trouvent comprises, comme cas particuliers , dans les expressions plus

generates

[r, s; u, P], [r, s,t; u,v,w].

Les notations que nous venons de proposer etant admises, on aura gene-
ralement

(3) [r,
s

; u , P]
= cos (r, .) cos

(s, v) cos (r, p) cos
(j, ) ,

et

|&amp;gt; j / u v w &quot;\

L J

f
*

\ I

&quot;

\ /^ \ /
^

\ /
^

&amp;gt; /
^

XCOStA W)COS(i9 P) COS(6 T^P )
&quot;&quot;~* COS(/* W) COSt^1

W- )r*os(/ CM
//\ V /

(.4) A /S A A .A A
- cos (r, p) cos(,y, TV) cos( , ) cos(r, p) cos (* , u) cos

(&amp;lt;, )

A A /S A, . A A
V -+- cos(r,w)cos(j, z/)cos(i, p) cos

(r, TV) cos ($, p)cos(&amp;lt;, ).

D ailleurs, les deux resultantes

Ex.d An. et de Phys. math.. T. IV. (57
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definies par les equations (3) et (4), jouissent de proprietes qu il cst utile de

hien connaitre, et que nous allons successivemeut enoncer.

Observons d abord qu en vertu des formules (3) et (4), chacune des re-

sultantes

[r,s; u, y], [r,j, t, u,v, w]

ne sera pas alteree, si Ton echange entre eux les deux systemes d axes, par

consequent les deux systemes de longueurs

r, s et w, i
,

ou

r, s
,

t et
, v, w.

Mais chacune de ces resultantes changera de signe, sans changer de valeur

numerique, si Ton echange entre elles deux longueurs mesurees sur deux

axes appartenant au meme systeme. On aura, par exemple 7

(5) [s,
r- u,v] [r,

s- u,v],

et

(6) [s, r, t- u, v, w\ [r,s,t; u, v, w].

Observons encore que chacune des resultantes

[r,s; it,*], [r,s,t; , v,w]

changera toujours de signe ,
sans changer de valeur numerique , quand on v

remplacera Tune quelconque des directions

r, s
,
t

, u,v,w

par la direction opposee. En effet, supposons que Ton suhstitue, par exeru-

pie ,
a la longueur r une longueur r

, mesuree, comme la longueur r, a partir

de 1 origine O, mais dans une direction opposee a celle de r. Alors, dans les

seconds mertibres des formules (3) et (4) ,
les angles

se trouveront rernplaces par leurs supplements

et puisque deux angles, dont 1 un est supplement de 1 autre, ofTrent, avec Ic

meme sinus, deux cosinus egaux ,
aux signes pres, mais affectes de signts
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oontraires, il est clairque la substitution dc r a r aura pour effet unique de

changer le signe de chaque terme dans les valeurs des resultantes

[r, 5; u,v], [r,s, t; u,v,w].

On aura done, par suite,

(7) !&amp;gt;
,*; ,&quot;]

=
[ *;

&amp;gt;&amp;lt;&amp;gt;]

et

(8) [r , j, &amp;lt;

; , i&amp;gt;, w] = [r, i&amp;gt;,

*
;
M

, &amp;lt;/, w].

Remarquons encore que les angles dont les cosinus entrent comme fac-

teurs dans la composition des divers termes des deux resultantes

[r, j; M,P], [r, s, /; ?/,t^, w],

ne varieront pas si Ton transporte parallelement a lui-meme chacun des axes

sur lesquels se mesurent les longueurs

En consequence, on peut enoncer la proposition suivante :

Theoreme. Si les longueurs v

sont mesurees, a partir dorigines diverses, sur divers axes indefiniment pro-

longes dans certaines directions, on n alterera point les valeurs des resultantes

[r, j; u,v], [r, s, t; u,v,w]

en transportant les axes dont il s agit, parallelement a eux-memes, sans

changer leurs directions, de maniere a donner pour origine commune aux

diverses longueurs un point unique.

Eii egard a ce theoreme. nous supposerons, dans les lit et IV, les di

verses longueurs

r,s,l, u,v,w,...

toutes mesurees a partir d une seule origine O, qui sera le sommet commun
des angles plans compris entre elles, et des angles solides dont les aretes coin-

cideront avec trois de ces memes longueurs.

Nous venons de rappeler quelques-unes des proprietes des deux resul-

lantes

[/,.?; u,v], [/ ,
s

9 t; u, v, w\.

3.



Une autre propriete remarquable de ces memes resultantes, c est que la

/N S\

premiere ne sera point alteree si chacun des angles (r, j) , (u,V) vient a

tourner autour du point O, sans changer de valeur, dans le plan qui le

renferme, et que pareillement la seconde ne sera point alteree si chacun

des angles solides construits avec les aretes r, ,$, t on w, ^, w, tourne au

tour du point O, sans se deformer. Mais, pour etablir plus aisement cette

propriete, il convient d examiner successivemerU le cas particulier
dans le-

quel un des deux systemes d axes

r, .$ et w, v,

on

r, j, t et u, v, w,

se compose d axes perpendiculaires entre eux; puis le cas general ou les

axes de chaque systeme comprennent entre eux des angles quelconques. C est

ce que nous ferons dans les deux paragraphes suivants.

III. -- Determination de, la resultante construite avec les cosinus des angles que des axes

quelconques forment avec d autres axes perpendiculaires entre eux.

Considerons d abord, dans un plan donne, deux axes indefiniment pro-

longes a partir d un certain point O dans deux directions determinees.

Soient

/, s

deux longueurs mesurees dans ces deux directions a partir de Torigne O; et

supposons, dans le plan de Tangle (r, j), la position d un point quelconque

rapportee a deux axes rectangulaires des.r, y, qui passent eux-menaes par

1 origine O. Enfin nommons

deux longueurs mesurees, a partir de cette origine, sur les axes des x, y,
indefiniment prolonges dans le sens des coordonnees positives. Les cosinus

des quatre angles

que formeront les deux c(
A

)tes de Tangle (r, s] avec les deux c6tes de Tangle



(2, )

/\

droit (x, y), et, par suite, la resultante

/S /\ &amp;lt;r\ /\

(
i
) [r, s; x

, y) cos (r, x) cos
(^ , y) cos

(r, y) cos (s , x)

construite avec ces cosinus, pourront etre evidemment exprimes a 1 aide des

sinus et cosinus des seuls angles

Si
, pour plus de commodite, on commence par supposer les longueurs r, j

,

situees Tune et 1 autre du cote des^* positives ,
c est-a-dire

,
en d autres termes,

du meme cote que y, par rapport a Taxe des x, alors chacun des angles

etant aigu offrira un cosinus positif ; et, comme la valeur numerique de ce

cosinus sera le sinus de Tangle forme par la longueur r ou s avec une direc

tion perpendiculaire a y, on aura

S\ S\ S\ S\

cos (r, y)
= sin (r, x), cos (j , y) = sin ($, x).

Done alors la formule (i) donnera

/\ /\ /\ s\

[r,
^

;
x

, y]
= cos (r, x) sin

(s , x) sin
(/-, x) cos (j, x),

ou, ce qui revient au meme
,
eu egard a la formule (i i) du I-

er
,

[r,
s

;
x

, y]
= sin

[($, x)
-

(r, x)].

Mais alors aussi
,
la difference

egale, au signe pres, a Tangle (r, j), sera positive ou negative, avec son si

nus, suivant que le mouvement de rotation de r en s sera direct ou retro

grade. Done la derniere des formules obtenues pourra s ecrire comme il

suit :

(a) [r,j; x
, y] (r, s)

sin
(r, j) .

D ailleurs Tequation (2), ainsi etablie pour le cas ou les longueurs r, s seraient

toutes deux situees du c6te desj^ positives ,
continuera de subsister, en vertu

de la formule (7) du II, jointe a la formule (2) du I
er

,
si Ton substitue a

Tune des directions r, s la direction opposee r ou .s
,
situee du c6te des^-

negatives ,
et

, par suite encore
,
si Ton substitue en meme temps r a r et s a s.
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Done la fbrmule (2) subsistera pour deux longueurs dont chacune pourra
etre situee

,
comme Ton voudra, on du c6te des y positives, ou du cote

desy negatives. D autre part, la quantite positive sin
(r, s) represente preci-

sement ce que devient la surface du parallelogramme construit sur les c6tes

/, s de Tangle (r, f), dans le cas ou ces cdtes sont tous deux egaux a Tunite,

et Texpression

(r,

se reduit a H- i ou a i, suivant que le mouvement de rotation de r en s

est direct ou retrograde, c est-a-dire dirige dans le sens du mouvement de

rotation de r en s, ou dans le sens oppose. Cela pose, la formule(a) entrai-

nera evidemment la proposition suivante :

i
er Theoreme. fitant donnes dans un plan, un angle droit (x, y),

et un angle

iigu ,
droit ou obtus (r, .?), qui ont pour sommet commun le point O; si

Ion determine les quatre cosinus des autres angles

/N /\

(**) (*y)

que formeront les cotes r, s de Tangle (r, s) avec les c otes x
, y de Tangle

droit (x,y), la resultante

[r,j;x r y],

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou negative ,
suivant que les

mouvements de rotation de r en s
,
et de x en y, s effectueront dans le meme

sens ou en sens contraire
;
et cette resultante aura pour valeur numerique

/\

le sinus de Tangle (r,*), ou, ce qui revient au meme
,
Taire du parallelo-

gramme que Ton peut construire sur les cdtes r, s reduits Tim et Tautre a

Tunite.

Corollaire. La valeur numerique de la resultante

etant independante non-seulement de la position qu occupent, dans le plan

donne, les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les deux longueurs

x, y, mais encore du sens dans lequel s effectue le mouvement de rotation

de x en y, il est uaturel de representer cette valeur numerique par la simple

notation



que Ton deduit de 1 expression

0*,*;x,y],

en y effacant les deux lettres x
, y, employees pour indiquer deux directions

dontil n est plus necessaire de faire une mention expresse. Alors Tequation (2)

se trouve remplacee par les deux formules

(3) |&amp;gt;,J;x,y]
=

(r, *)[/-,*],

(4) [r,j]
= sin(r,j),

dont la seconde reproduit precisement 1 une des notations admises dans

ie I.

Supposons maintenant que, le sommet O de Tangle (r, s) etant toujours

pris pour origine des coordonnees, on rapporte la position d un point quel-

conque de I espace a trois axes rectangulaires des x
, y, z, dont les deux

premiers pourront etre situes en dehors du plan de Tangle (r, $); et nom-

mons

x, y,
/

trois longueurs mesurees, a partir de Torigine O,sur les trois axes des x, y, z,

indefiniment prolonges dans le sens des coordonnees positives. Si Ton deter

mine les cosinus des quatre angles

( ,*)&amp;gt; (/ , y),

que formeront les cotes de Tangle (r, s) avec les cotes de Tangle droit (x , y),

on pourra toujours construire avec ces cosinus une resultante

/\ A /\ /S

[r, Sj x, y]
= cos

(r, x) cos(.y, y) cos (r, y) cos (s, x).

Si d ailleurs, apres avoir projete les longueurs

r, s

stir le plan des x
, y^ on nomme

?* $

deux longueurs nouvelles mesurees, a partir du point O, dans les directions

memes des deux projections ou dans les directions opposees, on aura encore

,\} -
cos(p, y)cos(;,y).



Mais
,
en vertu (Tun thoreme connu et relatif aux plans qui se coupent a

angles droits [voir le 7* theoreme de la page 3i i du 3e
volume], on pourra,

aux deux equations qui precedent, joindre les formules

cosfr, x) cosfr, y) ,A cos(j.x) cos($,

7- ,,
cos

(p, x) cos (p, y) cos (s, x) cos
(c, , y)

puisque les plans projetants ,
c est-a-dire les plans des deux angles

seront tous deux perpendiculaires au plan de Tangle (x, y). Done les deux

equations dont il s agit, combinees entre elles par voie de division, donne-

ront

I &quot;f

^ 5 ^*
5 &quot;Y I / \ / \

ij^^7]
= co*^ti cos (

s
d&amp;gt;

et Ton aura
,
en consequence ,

(5) [r, s; x
, y]
=

[p , $ ;
x

, y] cos
(r, p)

cos
(s , ?).

/N

Enfin, les directions p, 5 etant comprises dans le plan de Tangle (x, y), on

tirera de la formule 2

et, par suite, la formule (5) donnera

(6) [r, .9; x
, y] (p, $) sin (p , g) cos (r, p) cos (j, g).

Rien n empeche de supposer que les deux lettres

representent en grandeur et en direction les projections absolues des lon

gueurs
r, s

sur le plan des x ,y. Si, pour plus de commodite, on adopte cette suppo
sition

,
les deux cosinus

Seront tous deux positifs, et pour qu ils representent les projections ab

solues p , g des longueurs r, s sur le plan des x
,y ,

il suffira que chacune de

ces longueurs se reduise a Tunite. Alors, le parallelogramme construit sur



ces deux projections p,q offrira une aire evidemment exprimee par le

prod nit

sin (/5,s)cos(r,p) cos(r,g),

puisque ce parallelogramme aura pour cotes

cos(r,/j), cos(j,s),

et pour hauteur le produit
/\ /N

cos(j,s)sin(/9,s),

quand oti prendra pour base le premier c6te cos(r,p).

Quant au facteur (p , $) ,
il se reduira ou a -f- 1

,
ou a i

,
suivant que le

mouvement de rotation de p en g sera direct ou retrograde, c est-a-dire

dirige dans le sens du mouvement de rotation de x ou y, ou dans le sens

oppose. D ailleurs, p et 5 etant, par hypothese, les projections absolues de r

et de s sur le plan des oc
, y perpendiculaire a 1 axe des z, il est clair quc

les mouvements de rotation de p en $ et de r en s s effectueront dans ie

nieme sens autour du demi-axe des z positives, c est-a-dire aulour de la di

rection z. Done, si Ton adopte les definitions et notations proposees dans

le I
er

,
le mouvxement de rotation de p en c, sera direct ou retrograde dans le

plan des x
, y, suivant que le mouvement de rotation de r en s autour de la

direction z sera lui-meme direct ou retrograde dans 1 espace, et Ton aura

(7) (p,?) (^,^,z);

done 1 equation (6) pourra etre presentee sous la forme

(8) [r,s; x,y] (r, J, z) sin(p,g) cos (r,p) cos(j,gj),

et Ton pourra e&quot;noncer la proposition suivante:

ae Theoreme. Etant donnes
,
dans Tespace, tin angle droit (\,y) et un

angle aigu, droit ou obtus (r, $), qui ont pour sommet commun le [)oint O,
si Von determine les cosinus des quatre angles

que formeront les c6tes de Tangle (r, s} avec les c6tes de Tangle droit (x,y ),

Ex. d An et de Phys. math., TV! (57
e

livr.) 4



( *6-)

la resultante

[r c v v 1r
-&amp;gt;&amp;gt;

x
&amp;gt; yj &amp;gt;

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou negative ,
suivant que les

mouvements de rotation de r en s et de x en y autour d une direction z per-

pendiculaire au plan de Tangle (x,y), s effectueront dans le meme sens ou

en sens contraire; et cette resultante aura pour valeur numerique Taire du

parallelogramme que Ton pent construire, dans le plan de Tangle (x,y), sur

les projections des cdtes r,s, reduits Tun et Tautre a Tunite. On peut re-

marquer d ailleurs que ce parallelogramme est la projection de celui que Ton

pourrait construire dans Tespace sur les c6tes en question.

Concevons maintenant que, le meme point O etant tout a la fois le

sommet de Tangle (r, s} et de Tangle droit (x,y), on nomme

/, m, n

trois longueurs mesurees a partir du point O, la premiere sur la droite d in

tersection des plans des deux angles (x,y),(r,$), et les deux dernieres sur

des perpendiculaires menees a cette droite dans les deux plans dont il s agit.

Supposons d ailleurs
, pour plus de commodite, chacune de ces perpendi

culaires dirigee dans un sens tel
, que les deux mouvements de rotation dt

x en y et de / en in soient de meme espece dans le plan de Tangle (x, y), el

que les deux mouvements de rotation de r en s et de / en n soient de meme

espece dans le plan de Tangle (r, j).
On pourra faire tourner Tangle droit (x, y i

dans le plan qui le renferme, de maniere a Tappliquer sur Tangle droit
(/, m),

et a faire coincider les deux directions

la premiere avec la direction /, la seconde avec la direction m. Gela pose y

on conclura du 2e
theoreme, qiie la valeur generale de Texpression

t
r ^; x y]

ne differe pas de la valenr particuliere qu acquiert cette expression quand
on y remplace x par /

,
et y par m. On aura done g^neralement

[r,s; x,y] = [/-,*; /,w],



ou
,
ce qui revient an metne,

[r, j; x, y] cos
(r, /)cos(,v, m) cos(r, m] cos(j,/).

Mais, d autre part, le plan qui renfermera les deux directions w, ,
donl

chacuneest perpendiculaire a la direction /, sera lui-meme perpendiculaire
a /, et, par suite, a tout plan qui contiendra /, par consequent au plan de

Tangle (r, $), ou, en d autres termes, au plan des deux angles (r, ri), (s, ri).

Done le theorerae relatif aux plans qui se coupent a angles droits, le 7* tbeo-

reme de la page 3i i du 3e volume
,
donnera

/\ /\ /\ /\ /s /N

cos
(r, rri)

= cos
(r, n) cos (m , ft) ,

cos (s , /wj
= co& (5, TZ) cos (m , 71).

En substituant ces valeurs de cos(r, m), cos(j, n) dans Tequation precedent*-

[r,
s

; x, y]
i=r cos (r, /) cos (s,rri) cos (r, m) cos(^, /) ,

et en ayant egard a la forrnule

[r, s; I, n] = cos (r, /) cos (s , ri) cos (r, ri) cos (s, I) ,

on trouvera

[r,
s

;
x

, y]
=

[r,
s

;
/

, n] cos (m , w).

Enfin, puisque Tangle droit (/, ra)
sera renferme dans le plan de Tangle (/ , .y),

et que, dans ce plan, les deux mouvements de rotation de r en s et de / en n

auront, par hypothese, la meme direction, le i
er theoreme donnei-a sim-

plement

[r, *;/,] = sin(r,^);

et, par suite, la valeur generale de la resultante
[/ , s\ x, y] pourra etre re-

duite a

(9) [r,
s

;
x

, y]
= sin

(r, s) cos (m , ).

Done, puisque sin
(r, s) represente Taire

[r, s] du losange que Ton peut con-

struire sur les c6tes r, s reduits chacun a Tunite , on aura encore
,
dans

Thypothese adraise
,

(10) [r, S-, x, y]
=

[r, s]
cos (m, ri).

II est bou d observer que Tangle (/,), compris entre des droites /w, n

4-



(
&quot;8 )

menees, dans les plans des deux angles

perpendiculairement a la commune intersection / de ces deux plans, est

egal on a Tangle aigu qni inesure 1 inclinaison du second plan snr le premier,

on an supplement de cet angle aigu. Done le cosinus de Tangle (m,ri) doit

etre egal, au signe pres, an cosinus de Tinclinaison mutuelle des deux plans

dont il s agit; et Ton pent enoncer encore la proposition snivante :

n 3 e Theorem?. Les metnes cboses etant posees que dans le ae
theoreme,

la resultante

K *;*yj

aura encore pour valeur numerique le produit du sinus de Tangle (V, s) par
/\ /\

le cosinus de Tinclinaison mutuelle des plans des deux angles (r, s]
et (x , y).

D ailleurs, comme on Ta deja remarque, le premier facteur de ce produit

est precisement Taire du parallelogramme que Ton peut construire sur les

deux cotes r, s reduits Tun et Tautre a Tunite.

Corollaire. Si, en supposant que Tangle droit (x,y) et Tangle (r, s]
ont

pour sommet le meme point O, on nomme T une longueur mesuree, a partir

de ce point, sur urie perpeudiculaire au plan de Tangle (r, 5), Tangle (T^z),

compris entre deux droites T, z respectivement perpendiculaires aux plans

des deux angles (x,y), (r, 5), sera evidemment egal on a Tinclinaison mu
tuelle de ces deux plans, on au supplement de cette inclinaison; et, par suite,

les cosinus des deux angles
s\

(/H,W), (T, z)

offriront la meme valeur numerique. Si d ailleurs on suppose les directions 7

et z situees d un meme c6te par rapport au plan de Tangle (r, j), ies mouve-

ments de rotation de r en s autonr de la direction z, et de r en s autour de

la direction jTs effectueront dans le meme sens; et Ton aura en consequence

/ \ / m
(
r

, *,/,)
=

(/, .*, r i.

Done alors la resultante

qui est, en vertu de la formule (8), une quantite affectee du signe de (r, j, z) ,

sera aussi une quantite affectee du signe de
(r, .?, T); et ce signe sera encore,



eii egard a 1 equation (9), le signe de cos(w,rc). On aura done, dans Tbypo-

these admise,

11) cos (HI, n) = (r, s, T] cos(7
7

, z).

Ajoutons quo cette derniere formule continuera evidemment de subsister, si

a la direction Ton substitue la direction opposee, puisque alors Tangle (7
1

,/,

etant remplace par son supplement, les deux facteurs du produit

changeront de signe. La formule (n) se trouvant ainsi etablie pour tous

les cas, 1 equation (9) donnera generalement
/\ /\

(la) [r, *;x,yl = (r, j, T] sin (r,s)
cos (7 , z),

ou, ce qui revient an meme,

*] cos( /Cz).

Si maintenant on ecbange entre elles les trois directions x, y, z, en observant

que les trois mouvements de rotation de x en y autoiir de z, de y en z au-

tour dex, etdez enx autour dey, sont tous trois dememeespece, on obtiendra,

au lieu de 1 equation (12), deux equations du meme genre, quiseront com

prises, avec elle, dans la seule formule

,f\ [r, .y; y , z] _ [r, s; z, x] _ [r, s
; x, yj . ,

i 4) TT- /\
-

7\ V
r

&amp;gt; *&amp;gt;

J jsin^/jjj.
cos(r,x) ^(^y) ^(T

1

,/)^^

Considerons, a present, outre les axes rectangulaires des x,y, s, sur

iesquels on suppose portees a partir de 1 origine O les trois longueurs x
, y, /,

trois autres axes rectangulaires ou obliques ,
indefiniment prolonged a partir

du point O, dans des directions determinees; et nommons
,

r, j, i

trois longueurs qui , ayant le point O pour origine, se mesurent dans ces trois

directions. Les cosinus des neuf angles plans

(y),



(
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)

que formeront les directions r, s, t avec les directions x, y, z
,
seront les ele

ments de calcul qui entreront dans la composition des trois resultantes a deux

dimensions :

!\r,s
; y, z]

= cos (r, y) cos (s, z) cos(r, z) cos (s, y),
/\ /\ A A

I
1 J

/ \ [r,.y; z, x]
= cos(r, z) cos(j, x) cos(r, x) cos

fat z),

I /\ /\
s

xs /\

V. [r, s; x,yj = cos(r, x) cos(^,y) cos(r, y) cos (sy x),

(-16)

et de la resultante a trois dimensions

[T*
C / Y \7 7 I 1

&quot;*** A
? y . j

~

/S /\ /\ A /\ X\

cos
(r, x) cos

(f, y) cos \t\t) cos (r, x) cos (s, z) cos (t , y) ,

A ^
; A A A A

cos (r, y) cos (s, z) cos (, x) cos (r, y) cos
(s, x) cos (i , z) ,

/\ A A A A A
cos (r, z) cos

(f, x) cos (t, y) cos (r, z) cos (/, y) cos
(*, x).

Or, en vertu des formules (i5)et(i6), on aura evidemment

( [/-,*,*; x,y,z] =^
{ fr j- zlcosfA^-f-r/

1 f z xlcos^ ) + [r j- x Icosf^z)

D ailleurs, si Ton nomme T une longueur mesure, a partir du point O.

sur une perpendiculaire an plan de Tangle (r, s] ,
les valeurs des expressions

L
r

&amp;gt;

s
&amp;gt; y Z

J &amp;gt;

{?&amp;gt;

s
&amp;gt;

z
&amp;gt;

X
J L

r J x yJ

pourront etre deduites de la formule (i4), et de cette formule combined avec

Tequation (i 7) ,
on tirera la suivante :

- r-
cos (f , x) cos

(
71

, x) -f- cos
(* , y) cos

(
T7

, y) 4- cos
(t , z) cos ( T, z)

Done, en observant que, dans cette derniere, le denominateur du premier

membre est precisement egal a cos
(/, 7

1

),
on trouvera

cos(/, T)

et, par suite,

(18) [r, j, &amp;lt;

;
x

, y, z]
=

(r, j, 7
1

)
sin

(r, j) cos
(&amp;lt;

, T).

Si, pour plus de commodite, on suppose que la longueur Z^soit situee du



(
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)

meme cdte que la longueur t par rapport au plan de Tangle (r,j), les deux

mouvements de rotation de r en s autour de t
,
et de r en s autour de 1\

s effectueront dans le meme sens
;
en sorte qu on aura

(r,j, T) = (r,s,t).

Alors aussi
,
dans Tequation (18) reduite a la formule

(19) [r,j, t
, x,y,z] = (r,j,f) sin

le facteur cos(, 71

)
sera positif, puisque Tangle^, T] sera aigu; et, par

suite, le produit

sin (r,$) cos (, 7
1

)

representera la valeur du parallelipipede que Ton peut construire sur les

aretes r, s, t, supposees toutes reduites a 1 unite [vo/rle I
er

j. Quant au

facteur

(r,s&amp;gt; 0&amp;gt;

il se reduira ou a -i-i, ou a i, suivant que le mouvement de rotation de r

en s autour de t, etant direct ou retrograde ,
sera ou ne sera pas de 1 espece

du mouvement de rotation de x en y autour de z. Done la formule (19)

entrainera la proposition suivante :

4
e Theorems, fitant donne dans Tespace un angle solide dont les aretes x,

y, L
,
mesurees a partir du point fixe O

,
sont perpendiculaires entre elles

,
et

un autre angle solide dont les aretes r, ^, t se coupent ,
au meme point O, sous

des angles quelconques, si Ton determine les cosinus des neuf angles

que formeront les aretes r, j, / avec les aretes x, y, z, la resultante

[r, s,t; x,y, z],

construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou negative, suivant que les

mouvements de rotation de x en y autour de z, et de r en s autour de Z, s ef-

fectueront dans le meme sens ou en sens contraire; et cette resultante aura
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pour valeur numerique le volume du parallelipipede, que Ton peut con-

si ruire sur les aretes r, s, t reduites chacune a I unite.

Corollaire. La valeur numerique de la resultante

[r,s,t; x
, y, z]

etant independante non-seulement de la position qu occupent,daus 1 espace,
les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les trois longueurs

x,y, z,

mats encor J du sens dans lequel s effectue le mouvement de rotation de x

en y autour de z, il est naturel de representer cette valeur numerique par la

simple notation

[r, s, t],

que Ton deduit de 1 expression

[/, j, t; x,y, z],

en y effacant les trois lettres x
, y, z

, employees pour indiquer trois di

rections dont il n est plus necessaire de faire une mention expresse. Alors

1 equation (19) se trouve remplacee par le systeme des deux formules

(20) \r,s,t; x, y, z]
=

(/ , j, t) [/ , j, t] ,

(ai) [r, s, t]
= sin

(r,^)
cos (^, T),

dont la seconde reproduit precisenient 1 une des notations admises dans le

I
er

. Ajoutons que, si Ton nomme

U, S, T
trois longueurs respectivement mesurees sur des perpendiculaires aux plans

des trois angles

(M). (*? *) ()*

a partir du point commun aux trois aretes

r, j, t,

et situe&quot;es, par rapport a ces plans, des memes cotes que ces trois aretes, on

pourra joindre a 1 equation (21) deux autres equations qui seront comprises,

avec elle
,
dans la seule formule

(22) [r,.y,]
=. sin

(.?,*) cos(r, /?)
=

sin(^,r) cos (j,5)
= sin (r,s) cos (, T}

[voir le i
er

j.
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En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qu en vertu des theo-

remes i
,
2 et 3, la valeur de la resultante

depend uniquement de Tangle (r, j), de 1 inclinaison du plan de cet angle sur

le plan de x
, y, et du sens dans lequel s effectue, dans chactin de ces plans,

le mouvement de rotation de r en s ou de x en y. Pareillement, il suit du theo-

reme
4&amp;gt; que la valeur de la resultante

[r, s, t- x,y, zj

depend uniquement de la forme de Tangle solide qui a pour aretes x, y, z,

et du sens suivaut lequel s effectue chacun des mouvements de rotation de r

en s autour de t, et de x en y autour de z. En consequence, on peut enoncer

la proposition suivante :

5C Theoreme. Les longueurs

i ,s,t; x,y, z

etant mesurees
,
a partir d une meme origine O ,

les trois premieres dans des

directions quelcoriques, les trois dernieres sur des axes perpendiculaires
entre eux, on n alterera point la valeur de la resultante

[r, S-, x, yj,

en faisant tourner autour du point O chacun des angles

suppose d ailleurs invariable, dans le plan qui le renferme, ni la valeur de
la resultante

[r, s, t
;
x

, y, z] ,

en faisant tourner autour du point O, sans les deTormer, les deux angles
solides qui ont pour aretes, d une part, les longueurs r, j, &amp;lt;; et, d autrepart,
les longueurs x

, y, z.

Les resultats auxquels nous sommes parvenus dans ce paragraphe etaient

deja connus. Mais les formules a Taide desquelles on les exprimait, n of-

fraient pas toute la precision que Ton pouvait desirer, puisqu elles renfer-

maient des doubles signes dont la determination dependait de certaines

conditions qu il etait necessaire de mentionner dans le discours, et d enoncer

Ex. d An, et de Ph. math., T. IV. (37
e

livr.) 5
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a part. L adoption des signes

(r, j), (r,s,t)

propres a indiquer le sens des mouvements de rotation, et 1 introduction de

ces signes dans les formules font disparaitre ttnconvenient que nous venons

de signaler. Nous aliens voir maintenant avec quelle facilite 1 usage de ces

memes signes permet d etablir des formules generales, qui determinent com-

pletement les valeurs des resultantes analogues a celles dont nous venons de

nous occuper, mais relatives a deux systemes queleonques d axes rectangu-
laires ou obliques.

IV. Determination de la resultante construitc avcc les cosinus des angles (jue des axes

donnes formcrtt avec d autres axes rectangulaires on obliques.

Considerons deux systemes d axes rectangulaires ou obliques, indefini-

ment prolonges ,
a partir d une meme origine O ,

dans des directions deter-

minees sur lesquelles se mesurent, a partir du point O, pour le premier

systeme ,
les longueurs

r, s ou r, ,
t

,

et, pour le second systeme, les longueurs

w, v ou
, i&amp;gt;,

iv.

Si Ton suppose chaque systeme compose de deux axes seulement, les

longueurs
r, s ou M, f,

mesurees sur les directions de ces deux axes, comprendront entre elles un

anp.le plan
/\

** ou

et les cosinus des quatre angles

que formerontles directions r, s avec les directions w, v, seront les facteurs

qui entreront dans la composition des divers termes de la resultante

S\ /\ /N /N /N /S

(
i
) [r,

s
;
u

,
v
]
= cos (r, u) cos (r, v) cos

(r, v) cos
(s, u).
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Or la valeur de cette resultante pourra etre presentee sous une forme tres-

siniple, si les denx angles

(/-,*), (u,v)

etant renfermes dans un meme plan, 1 nne des directions r, s est perpendicu-

laire a 1 une des directions w, c, en sorte qu on ait, par exemple ,

En effet, supposons ces conditions remplies; alors on trouvera

/\

cos (r, v) o
,

et, par suite, la formule (i) donnera

S\ f\

[/, s; u , v
]
= cos

(r, w) cos
(,y, t&amp;gt;).

Or, la direction t&amp;gt; etant perpendiculaire a la direction /
,
on pourra, dans les

formules (4)
du I

er
, remplacer non-seulement r par s ou par u

, mais en

core x et y par r et y; et, par suite, en considerant comme direct le mouve-

ment de rotation de r en p, on aura

s\ /\ s\ /\

cos (u ,
r

) (u ,
v
)
sin (u , v) ,

cos (j, ^)
=

(r, *)
sin

(r, $)
.

Done la valeur trouvee de
[/, s; u, v] pourra etre reduite a

/\ /\

(a) [r, Sj u
, P] (r, 5) (M, p)

sin
(r, j) sin (w , v).

Observons d ailleurs que la formule (2) continuera evidemment de subsister,

si Ton considere comme direct, non plus le mouvement de rotation de r

en p, mais le mouvement de rotation de v en r; car, pour passer d un cas a

1 autre, il suffira de changer le signe de chacun des facteurs, ce qui n al-

terera pas leur produit. Ajoutons qu en vertu de la formule (5) du II,

jointe a la formule (i) du l
er

,
1 equation (2) subsistera encore, si Ton y

echange separement ou simultanement r avec s et u avec ^. Elle subsistera

done
, non-seulement quand r sera perpendiculaire a v

,
mais encore toutes

les fois que Tune des directions r, s sera perpendiculaire a 1 une des direc

tions w, v. II y a plus: on pent affirmer que la formule (2) subsiste gene-

ralement, quelles que soient dans le plan donne, c est-a-dire dans le plan
5.
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des deux angles (r,.s), (,f), les directions des longueurs

A
, S, U

,
V.

(Test effectivement ce que Ton demontrera sans peine, en operant comrnc il

suit.

Rapportons la position d un point quelconque ,
dans le plan donne

,
a

deux axes rectangulaires des x et y, qui passent par 1 origirie commune O
des quatre longueurs r, s, u, v; et noramons

x
&amp;gt; y

deux atitres longueurs mesurees, a partir du point O, sur ces deux axes in-

definiment prolonges du cdte des coordonnees positives. Ghacun des quatre

cosinus renfermes dans le tableau

/\ /N

cos (r, u) ,
cos

(r, v) ,

/\ /\

cos
(s, u), cos (st v]

sera determine par une equation de la forme

/N /N /\ /\ .

, . .A

(3) c6s(r,Ef) cos(r, x)cos(w,x) + cos(r, y)cos(w,yj;

et, en consequence, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il suffira

d ajouter entre eux les deux termes renfermes dans une meme ligne horizon-

tale du tableau

cos
(/-, x) ,

cos
(/-, y) ,

/N S\

cos
($, x) , cos

(.y, y) ,

apres les avoir respectivement multiplies par les termes correspondants de

1 une des lignes horizontales du tableau

/N /\

cos(,x), co3,(w,y),
/\ /N

, x), cos(^, y).

Cela pose, en ayant egard au theoreme general sur les produits des resul-

tantes [voir le 2C
volume, page 167], et en appliquant ce tbeoreme aux

quatre equations semblables entre elles, qui seront de la forme de 1 equa-

tion (3) ,
on trouvera

(4) [r,s; u,v] = [r,s; x,yj[w,^; x,y].
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Or, a 1 aide de J equation (4), que Ton pent aussi presenter sous la forme

tt~\ r i [
r

&amp;gt;

- s&amp;gt;

;
&quot;

&amp;gt;

(&amp;lt;

]

(5) |r,-*j x, vl = L

r
~

J J
[ ,

c
;
x

, y]

on etendra facilement la formule (2)
a tons les cas possibles. En effet, on

pourra d abord, en particularisant les directions wet v, tirer de 1 equation (5)

la valeur de
[r, j; x

, y]. Si
, pour fixer les idees, on suppose v perpendiculaire

a r, et u a j, on tirera de la formule (2), deja demontree dans le cas ou r est

perpendiculaire a v,

/\ /\

[/-,
s

;
w

, y]
=

(r, s) (w , v)
sin

(r, .v)
sin (u ,

t&amp;gt;

|
;

et, eu egard aux conditions

On trouvera de meme, puisque u est suppose perpendiculaire a y,

[w, v- x,y] = (,i;)sin(w,p);

puis, en substituant les valetirs ici trouvees des deux resultantes

[r,s; u,
i&amp;gt;], [u, v; x

, yj ,

clans le second nombre de la formule (4), on obtiendra 1 equatiou

/\

(6) [/ ,
s

;
x

, y]
=

(/-. s)
sin

(r, s) ,

que Ton pourrait, au reste, comme on 1 a vu dans le III, etablir directe-

ment. Enfin, si Ton substitue dans le second membra de Tequation (4), la

valeur prececlente de
[r, .?; x, y], et la valeur semblable de [u . P; x, y], qui

seront encore donnees par la formule
/\

[M, v; x
, y]

= (, x) sin
( , p),

quelle que soit la direction attribuee a z^, on sera immediatement rainene a

1 equation (2), qui sera ainsi demontree, quelles que soient, dans le plan

donne
,
les directions des quatre longueurs

/
, .9, W, P.

II est bon d observer que le produit

(r, s) (u , v) ,
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reuferme dans le second membre de la formule

(2) ,
se reduit simplement a

+ 1 on a F, selon que les mouvements de rotation de / en s et de it en v

s effectuent dans le meme sens ou en sens contraire. Quant aux factenrs

/\ /N

sin (r, 5
1

), sin
(,&amp;lt; ),

ils represented precisement les aires de deux parallelogrammes que Ton pent

constrnire sur les c6tes des deux angles plans (/*,,$), (,&amp;lt;&amp;gt;),

en supposant
chacun de ces cdtes reduit a 1 unite.

Cela pose, la formule (a3) entrainera cvidemment la proposition suivante:

i
er Theoreme. fitant donnes, dans tin plan, deux angles

si Ton determine les quatre cosinus des autres angles

/\ s\

(r, u] , (/-, v) ,

/\ /\

(t;.*), (j/tf)

que fbrmeront entre eux les c6tes des deux angles donnes
,
la resultante

[r,s; u, v],

construite avec ces quatre cosiuus
,
sera positive ou negative ,

selon que les

mouvements de rotation de r en s et de u en v s eftectueront dans le meme
sens ou en sens contraire; et cette resultante aura pour valeur numerique Je

produit des sinus des deux angles donnes, ou, ce qui revient an meme, le

produit des aires des deux parallelogrammes que Ton pent construire sur

les c6tes de ces deux angles, en supposant ces cotes reduits a I linite.

Corollaire. Si, comrne nous 1 avons deja fait dans le 111, on designe par

-.
.

.

[r,,]
. V.

laire du parallelogramme qui a pour c6tes les longueurs r, s reduites a

1 unite, on aura

/N /\

[r,
s

]
= sin

(/, j) , [u , v]
= sin

(,*&amp;gt;),

et la formule (2) pourra s ecrire comme il suit :

(7) [&amp;gt;y; , v]
=

(r, s) (u, v) [r, s] [, v].
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Supposons maintenant que les deux angles

ayant pour sommet commun le point O, cessent d etre situes dans un meme

plan; puis ,
en prenant le point O pour origine des coordonnees, rappor-

tons la position d un point quelconque de 1 espace a trois axes rectangulaires

des x,y, z&amp;gt;
dont les deux premiers soient renfermes clans le plan de 1 angle

(#, v); et nommons

x, y, -L

trois longueurs mesurees a partir de Torigine O, sur ces trois axes iudefim-

ment prolonges dans le sens des coordonnees positives. Chacune des direc

tions u, v etant comprise dans le plan de Tangle droit (x,y), la formule (3)

et celles qu on en deduit en remplacant separement on simultanement r par.y

et u par P, continueront encore de subsister \voir le theoreme 6 de la page 3 1 1

du 3e
volume), et entraineront encore avec elles Tequation (4), en sorte qu on

aura

(4) [ &amp;gt;

s
&amp;gt;

II ^} = [
r

&amp;gt;

*
;

x y] K p
;
x

&amp;gt; y]-

De plus, Tangle (u, v)
etant compris dans le plan de Tangle droit (x,y), la

formule (6) donnera

[,u; x, y]
= (,p)sin(w, v).

D ailleurs, si Ton adoptc les definitions et notations proposees dans le l
(r

,

le mouvement de rotation de u en v sera direct ou retrograde dans le plan
des x

, y, suivant que le mouvement de rotation de u en v autour de la

direction z sera direct ou retrograde dans Tespace. On aura done

(u, v) (u, c,z);

et, par suite, la valeur trouvee de la resultante [u, c; x
, y] pourra etre pre

sentee sous la forme

(8) [u ,
v

; x
, y]
=

(u , v, /) sin (M, v).

Enfin si, pour plus de commodite, on suppose la direction y, c est-a-dire la

direction du demi-axe des y positives, fixee de telle sorte que le mouve
ment de rotation de x en y s effectue dans le sens du mouvement de rotation

de u en v, alors Texpression (, p) ou (w, v, z) etant reduite a Tunite, on aura



sirnplement

(9) [&quot;&amp;lt;&amp;gt;;

Quant a la valeur de la resultante
[r, s; x,y], elle pourra etre deduite de

Tune quelconque des formules (8) et (9) du III. En effet, soient

les projections absolues des longueurs r, 6
1 sur le plan des deux angles (, t&amp;gt;),

/\

(x, y).
Soient encore

/, /H,

trois longueurs mesurees a parti r du point O, la premiere sur la droite d in-
/N /N

tersection des deux angles (**,$), (,?); la seconde sur une perpendicu-

laire menee a cette droite, dans le plan des deux angles (,*&amp;gt;), (x,y), et

dirigee dans un sens tel, que le mouvement de rotation de / en m soit de

I espece du mouvement de rotation de x en y\ la troisieme sur une per-

pendiculaire menee a la droite /, dans le plan de I angle (r, s\ et dirigee
dans un sens tel

, que le mouvement de rotation de I eri n soit de Tespece du

mouvement de rotation de / en n. Enfin, soit T une longueur mesuree, a

partir du point O, sur une perpendiculaire au plan de Tangle (r,.?). On aura,

en vertu de la formule (8) du III,

(10) [r,s\ x, y]
=

(r, j,z)sin((0, s)cos(/ , p) cos (j, c) ;

puts, en supposant que, dans le plan des x, y, les mouvements de rotation

de x en y et de u en v sont de nieme espece ,
on aura encore, en vertu de la

formule (9) du paragraphe cite,

(i i) [
r

-&amp;gt;s;
x

, y]
= sin(r, s) cos(m,rc).

Gela pose, si Ton substitue dansl equation (4), avec la valeur de [w, v; x, y]

tiree de la formule (8), la valeur de
[r, f; x,y] tiree de la formule (10),

ou, avec la valeur de [, p; x, y] tiree de la formule (9), la valeur de

(r, s; x, y) tiree de la formule (n), on obtiendra 1 une des equations

(
1 2

) |&amp;gt;,

s
;
u , v]

=
(r, s, z) (u , v, z) sin (u ,

v&amp;gt;

Sln
v
p , g) cos (r, p]

cos (5, g) ,

/N /N /N

, n}.



II est bon d observer que, si Ton designe, comme plus haul, par la nota

tion [r,s] 1 aire du parall&ogramme que Ton peut construire sur les c6tes r, s

reduits 1 un et Tautre a 1 unite, la formule (i3) donnera

(i4) [r,s\ u,v] = [r,s][u,v]cos(m,ri).

Ajoutons que, dans la formule (12), le produit

/\ /\ /\

sin (p,?) cos (r, p)cos(j, 5)

representera precisement la projection de la surface [r, s]
sur le plan de la

surface [, v]. Cela pose, les propositions qui se deduiront de la formule (12),

puis de la formule (i3) ou (i4) et qui seront analogues aux theoremes 2 et 3

du III
, pourront evidemment s enoncer dans les termes suivants :

a e Theoreme. Etant donnes, dans 1 espace, deux angles

(r,j), (w,p),

si Ton determine les quatre cosinus des autres angles

(r,tt), (r,i;),

(j, ) , (j, P) ,

que formeront entre eux les c6tes des deux angles donnes, la resultante

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou negative suivant que les

mouvements de rotation de r en j, et de u en f, autour d une droite perpendi-

culaire au plan de 1 un des angles (r, j), (,v), s effectueront dans le meme
sens ou en sens contraires. De plus ,

si dans les plans des deux angles

on construit deux parallelogrammes qui aient pour c6tes les longueurs /

et s, ou u et f, reduites chacune a 1 unite, la resultante
[r,

s
; u, y] aura pour

valeur numerique le produit de Taire du premier parallelogramme par la

projection de 1 aire du second sur le plan du premier.

3 e Theoreme. Les memes choses etant posees que dans le a e theoreme. la

resultante
[r, s\ w, v\ aura encore pour valeur numerique le produit qu on

Ex. d An. et de Ph. math., T. IV. (38 livr.)
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obtient en multipliant les aires

[r, j], [w, P]

des deux parallelogrammes ci-dessus mentionnes
, par le cosinus de Tangle

aigu que les plans de ces deux parallelogrammes forment entre eux.

II ne sera pas inutile d indiquer uue forme digne de remarque ,
sous la-

quelle on peut presenter la formule (i4). Goncevons que des deux angles

ayant pour sommet commun le point O ,
on eleve, a partir de ce point, deux

perpendiculaires aux plans de ces deux angles, et nommons

T, TV

deux longueurs mesurees sur les directions de ces perpendiculaires ,
dan

des sens determines. En considerant comme direct le raouveraent de rotation

de x en y autour de la direction z, on aura [voir la formule (8) du III]

cos (m,n) = (r, s, T] cos
( T, z}.

D autre part, si les mouvements de rotation de x en y et de u en v autour de

la direction z sont diriges dans le meme sens, comme le suppose la for-

nuile (i4) on aura encore

(u,v,z) (x,y,z)= i,

et, par suite,

cos (m , n] = (/ , s, T}(u,v^ z) cos ( T, z).

Enfin, les directions z et ^etant toutes deux, par hypothese, perpendicu-
/\ l/N

laires au plan de Tangle (u,v) ou (x,y), coincideront ou seront opposees Tune

a Tautre; et, par suite, le produit

(u , i&amp;gt;, z) cos
( T, z)

ne pourra etre altere par la substitution de W -A z, puisque cette substitu

tion, si elle modifie les deux fonctions

(M,P,S), cos(r,z),
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aura pour effet unique de changer le signe de chacun d eux. On aura done

(u, v,z) cos
( T\z) = (, v, W} cos( 7VF),

et la valeur trouvee de cos (7/2,72) pourra s ecrire comme il suit :

(
1 5) cos (m,n) (r, s, T ) (u , v, W] cos

( T^W\

Or, eu egard a cette derniere formule, Tequation (i4) donnera

(16) [r, J; u,v\ = (r,

Ajoutons que chacune des formules (12), (i3), (i4)&amp;gt; (
J 6) comprend evidem-

ment, comme cas particulier, la formule
(7).

Si, a partir du sonimet de Tangle (r, s) on mesurait, dans une direction

quelconque, une longueur Z, alors, en faisant coincider u avec r, et v avec t
,

on tirerait de la formule (i3)

(i 7) [/ ,
s

; /,/]= sin
(r, s) sin

(r, /) cos (/,),

et comme on aurait

(r, r) o, cos(r, r) = i,

par consequent,

[r,
J

; r, t]
= cos

(j, t] cos (r,*) cos (r,/) ,

la formule (i5) donnerait

(18) cos(s,t) cos
(r, s)

cos
(r, t}

= sin
(r, s) sin

(r, &amp;lt;)

cos
(7/2,77).

Mais alors aussi, 7/2,72 etant deux longueurs mesurees perpendiculairement

a r, dans les plans des deux angles (r, t} , (r,s), la premiere du cdte de t, la

seconde du c6te de j, Tangle plan (r, ,v)
serait la mesure de Tangle died re

adjacent a Tarete r, dans Tangle solide qui aurait pour aretes r, j, t. Done.

en nommant a, b, c les trois angles plans

(s, t}, (,r), (r,j),

et a, 6,y les angles diedres opposes a ces angles plans dans Tangle solide

6.
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dont il s agit, on verrait I equation (18) se reduire a la formule

cos a cos b cos c = sin b sin c cos a,

que Ton peut considerer comme I equation fondamentale de la trigonometrie

spherique. Ainsi, cette equation fondamentale se trouve comprise, comme
cas particulier, dans la formule (i3).

.Considerons a present, dans 1 espace ,
deux systemes d axes dont chacun se

compose de trois axes indefiniment prolonges, a partir d un certain point O,

dans des directions determinees. Les longueurs

r, .y,
t ou u

, v, w,

mesurees, a partir du point O, dans ces memes directions, pourront etre

regardees comme les trois aretes d un apgle solide, et les cosinus des neuf

angles plans

que formeront les directions r, .y,
t avec les directions u

, v, w, seront les fac-

teurs qui entreront dans la composition des divers termes de la resultante

[r, s, t; u,v,w\ =L 77 J

/ ^\ / N /*&quot; N t *\ f*-\ /&quot; \

cos(r, w) cos
(j

1

, ^) cos(&amp;lt;,w) cos(r, u) cos
(j, w] cos(l,v)

/v /\ /\ /\ /s /\

-H cos
( r, p) cos| (*,w) cos (t , )

cos
(r, p)

cos
(f, w) cos

(/, w)
/N /\ /\ /\ /N /N

4- cos(r,w) cos(.y, w) cos(^, P) cos(r,w) cos
(.9, v] cos

(/, w).

Or cette resultante pourra etre presentee sous une forme tres-simple, si

Tune des directions u, v,w est perpendiculaire a deux des directions r, j, t,

en sorte qu on ait
, par exemple ,

En effet, supposons ces conditions remplies; alors on aura

cos (r, w) = o, cos
(s 9 w) = o

,



(45 )

et, par suite, 1 equation (19) donnera

(20) [r, j, t it, v, w] = [r,
s

; u, v] cos
(*,w&amp;gt;)

;

puis, en designant par

T, W
deux longueurs mesurees, a partir du point O, sur des perpendiculaires aux

plans des deux angles

on tirera de la formule (20), jointe a 1 equation (i6) T

(21) [r,s,t; w,^,w] = (r,$, T}(u,v,w)sm(r,s)sm(u,v)cos(t,w) cos( T,

D ailleurs, la direction w etant, par hypothese, perpendiculaire, ainsi que T7

,

aux directions r et 5
1

,
se confoudra ou avec la direction T^ ou avec la direc

tion opposee a T.

Done
,
si dans le produit

cos
(t, w) cos (T,W)

on echange entre elles les deux lettres w et T7

,
cet echange laissera intacte

la valeur de ce produit ,
dont les deux facteurs ne pourront subir d autre

modification qu un changement de signe opere simultanement clans 1 un et

dans Vautre. On a done

cos (t , w] cos
( 1\W )

= cos (*?T) cos (w^W ) ,

rt, par suite, la formule (21) pourra s ecrire comme il suit :

(22) [r, s, t
; u, v, w] = (r, j, T) (M, ^,W )sin(r, *)sin(, v) cos(t, 7

1

)cos (w^P&quot; ).

Supposons maintenant, pour plus de commodite, la longueur T situee,

par rapport au plan de 1 angle (r,s], du inerne c6te que la longueur /, et la

longueur^ situee, par rapport au plan de Tangle (M, c), du meme c6te

que la longueur w. Alors non-seulement on aura

(r, j, T} = (r, s, t), (ii, v,W) = (w, v, w);

mais de plus, en designant, comme on Tadeja fait, par [r, s, t] la valeur du
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parallel! pipede qui aurait pour aretes les longueurs r,s, t reduites chacune a

1 unite, on aura, en vertu de la formule (21) du III
,

[/-, s,t] = sin
(r, s) cos

(/,
T7

) , [, y, w\ = sin(w, v) cos (v, W\
Done la formule (22) donnera

(28) |&amp;gt;,M; w,^,w] (r,J,)(w,v,w)[r,j, &amp;lt;][M,P,W].

On doit observer qu en vertu de la formule (5) du I
er

, jointe a la for

mule (6) du II, 1 equation (a3) ne sera point alteree, si Ton y echange se-

parement ousimultanement, d unepart, r avec s ou t, d autre part, w avec u

OH c. Done Fequation (2 3) se verifiera, non-seulement quand w sera perpen-
diculaire a r et ^, mais encore quand 1 une quelconque des trois directions

u, v, w

sera perpendiculaire a deux quelconques des trois directions

r, j, t.

11 y a plus : on pent affirmer qu elle subsistera generalement, quelles que
soient les directions

r, j, t
;
u

, p, w.

C est, du moms, ce que Ton demontrera sans peine, en operant comme il

suit.

Rapportons la position d un point quelconque, dansTespace, a trois axes

rectangulaires des jc, y, z qui passent par Torigine commune O des six

longueurs

r, j, t; u,v,w,
et nommons

x, y, z

trois autres longueurs mesurees, a partir du point O, sur ces trois axes

indefiniment prolonged du c6te des coordonnees positives. Giiacun des neuf

cosinus renfermes dans le tableau

/N /V. /\

cos (r, u) ,
cos

(r, v) ,
cos

(r, w),
/\ /N /\

COS
(j, ) ,

COS
(j

1

, P) ,
COS

(j, w) ,
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sera determine par une equation de la forme

/N S\ /\ /\ /S /\ /\

(24) cos
(r, w)

= cos
(r, x) cos ( , x) -+- cos (r, y) cos (M , y) -h cos (r, z)

cos
(j, z) ;

et, consequemment, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus
,

il suffira

d ajouter entre eux les trois termes renfermes dans une meme ligne

horizontale du tableau

/N /S /\

cos(r,x), cos(r, y), cos(r,s),

/\ /\ ^
cos

(.$, x) ,
cos

($, y) ,
cos

(&amp;gt;$-, z) ,

/\ /\ /\

cos(,x), cos(.y), cos(z,z),

apres les avoir respectivement multiplies par les termes correspondants de

Tune des lignes horizontales du tableau

/\ /\ /\

cos(w,x), cos(,y), cos(w,z),

X * A /\

cos(p, x), cos(c, y), cos(v, z),

/\ /s /s

cos(w,x), cos(w,y), cos(w, z).

Cela pose, en ayant egard au theoreme general sur les produits des resul-

tantes [voirie deuxieme volume, page 167), et en appliquant ce theoreme

aux neuf equations semblables entre elles qui seront de la forme de 1 equa-
tion (24) ,

on trouvera

(ao) [

f^, &amp;lt;; u,v,w] = [t\s,t; x, y,z] [w, f, w; x,y,/|.

Or, a 1 aide de 1 equation (a5), que Ton pent aussi presenter sons la forme

/ c\ r i [
r

&amp;gt; *&amp;gt;

f
-&amp;gt; &quot;&amp;gt;

v
i
w

\

(a6) [|VM x^Y^J^r n
[,. , ; x,y, z]

on etendra facilement la formule (a3) a tons les cas possibles. En effet, on

pourra d abord, en particularisant les directions u, v,w, tirer de liqua
tion (26) la valeur de

[r, j, t\ x
, y, z].

Si
, pour fixer les idees, on suppose la

direction w perpendiculaire aux deux directions /, .9, et la direction v

perpendiculaire aux deux directions x, y, on tirera de la formulr (a3), cleja
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dans le cas ou w est perpendiculaire a ret as,

[/ , j, ; w, p, w]
=

(
r

, j, *) (
M

,
P

,
w) [r; J} t] [w, P, w];

et, eu egard aux conditions

(x, y,z) = i, [x,y,z] = i,

on trouvera de meme
, puisque v est suppose perpendiculaire ax et a y,

[, v, w; x, y, z]
= (, p, w) [u,v, w];

puis, en substituant les valeurs ici trouvees de

[r, s, t-, , c,w], [a,y,w; x
, y, z] v

dans le second membre de la formule (26), on obtiendra 1 equation

(27) [r, f, &amp;lt;;

x
, y, z]

=
(r, j, *) [r, j,

&amp;lt;]
,

que Ton pourrait, au reste, comme on 1 a vu dans le IIT, etablir directe-

ment. Enfin, si Ton substitue, dans le second membre de Fequation (26), la

valeur precedentede [r, j, ^; x,y, z], etla valeur semblable de[w,p,w; x, y,z],

qui sera encore donnee par la formule

[w, v,w; x,y, z] (w, v, w) [, v
, w],

quelle que soil la direction attribuee a ^, on sera immediatement ramene a

1 equation (2 3), qui sera ainsi demontree, quelles que soient les directions

,r, s, t-, u,v,w.

II est bon d observer que le produit

renferine dans le second membre de la formule (a 3), se reduit a -+- 1 ou a i,

selon que les mouvements de rotation de r en s autour de t, et de u en v

autour de TV, s effectuent dans le meme sens ou en sens contraires. Quant aux

facteurs

[r, s, t][u, v, w],

vis representent precisement les valeurs des deux parallelipipedes que 1 on
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peut coustruire, d une part, sur les trois aretes

r, s, t;

d autre part, sur les trois aretes

u, v, w,

en supposant chacune de ces six aretes reduites a 1 unite.

Gela pose, la formule (2 3) entrainera evidemment la proposition suivantc :

4
e Theorems, fitant donnes dans 1 espace deux angles solides qui offrent

le meme sommet O, et qui ont pour aretes, le premier les longueurs

r, s, t,

le second les longueurs

w, v, w,

si Ton determine les cosinus des neuf angles

(r,n), (r, y), (r,w),

(j,), (j,o), (j,w),

(*,), (t,v), (,w),

que formeront les aretes

avec les aretes

la resultante

[/ , j, ^; , p, TV],

construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou negative, suivaut que les

mouvemenls de rotation de r en s autour de
,
et de u en v autour de w,

s effectueront dans le meme sens ou en sens contraires
;

et cette resultante

aura pour valeur numerique le produit des valeurs des deux parallelipipedes

que Ton peut former, d une part ,
sur les aretes r, s, t

;
d autre part , sur les

aretes w, v, w, en supposant chacune de ces six aretes reduites a 1 unite.

Si les aretes

u, v, w

du second angle solide se reduisent a des longueurs

/Z, 5, T
Ex. d An. et de Ph. math., T. IV. (38 livr.) 7
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mesurees sur des perpendiculaires aux trois faces du premier, c est-a-dire
,

en d autres termes, sur des perpendiculaires aux plans des trois angles

les cosinus des neuf angles formes par les aretes du premier angle solide avec

les aretes du second seront les divers termes du tableau

cos
(r, R) ,

o
,

o
,

o, cos ($, 5), o,

o, o, cos(OT);

et
, par suite ,

la resultante

[r,M; R,S, T]

sera reduite a son premier terme

cos
(r, /?) cos

(j, S) cos (, T}.

Done alorsla formule (a3) donnera

(28) cos (r?R) cos (j?S), cos(t*T) = (r,s,t) (R, S, T) [r,s,t][R,S, T].

Si
, pour plus de commodite

,
on suppose les trois longueurs

*, S, T

dirigees de maniere a former, avec les longueurs correspondantes

r, j, t,

trois angles aigus

(/r/?), (*?$), (T),

ou
,
en d autres termes, si les longueurs

R,S, T

se mesurent a partir de 1 origine commune des longueurs

r j

la premiere du meme c6te que r par rapport au plan de Tangle (s t &amp;lt;),

la
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seconde du meme c6te que s par rapport au plan de Tangle (,r), la troi-

sieme du meme c6te que t par rapport au plan de Tangle (r, s}, alors.

(r,*,), (7?, 5, T)

etant deux quantites de meme signe, on aura

(r,s,t)(R,S,T) = ,,

et Tequation (28), reduite a la forme

(29 ) cos (/Ofl) cos (s*S )
cos (t?T )

= [r,s,t][R,S,T\

coincidera precisement avec la formule(i 7) de la page 3s3 du troisieme volume.

En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qu en vertu des theo-

remes i, 2 et 3, la valeur de la resultante

[r, j; u,v]

depend uniquement des deux angles (r, j) , (u , v) , de Tinclinaison mutuelle

de leurs plans, et du sens suivaiit lequel s effectue, dans chacun de ces plans,

le mouvement de rotation de r en s
,
ou de u en v. Pareillement

,
il suit du

4
e
theoreme, que la valeur de la resultante

depend uniquement des formes des deux angles solides qui ont pour aretes,

d une part, les trois longueurs r, 5, t; d autre part, les trois longueurs M, v, w,
et du sens suivant lequel s effectue chacun des mouvements de rotation de r

en s autour de
,
et de u en v autour de w. En consequence, on pent enoncer

la proposition suivante :

5e Theoreme. Les longueurs

r, ^, t] u, P, w

etant mesurees a partir d une meme origine O ,
dans des directions quelcon-

ques, on n alterera point la valeur de la resultante

en faisant tourner autour du point O chacun des angles



suppose d ailleurs invariable dans le plan qui le renferme, ni la valeur de la

resultante

[r, j, t
;
u

, v, w\ ,

en faisant tourner autour du point O, sans les deformer, les deux angles

solides qui ont pour aretes, d une part, les longueurs r ^, t, et,d autre part,

les longueurs M, v, w.

V. Sur les resultantes formees avec les coordonnees rectangulaires ou obliques de deux ou

trois points.

Supposons la position d un point quelconque P rapportee dans 1 espace a

trois axes coordonnes des x
, y, z; et nomnions

x, y, z

trois longueurs mesurees, a partir de 1 origine O des coordonnees
,
sur ces derni-

axes
,
indefiniment prolonges dans lesens des coordonnees positives. Soit, d ail

leurs, r la distance de 1 origine au point P, dont les coordonnees sont jc,

y, z. Si ces coordonnees se rapportent & des axes rectangulaires, elles se-

ront precisement les projections algebriques et orthogonales du rayon r sur

les directions x, y, z. Elles seront done liees a r [voir le troisieme volume,

, page 1 44] Par I es formules

A A A
jc r cos (r, x) , y r cos (r, y) ,

z / cos
(r, z).

Soient maintenant

r, j, t

trois rayons vecteurs menes de 1 origine O a trois points divers P, P , P&quot;; et,

pour mieux reconnailre les coordonnees de chacun de ces points, designons-

les a Taide de la lettre r, ou .r,
ou t

, placee comme indice au bas de la lettre x
,

7% ou z, en sorte que ocr ,yr ,
z r designent specialement les trois coordonnees

de rextremite du rayon r. Les extremites des trois rayons

/
, J, t

auront pour coordonnees les neuf quantites

( X ri fri z ri

(\\ .- TC Y Z

*y A&amp;lt;&quot; *y
iX. f . ft* 4frf
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respectivement equivalentes aux iieuf produits

/\ /\ /\

r cos (r, x) ,
/ cos (r, y) ,

/ cos (r, z) ;

/\ /\ /\

(2)
s cos

($, x), J cos
(j, y) ,

s cos
(j, z/ ;

/\ /N /\

cos(2,x), fcos(c,y), tcos(t t z).

D ailleurs, ces produits se reduiront aux cosinus

/\ /\ /\

cos
(r, x) ,

cos
(r, y )

. cos (r, z) ,

(3)

\

cos
(j, x) ,

cos
(.y, y) , cos

(s, z)
.

si les longueurs
r, s, t

se rednisent toutes a Tunite. Done alors la resultante a deux dimensions

(4)
x r jr.s

x s yr

tormee avec cellos cles coordonnees de P et de P
, qui se mesurent sur les

axes des ac et y, et la resultante a trois dimensions

(5) x
,.ys Z( x r y t z s -+- x s yt z r x s y rz t +- x tyr z s cc tys z,.,

formee avec les neuf coordonnees des trois points P, P
, P&quot;,

se reduiront

aux deux resultantes que ,
dans les paragraphes precedents, nous avons re-

presentees par les notations

[&amp;gt;,.?; x, yj, [r, s, t, x
, y, z].

Mais . si du cas particulier oii Ton suppose les trois longueurs /-, ^, t reduites

a I unite, on veut revenir an cas general ou ces longueurs off rent des valeurs

quelconques, il suffira de substituer le tableau (3) an tableau
(-2);

il suffira

done de faire varier chaque terme de la resultante
(4)

ou (5), et, par con

sequent, cette resultante elle-meme, dans nn rapport equivalent an pro-
duit /\y ou rst. On aura done, dans le cas general,

(6) x rys x s yr = rs
[r, s; x

, y j ,

et

(7.)

x jrt
z r x t y,.

z

=
rst[r,s,t; x,y,z].
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II ne reste plus qu a siibstituer, dans ces dernieres formules, ies valeurs de

\r\Sj x, y] et de
[r, s,t , x,y, z] obtenues dans le III.

Supposons d abord Ies deux points P, P situes dans le plan des x,y.
Alors, de 1 equation (6), jointe a la formule (3) du III, on tirera

(8 x r ?s x* yr
=

(r, s)
rs

[r, s].

D ailleurs, comme on Fa vu
( I), le produit

rs
[r, s]

represeute precisement 1 aire du parallelogramme qui a pourcdtes Ies rayons
vectenrs r, s. Done la formule

(8) entramera le theoreme suivant :

i
er Theoreme. Les positions des divers points d un plan etant rapportees a

deux axes rectangulaires de x et y* si Ton designe par r, s Ies rayons vec-

teurs nienes de 1 origine O des coordonnees a deux points quelconques d un

plan ,
et par

Ies quatre coordonnees de ces deux points, la resultante

*V* *V* *Y* *\J** ri J s xt Jr i

formee avec ces quatre coordonnees, sera positive ou negative, suivant que
le mouvement de rotation de r en s sera direct ou retrograde ,

et cette re

sultante aura pour valeur numerique 1 aire du parallelogramme construit sur

Ies rayons vecteurs /, s.

Supposons maintenant Ies points P, P situes hors du plan des .r, y. Alors,

eu designant par p, $ Ies projections absolues des longueurs r, s sur le plan

des x. y, on aura
/\ /\

p
= r cos

(r, p) , 5 = s cos
(s, q) ,

et Ton tirera de 1 equation (6) , jointe a la formule (6) du III,

A /\ X
x r ys x, yr

==
( p,$)rs cos (r, p) cos (s, g) sin (p, q)

par consequent .

(9) xrjs
- x

s yr
= (p,s)pgsm(p,$).

De plus, comme en designanf toujours par z une longueur mesuree a partir



de 1 origine sur le demi-axe des z positives, suppose perpendiculaire an plan
des jc

, y, on aura [voir la formule (7) du III]

1 equation (9) pourra s ecrire comme il suit :

do) x r y, x s yr (r,s,z] pg sin (/,?).

D ailleurs, en nommant
/, m, n

trois longueurs mesurees a partir de 1 origine O, la premiere sur la droite

d intersection du plan OPP et du plan des .r, y, les deux dernieres sur

des perpendiculaires e&quot;levees a ces memes droites dans ces memes plans, et,

en supposant ces perpendiculaires dirigees chacune dans un sens tel que le

mouvement de rotation de / en m soit de Tespece du mouvement de rota

tion de x en y ,
et le mouvement de rotation de / en m de I espece du mou

vement de rotation de / en
,
on tirera de Tequation (6), jointe a la for

mule (10) du III,

(
1 1) jr- r rs x s yr rs

[r, s] cos (m, n).

Enfin, si Ton nomme
T

une longueur mesuree a partir de 1 origine O sur uue perpendiculaire an

plan de Tangle (/ ,j), on aura, en vertu de 1 equation (i i)
du III,

(,os (/,) = (/ , s,T} cos
( 7\z) ;

et
, par suite, la formule (i i) pourra s ecrire comme il suit :

(12) x r ys x tyr = (r, s, 71

)
rs

[r, s] cos
( T, z).

Or les formules (10) et (12) entraineront evidemment les propositions
suivantes :

2 e Theoreme. La position d un point dans 1 espace etant rapportee a trois

axes rectangulaires des x
, y, z, si Ton designe par

les rayons vecteurs menes de 1 origine O des coordonnees A deux point-
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quelconques P, P ,
et par

X
r-&amp;gt; J~r)

*s, fs

uelles des coordonnees de ces deux points qui sont mesurees sur les axes des x
ot y, la resultante

X
rJ&quot;s

X s fri

forniee avec ces quatre coordonnees, sera positive ou negative suivant que
le mouvement de rotation de r en s autour du demi-axe des z positives sera

direct ou retrograde; et cette resultante aura pour valeur numerique 1 aire

du parallelogramrne construit dans le plan des x ,y sur les projections des

rayons vecteurs / et s.

3e Theoreine. Les memes choses etant posees que dans le ae theoreme
,
la

resultante

X T fs x s yr

aura encore pour valeur numerique le produit qne Ton obtient en multi-

pliant Taire du parallelogramme construit sur les rayons vecteurs r, s , par le

cosinu.s de Tangle aigu qui mesure I inclinaison du plan de Tangle (r, s) sur le

plan des x
, y.

Nota. Ijes valeurs numeriques que les 2 e
et 3e

the&quot;oremes assignent a la

valeur numerique de la resultante x rys x syr devant etre egales entre

elles, il suit de ces theoremes que Tincliuaison mutuelle du plan de

Tangle (r, s] et du plan des x
, y, offre un cosinus equivalent au rapport qui

existe entre les aires des deux parallelogrammes, ou meme des deux trian

gles, dont les cotes sont, d une part, les deux rayons vecteurs r, 6
1

, et,

d autre part, les projections p , q de ces rayons sur le plan des x
, y. On se

irouve ainsi ramene de nouveau a la proposition enoncee vers la fin du I.

Passons maintenant a liquation (7). On tirera de cette equation, jointe a la

formule (20) du III,

r ,
- x r yt z s + -r, yt z r

- x syr z t + x t jrr z s
- x

t ys z,

D ailleurs, comme on Ta vu dans le I, le produit

rst
[/, s, t]

represente precisement le volume du parallelipipede qui a pour c6tes r,s,t.

Done la formule (i3) entraine la proposition suivante :
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4
e Theoreme. La position d un point dans 1 espace 6tant rapportee a trois

axes rectangulaires des x, y, z, si Ton designe par

r j

les rayons vecteurs mens dc 1 origine des coordonnees a trois points quel-

conques P, P
, P&quot;,

et par

les neuf coordonnees de ces trois points , la r^sultante

x r yt z t x r j-t z s -}- x s yt z r x sfr z t -h x t jrr z s
~ x t jrr z s ,

formee avec ces coordonuees, sera positive ou negative suivant que le

mouvement de rotation de r en s autour de t sera direct ou retrograde, et

cette resultante aura pour valeur numerique 1 aire du parallelipipede con-

struit sur les rayons vecteurs /
, j, t.

Les divers resultats quc nous venons d obtenir etaient deja conrms. Mais

1 adoption de signes propres a indiquer le sens des mouvements de rotation,

et 1 introduction de ces signes dans le calcul
,
ont donne aux formules une

clarte, une precision nouvrlles
,
et fait disparaitre les doubles signes dont la

determination dependait de certaines conditions que Ton etait oblige de

rnentionner dans le discours et d enoncer a part.

Goncevons, a present, que les axes coordonnes des x, y, z, cessant d etre

rectaqgulaires ,
se coupent sous des angles quelconques, et nommons

X, Y, Z

trois longueurs mesurees a partir de 1 origine O des coordonnees, sur trois

droites respectivement perpendiculaires aux trois plans des j-, z, des z, x
et des x

, jr. Alors les coordonnees x
-, y, z d un point quelconque P se

trouverontlieesau rayon vecteurr, mene de Torigine ^ ce point [voirle troi-

sieme volume, page i43J, par les formules

A /\ /&amp;gt;

( i\ cos(r, X) cos(r, Y) cos(r, Z)
(i4) ^= ^--4^-4 f=r i-i-2, z = r

{

^ -

cos(x,X) cos(y, Y) cos(z,Z)

Si d ailleurs on represente, comme nous 1 avons fait ci-dessus, par

r, j, t

Ex. d An. et de Ph. math., T. IV. (38
e Hvr) 8
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trois rayons vecteurs menes de Forigine O a trois points divers P, P

, P&quot;;
et

si, pour mieux reconnaitre les coordonnees de ces points, on les designe

encore a 1 aide de la lettre r, ou j, ou
, placee comme indice au has de la

lettre .r
,
ou y, ou z, les extremites des trois rayons

r, j, t

auront toujours pour coordonnees les neuf quantites

y&quot;s

Z f .

Mais ces neuf quantites ,
au lieu d etre respectivement equivalentes aux

termes du tableau (2) ,
se trouveront represeritees par les neuf produits

(i 5)

Gela pose, cherchons d abord la valeur de la resultante

y&amp;gt;
f\r *y *vi&quot;

***r J i *** s J r
&amp;gt;

composee avec les quatre quantites

(16)
,/V

ou, ce qui revient au meme, avec les quatre termes du tableau

(7)

/^ &amp;lt;r\

cos(r, X) _
cosfr, X)

cos(x,X) cos(y, Y)
/\

, X) ^, Y)

cos(x,X) . cos(y, Y)
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Chacun des deux produits

que renferme cette resultante, proviendra de la multiplication de deux termes

pris a la fois dans les deux colonnes horizontales et dans les deux colonnes

verticales du tableau (16) ou (17). Mais, d une part, deux termes situes dans

une meme colonne horizontale du tableau (17) offrent un facteur commun,

savoir, le facteur r pour la premiere colonne horizontale, le facteur s pour la

seconde; et, d autre part, deux termes situes dans une meme colonne verticale

du tableau (17) offrent un diviseur commun, savoir, le diviseur cos(x,X)

pour la premiere colonne verticale, et le diviseur cos(y, Y) pour la se

conde. Done les valeurs qu on obtiendra pour les deux produits

en substituant le tableau (i 7) au tableau (16 ) ,
auront pour facteur commun le

x\ x\

produit rs
, pour diviseur commun le produit cos (x,X) cos (y, Y) ; et, pom

obtenir la valeur de la resultante

il suffira de multiplier la resultante formee avec les quatre termes du tableau

Tx), cos(r/Y),
(ID)

cos
(s , X) , cos

(.y,
Y

) ,

c est-a-dire Texpression

[r, J; X,Y]
par le rapport

/\ /\

cos(x,X) cos(y, Y)
on aura done

(19)
cos(x,X) cos(y, Y)

Pareillement, pour obtenir la valeur de la resultante

*r f*zf xr jrt zt -4- xsy t zr xsyr zt -h xt



il suffira de multiplier la resultante formee avec les divers termes du tableau

/N /\ ^
cos(r,X), cos

(r, Y), cos(r,Z);

cos(j, X), cos($,Y), cos(j,Z);
/\ /\ /^

cos(,X), cos(,Y), cos(,Z);

c est-a-dire 1 expression

par le rapport

on aura done encore

!*V*

^f Txrjs zt *

=_

r,*,/; X,Y,Z]

cos(x,X) cos(y, Y) cos(z,Z)

rst

/\ /N /N

cos (x , X) cos (y, Y) cos (z, Z)

v,*; X,Y,Z].

Ce n est pas tout. Comme X sera perpendiculaire ayetz,Yazetx,Zax
et y, les cosirius des neuf angles

/
~Y x /, v^ // 7\

(z, AJ, (^z,
i

) j (z, Li]

s evanouiront tous, a Texception de

cos(x7x), cos(y,Y), cos(z,Z).

Done, par suite, chacune des resultantes

[x,y;X,Y], [x,y,z; X,Y,Z]

se reduira simplement a son premier terme, en sorte quon aura

[x,y; X,Y]= cos^X) cos(y?Y),

[x, y, z; X, Y, Z] = cos (x?X) cos (y?Y) cos (z?Z) ,

et les formules (19), (21) pourront s ecrire comme il suit :

(22) Xrfs X s yr rx y. X, Yl
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!x
rys z t

x r jrt z t -+- x syt zr x syr
z t -h x tyr z s

x t jr,z r

_ (r,s,t; X,Y,Z]
-[x,y, Z

; X,Y,Z]

[I ne reste plus qu a substituer, dans ces dernieres formulas, les valeurs des.

resultantes comprises dans les seconds membres.

Or supposons, en premier lieu, les deux points P, P situe.s dans le plan

,^-. Alors 1 equation (7) duIV, jointe a la formule (x, y; = i, donnera

[x,y;X,Y] = (X, Y) [x,y] [X, Y
j.

On aura done

[*&amp;gt; ; X,Y] __ . . [r, s]

[x,y; X,Y

Done alors 1 equation (22) donnera

et Ton pourra enoncor le theoreme suivanl :

5e .Theoreme. Les positions des divers points d un plan etant rapportee*

a deux axes rectangulaires ou obliques des x et y, si Ton designe par x et y
deux longueurs mesurees, a partir de 1 origine O des coordonnees

,
sur ces

axes prolonges du c6te des coordonnees positives, par

r s

les rayons vecteurs menes de la meme origine a deux points P, P du plan

donne, et par

les quatre coordonnees de ces deux points, la resuhante

fonnee avec ces quatre coordonnees, sera positive on negative suivant que
le mouvement de rotation de r et s sera direct ou retrograde ;

et cette resul-

tante aura pour valeur numerique le rapport qui existe entre 1 aire du

parallelogramme construit sur les cdtes r, s, et 1 aire du losange que lou

peut construire sur les c6tes x
, y, reduits 1 un et 1 autre a 1 unite.
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Supposons, maintenant
,
les points P, P situes hors des plans des x, y.

Alors, en nommant 7* une longueur mesuree, a partir de 1 origine O, sur

une perpendiculaire au plan de Tangle (r, s), et rempla9ant w, P, JFpar X, Y, z

dans Tequation (16) du IV, on lirera de cette equation

[r,s ;
X

,
Y

]
=

(r, s, T ) (
X

, Y, z) [r, s] [
X

,
Y

]
cos

( jfz) ;

puis ,
en remplac.ant r,s,T par x, y, Z, on trouvera

[x,y; X,Y] = (x,y,Z)(X,Y,z)[x,y][X,Y]cos(Zrz).

On aura done, par suite,

[r,s; X,Y] __ (r, s, T) [r, s] ca&(7\*)

et Tequation (22) donnera

rs[r,s]

z]
, N

ix, y, AJ L
X 7J

cos(Z,z)

Si, pour plus de commodite, on suppose la longueur Z mesuree du meme
c6te que la longueur z, c est-a-dire du c6t6 des z positives, le cosinus de

Tangle (Z, z) offrira une valeur positive, egale au sinus de Tinclinaison de

1 axe des z sur le plan des x
, y\ et, comme on aura

(x,y, Z) = (x,y, z) i,

on trouvera simplement

/ /? \ / TI \ rs \r. s] cos ( T, z)/oHi f v - v v (r c i i
-i

I
20

/ -^rji K yr v /rx~vi~ ;?^
L
x yJ

cos(Z,z)

Enfin ,
si la longueur T est mesuree elle-meme du c6te des z positives ,

Tangle ( T, z) sera Tangle aigu qui mesurera Tinclinaison du plan de

Tangle (r, .v)
sur le plan des #, y\ et, comme alors on aura

la formnle (26) ponrra etre reduite a Tequation

&amp;gt; N r^ [r, x] cos ( 7
1

, z)

(27) x r ys
- x sys

=
(r, s, z) ^^J L_L_

,

- x&amp;gt; yj
cos(Z, z)

de laquelle on deduira immediatement la proposition suivante
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6e Theorems. La position d un point dans 1 espace etant rapportee a trois

axes rectangulaires ou obliques des x
, y\ z, si Ton designe par x, y, z trois

longueurs mesurees a partir de 1 origine O des coordonnees
,
sur ces axes

,

indefiniment prolonges du c6te des coordonnees positives, puis par

r, s

les rayons vecteurs menesdela meme origine a deux points quelconques P, P ,

et par
** r i J r &amp;gt;

ryt *Y*- SI J SI

celles des coordonnees de ces deux points qui sont mesurees sur les axes des x
et

jr, la resultante
/

y&amp;gt; ^* IT* /v*
*- r J s ** s J r t

iormee avec ces quatre coordonnees, sera positive ou negative suivant que
le mouvement de rotation de r en s autour de la direction z sera direct ou

retrograde; et cette resultante aura pour valeur numerique le produit de

deux facteurs respectivement egaux ,
le premier an rapport qui existe entre

1 aire du parallelogramme construit sur les c6tes r, s, et Taire du losange

quel onpeut construire sur les cdtes x, y, reduits a Tunite; le second an rap

port qui existe entre le cosinus de 1 inclinaison du plan de Tangle (r,j) sur

le plan des x
, y, et le sinus de 1 inclinaison de 1 axe des z sur le meme

plan.

Considerons, enfin
,
trois points P, P

,
P&quot; situes dans Tespace, aux extre-

mites des rayons vectenrs r, s, t, et supposons la position de chaque point

rapportee a trois axes rectangulaires ou obliques des x
, y, z. La resultante,

formee avec les neuf coordonnees des trois points P, P
, P&quot;,

sera determinee

par la formule (a3). D ailleurs
, liquation (a3) du IV, jointe a la formule

!x, y, z)
=

i, donnera

[r, j, t- X, Y, Z] = (r, 5,
&amp;lt;) (X, Y, Z) [r, j, t] [X, Y, ZJ

[x,y,z; X, Y, Z] = (X, Y, Z) [x, y,z] [X, Y, Z].

On aura done

[r,s t f, X,Y, Z] _ ,
.

, (r, s, t\

[x,y,z;X,Y,Z]- :A[,rf
Done Tequation (23) donnera

rst[r,s,t]

et Ton pourra enoncer le theoreme suivaut :
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7
e Theoreme. La position d

v

un point dans I espace etaut rapportee a trois

axes rectangulaires ou obliques des .r, y, z, si Ton designe par

x, y,
z

trois longueurs mesurees, a partir de 1 origine O des coordonnees, sur ces

trois axes indefiniment prolonged du cote des x, y, z positives, puis par

rc /
*&amp;gt;..*

les rayons vecteurs menes de 1 origine a trois points quelconques, et par

les neuf coordonnees de ces trois points, la resultante

x r y s Zf jc ryt z s -+- x s yt z r x s yT z t -+- x tyr z s xtys z r ,

formee avec ces neuf coordonnees . sera positive ou negative suivant que le

mouvement de rotation de r et s autour de t sera direct ou retrograde; el

cette resultante aura pour valeur numerique le rapport qui existe entre le

volume du parallelipipede construit sur les aretes r, j, t, et le volume du

parallelipipede que Ton peut coostruire sur les aretes x
, y, z, reduites chacune

a 1 unite.

11 est bon d observer que les theoremes 5, 6 et 7, relatifs a des coordon

nees obliques, peuvent etre immediatement deduits des theoremes i, 2,

3, 4? relatifs a des coordonnees rectangulaires. En effet
,
les trois equations

qui servent a transformer des coordonnees obliques en coordonnees rectan

gulaires, etant du premier degre, il suit du tbeoreine sur les produits de

resultantes, deja mentionne, que la resultante formee avec les coordonnees

de trois points cboisis arbitrairement dans Tespace obtiendra successive-

ment deux valeurs qui seront entre elles dans un rapport constant, c est-a-

dire independant des positions de ces memes points, si, 1 origine des coor

donnees restant immobile, on rapporte la position d un point quelconque ,

d abord a des coordonnees reciangulaires, puis a des coordonnees obliques.

Ajoutons que ce principe ne cessera pas d etre exact, si, en faisant abstrac

tion des coordonnees paralleles a Tun des axes, par exemple a Taxe des 2,

on considere la resultante formee
,
non plus avec les neuf coordonnees de trois
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points cboisis arbitrairement dans 1 espace, mais avec les quatre coordon

nees de deux points, pourvu qu en passant des coordonnees obliques aux

coordonnees rectangulaires, on ne deplace pas I axe des z. En eftet, il suit

de la formule (i3), de la page i^4 du troisieme volume, que dans le cas oil

Ton passe d un premier systeme de coordonnees rectilignes a un second

systeme, sans deplacer 1 un des axes, les coordonnees mesurees parallelement

aux deux autres axes entrent seules dans deux des equations lineairesa Taide

desquelles la transformation s effectue; et Ton peut appliquer separement
aux quatre coordonnees que ces deux equations servent k transformer, le

theoreme sur les produits de resultantes.

Gela pose, le rapport

(r,s)rs[r,s]

qui ,
en vertu de la formule (8), se reduit a 1 unite, pour deux points sitnes

dans le plan des coordonnees x et y, quand ces coordonnees sont rectan

gulaires, pourra differer de Tunite, mais devra obtenir une valeur con-

stante, c est-a-dire une valeur independante des directions attributes dans

le plan donne aux rayons vecteurs r et j, si les coordonnees deviennent

obliques. Or, si i on fait coincider en direction r et s avec des longueurs x

et y, mesurees a partir de 1 origine sur les demi-axes des x et y positives, on

aura

Done alors le rapport (29) se trouvera reduit a

et le principe enonce fournira
, pour des coordonnees obliques, re

generate

(3o) f^ZiZl^iZ: = _J__
(r,s)rs[r,s] [x,y]

qui s accorde, comme on devait s y attendre, avec la formule (24).

Pateillement, si, les directions r, s n etant plus renfermees dans le plan
des ac, y, on nomine

z, Z, T
Ex. d An et de Phys, mat*., T. VI. (58* livr.) 9
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trois longueurs mesurees, a partir de 1 origine, la premiere sur un axe des 2,

perpendiculaire on meme oblique au plan des x, y\ les deux dernieres

sur des perpendiculaires au plan des x, y et au plan de Tangle (r, $) ,
le

rapport

/ o \ x r y i x s y r

(
J l

) 7N~
(r,j, T)rs[r, jjcos(T, z)

qui, en vertu de la formule (12), se reduisait a Tunite, quand les coordon-

riees etaient rectangulaires, pourra clifferer de 1 unite, mais devra obtenir

une valeur constante
,

c est-a-dire une valeur independante des directions

attributes aux rayons vecteurs r et s. Or, si Ton fait coincider, en direction ,

r et s avec les longueurs x, y mesurees, a partir de Torigine, sur les deux axes

des x et y positives ,
on pourra supposer que T coincide lui-meme avec Z

,

et Ton aura

*r= r, yr o
,

x s
= o, ys j,

x r ys x s yr
&quot;=

A&amp;gt;V,

(r,,, r) = (r,.v,Z), [r,j]
= (x,y), (7fz)=(Z?Z

).

Done alors le rapport (29) se trouvera reduit a

(rs, Z)[x,y]cos(Z, z)

et le principe enonce fournira, pour des coordonnees obliques, 1 equation

generate

/O \ _x r y i
x s fr__ __*_

(r, .v, T) rs [r, s] cos
( 2&amp;gt;) (r, s, Z ) [x , y ]

cos (Z% )

qui s accorde, comme on devait s y attendre, avec la formule (a5). Ajoutoiio

que la formule (32) comprend evidemment, comme cas particulier, la for

mule (3o).

Enfin
,
le rapport

x r y s
z t x r y t

(r,
S,t)rst[r,s,t]

qui, en vertu de la formule (i3) ,
se reduit a 1 unite, quand les coordonnees

sont rectangulaires, pourra differer de 1 unite, mais devra encore obtenir

une valenr constante, c est-a-dire independante des directions r, s, t, si
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les coordonnees devieunent obliques. Or, si Ton fait coincider en direc

tion r, j, t avec des longueurs x
, y, z

,
mesurees a partir de 1 origine ,

sur les

demi-axes des x
, y, z positives, on aura

Xr= r, yr
= o

,
z r
= o

,

x s
= o, jr,

= s, Z S
= Q,

X t O, jr t
= o, Z, = *,

x r y^^t KJ.y t
z s -+- x syt z r x syr z t -\- x t yr z s x ty s z r

= rst,

(r, j, *)
=

(
x

,y&amp;gt;

z
)

i
Ir, j, *]

=
[
X

5 y z
];

done alors le rapport (33) se trouvera reduit a

et le principe enonce fournira, pour des coordonnees obliques, Tequation

generate

,o /\ rst rts -rstr s ,. t
-rt , s x tys z r _ __i^

(r,s,t)nt[r,s,t]
&quot;

[x, y, z]

qui coincide, comnie on devait s y attendre, avec la formule (28).

VI. -- Des conditions sous lesquelles les resultantes considerees dans les paragraphic

precedents s evanouissent.

Les resultantes dout nous avons determine les valeurs dans les paragra-

phes precedents s evanouissent sous certaines conditions, qu il est bon de

connaitre, et que nous aliens un instant examiner.

Gonsiderons d abord la resultante

(i) [r,
s

;
u

, P]
:= cos

(r, u) cos
(j, v) cos

(r, v) cos
(f , w),

dont les deux termes ont pour facteurs les cosinus de quatre angles , que les

directions r, s forment avec les directions w, v. Si les deux angles

sont renfermes dans le meme plan ,
ou dans des plans paralleles ;

alors
,
en

vertu de la formule (2) du IV, jointe au theoreme enonce dans le II, on

aura

(2) [r,
s

; u,v] = (r, s) (u , v) sin
(r, s) sin

(,&amp;gt;);

9-
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et, par suite, la resultante [r, s; w, v\ aura pour valeur numerique le produit

(3) sin (r,j), sin
(,*&amp;gt;).

Si, au contraire, les plans des deux angles

cessent de coincider ou d etre paralleles entre eux
; alors, en nommant t

1 incliuaison niutuelle de ces deux plans, on conclura de la formule (i3) du

IV, jointe au theoreme du II, que la resultante
|r, s\ u

, v] a pour valeur

numerique le produit

(4) sin
(r, s) sin (u , v] cos .

En consequence, pour faire evanouir la resultante
[/ ,$; M,P] et verifier la

condition

(5) [r,j; u,v] = o,

il sera necessaire et il suffira de reduire a zero 1 un des deux facteurs

/\

quand les deux angles (/ ,$), (,f) seront compris dans le meine plan; et,

dans le cas contraire, Tun des trois facteurs

sin(r,,y), sin (w, c), cos i.

D ailleurs, Tequation

(6)
sin (r,s)

= o
,

de laquelle on tire

/s

(r, s)
= o ou n

,

exprime que les directions r, j se mesurent sur une metne droite, ou dn

moins sur des droites paralleles; et 1 equation

(f]\
COS ( = O,

de laquelle on tire



exprime que les plans des deux angles

sont perpendiculaires entre eux. Enfin, en vertu de 1 equation (i), la condi

tion (5) pourra etre presentee sous 1 une quelconque des deux formes

/\ /\ /V* ..
/*

(8) cos (r, )
cos

(s, y) cos
(r, c)

cos
(j, )

= o
,

/\ /\
, . cos (/,) _ cos (s, a)
19) -T/N- -T-A--

cos (r, c) COS(A
-

,
&amp;lt;&amp;gt;)

Gel a pose, on pourra evidemment enoncer la proposition suivante:

i
er Theoreme. Les longueurs ,

v etant mesurees sur des droites distiuctes

et non paralleles , pour que deux autres longueurs r, s se mesurent, ou sur la

meme droite, ou sur des droites paralleles, ou du nioins fonnent entre elles

un angle (r,s) dont le plan soit perpendiculaire au plan de 1 angle (u , p) ,

il est necessaire et il suffit que les quatre cosinus

cos (r, w) ,
cos

(r, v\ cos
(j, u) , cos(j, ^)

representent les quatre termes d une proportion geometrique, de maniere a

verifier la formule(g).

Corollaire. Comme on vient de le voir, la tbrmule (9) , remarquable par
son elegance et sa siuiplicite, se deduit imrnediatemeut de ( equation (2),

dans le cas particulier ou les directions r, s sont rcnfermees dans le plan

de Tangle (w, v). Ajoutons que, de ce cas particulier on peut aisement passer

au cas general ou les directions r, s sont situees hors de ce plan, a Taide des

considerations suivantes.

Soient, dans le cas general,

P&amp;gt;
S

les projections absolucs de / et de s sur le plan de Tangle (w, v).
Pour que les

directions /
,
s se mesurent sur une meme droit(; ou sur des droites paral

leles, ou du moins forment entre elles un angle (r, s) dont le plan soit

perpendiculaire au plan de Tangle (w, f), il sera necessaire et il suffira
,
evi

demment, que les projections p , $ se mesurent sur la meme droite et sur des

droites paralleles; par consequent, il sera necessaire et il suffira que Ton ait

&amp;gt;\ /N

(
x COS

( p, ) __ COS
( t , It)

I
10

; *. -7\--
cos(p, v) cos(;, v)



Mais
,
cTautre part, le plan qui renfermera les trois angles

etant perpendiculaire au plan de Tangle (r, p) ,
le theoreme 7 de la page 3 1 1

du troisieme volume donnera

cos ( r. u) cos ( r, c] f
s\

1

A = 4r =
cos(r,|),

cos(p,) cos(p, v}

par consequent ,

cos
( r, )

cos
( p , )

cos
( r, ;)

cos
( p , P)

et Ton trouvera, pareillement,
/\

cos (.*,) _ _ cos
( s , )

/N~ /\

cos(.y, c) cos (5, v)

Or il est clair qu en vertu de ces dernieres formules, 1 equation (10) coin-

cidera precisement avec 1 equation (9).

Gonsiderons maintenant la resultante

[r, s,t; u,v,w]
A A /N /\ /\ X\

= cos (r, MJ cos
(*, v) cos (*, iv) cos (r, u) cos fa pn cos

( , v]

(ll) /\ /\/S /\ /\ /\

4- cos (r, P) cos (jyw)c6s(, w) cos
(r, p) cos

(i, a) cos
(t&amp;gt;w}

A , A.
, y&amp;gt;

/\ /\ /\

-I- cos (r, w) cos
(j, w) cos(i, P) cos(r,w) cos

(s, v] cos
(f, ;,

dont les six termes ont pour facteurs les cosinus des neuf angles que les

directions r, s, t forment avec les directions w, P, w. En vertu de la for-

mule (2 3) du IV, jointe au theoreme enonce dans le II
,
on aura

[r, 4-,
t

;
w . P, w] = (r, ,s, (, P, w) [r, j, f

] [w, p, w] ;

et, par suite, la resultante
[r,

s
y t\ U, p, w] aura pour valeur numerique le

produit
[r, j, ] [w, P, w]

des volumes des deux parallelipipedes, que Ton peut construire
,
d une part,

sur les aretes /*,.?,, d autre part, sur les aretes
, p, w, en supposant ces

aretes reduiles chacune a 1 unite, et mesurees, a partir d uue meme origine,

dans des directions paralleles a celles qui leur etaient assignees. En con

sequence, pour faire evanouir la resultante [ry s 9 t*, u, v,w] et verifier la
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condition

(12)
|&amp;gt;,

J,*; u,v,\v] = o,

il sera necessaire et il suffira de reduire a zero 1 un des deux volumes

[r, s, &amp;lt;], [M, y,w&amp;gt;].

D ailleurs, 1 equation

(13) [r, s,t] = o,

qu on obtient en egalant a zero le volume
[r, s, ], est precisement la con

dition necessaire et suffisante pour que des longueurs, mesurees a partir

d un meme point dans des directions paralleles a celles de r, j, ,
soient

renferm6es dans un plan unique, ou, en d autres termes, pour que les trois

directions r, s, t soient paralleles a un meme plan. Gela
pose&quot; ,

on pourra
evidemment enoncer Ja proposition suivante :

a e Theoreme. Les longueurs u,v,\v etant mesurees sur des droites uon

paralleles a un meme plan, pour que les directions de trois autres lon

gueurs r, ,y,
t soient, ou comprises dans un meme plan ,

ou du moins paral

leles a un meme plan, il est necessaire et il suffit que la resultante des

cosinus des neuf angles que les directions r, s, t forment avec les direc

tions w, t (

, w, s evanouisse, ou, en d autres termes, que Ton ait

cos(&amp;gt;, w)cos(,y, V) ckS(t)W) cos (r, u) cos(.y, w) cos (f, v]
/N - /\ /\ /N /\ /\

-I- cos(r, P)COS(J, w} cos(/!,w) cos (r, v] cos (s,u) cos (t, w]
/\ /\ /N /\ /\ /\

-
cos(r, w] cos (^. u) cos(^, w) cos(r, w] cos (s, v) cos (t , u] = o.

CoroUaire. On pourrait , avec la plus gracde facilite, arriver encore a

la formule
(i4)&amp;gt;

en raisonnanl comme il suit.

Rapportons les positions des divers points de Tespace a trois axes des jc
,

y,z menes par un point quelconque O, et
,
en attribuant aux demi-axes

des x, y, positives des directions paralleles a celles de w, c, w, nommons

les coordonn^es d une longueur v finie, mais differente de zero, et mesuree

sur une droite quelconque a partir du point O. La formule
(

r 3) de la page 1^3
du troisieme volume donnera

/\ /\ /\ /N

v cos
(r, *)

= * cos (r, U) -t-
.y-
cos (r, v) -+- * cos

(/ , u*).



Done, si I angle (/ ,) se reduit a un droit, on aura sirnpletnent

/\ /\ /s

.x cos (jT,) -t-
&amp;lt;y

cos
(/, p) -h * cos (r, w) = o.

D ailleurs, pour que les directions r, j, i soient paralleles a un plan unique,
il est necessaire et il suffit qu elles forment trois angles droits

avec une direction & perpendiculaire a ce plan; par consequent ,
il est neces?

saire et il suffit qu elles verifient trois equations de la forme

.x cos (r, u] -+- -if
cos

(r, v) -+- z cos
(r, tv)

= o
,

/\ /N /\
a&amp;gt; COS

(.?, Wj -4-
.if-
COS

(.9, C) -h - COS
(.S, tVJ = O,

, A ,.
/\ /N

.x COS
( , )

-f-
ij
COS (, t&amp;gt;)

4- * COS (i, W) O.

Enfin
, lorsque la longueur v, comme nous le supposons ici

,
differe de zero,

les trois coordonnees

de I extremite de cette longueur, mesurees sur trois axes non paralleles a un

meme plan, ne peuvent s evanouir a la fois
;
et alors les trois equations (i5)

ue peuvent subsister simultanement que dans le cas ou les cosinus par les-

quels y sont representes les coefficients de .x
, &amp;lt;y ,

*
,
verifient la formule (i4)-

Gherchons maintenant les conditions sous lesquelles s evanouissent les

resultantes que Ton pent construire avec les coordonnees de deux ou trois

points, dont les positions sont rapportees a des axes rectangulaires ou obli

ques des .r, y, z.

Representons par les trois lettres

r, 5, t

les rayons vecteurs menes de Torigine a trois points donnes, et designons, a

Taide de ces memes lettres, placees comme indices au bas de oc
, y et z, les

coordonnees de ces trois points. Enfin, soient

trois longueurs, mesurees a partir de Torigine, sur les tlerni-axes des x
, y, z

positives, et T une autre longueur mesuree sur une perpendiculaire au plan



de Tangle (r,*). Les formules (26) et (28) du V donneront

L
x

&amp;gt; yJ cos
(
Z

, z)

et

i \ -.
rst \r &amp;gt;

s
&amp;gt;

f ]

(
1 1) *rys z, xry t zs -+- xsy t

zr x,y r z t -f- x,yr z, x,y s z,. = (r, s, t
)
~ -

l
x

&amp;gt;y&amp;gt;

z
j

Cela pos , Tequation de condition

(18) x i-ys x syr = o

pourra etre reduite a

(19) rs[r,s]cos(T*z) = o.

Done, pour qu elle soil verifiee, il sera necessaire et il suffira que Tun des

facteurs

r, j,- [r, s], cos(7;z)

s evanouisse. D ailleurs, reduire a zero Tun des rayons vecteurs r, j, c est

supposer que Tun des points donnas coincide avec Torigine. Quant a la

condition

[r,s]
= o,

que Ton peut encore ecrire comme il suit
,

sin
(r, j)

= o
,

elle exprime que les longueurs r, s se mesurent sur une meme droite. Enfin ,

la condition
/\

cos
( T, z)

= o

exprime que la direction 71

, perpendiculaire au plan de Tangle (r,j), est

aussi perpendiculaire a Taxe des 2, ou, en d autres termes, que le plan de

Tangle (r, s) passe par Taxe des z.

Quant a Tequation de condition

1 ^ v I fc* - / c *w f
- X, r j f ju f

&quot;

I \A* o / f 2) r *JL, c J .. /u f 1 X- / if r ^ c -t- f j e Z: .. Vi&quot;.^ O -
/ */&quot;* fc/ t- ij */* */ * c/ + J * I

elle pourra etre reduite, en vertu cle la formule (17), a

(21) rj[r, s, t]
= o.

x. d An. et dc Phys, math,, T IV. (59
e

Jivr.; I O
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Done, pour qu elle soit verifiee, il sera necessaire et il suffira que 1 un des

facteurs

r,s,t, [r,s,t]

se reduise a zero; par consequent ,
il sera necessaire et il suffira que Tun des

points donnes coincide avec 1 origine ,
ou que le volume du parallelipi-

pede construit sur trois aretes paralleles a r, s, t s evanouisse, c est-a-dire ,

en d autres termes, que les trois aretes r, s, t deviennent paralleles a un meme

plan.

En egard aux remarques qu on vient de faire, on pourra evidemment

enoncer les propositions suivarites :

3e Theorems. La position d un point etant rapportee a trois axes des x
,

y,z qui se coupent sous des angles quelconques, pour que deux points

separes de 1 origine, Tun par la distance r, 1 autre par la distance j, soient

renfermes dans un plan qui passe par 1 origine, il est necessaire et il suffit

que les coordonnees
x

,. , y r ,

& si y $

de ces deux points, mesurees sur les axes des x et y, verifient la condition

(22)
x rys x syr o.

4
e Theorems. \& position d un point etant rapportee a trois axes des x ,y, z

qui se coupent sous des angles quelconques, pour que trois points separes de

1 origine par les distances

/-, s et t

soient renfermes dans un plan qui passe par lorigine, il est necessaire et il

suffit que les coordonnees

X
r-&amp;gt; fri Z ri

** si Jt ** ^

de ces memes points verifient la condition

03) jc r j-s z t
x rj- [

z s -^x s j- (
z r .T sj r z f + x tyr z s

- x
t jr s

z r o.

On pourrait encore, avec la plus graride facilite, etablir les theoremes 3

et 4, en raisonnant comme il suit.



Soient tonjours

x, y, z

trois longueurs mesurees
,
a partir de 1 origine ,

sur les demi-axes des coor

donnees positives, et v une autre longueur mesuree, a partir de la meme

origine, dans une direction quelconque. Si Ton represente par .r, y, z les

coordonnees d un point situe* dans le plan mene par cette origine perpen-
diculairement a *

,
la premiere des equations (i 5) subsistera

, quand on y rem-

placerat*, c, w par x, y, z; r par f, et x, -y.,
* par .r, y, z. On aura done

/\ /\ /\

(9.4) oc cos
(& , x) -+- y cos

(t- , y )
-f- z cos (*, z)

= o.

Ajoutons que la formule (24) ,
c est-a-dire J equation du plan mene par

rorigine perpendiculairement a *, se reduira simplement a

/N /\

(a5) jc cos(t-,x) H- y cos (t,y)
= o,

si ce plan passe par Taxe des z, puisque alors, v etant perpendiciilaire a z. on

aura

= O.

Gela pose , pour que les deux points separes de 1 origine par les distances r

et s soient renfermes dans un plan qui passe par 1 axe des z, il sera neces-

saire et il suffira que letirs coordonnees

* r i j r i

* si %s i

mesurees sur les axes des x et y, verifient deux equations semblables a

1 equation (2 5), c est-a-dire deux equations de la forme

\
^ r cos(^,x) -f- jr cos(^,y) = o,

(20) ^
(
x s cos

(t&amp;gt;, x) H- ys cos (v, y) = o.

Pareillement, pour que les trois points separes de 1 origine par les dis

tances r, j, t soient renfermes dans uri meme plan qui passe par 1 origine ,

il sera necessaire et il suffira que leurs coordonnees

10.



verifient trois equations semblables a 1 equation (24), c est-a-dire trois equa
tions de la forme

/ /\ /N /\

I x r cos (*, x) -f- jv cos
(,, y) H- js r cos (* , z)

= o
,

(
2 7) ( x s cos(*,\) + J, cos(*,y) 4- z,cos(*,z) = o,

I .
/\ /N /\

cos (,x) + j-, cos(,y) -+- z, cos (,z) = o.

Or les trois angles

ne pouvant etre droits tons les trois, lorsque les coordonnees .r, y, z se

mesurent, comrae on doit le snpposer, sur trois axes non compris dans uri

meme plan, les cosinus de ces trois angles ne peuvent s evanouir a la fois;

et, par suite, le systeme des formules (27) entraine la condition (20).

VII. Sur les relations qui existent entrc les coefficients des variables dans les deux especes

d equations a Faide desqucllcs on passe d un premier systeme de coordonnees rectilignes a

un second, et reciproquement.

Parmi les problernes dont la solution inlroduit dans le calcul des resul-

tantes formees avec les coordonnees de deux ou trois points, on doit re-

marquer une question d ailleurs facile a resoudre
,

celle dont 1 objet est

d etablir les relations qui existent entre les coefficients rentermes dans les

deux especes d equations a 1 aide desquelles on passe d un premier systeme
de coordounees rectilignes a un second

,
et reciproquement. Occupons-nous

un moment de cette question et des formules qui s y rapportent.

D apres ce qui a ete dit dans un precedent Memoire (voir le 3e
volume),

si Ton nomme

j?, y, z les coordonnees rectilignes dun point quelconque P, relatives a

trois axes rectangulaires ou obliques, menes par une certaine

origine O ;

x, y, z trois longueurs mesurees, a partirde cette origine, sur les axes des jr,

y, z indefiniment prolonges du cote des coordonnees positives;

X, Y, Z trois longueurs mesurees, a partir de fa meme origine, sur les axes

conjugues, c est-a-dire sur trois nouveaux axes respectivement

perpendiculaires aux plans des y,z, des z, x et des x, y ,
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rt si J on represente par

ce que deviennent
V VT r/x

&amp;gt; y-i
z

i
x

i
y&amp;gt;

z A ^

quand au systeme des axes donnes on substitue un nouveau systeme d axes
,

4
r

origine restant la meme
,
on aura

x
,

= ax

= rt .r c z,

les valeiirs des coefficients

etant fournies par ies equations
/\

cos(x, X,)
7\

cos (x,, X,)

b =
/\

cos(y, X,;

cos(x,,X,)

&amp;gt; C =_ cos(z, X,)

cos (x,, X,)

a cos(x, Y,) ,,
x i o C = cos(z, Y,)

7\

cosfy,, Y,)

/\

cos(x, ZJ
/\

cos (z,, Z,)

b&quot; =
cs Cy z

.)
.

cos(z,, Z,)

C = cos
(
z

, Z,)

eos(z,, Z,)

et, reciproquement ,

(3)

x = Ax

/=
z =

les valeurs des coefficients

^, A
, A&quot;,

etant fournies par les equations

B , B&quot;,
C C&quot;

(4)



D ailleurs ,
la nature de ces divers coefficients est facile a reconnaitre

;
et

,

d abord, en vertu des formules (i),les coefficients renfermes dans une-meme

ligne verticale du tableau

&amp;lt;z, b, c.

a
,
b

,
c

,

a&quot;, b&quot;, c&quot;,

represented evidemment ce que deviennent les coordonnees

x
,i ?,-&amp;gt;

z
,

du point P. quand on a reduit Tune des trois variables

a 1 unite, et les deux autres a zero, c est-a-dire
,
en d autres termes, quand on

fait coincider le point P avec 1 extremite de Tune des longueurs

reduites a 1 unite. Pareillement
,
en vertu des formules (3), les termes ren

fermes dans une meme ligne verticale du tableau

SA
jf /I H* ?v*

m B, B
,
B

,

I /O /^/ /^r/
\ )

^
&amp;gt;

^
&amp;gt;

represented ce que deviennent les coordonnees

x
i y~i

z

du point P, quand on fait coincider ce point avec 1 extremite de Tune des

longueurs

reduites a 1 unite. Aiusi, les divers coefficients renfermes dans les equa

tions (i) et (3) se reduisent aux projections algebriques que Ton obtient

quand on projette les longueurs x, y,
z reduites a 1 unite, sur les directions

x
, y, , z, ,

a Taide de plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z, ou les

longueurs x,, y, , z,
reduites a 1 unite, sur les directions x, y, z, a 1 aide de

plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z. Gette seule remarque fournit

uri moyen simple de retrouver aisement et de reproduire a volonte i une
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queJconque des formules (a) ou (4). En effet, si i on designe par

r, s, t

trois longueurs, ciont chacune se mesure dans une direction determinee, la

projection algebrique de rsur-y, effectuee a 1 aide de plans perpendiculaires

a t, sera (vofr le 3e volume
, page i4o)

cos (r, t]
tt * f

_ t

cos (s , t)

Done, si la longueur r se reduit a I unile, sa projection algebrique sera

represented par le rapport
/\

cos(r, t}

cos(.y, t}

Cela pose, le coefficient a, par exemple, n etant autre chose que la projec
tion algebrique de x sur x, ,

effectuee a 1 aide de plans perpendiculaires a X
et correspondante a la valeur i de x, on aura necessairement

/\

,
-

cosfx, X,)a = ^ i

cos(x,,X,)

et Ton pouiTa, de la meme maniere
,
en s appuyant sur la remarque ci-

dessus enoncee , reproduire isolement chacune des formules comprises dans

le systeme des equations (2) ou (4).

D autre part ,
chacune des formules (3) doit necessairement coincider

avec 1 une de celles que Ton pout obtenir en eliminant deux des coordon-
nees x, y, z entre les formules (i); et

, reciproquement , chacune des

formules (i)tloit coincider avec 1 une de celles que Ton obtient en elimiuant

deux des coordonnees x
t , y t ,

z
t
entre les formules (3). II y a plus : cette

coincidence doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs attributes aux

variables x , j, z ou x, , jr, , z, ;
ce qui exige que les coefficients de .r , r, z

soient les memes dans les valeurs de x
t , y &amp;gt;

, z
t que donnent les formules (i) ,

et dans celles que Ton tirerait des formules (3), Done les neuf coefficients

a, b, c, a , /;
,
c

, a&quot;, b&quot;,
c&quot;

peuvent etre exprimes en fonction des coefficients

A
, B, C, 4

,
B

, C , A&quot;, /?&quot;, C&quot;-,

et, reciproquement, chacun de ceux-ci pent etre exprime en fonction des
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neuf autres. En effectuant le calcul
,
et posant, pour abreper,

(7)
A- = ab c&quot;

-
ab&quot;c + a b&quot;c a bc&quot; -+- a&quot;bc - a&quot;b c

,

(8) K = AB C&quot;AB&quot;C + A E&quot;C - A BC + A&quot;EC - A B C,

on trouve (voir le a e volume, page 172)

(9)

et

(10)

_ .

b c&quot;-b&quot;c
_

b&quot;c
-

be&quot;

_ bc -b c
^y ,^2 ,

&quot;

} ^J &quot;~ --

B C&quot;-B&quot;C S&quot;CBC&quot; BC B C
a

&amp;gt;

a =A

, C A&quot;C&quot;A , , _

C =

K
A B&quot;-A&quot;S

K K K

Mais, en vertu des remarques precedemment faites, la valeur de k donnee

par la formule (7)
est precisement la resultante des coordonnees des trois

points 1
, m, n qui coincident avec les extremites des longueurs x,

y&amp;gt;
z, dans

le cas ou 1 on suppose ces longueurs reduites a Tunite
,
et ou Ton rapporte la

position d un point quelconque aux axes coordonnes de x
t , y t ,

z
r

. Pa-

reillement, la valeur de K donnee par la formule (8) est precisement Ja

resultante des coordonnees des trois points L, M, N qui coincident avec les

extremites des longueurs x
; , y, ,

z
; ,
dans le cas oil 1 on suppose ces longueurs

reduites a 1 unite, et ou 1 on rapporte la position d un point quelconque
aux axes coordonnes des x

, y, z. Enfin
,

si dans chaque resultante on fait

entrer, non plus les neuf coordonnees de trois points mesurees sur trois axes

differents ,
mais les quatre coordonnees de deux de ces points mesurees sur

deux de ces axes
,
alors , a la place de chacune des resultantes

k et K,

on pourra obtenir neuf resultantes diverses, qui seront precisement les

numerateurs des fractions comprises dans les tommies (9) ou (10). Done

chacune des formules (9), (10), qui servant a exprimer les coefficients

A, B, C, A
,
B

,
C

, A&quot;,
B&quot; C&quot;



en fonction des coefficients

a. h r n. h r a&quot; h&quot; r&quot;
(&amp;lt;-

^

&quot;

? ^ y M*
^

&quot;

^
c

^
14

^
t/

9
is

^

et reciproquement, a pour second membre le rapport entre deux resul

tantes a deux et a trois directions, construites avec les coordonnees de deux

ou trois points. Ajoutons que la valeur de chacune de ces resultantes pourra
etre aisement deduite des formules etablies dans le V. Ainsi, par exemple,
en vertu de la formule (28) du V, la resultante K des coordonnees des

points L, M, N ,
mesurees sur les axes des x

, y, z, offrira une valeur nu-

merique determinee par 1 equation

\ / ^ ^ TYvyl
L
x

&amp;gt; J&amp;gt;

Z
J

le mouvement de rotation de x en y autour de z etant considere comme

direct, en sorte qu ori ait

(x, y, z) = i.

Alors, aussi, en vertu de la formule (a5) du V, la resultante

A B&quot;
- A&quot;B

des coordonnees des points L ,
M

, mesurees sur les axes des x et y, offrira

une valeur determinee par Tequation

i x v Z ) I x v i cos i z 7 i

Or les formules (i i), (12), et autres semblables, fourniront evidemment un

moyen facile de verifier les equations (10). S agit-il, par exemple, de veri

fier la derniere de ces equations? On commencera par observer qu en vertu

des formules (i/j)
et (i5) du I, on a, en supposant aigus les angles (z, Z) ,

[x,y, z] [x, y] cos(z,Z),

[
x
,*y,

z
,]
= [x,y,]cos(z,Z) ;

et
, par suite

,
dans tous les cas possibles ,

cos

Ex. d An. et de Phys. math., T. IV. fJ9e Jivr.1 I I



Done la formule (i i) pourra s ecrire comme il suit :

/ QN v __ (*,y/&amp;gt;
z ,) [

x/y,l cos(z,,z,)

(*&amp;gt;y&amp;gt;z)[
x

&amp;gt;y] Cos (z?z)

Cela pose, il suffira evidemment de combiner entre elles, par voie de divi

sion
,
les equations (12) et (i3), pour obtenir la formule

A B&quot; A&quot;B

K cos(z,,Z,)

ou
,
ce qui revient au meme, eu egard a la derniere des equations (10), la

formule

A B&quot; A&quot;B

Of
^

qui coincide precisement avec la derniere des equations (10). On pourrait, de

la meme maniere, a I aide des formules etablies dans le V, verifier chacune

des equations (9) ou
(10). Enfin, on pourrait encore verifier ces memes

equations, apres y avoir substitue les valeurs des divers coefficients tirees

des formules (a) et
(4) ,

a 1 aide des formules generates que nous avons etablies

dans le IV.

Il est bon d observer que le systeme des equations (9) peut etre remplace

par la seule formule

/ A B C
b c &quot;b&quot;c

~
c a&quot;c&quot;a

~
a b&quot;a&quot;b

A C
b&quot;c be&quot; c&quot;a ca&quot;

~
a&quot;b ab&quot;

A&quot; B&quot; C&quot; i

\ be b c ca c a
~

ab a b K

et le systeme des equations (10) par la seule formule

a

B C&quot;B&quot;C C A&quot;-C&quot;A

~
A B&quot;A&quot;B

a b c

B&quot;C BC&quot;

~
C&quot;A CA&quot; A&quot;B AB&quot;

a&quot; b&quot; c&quot; i

BC B C CA C A
~

AB A B K

Ajoutons que les formules (9) et (10), ou (i4) et(i5), peuveut aussi etre rem-

placees par un systeme de neuf equations qui soient lineaires par rapport
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aux coefficients renfermes dans Ies formules (i), comme par rapport aux

coefficients renfermes dans Ies formules
( 3). Entrons, a ce sujet, dans quel-

ques explications.

Si Ton fait coincider successivement le point P, dont Ies coordonnees

sont x
, y, z, avec Ies extremites 1

,
m

,
n des trois longueurs

x, y,
z

reduites a 1 unite
,
on obtiendra trois systemes de valeurs de x

, y, z, doiit

chacune comprendra Ies trois coefficients renfermes dans une meme colonne

verticale du tableau (5); et a ces trois systemes de valeurs de x, y, z
,
cor-

respondront trois systemes de valeurs de x
t , jr t , z, ,

dont chacun offrira

deux valeurs nulles et une valeur egale a i. Cela pose, des equations (3),

appliquees aux coordonnees des trois points 1, m, n, on deduira evidemment

Ies neuf formules

(16) Ba+B a -+-B&quot;a&quot;=o, Bb+B b +B&quot;b&quot;= i,

Ca+ C a + C&quot;a&quot;= o, Cb+ C b + C&quot;b&quot;= o, Cc+ C d+- C&quot;c&quot;= i .

Si, au contraire, on fait coincider successivement le point P avec Ies extre

mites L
, M, N des trois longueurs

reduites a 1 unite, on deduira successivement des equations (i) Ies neuf

formules

f Aa +Bb +Cc =i, A n +B b +C c =o, A&quot;a +B&quot;b -{-C&quot;c =o,

(17)
1 Aa +Bb -+-Cc =o, A

Cc&quot;=Q, A a&quot;+B b&quot;+C c&quot;=o, 4&quot;a&quot;-i-B&quot;b&quot;+C&quot;c&quot;=i.

On pourrait, avec la plus grande facilite, deduire des equations (16)

ou (17) Ies formules (9) et (10).
Veut-on

, par exemple, deduire des equa
tions (17) Ies equations (9), ou, ce qui revient au meme, la formule(i4)?
tl suffira de prendre pour inconnues Ies coefficients renfermes dans le ta

bleau (6), et de determiner simultanement Ies trois coefficients compris dans

une meme colonne verticale de ce tableau. Ainsi, en particulier, Ies equa
tions (17) donneront

+ Bb -H Cc = i
,

Aa! n- Bb f+ Cc = o
,

Aa?-*- Bb&quot;+ Cc&quot;= o
,

1 1 .
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et Ion tirera de celle-ci, en faisant d abord abstraction de la premiere,

b c&quot;b&quot;c c a&quot;c&quot;a

~~
a b&quot;a&quot;V

&amp;gt;

puts, ensuite, ABC
b c&quot;b&quot;c

~

c a&quot;c&quot;a a b&quot;a&quot;b

_ Aa -+- Bb -f- Cc
_

i

&quot;&quot;

a
( PC&quot; b&quot;c

) + b(c a&quot; c&quot;a
} -+- c(a b&quot;a&quot;b

}

&quot; T

On prouvera, de meme, en partant des equations (17), que chacune des

fractions comprises dans la formnle (i4) se reduit a -; et geneValement on

pourra, du systeme des equations (16) ou (17), deduire a volonte, ou la

formule (i4)j ou a formule (i5). D ailleurs, pour effectuer cette deduction,

il suffira de s appuyer, comme ou vient de le faire, d une part sur la foc-

mule a laquelle on parvient quaud on elimine une seule inconnue entre

deux equations lineaires qui renferment trois variables, sans aucun ternie

constant, et, d autre part, sur ce principc, que la valeur commune de plu-

sieurs fractions egales ne differe pas du resultat qu on obtient, quand, apres

avoir transform^ chaque fraction en multipliant ses deux termes par un

meme facteur, on divise la somme des numerateurs par la somme des

denominateurs. Ge qu on vient de dire prouve encore que le systeme des

equations (17) est equivalent au systeme des equations (16). Ghacun de ces

systemes peut certainement elre remplace par Tautre, puisqu il est demontre

que chacun d eux peut etre remplace a volont^ ou par la formule (i4)

ou par la formule (i5).

Si Ton voulait, non plus tirerdes equations (i 6) 011(17) es f rmu les (j4)j

(i5), ou, ce qui revient au meme, les equations (9) et (10), mais effectuer

Toperation inverse, et revenir des equations (9), (10) aux equations (16)

et (17), il suffirait evidemment de combiner par voie d addition les for-

mules(9) et(io), apres avoir multiplie les deux membres de chacune d elles

par un facteur convenablement choisi.

Observons encore que, si Ion applique le theoreme sur les produits de

resultantes au systeme des equations (16), ou au systeme des equations (17),

on en tirera, eu egard aux formules (7), (8),

(18) kK = \.

On arriverait aussi a la meme conclusion, en partant de Inequation (i i).

En effet
,
cette equation , qui suppose que Ton considere comme direct le
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niouvement de rotation de x en y autour de z, et que Ion a en consequence
( x, y, z)

=
i, pent etre, pour plus de generalite, presentee sous la forme

(19) g -

(x,y, z) [x,y, z]

et s etend, sous cette derniere forme, au cas meme ou, la position d un point

quelconque e*tant rapportee aux axes ties x, j , z, on considererait comme

direct, non plus le niouvement de x en y autour de z, mais le mouvement

de x, en y, autour de z
;

. D ailleurs
,
en echangeant entre eux les deux sys-

temes d axes, on obtiendra evidemment, a la place de la formule (19), la

suivante :

(ao)
,&amp;gt; y, Z,H X

, y, Z
/J

et il est clair que des formules (19) , (20) on pent immediatement deduire

1 equation (18).

Si les deux system es d axes coordonnes presentent chacun trois axes per-

pendiculaires 1 un a 1 autre
,
on aura

[x,y,z]= i, [x,, y,, z] =M,

et, par suite, les formules (19), (20) donneront

K (
x^y/ z

/) _ (
x

y&amp;gt;

z
)A - .

-r-
,

At - -- -
. )

( X) y,z) (x,,y,,z,)

ou, ce qui revient au meme,

(21) K k = (x, y, z) (x ,y,,z,).

Done, alors, chacune des resultantes k
,
K se reduira simplement a I unite,

si les mouvements de rotation de x en y autour de z, et de
x, en yt

autour

de z,, sont de meme espece ,
et a i, dans le cas contraire. Alors aussi les

tiiverses formules etablies dans ce paragraphe se confondront avec les for

mules connues qui se rapportent a la transformation des coordonnees rec-

tangulaires, et qui ont ete rappelees dans tin precedent Memoire [voir le

2 e
volume, pa^je 2^3 ].

Nous renverrons a un autre Mernoire la recherche des lois suivaut

lesquelles les neuf coefficients renfermes dans les equations (j) et (3)

dependent de la forme des deux angles solides qui ont pour aretes, d une
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part x, y, z, d autre part x
f , y,, z,, et de trois constantes propres a deter

miner la position de Tun de ces angles solides par rapport a 1 autre.

Observons, en finissant, que les formules (16), (17), (18) peuvent etre

etendues au cas general ou, a la place des equations (i) et(3), on consi-

dererait deux equations de la meme forme, mais relatives a deux systemes de

variables, dont le nombre serait lememe dans les deux systemes ,
etd ailleurs

aussi grand que Ton voudrait. Effectivement, les formules (22) de la page 176

du 2
e
volume , qui se rapportent a deux systemes d equations semblables

aux equations (i) et(3), se trouvent remplacees par d autres formules du

meme penre , quand on echange entre eux les coefficients qui occupent les

memes places dans les deux systemes d equations ;
et , par consequent , on

peut ,
dans le cas general ,

obtenir deux systemes de formules analogues aux

formules (i 6) et(i7). Ajoutonsquelaformule(i8)se trouve comprise, romme

cas particulier,
dans la formule (a4) de la page citee.



THEORIE DES EQUIVALENCES ALGEBKIQUES

SUBSTITUTE A LA THEORIE DES IMAGINAIRES.

Preli/ninairt s .

Les geometres, surtout ceux qui s efforcent de contribuer aux progres
des sciences mathematiques, ont ete quelquefois accuses de parler une

langue qui n a pas toujours Favantage de pouvoir etre facilemeut comprise ,

et de fonder des theories sur des principes qui manquent de clarte. Si une

theorie pouvait encourir ce reproche, c etait assurement la theorie des ima-

ginaires, telle qu elle etait generalement enseignee dans les Traites d al-

gebre. C est pour ce motif qu elle avait specialement fixe mon attention

dans I ouvrage que j
ai public, en 1821, sous le titre &Analyse algebrique,

et qui avait precisement pour but de donner aux methodes toute la rigueui

que Ton exige en geometrie, de maniere a ne jamais recourir aux raison*

lirees de la generalite de TAIgebre. Pour remedier a Tinconvenient signale ,

j
avais considere les equations imagiuaires comme des formules symboliques,

c est-a-dire comme des formules qui, prises a la lettre et interpretees d a-

pres les conventions generalement etablies, sont inexactes ou n ont pas de

sens, mais desquelles on peut deduire des resultats exacts en modifiant et

alterant, selon des regies fixes, on ces formules, on les symboles qu elles

renferment. Cela pose, il ny avait plus nulle necessite de se mettre 1 esprit

a la torture pour chercher a decouvrir ce que pouvait representer le signe

symbolique \j i, auquel les geometres allemands substituent la lettre^. Ce

signe ou cette lettre etait, si je puis ainsi rn exprimer, un outil, un instru

ment de calcul dont rintroduction dans les formules permettait d arrivci
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plus rapidement a la solution tres-reelie des questions que Ton avail posees.
Mais il est evident que les theories algebriques devieridraient beaucoup plus
claires encore, et beaucoup plus faciles a saisir, qu elles pourraient etre mises

a la portee de toutes les intelligences, si Ton parvenait a se debarrasser

completement des expressions imaginaires ,
en reduisant la lettre / a n etre

plus qu une quantite reelle. Quoiqu unetelle reduction parut invraisemblable

et meme impossible an premier abord, j
ai neanmoins essaye de resoudre ce

singulier probleme , et, apres quelques tentatives
, j

ai ete assez heureux

pour reussir. Le principe sur lequel je m appuie semble d^utant plus digne
d attention, qu il pent etre applique meme a la theorie des nombres, dans

laquelle il conduit a des resultats qui meritent d etre remarques. Entrons

maintenant dans quelques details.

I
er

. Sur les equivalences arithmetiques et algebriques.

Lorsque deux nombres entiers Z, ra, etant divises par un troisieme
,
fotir-

nissent le meme reste, ils sont dits congrus ou equivalents, suivant le module

ou diviseur n. Pour indiquer cette circonstance
,
on pent ecrire

,
avec

M. Gauss,

(i)
l= m (mod. n}.

Pareillement ,
si

&amp;lt;p (&quot;)&amp;gt; X (x) representent deux polyndmes en jc, ou, en

d autres termes, deux fonctions entieres de x, qui, etant divisees algebri-

quement par une troisieme rs(x), fournissent le meme reste, on pent dire

que ces polyndmes sont equivalents entre eux, suivant le module ou diviseur

TS(X], et indiquer cette circonstance, comme Ta fait M. Rummer, en ecrivant

(a) ? (x]
~ X (x) [mod. w (x)].

On doit done distinguer deux especes d equivalences , qui pourront etre ap-

pelees, les unes arithmetiques., les atitres algebriques., une equivalence arith-

metiqne etant celle qui indiquera 1 egalite des restes de deux divisions aritb-

metiqaes ;
tandis qu une equivalence algebrique indiquera Tegalite des restes

de deux divisions algebriques ,
le diviseur arithmetique ou algebrique de-

meurant le meme dans les deux divisions successivement effectuees.

Pour introduire cette distinction dans les formules, et faire en sorte

que les equivalences algebriques ne puissent etre confondues ni avec les

equivalences arithmetiques, ni avec les equations proprement dites, j
ati-

rai recours a un nouveau signe; et quand il s agira d exprimer une equi-
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valence algebrique , alors, dans Ic signe qui s applique aux equations, c est-

a-dire dans le signe
= forme de deux traits rectilignes superposes, je rem-

placerai le trait superieur, non plus par deux traits rectilignes distincts ,

comme on le fait dans le cas ou Ton vent exprimer line equivalence, raais

par un crochet trapezoidal, ou bien encore par un trait recourbe en arc de

cercle, en reservant toutefois ce dernier signe, ainsi queje 1 expliquerai dans

le II, pour le cas special ou le polyn6me TS (x} se reduit a un binome de la

forme &amp;lt;r

a
-t-i. De plus, pour eviter toute meprise, et attendu que le mot

module a recu dans la langue analytique un grand nornbre d acceptions

diverses, je donnerai la preference au mot diviseur, quand il s agira de

nommer le polyn6me par lequel on doit effectivement diviser les deux mem-
bres d une equivalence algebrique. Par suite, quand j

ecrirai le polynome
entre parentheses a la suite d une equivalence, je le ferai preceder, non plus

des trois lettres initiates mod., mais des trois lettres initiales div. Cela pose,
la formule

(3) y(x}^_z(x) [div. is (x)]

exprimera que les deux polynomes &amp;lt;p (x} , x (x} sout equivalents entre eux
,

suivant le diviseur fs(x) y ou, en d autres termes, que les deux polyn6mes,
divises alge&quot;briquemennt par & (x}, fournissent le meme reste. Cette equiva
lence pourra done toujonrs etre remplacee par une equation de la forme

(4) 9(jj)
= xW + w(o?),

u designant une fonction entiere de x.

II est aise de voir que des equivalences algebriques, quand elles sont

toutes relatives au meme diviseur, peuvent etre, aussi bien que des equiva

lences arithmetiques, combinees eutre elles par voie d addition, de soustrac-

tion et de multiplication. Ainsi
, par exemple ,

si
,
en prenant w (x] pour divi

seur algebrique ,
on designe par

diverses fonctions entieres de .%, les formules

(5) &amp;lt;p (x) ^ xW &amp;gt;

9&amp;lt;

^^
%&amp;lt; (

x
)

&amp;lt;

entraineront les suivantes :

(6) 9 (JP ;
-H 9, (ar) + 9, (JP) H- . . i=lxW

Ex. d An. ct de Ph math., T. IV. (39e
livr.)
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Effectivement
,
les formulas (5), presentees sous la forme cfequations veri

tables
,
deviendront

M, w, ,
w 2 ,

... etant des fonctions entieres de x. Or des formules (8), com
binees entre elles par voie d addition et de multiplication ,

on tirera

(9) &amp;lt;p (*) + &amp;lt;? W H- 92W + . . . = xW + Xi (
r

)
+ x (* ) + +

et

(10) &amp;lt;p(^)9,(^)(p 2 (.r).
. . = /(.r)x WXa(-r)

+ V ro (.r) ,

U, V etant des fonctions entieres de .r determinees par les formules

-h etc. . . .

Or, la fonction entiere
73(30)

etant prise pour module, les equations (9), (10)

peuvent etre presentees sous les formes (6) et
(7). Ajoutons que si, dans la

formule (7), on suppose les fonctions ^ (x), &amp;lt;p&amp;lt; (.r), &amp;lt;p

2 (-
r

) egales entre elles
,

on aura, en designant par m le nombre de ces fonctions,

De la formule (n) comparee a la formule (3) ,
il resulte que, sans alterer

une equivalence algebrique, on pent clever ses deux membres a la mieme
puis

sance, quel que soil le nombre entier in.

Lorsqu on a fait passer dans le premier membre d une equivalence alge

brique tous les termes que rentermait cette equation ,
elle se reduit a la forme

(12) f(^)^^o [div. w(.r)],

f (x) etant une fonction entiere de x. Supposons maintenant que ,
la fonc-
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tion rs(X) etant du degr6 /z, on nomme

C -h C
{
X -h . . . -h C^X&quot;- -t- L n_ t

X&quot;~
l

le reste de la division algebrique de f(x) par -ss(x}. [/equivalence | ia) pourra

etre presentee sous la lorme

(i3) c H- f, a: -h . . . -h 6-w_3 x n~*
-h cfl_i a:&quot;-

4

o.

Or, comme 1 equation (i3) devra subsister, quel que soil x
,
on en tirera, en

posant x = o,
c o.

On aura done encore

c
t
x -h . . . -f- cH_2 ^&quot;&quot;

2
-h cw_, a?&quot;

1 = o;

puis, en divisant par x,

- C_ .r&quot;~
2 = o.

Cette derniere Equation devant elle-meme subsister, quel que soit x, on en

tirera

c
t
= o;

et, en continuant de la sorte, on finira par reconnaitre que la formule (i3)

entraine avec elle n equations distinctes, savoir,

Done, lorsque le diviseur cy(jc) est une fonction entiere du degre n
,
une

equivalence relative a ce diviseur entraine avec elle n equations , qu on

obtient en divisant le premier membre par zs (x) , apres avoir fait passer

tous les termes dans ce premier membre
,
et en egalant ensuite a zero les

coefficients des diverses puissances de x comprises dans le reste de la divi

sion effectuee.

Pour montrer une application tres-simple des principes que nous venous

d etablir, considerons en particulier le cas ou le diviseur or [x] se reduit au

bin6me x&quot; i . Comme ce bindme divisera la difference

x mn
r,

quel que soit d ailleurs le nombre entier /w, on aura generalemenl

(i5) xmn i^=^o (div. x n
i),

12.
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ou
,
ce qui revient au meme

,

puis, en multipliant les deux membres de la formule (16) par x 1

,
on en

tirera, pour des valeurs entieres quelconques de / et de m
,

(17) jr/nm-f &amp;gt;__, x l

Si, dans cette derniere formule, on attribue successivement a / les valeurs

i
,

2
,
3

,
. . .

,
n i

,

on en tirera

/ ~,W-H
^ X,

Kll+2 -^ , 2

(18)

le diviseur etant toujours le bindme x n
i. Soil maintenant

(19) f (x)
= a + a

t x-+-a z jc* -+-... -\- anxn
-h an+t xn+t

-)- ... -h aznx
in+ ...

une fonction entiere quelconque de x. Gomme, en vertu de la formule (i 7) ,

on aura generalement

u mn+ix mn+l
^=La,nn^x l

(&\.x
n -

i);

Tequation (19) donnera

+-
)
^ / (div. JC

B
i).

Gette derniere formule fait connaitre immediatement la fonction entiere de x
du degre n i, qui represente le reste de la division algebrique de f (x] par
le bindme x 11

i. On peut d ailleurs etendre la formule (20) au cas ou,

le second membre de Tequation (19) etant compose d un nombre infini de

termes, la fonction f(x) serait, en vertu de cette equation meme, la somme
d une serie convergente ordonne&quot;e suivant les puissances entieres et ascen-

dantes de la variable x.
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Considerons encore le cas ou le diviseur se reduirait an bin6me x n
-f- i .

Comme ce bindme divisera la difference

x ( ,) ,

quel que soil d ailleurs le nombre entier w, on aura generalement, pour des

valeurs impaires de in .

(21) x &quot;n
+- i o (div. x&quot; + i

) ,

ou
,
ce qui revient au meme

,

(22) #m&quot;^ i,

et, par suite,

(23) x mn+l. , X 1
,

I etant un nombre entier quelconque. On trouvera, au contraire, pour des

valeurs paires de in ,

(24) x mn \^=LQ (div. x
n
H- i) ,

ou
,
ce qui revient au meme,

(25) X mn *

I,

et, par suite,

(26) jc
mn+l^x l

.

Gela pose, il est clair qu en prenant pour diviseur le bindme x n
-f- 1, on de-

duira de 1 equation (19), jointe aux equivalences (23) et (26) ,
non plus la for-

mule (20) ,
mais la suivante :

/

I

I

(div. x
n

-f- i).

Cette derniere equivalence fait immediatement connaitre la fonction entiere

de x du degre n i, qui represente le reste de la division algebrique de f (x)

par le bindme x&quot; + i ,
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II. Substitution des equivalences algebriques aux equations imaginaires.

Dans la theorie des equivalences algebriques substitute a la theorie des

imaginaires, la lettre /cessera de representer le signe symbolique \j i, que
nous repudierons completement ,

et que nous pouvons abandonner sans

regret, puisqu on ne saurait dire ce que signifie ce pretendu signe, ni quel

sens on doit lui attribuer. Au contraire
,
nous representerons par la lettre i

une quantite reelle, mais indeterminee; et, en substituant le signe
v &quot; au

signe
=

,
nous transformerons ce qu on appelait une equation imaginaire

en une equivalence algebrique, relative a la variable i et au diviseur z
2
-h i .

D ailleurs, ce diviseur restant le meme dans toutes les formules, on pourra

se dispenser de Pecrire. II suffira d admettre, comme nous le ferons effecti-

vement, que le signe &amp;gt; indique toujours une equivalence algebrique rela

tive au diviseur z
2
-h i. Gela pose, on passera sans peine des equations qui

renferment une variable reelle aux equivalences qui devront remplacer les

equations imaginaires. Et d abord, comme le bin6me

divisera generalement la difference

/_ (_ i) ,

quel que soit le nombre entier m, on en conclura

(i)
i
zm -(- fVn - -o.

ou, ce qui revient au meme
,

(2) -j&quot;-^ (_,);

puis, en multipliant par i les deux nombres de la formule (16), on trouvera

encore

(3)
/
2w+i

-^:(- i)
m

i.

Par suite
,

si Ton remplace successivement le nombre entier in par Je

nombre pair am, et par le nombre impair 2 m + i, on tirera des formules (a)

et (3) ,

(4)
i*
m ^^ i

,
J
4 &quot;^ ^^

i, i&quot;

n+ ~

^=^ ~ J, /4m+3 ^-&quot; ~ l -

Eu egard a ces diverses formules, si Ion nomme f (i) une fonction entiere
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de i determinee par 1 equation

on aura encore

(6)
f
(i)

x
&quot;

tf rt 2 4- ^4 tf e -h . . . 4- (a, 8 5 , -i- .

.)
i.

Observons, au reste, qu on pouvait deduire immediatement les equiva

lences (4)
et (6)

des formules (a3), (26), (27) dn premier paragraphe ,
en

rempla9ant dans ces formules le nonibre n par le nombre 2
,
et la lettre x par

la lettre i. Observons, de plus, que la formule (6) peut etre etendue au cas

ou
,
le second membre de Tequation (6) etant compose d un nombre infini

de ternies, la fonction f (/) serait, en vertu de cette equation meme, la

somme d\me serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes

et entieres de la variable i.

Si la fonction f
(i )

est le produit de deux facteurs lineaires

a -h i, 7 4- c?/
,

il sera facile de la developper suivaut les puissances ascendantes de i. On aura .

en effet,

(7) (a4-6i )(y-t-eh )
= ay 4- (ac?

et, de meme que liquation (5) entraine I equivalence (6), de meme 1 equa-
tion (7)

entrainera la formule

(8) (a 4- 6z) (7 -h eh
)^ ay

- gc? 4- (ac* 4- gy)i.

Si, dans I equivalence (7), on reduit le bindme 7 4- c?i a la forme a /,

elle donnera

(9) (a 4- Si
) (a

- Sz) ^^ a 2
4- S 2

.

Ajoutons que, si dans la formule (8), on change le signe de la variable i, on

trouvera

(10) (a
-

Sz) (7
-

#i) ^=L 7
- %$ 4- (ac? 4- 7) /.

Enfin, si loii combine entre elles, par voie de multiplication, les equiva
lences (8) et (10), on en conclura, en egard a la formule (9),

(i i) (a
a
4- 6 2

X7
a
4-

&amp;lt;T)
^ (ay

- Sd1

)

2
4- (at? 4- 67)*.

D ailleurs
,

les deux mombres de la formule (11) etant independants de i,
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coincident avec les restes qu on obtient

,
en les divisant algebriquement

par z
2
-h i. Done le signe

&quot;-

, employe pour indiquer 1 egalite des restes,

pourra etre remplace ,
dans la formule (i i) , par le signe =, et cette formiile

pourra etre reduite a 1 equation

(12) (a
a H-S 2

)(7
2 +

&amp;lt;r)

= (a7-gtf )*+(&amp;lt;? + 67) ,

qui, lorsqu on attribue des valeurs entieres aux quantites a, , 7, (?, fournit,

comme 1 on sait, la proposition suivante :

Si I on multiplie l un par I autre deux nombres entiers dont chacun soit

la soimne de deux carres, le produit sera encore une somme de deux

carres.

On vient de voir que, dans la formule
(i i) ,

on peut remplacer le signe =̂=̂ .

par le signe =. En general, comme dans toute equivalence relative au divi-

seur /
2
-h i, le signe

v
indique 1 egalite des restes qu on obtient en divi

sant deux fonctions entieres de z par z
2
H- i, il est clair que si les deux

membres de I equivalence se reduisent a des fonctions lineaires de z, on

pourra remplacer encore le signe
&quot; &quot;

par le signe
=

, et reduire ainsi I e-

quivalence proposee a une equation veritable.

Gonsiderons maintenant 1 une quelconque des equivalences algebriques

qui se rapportent au diviseur i
2 + i. Si, apres avoir fait passer tons les

lermes dans le premier membre, et reduit ainsi 1 equivalence proposee a la

forme

on nomme c -\- c
t

i le reste de la division algebrique de f (/) par i
2
-hi,

Tequivalence (i3), trarisformee en une equation veritable, pourra s ecrire

comme il suit :

D ailleurs, 1 equation (i4) devant subsister. quel que soit /, on en tirera d a-

bord ,
en attribuant a i une valeur nulle

,

De plus, de la formule (
1 4), jointe a la formule (i5), on tire, quel que soit/.

c
4

i = o .

et, par consequent,

(16)
c

t
= o.
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Inequivalence (i3), substitute a une equation imaginaire quelconque, en-

trainera done toujours avec elle deux equations reelles
(i 5) et (16), que Ton

obtiendra en egalant a zero la partie constante et le coefficient de /, dans

Ie reste de la division f (/) par /
2

-+- i. Les deux equations reelles dont il

s agit sont precisement celles que Ton considerait comme pouvant etre sym-

boliquement representees par 1 equation imaginaire a laquelle nous avons

substitue 1 ^quivalence (i3).

III. Usage des equivalences algebriques dans la trigonometric ft dans I analyse des

sections angulaires.

Si, dans la formule(8) du paragraphe precedent, on rernplace les bindmes

a -h 61
, y H- di

par des bin6mes de la forme

cos x -f- i sin x
,

cos y -f- i sin y,
elle donnera

(CQSJC -\- /sin x) (cosy -h ismy}
^ - cos a? cosy smx smy
-4- i (sin x cosy -h siny cos jc

,

ou
,
ce qui revient au meme

,

(i) (COS.T H- ismjc] (cosy+ i sin y]
^ cos (a? + y) -f- isin(x -+- y).

On pent done enoncer la proposition suivante :

i
er Theorems. Pour obtenir one expression equivalente, suivant le divi-

senr i
z

-+- r, au produit d uu bin6me de la forme

cos x -f- / sin x

par le binome seinblable dans lequel celui-ci se transforme quand on rem-

place x par y, il suffit de remplacer, dans le premier binome
,
Tare x par la

somme x -f- y.
Corollaire. Si, apres avoir obtenu la formule(io), on multiplie les deux

mernbres de cette formule par un troisieme bindme tie la forme

cos z -+- /sin z,

alors
,
en ayant egard au theoreme enonce, on trouvera

(cos x -+- i sin x) (cosy -h i sin y} (cos z -+- i sin z)

^1 cos (x 4- y H- z) -h /sin (x H- y H- 2).

JEx. d An. e&amp;lt; de Pfcr*. wia/7/., T. IV. (c9 livr.) I 3
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II y a plus ;
en operant plusieurs fois de semblables multiplications ,

on

deduira evidemment du i
er theoreme la proposition suivante :

a e Theoreme. Pour obtenir une expression equivalente, suivant le divi-

seur t* -+- i, au produit du bindme

cosx -h / sin x

par les binftmes semblables dans lesquels celui-ci se transforme quand on

remplace x par y ou parz, . . .
,

il suffit de remplacer dans le bindme pro

pose Tare x par la somme

x ~+~ y + z -+-

Corollaire. Si, dans le a e
theoreme, on suppose les arcs x

, y, z, . . . tous

egaux entre eux, alors
,
en designant par n lenombre de ces arcs, on verra leur

somme se require au produit nx ,
et 1 on obtiendra la proposition suivante:

3e Theoreme. Si Ton divise la nleme puissance du bindme cos x -+- ?&quot;sin x

par i
2 + i, le reste de la division sera cos nx -h isinnjc.

Tel est, dans la theorie des equivalences algebriques ,
1 enonce du theoreme

de, Moivre. Ajoutons qu en vertu des conventions adoptees, ce theoreme sera

exprime analytiquement par la formule

(2) (cos x 4- i sin
jc}&quot;

^ cos nx -+- i sin nx.

Voyons maintenant quelle est Tequivalence algebrique qui doit etre sub-

stituee a la relation decouverte par Euler, entre les sinus et cosinus et les

exponentielles imaginaires.

On prouve aisement que 1 exponentielle e
x
peut toujours etre developpee

en une serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de x
,

a 1 aide de la formule

T* *M
_ wb

e* = i + - 3*1 i *

I .2.3

en vertu de laquelle e* peut etre considered comme une fonction entiere

de x
, composee d un nornbre infini de termes.

D ailleurs, si, dans la formule (3) ,
on remplace x par ix, on en tirera

/ / \ ix it *2 *3i
I 1.2 I .2.3

Gela pose, la formule (6) du paragraphe precedent donnera

f* t f*^ /-&amp;gt; T i \
t *\ /J? I &quot;mS 99 \

~

7^ H &quot;

7^734
~ hl

\i
&quot;&quot;

r^Ts&quot;
4

&quot;

&quot;/
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Mais, d autre part, on etablit aisement les equations

/ x* x&quot;

L f*f\C ^ f -.--- _
\ L-Uo JL 1

~
r\ f

(6) X
sin jc = 31 .

Done la formule (5) donnera siraplement

(7) e ix v cos x -\- i sin x
,

et 1 on pourra enoncer la proposition suivante :

4
e Theoreme. Si Texponentielle e lx

, developpee suivant les puissances

ascendantes de z, et considered, des lors, comme une fonction entiere de z,

est divisee algebriquement par le bindme z
a

-f- 1, le reste de la division sera

precisement le bindme

cos x -+- i sin x.

Tel est, dans la theorie des equivalences algebriques, l enonce du theoreme

d Euler, qui, d ailleurs, se trouve implicitement renferme dans la formule
(7).

II importe d observer que la transformation des formules de Moivre et

d Euler en equivalences algebriques n empeche point de tirer de ces for

mules toutes celles qu on en deduit ordinairement. Ainsi
, par exemple ,

vent-on tirer de la formule (2) les valeurs de cos nx et de sin nx exprimees en

fonctions entieres de sin x et de cos jc? II suffira d observer qu en vertu des

formules (5), (6) du II, 1 equation

I .2

entrainera 1 equivalence

(a -+. bi)
n ^=^a n - n( &quot;

(8)
./ n(n l)\n 2)

f
n- {

\

.

i na n- { - a

et
, qu eu egard a cette derniere

,
dans laquelle on peut remplacer a et b

par COS.T et sin x, la formule (2) dounera

n (n i) . ,
i cos nx -+- 1 sm nx^ &quot; cos x ---cos n~ l x sm j x -f- . . .

1
1.2

^
} *(*-i)(/i-a)+1 (n cos 72 &quot; 1 xsmx-- ^~

cos&quot;~
3 xsm 3

jc+ ,..}.1.2.5



(
00

J

Of, les deux membres de 1 equivalence (9) etant des facteurs lineaires de f
,

coincideront avec les restes de leur division par z
a
4- i. Done le signe ^=^_,

employe pour indiquer I egalite des deux restes, pourra etre remplace, dans

la formule (9) , par le signe = ,
et Ton aura encore

; . . _ n (n i

i cos /Z.T + f sin WJT = cos x cos

\ . , n(n i
) (n

-+- 1 (n cos
72- 1 x sin ,r

\ \ * A. .

2
cos rt~3 .rsin 3

,r -+- . . .}.
1 .2.3

Ajoutons que, lequalion (10) devant subsister pour une valeur quelconque
de /, et, par consequent, pour i= o, les parties independantes de /dans les

deux membres devront etre separement egales entre elles. Done 1 equation (i o)

entrainera les deux equations distinctes

( cosnx = cos n
jc _ n(

-

n~ l
&amp;gt;

cos&quot;~
2
.rsin

2
.%. -t- .

(n)
1&amp;gt;2

I n(n i
) (n 2)

r sm nx = n cos w~* x smjc * ~ -cos&quot;~.rsm
8 x -+- ....

I .2.3

IV. Sur les modules et les arguments des bin6mes de la forme y. -\- 6/.

On s assure aisement que tout bindme de la forme

a H- Sz

peut encore etre presente sous cette autre forme

r(cos H- /sin^),

r etant une quantite positive. En effet, pour que les deux expressions

a -+-
Sz&quot;,

r (cost + z
sinr&quot;)

representent une seule et meme quantite, quelle que soit dailleurs la va

leur attribuee a z; ou, en d autres termes, pour que z restant indetermirie,

on ait toujours

(i)
a H- Sz = r(cost -+ isint),

il suffit que r et t satisfassent aux deux equations

Or on peut y satisfaire en posant

(3)
r =



et prenant ensuite pour t Tun quelconque des arcs dont le sinus et le cosiuus

sont determines par les formules

/ \ a . 6

(4) cos t = -
5 sin t = -

r r

qui peuvent etre verifiees simultanemeut, puisqu on en tire, eu egard a la

formule (3) ,

(5) cos2
1 -+- sin

2
1 = i .

La valeur positive de r, fournie par 1 equation (3), est ce que nous appel-

lerons le module du bindme a -t- /. L arc t, determine par les formules (4) ,

sera Yargument du meme binome. D aiileurs le module r, correspondant a

des valeurs donnees de a, ,
offrira evidemment une valeur unique deter-

minee par 1 equatioii (3), tandis que I argument t, determine par le systeme
des equations (4) ,

offrira une infinite de valeurs representees par les divers

termes d une progression arithmetique dont la raison sera la circonference 27r

correspondante au rayon i ,

Si le module du bin6me a + Si se reduit a zero
,

1 equation

(6) - , , r = o, .
.

que Ton potirra presenter sous la forme

Of. -+- 6 =^ o
,

entrainera necessairement les deux suivantes :

\7/
~~

et Ton arriverait encore aux memes conclusions, en partant soit des equa
tions (2), soit de la formule (i). Ainsi, pour que, dans un binome de la

forme a -h z, les deux parties s evanouissent
, ou, en d autres termes, pour

quecebin6me s evanouisse, quel que soitz, il suffit que le module rse reduise

a zero.

Si, au lieu d un seul binome a -ho/, on considere deux bindmes de la

rneme forme
,
savoir :

a -f- Bi et
-y

-h ?/,

et si Ion iiomme r, r les modules de ces deux binomes, en sorte qu on ait

la somme des deux bin6mes, savoir:

j
. a -f- 7 H- (S



aura pour module In quantite

[(a -+- 6)
2 + (7 + c?)

2p = [r
2

-f- r 2 + 2
(
a

tandis que leur difference

aura pour module la quantite

[(a-g)
2

H-(y-e?)
2

]2=r [
r *

+. r * - a
(
a g -4-

Mais, d autre part, en remplacant d* par d dans la formule (i i) du II

on en tirera

(a
2

-4- 6 2

) ( 7
2
4- ^ 2

)
= (ay -f- g^)

2 + (ac?
-

Sy)
2

,

et Ton en conclura

(ay + Sc?)
2

&amp;lt; (a
2 + S 2

)(y
2
-h c?

2

),

ou
,
ce qui revient au meme

,

Done , par suite
,
la valeur numerique de la somme

ay -l- $d

sera inferieure au produit AT
,
et les modules des deux bin6mes

a -+- y -h
(
+ rf)

z
,

a y -h
( c?) t

seront tous deux compris entre la limite inferieure

[
r 2 - 2 ;/ -h r 2

]
a = rt (r /

)

et la limite superieure

[r
a -h 2/r -f- r 2

]
= /-+- r .

En consequence ,
on pent enoncer la proposition suivante :

i
er Theorems. La somme de deux bindmes de la forme

a -h /&quot;

est, ainsi que leur difference, un nouveau bindme de la meme forme, qui

offre un module compris entre la somme et la difference de leurs modules.

Si Ton ajoute successivement les uns aux autres plusieurs binomes de la
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forme a -h *, alors on deduira immediatement du i
er thooreme la propo

sition suivante :

ae Theoreme. La somme de plusieurs binbmes de la forme a + / offre

un module inferieur a la somme de leurs modules. Si d ailleurs
, parmi les

bin6mes donnes, il en existe un dont le module r soit superieur a la somme s

des modules de tous les autres, la somme de tons les binomes offrira un

module superieur a la difference r s.

Pour abreger, nous appellerons module et argument d une fonction en-

tiere de i le module et 1 argument du reste que Ton obtient quand on divise

cette fonction par i
z + i. Gela pose, toute fonction entiere de i offrira tou-

jours un module unique et une infinite d arguments representes par les

divers termes d une progression arithmetique ,
dont la raison sera la circon-

ference 271. D ailleurs, les i
er

et 2* theoremes entraineront evidemment les

propositions suivantes :

3e Theoreme. La somme de deux fonctions entieres de / offre, ainsi que
leur difference

,
un module compris entre la somme et la difference des

modules de ces deux fonctions.

4
e Theoreme. La somme de plusieurs fouctions entieres de / offre un

module inferieur a la soinme de leurs modules. Si d ailleurs
, parmi les

fonctions donnees, il en existe une dont le module r soit superieur a la

somme s des modules de toutes les autres, la somme de toutes les fonctions

offrira un module superieur a la difference r s.

Si 1 on multiplie 1 un par 1 autre deux bin6mes de la forme

a H- /
, . 7 -h d i

,

on aura, comme on I a vu dans le II, non-seulement

(8) (a-h $i)(y + di]^^x$

rnais encore

(9) (a
2 + a

)(v
2 + (?

2

)
-

(a

Si, d ailleurs, on nomine
,
rr les modules des deux binomes

a --/ , 7 -f- c? i
,

et v le module du produit de ces bindmes, la formule (9) pourra s ecrire

comme il suit :

(10) rV^art**;



et Ton en tirera

(
1

1)
rr&amp;gt;
= ,.

Done le produit du module des deux binomes de laforme a. 4- Sz est egal au

module de leur produit.

Au reste, cette derniere proposition, et plusieurs autres qui s en dedui-

sent, peuvent encore etre facilement demontrees de la maniere suivante :

En vertu de la formule (7) du paragraphe precedent ,
on aura

(12)
cos t 4- z&quot; sin 2 ^=^ e lt

-,

et, en consequence, 1 equation (i) entrainera toujours avec elle I equivalence

(,3)
a 4- i^=^re lt

,

dans laquelle
r designe le module et t 1 argument du bindme a 4- z. Ge

bin6me pouvant d ailleurs etre le reste qu on obtienl quand on divise par

ja _+_ i une fonction entiere quelconque de z, la formule (i3) entrainera evi-

demment la proposition suivante :

5e Theoreme. Lorsqu on prend pour diviseur algebrique le bin6me z&quot;

2
4- i

?

une fonction entiere quelconque de z est equivalente au produit de son mo

dule r par 1 exponentielle neperienne e lt

,
dans laquelle t designe 1 argument

de cette fonction.

Gomme, etant donnees plusieurs expressions de la forme

re 1

&quot;

,
r e 1

,
rVv

&quot;,...,

le produit de ces expressions sera

rr r . . e

tandis que la ri
eme

puissance de la premiere sera

r&quot;e
nit .

le 5e theoreme entrainera encore evidemment les propositions suivantes :

6e Theoreme. Le produit de plusienrs fonctions entieres de Tindeter-

minee i a pour module le produit de leurs modules, et pour argument la

somme de leurs arguments.

7
e Theoreme. La nieme

puissance d une fonction entiere de z a pour module

la ri
eme

puissance du module de cette fonction
,
et pour argument le produit

du nombre n par 1 argument de la meme fonction.



Comme le module d une quantite a independante de la variable i se re-

duit a la valeur numerique a de cette meme quantite, le 5 e theoreme com-

prend evidemment la proposition suivante :

8e Tlteoreme. Le produit d urie fonction entiere.de I indeterminee / par

une quantite a independante de / a pour module le produit du module de la

fonction par la valeur numerique a de la quantite a.

Observons encore que de la formule (i3), on tire iion-seulement Pequiva-
lence

(14) (a-t- S/y^rrV,

qui s accorde avec le 7* theoreme, mais encore, eu egard a la formule (12),

1 equivalence

(15) (a -+- Si)
B ^^rn

(cosnt +- i sin nt),

a laquelle on parviendrait aussi en elevant a la ri
eme

puissance chaque
membre de la formule (i), et en ayant egard a la formule (2) du paragraphe

precedent.

Supposons maintenant que Ton pose, pour abreger,

(16) x = a + 6.

Soient d ailleurs, comme ci-dessus, r le module et t { argument du bin6me

a H- Si;
r et r

n

seront les modules respectifs des quantites

x et
or&quot;,

qui verifieront les formules

(17) oc ^^ re lt

,

^18) x n^r np.

Soil encore f(x] une fonction entiere de x , du degre n
,
en sorte qu on ait

(19) f(x) = a x n
-f- fitX&quot;-* -h. . . -+- an_,x +- nn .

Enfin, designons par

^05 **&amp;lt; i i &ni 5
^

les val(;urs numeri(|ues des coefficients

^o &amp;gt; &\ &amp;gt;
&amp;gt; &n-{ i (In-

Ex d An. et dc Phys. math., T. IV. (40 Hvr.)
T 4
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Les divers termes de la fonction f (x) determinee par 1 equation (i4) auront

pour modules respectifs les quantites positives

(20) a
r&quot;, a^&quot;-

1

,..., an._
t r, an ,

qui sont respectivement egales aux produits du facteur r n
par les divers

termes de la suite

I \ &amp;lt;*l 3n i a/i

(21) a 8 ,
)&quot;) -&amp;gt;

\ I &amp;gt;

r r n-t ^

D autre part ,
la fonction

etant divisee par le binome i
2

-{- i, fournira un reste de la forme

P + Qi,

que Ton pourra reduire a la forme

H(cosT + /sinT),

en nommant R le module de la fonction, determine par la formule

(22) R = VP^+ Q2
,

et T 1 argument de la meme fonction, determine par le systeme des deux

formules

(
2 3) cosT =

|,
sinT =

Observons maintenant que, pour de tres-grandes valeurs de r, les termes de

la suite (2i)etant tous tres-petits, a Texception du premier, celui-ci surpas-

sera, si r est suffisamment ^rand, la somme de tous les autres. Alors aussi le

produit de a par r&quot;,
ou le premier terme de la suite (20), surpassera evidem-

ment la somme des autres termes de la meme suite, puisque cette seconde

somme sera equivalente au produit de la premiere par r n
. Gela pose, on

conclura imm^diatement du 4
e theoreme que le module R de la fonction

f(.r)
= f (a +/)

est non-seulement inferieur a la somme

a r w + a, r
n~ { + . . . H- aw_ 4

r + a,, ,



mais encore stiperieur, pour ties valeurs de r suffisamment grandes. a la

difference

a r n
(a, r n~* -h . . . 4- a

fl _, r 4- a
rt ) ;

en sorte qu ou a, pour de tres-grandes valeurs de r,

/ T&amp;gt; n I 3| Jlj 3/1--1 3,,

1*4 R&amp;gt;r&quot;(a

- -__...--__-

Or, le second me inbre de la formula (a4; etant le produit du facteur r
n
par

la difference

3| iij 3/i i
3n

a o
~

* -^l n

qui s approche indefiniment . pour des valeurs croissantes de
,
de la limite ,

on pent affirmer que, le module r venant a croitre, le module R deviendra

infiniment grand ,
en meme temps que r&quot;. On peut done enoncer la propo

sition sinvante :

9
e Theoreme. Supposons que, pour abreger, on designe par la seule

lettre x le binome a -+- /, dans lequel / designe une variable indeterminee.

Soil d aiileurs f (x) une fonctioa entiere de x composeje d un nombre fini de

termes. Si Ton fait croitre indefiniment le module r de la variable x ,
le mo

dule R de la fonction f(x~ deviendra infiniment grand, pour des valeurs

infiniment grandes de r.

V. Sur la substitution des ravines des equivalences algebriques aux racinex imaginaires

drs equations.

Soit, cornme dans le paragraphe precedent, i(x) une fonction entiere du

ciegre n
,
en sorte qn on ait

f (x) a axn
-h a

t
xn~*

-f- . . . -+- _, x H- aa ,

les coefficients a . ,,..., an etant des quantites reelles. Les valeurs reelles

de x qui satisferont a Tequation

(0 f(ar)=o,

sont ce quon appelle les racines reelles de cette equation. D aiileurs le

nombre de ces racines sera quelquefois egal, souvent inferieur au degre n

de 1 equation; et meme, si ce degre est un nombre pair, toutes les racines



reelles pourront disparaitre a la fois. Mais si
,
en posant

(2) # = + /,

on remplace dans la formule
(i) le signe par le signe

&quot;

-, cette formule,

reduite a 1 equivalence

(3) f(^)^:o,

aura toujours cles racines, c est-a-dire qu elle pourra tonjours etre verifiee

par des valeurs de x de la forme a--)- Si. En d autres ternies, on pourra

toujours trouver des systemes de valeurs reelles des quantiles a et
, pour

lesquels se verifie la condition

(4) f (a -h Si) ^=1 o.

II y a plus; le nombre des racines de Inequivalence (3) sera toujours egal a /r,

et Ton pent enoncer les propositions suivantes:

i
er Theoreme. Quelles que soient les valeurs reelles attributes aux coef

ficients

ao
&amp;gt;

tt\ t
-

i &m

1 equivalence (3) a toujours n racines, et n en saurait avoir un plus grand
nombre.

2e Theoreme. Si Ton designe par x { ,
,r2 ,

. . .
,
xn les n racines de 1 equi

valence (3), le polyn6me f (x) sera equivalent au produit des facteur*

lineaires

X JC
^ ,

JC X2 ,
. . .

,
,TCn ,

en sorte qu on aura

(5) f (x) ^=^. (x x
t ) (x xz )...(x- xn ).

3e Theoreme. Lorsque, dans une equivalence du degre w, le coefficient a

du premier terme est rednit aTunite, les coefficients rt, , 2 , a,, . . ., an du

deuxieme
,
du troisieme, du quatrieme, . . .

,
du dernier terme, etant pris al-

ternativement avec le signe et avec le signe -f-
,
sont respectivement egaux

a la somme des racines, on aux sommes des procluits qu on obtient en mul-

tipliant ces racines deux a deux, trois a trois, etc., ou enfin au produit de

toutes les racines.

On pourra aisement demontrer ces di verses propositions, et meme les

etendre au cas ou chacun cles coefficients compris dans la fonction entiere

f (x) serait remplace par un bindme de la forme a -f- Sz
,

si Ton part de&
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principes etablis dans le paragrapbe precedent, surtout dans le IV, et si

Ton suit d ailleurs la marche que j
ai adoptee, dans le IV e volume des Exer-

cices de Matheinatiqu.es, en demontrant les propositions correspondantes de

la theorie des equations. Pour que les demonstrations dounees alors de-

vicnnent applicables aux propositions nouvelles, il n y a presque autre

eho-,e a faire que de remplacer le signe par le signe
&quot;

&quot;,
et les mots

equations, egal, etc., par les mots equivalence, equivalent, etc.

On voit maintenant quelle idee on doit se former de ce qu on appelait les

ravines imaginaires des equations. Dans la nouvelle theorie, elles deviennent

des racines reelles d equivalences alg^briques. Ainsi, par exemple, cette

proposition que { equation binome

xk
-+ i = o

a pour racines les quatre expressions imaginaires comprises dans la

Jormule

/ etant une racine carree de r, devra s enoncer dans les termes suivants:

L equivalence
x * + i

x &quot; o

a pour racines reelles les quatre quantites comprises dans la formule

En d autres termes, si I on prend pour x I une quelconque des quantites

comprises dans laJormule

x* -\- i sera divisible algebriquement par i
2
H- i .

Lorsque,dans une racine x = a + / de I equivalence (3), le coefficient

se reduit a zero, cette equivalence, reduite a la forme

f(a)^=o,

entraine evidemment 1 equation

f(a) = o,

par consequent Tequation

f(x) = o.

On peut done enoncer la proposition suivante :
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4
e Theoreme. Parmi les racines de 1 equivalence (3), celles qui sont inde-

pendantes de / sont en meme temps des racines reelles de 1 equation (i).

II est bon d observer que le bin6me z
2
-t- i ne variera pas si Ton change

/ en i. Gela pose, si, les coefficients
, ,,..., etant independants

de z, on satisfait a 1 equivalence (3) par une racine jc de la forme

a H- Si
,

il est clair qu on y satisfefa encore par une racine jc de la forme

puisque, pour deduire cetle seconde racine de la premiere, il suffit de

changer i en /. Done, si en adoptant le langage generaiement admis, on

appelle conjftguees deux expressions de la forme

a -h 61

on pourra enoncer la proposition suivante :

5 e Theorems. Lorsque dans la fonction f
(j?) !es coefficients sont tres-

iudependants de /, celles des racines de 1 equivalence (3) qui ne deviennenl

pas independantes de i sont en nombre pair, et ces memes racines, prises
deux a deux, sont conjuguees 1 une a Tautre.

l)u r&amp;gt;

e theoreme on peut immediatement deduire la proposition connue,

qui s enonce dans les termes suivants :

6e Theoreme. Si dans la fonction entiere f
(a:-)

les coefficients sont tons

independants de /, cette fonction sera decomposable en facteurs reels du

premier et du second degre.

f .orsque la fonction i(x) cesse d etre algebrique et devient transeendante,

les raeines de 1 equivalence (3), c est-a-dire les valeurs de x, de la forme

a -f- , qni verifient cette equivalence, representcnt encore ce quon appe-
lait les racines reelles ou imagifiaires de 1 equation (3), savoir : les racines

reelles quand ces valeurs deviennent independantes de /, et les racines ima-

ginaires dans le cas contraire. Alors aussi les theorernes qui se rapportaient

aux racines des equations transcendanles
,
se trabsforment en theoremes re-

latifs aux racines des equivalences transcendantes, et les demonstrations quc
Ton donne des premiers s appliquentordinairement aux autres, moyennant ia

substitution du sigue ^= aux signe = ,
et des mots equivalence, equiva

lent, etc., aux mots equation, egal, etc.
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MtiMOIRE

PROGRESSIONS DBS DIVERS ORDRES.

Les progressions sont les premieres series qui aieut fixe { attention do

geometres. II ne pouvait en etre autrement. Diverses suites, dont la consi

deration se presentait naturellement a leur esprit, telles que la suite des

nombres entiers, la suite des nombres pairs, la suite des nombres impairs,
offraient cela de commim, que les divers termes de chacune d elles etaient

equidifferents entre eux ; et 1 ou se trouvait ainsi conduit a remarquer les

progressions par difference, autrement appelees progressions arithmetiques.
De plus, en divisant algebriquement deux bindmes Tun par Tautre, ou meme
en divisant tin mondme par un bin6me, on voyait naitre la progression pat

quotient, autrement appelee progression geometrique, qui offre le premier

exemple d une serie ordonnee suivant les puissances entieres d une inline

quantite.

En realite, une progression arithmetique n est autre chose qu une serie

simple dont le terme general se reduit a une fonction lineaire du nombre qui

exprime le rang de ce terme.

Pareillement, une progression geometrique n est autre chose qu une serie

simple, dans laquelle le terme general se trouve represente par une cxpo-
nentielle dont 1 exposant so reduit a une fonction lineaire du rang de c&amp;lt;-

meme terme.

II en resulte qu une progression geometrique est une serie simple dont

le terme general a pour logarithme le terme general d une progression

arithmetique.

II y a plus ;
de meme qu en geometric on distingue des paraboles de



divers ordres, de meme il semble convenable de distinguer en analyse des

progressions de divers ordres. En adoptant cette idee, on devra naturelle-

meut appeler progression arithmetique de I ordre in une serie simple dont

le terme general sera une fonction du rang de ce terme
,
entiere et du

degre in.

Pareillement, il parait naturel d appeler progression geometrique de

I ordre in une serie simple, dans laquelle le terme general se trouve re-

presente par one exponentielle dont 1 exposant est une fonction du raupf

de ce terme, entiere et du degre m.

Gela pose, le terme general d une progression geometrique de I ordre ni

aura toujours pour logarithme le terme general d une progression arithme

tique du meme ordre.

Les definitions precedentes etant admises, les progressions arithmetique
et geometrique du premier ordre seront precisement celles que Ton avait

deja examinees d une maniere speciale, celles-la meme dont les diverses

proprietes, exposees dans tous les Traites d Algebre, sont parfaitement con-

nues de tous ceux qui cuhivent les sciences mathematiques.

Ajoutons que les progressions arithmetiques des divers ordres
, quand on

les suppose forrnees d un nombi-e fini de termes
,
offrent des suites que les

geometres ont souvent considerees . et que Ton apprend a sommer dans le

calcul aux differences finies. Telle est, en particulier, la suite des carres des

aombres entiers; telle est encore la suite des cubes, ou, plus generalement,
la suite des puissances entieres et sernblables de ces memes nombres.

Mais,entre les diverses progressions, celles qui, en raison des proprietes

dont elles jouissent, meritent surtout d etre remarquees, sont les progressions

geometriques des ordres superieurs an premier. Celles-ci paraissent tout a

fait propres a devenir Tobjet d une nouvelle branche d analyse dont on peut

apprecier 1 importauce en songeant que la rheorie des progressions geome

triques du second ordre fournit immediatement les belles proprietes de-,

fonctions elliptiqups/si bien developpees par M. Jacobi.

ANALYSE.

I
er

. Considerations generates.

Une progression arithmetique n est autre chose qu une serie simple, dans

laquelle le terme general w
/z , correspondant a 1 indice /2, se reduit a une

fonction lineaire de.ct t indice, en sorte qu on ait, pour toute valeur entiere,



positive, nulle ou negative de
,

(i)
un = a -h bn,

a et b designant deux eonstantes determinees.

Pareillement, une progression geoinetrique n est autre chose qu une serie

simple, dans laquelle le terme general it
fl , correspondant a 1 indice

,
se

trouve represente par une exponentielle dont 1 exposant se reduit a une fonc

tion lineaire de cet indice, en sorte qu on ait, pour toute valeur entiere,

positive, nulle ou negative de /z,

(?} IL ^a+bn
*) &quot; &quot;

i

A, &amp;lt;2,
b designant trois eonstantes determinees. II est d ailleurs important

d observer que, sans diminuer la generalite de la valeur de un fournie par
1 equation (2) ,

on pent toujours y supposer la constante A reduite a une quan-
tite positive, par exemple, a la base

e = 2,7182818. . .

des logarithmes neperiens.

En elendant et generalisant ces definitions, on devra generalement appeler

progression arithmetique de iordre m une serie simple dont le terme gene
ral un sera une fonction de 1 indice n

,
entiere et du degre in.

Pareillement, il parait naturel d appeler progression geomettique de

Vordre m une serie simple dans laquelle le terme general un se trouve

represente par une exponentielle dont 1 exposant se reduit a une fonction

de 1 indice ra, entiere et du degre m.

Ces definitions etant admises, le terme general u n d une progression

arithmetique de 1 ordre //z, exprime en fonclion de 1 indice
,
sera de la

forme

(3) un = a -h a
{
n + a2 n

2
+- . . . -+- am n

n
,

rr
,
a

i , 2 ,
. . .

,
am etant des coefficients constants, c est-a-dire independants

de n.

Au contraire, le terme general d une progression geornetrique de 1 ordre m
s&amp;lt;

jra de la forme

//\ 4 a, -t- a. n -(- a, n* +-. . .-4- am nm

(4) un A ,

et, par consequent, il aura pour logarithme le terme general d une progres

sion arithmetique de 1 ordre m.

Ex. d An. et de Ph. math. , T. IV. (40e Hvr.)
! 5
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Si, pour abreger, on pose

-y.
- A a

o ~. _ A a
i -y. _ A fl

*. r\
,

.x,
j

A
, 5 *&amp;lt;/?

i*
,

1 equation (4) donnera

(5) un = Xox
n

i
x*...xn

:.

Done le terme general d une progression geometrique de 1 ordre m peut etre

consid^re comme equivalent an produit de m bases diverses

^o i
3*

I ? ^a 5 &amp;gt;

^m i

respectivement eleyees a des puissances dont les exposants

n

forment une progression geometrique du premier ordre
,
dont la raison est

pr^cisement le nombre n.

Si au coefficientXQ on substituelalettre /t,et aux bases x^x^xzr ..^ xm_^xm
leslettresa?,

^&quot;, z,...,^, w, alors on obtiendra, pour le terme general un d une

progression geometrique de 1 ordre m, une expression de la forme

(6) un = kxnf\n
\ . . i/&quot;&quot;

1

TV&quot;,

et le terme particulier correspondant a 1 indice n = o sera

(7) &quot;o
= k.

Done, si Ton nomme k le terme special qui, dans une progression geome

trique, correspond a 1 indice zero, le terme general correspondant a Tin-

dice n sera, dans une progression geometrique du premier ordre, de la

forme

kx n
\

dans une progression geometrique du deuxieme ordre ,
de la forme

kx n

y
n
*; ;

dans une progression geometrique du troisieme ordre, de la forme

etc.

En terminant ce paragraphe, nous observerons que toute progression

arithmetique ou geometrique peut etre prolongee indefiniment ou dans un
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senl sens, ou en deux sens opposes. Si un represente le terme general dune

telle progression, celle-ci, indefiniment prolongee dans un seul sens, a partir

du terme MO ,
sera reduite a la serie

on a la serie

, _, , w_ 2 ,
----

La meme progression, indefiniment prolongee dans les deux sens, sera

. . . M_2 , U\ 5 UQ , U\ i
W 2 , . . . .

II, Sur les modules et sur les conditions de convergence des progressions geometriques

des divers ordres.

Considerons d abord une progression geometrique de I ordre w, dans la-

quelle le terme general , correspondant a 1 indice n, soil de la forme

, , _ A n &quot;

Un A
,

A designant une quantitti reelle et positive, et n une quantite entiere posi

tive, nulle ou negative. Si Ton suppose cette progression prolongee indefi

niment dans un seul sens, a partir du terme u = i, elle se trouvera reduite

on a la serie

(i) i, A, A 2
&quot;,
A m

,...,

ou a ta serie

i, A - 1
&quot;1

,
A&amp;lt;-

a
&amp;gt;&quot;,

A^3
)&quot;

,... .

\
Dans le premier cas, le module de la progression sera la limite vers laquelle

convergera, pour des valeurs croissantes du nombre /z, la quantite

i

.- ,. \n __ \nm
(Un) A

Dans le second cas, au contraire, le module de la progression sera la limite

vers laquelle convergera, pour des valeurs croissantes du nombre n, la

quantite
i

/,. ]n _ A (-)&quot; n
m~ {

\
u-n) A

Enfin, si Ton suppose la progression prolongee indefiniment dans les deux

.V
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sens
,
on obticndra la serie

(3) A -3
&quot;1

,
A(- 2

&amp;gt;

m
,

A&amp;lt;-

f

J&quot;, i, A
,
A 2 &quot;

,
A 3

&quot;

,...,

dont les deux modules se confondront, Tun avec le module de la serie (i),

1 autre avec le module de la serie
(2). D ailleurs ces deux modules, c est-a-dire

les limites des deux expressions

se reduiront evidemment, i si Ton suppose m i, aux deux quantites

A et A-
;

2 si Ton suppose in impair, mais different de ( unite
,
aux deux quantites

A60
,

A&quot;
00

;

3 si Ton suppose m pair, a la seule quantite

A00
.

Ajoutons que Ton aura encore, i en supposant A
&amp;lt; i,

A=o, A^^oc;
2 en supposant A &amp;gt; i,

A00 QO
,

A&quot;
03= o.

II est maintenant facile de reconnaitre dans quels cas les series (i), (2), (3)

seront convergentes. En effet, une serie quelconque, indefiniment pro-

longee dans un seul sens, est convergente ou divergente suivant que son mo
dule est inferieur on superieur a 1 unite. De plus, quand la serie se prolonge
indefiniment en deux sens opposes, il faut substituer au module dont il s agit

le plus grand des deux modules, et Ton peut affirmer que la serie est alors

convergente ou divergente, suivant que le plus grand de ses deux modules

est infeVieur ou superieur a 1 unite.

Gela pose, on deduira evidemment des remarques faites ci-dessus les

propositions suivantes :

i
er Theorems. Soient A une quantite positive, et m un nombre impair

quelconque. La progression geometrique

i, A, A2
&quot;,
A3

&quot;,...,

dont le module est A ou A*, sera convergente ou divergente, suivant que
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la base A sera inferieure ou superieure a 1 unite. An contraire, la progression

geometriquo
i A- 1 A-2

&quot;1

\~*
m

I , A ,
A

,
A 5- &amp;gt;

dont le module est A~ ou A&quot;
20

,
sera convergente on divergente, suivaut

que la base A sera superieure ou inferieure a 1 unite. Quant a la progres
sion

A-s A- 2 A- i A A 2 &quot;1

A 3
&quot;1

&amp;gt;.

*
&amp;gt;

A
5 ..*** &amp;gt;

A
&amp;gt;&amp;gt;

qui comprend tous les termes renfermes dans les deux premieres, et se con-

fond avec la serie (3) ,
elle ne sera jamais convergente, attendu que ses deux

modules, etant inverses Tun del autre, ne pourront devcnir simulfanement

inferieurs a 1 unite.

Si m designe un nombre pair, on aura non plus

mas

Done alors la serie (2) ne sera plus distincte de la serie (i), et la serie (3),

reduite a la forme

&quot;1 &quot;1

A 2
&quot;1

A A 2
&quot;1

A 3
&quot;1

,
A

,
A

,
i

,
A ,A ,.,

offrira deux modules egaux entre eux. Cela pose, on pourra evidemment

enoncer la proposition suivante :

2e Theorems. Soient A une quantite positive et m un nombre pair quel-

conque. La progression geometrique, qui offrira pour terme general A&quot;,

etant prolongee indefiniment, ou dans tin seul sens, ou en deux sens opposes,

sera toujours convergente si Ton a

et toujours divergente si Ton a

,. \. A&amp;gt;J.

Considerons maintenant une progression geometrique, et de 1 ordre m,

qui ait pour terme general la valeur de un determinee par I equation

(4) un=

le nombre des variables



etant precisement egal a /n. Solent, d ailleurs,

x, y, z,. . .
, v, w

les modules de ces rnemes variables, et k le module du coefficient k. Si Ton

iiomme nn le module de un ,
on trouvera

5, -U B = kxw
y
wV3

. . .v^w&quot;&quot;

1

,

ou
,
ce qui revient au meme

,

;6) un =

la vale ur de N etant

(7) N = k&quot;

m
x&quot;&quot;~

y&quot;

m~
z Bm ~ ... v w.

D autre part, la progression geometrique que Ton considere etant pro-

longee indefiniment, ou dans un seul sens, ou en deux sens opposes, offrira

uu ou deux modules represented chacun par 1 une des limites vers lesquelle-

convergeront, pour des valeurs croissantes de n, les deux expressions

i
i^

(n }n (u }
n

\
u
n) &amp;gt; \

u
n)

Mais, pour des valeurs croissantes de rc, la valeur de N determinee par la

formule (7), et celie qu on deduirait de la meme formule en y remplacant
n par /z, convergent generalement vers la limite w. Done, eu egard a la

formule (6) ,
les limites des expressions

seront generalement les mernes que celles des expressions

w

En partant de cett remarque ,
et raisonnant comme dans le cas ou le terme

general de la progression geometrique se reduisait a

on etablira immediatement les deux propositions suivantes :

3e Theoreme. Soit m un nombre impair quelconque. La progression geo

metrique et de 1 ordre m, qui a pour terme general la valeur de un deter-



( &quot;9 )

minee par 1 equation

uH =kary
n
*z

nt
. . .

&quot;&quot;

w&quot;&quot;,

etant prolongee indefiniment dans les deux sens
,
offrira generalement deux

modules inverses Fun de 1 autre, et sera par consequent divergente, a moins

que le module w de la variable w ne se reduise a 1 unite. La meme progres-

sion, prolongee indefiniment dans un seul sens a partir du terme

MO k,

et reduite ainsi a Tune des series

(8) , kxyz. . . w, kx*y*z* . . . ^&quot;&quot;&quot; w 2
&quot;1

,
Aar ^ z87 . . . p 3

&quot;

&quot;

w 3
&quot;,.

. .

(9) A, /b
~ &quot;

sera convergente ,
si le module du dernier des facteurs qui renferme ie

second terme reste inferieur a 1 unite. En consequence, \\ etant toujours le

module de la variable w, la serie (8) sera convergente si Ton a

w
&amp;lt; i,

et la serie (9), si Ton a

w- f

&amp;lt; i,

ou, ce qui revient au meme,

. w &amp;gt;
i.

Au contraire, la serie (8) sera divergente si Ton a

w
&amp;gt; i,

et la serie (9) ,
si Ton a

\v
&amp;lt;

i.

4
e Theoreme. Soil in un nombre pair quelconque. La progression geome-

trique et de I ordre in, qui a pour terrne general

un kxnfli
z
ni

.. .&amp;lt;/

m~W m

,

etant prolongee indefiniment dans les deux sens, offrira deux modules egaux
et sera convergente ou divergente, suivant que le module w de la variable w
sera inferieur ou superieur a Tunite.

Les 3e et 4
e theoremes supposent que le module w de la variable \v differe

de 1 unite. Si ce meme module se reduisait precisement a Tunite, alors, pour
savoir si la serie dont un represente le terme general est convergente on



divergente, il fnudrait recourir a la consideration des modules

v,. . ., z, y, x

des alitres variables, ou plutdt a la consideration du premier d entre ces mo
dules qui ne se reduirait pas a 1 unite. En suivant cette marche

,
on etablirait

generalement la proposition suivante :

5e Theorems. Soit m un notnbre entier quelconque ,
et nommons

x, y, z,. . ., v, w

les modules des variables

*&amp;gt; y, z,..., v, w.

Enfin, supposonsque la progression geometrique, et tie 1 ordre m, qui a pour
terme general

u

soit prolongee indefiniment dans les deux sens. Gette progression sera con-

vergente si
, parmi les modules

w, v,. . ., z, y, x.

le premier de ceux qui ne se reduisent pas a Tunite reste inferieur a 1 unite

et correspond a une variable dont Texposant dans la formule (5) soit une

puissance paire de n. La meme progression sera divergente si 1 une de ces

deux conditions n est pas remplie.

Le 5
e theorerne entraine immediaternent la proposition suivante :

6e Theoreme. Soit m un nombre impair et superieur a 1 unite. La pro

gression geometrique et d ordre impair, qui aura pour terme general

etant iudefiniment prolongee dans les deux sens, sera convergente si la der-

niere des variables

x

offre un module w = i, et 1 avant-derniere v un module v inferieur a 1 unite.

II suit des 4* et 5e tlieoremes que , parmi les progressions geometriques ,

celle du premier ordre est la seule qui, prolongee indefiniment dans les deux

sens, ne puisse janiais etre convergente



III. - -
Proprietcs remarquables des progressions geometriqucs des divers ordrex.

Designons par in un nombre entier quelconque ,
et considerons une pro

gression geometrique He 1 ordre m, dont le terme general un soit determine

par la formule

( r )
tfn = A-.Z-&quot;j* z&quot;

3

. . . &amp;lt;/

&quot;&quot;&quot;

/
&quot;.

On aura

MO A.
,
= kxyz. . . w, etc.,

et par suite

/ \ MII n tt- i* nm nm

(a)
- = xn Y &quot;

z&quot; . . . v&quot; tvw
,

puis on tirera de la derniere equation

les nouvelles variables X, Y, Z, . . .
, V, l^etant liees aux variables x,y, zr

par les formules

y y 3 m ( m

(in I
^ (m?] m (rnl]

Y = yz*...v~ ~w *
,

(m i)(m 2) ^m 3) m (m i) ^m -i

7 2.3 &amp;gt;.. 3

\ i& = Z. s * . P t-f
,

etc.,

dans iesquelles les variables .r, j
-

, z, ..., i&amp;gt;,

w se trouvent elevees a des puis

sances dont les exposants se confondent successivement avec les nombres

figures des divers ordres. Gela pose, on conclura des equations (2) et (3),

qu il suffit de remplacer les variables x, y, z, .. .
, &amp;lt;;,

iv par les variables

X . Y.Z,,..., V, W pour transformer le rapport

Kx.d An e.d, 1 n.yi math.,1. IV 40e
livr.)



en une fonction nonvelle equivalente an rapport

Considerons specialement le cas ou la progression geometrique est con-

vergente. Alors, de 1 observation que nous venons de faire on dednira facir

lenient les deux theoremes dont je joins ici les enonce*s.

i
er Theoreme. Supposons que la serie, ou plutdt la progression geome

trique

(5) . . _ 3 , w_2 , _,, M
, ,, 2 , 3 ,...,

dont leterme general u,, est determine par la formule (i), reste convergente,
tandis qu on la prolonge indefiniment dans les deux sens, et soit

(6)
s = f(x, y, 2:,..., v, w)

la somme de cette ineme progression , en sorte qu on ait

(7)
f
(a:, y, z, . . .

, v, w&amp;gt;)

= . . . w_ 3 -+- w_2 4- _, + u + u
t -4- 2 +- s +-

Solent encore X, F, Z, . . ., A
7

&quot;,

^^de notivelles variables liees aux variables

x,^*, z,..-, ^, TV par les formulcs (4) La fonction f
(jc, ^, 2, . . ., P, w)se trou-

vera reproduite par la substitution des variables nouvelles X, Y, Z,..., /^, TV

aux variables x, y, z,..., (^, w et par I adjonction du facteur

- = JTVZ . . . vw

auresultat.de cette substitution; et par consequent la fonction f(,r,j^,;z,..., v,

verifiera liquation lineaire

(8)
f (.r,j,z.,. . ., v, w) -

a e Theorhme. Les memes choses etant posees que dans le i
er theoreme,

la factorielle P
(*)

determinee par Tequation

(9)
p =( I +

S)(
I +

S)(
I +

^)- -(
I+ ^)(

I + ^(I+
S)---

sera, encore une fonction de x , y, z, . . .
, t&amp;gt;, w, qui se trouvera reproduite par

la substitution des variables X, Y, Z,..., T7
, /^aux variables x, 7, 2,,..., ^, w,

(*) Je suppose ici que, pour abreger, on designe sous le nom de factorielles des produits

composes d un noinbre fini ou infini de facteurs.



.u3
)

et par I adjonction du facteur

&amp;lt;*i- = XYZ . . . VW
u,

an resultat de cette substitution. Done, si, pour plus de commodite, on de-

signe par

(10) P = FO, j, z,.. ., v, w

la valeur de P que fournit 1 equation (3), la fonction F (x r y, z,..., v, w) aunt

la propriete de verifier Tequation lineaire

(n.) F(x,jr,z,... tV ,
W

)
= xrz...wF(X,r,Z,...,r,fr).

IV. Nouvelles formulas relatives aux progressions geometriques des divers ordres, et aux

fonctions qui se reproduisent par substitution.

Aux iormules generales etablies dans le paragraphe precedent, on pent
en joindre quelques autres, qui meritent encore d etre remarquees; celles-ci

se deduisent immediatement de plusieurs nouveaux theoremes relatifs aux

fonctions qui se reproduisent par substitution. Ges nouveaux theoremes peu-

vent s enoncer comme il suit:

i
er Theoreme. Goncevons que 1 indice n represente, au si^ne pres, un

nombre entier. Soit, de plus,

un

uue tonction de 1 indice n et des variables ., y, z. . . . . En fin , supposons que
les diverses valeurs de un , savoir,

forment une serie convergente prolongee indefiniment dans les tieux sens.

Si, en substituant aux variables Jt
1

, /, z,.. . d autres variables X, Y, Z,..., qui

sojent des fonctions connues et determinees des premieres, on transforme

generalement un en ^^^.^, alors la somme

(2) .$=... M_2 -f- U_i -+- llv -h U^ -+ M 2 -I-

de la serie (i)sera une fonction de ,r, y, z, . . .

&amp;lt;jiii

se trouvera reproduite

par la substitution dont il s agit.

Demonstration. En effet
, designons , pour plus de commodite

, par
16.



(
x

i
?&amp;gt;

z
&amp;gt; )

a somme s de la serie (i). On aura nou-seulement

la somme qu indique le signe 2 s etendant a toutes les valeurs entieres posi

tives, nulle et negatives de TZ, mais encore, en vertu de Thypothese admise ,

et comme, evidemment, 2un+t ne differe pas de !, on trouvera definiti-

vemeat

(3) f(^,j,z,...)-f(x,r,z,...).

ae Tkeoreme. Les memes choses etant posees que dans le theoreme prece

dent, la factorielle P determinee par Tequation

(4) P = . . .(l -f- !/_,)( I +U^
t )(l +U }(l + M,)(l -I- M2). . .

sera encore une fonction de x,y,z,... qui se trouvera reproduite par la

substitution des variables JT, F, Z, . . . aux variables x, j, z, , . . .

Demonstration. En effet, representons , pour plus de commodite, par

F (x, y, z, , . .)
la factorielle P. L equation (4) donnera

puis on en conclura, en remplacant x, y, z, . . . par X, Y, Z, . . .,

et, par suite,

(5) F(^j,z,...)

Supposons rnaintenant que les deux modules de la serie (i), prolongee

indefiniment dans les deux sens, soient, Tun inferieur, 1 autre superieur a

Tunite; de sorte que, la serie (i) etant divergente, les deux series

i i i

_| tf_2 K_
;t

soient lime et 1 autre convergentes. Alors, a la place du 2
e
theoreme, on ob-

tiendra evidemment la proposition suivante :



3C Theoreme. Supposous quo la serie (i), qui a pour tenue general un ,

titan t prolongee inclefiniment dans les deux sens, les deux modules de cette

serie qui correspondent, Tun a des valeurs positives, Tautre a des valeurs

negatives de Tindice
,
soient

,
le premier inferieur, le second superieur a

I unite. Si, en substituant aux variables x,y, z,... d autres variables X, Y, Z,...

qui soient des fonctions connues des premieres, on transforme generalement

um en MW+,, alors lafactorielle P determinee par 1 equation

(6) P = ..

sera une touction de x,y,z,. . . qui se trouvera reproduite par la substitu

tion des variables X, K, Z, . . . aux variables .r, y, z, . . . et par Tadjonction

du facteur u au resultat de cette substitution meme.

Demonstration. En effet, representons, pour plus de commodite, par

F(x,y, z, . . .)
la factorielle P. L equation (6) donnera

puis on en tirera
,
en remplacant .r, y, z, . . . par X, Y, Z, . . .

,

F (X, F, Z,...)=-.. IH- IH-
(

l + u ,)( IH- u 2)(H- U3)....

et par suite

(7) P(*.r. ^..0-oF(^ Y, Z,...)-

Gonsiderons maintenarit une progression geometrique, et de Tordrem,
dont le terme general un , correspondant a Tindice n, soit determine par une

equation de la forme

(8) un = xyn zn\ ,.vnm
~
wnm

.

On tirera de cette equation

les valeurs des variables

x, r, z,..., r,

etant liees a celles des variables

x, y, z, . . .
,
v

t
w



= w.

Cela pose, on deduira evidemment des i
er

,
2 e

et 3C theorernes les pro

positions suivantes :

4
e Theorems. Supposons que la progression geometrique et de 1 ordre m

qui a pour terme general

reste couvergente, dans le cas ou elle est indefiniment prolongee dans les

deux sens; et soit

s = f(x, y, z,. .., v, w]

la somme de cette progression geometrique. Alors, en nominant X, Y, Z,...

des variables nouvelles liees aux variables x, y, z, . . . par les formules (10),

on aura

5e Theoreme. Les memes choses etant posees que dans le theoreme prece

dent , si Ton represeute par

F(, jrr z,..., v, w]

la factorielle

. . .(l -h _2) (l -4- _) (l -I- M ) (* -4- MI) (l -4- M 2). . .,

on aura encore

(12) F(ar, &amp;lt;r,z,...,^w) = F(jr,r,Z,...,^;^).

6e Theoreme. Supposons que ,
la progression geometrique et de 1 ordre w,

qui a pour terme general



(
I2 7 )

etant prolongee indefiniment dans les deux sens, les deux modules de cette

progression, qui correspondent, 1 un a des valeurs positives, 1 autre a des va-

leurs negatives de
, soient, le premier inferieur, Ic second superieur a 1 u-

nite. Alors, en nommant X, Y, Z,.. . des variables nouvelles liees

aux variables x
, y , z,... par les formules (10), et en

de&quot;signant par
F (x, y, z

,
. . .

, v,
u&amp;gt;)

la factorielle

I

_l

on trouvera

F (x r z
,
v tv) = u F (JT Y Z, .

,
/^ ^

j.

Dans le cas particulier ou les progressions que Ton considere sont du

second ordre, les divers theoremes que nous venons d enoncer, joints aux

propositions fondamentales du calcul des resiclus, fournissent le moyeu d e-

rablir un grand nombre de formules dignes de remarque ,
et relatives aux

fonctions elliptiques. Si Ton suppose ,
au contraire

, qu il s agisse de progres

sions geometriques d un ordre superieur an second, alors, a la place des

formules qui se rapportent a la theorie des fonctions elliptiques ,
on obtien-

dra des formules plus generales que je developperai dans d autres Memoires.



MfiMOIRE

CHANGEMENT DES VARIABLES DANS LES INTEGRALES.

Considerations enerales.

Considerons d abord une integrale simple ou de la forme

/x&quot;

(
x
)

* = I: &dx*

r etant une variable reelle et 2 une fouction reelle de x, qui demeure con

tinue entre les limites x = x
,
x = x&quot;. Supposons d ailleurs que dans cette

inteprale on veuille substituer a la variable x une nouvelle variable x liee a

x par une certaine equation

(2)
X = o,

et soient x
,

x&quot; les deux valeurs de x correspondantes aux valeurs x . x

de x. On aura, en regardant x comme fonction de x,

dx D t x dx
;

puis
on en conclura

m r Ud* C i2D.x Jt-^x,

pourvu que, eu vertu de Tequation (a), chacune des variables jc, x reste

fonction continue de 1 autre
,
du moins entre les limites de I mtegration ,

c est-a-dire pourvu qu entre ces limites les deux quantites x, x varient simul-

tanement par degres insensibles, et que, pour des valeurs croissantes de

Tune Vautre soit toujours croissante ou decroissante. On aura done
,
sous



cette condition ,

Xx&quot;

Q. D x jf d\ ;

_

et alors, pour sub.stitucr, dans 1 integrale proposee S, la variable x a la va

riable x, il suffira, i de remplacer dx par &amp;lt;:/x,
en multipliant la fonction

sous le signe / par Ic facteur 1\x; 2 de substituer aux limites donnees dc

la variable jc les limites correspondantes de la nouvelle variable x.

Si la condition enoncee n etait pas remplie, il deviendrait necessaire ,

avant d effectuer le cbangernent de variable, de decomposer Tintegrale

donnee en plusieurs parties, pour chacnne desquelles cette condition se

verifierait. Alors Tintegrale ,
relative a la variable jr, se trouverait rem-

placee, non plus par une seule, mais par plusieurs integrates
relatives a la

nouvelle variable x, et serait eqtiivalente a la somme de ces dernieres inte

gral es.

II imporle d observer que, dans le second membre de la formule (3) ou

(4) oc est consideree comme une fonction de x completement deterrninee

en vertu de 1 equation (2). Si, pour chaque valenr reelle de x, Vequation (2)

fournissait plusieurs valeurs reelles de x
,
on devrait se borner a considerer

une seule de ces dernieres.

La substitution de x a x ne pourrait plus avoir lieu si a une valeur de x

comprise entre les limites jc
,

x&quot; ne correspondait pas toujours, en vei-tu de

1 equation (2), an moius une valeur reelle de x.

Observons encore que, si Ton suppose x &amp;lt;
x&quot;

,
le facteur Dx .r sera, dans

la formule (3) ou (4), une quantite affectee du rneme signe que la diffe

rence x&quot; x . Done, si Ton designe par a la plus petite et par b la plus grande

des deux quantitesx , x&quot;,
si d ailleurs on nomme la valeur numerique de

D K ,r, en sorte qti on ait

(5) e=y.(o,x)

on trouvera

P ilD x ^7f/x = /

/;

J\ Ja

et 1 equation (4) pourra etre remplacee par cel!e-ci :

(6) s = f
b

HQd\.
Ja

Ex. d An. et de Phys. math., T. IV. (40 livr.)
l J



Considerons maintenant une integrate multiple cle la forme

Xx&quot;

f*y&quot; f*z&quot;
/u&quot; /V /w&quot;

/
/

...I / VLdwdvdu. ..dzdydx,
t/y Jz fit t/i /w

il etant une fonction reelle et continue des n variables
reelles.r,^, Z,...,,P,U&amp;gt;,

et les limites de chaque integration potivant dependre des variables aux-

quellos se rapportent les integrations suivantes. Alors, les limites jc
,

x&quot; etant

des quantites constantes, les limites jr , y&quot; pourront etre fonctions de x, le^

limites 2
,

z&quot; fonetions de x
, y,... les limites w

,
w&quot; fonctions de .r

, j^-, z,...,

,
v. D ailleurs, I integrale demeurant la meme, an signe pres, quarid on

echange entre elles les deux limites assignees a une meme variable
, par

exemple x et x&quot;
,
ou y et

j^&quot;

7

,..., ou enfin w et
w&quot;,

on pourra se borner a

considerer le cas oii x serait inferieur a
j:&quot;, ^- a

y&quot; ,
z a 2&quot;,..., w a w 7/

;

et il est clair que, dans ce cas, S pourra etre regardee comme une somme
d elements infiniment petits correspondants aux divers systemes de valeurs

de JT, y, 2,..., qui verifieront simnltanement les conditions

(8) !

X
&amp;gt;

X&amp;gt; y &amp;gt; ^ z&amp;gt; z ,..., u&amp;gt; u
f

,
v

&amp;gt;
v

,
w

&amp;gt;
w 1

,

\
x

&amp;lt; x\ y &amp;lt; y\ z&amp;lt;z&quot;,..., u&amp;lt; u&quot;
,

v
&amp;lt; P&quot;,

w
&amp;lt;

w&quot;.

Si les variables x
, y, z,... se reduisent a une seule, ou a deux, ou a trois,...,

et representent des coordonnees rectiligues, ou polaires, ou de toute autre

nature, alors les divers systemes des valenrs de x, y, z,..., pour lesquels les

conditions (8) seront verifiees, correspondront a des points silues sur une

certaine ligne ou sur uue certaine surface, ou renferines dans un certain

volume, par consequent a des points compris dans un certain lieu geome-

trique; et I int^grale S sera completement deterrninee quand on connaitra ce

lieu geometrique avec la fonction Q. Si le nombre des variables x, y, z,...,

u,v.w devient supcTieur a 3, les divers systemes des valeurs de ,r, y, z,...,

u, v, w, pour lesquels se verifieront les conditions (8), n appartiendront plus

a un lieu geometrique, mais a ce que nous appelleronsun lieu analytique. et

Tintegrale S sera encore une integrate multiple completement determinee ,

quand on connaitra ce lieu analytique avec la fonction 12. Gela pose, on re-

connaitra sans peine qu a 1 inlegrale s on peut substituer une integrale ou

une somme d integrales de meme forme, mais dans lesquelles 1 ordre des

integrations ne serait plus le meme, pourvu que 1 on remplace les condi

tions (8) par d autres conditions du menie genre, mais de nature telle
, que

les divers systemes de valeurs x, y, z,..., M, P, w, correspondants aux divers



elements des integrates nouvelles, se reduisent aux divers systemes de valeurs

de x, y, 2,---i ll
i
v

, w, prop res a verifier les conditions (8), c est-a-dire, en

d autres termes, pourvn que les lieux analytiques correspondants aux nou

velles integrates, etant reunis les uns aux autrcs, reproduisent ensemble IP

lieu analytique correspondant a I lntegrale S. En joignant a ce principe les

regies ci-dessus rappelees et relatives an changement de variable dans les

integrates simples, on pourra changer aussi les variables que renferme une

integrale multiple. On pourra, par exemple, dans Tintegrale 3, substitner aux

variables x, y, 2,..., , p, \v des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w, liees

aux premieres par un systeme d equations donnees

(9) X = 0, Y = 0, Z=rrO,..., U = 0, V~ O, W = O.

Entrons a ce sujet dans quelques details.

J observe d abord que les valeurs de x, y, ,..., w, y, w, tirees des equa
tions (9) ,

devront etre reduites a des fonctions reelles continues et determi-

nees de x, y, z,..., u, v, w, du moins entre les limitesindiquees par les lieux

analytiques correspondants aux integrales nouvelles. Si, pour chaque systeme
de valeurs reelles de x, y, z,..., u, v, w ?

les equations (9) fournissaient plu-

sieurs systemes de valeurs reelles de x
^ y, z,..., u , v, w, on devrait se borner

a considerer un seul de ces derniers systemes.

La substitution des variables x, y, z,..., u
, v, vv aux variables x

, y, z,...,

u, v, w ne pourrait plus avoir lieu si, a un systeme de valeurs de x, y, z r ...

u
, c, iv, comprises entre les lirnites des integrations, ne correspondait pas

toujours, en vertu des formulas (9), au moins un systeme de valeurs reelles

de x, y, z,..., u, v, w.

D ailleurs, la substitution des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, vv aux

variables anciennes x
, y, 2,..., u, v, tv, sera line operation complexe, decom

posable en plusieurs autres, dans cbacune desquelles line seule des variables

nouvelles sera substitute a 1 une des anciennes; et puisqu on pent toujours,

sans alterer la fonction sous le signe /, intervertir 1 ordre des integrations

relatives a des variables donnees
,
on pourra supposer, dans chaque opera

tion particuliere, (|ue la variable ancienne alaquelle on substitue line variable

nouvelle est precisemenl celle a laquelle se rapporte la premiere integra
tion. Done chaque operation particuliere se reduira toujours a un change-
ment de variable dans une integrale simple ,

c est-a-dire a une operation en

vertu de laquelle la fonction sous le signe / se trouvera multiplied par un

certain facteur. Ajoutons que ce factcur sera tonjours positif si dans chaquc
T 7-



integrate nouvelle, aussi bien que dans 1 integrale S, 1 integralion relative a

chaqne variable s effectue entre deux limites, dont la seconde surpasse la pre

miere.

Gela pose, concevons qu en operant, comme on vient de le dire, sur liu-

tegrale S, on substitue successivement la variable nouvelle w a la variable #&amp;gt;,

puis la variable nouvelle v a la variable p, puis la variable nouvelle u a la

variable ?/,..., puis enfin la variable nouvelle x a la variable jc. Lorsque

dans 1 integrale S, relative aux variables X, y, %,-&amp;gt;
u

-&amp;gt;

v
i w-&amp;gt;

on substituera

w a TV, on devra laisser invariables x, y, z,.... D ailleurs, considerant a:, y,

,..., u, v, w comme des fonctions determinees de x, y, z,..., u, v, w, on a

generalement

dx = I)K 3cdx 4- Dy xdy H- . . . -f- D v xd\ + D-^xcfw ,

dy = DX/^X -h Dyj-dy -+- . . . + D vyd\ -+- D vvyd\v ,

dv Dx vd\ -+- Dy

rfw = DxH^/x H- D
y wrfy-h . . . H- DyWf/v H- Dw

Done, si Ton se borne a faire varier w avec x, y, z,..., u
, v, w ,

en laissant

x
, r, z

,
. . .

,
u

,
t&amp;gt;

,
w invariables

,
on trouvera

o = Dx x d\ -+- Dy
x dy -+- . . . H- D v x dv H- Dw x d\v

,

o

Done le facteur positif par lequel on devra multiplier la fonction sous le

signe /, quand on substituera w a w et dw a dw, ne sera autre chose que ia

valeur numerique du rapport

. . .Dv p)

D autre part, lorsqu apres avoir substitue w a w, on voudra substituer en

core v a v et d\ a dv
,
en considerant (^ comme la variable a laquelle se rap
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poiterait la premiere integration, on devra se bonier a faire varier v avec

\, y, /,..., u , v, en laissant invariables x
, jr y a,..., u et w. Done alors le rap

port de dv a d\ sera determine par les equations

o = Dx xd\ -+ D
y
x. dy -f- . . . + Dv xd\ ,

o = D x r d\ H- Dy jc Hh . . . + D v

o = Dx 6fc + D
y udy + . . . -h Dv

^ = Dx vd\ -+ D
y PC?V -+- . . . H- D v

desqnelles on tirera

^
I]

)

Done le facteur positif par lequel on devra multiplier la fonction sous le

signe/, quand on substituera vac, ne sera autre chose que la valeur nume-

rique dti rapport

En continuant ainsi, et designant par

0, ,...,

les valeurs numeriques cles resultantes

on conclura definitivement que si, dans 1 integrale s, on substitue successi-

vement w a w, puis v a v
,..., puis y ay, puis enfin x a .r, les facteurs positifs

par lesquels la fonction sous le signe / devra etre successivement multipliee

se reduiront aux rapports

Done le facteur equivalent an produit de tous ces rapports sera le facteur

positif par lequel la fonction sous le signe / se trouvera definitivement mul

tipliee, quand on aura substitue aux anciennes variables x, y, z, ..., w ? c, w
les variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w; et Ton pent enoncer la proposi
tion suivante :



i
cl Theoreme. Goncevons que, dans 1 integrale multiple

f*x&quot; Py&quot; /*r&quot; /*&quot; /V /&quot;

=
/ / / I I I &dwdvdu. . .dzdydx;J 3. Jy Jz Ju J v J\v

il designe une fonction reelle de n variables reelles jc, y, %,-, u, v, w,

prises chacune entre deux limites dont la seconde surpasse la premiere ;
les

deux limites de chaque variable pouvant d ailleurs dependre des variables

auxquelles se rapportent les integrations non encore effectuees. Si aux va

riables x
, y, z,.. ., u, v, -w on veut substituer n variables nouvelles x, y,

z,...,u, v, w, dont les premieres soient des fonctions determinees, on devra,

en remplacant dans Fintegrale proposee dx , dy , ^z,..., du
,
dv

,
dw par

&amp;lt;/x, ^?y,
dz r .., &amp;lt;^u, /v, r/w, multiplier la fonctiou sous le signe / par la va-

leur numerique de la resultante

iormee avec les divers termes du tableau

D x .r, Dyjr, DZ JC,... D 1V 4?,

Dx r, D
y jr, D zj,. .. Dwj,

DS 2, D
y z, Dz z, ... DW 2,

puis egaler 1 integrale proposee a une integrale on a une sornme d integrales

de la forme

f f f &quot; f fQQd*

en choisissant les limites des integrations de telle sorte que chaque variable

croisse quand elle passe de la premiere limite a la seconde, et que les lieux

analytiques correspondants aux integrales nouvelles reproduisent le lieu

analytique correspondant a Tintegrale donnee. On pent encore exprimer
cette derniere condition en disant que les divers systemes de valeurs de

a:,
J&quot;,

z r ., u, v, w correspondants aux divers elements des nouvelles in

tegrales, doivent se reduire precisement aux divers systemes pour lesquels

se verifient les conditions (8).

Le tbeoreme precedent comprend les regies etablies par les geometres ,

specialement par Lagrange et par M. Jacobi pour le changement des va

riables dans les integrales multiples.



Lorsque les variables anciennes x,y, 5,..., M, v, w sexprimeut en forio

lion des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w, de telle sorte que de celles-ci

la derniere seulement entre dans w, les deux dernieres seulement dans y, le&amp;gt;

trois dernieres seulement dans w, etc., alors les formules (10), (i i) ,
etc.

,
st-

reduisent evidemment aux suivantes:

dw = DW w d\v
,

dv = D v vdv ,
. . .

,
dx = Dx ,TC d\

,

tit
,
en consequence, le facteur

, par lequel on doit multiplier la fonction

sous le signe /, quand on substitue les nouvelles variables aux anciennes, se

reduit a la valeur numerique du produit

(i 5 ) Dx x Dyy D z z . . Du u Dv v Dw w.

On urriverait a la rneme conclusion en observant que, dans 1 hypolhese ad-

mise, le tableau (i3) se reduit au suivant :

Dr n v n -Y&amp;gt; i) i-X *
, t-fy

**
i L/z vl

,
. . .

, U\v ~X- ;

16 \ o, o, O,z,... ,
D 1V ;,

o, o, o, ..., Dw w,

et la resultarite

8
(

: Dx x Dyy Dz z, . . . i.),, u D v i Dw
&amp;lt;v)

au seul terme

Ajoutons que la ineme resultante se reduirait encore a ce terme unique, si le

tableau (i3) se reduisait au suivant:

Dx jc
,

o
,

o
,

. . .
,

o
,

*.r, D
y j, o, ..., o,

x z, D
y z, D

y z, ..., o,

x D x w, D
y w, Dz w ,

. . .
,

Dw w ;

c est-a-dire, si des anciennes variables, exprimees en fonctioii des nouvellei,

la premiere x renfermait x seulement, tnndis que x et y seules entrrraient
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dans y\ x, y et z seules dans 3, etc. On pent- done enoncer encore la pro

position suivante :

2e Theoreme. Les memes choses etant posees que dansle i
er theoreme

,
si

d ailleurs les valeurs de Jc .j , 2,..., u -&amp;gt;

v
-&amp;gt;

w
i exprimees en fonction des va

riables nouvelles x,y, z,..., u, v, w, renferment seulement, la premiere, la

variable x; la deuxieme, les deux variables x, y ;
la troisieme, les trois va

riables x, y, z; etc.; alors le facteur positif 0, par lequel on devra multiplier

la fonction sous le signe /, quand on substituera les nouvelles variables aux

anciennes, se reduira sirnplement a la valeur numerique du produit

Dx .r Dj j*D z z. . . D nwD v p Dw tv.

Remarquons encore que, dans le cas particulier ou les variables x, y ,

2,..., , v, w sont liees par des equations lineaires aux variables nouvelles

x, y, z,..., u, v, w, le facteur se reduit evidetnment a une quantite

conslante.

Remarquons enfin que les principes ci-dessus exposes entrainent la propo
sition suivante :

3e Theoreme. Si la fonction plncee sous le signe /, dans une integrale mul

tiple relative aux variables jc
: j-, z,..., w, v, TV, doit etre multipliee par le

facteur 6 quand on substitue au systeme jr, y, z,..., ? c, w un autre

systeme x, y, z,..., u, v, w, et par quand on substitue an second systeme

x, y, z ,..., u
, v, w un troisieme systeme , W&amp;gt; ^ 5 ---&amp;gt;U, j) w, cette meme

fonction devra etre multipliee par le produit 00 quand on passera diree-

tement du premier systeme .r, y, z,..., w, f, TV an troisieme systeme

X,
A), a,--., U, 1), IV.

D ailleurs ce theoreme, ainsi que les precedents, continuerait evidemment

de subsister, si plusieurs variables appartenaient a la fois aux divers systemes

que Ton considere.

II. - -
Applications diverges des principes exposes dans le premier paragraph?.

Pour montrer une application des principes etablis dans le l
er

, suppo-
sons que, } etant une fonction reelle de n variables reelles jc, y, z, ...,, i&amp;gt;,

n&amp;gt;,

et ; une autre variable, reelle et positive, liee aux premieres par la formule



on etende l intgrale

= f f f. ..

a tous les systeines des valeurs de x, y, z, . . ., w, f, u&amp;gt; pour lesquels r de-

meure compris entre les limites

(3) r=/ .

,
r = r&quot;.

Si Ton pose

(4) x = u
t .r, j^a 2 r, z a 3 r, ..., = an_ 2 /

,
o = aw_, r, w ar,

les nouvelles variables

oc
4 , oc 2 ,

. . .
, oc/z

devront, en egard a 1 equation (r), verifier la condition

(5) a? + a= -h ... -4- an
2 = i,

a laquelle on satisfera eu prenant

|
a

t =cosy t ,
a 2
= 8^9, cos&amp;lt;p 2 ,..., aw_, =sin(p,sin^a ...cos(p/?_2 cos(pw_,,

(6 ) i ...
an sm&amp;lt;p

&amp;lt;

sin
qj a

...
sin&amp;lt;pw_2 sin

9,,., .

Si d ailleurs on assujettit les angles &amp;lt;p,
,

&amp;lt;p

2 ,.
. .

,
&amp;lt;p

w_2 a demeurer compris entre

les limites o, rc, et Tangle (p^., a demeurer compris entre les limites n
,

-t-7i; alors a tout systeme de valeurs de x, y, 2,..., w, ^, w, pour lequel

se verifiera la condition (i), correspondra toujours un systeme unique de

valeurs de a1? a,,. ..,, pour leqnel se verifiera la condition (5); et, par

suite, si aux variables
^,7&quot;, ,..., w, ^, w on substitue les variables r, ip, ,

9 a ,. . ., yn_^ ,
on aura, en vertu du i

er theoreme du l
er

,

C*
f* I* IJ TT t/o O Vr*

designant un facteur positif que Ton determinera sans peine eu opera nt

comme il suit.

Cumme en laissant invariables x, y, z,..., w, v, on tire de la formule(i),

wdw rdi\

pai- consequent,
, dr
dw 5

il est clair que , si Ton substitue r a w et f/r a dtv, on devra
,
dans 1 inte-

Ex. d An. et dc Phys. math.. T. IV. (4i
e

Jivr.)
f ^



grale 9
, multiplier la fonction placee sous le signe / par la valeur numerique

du rapport . Si Ton substitue ensuite a
t
a jr, aa a y, . .., aw_, a c, on devra

* n

evidemment, en vertu des formules (4), remplacer

dx
, 6?y, . . .

,
dv

par

rda.^ ,
r&amp;lt;y 2 ,

. . .
,
rdan_ t ;

et
,
en consequence, remplacer le produit

dxdy . . . flfa

par le produit
rn~* da

t
da2 . . . dan_ t

.

Done, si aux variables x, y, z, . .
., u, v, \v on substitue les variables

r, a, ,
a2 ,

. . ., aw_, ,
on devra, dans Tinlegrale 8, multiplier la fonction

par la valeur numerique du rapport

D autre part ,
si

,
dans une integrate multiple ,

relative aux variables

a^a-j,. . ., aw_ 1 ,
on substitue a celles-ci les angles &amp;lt;p,

,
&amp;lt;p

2 ,...,
&amp;lt;p

w_, lies

avec elles par les equations (6) ,
on devra

,
en vertu du 2e theoreme du I

er
,

multiplier la fonction sous le signe f par la valeur numerique du produit

qui peut etre reduit a la forme

(-i)-^aw ,

la valeur de Q etant positive et determinee par 1 equation

(8)
= siu

w~2

&amp;lt;p,

sin
w~ 3

&amp;lt;j&amp;gt;

2 . . . sin 8

(p /2_ 3 sinip /2_2 .

Gela pose, on conclura du 3e theoreme
[ I], qn en substituantaux variables x,

y, z,.. ., w, v,w les variables r, 9, ,
&amp;lt;p

2 ,
. . .

,
&amp;lt;p

w_, ,
on doit, avec M. .lacobi

,

multiplier la fonction sous le signe / par le facteur

(9) = er&quot;-*.

Done la formule (2) pourra etre reduite a

f 10) = f
n r . . . r r tier&quot;-* drdy t

. . . d^n_^d(fn_,.
J n Jo Jo Jr
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Goncevons maintenant que les n variables x, y,z,..., u,v, tv, soient

liees a n antres variables x
, y, z, . . .

,
u

, v, w par des equations lineaires de

la forme

(x
a\ -h a

t y H- fl 2 -i. -+- . . . -+- _, w,

y = bx H- b
t y -+- b2 z -+- . . . H- ba_ t w,

(it) ( z = c\ -+- c
t y -+- c a z -+- . . . -+- cn_, w,

\ iv =: Ax 4- A, y -h A3 z -t- . . . -f- hn^ w.

Pour que Ton ait identiquement

(12) *a
-hj a+ z2+ ...-+- w2

H- (&amp;gt;

2+ w 2 = xa
-h y

a+ z
a
-h... H- u a

-h v a
-h w 2

,

il suffira que les coefficients

verifient les conditions

=o, ...a an_ t

*H-...-h A?= i,...a t
an_ t

D ailleurs, si aux conditions (i3) on joint la formule (24) du Memoire sur

les sommes alternees connues sous le nom de resultantes [tome II, page 176],
on en conclura

a = i,

et
, par suite

,

(i4) e = i,

designant la valeur numerique de la somme

S(ab t c* ... An_,);

et, eu egard aux formules (i i), cette derniere somme ne differera pas de la

suivante :

Enfin, la formule (la) , jointe a 1 equation (i) ,
donnera

(ID) x a

-t-y
2 + z 2 H- .. . + u 2

H- v
2 H-w 2 = r a

.

Gela pose, il resulte du tbeoreme i
er du I, que si les conditions (i3) sont

remplies, on pourra, dans la formule (2), substituer immediatement aux

18.



variables x
, y, z

,
. . .

,
u

,
v

,
w les variables nouvelles x

, y, z
,

. . .
,
u

, v, w liees

aux premieres par les formnles (n), en sorte qu on aura

fi 6) f f. . . Cfafjwdv.. .dydx = f f. . . (Ifadwdv. . .

les integrations etant etendues a tous les systemesde valeurs de x, y &amp;gt;&amp;gt; v, w
ou de x, y,..., v, w pour lesquels la variable positive r, liee avec les premieres

par la formule (i) ou (i5), demeure comprise entre les limites r
,

r&quot; .

II importe d observer que des formules (i i) jointes aux equations (i3), on

tire immediatement

/ x ax +- by -+- cz -+- ........-+- hw*
i

J

I y = a
t
x -h biy -h c

t
z +- -f- h

{ w,

(17) { z = a 2x -h b-t y + c 2 z -+- H- h z w,

Remarquons encore qae Ton peut satisfaire d une infinite de manieres aux

conditions (i3), par des valeurs reelles des coefficients

&amp;lt;z, ^, . . .
,
h

; ft{, 4 , . . .,A f ; #,!_!, ^w_, ,
. . .

,
hn_ t

.

En effet, apres avoir choisi des valeurs reelles de
, 6, c, . . .

,
h propres a

verifier la formule

(18)
a 2 + b* + c2 +...H- h2 = i,

on pourra satisfaire, par des valeurs reelles de a
t , &amp;gt;,,

c
( ,

. .
,
A

4 ,
aux deux

conditions

(19) aa
t + bbi+ cc

{
4- . . . -h AA

4
= o, ? -h 6? + c? -f- . . . + Af == i,

qui se reduiront simplement a

aa&amp;lt;
-f- W 4

= o, &amp;lt;zj

+ J
= i,

si les coefficients a,, ^ 15 c,, . . ., h
{
sont tous supposes mils a I exception des

deux premiers, et qui donneront alors

bl T

II y a plus : a la premiere des equations (19) on pourra joindre n i equa

tions de meme forme, c est-a-dire n i equations en vertu desquelles n i



fonctions lineaires et homogenes de #,, ,, cn . . ., arbitrairement choisies,

se reduiront a zero
;

et de ces n i Equations nouvelles ,
reunies a la pre

miere des equations (19), on en tirera une autre de la forme

A, B, C,. . ., H etant des quantites connues
; puis de-1 equation (20), jointe

a la seeonde des formules (19), on conclura

a, b
t

c
t

h
{

i

A &quot;B C H A + B + C -^ ..-hH

Les valeurs de a
{ , b^ c,,. . .

,
h

{
etant ainsi determinees, on prouvera, par

des raisonnements semblables, que Ton pent encore satisfaire, par des

valeurs reelles de 2 , b% ,
C 2 ,

. . .
,
h.2 ,

aux trois equations

a\ -+- b\ + ... -f- hi = i,

dont les deux premieres peuvent etre jointes a n 2 equations de meme
forme, arbitrairement choisies; et, en continuant de la sorte, on finira par

obtenir, pour les coefficients

des valeurs reelles qui seront propres a verifier les formules (i3), quaud
on les joindra aux valeurs reelles et arbitrairement choisies des coefficients

a, b, c, ,
h.

Goncevons a present qu en attribuant aux coefficients a, 6, c, . . ., h 1 un

quelconque des systemes de valeurs reelles pour lesquels se verifie la condi

tion (18), on reduise ft a une fonction reelle et continue du polyn6me

ax -h by -f- cz -h . . . -f- hw,

en sorte que cette fonction etant designee a 1 aide de la lettre caracteris-

tique f
,
on ait

Q. = f (ax -h by -h cz -h . . . -h hw ).

L equation (16) donnera

(28) / /... / f (ax-+- by -+-...-+- hw}dw...drdjc = i I... I f(x\dw ...d\ dx.
J J J J J J

Si d ailleurs, dans chaque membre de la formule (a3), on substitue aux

variables x
, y, z, . . .

, w, ou x, y, z
,

. . .
, w, la variable r li^e avec elles



par 1 equation (i) ou (i5), et des angles auxiliaires 9,, c&amp;gt; 2 ,...,
&amp;lt;p

n_, lies

encore a ces memes variables par des equations semblables aux formules (4)

et (6), chaque membre prendra la forme de 1 integrale multiple que presente

Tequation (10); et en posant, pour abreger,

on trouvera

X7T

f*TT r-H /V&quot;

/
.../

/
Qrn

-^(^r
7T /0 /O t/r

r-K FTC fit fr&quot;

\ ...
/

Q r&quot;- f (a, r
J 7T t/o /O /r

la valeur de etant toujours celle que determine la formule (8); puis, en

differentiant les deux membres par rapport a
r&quot;,

et posant apres la diffe

rentiation r&quot; = i
,
on aura simplement

l
I
*

. . . I

*
I
*
d f

( &&amp;gt;) dy&amp;lt; d^ . . .^n_2 dyn^
J- n Jo J Jo

C* CK C* C* A r /=
I I .. I Q*

(
J j[ t/O VO Jo

D ailleurs si, en designant par wi, n des nombres entiers quelconques, et

par &amp;lt;p

un angle variable, on pose

a = cos
&amp;lt;p

,

on aura generalement

cos = p &quot;-(i
-a2

)

a da =
/ i

~&amp;gt; ~\m
puis on en conclura

et, par suite, eu egard a la formule (8), on trouvera

(
-----

\ 2
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Done la formule (26 ) pourra etre reduite a

r-K r* r* r*
c ,

I
/...// *f()4

J 7T t/O t/O t/O

On ne doit pas oublier qne ,
dans la formule (24 ) ,

a
, b, c

,
. . .

,
h designent

des coefficients arbitraires assujettis seulement a verifier la condition

rt
a

_+.
2

_+- c 2 + . . . H- k* = i .

Si, en nommant A une quantite reelle quelconque, on remplacait a,^&amp;gt;,c,...,
h

par - - -, et f (a) par f (Aa), alors, a la place de la formule (27) on obtien-
* *

*;
drait la suivante :

(28)

P
I

...
I I

6 f (w) r/&amp;lt;p

*/ 7T /O t/O /O

la valeur de w etant toujours determinee par la formule (^4), eta, 6, c, ...,/r

etant des coefficients arbitraires, inais lies au coefficient A par la formule

(29) #2 + &2
-t- ca

-f-. . . + A a = A 2
.

Lorsque, dans la formule (28), on pose /z = 3, alors en ecrivant
&amp;lt;p, / au

lieu de
o&amp;gt;,,

&amp;lt;p

2 ,
et a, S, y au lieu de a

4 , 2 ?V3&amp;gt;
on trouve simplement

CK C^ C
(30) / I sin o f (a a H- b& -f- cy) dydy = in I f(A)aa,\/ J&amp;gt; 9*9 I

/ 7T t/O / I

les variables auxiliaires a, 6, 7 etant liees aux angles &amp;lt;p, / par les formules

et les coefficients arbitraires a, b, c etant lies au coefficient k par liquation

3a) a*+ /;
2 + c 2 = A-

2
.

La formule (3o) reproduit le theoreme a 1 aide duquel M. Poisson a integre

1 equation du mouvement des fluides elastiques.

Si, clans la formule (28) on prend

f
(a)
= am

,
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m etant un nombre pair quelconque, 1 integrale que renferme le second

membre sera reduite au produit de k m par la suivante :

r(
m + 1

\r( n - l

\
/*! m t^f-J \~2~J \~~2~~J

J i fm + n\

et la formule (28) donnera

r /;r

Jo

Mais, d autre part, en supposant TZ impair, on aura

j

2 / m -\- n 2 /Tz + 3/w

V 2 /

devant etre reduit a 1 unite, apres les differentiations indiquees par la

caracteristique Dr Gela pose, on tirera de la formule (33)

(34) ^=-^DT~ r r... r r
J TTi/O t/O /O

Gette derniere formule subsistant, quel que soit le nombre pair m, conti-

nuera de subsister, si Ton y remplace k n
par une fonction paire f

(A:)
deve-

loppable suivant les puissances ascendantes de A 2
, pourvu que Ton remplace

en meme temps, dans le second membre, (w \/ t)

m
par f (w \/j). On aura

done encore, en supposant n impair, et f (&) developpable suivant les puis

sances ascendantes de A;
2

,

=--4csp^. r ?*&quot; r r^^^^^^^&quot;J TT /O t/O Jo
27T a

pourvu que ,
les valeurs de w, A1 etant determinees par les formnles

. , . 4-

et les variables a, ,
a a ,

. . .
,
an etant liees aux angles &amp;lt;p

4 , y 2 ,
. . ., ^B_ 4 par les

equations (6), on pose i = i, apres les differentiations indiquees par la lettre

caracteristique D.
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SUR

LES VALEURS MOTENNES DES FONCTIONS

D UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES.

Considerons cTabord une fonction 3 d une seule variable x
,
et supposons

que cette fonction reste continue entre deux valeurs donnees de la variable.

Si, apres avoir interpose entre ces deux valeurs d autres valeurs equidis-

tantes, dont le nombre represente par n i soit tres-considerable, on

cherche les diverses valeurs de la fonction O correspondantes aux n i

valeurs donnees de la variable x
,
la moyenne arithmetique entre ces valeurs

de O se transformera
, quand le nombre n deviendra infini

,
en ce que nous

nommerons la valeur moyenne de la fonction Q, et cette valeur moyenne
sera le rapport des deux integrates definies relatives a x ,

dans lesquelles les

fonctions sous le signe /seront O et I unite. Pour plus de commodite, je de~

signerai cette valeur moyenne de Q a Taide de la lettre caracteristique M,
et je placerai au-dessous et au-dessns du signe M, les limites de la variable .

suivant Tusage adopte pour les integrales definies.

Goncevons maintenant que represente une fonction de plusieurs varia

bles x, y &amp;gt;&amp;gt; ,ui reste continue pour les systemes de valeurs dex,j- f
...

comprises entre certaines limites. f^e rapport entre les deux integrales defi

nies qui, etant relatives a x
, y, . .., et prises entre les limites donnees,

renfermeront sous le signe /
v
la fonction 1} et I unite, sera la limite vers

laquelle convergera la moyenne arithmetique entre les valeurs de Q qui

correspondent a des elements egaux de la seconde integrale. Pour cette

raison, le rapport dont il s agit sera nomme la valeur moyenne de la fonc

tion {}
,
et je designerai encore cette valeur moyenne a Taide de la lettre

Ex.d An.etdePhys.math,, T. IV.(4i livr.) IQ
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caracteristique M, en indiquant au-dessous et au-dessus du signe M les limites

des diverse* integrations.

Goncevons, maintenant, que les integrations doivent etre etendues a tons

les systemes de valeurs des variables x
,

j&quot;,

z
,

. . .
, qui reduisent une certaine

fonction rde ces memes variables a une quantite comprise entre deux limites

donnees
&amp;lt;7,

b. On pourra rechercher ce que devient la valeur moyenne de

la fonction D dans le cas particulier oti les &amp;lt;icux limites /7, b se reduisent a

uric seule. Dans ce cas, qui merite d etre remarque, nous pourrons nous

bonier a indiquer au-dessus du signe M la limile a de la fonction r, en

nyant soin, d ailleurs, d eerire au-dessous du meme signe les diverses varia

bles x
, y, z, . .

, auxquelles se rapportent les integrations.

Comrne nous le montrerons plus tard
,
la consideration des valeurs moyennes

des fonctions d une on de plusieurs variables pent etre utilement employee
dans la solution de plusieurs problemes d analyse, specialement dans 1 inte-

gration des equations lineaires anx d^rivees partielles.

ANALYSE .

Supposons que Ton fasse varier x
, y, z, . . .

,
entre les limites

ryt /y -y &amp;gt; yf i\/* /y i\p s\p r* i ^ r- -- ^ ^
X*&amp;gt; .&amp;lt;. ^ ^

*-^ -
i&amp;gt;t&amp;gt;

^ j ^ / Q *) y~&quot;/i J
-

1
* &quot; *

?

TO &amp;gt; y * pouvant etre des fonctions de x
,
et Z

,
z

t
des fonctions de x, y, etc.

8oit d ailleurs Q une fonction de x , ou de .r
, j^, etc.

, qui reste continue entre

les limites dont il s
agit.

La valeur moyenne de 0, entre ces limites sera

,,..&amp;gt;,^
/x =-r

. /,M 0=i^

OU
Px, (*Y,

il dy dxr
rrJ* ^a

etc.

Gela pose, on etablira facilement la proposition suivante :

i
er Theoreme. Soit Q, une fonction reelle de n variables reelles x

, y,

z,. ... Si a celles-ci on substitue n autres variables reelles x, y, z,. . , qui

soient liees aux premieres par n equations lineaires, i] considered comme



fonction de .r, y, z,. . . on de x, y, /,..., conservera dans les deux ens

la memo valeur moyenne, pourvn que les limites assignees an second

svsteme de variables correspondent anx limites assignees an premier

systeme.

Demonstration. En effet, quand on iransformera chaque integrals rela

tive aux variable^ x
, y, z. . . . , en snbstituant a ceiles-ci les variables x,

y,z, . ., la fonction snr le signe jf
sera multiplier, comrne Ton sait, par le

facteur

Si, d ailleurs, les variables x, y, z, . . . sont liet-s par des equations lineaires

aux variables x, y, z
,

. . .
, le facteur so reduira simplement a une constaute.

Done alors ce facteur pourra etre place en dehors des si^nes d integration ,

puis efface comme factenr commun des denx termes dn rapport qui repre-

sentera la valeur de i2.

Soil maintenant r = f (x , y, z, . .

.) une nonvelle fonction, reelle aussi

bieii que d, et supposoiis que Ton cherche la moyenne entre les valeurs

de Q correspondantes a toutes les valeurs de x
, y, z, . . pour lesquelles la

fonction r demenre comprise entre denx limites donnees
,

b. Designons
d ailleurs a I aide de la notation

r - a

M 12

ce que devient cette moyenne quand la difference b a s evanouit. On

anra, en vertu du theoreme precedent, et en supposaot ton jours .r, y, z,. .

liees a x, y, z,. . . par des equations lineaires,

r ^^
i

(i)
M Q = M 0.

*, f, *, &quot;, y,,-

Supposons, pour fixer les iclees. que la variable r, etant positive, soil

liee aux n variables x, y, z, . . , par urie equation de la forme

a) r a x 2 + y 2
4- z 2

-+- . . . .

Si 1 on nonime A la moyenne entre les diverses valeurs de i^ correspondantes
aux divers systemes de valeurs de .r, /,z,. . .

, pour lesnuels / demetire com

prise entre les limites positives , b, on aura

,ox \ ._
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les integrations s etendant a tous ces systemes. Si d ailleurs on pose, cotnme

dans le Memoire precedent,

(4) x a, r, y^r, z a3 /,...,

les variables a
t ,

a 2 ,
a 3 ,

. . .
,
aw ,

liees aux ;z variables x, y, z,. , . par les

formules (4), devront, eu egard a liquation (a), verifier la condition

(5) ; + ;-- ... + an
2 = i.

D ailleurs, pour satisfaire a cette condition, il suffit de prendre

a, cos&amp;lt;p
a2
= sin

&amp;lt;p
t cos&amp;lt;p 2 ,...,

an_, sin&amp;lt;p, sin&amp;lt;p 2 ...sm(pw_2 cos&amp;lt;p /z_,,

an = sin
&amp;lt;p,

sin
&amp;lt;p

2 . . . sin
&amp;lt;p

rt_2 sin ^n_,

11 y a plus: si Ton assujettit les angles &amp;lt;p,, 9-2,.-, &amp;lt;p

rt_ 2 a demeurer compris
entre les limites 0,7:, et Tangle &amp;lt;p

n_ t
a demeurer compris entre les limites

-TT, TT; alors, pour chaque systeme de valeurs de a, , a 2 ,..., aw propres a

verifier la condition (5), on obtiendra toujours un systeme unique de valeurs

de
(p t ,

&amp;lt;p
2 ,..., &amp;lt;fn~i-

Gela pose, si Ton fait, pour abreger,

(7 )
= sin&quot;-

2
(p t

sin
w~3

&amp;lt;p

2 . . .sin
2

&amp;lt;p

n_3 sin (pn_z ,

et si, eu operantcomme dans le Memoire precedent, on substitue, dans les

deux integrates que renferme la formule (3), les variables
&amp;lt;p,

, (p 2 ,...,

&amp;lt;?-2 5 &amp;lt;P-4?
r aux w variables x, y, z, . . .

,
on trouvera

AA =

rn fit fti f*
I I

I I

t/ 7T t/O t7O t/a

X7T

/W /7T /6
/

/ /
9 ^-

7T /O / O t/

Concevons maintenant que, dans Tequation (8), on pose b = a, alors le

second membra de cette equation se presentera sous la forme -5 et pour

obtenir sa veritable valeur, il suffira de remplacer le rapport des deux inte

grales qu il renferme par le rapport de leurs derivees relatives a &, puis de

poser, dansce dernier rapport, b= a; et comme la valeur de A ainsi obtenue

sera precisement la valeur moyenne de fi, designee par la notation

/
~~~ d

M Q,
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nous devons conclure que Ton aura

r* c* r*
I I

-*
,

&amp;lt;/p,,_,

/V /7T A
/ / I

/ 7f t/ O t/O

D autre part, comme en designant par AW un nonibre entier quelconque, on

a generalement

(16)

on trouvera, eu egard a Tequation (7),

v TC t/O v O

done la formule (9) pourra etre reduite a

r -

r I
-

I=
\ &amp;gt; / /*T /*7T /*7T

M a=-^-/ /
/

,/,,...
- J-TtJo JO

Considerons maintenant, d une rnaniere speciale, le cas ou Ton a

a i.

Dans ce c?.s la fonction de x, y, z,. . ., designee par Q, se reduit pour
r= \, en vertu des formules (4), a une fonction des variables

et, en substituant cette derniere fonction a la premiere, on reduit la moyenne

M a,

a la forme

M
a,, a,,.. .

,

o etant une variable nouvelle liee aux variables a
t ,
a a ,

. . , , aw par ( equation

(i3) p
2 = a? -h a^ -f- ..a*.



Done, en considerant 1 comme une fonction des n variables a,, a a ,* . .
, a,

et supposant p lie a celles-ci par 1 equation (i3), on aura

PrL 1

n-i&amp;gt;
V ^=j&LT f* ...

a,, a,,..., a - ** 7T v O

pourvu que, dans le second membre de la formule (i4)? n regarde a, ,

a 2 &amp;gt;- ., ,
$ comme des fonctioiis de

(p, ,
&amp;lt;p

a ,, . .,
&amp;lt;p

n_ t
determinees par les

formules (6) et (7).

Goncevons, a present, que w,, 2 , . . .
,
un etant des coefficients reels, on

pose

(i 5) w =
u&amp;lt; a, -+- 2 a + H- w

Soit, d ailleurs, /; une quantite positive liee aux coefficients u
t ,
w 2 ,. . .,

par la formule

et nommons F
(A:)

une fonction paire de A , developpable suivant les puis

sances ascendantes de A:
2

. En vertu de la formule (35) du precedent Memoire,
on aura, pour des valetirs impaires de

,

n i

= -br D.~ r r r *
J 7T t/O t/O

27T

pourvu que Ion pose t = i, apres les differentiations indiquees par la ca-

racteristicjiie D t
. Done, en egard a la formule (i4)? on ^ura encore

(18) F(*) = _~ M
r (

-
)

D a a-- a
&quot;

V 2 /

= 1
n I r n a

Concevons maintenant que F(A:) designe une fonction de A, paire ou im-

paire, mais developpable suivant les puissances ascendantes de A. Alors

1 expression

representera une fonction paire de A
, developpable suivant les puissances

ascendantes de A 2
;
et a la formule (18) on devra substituer celle qu on en



-*, a

deduit quand on remplace dans le premier membre F(/c) par M F(A a),
a = i

et, dans le second membre, 1 expression

n i r n a
~|

D, *;li
*

F(yi)j f

par 1 expression
n i p n J

~|

(19) P,
3 V FfcoaVO L

a = I J

on, ce qui revient au meme, par la suivante :

n i
|~~

n a
~|

(20)
^
D&amp;lt;~

~
r F(av)rf L

dans laquelle on devra toujours reduire i a I unite, apres les differentiations

indiquees par la caracteristique D t . D ailleurs, si Ton remplace F(A ) par km
,

m etant un nombre pair quelconqne, 1 expression (20), reduite a

&quot;- r n - a
&quot;i

^
D

t
I / (wa \/t)

m
dot.

,

sera equivalente au produit

i
m + n ~ 2 0*4-5 m-\-3 m22 22

ou, ce qui revient au meme, a 1 expression

n 3 P n &amp;gt;.

m i

On aura done, pour des valeurs paires de m
,

on, ce qui revient au meme,

n 3nn \ r n i _ ~j

D
t

a Y M Ca0T =-D
a= i

Kn egard a cette derniere formule, dans laquelle le facteur se reduira

simplement a -
pour i =i, on tirera de 1 equation ((8), quand on y rempla-



oera F (Jt) par M F(Aa), en supposant F(A) developpable suivant les

puissances ascendantes de A,

a. \ ^ =1 3 P n 1
~|

-i ar(-) &quot;&quot;
..-&quot;w

En resume, on peut enoncer les deux propositions suivantes :

2 e Theoreme. Soient a,, a 2 ,...,, n variables reelles; soit encore

une fonction lineaire de ces variables, les coefficients ,^w 2 ,..., etant

reels
,
et posons

p
=1

y/aj 4- a-l -h . . - -h al ,
A \/u* + w^ + + w|

i

Soit enfin F (A) une fonction paire de A, developpable suivant les puissances

ascendantes de A2
. On aura

, pour des valeurs impaires de n,

r (
-
2

pourvu qu apres avoir effectue les differentiations indiquees par la carac-

teristique D t
on reduise le parametre i a Vunite. On aura d ailleurs, comme

Ton sait,

n\ _ _
i.3.5... (n 2, . .. . .

1 - 71 .

3 e Theoreme. Les inenies choses etant posees que dans le theoreme

precedent, si 1 on nornme F(A) une fonctiow developpable suivant les puis

sances ascendantes de A, on aura

2 r( -
l-(v &amp;lt;)],

D (

J
F

pourvu qu apres IPS differentiations indiquees par la caracteristique D t on

reduise i a Tunite.
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NOTE

SDR

L EMPLOI DES THEORfiMES

relatifs aux valeurs moyennes des fonctions dans I integration

des equations differentielies et aux derivees partielies.

Supposons d abord 1 inconnue ts determinee en fonction du temps t par
une Equation differentielle de la forme

(I ) LJ, o? K TUT .
/ t

k etant une quantite constante. Si Ton nomme sy
, ^

les valeurs de TS et

D, 7? correspondantes a une valeur nulle de t, 1 integrale generale de 1 equa-
tion (i) sera

c ht
-\- e~ ki e kt e~ l&quot;

ou
,
ce qui revient au meme,

a = i a. =^. I

(2) w = D f M te^-Ko-}- M te kt is
t

.

a. = I a = l

Si d ailleurs la quantite k* est la somme des carres de plusieurs autres quan-
tites M,, ?^2 ,..., un ,

en sorte qu on ait

/O\ 7299 9
I,J) k*

ll\ -*r U\ -h...-h W,?,

OH pourra,dans la formule (2), remplacer rexpouentielle 6* a
par une autre

clans laquelle 1 exposant soit reduit a uue fonction lineaire de w,, z&amp;lt; 2 ,..., wn .

Ku effet, supposons d abord que n soit un nombre impair. Alors, en desi-

j&amp;gt;nant par

a,, aav ..,

fc\r. &amp;lt;i /ln. et rfe Phys. math,. T. IV. (4i
e livr.)

2
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n variables auxiliaires, et posant

(4) w = u
{ a, + tt2 2 H-...4-

, /a

2

a? + a* 4-...-f- a

on tirera de 1 equation (2),
combinee avec la formule (2 i)du precedent Mernoire,

n 3 p n 2 --i

(5) =^rD, M D. LiV -&amp;lt;^U
2T (

-
2

2T (
-
2

M

devant etre reduit a I unite
, apres les differentiations indiquees par la

caracteristique D t
. Si n etait pair, ou, ce qui revient au meme, si, n etant

impair, A:
2
etait de la forme

!G\ L2 ,.1 _, r . 2 _,_ ,.2
\VJ n. U

i
-+- W

2 H-...-T- &quot;_,,

il suffirait, pour revenir au cas precedent, de joindre a la formule (3)

1 equation

(?) =0,

en vertu de laquelle la valeur de w serait reduite a

(8)
a = u^ { +- wa a2 +...H- w

/z_ 1
a

/z_ 4
.

Goncevons maintenant que, j:, ^, z, . . . etant de nouvelles variables

independantes, k* se transforme en une fonction de D^., Dr ,
D z ,... entiere et

du second degre, representee par F
(D.,.,

Dr ,
Dsv ..). [/equation (i). ou

,
en

d autres termes, la formule

(9) D l

2 w = F(D ;c ,Dr ,D,,...)^,

sera une equation aux derivees partielles, lineaire et du second ordre
, qui

determinera Tinconnue ts consideree comme fonction de-r,^*, z-,..., /, quand

on connaitra les valeurs initiales de TS et D t tx. Spient WO (JT,^, z
,...),

?5
t (x,y, ,-) ces valeurs initiales. L integrale generale de I cquation (i)

ou (9) sera representee par la formule symboliqne

a= I a = i

(10) TS = D t
M te^Kotx, f, z,....) -h M e*to w |t (x,^, a,M .),
= I Gt= I

analogue a 1 equation (2).
Soient d ailleurs

u = Dx



On aura

ft si n designe le nombre des variables x, 7, z,. . ., la valeur de /c
a

de&quot;ter-

ininee par 1 equation (IT) pourra etre generalement reduite a la forme

(12) Aa

=~-u\ -f- u\ -h...-t-MB
2

,

/*,, wa ,..., un etant des fonctions lineaires de
, c, w,..., en sorte qu on aura

(i3)

t
=

a&amp;lt;
u H- A

4
v 4-

tf,& -f- &amp;gt; (; -+-

, , ^&amp;gt;,, c, ,..., /, ; 2 ^2&amp;gt;
c a &amp;gt;? ^a v-i ^i bn ,

cn ,..., / etant des coefficients qui

seront tous reels si la fonction F(ar,^, z,...) est dn nombre de celles qui

restent positives pour des valeurs quelconques de x,y^ z,.... Admettons

cette derniere hypothese. Alors, pour deduire de la formule (5) 1 integrale

jjenerale de 1 equation (i), il suffira de remplacer dans cette formule tsr et

zs
t par TSO (XJ y, z,...) et or, (x,y, z,...). D autre part, en vertu des for-

mules (i3) jointes a la premiere des equations (4), on aura

-...4-X,

les valeurs de a, 6, 7,..., X etant

X = l^clt.^ -+- /2 a2 H-...H- /.
Enfin, en designant par ts(x,y, z,...) une fonction arbitraire de x, y, z,...,

on aura, en vertu du theoreme de Taylor, eu egard a la formule (i4),

I iR\ o&amp;lt;t \J t n I *r v f \ f&amp;gt;
&amp;gt;

(ID) B* TS (JC,y-l *&amp;gt;&amp;gt; )
^

Done 1 integrale generale de I eqnation (9) sera

P

M ti)
2

*%- &quot;M&quot; /D 2
It ^^ tf.tar-f-a*

20.
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t devant etre reduit a 1 unite apres les differentiations indiquees par la

earacteristique D t
.

La formule (17) conduit aisemeut a la connaissance des lois des pheno-
menes dont 1 etude exige 1 integration d equations semblables a la formule (9).

Supposons, pour fixer les idees, que x, y, z,... representent des coordon-

nees d une ou de plusieurs sortes. Supposons encore que ( equation (9) soit

homogene, et que, par suite, /,, /2v? 4&amp;gt;
^ s evanouissent. Supposons enfin

que les valeurs de 1 inconnue rs et de sa derivee soient insensibles au pre

mier instant pour des valeurs de x, y, z,... sensibiement differentes de

zero. Alors, en vertu de la formule (17), la valeur de zzr ne sera sensible au

bout du temps t que pour des valeurs de x, y, z,... qui verifieront sensi

biement les formules

(18) x + at o, y+-gt = o, z-\-yt = o,

Soient d ailleurs

(19) a, = a, a 4-
b&amp;lt;

-+ 0,7 4- . .., a 2 a 2 a + b 2 g + c2 y -f-. . .
,

les valeurs de ,, a2 ,... tirees des formules (i5). L equation

(20) a? 4- a.\ +...+ an
2

i,

jointe aux formules (18), (19), donnera

(21) (a t ^r+b, j+c&amp;lt; z...)
2+ (a 2 JC+b 2j+c2 3...)

2+ ...+ (a rt
j?-hbwj-f-cn z...)

2= t
2

,

et 1*equation (ar) devra etre verifiee sensibiement, au bout du temps , par

tous les systemes des valeurs x,y, z,... pour lesquelles 1 inconnue ts conser-

vera une valeur sensible.

Si X cessait de s evanouir, les conclusions auxquelles nous venons de

parvenir ne subsisteraient, en general, que pour des valeurs peu considd-

rables de t.

Si la formule (9) se reduit a Inequation du mouvement des fluides elas-

tiques, la formule (17) reproduira Tintegrale connue de cette equation, et la

formule (21) sera Tequation de la surface spherique mobile qui representera

1 onde sonore.



MfiMOIRE

SCR

LES QUANTITES GfiOMfiTRIQUES,

La theorie des equivalences algebriques, a laqaelle se rapporte un des

precedents Memoires, n est pas la seule qui puisse etre utilement substitute

a la theorie des expressions imaginaires. On pent encore, avec avantage ,

remplacerces expressions par \esquantitesgeometriqueSj dontl emploi donne

a 1 algebre non-seulement une clarte, une precision nouvelle, mais encore

une plus grande generalite. Entrons, a ce sujet, dans quelques details.

La theorie des expressions imaginaires a ete, a diverses epoques, envi-

sagee sous divers points de vue. Des lannee 1806, M. 1 abbe Buee et M. Ar-

gaud, en partant de cette idee que \j
i est un signe de perpendicularite ,

avaient donne des expressions imaginaires une interpretation geometrique,
contre laquelle des objections specieuses ont ete proposees. Plus tard

,

M. Argand et d autres auteurs, particulierement MM. Francais, Faure,

Mourey, Valles, etc., ont public des recherches (*) qui avaient pour but

de developper ou de modifier ttnterpretation dont il s agit. Dans mon Ana

lyse algebrique, publiee en 1821, je m etais contente de faire voir qu on

peut rendre rigoureuse la theorie des expressions et des equations imagi

naires, en considerant ces expressions et ces equations comme symboliques .

Mais, apres de nouvelles et mures reflexions, le meilleur parti a prendre

me parait etre d
1

abandonner entierement I usage du signe \/ i, et de rem-

(*) Une grande partiedes resultats de ces recherches avait ete, a ce qu il parait, obtenne,

meme avant le siecle present et des I annee 1786, par un savant modeste, M. Henri-Domi

nique Truel, qui, apres les avoir consignes dans divers manuscrits, lesa communiques, vers

I annee 1810, a M. Augustin Normand, constructeur de vaisseaux au Havre.
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placer la the&quot;orie des expressions imaginaires par la theorie des quantites que

J appellerai geometriqiies, en niettant a profit les idees emises et les nota

tions proposees non-seulement par les auteurs deja cites, mais aussi par
M. de Saint-Veuant, dans un Memoire digne de remarque, sur les sommes

geometriques. G est ce que j essayerai d expliquer dans les paragrapbes sui-

vants, qui offriront une sorte de resume des travaux faits sur cette matiere,

reproduits dans un ordre methodique, avec des modifications utiles, sous une

forme simple et nouvelle en quelques points.

I
er

. Definitions, notations.

Menons, dans un plan fixe, et par un point fixe O pris pour origine ou

pole, un axe polaire OX. Soient d ailleurs r la distance de Torigine O a un

autre point A du plan fixe
,
et p i angle polaire , positif ou negatif , decrit

par un rayon mobile, qui, en tournant autour de 1 origine O dans un sens ou

dans un autre
, passe de la position OX a la position OA.

Nous appellerons quantite geometrique, et nous designerons par la nota

tion rp le rayon vecteur OA dirige de O vers A. La longueur de ce rayon ,

representee par la lettre r, sera nommee la valeur numerique ou le module

de la quantite geometrique rp ; Tangle /?, qui indique la direction du rayon

vecteur OA, sera ^argument ou \azimut de cette meme quantite. Deux

quantites geometriques seront egales entre elles, lorsqu elles representeront

le meme rayon vecteur. Done, puisqu un tel rayon revient toujours a la

meme position, quand on le fait tourner autour de Torigine dans un sens ou

dans un autre, de maniere que chacun de ses points decrive une ou plu-

sieurs circonferences du cercle, il est clair que si Ton designe par k une

quautite entiere quelconque, positive, nulle ou negative, et par Tile rapport

de la circonfe&quot;rence au diametre, une equation de la forme

Rp = r
p

entrainera toujours les deux suivantes :

R r, P = p -+- -2 ATT,

et , par suite, les formules

cos P = cos p ,
sin P = sin p.

Erifin, nous conviendrons de mesurer les longueurs absolues sur 1 axe

polaire OX, en sorte qu on aura identiquement

rn = r.



Quant a la quantite geometrique /
.*(*)-,

elle se me.^arera aussi bien que r ,

surl axe polaire OX ,
mais en sens inverse, et, par suite, la notation r^ pourra

etre censee representer ce qu on nomme, eu algebre, une quantite negative.

Gela
pose&quot;,

la notion de quantite geometrique comprendra, comme cas

particulier, la notion de quantite algebrique, positive on negative, et, a plus

forte raison
,
la notion de quantite arithmetique ou de nombre, renfermee

elle-meme, comme cas particulier, dans la notion de quantite algebrique.

Ajotitons que, pour plus de generalite, on pourra designer encore, sous

le nom de quantite geometrique , et a Taide de la notation rpt une longueur r

mesuree dans le plan fixe donne, a partir d un point quelconque, mais dans

une direction qui forme avec 1 axe fixe OX, ou avec un axe parallele, Tangle

polaire p. Alors le point a partir duquel se mesurera la longueur r, et le point

auquel elle aboutira, seront \online et \extremitefa cette longueur.

II. Somrnes , produits et puissances entieres des quantites geometriques.

Apres avoir defini les quantites geometriques, il est encore necessaire de

definir les diverses fonctions de ces quantites, specialement leurs sommes.

leurs produits et leurs puissances entieres, en choisissaut des definitions qui
s accordent avec celles que Ton admet dans le cas ou il s agit simplement de

quantites algebriques. Or, cette condition sera remplie, si Ton adopte les

conventions que nous aliens indiquer.

tant donnees plusieurs quantites geometriques,

representees en grandeur et en direction par les rayons vecteurs

OA, OA
, OA&quot;, . . .

qui joignent le p6le O aux points A, A
, A&quot;,

. . ., concevons que Ion menc
par Textremite A du rayon vecteur OA une droite AB egale et parallele au

rayon vecteur OA
, puis, par le point B une droite BG egale et parallele au

rayon vecteur
OA&quot;, . . .; et joignons le pdle O au dernier sommet K de la

portion de polygone OABG . . . HK construite comme on vient de le dire.

(*) En general, les notations

r
p

r
i&amp;gt;

H- 7T

representeront deux longueurs mesurees sur la meme droite, mais dans des directions

opposees.



On obtiendra le dernier c6te OK d un polygone ferme dont les premiers
cotes seront OA, AB, BG, . . ., HK. Or, ce dernier c6te OK sera ce que
nous appellerons la somme des quantites geometriques donnees, et ce que
nous indiquerons par la juxtaposition de ces quantites, liees Tune a 1 autre

par le signe -f-
,
comme on a coutume de le faire pour une somme de quan

tites algebriques. En consequence, si Ton nomme R la valeur numerique du

rayon vecteur OK
,
et P Tangle polaire forme par ce rayon avec 1 axe polaire,

on aura

\ / p ~
P p

1 H
P

&quot;

Observons d ailleurs que les cotes OA, AB, BG, . . ., HK, du polygone

ABCD...HK, peuvent etre censes representer eux-memes les quantites

geometriques desiguees par les notations r
,
r ,, r&quot;,, , T)onc,pourobtenir

la somme de plusieurs quantites geometriques, il suffit de porter3 I une

apres Voutre, les diverges longueurs quelles representent, dans les direc

tions indiquees par les divers arguments^ en prenant pour origine de

chaque longueur nouvelle I extremite de la longueur precedente, puis de

jolndre I origine de la premiere longueur a I extremite de la derniere, par
une droite qui representera en grandeur et en direction la somme cherchee.

Si Ton projette orthogonalement les divers cdtes du polygone OABC. . . HK
sur 1 axe polaire, la projection algebriquo &amp;lt;lu dernier c6te OK sera evidem-

ment la somme des projections algebriqiu S de tous les autres, ou
, ce qui

revierit an meme, la somme des projections algebriques des rayons vec

teurs OA
,
OA

,
OA 7

,
.... Done 1 equation (i) entrainera la suivante :

(2) R cos P = r cos p -f- r cos // -h r&quot; cos
p&quot;

-\- ....

On trouvera de meme
,

en projetant les divers cotes du polygone

OABC.. . HK, rion plus sur 1 axe polaire, mais sur un axe fixe, perpen-

diculaire a celui-ci :

(3) R sin P = r sin p -h r
1

sin p -h /
&quot;

sin
p&quot;

-h ....

Les equations (2) et
(3)

fournissent le moyen de determiner aisement le

module R et 1 argument P de la somme de plusieurs quantites geometriques.

Si Ton considere seulement deux rayons vecteurs OA
,
OA

, representes en

grandeur et en direction par les quantites geometriques r
,
r ,, la somme

de ces dernieres sera, en vertu de la definition admise, une troisieme

quantite geometrique proprc a representer en grandeur et en direction la

diagonale OK du parallelogramme construit sur les rayons vecteurs donnes.



(
161

)

En d antres termes, elle sera le troisieme cdte d uri triangle qui aura pour

premier c6te le rayon vecteurOA, le second c6te AK etant egal et parallele

au rayon vecteur OA . D ailleurs, dans ce triangle, le c6te OK, represente

en grandeur par le module de la somme r^-h r ,, sera compris entre la

somme et la difference des deux autres cotes, represented en grandeur par

les modules r et r . On peut done enoncer la proposition suivante :

i

er Theorems. Le module de !a somme de deux quantites geometriques
est toujours compris entre la somme et la difference de leurs modules.

II est bon d observer que le module de la somme de deux quantites geo

metriques r ^r , pourrait atteindre les limites qui lui sont assignees par le

theoreme precedent, et se reduirait effectivemont a la somme ou a la diffe

rence des modules r, r
,

si les rayons vecteurs OA, OA etaient diriges sui-

vant une meme droite, dans le meme sens ou en sens opposes.

Le theoreme i
er eutraine evidemment le suivant :

2 e Theoreme. Le module de la somme de plusieurs quantites geometriques
ne peut surpasser la somme de leurs modules.

On peut, an reste, deduire directement ce 2
e

theoreme de cette seule

consideration
, que dans un polygone forme OABC . . . HK

,
le dernier

cote OK ne peut surpasser la somme tie tous les autres.

Ge que nous nommerons le produit de plusieurs quantites geometriques,
ce sera une nouvelle quantite geometrique qui aura pour module le produit
de leurs modules, et pour argument la somme de leurs arguments. Nous

indiquerons le produit de plusieurs quantites geometriques,

r
P

&quot;

a I aide des notations que Ton emploie dans le cas ou il s agit de quautites

algebriques, par exemple, en placant ces quantites a la suite Jes unes des

autres, sans les faire preceder d aucun sigue. Gela pose, on aura, d apres la

definition enoncee,

On sait que, pour multiplier par un facteur donne la somme de plu
sieurs nombres ou de plusieurs quantiles algebriqurs, il suffit de multiplier

chaque terme de la somme par le facteur dont il s agit. La somme Rp de

plusieurs quantites geometriques r, / ,,... jouit de la meme propriete.

Pour le prouver, il suffit de faire voir que I equation (i) continuera de

Ex. d An et de Phr^ math., T IV. (41
e

livr.) 3 I



subsister, si Ton multiplie les divers termes

par un facteur geometrique po . Or, en premier lieu
,

si le module p se

reduit a 1 unite, il suffira, pour effectuer la multiplication dont il s agit,
d ajouter 1 argument rs a chacnn des arguments P, jy, p\ /?&quot;,....

Mais cette

operation revient a faire tourner autour de 1 origine cbacun des rayons
vecteurs

V
et, par suite, le polygone OABG . . . HK, dont la construction fournit la

valeur de Rp ,
en faisant decrire a chaque rayon vccteur Tangle CT; elle lais-

sera done subsister 1 equation (i), tjui deviendra

En second lieu, on po-jrra ,
sans alterer les directions des cotes du polygone

OABG . . . HK
,

le transformer en un polygone semblable
,
en faisant va-

rier ses cotes dans le rapport de i a p, et Ton pourra ainsi
,
de la formule (5),

deduire 1 equation

qui peut etre presentee sous la forme

(
6

) P* Rr
=

?* ,,
+

(&amp;gt;* ?

On peut clone enoncer la proposition suivante

3 e Theoreme. Pour multiplier la somme

de plusieurs quantites geometriques r
} ,

/ ,... par le facteur geometrique p^^

il suffit de multiplier chacun des termes qui la composent par ce meme fac

teur.

Ce theoreme une fois etabli, on en deduit immediatement la proposition

plus generale dont voici Tenonce :

4
e Theoreme- Le produit de plusieurs sommes de quanlites geomelriques

est la somme des produits partiels que Ton peut former avec les divers

termes dc ces memes sommes, en prenant un facteur dans chacune

d elles.
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Soil maintenant m un nombre entier quelconque, Le produit de m
facteurs egaux a la quantite geometrique r est ce que nous appellerons

la rn
teme

puissance de cette quantite, et ce que nous indiquerons, suivaut

1 usage adopte pour les quantites algebriques, par la notation

r &quot;.

p

Gela pose, 1 equation (4) entrainera evidemment la formule

et Ton etendra sans peine aux puissances entieres de quantites geometriques
les propositions connues et relatives aux puissances entieres de quantites

algebriques. Ainsi, par exemple, en designant par in
,
n deux nombres

entiers
,
on aura

(9) (r

Ainsi encore, on conclura du 4
e theoreme que la formule de Newton,

relative au developpement de la puissance entiere d un bindme, subsist e

dans le cas meme ou ce bin6me est la somme de deux quantites geo

metriques.

Deux quantites geometriques seront dites opposees Tune a 1 autre, lorsque

leur somme sera nulle, et inverses Tune de 1 autre
, lorsque leur produit sera

i unite. D apres ces definitions, la quantite geometrique r
p _^ n

ou r
p
sera

I opposee de r . De plus, si Ion etend les furmules( y), (8) au cas meme oil

I exposant m devient nul ou negatif ,
on aura identiquement

/;=.,

et la quantite geometrique r ne sera autre chose que 1 inverse de r

Pareillement
,
r~ m sera 1 inverse de /

&quot;,
et Ton aura

(
I0

)
r
p

m
=( r

~ m
)-n,P

Suivant Tusage adopte pour les (juantites algebriques, une quantite geo

metrique pourra quelquefois etre representee par une seule lettre.
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III. Differences, quotients et ratines de quantites geometriques.

Pour les quantites geometriques comme pour les quantites algebriques, la

soustraction, la division, [ extraction des racines ne seront autre chose que
les operations inverses de [ addition, de la multiplication, de 1 elevation aux

puissances. Par suite, les resultats de ces operations inverses, designes sous

les nonis de differences, de quotients, de racines, se trouverontcompletement
definis. Ainsi, en particulier,

La difference entre deux quantites geometriques sera ce qu il faut ajou-

ter a la seconde pour obtenir la premiere;
Le quotient, d une quantite geometrique par une autre sera le facteur qui .

multiplie par la seconde, reproduit la premiere;
La ratine nieme d une quantite geometrique, n etant un nombre entier

quelconque, sera un facteur dont la nieme
puissance reproduira la quantite

dont il s agit.

De ces definitions, on deduira immediatement les propositions suivantes :

i
er Theoreme. Poursoustraire une quantite geometrique, il suffit d ajouter

la quantite opposee.

2
e

Theoreme. Pour diviser par une quantite geometrique, il suffit de

multiplier par la quantite inverse.

Les differences et quotients de quantites geometriques s indiqueront a

Taide des notations usitees pour les quantites algebriques. Airisi la difference

des deux quantites geometriques Rp ,
r

,
sera designee par la notation

et le rapport ou quotient qu on obtient en divisant la premiere par la se

conde
,
sera exprime par la notation

Rt
p

Lorsque, dans une somme ou difference de quantites geometriques,

quelques unes sevanouiront, on pourra se dispenser de les ecrire. Done, la

somme et la difference des quantites geometriques o et r pourront etre

representees simplernent par 4- r et /-
;
et Ton aura, eu egard au i

er theo-

reme
,
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Si, dans la derniere des deux formulas
pre&quot;cedentes ,

on pose p o, elle

donnera
r = r = r.
K

Soil maintenant pv la racine nCeme de r : 1 equation

(0 P
= r

p

donnera

(P\* = r
r&amp;gt;

et, par suite (voir le I
er

) ,

(2) /3&quot;

=
r, H 5T = p -\- 2 k 71

,

/r designant une quantite entiere, positive ,
nulle ou negative ; puis on en

conclura

(3) p= /*, &quot;=
r- + .

; /\ n I r n }

(4) rcr V /P 2/t7r-
\ / ^_ I ____

n n

En vertu de la seconde des formules (3) t Tangle polaire

p

pourra etre un terme quelconque de la progression arithmetique dont la

raison serait ? Tun des termes etant II en resulte qu une meme quantite

geometrique / offrira n racines du degre /z, toutes comprises dans la for-

mule

(5) X
r
*)?^a!2L

n n

et representees par des rayons vecteurs egaux, menes du p6le a n points qui

diviseront une meme circonference en parties egales. Ajoutonsque, 1 expres-

sion (5) reprenant exactement la meme valeur, lorsqu on fait croitre ou de-

croitre le rapport
- d une ou de plusieurs unites, par consequent, lorsqu on

fail croitre. ou decroitre A de n ou d un multiple de
,

il suffira, pour ob-

tenir les diverses valeurs de cette expression, de prendre successivement

pour k les divers termes de la suite

(6) o, i, 2,..., n i.
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Si p se reduit a zero
,
et r a 1 unite

,
on aura simplement

Alors les diverses valeurs de 1 expression (5), reduites a la forme

(7)

ne seront autre chose que les racines niitmes de 1 unite, representees par les

divers termes de la suite

I

2(w I)TT

II est bon d observer que, parmi ces termes, deux au plus se reduiront a des

quantites algebriques, savoir : le premier terme i
o
= i

, et, quand n sera

pair, le terme i^ i, que Ton obtiendra en posant k = ~ De plus,

comme on aura

z(n i)ir 2?r 2 f/z v.) it A.K
-i 2 7T

-1 = 2 7T 7 &amp;gt;

/z n n n

et, par consequent, \

2(n I)TT&quot;&quot;
STT 2 ( n a) TT

&quot;~

il est clair que les diverses racines de Tunite pourront etre representees non-

seulementpar les divers termes de la suite (8), mais encore, si /zest impair,

par les termes de la suite

et, si n est pair , par les termes de la suite

I
10

/
1

(n-a)^ V--^
!

_47r
T 2w r !

27r
I
4

i &quot; J
(H a

n n

Si, par exemple, on attribue successivement a n les valeurs

2, 3, 4, 5,...,

&amp;lt;m trouvera pour racines carrees de 1 unite les deux quantites algebriques
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pour ratines cubiques de Tunite, la seule quantite algebrique i, et les deux

quantites geometriques
!

27r

pour ratines quatriemes de 1 unite, les deux quantites algebriques i, i .

-t les deux quantites geometriques

liees entre elles par la formule

etc.

Si
,
dans 1 expression (5) ,

on posait A o, cette expression ,
reduite a

r r
1

P
/&amp;lt;

represeuterait uue seule des racines ri*
mes de r . Or, il suffira de multiplier

celle-ci par 1 uue des valeuis de i
2/i7r , c est-a dire, par Tune quelconque

H

des racines niemes de 1 unite, pour reproduire 1 expression (5 ), propre a re-

presenter Tune quelconque des racines nCemes de r
, attendu que Ton aura

generalement
i \ / i \

7T
=~

\f I p 1 k 7C

On peut done enoncer la proposition suivante:

3e Theoreme. Pour obtenir les diverses racines nlemes d une quantile geo-

metrique, il suffit de multiplier successivement 1 une quelconque d entre

elles par les diverses racines nl* nes de Tunite.

IV. Fonctions entieres. Jiquations algebriques.

Nous appe\\evonsjonction entiere d une quantite geometrique, uue somrnr

de termes proportionnels a des puissances cntiei-es et positives de cette

quantite. Le clegre de la puissance la pins elevee sera le degre de la fonc-

tion. Gela pos, si Ton designe par z tine quantite geometrique variable, et

par Z une fonction de z entiere et du degre w, la forme generale de la fonc-

tion Z sera

(i) Z = a + bz H- cza
-h . . -+-

g*&quot;- 4r hz&quot;,
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a, i, c,..., g, h
, designant des coefficients constants, dont chacun pourra

etre une quantite geometrique. Ajoutons que Ton pourra encore ecrire I e-

quation (i) comme il suit:

(2) Z = zn (h -+- g-z- -+- . . . -h czr&quot;&quot;

4-2 + ^z-^^-h az~ n
\

Si n se reduisait a zero
,
la fonction entiere Z se recluirait a la constante .

Dans toute autre hypothese, la fonction Z sera variable avec z, et son

module deviendra infini avec le module de z. En effet
, posons

z=
/^,

Z= p ;

soit, de plus, h le module de la constante A, et concevons que le module /

de z vienne a croitre indefiniment; on verra decroitre indefiniment les mo
dules de z~\ z~ 2

,
... ,z~

n
, et, par suite, le polynome

h -\- gz~* -f- . . . -h az~ n

s approchera indefiniment de la limite h. Done, pour de tres-grandes valeurs

de r, le module de ce polynome differera tres-pen du module h de la con

stante ^, et le module R de Z, eu egard a la formule (2), differera tres- pen
du module de

Az&quot;,
c

:

est-a-dire du produit

Done le module R de Z deviendra indefiniment grand avec le module /

de z; et a une valeurjinie du module R dc la fonction Z ne pourra jamais

correspondre quune valeurjinie du module r de la variable Z.

Goncevons maintenant que Ton attribue a Ja variable z une valeur finie
,

puis a cette valeur finie tin accroissement

dont le module p soit tres-petit; et en designant cet accroissement par Az,

nommons AZ 1 accroissement correspondant de la fonction Z. Pour obtenir

Z + AZ, il suffira de rem placer z par z+ dans le second membre de

1 equation (i), ou chaque tcrme pourra etn: developpe, a Faide de la for

mule du binome, en une suite ordonnee selon les puissances entieres et as-

cendantes de ^. En operant ainsi et reunissant les termes semblables, on

obtiendra le developpement de Z -+- AZ en une suite de termes proportion-

nels aux puissances entieres de C, d ua
de{&amp;gt;re

inferieur ou egal a n. Si, de

cette suite, onretrancbe la fonction Z represented par le terme independant

de ^, on obtiendra tin reste qui sera divisible algebriquement par ^, et qui
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representera le developpement de AZ. Nommoiis m
la plus petite des

puissances de
, comprises dans ce developpement. Le quotient que pro-

duira la division de AZ par
w

,
sera une fonction entiere de qui se r6-

duira, pour une valeur nulle de
,
a une limite finie et differente de ze*ro.

Soient B-M ce quotient, et cJl^ la limite dont il s agit. On aura non-seule-
*

ment
/m _ / f.

C (P

mais encore

et pour des valeurs decroissantes de p ,
1 argument &quot;|P

+ mzs de AZ conver-

gera vers la limite &amp;lt; -\-inis. Gela pose, nommons A et B les extrmites de

deux rayons vecteurs qui , partant du p6le O ,
soient representes en gran

deur et en direction par les deux quautites geometriques

Z, Z + AZ.

La longueur AB, representee geometriquement par AZ, et numeriquement

par le module Up
m

,
se mesurera dans une direction qui formera Tangle

II -\-mrs avec 1 axe polaire. Si, d ailleurs, on fait croitre le module p a partir

de zero, le point B, d abord applique sur le point A, decrira tin arc dont

la droite AB sera la corde; et la tangente menee a cet arc par le point A

formera, avec 1 axe polaire, un angle egal non plus a la somme |D -+- inry
,

mais a sa limite $ -+- mis. Or, evidemment, la distance OB sera plus petite

que la distance OA, si le point B est interieur a la circonference de cercle

decrite du p6le O comme centre avec le rayon OA; etl on peut ajouter que
cette derniere condition sera certainement remplie, pour de tres-petites

valeurs du module p ,
si la tangente menee par le point A a 1 arc AB forme

un angle obtus avec le prolongement du rayon OA, ou, en d autres termes,
si Tangle polaire II, determine par la formule

(3) n = #-

offre un cosinus negatif; ce qui aura lieu, par exemple, si Ton a 11 = TT.

Mais, apres avoir choisi arbitrairement pour II un angle dont le cosinus soit

negatif, on pourra toujours satisfaire a Tequation (3), en attribuant a TS une

valeur convenable, puisque, pour y parvenir, il suffira de prendre

(4) CT

Done
,
en definitive, si le module R de Z, correspondant a une valeur finie de

Ex, d An. et de Phrs. math., T. IV. f42a Hvr.)
a2



]a variable z, nest pas nul
,
on pourra modifier cette valeur de maniere a

faire decroitre le module R. En consequence, la plus petite valeur que pourra

prendre le module R ne pourra differer de zero. Mais quand R s evanouira,

la valeur de z, d apres ce qui a ete dit plus haut, devra rester finie, et,

puisqu une telle valeur verifiera 1 equation

on pourra enoncer la proposition suivante :

i
er Theoreme. Solent z une quantite geometrique variable, et Z une fonc-

tion entiere de z. On pourra toujours satisfaire, par une ou plusieurs valeurs

finies de z, a 1 equation

(5)
Z = o.

Une valeur finie de z, qui verifie 1 equation (5), est ce qu on nomme une

ratine de cette equation. Soit z une telle racine
,
la fonction Z s evanouira

avec la difference z z
;
et si le degre n de cette fonction surpasse 1 unite

,

elle sera le produit de z z
1

pour une autre fonction entiere qui devra

s evanouir a son tour pour une nouvelle valeur z&quot; de z, et sera ,
en conse

quence, divisible par z z&quot; . En continuant ainsi
,
on finira par etablir la

proposition suivante :

a e Theoreme. Soit z une quantite geometrique variable
,
et

1

-+- hzn

une fonction entiere de z du degre ji. L equation

admettra n racines; et si Ton nomme

- I
7&quot; 7 ()Z

,
Z ,..., Z

ces memes racines
,
on aura identiquement, quel que soit z,

en sorte que la fonction z sera le produit de la constante h par Ies facteurs

lineaires

z z
,

z z
1

II est bon d observer que ,
danslecas ou 1 equation (5) se verifie, le terme

hzn de la fonction z equivaut a la somme de tons Ies autres, prise en signe



contraire. Done alors le module hrn de ce terme doit etre egal ou inferieur

a la somme des modules de tous les autres; et si Ton nomme b, c,... , g, h

les modules des coefficients A, c, ..., g, A, on doit avoir

(7) a -+- br -f- cr 2
-f- ... + gr

w~*
hr&quot; = ou

&amp;gt;
o.

Or, cette derniere condition pent s crire comme il suit :

/o\ a b c g i- d- 1 h . . . -h - n = on
&amp;gt;

O.
V / r n rn-\ rni r

D ailleurs, le premier membre de la formule (8) varie, en decroissant, par

degres insensibles, et passe de la limite oo a la limite -- h, tandis que r

croit et varie par degres insensibles en passant de zero a I infmi. Done ce

premier membre s evanouira pour une certaine valeur de r qui verifiera

liquation

(9) a -f-br-h cr 2
-f- ... +

gr&quot;&quot;
hr w

o;

et si Ton nomme 1 la racine positive unique de 1 equation (9), la condi

tion (7) ou (8) donnera r&amp;lt; 1. On peut done enoncer la proposition sui-

vante :

3e Theoreme. Les memes choses etant admises que dans le theoreme 2,

chacune des racines de 1 equation proposee offrira un module infeVieur a la

racine positive unique de 1 equation auxiliaire qu on obtient lorsqu on rem-

place, dans la proposee, chaque terrne par son module, en affectant du

signe le terme qui renferme la plus haute puissance de 1 inconnue, et

tous les autres du signe -h.

Lorsque, dans la fonction entiere z, tous les termes s evanouissent
,
a 1 ex-

ception des termes extremes a et kz n
,
la formule (5), reduite a ^equation

binome

(10) a -h hz n = o,

donne

et ses diverses racines ne sont autres que les racines nii:mes du rapport

V. Sur la resolution des equations algebriques.

Gonsiderons toujoursune equation algebrique

(i) Z=o,
22. ,



dont le premier membre

(2) Z= a + bz + cz* -4- . .. -h gz
n ~*

-t- hz n

soit une fonction entiere de la variable

les coefficients
, , c,... , g, h pouvant etre eux-memes des quantites geo-

metriques. Gomme on 1 a prouve dans le precedent paragraphe , cette equa
tion admettra generalement n racines, c est-a-dire que Ton pourra genera
lement assigner a z, n valeurs pour lesquelles la fonction Z s evanouira.

Resoudre 1 equation ,
c est determiner ces racines en commencant par Tune

quelconque d entre elles
;
et la condition a laquelle une methode de reso

lution devra satisfaire, sera de fournir chaque racine avec telle approxi
mation que Ton voudra. Or le caractere d une racine est de reduire a zero

la fonction Z avec son module R
;
et si des valeurs successives de z corres

pondent a des valeurs de R qui decroissent sans cesse, en s approchant in-

definiment de la limite zero
,
ces valeurs de z formeront une serie dont le

terme general convergera vers une racine de Fequalion (i). Done, pour
resoudre cette equation ,

il suffira de faire decroitre indefiniment le mo
dule /?, et Ton pourra considerer comme appropriee a ce but toute methode

qui permettra de substituer a une valeur finie quelconque de z une autre

valeur qui fournisse un module sensiblement plus petit de la fonction Z.

D ailleurs, si, de ces deux valeurs de z, la premiere n est pas nulle, on

pourra considerer la seconde comme composee de deux parties dont 1 une

serait precisement la premiere valeur de z, a laquelle s ajouterait une

valeur particuliere d une variable nouvelle qui aurait commence par
etre nulle. Done on pent admettre comme methode de resolution tout

procede qui permet d assigner a une variable z comprise dans une fonclion

entiere Z, une valeur a laquelle corresponde un module R de Z sensible

ment inferieur au module du terme constant #, qu on obtient en posant,

dans cette fonction, z = o.

Cela pose, concevons que, la valeur generate de Z etant donnee par 1 e

quation (2) ,
on considere d abord le cas ou le coefficient b de z differe de

zero. Si la variable z passe d une valeur nulle a une valeur tres-peu diffe-

rente de zero, la fonction Z passera de la valeur a a une valeur peu diffe-

rente de rt, et repr^sentee approximativement par le bindme

a -+- bz.

Si
,
d ailleurs

,
le module de a est tres-petit relativement au module de b

,



1 equation (i) offrira, pour 1 ordinaire, une racine tres-rapproch6e de zero,

et cette racine se confondra sensiblement avec celle de 1 equation bindme

(3) a 4- bz = o,

ou, ce qui revient au meme, avec la quantite geometrique p^ determinee

par la formule

(4) f,
=

-l-

On pourra doncalors prendre ordinairement la quantite p^ pour vateur ap-

prochee de 1 une des racines de Tequation (i),
et c est en cela que consiste la

methode d approximation lineaire ou newtonienne. Toutefois, la valeur p

attribute a la variable z ne pourra etre admise comme valeur approchee d une

racine qu autant qu elle fournira un module R de Z inferieur au module dea.

Si
,
en posant

(
5

)
Z

=P*&amp;gt;

on obtient un module de Z superieur au module de a, on pourra substituer

a la valeur precedente de z une autre valeur de la forme

(6) z = r,
r etant inferieur a p, et convenablement choisi. Effectivement

,
soient

a, b, c,..., g, h

les modules des coefficients

fl, b, c,..., g, h.

Le module de

a -+~ bz,

qui se reduisait a

a
b(5
= o

lorsqu on prenait z = pw ,
deviendra

(7) a br&amp;gt;o,

lorsqu on posera z r^; alors aussi le module de la somme

cz 2 + ...
-hgz&quot;~

-h hz n

sera
,
en vertu du a e theoreme du II

, ^gal ou inferieur a la quantite positive

cr a
-f- ...H-gr&quot;-

1

+hr&quot;,

et par suite le module du polyn6me
Z = a H- bz H- CT? -+- . . . -4-

gz&quot;-

{

-}- hz n

sera egal ou inferieur a la quantite positive

a br -4- cr2 + . . , + gr&quot;~
-h hr&quot;,



ou, ce qui revient au menie, a la difference

(8) a r(b cr ... gr*-
2 hr w

-&amp;lt;).

Done le module R de Z sera inferieur au module a de la constante a, si

Ion determine z a Taide de 1 equation (6), en assujettissant le module r a v-
rifier non-seulement la condition (7), mais encore lasuivante :

(9) b cr ...
gr&quot;-

2 hr n-*
&amp;gt;

o.

D ailleurs, si Ton nomme ? la racine positive unique de 1 equation

(10) b cr . . . gr
w- a

hr&quot;-
1 = o,

il suffira, pour satisfaire simultanement aux conditions (7) et (9), que le

module r devienne inferieur au plus petit des deux nombres p et r. En con

sequence, on peut enoncer la proposition suivante :

i.

er Theoreme. Soient

Z = a -h bz 4- cz* + . . . -+- %z
n~*

-f- hz n

une fonction entiere de la variable z = r
,
et

a, b, c,..., g, h

les modules des coefficients

a, b, c,.. ., g, h.

Supposons, d ailleurs, que, les coefficients cs, b n etant pas nuls, on nomme

p la racine de 1 equation bin6me

a + bz o,

et r la racine positive unique de Tequation

b cr . ..
gr&quot;-

2
hr&quot;-

4 =ro.

Pour rendre le module de la fonction Z inferieur au module de son premier
terme

&amp;lt;2,

il suffira de poser p = G&amp;gt;

,
et d attribuer au module r de z une

valeur inferieure au plus petit des deux nombres jO,f.

Nous avons ici suppose que ,
dans la fonction Z, le coefficient de z ne se

reduisait pas a zero, Mais ce coefficient et d autres encore pourraient s e-

vanouir. Admettons cette hypothese, ou, ce qui revient au meme, suppo-
sons la fonction Z determinee, non plus par I equation (2), mais par une

equation de la forme

(n) Z = a + bz { +czm + ... -&amp;gt;rhz

n
,



les nombres /, m,..., n formant une suite croissante. Alors, si le moduK

deaetait tres-petit relativeinent au module de
Z&amp;gt;,

on pourrait ,
dans um

premiere approximation , reduire pour 1 ordinaire liquation algebrique

Z = o

a 1 equation bin6me

(12) a H- bz l = o.

De plus, en raisonnant comme ci-dessus, on etablirait a la place du theo-

reme i
er

,
la proposition suivante :

2e Theorems. Soient

Z = a + bz l
-+- czm -+- ... Hr hz&quot;

une fonction entiere de la variable z = rp ,
et

n, b, c,..., h

les modules des coefficients

, , c,..., h.

Supposons, d ailleurs, que les nombres /, ;w, ..., n formentune suite croissante,

et que, les coefficients rt, b n etant pas nuls
,
on nomine p^ Tune quelconqm

des racines de 1 equation binome

(12)
a + bz l = o,

et f la racine positive unique de Tequation

(13) b crm
-

... hr&quot;-
/ = o.

Pourrendre le module de la fonction Z interieur au module de sou premier
terme a, il suffira de poser p = rs, et d attribuer au module / de z une va-

leur inferieure au plus petit des deux nombres p, r.

En s appuyant sur les th^oremes i et a
,
on pourra ,

d une valeur nulle dt

z, deduire une serie d autres valeurs auxquelles correspondront des valeurs

sans cesse decroissantes du module R de la fonction Z. Si ces valeurs de-

croissantes de jR s approchent indefiniment de zero , les valeurs correspon-

dantes de z convergeront vers une limite qui sera certainement une racin&amp;lt;-

de 1 equation (i). Mais il peut arriver aussi que les valeurs de R successive-

ment obtenues decroissent sans s approcher indefiniment de zero. C est ce

que 1 on reconnaitra sans peine en essayaut d appliquer les theoremes enon-

c^s a la resolution d equations tres-simples, par exemple d equations du

second degre.
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En effet, considerons le cas ou, Z etant du second degre, Ton await

U4; Z = a -h bz -+- &amp;lt;?z

a
.

Supposons, d ailleurs, que a, b, c etant les modules de
&amp;lt;z, b, c

,
on ait

a a, & = b, c = c.

La valeur de Z deviendra

et les racines p^ , r des equations

a bz = o
,

b cr=o
seront

_ a _ b

de sorte qu on aura encore

Si
,
d ailleurs, /o

est superieur a r
, ou, ce qui revient au meme, si Ton a

(16) ac b 2
&amp;gt; o;

alors, pour obtenir un module de Z inferieur au module a, il suffira, en

vertu du theoreme i
er

,
de poser

(17) z = 5r,

3 designant un nombre entier inferieur a 1 unite, mais qui pourra varier ar-

bitrairement entre les limites o , i
;
et comme

,
en posant

(18) z= r + ^,

on trouvera

(19) Z = a -b t+ct;*,

les valeurs de a
,
b etant

(20) a =a 0(i 0)b r ,
b = (i a0)b;

il est clair qu a la valeur zero de
, ou, ce qui revient au meme, a la valeur

Ot de z correspondra un module de Z, inferieur au module a, et represente

par a . II y a plus : comme des formules (20), jointes a la condition (16),

on tirera

(21) a c-b 2
&amp;gt;o,



( 77 )

il suffira d appliquer le tbeoreme i
er a la valeur generale de Z, que deter

mine non plus 1 equation (i5), mais 1 equation transformed (19), pour de-

montrer que le module de Zdecroitra encore si la nouvelle variable passe

de la valeur zero a la valeur

etant determine par la formule

0=i 20,

ou, ce qui revient au meme
,
si la variable z passe de la valeur 0r a la va

leur Or
(i H- 0). En continuant ainsi

,
on reconnaitra que, pour obtenir des

valeurs decroissantes du module de Z, il suffit de prendre pour valeurs suc-

cessives de z les divers termes de la suite

(22) o, 0r, 0r(i-+-0), SrfiH- + e 2

), etc....

Or le terme general de cette suite converge vers la limite

et comme, en supposant remplie la condition (16), on trouve
, pour

-1 -I?
2 2 C

i b

ilest clair que, dans cette hypothese, la limite vers laquelle converge le terme

general de la serie (22) ne peut etre une racine de 1 equation du second degre

(a3)
a bz + cz2

o.

On arriverait aux memes conclusions en formant la serie &amp;lt;ies valeurs decrois

santes du module R de Z, qui correspondraient aux valeurs successives de

la variable 2, et Ton reconnaitrait ainsi que le terme general de cette nou

velle serie, au lieu des approcher indefiriiment de zero, converge vers la limite

a _ (!
_

Q) rb (i + 2
H-

4
-h . . .)

= a - ^^ br = a - i
br&amp;gt;

par consequent vers la limite a --
j &amp;gt; superieure a -. a.

La limite vers laquelle converge le terme general de la serie (22) n etant

pas une raciue de 1 equation (21), on pourrait etre tente de regarder le cal-

cul de cette limite comme inutile a la resolution de cette equation. Mais

Ex.d An.ctdePhys.matli., T. IV. (42
e livr )

^3



cette opinion serait une erreui 1

;
ear si Ton decompose la variable z en deux par

ties dontla premiere soil la limite trouvee, ou
,
en d autres termes, si 1 on

pos*&amp;gt;

il suffira de substituer a la variable z la nouvelle variable
, pour reduire

1 equation (a3) a 1 equation bindme

la valeur a etant

i b
a = a 7-

4 -c

D ailleurs, les deux racines de 1 equation (^4) ne sont autres que les deux

a
racmes carrees du rapport

---

Generalement, si, au lieu d nne equation du second degre, on considers

une equation de degre quelconque, la serie des valeurs de z, successivement

deduites des regies que nous avons enoncees, et correspondantes a des va

leurs decroissantes du module R de Z, pourra converger vers une limite

qui, n etant pas une racine de 1 equation donnee, ne fasse pas evanouir le

module R. Mais alors il
1

suffira d attribuer a cette limite un accroissement

represente par une nouvelle variable
; puis de substituer C a-z 3 pour ob-

tenir, a la place de [ equation donnee. une equation transformed, de la-

quelle on pourra deduire, par Tapplication des memes regies, une nouvelle

serie de valeurs de
,
et par consequent une nouvelle s6rie de valeurs de z,

correspondantes a de nouvelles valeurs decroissantes du module R.

En continuant de la sorte, c est-a-dire en deduisant, s il est necessaire,

des regies enoncees plusieurs series de valeurs de z, en determinant d ailleurs

avec uue approximation suffisante les limites vers lesquelles convergent les

termes generanx de ces series
,

et en transformant 1 equation donnt3e par

1 introduction de variables nouvelles qui , ajoutees a ces limites, repro-

duisent la variables, on pourra non-seulement dirninuer sans cesse, mais

encore rapprocher indefiniment de zero le module /?; par consequent, on

finira par resoudre 1 equation donnee avec une approximation aussi grande

que Ton voudra. II y a plus : cette methode de resolution peut encore servir

a demontrer 1 existence des racines, Lorsqu on veut ( employer a cet usage ,

il n est pas absolument necessaire de considerer les equations auxiliaires (3)

et (10), ou(ia) et (i3); il suffit d observer que 1 on satisfait aux conditions

requises, par exemple aux conditions (7) et (9), en attribuaut au module r
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de z une valeur infiniment petite; et Ton se trouve .ainsi ramene au tbeo-

reme i
er du IV, par une demonstration qui est preeisement celle qucn

a donnee M. Argand dans un article que renferme le IV
C

volume des An-

nales de M. Gergonne, pages i3) et suivantes (*).
C est encore a cette de

monstration que se reduit celle que M. Legeridre a proposee pour le meme

theoreme dans la seconde edition de la Theorie des nombtes. D aiUeurs,

M. Legendre observe qu en diminuantcontinutllement le module d une fonc-

tiou entiere par des operations semblables, repetees convenabilement , on

parviendra, en definitive, a une valeur de ce module aussi petite que 1 on

voudra; il presente, en consequence, ce decroissetnent graduel corame me-

thode de resolution pour les equations algebriques, et surtout comme propre

a fournir une premiere valeur approcbee d une racine d un telle equation.

Mais le moyen qu il propose pour conduire le calculateur a ce but laisse

beaucoup adesirer, et consiste a faire decroitre le module de la fonction

entiere Z, en attribuant a la variable z une valeur egale au produit d un coef

ficient tres-petit par la racine de Tequation (3), ou par une racine de I equa-

tion (12). Du reste, il n explique pas comment on doit s y prendre pour ob-

tenir un coefficient d une petitesse telle
, que le module Z decroisse effec-

tivement, et ne parle pas de Tequation (10) ou(i3), qui permet de repoudre
a cette question. Ajoutons que, meme en ayant egard a 1 equation (10) ou

(i3), et en suivant la methode ci-dessus tracee, on peut etre expose a un

travail long et penible, si Ton n a pas soin de cboisir convenablement les

quantites que la methode laisse indeterminees; par exemple, le nombre de-

signe par Q dans la formule (18). Supposons, pour fixer les idees, que liqua
tion (a3) se reduise a la suivante :

2 Z -+- Z3 = O.

Alors, le rapport -outetant reduit al unite, le ri*
me terme dela serie(^2)sera

I 2 2

et convergera , pour des valeurs croissantes de /?
,
vers la limite 1. Mais il

s approchera tres-lentement de cette limite, si Tori attribue au nombre 6 une

valeur peu differente de zero, a laquelle correspondra une valeur de pen
differente de 1 unite. Done alors on devra prolonger fort loin la serie(22),

(*) J ai en ce moment sous les yeux un exemplaire de 1 ouvrage donl cet article offre 1&amp;lt;-

resume. Cet ouvrage, qui a pour litre : Essai stir une mamere de representcr les c/Ufinfite*

hnaginuirc.s dans lex constructions genmetriqucs , porte la date de 1806. Lt nom de 1 auteur,

Robert Argand ,
de Geneve , est ecrit a la main.

23.,



avant d obtenir uu terrne sensiblement ega! a cette limite
;
et Ton peut ajou-

ter que les valeurs de R, correspondantes aux valeurs successives de z, de-

croitront tres-lentement. A la verite, dans le cas present, on peut determiner

directement la limite cherchee. Maisil n en sera plus de meme quand 1 equa-
tion donnee sera d un degre superieur au second

;
et generalement le calcul

des valeurs successives de z deviendra penible ,
si le module R decroit tres-

lentenient tandis que Ton passe d une valeur de z a la suivante
;
ce qui obli-

gera le calculateur d effectuer une longue suite ({ operations avant que ce

module devienne sensiblement nul.

On evitera ces inconvenients, ou
,
du moins, on les attenuera notablement

si, en appliquant a une fonction entiere Z le theoreme [ ou 2, on attribue

a la variable z un module r qui, sans depasser la plus petite des limites in-

diquees p et r, fasse decroitre, autant qu il sera possible, le module de Z.

D ailleurs, lorsque, le coefficient de z dans Z etant different de zero, on at

tribue a la variable z, avec 1 argument sr, un module egal et inferieur au plus

petit des nombres p, f, le module de Z ne depasse pas la somme (8), savoir :

(8) a - r(b
- cr - . . .

-
gr&quot;-

2 - hrw~
),

dont la valeur minimum, inferieure a a, correspond a la valeur maximum
du produit

(26) r(b cr ...
gr&quot;-

2 hrM~
).

Enfin, le produit (a5), dont les deux facteurs s evanouissent
,

le premier

quand on pose r = o, le second quand on pose r r, aura pour maximum

une valeur positive correspondante a une valeur t&amp;lt; de r, qui verifiera la

condition

Cela pose, laquantitefc, inferieurea r, sera la valeur de / a laquelle corres-

pondra la valeur minimum de la somme (8), que le module de Z ne depassera

point si Ton a r
&amp;lt; p.

On se trouvera done naturellement conduit a substituer,

dans le tbeoreme i
er

,
*- a t

;
on pourra meme reduire le module r de z a

celle des deux quantites p, * qui fournira le plus petit module de Z; et Ton

obtiendra aiiisi, pour la resolution des equations algebriques, la methode

nouvelle et tres-simple qui fera robjet de 1 article suivant,
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METHODE NOUVELLE

POUR

LA RESOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES

Soit toujours

(i)
Z = a +- bz H- cz2

H- . . . -f- gz
n~ {

-+- hzn

une fonction entiere de la variable

Gomme on 1 a explique dans le Memoire precedent, on pourra resoudre une

equation algebrique quelconque a 1 aide de tout precede qui fournira pour
la variable z une valeur a laquelle correspondra nn module R de la fonction Z,

sensiblement inferieur au module a du premier terme a.

Cela pose, considerons d abord le cas ou, la valeur de Z etant donnee par

Tequation (i), le coefficient b de z differe de zero. Alors une methode de

resolution tres-simple pourra evidemment se deduire du theoreme que nous

ailons enoncer.

i
er Theoreme. Soient

(1) Z a H- bz H- cz2
-i- . . . -+-

gz&quot;-*
-f- hzn

une fonction entiere de la variable z = rp ,
et

a, b, c,..., g, h,

les modules des coefficients

a, b, c,..., g, h.

Supposons d ailleurs que, les coefficients a
,
b n etant pas nuls, on nomme p&

la racine de 1 equation bin6me

(2) a -f- bz = o ,



et t, la valeur de r pour laquelle le produit

(3) r(b -cr ...
gr&quot;-

2
hr&quot;-

4

j

devient uu maximum, on
,

ce qui revient an meme
,

la racine positive

unique de Inequation

(4) b 2 cr .. .
( i)gr&quot;~

2
whr&quot;-

4 = o.

Pour rendre le module de la fonction Z inferieur au module de son pre
mier terme a ,

11 suffira de reduire ce module R a la plus petite des deux

valeurs qu on obtient quand on pose successivement

Demonstration. Lorsque, 1 argument de z etant egal a sr, le module de z

est egal ou inferieur a p, le module du bindme a -4- bz se reduit a la diffe

rence

a br;

par consequent, le module de Z ne surpasse pas la somme

5) a br4-cT 2

+...H-gr
n- |

-|-hr
n

.

D autre part, le produit (3), qni croitra en passant d une valeur nulle a sa

valeur maximum, tandis que r croitra depuis zero jusqu a t-, sera toujours

positif dans cet intervaJle. Done, pour r = on
&amp;lt; t-, on aura

(6) cra + . . . + gr
71- 1

4- hrw
&amp;lt;

br.

Or il resulte immediatement de cette derniere formule que, si Ton reduit le

module r au plus petit des deux nombres p, t&amp;gt;,
la somme (5), et a plus forte

raison le module R de Z, offriront des valeurs inferieures au module a.

Doncle plus petit des modules de Z, correspondants aux valeurs p^t- de

s, sera certainement inferieur au module a.

Corollaire. Il est bon d observer que, si Ton considere le produit (3)

comme fonction de r, ce produit, qui croit toujours avec r quand on fait va-

rier r entre les limites o
, & , offrira dans cet intervalle une derivee toujours

positive. Done, pour r
&amp;lt; to on aura toujours

b 2 cr . . . (n i) gr&quot;-

1

Tzhr*
1-

&amp;gt; o,



ou ,
ce qui revient au meme

,

br 2 cr a
. . . (n i) Qr

a~ t n \\r
n

&amp;gt; o;

puis on en conclura

(7)
br cra

...
gr&quot;-

1 hr a
&amp;gt;

cr a
H-...-f- (n a)gr&quot;-

4

-i- (n i)hr&quot;-

Or, en vertu de cette derniere formule, qui entraine evidemment avec elle

la condition (6), le module a surpassera la somme (5) dune quantite supe-

rieure au nombre a determine par la formule

(8) a = cr2 +. . . + (n a)gr&quot;-&quot;

f+ (w i)hr&quot;.

Done, par suite, le module R de Z deviendra iuferieur a la difference a a,

si Ton pose z = ro en prenant pour r le plus petit des deux nombres p ,
*&amp;gt;

et, a plus forte raison, si Ton reduit le module /? a la plus petite des deux

valeurs qu il acquiert quand on pose successivement z = pu ,
z =

Crs
.

Ajoutons que le nombre a ne s evanouira jamais, si ce n est dans le cas

particulier ou, les coefficients c ,..., g, h s evanouissant tons simultanement,

le polyndme Z se trouverait reduit au bin6me a -h bz. D ailleurs, dans ce

cas particulier, 1 equation algebrique Z o se reduirait precisement a Te-

quation binorne a -h bz = o, dont la racine est z = p^
= -

Gonsiderous maintenant le cas ou, dans la fonction Z, le coefficient de z

s evanouirait; ou, ce qui revient au meme, supposons cette fonciion deter-

minee, non plus par la formule (r) ,
mais par une equation de la forme

Z = a -+- bz1
-+- czm -+- . . . -h hzn

.

Alors, au theoreme i

er
,
on pourra substituer la proposition suivante :

2 e Thtoreme. Soient

(9) Z a 4- bz1
-h czm +- . . . -f- hz&quot;,

nne fonction entiere de la variable z =. r , et
p

a,b, c,..., b,

les modules des coefficients

a, b
, c, . . .

,
h.

Supposons d ailleurs que les nombres /, /?z, . ., n forment nne suite crois-

sante, et que, les coefficients rt, b n etant pas mils, on nomme p^ 1 une quel-
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conque des racines de 1 equation bindme

(10) a-+-bzl =o.

Erifin , soit t&amp;gt; la valeur de r, pourlaquelle le produit

(i i)
r1

(b crm~ l
... hr n~1

}

devient un maximum , ou, ce quirevient an meme, la racine positive unique
de 1 equation

(la) /b mcrm~l
... nhr n~ l

o.

Pour rendre le module de la fonction Z inferieur au module de son pre
mier terme

&amp;lt;z,
il suffira de reduire ce module a la plus petite des deux va-

leurs qu il obtient quand on pose successivement

Demonstration. Lorsque, 1 argument de z etant egal & ,
le module de z

est egal ou inferieur a p, le module du binome a -f- bz l
se reduit a la diffe

rence

a -
br&amp;lt;;

par consequent, le module de Z ne surpasse pas la somme

;i3) a br -h crw -t- . . . -h hr rt
.

D autre part, le produit (i i), qui croitra en passant d une valeur nulle a sa

valeur maximum, tandis que r croitra depuis zero jusqu a t, sera toujours

positif
dans cet intervalle. Done, pour r ou

&amp;lt; t, on aura

(i4) crm -f- ... -4- hr&quot;&amp;lt;
br .

Or il resulte iinmediaternent de eette derniere formule que, si Ton reduit le

module / au plus petit des deux nombres p, t, la somme (i3), et a plus

forte raison le module de Z, offriront des valeurs iriferieures au module a.

Done le plus petit des modules de Z correspondents aux valeurs p^, t w de z,

sera certainement inferieur au module a.

Corollaire. II est bon d observer que, si Ton considere le produit (11)

eomme une fonction de r, ce produit, qui croit toujours avec r quand on

fait varier r entre les lirnites o, t, offrira dans cet intervalle une derivee



toujours positive. Done, pour r
&amp;lt; t, on aura toujours

on, ce qui revient au meme,

/ br l m cr n
... a h/ 1 &quot;

&amp;gt;
o

;

puis on en conclura

(16) br l ~crm ... - hrB
&amp;gt; (- i\ crm H- . . .

Or, en vertu de cette derniere formule, qui entraine evidemment avec elle

la condition
(i4)&amp;gt;

le module a surpassera la somme (i3) d nne quantite su-

perieure au nombre a determine par la formule

Done, par suite, le module R de Z deviendra inferieur a la quantite a a,

si Ton pose z r
CT ,

en prenant pour / le plus petit des deux nombres p, &amp;gt;

et a plus forte raison si Ton reduit le module R a la plus petite des deux va

lours qu il acquiert qnand on pose successivement z= p ,
z = t CT

. Ajoutons

que le nombre a. ne s evanouira jamais, si ce n est dans le cas particulier ou,

les coefficients
&amp;lt;?,.

. .
, g, h s evanouissant tons simultanement, le polynome Z

se trotrverait reduit au binorne a -h bz l
. D ailleurs, dans ce cas particulier,

1 equation Z o se reduirait precisement a Tequation bin6me a -^ bz l= o
,

dont les racines se confondent avec les raciixes de degre / du rapport
--

T&amp;gt;

Tune d elles etant p .
&quot;cr*

L application du theoreme i ou a aux fonctions entieres, qui representent
les premiers membres d une equation algebrique et de ses transformees

successives, fournit, pour la resolution de cette equation, une methode t-t

des formulas precises qui ne renferment plus de quantites indeterminees et

arbitraires, analogues au nombre Q du Memoire precedent. A la verite ,

pour deduire de cette methode des principes exposes dans le Memoire

precedent, il suffit d attribuer aux indetermiuees dont il s agit des valeurs

speciales ,
en prenant, par exemple, 6 = - Mais comme ces valeurs spe-

ciales sont precisement celles qni font decroitre plus rapidement le module

de la fonction entiere donnee, ou, du moins
,
certains nombres que ce mo-

Ex. d An. et dc Pl.rs. math., T. IV. (42
e Hvr.1 -^4
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chile ne depasse point ,
elles seront aussi generalement celles qui rendront les

approximations plus rapides.

Supposons, pour fixer les idees, que Ton applique la nouvelle methode
a la formule (a3) de la page 177, c est-a-dire a liquation du second

degre
a bz -t- cz,

2 = o
,

en
suppo&amp;gt;ant toujours

ac b 2
&amp;gt;

o.

On trou vera

a i b
p.== r fcw

= *=--, a-ct2

;

puis, en preiiant

z = t,-f- g,

el faisant, pour abreger, a = a a
,
on obticndra immediatement la trans-

formee

a + c?= o,

dont les deux racines coincident avec les racines carrees du rapport
-

On retrouveradoncainsil equation (24) de la page 178; et,cequ il importe de

remarquer ,
on aura ete conduit a cette equation ,

non plus par la recherche

de la limite vers laquelle converge le terme general d une serie formee avec

des valeurs successives de la variable z, mais par la determination d une

seule valeur de cette meme variable.

S il arrivait que la fonction Z offrit, a la suite deson premier terme a
,
uu

ou plusieurs autres termes dont les coefficients fussent sensiblement nuls
,

on pourrait, en se servant du theoreme i ou 2 pour determiner un module

de Zi inferieur a celui de
,
faire abstraction de ces mernes termes, sauf a

constaler ensuite que le module trouve de Z, quand on a egard aux termes

omis, reste inferieur au module de a. Gette remarque permet d employer la

nouvelle methode a la resolution d une equation numerique dounee, dans le

cas meme oil 1 application rigoureuse des theoremes i et 2 aux premiers
membres des transformees de cette equation ferait decroitre tres-lentement,

apres un certain nombre d operations, les modules de ces premiers
membres.

On sait que Ton pout toujours ramener la resolution d une equation alge-

brique au cas oil cette equation n offre pas de racines egales. D ailleurs, lors-

qu a 1 aide de la nouvelle methode on sera parvenu a une valeur tres-appro-

chee w d une racine simple d une equation algebrique

TJ &quot;= O
,



alors, en posant

(18) 2 = w -h C,

on transformera Z en une fonction de C dans laquelle le terme constant sera

sensiblement nul, tantlis que le coefficient de differera sensiblement de

/ero. Quant au coefficient de
&quot;,

il se reduira precisement au coefficient

de z&quot; dans la fonction Z. Done, dans Thypotbese admise, on trouvera

(19) z = a -+- ec + cc
2
-h . . . +- 4

&quot;- 2
H- A M

,

a, {j, c,..., jj designant de nouveaux coefficients dont le premier a oftrira

un module tres-petit ,
tandis que le module de fi differera sensiblement de

zero. Done alors, en vertu du theoreme i
er

,
il fatidra, pour rendre le mo

dule de Z inferieur au module de
&amp;lt;t, poser .

(20) (l-h =r o,

ou, ce qui revient au meme,

et, par suite, la nouvelle valeur approch^e de la racine simple qui differait

peu de w, sera celle que determine la formule

Ainsi la nouvelle methode, appliquee a la resolution d une equation alge
-

brique qui noffre pas de ratines egales, finira par coincider, apres un

certain nombre d operations &amp;gt;

avec la methode lineaire ou newtonienne.

24..



ADDITION AU MEMOIRE PRECEDENT

La methode que nous avons appliquee dans le Memoire precedent a la

reduction du module d une fonction entiere de la variable z, peut subir

une modification qu il est bon de connaitre, et que nous allons indiquer,
Soient tonjours

Z = a -+- bz -+- cz* -+- . .. -h gz
l~ l

H- hz&quot; = R p

une fonction entiere de la variable z =. rp ,
et

a, b, c, ..., g, h

les modules des coefficients

rt, b, c, ..., g, h.

Soit encore
a ..

&quot;cr [)

la racine unique de 1 equation lineaire

a -f- bz = o,
en sorte qu on ait

a

et posons
-

C = c 4- . . . + g p&quot;-

3 + h
p&quot;-

2
.

On aura

(0 z a -f- ^ +
&amp;lt;)s

2
.

Cela pose, lorsqu on prendra z / CT , le module r etant egal ou inferieur

a p, on obtiendra evidemment un module de Q egal ou inferieur a C, et,

par suite, un module de Z egal ou inferieur a la somme

(2) a--brH-Cr a
.

Or, la valeur minimum de cette somme, savoir,

i b 5

~
4 &quot;c



est inferieure, quand b ne s evanouit pas, au module a, et correspond a un

module fc de z determine par la formule

Done, si Ton a t&amp;gt;
&amp;lt; p , ou, ce qui revient au meme,

(3) C
&amp;gt;

-
b

2 a

il suffira de poser = ^
CT pour obtenir un module de Z inferieur a a. Si,

au contraire, on a t &amp;gt; p, ou, ce qui revient au meme,

2 a

il suffira de poser z = p pour obtenir un module de Z inferieur a

et
, par consequent ,

a

- a.
2

Ainsi, en resume, on pent enoncer la proposition suivante :

i
er Theoreme. Soit

Z = a -+- bz -h cz* 4- . . . -h gz
n~* + hzn

une fonction entiere de la variable z. Soient encore a, b, c, . .., g, h les mo
dules des coefficients

, b, c, ..., g, h [a et b etant supposes distincts de

zero] ,
et p^ la ratine unique de 1 equation lineaire

a -+- bz = o
;

enfin
, prenons

C = c + . . . -h g p
n~ 3

+- h
p&quot;~

2

et

_b_

11 suffira de poser =
p^ si Ton a p &amp;lt; t, ,

et ^ = t-w si Ton a p &amp;gt; t&amp;lt; , pour

abaisser le module R de Z au-dessous d une limite inferieure au module a

dea; savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite -
a, et

,
dans le

second cas, au-dessous de la limite a j40
II pourrait arriver qu un ou plusieurs des coefficients b., c, . . . se re-

duisissent a zero. Alors, a 1 aide de raisonnements semblables a ceux
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nous avons fait usage, on obtiendrait, a la place du theoreme i
er

,
la pro

position suivante :

ae Theoreme. Soit

Z = a + bzl
-+- czm +...-+- hzn

une fonction entiere de la variable z. Soient encore a, b, c,..., h les modules

des coefficients #, b, c, ..., h, et pu 1 une des racines de 1 equation binome

a -+- bzl o
;

enfin, prenons
C = c + ... +hpn~ n

er i

= (--
\n C

II suffirade poser z p CT
si Ton a p &amp;lt; t, et z = ^

CT

!

si Ton a p &amp;gt; t-

, pour

abaisser le module R de Z au-dessous d une limite inferieure au module a

de a, savoir, dans le premier cas
,
au-dessous de la limite a (*) ,

et
,
dans

le second cas, au-dessous de la limite a bt/.m
Les deux theoremes que nous venons d etablir fournissent, pour la re

duction du module d une fonction entiere quelconque, et, par suite, pour
la resolution des equations de tons les degres, une methode facilement ap

plicable, puisqu en la suivant, on a seulement a resoudre des equations
lineaires ou des equations binomes. Ajoutons qu apres un certain nombre
d operations, cette methode nouvelle finit toujours par coincider avec la

methode lineaire ou newtonienne, quand on a reduit, comme on pent

toujours le faire, 1 equation proposee a n avoir que des racines inegales

entre elles.

(*) La limite dont il s agit se presente d abord sous la forme Cp
m

;
mais 1 equation

b/ = wCt 1&quot;-

,

jointe a la condition
p &amp;lt;^ t, donne

b/;&amp;gt;7wCp
m-

,

et, comme on a d ailleurs

a =
bp&amp;gt;,

on tire des deux dernieres formules, combinees entre elles par voie de muHiplication,

par consequent ,
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SUE

Ouelques definitions generalement adoptees en Arithmetique
et en Algebre.

Comme je 1 ai remarque dans \Analyse algebrique, quelques definitions

generalement adoptees en arithmetique et en algebre , specialement la de

finition d un produit et la definition d une puissance, ne peuvent etre bien

comprises qu a 1 aide de developpements et d explications qui font dispa-

raitre ce que ces definitions offrent, an premier abord
,
de vague et d in-

determine. En effet, dire que, pour obtenir un produit, ilfaut operer sui

te multiplicands, comme on opere sur V unite pour obtenir le multiplicateur.

c est donner de ce produit une definition qui , pour devenir claire et pre

cise, exige que Ton explique quelles sont les operations a effectuer.

D autre part, comme Euler 1 a inontre, 1 arithmetique et 1 algebre s ap-

puient sur deux notions fondamentales, qui se presentent naturellement a

1 esprit, des que 1 on vent comparer deux grandeurs entre elles, savoir, les

notions de rapport arithmetique et de rapport geometrique.
En effet, deux grandeurs de meme espece peuvent etre comparees entre

elles sous deux points de vue differents.

La mesure de la seconde grandeur comparee a la premiere, est un nombre

qui represente le rapport (*} geometrique de 1 une a 1 autre. ^ inverse de ce

nombre ou de ce rapport est la mesure de la premiere grandeur comparee a

la seconde. Lorsque les deux grandeurs sont egales, leur rapport direct ou

inverse se reduit a 1 unite de nombre.

I /augmentation ou la diminution qu il faut faire subir a la premiere

grandeur pour obtenir la seconde, est une quantite positive ou negttitve

(jiii represente le rapport aritkmetique de la seconde a la premiere. L;

(* ) Lorsque le mot rapport est employe seul
,

il designe generalement ,
comme I on sail ,

un rapport geometrique.



quantite opposee est la diminution ou I augmentation qu il faut faire subir

a la seconde grandeur pour obtenir la premiere. Lorsque deux grandeurs
sont egales, leur rapport arithmetique est une grandeur nulle, dontla mesure

est le nombre zero.

Ces notions de rapport arithmetique et de rapport geometrique etant

une fois admises, les quatre operations fondamentales de 1 arithmetique et

de 1 algebre, savoir, 1 addition, la soustraction, la multiplication, la divi

sion, peuvent etre aisement definies en termes clairs et precis. En effet, on

pent dire que la soustraction et la division se bornent a determiner les rap

ports arithmetique et geometrique de deux grandeurs, Yaddition et la multi

plication., a determiner 1 une des grandeurs, quand on connait 1 autre avec

le rapport arithmetique on geometrique de 1 une a 1 autre.

On pent aussi, de la notion de rapport arithmetique ou geometrique,

passer immediatement
,
comme Ton sait

,
a celle des proportions et des

progressions, puis a la notion des puissances des nombres et de leurs

degres ou exposants. Les definitions et les theoremes que Ton obtient alors

etant bien connus, je me bornerai a les rappeler en pen de mots.

Une proportion arithmetique ou geometrique n est autre chose que Ye-

galite de deux rapports arithmetiques ou geometriques .

Une progression arithmetique ou geometrique est une suite dans laquelle

le rapport arithmetique ou geometrique de chaque terme an precedent ,

se reduit a tin nombre ou a une quantite constante, que Ton nomme le

rapport ou la raison de la progression dont il s agit.

De la definition meme des progressions arithmetiques et geometriques. on

deduit immediatement les propositions suivantes :

i
ei Theoreme. Dans toute progression arithmetique dont un terme se

reduit a zero, le terme suivant est la raison meme de la progression. De

plus, le rapport arithmetique de deux termes est encore un terme de la

progression; et, pour obtenir le rapport arithmetique d un terme quel-

conque a 1 un des termes precedents, il suffit d ajouter la raison a elle-meme

autant de fois qu il y a d unites dans le nombre des termes intermediaires.

ae Theoreme. Dans toute progression geometrique dont un terme se re

duit a 1 unite, le terme suivant est la raison meme de la progression. De

plus, le rapport geometrique de deux termes est encore un terme de la

progression ;
et

, pour obtenir le rapport, geometrique d un terme quel-

conque a l un des termes precedents, il suffit de multiplier la raison par

elle-meme autant de fois qu il y a d unites dans le nombre des termes inter-

mediaires.



De ces deux theoremes, on lire encore le suivant.

3C Theoreme. Etant donnees One progression arithmetique dont un termr

se rednit a zero, et une progression geometrique dont nn lerme se reduii

a 1 unite, si Ton fait correspondre aux terines del uneles termes de I autrc,

&amp;lt;le telle sorte qu au terme zero de la progression arithmelique, corresponde
le ferine i de la progression geometrique, alors le rapport arithmetique

entre deux termes de la progression arithmetique et le rapport geome

trique entre les deux termes correspondants de la progression geometrique,

seront deux nouveaux termes qui appartiendront respectivement aux deux

progressions indefiniment prolongees, et qui correspondront encore I tui a

I -autre.

Concevons, en particulier, que, la raison de la progression arithmetique

etant reduite a 1 unite, la raison de la progression geometrique soit une

quantite positive representee par la lettre A. Les divers termes de la pro

gression arithmetique se reduiront aux quantites entieres

(0 -.., -3,
-

2, i, o, i, 2, 3, ...,

et les termes correspondants de la progression geometrique seronl

(-2) ..., , --, -&amp;gt; 1, A, AA, AAA, ....
AA A. AA A

\lors aussi, n etant Fun quelconque des termes de la progression arithme

tique, le terme correspondant de la progression geometrique sera ce
qu&amp;lt;-

1 on nomme In puissance entiere de A, dn degre marque par \c3cposaiLt n.

et ceque Ton designe par la notation A&quot;. Cela pose, on aura non-seulemenl

(3) A i,

niais encore

(4) .-., A 1

A, A 2 = AA, A 3 = AAA, ....

- - -3A 5 A ? A =^
A AA AAA

Kn verlu des formules (4) et (5), si n est positif et represente en conse

quence un nombre entier, la nieme
puissance de A, representee par Ja nota

tion
A&quot;,

ne sera autre chose que le produit de n facteurs egaux a A, et Ton

aura, de plus,

Ajoutons que, si /, TI representent deux quantites entieres quelconques.
Ex. d An. el de Phys. math., T, IV. (42
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&amp;lt;&amp;gt;n aura, en vertn dit troisieme theoreme,

(6)

Done le rapport gcometrique de deux puissances entieres de A est encoir

line puissance entiere dont 1 exposant se reduit au rapport arithmctique
ties exposants des deux premieres.

Snpposons maintenant que, n etant un nombre entier quelconque, on

cboisisse le nombre a de maniere a verifier 1 equation

(7) tf = *5

alors a sera ce que Ton nomme ia racine nieme de A, et ce que Ton repir-
n

sente. par la notation \/A. Posons d ailleurs, pour abreger,

et concevotis qu aux progressions (i), (2) on substitue les suivantes :

(8) ..., 3a, 2a, a, o, a, 2 a, 3a, ...,

~-3
.j

2 ..-4 n 2 ..3

(9j ..., a
,

a
,

a
, i, a, a

,
a

,
....

Les termes

(ro) ..., 3a, 2 //a, a, a, A/a, 2a, 3a, ...

de la progression (8) se reduirorit evidemment a ceux qui composent Ja

progression (i), et les termes correspondants de la progression (9) a ceux

qui composent la progression (2), c est-a-dire aux puissances entieres de A.

On a etc conduit, par cette remarque, a generaliser la notion des puis
sances des tiombres, en 1 etendant au cas ou les degres de ces puissances
cessent d etre des quantites entieres; et a dire qu un terme quelconque de

la progression (9) est la puissance de A du degre marque par le terme cor-

respondant de la progression (8). D ailleurs, v etant un terme quelconque
de la progression (8), on est convenu d indiquer encore, a 1 aide de la

notation A v

,
la puissance de A du degre marque par 1 exposant v. Cela pose,

comme 1 exposant de a dans un terme de la progression (9) est le produit

du terme correspondant de la progression (8), par le nombre entier n -&amp;gt;

on aura toujours

(i i)
A v = a&quot;

v
.



On tromera, par exemple, en posant v~

fia) A&quot;=a = v A

I

MIIS. en designant par in un entier quelconque, distinct de //,

ef

Vinsi, les puissances de A, des degres marques par les exposants -&amp;gt; &amp;gt;

-

ne seront autre chose que la racine nleme de A, la mleine

puissance de cette

racine, et le nombre inverse de cette puissance. De plus, am etant le pro
duit de n facteurs egaux a a, il est clair que a.

mn
representera le produil

de mn facteurs egaux a a, par consequent, le produit de m facteurs egaux
m

a a&quot; = A, ou bien encore le produit de n facteurs egaux a a &quot; = A&quot; . Done,

par suite, on aura

(if)

done, si Ton pose

on aura encore

en sorte que les equations (16), (17) fourniront toujours la meme valeur

pour le nombre B. Enfin, en designant par //,,
\&amp;gt; deux quelconques

te.rmes de la progression (8), on aura, en vertu du troisieme theoreme,

MI. ce
(jui revient an meme,

( 8)
-

(-oinme on pent, sans changer la valeur d une fraction, multiplier ses



f ,96 )

deux termes par un meme facteur, il en resulte qu un nombre fraction

naire quelconque p. peut etre presente sous diverses formes. Mais on

demontre aisement qu a ces diverses formes repond une seule valeur de A -

En effet, soient ;/i, n les nombres entiers dont le rapport geometrique-&quot;

represente le nombre fractionnaire
[j.

reduit a sa plus simple expression.

Les fractions eqnivalentes an rapport seront de la forme , A pouvantn kn

el re un nombre entier quelconque. D ailleurs, si Ton pose

m
B = A%

on en conclura, comme ci-dessus,

B&quot; A 1

&quot;,

pnis, en elevant les deux membres a la puissance entiere du degre k.

on, ce qui revient an meme,

*&quot;1R = A

On aura done

. . kin m
(^9) A&amp;gt;=A-

Ajoutons que de i equation (19) on tirera.

AA &quot;

A.&quot;

on, ce qui revient an meme,
l-nn m

(20) JZ _ ~n--

Or, il suit immediatement des fonnules (19) et (20), qu a un exposanf
fractionnaire

(
a, positif on meme riegatif, correspond toujours une

seule valeur de A&quot;. Ajoutons qu en vertu de la formnle (18), le rapport

geometrique de deux puissances jractionnaircs de A est encore une pws-

&amp;lt;;ance jractionnaire dont Vexposant se reduit an rapport arithmetique des

(\Tcposants des deux premieres.

1.1 suit evidemment de la formule (7), que la raison A de la progres
sion (a), et la raison a de la progression (9), sont toutes deux superieures
on routes deux inferieures a i unite. Les deux progressions sont croissantes
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dims le premier cas
,
decroissatites dans le second; par consequent, les

puissances rntieres et fractionnaires d un nombre donne A croissent ou

decroissent pour des valeurs croissantes de Vexposant, suivant que- ce

nombre est superieur OIL inferieur a l
r
unite.

Concevons maintenant que, dans la formule (7), le nombre n devienne

ile plus en plus grand. Il est aise de voir que la valeur de a, determinee

parcette formule, s approchera indefiniment de 1 unite.

En effet, il suit de cette formule meme, i que les deux nombres a,.A

seront tons deux superieurs ou tons deux inferieurs a l unite; 2 que Ton

aura

A i a&quot; i

2 1 )
- = I -+- a H- a- 4- . . . -+- a&quot;&quot;

1

.

a i a i

De plus, on tirera de la formule (21), ien supposant A
&amp;gt; i, et, par suite,

a&amp;gt; i.

par consequent

et

(2.3) a&amp;lt;I+^:

2 en supposant A
&amp;lt; i, et, par suite, a

&amp;lt;
i.

par consequent

et

, ^,, I A

(25) a
&amp;lt;

i

v. n

Or, il resulte evidemment de la formule (s3) on (2.5), que le nombre .1

s approchera indefiniment de 1 unite, si
,
en attribuant an nombre A uue

valeur constante, on fait croltre indefiniment le nombre entier n.

Soit maintenant b un nombre quelconque, entier ou fractionnaire, on
meme irrationnel. Si ce nombre n est pas un des termes de la progres
sion (9). il sera du moins compris entre deux termes consecutifs
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que Ton pourra aussi presenter sous les formes

et qui pourront etre censes exprimer deux valeurs approchees du nonibre b.

D ailleurs, n venant a croitre indefiniment, le rapport

et, a plus forte raison, le rapport

*L _b_
ai

= =

A
;

se rapprocheront indefiniment de 1 unite. Done alors A
K

convergera vers

une limite egale a b. Mais, si Von appelle p.
la limite vers laquelle conver

gera, dans la meme hypothese, le produitXa, on devra naturellement re-

presenter, par la notation A 1

&quot;,

la limite vers laquelle convergera la puissance

fractionnaire A
/a

. Done, en adoptant cette derniere convention, on aura

b = A&quot;.

On pourra done alors representer un nombre quelconque b par une ex

pression de la forme A*&quot;
, p.

etant une quantite positive ou negative, en-

Here ou fractionnaire, ou rneme irrationnelle. Ajoutons que, si la valeur

numerique de
/JL

est irrationnelle, la progression (9) ne renfermera jarnais

le nombre b ou A y
,
mais seulement des valeurs approchees de ce nombre.

Dans le meme cas, A
u
sera ce qu on nomme une puissance irrationnelle

de A. Le degre ou Yexposant de cette puissance sera la quantite irration

nelle
jU,.

Remarquons, enfin, que 1 equation (18), qui subsiste pour des valeurs

fractionnaires quelconques des exposants p et v, continuera necessairement

de subsister, si ces exposants, apres s etre approches indefiniment de cer-

taines limites irrationnelles, atteignent ces memes limites. On pent done

etendre la formule

mu cas ou les exposants w,
,
v deviennent irrationnels, et, en consequence,

on pent enoncer la proposition suivante.

4
e Tlieoreme. Le rapport geometrique entre deux puissances quelcon-

(jiies
d un nombre donne A est encore une puissance de A dont 1 exposant se

reduit au rapport arithmetique des exposants des deux premieres.
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I /equation (26) pent encore etre presentee sous une autre tonne, &amp;lt;|u

il

rsi boil de rappeler, et qu on obtient en exprimant la difference u. v par

nne senle lettre. Kn effet, si Ton pose

et si d ailleurs on substitue a la lettre v la lettre ^, on aura
p.
= x -+- y,

et 1 equation (26) reduite a la formule

donnera

(27) A*^ = A* A .

Alors aussi, a la place du quatrieme theoreme, on en obtiendra un autre

qui, an fond, sera le meme, et s enoncera comme il suit.

5
e Theoreme. Le produit de deux puissances quelconques d un noinbre

donne A est encore une puissance de A qui a pour exposant le produit des

deux premieres.
Le theoreme 4 ou 5 exprime la propriete la plus remarquable des puis

sances d un nombre, et meme cette propriete suffit pour les caracteriser, en

sorte qu on pent enoncer la proposition suivante.

6e Theoreme. Supposons que, x etant une quantite quelconque posi

tive ou negative, on se serve de la notation [jc] pour designer une autre

quantite qui varie avec x par degres insensibles. Si Ton a. pour des valeurs

quelconques des quantites JT, y,

on aura auss

Demonstration. On tirera successivement de la formule (5), en designant

&amp;gt;;irx, j-, z,..., u, v, iv, des quantites quelconques

et, generalement .

[*] Lr.1 [
z

l
- [] [v] [ ]

= [x+- y + z-+- ...+u+v + w];

puis, en designant par n le nombre des quantites x, y, z, .... u, v, w, el

supposant toutes ces quantites egalfcs entre elles,

(3o) [xy =
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D ailleurs, on tirera de 1 equation (3o), i en posant x =. i,

(3i) M =
[i]

fl

;

2 en posant x -
?

EN&quot;,
et

, par consequent ,

3 en designant par m un noinbre entier distinct de n
,
et posant x = ,

[f]
=

[-] -

par consequent ,
en egard a la formule (3a),

puis, en faisant varier la fraction -- de maniere a ce qu elle s approclie in

definiment d un nombre donne v, on tirera de la formule (33),

(34)
[&amp;gt;]

=
[ ]

.

On trouvera, en particulier, en posant v = o, dans la formule (34),

(35)
--

:
; -

[o] = i*;

Knfin, en posant dans la formule (28)

x = v, y v.,

on en tirera

[r] [- ]
=

,;

par consequent,

(36) [- r
l
=R =E7I

=
[1]

&quot;&quot;

;
-

et il resulte evidemment des formules (34), (36), que si Ton attribue a jr

line valeur reelle quelconque . v, on aura
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Quelques Theoremes concernant les moyenncs arithrndtiques

et geometriques, les progressions, etc.

I. Notions relatives aux moyenncs arlthmetiquei et geotndtriques.

La moyenne arithmetique entre n quantites donnees est la nlemc
partie de

leur somme.

La moyenne geometrique entre n nombres donnes est la nlvme racine de

leur produit.
D autre part, la somme de n quantites est evidemment comprise entre les

produits qu oji obtient quand on multiplie par n la plus petite et la plus

grande de ces quantites.

Pareillement, le produit de n nombres est compris entre les niemes
puis

sances du plus petit el du plus grand de ces nombres.

Done, par suite, la moyenne arithmetique entre plusieurs quantites est

toujours renfermee entre la plus petite et la plus grande de ces quantites.

Pareillement, la moyenne geometrique entre ptusieurs nombres est toujours

renfermee entre le plus petit et le plus grand de ces nombres.

En partant de ces principes, on etablira divers theoremes d algebre qui
seront successivement enonces dans les paragraphes suivants.

II Sur les progressions geometriqu*;*, ct sur les moyennes arithmetifjiics
entre

leurs tcrmes.

Considerons d abord une progression geometrique dont le premier terme

soit Vunite, et dont la raison r soit une quantite positive quelconque. Les

&amp;lt;livers termes, dont nous supposerons le nombre represente pur la lettre ;/.

seront respectivement

i r r 2
/

&quot;~

Ex. d An. ct da Ph. math., T. IV. (43
e

livr.)
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&amp;lt;*t,
si 1 on designc par sn la somme de ces termes, on aura

sn i -+- / H- /&quot; -j- ... 4- r &quot;

i r

D aUleurs, Je plus petit et le plus grand des termes dont il s agit seront les

deux termes extremes

Dour, en vertu des principes exposes dans le !
cr

,
la somme Sn sera com

prise entre les produits qu ou obtient, quand on multiplie ces deux termes

par 7?, et Ton pourra enoncer la proposition suivante :

i
ei Theorem?. La somme

r r 2
r&quot;~

l

,
i , /,..., /

des n termes de la progression geometrique

t-s! comprise entre les limites

n et 7?r&quot;~
4

.

\o:;s a\ons ici suppose que le premier terme de la progression geome

trique donnee etait 1 unite. Supposons maintenant que ce premier terme

soit une quantite quelconqiie k, la raison etant toujours positive et repre-

sent.ee par r. Les divers termes de la progression deviendront

A 7 7-2 7- n\
,

nt i Kr
,

. . .

,
Kr

,

et leur somme que je representerai par Sn sera evidemment egale a ks
fl

.

Mile s^r.i done comprise entre les limites w/i, ?ikr
n~ l

,
et a la place du i

er theo-

reme, on obtiendra la proposition suivante :

Theoreme. r etant un nomlire quelconqiie, et k une quantite quel-

coiique positive on negative, la somme

des n iermes de la progression geometrique

A-, kr, Ar 2
,..., AT&quot;-

,

est comprise entre les limites

Si Ton divise la somme Sn des termes de la progression geometrique don-



nee par leur nombre //, on obtiendra la mo&amp;gt;enne arithmetique entre ( c-

memes termes. En vertu du deuxieme theoreme. cette moyenne arithme-

tique, qne je designerai par /?, et que determine la formnle

S*

sera comprise entre les deux termes extremes

A, AT&quot;-

de la progression geometrique. Si Ton suppose, en particular, A == i
,
on

aura Sn = sn , par consequent,

*=?
mi, ce qui revient an meine,

ft -
l -+- -+- -+- -t-r&quot;-

&quot;

&quot;

~
n n \ ;

et la quantite Rn ,
c est-a-dire la moyenne aritlimetique entre les divers

termes de la progression geometrique

i, r, r 2
,..., /

&quot;-

,

sera comprise entre les termes extremes

,
&amp;gt;

La moyenne arithmetique fin ,
determinee par la formule

.^&amp;gt;.
, possede

encore line propriete remarquable dont 1 enonce fournit le theoreme sui-

\ant :

3e Theoreme. Si le nombre entier // vient a emit re, la moyenne arith

metique

entre les divers termes de la progression geometrique

r

croitra on decroitra suivant que la raison / sera superieiux^ on inieneiire a

I unite.

Demonstration, Soit

m w 4- /

mi nombre entier superieur a 77, en sorte que / soil
positif.

On aura non-



_ i + r -4- r 2
-4- . . .

fljr -

mais encore

.+/-.

n + l

on, ce qui revient an meme,

nW =
i -h / -4- /

2
-(-. . . -t- /&quot;- /&quot; + /&quot;+ -4- . . . -+- /&quot;+

/~ i

_L / , In -f- i n -f- I

par consequent,

R K r &quot; + r &quot; +&amp;gt;

-+~- . -4-/ n+/- / i-f- / -4- ... + /-
n -+- I n n -f- /

on, ce qui revient au meme,

-j\
Ra+i RH _ r&quot;

t -,7+1 9

la valeur de A etant

A = ^H/ +
-;-
+ &quot;&quot; - r&quot; + r~* + + ;

&quot;&quot;.

(Ji^.l unite etant inferieure aux puissances positives et superieure aux

puissances negatives de r, quand on a r
&amp;gt; i, il est clair que, dans cette

Jiypothese, les deux moyennes arithmetiques dont la [difference equivaut
a A en vertu de la formule (4), seront, la premiere superieure, la seconde
inferieure arunite. On aura done alors

A
&amp;gt; o, et, par suite, Rn+l &amp;gt;

Rn .

Mais le contraire aura lieu, si Ton suppose r&amp;lt; i, et, dans ce dernier cas.

les formules(4) et(3) donnent

A
&amp;lt; o, par consequent, Rn+l &amp;lt;

Rn .

111. Sur lesprogressions arithmetiques, ct surles moycnnes geometriquesentrc h-urs termes.

Considerons maintenant une progression arithmetique dont tons les

termes soient positifs. Si Ton nomme a le premier terme, b la raison, /? le

nomhre des termes, ceux-ci seront respectivement

a, an- ,..., a -+-(n a) A, a +- (n i) b\

et, en nommant Pn le produit de tous ces termes, on aura

i. pn = a(a + b)...[a+ (?i.- 2
)/&amp;gt;] [a + (n

-
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D ailleurs le plus petit et le plus grand des termes dont il s agit seront Ics

deux termes extremes

a, a -+- (ti i}b.

Done, en vertu des principes exposes dans le I
er

,
le produit Pn sera com-

pris entre les nUmes puissances de ces deiix termes, et Ton pourra enoncer

la
|&amp;gt;ropositien

suivante :

i
er Theorems. Le produit Pn des n termes de la progression arithmetique

&amp;lt;?,
a -+- /?...., a -t- (n a) h, a -\- (n i) b,

supposes tons positifs, est compris entre les limites

a&quot;, [a+(n - i)b]
tl

.

Vu resie, on pent obtenir deux limites plus rapprocbees qui comprennent
entre elles le produit Pw en suivant la marche que je vais indiquer.

Je remarquerai d abord que, si Ton designe la somme de deux nombres

par A
,
et leur difference par /

,
ces deux nombres auront pour valeurs res-

pectives les deux expressions

et pour produit 1 expression
/$ r

~T~

qui decroit sans cesse pour des valeurs croissantes de /. Ce produit sera

done inferieur on tout an plus egal a (
-

j
,
c est-a-dire an carre de la demi-

somme des deux nombres, et deviendra le plus petit possible, quand la

difference / sera la plus grande possible.

Cela pose, concevons que Ton multiplie le produit Pn par lui-meme,

apres avoir renverse 1 ordre des facteurs. Le carre P\ ainsi obtenu pourrt
ctre considere comme le produit de n facteurs, dont chacun serait fourni

par la multiplication de deux termes places a egales distances des extremes

&amp;lt;!ans la progression

&amp;lt;7, a-t-b, ..., a --
(71 2)6, rtH-(/z i)/&amp;gt;,

c est-a-dire par la multiplication de deux termes de la forme

a -f- nib, a -f- (n m
i) b,

m etanl un nombre entier egal on inferieur a n. D ailleurs, d apres la re-
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marque faite tout a 1 heure, le produit de deux semblables terines sera tmi

jours inferieur au carre de leur demi-somme

et toujours egal on superieur au produit des termes extremes

a, a -i- (n i) b.

Done, par suite, PI sera compris entre les limites inferieure et superieurr

et le produit Pn lui-meme entre les racines carrees de ces limites. On pourra
done enoncer encore la proposition suivante :

9.
e Theorems. Le produit Pn des termes de la progression aritliinetique

a, a
-+-/&amp;gt;,..., (a -f- n 2)^, a -)- (ji i)/&amp;gt;,

supposes tons positifs, est compris entre les limites inferieure et superienre

CoroUaire i
er

. Si Ton suppose a et b reduits a I unite. on eonchtra du

deuxieme theoreme qne le produit

i . 2 . 3 . . . n

est compris entre Jes limites inferieure et superieure

7

CoroUaire ae
. Si Ton suppose

a i et b --
,

///

in etant un nombre entier egal on superieur a n
,
on coticlura du (Jeuxieme

theoreme que le produit

i \ / 2-- I
--

/ \ m

est compris en Ire les limites inferieure et superieure

n i

I
-

\
m

I \
2

_
n i

r&amp;gt; in



On aura done

D aiitre part, si Ton pose

// (&amp;gt;tant egal ou inferieur a /?*, le nombre r sera inferieur a [ unite. On aura.

par suite, en vertu dn theoreme i
er du 11,

i r&quot;- ou
&amp;lt;

n
,

I r

ou inenie, si n est un nombre pair,

l-r3
-- = Oil

&amp;lt;

-
I /

/&quot;3\

11 y a plus : si n est un nombre impair superieur a 1 unite, on aura necesr

sairement n
&amp;gt;

2
,
et le troisieme theoreme du II donnera, pour r

&amp;lt;
i

,

par consequent

i r&amp;gt; 2

^

puis, en remplacant dans cette derniere formiile r par r2
,
on trouvera

Done, si n designe Tun quelconque des nombres entiers superieurs a I uuilr,

la formule (3), que Ton pent encore ecrire comme il suit,

n

(4) r*= ou
&amp;gt;i-^(i-r)

subsistera generalement pour r
&amp;lt;

i . Elle subsistera done alors pour

de sorte qu on aura

(5) fi- 1111
)
= 011

\ / I 2 m
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Or, des formules
( 2) et

(
5

) reunies, on deduit immediateinent la proposition
suivante.

3 e Theoreme. m, n etant deux nombres entiers dont le second n sur-

passe 1 unite, en demeurant inferieur a m + i
,

le produit

I \ / 2.
I

- -
I --m m

des n termes de la progression arithmetique

i 2 n i

I, I -- 5 I -- ? i I

ne pourra s abaisser au-dessous de la limite inferieure

2 m

qa il atteindra seulement dans le cas particulier ou Ton aura n = 2.

Si Ton extrait la racine nieme du produit Pn determine par la formule (i)

on obtiendra la moyenne geometrique entre les divers termes de la pro

gression arithmetique

a, a -+- b, . . . . a -+- (n i}b, a-i-(ni}b.

En nommant /4n cette moyenne geometnque, on deduira iminediatement

du theoreme 2 la proposition suivante :

4
e Theoreme. La moyenne geometrique

An [a (a -^b ... (a + (
?i i : b)]

n

entre les termes de la progression arithmetique

a, a + b...., a +- (n 2)^, a-Jr(?ii)b^

supposes tons positifs, est comprise entre les limites inferieure et

n _ r

a -+- -b.

Si Ton suppose a et b reduits a 1 unite, alors. a la place du quatrieme

theoreme, on obtiendra la proposition suivante :

5C Theoreme. La moyenne geometrique
i

[1.2. 3...
77]&quot;

entre les nombres entiers

i, 9, 3,..., n



est comprise entre les limites inferieure et superieure

IV. Consequences diverscs dcs principes etablis dans les paragnifjlics preccdentt.

On pent, des principes etablis dans les paragraphes precedents, dednire

&amp;lt;li verses consequences qui meritent d etre remarquees. AJnsi, en particnlier.

si, en designant par run nombre quelconque, tt par Ji un nombre entier,

Ton pose
Tt

i ir n

***
~ ~

n i r

si, d ailleurs, on nomme in un autre entier inferieur a w, alors, en vertu

du troisieme theoreme dti II, on aura, pour r
&amp;lt;

i
,

/?
&amp;lt;
Rm ,

on, ce qui revient au meme,
Rn -

~K~ ^
tlm

et, pour r
&amp;gt; i,

Rn &amp;gt; Rim

on, ce qui revient au meme,

r&amp;gt;
-

*
,- .

Comme on aura d ailleurs, dans l un on 1 autre cas,

Rn _ m i r&quot; _ /// r&quot; i

Rm n i /
&quot;

tt r&quot; i

on devra conclure que, si n surpasse 772, on aura, pour r
&amp;lt;

i

i ;
&quot; m

et, pour r
&amp;gt; r,

Si, maintenant, on remplace, dans les fbrmules (i) et (2), rpar /-
&quot;,

cesfoi

11111 les seront redtiites, la premiere a

(3)
I r in

F.t. d An e. dc Pnjt. math., T, IV. (43
e
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la seconde a

Enfin rien n empechera de concevoir qne. dans la ibrmule (3) on (4), la

fraction
&amp;gt;
clevenue variable, s approche indefiniment d un certain nombre

v rationnel on irrationnel, mais superieur al unite, et alors, en remplacanl
n
-
par v, on trouvera encore, pour /

&amp;lt;
i

,

et, pour r
&amp;gt; I,

(6) f5f&amp;gt;V. :
, , : ,

Ajoutons que, si Ton remplace r par T&amp;gt;

on tirera, i de la forinule (5),

pour
-

&amp;lt;
I

&amp;gt;
T

(7) ^&amp;lt;Vr

&quot;

; -

a de la formule (6), pour ^ &amp;gt;
i

,
/-

&amp;lt;
J r

(8)

Or il suit evidemment des formules (5) et (8), on (6) et (7), que le rapport

sera ton jours compris entre les limites

v et vr v ~
,

si le nombre v est superieur a 1 unite.

An reste, en raisonnant toujours de la meine maiiiere, on arrive it

encore aux memes conclusions, si la fraction - et la limite v de cette frac

tion etaient supposees non plus superieures, mais interieures a I linito.

Seiilement alors, le theoreme 3 du II donnerait, pour r
&amp;lt;

i
,

pour r
&amp;gt;

i
,



el, par suite, dans les diverses tommies obtenues, on devrait remplacer le

signe &amp;lt; par le signe &amp;gt;,
et reciproquement.

Cela pose, on ponrra enoncer la proposition suivante :

i
er Thenreme. r et v etant deux nombres qnelconqnes, le rapport

r
j

i i /

/ i i r

sera compris entre les limites

v et yr&amp;gt; .

C-oncevons rnaintenant que, x, y etant des nombres distincts, on pose

jr=.rx;
on en conclura

j&amp;gt;

= r- x*

et 1On aura, par suite,

r x (r ix, }
J x j = (r

j

\]x
j

.

r x r r

Done, eu egard an premier theoreme, le rapport

y x

sera compris entre les limites

VJC&quot;&quot;

4

, vrv-ij,-i_

&amp;lt;lont la seconde coincide avec le produit vy&quot;

~ l

;
et Ton pourra enoncer

la proposition suivante :

2
e Theoreme. oc, y, v etant trois nombres quelconques, le rapport

yx
sera toujours compris entre les limites

Si, en designant par A^c un accroissement attribue a la variable Jt
,
et

par \(x
J

]
1 accroissement correspondant de X 1

,
on pose

y = x -f- A x,
on aura

? = * J + b(x y )i

et, par suite,

Y V x v

__ A(g&quot;)

y x bx

27..
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puis, en faisant converger kx vers la limite zero, on conclura du deiixieme

\ ( T V
^

theoreme que la limite du rapport aux differences -estle produit vx&amp;gt;-
]

.

D ailleurs cette limite est precisement ce qu on nomme le rapport differen-
tiel de x -1 a .r, on la derivee de x J differentie par rapport a x, et ce que
Ton designe par la notation

Ainsi l o)i pent, du deiixieme theorenie, deduire immediatement la form.ule

(9) l^= Di(^ )
= v;r .,-,

)

de laqiielle on tire

(10) d(x v

j
= vx v - 1 djc.

Reciproquement, de la formule (10), supposee connue, on pourrait revenir

an second theoreme, en s appuyant sur une proposition enoncee dans le

deiixieme volume de cet ouvrage. En effet, si, en attribuant a DC une valeui 1

constante, on fait varier y a partir de y = x, les differences

y x, jr X v

seront deux grandeurs coexistantes qui s evanouiront simultanement ;
et

leur rapport differentiel, represented par la notation

dy

se confondra, en vertu de la formnle (9), avec le produit vy J ~
. Or ce pro-

duit, qui se reduira simplement a vo7 v ~~ r
, quand on posera y = x,

croltra on decroitra sans cesse, tandis que 1 on fera croitre la valenr nume-

Hque de la difference y x. Done les valeurs extremes de ce produit,

representees par
jx J ~ l

, vy*,

devront, en vertu d un theoreme enonce a la page 1 90 du deiixieme volume,.

comprendre entre elles le rapport

cles deux grandeurs coexistantes
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La quantite geomctrique 1 = 1^, et sur la reduction d unc quantite

2

geomctrique quelconque a la forme x-+-y\.-

Soient r, p les coordonnees polaires d un point A renferme dans mi

certain plan, r etant le rayon vecteur OA mesure a partir du p6le O sur

line droite qui forme avec \axe polaire OX Yanglc polaire p. D apres ce

qui a ete dit a la page i 58, le rayon vecteur OA sera represente en grandeur
et en direction par la quantite gcometrique rp ,

dont / sera le module., et p
Yargument.

Cela pose, 1 argument p pourra etre 1 un quelconque des angles decrits

par un rayon vecteur mobile qui ,
d abord dirige suivant 1 axe polaire,

tournerait autour du pole, de maniere a prendre definitivement la direc

tion OP. Or ces angles forment evidemment tine progression arithmetique.
dont la raison equivaut a quatre angles droits mesures par la circonference

dont le rayon est I tinite, c est-a-dire par le nombre 2;:. Mais, parmi ces

inemes angles, un seul est renferme eutre les limites TT, + ?:, les autres

se dedtiisant de celui-ci par 1 addition ou la soustration des divers multiples

de a;:. Ajoutons que, si i argument p est considere comme positif quand
le rayon vecteur mobile a tourue dans un certain sens avant de parvenir a

ia position OP, le meme argument deviendra negatif, quand le rayon vec

teur mobile aura tourne en sens contraire. Le mouvement de rotation sera

direct dans la premiere hypothese,,et retrograde dans la seconde. *?,

Enfin
, lorsque le signe -h ou

, qui sert a indiquer 1 addition ou la

soustraction, sera place devant rp , Texpression

4- r
p ou r

p

ainsi obtenue representera la longueur r mesuree a partir du pole dan* la

direction qui forme avec 1 axe polaire Tangle /J,
ou dans la direction op-



posee, en sorte qu on aura [page 164]

( I) 4-
t&quot;p

:lr: t
pi

t p
^^

/J-t-

Dans le cas particulier oil le module r se reduit a 1 unite, la quantite

geometrique r
p ,

reduite a la forme i p , represents la longueur i mesuree a

partir du pole dans la direction qui forme avec 1 axe polaire Tangle /?.
Si

a cette direction on substituait la direction opposee, alors, a la place de

la quantite geometrique i^, on obtiendrait la quantite opposee

Si la direction donnee coincide avec celle de 1 axe polaire, on avec la

direction opposee, la quantite geometrique i^ sera reduite a 1 une des

quantites algebriques
i i, \^ = I T. B = 4-1.

Si, an contraire, la droite sur laquelle se mesure la longueur i devient

perpendiculaire a 1 axe polaire, alors 1 expression 1^ se trouvera reduite a

i une des quantites geometriques

La premiere de ces quantites, c est-a-dire la longueur i
,
mesuree dans la

direction que prend un rayon vecteur mobile done d un mouvement de

rotation direct, et primitivement dirige suivant 1 axe polaire, au moment

ou il devient pour la premiere fois perpendiculaire a cet axe, sera dorena-

vant designee par la lettre i. Eu egard a cette convention. Ton aura

/ o i I i=rr r_=rl
/ -4 \

* 7T? 77 ?

J j

et

i
k

I i-
) TC

on, ce qui revient au merne,

Done les quantites geometriques i et i representeront les racines carrees

de \
; et, comme on tirera de la formule (4),

par consequent

(5)



1 1 eslclairque i et - i representeront encore ies deux racines quatriemes

et non algebriques de Tunite. Cette conclusion ne differe pas au fond de la

remarque faite a la page 167.

En resume, i et -- i sont Ies deux racines de Tequation binome

(6) . &amp;lt;=*
-

i,

a laquelle il est impossible de satisfaire tant que Ton prend pour z une

quantite algebrique, puisque le carre de toute quantite positive ou negative

est necessairement positif.
Si Tequation (6) devient resoluble, dans le cas

ou Ton prend pour z une quantite geometrique, cela tient a ce que la defi

nition donnee en algebre du produit de deux quantites se generalise quand

ces quantites cessent d etre algebriques, et permet au produit

zz = z*

de deux facteurs egaux d acquerir une valeur negative.

Concevons maintenant que Ton determine la position du point A, non

plus a Taide des coordonnees polaires r et
/?,

mais a Taide de deux coor

donnees rectangulaires x et y mesurees a partir du pole : i sur Taxe

polaire; 2 sur une perpendiculaire a eel axe. Supposons, d ailleurs,

que Ton compte Ies x positives dans la direction correspondante a une

valeur nulle de Tangle polaire p, et Ies y positives
dans la direction

correspondante a Tangle polaire ^.
Les coordonnees _r, jr,

ou
,
ce qui re-

\ ient au meme, Ies projections algebriques du rayon vecteur r sur Ies axes

des x et des j, se reduiront
, pour r i

,
a ce qu on uomme le cosinus ef

le sinus de Tangle polaire p ; et, comme, pour passer de ce cas particulier
au

cas ou r acquiert une valeur quelconque, il suffit de faire varier x et y
dans le rapport de i a r, on aiu-a generalement

11 est facile d exprimer la quantite geometrique r
p
en fonction des coor

donnees rectangulaires x, y : et, d abord, il est clair que, si Tune de ces

coordonnees s evanouit, la valeur numerique de Tautre sera precisemenl

la valeur du rayon r. Dans la meme hypothese, Texpression \ p se reduira

evidemment a i ou a i
,

si le rayon / se mesure dans le sens des x po

sitives ou des x negatives; a i ou a i, si r se mesure dans le sens des y
positives oudesjr negatives. On en conclut aisement que la quantite geo

metrique

(8)



exprimee en fonction des coordonnees jr, j, sera representee en grandeur
et en direction par 1 abscisse x, si 1 on a r = o, et par le produit y \

,
si

J on a x = o.

Si des deux coordonnees x, y aucune ne s evanouit, alors

jc et y \

representeront evidemment, en grandeur et en direction
,
non plus la lon

gueur r mesuree sur une droite correspondante a Tangle polaire /?,
mais

seulement les projections algebriques de cette longueur sur les axes des x
et des y. Quant a la longueur elle-meme, elle sera la diagonale du rec

tangle construit sur les deux projections. Elle sera done
[ page 1 60] la somme

des deux quantities geometriques x, yi, en sorte qu on aura

(9) r =

Si ie rayon r se reduit a 1 unite, on aura

(
I0

) JC = cos/; ? y = sin/;&amp;gt;.

Done alors la formule (9) donnera

( l) I
P
== CO*P + i

sin/?.

Si, au contraire, le rayon r differe de 1 unite, on tirera de la fornmle (9)

jointe aux equations (7), ou bien encore de la formule (8) jointe a la

formule (i i).

(12) rp r(cosp -+- i
sin/?).

Concevons maintenant que, -r, p etant les coordonnees rectangulaires,
et cT

7 y les coordonnees polaires du point A, on pose, pour abreger,

la quantite geometrique z sera ce que nous appellerons Yqffixe de ce point.
Si 1 on designe par R, P les coordonnees polaires, par X, Y les coordon

nees rectangulaires, et par Z 1 affixe d un second point ti, on aura encore

(14) Z = RP

Si les deux points coincident, on aura non-seulernent

(i5) Z = z,

on, ce qui revienl au meme,

(16; X -\- Y\ x -i-y \
,



tnais encore

(17) X = x, Y=r .

&amp;gt;

*y
-

Reciproquement ,
si 1 equation (i5)se verifie, les points A, B coincideront,

et, par suite, la formule
(i 5) on (16) entrainera les equations (17). On pent

Hone enoncer la proposition suivante :

r
er Theorems. Lorsque deux quantites geometriques sont egales, 1 equa-

tion qui exprime leur egalite pent etre remplacee par deux equations entre

quantites algebriques, savoir : par les equations qu on obtient, quand on

egale entre elles, dans les quantites geometriques donnees, les parties pure-

ment algebriques, puis les quantites algebriques qui representent les coet-

ficients de i.

Observons encore que 1 equation (i5), presentee sous la forme

(18) RP =rp ,

donnera [voir la page i58j

(19) /?=:/
, (20) P = p-+-*kK,

k etant une quantite quelconque, et
, par suite,

(21) cosP cosy?, sinP=:sin/7.

Comme on aura d ailleurs

(22) i
fj
= cos P -h i sin P,

\\ est clair que des fornmles (ri) et (22), jointes aux equations (21), on

tirera

(23) 1;= i
p

.

On arriverait encore a la ineme conclusion
,
en divisant par R / les

deux membres de Tequation (18) presentee sous la forme

\in resume, la position d un point dans un plan pent etre completement

determinee, non-seulement par le systeme de deux coordonnees rectangu-

laires, mais aussi par 1 affixe de ce meme point ;
en sorte que 1 egalite de

deux affixes entraine la coincidence des points correspondants avec 1 ega-
lite de leurs abscisses, de leurs ordonnees, et de leurs distances an pole.

Nous appellerons points coujugnes deux points places symetriquemenl

par rapport a 1 axe polaire, on, ce qui reAieut a-i meme. deux points situes

Er. d An. et &amp;lt;l- Ph. m.tth., T. l\ &quot;ty liw. 9-8
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a egales distances de cet axe sur une droite perpendiculaire a 1 axe. Nous

appellerons encore quantites geometriques conjuguees celles qui represen-
teront les affixes de deux points conjugues. Cela pose, deux quantites geo

metriques conjuguees offriront evidemment, avec des modules egaux, des

arguments egaux au signe pres, mais affectes de signes contraires, et si

I une est de la forme

(*4) r
p x + ji = r(cos/&amp;gt;-h

i sin/?),

i autre sera de la forme

(a5) r_p
= x y\ r(cosp i sin/?).

(iOmme on aura d ailleurs

( of) )
r r r 2

p p
~

on pourra enoricer la proposition suivante :

2 e Theoreme. Le produit de deux quantites geometriques conjuguees est

ie carre du module de chacime d elles.

Remarquons encore que des formules (24), (26), (26), on tire

(27) r 2

=(x+yi)(x-j-i},

puis, en ayant egard a la formule (4),

(28) r 2 ^:^2 +j 2
.

L equation (
5

) exprime simplement que le carre du rayon vecteur r est

la somme des carres de ses deux projections, et reproduit ainsi le theoreme
de geometric suivant lequel, dans un triangle rectangle, le carre de Vhypo-
tennse dquivaut a la somme des carres des autres cotes. Ajoutons que Ton
tire de la formule (27)

/ v i x r \ x ri
20 )

__ _J _J .

x -+- y \

~
r&quot;

1

x*-hy*
1

et que liquation (29) reduit immediatement a la forme X -+- Y\ le rapporl
de I unite a la quantite geometrique x + yi, ou, ce qui revient au meme,
Ja quantite geometrique inverse de x -hy i.

Si le module r des deux quantites geometriques r
p , r_ p se reduisait a

I unite, elles deviendraient respectivement

\ p
=

cos/? -+- i sin/;, i_p = cos/? i sin/?.

Les principes exposes dans le Memoire sur les quantites geometriques
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permettent d effectuer aisement, sur ces quantites reduites a la forme i
p ^

les diverses operations de 1 algebre ; specialement 1 addition, la soustrac-

tion, la multiplication, la division, et 1 elevation a des puissances entieres.

Pour effectuer les inemes operations sur les quantites geometriques reduites

a la forme x -\- y\, il suffira evidemment d appliquer les regies auxquelles

on aurait recours, si les quantites donnees etaient algebriques, en ayant

egard aux formules (4) et (29), et en se rappelant que, diviser par une

quantite geometrique , c est multiplier par la quantite inverse. \Voir la

page 164.] On trouvera, par exemple,

&amp;gt;

3o) (x -\-jri) -\- (x -f-j i) -h ... = x -h x -+- ... + (y -+-y -h ...) i;

(x -\- yi] (x
1

-f- ^ i)
= xx yy -h (xy

1

-+- x y}\ ;

puis, en designant par n un nombre en tier quelconque, et appliquant au

developpement de (x -+- yi)
n
la formule de Newton, on trouvera encore

(34)

in
-

\ I

n(n i) (n 2)r----L^- # r 3

^ 1.2.3 y

Eu egard a I equation (34), on pourra aisement reduire a la forme X-^-Y \

unejbnction entiere Z de la quantite geometrique z = x-\-y\, c est-a-

dire une expression de la forme

,
35

)
Z = a -h bz -+- cz* + . . . -f-

gz&quot;-*
-+- AJB&quot;,

les coefficients a, b, c, . . .
, g, h etant des quantites quelconques alge

briques ou geometriques. Ajoutons que Ton pourra reduire encore a la

forme X-\-Yi u\\e Jonction rationnelle de z, c est-a-dire le rapport de

deux fonctions entieres de z, en ayant egard non-seulement a, la for

mule (34), mais aussi a Tequation (33).

28..



Sttr les wantages que presents I emploi des quantites geometriques
dans la trigonometric rectiligne.

Comme on Ta vu dans Tarticle precedent, les deux quantites geome

triques

sont liees au sinus et au cosinus de Tangle p par les formules

(i) ip
=

cos/? -+- isinp, i_p = cos/? i
sin/?,

dont la seconde est ce que devient la premiere quand on change p en p.

D ailleurs, de ces deux formules on tire immediatement les suivantes :

cos p = ~-
&amp;gt; sin/; 2

qui servent a exprimer le cosinus et le sinus de Tangle /?,
a Taide des seules

quantites geometriques i
p , i_p ;

et Ton peut aj
outer que les equations (i),

2) fournissent le moyen le plus court d etablir un grand nombre de

formules de trigonometrie rectiligne. Entrons a ce sujet dans quelques
details.

D abord, il est clair que les proprietes des expressions de la forme \
p

feront connaitre, eu egard aux formules (i),
des proprietes correspon-

dantes des sinus et cosinus. Ainsi, par exemple, Tequation

f3) i p i_p
= [

pourra s ecrire comme il suit,

(cos/? -f- i sin/?) (cos/? i sin/?)
=

i,

et se reduira definitivement a la formule

(4) cos 2

p -f- sin
2

p i
,

qui exprime la relation existante entre le sinus et le cosinus d un angle



qitelconque p. Pareillement, 1 equation

(5)
IP+

donnera

cos (p -+-
/? )

H- i sin (p -f- p }
=

(
cos p H- i sin

/?) (cos p -+- i sin
/? ),

on, ce qui revient au meme,

cos (p -t- p } -+- i sin (p -h p )
=

cos/? cos p sin p sin p
H- i (sin/? cos p -+- sin p cosp}.

et poiirra etre reinplacee [page 217] par le systeme des deux formules

cos (p + p )
cosp cos p sin p sin/? ,/? \

j
sin (p -h p ) ship cos/? + sin/? cos/?,

qui servent a exprimer le cosinus et le sinus de la somme de deux arcs

en ionction des cosinus et des sinus de ces memes arcs. Si Ton veut obtenir

les cosinus et sinus, non plus de la somme, mais de la difference des arcs

donnes, il suffira de remplacer p
f

par p dans les forrnules (6), des-

quelles on tirera

cos (p /? )
cos p cos p -H sin p sin/? ,

?)

I
sin

(/? /? )
=

sin/? cos p
f

sin/? cos/?.

Enfin
,
n etant un nombre entier quelconque, 1 equation

sera ( expression la plus simple du theoreme de Moivre, puisque, en vertu

de cette equation, 1 on aura

(9) cos np +- i sin np = (cos p + i sin
/&amp;gt;)&quot;.

Si, apres avoir developpe le second membre de la formule (9) suivant

les puissances ascendantes de i,
on egale entre elles, dans les deux membres,

les quantites purement algebriques, puis les quantites qui representeront les

coefficients de i, on retrouvera les formules connues

n(n i) __ , . ,
cos np = cos&quot; p ----

cos&quot;
2
p sin- p

I .2

nn i 2
&quot;&quot; 3 A

sin np = - cos~ p sin p - **- cos&quot;/? sin p
I 1.2.3
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que Ton pent encore ecrire cornme il suit :

r n I n 7 ^ &quot;I

i cos np = cos&quot;/?
i tang

2

/?
-+- ... J j

\ /^4 J [~ n ( n i\ ( n o \ ~1

f
sin np cos&quot;

/?
-
tang p

- -
tang

3

/? 4- ...

D ailleurs on tirera immediatement des equations (i i)

n n(n \\(n 2)-
tangp ^ -!

tang^p

tang&quot; p

(12) tang np
c&amp;gt; r n (n i)

I .2

Les formules (10) developpent le cosinus et le sinus de 1 arc np en fonc-

tions entieres du sinus et du cosinus de 1 arc
/?.

Si 1 on vent, au contraire,

developper les nl*mes
puissances de cos p et de sin p en series de termes pro-

portionnels aux cosinus et aux sinus des multiples de/?, il suffira de recourir

aux formules (2), desquelles on tirera

(i 3) cos&quot; p = ^, sin&quot;/?
=

2 1

En developpant les seconds membres des equations (i3), et ayant egard a

la formule (5), on trouvera

cos p -
2/!

sin&quot;/?
=

r
-

i&amp;lt;..- ~ I- (- - )/.
+ *-np (~0&quot;

2&quot; 1
&quot;

De ces dernieres equations, on pent immediatement revenir aux formules

connues. On en tire, en effet, eu egard aux formules (i), pour des valeurs

paires de 7Z,

n (n ... 1--M
n .

i 2
cos np H cos in 2)7? + .. . H

I 2

cos&quot;/?

rt ( I

n . . 2 i

COS /Z/5 COS(rt 2j/? H-...H- ( ij
-



(
&quot;3

)

et, pour des valeurs inipaires de H,

n
cos np -\ cos (n 2)/? -h . . -h - - - cos p

cos&quot; p =

.-.c -)...
(&quot;4 )

sin/*/? sin
( a)/? 4- ...-+( i)

2
-sin/;

Sin&quot; u =
n i

l&quot;^*

Lorsque, dans 1 equation (5), on prend

=-,
* 2

on en tire

* V I M I M *

par consequent,
i P PP cos -

-+- 1 sin -

Si, d ailleurs, on pose

on aur;t

cos^ ism -
a 2 2

sin r-
n 2

t tariff - =
2 p

COS
2

P P
sin - = t cos -

et, par suite, la fbrmule (17) donnera

(.8) ~
i d

Kn vertu de cette derniere fbrmule, toute fonction entiere, ou meine ra

fionnelle de
i/,, pourra etre transformee en une fonction ration nelle de

iM JlCO iij:
&amp;gt;.\

*[ ,^

II y a plus : coin me, en vertu de 1 equation (3), jointe a la tormule i. 18), on



aura

il est clair que toute fonction rationnelle de i
p et de r_p pourra encore

etre transformee en une fonction rationnelle de t. On trouvera
, par

exeinple, en ayant egard aux equations (2),

r t a
COS D = , Sill n

Etant donnees deux directions determinees par deux angles polaires /?, p ,

on peut demander la valeur de la quantite positive II propre a representer

Tangle aigu on obtus, mais inferieur a. deux droits, qui se trouve compris
entre ces memes directions. Or il est clair que cette quantite se reduira

tonjours a l un des quatre angles compris dans les deux formules
/

a A TT 1 (p
r

jy),

A on k etant uu nombre entier. Done, par suite, on aura

(a i) cosfl = cosf//-/?)
ip

-p-i-ip-s^

ou, ce qui revient au meme,

/ \ TT ^ D ^ D i&quot;
^ D 1 n1

( aa )
cos II -

2

Telle est Fequation qui sert a exprinier la valeur de cos II a 1 aide des quan-
tites geometriques i

p ,
i
p

&amp;gt; et de leurs conjuguees i_p ,
i_p .

Dans ce qui precede, nous nous sommes bornes a considerer des quan-
tites geometriques dont les modules etaient reduits a Funite. La considera

tion de celles qui offrent des modules distincts de 1 unite fournit aussi

des demonstrations tres-simples de diverses formules de trigonometrie rec-

tiligne, comme nous allons le faire voir.

Soient d abord A
,

/ deux rayons vecteurs mesures a partir du pole dans

ies directions que determinent les angles polaires p, //; et nommons A, B

les extremites de ces rayons vecteurs. Si Ton multiplie le rayon vecteur r

par le cosinus de la quantite positive II propre a representer Tangle aigu

ou obtus compris entre les deux rayons ,
le produit ainsi obtenu r cos II

representera la projection algebrique du rayon vecteur r sur le rayon vec

teur r . Pareillement, r cos II representera la projection algebrique du rayon

vecteur r. Cela pose, le produit de Tun des rayons par la projection alge-
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hrique de 1 autre sera

rr
1

cos n.

Or, en multipliant par rr les deux membres de la formule
( 22), on trouvera

r
,
r H- r r~,

23) rr cos IT = --
~p

9

et les quatre quantites geometriques

seront evidemment les affixes des deux points A, B et de ceux qui leur sont

eonjuges. En consequence, on pourra enoncer la proposition suivante :

Theoreme. Deux rayons vecteurs etant mesures a partir du pole dans

deux directions donnees, le produit du premier rayon par la projection

algebrique du second rayon sur le premier, et le produit du second rayon

par la projection algebrique du premier sur le second, seront egaux a la

demi-somme des deux produits dont chacun a pour facteurs les affixes de

I extremite de 1 un des rayons et du point conjugue a 1 extremite de

1 autre.

Corollaire. Souvent on designe a 1 aide de Ja notation (r, /
) Tangle

aigu ou obtus compris entre les deux rayons vecteurs r, r mesures dans

deux directions donnees. Si Ton adopte cette notation, la formule (23)
deviendra

r r -f- r r
f -p P f

^ ^--

(24) rr cos(r, r
)
=

et 1 on en tirera

Soit, maintenant, R2, la somme des deux quantites geometriques r
p ,

/ ,.

D apres ce qui a etc dit a la page 160, la quantite geometrique Rp represeii-

tera, en grandeur et en direction, la diagonale OC du parallelogramme qui
aura pour cotes les rayons vecteurs OA, OB, et pour somme ts, d une part
le point O, d autre part, les trois points A, B, (1 dont ies affixes sont res-

pectivement

/&amp;gt;, r;,,
RP .

D ailleurs, si a ces trois derniers points on -ubstitue leurs conjugues,
Ex (IAn. et dt: t fijs. math , T. IV. 43e

liv.). 29



(
226

)

c est-a-dire les trois points dont les affixes sont

on obtiendra un second parallelogramme egal au premier, ces deux paral-

lelogrammes etant deux figures symetriques par rapport a 1 axe polaire.
Done R_ p sera encore la somme des deux quantites geometriques r_p ,

r _.p
&amp;gt; ;

et 1 equation

entrainera la suivante,

Or, des formules (26) et (27), combinees entre elles par voie de multipli

cation, on tire, eu egard a 1 equation (a5), la formule connue

(28) jR* = r 2 + r 2 + 2/r cos(/yr
/

).

Soient, maintenant,

r r &amp;gt; ,jf

pt pit p,,&quot;)&quot;

des quantites geometriques en nombre qiielconque, et

A, A
,
A ,...

les points dont elles representent les affixes. Pour obtenir la somme Rp de

ces quantites geometriques, il suffira, d apres ce qui a ete dit [page 160],

de mener par 1 extreinite A du rayon vecteur OA, line droite AB egale et

parallele au rayon vecteur OA
, puis par le point B une droite BC egale et

parallels au rayon vecteur
OA&quot;, etc.,..., puis enfin de joindre le pole O a

1 extremite K de la derniere des droiles successivement tracees, et de fermer

ainsi le polygone OABC...HK par un dernier cote OK qui representera, en

grandeureten direction, la somme cherchee. D ailleurs, si aux sommets A, B.

C,..., H, Ron substitue les points conjugues a ces memes sommets, alors, a

la place du polygone OABG.. .UK, on obtiendra celui auquel on peut le

superposer en faisant subir au plan qui le renferme une demi-revolution

autour de 1 axe polaire; et il est clair que, dans le nouveau polygone,
le

dernier cote, represente en grandeur et en direction par R_ r ,
sera la

somme, non plus des quantites geometriques donnees

r r r&quot;

pi pit pa &amp;gt; )



inais de leurs conjugates

/ / r&quot;

pi pi J
p&quot;

&amp;gt;

-

Hone i equation

(*9) *
/.=&quot;&amp;gt;+ r;,

+
fj&quot;

-
1--&quot;

entrainera la suivante

( 3o )
/?_P = r_p -t- rl

p, 4- r^,,
4- . /I..

Or, des equations (29) et (3o), combinees entre elles pur voie de multipli

cation, on deduira immediatement, en egard a I equation (a5), la formule

conoue

4- z n&quot; cos rr&quot; + . . .

H- etc.

Parmi les formules auxquelles on parvient quand on consider des quan-
tites geometriques dont le module differe de 1 unite, on doit remarquer encore

1 equation qui fournit la somrne des n premiers termes d une progression

geometrique. Si, pour plus de simplicite, on suppose le premier terme

reduit a 1 unite, et si Ton represente la raison par r
p1

I equatiou dont il

s agit sera

Cette equation subsistant, quelles que soient les valeurs du module r et

de 1 argument p, on pent y remplacer p par p. On trouvera ainsi

(33) t + r_p+r &amp;gt;__

p
+...+

D autre part, on a

(i r
p ] (i

-- r_p )
= i a rcos/J H- r\

Par consequent on pent, dans les formules (32) et (33), remplacer les

rapports

i
/&amp;gt;

i r_,

par les rapports

I 2 r cos p -f- r 2
i 2 r cos p -+- r-



Cela pose, les formules (3a) et (33) donneront

&amp;lt;

34) H-r, +

(35) i + &amp;gt;_.+

i zrcosp -+- r3

i 2 rcosp -+-

Chacune de ces dernieres equations se partage en deux autres, lorsqu on

egale entre elles, dans les deux membres, les parties purement algebriques
et celles qui constituent les coefficients de i. Alors, en ayant egard aux

formules

(36)

on trouve

(3 7 )
-

et

r
P

i
np

r
n = r n (cos np -4- i sin np) ,

r_p \_np r&quot;= r n
(cos np i sin np\

i -+- rcosp -+- r 2 cos 2/7 H- ... -h r&quot;~
4

cos(n i}p

i rcosp r&quot; cosnp-\-r
n+l

cos(n i)/?

I 2 r cosp -+ r 1

rsmp -+- r 2
sin 2/?+ ... -h /&quot;- sin (w i)p

(
38 ) _ /* sin/j r&quot; sin /? -f- rn+l sin

( i) p
I 2 rcosp + r

Lorsqu on suppose

le module r n de r
n

p
decroit pour des valeurs croissantes de

,
et devient in-

finiment petit, tandis que le nombre n devient infiniment grand. Done,

alors, en vertu de la formule (3a), la somme des n premiers termes de la

progression geometrique

(39 )
-

,
/&amp;gt;,

r
p

, r;, ..., . ,

s approche indefinjrnent, pour des valeurs croissantes de /z, de la limite

(4o S &quot;zzz.

C est ce qu on exprime en disant que la progression geometrique se reduit,

pour r
&amp;lt;

i
,
a une serie convergente qui a pour somme la limite .?. Alors



aussi, les formules (3s), (33) donnent

(40 +-
,
+ r

p
+

(4^ ) n-
r_,-f- /!,-+-

et les formules (37), ( 38) donnent

(43) i+ r cos p -h r2 cos 2
y?

-+- ,

r cos/

I 2
/&quot;COS/? -f- r-

/sin p
(44) sm p H- r- sin 20 4- ... =-

i 2 rcos&amp;gt; -+ /-

II est bon d observer qu en vertu de 1 equation (40? jinte a la premiere
des formules (36), i

np
sera le coefficient de r&quot; dans le developpement du

rapport en une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes et

entieres du module /. Done, par suite, i
n/&amp;gt;

sera le coefficient de -&amp;gt; dans le

developpement du rapport

et, en adoptant les notations du calcul des residus, on tirera de la for-

mule (4i)

(45) l*= l
(t
_ rj lr }

&amp;gt;

,,,!,;, .1- :,,. ,..,,.!,...

ou, ce qui revient au meme,

(46) iv =
(i 2TCOS/? -h r 2

) (/&quot;

4&quot;

J

Si, dans les deux membres de cette derniere formule, on egale entre elles les

quantites purement algebriques et celles qui representent les coefficients de i,

on trouvera

f A?) cos np = & ,^
(i

2 r COS/?

et

r r sin/;

(48) *mnp = L7

On pourrait d ailleurs deduire immediatement les formules (47) et (48) des
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equations (43), (44). Ajoutons que les equations (47 )
et (48) pourront

encore etre presentees sous les formes

pi/ i/- 2 \ i

( 4Q )
cos no = ,

-
{

i H \
,

_ Jl \ i arcos/? + r* J (r&quot;+ }

(5o] sin m? =r sin p c. - - -.
i 2 rcos/J-h r 2

(/&quot;-*- )

Nous avons rappele plus haut les deux equations qui se deduisent iiimie-

diatement du theoreme de Moivre, et qui transforment le cosinus et le sinus

de 1 arc up en fonctions entieres du cosinus de 1 arc p. Si, an theoreme dt&amp;gt;

Moivre, on substitue 1 equation (46), ou, ce quirevient an meme, les equa
tions (49) et (5o), on pourra en deduire immediatement celles qui trans-

torment cos m; et -: - en fonctions entieres de cos p. Effectivement,
sm/&amp;gt;

sin np
rip

CL

coinme on a

1
_

&quot;

(2r COS/Q

on conclura des formules (49) et(5o) que le coefficient de cos&quot;
1

p se reduit

dans le developpement de cos np, a

/ r \

sin np ,

et, dans le developpement du rapport -^
&amp;gt;
a

/o\ _m J
.

&amp;lt;-

/

&amp;gt;&amp;gt;+l-m

\ / V

D ailleurs 1 expression (5a) se reduit, pour m = n, ou, ce qui revient au

meme, pour une valeur nulle de n m, a a&quot;-
, pour une valeur impaire

de n m a zero, et pour une valeur paire, mais positive,
de n m, a

(54)

n T ni 2
m

(
m -f- i

)

n m
1.2...

An contraire, 1 expression (53) se reduit, pour n = m -h i, ou, ce qui re

vient an meme, pour une valeur nulle de n m i a 2&quot;&quot;
, pour une

valeur paire de n m a zero, et pour une valeur impaire de n m plus



grande que 1 unite, a

i

(55) (-.)

n -I- m i

n in i

Cela pose, les equations (49) et (5o) reproduiront immediatement les for-

111 ul es connues

(56) cos np = 2

n n 3
cos &quot;p T cos &quot;

p -t- 7-
-

cos&quot;~ /;

4 4 ^

5 4
7 5- COS&quot;&quot;

}

-h . . .

4&quot; 12 I

f I
* I &quot;^ t All VfU l

(57) sin np= 2&quot;-* sin/)

cos&quot;&quot;
1

p -. cos&quot;~
3

p

n 4 n 3
cos&quot;&quot;

5

/;
4 8

Si, dans 1 equation (56), on pose n = 3, on retrouvera la formule

(58) cos 3
/?
= 4 cos 3

/;
3 cos p ,

qui fburnit le inoyen de ramener la resolution d une equation du troi-

sieme degre, quand les trois racines sont, reelles, an probleme de la tri-

section d un angle donne \vo\r\Analyse algebrique}.



Sur les fonctions entieres d un degre infini, et en particulier

sur les exponentielles.

I. Considerations generates.

On sait que les puissances a exposants variables, autrement appelees

exponentielles , peuvent etre considerees comme des fonctions entieres

composees d un nombre infini de termes. Ainsi, par exemple, pour definir

1 exponentielle e
z

,
e etant la base des logarithmes neperiens, et z une quan-

tite algebrique variable, il suffirait de dire que e
z
est la somme de la serie

toujours convergente
z z* z3

I. &amp;gt; 1 5
I 1.2 1.2.3

on bien encore, la limite vers laquelle converge, pour des valeurs crois-

santes du nombre entier m, la fonction entiere

/ z \
m

I-4---J
V m /

II y a plus : lorsqu on adopte une telle definition, il est naturel deTetendre

au cas meme ou la variable z cesse d etre algebrique; et Ton se trouve

ainsi conduit, par la consideration des fonctions entieres de degre infini, ;t

la notion des exponentielles a exposants quelconques. Il convient de

donner quelques developpements a cette proposition, et de montrer com

ment elle se lie aux principes etablis dans les articles precedents. C est ce

que je vais essayer de faire en pen de mots.

II. Sur les fonctions entieres d un degre infini.

Soil 2 r
p
une quantite geometrique variable dont r designe le module

et p 1 argument. Une fonction entiere de z ne sera autre chose [page 167]

qu une somme de termes proportionnels a des puissances entieres et posi

tives de z, le degre de la puissance la plus ele\ee etant ce qu on nomine



ledesrede lajonction. Par suite, la forme generale d une fonction de z,

entiere et du degre n
,
sera

a -f- 6z -+- cz2

rt, b, c,... , g, A designant des coefficients constants dont chacun pourra
etre une quantite geometrique.

Concevons maintenant que les divers termes dont se compose la fonction

entiere appartiennent a la serie

indefiniment prolongee. Si 1 on designe par sn la somme des n premiers

termes de cette serie, on aura

(2) sn = a H- a, z -+- a 2 z* H- . . . H- a
fl^ {

z&quot;-
;

et sn ,
sn+t seront deux fonctions entieres de z, la premiere du degre n i,

la seconde du degre n. Si, d ailleurs, n vient a croitre indefiniment
,

la

somme sn pourra converger ou ne pas converger vers une limite fixe. Dans

le premier cas, la serie sera dite convergente, et la somme de la serie,

c est-a-dire la limite s de sn ,
determinee par la formule

s = a -+- cii z -+- &amp;lt;7 2 z
2 + . . .

,

sera ce qu on pent appeler imejbnction entiere d\m degre injini. Dans le

second cas, la serie sera divergente, et n aura pas de somme.
D autre part, si Ton nomme an le module de an ,

et a la limite ou la plus

grande des limites vers lesquelles converge, pour des valeurs croissantes

de 72, 1 expression

= a
&quot;

a sera le module de la serie

dont le terme general est an ;
ar sera le module de la serie (i) dont le terme

general est^z&quot; [tome II, pages 388 et suivantes]; et la serie (i) sera cotwer-

gente ou divergente, suivant que le* module ar sera inferieur ou superieur
a 1 unite, ou, ce qui revient au meme, suivant que le module r de z sera

inferieur ou superieur a - En consequence, la serie (i) sera 4oiijours di-

Ex. d An. et de Phys. math., T. IV (Me
liv.). ^ (

&amp;gt;
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i

vergente si 1 expression (an )&quot;,

croissant indefiniment avec /z, a pour limite

1 infini, puisqu alors - deviendra

C est ce qui arrivera, par exemple, si an et, par suite, an se reduisent au

produit

I.2.3.../Z,

puisqu alors on aura [voir la page 206]

et, par consequent,
i

a = lim(an )

n = oc .

.
,

i*

A.U contraire, la serie (i) sera toujours convergente si 1 expression (an )
n

,

decroissant indefiniment pour des valeursjcroissantes de n, a pour limite

zero, puisqu alors - deviendra

C est ce qui arrivera, par exemple, si an et
, par suite, an se reduisent au

rapport

i .2. . .n

puisqu alors on aura

et, par suite,

a = lim (aw )
n = o.

Done la serie

(5) i, 7I 1.2 1.2.3

dont le terme general est

i .2. . .n



ne cesse jamais d etre convergente ;
et a une valeur finie quelconque, alge-

brique on geometrique, de la variable z correspond toujours une fonction

entiere s
1
d un degre infini, propre a representer la somme de cette serie,

et determined par la formule

(6) s = i + ~
z z

I . 2

Si le module a de la serie (4) offrait non plus une valeur nulle ou

infinie, mais une valeur finie differente de zero, la somme s de la serie (i),

on, ce qui revient au meme, la fonction entiere de z, representee par le

second membre de 1 equation (3), subsisterait pour r
&amp;lt;

-&amp;gt; et disparaitrait8

pour r
&amp;gt;

-
Ainsi, par exemple, en sommant la progression geometrique

17) z
i *%

dont le terme general est
z&quot;,

on obtiendra la fonction entiere

(8) I -h 2-f- Z2
-h ...

qui subsistera, et sera equivalente au rapport
- -

, tant que le module /

de z sera inferieur a 1 unite. Mais la fonction entiere i + z -+- z2
-+- . . .

cessera d exister si la progression (7) est divergente, ou, ce qui revient au

meme, si le module r de z est superieur a 1 unite.

III. Sur la limite vers laqnellc converge, pour dc.t valeurx croisaantex de m ,

f z x

texpression I i H

Soient z une quantite geometrique variable, et m un nombre entier quel

conque. On aura, en vertu de la formule de Newton ,

1.2 1.2

et, par suite,

(a)

Dans le second membre de la formule (2), le terme general, ou propor
tionnel a

z&quot;,
se reduit, pour AZ&amp;gt; m, a /ero, et pour n ou

&amp;lt; m, a

i .2. . .n

3o..
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c est-a-dire au produit de la quantite

(4)

par le terme general

de la serie

(5) / n ,

I 1.2 1.2.3

D ailleurs, en vertu de la formule (5) de la page 207, la quantite (4), tou-

jours inferieure a 1 unite, ne peut s abaisser, quand m surpasse ra, au-des-

sous de la difference

(6) 2.m

Done, si Ton fait croitre m indefiniment
,
en laissant n invariable, 1 ex-

pression (3), c est-a-dire le terme general du developpement de la puissance

convergera vers une limite equivalente au terme general de la serie (5). 11

est naturel d en conclure que cette puissance elle-meme sera equivalente a

la somme de la serie (5), et que, si
, pour abreger, on designe cette somme

a 1 aide de la notation [z], en posant

r \ r i
&quot;

z z2 2 3

(7) W== +
T
+ 7^+ 7^3+---

on aura , en faisant converger le nombre entier m vers la limite oo
,

/ 7 \ &quot;&amp;gt;

(8) lim,+ =[ Z
].

11 importe d ailleurs d etablir cette conclusion d une maniere rigoureuse.

On y parvient aisement comme il suit :

Le coefficient numerique du rapport

dans le second membre de la formule (2), etant toujours compris entre

les limites

n(n i)
i

2 m



pour n= on
&amp;lt;/w,

et toujours nul pour /i
&amp;gt; m, il est clair que, si 1 on

represente le coefficient dont il s agit par i a,, ,
an sera un nombre qui

verifiera
, pour n ou

&amp;lt;
in

,
la condition

/z
( i)

(9) n= Oil
&amp;lt;

et
, pour n

&amp;gt;
m

,
la condition

2 W

* l
5

de laquelle on tirera, en supposant in
&amp;gt; i, et, par suite, n

&amp;gt;
2

,

n i n n i

10) = ! &amp;lt;-&amp;lt;--.
^ ///

Cela pose, la formule (2) deviendra

z z 2 z 2
z 3

t _; ft ft
Y^ . . . 1^2

~
Ctg

2 1.2 I .2 J
I .2.3

ou
,
ce qui revient au meme, eu egard a 1 equation (7),

la valeur de c5* etant

2 2 Z 3

(12) (^= O^- - H- a*
5- HJ 1.2 3 I.2.3

n _ a
....

D ailleurs le coefficient aw ne pouvant, en vertu des formules (9) et (10),

surpasser le rapport -, il est clair que, si Ton nomme r le module

de z, le module du produit
z

ar
I . 2. . ./I

sera, pour une valeur quelconque de n
, toujours egal ou inferieur a la

quantite

n(n i) r n r* r&quot;&quot;

2

2TO I. 2. ../I 2 m \.2...(n 2)

Done on tirera de la formule (12)

mod
27W \ I 1.2
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ou, ce qui revient an meme,

(i3) modc?&amp;lt;^[r].

Or, il suit evidemment de la formule (i3) que si, en attribuant a la va

riable z et par consequent a son module r une valeur finie quelconque,
on fait croitre indefiniment le nombre entier m

,
le module de d convergera

vers la limite zero. Done, dans la meme hypothese, la valeur de
(

i -h
)

determinee par la formule (i i) convergera vers la limite [z], et Ton se trou-

vera ainsi ramene a 1 equation (8).

Si a la variable z, supposee independante du nombre m, on substitue

une variable

qui depende de ce nombre, et qui; pour des valeurs croissantes de TO,

converge, avec son module
jo,

vers la limite zero, alors, a la place de la

formule (n), on obtiendra la suivante

s etant une quantite geometrique dont le module verifiera la condition

D ailleurs, tandis que p s approchera indefiniment de zero, la quantite

I 1.2

toujours inferieure a

i -f- p -f- /s

2
-h . . .

&amp;gt;

i
P

s approchera indefiniment de 1 unite, et le produit p*[p] de zero. Done,
si depend de ra, et si, en faisant croitre indefiniment le nombre w,

on voit le module p de converger vers la limite zero, e et son module

convergeront vers la meme limite en vertu de la formule (i5); et, comme
le module de

1.2

sera inferieur a [p], par consequent a - -, la hrnite de [] sera 1 unite.



Done la formule (i4) donnera

IV. Sur les exponentielles .

Solent z, z deux quantites geometriques distinctes, et in un nombre

entier qui croisse indefiniment. On trouvera

/ z \ / z \ z+ z zz

(l) I -+-- I -+- - =
v*/ m mm
Par suite, en considerant comme une quantite infiniment petite du pre

mier ordre, et en negligeant, dans le second membre de la formule (i), Je

terme infiniment petit du second ordre
,
on aura sensiblement

z =
m m

On aura, au contraire, en toute rigueur

(2^ 1 i -+ I I i -+- I (
J + - -ii*H I

\ m I \ m J \ m J \ ml

si Ton choisit de maniere a verifier la condition

&quot;. -

*

V .

;-; ^ = (
I + ^-)^ -,:

-

ou
,
ce qui revient au meme

,
si Ton pose

, 7 v r -- l

(V $-m~m
H-

Or, en vertu de la formule (3), ? sera une quantite geometrique qui de-

pendra du nombre m, et qui convergera vers la limite zero, quand ce

nombre croitra indefiniment. Cela pose, on tirera evidemment de la for

mule (2) : i en elevant les deux membres a la m *me
puissance,

en faisant croitre indefiniment le nombre m, et ayant egard aux for-
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mules (8) et (16) du III,

On pent done enoncer la proposition suivante :

i
er Theorems. Si Ton designe par z, z deux quantites geometriques

distinctes, et par [z] la somme de la serie toujours convergente

(5)

dorit le terme general est , on aura
1 .2. . ./z

,6) i [z][z ]
= [z+z ].

, .*v
Corollaire. En attribuant a z, a des valeurs purement algebriques, et

raisonnant comme dans un precedent article [pages 199 et 200], on tirera

de la formule (5) Fequation

D ailleurs la quantite ici designee par le symbole [i], c est-a-dire la somme

est precisement le noinbre qui sert de base aux logarithmes neperiens. et

que Ton represente ordinairement par la lettre e. Done la formule (5 ;

donnera

On peut done enoncer encore la proposition suivante : vc:&amp;lt;

2e Theoreme. Si Ton designe par z une quantite purement algebrique ,

il suffira, pour obtenir la somme [z] de la serie

z z j z-1

1 . 1 1 r. t
*

.!
I 1.2 1.2.3

d elever le nombre

e 2,7182818...

a la puissance dont le degre est marque par 1 exposant z; de sorte qu on

aura

Corollaire. Si dans la formule (8) on remplace z par az, a etant une



quantite algebrique positive ou negative, on trouvera

(9)
&amp;gt;

nnn(* *n &amp;gt; 1

[az] = e&amp;gt;.
&quot;;

&quot;&quot;&quot;iMl &quot; &quot;jt

Si d ailleurs on pose

(10) ea = A,

A sera une quantite positive, superieure ou inferieure a 1 unite, suivant

que 1 exposant a sera positif ou negatif; et comme, en elevant a la puis

sance z les deux membres de 1 equation (10), on trouvera

eaz A%

la formule (10) entrainera la suivante,

(n) [az]
= A*.

Les puissances a exposants variables, renfermees dans les formules (8),

(T i), et representees par les notations

sont ce qu on appelle des e.xponentielles. L exposant z de chacune de ces

puissances est ce qu on nomme le logarithme de 1 exponentielle e
z ou A z

dans le systeme dont la base est le nombre e ou A. Le logarithme qui

correspond a une valeur donnee de 1 exponentielle, dans un systeme de

logarithmes donnes, depend evidemment de cette valeur meme et de la

base du systeme. On sait que Neper, inventeur des logarithmes, en

publiant sa decouverte dans 1 ouvrage intitule : Mirifwi logarithmorum

canonis Descriplio, adopta d abord le systeme correspondant a la base e.

C est pour ce motif que Ton donne aux logarithmes calcules dans le sys

teme dont la base est e, le nom de logarithmes neperiens , et a 1 exponen

tielle e
z
le nom ftexpojientielle neperienne.

Gela pose, il suit du deuxieme theoreme, joint a la formule (8) du 111,

que, dans le cas ou z designe une quantite algebrique, I exponentielle

neperienne ez coincide non-seulement avec la somme de la serie

z z- z&quot;

1
~~~~~

1
^&quot;

I 1.2 I .2. O

mais encore avec la limite vers laquelle converge, pour des valeurs crois

santes du nombre entier m, 1 expression

/ z

IH- -

\
m

Ex, d An. el de Phys. math., T, IV. (44 livr )
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Done, pour des valeurs algebriques de
,

I exponentielle neperienne e*

pourrait etre definie a 1 aide de 1 une quelconque des deux formules

(ia) 1.2 1.2.3

-.

(i3) e* = lim 14- -
V m J

II y a plus; rien n empeche d etendre ces deux formules au cas meme ou

1 exposant z est une quantite geometrique, et de considerer alors chacune

d elles comme propre a fournir une definition de 1 exponentielle nepe
rienne e

z
.

Quant a I exponentielle A
z

,
dont la base A est un nombre quelconque, il

suffit, pour la definir generalement, quelle que soit la valeur algebrique ou

geometrique de 1 exposant z, d etendre la formule (11), au cas meme ou

cet exposant cesse d etre une quantite algebrique. Cette extension etant ad-

mise, la definition generale de I exponentielle A* sera fournie par 1 equation

(i 4) A* = e,

on, ce qui revient au meme, par 1 equation

, W N az a^z 2 a3 z3

I r K I A * T I I I 1

V 1 J I ** A 1^ n ~T~ 1

I 1.2 1.2.3

a etant une quantite algebrique choisie de maniere que Ton ait

(16) A = e.

En d autres termes, a sera simplement le logarithme neperien du nombre A.

V. Proprietes diverses des exponentielles .

L exponentielle neperienne e
z n etant autre chose que la somme [z] de

la serie convergente

7 / r*

I 1.2 1.2.3

il est clair que la formule

[*][*] = [* + *},

etablie dans le IV, pourra s ecrire comme il suit :

(i) ez e
z = ez+z .

On trouvera de meme, en designant par a une quantite algebrique positive



ou negative, et remplacant z par fljz, z par dz ,

(
a

)
e

*
efl

* _ e (-*-) .

puis en posant
^ A,

on reduira 1 equation (si) a la formule

(3) A*\Z =AW-
Z&amp;gt;

.

11 resulte des formules ( 2) et (3) que, pour operer la multiplication de deux

exponentielles relatives a la meme base e ou A
,

il suffit d ajouter les expo-

sants. Lorsque z, z se reduisent a des quantites algebriques, e% e
z on Az

.

A* represented des nombres dont z, z sont les logarithmes. Alors les for

mules (i) et (3) mettent en evidence la propriete fondamentale des loga

rithmes, savoir, que, pour obtenir le logarithme du produit de deux

nombres, il suffit d ajouter entre eux les logarithmes de ces nombres.

Supposons maintenant que z soit une quantite geometrique, en sorte

qu on ait

Z = x

r, ^-etantles coordonnees rectangulaires du point dont 1 affixe est z. La

formule (i) donnera

(4) e
z = e*er\

D ailleurs, en vertu de la formule (i3) du V, on aura

(5) er*

puis en posant, pour abreger,

(6) + =
Pw =I */&amp;gt;

on tirera de 1 equation (5 )

(?) e^ = \impmv = \imp.\im i mo .

On satisfait a 1 equation (6), ou, ce qui revient au meme, aux deux suivantes

y
(8)

i = p cost?, = (9sinw,

en prenant
y l

(Q\ rs = arc tang &amp;gt; p = =

\yJ m COSCT

3i



et alors, pour des valeurs indefiniment croissanles du nombre entier TO, on
voit 1 argument 57 converger vers la limite zero, le module p vers la limite i

,

et le prodtiit

-/
tang GT

vers la limite jr. Done la formule (7) donuera generalement

ou , ce qui revient au meme
,

(12) e-
ri

cosy -+- i siny.

L equation (12), decouverte par Euler, sert a exprimer en fonction des

lignes trigonometriques, cos y, siny, Yexponentielle trigonometrique e-
ri

.

La formule (i i) est 1 equation d Euler, reduite a la forme la plus simple.

VI. Sur les exponentielles trigonometriques.

Soient p un angle quelcouque et TO un nombre entier. Si Ton fait croitre

ce nombre indefiniment, ou, ce qui revient au meme, si on le fait con

verger vers la limite co
,
on aura, en vertu de la formule (i3) du IV,

\ / &amp;lt;u

(1) ef l

\ m
Si d ailleurs on pose

(2) t -f- i = ^ = p (cossr -h i sin
r),

on en conclura

(3) i = p COSTS, = psint7;

et il est clair que si Ton attribue an nombre m une valeur tres-conside-

rable, de maniere a rendre tres-petite la valeur numerique de , on veri-

fiera les equations (3) en prenant

(4) p
=
^
+
^J

, ar=arctang.

Enfin, comme on tirera des formules (ij et (2)

le module et 1 argument de Fexporientielle e pi seront evidemment les li-



mites vers lesquelles coiivergeront , pour des valeurs croissantes de w, les

quantites

(5) P&quot;

=
\&quot;

+
J

et
.

Mais, m venanta croitre indefiniment, le rapport s approchera indefini

ment de zero
; par suite, la quantite

r /\-i

\m)\ t p
i + -^- = i +

,m J \ w 2

et sa racine carree

s approcheront indefiniment de 1 unite. Alors aussi, w venant a s appro-

cher indefiniment de z

limite i
,

et le produit

cher indefiniment de zero, on verra le rapport converger vers la

r
tang cr

vers la limite p. Done, en resume, 1 exponentielle e pl a pour module

1 unite, et pour argument Tangle p; et Ton a identiquement

(6) e pi
i
p
= cos p H- i sin p.

II suit de cette derniere formule que, dans 1 exponentielle e pl
,

la partie

purement algebrique et le coefficient de i se confondent avec les deux

lignes trigonometriques appelees le cosinus et le sinus de Targument p.
C est pour ce motif que nous donnons a e pl le nom d exponentielle trigo-

nometrique.
Nous avons remarque, dans le IV, que Ton a pour toute valeur finie

de z

z
e
z = i

I 1.2 1.2.

Si done, dans 1 equation precedente, on pose z = p\, et, par suite,

ez = e pi = cos p + i
sin/9,

on trouvera

(7)



et il suffira d egaler entre elles, dans les deux membres de 1 equation (7),
d une part, les parties algebriques ,

d autre part, les coefficients de i, pour
retrouver les formules connues

(8) .

I .2 I .2.3.4 * -2.3

qui servent a developper cos p et sin p suivant les puissances ascendantes

de Tangle p.

Remarquons en finissant que, si Ton represente par x, y, les coordon-

nees rectangulaires, et par z 1 affixe d un point situe dans un certain plan,
en sorte qu on ait

z = .r + /i,

1 equation (4) du IV, savoir :

(9) e
z = e x e yi

,

donnera, eu egard a la formule (6),

(10) e
z = ex \y .

Done 1 exponentielle

aura pour module le nombre ex et pour argument la quantite y.
Si la quantite geqjnetrique z etait conjuguee a z

,
en sorte qu on cut

alors, a la place de 1 equation (9), on obtiendrait la suivante :

(n) &amp;lt;?
= *-? *

que Ton pourrait encore ecrire comme il suit

(12) e
z = ex i_r ;

en vertu des formules (9) et
(i i) jointes a 1 equation (6), les exponen-

tielles e
z

,
e
z

seraient, ainsi que z et z
,
deux quantites geometriques

conjuguees.



Sur les dwers logarithmes d une quantite geometrique.

Soil z une quantite geometrique. Les divers logarithmes de z, dans le

systeme qui aura pour base un nombre donne A
,
seront les diverses va-

leurs d une quantite geometrique A determinee par 1 equation

Si
,
en reduisant le nombre A a la base

e 2,7182818. . .

des logarithm.es neperiens, on designe par X 1 un quelconque des loga-

rithmes neperiens de z
,
on aura simplemerit

(V) P l
7(*) e z.

Soient maintenant r le module et p 1 argument de z, en sorte qu on ait

z r
p \ p r=r cos p -h i r sin p ;

et posons
x = r cos/?, y = r sin p.

A chaque valeur de

z x -f-y \

correspondra un systeme unique de valeurs algebriques de x
, y, propres

a representer les coordonnees rectangulaires du point dont z sera 1 affixe.

An contraire, a chaque valeur de z correspondra une infinite de valeurs de

rargument p-, et, comme ces valeurs se reduiront aux divers termes d une

progression arithmetique dont la raison sera la circonference 2;:, 1 une

d elles sera generalement comprise entre les limites --
TT, -+- n. Si on la

represente par la lettre p ,
la valeur generale de p sera

(3) p = p -f- 2 &7T,

k designant une quantite entiere quelconque, positive, nulle ou negative.



( 248 )

Goncevons a present que Ton pose

X = a + i
,

a, etant des quantites algebriques. On en conclura

Done la quantite geometrique e* aura pour module e&quot;
, pour argument ,

et, en vertu de ce qui a ete dit precedemment [page 217], 1 equation (2),

que Ton pourra ecrire comme il suit

donnera

G
*

r
i

J
6

1 P
~ V

Done, si Ton designe, a Faide de la lettre caracteristique 1, et par la nota

tion 1 (r), le logarithme algebrique et neperien du nombre r, on aura

a = l(r), S = p -h aArrc,

k designant une quantite entiere, et

(4) X = l(r) -f- (p -h 2 kn)i.

En d autres termes, on aura

la valeur de Fargument p etant 1 une quelconque de celles que determine

la formule
(
3

)
.

11 est bon d observer que Fare designe, dans les formules precedent.es,

par la lettre p, est, de tons ceux qui out pour cosinus - et pour sinus

-, le plus petit, abstraction faite du signe , et, par consequent, celui

qui s evanouit quand la quantite geometrique z se reduit au module r.

Par suite, si Foil pose p = p dans la formule (5), on obtiendra celui des

logarithmes neperiens de z, qui se reduit a 1 (r) quand 2 se reduit a 7% et

qui, pour ce motif, sera generalement designe par la notation \(z -.. Cela

pose, on aura

et la formule (4) donnera

(7) X = .i(*0-4-l,



la valeur de I etant

(8) 1= 2/trri.

Si Ton reduit la quantite geometrique z a 1 unite
,
on aura

et les diverses valeurs de X se reduiront aux diverses valeurs de I fournies

par 1 equation (8). Ces diverses valeurs de I ne seront done autre chose

que les divers logarithmes neperiens de 1 unite, et il suffira d ajouter ceux-ci

a l(z) pour obtenir les divers logarithmes neperiens de z.

Si la quantite geometrique z s evanouit avec son module /
,

le loga-
rithme neperien l(r) se reduira simplement a - oo

,
c est-a-dire a 1 in-

fini negatif; et la formule (6) donnera

(9) K) = -co -hpi,

Tangle p restant indetermine. et pouvant etre arbitrairement choisi entre

les limites TT, -h TT. On pent remarquer que, dans la meme hypothese,

la derivee de l(z), savoir, -, acquiert un module infini, I argument res

tant indetermine.

Enfin
,

si la quantite geometrique z se reduit a la quantite algebrique
et negative r, on aura

par consequent

et pour satisfaire a cette derniere formule, sans attribuer a p une valeur

situee hors des limites -, H- TT, il faudra supposer, on
p
= TT, on

p
= TT. L equation (6) donnera, dans la premiere supposition,

(10) l(-r) = l(r) + 7ri,

dans la seconde

-r = r -Tr

et il est clair que 1 on pourrait, dans la determination du logarithme

neperien designe par 1( r) ,
hesiter entre les formules (10) et

(i i). Pour
faire disparaitre toute incertitude, j

ai propose, dans le troisieme volume

[page 38o], d adopter de preference la formule (10). Mais on pourrait aussi,
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sans inconvenient grave, admettre que la fonction J(z), dans laquelle le

coefficient de i devient indetermine, quand z s evanouit, offre pour ce

meme coefficient deux valeurs distinctes, quant au signe, et donnees par
ies formules (10) et (11), dans le cas ou, z etant reduit a r, 1 argu-
ment

p cesse d etre renferme entre Ies limites n
, -+- TT, et ou cet argu

ment pent etre cense atteindre 1 une ou Fautre limite au gre du calculateur.

II y a plus, on sera naturellement conduit a la formule (10), si la quantite

negative r entre dans le calcul comme limite d une variable dans la

quelle le coefficient de i se reduit a une quantite positive infiniment petite.

On sera, au contraire, naturellement conduit a la formule (i i),
si la quan

tite r est la limite d une variable dans laquelle le coefficient de i se

reduit a une quantite negative infiniment petite. Ainsi, en definitive, iJ

parait convenable de ne point s arreter a priori a 1 une des formules (10),

(i i) plutot qu a 1 autre, et de laisser le calculateur libre de se determiner

dans le choix qu il fera de 1 une ou de 1 autre, par des considerations pui-
sees dans la nature meme de la question qu il se proposera de resoudre.

L opinion que je viens d exprimer se trouve corroboree par la remarque
suivante :

Si, dans la formule (6), on pose r i, et, par suite, z = i p ,
on trouvera

Cela pose, 1 equation (6) donnera

D ailleurs il est naturel d etendre Ies formules (12) et (i3) au cas meme ou

Ton a i p
= i, et, par suite, p = n. En admettant cette extension,

on tirera de la formule (r3)

et de la formule (12)

i;i5) 1( i)
= ni.

Or de 1 equation (i4) jointe a 1 equation (i5) on deduira immediatement

ou la formule (10) ou la formule (i i), suivant que 1 on reduira le double

signe renferme dans 1 equation (ID) au signe H- ou au signe . En d au-

tres termes, si Ton pose z = r, 1 equation (6) sera remplacee par celle-ci

(16) l(-r) = l(r)jri.



Remarquons encore que dans 1 equation (i5) ou (16) le double signe

repond aux deux limites vers lesquelles converge 1 argument /?,
tandis qne

dans 1 expression
z = x -\- yi,

on pose x = i
,
ou x r, en faisant converger la quantite positive

on negative y vers la limite zero, tout comme dans 1 equation

[voir 1 analyse algebrique, page 45], le double signe repond aux deux

limites -h oo
,

- - oo vers lesquelles converge 1 expression

tandis que la quantite positive ou negative x s approche indefiniment de

zero.

Remarquons enfin que, si Ton designe par z la quantite geometrique

conjuguee a .z, en sorte qu on ait non-seulement

z= x -+- ji = r
p ,

mais encore

- x Jri -p &amp;gt;

les deux fonctions de z designees par les notations

dont la premiere est definie par la formule (6) de la page 248, seront deux

quantites geometriques conjuguees. Ainsi, en vertu des conventions adop

tees, l(z )
sera conjuguee a l(z), tout comme e

z a e
z

. Ajoutons que, si

Ton fait converger les quantites conjuguees

z = rp et z r_p

vers la limite commune r, en faisant converger p vers la limite ;:,

!(*), l(a )

convergeront vers les limites

l(r) -h Tii, l(r) ?ri,

qui sont precisement les deux quantites conjuguees dont chacune pent etre

consideree comme une valeur de 1( r).

3a..



Revenons maintenant au cas oii A est un nombre quelconque, et nom
mons a le logarithme algebrique et neperien de A

,
en sorte qu on ait

et
, par suite

,

(17) A = ea .

On aura encore

AA = e
a

Done 1 equation (i) donnera

En divisant par e^ ) le premier et le dernier membre de la formule (18),
on trouvera

(19) e^-^=i.

Done, la difference aA l(z) sera 1 un des logarithmes de 1 unite, c est-a-

dire 1 une des valeurs de I
,
et la valeur generate de A sera determinee par

1 equation
aK 1(2) = I,

de laquelle on tirera

/ \
1

(
Z)+ I

(20) A = -i-i-
,

a

on, ce qui revient an meme, eu egard a la formule (7),

(21) a

On se trouve ainsi ramene au theoreme connu dont voici 1 enonce :

Pour obtenir les divers logarithmes de z dans le systeme dont la base

est le nombre A, il suffit de diviser les divers logarithmes neperiens de z

par le logarithme reel et neperien du nombre A.

Si Ton designe a 1 aide de la lettre caracteristique L, et par la notation

L(r), le logarithme du nombre r dans le systeme dont la base est le

nombre A, alors, en posant comme ci-dessus a = L(A), on aura

(M) ^( r
)
= ~-

II suffit d etendre cette derniere formule au cas ou le nombre r se trouve



remplace par une quantite geometrique z, pour obtenir 1 equation

qui sert a definir generalement la fonction L(z).

Les definitions que j
ai ici donnees de l(z-) et de L(z) different de celles

qui ont ete adoptees par M. Bjorling, dans le cas seulement ou I argu-

ment represente par la lettre
p

se trouve renferme entre les limites -- n.

. Suivant cet auteur, dont les interessantes recherches ont ete deja
2

mentionnees dans le tome III [page 38 7 ],
on devrait prendre pour valeur

de p dans la formule (6) un angle qui, toujours inferieur a la limite

- -4- TT, ne s abaissat jamais au-dessous de la limite - - TT. Ajoutons que

M. Bjorling a donne a la fonction l(z) ou L(z) le nom de logarithme

principal. Nous conserverons ce nom; mais nous substituerons aux defini

tions donnees par M. Bjorling celles que fournissent les formules (6) et
(

i o),

quand on attribue a rargument p une valeur numerique inferieure ou

tout au plus egale a n. II en resultera que les logarithmes principaux de

deux quantites geometriques conjuguees seront encore deux quantites

geometriques conjuguees.

Les deux fonctions de z, representees par l(z) et L(z), jouissent, quand
z se reduit a un nombre, de proprietes connues. Ces proprietes ne sub-

sistent plus que sous certaines conditions, quand z est ou une quantite

negative ou une quantite geometrique.

Ainsi, par exemple, si dans les equations

(24) i(rr )
= l(r) + l(r ),

(25) L(rr )=L(r)H-L(r ),

qui se verifient generalement quand r, r sont deux nombres quelconques.

on remplace ces nombres par deux quantites geometriques z, z
,
on ob-

tiendra les deux formules

(26) l(ii )
= l(i) + !( ),

(a 7 ) L(zz )=L(z)-hL(z ),

qui ne seront pas toujours exactes. Si, pour fixer les idees
,
on suppose

z = rnpi



chacun des arguments /?, p etant compris entre les limites n
, + TT

;
les

formules (26), (27), dont la premiere jointe a 1 equation (28) entraine la

seconde, subsisteront quand la somme p + p sera comprise elle-meme

entre les limites n, -+- n. Mais comme, pour reduire la somme p + p a

une quantite dont la valeur numerique ne surpasse pas le nombre n
,
on

se verm oblige de faire croitre ou decroitre cette somme du nombre in,
si elle est inferieure a n

,
ou superieure a n

,
on devra

,
eu egard a

1 equation (6), remplacer 1 equation (26) par la formule

(a8) !(** )
= 1 (*) + !(* )

+ 27ii,

si la somme p -+- p est comprise entre les limites -- n ,
-

27:, et par la

formule

(29) 1(33 )
= 1(3) +1(3 )

- 27M,

si la somme
/?
+ p est comprise entre les limites n

,
2 n.

Dans le cas particulier ou z se reduit a i
,
on a simplement

zz = z.

Alors aussi, a la place de la formule (28) ou (29), on obtiendra 1 equation

(30) 1(- 3) = 1(3) -7M,

si 1 argument p de z est compris entre les limites o
,
n

,
et 1 equation

si p est compris entre les limites o, n.

Si z, 2 sont deux quantites geometriques conjuguees, Jes arguments p,

p ,
reduits a des arcs renfermes entre les limites --TT, +TI, seront ne-

cessairement egaux au signe pres, mais affectes de signes contraires. On
aura done alors

p + p o
;

et
,
comme ou aura aussi

r = r, zz rp r_p r 2
,

1 equation (26) donnera

(3a) !()+ l(a
r

)
= l(r

i

)
= al(r).
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Sur les puissances ou exponentielles
dont les exposants et les bases

sont des quantites geom,etriques .

Soient z et u deux quantites constantes on variables. Si ces quantites

sont algebriques et positives, ou, en d autres termes, si elles se reduisent a

des nombres, on aura identiquement

(1)
z = e*V;

et, en elevant les deux membres de 1 equation (i) a la puissance du degre w,

on trouvera

(2) z&quot; = e&quot;

l(z}
.

D ailleurs, pour que 1 equation (2) s etende au cas ou z et u sont des

quantites geometriques, il suffit d admettre que, dans ce dernier cas, on

se sert de cette equation meme pour definir generalement la puissance ou

exponentielle zu dont la base est z
,

et Vexposant u. C est ce que nous

ferons desonnais. Nous obtiendrons ainsi une definition de zu qui com-

prendra evidemment comme cas particulier, non-seulement la definition

precedemment donnee [page 242] d une exponentielle dont la base A est

un nombre quelconque, mais aussi la definition donnee [page i63] d une

puissance entiere d une quantite geometrique. Effectivement
,
si la quantite

geometrique u se reduit a tin nombre entier n
,
et si d ailleurs on pose

* = rft

p etant compris entre les limites n
,

-h TT, 1 equation (2) reduite a la

suivante

z
n __ e nl(z)^

et combinee avec la formule

[(z} = \(r)+ pl ,

donnera

(3) z&quot; = e &amp;gt;c-)-*-pi.



D ailleurs, eu egard a la formule (i) de la page 242 ,
on aura

\ p n\(r) p npi rn r _ f r&amp;gt;n\- l
&quot;np

Done 1 equation (3) donnera simplement

~n _ / rn\
*&amp;gt; (r }np,

ou, ce qui revient an meme,

(4) (rp )
=

(r&quot;)np .

Or cette derniere formule coincide avec 1 equation (7) de la page i43,
c est-a-dire avec la formule a laquelle on est conduit lorsqu on etend la

definition generalement admise de la niiime

puissance d une quantite au cas

meme ou cette quantite cesse d etre algebrique, en considerant une telle

puissance comme le produit de n facteurs egaux entre eux.

Si, dans 1 equation (2), la quantite geometrique z s evanouit avec son

module r, alors, la partie algebrique l(r) de l(^) etant reduite a oo
,

la valeur de z 11 sera nulle si la partie algebrique de u est positive ,
et m-

finie si la partie algebrique de u est negative.

Si la quantite geometrique z se reduit a la quantite algebrique et nega
tive r, alors, comme il a ete dit a la page 260, on pourra prendre pour
valeur de z 1 une ou 1 autre des deux expressions

l(r) + 7ri, l(r)-7ii,

et 1 equation (2) fournira pour valeur correspondante de

(- r)&quot;

I un on 1 autre des produits

r r&quot; r r u
i-iru i

j TTU

II y a plus; on sera naturellement conduit a la formule

( ^t\ i-\u r&amp;gt;

u
(
D

) (
I

) ITCU 1
i

si la quantite r entre dans le calcul comme limite d une variable dans

laquelle le coefficient de i se reduit a une quantite positive infiniment

petite. On sera
,
au contraire

,
naturellement conduit a la formule

(6) (-*)= -/&quot;,

si la quantite
-- r est la limite d une variable dans laquelle le coefficient

de i se reduit a une quantite negative infiniment petite. Ainsi, en defini-



tive
,

il parait convenable de ne point s arreter a priori a 1 une cles for-

mules (5), (6) plutot qu a 1 autre, et de laisser le calculateur libre de se

determiner dans le choix qu il fera de 1 une on de 1 autre par des consi

derations puisees dans la nature meme de la question qu il s agira de

resoudre.

En reunissant dans une seule formule les equations (5) et (6), on aura

(7) ( r)
M

i , r&quot;.

\ / / \ / ~i TT It

Si Ton pose en particulier
r = i

,
la formule (7) donnera

(8)
&quot; **

(-.)&quot;= * J i -

Par suite, la formule (7) entrainera la suivante
,

(9) (-r) = (- i)r,

qui pent etre substitute a chacune des equations (5) et (6).

Si Ton pose

la formule (8) donnera

(10}

ir

Ainsi, eu egard aux conventions admises, la notation
( i) ou y i ne

doit pas etre uniquement employee pour representer la quantite geome-

trique

On petit aussi se servir de cette notation pour trepresenter la limite -
i

vers laquelle converge 1 expression

quand 2, etant positif ,
s approche indefiniment de /ero.

Observons maintenant que, si Ton pose comme ci-dessus

I argument p etant compris entre les liiuites TT
, -f- IT, on tirera gene

ralement de 1 equation (2), combinee avec la formule
*

l(*) = l(r) + pi,
&quot;^^q *bin*l M&amp;gt; fa

Ex. d An. ,-t d- Ph. math., T. IV. (44 Hvr.)
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et avec 1 equation (i) de la page 242,

z&quot; = e&quot;

1 ^ e ufi

par consequent

(u) z&quot; = r&quot; e u
Pi.

La forniuJe
(i i) pourrait servir aussi bien que la formule (2) a definir Ja

fonction de z et
, representee par la notation z&quot;.

La fonction de z et de u, representee par z&quot;, jouit, quand z on a se

reduit a un nombre, de proprietes connues. Parmi ces proprietes, quel-

ques-unes continuent de subsister generalement, d autres ne subsistent

plus que sous certaines conditions, quand z et u sont deux quantites

geometriques.
Ainsi

, par exempJe, eti egard a 1 equation (2), la formule

12) z&quot;z
u = z u + &quot;

subsistera generalement pour des valeurs quelconques des quantites geo-

metriques ^^, w
,
non-seulement quand z sera un nombre, mais encore

quand z sera une quantite geometrique quelconque.
Au contraire

,
si dans 1 equation

(i3) (rr )

u
r&quot;r

B
,

qui se verifie generalement quand r, / sont deux nombres quelconques ,

on remplace ces nombres par des quantites geometriques z, z
,
on ob-

tiendra la formule

qui ne sera pas toujours exacte. Effectivement
,
on aura, en vertu de

1 equation (2),.

(zz }

u e ul(zz }

-. uiUi-;Jt tl &amp;lt;&amp;lt;ii- f. f
: . ,.

Par suite 1 equation (i3) subsistera sous la meme condition que la for

mule (26) de 1 article precedent, c est-a-dire dans le cas ou les arguments

p, p de z et de z
, supposes tous deux compris entre les limites TT, -1-71,

fourniront une somme p -+- p comprise entre les memes limites. Lorsque

cette condition ne sera pas remplie, alors, en vertu de la formule (28) ou

(29) de 1 article precedent, jointe a 1 equation



on aura

si la somme p -+-
/&amp;gt;

est comprise entre les limites

T 6) (zz )&quot;==
\-,KUZ&quot;Z &quot;,

si la somme p -+- p est comprise entre les limites TT, 271.

Si Ton designe par z la quantite geometrique conjuguee a z, et par w la

quantite geometrique conjuguee a M, alors, en vertu ties notations admises,

aux trois quantites geometriques

correspondront les quantites geometriques conjuguees

l(z ),
&quot; 1(2

l

Done

z&quot;,

seront deux quantites geometriques conjuguees.

L equation (2) est precisement celle a 1 aide de iaquelle M. Bjorling a

defini la fonction z&quot;. Mais, en vertu des conventions adoptees par cet

auteur, p serait ,
dans 1 equation (n), un angle qui , toujours inferieur a

la limite - -H TT, ne s abaisserait jamais au-dessous de la limite - -

D ailleurs, M. Bjorling a donne a 1 expression z&quot; le nom de puissance prin-

cipale du degre u. Nous conserverons ce nom, mais nous attribuerons H

1 argument p de z, mis en evidence dans 1 equation (i i),
une valeur nu-

merique inferieure ou tout an plus egale a n. II en resultera qu en elevant

deux quantites geometriques conjuguees a des puissances indiquees par des

exposants conjugues, on obtieudra encore, pom- puissances principales,

des quantites geometriques conjuguees.

33.,
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Sur les arguments de deux quantites geojnetriques dont la somme

ou le produit est une quantite algebrique positive.

I
er

. Sur les arguments de deux quantites geometriqucs dont la somme est algebrique

et positive.

Considerons deux quantites geometriques dont la somme soil algebrique

et positive. Solent d ailleurs c & demi-somme, et

la demi-difference de ces deux quantites geometriques. Elles seront repre-

sentees par les binomes

c -h z
,

c z;

et si Ton nomme p, p leurs modules, cy, & leurs arguments, que nous

supposerons tons deux compris entre les limites - - n , n ,
on aura

p^ = c -\- z = c + r
p ,

p v z = c r
p ,

par consequent

p cos or c -f-
&quot;

cosp, p sin & = r sin p,

p COSTS c r cos
/?, p sin z? = r sin

/;.

On aura done, d une part,

(3) p COSTS = c +- r cos/?, p COSTS = c r
cos/&amp;gt;;

et, d autre part,

(4) p sinsy p sinrs = r sin p.

Observons maintenant qu en vertu des formules (3) cosw, cosw seront

positifs, si le module r de z est inferieur a la constante positive
c. Done

alors, chacun des arguments ro, rs etant compris entre les limites - - - -



chacune des quantites

13

offrira une valeur numerique inferieure a TT. J ajoute que cette conclusion

subsistera encore si le module / de z devient egal ou superieur a I nnite.

(Vest en effet ce que Ton prouve aisement comme il suit.

D abord il resulte de Inequation (^} i
ue sin or

,
sin 57 sont des quan

tites affectees de signes contraires. Par suite, il en sera de meme des argu
ments w, zzr

,
dont le plus grand offrira une valeur numerique egale a celle

de la somme TS -+- is . Done cette somme sera, comme chacun d eux, ren-

fermee entre les limites n, -h n.

De plus, si le module /, suppose d abord inferieur a I unite, vient a

croitre indefiniment, mais par degres insensibles, les angles sr, sr
,
dont

les valeurs sont affectees de signes contraires, et la difference

73 w
,

equivalente, au signe pres, a la somme des valeurs numeriques de rs et w
,

varieront evidemment par degres insensibles, jtisqu au moment on Ton

aura
,
s il est possible ,

5T 67 = db
7T,

par consequent
w =^ w r^i TT.

Mais, dans ce dernier cas, on trouverait

sin 73 = sin w
,

cos TS coscr
;

et la formtile (4) donnerait

P
=

P-

Par suite, on tirerait des formuies (#)

|0
cos rs / cos p = c = c.

Cette derniere equation ne pouvant se verifier que dans le cas ou c serait

nul, nous devons conclure que, dans le cas ou c est positif ,
les arguments

sr, OT et leur difference TS rs varieront pour des valeurs croissantes de /,

par degres insensibles, sans que jamais la valeur numerique de & is

puisse atteindre la limite TT, qui surpasse cette valeur numerique quand
on a r

&amp;lt;
c. On peut done enoncer la proposition suivante :

i

er Theoreme. Etant donnees deux quantites geometriques

c -+- z, c z
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dont la somme est une quantite algebrique et positive 2 c
,
concevons

que Ton reduise les arguments rar, TS de ces deux quantites geometriques
a des angles renfermes entre les limites -

TT, -f- n. Les angles

seront eux-memes renfermes entre les limites n
, -f- TT.

11 est bon d observer qu on pent encore arriver tres-simplement au theo-

reme premier a 1 aide de considerations geometriques. En effet
,
construi-

sons les trois points

A, B, C

dont les affixes sont respectivement

Le point C sera situe sur 1 axe polaire ,
et le pole O sera le milieu de la

droite AB. D ailleurs, on pourra supposer que des deux quantites geome

triques
Z

, ,

la premiere est celle dans laquelle le coefficient de i est positif. Cette hypo-
these etant admise, les arguments sr, TS seront positifs et represen-

teront les angles formes par les droites BC, AC avec 1 axe polaire OC ,
c est-

a-dire, en d autres termes, les angles BCO, AGO. Done la somme TS rs
f

des deux arguments sr, --CT representera Tangle BGA du triangle qui a

pour sommets les trois points A, B, C. Done cette somme sera un angle

positif inferieur a TT, et Ton pourra en dire autant, a fortiori, de la valeur

numerique de Tangle rs -h w
, equivalent, an signe pres, a la difference

des arguments sr, rs .

Du theoreme premier, joint auxiprincipes etablis dans les deux articles

precedents, on deduit encore les propositions suivantes :

2e Theoreme. Etant donnees deux quantites geometriques

dont la somme est une quantite algebrique et positive 2 c, Taddition on la

soustraction de leurs logarithmes principaux, pris dans un systeme quel-

conque, donnera pour resultat le logarithme principal du produit on du

quotient de ces deux quantites geometriques.
3e Theoreme. Etant donnees deux quantites geometriques

c -f- z, c z
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dont la somme est une quantite algebrique et positive 2 c ,
ia multiplication

ou la division de leurs puissances principals d tin degre quelconque u don-

nera pour resultat les puissances principales et semblables du produit on

du quotient de ces deux quantites geometriques.

En vertu du theoreme 2, et en designant a 1 aide de la lettre caracteris-

tique 1 un logarithme neperien, on aura non-seulement

(5) \(c + z} + \(c- z} = l(c*
- z

2
),

uiais encore

(6) i (c + z)
_l (c

_ z
)
= ltf.

On trouvera, par exemple, en posant c = i
,

(7) l(i + )
+ l(l

~
*)=!(&amp;gt; -*&quot;),

et

(8) l( lH- z)_l( I -z) = li-;.

En vertu du theoreme 2, et en designant par u une quantite geometrique

quelconque, on aura non-seulement

(9) (c + zy(c-z)=(c*-z*y,

mais encore

On trouvera, par exemple, en posant c = i
,

et

l -z

Si Ton pose, en particulier, u -, les fortuities (9) et (10) donneront



II. Sur les arguments dv deux quantites geometriques dont le produit est

algebrique et positif.

Considerons deux quantites geometriques

z r
p ,

z
1 = r

p
,

dont le produit se reduise a line constante algebrique et positive c. On aura

rr : r / IT* p+p *
&amp;gt;

et, par suite, 1 equation

rr = c

donnera

(0 rr =c, (2) i p+p
= o.

Si d aiileurs, comme on pent generalement le supposer, chacun des ar

guments p, p est renferme entre les limites ?r, + TT, la somme p -+-p
offrira une valeur numerique inferieure ou tout au plus egale a 271; et

meme cette valeur numerique ne pourra s elever jusqu a la limite 2 TT que
dans le cas ou, z, z etant reduits a des quantites negatives r, r

,
on

aurait

et, par suite,

p = :
TT, p = . n .

Ge cas excepte, 1 equation (a) entrainera generalement la suivante :

(3) p -+- p = o ou p = p,

de sorte que/?, p seront des angles egaux, au signe pres.

Si 1 une des quantites geometriques

z, z

offre pour partie algebrique une quantite positive, alors des arguments /;,

/^ ,
I un sera compris entre les limites -

5 -, et 1 autre. en vertu de 1 equa

tion (3), devra jouir encore de la meme propriete. Done alors la difference

P-P
sera comprise entre les limites TT, H- TT. De cette remarque, jointe aux

principes etablis dans les deux articles precedents, on deduit immediate-

inent les propositions suivantes :
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i
er Theoreme. Solent z, z deux quantites geometriques dont le produil

se reduise a une quantite algebrique et positive c. Si 1 une des quantites z,

z offre une partie algebriqne positive, la difference de leurs logarithmes

principaux , pris dans un systeme quelconque ,
sera le logarithme prin

cipal du rapport de 1 une a 1 autre, en sorte qu on aura

(4) 1
(z&amp;gt;

-
I (z )

=

2 e Theoreme. Soieut z, z deux quantites geoinetriques dont le produit
se reduise a une quantite algebrique et positive c. Si 1 une des quantites z,

z offre une partie algebrique positive, le rapport de leurs puissances prin-

cipales d un degre quelconque n sera la puissance principale et semblable

du rapport de ces deux quantites geoinetriques, en sorte qu on aura

Ex. d An. ct Ac Phfs. n:atli., T.
lV.(4i&amp;gt; lirr.) 3/f
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Sur I argument principal d unc quantite geometrique. Formules

diverses servant a exprimer Vargument principal d une quantite

geometricuie en fonctivn de la partie algebrique et du coefficient

de i.

Soit

(0 z = r
r

une quantite geometrique, qui ait pour module le noinbre r, et pour ar

gument Tangle p. Si cet angle est, comme on peut toiijours le supposer.
renferme entre les limites rc, ;:, il deviendra ce que nous appellerons
Yargument principal de la quantite geometrique z. Si z se reduisait a une

quantite algebrique negative, en sorte qu on eut

z r,

1 argument principal p pourrait etre cense atteindre on la limite inferieure

TT, on la limite superieure TT, suivant que Ton considererait ; comme

la limite vers laquelle convergerait, pour des valeurs infiniment petites du

nombre s, on la premiere on la seconde des deux quantites g^ometriques

/-si, r -h s i .

Concevons maintenant que, dans la quantite geometrique z, on designe

la partie algebrique par x et le coefficient de i par y. On aura

(2) z = x+j-i,

et, en egalant 1 une a 1 autre les valeurs de z donnees par les formules (i).

(2), on trouvera

x + 7 i = rp
= i

r
r = / (cos /;

+ i sin
/;),

par consequent ,

(3) x



Des equations (3) jointes aux formules

cos 2

/?
-h sin

2

/?= i

sin p
tangp = -

cos/;

on tire, en premier lieu,

et, par suite,

(4)
r

en second lieu,
X Y

(5) cosp =- sin
/j

-,

la valeur de r etant donnee par 1 equation (4), et

(6)

Enfin, comrae on a

tang/?

i ,

sec p = &amp;gt;
cosec p =r

cos/?

on trouvera encore

(7)

=
~-&amp;gt; cosec p =x y

Les equations (5), (6), (7), (8) subsistent pour Unites les valeurs qua

peut acquerir 1 argument p de la quantite geometrique

z = x -+- y \.

On peut d ailleurs de ces memes equations deduire des formules diverse^

dont chacune determine non plus Tune quelconque de ces valeurs de
/;,

mais 1 argument principal de z, en fonction des deux quantites alge-

briques x , jr.

En effet, conservons les notations adoptees dans mon Analyse afgc-

brique, et admettons, en consequence, que, x etant une quantite alge-

brique, Ton designe par la notation

arc sin .r, on arc cosec x, ou arc tang x, on arc cot x,

34..
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1 arc qui, ayant x pour sinus, on pour cosecante, on pour tangen te, on

pour cotangente, est renferme entre les limites -, -, la valeur nume-
2 2

rique de x etant supposee inferieure a 1 unite dans arc sin x, et superieure
a i unite dans arc cosec x. Admettons. an contraire, qne Ton designe par
la notation

arc cos x on arc sec oc

Tare qui, ayant x pour cosinus on pour secante, est renferme entre les

limites o, n. Puisque cos p et seep sont des fonctions paires de p, qu on

n altere point en cliangeant le sigae de p, il est clair que, si p represente
1 argument piincipal de z compris entre les limites TT, ~, on tirera de

la premiere des formules (5),

p = arc cos -?
x.

v\ de la premiere des formules (8) 7

, r
n arc sec -

X

\joutons qu en verlu de la seconde des formules (5), y sera positif ou

negatif avec sin
/;,

suivant que p sera compris entre les limites o, r. ou

o, 7t, c esl-a-dire, en d autres terines, suivant que 1 argument principal p
sera positif on negatif. Done, dans les deux equations que nous venons

d obtenir, le double signe devra etre reduit an signe de la quantite alge-

brique 7; et 1 argument principal p de la quantite geometrique

pourra etre determine, dans tons les cas, par 1 une quelconque des deux

formules

v y / / / 7
*&quot;

r
vr

2

I i o] p = ~= arc sec -

Jyt
X

la valeur de r etant donnee en fonction de x et de y par 1 equation (4).

I! est bon d observer qu en vertu de la formnle(9) ou (io) r 1 argument

principal /)
offrira line valeur numerique inferieure ou superieure a -&amp;gt; sui

vant que la valeur de x sera positive ou negative. Par suite, on tirera de b
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formule (6), si _r est positif,

(n) p = arc tang ,

et, si j? est negatif,

(12) p = aretang TT,

le sigtie
: devant etre reduit au signe + on an signe ,

suivant quey sera

positifou negatif. Ajoutons qu un nombre qui se reduit a zero pour x &amp;gt; o,

a 1 unitc pour x &amp;lt; o, pent etre represente par 1 expression algebrique

L(
\ &

et qu en consequence les equations (i i), (12) se trouvent toutes deux com

prises dans la formule generate

Y TC Y

(i3) P = arc tang- H---T=O # 2
y

Eiifin, comine les arcs

arc tang -
&amp;gt; arc cot -

? arc sin -
? arc cosec -

&amp;gt;

b .r J

seront egaux, aux signes pres,
les signes des deux premiers etant sem-

blables ou contraires aux signes des deux derniers, suivant que la valeur

de x sera positive
ou negative, on aura identiquement

arc tang - = arc cot - -^= arc sin - = -= arc cosec -
;

3 x y yAr
2 V^

1

et, par suite, on pourra substituer a 1 equation (i3) Tune quelconque des

formules
x re y

l , /.\ p = arc cot - H---jIZ 2 /

x . y
== arc sin -

J ~z r

f a.
x

&amp;gt;

.

( i o
j p = =, arc cosec -

-7= i
j=.

v/^
2 y ~ ^ \ &amp;lt;P

r etant toujours determine, en fonction de x et de jr, par 1 equation (4)-

Les formules (i3), (14) et celles qu ori obtient en substituant, dans les

formules (9), (10), (i5) et (16), la valeur de r donnee par 1 equation (4),

ne sont pas les seules qui servent a exprimer Vargument principal p de la

quantite geometrique z; = x +-y i, en fonction des quantites algebriques x, /.



On pent encore, apres avoir reduit 1 equation

(17)

a la forme

en deduire immediatement la valeur cherchee de/?, en prenant les loga-

rithmes principaux des deux membres. On trouve ainsi
,
en nommant p

1 argument principal de z,

et
, par suite

,

(-9)

_

P=fl
on

,
ce qui revient au meme

,

Ifjr-hri) \(r)
P= -~-

la valeur de / etant donnee, en fonction de x et y, par 1 equation (4).

D ailleurs, si a la quantite geometrique x+y\ on substitue la quantite

conjuguee x y \, 1 argument p changera de signe, et, a la place des equa
tions (17), (18), (19), (20), on obtiendra les suivantes :

= -1

x y\
9

r

1
1

x y*
T

1 ~r~

( r f\ \( X -
r *) &quot;

(
r

)

1

Enfin, des formules (20), (24), combinees entre elles par voie d addition
,

Ton tirera

*P = -
~ X ~ yi

,

et, par consequent,

1
23

J P -

^]

Si Ton egale entre elles les deux valeurs de 1 argument principal p four-



nies par les equations (i3) et (a5), on trouvera

/
/&amp;gt; .T \(x + yi) ](x ri) TT r .r

(
26 ) arc tang - = - -

(
i
--

Si, dans cette derniere equation, Ton remplace x par i et y par x, on

obtiendra la formule

/ v

(27) arc tang x

({tie Ton pourra encore ecrire comine il suii :

( 28) arc tang x = 1
-

^ y 211 JTI

Remarquons en outre que, si, dans l 6quation

(29) l(z) = l(r) + p\

on substitue les valeurs de z, ret p donnees par les fonnules (i), (4) et (9),

on trouvera

(30) \(x -+ ri} = -I(jc
2
-f- &amp;gt;

2
) + i -^= arc cos

2
v(r

2



Sur les valeurs generates des expressions

sinz, cosz, secz, cosec z tangz, cot z.

D apres ce qui a ete dit a la page a45 ,
si Ton designe par z une quan

tite algebrique positive ou negative, on aura

(1) e zi = cosz -h isinz.

Si, dans la formule (i) on remplace z par z, on trouvera

(2) e~ zt = cosz isinz;

et Ton tirera immediatement des formules (i) et (2)

(3) cos z = , sin z = ^
2 21

On aura d ailleurs

i , i

(4) sec z = ? cosec z = .
&amp;gt;

\ r&amp;gt;nc 7. em 7.COSZ

et

/f.\ sin z cos z

(5) tang z = &amp;gt;
cot z =

cosz sin z

Les formules (3), (4) et (5) fournissent un moyen tres-simple de fixer le

sens qu on doit attacher aux expressions

sin z, cosz, secz, cosec r, tang z, cot z,

dans le cas ou z cesse d etre une quantite algebrique. En effet, les valeurs

de ces expressions pourront toujours etre facilement obtenues, si Ton

convient d etendre les formules dont il s agit au cas ou z se transforme en

une quantite geometrique quelconque. Cette convention, que nous adop-
terons desormais, permettra d exprimer les valeurs cherchees en exponen-
tielles neperiennes que 1 on calculera sans peine a 1 aide des formules (6^

et (9) des pages i^ et 2



II est bon d observer qu en vertu des formules (3), (4), (5),

cos z, sec z

seront des fonctions paires de z, c est-a-dire des fonctions qui ne seront

pas alterees quand z
sera^ remplace par z, et qu au contraire

sin z, cosec z, tang z, cot z

seront des fonctions impaires de z, c est-a-dire des fonctions de z qui

changeront de signe avec z; en sorte qu on aura

(6) cos( z) = cos z, sec
( z) secz,

et

/ sin ( z] =. sinz, cosec ( z) cosec z,

(n) (

V ^

{ tang( z) tangz, cot( z) cotz.

Si dans les equations (3) on pose^

z = x -+-yi,

alors, en ayant egard aux formules

e zi = exi
~r = e~y (cos x -+- i sin x],

e~ zi = e~xi+r er (cos x i sin a:),

on trouvera

cos z = : cos x i - sin

(8)
sin z = sin x -h i cos x.

2 2

Ces dernieres formules mettent en evidence, dans cos z et sin z
7

ia partie

algebrique et le coefficient de i. Les formules qui joueront le meme role

relativement aux fonctions

sec z, cosec z, tang z, cot z,

se deduiront immediatement des equations (4) et (5) jointes aux for

mules (8).

Soit maintenant z/ la quantite geometrique conjuguee a z, en sorte qu on

ait

Pour obtenir les valeurs des expressions

sinz
,

cos z
,

T d An et de Phys. math., T. IV. (4S livr.)



il suffira de changer, dans les seconds membres des formules (8), le signe
de

jr, on, ce qui revient au meme, le signe de i. Done les deux quantites

geometriques
sin 2

,
cos z

seront respectivement conjuguees aux deux quantites geometriques

sin 2, cosz;

ce qu il etait facile de prevoir, d apres la forme des equations (3), dont les

seconds membres ne sont pas alteres, quand on y remplace i par i. Par

suite aussi, les quantites geometriques

sec z
,

cosec z
r

, tang z
,

col z

seront, eu egard aux formules (4) et (5), respectivement conjuguees aux

quantites que representeront les expressions

sec z, cosec z, tangz, cot z.

En joignant aux equations (3), (4), (5) 1 equation (i) de la page 242, on

etendra sans peine un grand nombre de formules trigonometriques, re

latives a un ou a plusieurs arcs, au cas ou ces arcs deviennent des

quantites geometriques; et d abord il est clair que, si, apres avoir multi-

plie chaque membre par i dans la seconde des formules (3), on la combine

avec la premiere par voie d addition ou de soustraction, Ton retrouvera

precisement les formules (i) et (2). Celles-ci devront done etre etendues

au casou z represente unequantite geometriquequelconque, et Ton pourra
en dire autant de 1 equation

(9) cos 2 z 4- sin
2 z = r

,

qui se deduit encore immediatement des formules (3), ainsi que des for

mules (i)
et (2) combinees entre elles par voie de multiplication.

Ajoutons que, si Ton divise par cos 2 z ou par sin
2
z les deux membres

de la formule (9), on en tirera generalement, eu egard aux formules (4)

et (5),

(10) sec 2 z=: i -+ tang
a
z

et

(i i)
cosec 2 ^ = i +- cot 2

z.

Observons maintenant que, si Ton designe par k une quantite entiero

quelconque positive, nulle ou negative, les diverses valeurs du produit



ikxi set-out, en vertu de la remarque faite a la page 249, les divers loga-

rithmes neperiens de 1 unite. On aura done

/ \ *&amp;gt;

? **J
(12) e - \ .

En combinant cette derniere equation, que fournit aussi la forinule (6) de

la page 245, avec la formule (i)
de la page 242, on trouvera

puis, en remplacant z par
- z, et k par A,

Cela pose, les (brmules (3) donneront

(i5) cos(z -+- 2
A:rr)

cos z, sin (z -h a Arc)
= sins;

et, par suite, on tirera encore des formules (4), (5),

(
1 6) sec (z -+- i k

rr)
= sec z, cosec

(
z -4- a A^T:)

= cosec z,

^17) tang (2 -f- a A
rr) tangz, cot (z + 2

/^TT)
cot z.

Done une des proprietes les plus remarquables des lignes trigonometriques

sin z, cosz, secz, cosec z, tangz, cot z,

celle qui consiste en ce que chacune de ces lignes demeure invariable quand
on fait croitre on decroitre 1 arc z d un multiple de la circonference 2 r,

s etend an cas ou cet arc se transforme en une quantite geometrique quel-

conque.
Si a un multiple de la circonference 2 n oo substitue un multiple impair

de la demi-circonference TT, 1 arc represente, au signe pres, par un tel

multiple pourra etre suppose de la forme

(2 A -hl)7T,

A- designe toujours une quantite entiere positive, nulle ou negative. D ail-

leurs, en vertu de la formule (6) t

de la page a45&amp;gt;
on aura

(18)

et, par suite, eu egard a la formule (i) de la page

(iq) e [e

35..



Cela pose, les formules (3) donneront

(20) cosfz -+- (2 A + I)TT]
= cosz, sin[z -+- (a k -+- i)?r]

= sin z,

et Ton tirera des formules (4), (5),

(21) sec[z -+- (2 A- 4- I)TT]
= secz, cosec[z -+- (2 k -+- I)TT]

= cosecz,

(22) tang[z + (a^-h I)TT]== tangs, cot [a -f- (a A: -+- 1) re]
= cot z.

II est bon d observer qu en vertu des equations (
i 5) et

( 16) jointes aux

equations (20) et (21), on aura generalement

(a3) cos (z -+- A-TT) = ( i)
A
cosz, sin(z -h kit) ( i)

A
sin z,

(24) cosec(z-i- A-TT) ( i)
A
secz, cosec(z+ kit] ( i)

A
secz,

k designant une quantite entiere quelconque positive, nulle on negative.
An contraire, en vertu des formules (17) jointes aux formules (22), on aura

(25) tang (
z H- kn] = tang z, cot(z + A

TT) cot z.

AJnsi les formules qui expriment que la tangente et la cotangente d un arc

ne varient pas, quand on fait croitre oi^decroitre cet arc d un multiple de

la demi-circonference u, s etendent au cas ou ce meme arc se transforme

en une quantite geometrique.
On pent generalise! de la meme maniere les relations qui existent entre

les lignes trigonometriques de deux arcs dont 1 un est le complement ou le

supplement de 1 a litre.

On dit que de deux arcs z, z
,

1 un est le complement de 1 autre, lorsque

ces arcs satisfont a la condition

(26) 2-4-2 =-.
2

En supposant cette definition etendue au cas meme ou les arcs se transfor-

ment en quantites geometriques, on obtiendra toujours pour complement

de Tare z 1 arc z; et, comme la formule (6) de la page 245 donnera

(27) e =i, e

on tirera de la formule (i) de la page 242

(*
(28) e l3



et des formules (3)

(29) cosf- -zj^sinz,
sin

(^ z)
cosz.

Par suite aussi, Ton tirera des formules (4)

(30) sec( -
z) cosecz,

\ 2 /

et des formules (5)

En renversant la derniere des formules (29) et les formules (3o), (3i), on

obtient les suivantes :

(3a) cosz = sin(- z), cosecz = sec(- z), cot z = tang (^ z)-
\ 2 / \ 2 / \ 2 /

Celles-ci pourraient etre considerees comme un moyen de definir generale-

ment les trois lignes trigonometriques

cosz, cosecz, cotz.

Elles montrent que le cosinus, la cosecante et la cotangente de 1 arc z sont

toujours le sinus, la secante et la tangente du complement de cet arc.

On dit que de deux arcs z, z
,
Fun est le supplement de 1 autre, lorsque

ces arcs satisfont a la condition

(33)
* *+2 = ir.

En supposant cette definition etendue an cas meme ou les arcs se trans-

forment en quantites geometriques, on obtiendra toujours, pour supple

ment de Tare z, 1 arc n z. D ailleurs, si 1 on pose k = i
,
dans les for

mules (a3), (24), (26), et si, en meme temps, on y remplace z par z,

on tirera de ces formules jointes aux equations (6), (7),

( 34) cos (n *)
= cos z

&quot;&amp;gt;

sin
(TT z) := sin z,

(35) sec(;: z)
= secz, cosec(rr z) cosecz,

(36) tang(;: z)
= tangz, cot(;r z) = cotz.

II resulte en particulier de ces formules que le sinus et la cosecante ne va-

rient pas quand on remplace un arc par son supplement.

Supposons maintenant que z, z soient deux quantites geometriques

quelconques. On tirera des equations (3), combinees avec la formule (i)



de la page 242,

(3?)

COS (Z -h Z
)

rr:

sin (z -h z
)
=

et, par suite, eu egard aux equations (i) et (2),

f oqv
( cos (2 -h z/) cos zcos z sin z sin 2

,

(
sin (z -h z

)
= sin z cos z -t- sin z cos z.

Si, dans ces dernieres formules, on remplace z par z, elles donneront

cos (z z } cos z cos z 4- sin z sin z .
x

sin (z z
)

sin z cos z sin z cosz.

,o \

( 39 )

Done les formules (6) et (7) de la page 221 continuent de subsister dans le

cas ou Ton remplace les arcs p et p par deux quantites geometriques z

et z .

Ajoutons que des formules (38) etfSg) on tire non-seulement

(4o)

mais aussi

(40

tani z -+- tanu z
tariff (z -+- z )

= ^ 2-r,,
i tane z tane ztang z tang

tang z tang z

i -+- tang z tang z

COS (Z +- Z
)
+ COS (z Z

)
=*2 COS Z COS Z

,

cos (z z
)

cos (z H- z
)
= 2 sin z sin z

,

sin (z -h z
)
-H sin (z z

)
= .2 sin zcosz ,

sin (z -f- z
)

sin (z z
)

2 cos z sin z
;

Z | 2

puis, en rernplagant z et z par
- - et par

COS Z + COS Z :

(43)

(44)

Z 4- Z Z Z

COS Z + COS Z 2 COS COS

cos z cos z = 2 sm

sin s -t- sin z _ 2 sin

2

z-h z

sin

cos

. z H- z

sm z sin z 2 cos sin



Remarquons encore que de la formule (i) de la page 24^ on tire

z
&quot;

e e ,

et generalement

(45) e
z
e

t
c

t
&quot;...= e

z + z + z
&quot;+---.

quel que soit le nombrea des quantites geometriques r, z
, z&quot;, Si, dans.

1 equation (45), on suppose z = z z&quot; ..., on trouvera

(46) (e
z
}

a = e
nz

.

On aura, par suite,

(47) (e
zi

}

n
e&quot;

zi
, (e-

si
)

n = e~&quot;
si

,

ou, ce qui revierit au meme,

(
cos z -+- i sin z

)&quot;

= cos nz -f- i sin nz ,

J

(cos z i sin
z}&quot;

= cos nz i sin /zz;

et de ces deux dernieres formules, combinees par vote d addition et de

soustraction
,
Ton conclura que les equations (10) de la page 221 peuvent

etre etendues au cas ou 1 arc p se transforme en une quantite geome-

trique z. La meme remarque s appliquera aux equations (i i), (12) de la

page 222 et aux equations (56), (57) de la page 23 1.



a8o

Sur les raleurs generates des expressions

arc tang z, arc cot z, arc sin z, arc cos z, arc sec z, arc cosec s.

I*
r

. Pormules qui determine/it ces valeurs et les font dependre des logarithmes

principaux de certaines quantites geometriques.

D apres ce qui a ete dit dans 1 availt-dernier article, si Ton designe

par z une quantite positive ou negative, on aura

(i\ arc
21 121

ou, ce qui revient au meme, euegard a la formule (8j de la page

(a) arc tang z =
21

De plus, comme un arc, dont z serait la cotangente, aurait pour tan-

geute - on trouvera encore generalement

(3) arc cot z = arc tang

Ajoutons que si z, offrant une valeur numerique inferieure a 1 unice, re-

presente le sinus d
r

un arc compris entre les limites -? cet arc aura

pour cosmus la quantite positive \i-r- , et pour tangente le rapport

On aura done encore

arc sin z = arc tang
y i z-

Enfin, on aura evidemment, pour une valeur numerique de z inferieure

a 1 unite,

arc cos z = - arc sin z.
2



et, pour une valeur nunierique de z superieure a I unite.

(6) arc sec z = arc cos -

(7) arc cosec 2 = arc sin --

Les formules (i) ou (a), (3), (4), (5), (6), (7) fournissent un moyen

tres-simple de fixer le sens qu on doit attacher aux expressions

arc tane z-, arc cot z, arc sin z, arc cos z, arc sec z, arc cosec z.

dans le cas ou z cesse d etre une quantite algebrique. En effet, les valeurs

de ces expressions pomront toujours etre facilement obtenues si 1 on cou-

vient d etendre les formules dont il s agit au cas ou z se transforme en une

quantite geometrique quelconque. Cette convention, que nous adopterons

desormais, permettra. eu egard a la formule (i), de reduire la determina

tion des valeurs cherchees a la determination des logarithmes principaux
de certaines quanntes geometriques. Si Ton veut, en particulier, obtenir

la valeur generale de arc sin z exprimee a Taide d un ou de plusieurs

logarithmes principaux. il suffira de joindre a la formule (i)la fonnuJe (4};

de laquelle on tirera

i-i-

arc sin z = 7 J 1

i -

ou. ce qui revient au meme.

I , YI z- .-:

(8
N

i arc sin z = r
rk -i

\ I Z- SI

D ailleurs, rargument principal de i za etant compris eutre les limites

r.. -r z, le radical \ i r* offrira un argument principal compris entre

les limites
&amp;gt; -, par consequent, une partie algebrique positive: et.

comme des deux quantites opposees

1 uue jouit necessairement de la meme propriete, on pourra encore en dire

autant de Tune des deux quantites geometriques

EJC fA*. el de Pkr*- ***., T. IT. (43* ET.\ 36
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dont le produit se reduit a la quantite positive i . Done
,
en vertu du

i
er
theoreme de la page a65, on aura

Ajoutons que de cette derniere formule, jointe a 1 equation

on tirera

Par consequent, on pourra encore presenter 1 equation (8) sous 1 une on
1 autre des deux formes

(9) arc sin z
j

1
[y/i -Is

5
&quot;

-+- z
i] ?

(10) arc sin z = i
1

[y/
z

II est bon de rappeler que le coefficient de i dans un logarithme nepe-
rien principal est toujours un argument compris entre les limites TT,

-+- n. Cela pose, on conclura immediatement des formules (i), (3) , (4)
et (7) que, dans la valeur generate de chacune des expressions

arc tang z, arc cot z, arc sin z, arc cosec z,

la partie algebrique sera toujours un arc renferme entre les limites - -, -,

par consequent, un arc dont le cosinus sera positif. On conclura, au con-

traire, des formules (5) et (6) que, dans la valeur generale de chacune des

expressions

arc cos z, arc sec z,

la partie algebrique sera .toujours un arc renferme entre les limites o, x r

par consequent, un arc dont le sinus sera positif.

II. Sur les rjiiantites gdometrirjues

arc tang z, arc cot z
,

arc sin z, arc cos z, arc sec z, arc cosec z,

considerecs comniefonctions inverses.

Les definitions admises dans le paragraphe precedent sasisfont a une



condition qu il iniportaitde remplir, et reduisent les quantites geometriques

arc tang z, arc cot z, arc sin z, arc cos z, arc sec z, arc cosec z

a des fonctions de z inverses de celles qui ont ete designees sous les nonis

de tangente, cotangente, sinus, cosinus, secante et cosecante. Ainsi, par

exemple, on prouvera sans peine que la fonction de z, representee par la

notation arc tang z, est inverse de celle qui a ete nominee tangente, on,

en d autres termes, que la fonction arc tang z a pour tangente la variable z.

On y parviendra en effet comme il suit :

Posons, pour abreger,

(i) Z = arc tang z.

On aura encore, eu egard a 1 equation (i) du I
er

,

.

21 I Z\

par consequent
i-hzi _ 2Zi

&quot;-&quot;&quot;T o 7

Mais, d autre part, on aura, en vertu des equations (3) de Tarticle precedent,

cosZ 5 sin Z = : 5

2 21

par consequent

~ sinZ i e?
Zi e~ Zi

ian% Z = ^z = -i e
zi + e

-z-&amp;gt;-

Done la formule (2) donriera simplement
f *y \ rr

z = tang Z.

Or, des formules
(i) et (3), comparees 1 une a 1 autre, il resulte qu en vertu

des definitions admises dans le I
er

,
la notation arc tang z satisfait a la

condition qu il convenait de remplir, et represente une fonction inverse

de la fonction tang z.

Si a 1 equation (i) on substituait la suivante

(4) Z = arc cot z,

36..



aJors, eu egard a la formule (3) du I
er

,
on aurait encore

Z = arc tang -&amp;gt;

par consequent
i r? sinZ i

- = tang Z = ^ = ^ &amp;gt;

z cos Z cot Z

et

(5) z

On en conclurait qu en vertu des definitions adrnises dans le I
er

,
arc cot z

est une fonction inverse de cotz.

Supposons maintenant

(6)
Z arc sin z.

Alors, en vertu des equations (9) et (10) du I
er

,
on aura

IjyTTrF* +Z {\
= Zi, \[\/~i~-^~z

2 -
zi] -Zi,

par consequent

y/ -h zi e, V i z2 - zi = e~
;

puis de ces dernieres formules, combinees entre elles par voie de sous-

traction, Ton tirera

= e
zi

par consequent

Z ^=
21

ou
,
ce qui revient au meme,

fn\ z sinZ.

On en conclura qu en vertu des definitions admises, arc sin z est une fonc-

tion inverse de sin z.

Si Ton supposait

(8)
Z arc cosz,

alors, eu egard a 1 equation (5) du I
er

,
on trouverait

Z = - arc sin z.
2



(4*5)

par consequent
. K r*

arc sin z = -- Z,2

et

ou, ce qui revient au meme, eu egard a la seconde des formules (29) de

1 article precedent,

(o,)
z = cosZ.

On en conclurait qu en vertti des definitions admises, arc cos z est une

fonction inverse de cos z.

Enfin, si Ton supposait

(10) Z = arc secz,

on aurait encore, en egard a la formule (6) du I
er

,

TZ = arc cos -^
z

par consequent
I V l
- = cosZ = -Tf)
z sec Z

z = sec Z
;

et, apres avoir ainsi reconnu que arc sec z est une fonction inverse de sec z,

on prouverait par un raisonnement semblable que arc cosec z est une fonc

tion inverse de cosec z.

III. Stir les formules qui mettent en evidence la partie algebrique et le coefficient de \ .

dans chacune des expressions

arc tang z, arc cot z, arc sin z,...

Si dans les expressions

arc tang z, arc cot z, arc sin z, arc cos z, arc sec z, arc cosec z,

on reduit z a la forme

(i) z =
ar+&amp;gt;i,

x et y etant deux quantites algebriques, chacune de ces expressions pourra
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etre reduite a une forme semblable, et, pour operer une telle reduction,

il suffira de joiiidre aux foramles etablies dans le I
er

la fjrmule (3o)

de la page 271. Entrons a ce sujet dans quelques details.

Si a la formule (i) on joint 1 equation (2) du premier paragraphe, on

trouvera

l(i y-\-x\}
arc tang z =

D ailleurs, en remplacant, dans la formule (3o) de la page 271, y par x
et x par i y, ou y par x et x par 1 4- y, on aura

j
(,
_ y + xi) = L 1 [a. + (i

-
jr)

2

]
4- i

^L-
arc cos J il^---,

1 (, + ^ ._ ^i) = 1 1 [JP* + (i 4-JT)
2

]
- i^ arc

Par consequent, la formule (2) donnera

arc tang z -
-^=

arc cos
y == 4- arc cos -=====L

, o , yi_ V ^v J I V \ //J
I
3

)

arc cos

Si a 1 equation (2) du I
er on substituait I equation (i) [ibidem], alors,

en ayant egard a la formule

et a I equation (3o) de la page 271, on trouverait d abord

i , i Y -+-xi
( A ) arc tang z = 1

-
&amp;gt;

21 i 4- y x\

puis
1 x i x y*

(5) arc tang z = -
-7=1 arc cos -

.-=------ - +
2 2 -- ^

En comparant Tune a 1 autre les valeurs de arc tang z, donnees par les

formules (3) et (5), on trouve

(6)

1 4- y l r
arc cos rr

- 4~ arc cos -7

= arc cos ,
= r=



An reste, pour etablir directement la formule (6), il suffit d observer que
les arcs

n-r i y
arc cos -= &amp;gt;

arc cos
,

}
Y &quot;&quot;

out pour sinus respectifs les deux rapports

qu en consequence la somme de ces arcs a pour cosinus le rapport

et que, d ailleurs, les deux arcs dont il s agit etant les arguments principaux

des binomes . .

i zi, I H- zi,

dont la somme est positive, doivent, en vertu du premier theoreme de la

page 261
,
offrir pour somme un argument compris entre les limites n, n.

Supposons maintenant que Ton veuille mettre en evidence la partie reelle

et le coefficient de
i,
non plus dans arc tang z, mais dans arc sin z. et

reduire ainsi 1 expression arc sin z a la forme X + JTi, X, Y etant deux

quantites algebriques. Il suffira de reduire a une forme semblable I lin des

binomes

yi z
2

-+- zi, \ji z2 -
zi,

ou le rapport de ces binomes; puis, de recourir aux formules (9), (10)

ou (8) du I
er

,
en ayant d ailleurs egard a 1 equation (3o) de la page 271.

Ajoutons qu on arrivera encore aux memes conclusions en operant comme
il suit :

Si Ton pose

( 7 )
arc sin z = Z. = X -+- Ki,

X, Y etant deux quantites algebriques, on aura, en vertu de la formule (7)

du II,

z = sin Z,

ou, ce qui revient au meme,
. Y F i _y

. / i, -rr . ^ C -f- C -r^ . C vx -h ri = sin
(
X -f- Yi) = sinA+L- - cos A :

J ^ *y. f.
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puis on en conclura

Y y y _y

(8) x = +e
sin X, y - - cos X.

Si d ailleurs on pose, pour abreger,

t.y -y y -i

les equations (8) donneront

u

(10) sin Jf = -,
U

et de ces dernieres, combinees avec la formule

cos2 X-+- sin 2 !^ i,

on tirera

x* y*
(
!I

)
+ ^1

&quot; x -
J p 2

Mais, d autre part, on tirera des formules (9)

(12) uz f 2 = i,

on, ce qui revient au meme,

et 1 equation (i i), jointe a la formule (i3), donnera

,r
2

jr
2

7^~i
~

7 ~~

par consequent

i&amp;gt;*

(
x 2

-f- j 2
i) ^

2 j
2 = o.

Done, v* ne pouvant etre qu une quantite positive,
on aura

efla formule (i3) donnera

.Enfin, comme, eu egard a la premiere des formules (9), w sera nece&saire-



ment
positif, on tirera de 1 equation (i5)

l

\

er
5

Observons maintenant qu en vertu d une remarque faite a la fin du I

la partie algebrique X de Z arc sin z sera toujours un angle compris

entre les limites -, -. Done la premiere des formules (10) donnera

(17) X = arc sin -
;

et la seconde devra fournir une valeur positive de cos X; en d autres termes,

y et v devront etre des quantites de meme signe. Done la formule (14
donnera

r rj j -hr z
i /

18) p .^ _jrz--
1
_ 4 /

v5^| V

et, puisqu on tirera des formules (9),

e
Y = u -4- c,

on aura encore

(19) JT=l(m-(0. ... .&quot;^ v,;^
Ajoutons que des formules (17) et (19), jointes a 1 equation (7), on tirera

definitivement

(
20

)
arc sin z = arc sin - + i 1

( u

les valeurs de w, v etant determinees par les formules (16) et.(i8).

Remarquons encore qu en vertu de 1 equation (12), presentee sous la

forme

(u-v) (ti + v) =i,

u P, u -h v seront deux quantites geoinetriques conjuguees, et, par suite,

cette equation donnera [voir la formule (3a) de la page 254]

1 (u v] 4- 1 (u -+- v)
= o,

on, ce qui revierit au meme,

1 (u -h v) = 1 (M v).

E*.d An.ctdePhrs.math.. T.
IV.(4J&amp;gt; liTr.)
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Done la formule (20) pourra s ecrire comme il suit .

i
-

(21) arc sin z = arc sin i 1 (u v}.u

De 1 equation (20) ou (21), jointe a 1 equation (5) du I
er

,
on deduira

immediatement celle qui met en evidence, dans arc cos z,,la partie alge-

brique et le coefficient de i. En operant ainsi, on trouvera

(22) arc cos z = arc cos il (u +- v}.u

ou, ce qui revient au meme,

(23) arc cos z arc cos h i 1 (u v}.\ / i/ \ i

Enfin, si Ton veut mettre en evidence la partie reelle et le coefficient de i r

non plus dans chacune des expressions

arc tang z, arc sin z, arc cos z,

mais dans chacune des suivantes,

arc cot z, arc cosec z, arc sec z,

il suffira d avoir egard aux formules (3), (6), (7) du I
er

, par consequent
il suffira de remplacer, dans les formules (3) ou (5), (20) ou (21), (22)

ou (23),

i x y i

z = x -+- y i par
- =--

&amp;gt;

la valeur de r etant

r = /.r

en d autres termes, il suffira de substituer, dans les valeurs trouvees de

arc tang z, arc sin z, arc cos z,

x &amp;lt; Y \

- a x et ^r a r.
r- r 3 J

Soit maintenant z la quantite geometrique conjuguee a z, en sorte que
Ton ait

z = x yi.

Pour passer de z a z et de arc tang z a arc tang z
,

il suffira de remplacer
dans le second membre de la formule (3) ou (5), y par j&quot;, ou, ce qui

revient au meme, i par i. Done

arc tang z et arc tangz



seront deux quantites geometriques conjuguees 1 une a 1 autre. De plus,

comme, en vrartu de la remarque faite a la page 269, les radicaux

V/I 2% \J\-Z&quot;-

seront encore &amp;lt;Ieux quantites geometriques conjuguees ,
on pourra en dire

autant, non-seulement des rapports

mats aussi des expressions

z z
arc tang &amp;gt; arc tang ,

,D
y/jz \j\-z

*

ou, ce qui revient au meme, des expressions

arc sin z, arc sin z
,

et, par suite, eu egard aux formules (3), (5), (6), (7) du I
er

, les quantites

geometriques

arc cot z
,

arc cos z
,

arc sec z
,

arc cosec z

seront respectivernent conjuguees aux quantites geometriques

arc cot z, arc cos z, arc sec z, arc cosec z.

En terminant ce paragraphe, j
observerai que les formules (20), (22)

et (3) coincident avec les formules (107), (i3o) et (169) de la onzieme

lecon de mon Calcul differentiel, ou plutot avec celles dans lesquelles elles

se transforment quand on remplace le radical y i par la lettre i. Seule-

ment, la formule (169) de cette onzieme lecon etait la formule (3) restreinte

an cas ou la valeur numerique de y ne surpasse pas 1 unite.

IV. Sur certaines valeurs singulieres des expressions arc tang z
, arc cot z

, arc sin z

Le principe auquel il panait convenable de recourir pour determiner les

valeurs singulieres des fonctions se trouve enonce a la page 45 de mou

Analyse algebrique, dans les termes suivants :

Lorsque, pour un systeme de valeurs attributes aux variables qu elle

renferme, une fonction d une ou de plusieurs variables n admet qu une

seule valeur, cette valeur unique se deduit ordinairement de la definition

meme de la fonction. S il se presente un cas particulier dans lequel la

37 ..



definition dounee ne puisse plus fournir immediatement la valeur de la

fonction que Ton considere, on cherche la limite ou les/ limites vers

lesquelles cette fonction converge, tandis que les variable? s approchent
indefiniment des valeurs particulieres qui leur sont assgnees; et, s il

existe une ou plusieurs limites de cette espece, elles sont redafdees comme
autant de valeurs de la fonction dans 1 hypothese admise. Nous nommons
valeurs singulieres de la fonction proposee, celles qui se trouvent deter-

minees, comme on vient de le dire : telles sont, par exemple, celles

qu on obtient en attribuant aux variables des valeurs infinies, et souvent

aussi celles qui correspondent a des solutions de continuite.

Si, en partant de ce principe, on cherche la valeur singuliere du rapport
-

dans le cas ou, la constante a etant reelle et distincte de zero, la variable x

supposee reelle s evanouit, on reconnaitra, comme je 1 ai remarque a la

page 46 de mon Analyse algebriquey que cette valeur singuliere est double

et se reduit a : oo . D ailleurs le principe enonce pent etre applique a une

fonction quelconque de variables reelles or, j*, ou meme de la quantite

geometrique
z x + ji;

par exemple, aux fonctions

1 (z), arc tang a, arc cot z, arc sin r, etc.

Si Ton considere, en particulier, la fonction 1 (z), et si Ton cherche la

valeur singuliere de cette fonction correspondante a une valeur nega
tive r de la variable z, le principe enonce fournira 1 equation (16) de la

page 260, c est-a-dire la formule

l(-r)-l(r)7Ti, f**

dans laquelle le double signe devra etre reduit au signe -+- ou au signe ,

suivant que la quantite negative r sera censee representer la limite vers

laquelle convergera, pour des valeurs infiniment petites du nombre
,
Tun

ou 1 autre des deux bin6mes

r +- si, / ei.

Considerons maintenant la fonction arc tang z. Lorsqu on y posera

(0 z = x + yi,

j;, y etant reels, on pourra deduire generalement sa valeur de 1 equa-



tion (3) du precedent paragraphe, c est-a-dire de la formule

i x r i-f-/ i y
arc tant\ z -

-7
- arc cos -===== -h arc cos =

o\\ &amp;gt;. . / __ 1 /J L- r i ^ ^J
i/j7

:
I

( i y j

3
I

en vertu de laquelle la valeur cherch.ee sera ordinairement unique et hnie.

Toutefois, cette valeur pourra on devenir infinie, ou se presenter sous une

forme indeterminee, non-seulement pour des valeurs infinies de x ou y,
mais encore pour des valeurs finies de .ces deux variables, savoir, lorsque,

x etant mil, le premier an moins des trois rapports

se presentera sous la forme - Dans cette derniere hypothese, ou Ton aura

simplement
2 = J 1

la formule (2) ne cessera pas de fournir pour arc tang z une valeur unique
et finie, si la valeur numerique de y est inferieure a 1 unite, attendu qu a-

lors les deux arcs compris dans la formule s evanouiront, ce qui reduira la

valeur cherchee a

Mais, si Ton a simultanement

= o, J 2
&amp;gt;i,

alors, Tun des rapports

i -4-7 i

etant reduit a 1 unite, 1 autre a i, les arcs dont ces rapports sont les

cosinus se reduiront, Tun a o, Tautre a TT; et, comme, pour des valeurs in-

finiment petites de x, le rapport

X

\l~x~-

convergera vers la limite i ou i, suivant que ces valeurs seront positives



ou negatives, on tirera de la formule (2)

arc tang (ji) = - + A
1 (LlY ,

4 \r-i/2

,ou, ce qui revient au meme

(3) arc tang

ie double signe L devant etre reduit au signe -+- ou au signe ,
suivant

que la quantite geometrique y\ sera considered comme la limite vers

laquelle convergera, pour des valeurs infiniment petites du nombre e, Fun
ou Fautre des deux binomes

s -+- yi, s -+ y\.

Enfin, si Fon avait, simultanement,

x o, y~ = i,

et, par suite,

alors, des deux rapports

Fun se reduirait a Funite, tandis que Fautre se presenterait sous la forme

indeterminee

D ailleurs, ces memes rapports etant respectivement egaux aux deux

produits

i y i

I

V *

celui qui se pi esenterait sous la forme -
pourrait etre cense avoir pour valeur

j une quelconque des quantites algebriques comprises entre les limites i
,

-+- i
,
cette valeur dependant des signes attribues aux quantites infiniment

petites

x, irhj,

et de la limite vers laquelle convergerait le rapport de ces quantites, tandis

que x convergerait vers la limite o
? ety vers la limite i ou +- 1 . Cela pose,



en designant par

1 une quelconque des quantites algebriques comprises entre les limites i
,

-+ i
,
et en supposant y = i ou y = i

,
on devra remplacer la formule (3;

par 1 une des lormules

(4) arc tang i=
^
M

( i, i) 4- cc . i,

(5) arc tang ( i)
=

^
M

( i, i) oc . i.

II est bon d observer que, si, en supposant x mil, on attribue a y une

valeur infinie positive ou negative, on tirera de la formule (3)

(6) arc tang z = -&amp;gt;

la valeur de z etant z = oc . i. Ajoutons que, si, en supposant la valeur

de x distincte de zero, on attribue a chacune des variables x, y ou a une

seule d entre elles, une valeur infinie positive ou negative, on tirera de la

formule (2) : i si x &amp;gt; o,

( 7 )
arc tang z= -;

2 si x
&amp;lt; o,

(8) arc tang z *-

Les valeurs singulieres que nous avons obtenues pour la fonction

arc tang z, et les valeurs correspondantes de la variable z, pourraient encore

se deduire avecla plus grande facilite, non-seulement de 1 equation (5) du

III, mais aussi de 1 equation (2) du I
er

,
c est-a-dire de la formule

1 (i 4-zi) l(i zi)

(9) arc tang z = -^-

Veut-on trouver, par exemple, les valeurs finies de z, pour lesquelles la

fonction arc tang z, sans devenir infinie, cesse d etre completement deter-

minee. Ces valeurs ne pourront etre que 1 une de celles qui reduisent a une

quantite negative Fun des binomes

i 4- zi, i zi

places sous le signe 1, dans le second membre de la formule (2). Or cette

derniere condition ne pourra etre evidemment remplie que dans le cas



(

on le produit z\ sera reduit a une quantite algebrique superieure, abstrac

tion faite du signe, a 1 unite, c est-a-dire dans le cas ou Ton aura

z = 7i,
et, de plus, (

jr
2

&amp;gt;i. I

D ailleurs, en adoptant la valeur precedente de 2, on deduit immediatement
1 equation (3) de 1 equation (9) jointe a la formule

1 (- r)
= 1 (r) : ni.

Les valeurs singulieres de la fonction arc tang z etant connues, on deduira

aisement de la formule

arc cot z = arc tang
-

les valeurs singulieres de la fonction arc cot z. Parmi ces dernieres, on

.devra remarquer celle qui repond a une valeur singuliere du rapport
-

,

Z

par consequent, a une valeur nulle de z, et qui est donnee par la formule

arc cot z = -. -&amp;gt;

2

le double signe . devant etre reduit au signe -f-
,

si la valeur zero de z est

consideree comme une quantite geometrique dont la partie algebrique
serait positive, et au signe ,

dans le cas contraire.

Cherchons maintenant les valeurs singulieres de la fonction arc sin z. On
les deduira sans peine de 1 equation (20) du precedent paragraphe, c est-a-

dire de la formule

(10) arc sin z = arc sin 1- il (u -f-
1&amp;gt;),

dans laquelle on a

En effet, il suit de la formule (10), jointe aux equations (n), (12), que,

pour des valeurs finies des variables x, y, la fonction arc sin z acquerra

generalement une valeur unique et finie, a moins que 1 on ri ait



-
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Vjoutons que, dans ce cas-la meme, la valeur de arc sin z ne cessera pas
d etre unique, et se reduira simplement a arc sin x, si Ton a simulta-

nement

J = o, x 3
&amp;lt;

i.

Mais si Ton a/simultanement,

y o, -r
2

&amp;gt; i,

les formules (i i), (12) donneront

u = \jx
2

, v = \lx
2 - - i ,

et, par suite, 1 equation (10) donnera

x . ________

(i3) arc sin x = arc sin -7=^ -+- i 1 (x* \ x* -f- i),
y.r-

le double signe devant etre reduit au signe -+- ou au signe ,
suivant

que la valeur x de la variable z sera consideree comme la limite vers laquelle

converge, pour des valeurs infiniment petites du nombre g, le premier ou
le second des deux binomes

x -f- si, jc si.

On pent observer qu en vertu de la formule identique

on aura

/ \V V /&quot;&quot; &quot;?

ou, ce qui revient au meme,

et qu en consequence la formule (
1 3

) pent s ecrire comme il suit :

(t4) arc sin jc = arc sin -+- -^= . i 1 (\jx
z

-t-
&amp;lt;Jjc

2
i)-

y/a;
2

3 avais deja remarque, dans la onzieme lecon de mon CalcuL differential

[page 126], qu en supposant

x %
&amp;gt; i, y = o,

on reduit, dans la valeur de

arc sin (x -+- y y/ ) &amp;gt;

*. tfXfi. fit de Ph, mat},.. T. IV. (46
e
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ia partie reelle a

arc sin -^L -,

fie*

et le coefficient de \J i a la quantite

rb 1 [\/JC* 4- y.r
2

i] ,

qui, a cause du double signe, cesse d etre completement determinee. Cette

circonstance m avait alors engage a m abstenir d employer la notation

arc sin x, dans le cas ou, x etant reel, on a x*
&amp;gt;

i . M. Bjorling a eu raison

de croire qu il ne fallait pas se laisser arreter par cette consideration. En

adoptant, sur ce point, 1 opinion qu il a emise, et qui d ailleurs est conforme

au principe rappele en tete de ce paragraphe, on obtient immediatement

une equation qui se reduit a la formule (i4) quand on y pose \j
i = i.

Si, en supposant y = o, on attribuait a x une valeur infinie, on tirerait

de la formule (i4) pour x oo
,

(
1 5 ) arc sin (

co )
= - it i 1

(
GO ),2

et pour x = QO
?

(16) arc sin
(

oo
)

- i I ().

Enfin, si, en supposant y distinct de zero, on attribuait a chacune des

variables x, y ou a une seule d entre elles, une valeur infinie positive ou

negative, alors dans la formule (10) on aurait encore \(u-\- v}
= l(oo);

mais le rapport
- conserverait une valeur finie qui coinciderait avec celle

du rapport

et dependrait, en consequence, du rapport
y
-, son signe etant le meme

que le signe de x.

Les valeurs singulieres de la fonction arc sin z etant connues, on

obtiendra celles de la fonction arc cos z a 1 aide de la formule

arc cos z - arc sin z
}

2

puis, celles de arc sec z et arc cosec z a 1 aide des formules

arc sec z = arc cos
j,

arc cosec z = arc sin -



Sur les diveiy arcs qui ont pour sinus ou cosinus , pour tangentc

ou cotangents, pour secante ou cosecante une quantite geometrique

donnee.

Soit z une quantite geometrique liee aux quantites algebriques x, / par

la formule

z = jc -+- y\.

D apres ce qui a etc dit dans 1 article precedent, a une valeur donnee de z

corresponds generalement une valeur unique et finie Z de 1 une quel-

conque des fonctions de z representees par les notations

arc sin z, arc cos z, arc tang z, arc cot z, arc sec z, arc cosec z
;

et, de plus, ces fonctions pourront etre considerees comme inverses de

celles que representent les notations

sin z, cos z, tang z, cot z, sec z, cosec z,

en sorte que la valeur trouvee Z exprimera une racine de 1 une des

equations

sin Z z, cos Z = z, tangZ = z, cotZ = z, sec Z = z, cosec Z = z.

Mais, evidemment, chacune de ces dernieres equations admettra, outre la

racine Z, une infinite d autres racines parmi lesquelles on devra ranger

les divers termes de la progression arithmetique

... z 4^7 Z 27:, z, z 4- a?:, z + 4rc,...,

indefmiment prolongee dans les deux sens. Nous nous proposons ici de

rechercher toutes les racines de chacune des equations dont il s agit. En

d autres termes, nous nous proposons de trouver tons les arcs qui ont pour
sinus ou cosinus, pour tangente ou cotangente, pour secante ou cosecante

38.
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une valeur donnee de z. On y parvient sans peine en commencant, ainsi

qti on va le faire, par la recherche des arcs dont le sinus s evanouit.

I. Sur les diverses ratines des equations sin o, cos = o.

En designant par la lettre n le rapport de la circonference au diametre,
et par la lettre k une quantite entiere, positive, nulle ou negative, on a

generalement

sin kn = o
;

par consequent 1 equation

a pour racinel une quelconque des valeurs de
, comprises dans la fonnuJe

(2) -h/&amp;gt;7T,

c est-a-dire Tun quelconque des divers termes de la progression geome-

trique

... 37T, 27T, 71, O, 71, 27T, 37T,...,

indefiniment prolongee dans les deux sens. J ajoute que ces divers termes

sont les seules valeurs algebriques ou meme geometriques de C, qui soient

propres a verifier 1 equation (i). Effectivement, comme on a

c c
sin C =

21

1 equation (i) donnera

e^ = e

ou, ce qui revient au meme,

Done, en vertu de 1 equation (i), le produit ai devra se reduire a l uri

quelconque des logarithmes neperiens de 1 unite. Mais on a vti (page 249)

que les divers logarithmes neperiens de 1 unite se reduisent aux diverses

valeurs du produit

k etant une quantite entiere. Done 1 equation (i) donnera
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k etant une quantite entiere
; et, par suite,

C = TT.

Si a 1 equation (i) on substituait la suivante,

(3) cos = o,

il suffirait, pour resoudre cette derniere, d observer que Ton ageneralement

,
&amp;gt;

cos = sin - - = - sin - -

En consequence, les diverses valeurs de
, propres a verifier 1 equation (i),

seront encore celles qui verifieront la formule

(4)
_

si

Or ces diverses valeurs de | seront donnees par la formule

i! ?--:=**.
de laquelle on tire

(5) . ? = * + =,-

A: etant une quantite entiere quelconque.

II. Sur les diverses ratines des equations sin & = z, cos .o = z.

Supposons maintenant que, z etant une quantite geometrique quelconque,
Ton demande les diverses racines de 1 equation

(i) sin %&amp;gt; = z.

L une de ces racines sera precisement la fonction Z de z representee par
arc sin z, de sorte qu en posant

Z = arc sin
2-,

on aura

sin Z = z.

Done 1 equation (i) pourra etre presentee sous la forme

sin 5o = sin Z,



oil, ce qui revient au meme, sous la forme

sin 2b sin Z = o.

D ailleurs, en vertu de la seconde des formules (44) de la page 278, on aura

. ,, . & Z
sin & sin Z a sin- cos

Done 1 equation (i) donnera

io Jo

sin- cos
2 2

et, pour la verifier, il faudra supposer ou

S~ Z
i 2 i sin - /

2

ou

+ z
COS = o.

Mais, en vertu des principes etablis dans le I
er

,
les diverses valeurs de i,

propres a verifier les equations (2) et (3), seront donnees par les deux
formules

&-Z i-f-z __ k
~

2 2 2

ou, ce qui revient au meme, par les deux formules

,
t \ _ i /

.^
\ ^

A: etant une quantite entiere quelconque. Done les diverses racines de

1 equation (i) seront precisement les valeurs de & fournies par les equa
tions (4) et (5), que Ton peut encore ecrire comme il suit :

(6) & = ikn -+- arc sin 2,

(7) & = (2 kn -f-i) TT- arc sin z.

En raisonnant de la meme maniere, et en ayant egard a la seconde des

formules (43) de la page 278, on reconnaitra que 1 equation

(
8

)
cos & z

A pour racine, non-seulement la quantite geometrique Z, determinee par
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la formule

Z = arc cos z,

rnais encore les diverses valeurs de 2b, propres a verifier les deux equations

(9) sinillf = o,

(10) sin- = o,
v 2

c est-a-dire les diverges valeurs de & comprises dans les deux formules

(12)
& = ikx Z,

ou, ce qui revient au meme, dans les deux formules

(i3)
& 2A:;: -4- arc cos z,

(
1 4 )

& = 2 kn arc cos z,

.k etant une quantite entiere quelconque. On arriverait aussi a la meme

conclusion en observant que pour resoudre 1 equation (8) il suffit de

resoudre 1 equation (i), apres y avoir ecrit
^

& a la place de la lettre &.

III. Sur les diverscs ratines des equations tang & = z, cot 3b = z.

Supposons maintenant que, z etant une quantite geometrique quel

conque, Ton demande les diverses racines de 1 equation

(,) tang & = z.

L une de ces racines sera precisement la fonction Z de z representee par

arc tang z, de sorte qu en posant

Z = arc tang z,

on aura

tang Z = z.

Done 1 equation (i) pourra etre presentee sous la forme

tang ^ tang Z,



s si &quot; *&amp;gt;-

ou, ce qui revient au meme, sous la forme

tang & tang Z =o.

Mais on aura d ailleurs

tang
-

tang Z =
cos & cos Z cos & cos 2

par consequent

tang s, tang Z = sin
(3b Z) sec 2, sec Z.

Done .- 1 equation (i) donnera

sin (& Z) sec & sec Z = o,

et, pour la verifier, il faudra supposer ou

(
a

) sin(& Z) = o

ou

sec & sec Z = o.

Mais, en vertu des principes etablis dans le I
er

,
les diverses valeurs de

S&amp;gt;,

propres a verifier 1 equation (2), seront donnees par la formule

& - Z = kn,

ou, ce qui revient au meme, par la formule

& = Z -j- /in,

que Ton pourra encore ecrire comme il suit,

(4) & arc tang z +- kx,

k etant une quantite entiere quelconque.
Quant a 1 equation (3), elle ne pourra se verifier que si Ton a

(5) secZ p

ou

(6) sec & = o.

Mais d autre part, en vertu de la formule (10) de I avant-dernier article,
on aura

sec 2 Z i -+- tang
2 Z = i -+- z

n~

et

sec 2
2. i -+- tang

2 i = i + js
2

.
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Done 1 equation (5) ou (6) ne pourra se verifier que dans le cas ou Ton aura

i -h z2 = o,

ou, ce qui revient au meme,

et, par suite,

(7) z=i.
D ailleurs, dans ce dernier cas, 1 equation (i), reduite a la forme

tang
& 1 i,

donnera

tang
2

3b = -
i

,

ou, ce qui revient au meme,
sec2 & o

;

elle entrainera done la formule (6), que Ton pourra ecrire comme il suit .

(8) ; cosiij- ;&quot;*&quot;

II y a plus : comme on a

e^
l

-i- e~* 1

COS & =r i

2

1 equation (8) donnera

e
l+ e~~ i

(9) =-
&amp;gt; *

et, comme a une valeur finie de 1 exposant &i correspond toujours une

valeur finie de chacune des exponentielles

il est clair qu on ne pourra satisfaire a la formule (9) en attribuant a la

quantite geometrique 5b une valeur finie. Done, dans le cas dont il s agit,

les diverses racines de.l equation (i) deviendront infinies, y compris celle

que nous avons designee par arc tang z. Cette conclusion s accorde avec

les resultats obtenus dans le dernier paragraphe de 1 article precedent. On
doit meme remarquer que, dans le cas ou Ton a z = i, la valeur de

arc tang z, devenue tout a la fois indefinie et indeterminee, est une valeur

siuguliere, determinee par la formule (4) ou (5) de la page 296.

En definitive, si on laisse de cote le cas ou Ton a z = L i, et ou les

diverses racines de 1 equation (0 deviennent infinies, les valeurs de ces

diverses racines seront toutes fournies par 1 equation (4).

Ex. d An. ct de I h. math., T. IV. (46
e
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Si 1 equation (i) etait remplacee par la suivante,

(10) cot & = z,

on pourrait presenter cette derniere sous la forme

i

(i i) tangk = -
,

et de ce qui vient d etre dit, Ton conclurait immediatement que les diverses

racines de 1 equation (i i) sont, en general, les diverses valeurs de & donnees

par la formule
I

& = arc tang h #TT,

ou, ce qui revient au meme, par la formule

(12) & = arc cotz H- kn.

Toutefois, cette formule cesse d etre applicable dans le cas ou Ton a

z = : i, et ou les diverses racines de 1 equation (IT) deviennent infinies.

IV. Sur les diverses racines des equations sec & = z, cosec 2b = z.

Apres avoir obtenu, par la methode exposee dans le II, les diverses

racines des equations
sin 2b = z, cos & = z,

on obtiendra sans pine les diverses racines des equations

(1)
cosec = z,

(
2

)
sec 2&amp;gt;

= z,

en presentant ces dernieres equations sous les formes

sin 5o = - cos& = -
z z

On reconnaitra ainsi que les diverses racines de 1 eqtiation (i) sont donnees

par les deux formules

(3)
2b = 2#7r -h arc cosec z,

(4)
2&amp;gt;
= (2^ + i) n arc cosec z,

et les diverses racines de 1 equation (2) par les deux formules

(5)
& = zkn + arc sec z,

& = a&TT arc sec z.
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* V. Resume.

Soit 5o une quantite geometrique propre a verifier, comme racine, rune

. des equations

sin2b = z, cos = z, tang& z, cot z, sec & = z, cosec .2;

et nommons Z celle des valeurs de Sb qui se trouve representee par 1 une des

notations

arc sin z, arc cos z, arc tang z, arc cot 2, arc sec 2, arc cosec z.

Les diverses valeurs de &, ou, en d autres termes, les diverses racines de

1 equation proposee, seront en nombre infini et de deux especes. Les unes

seront toujours donnees par la formule

k designant une quantite entiere, positive, nulle ou negative : et, pour
deduire de celles-ci les autres racines, il suffira generalemeht de remplacer,
dans le second membre de la formule (i), la quantite Z par la quantite Z,

s il s agit de resoudre 1 une des equations

par la quantite TT Z, s il s agit de resoudre 1 une des equations

(3) sin & = z, cosec & = z
;

enfin, par la quantite n +- Z. s il s agit de verifier 1 une des equations

(4) tang 3, cot z .

Cela pose, les racines cherchees, ou, en d autres termes, les diverses valeurs

de seront fournies, dans le premier cas, par la formule

dans le second cas, par la formule

CfT - I 1?
l

\ +- 1
T 7\

et, dans le troisieme cas, par la formule

la quantite k etant ici substitute a 1 une des quantites entieres 2 A
, 2 k -+- i

Ajoutons que, dans le cas particulier ou Ton a z L
i, les diverses racines

deviennent infinies, ce qui rend illusoire la formule (7).

39 ..
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Sur les fonctiojis des quantites geometriques.

Lorsqu en adoptant les principes etablis dans les articles precedents, on

substitue aux expressions imaginaires les quantites geometriques, les varia

bles imaginaires ne sont autre chose que des quantites geometriques varia

bles. Reste a savoir comment doivent etre definies \esfonctions de variables

imaginaires. Cette derniere question a souvent embarrasse les geometres ;

mais toute difficulte disparait, lorsqu en se laissant guider par 1 analogie,

on etend aux fonctions de quantites geometriques les definitions generale-

raent adoptees pour les fonctions de quantites algebriques. On arrive ainsi

a des conclusions singulieres au premier abord, et neanmoins tres-legi-

times, que j indiquerai en peu de mots.

Deux variables reelles, ou, en d autres termes, deux quantites algebri

ques variables sont dites fonctions 1 une de 1 autre, quand elles varienf

simultanement, de telle sorte que la valeur de 1 une determine la valeur de

1 autre. Si les deux variables sont censees representer les abscisses de deux

points assujettis a se mouvoir sur une meme droite, la position de 1 un de

ces points determinera la position de 1 autre, et reciproquement.

Soit, maintenant, z une quantite geometrique qui represente Vaffixe d un

point A assujetti a se mouvoir dans un certain plan (page 216). Nommons

r Je module,, et p Yargwnent de la quantite geometrique z, c est-a-dire le

rayon vecteur mene, dans le plan dont il s agit, d une origine fixe O an

point mobile A, et Tangle polaire forme par ce rayon vecteur avec un axe

polaire OX. Soient, enfin, x, y les coordonnees rectangulaires du point A,

mesurees a partir
de 1 origine O sur 1 axe polaire OX, et sur un axe perpen-

diculaire OY. Non-seulement on aura

et

(0

mais, de plus, en posant
i = i



on trouvera,(page 9,16)

(a) z = x+j-i.

Pareillement, si Ton nomme
Z 1 affixe d un point mobile B

;

/?, P le module et I argument de Z, ou, ce qui revieiit au meme, les

coordonnees polaires du point B
;

X, Y les coordonnees rectangulaires du meme point, on aura non-seu-

lement

(3)
Z = RP ,

mais encore

(4) Z^X + Y\.

Celapose, si, comme on doit naturellement le faire, on etend aux fonctions

de quantites geometriques variables les definitions generalement adoptees

pour les fonctions de quantites algebriques, Z devra etre ceusefonction de z,

lorsque la valeur de z determinera la valeur de Z. Or, il suffira pour cela

que X et Y soient des fonctions determinees de x et
jr.

Alors aussi la

position du point mobile A determinera toujours la position du point

mobile B.

Les proprietes que possede une fonction peuvent etre de deux especes

differentes. En effet, ces proprietes peuvent subsister pour des valeurs quel-

conques de la variable dont cette fonction depend. Mais il pent arriver

aussi que certaines proprietes subsistent seulement pour certaines valeurs de

la variable, par exemple s il s agit d une variable reelle jc, pour les valeurs

de x comprises entre deux limites donnees
&amp;lt;2, b, et, s il s agit d\ine varia

ble imaginaire z, pour toutes les valeurs de z propres a repiesenter les

affixes de points renfermes dans une certaine aire plane S que limite nn

certain contour.

Les proprietes des fonctions etant generalement exprimees par des equa

tions ou par des formules, il suit de ce qu on vient de dire que certaines

equations ou formules subsistent seulement entre certaines limites. Cette

conclusion s accorde avec une remarque sur laquelle j
ai insiste dans mon

Analyse algebrique (Introduction, page iij), savoir, que la plupart des

formules algebriques subsistejit itniquement sous certaines conditions etpour

certaines valeurs des quantites quelles renfennent. Ainsi, par exemple,

z rp etant une quantite geometrique variable, ou, en d autres termes, une
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variable imaginaire, 1 equation

(5) !_.= , + 3

ne sera generalement vraie que pour un module r de z inferieur a 1 unite,

c est-a-dire pour des valeurs de z propres a representer les affixes de points
situes a I interieur du cercle qui a 1 origine pour centre et 1 unite pour
rayon. Si Ton supposait precisement r = i

,
la serie

:-V

dont la sonime constitue le second membre de la formule (5), serait diver-

gente, a moins toutefois que 1 on n eut z= i. D ailleurs, dans ce dernier

cas, les deux membres de la formule (5) devront etre evidemment rem-

places par les limites vers lesquelles ils convergent, tandis que z s appro-
che indefiniment de 1 unite, et il est clair que ces limites se reduiront pour
le premier membre a Finfini positif ou negatif ,

ou meme imaginaire, et pour
le second membre a 1 infini positif seulement.

Dans ce qui precede, nous nous sommes borne a considerer des fonctions

d une seule variable. Mais il est evident qu urie fonction pent dependre de

plusieurs variables, chacune de ces variables etant, ou urie quantite alge-

brique, ou une quantite geometrique. Ajoutons qu une telle fonction pent
offrir des proprietes qui subsistent, ou pour toutes les valeurs, ou seu

lement pour certaines valeurs des diverses variables qu elle renferme.

Observons encore qu une fonction d une ou de plusieurs variables pent
etre ou explicite ou implicite.

Lorsque des fonctions d une ou de plusieurs variables se trouvent im-

mediatement exprimees au moyen de ces variables, elles sont nominees

fonctions explicites. Mais lorsqu on donne seulement les relations entre les

fonctions et les variables, c est-a-dire les equations auxquelles ces quantites

doiventsatisfaire, tant que ces equations ne sont pas resolues, les fonctions,

n etant pas immediatement exprimees au moyen des variables, sont appelees

fonctions implicites. Pour les rendre explicites, il suffit de resoudre, lorsque

cela se pent, les equations qui les determinent.

Souvent le resultat d une operation effectuee sur une quantite peut avoir

plusieurs valeurs differentes les unes des autres. Lorsqu on veut designer

indistinctement une quelconque de ces valeurs, on peut, comme nous

1 avons fait dans \Analyse algebrique, recourir a des notations dans les

quelles la quantite soit entouree de doubles traits
,
ou de doubles paren-



theses, en reservant la notation usuelle pour la valeur la plus simple, ou

pour celle qui parait meriter davantage d etre remarquee. Ces conventions

etant admises, une fonction explicite, represented par 1 une des notations

nsuelles, offrira generalement, pour chaque valeur de la variable dont elle

depend ,
une valeur unique qui pourra toutefois devenir multiple dans

certains cas particuliers. Ainsi, par exemple, chacune des fonctions

i-t-z-4-z
2

, (i -+- z)
2

, e
z

,
sin z, cos z, etc.,

offrira generalement, .pour chaque valeur de la variable z, une valeur

unique et finie; et Ton pourra encore en dire antan t des fonctions

-? 1 (z), arc tang z, arc cot z, arc sin z. etc.-?

Toutefois, ces dernieres fonctions oifriront, pour certaines valeurs particu-

lieres de z, des valeurs multiples. Telle sera la valeur infinie de -j positive ,

on negative, ou meme imaginaire, correspon^ante a une valeur nulle de z.

Telle sera encore la valeur singuliere de arc cot z, correspondante a z o,

et donnee par la formule

arc cot z = :-&amp;gt;

2

dans laquelle le double signe doit etre reduit au signe -+- ou au signe ,

suivant que la partie algebrique de la variable imaginaire z passe par des

valeurs positives ou negatives avant d atteindre la limite zero (page 216).

Quant aux fonctions implicites, elles pourront admettre des valeurs multi

ples correspondantes, non-seulement a des valeurs particulieres ,
mais

encore a des valeurs quelconques des variables. Ainsi, par exemple, ia

fonction Z de z, determinee par 1 equation

(6) Z 2
-f-Z

2 = i,

admet deux valeurs distinctes
,
savoir :

(7) Z=(i_z2

f et Z=-(i-z2

)\

II arrive souvent que les diverses valeurs d une fonction implicit^ sonten

riombre infini. On pent citer comme exemple la fonction Z determinee par
requation

8:



de laquelle on tire (page 3o3)

(9) Z 2 A TT . arc cos z,

k etant une quantite entiere quelconque.
Nous designerons sous le nom de type une expression analytique propre

a representer generalement ,
ou la valeur unique d une fonction explicite,

ou Tune des valeurs diverses d une fonction implicite. Cette definition etant

admise, la fonction Z, determinee par 1 equation (6), admettra deux types

distincts, que presentent les formules (7); et la fonction Z, determinee

par 1 equation (8), offrira une infinite de types, tons compris dans la

formule (9).

Les integrales defmies prises entre desjimites variables, et celles qui ren-

ferment des parametres variables
,
doivent etre rangees an nombre des

fonctions explicites. Tres-souvent, les valeurs de ces integrales sont determi-

nees par des formules qui subsistent uniquement sous certaines conditions.

Ainsi, par exemple, x etant une variable reelle, 1 equation

C

i
I T 77

a a = -
1.

subsiste uniquement pour des valeurs positives de x, et doit etre remplacee,

quand x est negatif, par la formule

Xco

.
,

.

sin (xx) 7 TTH^ = -^ ^4
tandis que la moyenne arithmetique entre les deux quantites

- -,

c est-k-dire zero, est precisement la valeur de 1 integrale

X*jj

i \

sin \ot.x] ,
&amp;gt;

x /VryLI CX. ,

correspondante a une valeur nulle de .r. Ainsi encore, z etant une quantite

geometrique variable, ou, en d autres termes, une variable imaginaire ,

liee aux variables reelles x
, y par 1 equation (2), la formule

/ i / \ T
/^ f f \
I e a = (

-
)

J-oo W
subsiste uniquement pour des valeurs positives de la partie reelle x de la
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variable z. Enfin, si 1 ori nomine r le module et p 1 argument de z, en sorte

qu on ait z r
p ,

la formule

dp
27:

subsistera uniquement pour un module r de z inferieur a 1 unite
1

,
c est- it-

dire pour toute valeur de z propre a representer 1 affixe d un point situe

dans 1 interieur du cercle qui a 1 unite pour rayon. On aura pour r i
,

c est-a-dire pour toute valeur de z correspondante a un point situ sur la

circonference du cercle dont il s agit,

r- dp

L,~
et pour r

&amp;gt; j, c est-a-dire pour toute valeur de z correspondante a un point

situe hors du meme cercle
,

o.

Er. d An. et de Ph. mat),., T. IV. (46
e

Hvr.) 4



Sur les fojictions continues de quantites algebriques
ou geomelriques .

I. Considerations generates.

Parmi les caracteres que les fonctions peuvent offrir, 1 un de ceux qui,
en raison de leur importance, meritent une attention serieuse, est bien cer-

tainement la continuite, telle que je 1 ai definie dans mon Analyse alge-

brique. A la verite, la definition des fonctions continues, donnee dans cet

ouvrage, et generalement adoptee aujourd hui par les geometres, s y trou-

vait specialement appliquee aux fonctions reelles ou imaginaires des va

riables reelles, c est-a-dire des quantites algebriques variables. Mais rieri

n empeche d etendre la meme definition au cas 011 les variables sont des

quantites geometriqties ,
comme je 1 expliquerai tout a 1 heure.

II. Sur les fonctions continues de quantites algebriques.

Commericoris par rappeler les principes etablis en 1821 dans mon

Analyse algebriqite, et reproduits en 1829 dans mes Leqons sur le Calcul

differential
:

On dit qu une quantite (algebrique) variable devient infiniment petite ,

lorsque sa valeur numerique decroit indefiniment, de maniere a con-

verger vers la limite zero. (Analyse algebrique, page 26.)

Une quantite infiniment petite se nomine encore tin infiniment petit.

(
P reliminaires du Calcul differentielj page 4-)

Les notions relatives a la continuite ou a la discontinuite des fonctions

doivent etre placees parmi les objets qui se rattachent a la consideration

des infiniment petits. (Analyse algebrique , page 34-)

Soil f (x] une fonction (reelle) de la variable (reelle) oc, et supposons
&quot; que, pour chaque valeur de x intermediaire entre deux limites donnees,

cette fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en

partant d une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue a la



variable x un accroissement infiniment petit a, la function elle-meme

recevra our accroissement la difference

a qui dependra en meme temps de la nouvelle variable a et de la valeur

de x. Cela pose, la fonctiou f(x] sera, entre les deux limites assignees

a la variable x, fonction continue de cette variable, si, pour chaque
valeur de x intermediaire entre ces limites, la valeur numerique de la

difference , m

decroit indefiniment avec celle de a. En d autres termes, la fonction

f (x} restern continue par rapport a x entre les Limites donnees , si
_,

entre ces limites , un accroissement infiniment petit de la variable produit
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-meme.

(Analyse algebrique., pages 34 et 35.)

On dit encore que la fonctionf(x] est, dans le voisinage d une valeur

particuliere } attribute a la variable x } fonction continue de cette va-

viable, toutes les fois qu elle est continue entre deux limites de x
, meme

tres-rapprochees, qui renferment la valeur dont il s agit. {Analyse

algebrique, page 35.)

Enfin
, lorsqu une fonction cesse d etre continue dans le voisinage

d une valeur particuliere de la variable x, on dit qu elle est alors discon-

tinue j et qu il y a, pour cette valeur particuliere , solution de continuitc.

(Analyse algebrique, page 35.)

Les definitions precedentes sont reproduites en termes equivalents, ou
meme identiques, dans les Preliminaires de mon Calcul (Hfferenticl

(page 6).

Ces definitions etant admises, il sera facile de reconnaitre, non-seulement

si une fonction explicite et reelle de la variable reelle x est ou n est pas
continue entre deux limites donnees, mais encore entre quelles limites nne
telle fonction reste continue.

Ainsi, par exemple, la fonction sinjc, admettant pour chaque valeur

particuliere de la variable x une valeur unique et finie, sera continue

entre deux limites quelconques de cette variable, attendu que la valeur

numerique de sin&quot;, et, par suite, celle de la difference

sin (x -+- a) sin x = 2 sin - cos ( x -f-
-

2 \ 2

40..
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decroissent indefiniment avec celle de a, quelle que soit d ailleurs la

valeur finie qu on attribue a x. (Analyse algebrique , page 35.)

Si (en designant par a line constante reelle, par A un nombre con-

slant, et par \jX le logarithme reel de x pris dans le systeme dont la base

v est A}, on envisage, sous le rapport de la continuite, les fonctions

simples

a -h x, a x, ax -&amp;gt; xa
5

X

sinx, COS.T, arc sin jc
,

arc cos x,

on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux

limites finies de la variable x
,
toutes les fois qu etant constamment reelle

entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans 1 intervalle.

(Analyse algebrique , pages 35 et 36.)

Par suite
,
chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage

d une valeur finie attribuee a la variable jc, si cette valeur se trouve

comprise, pour les fonctions

a + x
a x
ax

Ax

sin x
cos x

entre les limites x &amp;lt;x&amp;gt;

,
x = oo ;

pour la fonction

a } i entre les limites x = &amp;lt;x&amp;gt;

,
x = o,

x
) 2 entre les limites x o

,
x = oo

;

pour les fonctions

xa

entre les limites x = o
,

x oo
;

entre les limites x = i x =. i.

enfin pour les fonctions

arc sin x
arc cos x

(Analyse algebrique , page 36.)

11 est bon d observer que , dans le cas ou Ton suppose .

a = db /?2
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(in designant un nombre entier), la fonction simple xa
est toujours

continue dans le voisinage d une valeur finie de la variable x, a moins

que cette valeur ne soit nulle, a etant egal a m. (dnalyse algebrique ,

page 37.)

Lorsqu une fbnction devient infinie pour une valeur finie de la variable,

un accroissement infiniment petit attribue a cette valeur cesse evidemment

de produire un accroissement infiniment petit de la fbnction elle-meme,

et, par suite, il y a solution de coritinuite. Ainsi
, par exemple, chacune

des fonctions

et x~
X

(in etant un nombre entier), devient discontinue en devenant infinie pom

x o.

Cela pose, pour qu une fbnction de la variable reelle x reste continue

dans le voisinage d une valeur donnee de x, il est necessaire qu a cette

valeur de x corresponde une valeur finie de la fonction. Mais est-il pareii-

lement necessaire que , pour la valeur dOnnee de x et pour chacune des

valeurs voisines, la fonction acquiere une valeur unique represented par un

seul type J\x] ? A la rigueur, cette question pourrait etre resolue negati-

vement; et, dans le cas ou il s agit d une fonction implicite qui offre di verses

valeurs representees par divers types , ou ,
en d autres termes

,
d une fonc

tion liee a la variable x par une equation qui admet plusieurs racines, on

pourrait dire que cette fonction implicite est continue entre des limited

donnees de .r
, lorsque entre ces limites, tin accroissement infiniment petit

attribue a.rproduit toujours un accroissement infiniment petit del un quei-

conque des types. Mais il est plus simple de considerer chacun de ces types

comme une fonction delerminee de^t1

;
et pour enoncer clairement 1 hypo-

these admise, il suffit de dire que chacune des valeurs de la fonction impii-

cite est une fonction explicite de x, qui reste continue entre les limites

assignees & cette variable.

Ainsi, par exemple, si Ton nomrne y une fonction implicite de JL-, deter-

minee par 1 equation

(i)

les deux valeurs qu admettra cette fonction implicite , pour une valeur reelle

de x
, comprise entre les limites

x == i, x



seront deux fonctions explicites representees par les deux types

V/i a:
2

,

-
\/i jc

2
,

et dont chacune restera continue entre les limites donnees.

Ainsi encore, si Ton nomme y une fonction implicite de x determinee

par 1 equation

(2) tang j = x,

les valeurs qu admettra cette fonction implicite , pour une valeur reelle de x,
seront les fonctions explicites representees par les divers termes de la pro

gression arithmetique

. .. ~ arc -+- arc tang x, n -+- arc tang x ,
arc tang jc

,

n -f- arc tangx ,
2 n -h arc tang x , . . .

,

t chacune de ces fonctions explicites restera continue entre des limites

quelconques de la variable, par consequent entre les limites

x = oo x = oo

II n est pas sans interet de rapprocher 1 urie de 1 autre les notions de

continuite dans les fonctions et de continuite dans les courbes. C est ce que
nous aliens essayer de faire en pen de mots.

Concevons que, dans un plan donne, on conslruise une courbe dont les

coordonnees rectilignes, rapportees a des axes rectangulaires on obliques,

soient la variable reelle x et une fonction reelle y de cette variable. Si

1 ordonnee y, considered comme fonction de 1 abscisse tr, est explicite et

continue entre deux limites donnees

X = X
f ,

OL X
f/ ,

la courbe sera certainement continue entre deux points qui auront pour

abscisses x
t ,
x

n
. II y a plus; elle offrira entre ces deux points une seule

branche correspondante a la valeur unique de la fonction jr. Si, au con-

traire, la fonctiony demeurant explicite, devient discontinue entre les limites

donnees, pour certaines valeurs particulieres x { ,
o? 2 ,

. . . de 1 abscisse .r,

la courbe deviendra elle-meme discontinue et se decomposera en diverses

branches que limiteront des ordonnees correspondantes a ces valeurs par

ticulieres de x. Enfm, si 1 ordonnee y ,
consideree comme fonction de x,

est implicite et determinee par une equation qui admette plusieurs racines,



chacune deuces racines, quaud 1 equation sera resolue, deviendra uneionc-

tion explicite ,
continue ou discontinue

,
a laquelle repondra ou une seule

branche de courbe, ou le systeme de plusieurs branches que limiteront les

ordonnees correspondantes aux solutions de continuite. Done alors des

branches distinctes pourront repondre ,
non-seulement a des valeurs

diverses, mais encore a une valeur unique de 1 abscisse x. D ailleurs, dans

le cas ou, entre deux limites donnees de x, chaque valeur de la fonction

implicite y est une fonction continue de x
,
et represente en consequence

une seule branche de courbe
,

il pent arriver que les diverses branches

correspondantes aux diverses valeurs de y se joignent par leurs extremi-

tes, de maniere a former une courbe continue. C est ce qui aura lieu
, par

exemple, si 1 ordonnee y est determinee par 1 equation (i). Alors, en effet.

les deux valeurs de /, savoir

V/i Jc,
-

\/r x 2
,

resteront, comme on 1 a dit, fonctions continues de x entre ies limites

X- ~~-~ I
y

*JC I
?

et les deux branches de courbe correspondantes a ces deux valeurs seront

deux demi-circonferences de cercle qui se joindront par leurs extremit.es.

de maniere a reproduire la circonference entiere. C est ce qui aura lieu

encore si 1 ordonnee^ est determinee par 1 equation

(3) sinj-
= x-

car la courbe continue que represente 1 equation (3) pent etre considered

comme composee de plusieurs branches qni se joignent par leurs extre-

inites, chaque branche ayant pour ordonnee
,
entre les limites

x = i, x = i
?

1 une des valeurs de y comprises dans les deux progressions

- 4^ + arcsin.r, 2 n -+- arc sin x
,

arc sin x, 2/7 -+- arc sin x,

4 n +- arc sin x
,

. . .
,

- 3 n arc sinjc
,

u arc sin jc, TT arc sin j:, 3;r arc sin.r,....

Comme on vient de Je remarquer, quand on exprime ,
en fonction de

1 abscisse .r, 1 ordonnee y d une courbe continue, cette ordonnee admet
souvent diverses valeurs representees par diverses fonctions explicites de x.
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Mais alors on peat aussi representer chacune des coordonnees Z1

, y par une

fonction toujours continue d une autre variable s. II suffit pour cela que
la lettre s designe on Fare de la courbe continue, mesure dans un sens

determine a partir d une origine fixe
,
on une quantite qui croisse constam-

ment avec cet arc. Ainsi, par exemple, si Ton nomme s un arc mesure sur

la circonference de cercle que represente 1 equation (i), a partir du point ou

cette circonference coupe 1 axe des x, et dirige dans le premier instant,

du cote des ordonnees positives, les coordonnees x
, y de cette meme cir

conference pourront etre representees par des fonctioris de Tare s, toujours

continues, et liees a cet arc par les equations

x cos 5, y =. sin*.

Quand la courbe que Ton considere est, comme dans le cas precedent,
une courbe fermee et rentrante sur elle-meme, les coordonnees x, y,

expriniees en fonction de 1 arc s
,
sont evidemment des fonctions

pe&amp;gt;io-

diques qui reprennent les memes valeurs au moment ou 1 extremite de

1 arc s, apres avoir parcouru le perimetre entier de la courbe, retrouve la

position qu elle occupait d abord.

III. Sur les fonclions continues de quantites geometriques.

Designons par la lettre z une variable irmigmaire, ou, en d autres ter-

mes, une quantite geometrique variable doul r soit le module, et p 1 argu-

ment. Posons d ailleurs

La variable

(i) z = rp
=

sera propre a representer 1 affixe d un point mobile A, qui aura pour coor

donnees polaires les variables reelles p , r, et pour coordonnees rectan-

gulaires les variables reelles .r, y.
Soient maintenant

une autre variable imaginaire, ou, en d autres termes
,
une autre quantite

geometrique variable, propre a representer 1 affixe d un autre point mobile

B qui a pour coordonnees polaires les variables reelles P, /?, et pour coor

donnees rectangulaires les variables reelles X, Y. Comme on 1 a dit, dans le
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precedent artitle, Z sera fonction de z, si le mouvement du point A entraine

le mouvement du point B, on, ce qni revient an mc me, si les variables

reelles X, JTsont fonctions des variables reelles x, y. D aillenrs, certaines

proprietes de Z considered comme fonction de z ponrront subsister uni-

quement pour certaines valeurs de z comprises entre certaines limites , par

exemple pour les valeurs de z propres a representer les affixes de points

renfermes dans une certaine aire S. Ajoutons que les lignes droites ou

courbes qui limiteront 1 aire S seront entierement arbitraires. On pourra ,

pour fixer le.s idees
, supposer 1 aire S limitee exterieurement par un certain

contour PQR compose de lignes droites ou courbes; et Ton pourra aussi la

supposer comprise entre deux contours de cette espece KLM, PQR, qui lui

serviraient de limite interieure et exterieure

Considerons maintenant d une maniere speciale, parmi les proprietes que
les fonctions peuvent offrir, celle qui fait le sujet principal de cet article, et

que Ton nomme la continuite. Pour les fonctions des variables imaginaires,

comme pour les fonctions des variables reelles, cette propriete se rattache

a la consideration des infiniment petits. Entrons a cet egard dans quelques
details.

Une variable imaginaire est appelee infiniment petite _, lorsqu elle con

verge vers la limite zero (dnatysealgebrique , page a5o). Cela pose, pour

que la variable imaginaire

soit infiniment petite, il suffira evidemment que les variables reelles x
, y

soient infiniment petites, et, par suite, il suffira que le module

soit infiniment petit. Reciproquement ,
si le module r est infiniment petit,

les variables .r, y seront elles-memes infiniment petites, et, par suite, on

po.urra en dire autant cle la variable imaginaire z.

vSoit maintenant

une fonction de la variable imaginaire z, et supposons que, pour chaque
valeur de z propre a representer 1 affixe d un point renferme dans TaireS,

cette fonction admelte constamment une valeur unique etjlnie. Si, en par-

tant d une telle valeur de z, on altribue a la variable z un accroissement

infiniment petit ^ ,
la fonction elle-memerecevra pour accroissement la dif-

r. A An. el dt Ph. math.; T. I V (4G livr.
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ference

/(z + )-/(z),

qui dependra en meme temps de la nouvelle variable et de la valeur de

z. Cela pose, la fonction/ (z) sera entre les limites assignees a la variable

z, c est-a-dire
, ponr toutes les valeurs de z renfermees dans 1 aire S, fonc

tion continue de z, si pour chacune de ces valeurs, le module de la diffe

rence

/( + -/()
devient infiniment petit avec le module de . En d autres termes, lafonc
tionf(z] de la variable imaginaire z restera continue par rapport a cette

variable entre les limites donnees, si_, entre ces limites, unaccroissement
irifi-

niment petit de la variable z produit toujours un accroissement injiniment

petit de lafonction elle-meme.

De plus ,
etant donnee une valeur particuliere de z propre a representer

I affixe d un point determine A
,
la fonction/ (z] sera dite fonction conti

nue de la variable imaginaire z } dans le voisinage de la valeurparticuliere
attribute a z y si elle est continue pour toutes les valeurs de z propres a re-

presenter les affixes de points situes dans Finterieur d une aire meme tres-

petite qui renferme le point A.

Enfin, lorsqu une fonction^(;z) de la variable imaginaire z cessera d etre

continue dans le voisinage d une valeur particuliere dez, on dira que, pour
cette valeur, elle est discontinue } et offre une solution de continuite.

Ces definitions etant admises, considerons d abord une fonction explicite

de la variable z, cette fonction etant exprimee a 1 aide des notations

usuelles. Gomme je Fai remarque dans le precedent article
,
cette fonction

explicite offrira generalement, pour chaque valeur finie de z, une valeur

unique completement determinee
,
et des lors il sera facile de reconnaitre ,

non-seulement si elle est on n est pas continue entre des limites donnees,

mais encore entre quelles limites elle reste continue.

Ainsi, par exemple, la fonction y
e* er

sin z =

qui admet pour chaque valeur particuliere de z une valeur unique et finie .

sera continue entre deux limites quelconques de la variable z, attendu que
le module de

sm - =
2
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et, par suite, le module de la difference

/ C
V

sin (z -h C ) sin z 2 sin - cos ( z -f- -
)2 \ 2 /

decroissent indefiniment avec le module de
, quelle que soil d ailleurs la

valeur firiie que Ton attribue a z.

Si, en designant par c une constante reelle ou imaginaire, et par A un

nombre constant, on envisage, sous le rapport de la continuite les six

fonctions simples

c H- z, c z, cz, Az
, sinz, cosz,

on reconnaitra que chacune d elles reste continue par rapport a z entre des

limites quelconques. On pourra encore en dire autant de toute fonction

entiere de la variable z.

An contraire, une fonction rationnelle, mais non entiere, de z deviendra

discontinue pour les valeurs de z qui la rendront infinie. Ainsi, par exemple,
la fonction

deviendra discontinue, en devenant infinie, pour z=o; mais elle sera

continue dans le voisinage de toute valeur finie de z distincte de zero.

Le nombre des valeurs de z, pour lesquelles une fonctiony (z) devient

discontinue en devenant infinie, peut etre ou fini ou meme infini. Ce

nombre est to ujours fini, lorsquey (z) se reduit a une fonction rationnelle

de z. II deviendrait infini si/(z) etait une fonction rationnelle de sinz et

cosz. Ainsi, par exemple, la fonction

sinz i ezi e~ zi

taner z = -. : :

cosz i ezl -i-e~
:

devient discontinue, en devenant infinie, pour toutes les valeurs dez com

prises dans la progression arithmetique

STT STT TT STT STT
, , , , , ,...-,

2 2 2222
par consequent, pour une infinite de valeurs de z, propres a representerles

affixes de. points equidistants, separes les lines des autres
,

et situes sur

1 axe polaire.

11 arrive souvent qu une fonction explicite Z de la variable imaginaire z

devient discontinue
,
meme sans cesser d etre finie, pour une infinite de va-

41..
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leurs de z propres a representer les affixes de tous les points situes sur cer-

taines lignes, ou certaines portions de lignes droites ou courbes, que nous

appellerons lignes d arret.

Ainsi, par exemple, si Ton envisage, sous le rapport de la continuite, les

deux fonctions

z\ Iz,

la lettre caracteristique 1 indiquant un logarithme n6perien, on reconnai-

tra que ces deux fonctions deviennent discontinues, toutes les fois que les

variables reelles jc, y, liees a la variable imaginaire z par 1 ^quation

verifient les conditions

(3) x = ou &amp;lt;o, y = o.

Done alors, il existe une seule ligne d arret, qui n est autre que 1 axe

polaire ,
indefiniment prolongee ,

a partir de 1 origine du cote des abscisses

negatives.

Ainsi encore, si Ton envisage, sous le rapport de la continuite, la fonc-

tion

l(iH-zi) l(i zi)
arc tanr z

21

on reconnaitra qu elle devient discontinue, toutes les fois que, dans la

variable imaginaire z = x -\-y\, les variables x
, y verifient les conditions

(4) x=o, y* = ou
&amp;gt;

i.

Done alors
,

il existe deux lignes d arret qui se reduisent a deux parties

distinctes de 1 axe des ordonnees
,
indefiniment prolonge ,

dans le sens des

ordonnees positives, a partir du point dont 1 ordonnee est i, et dans le sens

des ordonnees negatives ,
a partir du point dont 1 ordonnee est i .

Les extremites des lignes d arret seront nominees points d arret : tels

sont, par exemple, le pole, ou, en d autres termes, 1 origine, dans la ligne

d arret correspondante a chacune des fonctions

z\ Iz,

et les deux points situes sur 1 axe des ordonnees a la distance i de 1 origine,

dans les deux lignes d arret correspondantes a la fonction arc tang z.
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Dans les c.as semblables a ceux que nous avons traites jusqu ici, c est-a-

dire quand une fonction de la variable imaginaire z est une fonction expli-

cite represented par Tune des notations usuelles, il ne depend pas du calcu-

lateur de faire disparaltre les solutions de continuite que la fonction pent
offrir.Ces solutions de continuite sont, en effet, une consequence immediate

des conventions a 1 aide desquelles on a fixe le sens des notations adoptees.
II est done certain, comme je 1 ai dit ailleurs (tome II du Journal de

M. Liouville, page 323) , que la nature des conventions a une influence mar-

&amp;lt;/ue
e sur le caractere desfonelions considerees comme continues , de sorte

quen passant dun systeme de conventions a un autre , on peut rendre dis

continues desfonctions qui ctaient continues, et reciproquement.
Parmi les fonctions explicites, representees a 1 aide des notations usuelles,

on doit distinguer celles qui ne cessent d etre continues qu en devenant

infinies. Nous les appellerons monodromes. Une fonction pourra d ailleurt.

etre monodrome, seulement pour les valeurs de z correspondantes aux

points interieurs d une certaine aire S renfermee dans uri certain contour

PQR, ou entre deux contours donnes KLM, PQR. Dans tous les cas,le mot

monodrome parait exprimer assez bien la propriete de la fonction que Ton

considere, puisque celle-ci varie par degres insensibles, en acquerant a cha-

que instant une valeur unique .,
tandis que le point mobile A correspondant

a 1 affixe z court ca et la , sans sortir de 1 aire S, ou tourne autour des

points singuliers correspondants a des valeurs infinies de la fonction.

On peut citer, comme exemples de fonctions monodromes, non-seule-

ment les deux fonctions

-, tang z
,

Z

mais encore les fonctions rationnelles de z, de e
z

,
de sin z, de cos r, etc.

Ainsi qu on vient de 1 expliquer, pour mettre en evidence la nature et

les proprietes d une fonction explicite Z de la variable imaginee 2, il est

surtout necessaire d avoir egard aux diverses positions que peut prend re le

point mobile A qui a z pour affixe. Parlons maintenant des positions que

peut prendre le point mobile B dont 1 affixe est Z. Tandis que le point A

parcourra en tous sens le plan des affixes
,

le point B pourra decrire on

ce plan tout entier, ou seulement une portion de ce rneme plan. Dans le

dernier cas, la portion decrite sera ce que nous nommerons la region

correspondante a la fonction explicite z, et les lignes droites ou courbes

qui serviront de limites a cette region, seront appelees lignes terminates .

Ces lignes terminales correspondent cvidemment aux lignes d arret, de telle
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sorte qu au moment ou le point mobile A dont z est 1 affixe atteindra

une ligne d arret, le point mobile B dont Z est 1 affixe atteindra une

ligne terminale.

Si Ton considere, par exemple, la fonction explicite

1

on reconnaitra, non-seulement que cette fonction devient discontinue au

moment ou le point mobile A atteint la ligne d arret representee par la

formule (3), c est-a-dire 1 axe des .r, indefiniment prolonge a partir du

pole du cote des x negatives, mais encore que les valeurs diverses de cette

fonction explicite sont les affixes de points situes du cote des x posi

tives, et qu en consequence cette fonction represente 1 affixe d un point
mobile B compris dans une region speciale , savoir, dans la partie du plan
des xy qui, s etendant a 1 infini du cote des x positives, a pour ligne ter

minale 1 axe des ordonnees.
i T jfci*

Si a la fonction z&quot; on substituait la suivante :

1 z,

qui devient encore discontinue au moment ou le point mobile A rencontre

1 axe des x, du cote des x negatives, la region parcourue par le point
mobile B

, ou, en d autres termes, la region correspondante a la fonction

1 z cesserait de s etendre a 1 infini du cote des x positives, et se reduirait a

la portion du plan des affixes, comprise entre deux lignes terminales

paralleles a 1 axe des y et situees de part et d autre de cet axe a la di

stance 7T.

Enfin
,
si Ton considerait la fonction

arc tang z = -
21

qui devient discontinue au moment ou le point mobile A rencontre 1 axe

des y, a une distance du pole egale ou superieure a 1 unite, la region

parcourue par. le point mobile B, c est-a-dire, en d autres termes, la

region correspondante a la fonction arc tang Zj se reduirait a la portion du

plan des affixes comprise entre deux lignes terminales paralleles a 1 axe

des~y et. situees de part et d autre de cet axe a la distance -

II arrive sou vent que deux fonctions explicites d une variable imaginaires
sont egales entre eiles pour certaines valeurs de cette variable, et inegales



pour d autres valeurs. Aiiisi, par exemple, si c represente une valeur

particuliere de la variable z, les deux fonctions explicites

seront egales entre elles, quand les arguments principaux de c elder

fourniront une somme comprise entre les limites rr, -h TT. On ne doit done-

pas s etonner de voir correspondre a ces deux fonctions des lignrs termi

nates distinctes, et a ces lignes terminates des lignes d arret distinctes.

Si, pour fixer les idees, on nomme w Targument principal de la constante c.

et si cet argument est positif, alors, pour obtenir la ligne terminate et la

ligne d arret correspondantes a la fonction

il suffira de faire tourner aulour du pole la ligne terminate et la ligne
t

d arret correspondantes a la fonction z
J

,
en imprirnant k ces dernieres

lignes un mouvement de rotation direct, de telle sorte que le rayon

vecteur mene de 1 origine a un de leurs points decrive un angle egal aw.

Supposons a present que Ton considere non plus une fonction explicite,

mais une fonction implicite Z de la variable imaginaire z. Cette fonction

pourra etre determinee on isolement par une equation unique, ou avec

d aiitres fonctions impiicites, par un s)
7steme d equations dout le nombrr

devra etre egal a celui des fonctions elles-memes. Dans 1 un et 1 autre cas.

Z admettra, pour chaque valeur dejz, une ou plusieurs valeurs qui pour-

ront devenir ou infinies, ou egales entre elles, pour certaines valeurs

parliculieres dela variable s. Les points dont ces valeurs particulieres de ::

seront les affixes, prendront le nom de points tinguliffrs.

Soient maintenant

z
/

z
,,i

z
,

diverses valeurs successivement attribuees a la variable imaginaire r, et

7.,,z,,z,,.. .

J

-^;.^,r
;

V:--:._^ .

des valeurs correspondantes d une fonction expliciteou implicite Z, en sorte

que Z, elesigne une des valeurs de Z correspondantes a la valeur z
t
de z; Z t/

une des valeurs de Z correspondantes a la valeur Z
H
de z; et ainsi de suite.

Soient d ailleurs

A., A,., A,.,



les points qui ont pour affixes les quantites geometriques

Z
&amp;gt;

9
Z

,, 1
Z

,u 9 f

el soient encore

les points qui ont pour affixes les quantites geometriques

Enfm concevons que, le nombfe des points A,, A
,
A ,..., devenant

infini, leur systeme se reduise a une courbe continue A, A A . . .
,
decrite

par un point mobile A correspondant a une affixe variable z. Le systeme
des points B( ,

B
/x ,

B
/ff ,

...
, pourra, dans certains cas, c est-a-dire, pour cer-

taines formes de la fonction Z, on des equations qui la determinent, et

pour certaines formes de la courbe continue A
;
A

(/

A
/;/

. . .
,

se reduire

lui-meme a une courbe continue BB,!^..., decrite par un point mo
bile B correspondant a une affixe variable z. Alors la courbe continue

A,A fr

Aw .. . sera ce que nous nommerons le chemin (*) du point A, et la

courbe continue B
;
B

W
B W ... sera le chemin correspondant du point B.

La nature d une fonction impliciteZ, c est-a-dire, en d autres termes, la

nature de 1 equation ou des equations qui determinent Z, peut etre telle,

qu a une courbe continue A
t
A.

lf
A.m ...^ consideree comme chemin du

point mobile A, corresponde toujours une autre courbe continue

B,B 7/
Bw . . .

, propre a representer le chemin du point mobile B, quelle que
soil d ailleurs

, parmi les valeurs de Z correspondantes a z z
t , celle que

Ton prendra pour 1 affixe Z
;
du point B ;

. II peut arriver aussi que cette con

dition, etant generalement remplie ,
cesse de 1 etre dans le seul cas ou les

affixes de quelques-uns des points B ; ,
B

v ,
Bw ,

. . . deviennent infinies, et ou,

par suite, la courbe B^B^... se trouve remplacee par le systeme de

plusieurs courbes dont chacune resle continue, mais s etend a l infini. Dans

1 tme et 1 autre hypothese, si le chemin A
;
A

V
AW ... du point mobile A

ne renferme aucun point singulier, le chemin correspondant B,B Bm . . .

du point mobile B, partant d une position donnee B, ,
dans laquelle il avait

pour affixe la valeur Z, de Z, sera toujours une courbe continue; et alors,

ce dernier chemin n etant jamais interrompu, n offrant aucune solution de

(*) Le nom de chcmin, applique i la courbe que decrit le point A, a cte, si je ne me

trompe, employe pour la premiere fois par M. Puiseux, dans un remarquable Mernoire qui

a pour titre : Rccherchcs sur les fonctions algebriques. (
Voir le Journal de Mathemutiq^es de

M. Liouville, page 3g6, tome XV.)
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continuite, la fonction Z sera dite evodique (de suc^orr, pervius ; euo&cc,

facilis via}.

Ajoutons qu une fonction implicite Z de la variable imaginaire z sera

evodique settlement entre certaines limites , c est-a-dire pour les valeurs

de z propres a representer les affixes de points situes dans 1 interieur d une

certaine aire S, si la condition ci-dessus enoncee ne se verifie que dans le

cas ou le chemin A^A^... du point mobile A est une courbe continue

renfermee tout entiere dans 1 interieur de 1 aire S.

Concevons a present que Ton parvienne a resoudre 1 equation ou les

equations qui servent a determiner une fonction implicite Z de la variable

imaginaire z, et a exprimer les diverses valeurs de cette fonction a 1 aide

des notations usuelles. Ces diverses valeurs deviendront des fonctions expli-

cites de z, et chacune des fonctions explicites ainsi obtenues admettra gene-

ralement, pour chaque valeur finie de z, une valeur unique completement
determinee. Mais ces memes fonctions pourront devenir discontinues pour
des valeurs particulieresde z, qui lesrendront infinies; comme aussi pour des

valeurs de z propres a representer des affixes de points situes sur certaines

lignesque nousavons appelees lignes d arret. D ailleurs, a ces lignes d arret

dont chacune limite la course du point mobile A, a 1 instant ou 1 une des

fonctions explicites ci-dessus mentionnees cesse d etre continue, corres-

pondront d autres lignes que nous avons appelees lignes terminates
_,
et qui

limiteront, dans les memes circonstances, la course du point mobile B.

Cela pose, considerons specialement le cas ou la fonction implicite Z est

du nombre de celles que nous avons nominees fonctions evocliques; et soit.

dans cette hypothese, A
;
A

/x
A w ... une courbe continue qui represente un

chemin attribue au point mobile A dont 1 affixe est 2: soit encore B B B ..
i / // ///

le chemin correspondant que devra prendre le point mobile B, dont Taffixe

est Z, en partant d une position donnee B
; ,
dont 1 affixe est une valeur par-

ticuliere de Z. Le chemin B B B ... se reduira lui-meme soit a une seule
/ // //

courbe continue, soit an systeme de deux ou de plusieurs courbes conti

nues qui pourront offrir des parties communes. II se reduira effectivement

a une seule courbe continue, si le chemin A.
l

A.
l/
A.m ... ne renferme aucun

point singitlier. Mais cette courbe unique sera remplacee par le systeme de

deux on plusieurs courbes qui s etendront a 1 infini, si le chemin A A A .
i i if in

renferme des points singuliers dont les affixes fournissent des valeurs infi

nies de Z, et la courbe ou les courbes dont il s agit se ramifieront toujours
a partir de points singuliers qui correspondraient a des valeurs de z pour

lesquelles deux ou plusieurs des valeurs de la fonction implicite Z devien-

Ex d An. et de Ph. math., T. IV. (47
e livr.
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draient egales entre elles. Ajoutons que, dans la premiere hypothese, c est-

a-dire quand le chemin A.
i
A.

//
A.m ... ne renfermera aucun point singulier,

1 affixe Z du point mobile B, dont le chemin B^B^.. sera ime seule

courbe continue, pourra etre represented tantot par une fonction explicite
de z, tantot par une autre, attendu que chacune des fonctions explicites

qui exprimeront les diverses valeurs de Z devra etre remplacee par une

autre fonction explicite a partir de 1 instant ou le point mobile B, apres
avoir eu la premiere fonction pour affixe, atteindra une ligne terminale

correspondante a cette meme fonction. On doit en conclure que, dans le

cas ou une fonction evodique Z admet diverses valeurs, les diverses fonc

tions explicites propres a les representer correspondent, dans le plan des

affixes, a diverses regions separ^es les unes des autres par certaines lignes

terminates. D ailleurs, au moment ou le point B, dont 1 affixe est Z, attein

dra une de ces lignes terminales, le point A, dont 1 affixe est z, atteindra

une.ligne cfarr&t correspondante.
Verifions ces remarques sur quelques exemples, et d abord supposons la

fonction implicite

liee a la variable imaginaire

par 1 equation

La resolution de cette equation fournira pour valeurs de Z deux fonctions

explicites de 2, donnees par les formules

(6) Z = s*,

(7) .

- Z=-zi. , \

Ces deux fonctions explicites deviendront egales entre elles, et s evanoui-

ront toutes deux pour une valetir nulle de la variable 2; par consequent,
le point dont Taffixe est nulle, c est-a-dire le pole, sera un point singulier.

D ailleurs, chacune des fonctions explicites

quoique generalement continue, deviendra discontinue pour toute valeur

reelle, mais negative de y, attendu que si, en attribuant a x une valeur
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negative /yon fait converger y vers la limite zero, la fonction z conver-

gera elle-meme vers la limite rT i, quand^- sera suppose positif,
et vers la

limite /&quot;* i, quand y sera suppose negatif. En d autres termes, chacune
\_ \_

des fonctions explicites z7
,

z 5

,
deviendra discontinue pour toute valeur

de z propre a representer 1 affixe d un point situe sur 1 axe des a?, du cote

des x negatives, et par consequent sur la ligne d arret qui, represented par

lesformules (3), a pour extremite 1 origine. De plus, a cette ligne d arret qui
j_

limite la course du point mobile A a 1 instant ou Tune des fonctions z 2

,

z7 cesse d etre continue, correspondra une ligne terminale qui limitera

au meme instant la course du point mobile B; et cette derniere ligne, qui

sera precisement 1 axe des ordonnees, separera 1 une de 1 autre, dans le plan

des affixes, les deux regions qui seront occupees 1 une par les points dont
j_

les affixes seront les diverses valeurs de la fonction explicite z 2

,
1 autre par

les points dont les affixes seront les diverses valeurs de la fonction expli

cite ZT . Enfin la fonction implicite Z, liee a la variable imaginaire z par
1 equation (3), sera certainement evodique. Car, si Ton exprime Z non plus

en fonction de la variable z, mais en fonction du module r et de Tangle p.

lies a z par la formule

(8) z = rp =reP
i

f

on obtiendra 1 equation

(9) Z = reK
dans laquelle il suffira de faire varier p entre les limites co

, H- oo
, ou

meme entre les limites 271, +2;:, pour que le second membre devienne

propre a representer une valeur quelconque de Z. Or, si, en partant d une

certaine position correspondante a des valeurs determinees de r
et/?, le point

mobile A, dont Paffixe est z, decrit une courbe continue A.
i
i\

/f

A.
iH
...

y
on

pourra satisfaire a la formule (8) par des valeurs de r et p qui varieront

avec z par degres insensibles
;
et a ces valeurs de /, p repondraevidemment,

en vertu de la formule (9), une valeur de la fonction implicite Z, qui
variera elle-meme par degres insensibles avec la variable z. Done alors le

point mobile B, dont Z sera 1 affixe, decrira, comme le point A, uue courbe

continue B^B^....
En resume, la fonction implicite Z, liee a z par 1 equation (5), est une

fonction evodique qui, pour chaque valeur de z, acquiert deux valeurs

42..



distinctes; et ces deux valeurs peuvent etre reduites aux deux fonctions

explicites
j_

Z2
2

&amp;gt;

Z
1

dont chacune devient discontinue, en devenant 1 affixe d un point situe sur

1 axe des ordonnees, au moment ou la variable z devient elle-meme 1 affixe

d un point situe sur 1 axe des x du cote des x negatives. En consequence,
la parde de 1 axe des abscisses, sur laquelle se comptent les abscisses nega
tives, et 1 axe des ordonnees, sont la ligne d arret et la ligne terminale qui
servent a limiter simultanement la course du point A, dont 1 affixe est la

variable z, et la course du point B, dont 1 affixe est Time des fonctions

explicites z7
, z7 . De ces deux lignes, la seconde, c est-a-dire 1 axe des

ordonnees, est precisement celle qui separe 1 une de 1 autre les regions

occupees par les points dont les affixes sont de la forme z7 et de la forme

z1 .

Si a 1 equation (2) on substituait la suivante:

(10) Z 2 + z2 =i,
la fonction implicite Z serait encore une fonction evodique qui, pour chaque
valeur de z, offrirait generalement deux valeurs distinctes, ces deux valeurs

etant les fonctions explicites determinees par les formules

(12) z = -(i-^y.
D ailleurs, chacune de ces fonctions explicites devient discontinue au mo
ment ou z devient 1 affixe d un point situe sur 1 axe des x a une distance

de 1 origine plus grande que 1 unite, et, a ce moment, chacune des formules

(i i), (12) fournit deux valeurs de Z egales aux signes pres, mais affectees

de signes contraires, qui representent les affixes de deux points situes sur

1 axe des ordonnees. Done, dans le cas present, les deux valeurs de Z, deter

minees par les formules
(j i), (12), correspondent encore a deux regions se-

parees 1 une de 1 autre par 1 axe des ordonnees; et a cet axe, considere

comme ligne terminale, correspondent deux lignes d arret representees par
les formules

(i3) .r
2 ou

&amp;gt; i, ^=0.

Ajoutons que les extremites de ces deux lignes d arret sont precisement les
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deux points cUarret dont les coordonnees sont fournies par les equations

04) x*= i, jr
= o,

c est-a-dire les deux points situes sur 1 axe des abscisses, a la distance i de

1 origine.

Si a 1 equation (10) on substituait la suivante:

(i5) Z*(i -*)= i,

la fonction implicite Z serait encore une fonction evodique qui, pour chaque
valeur de z, offrirait deux valeurs distinctes, ces yaleurs etant les fonctions

explicites determinees par les formules

Alors aussi a ces deux fonctions explicites correspondraient encore deux

regions, separees 1 une de 1 autre par 1 axe des ordonnees; mais ces deux

fonctions deviendraient discontinues au moment ou z serait 1 affixe d un

point situe sur 1 axe des x, a une distance de 1 origine plus petite que 1 unite.

Done alors, a 1 axe des ordonnees, considere comme ligne terminale, cor-

respondrait une seule ligne d arret, representee par les formules

(18) x2 = on
&amp;lt; i, y = o.

Ajoutons que les extremites de cette ligne d arret seraient encore les deux

points d arret dont les coordonnees sont fournies par les equations (i4)-

Mais les valeurs de Z r correspondantes a ces points d arret, sont nulles

quand on part de 1 equation (10), etinfinies quand on part de 1 equation (i5).

Enfin, si Ton supposait la fonction implicite Z liee a la variable imagi-

naire z par 1 equation

(19) e
z
=z,

Z offrirait, pour chaque valeur de z, une infinite de valeurs distinctes, re-

presentees par les fonctions explicites qui constituent les divers termes de

la progression arithmetique

(20) ..., --4niH-lz, 27ri + Iz, 1 2, 27ri -h \z, ^ii\ -+- lz, ----

D ailleurs, en vertu de la formule (19), Z serait encore une fonction evodique
de z. Gar si Ton exprime Z, non plus en fonction de z, mais en fonction du

module r et de Tangle p lies a z par la formule (8), on obtiendra 1 equation

(21) Z = l(r) + /n,
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dans laquelle il suffira de faire varier p entre les limites oo., +00, pour

que le second membre devienne propre a representer une valeur quel-

conque de Z. Or, si en partant d une certaine position correspondante a des

valeurs determinees de r et
/?,

le point A, dont 1 affixe est z, decrit une

courbe continue A, A,7
AW ..., on pourra satisfaire a la formule (8) en attri-

buant a. r et p des valeurs qui varient avec z par degrt s insensibles; et a ces

valeurs de r, p repondra evidemment, en vertu de la formule (21), une va

leur de la fonction implicate Z, qui variera elle-meme, par degres insen

sibles, avec la variable z, si la courbe A, A^A^... ne renferme pas le point
d arret dont 1 affixe se reduit a zero, c est-a-dire 1 origine des coordonnees.

D autre part, chacune des fonctions explicites qui constituent les divers

termes de la serie (-20) deviendra discontinue au moment ou z deviendra

1 affixe d un point situe sur la ligne d arret que representent les formules (3),

c est-a-dire d un point situe sur 1 axe des x, du cote des x negatives ;
et a

ce moment, ces fonctions elles-memes deviendront les affixes de points
situes sur des lignes terminales qui se reduiront a des droites equidistantes

et paralleles a 1 axe des x, la distance de deux droites voisines etant egale
a 27T.

Done, en definitive, la fonction Z, liee a z par 1 equation (19), sera une

fonction evodique qui, pour chaque valeur de z, offrira une infinite de va

leurs distinctes correspondantes a une infinite de regions dont chacune

sera comprise entre deux des droites paralleles que nous verions de men-

tionner.

Il importe d observer que, dans le cas ou a une meme valeur de la va

riable imaginaire z correspondent di verses valeurs de la fonction implicite Z,

ces diverses valeurs, exprimees a 1 aide des notations usuelles, et ainsi con-

verties en fonctions explicites, peuvent generalement revetir une infinite de

formes distinctes. D ailleurs, si 1 on compare 1 un a 1 autre deux systemes de

fonctions explicites dont chacun est propre a representer les diverses valeurs

de Z, on reconnaitra que ces fonctions, prises deux a deux, peuvent coin-

cider entre certaines limites, sans etre generalement egales entre elles
;
et qu a

deux semblables systemes de fonctions explicites correspondent, pour 1 or-

dinaire, deux systemes de lignes d arret et deux systemes de lignes termi

nales.

Ainsi, par exemple, si la fonction implicite Z est liee a la variable imagi

naire z par 1 equation (5), les deux valeurs qu admettra cette fonction pour-

ront etre supposees determinees non-seulement par les formules (6) et (7),

mais encore par une infinite d autres formules, et en particulier par les
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suivantes :

(23) Z=

c designant une constante quelconque reelle ou imaginaire.

D aillenrs, d apres une remarque precedemment faite, si Ton nomme TS

I argument principal de la constante c supposee imaginaire, il suffira, pour
obtenir la ligne d arret et la ligne terminale correspondantes aux fonctions

explicites que determinent les formules (22), (23), de faire tourner autour

du pole la ligne d arret et la ligne terminale correspondantes aux fonctions

que determinent les formules (6) et (7), en imprimant a ces dernieres lignes

un mouvement de rotation direct si zs est positif ,
ou retrograde si rs est ne-

gatif ,
de telle sorte que le rayon vecteur, mene de 1 origine a un de leurs

points, decrive un angle egal a TS.

II est bori d observer qu a une fonction implicite Z, determinee par urie

equation unique ou parun systeme d equations simultanees, correspond un

systeme unique de points singuliers, par consequent un systeme unique
de points d arret servant d extremites aux lignes d arret, quelles que soient

d ailleurs ces dernieres lignes. Ainsi, par exemple, a la fonction implicite Z,

determinee par 1 equation (5), correspond un seul point d arret qui coincide

avec 1 origine, et dont 1 affixe est la valeur o de z, pour laquelle les deux

valeurs de Z, fournies par les formules (6) et (7), ou par les formules (22)
et (23), deviennent egales entre elles.
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Sur les differentielles de quantites algebriques ou geometriques,
et sur les derivees des fonctions de ces quantites.

Dans le Memoire sur VAnalyse infinitesimale, place en tete du troisieme

volume de cet ouvrage, sont exposes les principes qui me paraissent devoir

servir de base au calcul differentiel. Je vais indiquer aujourd hui les con

sequences qui se deduisent de ces principes, quand a la notion de variables

imaginaires on substitue celles de quantites geometriques variables.

Ier . Sur les differentielles dc quantites algebriques ou geometriques.

Eii substituant, dans le Memoire sur PAnalyse infinitesimale
,
les mots

quantites geometriques aux mots expressions imaginaires,, on obtient a la

place des definitions et formules donnees dans ce Memoire, celles que je

vais transcrire :

Les differentielles de plusieurs quantites algebriques ou geometriques
variables sont d autres quantites algebriques ou geometriques dont les

rapports sont rigoureusement egaux aux limites des rapports entre les

accroissements simultanes et iiifmiment petits des variables proposees.

La definition precedente suppose evidemment qu en vertu des equations

qui lient entre elles les quantites algebriques ou geometriques dont il

s agit, ces quantites varient les unes avec les autres par degres insensibles,

ou, eri d autres termes
, que ces quantites, considerees comme fonctions

de quelques-unes d entre elles, en sont des fonctions continues, du moins

dans le voisinage des valeurs attributes aux variables considerees comme

independantes.
Nous indiquerons, suivant 1 usage, les accroissements simultanes finis ou

infiniment petits des variables, a Faide de la lettre caracteristique A, et

leurs differentielles a 1 aide de la lettre caracteristique d.

II importe d observer que, dans le cas meme ou chacun des rapports

entre les accroissements infiniment petits des variables proposees converge
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vers tine limite unique et finie, la definition precedente ne determine pas

completement les differentielles de ces variables, mais seulement les rap

ports qui existent entre ces differentielles. On pourra done toujours dis

poser arbitrairement, au moins de la differentielle d une variable.

D ailleurs, la differentielle ou les differentielles qui resteront arbitrages,

pourront etre supposees ou constantes ou variables, et, dans le dernier

cas, il suffirait de les faire converger vers la limite zero pour les trans

former, avec les autres differentielles, en quantites infiniment peUtes. Mais

cette transformation n offrirait aucun avantage, et tout an contraire, il pent

etre souvent utile d attribuer aux differentielles des valeurs finies. En con

sequence, nous continuerons a regarder les differentielles comme des

quantites finies, ainsi que nous 1 avons fait dans le Memoire deja cite.

De plus, nous attribuerons aux quantites diverses, coinme il parait con-

venable de le faire, des differentielles de meme nature que leurs accroisse-

inents. En consequence, les differentielles de quantites algebriques serdnt

des quantites algebriques, et les differentielles de quantites geometriques

seront des quantites geometriques.

Enfin, comme dans le Memoire cite, nous appellerons variable primitive

une quantite algebrique variable qui aura pour differentielle 1 unite. Cette

variable primitive pourra d ailleurs etre ou 1 une des variables indepen-

dantes proposees, ou une variable nouvelle avec laquelle on fera varier

toutes les autres.

La consideration de la variable primitive simplifie 1 enonce de la defi

nition que nous avons donnee des differentielles. En effet, soient t la va

riable primitive, et A/ i un accroissement infiniment petit attribue a

cette variable. La differentielle ds d une variable quelconcjue s sera evi-

demment la limite, du rapport entre les accroissements infiniment petits AJ

et i de cctie variable et de la variable primitive.

En partant de cette definition, on etablira sans peine, comme dans le

Memoire cite, les regies relatives a la differentiation des quantites soit

algebriques, soit geometriques.

Ainsi, par exemple, a, b, c designant des quantites algebriques ou geo

metriques constantes, et s, u, v, w, ... des quantites algebriques ou geome

triques variables, 1 equation lineaire

(i) s = au -+- bv -+- cw + ...

entramera la formule

(a) &amp;lt;\s = adu H- bdv -+- cdw, ....

Ex. d An. el de Pl.rs. math., T. IV. (47
e Hvr.) 4^
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En consequence, 1 equation lineaire

(3) z = x + yi,

qui sert a exprimer 1 affixe 2 d un point mobile A en fonction des coor-

donnees rectangulaires x,y de ce meme point, entrainera la formule

(4) [dz
= dx -\-idy.

Goncevons maintenant que, x, y, z, ... etant des variables dependantes
ou independantes les tines des autres, on nomme s une fonction de ces

variables. Designons d ailleurs, a 1 aide des notations

d-p-y, dys, dz .y,...,

les differentielles partielles de s successivement considere comme fonc

tion de x, comme fonction de jr, comme fonction de z, ____ Alors, en

raisonnant comme dans le troisieme volume [pages 27 et 28], on ob-

tiendra la formule

(5) d,y = dxs -+- dy s -+- dz s + ...,

en vertu de laquelle la differentielle totale ds sera la somme des differen

tielles partielles d^^, dy s, dz s y

II. Sur les derivees des fonctions dc quantites algebriques.

Soient x une quantite alg^brique variable^ on, en d autres termes, une

variable reelle, et

une fonction reelle ou imaginaire de cette variable. Soient encore Aa? un

accroissement fini ou infiniment petit attribue a la variable x, et &X 1 ac-

croissement correspondant que prendra la fonction X. Si Ton assigne a x
une valeur telle que, dans le voisinage de cette valeur de x, la fonction X
demeure finie et continue, alors a une valeur infiniment petite de 1 ac-

croissement Ax, correspondra une valeur infiniment petite de 1 accroisse

ment AX; mais tandis que les deux accroissements A#, tX s approcheront

indefiniment 1 un et 1 autre de la limite zero, leur rapport
- s approchera

lui-meme , pour 1 ordinaire ,
d une limite finie et determinee, qui pourra

etre finie ou infinie. Cette limite est ce qu on nomine la derivee de la fonc-



tion X ouf(x). On la represente a 1 aide de la lettre caracteristique D, par

la notation (*)

ou D/(ar),

ou, mieux encore, par la notation

on

dans laquelle la lettre x, placee au bas de la lettre caracteristique D, aver-

tit le lecteur qu il s agit d une derivee prise par rapport a la variable x. Ajou-

tons que la derivee de X, relative a x, se confond evidemment, d apres sa

definition meme, avec le rapport dtfferentielj de X a x, c est-a-dire avec le

1 y
rapport -r des differentielles dX, dx. On a done identiquement

et

(2)

Concevons, pour fixer les idees, que la fonction reelle ou imaginaireX de

la variable reelle x soil 1 une de celles qui peuvent etre exprimees a 1 aide

des notations usuelles. Sa derivee sera, pour 1 ordinaire, une quantite com-

pletement determinee. Toutefois, elle pourra cesser d etre determinee, et

acquerir deux ou plusieurs valeurs distinctes, ou meme une infinite de va-

leurs diverses, pour certaines valeurs particulieres assignees a la variable x.

Ainsi, par exemple, si Ton pose

v lX = x sin - &amp;gt;

la derivee de X deviendra indeterminee povir x = o, et acquerra, dans cette

hypothese, une valeur ^gale a celle de la fonction sin -
par consequent.

representee par une quantite reelle comprise entre les limites i
, -+- i .

En general, on pent dire que, parmi les fonctions d une variable reelle,

les unes sont completement determinees, tandis que les autres cessent de

1 etre, an moins pour certaines valeurs particulieres de la variable.

Goncevons maintenant que, .r, y, z,... etant des quantites algebriques
variables , dependantes ou independantes les unes des autres

,
on nomme s

(*} Suivant la notation de Lagrange, la derivee de la fonction X ou f(x] s indique a

1 aide d un trait par
X ,

ou / (*).

43..



une fonction reelle on imaginaire de ces variables. Designons, cTailleurs, a

1 aide des notations

DxS, T*y s, Dz ^,..., f

les derivees partielles de s successivement consideree comme fonction de X,

comme fonction de y, comme fonction de z, Alors, en raisonnant comme
dans le troisieme volume [page 27, 28 et 29], on etablira rion-seulement

la formule
( 5 )

du I
er

,
savoir :

mais encore les equations

(3) dx s Dxsdx, dys =

et Ton en conclura

(4) ds = Dxsdx + Dy sdjr -h Dxsdz + ....

II est generalement facile d obtenir les derivees, et par suite les differen-

tielles des fonctions reelles ou imaginaires de quantites algebriques, quand
ces fonctions sont exprimees a 1 aide des notations usuelles.

Supposons, en particulier, que Ton demande la quantite geometrique i p ,

consideree comme fonction de 1 argumentp, et, pour abreger, designons par

la lettre cr un accroissement infiniment petit A/? attribtie a cet argument. La

derivee cherchee sera la limite du rapport

elle sera done egale au produit de ip par quantite geometrique qui repre-

sentera la limite du-rapport

i i

(6)

D ailleurs, dans le cercle decrit du pole comme centre avec le rayon i,

is sera la mesure de Tare compris entre les deux rayons qui, partant du

pole, seront representes par les quantites geometriques r, i w ,
et la diffe

rence I CT i de ces deux quantites representera, en grandeur comme en

direction, la corde de ce meme arc. Par suite, 1 expression (6) aura pour mo
dule le rapport numerique de cette corde a 1 arc, et pour argument Tangle

obtus forme par la meme corde avec 1 axe polaire. D autre part, tandis que
1 arc s approchera indefiniment de zero, le rapport numerique de la corde a

Tare convergera vers la limite r
,
et Tangle obtus forme par la corde avec
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1 axepolaire vers la limite-, qui represente un angle droit. Done, 1 expres-

sion (6) aura pour limite

= 1

et la limite de 1 expressioii (5), ou la derivee de i
p ,

sera le procluit de i p par
I T = i, ou, ce qui revient an meme, i n ,

en sorte qu on aura
2 ^~*~2

(7) DP
S P =I

,+ *
f

1

Si, dans cette derniere equation, Ton substitue a 1 expression i p ,
sa valeur

tiree de la formule (i i) de la page 216, savoir

\ p
= cos/7 ~h isin

/?;

on trouvera

(8) Dp cos p -+- iDp sin p = cos Ip -+
^ )

H- i sin (p -+-
^

et, par suite,

(9) Dp cos/? = cos Ip +- H&amp;gt; Dp sin/?
= sin ( p -+-

^ J&amp;gt;

ou, ce qui revient au meme,

(10) D
p cos/? = sin

/?,
Dp sinp = cos p.

Ainsi, en partant de la formule (7), on se trouve ramene aux equations

connues qui fournissent les derivees du cosinus et du sinus d un arc ;
et

reciproquement on pourrait, de ces equations, ou
,
ce qui revient au meme,

des formules (9), deduire immediatement 1 equation (8), par consequent
la formule

(-7). Ajoutons que de 1 equation (7), jointe aux formules

on tirera

(n) di
p
=i p idp.

Supposons maintenant que Ton demande non plus la derivee ou la diffe-

rentielle de i
p ,

mais les derivees partielles et la differentielle de la quantite

geometrique r
p consider^e comme fonction du module r et de 1 argument p.

Comme on aura

r i ra - *p 5
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on en tirera, eu egard a la formule (7),

P P 1
7T

P+-

et de ces formules
, jointes aux equations

dip=Dp ip dp + T&amp;gt;r i
p dr, i n = ii

p ,

2

on tirera

(i3) dr
/,
= ip (dr+ irdp).

Si, pour abreger, on designe par la lettre z la quantite geometrique r
p ,

et

si d ailleurs on nomme x, y les coordonnees rectangulaires du point dont
1 affixe est z, le p6le etant pris pour origine, et 1 axe polaire pour axe des x,
on aura

et de cette derniere formule, jointe a 1 equation (i3), et a 1 equation ( i4)
du paragraphe precedent, on tirera

(i5) dz = dx +- idy = i
p (dr+ ird/?).

III. Sur les derivees desfonctions de quantites geometriques .

Soient

(i) z X H- jri

et

(a) z =x+n
deux quantites geometriques variables

, propres a representer les affixes de

deux points A et B qui, dans un certain plan, ont pour coordonnees rec

tangulaires ,
le premier les variables reelles x

, jr, le second les variables

reelles X, Y. Comme je 1 ai dit dans 1 avant-dernier article
,

Z&amp;gt; devra etre

cense fonction de z, si, la valeur de z etant donnee, on peut en deduire celle

de Z, ou, en d autres termes, si, la position du point A etant donnee, on

peut en deduire celle du point B; et il suffira pour cela que les variables

reelles X, J^soient des fonctions determinees des variables reelles x
, y.

Concevons maintenant que Ton designe ,
a 1 aide de la lettre caracteris-

tique A placee devant les variables

*&amp;gt;/&amp;gt; z, JT, JT, Z,
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des accroissements finis ou infiniment petits attribues a ces memes variables.

Supposons, d ailleurs, que Z reste fonction continue de z, du moins

pour des valeurs de z comprises entre certaines limites. Pour de telles va-

leurs de z, a des accroissements infiniment petits A,r, A/ de x,y, corres-

pondront des accroissements infiniment petits As, AZ de z, Z; et la derivee

de la variable Z consideree comme fonction de z ne sera autre chose que
la limite dont s approchera indefiniment le rapport

AZ
IT

tandis que A.r
, by s approcheront indefiniment de zero. Cette derivee sera

designee, comme dans le cas ou z est reel
,
a 1 aide de la lettre caracteris-

tique D, par la notation DZ Z. D autre part, les quatre differentielles

do:, d/, dz, dZ

des quantites algebriques variables x
, y, et des quaritites geometriques va

riables z, Z, seront quatre quantites nouvelles, les deux premieres alge

briques, les deux dernieres geometriques, dont les rapports seront preci-
sement

e&quot;gaux
aux limites des rapports entre les accroissements infiniment

petits

Ar, Aj^, Az, AZ

de ces memes variables. Gela pose, la derivee de Z, relative a z
,
se confon-

dra evidemment avec le rapport differentiel de Z a z, c est-a-dire avec le

rapport
dZ
d7

des differentielles dZ, dz, en sorte qu on aura

Si, dans la formule(3), on substitue a la differentielle dz, sa valeur

tir^e de la formule (i), savoir

d z = d x -+- i d^,

et a la differentielle dZ, sa valeur fournie par une equation semblable a la

formule (4) du II, savoir

on trouvera

D.
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Si, d ailleurs, on pose

(5) ;

)j

= tan

ou, ce qui revient au meme,

(6) cos CT sin CT

1 equation (4) donnera

,
x

_ ,- ^
L) , ^ =

cos GT -h i sin

puis, en ayant egard aux formules

i w = cossr 4- i sinsr, [

on tirera de 1 equation (7),

(8) DZZ = i_
(

II est bon d observer que, dans les formules (4), (7), (8), les derivees

partielles D^Z, DrZ varient generalement avec la position du point mo
bile A, else reduisent a des fonctions des deux coordonnees rectangulaires

jc, y de ce meme point, ou, ce qui revient au meme, a des fonctions de

1 affixe z. D autre part, tandis que les coordonnees x
, y varieront par de-

gres insensibles
,
le point A decrira generalement une courbe continue

;
et

si par ce point on mene une droite qui forme, avec 1 axe polaire, un

angle ts propre a verifier la formule (5), la direction de cette droite,

appelee tangente^ sera ce qu on peut nommer la direction de la courbe an

point dont il s agit. Si la ligne decrite par le point A se reduit a une droite,

la tangente ne differera pas de cette meme droite. Cela pose, il suit imme-

diatement de la formule (4), (7) ou (8) que la derivee de Z, consideree

comme fonction de z, depend en general, non-seulement de la position du

point A sur la ligne qu il decrit, mais encore de la direction de cette ligne.

Si cette direction devient parallele a 1 axe des x ou a 1 axe des y^ on

aura

dy = o ou dx = o,

et la derivee de Z, prise par rapport a 2, sera
,
dans la premiere hypothese,

(9) i&amp;gt;*
z

;

dans la seconde hypothese,

(10) B^ = _iDrZ;
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comme on pourrait aussi le conclure de la formule (7) ou (8), en posant

dans cette formule

= o on rs = -
2

Concevons maintenant que la fonction Z, supposee explicite, ou renclue

explicite par la resolution de Tequation ou des equations qui la determine-

raient, soit monodrome
,
du moins entre certaines limites de z; c est-a-dire

qu entre ces limites elle conserve une valeur unique, en restant fonction

continue de z, par consequent de x et de y, tant qu elle ne devient pas

infinie. Concevons encore que les derivees partielles du premier ordre

D,Z, DrZ

satisfassent a la meme condition
;
c est-a-dire qu entre les limites donnees

de z, chacune de ces derivees partielles soit monodrome. Alors la derivee

D^Z

conservera entre les limites donnees de z, et tant qu elle ne deviendra pas

infinie, une valeur unique en restant fonction continue de la variable ima-

ginaire z et de Tangle zs. Ajoutons qu en vertu de la formule (7) ou (8),

cette derivee deviendra independante de Tangle &
,

si les deux valeurs par-

ticulieres de cette derivee, representees par les expressions (9) et (10),

deviennent egales entre elles. Alors, en effet, on aura

(n)
2 = DXZ,

par consequent

(12) D7Z = iD^Z,

et Tequation (7) ou (8) donnera

quelle que soit d ailleurs la valeur du rapport -p ou, ce qui revient au

meme, de Tangle CT. Done alors la derivee

deviendra independante de la direction de la ligne que decrira le point
mobile A

,
et se reduira simplement a une fonction des variables reelles jc, y-,

ou
,
ce qui revient au meme, a une fonction de la variable imaginaire z.

D ailleurs, pour que cette reduction s effectue, il est evidemment necessaire

Ex. d An. et de Ph. math., T. lV.(47
e
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que la derivee

D,Z

conserve la meine valeur quand la direction de la ligne decrite par le point
A devient parallele a 1 axe des x, et quand elle devient parallele a 1 axe

des y; en consequence, il est necessaire que les derivees partielles de Z,

relatives a x et a y, savoir D^Z et Dr Z, satisfassent a la condition exprimee

par la formule (12).

Dans le cas special que nous venons d indiqueiy la derivee D,Z sera,

aussi bien que Z, du moins entre des limites donnees de Z, une fonction

monodrome de cette variable.

Au reste, pour que la derivee DZZ soil une fonction monodrome de la

variable imaginaire z, entre des limites donnees de z, il n est pas necessaire

qti entre ces limites
,
la fonction Z soit elle-meme monodrome : il suffit que

les deux derivees partielles du premier ordre

DXZ, Dr Z,

etant monodromes entre les limites dont il s agit, satisfassent a liqua
tion (12).

Nous appellerons monogene une fonction dont la derivee sera mono
drome. En vertu de la remarque precedente, une fonction de la variable

imaginaire z pourra etre monogene entre des limites donnees de z, sans

etre constamment monodrome entre ces memes limites.

Ainsi, par exemple, si Ton pose

(,4) Z = lz,

ou
,
ce qui revient au meme,

on aura encore, eu egard a la formule (3o) de la page 271,

(16) Z = -\(x* + r 2

)
-f- i -Z= arc cos .

*
,

yTp iJtf+T*

par consequent,

(17) D*Z = 5 = -, DrZ = .
= 1

--
\ i &amp;gt; x -(- y i z x

-&amp;gt;r yi

et, comnie les valeurs precedentes de D^Z, DrZ seront, entre des limites

quelconques de la variable

z = x +- yi,

des fonctions monodromes de cette variable qui verifieront la condition (12),



Ja derivee DZZ de Z lz, determined par la formule (7) ou (8), devra

etre aussi constamment une fonction monodrome de 2, ce qu il est aise de

verifier, puisque 1 on aura

(18) DZZ = DXZ = -.

Par suite, la fonction \z sera constamment monogene. Toutefois, cette

fonction Iz, qui restera elle-meme monodrome, tandis que 1 on fera va-

rier x entre les limites 0,00, cessera d etre monodrome quand x deviendra

negatif, puisque alors, en -vertu de la formule (16), elle passera brusque-
inent de la valeur

a la valeur

tandis que y passera, en decroissant, d une valeur negative a une valeur

positive.

44-



( 348 )

Sur la differentiation des fonctions explicites ou implicites

dune ou de plusieurs quantites geometriques .

Les principes etablis dans Particle precedent permettent d obtenir facile-

ment les differentielles des fonctions d une ou de plusieurs quantites geo

metriques , quand ces fonctions se trouvent exprimees a 1 aide des notations

usuelles. De plus, en partant de ces principes, on recommit aisement que
les formules et les propositions relatives a la differentiation des fonctions

de variables reelles continuerit generalernent de subsister quand ces varia

bles deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, Z etant fonction d une

variable imaginaire z, on aura, comme on 1 a deja remarque dans 1 article

precedent ,

(1) dZ = DzZdz;

et Z etant une fonction de plusieurs variables imaginaires , P, w,..., on

aura generalement

(2) dZ = DMZdM + D,Zd^-hDwZdw4- ....

Les formules (i) et (2) fournissent les regies connues pour la determination

des fonctions de fonctions et des fonctions composees.
La differentiation des fonctions entieres d une variable imaginaire z s ef-

fectue de la meme maniere et conduit aux memes formules que dans le cas

ou cette variable est reelle. Ainsi, par exemple, x etant un nombre entier

quelconque, et a, &, c,..., des constantes imaginaires, on aura, pour des

valeurs imaginaires, comme pour des valeurs reelles de z ,

(3) dzn = nzn
-*dz,

(4) dz-&quot;= wz-^- dz,

(
5 )

d (a -h bz -+- cz2
H- . . . -h kzn

]
= (b+ 2 cz -f- . . . -h nkz&quot;

&quot; J

)
d z

,

et, par suite,

(6) D,z=/iz&quot;-
1

,

(7)
Dz z-&quot;= -nz~&quot;-*,

(8) D, (a -4- hz + 6
2 +...-h kzn

)
= b + icz -+-...+ nkz&quot;-*.
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La meme rema,rque s applique aux fonctions rationnelles d une variable

imaginaire z. Leurs differentielles et leurs derivees, exprimees en fonctions

de z, sont precisement celles qu on obtiendrait si z etait reel.

Considerons maintenant I exponentielle e
2

,
et posons

2 = x -f-ji,

x, y etant reels; on aura

ez ex+yi = e*e&amp;gt;
1

,

ou
,
ce qui revient au meme,

e
z = e

x
i Y ,

puis on en conclura, eu egard a la formule (2),

de* = e
x d ir H- i r de*;

et de cette derniere equation ,
combinee avec les formules

de* = ex dx, di r
= i r idj, dz = dx -h id^,

on tirera

( 9 )
d e* = e

z d z,

par consequent

(10) Vz e
z = e

z
.

Done la derivee de Vexponentielle e
z
est cette exponentielle meme, quelle

que soit la valeur reelle ou imaginaire de z.

En partant dela formule (9), on determinera sans peine les differentielles

et les derivees des exponentielles qui auraient pour base un nombre autre

que e
,
comme aussi des fonctions entieres ou meme rationnelles d exponen-

tielles quelconques. Ainsi, par exemple, A etant un nombre quelconque,
et a etant le logarithme neperien de

,
on deduira de 1 equation (9), jointe

a la formule
A* = e az

,

les equations

!ii) dAz =AMAdz,

(12) DX A* = AMA.

De meme
,
de 1 equation (9), jointe aux formules

cos z =-
&amp;gt;

sin z =
2 2

on deduira immediatement les differentielles et les derivees de cosz et sin r,
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considerees comme fonctions entieres de 1 exponentielle e z
\et 1 on trouvera

ainsi

(13) d cos 2 = sin zdz, d sin z = coszdz,

(14) Dz cosz = sin z, Dz sinz = cosz.

Enfin, des formules qui precedent, jointes a 1 equation (2), on deduira

sans peine les differentielles et les derivees d une infinite de fonctions

explicites d une ou de plusieurs variables imaginaires.
Concevohs

, pour fixer les idees
, que

Z = X+Yi
represente une fonction de la variable imaginaire

z x -h/i,

.x, y, X, Fetant des variables reelles. Pour que Ton puisse deduire de la

formule (a), et de celles qui la suivent, les valeurs de la differentielle dZ,
et de la derivee

n 7 dzD*Z -d7
il suffira que les variables imaginaires jz, Z puissent etre considerees comme
liees 1 une a 1 autre et a certaines variables auxiliaires

, v, w,...,

de telle sorte que les diverses variables etant rangees dans un certain ordre

indique par la suite

(15) Z..., u, v, w,..., z,

1 une quelconque d entre elles, u par exemple, soit equivalente a une certaine

fonction ralionnelle des variables suivantes :

v, WV--, z,

et des exponentielles
p* p* pZe

J
K

&amp;gt;&quot; J
K

1

ou de quelques-unes de ces variables et de ces exponentielles. Dans cette

hypothese, la differentielle de
,
considered comme fonction de f, w,..., z,

sera fournie par une equation de la forme

(16) du = Dv udv + Dw iidw H-...+ Dz wdz;

la differentielle de Z
,
considered comme fonction de . . .

, u, v
,
w

,
. . .

,
z

,

sera fournie par une equation analogue; et, si de cette derniere on elimine
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Jes valeurs des differentielles

..., dw, di&amp;gt;, dw,...,

donnees par la formule (16) et les formules de meme espece, 1 equation re-

sultante de 1 elimination determinera le rapport differentiel de Z a z, ou, en

d autres termes, la derivee de Z considered comme fonction de la seule va

riable z, par consequent la valeur cherchee de DZ Z. D ailleurs, cette valeur

de DZZ sera generalement, ainsi que Z, une fonction continue de la varia

ble z, dans le voisinage d une valeur finie attribuee a z; ou du moins les

seules valeurs finies de z, pour lesquelles cette condition ne sera pas remplie,

seront des valeurs singulieres , propres a representer les affixes de certains

points isoles et separes les uns des autres. La circonstance particuliere que
nous venons de signaler se presenterait , par exemple, si Ton supposait

(17) Z = i-h u, u = e
v

,
v-

et, par suite,

(18) Z=i-4-e J
.

Alors la fonction Z et sa derivee
i

(19) DZZ= - -e ,

resteraient finies et continues dans le voisinage de toute valeur finie de z

distincte de zero; mais Z et D2 Z deviendraient simultanement discontinues

pour une valeur nulle de z, et les limites dont s approcheraient ces deux

fonctions, tandis que la &quot;variable z x -\- } i s approcherait indefiniment

de zero, pourraient etre ou finies ou infinies. Ces limites seraient effective -

ment i et o, si Ton supposait y = o, x &amp;lt; o; elles seraient GO et -- co
,

si

Ton supposait y = o, x &amp;gt;
o.

Si a la premiere des equations (
1 7 ) on substituait la suivante :

on aurait
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et les deux fonctions Z
, Dz Z deviendraient discontinues

,
non-seulement

pour une valeur nulle de z, mais encore pour les valeurs singulieres de z

propres a verifier la condition

c est-a-dire pour toutes les valeurs de z donnees par la formule

.

(2/z -f- I)TT

n etant un nombre entier quelconque.

Supposons maintenant que les termes de la suite
(i 5), etant ranges dans un

ordre quelconque, soient lies entre eux par des equations dont les premiers
membres soient des fonctions rationrielles de ces memes termes et des expo-
nentielles

les seconds membres etant reduits a zero. En vertu de ce5 equations, quel-

ques-unes des variables

Z,..., u, v, iv,..., z

seront des fonctions implicites des autres; et si le nombre des equations est

egal au nombre des variables diminue de 1 unite, Z sera une foriction impli-

cite de z. Gela pose, il suffira evidemment de differentier les diverses equa
tions , puis d eliminer

dw, d^, dw,...

des equations differentielles ainsi formees, pour obtenir une equation finale

que determinera la differentielle dZ et la derivee

n 7 dz
JJj. j = -f ?

dz

de Z consideree comme fonction de z. D ailleurs, la valeur trouveedeDz Z
sera generalement ,

ainsi que Z, une fonction continue de z, dans le voi-

sinage d une valeur finie attribute a z, ou du moins les seules valeurs finies

de Z
, pour lesquelles cette condition ne sera pas remplie ,

seront des va

leurs singulieres propres a representer les affixes de certains points isoles

et separes les uns des autres.

Si, pour fixer les idees, on suppose Z lie a z par une seule equation

(a5) U=o,
dont le premier membre ?7soit une fonction rationnelle des variables z, Z
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et des exponentielles c% r;
z

,
on trouvera, en differentiant cette equation,

(26) Dz J7dZ-4-

et, par suite,

dZ
H &quot;

Dz U

on, ce qui revient au rneme,

r , ~ D.tf

(27) v,z -DTI/

Supposons, par exemple, Z lie a z par 1 equation

(&amp;gt;8)

e
z
=z,

que I on pent encore ecrire coinine il suit :

e
z

z = o.

On trouvera, en differentiant cette equation,

e
z dZ-dz = o,

et . par suite
,

az -z i= e = -
dz

ou, ce qui revient au meme ,

(29) D,Z = i-

II est bon d observer que, dans le cas ou le nombre des variables irnagi-

naires representees par
Z . ..., it, v, w, ..., z

surpasse d une unite le nombre des equations auxquelles ces variables sont

assujetties, on peutobtenir la differentielle dZ, et, par suite, la derivee D Z Z
de Z considere comme fonction de z, ou en differentiant, comme on vient

de le dire, les equations donnees, ou en tirant d abord de ces equations

supposees resolubles la valenr de Z, et en differentiant cef te valeur presentee

sous la forme

Z=r^T+Fi.

Si, pour fixer les idees, on suppose Z lie a z par 1 equation (28), la fonc

tion implicite Z admettra une infinite de valeurs distinctes qui seront

toutes comprises dans la formule

(30) Z=c + ls,

Ex. d .in. ct de Ph. mat.T IV. (47
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la constante c designant 1 un quelconque des terines de k progression

arithmetique
- 4 ft i

- a ft i
, o, 27ri, l\n\,

Par suite, la derivee de Z considere comme fonction de z se reduira tou-

jours a la derivee de---
VJ

D aillenrs cette derniere derivee sera, comme on 1 a deja remarque dans

1 article precedent,

(3 2 )
D2 \z = -.

Z

Done, eri supposant Z determine par 1 equation (28), on aura, comme
1 indique la formule (29),

Observons, toutefois, que le calcul est plus simple quand on deduit direc-

tement la formule (29) de 1 equation (28), sans recourir aux equations (3o)

et(3i).

On voit, par cet exemple, que pour obtenir la derivee d une fonction

explicite Z, de la variable z, dans le cas ou cette fonction coincide avec

Tune des valeurs d une fonction implicite determinee par une ou plusieurs

equations, il peut etre avantageux de difterentier directernent 1 equation ou

les equations donnees.

En partant de la formule (3a), on obtient aisement les derivees d tin

grand nombre de fonctions explicites qui peuvent etre exprimees en loga-
rithmes neperiens. Ainsi, par exemple, comme on a [page 280],

/ O O \ III &quot;

I

&quot; Z I I III ------ Z I )

( 3-3
)

arc tang z = - -
21

on en conclura

Vz arc tang z = ^(7^ + ~

par consequent ,

(34) I

De meme encore, comme, en designant par a une constanle arbitrairement

cboisie, on a identiquement [3
e
vol., page 38

1]

(35) z
a = e alz

,
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on en conclurti

ou, ce qni revient an meme,

(36) .V t z
a = ftz

a- t

.

On trouvera, en particnlier,

(37) D.s
5 = i*

J
,

puis on en conclura, en remplacant z par i z-
2

,

D* (I
-

-77=7.

Enfin, comme on aura [page 282]

(39 )

arc sin z ==
j 1

[ y/i
_ z2

&quot;

H- zij,

on tirera de cette derniere equation, jointe aux formules (32) et (38),

(40) Dz arc sin z = =^ .

V i z-

Les fonctions explicites qui, comme arc tang z, z
a

,
arc sin z, ..., s expri-

ment en logarithmes neperiens, peuvent etre aussi considerees comme

representant certaines valeurs de fonctions implicites determinees par des

equations dont les deux membres renferment uniquernent des fractions

rationnellesetdes exponentielles neperiennes. Ainsi, par exemple, arc tang Z
est une des valeurs de Z propres a verifier 1 equation

(40

za est une des valeurs de Z fournies par le systeme des deux equations

(42) Z = e ait

,
e&quot; = z;

enfin, arc sin z est une des valeurs de Z fournies par le systeme des

equations

(43) e
z( = u+ zi, u 2 = E

-- z
2

.

Cela pose, on ne doit pas etre surpris de voir que les formules (34) et (36)

peuvent etre deduites directement des equations (4i) et (4 2 )-

45..



(
356

)

Memoirs sur les clefs algebriques.

Je nomme clefs algebriques des variables qui n apparaisseiU que passage-
rement en des fornuiles ou lenrs produits sont defmitivement remplaces

par des quantites qui peuvent etre arbitrairement choisies. Ces variables

meritent doublement le noin de clefs, puisque letir intervention permet,
non-seuiement d introduire avec facilite dans le calcul des quantites qui se

glissent a letir suite, et auxquelles elles ouvrent la porte pour ainsi dire,

mais encore de resoudre promptement un grand nombre de questions di-

verses.

On peut d ailleurs employer, comme clefs algebriqnes, toutes sortes de

quantites variables, meme celles que Ton nomme differentidles et varia

tions.

I
er

. Considerations generates. Notations.

Considerons, d une part, m variables

a, S, 7,. ., v?;

d autre part, 71 fonctions lineaires et homogenes de ces variables, repre-

sentees par

X, p., v,..., $,

en sorte qu on ait

&amp;gt;.

a&amp;lt;
a H- b

t
-+- c

{ y -h . . -+- /?, r, ,

1
p.
= a 2 a H- l&amp;gt;.2 +- c.} 7 H- . . . -h 7/2 r, ,

(
i

)
v = a 3 a + b3 + c 3 y + . . . -+- h s rt ,

-- a,t
a + H- C 7 -h

GII &tf Ct y*i h.tf
fi z

&amp;gt;
bz i

c z ,. . .

,
/? 2 ;

d 3 ,
v&amp;gt; 3 ,

etant des coefficients constants. Le produit

(i) X/xv... c

3 ,.
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de ces fonctions multipliees 1 une par I autre dans un ordre determine

pourra etre decompose en produits partiels clout chacun renfermera un

coefficient constant avec n facleurs variables egaux on inegaux; et Ton

pourra, dans chaque produit partiel, conserver la trace de 1 ordre dans

lequel les multiplications sont effect uees, en ecrivant le premier ie facteur

variable qui appartient a la fonction X; puis, a la suite de celui-ci, le fao-

teur variable qui appartient a la fonction fx,...; puis, a la derniere place,
le facteur variable qui appartient a la fonction g. De plus, apres avoir ainsi

decompose le produit (2) en plusieurs termes, on pourra, dans chaque
terme, remplacer le produit des facteurs variables par une quantite arbi-

trairement choisie, et meme substituer deux quantites distinctes a deux

produits qui ne differeront entre eux que par 1 ordre des facteurs. En vertu

des substitutions de cette nature, le produit (2) se transformera en une

quantite nouvelle que nous appellerons produit symboliquc} et que nous

designerons par la notation

(3) |X{Av... s |,

en renfermant le produit donne entre deux traits verticaux. Nous indique-
rons les substitutions elles-memes sous le nom de transmutations, et cha-

cune des quantites substitutes par le produit auquel on la subslitue, ren-

ferme encore entre deux traits. Enfin, nous nommerons clefs algebiiques
les variables a, S, 7,..., *j qui, momentanement admises dans le calcul,

disparaissent quand on passe du produit (2) au produit (3), et nous dirons

que ce dernier produit a pourjacteurs symBoliqueS les fonctions lineaires

X, ft, v,..., g.

Supposons, pour fixer les idees, que Ton ait 772 2, n = 2, en sorte que
les formules (i) se reduisent aux deux equations

(4)

On aura, dans cette hypothese,

par consequent.

(6) Xu = ci t a. + a, b
s b

t &amp;lt;7,

et, si Ton assujettit les clefs a, aux transmutations

(7) = 4,



(
358

)

on trouvera

(8) |X (

u : =
n&amp;lt;

&amp;lt;7 2 4- art, b 2 -+- 36, rt 2 -h 4^1 hi-

Ajoutons que la valeur clu produit symbolique | Xju, |

sera modifiee si Ton

echange entre eux les deux facteurs X, /JL.
En effet, en supposant toujours

les clefs a, assujetties aux transmutations (7), on trouvera

(9) p.X|
= a 2 a t

+ 2^^ + ^b z a^ -+- [\b^b {
.

Comme on le voit, en multipliarit 1 une par 1 autre des fonctions lineaires

de clefs algebriques, on construit en quelque sorte un moule dans lequel

des quantites arbitrairement choisies viennent prendre les places d abord

occupees par les divers produits de ces memes clefs. Le produit symbo

lique ainsi obtenu depend tout a la fois et des coefficients des clefs dans les

fonctions lineaires donnees, et des quantites substitutes, ou, en d autres

termes, de la nature des transmutations. On concoit, qu en raison de cette

nature, un produit symbolique pent acquerir des proprietes qui facilitent

notablement la demonstration d un theoreme ou la solution d uri probleme;
et 1 habilete du calculateur consiste a choisir les transmutations qui lui

permettent d atteindre avec moins de travail le but qu il s est propose.
Si

,
en adoptant les notations ci-dessus mentionnees, on nomme x un pro

duit de clefs algebriques rangees dans un certain ordre, la substitution

d une quantite determinee k an produit x sera indiquee par la formule

= K.10

Si, dans cette formule on voulait supprimer les traits entre lesquels est

renferme le produit x, on devrait en meme temps, pour eviter toute me-

prise,
substituer ati signe un signe different, par exemple le signe

quej ai deja employe pour cet usage dans les Comptes rendus des seances

de. VAcademie des Sciences. Alors, a la place de la formule (10), on obtien-

drait celle-ci

II. Decomposition des sornmes alternees, connues sous le nom de resultantes, en facteurs

symboliqucs.

Les sommes alternees que nous avons deja considerees dans le second

volume de cet ouvrage (page 160), peuvent etre facilement decomposees en

produits symboliques.

En effet, considerons d abord la somme alternee s, formee avec IPS quatre
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termes du tableau

(0
;.;;

V&quot;

et fournie par 1 equation

(-41 S O (

&quot;

f- Cl i D o 1 Cl t tx
&quot;

* *
*&amp;gt;

^ t *
I \ 1 ^ / 1 A *

Si Ton donne pour coefficients a deux clefs algebriques a, dans deux

fonctions lineaires X, p.,
les termes que renferment ia premiere et la second e

ligne horizontal du tableau (i), on aura non-seulernerit

(3)

mais encore

(4) \\i&amp;gt;.\

= a
{
a -4-

et, pour que le produit symbolique
fira evidemment cle poser

se reduise a la resultante j, il suf-

= o,(5) |

Sous cette condition, Ton aura

(6) ,2Sfv
et X r |UL

seront les facteurs symboliques de la resultante j.

Si, aux fonnules (5) on substituait les suivantes :

/ \ o I p \ f&amp;gt;\
I /oo I

(7) a 2
o. Sa

\

= ab
,

b
2 o

,\ j / i ii
nlors, a la place de 1 equation (6), on obtiendrait la formule

= s

on

(8)

dans laquelle il suffirait de poser |a| = i pour retrouver 1 equation (6).

Remarquons d ailleurs que la seconde des formules (7) pent s^crire comme
il suit :

(9) -f- |6a = o,

et que la formule (9) donne
|

a
|

= o ou
|

2

1

= o quand on y suppose
= a. Done, en definitive, les transmutations (7) sont toutes trois com

prises dans la formule (9). Done il suffit de reconrir a cette formule et a
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celles qui s en deduisent, pour obteriir 1 equation (8), et, par suite, pour

decomposer en facteurs symboliques Ja somme alternee s, c est-a-dire la

resultante algebrique formee avec les quatre termes du tableau (i).

Considerons maintenant la somme alternee s formee avec les divers termes

du tableau

7 A) /* fi
\ *n &amp;gt;

uni l
7 ? &quot;n ?

et fournie par 1 equation

(i s S ( a* ^o c,... h n ] a. bc,... hn ...,\ / \ \ 6 ft / ^ o

le nombre des lettres a, b,c,...,h etant egal a n. Representons d aii-

leurs par
a, S, 7,..., yj

n clefs algebriques distinctes, et par

X, jUL, V...., S

n foncuons lineaires de ces memes clefs. Si Ton donne a ces clefs pour

coefficients, dans les fonctions lineaires X, im, v,..,, ?, les termes que ren-

ferment la premiere, la deuxieme, la troisieme, etc., la derniere ligne hori-

zontale du tableau (5), c est-a-dire si Ton pose

= a t a

=
&amp;lt;7 2 a

= rt a

==
rt
a + -+- c 7 -4- . . .

le produit symbolique

(i3) IX/JLV...;
= a

t

h z c 3 ... hn jaSy... yj

sera evidemment une fonction lineaire du produit

et de tons ceux qu on peut obtenir en raultipliant l nn par I autre // facleurs

distincts on non distincts. pris dans la suite

a, b, &amp;lt;?,..., /?,
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et en placant, au bas de ces facteurs ecrits a la suite les uns des autres, les

indices i, 2, 3,..., n. Ajoutons que, si Ton represente par k 1 un quel-

conque de ces produits et par k |x le terme proportionnel a k dans le

second membre de la formule (i3), il suffira, pour obtenir le produit x,

d effacer dans le produit A les indices places an bas des lettres, et d y substi-

tuer partout la lettre a a la lettre rt, la lettre a la lettre b, etc., la lettre yj

a la lettre h.

D autre part, pour que le produit A- soit 1 un de ceux que contient la

resultante s, il est necessaire qu il renferme une seule fois chacune des

lettres

, b, c,..., h-,

et, lorsqtie cette condition sera reinplie, le produit A pourra etre, dans la

resultante s, affecte du signe + ou du signe . II y sera, en effet, affect^

du signe -f-, si, pour passer du produit

a
t
bz c 3 ... hn

au produit ,
il faut operer entre les lettres a, b, c,..., A, prises deux a

deux, un nombre pair d echanges, et du signe dans Je oas contraire.

Done, pour reduire le produit symbolique |Xp.v...g|, determine par la

formule (i3), a la resultante ^, on devra poser

(14) |x| = o,

quand 1 une quelconque des lettres

a, S, 7,..., yj

entrera deux ou plusieurs fois comme facteur dans le produit K, et poser, au

contraire,

(15) |x|=i,

ou

(16) x|=-i,

quand le produit x renfermera une seule fois chacune des lettres

a, 6, 7,..., y?,

la formule (i5) etant relative au cas ou Ton sera oblige d operer entre ces

lettres prises deux a deux un nombre pair d echanges, pour passer du pro
duit |a7-.. Y)

|

au produit |x|. Sous ces conditions, la formule
(i 3) donnera

(17) J =
|X/AV... f|;

Ex. d An. et de Vhy$. math., T. IV. (48
e

livr.) 4^
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et, par consequent, X, |n, v,..., 5 seront les facteurs symboliques de la re-

sultante s.

Si, en conservant la formule (14), on remplacait les formules (i5) et (16)

par les suivantes :

(18) |x|
=

| a&y... Y) j,

(19) |x = |a7...yj|,

alors, a la place de 1 equation (17), on obtiendrait la formule

ou
/

&amp;gt;.

20) .y

dans laquelle il suffirait de poser

= i(21)

pour retrouver 1 equation
Au reste, pour deduire les formules(i4)? (18) et (19) des transmutations

de la forme

(22) |Sa|= -|ag|,

il suffit d admettre que les transmutations de cette forme continuent de sub-

sister quand on introduit une ou plusieurs fois de suite dans les deux

membres, entre les traits verticaux, de nouveaux facteurs auxquels on as-

signe les memes places, et qu elles continuent encore de subsister quand les

divers facteurs ne sont pas tous distincts les uns des autres.

Ainsi, par exemple, si les clefs que Ton considere se reduisent a trois,

a, g, 7,

on pourra evidemment, avec ces trois clefs, former les six produits sym

boliques

/ON

Alors aussi les transmutations de la forme (22) seront an nombre de trois,

savoir :

(24) | 7S|= -| 7 |, |a7|^_| ya|, |6a|= -|a6|.

Or, si dans chacune de ces dernieres transmutations on introduit la clef

qu elle ne renferme pas entre les traits verticaux en lui assignarit dans
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chaque membre ou la premiere on la derniere place ,
on trouvera

,
dans le

premier cas,

(25) |av| = -|ag7
dans le second cas,

(26) |7a| =
|o7a

On aura done

et, par suite, en nommant x| 1 un quelconque des produits (23), on

trouvera

(28)

on

,*!
=

I
ag

7l&amp;gt;

suivant que le produit |

x se deduira du produit |

a 7 1

a 1 aide d un nombre

pair ou impair d echanges operes entre les trois clefs a, S, 7 prises deux a

deux. Ajoutons que, si les formules (24) et celles qui s en deduisent conti-

nuent de subsister quand ces formules renferment deux ou trois facteurs

egaux entre eux, elles entraineront avec elles les transmutations

(3o)

(3.0

a = o, o;

7
2 a = o,b 7|

= o,

7
a

| Q, [ 7a
2

|

= O,

c est-a-dire les transmutations de la forme

?

= o,

= o,

|x| etarit le produit symbolique de trois facteurs dont deux au moins se

confondent 1 un avec 1 autre, et chacun de ces facteurs etant Tune des trois

clefs

a, 6, 7 .

On vient de voir avec quelle facilite s opere la decomposition des sommes
alternees en facteurs symboliques. Cette decomposition une fois operee, on

peut s en servir avec avantage pour decouvrir ou pour demontrer les prin-

cipales propriet.es des sommes alternees. D ailleurs, les transmutations aux-

quelles nous avons etc conduits par le calcul, ont des formes speciales

46..
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comprises elles-memes dans des formes plus generates qui . me&quot;ritent d etre

remarquees, et qui seront indiquees dans le paragraphe suivant.

III. Transmutations geometriques et homogencs. Transmutations et clefs anastrophiques.

Etant donnees n clefs diverses

a, 6, 7,..., YI,

soient

divers produits symboliques dont chacun ait pour facteurs quelques-unes
de ces clefs. Les transmutations auxquelles on assujettit les clefs a, ,

y,..., Y), pourront etre de deux especes differentes. En effet, chacune de

ces transmutations pourra ou fournir immediatement la valeur Iv d un pro-
duit symbolique |

x
,
et se reduire ainsi a la forme

ou etablir une certaine relation entre divers produits symboliques |

B
,

1
1,

|x On doit surtout remarquer les transmutations qui fournissent les

rapports geometriques de ces produits, pris deux a deux, et qui seront

nominees, pour cette raison
,
transmutations geometriques. Considerons,

pour fixer les idees, une transmutation geometrique qui fournisse le rap

port r de deux produits symboliques x|, t . Cette transmutation pourra
s ecrire comme il suit :

et le rapports prendra le nom de module. Cela pose, il est clair qu a chaque
transmutation geometrique correspondront generalement deux modules

inverses 1 un de 1 autre. Car le module r etant le rapport geometrique de

|x| a t
,

le module inverse- ou r~* representera le rapport inverse de

\i\
a |x ,

et la transmutation (2) pourra encore etre presentee sous sa

forme

(3) |e|
= r~ |*|.

Gette meme transmutation sera nominee reciproque, si la formule (2) con

tinue de subsister quand on echange entre eux les produits symboliques 1
1,

|x|, c est-a-dire si Ton a non-seulement

ixl-rhl,



(
365 )

mais
, reciproquernent ,

(4)
- N = r|x|.

Dans cette derniere hypothese, la formule (4) devant se confondre avec la

formule (3), les deux modules r, r~ l deviendront 6gaux entre eux, et Ton

aura en consequence
r = r~%

ou, ce qui revient an meme,

(5)
r = i,

puis on en conclura ou

(6) r=i,

ou

(7)
r=-i.

Les formules (2), (3), (4) seront reduites, dans le premier cas, a la

transmutation

(8) |*I
= N;

dans le second cas, a la transmutation

(9) I*I
= -N

que Ton pourra encore ecrire comme il suit :

(10) |x|-h|| = o.

Si, dans une transmutation geometrique

|x| r\t\,

les produits symboliques |

x
|
, 1

1
1, que renferment les deux membres, se re-

duisent a un seul et meme produit symbolique x
,
le module r sera neces-

sairement 1 unite
,
et la transformation reduite a la forme

(n) |x|= x|,

sera ce que nous nommerons une transmutation identique.

Si les produits |
x

j, 1

1
\

sont distincts, mais composes des memes facteurs,

chacun des facteurs etant 1 une des clefs

a, 6, y,..., Y],

et si ces deux produits ne different Tun de 1 autre que par 1 ordre dans le-
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quel ces facteurs sont ecrits, la transmutation

|

x
|

r
i\

sera dite homogene, quel que soit le module r. Elle sera homogene et red-

proque si le module r se reduit a 1 une des deux quantites i
, + i .

Le degre d une transmutation homogene sera le degre meme des pro
duits dont elle determine le rapport geometrique, c est-a-dire le nombre m
des clefs employees comme facteurs dans chaque produit. La transmutation

sera dite binaire, lorsqu on aura m = 2; ternaire, lorsqu on aura m = 3;

quaternaire, lorsqu on aura m = 4; etc.

Ainsi, par exemple, les clefs donnees etant a, ,7, etc., les transmuta

tions homogenes

seront binaires ou du second degre; les suivantes

=
\

a$a
| ,

. . .
,

seront ternaires ou du troisieme degre ;
etc.

Avant d aller plus loin, il sera bon d examiner attentivement les divers

produits symboliques

l W, ||,

que Ton peut former avec m facteurs distincts arbitrairement choisis parmi
les clefs

a, S, 7,..., vj,

et de comparer ces divers produits a 1 un d entre eux pris pour type, par

exemple au produit symbolique | |
,
dans lequel les diverses lettres qui

representent ces memes facteurs se trouveraient rangees dans 1 ordre indique

par 1 alphabet.

Soit
1 1

1 un quelconque des produits en question. Lorsqu une clef placee

avant une autre clef dans 1 alphabet, ou, ce qui revient au meme, dans le

produit | sera, au contraire, placee apres elle dans le produit | |,
nous

dirons que le produit j

offre une inversion relative au systeme de ces deux

clefs. Le nombre total des inversions, dans le produit |0|, sera evidemment

egal ou inferieur au nombre des combinaisons que Ton peut former avec

m lettres prises deux a deux, c est-a-dire au rapport

m (m i)-
,

2

et pourra d ailleurs etre pair ou impair. En d autres termes, le nombre des



inversions, .divise par a, donnera pour reste o ou i. Ce reste sera ce que
nous nommerons Y indie c du produit \6 |.

Cela pose, on pourra partager en

deux classes les divers produits symboliques formes avec in facteurs dis-

tincts, et ranger chacuri de ces produits dans la premiere classe ou dans la

seconde, suivant qu il aura pour indice zero ou 1 unite.

Soient main tenant

deux produits symboliques distincts formes avec les m facteurs donnes. On

pourra deduire le produit x
|

du produit 1

1
,
soit a 1 aide d un seul echange

opere entre deux clefs, soit a 1 aide de plusieurs echanges de cette espece,
et meme supposer chaque echange opere entre deux clefs juxtaposees, c est-

a-dire entre deux clefs dont 1 une suit immediatement 1 autre dans le pro
duit symbolique [

i . En effet, a 1 aide de semblables echanges successive

ment operes, on pourra toujours, dans le produit symbolique \i ,
amener

une clef quelconque a une place quelconque. On pourra, par exemple.
amener a la premiere place la clef qui occupe effectivement cette place dans

le produit x
;
on pourra ensuite amener a la seconde place la clef qui,

dans |x|, occupe cette seconde place, etc,; et continuer ainsi jusqifa ceque
du produit symbolique x on ait deduit le produit symbolique i . D ail-

leurs, lorsque dans un produit de m clefs clistinctes on echange entre elles

deux clefs juxtaposees, un tel echange fait evidemment naitre ou dispa~
raitre une seule inversion; par consequent, il fait passer ce produit de la

premiere classe a la seconde, ou de la seconde classe a la premiere. Done
les produits 1

1
, |x appartiendront 1 un a la premiere classe, 1 autre a la

seconde
,

si on pent les deduire 1 un de 1 autre par un nombre impair d e-

changes successivement operes entre des clefs juxtaposees; ils seront de
meme classe si le nombre des echanges de cette espece, a 1 aide desquels on

pent deduire |x| de t
,

est un nombre pair.

Si Ton considerait
, dans le produit t

,
deux clefs a, ,

dont la seconde

occuperait, a la suite de a, non plus la premiere, mais la l
iime

place, il snffi-

rait, pour echanger ces deux clefs entre elles, d amener a J aide de /

echanges successivement operes entre des clefs juxtaposees, la clef a a la

place primitivement occupee par la clef g, puis de ramener la clef de la

place prececlente a celle que la clef a occupait d abend, a 1 aide de / i

autres echanges operes encore entre des clefs juxtaposees. Le nombre total

des echanges effectues dans l un et 1 autre cas etant 2 I i
, par conse

quent, un nombre impair, nous devons conclure que les produits symbo
liques J, x| seront toujours de classes distinctes, s ils se deduisent l un de
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1 autre a 1 aide d un seul echange opere entre deus clefs, quelles que soierit

d ailleurs les places contigues ou non contigues occupees par les deux clefs

dans chacun des deux produits.

Par suite aussi, le nombre des echanges a 1 aide desquels on potirra de-

duire 1 un de 1 autre deux produits i
,

x de in facteurs distincts, sera

toujours, quelles que soient les clefs echangees entre elles, un nombre pair

si ces deux produits sont de meme classe, ou, ce qui revient au menie, si

la difference de leurs indices est zero; un nombre impair si les deux pro
duits sont de classes differentes, ou, ce qui revient au meme, si la diffe

rence de leurs indices est 1 unite.

Concevons maintenant qu apres avoir forme les divers produits symbo-

liques qui peuvent etre construits avec 772 clefs distinctes, on egale entre

eux tous ces produits, pris les uns avec le signe +, les autres avec le

signe ,
suivant qu ils appartiennent a la premiere classe ou a la seconde.

La formule ainsi obtenue determinera les rapports geometriques de tous

ces produits ;
et

,
si Ton nomme

1

i
\
, |

x deux quelconques d entre eux
,

on aura

/ etant la difference entre les indices des deux produits i
,

| x|. En d autres

termes, ces deux produits seront lies Tun a 1 autre par une transmutation

homogene et reciproque, dont le module r sera

(i 3) r =(-.) .

L exposant / de i dans ce module, c est-a-dire la difference entre les in

dices des deux produits, toujours equivalente a zero ou a 1 unite, sen

Yindice de la transmutation qui se reduira evidemment a la formule (8) s

Ton a / = o, a la formule (9) si Ton a / = i .

Parmi les transmutations comprises dans 1 equation (12), on doit remar-

quer la transmutation qu on obtient quand les deux produits x
, [t

se de-

duisent 1 un de 1 autre a 1 aide d un seul echange opere entre deux clefs, et

qui est toujours de la forme

Tellesera, parexemple, la transmutation binaire

|Sa| = |a|.

Telle sera encore la transmutation
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dans laquelle ls deux produits symboliques | aSyc^e , atfys |

se deduisent

Tun de 1 autre a 1 aide d un sen! echange opere entre les deux clefs ,
d.

Line telle transmutation sera nominee anastrophique, son principal carac-

tere etant 1 espece d inversion (avacrooipyj, inversio, seu conversio in contra-

darn parteni], qui resulte pour un produit symbolique i d un echange

opere entre deux clefs. Pour bien voir en quoi consiste cette inversion, il

suffit d observer que la valeur d un produit symbolique peut etre repre-

sentee, comme toute a litre quantite, par une longueur portee, a partir d un

point fixe, sur une certaine droite, dans une certaine direction lorsque

cette valeur est positive, dans une direction inverse on contraire lorsque
cette valeur est negative; et qu une transmutation anastrophique fait cor-

respondre a un echange opere entre deux clefs ou
,
ce qui revient au meme,

a Vinversion du systeme des deux lettres qui designent ces clefs dans un

produit symbolique, une autre inversion., savoir le changement de direc

tion de la longueur qui represente le produit symbolique, et qui se trouve,

apres 1 echange, dirigee en sens inverse.

Lorsqu on ne peut, du produit symbolique |t|, deduire le produit |x|,
forme avec les memes clefs, a 1 aide d un seul echange opere entre deux de

ces clefs, on peut du moins passer d un produit a 1 autre a 1 aide de plu-
sieurs semblables echanges. Alors, pour que les produits i

, x verifient

la formule (12), il suffit evidemment de les assujettir, avec les produits inter-

mediaires successivement obtenus, aux transmutations anastrophiqnes dont

chacune exprime que deux produits consecutifs offrent la meme valeur nu-

merique, 1 un des deux etant egal a 1 autre precede du signe .

Ainsi, par exemple, pour que les trois clefs

a, g, y
verifient la transmutation

[aey.|-|7] ,

il suffit qu elles verifient les deux transmutations anastrophiques

formees avec les deux produits ay ,
| yaS |

et le produit intermediate
| aySj.

De ce qu on vient de dire, il resulte que, pour assujettir un systeme
de n clefs

a, S, y,..., yj

a toutes les transmutations homogenes et reciproques de la forme indiqiu e

ET. d An. et de Ph. math., T. IV. (48
e

livr.) 4?
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par I equation (12), il suffit de les assujettir aux diverses transmutations

anastrophiques que 1 on pent former avec des facteurs distincts arbitraire-

ment choisis parmi ces memes clefs.

Jusqu ici, nous avons suppose que, dans une transmutation anastro-

phique

Jes diverses clefs etaient distinctes 1 une de I autre. Supposons maintenant

qu il en soit autrement, et que des deux clefs echangees entre elles, la se-

concle ne differe pas de la premiere. Alors les produits symboliques t ,

x| ne differeront pas 1 un de I autre, et la transmutation anastrophique
donnera

ou, ce qui revient au meme,

et, par suite,

o,

X = O.

Done, lorsque dans le produit x| les diverses clefs employees comme fac

teurs ne sontpas toutes distinctes les lines des autres, la transmutation (i4)

pent etre envisagee comme une transmutation anastrophique dans laquelle

les deux facteurs echanges entre eux sont represented par la meme lettre.

Ainsi, par exemple, les deux transmutations

= o = o

se confondent avec les deux formates

aba =

c est-a-dire avec deux transmutations anastrophiques dans lesquelles les

deux clefs echangees entre elles sont representees 1 une et I autre par la

lettre a. Ajoutons que, dans les transmutations de cette espece, on pent

sans inconvenient ecrire sous la forme de puissance un produit de facteurs

corisecutifs egaux entre eux. Ainsi, en particulier, la transmutation

pourra etre presentee sous la forme

a

= o

= o.

Les notions precedentes etant admises, considerons un systeme de clefs



(
3 7 i )

assujelties a verifier les diverses transmutations anastrophiques que 1 on

pent former avec des prodnits symboliques de facteurs distincts on non dis-

tincts, arbitrairement choisis parmi ces memes clefs. Ce systeme et ces clefs

seront nommes anastrophiques. Cela pose, si le systeme des clefs

a, , 7,..., Y)

est anastrophique, tout produit symbolique dans lequel une meme clef en-

trera une ou plusieurs fois comme facteur, offrira une valeur nulle. Quant
aux prodnits symboliques qu on pourra former avec des clefs delerminees,

prises dans le systeme, mais dislinctes les unes des autres, ils offriront tons

la meme valeur numerique, leurs signes etant semblables ou contraires ,

suivant qu ils seront de meme classe ou de classes differentes. On cohnaitra

done les rapports geometriques des divers produits symboliques dans les-

quels entreront les memes clefs supposees distinctes les unes des autres.

Mais les transmutations anastrophiques, qui etabliront ces rapports, per-

mettront de choisir arbitrairement 1 un des produits symboliques construits

avec des facteurs donnes. 11 corivient d ailleurs d effectuer ce choix de ma-

niere a simplifier les formules. C est ce que nous avons deja fait dans le

II, ou les clefs

a, g, 7,..., yj,

que renferment les facteurs symboliques d une somme alternee, penvent

etre considerees comme des clefs anastrophiques assujetties a verifier, non-

seulement les transmutations anastrophiques dans lesquelles elles entrent

comme facteurs, mais aussi la condition

En supposant que

representent des produits symboliques de degres egaux ou inegaux, on petit,

apres avoir multiplie 1 un par 1 autre deux ou plusieurs de ces produils,

remplacer le resultat par le produit unique qu on obtiendrait si Ton sup-

pritnait les traits verticaux qui separent deux produils ecrits a la suite 1 un

de 1 autre. La transmutation qu on formera de cette maniere sera nominee

transmutation conjonctive. Tellessont, par exemple, les transmutations

dans lesquelles g ne differe pas de S, ni
|e|

de e.

47



Ceia pose, pour qu uri systeme donne de clefs

soil anastrophique, il suffit evidemment que ces clefs verifient d une part
les transmutations anastrophiques binaires, c est-a-dire les transmutations

qui se presentent sous 1 une des deux formes

( 5) ga a5

=o;

d autre part, les diverses transmutations conjonctives formeesavec ces memes
clefs. En effet, pour que les clefs a, g, 7,..., &amp;gt;?

soient anastrophiques, il

suffit qu elles verifient les transmutations anastrophiques dans lesquelles
deux facteurs consecutifs sont echanges entre eux

, et 1 une quelconque de
ces transmutations anastrophiques pourra toujours etre deduite d une trans

mutation anastrophique du second degre, jointe a deux transmutations

conjonctives. Ainsi, par exemple, pour etablir 1 equation

il suffira de joindre a la transmutation anastrophique binaire

a

les deux transmutations conjonctives

|a| |7| dz ^=
flryg&l,

Concevons a present qu etant donnees n clefs anastrophiques

a, g, 7,..., yj,

on designe, a 1 aide des lettres

^j /* v
&amp;gt;---, S

n fonctions lineaires de ces memes clefs. Soient d ailleurs

II , |K|,

deux produits symboliques formes avec m facteurs arbitrairement choisis,

non plus parmi les clefs a, g, 7,..., /?, mais parmi les termes de la suite A,

p, v,. . ., q. Enfin
, supposons que les produits 1

1
,
R

,
dont les facteurs sont

les memes, se deduisent 1 un de 1 autre a 1 aide d un seul echange opere
entre ces facteurs. On pourra decomposer 1

1 et R| en produits partiels qui,



(3 73)

pris deux a.deux, se correspondront et revetiront les formes

y/
|

(
,
A

|

X
,

A designant im coefficient constant, et |t|, |x deux produits symboliques
formes tous deux avec les clefs a, , 7,..., YI rangees dans un ordre tel,

que x se deduise de
1

1 a 1 aide d un seul echange opere entre ces clefs. Or,

les clefs a, , y,..., *j etant supposees anastrophiques, on aura

par consequent,
i r.

Done les produits symboliques Ij, |K| se composeront de termes qui, pris

deux a deux, seront egaux, aux signes pres, mais affectes de signes con-

traires, et Ton aura encore

(17) . |K =- i.
-

Ainsi, par exemple, dans 1 hypothese aclmise, les termes de la suite

X, ft, v,..., q

verifieront les transmutations anastrophiques

II y a plus : la formule (17), qui subsistera quels que soient les facteurs

echanges entre eux dans les produits |I et R|, s etendra, dans 1 hypothese
admise

,
tout comme la transmutation anastrophique

au cas meme ou les deux facteurs echanges entre eux seront representes

par la meme lettre, et donnera dans ce cas

K

ou, ce qui revient au meme,

et, par suite,

(-8)
S
*. .

On aura, par exemple,

2
| K| = O,

K =0.

|XX| = o, - o...



ou, ce qui revient an meme,

X s = o,
|

X
2

//,|
= o,

Cela pose, la suite

X, /A, V,..., $

composee de termes qui verifieront les transmutations de la forme
(1-7)

on (18), c est-a-dire les transmutations anastrophiques formees avec des

produits symboliques de facteurs arbitrairement choisis parmi ces termes,

pourra etre consideree comme representant un nouveau systeme de clefs

anastrophiques. En consequence, on pourra enoncer la proposition sui-

vante :

Theoreme. Si, avec n clefs anastrophiques

a, 6, 7,..., Y)

on construit n fonctions lineaires

X, /J., v,..., $,

ces fonctions constitueront encore un systeme de clefs anastrophiques.

IV. Sur las fonctions representees par des produits symboliques de clefs anastrophiques.

Dans le II de ce Memoire ,
la recherche des facteurs symboliques des

sommes alternees nous a mis sur la trace des clefs anastrophiques. En sui-

vant une marche inverse, nous aliens deduire de la consideration de ces

memes clefs, non-seulement la notion des sommes alternees connues sous

le nom de resultantes, mais encore leurs principales proprietes.

Soient

a, S, 7,..., n

n clefs anastrophiques, et

X, p., v,..., 5

n fonctions lineaires de ces clefs, determinees par les equations (la) du

II, c est-a-dire par les formules

X a
{
a -+- 6, 6 -f- c, 7 + ... + h

t yj ,

p 2 a -4- b 2 -+- c 2 7 +- . . . -f- 7z 2 77 ,

/

(0 v /7 3 a H- 3 5 -{- C 3 7



Le produit.symbolique

decompose en produits partiels, ne pourra offrir aucun terme dans lequel

entre deux on plusieurs fois, comme facteur, 1 une des clefs

a, , 7,..., rj,

parconsequent aueun terme dans lequel reparaisse deux ou plusieurs fois

1 une des lettres

&amp;lt;7, b, c,... t h;

mais il renfermera, outre le produit partiel

a
{
6 a c 3 ... ha a&y... &amp;gt;j ,

tous ceux qu on pent en deduire, soit a 1 aide d un echange opere d une

part entre deux clefs, d autre part entre celles des lettres

a
,
b

, c,..., h,

qui correspondent a ces deux clefs, soit a 1 aide de plusieurs echanges de

cette espece. D ailleurs, comme un echange opere entre deux clefs dans un

produit de la forme

| afry.
. . Y)

a pour effet unique de changer le signe de ce produit, on doit evidemment,

de ce qu on vient de dire, conclure que Ton aura

(2) |Xfiv... ? :- s a7... y? f

s etant la somme qu on obtient quand au produit

(3) rt
( 2 c 3 ... h n

on ajoutei ceux qu on pent en deduire a 1 aide d un on plusieurs echanges

operes entre les lettres
&amp;lt;7, A, c,..., ^, chacun de ces derniers produits etant

pris avec le signe -\- ou avec le signe ,
suivant que le nombre des

echanges est pair ou impair. Or la somme ainsi formee est precisement la

somme alternee qu on nommela resultante du tableau

(4)

i &amp;gt;

*
1 1!

^n &amp;gt;

&quot;
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et, pour reduire le prpduit symbolique X
4

uv... g a cette meme somme, il

suffit de poser

(5) |y... YJ
-- i,

ce qui reduit 1 equation (2) a la formule

(6) s \lpv... 5 ,

*

cleja obtenue dans le II.

Le degrede la resultante s n est autre chose que le degre du produit (3)

et des produits de meme espece, c est-a-dire le nombre n des facteurs ren-

fermes dans chacun de ces produits.

Si la resultante s est du second degre, la formule (6) donnera

s
|Xfi|

= a
t
ba a 2 b t

.

Si la resultante s est du troisieme degre, on trouvera

(8) s
| X//.V a^ b z c 3 a

{
b 3 c 2 H- a z b 3 c }

a 2 b {
c 3 + a

3 b^ c2 a.A b 2 c t ,

etc.

En general ,
si Ton designe par la notation

S(a t
b 2 c 3 ... hn )

la somme qu on obtient en ajoutant au produit (3) ceux qui s en deduisent

a 1 aide d echanges operes entre les lettres a, b, c, etc., prises deux a

deux, chacun de ces produits etant pris avec le signe + ou avec le signe ,

suivant que le nombre des echanges est pair ou impair, la formule (6)

donnera

(9) s
|Xp.v... q\ S(a {

b 2 c3 ... h
fl ).

Parmi les produits dont se compose la resultante ,r, le produit (3), c esl-

a-dire le produit destermes ranges, dansle tableau (4), sur la diagonale qui

renferme le premier terme a, ,
merite d etre remarque. Nous le nommerons

produit principal. Les diverses lettres qui entrent dans ce produit, et les

divers indices ecrits au bas de ces lettres caracterisent
,
dans le tableau (4),

d unepart les termes situes dans les diverses lignes verticales, d autre part

les termes situes dans les diverses lignes horizontales. Un echange opere ,

dans le produit principal a
t
b.2 C 3 ... h, entre deux lettres que renferment deux

lignes verticales donnees
,
a le meme effet qu un echange opere entre les

indices qu elles portent; et chacun des produits qui se deduisent du produit

principal, a 1 aide de semblables echanges, renferme necessairement un



seul terme pris dans chaque ligne verticale. du tableau (4), et un seul

terme pris dans chaque ligne horizontale. D ailleurs, ces produits penvent

etre partages en deux classes, chaque produit etant de premiere on de se-

conde classe, suivant qu il se deduit du produit principal par un nombre

pair ou impair d echanges; et la resultante s est simplement la somme qu on

obtient quand, aux produits de premiere classe pris avec le signe -f-, on

ajoute les produits de seconde classe pris avec le signe .

Lorsqu on echange deux lettres entre elles on deux indices entre eux,

non plus dans le produit principal, mais dans la resultante j, on voit

chaque produit partiel , et, par consequent, la resultante elle-meme,

changer de signe. Done la resultante s change de signe lorsqu on echange
entre elles deux lignes verticales ou deux lignes horizontales du ta

bleau (4).

Lorsqu en faisant tourner le tableau (4) auto/ir de la diagonale qui ren-

ferme le premier terme rt, ,
on echange entre elles les lignes verticales et

horizontales de ce tableau
, chaque classe comprend toujours les memes

produits; et, par suite, 1 echange opere entre les deux especes de lignes

n altere ni le produit principal forme avec les termes situes sur la diagonale

autour de laquelle tourne le tableau (i4), ni la resultante s. Done la resul

tante s du tableau (4) est aussi la resultante du suivant :

(10)

et
,
dans 1 equation

(6)

Ct tJ #2, &amp;lt;23 , ..., a
&quot;&amp;gt;m

n

u

) &quot;2? &quot;3V&amp;gt; &quot;n 5

s=
X/JLV...

qui transforme cette resultante en un produit symbolique, on pent sup

poser les facteurs X, p., v,..., ? lies aux clefs anastrophiques a, , 7,.--? ?

ou par les formnles (i), ou par les suivantes :

X = a
{
a.

^ = ^, a

v = c a

- h
t
a -j- h,^ H- 7? 8 7 + ... + ^y;

Ex d An. ft dr Ph. math., T. IV. (48 livr. )
48
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La formule (6) suppose les clefs a, , y,---? 1 assujetties a la condition (5).

Si Ton ecartait cette condition, alors, comme on 1 a deja remarque dans le

II, la formule (a) donnerait

Cette derniere equation renferme un theoreme qu on pent enoncer comme
il suit :

i
er Theoreme. Soient

a, 6, y,..., &amp;gt;?,

et

*
/*&amp;gt;

v
&amp;gt;---&amp;gt; &amp;gt;

deux systemes de clefs anastrophiques lies entre eux par des equations qui
determinent les clefs X, |u,,,v,..., c, en fonctions lineaires des clefs a, 6,

y,.--&amp;gt; yj. La resultante algebrique 5
1 du tableau forme avec les coefficients

de ces dernieres clefs sera le rapport des produits symboliques Xav... 5 |,

|Sy... Y)\.

Soit maintenant

A, M, N,..., 2

un troisieme systeme de clefs anastrophiques lie au second systeme par des

equations lineaires qui determinent les clefs A, M, N,..., 2 en fonctions

lineaires des clefs X, |m., v,..., 5; et nommons s la resultante du tableau forme

avec les coefficients de ces dernieres clefs dans les fonctions dont il s agit.

On aura encore

lAMN... El

(i3) s =
r\
-

r
I Vv H

Mais, d autre part, si dans les equations qui determinent A , M, N,..., I

en fonctions lineaires des clefs X, /JL, v,..., ? on substitue les valeurs de ces

dernieres clefs exprimees en fonctions lineaires de a, S, y,.--j /}, on ob-

tiendra de nouvelles equations qui determineront immediatement A, Mj

N,..., 2 en fonctions lineaires de a, S, y,..., &amp;gt;j.
Soit la resultante du tableau

forme avec les coefficients de a, S, y,..., vj pris dans ces nouvelles equa

tions. On aura encore

_|AMN...I|
(
T 4) S = -

i e
-

1

| 267 . . . v
I

Or, des formules (12), (i3), (i4), on tire

(i 5)
s* = 8 v
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et la formule (i5)*renferme evidemment un theoreme qu on pent enoncer

comme il suit :

ae Theoreme. Solent

,
s

les resultantes algebriques de deux tableaux dont chacun renferme rf

termes ranges sur n lignes verticales et sur n lignes horizontales. Soient encore

a, S, 7,..., &amp;gt;J,

X, ju,, v,.--&amp;gt; S

A, M, N,..., 2

trois systemes de clefs anastrophiques lies entre eux par deux systemes d e

quations qui determinent : i les clefs X, /x, v,..., g en fonctions lineaires

de a, 6, y,..., vj; 2 les clefs A, M, N,..., 2 en fonctions lineaires de X,

H/., v,..., 5. Enfin, supposons que les termes du premier tableau soient les

coefficients de a, 6, 7,..., r\ dans le premier systeme d equations, et que,

pareillement ,
les termes du second tableau soient les coefficients de X, /x,

v,..,, g dans le second systeme d equations. Le produit des deux resul

tantes algebriques s, s sera encore une resultante algebrique, savoir la re-

sultante du tableau qui aura pour termes les coefficients des clefs a, 6,

7,...,yj
dans A, M, N,..., 2 exprimes en fonctions lineaires deces memes clefs.

Concevons, pour fixer les idees, que les resultantes #, s se rapportent a

deux systemes de quantites dont les tines, designees par des lettres italiques,

soient celles que renferme le tableau (4) ou (10), les autres etant designees

par des lettres romaines et renfermees dans le tableau

(16)
C 3 ,. ..

En prenant les termes du tableau (16) pour coefficients de X,

dans les valeurs de A, M, N,..., 2, on aura

A = a
4
X -H b, fji

+ c, v 4- . . . -+ h, yj ,

M = a 2 X + b 2 |x + c, v -+- . . . -H h 2 yj ,

v,...

(-7) N = a 3 X -l- b 3 IL + c 3 v H- . . . -h b 3 n

I =an l + ba u.
i&amp;gt;?;

48..
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puis, en substitiiant dans ces dernieres equations les valeurs de X, /JL, v,..., c

tirees des formules (i i), eten posant, pour abreger,

(18) k
/&amp;gt;OT

= a/ m -+- b, m -f- c/c/B 4- ... 4- h,//,,,,

quels que soient d ailleurs les nombres entiers /, m, on trouvera

(19)

A =
k^&amp;lt;

a -f- A-, fa

M = A
2&amp;gt;

4
(X, +- A

2&amp;gt;
2

N = /ca +
&amp;gt;

3 7

= a

Done, en vertu du 2e
theoreme, le produit tfs des deux resultantes alge-

briques s, s sera la resultante algebrique S des termes renfermes dans le

tableau

f n If If
H,I3 1,2&amp;gt;

/M,3J &amp;lt;

?
n
-\ t ni ,

(ao)

1 2,4? n 2,2? /X 2,3? &quot;?
/I2,n?

L
8,4? &quot;3

A*
2 *

3j3?*&quot;*? 3&amp;gt;J

^.i, *, *,..., *,;

et Ton aura generalement

/ f\ 1 1 ^ f &quot;I

1 l K* 1C I &amp;gt;--. W / ! n |-\ r^ \ C / \ &quot; y^ /| /i I

I
21

/
;3 ^-!- i

&amp;lt;,&amp;lt;

f2 ) 2
&amp;gt;&amp;lt; - Kn,n) &quot;

I
a

1
D2 ... iin ) o^rn a, & 2 . . . nn ).

On trouvera
,
en particulier, pour n = 2

,

ou, ce qui revient au meme.

Concevons, a present, que Ton veuille composer une resultante algcv

brique S., non plus avec tous les termes du tableau (20), mais seulement

avec quelques-uns d entre eux, dont le nombre soil m 2

,
savoir avec ceux

que renferment m lignes verticales et m lignes horizontals determiriees. On

pourra encore exprimer cette resultante a 1 aide d une equation analogue
a la formule

(i4)&amp;gt; Par le rapport entre deux produits symboliques du de-
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gre m, formes le premier avec quelques-unes des clefs A, M, N,..., 2, le

second avec quelques-unes des clefs a, S, 7&amp;gt;---&amp;gt;

-/5? ^es clefs dont il s agit

etant celles qui ,
dans les formules (19), appartiennent aux memes lignes

verticales ou horizontales que les termes du tableau (20) renfermesdans la

resultante. S. Effectiveinent
, pour deduire des equations (19) la resultante $

sous la forme indiquee, il suffira evidemment d annuler celles des clefs-

anastrophiques a, S, 7,..., &amp;gt;?

dont les coefficients seront tons distincts des

termes renfermes dans . Ainsi, par exemple, si Ton vent redu ire S a la

resultante

\ , ) 2 2
~~

\ , 2 **2 1

formee avec les lettres que contiennent les deux premieres lignes verticales

et les deux premieres lignes horizonta-les du tableau (20), il suffira d an

nuler les clefs

a, S, 7,..., &amp;gt;j,

a [ exception des deux premieres, et alors les equations (19), reduites aux

formules

I

A k
t&amp;gt;t

a -+-
&amp;lt;)2 ,

( M = k
9t ,

a -h A-2i2 g,

donneront

i i

Pareillement, si 1 on vetit reduire a la resultante des termes compns
dans les trois premieres lignes horizontales et dans les trois premieres

lignes verticales du tableau (20), il suffira d annuler les clefs anastro

phiques

a, S, 7,..., yj,

a 1 except!on des trois premieres, et alors les equations (19), reduifes aux
formules

M A
2) i

(x. -+ A
2) 2 & -f- A&quot;

2) 2 y,

_ |

AMN
|

Cela pose, on pourra generalement enoncer la proposition suivante :



(
382

)

3e Theoreme. Supposons qu apres avoir efface dans le tableau (20) tous

les termes non compris dans m lignes verticales et m lignes horizontals

determinees, on cherche la resultante des termes conserves. II suffira,

pour 1 obtenir, d effacer, dans les deux termes du rapport

AMN... z

d une part, quelques-unes desfonctions lineaires de a, , 7,..., YI represen-
tees par A, M, N,..., 2, savoir celles qui ne renferraent aucun des termes

conserves; d autre part, quelques tines des clefs a, S, y,.--&amp;gt; V-&amp;gt;
savoir celles

qui, dans les formules (19), n ont jamais pour coefficients ces memes

termes, puis d annuler, dans les valeurs de X, [/., v,..., c, donnees par les

formules (i i) ,
les clefs effacees dans le produit symbolique | ay... yj |.

En s appuyant sur le theoreme precedent, on pourra facilement exprimer
la resultante S supposee du degre m, non plus par le produit unique s.(

des resultantes construites avec les termes des tableaux (4) et (16), comim

dans le cas ou Ton avait m = n
,
mais par une somme de produits de resul

tantes du degre m ,
formees chacune avec les termes compris a la fois dans rt

lignes verticales et dans m lignes horizontals de Pun de ces tableaux.

A.insi, par exemple, si Pon suppose m == 3, n -2, les deux premieres de:

equations (17), reduites aux formules

donneront

A
M cv

les valeurs de s, s
,

s&quot; etant

S ^ t)
^
Co ^~&quot;

*^2 O r
*

C^ 3 2
*&quot;~~

^2 ! ?
&quot;~~~

i 2
~~~

Mais, d autre part, les equations (i i), reduites aux formules

(29)

V =r

par Pannulation de 7, donneront
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les valeurs de s, s
,

s&quot; etant

Done, en definitive, on aura

14
A T I / It, // // \ I / IAM

I

= (ss +- s s -+ s s
) I

a5
|
,

et la formule (26) donnera

/o \ //.////
)O I J5 ;

C C .- 1^ C C^ I O

Done, en substituant a chaque resultante sa valeur, on aura

(a t fl, -h b, &, -h c, c^ ) (a 2 # 2 -h b 2 b 2 H- ca c2 ]

--
(a, a2 +- bj b 2 -+- c

t
c 2 ) (aa^, -+- b 2 ^ 1

+ c2 c t ]

\12 21/\i2 &quot;8 Vl/ \ ^ ^ 2ly\4 2 24/

&quot;T~ (3-4 O2
^~~

&quot;-247 \^ \ 2
&quot;&quot;~~

2 ^ \ /
*

La valeur des que fournit 1 une quelconque des formules(25), (27), etc.,

pourra toujours etre ainsi decomposee en produits partiels, par une equa
tion de la forme

(32) 8 sj-t- sV -+- sV-h ...,

et Von pourra ainsi deduire du 3e theoreme celui que nous allons enoncer :

4
e Theoreme. Concevons que, dans chacun des tableaux (4) et (16), on

efface tons les termes non compris dans m lignes horizontales, ces lignes

pouvant occuper des places differentes dans les deux tableaux, puis ajou-
tons entre eux les produits binaires qu on obtiendra en multipliant respec-
tivement les divers termes d une ligne horizontale conservee dans le ta

bleau (4) par les termes correspondants d une ligne horizontale conservee

dans le tableau (16). La sornme ainsi formee et les sommes semblabies se-

ront representees dans le tableau (20) par divers termes compris dans m
lignes horizontales et m lignes verticales deterrninees. Nommons la resul

tante de ces derniers termes. Soient d ailleurs s la resultante du degre m
formee avec les termes qui occupent m places arbitrairement choisies dans

les lignes horizontales conservees du tableau (4), et s la resultante formee

avec les termes correspondants du tableau (16). Le produit ss, ajoute a tons

les produits du meme genre, donnera pour somme la resultante 3.

Parmi les proprietes que possedent les resultantes algebriques, on doit
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remarquer celles qu expriment les 2e et 4
e
theoremes, on, ce^qui revient an

meme, les formules (i5) et (3a). Ces formules, que j
ai donnees pour la

premiere fois dans le i^
e cahier du Journal de I J^cole Polytechnique

[voir aussi dans le meme cahier un Memoire de M. Binet], sont d ailleurs

des consequences immediates des i
er

et 2 e theoremes compris dans la for-

mule (12), qui, dans le cas ou Ton pose | ay... vj
|

= i, se reduit a 1 equa-
tion (6). Us se rattachent done intimement a la decomposition des resul-

tantes eri facteurs symboliques represented par des fonctions lin&iires de

clefs anastrophiques.
En appliquant a des cas speciaux les formules etablies dans ce paragraphe,

on en obtient d autres qu il sera bon de mentionner et que nous allons rap-

peler en pen de mots.

Si le tableau (4) coincide avec le tableau (16), les formules (i5) et (3o)

donneront, la premiere,

(33) S=s 2
;

la seconde,

(34) s = s
a + s

a + s&quot; + _
?

et, en consequence, la resultante algebrique se trouvera reduite a un

carre parfait ou a la somme de plusieurs carres. Alors aussi
,
on tirera en

particulier cle la formule (a3)

(35) (a\ -h b\)(a\ + b\)
-

(a, a2 + b&amp;lt; b,}
2 =

(a, b,
- a z b t )*,

ou, ce qui revient au meme,

(36) K + b\)(a\ +b 2)*= (a t
a z + b&amp;lt;b 2f + (a t

b2
- a2 b t }*,

et, de la formule (3i),

(
a

\ + b\ + cj) (a\ + b 2

2 + cj)
-

(a, a, -f- b
t
b 2 + c, c 2 )

2

En reduisant a^ b
t j

a2 ,
b 2 a des nombres entiers, on tire de I equation (ao)

un theoreme connu, savoir qiiune somme de deux carres, multiplies par
une aulre somme de deux carres 3 donne encore pour produit une somme

de deux carres. Quant a la formule (3^), elle est precisement celle qu on

obtient lorsqu on projette sur trois plans rectangulaires la surface d un

triangle dont les trois sommets ont pour coordonnees respectives
les
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quantites

et qu on egale le carre de cette surface a la somme des carres de ses trois

projections.

Si des trois systemes de clefs anastrophiques

a, g, y,..., y?; X, p, v,.-., s; A, M, N,..., 2,

le troisieme coincide avec le premier, les equations (17), reduites a la

forme

(38)

a a,X -h b
4 p. -+- c, v + ...-+ h, yj,

= a 2 X -h b 2 |UL
H- c 2 v -h . . . -h h 2 r\ ,

y = a 3 X 4- b 3 /JL
+ c 3 v -f- . . . H- h 3 77 ,

hn r, ,

ne devront pas differer de celles qui se deduiraient des formules (i) re-

solues par rapport a a, , 7,..., y. Dans le nieme cas, la formule (i5)

donnera

(39) &s=i,

et 1 ori pourra, en consequence, enoncer la proposition suivante :

5e Theorems. Soient

a, g, y,..., vj; X, p., v,..., $

deux systemes composes chacun de w variables, et supposons les variables

X, /A, v,..., 5 representees par des fonctions lineaires et homogenes de a
(, g,

7,..., yj. On pourra, pour 1 ordinaire, exprimer aussi a, g, y,..., yj en fonc

tions lineaires et de X, |/,, y,..., $, et les deux tableaux formes i avec les

coefficients de a, g, y,..., yj dans les valeurs de
&amp;gt;., p., v,..., g; 2 avec les

coefficients de X, p,, v,..., 5 dans les valeurs cle a, g, y,..., yj, auront pour
resultantes algebriques deux quantites dont le produit sera 1 unite.

La resultante algebrique des termes que comprend tin tableau donne pent
etre presentee sous une forme remarquable , lorsque, dans ce tableau

,
cha-

cune des lignes horizontals ou verticales est composee de termes qui for-

ment tine progression geoirfetrique. Supposons, pour fixer les idees
, que le

Ex. d An. et de Ph. math., T. lV.(48
e
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tableau (4) se reduise au suivant :

A, B,

Aa, Bb,

(4o)

(
386

)

&amp;lt;?,...,

cc,..:,

Aa*, Bb*, Cc 2
,...,

H,

Hit,

Aan
-&amp;gt;,

Bbn~ K

,
Ccn~ 1

,..., Hkn
-*,

dans lequel chaque ftgne verticale est ccmposee de termes qui forment une

progression geometrique ,
le reste de cette progression etant a dans la pre

miere ligne verticale, b dans la seconde. La resultante s des termes que
renferme le tableau (4o) sera, en vertu de la formule (9),

(40 s= ABC...

Si chacune des quantites A, B, C,..., H se reduit a 1 unite, ou, ce qui

revient au meme
,

si le tableau (4o) se reduit au suivant :

on aura simplement

(43) J=rS(l ^C 2
... ^- 4

),

et cette derniere valeur de ^, consideree coinme fonction de 1 une quel-

conque des quantites a, b, c,..., h sera une fonction entiere du degre
?i i. D ailleurs, un echange opere entre deux de ces quantites, par

exemple entre a et b, changera s en s. Done s s evanouira si Ton pose

b = a
;

et si Ton pose
b = a +- r,

s s evanouira pour une valeur nulle de r. Done, dans cette derniere suppo

sition, la resultante s, reduite a une fonction entiere des quantites a,

c
,

. . .
,
h et de la difference

r =1 b *2,

ne renfermera aucun terme independant de r, et sera de la forme
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R etant une fonction entiere de*z, c,..., A, r, ou, ce qui revient au meme,
de

&amp;lt;z, by c,..., h. Ainsi la resultante ,$, determined par la formule (43), a

pour facteurs algebriques la difference b a. On prouvera de meme qu elle

a pour facteur chacune des differences

b #, c a, . . .
,
h rt,

(44)
c ~

*;;;;

*~ 4

;

.

. J ,

- *-, -

que Ton forme en retranchant l une de 1 autre les quantites

a, b, c,..., h,

combiuees deux a deux de toutes les manieres possibles. Done, si Ton

nomme k le produit des differences comprises dans le tableau (44) la for

mule (43) donnera

s= Kk,

A^.etant ou un nombre constant ou une fonction entiere de a, b, c,..., h.

J ajoute que, de ces deux hypotheses, la premiere est seule admissible. En

effet, comme ,
dans le tableau

(44)&amp;gt;
n T termes, savoir ceux que contient

la premiere ligne, renferment la quantite ,
le produit k considere comme

fonction de a sera, ainsi que ,
du degre n i . Done le coefficient K devra

etre independant de #
; on prouvera de meme qu il est independant de b

t ,

de c, etc., de h. K sera done un nombre. Pour obtenir ce nombre equiva

lent au rapport -, il suffira d observer que le produit principal

(45) ab*c*... hn-
,

forme avec les termes situes dans le tableau (42 )
sur la diagonale qui ren-

ferme le premier terme i
,
se presente une seule fois, pris avec le signe -f- ,

non-seulement dans le developpement de la resultante

mais aussi dans le developpement du produit k des differences comprises
dans le tableau (44) attendu que, dans ce dernier developpement, le seul

produit partiel de la forme

be 2
... A 7- 1

est evidemment celui que 1 on trouve en reduisant chacune de ces diffe-

49-
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rences a son premier terme. Done le nombre K ne pourra differer de 1 u-

nite, et la formule (43) donnera

ou, ce qui revient au meme,

(46) s = (b
-

a] x (c
-

a) (c b] x ... x (h
-

a) (h
-

b},..(h
-

g).

Par suite aussi, la formule (4i) donnera

(47) s =

En consequence, on peut enoncer la proposition suivante :

6e Theoreme. Lorsque les termes avec lesquels se forme une resultante

du degre n sont, dans chaque ligne verticale du tableau qui la renferme,
en progression geometrique, il suffit, pour obtenir cette resultante, de mul

tiplier le produit des termes

-d-i B, C,..., ffj

compris dans la premiere ligne horizontale de ce tableau, par le produit des

differences que fournissent les rapports

a, by c,..., h

des progressions geometriques auxquelles appartiennent ces memes termes,

quand on retrariche successivement chacun de ces rapports de tous ceux

qui le suivent.

V. Methodes diverses pour la determination des resultantes algebriques.

Soit toujours s la resultante du tableau

(l)

j ^i &amp;gt;
&amp;gt;

&quot;i ?

^29 i ^27

en sorte qu on ait

(2)
s = S(a t b^c s ... hn }.

Le calcul direct des produits partiels ,
dont la lettre S indique la somme et
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dont le nombre P est determine par la formule

/ON
7^7&quot; ___ Q

(3j
r i .2.3... ,

deviendra evidemment tres-penible pour de grandes valeurs de n. Mais

1 emploi des clefs anastrophiques offre divers moyens d eviter ce calcul dans

la determination de s.

En premier lieu
, pour deduire s de la formule

i -i . _ i

(4)

dans laquelle on a

(5)

X = a
{
a -f- 6, -4- rf^y

p= a z a -f- b z & -t- c 2 y

y a 3 a -h 6 3 H- 37

il suftira de multiplier successivement 1 un par 1 autre les facteurs X, |m,

v,..., c, en assujettissant les clefs a, , 7,..., yj aux transmutations anastro-

phiques binaires et aux transmutations conjonctives des divers degres. Si,

pour abreger, 1 on designe, a 1 aide des notations

(, b], (a, b,

les resultantes algebriques

S(-a,b 2 },
S (a t

(a, b,

S , c 3 ... hn ],

et a 1 aide de notations semblables les resultantes semblables deduites des

precedentes par des echanges operes entre les iettres a, b, c,..., A; si d ail-

leurs on range les facteurs que renferme chaque produit symbolique dans

1 ordre indique par 1 alphabet, on aura successivement

(a, b}\a8\ + (a, c)\ ay| + ... + (b, c)\Gy\ + ...,

(a, Z&amp;gt;, c) | aSy |

+ (a, b, d] \

ac?
|

-(-...+ (b, c, d) \ 7^ |

H- . . .
,

.

?|
=

(a, A, c,..., A

et 1 on reconnaitra que, pour determiner les coefficients

(a, A), (n, c),..., (6, c),..., (a, 6, c-),..., (a, b, c,..., h},
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dont le dernier est precisement la resultante s
,

il suffit de repourir a des

equations de la forme

(a, b} = a
t
b 2 , 2 ,

(a, b, c) (a, b) c 3 (a, c) b 3 + (b, c) a,,

(a, b, c, d) = (a, b, c) dn (a, b, d} cn + (a, c, d) bn (b, c, d} a,n(7)

Lorsqu on opere ainsi, le calcul de la resultante s exige la formation de

produits composes chacun, non plus de n facteurs, mais de deux facteurs

seulement, et le nombre X de ces produits, determine&quot; par la formule

(8)

n i) (n 2)

i .2 I .2

-0,

croit beaucoup moins rapidement que le nombre N= i . 2 . 3.. . n.

Lorsque les clivers termes du tableau (i) sont connus et donnes en noiu-

bres, on peut se dispenser d ccrire les equations (7) et autres semblables,

et se borner a deduire, de multiplications successives, la valeur du produit

|X/xv... $ qui, divise par aSy... y |,
donne pour quotient la resultante s.

Supposons, pour fixer les idees, qiie le tableau (i) se reduise au sui-

vant :

1, 2, 3,

3, I, 2,

2, 3, I,

on aura

3a 4- 27,

7 ;

et, par suite,

(a-3.3)

s =
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Pour deduire la resultante s de la formula (4), il n est pas necessaire de

construire chacun des produits

il suffit de multiplier 1 un par 1 autre, dans 1 ordre qu indique 1 alphabet,

d abord les facteurs X, /x, v,..., g pris deux a deux ou trois a trois, etc., puis

les produits binaires ou ternaires, etc., ainsi formes, de maniere a obtenir

facilement le produit | Xp&amp;gt;...
c, |. Ainsi, par exemple, si Ton a n = h, alors,

pour obtenir le produit final
| Xavp |

, et, par suite, la resultante s, il suffira

de former les deux produits binaires
| X/x|, vp , puis de les multiplier 1 un

par 1 autre. Quelquefois, cette methode est preferable a celle qui consiste

dans la formation successive des trois produits | X/JL |, | X/JLV |, j X/xvp |.
Goftce-

vons, pour fixer les idees, que 1 on dernande la resultante .? d un tableau de

la forme

a, b, c, d,

d, a, b, c,

c, d, , b,

b
f c, d, ,

on aura

X = act. + b8 H- cy + dd,

p= da -+- a +- by -+- cd*,

v ca -+- d& -+- ay -+- bd,

p 6a+ c6 -*- dy -+- ad-,

h (ab
-

cd) \ ay\ + (&amp;lt;*c

- ^ 2

) |

a^
|

=
(/?

2-
ac) \8y\ + (bc- ad] \&\ + (c

3 -
bd] \ y*|.

De plus, comme pour deduire v de X, ou p de
p,, et, par suite, \vp\ de

|X/JL|,
il suffira d echanger entre elles, d une part les clefs a, 7, d autre

part les clefs 6, c?, la formule qui precede entrainera la suivante :

\vp\
=

(a*
-

bd)\y&\ + (ab
-

cd} ya 4- (ac
-

Apres avoir ainsi obtenu les valeurs des deux produits symboliques
| Xjtx , \vp\, on pourra, de ces deux produits multiplies 1 un par 1 autre,

tirer immediatement la valeur du produit symbolique |Xjtxvp|, par conse-
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quent celle de

et Ton trouvera definitivement

s = (a*
-

bd)* -+- (c
2 - bdY - (b*

-
ac)

z -
(d*

-
ac}*

-h 2 (ab cd] (be ad}.

Lorsque, dans la formule (4), le facteur X depend uniquement de la

clef a, c est-a-dire lorsque la premiere des equations (5) se reduit a

X =. a^ a,

la formule (4) donne simplement

&amp;gt; flj r^, r?

et Ton peut-, dans les valenrs de
|UL, v,..., c remplacer a par zero. En s ap-

puyant sur ces remarques, on demontre aisement les propositions sui-

vantes :

i

er Theoreme. Etant donnes deux systemes anastrophiques

a, S, 7,..,, y, et X, p., y,..., ?,

composes chacun de n clefs, et lies Pun a 1 atitre par les equations (5),

concevons que Ton exprime a, , y,..., yj en fonctions lineaires de clefs

nouvelles

dont le nombre soit egal ou superieur a n \
,
mais de maniere a verifier

1 equation de condition

(9) .

^
X =

.

La resultante J, determinee par la formule (4), sera equivaiente au produit

du coefficient de a dans X par le rapport geometrique des valeurs nouvelles

qu acquerront les deux prodtiits symboliques

|fxv... ? ,
| 7... yj|.

Corollaire. Les nouvelles clefs 9, /, t|&amp;gt;v*
y

?
dont le nombre doit etre

egal ou superieur a n i, pourraient n etre pas distinctes des clefs 6,

7,..., yj, et alors, a la place du premier theorerne
,
on obtienclrait le sui-

vant :



2e Theoreme. La resultante s, determinee par la formule (4), est egale
an produit du coefficient de a dans X par la valeur qu acquiert le rapport

lorsque, dans ce rapport, on exprime /x, v...., en fonction des n i

clefs S, 7,..., &amp;gt;j,
a 1 aide des formules (5) jointes a I equation (9).

Supposons, pour fixer les idees, n = 3. Alors la resultante

(10)

s = a

pourra etre, en vertu du second theoreme, presentee sous la forme

(u) ---a

c-, a.

on pourra done la determiner en calculant trois rapports geometriques,

savoir,

c,

b, c, a.

cinq produits binaires et un seul produit ternaire. Generalement
,
a 1 aide

du second theoreme, on pourra determiner une resultante du degre ,
en

calculant des rapports geometriques dont le nombre sera

I -h 2 + ... -t- (/I i) =

des produits binaires dont le nombre sera

n (n i)

et un seul produit compose de n facteurs.

II est bon d observer que de la formule (n) on tire immediatement la

suivante :

\

(It)
(a, b t a,bi) (a, c3 a 3 c, ) (a, ca

S

qui peut etre facilement reduite a la formule (10).

Ex. d An. et de Ph. math., T. IV. (48 livr.)
5o
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Observons encore que la transmutation anastrophique

donriera

si Ton pose

on, ce qui revient au meme,

= o,

| ay |

-+- . . . -+- h
{ avj |,

X ,3,
|

a
|

-h o -h c,
| y |

H- . . . 4- h
{

\

&amp;gt;j |,

H- o -5- ...-h

U = a
t |

avj
|

b
t \ yj

|

c
t

\ yyj |

. . . H- o.

Or, si dans ces dernieres formules on remplace les produits symboliques

dont le nonibre est -&amp;gt; par autant de clefs nouvelles et anastro -

2

phiques

alors 3&amp;gt;. X, T,..., U seront des foiictions lineaires de ces clefs qui, prises

pour valeurs de a, S, y,..., vj, verifieront la formule (i3). Alors aussi, en

attribuant a a, , y,..., yj ces memes valeurs dans les facteurs
ju., v,..., $.

on tirera du second theoreme

(16)

On peut d ailleurs annuler plusieurs des nouvelles clefs et reduire ainsi leur&quot;

valeur a n i . On doit surtout remarquer le cas ou 1 on n attribue des

valeurs distinctes de zero qu a celles qu on substitue aux n \ produits

symboliques

Dans ce cas particulier, les formules Ci5) donneront

., U g t
v.
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et Ton aura
, par suite

,

Done alors la formule (16) donriera

(iq) ,=f_,)-&amp;lt; If^ij,*,...,
| ?X --- U

1

pourvu que dans Jes fonctions de a, , 7,..., &amp;gt;?, representees par^m, v,...,

on pose

(ao) a = h
t y, &amp;lt;?,/

,
&amp;lt;p, 7=^ ,/,..., f) g,v.

Si, pour fixer les idees, on suppose n = 3, la formule (19) donnera

_

VI. Usage des clefs anastrophiqu.es dans I elimination.

Les clefs anastrophiques peuvent etre employees avec avantage dans un

grand nombre de questions, et specialement quand il s agit d eliminer plu-

sieurs inconnues entre des equations donnees.

Considerons d abord n inconnues

x, y, z,..., w,

liees entre elles par n equations lineaires; et soient

(i)
X = o, F=o, Z = o,..., W=o,

ces equations dans lesquelles X, Y, Z,--, W representeront des fonctions

lineaires de x, y, %&amp;gt;&quot;&amp;lt;&amp;gt;

w- Si ces fonctions sont homogenes, les equa
tions (i) determineront settlement les rapports des inconnues, dont Tune

quelconque pourra etre choisie arbitrairement
,
et 1 elimination! des incon

nues fournira entre leurs coefficients une equation de condition qu on

obtiendra sans peinv^, en operant comme on va le dire.

Observons, en premier lieu, que des equations (i) respectivement multi-

pliees par n facteurs variables,

a, S, 7,..., yj,

puis ajoutees i une a 1 autre^ on deduira immediatement une equation

nouvelle,

5o..



dont le premier membre

(3) Q

sera encore une fonction lineaire de x,y, %&amp;gt;&amp;gt;&amp;gt;&amp;gt; w, et pourra, en conse

quence, etre presente sous la forme

(4) Q. = X.r -+- p.f + VZH~ ... H- stv,

X, /JL. v,..., g etant des fonctions lineaires de a, , 7,..., vj. Remarquons
dailleurs que la formule

(
2

) peut etre substitute au systeme des equations (i ),

et que, pour deduire 1 une quelconque des equations (i) de la formule (2),

il suffit d y remplacer Tun des facteurs variables a
, , 7,..., f) par 1 unite,

en annulant tous les autres.

Concevons maintenant que les n facteurs variables a, , 7v&amp;gt; V soient

des clefs anastrophiques. Les fonctions lineaires de a, &} 7,---&amp;gt; &amp;gt;7? represen-
tees par X, fx, v,..., 5, seront encore des clefs anastrophiques ;

et comme on

aura
, par suite ,

= o

on pourra evidemment eliminer de 1 equation (2), 1 inconnue #, en multi-

pliant Q. par X, 1 inconnue^, en multipliant Q, par /JL,...,
1 inconnue w, en

multipliant fi par g. Done, pour eliminer toutes les inconnues, a 1 exception
d une seule, il suffira de multiplier la fonction Q. par les coefficients des

autres inconnues dans cette meme fonction. On eliminera, par exemple,

y, z,..., TV de la formule (2), en multipliant O par le produit [iv
... c,oti ce

prodtiit par 0,. On obtiendra ainsi 1 equation

(5) = o

que la formule (4) reduira effectivement a

(6) o:

et, puisque la valeur de x peut etre arbitrairement choisie, la formule (6)

entrainera la suivante :

= o,

qui sera precisement 1 equation de condition a laquelle devront satisfaire les

coefficients des inconnues dans les valeurs donnees de X, Y, Z,..., W-
Si

, pour fixer les idees
,
on sup pose ces coefficients representes par les

divers termes du tableau (i) du paragraphe precedent, en sorte que



Ton ait

X =
&amp;lt;2,

X -f- ^^-h C
4
Z H- ... H- h^ W ,

(8) Z = rt 3 a: H- b^y ~\- c 3 z-+- ... H- ^ 3 iv ,

les valeurs de X, /UL, v,..., g seront fournies par les equations (5) du meme

paragraphe ;
et comme on aura

1 equation (7) donnera

(9) S (o,& 2 c 3 ... AB )
o.

D ailleurs
, pour obtenir cette derniere equation ,

il suffira evidemment de

poser

(10)

en considerant X, /, z,..., \v comme des clefs anastrophiques , puisque.
dans cette hypothese, on aura

On peut done enoncer le theorems suivant :

Theoreme. Si n inconnues verifient n equations lineaires et homogenes,
il suffira d egaler a zero le produit symbolique de leurs premiers membres,
en considerant ces inconnues comme des clefs anastrophiques, pour obtenir

1 equation de condition a laquelle devront satisfaire les coefficients de ces

inconnues dans les equations donnees.

Supposons maintenant que les equations lineaires donnees cessent d etre

homogenes. Ghacune d elles sera, non plus de la forme

aoc -+ by -h cz -h . . . -+- hw o,

mais de la forme

ax -+- by -4- cz -+ . . . -t- hiv = A
,

ou, ce qui revient au meme, de la forme

ax -+- hjr + cz + ... -h hw k = o,

&amp;lt;7, b, c,..., h, k etant des quantites constantes. Alors aussi la formule (4)



sera rernplacee par la suivante :

(n) Q = ^x -+- p.jr -+- vz H- ... -|-
gu&amp;gt; w,

w etant une nouvelle fonction lineaire de a, g, 7,..., &amp;gt;?;
et 1 equation (5)

donnera

.

g|
= o,

par consequent,

( )
= &quot; &quot;

.

I Apt* . . . C
]

Si Ton designe par A 2 ,..., A&quot;,,
les valeurs que prend successivement la

constante k dans la premiere, la seconde, etc., la derniere des equations
donnees, on aura

et, en substituant dans la formule (12) les valeurs des produits symboliques

qu elle renferme, on retrouvera Pequation connue

( 4) *=fp;r:S (, b 2 c3 . . hn )

Lorsque les equations lineaires proposees sont numeriques , Pemploi des

clefs anastrophiques permet de calculer directement les valeurs des incon-

nues, sans que Pon soit oblige de recourir aux formules generates, c est-a-

dire a Pequation (i4) et aux equations analogues.

Concevons, pour fixer les idees, qu il s agisse de resoudre les equations

(.5)

x -+- iy +- 3 z = r
,

De ces equations respectivement multipliees par a, 6, y, puis ajoutees Pune

a Pautre, on tirera

(16) X,r H- p.y H- vz = w,

les valeurs de X, //., v, w etant

X = a 4- 3S -4- ay, /x
a a + 6 H- 3

-y,
v =
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et la valeur de x sera

,
. I WU.1I I

17) jc:=:LJl_i.

x

I Apv I

On trouvera d ailleurs

||xv|
= |a6|- 7|ay|~

puis en posant, pour plus de commodite,
| ay| = i,

= 5-4-3. -h5 = 2 1

= 5+ 3.7 -4- 2 = 18,

et, par suite,

x - - 1-~ i8~6

La valeur de x etant ainsi deduite de la formule (17), on pourra tirer de

la formule (16), multipliee par v, la valeur de y. En operant de la sorte, et

posant. pour abreger, y = o, a = i, on trouvera

I WV I
-

I &amp;gt;.V I X
/^-
- I_I_I_1_J

IP I

puis

faLa^l. I f*
v

I

= f
&amp;gt;

I

*v
I I

wv
I

=
7 ;

par consequent ,

/= -7(1 ;r
)
=

g
&amp;gt;

Enfin la derniere des formules (i5) donnera

z = 5 ix
&quot;$y

=
^

On aura done, en definitive,

_ 1 5
~^ :

&quot;6

~
6

Supposons maintenant que Ton veuille eliminer tine ou plusieurs va

riables entre des equations qui cessent d etre lineaires. Les clefs anastro-

phiques fourniront encore un moyen facile d operer relimination. Ainsi,

par exemple, pour eliminer x entre les equations

(18) a -+- bx 4- ex* = o, a + h x -f- c jc-
2 = o,

on ajoutera 1 une a 1 autre ces equations respectivement multipliees par
deux binomes de la forme
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On trouvera ainsi

(19) X -h |UUX -f- V X* -+- p X
3 = O,

X, /, v, jO
etant des fonctions lineaires et homogenes des variables a, 6, -y, d*;

puis, en considerant ces variables comme des clefs anastrophiques ,
on

tirera de la formule (19), multiplied par le produit /ivp,

(20) |X/ivp|
= o.

Cette derniere formule sera precisement 1 equation resultante de 1 elimina-

tion de ^centre les equations (18).

En general, pour eliminer x entre deux equations algebriques dont Tune

serait du degre m, 1 autre du degre /z, il sufifira d ajouter entre elles ces

equations respectivement multipliees par deux polynomes dont le premier
serait du degre n i

,
le second du degre m \

, puis d egaler a zero le

produit symbolique des coefficients des diverses puissances de x dans 1 e

quation finale obtenue comme on vient de le dire, en considerant les coef

ficients que renferment les polynomes multiplicateurs comme autant de

clefs anastrophiques.
On pent voir, dans les Comptes rendus des seances de VAcademie des

Sciences pour 1 annee i853, d autres applications de la theorie des clefs sur

laquelle nous reviendrons dans d autres articles.

FIN DU TOME QUATRIEME.
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