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EXERCICES D’PANALYSE

ET DE

PHYSIQUE MATHEMATIQUE.

MEMOIRE

SUR LES

Résultantes que Lon peut former, soit avec les cosinus des angles
compris entre deux systémes d axes, soit avec les coordonnées de
deux ow trois points.

Les résultantes dont il s’agit se présentent d’elles-mémes, comme on ait ,
dans la solution d'un grand nombre de problémes. D'ailleurs, celles qui sont
formées avec les coordonnées de deux ou trois points peuvent étre immé-
diatement déduites de celles qui renferment les cosinus des angles compris
entre deux systemes d'axes. Ajoutons que l'on facilite la détermination de
ces deux espéces de résultantes, en introduisant dans le calcul des quantitéx
propres a indiquer le sens de certains mouvements de rotation , ainsi que je
Pexpliquerai tout a 'heure.

§ I¢*. — Des mouvements de rotation directs ct rétrogrades.
Considérons d'abord, dans un plan donné, diverses longueurs
TN e

dont chacune sera mesurée daus une certaine direction , a partir d’une cei-
taine origine O, et supposons que cette origine soit la méme pour toutes



(6) '
ces longueurs. Si un rayon mobile, compté encore a partir du point O,
tourne autour de ce point dans le plan donné, il offrira ce que nous appelle-
rons un mouvement de rotation de ren §, ou un mouwement e rotation de s
N
en r, selon qu'il passera, en décrivant I'angle (r,s), de la direction r a la
direction s, ou de la direction s a la direction r. Pour distinguer plus faci-
lement, dans le discours et dans les formules, ces deux mouvements I'un de

’autre, nous tracerons, dans le plan de l'angle (I‘,/.\S‘), deux axes coor-
donnés des x et y qui passeront par lorigine O; et, en nommant x, y
denx longueurs mesurées a partir de cette origine sur les demi-axes des x
et » positives, nous appellerons mouvement de rotation direct celui qui
s'effectucra dans le méme sens que le mouvement de rotation de x en vy, et
mouvement rétrograde, celui qui s’effectuera en sens contraire. De plus, nous
représenterons, dans ce Mémoire, par la simple notation

(r; 5),

une quantité qui, ayant pour valeur numérique l'unité, sera positive ou
négative, suivant que le mouvement de rotation de r en s sera direct ou ré-
trograde; en sorte qu'on aura, dans le premier cas,

(r,s) =1,
dans le second cas,
(r, §) = —1.

Cela posé, les deux notations
(ry$), (s,7)

représenteront, dans nos formules, deux quantités affectées de signes con-
traires , mais équivalentes, au signe pres, a I'unité; en sorte qu'on anra

(1) e =—(ne)
Ajoutons que, si 'on nomme
P &% 0% 0 orc
des longueurs mesurées a partir de l'origine O, dans des directions opposées

a celles des longueurs
S SR
on aura évidemment

(2) (r', §) = — (r, %),



(7)

et, par suite,
3) (r,y=—(@,H=0",s")Y=—(rs)

Si les axes coordonnés sont rectangulaires, alors, les deux directions x, y
étant perpendiculaires entre elles, une troisieme direction r formera tou-
jours, avec les deux premiéres, deux angles

VaY Vay
(ryx), (",Y):
dont chacun offrira un cosinus égal, abstraction faite du signe, au sinus de
l'autre ; et, par suite,
N N
cos (r,x), cos(ny),
auront pour valeurs numériques les quantités positives

~ . ~
sin (r,y), sin (r,x).

N N
3 e 1 1 . . ’ . . b A e g
Dailleurs, cos(r,x) sera positif ou négatif, suivant que l'angle (1, x) sera aigu
ou obtus. Or, dans le premier cas, r et x étant situés d'un méme coté par
rapport 4 l'axe de y, le mouvement de rotation de r en y sera droit, comme
le mouvement de rotation de x en y; et, par conséquent, on aura

(ry)=.
Dans le second cas, au contraire, r ety étant situés de deux cotés opposés
par rapport a I'axe des y, le mouvement de rotation de r en y sera rétro-
grade , puisqu'il s'effectuera en sens inverse du mouvement de x et y; on aura
douc
(ry)=—1.
7 \ ’ . ’ .

Donc, dans tous les cas, le signe de cos (r, x) sera précisément le signe de

. «, . N o
(r;¥). On prouvera, de méme, lidentité du signe de cos (r,y) et du signe
de (x, r). Donc, pour obtenir des produits égaux aux cosinus

N N
cos (r,x), cos(s,y),

il suffira de multiplier leurs valeurs numériques

N N
sin (r,y), sin(r,x),



(8)
par les facteurs
(r¥), (x,1),
en sorte qu on aura

N /
1) cos (r,x) = (r, y) sin (r:\y), cos (I{,\Y) 2 L SEH (x,\/‘}.

Supposons, maintenant, que les longueurs

FN Wi AN

toujonrs mesurées i partir du point O, soient dirigées d'une maniere quel-
conque dans l'espace. I.e monvement de rotation d’un rayon mobile qui,
en décrivant I'angle (r‘,/}), passera de r en s, pourra étre de deux especes
différentes, non-seulement en lni-méme, mais encore par rapport 2 la di-
rection d'une longueur ¢ mesurée a partir du point O en dehors du plan
r,s). En effet, ce mouvement pourra s'effectuer ou de gauche a droite, ou
de droite a gauche, par rapport & la direction ¢, c'est-a-dire par rapport
a un spectateur qui, ayant les pieds posés sur le plan (r, s), serait appuy¢
contre le demi-axe, sur lequel se mesure la longueur ¢. Mais il importe
d'observer que si le rayon mobile parcourt I'nne apres l'autre les trois
faces del'angle solide qui a pour arétes r,’s et ¢, en tournant toujours dans
le méme sens autour du point O, de maniére, par exemple , & décrire suc-

cessivement les trois angles plans (rf\s), (s/,\t), (1,,\1-‘), les trois mouvements
de rotation de r en s autour de ¢, de s en ¢ autour de r, et de £ en r autour
de s, seront tous les trois de méme espece, c'est-a-dire gn’ils s'effectue-
ront tous les trois de gauche a droite, ou tous les trois de droite a ganche,
autour des directions r, s, £. Afin de pouvoir reconnaitre plas ais¢ment,
dans le discours et dans le calcul, la nature des mouvements dount il sagir,
nous tracerons daus I'espace trois axes coordonunés des x, y, z gui passcront
par I'origine O; et en nommant

Moot YohiZ

J

trols longneurs mesurées a partir de cette origine sur les demi-axes des x,
et z positives, nous appellerons direct ou rétrograde le mouvement de
rotation de r en s autour de la direction ¢, snivant que ce mouvement sera
ou ne sera pas de l'espece des trois mouvements de rotation de x et v au-
tour de z, de y enz autour de x, et de z en x autour de y. De plus, nous
représenterons, dans ce Mémoire, par la simple notation

(r,s,2),



(9)
une quantité qui, ayant pour valenr numérique l'nuité, sera positive ou ne-
gative , suivant que le mouvement de rotation de r en s sera direct ou rétro-
grade; en sorte qu'on aura, dans le premier cas,

LIS ) =S
dans le second cas
(I*, S, t) = — I.

Cela posé, les six notations

{Fads, E)s gy Ly PY,- il S),

(ro 408 ),m ([Ssnmig Jaiv (£, S0 B)

représenteront toujours, dans nos calculs, des quantités équivalentes, au
signe pres, a l'unité, et liées entre elles par la formule

(B) (ns, ) =(spt. = (t,ns=— (Ft,s)=—(s,r,t) = —(¢,s,r)

Ajoutons que, si I'on nomme

des longueurs mesurées 4 partir de I'origine O, dans des directions opposées
a celles des longueurs

on aura évidemment
(6) (r'y s, ¢) = — (r, s, t),
et, par suite,
(7) (rs, Yy == (r,s, t)="1r',s"t)=— (P, s, ') = etc.
Nous avons, dans ce qui précede, supposé que les diverses longueurs
Ty S, .8, * X, Ve, o

se mesuraient toutes a partir d une méme origine. Pour plus de généralité
nous étendrons l'usage des notations ci-dessus indiquées, au cas méme o les
diverses longueurs seraient comptées a partir d'origines diverses, et alors
nous attribuerons aux notations

(”a $)s (ras, t), (I‘/,\S)

LEx. d'An, ¢t de Pk, math.. T, 1V, (37€ livr) 2
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les valeurs qu'elles auraient, si les longueurs

z ot

étaient transportées parallelement a elles-mémes, de maniere & offrir, pout
origine commune, un point unique. Enfin, lorsqu'en supposant les lon-
sueurs r, s, ¢ mesurées a partir d’origines diverses, nous mentionnerons le
plan de 'angle (r':\s), ou bien encore I'angle solide construit avec les arétes
r, §, t, on devra toujours, par ces paroles, entendre, dans le premier cas,
le plan de l'angle compris entre deux longueurs mesurées a partir d’une
méme origine, dans des directions paralleles a celles de r et de s; et, dans
le second cas, I'angle solide qui aurait pour arétes trois longucurs mesu-
rées a partir d'une méme origine, dapns des directions paralléles a celles de r,
s et L.

On peut, avec la plus grande facilité, déduire des équations (4), jointes
au 6° théoreme de la page 311 du 3¢ volumme, les formules connues qui ser-
vent & déterminer le cosinus ou le sinus de la somme ou de la différence de

deux arcs. En effet, soient

s

<
deux longuenrs mesurées dans un méme plan, a partir d'une certaine ori-

gine O, et

X,y
deux autres longueurs mesnrées, a partir de la méme origine, sur deux axes
des & et y perpendiculaires entre cux. Le 6° théoreme de la page 311 du
3¢ volume donnera
! N A A ~ A
(8) cos (r,s) = cos(r,x) cos (s, X) + cos{r,y) cosis,y).

Mais, eu égard a la seconde des formules (4), on aura
~ e A .oon
cos (r,y)= (x,r)sin(r,x), cos(s,y)=(x,s)sin(s,x).
Dounc on tirera, de la formule (8),
N N N | N . VA
(9) cos (r,s) = cos (r,x) €os(s,x) + (x,r)(x,s)sin (r, x) #sinls, x).

Coucevons maintenant que 'on pose, pour abréger,

N N
(nx)=a, (s,x)=~0h.
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Si les longueurs 7, s sont sitnées d'un méme c61é de 'axe des x, ou aura evi-

demment

il?&‘) =*x(a--5b,, cos(rs)=cos(a— b),

(W ri(x, 5) a2 Ty
et, par suite, la formule (g) donnera
(10) cos (@ — b) = cosa cosb + sina sinb.
Si,
rents de 'axe des &, on aura

au contraire, les deux longueurs r, s sont sitnées de deux cotés diffe-

~ ~ / N \
(r,)=a-=+b ou (r,s)=ar—(a+b), cos(rs)=cosla+b),

(x,r)(x,8)=—1,
ct, par snite, la formule (g) donnera
11) cos(a + b) = cosa cosb — sinasiu b.

D'ailleurs, les formules (10), (11), ainsi établies pour le cas ou chacun des
angles a, b est positif et inférieur & 7, continueront évidemment de subsister,
silon y fait croitre ou décroitre chacun de ces angles d’'un mualtiple quel-
conque de r. Elles subsisteront donc pour des valeurs quelconques, positives
ou négatives, de a et de b. Ajoutons que, si, dans les formules (10), (11),

l'on remplace @ par ~—a, on en tirera immédiatement

(12) sin(a + b) =sina cosb + sinhcos a,
(13) sin(a — b) =sina cos b — sinb cos «.

Avant de terminer ce paragraphe, nous allons indiquer encore une vota-
tion qui sera employée dans le cours de ce Mémoire, conjointement avec
celles que nous venons d'établir, et qui d’aillenrs est, a peun prés, celle dont
Lagrange a fait usage, dans le tome Il de la Mécanique analytique (art. 48,

page 61). Afin de rendre les formules plus concises et plus faciles a retenir,
nous désignerons généralement par

[r; ]
la surface dun paraliélogramme que V'on peut construire sur les deux cotés r, s,
" A ? . Kl Ay .d z
d'un angle plan (r, s), réduits 'un et I'autre a I'nnité, et par

[r,s,t]



(12)
la surface du parallélipipede que I'on peut eonstruire sur les trois arétes r, s, ¢,
d'un angle solide, réduites elles-mémes a l'unité. D'ailleurs, on obtiendra
sans peine les valears de

[r, il s, 2];
en opérant comme il suit:
Si, apres avoir construit le parallélogramme dont les cotés sont rets, on

prend 1 pour base de ce parallélogramme , 1a hauteur sera représentée par le

produnit
v )
s sin (r, 5).

Donc laire du parallélogramme sera proportionnelle, pour une valeur dé-
N
s

terminée de langle (r,s), au produit rs, et représentée par Pexpression

. N
rssin (r, $).

Si, dans cette expression, I'on réduit chacune des_longneurs r, s a l'unité,
laire dont il s'agit deviendra

(14) [r,s] = sin (r?s).

Concevons maintenant qu’apres avoir construit le parallélipipede dont les
arétes r,s,¢ se coupent au point O, on éleve, par ce point, des perpendi-
culaires aux plans des trois angles

A A A
(‘5'7 t)) (t,f‘>, (’1a S),

Re.8, &

¢t nommons

trois longueurs mesurées sur ces trois perpendiculaires, la premiere du
" A A
méme coté que Varéte r par rapport au plan de l'angle (s, 1), la seconde du
N

méme coté que Paréte s par rapport au plan de I'angle (¢, r), la troisieme
N a 2 A\ ) A > A T

du méme cHté que laréte ¢ par rapport au plan de langle (r,s). Si I'on prend
pour hase de ce parallélipipéde le parallélogramme qui a pour cotés r et s,
¢t pour aire le produit

R N
rssin (r,s),
la hauteur correspondanle a cette base sera évidemment

(T
tcos(s, T).



(13)
Donc le volume du parallélipipede sera, pour des valenrs déterminées des
N [a) " . s
angles (r, ), (¢, T"), proportionnel an produit sz, et ce volume sera exprimé
par le produit
) N
rstsin (r, s) cos (¢, T).
Enfin, si 'on réduit chacune des longueurs rsz a Punité, le volume tronvé
deviendra
. z A A
(15) [r,s,t] =sin(r, s)cos(¢,T).
On obtiendra de méme, en échangeant les arétes r, s, ¢ entre elles, denx au-

tres valeurs de [r, s, ¢] qui seront, avec la précédente, données par la for-
mule

(16) [rys, £] = sin (rs £) cos (r R) = sin (£, r) cos (s,.8) = sin (r, s) cos (¢, 7,

c’est-a-dire, en d’autres termes, par I'équation (6) de la page 320 du 3¢ vo-
lume.
Lorsqu’on introduit dans le calcul les deux expressions

[r,s], [rs,t],

Vaire du parallélogramme qui a pour cotés r et s, se trouve représentée par
le produit

(17) rs[r, s];

et pareillement le volume du parallélipipede qui a pour arétes les longuenrs
r,s,t, se trouve représenté par le produit

(18) rstfr, s, t].

Ajoutons que les aires du triangle et du parallélogramme, qui ont pout
cotés r et s, étant entre elles dans le rapport de 1 a 2, laire du triangle sera
représentée par le produit

1
(19) s [r,s].
Pareillement les volumes du tétraedre et du parallélipipede qui ont pour
arétes r, s et t, étant entre eux dans le rapport de 1 a 6, le volume du t¢-
traédre sera représenté par le produit

(20) 7 %rst [r, s, t].



(14)
En finissant, nous indiquerons un moyen trés-simple de résoudre uue
question qu'’il ne sera pas inutile de traiter ici, et nous rechercherons ce que
devient l'aire exprimée par la notation [r, s], quand cette airc est projetée

AY
sur un nouveau plan par exemple, sur le plan de Pangle (u,v).
Supposons que, les longueurs

0 s o N
étant toutes mesurées a partir de l'origine O, on nomme
Py s
les projections absolues et orthogonales des longueurs
iy .$
b} N - b . .
sur le plan de I'angle (u, v); et soit ¢ I'angle aigu compris entre les plans des

A A . . .
deux angles (r, s), (z, v), ou ce qu'on appelle 'inclinaison de I'un de ces plans

. A @ ’
sur V'autre. 8i Ton projette sur le plan de I'angle (i, ¢) le parallélogramme
qui a pour cotés r et s, l'aire de la projection sera

A

pesin(p,q)-
Mais, d’autre part, on aura évidemment
A N
p=rcos(r,p), ¢=scos(s,c);

donc Faire de la projection pourra étre représentée généralement par le
produit

. A A A
21) rs cos (r, p) cos(s, ¢)sin (g, 2)-

En réduisant, dans ce produit, r et s a l'unité, on obtiendra la projection de

. N [ . .
I'aire [r, s] sur le plan de I'angle («, ¢). Cette derniére projection sera donc
exprimée par le produit

N~ e L AL

(22) cos (1, p) cos (s, ¢)sin (g, ¢).

Ce n'est pas tout. L'aire du parallélogramme qui a pour cdtés r et s étant
représentée par le produit

" N
rssin(r, s),

il suffira de diviser la projection de cette aire par cette aire méme, ou, en
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d’autres termes, par le produit (21), pour obtenir le rapport

A A
(23) cos (r,Ap) cos (s, 5)sin(p, 5)
bl

sin (rl,\s)

et 'on obtiendra encore évidemment le méme rapport si 'on réduit a moitic

l'aire dont il sagit et sa projection, en lenr substituant l'aire du triangle qui

a pour cOtés r, s, et la projection de laire de ce triangle. D'ailleurs, rien

n'empéche d’attribuer anx cotés r, s des longuenrs telles, que le troisicme
. A s

c6té du triangle devienne paralléle au plan de l'angle (x, v), par conséquent

N & - A , ~ \
a la droite suivant laquelle se coupent les plans des deux angles (1, s), (1, v):

et si, en supposant cette condition remplie, on prend pour base du triangle
ce troisieme coOté, il se projettera en toute grandeur sur le plan de 'angle (ul,\v';,
pour y devenir la base du triangle projeté. Alors, le triangle et sa projection
offrant des bases égales, leurs aires seront entre elles dans le rapport des
hauteurs correspondantes, et comme ces hauteurs seront mesurées sur
des droites perpendiculaires aux deux bases, par conséquent a la droite

. r N N
d’intersection des plans des deux angles (r, ), (x, v), le rapport de la seconde
hauteur & la premiére sera précisément le cosinus de Pinclinaison des
deux plans, cest-a-dire de I'angle ¢. Donc le rapport (23) sera précisément
¢gal a cos ¢, et 'on aura, par suite, .
e N /N N
(24) cos (r, p) cos (s, g)sin (g, g) = sin (r, §) cos t.
in vertu de la formule (24), la projection de l'aire [r,s] sur le plan de
1 A A ’ ’ . ’
langle («,v) pourra étre représentée non-seulement par Pexpressiou (22 |
mais encore par le produit
5 N
(25) sin (r, 5) cos ¢,
on, ce qui revient au méme, par le produit
(26) ) [+, §] cose.
Il'y a plus: en substituant le produit (26) au produit (22) dans Vexpres-
sion (21), on obtiendra la snivaute :

{27) rs {r:\s] cost,
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qui devra, comme 'expression (21), représenter la projection de laire

rs[r,,\s],
cest-a-dive de laire du triangle dont les cotés sont ret s. On se trouve ainsi
ramen¢ par un calenl trés-simple a cette proposition connue, que Caire d’un
triangle tracé dans un plan est & sa projection sur un autre plan, dans (e
rapport de l'unité au cosinus de U'angle aigu compris entre les deux plans.

La formule (24) coincide évidemment avee I'équation (8) de la Note in-

sérée @ la page 131 du 3° volume. Mais on doit observer que, dans cette
Note, 'équation dont il s'agit, aun lien d'étre démontrée directement, avait
été déduite de la proposition méme que nous venons de rappeler.

§II. — Sur les résultantes formées avec les cosinus des angles compris entre dewx systémes
d’azes.

Considérons dans un plan ou dans Yespace deux systémes d’axes rectan-
gulaires ou obliques, chaque systeme étant composé de denx ou trois axes
seulement. Supposons chacun de ces axes indéfiniment prolongé dans une
direction déterminée, qui sera celle d'une certaine longueur portée a partir
d’nne certaine origine O, sur I'axe dont il s'agit. Enfin, nommous

rys ou rs,t

les longueurs ainsi mesurées, a partir d'une méme origine, on a partir d'ori-
gines diverses, sur les directions assignées aux denx ou trois axes qui compo-
sent le premier systeme, et

uw, v ou u,v,w

les longueurs mesurées , a partir d’'une méme origine, on a partir dorigines
diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois axes qui composent le
second systeme. Les angles compris entre les axes du premier systeme et les
axes du second systéme auront pour cosinus, si chaque systeme est composé
de denx axes seulement, les quatre quantités comprises dans ce tableau :

N 2
cos(r,u), cos(r,v),

(1) A A
cos(s,u), cos(s,v);

et, dans le cas contraire, c’est-a-dirc dans le cas ou chaque systeme serait
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composé de trois axes, les neuf quantités

N N N
cos(r,u), cos(r,v), cos(r,w),
N N N \
(2) ( cos(s,u), cos(s,v), cos(s,w),

N N N
cos(t,u), cos(t,v), cos(t,w).

Dailleurs, on pourra former une résultante 4 deux dimensions avec les
quatre termes du tableau (1), et une résultante a trois dimensions avec les
neuf termes du tableau (2). Pour abréger, nous désignerons ces deux résul-

tantes a I'aide des notations
[rys; wy 9], [rs,t; u,v,w,

dont chacune offrira, comme on le voit, deux systemes de quantités sépa-
rées les unes des auntres, non-seulement par des virgules, mais aussi par le
signe ; interposé entre les deux systemes. Il est vrai qu'au premier abord
on peut étre tenté de trouver ces notations trop semblables & celles que
nous avons adoptées dans le premier paragraphe; mais on verra, dans le
. § I, que cette similitude, loin d'étre un inconvénient, est un avantage
tres-réel, et que les expressions

[rys], [rs,t]

se trouvent comprises, comme cas particuliers, dans les expressions plus

générales
[ra s, u, U], [r', S, ¢ u"”w]-

Les notations que nous venons de proposer ¢étant admises, on aura géné-
ralement
N N A N
3) [r,s; u, 9] = cos(r,u) cos(s,v) — cos(r,v) cos(s,u),
et
[rysy t; u,0,w] =

A~ A A N "
cos(r, u)cos(s, v)cos(t,w) — cos(r, u)cos (s,/;v) cos (t,Av\

(%)

A A A A A A

=+ cos(r, ¢)cos(s,w)cos(t, &) — cos(r, v)cos(s, u)cos(,w
N N N N ~ ) ey

~+ cos(r,w) cos (s, u) cos(t, v) — cos(r,w)cos(s, v)cos(t, u).

D ailleurs, les deux résultantes

[r“, §; uy9), [ns,t; u,v,wl,

Ez.d’An. et de Phys. math., T. IV.(37¢1ivr.) 3
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définies par les équations (3) et (4), jouissent de propriétés qu'il est utile de
bien connaitre, et que nous allons successivemeut énoncer.

Observons d'abord qu'en vertu des formules (3) et (4), chacune des ré-
sultantes

[r,8; w,v], [rs,8 w,v, w]

ne sera pas altérée, si I'on échange entre eux les deux systémes d'axes, par
conséquent les deux systémes de longueurs

F3 8 uetAae 47,
ou
r,s,t et wu,v,w.

Mais chacune de ces résultantes changera de signe, sans changer de valeu:
numérique, si l'on échange entre elles deux longucurs mesurées sur denx
axes appartenant au méme systéme. On aura, par exemple,

'(5) [s,r; w,v] = —[r,s; u,v],
et
(6) [57"’ Z; U,U,W]-_-:.—- [l',S,t; u, v, w],

Observons encore que chacune des résultantes
(rys5 w, ], [rss,t; w,v,w]

changera toujours de signe , sans changer de valeur numérique , quaud on y
remplacera I'une quelconque des directions

LSy A p By Vols)

par la direction opposée. En effet, supposons que 1'on substitue, par exem-
ple, ala longueur r une longueur r’, mesurée, comme la longueur r, a partir
de l'origine O, mais dans une direction opposée a celle de r. Alors, dans les
seconds membres des formules (3) et (4), les angles

"
ry

W, (r9), (Fw)

s¢ trouveront remplacés par leurs suppléments
p PP
ra) Val Va)
(r,uw), (r,v), (@,w);

et puisque deux angles, dont I'un est supplément de autre, offrent, avec le
méme sinus, deux cosinus égaux, aux signes pres, mais affectés de signes
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contraires, il est clair que la substitntion de r* a r aura pour effet unique de
changer le signe de chaque terme dans les valeurs des résultantes
[r,s5 w,9], [rys.t; w,v,w]

On aura donc, par suite,

(7) [r'ys; w,v]==1[rs; u,v],
et '
(8) [rys,t; w, 0, w] = —[r,0,t; u,v,wl.

Remarquons encore que les angles dont les cosinus entrent comme tac-
teurs dans la composition des divers termes des deux résultantes

[rys; w,v], [rys,8 w,v, w],

ne varieront pas si 'on transporte parallelement a lni-méme chacun dvs axes
sur lesquels se mesurent les longueurs

NS R R (T

u conséquence, on peut énoncer la proposmon snivante
Theoréme. Si les longueurs

h

ryS, b, W,0,W,...

sont mesurées, a partir dorigines diverses, sur divers axes indéfiniment pro-
longés dans certaines directions, on n'altérera point les valeurs des résultantes

[rys; w,0], [rs.t; u,v,w

en transportant les axes dont il sagit, parallélement a eux-mémes, sans
changer leurs directions, de manieére a donner pour origine commune aux
diverses longueurs un point unique.

Eu égard a ce théoreme, nous supposerons, dans les §§ It et IV, les di-
verses longueurs

0N (e [ AR ISR £ 7 e

toutes mesuréces a partir d'une seule origine O, qui sera le sommet commun
des angles plans compris entre elles, et des angles solides dont les arétes coin-
cideront avec trois de ces mémes longueurs.

Nous venons de rappeler quelques-unes des propriétés des deux résul-
tantes

[rys5 uyv], [yt w, 0, w]
3
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Une autre propriété remarquable de ces mémes résultantes, c'est que la

premicére ne sera point altérée si chacun des angles (r:\s), (u,: ) vient a
tourner autour du point O, sans changer de valeur, dans le plan qui le
renferme, et que pareillement la seconde ne sera point altérée si chacun
des angles solides construits avec les avétes r, s, ¢ ou u, v, w, tourne au-
tour du point O, sans se déformer. Mais, pour établir plus aisément cetie
propriété, il convient d’examiner successivemeny le cas particulier dans le-~
gnel un des deux systémes d’axes

rys et wu,wv,
on
rys,t et u,v,w,

se compose d’axes perpendiculaires entre eux; puis le cas général ou les
axes de chaque systeme comprennent entre eux des angles quelconques. Clest
ce que nous ferons dans les deux paragraphes suivants.

§ II. — Détermination de la résultante construite avec les cosinus des angles que des azes

queleonques forment avee d’autres axes perpendiculaires éntre euz.

Cousidérons d'abord, dans un plan donné, deux axes indéfiniment pro-
longés a partir d'un certain point O dans deux directions déterminécs.
Soient

r,s
deux longueurs mesurées dans ces deux directions a partir de 'origne O; et

N
supposons, dans le plan de P'angle (r, 5), la position d’un point quelconque
rapportée a deux axes rectangulaires des x, ¥, qui passent enx-mémes par
Porigine O. Enfin nommons

X, Y

deux longueurs mesurées, a partir de cette origine, sur les axes des x, 7,
indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Les cosinus
des quatre angles

(7X), (1Y),
(57%)s (57Y)s

v N ALl Z
que formeront les deux cotés de Vangle (r, s) avec les denx cotés de l'angle
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5 ~ B ’
droit (x,y), et, par suite, la résultante
A ~ A ~
(1) [r, 5 x, y) = cos (r, x) cos (s, y) — cos(r, y) cos(s, x)

construite avec ces cosinus, pourront étre évidemment exprimés a l'aide des
sinus et cosinus des seuls angles

N N
(r,x), (s,y)
Si, pour plus de commodité, on commence par supposer les longueurs r, s,
situées l'une et I'autre du coté des y positives , c’est-d-dire , en d’autres termes,
du méme coté que vy, par rapport a I'axe des x, alors chacun des angles
N N
(rny)y (59
étant aigu offrira un cosinus positif; et, comme la valeur numérique de ce
cosinus sera le sinus de I'angle formé par la longueur r ou s avec une direc-
tion perpendiculaire 4 y, on aura

cos (r:\y) = sin (r:\x), cos (s:\y) = sin (5’,\x).
Donc alors la formule (1) donnera

ey
r,

[r,s; x,y] = cos (r,Ax) sin (s,Ax) — sin(r, x) cos (s,,\x),

ou, ce qui revient au méme, eu égard a la formule (11) du § I,
N N
[r,s;x,y] =sin[(s, x) — (1, x)].
Mais alors aussi, la différence

(.s/,\x) — (1:\ %)

¢ H L < , 3 o, I3 » .
égale, au signe prés, a I'angle (r, s), sera positive ou négative, avec son si-
nus, suivant que le mouvement de rotation de ren s sera direct ou rétro-
grade. Donc la derniére des formules obtenues pourra s'écrire comme il
suit :

(2) [rys5 x,y] = (r, §)sin (r,A s).

Dailleurs 'équation (2), ainsi établie pour le cas ou les longueurs r, s seraient
toutes deux situées du coté des y positives, continuera de subsister, en vertn
de la formule (7) du § II, jointe a la formule (2) du § I*%, si I'on substitue a
I'une des directions r, s la direction opposée r’ ou s’, située du coté des y
négatives, et, par suite encore, si l'on substitue en méme temps r'a ret s’ as.
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Donc la formule (2) subsistera pour deux longueurs dont chacune pourra

étre située, comme l'on voudra, ou du c6té des » positives, ou du cote
N

des y négatives. D'autre part, la quantité positive sin (1, 5) représente préci-

sément ce que devient Ja surface du parallélogramme construit sur les cotés

N
r, s de Vangle (r, s), dans le cas ou ces cotés sont tous deux égaux a l'unité,
et 'expression
(ry s)

se réduit &4 +1 ona —1, suivant que le mouvement de rotation de r en s
est direct ou rétrograde, c'est-a-dire dirigé dans le sens du mouvement de
rotation de 7 en s, ou dans le sens opposé. Cela posé, la formule (2) entrai-
nera évidemment la proposition suivante :
\ Id . A \
1e° Théoréme. Etant donnés dans un plan, un angle droit (x, y), et un angle

A . . .
aigu , droit ou obtus (r, 5), qui ont pour sommet commun le point O; si
l'on détermine les quatre cosinus des autres angles :

(x), (1Y)
(%), (557,

~ :
que formeront les cotés r, s de l'angle (r, s) avec les cotés x, y de l'angle
A !
droit (x,y), la résultante
[ 8%, ¥],
construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative , snivant que les
mouvements de rotation de ren s, et de x en y, S’effectucront dans le méme
sens ou cn sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique
N

le sinus de l'angle (r,s), ou, ce qui revient au méme, laire dn parallélo-
gramme que l'ou peut construire sur les cotés r, s réduits I'un et l'antre a
I'unité.

Corollaire. La valeur numérique de la résultante

' [ry 55 %,Y]
étant indépendante non-senlement de la position qu'occupent, dans le plan
donné, les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les deux longueurs
x, y, mais encore du sens dans lequel s'effectue le mouvement de rotation
de x en v, il est naturel de représenter cette valeur numeérique par la simple
notation

[rss],



(123)
que I'on déduit de I'expression
[f’, X, Y] )

en y effacant les deux lettres x, y, employées pour indiquer deux directions
dont il n'est plus nécessaire de faire une mention expresse. Alors I'équation (2)
se trouve remplacée par les deux formules

3 (1,55 5,5 = (1, 9)[1y o],
(4) [r,$] = sin (r,,\s),

dont la seconde reproduit précisément l'une des notations admises dans
le § Ier.

Supposons maintenant que, le sommet O de I'angle (r,s) étant toujours
pris pour origine des coordonuées, on rapporte la position d’'un point quel-
conque de lespace a trois axes rectangulaires des x, y, z, dont les denx

AL :
premiers pourront étre situés en dehors du plan de Pangle (r, s); et nom-

mons
oy, 2

trois longueurs mesurées, a partir de I'origine O, sur les trois axes des x, 5, z,
indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Si I'on déter-
mine les cosinus des quatre angles

(;’\ X) ¥ (’/’\ Y),
(%), (5 y),

2 N ’ . N \
que formeront les cotés de I'angle (r, s) avec les cotés de I'angle droit (x, y),
on pourra toujours construire avec ces cosinus une résultante
A ra) N N
[ry $3 %, y] = cos (r, x) cos(s,y) — cos (r, y) cos (s, x).

Si d’ailleurs, apreés avoir projeté les longuneurs

rys
sur le plan des x, y, on nomnme

gy ¢

deux longueurs nouvelles nesurées, a partir du point O, dans les directions
mémes des deux projections ou dans les directions opposées, on aura encore

(25555 Y] = cos (p7%) cos (5y) — eos (p, y) eos (7).
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Mais, en vertu dun théoréme connu et relatif aux plans qui se coupent
angles droits [voir le 7° théoréme de la page 311 du 3° volume], on pourra,
aux deux équations qui préceédent, joindre les formules

~ A ~ ~

\ A
cos (r;\x) __ cos (r;\y) W os (’:\P)a cos (s;\x) __ os (s/,\y, — cos (555),
cos (p,x)  cos(p, y) cos (¢, x)  cos(s,y)

puisque les plans projetants , c'est-a-dire les plans des deux angles

(re)s (559

scront tous deux perpendiculaires au plan de I'angle (x:\y). Donc les deux

équations dont il s'agit, combinées entre elles par voie de division, donne-
ront

y 53 Xy A
H = cos(r, p) cos (s, ),

et l'on aura, en conséquence,

(5) [rys5x,y] =[p,e;%,y]cos (/',Ap) cos (s?g).

N
Enfin, les directions p, ¢ étant comprises dans le plan de I'angle (x,y), on
tirera de la formule (2)

N

[e2s3%, y] = (g, ¢) sin(p, q),
et, par suite, la formule (5) donnera
(6) [r,s3x,y]=(p,¢)sin (p:\g) cos (;:p) cos (s:\g).

Rien n'empéche de supposer que les deux lettres

Py ¢

représentent en grandeur et en direction les projections absolues des lon-
gueurs
r, s

sur le plan des x, y. Si, pour plus de commodité, on adopte cette suppo-
sition , les deux cosinus

cos (r:\p) , COS (s/,\g)

seront tous deux positifs, et pour qu'ils représentent les projections ab-
solues p, ¢ des longueurs r, s surle plan des x, 5, il suffira que chacune de
ces longueurs se réduise a lunité. Alors, le parallélogramme construit sur



(25)

ces deux projections p,g offrira une aire évidemment exprimée par le
produit

g N 2 ~
sin (p,¢) cos (r,p) cos (r,5),

puisque ce parallélogramme aura pour cotés

A N
cos(r,p), cos(s,s),

et pour hauteur le produit
N L A
cos (s,5)sin(p,s),

N
quand on prendra pour base le premier coté cos(r,p).

Quant au facteur (p, g), il se réduira on & +1, ou a — 1, suivant que le
mouvement de rotation de pen ¢ sera direct ou rétrograde, c'est-a-dire
dirigé dans le sens du mouvement de rotation de x ou y, on dans le sens
opposé. Dailleurs, p et ¢ étant, par hypothése, les projections absolues de r
et de s sur le plan des x, y perpendiculaire & l'axe des z, il est clair que
les mouvements de rotation de p en ¢ et de r en s s'effectueront dans le
méine sens autonr du demi-axe des z positives, cest-a-dire autour de la di-
rection z. Donc, si 'on adopte les définitions et notations proposées dans
le § I*r, le mouvement de rotation de p en g sera direct on rétrograde dans le
plan des x, y, suivant que le mouvement de rotation de r en s autour de la
direction z sera lui-méme direct ou rétrograde dans I'espace, et l'on aura

(7) (p,g):(r,s,z);
donc I'équation (6) pourra étre présentée sous la forme

. A A A
(8) [r,s; x,y]=(rs$,2)sin(p,s)cos(r,p)cos(s,q),
et l'on pourra énoncer la proposition snivante:

, . L R ~
2¢ Theéoréme. Etant donnés, dans I'espace, un angle droit (v,y) et un

N
angle aigu, droit ou obtus (r,s), qui ont pour sommet comman le point O,
si 'on détermine les cosinus des quatre angles

(rx)s (MY)
(s7%), (s7y)

14 1 N ’ 1 - ! N
que formeront les cotés de langle (r,s) avec les cotés de 'angle droit (x,y ,

Ex. L'An. et de Phys. matk,, T V1. (37 live.) 4
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la résultante
[r,s;%,v]
construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative , suivant que les
mouvements de rotation de r en s ct de x en y autonr d'une direction z per-

N
pendiculaire au plan de l'angle (x,y), s'effectueront dans le méme sens ou
en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique I'aire du

parallélogramme que l'on peut construire, dans le plan de l'angle (x:\y), sur
les projections des cotés r,s, réduits I'un et 'antre & I'unité. On peut re-
marquer d’ailleurs que ce parallélogramme est la projection de celui que I'on
pourrait construire dans l'espace sur les cotés en question.

» Concevons maintenant que, le méme point O étant tout a la fois le

A : L A
sommet de P'angle (r,s) et de l'angle droit (x,y), on nomme
l,m,n
trois longueurs mesurées a partir du point O, la premiére sur la droite d'in-

tersection des plans des deux angles (x:\y),(r,/.\f), et les deux derniéres sur
des perpendiculaires menées a cette droite dans les deux plans dont il sagit.
Supposons d’ailleurs, pour plus de commodité, chacune de ces perpendi-
culaires dirigée dans un sens tel, que les deux mouvements de rotation de

. p 3 A
x en y et de [ en m soient de méme espece dans le plan de I'angle (x,v), et
ue les deux mouvements de rotation de r en s etde / en n soient de méme

. A . , LA
espece dans le plan de 'angle (r, s). On pourra faire tourner langle droit (x, y
\ . Y . . N
dans le plan qui le renferme, de maniere a l'appliquer sur 'angle droit (I, m),
et & faire coincider les deux directions

Xy Yy

la premiere avec la direction Z, la seconde avec la direction m. Cela posé,
on conclura du 2¢ théoréme, que la valeur générale de 'expression

[ryssx,y]

ne differe pas de la valenr particuliere qu'acquiert cette expression quand
ony remplace x par /, ety par m. On aura donc généralement

(7,85 %, ¥l = [re; &, m];
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ou , ce qui revient au méme,
N
[r,s;x,y]=cos(r, l)cos(s,,\m) - cos(r,,\m) cos(s/,\l).

Mais, d’autre part, le plan qui renfermera les deux directions m, 7, dout
chacune est perpendiculaire ala direction /, sera lui-méme perpendiculaire
a l, et, par suite, a tout plan qui contiendra /, par conséquent an plan de

) N N I N
l'angle (r,s), ou, en d’autres termes, au plan des deux angles (r,n), (s, 7).
Donc le théoréme relatif aux plans qui se coupent a angles droits, le 7° théo-
reme de la page 311 du 3° volumne, donnera

cos (r,,\m) = cos (r:\n) cos (m/,\n), cos (s,,\m) = cos(s,,\n) cos (m,,\n).
En substitnant ces valeurs de cos(r, m), cos(s, n) dans I'équation précédente
[7,55x,y] = cos (r:\l) cos (s/,\m) — €08 (r:\m) cos (s’,\l) )
et en ayant égard a la formule
[r,s; 1, n] = cos (_r?l) cos (s/,\n) — cos (r:\n) cos (s:\l),
on trouvera
1% 8 X, y [ == r, 35 2, %] cos (nz:\n).

. ) . N 0 N
Enfin, puisque l'angle droit (1, z) sera renfermé dans le plan de l'angle (1, s),
et que, dans ce plan, les deux mouvements de rotation de ren s et de / en n
auront, par hypothése, la méme direction, le 1 théoréme donnera sim-
plement

[r,$;1,n] =sin (r,As);

et, par suite, la valeur générale de la résultante [7,s; x, y] pourra étre ré-
duite &

[a) N
(9) [, $; x, y] = sin (r, ) cos (in, n).
. . N 7 1. ’
Donc, puisque sin (r, s) représente laire [r,s] du losange que I'on peut con-
struire sur les cotés r, s réduits chacun a l'unité, on aura encore, dans
I'hypothese admise,

(10) [rys;x,y]=[r,s] cos (m:\n).

b 2} A . .
Il est bon d'observer que l'angle (in,7), compris entre des droites m, n

4.
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mendes, dans les plans des denx angles

x7¥)s (r9),

perpendiculairement 4 la commune intersection I de ces deux plans, est
égal ou a I'angle aign qui mesure l'inclinaison du second plan sur le premier,

ou an supplément de cet angle aigu. Donc le cosinus de Pangle (m,An) doit
étre égal, au signe pres, au cosinus de l'inclinaison mutuelle des deux plans
dont il s’agit; et 'on peut énoncer encore la proposition suivante :

» 3¢ Théoréme. Ties mémes choses étant posées que dans le 2° théoreme,
la résultante

[l‘, FK | y]
N

aura encore pour valeur numérique le produit du sinus de Fangle (r, s) par

le cosinus de l'inclinaison mutuelle des plans des deux angles (r:\s) et (x/: y).
Yailleurs, comme on I'a déja remarqué, le premier facteur de ce produit
est précisément aire du parallélogramme que l'on peut construire sur les
deux cotés r, s réduits I'un et 'antre & Punité.

Corollaire. Si, en supposant que P'angle droit (x/,\y) et l'angle (r/,\s) ont
pour sommet le méme point O, on nomme 7" une longueur mesurée, a partir
de ce point, sur une perpendiculaire an plan de Pangle (r,/\s), Iangle (74,\7,),
compris entre deux droites 7’, z respectivement perpendiculaires aux plans
des deux angles (x/,\y)7 (r/,\s), sera évidemment égal on a linclinaison mu-
tnelle de ces deux plans, ou au supplément de cette inclinaison; et, par suite,
les cosinus des denx angles

, N \ 7] PN
(m,n), (7,2)
offriront la méme valeur numérique. Si d'aillcurs on suppose les directions 7°

R A ’ A
et z situées d'un méme co6té par rapport au plan de I'angle (r, 5), les mouve-
ments de rotation de r en s autour de la direction z, et de r en s autour de
la direction 7" s'effectueront dans le méme sens; et 'on aura en conséquence

(ry 85.2) == (') 5,45

Donc alors la résultante
A 55 1S

qui est, en vertu de la formule (8), une quantité affectée du signe de (r, s, 2),
sera aussi une quantité affectée du signe de (r, s, 77); et ce signe sera encore,
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A A
en égard a I'équation (g), le signe de cos (m, ). On aura donc, dans hypo-

thése admise,
N N
(1) cos (m,n) = (r,s, T') cos (7T}, z).
Ajoutons que cette derniére formule continuera évidemment de subsister, si

N\
a la direction 7" on substitue la dircction opposée , puisque alors langle (77,2
étant remplacé par son supplément, les deux factenrs du produit

N
(rys, T)cos(T, z)

changeront de signe. La formule (11) se trouvant ainsi établie pour tous

les cas, I'équation (g) donnera généralement

A
(12) [rys3%x,y] = (r,s, T")sin(r,s) cos(T:\,».
ou, ce qui revient au méme,
(13) [r,s; x,¥]=(rs, T)[r, s]cos( ]:\7\

Si maintenant on échange entre elles les trois directions x, y, 7, en observant
que les trois mouvements de rotation de x en y autour de z, de y en z au-
tour de x, et de z enx autour dey, sont tous trois de méme espece, on obtiendra.
au lieu de I'équation (12), deux équations du méme genre, qui seront com-
prises, avec elle, dans la seule formule

r,s;y,% sk LS 5%, W 1 1 A
14) [ ,y/,\]:[, ’,’\]::[’ ’,’\YJ:(F,S,T)SIB’\I’,.S}.
cos (7, x) cos (7, y) cos (7, z)

Considérons, & présent, outre les axes rectangulaires des a, y, z, sur
lesquels on suppose portées a partir de 'origine O les trois longueurs x,, y, z,
trois autres axes rectangulaires ou obliques, indéfiniment prolongés & partir
du point O, dans des directions déterminées; et nommons

(i 14

trois longueurs qui, ayant le point O pour origine, se mesurent dans ces trois
directions. Les cosinnus des neuf angles plans

(%), (7Y), 59,
N N N
&%), (5Y), 52,

x), @), (57
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que formeront les directions r, s, ¢ avec les directions x, y, z, seront les élé-
ments de calcul qui entreront dans la composition des trois résultantes a deux
dimensions :

.

N N N
S [r,85 ¥, 2] = cos(r,y) cos (s, z) — cos(r, z) cos (s,Ay),
(15) ‘l {r,os s X 5 608 (r,,\z) cos (s,,\x) — Cos (r,Ax) cos (s:\z),
N N
[r,s; x,y]| = cos(r, x) cos(s,y) — cos (r,’\y) cos (s,/\x),
et de la résultante & trois dimensions
[rysst; x,y, 2] =
N N N N N N
cos (r, x) cos ($,y) cos({Z,z) — cos(r, X) cos (§,z)cos{l,y),
) y b
N 3 N N N N
cos (r,y) cos (s, z) cos (¢, x) — cos (r,y) cos (s, x) cos (¢, z),
cos r:\z cos s:\x cos t:\ — cos r,Az cos (s, Y) cos t':x'.
¥ Y )
Or, en vertu des formules (15) et (16), on aura évidemment

L ssitir Bol Yol =
17) A A
[r,s; y,2] cos(t,x) +[r,5; z,x] cos(t, Y+ [r,$; x, y]cos(¢,2).
D'ailleurs, si l'on nomme 7’ une longueur mesurée, a partir du point O,

- A .
sur une perpendiculaire an plan de I'angle (r, 5), les valeurs des expressions

[rs; voo, [rnss 2], [ns; x,y]

pourront étre déduites de la formule (14), et de cette formule combinée avec
I'équation (17), on tirera la suivante :

T SHILX z AP
= ~ [, 22 ’y’j X ~—=(r,s, T')sin (1, 5).
cos (t, x) cos (T, x) -+ cos(z, y) cos (7, y) + cos(¢, z) cos (T, z)

Donc, en observant que, dans cette derniére, le dénominateur du premier

. ’ A 8
membre est précisément égal & cos (¢, 7"), on trouvera

[rys, 85 x y,']
(i) = (rys, T") sin (r, 5),

et, par suite,

(18) [ry 5,25 x,y,2] = (r,s, T)sin. r,As cos t,AT.
y )

Si, pour plus de commodité, on suppose que lalongueur 7’ soit située du
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méme coté que la longneur ¢ par rapport au plan de I'angle (r,/}), les deux

mouvements de rotation de r en s autour de £, et de r en s autour de 7,
s'effectueront dans le méme sens; en sorte qu'on aura

(@6 I Vo= (r; k)
Alors aussi, dans 'équation (18) réduite a la formule
(19) 58, &5 X,y, 2] = (r5 &5 t)sin (r,,\s) cos (t,AT),

N o, . L] N v .
le facteur cos (¢, 7") sera positif, puisque l'angle (2, 77) sera aigu; et, par
suite, le produit
. ~ ~
sin (r,s) cos (¢, T")

représentera la valeur du parallélipipéde que l'on peut construire sur les
arétes r, s, t, supposées toutes réduites a l'unité [voirle § 1], Quant au

facteur
(T', S, t) )

il se réduira ou & +1, ou a —1, suivant que le mouvement de rotation de
en s autour de ¢, étant direct ou rétrograde, sera ou ne sera pas de l'espece
du mouvement de rotation de x en y autour de z. Donc la formule (1¢’
entrainera la proposition suivante:

4¢ Théoréme. Etant donné dans espace un angle solide dont les arétes x.
Y, z,, mesurées 4 partir du point fixe O, sont perpendiculaires entre elles, et
un autre angle solide dont les arétes r, s, ¢ se coupent, au méme point O, sous
des angles quelconques, si 'on détermine les cosinus des neuf angles

N N N

X, (), (52,
(5%, (), 9,

N N
€, %), (@&y), &2,
que formeront les arétes r, s, avec les arétes x, vy, z, la résultante
[r s, x,y,2],

construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou négative, suivant que les
mouvements de rotation de x en y autour de z, et de r en s autour de ¢, s'ef-
fectueront dans le méme sens ou en sens contraire; et cette résultante aura
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pour valeur numérique le volume du parallélipipéde, que 'on peut con-
struire sur les arétes r, s, ¢ réduites chacune a l'unité.

Corollaire. La valeur numérique de la résultante

{5258 7x), 'y, 7]

étant indépendante non-seulement de la position qu'occupent,dans l'espace,
les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les trois longueurs

%Y.z,

mais encor2 du sens dans lequel s'effectue le mouvement de rotation de x

en y autour de z, il est naturel de représenter cette valeur numérique par la
simple notation '

[f‘, Sy t] 1
que I'on déduit de I'expression
[} & 2315 y3 25

eny effacant les trois lettres x,y, z, employées pour indiquer trois di-
rections dont il n’est plus nécessaire de faire une mention expresse. Alors

I'équation (1g) se trouve remplacée par le systéme des deux formules

(20) [r,s,t; X,Y,Z]_—.(}",S, t) [I‘,S,t],
(21) [r,s, t] = sin (r,,\s) COS(t:\T),

dont la seconde reproduit précisément I'une des notations admises dans le
§ Ier. Ajoutons que, si 'on nomme

BN

trois longueurs respectivement mesurées sur des perpendiculaires aux plans
des trois angles

~ A A
08, G, 679,

a partir du point commun aux trois arétes

/,7 s’ t 7
et situées, par rapport a ces plans, des mémes cotés que ces trois arétes, on
pourra joindre a I'équation (21) deux autres équations qui seront comprises,
avec elle, dans la seule formule

A A A ~ LA ~

(22) [r,s,¢] = sin(s,t) cos(r, R) = sin(t,r) cos(s,S) = sin(r,s) cos(t, T")

[vowr le § I°].
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En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qu'en vertu des théo-
rémes 1, 2 et 3, la valeur de la résultante

185 x,y]

dépend uniquement de I'angle (r/,\s), de I'inclinaison du plan de cet angle sur
le plan de x, y, et du sens dans lequel s'effectue, dans chacun de ces plans,
le mouvement de rotation de r en s ou de x en y. Pareillement, il suit du théo-
reme 4, que la valeur de la résultante

["a Sy L XY, ZJ

dépend uniquement de la forme de l'angle solide qui a pour arétes x, y, z,
et du sens suivant lequel s'effectue chacun des mouvements de rotation de r
en s autour de ¢, et de x en y autour de z. En conséquence, on pent énoncer
la proposition suivante :

5¢ Théoréme. Les longueurs
ryS, t; X,Y,2

étant mesurées , a partir d'une méme origine O, les trois premiéres dans des
directions quelconques, les trois derniéres sur des axes perpendiculaires
entre eux, on n’altérera point la valeur de la résultante

[rys5 x,v],

en faisant tourner autour du point O chacun des angles

N N\
(rys), (X, 7))

supposé dailleurs invariable, dans le plan qui le renferme, ni la valeur de
la résultante
[rys, t5 x,v,12],

-

en faisant tourner autour du point O, sans les déformer, les deux angles
solides qui ont pour arétes, dune part, les longueurs r, s, ¢; et, d’autre part
les longueurs x, y, z.

Les résultats auxquels nous sommes parvenus dans ce paragraphe étaient
déja connus. Mais les formules a l'aide desquelles on les exprimait, n'of-
fraient pas toute la précision que l'on pouvait désirer, puisqu’elles renfer-
maient des doubles signes dont la détermination dépendait de certaines
conditions qu'il était nécessaire de mentionner dans le discours, et d’énoncer

Ex. &’An. et de Ph.math., T.1V. (37¢ livr.) 5
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a part. L’adoption des signes
(r, s), (r,s, t)

propres a indiquer le sens des mouvements de rotation, et l'introduction de
ces signes dans les formules font disparaitre I'inconvénient que nous venons
de signaler. Nous allons voir maintenant avec quelle facilité I'usage de ces
mémes signes permet d'établir des formules générales, qui déterminent com-
plétement les valeurs des résultantes analognes a celles dont nous venons de
nous occuper, mais relatives a deux systemes quelconques d’axes rectangu-
laires ou obliques.

§ IV. — Détermination de la résultante construite avec les cosinus des angles que des axes

donnés forment avec d’autres azes rectangulaires ouw obliques.

Considérons deux systémes d’axes rectangulaires ou obliques, indéfini-
ment prolongés, a partir d’'une méme origine O, dans des directions déter-
minées sur lesquelles se mesurent, a partir du point O, pour le premier
systéme, les longueurs

rF,s oun r.s,t,
et, pour le second systeme, les longueurs
w,v ou u,y,w.

Si T'on suppose chaque systéme composé de deux axes seulement, les

longueurs
r,s on 1u,v,

mesurées sur les directions de ces deux axes, comprendront entre elles un
angle plan
g'¢ P A !
(r,s) ou (u,v);

et les cosinus des quatre angles
N N
(ryw), (r,v),
~ Pal
(s,), (s,9),

que formeront les directions r, s avec les directions u, ¢, seront les facteurs
qui entreront dans la composition des divers termes de la résultante

N N N N
(1) [If,\s; u/,\v] = cos (r,u) cos (r,v) — cos(r, ¢) cos(s, u),
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Orv la valeur de cette résultante pourra étre présentée sous une forme tres-
simple, si les deux angles
A raS
(159) (#9)
étant renfermés dans un méme plan, 'une des directions r, s est perpendicu-
laire & I'une des directions z, v, en sorte qu'on ait, par exemple,

N

() =T

En effet, supposons ces conditions remplies; alors on trouvera
N
cos(r,v) = o,
et, par suite, la formule (1) donnera

[y 3 @, v] = cos (r/,\u.) cos (.s',,\v).

Or, la direction v étant perpendiculaire a la direction r, on pourra, dans les
formules (4) du § I, remplacer non-seulement r par s ou par #, mais en-
core x et y parr et y; et, par suite, en considérant comme direct le mouve-
ment de rotation de r en ¢, on aura

A . A A LA
cos (u,r) = (u,v)sin(w,v), cos(s,v)=(r,s)sin(r,s).

Donc la valeur trouvée de [r, s; «, v] pourra étre réduite a

(2) [y 85 2y 0] = (r;8) (w, ¥) sin (r:\s) sin (u/,\v).

Observons d’ailleurs que la formule (2) continuera évidemment de subsister,
si l'on considére comme direct, non plus le mouvement de rotation de r
en ¢, mais le mouvement de rotation de ¢ en r; car, pour passer d'un cas a
lautre, il suffira de changer le signe de chacun des facteurs, ce qui nal-
térera pas leur produit. Ajoutons qu’en vertu de la formule (5) du §II,
jointe & la formule (1) du § 1%, I'équation (2) subsistera encore, si l'on y
échange séparément ou simultanément r avec s et « avec ¢. Elle subsistera
donc, non-seulement quand r sera perpendiculaire a v, mais encore toutes
les fois que I'une des directions r, s sera perpendiculaire a 'une des direc-
tions 2, v. Il y a plus: on peut affirmer que la formule (2) subsiste géné-
ralement, quelles que soient dans le plan donné, c'est-a-dire dans le plan

5.
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~ ~ R [
des deux angles (r,s), («,v), les directions des longueurs
Py S, Uy 9.

Clest effectivement ce que I'on démontrera sans peine, en opérant comme il
stit.

Rapportons la position d’'un point quelconque, dans le plan domné, a
deux axes rectangulaires des x et y, qui passent par l'origine commune O
des quatre longueurs r, s, z, ¢; et nommons

X,y

deux autres longueurs mesurées, a partir du point O, sur ces deux axes in-
définiment prolongés du coté des coordonnées positives. Chacun des quatre
cosinus renfermés dans le tableau

N N
cos (r,u), cos(r,v),
N N
cus (s, u), cos(s,v)
sera déterminé par une équation de la forme .
ALk A A ~ ~
(3) cos(r, i) = cos(r, x) cos (1, x) + cos(r, y)cos(u, y);

et, en conséquence, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il suffira
d'ajouter entre eux les dcux termes renfermés dans une méme ligne horizon-
tale du tablean
N N
cos(r, x), cos(ry),

N N
cos (s,x), cos(s,y),
apres les avoir respectivement multipliés par les termes correspondants de
I'nne des lignes horizontales du tableau
~ ~ .
cos(u,x), cos(i,y),
N N
cos(v, x), cos(v,y)
Cela posé, en ayant égard au théoréme général sur les produits des résul-
tantes [voir le 2° volume, page 167], et en appliquant ce théoreme aux

quatre équations semblables entre elles, qui seront de la forme de I'é¢qua-
tion (3), on trouvera

@ [ryss o) = sy x,y) [, o5 5,3}
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Or, a l'aide de I'équation (4), que 'on peut aussi présenter sons la forme

®) [y 95 %] = e,

T [uye; x,¥)

on étendra facilement la formule (2) 4 tous les cas possibles. En effet, on
pourra d’abord, en particularisant les directions « et o, tiver de équation (5)
la valeur de [r, s; x, y]. Si, pour fixer les idées, on suppose ¢ perpendiculaire
ar, etua y,on tirera de la formule (2), déja démontrée dans le cas o r est
perpendiculaire a ¢,
N N
[rys5 w,v] = (r,$)(u,v)sin(r, s)sin(u,v};

et, eu égard aux conditions

A o . ~
(x,y)=5, sin(x,y)=1, (xy)=r

On trouvera de méme, puisque « est supposé perpendiculaire a vy,
5 N
[, v; x,y] = (u,v)sin(u, v);
puis, en substituant les valeurs ici trouvées des deux résultantes
[r,s5 wu,v], [u,v; x,y¥],
dans le second nombre de la formule (4), on obtiendra I'équation
2 SR A
(6) [rys; x,v] = (r.§)sin(r,s),

que l'on pourrait, au reste, comme on l'a vu dans le § III, établir dirccte-
ment. Enfin, si 'on substitue dans le second membre de l'équation (4), la
valenr précédente de [r, s; x,y], et la valeur semblable de [, v; x, ], qui
seront encore données par la formule

N
[,v; x, y] = (1, %) sin(z, v),
quelle que soit la direction attribuée & 2, on sera immédiatement ramené a

I'équation (2), qui sera ainsi démontrée, quelles que soient, dans le plan
donné, les directions des quatre longueurs

ry S, u, v
Il est bon d'observer que le produit

(ry s) (e, ),
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renfermé dans le second membre de la formule (2), se réduit simplement i
+1 on a — 1, selon que les monvements de rotation de ren s etde « en ¢
s'effectuent dans le méme sens ou en sens contraire. Quant aux facteurs

. A - A
sin{r,s), sin(w, ),

ils représentent précisément les aires de deux parallélogrammes que I'on peut

A P N N
construire sur les cotés des deux angles plans (r,s), (x,¢), en supposant
chacun de ces cotés réduit a 'unité.

Cela posé, la formule (23) entrainera évidemment la proposition suivante:
1" Théoréme. Ltant donnés, dans un plan, deux angles

N\ N
(r,s), (u,9),
si I'on détermine les quatre cosinus des autres angles
N N
(ryey, {(rv),
N\ Fas
(5,03, (s\9)
que formeront entre cux les cotés des deux angles donnés, la résultante
[r,s; w,v],

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou unégative, selon que les
mouvements de rotation de 7 en s et de « en ¢ s'effectueront dans le méme
sens ou en sens contraire; et cette résultante aura pour valenr numérique le
produit des sinns des deux angles donnés, ou, ce qui revient au méme, le
produit des aires des deux parallélogrammes que I'on peut construire sur
les cotés de ces deux angles, en supposant ces cotés réduits a I'unité.
Corollaire. Si, comme nous I'avons déja fait dans le § 1L, on désigne par

[r, 5]

laire du parallélogramme qui a pour cotés les longuenrs r, s réduites a
I'unité, on aura
. N : ~
[ry s]=sin(rs), [u,9]=sin(u,y),
et la formule (2) pourra s'écrire comme il suit :

(7) . [rys; w,9] = (r,9) (u, v) [1, 5] [, ¢].
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Supposons maintenant que les deux angles
Vay N
(rys), (u,v),

ayant pour sommet commun le point O, cessent d’étre situés dans un méme
plan; puis, en prenant le point O pour origine des coordonnées, rappor-
tons la position d'un point queleconque de I'espace a trois axes rectangulaires
des x, 7, 2, dont les deux premiers soient renfermés dans le plan de I'angle
(u, v); et nommons

X, Y,z

trois longueurs mesurées & partir de Porigine O, sur ces trois axes indéfini-
ment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Chacune des direc-
tions %, v étant comprise dans le plan de 'angle droit (x:\y), la formule (3)
et celles qu'on en déduit en remplacant séparément ou simultanément r par s
et « par v, continueront encore de subsister [voir le théoréme 6 de la page 311
du 3¢ volume), et entraineront encore avec elles 'équation (4), en sorte qu’on
aura

(4) LA N [ x,y][u',u; X, vy].
De plus, l'angle («, v) étant compris dans le plan de l'angle droit (xf\y), la
formule (6) donnera

[, v; x, y] = (&, 9)sin (u,,\v).

Diailleurs, si 'on adopte les définitions et notations proposées dans le § I,
le mouvement de rotation de « en ¢ sera direct ou rétrograde dans le plan
des x, y, suivant que le mouvement de rotation de # en ¢ auntour de la
direction z sera direct ou rétrograde dans I'espace. On aura donc

(u, v) = (u, v,2);

et, par suite, la valeur trouvée de la résultante [«, v; x,y] pourra étre pré-
sentée sous la forme

(8) [,v; x,y] = (u,9,2)sin(w, o).

Enfin si, pour plus de commodité, on suppose la direction y, c'est-a-dire la
direction du demi-axe des y positives, fixée de telle sorte que le mouve-
ment de rotation de x en y s'effectue dans le sens du mouvement de rotation
de u en v, alors l'expression (, ¢) ou (i, v, 2) étant réduite a l'unité, on aura
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simplement

N

(9)

[, o3&, ¥] = sin(u,,\‘i).

Quant a la valeur de la résultante [r,s; x,v], elle pourra étre déduite de
'une quelconque des formules (8) et (g) du § L. En effet, soient

gy s

. . A
les projections absolues des longueurs 7, s sur le plan des deux angles (u, ¢),

N
(x,y). Soient encore
l, m,m

trois longueurs mesurées a partir du point O, la premiére sur la droite d'in-
N N
tersection des deux angles (r,s), (#,v); la seconde sur une perpendicu-

] ’ 1 . N N
laire menée a cette droite, dans le plan des deunx angles (u,v), (x,y), et
dirigée dans un sens tel, que le mouvement de rotation de Z en m soit de
I'espece du mouvement de rotation de x en y; la troisieme sur une per-

Q o D o . N « e g
pendiculaire menée & la droite Z, dans le plan de l'angle (r, s), et dirigée

dans un sens tel, que le mouvement de rotation de / en 7 soit de I'espéce du
monvement de rotation de / en n. Enfin, soit 7" une longueur mesurée, a

partir du point O, sur une perpendiculaire an plan de Pangle (r/,\s). On aura,
en vertu de la formule (8) du § 111,

(10) [2585. %0 ¥] = (35, 3)sin (p:\g) cos (l‘:\p) cos (S,,\g);

puis, en supposant que, dans le plan des &, y, les mouvements de rotation
dex en y et de u en ¢ sont de méme espece , on aura encore, en vertu de la
formule (g) du paragraphe cité,

(11) [r,8; x,y]=sin (r/,\s) cos(m/,\n).

Cela posé, si l'on substitue dansl'équation (4), avec la valeur de [, v; x,y]
tirée de la formule (8), la valeur de [r,s; x,y] tirée de la formule (10),
ou, avec la valeur de [«, v; x, y] tirée de la formule (g), la valeur de
(r, s; x, y) tirée de la formule (11), on obtiendra I'une des équations

% Vay - N ~
(12 [r,8; w,v]=(rs,2)(x,v,2)sin(u, o Sm(p, ¢) cos (r{,\p) cos (! :\g),

(13) [r,s: u,9]=sin (l?s\) sin ‘\u:\v) cos(m,,\n).
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Il est bon d’observer que, si l'on désigne, comme plus hant, par la nota-
tion [r, s] l'aire du parallélogramme que I'on peut construire sur les cotés r, s
réduits l'un et l'autre a l'unité, la formule (13) donnera

(14) [r, s;3 uy 0] = [r, 5] [,v] cos(m:\n).
Ajoutons que, dans la formule (12), le produit
sin (p:\g) cos (r/,\p) cos (s/,\g)

représentera précisément la projection de la surface [r, s] sur le plan de la
surface [, v]. Cela posé, les propositions qui se déduiront de la formule (12),
puis de la formule (13) ou (14), et qui seront analogues aux théoremes 2 et 3
du § III, pourront évidemment s'énoncer dans les termes suivants :

2¢ Théoréme. Etant donnés, dans I'espace, deux angles
N N
(rys), (u,9),

si I'on détermine les quatre cosinus des autres angles
N A\
. (f‘, u)’ (I‘, V) r

N N
(s,4), (s5,9),
que formeront entre eux les cotés des deux angles donnés, la résultante
[r,s5 u,v],

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative suivant que les
mouvements de rotation de r en s, et de « en v, autour d’une droite perpendi-

. N A A
culaire au plan de 'un des angles (r, ), (&,9), seffectueront dans le méme
sens ou en sens contraires. De plus, si dans les plans des deux angles

(s), (@r9),

on construit deux parallélogrammes qui aient pour cotés les longueurs r
et s, ou u et v, réduites chacune a l'unité, la résultante [r, s; u, ¢] aura pour
valeur numérique le produit de l'aire du premier parallélogramme par la
projection de laire du second sur le plan du premier.

3¢ Théoréme. Les mémes choses étant posées que dans le 2¢ théoreme, la
résultante [r, s; «, ¢v] aura encore pour valenr numérique le produit qu'on

Ex, d'An. et de Ph. math., T. IV. (38¢ livr.) 6



obtient en multipliant les aires
[rys], [u, ]

des deux parallélogrammes ci-dessus mentionnés, par le cosinus de I'angle
aigu que les plans de ces denx parallélogrammes forment entre eux.

Il ne sera pas inuatile d’indiquer une forme digne de remarque, sous la-
quelle on peut présenter la formule (14). Concevons que des deux angles

[y, [uso]

ayant pour sommet commun le point O, on éléve, a partir de ce point, denx
perpendiculaires aux plans de ces deux angles, et nommons

T, w

~

deux longueurs mesurées sur les directions de ces perpendiculaires, dans
des sens déterminés. En considérant comme direct le mouvement de rotation
de x en y autour de la direction z, on aura [voir la formule (8) du § 1T}

cos (m:\n) = (s, 7") cos (T:\z). .

D'autre part, si les mouvements de rotation de x en y et de z en v autour de
la direction z sont dirigés dans le méme sens, comme le suppose la for-
nule (14), on aura encore
(w,v,2) = (x, y,2) =1,
et, par snite, - , .
N . o N
cos (m, n)=(r,s,71") (u,v, 2) cos (T, z).
Enfin, les directions z et # étant toutes deux, par hypothése, perpendicu-

n ~ L o y
laires au plan de I'angle («, v) ou (x,y), coincideront ou seront opposées l'une

a lautre; et, par suite, le produit
(u,v,2) cos (T, z2)

ne pourra étre altéré par la substitution de /7 a z, puisque cette substitu-
tion, si elle modifie les deux fonctions

(w,v,2), cos(T,z),
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aura pour effet unique de changer le signe de chacun d’eux. On aura donc
N N
(u,9,2) cos (T',2) = (u,v, ) cos (T W),
£ A P . . .
et la valeur trouvée de cos (m,n) pourra s'écrire comme il suit :

(15) cos (niy ) = (ry s, T') (u, 0, ') cos( T ).

Or, eu égard a cette derniére formule, I'équation (14) donnera
(16) [rys; w,0l=(rys, T)(w, v, W )[r,s][u,v] cos T,AW).

Ajoutons que chacune des formules (12), (13), (14), (16) comprend évidem-
ment, comme cas particulier, la formule (7).

A
Si, a partir du sommet de I'angle (r, s) on mesurait, dans une direction
quelconque, une longueur ¢, alors, en faisant coincider u avec r, et v avec ¢,
on tirerait de la formule (13)

(17) [Fy 85 7, €] 2 sl (r:\s) sin (r:\t) cos (ml,\n),
et comme on aurait
(r:\r) =o0, co$ (r,Ar) -2 !

par conséquent,

[r,s; r,t] = cos (s:\t) — cos (r/,\s) cos (r?t) )
la formule (15) donnerait

A SN A 8 AR R A A~

(18) cos (s, t) — cos(r,s) cos(r, t) = sin (r,s) sin (r, ) cos (i, n).

Mais alors aussi, m, n étant deux longueurs mesurées perpendiculairement
. N N

a r, dans les plans des deux angles (r,z), (r,s), la premiére du co6té de ¢, la

1 N . k) .
seconde du coté de s, I'angle plan (r,s5) serait la mesure de Fangle diedre
adjacent a l'aréte r, dans 'angle solide qui aurait pour arétes r, s, ¢. Donc,
en nommant a, b, ¢ les trois angles plans

(5r8), (1), (1)),

ct o, 8,y les angles diédres opposés & ces angles plans dans l'angle solide
_ 6.
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dont il s'agit, on verrait I'équation (18) se réduire a la formule
cosa — cos b cos ¢ = sin bsin ¢ cos a,

que I'on peut considérer comme I'équation fondamentale de la trigonométrie
sphérique. Ainsi, cette équation fondamentale se trouve comprise, comme
cas particulier, dans la formule (13).

Considérons a présent, dans I'espace, deux systémes d'axes dont chacun se
compose de trois axes indéfiniment prolongés, & partir d'un certain point O,
dans des directions déterminées. Les longueurs

r,s,t on u,v,w,

]
mesurées, a partir du point O, dans ces mémes directions, pourront étre

regardées comme les trois arétes d’un apgle solide, et les cosinus des neuf
angles plans

(rl), (), (W),
S1), (s9), (s;w),
(), (&), (t2w)

que formeront les directions r, s, £ avec les directions «, ¢, w, seront les fac-
teurs qui entreront dans la composition des divers termes de la résultante

[rys, 8 u,v,w] =

N N N N A N
cos (r, u) cos (s, v) cos (¢, w) — cos(r, ) cos (s,w) cos (¢, v)

(19) A oA A A A ~
< cos (r,v) cos, (s,w) cos (£, u) — cos(r, v) cos(s, u) cos (¢,w)

N\ N A N N N
+ cos(r,w) cos(s, u) cos(t, v) — cos(r,w) cos (s, ¢) cos (¢, ).

Or cette résultante pourra étre présentée sous une forme trés-simple, si
I'une des directions z, v; w est perpendiculaire 4 deux des directions r, s, £,
en sorte qu'on ait, par exemple, '

v T 2\ ™
(mw)=5 (sw) =
En effet, supposons ces conditions remplies; alors on aura

1
cos (r?w) =0, cos (s:\w) 1
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et, par suite, I'équation (19) donnera
(20) [r,s,¢; 1w, v, w] = [r,s; u,v]cos (t/,\w);

puis, en désignant par

T, W

deux longueurs mesurées, 4 partir du point O, sur des perpendiculaires aux
plans des deux angles

(rs), (s 9),

on tirera de la formule (20), jointe & I'égqnation (16),

(21) [r,s,t; u,0,w]=(r,s, T ) (e, v, w)sin (r:}) sin(u/,\v) cos (t:\w) cos T,AW)

D’ailleurs, la direction w étant, par hypothése, perpendiculaire, ainsi que 7,
aux directions r et s, se confondra ou avec la direction 77, ou avec la direc-
tion opposée a 7'

Donc, si dans le produit
cos (t:\w) cos (T’,\W)

on échange entre elles les deux lettres w et 7', cet échange laissera intacte
la valeur de ce produit, dont les deux facteurs ne pourront subir d'autre
modification qu'un changement de signe opéré simultanément dans I'un et
dans 'autre. On a donc

ras Pas Pa)
cos (£, w) cos (177 ) = cos (£, T) cos(w, ),

et, par suite, la formule (21) pourra s'écrire comme il suit :

' PR = VR A IHOR
(22)[r, s, 250, 0,w] =(1,8, T) (1,0, W )sin(r,s)sin(u,v) cos(t, T") cos (w, ¥ ).
Supposons maintenant, pour plus de commodité, la longuenr 7 située,

N
par rapport an plan de Pangle (r,s], du méme coté que la longueur ¢, et la

. ’ N
longueur /7 située, par rapport au plan de l'angle (&,¢), du méme coté
que la longuenr w. Alors non-seulement on aura

(rys, T)=(r,s,2), (u,0, W)= (u,v,w);

mais de plus, en désignant, comme on I'a déja fait, par [r,s, ¢] la valeur du
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parallélipipede qui aurait pour arétes les longueurs r, s, ¢ réduites chacune 4
l'unité, on aura, en vertu de la formule (1) du § I1I,

[r,8, 2] = sin (1:\.9) cos(t, T), [u,v,w]= sin(u:\v) cos (V:\W).
Donc la formule (22) donnera
(23) (8,25 u,90,w] = (1,5,¢8) (w,0,w) 1,5, t][u,v, wl.

On doit observer qu'en vertu de la formule (5) du § I, jointe & la for-
mule (6) du § IT, I'équation (23) ne sera point altérée, si 'on y échange sé-
parément ou simultanément, d'une part, r avec s ou ¢, d’autre part, w avec u
ou ¢. Donc I'équation (23) se vérifiera, non-seulement quand w sera perpen-
diculaire a r et s, mais encore quand I'une quelconque des trois directions

wu, v, w
sera perpendiculaire a deux quelconques des trois directions
Ty 5 &

[l y a plus:on peut affirmer qu'elle snbsistera généralement, quelles que
soient les directious :
r,s,t; u,v,w.

C’est, du moins, ce que 'on démontrera sans peine, en opérant comme il
7 2 ?
suit.

Rapportons la position d’'un point quelconque, dans 'espace, a trois axes

rectangulaires des x, y, z qui passent par I'origine commune O des six
longueurs

ryS,t; u, v, w;
et nommons
X,Y,2%

trois autres longueurs mesurées, a partir du point O, sur ces trois axes
indéfiniment prolongés du coté des coordonuées positives. Chacun des neuf
cosinus renfermés dans le tableau

ral N R N
cos(r,u), cos(r,v), cos(r,w),
N N N

cos(s,u), cos(s,v), cos(s,w),

A N
cos(t:\u), cos(t,v), cos(t,w),
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sera déterminé par une équation de la forme A

(24) cos (r:\u) = cos (r,Ax) cos(u/,\x) ~+ cos (r{,\ y) cos (u,,\y) ~+ cos (r:\z) cos (s:\z) -

et, conséquemment, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il suffira
d’ajouter entre eux les trois termes renfermés dans une méme ligne
horizontale du tableaun

N

cos (r:\x), cos(r,/\y), cos(r,z),
N

Cos(s,Ax), cos (s:\y), cos (s,2),
N A

cos(t/,\x), cos(t,y), cos(t,z),

apres les avoir respectivement multipliés par les termes correspondants de
I'une des lignes horizontales du tablean

N N N
cos(u,%), cos(u,y), cos(u,z),

cos (v:\x) , €OS (v:\ y), cos (v,,\z) 1

N
cos(u::x), cos(w’,\y), cos (w, z).

Cela posé, en ayant égard au théoréme général sur les produits des résul-
tantes [voir le deuxieme volume, page 167), et en appliquant ce théoreme
aux neuf équations semblables entre elles qui seront de la forme de I'équa-

tion (24), on trouvera
(25) [r, 8,25 w, 0, w]=1r,s¢; X,y,2][u, v, w; Xx,¥,2].

Or, a l'aide de I'équation (25), que I'on peut aussi présenter sons la forme

(26) bty 5ol X S0 2} =

[ry 5, ¢85 u, v, W]

[y, w; x,y,2]’

on étendra facilement la formule (23) & tous les cas possibles. En effet, on
pourra d’abord, en particularisant les directions z, v, w, tirer de l'équa-
tion (26) la valeur de [r, s, ¢; x,y,2]. Si, pour fixer les idées, on suppose Ia
direction w perpendiculaire aux deux directions r, s, et la direction ¢
perpendiculaire aux deux directions x, y, on tirera de la formule (23), déja



(48 )

démontrée dans le cas ou w est perpendiculaire a retas,
[r8,85 u,0, w] = (r, s, 8) (, v, w) [r, s, 8] [, v, w];
et, en égard aux conditions
(X’ Y,Z) =1, [X, Y, Z] =1,

on trouvera de méme, puisque ¢ est supposé perpendiculaire & x et A y,

[#, v,w; x,v,2] = (4, o, W) [u, v, w];
puis, en substituant les valeurs ici trouvées de

[rys 25 w,v,w], [u,9,w; x,y,2],

dans le second membre de la formule (26), on obtiendra I'équation

(27) [rs &, ¢; x 'y, 2] = (r, 6, 8)r; 5, 2],

que I'on pourrait, au reste, comme on 'a vu dans le § IIT, établir directe-
ment. Enfin, si l'on substitue, dans le second membre de I'équation (25), la
valeur précédente de [r,s, ¢; x, y, z], etla valeur semblable de [«,v,w; x,y,2],
qui sera encore donnée par la formule

[w,0,w; x,,2] = (u,v,w)[u,v,w],

quelle que soit la direction attribuée 4 ¢, on sera immédiatement ramené a
'équation (23), qui sera ainsi démontrée, quelles que soient les directions

T8, L5 Uy, W.
Il est bon d'observer que le produit
(r, s, t) (1, v, W),

renfermé dansle second membre de la formule (23), se rédunit 8 +1oua —1,
selon que les mouvements de rotation de r en s autour de £, et de wen v
autour de w, seffectuent dans le méme sens ou en sens contraires. Quant aux

facteurs
[r, s, t][w, v, w],

ils représentent précisément les valeurs des deux parallélipipédes que l'on
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peut construire, d'une part, sur les trois arétes
TR o
d’autre part, sur les trois arétes

u, v, w,

en supposant chacune de ces six arétes réduites a l'unité.
Cela posé, la formule (23) entrainera évidemment la proposition suivante:

4¢ Théoréme. Etant donnés dans I'espace deux angles solides qui offrent
le méme sommet O, et qui ont pour arétes, le premier les longueurs

r’ s’ t ?
le second les longueurs
U, v, w,

si 'on détermine les cosinus des nenf angles

que formeront les arétes
r,s,t
avec les arétes
u, v, w,
la résultante
["as) t; u, v, ”’]7

construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou négative, suivant que les
mouvements de rotation de r en s autour de ¢, et de u en ¢ autour de w,
s'effectueront dans le méme sens ou en sens contraires; et cette résultante
aura pour valeur numérique le produit des valeurs des deux parallélipipedes
que on peut former, d'une part, sur les arétes r, s, ¢ ; d’autre part, sur les
arétes u, v, w, en supposant chacune de ces six arétes réduites a l'unité.

Si les arétes
u, v, w

du second angle solide se réduisent a des longueurs

R, S, T

Ezx. d’An. et de Ph.math., T.1IV. (38° livr.) 7;
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mesurées sur des perpendiculaires aux trois faces du premier, c'est-a-dire,
en d'autres termes, sur des perpendiculaires aux plans des trois angles

(s’,\t K (t:\r) > il r:\s) !

les cosinus des neuf angles formés par les arétes du premier angle solide avec
les arétes du second serontles divers termes du tableau

cos (r:\R), o, 0,
N
o, cos(s,S), o,
N
o, o, cos (¢, T);

et, par suite, la résultante

[r,s,t; R, S, T]
sera réduite a son premier terme
cos (r:\R) cos (s,AS) cos (t:\T).

Donc alors la formule (23) donnera

N

(28) cos (r, R) cos (s,,\S), cos (t:\T) = (r, ;)X Ry Syl s t][R,S,‘T].
Si, pour plus de commodité, on suppose les trois longueurs

| R, S, T
dirigées de maniére a former, avec les longueurs correspondantes

T N
trois angles aigus

("7AR)3 (S’AS)’ (t:\T),
ou, en d’autres termes, si les longueurs
R,S, T
se mesurent i partir de l'origine commune des longueurs
08 1 2%

N
la premiére du méme coté que r par rapport au plan de I'angle (s,¢), la
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seconde du méme coté que s par rapport au plan de I'angle (t,Ar), la troi-
sieme du méme cdté que ¢ par rapport au plan de l'angle (r:\sf), alors,
(r,s, t), (R,S, T)
étant deux quantités de méme signe, on aura
(r,s,t) (R, S, T) =1,
et 'équation (28), réduite a la forme
(ag) cos (rn R) cos (5,8 ) cos(ts L") = [r, 5,2 ] [R, S, T']

coincidera précisément avec la formule(17)dela page 323 du troisieme volume.
En terminant ce paragraphe, nous remarquerons quen vertn des théo-
rémes 1, 2 et 3, la valeur de la résultante

[rys5 u,v]

dépend uniquement des deux angles (_r,As), (u,/\v), de linclinaison mutuelle
de leurs plans, et du sens suivant lequel s’effectue, dans chacun de ces plans,
le mouvement de rotation de r en s, ou de « en v. Pareillement, il suit du
4° théoréme, que la valeur de la résultante

[rys, 5 w,v,w]

dépend uniquement des formes des deux angles solides qui ont pour arétes,
d'une part, les trois longueurs r, s, ¢; d’autre part, les trois longueurs u, o, w,
et du sens suivant lequel s'effectue chacun des mouvements de rotation de r
en s autour de ¢, et de u en ¢ autour de w. En conséquence, on peut énoncer
la proposition suivante :

ke Théoréme. Les longueurs
Iy 8, Eatile VIR

étant mesurées a partir d'une méme origine O, dans des directions quelcon-
ques, on n'altérera point la valeur de la résultante

[r,s; u,v]

en faisant tourner autour du point O chacun des angles

[rs], [ ol
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supposé d’ailleurs invariable dans le plan qui le renferme, ni la valeur de la

résultante . ’
[r,s, t; u, v, wl|,

en faisant tourner autour du point O, sans les déformer, les deux angles
solides qui ont pour arétes, d'une part, les longuenrs 7, s, ¢, et, d’autre part,
les longueurs 1, v, w.

§ V. — Sur les résultantes formées avec les coordonnées rectangulaires ou obliques de deux ou
trois points.

Supposons la position d'un point quelconque P rapportée dans l'espace a
trois axes coordonnés des x, ¥, z; et nommons

X, y,Z

trois longueurs mesurées, & partir de l'origine O des coordonnées, sur ces demi-
axes, indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Soit, d'ail-
lears, rla distance de l'origine an point P, dont les coordonnées sont x,
7, . Si ces coordonnées sc rapportent i des axes rectangulaires, clles se-
ront précisément les projections algébriques et orthogonales du rayon r sur
les directions x, y, z. Elles seront donc liées a r [voir le troisiéme volume,
page 144] par les formules

A N N
X =rcos(r X), y=rcos(r,y); 2z=1rcos(r,z).

Soient maintenant
Yiw-¥
trois rayons vecteurs menés de lorigine O a trois points divers P, P/, P”; et,
pour mieux reconnaitre les coordonnées de chacun de ces points, désignons-
les al'aide de la lettre r, ou s, ou ¢, placée comme indiceaun bas dela lettre x,
¥, 0U Z, en sorte que x,, ¥, , 5, désignent spécialement les trois coordonnées
de 'extrémité du rvayon r. Les extrémités des trois rayons

1P
auront pour coordonnées les neuf quantités
s’ xr, f"’ zr’
(I) ¢ Xy YVsy Bss

$ xt') J’t7 z‘t’
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respectivement équivalentes aux neuf produits

N N N
r cos (r,x), rcos(r,y), rcos(r,z);

(2) s cos (s,/\x), § Cos (sf,\y), § cos (s/,\z);
N N N
t cos(t,x), t cos(t,y), ¢ cos(t,z).

Dailleurs, ces produits se réduniront anx cosinus

N N N

cos (r,x), cos(r,y), cos(r,z),
N N N

3) cos(s,X), cos(s,y), cos(s,z),
A N N

cos (¢,x), cos(t,y), cos(t,z),

si les longueurs
PS8

se réduisent toutes 4 l'unité. Donc alors la résultante a2 deux dimensions

(4) xrfs—xsfr

formée avec celles des coordonnées de P et de P/, qui se mesurent sur les
axes des x et y, et la résultante a trois dimensions

(5) L, YsBe — Xr Ye3s+ X Yo Zp — X5 Vil + X Jr 25 — X )55y,

formée avec les neuf coordonnées des trois points P, P’, P”, se réduiront
aux deux résultantes que, dans les paragraphes précédents, nous avons re-
présentées par les notations
ferarigy s |rdie; n v, 20

Mais, si du cas particulier ou l'on suppose les trois longueurs r, s, ¢ véduites
a l'unité, on veut revenir au cas général ou ces longueurs oftrent des valeurs
quelconques, il suffira de substitucr le tablean (3) aa tablean (2); il suffira
donc de faire varier chaque terme de la résultante (4) ou (5), et, par con-
séquent, cette résultante elle-méme, dans un rapport équivalent au pro-
duit 75 on rst. On anra donc, dans le cas général,

6) HpYs — X 9= relny sy x,y],

et
©) Lr)sZe= Xr Y125+ X Y1 Zp — T Jrle+ X )2 — Xt )s%r
' = rst|r,s, t; X,v,7]
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Il ne reste plus qu'a substituer, dans ces dernieres formules, les valeurs de
[rys; x,y] et de [r,s,¢t; x,¥, 2] obtenues dans le § III.
Supposons d’abord les deux points P, P’ situés dans le plan des x, y.
Alors, de I'équation (6), jointe a la formule (3) du § IIL, on tirera

(8 Ko I (v RN o T sl

IVailleurs, comme on I'a vu (§ 1), le produit
rs [r, 5]

représente précisément laire du parallélogramme qui a pour c6tés les rayons
vecteurs r, 5. Donc la formule (8) entrainera le théoréme suivant :
1°* Théoréme. Les positions des divers points d’un plan étant rapportées a
deux axes rectangulaires de x et y, si I'on désigne par r, s les rayons vec-
teurs menés de l'origine O des coordonnées a deux points quelconques d'un
plan, et par
Zry ¥Yrs

Xy Vs

les quatre coordonnées de ces deux points, la résultante

Lry Vs —xs]’r,

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative, suivant que
le mouvement de rotation de r en s sera direct ou rétrograde, et cette ré-
sultante aura pour valeur numérique l'aire du parallélogramme construit sur
les rayons vecteurs r, s.

Supposons maintenant les points P, P’ situés hors du plan des a, . Alors,
en désignant par p, ¢ les projections absolues des longueurs r, s sur le plan
des x, y, on aura

~

p=mrcos(mply s =5 cos(s,,\g),
et l'on tirera de I'éqnation (6) , jointe a la formule (6) du § IHI,
X, ¥s — x; ¥, = (p,g)rscos (r:\p) cos (s:\g) sin (p,/\;);
par corséquent,
(9) X, e = Ty = (py9) psin (9.

De plus, comme en désignant toujours par z une longueur mesurée a partir
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de l'ovigine sur le demi-axe des = positives, supposé perpendiculaire au plan
des x, y, on aura [voir la formule (7) du § 1lI]

(£r8) = (5,2),
I'équation (g) pourra s'écrire comme il suit :

(10) X, s — X ¥, =(r,$,2) ps sin (p,q).
D’ailleurs, en nommant

I, m,n

trois longueurs mesurées a partir de Porigine O, la premiére sur la droite
d'intersection du plan OPP’ et du plan des x, y, les deux derniéres sur
des perpendiculaires élevées a ces mémes droites dans ces mémes plans, et,
en supposant ces perpendiculaires dirigées chacune dans un sens tel que le
mouvement de rotation de / en m soit de I'espéce du mouvement de rota-
tion de x en y, et le mouvement de rotation de / en iz de l'espéce du mou-
vement de rotation de/ en n, on tirera de I'équation (6), jointe a la for-
mule (r0) du § III,

(11) X, )ys— Xy y,=rs[r,s]cos (m/,\n).

Enfin, si I'on nomme

71
7 Y . > . . . .
une longueur mesurée a partir de lorigine O sur une perpendiculaire an

N
plan de l'angle (r,s), on aura, en vertu de I'équation (11) dn § I,
A N
cos (m,n) = (r,s, T')cos (T',z);
et, par suite, la formule (11) pourra s’écrire comme il suit :
N\
(12) X,y — X,y = (r;s, T")rs[r, s] cos( T, 2).

Or les formules (10) et (r2) entraineront évidemment les propositions
suivantes : )

2¢ Théoréme. La position d'un point dans I'espace étant rapportée i trois
axes rectangulaires des x, 7, z, si l'on désigne par v

ryd

les rayons vecteurs. menés de l'orvigine O des coordonnées 4 deux points
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quelconques P, P, et par
X, , fr,
XLsy Js

celles des coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axes des
et y, la résultante

XrYs — Ls Yrs

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que
le monvement de rotation de r en s autour du demi-axe des z positives sera
direct ou rétrograde; et cette résultante aura pour valeur numérique l'aire
du parallélogramme construit dans le plan des a, y sur les projections des
rayons vecteurs r et s.

3¢ Théoréme. Les mémes choses étant posées que dans le 2° théoreme , la
résultante

LrYs— Xs )r

aura encore pour valenr numérique le produit que I'on obtient en multi-
pliant l'aire du parallélogramme constrnit sur les rayons vecteurs r, s, par le
cosinus de I'angle aigu qui mesure linclinaison du plan de I'angle (rj\s) sur le
plan des x, »-

Nota. lLes valears numériques que les 2° et 3¢ théorémes assignent a la
valeur numérique de la résultante x, y, — x, y, devant étre égales entre
elles, il suit de ces théorémes que linclinaison mutuelle du plan de
langle (r,/}) et du plan des x, y, offre un cosinus équivalent an rapport qui
existe entre les aires des deux parallélogrammes, on méme des denx trian-
gles, dont les cotés sont, d'une part, les deux rayons vecteurs r, s, et,
d’autre part, les projections p, ¢ de ces rayons sur le plan des x, . On se
trouve ainsi ramené de nouveau a la proposition énoncée vers la fin du §1T.

Passons maintenant & I'équation (7). On tirera de cette équation, jointe a la
formule (20) du § 1L,

(13) Xr VsBe — Xr)eBs T X Ve 2 — X Yr2pt X YTy — X Y52,
=Xr, s, t) w5t [rys; t].

D'ailleurs, comme on I'a va dans le § T, le produit
rst(r, s, t]

représente précisément le volume du parallélipipéde qui a pour cotés r,s,¢t.
Donc la formule (13) entraine la proposition suivante :
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4¢ Théoréme. La position d'un point dans I'espace étant rapportée a trois
axes rectangulaires des x, y,z, si on désigne par

Uy ot

les rayons vecteurs menés de l'origine des coordonnées a trois points quel-
conques P, P/, P”, et par

Xry Yrs %55

Lsy YVsyr Bss

Ly Yey %

les nenf coordonnées de ces trois points, la résultante
Xy Ys2e— XLy )els X5 Yelr — Xy Y B+ Ly YrZs—— Xt )r2s,

formée avec ces coordonnées, sera positivé ou négative suivant que le
mouvement de rotation de r en s autour de ¢ sera direct ou rétrograde, et
cette résultante aura pour valeur numérique Faire du parallélipipede con-
struit sur les rayons vecteurs r, s, ¢.

Les divers résultats que nous venons d'obtenir étaient déja connus. Mais
Fadoption de signes propres a indiquer le sens des mouvements de rotation,
et I'introduction de ces signes dans le calcul, ont donné aux formules une
clarté, une précision nouvelles , et fait disparaitre les doubles signes dont la
détermination dépendait de certaines conditions que l'on était obligé de
mentionner dans le discours et d'énoncer a part.

Concevons, & présent, que les axes coordonnés des x, y, z, cessant d’étre
rectangulaires , se coupent sous des angles quelconques, et nommons

X - Y12

trois longneurs mesurées a partir de l'origine O des coordonnées, sur trois
droites respectivement perpendiculaires aux trois plans des y, z, des z, x
et des x, y. Alors les coordonnces x; y, z d'un point quelconque P se
trouveront liées au rayon vecteur r, mené de l'origine & ce point [voir le troi-
sieme volume, page 143 ], par les formules

N N N
(14) x:rggig;\i)’ :__rcos(r:\Y}’ ercos(r,AZ).
cos(x, X) cos(y, Y) cos (z, Z)

Si diailleurs on représente, comme nous 'avons fait ci-dessus, par
i 8

Ex. d'An. et de Ph, math., T, 1V. (882 livr)
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trois rayons vecteurs menés de 'origine O & trois points divers P, P/, P’; et
si, pour mieux reconnaitre les coordonnées de ces points, on les désigne
encore a l'aide de la lettre r, ou s, ou ¢, placée comme indice au bas de la
lettre x, ou y, ou z, les extrémités des trois rayons

r, s, t
auront toujours pour coordonnées les neuf quantités

Xry Yrr 2r
L5y ¥Vsy 255

Xy Vesy 2

Mais ces neuf quantités, au lien d’étre respectivement équivalentes aux
termes du tableau (2), se trouveront représentées par les neuf produits

A ~
cos(r,X) cos (7, Y) cos (7, Z)
r r 7~ G/ -~
cos (x X) cos (y, Y) cos (z, Z)
A A
(15.) scos(s/,\X)) $ 08 (s, Y) L (s;\Z).,
cos (x, X) cos( ) cos(z, Z)
~ A
tcos(l, X) cos( ) tcos(t, Z)
cos (x/,\X)’ cos (y, Y) cos(z,,\Z)

Cela posé, cherchons d’abord la valeur de la résultante
XrYs— Xs)rs
composée avec les quatre quantités

Xy Xy

(16) :
Trs Is»

ou, ce qui revient au méme, avec les quatre termes du tableaun

cos (r,AX) - cos(r,AX) -
# A u A
(17) cos(x ,X) cos(y, Y)
Scos(sA ). Scos(s,AY)'
)

N
cos(x X cos(y, Y)
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Chacun des deux produits

Xy Yss XsJra

que renferme cette résultante, proviendra de la multiplication de deux termes
pris a la fois dans les deux colonnes horizontales et dans les deux colonnes
verticales du tableau (16) ou (17). Mais, d'une part, deux termes situés dans
une méme colonne horizontale du tableau (17) offrent un facteur commun,
savoir, le facteur r pour la premiére colonne horizontale, le facteur s pour la
seconde; et, d’autre part, deux termes situés dans une méme colonne verticale

N
du tableau (17) offrent un diviseur commun, savoir, le diviseur cos (x,X)

.\ . . 0 ,\
pour la premiére colonne verticale, et le diviseur cos (y,Y) pour la se-
conde. Donc les valeurs qu’on obtiendra pour les deux produits

XrYsy XsYra

en substituant le tableau (17) au tablean (16, auront pour facteur commun le

y 4 N N
produit s, pour diviseur commun le produit cos (x,X) cos(y,Y); et, pour
obtenir la valeur de la résultante

Xr)s — XsVrs

il suffira de multiplier la résnltante formée avec les quatre termes du tableau

cos (r’,\X), cos (;,\Y),
(18) < &
cos (5,X), cos(s,Y),

cest-a-dire I'expression
[r,s; X, Y]
par le rapport

rs

A A~
cos (x, X) cos (y, Y)

on aura donc

rs
1 Ly Yy X ¥ = —[r,s; X, Y]
( 9 J X cos(x,,\X) cos(y:\Y)[ Ahi¥sS. ]

Pareillement, pour obtenir la valeur de la résultante

xrfszt SO xr,}’:Z; s xlftzr W x:frzt'“}"xtfrz‘: —xtf:zr,
8.
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il suffira de multiplier la résultante formée avec les divers termes du tableau
cos (l{,\X) , COS (r/,\Y ), cos (r/,\Z) :
(20) ' cos (s’,\X), cos (s/,\Y), cos (S:\Z);
cos(t,,\X), cos (t:\Y), cos(t:\Z);
c'est-a-dire I'expression

[rs ¢ X,Y,Z]
par le rapport

rst

cos (x/,\X) cos (y:\Y) cos (zl,\Z)

3
on aura donc encore

Xy YsB = Ly Vi Zs 4 Ls Je2r — Xs Jr 2 -+ X Yr2s— X )%y

(21) = e ~ s t; X,Y,Z]

N N
cos (x, X) cos (y, Y) cos (z, Z)

Ce n'est pas tout. Comme X sera perpendiculaire a yetz, Yazetx, Zax
et y, les cosinus des neuf angles -

N N N
(x,X), (x,Y), (2,2),
N A 2
(v, X), (v»Y), (v,%2),
N AN N
(2, X35 (23X (7588
s'évanouiront tous, a I'exception de
N N N
cos (x,X), cos(y,Y), cos(z,Z)
Donc, par suite, chacune des résultantes
[X) Y XaY]) [X, VEXZ XaYaZ]
se réduira simplement a son premier terme, en sorte qu'on aura
N N
[x,v; X,Y] = cos(x,X) cos(y,Y),
N N N
[x,v,2z; X,Y,Z] = cos(x,X) cos (y, Y) cos (2,2),
et les formules (1g), (21) pourront s'écrire comme il suit :

o i __[r’S;XrY]rs
(22) rJs & [xy; X,Y] 1
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Xy YsB,—Xp Yol X Ye2r— X Yy 2T )r 25— X )55,
(23) _ s X, Y, 7] ey
St [ T R Y 2
Il ne reste plus qu'a substituer, dans ces derniéres formules, les valeurs des
résultantes comprises dans les seconds membres.
Or supposons, en premier lieu, les deux points P, P’ situés dans le plan
des x, y. Alors I'équation (7) du § IV, jointe a la formule (x, y) =1, donnera

[# 8 X5 Y] = (Fs] (XYY [ sl (X, YT,
[xy: X, Y] = (X, Y)[xy][X, Y]

On aura donc

{7 s 1. ¥R W (r, S) [ry s]

Y XX 7 [X)Y].
Donc alors I'équation (22) donnera
(4) %o = @, . = (r,8) T,

et 'on pourra énoncer le théoreme suivant :

5¢ Théoréme. Les positions des divers points d’'un plan étant rapportées
a deux axes rectangulaires ou obliques des x et y, si 'on désigne par x ety
deux longueurs mesurées, a partir de l'origine O des coordonnées , sur ces
axes prolongés du coté des coordonnées positives, par

r,s

les rayons vecteurs menés de la méme origine a deux points P, P’ du plan
donné, et par
Ly Jry

Lsy Fs

les quatre coordonnées de ces deux points, la résultante

XrYs — Xsrs

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que
le mouvement de rotation de r et s sera direct ou rétrograde ; et cette résul-
tante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entre Paire dn
parallélogramme counstruit sur les cotés r, s, et l'aire du losange que l'on
peut construire sur les cotés x , y, réduits l'un et 'autre a Funité.
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Supposons, maintenant , les points P, P’ situés hors des plans des x, 7.
Alors, en nommant 7 une longueur mesurée, a partiv de l'origine O, sur

une perpendiculaire au plan de 'angle (r:\s), et remplacant u, o, W parX,V, z
dans I'équation (16) du § IV, on tirera de cette équation

[rs; X, Y] =(r, s, T)(X, Y, 2)[r, s][X, Y] cos (77%);
puis, en remplagant r,s, 77 par x,vy,Z, on trouvera

x,y; X, Y]=(x,y,2)(X,Y,2) [x, y][X, Y] cos(Z,Az).
On aura donc, par suite,

N
[rns; X, Y] (7,5, T)[r, 5] cos{T, z)
p = 9
[X’Y: X, Y] (x: Yy Z) [x,y] COS(Z/,\Z)
et I'équation (22) donnera

1Sy A
%, =(r, s, T) rs[r,s) COS(T,Z).
(25) X, Ys Xs)r (5% Y Z)‘ [x,y] COS(Z:\Z)

Si, pour plus de commodité, on suppose la longuear Z mesurée du méme
coté que la longueur z, c'est-a-dire du coté des z positives, le cosinus de

langle (Z, z) offrira une valeur positive, égale au sinus de l'inclinaison de
I'axe des z sur le plan des x, y; et, comme on aura

(x,7,2)=(x,yy2) =1,
on trouvera simplement
A

Tiu rsr, s] cos(T,z)

(26) xrfS"“'Sfr——(r’s’T)[‘x%y] RS TN

cos(Z,z)
Enfin, si la longueur 7° est mesurée elle-méme du c6té des z positives
o § P )
langle (7, z) sera langle aigu qui mesurera l'inclinaison du plan de

N
langle (r, s) sur le plan des x, y;et, comme alors on aura
(rilSPE =1y s, z35

la formule (26) ponrra étre réduite a 'équation
N
( rs{rys]cos(T,z
(27) LY T s (s, [)E’ ]_(_Al_.)
Y] cos(Z, z)

2

de laquelle on déduira immédiatement la proposition snivante :
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6¢ Theoréme. La position d'un point dans V'espace étant rapportée a trois
axes rectangulaires ou obliques des x, y, z, sil'on désigne par x, y,  trois
longueurs mesurées a partir de Porigine O des coordonnées, sur ces axes,
indéfiniment prolongés du coté des coordonnées positives, puis par

ol
les rayons vecteurs menés dela méme origine a deux points quelconques P, P,
et par
Xry Jro
Xy Vs
celles des coordonnées de ces deux points qui sout mesurées sur les axes des x
-et y, la résultante
Xy ¥s — X Jrs
formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que
le mouvement de rotation de r en s autour de la direction z sera direct ou
rétrograde; et cette résultante aura pour valeur numérique le produit de
deux facteurs respectivement égaux , le premier au rapport qui existe entre
l'aire du parallélogramme construit sur les cotés r, s, et laire du losange
que l'on peut construire sur les cotés x, y, réduits a Funité; le second au rap-
port qui existe entre le cosinus de l'inclinaison du plan de l'angle (r,,\s) sur
le plan des x, y, et le sinus de linclinaison de l'axe des z sur le méme
plan.

Considérons, enfin, trois points P, P/, P” situés dans I'espace, aux extré-
mités des rayons vectears r, s, ¢, et supposons la position de chaque point
rapportée a trois axes rectangulaires ou obliques des x, y, z. La résultante,
formée avec les neuf coordonnées des trois points P, P/, P”, sera déterminée
par la formule (23). D'ailleurs , I'équation (23) du § IV, jointe a la formnle
(X,y,2z)=1, donnera

[rys,t; X, Y, Z] = (8,2 0(X, Y, Z) [y 5, 2] [ X, Y, Z]
[x,y,2; X, Y, Z] = (X, Y,7Z)[x,y,2} [X, Y, Z].
On aura donc

[rys, 85 X,Y,Z] {ry 5, 2]
SRR b LA ST W L Tl
[x,y,2; X, Y, Z] (,,S’ )[x>y’z]

Donc I'équation (23) donnera

rst{r,s,t)

(28) x,y,z,—.r,y,z,—}-.z‘,_)’,z,'—.r,]’,zl—!—.r;)’rzr——x;)}zr=(",3,t) X,y 7)
ek g y v

et I'on pourra ¢noncer le théoréme suivant :
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7° Théoreme. La position d'un point dans I'espace étant rapportée a trois
axes rectangulaires ou oblignes des x, y,z, si I'on désigne par

X,Y 2

trois longueurs mesurées, a partir de 'origine O des coordonnées, sur ces
trois axes indéfiniment prolongés du c6té des @, y, z positives, puis par

Fy S8
les rayons vecteurs menés de l'origine a trois points quelconques, et par

X, fr~ 2,
gy Vs Bsy

Lty Yey %

les neuf coordonnées de ces trois points, la résultante
Ly YsBr — XpJeBs + X Y2, — X5 Yrpop+ Xy Yr2s— X YViZypy

formée avec ces neuf coordonnées . sera positive on négative suivant que le
mouvement de rotation de r et s autour de ¢ sera direct ou rétrogradc; et
cette résultante aura pour valenr numérique le rapport qui existe entre le
volume du parallélipipede construit sur les arétes r,s, £, et le volume du
parallélipipede que 'on peut construire sur les arétes x, y,z, réduites chacune
a Punité.

Il est bon d'observer que les théorémes 5, 6 et 7, relatifs & des coordon-
nées obliques, peuvent étre immédiatement déduits des théorémes 1, o,
3, 4, relatifs a des coordonnées rectangulaires. En effet, les trois équations
qui servent a transfornrer des coordonnées obliques en coordonnées rectan-
gulaires, étant du premier degré, il suit du théoréme sur les produits de
résultantes, déja mentionné, que la résultante formée avec les coordonnées
de trois points choisis arbitrairement dans I'espace obtiendra successive-
ment deux valeurs qui seront entre elles dans un rapport constant, c’est-a-
dire indépendant des positions de ces mémes poiuts, si, 'origine des coor-
données restant immobile, on rapporte la position d'un point quelconque,
d'abord a des coordonnées rectangulaires, puois 3 des coordonnées obliques.
Ajoutons que ce principe ne cessera pas d’étre exact, si, en faisant abstrac-
tion des coordonnées paralléles a I'un des axes, par exemple a l'axe des z,
on considere la résultante formée , non plus avec les neuaf coordonnées de trois
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points choisis arbitrairement dans I'espace, mais avec les quatre coordon-
nées de deux points, pourvu qu'en passant des coordonnées obliques aux
coordonnées rectangulaires, on ne déplace pas I'axe des z. En effet, il suit
de la formule (13), de la page 144 du troisieme volume, que dans le cas ou
l'on passe d'un premier systéme de coordonnées rectilignes a un second
systéme, sans déplacer 'un des axes, les coordonnées mesurées paralielement
aux deux autres axes entrent seules dans deux des équations linéaires a l'aide
desquelles la transformation s'effectue; et 'on peut appliquer séparément
aux quatre coordonnées que ces deux équations servent a transformer, le
théoréme sur les produits de résultantes.
Cela posé, le rapport
—
(29) T
qui, en verta de la formule (8), se réduit a 'unité, pour deux points situés
dans le plan des coordonnées x et y, quand ces coordonnées sont rectan-
gulaires, pourra différer de l'unité, mais devra obtenir une valeur con-
stante, c'est-a-dire une valeur indépendante des directions attribuées dans
le plan donné aux rayons vecteurs r et s, si les coordonnées deviennent
obliques. Or, si Von fait coincider en direction r et s avec des longueurs x

et y, mesurées a partir de l'origine sur les demi-axes des x-et y positives, on
aura

’

e 1,

dG =, OLb gt ) s ==y

(ry$) = (X?Y): I, ["Js] = [X?Y]'

I

o,

Donc alors le rapport (29) se trouvera réduit a

1
b [X’Y]’

et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, I'équation
générale
(30) ‘z'rfs"_‘z‘syr: 1 3

(rys)rs(rys] - [x, 5]

qui s'accorde, comme on devait s’y attendre, avec la formule (24).

Pareillement, si, les directions r, s n'étant plus renfermées dans le plan
des x, 7, on nomme )

2 O T

Zx. d’An et de Phys. math,, T. VI, (58¢ livr.) 9
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trois longueurs mesurées, a partir de lorigine, la premiére sur un axe des z,
perpendiculaire ou méme oblique au plan des x, y; les deux derniéres
) : N
sur des perpendiculaires au plan des x, » et au plan de l'angle (r,s), le
rapport ' 1
Zrpys— Zs¥r

(31) Tk

(rs s, D) rs[r, s]cos(T, z)

qui, en vertu de la formule (12), se réduisait & I'unité, quand les coordon-
nées étaient rectangulaires, pourra différer de I'unité, mais devra obtenir
une valeur constante, c'est-i-dire une valeur indépendante des directions
attribuées aux rayons vecteurs r et s. Or, si 'on fait coincider, en direction,
ret s avec les longueurs x, y mesurées, a partir de origine, sur.les deux axes
des x et y positives, on pourra supposer que 7" coincide lui-méme avec Z,
et 'on aura
X, =T, JYr=20, -
0, Ys—S,
XypYs— Xs Jr =19,

(rys, TY = (8, 2), [rs]=x7Y), (Ti%) = (%)

XL

Donc alors le rapport (29) se trouvera réduit a
I

(ryZ)[x,3 1 coS(Z3%)

et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, I'équation
générale
(32) TrYs—Zs)r I

A et AT
(ry s, T) rs[r, s] cos (T, =) (rys,Z)[x,y]cos(Z,z)

qui s'accorde , comme on devait s’y attendre, avec la formule (25). Ajoutons
que la formule (32) comprend évidemment, comme cas particulier, la for-
mule (30).

Enfin, le rapport

(33~ ‘rryszl—xr]'lzs+xs_7'tzr—:'_‘?:_rrzl+xl]’:-zl"‘"-’:!]',(zr
\#3) (rys, t) rst[r, s, t]

qui, en vertu de la formule (13), se réduit & l'unité, quand les coordonnées
sont rectangulaires, pourra différer de l'unité, mais devra encore obtenir
une valeur constante, c'est-a-dire indépendante des directions 7, s, ¢, si
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les coordonnées deviennent obliques. Or, si l'on fait coincider en direc-

tion r, s, t avec des longueurs x, y,z, mesurées 4 partir de l'origine, sur les
demi-axes des x , 7, z positives, on aura

Xpe= gy SFICC U 0

0,/ Ye=—

xX,=0, Y =0, %, =1

X

l
(=Y
-

2, — O,
)
L, YsBe— Xr Y25 X YiBp — L Y B+ Xy Yr s — X YsZr = rst,

(P, £ iR At o= tretile. o8 £ == [ Koy 2] .

donc alors le rapport (33) se trouvera réduit a
1
(x,y,47

et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, I'équation
générale

(34) TrYsBt— Lr Y125+ YiBr— Ts Y1t Xt Y12 — Xt Y52 'y I
1 =
(rysy t)rse(rys, t] [x,y, 2]

qui coincide, comme on devait s’y attendre, avec la formule (28).

§ VI. — Des conditions sous lesquelles les résultantes considérées dans les” paragraphes
précédents s’e€vanouissent.,

Les résultantes dont nous avons déterminé les valeurs dans les paragra-
phes précédents s'‘évanouissent sous certaines conditions, quil est bon de
connaitre, et que nous allons un instant examiner.

Considérons d’abord la résultante

(1) [rys; u,0] = cos (r/,\u) cos(s,,\v) — cos (r/,\v) cos (s,,\u),

dont les deux termes ont pour facteurs les cosinus de quatre angles, que les
directions r, s forment avec les directions u, . Si les deux angles

(555),  (y9)

sout renfermés dans le méme plan, ou dans des plans paralléles; alors, en
vertu de la formule (2) du § IV, jointe au théoréme énoncé dans le §1I, on
aura

(2) [r,s; u,v]=(r,s)(u,v) sin (r:\s) sin (u/,\v);
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et, par suite, la vésultante [r, s; u, ¢] aura pour valeur numérique le produit
(3) sin’(r:\s), sin (u,Av).
Si, au contrair.e, les plans des deux angles
(r:\s), (u:\v)

cessent de coincider ou d'étre paralléles entre eux; alors, en nommant ¢
Pinclinaison mutuelle de ces deux plans, on conclura de la formule (13) du
§ IV, jointe au théoréme du § II, que la résultante |r, s; u, ¢] a pour valeur
numérique le produit

(4) sin (r,,\s) sin (u/,\v) Cos t.

En conséquence, pour faire évanouir la résultante [r, s; u, ¢] et vérifier la

condition
(5) [r,s5 u,v]=o,
il sera nécessaire et il suffira de réduire a zéro 'un des deux facteurs

o 1143 q A
sin(r,s), sin(u,v),

A ~ \ g
quand les déux angles (r,s), (u,v) seront compris dans le méme plan; et,
dans le cas contraire, I'un des trois facteurs

N
sin (r,s), sin (u:\v), cos L.
D’ailleurs , 'équation
. a .
(6) sin (r,s) = o,

de laquelle on tire

N
(y§)=o0 ou m,

exprime que les directions r, s se mesurent sur une méme droite, ou du
moins sur des droites paralléles; et I'équation

b)) cost = 0,

de laquelle on tire
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exprime que les plans des deux angle's
(r‘j\s), (u:\v)

sont perpendiculaires entre eux. Enfin, en vertu de I'équation (1), la condi-
tion (5) pourra étre présentée sous I'une quelconque des deux formes

(8) cos (f‘,/;t) cos (sl,\v) - cos(r, ¢) cos (s, =" g%
(9) C Jtl) e R
cos (r, ¢) cos (s, ¢)

Cela posé, on pourra évidemment énoncer la proposition suivante:

1° Théoréme. Les longueurs u, v étant mesurées sur des droites distinctes
et non paralléles, pour que denx autres longueurs r, s se mesurent, ou sur la
méme droite, ou sur des droites paralleles, ou du moins forment entre elles
un angle (r,As) dont le plan soit perpendiculaire an plan de I'angle (uf,\u),
il est nécessaire et il suffit que les quatre cosinus !

cos(r, u), cos(r,v), cos(s,u), cos(s,)

représentent les (uatre termes d’une proportion é;éoméll'ique, de maniére a
vérifier la formule ( g).

Coroliaire. Comme on vient de le voir, la formule (g), remarquable par
son élégance et sa simplicité, se dédnit immédiatement de I'équation (2),
dans le cas particulier o les directions r, s sont renfermées dans le plan

] N . . g Y
de l'angle (1, 9). Ajoutons que, de ce cas particulier on peut ais¢ment passer
& ’ J 5 2 p
au cas général ou les directions 7, s sont situées hors de ce plan, & l'aide des
considérations suivantes.
Soient, dans le cas général,
12
. . o) A
les projections absolues de r et de s sur le plan de Pangle (i, 0). Pour que les
directions r, s se mesurent sur une méme droite on sur des droites paral-
N
leles, ou dn moins forment entre elles un angle (r,s) dont le plan soit
perpendiculaire au plan de l'angle (u, ¢), il sera nécessaire et il suffira, évi-
demment, que les projections ¢, g se mesurent sur la méme droite et sur des
droites paralleles; par conséquent, il sera nécessaire et il suffira que l'on ait

n A
cos (p, u) _ cos{s,u)

(10)

cos(¢7¥)  cos (5 )
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Mais , d'antre part, le plan qui renfermera les trois angles
N N N
(,9), (p>10), (p>%)

étant perpendiculaire au plan de l'angle (r, p), le théoreme 7 de la page 311
du troisieme volume donnera

N N
cos (r,u) _ cos(r,v)

N
A = ~— = cos(r,p),
cos(pru)  cos(gr?) '
par conséquent ,
N
cos(r, ) cos(p, u)

cos (r/,\v) cos (p ! )

et l'on trouvera, pareillement,

A ~
cos{s,u) _ cos(s,u)

N 577 N
cos (s, ») cos (g, v)
Or il est clair qu'en vertu de ces derniéres formules, lequatlon (r0) coin-
cidera précisément avec I'équation (g).
Counsidérons maintenant la résultante
[r,s, t; u, v, w]

N N N 7aS A ~
= cos (r, u) cos (s, v) cos (£, w) — cos (r, u) cos (s, @) cos (¢, )
{1r) A A n A A A
‘ ~+ cos (1, v) cos (s,w)cos (¢, u) — cos (r, v) cos (s, u) cos (¢,w)
N N N N N N
+ cos (r,w) cos (s, u) cos (¢, v) — cos (r,w) cos (s, v) cos (¢, u,

dont les six termes ont pour facteurs les cosinus des neuf angles que les
directions r, s, t forment avec les directions u, v, w. En vertu de la for-
mule (23) du § 1V, jointe au théoréme énoncé dans le § 1T, on aura

[rys, t; w,v,w] = (r,8,¢) (u,9,w)[r,s,t] [u,v,w];

" et, par suite, la résultante [r, s, ¢; 2, ¢, w] aura pour valeur numérique le
produit
[ry s, t] [u, v, w] \

des volumes des deux parallélipipedes, que I'on peut construire , d'une part,
sar les arétes r, s, ¢, d'antre part, sur les arétes «, v, w, en supposant ces
arétes réduites chacune a 'unité, et mesurées, a partir d'une méme origine,
dans des directions paralleles a celles qui leur étaient assignées. En con-
séquence, pour faire évanouir la résultante [r,s,t; u, v, w] et vérifier la
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iy N
condition

(12) - [I‘,S,l; u,v,w]:o,

.

il sera nécessaire et il suffira de réduire 4 zéro 'un des deux volumes

[rys, t], [w,v,w]

Diailleurs, I'équation
(13) [r;s,¢] = o,

qu'on obtient en égalant a zéro le volume [r, s, £], est précisément la cou-
dition nécessaire et suffisante pour que des longuenrs, mesurées a partir
d'un méme point dans des directions paralléles a celles de r, s, £, soient
renfermées dans un plan unique, ou, en d’autres termes, pour que les trois
directions r, s, ¢ soient parallcles & un méme plan. Cela posé, on pourra
évidemment énoncer la proposition suivante :

2° Théoréeme. Les longueurs u, ¢, w étant mesurées sur des droites non
paralleles 3 un méme plan, pour que les directions de trois autres lon-
guneurs r, s, t soient, ou comprises dans un méme plan, ou du moins paral-
leles a un méme plan, il est nécessaire et il suffit que la résultante des
cosinus des neuf angles que les directions r, s, ¢ forment avec les direc-
tions u, v, w, s'évanonisse, ou, en d'autres termes, que l'on ait

N N N N N A
cos(r, u) cos (s, v) cos (¢, w) — cos (r, u) cos(s,w) cos (¢, ¢)
7 B S TSN " 7S A N
(14) { + cos(r,v)cos(s, w)cos(t,w) — cos (r, v) cos (s,u) cos (¢, w)
N AN N N A N
~+ cos(r, w)cos(s, u) cos(t, u) — cos(r,w) cos (s, v) cos (¢, u)=o.
Corollaire. On pourrait, avec la plus gravde facilité, arriver encore a
la formule (14), en raisonnant comme il suit.
Rapportons les positions des divers points de I'espace 4 trois axes des x,

7,2 menés par un point quelconque O, et, en attribuant anx demi-axes
des x, 7, positives des directions paralleles a celles de «, ¢, w, nommons

.\37 4!, z

les coordonnées d’unc longuenr » finie, mais différente de zéro, et mesurée
sur une droite quelconque a partir du point O. La formule (13) de la page 143
du troisiéeme volume dounera

N N N A
v cos(r,v) = x cos (I, &) + v cos (1, ¢) ~+ = cos (1, w).
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. A I3 - . . .
Donc, si I'angle (r,¢) se réduit a un droit, on aura simplement

aY N A
x €os (r,u) + 4 cos (r,v) + zcos (r, w) = o.

Diaillenrs, pour que les directions r, s, ¢ soient parall¢les a un plan unique,
il est nécessaire et il suffit qu'elles forment trois angles droits

N N

) (5,8)5(4ot)

avec une direction » perpendiculaire a ce plan; par conséquent, il est néces-
saire et il suffit qu’elles vérifient trois équations de la forme

x COS (l'?u) + n €Os (r:\v) -+ zCO0S (I{,\W') S0
(15) © COS (s/,\u) ~+ 4 COS (.9:\0) -+ zcos (s:\w) Lo,

x COS (t:\u) ~+ 4 cos (t(,\v) + = cos (t,Aw) =30,

Enfin, lorsque la longueur ¢, comme naus le supposons ici, differe de zéro,
les trois cocrdonnées

X /IJ', z

de Pextrémité de cette longueur, mesurées sur trois axes non paralléles a un
méme plan, ne peuvent s’évanouir a la fois; et alors les trois équations (15)
ne penvent subsister simultanément que daus le cas ou les cosinus par les-
quels y sont représentés les coefficients de «, v, =, vérifient la formule (14).

Cherchons maintenant les conditions sous lesquelles s'évanouissent les
résultantes que 'on peut construire avec les coordonnées de deux ou trois
points,, dont les positions sont rapportées a des axes rectangulaires on obli-
ques des ', 7, 3.

Représentons par les trois lettres
Ly S3%W

les rayons vectears menés de l'origine a trois points donnés, et désignons, a
l'aide de ces mémes lettres, placées comme indices au bas de x, y et z, les
coordonnées de ces trois points. Enfin, soient

3

X,V 2

‘v

trois longueurs, mesurées a partir de l'origine, sur les demi-axes des x, ¥y, 2~
¥ ’ p 7] 2
positives, et 7" une autre longueur mesurée sur une perpendiculaire au plan



(73)
de l'angle (r,,\s). Les formules (26) et (28) du § V donneront

(16 rJs — XsJr= 95, A zln s C_OiE/’TZ),
{ ) Bl il s =TGR o T
et

rst(r, s, t)

(17) ‘rr_y:zl—‘rrflz:""xsylzr"‘xx.yrzl+xl.yrza"_zl_ylzl'z(risit) 1x,Y, 2]
b |

Cela posé, I'équation de condition
(18) Xy Ys— X Jr=0
- pourra étre réduite a
(19) 2 rs[r,s] cos (T:\z) == 95

Donc, pour qu'elle soit vérifiée, il sera nécessaire et il suffira que I'un des
facteurs

R e cos(T:\z)

s'évanouisse. D’ailleurs, réduire a zéro l'un des rayons vecteurs r, s, clest
supposer que l'un des points donnés coincide avec lorigine. Quant a la

condition
{risl20,

que I'on peut encore écrire comme il suit,
3 N
sin(r,s) = o,

elle exprime que les longueurs r, s se mesurent sur une méme droite. Enfin,
la condition ' 4
N\
cos(7,z)=o

exprime que la direction 7, perpendiculaire aun plan de l'anglc‘(rl,\s), est
aussi perpendiculaire a l'axe des 5, ou, en d'autres termes, que le plan de
I'angle (r/,\s) passe par l'axe des z.

Quant a Véquation de condition .
(20) X, Y52 — X, Y2 X5 ¥ 2r — X )2, + x,f,zs —%, 75, =0,
elle pourra étre réduite, en vertu de la formule (17), a
(21) ! rst[r,s,t] = o.

Ex, d'An. et de Phys. math., T, LV. (59¢ livr.) 10
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Douc, pour qu'elle soit vérifiée, il sera nécessaire et il suffira que I'un des
facteurs :
rs,ty [rs,t]

se réduise a zéro; par conséquent, il sera nécessaire et il suffira que 'uu des
points donnés coincide avec lorigine, ou que le volume du parallélipi-
pede construit sur trois arétes paralléles a r, s, £ s'évanonisse, c'est-a-dire,
en d’autres termes, que les trois arétes r, s, t deviennent paralléles & un méme
plan.

Eu égard aux remarques qu'on vient de faire, on pourra évidemment
‘énoncer les propositions suivantes :

3¢ Théoréme. la position d'un point étant rapportée a trois axes des x,
¥, 2 qui se coupent sous des angles quelconques, pour que deux points
séparés de l'origine , I'un par la distance r, I'autre par la distance s, soient
renfermés dans un plan qui passe par l'origine, il est nécessaire et il suffit
que les coordonnées

Xy, fra
Lsy I

de ces deux points, mesurées sur les axes des x et y, vérifient la condition
(22) Wy b b =

4¢ Théoréme. Lia position d'un point étant rapportée a trois axes des x, y, z
qui se coupent sous des angles quelconques, pour que trois points séparés de
V'origine par les distances - 3

e s

soient renfermés dans un plan qui passe par Vorigine, il est nécessaire et il
suffit que les coordonnées

X5, Jr, %, ,

Xy, Vss s,

Ly Yes 2o

de ces mémes points vérifient la condition
(23) Xy Ys2e— XrpYeos + X5 Yedr — s Jroe Ty Xy )rks — Xy Ys®r — O.

On pourrait encore, avec la plus grande facilité, établir les théorémes 3
et /4, en raisonnant comme il suit.
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Soient toujours

X, Y, Z
trois longueurs mesurées, a partir de l'origine, sur les demi-axes des coor-
données positives, et v une autre longueur mesurde, a partir de la méme
origine, dans une direction quelconque. Sil'on représente par .z, y, z les
coordonnées d’'un point situé dans le plan mené par cette origine perpen-
diculairement & ¢, la premiére des équations(15) subsistera, quand on y rem-
placeraw, v, w parx,y, z; rparv, etx, v, z par &, ¥, z. On aura donc

(24) x cos (u/,\x) -+ Jy cos (v,,\y) + zcos (v,,\z) =1,

Ajoutons que la formule (24), cest-a-dire I'équation du plan mené par
l'origine perpendiculairement a ¢, se réduira simplement a

N ra
(25) x cos(v,X) + ¥ cos(x,y) = o,
si ce plan passe par 'axe des z, puisque alors, « étant perpendiculaire 4 z, on
aura ‘

(v/:z) = g, cos (u’,\z) =10

Cela posé, pour que les deux points séparés de l'origine par les distances r
gine’p

et s soient renfermés dans un plan qui passe par I'axe des z, il sera néces-

saire et il suffira que leurs coordonnées

Xrs Jro
xs, zS?

mesurées sur les axes des x et y, vérifient deux équations semblables i
Péquation (25), cest-a-dire deux équations de la forme

(26) s X, oS (u,,\x) + y,co8 (x,/,\y) =Hars

T4 N /N
x,cos(e,X) + ¥5€08(v,y) = 0.
Pareillement, pour que les trois points séparés de lorigine par les dis-

tances r, s, ¢ soient renfermés dans un méme plan qui passe par Porigine ,
il sera nécessaire et il suffira que leurs coordonnées

Xry Yroy 27,
Xy Yss Bsn

Ly Yesr 2es
10.
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vérifient trois équations semblables a I'équation (24), c'est-a-dire trois équa-
tions de la forme

N N N
Z,. €08 (v, X) 4 y, €08 (v, y) + 2, c0s(¢,2) = o,
(27) /v/\ : N b/\ hry
/ x;c0o8(v,X) + ¥;cos(v,y) + 2, cos(v,z) = o0,
N N N
x, cos (£,X) + y,cos(t,y) + 3,co0s (¢,2) = o.

Or les trois angles
3 N /N

N
(v, %), (”a Y) ’ (”az)
ne pouvant étre droits tous les trois, lorsque les coordonnées x, 7, z se
mesurent , comme on doit le supposer, sur trois axes non compris dans un
méme plan, les cosinus de ces trois angles ue peuvent s'évanouir a la fois;
et, par suite, le systeme des formules (27) entraine la condition (20).

i .

§ VII. — Sur les relations qui existent entre les coefficients des variables dans les deux espéces
d’équations & laide desquelles on passe d’un premier systéme de coordonnées rectilignes &
un second, et réciproquement.

Parmi les problémes dont la solution introduit dans le calcul des résul-
tantes formées avec les coordonnées de deux on trois points, on doit re-
marquer une question daillenrs facile a résoudre, celle dont l'objet est
d’établir les relations qui existent entre les coefficients renfermés dans les
deux espéces d'équations a T'aide desquelles on passe d'un premier systéme
de coordonnées rectilignes & un second, et réciproquement. Occupons-nous
un moment de cette question et des formules qui s’y rapportent.

D’apres ce qui a été dit dans un précédent Mémoire (wvoir le 3¢ velume),
si 'on nomme

x, y, z les coordonnées rectilignes d'un point quelconque P, relatives a
trois axes rectangulaires on obliques, menés par une certaine
origine O;

X, Y, z trois longucurs mesurées, a partirde cetle origine, surlesaxes des x
7 z indéfiniment prolongés du coté des coordonnées positives;

X, Y, 7 trois longueurs mesurées, a partir de ila méme origine, sur les axes

oS g ) 9

conjugués, cest-a-dire sur trois nouveaux axes respectivement
perpendiculaires aux plans des y,z, des z, x et des x, ¥';
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et si 'on représente par
T, Vi, AWE, XY
ce que deviennent
2, Yok 1Rt ¥, Aahly L,
quand au systéme des axes donnés on substitue nn nouveau systeme d'axes,

lorigine restant la méme , on aura

X, =lax + by + cz,

(1) y, = ax+ by + 'z,
{z = a’x+ b'y+ c"z,

B

les valeurs des coefficients
&r ke ! . 4 3
a0 e aneNes - g, b e

étant fournies par les équations

» A /Sl
s cos(x,AX,)’ Sl cos(y,AX,), yetig cos(z, ‘(
cos (x,, X,) cos(x,, X,) cos(x,,X,)
N .
() o cos (x, Y) = cos(y,/\Y,), Jra cos(z,/\}’_’): :
s(y,,Y) cos (y,,Y,) cos(y,, Y,
p cos (x Z) Py cos ('y:\Z : cos(z,AZ,)
= "'—’;\—Is b = —,\—'7 Cs S TR A
cos (z,, Z,) cos (z,, Z,) cos (z,, Z,)

et, réciprogquement ,
Xy A, ody ) A,

(3) y= Bx, + By, + Bz,
z = Cx, + Cy + C'z,
les valeurs des coefficients
A At AR R e G

étant fournies par les équations

A A N
b L cos(x,:\X)’ i cos(x,;\Y), o cos(\,, 7). 3
cos(x, X) " cos(y, Y) cos (7, z)’

A 4 Ay
e cos (¥, X), B — cos(y, Y ), B = Cos(y/)z),

— = = = =l
cos(x, X) cos(y, Yo cos(z,AZ)

e cos(z,,X) C'——'— cos(z,,Y) O — cos (z AZ)_
)

cos (X, X) cos(y, cos (z, 7)
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D'ailleurs, la nature de ces divers coefficients est facile a reconnaitre; et,
d’abord, en vertn des formules (1), les coefficients renfermés dans une méme
ligne verticale du tableau
a;, B, 4ch
15) (l’, b', C',
& GG s

représentent évidemment ce que deviennent les coordonnées

xl’ .}’/’ zr

" du point P. quand on a réduit 'une des trois variables
ol Ko §

a Punité, et les deux autres a zéro, c'est-a-dire, en d’autres termes , quand on
fait coincider le point P avec 'extrémité de l'une des longueurs

X, Y,Z

véduites a V'unité. Pareillement, en vertu des formules (3), les termes ren-
fermés dans une méme ligne verticale du tablean

$A7 A,, AI/}
6) B, B B,
( e

représentent ce que deviernent les coordonnées

X . Founi

du point P, quand on fait coincider ce point avec I'extrémité de l'une des

longueurs
xl’ Yl’ Z:

réduites 2 l'unité. Ainsi, les divers coefficients renfermés dans les équa-
tions (1) et (3) se réduisent aux projections algébriques que I'on obtient
quand on projette les longueurs x, y, z réduites a 'unité, sur les directions
X,,7Y,,2,, a laide de plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z, ou les
longueurs x , y,, z, réduites a 'unité, sur les directions x, y, z, a l'aide de
plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z. Cette seule remarque fournit
un moyen simple de retrouver aisément et de reproduire a volonté I'nne
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quelconque des formules (2) ou (4). En effet, si I'on désigne par

i 1%

trois longueurs, dont chacune se mesure dans une direction déterminée, la
projection algébrique de rsur s, effectuée a l'aide de plans perpendiculaires
a ¢, sera (voir le 3¢ volume, page 140)
L cos(r,z)
cos (s, )

Donc, si la longueur r se réduit & Tunité, sa projection algébrique sera
représentée par le rapport ;
/N
cos(r, t)
it 42 2
cos (s, t)
Cela posé, le coefficient a, par exemple, n’étant autre chose que la projec-
tion algébrique de x sur x,, effectuée a l'aide de plans perpendiculaires a X |

et correspondante a la valeur 1 de x, on aura nécessairement

4 .
b s cos(x;\X,);
cos(x,,X,)
et l'on ponrra, de la méme maniére, en sappuyant sur la remarque ci-
dessus énoncée, reproduire isolément chacune des formules comprises dans
le systeme des équations (2) ou (4).

Dautre part, chacune des formules (3) doit nécessairement coincider
avec l'une de celles que 'on peut obtenir en éliminant deux des coordon-
nées x, y, z entre les formules (1); et, réciproquement, chacune des
formules (1) doit coincider avec I'une de celles que 'on obtient en éliminant
deux des coordonnées x,, y,, z, entre les formules (3). Il y a plus : cette
coincidence doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs attribuées anx
variables x, y,z ou &, , y,, 5,; ce qui exige que les coefficients de x, y, z
soient les mémes dans les valeurs de «,, y,, 2, que donnent les formules (1),
et dans celles que l'on tirerait des formules (3). Donc les nenf coefficients

Xy Ak, ¢, 2R 7 BT, 87
peuvent étre exprimés en fonction des coefficients
BN C, A BC Ty A B O

et, réciproquement, chacun de ceux-ci peut étre exprimé en fonction des
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neuf autres. En effectuant le caleul, et posant, pour abréger,

(7) k=abc" —ab’c’ + a'b’c — a'be” + a’be’ — a’b'c,

(8) K:AB’C”—AB’IC/"F d/B//C__ A’BC” e A”BC/ a4 A”.B,C,

on trouve (voir le 2¢ volume, page 172)

blcll___ bllcl bl/, < b 1 . fF B
4= "0, 4= 21 g M
ca’" — a’ 2 c"a — ca” % ca' —c'a
9) iy AN ¢ O i T g
__adbv—a"l . a’b—ab” {7 abl—a'b
c=2"00 0= 208 s B
et
’ oy BIC/I_BI/CI a/ o .B”C——.BC” a”— _BC’—B’C_
s T T Ty THl K Ay Pk ol 4
C’A”—C”/_{’ C”A—CA” A,—CIA
(10) b= TEEE, b= T b=
Sk ‘A'B"—4"B’ o — A'B—4B"  ,  AB'—4'B
D Rl oL e Rt e o

Mais, en vertu des remarques précédemment faites, la valeur de & donnée
par la formule (7) est précisément la résultante des coordonnées des trois
points I, m, n qui coincident avec les extrémités des longucurs x, y, z, dans
le cas ou l'on suppose ces longueurs réduites a I'unité, et ou I'on rapporte la
position d'un point quelconque aux axes coordonnés de x,, y,, z. Pa-
reillement, la valeur de K donnée par la formule (8) est précisément la
résultante des coordonnées des trois points I., M, N qui coincident avec les
extrémités des longueurs x , y,, z,, dans le cas ou 'on suppose ces longueurs
réduites a l'unité, et our T'on rapporte la position d’un point quelconque
aux axes coordonnés des &, y, z. Enfin, si dans chaque résultante on fait
entrer, non plus les neuf coordonnées de trois points mesurées sur trois axes
différents , mais les quatre coordonnées de deux de ces points mesurées sur
deux de ces axes, alors, a la place de chacune des résultantes

ket K,

on pourra obtenir neuf résultantes diverses, qui seront précisément les
numérateurs des fractions comprises dans les formules (g) ou (10). Donc
chacune des formules (g), (10), qui servent a exprimer les coefficients

A, B’ C, d/) BI, C', AI/, BI/ C//
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en fonction des coefficients '
(l, b’ C,' (l’, b/, cl’ [l”, bl/, C”,

et réciproquement, a pour sccond membre le rapport entre deux résul-
tantes a deux et a trois directions, construites avec les coordonnées de deux
ou trois points. Ajoutons que la valeur de chacune de ces résultantes pourra
étre aisément déduite des formules établies dans le § V. Ainsi, par exemple,
en vertu de la formule (28) du § V, la résultante K des coordonnées des
points L, M, N, mesurées sur les axes des x, y, z, offrira une valeur nu-
mérique déterminée par I'équation

(ll) K‘—( ,aY,}Z)[E{;};,Zj]

le mouvement de rotation de x en y autour de z étant considéré comme
direct, en sorte quon ait

(% v, 2) =1.
Alors, aussi, en vertu de la formule (25) du § V, la résultante
A’B” ey AIIBI

des coordonnées des points L., M, mesurées sur les axes des x et y, offrira
une valeur déterminée par 'équation

AB — 4"B' — *,¥,%)[%,7) COS(Z’ZI).
(12) (x,5,2) [x,7] cos(;\,Z)

Or les formules (11), (12), et autres semblables, fourniront évidemment un

moyen facile de vérifier les équations (10). S'agit-il, par exemple, de véri-
fier la derniere de ces équations? On commencera par observer qu’en vertu

des formules (14) et (15) du§ 1, on a, en supposant aigus les angles (z,AZ) ;
(2,52,),
[x,y,2] =[x, 7] COS(Z:\Z)’
(% ¥2] = [x, 7] cos (z,2);
et, par suite, dans tous les cas possibles,
Y, 2] = x,};:zg [x, y] cos (Z?Z) = (x,7,Z)[x, y] COS(Z:\Z)y

1Y Z, 3
[x,y,2] = ((—};%,n—zl))[x,,y,] cos (z,,Z,).

Ez, d'An. et de Phys. math., T. IV. (39¢ live.) Ix



(82)

Donc la formule (11) poun;a s'éerire comme il suit :

, A, (XH YH Z/) [xl’ YI] C(.)S (Zj;\zl).
(13) K= 500 50 Y o 02)

Cela posé, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie de divi-
sion , les équations (12) et (13), pour obtenir la formule

A
A'B"—A"B'  cos(z,Z,)
K ~ cos(z,Z,)’

ou, ce qui revient au méme, eu égard a la derniére des équations (10), la
formule
A'B'—A4"B'
K

AR N )
C <)

qui coincide précisément avec la derniére des équations (10). On pourrait, de
la méme maniére, a 'aide des formules établies dans le § V, vérifier chacune
des équations (9) ou (10). Enfin, on pourrait encore vérifier ces mémes
équations, apres y avoir substitué les valeurs des divers coefficients tirées
des formules (2) et (4), a l'aide des formules générales que nous avons établies
dans le § IV. 3

Il est bon d'observer que le systéme des équations (g) peut étre remplaeé
par la senle formule

A B c

blc’/—b”c/ - c’a//._.c//al — a’b/’___a”b/
AI B’ C’
(14> ¢ = Vel — TRy ) = b — ab”
AI/ B// C,/ ‘
T b= be  cd = ca ab—d4b K’

et le systeme des équations (10) par la seule formnle

a b ¢
BIC/I___B"C/ = CIA”——C”A, = A/B"—A”B/
, 5 d’ b g P
(12) T HCIBCTT CAEEGA. 1 A B
a” b// C" '

BC — BC _CA —CdT 4B — 4B K

Ajoutons que les formules (9g) et (10), 0u (14) et (15), peuveat aussi étre rem-
placées par un systéeme de neuf équations qui soient linéaires par rapport
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aux coefficients renfermés dans les formules (1), comme par rapport aux

coefficients renfermés dans les formules ( 3). Entrons, a ce sujet, dans quel-

ques explications.
Si l'on fait coincider successivement le point P, dont les coordonnées
sont &, ¥, z, avec les extrémités 1, m, n des trois longueurs

X, Y, Z

réduites a Punité, on obtiendra trois systémes de valeurs de x, y, z, dont
chacune comprendra les trois coefficients renfermés dans une méme colonne
verticale du tableau (5); et a ces trois systémes de valeurs de x, y, z, cor-
respondront trois systémes de valeurs de x,, 7,, z,, dont chacun offrira
deux valeurs nulles et une valeur égale 4 1. Cela posé, des équations (3),
appliquées aux coordonnées des trois points |, m, n, on'déduira évidemment
les neuf formules

S da+Aad+A"d'=1, Ab+ AV +A4""=0, Ac+A'c'+A"c"=o0,

(16) ' Ba+B'a+B'a’=o0, Bb+B'b’+B"b'= 1, Bc+B'c’+B"¢’=o,

Ca+Ca+C'a'=o0, Cb+C'b'+C'b"=0, Cc+C'c'+C'c"=1.

Si, au contraire , on fait coincider successivement le point P avec les extré-
mités L., M, N des trois longueurs

xr’ Y!’ 2
réduites a l'unité, on déduira successivement des équations (1) les neuf
formules

Aa +Bb +Cc =1, A'a +B'b +C'c =0, A'a +B"b +C"c =o,

(17) ¢ Ada’ +Bb +Cc' =0, A'a'+B'b' +C'c’ =1, 4"a’ +B'6'+-C’c’ =o,

da”—}-Bb”—l— CC”:O, Alall+Blbll+ CIC”=O, A//au_*_ B/;bu_i_ C”C”: 1.

On pourrait, avec la plus grande facilité, déduire des équations (16)

ou (17) les formules (g) et (10). Veut-on, par exemple, déduire des équa-

tions (17) les équations (g), ou, ce qui revient an méme, la formule (14)?

1l suffira de prendre pour inconnues les coefficients renfermés dans le ta-

bleau (6), et de déterminer simultanément les trois coefficients compris dans

une méme colonne verticale de ce tablean. Ainsi, en particulier, les équa-

tions (17) donneront

Aa+ Bb+ Cc=1, Ada+ Bb+ Cc'=o0, Aa'+ Bb'+ Cc"=o,

IT.
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et on tirera de celle-ci, en faisant d’abord abstraction de la premiére,

E A B c

b'(,‘”-— bl/cl c’a”— L‘”(Z’ e aib//_ allbl 3

puis, ensuite, ‘
g, v Ltk ol c
bl — b’ -y da’"—c"a’ =3 ab’'—a’b
e Aa + Bb + Ce il
T a(b"—b) + b(da’ =)+ c(ab'—a'b) K

On prouvera, de méme, en partant des équations (17), que chacune des

. . PRI i
fractions comprises dans la formule (14) se réduit a ; et généralement on

pourra, du systéme des équations (16) ou (17),‘déduirc a volonté, ou la
formule (14), oula formule (15). Dailleurs, pour effectuer cette déduction,
il suffira de s'appuyer, comme on vient de le faire, d’une part sur la for-
mule a laquelle on parvient quand on élimine une seule inconnue entre
deux équations linéaires qui renferment trois variables, sans aucun terme
constant, et, d’autre part, sur ce principe, que la valeur commune de plu-
sieurs fractions égales ne différe pas du résultat qu’on obtient, quand, apres
avoir transformé chaque fraction en multipliant ses deux termes par un
méme facteur, on divise la somme des numérateurs par la somme des
dénominateurs. Ce qu'on vient de dire prouve encore que le systeme des
équations (17) est équivalent au systéme des équations (16). Chacun de ces
systémes peut certainement étre remplacé par 'autre, puisqu'il est démontré
que chacun d’eux peut étre remplacé a volonté ou par la formule (14),
ou par la formule (15).

Si Pon voulait, non plus tirer des équations (16) ou (17) les formules (14 ),
(15), ou, ce qui revient au méme, les équations (g) et (10), mais effectuer
l'opération inverse, et revenir des équations (g), (10) aux équations (16)
et (17), il suffirait évidemment de combiner par voie d’addition les for-
mules (g) et (10), aprés avoir multiplié les deux membres de chacune d'elles
par un factenr convenablex\ngnt choisi.

Observons encore que, si I'on applique le théoréme sur les produits de
résultantes au systéme des équations (16), ou au systeme des ¢quations (17),
on en tirera, eu ¢gard aux formules (7), (8),

(18) kK =1,

On arriverait aussi a la méme conclusion, en partant de I'équation (r1).
En effet, cette éqnation, qui suppose que l'on considére comme direct le
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mouvement de rotation de x en y autour de z, et que 'on a en conséquence
(x,Y,2z) =1, peut étre, pour plus de généralité, présentée sous la forme

(x,y,2) [x,7,2] :

(I()) Kz(x/’YI’z/) [X,, Y. z,]

et s'étend , sous cette derniére forme, au cas méme ou, la position d’un point
quelconque étant rapportée aux axes des x, ), z, on considérerait comme
direct, non plus le mouvement de x en y autour de z, mais le mouvement
de x, en y, autour de z,. Dailleurs ; en échangeant entre eux les deux sys-
témes d’axes, on obtiendra évidemment, a la place de la formule (19), la
suivante :

! Ll (X,ygz) [X7Yaz] .
(20) A_(Xﬂy/’ z/)[x/’yl’ Z,].

et il est clair que des formules (19), (20) on peut immédiatement déduire
I'équation (18). ]
Si les deux systémes d’axes coordonnés présentent chacun trois axes per-

pendiculaires I'un a I’autre, on aura
[x,y,z]=1, [x,y,2]=1,
et, par suite, les formules (19), (20) donneront

LS PP ECET b (M.yia) |
(X’Y’ Z) : (_x,,y,,z,)

ou, ce qui revient au méme, X

.

(21) . K—_—/f:(xs Y’Z)(XI’YI’Z!)'

Donc, alors, chacune des résultantes &, K se réduira simplement a I'unité ,
si les mouvements’ de rotation de x en y autour de z, et de x, en y, autour
de z,, sont de méme espéce, et 4 —1, dans le cas contraire. Alors aussi les
diverses formules établies dans ce paragraphe se confondront avec les for-
mules connues qui se rapportent a la transformation des coordonnées rec-
tangulaires, et qui ont été rappelées dans un précédent Mémoire [voir le
2¢ volume, page 273 |.

Nous renverrons & un autre Mémoire la recherche des lois suivant
lesquelles les neuf coefficients renfermés dans les équations (r) et (3)
dépendent de la forme des deux angles solides qui ont pour arétes, d’une
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part x, y, z, dautre part x,y,, z,, et de trois constantes propres a deter-
miner la position de I'un de ces angles solides par rapport 4 Pautre.

Observouns, en finissant, que les formules (16), (17), (18) peuvent étre
étendues au cas général o, a la place des équations (1) et (3), on cousi-
dérerait deux équations de la méme forme , mais relatives & deux systemesde
variables, dont le nombre serait le méme dans les deux systémes, et d'ailleurs
aussi grand que I'on voudrait. Effectivement, les formules (22) de la page 176
du 2° volume, "qui se rapportent & deux systemes d'équations semblables
aux éguations (1) et(3), se trouvent remplacées par d’autres formules du
méme genre, quand on échange entre eux les coefficients qui occupent les
mémes places dans les deux systemes d’équations; et, par conséquent, on
peut, dans le cas général, obtenir deux systemes de formules analogues aux
formules (1 6) et (1 7). Ajoutons que la formule (1 8) se trouve comprise , comme
cas particulier, dans la formule (24) de la page citée.
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MEMOIRE

SUR LA

THEORIE DES EQUIVALENCES ALGEBRIQUES,

SUBSTITUEE A LA THEORIE DES IMAGINAIRES.

Préliminaires.

Les géometres, surtout ceux qui sefforcent de contribuer aux progres
des sciences mathématiques, ont été quelquefois accusés de parler une
langue qui n’a pas toujours I'avantage de pouvoir étre facilement comprise ,
et de fonder des théories sur des principes qui manquent de clarté. Si unc
théorie pouvait encourir ce reproche, c’était assurément la théorie des ima-
sinaires, telle qu'elle était généralement enseignée dans les Traités d’al-
sebre. Cest pour ce motif qu'elle avait spécialement fixé mon attention
dans l'ouvrage que j'ai publié, en 1821, sous le titre d'4dnalyse algébrigue,
et qui avait précisément pour but de donner aux méthodes toute la riguew
que l'on exige en géométrie, de maniére a ne jamais recourir aux raisons
tirées de la généralité de I'Algebre. Pour remédier a I'inconvénient signalé,
Javais considéré les équations imaginaires comme des formules symboliques,
cest-a-dire comme des formules qui, prises a la lettre et interprétées d’a-
prés les conventions généralement établies, sont inexactes ou n'ont pas de
sens, mais desquelles on peut déduire des résultats exacts en modifiant et
altérant, selon des regles fixes, ou ces formules, ou les symboles qu'elles
renferment. Cela posé, il n'y avait plus nulle nécessité de se mettre l'esprit
a la torture pour chercher a découvrir ce que pouvait représenter le signe
symbolique By auquel les géometres allemands substituent la lettre 7. Ce
signe ou cette lettre était, si je puis ainsi w’exprimer, un outil, un instru-
ment de calcul dont lintreduction dans les forinules permettait d’arriver



(88)

plus rapidement a la solution trés-réelie des questions que l'on avait posées. -
Mais il est évident que les théories algébriques deviendraient beaucoup plus
claires encore, et beaucoup plus faciles a saisir, qu'elles pourraient étre mises
a la portée de toutes les intelligences, si 'on parvenait a se débarrasser
complétement des expressions imaginaires, en réduisant la lettre i a n'étre
plus qu'une quantité réelle. Quoiquune telle réduction parat invraisemblable
et méme impossible au premier abord, j'ai néanmoins essayé de résoudre ce
singulier probleme, et, apres quelques tentatives, j'ai été assez heureux
pour réussir. Le principe sur lequel je m’appuie semble d’autant plus digne
d'attention, qu'il peut étre appliqué méme a la théorie des nombres, dans
laquelle il conduit a des résultats qui méritent d'étre remarqués. Entrons
maintenant dans quelques détails.

§ I°". — Sur les équivalences arithmétiques ct algébriques.

Lorsque deux nombres entiers /, m, étant divisés par un troisieme n, four-
nissent le méme reste, ils sont dits congru:v ou equivalents, suivant le module
ou diviseur n. Pour indiquer cette circonstance, on peut écrire, avec
M. Gauss,

trj; =m (mod.n).

Pareillement, si ¢ (), ¥ (&) représentent deux polynémes en x, ou, en
d’autres termes, deux fonctions entieres de &, qui, étant divisées algébri-
quement par une troisieme = (x), fournissent le méme reste, on peut dire
que ces polynomes sont équivalents entre eux, suivant le module ou diviseur
= (x), et indiquer cette circonstance, comme I'a fait M. Kummer, en écrivant

(2) ¢ @)=y (*) [mod = (x)]

On doit donc distinguer deux espéces d’équivalences, qui pourront étre ap-
pelées, les unes arithmetiques, les autres algébriques, une équivalence arith-
métique étant celle qui indiquera I'égalité des restes de deux divisions arith-
métiques ; tandis qu'une équivalence algébrique indiquera I'égalité des restes
de deux divisions algébriques, le diviseur arithmétique ou algébrique de-
meurant le méme dans les deux divisions successivement effectuées.

Pour introduire cette distinction dans les formules, et faire en sorte
que les équivalences algébriques ne puissent étre confondues ni avec les
équivalences arithmétiques, m avec les équations proprement dites, jau-
rai recours a un nouveau signe; et quand il s'agira d'exprimer une équi-
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valence algébrique , alors, dans le signe qui s'applique aux équations, c'est-
a-dire dans le signe = formé de deux traits rectilignes superposés, je rem-
placerai le trait supérieur, non plus par deux traits rectilignes distincts,
comme on le fait dans le cas on 'on veut exprimer une équivalence, mais
par un crochet trapézoidal, ou bien encore par un trait recourbé en arc de
cercle, en réservant toutefois ce dernier signe, ainsi que je 'expliquerai dans
le § II, pour le cas spécial ott le polyndme = (x) se réduit & un binéme de la’
forme a? +1. De plus, pour éviter toute méprise, et attendu que le mot
mocdlule a recn dans la langue analytique un grand nombre d’acceptions
diverses, je donnerai la préférence au mot diviseur, quand il sagira de
nommer le polynéme par lequel on doit effectivement diviser les deux mem-
bres d'une équivalence algébrique. Par suite, quand jécrirai le polyndme
entre parenthéses a la suite d'une équivalence, je le ferai précéder, non plus
des trois lettres initiales mod. , mais des trois lettres initiales div. Cela posé,
la formule

3) ¢ (x) =y (x) [div. m(x)]

exprimera que les denx polynoémes ¢ (&), x (x) sont équivalents entre eux,
suivant le diviseur = (x), ou, en d’'autres termes, que les deux polynémes,
divisés algébriquemennt par = (x), fournissent le méme reste. Cette équiva-
lence pourra donc toujours étre remplacée par une équation de la forme

(4) ¢ (%) = (&) + uw (%),

u désignant une fonction entiére de x.

Il est aisé de voir que des équivalences algébriques, quand elles sont
toutes relatives au méme divisear, peuvent étre, aussi bien que des équiva-
lences arithmétiques, combinées eutre elles par voie d'addition , de soustrac-
tion et de multiplication. Ainsi, par excmple, si, en prenant z (x) pour divi-
seur algébrique, on désigne par

9(x)s @0 (x)5 92(2)s- v o % (X)5 Ko (X)s Kal)s -

diverses fonctions entiéres de x, les formaules

(5) 9 (1) = x(x), 94 (@) = 24 (®), Pa(®) == ga(x)s:-.
entraineront les suivantes:

6) (X, (@) + @a(®) ++ =y (X)) 4+ xy () + Y2 (@) +. .0,
(7) P () 94 () @ (). . o = 1 (o) 0 (%) X2 (X -

Ex. d’An. et de Ph.math., T, IV. (59¢ livr.) 12
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Effectivement, les formules (5), présentées sous la forme d’équations véri-
tables , deviendront

¢ () = x (@) + u« z(x),
9 (x) = (@ + ue(x),

l P2(x) = )a() + wyw (),

.........................

(8)

U, Uy, Uy, ... ctant des fonctions entieres de . Or des formules (8), com-
binées entre elles par voie d’addition et de multiplication, on tirera
Q) ¢ (®) + 04 (®) + g2 (@) +. . .= 3 (%) + x4 () + g2 (2) + ...+ Usm(x),

et

(10) ¢ () 0, (®) 9o (x). . .=y () g (X) 42 () .. .+ V& (),
U, V étant des fonctions entiéres de x déterminées par les formules

U=wu+u +u,+...,

wesdipigg i e (o 1"
Aty g () Uty oy () Fwuy () + .l () ]
SR8 5 !
)y () Yo (X) e wy X Yo () -y () Y ()

Or, la fonction entiére = () étant prise pour module, les équations (9), (10)
peuvent étre présentées sous les formes (6) et (7). Ajoutons que si, dans la
formule (7), on suppose les fonctions ¢ (x), ¢, (x), 9. (x) égales entre elles ,
on aura, en désignant par m le nombre de ces fonctions,

(11) Lo (@)]" =[x =)]"

De la formule (11) comparée a la formule (3), il résulte que, sans altérer
une équivalence algébrique, on peut élever ses deux membres a la m*™ puis-
sance , quel que soit le nombre entier m.

Lorsqu'on a fait passer dans le premier membre d'une équivalence alge-
brique tous les termes que renfermait cette équation, elle se réduit a la forme

(12) f(x) — o [div.® ()],

f () étant une fonction entiére de 2. Supposons maintenant que, la fonc-
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tion = (2) étant du degré n, on nomme

Co+ C, X+ .. i+ Crox™ " + ¢, yx™!

le reste de la division algébrique de f(x) par = (x). I.'équivalence (12) pourra
étre présentée sous la forme

(13) Lo 5L F S G 8y T 2 = 0.

Or, comme 1'équation (13) devra subsister, quel que soit &, on en tirera, en
posant x = o,
foelo.

On aura donc encore
«

O B A= b = a2 I e K=Y =5 03
puis, en divisant par @,
C T8 45 ik e gty o 1 R = O

Cette derniére équation devant elle-méme subsister, quel que soit x, on en
tirera
e =0

et, en continuant de la sorte, on finira par reconnaitre que la formule (13)
entraine avec elle # équations distinctes , savoir,

(14) Co =104 R Gy —= 20T ! G, —.0 31 | G RERID IR §

Donc, lorsque le diviseur @ (x) est une fonction entiere du degré n, une
équivalence relative a ce diviseur entraine avec elle n équations, quon
obtient en divisant le premier membre par = (x), apres avoir fait passer
tous les termes dans ce premier membre , et en égalant ensuite & zéro les
coefficients des diverses puissances de x comprises dans le reste de la divi-
sion effectuée.

Pour montrer une application trés-simple des principes que nous venons
d’établir, considérons en particulier le cas ou le diviseur = (x) se réduit au
binéme x” — 1. Comme ce binéme divisera la différence

™ — ¢
3
quel que soit d'aillenrs le nombre entier m, on aura généralement

(15) x™ — 1 =0 (div. 2" —1),
12.
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ou, ce qui revient au méme,
(16) & — 1 ‘

puis, en multipliant les deux membres de la formule (16) par x‘, on en
tirera, pour des valeurs entiéres quelconques de £ et de m ,

(]7> L AN 2l
Si, dans cette derniére formule, on attribue successivement a I les valeurs

‘ I’y 02 M SUSTINE 7y § ey 8
on en tirera
.,’C”"H_‘ N 7

— )

.,rmu+2 N— .1,'2
(18) e

i—1 , —1
xmn-«)—l‘ xn y
le diviseur ¢tant toujours le bindme x” — 1. Soit maintenant
(19) f(X) =@+ @y X+ asx®+... 4+ 4, X"+ Gy ™ 4 ...+ g3 ...

une fonction entiére quelconque de x. Comme, en vertu de la formule (17),
on aura généralement

~ il l ] .
Amnt X ey Upp X (le. xt — [)9

I'équation (1 9) donnera

flx)—a,+a,4+az,+...
ol (ai + By + Agpyg + - )x

(20) + (g + Apog+ Aopyp +...) X2 (div. 2™ —1).

4 (B gy S50 BT

Cette derniére formule fait connaitre immédiatement la fonction entiére de
du degré n — 1, qui représente le reste de la division algébrique de f(x) par
le bindbme x” — 1. On peut d’ailleurs étendre la formule (20) au cas on,
le second membre de I'équation (19) étant composé d’un nombre infini de
termes, la fonction f () serait, en vertu de cette équation méme, la somme
d'une série convergente ordonnée suivant les puissances entiéres et ascen-
dantes de la variable .
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Considérons encore le cas ou le diviseur se réduirait an bindéme x” + 1.
Comme ce bindme divisera la différence

xmn (__ l)'",

quel que soit d’ailleurs le nombre entier m, on aura généralement, pour des
valenrs impaires de m,

(21) x" +1>=~o0 (div.x” + 1),
ou, ce (ui revient au méme,

(22) "

et, par suite,

(23) ) xl’ln+l: L1d xl,

[ étant un nombre entier quelconque. On trouvera, au contraire, pour des
valeurs paires de m,

(24) x™ — 1 >=~o0 (div. 2"+ 1),

ou, ce qui revient au méme,

(25) i

et, par suite,

(26) T

Cela posé, il est clair qu'en prenant pour diviseur le bindme x” +1, on dé-

duira de I'équation (19), jointe aux équivalences (23) et (26) , non plus la for-
mule (20), mais la suivante :

fx)—~a,—a,+az, —...

- (ac — Ay = Qopypy — - - )x
(27) UL (a2 — Qpg — Qgpyg — o+ - ')xn (d]v X"+ I)'
+ (Apey — Agpy + .. ) X"

Cette derniére équivalence fait immédiatement connaitre la fonction entiere
de & du degré n — 1, qui représente le reste de la division algébrique de f(x)
par le bindme x" +1.



( 94)

§ IL. — Substitution des équivalences algébriques aux équations imaginaires.

Dans la théorie des équivalences algébriques substituée a la théorie des

imaginaires , la lettre i cessera de représenter le signe symbolique y— 1, que
nous répudierons complétement, et que nous pouvons abandonner sans
regret, puisquon ne saurait dire ce que signifie ce prétendu signe, ni quel
sens on doit lui attribuer. Au contraire, nous représenterons par la lettre
une quantité réelle, mais indéterminée; et, en substituant le signe >~— au
signe =, nous transformerons ce qu'on appelait une équation imaginaire
en une équivalence algébrique, relative 4 la variable i et au diviseur % + 1.
D’ailleurs, ce diviseur restant le méme dans toutes les formules, on pourra
se dispenser de Pécrire. 1l suffira d’admettre, comme nous le ferons effecti-
vement, que le signe >~ indique toujours une équivalence algébrique rela-
tive au diviseur i? + 1. Cela posé, on passera sans peine des équations qui
renferment une variable réelle aux équivalences qui devront remplacer les
équations imaginaires. Et d’abord, comme le bin6me

241

divisera généralement la différence

Ifzrn A (____ I)m’
quel que soit le nombre entier m, on en conclura
(1) i — (—1)" =—o,
ou, ce qui revient au méme,
() e (= 1)
puis, en multipliant par 7 les deux nombres de la formule (16), ou trouvera

encore
(3) ,'2m+l \_:(__ I)m I

Par suite, si lon remplace successivement le nombre entier m par le
nombre pair 2/m, et par le nombre impair 2m —+ 1, on tirera des formules (2)
et (3), :

§ sk gAm--4 < s hin+-2 s 4m—+3 y
%) TR el P =i, i ~ —1, 1 — L

Eu égard a ces diverses formules, si I'on nomme f (i) une fonction enticre
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de i déterminée par I'équation
(5) f(i) = ap+ai+ai®+ayi*+a,i* +asi*+.. .,
on aura encore
(6) f(i)\:ao—-ag+a‘~—-ae+...+(a,—u,,—-us—-a,-i—...)i.

Observons, au reste, qu'on pouvait déduire immédiatement les équiva-
lences (4) et (6) des formules (23), (26), (27) dn premier paragraphe, en
remplagant dauns ces formules le nombre 7 par le nombre 2, et la lettre x par
la lettre i. Observons, de plus, que la formule (6) peut étre étendue au cas
our, le second membre de I'équation (6) étant composé d'un nombre infini
de termes, la fonction f(i) serait, en vertu de cette éguation méme, la
somme d'une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes
et entiéres de la variable 7.
Si la fonction f (i) est le produit de denx facteurs linéaires

a4+ 6i, g+ i,

il sera facile de la développer suivant les puissances ascendantes dei. On aura,
en effet,

) (@ +8i)(y+0di) = ay+ («ad + 6y)i + 60i?;

et, de néme que l'équation (5) entraine I'équivalence (6), de méme Féqua-
tion (7) entrainera la formule

(8) (@ + 8i) (y + i) == ay — 6d + (ad + 87)i.

Si, dans I'équivalence (7), on réduit le binéme 7y + d7 4 la forme o — 67,
elle donnera

9) (o + 8i) (o — 61) = a® + 62

Ajoutons que, si dans la formule (8), on change le signe de la variable i, on
trouvera

(r0) (@ — 8i)(y — i) —ay— 60 +(ad + 6y) ..

Enfin, si l'on combine entre elles, par voie de multiplication, les équiva-
lences (8) et (10), on en conclura, eu égard a la formule (g),

(11) (@ + 6%)(y* +0?) = (ay — 67')* + (ad + 67)=

D’ailleurs, les deux membres de la formale (11) étant indépendants de ¢,
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coincident avec les restes qu'on obtient, en les divisant algébriquement
par i® + 1. Donc le signe ~—, employé pour indiquer I'égalité des restes,
pourra étre remplacé, dans la formule (11), par le signe =, et cette formule
pourra étre rédaite a I'équation

(12) (@ +68%) (72 + 02) = (ay — 63)* + (ad + 67)2,

qui, lorsqu’on attribue des valeurs entiéres aux quantités «, €, , ¢, fournit,
comme l'on sait, la proposition snivante :

Si Uon multiplie Uun par l'autre deux nombres entiers dont chacun soit
la somme de deux carrés, le produit sera encore une somme de deux
carres.

On vient de voir que, dans la formulc (11), on peat remplacer le signc'}:_
par le signe =. En général , comme dans toute équivalence relative au divi-
seur 72 + 1, le signe >~ indique I'égalité des restes gu'on obtient en divi-
sant deux fonctions entiéres de i par i®+ 1, il est clair que si les deux
membres de U’équivalence se réduisent a des fonctions linéaires de i, on
pourra remplacer encore le signe ~— par le signe = , et réduire ainsi U’é-
quivalence proposée & une équation véritable.

Considérons maintenant I'vne quelconque des équivalences algébriques
qui se rapportent au diviseur i? 4 1. Si, apres avoir fait passer tous les
termes dans le premier membre, et réduit ainsi I'équivalence proposée a la
forme

(13) f(i)~—o,

on nomme ¢, + c,i le reste de la division algébrique de f (i) par i +1,
Péquivalence (13), transformée en une équation véritable, pourra sécrire
comme il suit :

(14) Co+cC, 1 = o.

D'ailleurs, I'équation (14) devant subsister, quel que soit 7, on en tirera d'a-
bord , en attribuant a i une valeur nulle,

(15) AN =5

De plus, de la formule (14), jointe & la formule (15), on tire, quel que soit 7,

CIL 3=}
et, par conséquent ,

(16) Gyl E= 0,
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L’équivalence (13}, substituée 4 une équation imaginaire quelconque, en-
trainera donc toujours avec elle deux équations réelles (15) et (16), que l'on
obtiendra en égalant & zéro la partie constante et le coefficient de i, dans
le reste de la division f(i) par i + 1. Les deux équations réelles dont il
s'agit sont précisément celles que 'on considérait comme pouvant étre sym-

boliquement représentées par I'équation imaginaire 4 laquelle nous avons
substitué P'équivalence (13).

§ IIl. — Usage des équivalences algébriques dans la trigonométrie et dans Panalyse des
sections angulaires.

Si, dans la formule (8) du paragraphe précédent, on remplace les binomes

a—+6i, y+di
par des binémes de la forme
cosx ~+ isinx, c€os y —+ isiny,
elle donnera
(cosx + isinax)(cos y + isin y) = cosax cos y — sinax sin y

-+ i (sinx cos y + sin y cosa,
ou, ce qui revient au méme, i

(1) (cosx + isinx)(cos y + i sin y) = cos(x + y) + isin(x + y).

On peut donc énoncer la proposition suivante :

1 Théoréme. Pour obtenir une expression équivalente, suivant le divi-
seur i* + 1, au prodnit d'un bindéme de la forme

cosx + isinx

par le binéme semblable dans lequel celni-ci se transforme quand on rem-

place x par y, il suffit de remplacer, dans le premier binéme, I'arc 2 par la
somme x + ¥.

Corollaire. Si, apres avoir obtenu la formule (10), on multiplie les deux
membres de cette formule par un troisieme hindome de la forme

€0S 2z + isinz,
alors, en ayant égard au théoréme énoncé, on tronvera
(cosx + isinx) (cos y + isin y)(cosz + i sin z)

—cos(x + y -+ 2) +isin(xr + y + 2).
Ex.&An. et de Phys. math., T. 1V.(29¢ livr.) 13
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Il'y a.plus; en opérant plusieurs fois de semblables multiplications, on
déduira évidemment du 1% théoréme la proposition suivante :

2¢ Théoréme. Pour obtenir une expression équivalente, suivant le divi-
seur i* + 1, au produit du bin6me

cosx —+ I sinx

par les bindmes semblables dans lesquels celui-ci se transforme quand ou
remplace x par y ou parz,.. ., il suffit de remplacer dans le binéme pro-
posé I'arc x par la somme

T+ Yz 4.

Corollaire. Si, dans le 2¢ théoréme, on suppose les arcs x, y, z,... tous
égaux entre eux, alors, en désignant par n lenombre de ces ares, on verra leur
somme se réduire au produit nx, et I'on obtiendra la proposition suivante:

3¢ Théoréme. Sil'on divise la n®™ puissance du bindme cos & + isin x
par i? + 1, le reste de la division sera cos nx + isinnx.

Tel est, dans la théorie des équivalences algébriques, I'énoncé du théoréme
de Moivre. Ajoutons qu'en vertu des conventions adoptées, ce théoréme sera
exprimé analytiquement par la formule

(2) (cos & + isinar)” ~ cos nax + isinnx.

Voyons maintenant quelle est I'équivalence algébrique qui doit étre sub-
stituée & la relation découverte par Euler, entre les sinus et cosinus et les
exponentielles imaginaires.

On prouve aisément que I'exponentielle e* peut toujours étre développée
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de x,
a I'aide de la formnle

5

’ G 15 LA Tl
(3) " _I+1+1.3+1.2.3+""

en vertu de laquelle e* peut étre considérée comme une fonction entiére
de &, composée d'un nombre infini de termes.
D'ailleurs, si, dans la formale (3), on remplace 2 par ix, on en tirera
3

ir ® . Re Cae 1
(4) Y T U e a5 B

Cela posé, la formule (6) du paragraphe précédent donuera

) ; z? xz! 53 xi
( X~ R igd s A 01 e ge P4 RS L RNR T o s A =
9) v 3k Fa Tk R s +l(1 1.2.3+"')
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Mais, d'autre part; on établit aisément les équations

2 5
cosx_t—r;+m—...,
(6) 4
- ‘ x 52
sSin X = ~ — Sl LN
1 T ion3

Donc la formule (5) donnera simplement
(7) e'* ~—cosx + isinx,

et l'on pourra énoncer la proposition suivante :

4° Théoréme. Si l'exponentielle e, développée suivant les puissances
ascendantes de i, et considérée, dés lors, comme une fonction entiere de i,
est divisée algébriquement par le bindme i*? + 1, le reste de la division sera
précisément le bindme
cos x + isina.

Tel est, dans la théorie des équivalences algébriques, I'énoncé du théoreme
d’Euler, qui, d’ailleurs, se trouve implicitement renfermé dans la formule (7).

1l importe d'observer que la transformation des formules de Moivre et
d’Euler en équivalences algébriques n'empéche point de tirer de ces for-
mules toutes celles qu'on en déduit ordinairement. Ainsi, par exemple,
veut-on tirer de la formule (2) les valeurs de cos nx et de sin na exprimées en
fonctions entieres de sin x et de cos x? Il suffira d’observer qu'en vertu des
formules (5), (6) du § 1L, I'équation

(a+bi)" = a"+na"™"' bi + 'i(—':——-z;l—)a”—zb’i2 + ..

entrainera I'équivalence

(a+bi)”:/_a”—ﬂ'::—l)a”-2bz+ o

' _}_i(naﬂ—'_'.’.ﬁ_f__l;)-(g;z)a"“3b”+...>a

(8)

\

et, queu égard a cette derniere, dans laquelle on peut remplacer a et b
par cos x et sin x, la formule (2) donnera

n(n—1)
1.2

g cos nx =+ 1 sin nae ~— cos”ax — cod" 2 xrsin*x ...

(9) ) n(ni)(

n-2
)cos”‘3xsm3x+...).

! eattiaar
“+i(ncos"'xsinx =3
13.
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Or, les deux membres de I'équivalence (g) étant des facteurs linéaires de i,

coincideront avec les restes de leur division par i? 4+ 1. Donc le signe ~—,

employé pour indiquer 'égalité des deux restes, pourra étre remplacé, dans

la formule (g), par le signe =, et l'on aura encore

n(n—1)
1.2

cos nx -+ I sin nx — cos"x — cos" 2 xsin*ax +. ..

(10) rn(n—1)(n— 2)

cos"dxsin*ax 4+ ...).
1.2.3

+i(ncos" ' sinar —

Ajoutons que, lI'équation (10) devant subsister pour une valear quelconque
de i, et, par conséquent, pour i = o, les parties indépendantes de i dans les
deux membres devront étre séparément égales entre elles. Donc I’équation (10)
entrainera les deux équations distinctes

nn—1 .
(—)cos"‘2x31n2w+ i

S cosS nx — cos"ax —
) Ey7

(1)

. : n(n—1)(n—2 .
( sin nx = ncos™ ' xsinx — -—(1—2)(3——)005,"“"“1'sm’x 4 e
§ IV. — Sur les modules et les arguments des binbmes de la forme o« 6i.

On s’assure aisément que tout bindme de la forme
o + 6i
peunt encore étre présenté sous cette autre forme
r(cost + isint),

r étant une quantité positive. En effet, pour que les deux expressions
o+ 8i, r(cost -+ isint)

représentent une seule et méme quantité, quelle que soit dailleurs la va-
leur attribuée a 7; ou, en d’autres termes, pour que i restant indéterminé,
on ait toujours

(1) a+ 6L = r(cost—i—isint),
il suffit que r et ¢ satisfassent anx deax équations

(2) oa=rcost, 6=rsint.
Or on peut y satisfaire en posant

(3) = (a® + 63,
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et prenant ensuite pour ¢ I'un quelconque des arcs dont le sinus et le cosinus
sont déterminés par les formules

. 6
(4) COs' == ;, smt_—_-_;,

qui peuvent étre vérifiées simultanément, puisqu’on en tire, eu égard a la

formule (3),
(5) OS2 J SN G —"It.

La valeur positive de r, fournie par P'équation (3), est ce que nous appel-
lerons le module du binéme o + 6i. L'arc ¢, déterminé par les formules (4),
sera Pargument du méme bindme. D'ailleurs le module r, correspondant a
des valeurs données de «, 8, offrira évidemment une valeur unique déter-
minée par I'équation (3), tandis que l'argument ¢, déterminé par le systeme
des équations (4), offrira une infinité de valeurs représentées par les divers
termes d’une progression arithmétique dont la raison sera la circonférence 27
correspondante au rayon 1.
Si le module du binéme « + € se réduit a zéro, I'équation

(6) (=10
que lon pourra présenter sous la forme

a* + 62 =o,
entrainera nécessairement les deux suivantes :
(7) a=o0, €=o,

et l'on arriverait encore aux mémes conclusions, en partant soit des équa-
tions (2), soit de la formule (1). Ainsi, pour que, dans un binéme de la
forme a + 67, les deux parties s'évanouissent, ou, en d’autres termes, pour
que ce bindme s'évanouisse, quel que soit 7, il suffit que le module rse réduise
a zéro. .

Si, au lieu d’un seul bindme o + §i, on considere deux binémes de la
méme forme, savoir :

a+8i et v+ di,

et si 'on nomme r, r’ les modules de ces deux binémes, en sorte qu'on ait
4 1
r=(a*+8%)2, r'=(y*+d%)3,
la somme des deux binémes, savoir :

. o+ 3+ (8 + )i,
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aura pour module la quantité

[SIEN

(2 + €)2 -+ (y+ 21T =[r?* + 1 + 2 (a6 + 90)]

tandis que leur différence
a— 7+ (8—d)i
aura pour module la quantité
[ = &)+ (71— 0)* ]2 = [+ 1 — 2 (€ + 79) 5.

Mais, d’autre part, en remplacant ¢ par — ¢ dans la formule (11) du § II
on en tirera

(22 + 62) (72 + 92) = (ay + 60)% + (00 — 6y)?,

et I'on en conclura .

(ay + 6d)2 < (a® + 62)(y2 + 22),
ou, ce qui revient au méme,

(ay + 60) < r2r.
Donc, par suite, la valeur numérique de la somme

oy + 66
sera inférieure au produit rr’, et les modules des deux binémes
a4+ 3+ B+ Ni, a—y+ (§—2)i
seront tous deux compris entre la limite inférieure
[r2— a2’ + r'2]% == (r—1r’)
et la limite supérieure
[r2aaorm'+r2l=r+r.
En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :
1¢ Théoréme. La somme de deux bindmes de la forme

o + 61

est, ainsi que leur différence, un nouveau binéme de la méme forme, qui
offre un module compris entre la somme et la différence de leurs modules.
Si I'on ajoute successivement les uns aux autres plusieurs binémes de la
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forme « + 61, alors on déduira immédiatement du 1°* théoréme la propo-
sition suivante :

2¢ Théoréme. La somme de plusieurs bindmes de la forme o + €7 oftre
un module inférieur a la somme de leurs modules. Si d'ailleurs, parmi les
bindmes donnés, il en existe un dont le module r soit supérieur a la somme s
des modules de tous les autres, la somme de tons les binémes offrira un
module supérieur i la différence r —s.

Pour abréger, nous appellerons module et argument d'une fonction en-
tiere de 7 le module et l'argument du reste que I'on obtient quand on divise
cette fonction par i? + 1. Cela posé, toute fonction entiere de i offrira tou-
jours un module unique et une infinité d’arguments représentés par les
divers termes d'une progression arithmétique , dont la raison sera la circon-
férence 2. Dailleurs, les 1°° et 2¢ théorémes entraineront évidemment les
propositions suivantes :

3¢ Théoréme. La somme de deux fonctions entieres de i offre, ainsi que
leur différence, un module compris entre la somme et la différence des
modules de ces deux fonctions.

4¢ Théoréme. l.a somme de plusieurs fonctions entiéres de i offre un
module inférieur & la somme de leurs modules. Si dailleurs, parmi les
fonctions données, il en existe une dont le module r soit supérieur a la
somme s des modules de toutes les autres, la somme de toutes les fonctions
offrira un module sapérieur a la différence r — s.

Si I'on multiplie 'un par I'autre deux bindémes de la forme

o +8i, y+di,
on aura, comme on I'a vo dans le § II, non-seulement
(8) (@ + 8i)(y + i) =< af — yd + (ad + &y)7,
mais encore
9 (02 8) (3 + 97) = (a8 — y) -+ (ud + &)".
Si, dailleurs, on nomme , /r’ les modules des deux binomes
o+ 8i, -+ di,

et © le module du produit de ces binomes, la formule (g) pourra sécrire
comme il suit :

(IU) Pt =2,
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et I'on en tirera

(1) rr’ =—«. h

Done le produit du module des deuax binémes de la forime a + €i est égal au
module de leur produit.

Au reste, cette derniére proposition, et plusieurs autres qui s'en dédui-
sent, peavent encore étre facilement démontrées de la maniére suivante :

En vertu de la formule (7) du paragraphe précédent, on aura
(r2) cost + isint >—e";
et, en conséquence , I'équation (1) entrainera tonjours avec elle I'équivalence
(13) ; o + Bi=—re®,

dans laquelle r désigne le module et ¢ largument du binéme o + €i. Ce
binéme pouvant d’ailleurs étre le reste qu'on obtient quand on divise par
2 4 1 une fonction entiére quelconque de i, la formule (13) entrainera évi-
demment la proposition suivante :

5¢ Théoréme. Lorsqu'on prend pour diviseur algébrique le bindme i2+-1,
une fonction entiére quelconque de i est équivalente an produit de son mo-
dule r par 'exponentielle népérienne e’, dans laquelle # désigne I'argument
de cette fonction.

Comme, étant données plusieurs expressions de la forme

TE e (e o
le produit de ces expressions sera

Lt e A eE G )

tandis que la n‘ém puissance de la premiere sera
rt enit f

le 5¢ théoreme entrainera encore évidemment les propositions suivantes :
prop es:

6¢ Théoréme. Le produit de plusieurs fonctions entiéres de l'indéter-
minée i a pour module le produit de leurs modules, et pour argument la
somme de leurs arguments.

ne Théoréme. T.a n®™ puissance d'une fonctlon entiere de 7 a pour module

la né™ puissance du module de cette fonction, et pour argument le produit
du nombre n par largument de la méme fonction.



(105)

Comme le module d'une quantité a indépendante de la variable i se ré-
duit 4 la valear numérique a de cette méme quantité, le 5¢ théoréeme com-
prend évidemment la proposition suivante :

8¢ Z'héoréme. Le produit d’'une fonction entiere de l'indétermince i par
une quantité a indépendante de i a pour module le prodnit du module de la
fonction par la valeur numérique a de la quantité a.

Observons encore que de la formule (13), on tire non-senlement I'équiva-
lence .

(14) (o + Bi Y >~=r"e™,
qui s'accorde avec le 7° théoréme, mais encore, eu égard a la formule (12),
I'équivalence
15 o+ 68i)* >~ r"(cosnt + i sin nt
\ ’

a laquelle on parviendrait aussi en élevant a la 2" puissance chaque
membre de la formule (1), et en ayant égard i la formule (2) du paragraphe
précédent.

Supposons maintenant que 'on pose, pour abréger, ’
(16) x = o + 6i.

Soient d'ailleurs, comme ci-dessus, r le module et ¢ 'argument du binéme
o+ 68i;
Ty enar”

seront les modules respectifs des quantités

x et x”,
qui vérifieront les formules
(17) 2~ ot A
\18) xn\__/__,.nem'i.

Soit encore f(x) une fonction entiére de x, du degré 7, en sorte qu'on ait
(19) £(E) SR @d ™ .2 X" & e ey B B
Enfin, désignons par
ao, Ayyeeey Apogy a,
les valcurs numériques des coefficients

Aoy Qygesey Ay, Ay
Ex. d'An. et de Phys. math., T. LV, (40° livr.) ‘4 .
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Les divers termes de la fonction f(x) déterminée par I'équation (14) auront
pour modnles respectifs les quantités positives

Y n —14 >
(20) &, ", APt o L a3

qui sont respectivement égales aux produits du facteur r” par les divers
termes de la snite

i
(21) Agap 5o T W
D’autre part, la fonction
: f(x) = f(z + 6i),
étant divisée par le bindme i* + 1, fournira un reste de la forme
P+ Qi,
que I'on pourra réduire a la forme
R(cosT +isinT),
en nommant R le module de la fonction, déterminé par la formule
(22) R=P*+Q
et T Pargument de la méme fonction, déterminé par le systéme des deux
formules
Tyl .o Q
(23) cosT=x, sinT=g¢
Observons maintenant que, pour de trés-grandes valeurs de r, les termes de
la suite (21) étant tous trés-petits, a l'exception du premier, celui-ci surpas-
sera, si r est suffisamment grand, la somme de tous les autres. Alors aussi le
produit de a, par r”, ou le premier terme de la suite (20), surpassera évidem-
ment la somme des autres termes de la méme suite, puisque cette seconde

somme sera équivalente au prodnit de la premiére par r”. Cela posé, on
conclura immédiatement du 4° théoréeme que le module R de la fonction

f(x)=1f(a + 6)
est non-seulement inférienr a la somme

agr® 4 a,r*'4... .+ a,_,r+ a,,
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mais encore supérieur, pour des valeurs de r suffisamment grandes, a la
différence
agr" — (a,r®™' +...+a, r+a,);

en sorte qu’on a, pour de tres-grandes valenrs de r,

y » (RN 12 - £ 21,

(24 R>r (.ao r - Py = -,

Or, le second membre de la formule (24 ) étant le produit du facteur r” par
la différence

qui s'approche indéfiniment, pour des valeurs croissantes de 7, de la limite a,,
on peut affirmer que, le module r venant & croitre, le module R deviendra

infiniment grand , en méme temps que r*. On peut donc énoncer la propo-
sition snivante :

9° Théoréme. Supposons que, pour abréger, on désigne par la seule
lettre x le binome o + €7, dans lequel /7 désigne une variable indéterminée.
Soit d'aillenrs f () une fonction entiére de x composée d'un nombre fini de
-termes. Si l'on fait croitre indéfiniment le module » de la variable &, le mo-
dule R de la fonction f(x) deviendra infiniment grand, pour des valeurs
infiniment grandes de r. g

§ V. — Sur la substitution des racines des équivalences algébriques aux racines imaginaires
des équations.

Soit, comme daus le paragraphe précédent, f () une fonction entiere du
degré n, en sorte qu’on ait

flx) =asax" +a,x2" ' +...+a, , x+ a,,

les coefficients a,. a, ,. .., a, étant des quantités réelles. Les valeurs réelles
de x qui satisferont a 'équnation

(1) f(x\:o,

sont ce quon appelle les racines reelles de cette équation. D'ailleurs le

nombre de ces racines sera quelquefois égal, souvent inférieur au degré n

de I'équation; et méme, si ce degré est un nombre pair; toutes les racines
14.
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réelles pourront disparaitre a la fois. Mais si, en posant
(2) x = a <+ 8i,

on remplace dans la formule (1) le signe = par le signe ~, cette formule,
réduite a I'équivalence

(3) f(x)==o,

aura toujours des racines, cest-a-dire qu'elle pourra tonjours étre vérifiée
par des valeurs de x de la forme '+ 6. En d'autres termes, on pourra
toujours trouver des systémes de valeurs réclles des quantités « et €, pour
lesquels se vérifie la condition

(4) f(a + 6i) >~ o.

Il y a plus; le nombre des racines de V'équivalence (3) sera toujours égal a n,
et I'on peut énoncer les propositions suivantes:

1 Théoréme. Quelles que soient les valeurs réelles attribuées aux coef-

ficients
Aoy Qyye ooy Ap,y

I'équivalence (3) a tonjours n racines, et n’en saurait avoir un plus grand
nombre.

2¢ Theoréme. SiYon désigne par x,, a,, . .., x, les n racines de I'équi-
valence (3), le polynoéme f (x) sera équivalent an produit des facteurs
linéaires

X — Xy T — Xgy.uny Ln,

en sorte qu'on aura '
(5) flx)—=(x —x,) (x —x,)...(x —x,).

3¢ Théoréme. Lorsque, dans une équivalence du degré n, le coefficient a,
du premier terme est réduit a-l'unité, les coefficients a, , a,, a,, .. ., a, du
deuxiéme, du troisieme, du guatriéme, ..., du dernier terme, étant pris al-
ternativement avec le signe — et avec le signe +, sont respectivement égaux

“ 4 la somme des raciues, on aux sommes des produits qu’on obtient en mul-
tipliant ces racines deux a deux, trois a trois, etc., ou enfin aun produit de
toutes les racines.

On pourra aisément démontrer ces diverses propositions, et méme les
étendre au cas on chacun des coefficients compris dans la fonction entiére
f () serait remplacé par un binéme de la forme « + €i, si I'on part des
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principes établis dans le paragraphe précédent, surtout dans le § IV, et si
I'on suit dailleurs la marche que jai adoptée, dans le IV¢ volume des Euxer-
cices de Mathématiques, en démontrant les propositions correspondantes de
la théorie des équations. Pour que les démonstrations données alors de-
viennent applicables aux propositions nouvelles, il n'y a presque autre
eho:e & faire que de remplacer le signe = par le signe >—, et les mots
équations, égal, etc., par les mots équivalence, céquivalent, etc.

On voit maintenant quelle idée on doit se formner de ce qu'on appelait les
racines imaginaires des équations. Dans la nouvelle théorie, elles deviennent
des racines réelles d’équivalences algébriques. Ainsi, par exemple, cette
proposition que 'équation binéme

xt+1=o0

a pour racines les quatre expressions imaginaires comprises dans la

Jormule
==ty

V2
i étant une racine carrée de — 1, devra s’énoncer dans les termes suivants:
L’equivalence

’

'+ 1=o0
a pour racines réelles les quatre quantités comprises dans la formule
s A e
=
En d’autres termes, si l'on prend pour x l'une quelconque des quantités

comprises dans la_formule
‘ o=t e il

Va2
x* + 1 sera divisible algébriquement par i* + 1.
Lorsque, dans une racine x = o + 87 de 'équivalence (3), le coefficient &
se réduit a zéro, cette équivalence, réduite a la forme

?

f(a) = o,
entraine évidemment équation
. f(x) = o,

par conséquent I'équation

f(x) = o.

On peut donc énoncer la proposition suivante =
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4¢ Théoréme. Parmi les racines de I'équivalence (3), celles qui sont indé-
pendantes de i sont en méme temps des racines réelles de I'équation (1).

Il est bon d’observer que le binéme i* 4~ 1 ne variera pas si I'on change
i en'—i. Gela posé, si, les coefficients at,, a,,. . ., a, étant indépendants
de 7, on satisfait & 'équivalence (3) par une racine x de la forme

o + 61,
il est clair qu'on y satisfera encore par une racine x de la forme
v — 61,

puisque, pour déduire cette seconde racine de la premiére, il suffit de
changer i en — 7. Donc, si en adoptant le langage généralement admis, on
appelle conjuguces deux expressions de la forme

o+ 6i, o+ 6i,

on pourra énoncer la proposition suivante :

5¢ Théoréme. Lorsque dans la fonction f(x) les coefficients sont tres-
indépendants de ¢, celles des racines de 'équivalence (3) qui ne deviennent
pas indépendantes de i sont en nombre pair, et ces mémes racines, prises
deux 2 deunx, sont conjuguées l'une a 'autre.

Du 5¢ théoreme on peut immédiatement déduire la proposition connue,
qui s'énonce dans les termes suivants :

6° Theoréme. Si dans la fonction entiére f (x) les coefficients sont tous
indépendants de i, cette fouction sera décomposable en facteurs réels du
premier et du second degré.

Lorsque la fonction f(x) cesse J’étre algébrique et devient transcendante,
les racines de 'équivalence (3), c'est-a-dire les valeurs de x, de la forme
z + €, qui vérifient cette équivalence, représentent encore ce quon appe-
lait les racines reelles on imaginaires de I'équation (3), savoir : les racines
réclles quand ces valeurs deviennent indépendantes de i, et les racines ima-
ginaires dans le cas contraire. Alors aussi les théoremes qui se rapportaient
aux racines des équations transcendantes, se traasforment en théorémes re-
latifs anx racines des équivalences transcendantes, et les démonstrations que
I'on donne des premiers s'appliquent ordinairement aux autres, moyennant la
substitution du sigue = aux signe =, et des wmots éguivalence, équiva-

lent, etc., aux mots équation, egal, etc.
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MEMOIBE

SUR LES

PROGRESSIONS DES DIVERS ORDRES.

Les progréssions sont les premieres séries qui aient fixé l'attention des
géometres. Il ne pouvait en étre autrement. Diverses suites, dont la consi-
dération se présentait natarellement a lear esprit, telles que la suite des
nombres entiers, la suite des nombres pairs, la suite des nombres impairs,
offraient cela de commun, que les divers termes de chacnne d’elles étaient
équidifférents entre eux; et l'on se trouvait ainsi conduit 2 remarquer les
progressions par différence, antrement appelées progressions arithmétiques.
De plus, en divisant algébriqnement deux binémes I'un par l'autre,, ou méme
en divisant un mondme par un bindme, on voyait naitre la progression pa
quotient, autrement appelée progression geométrique, qui offre le premier
exemple d'une série ordonnée suivant les puissances entieres d'une méme
quantité.

En réalité, une progression arithnétique n'est autre chose qu'nne série
simple dont le terme général se réduit a une fonction linéaire du nombre qui
exprime le rang de ce terme. .

Pareillement, une progression geometrique n'est autre chose qu'une série
simple, dans laquelle le terme général se trouve représenté par une expo-
nentielle dont I'exposant se réduit a une fouction linéaive du rang de ce
méme terme. y

Il en résulte qu'une progression géométrique est une série simple dont
le terme général a pour logarithme lc terme général d’une progression
arithmétique. ‘

Il 'y a plus; de méme qu'en géométric on distingue des paraboles de
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divers ordres, de méme il semble convenable de distinguer en analyse des
progressions de divers ordres. En adoptant cette idée, on devra naturelle-
ment appeler progression arithmétique de Uordre m une série simple dont
le terme général sera une fonction du rang de ce terme, entiére et du
degré m.

Pareillement, il parait natarel d'appeler progression géométrique de
l’ordre m une série simple, dans laquelle le terme général se trouve re-
présenté par une exponenticlle dont Pexposant est une fonction du rang
de ce terme, entiere et du degré m.

Cela posé, le terme général d'une progression géométrique de l'ordre m
aura toujonrs pour logarithme le terme général d’'une progression arithmé-
tique du méme ordre.

Les définitions précédentes étant admises, les progressions arithmétique
et géométrique du premier ordre seront précisément celles que l'on avait
déja examinées d’une manicre spéciale, celles-la méme dont les diverses
propriétés, exposées dans tous les Traités d’Algébre, sont parfaitement con-
nues de tous ceux qui cultivent les sciences mathématiques.

Ajoutons que les progressions arithmétiques des divers ordres , quand on
les suppose formées d'un nombre fini de termes, offrent des suites que les
géometres ont souvent considérées, et que I'on apprend a sommer dans le
caleul aux différences finies. Telle est, en particulier, la suite des carrés des
nombres entiers; telle est encore la snite des cubes, ou, plus généralement,
la suite des puissances enticres et semblables de ces mémes nombres.

Mais, entre les diverses progressions, celles qui, en raison des propriétés
dont elles jouissent, méritent surtout d'étre remarquées, sont les progressions
géométriciues des ordres supérieurs au premier.” Celles-ci paraissent tout a
fait propres a devenir 'objet d’une nouvelle branche d’analyse dont on peul
appré scier I'importance en songeant que la théorie des progressions géomé-
triques du second -ordre fom'mt immédiatement les belles propriétés de-
fonctions elliptiques,*si bien développées par M. Jacobi.

ANALYSE.
§ Ier. — Considérations générales.

Une progression arithmétique n'est autre chose qu'une série simple, dans
taquelle le terme général u,, correspondant a I'indice n, se réduit a une
fonction linéaire de cet indice, en sorte qu'on ait, pour toute valeur entiere,
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\

positive, nulle ou négative de n,
(1) U, = a -+ bn,

a et h désignant deux constantes déterminées.

Pareillement, unc progression géométrique n'est autre chose qu'une série
simple, dans laquelle le terme général n,, correspondant 4 lindice n, se
trouve représenté par une exponentielle dont I'exposant se réduit a une fonc-
tion linéaire de cet indice, en sorte qu'on ait, pour toute valeur entiére,
positive, nulle ou négative de 7,

,;2) a5 Aa-v—bn1

A, a, b désignant trois constantes déterminces. Il est d’ailleurs important
d’'observer que, sans diminuer la généralité de la valeur de w, fournie par
I'équation (2), on peut toujours y supposer la constante A réduite a une quan-
tité positive, par exemple, a la base

e = 2,7182818...

des logarithmes népériens.

En étendant et généralisant ces définitions, on devra généralement appeler
progression arithmetique de ['ordre m une série simple dont le terme géné-
ral «, sera unc fonction de l'indice 7, entiére et du degré m.

Pareillement , il parait naturel d'appeler progression geométrique de
l'ordre m une série simple dans laquelle le terme général u, se trouve
représenté par une exponentielle dont I'exposant se réduit a une fonction
de lindice 7, entiere et du degré m.

Ces définitions étant admises, le terme général u, d'une progression
arithmétique de l'ordre m, exprimé en fonction de lindice n, sera de la
forme

(3) Uy = @y + G N+ ayn® + ...+ a,n™,

Aos@yy gy ..., Q, étant des coefficients constants, c'est-a-dire indépendants
de n.

Au contraire, le terme général d'une progression géométrique de l'ordre m
sera de la forme

a an 4 a,n* 4...+ amn™
(4) unzAnT ] F el

et, par conséquent, il aura pour logarithme le terme général d'une progres-
sion arithmétique de Fordre m.
Ex. d'An. et de Ph.math., T. [V. (40° livr.) 15
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Si, pour abréger, on pose
Zo =A%, "FEEAT T TR
I'équation (4) donnera

nm

(5) Up = Xy} X . X

Donc le terme général d'une progression géomeétrique de l'ordre m peut étre
considéré comme équivalent au produit de m bases diverses

xo, x" x?""’ xm’
respectivement élevées a des puissances dont les exposants
Ly Hor MR ot B
forment une progression géométrique du premier ordre, dont la raison est
précisément le nombre 7.
Si au coefficient x, on substitue la lettre &, et aux bases a,, 2,5, 25,..., 2y, X0

les lettres x, y,z,...,v, w, alors on obtiendra, pour le terme général u, d'une
progression géométrique de I'ordre m, une expression de la forme

nm—1 nm

(6) TNEEY ol il e e )

et le terme particulier correspondant a l'indice n = o sera

[y

(7) uy = k.

Donc, si 'on nomme £ le terme spécial qui, dans une progression géomé-
trique, correspond & l'indice zéro, le terme général correspondant a lin-
dice n sera, dans une progression géométrique du premier ordre, de la
forme

el

dans une progression géométrique du deuxiéme ordre, de la forme
n_nt,
kx"y”
dans une progression géométrique du troisiéme ordre, de la forme
n, n*_nt
Feac ™y
etc.

En terminant ce paragraphe, nous observerons que toute progression
arithmétique ou géométrique peut étre prolongée indéfiniment ou dans un
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seul sens, ou en deux sens opposés. Si u, représente le terme général d'une
telle progression, celle-ci, indéfiniment prolongée dans un seul sens,a partir
du terme 1, , sera rédnite a la série

70l R e
ou-a la série
el o aaiy ) it

La méme progression , indéfiniment prolongée dans les deux sens, sera

U M SRR YL 7 el TR

§ II. — . Sur les-modules et sur les conditions de convergence des progressions géométrigues
des divers ordres.

Considérons d’'abord une progression géométrique de lordre m, dans fla-
quelle le terme général u,,, correspondant a l'indice 7, soit de la forme

— AT
== AZ" |

A désignant une quantité réelle et positive, et # une quantité entiére posi-
tive, nulle ou négative. Si 'on suppose cette progression prolongée indéfi-
niment dans un seal sens, a partir du terme u, = 1, elle se tronvera réduite
ou a la série

2’" om
(1) A A A e
ou a la série
m m m
(2) A ARG A S AT G

Dans le premier cas, le module de la progression sera la limite vers laguelle
convergera, pour des valeurs croissantes du nombre 7, la quantité

(s ); == A%

Dans le second cas, au contraire, le module de la progression sera la limite
vers laquelle ‘convergera, pour des valeurs croissantes du nombre n, la
quantité

(u_n),‘l‘ a. A(_.)mnm—|.

Enfin, si 'on suppose la progression prolongée indéfiniment dans les deux

o
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sens, on obtiendra la série

(—3)" (—2)m (=" 1 2"‘ a"'
(3) ACH" D A" AT A

)

dont les deux modules se confondront, 'un avec le module de la série (1),
P'antre avec le module de la série (2). D allleurs ces deux modules, ¢ est-a dire
les limites des deux expressions

m—1 g ) g1
An X A( ) I 4 7

se réduiront évidemment, 1° si 'on suppose m =1, aux deux quantités
ATEl AT
2° si l'on suppose m impair, mais différent de I'unité, aux deux ¢uantités
Aoo, A'_°°;
3° si I'on suppose m pair, a la seale quantité
4-09
Ajouatons que I'on aura encore, 1° en supposant A < 1,
AR DiE A i oor:
2° en supposant A > 1,
A® — o A A= — o.

Il est maintenant facile de reconnaitre dans quels cas les séries (1), (2), (3)
seront convergentes. En effet, une série quelconque, indéfiniment pro-
longée dans un seal sens, est convergente ou divergente suivant que son mo-
dule est inférieur on supérieur a I'unité. De plus, quand la série se prolonge
indéfiniment en deux sens opposés, il faut substituer au module dont il s'agit
le plus grand des deux modules, et 'on peut affirmer que la séric est alors
convergente ou divergente, suivant que le plus grand de ses deux modules
est inférieur ou supérieur a I'unité.

Cela posé, on déduira évidemment des remarques faites ci-dessus les
propositions snivantes :

1" Théoréme. Soient A nne quantité positive, et m un nombre impair
quelconque. La progression géométrique

M 3™
1., 2AR AT A

dont le module est A ou A®, sera convergente ou divergente, sunivant que
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la base A sera inférieure ou supérieure a 'unité. Au contraire, la progression
géométrique
-1 —2™ —3™
1, ‘Mgt CAEF AR Y

dont le module est A= ou A==, sera convergente ou divergeute, suivant
que la base A sera supérieure ou inférieure a Punité. Quant a la progres-
sion

—3m —om ="y , qm am
Y 5 g oty STy BTy E O

qui comprend tous les termes renfermés dans les deux premiéres, et se con-
fond avec la série (3), elle ne sera jamais convergente, attendu que ses denx
modules, étant inverses I'un de l'autre, ne pourront devenir simultanément
inférieurs a lunité.
Si m désigne un nombre pair, on aura non plus
A(—n)"'z A-n"" -

nais

A" — AR™, .

Donc alors la série (2) ne sera plus distincte de la série (1), et la série (3,
réduite a la forme

(1o 2m 22 il
LAY, AT, AL, AT, AT,

offrira deux modules égaux entre eux. Cela posé, on pourra évidemment
énoncer la proposition snivante :

2® Théoréme. Soient A une quantité positive et m un nombre pair quel-
conque. La progression géométrique, qui offrira pour terme général A"
étant prolongée indéfiniment, ou dans un seul sens, ou en deux sens opposés,
sera toujours convergente si I'on a
A<,
et toujours divergente si I'on a
=i

Considérons maintenant une progression géométrique, et de lordre m,
qui ait pour terme général la valeur de u, déterminée par I'équation
—1
(4) Up K2 o WL
le nombre des variables

R R R R ¢
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etant précisément égal a m. Soient, daillenrs,
X W5d, . v,
les modules de ces mémes variables, et k le module du cocfficient £. Si 'on
nomme u, le module de «,, on tronvera

'5) W R 2 . g

?
ou, ce qui revient an méme ,

~ < I
(6) i, =SAIN#,

la valeur de N étant
1 1 1 I 1

\7> N — k;;; xnm—n Ynm—, an~£ o ‘vl-l W.

D'autre part, la progression géométrique que l'on considére étant pro-
longée indéfiniment, ou dans un senl sens, ou en deux sens opposés, offriva
un ou deux modules représentés chacun par I'une des limites vers lesquelles
convergeront, pour des valeurs croissantes de n, les deux expressions

1 1

(w)m,  (up) n,

Mais, pour des valeurs croissantes de 7, la valeur de N déterminée par la
formule (7), et celle qu'on déduirait de la méme formule en y remplacant
n par — n, convergent généralement vers la limite w. Donc, eun égard a la
formule (6), les limites des expressions

- 1
(un) 3 (u——n \) x

seront généralement les mémes que celles des expressions

P W (—1)"n

me—t

w

+

En partant de cette remarque, et raisonnant comme dans le cas ou le terme
général de la progression géométrique se réduisait a

n"
A",

on établira immédiatement les deux propositions suivantes :

3¢ Théoréme. Soit m un nombre impair quelconque. La progression géo-
métrique et de l'ordre m, qui a pour terme général la valeur de u, déter-
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minée par I'équation
Uy R A O

étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, offrira généralement deux
modules inverses I'un de l'autre, et sera par conséquent divergente, a moins
que le module w de la variable w ne se réduise a 'unité. L.a méme progres-
sion, prolongée indéfiniment dans un scul sens & partir du terme

u, = k,

et réduite ainsi a I'nne des séries

m—1

LR heys,,. o, - Ry aEaN. oM Bt hxt k! 287 LA g e,

(Qrk, ka=t s, vowt L R g MO i s ¥y 0 322 L o305 R

sera convergente, si le module du dernier des facteurs qui renferme le
second terme reste inférieur a l'unité. En conséquence, w étant toujours le
module de la variable w, la série (8) sera convergente si l'on a

w<,
et la série (), si 'on a
wt <,
ou, ce qui revient au méme,
W > 1.

Au contraire, la série (8) sera divergente si I'on a

Wi, I
et la série (g), si 'on a
w<LI.

4° Théoreme. Soit m un nombre pair quelconque. La progression géomé-
trique et de 'ordre m, qui a pour terme général

nm—-t

[TRE W Lt Tl GRERT a

étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, offrira deux modules éganx
et sera convergente ou divergente, suivant que le module w de la variable w
sera inférienr ou supérieur a I'unité.

Les 3¢ et 4¢ théorémes supposent que le module w de la variable w diftere
de P'unité. Si ce méme module se réduisait précisément a l'unité, alors, pour
savoir si la série dont u, représente le terme général est convergente ou
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divergente, 1l faudrait recourir a la considération des modules
W b iy i, Vs X

des autres variables, ou plut6t a la considération du premier d'entre ces mo-
dules qui ne se réduirait pas a 'unité. En suivant cette marche, on établirait
généralement la proposition suivante :

5¢ Théoréme. Soit m un nombre entier quelconque, et nommons
Xy Wil iarry oW,

les modules des variables

X, ¥ B oy V) W

. ’ 7 . Ll 3 .
Enfin, supposons que la progression géométrique, et de I'ordre m, quia pour
terme général
T R YRR T T
soit prolongée indéfiniment dans les deux sens. Cette progression sera con-

vergente si, parmi les modules
AL R e A 4

le premier de ceux qui ne se réduisent pas a 'unité reste inférieur a l'unité
et correspond a une variable dont Pexposant dans la formule (5) soit une
puissance paire de n. La méme progression sera divergente si I'une de ces
denx conditions n’est pas remplie.

I.e 5° théoreme entraine iinmédiatement la proposition suivante :

6¢ Théoréme. Soit m un nombre impair et supéricur a l'unité. La pro-
gression géométrique et d’'ordre impair, qui aura pour terme général

VYl Sl ot
étant indéfiniment prolongée dans les deux sens, sera convergente si la der-
niere des variables
e g S SO

offre un module w = 1, et 'avant-derniére ¢ un module v inférieur a Punité.

Il suit des 4° et 5¢ théoremes que, parmi les progressions géométriques ,
celle du premier ordre est la seule qui, prolongée indéfiniment dans les denx
sens, ne puisse jamais étre convergente.
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§ IN1. — Propriétés remarquables des progressions geométriques des divers ordres.

Désignons par m un nombre entier quelconque, et considérons une pro-
gression géométrique de I'ordre m, dont le terme général u, soit déterminé
par la formule
2t

n"n

(1) S T Lt AN

On aura
Hy= kg w, = kxyz...vw, etc.,

et par suite

m— 1 m

et u r s
(2) J:x"f"z"...d‘ Wy
w°,
2 3 =t} \m
Bl 1 xn—hIJ,(IH»I) z(a+1)% (e r)P T ()
—_— = 9
u, ZYZ. . OV

puis on tirera de la derniere équation

(\3) uL“" — A’" Yn? Z”a. T [/n""‘ an:\

1,

les nouvelles variables X, ¥, Z,. .., 7, W étant liées anx variables x, y, z,...
par les formules

/ — 2,3 m—A4 . m

AR SUGHEE L Lo W,
(m—1)(m—2) m(m—1)
Eaahxaln. .ot ha TR A
4 (m—1) (m—2) {n:_—_? m (m—1) \m—2
@) By = Gt B 2 w T y

etc.,
V = ow™
W=w,

dans fesquelles les variables x, 7, z,..., v, w se trouvent élevées a des puis-
sances dont les exposants se confondent successivement avec les nombres
figurés des divers ordres. Cela posé, on conclura des équations (2) et (3),
qu'il suffit de remplacer les variables &, y,z,..., ¢, w par les variables
X. ¥V, Z,..., F, W pour transformer le rapport

-

u,

Fx.d'4n e di Py math, T IV 40° livr.) 16
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en une fonction nounvelle équivalente au rapport

Upyy
u,

Considérons spécialement le cas ou la progression géométrique est con-
vergente. Alors, de I'observation que nous venons de faire on dédnira faci-
lement les deux théorémes dont je joins ici les énoncés.

1" Théoréme. Supposons que la série, oun plutot la progression géomé-
trique

(5) e Uy U gy U yy Ugy Uy, Ugy Ugye ey

dont le terme général w, est déterminé par la formule (1), reste convergente,
tandis qu'on la prolonge indéfiniment dans les deux sens, et soit

(6) Szf(x> Yy Zyeens W)
la somme de cette méme progression, en sorte qu’on ait
(7) F(@s 12 e, W)= U g+ U+ U F U+ Uy U+ U+ ...

Soient encore X, ¥, Z,.. ., V, ¥ de nouvelles variables liées aux variables
Xy ¥y By..ry v, w par les formules (4). La fonction f (x, 7, 3, ..., 9, w) se trou-
vera reproduite par la substitution des variables nouvelles X, ¥, Z,..., V. W
aux variables x, 7, z,..., v, w et par Padjonction du facteur

1,
— = XYZ. VW
ey £

au résultat de cette substitution; et par conséquent la fonction f(x, y, 2,...,v,w)
vérifiera Péquation linéaire
(8) £, 752 - o o, W) = xy5, . Dw f(Xg K, 7 e w0 B H5),

¢ Théoréme. Les mémes choses étant posées que dans le 1 théoreme ,
la factorielle P (*) déterminée par I'équation

: 2 . A #
(g wPr== (1—1—'—\) <1+f‘—'> (I—i—u—")---(x—kQ) (1+u——’-) <I+ u—3> 34
12y u, ", i, = .,
sera encore une fonctionde x, 7, z,. . ., », w, qui se trouvera reproduite par
la substitution des variables X, ¥, Z,..., ¥,  aux variables x, ¥, 2,..., v, W,

¥

o ’ o s . N~
(*) Je suppose ici que, pour abréger, on désigne sous le nom de factorielles des produits
composés d’un nombre fini ou infini de facteurs,
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et par I'adjonction du facteur

£ —xyz...ow
=Xy
au résultat de cette substitution. Donc, si, pour plus de commodité, on dé-

signe par
(10) P02, 71 By 0ls VPR

la valeur de P que fournit I'équation (3), la fonction F (x, y, z,..., v, w) aura
la propriété de vérifier I'équation linéaire

(11) Feny, 2. .. oyw)= xyz: . .owB{X. X, Z,. %, W)

§ IV. — Nouvelles formules relatives aux progressions géométriques des divers ordres, et aux
JSonctions qui se reproduisent par substitution.

Aux formules générales établies dans le paragraphe précédent, on peut
en joindre quelques autres, qui méritent encore d’étre remarquées; celles-ci
se déduisent immédiatement de plusieurs nouveaux théoremes relatifs aux
fonctions qui se reproduisent par substitution. Ces nouveanx théoremes peu-
vent s'énoncer comme il sait: ’

1 Theoreme. Concevons que lindice n représente, au signe pres, un
nombre entier. Soit, de plus,

U,

une fonction de l'indice n et des variables x, y, z,. ... Enfin, supposons que
les diverses valeurs de u,, savoir,

(1) 03 & ra WS TRT oML AU Tyt U AL o 5

forment une série convergente prolongée indéfiniment dans les deux sens.
Si, en substituant aux variables «x, y, z,... d’auntres variables X, ¥, Z,..., qui
saient des fonctions connues-et déterminées des premieres, on transforme
généralement u, en u,.,, alors la somme

(2) S == Uy U Uy Uy Uy Fe
de la série (1) sera une fouction de x, , z,... qui se trouvera reproduite
par la substitution dont il s'agit. :

Démonstration. En effet, désignons, pour plus de commodité, par
16.
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f(x, y,2,...) la somme s de la série (1). On aura nou-senlement
F{2gny e R ) =200,

la somme qu'indique le signe X s'étendant a toutes les valeurs entieres posi-
tives, nulle et négatives de 2, mais encore, en vertu de I'hypothése admise ,

(X, ¥, Z,...) = 3t,,;

et comme, évidemment, 3u,,, ne différe pas de 3u,, on trouvera définiti-
vement

3) fx, 7, 2,...)=f(X, ¥, Z,...).

2¢ Théoreme. Les mémes choses étant posées que dans le théoreme préce-
dent, la factorielle P déterminée par I'équation

(4) P=...(t+u)(v+u_) (1 4+ u) (1 +2,)(14+1). ..

sera encore une fonction de x, ¥, z,... qui se trouvera reproduite par la
substitution des variables X, ¥, Z,. .. aux variables x, , z,. . ..

Démonstration. Eun effet, représentons, pour plus de commodité, par
F (x, 7, 2,...) la factorielle P. I'équation (4) donnera

F(x,7,2,...)=c.. (0 +u_p) (1 4+ 2_) (1 + te) (1 +24,) (1 4+ Up). . o5
puis on en conclura, en remplacant x, y, z,... par X, ¥, Z,. ..,

FX,V,Z,..)=...(t +u_y) (14 26,) (1 + 1¢,) (0 4+ ) (1 + 24s). . -2

et, par suite,
(5) Flaiyin, ! . )= FL a5, V).

Supposons maintenant que les denx modules de la série (1), prolongée
indéfiniment dans les deux sens, soient, 'un infériecur, 'autre supérieur a
'unité ; de sorte que, la série (1) étant divergente, les deunx séries :

Uy (UL BT 5 oty
I 1 1
B i - T

173 “_, U_,

soient I'une et lautre convergentes. Alors, a la place du 2¢ théoréme, on ob-
tiendra évidemment la proposition suivante :
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3¢ Théoréme. Supposons que la série (1), qui a pour terme général «,,
étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modules de cette
série qui correspondent, I'un a des valeurs positives, autre & des valeurs
négatives de l'indice n, soient, le premier inférieur, le second supérieur a
I'unité. Si, en substituant aux variables .z, y, z,... d’autres variables X, ¥, Z ...
qui soient des fonctions connues des premieres, on transforme généralement
U, en u,,,, alors lafactorielle P déterminée par I'équation

(6) P’y <1+ul_2> (l—f—i—') (v o) (1 + w) (1 + uy). . .

sera une fonction de &, 7, 2,... qui se trouvera reproduite par la substitu-
tion des variables X, ¥, Z,. .. anx variables x, ¥, 2,... et par l'adjonction
du facteur u, au résultat de cette substitution méme.

Démonstration. En effet, représentons, pour plus de commodité, par
F(x, 7, z,...) la factorielle P. L/équation (6) donnera

Faciporsy )=, (l+$> <l+ %)(l 4+ wo) (14 u) (1 + 1ty). ..,
puis on en tirera, en remplagant x, y,z,... par X, ¥, Z,. ..,

F(X,Y,Z,.. .)::...(I+ ;—) <l+%ﬂ> (l+u|)‘<l+u2)(l + Uy). ...

et par suite
(7) P, Ais . S B (X, 2,00 .)
Considérons maintenant une progression géométrique, et de l'ordre m,

dont le terme général u,, correspondant  l'indice n, soit déterminé par nne
équation de la forme

(8) Aol i
On tirera de cette équation
(9) Upsy = EY A7 SRS an')

les valenrs des variables

Xy Xisoyuisis- F It
étant liées i celles des variables

Bog V5 Bys sy Py W



[ 126 )

par les formules

-

X =xyz...0wm,
Kty 28 o™ ™
(m—1)(n—2) m(m—)
(10) K17 TORE e W 1 Ty i TR
etc.,
P e
W= w.

Cela posé, on déduira évidemment des 1%, 2° et 3° théorémes les pro-
positions suivantes :

4° Théoreme. Supposons que la progression géométrique et de 'ordre m,
qui a pour terme général
T 2= O P . TR
reste convergente, dans le cas ou elle est indéfinument prolongée dans les
deux sens; et soit
R g R A .
la somme de cette progression géométrique. Alors, en nommant X, ¥, Z....

des variables nouvelles liées aux variables x, ¥, z,. .. par les formules (10),
on aura

(11) f(x,J’,z,...,v,w}:f(X,Y,Z,...,V,lf').

5¢ Théoréme. Les mémes choses étant posées que dans le théoreme précé-
dent, si I'on représente par

¥ (so0sgy Zaganh, Vs W)
la factorielle

(i) (4 uy) (1+ uoj (r +u,) (v + ). ..,
on aura encore
(12) By Yoy oy, W) =F(X, ¥ &\ 0 P ),
6¢ Théoréme. Supposons que, la progression géométrique et de I'ordre m,

qui a pour terme général

pm—1

W e VR,
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étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modules de cette
progression, qui correspondent, I'un a des valeurs positives, Fautre a des va-
leurs négatives de n, soient, le premier inférieur, le second supérienr a I'u-
nité. Alors, en nommant X, ¥, Z,... des variables nouvelles liées
aux variables x, 7, z,... par les formules (10), et en désignant par
F(x, 5, z,...,v, w) la factorielle

<I + —l—> (I + l—) (1 +wo) (14 2,) (1 + wy). .o,

u_,

1)
on trouvera
F(x, 7, 8. ..,0w)=uFX,V,2,... ./, )

Dans le cas particulier ou les progressions que I'on considére sont du
second ordre, les divers théorémes que nous venons d’énoncer, joints aux
propositions fondamentales du calcul des résidus, fournissent le moyen d’é-
tablir un grand nombre de formules dignes de remarque, et relatives aux
fonctions elliptiques. SiT'on suppose, au contraire, qu'il s’agisse de progres-
sions géométriques d'un ordre supérieur au second, alors, a la place des
formules qui se rapportent a la théorie des fonctions elliptiques , on obtien-
dra des formules plus générales que je développerai dans d’autres Mémoires.
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 MEMOIRE

SUR LE

CHANGEMENT DES VARIABLES DANS LES INTEGRALES.

§ . — Considérations générales.

Considérons d’abord une intégrale simple ou de la forme

I” &
(1) s = f Qdz.
\ f

r étant une variable réelle et Q une fouction réelle de x, qui demeure con-
tinue entre les limites & = a’, & = x”. Supposons dailleurs que daus cette
intégrale on veuille substituer a la variable x une nouvelle variable x liée a

X par une certaine équation )

(2) =0

ot soient x’, x” les deux valeurs de x correspondantes aux valeurs x’, x
de . On aura, en regardant x comme foaction de x,

dx = D.x dx;

puis on en conclura

1_[" X"
3) j, Qdx ::f, QODyadx,
/ x X

pourvu que, en vertd de I'équation (2), chacune des variables x, x reste
fonction continue de l'autre, du moins entre les limites de P'mtégration,
c'est-a-dire pourva qu'entre ces limites les denx quantités x, x varient simul-
tanément par degrés insensibles, et que, pour des valeurs croissantes de
I'une, Pautre soit toujours croissante ou décroissante. On aura donc, sous
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cette condition,

(4) s:fIX'QDXxdx;

et alors, pour substituer, dans l'intégrale px'opos«ée 8, la variable x & la va-
viable . il suffira, 1° de remplacer dx par dx, en multipliant la fonction
sous le signe [ par le facteur Dyar; 2° de substituer aux limites données de
la variable x les limites correspondantes de la nouvelle variable x.

Si la condition énoncée n’était pas remplie, il deviendrait nécessaive,
avant d'effectuer le changement de variable, de décomposer lintégrale
donunée 8 en plusieurs parties, pour chacune desquelles cette condition se
vérifierait. Alors I'intégrale s, relative a la variable x, se trouverait rem-
placée, non plus par une senle, mais par plusieurs intégrales relatives a la
nouvelle variable x, et serait équivalente & la somme de ces dernieres inté-
grales.

Il importe d’observer que, dans le second membre de la formule (3) on
(4), a est considérée comme une fonction de x complétement déterminée
en vertu de I'équation (2). Si, pour chaque valeur réelle de x, Véquation (2)
fournissait plusieurs valeurs réelles de a, on devrait se borner a considérer
une senle de ces derniéres.

La substitution de x &  ne pourrait plus avoir lieu si a une valeur de x
comprise entre les limites &/, x” ne correspondait pas toujours, en vertu de
'équation (2), au moins une valeur réelle de x.

Observons encore que, si I'on snppose 2’ < x”, le facteur Dya sera, dans
la formule (3) ou (4), une quantité affectée du méme signe que la diffé-
rence x” — x’. Donc, si l'on désigne para la plus petite et par & la plus grande
des deux quantités x’, x”, si dailleurs on nomme 0 la valenr numérique de
Dy, en sorte gu'on ait

(5> 0 = \/(D“r)2,

fx QD xdx :fbﬂl@dx,

et Péquation (4) pourra étre remplacée par celle-ci :

6) S :—-be@dx.

Ex. d'An, et de Phys. math., T. IV . (40€ Jivr.) Ly

on trouvera
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Considérons maintenant une intégrale multiple de la forme

(7) 8 ::j:['] f; ...V[:'u [lv If Qdwdvdu. .. dzdy dx,

Q étant une fonction réelle et continue des n variables véelles x, 7, z,..., u, v, w,
et les limites de chaque intégration pouvant dépendre des variables aux-
quelles se rapportent les intégrations suivantes. Alors, les limites 2/, 2” étant
des quantités constantes, les limites y’, y” pourront étre fonctions de a, les
limites z’, 2” fonctions de 2, ... les limites w’, w” fonctions de x, 7, z,...,
u, v. Dailleurs, l'intégrale $ demeurant la méme, au signe prés, quand on
échange entre eclles les deux limites assignées a une méme variable, par
exemple 2’ et x”, ou y'et y”,..., ou enfin w’ et w”, on pourra se borner a
considérer le cas on & serait inférieur & x”, 9’ a y”, 2" & 2",..., w’ 4 w";
et il est clair que, dans ce cas, s pourra étre regardée comme une somme
d’éléments infiniment petits correspondants aux divers systémes de valeurs
de &, y, 7,..., qui vérifieront simultanément les conditions

®) L o2 K pre adabi P Jd [ o b Bl 25 L ) WA e L
’ T <,y S P B S <l 0 DT e

Si les variables &, ¥, z,... se réduisent 4 une seule, ou a deux, ou a trois,...,
et représentent des coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre
nature, alors les divers systéemes des valeurs de x, y, z,..., pour lesquels les
conditions (8) seront vérifiées, correspondront a des points situés sur une
certaine ligne ou sur une certaine surface, ou renfermés dans un certain
volume, par conséquent a des points compris dans un certain liew géomé-
trique; et l'intégrale s sera complétement déterminée quand ou connaitra ce
lieu géométrique avec la fonction Q. Sile nombre des variables «, y, z,...,
u, v, w devient supérieur a 3, les divers systemes des valeurs de x, 7, 3,...,
w, v, w, pourlesquels se vérifieront les conditions (8), n’appartiendront plus
aun lien géométrique, mais a ce que nous appellerons un liew analy tique, et
'intégrale $ scra encore une intégrale multiple complétement déterminée,
quand on connaitra ce lien analytique avec la fonction Q. Cela posé, on re-
connaitra sans peine qu’a lintégrale s on peut substituer une intégrale ou
une somme dintégrales de méme forme, mais dans lesquelles 'ordre des
intégrations ne serait plus le méme, pourvu que I'on remplace les condi-
tions (8) par d'autres conditions du méme genre, mais de nature telle, que
les divers systémes de valeurs &, ¥, z,..., u, v, w, correspondants aux divers



(131)

éléments des intégrales nouvelles, se réduisent aux divers systemes de valeurs
de x, y, z,..., u, v, w, propres a vérifier les conditions (8), c'est-a-dire, en
d’autres termes, pourvu que les lieux analytiques correspondants anx nou-
velles intégrales, étant réunis les uns aux autres, reprodnisent ensemble le
lieu analytique correspondant a lintégrale s. En joignant a ee principe les
réegles ci-dessus rappelées et relatives au changement de variable dans les
intégrales simples, en pourra changer aussi les variables que renferme une
intégrale multiple. On pourra, par exemple, dans I'intégrale s, substituer anx
variables &, ¥, z,..., %, v, w des variables nouvelles x, y,z,..., n, v, w, liées
aux premieres par un systéme d’équétious données

(g) 5 X =as, Xi= 0, 8% =g 0 U= iWN =0, W=ag,

Entrons 2 ce sujet dans quelques détails.

FYobserve d’abord que les valeurs de x, 7, z,..., u, v, w, tirées des équa-
tions (g), devront étre réduites a des fonctions réelles eontinues et détermi-
nées de x, y, z,...,, u, v, w, du moins entre les limites indiquées par les lieux
analytiques eorrespondants aux intégrales nouvelles. Si, pour chaque systeme
de valeurs réelles de x, y, z,..., u, v, w, les équations (g) fournissaient plu-
sieurs systémes de valeurs réelles de x, y, z,..., u, v, w, on devrait se borner
a considérer un seul de ces derniers systémes.

La substitution des variables x, y, z,..., u, v, w aux variables x, 7, z,...,
, ¢, w ne pourrait plus avoir lien si, a2 un systéme de valeurs de «, 7, z,....
u, v, w, comprises entre les limites des intégrations, ne correspondait pas
toujours, en vertu des formules (g), au moins un systeme de valeurs réelles
de x,y,2,..., 1, V, W.

D'ailleurs, la substitution des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w aux
variables aneciennes &, 7, z,..., &, v, w, sera une opération complexe, décom-
posable en plusieurs autres, dans chacune desquelles nne scule des variables
nouvelles sera substituée a I'une des anciennes; et puisqu'on peut toujours,
sans altérer la fonction sous le signe [, intervertir I'ordre des intégrations
relatives a des variables données, on pourra supposer, dans chaque opéra-
tion particuliere, que la variable ancienne a laquelle on substitue une variable
nouvelle est précisément celle a laquelle se rapporte la premiére intégra-
tion. Donc chaque opération particuliere se réduira toujours a un change-
ment de variable dans une intégrale simple, c’est-a-dire & une opération en
vertu de laquelle la fonction sous le signe f se trouvera multipliée par iin
certain facteur. Ajoutons que ce facteur sera tonjours positif si dans chaque

17.
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intégrale nouvelle, aussi bien que dans l'intégrale s, I'intégration relative &
chaque variable s’effectue entre deux limites, dont la seconde surpasse la pre-
miere.

Cela posé, concevons qu'en opérant, comme on vient de le dire, sur Iin-
tégrale 8, on substitue successivement la variable nouvelle w a la variable w,
puis la variable nouvelle v & la variable ¢, puis la variable nouvelle u a la
variable u,..., puis enfin la variable nouvelle x & la variable x. Lorsque
dans l'intégrale S, relative aux variables x, y, z,..., u, v, w, on substituera
w & w, on devra laisser invariables x, ¥, z,.... Dailleurs, considérant x, y,

, , v, w comme des fonctions déterminées de x,y, z,...,n, v, w, on a
généralement

dx = Dyadx + Dyxdy + ...+ Dyxdv+ Dyxdw,
({)f = Dy ydx +Dy]dy+...+ Dyydv + Dy ydw,

. . . . 3 . DY . . . .

dv = Dy vdx + D vdy “+ ...+ Dyodv + Dyvdw,
dw = Dywdx + Dywdy—+ ...+ Dywdv + Dewdw.

Donc, si on se borne a faire varier w avec x, ¥, z,..., u, v, w, en laissant
2, ¥, %,y 14, 0, w invariables, on trouvera
o=Dsxdx +Dyxdy +...+ Dyxdv + Dwaxdw,
o__ija'x—l—Dyydy—l—.. +Dv]dv+D“ydw

. . . . . - . . . . . .

0=Dx vdx +Dy vdy —+ . —i—Dv pdv —)—Dwvdw
dw = Dywdx + Dywdy +. ..+ Dywdv + Dywdw,

et l'on en’'conclura

S(z=D.zDyy...D, vaw)d
W.
S(£D, zDyy...Dr)

(10) dw =

Donc le facteur positif par lequel on devra multiplier la fonction sous le
signe [, quand on substituera w & w et dw & dw, ne sera.autre chose que la
valeur numérique du rapport

S(Z=DyzDyy...D,wDyw)
S(liny_y. ..Dyv)

D'autre part, lorsqu’apres avoir substitué w a w, on voudra substituer en-
core v a v et dv adp,en considérant v eomme la variable a laquelle se rap-
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porterait la premiere intégration, on devra se borner a faire varier v avee
X, ¥, Z,.y 1, v, en laissant invariables @, 7, 2,..., # et w. Donc alors le rap-
port de dv a dv sera déterminé par les équations

0 =Dixdx + Dyxdy + ...+ Dyaxdv,
0 =Dy ydx+ Dy ydy+...+ D, ydv,
0 = Dy udx + Dyudy + . ..+D,,udv,
dv = Dyvdx + Dyvdy + ...+ D,vdv,

desquelles on tirera

S(= Dz D, y. 1D 2 D o) o

(“) dp = S(==D,zD;y...D,uu)

Donc le facteur positif par lequel on devra multiplier la fonction sous le
signe f, quand on substituera v a ¢, ne sera autre chose que la vaicur numé-
rigue du rapport
S(EED w Dy Dk Dvu).
S(ZXDyzD;y...Duu)

En continuant ainsi, et désignant par
@, @r" PR @(n—z), @(n—d)
les valeurs numériques des résultantes
S(x=D;xDyy...DyoDyw), S(£DxDy y..Dyv),..., S(£Dsx Dy y), D,

on conclura définitivement que si, dans l'intégrale s, on substitue successi-
vement w & w, puis v a ¢,..., puis y a y, puis enfin x a x, les facteurs positifs
par lesquels la fonction sous le signe [ devra étre successivement multipliée
se réduiront aux rapports

c} o’ B

(C]

e @{n—c).

Donc le facteur © équivalent au produit de tous ces rapports sera le facteur
positif par lequel la fonction sous le signe | se trouvera définitivement mul-
tipliée, quand on anra substitué aux anciennes variables x, 7, z,..., u, o, w
les variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w; et Fon peut énoncer la proposi-
tion suivante :
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1" Theoreme. Concevons que, dans l'intégrale multiple

=fxf]f: ...fufv fw Qdwdodu. . .dsdy dx;
z Jy! (4 o T <!

 désigne une fonction réelle de n variables réelles x, y, z,..., u, v, w,
prises chacune entre deux limites dont la seconde surpasse la premiére; les

[V

deux limites de chaque variable pouvant d’ailleurs dépendre des variables
auxquelles se rapportent les intégrations non encore effectuées. Si aux va-
riables x, ¥, z,..., &, v, w on veut substituer n variables nouvelles x, vy,
Z 4.0y, v, W, dont les premiéres soient des fonctions déterminées, on devra,
en remplacant dans l'intégrale proposée dc, dy, dz,..., du, dv, dw par
dx, dy, dz,..., du, dv, dw, multiplier la fonction sous le signe [ par la va-
leur numérique © de la résultante

(12) S(=D;xDyyDyz...DyuDyvDyw),

formée avec les divers termes du tableau

D 1 Doitoly | D20, 8 Bywixs

Dy, Dyy, D.y,... Duy, -
(13) Dz, Doz, Dz uapl, o

. . . . . . . . . .

\ Dyw, Dyw, D,w,... Dyw,

puis égaler I'intégrale proposée a une intégrale on a une somme d'intégrales
de la forme

(14) fffff QOdwdvdu... dzdydx,

en choisissant les limites des intégrations de telle sorte que chaque variable
croisse quand elle passe de la premiére limite a la seconde, et que les lieux
analytiques correspondants aux ‘intégrales nouvelles reproduisent le lieu
analytique correspondant a lintégrale donnée. On peut encore exprimer
cette derniére condition en disant que les divers systemes de valeurs de
Z, ¥, By U, v, w correspondants aux divers éléments des nouvelles in-
tégrales , doivent se réduire précisément anx divers systemes pour lesquels
se vérifient les conditions (8). :

Le théoréme précédent comprend les régles établies par les géométres,
spécialement par Lagrange et par M. Jacobi pour le changement des va-
riables dans les intégrales mualtiples.
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Lorsque les vaviahles anciennes x, 5, z,..., &, v, w s'expriment en fonc-
tion des variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w, de telle sorte que de celles-ci
la derniére seulement entre dans w, les deux derniéres seulement dans v, les
trois derniéres seulement dans «, etc., alors les formules (10), (11), etc., se
rédnisent évidemment aux suivantes:

dw = Dgwdw, dv=Dyvdv,..., dr=D.xdx,

et, en conséquence, le facteur ©, par lequel on doit multiplier la fouction
sous le signe f, quand on substitue les nouvelles variables aux ancieunes, s¢
réduit a la valeur numérique du produit

(15) D,x Dy y D,z ..DyuDyvDyw.

Ou arriverait a la méme conclusion en observant que, dans 'hypothése ad-
mise, le tableau (13) se réduit au suivant :
Wi B ) W R N SRR £ 5

o5 Dy s Bagigioeps Dy y,
(16 0, 0, DB 2 i . it

o, o, RASER Pt 1) 0
et la résultante

S(=#x Dcx Dy y D,z,...DyuD,¢Dyw)

au seul terme
DixDyyDiz. . .DyuDyoDyw.

Ajoutons que la méme résultante se réduirait encore a ce terme unique, si le
tableau (13) se réduisait au suivant :

Bt (0% (e B

D:y, Dyy, O - . L. K By
«17) b Ty | 57 il ) VS e e

Dew, Dyw, D,w,..., Dyw;

a

c'est-a-dire, si des anciennes variables, exprimées en fonction des nouvelles,
la premiere x renfermait x seulement, tandis que x et y seules entreraient
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dans y; x, y et z seules dans z, etc. On peut-donec énoncer encore la pro-
position snivante :

2¢ Théoreme. l.es mémes choses étant posées que dans le 1% théoréme, si
d’ailleurs les valeurs de x, y, z,..., u, v, w, exprimées en fonction des va-
riables nouvelles x, y, z,..., u, v, w, renferment senlement, la premiere, la
variable x; la deuxieme, les deux variables x, y; la troisieme, les trois va-
riables x, y, z; etc.; alors le facteur positif ©, par lequel on devra multiplier
la fonction sous le sigue [, quand on substituera les nouvelles variables anx
anciennes, se réduira simplement a la valeur numérique du produit

Dix Dy yD,z...DyuDyo Dyw.

Remarquons encore que, dans le cas particulier ou les variables x, y,
Z,..., 4, v, w sont liées par des équations linéaires aux variables nouvelles
X, Y, Zyey U, v, w, le facteur © se réduit évidemment a une quantité
constante.

Remarquons enfin que les principes ci-dessus exposés entrainent la propo-
sition suivante:

3¢ Théoréme. Sila fonction placée sous le signe f, dans une intégrale mul-
tiple relative aux variables x, 7, z,..., u, ¢, w, doit étre multipliée par le
facteur ® quand on substitue au systeme x, y, z,..., &, ¢, W un autre
systéme X, y, z,..., u, v, w, et par ©’ quand on substitne au second systeme

X, Y, Zy-.y U, V, W un troisiéme systeme x, Y1 %, v, 1, Cette méme
fonction devra étre multipliée par le produit @@’ quand on passera direc-
tement du premier systéme x, ¥, z,.., %, v, W au troisieme systeme
X5 &ja Baeeoy Uy D, W

D’ailleurs ce théoreme, ainsi que les précédents, continuerait évidemment

de subsister, si plusieurs variables appartenaient 4 la fois aux divers systémes
que I'on considere.

§ II. — dpplications diverses des principes exposés dans le premier paragraphe.

Pour montrer unc application des principes établis dans le § 1, suppo-
sons que, Q étant une fonction réelle de n variables réelles z, 5, z,...,u, v, w,
ct 7 une aatre variable, réelle et positive, liée aux premicres par la formule

(1) P2 v+ wi=r
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on étende l'intégrale

(2) ) Sszf...fffﬂdwdvdu...r/zdydx N

a tous les systemes des valeurs de x, 7, z,..., u, v, w pour lesquels r de-
meure compris entre les limites

r”

(3) Bi—=1r', =T,
Si 'on pose
) VT P Y, 1= 0 S T, V= G By W == O T

les nouvelles variables
Qyy Ogy--vy Up

devront, eu égard a l'équation (1), vérifier la condition
(5) a +ol+...+ a2 =1,
a laguelle on satisfera en prenant

6) 0Ly = COSQy, Oty =SiN P, COSPq,.cy Up_y = SINP,SID Qy...COSP,_5COSQ,_,,

o, = Sing, sin ,...sing,_, sing,_,.
Si d’ailleurs on assujettit les angles ¢, , @,,. .., $,—o @ demeurer compris entre
les limites o, =, et I'angle ¢,_, & demeurer compris entre les limites — x,
+7; alors a tout systeme de valeurs de x, j,’z,..., u, v, w, pour lequel
se vérifiera la condition (1), correspondra toujours un systéme unique de
valeurs de o, , a,,..., a,, pour lequel se vérifiera la condition (5); et, par
suite, si aux variables x, 7, z,..., «, v, w on substitue les variables r, ¢, ,
$as-- s @ny, ON aura, en vertu du 1° théoréme du § I*,

(7) 8:‘/7r fw...fnfrﬂgedrdg:,...dc_'),z__,dgo,,_,,

O désignant un facteur positif que I'on déterminera sans peine en opérant
comme il suit.
Comme en laissant invariables x, 7, z,..., %, v, on tire de la formnle (1),

wdw = rdr,
par conséquent,

- dr
ey ==
Xn

il est clair que, si 'on substitue r a w et dr a dw, on devra, dans l'inté-

Ex. &An, et de Phys. math.. T. 1V . (41¢ ive.) 18
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grale s, multiplier la fonction placée sous le signe f par la valeur numérique
du rapport a—x Si 'on substitue ensuite &, a 2, &, & ¥,..., @,_, 4 v, on devra

évidemment, en vertu des formules (4), remplacer

de, dy,...,dv
par
f‘da,, rdag,o- .y rdan—-l;

ct, en conséqueice, remplacer le produit

. dxdy...dy
par le produit

r® dapdo, L. degti:

Donc, si aux variables x, 7, z,..., u, ¢, w ou substitue les variables
Ty Oy, Oy ..y Gy y, on devra, dans l'intégrale $, multiplier la fonction Q
par la valeur numérique du rapport

r"—-l

&n

D'autre part, si, dans une intégrale multiple, relative aux variables
Oy, Oy« - -y Oy, On substitue a celles-ci les angles ¢,, ¢,,..., ¢,_, liés
avec elles par les équations (6), on devra, en vertu du 2° théoréme du § I¢7,
multiplier la fonction sous le signe [ par la valeur numérique du produit

D, 0B dy. . D[ ap i,
qui peut étre réduit a la forme
(=)' 0a,,
la valeur de @ étant positive et déterminée par I'équation
(8) 6 = siu"? g, sin"? g, ... sin® g,_, sing, ,.

Cela posé, on conclura du3¢théoréme[§1], qu’en substituant aux variables ,
pose, 30

¥ Byees Uy 9, w les variables 7, 9., @5, ..., 9,_,, on doit, avec M. Jacobi,
multiplier la fonction sous le signe [ par le facteur

(9) 0 = gr-'.

Donc la formule (2) pourra étre réduite a

(10) s:f” ff"fge,— drdg, . . . dony dpn_.
—7 JO o r’
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Concevons maintenant que les n variables x, y,z,..., u,v, w, soient
liées 4 n autres variables x, y, z,..., u, v, w par des équations linéaires de
la forme

=ax + a4,y + QG2+ ...+ a,_ W,
bx +by+byz+...+ b, w,
(11) Liis CX 4+ €Y + Caz+ ..ok Cosy W,

—
S R
b1

. . . . . . .

( w=~hx+hy+hz+. .+ " _,w
Pour que l'on ait identiquement
(12) 22+ y*+ 22+ .. 4+ '+ w =x"+ {(’4— 2’ ...+ 0P+ Vi Wl
il suffira que les coefficients

SUOID L B @ li5i€ 5, - B P Brsgi Dactisy ey {1 MG
vérifient les conditions

a0 4.+~ =1, aa,+bb,+...+hk, =0, ...aa,_ ,+b b, _4...h /zn_,:O,
al+ bl4...4+ hi=1,..ai0,_+b by +...+h k=0,

(13)

a_,+ b _ ...+ A =1,

Diailleurs, si aux conditions (13) on joint la formule (24) du Mémoire sur
les sommes alternées connues sous le nom de résultantes [tomell, page 176],
on en conclura

02 =1,
et, par suite ,

(14) =1,
O désignant la valeur numérique de la somme
S(="qopesxs .. b, ik

et, eu égard aux formules (11), cette derniére somme ne différera pas de la

suivante :
S(x=DixDyy... Dyw).

Enfin, la formule (1), jointe a ’équation (1), donnera
(15) Xhy i+ VW=

Cela posé, il résulte du théoréme 1% du § I, que si les conditions (13) sont
remplies, on pourra, dans la formule (2), substituer immédiatement aux
18.
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variables x, y, z, ..., u, v, w les variables nouvelles x, y, z,..., u, v, w liées
aux premiéres par les formules (11), en sorte qu'on aura

(16) fff dedv..,djdx':ff...fodwdv...dydx,

les intégrations étant étendues a tous les systemes de valeurs de x, y,..., v, w
oude x, y,..., v, w pour lesquels la variable positive r, liée avec les premiéres
par la formule (1) ou (15), demeure comprise entre les limites r', r”.

11 importe d’observer que des formules (11) jointes aux équations (13), on
tire immédiatement

(X =ax +hy +cz +... ....+ hw,
y=ax+by+cz+........+ hw,
(17) (2 =@ux+byy+ oz +..on... + hyw,

. . - . . . . . . « » . . . .

W=a, X+ b ¥+ cCry s+ b W
Remarquons encore que l'on peut satisfaire d’une infinité de maniéres aux
conditions (13), par des valeurs réelles des coefficients
21b, | R AR M sl R 2l Ry
in effet, aprés avoir choisi des valeurs réelles de a, b, ¢, ..., k propres a
vérifier la formule
(18) a+b+ct 4.+ =1,
on pourra satisfaire, par des valeurs réelles de a,, by, ¢y, .. ., h,, aux deux
conditions
(19) aa, + bb,+cc,+...+ hhy=0, at+bi+ci+...+hi=1,
qui se réduiront simplement a
aa, + bb, = o0, a?+ b2=1,
si les coefficients a,, b, ¢,,. .., h, sont tous supposés nuls a P'exception des
deux premiers, et qui donneront alors

b, I

R AV TS
2 = ==+

a " e b

Il y a plus: ala premiére des équations (19) on pourra joindre n — 1 équa-
tions de méme forme, c’est-a-dire n — 1 équations en vertu desquelles 7 —1
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fonctions linéaires et homogenes de a,, by, ¢,,. . ., arbitrairement choisies,
se réduiront & zéro; et de ces n —1 équations nouvelles, réunies a la pre-
miére des équations (19), on en tirera une autre de la forme

a, Loy e ol L
(20) X_E_—C—-—.-. ﬁ’

A, B, C,.. ., H étant des quantités connues ; puis deil'équation (20); jointe
a la seconde des formules (1g), on conclura
a, b, OiLN Loy I

(21) e e SN s = : .
AL ETTC H VA4+B*+C 4. . .+ H?

Les valeurs de a,, b,, ¢,,..., k, étant ainsi déterminées, on prouvera, par

des raisonnements semblables, que l'on peuat encore satisfaire, par des

valeurs réelles de a,, b,,¢,,. . ., k,, aux trois équations

(22) aa, + bb, + ... + hh, =0, a,a,+bby+ ... +h h,=o0,

22
2 2 o | ey

al + b+ ...+ h}=r1,

dont les deux premieres peuvent étre jointes a n — 2 équations de méme

forme, arbitraivement choisies; et, en continuant de la sorte, on finira par

obtenir, pour les coefficients

@ Bov oyl | @5y bss 2. iy Res By Ducyy o By,

des valeurs réelles qui seront propres a vérifier les formules (13), quand
on les joindra aux valeurs réelles et arbitrairement choisies des coefficients
7 o St

Concevons & présent qu'en attribuant aux coefficients a, b, ¢, ..., & lIun
quelconque des systémes de valeurs réelles pour lesquels se vérifie la condi-

tion (18), on réduise & a une fonction réelle et continue du polynome
ax + by + cz + ...+ hw,

en sorte que cette fonction étant désignée a I'aide de la lettre caractéris-
tique f, on ait
Q=f(ax + by +cz+...+ hw)

L’équation (16) donnera

(23) ff...ff(ax+bf+...+lzw)dw...d]'d.rsz...ff(x)dw...dydx.

Si d'aillenrs, dans chaque membre de la formule (23), on substitue aux
variables x, y, z, ..., w, oux,y,2,...,w, la variable r liée avec elles
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par l'équation (1) ou (15), et des angles auxiliaires g¢,, o,,. .., Pny liés
encore a ces mémes variables par des équations semblables aux formules (4)
et (6), chaque membre prendra la forme de lintégrale multiple que présente
I'équation (ro); et en posant, pour abréger,

(24) w=aa, + bay+...+ ha,,

L[ et or) drd,. . doyad
=[S [T o by drdo gy

la valeur de § étant toujours celle que détermine la formule (8); puis, en
différentiant les deux membres par rapport a r”, et posant apres la diffé-
rentiation r” =1, on aura simplement

A/jnh/‘)‘“...\[wfc:ﬂef(w)dgo, do,. . .do,_,dp,_,
=f_:jo‘n ...ﬁﬂlﬂef(a4)(1¢.d¢,...d@n_gdq;n_'_

Dailleurs si, en désignant par m, n des nombres entiers quelconques, et

on trouvera

(25)

(26)

par ¢ un angle variable, on pose

@ ='cosQ,
on aura généralement

.fon- sirj”‘“‘ ¢ cos™ "o dp = _.!, @ (1 — a2 )m_;_a e I;I%;?:—;%) :

puis on en conclura

3

L _(m
= w2 T -y
sin™—* do = =
[ anmtody = S
2
et, par suite, eu égard a la formule (8), on trouvera

n—1

j;: /o'ﬂ' L3 _j;ﬂ'e dog. o dppa A = _;_Zn%_?;z;sinn_.: 9.

2
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Donc la formule (26) pourra étre réduite a

\[_.rf f f 0 f(w) dp, dp, . .. dpn_s dpa_,

(27) bis

- FE,:’_I>f_I(1 — a?) ? f(a)da

2

Ou ne doit pas oublier que, dans la formule (24), a,b,c, ..., h désignent
des coefficients arbitraires assujettis seulement & vérifier la condition
A+ b+t .+ =1
Si, en nommant & une quantité véelle quelconque, on remplagait a,b,¢,..., &

par & 5 i, 7» et (o) par f (ka), alors, 4 la place de la formule (277) on obtien-

-
drait la suivante :

[ [T [T 08w dpydon . dpas

(28) 3 n—3

2T

s F) f_"l(l —a?) ? f(ka)dz,

2

\

la valeur de w étant toujours déterminée par la formule (24), eta,b,c, ...,k
étant des coefficients arbitraires, mais liés au coefficient & par la formule
(29) A+ b+t R =R

Lorsque, dans la formule (28), on pose n =3, alors en écrivant @, y au
lieu de ¢, 0,, et a, 6, y au licu de a,, §,,7;, ou trouve simplement

(30) f_" fsinqpf(aa+bs+cy)dqodxsz_'lf(ka)da,

les variables auxiliaires «, §, 7y étant lides aux angles ¢, y par les formules
(31) a=cosp, 6=singcosy, 7y=singsiny,

et les coefficients arbitraires a, b, ¢ étant liés au coefficient & par 'équation
(32) a*+ b* + c* = k.

[.a formule (30) reproduit le théoréme al'aide duquel M. Poisson a intégré
I'équation du mouvement des fluides élastiques.
Si, dans la formule (28) on prend

o) = om,
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m étant un nombre pair quelconque, l'intégrale que renferme le second

membre sera réduite au produit de £™ par la suivante :
I '] r(m:—x)r(n-—-l)
f o™ (1 355, ot P2 Rao,
§ (*57)
r
2
et la formule (28) donnera

(33) /._TL ...fovjo‘@w do,do,...do, o do,_, =27 ——(mjk’".

Mais, d’autre part, en supposant n impair, on aura

o(mtn :
"9 _m+4n-—2 m—|—3m+1 _D";'t”""_;“’?_
O — s . 2
of " Tigy 2 2’
2

¢ devant étre rédait a T'unité, apres les différentiations indiquées par la
caractéristique D,. Gela posé, on tirera de la formule (33)

(34) k"= n—L LTf f f ) dp,de,. . .dy, dop,_,.

Cette derniére formule subsistant, quel que soit le nombre pair m, conti-
nuera de subsister, si I'on y remplace & par une fonction paire f(k) déve-
loppable suivant les puissances ascendantes de 4, pourvu que 'on remplace

en méme temps, dans le second membre, (@ ye)™ par f(w yt). On aura
donc encore, en supposant n impair, et f (k) développable suivant les puis-

sances ascendantes de £?,

(35) £(k) = Dn— f_f ff Sl Bl n o,

pourvu que, les valeurs de w, A étant déterminées par les formules

Be=a+b+c+...+F, wo=aa,+bog+co,+...+ ha,,

et les variables o, , oy, . .., o, étantlides aux angles ¢,, ¢y,. .., ¢,_, par les
équations (6), on pose ¢ =1, apres les différentiations indiquées par la lettre

caractéristique D..



MEMOIRE

SUR

LES VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS

D’'UNE OU DE PLYSIEURS VARIABLES.

Counsidérons d’abord une fonction Q d’'une seule variable x, et supposons
que cette fonction reste continue entre deux valeurs données de la variable.
Si, apreés avoir interposé entre ces deux valeurs d’autres valeurs équidis-
tantes, dont le nombre représenté par n — 1 soit trés-considérable, on
cherche les diverses valenrs de la fonction Q correspondantes aux n — 1
valeurs données de la variable &, la moyenne arithmétique entre ces valeurs
de Q se transformera, quand le nombre n deviendra infini, en ce gue nous
nommerons la valeur moyenne de la fonction Q, et cetie valeur moyenne
sera le rapport des deux intégrales définies relatives a ar, dans lesquelles les
fonctions sous le signe f seront Q et I'unité. Pour plus de commodité, je dé-
signerai cette valeur moyenne de Q a l'aide de la lettre caractéristique M,
et je placerai an-dessons et au-dessus du signe M, les limites de la variable .
suivant 'nsage adopté pour les intégrales définies.

Concevons maintenant que Q représente une fonction de plusienrs varia-
bles &, y,..., qui reste continue pour les systemes de valeurs de x, 7,...
comprises entre certaines limites. [.e rapport entre les deux intégrales défi-
nies qui, étant relatives a a, y,..., et prises entre les limites données,
renfermeront sous le signe [“la fonction Q et l'unité, sera la limite vers
laquelle convergera la moyenne -arithmétique entre les valeurs de Q qui
correspondront & des éléments égaux de la seconde intégrale. Pour cette
raison, le rapport dont il s'agit sera nommé la valeur moyenne de la fonc-
tion &, et je désignerai encore cette valenr moyenne a l'aide de la lettre

Ex,d'An. et de Phys. math., T. IV.(41¢livr.) . 19
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caractéristique M, en indiguant au-dessous et an-dessus du signe M les limites
des diverses intégrations.

Concevons, maintenant, que les intégrations doivent étre étendues a tous
les systémes de valears des variables &, y,z,. . ., qui réduisent une certaine
fonction rde ces mémes variables 4 une quantité comprise entre deux limites
données @, b. On pourra rechercher ce que devieut la valeur moyenne de
la fonction Q dans le cas particulier on les deux limites a, & se réduisent a
unc seule. Dans ce cas, qui mérite d’étre remarqué, nous pourrons nous
borner a indiquer au-dessus dn signe M la limite a de la fonction r, eu
ayant soin, daillears, d'écrire au-dessous du méme signe les dlverses varia-
bles x, y, z, .., auxquelles se rapportent les intégrations.

Comume nous le montrerons plus tard, la considération des valeurs moyennes
des fonctions d’'une on de plusieurs variables peut étre utilement employée
dans la solution de plusicurs problémes d’analyse, spécialement dans linté-
gration des équations linéaires anx dérivées partielles.

ANALYSFE. ~
Supposons que l'on fasse varier x, y, z,. .., entre les limites
X=Xg, X=Xy5 J=Jo» V=7 15 B=23Zgy 5=545 ...,

Yo, Y. pouvant étre des fonctions de x, et z,, z, des fonctions de x, y, etc.
Soit d'ailleurs Q uue fonction de &, ou de x, y,etc., qui reste continue entre
les limites dont il s’agit. La valeur moyenne de Q entre ces limites sera

Il Y
it 4 A Qdx

Q :

70} ?
=2y 4 B
x

0

Ty A
P VR f f Qdydz
0

M Q==

1':1“_7__7“ f f d)’d.l)

el

1

I

ou

Cela posé, on établira facilement la proposition suivante :

» 1 Théoréme. Soit Q nne fonction réelle de n variables réelles o, Ve
z,.... Si a celles-ci on substitue n autres variables réelles x, y, z,.. . qui
soient liées aux premiéres par n équations linéaires, Q con31derée commie
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fonction de &, y, z,... ou de x, vy, z,..., conservera dans les deux cas
la méme valeur moyenne, pourvn que les limites assignées an second
systeme de variables correspondent anx limites assignées au premier
systéme.

Démonstration. En effet, quand on transformera chaque iutégrale rela-
tive aux variables &, y,z,..., en substitnant a celles-ci les variables x,
¥,%, ..,la fonction surle signe f sera multipliée, comme l'on sait, par le
facteur

©=85(xDyxDyyD,z...)

Si, d'ailleurs, les variables &, 7, z,. .. sont liées par des équations linéaires
aux variables x,y,z,.. ., le tacteur © se réduira smlplcm( ut & une constante.
Donc alors ce facteur pourra étre placé en dchors des signes d'intégration,
puis effacé comme factenr commun des deux termes du rapport qui repré-
sentera la valeur de Q.

Soit maintenant r = f(x, 7, z,...) une nouvelle fonction, réelle aussi
bien que Q, et supposons que P'on cherche la moyenne entre les valeurs
de Q correspondantes a toutes les valeurs de x, 5, z,.. pour lesquelles la
fonction r demeure comprise entre deux limites données a, b. Désignons
d'aillenrs a P'aide de la notation ‘

r=—a
M Q
NI N
> devi d la différence b é i
ce que devient cette moyenne quand la différence b — a s'évanouit. Ou
aura, en verta du théoreme précédent, et en supposant tonjours x, y, z,...

lies a x, y, z,... par des équations linéaires,

) r=a r=iu

(1) Moo= M .9
" r, 7, %, .. X, ¥,7,.

Supposons, pour fixer les idées, que la variable r, étant positive, soit
liée aux n variables x, y, z,... par une équation de ]a forme
{(2) ek SR e T i A

3il'on nomme A la moyenne entre les diverses valeurs de Q correspondantes
aux divers systemes de valeurs de x, y, z,. . ., pour lesquels  demeure com-
prise entre les limites positives a, b, on aura -

‘ ffj - Qdady dr
3) e S dzdy dz
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les intégrations s'étendant a tous ces systémes. Si d’ailleurs on pose, comme
dans le Mémoire précédent,

(4) X =Ty J=Oa T, 5= 0Oyl e,

les variables a,, oy, a5,..., a,, liées aux n variables x, y,z,... parles
formules (4), devront, eu égard a I'équation (2), vérifier la condition

(5) o} + a4 ...+ o’ =1.
Diailleurs, pour satisfaire a cette condition, il suffit de prendre

6 0Ly == COSQ,, 0y =SIN P, COSPgyur., Oy = sing, sin @,...sing, ,COSQ,_,,
(6) 0 = sing, sing,...sing, ,sing,_, . .

'y a plus: si l'on assujettit les angles o,, o,,..., ¢n-2 & demeurer compris
entre les limites o, 7, et I'angle ¢,_, & demeurer compris entre les limites
—m, m; alors, pour chaque systéme de valeurs de o, , a,,..., o, propres a
vérifier la condition (5), on obticudra toujours un systéme unique de valeurs
de 9, ¢3,.-, Pn_y. Gela posé, si I'on fait, pour abréger,

(7) 0 =sin"? g,sin"g,...5in*Q, ;SiNQ, 5,

et si, en opérant comme dans le Mémoire précédent, on substitue, dans les
deux intégrales que renferme la formule (3), les variables ¢,, ¢5,...,
@u—2y Pn—y, I aux n variables x, .y, z,.. ., on trouvera

f f f f 0Q r—tdrdy,.. dqan_; A
(8) = :
f f f f 8 ri=tdrde,. . .don— dgn—

Concevons maintenant que, dans I'équation (8), on pose b = a; alorvs le

’ . i g o
second membre de cette equatlon se presentera sous la forme 5; et pour

obtenir sa véritable valeur, il suffira de remplacer le rapport des denx inté-

grales qu'il renferme par le rapport de leurs dérivées relatives a b, puis de

poser, dans ce dernier rapport, b=a; et commela valenr de A ainsi obtenue

sera précisément la valeur moyenne de Q, désignée par la notation .
r=a

M Q,

T, 058,
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nous devons conclure que l'on aura

T
(9)
b -" j f f 0dy,...don (lq),,_,.

D’autre part, comme en désignant par iz un nombre entier quelconque, on

I
Py m
=2 (—-—)
2

(10) j:‘ sinm—lq;dtp:r<m+l)

a généralement

on trouvera, eu égard a l'équation (7),

1) f’z fn.‘.fﬁedq:,...u'go,,_a(lq),,_,: 2 7
—xJo o F(fz’_)

donc la formule (g) pourra étre réduite a

. r—a F ﬁ)
(]2) I\'l Q:...<Lnfﬂ f‘—r.-.fﬂeﬂﬂ'q},...‘d@n_,dq&n_,.
21?; —m@ Jo o

Eap d710s bl

Considérons maintenant, d’'nne maniére spéciale, le cas on l'on a
&=y,

Dans ce cas la fonction de x, y, z,..., désignée par Q, se réduit pour
r=1, en vertu des formules (4), a une fonction des variables

Olyy Raye sy Gn;

et, en substituant cette derniére fonction a la premiere, on réduit la moyenne

r=i

M Q,
i DT, i
a la forme
p:l
M Q,
oy Clyes gion

o étant une variable nouvelle liée aux variables a,, «,,.. ., @, par 'équation

(13) pr=al + a; -+ ..al.
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Donc, en considérant @ comme une fonction des 7 variables «,, o,,. . ., a,,
et supposant p lié a celles-ci par I'équation (13), on aura

g M ( )f_f ,ﬁ"’end?.d%...d¢n_2d¢n_.,

n

-4 24 vee oxn ER
12 ’ )

B 3

pourva que, dans le second membre de la formule (14), on regarde a,,
%yy- -+, &y, § comme des fonctions de ¢,, 9,,. .., 9,, déterminées par les
formules (6) et (7).

Concevons, a présent, que u,, U, ... ., u, étant des coefficients réels, on
pose

(15) O = U Oy Uy Oy o U, Oy,

Soit, dailleurs, £ une quantité positive liée aux coefficients w,, u,,.. ., u,
par la formule

(16) R=uldtul .. +ul;

et nommons F (k) une fonction paire de &, développable suivant les puis-
sances ascendantes de &*. En verta de la formule (35) du précédent Mémoire,
on aura, pour des valeurs impaires de 7,

n-—I

17, Flh) = ——— Iﬂf f ﬁz Flovt) dg,. . .do, ,do,_,,

27

pourvu que l'on pose ¢ =1, apres les différentiations indiquées par la ca-
ractéristique D,. Donc, en égard a la formule (14), on aura encore

O -

(18) = W DIl T R ayd

r '_l_ ROy nd Rotn
> s

Concevons maintenant que F(4) désigne une fonction de &, paire ou im-
paire, mais développable suivant les puissances ascendantes de 4. Alors

lexpression : P
o=1 I
M F(ka)= - F(ka)da
o =—1 ==k
représentera une fonction paire de &, développable suivant les puissances
ascendantes de A?; et a la formule (18) on devra substituer celle qu'on en
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Y
%=1

déduit quand on remplace dans le premier membre F(A)par M F(ko),

o =~

et, dans le second membre, I'expression

N Pt T |

par l'expression
(19) pT |7 W e |,

ou, ce qui revient an méme, par la suivante :

n—t [ n—2

D ? Ll % fIF(wa\/z_)da )

(20)

dans laquelle on devra toujours réduire ¢ a lunité, apres les différentiations
indiquées par la caractéristique D.. Dailleurs, si I'on remplace F (k) par &,
m étant un nombre pair quelconque, I'expression (20), réduite a

;D‘T[z 5 j:. (maw_)mda],

sera équivalente au produit

m—1
1m4ns 2 m—!—5m+3wml 2
2 2 2 2

ou, ce gui revient au méme, a l'expression

n—3[ n—2
, —
N _Dt > l:z . (w \/l )m]'
2t
On aura donc, pour des valeurs paires de m,

n—I1 n—2 n—3 n—a2

4 f_‘l(w\/:)mda =Lp T (wyi Pl

»
ou, ce qui revient'au méme,

n—u n—1 n—3 n—2

BT M (waye)” :-LDlT[z > (wy)™].

2t

o=—1

3 2 s oy I , .
lin égard a cette derniére formule, dans laquelle le facteur — se réduira
L

simplement a % pour t =1, on tirera de I'équation (18), quand on y rempla-
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cera F (k) par By F(ka), en supposant F (k) développable suivant les

o = —I

puissances ascendantes de &,

L e = Y- n—3[ n—a
™ < «
(21) M Flhka)=—— M D * |t ? F(w)]l
= n
- o =—1 21‘(—) Tz %) el
En résumé, on peut énoncer les deux propositions suivantes :
2¢ Théoréme. Soient a,, ¢,,. .., a,, n variables réelles; soit encore
W=U Oy + Uy Oy + ..o U0,

une fonction linéaire de ces variables, les coefficients u,gu, ,. .., u, étant
véels, et posons

p=voi+a;+ ... +a?, Koe=s e ol o L - uk
Soit enfin F (&) une fonction paire de k, développable suivant les puissances

ascendantes de 2. On aura, pour des valeurs impaires de 7,

I

; p=1 n— 1 n—2 d
Fihy=—o W o7 [T R

n
T (__ Ayy KgyeenyOn
2

Y

pourvu qu’aprés avoir effectué les différentiations indiquées par la carac-
téristique D, on réduise le paramétre ¢ a l'unité. On aura d’aillenrs, comme
Pon sait,

3¢ Théoréme. Lies mémes choses étant posées que dans le théoreme
précédent, si lon nomme F(£) une fonction développable suivant les puis-
sances ascendantes de &, on aura

Y

! " 3 n — 2%
=] _n_'), p:[ 3 _
M Flka)=———- M D, [z P (co\;z)],
o =—1 2T ; Uyy Ugger.  “n

pourvu qu'apres les différentiations indiquées par la caractéristique D, on
réduise ¢ & Tunité.
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NOTE

SUR

L’EMPLOI DES THEOREMES

relatifs aux waleurs moyennes des fonctions dans Uintégration
des équations différentielles et aux dérivées partielles.

Supposons d'abord l'inconnue = déterminée en fonction du temps ¢ par
une équation différentielle de la forme

(1) Dz = i,

k étant une quantité constante. Si l'on nomme =,, =, les valeurs de = et
D, = correspondantes a une valeur nulle de ¢, l'intégrale générale de I'équa-
tion (1) sera

ekt =15 e—Hh ekt — p—Ht
= (3
2 2 2k

@y,

ou, ce qui revient au méme,

o =1 a=1
(2) z=D, M teleg,+ M tetw,.

o= =1 oao=—1

Si d'ailleurs la quantité &2 est la somme des carrés de plusicurs autres quan-
tités u,, uy,..., i,, €n sorte qu’on ait
(3) = u? + ul +...+ ul,
on pourra, dans la formule (2), remplacer 'exponentielle e** par une autre
dans laquelle 'exposant soit réduit a une fonction linéaire de u,, u,..., u,.
En effet, supposons d’abord que 7 soit un nombre impair. Alors, en dési-
gnant par
Oyy Aayeeey &y
Ex. d'An. et de Phys, math,, T. IV. (44 livr.) a0
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n variables auxiliaires, et posant
4) W= UyOy + UgOy oot Up Oy, PP = 0 + al +...+ 02,

ontireradel'éqnation (2), combinéc avec la formule (2 1)du précédent Mémoire,

i n—3 n—2 -
( 2 o ewt b
(5) vs=——D, M tD, [; ew‘\/tj R
2T ( > Gyy Cgyeesy On
I
2

o= n—3 n—2
+-—— M D * [+* ewt\ﬁ] &1
2T <--> Olyy Kyyeeey XN

¢ devant étre réduit a P'unité, aprés les différentiations indiquées par la
caractéristique D, . Si 72 était pair, ou, ce qui revient an méme, si, n étant”
impair, A2 était de la forme

N

6) k= u?+ ul+...+ ul,
il suffirait, pour revenir au cas précédent, de joindre a la formule (3)
'équation
(7) Up = 0,
en vertu de laquelle la valeur de w serait réduite a
8) O = U0y - Uyl eoet Up_y Oy

Concevons maintenant que, &, ¥, %,... étant de nouvelles variables
indépendantes, & se transforme en une fonction de D, D,, D,,... entiére et
du second degré, représentée par F(D,, D,,D,,...). 'équation (1), ou, en
d’antres termes, la formule
(9) D?s =F(D,,D,,D;...) 5,
sera une équation aux dérivées particlles, linéaire et du second ordre, qui
déterminera 'inconnue = considérée comme fonction de &, ', 2,..., ¢, quand
on connaitra les valeurs initiales de = et D,w. Soient =, (x, 7, z,...),
5, (%, ¥y 5y) ces valeurs initiales. L'intégrale générale de I'équation (1)
ou (g) sera représentée par la formule symboligue ;

a=1 o =1
(10). - m=D, M teh*my(2, 7, 2,..) + M telew, (x, 5, 2,..),
o =—1 - =—1
analogue & I'équation (2). Soient d’ailleurs
u

e Dy, =Bl b= D,
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On aura
(11) : k= F (o w,..);
et, si n désigne le nombre des variables x, 7, z,. .., la valeur de &* déter-
minée par 'équation (11) pourra étre généralement réduite a la forme
(12) o= u} +ul+..+ul,
1,y Ug,..., U, étant des fonctions linéaires de u, ¢, w,..., en sorte qu’on aura

u, =au+ b+ cw+..+ 1,
(3) Uy = Att + byv 4+ cow ..+ [,

Uy = At + b0 + C,w +...+ L,
@y, by, Ci b3 Ay, by, Cagensy Lyseey @y by, €pye, 1, étant des coefficients qui
seront tous réels si la fonction F(x, 7, z,...) est du nombre de celles qui
restent positives pour des valeurs quelconques de x, ¥, z,.... Admettons
cette derniére hypothese. Alors, pour déduire de la formule (5) l'intégrale
générale de 'équation (1), il suffira de remplacer dans cette formaole =, et
@, par o, (&, 1, 2,...) et @, (x, ¥, 2,...). D'autre part, en vertu des for-
mules (13) jointes a la premiére des équations (4), on aura

(14) o)=au+€v+'yw—+;...+ o
les valeurs de «, 6, 7,..., A étant

(15)

0= @y Oy Bty + it By, 8 =b,a, + ba0ty +...+ Dpa,,...,
A=bLa, + Loy +...+ Lo,

Eufin, en désignant par = («, ¥, z,...) une fonction arbitraire de z, ¥, z,...,
on aura, en vertu du théoreme de Taylor, eu égard 4 la formule (14),

(16) et Viw (20,7, 2,...) = eVig(x + at i, y + aty1,...).

Donc lintégrale générale de I'équation (g) sera

- ) m—3 T p—o
2 ==t e =
17w == = -D, M tD, ) [t e e“\ﬁwo(x—i—at\/-z,]—%—@t \/l,...)]

n
2T | — Oyy Byyerey O
2

% peoin Py (s o
- NN %2 Ty L 3 e“\nw,(:z‘—}—at\/z,j—k-@tv'z,...)]’

- 20.
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¢ devant étre réduit a P'unité aprés les différentiations indiquées par la
caractéristique D.. \

La formule (17) conduit aisément a la connaissance des lois des phéno-
ménes dont I'étude exige I'intégration d’'équations semblables a la formule (g).
Supposons, pour fixer les idées, que x, ¥, z,... représentent des coordon-
nées d’'une ou de plusieurs sortes. Supposons encore que I'équation (g) soit
homogeéne, et que, par suite, I,, L,,..., I,, X s'évanouissent. Supposons enfin
que les valeurs de I'inconnue = et de sa dérivée soient insensibles au pre-
mier instant pour des valeurs de x, y, z,... sensiblement différentes de
zéro. Alors, en vertu de la formule (17), la valenr de = ne sera sensible an
bout du temps ¢ que pour des valeurs de x, ¥, 2,... qui vérifieront sensi-
blement les formules

(18) . x+at=o0, y+8t=o0, z+yt=0,....

Soient d’ailleurs

(19) @, =a,a+b,84+c,y+..., @ =a,a+ b8+ cyy+...,

les valeurs de ¢,, ay,... tirées des formules (15). L/'équation

(20) al + a2 +...+af =,

jointe aux formnles (18), (1g), donnera

(21) (@, 2+b, y+c, 2. )2+ (8, X+ by y+cy 2. 4. (2, 20+ b, y+c,z. )2 =12,

et I'équation (21) devra étre vérifiée sensiblement, au bout du temps ¢, par
tous les systémes des valeurs x, ¥, z,... pour lesquelles I'inconnue = conser-

vera une valeur sensible.
Si ) cessait de s'évanouir, les conclusions auxquelles nous venons de

parvenir ne sabsisteraient, en général, que pour des valeurs peu considé-

rables de z.

Si la formule (g) se réduit 4 'équation du mouvement des fluides élas-
tiques, la formule (17) reproduira I'intégrale connue de cette équation, et la
formule (21) sera 'équation de la surface sphérique mobile qui représentera

I’'onde sonore.
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MEMOIRE

SUR

LES QUANTITES GEOMETRIQUES.

La théorie des équivalences algébriques, a laquelle se rapporte un des
précédents Mémoires, n'est pas la seule qui puisse étre utilement substituée
a la théorie des expressions imaginaires. On peut encore, avec avantage ,
remplacer ces expressions par les quantités géométriques, dont'emploi donne
a lalgébre non-seulement une clarté, une précision nouvelle, mais encore
une plus grande généralité. Entrons, a ce sujet, dans quelques détails.

La théorie des expressions imaginaires a été, a diverses époques, envi-
sagée sous divers points de vue. Deés I'année 1806, M. I'abbé Buée et M. Ar-
gand, en partant de cette idée que V— 1 est un signe de perpendicularité,
avaient donné des expressions imaginaires une interprétation géométrique,
contre laquelle des objcctions spécieuses ont été proposées. Plus tard,
M. Argand et d’autres auteurs, particulierement MM. Francais, Faure,
Mourey, Vallés, etc., ont publié des recherches (*) qui avaient pour but
de développer ou de modifier I'interprétation dont il s’agit. Dans mon 4na-
lyse algébrique, publiée en 1821, je m'étais contenté de faire voir qu'on
peut rendre rigoureuse la théorie des expressious et des équations imagi-
naires, en considérant ces expressious et ces éqnations comme symboliques.
Mais , aprés de nouvelles et mitres réflexions, le meillenr parti 4 prendre

me parait étre d’abandonner entiérement 'usage du signe y— 1, et de rem-

(*) Une grande partie des résultats de ces recherches avait été, a ce qu'il parait, obtenne,
méme avant le siécle présent et dés I'année 1786, par un savant modeste, M. Henri-Domi-
nique Truel, qui, aprés les avoir consignés dans divers manuscrits, les a communiqués, vers
Pannée 1810, 4 M. Augustin Norméand , constructeur de vaisseaux au Havre,
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placer la théorie des expressions imaginaires par la théorie des quantités que
jappellerai géomeétriques, en mettant a profit les idées émises et les nota-
tions proposées non-seulement par les auteurs déja cités, mais aussi par
M. de Saint-Venant, dans un Mémoire digne de remarque, sur les sommes
geométriques. Clest ce que j'essayerai d’expliquer dans les paragraphes sni-
vants, qui offriront une sorte de résumé des travaux faits sur cette matiére,
reproduits dans un ordre méthodique, avec des modifications utiles, sous une
forme simple et nouvelle en quelques points.

§ Ie'. — Définitions, notations.

Menons, dans un plan fixe, et par un point fixe O pris pour origine ou
pole, un axe polaire OX. Soient d'ailleurs r la distance de l'origine O a un
autre point A du plan fixe, et p 'angle polaire, positif ou négatif, décrit
par un rayon mobile, qui, en tournant autour de l'origine O dans un sens ou
dans un autre , passe de la position OX i la position OA.

Nous appellerons quantité géometrique, et nous désignerons par la nota-
tion r, le rayon vecteur OA dirigé de O vers A. La longueur de ce rayon,
représentée par la lettre r, sera nommée la valeur numerique ou le module
de la quantité géométrique r,; 'angle p, qui indique la direction du rayon
vecteur OA, sera I'argument ou l'azimut de cette méme quantité. Deux
quantités géométriques seront égales entre elles, lorsqu’elles représenteront
le méme rayon vecteur. Donc, puisquun tel rayon revient toujours a la
méme position, quand on le fait tourner autour de P'origine dans un sens ou
daps un autre, de maniére que chacun de ses points décrive une ou plu-
sieurs circonférences du cercle, il est clair que si 'on désigne par A une
quantité entiére quelconque, positive, nulle ou négative, et par 7 le rapport
de la circonférence an diamétre, une équation de la forme

Bp = f'p
entrainera toujours les denx suivantes :
R=r,  Pi= p+2km,
et, par suite, les formules
casP = cosp, sin'P =sinp.
Enfin, nous conviendrons de mesurer les longueurs absolues sur l'axe
polaire OX, en sorte qu'on aura identiquement
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Quant a la quantité géométrique r; (), elle se mesacera aussi bien que r,.
sur I'axe polaire OX, mais en sens inverse, et, par suite, la notation r; pourra
étre censée représenter ce u'on nomme, en algébre, une quantité négative.

Cela posé, la notion de quantité géométrique comprendra, comme cas
particulier, la notion de quantité algébriqgue, positive ou négative, et, a plus
forte raison, la notion de quantité arithmétique ou de nombre, renfermée
elle-méme, camme cas particulicr, dans la notion de quantité algébrique.

Ajoutons que, pour plus de généralité, on pourra désigner encore, sous
le nom de quantité géométrique, et a 'aide de la notation r,,, une longueur r
mesarée dans le plan fixe donné, a partir d'un point quelconque, mais dans
une direction qui forme avec Paxe fixe OX, ou avec un axe paralléle, Pangle
polaire p. Alors le point a partir dngquel se mesurera la longueur r, et le point
auquel elle aboutira, seront l'origine et extrémité de cette longueur.

§ . — Sommes , produits et puissances entitres des quantités géométriques.

Aprés avoir défini les quantités géométriques, il est encore nécessaire de
définir les diverses fonctions de ces quantités, spécialement leurs sommes.
leurs produits et leurs puissances entieres, en choisissant des définitions qui
s'accordent avec celles que 'on admet dans le cas o il s'agit simplement de
quantités algébriques. Or, cette condition sera remplie, si I'on adopte les
conventions que nous allons indiquer.

Etant données plusieurs quantités géométriques,

1, '"
Ty Ty IP"" o

représentées en grandeur et en direction par les rayons vecteurs
OA, 04, 0As,...

qui joignent le péle O aux points A, A/, A”, ..., concevons que T'on menc
par lextrémité A du rayon vecteur OA une droite AB égale et parallele au
rayon vecteur OA’, puis, par le point B une droite BC égale et paralléle au
rayon vecteur OA”, . . .; et joignons le pole O au dernier sommet K de Ia
portion de polygone OABC. .. HK construite comme on vient de le dire.

(*) En général, les notations
Tpy Ip+m

représenteront deux longueurs mesurées sur la méme droite, mais dans des directions
opposees.
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On obtiendra le dernier c6té OK d'nn polygone fermé dont les premiers
cotés seront OA, AB, BC, . .., HK. Or, ce dernier coté OK sera ce que
nous appellerons la somme des quantités géométriques données, et ce que
nous indiquerons par la juxtaposition de ces quantités, liées 'une a 'autre
par le signe +, comme on a coutume de le faire pour une somme de quan-
tités algébriques. En conséquence, si 'on nomme R la valeur numérique du
rayon vecteur OK, et P I'angle polaire formé par ce rayon avec I'axe polaire,
oIl aura

(,) Rl)=rp+r;l+r;n+---.

Observons d'ailleurs que les cotés OA, AB, BC,. .., HK, du polygone
ABCD ... HK, peuvent étre censés représenter eux-mémes les quantités

géométriques désignées par les notations T I r';,, y - ... Done, pour obtenir

la somme de plusieurs quantités geométriques, il suffit de porter, lune
aprés Uautre, les diverses longueurs qu'elles représentent, dans les direc-
tions indiquées par les divers arguments, en prenant pour origine de
chaque longueur nouvelle Uextrémité de la longueur précédente, puis de
joindre Uorigine de la premiére longueur a Uextrémité de la derniére, par
une droite qui représentera en grandeur et en direction la somme cherchée.

Si I'on projette orthogonalement les divers cotés du polygone OABC... HK
sur I'axe polaire, la projection algébrique du dernier co6té OK sera évidem-
ment la somme des projections algébriques de tous les autres, ou, ce qui
revient au méme, la somme des projections algébriques des rayons vec-
teurs OA, OA’, OA”, .. .. Donc I'équation (1) entrainera la suivante :

(2) RcosP=rcosp—+r'cosp +r"cosp’+ ....

On tronvera de méme, en projetant les divers cotés du polygone
OABC... HK, non plus sur l'axe polaire, mais sur un axe fixe, perpen-
diculaire a celui-ci :

(3) Rsin P =rsinp+ r'sinp + r’sinp”+ ....

Les équations (2) et (3) fournissent le moyen de déterminer aisément le
module R et I'argument P de la somme de plusieurs quantités géométriques.

Si 'on considére seulement deux rayons vecteurs OA, OA’, représentés en
grandeur et en direction par les quantités géométriques r, r_,, la somme
de ces derniéres sera, en vertu de la définition admise, une troisieme
quantité géométrique propre a représenter en grandeur et en direction la
diagonale OK du parallélogramme construit sur les rayons vecteurs donnés.
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En d’autres termes, elle sera le troisieme coté d’un triangle qui aura pour
premier coté le rayon vecteur OA, le second c6té AK étant égal et parallele
au rayon vecteur OA’. Diailleurs, dans ce triangle, le c6té OK, représenté
en grandeur par le module de la somme r + r,, sera compris entre la

somme et la différence des deux autres cOtés, représentés en grandeur par
les modules r et r’. On peut donc énoncer la proposition suivante :

15" Théoréme. Le module de la somme de deux quantités géométriques
est toujours compris entre la somme et la différence de leurs modules.

1l est bon d'observer que le module de la somme de deux quantités géo-
métriques r}), r;, pourrait atteindre les limites qui lui sont assignées par le
théoréme précédent, et se réduirait effectivement a la somme on a la diffé-
rence des modules r, r’, si les rayons vectenrs OA, OA’ étzient dirigés sui-
vant une méme droite, dans le méme sens ou en scns opposés.

Le théoréme 1°* entraine évidemment le suivant :

_2® Théoreme. Le module de la somme de plusienrs quantités géométriques
ne peut surpasser la somme de lenrs modules.

On peut, au reste, déduire directement ce 2° théoréme de cette seule
considération, que dans un polygone formé OABC... HK, le dernier
coté OK ne peut surpasser la somme de tous les autres.

Ce que nous nommerons le produit de plusieurs quantités géométriques,
ce sera une nouvelle quantité géométrique qui aura pour module le produit
de lenrs modules, et pour argument la somme de leurs arguments. Nous
indiquerons le produit de plusieurs quantités géométriques,

r

‘! 4
YT R ity is

Y p

2 lw -d . ) . % e ’ .

4 l'aide des notations que I'on emploie dans le cas ou il sagit de (uantités
algébriques, par excmple, en plagant ces quantités a la suite les unes des
autres , sans les faire précéder d’aucun signe. Cela posé, on aura, dapres la
définition énoncée,

(4) R SER SR dhL 9

r'p p"-- P+/’I+F”+‘--‘

On sait que, pour multiplicr par un facteur donné la somme de plu-
sieurs nombres on de plusicars quantités algébriques, il suffit de multiplier
chaque terme de la somme par le facteur dont il s’agit. La somme R, de
plusieurs quantités géométriques Py lyy oo jonit de la méme propriété.
Pour le prouver, il suffit de faire voir que l'équation (1) continuera de

Ex, d'An. et de Phys, math,, T. [V, (41¢ livr.) 21
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subsister, si I'on multiplie les divers termes

"

i -
-Rpa oo 8 Ve "Pu,---

» p"?
par un facteur géométrique po Or, en premier lieu, si le module o se
véduit a 'unité, il suffira, pour effectuer la multiplication dont il sagit,

9. ) 0
d’ajouter 'argument & & chacun des arguments P, p, p', p”,.... Mais cette

opcration revient 4 faire tourner autour de l'origine chacun des rayons
vecteurs

r
R, oy Toseees

et, par suite, le polygone OABC... HK, dont la construction fournit la

valeur de R, en faisant décrire a chaque rayon vecteur 'angle = ; elle lais-
sera donc subsister I'équation (1), qui deviendra

(5) R :rp+ﬁ+r' —+ ....

"
Ptz prwt Ty
Eu second lieu, on pourra, sans altérer les directions des cotés du polygone
OABC ... HK, le transformer en un polygone semblable, en faisant va-
rier ses cotés dans le rapport de 1 ap, et I'on pourra ainsi, de la formule (5),
déduire I'équation
—_— 14
(RP)P+1;7 _krp)p—l—m' £ (l” P)p’+tr+ =
qui peut étre présentée sous la forme
6) P Bp=pot, +pg 1y =+ -
On peut donc énoncer la proposition suivante :
3¢ Théoreme. Pour multiplier la somme
f‘p = I‘P/ Staiee

PI
il suffit de multiplier chacun des termes qui la composent par ce méme fac-

de plusicurs quantités géométriques 7, 1 ... par le facteur géométrique g,
teur.

Ce théoreme une fois établi, on en déduit immédiatement la proposition
plus générale dont voici I'énoncé:

4¢ Théoréme. Le produit de plusieurs sommes de quantités géométriques
est la somme des produits partiels que 'on peut former avec les divers
termes de ces mémes sommes, en prenant un facteur dans chacune
d’elles. ) q
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Soit maintenant m un nombre entier quelconqlie. Le produit de m
facteurs égaux a la quantité géométrique r, est ce que nous appellerons
lp gpié™ puissance de cette quantité, et ce que nous indignerons, suivant
'nsage adopté pour les quantités algébriques, par la notation

r m

P

Cela posé, I'équation (4) entrainera évidemment la formule
(7) o g

et I'on étendra sans peine aux puissances entieres de quantités géométriques
les propositions connues et relatives aux puissances entiéres de quantités
algébriques. Ainsi, par exemple, en désignant par m, n deux nombres
entiers, on aura

\

AT VI m—+n
(8) ror,=ryh,
(9) S saTs:

Ainsi encore, on conclura du 4° théoréme que la formule de Newton,
relative au développement de la puissauce entiere d'un binéme, subsiste
dans le cas méme ou ce bindme est la somme de deux quantités géo-
métriques.

Deux quantités géométriques seront dites opposées I'une a Tautre, lorsque
lenr somme sera nulle, et inverses 'une de I'autre, lorsque leur produit sera
P'unité. D’apres ces définitions, la quantité géométrique Tyir OW — 1, s€Ta
Fopposée der,. De plus, si I'on étend les formules (7), (8) an cas méme on

I'exposant m devient nul ou négatif, on aura identiquement
gant, q

r;: I, 1

et la quantité géométrique r;* ne sera autre chose que l'inverse de .

Pareillement, ro " sera I'inverse de ", et l'on aura

(10) ry = ¥ A 0l

Suivant l'usage adopté pour les quantités algébriques, une quantité géo-
métrique pourra quelquefois étre représentée par une seule lettre.

21..
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§ IL. — Différences, quetients et racines de quantités géométriques.

Pour les quantités géométriques comme pour les quantités algébriques, la
soustraction, la division, l'extraction des racines ne seront autre chose que
les opérations inverses de I'addition, dela multiplication, de 1'élévation aux
puissances. Par suaite, les résultats de ces opérations inverses, désignés sous
les noms de différences, de quotients, de racines, se trouveront complétement
définis. Ainsi, en particulier,

La différence entre deux quantités géométriques sera ce qu’il faut ajon-
ter a la seconde pour obtenir la premiére;

Le quotient d'une (uantité géométrique par une autre sera le facteur qui.
multipli¢ par la seconde, reproduit la premiére;

La racine n“r® d'une quantité géométrique, n étant un nombre entier
quelconque, sera un facteur dont la n*®m puissance reproduira la quantité
dont il s'agit.

De ces définitions, on déduira immédiatement les propositions suivantes :

1" Théoreme. Pour soustraire une quantité géométrique, il suffit d'ajouter
la quantité opposée. j

2" Théoréme. Pour diviser par une quantité géométrique, il suffit de
multiplier parla quantité inverse.

Les différences et quotients de quantités géométriques siindiqueront a
I'aide des notations usitées pour les quantités algébriques. Ainsi la différence
des deux quantités géométriques R, r,,sera désignée par la notation

R -y

et le rapport ou quotient qu'on obtient en divisant la premiere par la se-
conde, sera exprimé par la notation

R,

E

p
Lorsque, dans une somme ou différence de quantités géométriques,
quelques -unes s'évanouiront, on pourra se dispenser de les écrire. Donc, la

somme et la différence des quantités géométriques o et r, pourront étre
représentées simplement par + 7 (R ryi etl'on aura, en égard au 1° théo-
réme,

= =1, .
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Si, dans la derniére des deux formules précédentes, on pose p = o, elle
donnera

Soit maintenant p_ la racine " de r, : Péquation
(1) p'u‘r =r,
donnera
et, par suite (voirle § I7),
(2) p'=r, nos=p-+2kn,

k désignant une quantité entiére, positive, nulle ou négative; puis on en
conclura

u e __]) 2hm
(3) =, SIS S
(4) G o (r;>§+1§'£_

En vertu de la seconde des formules (3), Fangle polaire

T ==

P 2km
n 7
pourra étre un terme quelconque de la progression arithmétique dont fa

B oL ’ , A «,
raison serait —; P'un des termes étant 2) Il en résulte qu'une méme quantité

géométrique r, offrira » racines du degré n, toutes comprises dans la for-

mule
(5) g I b 2km 9y
- n n

et représentées par des rayons vectenrs égaux, menés du pole a n points qui
diviseront une. méme circonférence en parties égales. Ajoutons que, I'expres-
sion (5) reprenant exactement la méme valeur, lorsqu’on fait croitre ou dé-

x k 1 A o 3
croitre le rapport ~ d’'une on de plusieurs unités, par conséquent, lorsquon

fait croitre.on décroitre & de n ou d'un multiple de #, il suffira, pour ob-
tenir les diverses valeurs de cette expression, de prendre successivement
pour A les divers termes de la suite

(6) 0, 1, 2,., N —I.
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Si p se réduit & zéro, et ra l'unité, on aura simplement

Alors les diverses valeurs de I'expression (5), réduites a la forme

(7) lakﬂ’

n

.

ne seront autre chose que les racines n*"* de |'unité, représentées par les
divers termes de la suite

(8) =N 1

27 1471-7"'7 IZ(n—I)T:'
n 7 n

Il est bon d'observer que, parmi ces termes, deux au plus se réduiront a des
quantités algébriques, savoir : le premier terme 1 =1, et, quand n sera

pair, le terme 1= — 1, que I'on obtiendra en posant k=§' De plus,

comme on aura : -

= T e —
n n n

a(n—1)m 27 2(”——2)11‘__ 4=

|
N
=1
|
!

et, par conséquent, .
1 ==

12(71—!)71': 27? lz(n—-n)n
n n n

411,---’
n

il est clair que les diverses racines de Punité pourront étre représentées non-
seulement par les divers termes de la suite (8), mais encore, si nest impair,
par les termes de la suite

(9) L E I X ALY l___47r’ Uogrs T Lyao 1471'""’ La—n)=s
n n n

n n

et, siz est pair, par les termes de la suite

(ro) 1

(n—2)m 0"
n n n n

TR TAE TSN RN V0 PR
n

Si, par exemple, on attribue successivement a n les valeurs
2, 3a 47 5’"-7
on trouvera pour racines carrées de l'unité les deux quantités algébriques

e B = A8
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pour racines cubigues de l'unité, la seule quantité algébrique 1, et les deux
quantités géométriques
1

27 "zvr’

3 3

pour racines quatriemes de lI'unité, les deux quantités algébriques 1, — 1,
et les deux quantités géométriques

1 =’ Iﬂ’
1 ) & 2
liées entre elles par la formule
[— = = - lﬂ,
2 2

ete.

Si, dans l'expression (5), on posait A = o, cette expression, réduite a

]
().
n
représenterait une seule des racines '™ de r,. Or, il suffira de multiplier
celle-ci par l'une des valeurs de 1,,_, c'est-a-dire, par I'une quelconque
n
des racines n*"* de l'unité, pour reproduire I'expression (5), propre a re--
présenter 'une quelconque des racines n®™* de r,, attendu que l'on aura
généralement

\

1) 1
(\"")P+""“: ("")P lakz-

n

sl

n n

On peut donc énoncer la proposition snivante:

3¢ Théoréme. Pour obtenir les diverses racines n'"* d’'une quantité géo-
métrique, il suffit de multiplier successivement I'nne quelconque d’entre
elles par les diverses racines 7" de l'unité.

§ IV. — Fonctions entiéres. Equations algébriques.

Nous appellerons fonction entiére d’'une quantité géométrigue,, une somme
de termes proportionnels a des puissances cntieres et positives de cette
quantité. Le degré de la puissance la plus élevée sera le degré de la fonc-
tion. Cela posé, si l'on désigne par z une quantité géométrique variable, et
par Z une fonction de z entiére et du degrén, la forme générale de la fone-
tion Z sera

(r) Z=a+bz+c*+ ...+ g+ h,
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a,b,c,.., g, k, désignant des coefficients constants , dont chacun pourra
étre une quantité géométrique. Ajoutons que l'on pourra encore écrire I'é-
quation (1) comme il suit : v

(2) Z=z'(h+ gz '+ ...+ cz "+ bz~ "'y gz ")

Si n se réduisait a zéro, la fonction entiére Z se réduirait 4 la constante «.
Dans toute autre hypothése, la fonction Z sera variable avec z, et son
module deviendra infini avec le module de z. En effet, posons

z=r, Z=R,;

soit, de plus, h le module de la constante %, et concevons que le module 7
de z vienne 2 croitre indéfiniment; on verra décroitre indéfiniment les mo-
dules de z7', 272, ... ,z7", et, par suite, le polynome

h+gz '+ ... +az™"

s'approchera indéfiniment de la limite %. Donc, pour de trés-grandes valeurs
de r, le module de ce polynéme différera trés-pen du module h de la con-
stante /i, et le module R de Z, eu égard a la formule (2), différera trés-peu
du module de Az", c’est-a-dire du produit

hre.

Donc le module R de Z deviendra indéfiniment grand avec le modale r
de z; et a une valeur finie du module R de la fonction Z ne pourra jamais
correspondre quune valeur finie du module r de la variable Z.

Concevons maintenant que F'on attribue a Ja variable z une valeur finie,
puis & cette valeur finie un accroissement

C:Pﬁ, »

dont le module p soit tres-petit; et en désignant cet accroissement par Az,
nommons AZ l'accroissement correspondant de la fonction Z. Pour obteunir
Z +AZ, il suffira de remplacer z par z+ § dans le second membre de
Péquation (1), ot chaque terme pourra étre développé, a l'aide de la for-
mule du bindme, en une suite ordonnée selon les puissances entiéres et as-
cendantes de £. En opérant ainsi et réunissant les termes semblables, on
obtiendra le développement de Z + A Z en une suite de termes proportion-
nels aux puissances entieres de £, d'un deyré inférienr on égal a n. Si, de
cette suite, onretranche la fonction Z représentée par le terme indépendant
de ¢, on obtiendra un reste qui sera divisible algébriquement par &, et qui
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représentera le développement de AZ. Nommons £" la plus petite des
puissances de &, comprises dans ce développement. Le quotient que pro-
duira la division de AZ par §™, sera une fonction entiére de & qui se ré-
duira, pour une valeur nulle de &, 4 une limite finie et différente de zéro.
Soient 'ii-’ ce quotient, et R la limite dont il s'agit. On aura non-seule-
ment

-gm =3 (pm)mm"’
AZ = aa’t_:m: (*npm) ’+mu,

mais encore

et pour des valeurs décroissantes de g, l'argument P + mw de AZ conver-
gera vers la limite € +mw. Cela posé, nommons A et B les extrémités de
deux rayons vecteurs qui, partant duo pole O, soient représentés en gran-
deur et en direction par les deux quantités géométriques

Z, Z+AZ.

La longueur AB, représentée géométriquement par AZ, et numériquement
par le module #p™, se mesurera dans une direction qui formera l'angle
P +m= avec laxe polaire. Si, d'ailleurs, on fait croitre le module p 4 partir
de zéro, le point B, d'abord appliqué snr le point A, décrira un arc dont
la droite AB sera la corde; et la tangente menée a cet arc par le point A
formera, avec I'axe polaire, un angle égal non plus 4 la somme P + m=,
mais & sa limite £ + mw=. Or, évidemment, la distance OB sera plus petite
que la distance OA, si le point B est intérieur a la circonférence de cercle
décrite du pole O comme centre avec le rayon OA; etl'on peut ajouter que
cette derniere condition sera certainement remplie, pour de tres-petites
valears du module p, si la tangente menée par le point A & Parc AB forme
un angle obtus avec le prolongement du rayon OA | ou, en d’autres termes,
si 'angle polaire II, déterminé par la formule

(3) N=%+mws—P,
offre un cosinus négatif; ce qui aura lieu, par exemple, si l'on a Il =7
Mais, aprés avoir choisi arbitrairement pour IT un angle dout le cosinus soit
négatif, on pourra toujours satisfaire a Péquation (3), en attribuant 4 = une
valeur convenable, puisque, pour y parvenir, il suffira de prendre

o lap Bl
(4) : T=—

m

Donc, eu définitive, sile module R de Z, correspondant a une valeur finie de
Ez, d'An. et de Phys. math., T. IV. (42° livr.) L%
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la variable z, n'est pas nul, on pourra modifier cette valeur de maniére a
faire décroitre le module R.En conséquence, laplus petite valeur que pourra
prendre le module R ne pourra différer de zéro. Mais quand R s’évanouira,
la valeur de z, d'aprés ce qui a été dit plus haunt, devra rester finie, et,
puisqu’une telle valeur vérifiera I'équation

Z=o,

on pourra énoncer la proposition suivante :

19" Théoréme. Soient z une quantité géométrique variable, et Z une fonc-
tion entiére de z. On pourra toujours satisfaire , par une ou plusieurs valeurs
finies de z, a F'équation .

(Biat: ‘ Z =o.

Une valeur finie de z, qui vérifie 'équation (5), est ce qu'on nomme une
racine de cette équation. Soit z’ une telle racine, la fonction Z s'évanouira
avec la différence z — z'; et si le degré n de cette fonction surpasse l'unité,
elle sera le produit de z — z’ pour une autre fonction entiére qui devra
s'évanouir a son tour pour une nouvelle valeur z” de z, et sera, en consé-
quence, divisible par z — z’. En continuant ainsi, on finira par établir la
proposition snivante : ’ :

2® Théoréme. Soit z une quantité géométrique variable, et

Z=a+bz+cz®+...4+gd "+ k"
une fonction entiére de z du degré n. L'équation
Z=o0
admettra n racines; et si 'on nomme
2 ER LIOSE . Y
ces mémes racines , on anra identiquement, quel que soit z,
(6) Z=h(z—2")(z—12").. (3 — 3"),
en sorte que la fonction z sera le produit de la constante % par les facteurs
linéaires

/

z2—2', 2—2"y.., z—3"

1l est bon d’observer que, dansle cas o 'équation (5) se vérifie, le terme
hz" de la fonction z équivaut a la somme de tous les autres, prise en signe
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contraire. Donc alors le module hr” de ce terme doit étre egal ou inférieur
a la somme des modules de tous les autres; et si 'on nomme b, c,..., g, h
les modules des coefficients 4, ¢, ..., g, &, on doit avoir

(7 a+br+cr*+..4gr'—hr"= on > o.
Or, cette derniere condition peut s'écrire comme il suit :

8) %.:,_L_I__C__F_,,-F-;g:——h: ou > o.

rﬂ—l ,-R-—,
D’ailleurs, le premier membre de la formule (8) varie, en décroissant, par
degrés insensibles, et passe de la limite oo & la limite — h, tandis que »
croit et varie par degrés insensibles en passant de zéro a l'infini. Donc ce
premier membre s'‘évanouira pour une certaine valeur de r qui vérifiera
I’équation
(9) a+br+cr?*+ ...+ gr"' — hr"= o;

et si 'on nomme ] la racine positive unique de I’équation (g), la condi-
tion (7) ou (8) donnera r < 1. On peut donc énoncer la proposition sui-
vante :

3¢ Théoreme. Les mémes choses étant admises que dans le théoréme 2,
chacune des racines de I'équation proposée offrira un module inférieur a la
racine positive unique de I'équation auxiliaire qu'on obtient lorsqu'on rem-
place, dans la proposée, chaque terme par son module, en affectant du
signe — le terme qui renferme la plus haute puissance de linconnue, et
tous les autres du signe +.

Lorsque, dans la fonction entiére z, tous les termes s’évanouissent , a 'ex-
ception des termes extrémes a et hz", la formule (5), réduite a I'équation
binbme

(10) a+ hs"=o,
donne
(] I) zR = —.(i,

h

o . : a ‘s a
et ses diverses racines ne sont autres que les racines n'*"¢* du rapport — 3

§ V. — Sur la résolution des équations algébriques.

Considérons toujours une équation algébrique

(1) =103

22..
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dont le premier membre

(2) Z=a+bz+cz’+...+gz""’+bz”

soit une fonction entiére de la variable

Z2=Trp,
les coefficients @, b, c,..., g, k pouvant étre eux-mémes des quantités géo--
métriques. Comme on l'a prouvé dans le précédent paragraphe, cette équa-
tion admettra généralement 7 racines, c'est-a-dire que I'on pourra généra-
lement assigner 4 z, n valeurs pour lesquelles la fonction Z s'évanouira.
Résoudre 'équation, c'est déterminer ces racines en commengant par I'une
quelconque d'entre elles; et la condition a laquelle une méthode de réso-
lution devra satisfaire, sera de fournir chaque racine avec telle approxi-
mation que l'on voudra. Or le caractére d’une racine est de réduire a zéro
la fonction Z avec son module R; et si des valeurs successives de z corres-
pondent a des valeurs de R qui décroissent sans cesse, en sapprochant in-
définiment de la limite zéro, ces valeurs de z formeront une série dont le
terme général convergera vers nne racine de l'équation (r). Donc, pour
résoudre cette équation , il suffira de faire décroitre indéfiniment le mo-
dule R, etl'on pourra considérer comme appropriée a ce but toute méthode
qui permettra de substituer a une valeur finie quelconque™de z une autre
valenr qui fournisse un module sensiblement plus petit de la fonction Z.
D'ailleurs, si, de ces deux valeurs de z, la premiére n'est pas nulle, on
pourra considérer la seconde comme- composée de deux parties dont l'une
serait précisément la premiere valeur de z, a laquelle s’ajouterait une
valeur particuliére d'une variable unouvelle qui aurait commencé par
étre nulle. Donc on peut admettre comme méthode de résolution tout
procédé qui permet d'assigner a une variable z comprise dans une fonction
entiére Z, une valeur a laquelle corresponde un module R de Z sensible-
ment inférieur au module du terme constant @, qu'on obtient en posant,.
dans cette fonction, z = o.

Cela posé, concevons que, la valeur générale de Z étant donnée par l'é-
quation (2), on considére d’abord le cas ou le coefficient b de z différe de
zéro. Si la variable z passe d’'une valeur nulle 4 une valeur trés-peu diffé-
rente de zéro, la fonction Z passera de la valeur @ & une valeur pen diffé-
rente de a, et représentée approximativement par le binome

a + bz.

Si, dailleurs, le module de a est trés-petit relativement au module de 5,
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'équation (1) offrira, pour I'ordinaire, une racine trés-rapprochée de zéro,
et cette racine se confondra sensiblement avec celle de I'équation binome
3) ‘ a—+ bz=o,
ou, ce qui revient au méme, avec la quantité géométrique p_ déterminée
par la formule :

a
(4) Pa= "7
On pourra donc alors prendre ordinairement la quantité p, pour valeur ap-

prochée de 'une des racines de I'équation (1), et c’est en cela que consiste la
méthode ’approxcimation linéaire ou newtonienne. Toutefois, la valeur o,
attribuée a la variable z ne pourra étre admise comme valeur approchée d'une
racine quautant qu’elle fournira un module R de Z inférienr au module de a.
Si, en posant

(5) A== (S

on obtient un module de Z supérieur au module de @, on pourra substituer
a la valeur précédente de z une autre valeur de la forme

(6) - A=XT s ;

r étant inférieur a p, et convenablement choisi. Effectivement , soient
#:8 e; 0 0g 0 h

les modules des coefficients

@ 51 0 5sGoiinintc By, By
I.e module de
a-+ bz,

qui se réduisait a
) a—bp=o
lorsqu'on prenait z = p_, deviendra
(7) a—br>o,
lorsqu'on posera z = r_; alors aussi le module de la somme
cz® + ...+ gz" '+ hz"
sera, en vertu du 2¢ théoréme du § II, égal ou inférieur a la quantité positive
cr*+...4gr*'+hrr,
et par suite le module du polynéme
Z=a—+bz+ cz* +... +gz" "' + hz"
sera égal ou inférieur & la quantité positive

a—br+cr+...4gr*'+ hr",
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ou, ce qui revient au méme, a la différence
(8) a—rb—cr—... —gr=2—hr*)
Donc le modnle R de Z sera inférieur au module a de la constante a, si

l'on détermine z a l'aide de I'équation (6), en assujettissant le module r a vé-
rifier non-seulement la condition (7), mais encore lasuivante :

(9) b—cr—..—gr-?—hr""'>o.

D’ailleurs, si 'on nomme ¥ la racine positive unique de I’équation

(10) b—cr—...‘—-gr"‘“-—-hr”“zo,

il suffira, pour satisfaire simnltanément aux conditions (7) et (g), que le
modnle r devienne inférieur au plus petit des deux nombres p et r. En con-

séquence, on peut énoncer la proposition snivante :
1" Théoréme. Soient
Z=a+bz+cz’+ ... 4 gz" ' + hz"

une fonction entiere de la variable z =r , et

aoby ey vk
les modules des coefficients

@ Lo iM%
Supposons, dailleurs, que, les coefficients @, b n'étant pas nuls, on nomme
o la racine de I'équation binéme

== hz=—04
et v la racine positive unique de I'équation
b—cr—...—gr*—hr—'=o.

Pour rendre le module dela fonction Z inférieur au module de son premier
terme a, il suffira de poser p = =, et d’attribuer au module r de z une

valeur inférieure au plus petit des deux nombres p, .

Nous avons ici supposé que , dans la fonction Z, le coefficient de z ne se
réduisait pas & zéro. Mais  ce coefficient et d'autres encore pourraient s'é-
vanouir. Admettons cette hypothése, ou, ce qui revient an méme, suppo-
sons la fonction Z déterminée, non plus par I'équation (2), mais par une
équation de la forme

(r1) Z=a-+bz'+ cz™ + ... -+ hz",
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les nombres I, m, ..., n formant une suite croissante. Alors, si le module
de « était tres-petit relativement an module de b, on pourrait, dans unc
premiére approximation , réduire pour l'ordinaire I'équation algébrique
; Z=o0 ¢
a Péquation bindme
(12) a—+ bz' = o.
De plus, en raisonnant comme ci-dessus, on établirait a la place du théo-
réme 1%, la proposition suivante : .

28 Théoréme. Soient
Z = a0z e 0. R

une fonction entiere de la variable z =r,, et -

ATy 22O 7. 2
les modules des coefficients
T Ll C oy

Supposons, d'ailleurs , que les nombres /,m, ..., n forment une suite croissante,
et que, les coefficients a, b n'étant pas nuls, on nomme p_ 'une quelconque

des racines de I'équation binome

(12) a-+bzt=o,

et r la racine positive unique de I'équation

(13) b—crm!— .. —=hr"'=o.

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur an module de son premier
terme a, il suffira de poser p = =, et d'attribuer au module 7 de z une va-

leur inférieure au plus petit des deux nombres p, ¢.

En s'appuyant sur les théorémes 1 et 2, on pourra, d’une valeur nulle de
z, déduire une série d’'antres valeurs auxquelles correspondront des valeurs
sans cesse décroissantes du module R de la fonction Z. Si ces valeurs dé-
croissantes de R s'approchent indéfiniment de zéro, les valeurs correspon-
dantes de z convergeront vers une limite qui sera certainement une racine
de l'équation (1). Mais il peut arriver aussi que les valeurs de R successive-
ment obtenues décroissent sans s'approcher indéfiniment de zéro. Clest ce
que I'on reconnaitra sans peine en essayant d’appliquer les théorémes énon-
cés a la résolution d'équations trés-simples, par exemple d'équations du
second degré.
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Ln effet, considérons le cas ou, Z étant du second degré, I'on aurait
(14) Z = a+ bz + cz.
Supposons, d'ailleurs, que a, b, c étant les modules de a, &, ¢, on ait

dim s D= =D - =1

L.a valeur de Z deviendra
(15) Z —a— bz 4 cz?;
ct les racines p_, r des équations

a—bz=o0, b—cr=o0
seront

de sorte qu’on aura encore

Si, d'ailleurs, p est supérieur & r, ou, ce qui revient au méme, si l'on a
(16) ac — b*> o; i~

alors, pour obtenir un module de Z inférieur au module a, il suffira, en
vertu du théoreme 1", de poser

(17) z2==0ry,

5 désignant un nombre entier inférieur a I'unité, mais qui pourra varier ar-
bitrairement entre les limites o, 1; et comme, en posant

(18) z=10r+¢,

on trouvera :
(19) Z=a —bf+cg?

les valeurs de a’, b’ étant

(20) a=a—0(1—0)by, b =(1—20)b;

il est clair qu'a la valeur zéro de £, ou, ce qui revient au méme, a la valeur
¢ de z correspondra un module de Z, inférieur au module a, et représenté

par a’. [l y a plus: comme des formules (20), jointes a la condition (16),
on tirera

(21) ac—Db'2> o,
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il suffira d’appliquer le théoreme 1°" a la valeur générale de Z, que déter-
mine non plus équation (15), mais I'équation transformée (1g), pour dé-
montrer que le module de Z décroitra encore si la nouvelle variable & passe
de la valeur zéro a la valeur
bl
5—- =00r,
(o
© étant déterminé par la formule
Q=1 — 20,
ou, ce qui revient au méme, si la variable z passe de la valeur 0t 4 la va-

leur 6r (1 + ©). En continuant ainsi, on recounnaitra que, pour obtenir des
valeurs décroissantes du module de Z, il suffit de prendre pour valeurs suc-
cessives de z les divers termes de la suite

(22) o, O, Or(1+0), Gr(1 + 0 +8?%), etc...

Or le terme général de cette suite converge vers la limite

0
Or(1+ 0+ 0+ ... )=—pr=1r¢,

et comme, en supposant remplie la condition (16), on trouve, pour
s A 1B,

2 2 C
13 L S8,

I
Z=a——ZC_>Za’

" ilest clair que, dauns cette hypothése , la limite vers laquelle converge le terme
général de la séric (22) ne peut étre une racine de I'équation du second degré

(23) a-- bz + cz* = o.

On arriverait aux mémes conclusions en formant la sériedes valeurs décrois-
santes do module R de Z, qui correspondraient aux valeurs successives de
la variable z, et l'on reconnaitrait ainsi que le terme général de cette nou-
velle série,an lien des'approcher indéfiniment de zéro, converge vers la limite

a-—(l—G)I‘b(l—I—@2+@“—+—...):a—g—l(v'__@i—)bt‘:a—%bt‘:

: 4 1 b P %3
par consequent vers la limite a — o superieure a Za.
La limite vers laquelle converge le terme général de la série (22) n’étant

pas une raciné de P'équnation (21), on pourrait étre tenté de regarder le cal-
cul de cette limite comme inutile a la résolution de cette équation. Mais

Ez.d’An. et de Phys. math., T. IV.(42¢ livr.) 23
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cette opinion serait une erreur; carsil’on décompese la variable z en deux par-
ties dont la premiére soit la limite tronvée, ou , en d’antres termes, si 'on pose

1
Z:;r—-{— (&

il suffira de sabstituer a la variable z la nouvelle variable ¢, pour réduire
I'équation (23) a I'équation bindme

(24) a4+ cl’=oa,

la valeur a’ étant

Dailleurs, les deux racines de:lI'équation (24) ne sont autres que les deux
racines carrées du rapport — i—l,-
Généralement, si, an lien d’'nne équation du second degré, on considére
une équation de degré quelconque, la série des valeurs de z, successivement
déduites des régles que nous avons énoncées, et correspondantes a des va-
leurs décroissantes du module- R de Z, pourra converger vers une limite
qui, n'étant pas une racine de I'équation donnée, ne fasse pas évanouir le -
module R. Mais alors il suffira d’attribuer a cette limite un accroissement
représenté par une nouvelle variable §; puis de substituer £ a z, pour ob-
tenir, a la place de l'équation donnée, une équation transformée, de la-
quelle on pourra dédnire, par I'application des mémes regles, une nouvelle
série de valeurs de &, et par conséquent une nouvelle série de valeurs de z,

correspondantes a de nouvelles valeurs décroissantes du module R.

En continuant de la sorte, c’est-a-dire en déduisant, s'il est nécessaire,
des regles énoncées plusieurs séries de valeurs de z, en déterminant d'ailleurs
avec une approximation suffisante les limites vers lesquelles convergent les
termes généranx de ces séries, et en transformant I'équation donmée par
lintroduction de variables nounvelles qui, ajoutées a ces limites, repro-
duisent la variable z, on pourra non-seulement diminuer sans cesse, mais
encore rapprocher indéfiniment de zéro le module R; par conséquent, on
finira par résoudre 'équation donnée avec une approximation aussi grande
que 'on voudra. Il y a plus : cette méthode de résolution peut encore servir
a démontrer U'existence des racines. Lorsqu'on veut 'employer a cet usage,
il n'est pas absolument nécessaire de considérer les équations auxiliaires (3 )
et (10), ou (12) et (13); il suffit d'observer que Pon satisfait aux conditions

requises, par exemple aux conditions (7) et (g), en attribnant an module *
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de z une valeur infiniment petite; et 'on se tronve ainsi ramené au théo-
reme 1% du § IV, par une démonstration qui est précisément celle quen
a donnée M. Argand dans un article que renferme le IV volume des An-
nales de M. Gergonne, pages 135 et suivantes (*). Cest encore @ cette dé-
monstration que se réduit celle que M. Legendre a proposée pour le méme
théoréme dans la seconde édition de la 7Théorie des nombres. 1ailleurs,
M. Legendre observe qu'en diminuant continucllement le modnle d'nne fonc-
tion entiére par des opérations semblables, vépétées convenablement , on
parviendra, en définitive, & une valeur de ce module aussi petite que I'on
voudra; il présente, en conséquence, ce décroissement graduel comme mé-
thode de résolution pour les équations algébriques, et surtout comme propre
a fournir une premiére valeur approchée d’une racine d'une telle é¢quation.
Mais le moyen qu'il propose pour conduire le calculateur a ce but laisse
beaucoup a désirer, et consiste & faire décroitre le module de la fonction
entiére Z, en attribuant a la variable z une valeur égale au produit d'un coef-
ficient trés-petit par la racine de 'équation (3), ou par une racine de I'équa-
tion (12). Du reste, il n’explique pas comment on doit s’y prendre pour ob-
tenir un coefficient d’une petitesse telle, que le module Z décroisse effec-
tivement, et ne parle pas de I'équation (10) ou(13), qui permet de répondre
a cette question. Ajoutons que, méme en ayant égard a I'équation (10) ou
(13), et ensuivant la méthode ci-dessus tracée, on peut étre exposé a un
travail long et pénible, si I'on n’a pas soin de choisir convenablement les
quantités que la méthode laisse indéterminées ; par exemple, le nombre dé-
signé par 0 dans la formule (18). Supposons, pour fixer les idées, que I'équa-
tion (23) se réduise a la snivante :

2 — 2+ 2= o.
lors. ] b ' Adaiit & Panité iéme L )
Alors, lerapport —ou t étant réduit a l'unité, le 7" terme dela série(22)sera

6(1+0+0+...0mN=6"% —

__i_i@n.—q
1—0 D 1 2

. . . 1 . .
el convergera, pour des valeurs croissantes de 7, vers la limite - Mais il
X 2

s'approchera trés-lentenent de cette limite, si I'on attribue au nombre 6 une
valeur peu différente de zéro, a laquelle correspondra une valeur de © peu
différente de I'unité. Donc alors on devra prolonger fort loin la série (22),

(*) Yai en ce moment sous les yeux un exemplaire de 'ouvrage dont cet article offre le
resumé. Cet ouvrage, qui a pour titre : Essai sur une maniére de représenter les quantites
imaginaires dans les constructions géométriques , porte la date de 1806. Le nom de 'auteur,
Robert Argand, de Genéve ', est écrit A la main.

23..
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avant d'obtenir un terme sensiblement égal a cette limite ; et I'on peut ajou-
ter que les valeurs de R, correspondantes aux valeurs successives de z, dé-
croitront trés-lentement. A la vérité, dans le cas présent, on peut déterminer
directement la limite cherchée. Maisil n’en sera plus de méme gnand I'équa-
tion donnée sera d'un degré supérieur au second ; et généralement le calcul
des valeurs successives de z deviendra pénible , sile module R décroit treés-
lentement tandis que I'on passe d’'une valeur de z a la suivante; ce qui obli-
gera le calculateur d'effectuer une longue suite d’opérations avant que ce
modnle devienne sensiblement nul.

On évitera ces inconvénients, ou, du moins, on les atténuera notablement
si, en appliquant a une fonction entiére Z le théoréme 1 ou 2, on attribue
ala variable z un module r qui, sans dépasser la plus petite des limites in-

diquées p et ¢, fasse décroitre, autant qu’il sera possible, le module de Z.
v t ’ i e

Dailleurs, lorsque, le coefficient de z dans Z étant différent de zéro, on at-

tribue ala variable z, avec I'argument =, un module égal et inférieur au plus

petit des nombres p, ¢+, le module de Z ne dépasse pas la somme (8), savoir :

(8) a—r(b—cr—... —gr*=?— hr*t),

dont la valear minimum, inférieure a a, correspond a la valeur maximum

du produit

(25) rib—cr— .. —gr=?*—hr).

Enfin, le produit (25), dont les deux facteurs s'évanouissent, le premier

quand on pose r = o, le second quand on pose r = ¢, aura pour maximum

une valeur positive correspondante a uue valeur ¢ de r, qui vérifiera la
condition

et

Cela posé, la quantité ¢, inférienre a v, sera la valeur de r a laquelle corres-

pondra la valeur minimum de la somme (8), que le module de Z ne dépassera
pointsil'ona r < p. On se trouvera donc naturellement conduit & substituer,

Y

dans le théoreme 1%, €a ¥; on pourra méme réduire le module r de z a

celle des deux quantités p, « qui fournira le plus petit module de Z; et l'on
obtiendra ainsi, pour la résolution des équations algébriques, la méthode
nouvelle et tres-simple qui fera Pobjet de l'article suivant.
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"METHODE NOUVELLE

POUR

LA RESOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES.

Soit toujours
(1) Z=a+bz+c?+ ...+ gz""' + hz"

une fonction entiére de la variable
R )

Comme on I'a expliqué dans le Mémoire précédent, on pourra résoudre une
équation algébrique quelconque a l'aide de tout procédé qui fournira pour
la variable z une valenr & laquelle correspondra un module R de la fonction Z,
sensiblement inférieur au module a du premier terme a.

Cela posé, considérons d’abord le cas ou, la valeur de Z étant donnée par
I'équation (1), le coefficient b de z differe de zéro. Alors une méthode de
résolution trés-simple pourra évidemment se déduire du théoreme que nous
allons énoncer.

1 Théoreme. Soient

(1) . Z=a+bz+cz*+ ...+ g2"' + k"

une fonction entiére de la variable z = r,, et

a, by cpionh,
les modules des coefficients

ag e pgplt.

Supposons d'ailleurs que, les coefficients @, b n'étant pas nuls, on nomme p

la racine de I'équation bindome

(2) a+ bz=o,
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et ¢ la valeur de r pour laguelle le produit
2 —2 =)
(3) r(b—cr—...—gr=?—hr*)
devient un maximum, on, ce qui revient au méme, la racine positive
unique de I'équation
{(4) b—zcr—...—(n— 1)gr"‘3—nhr""‘=o.

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son pre-
mier terme a ., il suffira de réduire ce module R 4 la plus petite des deux
valenrs qu'on obtient quand on pose successivement

2=p_, 2=tg

Démonstration. Lorsque, I'argument de z étant égal a =, le module de z
est égal ou inférieur a p, le module du binéme a + bz se réduit a la diffé-

rence
a— br;

par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme

5) . a—br+4cr*4 ... 4gr'4hrn

D'autre part, le produit (3), qui croitra en passant d'une valeur nulle a sa
valenr maximum, tandis que 7 croitra depuis zéro jusqua ¢, sera toujours
positif dans cet intervalle. Donc, pour r = on < ¢, on aura

(6) cr? 4 .4 gr"~'+ hr"< br.

Or il résulte immédiatement de cette derniere formule que, si 'on réduit le

module r au plus petit des denx nombres g, ¢, la somme (5), et a plus forte
raison le module R de Z, offriront des valeurs inférieures au module a.

Donc le plus petit des modules de Z, correspondants aux valeurs p_,¢_de

z, sera certainement inférieur au module a. _
Corollaire. 1l est bon dobserver que, si 'on cousidére le produit (3)
comme fonction de r, ce prodnit, qui croit toujeurs avec r quand on fait va-

rier r entre les limites o, ¢, offrira dans cet intervalle une dérivée toujours

positive. Done, pour r < ¢, on aura toujours

b—a2cr—...—(n—=1)gr*"— nhr~'> o,
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ou, ce qui revient au méme,
br—acr*—... —(n —1)gr*' —nhr* > o;

puis on en conclura
() br=cr*—...—gr*™'—hr*> cri=4-...+ (n— a)gr"'+ (n —1)hr"

Or, en vertu de cette derniére formule, qui entraine évidemment avec elle
la condition (6), le module a surpassera la somme (5) d'une guantité supé-
rieure au nombre o déterminé par la formule

(8) =crt=4...+(n—2)gr'+(n —1)br"
Donc, par suite, le module R de Z deviendra inférieur 4 la différence a — «,

sil'on pose z = r_ en prenant pour r le plus petit des deux nombres g, ¢

et, a plus forte raison, si l'on réduit le module R ala plus petite des deux

valeurs qu'il acquiert quand on pose successivement z = p_, z=¢_.

Ajoutons que le nombre ¢ ne s'évanouira jamais, si ce n'est dans le cas
particulier otr, les coefficients ¢, ..., g, & s‘évanouissant tous simultanément,
le polynéme Z se trouverait réduit au binéme a + bz. D'ailleurs, dans ce
cas particulier, I'équation algébrique Z = o se réduirait précisément a 1I'é-

a

quation binéme a + bz = o, dont la racine est z = le=—%

Considérons maintenant le cas ou, dans la fonction Z, le coefficient de z
s'évanouirait; ou, ce qui revient au méme, supposons cette fonction déter-
minée, non plus par la formule (1), mais par une équation de la forme

Z=a+ bz + ¢cz™ + ...+ hz".

Alors, au théoréme 1, on pourra substituer la proposition suivante :
2¢ Théoréme. Soient

(9) Z=a+ b +ct"+ ...+ hz",

une fonction entiere de la variable z = r,, et

‘ a,b,c,....,h
les modules des coefficients
wbs Xt
Supposons d'ailleurs que les nombres I, m, . ., n forment une suite crois-

sante, et que, les coefficientsa, b n'étant pas nuls, on nomme p_ l'vne quel-
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conque des racines de I'équation binéme o
(10) a—+ bzl = o.
Enfin, soit © la valeur de r, pourlaquelle le produit

(rr) (b —cr™t—...— hr*)

devient un maximum , ou, ce quirevient au méme, la racine positive unique
de Péqguation

(12) b — mer™* — ... — nhr™*=o.

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son pre-

mier terme a, il suffira de réduire ce module a la plus petite des deux va-
leurs qu’il obtient quand on pose successivement

z=p,, 2=

Démonstration. Lorsque, I'argument de z étant égal =, le module de z
est égal ou inférieur a p, le module du bindme a + bz’ se réduit a la diffé-
rence

a — brt

par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme

13) - a—bri4cr™—+ ...+ hr™

D'autre part, le produit (11), qui croitra en passant d'une valeur nulle 4 sa
valeur maximum , tandis que r croitra depuis zéro jusqu’a ¢, sera toujours
positif dans cet intervalle. Donc, pour r=ou < ¢, on aura

14) Cer® o i =Shen < b

Ov il résulte immédiatement de cette derniere formule que, si I'on réduit le
module r au plus petit des denx nombres p, ¢, la somme (13), et a plus

forte raison le module de Z. offriront des valeurs inférieures au module a.
Donc le plus petit des modules de Z correspondants aux valeurs p_, ¢ de z,
sera certainement inférieur an module a.

Corollaire. 1l est bon d'observer que, si T'on considere le produit (11)
comme une fonction de r, ce produit, qui croit toujours avec » quand on

fait varier r entre les limites o, ¢, offrira dans cet intervalle une dérivée
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toujours positive. Donc, pour r < ¢, on aura toujours

(15) bri=t —mer™! — ... —nhr-* >o,
ou, ce qui revient au méme,

Ibr! = mer™ — ... —nhr®*> o;
puis on en conclura

(16) br! —er™ — ... —hr*> ('% — 1> cr”™ 4 ..+ ('—; — x)hr".

Or, en vertu de cette derniére formule, qui entraine évidemment avec elle
la condition (14), le module a surpassera la somme (13) d’une quantité su-
périeure au nombre o déterminé par la formule

/ n

(17) a:(?—r)cr’"%—...—i—(;— I)hl‘".

Donc, par suite, le module R de Z deviendra inférieur a la quantité a — «,
si 'on pose z = r_, cn prenant pour r le plus petit des deux nombres p, ¢
et a plus forte raison si 'on réduit le module R a la plus petite des deux va-
leurs qu'il acquiert quand on pose successivement 2= p_, z = t4. Ajoutons

que le nombre o ne s'évanouira jamais, si ce n'est dans le cas particulier ou,
les coefficientsc, ..., g, & s'évanonissant tons simultanément, le polynéme Z
se trouverait réduit au bindme a -+ bz’. D’aillenrs, dans ce cas particulier,
I'équation Z = o se réduirait précisément a I'équation binéme a + bz’= o,

dont les racines se confondent avec les racines de degré [ du rapport — %,
I'nne d'elles étant P

I/application dun théoréme 1 ou 2 aux fonctions entiéres, qui représentent
les premiers membres d’une équation algébrique et de ses transformées
successives, fournit, pour la résolution de cette équation, une méthode et
des formules précises qui ne renferment plus de quantités indéterminées et
arbitraires, analogues au nombre ¢ du Mémoire précédent. A la vérité,
pour déduire de cette méthode des principes exposés dans le Mémoire
précédent, il suffit d’attribuer aux indéterminées dont il s'agit des valeurs

’ . - ¢ . ’
spéciales , en prenant, par exemple, § = -. Mais comme ces valeurs spé-
2

ciales sont précisément celles qui font décroitre plus rapidement le module
de la fonction entiére donnée, on, du moins, certains nombres que ce mo-
Ex. d'An. et de Plys, matk,, T. 1V. (42¢ livr.) 24
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dule ne dépasse point, elles seront aussi généralement celles qui rendront les
approximations plus rapides.

Supposons, pour fixer les idées, que 'on applique la nouvelle méthode
a la formule (23) de la page 177, clest-a-dire & I'équation du second
degré '

_ a— bz + cz* = o,

en supposant toujours
ac — b2 > o.
On trouvera >

X b 5
1 (g=0= -—y a=Cl*;
2C

T =

Ps=

puis, en prenant
z=v+§,
ct faisant, pour abréger, a’ = a — «, on obtiendra immédiatement la trans-
formée
a+c*=o,

dont les deux racines coincident avec les racines carrées du rapport — %/
On retrouvera donc ainsi 'équation (24) de la page 178 et, ce qu'il importe de
remarquer, on aura été conduit a cette équation, non plus par la recherche
de la limite vers laquelle converge le terme général d'une série formée avec
des valeurs successives de la variable z, mais par la détermination d’une
scule valeur de cette méme variable.

S'il arrivait que la fonction Z offrit, a la suite deson premier terme @ , un
ou plusieurs autres termes dont les coefficients fussent sensiblement nuls,
on pourrait, cn se servant dn théoréme 1 ou 2 pour déterminer un module
de Z inférieur a celui de a, faire abstraction de ces mémes termes, sauf a
constater ensuite que le module trouvé de Z, quand on a égard aux termes
omis , reste inférieur an module de a. Cette remarque permet d'employer la
nouvelle méthode a la résolution d'une équation numérique donnée, dans le
cas méme ou lapplication rigourcuse des théorémes 1 et 2 aux premiers
membres des transformées de cette équation ferait décroitre trés-lentement,
aprés un certain nombre d'opérations, les modules de ces premiers
membres. :

- On sait que l'on peut toujours ramenecr la résolution d'une équation algé-
brique au cas o cette équation n’offre pas de racines égales. D'ailleurs, lors-
qu'a laide de la nouvelle méthode on sera parvenu & une valenr trés-appro-
chée w d'une racine simple d’une équation algébrique

Zi= e, v
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alors, en posant
(18) 3=+,

on transformera Z en une fonction de & dans laquelle le terme constant sera
sensiblement nul, tandis que le coefficient de & différera sensiblement de
zéro. Quant au coefficient de ¢, il se réduira précisément au coefficient
de z" dans la fonction Z. Done, dans I'hypothése admise, on trouvera

(19) Z =a+ 68+ ¢S +...+98" 2+ A",

a,f,¢,..., g désignant de nouveaux coefficients dont le premier g offrira
un module trés-petit, tandis que le module de § différera sensiblement de
zéro. Donc alors, en vertu du théoréme 1, il faudra, pour rendre le mo-
dule de Z inférieur au module de ¢, poser .

(20) e+ 6 =o0,

ou, ce qui revient au méme,

a.

b

et, par suite, la nouvelle valeur approchée de la racine simple qui différait
peu de w, sera celle que détermine la formule

(a1) g =~

\ o 44
(22/ b—-(r)"—'ﬁ"

Ainsi la nouvelle methode, appliquée & la résolution d’une équation algé-

- c ) . , . g . \
brique qui n'offre pas de racines égales, finira par coincider, aprés un
certain nombre d’opérations, avec la méthode linéaire ou newtonienne.

53/ N
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ADDITION AU MEMOIRE PRECEDENT.

La méthode que nous avons appliquée dans le Mémoire précédent a la
réduction du module d’une fonction enti¢re de la variable z, peut subir
une modification qu’il est bon de connaitre, et que nous allons indiquer.

Soient toujours

Z=a+bz+cz* +...+gz""'+ ha" = R,
une fonction entiére de la variable z=r, , et
a, B, B, .08 h
les modules des coefficients

ay e, i 085 K.
Soit encore

— a a
be — 55
la racine unique de I'équation linéaire y ;
a+ bz = o,
en sorte qu’on ait
> a
e

et posons
c+ ...+ g2t 4 ha"?,

CHl- Suel 0T P

o
Il

I

On aura
(1) Z =a+ bz + Qz.

Cela posé, lorsqu’on prendra z = 15, le module r étant égal ou inférieur
a p, on obtiendra évidemment un module de Q égal ou inférieur a C, et,
par suite, un module de Z égal ou inférieur a la somme

(2) a—br4 Cr.
Or, la valeur minimum de cette somme, savoir,

1 b
§+c’
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est inférieure, quand b ne s’évanouit pas, an module a, et correspond 4 un
module ¢ de z déterminé par la formule

i)
=G

Dong, si 'on a ¢ < p, ou, ce qui revient au méme,
1 b?

3 b e

( ) C > 2 a ¢

il suffira de poser § = ¥y pour obtenir un module de Z inférieur 2 a. Si,
au contraire, on a ¢ > p, ou, ce qui revient au méme,
€ <= ik
il suffira de poser z = p_ pour obtenir un module de Z inférieur a
a!

el

(J P — C p’
et, par conséquent, a

a.

N =

Ainsi, en résumé, on peut énoncer la proposition suivante :
1% Théoréme. Soit :

L hme N S B Y A S S O S e Ty
g

une fonction entiere de la variable z. Soient encore a, b, ¢, ..., g, h les mo-
dules des coefficients a, b, c, ..., g, h[a et b étant supposés distincts de
zéro], et g_laracine unique de I'équation linéaire
a—+ bz=o;
enfin, prenons
C=c—+ ...+ gp"°+hp"?
(&

yh- TR

11 suffira de poser § = p_silonap <¢,et§ =1, sil'on a p > ¢, pour
abaisser le module R de Z au-dessous d’wne limite inférieure au module a

2 - . . 1
de a; savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite S a, et, dans le
H O b?
second cas, au-dessous de la limite a — ie
Il pourrait arriver qu'un ou plusieurs des coefficients &, ¢, ... se ré-
duisissent a zéro. Alors, a I'aide de raisonnements semblables a ceux dont
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nous avons fait usage, on obtiendrait, 4 la place du théoréme 1, la pro-
position suivante :
2¢ Théoréme. Soit

Z = =D T e

une fonction entiere de la variable z. Soient encore a, b, ¢, ..., h les modules

des coefficients a, b, ¢, ..., &, et p_ 1'une des racines de I'équation binome
a—+ bzt = o;

enfin, prenons

C=c+ ... +hp*™
et L

! b\ m—1
e

Il suffirade poser z=p_ sil'onap<t¢, et z=1¢_'silon a p > ¢, pour

<

Il

abaisser le module R de Z au-dessous d’une limite inférieure au module a

. . Sl
de a, savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite —a (%), et, dans

o m—1
le second cas, au-dessous de la limite a — =——Db¢'.

Les deux théoremes que nous venons d’établir fournissent, pour la ré-
duction du module d'une fonction entiére quelconque, et, par suite, pour
la résolution des équations de tous les degrés, une méthode facilement ap-
plicable, puisqu’en la suivant, on a seulement a résoudre des équations
linéaires ou des équations binémes. Ajoutons qu’apres un certain nombre
d’opérations', cette méthode nouvelle finit toujours par coincider avec la
méthode linéaire ou newtonienne, quand on a réduit, comme on peut

toujours le faire, 'équation proposée a n’avoir que des racines inégales
entre elles.

(*) La limite dont il s'agit se présente d’abord sous la forme C ™ ; mais I'équation

bl = mCem,
jointe a la condition p <z, donne
bl > mCpm™!,
et, comme on a d’ailleurs
a=Dby,
on tire des deux derniéres formules, combinées entre elles par voie de multiplication,-
al > mGCp™;
par conséquent,
; l
Cpm <l — a.
-

e L D I e,
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SUR

Quelques définitions généralement adoptées en Arithmétique
et en Algebre.

Comme je I'ai remarqué dans I 4nalyse algébrique, quelques définitions
généralement adoptées en arithmétique et en algébre, spécialement la dé-
finition d’un produit et la définition d'une puissance, ne peuvent étre bien
comprises qu’a aide de développements et d’explications qui font dispa-
raitre ce que ces définitions offrent, au premier abord, de vague et d’in-
déterminé. En effet, dive que, pour obtenir un produit, il faut opérer sur
le multiplicande, comme on opeére sur U'unité pour obtenir le multiplicateur,
c’est donner de ce produit une définition qui, pour devenir claire et pré-
cise, exige que 'on explique quelles sont les opérations i effectuer.

D’autre part, comme Euler I'a montré, 'arithmétique et algeébre s’ap-
puient sur deux notions fondamentales, (ui se présentent naturellement a
Fesprit, des que 'on veut comparer deux grandeurs entre elles, savoir, les
notions de rapport arithmetique et de rapport géomeétrique.

En effet, deux grandeurs de méme espece peuvent étre comparées entre
elles sous deux points de vue différents.

La mesure de la seconde grandeur comparée a la premiere, est un nombre
qui représente le rapport (*) gdométrique de 'une a Pautre. L'inverse de ce
nombre ou de ce rapport est la mesure de la premiére grandeur comparée a
la seconde. Lorsque les deux grandeurs sont égales, leur rapport direct ou
inverse se réduit a 'unité de nombre.

[’augmentation ou la diminution qu’il faut faire subir a la premiere
grandeur pour obtenir la seconde, est une quantité positive on négative
qui représente le rapport arithmétique de la seconde a la premiére. La

(*) Lorsque le mot rapport est employé seul, il désigne généralement, comme 'on sait,
un rapport géométrique.
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quantité opposée est la diminution ou I'augmentation qu’il faut faire subir
a la seconde grandeur pour obtenir la premiére. Lorsque deux grandeurs
sont égales, leur rapport arithmétique est une grandeur nulle, dontla mesure
est le nombre zéro.

Ces notions de rapport arithmétique et de rapport géoméirique étant
une fois admises, les quatre opérations fondamentales de I'arithmétique et
de Palgebre, savoir, V'addition, la soustraction, la multiplication, la divi-
sion, peuvent étre aisément définies en termes clairs et précis. En effet, on
peut dire que la soustraction et la division se bornent a déterminer les rap-
ports arithmétique et géométrique de deux grandeurs, 'addition et la multi-
plication, a déterminer I'une des grandeurs, quand on connait 'autre avec
le rapport arithmétique ou géométrique de I'une a l'autre.

On peut aussi, de la notion de rapport arithmétique ou géométrique,
passer immédiatement, comme l'on sait, a celle des proportions et des
progressions, puis a la notion des puissances des nombres et de leurs
degrés ou exposants. Les définitions et les théoremes que I'on obtient alors
étant bien connus, je me bornerai a les rappeler en peu de mots.

Une proportion arithmeétique ou géomeétrique n’est autre chose que l'e-
galité de deux rapports arithmétiques ou géométriques.

Une progression arithmétique on géomeétrique est une suite dans laquelle
le rapport arithmétique ou géométrique de chaque terme au précédent,
se réduit & un nombre ou a une quantité constante, que I’on nomme le
rapport ou la raison de la progression dont il s’agit.

De la définition méme des progressions arithmétiques et géometriques, ou
déduit immédiatement les propositions suivantes : Y.

1¢* Théoréme. Dans toute progression arithmétique dont un terme se
réduit & zéro, le terme suivant est la raison méme de la progression. De
plus, le rapport arithmétique de deux termes est encore un terme de la
progression; et, pour obtenir le rapport arithmétique d'un terme quel-
conque 4 I'un des termes précédents, il suffit d’ajouter la raison a elle-méme
autant de fois qu'il y a d’unités dans le nombre des termes intermédiaires.

2¢ Théoréme. Dans toute progression géométrique dont un terme se ré-
duit a4 I'unité, le terme suivant est la raison méme de la progression. De
plus, le rapport géométrique de deux termes est encore un terme de la
progression ; et, pour obtenir le rapport géométrique d’un terme quel-
conque a 'un des termes précédents, il suffit de multiplier la raison par
elle-méme autant de fois qu’il y a d’unités dans le nombre des termes inter-
meédiaires.
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De ces deux théoremes, on tire encore le suivant.

3¢ Théoréme. Etant données une progression arithmétique dont un terme
se réduit a zéro, et une progression géométrique dont un terme se réduit
A 'unité, si l'on fait correspondre aux termes de 'une les termes de Pautre,
de telle sorte qu’au terme zéro dela progression arithmélique, corresponde
le terme 1 de la progression géométrique, alors le rapport arithmétique
entre deux termes de la progression arithmétique et le rapport géomé-
trique entre les deux termes correspondants de la progression géométrique,
seront deux nouveaux termes qui appartiendront respectivement aux deux
progressions indéfiniment prolongées, et qui correspondront encove 1'un a
'autre.

Concevons, en particulier, que, |2 raison de la progression arithmétique
étant réduite a Punité, Ia raison de la progression géométrique soit une
quantité positive représentée par la lettre A. Les divers termes de la pro-
gression arithmétique se réduiront aux quantités entieres

(1) viiy =3, —2, —1, o0, 1, 2 Sy L
et les termes correspondants de la progression géométrique seront

- 1 I 1
L2 IIFY 3 i 1 A AA AAA, ...,
v ) 2 AAA AA A D 4k ’ ’

\lors aussi, n étant I'un quelconque des termes de la progression arithmé-
tique, le terme correspondant de la progression géométrique seva ce que
I'on nomme la puissance entiére de a, dn degré marqué par exposant n,
et ce que 'on désigne par la notation a”. Cela posé, on aura non-seulement
(3) A =D,

mais encore

(4) YA AT N e B, AT -
(g

{ 1 1
5) oAl T oo L AT SR Gy AT Pass e

A AN AAA

En vertu des formules (4) et (5), sin est positif et représente en consé-
quence un nombre entier, la 72" puissance de 4, représentée par la nota-
‘tion A", ne sera autre chose que le produit de » facteurs égaux 2 4, et 'on
aura, de plus,

.
AT — .
A"

Ajoutons que, si m, n représentent deux quantités entieres quelconques,
Ex. d'An. et de Phys. math., T. IV (42 livr ) 25
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on aura, en vertu du troisieme théoréme,

(6) A — A

Donc le rapport géométrique de deux puissances entiéres de A est etcore
une puissance entiére dont I’exposant se réduit au rapport arithmétique
des exposants des deux premiéres. .

Supposons maintenant- que, 7 étant un nombre entier qlle]conque, on
choisisse le nombre a de maniére & vérifier I'équation

13

(7) g i
alors a sera ce que I'on nomme la racine ' de a, et ce que l'on repreé-

n .
sente par la notation ya. Posons d’ailleurs, pour abréger,

g = —>
n

et concevons qu’aux progressions (1), (2) on substitue les suivantes :
(8) vy —3a, —2a, —ugq, et G Py Y
(9) 2 aindy T2, JaTS A a0y A ey Al
T.es termes

(10) .oy —3Mo,0 i ane, — na, o, NGy AR IR0, ...

de la progression (8) se réduiront évidemment a ceux qui composent la
progression (1), ct les termes correspondants de la progression (g) & ceux
qui composent la progression (2), ¢’est-d-dire aux puissances entiéres de 4.
On a été conduit, par cette remarque, & généraliser la notion des puis-
sances des nombres, en 'étendant au cas ou les degrés de ces puissances
cessent d’¢tre des quantités enticres; et a dire qu'un terme quelconque de
la progression (g) est la puissance de A du degré marqué par le terme cor-
respondant de la progression (8). D’ailleurs, v étant un terme quelconque
de la progression (8), on est convenu d’indiquer encore, a l'aide de la
notation A%, la puissance de A du degré marqué par I'exposant v. Cela posé,
comme l'exposant de a dans un terme de la progression (g) est le produit

5 . . I
du terme correspondant de la progression (8), par le nombre entier n = =
on aura toujours

(11) AZa===rald,
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1
On trouvera, par exemple, en posant v = iy

n

A -

(12) A"=a =y’

puis, en désignant par m un entier quelconque, distinct de 7,

(;3) Ag =A== (‘7}—\)’",

et
m ;
RN ]
(14) A n:'l—mz'a—m:T_"-'
A.'i

o - X ’ 7 1 m; m
Ainsi, les puissances de A, des degrés marqués par les exposants —, —; — -
% ! n n n
ne seront autre chose que la racine n*®™ de 4, la m*" puissance de cette
racine, et le nombre inverse de cette puissance. De plus, a™ étant le pro-
duit de n facteurs égaux & a, il est clair que a™ représentera le produit

de mn facteurs égaux a a, par conséquent le produit de m facteurs égaux
. n

a a" = A, ou bien encore le produit de n facteurs égaux a a™ = A". Donc,

par suite, ou aura

(15) <AL:)“:Am;

donc, sil'on pose
n

(l6) B — A; %
on amva encore
(17) By =il

en sorte que les équations (16), (17) fourniront toujours la méme valeur
pour le nombre 5. Enfin, en désignant par p., v deux quelconques des
termes de la progression (8), on aura, en vertu du troisiéme théoréme,

i = an(p,--'u)q
any ¢
ou, ce qui revient au méme,
Al ad
(]8“, — = AT
/ A'J

Comme on peut, sans changer la valeur d’une fraction, multiplier ses

o)
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deux termes par un meme facteur, il en résulte qu'un nombre fraction-
naire (uelconque p. peut étre présenté sous diverses formes. Mais on

démontre aisément qu’a ces diverses formes répond une seule valeur de A”-

R, = ] ) , m m

Eun effet, soient m, n les nombres entiers dont le rapport geometrique —

n

représente le nombre fractionnaire p. réduit a sa plus simple expression.
g ! b . m km

Les fractions équivalentes an rapport -, seront de la forme ey k pouvant
X /72

etre un nombre entier quelconque. D’ailleurs, si 'on pose

Br= 14",
on en conclura, comme ci-dessus,
B’l — A’n’
puis, en ¢élevant les denx membres 4 la puissance entiere dn degré £

le i A_km,

o1, ce qui revient au méme,

A
n —_— Alm'
On aura donc
km " m
(19) A'ﬁ — An,'

Ajoutons que de I'équation (19) on tirera

1 L

TFm T Tm?

Akm 4w
ou, ce (ui revient au méme,

ki m
(20) ‘ A I —_ A—— '

Or, il suit immédiatement des formules (19) et (20), qu'a un exposant
fractionnaire p., positif on méme négatif, correspond toujowrs une
seule valeur de A”. Ajoutons qu'en vertn de la formule (18), le rapport
géometrique de dewx puissances fractionnaires de A est encore une puis-
sance fractionnaire dont ’exposant se réduit aw rapport arithmétique des
eaxposants des deux premiéres.

Il suit évidemment de la formule (7), que la raison a de la progres-
sion (2), et la raison a de la progression (g), sout toutes deux supérieures
ou tontes denx inférienres a i'unité. Les deux progressions sont croissantes
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dans le premier cas, décroissantes dans le second ; par conséquent, les
puissances _entiéres et fractionnaires d’un nombre donné a croissent ou
décroissent pour des valeurs croissantes de l'exposant, suivant que ce
nombre est supérieur ow inferieur a Uunité.

Concevons maintenant que, dans la formule (7), le nombre n devienne
de plus en plus grand. Il est aisé de voir que la valeur de a, déterminée
par cette formule, s’approchera indéfiniment de Punité.

En effet, il suit de cette formule méme, 1° que les deux nombres a,.a
seront tous deux supérieurs ou tous deux inférieurs a 'nnité; 2° que 'on
aura

A—1 a"—1 o Fian
(2[) = =1+ a4+ a -+ ... + a .
a-—1 a— 1

De plus, on tivera de la formule (21), 1° en supposant 4 > 1, et, par suite,
a>,
A—==1D
(i
(22) ol > n;

par conséquent,

A —"]

a—1<L

b
n

et

(23) a1+

A —=_1

2° en supposant A < 1, et, par suite, a <1,

I —A
A
(24) e 2
par conséquent,
l—
N e Aa
n
et
~ =4
(25) AN DI I

n

Or, il résulte évidemment de la formule (23) ou (25), que le nombre «
s'approchera indéfiniment de I'unité, si, en attribuant an nombre o une
valeur constante, on fait croitre indéfiniment le nombre entier .

Soit maintenant b un nombre quelconque, entier ou fractionnaire, ou
méme irrationnel. Si ce nombre n’est pas un des termes de la progres-
sion (), il sera du moins compris entre deux termes consécutifs

" A1

: IR S
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ue 'on pourra aussi présenter sous les formes
q

A)v., A(),—}-l)a_ i .

et qui pourront étre censés exprimer deux valeurs approchées du nombre b.
Dailleurs, n venant i croitre indéfiniment, le rapport

gA+1
a)' =& a’
et, a plus forte raison, le rapport
DISERD
o A

se rapprocheront indéfimiment de I'mité. Donc alors 4”“ convergera vers
une limite égale a b. Mais, si 'on appelle p. la limite vers laquelle conver-
gera, dans la méme hypothese, le produit Xe, on devra naturellement ve-

présenter, par la notation A", la limite vers laquelle convergera la puissance
fractionnaire A””. Donc, en adoptant cette derniere convention, on aura
= "

On pourra donc alors représenter un nombre quelconque b par une ex-
pression de la forme A", p étant une quantité positive ou négative, en-
tiere ou fractionnaire, ou méme irrationnelle. Ajoutons que, si la valenr
numérique de p. est irrationnelle, la progression (9) ne renfermera jamais
le nombre b ou A”, mais seulement des valeurs approchées de ce nombre.

Dans le méme cas, A” sera ce qu'on nomme une puissance irrationnelle
de A. Le degré ou 'exposant de cette puissance sera la quantité irration-
uelle ..

Remarquons, enfin, (ue I'équation (18), qui subsiste pour des valeurs
fractionnaires quelconques des exposants p. et v, continuera nécessairenent
de subsister, si ces exposants, apres s’étre approchés indéfiniment de cer-
taines limites irrationnelles, atteignent ces mémes limites. On peut done
étendre la formule

(26) L

au cas ou les exposants ., v deviennent irrationnels, et, en conséquence,
on peut énoncer la proposition suivante.

4¢ Théoréme. Le rapport géométrique entre deux puissances quelcon-
ques d'un nombre donné A est encore une puissance de a dont I'exposant se
réduit au rapport arithmétique des exposants des deux premieres.
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1.’équation (26) peut encore ¢tre présentée sous une autre forme, qu'il
est bon de rappeler, et qu’on obtient en exprimant la différence 12 — v par
une seule lettre. En effet, si 'on pose

= V=",

et si d’ailleurs on substitue a la lettre v la lettre ¥, on aura p = x + 7,
et I'équation (26) réduite & la formule

ATHY

A.‘t‘

AY

dounnera
(27) AT = AT AL

Alors aussi, a la place du quatriéme théoréme, on en obtiendra un autre
qui, au fond, sera le méme, et s’énoncera comme il suit.

5¢ Théoreme. Le produit de deux puissances quelconques d'un nombre
donné A est encore une puissance de A qui a pour exposant le produit des
deux premicres.

Le théoreme 4 ou 5 exprime la propriété la plus remarquable des puis-
sanices d'un nombre, et méme cette propriété suffit pour les caractériser, en
sorte qu’on peut énoncer la pl‘oposition suivante.

6° Théoréme. Supposons que, x étant une quantité quelconque posi-
tive ou négative, on se serve de la notation {a] pour désigner une autre
quantité qui varie avec a par degrés insensibles. Si I’on a. pour des valeurs
quelconques des quantités x, y,

(28) (=] [7] =[x+l
on aura ausst
-(29) g L=l
Démonstration. On tirera successivement de la formule ( 5), en désignant
parx, ¥, z,..., u, v, w, des quantités quelconques
[#][r][z] =[x + r]lz] = [+ + 3],
et, généralement ,
[} {r1l2]... [«][o][w]={x+ 7 +24+ ... 0+ 0+ w];

puis, en désignant par z le nombre des quantités x, », z, ..., u, v, w, et
‘supposant toutes ces quantités égales entre elles,

(30) e ]” =.[ nagdh
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D'ailleurs, on tirera de I'équation (30), 1° en posant x =1,
(31) [n] = [1]";

1
2° en posant x = -
n

et, par conséquent,

(3) HESLE

’ - . . L l
3° en désignant par m un nombre entier distinct de 7, et posant x = —,

m
nl '
[ e
par conséquent , eu é¢gard a la formule (32),
- n
33 21 =[1]m:
( ) _m [I] J
a . . 1 n LS \ > "
puis, en faisant varier la fraction -~ de maniere a ce quelle s’approche in-

définiment d’un nombre donné v, on tirera de Ja formule (33 ),

(34) [v]=[].
On trouvera, en particulier, en posant v = o, dans la formule (34),
(35) Fo]'="y!

Enfin, en posant dans la formule (28)

=y, §y=—1,
on en tirera
[r][—r]=1;

par conséquent,

(36) [~ rl= = g =017

et il résulte évidemment des formules (34), (36), que si 'on attribue & o
tine valeur réelle quelconque = v, on aura

2] =[]
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SUR

Quelques Théorémes concernant les moyennes arithmétiques
et géométriques, les progressions, ctc.

§ I. — Notions relatives aux moyennes arithmétiques et géométriques.

La moyenne arithmeétigue entre n quantités données est la n*" partie de
leur somme.

La moyenne géométrique entre n nombres donnés est la n”¢ racine de
leur produit.

D’autre part, la somme de n quantités est évidemment comprise entre les
produits quon obtient quand on multiplie par n la plus petite et la plus
grande de ces quantités. -

Pareillement, le produit de n nombres est compris entre les n*"* puis-
sances du plus petit et du plus grand de ces nombres.

Donc, par sunite, la moyenne arithmetique entre plusieurs quantites est
toujours renfermée entre la plus petite et la plus grande de ces quantités.

Pareillement, la inoyenne géométrique entre plusieurs nombres est toujours
renfermée entre le plus petit et le plus grand de ces nombres.

En partant de ces principes, on établira divers théoremes d’algébre qui
seront successivernent énoncés dans les paragraphes suivants.

-

§ II. — Sur les progressions géométriquss, ct sur les moyennes arithmétiques entre
leurs termes.

Considérons d’abord une progression géométrique dont le premier terme
soit I'unité, et dont la raison r soit une quantité positive quelconque. Les

divers termes, dont nous supposerons le nombre représenté par la lettre 7,
seront respectivement

Ex. d'An. ot de Ph, math., T. 1V. (A5 live.) 26
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et, si Von désigm‘. par s, la somme de ces termes, on aura

@ ] —pt

(1) Sa =l r4ria o rth=

i>——w/

Daillenrs, le plus petit et le plus grand des termes dont il s’agit seront les
deux termes extrémes

sl = 5 o
Done, en vertu des principes exposés dans le § i, la somme S, sera com-
prise entre les produits qu’on obtient, quand on multiplie ces deux termes
parn, et Fon pourra énoncer la proposition suivante :

1¢Y Théoréme. T.a somme

1 —dpn

o E—
4 I—r
des 1 termes de la progression géométrique

- 2 J—1
1, ry Py 7

?

est comprise entre les limites

V5 AChS T

Nous avons ici supposé que le premier terme de la progression géomé-
trique donnée était Punité. Supposons maintenant que ce premier terme
soit une quantité quelconque A, la raison étant toujours positive et repré-
sentée par r. Les divers termes de la progression deviendront

gy B L IO
et leur sonnne que je représenterai par S, sera évidemment égale a As,.
Eile sera donc comprise entre les limites nk, nkr*=", et a la place du 1 théo-
reme, on obtiendra la proposition suivante :
2 Théoréme. r étant un nombre quelconque, et k lln(‘ qu: antité quel-
conque positive on négative, la somme 8

S” == k

I — 7"

I—7r
des n termes de la progression géométrique

L PR NG TSR
est comprise entre les limites

nk,. Bl

Si I'on divise la somme S, des termes de 1a progression géométrique don-
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née par leur nombre 7, on obtiendra la moycnue arvithnétique entre ces
mémes termes. En vertu du deuxiéme théoréme, cette moyvenne arithmeé-
tique, que je désignerai par R,, et que détermine la formule

S
1{,, = —’77

sera comprise entre les deux termes extrémes
. g lt—1
k, ki

de la progression géométrique. Si I'on suppose, eu particulier, A =1, on
aura S, = s,, par conséquent,

S,
) vasl n
Ry
ou, ce qui revient au meme,
N ] [ S N S AR PRSI S oL Py — 7
2) Rt = - = =5
n il —7

et la quantité R,, c’est-a-dire la moyenne arithmétigne entre les divers
termes de la progression géométrique

. ~2
A L

sera comprise entre les termes extrémes
l ,\ll—l
: "

I.a moyenne arithmétique £,, déterminée par la formule (2 , possede
encore une propriété remarquable dont I'énoncé fournit le théoreme sui-
vant :

3¢ Z'héoréme. Si le nombre entier 1 vient & croitre, la movenne arith-
metique

11— 7"
Rn: T ’

Wy g
entre les divers termes de la progression géométrique

2 oti—1
AL S a s e T

5]

croitra ou décroitra suivant que la raison r sera supérieure ou inférieure a
"unité.

Démonstration. Soit
m=n-+ 1
un nombre entier supérieur a 1, en sorte (ue { soit positif. On aura non-

26, .
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seulement
B B e A e S I At
B 44N

& 5 n

7

mais encore

L4 r—r2a=., 4 poti-t
l{n+l: n—+1 ?

ou, ce qui revient au méme,

1S 7 B 2 gl N AL PR L I prutl=i
Rm—l 9 1= ¢
n-+1 n -1

par conséquent,

rooe prtlge e prt Li4r+ .. .4 r!

Bn-vl_Rn: na1 o 7+l
ou, ce qui revient au méme,
> R 1— R, i3
\_)) 1 = n -4 IA”
la valeur de A étant
A L7, .. it iR e e N S
k/‘)' A= / 5 n E

Or,,l'unité¢ étant inférieure aux puissances positives et supérieure aux
puissances négatives de r, quand on ar > 1, il est clair que, dans cette
hypothése, les deux moyennes arithmétiques dont la différence équivaut
a A en vertu de la formule (4), seront, la premiere supérieure, la seconde
imférieure a I'unité. On aura donc alors

A >0, et, par suite, R;,., > R,.
Mais le contraire aura lieu, sil'on. suppose r < 1, et, dans ce dernier cas,

les formules (4) et (3) donnent

A <o, parconséquent, R,.,< R,.
§IU.— Sur les progressions arithmétiques, et surles moycnnes géométriques entre lenrs termes.

Considérons maintenant une progression arithmétique dont tous les
termes soient positifs. Si 'on nomme a le premier terme, 4 la raison, n le
nombre des termes, ceux-ci seront respectivement

a a+b,., a+ (n—2a)b, a+ (n—i1)b
et, en nommant P, le produit de tous ces termes, on aura

1) P,,::a(a+b)...[a.+(n——:)_)b] [a+(n—1)b].
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D’ailleurs le plus petit et le plus grand des termes dont il s’agit serout les
deux termes extrémes
a, a+(n—1)b.
Donc, en vertu des principes exposés dans le § 1", le produit P, sera com-
pris entre les n’"* puissances de ces deux termes, et 'on pourra énoncer

la proposition suivante :
1#* Théoréme. Le produit P, des n termes de la progression arithmétique

a, a+b....., a+(n—1a)b, a+ (n—1)b,

supposés tous positifs, est compris entre les limites
a", [a+(n—1)b]".

Au 1‘esir<;, on peut obtenir deux limites plus rapprochées qui comprenment
entre elles le produit P, en suivant la marche que je vais indiquer.

Je remarquerai d’abord que, si I'on désigne la somme de deux nombres
par A, etleur différence par I, ces deux nombres auront pour valeurs res-
pectives les deux expressions

k-1 Sy

et pour produit I'expression
)RR YA ..

A

(ui décroit sans cesse pour des valeurs croissantes de /. Ce produit sera

N e / IR NPT , p
donc inférieur ou tout au plus égal a (;) , c'est-a-dire au carré de la demi-
somme des deux nombres, et deviendra le plus petit possible, quand la
différence [ sera la plus grande possible.

Cela posé, concevons que 'on multiplie le produit 2, par lui-méme,
apres avoir renversé 'ordre des facteurs. Le carvé P ainsi obtenu pourra
étre cousidéré comme le produit de n facteurs, dont chacun serait fourni
par la multiplication de deux termes placés a égales distances des extrémes
dans la progression

a, a+b,..., a--(n—2)b, a+(n—1)bh,
c'est-a-dire par la multiplication de deux termes de la forme
a+mb, a+ (n—m—1)d,

m étant un nombre entier égal ou inférieur a 7. Dailleurs, d’apres la re-
’ |
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marque faite tout a ’heure, le produit de deux semblables termes sera tou-
jours inferieur au carré de leur demi-somme k

7 —"1
a-+ b,
. <)

et toujours égal ou supérieur au produit des termes extrémes
a, a+(n—1)b. :

Done, par suite, P sera compris entre les limites inférieure et supérieure
/ i — 1 N2 n
a'la+ (n—1)b]", (a—}—w; b)) .
et le produit P, lui-méme entre les racines carrées de ces limites. On pourra
donc énoncer encore la proposition suivante :
2¢ Théoréme. Le produit P, des termes de la progression arithmétique

a, a+b,..., (a+n—2)b, a+(n—1b,

supposés tous positifs, est compris entre les limites inférieure et supérieure -
n

a'la-+ (n— I)b]a, (a off. f.';;_.'_ by.

RSN

Corollaire 1*. Si V'on suppose a et b réduits a I'unité,. on conclnra du
denxieme théoreme que le produit
et 2800 7. 0 T

est compris entre les limites inférieure et supérienre

n

2 n .\ "
n?, ( 3 ) '
2

Corollaire 2¢. Si I'on suppose

Al Ol I
m

m étant un nombre entier égal ou supérieur a n, on conclura du déuxieme

théoreme que le produit

T8 2 / yiec— |
1——\ 1——--~(1—-——~~
m ) m m

est compris entre les limites inférieure et supérieure

n

n—1\2 " s T
(l'— > \l = )
y m 271898




On aura done

. n

(2) (M”'_I)(,_%-),_,(,_nf—”]b(\l_,,;,y.

? 3 " )
IYautre part, si Fon pose .

P Lt =52

n

n étant égal ou inférieur a m, le nombre r sera inférieur a 'unité. On anra,
par suite, en vertu du théoreme 1°° du §II,

T e

o= [9) 1] n
% i SR

on méme, si 7 est un nombre pair,

n

2
- o T n
(3) S t=goun <L =
3 e 2
1l y a plus : si z est un nombre impair supérieur a 'unité, on aura néces-
sairement n > 2, et le troisicme théoréme du § II donnera, pour r < 1,

11— r" 1 1—r
il R : == J
par conséquent , A
1—7r" n
5 1 —7r’ 2

1
puis, en remplacant dans cette derniere formule r par 7%, on trouvera

Dong, si z désigne I'un quelconque des nombres entiers supérieurs a Funité,
la formule (3), que 'on peut encore écrire comme il suit,

n

(4) Y = ou >x—g—(1~—r)

subsistera généralement pour r < 1. Elle subsistera donc alors pour

=2l

2 F=l=—

b
m

de sorte qu'on aura

n

(5> . ('-”—1>2= ou >|__'f(”_';.

m am
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Or, des formules (2) et (5) réunies, on déduit immédiatement la proposition
suivante. ’

3¢ Théoréme. m, n étant deux nombres entiers dont le second n sur-
passe 'unité, en demeurant inférieur & m + 1, le produit

ke e

des n termes de la progression arithmétique

2 n—1
I, Iy amy ey~ TR ] =
m m m

ne pourra s’abaisser au-dessous de la limite inférieure

nin—1)
1 —
2m

qu’il atteindra seulement dans le cas particulier oul'on aura n = .

Si P'on extrait la racine n**"¢ du produit P, déterminé par la formule \1\
on obtiendra la moyenne géométrique entre les dxvers termes de la pro-
gression arithmétique

a, a-+b,..., u+(n—"2)brat (n—1)b

En nommant A4, cette moyenne géomeétrique, on déduira immédiatement
du théoreme 2 la propesition suivante :
4° Théoreme. La moyenne géométrigue

1

/I,,_[ ala+b). (a—{—(n—l‘-b)];
entre les termes de la progression arithmétique
a, a+b,..., a+(n—2)b, a-+(n—1)b,
supposés tous positifs, est comprise entre les limites inférieure et supérieure

= |

w I

a*la—+ (n— l)b]—;_,

Si Ton suppose a et b réduits a I'unité, alors, a la place du quatricme
théoreme, on obtiendra la proposition suivante :
5¢ Théoreme. 1.a moyenne géométrique
:
[1.2.3..n)"
entre les nombres entiers
Iyt 12, L DyarA

7
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est comprise entre les limites inférieure et supérieure

10~

n—+1
105 o'l ?-

\

§ IV. — Conséquences diverscs des principes établis dans les paragraphes précédents.
On pent, des principes établis dans les paragraphes précédents, déduire
diverses conséquences qui méritent d’étre remarquées. Ainsi, en particulier,
si, en désignant par r un nombre quelconque, et par 2z un nombre entier,

'on pose

R 1 1—7r"
LT e

si, d'ailleurs, on nomme m un autre entier inférieur a n, alors, eu vertu
du troisicme théoreme du § 11, on aura, pour r < 1.

RH < RIVI b
o, ce qui revient au méme,
R,
— <.
Ry <
et, pour r > 1,
RH > B"l’
ou, ce qui revient au meéme,
Rn
= >1I.
i, &

Comme on aura d’ailleurs, dans P'un ou lautre cas,

Ry m 1— r" m r*—i

R, n o 1—prn norm—i

on devra conclure que, si 7 surpasse m, on aura, pour r < t

Sy 1—rt n
(Ir i -t

1—7r" m

et, pour r> 1,
rte—1
() Ll 2y

1

Si, maintenant, on remplace, dans les formules (1) et (2), 7 par r", ces tor-
mules seront réduites, la premicre 2

n
()) \, =y —iz‘.

Dy m

Fu, ddn e de Phyc. math.,, T. IV, (43° live.) 2]
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la seconde a

n

(4) >

n

=

Enfin rien n’empéchera de concevoir que, dans la formule (3) ou (4), la
fraction %, devenue variable, s’approche indéfiniment d'un certain nombre
v rationnel ou irrationnel, mais supérieur a I'umité, et alors, en remplacant

n

e par v, on trouvera encore, pour » < I,

(5) L=l <,
et, pour r>1,
(6) BB

. L 1 .
\joutons que, si Pon remplace r par -, on tirera, 1° de la formule (5),
s /

T E
pom*;< T2 >N,

Y1

(7) ol <o

r— 1

2° de la formule (6), pour -:- 30, P,

(8) L Sy

0=

Or il suit évidemment des formules (5) et (8), on (6) et (7). que le rapper

1 — 7

I—7r
sera toujours compris entre les limites
' el WP Tl
si le nombre v est supérieur & Punité.
Au reste, en raisonnant toujours de la méme manicre, on arriverait
A . . . n o o 3
encore aux mémes conclusions, sila fraction — et la limite v de cette frac-
N
tion étaient supposées non plus supérieures, nais inférieures & unité.
Seulement alors, le théoréme 3 du § II donnerait, pour r <1,

Bn > Bm L}
pour r >1,
R, < Ry
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el, par suite, dans les diverses formules obtenues, on devrait remplacer le
signe < par le signe >, et reciproquemnent.
Cela posé, on pourra énoncer la proposition suivante :
10 Théoréme. r et v étant deux nombres quelconques, le rapport

r’—1 1 —r’

B 1" L R

sera compris entre les limites
Pl VP
Concevons naintenant que, x, 7 étant des nombres distincts, on pose

T 1
on en conclura

NaA=—N2oc
et 'on aura, par suite,

y—x=r—1)x, y’—x’=U"—1)x,

y'—z’ r’—1

- = 200
V’Y—.T (el |

Done, eu égard au premier théoreme, le rapport

jy e ‘Z.P

}' -_
sera compris entre les limites

,)xn—i, Uf""']”_’ :
dont la seconde coincide avec le produit vy»—1; et 'on pourra énoncer
la proposition suivante :
2¢ Théoréme. x, y, v étant trois nombres quelconques, le rapport

‘y'J i z‘l
y=i»
sera toujours compris entre les limites
vx')—-l g va»—l R
Si, en désignant par Ax un accroissement attribué a la variable x, et
par A(x”) Vaccroissement correspondant de x', on pose
y=a+Ax,
011 anra
yr=x+ Alx,),
et, par suite,
yv e o A(xy)
y—x ~ Ax

)
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puis, en faisant converger Ax vers la limite zéro, on conclura du deuxieme
P e y A A(.r“) 3
théoréme que la limite du rapport anx différences — - estle produity .
x
IYailleurs cette limite est précisément ce qu'on nomme le rapport différen-
tiel de x> a ac, on la dérivée de xv différentié par rapport & x, et ce que
I'on désigne par la notation '
d‘(.z*") :
—— ou D,(x).

A\insi 'on peut, du deuxieme théoreme, déduire immédiatement la formule

d(r?
(9) C) = Dy(a) = v,
de laquelle on tire
(10) d(x)=var—dx.

Réciprognement, de la formule (10), supposée connue, on pourrait revenis
an second théoreme, en s'appuyant sur une proposition énoncée dans le
deuxieme volume de cet ouvrage. En effet, si, en attribuant a a0 une valeur
constante, on fait varier 3 a partir de = x, les differences

JoT e — &
seront deux grandeurs coexistantes qui s'évanouiront simultanément; et
leur rapport différentiel, représenté par la notation

d(y").

dy

se confondra, en vertu de la formule (g), avec le produit v y»—1. Or ce pro-
duit, qui se réduira simplement a vx =", ¢uand on posera y = x,
croitra ou décroitra sans cesse, tandis que 'on fera croitre la valeur numé-
rique de la différence y — x. Donc les valeurs extrémes de ce produit,
représentées par
v, vy,

devront, en vertu d’un théoreme énoncé a la page rgo du deuxteme volume,,
comprendre entre elles le rapport

‘,).1‘ —— J:'J

¥y —x
des deux graudeurs coexistantes
) — &, Jie X
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La quantité géométrique 1=1_, et sur la réduction d'une quantité
2
aéométrique quelconque a la forme x —+ yi
S Vi A o JH

Soient r, p les coordonnées polaires d'un point A renfermé dans un
certain plan, r étant le rayon vecteur OA mesuré a partic du péle O sur
une droite qui forme avec l'axe polaire OX 'angle polaire p. D’apres ce
qui a été dit a la page 158, le rayon vecteur OA sera représenté en grandeur
et en direction par la quantité géometrique r,, dont r sera le module, et p
I'argument.

Cela posé, I'argument p pourra ¢tre 'un quelconque des angles déerits
par un rayon vecteur mobile qui, d’abord dirigé suivant 'axe polaire,
tournerait autour du pole, de maniere a prendre définitivement la direc-
tion OP. Or ces angles forment évidemment une progression arithmétique.
dont la raison équivaut & quatre angles droits mesurés par la circonférence
dont le rayon est l'unité, c’est-a-dire par le nombre 2az. Mais, parmi ces
mémes angles, un seul est renferm¢ entre les limites — 7, + =, les autres
se déduisant de celui-ci par I'addition ou la soustration des divers multiples
de 2x. Ajoutons que, si Pargument p est considéré comme positif quand
le rayon vecteur mobile a tourné dans un certain sens avant de parvenir a
la position OP, le méme argument deviendra négatif, quand le rayon vec-
teur mobile aura tourné en sens contraire. .e mouvement de rotation sera
direct dans la premiere hypothese, et rétrograde dans la seconde.

Enfin, lorsque le signe + ou —, qui sert a indiquer 'addition ou la
soustraction, sera placé devant r,, I'expression

+r, on —p,

ainsi obtenue représentera la longuear 1 mesurée a partir du pole dans la
direction qui forme avec Faxe polaire I'angle p, ou dans la direction op-
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posée, en sorte qu’on aura | page 164]
1) 4 P =y = g R

Dans le cas particulier ou le module r se réduit & I'unité, la quantité
géométrique r,, réduite 2 la forme 1,, représente la longueur 1 mesurée i
partir du pole dans la direction qui forme avec I'axe polaire I'angle p. Si
a cette direction on substituait la direction opposée, alors, & la place de

la quantité géométrique 1,, on obtiendrait la quantité opposée

{5 _— e
(2) (g Ry = = I,

Si la direction donnée coincide avec celle de 'axe polaire, ou avec la
direction opposée, la quantité géométrique 1, sera réduite & I'une des
quantités algébriques

1o =1, g =1_ 7= —+1.
Si, au contraire, la droite sur laquelle se mesure la longueur 1 devient

perpendiculaire a 'axe polaire, alors I'expression 1, se trouvera réduite &
Pune des quantités géométriques

La premiere de ces quantités, c’est-a-dire la longueur 1, mesurée dans lu
direction que prend un rayon vecteur mobile dou¢ d'un mouvement de
rotation direct, et primitivement dirigé suivant I'axe polaire, au moment
ou il devient pour la premicre fois perpendiculaire a cet axe, sera doréna-
vant désignée par la lettre i. Eu égard a cette convention, 'on anra

(33 T g = =Ny

Y, =

et

ou, ce qui revient au méme,
‘.‘4) 7= —1.
Donc les quantités géoméiriques i et — i représenteront les racines carrées
de —1; et, comme on tirera de la formule (4),
14— 2
1" = (—a1) 3
par conséquent

(5} it

Il
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il est clair que i et — i représenteront encore les deux racines quatrienies
et non algébriques de 'unité. Cette conclusion ne différe pas an fond de Ja
remarque faite & la page 167.

En résumé, i et — i sont les deux racines de P'équation binome

(6) 2= —1,

i laquelle il est impossible de satisfaire tant que l'on prend pour z une
quantité algébrique, puisque le carré de toute quantité positive ou négative
est nécessairement positif. Si I'équation (6) devient résoluble, dans le cas
ou l'on prend pour z une quantité géométrique, cela tient a ce que la défi-
nition donnée en algébre du produit de deux quantités se généralise quand
ces quantités cessent d’étre algébriques, et permet au produit

2% = %°

de deux facteurs égaux d'acquérir une valeur négative.

Concevons maintenant que Pon détermine la position du point A, nou
plus a I'aide des coordonnées polaires r et p, mais a I'aide de deux coor-
données rectangulaires x et y mesurées a partir du pole : 1° sur laxe
polaire; 2° sur une perpendiculaire a cet axe. Supposons, d’ailleurs .
que 1'on compte les x positives dans la direction correspondante i une
valeur nulle de l'angle polaire p, et les y positives dans la direction

\ . ™ / a
correspondante & I'angle polaire —. Tes coordounées x, y, ou, ce (ui re-

vient au méme., les projections algébriques du rayou vecteuwr r sur les axes
des x et des y, se rédniront, pour r = 1, & ce qu'on nomme le cosinus et
le sinus de I'angle polaire p; et, comme, pour passer de ce cas particulier au
cas ou r acquiert une valeur quelconque, il suffit de faire varier a et »
dans le rapport de 1 a r, on aura généralement

(7) & == 1* Sogp, yEEatenp.

1l est facile d'exprimer la quantité géoméirique r, en fonction des coor-
données rectangulaives a, y : et, d’abord, il est clair que, si I'une de ces
coordonnées s’évanouit, la valenr numérique de I'autre sera précisément
la valeur du rayon r. Dans la méme hypothese, Uespression 1, se réduira
évidemment & 1 ou a — 1, si le rayou r se mesuve dans le sens des x po-
sitives ou des a négatives; 4 i ou & — i, si r se mesure dans le sens des »
positives ou des » négatives. On en conclul aisément que la quantité géo-
métricue

2

Py =1, r,
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exprimée en fonction des coordonnées x, y, sera représentée en grandeur
et en direction par 'abscisse x, si I'on a Y =0, et par le produit yi, si
Pon a x =o.

Si des deux coordonnées x, Y aucune ne s'évanouit, alors
x et i
représenteront évidemment, en grandenr et en direction, non plus fa lon-
gueur r mesurée sur une droite correspondante i Fangle polaire p, mais
seulement les projections algébriques de cette longueur sur les axes des a
et des y. Quant 4 la longuenr elle-méme, elle sera la diagonale du rec-

tangle construit sur les denx projections. Eile sera donc [ page 160] la somme
des deux quantités géométriques o, J'i, en sorte qu’on aura

(9) Tp,=2ax +7i.
Si le rayon r se réduit & Punité, on aura
10) x = cosp, y = sinp.
Donc alors la formule (g) donnera
(11) I, = COSp - i sinp.

Si, au contraire, le rayon r differe de V'unité, on tirera de la formule (9)

jointe aux équations (7), ou bien encore de la formule (8) jointe a la
formule (11),

12) r, =r(cos p +1i sinp).

Concevons maintenant que, r, p étant les coordonnées rectangulaires,
et @, y les coordonnées polaires du point A, on pose, pour abréger.
(13) Z=r, =2 +¥i,
la quantité géométrique z sera ce que nous appellerous U'affixe de ce point.
Si I'on désigne par R, P les coordonnées polaires, par X, ¥ les coordon-
nées rectangulaires, et par Z l'affixe d'un secoud point B, on aura encore

(14) 4= M=K T3,

Si les deux points coincident, on aura non-seulement
(15) p—ze

ou, ce qui revienl an meéme,

{16' AQ—FYJ':x—J—‘)'i,
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mais encore
(] 7) X =x, Y:)’
Réciproquement, si I'équation (15) se vérifie, les points A, B coincideront,
et, par suite, la formule (15) ou (16 entrainera les équations (17). On peut
donc énoncer la proposition suivante :

1" Théoréme. Lorsque deux quantités géométriques sont égales, I'équa-
tion qui exprime leur égalité peut étre remplacée par deux équations entre
quantités algébriques, savoir : par les équations qu’on obtient, quand on
égale entre elles, dans les quantités géométriques données, les parties pure-
ment algébriques, puis les quantités algébriques qui représentent les coef-
ficients de i.

Observons encore que I’équation (15), présentée sous la forme

(18) He=r,

donnera [voir la page 158]

(19) Y (20) P=p—+a2knr,

A étant une quantité quelconque, et, par suite,

(2r1) cos P = cosp, sinP =sinp.

Comme on aura d’ailleurs

(22) 1, =cos P+ 1isinpP,

il est clair que des formules (11) et (22), jointes aux équations (21), on
tirera

(23) 5 8

On arriverait encore a la méme conclusion, en divisant par B = les
deux membres de V'équation (18) présentée sous la forme

O T

in résumé, la position d'un point dans un plan peut étre complétement
déterminée, non-seulement par le systeme de deux coordonnées rectangu-
laires, mais aussi par I'affixe de ce méme point; en sorte que 'égalité de
deux affixes entraine la coincidence des points correspondants avec I'éga-
lit¢ de leurs abscisses, de leurs ordonnées, et de leurs distances au pole.
Nous appellerons points conjugués deux points placés symétriquement
par rapport a 'axe polaire, oun, ce qui revient az meéme. deux points situés
Ex. &'dn. et d> Ph. math,, T. IV, (43¢ lise.) 28
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a égales distances de cet axe sur une droite perpendiculaire & 'axe. Nous
appellerons encore quantités géomeétriques conjuguées celles qui représen-
teront les affixes de deux points conjugués. Cela posé, deux quantités géo-
métriques conjuguées offriront évidemment, avec des modules égaux, des
arguments ¢égaux au signe pres, mais affectés de signes contraires, et si -
I"'une est de la forme

(24) r, = + yi= r(cosp ~+ isinp),

Pautre sera de la forme
(25) r.p=2x—yi=r(cosp—1isinp).
Comme on aura d’ailleurs

(26) T

—_— 2
L G

L=
on pourra énorncer la proposition suivante :

2¢ Lheoréme. e produit de deux quantités gbométriques conjuguées est
le carré du module de chacune d’elles.

Remarquons encore que des formules (24), (25), (26), on tire

(27) r* = (x +yi) (x — i),
puis, en ayant égard a4 la formule (4),
(28) r*=ax®+ y:

[/équation (5) exprime simplement que le carré du rayon vecteur r est
la somme des carrés de ses dewx projections, et reproduit ainsi le théoreme
de géométrie suivant lequel, dans un triangle rectangle, le carré de Uhypo-
ténuse équivaut a la somme des carrés des autres cotés. Ajoutons quel’on
tire de la formule (27)

1 _ =yl x—yi
z4+yi  rt T prigy?’

(29)

et que I'équation (29) réduit immédiatement & la forme X + Vi le rapport
de I'unité a la quantité géométrique x + yi, ou, ce qui revient au méme,
la quantité géométrique inverse de x + yi.

Si le module r des deux quantités géométriques r,, r_, se réduisait i
Punité, elles deviendraient respectivement

Ip=cosp—+1smp, 1_,=COSp — 1 sinp.

Les principes exposés dans le Mémoire sur les quantités géométriques
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permettent d'effectuer aisément, sur ces quantités réduites a la forme .,
les diverses opérations de l'algebre; spécialement P'addition, la soustrac-
tion, la multiplication, la division, et I'élévation a des puissances entieres.
Pour effectuer les mémes opérations sur les quantités géométriques réduites
a la forme x + yi, il suffira évidemment d’appliquer les regles auxquetles
on aurait recours, si les quantités données étaient algébriques, en ayant
égard aux formules (4) et (29), et en se rappelant que, diviser par unce
quantité géométrique, cest multiplier par la quantité inverse. [ FVoir la
page 164.] On trouvera, par exemple,

(30) (x+ri)+(x'+y'i)+..=x+x + ...+ (y+y' +..)i;
(31) ' +yi—(x+yi)=a —a+ (y —y)i;
(32) (x+ri)(x'+y'\)=ax'—yy' + (xy' +x'))i;
33 .z:’+;»’.i _ (e=yi) (@ +70) xx’%-y)”—%—(x)"—x’)')i’
z4+yi zi4-y? x4y

puis, en désignant par 2 un nombre entier quelconque, et appliquant au
développement de (a + yi)" la formule de Newton, on trouvera encore
n(n—

(36)  (xwryirmar— Uy

‘n n(n—1)(n—2) .
4ttty T i gl )1

( I J Prlop3 BT )
au égard a I'équation (34), on pourra aisément réduire a la forme X+
une fonction enticre Z de la quantité géométrique z = x + yi, cest-i-

dire une expression de la forme
.35) : Z=a-+ bz + cz® + ...+ gz" + hz",

les coefficients a, b, ¢,..., g, h étant des quantités quelconques algé-
briques ou géométriques. Ajoutons que l'on pourra réduire encore a la
forme X + ¥'i une fonction rationnelle de z, c’est-a-dire le rvapport de
deux fonctions entiéres de z, en ayant égard non-seulement a_la for-
mule (34), mais aussi & I'équation (33).

a8..
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Sur les avantages que présente l'emploi des quantités géométriques
dans la trigonométrie rectiligne.

Comme on I'a vu dans I'article précédent, les deux quantités géomé-
triques

Ipy I-p

sont liées au sinus et au cosinus de I'angle p par les formules

(1) 1,=cosp—+isinp, 1_,=cosp—isinp,

dont la seconde est ce que devient la premiére quand on change p en — p.
D’ailleurs, de ces deux formules on tire immédiatement les suivantes :

’, I _—I
P =P
sinp — ———,
Ji -

1p,~41_

(2) cos p= +——"
qui servent & exprimer le cosinus et le sinus de I'angle p, a I'aide des seules
quantités géométriques 1,, 1_,; et I'on peut ajouter que les équations (1),
(2) fournissent le moyen le plus court d’établir un grand nombre de
formules de trigonométrie rectiligne. Entrons a ce sujet dans quelques
détails.

D’abord, il est clair que les propriétés des expressions de la forme 1,
feront connaitre, eu égard aux formules (1), des propriétés correspon-
dantes des sinus et cosinus. Ainsi, par exemple, I’équation

3) — I

]Pl_p
s .

pourra s'écrire comme il suit,
(cosp + isinp)(cosp —isinp) =1,
et se réduira définitivement & la formule
2 in2 o
(4) cos’p +sin* p =1,

qui exprime la relation existante entre le sinus et le cosinus d’un angle
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quelconque p. Pareillement, I'équation
(5) Lpwp = Lplp
donnera

cos (p + p') + isin (p + p’) = (cos p + isinp)(cos p' + isin p'),
ou, ce qui revient au méme,

cos (p + p') + isin(p + p’) = cosp cos p’ — sin psin p’
+ 1 (sin pcos p’ + sin p’cos p).

et pourra étre remplacée [ page 217] par le systeme des deux formules
cos(p+ p')= cospcosp’ — sinpsinp’,
sin (p + p') = sinpcos p’ + sin p’ cos p,

(6)

qui servent & exprimer le cosinus et le sinus de la somme de deux arcs
en fonction des cosinus et des sinus de ces mémes arcs. Sil’on veut obtenir
les cosinus et sinus, non plus de la somme, mais de la différence des arcs
donnés, il suffira de remplacer p’ par — p’ dans les formules (6), des-
quelles on tirera

cos (p — p’) = cos pcos p’ —+ sinpsip’,
sin (p — p')=sinpcos p’ — sin p’ cosp.

~2
N—

Enfin , 72 étant un nombre entier quelconque, 'équation
\ - n
(8) == (1,)

sera I'expression la plus simple du théoréeme de Moivre, puisque, en vertu
de cette équation, 'on aura

(9) cos np + isin np = (cos p + isin p)*.

Si, aprés avoir développé le second membre de la formule (g) suivant
les puissances ascendantes de i, on égale entre elles, dans les deux membres,
les quantités purement algébriques, puis les quantités qui représenteront les
coefficients de i, on retrouvera les formules connues

cos np =-cos" p — '—l—(—'—:—E—Qcos""2p sin®p +...
(10 ’
19 ﬂ(n-——l)(n—z)co

o n 3
sin np = -cos"' ps —
P =7 RiE¥a T.2.3

s"psin’p + ...,

\
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que I'on peut encore écrire comme il suit :

s cos np = cos”p [I—’#’—:—l)tang"'p—&— il

(t)l o itk
( sin np = cos"_p [? tang p — —('T%,(g'—‘z‘) tang® p + ]

D'ailleurs on tirera immédiatement des équations (11)

L /z(n—l)(n—z)ul >
: TRt 2.3 PEPGH pis
(12) tang np = - A (A=) .
1— — IT——lang”p—l—...

Les formules (10) développent le cosinus et le sinus de 'arc np en fonc-
tions entieres du sinus et du cosinus de I'arc p. Sil'on veut, au contraire,
développer les ném** puissances de cos p et de sin p en séries de termes pro-
portionnels aux cosinus et aux sinus des multiples de p, il suffira de recourir
aux formules (2), desquelles on tirera

, . I,41_,\" . A0 p Tl o
(13) cos"p = (”—2—”> s sin®p = <-” = P) s

En développant les seconds membres des équations (13), et ayant égard
la formule (5), on trouvera

n n
tap + T Ua-aip+ oot Tl p + 1oy

72 — - — -
e cos"p = : . :
I { - _
n l n \n
by = T a—np+ o F |5 1_(a2)p + Lmp (1)
Sil]np = 2’-'i" =0 _WIN |}

De ces derniéres équations, on peut immédiatement revenir aux formules
connues. On en tire, en effet, en égard aux formules (1), pour des valeurs
paires de n,

/ n ‘
/ lﬂ(ll-—l)...(;—}—l)

7
('osn])-f—-:-cos(n—z)p—}-...—i—;

n
1.2...—
2

cos" p = pr= ’

)E

cosnp—-?cos(n—z)p—i—...—i—(—l

1n’ —_ e N N
sin 1) = 3

(SRR
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et, pour des valeurs impaires de n,

n
cosnp—}—lrcos(/z——z)p—f— ce+ —————cosp
1.2. 2
cos" p = e
41
(lG) "--ln(n—l‘j...(»-t—
. G o ’ - .
smup——Tsm(n——z)p—J;—...+'(——1) 2 sy
1.2..
1 — 2
sin” p = — —pro

(=1 7

lorsque, dans I'équation (5), on prend

on en tire

par conséquent,

IE cos i —+1 sinZ
(17) == >
= R AR L
I » cose——isin£
2 ), 2
Si, d’ailleurs, on pose
sing
= tang L == >
2 P
CcOoS —
2
on aura
sin? = tcos?,
2 2

et, par suite, la formule (17) donnera

7 14t
18 = .
\ ) T T — ti

in vertu de cette derniere formule, toute fonction entiére, ou méme ra-
tionnelle de 1,, pourra étre transformée en une fonction rationnelle de

) = tang g

Il y a plus: comme, en vertu de I'équation (3), jointe 4 la formule (18), on
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aura
I — 1
L+ ti

(19) =

il est clair que toute fonction rationnelle de 1, et de 1_, pourra encore
étre transformée en une fonction rationnelle de ¢. On trouvera

, par
exemple, en ayant égard aux équations ( 2),
(20) cosp=1"C, sinp= 2L
) ] _ = — N = .
VY P 14t [ 1+t

Etant données deux directions déterminées par deux angles polaires p, p/,
on peut demander la valeur de la quantité positive I propre & représenter
I'angle aigu ou obtus, mais inférieur & deux droits, qui se tronve compris
entre ces mémes divections. Or il est clair que cette quantité se réduira
toujours a I'un des quatre angles compris dans les deux formules

- I

2kn = (p —p),
k ou — Ak étant uu nombre entier. Donc, par suite, on aura

Lpi—p+ Ip—p' ,

(21) cosll =cos(p' — p)= .

ou, ce qui revient au meme,

1pr I_p+ Ipl_p/.

(22) cosll =
g 2

Telle est I'équation qui sert a exprimer la valeur de cosI1 a 'aide des quan-
tités géométriques 1,, 1, et de leurs conjuguées 1_,, 1_,.

Dans ce qui précede, nous nous sommes bornés a considérer des quan-
tités géométriques dont les modules étaient réduits a I'unité. La considéra-
tion de celles qui offrent des modules distincts de I'unité fournit aussi
des démonstrations tres-simples de diverses formules de trigonométrie rec-
tiligne, comme nous allons le faire voir.

Soient d’abord r, " deux rayons vecteurs mesurés i partir du pole duns
les directions que déterminent les angles polaires p, p'; et nommons A, B
les extrémités de ces rayons vecteurs. Si 'on multiplie le rayon vecteur r
par le cosinus de la quantité positive II propre a représenter P'angle aigu
ou obtus compris entre les deux rayons, le produit ainsi obtenu r cosTl
représentera la projection algébrique du rayon vecteur r sur le rayon vec-
teur 1. Pareillement, r’ cos Il représentera la projection algébrique du rayon
vecteur r. Cela posé, le produit de 'un des rayons par la projection algé-
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brique de I'autre sera
rr’ cos II.

Or, en multipliant par 77’ les deux membres de la formule (22), on trouvera

, , rx", e ro
(23) rr’cosl = Z—£ 2 =7,

et les quatre quantités géométriques

Ppy Ty Ty 11,
seront évidemment les affixes des deux points A, B et de ceux qui leur sont
conjugés. En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante :

Théoréme. Deux rayons vecteurs étant mesurés a partir du pole dans
deux directions données, le produit du premier rayon par la projection
algébrique du second rayon sur le premier, et le produit du second rayon
par la projection algébrique du premier sur le second, seront égaux a la
demi-somme des deux produits dont chacnn a pour facteurs les affixes de
I'extrémité de I'nn des rayons et du point conjugué a lextrémité de
lautre.

Corolluire. Souvent on désigne a I'aide de la notation (f?’) l'angle
aigu ou obtus compris entre les deux rayons vecteurs r, r’ mesurés dans
deux directions données. Si I'on adopte cette notation, la formule (23)
deviendra

’

7
TR 12

PN =L s
(24) I'T" Ccos (f‘, l‘/)= P P - PRSP
et I’on en tirera
[ " v o/ AP /\l
(25) Rlolopt Lall,, == 21T c08 (s 1),

Soit, maintenant, R, la somme des deux quantités géométriques r,, 1 g

) \ . el P o ’ g ’
IYapres ce qui a ¢été dit a la page 160, la quantité géométrique R, représen-
tera, en grandeur et en direction, la diagonale OC: du parallélogramme qui
aura pour cotés les rayons vecteurs OA, OB, et pour sommets, d'une part
le point O, d’antre part, les trois points A, B, (. dont les affixes sont res-

pectivement

~ o
Ty 1oy Rip.

D7ailleurs, si 4 ces trois derniers points on <ubstitue feurs conjugués,

Ex d'An. et de Phys. math., T. 1V. ‘43¢ liv.). 29
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¢’est-a-dire les trois points dont les affixes sont

R

» )
Fepy T prs -P

on obtiendra un second parallélogramme égal an premier, ces denx paral-
lélogrammes étant deux figures symétriques par rapport a 1'axe polaire.
Donc R_, sera encore la somme des deux quantités géométriques r_,, 1’
et 'équation

s \ = 3
26) R,=r,+ i

entrainera la suivante,

(27) R s, v,

Or, des formules (26) et (27), combinées entre elles par voie de multipli-
cation, on tire, eu égard a I'équation (25), la formule connue

[y /\
(28) R* =12 1" 4+ arr' cos(r, r’).
Soient, maintenant,

- "4 s
Ton Bary Fhppeee

des quantités géométriques en nombre quelconque, et
A, A, A,

les points dont elles représentent les affixes. Pour obtenir la somme R, de
ces quantilés géomélriques, il suffira, d’apres ce qui a été dit [ page 160],
de mener par I'extrémité A du rayon vecteur OA, une droite AB égale et
parallele au rayon vecteur OA’, puis par le point B une droite BG égale et
parallele au rayon vecteur OA”, etc.,..., puis enfin de joindre le pole O a
Vextrémité K de la derni¢re des droites successivement tracées, et de fermer
ainsi le polygone OABC... HK par un dernier coté OK qui représentera, en
grandeur eten direction, la somme cherchée. D’ailleurs, si aux sommets A, B.
C,..., H, K on substitue les points conjugués a ces mémes sommets, alors, a
la place du polygone OABC...TK, on obtiendra celui auquel on peut le
superposer en faisant subir au plan qui le renferme une demi-révolution
autour de 'axe polaire; et il est clair que, dans le nouvean polygone, le
dernier coté, représenté en grandeur et en direction par R_,, sera la
somme, non plus des quantités géométriques données

. ! 4
’p9 ’,,/7 ’1,//7'"’
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mais de leurs conjuguées

Tepy Tlps Tlpuyeen
Donc I'équation
(29) Rpa=W Cp Bl + 1, + . ..
R .
entrainera la suivante
L S S +f "
(30) A A o et S

Or, des équations (29) et (30), combinées entre e!les par voie de multipli-
cation, on déduira immédiatement, en égard a I'équation (25), la formule
connue

~ ~
(31) RP=r*+r*+4r"*+...4arr' cos(r, r')+ 2r1” cos(r, r") + ...

N {\‘/1\
+ar'rcos(r, ")+ ...
—+ etc.

Parmi les formules auxquelles on parvient quand on considére des quan-
tités géométriques dont le module différe de 'unité, on doit remarquer encore
I'équation qui fournit la somme des n premiers termes d'une progression
géométrique. Si, pour plus de simplicité, on suppose le premier terme
réduit a I'unité, et si on représente la raison par r,, I'équation dont il
s’agit sera

e
(32) a0l o R R s
¥4

Cette équation subsistant, quelles que soient les valeurs du module r et
de V'argument p, on peut y remplacer p par — p. On trouvera ainsi

I— ’."
n+__ —P,

—-P 11— 7,

(33) mshrraglnlyeb Gl ok
D’autre part, on a
(t—r)(t—rp)=1—arcosp-+re.

Par conséquent on peut. dans les formules (32) et (33), remplacer les
rapports

1 I
2 -
1—7, §—="7y
par les rapports
Sl —p 1—ry
n LIk
1—2rcosp—+r? I—a2rcosp—+rt

29..
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Cela posé, les formules (32) et (33) donneront

v Y —r_,— rt o p?pot
(34) 14+ r, +r 4+ ... = i P
d P P + 17 I—2rcosp -+ r x

I_r___r'l r’rﬂ—‘
N i

(35) L+, 4+ =
\J9) -p —p + =2 1—2rcosp —+r?

Chacune de ces dernicres équations se partage en deux autres, lorsqu’on
égale entre elles, dans les denx membres, les parties purement algébriques

et celles qui constituent les coefficients de i. Alors, en ayant égard aux
formules

N [ g—— n 1 <}
(36 rl 1, "= r"(cos np + isinnp),

r_p = I_p, P"=r"(cos np — isin np),

I

on trouve

I +rcosp+r*cosap—+...+r"‘'cos(n—r1)p

(37) o 1—-rcosp—r"cosnp—l—r’*“cos(n—r)p,
I—2rcosp—+r?
et
rsinp 4+ résmap— ...+ "sin(n—r1)p
(38 __rsinp —rsinnp -+ r+'sin(n—1) p

1—2rcosp + r?
Lorsqu’on su ppose

r<i,

le module r” de r; décroit pour des valeurs croissantes de n, et devient in-
finiment petit, tandis que le nombre n devient infiniment grand. Donc,
alors, en vertu de la formule (32), la somme des n premiers termes de la
progression géométrique

1 \ ., 2 3
(39) by, 1\ Ty Vg = Tgmmeesn

s'approche indéfiniment, pour des valeurs croissantes de 72, de la limite

)|

\40) = 1—7rp

(Vest ce qu'on exprime en disant que la progression géométrique se réduit,
pour r < 1, A une série convergente qui a pour somme la limite s. Alors
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aussi, les formules (32), (33) donnent

(41) I+ 7, 4 i s

l—"’,

(42) T L =

?
{=— r_P

et les formules (37), ( 38) donnent

N B o __ 1—rcosp

(43) L7608+ 11 CO§2 Akl = T S ress p il 72
5 . sin

(44) rsinp + risinop+4 .= ol d

1— 27rcosp—+r’
Il est bon d’observer qu'en vertu de I'équation (41), jointe a la premiere
des formules (36), 1,, sera le coefficient de r” dans le développement du

1 . ) . )
rapport  py en une série ordonnée suivant les puissances ascenidantes et
—rp

P . . i
entieres du module 7. Donc, par suite, 1,, sera le coefficient de ~, dans le

développement du rapport

X

(1— "p)"”"

et, en adoptant les notations du calcul des résidus, on tirera de la for-

mule (41)
(45) Lnp = & 1

ou, ce qui revient au meéme,
-~

A =i 1—r_p

(46) Inp—‘ é/ (I—ZI‘COSP-{—"?)[""—H]

Si, dans les deux membres de cette derniere formule, on égale entre elles les
quantités purement algébriques et celles qui représentent les coefficients dei,
on trouvera

5 1— rcosp
\47) cos np = é/(!__ 2I‘COSP+"2)[""+']’
et

; - rsinp .
(48) Lo np_-!,(l —2rcosp + rt) (r*+)

On pourrait d’ailleurs déduire immédiatement les formules (47) et (48) des
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équations (43 ), (44)- Ajoutons que les équations (47) et (48) pourront
encore étre présentées sous les formes

(\49\ COSIZp:A:i-([_{_ 1—r? ) I

t—2rcosp + 77 ) (ro+)’

r o . . P r 1
(50) sinnp = sin p é, X
1— 2 rcosp —+r? (rrtt)

Nous avons rappelé plus haut les deux équations qui se dédnisent immé-
diatement du théoreme de Moivre, et qui transforment le cosinus et le sinus
de Yarc np en fonctions entieres du cosinus de I'arc p. Si, au théoreme de
Moivre, on substitue I'équation (46), ou, ce quirevient au meéme, les équa-
tions (49) et (50), on pourra en déduire immédiatement eelles qui traus-

sin np

; i
forment cos np et —
sin p

en fonctions entieres de cos p. Effectivement,

conime on a

m=F (2rcosp)”

- (I—{»-r’)"“*‘"

(51) ‘
1 ——————
' T—27rcosp~+-re"

on conclura des formules (49) et (50) que le coefficient de cos™ p se réduit.
dans le développement de cos np, a

(52) 2””‘6( Ll i E

1+ rn)m—H [rn—m+|],

sin np
sin p

et, dans le développement du rapport y &

-« m 1 I .
(bj) 2 (l+r2)m+l[rn—-m)

D’ailleurs I'expression (52) se réduit, pour m = n, ou, ce qui revient au
méme, pour une valeur nulle de n — m, 4 2"~, pour une valeur impaire
de n — m @ 7éro, et pour une valeur paire, mais positive, de n—m, a

n m— 2
B=Mom(m—+1). .. s
2 n

(54) (—m) Iy
1.2...

2

Au contraire, I'expression (53) se réduit, pour n = m —+ 1, ou, ce qui re-
a A A -9 -

vient au méme, pour une valeur nulle de n —m —1 a 2"~!, pour une

valeur paire de n — m 4 zéro, et pour une valeur impaire de n—m plus
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grande que I'unité, a

"“’%’_"_' (m—41)(m+2)... L_—*-_lzl—:l
(55) (—1) 2",

R =} —,1
PRI2 L, ———r——d

2

Cela posé, les équations (49) et (50) reproduiront inmmédiatement les for-
mules connues

i ] nn—3 e
cos"p — ;cos""p -+ o E cos™ " p
(56) cos np = 2" ¢ )
nn—>5n—4 g
— Z T COS -+ ...
-
rcosn—i p— ’_I_'Z____% COS”—ap )
A7) sinnp = 2™ sin
( 7) P I n—/f4n~—3 aLig
M g Cos" P p+ ...
l_ 1 i

Si, dans I'équation (56), on pose n = 3, on retrouvera la formule
(58) cos 3 p =4 cos’p — 3 cos p,

qui fournit le moyen de ramener la résolution d'une équation du troi-
sicme degré, quand les trois racines sont réelles, au probleme de la tri-
section d'un angle donné [voir !’ Analyse algébrique).
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Sur les fonctions entieres d’un degré infini, et en particulier
sur les exponentielles.

§ 1. — Considérations générales.

On sait que les puissances a exposants variables, autrement appelées
exponentielles, peuvent étre considérées comme des fonctions entiéres
composées d'un nombre infini de termes. Ainsi, par exemple, pour définii
I'exponentielle €7, e étant la base des logarithmes népériens, et z une quan-
tité algébrique variable, il suffirait de dire que e est la somme de la série
toujours convergente

3 z? z?

I g ) )
T 1.2 116 AJE)

ou bien encore, la limite vers laquelle converge, pour des valeurs crois-
santes du nombre entier m, la fonction entiere

; R
(1 -+ —) 0
\ m
1l y a plus : lorsqu’on adopte une telle définition, il est naturel de I'étendre
au cas méme ou la variable z cesse d’étre algébrique; et Yon se trouve
ainsi conduit, par la considération des fonctions entiéres de degré infini,
la notion des exponentielles a exposants quelconques. Il convient de
donner quelques développements & cette proposition, et de montrer com-

ment elle se lie aux principes établis dans les articles précédents. Clest ce
que je vais essayer de faire en peu de mots.

§ 1. — Sur les fonctions entieres d’un degré infini.

Soit z = r, une quantité géométrique variable dont r désigne le module
et p argument. Une fonction entiére de z ne sera autre chose [page 167]
gqu’une somme de termes proportionnels a des puissances entieres et posi-
tives de z, le degré de la puissance la plus élevée étant ce qu'on nomme
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le degré de la _fonction. Par suite, la forme générale d’une fonction de z,
entiere et du degré n, sera

a+ bz +cz® + ... + gz + hz",

a, b, c,..., g, h désignant des coefficients constants dont chacun pourra
étre une quantité géométrique.

Concevons maintenant que les divers termes dont se compose la fonction
entiére appartiennent a la série :

(1) Ao, Ay 3, | copmisn! 'y q P00, |

indéfiniment prolongée. Si 'on désigne par s, la somme des n premiers
termes de cette série, on aura

(2) Spn=@qo+ a2+ a,2: + ... % a,., 2" ";

et §,, $,.4 seront deux fonctions entieres de z, la premiere du degré n — 1,
la seconde du degré n. Si, d’ailleurs, n vient a croitre indéfiniment, la
somme §, pourra converger ou ne pas converger vers une limite fixe. Dans
le premier cas, la série sera dite convergente, et la sommme de la série,
c’est-a-dire la limite s de s,, déterminée par la formule

(3) S=ag+ A,z + a2 + ...,

sera ce quon peut appeler une fonction entiére d’'un degré infini. Dans le
second cas, la série sera divergente, et waura pas de somme.
D’autre part, si 'on nomme a, le module de a,, et a la limite ou la plus

grande des limites vers lesquelles converge, pour des valeurs croissantes
de 72, I'expression

. e L
a sera le module de la série

(4) Aoy, Ay, dy,...

dont le terme général est a,; ar serale module de la série (1) dont le terme
généralesta, 2" [ tome 11, pages 388 et suivantes]; et la série (1) sera conver-
gente ou divergente, suivant que l¢ module ar sera inférieur on supérieur

a I'unité, ou, ce quirevient au méme, suivant que le module r de z sera

1

inférieur ou supérieur a 5 En conséquence, la série (1) sera toujours di-

Ez. d'An. et de Phys. math., T. IV (A4 liv.). 30
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vergente si I'expression (a,)?, croissant indéfiniment avec 7, a pour limite

. 9 2 1 .
Pinfini, puisqu’alors = deviendra

C’est ce qui arrivera, par exemple, si a, et, par suite, a, se réduisent an

produit
1:2.3...n,

puisqu’alors on aura [wvoir la page 206 ]

(2, ) = (1.2...0)" > Vn,

et, par conséquent,

Sl=

a=lim(a,)*=c.

. I
Au contraire, la série (1) sera toujours convergente si I'expression (a, )",
décroissant indéfiniment pour des valeurs croissantes de r, a pour limite

7 . 1 .
zéro, puisqu’alors — deviendra

1
& ==, &
o

C’est ce qui arrivera, par exemple, si a, et, par suite, a, se réduisent au
rapport -

puisqu’alors on aura
I

(1.2...7)7 Vr

(an)" =

A
J

et, par suite,
) 4

a = lim (a,)" = o.
Donc la série

z e 23
(5) b R 1M S Skt s

dont le terme général est
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ne cesse jamais d’étre convergente; et & une valeur finie quelconque, algé-
brique ou géométrique, de la variable z correspond toujours une fonction
entiére s, d’un degré infini, propre & représenter la somme de cette série,
et déterminée ‘par la formule ‘

z 22 ;
Si le module a de la série (4) offrait non plus une valeur nulle ou

infinie, mais une valeur finie différente de zéro, la somme s de la série (1),
ou, ce qui revient au méme, la fonction enticre de z, représentée par le

. . . 1 . A -
second membre de I'équation (3), subsisterait pour r < -, et disparaitrait
r . . . ’ D
pour r> - Ainsi, par exemple, en sommant la progression géométrique
~2
’\7) l, z’ L g ee .
dont le terme général est 2", on obtiendra la fonction entiere

(8) Rt 8 03 5

g . , . I Y

qui subsistera, et sera équivalente au rapport T tant que le module r
de z sera inférieur a l'unité. Mais la fonction entiére 1 + z + z* + ...
cessera d’exister si la progression (7) est divergente, ou, ce qui revient au

méme, si le module r de z est supérieur a l'unité.

§ IIl. — Sur la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes de m,

b A m
Pexpression { 14— -
m

Soient z une quantité géométrique variable, et m un nombre entier quel-
conque. On aura, en vertu de la formule de Newton,

(1) (1+z)”‘——1+mz—+— ( 1)22—1- s

m(m—1)

m—2 m—1 ~m
Iy ¥4 -+ 1z e

et, par suite,

Zy\™ 2 23 zZ"
(2) (1+—> :1+z+<1—~~\, +(1 )( .———-)--—-——-4-...+———-

m m) 1.2.3 m”
Dans le second membre de ]d formule (2), le terme général, ou propor-
tionnel a 2", se réduit, pour n> m, a zéro, et pour n = ou < m, A

a
24 JETRL * n—1 z"
3) (=2 (=2 0=5) =

. 3o0..
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c’est-a-dire au produit de la quantité "

(4) <1_.,‘;) (,_%>...<I._n;:),

par le terme général

. zﬂ
o 1ol o,
1.2...7
de la série
z z2 5
I —_ —— « e
(5) S s 2’ 1o 8’

D’aillears, en vertu de la formule (5) de la page 207, la quantité (4), tou-

jours inférieure a Punité, ne peut s’abaisser, quand m surpasse 7, au-des-
b 9 ’
sous de la différence
(6) s eadi® )
) 2m
Donc, si V'on fait croitre m indéfiniment, en laissant n invariable, I'ex-

pression (3), c’est-a-dire le terme général du developpement de la puissance

2 m
<I +~> ’ 2
m

convergera vers une limite équivalente au terme général de la série (5). 11
est naturel d’en conclure que cette puissance elle-méme sera équivalente a
la somme de la séri