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PRÉFACE.

Les Traités de Géométrie analytique sont consacrés sur-

tout à l'exposé des théories générales et ne peuvent indiquer

que dune manière incidente quelques applications. Aussi

les élèves éprouvent-ils de réelles difficultés à résoudre les

problèmes, et vont-ils un peu au hasard à la recherche des

solutions.

L'Auteur de cet Ouvrage s'est moins préoccupé de réunir

des Exercices de Géométrie analytique que d'exposer les

Méthodes générales à employer pour résoudre les problèmes.

L'élève qui les possédera parfaitement n'éprouvera aucune

difficulté à en faire l'application et pourra même se livrer à

des recherches originales.

L'emploi de ces méthodes donne parfois, en raison même

de leur généralité, une solution un peu lourde; mais cet

inconvénient, qui ne s<: présente pour l'élève qu an début de

• largement compensé par le profit qu'il en tire
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en n'étant jamais arrêté par les questions qu'on lui propose.

Le résultat atteint, l'élève reviendra facilement en arrière et

acquerra rapidement l'habitude de simplifier son raisonne-

ment et surtout de le plier, en quelque sorte, aux exigences

particulières de chaque question.

Tout en voulant rester élémentaire, l'Auteur repousse

absolument l'emploi de .calculs algébriques ayant d'autres

principes que ceux qui sont justifiés par la théorie de l'élimi-

nation; les procédés de calcul qu'on préconise souvent, pour

être parfois un peu plus rapides, dénaturent complètement

les équations primitives du problème et donnent un semblant

de raison au rejet en bloc, sous le titre non justifié de solu-

tions étrangères, de tous les facteurs du résultat final qu'il

ne plaît pas à l'élève de conserver (').

L'Ouvrage est divisé en deux Parties constituant chacune

un volume.

La première Partie traite isolément chacune des propriétés

de la Géométrie plane; dans chaque Chapitre, l'Auteur rap-

pelle d'abord, en définissant sa notation, les résultats démon-

trés dans tous les Cours professés conformément aux pro-

grammes officiels. Il donne ensuite la forme sous laquelle ces

propriétés se présentent ou s'emploient dans les applica-

tions; il énonce et démontre celles de ces propriétés qui

forment la base de la méthode qu'il préconise, lorsqu'il y a

(') On trouvera plus loin (Chap. II, p. a4) (
un exemple du fait que

nous signalons et le développement de notre pensée à ce sujet.
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lieu, et insiste surtout sur l'emploi de paramètres choisis

parmi les éléments concrets de la figure étudiée. Cet emploi

permet d'interpréter géométriquement les conditions algé-

briques qu'on rencontre et de reconnaître, à la seule inspec-

tion d'une équation, un certain nombre de propriétés géomé-

triques; parmi ces propriétés, les unes peuvent être la base

d'une solution fort simple du problème proposé, d'autres

peuvent permettre de conclure à l'existence de propriétés

dont il n'est pas question dans l'énoncé, mais dont l'obten-

tion donne plus de valeur à la solution du problème.

Des exemples choisis avec soin montrent, en détail, la

mise en œuvre des méthodes indiquées; et, au risque de

paraître prolixe, l'Auteur expose tous les calculs et raison-

nements intermédiaires ; des solutions géométriques accom-

pagnent la plupart des questions et mettent ainsi en parallèle

les modes de raisonnement propres à l'Analyse et à la Géo-

métrie pure.

La seconde Partie est consacrée à une étude analogue des

principales propriétés de la Géométrie de l'espace.

L'Auteur a réuni les applications générales, en deux

Chapitres où sont traités complètement un certain nombre de

problèmes proposés aux divers examens ou concours, et

relatifs tant à la Géométrie plane qu'à celle de l'espace.

Enfin, celte Partie se termine par les énoncés de toutes les

questions proposées pour l'admission à l'École Polvtechnique

<i ,i l'École Normale depuis i85o, pour l'admission ;'i 11

Centrale depuis i<S6G, pour l'admission à l'École Navale depuis
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1889, pour le Concours général depuis i85o et pour l'Agré-

gation depuis 1 87 1 . La plupart de ces énoncés ont été recueillis

par nous dans les Nouvelles Annales de Mathématiques.

En résumé, cet Ouvrage est destiné aux élèves
;
puisse-t-il

leur être utile ! Notre but sera atteint.

A. RÉMONn.

Note de l'Auteur. — Nous croyons devoir signaler à nos lecteurs,

comme étant le complément tout indiqué de l'Ouvrage que nous leur

présentons, celui que notre savant collègue, M. Kœhler, a publié à

la Librairie Gauthier-Villars.

M. Kœhler s'adresse aux élèves les plus forts de la classe de Mathé-

matiques spéciales et aux candidats de l'Agrégation. Il expose d'une

façon très claire et très complète les théories de la Géométrie mo-

derne. (Voir Nouvelles Annales, 3 e série, t. V, p. 33.)

A. R.
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PREMIÈRE PARTIE.

CHAPITRE PREMIER.

PRÉLIMINAIRES.

I. — Lieux géométriques, généralités.

1. — Définitions.

(«) Dans le plan, un lieu géométrique est un ensemble

de points jouissant d'une propriété déterminée, à l'exclu-

sion de tous les autres points de ce plan.

Les points d'un lieu géométrique ont, en général, un cer-

tain nombre de propriétés communes parmi lesquelles on en

choisit une comme définition.

C'est ainsi que le cercle, lieu des points également dis-

tants d'un point fixe, est en même temps le lieu du sommet

de l'angle droit d'un triangle rectangle variable de forme,

mais dont l'hypoténuse reste fixe.

On peut, en général, déduire d'une propriété donnée, d'un

lieu géométrique, toutes les autres propriétés de ce lieu, par

des considérations, soit géométriques, soit analytiques.

(6) L'équation d'un lieu géométrique est la relation

brique ou transcendante qui lie les coordonnées de

l'un quelconque de ses points.

Dès lots, chaque fois que nous arriverons à conclure qu'une
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relation

ou

entre les coordonnées variables d'un point du plan, est la

condition nécessaire et suffisante pour que ce point jouisse

de certaines propriétés géométriques imposées, nous dirons

que cette équation

<p(^,J')=o

ou

/(0,w) = O

est l'équation du lieu cherché.

2. — Marche à suivre pour trouver l'équation

d'un lieu géométrique.

Choix des axes. — En général, on donnera, dans ce qui

va suivre, les axes de coordonnées; mais, si Pénoncé n'en fait

pas mention,on devra commencer par faire le choix des axes

à employer. Pour cela, on examine avec soin si certains

points ou certaines droites jouissent de propriétés particu-

lières (centre ou axe de symétrie, par exemple) qu'il est

simple de mettre en évidence : on prendra ce point comme
origine, ou cette droite comme axe de coordonnées.

Nous reviendrons plus tard sur cette question, souvent

assez délicate.

Mise en équation. — Un lieu géométrique peut être défini

de deux manières différentes : i° par une propriété com-

mune à tous les points du lieu; ou 2 par le mouvement d'un

point, dont chaque position s'obtient par la construction
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d'une certaine figure dont les différentes parties dépendent

d'un paramètre variable.

Dans le premier cas, il suffit, pour obtenir l'équation du

lieu étudié, de traduire analytiquement la propriété géomé-

trique donnée.

Dans le second cas, qui est le plus général, après avoir

examiné si la construction indiquée est susceptible de sim-

plification, on forme les équations de deux lignes qui, par

leur intersection, donnent les points du lieu cherché.

On est ainsi conduit à écrire, en fonction d'un para-

mètre a choisi parmi les éléments variables de la figure, les

équations de deux lieux géométriques auxiliaires :

f(x,y,l) = o,

?(x,y,1) = o.

On obtiendrait les coordonnées d'un point quelconque du

lieu en résolvant ces équations par l'apport k x et à y\ on

aurait ainsi des expressions de la forme

* = F(X),

qui permettraient de calculer les coordonnées d'autant de

points du lieu qu'on voudrait, en donnant à À des valeurs

choisies à volonté.

Mais, outre qu'o/i ne peut que rarement expliciter les

fonctions F et -i, ce procédé serait long et ne donnerait pas

la relation de forme constante qui existe entre les coor-

données d'un point quelconque du lieu étudié, relation qui

est en quelque sorte la forme synthétique des conditions

géométriques imposées à ces points et qu'il est toujours pos-

sible d'obtenir. De plus, sans cette relation on ne pourrait

que difficilement reconnaître l'identité de lieux définis par

.des propriétés différentes dans la forme, mais qui, en réalité,

sont corrélatives.
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Les coordonnées des points de ces lieux s'exprimeraient,

en effet, par des fonctions différant, à la fois, avec la défini-

tion donnée et avec le paramètre choisi.

Ces considérations montrent la nécessité de la recherche

de cette relation caractéristique, entre les coordonnées d'un

point quelconque du lieu, indépendante, à la fois, du para-

mètre choisi pour la mise en équation, et des propriétés

prises comme définition.

Le théorème suivant a pour but d'indiquer comment on

obtient cette relation, et de justifier le moyen employé.

3. — Élimination.

Définition. — On appelle résultant ou éliminant d'un

système d'équations

ty(x) = o

la fonction R, des coefficients des polynômes premiers mem-

bres de ces équations, qui s'annule chaque fois que ces

polynômes ont un facteur linéaire commun, c'est-à-dire

chaque fois que les équations

<h(x)= o

ont une racine commune.

Soit le système d'équations

ax H- b = o,

a'x H- b' = o.

Rzr= ab'— ba! est l'éliminant du système, c'est-à-dire s'an-

nule chaque fois que les polynômes ax •+- b, a'x + b' ont un

facteur linéaire commun.

R — ab' — ba! — o
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est donc la condition nécessaire et suffisante pour que les

équations précitées aient une racine commune.

Les traités d'Algèbre donnent la formation de ces éliminants.

Théorème. — Soient

f{x, y,l)= o,

(?(*>#,*)= «

les équations des deux lieux géométriques auxiliaires, défi-

nissant par leur intersection les points du lieu dont on

cherche l'équation; soit R (x,y) l'éliminant des polynômes

premiers membres de ces équations.

Je dis que l'équation du lieu étudié s'obtient en égalant

à o la fonction R (x,y).

Je vais, en effet, démontrer :

i° Que les coordonnées de tout point du lieu défini par

les équations ( i ) vérifient l'équation

2° Que, réciproquement, tout point du lieu dont l'équa-

tion est

R(*»r)=°

fait partie du système des points communs aux lieux, va-

riables avec X, dont les équations sont

f{x,y,l) — o,

?(^,r, À) — o.

i° Les coordonnées de tout point commun aux lieux

f(x, J,X) = o,

vérifient l'équation

R(x,y)—o.
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En effet, donnons à X une valeur déterminée /, nous obte-

nons deux lieux particuliers

/(&,?, *)= <>>

<p(a?, y, l) = o,

et si (a, (3) sont les coordonnées d'un point, M, commun à

ces deux lieux, (a, [3) vérifient

t
R(x,y)= o

car les deux équations en X

ont alors la racine commune X = /;

2 Tout point (a, (3), appartenant au lieu dont l'équa-

tion est

fait partie du système des points communs aux lieux

auxiliaires variables

/(*, y,X)=o,

c'est-à-dire qu'il existe une valeur déterminée X = /, donnant

les lieux particuliers

f(x,y,i) = °,

tels que le point (a, (3) se trouve parmi leurs points com-

muns.

En effet, les équations

?(^»J> X)=o
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n'ont pas, en général, de racine commune en \: mai?, si les

quantités x, £ sont choisies de telle sorte que l'équation

R(x,S)=o

soit satisfaite, les équations particulières

/(a,p,X)=,o,

ip(a,p,X)— °

ont une racine commune; la valeur À = / de cette racine

commune satisfait aux conditions énoncées plus haut.

En résumé, en égalant à o l'éliminant du paramètre va-

riable, entre le svstème des équations auxiliaires (établies

conformément à l'énoncé d'une question relative à la re-

cherche d'un lieu géométrique), on établit la condition néces-

saire et suffisante pour que les coordonnées (.z, y), d'un

point du plan, satisfassent aux équations algébriques tradui-

sant les conditions géométriques imposées. Cette condition

nécessaire et suffisante,

est l'équation du lieu géométrique étudié.

Remarque I. — Les équations indiquées plus haut

x= F(X),

qui expriment les coordonnées d'un point quelconque du

lieu en fonction du paramètre variable X, seront empl.

(chaque fois qu'on pourra expliciter les fonctions F et >l)

quand on voudra déterminer les points du lieu qui corres-

pondent à des valeurs données de ce paramètre; ou encore

lorsqu'on voudra distinguer les parties de ce même lieu qui

correspondent aux valeurs du paramètre comprises entre des

limites données, etc.
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Nous citerons comme exemples :

i° La distinction des parties du lieu correspondant à des valeurs

réelles du paramètre de celles qui correspondent à des valeurs

imaginaires ;

2° La distinction, dans l'étude du lieu des centres d'un système

de coniques, des points provenant des centres d'ellipses, de ceux

qui proviennent des centres d'hyperboles;

3° La même distinction dans l'étude des lieux de sommets; etc.

Remarque II. — Quand un des lieux auxiliaires

passe, quel que soit X, par un certain nombre de points fixes,

le lieu

passe par ces points fixes.

En effet, soit M (a, (3) un point fixe du premier lieu; l'équa-

tion

(i) /(«,p,X)= o

est une identité; elle est, en particulier, vérifiée par les

racines de l'équation

(2) <p(a,p,X)=o.

Or, chaque valeur de X, tirée de (2), fait que le lieu

«p(*>,r>*)=
passe en M : si donc il existe une seule racine X = \ t

de

l'équation (2), le point M sera un point simple du lieu

R(a?,/)= o.

Si, au contraire, l'équation (2) est du degré/? en X, il y

aura, en général, p lieux auxiliaires différents
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passant en M; p branches du lieu, provenant des valeurs

de X infiniment voisines de X|, de X», .... de Xp, se coupent

alors en M; on dit que ce point est un point multiple

d'ordre p; réel s'il existe des points réels du lieu infiniment

voisins de M; isolé dans le cas contraire.

Exemple. — Considérons le lieu défini par les équations

(i) (# -. a)+A*(r-ft)=o,

( 2 )
x- -+- 2 X xy — b- — o.

(a) L'équation (i) est celle d'une droite qui passe, quel que soit X,

par le point

x = a,

Le lieu (2) passera par ce même point, si l'on a

(3) CC--+ i\ab — 62 = 0.

Cette équation détermine une seule valeur de X; dans sa défor-

mation continue, le lieu (2) passe une seule fois au point M ; ce point

est un point simple du lieu étudié.

(b) Le lieu (2) passe, quel que soit X, par les points communs au\

droites

ar2 — b- = o,

xy = o;

deux points d'intersection sont à distance finie :

p«.|:::s w|i:-x = — b.

Le lieu étudié passera en M 1 si le lieu auxiliaire (1) y passe, c'est-

à-dire si l'équation

(b — a)— £>X 2 = o

est satisfaite.

Il y a deux valeurs de X qui rendent identiquement nul le premier

!>re de cette équation : le point M t est un point double du lieu

étuilié, réel s'il existe des points réels infiniment voisins de Mi :

isolé dans le cas contraire.

De même pour le point Mj, etc.
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IL — Principaux cas d'élimination.

i. — Éliminant du premier degré.

Le cas le plus simple qui se présente est celui où l'on a

à éliminer un paramètre entre deux équations du premier

degré par rapport à ce paramètre.

Si Ton appelle x et y les coordonnées d'un point du lieu

cherché, les équations auxiliaires seront, dans ce cas, de la

forme

? (^,7)^4-4/ (x,y)=o,

ç'(a?,/)X+ «J/(a?,^)=o

ou

Al-i-B=o,

A'X + B'=o;

l'éliminant de X s'écrit

AB' — BA'= o

ou

Résultat général. — Tout lieu géométrique, représenté

par une équation de cette forme, passe par les points d'inter-

section de

( <L (x. y) = o,

9 (x,y) = o avec " ,J
{(cp'(^,j) = o;

et de

*W) = oavec Uw)=_ 0)

ce qui s'accorde, d'ailleurs, avec ce que nous avons dit plus

haut (Rem., p. 10).

On donne le nom de lieux auxiliaires aux lieux géorné-
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triques dont les équations sont

<p
/

(*»/)= Oj -¥(*, y) = °-

On rencontrera souvent des lieux du second degré sous

cette forme : les lieux auxiliaires

9 = 0, 'i = o, ?' = o, -y = o

sont, dans ce cas, des droites ; l'équation

?K7)'}V,j)-'M"r ->')?'( ;ï,.7)=
met alors en évidence quatre points fixes du lieu.

Nous verrons quel parti on tire de cette propriété générale,

pour la détermination géométrique des coniques.

Dans le cas où les lieux auxiliaires

sont identiques, l'équation ( 1
)
prend la forme

?(^-/) •¥(x,y)—6 i (x,r)=io.

Le lieu qu'elle représente est alors tangent aux lieux

ç(*»r)=°i '¥(x>y) = °

à leurs rencontres avec le lieu auxiliaire

En chacun des points communs, on a, en effet, deux

points confondus, sur les lieux

(ni constitue le contact.

Enfin, dans le cas où l'équation (1) prend la forme

r(-z,r) — ^(^,v) = o,

le lieu qu'elle représente se décompose en deux autres dont



>4 I
re PARTIE. — GÉOMÉTRIE A DEUX DIMENSIONS.

les équations sont

<?0, /)-+- <M^,j) — o.

<?(&,?) — <Hx>y) = °-

Exemple. — L'équation

x* — y*—\ï(X — a)(x~b)=--.0

Fig. i.

y

15

.1)

Àt,

est celle d'une courbe du second ordre passant aux points communs
aux quatre droites

v— 7 = °> »-¥-y — Q
t

x — a = o, x — b — o,

c'est-à-dire en A, B, G, D {fig. i).

Si la droite CD se rapproche de AB jusqu'à coïncider avec elle

Fig. a.

Bl-'

A*,

l'équation devient

x- — y* — X 2 (.r - - a) 2 = o,
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et la courbe est tangente aux droites

x-\-y = o, x — y = o

aux points A, B (fig. 2) de rencontre avec la droite double

{x — a)- = o.

2. — Élimination de deux paramètres entre trois équations

dont deux sont linéaires.

On rencontrera certains cas dans lesquels on devra élimi-

ner deux paramètres entre trois équations : deux de ces

équations étant du premier degré par rapport aux para-

mètres, la troisième de degré quelconque.

Soient X et ;j. les paramètres variables,

AX-hB(jL-f-G =0,

Aa+ B'un-C'=o,

<?(À,a) =

les équations auxiliaires.

On tirera des deux premières

BC — GB' "~ GA' — AG' ~~ AB' — BA'

et l'on portera ces valeurs dans l'équation

<p(X, (x) = O.

Le résultat obtenu est l'équation du lieu.

Remarque. — Il sera souvent avantageux de rendre préala-

blement homogènes les équations auxiliaires, au moyen d'un

troisième paramètre v,et de remplacer, dans

?(X, (x, v) =0,
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les paramètres X, p, v par les quantités proportionnelles

BC'-CB', CA'-AC, AB'-BA';

l'équation obtenue ainsi est écrite sous forme entière.

3. — Élimination d'une fonction des paramètres variables.

Dans les équations de lieux auxiliaires figurent, quelque-

fois, des fonctions dkm ou de plusieurs des paramètres

entrant dans la question : on éliminera alors, non les para-

mètres isolément, mais ces fonctions en les considérant

comme des paramètres nouveaux.

Exemple. — Entre les équations

;r(X 2
-h

fj.)
— j(X — i) + a = o,

x(l — i)-f- / (À 2+ [/.)-+- b = o,

ax -+- by -+- (X2 -h a)= o,

on éliminera (X2 + jjl) et (X — i ) et non X et p.

4. — Élimination d'un angle.

Quand on emploie comme paramètre variable un angle ç,

on est souvent amené à des équations de la forme

( i )
a coscp -h b sincp -f- c = o,

(2) a'cosv -h &' sincp -+- c' = o,

a, 6, c, a\ 6', c', étant des fonctions de x et de y, coordon-

nées courantes du lieu.

On doit joindre à ces équations la relation générale

(3) cos 2 o -+- sin s
cp = 1.

L'élimination de l'angle ç se fera alors de la manière sui-

vante.

On tire des équations linéaires (1) et (2) des quantités
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proportionnelles à cosç, sin? et », variable d'homogénéité et

on les porte dans l'équation (3) également rendue homogène
;

on obtient ainsi

( bc — cb' r 4-
( ca'— ac' )-= (

ab' — ba' -.

5. — Éliminant du second degré.

Si les équations des lieux auxiliaires sont de la forme

|
A.X5 — B>. — G =o,

l'éliminant de X entre les deux équations peut se mettre sous

les deux formes suivantes :

(2) (AC'-CA *_ APy-BA')(BC ? -CB') = o,

BB - 2AC - 2CA' )* — (B«- 4AG)(B'- - 4A'G' ) = o,

Dans ce cas, on devra toujours former les deux éliminants

,

car, sous chacune des formes, des propriétés différentes sont

en évidence, et, de plus, quand l'un des éliminants est com-

pliqué, le second est le plus souvent très simple. Quand les

équations (i) ont une racine commune, c'est-à-dire quand

les résultants (2) et (3) sont identiquement nuls, cette racine

commune est fournie par l'équation

( BA'— AB' ) X -h CA' — AC' = o.

Remarque. — Si, parmi les équations servant à la mise en

équation d'un problème, l'une d'elles est indépendante du

ou des paramètres variables, elle est l'équation du lieu.

Nous rencontrerons plusieurs exemples de ce fait.

II. — Ex. de Gàom. anal., I.
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6. — Éliminants d'ordre supérieur au second.

Nous renvoyons aux Traités d'Algèbre pour la formation

et le calcul des éliminants d'ordre supérieur au second.

7. — Quelques formules de Trigonométrie.

(a) Si l'on pose tang- = u,, on exprime les lignes trigo-

nométriques de l'angle <p, au moyen de fonctions rationnelles

de |x, qu'il est utile de connaître :

2 u. i — \j.- 2 \J.

sin<?=- — : cos 9 = —\ tang a
— !—:•

T
i + p. IH- \tr l — y-'

Voici, à ce sujet, quelques formules dont on fait un fré-

quent usage lorsque le paramètre variable est un angle :

i4-sincp = s--: i — sin(p = '—
r ;T

i -H u.
2 T

i + u.
1

1 lu?
I + COSC{> = „: I — C0S9 = ! ;«

I H- [J
? I-H u?

(b) Si l'on pose, au contraire, cot- = v, les formules cor-

respondantes deviennent

2 V v 2 — I 2 V
sincp = : cos© = -: tang9=r—

;t
i -j-

v- T
i + v-

[

v- — i

(v + O 3
. (v-i) 2

i+ sino = — : i— sinçrz: r-:

2V 2 2
i -+- cos 9

—
; i — cos ç

I -+- v- i -t- v-

Exemple. — Nous rencontrerons (Applications gêné-
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raies), les coordonnées d'un lieu géométrique sous la forme

2 a a _ a a5
( i — u.

2
)

en posant

9
a= COt —,r 2

on obtient, par la transformation indiquée,

x=- — sino(i — coso),
2

y=i coso(i — co=
r

.
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CHAPITRE II.

LIGNE DROITE.

Rappel de résultats.

(a) L'équation générale des droites passant à l'intersection de

deux droites

D = o, D' = o

est

D-f-XD' = o.

(b) L'équation du faisceau des droites qui joignent l'origine aux

points de rencontre de deux courbes

/(^7)=o> <?0,7)=o

s'obtient en rendant les deux équations homogènes, au moyen d'une

variable auxiliaire et en éliminant cette variable entre les équations

obtenues.

En particulier, si l'une des courbes est la droite ux -+- vy— i = o,

il suffit de rendre homogène l'autre équation, au moyen de la fonction

(ux-hvy).

Exemple. — Soit

Aar2 + i%xy +- Gy- -+- iDx -+- 2E7 -+- F =0

l'équation d'une courbe,

ux 4- vy — 1 =

une transversale; l'équation du faisceau des droites qui joignent

l'origine aux points de rencontre de la droite et de la courbe est

A# 2 + ?.Bxy-±- Gv» + 2(Da;+ Ey)(ux 4- vy) +- F(«a?-+- vyY1 = o.
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_ . Ax — Br — G, . . ..

(c) La fonction
,

donne, avec son signe, la distance

du point (x, y) à la droite représentée par l'équation

Ax — Br — G = o.

(d) L'angle des droites

Aj2 +2Baj + Gy- = o

est donné par

4(B*— AG)
tang2V =

h G)*

I. — LlEl'X GÉOMÉTRIQUES DONT LES POINTS SONT EN LIGNE DROITE

1. On donne (fig- 3) un triangle AOB, on mène une

FiK. 3.

parallèle quelconque CD à OA. On demande le lieu du

point M, rencontre des droites AC, OD, quand CD se

déplace dans le plan du triangle.

Prenons comme axes de coordonnées les côtés OA, OB du

triangle, soit

OA a, OB = 6;

y — K—O

quation de la droite CD.
D'après l'énoncû, le point M est déterminé par l'intersec-
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tion des droites OD, AC, nous allons écrire les équations de

ces droites :

(a) L'équation de la droite AC, dont les coordonnées à

l'origine sont (a, X), s'écrit

(b) L'équation de la droite OD peut être obtenue de deux

façons : i° on peut calculer les coordonnées du point D,

intersection des droites AB et CD et former l'équation de la

droite passant par les deux points O, D ; i° on peut également

former l'équation générale des droites passant en D, inter-

section des droites AB, CD, et déterminer le paramètre va-

riable que renferme cette équation, de manière à ce que la

droite qu'elle représente passe à l'origine ; nous allons em-

ployer ce dernier procédé.

L'équation générale des droites passant en D est

Cette droite passe en O si l'on a

X -+- tx = o;

l'équation de la droite OD est donc

'lï+ï)-

Dès lors, le point M est défini par l'intersection des droites

(2) _ + i_ I=0
,

(3)
* + -Z Z = .

v ' a b X

Nous obtiendrons l'équation du lieu du point M en élimi-
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nant le paramètre X, ou plutôt y> entre ces deux équations
;

on peut écrire

(3) -y±+Z+Z=o;

l'éliminant (AB' — BA') donne

c"est-à-dire

(ix y
T+\~

Le lieu se décompose donc en

(-:)

/ = o,

Y+ £-i=o;

la seconde de ces équations est celle de la médiane du

triangle AOB passant au sommet B.

Quant à la première partie du lieu, qu'on rejette souvent

à tort, sous le titre de solution étrangère, elle provient d'un

état particulier de la figure, dans lequel le point M peut oc-

cuper une position quelconque sur Ox; lorsque la droite CD
se rapproche de Ox, le quadrilatère OACD s'aplatit, et les

diagonales AC, OD tendent à coïncider : le point M tend

vers une position limite, milieu de CA; au moment où CD
coïncide avec Ox, les diagonales sont confondues, le point M
a une position quelconque sur Ox.

Solution géométrique.— Le point M est à chaque instant

le conjugué harmonique, par rapport au segment CD', du
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point rejeté à l'infini sur cette droite; M est donc le milieu

de CD' : le lieu de ce point est la médiane issue de B.

Quand CD coïncide avec Ox, on voit que tous les points

de cette droite répondent à l'énoncé.

Remarque. — Nous ferons remarquer que si l'on avait opéré l'élimi-

nation de X, comme on l'indique souvent, en combinant les équa-

tions, par addition, par exemple, on aurait obtenu, comme équation

du lieu,

ix yK7- 1 = 0;a b

ce résultat, où manque la solution

y = o,

vient de ce que, en additionnant, on a éliminé non pas ? mais en
À

Y
réalité y*

On répond que les solutions ainsi disparues correspondent à des

états particuliers et ne sont pas la vraie solution de la question.

Nous ferons observer que la vraie solution d'une question est la

solution générale; et que cette solution complète obtenue, c'est au

géomètre à distinguer les parties qui proviennent d'un état parti-

culier de la figure où certains caractères dont l'énoncé suppose l'exi-

stence, sont modifiés ou n'existent plus, de celles qui proviennent du

déplacement continu du point dont on cherche le lieu.

Puisqu'on est forcé d'admettre que l'élimination par les petits

moyens (qui a l'inconvénient d'exiger la recherche dans chaque
cas particulier du petit moyen à employer) entraîne la disparition

de certains facteurs du produit, dont on ne peut pas, en général,

déterminer la loi de formation, rien ne prouve que ces facteurs dis-

parus ne constituent pas une partie ou la totalité de la vraie solu-

tion.

Dans les problèmes que l'on a à traiter dans cet Ouvrage, il serait

souvent possible d'étudier géométriquement la question et de recon-

naître apriori toutes les solutions; mais dans beaucoup de questions

cette solution n'est pas possible ou exige des connaissances et une

expérience que n'a pas celui qui est appelé à résoudre le problème

posé.

En résumé, nous recommandons de ne jamais employer d'autres
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movens d'élimination que les procédés généraux, et de ne jamais

rejeter sans examen une solution sous la dénomination de solution

étrangère. — La discussion des résultats obtenus constitue, dans la

résolution d'un problème, une partie aussi importante que l'obtention

de ces résultats; et, à notre avis, une question n'est traitée complè-

tement qu'après la discussion de la solution obtenue.

On citera bien des exemples où des facteurs du genre de celui qui

nous occupe sont réellement étrangers à la question; mais ces fac-

teurs proviendront de mauvais calculs algébriques, au courant des-

quels on les aura introduits, ou bien de la substitution, dans la

traduction analytique de l'énoncé, d'une condition plus générale, à

une condition donnée.

Par exemple, si dans le problème suivant :

« Un angle variable suivant une loi donnée. . . tourne autour

de son sommet fixe A; on demande le lieu des projections d un

point fixe B sur les côtés de l'angle »

on traite la question en écrivant que les points dont on demande

Fig. 4.

le lieu sont à l'intersection du faisceau des droites AS, AT {fig. 4)

représentées par leur équation quadratique, avec le faisceau des

droites perpendiculaires BS', BT', également représentées par leur

équation quadratique (ce qui semble naturel, au premier abord,

puisque l'énoncé donne ensemble les droites AT, AS), on aura défini,

non les deux points P, P', que vise l'énonce, mais les quatre points

P. 1' , B, B', communs aux deux faisceaux. — Le lieu qu'on obtien-

dra par l'élimination du paramètre variable contiendra donc bien un
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lieu étranger à la question {le lieu cherché étant évidemment, et

quelle que soit la loi de déplacement et de variation de l'angle,

le cercle décrit sur AB comme diamètre), mais non étranger à la

mise en équation maladroite du problème.

Voir, à ce sujet, la question traitée sur les diamètres conju

gués dans l'Ellipse (Problèmes généraux) et la transformation

homographique (Chap. IV).

Si nous insistons sur ce point, quoique l'emploi des procédés que

nous condamnons ne présente que des inconvénients minimes pour

la résolution des questions très simples que nous traitons actuellement,

c'est que le jeune géomètre qui s'en sert et arrive cahin-caha au

résultat, se croit en possession de la véritable méthode et de l'esprit

qu'il faut apporter dans ces études; puis, tout à coup, il se heurte à

des difficultés qui lui paraissent insurmontables au moment où il

aborde des questions plus générales ; en employant les mêmes moyens,

il perd une partie de la solution ou bien il introduit un lieu étranger;

en présence de ces résultats contradictoires, il ne démêle que diffici-

lement la vérité : rien, à notre avis, n'est plus défavorable aux pro-

grès de l'élève, qui a toujours une tendance à croire à la nécessité de

l'emploi d'artifices particuliers, pour la résolution des problèmes.

Les méthodes générales qui permettent toujours de traiter les pro-

blèmes posés donnent quelquefois des solutions plus lourdes; mais,

malgré cet inconvénient apparent, nous les emploierons toujours.

Quand une question est ainsi traitée, on aperçoit souvent une sim-

plification importante à opérer dans la mise en équation, ou un

meilleur choix des axes à faire; ce qui permet d'obtenir une solution

plus simple, plus élégante.

Nous donnerons des exemples de cette façon de procéder, en

montrant comment, le résultat connu, on peut alléger notablement

les calculs ou atteindre des résultats plus généraux.

2. On mène des parallèles à l'un des côtés d'un

triangle {ftg- 5); par les points où cette droite rencontre

les deux autres côtés, on mène à ces côtés des perpen-

diculaires qui se coupent en un point dont on demande le

lieu.

Prenons comme axes de coordonnées la base du triangle

et la hauteur correspondante.
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SoitOA = a;OB = 6;OC = c.

Les équations des droites CA, CB sont

27

[CA]

[CB]

— 1 = 0,
a c

x y__ -L. - - 1 __ o.

Fig. 5.

L'équation de la parallèle variable DE est

y — X = o.

Les coordonnées des points D et E sont, dès lors
,

[D] \*>=%- 1
)'

/>
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Le point M est défini comme intersection des deux droites

[DM] ^ZL^i+ 2^=i:i = o.
L

c b

C a

qu'on peut écrire

a\x— a\i —
-J

— c{y— X)= o

ou, en ordonnant par rapport à X,

c
j
X + bx -+- cy -+- 6 2 = o,

/« 2

\->
I 1- c 1 A -+- aa? — cy— a 2 = o.

L'équation du lieu s'obtiendra en éliminant X entre ces deux

équations

(b* -h c2 )l — c(bx + cy -h b'-)=o,

( a
2 -+- c 2

) X 4- c ( a.a? — c/ — a 2
) = o.

L'éliminant donne

(i) c{b~ -\- c-)(ax— cy— a-) -+-c(a- + c*)(bx-\- cy -+- è5
)— o.

Le lieu du point M est une droite passant à l'intersection

des droites

[AP] a(x — a) — cy = o,

[BP] b(x+ b)+-cy=zo\

la première passe au point A et est perpendiculaire au côté

AC du triangle; la seconde passe en B et est perpendiculaire

au côté BC;— ce sont les positions que prennent les droites

EM, DM, quand la parallèle variable DE coïncide avec AB.
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On peut voir d'ailleurs que l'équation (i) devient une

identité quand on y fait x = o, y= c; la droite qu'elle

représente passe donc en C. Elle est complètement déter-

minée.

Remarquons que l'équation ( i
)
peut s'écrire

ar — cv — a- bx -f- cv -~ b-

c- b-

cv

— \ a- — c- _ \ a- + c*

bx 4- CY -f- b- ^ p _ c i

— y' b°- 4- c-

ce qui signifie que les distances d'un point quelconque du

lieu aux droites AP, BP sont entre elles dans le rapport

constant des côtés, AC, BC, du triangle fixe. Cette propriété

se voit facilement sur la figure.

Solutiongéométrique. — Dansle mode de déplacement au-

quel est soumis le côté DE, le triangle DEM reste constam-

ment semblable à lui-même et ses côtés restent parallèles à

des directions fixes; déplus, deux sommets, D, E, glissent

sur deux droites fixes, nous savons que le lieu du troisième

sommet est une droite passant à la rencontre des deux

premières, etc..

3. Etant donné {Jig- 6) un triangle rectangle OAB, on

construit sur les côtés OA, OB de l'angle droit, les carrés

OAGD et OBGF et l'on mène les droites KG, BD. On
demande le lieu géométrique du point M de rencontre de

droites quand , l'angle droit O restant fixe, Uhypo-

tru use Al» se déplace parallèlement à elle-même.

Prenons comme axes de coordonnées les côtés fixes OA,
OB et soit a — AO, &=^OB, les longueurs de ces côtés
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quand le triangle occupe la position représentée sur la

figure.

Le point M est défini par l'intersection des droites AG,
BD

5 nous allons écrire les équations de ces droites : X dési-

gnant un paramètre variable, les coordonnées de A sont

x— la, y= o;

celles de G sont

x = — \b, y= \b.

L'équation de AG est donc

y _ \b —b
x — \a — Xa — Xb a-t-b

Celle de BD est de même

y — Xb _ a-\-b

On peut écrire ces équations

(a + b)y -f- bx — ab\ == o,

ay -h (a -+- b)x — abX — o.
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L'équation du lieu du point M s'obtient en éliminant X ;

il vient

ab[{a-i- b)y -+- bx — ay — {a -h b)x] = o,

c'est-à-dire

by — ax = o,

équation d'une droite passant à l'origine et perpendiculaire

à la direction fixe AB.

EMPLOI D'UN ANGLE COMME PARAMÈTRE VARIABLE.

4. Un triangle rectangle {fig-']) de grandeur inva-

Fig. 7.

riab/e se meut dans un plan, de façon que son hypoténuse

s'appuie constamment sur deux axes rectangulaires. —
On demande le lieu décritpar le sommet de l'angle droit.

Prenons comme axes de coordonnées les droites fixes
;

désignons par h la hauteur MP du triangle, par <o l'angle

variable xAB,

a = AP, 6 = BP;

on a, en vertu de l'énoncé, ab = h 2
.

Soient (x, y) les coordonnées de M.
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On a, en projetant OBPM sur Ox,

x •=. — b cosco -f- h sinco.

De même, en projetant OAPM sur Oy,

y = a sinco — h cosco.

L'équation du lieu du point M s'obtiendra en éliminant

l'angle w entre ces deux équations
;
pour cela, nous emploie-

rons la méthode indiquée plus haut (Chap. I, § II, 4).
Il vient

— b cosco -+- h sinco — xz — o,

— h coso) -h a sinco — yz •=. o.

Des valeurs proportionnelles à cos w, sin w, z, sont four-

nies par

cosw sinco z

— hy -t- ax hx — by
~~ — ab 4- h 2 '

l'équation cherchée est donc

(i) (ax— hyY~{-(hx — by)t= (h*— ah)*.

Mais

ab — /i
2 = o

ou

b _ h

h a

En tenant compte de ces relations dans l'équation (i), il

vient

(i + ki )(hy — ax)- = o.

Le lieu du point M dont l'équation est

(hy — ax)- = o

est donc une double droite issue de l'origine et dont l'angle

avec Ox est égal à l'angle AMP ou ABM.
Il est à remarquer qu'il n'y a qu'une portion de la droite
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indéfinie

hy — ax = o,

qui fasse partie du lieu; l'abscisse x, par exemple, ne peut

prendre que les valeurs qui rendent réelles les solutions de

l'équation

h sinw — b cosco — x = o,

dans laquelle w est un paramètre variable.

Fie. 8.
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x ne peut varier que de — y/A- + b 2 à -f- \J
h-

-f- b-\

l'abscisse du point mobile prend ces valeurs limites quand
le triangle a ses côtés de l'angle droit parallèles aux axes

de coordonnées (Jig. 8).

La portion MM', en trait plein, de la droite hy — ax = o

fait seule partie du lieu effectif.

Solution géométrique. — Le quadrilatère OAMB (fig. 7)
étant inscriptible, on voit que, dans le déplacement de la

figure, l'angle AOM reste constamment égal à l'angle ABM;
le lieu du point M est donc la droite OM faisant avec Ox
un angle égal à ABM.

D'ailleurs, l'abscisse du point M reste constamment infé-

rieure à BM. Nous verrons plus tard que la double portion

de droite MM' est une ellipse infiniment aplatie.

II. — Étude de la loi de déplacement d'une droite.

1. Dans l'étude du mouvement d'une droite mobile nous

distinguerons trois modes de déplacement :

i° La droite se déplace en passant par un point fixe;

2 La droite reste parallèle à une direction fixe;

3° La droite reste tangente à une courbe fixe; nous ne

nous occuperons de ce dernier cas que lorsque la courbe

fixe est une conique (Chap. V, Tangentes).

Nous établirons d'abord les propositions suivantes :

Théorème. — Toute relation linéaire et homogène entre

les coefficients variables de l'équation d'une droite

indique que cette droite passe constamment par un point

fixe.

Soit

(i) Xa?-+- \j.y + v = o
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l'équation d'une droite ; supposons qu'entre les coetficienls

X, y., v on établisse la relation homogène

(2) AX — B;j. — Gv = o;

je dis que la droite (i) passe par un point fixe. Eliminons v

entre les équations (i) et 2), on obtient pour équation de la

droite mobile

A\ / B\
(3) Xla:~C ~- v ~ C )

==0
'

cette équation montre que la droite passe consiam ment par

le point dont les coordonnées sont

\ B

Théorème. — Toute relation linéaire et homogène entre

les coefficients dex et dey, dans Céquation a"une droite,

indique que la droite se déplace parallèlement à une

direction fixe.

Le point < Zi,y t ) est, en effet, rejeté à l'infini C = o
,

mais dans la direction fixe — — -r-
•

.r, A

Remarque. — On reconnaît encore qu'une droite passe par

un point fixe quand son équation est de la forme

D-r).D'=o,

O, D'= o étant les équations de deux droites.

2. On considère (fig. 9) un rectangle de périmètre

constant ia; Ket B étant deux sommets opposés, on abaisse

du sommet C une perpendiculaire sur AB: trouver la loi

de déplacement de cette droite.

Prenons comme axes de coordonnées les côtés OA, OIS,
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du rectangle; soit

OA=rX, OB=ra;
on doit avoir

(i) X + ix — a.

L'équation de la droite AB est

( 2 )
_ + -L _ ! = o

;

celle de la droite CD, qui lui est perpendiculaire et passe en

C (À, jj.), est

_(a._-X) — ^iy— f*)=o,

c'est-à-dire

( 3 ) A& — tXY X* -+- IJL
2 — O,

ou, en éliminant [x au moyen de l'équation (i),

ax — {a — X) y — y- -+- (a — X) 2 = o,

qu'on peut écrire

\{x -\- y— 2 a) — a (y — a) = o.

La droite CD passe donc par un point fixe, intersection

des droites

x -\- y — ia = o,

y—a — o.

Solution géométrique. — Portons OE= OF = a(fig. 9).

Ces droites sont les positions limites du rectangle, quand

l'une des dimensions devient nulle. — Les perpendiculaires

aux diagonales sont alors EG = FG, respectivement perpen-

diculaires aux axes.

Je dis que toutes les droites CD passent en G.

En effet, je joins CG et je vais prouver que les trois points

D, C, G sont en ligne droite; les triangles rectangles CGH,



CHAP. II. — LIGNE DROITE. S7

ABC sont égaux comme ayant deux côtés égaux chacun à

chacun, BC == GH, CA=CH; il s'ensuit que les angles

en B et G sont égaux; or, les angles ACD, CBD sont égaux;

des lors les angles égaux ACD, HGC, ayant la position de

Fig- 9-

correspondants, sont tels que les côtés CG, CD sont en ligne

droite, c. Q. F. D.

3. On donne Féquation d'une courbe rapportée à des

axes rectangulaires

Àx5 + B x ïy -h C xy"- -+- Dy3 -~Exy= o;

démontrer que les cordes de cette courbe, vues de Vori-

oine sous un angle droit, passent par un point fixe situé

su/- la courbe.

Soit

(0 vy

['équation d'une sécante quelconque, l'équation du faisceau

des droites qui joignent l'origine aux points de rencontre

de cette sécante et de la courbe est

\x> + Bx'v +- Cxy'- +- D/3 -+- Exy(ux -+- vy) — o.
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Formons l'équation aux coefficients angulaires de ces droites;

* r
on a, en posant —= z»

1 x

(2) D^4-(C-i-Er)s 2 + (B + E«)z + A=:o.

Si deux des rayons du faisceau sont rectangulaires, le pro-

duit de leurs coefficients angulaires est — i; le coefficient

angulaire du troisième rayon est donc =-•

A
Si nous exprimons que z = - est racine de l'équation (2),

nous aurons la relation qui doit exister entre (m, v) pour
que la droite

ux 4- vy — 1 =
remplisse les conditions de l'énoncé.

Or, l'équation de condition

DA 3 4- (G 4- Ev) A 2D 4- (B -+- Eu) AD 2 4- AD 3 = o

ou

(3) A2 + (C + EOA + (B + E«)D+D 2 =zo

est du premier degré par rapport à (u, v). La sécante (1)

passe donc par un point fixe.

On peut écrire (3) sous la forme

ED EA
À 2 4- AG 4- BD 4- D- " + A2 4- AG 4- BD -TD'

p+ »— <>;

les coordonnées du point fixe sont donc

ED
A- 4- AG 4- BD 4- D a

EA
yx ~ A- 4- AC 4- BD 4- D 2

Ce point est sur la courbe ; car, si l'on substitue ses coor-

données dans le premier membre de l'équation donnée, on
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obtient

— A . E 3D 3 — B . E JD 2 .EA— CED. E-A- — D . E»A*

-H E.ED.£A(A8 - AC - BD — D-)

ou

AED [ E?(A* 4-AC -+-BD -*-Ds)—E^— BE 2D—ACE 2— A*E«] ;

la quantité entre crochets est identiquement nulle.

DEPLACEMENT DE LA DROITE JOIGNANT DEUX POINTS HOMOLOGUES

DANS UNE TRANSFORMATION DE FIGURE.

i. On donne (fig- 10) deux axes rectangulaires, Ox,

Or. et une droite Xz parallèle à Or, on prend un point M
quelconque du plan; on mène les droites OM. MD (per-

pendiculaire à Az), OD, BM' (parallèle à Ox): on

demande : i° d'exprimer les coordonnées du point M' en

fonction de celles du point M; 2° de prouver que la droite

MM passe par un point fixe quelle que soit la position

du point M.

i° Soit : OA = a; (#, y) les coordonnées du point M;
(x',y') celles du point M'. On a simplement sur la figure

V a
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ou, en exprimant x' et y' en fonction de x et de y,

yY - y J'\ l

X — x a-
x

x
x -\- a

en divisant par le facteur f i
j

• Quand cette opération

n'est pas possible, c'est-à-dire quand x = «, les points M

Fig. io.
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dans ce cas, le point M coïncide avec A', symétrique du

point A par rapport à l'origine.

Le coefficient angulaire de la droite MM', — > qui dé-

pend de la loi de déplacement du point M dans le plan,

peut prendre toutes les valeurs au moment précis où M
coïncide avec A'.

Solution géométrique. — Les droites AD. OD, coupées

par les parallèles, OA, BM'. donnent

OA_DA
M'B

-
DB*

Les droites MO. MA', coupées par OA', MB, donnent

OA _ MO _ DA
MB - MB - DB*

Donc
OA' = OA,

quelle que soit la position du point M; etc.

DEPLACEMENT DE LA DROITE JOIGNANT LES POINTS DE RENCONTRE

DES COTÉS CORRESPONDANTS DE DECX TRIANGLES SE DÉPLAÇANT SUIVANT

UNE LOI DONNÉE.

— Un triangle A'B'C {fig- n), variable de forme,

est placé de telle sorte que les droites joignant ses som-

mets. A', B', C. aux sommets correspondants, A, B, C.

d'un triangle donné concourent en un pointfixe O et que
le côté A'B' soit parallèle à AB. Soit M le point de ren-

contre des côtés AC, A'C ': N le point de rencontre des

côtés CB, CB'. — Déterminer la loi de déplacement de la

droite MX quand le triangle A'B'C se déforme en suivant

les conditions de Vénoncé.
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Nous prendrons comme axes de coordonnées les droites

OA, OB.

Soit

OA = a, OB = 6 et (c, d)

les coordonnées du point G.

On conclut immédiatement, X désignant un paramètre

Fie. ii.

variable,

OA'= Xa, OB'^=X6;

les coordonnées de G' sont de même : \t.c, \).d.

Le point M (a, (5) est à l'intersection des droites dont les

équations sont

(0

AG]

[À'C'j

y d

x — a c — a

y _ v-d

x — X a u.c— À a
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Le point N (a', £') est de même à l'intersection des droites

v—b d—b
[BC]

)[B'C] tzi*=ttzî*.

Soient (X, Y) les coordonnées courantes de ladroite MN;
son équation peut s'écrire

Y— S_ 6' — S

X — a. a — x

ou
(p'— p)X — (a' — x) Y — ap' -4- pa'= o,

(a, p), (a, P') étant déterminés par les systèmes (i) et (2),

On peut écrire

Îdx — ( c — a)y — da = o,

u. dx — ( <xc — X a )y — a dlu.— o
;

on conclut

a B

(c — a) ad av.— da
K
u.c — a a) — u.aa- — au-'/.x

1

d(u.c — la) — {c— a)\j.d

a 1

ad[[LC{ï. — i) — a\(u. — i)\ adi u.(\ — 1) ad[\ — u.)

enfin *, . .. . .

u.c( a— i)— <za (a— i)
a = ;

: )

I

A — U.

rfufX— 1)

A — a

On obtient de même

« = :
,

p r^i;
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On a donc

<3) p'-0=i* (l -f°

(4)

X IX

al(u.— i)

A —- [X

Si l'on multiplie (3) par a, (4) par b et qu'on ajoute, il

vient

(5) a(p'-ft+ *(*'-a)=o;

les coefficients deX et de Y dans l'équation de la droite MN
sont donc liés par une relation linéaire et homogène. —
D'après ce que nous avons dit (§ II, 1), MN se déplace en

restant parallèle à une direction fixe.

ÉTUDE DE LA LOI DE DÉPLACEMENT D'UNE DROITE DÉFINIE

PAR DES ÉQUATIONS ANALYTIQUES.

6. Nous donnons ci-dessous un exemple de déplacement

d'une droite définie analvtiquement; on pourra revenir à cet

exercice avec plus de fruit après qu'on aura éludié les pro-

priétés mises en œuvre pour la formation des équations ini-

tiales.

Au Chapitre IX, page 208, nous étudions le lieu des

points du plan par lesquels passent deux axes rectangulaires

des paraboles d'un faisceau S dont l'équation est donnée

(Concours d'admission à VEcole Normale, i8g4); nous

montrons que, par chaque point du plan, il passe trois de ces

axes, et que le cercle ayant pour équation

(1) a--i- p*-h- ap =0

est le lieu des points du plan pour lesquels deux d'entre eux

sont rectangulaires.
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Proposons-nous d'indiquer comment on devra conduire la

solution de la question suivante :

Étudier la loi de déplacement de celui des trois axes

de parabole qui n est perpendiculaire à aucun des deux

autres.

L'équation de cet axe est donnée par

(2) (s»
!+ i) (/ — V-

x
) +-fi-

2 a=:o,

dans laquelle on remplace ;j. par sa valeur — - > troisième ra-

cine de l'équation aux coefficients angulaires des axes; on a

ainsi

(3) (a 2 -f-^) (aj-T-por) -t-aaS 2 =o.

De plus, le point par lequel passe à chaque instant cet

axe est sur le cercle (i); on est donc ramené au problème

suivant :

Quelle est la loi de déplacement de la droite définie

par les équations (2) et (3).

En tenant compte de l'équation (1), l'équation (3) devient

//\ x y
(4) H ^——1 = 0.

2 x a i

I » s lors, prenant un point quelconque sur le cercle, on

peut construire facilement la droite correspondante par de

simples considérations géométriques.

Kludions sa loi de déplacement.

Première solution. — Par application des propriétés de

l'équation tangentielle, nous sommes amenés (Chap. V,
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p. i36) à identifier l'équation (4) avec l'équation type

(5) ux-hvy — i=o;

puis à éliminer a et (3 entre

(6)

ce qui donne

i i

u = —

,

p — —
-2a 26

a2-h P
2 +

2 ^P — °'

w -f- u- H- v- = o.

On peut en déduire l'équation cartésienne du lieu; ou en-

core étudier directement les propriétés en évidence sous celte

forme.

Seconde solution. — On peut également avoir recours

aux propriétés des courbes enveloppes (Chap. X, p. aai),

L'équation cartésienne de la courbe sur laquelle roule la

droite étudiée s'obtiendra en différentiant les équations (i)

et (4) et en éliminant les paramètres a, (3, -f-
entre les quatre

équations

a/ -t- fix — 2aj5 ^:o,

a°'-i-S ! -r-flS=: O,r
2

r

d&
(*— 2a)^-*-0'— 20) =0.

Les deux dernières équations permettent, par une construc-

tion simple, de déterminer géométriquement un point quel-
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conque du lieu : ou de trouver, sur l'un des axes de parabole,

le point correspondant de l'enveloppe.

Noos nous bornons à ces indications sommaires, exclu-

sivement destinées à rattacher les propriétés qui seront étu-

diées plus tard aux divers modes de déplacement d'une droite.

Exercices proposés.

Former l'équation des lieux géométriques faisant l'objet des énon-

cés donnés :

i° Au Concours d'admission à l'Ecole Centrale en i863, i
re session

(Voir t. II, p. 34*): — 1866, 2e session (t. II, p. 36*
: — 1876,

2e session (t. II, p. 43*
) ;
— 1882. 2e session (t. II, p. 48* j; — 1H84.

2e session (t. II, p. 5o* 1.

2 Au Concours d'admission à l'École Normale, en 1893, § i° de

l'énoncé ( t. Il, p. 85*).

3° A l'École Polytechnique, en 1842 (t. II, p. 3*).

4° Au Concours Général (Paris) 1894, § i° de l'énoncé (t. II,

p. 98*).
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CHAPITRE III.

CERCLE.

Rappel de résultats.

(a) L'équation

x2
-i-y 2 — i \ x — 2 \xy -+- v — o

est l'équation générale des cercles du plan, si X, \x, v sont des para-

mètres variables.

(b) Les coordonnées du centre de ce cercle sont À et u., demi-

coefficients de x et dey, changés de signe; le rayon est donné par

(c) Le premier membre de l'équation d'un cercle, calculé pour les

coordonnées (x',y') d'un point quelconque du plan, donne la puis-

sance de ce point par rapport au cercle.

(d) L'axe radical des cercles

C = o, C = o
a pour équation

G — a = o.

(e) L'équation générale des cercles passant par l'intersection de

deux cercles donnés
C — o, C = o

est

C + XC' = o.

(/) Le coefficient angulaire de la tangente au point {x, y) d'une

courbe est donné par Jx, dérivée de^ par rapport à x.

f (
x

t y) = ° étant l'équation de la courbe, l'équation

fx-^f'y y'x = o

donne en général^-
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I #
— Formation- des équations générales de cercles remplissant

DES CONDITIONS DONNÉES. — MARCHE A SUIVRE.

On peut emplover deux méthodes pour former les équa-

tions générales de cercles remplissant des conditions don-

nées :

i° Déterminer un nombre suffisant de conditions géomé-

triques pour obtenir le centre et le rayon en fonction d'un

paramètre variable, choisi parmi les éléments de la figure, et

écrire l'équation des cercles dont on connaît le centre et le

rayon
;

2° Prendre l'équation générale des cercles du plan

x ~ ~+~ y* ~

'

2 ^ x — 2
\

xy +* = o

et exprimer successivement qu'elle satisfait aux conditions

données; on obtient ainsi des équations de condition qui

permettent d'éliminer deux des paramètres.

1. — Équation générale des cercles tangents aux axes

de coordonnées.

Ces cercles se divisent en deux séries : ceux qui ont leur

centre sur la première bissectrice et ceux qui ont leur centre

sur la seconde.

Pour les premiers, le rayon est égal à la valeur commune
de l'abscisse et de l'ordonnée du centre. — Si donc on

appelle a cette quantité variable, les cercles ont pour équa-

tion

Ca._X)«+(/ _X)«-X«= o

ou

x* -+-y 1 — 2 X
(
x -+- y) -h X J= o.

R. — Ex. deGèoni. anal-, I. 4
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L'équation générale des cercles de la seconde série est, de

même,

x- + /
2 — 2l(x — y) + X 2 = o.

3. — Equation générale des cercles

passant par un point donné et tangents à une droite donnée.

Lieu des centres.

(«) Prenons comme origine le point donné {ftg* 12) et

Fig. ia.

B

plaçons l'un des axes parallèlement à la droite donnée dont

l'équation est, dès lors

x — a = o.

Les cercles dont nous cherchons l'équation passent par

l'origine et sont tangents à la droite AB.

L'équation générale des cercles passant à l'origine est

(1) x* h- y- — i\x — 2 u.j= o.

L'équation aux ordonnées des points de rencontre de ce
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cercle avec AB doit avoir une racine double pour qu'il y ait

contact.

Cette équation aux. ordonnées, obtenue en faisant x = a

dans l'équation (i), est

y- — 2 u y -+- a- — 2/.a = o.

Elle aura une racine double, si l'on a

B'- — AC = o.

u.
2 — a- — 2 X a — o

;

celle-ci donne

(x- = a(a — 2X).

L'équation générale des cercles de l'énoncé est alors

x" -t-y* — 2 X x ± a y, a \
a — a X

) y = o
;

A ne peut varier que de — x a - •

(b) Proposons-nous de chercher le lieu des centres de

ces cercles.

Les coordonnées du centre sont

x= X, y=± \ a ( a — 2 X )

.

L'équation du lieu des centres s'obtiendra en éliminant X

entre ces deux équations :

y'= a (a — nx).

us verrons plus tard que la courbe représentée par cette

tion est une parabole placée comme l'indique la figure.

Le point O est le foyer, la droite AB, la directrice.

Solution géométrique. —- Il est facile de se rendre compte

de ce résultat par des considérations géométriques.

Le centre d'un cercle quelconque remplissant les condi-
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tions de l'énoncé doit être également distant du point O et

de la droite AB. — Cette propriété sert en Géométrie élé-

mentaire à définir la parabole dont les éléments sont indi-

qués plus haut.

3. — Équation générale des cercles

passant par deux points fixes.

Nous avons donné plus haut l'équation C + XG'=o
comme étant celle des cercles passant par deux, points fixes.

(«) On peut donner à cette équation, en choisissant con-

venablement les axes de coordonnées, une forme simple utile

à connaître.

Prenons comme axe desjK l'axe radical fixe, et comme axe

des x la ligne des centres de tous ces cercles.

L'équation générale sera

X- -+- y2 — l\x± p- = O,

p 2 désignant la puissance fixe de l'origine par rapport à tous

ces cercles.

On prendra le signe — devant p 2 si les points de ren-

contre de l'axe radical avec les cercles sont réels; le signe +
si ces points sont imaginaires.

Application. — Considérons deux cercles de la série :

(i) x*- -+- j2 — i\x ±pi= o,

(2) x^- -+-

y

2 — 2px±p î= o.

Si d'un point A (/ig. i3) de la première circonférence on

mène une tangente à la seconde, le carré de la portion com-

prise entre le point de contact B et le point A est donné

par

AB = x* -+- y- — 2iixzhp2
,

(x,y) étant les coordonnées du point A.
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Mais (Xj y) satisfont à l'équation (i); on a donc finale-

ment

AB"=r(X — u.)2JT.

Donc AB est movenne proportionnelle entre la distance

Fi;-. i3.

des centres CC et le double de la perpendiculaire AD.
abaissée du point A sur l'axe radical.

4. — Équation générale des cercles passant par un point

donné et tangents à un cercle donné.

Nous placerons l'origine au point donné et nous orien-

terons les axes d'une manière quelconque.

Le cercle donné a pour équation

(0 (x — a)! -H(7 — b)* — R*

L'équation générale des cercles passant par le point donné,

c'est-à-dire par l'origine, est

(a) X\ _^_ y\ 2AX «j aj,_ q^

Ncus exprimerons que le cercle ( 2 ) est tangent au cercle ( 1
)

en écrivant que leur axe radical est à une distance R du

centre (a, b) du cercle fixe.
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L'équation de l'axe radical est

,, . , ,

,

a- -+- b* — R 2

(a — a)x -+- ([jl — b)y -\ = o

On doit avoir

(3)

(a — a)a -\-(y. — o)H

(À — a y -h ([x— by-
R 2

.

Cette équation de condition montre que le centre du

cercle variable doit se déplacer sur une courbe du second

ordre. (Voir la discussion au Chap. IV.)

Dans un problème où l'on aurait à considérer les cercles

remplissant ces conditions, on écrirait l'équation (2) en l'ac-

compagnant de la condition (3).

5. — Lieu des points de rencontre de ces cercles

avec une droite de direction fixe passant par le centre

du cercle mobile.

L'équation de cette droite est

(4) y — iJ.
— m{x — \) — o,

m étant le coefficient angulaire fixe.

On doit donc éliminer X et \j. entre les équations

(2) x- 4- y 2 — 2lx — 2ajK^=o,

(3) y — [/.
— m (x — X) = o,

a(X — a) + b (|* — b) -\

(4)
L— = R 2

.

(X — a y -Kja — bf

Le procédé indiqué (Chap. I) s'applique facilement ici.

Remarque. — Tous les moyens que nous indiquerons pour

former les équations générales de courbes du second ordre
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s'appliquent au cercle. — On adjoindra aux équations de

condilion établies pour des coniques quelconques les deux

conditions

A — C = o,

B = o,

qui expriment que cette conique est un cercle.

II. — Pôle et polaire dans le cercle.

Définition. — Le lieu du conjugué harmonique d'un point fixe P,

par rapport au segment déterminé par une circonférence fixe sur

une sécante mobile autour du point P, est une droite, qui s'appelle

la polaire du point fixe.

Soient a, £, f les coordonnées homogènes du point fixe P,

f{x,y, z)=o
l'équation homogène du cercle.

L'équation de la polaire du point P est

Le point fixe s'appelle le pôle de la droite
I

i .

(a) La polaire d'un point passe aux points de contact des tangentes

menées du point à la circonférence.

(b) Tout pointa une polaire et toute droite du plan est la polaire

d'un point de ce plan.

Soient

( 2 ) ax -T- by -v c = o

l'équation d'une droite,

celle d'une circonférence fixe.

Le pôle de la droite (2) a ses coordonnées a,
J3, y fournies par

les équations

K) â-~b-~c'

(c) Quand une droite passe au centre du cercle, son pôle est rejeté

à l'infini dans la direction perpendiculaire à celle de la droite.
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Lieux de pôles.

Si l'équation de la circonférence ou celle de la droite

renferme un paramètre variable, le point défini par les équa-

tions (3) sera mobile et l'équation du lieu sur lequel il se

déplace s'obtiendra en éliminant le paramètre variable entre

les équations (3).

1. Lieu du pôle d'une droite de direction fixe par-

rapport à une série de cercles concentriques.

Plaçons l'origine au centre fixe; l'équation des cercles de

l'énoncé est alors

(i) x--hy- — X 2 = o,

X étant le rayon variable de ces cercles.

Soit

(2) kx +- By -f- [x = o

l'équation de la droite de direction fixe, jx étant un paramètre

variable.

Si l'on désigne par a, $ les coordonnées d'un point quel-

conque du plan, la polaire de ce point a pour équation

(3) a.x-h$y — X2 = o.

Le point (a, (3) sera le pôle de la droite (2), si l'on a

a_ £ _ _X*
A ~~ B ~~

j*

'

On est donc conduit à éliminer les paramètres X et jx entre

ces deux équations, ce qui n'est pas possible.

Mais il est à remarquer (Gliap. I) que l'une des équations

de condition

Ba — Ap = o
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est indépendante des paramètres variables, elle est Yéquation

du lieu. Ce lieu est la perpendiculaire abaissée du centre

fixe sur l'une quelconque des droites (2), résultat qu'on aper-

çoit immédiatement par la Géométrie élémentaire.

2. Former l'équation générale des cercles passant à

l'origine et coupant l'axe des x sous un angle donné a.

Lieu du pôle d'une droite fixe par rapport à ces cercles.

(a) L'équation générale des cercles, passant à l'origine, est

(1) x2 -h y* — i\x — 21x^— 0.

Le coefficient angulaire de la tangente, à l'origine, est

fourni par l'équation

fx^-fy-y'x — o

dans laquelle on fait simultanément

x=o, j= o;

on obtient ainsi

cette quantité est constante :

X ,= tanga = A:.

L'équation des cercles de l'énoncé est donc

xi ~i~ 7* +- 2u.(kx — y) = o.

(b) Soit

ax -+- by -i- c = o

l'équation de la droite fixe; son pôle est défini par

a -H k[x _ p — a _ u ( kx — S)
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Nous éliminerons jj, entre ces équations, de la manière sui-

vante :

Appelons v la valeur commune des trois rapports, on a

k[L — «v -t- a — o,

[x -+- 6v — (3 = o,

^(Aa — (5) — cv = o.

Des deux premières on tire

ap -r b% — a -+- A' (3

valeurs proportionnelles de [/, et v qu'il suffit de porter dans

la 3
e équation, celle-ci étant homogène par rapport à ces

deux variables. On a donc finalement

(ap -h. 6a) (k<x — (3) — c(kp — a) = o.

Le lieu représenté par cette équation est une courbe du

second ordre.

3. La polaire cFun point fixe par rapport à tous les

cercles du plan ayant même axe radical passe par un

point fixe.

Soient C=o, r = o les équations de deux cercles du

svstème; l'équation générale des cercles de l'énoncé est

r + xc = o.

La polaire d'un point fixe (a, (3, y) par rapport à ce cercle

a pour équation

tt (r;+ xc;)H-p(r;4-xcp)H- Y(r;-hXG;)=o,

qu'on peut écrire

ar; + pr; + Yr:+x(aC;-hf,c;+ Yc;)^o.

Cette droite, dont l'équation est de la forme

D + XD' = o,
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passe à l'intersection des droites

xC'x -i-pC'y -i-yCz= Q,

polaires du point fixe par rapport aux cercles fixes

T = o, C = o.

Remarque. — Ce résultat ne sera pas altéré si, au lieu d'un

paramètre À entrant au premier degré, l'équation générale

renferme une fonction de ce paramètre de telle sorte qu'on

puisse écrire cette équation sous la forme

r-r-<f(A)Cr=0.

Lieux de points de contact de tangentes.

On obtient l'équation du lieu des points de contact des

tangentes menées d'un point fixe à des cercles variables, en

éliminant le paramètre variable entre l'équation des cercles

et celle de la polaire du point fixe par rapport à ces cercles.

4. Lieu des points de contact des tangentes menées

d'un point fixe aux cercles passant par deux points fixes

situés en ligne droite avec le premier.

Prenons (fig. i4) comme axe des x la ligne des trois

points fixes et plaçons l'origine au milieu du segment déter-

miné par les points A, A', communs à tous les cercles.

Soit P le point d'où partent les tangentes;

OP = a,

OA = OA' = a.

L'équation générale des cercles de l'énoncé est

(i) X 1
-\- y* — i\y — at = o.
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Les points dont on demande le lieu sont à l'intersection de

ce cercle avec la polaire du point P.

L'équation de cette droite est

(2) a.x — \y — a 2 — o.

Nous obtiendrons l'équation du lieu cherché en éliminant

Fig. 14.

\ entre les deux équations

(1) (x-+y* — a') — 2jX = o,

(2) olx — a- — jX = o.

On a donc

(3) (x* H- js — a'-) y — iy{xx-—

a

2)=o.

Ce lieu se décompose en :

(a) x- f- - 1 ax +- a*

r = °-

(a) La première partie du lieu est un cercle ayant pour

centre le point P et pour rayon R = y/a* — a'2 , résultat faci-

lement atteint par la Géométrie élémentaire : la distance PM
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d'un point du lieu au point P est en effet donnée par

PÂÎ* = PA. PA' = t.- — aK

(b) Cette seconde partie du lieu provient du cercle de

rayon infini, qui se confond avec Ox, la polaire de P devient

la tangenle au point P; tous les points de Ox font donc

partie du lieu.

Remarque I. — Le lieu que nous venons de trouver n'est

réel que si y? — a 2 > o, c'est-à-dire si le point P est exté-

rieur au serment AA'.

Si les points A, A' avaient été imaginaires conjugués, il eût

suffi, pour obtenir l'équation du lieu, de changer a 2 en — a-.

On a alors R.- = a 2 -r « 2
. — Dans ce cas, le lieu est tou-

jours réel.

5. Lieu du point de rencontre de la polaire d'un point

fixe, par rapport aux cercles passant par deux points

fixes, avec le diamètre de ce point.

Prenons {Jig- i5) comme axe des y la droite des points

fixes A, B, et comme axe des x la perpendiculaire à cette

droite en son milieu. OA = OB = a.

L'équation des cercles de l'énoncé est

( i
) x- -+- j2 — 2 X x — a- = o :

celle de la polaire du point P (a, £) est

(2) a.(x — X) -+- $y — \x — a' =0;

celle du diamètre de ce point (x, g) est de même

(a — \)y-p(x — X)=o.

On obtiendra l'équation du lieu du point M en éliminant X
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entre les équations (2) et (3) :

(2) X(x-hx) — (ocr-h [Bj — a") =0,

(3) \(fi —y) -+-%y ~px = o.

On a ainsi

(4) (a7H-a)(aj — pa?)-f=(p— j)(aa:+p
i
x— a») = o,

qu'on peut écrire successivement

x(xy-px) —y {ttx + pjr) 4- a(ccj — par)

+ p(aa;+ (3j)-+-a 2 y— a'^no,

(5) — p(a? 2 + j
2
) -4- (a 2 + (3

2 H- a2
)j — a 2

<3 = o.

On reconnaît sous cette forme l'équation d'un cercle.

L'équation (4) montre que ce cercle passe par les quatre

points d'intersection de

x -f- a = o avec
y— P= o, [p;

oezr + pj — a2 = o [R]
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et de

(j-S = o, [P]
<xy— èx=o avec •

' \*

ce qui le détermine complètement.

PR est son diamètre. — On voit que l'équation

%x -t-Py— ar = o

est celle de la polaire du point P par rapport au cercle

x- —y'1 — a- = o avant AB comme diamètre.

Solution géométrique. — Nous avons prouvé (p. 58 — 3)

que la polaire d'un point fixe par rapport aux cercles avant

même axe radical passe par un point fixe, intersection des

polaires du point fixe par rapport à deux cercles de la série.

Donc, dans l'exemple actuel, la polaire du point P tourne

autour d'un point fixe. — Le diamètre de ce point tourne

également autour d'un point fixe. — 11 reste perpendiculaire

à la polaire mobile, le lieu de leur point commun M est

donc le cercle décrit sur la droite joignant le point P au point

fixe des polaires comme diamètre. Or, deux cercles de la

série sont {Jig. io) :

i° Celui qui a pour diamètre AB; la polaire de P est la

corde commune à ce cercle et à celui qui est décrit sur PO
comme diamètre;

2 Celui dont le centre est à l'infini sur Ox; ce cercle

néré est l'axe des y. Le diamètre du point P est la

parallèle h Ox menée par P. La polaire du point P par rap-

port à ce cercle est donc parallèle à Oy. — Nous détenu i-

nerons sa position en remarquant que le point C (rencontre

du cerc\eyy avec le diamètre de P) est conjugué harmonique
d'un point rejeté à l'infini, par rapport au segment avant

pour extrémités le point P et le point de rencontre cherché

de PC avec la polaire qui nous occupe : Soit P, ce point, C
est le milieu de PI\. Donc P, coïncide avec P'. symétrique
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de P par rapport à Oy. — La seconde polaire est la paral-

lèle à Oy menée par P' : elle rencontre la première en R.

PR est le diamètre du cercle-lieu.

Remarque. — Il est intéressant de rapprocher les deux

solutions qui précèdent :

i ° Les polaires de P passent par un point fixe.

L'équation (3)

clx + fty
— a- -hl(x + a)=o

met en évidence ce résultat, le point fixe est l'intersection

des droites

x + ot= o,

(3.x H- Pf — a- = o.

Voilà le fait; la solution géométrique nous montre la cause

qui introduit cette droite x + a = o.

Elle est la polaire du point P par rapport au cercle dégé-

néré yy*.

2° Le diamètre du cercle-lieu est PR.

La solution analytique nous donne ce résultat indirecte-

ment, par l'indication des points S et P' par lesquels passe le

lieu. — S et P' sont des sommets d'angles droits dont les

côtés passent en P et R.

3° L'équation du lieu peut s'écrire

(a2 4- j3
2 + a2)/-(^ 2 +/2 +a!)^o,

elle ne change pas quand on change entre elles les lettres,

x,y, a, (3. On en conclut que les points homologues P et M
sont réciproques, c'est à-dire que, si l'on prend une position

du point M sur le lieu précédent comme fixe — qu'on fasse

en sens inverse la construction indiquée — on déduira pour

chaque cercle de l'énoncé une position du point P; le lieu
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de ces points P est le même que celui du point M dans la

question que nous venons de traiter.

Ce cercle est donc le lieu des points du plan qu'il faut

choisir, pour que, le lieu de leur conjugué harmonique par

rapport au segment déterminé sur le diamètre de ce point

par les cercles passant aux points fixes A et B, soit le même

que le lieu de ces points.

III. — Équation quadratique do faisceau des tangentes

MENÉES PAR UN POINT ( 2, 3) A UN CERCLE / {X,}') = O. — SON EMPLOI.

L'équation de ce faisceau est

/xi fyi f'z
étant les demi-dérivées de la fonction f{x,y)

rendue homogène.

Elle devra être employée chaque fois que l'on aura à cher-

cher le lieu des points du plan par lesquels on peut mener à

un cercle fixe des tangentes assujetties à une condition

géométrique.

L'équation algébrique exprimant cette condition est l'équa-

tion du lieu des points (a, (J) remplissant la condition de

l'énoncé.

Si l'on impose deux conditions aux tangentes, chacune

quations algébriques obtenues donne le lieu des points

du plan remplissant la condition géométrique que cette

équation exprime : les points communs aux deux lieux ob-

tenus satisfont à la fois aux deux conditions données; il

donc qu'un nombre limité de ces points.

Si le cercle auquel on mène des tangentes n'est assujetti

qu'à deux conditions, il existera un lieu de points par

l<-'|iiels on pourra mener à tous ces cercles des tangentes

assujetties à deux conditions.

\\. — Ex. de Géom. anal , I. 5
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1. On donne le cercle dont l'équation est, en coordon-

nées rectangulaires,

aP-hy* — 2 ax + 1 = 0.

On demande de trouver le lieu des points du plan par
lesquels on peut mener à ce cercle des tangentes telles

que le rectangle construit sur leurs abscisses à Forigine

ait une surface constante égale au carré construit sur

Fabscisse du centre.

L'équation du lieu cherché s'obtiendra en écrivant que le

produit des abscisses à l'origine des tangentes issues d'un

point (a, 3) du plan, a la valeur donnée a 2
.

Or, l'équation du faisceau des tangentes issues du point

(a, P) au cercle donné est

( x- +• y- — 2 ax -+ i ) (a
2 4-

j3

2 — 2 a a -4- i
)

— [a (x — a) -+- py— ax + i]
! =:o.

L'équation aux abscisses à l'origine s'obtient en fai-

sant y = o :

(x*— 2 ax -+- 1
) ( oc- 4- p- — 2 a oc -h i )

— [(a — a) x— ( a a— i )]
2= o

;

ou, en ordonnant

(p--+- i — a-)x 2 + [. . .]a?-ha2
(i — a2

) + (3
2 = o.

L'équation du lieu cherché est donc

a2 (i —

a

2
) + S 2

pa _ a* + ! - a
'

qui exprime que le produit des racines a la valeur constante a 2
,

c'est-à-dire

<x
2 (i — a2

) -h (3
2 (i — a2

) — a- (i — a2
) =o;

dès lors, tant que i — a 2 ^o l'équation s'écrit

a2 4- p
2 — a2 z= o

;
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c'est celle d'un cercle dont le centre est à l'origine et le

ravon égal à «, abscisse du centre du cercle fixe.

Si a- — 1=0. le ravon du cercle est nul, il n'y a plus de

problème.

2. Trouver le lieu des points d'où Von peut mener à un

cercle des tangentes faisant entre elles un angle donné.

Plaçons l'origine au centre du cercle fixe; soit M (x. ,3) un

point du lieu; l'équation quadratique du faisceau des tan-

gentes menées de ce point au cercle ayant pour équation

(i) sc*-i-y*— n*= o,

est

(xs -Hp*— R !
; x--~ y'- — R- — xx— Sy — RV = o,

obtenue en appliquant l'équation générale

A*,P)A-z,y)- a/x _ v;.- r/:)ï=:o.

Les parallèles à ces tangentes, menées par l'origine, ont

pour équation

(** -+ y'- )(x» - V -R !
)— (a* -h py)- = o,

c'est-à-dire

a*(p* — R') — ixpxy 4-7! (r — R!
) = o.

L'angle de ces droites est fourni par

c'est-à-dire, en appelant 29 l'angle donné,

, . 41V52— («*— R«)(B«— R«)]

tang- 2? = u^^_ 2Rî)i
•
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L'équation du lieu est donc

4R 2 (or + £
2 — R2 )— tang2 2cp(a ?

-H(3 2 -2R2
)
2 = o,

c'est-à-dire

4(oc
2 + f-

— 2R 2
)
2 sin 2

? cos
2

cp

— 4R 2 (a 2 -h p
2 — R 2 )(cos 2

cp — sin 2

? )- = o
;

or

4 sin 2
cp cos2

cp = (cos 2
cp -+- sin 2 ©Y: — (cos 2

cp — sin 2
cp)

2

= 1 — (cos 2
cp — sin 2 o ,-.

On a donc

(a2 + £
2 — 2R 2

)
2
[1 — (cos 2

ç — sin 2
cp)

2
]

— 4R2 (a 2 -+- [s
2 — R 2

)
(cos 2

cp — sin 2 o)- =0,

c'est-à-dire

(0C
2
-f-(5

2 — 2R 2

)

2

— (cos 2
^ — sin 2

cp)
2 [(a 2

-+- p- — 2R2
)

2 + 4R 2 (a 2 -+
f-
— R 2

)
]= o,

ou enfin

(a 2 -+- p- — 2R 2 )': — (cos 2
cp — sin 2

<p)
2 (a 2 -+- p-)- = o;

cette différence de carrés se décompose en facteurs :

o.
1 -+- (s

2 — 2R 2 — (a 2 -h (3
2

) ( cos
2

cp — sin 2
<p)
— o,

a2
-h (3

2 — 2R2 + (ct
s

-t- p- }
(cos 2

cp — sin 2
tp) = 0,

qu'on peut écrire

R 2

a2
-+- S 2 r—- = o,

'

sin/cp

a2 -\-p- j- = o.

Le lieu se décompose donc en deux cercles concentriques

au cercle donné et ayant pour rayons respectifs et -s—

;

J L J coscp smcp

résultats qu'on atteint facilement par la Géométrie élémen-

taire.
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Dans le cas particulier où les tangentes sont rectangu-

laires; les deux cercles précédents se confondent : le rayon a

pour valeur Ry/2, résultat qu'on obtient d'ailleurs en écri-

vant que tang23 est infinie :

X- — Sr — 2R! = O.

IV. Problèmes généraux.

1. Lieu des centres des cercles vus de deux points

donnés sous des angles donnés.

Prenons (Jig- 16) comme axes de coordonnée > la droite

F«. 16.

qui joint les points fixes A et A' et la perpendiculaire au

milieu de AA'; soit OA = a.

Uéquation d'un cercle quelconque du plan est

(*— x)«-f-cr-ji)*— v»=o

}.. ;.. 7 -tant des paramètres variables.

Soit K, R' les tangentes de; moitiés des angles donnés;

on a évidemment

K= aw

Ai" ./==ï =/==ï =î J

y coA — aco



7° I
re PARTIE. — GÉOMÉTRIE A DEUX DIMENSIONS.

c'est-à-dire

(2) It =
V/(À — a y- -h[i.

2 — v-

De même, pour l'autre point, on a

(3) K' =
V/(X-ha)- + [x

2 —V
L'élimination de v entre les équations (2) et (3) nous

donne la relation qui doit exister entre X et [a, c'est-à-dire

l'équation du lieu du centre du cercle w.

On peut écrire

K2
[(À - a)- 4- [x

2
]
- v

5 (i4- K2
) = o

K'*[ ("X 4- a)- 4- [x
2

]
- v

2
(1 4- K,2

j
— o.

L'équation du lieu est donc

Ks (i-hK/2 ,r(X — a) 2 4-[As
J
— K' 2 (i-hK2 )[(X4-a) 2 ^{x 2]=o,

c'est-à-dire

(K2 -K' 2 )(X2 4-
l
a2

)

— ia (K2 4- K' 2 4- 2K2 K' 2
) X 4- a2 (K 2 - K' 2

) = o
;

ce lieu est un cercle dont le centre est sur Ox, d'un côté de

l'origine variable avec le signe de (K 2 — K'2
).

Solution géométrique. — Tous les triangles tels que A au
sont semblables comme étant rectangles et ayant un angle

aigu égal; appelons m et n les distances du centre w aux

points fixes A, A'; m', //les distances d'un autre centre <«/ aux

mêmes points; r, r', les rayons des cercles : on a
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Donc le lieu des points w est tel que le rapport des di-

stances de chacun de ses points aux deux points fixes A, A',

conserve une valeur constante. Ce lieu est un cercle dont le

centre se trouve sur la droite AA'.

2. Les extrémités A, B {fig- 17 d'une droite de lon-

gueur fixe s'appuient constamment sur les côtés d'un

y
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abscisses des points A et B,

[AM] a{y— a\) + {x— a)— o,

[BM] a(y -\-a\j.) — (x — (x)--o;

et l'on a entre X et ja la relation

,

(X — [j.)--h a2 (X -h [a)'
: — d-

qui exprime que le segment AB conserve une longueur fixe d.

Nous obtiendrons l'équation du lieu du point M en éli-

minant X et [/, entre les équations

X (a2 4- i) — (a/ -t-â?)= 0,

[/.(a
5

-r- 1) -h (a/ — a?) = o,

(X — (*)' + a-(l + (x)
5 — d2

.

Nous formerons les ionctions (X -f- y.), (X — (d), et nous en

porterons la valeur dans la troisième.

IX
X -h u. — -7 >

a- -t- i

2flV
X — u= -.. —

;

r a'-r-r
on a donc

2
^ 2 («2 -f-i) 2

^2 _(_ y2_
17 a 2

Le lieu du point M est un cercle ayant pour centre l'ori-

gine et pour rayon

d 1 -+- a° d
1 a sin2cp

Solution géométrique. — La circonférence circonscrite

au triangle AOB conserve un diamètre constant égal à -:—

—

sin2cp

quand AB se déplace suivant la loi énoncée.

Or, le quadrilatère OAMB est inscriptible, le point M est

diamétralement opposé à O sur cette circonférence qui est

dès lors le lieu cherché.
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3. Une droite AB {fig. 18) se déplace en s appuyant sur

les droites fixes OM, ON, de façon que le triangle AOB

Fig. 18.

conserve un périmètre constant. — Déterminer la loi de

déplacement de cette droite.

Prenons comme axes de coordonnées les bissectrices des

droites OM. ON.

Soit o l'angle MO.r, et

X cosX -hj^sin), — a = o

l'équation de la droite AB, X et ji étant deux paramètres

variables.

Les coordonnées du point A, intersection des droites

a?cosX -j'sinX — it= o,

y — tang:?.j; = o,

Mtnl

Xi —
cosX •+- tangç, sinX

' Ji
y. tan^o

cosX -h tangcp siaX

De même les coordonnées du point B, intersection des
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droites

'.rcosX + ysinX — jx = o,

y H- tangcp. a; = 0,

sont

— u tan<?3>
> ycosÀ — tangcp. sinX J cos X — tangcp sin X

Nous obtiendrons la relation qui existe entre X et [x, en

exprimant que le périmètre du triangle AOB est constant :

\Jx\ + y\ +-
yfâ\

-+-
jjj + y/( #, _ x% j« + (/l _ Xs)*— ajB

;

or

H
cosX -+- tangcp sinX coscp(cosX -+- tangcp sinX)

;

/

—

~>

* y-

\ x i
-+- Y\ — ?

—

r-TT)
coscp(cosX — tangcp sin A)

\jx x
— xi f + {y i

— j2 )
!

2 a tangcp

cos 2 X — tang^cp sin 2 X'

on a donc

ip
coscp \cosX -+- tangcp sinX cosX — tangcp sinX

2 sincp

cos 2 X — tang-cp sin 2 X

ou

[x cosX -f- sincp

coscp cos 2 X — tang 2
cp sin-X

qu'on peut écrire, en résolvant par rapport à \j4 ,

cos 2 X — tang 2
c6 sin 2 X

[Jt. = p coscp

= p coscp

cos a -f- sincp

cos 2 X — tang 2
cp (i — cos 2 X)

cos A -t- sin cp

cos 2 X(i + tang 2 cp) — tanç2 *

cosX -+- sincp

cos 2 X — sin 2
co

p coscp
cos 2 cp(cosX -+- sincp)'
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enfin

u.= ( cos X — sin m .

1

co?.-

Remplaçons \l par cette valeur dans l'équation de AB; il

vient

x cos). + y sinX —- (cosX — sino) = o,

ou

( x *-—
) cosX -+- ysinX -+- p tances = o.

\ COSfJ T

Portons OE — /? et élevons EC perpendiculaire à OM; on

obtient

COSi

Si nous prenons comme nouvelle origine le point C, en

appelant x', y*, les coordonnées d'un point (x. y) de l'ancien

svstème. on a
j

X—X j v^y.
COS<p

L'équation de la droite AB, rapportée aux nouveaux axes,

est donc
o;'cosX -f-j'sinX — p tango r=o,

ce qui montre qu'elle reste à la distance p tang 9 du point C.

Donc la droite AB roule sur un cercle de rayon /?tangç,

ayant son centre au point C dont l'abscisse est

x = -P-.

Solution géométrique. — Menons le cercle exinscrit au

triangle AOB ; on sait que AE= AD ; BD = BF, donc OE= /?,

demi-périmètre fixe; dès lors, le cercle exinscrit est fixe; on a

OC--=-^-, CE =
cos?

La droite AB roule sur ce cercle.

ptangep.
coso
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Transformation d'une figure par rayons vecteurs réciproques.

4. On donne un point O et une droiteMN; on mène une

droite OX rencontrant MN en A ; on mène une droite OY
faisant avec OX un anglefixe et ton prend un point B
tel que

OA.OB = K2
,

R- étant une quantité fixe.

On demande :

(a) Quel est le lieu du point B quand OX tourne

autour du point O
;

(b) Quel est le lieu du point B quand la droite MN est

F'g- '9-

N
..Y

V- x

AT

remplacée par un cercle ayant son centre sur Ox perpen-

diculaire à MN.
(a) Prenons {fig- 19) comme axe des y la parallèle à MN

menée par le point O.

Soit

(0 x — d =. o

l'équation de la droite MN;
l'équation de OX est

(2) y — lx-=o.
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Les coordonnées du point A sont

x
t
—d,

yt= Xd.

On a donc

ôx' =zd^i-~r-).

Soit

(3 > y — u.x = o

l'équation de OY; on a, entre X et y.,la relation

(4) tan g 6 = f-=A.

Si l'on appelle x et y les coordonnées du point B, on a

O^ 1 — x'-~f- :

donc

(5) flP(n-Xs )(ar«-*-y*)= K\

On obtiendra l'équation du lieu du point B, en élimi-

nant X, [j-, entre les équations (3), (4), (5)-

Il vient

y— ^x
tan^ = x^xy f

puis

. y — x tanïO
—
x -h y tango

On a donc

(6) dî (x- -+- y*) - ---— -m = K*

ou

d- {x- + y-)- (i -+- tang'O) — K'^x -+-y tangô) ; —o;

c'est-à-dire

[d(x* -\-y'-)\Ji 4- tang'O — Kz (x -\- y tangO)
1

x _d{x*- -h y*-)\Ji -h tang*0 4- K z (x +- y tangO), = o.
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Le lieu se décompose donc en deux cercles :

(7) ^f> 2 +72 )- K2 (^-+-7 tan g Q
)
=o

(8) (a?8 -+- y2
) + K2 (^-f-r tango) = o.

\ i cosO J "

Ils ont même rayon et leurs centres sont symétriquement

placés par rapport à l'origine ; il suffît de considérer le pre-

mier; toutes les conclusions seront vraies pour le second,

obtenu en portant la longueur OB en sens contraire de celui

que nous avons adopté.

Solution géométrique. — Le lieu que nous étudions n'est

autre que le transformé par rayons vecteurs réciproques de

la droite MN (O étant le pôle, K2 la puissance) que l'on a

fait tourner de l'angle G autour du point O.

(b) La seconde question, traitée de la même façon que la

première, conduit à une circonférence : c'est encore le lieu

transformé par rayons vecteurs réciproques du cercle fixe,

auquel on a imprimé un déplacement angulaire de l'angle G

autour du point O.

La transformée d'une circonférence est une circonlérence

homothétique de la première, ayant le point O comme centre

K 2

d'homothétie et -= - pour rapport d'homolhétie
; ! d'2 — r :

)

est la puissance du point O par rapport au cercle fixe.



CHAP. III. — CERCLE. 79

Exercices proposés.

Résoudre les questions proposées aux Concours d'admission :

i° A l'École Navale, en 1889 (t. II, p. 102*); — 1892, § i° (t. II,

p. ro3*).

•i° À l'École Centrale, en i865, 2e session (t. II, p. i35*); — 1891,

2e session, §§ i° et 3° (t. II, p. 88*).

3° A l'École Normale, en i845(t.II, p. 20*);— 1862 (t. II, p. 24*);

- i883, § 2° (t. II, p. 3o*); - 1890, § 2° (t. II, p. 34*): - 1891,

§2» (t. II. p. 83*).

4° \ l'École Polytechnique, en i863 (t. II, p. 7* l; — 1864 (t. II,

p. 8*); - 1S70 (t. II, p. 10*;; — 1884 (t. II, p. 16*;; — 1892, § i°

(t. II. p 70* •
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CHAPITRE IV.

DISCUSSION DE CONIQUES.

Rappel de résultats.

Soit

(i) A«!+ 2B3/K-Ï- Gy~-+- iDcc -4- 2Ej-f- F = o,

l'équation générale des courbes du second ordre, on peut écrire

cette équation sous la forme

(2) (Aa7+ By-+-D)2-+-(AC — B2)7 2+ 2(AE — BD)j+ AF— D2 = o,

posons :

8 = AC — B2,

e = AE — BD,

/=AF-D«;
l'équation (2) devient

(\x-+-By-+- D)«-+-8y*-+-aex-f-/= o.

Si 8^0, on a, comme plus haut, en posant

X = Aa?-+-Bj-f- D,

(3) 8X*H-(8y-+-«)*-f-8/— e» = o;

dès lors, en posant 8jK-f- e = Y, et en remarquant que

8/— e* = A(ACF -+- 2BDE — AE»— CD* — FB*) = A A,

A étant le discriminant de la fonction, premier membre de (1), on

peut écrire

(0 »+JïM-^—

,
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ce qui conduit aux formes

(5) X*-*-Y»-K«= o, / _„.
(6) X- - Y» -+- K»= o; j

^ UlPses -

(7) X* — Ys ± K* = o ; Hyperbole.

(8) X«H-Y» =o,j„ .

(9) X*-Y* =o.
j

2*"*"-

Si o = o, l'équation (2) conduit à la forme

(10) X ! — Y = o. Parabole;

en appelant ici Y la fonction
| ley— /).

Si, en même temps que = o, on a e = o, on conclut

(11) X«-*-(AF— D*) = o;

c'est-à-dire

(12) X* — K* = o si AF— D*<©,
X 2 — K* = o si AF — D*>o,

(i4) X- = si AF — D2 = o.

Ces trois dernières équations représentent des droites parallèles,

(12) réelles, (i3) imaginaires, C14) confondues.

Nous appellerons == AC - B* la fonction caractéristique, ou
simplement la caractéristique.

Le tableau suivant résume les résultats de la discussion des formes
que nous venons d'obtenir :

/réelles, siAA<o\
Ellipses évanouissantes, si A = o } si \ .

~° l Cercle.
I . .. . . . _ A — C = o\
\ imaginaires, si A A > o /

l

> Parabole effective, si A^o.

« < o Hyperbole effective, si A 2 o } „
M

A

T *
=

.°'v
| Hyperbole equilatere.

[
Imaginaires ( Ellipse évanouissante ), si 8 > o

!

Réelles se coupant, si < o

( réelles distinctes, si AF — D* < o
Parallèles = 0! confond si AF — D» = o

v imaginaires, si AF — D* > o.

EL - Ex. de Géom. anal , |. 6
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Remarque importante. — II est essentiel dans le calcul des fonc-

tions o, A, AF — D 2
,
qui donnent parfois naissance à des transfor-

mations, de ne jamais changer le signe de ces fonctions. Ce

changement de signe renverserait les résultats obtenus et donnerait

des conclusions fausses.

I. — Marche a suivre pour la discussion d'une équation

a coefficients variables.

1. — Marche générale.

Si les coefficients d'une équation du second degré sont

variables, la conique qu'elle représente sera variable, en

général, de nature, de forme et de position.

Pour discuter le lieu géométrique que peut représenter

une équation de ce genre, on formera la caractéristique

o = AC - B 2

dont le signe donnera la nature de la conique.

On reconnaîtra s'il existe des cercles dans ce système de

coniques en discutant les équations

A — C — o,

B=o.

Toutes les solutions de ce couple donnent des cercles

réels ou imaginaires suivant le signe de la fonction

R2-_(a2 4- b-- c)

où (a, b) sont les coordonnées du centre du cercle, c le

terme constant de l'équation.

Les solutions de l'équation

A. h- C '== o

donnent les hyperboles équilatères du système.

On formera ensuite A et l'on discutera l'équation A = o.

Elle fournit les valeurs du paramètre pour lesquelles la
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conique représentée par l'équation donnée devient un système

de droites, ou la relation qui doit exister entre /es paramètres

pour que la conique se réduise à deux droites.

Ces droites sont :

i° Réelles et se coupant, si les paramètres qui les donnent

satisfont ào<o,
2° Imaginaires [se coupant en un point réel) si ces

valeurs satisfont à S >> o,

3° Parallèles, si l'équation 8= est satisfaite. Dans ce

cas les droites sont :

réelles et distinctes, si AF — D2 < o,

confondues, si AF — D 2 — o,

imaginaires, si AF — D 2 > o.

Remarque. — On peut écrire

A= BE-CD : AC-B 2 )(GF — E») = o.

Dans le cas où les coefficients A, B. . . . sont fonction de

deux paramètres, les lieux auxiliaires dont les équations sont

AC-B 2 = o, CF —

E

2 — o,

sont tangents au lieu A = o, à leurs rencontres avec le lieu

BE-CD= o;

nous retrouverons cette propriété générale dans les exemples

qui suivent.

2. — Discussion d'une équation de coniques ne renfermant

qu'un seul paramètre.

Lieu des points du plan dont le rapport des distances à
un point et à une droitefixes a une valeur donnée.

Prenons (fig. 20) comme axes de coordonnées : i° la

perpendiculaire Ox menée par le point donné O à la droite



8{ I
re PARTIE — GÉOMÉTRIE A DEUX DIMENSIONS.

fixe AB; 2 la droite Oy perpendiculaire à la première menée
par le point O.

Soient a la longueur OD, M (x, y) un point du plan

appartenant au lieu, et e la valeur donnée du rapport;

e s'appelle l'excentricité.

On doit avoir

MO_
UV ~ £

'

Fis. 20.

A

P

D
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Enfin, la valeur e= i donne une parabole.

Si e=o, quel que soit #, non infini, la conique se

réduit à

x- -+- Y' = o

cercle de rayon nul, ayant son centre à l'origine. C'est le

seul cercle du système. Cette équation est aussi celle de deux

droites imaginaires

x -+- ly— o,

x— iy= o,

auxquelles on donne le nom de droites isotropes.

Il Y a une seule hyperbole équilatère et la valeur de

l'excentricité qui la donne satisfait à l'équation

e
2 — 2 = o

;

elle est donc

Formons A :

A = — a2
a
2
(i — s

2
)
— a 2

£
4= — a 2

s
2

.

Donc le lieu se réduit à des droites :

i° Si a= o, quel que soit e; la droite AB passe par le

point O ; l'équation de la conique est alors

# 2
(l — s

2
) -hj2 = O.

Les droites qu'elle représente sont réelles ou imaginaires

suivant le signe de (i —

s

2
) ; elles sont confondues avec Ox

dans le cas où la caractéristique est nulle.

2° Si e = o, nous avons vu que, quel que soit a, le lieu

est le cercle de rayon nul

x " "+" y1 — °-

REMARQUE. — Dans la question que nous venons de traiter, le

point est un des foyers de la conique; AB est la directrice corres-

pondante. La définition donnée plus haut est une propriété fonda-
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mentale des sections coniques. Plus généralement, le point F, (a, b)

étant un foyer et x cos a -\-y sin a — d — o la directrice correspon-

dante,

(x — a)- -+- {y— b)- — X 2 (;zcos <x-r-y sin a — d)"- = o

est l'équation générale des coniques ayant un foyer donné et une
directrice donnée.

3. — Discussion d'une équation renfermant deux

paramètres variant séparément.

Nous avons trouvé au Chap. II (p. 39) les relations suivantes

entre les coordonnées des points M(x,y), M' (_x\y') :

a*-

a?'= — jx

,
ay

J ~~ x

Cherchons le lieu décrit par le point M quand le point M'

se meut sur un cercle de rayon R. ayant son centre sur Ox.

L'équation de ce cercle est, en appelant c l'abscisse du

centre,

{x' — c'y -\-y'- — R- — o.

Nous obtiendrons l'équation du lieu du point M en rem-

plaçant x' et y
r par leurs valeurs en fonction de x et dey:

on a ainsi

c -h a2 — — R- = o,
\x J x-

c'est-à-dire

(c 2— R-)x- + a2j 2— 2 a* ex 4- a* = o.

(a) Proposons-nous de discuter la nature de cette conique
;

formons la caractéristique

8r=AG-B 2
,

8 = a2 (c2 —

R

2
).
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Si c > o, c'est-à-dire c-— R- > o, la conique est une ellipse

toujours réelle; l'origine est extérieure au cercle décrit par

le point M'.

Si c < o, c'est-à-dire c-— R2 << o, le lieu est une hyper-

bole ; l'origine est à l'intérieur du cercle.

Dans ces deux cas les axes de la conique sont parallèles

aux axes de coordonnées, puisque le terme en xy manque

dans l'équation.

Si 8= o, la conique est une parabole. Cette condition est

remplie, soit par a = o, quels que soient c et R, soit par

c 2 — R 2 = o, quel que soit a.

i° Supposons a= o. la conique se réduit au double axe

(c2 — R i )x- -o.

Ce résultat est facile à expliquer géométriquement. Si le

point M a une position quelconque sur le cercle, la droite A^
coïncide avec O/, le point B avec le point O; BM' avec Ox,
la rencontre de OD avec BM' a donc lieu constamment en O.

Mais quand le point M est sur Or, B est quelconque sur cette

droite; le point de rencontre de OD, ici O/, avec la paral-

lèle à Ox menée par B est quelconque sur Or; cette droite

'fait partie du lieu.

2 Supposons c- — R 2 = o ; la conique se réduit à

a- y- — 2a icx~a !'=:o,
c est-a-dire

y
1 — 2cx -1- as = o,

équation d'une parabole avant Ox pour axe et son sommet
au point

a}
x—

2C

3° Si l'on a simultanément

a = o, c 2 — R2 — o,

le problème n'existe plus.
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(b) Nous aurons comme lieu une hyperbole équilatère, si

c2 — R- 4- a 2 = o,

c'est-à-dire

c2 H- a 2 = R2
;

les longueurs a, c, R doivent être les côtés d'un triangle rec-

tangle dont R est l'hypoténuse.

(c) Le lieu sera un cercle si

c- — R 2 = a\

c! = a! + R!
,

a, c, R forment un triangle rectangle dontc est l'hypoténuse.

(d) Systèmes de droites. — Formons

A = AGF -h a RDE - AE 2 - FB 2 — CD 2
;

cette quantité se réduit ici à

A = —

a

6R 2
.

La conique se décompose donc en un système de droites

pour
a = o,

quels que soient c et R, et pour

R = o,

quels que soient a et c.

La première hypothèse, a = o, donne S = o ; les droites

sont du genre parabolique, résultat déjà obtenu.

La seconde hypothèse, R=o, donne â>o; les droites

sont imaginaires, elles sont la limite des ellipses

(c- — R2 )# 2 h- a2/2 — la? ex -h a* = o,

qui deviennent évanouissantes pourR= o; l'équation devient,

en effet,

c-x^ — 2 a"-ex h- a 4 h- a 2/2 = o,

c'est-à-dire

(ex — a-)"- -r- a2

/2 =; o.

1
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Le seul point réel est le centre dont les coordonnées sont

l
a *-

Û c

I y=°-

4. — Discussion d'équations du second degré

dont les coefficients sont des fonctions de deux paramètres
variables.

Nous avons trouvé au Ghap. III (§ I, 4) la condition

[a-«)«-(a-6)ft-
aJ"~ 6;~ R2

y
(X — a)- — (a — bf

R f
,

qui exprime qu'un cercle dont le centre a pour coordonnées

;.) et qui passe à l'origine, est tangent au cercle de

ravon R et dont le centre a pour coordonnées (a, b).

Cette équation en X, jx, est celle d'une conique, lieu des

centres des cercles mobiles remplissant les conditions de

l'énoncé. Nous allons nous proposer de discuter la nature

de cette conique quand le rayon R du cercle donné reste

constant et que son centre [a, b) est mobile dans le plan.

V>us remplacerons, pour faciliter la notation, X par x,

y. par v; l'équation devient

r-^v-
g8 "^~ R,

Y=R'[(jg-a) a + Cy~ft)'J.

L'ensemble des termes du second degré égalé à o s'écrit

(ax + by) r — R^x- -+-?')= o;

c'est-à-dire

(a* — Rs
)
x-~-iabxy +- (b* — R»)/* = o.

Formons la fonction o = AC — D-.
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On a

8^(a2— R2
)(6

2 — R2
)
— aâ62

,

R étant constant, on aura des paraboles si le point (<?, b) se

meut sur la courbe dont l'équation est

(i) R2 — a2 — 6 2 = o.

C'est un cercle ayant son centre à l'origine et R pour rayon

{fig- 2I )-
<

La fonction S = R 2 — a- — b- est positive pour la région

intérieure au cercle; donc, quand le point [a, b) est mobile à

l'intérieur de la circonférence ( i ),le lieu du centre du cercle

mobile passant à l'origine est une ellipse.

Quand le point («, b) se meut dans la région extérieure

au cercle, le lieu de ce même centre est une hyperbole.

Cherchons la position que doit occuper (a, b) pour que

le lieu du centre du cercle passant à l'origine soit :

i°Une hyperbole équilatère; on doit avoir

a- — R2 -+- b" — R2 = o

ou
a 1 -h b2 — 2 R2 — o.

Le point (a, b) doit se mouvoir sur un cercle ayant son

centre à l'origine et pour rayon R y/2 [fîg- 21 ).
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2° Un cercle; on doit avoir

ab — o,

a- — R* = b'- - R-,

c'est-à-dire

a& = o,

a s — 6 ; = o.

La seule position du point (a, 6) donnant un cercle est

l'origine des coordonnées.

5. — Application.

On donne deux axes rectangulaires, Ox, Ov; un point

C sur Ox, à la distance d, et un point A de coordonnées

(2, 3) ; le point C est le centre d'un cercle de rayon R. Par

le point A, on mène une sécante variable qui rencontre

Oy en un point B; de ce point on mène des tangentes au

cercle fixe, on demande : i° quel est le lieu du point M
de rencontre de la sécante mobile avec la corde des con-

tacts des tangentes issues de B; 2 quelle est la nature de

ce lieu suivant la position du point A dans le plan?

Le point M (Jig. 22), dont on cherche le Heu géométrique,

est à l'intersection d'une sécante quelconque issue de A

(1) 7 _p_X(x — a )—

o

et de la polaire du point B par rapport au cercle dont

l'équation est

(2) x"--t-y* — idx-\-d* — R* = o.

Les coordonnées du point B étant

*= <>, y= p — \<x,

l'équation de la droite DE est

(3) (p_Xa)^ -*-</(</— X ) — R* = o.
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On obtiendra l'équation du lieu cherché en éliminant X entre

les équations

(x — <x).X — {y — |B) = o,

— ocj.X + [£/ + </(</— x)— R 2]=o.

On obtient ainsi

(4) (x - *)(Qy - dx -h d- -Ra
-) -*y(y - $) =o.

Ce lieu est une conique Y.

L'équation met en évidence quatre points par lesquels elle

Fis. 22.

y
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est la polaire du point H par rapport au cercle; les quatre

points sont donc A, K, F, G.

L'équation (4) peut s'écrire

(5) dx- —$xy— xy- — [<f(d~- x)— R2]^ -+- x(ct- — R2 =o.

Xous allons discuter la nature de cette conique T quand

le point A est mobile dans le plan.

(a) La caractéristique ; = AC — B2 est

di. :

4'

r est donc une parabole quand le point A est mobile sur la

parabole V dont l'équation est

Cl

T = °'
4

F est tangente à l'origine à l'axe des^; son foyer est au

point dont les coordonnées sont

p = o, x = d:

c'est le point C. La directrice correspondante a pour équa-

tion

a-f- d=o.

La conique T est une ellipse chaque fois que le point A
est dans la même région de V que le point C. C'est une

hyperbole pour toutes les positions occupées par le point A
dans la région opposée.

r est une hyperbole équilatère quand le point A se meut

sur la droite z — d=o, c'est-à-dire sur la directrice de la

parabole.

Enfin r est un cercle quand le point A coïncide avec le

point G
P = o, <i = d.

Nota. — Ces résultats seront expliqués facilement après lecture

du § III du présent Chapitre.
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(b) Cherchons qi. ->1 est le lieu des positions du point A
pour lesquelles Y devk \t un système de droites.

Le discriminant A de * - fonction premier membre s'écrit

A = -a[(rfa — d ^R2
)

2 + (3
2 (<i2 — R2

)].

Fie. 23.

r sera un système de droites lorsque le point A se déplacera

sur l'un des lieux

(0
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On reconnaît également que ces droites sont tangentes à

la parabole

ai — — = o

aux points

R] d

R*-d*
[s;

7=— a^K«— d*\

résultat général déjà indiqué (p. 83 — Rem.)

Dès lors, quand le point A coïncide avec l'un des points

O, R, S, la conique Y est un système de droites parallèles

réelles et distinctes, car la fonction (AF — D 2
), qui est ici

4<fa(<*— R*)— [da-h [d*— R*)?,

c'est-à-dire

-[rfa-^-R»)]8
,

est toujours négative.

Tous les autres points des droites FP, FQ, PQ, pris

comme position du point A, font que la conique Y est un

système de droites réelles se coupant; en T, U, ces droites

sont rectangulaires.

Revenons à la distinction des points donnant des ellipses

réelles de ceux qui donnent des ellipses imaginaires, a, d
sont positifs : tous les points à l'intérieur de la parabole

donnent le signe— à la fonction

A=— *[(d% — d'-^R') — p»(Rs — d*)].

Y ne peut donc être qu'une ellipse réelle.

Rkmvrque. — On commet facilement une faute de signe dans la
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discussion précédente : mais quelques points de repère permettent

de reconnaître l'existence de cette faute :

i° Les cercles du système, s'ils sont réels, doivent correspondre à

une position du point mobile située dans la région des points don-
nant pour T des ellipses réelles;

2 Les hyperboles équilatères doivent correspondre à des points

situés dans la région de ceux qui donnent des hyperboles; etc.

§ IL — De l'homographie.

Avant de donner une solution géométrique des principaux résultats

de la discussion précédente, nous allons énoncer et démontrer un
théorème général, extrait d'une des plus belles théories de la Géo-
métrie moderne, YHomographie; il nous suffira pour étudier la plu-

part des propriétés des coniques.

Ne pouvant aborder dans le cadre que nous nous sommes imposé

l'étude générale de l'Homographie, nous démontrerons isolément

les quelques propriétés que nous emploierons par la suite.

Définition. — Une relation entre deux paramètres X, [/.,

est dite homographique quand elle est de la forme

A Au. + BÀ + Cu. + D=o.

Si cette relation est symétrique par rapport à X et u.,elle

est dite involutive ou &involution (').

La relation homographique est la relation la plus générale

qui puisse exister entre deux paramètres en restant linéaire

par rapport à chacun d'eux.

Elle est caractérisée par ce fait qu'à toute valeur de l'un

des paramètres correspond une, et une seule, valeur de

l'autre.

Si donc on peut démontrer par des considérations géomé-

triques qu'à toute détermination d'un élément d'une figure

(*) Notre Maître regretté, M. Vazeille, a publié une Théorie de l'Involu-

tion du second degré à laquelle nous renvoyons nos lecteurs. Ils retrou-

veront dans cette étude la clarté et l'élégance qui caractérisaient soo

enseignement.
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correspond une détermination unique pour un autre élément,

et que réciproquement à une détermination unique du second

élément correspond une détermination unique du premier,

on dira qu'il existe entre ces deux éléments une relation

homographique; on pourra alors conclure à l'existence de

toutes les propriétés qui se déduisent de cette relation.

1. — Théorème.

Si deux droites tournent autour de deux points fixes

et s'il existe entre les paramètres qui en déterminent la

position une relation homographique, le point commun
à ces droites décrit une conique passant par les deux

points fixes.

Soit Z = o l'équation de la droite des points fixes
;

X= o, Y = o

celles de deux droites qui, par leur intersection avec Z = o,

déterminent les points fixes A, B.

(1) X-t-ÀZ = o

est l'équation générale des droites passant en A;

(2) Y + [jiZ = o

est l'équation générale des droites passant en B.

Soit

(3) AX{*-hBX-t-Cji-r-D= o

la relation homographique existant entre les paramètres ),. -i

qui déterminent ces droites.

On obtiendra l'équation du lieu de leur point commun en

éliminante, ;x, entre les équations (i), (2), (3).

Pour cela, on rend homogènes les trois équations

vX -(-XZ = o,

vY-^-;xZ = o,

AX;jt -HB;x -*- C).)v -h Dv* = O,

Ii. — Ex. de Gcom. anal., I. 7
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et l'on porte dans la troisième les valeurs proportionnelles

de X, [A, v, tirées des deux premières

A (I V

ce qui donne

(4) AXY-(BY + CX)Z + DZ 2 =o,

équation d'une courbe du second ordre, T.

L'équation (4) est vérifiée quand on y fait simultanément

(
Z= o,

|Xr=0,
[A]

ou

[B]
Z-o,
Y^o;

la conique passe donc en A et B.

Elle ne passe pas en général par le troisième sommet du

triangle X = o, Y— o, Z = o; mais ce sommet devient un
point de la conique quand D = o, c'est-à-dire quand la rela-

tion homographique admet, comme solutions, des valeurs

simultanément nulles de >, et de [i.

2. — Cas de décomposition.

Si l'on applique au polynôme

AX{x-t-BX4-G(AH-D

la condition obtenue en Algèbre pour que ce polynôme se

décompose en un produit de facteurs, on trouve

A(BC — AD)= o.

Donc la conique F se décomposera en un système de droites :

i° Lorsque A = o, l'une des droites est alors Z = o, la

ligne des points fixes, l'autre est

BY+CX-DZ = o;
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elle peut occuper une position quelconque dans le plan, sui-

vant les valeurs de B, C, D;
2° Lorsque BC — AD = o, la relation (3) devient, en

multipliant par A et en tenant compte de la condition

BC — AD = o,

(5. A'-lu. -j-A(BX-+-C,u) + BC= o;

elle se décompose en

AX -+ G = o,

Aa^B = o.

Les droites en lesquelles V se décompose sont donc

AX — CZ = o droite passant en A,

AY — BZ = o droite passant en B.

Remarque. — Les propriétés d'un lieu géométrique se

classent en deux catégories :

i° les propriétés indépendantes du choix des coordon-

nées, qui sont les propriétés absolues du lieu;

2° les propriétés qui dépendent des éléments pris pour la

définition : axes, système de coordonnées, etc.

Comme chaque propriété se traduit par une relation entre

les coefficients de l'équation, il est intéressant de pouvoir

distinguer les relations absolues de celles qui changent avec

les éléments de la définition.

La théorie algébrique des invariants apprend à connaître

celles de ces fonctions qui correspondent aux propriétés

absolues. Au point de vue algébrique nous n'emploierons

dans ce qui va suivre que le théorème suivant :

-Si dans une fonction algébrique homogène du second

degré on jait une substitution linéaire et homogène, le

discriminant de la nouvelle fonction est égal à celui

de Vancienne multiplié par le carré du module de la

substitution.
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Le modale de la substitution est le déterminant des coeffi-

cients de la substitution.

Ce théorème a une importance capitale dans la compa-
raison des résultats obtenus, en discutant un lieu du second

degré au moyen d'une relation homographiquc qui le définit

ou au moyen de l'équation cartésienne de ce lieu : les discri-

minants des deux fonctions diffèrent par une puissance du
module de la substitution à faire, pour passer de l'une des

équations à l'autre. Ce facteur doit être séparé dans la dis-

cussion.

3. — Autre solution du problème 5 (§ I).

Si nous revenons au problème précédent, nous pouvons

atteindre un certain nombre des résultats obtenus par l'ana-

lyse au moyen du théorème que nous venons de démontrer.

(a) Quand la sécante AB {fig. 22) tourne autour de A, le

point B, pôle de DE, se meut en ligne droite, sa polaire DE
passe donc par un point fixe, intersection de deux polaires

du système. — Ces deux polaires sont, par exemple : i° celle

du point à l'infini sur O/, c'est-à-dire Ox) 2 celle du point

O; on l'obtient en décrivant un cercle sur OC et en prenant

la corde commune FL : F est le point fixe; on a, sur la figure,

OL 2 =^ OC x OF,

c'est-à-dire

a

Ce résultat est en évidence dans l'équation de la polaire

deB

(3) (p — \%)y + d(d— se) — R2 = o,

qui peut s'écrire

Py — dx + d- — R2 — Xaj = o
;
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c'est donc une droite tournant autour du point fixe

S v — dx — d- — R ? = o.

[b] La sécante mobile autour du point Adonne, pour cha-

cune de ses positions, un point unique B; ce point B a une

polaire unique DE; réciproquement, si l'on prend une posi-

tion quelconque de DE, on obtient un point unique B en

prenant la rencontre de l'axe des y avec la perpendiculaire

à DE menée par le point C. Donc les droites AB, DE, tour-

nant autour de deux points fixes, se correspondent homogra-

phiquement. Leur point commun M décrit une conique pas-

sant en A et F.

(c) Explicitons cette relation homographique. Le coeffi-

cient angulaire m de la droite AB est

(i) m = ï.

Celui de DE est

ri

(2) 77

p — I.J.

En éliminant X entre ces deux équations on obtient

m'(p — ma) — d^= o,

(3) %mm' — pm'-+-<f=0.

La connaissance de celte relation va nous permettre de

discuter la nature de la conique T que nous étudions sans

écrire l'équation de cette conique. T aura des points à l'in-

fini si les droites AB, DE peuvent devenir parallèles, cV
dire si l'équation (3) peut être vérifiée quand m = m'.

On a alors, pour équation aux coefficients angulaires des

directions asvmptoliques,

j.m'- — pin + rf= o.

Le faisceau asymptotique sera double, c'est-à-dire que T
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sera une parabole, si

d>x — — — o.
4

C'est le lieu des positions que doit prendre le point A pour

que la conique-lieu Y soit une parabole.

Le point A doit se mouvoir dans la région définie par

a oc — ^-<Z o
4

pour que T soit une hyperbole. S'il se meut dans la région

opposée, r est une ellipse.

Dans le premier cas, l'hyperbole sera équilatère si ses

Fi g. 24.

directions asymptotiques sont rectangulaires, c'est-à-dire si

le produit des racines de l'équation (3) est égal à — 1 ; cette

condition est réalisée par les points de la droite

a 4- c/= o.

Dans le second cas, l'ellipse Y deviendra un cercle, si

l'équation (4) se réduit à

m'2 + 1 = 0,

c'est-à-dire si l'on a

(3 = o,

a — d — o.

Tous ces résultats ont été obtenus.
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[d) On peut montrer facilement [Jîg. 24) que, si le point

A vient en C, le lieu du point M est un cercle décrit sur FC
comme diamètre, résultat qu'on vérifie analytiquement.

En effectuant la construction générale, on voit, en effet,

( A
que la polaire DE reste perpendiculaire à I B; DE tourne,

d'ailleurs, autour du point fixe F.

(e) Cas de décomposition en systèmes de droites. —
Pour appliquer ce que nous avons dit relativement à la

décomposition de la conique-lieu en systèmes de droites,

nous allons transformer nos équations pour mettre en évi-

dence la droite AF des points fixes autour desquels tour-

nent les droites génératrices.

La droite AF a pour équation

y—
d*

x

(x
*-'Rr

\

d

ou

Z—y(dx — di -hR i
)
— 3{dx — di -i-R i )—.o.

ISi

l'on pose

X = x — a,

A peut être défini comme intersection de Z = o avec X = o.

De même, en posant Y = r, le point F est à l'intersection

de Z = o avec Y = o. Une droite quelconque menée par A
a pour équation

X-i-0Z = o.

Cette droite sera confondue avec AB si les coefficients anîru-

laires de ces droites sont égaux. On aura alors

X— P^Q —

1

~ {dx — rf*-|-Rs)o'
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De même, une droite issue de F,

Y-t-rcZ-o,

sera confondue avec DE si l'on a

d _ $diz

§ — Àa
—

(doi — d* -hIVjt:-)--!*

On obtiendra la relation à établir entre et iç, en éliminant

/. entre ces deux équations

0(rfa — d 2 4-R 2 )A — (p^O — i)=ro,

a(37r X+
[
(rfa— d- + R 2 —

P
2
)tc + i] =o,

ce qui donne

Q(da-d 2 4-R 2)[(da— d 2 4-R2— p
2)7r+i] + a(37i(13^6-i)= o

ou

[(da— d* -h R*)(d* — d2+ &*— $*)+ zp*d]bt

4- (rfa — d2 4- R 2
) — ccStt = o,

c'est-à-dire

[
(da.— d2+ R2

)

2—
|3
2 (R2— d2

) ] 0t: H- (rfa — d* -+- R 2
) — a^ir= o.

Cette relation homographique ne renferme pas de terme

constant; la conique-lieu passe donc par le troisième sommet

X = o,
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et, de plus, le facteur

&{dx — d- — R2
).

Voici son origine :

On passe de la relation homographique

(,) [(rfa - d' -+- R2
)

2 - ^
2 (R 2 - *)]«*

— (û?a — d2 -^-R 2 )8 — apir= o

à l'équation cartésienne de la conique, en opérant la substi-

tution

A— T' — l

X~~ Y~~ — Z*

et Ton obtient ainsi

(2) p (rfa — rf
8
-f- R 2

)
[dx* —p&y+ 'j-r-

— (rfa-hrf2 — R2)x + a(i'- R2
)] = o

qui diffère de l'équation trouvée précédemment par le facteur

Le discriminant A' de l'équation (2) est donc

A'=:A& 3 (rfx — rf
2 -r-R2

)

3
,

en appelant Aie discriminant de l'autre équation cartésienne

qui se trouve ici entre crochets.

Le discriminant A, de l'équation (1) se déduit de celui

de (2) en multipliant ce discriminant par le carré du module

de la substitution permettant de passer de l'équation (2) à

l'équation (1); substitution inverse de celle qu'on a laite

plus haut. Or, ce module est

M- ! -^-
p{doi— rf»-t-R*)

On a donc

A, = M'A'— l^dx — d* + R 2
).
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Le facteur (3 [d<x — d 2 -+- R2
1 a été introduit par le chan-

gement de variables; il dépend des éléments de la défini-

tion.

4. On donne un cercle /exe, une droite fixe LL' et un

point quelconque A. Par A on mène une droite AZ qui

rencontre le cercle en B, G et la droite LL' enD; on de-

mande le lieu du conjugué harmonique de D par rapport

au segment BC, lorsque la droite AZ tourne autour

de A.

Discuter le lieu obtenu suivant la position du point A
dans le plan.

Solution analytique. — Prenons (fig.2o) comme axes

de coordonnées deux droites rectangulaires se coupant au

centre du cercle, l'une d'elles étant parallèle à la droite LL'.

Soit

(i) x— d = o
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l'équation de cette droite.

(a) x*- — y- — R- = o

celle du cercle, a, 3 les coordonnées du point A.

Un point M du lieu étudié est à l'intersection de la

sécante A^ et de la polaire du point D par rapport au

cercle.

L'équation de A^ est

(3) y — S

—

-l(x — a1 = o.

Les coordonnées du point D étant

a?, = rf, y x
= (3 -f- X (d — a),

l'équation de sa polaire est

(4) dx + [$-h\(d— %)}y — R2 —o.

On obtiendra donc l'équation du lieu du point M en éli-

minant X entre les équations (3) et (4).

Or, l'équation (3) est celle d'une droite passant constam-

ment en A, quel que soit \\ l'équation (4) est celle d'une

droite passant, quel que soit X, au point F intersection de la

droite

x
x
— d,

?!=$>
dx •+ py — R! = o, polaire de H

avec la droite

ce point est situé sur Ox, à la distance OF = —
j

•

Les droites se correspondent homographiquement : le lieu

du point M est une conique qui passe aux points A et F.

On peut écrire

(3) / _p_X(.r -a) = o,

(4) dx + $y — R*-t-(rf— a)X/ = o.
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On a finalement

(5) (y-p)(d-t)y+(a;-<i)(dx-rpy-B*)= o

comme équation du lieu cherché.

On y voit en évidence quatre points :

{ x — a = o, E,

dx -+- Pf — R2 = o, F déjà obtenu
;

x — <x= o, A déjà obtenu,

dx-h$y—'R* = o, K.

Quels que soient a et (3 la conique passe au point fixe F.

y = o

r—

P

Discussion. — L'équation (5) peut s'écrire

(6) (d— a) y 2 — x(dx -\- $y)

— p(d — a) 7 — v.(dx-hfiy) — R*a?4- aRs = o

ou

(7) da>*-*-$a;y-¥-(d— a)j*-r (rfa + R*)x— pdy-h aR 2 =o.

Cette conique sera une parabole si le point A est mobile

sur le lieu dont l'équation est

B 2

4

C'est une parabole ayant Ox comme axe; son sommet est

au point S, rencontre de LU avec Ox; son paramètre est id\

sans foyer est en O. etc.

Toutes les positions du point A, à l'intérieur de cette

parabole, donnent pour la conique (7) une ellipse, etc.

( Voir la discussion de la question précédente.
)

Solution géométrique. — Les droites Az, FM, dont

l'intersection engendre le lieu, tournent autour de deux points

fixes et se correspondent homographiquement; leur point

commun engendre une conique passant en A et F, etc.
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Tout ce que nous avons dit plus haut peut être appliqué

à cette question qui n'est qu'une transformation de la pré-

cédente.

Notre but est d'obtenir l'équation (-) que nous emploie-

rons au Chapitre des lieux de centres.

III. — Discussion générale d'un système de coniques dont l'équa-

tion A SES COEFFICIENTS FONCTIONS LINÉAIRES

DE DEUX PARAMÈTRES.

Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, de discuter

la nature et la position d'une conique T dont l'équation a

tous ses coefficients fonctions linéaires de deux paramètres

variables.

Salmon a montré {Sections coniques, 388) que l'étude de

certaines propriétés d'un système de coniques dont l'équa-

tion est

(i) xU+ pV+W—o,

t., 3 étant deux paramètres variables,

U= o, V= o, W= o,

les équations de trois coniques du plan, est intimement liée

à celle des courbes du troisième ordre. Certains résultats lui

sont fournis avec beaucoup d'élégance [Courbes planes) par

les propriétés des formes algébriques.

On peut, en modifiant la forme de l'équation ( i ), faire

l'étude de ce système de coniques sans sortir du programme
de la classe de mathématiques spéciales.

Posons {axes rectangulaires) :

U = Ax* -+-2B.r/ 4-C/ 2 +2Da; 4-2E/ -h F.

V = A! X* + nB'xy 4-C'j* +2D'or 4-2E'j4-F\

W = A'x* 4- iWxy 4- C'j* 4- 2D'x 4- 2 E* y 4- F*.
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On conclut

ocU 4- pV h-W = ( Aa + A'p +- A" ) a?»

+ 2(Ba + B'p + B B )a?7+ . . . = o,

qu'on peut écrire, X, Y, . . . désignant des fonctions linéaires

de deux variables, a, (3, prises comme coordonnées d'un

point mobile,

(i) X^2 + 2Z^/ + Yj2 4- 2X'^ + 2Y'j + Z'=o.

Nous désignerons par M le point dont les coordonnées

sont a, [3, et nous supposerons construit le triangle de réfé-

rence dont les côtés sont {Jig. 26)

X = o, Y=ro, Z = o.

1. — Nature des coniques représentées par une équation

de la forme indiquée.

Nous voyons, en formant la fonction caractéristique

S = XY - Z 2
,

que la conique V est une parabole si le point M se meut sur

la conique V ayant pour équation

XY — Z 2 = o,

T' est tangente aux droites X= o, Y = o, à leur rencontre

avec la droite Z = o; elle est dans la région du plan où les

fonctions X, Y donnent un produit positif.

Deux cas peuvent se présenter, suivant que les points

situés à l'intérieur du triangle de référence ABC sont dans

une région où le produit des fonctions X, Y est positif ou

négatif.

(«) La conique T' est alors tangente intérieurement aux

droites X = o, Y = o ; c'est une ellipse, une parabole ou une

hyperbole.
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(6) Dans la seconde hypothèse, la conique F, tangente

extérieurement aux droites X = o, Y = o, est une hyper-

bole.

La conique Y' est effective tant que les droites X=o,
Y= O, Z = o forment un triangle de référence. — Si Tune

des droites X = o, Y= o s'éloigne indéfiniment, V devient

une parabole. — Si Z = o s'éloigne à l'infini, V devient une

hvperbole asvmptote aux côtés restant à distance finie.

Remarque. — Les droites

X — Y = o,

X — Y = o,

conjuguées harmoniques de X = o, Y = o, forment avec Z = oun

triangle AED (Jîg. 26), dont le sommet

D
(X-Y = o,

{ Z = o

est toujours intérieur à la conique I" et X — Y =0 est le coté de ce

triangle opposé au sommet D.

En revenant au signe de

= XY - Z-,

nous voyons que le point

A
|Y= o

est toujours dans la région négative déterminée par la

conique T'; dès lors, la région dans laquelle se trouve le

point A est en même temps celle dans laquelle doit se mou-

voir le point M
(aj p) pour que la conique T soit une hyper-

bole; la région opposée est celle dans laquelle doit se

mouvoir le point M pour que V soit une ellipse.

I S positions du point M pour lesquelles Test une hv-

perbole équilatère sont situées sur la droite X-f- Y== o.
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Il existe une seule position de M qui donne à l'hyperbole

des directions asymptotiques déterminées.

Quand le pointM vient en A, l'hyperbole équilalère T a ses

asymptotes parallèles aux axes de coordonnées. Quand il

vient en E, les asymptotes de cette hyperbole sont parallèles

aux bissectrices de ces axes.

Il existe, en général, une position unique du point M pour

Fig. 26.

X'.Q.

X+Y-0

laquelle la conique T devient un cercle ; il faut, en effet, que

l'on ait simultanément

X—Y= o.

Cette position unique est celle du point D.

Quant le point D est à distance finie, il est intéressant de

considérer le cas où ce point devient un foyer de V.

Nous verrons plus tard que, dans le cas particulier où les

tangentes issues d'un point F à la conique sont les droites

isotropes, le point F est un foyer de la conique, et la corde

des contacts de ces tangentes, la directrice correspondante.
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Or l'équation
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2. — Application à un exemple.

Discuter la nature des coniques représentées par

l'équation

(2a4-j3)^? 2 + 2(p — è)^/ + (j3-f- ia)yï -+-... =o.

a, b sont des longueurs données; a, (3, sont les coordon-

nées d'un point mobile dans le plan.

Fig. 27.

x=o\
J

2a +P=0\
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Si nous formons les équations

v y — iL = x — a -+- i
( ^ — b) — o,

2

X — Y — iZ= a— a— -t'(P— 6) = o,

nous vovons que ce sont celles des parallèles aux droites

isotropes menées par le point D de coordonnées (a, 6).

Le point D est donc un foyer de V; AE est la directrice cor-

respondante.

L'équation de la conique caractéristique peut, d'ailleurs,

s'écrire

2ol$-+- ^ax^-2{a--r b)Ç>—- è! =o,

forme qui met en évidence une hyperbole ayant ses asymptotes

parallèles aux axes de coordonnées, etc. La région intérieure

est celle qui donne des ellipses, etc.

3. — Cas où la conique devient un système de droites.

Dans ce qui va suivre, nous supposerons qu'au lieu de six fonctions

linéaires différentes, il n'entre dans l'équation étudiée que trois

coefficients, X', Y', Z', et nous poserons

X=aX'.
Y = b Y'.

Z = cZ'.

a, b, c, étant des coefficients numériques ainsi que d, e, f, des

équations suivantes.

Les termes du premier degré et le terme indépendant, qu'on écrit

généralement

iDx->t- 2E7-+-F = o,

s'obtiendront en remplaçant les coefficients D, E, F par les fonc-
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tions X', Y', Z' permutées entre elles; six équations sont à discuter:

aXx* +- ibZxy -\- cYj 2 -+- idXx-\- leXy-k-fL = o,

aXiC 2 -+- ibZxy -+- cYjk 2 -4- 2 c?Y^-+- leXy -+-/Z =0,

aX»2 -+- ibZxy -\- cYj 2 -+- 2c?X;r+ ieZy-hfY — o,

aX#2 -h 26ZarK+ cYj2 -+- 2 dZ x + 2eXj-t-/Y = o,

aXa?2 -+- ibZxy -+- cY^ 2 4- 2 c?Z a?-t- 2eYj-+-/X = o,

aXa?2 -4- ibZxy -+- cYj2 -4- 2G?Y#-f- leZy -^fX = o.

Un cas intéressant est celui où les coefficients numériques a,

b, . .
. , f sont égaux entre eux. Nous indiquerons le résultat relatif

à ce cas chaque fois qu'il sera utile à connaître.

(a) Soit

aXx2 -+- ibZxy -±- cYy- -+- zdXcc -\- 2e Y/ -t-/Z = o

l'équation de la conique T.

On peut écrire le discriminant de la fonction premier

membre

£, — (acf+ibde) XYZ — ae'XY- - cd'-YX*—fb*Z 3

ou

A = XY(XZ + p.X + vY)—fb-Z 3 -

T sera donc un système de droites quand le point M sera

mobile sur la cubique C

XY (XZ H- fjiX 4- v Y) — :iZ3 = o.

Cette équation met en évidence la droite des 3 points

d'inflexion Z = o et les tangentes en ces points :

X = o, Y = o, XZ + |j.X -+- vY = o; etc.

(b) Soit

aXx*- -+- 2bZxy -\- cYj2 + 2e/Y# + 2eXy -\- fZ=i

l'équation de la conique T.
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Ce sera un système de deux droites si le point M se meut

sur la courbe C dont l'équation est

XXYZ + uX 3 +- v

Y

3 + -Z 3 — o,

cubique non singulière (forme canonique de Salmon. —
Courbes planes).

Dans le cas particulier où les coefficients numériques

«, 6, ...if sont égaux, le discriminant devient

3XYZ — X 3 — Y 3—

Z

3
,

et la cubique précédente se décompose en une droite

X4-Y4-Z = o

et une conique

X2 -Y; -r Z- - ZX - ZY — XY= o.

(c) Soit

aX^ -t- ibZxy -cY/s -+- 2dXx -+- 2eZj-t-/Y= o

l'équation de la conique T.

La cubique C, sur laquelle doit se mouvoir le point M
pour que T soit un système de droites, a pour équation

ZS (XX -t- «xY) - XY(X'X ~ t//Y) = o,

et Ion a en évidence trois tangentes

X= o, Y — o, X'X-*-j*'Y= o

issues d'un même point, la droite Z = o des points de con-

tact de ces tangentes, etc. . .

Dans le cas où les coefficients a, b, . . . , f sont égaux.,

la cubique précédente se décompose en une droite

X— Y=

o

et la conique r',

XY — Z ! = o
;

T ne peut donc pas être une parabole effective, etc.
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(d) Soit

aXx- h- 2 bZxy -+- cYj 2 4- 2 dZx 4- 2eXj 4-/Y= o

l'équation de la conique Y.

Celle de la cubique C peut s'écrire

Z 2 (X X + (/.Y) — X (X' 2 X 2 ± ;/
2Y2

) = o,

même forme que la précédente ; deux tangentes étant tantôt

réelles, tantôt imaginaires, etc. . .

Dans le cas où les coefficients a, 6, . . . ,y sont égaux, cette

équation devient

(X-Y)[ 2 Z 2 — X(X + Y)]=zo.

(e) L'équation de la conique Y étant

aXx* + 2bZxy-i-cYy* 4- zdZx 4- 2eYj -H/X = o,

l'équation de la cubique G peut s'écrire

Z 2 (XY 4- \tX) - XY (X'Y 4- a'X) = o.

Voir le troisième cas (c).

(/) L'équation de F étant

aXx* -\- ibZxy -\- c Yy- -\- idYx 4- leZy 4-/X = 0,

la cubique C a pour équation

Y2 (XX 4- jjlY) — Z 2 (X'X 4- jjl' Y) = o.

Dans le cas où les coefficients a, b, . . . , / sont égaux, cette

cubique se décompose en

X — Y = o,

Y(X+ Y)-Z! = o.

Dans l'indication des résultats généraux qui précèdent, nous n'a-

vons pas parlé des systèmes de droites réelles ou imaginaires, dis-

tinctes ou confondues, parallèles ou se coupant; nous n'avons pas

non plus distingué les positions du point M qui donnent des ellipses

réelles de celles qui donnent des ellipses imaginaires.
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Les courbes, lieux de M, qui séparent les régions du plan corres-

pondant à ces diverses propriétés, sont des coniques dont on déter-

mine facilement la position par rapport au triangle de référence

X = o, Y = o, Z = o.

Nous ferons seulement remarquer que la connaissance des résul-

tats de la discussion de l'équation générale, dans le cas où les coeffi-

cients a, b, . . ., /sont égaux, permet de former très rapidement des

équations générales de coniques renfermant deux paramètres et dont

l'étude complète n'exige pas la connaissance de propriétés autres que

celles des courbes du second ordre.

4. — Application à un exemple.

Discuter la nature des coniques dont l'équation est

(1) (x -r- S — 1) x- — i$xy -±-ix — pn- i) y- — 2aj+a= o,

le point M, dont les coordonnées sont a, (3, étant mobile

dans le plan.

(a) La conique représentée par cette équation sera une

parabole si le point M se meut lui-même sur la conique dont

l'équation est

(x-*-p-i)(x-p^i)-p* = o;

cette courbe est tangente aux droites

x-H p — i = o,

a — £ -i- i = o,

à leur intersection avec la droite ^ = o.

L'équation de la conique caractéristique peut s'écrire

o;

c'est l'équation d'une hyperbole symétrique par rapport à

Taxe Oy
:
dont le centre a pour ordonnée
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et dont les directions asymptoliques sont

Ces éléments permettent de construire la courbe représen-

tée ci-dessous (fig. 28).

(b) La conique (1) sera une ellipse pour toutes les posi-

tions du point M qui rendent positive la fonction

3 = ( a + (3
— 1

) ( a — (3 4- 1 )
— p -

.

M doit donc se mouvoir dans la région du plan où ne se

trouve pas l'origine.

Dans la région de l'origine, au contraire, la conique est

une hyperbole.

La conique étudiée sera une hyperbole équilatère, si le

point M est mobile sur la droite

(a+ p-i) + (a— p +1) =0,
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OU
a = o;

c'est-à-dire sur l'axe des y.

Enfin, elle sera un cercle quand le point M coïncidera avec

le point commun aux droites

x -+- p — i — (
7. — p -m) = o,

ou

P— i= oj

Ce point est rejeté à l'infini dans la direction Ox.

Systèmes de droites. — La conique étudiée devient un

système de droites quand le point (a, |î) se déplace sur le

lieu géométrique dont l'équation est

&=(*+-$ — i)(ot— p-hi)a— (a-hp — i)a 2 — xp- =o;

c'est-à-dire

<x= o,

(a4-p-i)(i-p)-p>= o.

La seconde partie du lieu est une hyperbole asymptote à la

droite

P — ' — °î

et tangente à la droite

a + fl-i=:o,

à sa rencontre avec

6 = 0;

elle est donc tangente à l'hyperbole = (résultat prévu

plus haut, p. 83. — Rem.).

Désignons par H l'hyperbole : = o et par H' celle qui fail

partie de
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quand le point (a, (3) {fig- 29) se meut à l'intérieur de l'hy-

perbole H, la conique étudiée est une ellipse :

Réelle pour les régions extérieures à H'; elles sont hachu-

rées verticalement;

Imaginaire pour les régions intérieures à H'; elles sont

hachurées horizontalement.

Quand (a, (3) vient en C, la conique se compose de deux

droites parallèles imaginaires.

Quand (a, (3) est extérieur à l'hyperbole H (région non

hachurée), la conique étudiée est une hyperbole qui se ré-

duit à deux droites rectangulaires, si le point M (a, (3) est

sur Oy.
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Exercices proposés.

Discuter la nature des coniques définies dans les énoncés suivants,

proposés aux Concours d'admission :

i° A l'École Navale en 1892, §2 (t. II, p. 102*).

2 A 1 École Centrale en 1868, i
re session (t. II, p. 3j*); — 1869,

i'e session (t. II, p. 87*): — 1874. i
re session. §§ 2 et 3 1 t. II, p. 41* ;

— 1876, 2e session, §2 t. II, p. <a* ); — 1878, i
re session (t. II, p. 44*)

5

— 1886, 2e session, § 1 (t. II, p. 02\ : — 1887, i
re session. §§ 3 et 4

: t. II, p. 53*); — 1888, i" et 2e sessions (t. II, p. 54*); — 1891, i
re ses-

sion, § 2(t. II, p. 88*); — 1892, i
re session, § 2 (t. II, p. 89*); —

1892, 2e session, § 2 (t. II, p. 90*).

3' A l'École Normale en 1877, § 2 ( t. II, p. 28*); — 1894, § 3 (t. II,

p. 84*): - 1895, §3 (t. II, p. 85*).

4° A l'École Polytechnique en 1872. § 2 ; t. II, p. 10*); — 1888 (t. II,

p. 18*;.
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CHAPITRE V.

TANGENTES.

Rappel de résultats.

(a) L'équation de la tangente à une courbe algébrique dont l'é-

quation est

est

x/i. + y/; + z/: = o,

Z étant une variable introduite pour permettre l'application du

théorème d'Euler et devant être finalement fait égal à i ainsi que z.

<b) Les points de contact des tangentes menées à cette courbe

par un point (a, p) sont sur la courbe auxiliaire

a/i + P/y + t/s = o,

qui porte le nom de polaire principale.

Elle est de degré (m — i); c'est donc une droite dans le cas où

la courbe f{x,y) = o est une conique.

(c) On obtiendra le lieu des points de contact des tangentes

menées d'un point fixe M (a, (3) à une courbe mobile, en éliminant

le paramètre variable entre l'équation de la courbe et celle de la

polaire principale du point fixe par rapport à cette courbe.

(d) L'équation du faisceau des tangentes menées du point (a, j3) à

la courbe

f(x,y) =o

s'obtient en exprimant que l'équation

/(a 4- XX, P+XY, T + XZ) = o

a une racine double en X.

Dans le cas des courbes du second ordre, l'équation du faisceau
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des tangentes issues du point (a, P) est

/"*! /Vf/i désignant les demi-dérivées de la fonction rendue homo-

gène/^, 7, z) = o.

(e) L'ensemble des termes du plus haut degré de l'équation du

faisceau des tangentes, menées d'un point à une courbe, égalé à

zéro, donne l'équation du faisceau des parallèles à ces droites me-

nées par l'origine. On en déduit l'équation aux coefficients angu-

laires de ces tangentes; toute condition de direction imposée aux

tangentes se traduira par une équation entre les coefficients.

Cette équation, où entrent a, p, coordonnées du point M, est

Yéquation du lieu des points d'où l'on peut mener à la courbe des

tangentes remplissant la condition imposée : angle constant, bis-

sectrice passant par un point fixe, etc.

Ellipse. — (a) Les coordonnées du point de contact étant

x = acos'ç, j-;=6sinç.

l'oquation de la tangente en ce point est

ircoî-i rsin-^
L-f.-—;—!- — i = o.

a b

(b) L'équation de la tangente en fonction du coefficient angulaire

est

?' ±zsjà>-

(c) L'équation aux coefficients angulaires des tangentes à l'ellipse

issues du point (a, Jj)
est

(P
— ma)2— (a'm* + 6*)= o.

Hyperbole. — (a) L'équation de la tangente à l'hyperbole

xr y*

a1 b-

est

Xj \y
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X, Y étant les coordonnées courantes; x, y celles du point de

contact.

(b) L'équation de la tangente en fonction du coefficient angulaire

est

y = mx dr ij
a'

L m- — b-.

(c) L'équation aux coefficients angulaires des tangentes à l'hyper-

bole issues de (a, (3) est

(P — ma) 2 — (a 2m2 — 62) _ 0<

(c?) Les coordonnées d'un point quelconque de l'hyperbole sont

données par

a
x = -, y — b tan<rcp.

COSCp ./
a T

Parabole.

(a) y- — ipx = o

étant l'équation de la courbe, celle de la tangente au point (x, y)
est

p X —y Y -hpx = o.

(b) En fonction du coefficient angulaire, l'équation de la tangente

est

,
P

y = mx -i •

im

(c) L'équation aux coefficients angulaires des tangentes issues du

point (a, P) à la parabole est

2 m 2 a — imfi H- /> = o.

§ I. — Lieux géométriques.

1. Lieu des points de contact des tangentes menées aux
coniques représentées par Véquation

x2 -+- 9. A xy -+- r 2 — a- = o,

parallèlement à la première bissectrice.

Les points dont on demande le lieu sont à l'interseetion

des coniques représentées par l'équation donnée avec la
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polaire du point à l'infini dans la direction dont le coeffi-

cient angulaire est i

.

On obtiendra donc l'équation de ce lieu en éliminant X

entre

(i) x- — 2lxy-{- y1 — a- = o,

(2) x — Xy — lx-^y= o.

On peut écrire la seconde équation

(2) («H-/)(H-^)= 0.

Le système d'équations se décompose donc en deux

x2 -h 2 Ixy + j2 — a- = o,

(3) x^y — o;

^e -+- 2 Xxy +j2— a2 = o,

1 H- X =10.

Dans le système (3), l'une des équations est indépendante

du paramètre a; elle représente la partie du lieu total corres-

pondant à ce système.

Le système (4) donne comme seconde partie du lieu

cherché

(x— y)* — a- = o;

c'est-à-dire deux droites parallèles à la première bissectrice

et avant pour ordonnées à l'origine + a et — a.

Le lieu se compose donc de trois droites

x-^y — o,

x — y — a= o,

x —y -+- a = o.

On peut se rendre facilement compte de ce résultat.

L'équation donnée est l'équation générale des coniques

passant aux quatre points A, B, C, D d'intersection des axes

avec le cercle x 2 -\-y 2 — a 2 = o.
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L'équation aux coefficients angulaires des diamètres conju-

gués de ces coniques est

mm! -+- X (m + m' ) -+- i = o.

Si m = i , on a

m' -t- A ( i -h m' ) -+- 1 = o
;

c'est-à-dire

(m' + i)(i -h X)= o.

En général, le coefficient angulaire de la direction con-

Fig. 3o.

juguée de celle de la première bissectrice est — i ; la polaire

du point à l'infini par lequel on mène les tangentes est donc

fixe; elle est le lieu des points de contact.

Mais si X -\- i — o, m' a une valeur quelconque.

La conique devient à ce moment

(x — yy — a 1 =o;

elle se compose des droites AD, GB.

Les seules droites parallèles à la première bissectrice ayant

plus d'un point commun avec la conique sont ces droites
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elles-mêmes; les points de contact sont quelconques sur cha-

cune d'elles; elles font donc partie du lieu.

2. Lieu des points de contact des tangentes menées,

parallèlement à une direction donnée, aux coniques repré-

sentées par Véquation

x- y2

Soit m le coefficient angulaire de la direction donnée
;
les

points dont on cherche le lieu sont à l'intersection des

coniques (1) et de la polaire de la direction m.

L'équation de cette polaire est

(2) S-+
A" A- — C-

On est donc conduit à éliminer le paramètre X entre les

équations

x* y2

(i) --r^- =— 1= 0,
v

' )} A- -+- C-

X Y
(2) r^+ m r
v ; X 2 A 2 -+- C2

la seconde donne

X2 (j?4- my) + c-x-=o,

et, en substituant dans la première

/ . c*x \ , c'-x c-x ( ,
c'x \

x-lc* —r2
1 c2 =0,

\ x + my J
J x -+- my x -+- my \ x-+- myJ

ou en mettant sous forme entière

c^xy (mx — y ) ( x 4- my) -+- c*xy . c'-m = o.

Ce lieu se décompose donc en

(4) arv= o

(5) ^mx— y)(x -+- my)-\- c2m = o.

R. — Ex. de Géom. anal., I. 9
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L'équation (5) est celle d'une hyperbole équilatère ayant

pour asymptotes les droites

mx — y = o, x -+- my = o,

et pour puissance c 2m; on la construit facilement.

Quant à l'équation (4), elle représente les deux axes de

coordonnées.

Nous verrons plus tard que l'équation (i) est celle d'un

système de coniques homofocales rapportées à leur centre et

à leurs axes communs.

Deux coniques du système sont :

i° Une double droite coïncidant avecO#; toute transver-

sale rencontre cette conique en deux points confondus, elle

est tangente analytiquement : l'axe des x, comme partie du

lieu, provient de cette conique spéciale.

2° Une double droite coïncidant avec l'axe des j', qui est,

pour la même cause, une partie du lieu étudié.

3. Lieu des points de contact des tangentes menées par
un point fixe à toutes les coniques ayant un foyer donné

et une directrice donnée.

Prenons la directrice donnée comme axe des y, le foyer

sera situé sur0# à une distance a.

Nous avons vu, Chap. IV (§§ 1, 2), que l'équation géné-

rale des coniques de l'énoncé est

(i) (x — a)- -h y- — X 2 x- = o.

Les points de contact des tangentes menées d'un point

(a, (3) à ces coniques se trouvent sur la polaire de ce point;

l'équation de cette droite est

(2) v.(x — a — \~x) -h py — a(x — a) ----- o.

On est donc amené à éliminer \- entre les équations

(i)et(a).
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On obtient

(3) xx[(x— a)- + y-} — a;
2 [(x — a)(x — a)-rp,y]= o;

lieu du 3 e degré, qui se décompose en

(4) x= o,

provenant de la parabole singulière

X- z=z O

donnée par des valeurs infinies de \; et la conique Y

(5) a[(ar — a)--^y-] — x[(x — a)(x — a) -t-pj) = o,

dont on peut écrire l'équation

(6) ax%— &xy 4- xy- •+ .

.

. = o.

Les coefficients de.z 2
, xy ety 2 sont des fonctions linéaires

de a et 3; les côtés du triangle de référence, Y = o, Z = o

(Chap. IV, § 3), sont ici

Z=:p=:0, Y = a = 0.

Quant au côté X= o, il est transporté à l'infini ; la caracté-

ristique du système est une parabole. — On reconnaît de

plus que le triangle polaire conjugué par rapport à cette

conique a pour sommet intérieur le foyer de la parabole, etc.

On pourrait donc facilement discuter la nature du lieu (6)

d'après la position que le point A occupe dans le plan, en

appliquant la méthode rappelée plus haut.

4. Lieu des points d'où l'on peut mener à une conique

des tangentes interceptant sur une droite donnée un

segment de longueur donnée.

Supposons la conique placée d'une manière quelconque

dans le plan, et soit

(0 f{^or

) — °

son équation.
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Nous définirons la droite fixe par un de ses points A (a, b)

et son point directeur (p,q)', son équation est alors

se — a y — b
(2) = ' — r,

p q

r étant la distance du point {x,y) au point fixe («,&).

L'équation quadratique du faisceau des tangentes issues

d'un point (a, (3) à la conique (1) est

(3) /(^7)-/(a,p)-(^; + p/; + y/;p = o.

Soit

(4) <?(x,y) = o

cette équation.

Ses coefficients sont fonctions de a et de (3.

L'équation aux rayons vecteurs des points de rencontre de

la droite (2) et des tangentes (4) est

(5) '--^(p,q) -h2r(j><f'a + qy'b ) +- ?(«,&) = o,

ty(z,y) étant l'ensemble homogène des termes du second

degré de la fonction <s(x,y).

En appelant r
{ , r 2 les racines de celte équation, on doit

avoir

(6) r, — /%, = /;

/ étant la longueur donnée, on en conclut

Or

_ , _ _ îipv'a + qv'b)

o(a,b)

L'équation du lieu étudié est donc

(7) b[(P9a "+ 99b)- — 9(a,b).ty(p>q)] — l
2

^(p,q) — o.
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Les coefficients de o(x,)-) étant fonctions du second degré

de y. et de $, l'équation (7) est du quatrième degré.

Nous allons donner un cas particulier du problème dont

on vient de lire la solution générale.

5. Lieu des points d'où Von peut mener à une ellipse

des tangentes interceptant sur une parallèle à l'un des

axes de cette ellipse un segment de longueur donnée.

Prenons {Jig. 3i) pour axes de coordonnées les axes de

Fig. Si.

l'ellipse : l'équation de cette courbe est

(0
x- y

h —1=0.

Celle de la droite AB est, par exemple,

(2) /— X=o.

Nous allons exprimer que la différence (CA — CB) des

abscisses des points de rencontre des tangentes menées d'un

point M (z, £) à l'ellipse, avec la droite (2), a une valeur

donnée d.

Or, l'équation du faisceau des tangentes issues de M (a, (J)
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est

, a ,
(x- y- \ /oc

2 S 8 \ foix
,

(3y \ 2

L'équation aux. abscisses CB, CA est donc

mais, d'après l'énoncé, on doit avoir

CA - CB = 8,

o étant la longueur donnée, on peut écrire

8 2= (GA + CB) 2— 4GA.CB.

On obtiendra donc l'équation du lieu du point M en

exprimant que la somme et le produit des racines de l'équa-

tion (4) satisfont à cette relation; il vient

/ a2 (X£ — &2
)

2

(«)' (62 a2+ a2

^
2-a â è 2)-~

r^-^(X|3-62
)
ïl

8 2

Ce lieu est du quatrième degré, en général; mais si \ — b,

c'est-à-dire si la droite fixe devient tangente à l'ellipse, au

sommet situé sur l'axe des y, on obtient en remplaçant (a, (3)

par O, y)

(6) b*x*(y -by+aH7*-b°-)(y-by--j(y*-b--y= o,

qui se décompose en

(7) (f -by=o,

(8) b*x-+a*(y*-b°-)—j{y + by-= o.

La première partie du lieu est la droite AB ; il existe, en

effet, sur cette droite une infinité de points satisfaisant aux

conditions imposées.
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L'équation (8) est celle d'une conique ayant son centre

sur Oy :

parabole si = 2 a,

ellipse si 8 < 2 a,

hyperbole si 8 >> 2 a.

6. Z,i'eM cfo sommet d'un angle de grandeur constante

roulant sur une parabole.

Rapportons la parabole à son axe et à la tangente au som-

met ; son équation est alors

(1) y2 — 2/?.z;— o.

L'équation quadratique du faisceau des tangentes issues

d'un point (a, (3) à cette courbe est

(2) (j
2 — ipx) ($'- — 2/?a) — (—pa + Çy—px)- = o.

Les parallèles à ces droites menées par l'origine ont pour

équation

(3) y*(?-2Px)-(py-pxy-= o;

c'est-à-dire

(4) px'- — 2pxy~2a.y*- — o.

L'angle de ces droites est donné par

tang* V == ^- h~ -

Si donc on appelle ç l'angle constant des tangentes à la

parabole, on a comme équation du lieu

(5) (2x-^/>)Uangî
? — 4(p

s — 2jDa) = o;

c'est-a-dire

4 (a2 tang2
<p — £*) 4- 4/?a(tang*9 -+- 2) -i-/>

2 tang2
<p = o

Cette conique est une hyperbole; l'angle des asymptotes

est l'angle 2ç.
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II. — Équation tangentielle.

Définition. — Soit

f(x,y) = o

l'équation cartésienne d'une courbe donnée; on appelle équation

tangentielle de cette courbe la relation

<p(a, p, w) = o,

qui exprime que la droite

ux -h vy -h w = o

est tangente à cette courbe.

1. — Formation de l'équation tangentielle.

On obtient l'équation tangentielle d'une courbe donnée de

la manière suivante :

On forme l'équation du faisceau des droites qui joignent

l'origine aux points de rencontre de la courbe et de la sé-

cante

ux -+- vy -+- w — o

,

et l'on exprime que ce faisceau a un rajon double.

La condition trouvée

?K v,w)—o,

est l'équation tangentielle.

Application aux courbes du second degré. — Soit

(i) Ax2 -j- zBxy -+- Cy--+- 2Dcc-h 2E/ + F =

l'équation générale des courbes du second degré,

( 2 ) ux -+- vy -+- 1
— o
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celle d'une droite que nous allons assujettir à rester tangente

à cette courbe.

L équation du faisceau des droites joignant l'origine aux

points de rencontre des lieux géométriques (i) et (2) est

A x- — 2B xy 4- Cy-— 2(Dx+ Ey)(ux 4- vy) 4- F ux— çy)*= o

,

c'est-à-dire

(3). (A — 2Du — Fu-)xî -h2{B — Eu — Di>-+-Fui>)xy

-+- (C — 2E('-r Ff*)/8 = O.

Ce faisceau se composera d'un rayon double, si l'on a

(A — 2Dtt-^F«-MC — aEc- Fc!
)

-(B-E«-Dc+ Fw) l= o,

ou

F^u^v* — 2DF uv- — aEFti'p — AFc 2

4- 4DEar 4- CF«- — aAEe — 2CD*z 4- AC

—
[ F'- «« p> — 2 DF in- — 2 EF « 2

v — D 2 p»

4- 2 (DE 4- BF) ae — E 2 «- — 2 BD v — 2 BE « 4- B 2
]
— o,

c'est-à-dire

(CF— E1
) ur 4- 2 (DE — BF) «r 4- (AF — D 2

) t>
2

4- 2 (BE — CD) u 4- 2 (BD — AE) 9 4- AC — B ; = o,

que nous écrirons

(4) au~ 4- 2 buv 4- et>
2 4- 2rf« 4- iev 4-/=o.

L'équation tangentielle des coniques est donc de même
forme que celle de la courbe en coordonnées cartésiennes.

Remarque. — On peut former rapidement les coefficients de

l'équation tangentielle de la manière suivante :

Considérons le discriminant

A = ACF -4- 1 BDE — AF» — FB 2 — CD»
;
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on a, A' désignant une dérivée,

a = Al = CF — E«, 2d= a; = 2(BE — CD).

2 b = A^ = 2(DE — BF), 2e = A; = 2(BD — AE),

c = a; = af — D2, /=a; = ac — b*.

Réciproquement, quand les coefficients u, v de l'équation

d'une droite

(i) ux +- vy -+- i — o

sont liés par une équation du second degré

cette droite roule sur une conique.

Soit

(2) 9 (u, c)= a«2 + ibuv -h cv- -\-idu-Jr 2ev -\-/=o

la relation entre u, v\ prenons un point du plan (x, y):
pour déterminer les droites du système qui passent par ce

point, il suffit de résoudre, par rapport à u et v
y
les équa-

tions

uœ H- vy -£ 1= o,

ç(a, ç)= o.

Mais il est plus simple de remarquer qu'une combinaison,

homogène par rapport à u et p, des équations (1) et (2) four-

nira immédiatement les valeurs des coefficients angulaires

des droites cherchées.
v

Cette équation homogène s'écrit

aw2 -h 2buv + cv2 — 2(du -+- ev) {ux -+- vy) -i-f(ux-\- vy)-~o,

ou

(3) (a — idx -+- /a?2
) a 2 -+ i(b — ex — dy -\-fxy) uv

-h (c— 2ey-Jrfy-)ç* — o.

Or, une courbe quelconque peut être considérée comme
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le lieu des points du plan par lesquels on peut mener à celte

courbe deux tangentes confondues.

Si donc le point {x,y) est tel que les droites du système

qui en partent soient confondues, ce point appartient à la

courbe à laquelle la droite

(i) m.t4-p/4-i = o

reste tangente.

Mais l'équation aux coefficients angulaires aura une racine

double, si l'on a

(
a — 2 dx+ Jx- ) c — 2 ey -f-//2

)
— (b— ex— dy -+- fxy)-= o,

équation analogue à celle que nous avons trouvée plus haut

(p. i3^); des calculs identiques à ceux effectués donnent

(cf- e-)x' + 2(de- bf)xy+ {af- cP) y*

-f- 2 (be — cd)x -T- i{bd— ae)y -+- ac — b- = o.

Celte équation est celle dune conique.

Signification des coefficients de Féquation tangen-

tielle. — Quand une équation tangentielle a été formée

comme nous l'avons indiqué, ses coefficients ont une signi-

fication précise qui permet de reconnaître sur l'équation tan-

gentielle certains caractères dont nous indiquerons les prin-

cipaux.

(a) Si l'on résout par rapport à A, B. .... F les équations

a = A;=CF-E*, ...,

on trouve

. cf— e'-

B_ de — bf c_ qf—d*
A ' A A

Si on forme la fonction o, on trouve

8 = AC-B2 = (cf-e*)iaf-d*)-(de-bf)- ^Df
à- A-

'
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en appelant D la fonction

acf-h i bde — ae- — fb 2 — cd-
;

on conclut

D = AS

résultat qu'on peut obtenir d'ailleurs en considérant les équa-

tions tangentielle et cartésienne comme une transformation

homographique l'une de l'autre.

Dès lors, si />> o, la conique est une ellipse;

Si /<< o, c'est une hyperbole;

Enfin, si/= o, c'est une parabole.

(b) Les coordonnées du centre de la conique dont l'équa-

tion tangentielle est

au- -+- ibuv -+- cç- -+- 2 du -+- lev -+-/= o

sont proportionnelles aux coefficients d, e.

On a, en effet,

d=BE — CD,

e=zBD — AE.

Le centre est donc à l'origine, si l'équation tangentielle est

réduite à

au- -+ 2 buv + cç- +/— o.

(c) Dans la parabole, /= o; l'équation

au' -+- 2 buv h- cv- -+- 2 du -\- 2 ev = o

est alors satisfaite par les valeurs simultanées

u = o, v = o

qui rejettent à l'infini dans une direction arbitraire la tan-

gente mobile

ux h- vy H- i — o.

On dit que la parabole est tangente à la droite de Vinfini.

Cette propriété est caractéristique de la parabole; toutes

les tangentes à l'ellipse et à l'hyperbole restent à distance
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finie; parmi les tangentes à l'hyperbole, celles dont le point

de contact s'éloigne indéfiniment se rapprochent des asymp-

totes, qui sont les tangentes ayant leurs points de contact à

l'infini.

2. — Déplacement d'une droite roulant sur une conique.

Si nous revenons à l'étude faite (Ghap. II, § II) du déplacement

d'une droite, nous voyons que l'existence d'une relation du second

degré entre les coefficients X, ;x, v de l'équation

\x -f- \Ly -+- v = o

signifie que la droite représentée par cette équation se déplace en

restant constamment tangente à une courbe du second ordre.

Nous allons résoudre un certain nombre de questions générales

au moyen de l'équation tangentielle; les résultats obtenus nous

permettront, à l'inspection d'une équation tangentielle de conique,

de reconnaître les caractères particuliers de cette conique.

Équation aux coefficients angulaires des tangentes

issues d'un point (x,y). — Soit

(i) au- -+• 'i.buv -+- cvi H- idu -h lev + /— o

l'équation tangentielle générale des coniques, l'équation

d'une tangente étant

(2) ux -+- vy h- 1 = o.

L'équation aux coefficients angulaires des tangentes, issues

d'un point (x,y), à cette conique s'obtient en prenant la

transformée en d'une combinaison homogène en u et
v °

v des équations ( 1) et (2)

1*+ 2 buv -+- a>-— 2 (du -f- ev) (ux -+• vy) -hj (ux 4- vy)1= o,

! -à- dire

(a — 2 dx 4- fx%
) u- -+- 2(6 — ex— dy -+- fxy) uv

4- (c — iey -+-/y-) v'- = 0;
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en posant

v

l'équation aux coefficients angulaires est finalement

(4) (a— 2dx-+-fx-)Z*- — i {b — ex — dy +fxy) Z

+ (c — 2ej-hff-)= o.

Elle va nous servir dans les questions qui suivent.

3. — Lieu des points d'où l'on peut mener à une conique

deux tangentes rectangulaires.

L'équation de ce lieu s'obtient en écrivant que le produit

des racines de l'équation précédente est égal à — i : il vient

f(x 2 H-/2
) — idx — 2ej+ a + c= o.

C'est donc un cercle, en général; les coordonnées de son

centre sont

d BE — CD

7i :

/"" AC — B-

e BD— AE
/-AC-B*'

Le centre du cercle coïncide avec celui de la conique.

Quand la conique donnée est une parabole, /= o, le lieu

est une droite

2 dx -h ley — a — e = o.

4. — Points d'où l'on peut mener à une conique

des tangentes parallèles aux droites isotropes.

Ces points sont les foyers (définition de Pliicker).

Les tangentes seront parallèles aux droites isotropes, si
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l'équation aux coefficients angulaires (4) se réduit à

Z2 -+- i = o,

c'est-à-dire si l'on a simultanément

[H,] f(xt — J
2

)
— 2rfj-i-2ev- a — c=ro,

[Hj] fxjr— ex— dy-hb= o.

Les fovers sont donc les points communs de deux hyper-

boles équilatères ayant leurs asymptotes à 4^° lune de

l'autre.

Ces hyperboles sont concentriques, car leurs équations du

centre sont respectivement

[H,] jf-
rf= °'

[H,] \TT"'-
[ fy — e -— o

;
\fx~d=o.

Il n'y a donc que deux foyers réels.

Remarque. — L'un de ces foyers sera à l'origine, si les

hyperboles H
t , H 2 se coupent en ce point; on a dans ce cas

a — c= o;

l'ensemble des termes du plus haut degré de l'équation tan-

gentielle présente les caractères analytiques de l'équation du

cercle.

5. — Podaires.

On appelle podaire d'un point par rapport à une courbe

le lieu des projections de ce point sur les tangentes à la

courbe.

quation tangentielle donne la solution générale du pro-

ue des podaires.

Soit

<p(tt,l>) =
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l'équation tangentielle d'une courbe,

(2) «.#+('/ + I — O

étant l'équation d'une tangente quelconque.

Soit (a, (3) le point dont on cherche la podaire.

L'équation de la projetante de ce point sur la droite (2) est

(3) v(x— a) — u{j— p)= o;

la podaire est alors définie par les trois équations

v(x— z)— u(y— $)z= o,

ux + vy H- 1 = o,

?(«, v) = o,

entre lesquelles on doit éliminer u et v (Chap. I, p. i5).

En posant

x(x — a)+y(j — p)—p }

l'équation de la podaire peut s'écrire

'a— x S — y
s

— o.

6. — Podaire du foyer par rapport à une conique.

Plaçons l'origine au foyer qu'on projette; l'équation tan-

gentielle de la conique est, d'après une remarque faite pré-

cédemment (p. i43),

m 2 -+- v- -+- 2 du + 2 ev -h /= o
;

une tangente quelconque ayant pour équation

ux + vy -r- 1= o
;

la projetante de l'origine est

vx — uy= o.
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L'équation de la podaire est dès lors

(x- -h

y

i )[/(x- -h y-) — idx — 2e/+ i] = o.

Elle se décompose ainsi

a?
s 4-y1 =o,

f(x* + y- )
— 2 dx — 2e/-M = o.

La première partie se compose des droites isotropes. INous

savons, en effet, que du foyer parlent à la conique deux tan-

gentes isotropes; chacune de ces droites est perpendiculaire

sur elle-même, au point de vue analytique; elle est donc à

elle-même sa projetante issue du foyer; dès lors, elle fait

partie du lieu.

La seconde partie est le cercle

f{x-^-y") — 2 dx — 2 ey -+- i = o,

concentrique à la conique donnée et qui devient la droite

dx -i-ev =o,J 2

quand la conique est une parabole.

Remarque. — Si l'on place l'origine à l'autre foyer en con-

servant la même direction d'axes, on obtient une nouvelle

équation se déduisant de celle qui précède en changeant les

signes de d et dee, yconservant le sien. Le rayon du cercle

podaire du second foyer est donc le même que celui du pre-

mier. Ces deux cercles, étant d'ailleurs concentriques à la

conique, sont identiques.

7. On donne un point A, à Pintérieur d'un cercle fixe :

trouver le lieu des milieux des cordes vues de ce point

sous un angle droit.

Plaçons l'origine en A et prenons comme axe des x le dia-

mètre du point A.

R. — Ex. de Céom. anal., I. «o
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L'équation du cercle est

(i) (x~a) a-+y* — R 2 r=o,

a étant l'abscisse du centre.

Cherchons d'abord la relation qui doit exister entre les

coefficients de l'équation d'une corde

(2) ux -+- vy + 1 = 0,

pour qu'elle soit vue du point A sous un angle droit.

Pour cela, nous formons l'équation du faisceau des droites

joignant l'origine, aux points de rencontre de la droite (2) et

du cercle ( 1 ) :

x- -h y- + 2ax(ux 4- vy) 4- (a2 — R2
)
(ux 4- vyY = o,

ou

(3) [1 +2fl« + (a! — R 2
) u-]x* 4- 2 [av 4- (a- — R2

) uv]xy

4-0 -hv-{a° — R 2
)]j

2 = o.

Ces droites seront rectangulaires si l'on a A-f-C — o,

(4) [a- — R2
)
(m2 -+- ç-) + 2 au + 2 = o.

On voit que la sécante (2) doit se déplacer en restant

tangente à une conique de nature variable, mais dont un

foyer reste à l'origine.

Nous devons donc chercher le lieu du milieu des portions

de tangentes à une conique, limitées au cercle donné; or

le milieu de la portion de corde interceptée par la circon-

férence est déterminé par l'intersection de cette corde avec

la perpendiculaire abaissée sur elle du centre du cercle.

L'équation de cette perpendiculaire est

v (x— a) — uy = o.

On obtiendra donc l'équation du lieu cherché en élimi-
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nant u et v entre les équations

«.r -r- v -y — i = o,

v {x — a) — «> • = o,

(a2 — R 2
)
(a 2 •+• P2 )+ 2<ZM -r- 2 = O.

On tire u, f, *v des deux, premières, rendues homogènes.

x — a y x(x — a)— y

et l'on substitue dans la dernière, également rendue homogène,

n- — R ;

|

u- — (**)-!- auw -r- w- = o;
i

on obtient ainsi

a- — R 2
r

(a: — a) 2

-+-J
2
]
— a(x — a)[:r(.r — a) —

+ [x(x-a)+/]i = o,

qu'on peut écrire

a 2 — R 2

:(.r-a) 2 + 72
]2

— >(.r — a) ~ y'[[x{x — a) -+ y- — a(x— a)' = o;

c'est-à-dire

[(or — a)2 -f-j2
J *(*— a)-hj-", -+- --Z^— = o,

ou enfin

{x-ay-^-y' — o,

a- - R 2

x1
-r- r- — ax -i = o.

' 2

Le lieu se compose donc de deux parties :

i° Les droites isotropes partant de C;
2° Le cercle représenté par la seconde équation.

Son centre a pour abscisse -» et le carré de son ravon a
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axe des x la perpendiculaire à cette droite menée par le

centre du cercle.

Soient M un point quelconque de Oy, £ soa ordonnée; la

droite de l'énoncé est la perpendiculaire à la droite MC
menée par le point M. Soit d l'abscisse du centre du cercle.

Le coefficient angulaire de MC est —j-; l'équation de MN

est donc

dx — $y-\-Çrz=z o,

(0
c'est-à-dire

Posons

(2)

(3)

_*__7 _. I=0 .

d

r
i

Nous obtiendrons la relation qui existe entre u et v en

éliminant - entre les équations (a) et (3) ; il vient
P

(4) // — dv* — o.
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D'après ce que nous avons dit plus haut [p. i4o — (c)],

cette équation montre que la droite MN enveloppe une para-

bole, résultat qu'on atteint immédiatement par la géométrie

élémentaire.

Le lieu de la projection du foyer d'une parabole sur les

tangentes à la courbe est la tangente au sommet. Si donc

on joint un point fixe C aux différents points d'une droite

fixe Ojk, qu'aux points M on mène une perpendiculaire à CM,
on refait en sens inverse la construction que nous venons

de rappeler; MN est tangente à une' parabole dont le foyer

est en C et la tangente au sommet Oy.

9. On donne une conique et une droite fixes ; par chaque

point de la droite on mène des tangentes à la conique

fixe; on fait passer un cercle par les points de contact et

le centre de la conique : quelle est la loi de déplacement

de la seconde corde commune au cercle et à la conique?

Prenons comme axes de coordonnées ceux de la conique

fixe ; son équation est alors

(i) Ax- -f- Cy- — i— o.

Soit

( 2 )
ax -^-by — i = o

l'équation de la droite fixe.

La polaire d'un point (a, (3) de cette droite a pour équation

(3) aAx -+- pCy — i = o

Si l'on écrit

(4) lx -h py -h v — o

l'équation d'une droite quelconque du plan, l'équation

(5) Ax- -+- Cy- — i + (aA.#-i-pCj— i)(X^r+|xj + v) = o
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est l'équation générale des coniques passant aux quatre

points communs à la conique ( i ) et aux droites (3) et (4).

Nous obtiendrons la loi de déplacement de la droite

\x — u.y -f- v = o,

déterminée conformément à l'énoncé, en exprimant que la

conique (5) est un cercle passant à l'origine, et en éliminant

les paramètres a, $ entre les équations de condition et

l'équation

(6) flï -i5-i = o,

relation à établir entre x et £ pour que le point correspondant

appartienne à la droite (2).

On doit avoir

- n- v = 0,

A.(n-«X)— C(i-+-p|*)= o,

( g
) a A a -h B G X = O.

Il vient, de (6) et (9),

_x__ 8 _ 1

GX — Au. aGX — 6Aa

ou, en portant dans (8),

(10) AC(X2 + a2
) + (A — C)(aCX — 6A[x) = o.

Telle est la relation à établir entre X et jx pour que la

droite

X x -f- y. y — 1=0

soit la seconde corde de l'énoncé.

Cette droite enveloppe donc une parabole dont le foyer

est à l'origine.
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Exercices proposés.

I. — Etudier les lieux des points de contact des tangentes menées

à diverses courbes dans les conditions indiquées aux sujets de Con-

cours suivants :

i° Admission à l'École Navale en 1892, § 3 (t. II, p. io3*).

2 Admission à l'École Centrale en 1867, 1
rc session, §2( t. II, p. 36*);

— 1869, 2e session (t. II, p. 38*); — i8g3, 2e session, § 2 (t. II, p. 91*).

3° Admission à l'École Normale en i863 (t. II, p. 24*); — 1864 (t. II,

p. 24*): — i874(t. II, p. 27*); — 1895, § 4 (t. II, p. 85*).

4° Admission à l'École Polytechnique en 1867, § 2 (t. II, p. 9*);

— 1873 (t. II, p. 11*); — 1888 (t. II, p. 18*).

II. — Former et étudier les équations tangentielles faisant l'ob-

jet des énoncés suivants :

i° Admission à l'École Normale en 1881 (t. II, p. 29*).

2 Admission à l'École Polytechnique en 1849 ( l - H> P- 3*); —
i885(t. II, p. 16*).

III. — Résoudre les questions diverses concernant les tangentes

et proposées :

i° A l'École Normale en 1844 (t. II, p. 20*); — i883 (t. II, p. 3o*);

— 1886 (t. II, p. 32*).

2° Au Concours général, Paris, 1868 (t. II, p. 61*).



Cil A P. VI. — NORMALES. iJ3

CHAPITRE VI.

NORMALES.

Rappel de résultats

(a) L"équation de la normale à la courbe f(x, y) = oau point

(x, y) est

^ —y _ X— x

fr J'x

(b) Les pieds des normales menées du point (a, P) à la courbe

f(x, y) = o sont à la rencontre de cette courbe avec la courbe auxi-

liaire

g — x _ ft

— v

J

x

Jy

(c) Cette courbe est le lieu des pieds des normales menées du

point (a, P) à toutes les courbes obtenues en faisant varier arbitrai-

rement le terme indépendant des coordonnées dans l'équation

f x
, y) = o-

(d) Dans le cas où la courbe /(x, y) = o est une conique, le lieu

auxiliaire

est une hyperbole équilatère qui a ses asymptotes parallèles aux

axes de la conique donnée, qui passe au centre de la conique et au

point (a, P); ces deux points se trouvent sur une même branche de

l'hyperbole si la conique est une ellipse, sur deux branches dis-

tinctes si la conique est une hyperbole.

(c) Le lieu des pieds des normales menées du point (a, p) à un

faisceau de coniques

f(x,y, À) = o
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s'obtient en éliminant le paramètre variable entre les équations

/0>7, >0 = °>

Ellipse. — (a) L'équation de la normale dont le pied a pour coor-

données
x = acos>y, j^ = 6sincp

est

ax by

en posant

coscp smcp

C 2 = a 2 _ £2.

C2 =o,

(b) La droite ux -+- (y -+- 1 = o est normale à l'ellipse dont l'équa-

tion est

a? 2 r 2

si l'on établit entre w et ^ la relation

c'* u- v 2— <z2 1> 2 — 6 2 a1 = o.

(c) L'équation aux coefficients angulaires des normales à l'ellipse,

issues du point (a, [3), est

c'*m- -(a2 + i 2m!)(ma-p) ! = o.

(d) On peut écrire l'équation d'une normale en fonction du coef-

ficient angulaire

C 2 7tt

y = mx± •

Hyperbole. — (a) L'équation d'une normale à l'hyperbole

X1 yl

est

en posant

a* b"-

a2 X 6 2Y

y

c*- = a*--+- b>-

— c2 = o
;

X, Y sont les coordonnées courantes; x, y celles du pied de la nor-

male.

(b) La droite ux -+- vy -+- 1 = o est normale à l'hyperbole, si l'on
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établit entre u et v la relation

c i U 2 p2 _ a 2 V1 _|_ £5 U 1 —

(c) L'équation aux coefficients angulaires des normales, issues du

point (a, (3), à l'hyperbole est

c*m 2 — (a 2 —

6

2m 2 )(ma — p)« = o.

(c/) L'équation d'une normale peut s'écrire

' c-m
y = mx±

y/a'2 — b'2m2

Parabole. — (a) L'équation de la parabole étant

y 1— ipx = o,

celle de la normale au point (x, y) est

Xy -+- \p — (jp -4- x)y — o.

(b) En fonction du coefficient angulaire, on l'écrit

y = mx — p (
m-\— /rc 3

(c) L'équation aux coefficients angulaires des normales, issues du

point (a, P), à la parabole est

-pm z -+- (p — a) m -+- (3 = o.

I. — Lieux des pieds de normales.

i. Lieu des pieds des normales menées d'un point fixe

aux coniques dont Véquation est

(-) £+X^-'= o-

Les points dont on cherche le lieu sont à l'intersection des

coniques du système et de l'hyperbole des pieds des normales

relative au point fixe.

Soient a, (3 ses coordonnées.

On obtiendra l'équation du lieu étudié en éliminant le
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paramètre X2 entre les équations

( 2 )
(7~p)(X»-C«) _ XVar-g) _ q

7 a?

On a

(3)
* J

?'

(

c-x{y — p)
~ a/ — px'

ce qui donne

j
c2^v(aj — (3^)[^( ;r — a)+j(7— p)]

|
— c2 ^-.c2 (^ — cl) (y — p) = o

ou

(5) a?/= o,

(6)(aj— £a;)[>(a?— a) + 7(7 — fi)] — c2 (^ — <i)(y— p)= o.

La première partie du lieu provient des coniques singu-

lières x- = o, y 2 = o du système ( 1 ), fournies par X 2 == o

et X 2 — c 2 = o.

La seconde partie du lieu a un point double au point (a, $),

les tangentes y sont rectangulaires ; on pouvait prévoir l'exis-

tence de ce point à l'examen de l'équation ( 1 ) : celle-ci

renferme le paramètre X 2 au second degré et (2) représente

un lieu passant au point (a, (3)
quel que soit X, etc.

2. Lieu des pieds des normales menées d'un point P à
une série d'ellipses ayant un sommet commun B, la même
tangente en ce point, et telles que, pour chacune d'elles, le

rapport de la longueur de Vaxe parallèle à la tangente

commune à celle de l'autre axe ait une valeur donnée K;
construire le lieu dans les cas particuliers suivants :

i° Prendre P sur la bissectrice de l'un des angles

formés par la normale et la tangente communes à toutes

les ellipses en B.

2 Donner à K les valeurs y/3 et 2.

(École Normale, 1875.)
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Prenons comme axes de coordonnées la tangente et la nor-

male au sommet fixe; léquation générale des coniques défi-

nies par ces éléments est

(,) f-—ipx — qx- = o.

L'abscisse du centre est x K

=— -•

L'ordonnée correspondante est

7\—
g

On doit donc avoir

L'équation des ellipses de l'énoncé est dès lors

(2) yt-t-Krx* — 2px = o,

p étant le paramètre variable.

Soit P (a, g) le point par lequel on mène les normales : les

pieds de ces droites sont à l'intersection des ellipses (2) et

des bvperboles équilatères

(3) (7 -É)(K*.r-/>)-7(*-a) = o.

On obtiendra l'équation du lieu cherché en éliminant p
entre les équations (2) et (3).

On peut écrire

(2) y
i -+-K ix i— 2xp = o,

(3) Vx{y-p)-y(x-*)]-(y-p)p = o.

On a donc

(4) (y* + K8 ar=) (y - p) - 2x[K*x(y - 6) -y(x - a)] = o.

c'est-à-dire

( 5 ) (y— P)(y'~
— K*a?*) + 2xy(x — a) = o,

lieu du troisième degré avant pour directions asympto-



l58 I
le PARTIE. — GÉOMÉTRIE A DEUX. DIMENSIONS.

tiques

yzz^o, y- -+- (2 —

K

2
).a?

2 -=o

et un point double à l'origine; les tangentes sont

(3(j
2 — K2 # 2

) 4- 2oi«j~o,
c'est-à-dire

(6) K2
(5^

a — 2&xy — (3/
2 = o.

Le point double est toujours réel, etc.

(a) Dans le premier cas particulier indiqué

a — p = o, K2 = 3,

l'équation du lieu devient

(7 — P)0"
S — 3 ^ 2

) + 2a?/(j? — 0) = O,

c'est-à-dire

(7) J(/
2 —

^

2
) — P(J — ^)(3^+/) = o.

Le lieu se décompose donc en une droite

y — x = o

et une hyperbole

y(y+ x)— {J(3a?-4-^)= o.

(&) Dans le second cas indiqué

a — p = 0, K- == 4,

l'équation du lieu devient

j(2^ 2 —7
2
)
— p(4^ 2 — J

2
) -h2p^J = 0.

Suivant la règle que nous nous sommes imposée, nous lais-

sons à nos lecteurs le soin de construire cette courbe par

l'application des méthodes qui leur sont familières.

II. — Problèmes relatifs aux normales.

1. Déplacement a"une droite qui reste normale à une

conique.
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Étant donnés deux axes rectangulaires Ox, Oy, on mène

d'un point fixe F pris sur Ox une droite quelconque FM
;

par sa rencontre M avec Oy on mène une perpendiculaire

MT à FM. et par F une droite FS faisant avec Ox un

angle double de celui que fait FM avec cette droite : soit

P le point de rencontre des droites MT. FS. On demande
la loi de déplacement de la perpendiculaire à MT menée

[jar le point P.

Cherchons d'abord les coordonnées du point P; pour cela,

formons les équations des droites MT, FS.

Soit

OF— d.

L'équation de FM est

(i) y— l(x— d) = o;

les coordonnées de M sont, alors

[M]
\

X=
'~,

L'équation de MT est donc

(2) (y-h\d)\ -}-x= o.

Celle de FS est

(3) y— —-— x — d)= o.

(4)

1— x-

Les coordonnées de P sont données par

X Y

— \*d 2/.d~

L'équation de la droite PZ est donc

(5) {y-+-2ld) — l(x— lid) = o J

c'est-à-dire

(6) y — \x+ zd(\-+- -lA = o.

On reconnaît, sous cette forme, l'équation de la normale
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à une parabole dont l'équation est

y 2 — [\dx ^=o.

C'est la parabole lieu du point P. Son sommet est en O,
son foyer en F.

{Voir Chap. V, §11, n°8.)

2. On donne une parabole et un point situé sur Vaxe ;

par ce point on mène une droite mobile qui rencontre la

parabole en deux points; on mène les normales en ces

points et l'on demande le lieu de leur point de rencontre

quand la droite mobile tourne autour du point fixe:

Rapportons la parabole à son axe et à la tangente au

sommet; son équation est alors

(i) y- — ipx =z o.

Soit (a, (3) un point du plan
; les pieds des normales menées

de ce point à la parabole sont sur l'hyperbole

(2) xy— (a— p)y—pp= o.

Ce point (a, (â) appartiendra au lieu étudié si parmi les

cordes communes aux lieux (i) et (2) se trouve la droite

mobile autour du point fixe donné.

Or l'équation générale des coniques passant à l'intersec-

tion des coniques (1) et (2) est

(3) y- — ipx -\-\[xy — (a

—

p)y — pfi] = o.

Une droite quelconque passant au point donné A (x = a,

y = o) a pour équation

(4) 7 — Pi* — a)~o.

Le polynôme premier membre de cette équation doit être

en facteur dans l'équation (3); autrement dit, le reste de la

division du polynôme

y- — ipx \- X[a?7 — (a — p)y— pp]
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par

y — u(x — a)

doit être identiquement nul pour que le point (a, £) appar-

tienne au lieu.

Le dividende ordonné est

y*+ l(^r-a -hp)y — ipx — Ipp-

Le reste de la division est

— ipX — lpp-h[L(x— a)[l(x— z -+-/>) -h \l(x — a)].

On doit donc avoir

(5) |i(X-»-(fc)= o,

(6) — ip-k- u-'Jp — *H — ;jta]-aai).-a)— o,

(7) ^Pp -!-Ht a [^(/,— ") — ;xa=o.

Écartons l'hypothèse {jl= o de ( 5) ; il reste

À — ;jl = O.

L'équation (6) devient alors

(8) 2/> —

a

l
(/> — xh-<2) = o

-) décent, de même,

(9) p5-fl;a(/)-ï + fl) = o.

L'équation du lieu s'obtient donc finalement en éliminant

|a entre les équations (8) et (9).

On a ainsi

p
i — 2^{x—p — a) = o.

11 11 a*

équation d une parabole ayant pour paramètre — et même

axe que la première ; son sommet a pour abscisse

p-\- a.

En écartant l'hypothèse ;x=o, on n'a supprimé aucune

R. — Ex. de Geom. anal.. 1. il
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solution; le premier membre de l'équation (6) se réduirait

alors à (— 2/?).

|j,
— o n'est donc pas une solution du système.

3. Par un point A extérieur à une parabole, on mène
deux tangentes à la courbe et aux points de contact, les

normales se coupant en D. Quel doit être le lieu des

points A pour que celui des points D soit

i° Une droite;

2 Un cercle ayant pour centre le sommet de la para-

bole;

3° Une hyperbole équilatère ayant pour axe transverse

l'axe de la parabole et pour axe non transverse la tan-

gente au sommet ?

Rapportons la parabole à son axe et à la tangente au

sommet

(1) y 2 — ipx = o.

(a) Pour résoudre le problème, nous allons d'abord cher-

cher à exprimer les coordonnées £, r
t

du point D en fonction

des coordonnées a, (3 du point A.

Pour cela prenons un point quelconque (£, r
t )
du plan et

menons les normales à la parabole ; leurs pieds sont sur

l'hyperbole

(2) a?/ + (/> — l)y — py\ = o

Le point (£, y;) sera un des points définis par l'énoncé, si

parmi les coniques passant aux rencontres de (1) et (2) se

trouve une conique singulière formée de la polaire du point

A (a, (3)et d'une autre droite.

Or l'équation générale des coniques passant à l'inter-

section des coniques (1) et (2) est

(3) y- — *px + \[xy->r(p — \)y — p^] — o:
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celle de la polaire du point A est

(4) ?/—p{x~x) — o.

On obtiendra donc les relations qui doivent exister entre

a, P, ç, y;, à, pour que les points A et D se correspondent

conformément à l'énoncé, en exprimant que le reste de la

division du polynôme (3) par le polynôme (4) est identique-

ment nul.

Ces calculs simples effectués, on a

2 S 2

(5) l^-f-p-o.,

(6) r^~--y
(b) Soit maintenant

(7) \; — Bt, — C =
l'équation de la droite que doit parcourir le point D : on

obtiendra l'équation du lieu correspondant du point A en

éliminant ^ et tj entre les équations (5), (6) el 7 : on a

ainsi

(8) 2p(Ap — Ba)4- Ap(p — a) + C/? = o,

hyperbole dont les directions asymptotiques sont celle de

l'axe de la parabole et celle de la perpendiculaire à la droite

lieu du point D ; etc.

(c) On applique sans difficulté la marche que nous venons

d'employer aux deux autres questions de l'énoncé.

4. Formules de M. Desboves. — Dans un opuscule avant

pour titre Théorèmes et problèmes sur les normales aux
coniques, M. Desboves a employé, pour la résolution d'un

grand nombre de questions, des formules analogues à celles

que nous venons d'obtenir pour la parabole.
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Ces formules permettent d'exprimer les coordonnées Ç, yj

du point N de rencontre de deux normales à une conique à

centre, en fonction des coordonnées a, [5 du point T de

rencontre des tangentes à cette conique, menées par les pieds

des normales.

Nous renvoyons nos lecteurs à cet opuscule pour de plus

amples détails ; nous nous bornerons à donner les formules

de M. Desboves, formules qu'on peut obtenir en employant

diverses méthodes.

Ellipse. j-+- •— — 1 = étant l'équation de l'ellipse;

z, r, les coordonnées du point N; a, (3 celles du point T, on

a, en posant c- = a 2 — fe
2

,

c»«(p»-y)

c2 (3(a
2 — a-)

r
i

=
aT-p + V-v:-

oc v
Hyperbole. -, — -p — 1= étant l'équation de l'hyper-

bole, on a, en posant c 2 = a- 4- b-,

c2 a(|3 2 + 6 2
)

\ = arp*— b'i

C2 p(a 2 — a 2
)

a 2

p
2 —

6

2 a2

Parabole. — Nous avons obtenu plus haut les formules

, 2(5 2

2a9
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5. Lieu des points de rencontre des normales à l'ellipse

menées aux extrémités de deux diamètres conjugués.

Rapportons l'ellipse à son centre et à ses axes; les coor-

données des extrémités A, B de deux diamètres conjugués

sont

( a? = acosç, \x=— arsimp,

L J |jr — frsine;
( y= 6cos<?.

La normale au point A a pour équation

ax bv ,

v ' coso sincp

celle du point B
ax by

(2) sino

On est conduit à éliminer l'angle ç entre ces deux équa-

tions et la relation

(3) cos'ç -+- sin 2 o — i — o.

Des deux premières on tire la valeur de ,
-:—

,

r COSO Slflci

I I

eosa sino

c-{ax — by) —c^ax-hby) a'-X'-hO-y*-'

on conclut

d*x- -+- b 1 y-
cos o= —

;— >
T c i {ax — by)

— ( a- x* -±- b- y*)
Sino= ; 7-^- •

T
c- { ax -h by

)

L'équation du lieu étudié est donc

(4) (a*-x'-+ b*y*)'-[(ax — by) 2 + {ax + by)*]

— c''(a'-xi — biy
i
)
t = o,

c'est-à-dire

(5) 2(a*ar» + Vy'-f - c*{a*x* - b*y'-y-= o,
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lieu du sixième degré symétrique par rapport aux deux

axes de coordonnées. Cette courbe est fermée; elle présente

un point quadruple à l'origine, dont les tangentes de rebrous-

sement sont les droites

x y x y
b a b a

6. Lieux des points d'où parlent à une ellipse une

tangente et une normale rectangulaires.

Prenons comme axes de coordonnées ceux de l'ellipse.

Soient M (a, (3) un point du lieu,), le coefficient angulaire

d'une normale issue de ce point; X est racine de l'équation

aux coefficients angulaires des normales issues de M à l'el-

lipse; on a donc

(i) (aa+ 6*X»)(aX — p)*— c*Xf= o.

S'il part du même point une tangente perpendiculaire à

cette normale, —p doit être racine de l'équation aux coeffi-

cients angulaires des tangentes à l'ellipse issues de M; on a

donc

(2) (a2 +-6 2 X 2
)
— (a4-pX)s= 0.

L'équation du lieu du point M s'obtiendra en éliminant X

entre les deux équations précédentes.

Cette élimination se partage en deux :

(a)
(pX + a)(ocX — p)-c2 X = o,

a2 + 6 2 X2 -(a + pX) 2 = o;

(pX + a)(aX-?)+c 2 X=ro,

aî + 6 2 X2 -(a-{-(3X) 2 = o.
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On peut écrire, en ordonnant,

(a)
x3X 2 H- (x2 — 3 2 — c 2

) X — x3 = o,

(3
2 — b

9
-) X 2

-r- 2x3X -f- a2 — a 2 = o;

( x3X 2 + (x 2 -6 2 ^c 2 )X-x3 = o,

j (^_6 2 )X 2 -r-2a3X-i-a 2 —

a

2 = o.

L'éliminant du second degré est susceptible de deux formes

que nous avons indiquées (Chap. I, § II, o).

Si l'on forme l'éliminant

(BB' - aAC - sCA') 5 - (B 2 — 4AC) (B' 2 - 4A'C)= o,

on constate que, pour le système (a), le premier facteur est

identiquement nul; le lieu se décompose donc en deux

(3) B 2 -4AC =0,

(4) B' 2 -4-VC'=.o;

c'est-à-dire

(3) (x2 — 3 2 — c2
)
2 -M*2

?
2 = o,

(4) '-(p»-ft»)(<x*-a«)= o.

Le lieu (4) est l'ellipse elle-même; elle fait évidemment

partie du lieu des points cherchés.

Quant au lieu (3), il n'a que deux points réels

3 = o, x=±c;

ce sont les foyers réels de l'ellipse ; les tangentes qui partent

de ces points étant les droites isotropes, les normales qui

leur sont perpendiculaires sont également les droites iso-

tropes.

Ce résultat est facile à vérifier sur l'équation (i ).

L'un des éliminants appliqué au système (b) donne l'équa-

tion du lieu effectif, symétrique par rapport aux axes, etc.

Nous laissons à nos lecteurs le soin de le construire.
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7. Lieu des milieux des cordes normales à la parabole.

Rapportons la parabole à son axe et à sa tangente au

sommet.

Les points dont on demande le lieu sont à l'intersection

d'une normale à la courbe et du diamètre conjugué de cette

droite.

Or

(i) y2 — 2px = o

étant l'équation de la parabole,

(2) j-X^ + /?U+ipj=o

est celle d'une normale quelconque; son diamètre est

(3) _
/, + X7 = o.

On est conduit à éliminer \ entre les équations

(2) y— lx-hp(l-h^l s

j
= o,

(3) ly-p = o,

ce qui donne

(4) J*-/>^ 2 +/>2

(j
2 H-^ 2

)
= o,

lieu du quatrième degré qu'on peut facilement construire en

résolvant l'équation par rapport à x.
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Exercices proposés.

I. — Étudier les lieux des pieds des normales à des courbe? va-

riables dans les conditions indiquées aux sujets de Concours donnes :

i° A l'admission à l'École Centrale en 1872, 1" session (t. II, p. 3g*):

— 1886, 2e session. §§ 2 et 3 (t. II. p. 5a*): — 1891, i
re session, § 4

(t. II, p. 88*).

2 A l'admission à l'École Normale en 1866 (t. II, p. 25* j: — 1873

(t. II, p. 27* 1: — 1875 (t. II, p. 27*): — 1877 (t. II, p. 28*).

3° A l'admission à l'École Polytechnique en 1872 (t. II. p. 10*): —
1890 (t. II, p. 19* ).

II. — Résoudre les questions concernant les normales données :

i° A l'admission à l'École Centrale en 1881, i
re session (t. II, p. 45* ):

— 1881, 2e session (t. II, p. 46*).

2 A l'admission à l'École Normale en 1866 (t. II, p. 25*); — 1877,

(t. II, p. 28*); — 1882 (t. II, p. 3o*).

3° A l'admission à l'École Polytechnique en 1860 (t. II, p. 7*); —
1876 (t. II, p. 12*).
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CHAPITRE VII.

CENTRE.

Rappel de résultats.

(a) Soit

F('r)7) = Aa;2 + ...h-F~o

l'équation générale des courbes du second ordre; le centre de cette

courbe a pour coordonnées la solution du système

Fi = o,

(b) Si l'équation donnée renferme un paramètre variable, l'équa-

tion du lieu des centres de toutes les coniques du système s'obtient

en éliminant ce paramètre entre les équations

f; = o.

(c) On pourra distinguer, sur le lieu obtenu, les points provenant

de centres d'ellipses ou d'hyperboles, de la manière suivante :

Les équations

Aa?-H By -+- D = o,

Ba?-i- Cj-t-E =o

permettent d'exprimer ce et y, coordonnées des centres des coniques.,

en fonction du paramètre variable :

x y i

BE — CU BD — AE AC — B*

Toutes les valeurs de ce paramètre qui donnent

l = AG — B2 < o

fournissent des centres d'hyperboles:
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o > o donne des centres d'ellipse;

= donne des centres de parabole.

11 y a lieu de remarquer que, lorsque ces derniers sont à distance

finie, il y en a une infinité pour la même parabole et que, dès lors,

celle-ci se compose de deux droites parallèles, distinctes ou confon-

dues.

I. — LlElX DE CENTRES.

1. — Lieu des centres des coniques passant par quatre

points fixes.

Soient

U = o, V = o

les équations de deux coniques passant respectivement par

les quatre points donnés; l'équation générale des coniques de

l'énoncé est

(1) U+ lV= o.

Le centre d'une de ces coniques est à l'intersection des

droites

(2) U', + XV'x = o,

(3) u^-i-xv;^o.

L't'quation du lieu de ces points est donc*

(4) ux v^-v;u;. = o.

Le lieu représenté par cette équation est une conique pas-

sant aux centres des deux coniques données.

2. — Application. — Discussion du lieu obtenu.

Soient les quatre points A, A', B, B' {Jig. 33). Prenons

comme axes de coordonnées les droites AA', BB'; l'équation

générale des coniques passant par ces points est, d'après ce
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qui précède,

(0 )(^
+ ^- T

)
+^7= °-

x y \ ( x y

a b j \a b

Le centre de cette conique est défini par l'intersection des

droites

(2) -^-.x->r[\-\- -4t+ T-i\y— (-+ -7 )—°.
aa! \ ab' ba )

J \a a )

(3)

L'équation du lieu cherché, obtenue en éliminant \ entre

ces équations est

j
2 a + d b~b'

aa' bb 1 iaa' ibbrf = o.

Cette conique passe aux points G, D, O, centres des co-

niques singulières formées de droites et passant aux quatre

points donnés.

Si l'on fait y = o, on trouve

# = o, x
a -{- a'
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Donc le lieu passe au milieu du segment AA'; il passe

également par les cinq autres points qui sont les milieux

des droites passant par les quatre points donnés.

La nature du lieu des centres dépend du signe du produit

aa'bb'.

Si aa'bb' > o, c'est une hyperbole.

Cette hyperbole est équilatère, si ad— bb'=o; alors le

quadrilatère ABA'B' est inscriptible.

Si aa'bb' << o, c'est une ellipse.

On ne peut avoir une parabole comme lieu des centres, si

la figure AA'BB' est un véritable quadrilatère.

3. — Distinction des centres d'ellipses et des centres

d'hyperboles.

Dans le cas où la conique, lieu des centres, est une ellipse,

l'équation générale ne représente que des hyperboles, puis-

que la condition

aa'bb' \ab' ' ba'
+

*J

est toujours remplie.

Quand le lieu des centres est une hyperbole, on distingue

les points provenant des centres d'ellipses de ceux qui pro-

viennent de centres d'hyperboles de la manière suivante :

Les coordonnées d'un centre quelconque sont fournies par

-ÀI
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Or:

(a) a variant de

abl+ ba'J sft^bb''

S <C o; la conique du faisceau est une hyperbole.

(b) A variant de

i i \ 2 , / i i

ab'^bâ1
) sjaa'bb'

*

\ ab ' ba
' J sjaa'bb'

8 > o; la conique du faisceau est une ellipse.

(c) À variant de

I ! \ 2

T7 + 7TT ^ -7= a "+ °° '

aô' ba! J sjaa'bb'

S < o; la conique du faisceau est une hyperbole.

(a) L'abscisse et l'ordonnée du centre partent de o et

deviennent infinies; ce point décrit une partie de la branche

d'hyperbole qui passe à l'origine.

(b) Les coordonnées du centre ont des valeurs infinies au

commencement et à la fin de cette série de valeurs de À ; elles

restent finies dans l'intervalle et ne s'annulent pas simulta-

nément; le centre se déplace sur l'autre branche d'hyper-

bole.

(c) Enfin les coordonnées du centre, infinies au début,

deviennent simultanément nulles à la fin ; le centre se meut

sur la seconde partie de la branche d'hyperbole qui passe à

l'origine.

En résumé :

Les centres d'ellipses se trouvent sur la branche d'hyper-

bole-lieu qui ne passe pas à l'origine.
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Les centres d'hyperboles se trouvent sur la branche qui

passe à l'origine.

Les points à l'infini du lieu sont les centres des paraboles

du svstème de coniques considéré ; ces paraboles ont leurs

axes parallèles aux asymptotes de l'hvperbole-lieu.

4. — Lieu des centres des coniques représentées par l'équation

(i) x- ~- i\xy 4- X v 2 — 2À x — 2 v -t- X == o,

X étant une variable

.

On distinguera sur le lieu les points provenant des

centres d'ellipses de ceux qui proviennent des centres

d'hyperboles ou de paraboles.

L'équation donnée peut s'écrire

x- — 2 v — À (

2

xy -ry* — ~zx -i- i) = o,

forme sous laquelle on reconnaît l'équation générale des

coniques passant à l'intersection de la parabole

x"- — iy=.o

et de l'hyperbole

y{ix-\-y) — 2x+i = o.

(a) Le centre d'une conique quelconque du svstème est

défini par les deux équations

..=, +1,-X= 0,

( b y = Àx -\-Ay — i = o.

On obtiendra le lieu des centres en éliminant X entre ces

équations :

A (j— i)-«-a? = o,

X(*-t-jO— i = o.
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L'éliminant esi

(y — i)-hx(x-hy) — o.

Le lieu des centres est donc une hyperbole

x(x-^-y)+y — 1 = 0,

dont les directions asymptotiques sont

œ(x -+- y)= o.

Nous construirons cette courbe en cherchant son centre

{fig. 34):

2/^ — 2^+7 = 0,

ify = x -}- i — o
;

c'est-à-dire

3?=— I

y = 2.

Si nous cherchons les points de la courbe qui sont sur les

axes, on trouve, en faisant^' = o,

x* — i= o.
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Ces points sont donc les points A,B. rencontre des asymp-

totes avec Ox: l'hvperbole se réduit à ses asvmptoles; on voit

d'ailleurs facilement que l'équation de cette conique peut

s'écrire

(x -h 1) (x -±- r— 1)= o.

(b) Les coordonnées du centre de l'une des coniques du

faisceau sont définies par les équations (2); on peut expri-

mer ces coordonnées en fonction du paramètre /. :

X

c'est-à-dire

X(X — 1) x-f- X (X — i) = o,

X(X — i)r— (ih-X)(X — i) = o.

us voyons que, tant que

X(X-i)^o,

x a la valeur constante — 1.

Si, au contraire,

X(X— i)= o,

x a une infinité de valeurs; l'équation qui donne x devient

une identité.

De même, si

X — 1 = o,

y a une infinité de valeurs.

Nous avons donc, au point de vue algébrique, les résultats

suivants :

!x conserve la valeur — 1
;
quand X = o, x a

une infinité de valeurs,

v varie de — 1 à — oc en s'annulant pour

R. — Ex. de Géom. anal., I. I2
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x conserve la valeur — i
;
quand X= i,^a

une infinité de valeurs.

2° X variant
J
y varie de + °° à 2

;
quand À = 1, y a une

"e ° a * •

|
infinité de valeurs, mais les valeurs simul-

tanées de x et dey doivent être associées

de telle sorte que x -\-y -— 1.

3° X variant (
x conserve la valeur — 1

.

de 1 à + 00 .

y y varje de 2 à -;- 1

.

Or, si nous formons

8rr.:AG — B 2

dans l'équation donnée, nous obtenons

o-^X — X 2 =^X(i — X).

Donc :

i° X variant de — 00 à o, on a des hyperboles. La valeur

X = o donne une parabole

x 2 — 2y = o,

dont le centre est à l'infini sur Oy.

2 X variant de o à 1 , on a des ellipses. La valeur X = 1

donne une parabole

qui se réduit à un système de deux droites confondues

(x+y— i)*= 0',

le centre est un point quelconque de la droite

x -+- y — 1 = 0.

3° X variant de + 1 à -f- 00 , on a des hyperboles.

Pour représenter sur la figure les résultats de cette discus-

sion, nous dirons (Jig. 35) :
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i° Que Ja droite GH, dont l'équation est x -k-y — i = o,

est le lieu des centres de la parabole particulière correspon-

dant à a = 1

.

2 Que la partie KE
Iy variant de -f- i à — oo ,

provient des centres d hyperboles.

Fia. 35.

\
\
\

! \

jt

\
\
B\

\
\
\
H

X = — I

3° Que la partie CF
/ y variant de -f- oo à -f- 2

,

provient des centres d'ellipses.

x = — 1

4° Que la partie CK
f y variant de -f- 2 à -h 1

,

provient des centres d'hyperboles.

Remarque. — On peut encore, pour se rendre compte de

la loi de déplacement du centre de ces coniques, opérer de

la manière suivante :
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Les équations du centre peuvent s'écrire

x + l(y — i)-ro,

X(^+j)_ I
— o;

la première est l'équation générale des droites passant au

point

' x =zo,
D

j = i;

la seconde est l'équation générale des parallèles à la seconde

bissectrice (Jig- 36).

Fig. 36.

i° >, variant de — oo à o, la droite tournant autour de D
prend toutes les positions intermédiaires entre DK et DO;
la parallèle à la seconde bissectrice se déplace depuis la po-

sition KO jusqu'à l'infini du côté de E; leur point de ren-

contre se déplace sur KE, etc.

II. — Problèmes.

1. On donne deux axes rectangulaires Ox , Oy; un

cercle dont le centre est sur Ox: on demande le lieu des

centres des hyperboles équilatères passant aux points
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communs au cercle et à l'axe des y et tangentes au

cercle.

Soient a l'abscisse du centre C du cercle, dz a les ordon-

nées des points A, B de rencontre du cercle avec Oy.

L'équation du cercle est

(i) x-^r-y* — 2xx — a 2 = o.

L'équation générale des hyperboles équilatères du plan

étant

( 2 ) a:
! +2l Xy — J! +2uij:-r2vj + ^r: O,

on doit avoir

x= o,

y* — a 1 — o
;

ce qui donne

v = o, : = + a'.

L'équation (a) devient

(3) x^-^-iXxy — y* -h 2ux -h a* = o.

L'hyperbole sera tangente au cercle, si une des cordes

communes à ces courbes est elle-même tangente au cercle;

or les points communs à l'hyperbole et au cercle sont sur

la courbe auxiliaire

x(x + X/+ jx— a) = o;

x = o donne les points A, B sur Oy.

La droite

( 4 ) a:-+-\y-i-iL — z = o

doit être tangente au cercle (i); on a donc

a' + a1

*s =(xï -4-aI )(i-+-X»).
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L'équation des hyperboles de l'énoncé est finalement

x"- -+- 2 X xy — j2 + 2 jji# -h a 2= o,

\ et -X étant liés par la relation

|A
2 = (a2 + a 2)(i+X 2

).

On obtiendra le lieu des centres de ces coniques en élimi-

nant X et [a entre les équations

fy =.lx—y = o,

|x
2 r=(a2 + a2 )(,-i-X 2

).

On conclut des deux premières

y œ- -+- v-)=-, {JL=-_ -- .

X a;

On a donc comme lieu

(x* +.72
) [x* -h y* — (a- ~- a 2

)] = o,

c'est-à-dire les droites isotropes

x2 + y- = o

et le cercle

•a?
2 -h X

2 — (a 2 4- a 2
) = o,

dont le centre est à l'origine et qui a pour rayon AC.

2. Lieu des centres des coniques dont Céquation est

\x- -+- fixy -+- (X — a) y* — (Xa H- R°)x — fily -+- aR2 =.o;

distinguer les centres d'ellipses, d'hyperboles, etc.

(a) L'équation que nous donnons ici a été obtenue

Chap. IV (§ 11,4); nous supposons que la droite LL, au

lieu d'être fixe, soit mobile en restant parallèle à Oy; d=\
devient donc un paramètre variable {Jig. 37).

'1
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Les équations du centre sont

(i) 2\x-hpy — (\x -+ R2
) = o,

(2) fix^r- 2(X — a)j — p\ — O.

La première peut s'écrire

By — R- -- X ( 2 .r — a) --= o
;

i83

Fis. 37 .

y
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Le coefficient angulaire de (i) est d'ailleurs

— a Xm = —-—

,

P
celui de (2)

-S
2(X-a)'

on a donc entre m et m' la relation homographique

(3
mm' +2ï/k' — p = o.

Le lieu des centres sera donc toujours une hyperbole équi-

latère passant en F et F'.

L'équation cartésienne de cette hyperbole, obtenue en

éliminant X entre les équations (3) et (4), est

(5) (j3j-R i)(2j-j;)-(2^-a)(^— •2aj) = o;

elle passe aux points

ix — a = o [F],
(37 _ Rî = o

fix — 2a/— o [G];

{ 2X — a = o [H 1

,

2 y — 6 = oJ v \px — 2*y = o [F].

Nous verrons plus tard que la conique est ainsi complète-

ment déterminée et qu'on peut la construire géométriquement.

(6) Pour faire la distinction des centres provenant de

coniques de nature différente, nous allons employer une

méthode indiquée au § I et qui consiste à se servir du mode

même de génération du lieu des centres.

Soient F, F' les points fixes précédemment définis; les

coefficients angulaires des droites FX, F'Y dont l'intersec-

tion décrit le lieu des centres sont

[F'X] m^^
[FY] m'=

~ B
.

2(A — a;
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Or la caractéristique de l'équation donnée,

"ko;* -*-$xy->t-{\ — a)/1 +-...= o,

est

— l(l — ai— •-,

4
OU

les longueurs X', X" des racines de cette équation, construites

Fie. 38.

I

^ >

I

H:
<'|F'

'D\

7^
I

0,

,'fc\

à l'échelle de la figure, s'obtiennent facilement; on décrit

une circonférence sur a comme diamètre; on joint

F'C; X' = F'D; X'= PE,

X' est négative, X" positive (Jîg- 38).

Donc :

X variant de — ao à X', la conique donnée est une ellipse,

1 \ se meut depuis la position FX, jusqu'à la position FX 2
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ayant pour coefficient angulaire

_ 2 x' -h 2FDm 1 = =
(3 AP

F'Y part de la position F'Y,, rencontrant FX, en H et

arrive à la position F'Y 2 , dont le coefficient angulaire est

m'
t
— m»

par suite même de son origine; la branche d'hyperbole équi-

latère allant du point H à l'infini, dans la direction FX 2 ,
pro-

vient des centres d'ellipses.

On continue sans difficulté la même discussion; la seconde

partie de la branche passant en H provient des autres ellipses

du système.

L'autre branche tout entière provient des centres d'hyper-

boles.

3. On donne l'équation

a-y- — b 2x- -(-a!iJ= o

d'une hyperbole, et celle d'une droite

y — kx= o

passant au centre de l'hyperbole.

i° Former l'équation générale des coniques qui passent

par les points réels ou imaginaires communs à l'hyper-

bole et à la droite donnée et qui de plus sont tangentes à

l'hyperbole en celui de ses sommets situé sur la légion

positive de Ox;
2° Trouver le lieu des centres de ces coniques. —

Discussion.

[École Centrale, juillet i884- (Énoncé partiel.)]

Pour écrire l'équation demandée, il suffit de remarquer

que la conique particulière formée par la droite

y — kx — o
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et la tangente au sommet désigné répond à l'énoncé; or, la

conique ainsi formée rencontre l'hyperbole donnée en quatre

points, l'équation générale demandée est donc

(l) a 2 }-* — b^x"- -+- a-b-^r- X(y — kx)\x — a) — o;

on peut écrire

( a ) ( b- -h k 1 ) x- — À xy— a-y* — a k 1 x -1- a ly— a"-b-= o.

La caractéristique est

a = X 2 -t-4a 2 /.X — 4a-b\

et l'on voit facilement que la discussion de cette fonction

comporte trois cas :

(«' ki — ^>°'

la droite y — kx = o ne rencontre pas la courbe en des

points réels, les racines en a sont réelles; la conique (2) est

une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant la valeur

de X.

(b) kî-^ = °>

la droite donnée coïncide avec une des asymptotes de l'hyper-

bole; sauf deux paraboles singulières,

(ay — bx -+- ab)- — o,

(ay + bx — ab)'- = o,

le système (2) ne renferme que des hyperboles.

,- b 2

(c) k* :<o,

la droite y — kx = o coupe la courbe en des points réels,

la conique (2) est toujours une hyperbole.

L équation du lieu des centres s'obtiendra en éliminant X
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entre les équations

(3) i{b*--h kl)x -\y — ak\~o,

(4) \x-\-iary — al =10.

C'est une conique dont l'équation est

( 5 ) b*x* — icp kxy -f- a2/ 2 — ab 2x -+- a 3 ky — o.

Nous n'avons à distinguer les centres des diverses espèces

de coniques que dans le cas (a) de la discussion précédente.

(a) aski— b*>o;

le lieu des centres est une hyperbole, qui, sans nous arrêter

aux autres points, passe au point

x = a, y — ka,

rencontre de la tangente au sommet de l'hyperbole donnée et

de la droite y — kx = o.

Les équations (3) et (4), résolues par rapport aux coor-

données du centre mobile, donnent

_ a X ( X -+- 2 a2 k )X~ X 2 + 4a 2 £X-+-4a 2 £ 2
'

a\{ib- +- kl)
y = •

J X 2 -+- l\d- k\ -r 4

«

2 b %

Appelons X', X" les racines du dénominateur.

(b) X variant de — go à X/; la conique (2) est une hyper-

bole.

x varie de a à l'infini

y varie de ka à l'infini.

(c) X variant de X' à X", la conique est une ellipse déformée

en parabole au commencement et à la fin de l'intervalle.

x ety varient de ± 00 à zp: 00 .
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(d) X variant de À" à + oo la conique (2) est une hyperbole.

x varie de 1= x à a.

y varie de~xà ka.

Les centres des hyperboles du système (2) sont donc sur

la brandie de l'hyperbole (5), qui passe au point x = a,

y = ka précédemment défini.

Exercices proposés.

Trouver le lieu des centres des coniques variables déflnies dans

les questions données :

i° A l'admission à l'École Centrale en 1867, i
re session (t. II, p. 36*);

— 1886, 2e session (t. II, p. 02*); — 1888, 2e session (t. II, p. 54*);

— 1891, ie session, § 1 (t. II, p. 88*ï; — 1892, 2 e session, § 3 (t. II,

P- 9°*); — l894, 2e session, §§ 1 et 2 (t. II, p. 92*).

2 A l'admission à l'École Normale en 1877 (t. II, p. 28*).

3° A l'admission à l'École Polytechnique en 1873 (t. II, p. 11*); —
1892, §3 (t. II, p. 80*,.
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CHAPITRE VIII.

DIAMÈTRES CONJUGUÉS.

Rappel de résultats.

(a) On appelle diamètre dans une courbe du second ordre le lieu

des milieux des cordes parallèles à une direction donnée.

Ce lieu est une droite; et, F(x, y)= o étant l'équation de la

conique, le diamètre des cordes de direction m a pour équation

F^ -+- mF'y = o.

(b) Ce diamètre est la polaire du point rejeté à l'infini, dans la

direction ayant pour coefficient angulaire m.

(c) On appelle diamètres conjugués, dans les coniques, deux dia-

mètres tels que chacun d'eux est le lieu géométrique des milieux

des cordes parallèles à l'autre.

(d) L'équation générale des courbes du second ordre étant

Aa?2 -+- iBxy -b Cy 2
-t- . . . = o,

la relation entre les coefficients angulaires de deux diamètres conju-

gués est

Cmm' -t- B(m -t- m') -+- A = o.

(e) Le lieu géométrique du milieu de la partie d'une sécante

mobile, limitée à une conique, s'obtiendra en éliminant le paramètre

variable entre l'équation de la sécante et celle de son diamètre con-

jugué par rapport à la conique.

Définition. — Les droites joignant un point d'une conique aux

extrémités d'un même diamètre, portent le nom de cordes supplé-

mentaires et sont parallèles à un système de diamètres conjugués.
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I. — DÉPLACEMENT D'UNE DROITE LIÉE AUX DIAMÈTRES CONJUGUÉS

d'une CONIQUE.

1. Par un point d'une conique on mène des parallèles

à un système de diamètres conjugués d'une autre conique :

démontrer que la corde déterminée par ces droites passe

par un point fixe.

Prenons comme axes de coordonnées la normale et la

Fig. 39 .

tangente à la conique au point donné; l'équation de cette

courbe est alors

(1) ax i 4- 2 bxy +- cy* -+- 2 dx == o.

Soient

(2) Aa;! + 2Bx)' + C/l +...=o

l
:

équation de la seconde conique, et

ux -+- vy — 1=0

l'équation d'une sécante quelconque.
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Cette sécante sera une des cordes de l'énoncé, si les

droites OM, OM' joignant l'origine à ses points de rencontre

avec la conique ( 1 ) sont parallèles à un système de diamètres

conjugués de la conique (2).

Or les droites OM, OM' ont pour équation

ax- 4- 2 bxy 4- cy" 4- 2 dx ( ux 4- vy) = o,

ou

( a 4- 2 du ) x 1 4- 2 ( b 4- dv ) xy 4- cy1 — o.

On doit avoir entre leurs coefficients angulaires m, m' la

relation

(3)
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sécante à la conique C ayant son milieu en ce point :

trouver la loi de déplacement de cette droite.

Plaçons l'origine à l'un des sommets de la conique fixe et

prenons comme axes de coordonnées la normale et la tan-

gente en ce point.

L'équation de la conique est

(i) y-— i px — qx*-=--o.

Soit

(2) h.x -+• fty -{- G= o

l'équation de la droite fixe D.

Soit M (a, £) un point quelconque de la droite D ; la droite

de l'énoncé qui passe par ce point est la parallèle au dia-

mètre conjugué de la droite joignant le point M au centre de

la conique G.

Ce centre Q a pour coordonnées

y = o,

q

Le coefficient angulaire de MQ est donc

( à ) m— = ——
<7

Les coefficients angulaires des diamètres conjugués de la

conique ( i ) sont liés par la relation

(4) nim' — <jr = o.

On a donc

(5) m'— —— •

L'équation de la droite de l'énoncé est

(6) (.t-P)P-(7"+a>)(*-«)=°.
11. — Ex. de Géom. anal., I. i3
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c'est-à-dire

(qa-^-p)cc — P/4-(3
2— v.(q<x~+-p) — o,

ou enfin

Posons

(8) ,.-

(9)

(3
2— a(^a +/?)

3

^
2 — a(^oc+/>)

On obtiendra la relation à établir entre a et v en élimi-

nant a, ^ entre les équations (2), (8) et (9) qui deviennent

(2) Aa i-B(3 4-C = o,

(10) a(3 2— quoi2 — {p u-\- q) a

—

P = o,

(u) t>(5
2— qvu? — pvv. -H p — o.

L'élimination donne finalement

e3 (C? — A/?) s— grf (Bjop -- Ca)«

— />c(B/)(;-C«) (Ab — B<7P)

+- v(Cq — A/?) (A«-Bgc) =0.

La droite mobile est
- donc soumise à une double loi de

déplacement :

i° v =: o, translation parallèle à Oy;

2 enveloppe d'une conique.
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II. — Lieu du milieu de la portion dune sécante mobile

LIMITÉE A UNE CONIQUE.

1. Une droite roule sur une circonférence, on demande

le lieu du milieu M de la partie interceptée sur cette

droite par une conique du plan.

Je prends comme axes de coordonnées deux droites rec-

tangulaires passant au centre du cercle; soit alors

(i) f{œ,y) =Ao;2 + 2 Bx/-fCj! -r 2 Dec -+- 2 Ej-h F = o

l'équation de la conique donnée.

Le point M dont on demande le lieu est à l'intersection

de la tangente mobile

(2) .rcosç -f- y sino — R — o,

(ç étant le paramètre variable) avec le diamètre conjugué de

la direction de cette droite par rapport à la conique ( 1 ).

L'équation de ce diamètre s'écrit

(3) sino/^ — coscp/^ = o.

On obtiendra l'équation du lieu du point M en éliminant 5

entre les équations (2), (3) et la relation

cos2
<? 4- sin 2

cp = 1.

On obtient

f'x J'y Xfx+yfy

L'équation cherchée est donc

R 2 (A5 +/?) - {mfm +//;)^o.

Ce lieu du quatrième degré, qui a toujours comme direc-
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tions asymptotiques doubles celles de la conique ( i ), devient

un limaçon de Pascal dans le cas particulier où la conique ( i
)

est une circonférence.

2. Application. — Lieu des milieux des portions de

tangentes à un cercle comprises entre deux diamètres

rectangulaires de ce cercle.

Prenons comme axes de coordonnées les diamètres donnés.

L'équation du cercle est

(•) a.«_h7»_R.= .

Les points dont on cherche le lieu géométrique sont à l'in-

tersection d'une tangente quelconque avec le diamètre con-

jugué de sa direction par rapport à la conique évanouissante

formée par les axes de coordonnées et dont l'équation est

(2) xy = 0.

L'équation d'une tangente quelconque au cercle est

(3) x cosep -+- y sincp — R = o.

Celle de son diamètre conjugué par rapport à la conique (2)

est

(4) jsintp — ,rcos<p — o.

L'équation du lieu s'obtiendra en éliminant le paramètre

entre les équations (3), (4) et l'équation

cos 2
cp + sin 2

cp — 1 =. o.

Il vient

„ coscp sino R

y xi xy
et enfin

(G) R 2 (^+j'-)-/i<r 2 =--o.

Ce lieu est du quatrième degré; il est symétrique par rap-

port aux deux axes de coordonnées, son équation ne renfer-

mant que des termes de degré pair; il a un point isolé à

l'origine où les tangentes sont les droites isotropes.
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On peut construire cette courbe en remarquant que /équa-

tion (6), résolue par rapport à y, donne

y>= R*xi

x ne peut varier que de

R
oo a — et de

R ,

a -h ce .

Les droites limites parallèles à Oy sont des asymptotes;

quand x est infini,
<y

,= -y J ce qui donne les asymptotes

parallèles à Ox.

Les points communs au lieu et au cercle

x* + y- — R*= o

sont sur les hyperboles

2 xy — R s = o, 2 xy -h R* — o,

qui ^ont tangentes au cercle à ses rencontres avec les bissec-

trices des axes.
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Le lieu est tangent au cercle en ces points. Il présente

donc la forme de la. Jig. 4o.

Solution géométrique. — On peut établir par des consi-

dérations géométriques les résultats qui précèdent.

(a) Le lieu est évidemment symétrique par rapport aux

diamètres pris comme axes.

(b) Les droites isotropes issues du centre du cercle sont

Fig. 4».

les asymptotes de ce cercle, c'est-à-dire des tangentes : le

milieu de la partie interceptée par les axes qui ne les ren-

contrent qu'à l'origine est ce point lui-même. — C'est d'ail-

leurs un point isolé, car les asymptotes du cercle ne font pas

partie de la série continue des tangentes.

(c) Soient P un point quelconque du cercle, PS la tan-

gente en ce point, M le point du lieu étudié; menons OT
parallèle à PS : les quatre droites Ox, Oy, OM, OT forment

un faisceau harmonique
OS
2



CnAP. VIII. — DIAMETRES CONJLGUES. 199

Donc, quand OT s'approche de Or, OM s'en approche éga-

lement, le point M s'éloigne indéfiniment sur la tangente

mobile; mais sa distance à Or tend vers — > abscisse de

l'asvmptote.

Quand OT s'approche de la seconde bissectrice, OM s'ap-

proche de la première; le point A fait partie du lieu.

Soit P un point infiniment voisin de A; prenons l'an-

gle POA=; comme infiniment petit principal, l'angle des

tangentes au cercle en P et A est s; ML est un infiniment

petit du premier ordre ; de plus,

MK= ML sine,

donc MK est un infiniment petit du second ordre et AB est

la tangente au lieu étudié au point A.

3. On donne une conique ayant pour équation

y1— ipx h- qx-

et une droite fixe de son plan.

De chaque point de cette droite on mène les tangentes

à la conique : on demande le lieu du milieu de la portion

de la corde des contacts limitée à cette conique.

Le point dont on demande le lieu est à l'intersection de la

polaire du point mobile avec le diamètre conjugué de la

direction de celte polaire.

Soit

(1) Kœ-r- Bj-t-C^-o

l'équation de la droite donmV.

Lu point a, (3 de celle droite satisfait à l'équation

(2) Aa + Bp-hC = o
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et a pour polaire

(3) (%q -\-p)œ — pj+joa = O.

Le coefficient angulaire de cette droite est

(4)
_ *q +p

Le diamètre conjugué de la polaire est donc

(5) p(— qa>—p) + (<tç+p)jr— o.

L'équation du lieu cherché s'obtiendra en éliminant les

paramètres a, 3 entre les équations

(2) Aa + B(3 + C = o,

(3) (qx-\-p)%—y$-k-px — o,

(5) 37*~ (tf*+ />)P -4-/>7= o.

On obtient ainsi

(6) À/? (?x2—j 2 -h^a?) — B/>*j +- G [$•/» — (ça? H- /?)
2
] = o,

équation d'une conique.

En désignant par U, V, W les coefficients de A, B, C,

on voit que l'équation (6) est de la forme

XUh-|*V+W= o,

X, [>. désignant les deux paramètres variables dont dépend la

position de la droite donnée ( i ).

Cette équation se ramène facilement à la forme étudiée

au Chapitre IV

X x2 -+-

1

Z xy + . . . = o,

et peut être discutée complètement par la méthode indiquée.



CHAP VIII. — DIAMÈTRES CONJUGUÉS. 201

En écrivant l'équation de la droite (i)

À X + a Y — I = O,

-, - deviennent les coordonnées du point mobile M de la

discussion générale.

On peut déduire de la loi de déplacement de ce point

celle de la droite (i); celle-ci s'obtient par une construction

géométrique simple.

Quant le pointM se meut sur la caractéristique T de la dis-

cussion générale, la droite ( i ) enveloppe une conique.

Dans le cas particulier où la conique donnée est une para-

bole,

l'équation (6) devient

(-) K{px-f)-$py-Cp=zo.

Le lieu est donc aussi une parabole, quelle que soit la posi-

tion de la droite donnée.

Solution géométrique. — Les points du lieu étudié sont

définis par l'intersection de deux droites tournant autour de

deux points li

i° La polaire du point mobile qui tourne autour du pôle

de la droite donnée;

2" Le diamètre conjugué de la direction de cette polaire

qui tourne autour du centre lise de la conique donnée; ces

droites se correspondent homographiquement.

En efTet :

i° A une position du point mobile correspond une polaire

unique de ce point; cette polaire a un diamètre conjugué

unique;

2° A une droite arbitraire menée par le centre de la co-

nique correspond une direction unique du diamètre cou-
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jugué de sa direction ; la parallèle à celte droite menée par le

pôle de la droite fixe a une position unique.

Le déplacement de ces droites est donc homographique :

le lieu de leur point de rencontre est une conique passant au

pôle de la droite fixe et au centre de la conique donnée, etc.

Toute la discussion exposée au Chapitre IV peut être

refaite ici.

4. Par les points communs à Vellipse

a*-y* + Vx*- — aW-T=o

et à l'hyperbole passant aux pieds des normales menées

d'un point P (a, (3) à cette ellipse

c-xy -f- b % $x — a 2 ay =: o,

dans laquelle c- = a- — 6 2
, on fait passer une infinité de

coniques. Dans chacune d'elles on mène le diamètre con-

jugué de la direction OP et l'on projette Vorigine sur ce

diamètre : trouver le lieu de cette projection.

[École Centrale, août 1881. [Énoncé partiel.)

L'équation générale des coniques passant à l'intersection

des lieux

(i

)

ary- -+- Wx"1 — a-b- = o,

( 2 )
c-xy -+- b- (3x — a 1 ay ~ o

est

(3) a-y--h b-x- — cPb" -+- il(c~xy + è2^- a 2 aj) — o.

La droite OP a pour coefficient angulaire

(4) a

Le diamètre conjugué de cette direction, dont l'équation

symbolique est

f'x + mJ'y = °>
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a pour équation

(5) x(b-x — AC-y-rlb*$)-h $(ay-r-lc°x — Àa2 a) — o.

Cette droite passe par un point fixe F, intersection des

droites

ib^x — 3a 2j' = o.

(6) l^-r-aj-a^o

La projetante de l'origine, qui reste perpendiculaire à la

droite (5) et tourne autour d'un point lise, donne comme

lieu géométrique de ses rencontres avec cette droite (5), la

circonférence décrite sur la droite OF des points fixes comme

diamètre.

On peut opérer de deux façons :

(a) Construire graphiquement les droites (6), ce qui ne

présente aucune difficulté ; on a ainsi les extrémités du dia-

mètre : O, F.

(6) Tirer des équations (6) les coordonnées du point F,

par lequel passent tous les diamètres ; on aura ainsi le centre

et le rayon du cercle.

On vérifierait ces résultats en éliminant X entre les équa-

tions (5) et (7), projetante de l'origine sur

(7) (*&! -+-pXcî)y— {
iAC--^-$a*-)x=o.

Le lieu obtenu est un cercle qui passe par les trois points

O, F, R : l'angle en R est droit; OF est donc diamètre.
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Exercices proposés.

Résoudre les questions suivantes relatives aux diamètres conju-

gués :

i° Admission à l'École Centrale en i865, i
re session (t. II, p. 35*);

— 1893, 2e session, § 3 (t. II, p. 91*).

2° Admission à l'Ecole Normale en 1866 (t. II, p. 25*); — 1876,

§ 1 (t. II, p. 27*); - 1881, § 3 (t. II, p. 29*).

3° Admission à l'Ecole Polytechnique en 1842, § 2 (t. II, p. 3*
).

4° Concours général, Paris, en 1857 (t. II, p. $9*;; — 18C6 (t. II,

p. Gi*).



CHAP. IX. — AXES. — SOUMETS. 2o5

CHAPITRE IX.

AXES. — SOMMETS.

I. — Axes

RAPPEL DE RESULTATS.

(a) Les axes d'une conique sont les diamètres conjugués rectan-

gulaires.

Il existe un seul système d'à

Soit

F (a-, y) = Ax- — 2B xy — Cr 2 — . . . = o

l'équation d'une conique; l'équation du système de ses axes est

B(f^-f^)+(C-a)f:f;. = o,

Fj. F y désignant les demi-dérivées de la fonction F (x,y).

(6) L'équation aux coefficients angulaires des axes d'une conique

représentée par l'équation générale est

, C - A
-zs =— ~ — 1 = 0.

Jd

(c) Deux coniques ont même direction d'axes quand

C —

A

_ C— A'

B ~ B' '

(d) Dans le cas où la conique est une parabole, l'équation de son

axe est

AF^ -+- BF V = o.

(c) Si l'équation de la parabole est de la forme

{y — ax)"1 -+ idx -4- ley -\-j'= o,
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on obtient l'équation de l'axe en écrivant

(y — ax -\-l) 2 -+- z(d -T- a~k)x -\- 2(e — ~^)y -^f— A 2 = o

et en déterminant X, de façon à ce que la droite

f— X 2

(d-\- a\)x -h(e — ~k)y -+-- = o

soit perpendiculaire à

y — ax = o.

Ce procédé a l'avantage de donner, en même temps que l'équation

de l'axe, celle de la tangente au sommet et, par conséquent, le para-

mètre de la parabole.

1. — Décomposition de l'équation des axes.

Soit

(i) F (#,/)= o

l'équation d'une conique; désignons par X, Y les demi-déri-

vées F^, F' de la fonction premier membre.

L'équation des axes de cette conique est

(2) B(X 2 -Y2
) + (C-A)XY = o;

on peut l'écrire

(3) BX 2 -(C- A)Y.X — BY2 = o.

SiB^o, on multiplie par B et on complète le carré com-

mencé parles deux premiers termes. Il vient

w (
bX+ ^yY-[b* + .^-7Aï Y 2 =o.

Le premier membre de cette équation se décomposera en

un produit de deux facteurs linéaires dont les coefficients

seront fonctions rationnelles de ceux de l'équation de la

conique, si

(C-A) 2

(5) B 2+

e^t carré parfait.



CIIVP. IX. — AXES. — SOMMETS. 207

Dans ce cas, on pourra séparer les axes de la conique sans

introduire d'irrationnelles; nous verrons quel parti on tire

de ce résultat dans la recherche des lieux de sommets.

2. — Application.

Considérons les coniques représentées par l'équation géné-

rale étudiée au Chapitre IV,

( 1 ) Xa;! -f2 T^xy -+ Xy% + . . . = o,

et proposons-nous de chercher dans quelles conditions les

axes de ces coniques pourront être séparés.

La fonction des coefficients

48»-+- (C- À)»,
qui est ici

F(a,3)=4Z2 +(X-Y)',

doit être un carré parfait.

Or F (a, 3) est un polynôme du second degré qu'on peut

rendre homogène par l'adjonction d'une variable y.

Ce polynôme F (a, 2, y) sera carré parfait, si les trois déri-

vées sont proportionnelles.

Nous distinguerons deux cas :

(a) Soit

A t.- ~ A' 3 2 + A" y
2 + 2Bpv + 2 B'av-2 B"a3

le polynôme F (a, 3) explicité.

Si A^o, on doit avoir

B'= _ AV = o, B"* - AA' = o , B' B" - AB = o.

(b) Si A — o, ces conditions deviennent

B o, B"r=o, A'A"—

B

2 = o.

Donc, si l'on s'est donné a volonté un côté X = o du tria o*»lf

de référence, et la direction de l'un des deux autres, on
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pourra déterminer la position de ce second côté ainsi que le

troisième, de telle sorte que les axes de la conique repré-

sentés par l'équation ( i
)
puissent être séparés.

Exemple numérique. — Les axes de toutes les coniques

représentés par l'équation

(i) \x--\- 6xy -+- (X-h 8) y--+- ^\j.x +- 2vj 4- « = o

peuvent être séparés.

On a

(F; = X*+3r +[,=rX,

L'équation quadratique des axes peut s'écrire

(3) (3X + 4Y) 2 -25Y 2= o.

Les axes sont donc

(5) 3X + 9Y=ro,

'6) 3X — Y = o.

Parmi les coniques S, ayant pour équation

i(a — b) (y + b) ux -f- v \bx"-— i(a — b)y(y — b)]

4- w[x-+ 2(a — b) (y — b)] =0,

dans laquelle a et sont des constantes, u, v, w des para-

mètres variables , on considère les paraboles. Former

l'équation de l'axe de l'une quelconque de ces paraboles.

[École Normale, 189$. {Énoncépartiel.)]

Ordonnons l'équation donnée, il vient

(1) {bç -+- w)x i -t 2 {a — b) uxy— 2 (a— b) vy-

-+- 2 (a — b)bux -h 2 (a — b) {bv + w)y + ... =0.

La caractéristique S égalée à o donne, après avoir divisé
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par (a — l>
; ,

c'est-à-dire supposé «<&,

(2) 2i'(^-i- w) -T- (a — b)ui= o;

L'équation de l'axe

(3) af; -h bf; = o

s'obtient donc en prenant les dérivées partielles du premier

membre de l'équation, en formant (3) que l'on accompa-

gnera de la condition (2).

On a successivement :

-F^ =r (bv -h w) x •+- (a — b) uy H- {a — b)bu,

-Fy — (a— b)ux — i(a — b)vy -t- {a — b) (bv -+- w)\

puis

(4) (bi- — iv)
r

(bv -\- w) x ^- (a — b) u (y -h b)]

-+- (a — b)'u[ux — 2 vy -r- (bi- —w)] = o.

La condition (2) résolue par rapport à [bv — (n donne

(a-b)ir-
bv +«c= 1

2 »

qui, substituée dans (4), nous amène à

c'est-à-dire

>) «! [«j — 2f>- — 2 £r] -h 4 f* ( ux -+- 2 vy ) — 2 (a — b)u*v= o.

L'équation de l'axe des paraboles (1) s'écrit

(7) (ux— 2vy) (u-~ 4*'!
) — 2ou'-i- = o.

R. — Ex. deCeom. aiia!., I. 14
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Elle est indépendante de w, et ne contient en réalité qu'un

seul paramètre variable, son coefficient angulaire — ; si donc

on désigne celui-ci par u,, on pourra écrire l'équation de

l'axe des paraboles sous la forme définitive

(8) (jiJ-t-OO'— fJur)-i-{t»a= o.

Nous avons étudié ces droites Chapitre II, page 44 5 mais

en nous limitant à celui des axes qui n'est perpendiculaire

à aucun des deux autres.

Il est intéressant de rechercher quel est l'angle de ces

deux derniers : on a là une bonne application des propriétés

de l'équation du troisième degré; on pourra également dé-

terminer les systèmes de paraboles telles que les segments

déterminés sur certaines droites soient égaux. L'équation

de ces dernières droites met en évidence des propriétés

curieuses s'interprétant toutes par les relations entre les

coefficients et les racines d'équations algébriques simples.

II. — Sommets.

RAPPEL DE RÉSULTATS.

(a) Les sommets d'une conique sont les points de rencontre de

la courbe et de ses axes de symétrie.

(b) En ces points, la tangente à la courbe est perpendiculaire à

l'axe.

(c) On obtiendra le lieu des sommets d'une série de coniques

dont l'équation renferme un paramètre variable, en éliminant ce

paramètre entre l'équation des coniques et celle de leurs axes.

(d) Quand cette dernière équation sera décomposable en un pro-

duit de facteurs linéaires, dont les coefficients sont des fonctions ra-

tionnelles du paramètre, on pourra séparer en deux parties le lieu

des sommets.

(e) Ce fait se produit en particulier quand, dans l'équation des

coniques, on a B = o ou A — C = o.
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(/) Si le faisceau de coniques renferme des cercles, ceux-ci font

partie du lieu; on devra les chercher directement dans l'équation

générale.

1. Lieu des sommets des coniques représentées par

Véquation
x-— 2 X xy + y- — 2 Xx — o.

Le lieu des sommets de ces coniques s'obtiendra en élimi-

nant le paramètre X entre les équations

x- — 2 Xxy -\-y*— 2 Xx = o,

*[(^ — xy — x )" - (/ — lx Y~- = °-

La seconde se décompose en trois facteurs; nous aurons donc

trois parties distinctes du lieu

i x" — 2À.ry -+- r 2 — 2X.2; — o,
(a) U

( X = o;

j
x- — 2À./;> — v- — 2X^7^=0,

\ x— y — l(x-hy -hi) =0;

. , ( x 1— 2lxy-j-yi — 2X37 — 0,
(c)

\ x — yH-X(a? —y — 1) =0.

Le système (a) donne

x'-+y*-= o;

c'est le cercle de rayon nul, qui fait partie du faisceau.

Le système (b) peut s'écrire

x--hyi — 2(xy -\-x)X — o,

(x-r-y) — (x+y-hi)\ = o;

l'éliminant est

( x* -1-7*) (x -f-j -+- 1) — ix (y -+- 1) (x -{-y) — o,

ou

(* -1-7) (* — 7)
! — *" — 20:7 -t-js= o.

Lieu du troisième de^ré ayant un point double à l'origine
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où les tangentes sont

x^-^-ixy — y : = o,

droites rectangulaires dont les coefficients angulaires sont

m, — i + y/2, m 2 = 1 — y/2.

La courbe a une branche parabolique dans la direction de

la première bissectrice et une branche hyperbolique parallèle

à la seconde bissectrice.

Elle peut être construite facilement en coupant par une

droite passant au point double

y— \x— o\
on conclut

_ 1 -+- 2X — X 2

*-(H-X)(,-X)«*

_ X(i-+-aX — X*)

La discussion de ces fonctions ne présente pas de diffi-

cultés.

On opérerait de même pour le lieu (c).

2. Lieu des sommets des coniques dont Véquation est

(1) x- -+- ly 2 — 2X3; — 2jK— o.

L'équation du système des axes est

(2) (i-'X)(*-X)(X/.-i)= o;

Le lieu des sommets se compose donc de trois parties :

x 2 -+- ly- —i\x — iy — o,
(a)

1 — À — o

, .. ( x- -+- Xr 2 — i\x — 2r = 0,

( x — X— o
;

(^ 2 -4-Xr 2 — 2Xx — 2V = 0,

(X^— 1=0.
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(a) Si X=i, la conique, devient un cercle

x- -+- v 2 — nx — ay=o

dont tous les points font partie du lieu des sommets.

(b) Cette partie du lieu a pour équation

xy- — x- — iy = o.

Cette courbe est asymptote à la droite x = o; elle a une

Fig. 4a.

branche parabolique dans la direction de l'axe des x et elle

est tangente à l'origine à l'axe des x. Sa construction peut

s'effectuer en résolvant par rapport à l'une des variables.

D'ailleurs x ne peut varier que de — i à -f-oo
; y ne peut varier

que de — xà o et de -f 2 à + » . On a la courbe repré-

sentée
fi.g. 42.

3. Lieu des sommets des hyperboles équilatères ayant
même centre et un point commun.

Prenons comme origine le centre fixe et, pour axe des x,

la droite qui joint le centre au point commun à toutes les

hyperboles, soit a l'abscisse de ce point.
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L'équation générale des hyperboles équilatères ayant leur

centre à l'origine est

(i) À (.a?
2 — y") -+- 2 ix ce v 4- v — o.

Ces coniques devant passer au point A, on a

k°--(-v=o;

l'équation générale devient

l(x2 —y") -+- 1\i.Xy — la 1 ro.

Nous pouvons diviser par X, non nul, et écrire

( 2 ) x- — y- 4- 2 xj— a 1 — o.

L'hypothèse X= P donnerait la conique particulière

xy = o

qui satisfait analytiquement aux conditions imposées; son

sommet est à l'origine : ce point fait donc partie du lieu.

Le lieu des sommets des coniques représentées par cette

équation s'obtiendra en éliminant le paramètre entre cette

équation et celle des bissectrices des asymptotes, qui sont les

axes de la conique

l x a- — j2 — a 1 --2376 — o,

\
— 2xy -t- - (x- — j 2

) -o.

Le lieu a pour équation

(x 2 — y*- — a-)(x* — y-) +- fa*y*= 0,

c'est-à-dire

(x- — y't Y -+- (\x-y
a
- — a- (x- —y 2

) = o

ou

(x* + jk
2

)

2 — a-(x- —y°)z=i o.

C'est une lemniscate.
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4. Par les points communs aux courbes

(i) a?y--T-b-x- — a2 6 2 = o,

(2) c-xy — b^ôx —

a

2 aj = o,

on peut faire passer deux paraboles; trouver le lieu du

sommet de ces paraboles quand le point P (a, 3) se meut

sur une droite de coefficient angulaire m issue de

Vorigine.

Examiner les cas suivants:

a 7" a 3

[École Centrale, août 1881. (Énoncé partiel.)]

L'équation générale des coniques passant aux points com-

muns aux. coniques (1) et (2) est

(3) b-x- h- 2 X c-xy -+- a-yz — 2 À - b'
1
p x — a- xy) — ai b' — o.

Ce sera une parabole si l'on a

l'-c'* — tf
26-=o.

Il y a donc deux valeurs de a fournissant les paraboles

(ay -h bx)- +

—

^-(b-$x — aiay)— a2 62= o,

(5) (ay— bxy —j- (b*$x — ai zy) — a^b* = o.

(a) Pour définir le sommet des paraboles (4) nous allons

chercher l'équation de l'axe de ces courbes.

On peut mettre un diamètre quelconque en évidence en

écrivant, dans la première,

(ay -h bx -h a)* -t-2 (
—^ b\L \x

/a 3 hy. \— 2 I —; h ajjL
j
y — a?b
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Ce diamètre sera l'axe, s'il est perpendiculaire à la tangente

correspondante, c'est-à-dire si l'on a

c-

L'équation de l'axe des paraboles (4) est donc

... ab ( b 3 S — a3 a)
(6) ay-\-bx-\ ——

£

-—- = o.

Les équations (4) et (G) déterminent le sommet de la

parabole.

Quand le point P se meut sur la droite donnée, ses coor-

données a, (3 satisfont à l'équation

(7) (3
— m y. — o.

On obtiendra donc le lieu des sommets des paraboles repré-

sentées par l'équation (4) en éliminant a et (3 entre les équa-

tions

(7) (8 — moc = o,

7
b 3 $-a 3 *

(o) ay 4- bx 4- ab ,
'

,
y— =0,

'
". c-(a- 4- b-)

(4) («/-(- bx)--] — (b-px — a-y.y) — a2 b- = o.

On remplace [3 par ma dans les équations (6) et (4) et

l'éliminant du premier degré donne

(8) [(ay-hbxy — a2 6
a
-](a 3 — b 3m)

— 2 (a- 4- b-)(ay-j- bx)(a-y— b"mx) = o,

équation d'une conique ayant son centre à l'origine; le fais-

ceau des directions asymptotiques s'écrit

(ay 4- bx)[(ay 4- bx) (a3— b 3 m)— 2 (a2 4- 6 2)(a2/—b^mx)] = 0.

La conique est donc une hyperbole en général; c'est une
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hyperbole équilatère si l'on a

a 3

L'équation (8) donne alors

(9) (ay-h bx)(by— ax)—o;

l'hyperbole se réduit à ses asymptotes.

La conique représentée par l'équation (8) est une para-

bole quand le faisceau asymptotique se compose d'une droite

double; il faut pour cela

a
" 1 = -P

la parabole correspondante est

(10) («J-t- bx)- -~ a-b- =0,

deux droites parallèles imaginaires.

(6) L'équation de l'axe des paraboles (5) obtenue par la

méthode que nous venons d'cmplover est

(ii) ay—bx-hab m/. —-=o;

en opérant comme nous venons de le faire on arriverait à

(12) [(ay— bx)*— a,62](a'+ b*m)

— 2

(

a î +• b- ay— bx) {a9y— b*mx ) = o,

équation du lieu des sommets des paraboles (5).

On a encore une hyperbole ayant son centre à l'origine.

Cette hyperbole est équilatère lorsque

b'

et la conique se réduit à ses asymptotes

ay — bx= o, by 4- ax= o.
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La conique (12) devient une parabole lorsque

a

son équation est alors

(ay — bx)*~ -+- a-b- = o;

on a encore deux droites parallèles imaginaires.

III. — Distinction des sommets d'ellipses, d'hyperboles,

de paraboles.

1. — Méthode à, employer.

Dans l'équation d'un lieu de sommets, les équations qu'on

emploie,

B(X 2 — Y 2
) -+- (C — A)XY =0,

sont du second degré par rapport aux coordonnées x,y des

points considérés.

Ces équations permettent d'exprimer les coordonnées des

sommets en fonction des coefficients de F(ûc,y) et, par con-

séquent, du paramètre variable qu'ils renferment.

Toutes les valeurs de ce paramètre qui donnent des ellipses

donnent les coordonnées des sommets de ces courbes; il en

est de même pour les hyperboles et les paraboles; il est à

remarquer que ces derniers points sont en nombre fini.

Ceux d'entre eux qui sont à distance finie séparent les

sommets d'ellipses des sommets d'hyperboles.

Une discussion analogue à celle que nous avons faite pour

la distinction des centres devra donc être faite pour résoudre

les questions de ce genre.

En général, les expressions des coordonnées, en fonction

du paramètre variable sont compliquées d'irrationnelles; la

solution de ces questions est donc laborieuse.

Mais ce problème devient simple chaque fois que les axes
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peuvent être séparés. Nous avons donné plus haut la marche

à suivre pour former des équations de coniques remplissant

ces conditions.

2. — Application.

Reprenons les équations du système (b) (p. 21 3, Jig. 4a)

x- + Xy* — i\x — 2j = o,

x — X = 0.

On conclut :

x=l, y= r

(a) Or, X. variant de — 1 à o, la conique est une hyper-

bole.

x varie de — 1 à o, J

y a deux valeurs négatives : > branche ABO.
Tune devient nulle, l'autre infinie

]

(6) X = o donne la parabole

x- — iy = O ;

un sommet est en O, l'autre à l'infini, sur Oy.

(c) X variant de o à -j- 00 , la conique est une ellipse; les

sommets d'ellipse décrivent les branches DO, GFE.

(rf) X infini donne la parabole

y* — 2 x -=. o
;

son sommet est en O, à distance finie, l'autre est à l'infini

sur Ox.
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Exercices proposés.

I. — Résoudre les questions suivantes concernant les axes dans les

coniques :

i° Admission à l'École Centrale en 1886, i
re session (t. II, p. 52*)

— 1893, i re session, § 2 (t. II, p. 90*).

i° Admission à l'École Centrale en 1876, § 3 (t. II, p. 42*) ;
— 1894,

§§4 et 5 (t. II, p. 91*).

3° Admission à l'École Polytechnique en 1864, § 2 (t. II, p. 8*);

— 1869, § 2 (t. II, p. 10*); — 1874 (t. II, p. 11*); - 1887, § 1 (t. II,

p. 18*);- 1891, §2 (t. II, p. 79*).

II. — Trouver les lieux, des sommets des coniques variables défi-

nies dans les énoncés suivants:

i° Admission à l'École Centrale en 1866, i re session (t. II, p. 36*);

— 1869, 2 e session, § 3 (t. II, p. 38*): — 1871, 2 session (t. II, p. 3g*);

— 1872, i
re session, § 1 (t. II, p. 3g*): — i885, 2 e session (t. II, p. 5i*);

— 1889, i
re session (t. II, p. 55*).

2° Admission à l'École Polytechnique en 1849, Douai (t. II, p. 3*);

— 1891, §3(t
;

II, p. 79*).

3° Concours général, Paris, en 18C4 (t. II, p. 61*).



ENVELOPPES.

CHAPITRE X.

ENVELOPPES.

Rappel de résultats.

(a) Toute équation f(x,y,\) = o qui renferme un paramètre
variable représente un système de courbes; deux courbes du système

correspondant à des valeurs infiniment voisines du paramètre
variable sont dites elles-mêmes infiniment voisines.

(b) Les points communs à deux courbes du système, infiniment

voisines, sont définis par l'intersection des courbes dont les équa-
tions sont

f(x,y,ï) = o,

/ÎO-.T, >0 = o.

(c) On appelle enveloppe d'un système de courbes le lieu des

points communs à chaque courbe du système avec la courbe infini-

ment voisine.

(d) L'équation de l'enveloppe d'un système donné/^,^, X) = o
s'obtient en éliminant le paramètre X entre les équations

/0,^,X) = o,

(e) En chaque point commun à l'enveloppe et à une enveloppée,
ces courbes sont tangentes.

(/) L'égalité à zéro de l'éliminant de X entre les équations

f(x,y,l)z=o,

/',(*,yA) = o

étant la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation

ZO,7, X) = o
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dans laquelle on considère X comme variable, ait une racine double,
on pourra écrire immédiatement l'équation de l'enveloppe du système
chaque fois qu'on connaîtra cette condition.

Exemple : Soit une équation de courbes

f(x,y, X) = XX* +- ZX +- \ = o,

X, Y, Z étant fonctions de x et de y.

4XY — Z2 = o

est l'équation de l'enveloppe; c'est une conique, si les fonctions

X, Y, Z sont linéaires.

Exemple : Soit une autre équation de courbes

f(x,y, X) = X3 + XX + Y = o.

L'équation de l'enveloppe est

4X3 + 27 Y2 _. 0i

{g) Si l'équation d'un système de courbes renferme deux para-

mètres X, p., liés par une relation

<?(X, {x) = o,

on obtiendra l'équation de l'enveloppe en éliminant X, p. entre les

trois équations

f(a>,y, X, jx) = o,

cp(X, (*) = 0,

f\ _ fy.

Remarque. — Chaque fois qu'une droite se déplace en roulait

sur une conique, il existe une relation du second degré entre les

coefficients de son équation, ainsi que nous l'avons démontré au

Ghap. V(§ II).

Cette relation ou équation tangentielle nous renseignera donc,

à sa seule inspection, sur certains caractères de la conique enveloppée.

A la rigueur, nous pourrions nous contenter de cette indication qui

abrège le problème de moitié et permet de démontrer toutes les

propriétés du lieu sans avoir recours à l'équation cartésienne.

Mais, dans ce qui va suivre, nous compléterons dans chaque
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exemple de ce genre les indications fournies par l'équation tangen-

tielle, pour la recherche de l'équation cartésienne, basée sur la

théorie des enveloppes.

1. Enveloppe des droites telles que le produit de leurs

distances à deux points fixes ait une valeur constante.

Prenons comme axes de coordonnées la droite FF' des

points fixes et la perpendiculaire à cette droite en son milieu.

Soit

OF^OF=c,
(i) ux — vy — i — o

l'équation de la droite mobile.

La distance du point F à cette droite est

/ \
ck + i ,

(2) 1
—d.

(M 2 -M'2
)
2

Celle du point F' à la même droite est

. „ — eu -+- 1 _
(3; I

— d '

{u*-,-v*y-

On a, par hvpothèse,

(4) ditfrrp»;

donc u, v doivent satisfaire à l'équation

(5)
}-*"* = *,K

' u 1 -+- v*
F '

ou

7>
J (a5 H- t

,!
) -+-<?af— i = o;

c'est-à-dire

(6) (/>* — c^u'-r-p'-V*— 1=0,

équation tangentielle d'une conique ayant son centre à l'ori-

gine.
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Nous obtiendrons l'équation de l'enveloppe de la droite ( i )

en éliminant u, v, u'v entre les équations

(i) ux -+- vy -+ 1 = o,

(6) (/>
2 + c 2 )m 2 + /?

,V — i— o,

(7) u'v.x+y = o,

(8) (/>* + c-) u.u'y-T-

p

î v = o.

On obtient ainsi

(9) pV+^+ c^j^o,

droites imaginaires issues de O, et

x* y
(10) — - + '—— 1 = 0,

/?
2 -h c 2

p
2

ellipse ayant F et F7 comme foyers.

Les droites (9) sont les asymptotes de l'ellipse; ces droites

ont un seul point réel : le centre de l'ellipse. L'origine est

donc un point du lieu isolé, parce que les asymptotes de l'el-

lipse ne font pas partie de la série continue des tangentes.

2. Enveloppe de la corde d'une conique vue du foyer
de cette conique sous un angle droit.

Rapportons la conique à son foyer et à l'axe correspon-

dant; si

(1) x — a = o

est l'équation de la directrice, celle de la conique est

(2) .a;
2 4-j 2 — t

% {x — a)"? — o,

c'est-à-dire

(3) ;r 2 (i — e
2

) -H y- -f- 2 s
2 ax — e

2 a s =:o.

Soit

(4) ux-h vy + 1 =0
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l'équation d'une corde quelconque; celle du faisceau des

droites joignant l'origine aux points de rencontre de la

conique et de cette droite est

v 5) x-(i —

e

2
) H- y- — 2

s

2 ax
(
ux -+- py) — t^a-iux -h vy)-= o,

(6) (i — t- — iz-au — z-a-u-)x i — . . . -h y*(i — t'a*?*) = o.

Ces droites seront rectangulaires, si l'on a entre les coeffi-

cients de leur équation la relation

[i — e
5
(i -+- ««)-] ~ i — z^a-v'^i o,

c'est-à-dire si la droite ux +- vy -f- i = o est mobile suivant

la loi

(7) z'a-(u--^- v°) -t- 2t°au — 2 — e
2= o,

équation tangentielle d'une conique avant un fover à l'ori-

gine, son centre sur Ox, etc.

L'équation cartésienne s'obtiendra en éliminant u, v, u

entre les équations

(4) ux -+- vy -f- 1 = o.

(7) EV(« !+C!
) + 2£ ; fl«-f s

!-2=o,

(8) v£9%x-\-y— o,

(9) a(M.«; + ^) + «; — o.

On conclut

a/ . m— aa: . t> -1- y = o,

.r.M H-/.0 H-i = 0,

w _ r 1

— aj? —^ a;/ — ay ay i
-f- aa;*

On a donc, en portant dans '7),

%
%a*&cue+y*)*+y*(x— ay] — 2&ta i (ax-hy'-)(x* -h y*)

R. — £"x. rfe Géom. anal., I. i5
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c'est-à-dire

e
2a 2

(

y

2 -+- a2
)
— 2t°-a*(ax 4-/ 2

)
— (2 — s

2
) a-(x2 -+- y-) = o.

La seconde équation peut s'écrire

— 2J
2 — (2 — S

2
)

O.
2— 2'=} .aX -+- £

2a 2= O,

c'est-à-dire

— 2(^2 +j 2 )4-£ 2 (> — af — o
ou enfin

x--\- y- (x — a)- — o.

La conique-enveloppe a donc, outre les propriétés recon-

nues sur l'équation tangentielle, même directrice que la

conique donnée.

Quant aux droites isotropes, elles sont des cordes à la

conique, perpendiculaires sur elles-mêmes au point de vue

analytique; l'origine, leur seul point réel, fait partie de l'en-

veloppe.

Il est d'ailleurs à remarquer que, si l'on assujettit l'angle

sous lequel on voit la corde à conserver une valeur constante,

cette corde roule sur une courbe du quatrième ordre; cette

courbe se décompose en deux : les droites isotropes et une

conique réelle quand l'angle constant devient droit.

3. Une conique et une droite fixes étant données, on

projette chaque point de la droite sur la polaire de ce

point : enveloppe de la projetante.

Rapportons la conique à la normale et la tangente à l'un de

ses sommets, on a pour équation

(1) y- — ipx — qx^ = o.

La polaire du point a, (3 étant

(2) a/; -h s/; + yy:
— o,
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la projetante du pôle sur cette droite est

(3) (j_S)/;-(^-a)/? =o.

On a de plus entre a, 3 la relation

(4) Aa-rBS + C=:0,

qui exprime que ce point se trouve sur la droite donnée.

On obtiendra l'enveloppe de la droite (3) en élimi-

nant a, (3, £„ entre les équations

(3) (7 -S)/a -U-a)/3 = 0,

(4) Aa-*-Bâ-f-C = o,

et leurs dérivées par rapport à a

(5) [(7-?)/a-(^-a)/p]i= o,

(6) A-+-B£;= o.

Ces équations développées s'écrivent successivement, après

simplification,

(3) <ip(q + i) — qyx-t-(p — a;)p—pjr= o,

(4) AxH-B3^C = o,

(5) «pi (q -§-i) H- {g -h i) p— qy -h (j>— a?) pi =o,

(6) A-t-Bs; = o.

Éliminant (& entre les deux dernières, il vient

(7) A[x— p — (<7-t-i)x] — B[qy— p{q + i)]=o,

c'est-à-dire

(8) A(?4-i)a-B(7 + i)p-[A(a;-/>)-B^] = o.

Des équations (4) et (8) rendues homogènes, on tire les

valeurs proportionnelles de a, (3 et de y variable d'homogénéité;
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on les substitue dans l'équation (3), également rendue homo-

gène,

B{[A{x-p)-Bqy]-C(q + i)\

- P

Aj [A(a;-/>)- 13?/] + C(? -w) )
— 2AB(?4-i)

On a donc

tAB(q + i)\[A(x-p)-Bqy\*-C*(q + i)*}

j

(9)1
+2AB2 (? + I)3'7{[A(^-

J
p)-By7]-C(^-M)| f .

-iA*B(q+iXx-p)\[A(x-p)-Bqy]+C{q+i)\

\
-+-4A2B2(^r+i)2

/>7 )

c'est-à-dire, en supprimant le facteur AB(q -\- i)'

[k(x-p)-Bqy]*-&(q+i)*
j^^qy{[k(x-p)-Bqy]-C{q + i)]

- %k{x-p){{k(*-p)-Bqy}+ G{q + i)\

-+- 4 ABd( a -4- i )v

(10)

4AB/?(gr-+-i).y
]

ou

l[k(x-p)-Bqy]^î[k{x-p)-Bqy][Bqy-A(x-p)]\
(u)

J

— 2G(^ + i)[Bgrx+ A(a; —/>)] + 4ABjo(5r -H i)7 j=o;

enfin

(12) [A(«— /?) — B?v — C(?-t-i)] 2

-4A(y+ i)[B/y-G(*-/>)]= o.

L'enveloppe de la projetante du point mobile est donc une

parabole.

4. Enveloppe d'un segment de longueur fixe mobile

dans un angle droit.

Prenons comme axes de coordonnées les côtés de l'angle

droit; soit id la longueur du segment.
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L'équation de la droite mobile peut s'écrire

x y
(i) —: ^-—j- I=r °'

2acoss 2asino

ou

(2) x sino -+- /coscp — 2rfsinç. coso = o.

On obtiendra l'équation de l'enveloppe en éliminant le

paramètre z entre les équations

(2) x sino -f- r coso — 'îc/sinocoso = o,

(3) a; coso — y sin-., — 2</(cos î s — sin2
cp) = o,

(4) cos 2 o — sin 2 o — 1 = 0.

On a

-: 2«=0,
coso sinç,

.rrsino KCOSa

on conclut

donc

cos^ sin'o

cos'o sin 3o

= 0;

x y

cos'o sin ! o 1

T 5

enGn

x3 v* x3 -hy3

\x3 -^-r 3
)

i
\ x 3 -+-V 3 '

2

,
•2 t + y t = 2d '>

x 3

X 3 -+-J3 = (2i/) 3
,

équation de l'épicycloïde engendré par un point d'un cercle

roulant dans un cercle de rayon quadruple.
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Remarque. — L'équation (3) peut s'écrire

coscp(,07 — 2û?cos<p) — sin(p(j — adsintf) = o;

elle montre que le point du segment appartenant à l'enve-

loppe est situé sur la perpendiculaire au segment menée par

le sommet opposé à l'origine du rectangle dont le segment

est la diagonale.

Cette propriété est une conséquence de la théorie du

centre instantané de rotation.

S. L'équation de la trajectoire d'un mobile pesant lancé

avec la vitesse initiale v sous l'angle a est

(i)

trouver l'enveloppe de ces paraboles lorsque l'angle oc

varie, la vitesse initiale restant fixe.

L'équation donnée peut s'écrire

T CC I CC

(
2

) -g ,TF
tan§2a — ^tanga+7+ -g—— -

2 V n ^ V
C\

le paramètre variable est tanga; l'équation de l'enveloppe

s'écrit immédiatement

(3) f~^~2 g
vJ'

C'est une parabole ; on lui donne le nom de courbe de sûreté;

les points situés en dehors de cette courbe ne peuvent être

atteints par les projectiles, lancés du point O avec la vitesse

initiale v
,
quel que soit l'angle a.

Le lieu des sommets des paraboles (i) obtenu en élimi-
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nant le paramètre a entre les équations

est

x— — sin 7
a,

y =z — sin2a,
2£-

/ i
2(

'o"

o

C'est une ellipse ayant pour petit axe l'ordonnée du sommet

de la parabole de sûreté. Le grand axe est double du petit.

Cette ellipse sépare les points situés dans la parabole de

sûreté en deux catégories :

i° Les points à l'intérieur de l'ellipse peuvent être atteints

pendant l'ascension du projectile lancé sous deux angles dif-

férents;

2° Les points à l'extérieur de l'ellipse, mais à l'intérieur

de la parabole, ne peuvent être atteints que pendant la chute.

Exercices proposés.

Résoudre les questions suivantes relatives aux enveloppes:

\° Admission à l'Ecole Normale en 1892. § 5 (t. II, p. 83*).

2 Concours général, Paris, en 1893, §§ 3 et 4 (t. II, p. 97*) :
— 1894

;t. II, p. 98*).
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CHAPITRE XI.

POLE. POLAIRE.

Rappel de résultats.

(a) On appelle polaire d'un point P par rapport à une conique

le lieu du conjugué harmonique de ce point par rapport au segment

déterminé par la conique sur une sécante quelconque passant en P.

P s'appelle le pôle.

(b) Soient a, [3, y les coordonnées homogènes du pôle P, ¥(x,y) =o
l'équation d'une conique; la polaire du point P a pour équation

aF;+(3F; + T F: = o.

F^., F'y, F'z désignaal les demi-dérivées de la fonction F, rendue

homogène.

(c) Dans le cas seulement où F est une fonction du second degré

on peut écrire identiquement

aF^.-4-pF;-f-Y F^ =^f:+7 f; + zf;.

Cette propriété algébrique est la base de toutes les propriétés

réciproques du pôle et de la polaire.

(d) La polaire d'un point ne passe pas en général au centre de la

conique; elle y passe dans deux cas particuliers :

i° Lorsque la conique est un système de droites;

2° Lorsque le pôle est rejeté à l'infini : la polaire devient alors le

diamètre conjugué de la direction dans laquelle le point est trans-

porté à l'infini.

(e) Quand le pôle vient sur la courbe, la polaire devient la tan-

gente en ce point.

(/) Toute droite du plan

A.x -+- By -r- G = o
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a, par rapport à la conique dont l'équation est F(x,y) = o, un pôle

dont les coordonnées homogènes sont fournies par

f; F' F'

X =
~F
=

"c
'

{g) Si la droite est mobile, ou la conique variable, on obtient

l'équation du lieu du pôle mobile en éliminant le paramètre variable

entre les deux équations précédentes.

I. — Polaires.

1. Etant données une ellipse et une droite fixes situées

dans le même plan, la droite ne rencontrantpas l'ellipse,

on suppose qu'on prenne sur cette droite divers systèmes

de points conjugués A, A', tels que la polaire du point A
passe en A' : \° démontrer qu'il existe dans le plan de la

courbe deux points fixes tels que, de chacun d'eux, on

voie le segment sous un angle droit; 2 déterminer le

lieu géométrique de ces points quand la droite se déplace

parallèlement à elle-même

.

(a) Prenons {fig. 43) comme axes de coordonnées le

Pie. 43.

me de diamètres conjugués de l'ellipse, dont l'un est

parallèle à la droite donnée.
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L'équation de cette droite est alors

(i) x — X = o,

celle de l'ellipse

(
2 ) "i + 'fc

— I = °-

Soit A (X, (3) l'extrémité d'un des segments; la polaire de ce

point a pour équation

(3) — +t4- — i = o.
a 2 b-

Le point A', autre extrémité du segment, a pour coor-

données
x — X,

On a donc entre les longueurs CA = (3, CA' = $ la rela-

tion
/ X 2 \

le segment AA' se déplace en involution sur la droite fixe ; il

existe deux points M, M' situés sur la perpendiculaire à cette

droite en C, de part et d'autre de cette droite et à une

distance

-(<-K);
a- J

CM"

qui sont les sommets d'angles droits dont les côtés passent

par les extrémités telles que A et A' en tournant autour de

M et M'.

(b) Posons
b ,-

d= - Ja1 — X 2
:

a v

cette quantité est toujours réelle d'après l'énoncé. Soit 6

l'angle des axes.
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Les coordonnées du point M sont

XsinO- \ - — /.-

d _ aj

— d — b \ a -

Y— —«^ toitaugq atangt)

L'équation du lieu du point M s'obtiendra en éliminar.t X

entre les équations (4); en les rendant rationnelles, on fait

disparaître les signes mis en évidence ; le lieu obtenu est le

lieu commun des points M et M'

(5) y'-a-tang'-f) — b-{a- — X') = o,

(6) a'(x — X)8 sin*ô — 6*(a2 — X5
)
— o.

On a ainsi

(5) &»X*-+-as (<y
a tang»Ô— **)= o,

(6) (aa sin*6 -4- b1 ))' — 2 a'x sin* 6

.

X +- a-{ x'- sin !
6 — b"-) = o.

En employant l'éliminant

AC - CA
)

2— (AB'- BA')(BC- CB') =o,

qui devient ici

(AC'-CA') i -hACB' î =o,

on obtient l'équation cherchée

(7) [^(or'sinîô — b-) — (j'tang'Ô — 6»)(a"sin*9 + /

-h ^a*b*{y* tang2
6 — b*)x* sin*8 = o,

lieu du quatrième degré symétrique obliquement par rapport

aux deux axes de coordonnées, etc.

Solution géométrique. — A chaque point A de la droite

fixe correspond une position unique de la polaire de ce point

qui donne dès lors un point A' unique; réciproquement, si
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l'on prend A' arbitrairement, il existe par le point A une posi-

tion unique ; les points A et A' se correspondent homogra-
phiquement, le déplacement du segment AA' est homogra-
phique.

De plus, la polaire de A définit un point A' dont la polaire

passe en A; la relation liomographique est symétrique, elle

est involutive.

Dès lors, le déplacement du segment peut être obtenu par

celui des intersections de la droite fixe avec les côtés d'un

angle droit tournant autour d'un point fixe de deux manières

différentes.

Le problème sera entièrement résolu, si l'on détermine

géométriquement le centre et la puissance de Pinvolution.

Le point conjugué du centre est rejeté à l'infini; or la

polaire du point à l'infini sur la droite est le diamètre con-

jugué de sa direction; le point C, rencontre de la droite fixe

avec le diamètre conjugué de sa direction par rapport à

l'ellipse fixe, est donc le centre de l'involution.

La puissance est le carré de la portion de droite perpen-

diculaire à GZ menée par G et limitée à la circonférence

décrite sur un segment AA' comme diamètre.

2. On donne une conique fixe G et une droite D; on

projette chaque point M de D sur la polaire de ce point

par rapport à la conique C : on demande le lieu de cette

projection.

Rapportons la conique C à un axe et à la tangente à un

sommet; on a pour équation

(i) y % — ipx — qx- = o.

La polaire d'un point M (a, (3) de la droite D,

(2) Aa? + Bj-t-C = o,
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a pour équation

*(p + ç*) — fcr
-+- Px — °>

qu'on peut écrire

(3) {%q-+-p)x— pv -+- xp = o.

L'équation de la projetante du point M sur la droite (3) est

(4) p(x— a)-H*7-^/>)(j — É) = o.

On obtiendra donc l'équation du lieu étudié en éliminant

les paramètres a, £ entre les équations

(3) x(p-\-qx)— py-i-px= o
t

(4) p(*-«)+ (a?+/>)(/-p)= o,

(5) Ai + BS + C = o.

De la première et de la troisième on tire les valeurs pro-

portionnelles de a, 3, y, variables d'homogénéité , et l'on

substitue dans la deuxième rendue homogène.

Il vient

B/?j? -+- G/ C(p-\-qx) — Apx — Ay — B(p -h qx)

(4) zp{i + q) — xqf — ?(x—p)— py= o;

c'est-à-dire

«P (<7 + ) — [*77 -+- P (•* — />)] Y —/y Y* = °-

En rendant le premier membre homogène, on a donc

j
7 -i)(B/?a7-4-G7)[C(/>-f-^) — Ap.r] 1

H-[Ar4-BQD-h^)](77(B^-T-G7)-(-(ar-
j
p)[(C7-A/>)a:-^G/>]| ( = o,

( -py[Ajr + B(p-*-qx)]* \
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lieu du troisième degré; on peut écrire le faisceau asymp-
to tique

— py[Ay-±-Bqx]î

c'est-à-dire

Ky -+- Bqx = o,

— (Ay -h Bqx)py -+- qy{Bpx -+- Cy) + x 9
- (Cq~ Ap) = o,

(C^-A/>)(^+^)=o.

La direction asyraptotique réelle est donnée par

Ay -+- Bqx = o;

les deux autres sont celles des droites isotropes; le lieu est

une strophoïde.

Ces résultats doivent être rapprochés de ceux que nous

avons trouvés précédemment. Dans le Chapitre des Enve-

loppes, nous avons reconnu que la projetante du point M
enveloppe une parabole; le lieu que nous étudions actuelle-

ment est donc la polaire du pôle de la droite fixe, par rapport

à la parabole-enveloppe : c'est une strophoïde.

3. Lieu du point de rencontre de la tangente à un

cercle fixe, avec la polaire du point de contact par rap-

port à un autre cercle fixe.

Prenons (fig- 44) comme axe des x la ligne des centres

des cercles fixes et plaçons l'origine au centre du second

cercle.

Soient R le rayon de ce cercle, a l'abscisse du centre du

second cercle, r son rayon.

Les équations des cercles de l'énoncé sont

(i) x*4-^— R*=o,

( 2 )
x"1 -+- y2 — 2 ax -+ a2 — r2 —

. o.
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L'équation d'une tangente quelconque au cercle (2) est

(3) (x— a) coso H-j"sinç — r = o.

Les coordonnées du point de contact de cette tangente

sont

a= a — rcoss,

p= r sin f.

L'équation de la polaire de ce point par rapport au cercle ( 1
)

est

4 (c + rcos; x — rsins.y — R! = o.

L'équation du lieu du point M s'obtiendra en éliminant

Fis.§ -M-

l'angle s entre les équations

On a

(x— a) coso — vsinçi — r — o,

rxcoso — r\ . ax — R* = o.

cos« suis

y(ax — K- — r-v — r*x — (x— a)(ax — R1
)

1

ry x — a) — rxy
y

(ax — r- — R! )* -x-[r*x + {x — a )(ax— R1 )]*- a-r'-y^—o,
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équation qu'on peut résoudre par rapport à y et écrire

[r-x -t- (x— a) (ace— R 2
)]

2

r—
a*~r- — (ax -+ r 1 — R 2

)-

II. — Lieux de pôles.

1. Lieu du pôle d'une droite roulant sur un cercle fixe

par rapport à une autre circonférence fixe.

Soit C (a, b) le centre du cercle sur lequel roule la droite

Fig. 45.

mobile {fig- 45) ;
l'équation de cette droite est

(1) (x — a) cosep + (/

—

b) sincp — R = o.

Son pôle par rapport au cercle

( 2 )
x 1

-f- y"- — r —: o

est déterminé par ses coordonnées a, (3 satisfaisant aux con-

ditions

cosep sincp a cosep -+- b sincp -h R~~ =
~~f

~~
7*(3)



CHAP. XI. — POLE. POLAIRE. 24 1

On obtiendra l'équation du lieu de ce point en éliminant

l'angle o entre les trois équations

(r- — ax) cos-f — bx sins — Rx=o,
— a S . cos z, — ( r- — b i ) sin s — R £ = o,

cos* f -i- sin e o — i = o,

ce qui donne

R x R p ( r- — a a — b'i ;

On a donc

R^a*-*-^) — (aa — 63 — r2
)
î = o,

équation d'une conique ayant un foyer à l'origine et pour

directrice correspondante la droite

ax -h bS — /- — o,

polaire du point C par rapport au cercle

xs+ j'2 — /"e = o.

L'excentricité t de cette conique est donnée par

£
"=

~R*-'

sa nature est donc variable suivant la position du point O par

rapport au cercle C.

Si le point O est à l'intérieur du cercle

a} + b'<VS,

la conique est une ellipse.

Si le point O est sur le cercle,

*»4-**— R*, i«= i
f

la conique e>l une parabole.

R. — Ex. de Géom. anal., I. 16
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Enfin, si le point O est extérieur au cercle G, la conique

est une hyperbole. Ces résultats s'obtiennent facilement par

des considérations purement géométriques.

2. On donne une droite D dont Véquation par rapport

à deux axes rectangulaires Ox, Oy est

x y
\- i = o,

p q

et Von considère les différentes coniques qui, ayant pour
axes Ox, Oy, sont normales à la droite D.

Chacune d'elles rencontre cette droite en deux points.

En ces points, on mène les tangentes à la conique.

Trouver Véquation du lieu du point de rencontre de ces

tangentes.

[École Polytechnique. 1878. (Enoncé partiel.)]

(a) L'équation générale des coniques ayant Ox, Oy comme
axes est

(1) Aa; 2 + C/-i = o.

Nous allons d'abord établir entre A, C, p, q la relation

nécessaire et suffisante pour que la conique ( 1 ) soit normale

à la droite

/ \
x

, y
(2) —\- — 1=0.

p q

Il faut pour cela que A et C soient tels qu'une normale à la

conique ( 1 ), dont le pied a pour coordonnées X, |x,

/ 3 n y — \

x x — \
(3) -ct~~ÂT = °'

coïncide avec la droite (2); on doit donc avoir

(4) AX 2 +(V-I=:0,
(5) pC[x ~h qAlr-o,

(6) (A — C)jjl — Aq = o.
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Si l'on élimine X el p entre ces équations, on obtient

(7) AC(C^ + A^)-(A-C) 2= o.

Les coniques de l'énoncé sont donc représentées par l'équa-

tion (i) accompagnée de la condition (7).

(b) Un point (a, £) du lieu cherché est le pôle de la droite

fixe D par rapport aux coniques variables de l'énoncé.

On a donc

(8. £==£=.£-,
v

1 1 — 1

p v

c'est-à-dire

(9> 10 )

Aa__C?
1 1

p v

On obtiendra donc l'équation du lieu du point (a, (3) en

éliminant A, C entre les équations (7), (9), (10). Cette éli-

mination très simple donne

(11) (q$—pxY— (p
3

0L + q
z
$) = o,

équation d'une parabole ayant pour diamètre la droite

perpendiculaire à D, et pour tangente correspondante la

droite

p z
a. -+- q

3
$ =0.

On reconnaît facilement que la parabole ( 1 1
)
passe aux

points

a = o, $ = q; p = o, a=p,

rencontres de la droite D avec les axes de coordonnées.

3. On donne une ellipse et un point P sur son grand
axe. Par le point P on mène une droite PZ quelconque
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rencontrant l'ellipse aux points A, B; on mène les tan-

gentes en A et B à l'ellipse et Von demande le lieu des

points de rencontre de la sécante PZ avec les bissec-

trices CM, CM' des tangentes CA, CB.

Soient {fig. 46)

(1)
x* y— + 7-;
a- b-

l'équation de l'ellipse;

Fig. 46-

M'

Y l'abscisse du point P;

a, (3 les coordonnées du point C;

X, \k les coefficients angulaires des tangentes issues de ce

point.

Les bissectrices de ces tangentes ont pour équation

Yy—B~\(x~ a)] 2 _ [.y— ft
— y.{x— a)]» _

X, ja satisfont à l'équation

(3) (p — ma) 2 — a 2m- — b- = o,

équation aux coefficients angulaires des tangentes à l'ellipse.,

issues du point (a, (S); c'est-à-dire

(3 bis) (a 2 — a°) m- — 2a3/?z-|-(3 2 — b- — 0.

Or l'équation (2) peut s'écrire

(/i)(X+ jx)[(^-x)^-(7-P)
2]-2(i-X

!
,)(^-a)(7-p)=ro;
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on a donc pour équation des bissectrices

(5) aS[(j? — a)*— (y— $)*] — (**-?'•— c s )(a?— »)(v — 3) = o.

Les points M, M dont on cherche le lieu sont à l'inter-

section des bissectrices (5) et de la droite

(6) _y+ £-i=«.

polaire du point C; a satisfait d'ailleurs à l'équation

(7) «Y— af= o,

exprimant que la droite (6) passe au point P.

On est conduit à éliminer x. £ entre les équations

(5)«P[(ar— a)
a-(7—£)»]_(«*—0«—<*)(«—«) (jr— £)=<>,

s-37 ^7

(y) «y — a*= o.

On conclut l'équation du lieu

— [(a 4— cV)/*—

^

v

(ï— J?) î]x y{\'X—as
)[YV

s— 62(y—x)]=^o.

Ce lieu se décompose en deux :

i° L'axe des .r, solution provenant du cas où la sécante

variable passe à l'origine : C est rejeté à l'infini; un point

quelconque de Ox fait partie du lieu;

2 Un lieu du cinquième degré, symétrique par rapport à

l'axe des x : Taxe des y est direction asymptotique simple;

l'axe des x, direction asymptotique double, etc.; ce lieu

passe aux points de contact des tangentes à l'ellipse menées

par P; il est tangent à la parallèle à Oy menée par P, etc.
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Exercices proposés.

I. — Résoudre les questions suivantes :

[° Admission à l'École Normale en i858 (t. II, p. 22*) ;
— 1861 (t. II,

p. 24*); - 1889, §2 (t. II, p. 33*); - 1894, §1 (t. II, p. 84*).

2 Admission à l'École Polytechnique en 1886 (t. II, p. 17*).

II. — Trouver les lieux de pôles définis dans les sujets de Concours

d'admission donnés :

i° A l'École Centrale en 1870, 2e session (t. II, p. 3g*); — 1884,

i
rc session, § 3 (t. II, p. 4g*).

2 A l'École Normale en 1877, § 3 (t. II, p. 28*).

3o A l'École Polytechnique en i863 (t. II, p. 7*); — 1867 (t. II,

P- 9*); — 1878 (t. II, p. i3*}.
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CHAPITRE XII.

FOYERS.

Rappel de résultats.

Définition. — Les foyers, dans les courbes du second ordre,

sont des points tels que la distance d'un point quelconque de la

courbe à l'un d'eux est une fonction rationnelle et linéaire des

coordonnées du point.

La droite dont on obtient l'équation en égalant à zéro cette

fonction linéaire et rationnelle s'appelle la directrice correspondant

au foyer considéré. Elle est la polaire de ce point par rapport à la

conique.

En étudiant la forme de l'équation focale des coniques, on recon-

naît que cette équation est analogue à celle des coniques bitan-

gentes à un cercle à ses rencontres avec une droite de son plan.

Le cercle a son centre au foyer et un rayon nul; la droite des

contacts est la directrice. On voit ainsi que du foyer partent à la

conique deux tangente^ imaginaires dont les coefficients angulaires

sont -+- i et — i.

En partant de cette remarque, Pliïcker a donné dans le Journal

de Crelle la définition suivante des foyers : ce sont les points par

lesquels on peut mener à la conique des tangentes isotropes. Cette

forme de la définition est souvent employée avec avantage dans les

applications. On l'étend aux courbes de degré quelconque.

(a) Un foyer ayant pour coordonnées a, p, on peut mettre

l'équation de la conique sous la forme

(x — a)1 H- (y — (3)
2 — e2 (:r ceso -f-y sino — />)* = o;

a?coso -H^sino

—

p = o est l'équation de la directrice correspon-

dant au foyer mis en évidence,

appelle Mexcentricité;

Si z > i, la conique est une hyperbob ;



248 I
re PARTIE. — GÉOMÉTRIE A DEUX DIMENSIONS.

Si s < i, la conique est une ellipse;

Si e = i, la conique est une parabole.

(b) Soit /(m, p) = o l'équation tangentielle d'une conique; ses

foyers sont à l'intersection des hyperboles équilatères, concentriques

à la conique

/(a2 -!- P
2 )— id% -+- zefi-h a — c = o,

résultat obtenu au Chap. V (§ II).

(c) Si <p (x, y) = o est l'équation cartésienne d'une conique, ses

foyers sont à l'intersection des coniques

4Bcp(a, p) — <p;<pj =o,

4(A-C)<?(a, P)- ?;
2 + ?;

2 =o;

?o» ?a sont ^ es dérivées partielles de la fonction cp. La seconde équa-

tion peut s'écrire, en tenant compte de la première,

B (<?'?-<?'?)+ (G -A)0^ = 0,

ce qui montre que les foyers sont sur les axes.

(d) On obtient l'équation du lieu des foyers de coniques dont

l'équation renferme un paramètre variable, en éliminant ce para-

mètre entre l'équation du système des axes

B(?'a
2 -?'

B
2

) + (G-A) ?;.cp; = o,

et celle de la conique

4B<p(«,p)-<p^ = cr.

(e) Si l'équation des axes peut se décomposer en un produit de

facteurs linéaires dont les coefficients soient des fonctions rationnelles

du paramètre variable, on pourra décomposer d'une manière corres-

pondante le lieu des foyers.

(/) Si l'on a formé l'équation tangentielle des coniques que l'on

étudie, on pourra trouver l'équation du lieu des foyers en éliminant

le paramètre variable entre les équations (b).

{g) On peut encore opérer ainsi dans la recherche des lieux de

foyers :

On écrit l'équation générale des coniques du plan en mettant un

foyer en évidence,

(x — a)2 -\-{y — P)
2 — (lx-\- fx.7-1- v) 2 = o,
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et l'on exprime que les coefficients )>, u., v satisfont aux conditions

imposées. En éliminant ces paramètres entre les quatre équations

ainsi formées, on obtient la relation qui doit exister entre a, 3, pour

que ce point soit foyer d'une des coniques du système; c'est l'équa-

tion du lieu des foyers.

(FotrEx. 8.)

1. Lieu des foyers des hyperboles équilalères circon-

scrites à un rectangle variable dont un sommet se meut

en ligne droite et dont les côtés opposés à ce sommet con-

servent une position fixe.

Prenons [fig. 4y) comme axes de coordonnées les côtés

Fi: 47-

fixes du rectangle. Soient AB la droite-lieu du sommet mo-

bile, M (a, (î) une position de ce point.

Les hyperboles équilatères doivent passer aux quatre points

O, P, M, R, intersection des coniques

(1) j(7-2) = o
? [OP, RM]

(2) x(x — «)=o; [OR, MP]

leur équation est de la forme

(3) x(x — a)-h\y{y — p)=o,

avec la condition

1 -4- X — o.
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Elle est donc finalement

(4) x* —fl — cca?4-S/ = o,

a, (3 étant liés par l'équation de condition

(5) fL+|_ I==0 .

a b

Les axes de ces coniques peuvent être séparés ; ils ont

pour équations

(6) 2.a?--a = o,

(7) 27 — ^ = o.

On obtiendra le lieu des foyers situés sur la première de

ces droites en éliminant a, (3 entre les équations

(5)

(6)

a b

ix — a =. o,

(8) $(x- —y" — a^ + Sj) — (2^ — a) 5 -r-(2/ — [3)
2 = o.

On a ainsi

a = 2.r,

U2 — y
2 — 2^ + i(i- ~^~

) «^

4-[2 .r -è(,-^

(9)

c'est-à-dire

OU

(10) (2 — — \X- +2 -aj+^ + .-a? — &/ — j= 0.
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La nature de la conique représentée par cette équation

est variable avec la position de la droite AB ; c'est une

parabole si

8 = (a-H b){a— b) = o,

c'est-à-dire si AB est parallèle à l'une des bissectrices, etc.

Le lieu des seconds loyers s'obtient de la même façon.

2. Lieu des rencontres des axes des paraboles ayant

un sommet donné et passant par un point donné avec le

cercle passant au foyer et ayant son centre au sommet de

la parabole.

Plaçons l'origine au sommet donné et prenons comme axe

des x la droite joignant ce sommet au point fixe donné.

L'équation générale des paraboles ayant un sommet à

l'origine est

(i) (y — X^)--ha(^4-Xj) = o.

Ces coniques passent au point donné j' = o, x = a si l'on a

(2) À ! a!
-}-;jifl = o;

on conclut

a = — X2 a,

et l'équation des paraboles de l'énoncé est

(3) {y — Ixf — r-a(x-hly) = o.

L'axe de l'une de ces coniques a pour équation

(4) y — kx — o.

Le cercle de l'énoncé a pour rayon le demi-paramètre de

la courbe, et son centre est au point O. Pour obtenir le para-

mètre, il suffit d'écrire l'équation de la parabole en mettant

les distances en évidence

, K . (r — X.r) 2 X 2 a (x + H)
(5) -j^j-, j ^= 0.

(i-hr-y- (i-hX«)«
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On a

(6) v =—*-£_..
(H-X«)«

Le cercle a donc pour équation

<7) " + -r -
.K, + >-)

= -

L'équation du lieu obtenu en éliminant X entre les équa-

tions (4) et (7) est finalement

(8) l6(3?2 + J 2 )-072 — tf
2J*=r:0;

elle se décompose en deux

(9) [i x(x--hy-) — ay"- = o,

(10) 4^(^ 2 +J2
) + «/2 =0.

3. //f'ew des foyers des coniques inscrites dans un paral-

lélogramme.

Prenons comme axes de coordonnées les diagonales du

parallélogramme; soient a, b leurs demi-longueurs.

Ces diagonales forment avec la droite de l'infini un triangle

polaire conjugué par rapport à toutes les coniques du

système.

L'équation de celles-ci est donc de la forme

CC^ V 2

(1) — + ^-1=0;
A [j.

la conique représentée par cette équation sera tangente au

côté

/ %
x y
a b

du parallélogramme, si le faisceau des droites, joignant l'ori-

gine aux points communs de (1) et de (2), a un rayon

double.
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L'équation de ce faisceau est

x*- r- (jc y\*

on doit donc avoir

X a
(« ^^P- 1 = °'

Cette équation de condition est indépendante des signes de

a et b dans l'équation (2); il suffit donc d'exprimer le con-

tact avec l'un des côtés du parallélogramme, pour que cette

condition réalisée entraîne le contact des trois autres côtés.

L'équation des coniques du système est donc

avec la condition

i\bis) ^+£-,= 0.

L'équation tangenlielle des coniques (S bis) est

(5) lu- -+- at 2 — 1-0.

Si nous formons l'équation homogène entro //. p qui donne

les coefficients angulaires des tangentes de la forme

(6) BdJ+ ty+I=0,

menées par le point (a, p), nous trouvons

(-) Xa5 -rat>s — (aa-Hi>p)4 = o,

ou

>IS )
(X — i})u*- — 2aSw + (a- p«)«;s =o;

cette équation se réduira à

(8) »' — 2a^cosG -+- v* —o,

si le point (aJ(J) est foyer de la conique (5); donc on doit
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avoir

(9) Izi*= jL = !±z±.vy '
i cosô i

On obtiendra l'équation du lieu cherché en éliminant ),, [x

entre les équations (9) et l'équation (4). Il vient

. <x(acos6 + P)
À '

y

cos9

_ ^(PcosS + a)
.

cosû '

donc

. , a(<xcosO -h- 8) B(6cosÔ4-a)
(10) — - L_ + JL_r i_ C0SQ— 0-

a- b-

Ce lieu est une conique.

4. Zz'eM âfes projections du foyer de la parabole sur ses

normales.

Soit

(1) y- — ipx =. o

l'équation de la parabole; (a, (3) étant un point de la courbe,

on a

(2) P
2 — 2/?a=rO,

et la normale en ce point a pour équation

(3) $x+py — ${p+z) = o.

La projetante du foyer ( -, o
j

est

o2

(4) />* - P/ — 7 = °-

L'équation du lieu étudié s'obtiendra en éliminant a, (3

entre les équations (2), (3) et (4).
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On oblient facilement

,(.-£)
*~ J

'

_2(j. : — v- — SpX-i-fP
a — ' •

ix —p
Une substitution donne dans (2)

5) p(x—°\ — j2[2(a?2 -h r 2
;
— Spx-hp-' =0.

Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes et pla-

çons l'origine au foyer; il vient comme nouvelle équation

(6) (3*+ y*)(y*— £œ\=o.

Le lieu se décompose donc en deux parties : les droites iso-

tropes et une parabole.

Il est facile de se rendre compte de la présence des

droites isotropes dans ce lieu géométrique : du fover partent

à la parabole deux normales isotropes (résultat déjà obtenu

pour l'ellipse et qu'on vérifie facilement au moyen de l'équa-

tion aux coefficients angulaires des normales issues du lover)
;

les projetantes du foyer sont ces droites elles-mêmes; tous

leurs points font partie du lieu.

5. Lieu des foyers des paraboles tangentes à une droite

donnée en un point fixeK et à une seconde droite donnée
en un point variable B.

Soient OA, OB les droites données; prenons OA comme
axe des x, et comme axe des y la perpendiculaire à cette

droite menée par le point O.

I. l'quation générale des paraboles du plan est

(l (7 — XiC) ! -h 2|XX-h 2VJ-I-G =0.
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Elles sont tangentes à Ox au point A, si l'équation aux

abscisses des points de rencontre de cette droite avec Ox a

ses racines égales à a.

Cette équation est

(2) A'x 2 H- 2tji.2? -+- 6 r= o;

on a donc

(3) Tr= a
'

33
= 0».

L'équation (1) devient

(4) {y — \x)~ — i\-ax -+- 2v>- -+- X-a2 =
Soit

(5) j — mx — o

l'équation de la droite OB, elle doit être tangente à la para-

bole ; l'équation

(6) x-(m — X) 5 — 2(X 2 a — vm)x -+- \ 2 a- =r o

doit donc avoir ses racines égales ; c'est-à-dire qu'on a

(7) (l!fl-vm) ! — \-a l (m — X)'- = o.

Celte condition se décompose en

(8) X'
2 a — vm -\-\a(m — X)= o,

(g) X 2 a — -un — \a(m — X) = o;

c'est-à-dire

(8 bis) m{\a — v)= o,

(9 bis) i\
a
-a — m()>a + v) = o.

(a) La condition (8) donne v = X# ou, en portant dans

l'équation (4),

(10) (/ — \x)- — 2l'î ax -f- zlay -+- X 2 a 2 = o;
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c'est-à-dire

(10 bis) (y— X^) 2 + 2 (y— Xd?)Xa-+-X*a*= o,

ou enfin

(n) [y — l(x — a)Y = o,

parabole singulière formée d'une double droite passant en A.

(6) La condition (g) donne

2~k~a , . ( i\ \
v = Àfl = Àa i •

ni \ m J

L'équation des par3l>oles devient donc

/ 2~k
*

(12) (y — lx)-— i"t"ax -+ i\a ( —- — i \y + \-a-—. o.

On peut l'écrire, en divisant par a2 et appelant p, le nou-

veau paramètre,

/ 2 \
(i3) (py — x)'- — lax 4- la I ul

|
y + ar — o.

L'application de la méthode déjà employée donne pour

équation du lieu des foyers

(14) x--T- y*— ax H y = o-m J

Ce lieu est donc une circonférence passant en A et tan-

gente en O à la droite OB.

Solution géométrique. — Soit (Jig. 48) F le foyer d'une

des paraboles considérées; je dis que l'angle OFA est le

supplément de l'angle BOA, et que dès lors le lieu des

foyers des paraboles est le cercle décrit sur OA comme corde

et capable de l'angle constant OFA.
En effet, prenons les symétriques de F par rapport aux

tangentes OA, OB; les points G, H ainsi obtenus appartien-

nent à la directrice PQ correspondant au foyer F.

Les angles OGA, OFA sont égaux, ainsi que les angles

R. — Ex. de Géom. anal., I. 17
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OFB, OHB. Or le triangle GOH est isoscèle par construc-

tion ; donc les angles OGA et OHB, formés chacun d'un angle

droit augmenté des angles égaux HGO, GHO, sont égaux; il

Fig. 48.

en est de même des angles OFA, OFB et de leur demi-

somme GFH, supplément de BOA.

6. On donne deux droites rectangulaires AB, CD et

Von considère les hyperboles ayant la droite AB pour
asymptote et tangentes à la droite CD au pointfixe P.

On demande le lieu desfoyers de ces hyperboles.

[École Normale, 1867. (Énoncé partiel.)]

La solution analytique de cette question se ferait en appli-

quant la méthode employée dans les exemples qui précèdent.

Nous donnerons la solution géométrique suivante :

Soient (fig. 49) F le foyer d'une des coniques remplissant
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les conditions de l'énoncé; O le point de rencontre des

droites AB, CD. Si l'on joint OF, PF et qu'on mène la

parallèle FE à Fasjmptote AB, les angles EFO, OFP sont

égaux.

Je dis que les segments OB, BF sont égaux; en effet:

l'angle en F du triangle BFO a pour valeur EFO — EFB:
l'angle en O du même triangle a pour valeur OFP — OBF :

Fig- 49-

E.

F>

C y
A

les termes de ces différences sont égaux chacun à chacun; le

triangle OBF est isoscèle : la proposition est démontrée.

Le lieu du point F est donc une strophoïde droite avant

le point P et la droite AB comme éléments de définition.

7. Coniques ayant un foyer commun.

En prenant ce foyer comme origine, leur équation peut
s'écrire

(i) xi -^y-— £
î
( 1rcos<p-+-jsincp — d)-= o,

et, si l'on pose

D=: .rcos? -r-ysin^, — ci,
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D = o est l'équation de la directrice correspondant au foyer

fixe
; ç, d, e sont les paramètres variables.

Quand l'équation d'une conique est écrite sous la forme ( 2 )

il est souvent utile d'employer une forme particulière, que

nous allons donner, pour l'équation de la tangente.

Les coordonnées d'un point M quelconque de la conique (2)

peuvent s'écrire

(3) ,r = £Dcosa,

(4) j' = sDsina,

a étant l'angle du rayon vecteur focal OM avec l'axe des x.

En substituant ces valeurs dans l'équation

x/; +y/; + z/:=o

de la tangente au point (x,y, z), il vient

(5) .rcosa -+- y sina — sD=o.

Nous citerons, comme exemple de l'application immédiate

de cette forme d'équation, la question suivante :

Lieu des points d'où Von peut mener à une conique des

tangentes telles que la corde des contacts soit vue du

foyer sous un angle donné 2 G.

Les équations du problème sont les suivantes :

(6) x cosa -+- ys'mz — sD = o,

(7) a; cos (5 -\- y sin^ — eD =0,

(8) p — 01 = 28.

On conclut

. eD cc + jB

(q) x= cos -jKV/ cosO 2

. . eD . a+P
(10 r= .-sin ,v J cos

9

2
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puis

Le lieu est donc une conique avant même foyer et même

directrice que la conique (i); son excentricité est e = —— •

Autre application. — On donne deux coniques ayant un

foyer commun ; un angle de grandeur constante, ayant

son sommet au foyer, pivote autour de ce point. Lieu des

rencontres des tangentes aux coniques menées par les

points où elles sont rencontrées par les côtés de Vangle

mobile.

8. Le lieu des foyers des paraboles normales à une

droite et qui la coupent en deux points fixes est une

cissoide.

(Menti*

Prenons comme axe des x la droite donnée et pour axe

àesy la perpendiculaire à cette droite menée par celui des

deux points fixes où la parabole est normale à cette droite.

Soit (a, £) un point quelconque du plan; l'équation géné-

rale des coniques ayant ce point comme foyer est

(i) {x -<iy + (y-py--(\x + *y+ vy- = o.

Les coniques représentées par cette équation satisferont à

l'énoncé si l'on a, entre les coefficients X, p, v, les relations

suivantes :

(a) La conique est une parabole: s = o :

(2) X'-t-a* — 1 = 0.

(b) Elle passe à l'origine :

(3) a'H-p1 — v* = o.
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(c) Elle est normale à l'axe des x :

(4) (3-hav=o.

(d) Elle passe au deuxième point donné sur Ox.

Soient a, o ses coordonnées, on doit avoir

(5) (a-a) 2 + |5

2 -(Xa+v) 2 = o,

c'est-à-dire, en tenant compte de la condition (3),

(6) oc
2 (i — X ?

) — 2a(a + Xv)==o.

Nous obtiendrons l'équation du lieu des foyers en éliminant

les paramètres X, [a, v entre les équations (2), (3), (4) et(6);

on obtient facilement des trois premières

(7) *:=<*+ ?,

C«) ^=^
(9) * 2 =;

-^ 2

Portant ces valeurs dans l'équation (6), il vient comme
équation du lieu,

(10) a(ar+p»)- ^ 2 = o,

forme sous laquelle on reconnaît une cissoïde ; le diamètre

du cercle générateur est -j\ * asymptote a pour équation x = y

Solution géométrique. — SoitAB (Jig-. 5o) la normale aux

paraboles en A, AC sa perpendiculaire est la tangente; soit C
le point de rencontre de cette dernière droite avec la direc-

trice d'une des paraboles du faisceau.

Si par ce point C on mène une parallèle CD à AB, on
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obtient une seconde tangente à la parabole, et si D est son

point de contact, le foyer de la parabole particulière corres

pondante est sur la droite AD (polaire de C).

D'un autre côté, ce foyer est sur la perpendiculaire à AD
issue du point C (la portion AC de tangente à la parabole

Fi g. 5o.

;?j

est vue du foyer sous un angle droit). Le point F est donc le

foyer de la parabole considérée.

Traçons le cercle décrit sur AE comme diamètre; si R est

le point de rencontre de ce cercle avec AD, on a évidemment

AR = FD.

Donc le lieu du point F est la cissoïde dont les éléments

sont ceux que nous venons de définir.

Xota. — La solution que nous venons de donner permet de con-

struire une parabole, connaissant un angle droit circonscrit à la

courbe.

9. Coniques homofocales. — Des coniques ayant mêmes
foyers sont dites homofocales : leur équation générale peut

s
?

écrire

x5 y*
(•)

X* — c*
1=0.
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\ 2 variant de o à c-, les coniques sont des hyperboles; ce

sont des ellipses dans les autres cas, etc.

Nous rappellerons que :

i° Par un point quelconque du plan passent deux coni-

ques du système : une ellipse et une hyperbole;

2° En chaque point commun ces coniques sont orthogo-

nales; c'est-à-dire se coupent à angle droit.

Parabole, — Pour que des paraboles soient homofocales,

il faut et il suffit qu'elles aient même foyer et même direc-

tion d'axe.

Nous avons étudié (Chap. V) le lieu des points de contact

des tangentes menées à des coniques homofocales par un

point fixe.

10. On donne une ellipse et une hyperbole homofocales

dont O est le centre commun. Par un point quelconque

P de l'hyperbole, on mène des droites parallèles aux nor-

males à Vellipse aux points où elle est coupée par l'hy-

perbole. Soient H et K les points où ces droites coupent

l'hyperbole et I le milieu du segment HK : démontrer que

les deux droites OP et 01 sont également inclinées sur le

grand axe et que le rapport de OP à 01 est constant.

(Laguerre.)

Soient les deux coniques homofocales

a^'
i

~'h~~
l= ° (

ElliPse ''

~i-'h — lz=° (
Hyperbole

) ;

"i u
i

al=a* — l, b\ = \— i>*.



aa.
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celles du point K sont

/ --> /on 2aa^b
(a 3 + 62 )^ +—r

— fo

(a- 4- 0-)/o + #o

7 -

C2

Les coordonnées du point I, milieu de KH, sont

a2
-f- b-

1 X = X' -f- X = 2 ; X
,

c-

a- -+- 62

2/ =y +/'= - 2 —-— xo-

Le coefficient angulaire de la droite OP est — . Le coef-

ficient angulaire de la droite 01 est — — • Ces deux droites
Xq

sont donc également inclinées sur Ox.

^ , , ,
OP

Calculons le rapport -^yr
'

ÔP
2

x\ +r 2 &

donc

d'où

ôr-ii+££w+^,
«•>+»•>'

op_ op c 2 __^2 — b1

ÔT
— C°nSt '' Oï

—
a 2 +-6 2 ~ a2 4-6 2 '

QI + QP «2

01 — 0P~ 6 2
'

{Nouvelles Annales. — 2e série, T. VIII, p. &\.)
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Exercices proposés.

Trouver les lieux des foyers des coniques variables définies dans les

questions suivantes :

i° Admission à lÉcole Centrale en 1872, i
re session, § -2 t. II.

p. 39
*,

:
_ 1877, i<-e session (t. II. p. 43*): — 1878, i

re session (t. II,

p. 44* :
— 1888. i

re session (t. II. p. 54* >: — 1889, i re session (t. II,

p. 55*
: — 1894. i

re session, § 4 (t. II, p. 91*).

i° Admission à l'École Normale en i852 (t. II, p. 22*); — i863,

§2 (t. II, p. 24*): — 1864 (t. II, p. 24*):— 18671 1. II, p. 25*);

3° Admission à l'École Polytechnique en 1875 (t. II, p. 11*); —
1881 (t II. p. i5* |;

- 1891, § 1 (t. II. p. 79*

oncours général, Paris, en 1869 (t. II, p. 62*).
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APPENDICE

AUX CHAPITRES V A XII.

Dans les Chapitres précédents, nous avons cherché et obtenu des

lieux de points liés à un système de coniques variables : lieux de

points de contact de tangentes, de pieds de normales, de centres,

foyers, etc. Nous ne nous sommes préoccupé que de la nature et de

la forme géométrique du lieu, sans nous inquiéter de savoir si tel

point déterminé de ce lieu provenait d'une ellipse, d'une hyperbole

ou d'une parabole. Nous nous proposons ici de reprendre l'étude des

lieux précédents à ce dernier point de vue, et de donner les méthodes

générales qui permettent de distinguer sur un lieu géométrique

quelconque les points qui proviennent de différentes natures de

coniques du faisceau générateur.

Déjà, aux Chapitres VII et X, nous avons indiqué deux méthodes

pour faire cette distinction sur les lieux de centres et de sommets.

Voici une troisième méthode qu'on pourra employer pour traiter

les questions de ce genre, quelle que soit la nature des points dont

on cherche le lieu.

Soient

(0 S(*,yA) = o

l'équation d'un système de coniques;

(2) o(x,y,l) = o,

(3) <b{x,y,l)^o

les équations de deux lieux géométriques auxiliaires, se déduisant de
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l'équation (1) et définissant par leur intersection les points du lieu

(4) V(x,jr) = o,

qu'on étudie.

On propose de distinguer sur le lieu dont l'équation est F(.r, y) =
les points provenant des ellipses du système (1) de ceux qui pro-

viennent des hyperboles ou des paraboles.

Pour cela, on commence par discuter la caractéristique,

= AG — B 2 =/i (X), du système (1). On forme ainsi un tableau des

valeurs de à rangées dans l'ordre de grandeur de — so à -+- ce qui

donnent des paraboles dans l'équation (1 ); ces valeurs sont les racines

de l'équation = 0.

Soit ce tableau

— 00 Xj a 2 . . . \p
-+- ca

Pi P2 • • • PP

Toutes les valeurs de X comprises entre — 00 et Xj donnent des

ellipses ou des hyperboles suivant le signe de 8; en général, celles

qui sont comprises entre Xi et X2 donnent des hyperboles ou des

ellipses, etc.

Si l'une des méthodes rappelées plus haut n'est pas applicable ou

conduit à des calculs trop compliqués, on pourra remarquer que les

points définis par les lieux

(2) ÇpO,J, ).) = "

(3) ^{x,y, X)=o,

variables tous les deux, peuvent être définis comme étant l'intersec-

tion du lieu fixe

(4) Y(x,y) = o

avec le plus simple des lieux (2) et (3). Soit (2) le plus simple de

ces lieux ; il est variable avec X ; on étudiera sa déformation quand X,

partant de — ao , varie d'une manière continue jusqu'à -+- 00 , en tra-

versant les valeurs X fl Xt , . . ., Xp . Alors, tous les points du lieu (4),

compris entre les positions y(x,y, Xj) = o et <p(.r, y, X2 ) = o, du

lieu auxiliaire, proviendront des ellipses, si, dans l'intervalle (

X

t , X 2 ),

l'équation (1) représente des ellipses. Les points particuliers définis

par les équations

F .r,y) = o,
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sont ceux qui proviennent de la parabole P t , correspondant à la

valeur Xi du paramètre variable, etc.

Dans les applications, le lieu auxiliaire le plus simple, que nous

venons d'employer, sera généralement une droite ou un cercle ; son

mode de déformation avec la variation de X s'étudiera facilement;

on représentera cette déformation sur une figure en traçant les lieux

correspondant aux valeurs Xj, X 2 , . . . du paramètre variable; on cou-

vrira de hachures les régions qui correspondent aux positions occu-

pées successivement par les points du lieu o(x,y,l) — o, quand

on donne à X des valeurs fournissant des ellipses dans l'équation

f(x, y, X) = o, et l'on tracera sur la même figure le lieu dont l'équa-

tion est F (x, y) = o. Quelle que soit la complication de ce lieu,

les portions qui se trouvent dans les régions hachurées sont celles

des points provenant des ellipses; celles qui se trouvent dans les

régions non hachurées proviennent des hyperboles; enfin les points

communs au lieu F(x,y) = o et aux lieux auxiliaires, provenant des

valeurs X 1} X 2 , ... du paramètre, proviennent des paraboles sépara-

trices

Pi, P«, .:., Pp-

La même méthode permet d'obtenir les points provenant des

systèmes de droites réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues,

qui font partie du faisceau de coniques étudié.

Il suffit d'associer aux équations des lieux auxiliaires (2) et (3).

non plus la caractéristique S, mais le discriminant A; les racines

de A = o donnent les droites du faisceau et le signe correspondant

de 8 fait connaître leur genre.

Les points provenant des hyperboles équilatères sont définies par

,,.. I A — C = o
A + G = o; ceux venant des droites isotropes par

j
_ en

coordonnées rectangulaires.

Parfois, les équations initiales des lieux auxiliaires peuvent se

mettre sous la forme

S

•=/<*),

ou bien, quand l'équation du lieu est obtenue, on peut exprimer ra-

tionnellement ses coordonnées au moyen du paramètre auxiliaire X
;

enfin, dans d'autres cas, on pourra les exprimer en fonclion d'un
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nouveau paramètre |x, ne paraissant pas dans les calculs précédents.

Premier cas. — La discussion préalable des éléments 8, A, etc.,

du système de coniques dont il s'agit aura permis de classer les

valeurs de X de — 00 à -+- so et de reconnaître celles qui donnent des

ellipses, des hyperboles, etc.

On choisira alors le plus simple des systèmes de droites, parallèles

aux axes de coordonnées x =f(A) ou y = rf(X), on séparera le plan

en régions correspondant aux ellipses, aux hyperboles, etc., et l'on

achèvera la discussion comme plus haut.

Second cas. — La marche précédente n'est applicable qu'après

avoir exprimé [x en fonction de X ou réciproquement, ce qui per-

mettra, par une simple transformation algébrique, d'écrire toutes

les équations de condition en fonction du même paramètre, X ou [x,

suivant la forme de la relation

existant entre eux.

Tout revient donc à trouver cotte relation ou, ce qui est équiva-

lent, à trouver les relations auxiliaires dont celle-ci est la résultante.

Soient

ft(*,?, X) = o,

fz{v,y, X) = o

les équations des deux lieux géométriques auxiliaires du début:

ayant obtenu l'équation résultante, lieu cherché.

F (
-r. y ) = o,

on parvient à exprimer rationnellement les coordonnées x et y de

ce lieu en fonction d'un autre paramètre |x,

* = ?i(lOi

y = ?i(rO;

il faut trouver la relation qui existe entre X et fx, ou encore former

les fonctions 0, A, etc., dépendant du faisceau initial en fonction

de [x.

Pour cela, il suffit de remarquer que les deux dernières équations

! été obtenues en partant de F(x,y) = o, éliminant de X entre
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fx
= o,/2 =°) les valeurs d'x et dy qu'elles définissent satisfont

simultanément les équations

/i(^>7, *) = <>,

/«0»»^, *) = <>•

Dès lors, la relation entre X et (j. est susceptible des deux formes

équivalentes, si elles ne sont identiques,

/i[?t(iO»«p*(iO.*] aB o
>

/*[?i(K0» ?*({*)»*] = 0.

Les questions posées aux examens de ces dernières années pré-

sentent des exemples d'application des méthodes qui précèdent; le

lecteur les trouvera facilement aux Exercicesproposés qui terminent

chaque Chapitre de cet Ouvrage.
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CHAPITRE XIII.

DÉTERMINATION DES CONIQUES.

Rappel de résultats.

(a) Une courbe du second ordre est déterminée par cinq condi-

tion;, cinq points par exemple; dans ce cas, il existe une seule

conique passant par les cinq points donnés.

Il n'en est pas de même quand l'une au moins des conditions

imposées s'exprime par une relation, entre les coefficients de l'équa-

tion générale, de degré supérieur au premier.

Les conditions imposées à des coniques s'expriment par des équa-

tions présentant certaines particularités que nous devons signaler.

(6) Ces équations de condition seront telles que :

i° Elles seront satisfaites par des valeurs toujours réelles de para-

mètres variables : toutes les coniques du système auront une équa

tion à coefficients réels.

2° Elles seront satisfaites par des valeurs tantôt réelles, tantôt

imaginaires des paramètres; il y aura alors lieu de distinguer le cas

dans lequel l'équation du système aura ses coefficients réels, de

celui dans lequel ceux-ci seraient imaginaires.

(c) L'étude particulière des propriétés des coniques nous a fourni

les caractères spéciaux des équations, mettant en évidence telle ou

telle de ces propriétés.

Il suffit de rappeler les équations suivantes :

(d) Équation générale des coniques ayant leur centre à l'ori-

gine :

\x* -+- 2 \xxy +- vj* -+- 8 = o.

(e) Equation générale des coniques rapportées à leur centre
R. — Ex. de Géom. anal., I. 18
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et à leurs axes :

\x2 -+- [J.JK
2 +- v = o.

(/") Équation générale des hyperboles équilatères du plan :

X a?2 4- 2 [XiT^ — Xjk 2 -4- 2 X'a? -H a [x'_y -i- v = o.

{g) Equation générale des paraboles du plan :

(y — X x) 2 -+- 2 X'# -4- 2 fl/y -4- V = o.

(/î) Equation générale des coniques ayant un foyer donné (z, [3) :

(a? — a) s -4- (y — £)
2 — (Ix -4- [xj -4- v) 2 .-= o.

(Â ) Equation générale des coniques ayant unfoyer donné(z, p )

e? «ne directrice donnée Ix -4- mr -4- /> = o :

(x — a) 2 -4- (y — [3;
2 — X2 (£r 4- /n/ -4-/>) 2 =0.

(/) Equation générale des coniques ayant un sommet donné
et un axe donné :

(Le sommet est pris comme origine et l'axe donné comme axe des x.)

y 2 = i\x -4- [xa?2 .

(m) Équation générale des coniques circonscrites à un qua-

drilatère :

(A = o, B = o; C = o, D — o sont les équations des côtés du

quadrilatère; A, B côtés opposés).

AB-4-XCD = o.

(n) Équation générale des coniques passant par les points

communs à deux coniques U = o, V = o :

U-4-XV = o.

(o) Équation générale des coniques circonscrites à un triangle

A = o, B = o, G = o:

XBG-4- |i.AG-HvAB = o;
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on écrit parfois cette équation

X IX v

(p) Équation générale des coniques inscrites au même trian-

gle:

).: A2 — |t«

B

2 — vJ G 2 ± :>. pv BC sfc 2 Àv AG ± 2>>u.AB = o,

qu'on peut écrire

v/XA -i- v/i^B -/vG = o.

(q) Équation générale des coniques bitangentes à deux droites

données : A = o, B = o.

Si les points de contact sont donnés, G = o étant la corde des

contacts,

AB-t-XC* = o.

Si les points de contact sont arbitraires, soit Z la corde des con-

tacts, Z = lx -4- [Ly -i- v,

AB h- Z 2 = o.

(r) Équation générale des coniques inscrites dans un quadri-

latère (A — o, B = o, G =0 sont les trois diagonales):

/îB* m«C 2

A2 =
X i-X

Parallélogramme (les diagonales étant prises comme axes de

coordonnées) :

a*(i — )>
"*"

6*X
~~

'
= °*

Rectangle :

? 4-^c a* = o.
1 — X X
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I. — Marche a suivre pour former l'équation générale de

CONIQUES REMPLISSANT DES CONDITIONS DONNÉES.

1. On peut prendre l'équation la plus générale des courbes

du second ordre

Xa?2 + 2 ]xxy -h vj 2 + ?.À'^ + 2 \i!y + 9 = o,

et exprimer successivement les conditions imposées.

Dans certains cas, on pourra éliminer quatre des para-

mètres entre les équations de condition; l'équation restante

avec un seul paramètre est l'équation générale des coniques

remplissant les conditions données.

Dans d'autres cas, on ne pourra pas, ou l'on ne voudra

pas, pour des raisons de symétrie ou autres, résoudre les

équations par rapport à certains paramètres ; on devra alors

joindre à l'équation générale, dont tous les paramètres sont

variables, les équations de condition.

2. On peut également choisir les axes de telle sorte que

la condition la plus compliquée de l'énoncé s'exprime immé-

diatement en tenant compte des résultats précédemment

trouvés.

Il suffira d'établir ensuite entre les paramètres qui restent

les relations caractéristiques des conditions imposées par

l'énoncé.

Remarque essentielle. — Quelle que soit celle des deux

méthodes qu'on emploie, on devra avoir soin, au moment où

l'on rompra l'homogénéité par rapport aux coefficients en

divisant par l'un d'eux, de remarquer que cette opération

exclut l'hypothèse d'une valeur nulle de ce coefficient.

On écarte donc certaines coniques par ce fait même; alors,

on devra examiner les résultats produits par l'hypothèse sup-

primée dans l'équation générale.
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Deux cas peuvent se présenter :

i° La valeur nulle du paramètre par lequel on a divisé,

oortée dans l'équation générale, donne à celle-ci une forme

incompatible avec les autres conditions imposées; dans ce

cas, on n'a en réalité rien supprimé en rompant l'homo-

généité, et l'équation non homogène obtenue est l'équation

générale cherchée.

2 La valeur nulle du coefficient diviseur portée dans

l'équation générale donne des coniques qui peuvent être

astreintes aux autres conditions données ; dès lors , nous

devons faire encore une distinction entre :

(a) Le cas où l'équation réduite n'est celle que d'un

nombre limité de coniques;

(6) Celui où l'équation réduite est celle de toute une

famille de coniques.

(a) Les coniques particulières représentées par l'équation

réduite seront le plus souvent des solutions singulières :

(Droites se coupant au lieu d'hyperboles, droites parallèles au lieu

de paraboles, droites isotropes, etc.)

On devra les examiner avec soin; car elles nous donneront

l'explication de certaines solutions rencontrées dans les

questions traitées ultérieurement et qu'on rejette souvent à

tort sous la dénomination non justifiée de solutions étran-

gères.

(b) La famille spéciale des coniques de l'équation réduite

devra être l'objet d'un examen particulier pour toutes les

questions posées. Le problème général sera alors décomposé

en deux :

i° Étude générale de l'équation réduite;

2 Élude générale de l'équation obtenue en rompant l'ho-

mogénéité.

Il y a lieu d'observer que la discussion précédente n'est
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pas nécessaire quand il s'agit uniquement de la recherche

des lieux géométriques; car les équations de ceux-ci s'ob-

tiennent par l'élimination des paramètres, et leur équation est

la relation qui existe entre les coordonnées d'un point de ce

lieu, indépendamment des valeurs nulles ou infinies, réelles

ou imaginaires des paramètres auxiliaires.

Cependant nous conseillons toujours de faire cette discus-

sion en établissant une équation générale; car on y rencon-

trera les coniques singulières permettant d'expliquer faci-

lement la présence de certains facteurs du lieu géométrique

étudié.

Au contraire, si l'on traite une question dans laquelle on

exprime certains éléments de la figure en fonction des para-

mètres restant dans l'équation écrite comme équation géné-

rale, il y a lieu d'examiner avec grand soin si l'on n'a pas

supprimé, en formant cette équation générale, certaines

coniques ou certaine famille de coniques.

Dans cette hypothèse, l'expression trouvée ne serait, bien

entendu, pas générale. La discussion indiquée plus haut

s'impose dans ce cas.

Conditions diverses. — Une condition est dite simple,

quand elle s'exprime par une seule équation; double, quand

elle s'exprime par deux équations; etc.

Toute propriété se traduisant par une inégalité constitue

une restriction et non une condition.

Parmi les éléments des courbes du second ordre, nous

distinguerons les éléments simples ou ordinaires et les

éléments doubles ou principaux ; ces derniers portent aussi

le nom à?éléments remarquables

.

Eléments simples. — On appelle éléments simples ceux

qui ne sont pas déterminés quand la conique est donnée :

un point, une tangente, une normale, un diamètre.
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Ln élément simple donné correspond à une équation de

condition.

Éléments principaux. — Ils sont déterminés quand la

conique est donnée : un centre, une asymptote, une directrice,

un foyer, un sommet, un axe, une tangente au sommet.

Ln élémentprincipal donné correspond à deux équations

de condition.

En général, la connaissance simultanée d'un élément

simple et d'un élément principal constitue trois conditions
;

de même, la connaissance de deux éléments principaux con-

stitue quatre conditions.

Mais il n'en est plus ainsi lorsque les éléments donnés ont

une relation entre eux.

Ainsi un centre et une tangente constituent trois condi-

tions; ces éléments sont indépendants l'un de l'autre; — un

centre et un diamètre ne constituent que deux conditions,

le diamètre devant passer par le centre.

De même, une asymptote et un lover, un fover et la direc-

trice correspondante, un axe et une asymptote, un foyer et

l'axe non focal constituent quatre conditions; mais deux

directrices, un centre et un axe. deux diamètres en position,

une directrice et un axe, un fover et l'axe focal ne constituent

que trois conditions : les deux directrices sont, en effet,

parallèles, l'axe donné passe au centre, l'axe est parallèle ou

perpendiculaire à la directrice donnée, etc.

Deux tangentes, leurs points de contact et le centre, con-

stituent cinq conditions : en effet, les deux tangentes et leurs

points de contact étant arbitraires, le centre doit se trouver

sur la droite qui joint le point de rencontre des tangentes au

point milieu de la corde des contacts, etc.
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II. — Formation d'équations générales de coniques.

1. Equation générale des paraboles passant par deux

points donnés et dont les diamètres ont une direction

donnée.
{Ecole Centrale, 1880. — ae session.)

Prenons comme axe des x la droite joignant les points

donnés, et comme axe des^K la perpendiculaire en son milieu
;

soient 2a la distance des points donnés, m le coefficient an-

gulaire de la direction donnée.

L'équation générale des paraboles dont la direction des

diamètres a pour coefficient angulaire m est

(1) {y
— mx)- -+- 2~kx -h 2jxj -+- = ;

ces paraboles passeront par les points donnés si l'équation

aux abscisses des points de rencontre avec Ox a ses racines

respectivement égales à -f- a et — a.

Cette équation aux abscisses est

(2) m 2
o;

2 + 2^ + = o;

on doit donc avoir

(3) X= o,

6

(4) ^r*-- a%'
K

' m-

L'équation demandée s'écrit donc

(5) {y — mx) 2 4- 2txy — a-

m

2 = o.

2. Equation générale des hyperboles équilatères pas-

sant par un point donné sur Ox et tangentes à Oy en

un point donné.
{École Centrale, 1879. — i

ie session.)

Soient A (a, o) le point donné sur Ox; B(o, b) le point

donné sur Ov.
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L'équation générale des hyperboles équilatères du plan est

(1) l(x- —y 2
) -h iu.xy -+- 2vx -+- i-y — = o,

Ces coniques passent au point A si l'on a

(2) la2 + 2va + 6=o.

Elles sont tangentes à Ov au point B si l'équation aux

ordonnées de leurs points de rencontre avec 0>' a ses racines

égales entre elles et à b.

Cette équation aux ordonnées est

(3) —Xj2 — 271/4-6=0;

on doit donc avoir

(4) l=b,

(5) \=-^
on conclut

r. = lb, ô = — \b-, av= >

L'équation générale demandée est donc

a

(6) l(x- — y-)-\-i\i.xy -h X a; 4- 2lby — Xb* = o,

• m. en divisant par >, et conservant la lettre y. pour désigner

le nouveau paramètre,

/ \ . . b'- — a-
,

(7 ) x- -(- 2 !x.r/ — /-H a? 4- 2 0/ — b* = 0.

L'hypothèse écartée, X = o, donnerait l'hyperbole singulière
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xy = o formée par les deux axes de coordonnées qui rem-

plissent analytiquement les conditions de l'énoncé.

3. On donne deux axes rectangulaires Ox, Oy; un

point A sur Ox, un point B surOy ;par le point A on mène

une droite AR de coefficient angulaire m;former Véqua-
tion de l'hyperbole tangente à Ox au point O, qui passe

en B et a pour asymptote la droite AR.

(École Centrale, 1880. — i
fe session.)

L'équation générale des coniques tangentes à l'origine à

l'axe des x est

(1) lx- -+- 2it.xy -+- vy- -+- 2§y~ o.

Ces coniques passeront en B si cette équation est vérifiée

par x = o, y == b ; il vient

(2) vb- + 29è=^o.

L'équation (1) devient

(3) Xx- h- 2\xxy -4- vy2 — v6/ = o.

La droite AR, dont l'équation est

(4) y — m(x — a) — o,

sera asymptote si l'équation aux abscisses des points com-

muns à cette droite et à la conique a ses racines infinies.

Cette équation est

(5) Xa?2 4- 2\xmx(x — a) + vm !
(a; — a)- — vbm(x — a) =0.

On doit donc avoir

(6) À + 2pim + vm î rro
)

(y) — <ia\}.m — 2flvm! -èvm=:o.
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On conclut

3 a •j.

(8 v= !=-r,
2 ani — b

, , , am~ — i{am ~ b\m am-^b
(0) A = a ; = — 2U.J71 r«3 '

t///i — 6 ' ïam — b

L'équation (3) devient

( 10) m ( a/« -fi)a:! — (2 a/n -+- b ) jcy — ay- — aby = o

C'est l'équation demandée.

i. Equation générale des coniques ayant un foyer

donné et une asymptote donnée.

{École Centrale, 1878. — 2 e session.)

Prenons le fover donné comme origine: comme axe des x,

la perpendiculaire à l'asymptote donnée; soit

(1) x — a — o

son équation.

L équation générale des coniques ayant un foyer à l'ori-

gine est

(2) x* -+- j! — (\x -+- [/•/-+- v) 2= o.

La droite (1) sera asymptote si l'équation aux ordonnées des

points communs à cette droite et à la conique (2) a deux

racines infinies.

Cette équation aux ordonnées est

(3) (1 — a*) y* — 2(U+ v)a/ + fl
, -(k + v) î = o;

on doit donc avoir

(4) l-lr*= <>,

(5) [i(Àa -+- v) = o.
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La solution y. = o de l'équation (5) n'est pas solution de (4);

les équations de condition se réduisent donc à

(4 bis) I — rj.- z=z o,

(5 bis) la -+- v = o.

Les coniques remplissant les conditions de l'énoncé se

divisent donc en deux séries :

(6) x*-±-y-—[y-i-l(œ — a)Y- = o,

(7) # 2 4-j2 — [j — l(x — a)]- = o.

Dans chacune d'elles, la directrice correspondant au foyer

fixe passe par le point fixe rencontre de l'axe des x avec

l'asymptote fixe.

V). Equation générale des hyperboles équilatères pas-

sant aux points communs d'un cercle et du système formé

par un diamètre donné et une parallèle quelconque à ce

diamètre.

Prenons comme axes de coordonnées le diamètre donné et

la perpendiculaire à ce diamètre menée par le centre.

L'équation du cercle est

(1) a?
2 +j2 — R 2 = o.

Le système des droites Ox, AB a pour équation

(2) y(y — {
j.) = o.

L'équation générale des coniques passant à l'intersection de

ces coniques est

( 3 ) y (y - V- ) H- X ( ar« -h y» - R' )= o,

c'est-à-dire

(4) U! +j2 (Ui)- \*.y— XR 2 =o.
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Celle conique sera une hyperbole équilatère si Ton a

2 À -T- i = o,

ou

2

L'équation des hyperboles équilalères de l'énoncé est donc

(5) xi — y*-~2u.y — R2 = o.

6. On donne deux axes rectangulaires Ox, Oy; un

point A sur Ox, un point B sur Or : former l'équation

générale des paraboles telles que, pour chacune d'elles,

Oy soit la corde des contacts des tangentes issues de A
et Ox la corde des contacts des tangentes issues de B.

Ecole Centrale, i883. — i
re session.)

Soient OA — a, OB = b ; l'équation générale des paraboles

du plan est

(i) (y— \xy -t- 2U.X H- 2vy 4- 6 = o.

La polaire du point A (a, o) doit être l'axe des y ; l'équation

de cette polaire est

(2) a[— (y — Xx)l -+-{*] -t- [t-x — vj-t-8 =o.

On doit avoir

(3) ^ — al = o,

(4) 3|X + 6 = 0.

En tenant compte de ces conditions, (1) devient

(o) (y— \x)- — 2 -.r -f- 2aXjH- 6 = o.

La polaire du point B(o, b) doit être l'axe des x; l'équa-
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tion de cette polaire est

A

(6) b(y — lx -+- «X) x -f- a\y -h 8 — o;

on doit donc avoir

(7) 6X +
^ = °>

(8) ab\-^^—o.

Ces équations sont identiques; on conclut

Ô=— ab\.

L'équation générale demandée est donc

(9) (y — lx)'2 -h ibXx -+- ia À r — ab X = o

.

Remarque. — Donner un point et sa polaire, c'est donner

deux conditions : deux points et leurs polaires respectives

constituent donc quatre conditions. Ici les coniques sont de

plus astreintes à être des paraboles ; on donne donc en appa-

rence cinq conditions. Il y a un nombre limité de coniques

remplissant ces conditions.

Mais il est à remarquer que les points et les polaires cor-

respondants, tels que l'énoncé les donne, ne sont pas indé-

pendants les uns des autres.

En effet, Oy est la polaire du point A : les polaires de tous

les points de Oy passent donc en A.

Quand on a choisi le point B sur Oy, il ne reste à donner,

de sa polaire, que la direction, c'est-à-dire un seul élément,

donc, en tout, trois conditions. Ce fait s'est traduit analyti-

quement par l'identité des équations de condition (^)et(8).

7. Equation générale des coniques ayant un centre

donné et normales à deux droites rectangulaires données.

{École Polytechnique, 1872.)

Plaçons l'origine au centre fixe et prenons comme axes
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de coordonnées des parallèles aux droites données; soient

( 1
)

x — a — o

(2) y — b—o

les équations de ces droites.

Inéquation générale des coniques avant leur centre à

l'origine est

(3) X x* — 2 'J-Jcy + vy- — 8 = o.

Parmi les normales issues du point A, rencontre des

droites (i) et (2), à la conique (3), doivent se trouver les

droites (1) et (2); or, les pieds des normales issues du

point A à la conique (1) sont sur l'hvperbole

(4) \x — <xy u.x:->r-vy

Les coordonnées de ces pieds sont

(5)

x — a,
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On conclut

X(vX — fi
,)o«=— 0jx«,

v(vX- [jl
2
) ô2 -.-— Ojx

2
;

c'est-à-dire

(ii) a-1 — & 2
v — o.

L'équation (10) peut s'écrire

(' 2 (ri )à' — ^ -= o,

A

ou, en posant = )/,
v

v- a 1

on en tire

Ë l.
/>2

L'équation (3) devient alors

(i3) —-xi ±2 xy 4- Y~ — X' — o.

C'est l'équation générale demandée.

8. Dans un angle droit ocOy, on place un point fixe

autour duquel on fait tourner une droite : former
l'équation générale desparaboles normales à Ox et à Oy,

à leurs rencontres avec la droite mobile.

Soit P(#, b) le point fixe donné; l'équation générale des

droites menées par ce point est

(i) y— b — l{x — a) = o;



CHAPi XIII. — DBTBBMINATIOX DES CONIQUES. 283

ses coordonnées à l'origine sont

n
(2) x = a — -,

(3) y=zb— \a.

.Nous allons d'abord former l'équation générale des para-

boles qui passent par les points

b=*'->.«;
|B1

j
7=0.

L'équation générale des paraboles du plan est

(4) (/ — a.r) 2
-T- ivx -+- 2r.y -t- 8 -= o.

On doit avoir les relations suivantes :

i°Pour.r = o, y == b — \a,

(5 (6 — la) i ^-2T.(b — Xa)H-6 = o;

2 Pour ^1=0, x = a — r-,

/ *V ' »^ .
(6) /[a—r] +2v a--r H-i3=o.

Nous exprimerons que les paraboles sont normales aux

axes de coordonnées, aux points A, B, en exprimant que le

coefficient angulaire de la normale -p est nul en A, infini
J X

en B; on a donc

(7) f»(o, &-Xa)= o,

(8) /;fa-
x

, oj = o.

Or

/i=— (*Cr
— h*)-*"*i

R. — £\r. rfe Gc'om. anal., I. 19
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Les équations (7) et (8) explicitées deviennent

(7 bis)

{S bis)

On conclut

— [x(6 — Xa) 4- v r= o,

M a ~ ï I

v = ij.(b — Xa),

b — la

(9)

Les équations (5) et (6) deviennent

(6 — Xa) 2 — 2 «x

X
= 0,

n_(Xa-6)- — 2- ^ 4-6=0,(10)

qu'on peut écrire

{g bis) (b — la)-( 1 — ^ J
4- G =0,

(10 6«)

on conclut

{b — laf-
2uX

X2
4-6 = o;

p.- — A- = o.

On a donc deux systèmes de valeurs :

(»)
X = 0,

(12)
j

[x 4- X = o,

6 — (6 — la)-;
v

'
( 6 ==— 3(6 — la)-.

Il existe donc deux équations générales distinctes

(i3) (j — lœ)--\-2l(b— la)x-\-i(la— b)7 4- (6 — Xa) 2= o,

(1/4) (/4- Xa?)"2 — 2l(b— la) ce— 2 {la— b)y— 3(b— lay= o.
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9. Équation générale des coniques ayant un sommet

donné et une asymptote donnée. Combien passe-t-il de ces

coniques par un point donné du plan?

(a) Prenons comme origine le sommet donné et comme

axes une parallèle à l'asymptote donnée et une perpendicu-

laire à cette asymptote.

Soit OA = a l'ordonnée de l'asymptote.

L'équation générale des coniques passant à l'origine et

ayant l'axe des x comme direction asymptotiqtie est

(1) i\xy -\- (i/!
-t- 2vx -+- 2iy= o.

La droite y — a = o sera asymptote si, quand on faity = a

dans l'équation (i), celle-ci a une seconde racine inGnie; donc

(2) Xa-hv = o.

L'équation devient

(3) %\xy -+- py* —

2

X ax -+- 2 0/ = o.

Nous exprimerons que le point O est sommet en écrivant

que la tangente à la courbe en ce point est perpendiculaire

au diamètre correspondant; or l'équation de la tangente à

l'origine est

\ax — §y=- o.

Son coefficient angulaire est

Xam= —— •

L'équation du diamètre correspondant est

c'est-à-dire

17' * fl p/Fx+—

F

y
= o,

\y — Xa-H — (Xa?-4-|i/ + 8) — o,
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OU

Son coefficient angulaire est

ou

4- ;x«

On doit avoir entre m et /»' la relation

mm' + 1=0,

\a \a— ; i = o
6 -+- \t.a

c'est-à-dire

ad

L'équation (3) devient alors

A* a* — &\ .

(4) 2A^-j-4-( r )/- — 2aA^ + 29/=o.

Nous pouvons diviser par et remplacer le paramètre - par

la seule lettre X

(5) 2I xy -\ y- — iakx -+- 2y = 0.

En divisant par le paramètre 6, nous avons supposé 0<o; si

l'on avait 6 = 0, l'équation (1) deviendrait

(G) i\xy -y \).y — ia\x —o\

la tangente à l'origine serait l'axe desjK, un axe de la conique

coïnciderait avec Ox, le centre de la courbe serait rejeté à

l'infini, la conique ne serait donc pas une hyperbole effective.

(&) Cherchons le nombre des hyperboles représentées
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par l'équation {5
)

qui passent par un point donné du

plan

L'équation de condition

(-) 2 '/:.:--- ^
a ~ '

3- — 2 a ).z ~- 2 S = O
' a r

nous donne les valeurs de X qui fournissent les hvperboles

demandées.

On voit donc qu'il y a en général deux hvperboles passant

par un point du plan.

Ordonnons l'équation (j) par rapport à X

(S) a y-l 1 — 2 x(p— a)X H- a p— — = o;

les valeurs de X ne seront réelles que si l'on a

or (S— a)2 -S! (2flS- 5!
)> o.

Cette inégalité détermine les régions du plan par chaque point

desquelles passent deux hvperboles réelles.

Le lieu géométrique dont l'équation est

«*(S-a)*-F(a<i-P)= o,

est celui des points du plan par lequel passent deux hvper-

boles confondues : c'est l'enveloppe des coniques du système.
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Exercices proposés.

Former les équations générales des coniques définies dans les sujets

de composition suivants:

i° Admission à l'École Centrale en 1867, i
re session (t. II, p. 36*),

— 18G8, i
re session (t. II, p. 37*) ;

— 1870, i™ session (t. II, p. 3g*)

— 1872, i' e session (t. II, p. 3g*); — 1874, i
,e session (t. II, p. 4i*)

— 1879, i
re session (t. II, p. 44*): — 1882, i

re session (t. II, p. 47*)

— 1887, 2e session (t. II, p. 53*); — 1888, 2e session (t. II, p. 54*)

— 1891, i
re session (t. II, p. 88*); — 1892, i

rc et 2e sessions (t. II,

p. 89*); — 1893, i
re et 2e sessions (t. II, p. 90*); — 1894, i

re et 2e ses-

sions ( t. II, p. 91*).

2° Admission à l'École Normale en i865 (t. II, p. 25*); — 1867 (t. II.

p. 25*);— 1875 (t. II, p. 27*); — 1877 (t. II, p. 28*); — 1882 (t. II,

p. 3o*); — 1892, § 1 (t. II, p. 83*); — 1895, § 2 (t. II, p. 85*).

3° Admission à l'École Polytechnique en 1867 (t. II, p. 9*); —
1869 (t. II, p. 10*); — 1872 (t. II, p. 10*); — 1874 (t. II, p. fi*);

— 1888 (t. II, p. 18*); — 1889 (t. II, p. 19*).

4° Concours général Paris en i8g3, § 1 (t. II, p. 97*); — i8g5,

§2 (t. II, p. 98*).
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CHAPITRE XIV.

CONSTRUCTION DES CONIQUES.

Rappel de résultat?.

Nous nous proposons, dans ce Chapitre, de montrer comment on

peut déduire géométriquement de la connaissance de certains élé-

ments d'une conique tous ceux qui sont nécessaires à sa détermination

complète.

Pour lire utilement ce Chapitre, il faut connaître toutes les pro-

priétés que nous avons étudiées successivement, tous les résultats

acquis pouvant être employés.

La détermination géométrique des- coniques comporte deux cas

distincts :

i° Les éléments donnés sont tels qu'une seule conique peut les

admettre: le problème est du premier degré; on le résout par !a

règle seule.

2° Deux coniques peuvent admettre les éléments donnés : le pro-

blème ne peut se résoudre qu'au moyen du compas.

Nous ne parlons pas du cas où un nombre de coniques supérieur

à deux répond aux éléments donnés.

Dans les questions que nous allons traiter, nous emploierons, en

dehors des propriétés étudiées précédemment, les théorèmes sui-

vants :

I. — Théorème de Pascal. — Si un hexagone est inscrit dans

une conique, qu'on numérote les côtés consécutifs i, 2, 3, 4> 5, 6.

les points de rencontre des droites associées ( 1 et 4), (2 et 5), (3 et 6)

sont des points en ligne droite.
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Ce théorème s'applique aussi quand un certain nombre de côtés

sont remplacés par des tangentes à la conique ; le point de contact

compte alors pour deux sommets.

II. — Théorème de Brianchon. — Si un hexagone est circonscrit

à une conique, qu'on numérote les sommets consécutifs 1,2, 3, 4, 5, G,

les droites 1,4 — 2,5 — 3 ,6 concourent en un même point.

III. — Théorème de Désargues. — Les coniques passant par
quatre points fixes déterminent sur une sécante quelconque un
segment qui se déplace en involution.

IV. — Corollaire du théorème de Pascal. — Si un triangle est

i iscrit dans une conique, les tangentes aux sommets rencontrent les

côtés opposés en trois points situés en ligne droite.

V. — Corollaire du théorème de Brianchon. — Si un triangle

est circonscrit à une coniqus, les droites qui joignent les points de

contact aux sommets opposés passent par un même point.

VI. — La droite joignant le point de rencontre de deux tangentes

à une conique, au milieu de la corde des contacts de ces tangentes,

passe au centre de la conique.

VII. — Deux diamètres conjugués d'une conique déterminent sur

une tangente fixe à cette conique deux segments comptés à partir

du point de contact, dont le produit est constant et égal au carré

du demi-diamètre conjugué de celui du point de contact. Si les deux

segments sont du même côté du point de contact, la conique est une

hyperbole; c'est une ellipse dans le cas contraire.

I. — Description monographique des coniques.

1. Ellipse.

(a) L'ellipse est le lieu géométrique des points dont la

somme des distances à deux points fixes est constante.

Nous rappelons seulement cette définition pour mémoire,
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renvoyant à un Traité quelconque de Géométrie pour les con-

séquences de cette définition.

(b) L'ellipse peut être considérée comme la projection

d'un cercle sur un plan faisant avec celui du cercle un angle

défini par cosô = -• 6 étant le demi petit axe de l'ellipse, a le

demi grand axe.

2. Génération de Vellipse par points et par tangentes.

On peut engendrer une ellipse au moyen du déplacement

d'un point marqué sur un segment de grandeur constante

qui glisse dans un angle droit.

Soient AB (fig- 5
1
) le segment; M le point marqué. Les

Fiî

y
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3° La tangente en M est donc perpendiculaire à la

droite NM
;

4° On a entre les segments MT, MS de la tangente la

relation

mt.ms = mn\

Le quadrilatère TNSO est inscriptible, TS est un dia-

mètre du cercle circonscrit; le milieu G de TS est donc sur

la perpendiculaire à la droite ON élevée en son milieu.

Ces résultats permettent de résoudre le problème suivant :

3. Construire les axes d'une ellipse, connaissant un
système de diamètres conjugués.

Soit OA', OB' (fig. 52) le système donné; on mène par

Fis. 52.

B' une perpendiculaire à OA'; en portant B'N = OA', on

obtient le point N de la construction précédente.
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On joint OX et l'on élève sur ON en son milieu une per-

pendiculaire à cette droite, qui coupe en C la tangente en B'

à l'ellipse; on décrit un cercle avec CN comme ravon,

C comme centre : on restitue ainsi les points T et S de ren-

contre de la tangente avec les axes; OS, OT sont ces droites.

En abaissant du point N des perpendiculaires sur les axes, on

restitue les points A, B du segment générateur qui doit passer

en B'.

B'A = b est le demi-axe suivant OT :

B'B = a est le demi-axe suivant OS.

4. Hyperbole.

(a) L'hyperbole est le lieu des points dont la différence

des distances à deux points fixes est constante.

b) Les asvmptotes de l'hyperbole sont les diagonales des

parallélogrammes construits sur les systèmes de diamètres

conjugués de la conique.

(c) Les diamètres conjugués de l'hyperbole sont les mêmes

pour la courbe et pour ses asymptotes.

Il en résulte :

i° Que pour une sécante quelconque les segments compris

entre la courbe et ses asymptotes sont égaux;

2 Que les portions de tangentes comprises entre le point

de contact et les asymptotes sont égales.

'). Construire une hyperbole, connaissant les asymp-

totes et un point.

Soient (Jig. 53) OA, OB 1rs asymptotes données : leurs l>i -

sectrices Ox, Oy sont les axes de la courbe. On sait que

MP.MQ = b-, b étant le demi-axe non transverse. On peut

donc obtenir la longueur b et en conclure a et les autres élé-
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mcnts
; on décrit un cercle sur PQ comme diamètre MC = b

;

on porte OD = b ; on mène une parallèle à Ox jusqu'à sa

rencontre avec OB; du point de rencontre on mène une

Fi" 53.

parallèle à Oj', S est le sommet de la courbe; en portant

sur Ox OF = OG, on obtient le foyer F, etc.

6. Construire une hyperbole, connaissant un système

de diamètres conjugués.

On achève le parallélogramme défini par les diamètres con-

jugués donnés et l'on obtient, en menant les diagonales, les

asymptotes de la courbe; on est alors ramené au problème

précédent.

7. Construire par points et tangentes une hyperbole,

connaissant les asymptotes et un point.

Soient (fig. 54) OX, OY, M les données. Construisons

d'abord la tangente en M; cette droite doit passer en M et

être menée de telle sorte que le milieu de sa portion coin-
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prise entre les droites OX, OY soit en M; pour réaliser ces

conditions, il suffit de prendre MO' = MO, de mener O'P

parallèle à OX et de joindre PM : c'est la tangente cher-

chée.

Un point quelconque de la courbe s'obtiendra en menant

Fis. 5i

une sécante arbitraire par le point M; soient F\, S ses ren-

contres avec les asymptotes; en prenant SN= RM, on a

en N un point de la courbe {propriété segmcntairc'

, ; oa

construira la tangente comme plus haut.

Les points de la seconde branche s'obtiendront, soit en

prenant les symétriques des points déjà construits par rap-

port au centre, soit en appliquant les propriétés segmen-

tai res; dans ce cas, on aura soin de porter les longueurs à

partir de la seconde asvmptote en sens inverse de celui dans

lequel est compté le segment connu à partir de la première.

8. Construire une hyperbole, connaissant trois points

et les directions des asymptotes.

[a) Nous connaissons en tout cinq points; deux sont

rejetés à l'infini dans les directions données : le théorème de

Pascal est immédiatement applicable. Soient wa, 0$ les direc-

tions asympto tiques //i. 55).
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Numérotons les côtés :

AB^i, Ba- 2, aC — 3, C^ — 4;

cherchons le point de la conique situé sur une sécante

Fig. 55.

.*P

(Mi

1; ,-' s» -

Bi

.X'

arbitraire AX menée par le point A; c'est le côté 6; le

côté 5 passe parle point (3 et le point inconnu.

Soient P le point de rencontre des côtés ( i ) et ( 4 ) ; Q cel ui

des côtés (3) et (6).

Menons PQ : cette droite rencontre le côté (2) au point R;
ce point appartient au côté (5); en menant R (3 parallèle à c$,

on obtient le point cherché en D.

On construit de même une tangente, etc.

(b) On peut opérer autrement en se basant sur la pro-

priété suivante, conséquence immédiate des propriétés

segmentaires de l'hyperbole.
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Si l'on construit sur une corde quelconque à l'hyper-

bole comme diagonale un parallélogramme dont les

côtés sont parallèles aux asymptotes de la courbe, la

seconde diagonale passe par le centre.

Soient {fig- 56) A, B, G les trois points donnés; ui, b»3 les

directions asvmptotiques.

Sur AB comme diagonale je construis le parallélogramme

rig. 56.

r / b n.-
t _,_.. ... .^

/'

»/-

dont les côtés sont parallèles aux asymptotes : la seconde

diagonale MN est un premier lieu du centre. La même con-

struction effectuée sur la diagonale BG donne, en M Y. un

second lieu de ce point; la rencontre B des droites MN, M Y
esl le centre de l'hyperbole : on est ramené à un problème

déjà traité.

9. Hyperbole équilatère.

L équation de cette courbe, rapportée à ses axes, est

x 1 y-
-^ — 53— i = o.
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On peut obtenir autant de points que l'on veut en menant

une parallèle quelconque à l'axe transverse.

Soient {Jig. 5*j) B sa rencontre avec l'axe non transverse,

A un sommet; du point B, avec BA comme rayon, on décrit

un cercle qui coupe la droite arbitraire en deux points M et

Fig. 57 .

W- M

M' de la courbe; en prenant BN = OB. on ontient MN, nor-

male en M.

Remarque. — On reconnaît qu'une hyperbole donnée par

un système de diamètres conjugués est équilatère, à ce lait

que ces diamètres sont égaux; ils sont également inclinés sur

les asymptotes.

10. Construire une hyperbole équilatère, connaissant

une asymptote et deux points.

Soient [Jig. 58) AB l'asymptote donnée; M, N les points

donnés, menons MN; elle rencontre l'asymptote en P; le

point P', construit de telle sorte que NP' = MP, est un point

de la seconde as}rmptote. (Propriétés segmentaires de l'hyper-

bole : le milieu C de la corde MN est le même que celui du

segment PP' limité aux asymptotes.)
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P'X perpendiculaire à AB est la seconde asymptote, O est

le centre de la courbe.

Nous sommes ramenés au problème :

Construire une hyperbole, connaissant les asymptotes

et un point.

11. Parabole.

(a) La parabole est le lieu des points équidistants d'un

point fixe et d'une droite fixe.

Définition. — On appelle paramètre de la courbe le

rapport constant du carré de l'ordonnée à l'abscisse du point

correspondant.

(b) La sous-tangente est double de l'abscisse du point de

contact.

(c) La sous-normale est constante et égale au demi-para-

mètre.

R. — Ex. de Oèom. anal., I. ao
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(<7) On peut construire par points et tangentes une para-

bole de la manière suivante :

Soit donné ip le paramètre (Jig. 09).

On porte à partir du sommet OA = ip et l'on considère

la série des cercles tangents en A à AB parallèle à O7; par

les points P et Q on mène des parallèles aux axes : on obtient

Fig. 59 .

B y

~"^r-y*£

0-ir

en M un point de la parabole; en prenant OT = OQ, l'on

obtient en MT la tangente au point M.

(e) La distance d'un point de la parabole à son foyer

pi

est égale à — > en appelant ip' le paramètre relatif à ce

point.

12. Construire une parabole, connaissant un point, sa

tangente, la direction de l'axe et le paramètre relatif à

ce point (on indique, de plus, la région dans laquelle se

trouve la courbe).

Soient {Jig. 60) MT la tangente donnée; MX la direction

de l'axe, menée dans la région où se trouve la courbe ; M le

point de contact.
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On mène MX' faisant avec MT' un angle égal à l'angle

TMX et l'on prend MF = —, en appelant ip le paramètre

donné; F est le foyer de la courbe; Fx. son axe ; le milieu S

de T P, son sommet, etc.

13. Construire le foyer et la directrice d'une para-

bole, connaissant deux tangentes et leurs points de

contact.

Soient {Jig. 61) T l5 T 2 les tangentes données; B, C
leurs points de contact. En joignant le point A au milieu

de la corde BC, on obtient la direction AX de l'axe de la

parabole.

Si l'on mène par les points de contact B, G les droites

symétriques des parallèles à L'axe menées par ces m<

points, on obtient, par leur point de rencontre F, le lover de

la parabole et, par conséquent, l'axe de la courbe.
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La droite qui joint les symétriques du point F par rapport

aux tangentes T\, T 2 est la directrice.

X

y
Voici une autre forme de la même question :

14. Construire une parabole, connaissant un angle
droit qui lui est circonscrit et les points de contact.

La foyer de la courbe est sur la droite AB {Jig. 62), la

Fip; 62.

V- B

^ /

7*
/ c

- 7\

directrice étant le lieu des sommets des angles droits circon-

scrits à la parabole et la polaire d'un point de la directrice

passant au foyer; il est également sur la perpendiculaire
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abaissée de M sur AB (la portion de tangente MB est vue du

fover sous un angle droit\ il est donc en F: Taxe s'obtient

en joignant le point F au symétrique A' de À par rapport à

la droite FC perpendiculaire à MA ; MD est la directrice, etc.

Remarque. — Il passe en général par quatre points donnés

deux paraboles; mais quand ces points sont confondus deux

à deux, la double droite joignant ces points confondus con-

stitue une parabole singulière; le problème est alors du

premier degi

{ o. Equation générale des paraboles passant par deux
points donnés A et B et dont les diamètres ont une direction

donnée.

Détermination géométrique d'une de ces coniques.

En plaçant, l'origine ijig. 63) au point A, en prenant AB

Fig. 63.

comme axe des y et posant AB = 2#, L'équation des parc-

boles de l'énoncé est

(0 {y— mxY -+-2AX— iay = o.
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La tangente à l'origine a pour équation

(2) Ix — ay = o,

ou
x y _
a \

ABOn construit cette droite en prenant AC — — = a

et AD = a valeur particulière du paramètre; AE est la tan-

gente à l'origine.

Soit AX la direction de l'axe fixe des paraboles; la paral-

lèle à cette droite menée par M, milieu de AC, rencontre

en G la droite AE; G est un point de la tangente en B;

GB est cette tangente.

Nous connaissons alors deux points, leurs tangentes et la

direction de l'axe. ( Voir Problème précédent.)

II. — Constructions diverses.

1. Construire une conique, connaissant le centre et deux

tangentes avec leurs points de contact.

D'après l'énoncé on donne

i° Un élément principal (centre): deux conditions;

2 Deux tangentes et leurs points de contact : soit quatre

conditions.

En tout six conditions; en apparence, le problème est impos-

sible. Mais la droite qui joint le point de rencontre des deux

tangentes au milieu de la corde des contacts passe au centre.

Le choix des éléments donnés n'est donc pas arbitraire;

il existe une relation entre eux; par conséquent ils ne consti-

tuent que cinq conditions.

Soient {fig. 64)

T l5 T 2 les tangentes données;

A, B leurs points de contact;

O le centre donné.



CHAI». XIV. RICTION DES CONIQIES. 3ll

Le diamètre conjugué de OA s'obtient en position en me-

nant par O une parallèle à T
f . Quant à sa longueur, on sait

Fig. 64.

T,

(Chap.XIV. p. 296) que, en appelant A' son extrémité, H el S

les points de rencontre de la tangente en A avec un système

quelconque de diamètres conjugués de la conique étudiée»

ÔÂ,!=ARx AS

Or. un svstème facile à construire est celui que forment OC
et la parallèle à AB menée par le point O et qui rencontre T\

en D. On a donc

ÔÂ7*=ACx AD.

mmes ramenés au problème connu :

Construire une conique, connaissant un système de dia-

mètres conjugués.

La conique est une ellipse si le point A est intérieur au

segment CD: c'est une hyperbole dans le cas contraire.

1 Construire une conique, connaissant le centre et trois

points.

Soient (fig. 65) O le centre; A, B, C les trois points;

nous allons déterminer un système de diamètres conj

en grandeur el en direction.

Joignons le point O au milieu de la corde BC; en prenant
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sur une parallèle à la droite BG menée par le point A, une

longueur l'A' = AI', on obtient en A' un quatrième point de

la conique.

D'après le théorème deDésargues,le segment déterminé sur

y
\R

N V

Fig. 65.

V-

B.£-

M/

VJ

'.-<'

,'D"

D'

A'

^C

la droite 01 par les coniques passant aux quatre points AA'BC

se déplace en involution.

Deux coniques de ce faisceau sont :

i° Les droites AC, A'B qui rencontrent la sécante en D;
2° Les droites AB, A'C qui donnent le point D'.

Si l'on prend un point M, tel que

OÂÎ
2 = OD.OD',

on obtient un point de rencontre de la transversale 01 avec

la conique ayant son centre au point O.

Soit OM = a' : c'est un diamètre de la conique étudiée;

son conjugué est en position Ox, parallèle à BC; pour

obtenir sa longueur, nous mènerons par le point O le système



CHAP. XIV. — CONSTRUCTION DES CONIQUES. 3l3

de diamètres conjugués défini par la corde AB; ce système

se compose de la droite OX joignant le centre O. au milieu N
de AB et de la parallèle à AB menée par le point O.

Ces droites Ox'. Or' déterminent sur la tangente en M à

la conique étudiée deux segments MR.. MS. tels que

MR.US— l/*.

En portant sur Ox OM = b', on a un svstème de diamètres

conjugués en grandeur et position OM, OM'.

La courbe est une ellipse ou une hyperbole, suivant que le

point de contact M de la tangente est intérieur ou extérieur

au segment RS.

3. Construire une conique, connaissant le centre et trois

tangentes.

Cherchons les points de contact de ces tangentes : soient

Fig. 66.

\
\

A'

{fig- 66) A', B', G' ces points. Si Ton joint le point A au
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milieu de la corde B'C, cette droite passe au centre de la

conique ; le triangle A'B'C est donc tel que les milieux de ses

côtés sont situés sur les droites AO, BO, CO, et les sommets

sur les droites AB, AC, BC.

Déterminons d'abord les directions de ses côtés; pour cela

prenons un point M quelconque sur AB et menons une paral-

lèle au côté AG jusqu'à sa rencontre N avec la droite AO;
menons par le point N une parallèle à la droite AB; la dia-

gonale MP du parallélogramme ainsi défini est parallèle au

côté B'C.

On obtiendrait de même les directions des deux autres côtés.

Construisons {fig. 67) sur MP comme côté, un trian-

Fig. 67 .

gle MPQ semblable au triangle A'B'C; la ligne AQ pro-

longée vient couper le côté BG en un point A' qui est un

sommet du triangle cherché : c'est un point de contact.

On en déduit les deux autres et l'on est ramené au pro-

blème précédent.
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4. Construire une conique, connaissant trois tangentes

et les points de contact de deux d'entre elles.

Soient {fig. 68) T, , T 2 , T 3 les tangentes données ; M, N les

points de contact.

Le théorème V permet d'obtenir immédiatement le point P
de contact de la tangente T 3 .

Les droites obtenues en joignant le point b au milieu de MP

. 68.

et c au milieu de MX se coupent au centre de la conique (V).

Si donc ce point est à dislance finie, la conique est une

ellipse ou une hyperbole; dans le cas contraire, c'est une

parabole.

Nous sommes ramenés au problème précédent.

V). Construire une conique, connaissant trois points et

sachant qu'une droite donnée a pour pôle un point donné.

Soient {fig. 69)

A, B, C les trois points donnés;

A la droite donnée
;

P son pôle.
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Je joins PB qui rencontre la droite A en M et je prends

le conjugué harmonique du point B par rapport au seg-

ment PM, j'obtiens en B' un autre point de la conique;

en répétant cette construction pour le point A, on obtien-

drait un nouveau point : on a cinq points, la conique est dé-

terminée.

6. Construire une conique, connaissant deux points,

un foyer et Vexcentricité.

Cherchons la directrice correspondant au foyer donné;

elle est tangente aux circonférences décrites des points

donnés avec des rayons déterminés par cette condition qu'ils

soient à la distance du point pris comme centre au foyer

dans le rapport donné, valeur de l'excentricité : le problème

compte donc quatre, deux ou pas de solutions, suivant les

positions relatives des points donnés et du foyer et suivant la

valeur de l'excentricité.

Soient F le foyer donné, D le pied de la perpendiculaire

abaissée de ce point sur la directrice; les points qui parta-

gent la distance FD dans le rapport donné comme valeur de

l'excentricité sont les sommets : on en déduit le centre et

les autres éléments.
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7. Construire u e cjnique, connaissant le foyer et trois

points.

(a) Soient (fig. 70) F le foyer; A, B, C les trois points

donnés que nous supposerons d'abord sur une même branche

de courbe; la bissectrice extérieure de l'angle AFB ren-

Fig. 70.

B

-A-

F" -
«..

I

=4
D '

contre la droite AB en un pont D appartenant à la directrice

correspondant au lover F.

On obtient de même le point D' rencontre de la droite CA
avec la bissectrice extérieure de l'angle CFA.
On connaît alors le foyer F, sa directrice et un point; la

nature de la conique dépend de la valeur de l'excentricité.

(b) Supposons actuellement (') que le point A appartienne

à une branche de courbe et les points B et C à l'autre

branche : la bissectrice intérieure de l'angle AFB rencontre

en D la droite AB; D est un point de la directrice; on

obtient de même D' rencontre de la bissectrice intérieure

de l'angle ACF avec AG. DD' est la directrice.

() l'rière de faire la figure.
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8. Construire une conique, connaissant un foyer et

trois tangentes.

Soient {fig. 71) T,, T 2 , T 3 les trois tangentes données; F
le foyer.

Fig. 71.

Menons AF; le second foyer se trouve sur la droite Ax
faisant avec ]a tangente T 2 un angle a = FAT,

.

La même construction répétée en B donne, par l'inter-

section des droites Ax, By, le second foyer F'; on en déduit

le centre Q et l'on est ramené au problème :

Construire une conique, connaissant te centre et trois

tangentes.

9. Construire une conique, connaissant un foyer, deux

tangentes et le point de contact de l'une d'elles.

Soient {fig. 72) T K , T 2 les tangentes données ; B le point de

contact de T 2 , on obtiendra le second foyer F' par l'inter-

section de la droite Ax, menée comme dans la construction

précédente, et de la droite By faisant avec T 2 et en sens

contraire un angle égal à l'angle FBA. On connaît alors les
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deux fovers et un point : la conique est une ellipse si les

deux fovers sont du même côté de la tangente; c'est une

hyperbole dans le cas contraire.

Fis. -i.

A \ B
.

—

t . B «—

ar

10. Construire une conique à centre, connaissant une

directrice, une tangente avec son point de contact et La

direction du diamètre qui passe par ce point.

Soient
( fig.

-

D la directrice donnée
;

MT la tangente;

M son point de contact:

MA le diamètre de ce point.

Proposons-nous de chercher le fover correspondant à la

directrice donnée ; connaissant ce point, nous aurons le cenl re

de la courbe et tous les éléments qu'on voudra.

i° Soit A le point de rencontre de MT avec la directrice D
;

on sait que la portion MA de la tangente est vue du fover

sous un angle droit : un premier lien géométrique du foyer

cherché est donc la circonférence décrite sur MA comme
diamètre.

2° On sait que la polaire de tout point de la directrice
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passe au foyer et est perpendiculaire à la droite joignant le

point de la directrice au foyer; de plus, la polaire d'un point

est parallèle au diamètre conjugué de celui qui passe par le

point. Si donc D est le point commun à la directrice donnée

et au diamètre MA, la polaire du point D est parallèle à MT
et la droite FD est perpendiculaire à cette droite.

Un second lieu géométrique du foyer est la perpendiculaire

Fis. 73.

à MT menée par le point D; le foyer est dès lors déterminé

par l'intersection d'une droite et d'un cercle : deux coniques

répondent à la question; elles sont réelles et distinctes, ou

imaginaires, ou confondues.

11. Construire une conique, connaissant quatre points

et une tangente.

Soient
( fig. 74) A, B, G, D les quatre points donnés ; T la

tangente donnée.

Cherchons le point de contact. Toutes les coniques pas-

sant par les quatre points A, B, C, D déterminent sur T un

segment qui se déplace en involution {Th. de Désargues).

On obtient facilement deux positions de ce segment au mo}ren
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des coniques AB-CD, AC-BD; par les points P, Q on

fait passer un cercle quelconque; par les points P', Q' on en

lait passer un autre : l'intersection de leur axe radical avec la

droite T détermine le centre de Tinvolution ; en menant de ce

J> y

--ïc

point des tangentes aux circonférences, on obtient la puis

sance de Tinvolution; les points doubles de l'involulion sont

les points de contact. Il v a donc deux solutions au problème,

si les points doubles ^oit réels, et aucune solution réelle si ces

:ts doubles sont imaginaire

R. — Ex. de Géom . anal., 1.
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Exercices proposés.

Construire les coniques dont les éléments sont définis dans les

énoncés suivants :

Admission à l'École Centrale en 1867, i
rc session, § 3 (t. II, p. 36*);

— 1869, 2 e session, § 2 (t. II, p. 38*); — 1871, i
re session, § 2 (t. II,

p. 3g*); — 1875, 2e session, § 4 (t. II, p. 4 2 *); — x 877. 2e session,

§ 2 (t. II, p. 43*): — 1878, 2« session, § 2 (t. II, p. 44*): - 1879,

i re session, § 3 (t. II, p. 44*); — i883, i
re session, § 2 (t. II, p. 48*);

— 1884, i
re et 2e sessions, § 2 (t. II, p. 49*); — i885, 2e session, §§ 3,

4 et 5 (t. II, p. 5i*); — 1887, i e session, § 3 (t. II, p. 53*); — 1892,

i
rc session, § 3 (t. II, p. 89*); — 189», i

re et 2 e sessions, §§ 2 et 1

t. II, p. 91*).

FIN DE LA PREMIERE PARTIE.
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On mène des parallèles à l'un des cotés d'un triangle; par les points

où cette droite rencontre les deux autres côtés, on mène à ces

côtés des perpendiculaires qui se coupent en vin point dont 00

demande le lieu 2(i

Étant donné un triangle rectangle OAB, ou construit sur les côtés

OA, OB de l'angle droit, les carrés OACD et OBGI-' et l'on mène
les droites AG, BD. On demande le lieu géométrique du point .M

de rencontre de ces droites quand, l'angle droit O restant fixe,
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droites joignant ses sommets A', B', C aux sommets correspon-

dants A, B, C d'un triangle donné concourent en un point fixe
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et que le coté A' B' soit parallèle à AB. Suit M le point de rencontre

des c \ C: N le point de rencontre des cotés CB, C'B'. —
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par rapport à
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ne axe radical passe par un point fixe
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que, pour chacune d'elles, le rapport de la longueur de l'axe parallèle
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à la tangente commune à celle de l'autre axe ait une valeur donné K:
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