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Uber die Energie der Kathodenstrahlen im Verhaltnis
zur Energie der Rontgen- und Sekundarstrahlen.

Yon
W. Wien, Wilrzburg.

Die Energie der Réntgenstrahlen ist zuerst von Dorn?),
spiter von Rutherford?) und Schops®) bestimmt worden,
Leininger*) vermochte dagegen keine Wirmewirkung zu be-
obachten. Um diese Versuche aufzukliren, unternahm ich die
Bestimmung der Wirmewirkung der Rontgenstrahlen im Ver-
héltnis zur Energie der erzeugenden Kathodenstrahlen, zumal
‘sich hieraus Schliisse auf die Impulsbreite der Rontgenstrahlen
ziehen lassen. SchlieBlich untersuchte ich auch die Energie
der wieder von den Rontgenstrahlen erzeugten Sekundirstrahlen,
die sich freilich nur indirekt bestimmen liBt unter der Vor-
aussetzung, daB es Kathodenstrahlen sind und unter Benutzung
der von Dorn angegebenen Werte der Geschwindigkeit.

Ich hielt es fiir zweckmiBig, zwei voneinander unabhingige
Methoden zur Bestimmung der Wérmewirkung zu benutzen,
und wandte sowohl das Bolometer als die Thermosdule an.
Rutherford erhebt zwar Bedenken gegen die Verwendung der
letzteren, indem er meint, daB die Wirmeabgabe aus dem
Innern der Thermosdiule, wo die Rontgenstrahlen absorbiert
werden, in anderer Weise erfolgen miisse als die Ableitung

1) Wied. Ann. 63, S. 160, 1897.  2) Phys. Zeitschr. 2, S. 58, 1900.
3) Inauguraldiss. Halle, 1899.
4) Phys. Zeitschr. 2, 8. 691, 1900.
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2 W. Wiex:

der oberflichlich zur Eichung absorbierten Wirmestrahlen.
Mir hat diese Meinung nicht eingeleuchtet, da die Absorption
der Rontgenstrahlen in Metallen such nicht in der Néhe der
Oberfliche geschieht und die Empfindlichkeit der von mir be-
nutzten Thermoséule, die aus 30 aneinander gefiigten Antimon-
Wismutelementen bestand, in Luft genau so grof war wie im
hohen Vakuum. Zu dem Zweck bestrahlte ich die in eine
weite Glasrohre geschlossene Thermosiéule mit einer Glithlampe,
einmal wenn Luft in der Rohre, dann wenn ein hohes Vakuum
erzeugt wurde. Die Galvanometerausschlige waren dieselben.
Es geht hieraus hervor, daB die Luftleitung, an die man fiir
die Oberflichenabgabe der Wirme zuerst denken miiBte, keine
Rolle spielt. SchlieBlich hat sich dann auch gezeigt, daB die
Ergebnisse mit dem Bolometer mit denen, welche die Thermo-
siule gab, so weit iibereinstimmten, als man erwarten kann.

Eine wesentliche Unsicherheit in der Energiemessung der
Rontgenstrahlen liegt darin, daB man nicht die freie Strah-
lung ohne absorbierende Schicht beobachten kann. Ich habe
mir viel erfolglose Mithe gegeben, diese Unsicherheit wenigstens
herabzudriicken. Deshalb versuchte ich anfangs die Thermo-
siule in eine Rohre zu schieben, die mit zwei hintereinander
befindlichen Aluminiumfenstern versehen war, und die Rohre
ins Innere der Rontgenréhre zu bringen. Es scheiterte dies
aber daran, daB es unmdglich war, die Thermosdule gegen die
starke Wirmeentwicklung in der Réhre zu schiitzen. Auch
Versuche, die Rontgenstrahlen durch Aluminiumfenster anstatt
durch die Rohrenwand gehen zu lassen, fithrten zu keinem Er-
gebnis, weil sich solche groBere Fenster nicht wohl ohne Kitt
anbringen lassen und dieser die notwendige Konstanz des Va-
kuums zu sehr beeintrichtigt.

Ich war daher gezwungen zur Benutzung einer gewdhn-
lichen Rontgenrdhre zuriickzukehren und die Absorption der
Wand besonders zu bestimmen, wobei allerdings die selektive
Absorption auBer acht gelassen werden muBte. Die Bestim-
mung der Energie der erzeugenden Kathodenstrahlen geschah
kalorimetrisch. Benutzt wurde eine Rohre von Miller in
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Hamburg, wo die Antikathode eine Glasréhre mit eingeschmol-
zenem Platinboden ist. Diese Rohre diente als Kalorimeter-
gefiB, das immer bis zu einer Marke mit Wasser gefiillt
wurde. Die Temperaturerhdhung in finf Minuten wurde an
einem eingesenkten Thermometer beobachtet. Die dieser
TemperaturerhGhung entsprechenden Kalorien wurden gefunden,
indem eine gleiche durch einen galvanischen Strom hervor-
gerufen wurde, der durch eine eingesenkte Spule floB und
dessen Wattverbrauch bestimmt wurde.

Die Miillersche Rohre besitzt eine leidlich funktionie-
rende Vorrichtung zur Regulierung des Vakuums, indem in
einem Nebenrohr Kathodenstrahlen auf einem imprignierten
Glimmerplittchen Gas entwickeln. Die Spannung wurde wih-
rend der Versuche konstant auf 58 700 Volt gehalten, was
durch eine Funkenstrecke mit Kugeln von 6 cm Radius kon-
trolliert wurde.

Die Thermosiule sowohl wie das Bolometer befanden sich
in einem Zinkkasten, der eine groBe Offnung zum Hindurch-
lassen der Rontgenstrahlen hatte. Diese Offoung wurde durch
diinnes Aluminiumblech von 0,03 mm Dicke geschlossen. Um
alle Wiirmewirkungen sicher auszuschlieBen, wurde noch ein
zweites Aluminiumblatt eingeschoben. Dann zeigte ein auf
mehrere hundert Grad erhitztes, geschwirztes Metallblech, das
an der Stelle der Rontgenrdhre sich befand, keine Emw1rkung
auf die Strahlungsmesser.

Als. Galvanometer diente ein Siemenssches astatisches
Glockengalvanometer von ca. 6 Ohm Widerstand, das ge-
wohnlich auf einer Empfindlichkeit von 2.10-° Amp. pro
Skalenteil gehalten wurde und dabei tagelang konstante Emp-
findlichkeit und auch guten Nullpunkt hielt. Obwohl dieses
Instrument den du Bois-Rubensschen und Paschenschen
an Empfindlichkeit etwas unterlegen ist, so ist es doch viel
unempfindlicher ‘gegen Storungen aller Art und daher in den
modernen Laboratorien sehr am Platze, zumal die anderen Gal-
vanometer selten bei einer héheren Empfindlichkeit benutzt

werden.
1 *



4 W. Wiex:

Bei dieser Empfindlichkeit gab die Thermosiule, deren
Fliche 1,4 qecm betrug, einen Ausschlag von 30 —40 mm
durch die Einwirkung der Rontgenstrahlen. Nicht viel groBer
war der Ausschlag des Bolometers, obwohl seine Fliche
225 qecm betrug. Das letztere konnte, sollte der Nullpunkt
konstant bleiben, nur mit schwachem Strome benutzt werden.

Die Rontgenrshre wurde mit einem 40 c¢m-Induktorium
und Turbinenunterbrecher betrieben. Die Zahl der Unter-
brechungen betrug 32 in der Sekunde.

Das Bolometer war nach Art der Lummer-Kurlbaum-
schen Flichenbolometer aus 0,03 mm dickem und 5 mm breitem
Platinblech hergestellt, bei dem zwei Zweige der Wheatstone-
schen Briicke bestrahlt werden. Die Streifen sind so ange-
ordnet, daB die Streifen des einen Zweiges die Liicken des
anderen decken. Die beiden anderen Widerstinde muBten aus
ebensolchem Blech in gleichen Abmessungen hergestellt werden,
weil sich sonst der Nullpunkt nicht konstant hielt. Geeicht
wurden sowohl Bolometer als Thermoséule durch die Strah-
lung eines schwarzen Korpers von 100°% Bei einer Empfind-
lichkeit von 1,9 - 10~® Amp. des Galvanometers entsprach einem

Skalenteil
Gr. Kal.

54 .10-8 e PTO gem
aufgefallene Strahlung der Thermosiule. :

Bei der Rontgenrshre betrug die Entfernung des Zen-
trums der Antikathode von der Thermosiule 13,5 cm.

Die Messung wurde so gemacht, daB eine Bleiplatte zwi-
schen Rontgenrdhre und Thermosiule geschoben wurde. Es
wurde die Ablenkung am Galvanometer beobachtet, die beim
Fortziehen der Bleiplatte eintrat.

Eine Beobachtungsreihe ergab die folgenden Werte.

Die Zahlen bedeuten, wenn » die Entfernung von der
Antikathode bedeutet,

2mr? >< Skalenteil der Réntgenstrahlung
Temperaturerhhung im Kalorimeter

bei einer Empfindlichkeit
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188
m . 1,9 . 10—9 Amp.
10,0
10,4
8,8
8,6
8,7
9,3
Andere Reihen ergaben nur wenig abweichende Werte.
Unter Beriicksichtigung der Empfindlichkeit der Thermo-
- siule und des (alvanometers ergibt sich, da die Temperatur-
erhohung durch die Kathodenstrahlen um 1° in fiinf Minuten

0,103 %= Kl
sec

entsprach, fiir die

Energie der Rontgenstrahlen
Energie der Kathodenstrahlen

=917. 10~ 2

=917. -z
Streng genommen wird bei der Warmewirkung E, — E,

gemessen, doch ist eben E, gegen E, zu vernachlissigen.

Hier ist noch die Korrektur fiir die Absorption in der
Rohrenwand anzubringen.

Die Absorption in der Rohrenwand wurde nach zwei
Methoden bestimmt. Erstens wurde ein Stiick Glas von einer
dhnlichen Rohre vor die Thermosiule geschoben und die Ver-
ringerung des Ausschlags beobachtet.

Dann wurden durch eine andere Rohre von nahe gleicher
Spannung Rontgenstrahlen erzeugt, die auf einer im Vakuum
befindlichen Platte Sekundirstrahlen erzeugten.

Es wurde nun die gewdhnlich benutzte Rontgenrshre vor
die Sekundirrohre geschoben und die Verringerung der er-
zeugten Sekundirstrahlung gemessen, worauf wir weiter unten
noch niher eingehen werden. Hier erfolgt die Absorption der
Rontgenstrahlen in beiden Glaswiinden der Rohre und sie
wurde unter Voraussetzung homogener Strahlung auf eine
Glaswand reduziert.
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Die so gewonnenen Resultate stimmten bis auf wenige
Prozent mit den nach ersterer Methode erhaltenen iiberein. Hier-
nach gehen 68 Y%, der Rontgenstrahlen durch die eine Wand der

E
Rontgenrohre. Durch diese Zahl ist der Wert von —- zu kor-

rigieren. Wir erhalten so g

135, 10-3. |
R

. Wihrend bei der Thermosdule alle Rontgenstrahlen ab-
sorbiert werden, ist dies beim Bolometer nicht der Fall. Erstens
geht ein Teil der Strahlen durch das Platinblech, dann ein
weiterer durch die Liicken der nicht genau sich deckenden
Streifen. Die Menge Rontgenstrahlen, die durch das Bolo-
meter geht, wurde ebenfalls mit der Sekundirstrahlrohre be-
stimmt. Bei der groBen Ausdehnung der Bolometerfliche wurde
die durchgegangene Strahlung an verschiedenen Stellen be-
stimmt und der Mittelwert genommen.

Es fand sich, daB das Bolometer 24%, im Mittel hin-
durchlidBt. Die bolometrischen Beobachtungen ergaben fiir

27¢? Skalent.

Temperaturerh, 75,

wenn die Empfindlichkeit des Galvanometers auf die bei der
Thermoséule reduziert war. Hieraus berechnet sich

E"

= 1,09 - 10-3.

Die Abweichung von dem mit Hilfe der Thermosiule er-
haltenen Wert ist nicht groBer als die Fehler der einzelnen
Beobachtungen, die hauptsiichlich durch die Inkonstanz des
TUnterbrechers bedingt waren. | ' '

Trotz der etwas geringeren Empfindlichkeit halte ich die
Beobachtungen mit der Thermosiule fiir die zuverlissigeren,
weil die Konstanz des Nullpunktes eine gréBere war und vor
allem die Korrektion wegen der Durchlédssigkeit des Bolo-
meters fortfallt.

Die gesamte Energie der Rontgenstrahlen betrigt fiir
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eine Temperaturerhthung von 10,8° des von den Kathoden-

strahlen erwéirmten Kalorimeters, also 1,15 (ir;é?lf Kathoden-
strahlenergie,
E,—15. 102 %X

eine Zahl, die mit der von Dorn gefundenen nahe iiberein-
stimmt mit dem Unterschiede, daB hier 32 Unterbrechungen
in der Sekunde erfolgten, bei Dorn nur fiinf. Den Grund der
negativen Ergebnisse von Leininger habe ich nicht mit
Sicherheit auffinden konnen, zumal die von ihm benutzte
Rontgenrdhre zerstort ist. Das von ihm benutzte Bolometer
war dem meinigen ganz #hnlich. Moglicherweise war die An-
zahl der Unterbrechungen filr die gebrauchte Rohre nicht
groB genug. '

Die Abhingigkeit der Energie der Rontgenstrahlen von
der Spannung und von der Art und Zahl der Unterbrechungen
soll der Gegenstand einer besonderen Untersuchung sein.

Da die Rontgenstrahlen an den Korpern, auf die sie treffen,
Sekundirstrahlen erzeugen, so schien es mir von Wichtigkeit,
auch die Energie dieser zu untersuchen.

Eine einfache Uberlegung ergibt, daB diese im Vergleich
zur Energie der Rontgenstrahlen nur gering sein kann. Denken
wir uns eine groBe Anzahl diinner Platinfolien aufeinander ge-
legt und von Réntgenstrahlen durchstrahlt, so werden an allen
Sekundérstrahlen erzeugt werden, soweit die Rontgenstrahlen
tiberhaupt eindringen konnen. Fast alle diese Strahlen werden
aber wieder absorbiert, weil ja die Absorption von Kathoden-
strahlen viel groBer ist als die von Rontgenstrahlen.

Es scheint mir nicht unméglich zu sein, da8 die Absorp-
tion der Rontgenstrahlen iiberhaupt nur indirekt dadurch er-
folgt, daB Sekundirstrahlen erzeugt werden. Es erscheint von
vornherein nicht ausgeschlossen, daB die Rontgenstrahlen,
ebenso wie sie von Elektronen erzeugt werden, nun ihrerseits
nur auf Elektronen wirken.

Wiirde man die Absorptionsgesetze der Kathodenstrahlen
und die Eigenschaften der Sekundérstrahlen niher kennen, so
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wiirde sich diese Hypothese priifen lassen. Denn wenn alle
Energie der Rontgenstrahlen in solche von Sekundirstrahlen
verwandelt wird, so kdnnte man die erzeugte Menge Sekundir-
strahlen berechnen, sobald man ihre Geschwindigkeit kennen
wiirde. Wenn man nun das Absorptionsgesetz der Sekundir-
strahlen ebenfalls kennen wiirde, so lieBe sich berechnen, wie
viel der erzeugten Sekundirstrahlen wieder an die Oberfliche
gelangt. Diese Menge lieBe sich mit der beobachteten ver-
gleichen. Wir wollen eine solche Rechnung anstellen unter
der Voraussetzung, daB die in der Tiefe  von der Oberfliche
erzeugten Sekundiirstrahlen nach dem Gesetz e¢—** absorbiert
werden. Doch konnen wir von der Energie der Rontgen-
strahlen nur dic Hilfte in Ansatz bringen, da jedenfalls eben-
soviel Sekundirstrahlen nach vorwirts wie nach riickwirts
gehen. :

Da jedenfalls nur aus sehr geringer Tiefe Sekundirstrahlen
nach auBen gelangen konnen, wird von der Intensitit der auf-
fallenden Rontgenstrahlen nur ein kleiner Teil fiir diese in Be-
tracht kommen. Ist J, die Intensitit der Rontgenstrahlen pro
Flicheneinheit, so ist in geringer Tiefe x die Intensitit

Jek*=J (1 — k).

J,k.x ist also die absorbierte Menge Rontgenstrahlen. In
der Schicht von der Dicke dz wird also J k.dz in Sekundir-
strahlen verwandelt. Davon soll die Hilfte nach riickwiirts
gehen. Von den zwischen x und z 4 dx. erzeugten Sekundir-
strahlen gelangen e~%? nach auBen; also von dieser Schicht

J
5 k. dze e,
Dies ist von O bis oo zu integrieren. Die Energie der

austretenden Sekundérstrahlen ist also

o0

J, Ik
. — ekt = I T
f 5 kedw et =3 K
0
k
also + = —;~ > wo im Zihler J, gegen J, vernachlissigt ist.
k

r
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Da das Absorptionsgesetz der Kathodenstrahlen sicher ein
ganz anderes ist, so kdnnen wir nur eine rohe Anniherung an
die Wirklichkeit erwarten.

Die Geschwindigkeit der Sekundirstrahlen ist nach Dorn
recht verschieden und infolgedessen ist auch die Absorption,
die ja in hohem Mafle von der Geschwindigkeit abhingt, un-
sicher.

Nimmt man nach den Beobachtungen von Seitz') einen
Absorptionskoeffizienten %, = 225000 fiir Platin an, der der
Geschwindigkeit 6,8 - 10° nach Dorn®) ungefihr entsprechen
wiirde und fiir £, nach Holtsmark 1000, so hitten wir fiir
o 1
7.~ 50"

Die Beobachtungen der Sekundirstrahlen geschahen nach
einer dhnlichen Methode, wie die von Holtsmark.?) Die auf
der Platinplatte aufgefangene positive Elektrizitit wurde nach
drei verschiedenen Methoden bestimmt. Einmal ging der
Strom durch einen hohen Widerstand zur Erde und die statio-
nédre Spannung wurde an einem Elektrometer abgelesen. Dann
wurde die Spannung bestimmt, zu welcher ein Plattenkonden- -
sator von etwa 10* cm in bestimmter Zeit geladen wurde.
Endlich wurde die Elektrizititsmenge nach der von Harms*)
angegebenen Methode bestimmt. Alle drei Bestimmungen
filhrten zu tibereinstimmenden Ergebnissen.

Das Elektrometer war ein Dolezaleksches mit Bernstein-
isolation der Quadranten. Von groBter Wichtigkeit bei diesen
Versuchen ist das Fernhalten der durch Rontgenstrahlen leitend
gemachten Luft von allen mit dem Elektrometer verbundenen
Metallteilen.

Bei einer Temperaturerh6hung des Kalorimeters von im
Mittel 38° ergab sich ein Strom von 1-10-!! Amp. Setzen

1) W. Beitz, Ann. d. Phys. 6, S. 1. 1901; 12, 8. 860, 1903; Phys.
Z. 1904, S. 895.

2) Dorn, Jubelband fiir H. A. Lorentz, 1900.

3) Holtsmark, Ann. d. Phys. 10. S. 522, 1903.

4) Harms, Ann. d. Phys. 10, S. 816, 1908.
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wir nach Dorn die Geschwindigkeit der Sekundirstrahlen
6,8 - 10°, so entspricht das einer Energie von 1,24 %‘: oder
Gr. Kal.
2971078 = - ==
Andererseits war die GroBe des Platinbleches, auf dem
die Sekundirstrahlen erzeugt wurden, 42 qem. Es befand sich
in einer Entfernung von 31,8 cm von der Antikathode.
Ferner ist zu beriicksichtigen, daB ein Teil der Rontgen-
strahlen in der Wand der Sekundérstrahlrohre absorbiert wird.
Um diesen Teil zu bestimmen, wurde die Rébre zwischen
Thermoséule und Rontgenréhre gebracht. Es ergab sich, da8
eine Wand der Rohre 75°, der Strahlen hindurchléBt. Aus

diesen Zahlen berechnet sich die Energie der auffallenden

Rontgenstrahlen zu 1,6 - 10-% @'—Kil', so daB das Verhiltnis

sec
: E,
zur Sekundirstrahlung 5 = 530 wird.

Die Ubereinstimmung mit dem aus den Absorptionskoef-
fizienten gefundenen ist natiirlich eine rein zufillige, da wir
ebensogut den Wert fiir den Absorptionskoeffizienten der
Kathodenstrahlen anders hitten wéhlen konnen. Immerhin
zeigt sich, daB die Annahme, alle Rontgenstrahlen verwandeln
sich in Sekundérstrahlen, vorliufig mit den Tatsachen verein-
bar ist.

Wir konnen den gefundenen Wert fiir das Verhiltnis der
Energie der Rontgenstrahlen zu der der Kathodenstrahlen be-
nutzen, um die Impulsbreite der Rontgenstrahlen zu berechnen.?)

Hierbei treten die Unsicherheiten in den Grundlagen der
Elektronentheorie insofern hervor, als es zweifelhaft bleibt, ob
man die Gestalt der Elektronen als unabhingig von der Be-
wegung annehmen soll oder ob man ihnen die Gestalt eines
Heavisideschen Ellipsoids, das sich mit der Geschwindigkeit
dndert, zuzuweisen hat.

Obwohl die letztere Annahme die groSere Wahrscheinlich-
keit fiir sich hat, ist die Theorie fiir diesen Fall noch nicht

1) Vgl. Larmor, Phil. Mag. (5), 44, S. 503; 1897.

—— .
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80 weit ausgebildet, um die Strahlung eines verzigerten Elek-
trons fiir Geschwindigkeiten zu berechnen, die nahe an der
Lichtgeschwindigkeit liegen. Die von mir aufgestellte Bedin-

gung, daf —Lv,u klein gegen 1 sei, ist bei den vorliegenden
c (1 — b"")
Beobachtungen nicht mehr erfiillt.
Ist dagegen die Gestalt des Elektrons unverénderlich, so
ist nach Wiechert?) die Bedingung zu erfiillen, daB bei kugel-
formiger Gestalt des Elektrons vom Radius R der Bewegungs-

zustand sich in der Zeit ?% durch die Verzogerung j nur
wenig dndert, so daB 2R, klein gegen v sein muB, wenn ¢
g s c—uv/ geg

die Lichtgeschwindigkeit. und v die Elektronengeschwindigkeit
bezeichnen.

Aus der Formel
2 e

R=zge

berechnet sich, wenn wir fiir das Elementarquantum nach
Thomson e=34.10-" elektrostatische =1,13.10-% elektro-

magnetische Einheiten und fiir '% = 1,87- 107 elektromagne-
tische Einheiten setzen
R =1415-10"'cm.

Es wird sich zeigen, daB bei dieser Kleinheit des Radius
die erwihnte Bedingung angendhert erfillt ist. 4

Fir die Ausstrahlung eines mit der Geschwindigkeit o
fliegenden Elektrons, das wihrend d¢ um jd¢ in seiner Ge-
schwindigkeit verzogert wird, ist zuerst von Abraham?) der

Ausdruck abgeleitet
2 e? 4 dt
3 o)

wo kﬂ=1—3ci,1 ist.

1) Wiechert, Elektrodyn. FElementargesetze. Jubelband f. H.
A. Lorentz, 1900.
2) Abraham, Ann. d. Phys. 10, S. 105, 1903,
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Bei gleichformiger Verzbgerung ist
J
l=5 8

Wird das Elektron auf der Strecke ! von v = v, bis auf

v = 0 verzogerte, so ist v,® = 2ji, also

dt="" =291
J Y

so daB wir fiir die wihrend der ganzen Verzogerung
einem Elektron ausgestrahlte Energie den Wert erhalten

von

3 1 + 90_
dle’j? dv _ v |24-3k* 3 ¢ log ——C
8ciy,? L) T 24¢% kot T3 v, g v,

oy
) 3
k02 == _co{ :

Die Geschwindigkeit v, berechnen wir aus dem bekannten

Werte von % und der Spannung ¥ = 58700 Volt.
Die Energie eines Elektrons von der Geschwindigkeit v,

ist bei Oberflichenladung

vu)
e? l ] ! +—c— l
o o %8 Ta T
e
Hiervon ist die Energie des ruhenden Elektrons
et '
E=5

abzuziehen, um die Bewegungsenergie zu erhalten. Diese ist

also

gleich der geleisteten Arbeit Ve. Setzen wir fir R =
so wird v
14%

(4 V%-{— 2)v?°=log——gvo,

3c?
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fiir den angegebenen Wert von ¥ ergibt sich
v, =138-10-10 2.

Die Energie der Kathodenstrahlen ist nun, wenn in der
Sekunde N Elektronen aufprallen,

E,= NVe, woraus
Ek
-7

Die Impulsbreite héngt von der Richtung der ausge-

sandten Welle ab. Sie ist 4 = 20& in der Richtung senkrecht

auf der Bewegungsrichtung des Elektrons. In der der Be-
wegungsrichtung entgegengesetzten Richtung muB die Riick-
seite des Impulses noch die Strecke ! durchlaufen, so daB die

Impulsbreite hier gg_c +1=1 (1 + %) betriigt. In dieser Rich-
tung ist aber die ausgestrahlte elektromagnetische Energie

Null. ,
Bildet die Richtung der Welle den Winkel ¢ mit der

Bewegungsrichtung, so ist die Impulsbreite (cos «+ —2—;) Also

muB die Strahlung schon bei ganz gleichmiBiger Verzogerung

und vollkommen gleichen Geschwindigkeiten aller Elektronen

inhomogen sein. Fiir die Impulsbreite 4 — 2—:—0— ist

(]

. UO
E, 1 wvle)2+4+3k? 3 ¢ ¢
A=_F.2 %t 4 % C .
E 'V 12¢| k! +3 ?, g1—”—°]
(4
. E, .
Setzen wir den gefundenen Wert von = ein, so er-

halten wir r

|4 =23.10-" cm. |

Sommerfeld?) hat aus den Beobachtungen von Haga
und Wind berechnet

1) Sommerfeld, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 46, 1902, S. 93;
Phys. Zeitschr. 2, N. 4, 8. 59.
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A=13.10-8% cm,

also ungefihr 60 mal so groB.

Es mag bemerkt werden, daB die groBe Abweichung viel-
leicht auf die Inhomogenitit der Strahlen zuriickzufiihren ist.

Bei den Energiebeobachtungen haben die kiirzeren Im-
pulsbreiten die groBere Energie, bei den Beugungsversuchen
kommen vorzugsweise die langen Impulsbreiten zur Beugung.

Es miifte dann allerdings die Intensitit der gebeugten
Strahlen auBerordentlich viel schwiicher sein, als sie sich aus
der Beugungstheorie unter Voraussetzung homogener Strahlen
ergeben wiirde. ‘



Potenzreihenentwicklung und Methode der kleinsten
Quadrate. '

Von

R. ScHumaNN, Aachen.

I. Es sei x ein reelles Argument, f(x) eine durch ihre
Eigenschaften bekannte, reelle, analytische Funktion von z.
Fir die Umgebung eines Punktes # — a wird eine nach Po-
tenzen von z — a fortschreitende Reihe

o

Di4; (@—ap
0
gesucht; die GroBen A4, 4,,, 4
Parameter.
Nehmen wir die 4 zunichst als beliebig oder als nicht
genau bekannt an, so wird auch die Gleichung

PR sind zu bestimmende

f@) — Dl 4, (@ —a) =0
0
nicht erfiillt sein; fiir solche Werte der A, die den wahren
Werten nahe liegen, wird sie nahezu erfiillt sein, der Unter-
schied zwischen f und X fiir den beliebigen Punkt z sei
gleich ¢ (z).

Die Methode der kleinsten Quadrate fordert dann, daB die
Quadratsumme aller v(z) ein Minimum werde; die Summe ist
iiber simtliche Punkte zu erstrecken, filr die f(x) bekannt ist.
MuB auf die Ubereinstimmung zwischen f und X an verschie-
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Fir das geschlossene Gebiet ¥ lauten die Cauchyschen
Sitze fiir die analytische Funktion F:

J F(g)dz =0, J F(e) ;—i-‘z = 2ix- F(s,),

P % a=Yrrm; TV-D
(e—2z) n=+1 +2 .. 00.

@)

Hiernach verschwinden simtliche Integrale in der Normal-
gleichung fiir 4,, die gesuchten Parameter sind damit zunichst
der Berechnung entzogen.

Die genannten Integrale wiirden von O verschiedene Werte
nur dann annehmen, wenn die Exponenten % und 4 4 % negativ
werden konnten; man erhilt brauchbare, nach den Parametern
bereits aufgeliste Normalgleichungen, wenn man die gesuchte
Potenzreihe in der Form ansetzt:

+o

®) f6) = D 4y (o — 1)

@

und demgemdB fordert, daB

4) ) / [f(z) —53 A, (e — z,)szz =0
A

— @ N

werde.
Bedeutet hier & einen beliebigen der Werte 4, so erhilt
man jetzt fiir 4, die Normalgleichung:

0=2 /f(z) c(e—2)de—2- 5} A4, -/(.e — 2, trde.

Nach (2) verschwinden séimtliche Integrale unter dem
Summenzeichen bis auf dasjenige mit dem Exponenten
A+ k= —1; demnach bleibt:

0= fo(z) (e—2)de—2-2ix-A_,_,,
o

k=—o00-+-—2 —1,0, +1, +2,++- + co.
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Das hierin enthaltene Integral verschwindet fiir
k=0,4+1,42, ..

A, =4 =...=0.
Setzt man ein: 41 fiir — k%, so wird fiir I=+4+1, +2,---

d .
0=2Jf(2)@—_%—2'21“'41_1,
mithin nach (2):

Ay=1(2), Ayy=1q7-f8, - Ayy=grf
die der Forderung (4) geniigende Reihe ist also die Tay-
lorsche.

Die zwei Rechenoperationen, die zur Bestimmung der
Koeffizienten einer Taylorschen Reihe bekanntlich hinreichen,
nimlich: ,J-malige Differentiation” und ,Einsetzen des Wertes O
fir die Veriinderliche # — 2z, erscheinen auch als notwendig,
sobald die eine Forderung (4) aufgestellt ist.

Die durch Variation von A4, erhaltene Form der Normal-
gleichung:

0= / [f(z) — D, (e — a)*} (2 — ) ds

[ - ®

demnach ist:

deutet dagegen die Kunstgriffe an, die fiir reelles Argument
zur Bestimmung der Koeffizienten einer Fourierschen Reihe
fiihren: , Multiplikation mit dem Faktor, den der gesuchte
Koeffizient hat“ und ,Integration iiber den ganzen Umfang“").

1) Wer sich, wie der Verfasser, viel mit der Ausgleichung von Be-
obachtungen, insbesondere mit der Bestimmung der Koeffizienten von
Interpolationsformeln zu beschiiftigen hat, wird Befriedigung dabei
empfinden, daf sich stetige Punktfolgen nach derselben Methode be-
handeln lassen wie eine Folge einzelner, beobachteter Punkte, was
fir die Darstellung trigonometrischer Funktionen seit langem be-
kannt war.

Bei dieser Gelegenheit sei der mathematische Leser um Nachsicht
angegangen, falls die vorliegende Aufgabe mehr vom Standpunkte der
Ausgleichungsrechnung als von dem der Analysis aus behandelt erscheint.

2'
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Es erscheint, wenigstens vom Standpunkte der Ausgleichungs-
rechnung aus, zunichst auffillig, daB A4, nicht aus jener
Normalgleichung hervorgeht, die aus (4) durch Variation von
A, selbst entsteht; ferner daB es ndtig ist, die A mit nega-
tivem Index mit anzusetzen, wihrend sie selbst verschwinden.
Beides erklirt sich, wie mir Herr Sommerfeld mitteilt, aus
dem Zusammenhang der Potenzreihenentwicklung mit derjenigen
der Fourierschen Reihen. —

Stellt man an die gesuchten Parameter der Reihe (3) die
Forderung:

®) 6/[f(ﬂ)—§,3‘4r(5—21)‘]dﬂ=0,

D

so ergeben sich fiir die 4, Normalgleichungen, von denen jede
die simtlichen A enthilt. Die Gleichungen werden durch Ein-
setzen der Koeffizienten der Taylorschen Reihe befriedigt, es
bleibt noch der Nachweis der Unmoglichkeit anderer Losungen.

III. Die komplexe Veriinderliche z sei der Gleichung
unterworfen:

(6) s=a+(B—5) 9,
die bekanntlich den Ausgang fiir die Lagrangesche Reihen-
entwicklung bildet; « und g — f, sind gegebene Parameter,

¢(2) ist eine gegebene analytische Funktion. Nebenbei sei
bemerkt, da8, wenn man (6) in der Form schreibt:

1 ?(2)

PR i
schon eine gewisse Beziehung zu der Funktion unterm Integral
im zweiten Cauchyschen Satze (2) hervortritt.
Es soll z in eine Reihe:

e= D4, (6— B

entwickelt werden. Stellt man die Forderung:

) 5/[5—2A1'(ﬂ—ﬁ1)1}dﬁ=0;

o
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so erbdlt man nach (2) die Normalgleichungen:
0 =‘fz -B—pB)ap—A_,_, 2ix,
¥

k=—o0,--—2,—1,0,+1,+2, .- 4 oo
Da die Integrale fiir k=0, + 1, + 2 ... verschwinden, so
folgt zunéichst:
A_ =4 _4=---=0.

Vertauscht man wieder — & mit + I, so wird zunichst:

1\ .
O=f2 . (*ﬁ__pl) dﬂ—A‘_1'2’lfﬂ,
o
I=+1,42,--..
Fir 1 =41 folgt: 4y = (¢)s=p,= «; ferner wird fiir belie-
biges positives I/, wenn man nach (6) 2 als Veriinderliche
einfijhrt:

-1 g -1 .
0=Jz-(jf)) z_"a—f’;zzg’) "’_(’)) dz—A4,_,-2ix,
A

mithin nach einigen leichten Zwischenrechnungen:

1 dl -2 (@) -1
Az—1=’(l_1)!' d(::;_as) ’ I=+2,+3,.
Diese Koeffizienten stimmen mit denen der Lagrangeschen
Entwicklung tiberein. —
Die soeben bestimmten Parameter erfiillen auch die Normal-
gleichungen, die aus der Forderung entstehen:

(8) / [z —Z'A (=5 |4 } —0.

Man erhalt unendhch viele Normalgleichungen, von denen
jede unendlich viele, . aber nicht simtliche A enthdlt; auch
hier bleibt noch unentschieden, ob die gefundenen Werte die
einzigen Losungen darstellen. .

Die Forderung (8) kann man auch aus (7) herleiten da-
durch, daB man B durch z ersetzt unter Zufiigung des Ge-

wichtes 1: d ﬁ
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IV. Die Entwicklung von F(z), wo z der Gleichung (6)
unterliegt, in eine Potenzreihe nach f — f, kann ebenfalls
nach einem Prinzip engsten Anschlusses geschehen; dieses
laute gemiB (7):

d / [F(Z)— 1C - (B— ﬂl)‘}dﬁ 0.
o

Durch Variation von C, folgt fir k=0, +1, +2,...:
0=2ix-C_,_,,

mithin C_,=C_;=.--=0.
Setzt man w1ederum I fir —%, so folgt fir l=+1,42,.-

JF(#)@ 5y i — 21w - C_y;

also ist fiir I = + 1:
= (F@)p=p, = F().

Weiter " wird fiir =+ 2, + 3, --- das Integral in der
Gleichung fiir C,_,, wenn man B gem#B (6) durch 2z ersetzt:

a
f ) (52g) " 5 = f F@)- (P97 (2 - 28 a2

_ 2in ( “Fe - (@) d ’(F(a)wp’(a)-(«p(a))"”_)>
=1 dd=1 do~?
_ 2in @7(F@- @Y
gy dot=?
mithin:

c - 1 I (F@- @)Y
=1 -yt ad=?

Fir l=+ 2, + 3, erhdlt man daraus die iibrigen Koeffi-
zienten der erweiterten Lagrangeschen Entwicklung.



Uber eine Liicke der Elektronentheorie.

Von
H. v. MaNcorpr, Langfuhr.

Eine der Grundannahmen der Elektronentheorie besteht
bekanntlich darin, daB in einem elektromagnetischen Felde der
ein beliebiges Volumenelement dS erfiillende Ather Sitz einer
bestimmten Energiemenge sei, die, wenn € die elektrische
und § die magnetische Kraft am Orte von dS in absolutem
GauBschen Mafe und in Heavisideschen (sog. rationellen)
Einheiten?) bezeichnet, durch den A usdruck

, + (€ + §nds

gegeben wird. -

Ferner steht mit allen bisherigen Erfahrungen die von
J. H. Poynting?®) herriihrende Annahme im Einklang, daB
diese Energieverteilung im Laufe der Zeit durch einen Energie-
“strom aufrecht erhalten wird, der, wenn ¢ die Lichtgeschwin-
digkeit bezeichnet, an jeder Stelle nach GréBe und Richtung
durch den Vektor

)] € =c[EP]
dargestellt wird.

Mit diesen beiden Annahmen steht nun eine dritte in der
Elektronentheorie fast ausnahmslos gemachte Voraussetzung in

1) Vgl. H. A. Lorentz: Maxwell's elektromagnetische Theorie,
Enzykl. d. Math. Wiss. Bd. V, 13, Nr. 7.
2) J. H. Poynting: London. Trans. 175 (1884), S. 343.
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einem gewissen Widerspruch, nimlich die Annahme, daB die
Elektronen, starre nach Gestalt und GrdBe unveriinderliche
Korper seien und daB, wofern man zwischen Ladung und Sub-
stanz der Elektronen iiberhaupt einen Unterschied machen
will, die Ladungen der einzelnen Volumenelemente an diesen
unveriinderlich haften.

Dieser Widerspruch ergibt sich durch folgende Uber-
legung, welche in mathematischer Hinsicht keineswegs neu
zu sein beansprucht, vielmehr in den Abhandlungen von
H. Poincaré'), M. Abraham?), H. A. Lorentz®) ete. bereits
vollkommen zum Ausdruck kommt: Man bilde zunichst die
Divergenz des Vektors &. Dann erhélt man bei Anwendung
bekannter Rechnungsregeln der Vektoranalysis

@) div® = ¢ (9 rot €) — ¢ (€ rot H).
Mit dieser Gleichung stelle man die Feldgleichungen der
Lorentzschen Theorie*)

1 0€ b
3) T a9 e,

109

"0—5’{=r0t@

zusammen, in denen ¢ die Dichtigkeit und v die Geschwindig-
keit der Ladung bezeichnet, die sich zur Zeit ¢{ an demjenigen
Orte befindet, auf welchen sich die Vektoren € und £ be-
ziehen. Dann ergibt sich aus (2), indem man fiir rot € und
rot § die durch die Gleichungen (3) gegebenen Werte einsetzt,

dive =— (9 %52) — (€57) — o (Ev)

oder

@) —&iv® = 7 [+ (€ + 9] + ¢ (V).

1) H. Poincaré, La Théorie de Lorentz et le Principe de Réaction,
Lorentz-Jubelband (Haag 1900) S. 256.

2) M. Abraham, Annalen der Physik (4) 10, 1903, 8. 119ff.

3) H. A. Lorentz, Elektronentheorie. Enzykl. d. Math. Wiss. V
14, Nr. 6.

4) Vgl z. B. Enzykl. d. Math. Wiss. V 14, Nr. 2, wo § statt 9,
b statt € geschrieben ist.
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Diese Gleichung besagt folgendes: Im AuBeren der Elek-
tronen, wo ¢ = O ist, wird durch den im Ather stattfindenden
EnergiefluB jedem Volumenelement stets genau so viel Energie
zugefithrt, als notwendig ist, um die in dem Volumenelement
stattfindende Dichtigkeitsinderung der Energie zu bewirken.

Im Innern eines gegen den Ather bewegten Elektrons
weicht dagegen die wihrend eines Zeitelementes df durch die
Oberfliche eines gegen den Ather festen Raumelementes d.S in
dieses einstromende Energiemenge im allgemeinen von der-
jenigen Menge ab, die zur Erzeugung der wihrend dt in dS
stattfindenden Dichtigkeitsinderung der im Ather enthaltenen
Energie erforderlich ist. An Orten, wo das skalare Produkt
(€v) positiv ist, tiberwiegt die durch die Oberfliche ein-
stromende Energiemenge, und man hat sich vorzustellen, daB
der UberschuB vom Ather an die Substanz des Elektrons ab-
gegeben wird. Eben in dieser Energieabgabe besteht die Ar-
beit, welche die elektrische Kraft € leistet, wihrend die Ladung
von der Dichtigkeit ¢ mit der Geschwindigkeit v durch den
Ort von dS durchstromt. Umgekehrt nimmt an Orten, wo
(€v) negativ ist, der Ather aus der Substanz des Elektrons
Energie auf.

Nun hat gemidB der sogenannten dynamischen Grund-
gleichung der Elektronentheorie!) das iiber das ganze Volumen
eines Elektrons erstreckte Integral

fo(@n)dS

stets den Wert Null. Die Substanz eines Elektrons als Ganzes
genommen vermag also Energie nicht aufzuspeichern. Zugleich
mit der in einem Teil der Substanz des Elektrons stattfinden-
den Aufnahme von Energie aus dem Ather erfolgt vielmehr
stets an anderen Stellen dieser Substanz eine genau ebenso
groBe Energieabgabe an den Ather.

Dieser Vorgang ist nicht anders zu erkliren als dadurch,
daB zu dem Poyntingschen Energiestrom im Ather noch ein

1) Vgl. M. Abraham a. a. O. 8. 118 Gleichung III.
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zweiter lediglich in der Substanz des Elektrons stattfindender
Energiestrom hinzutritt, der die Energie von denjenigen Stellen
des Elektrons, wo sie aufgenommen, zu denjenigen hinfiihrt,
wo sie wieder abgegeben wird.

Denn die Annahme, daB der Energieaustausch zwischen
dem Ather und der Substanz der Elektronen immer in der
Weise erfolge, daB ein Teil der Substanz Energie aufspeichert,
wihrend gleichzeitig der andere aus einem frither aufgenom-
menen Vorrat ebensoviel wieder abgibt, erweist sich als un-
haltbar.

Man braucht, um dies einzusehen, nur den Fall zu be-
trachten, daB ein Elektron ohne Drehbewegung auf gerader
Bahn gleichférmig mit einer geringeren Geschwindigkeit als
der des Lichtes durch den von auBen nicht erregten Ather
fortschreitet. Unter der Annahme einer kugelférmigen Gestalt
des Elektrons und einer gleichférmig iiber sein Volumen ver-
teilten Ladung ist hierbei das Produkt (€v) in der vorderen
Hilfte des Elektrons iiberall positiv, in der hinteren iiberall
negativ. Das eigene Feld des Elektrons ist in diesem Falle
80 beschaffen, daB die vordere Hilfte des Elektrons vom Ather
angetrieben, die hintere dagegen zuriickgehalten wird und von
der vorderen Hilfte nachgezogen werden muB.

Wenn nun hierbei nicht neben dem Poyntingschen
Energiestrom noch eine Energiewanderung durch die Substanz
des Elektrons von der vorderen zur hinteren Hilfte desselben
erfolgte, so wiirde in geniigend langer Zeit in der vorderen
Hilfte des Elektrons eine beliebig groBe Energiemenge auf-
gespeichert werden, wihrend zugleich die hintere Hilfte die
Fihigkeit haben miiite, eine ebenso groBe Menge abzugeben.

Gibt man hiernach das Vorhandensein von Energie-
stromungen zu, die in der Substanz der Elektronen stattfinden
und von dem Poyntingschen Energiestrom im Ather ver-
schieden sind, so ist es nicht mehr moglich, die Elektronen
als vollig unveréinderliche Korper zu betrachten. Die Gebote
der Folgerichtigkeit zwingen vielmehr dazu, auch verschiedene

- -
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Zustinde der Substanz der Elektronen anzunehmen, je nach-
dem diese Substanz von Energie durchstrémt wird oder nicht.
In der Physik der ponderabeln Koérper konnen wir iber-
all, wo ein Korper einen Energiestrom leitet, gewisse Veriinde-
rungen des Energieiibertrigers gegen seinen gewohnlichen Zu-
stand nachweisen, die ihn erst beféhigen, Energie fortzuleiten,
z. B. in dem ein geschlepptes Schiff ziehenden Seile die Lings-
spannung, in der Welle einer Arbeit iibertragenden Trans-
mission die Torsionsspannung, in den Wandungen eines im
Betriebe befindlichen Dampfkessels das Temperaturgefill.

Wenn man diese an der gewohnlichen Materie gesammelten
Erfahrungen auf die Substanz des Elektrons iibertragen darf,
so wird man sich bei letzterem in allen Fillen, wo durch
dasselbe ein Energiestrom stattfindet, vorzustellen haben, daB
die GroBe und Richtung dieses Stromes an jeder Stelle durch
gewisse Abweichungen des Zustandes der dort befindlichen
Substanz von demjenigen Zustand bedingt werden, in welchem
diese Substanz sich befindet, wenn sie nicht von Energie durch-
stromt wird.

Die niichstliegende Annahme ist, daB man sich unter diesen
Abweichungen von dem Normalzustand Verschiebungen der
einzelnen Teile des Elektrons gegeneinander vorstellt. Dann
gerit man aber mit der eingangs erwihnten Annahme einer
absoluten Starrheit der Elektronen in Widerspruch und ge-
langt zur Vorstellung der deformierbaren Elektronen, wie sie
kiirzlich von H. A. Lorentz') mit gewichtigen Griinden ge-
stiitzt worden ist. H. A. Lorentz beseitigt namlich durch
diese Vorstellung einige ernstliche Schwierigkeiten (Michelson-
Morleyscher Versuch, Rayleighsche Doppelbrechung), die sich
der bisherigen Theorie entgegenstellten. Die obigen Uber-
legungen mogen als eine weitere unabhiingige Stiitze fiir diese
neueste Wendung des Elektronenbegriffes angesehen werden.

1) Akademie van Witenschappen te Amsterdam, Mai 1904, Procee-
dings S. 809.



Ein Bedenken gegen die Helmholtzsche Resonanztheorie
des Horens.

Von

Max Wien, Langfuhr-Danzig.
(Mit 1 Figur.)

Unter den Anwendungen der Physik ist die Helm-
holtzsche Resonanztheorie, welche die Ubertragung der Tone
auf den Gehdrnerv und die Klanganalyse plausibel und einfach
durch das Mitschwingen elastischer Teile der Schnecke erklirt,
eine der fruchtbarsten und glénzendsten. Umsomehr muB
darauf gehalten werden, daB kein berechtigtes Bedenken gegen
diese Theorie ohne volle Widerlegung bleibt.

In einer Arbeit?), die aus dem physikalischen Institut der
Technischen Hochschule Aachen hervorgegangen ist, habe ich
kurz darauf hingewiesen, daB das starke Anwachsen der Emp-
findlichkeit des Ohres mit der Tonhohe schwer mit der Reso-
nanztheorie in Einklang zu bringen sei. Da bei weiterem
Nachdenken dariiber dieses Bedenken mir eher noch schwer-
wiegender erscheint, so mochte ich im folgenden etwas ein-
gehender darauf zurtickkommen.

Der Kernpunkt der Helmholtzschen Resonanztheorie
liegt in folgenden Sitzen (Tonempfindungen 5. Auflage S.243):
»Wird ein einfacher Ton dem Ohre zugeleitet, so miissen die-
jenigen Cortischen Bigen, die mit ihm ganz oder nahehin im
Einklang sind, stark erregt werden, alle anderen schwach oder
gar nicht. Es wird also jeder einfache Ton von bestimmter

1) M. Wien, Pfliig. Archiv Bd. 97, 1903, S. 1.
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Héhe nur durch gewisse Nervenfasern empfunden werden,
und verschieden hohe T6ne werden verschiedene Nervenfasern
erregen.”

Gegen das ,schwach oder gar nicht“ richtet sich mein Be-
denken. ,Gar nicht“ ist nicht moglich, weil jeder elastische
Korper durch jede periodische Kraft in erzwungene Schwin-
gungen versetzt wird. ,Schwach“ wird das Mitschwingen bei
einem ,falschen“ Ton gegeniiber dem ,richtigen“ sein, wenn
ausgesprochene Resonanz vorliegt.

Fig. 1.

Uber die Verstirkung des Mitschwingens durch Resonanz
gibt uns die bekannte Gleichung fiir die Amplitude einer er-
zwungenen Schwingung AufschluB:

b
Vor —pr ¥ am i’
worin b die Amplitude der Kraft auf die Masseneinheit, » die
Schwingungszahl der Kraft in 2z Sekunden, p und 4 Schwingungs-
zahl und Déampfung des mitschwingenden Systems ist. Fig.1 gibt
die entsprechende Kurve. Offenbar bleibt « fiir alle tieferen Tone
merklich konstant — «,, dem Ausschlag fiir eine gleiche per-
manente Kraft, steigt dann in der Nihe der Eigenperiode stark
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an, erreicht fiir n =p ein Maximum = ¢, und fillt dann schnell

— umgekehrt proportional »* — ab. Uns interessiert % , die Ver-
0
stirkung der Amplitude durch Resonanz. Fiir tiefe Schwin-

. . . b
gungen ist « merklich =a0=1%, fir n=p ist «=ouhr
@, p
also 2=

(4
Die GroBenordnung von %' kann man aus den Helm-

holtzschen Angaben entnehmen. Wenn & sehr klein, die
Schwingungen des Cortischen Organs also sehr wenig geddmpft
wiren, so miiBten alle Téne im Ohr lange nachklingen, ein
Triller wiirde gar nicht oder nur sehr verwaschen horbar sein.
Aus der Erkennbarkeit des Trillers, der bei grioBerer Ge-
schwindigkeit fiir tiefere Tone verwaschen zu klingen beginnt,
schlieBt Helmh oltz auf die Dimpfung des Cortischen Organs
und definiert dieselbe dadurch, daB er eine Abnahme der In-

tensitit der Schwingung in 10 Schwingungen auf % annimmt.
Sinkt die Intensitit auf %,, so sinkt die Amplitude auf

ﬁ und wir haben:

. P
Hieraus 57, = 21,3.

Fiir tiefere Téne schwingen mithin die Cortischen Bégen
mit h6heren Eigentonen nicht ,schwach oder gar nicht“, sondern
mit ca. 27,3 mal kleinerer Amplitude mit.

27,3 ist keine sehr groBe Zahl, die Resonanz ist nicht
sehr scharf. Wenn nun aber die das Ohr treffenden tiefen
Tone sehr stark sind, wenn die Amplitude der durch sie ver-
ursachten Kraft z. B. 27300 mal so groB ist als die, welche
bei richtiger Schwingungszahl noch eine Gehdrempfindung be-

wirkt, so miissen die durch die falschen tieferen Tone hervor-

gerufenen Amplituden der Cortischen Bégen %% = 1000 mal
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grofer sein wie die, welche bei richtiger Schwingungszahl
noch vernommen werden. Welche Gehérempfindungen werden
durch diese starken, langsamen Schwingungen hervorgerufen?
" Es soll zunichst der Nachweis gefilhrt werden, daB wir
nicht nur 1000, sondern sogar mehr als 100000 mal so groBe
Amplituden durch tiefe T6ne erzeugen kénnen, ohne daB eine
deutliche Empfindung dieser tiefen Tone entsteht, wihrend
die 100000 mal kleinere Amplitude bei richtiger Schwingungs-
zahl noch geh6rt wird. .
Bei seinen Untersuchungen iiber tiefe und tiefste Tone
bemiihte sich Helmholtz méglichst starke Druckdifferenzen
an das Ohr gelangen zu lassen, ohne daB es ihm gelang, eine
sichere Tonempfindung zu erzielen. Ich verweise hier auf die
bekannten Versuche mit den groBen tiefen Konigschen Stimm-
gabeln, bei denen Helmholtz auch bei 9 mm Amplitude unter
einer Schwingungszahl von 28 keinen Ton mehr empfand. Ein
anderer besonders charakteristischer Helmholtzscher Versuch
mit seiner Doppelsirene sei hier wortlich angefiihrt (Ton-
empfindungen 5. Auflage 8. 292): ,Es wurde bei den Versuchen
mit der Sirene die oberste Platte des Blasebalgs durch die tiefen
T6ne in heftige Erschiitterungen versetzt, und, wenn ich den Kopf
auflegte, wurde mein ganzer Kopf so kriftig in Mitschwingung
versetzt, daB ich die Locher der rotierenden Sirenenscheiben,
welche dem ruhenden Auge unsichtbar sind, wieder einzeln sehen
konnte vermoge einer @hnlichen optischen Wirkung, wie sie
bei den stroboskopischen Scheiben vorkommt. Die angeblasene
Locherreihe schien fest zu stehen, die anderen Reihen bewegten
sick. teils vorwirts, teils riickwirts, und doch wurden die
tiefsten T6ne nicht deutlicher. Ein anderes Mal verband ich
meinen Gehdrgang durch eine passend eingefiihrte Rohre mit
einer Offnung, die in das Innere des Blasebalgs fiihrte. Die
Erschiitterungen des Trommelfelles waren.so stark, daB sie
einen unleidlichen Kitzel verursachten, aber dennoch wurden
die tiefsten T6ne nicht deutlicher.”
Die hierbei an das Trommelfell gelangenden Druck-
schwankungen lassen sich natiirlich nur schitzen; wenn aber
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der ganze Kopf in der beschriebenen Art hin und her ge-
schiittelt wird, so werden wir jedenfalls nicht zu hoch greifen,
wenn wir die Druckamplitude zu 1 mm Quecksilber an-
anehmen. ?)

Fiir hohere Tone ist die Reizschwelle mehrfach gemessen;
so fanden Topler und Boltzmann?) fiir einen Ton von
181 Schwingungen in der Sekunde die Druckdifferenz, welche
eine noch gerade merkliche Tonempfindung bewirkte, zu ca.

10-* mm Hg, Rayleigh?) fiir einen Ton von 256 Schwin-
~ gungen 6,5-10-°* mm Hg. Ich habe nachgewiesen, daB diese
Werte wegen Storung durch Nebengerdusche und Vernach-
lissigung von Energieverlusten verschiedener Art etwas zu
hoch liegen.*) Durch Versuche, bei denen diese Fehlerquellen
mochlichst vermieden waren, fand ich fir den Ton 200 als
Reizschwelle 1,6 - 10~ mm Hg, ferner zeigte es sich, daB die
Empfindlichkeit fir héhere Téne noch groBer war, und da8
das Maximum der Empfindlichkeit etwa bei dem Ton 2000
liegt, und die Reizschwelle dort ca. 10-® mm Hg betrigt.5)

Wir haben mithin bei den Helmholtzschen Versuchen .
bei Tonen von ca. 25 Schwingungen in der Sekunde Druck-
amplituden von ca. 1 mm Hg, Rayleigh fand fiir eine Schwin-
gungszahl von 256 6,5.10-% mm Hg, ich fir den Ton 1000
ca.10~8mm Hg als Reizschwelle. Wenn wir voraussetzen, daB die
in das Labyrinth tibertragenen periodischen Kriifte diesen Druck- -
differenzen proportional sind, so waren sie bei den Helm-

holtzschen Versuchen y

o -

11;_75 =1,6 - 10° mal so groB wie

bei Rayleigh, und ﬁ:é = 10° mal so groB, wie bei meinen

Versuchen. Indem wir nach den obigen Ausfihrungen die
Verstirkung der Amplitude durch Resonanz zu 27,3 annehmen,

1) A. Raps (Wied. Ann. 86, 1889, 8. 273) hat in einer Orgelpfeife
sogar die zehnfache Druckamplitude beobachtet.

2) Topler u. Boltzmann, Pogg. Ann. 141, 1870, S. 321.

3) Rayleigh 38, 1894, S. 370.

4) M. Wien, Arch. f. Anat. u. Physiol. Suppl., 1904, S. 167.

5) M. Wien, Pfliig. Arch. Bd. 97, 1903, S. 33.
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80 war bei den Helmholtzschen Versuchen die erzwungene
Amplitude der Cortischen Bogen mit dem Eigenton 256
1,6 - 10°
27,3
Rayleigh fiir den richtigen Ton von 256 Schwingungen

einse eben merkliche Empfindung zu erwecken, und
10
24,3
Versuchen bei den auf den Ton 2000 resonierenden Teilen des
Cortischen Organs durch den richtigen Ton eine Empfindung
zu bewirken.

Es gibt drei Moglichkeiten fiir die Art, wie der Gehor-
nerv auf derartig starke Schwingungen des Cortischen Organs
mit falscher Periode reagieren kann.

1) Der Nerv iibertrigt jede Schwmgung seines elastischen
Aufnahmeapparates in der Schwingungszahl der Kraft an das
Gehirn. Dann miiBten alle Tone, auch die ganz tiefen, von
allen Cortischen Bogen gleichmiBig, nur mit 27,3 mal ge-
ringerer Amplitude iibertragen werden, starke tiefe Tone also
gut horbar sein. Da Helmholtz auch bei Druckamplituden
von 1 mm Hg die tiefen Tone nicht mit Sicherheit heraushéren
konnte, ist diese Moglichkeit ausgeschlossen.

2) Der Nerv reagiert auf starke Reize durch die
Schwingungen seines Aufnahmeapparates, auch wenn die
Schwingungszahl eine falsche ist, iibertriigt sie jedoch in die
ihm eigentiimliche Schwingungszahl, hat also ,spezifische
Energie“. Dann miiften auf sehr starke tiefe Schwingungen
der Luft alle hoheren Tone gleichzeitig vernommen werden.
Da Helmholtz keine anderen Tonempfindungen hatte als
die, welche den in der Luftschwingung ohnehin vorhandenen
Oberschwingungen entsprechen, so ist auch diese Moglichkeit
ausgeschlossen.

Da die starken tiefen Toéne bei Helmholtz iiberhaupt
keine deutliche Gehorempfindung erregten, so bleibt nur fol-
gende Annahme iibrig:

3) Die sehr starken Schwingungen falscher Periode, die

die Cortischen Bigen machen, werden durch den Nerv iiber-
‘Willner-Festschrift. 3

= 6000 mal so groB, als sie notig ist, um nach

= 3,5 - 10°® mal so groB, als sie notig ist, um nach meinen
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haupt nicht weiter befordert, der Nerv reagiert nur in dem
Fall — und dann sehr empfindlich —, wenn sein elastischer
Empfangsapparat in der Periode seines Eigentones schwingt,
also nur dann, wenn die Cortischen Bogen von Ténen getroffen
werden, auf die sie eingestimmt sind.

Aber damit schieben wir dem Nerv den groBten Teil der
Aufgabe zu, welche nach der Helmholtzschen Theorie die
Resonanz der elastischen Cortischen Bogen leisten sollte. Wir
konnten auch den letzten kleinen Teil der Aufgabe, den die
Resonanz des Cortischen Organs noch leistet, nimlich die
Verstiirkung der Amplitude der richtigen Schwingungen auf
das 27,3 fache dem Nerv zuschieben, dessen Eigenschaften
ohnehin schon die millionenmal grofere Empfindlichkeit fiir
die richtigen T¢ne erkliren miissen. Man wiirde dabei die
immerhin schwierige Vorstellung vermeiden, daB kleine Haut-
gebilde in einer Fliissigkeit verhiltnism#éBig wenig gedédmpfte
Schwingungen zu machen imstande sein sollen. Cortisches
Organ, Membrana basilaris und Horhdrchen wiirden nur ein-
fache stark geddmpfte Empfangsapparate des Gehérnervs flir
die Schwingungen der Labyrinthfliissigkeit sein, ohne daB bei
diesem Vorgang die Resonanz eine hervorragende Rolle spielte.

Andrerseits ist die Annahme einer ausgesprochenen Re-
sonanz der Cortischen Bogen bequem fiir die Erklirung der
Klanganalyse und gestattet ferner, sich ein Bild von der Ent--
wickelung des Gehororgans zu machen.

Auf Grund ganz anderer Betrachtungen — tiber Kombi-
nationsténe und Vokalklinge — kommt L. Hermann zu der-
selben Forderung iiber die Funktion der Nerven oder der Nerven-
zellen wie ich; er sagt'): ,Jeder Resonator (elastisch mitschwin-
gender Empfangsapparat) wirkt auf seine Akustikusfaser nicht
unmittelbar, sondern durch die Vermittelung einer Nervenzelle,
welche durch jede ganze Schwingung des Resonators einmal erregt
wird. Eine solche Zelle wird durch diese Erregungen sich eine
Eigenperiode von entsprechendem Betrage angewdhnen miissen,

1) Pfliigers Archiv 56, 1891, S. 494.
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und wird sie gerade so besitzen, wie die motorischen Zellen
des Markes, des Atmungszentrums, des Herzens eigene Fre-
quenzen haben. Sie wird demnach auf jeden rythmischen Reiz
von dieser Frequenz unverhéltnismiBig stirker als auf jeden
anderen reagieren, sie wird fiir diese Frequenz eine elektive
Erregbarkeit besitzen“ So plausibel diese Erklirung ist, so
bringt sie uns physikalisch nicht weiter: In betreff der Art
der Funktion der Nervenzelle deutet Hermann nur auf einen
resonatorartigen physiologischen Vorgang hin, der nicht néher
definiert wird. In einer anderen Arbeit!) versucht Hermann
den Nerv als elektrisches System mit Kapazitit und Selbst-
induktion aufzufassen; es liegt daher nahe, elektrische Resonanz
zu Hilfe zu ziehen. Beide Annahmen fiihren nicht zum Ziele,
denn ganz dieselbe SchluBreihe wie oben laBt sich auch hier
anwenden: Die oben definierte vollkommene elektive Erreg-
barkeit ist nur bei sehr scharfer Resonanz demkbar. Diese
ist aber nur méglich bei sehr schwacher Dampfung. Mit
schwacher Dimpfung ist jedoch die Erkennbarkeit des Trillers
unvereinbar und damit ist die Moglichkeit der Erklirung der
‘vollkommenen elektiven Erregbarbeit durch Resonanz illuso-
risch geworden.

Nun ist aber Resonanz, wie Helmholtz hervorhebt, die
einzige physikalische Mdglichkeit, einzelne Schwingungszahlen
auszuzeichnen. Wir miissen also, wenn Resonanz dazu nicht
ausreicht, iiberhaupt darauf verzichten den Vorgang des Horens
physikalisch zu erkliren, und miiBten ein Gebiet, das wir
schon fiir die Erkenntnis erobert zu haben glaubten, wieder
aufgeben. Darum mochte ich zum SchluB die Hoffuung aus-
sprechen, daB meine im Vorstehenden geduBerten Bedenken
gegen die Helmholtzsche Resonanztheorie bald vollstindig
widerlegt werden.

1) L. Hermann, Pfliigers Archiv 75, 1899, S. 574.
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Uber die Diffusion naszierenden Wasserstoffes
durch Eisen.

Von

A. WINKELMANN, Jena.

(Mit 2 Figuren.)

Im AnschluB an zwei frithere Arbeiten tiber die Diffusion
von Wasserstoff durch glithendes Palladium') und durch glithen-
des Platin®) habe ich die Diffusion von naszierendem Wasser-
stoff durch Eisen untersucht. Die Untersuchung des Eisens
hatte dadurch ein besonderes Interesse, daB M. Bellati und
S. Lussana®) gleichfalls Diffusionsversuche des naszierenden
Wasserstoffes mit einem Eisenzylinder durchgefithrt und dabei
"das merkwiirdige Resultat gefunden haben, daB eine Diffusion
des Wasserstoffes auch dann noch von auBen nach innen ein-
trat, wenn im Innern des Eisenzylinders ein Druck des Wasser-
stoffes von 20 Atm. vorhanden war, wihrend die Losung, die
den Eisenzylinder von auBen umgab, unter dem Drucke von
nur einer Atm. stand. Eine genauere Untersuchung der Dif-
fusion in ihrer Abhingigkeit vom Drucke ist von Bellati
und Lussana nicht durchgefiihrt; dagegen suchten sie zu er-

1) A. Winkelmann, Ann. der Phys. 6, S. 104, 1901,

2) A. Winkelmann, Ann. der Phys. 8, S. 388, 1902.

3) M. Bellati und 8. Lussana, Atti del Reale Istituto Veneto
di scienze ser. 7. 1, S. 1173, 1890; ser. 7. 2, S. 987, 1891; Beibl. 15,
S. 333, 1891; 18, S. 434, 1894,
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mitteln, in welcher Weise die Diffussoin von der Stromstirke
und von der Temperatur abhiingt; ich werde spiter hierauf
zuriickkommen.

1. Apparat.

Ein Glasrohr ab (Fig. 1) von 90 em Linge, das in Millimeter
geteilt war, trug oben einen seitlichen Hahn ¢, der mit einer
Quecksilberpumpe verbunden war,
und stand unten bei @ in einem
groBeren GefiBe, das mit Queck-
silber gefiillt war. An dem um-
gebogenen Ende des Glasrohres war
bei d ein Eisenrohr durch Siegellack
festgekittet. An das unten geschlos-
sene Eisenrohr war oben ein Draht
f angelotet. Das Eisenrohr tauchte
in ein Glasgefi; letzteres stand, um
die Konstanz der Temperatur besser
zu sichern, in einem weiteren Me-
tallgefaB (in der Figur nicht ge-
zeichnet). Das GlasgefiB war bis
zu %, seiner Héhe mit einer ein-
prozentigen wisserigen Losung von
Natronlauge gefiillt. Das Metall-
gefiB war mit Wasser gefiillt. Um
die Verdunstung moglichst zu vgr-
kleinern, war in manchen Fillen in
beiden GefdBen auf das Wasser
eine Schicht von fliissigem Paraffin geschichtet. In das Glas-
gefiB tauchte ferner ein Platindraht ¢, der unten mehrfach um-
gebogen oder mit einer Platinplatte verbunden war. Ein elek-
trischer Strom, dessen Stirke durch ein Prizisionsampermeter,
das 0,001 Amp. abzulesen gestattete, gemessen wurde, wurde
so durchgeleitet, daB das Eisenrohr Kathode wurde.

Das Eisenrohr hatte eine Linge von 20,1 cm; einen Durch-
messer von 1,0 cm; eine Wandstirke von 0,0451 em. Das
Eisenrohr tauchte 7 cm tief in die Lisung.

f

O e

a

Fig. 1.



38 A. WingeLMANS

2. Yorversuche.

Um zundchst die Dichtigkeit des Apparates zu priifen,
wurde derselbe mit der Pumpe leer gepumpt und nach Ab-
schluB des Hahnes ¢ sich selbst iiberlassen; ebenso wurde ver-
fahren, nachdem der Strom die Losung durchflossen hatte. Es
zeigte sich hierbei folgendes. Vor Verwendung des Stromes
hatte der Apparat keine Anderung der Stellung der Queck-
silberkuppe in der Rohre ab nach Verlauf vieler Stunden ge-
zeigt. War der Strom aber titig gewesen, so zeigte sich nach
Aufhéren des Stromes jedesmal, daB die Quecksilberkuppe in
dem Rohre etwas sank. Da diese Tatsache als Undichtigkeit
des Apparates gedeutet wurde, wurde der Apparat auseinander
genommen und neu gekittet. Wie man aber spiter konsta-
tieren konnte, war die Ursache der eben angegebenen Erschei-
nung keine Undichtigkeit des Apparates; vielmehr wurde der
von dem Eisenrohr wihrend des Stromdurchganges absorbierte
Wasserstoff nach Aufhdren des Stromes allmihlich wieder ab-
gegeben und drang so teilweise in das Vakuum. Im folgen-
den ist eine Versuchsreihe angegeben, aus der dies hervorgeht
und die gleichzeitig zeigt, daB, wie zu erwarten war, bei
hoherer Temperatur die Gasabgabe des Eisenrohres schneller
erfolgt als bei tieferer Temperatur. Der Apparat wurde jedes-
mal nach der in der Tabelle angegebenen Versuchsdauer von
T Stunden von neuem leer gepumpt.

Tabelle L

Die Quecksilberkuppe 7

Tempera- Dauer des ist gefallen wiihrend

Nr. Stromstirke | tur der | Versuches

des : - '
Vers. in Amp. Losung | in Stunden T Stunden : 1 Stunde
in Cels. T ’ in cm in cm
e -
1 13 20 38 | 12 0,381
2 | 1,3 20 1,0 | 0,71 0,71

3 1,3 20 1,0 0,88 0,88
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i Die Quecksilberkuppe
Tempera- Dauer des :
g:é Stromstiirke | tur der | Versuches ist gefallen wihrend
Vers. in Amp. Ldsung | in Stunden | o g0 g0n | 1 Stunde
in Cels. T inem | incm
4 0 20 0,75 0,27 0,36
5 0 20 0,50 0,10 0,20
6 0 20 14,0 0,64 0,046
SR . _
7 0 | 86 1,6 0,14 0,088
8 0 56 1,6 0,06 0,038
9 0 ‘ 20 | 206 1 031 | 0015
10 0 60 22 | 009 0,041
1 1. 0 60 3,75 0,06 0,016
12 0 20 17,76 0,09 0,0051
B o ' o 6,7 0,06 0,0077
14 0 60 1,75 0,01 0,0058
15 0 Y 15,0 0,02 0,0013
16 0 I 60 1 23,0 0,00 0,0000

In den ersten drei Versuchen, wo die Stromstirke 1,3 Amp.
war, wichst die pro Stunde austretende Gasmenge mit wach-
sender Zeit, weil der stationdire Zustand noch nicht eingetreten
ist. Von dem vierten Versuche an war die Stromstirke gleich
Null; die austretende Gasmenge nimmt bei der konstanten
Temperatur von 20° mit wachsender Zeit ab. Die Temperatur-
steigerung von 20° auf 56° (Versuch 7) liBt die austretende
Gasmenge wiederum wachsen; dies wiederholt sich spiter zwei-
mal (Versuch 10 und 13). Erst nach Verlauf von 86 Stunden
ist die Gasabgabe des Eisenrohres gleich Null bzw. so klein
geworden, daB sie innerhalb 23 Stunden nicht zu erkennen war.

3. Abhiéngigkeit der Diffusion vom Druck im Inneren
des Rohres.

Nachdem mehrere Tage der Strom bei annihernd kon-
stanter Temperatur gewirkt hatte, um einen stationiren Zu-
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stand eintreten zu lassen, wurde folgender Versuch ausgefiihrt.
Das Rohr wurde leer gepumpt und dann téglich einmal in
anndhernd 24 Stunden Zeitdifferenz die Stellung des Queck-
silberniveaus im Rohre nebst Temperatur und Barometer ab-
gelesen. Da das Rohr vorher kalibriert war, konnte man das
Volumen des eingetretenen Gases fiir jede Ablesung be-
stimmen.

Die Stromstirke war 0,33 Amp.; die Temperatur der
Losung 42,0% die Temperatur des Gases auBerhalb des Metall-
gefiBes 20,0°% der Querschnitt ¢ des Rohres 0,61 qem. Die
Angaben der folgenden Tabelle sind unmittelbar verstindlich.

Tabelle II (Apparat 1).

. . |
!Druck des| Volumen !Zelt., die ver-
| Baro.  diffun- desdiffun| Strichen jst,) 4 4
| Baro-  Gierten | dierten | D Zur Er- b Gleichun
Nr. meter Gases Gases reichung des| nach Gleichung
n cm [ in cm in ccm ilz"sl,:ﬁfl e‘;
P |« |Vtew T w ' e
1 | 746 | 1611 | 8356 | 224 . 0880 | o328
2 | 7300 | 27,73 | 4094 | 467 ' 0438 | 0,383
3 | 7320 | 3718 | 4658 | 707 0494 | 0,335
s | 1280 | 4825 | sa2 | 947 0504 | 0,830
5 | 7480 52,18 | 5506 118,9 0626 | 0,325
6 1 T400 | 59,08 | 5945 | 1447 0,760 ' 0,328
7 0 7428 | 6476 | 62,81 167,5 0921 ; 0327
8 | 7417 | 7045 | 6634 ’ 191,0 1383 | 0,80

Um die in vorstehender Tabelle enthaltenen Resultate, die
die diffundierte Gasmenge zu berechnen gestatten, zu disku-
tieren, kann man von zwei verschiedenen Voraussetzungen aus-
gehen.

1. Die durchtretende Gasmenge ist proportional der Druck-
differenz des Wasserstoffes an der #uBleren und inneren Wan-
dung des Eisenrohres. Setzt man den &uBeren Druck P gleich
dem jeweiligen Druck der Atmosphire, so kann man denselben
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in erster Anniherung als konstant betrachten. Der Druck des
Wasserstoffes im Inneren des Rohres ist zu Beginn des Ver-
suches Null und wichst allméhlich mit fortschreitender Zeit.
Ist dieser innere Druck zur Zeit ¢ gleich z, so ist die Druck-
differenz von aufen und innen gleich (P — z) und die in der
Zeit dt durchtretende Gasmenge ist

C(P — z)dt,

wo C eine Konstante ist, die von den geometrischen Dimen-
sionen des Rohres usw. abhingt.

Nach Verlauf der Zeit ¢ ist die abgeschlossene Gasmenge

c-z(Vta-g)
76 (14 «t)
‘Hier bedeutet, wie oben, 2 den Druck des Gases im Rohr; V
ist das Volumen des leeren Raumes zu Anfang des Versuches;
q ist der Querschnitt des Rohres, (V + zg) also das Volumen
des abgeschlossenen Gases, v ist die Temperatur des Gases, ¢
das Gewicht von 1 ccm Wasserstoff bei 0° und 76 cm Druck.
Die in der Zeit dt durchtretende Gasmenge ist deshalb

¢(V+2zg)da

6(1 4+ at)

Daher hat man

c(V+2zq)dx

—_76(T|—_o:;)‘~ = C . (P —_ x)dt.
Integriert man diese (leichung zwischen den Grenzen O und 7'
fir £, und O und a fiir #, so erhilt man:
C-716-14ar)- T

c

(V + 2Pg)log nat. j)_li—- — 2qa =

a

=471, (1)

wo A, eine Konstante bezeichnet.

Berechnet man nach dieser Gleichung die Konstante A4,
fir die einzelnen Versuche der Tabelle II, so erhilt man die
Werte, die in der vorletzten Vertikalreihe der Tabelle stehen.
Man sieht, daB A4, nicht annéhernd konstant ist, sondern mit
wachsendem Gasdruck @ im Innern des Rohres ganz betricht-
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lich zunimmt: der letzte Wert fiir 4, = 1333 ist mehr als
dreimal so groB, als der erste 0,380. Es folgt hieraus, daB
die der Gleichung (1) zugrunde liegende Annahme, nach
welcher die durchtretende Gasmenge proportional der Druck-
differenz (P — z) ist, nicht zutrifft.

2. Wenn das Gas in atomistischer Anordnung durch die
Metallwand geht und nach dem Durchtritt im Innern des
Rohres sich zu Molekiilen vereinigt, so ist der Gegendruck,
den die Atome vom Innern her erfahren, gleich Null zu setzen.
Die Druckdifferenz von auflen und innen ist deshalb konstant
gleich dem #uBeren Drucke P, und man erhilt die einfache

Gleichung:
g (V4 2zq)da

76(r+ar) =C.P- dx.

Das Integral ist:
Vv C
Wteda % . 16. (14 ar)T= 4, T. @)

Berechnet man nach dieser Gleichung die Konstante A,
aus den einzelnen Versuchen der Tabelle II, so erhilt man
die Werte, die in der letzten Vertikalreihe angegeben sind.
Ein Gang derselben mit wachsendem Druck im Innern ist nicht
zu erkennen; simtliche Werte liegen zwischen 0,325 und 0,335.
Die Differenzen der Werte von A4, sind hauptsichlich durch
Schwankungen der Temperatur der Losung und des (tases zu
erkliren. Da das Eisenrohr teilweise in warmer Losung
steckte, so 148t sich, selbst wenn die Temperatur der Losung ganz
konstant gewesen wire, die mittlere Temperatur der Gasmasse
nicht genau bestimmen; es wurde deshalb von einer Korrektur
fiir die Temperatur ganz abgesehen. Jedenfalls kann man aus
der obigen Berechnung den SchluB ziehen, daB die Gleichung (2)
die Versuche gut darstellt.

Ein zweiter Apparat lieferte ganz @hnliche Resultate.

Es moge schon hier bemerkt werden, daB die Diffusions-
geschwindigkeit unter scheinbar gleichen #uBeren Umsténden
Anderungen erfahren kann, die nicht unbedeutend sind. So
lieferte ein zweiter Apparat als Mittelwert fiir 4, 0,315 und
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bei einer anderen Versuchsreihe den um 99, kleineren Wert
0,288. Die Ursache fiir diese Differenz wird vermutlich in
einer Oberflicheniinderung des Eisenrohres liegen. Auch Bel-
lati und Lussana haben solche Verinderungen in noch viel
stirkerem MaBe gefunden, die sie auf Oberflicheninderungen
zuriickfithren. Ferner haben die genannten Forscher, wie schon
in der Einleitung angegeben, gezeigt, daB, selbst wenn im
Innern des Rohres ein Druck von 20 Atmosphiren herrscht,
noch eine Diffusion des naszierenden Wasserstoffes entgegen
diesem Druck von auBen nach innen stattfindet.

Um zu untersuchen, ob auch bei stirkeren Drucken als
70 cm (vgl. Tabelle II) im Innern des Rohres noch die Glei-
chung (2) geniigt, wurde an das Versuchsrohr unten bei a
eine Rohre angeschmolzen und in di¢ Hohe gebogen, so daB
das Rohr unten die U-Form erhielt. Man konnte so zu
Drucken gelangen, die groBer als eine Atmosphire waren.
Hitte man nun die Versuche mit dem Innendruck Null be-
gonnen und die hichsten Drucke durch Diffusion herbeigefiihrt,
8o hiitten die Versuche sehr lange Zeit in Anspruch genommen,
und eine etwaige Anderung der GroBe 4, in Gleichung (2)
konnte ebensowohl durch eine Anderung der Oberflichen-
beschaffenheit des Eisenrohres, wie auch durch den gréBeren
Druck bei den spiteren Versuchen bedingt sein. Es wurde
deshalb zunichst das Rohr leer gepumpt und der Versuch in
gleicher Weise wie frither bis zu dem Drucke von 30 cm fort-
gefiihrt; dann wurde aus einem Gasentwicklungsapparat Wasser-
stoff in den Apparat eingelassen bis zu dem Drucke von 75 cm
und darauf die Beobachtung fortgesetzt, bis der Druck auf
89 cm gestiegen war. Die Resultate waren folgende:

Die Stromstirke war 0,16 Amp.; die Temperatur der
Losung 40,5°. Die Temperatur des Gases wurde durch ein an
der Glasréhre angelegtes Thermometer bestimmt und ist in
der folgenden Tabelle angegeben.
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Tabelle IV (Apparat 1).

Zeit, die ver-|
Volum des
Baro* |Druck des| ;.o i, |Tempera- ' %tﬂc}len ﬁﬂt L x
Nr meter | Gases in | p o . | tur des :reizhfl‘:nrg dre-s 'ns.ch Glei-
in cm cm cem Gases | Druckes @ in | chung 3
‘ Stunden bzw. 3a
7 P a v’ T T )
1 744 971 | 26,51 1856 | 236 0,137
2 74,64 1751 | 29,01 18,0 47,9 0,133
3 14,75 25,03 | 81,45 18,0 75,1 0,132
4 74,40 30,24 33,28 | 186 95,8 0,182
5 | 1444 75,79 | 48,14 19,5 0 0
6 74,65 7919 | 49,19 19,5 23,6 0,181
7 74,75 83,68 | 50,61 20,5 54,3 0,131
8 75,12 86,20 | 51,31 19,7 73,0 0,131
9 75,21 89,10 | 52,22 19,0 94,9 0,132

In dem vorliegenden Fall 18t sich das Volumen nicht,
wie frither, durch (¥ + ¢ - a) berechnen, weil das untere Queck-
silberniveau nicht konstant ist. Aus den Ablesungen ergibt
sich aber das Volumen unmittelbar mit Hilfe der Kalibrierungs-
tabelle; es ist oben mit V” bezeichnet. Um den EinfluB der
Temperatur zu beriicksichtigen, erhdlt man die Gleichung:

V'.a (o a ’
ﬁa_+“t)=?‘7b'T=A'm (3)
Nach dieser Gleichung sind die vier ersten Beobachtungen der
Tabelle IV berechnet.

Fiir die spiteren Beobachtungen (Nr. 5 bis 9) bei stérkerem
Druck hat man

{ V- V) - a
1 + [ 12 T 1+4ar
Die Werte mit dem Index (1) beziehen sich auf den Versuch
Nr. 5, die Werte mit dem Index (2) auf die Versuche Nr. 6

| p=4' (T, — T). (32)
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bis 9. Man hat deshalb filr das Resultat 4’ des Versuches
Nr. 6 in Zahlen:

49,19 - 79,19 48,14 - 15,79 } 1

T 14195 J 14,85 4'-236.

In der Tabelle IV stimmen die Werte von A4’ in den
ersten vier Versuchen, bei denen der Druck des Gases im Innern
des Rohres bis 30,24 cm Quecksilber wichst, hinreichend mit
den Werten der Versuche Nr. 5 bis 9, bei denen der Druck
des Gases in Innern des Rohres von 75,79 bis 89,10 cm an-
steigt. Hieraus geht hervor, daB die Diffusionsgeschwin-
digkeit unabhingig ist von der GriBe des Druckes,
den der im Innern des Rohres befindliche Wasserstoff
besitzt; es ist dies nachgewiesen fiir Innendrucke von O bis
89 ecm Quecksilber.

4. Die Abhingigkeit der Diffusion vom Drucke, der
auBerhalb des Rohres herrscht.

Es ist im vorigen nachgewiesen, da der Druck, den der
Wasserstoff im Innern des Apparates besitzt, keinen merk-
. baren EinfluB auf die Diffusionsmenge ausiibt. In der Glei-
chung (2) stellt

(V+aq)

das diffandierte Gasvolumen in ccm dar, das unter dem Drucke
von @ cm Quecksilber steht. Wenn deshalb die Temperatur
konstant bleibt, wie es tatsichlich der Fall war, so ist

(V+ag)a
der diffundierten Gasmenge proportional. Die Gleichung (2)

liefert
(V+a-9a=4,-P-T (2)

Die diffundierte Gasmenge ist hiernach der Zeit 7' und
dem #uBeren Drucke P proportional. Die GroBe P ist bei
den bisherigen Versuchen fast konstant, da sie gleich dem
Atmosphérendruck gesetzt ist, der nur wenig variierte.
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Die bisherigen Versuche beweisen also nur, daf die
diffundierte Gasmenge proportional der Zeit und unabhingig
von dem Drucke ist, der im Innern des Rohres herrscht.

Um zu erfahren, wie sich der &uBere Druck verhilt, wurde
folgende Anordnung getroffen. Ein GlasgefiB A4, das bis

Fig. 2.

BB die friiher erwiihnte einprozentige Losung enthielt, wurde
durch einen Kork, der drei Durchbohrungen besitzt, luftdicht
abgeschlossen. Das mittlere Rohr CD ist das frither benutzte
Eisenrohr, das zur Diffusion dient; es ist oben mit dem Glas-
rohr verbunden, das nur teilweise in der Zeichnung wieder-
gegeben ist. Das Rohr EF besteht aus Glas, dasselbe kann
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oben geschlossen werden; es hat den Zweck, Losung in 44
nachzufiillen und ev. Luft zuzulassen. Das Rohr HIK hat
eine Abzweigung IL nach unten, die als Manometer benutzt
wurde; das offene Ende K fiihrt zu einer Wasserpumpe. MM
ist ein Platindraht, der unten eine Platinplatte trigt; M M
filhrt den Strom in die Losung. Der Draht NN ist an das
Eisenrohr angeldtet und fiihrt den Strom aus der Losung. Der
Apparat 44 befand sich in einem groBeren GefdB (in der
Figur nicht gezeichnet), das mit Wasser gefiillt war.

Wenn die Wasserpumpe in Gang gesetzt wurde, trat tiber
der Losung BB Druckverminderung ein; die GroBe des noch
vorhandenen Druckes konnte durch das Maxometer 7L be-
stimmt werden. Der einzelne Versuch nahm lange Zeit in
Anspruch, und es war wiinschenswert, daB wihrend dieser Zeit
der Druck tiber der Losung sich moglichst wenig @nderte. Ein
sehr geringer Druck lieB sich mit der Wasserpumpe annihernd
konstant erhalten; ein solcher bietet aber dadurch bedeutende
Nachteile, daB die Losung stark verdampft und sich deshalb
abkiihlt. Ein mittlerer Druck von etwa !/, Atmosphire war
fiir lingere Zeit mit der Pumpe nicht direkt geniigend konstant
zu erzielen. Man erreichte dies aber dadurch, daB in der Lei-
tung, die zur Wasserpumpe fiihrte, in unmittelbarer Nahe
dieser Pumpe eine Abzweigung eingesetzt wurde, die in ein
langes kapillares Rohr miindete. Bei dieser Einrichtung saugte
die Pumpe Luft durch die Kapillare an und gleichzeitig die
. Zersetzungsprodukte des Stromes (Wasserstoff und Sauerstoff)
von der Lisung.

Die Versuche wurden so angestellt, daB zuerst die Diffu-
sion beobachtet wurde, wenn der #uBere Druck gleich dem
Luftdruck war, dann unter vermindertem Druck, dann wieder
unter Atmosphirendruck, usw.

Die folgende Tabelle gibt die Ubersicht der Resultate.
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Tabelle V (Rohr 3).

[ @ = @ k42 o a
z o m @ @.d K] w8 Kg.R
5|8 23, T°% |faz. o, 531 53
qa® 8 \'DE | E_gm S-S X P R~ | —S'go
QE;‘D-&”,%@"; 8 g_gn:gﬁ'é’.&w.>ugg
ZOvaﬂg: g8 ﬁ'm &:QE QE '5°§:'t5' 8
B> !3@'-‘ ! E&::"" , &ﬁé = N E< 'Mam !g,.g'do
i o= , Q...‘ H = (=) i o H =3I = g
g .>s B . 323 5 | TR Ea]
<! v | p BEHAT T 0 P 'Am>
1 | 27,09 . 11,58 | 28,0 1,7 028 | 74,8 l 2,34
2 ! 44,02 | 6412 ' 280 14,8 028 | 754 2,36
3 2612 | 948 | 275 12 | 028 | 384 | 24
1 i
4 | 297756 | 2054 . 28,6 30 | 0,28 38,4 2,47
5 | 33,65 | 3002 | 305 51 | 028 ] 76,4 . 2,60
; !
6 | 4475 | 6531 | 27,6 14,6 ' 028 | 757 | 2417
T | 47,62 | 74,63 28,0 } 18,0 I 028 . 749 | 244
| ‘
8 | 26,70 | 10,32 l 29,0 14 | 028 35,8 2,43
9 | 36,09 | 3889 | 285 71| 028 36,8 2,44
10 | 45,00 | 66,40 27,0 . 153 | 0,28 36,9 2,41
11 | 2853 | 16,14 | 27,0 23 | 0,28 75,1 2,47
12 | 37,34 42,90 ‘ 29,0 78 0,28 75,1 2,58
13 | 52,33 ‘ 91,00 | 26,6 2#1 | 028 75,0 2,47

Zu dieser Tabelle ist zundchst folgendes zu bemerken.
Das in der letzten Vertikalreihe angegebene reduzierte Vo-
lumen, das das pro Stunde diffundierte Gasvolumen angibt, ist
nach der Formel

__vPr
A+ w7 -16-T
berechnet, wobei = = 18,0° ist.

Die Stromstiirke ist, wie die Tabelle angibt, wihrend der
Versuchsdauer konstant und gleich 0,28 Amp.

Die Temperatur der Losung sollte auch konstant sein;
sie schwankt um 28° Cels.; der Maximalwert ist 30,5° bei
Nr. 5, der Minimalwert ist 26,5° bei Nr. 13.
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Nach Vollendung des Versuches Nr. 6 wurde der Strom
abgestellt und die in den Apparat eintretende Gasmenge be-
obachtet; es traten ein

in der ersten Stunde 0,736 ccm, auf 0° und 76 cm Druck red.,
» » zweitem , 0310 , ., , , , , noo»
» » achtem 00528, ., , , , ,  , .,
,» den ersten acht Stunden im ganzen 1,693 ccm.

Dann wirkte der Strom von 0,28 Amp. wihrend 22 Stunden,
ehe eine konstante Diffusion eintrat; hierauf ergab sich fast
der gleiche Wert fiir die diffundierte Menge,. wie frither; der
Versuch Nr. 7 beweist dies. Nach diesem Versuche wurde die
Wasserpumpe wieder in Gang gesetzt, so daB die Diffusion
unter dem verminderten Drucke P = 35,8 cm wihrend mehr
als 23 Stunden stattfand.

Nach Vollendung des Versuches Nr. 13 wurde der Strom
abgestellt, die Temperatur der Losung aber konstant gehalten,
"um die Dichtigkeit des Apparates zu priifen. Nach Verlauf
von 24 Stunden drang in den Apparat pro Stunde nur mehr
0,000236 ccm; in dieser kleinen Zahl liegt der Beweis, daB
der Apparat dicht geblieben; denn die schlieBlich noch ein-
tretenden kleinen Mengen kommen ebenso wie die griferen
Mengen unmittelbar nach Abstellung des Stromes aus der
Wandung des Eisens, wo sie absorbiert waren.

Die Versuche der Tabelle V unterscheiden sich im wesent-
lichen nur durch den Druck P, der auf der Losung lastet; die
Versuche Nr. 1 u. 2, ferner 5 bis 7, dann 11 bis 13 sind unter dem
Druck einer Atmosphire (es schwankte der Druck zwischen
74,8 und 75,7 cm) angestellt; die Versuche Nr. 3 und 4, dann
8 bis 10 liefern die Resultate unter dem Druck von etwa
Y Atmosphiire (der Druck lag zwischen 384 und 35,8 cm).
Trotz dieser Druckéinderung im Verhéltnis von 1 zu 1 ist
das pro Stunde diffundierte Volumen (vgl. die letzte Vertikal-
reihe) das gleiche. Die Versuche sind in der gleichen Reihen-
folge angestellt, wie sie in der Tabelle V angegeben sind.

Um den EinfluB etwaiger Anderungen des Eisenrohres zu eli-
Wiillner-Festschrift. 4
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minieren, vergleicht man am besten das Resultat bei dem
kleineren Druck, abgeleitet aus Nr. 3 und 4, mit den Resul-
taten bei dem groBeren Druck, die den Versuchen Nr.3 und 4
vorangehen und nachfolgen; ebenso bei den spateren Versuchen.
Das Gewicht der einzelnen Versuche ist proportional der Dif-
fusionszeit 7. Hat man deshalb eine Reihe von Versuchen,
die die Volumina v,, vg, ... mit den zugehorigen Zeichen
T, T,, ... ergeben haben, so erhilt man das Mittel durch
die Formel

01'T1+”2T2+"'
T T4 )

Man findet so folgende Resultate:

Tabelle Vh.
Mittelwerte " AuBerer Druck | Diffundiertes Volumen
aus den Versuchen in cm pro Stunde auf 0° und
Nr. P 76 cm red. in cem

1,2, 5,6 75,3 2,48

3,4 38,4 2,46

7, 11, 12, 18 75,0 2,47

8, 9, 10 36,5 2,42

Diese Zusammenstellung zeigt deutlich, daB die diffundierte
Menge sich nicht in erkennbarer Weise éindert, wenn der iuBere
Druck von einer Atmosphire auf eine halbe reduziert wird.

5. Zusammenfassung der Resultate und Folgerung.

Das in der Losung befindliche Eisenrohr diente bei der
Stromzufiihrung als Kathode, so daB sich Wasserstoff an der
duBeren Oberfliche des Rohres entwickelte. Wenn dies ge-
schah, trat alsbald eine Diffusion des Wasserstoffs durch das
Rohr von auBen nach innen ein; nach geniigend langer Zeit,
wenn das Eisenrohr den vorliegenden Verhiltnissen entsprechend
sich mit Wasserstoff gesiittigt hatte, stellte sich ein stationiirer
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Zustand her, bei dem pro Zeiteinheit eine konstante Gasmenge
durch das Robr nach innen diffundierte. Man konnte den Gas-
druck im Innern des Rohres von O bis 89 em Quecksilber
indern; ferner war es moglich, den #uBern Druck, der auf der
Losung, in welcher das Eisenrohr stand, lastete, innerhalb der
Grenzen von einer bis zu einer halben Atmosphire zu variieren.
Beide Arten von Druckiinderungen hatten keinen erkennbaren
EinfluB auf die Diffusionsmenge. Aus diesen Tatsachen er-
geben sich zunidchst Folgerungen negativer Natur, nimlich:

a) Bezeichnet man den #uBeren Druck, der auf der Losung
lastet, mit P, den Gasdruck im Inneren des Apparates mit z,
so ist die treibende Druckdifferenz nicht gleich (P — z); denn
die GroBe von 2z ist innerhalb weiter Grenzen ohne Einfluf
auf die Diffusionsmenge; selbst wenn x groBer als P ist, wird
die Diffusionsmenge hiervon nicht beriihrt.

b) Die unter a) hervorgehobene Unabhingigkeit der Dif-
fusionsmenge von dem im Innern des Apparates herrschenden
Druck konnte man dadurch erkliren, daB man annimmt: nur
die Ionen des Wasserstoffs gehen durch die Metallwandung
des Rohres; im Innern des Apparates ist der Gegendruck
gegen die Ionen — weil dort nur Molekiile vorhanden sind —
als Null zu betrachten; an der duBern Wandung des Rohres
ist der Druck gleich dem jeweiligen Barometerstand. Bezeichnet
man den letzteren mit P, so ist also die treibende Druck-
differenz gleich P. Um diese Auffassung zu priifen, sind
einige Versuchsgruppen (vgl. § 4) ausgefiihrt, bei denen nur
der #uBere Druck (und zwar im Verhiltnisse von 1 zu )
geindert wurde. Es zeigte sich, daB die Diffusionsmenge un-
abhéingig von der GroBe des #uBeren Druckes P war; die
treibende Druckdifferenz ist also auch nicht gleich P und die
Annahme, daB nur die Ionen durch die Metallwandung gehen,
findet in den Versuchen keine Stiitze.

Aus a) und b) folgt, daB der treibende Druck ganz anderer
Art ist, wie man zuerst anzunehmen geneigt ist. Bezeichnet

man den #uBeren Druck (nicht Atmosphirendruck), der den
4%
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Wasserstoff in das Eisenrohr hineintreibt, mit y, den Druck,
der im Innern des Rohres herrscht, mit x, so ist die wirk-
same Druckdifferenz (y — z). Da die GroBe von z (nach den
obigen Versuchen bis 89 ¢cm Quecksilber) keinen erkennbaren
EinfluB auf (y — ) ausiibt, so muB y sehr groB sein. Nimmt
man an, daf die Endresultate keine Versuchsfehler enthalten,
die groBer als zwei Prozent sind, so muB y wenigstens 4450 cm
Quecksilber, oder wenigstens 58 Atmosphiren groB sein. Hier-
durch wird es auch verstindlich, daB die Versuche keinen
Einfluf erkennen lassen, wenn der #uBere Luftdruck auf die
Hilfte reduziert wird. Auf die Entstehung des hier mit y
bezeichneten Druckes komme ich spiter zuriick.

6. Die Abhanglgkelt der Diffusion von der
Temperatur.

Diese Bestimmung ist, wie schon Bellati und Lussana
hervorgehoben haben, mit groBen Schwierigkeiten verkniipft,
da das Eisenrohr bei linger dauernden Versuchen leicht Ver-
inderungen erleidet, die man nicht verhindern kann. Fiihrt
man bei einer bestimmten Temperatur ¢, eine Beobachtungs-
reihe durch, dann bei einer zweiten Temperatur # und schlieB-
lich wieder bei der friihern Temperatur #, so wird man aus
diesen Beobachtungen nur dann mit einer geniigenden Sicher-
heit die Abhingigkeit der Diffusion von der Temperatur er-
mitteln konnen, wenn der erste und letzte Beobachtungswert
nicht zu weit auseinander liegen. Ist diese Bedingung nicht
erfiillt, so ist die ganze Beobachtungsreihe nicht zu verwerten.
Die Ermittelung des Temperaturkoeffizienten erfordert deshalb
viel Zeit.

Der Raumersparnis wegen gebe ich im folgenden zu-
nichst nur die Mittelwerte der Resultate; unter ,Nr. des Ver-
suches® ersieht man, wie viel Versuche zu einem Mittelwert
zusammengefaBt sind.
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Tabelle VIb.
Temperatur | Diffundiertes Volumen
Nr. der pro Stunde,
des Versuches Ldsung red. auf 0° und 76 cm
t in ccm
1;2;8 1 184° 0,1006
4;5; 6 43,2° 0,1616
7; 8 18,6° 0,1045
9; 10 48,4° 0,1620
11; 12 17,40 0,1064
13; 14; 15 39,00 0,1572
16; 17; 18 60,8° 0,2164
19; 20; 21 39,2° 0,1835
22; 23 15,3° 0,1067
24; 25 37,20 0,1700
26; 27 58,4° 0,2178
28; 29 39,6° 0,1718
30; 81; 32 15,7° 0,1065

Aus diesen Resultaten geht hervor, daB zwei Werte eine
groBe Differenz zeigen, ohne daB die Temperatur wesentlich
verschieden wire; es sind dies die Werte 0,1572 und 0,1835,
die fiir 39,0° und 39,2 entsprechend den Nrn. 13 bis 15 bzw.
19 bis 21 gelten; die Differenz betrigt 15 Prozent. Zwischen
diesen beiden Beobachtungen liegt eine Versuchsreihe, die bei
der Temperatur 60,8° angestellt ist. Diese Temperatursteigerung
ist wahrscheinlich die Ursache fiir die genannte Verschieden-
heit. Ich habe spdter die Erfahrung gemacht, daB es vorteil-
haft ist, vor Ausfiihrung der definitiven Versuche mehrfach
Temperatursteigerungen und Temperaturabnahmen eintreten zu
lassen. Bei der folgenden hohen Temperatur 58,4° (fiir Nr. 26
und 27) ist ein EinfluB auf die nachfolgenden Werte nicht
mehr wahrzunehmen. Man konnte nun in verschiedener Weise
der Differenz von 0,1572 und 0,1835 Rechnung tragen, um
simtliche Versuchsreihen in Tab. VIb bei der Bestimmung des
Temperaturkoeffizienten zu beriicksichtigen; ich glaube aber,
daB man zu einem zuverldssigeren Resultat gelangt, wenn man
. die Versuche in zwei voneinander unabhingige Gruppen zer-
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legt und die Versuche Nr. 13 bis 21 nicht verwertet. Man
erhilt dann folgende zusammengehorige Werte:

Tabelle VIec.

Temperatur | Diffundiertes Volumen
Nr. des Versuches der Loésung
t beobachtet | berechnet
1; 2; 3; 7; 8; 11; 12 18,1° 0,1038 0,1038
4; 5; 6; 9; 10 43,3° 0,1618 0,1618
Tabelle VId.
Temp. der| Diffundiertes Volumen Differenz
Nr. des Versuches | Losung
t beobachtet | berechnet |beob. — ber.
22; 23; 30; 31; 32 | 15,0 0,1061 0,1061 | 0,0000
245 26; 28; 29 38,30 0,1709 0,1677 + 0,0082
26; 27 58,40 0,2178 0,2220 — 0,0042

Berechnet man aus vorstehenden Werten den Temperatur-

koeffizienten 8 nach der Formel
D:=Do(1+ﬁt)’

so erhilt man aus den Werten der Tabelle VIc das Resultat

D, = 0,0622; p=0,037,
und aus den Werten der Tabelle VId

D, = 0,0643; p=0,042.
Bei der Tabelle VIc ist die Differenz zwischen Beobachtung
und Berechnung naturgemiB gleich Null; bei der Tabelle VId
erreicht die Differenz die GroBe von 2 Proz. Die Temperatur-
koeffizienten f sind sehr bedeutend; ich komme hierauf spéter
zuriick. ‘

Eine zweite Versuchsreihe wurde mit einem anderen Eisen-
rohr angestellt, und zwar mit demselben, das fiir die Versuchs-
reihe Tabelle V gedient hatte. In der folgenden Tabelle war
die Stromstirke konstant 0,28 Amp.; die Lufttemperatur =
schwankte nur wenig und wurde zur Reduktion des Gas-
volumens auf 0° gleich 18,0° gesetat.
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Tabelle VIIa (Rohr 3).
Volumen des | Druck des |Diffusions.| Tempera-| Diffundiertes
Nr. des diffundierten | diffundierten| zeit in | tur der | Volumen pro
Vers Gases in ccm | Gases in cm | Stunden | Ldsung | Stunde, red.
rsuches pt
auf 0° und
v P | T t 76 c¢m, in ccm .
1 5018 | 82,01 a4 27,9° 1,490
2 8844 | 45,96 14,5 27,40 1,504
3 3300 | 2974 5,6 47,30 2,170
4 43,01 60,20 14,9 47,7 2,143
5 25,63 6,71 1,0 47,7° 2,128
6 42,13 517,71 20,3 26,5° 1,478
7 43,29 61,23 16,3 48,10 2,007
8 26,09 8,66 1,3 47,58° 2,114
9 24,62 3,88 1,0 18,6° 1,152
10 41,43 55,26 22,7 19,5° 1,245
11 25,06 5,38 1,3 20,7° | 1,268
12 43,90 66,32 22,7 | 28,6° | 1,611

Bildet man die Mittelwerte fiir die
reihen, entsprechend Gleichung (4), so

beiden letzten Vertikal-

erhilt man:

Tabelle VIIDb.
Nr Temperatur | Diffundiertes Volumen Differenz
des Vers‘uches der Losung
t beobachtet | berechnet beob. — ber.
1; 2 27,7 1,493 1,483 + 0,010
3;4; 5 47,6° 2,150 2,077 + 0,073
6 26,6° 1,478 1,447 -+ 0,031
7: 8 48,0° 2,017 2,089 — 0,072
9; 10; 11 19,6° 1,241 1,239 + 0,002
12 28,6° 1,511 1,511 - 0,000

Man sieht aus dieser Reihe, daB der erste und letzte Wert,
die fiir anndhernd gleiche Temperatur gelten, nur eine kleine

Differenz

zeigen.
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Stellt man die Abhéngigkeit der Diffusion von der Tem-
peratur durch die Gleichung

D= Dy(1+8-1)
dar, so findet man

D, = 0,656; B = 0,0455.

Mit diesen Werten sind die unter ,berechnet angegebenen
Werte in der vorigen Tabelle ermittelt; die Differenzen gegen-
iiber den Beobachtungen sind nur klein.

Die Temperaturkoeffizienten der drei Tabellen VIb; VIe
und VIIb sind folgende:

p = 0,037; 0,042; 0,0455,
withrend die Werte D, sind:

D, = 0,0622; 0,0643; 0,656. -
Die beiden ersten Werte (Tab. VIb und VIc) beziehen sich
auf das gleiche Eisenrohr. Es ist bemerkenswert, daB, ob-
schon D, fiir das letzte Rohr (Tab. VIIb) etwa 10 mal so
groB ist, wie fiir das andere (Tab. VIb und VIc) die Tempe-
raturkoeffizienten keine sehr groBen Unterschiede zeigen; das
Verhiltnis des groBten und kleinsten der gefundenen Tempe-
raturkoeffizienten ist 1,23.

Die Bestimmung der Temperatur ¢ des Gases, die zur
Reduktion des Volumens auf 0° dient, ist mit einer gewissen
Unsicherheit behaftet. Das diffundierte Gas befindet sich zum
Teil in dem Eisenrohr, das in der Losung von der Temperatur ¢
steht, zum Teil in dem Glasrohr, das in seinen verschiedenen
Teilen eine verschiedene Temperatur besitzt. Die Temperatur =
wurde durch Anlegen eines Thermometers an das Glasrohr er-
mittelt; die so bestimmte Temperatur ist in allen Féllen, wo
¢t groBer als v ist, zu klein. Infolgedessen sind die oben
bestimmten Werte von g simtlich zu gro8. Um iiber die
GroBe des Betrages einen Einblick zu gewinnen, ist fiir den
groBten und kleinsten der oben angegebenen Werte von f
unter bestimmten Voraussetzungen die Rechnung durchgefiihrt.
Nimmt man an, daB die mittlere Temperatur des Gases sich
dadurch bestimme, daf ein Drittel des Gasvolumens die Tem-
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peratur ¢ der Losung und zwei Drittel die Temperatur =
habe, so daB ¢’ = 2':- ¢ die Temperatur des Gases darstellt,
so erhilt man folgendes:

Bisherige Versuche Neue Versuche
Tabelle iehenge
T l t l ] T | t I [
Vib | 202 43,38 0,0870 , 279 433 0,028
ViIb l 18,0 47,8 0,0455 27,9 478 0,0389

Der kleinste Wert, den 8’ unter der gegebenen Annahme er-
hilt, wird also 0,0328. Dieser Wert ist sicher zu klein, da
die mittlere Temperatur des abgeschlossenen Gases sicher
niedriger ist als 27,9°) das oben fiir ¢" der Rechnung zu-
grunde gelegt wurde.

Aus den Werten fiir g geht deutlich hervor, daB die
Diffusion sehr stark mit wachsender Temperatur zunimmt.
Wiirde man die Diffusion proportional einer Potenz der abso-
luten Temperatur setzen, so wiirde sich diese Potenz min-
destens (wenn man fiir g° 0,0328 setzt) gleich 4,97 ergeben.

Bellati und Lussana haben viel kleinere Temperatur-
koeffizienten angegeben, némlich 0,0042 und 0,0039, die also
etwa nur Y, der von mir gefundenen Werte sind. Die beiden
Angaben von Bellati und Lussana sind aus Beobachtungen
abgeleitet, die sehr starke Korrektionen erhalten haben, da die
in der Zeiteinheit diffundierten Volumina mit wachsender Zeit
bedeutend abnahmen. Die Beobachtungen erstrecken sich bei
konstant bleibender Stromstirke von 0,061 Amp. auf die Tem-
peraturen 9,3% 328% 402 11,9°. Nimmt man das Mittel
aus den pro Zeiteinheit diffundierten Volumen, so findet man:

Volumen, auf 0° und 76 cm red.,

Temperatur das pro Zeiteinheit diffundierte,
in ccm

(Nach Bellati und Lussana)
9,39 0,276
32,80 0,293
40,2° 0,244
11,9° 0,112
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Diese Beobachtungen zeigen, daB die durchtretende Gasmenge
am SchluB des Versuches bei 11,9° weniger als die Hilfte von
derjenigen war, die im Anfang bei 9,3° diffundierte. Hitte
sich das Rohr mit wachsender Zeit nicht gedndert, so hitte
. die letzte Zahl nicht kleiner, sondern etwas griBer sein miissen
als die erste. Die aus obigen Beobachtungen (nach den an-
gebrachten Korrekturen) abgeleiteten Werte der Temperatur-
koeffizienten haben nach Bellati und Lussana nur den Cha-
rakter einer groben Anniéherung. Ich mdochte dazu bemerken,
daB solche Beobachtungen, wie die oben angegebenen, meines
Erachtens sich tiberhaupt nicht dazu eignen, um Temperatur-
koeffizienten daraus abzuleiten.

7. Die Abhingigkeit der Diffusion von der
Stromstirke.

Die Stromstirke wurde bei der nichsten Versuchsreihe
im Verhdltnis von 4 zu 1 variiert. Die Temperatur der Losung
wurde moglichst konstant gleich 28° gehalten. Die Versuche
beginnen mit der groBten Stromstérke 0,28 Amp., gehen dann
durch 0,14; 0,07; 0,14 Amp. und schlieBen mit dem Anfangs-
wert, um etwaige Verdinderungen des Rohres in Betracht zu
ziehen. Es sind in der folgenden Tabelle nur die Mittelwerte
mitgeteilt:

Tabelle VIIIa (Rohr 3).

Diffundiertes Volumen
Nr. Stromstirke pro Stunde,
des Versuches in Amp. | red. auf_ 0° und 76 cm,
in ccm
1 028 | 1,511
2; 3 014 ' 0,872
4; 5; 6 0,07 0,489
7; 839 0,14 0,888
10; 11; 12 0,28 1,575

Die beiden Werte fiir 0,28 Amp. unterscheiden sich um
4,2 Prozent; bei 0,14 Amp. betrigt die Differenz 1,8 Prozent.
Die Diffusion wichst mit wachsender Zeit. Da die Beob-
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achtungen sich um 0,07 Amp. gleichméBig gruppieren, so
geniigt es die Mittelwerte zu bilden. Man erhilt:

Tabelle VIIIb.

| Diffundiertes Volumen :

Stromstirke pro Stunde, i benQ:(?lgfaﬂ-tter
in Amp. | red. auf 0° und 76 cm, Werte
! in ccm
0,28 1,643
1,75
0,14 0,880
1,80
0,07 0,489

Aus diesen

langsamer als die Stromstirke wiichst.

Zahlen geht hervor, daB die diffundierte Menge

Vergleicht man die

beiden Werte fiir 0,28 und 0,07 Amp., so erhédlt man fiir das
Verhiltnis der diffundierten Mengen 3,16, wihrend das Ver-
héltnis der Stromstérken 4 ist.

Um auch fiir kleinere Stromstirken eine Beobachtungs-
reihe zu erhalten, wurde die Beobachtung zwischen 0,16 und
0,04 Amp. durchgefiihrt. Die Temperatur "der Ldsung war

23,5 Amp.

Tabelle IXa (Rohr 3).

Nr.

Stromstiirke in

Diffundiertes Volu-
men pro Stunde,

des Versuches Amp. red. auf0°und 76 cm,

in ccm

1; 2 0,08 0,3431
;4 0,04 0,1832

5 0,08 0,3481

6; 7 0,16 0,5902

8; 9 0,08 0,3540

10; 11 0,04 0,1923
12; 13 0,16 0,5996
14; 15 0,04 0,1998

Die Werte in der letzten Vertikalreihe zeigen, daB auch hier
die Diffusion mit wachsender Zeit wichst.
Um vergleichbare Werte fiir die verschiedenen Strom-
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stiirken zu erhalten, werden solche Werte gleicher Stromstirke
zusammengefaft, die einen Wert anderer Stromstiirke ein-
schlieBen; z. B. die Versuche Nr. 1, 2, 5 beziehen sich auf die
Stromstirke 0,08 Amp. und schlieBen die Versuche Nr. 3, 4
ein, die 0,04 Amp. angehoren.

Tabelle IXh.

Diffundiertes Vo-| ; : Quotient
Nr. ‘lumen, auf 0° und| Stromstirke Quotient der der
d ‘ ) . diffundierten
es Versuches | 76 cm red., pro | in Amp. Volume Strom-
B | Stunde in ccm stiirken
1;2; 6 [ 0,3456 008 | g0 2.0
3; 4 | 0,1832 0,04 : ! ¥
6; 7 | 0,6902 0,16 1,68 2,0
5,8, 9 | 0,3510 0,08
5; 8; 9 0,3510 0,08 1,87 20
3; 4; 10; 11 0,1877 0,04
6; 7 0,6902 0,16 8,14 40
3; 4; 10; 11 0,1877 0,04
12; 18 0,996 0,16 3,06 40
10; 11; 14; 16 0,1960 0,04
6; 7; 12; 13 0,6949 0,16 1,68 2.0
8; 9 0,540 0,08

Auch diese Versuche zeigen, daf die Diffusion langsamer
als die Stromstirke wiichst; denn die Werte in der vorletzten
Vertikalreihe sind simtlich kleiner als die entsprechenden der
letzten Vertikalreihe. Da der Quotient der diffundierten Vo-
lume bei 0,08 und 0,04 Amp. groB erscheint gegeniiber den
anderen Quotienten, wurde noch eine Versuchsreihe bei 0,04
und 0,02 Amp. ausgefithrt. Da die Diffusion bei dieser Strom-
stirke schon sehr langsam vor sich geht, wurde die Tempe-
ratur der Losung auf 32,5° gesteigert.
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Tabelle Xa.

| Diffundiertes Vo-
Nr. Stromstiirke | lumen pro Stunde,
des Versuches in Amp. red. auf 0° und

76 cm, in ccm
1; 2 0,04 0,2280
8; 4 0,02 0,1241
b5; 6 0,04 0,2267
7; 8 0,02 0,1239
9; 10; 11; 12 0,04 0,2302

Kombiniert man die vorstehenden Versuche so, daB die
Beobachtungen fiir eine Stromstirke von den Beobachtungen
fir die andere Stromstirke eingeschlossen werden, so erhilt
man folgende Zusammenstellung.

Tabelle Xb.

Diffundiertes Vo-| Strom- Quotient | Quotient
- d lumen, auf0°und| stérke |derdiffun-! der
Nr. des Versuches 76 cm red., pro in dierten Strom-
Stunde in cem Amp. Volume stiirken
1;2;5; 6 0,2273 0,04 1,88 2,00
34 0,1241 0,02
|
5; 6 0,2267 0,04 1,83 2,00
3;4;7;8 0,1240 0,02
5; 6; 9; 10; 11; 12 0,2284 0,04 1,84 2,00
7; 8 0,1239 0,02

Die Werte in der vorletzten Vertikalreihe, die den Quo-
tienten der entsprechenden Volume angeben, stimmen unter-
einander gut iiberein. Der Quotient ist hier fiir die Strom-
stirken 0,04 und 0,02 Amp. etwas kleiner als nach Tab. IXb
fiir die Stromstérken 0,08 und 0,04 Amp.; es kann die Diffe-
renz in Beobachtungsfehlern dieser oder jemer Versuche be-
griindet sein. Jedenfalls zeigen die simtlichen Versuche iiber-
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einstimmend, daB die diffundierte Menge langsamer als die
Stromstirke wichst.

Weshalb ist aber die Diffusionsmenge nicht der wirk-
samen Stromstirke proportional? Da die Oberfliche des Eisen-
rohres, soweit es in die Losung eintauchte, etwa 25 qem be-
trug, so war die Stromdichte pro qem bei 0,04 Amp. nur
0,0016 Amp. Auch wenn die Stromstirke von 0,02 auf 0,04
Amp. steigt, ist die diffundierte Menge bei 0,04 Amp. nur 1,84
von jenen bei 0,02 Amp. Die Stromdichte wird man deshalb
nicht fiir die Abweichung von der Proportionalitit verant-
wortlich machen. Die Erscheinung steht vielmehr im Zu-
sammenhange mit der frither nachgewiesenen Tatsache, daB
der Wasserstoff durch einen sehr groBen duBeren Druck (in
§ 5 mit y bezeichnet) durch das Eisenrohr hindurchgetrieben
wird. Eine Aufkldrung iiber die ganze Erscheinung ergibt
sich aus einer Betrachtung von Nernst?), die er bei der Be-
handlung der elektrolytischen Zersetzung wisseriger Losungen
anstellt: ,Ein Punkt hat bisher nicht die Beachtung gefunden,
die er verdient. Der Druck, mit dem das abgeschiedene Ion
gasformig entweicht oder die Konzentration, mit der es sich
lost, hingt lediglich von der Spannung ab, mit der man
elektrolysiert; mit anderen Worten, man kann die aktive Masse
(im Sinne des Gesetzes der chemischen Massenwirkung von
Goldberg und Waage) in ganz beliebiger Weise durch An-
wendung verschiedener polarisierender Kriifte variieren. Wir
haben es also beispielsweise in der Gewalt, das Chlor an der
Anode im Zustande einer mehr als homd&opatischen Ver-
diinnung auftreten oder aber mit Drucken, die nach Millionen
von Atmosphdren zéhlen, sich entwickeln und chemisch ein-
wirken zu lassen.” '

Um zu erfahren, ob die diffundierten Mengen in einem
einfachen Zusammenhange mit der Spannung stehen, die bei
der Elektrolyse wirksam ist, wurde ein Prizisionsgalvanometer

1) W. Nernst, Bericht der Deutschen Chem. Ges. 30. II. S. 1561.
1897 und Theoret. Chemie II. Aufl. S. 675. 1898.
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verwendet, das bei M und N (Fig. 2) an die beiden Elektroden
Platin und Eisen angelegt wurde. Es wurde die Spannung
sowohl wihrend des Stromdurchganges als auch unmittelbar
nachdem der Strom abgestellt war, gemessen. Die erste Mes-
sung bot keine Schwierigkeit, wohl aber die zweite, weil die
Polarisationsspannung auBerordentlich schnell abnimmt, auch
wenn das Eisen und Platin stromlos in der Losung steht. Be-
zeichnet man die Potentialdifferenz an den Elektroden wihrend
des Stromdurchganges mit V, jene nach Abstellung des Stromes
mit V', so ist die wirksame Potentialdifferenz, welche den
Strom durch den Elektrolyten treibt, gleich (V—V"). Beriick-
sichtigt man, daB infolge der schnellen zeitlichen Abnahme
von V' dieses zu klein gewesen sein kann, so wird (V—V")
etwas zu groB sein konnen. Das Voltmeter lieB 0,1 Volt
direkt ablesen und 0,01 Volt sicher schiitzen. Die Unsicher-
heit in (V—7V") wird auch bei Beriicksichtigung der schnellen
Abnahme von ¥V’ doch nicht 0,10 Volt iiberschreiten.

Bei den Beobachtungen, die in den Tabellen IX und X
mitgeteilt sind, wurden die Potentialdifferenzen gemessen. Im
folgenden ist eine Zusammenstellung gegeben, und zwar zuerst
in Tabelle IXa’, welche fiir je zwei Versuche mit den Nummern
in Tabelle IXa die Potentialdifferenzen angibt, ferner eine Ta-
belle IXb’, welche in der Anordnung IXb entspricht.

Tabelle IXa'.

Nr. : Potentialdifferenz in Volt
des Versuches%l v | v’ ’ . V=V
1,2 | 500 284 | 216
3; 4 | 408 285 | 1,20
5 5,00 2,84 2,16
6; 7 | 670 2,86 3,84
8; 9 5,05 2,85 2,20
10; 11 4,07 284 1,28
12; 13 i 6,77 28 | 389
14; 15 4,08 286 | 1,22
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Tabelle IXb'"

' . Quotient Differenz
Nr. des ‘Potential-| 400 py.|  gor (in Prozenten)
Versuches | differenz | tential- | diffun- | _ der von von
| V—V’ | diffe- | dierten | Strom- | Spalte | Spalte
! renzen | Volume | 8tArken | 4 ynd 3| 4 und 5
Spalte 1 | 2 | 3 | 4 | 8 | 6 | 1
f ,
1,26 | o216 [ g, 1,89 2,0 | 448 | —58
8;4 1 120 | .
66;87 . Z*i:: 175 | 1,68 20| —a2 | —190
1 1 Al
. T ii)911| f';ia 1,80 , 1,87 ; 20 | 437 | —69
I 41 H ) i
% ‘ _
6; 7 | 384 3,16 ‘ 3,14 ‘ 40 | —o01 | —214
3; 45 10; 11 1,216 !
12; 18 . 389 1 448 1 306 40 | —89 | —307
10;11;14; 15; 1,226 !
6: 7: 12: 18| i | |
6; 7; 123 13, 3865 | 445 68 20 —42 | —19,0
| ,

8;9 | 22

| 1 !

Fir die Versuche, die in Tabelle Xa ausgefiihrt sind und
die sich auf die Stromstirken 0,04 und 0,02 Amp. beziehen,
ergaben sich folgende Potentialdifferenzen.

Tabelle Xa'.

Nr. des | Potentialdifferenz in Volt
Versuches ! jig } v’ (. A 74
1; 2 l 4,03 2,87 1,16
3; 4 3,65 2,87 0,68
5; 6 ‘ 4,05 2,87 1,18
7; 8 i 3,55 2,87 0,68
9; 105 11; 1'2’ 4,10 2,87 1,28

Die folgende Tabellg ist ebenso berechnet wie Tabelle IXb’.
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Tabelle Xb'.

Pot L | Quotient Differenz
Nr des do ﬁentm der Po-| der | d (in Prozenten)
Vorsuches | © o ereDZ tential- | diffun- |  G€r von von
. V—V diffe- | dierten Strom- | gpalte Spalte
" renzen | Volume ' stiirken | 4 und 3| 4 und 5
Spalte 1 2 | 8 | 4 [ 5 | 6 1
T T [
1;2;5; 6 | 1,17 |
L 1,72 1,83 | 2,00 6,0 — 9,3
s | agg | M| 18 | 200 | e, ! ,
5; 6 1,18 \ ‘
1,74 1,83 2,00 4,9 —9,3
3;4;7;8 | 068 ' N J +4 ’
5691051112 1,206 | 4y | 184 | 200 ‘ 4388 | —87
7; 8 0,68 | : | ;

Die vorstehenden Tabellen zeigen deutlich, was schon
frither hervorgehoben wurde, daf die Diffusion langsamer als
die Stromstirke wichst; in Spalte (7) sind die in Prozenten
ausgedriickten Differenzen siamtlich negativ und steigen bis zu
sehr hohen Betrigen (einmal kommt 30,7 Proz. vor) an.

Die Frage, inwieweit die diffundierten Mengen den wirk-
samen Potentialdifferenzen proportional sind, 1dBt sich aus
Spalte (6) beantworten. In Tabelle IXb" ist die Maximaldiffe-
renz 4,8 Proz.; die Vorzeichen wechseln. In Tabelle Xb’" wiichst
die Differenz bis 6 Proz.; das Vorzeichen ist bei den drei Ver-
suchen das gleiche. Diese Versuche beziehen sich auf die
gleichen Anderungen der Stromstiirke; alle Versuche sind nim-
lich bei 0,04 bzw. 0,02 Amp. angestellt; die drei Gruppen in
Tabelle Xb" sollten deshalb in ihren Werten iibereinstimmen.
DaB dies nicht der Fall ist, beweist, daB Beobachtungsfehler
vorliegen oder daB Anderungen eingetreten sind, die nicht
niher bekannt sind. Dazu kommt, daB die Potentialdifferenz
hier schon so klein ist, daB ein Fehler in ¥’ einen sehr grofen
EinfluB austibt. Setzt man z. B. bei der Stromstirke von
0,02 Amp. fiir (V—7V") den Wert 0,65 an Stelle von 0,68, das
den Beobachtungen entspricht, so erhdlt man fiir die drei
Quotienten der Potentialdifferenzen (Spalte 3 der Tabelle Xb’)

‘Wiillner-Festschrift.
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1,80; 1,82; 1,85; hiermit werden die Differenzen, die der
Spalte (6) entsprechen, — 1,6; — 0,5; 4+ 0,5 Proz. Es ergibt
sich also, daB die diffundierte Menge bei konstanter Tempe-
ratur der wirksamen Potentialdifferenz wenigstens anndhernd
proportional ist.

Bellati und Lussana fanden, daB bei geringen Strom-
dichten die diffundierte Menge der Stromstirke proportional
ist. Dies Resultat wird durch die obigen Versuche, die zeigen,
daB die diffundierte Menge langsamer als die Stromstirke
wichst, in dem Beobachtungsbereich nicht bestétigt. = Die
kleinste der von mir verwendeten Stromstérken war 0,02 Amp.,
der eine Stromdichte von 0,0008 Amp. pro qem an dem Eisen-
rohr entsprach.

Da durch die obigen Versuche im letzten Paragraphen
nachgewiesen ist, daB die diffundierte Menge nicht proportional
der Stromstiirke, sondern anniihernd proportional der wirksamen
Potentialdifferenz ist, so ist es zweckmiBig, die Abhingigkeit.
der Diffusion von der Temperatur unter der Bedingung zu er-
mitteln, daB die wirksame Potentialdifferenz konstant gehalten
wird. In den Versuchen des § 6 wurde bei konstanter Strom-
stirke die pro Zeiteinheit diffundierte Menge bei verschiedenen
Temperaturen untersucht. Mit wachsender Temperatur nimmt
aber die wirksame Potentialdifferenz bei konstanter Strom-
stirke ab. Fir das Rohr (3), das in den Versuchen der Ta-
belle VIIa verwendet wurde, habe ich nachtriglich die Ande-
rung der wirksamen Potentialdifferenz mit der Temperatur bei
konstanter Stromstéirke ermittelt. Die Versuche der Tabelle VIIa
wurden bei der Stromstirke von 0,28 Amp. angestellt, und fiir
diese Stromstirke ergab sich:

. | . .
Stromstirke | Potentialdiffe-
in Amp. ‘ Temperatur | o, (V=7
|

0,28 ‘ 17,0 l 9,45

0,28 51,9 5,15
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Stellt man die Potentialdifferenz als Funktion der Tempe-
ratur dar durch die Gleichung

(V=P)y=(FV—=7) Q1+ d¢),
so erhilt man
(V—-7V")y=11,5; &= — 0,0106.

Bei konstanter Stromstiirke ergab sich fiir die Abhingig-

keit des Diffusionskoeffizienten von der Temperatur
D, = D, (1 + 0,0455¢).

Soll die Potentialdifferenz konstant bleiben, so wird die
Abhiingigkeit des Diffusionskoeffizienten von der Temperatur
durch die Gleichung:

pr— D+ 0455 - 1)

¢ 1 —0,0106¢

oder in erster Anniherung durch

D/ = Dy (1 + 0,0561¢)
dargestellt. Diese starke Zunahme des Diffusionskoeffizienten
mit der Temperatur ist im wesentlichen durch das Eisenrohr
selbst bedingt; denn die Eigenschaften des Gases (Molekular-
geschwindigkeit usw.) #ndern sich gegeniiber dem groBen Ko-
effizienten 0,0561 nur wenig.

Resultate.

Ein unten geschlossenes, oben mit einem Glasrohr ver-
sehenes Eisenrohr, das in einer einprozentigen wisserigen
Losung von Natronlauge stand, diente als Kathode bei einer
Stromzufiihrung, die durch Platin stattfand. Der an der duBe-
ren Oberfliche des Eisenrohres entwickelte Wasserstoff diffun-
dierte in das Innere des Rohres. , Es dauerte lange, bis sich
ein stationdirer Zustand hergestellt hatte; war dies erreicht, so
diffundierte pro Zeiteinheit eine konstante Wasserstoﬂ'menge
von auBen nach innen.

1. Diese Menge war unabhingig von dem Druck, der im
Innern des Rohres herrschte, soweit eine solche Druckinderung
(von O bis 89 em Quecksilber) herbeigefiihrt wurde. Ferner

inderte sich die diffundierte Menge nicht, wenn der &uBere
5.
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Druck, der auf der Losung und damit auf dem Eisenrohr
lastete, von einer auf eine halbe Atmosphire vermindert wurde.
Es geht aus diesen Beobachtungen hervor, daB der wirksame
Druck, der den Wasserstoff durch das Rohr von auBen nach
innen treibt, ganz anderer Art ist, als man zuniichst voraus-
setzen mochte; es lieB sich aus den Versuchen, mit Riicksicht
auf die Genauigkeit derselben, eine untere Grenze fiir den
treibenden Druck ableiten; diese Grenze ergiblt sich gleich
58 Atmosphiiren.

2. Die Diffusion wichst mit zunehmender Temperatur bei
konstanter Stromstérke ganz bedeutend; setzt man die Diffusion
proportional einer Potenz der absoluten Temperatur, so ist diese
Potenz wenigstens gleich 5.

3. Die Diffusion wichst bei konstanter Temperatur mit
zunehmender Stromstirke, aber nicht dieser proportional, son-
dern langsamer.

4. Die unter 1. und 3. angegebenen Tatsachen lassen sich
einheitlich erkliren durch eine von Nernst angegebene Be-
trachtung, nach welcher der Druck, mit dem bei der elektro-
lytischen Zersetzung die abgeschiedenen Ionen gasférmig auf-
treten, nur von der Potentialdifferenz abhingt, durch welche
man elektrolysiert; dieser Druck kann sehr grof werden.
Wenn man bei den unter 1. erwihnten Versuchen einen
groBen elektrolytisch hervorgerufenen Druck voraussetzt, der
das Gas durch das Rohr treibt, so ist es verstindlich, daB
eine Druckinderung von einer halben Atmosphire an der
#uBeren Wandung, oder von etwa 1,2 Atmosphéren im Innern
des Rohres keinen erkennbaren EinfluB ausiibt. Ferner ist
auch der von Bellati und Lussana angegebene Versuch, nach
welchem eine Diffusion von auBen nach innen stattfindet, ob-
schon im Innern ein Gegendruck von 20 Atmosphéren vor-
handen ist, nicht mehr auffallend.

5. Bei konstanter Temperatur wurde die diffundierte Menge
der wirksamen Potentialdifferenz annéhernd proportional ge-
funden.

Mirz 1905.



Uber die Zusammensetzung von Geschwindigkeiten.

Von

FriepricE ScHUR, Karlsruhe.
(Mit 5 Figuren.)

Soweit dem Verfasser die Literatur iiber den Satz vom
Parallelogramm der Geschwindigkeiten bekannt ist, wird dieser
Satz weder iiberall mit der ndtigen Priizision ausgesprochen,
noch, sofern iiberhaupt von einem Beweise die Rede ist, mit
der den Voraussetzungen entsprechenden Strenge bewiesen.
Schon die Aussage, daB ein Korper zwei verschiedene Ge-
schwindigkeiten besitze, entbehrt, sobald nicht auf die diese
Geschwindigkeiten hervorrufenden Krifte Bezug genommen
wird, meist derjenigen Bestimmtheit, auf welche ein wirklicher
Beweis iiberhaupt aufgebaut werden kann. Eine solche Be-
stimmtheit besitzt jedenfalls diejenige Auffassung, bei welcher
der Punkt insofern zwei Geschwindigkeiten besitzt, als er sich
einmal relativ innerhalb eines starren Korpers und dann mit
diesem im absoluten Raume bewegt. Auf Grund dieser Auf-
fassung, die fiir die geometrische Bewegungslehre wohl aus-
schlieBlich in Betracht kommt, wird der Satz vom Parallelo-
gramm der Geschwindigkeiten, z. B. von Konigs in seinen
Legons de cinématique p. 84 auf analytischem Wege streng
bewiesen, und die folgenden Zeilen bezwecken, den Beweis in
elementar - synthetischer Form, wie er fiir viele Zwecke er-
wiinscht sein mag, zu entwickeln.

§ 1. Geschwindigkeiten einer ebenen Scheibe.

Wir gehen von der bekannten Tatsache aus, daB jede
Schiebung einer ebenen Scheibe durch die Aufeinanderfolge
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zweier Umwendungen!) um parallele Achsen entsteht, deren
Abstand gleich der halben Schiebungsgrofie ist, und jede
Drehung durch die Aufeinanderfolge zweier Umwendungen um
zwei sich schneidende Achsen, deren Winkel gleich dem halben
Drehungswinkel ist.

Die Aufeinanderfolge zweier Bewegungen eines starren
Korpers ist einer doppelten Auffassung fihig. Man kann ent-
weder beide Bewegungen auf feste Elemente beziehen oder
man kann die eine als eine Fiihrungsbewegung { des starren
Kérpers und die andere als eine relative Bewegung R in Be-
ziehung auf den bewegten Ko6rper ansehen. Die symbolische

Identitat:
SRP = FRF-HFP,

in der P irgend einen Punkt bezeichnet und die ihm und
seinen entsprechenden Punkten beizulegende Bewegung sich
jedesmal auf feste Elemente beziehen soll, zeigt die auch un-
mittelbar klare Tatsache, daB es fiir die Endlage des Korpers
gleiohgiiltig ist, ob man zuerst die relative Bewegung ausfiihrt
und dann die Fithrungsbewegung oder zuerst diese und dann
jene in Beziehung auf die nun veréinderte Lage des Korpers.
Da es sich bei der Bestimmung der Geschwindigkeiten jedes
Punktes nur um die jedesmalige Endlage des Korpers nach je
einer unendlich kleinen Bewegung handelt, so werden wir diese
stets auf feste Elemente beziehen diirfen, und es wird sich von
selbst ergeben, daB auch die Reihenfolge der beiden unendlich
kleinen Bewegungen nicht von Belang ist.

DaB sich zwei Schiebungsgeschwindigkeiten ebenso wie
die endlichen Schiebungen selbst nach dem Parallelogrammsatze
zusammensetzen, ist selbstverstindlich, und es ist jedenfalls
dieser Fall, den man bei unmittelbarer Aufstellung des Satzes

vor Augen zu haben pflegt.
' Soll aber das Resultat der Aufeinanderfolge der beiden
Drehungen mit den Drehungswinkeln ¢, und ¢, um die Pole

1) Vgl. H. Wiener, Theorie der Umwendungen, Leipz. Berichte
1890, S. 13 .
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O, und O, gefunden werden, so setzen wir diese Drehungen
aus den Umwendungen um die Achsen s und % bzw. % und ¢
(siehe Fig. 1) zusammen und erhalten daher als Resultat eine
Drehung um den Pol O = (s, ) mit dem Drehungswinkel
9, + @;. Man sieht aus der Figur, daB:

sin ?‘»:;&: sin%: sin%! =0,0,:00,:0,0

ist, und daB der Pol O in sein Spiegelbild in bezug auf die
Achse O, O, tibergehen wiirde, falls die Reihenfolge der beiden
Drehungen vertauscht wiirde.
Sind aber ¢, und ¢, unendlich
klein, so fallen beide Punkte
auf die Gerade 0,0, und es
ist auch in bezug auf das Vor-
zeichen:

0,0,:00,: 0,0 =0:0, : o,,

wo ®, und @y die Winkel-
geschwindigkeiten der Kom-
ponenten und o =, + o,
die Winkelgeschwindigkeit der
Resultante sind. Die Kom-
ponenten der Geschwindigkeit irgend eines Punktes P sind
daher:

4

Fig. 1.

v,=0P -0, v,=0,P- o,

senkrecht gegen O, P bzw. O; P und die resultierende Ge-
schwindigkeit ist v = OP-w® senkrecht gegen OP, so daB
X (v, v) =, =< 0, PO und X (v, ;) = og = I OPO, ist.
Nun folgt weiter aus Fig. 2:

0,0 :sinA = O, P-sineg, 00, -sini = O; P - sinay,
also:
0,0:00y = O,P-sine, : 0, P - sinay
oder:
7y 1 ¥, = 8iD@, : Sine,.
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Ebenso folgt aus:
0,0 -sino, = OP -sine;,, 0,0, -sino, = Oy P - 8in (&, + &5):
0,0: 0,0, = OP - sine, : O; P - sin (e, + og)
oder:
v : vy = sin (¢, + @) : sine,,

also:

v:vg: v =sin(e, + &) : sine, : sineg,,

worin der Satz vom
Parallelogramm der Ge-
schwindigkeiten ausge-
sprochen ist.

Obwohl dieser Be-
weis fir jedes Vor-
zeichen der Drehungs-
geschwindigkeiten gilt,
so mag man ihn groBerer
Anschaulichkeit wegen
. zuerst fir den in der

Fig. 2. Figur dargestellten Fall

entwickeln, daB die

beiden Komponenten gleichen Drehungssinn haben, und hieraus

den Fall entgegengesetzten Sinnes herleiten, indem man v, als
Resultante von » und — v, auffaBt.

Fillt der Punkt P auf die Gerade O, O, selbst, so fallen
die Richtungen der Geschwindigkeiten auf dieselbe zu OP
senkrechte Gterade und es wird:

O,P -0+ OyP-w0y= 0,0 -0, + 0,0 -0,= 0P (0, + ay)
=0P-o0

oder: ‘
v + vy = 0.

Einer besonderen Behandlung bedarf indessen der Fall,
daB @, + wy = O ist, also O ins Unendliche riickt. Dann folgt
(siche Fig. 3) sus 2°= 0,0, sin“?, da v= 0,0, o ist,
daB folglich:

v:v,:0 = 0,0,:0,P: 0, P=sin(e, + «,):sine, : sing,,
also dasselbe Resultat.
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Fassen wir hierin wieder v, als Resultante von v und
— vy auf, so ergibt sich der Satz auch fiir die Zusammen-
setzung einer Drehungs- mit einer Schiebungsgeschwindigkeit,
und wir finden, daB die Resultante eine gleiche Drehungs-

Fig. 3.

geschwindigkeit um einen Pol ist, der aus dem Endpunkte
einer vom ersten Pole aus in der Richtung der Schiebung auf-

getragenen Strecke ‘% durch Drehung um 90° im Sinne der
1
ersten Drehung entsteht.

§2. Drehungsgeschwindigkeiten um einen festen Punkt.

Sollen die Drehungen um die durch den Punkt O gehen-
den, mit Pfeilrichtungen versehenen Achsen a, und a; mit den
Amplituden ¢, und ¢, zZusammengesetzt werden, so wihle man
von der auf ¢, und a, senkrechten Geraden durch O diejenige
Seite « als Achse, um welche die Drehung im positiven Sinne
durch den kleineren Winkel von a, nach a, fiihrt. Ist dann s

diejenige Achse, welche aus » durch Riickwirtsdrehung um a,
um die Amplitude % entsteht (siche Fig. 4), und ¢ diejenige,

welche aus u durch Vorwiértsdrehung um @, um die Ampli-
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tude %5 entsteht, so ist die gesuchte resultierende Drehung

dquivalent mit der Aufeinanderfolge der Umwendungen um die
Achsen s, u; u, {, also die Drehung um die auf s und ¢ senk-
rechte Achse a, mit der Amplitude @, = 2 << (s, £), wobei die
Pfeilrichtung von a, wieder so zu wihlen ist, daB der positive
Drehungssinn durch den << (s, ¢) von s nach ¢ fithrt. Da das

Fig. 4. Fig. 5.

Dreikant a,a,a, das Polardreikant des Dreikants fs» ist, so
gelten die Formeln:

sin%: sin%: sin%ﬁ = sin (ag, a,) : sin (a,, a,) : sin(a,, a,).

Ersetzen wir daher ¢, @;, ¢, durch ihre Differentiale
und bezeichnen mit ®,, o, die gegebenen, mit ® die resul-
tierende Winkelgeschwindigkeit, so geht diese um eine Achse a
in der Ebene [a,, a;] vor sich, die bestimmt ist durch:

sin (a, a,) : sin (a,, a) : sin(a,, a;) = ©, : @ : @.

Hierin liegt zugleich der Satz, daB sich die ihren Achsen auf-
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getragenen Winkelgeschwindigkeiten wie Vektoren zusammen-
setzen.

Fillen wir nun von irgend einem Punkte P aus die Lote
PA=r, PA =r, PA,=r, auf die drei Achsen a, a,, a,
(siehe Fig. 5), so ist wieder v =rw, v, = r,0,, v, = 7,0, und
die Winkel a = (v, v;), &, = (v, v) und &, = (v, v;) gleich
den Flichenwinkeln O P (4,, 4;), OP(4,, A) und OP (4, 4,).
Setzen wir daher weiter:

X 40P =¢, L 4,0P=¢, L 4,0P =y,
so folgt aus dem Sinussatz:
sin (a,, @) : sine, = sing, : sind

und:
sin (a, a,) : sine, = sing, : sin 1,

also:
sing, sine, : sing, sine, = @, : @,

d. h.

v, 1 v, = sina, : sing,.
Ebenso folgt aus:

sin (a,, a) : sine, = sing : sino,

und

sin (a,, @) : sine = sin g, : sino,,
daB:
i sing sine, : sing, sine = @, : @,

v:v, =sine:sing,.
Hiermit ist der Satz vom Parallelogramm der Geschwindig-
keiten auch fiir sich schneidende Achsen bewiesen. Fillt P
in die Ebene 04, 4,, so folgt der Satz aus der Gleichung:

@, 8in (4, OP) 4 w,ysin (4,0 P)
= (0, sin (4, 04) + o, sin (4, 0 4)) cos (A0 P)
+ (@, cos (4, 0 A) + @, cos (4,0 A)) sin (40 P)
= wsin(40P).

§ 3. Zusammensetzung beliebiger Geschwindigkeiten.

Um nunmehr den Parallelogrammsatz als allgemein giiltig
einzusehen, bemerken wir zuvorderst, daB eine Winkel- mit einer
Schiebungsgeschwindigkeit sicher nach diesem Satze zusammen-
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gesetzt werden kann, wenn die Richtung der letzteren entweder
senkrecht oder parallel zur Achse der ersteren ist. Denn der
erste Fall wurde in § 1 bewiesen und der zweite Fall ergibt
sich aus der Uberlegung, daB es sich bei ihm nur um die Zu-
sammensetzung zweier Schiebungsgeschwindigkeiten innerhalb
der abgewickelten Zylinderfliche handelt, auf der die Bewegung
jedes Punktes vor sich geht; es entsteht so die Schraubungs-
geschwindigkeit.

Soll daher weiter eine Drehungsgeschwindigkeit mit einer
Schiebungsgeschwindigkeit beliebiger Richtung zusammengesetzt
werden, so zerlegen wir letztere in eine erste senkrecht und
eine zweite parallel zur Drehungsachse. Dann wird durch Zu-
sammensetzung der Drehungsgeschwindigkeit mit der ersten
Schiebungsgeschwindigkeit nur die Drehungsachse parallel ver-
schoben, so ‘daB die Teilresultante auch mit der zweiten Schie-
bungsgeschwindigkeit nach dem Parallelogrammsatze zusammen-
gesetzt werden kann.

Handelt es sich also um die Zusammensetzung zweier
Drehungsgeschwindigkeiten um beliebige Achsen, so zerlege
man die zweite in eine Drehungsgeschwindigkeit um eine par-
allele die erste Drehungsachse schneidende Achse und eine
dazu senkrechte Schiebungsgeschwindigkeit (sieche den SchluB
von § 1). Dann setzen sich die beiden Drehungsgeschwindig-
keiten nach § 2 dem Parallelogrammsatze gem&8 zu einer eben-
solchen zusammen, und diese kann, wie eben bewiesen wurde,
mit der Schiebungsgeschwindigkeit ebenfalls nach dem Parallelo-
grammsatze zusammengesetzt werden.

Da sich eine Schraubengeschwindigkeit mit einer Schie-
bungsgeschwindigkeit dem obigen gemd nach dem Parallelo-
grammsatze zusammensetzt, so folgt endlich auch, daB sich
irgend zwei Schraubengeschwindigkeiten nach diesem zusammen-
setzen. Denn bei allen diesen hierbei vorzunehmenden Zer-
legungen und Bildungen von Teilresultanten gilt sowohl das
kommutative als das assoziative Gesetz.

Hierdurch ist der Satz vom Parallelogramm der Geschwin-
digkeiten in seinem vollen Umfange bewiesen.



Uber Anordnung und Aufbau der Geometrie.

Von

Loruar HerrTER, Aachen.

Wenn wir den heute gegebenen AnlaB nicht zu einer fiir
den Physiker unmittelbar brauchbaren mathematischen Spezial-
untersuchung, sondern zu einer zusammenfassenden Betrach-
tung allgemeinerer Natur iiber die Anordnung und den Aufbau
der Geometrie benutzen, so muB als Entschuldigung hierfiir
dienen, daB der Physiker an einer mdglichst anregenden und
klirenden Gestaltung des iiber die untersten Elemente hinaus-
strebenden Unterrichts in der Geometrie ja fast das gleiche
Interesse hat wie der reine Mathematiker. Gerade diesem
Unterrichte aber sollte das im folgenden zu skizzierende Ideal-
bild stets vor Augen stehen, das sich nach unserer Meinung
als notwendige Konsequenz gewisser Resultate von Cayley?)
ergibt, und auf das auch mehrere andere Autoren schon hin-
gewiesen haben?), ohne daB es doch bisher die ihm gebiihrende

1) Cayley, A sixth memoir on quantics, Philos. Trans. t. 149
(1859), S. 61—90; Coll. Math. Papers, Vol. II, 1889, 8. 561 ff.

2) F. Klein, Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geome-
trische Forschungen, Erlangen 1872; abgedruckt in Math. Ann., Bd. 43
(18938), 8. 63 ff. — S. auch verschiedene autographierte Vorlesungen des-
selben Verfassers.

E. Study, Uber Bewegungsinvarianten und elementare Geometrie,
Leipz. Ber. 1896, 649 ff.

Vgl. auch das soeben erschienene Werk von K. Th. Vahlen, Ab-
strakte Geometrie, Leipzig, Teubner, 1905.
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Verbreitung gefunden hitte. Vielleicht erklirt sich dies nur
dadurch, daB es an einem vollig elementaren Ausdruck der
Sache gefehlt hat, wie er in den nachfolgenden Blittern an-
gedeutet wird.!) [Freilich ist es wohl eine unleugbare Tat-
sache, daB der Anfinger am leichtesten in eine Wissenschaft
eingefithrt wird, wenn er in den Hauptziigen dem Gange folgt,
den die Wissenschaft selbst im Laufe der Zeiten genommen
hat, gerade wie nach entwicklungstheoretischer Meinung die
embryonale Entwicklung des FEinzelwesens eine gedringte
Wiederholung derjenigen ist, die seine Vorfahren im Laufe der
Jahrtausende durchgemacht haben. Denn die éltesten Ergeb-
nisse einer Wissenschaft werden natiirlich im allgemeinen auch
die der Anschauung am nichsten liegenden sein. Allein, wenn
sich dann spiter ein sachliches Entwicklungsprinzip auf-
stellen liiBt, das noch dazu mit der Anschaulichkeit sehr wohl
vereinbar ist, so sollte es dem vorgeschrittenen Jiinger der
Wissenschaft nicht vorenthalten werden.

Wir beginnen mit einer Analyse des fertigen Bildes der
Geometrie, um dabei das Anordnungsprinzip des gesamten
Stoffes zu erldutern, auf das es uns wesentlich ankommt. Dann
erst soll skizziert werden, wie sich unter der Herrschaft dieses
Anordnungsprinzips der Aufbau der Geometrie vollzieht.

Als geometrische Elemente, d. h. als die einfachsten
Objekte, mit denen es die Geometrie zu tun hat, betrachten
wir den Punkt, die Ebene und die Gerade.

Die Geometrie befaBt sich mit den Beziehungen, die
zwischen mehreren Elementen derselben oder verschiedener Art

1) Teilweise findet sich der Inhalt dieses Aufsatzes in dem Vor-
trage ,Uber das Lehrgebiiude der Geometrie usw.”, den der Verf. auf
der Naturforscherversammlung zu Kassel 1903 gehalten hat (s. Jahres-
bericht d. Deutsch. Math.-Ver. Bd. 12 (1903), S. 490 ff.) — In dem Lehr-
buch der analytischen Geometrie, das er gemeinsam mit C. Koehler in
Heidelberg herausgibt und dessen erster Band in allerkiirzester Zeit bei
Teubner erscheinen wird, ist der hier gezeichnete Lehrgang mit gewissen,
dem Interessen-Niveau jingerer Leser gemachten Zugestiindnissen im
einzelnen durchgefiihrt.
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stattfinden konnen. Als die drei elementaren Beziehungen
betrachten wir:

Die Inzidenz verschiedenartiger Elemente (ein Punkt
liegt auf einer Geraden, in einer Ebene, eine Gerade in einer
Ebene);

die Parallelitét zweier Ebenen, einer Geraden und einer
Ebene, zweier Ebenen;

die Orthogonalitit einer Geraden und einer Ebene,
zweier Greraden, zweier Ebenen. ‘

Die Parallelitit dient zur Einfithrung der uneigent-
lichen (unendlich fernen) Ebene mit allen ihven Punkten
und Geraden. Denkt man umgekehrt diese gegeben, so kann
danach die Parallelitit durch eine Inzidenz mit der uneigent-
lichen Ebene erklirt werden. Ebenso dient die Orthogonalitit
zur Definition des imagindren Kugelkreises. Denkt man
umgekehrt diesen gegeben, so kann danach auch die Ortho-
gonalitit auf Inzidenzen zuriickgefiihrt werden.

Die drei elementaren Beziehungen gentigen nun zur Defi-
nition derjenigen drei Transformationsarten des Punkt-Ebenen-
Raumes, die schon von Mdbius') behandelt wurden und die
wir zur Klassifikation der (Euklidischen) Geometrie, d. h. zur
Unterscheidung dreier Abstufungen in der Geometrie benutzen
wollen. Wir nennen nimlich eine Transformation des
Raumes, die jedes Element ein-eindeutig in ein gleich-
artiges iiberfiihrt,

kollinear oder projektiv, wenn sie alle Inzidenzen
erhilt, .

affin, wenn sie alle Inzidenzen und Parallelititen
erhiilt, )

dhnlich oder daquiform, wenn sie alle Inzidenzen,
Parallelititen und Orthogonalitdten erhilt. (Eine kol-
lineare Transformation des Raumes verdient auch den zweiten
Namen ,projektiv¥, weil jedes im Raume enthaltene Grund-

1) M&bius, Barycentrischer Calciil, 1827; ges. Werke, Bd. I,
Leipzig 1885.
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gebilde I. und II. Stufe bei ihr in ein solches iibergeht, in das
es auch durch Projizieren und Schneiden iibergefithrt werden
kann. Eine affine Transformation ist eine solche projektive,
bei der die uneigentliche Ebene, eine dquiforme ist eine solche
affine, bei der der imaginire Kugelkreis in sich selbst tiber-
geht). Die Gesamtheit dieser Transformationen bildet bzw.
die projektive, affine, dquiforme Gruppe von Trans-
formationen des Raumes.

DemgemiB nennen wir nun projektive — affine —#qui-
forme Geometrie den Inbegriff derjenigen Beziehungen
zwischen den Elementen, die bei simtlichen Trans-
formationen der gleichnamigen Gruppe erhalten
bleiben.

Da die #quiforme Gruppe eine Untergruppe der affinen,
diese eine Untergruppe der projektiven Gruppe ist, so umfaBt
von den drei Abstufungen der Geometrie umgekehrt die affine
Geometrie die projektive, die #quiforme die affine als Teil-
gebiet. Nennen wir den in der affinen Geometrie zur projek-
tiven noch hinzutretenden Teil Parallelmetrik, den in der
dquiformen zur affinen noch hinzukommenden Orthogonal-
metrik, so kénnen wir nach einer oben gemachten Bemer-
kung sagen: Durch Auszeichnung der uneigentlichen
Ebene erweitert sich die projektive Geometrie um die
Parallelmetrik zur affinen, durch Auszeichnung des
imagindren Kugelkreises innerhalb der uneigentlichen
Ebene erweitert sich die affine Geometrie um die
Orthogonalmetrik zur #quiformen Geometrie.

Da nun eine ein-eindeutige Transformation des Punkt-
Ebenen-Raumes allein durch die Erhaltung aller Inzidenzen als
projektiv charakterisiert war, so muB auch jede bei allen pro-
jektiven Transformationen unzerstérbare Beziehung, d. h. jede
projektive Beziehung zwischen den Elementen allein
auf Inzidenzen zuriickfiihrbar, d. h. eine Kombination
oder eine logische Folge von Inzidenzen sein. Ist ndmlich 4
eine projektive Beziehung zwischen Elementen, so folgt (nach
den Definitionen der projektiven Transformation und der pro-
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jektiven Beziehung) allein aus der Erhaltung aller Inzidenzen
bei einer Transformation T' die Erhaltung von A bei dieser
Transformation. BesiBe nun 4 ein Merkmal M, das nicht
eine Folge von Inzidenzen wire, so wiirde dessen Erhaltung
und damit die von A4 selbst noch nicht aus der Erhaltung
aller Inzidenzen bei T folgen. Mithin muB 4 eine Kombi-
nation von Inzidenzen oder eine logische Folge von solchen
sein. Ebenso schlieBen wir, daB jede affine Beziehung
allein auf Inzidenzen und Parallelititen, jede #qui-
forme Beziehung allein auf Inzidenzen, Parallelititen
und Orthogonalititen zuriickfiihrbar ist.

Dieses Resultat gewinnt an Bedeutung, wenn man sich
iiberlegt, daB mit der équiformen Geometrie der allein Inter-
esse gewihrende Bereich der geometrischen Beziehungen zwi-
schen Punkten, Ebenen, Geraden erschopft ist. Denn daB
die bei allen (gleichsinnig und ungleichsinnig) kongruenten
(also Bewegungs- und Spiegelungs-)Transformationen inva-
rianten Beziehungen die speziellsten sind, die noch geometri-
sches Interesse gewiihren, liegt auf der Hand. Diese kon-
gruenten Transformationen gehen aber aus den #quiformen
hervor, sobald die Forderung, daB die GroBe aller Abstinde
absolut ungeiindert bleibt, hinzugenommen wird. Die zur dqui-
formen Geometrie in der ,Kongruenz-Geometrie“ (wie wir sie
nennen miiBten) noch hinzutretenden Beziehungen sind also
auf die absolute Gr5Be von Strecken zuriickfiihrbar, d. h.
auf Aussagen wie ,eine Strecke ist 1 cm lang” und dergl?).
Solchen, lediglich auf den MaBstab der Figuren beziiglichen
Aussagen konnen wir aber ein eigentlich geometrisches Inter-
esse nicht mehr zusprechen, und so gelangen wir zu dem Er-
gebnis, daB der ganze Bereich derjenigen Beziehungen
zwischen den Elementen, die ein wirklich geometri-
sches Interesse darbieten, durch die drei elementaren
Beziehungen der Inzidenz, der Parallelitit, der Ortho-

1) Da8 z. B. die Dreiecks-Kongruenzsiitze bereits in die #qui-
forme Geometrie gehtren, bedarf kaum der Erwihnung.
‘Wtllner-Festschrift. 6
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 gonalitdt und die auf sie zuriickfiihrbaren erschopft
wird.

Ausgeschlossen von dem Begriff der ,geometrischen” Be-
ziechung sind hierbei zuniichst — um die erste Ubersicht nicht
zu erschweren — die ,Orientierungen® einer nicht ganz in
einer Ebene oder einem Biindel liegenden rdumlichen Figur,
d. h. diejenigen Eigenschaften, die mit den Worten ,links*
und -, rechts“ bezeichnet werden. . Wollen wir sie als ,geome-
trische“ mitrechnen, so miissen wir bei den Transformationen
des Raumes noch gleichsinnige und ungleichsinnige unter-
scheiden und uns auf die Betrachtung der Gruppen gleich-
sinniger Transformationen beschrinken. Jede der drei Ab-
stufungen der Geometrie handelt dann auBer von den bisher
genannten Beziehungen auch noch von Orientierungen.

Die vollzogene Auflésung der Geometrie in drei Ab-
stufungen, nicht bloB in ,projektive und ,metrische Geo-
metrie mochten wir besonders betomen. Man kann die dqui-
forme Geometrie mit einem Gemilde vergleichen, dessen Zeich-
nung durch die projektive Geometrie geliefert wird und dessen
Firbung sich aus zwei Grundfarben zusammensetzt: die eine,
die Parallelmetrik, wird beim Aufsteigen zur affinen, die andere,
die Orthogonalmetrik, bei dem weiteren Aufsteigen zur #qui-
formen Geometrie aufgetragen. Geht man also von der pro-
jektiven Geometrie direkt zur dquiformen iber, so verzichtet
man auf die Aufldosung des bunten Farbengemisches in die
beiden Grundfarben. DaB aber gerade diese Auflosung sich
als besonders klirend erweist, moge an dem Beispiel der
Theorie der Kegelschnitte kurz erlautert werden. Die pro-
jektive Klassifikation der Kegelschnitte kennt nur einen ein-
zigen reellen nicht entarteten Kegelschnitt; die affine Klassi-
fikation spaltet diesen in Ellipse, Hyperbel, Parabel; die dqui-
forme Geometrie erst erkennt im Kreis und in der gleich-
seitigen Hyperbel ausgezeichnete Spezialfille. Die Begriffe Pol
und Polare gehoren der projektiven Geometrie an, Mittelpunkt,
Durchmesser, Asymptoten der affinen, Achsen, Hauptachsen,
Brennpunkte der #quiformen Geometrie. Wie in der affinen
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Geometrie der Mittelpunkt als Pol der parallelmetrisch aus-
gezeichneten uneigentlichen Geraden eingefithrt wird, so werden
in der #quiformen Geometrie zunichst zwei imagindre Durch-
messer als Polaren der orthogonalmetrisch ausgezeichneten
Kreispunkte eingefithrt. Die Hauptachsen des Kegelschnittes
sind dann die Geraden, die sowohl die Asymptoten als auch
jene Kreispunktpolaren harmonisch trennen.

Bei der Wahl der Namen ,Parallel“ und ,,Orthogonal-
metrik“ glaubten wir uns dem sehr verbreiteten, auch sonst
schon oben benutzten Sprachgebrauch anschlieBen zu sollen,
der alles nicht Projektive als metrisch bezeichnet. Lieber
hitten wir sonst etwa ,Parallel-“ und ,Orthogonalgeometrie®
gesagt, weil in dem Worte ,Geometrie“ die Erinnerung an das
freilich auch darin enthaltene ,Messen® sich vielmehr ab-
geschliffen hat- als in dem Worte ,Metrik“. Die Quelle alles
Messens liegt ja aber bei der von uns vertretenen Cayleyschen
Auffassung schon in der projektiven Geometrie und muB in
der harmonischen Paarung erblickt werden, weil sie die
einfachste projektive Beziehung ist, die zu gegebenen Ele-
menten ein weiteres eindeutig bestimmt. Alles weitere Messen
besteht dann in einer Abzéhlung harmonischer Wiirfe, d. h. in
der Bestimmung von Doppelverhiltnissen gegebener Ele-
mente, die man ja trotz jenes Sprachgebrauches zutreffend
auch geradezu als ,projektive MaBbestimmung” bezeichnet.
Am besten wiire also wohl die Definition: ,Irgend eine Be-
zichung enthiilt eine MaBbestimmung, wenn bei ihrer
Zuriickfiihrung auf Inzidenzen (die — falls die uneigentliche
Ebene und der imaginire Kugelkrejs gegeben sind — stets
moglich ist) die harmonische Paarung (die ja selbst wieder
auf Inzidenzen zuriickfiihrbar ist) notwendigerweise auftritt.
Jede andere Beziehung heifit eine reine Lagenbeziehung”
Hierbei wire dann das Ergebnis, daB in der projektiven Geo-
metrie und Parallelmetrik sowohl reine Lagenbeziehungen als
auch mit MaBbestimmung behaftete, in der Orthogonalmetrik
aber nur Beziehungen der letzteren Art auftreten.

Die bisherigen Erorterungen sind eine Ausfiihrung und
6#
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Ausdehnung dessen, was Cayley!') in den Worten zusammen-
faBt: , Metrical geometry is thus a part of descriptive geo-
metry, and descriptive geometry is all geometry ...“ Wir
ziechen daraus die Konsequenz, daB die Darstellung mit der
projektiven Geometrie zu beginnen hat, daB sie durch Aus-
zeichnung der uneigentlichen Elemente zunéichst nur zur af-
finen Geometrie und diese endlich erst durch Auszeichnung
des Kugelkreises innerhalb der uneigentlichen Ebene zur #iqui-
formen Geometrie zu erweitern ist.

Aber so einfach und schon dieses Prinzip ist, so ordnend
und klérend es wirkt, so scheint es doch — zumal bei Be-
nutzung des analytischen Gewandes — noch immer nicht zum
leitenden Gesichtspunkt einer mit den Elementen beginnenden
und nicht bloB in bezug auf die projektive Geometrie aus-
fiihrlichen Darstellung gemacht worden zu sein. Die iibrigens
nur selten die analytische Form benutzenden Lehrbiicher der
projektiven Geometrie verschmiéhen es meist, diese nachher
noch in betrichtlichem Umfang zur affinen und #quiformen
Geometrie auszubauen, oder lassen doch die scharfe Unter-
scheidung zwischen den beiden letzteren Abstufungen vermissen.
Die andern aber betreten, ohme iiberhaupt solche Unterschei-
dungen zu machen, sogleich das ganze Gebiet der aquiformen
Geometrie und verabreichen hochstens zum SchluB wie einen
Leckerbissen fiir besondere Feinschmecker eine kurze Dar-
stellung des Cayleyschen Gedankens. '

Und doch verdiente jenes Anordnungsprinzip sich in den
weitesten Kreisen einzubiirgern. Man sollte bei jedem geo-
metrischen Problem zunichst fragen, ob es der projektiven
Geometrie, der Parallelmetrik oder der Orthogonalmetrik an-
gehort, bzw. von welchen Teilen des Problems das eine oder
andere gilt. Eine solche Kritik des Problems birgt den Lohn
in sich, daB man von vornherein auf den Charakter der natur-
gemiBesten Losungsmethode hingewiesen wird. — Aber neben
den i#sthetischen und orientierenden Voruiigen dieses Prinzips

1) a. a. 0. 8. 592.
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darf auch auf seine Fruchtbarkeit hingewiesen werden. Liegt
es doch auf der Hand, daB eine konsequente Durchfiihrung
jener Methode nicht nur zur Aufstellung aller projektiven
Sitze, die die Quelle von #quiformen sind, zwingt, sondern
daB auch umgekehrt die leicht zu vollziehende systematische
Spezialisierung projektiver Siitze einen vollstindigeren
Inhalt der affinen und #quiformen Geometrie liefert als
die mehr oder minder dem Zufall unterworfene direkte Auf-
suchung der Sitze der letzteren. — DaB endlich' durch eine
derartige Darstellung der Euklidischen Geometrie die Wege
fir die Entwicklung einer absoluten Geometrie vorbereitet sind,
braucht kaum gesagt zu werden.

Nunmehr wollen wir andeuten, wie sich unter den an-
gegebenen Gesichtspunkten der Aufbau der Geometrie
vollzieht. ' :

Schon die Axiome teilen wir in projektive, parallel-
metrische und orthogonalmetrische ein und unterscheiden
die ersteren nach Hilbert!) weiter als Verkniipfungs-
Anordnungs- und Stetigkeitsaxiome. Als wesentlichste
Verkniipfungsaxiome nennen wir die folgenden:

Zwei Punkte haben eine
und nur eine Gerade gemein.

Zwei Gerade, die eine
Ebene gemein haben, haben
auch einen und nur einen
Punkt gemein.

Wenn zwei Punkte einer
Geraden in einer Ebene liegen,
80 liegen alle Punkte der
Geraden in dieser Ebene.

Zwei Ebenen haben eine
und nur eine Grerade gemein.

Zwei Gerade, die einen
Punkt gemein haben, haben
auch eine und nur eine Ebene
gemein.

Wenn zwei Ebenen einer
Gteraden durch einen Punkt
gehen, so gehen alle Ebenen
der Geeraden durch diesen Punkt.

Nehmen wir nachher das (parallelmetrische) Paral-
lelenaxiom hinzu ,durch jeden Punkt auBerhalb einer ge-
gebenen Ebene gibt es eine und nur eine Ebene, die mit der

1) D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig 1899, § 1;

2. Aufl. 1908.
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gegebenen Ebene keinen Puukt gemein hat und zu dieser
parallel genannt wird“, so steht dieses durch den ersten
Teil seiner Aussage mit den Verkniipfungsaxiomen zum Teil
im Widerspruch. Zu dessen Losung ist die Einfihrung einer
uneigentlichen (gedachten) Ebene mit allen ihren Punkten
und Geraden notwendig und hinreichend. Auf diese Weise
ist der Raum dahin erginzt, daB die Verkniipfungsaxiome
ausnahmslos gelten, und vom Parallelenaxiom braucht nun
nicht mehr die Rede zu sein.

Als Anordnungsaxiome kann man etwa die von Enri-
ques?) aufgestellten Axiome IV und V benutzen: ,IV. Die
Elemente eines Gebildes I. Stufe konnen in einer natiirlichen
zyklischen Anordnung von doppeltem Sinne, von denen der
eine die Umkehrung des andern ist, vorgestellt werden.“ —
,»V. Wenn zwei Gebilde I. Stufe perspektiv sind und ein Ele-
ment sich auf dem einen bewegt und ein Segment beschreibt,
so bewegt sich auch das entsprechende Element auf dem andern,
indem es ein Segment beschreibt.“ Dann folgt wie a. a. O.
nur unter Benutzung projektiver Axiome der Beweis des
Desarguesschen Satzes, — die Definition harmonischer Wiirfe
durch das vollstindige Viereck oder Vierseit, — die Eindeutig-
keit des vierten harmonischen Elementes auf Grund des
Desarguesschen Satzes, — die Invarianz der harmonischen
Paarung bei allen projektiven Transformationen.

Mit der harmonischen Paarung ist also nach einer oben
gemachten Bemerkung bereits die Grundlage aller MaBbestim-
mung, der ,projektive Mafstab”, gegeben. Um aber mit ihm
,messen” zu konnen, d. h. um vier beliebig gegebenen Ele-
menten eines Grundgebildes I. Stufe, z. B. vier Punkten einer
Punktreihe, eine Zahl als ihr Doppelverhiltnis zuzuordnen,
namentlich also auch zur Einfithrung eines Koordinatensystems
bei analytischer Darstellung brauchen wir nun ein Stetigkeits-
axiom. Am zweckmiBigsten ist wohl etwa folgende projektive

1) F. Enriques, Vorlesungen iber projektive Geometrie, deutsch
von Fleischer, Leipzig, Teubner, 1903, S. 22 ff.
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Fassung des Dedekindschen Axioms!): ,Ist A ein beliebiger
fester Punkt einer Geraden g, und zerfallen alle Punkte von g
in zwei Klassen K, K, von der Art, daB fiir jeden Punkt P,
aus K, und P; aus K; die drei Punkte P, 4, P, in dieser
Reihenfolge denselben Richtungssinn darstellen, so gibt es
einen und nur einen Punkt B auf g, der zusammen mit A4
diese Trennung bewirkt, d. h. der von A durch je zwei Punkte
aus verschiedenen Klassen getrennt wird“ Denn aus diesem
Axiom kann mit Hilfe des Satzes vom Fluchtpunkt der har-
monischen Reihe die projektive Fassung des Archimedischen
Axioms hergeleitet werden?), und dieses ist unmittelbar dazu
geeignet, um mittels des Mobiusschen Netzes®) irgend vier
Punkten einer Geraden eine bestimmte Zahl als Doppel-
verhiiltnis zuzuweisen, nachdem dreien von ihnen die Zahlen
0, 1, co zugewiesen sind. Das Dedekindsche Axiom selbst
aber wird wieder gebraucht, um umgekehrt zu zeigen, daB
durch jeden Wert jenes Doppelverhiltnisses der vierte Punkt
eindeutig bestimmt ist.

Hiermit sind dann die Fundamente fiir die projektive
Geometrie gelegt.

Der Ausbau der projektiven Geometrie zur affinen durch
Hinzufiigung der Parallelmetrik erfordert nun, — nachdem das
Parallelenaxiom schon vorher ausgenutzt und da es jetzt nicht
von neuem heranzuziehen ist, — keine neuen Axiome, soweit
es gich um die logisch einwandfreie Aufstellung aller hierzu
notwendigen Definitionen handelt. Wohl aber sind gewisse
parallelmetrische Kongruenzaxiome zur Motivierung
dieser Definitionen nétig, d. h. dazu, um ihren Inhalt mit der
Anschauung in Einklang zu setzen. Wir nennen diese Kon-
gruenzaxiome parallelmetrisch, weil es sich bei ihnen nur
um die Kongruenz solcher Figuren handelt, die auch nach

1) Vgl hierzu L. Balser, Uber den Fundamentalsatz der projek-
tiven Geometrie, Math. Ann. Bd. 55 (1902) S. 293 ff.

2) Vgl. L. Balser a. a. O.

3) Vgl. M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig,
Teubner, 1882, §§ 15 und 21.
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einer ‘beliebigen affinen (nicht nur #quiformen) Transforma-
tion des Raumes kongruent bleiben. Hat man z. B. schon in
der projektiven Geometrie fiir ein Punktepaar 4, B mit be-
stimmtem ersten und zweiten Punkt den Namen ,Strecke®
eingefiihrt, so kann jetzt in der affinen Geometrie der ,Mittel-
punkt® M der eigentlichen Strecke A B als der zu 4, B, U
gehorige vierte harmonische Punkt definiert werden, wenn
U der uneigentliche Punkt der Geraden 4B ist. Um aber zu
beweisen, daB im Sinne der Anschauung AM = M B ist, d. h.
daB diese Stiicke der G(teraden zur Deckung gebracht werden
konnen, braucht man eines der gedachten Kongruenzaxiome.
Entsprechendes gilt, wenn jetzt das Verhaltnis zweier
parallelen Strecken durch ein gewisses Doppelverhiltnis
definiert wird und die Strecken ,gleich“ oder ,kongruent“
genannt werden, falls jenes Doppelverhiltnis den Wert Eins
hat, — wenn wir (in der Ebene) das Flachenverhiltnis
zweier Dreiecke mit gemeinsamer Seite durch ein Doppel-
verhiltnis definieren, darauf das Flichenverhiltnis zweier
beliebigen Dreiecke zuriickfilhren und wieder unter gewissen
Bedingungen von , Flichengleichheit“ der beiden Dreiecke
reden, usw. ‘

In der affinen Geometrie der Ebene z. B. ist dagegen
noch nicht die Rede von dem Verhiltnis nichtparalleler
Strecken; es ist die Rede von Parallelogrammen, noch nicht
von Rechtecken, von Ahnlichkeit und Kongruenz ihnlich
liegender Figuren, noch nicht beliebig liegender, natiirlich
noch nicht von rechten, spitzen, stumpfen Winkeln usw.

Um endlich die affine Geometrie noch zur &quiformen
zu erweitern, brauchen wir ein orthogonalmetrisches
~Axiom, das zur Erklirung der Orthogonalitit und zur Be-
stimmung des imagindren Kugelkreises dient, wie das Paral-
lelenaxiom zur Erklirung der Parallelitit und zur Bestimmung
der uneigentlichen Ebene diente. Wir mdchten es folgender-
maBen aussprechen: ,Ist P ein eigentlicher Punkt, E eine
eigentliche Ebene (oder g eine eigentliche Gerade), so gibt es
eine und nur eine Gerade g (oder Ebene E) durch P derart,
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daB, wenn g mit E starr verbunden ist, alle Bewegungen
dieses Systems, die eines der beiden Elemente in eine der ur-
spriinglichen parallele Lage iiberfihren, dies auch fiir das
andere Element bewirken“ Die Elemente g und E heifen
orthogonal. Auf diese Erklirung ist dann diejenige der
Orthogonalitiit zweier Ebenen und zweier Geraden zuriick-
zufiihren.

Auf Grund jenes Axioms entsteht nun in der uneigent-
lichen Ebene die orthogonale Paarung aller Punkte und
Geraden, deren Ordnungskurve der imagindre Kugelkreis ist.
Also kann umgekehrt, wenn der imaginire Kugelkreis ge-
geben ist, die Orthogonalitit zweier Elemente durch ihre In-
zidenz mit zwei in bezug auf den Kugelkreis polaren un-
eigentlichen Elementen erklért werden.

Vom logischen Standpunkt aus sind nun wieder weitere
Axiome entbehrlich. Jetzt konnen z. B. die Mittellinien
oder Winkelhalbierenden eines Geradenpaares derselben
Ebene als die zu diesem Geradenpaar und zu dem durch seinen
Schnittpunkt nach den Kreispunkten gehenden Geradenpaar
harmonischen Elemente erklirt werden. Nur zum Beweise,
daB die entstehenden Winkel im Sinne der Anschauung
gleich sind, d. h. zur Deckung gebracht werden kénnen, ist
wieder ein Kongruenzaxiom ndotig, und zwar ein solches,
das als orthogonalmetrisch bezeichnet werden muB. Jetzt
kann auch das absolut genommene Verhiltnis zweier nicht
parallelen Strecken erklirt werden, so daB jetzt alle Strecken
miteinander verglichen werden kénnen. Es kann jetst bei be-
liebigen Geradenpaaren der Ebene der Tangenswert durch
ein Doppelverhiltnis definiert und daraus Sinus und Kosinus
von Halbstrahlenpaaren abgeleitet werden. Es kann jetzt von
rechten, spitzen, stumpfen Winkeln, von Rechteck, Quadrat,
Kreis die Rede sein, usw.

Das hier in groBen Ziigen Skizzierte wird geniigen, um
zu zeigen, wie sich etwa der Aufbau der Geometrie bei diesem
systematischen Wege vollig rein vollziehen liBt. Je nach
den gegebenen Verhiltnissen wird der Unterricht sich gewisse
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Abweichungen von diesem Plan gestatten diirfen, ohne doch
die klirende Wirkung des Gesamtprinzips zu vernichten. Bei-
spielsweise gestaltet sich die Einfiilhrung in die analytische
Darstellung der projektiven Geometrie erheblich einfacher,
wenn das Doppelverhiltnis durch das Streckenverhsltnis und
dieses durch die gewdhnliche Messung erklirt wird. Auch
zu einer Wiirdigung der Axiome ist ja meist erst der reifere
Jiinger der Wissenschaft aufgelegt. Mit Einrdumung solcher
Zugestindnisse aber mochten wir den geschilderten Weg ganz
besonders fiir den Unterricht in der Geometrie auf Universi-
" titen und wohl auch Hochschulen, falls hier die notige Zeit
vorhanden ist, empfehlen. Denn der Student kommt heut-
zutage in der Mehrzahl der Fille schon mit einigen Kennt-
nissen in der analytischen Geometrie von der Schule. Er hat
daher mindestens zu Anfang leicht den Eindruck zweckloser
Wiederholung, wenn er nochmals denselben Weg gefiihrt wird.
Um so groBer ist, — wie wir aus Erfahrung sagen diirfen, —
seine Begeisterung und der Erfolg des Unterrichtes, wenn ihm
dieser neue Weg gangbar gemacht wird.



Studie tber die raumliche Konfiguration des Kamphers
und einiger seiner wichtigsten Derivate.

Von

J. Brepr, Aachen.
(Mit 62 Figuren im Text und auf 1 Tafel.)

Gewisse Kristalle, wie diejenigen von Quarz oder Kalium-
chlorat, sind durch die merkwiirdige Eigenschaft charakterisiert,
beim Hindurchgehen eines polarisierten Lichtstrahles dessen
Schwingungsebene aus ihrer urspriinglichen Lage zu drehen.
Die optische Aktivitat ist mit Kristall-Enantiomorphismus ver-
bunden. Der Umstand, daB die enantiomorphen Kristalle die
Polarisationsebene gleich stark nach entgegengesetzter Rich-
tung drehen und die Tatsache, daB zirkularpolarisierende Medien
durch schraubenformige Schichtung von Glimmerbldttchen
kiinstlich hergestellt werden konnen, fiihrte zu der Annahme,
daB die einzelnen Kristallelemente in den optisch entgegen-
gesetzten Kristallen in entgegengesetzter Weise, wie die
Stufen einer rechts und links gewundenen Wendeltreppe an-
geordnet sind.

Lost man nun den optisch-aktiven Kaliumchloratkristall
in Wasser, so zeigt sich, daB die Losung jene Einwirkung auf
den polarisierten Lichtstrahl verloren hat. Dieser Umstand be-
rechtigt zu dem weiteren SchluB, daB die Drehung nicht durch
die Anordnung der Atome im Molekiil, sondern durch die An-
ordnung der Molekiile oder der Kristallelemente im Kristall ver-
ursacht wird, denn sonst miiBte die Losung dieselbe Wirkung
auf den polarisierten Lichtstrahl haben wie der feste Korper.
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Andererseits kennen wir zahlreiche chemische Verbin-
dungen besonders aus der organischen Chemie, welche den
polarisierten Lichtstrahl in jedem Aggregatzustand drehen, sei
es nun im festen kristallisierten oder im fliissigen oder auch
im gasformigen. An solchen Verbindungen wurde im festen
Zustande ebenfalls Kristall - Enantiomorphismus beobachtet.
Ein charakteristisches Beispiel dafiir bieten die Kristalle des
links- und rechtsdrehenden Natrium-Ammoniumtartrats.

Beim Umbkristallisieren dieses traubensauren Natrium-
Ammoniumsalzes machte Pasteur im Jahre 1861 die sehr
wichtige Entdeckung, daB zwei Arten von Kristallen infolge
ihrer verschiedenen Ldoslichkeit nacheinander ausgeschieden
werden konnen. Die Kristallformen dieser Salze zeigen He-
miedrie und sind enantiomorph, indem eine Art bestimmte
Flichen nur an der oberen rechten Ecke, die andere Art da-
gegen diese Flichen mnur an der entsprechenden linken Ecke
trigt. Diese Flichen sind in nachstehender Figur schraffiert.

Fig. 1.

Stellt man diese Kristalle einander gegeniiber, so ver-
halten sie sich wie Bild und Spiegelbild. AuBerdem zeigte
Pasteur, daB gleich starke Losungen dieser Kristalle in gleich
langen Rohren bei gleich hoher Temperatur die Ebene des
polarisierten Lichtes nm einen gleichen Winkel, aber in ent-
gegengesetzter Richtung ablenken. - Er bezeichnete daher diese
verschiedenartigen aus dem traubensauren Natrium-Ammonium
erhaltenen Kristalle als rechts- und linksweinsaure Salze und
sprach sich iiber die Ursache dieser Asymmetrie dahin aus,
daB sie durch eine entgegengesetzte Anordnung der Atome in
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den Molekillen der beiden Weinsiiuren bedingt sei. Im Jahre
1874 stellten Le Bel und van’t Hoff unabhingig vonein-
ander eine Theorie auf, um diese und #hnliche Fille der
Isomerie zu deuten. Unter der von Kekulé gemachten
Annahme, daB die Affinititen des vierwertigen Kohlenstoff-
atoms nach den Ecken eines reguliren Tetraeders gerichtet
seien, zeigte van't Hoff im Jahre 1874, daB die bereits von
Pasteur allgemein angenommene molekulare Asymmetrie immer -
dann verwirklicht wird, wenn das Kohlenstoffatom mit vier
verschiedenen Atomen oder Atomgruppen verbunden ist.

Verbindungen mit den vier verschiedenen Gruppen a, b,
¢, d erscheinen demnach in zwei raumisomeren Formen ent-
sprechend Fig. 2 und 3.

Diese Anordnung der Atome im Molekiil gibt den Schliissel
fiir das Verhalten solcher Paare von raumisomeren Verbin-

Fig. 2. Fig. 8.

dungen, welche unter sich chemisch zwar vollkommen iden-
tisch, aber physikalisch insofern verschieden sind, als sie den
polarisierten Lichtstrahl in entgegengesetzter Richtung ab-
lenken und daher in formeller Beziehung mit den vorerwéhnten
asymmetrischen Kristallen verglichen werden kdnnen.

Man bezeichnet diese durch molekulare Asymmetrie her-
vorgerufene Art der Isomerie als optische Isomerie.

Eine zweite Art der sterischen, d. h. rdumlichen Isomerie,
welche ebenfalls bei Kohlenstoffverbindungen héufig in die Er-
scheinung tritt, beruht auf der verschiedenen Entfernung der
Atome in dem Molekiil und wird geometrische Isomerie
genannt.
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Wie bereits bemerkt liegt der van’t Hoffschen Theorie
die von Kekulé gemachte Annahme zu grunde, daB die vier
Valenzen des Kohlenstoffes nach den Ecken eines reguliren
Tetraeders gerichtet sind, in dessen Mittelpunkt sich das
Kohlenstoffatom befindet. :

Zur Veranschaulichung der stereochemischen Verhiltnisse
bedient man sich meist der von Kekulé bereits 1867 ange-
wandten Modelle. In diesen ist das Kohlenstoffatom durch
eine schwarze Kugel dargestellt, von welchen vier nach den
Tetraederecken gerichtete Drihte ausgehen.

Fiir manche Betrachtungen ist es zweckmiBiger, den
Kohlenstoffatomen als solchen die Formen von Tetraedern zu
geben und die Verkettung mehrerer Kohlenstoffe so zu be-
werkstelligen, daB man die abgestumpften Tetraederecken durch
eingelassene Drihte verbindet.

Uber die Art der Bindung mehrerer Kohlenstoffe unter-
einander lehrt die Stereochemie, daB bei einfacher Bindung
zwei benachbarte Atome sich so zu lagern streben, daB die
Schwerpunkte der Atome mit ihren Berithrungspunkten eine
Gerade bilden. Setzen wir fiir das Kohlenstoffatom das Tetra-
eder, so wiirden die Mittelpunkte zweier Nachbartetraeder mit
den gemeinsamen Eckpunkten eine gerade Linie bilden.

Die erwihnten Modelle (Fig. 4 und Fig. 5) bringen dies zum
Ausdruck.

Derartig gebundene Atome besitzen freie Rotationsfihig-
keit um ihre gemeinsame Achse; infolgedessen tritt bei offenen
Ketten mit nur einfachen Kohlenstoffverbindungen geome-
trische Isomerie in der Regel nicht auf.

Unsere allgemein gebrauchliche Schreibweise der ketten-
formigen Paraffinkohlenwasserstoffe, z. B. des Butans oder Pentans,

CH, — CH, — CH, — CH, oder CH,— CH,— CH,— CH, — CH,

gibt keine richtige Vorstellung von dem rdumlichen Abstande
der einzelnen Glieder dieser Kohlenstoffkette.

Veranschaulicht man sich dagegen die Konfiguration der-
artiger Kohlenstoffverbindungen mit Zuhilfenahme obiger Tetra-
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edermodelle, indem man eine gréBere Zahl solcher Modelle in
der Richtung der Tetraederachsen, d. h. ohne Zwang verbindet,
so erkennt man, daB die Kohlenstoffkette in bestimmten Phasen

H H H

H
{4 1 H H

Fig. 4. Fig. 5.

der intramolekularen Rotation und bei einer bestimmten An-
zahl von Kohlenstoffen der ringférmigen, in sich geschlossenen
Konfiguration zustrebt (Fig. 6 und Fig. 7).

Mit dieser Annahme stehen die beobachteten Tatsachen
in bestem Einklang. Die intramolekularen Reaktionen ketten-
féormiger Kohlenstoffverbindungen vollziehen sich schwierig

Nyl
X

Fig. 6. Fig. 7.

zwischen Komplexen, die mit Kohlenstoff 1 und 2 oder 1 und
3, in der sogenannten «- und p-Stellung verbunden sind, also
zwischen scheinbar benachbarten Gruppen. Dagegen lehren
die groBen und eingehend untersuchten Kapitel der Laktone,
Laktame und zweibasischen Siuren, da8 die chemische Ver-
einigung besonders leicht und nicht selten spontan verlduft,
wenn die reagierenden Gruppen zueinander in p- und J-Stel-
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lung sich befinden, also an die Kohlenstoffatome 1 und 4 oder
1 und 5 gebunden sind, welche sich nach der Tetraederhypo-
these in niichster Nachbarschaft befinden.

Die bisher erwihnten Fundamentalsitze der Stereochemie
hat Baeyer durch die sog. Spannungstheorie erweitert und
erginzt. Thr zufolge kann die normale Richtung der Kohlen-
stoffvalenzen, welche die Schwerpunkte zweier Atome durch
die Tetraederecken hindurch verbindet, unter Umstéinden eine -
Ablenkung erfahren, welche jedoch eine mit der GroBe der
letzteren wachsende Spannung zur Folge hat, da die An-
nahme von Valenzkriften, welche unter einem Winkel span-
nungslos einwirken, nicht statthaft ist.

Diese Anschauung steht wiederum gut mit den Erfahrungs-
tatsachen in Einklang, insofern die GroBe dieser Spannung,
welche mit dem Ablenkungswinkel proportional ist, ein MaB
abgibt fiir die groBere oder geringere Bestindigkeit der Kohlen-
stoffringe.

Jener Ablenkungswinkel nimmt bei den verschiedenen
Polymethylenen folgende Werte an:

1 2 3
Dimethylen Trimethylen Tetramethylen
CH, CHy OH,—OH,
CH, | CH,—CH, CH,—CH,
+ 54°44’ + 24%44’ + 9°34
4 )
Pentamethylen Hexamethylen
CH, /CH,,—CS2
CH CH,
Ha CH, CH,
CH,—— ¢, N
CH,—C
+4- 0044’ — 5016’
F¥ig. 8. .

Als der einfachste Methylenring erscheint das Athylen
C,H,, welches als Dimethylen aufgefaBt werden kann. In ihm
ist die Spannung am groBten, daher die Ringbindung am
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lockersten, so daB sie bereits in der Kilte durch Brom und
sogar durch Jod gesprengt wird. Der festere Trimethylenring
wird nicht durch Halogene, aber noch durch Bromwasserstoff
gespalten, withrend das Tetra-, Penta- und Hexamethylen durch
derartige Reagentien iiberhaupt nicht mehr gedffnet werden
konnen. Wenn wir diese Ringe mit Hilfe unserer vorher be-
schriebenen Tetraedermodelle unter Beriicksichtigung dessen,
" was iiber die bevorzugte Tetraederlage in Kohlenstoffketten
gesagt wurde, aufbauen, so finden wir, daB im Tri-, Tetra- .
und Pentamethylen die Kohlenstoffe in einer Ebene gruppiert
sind und daB séimtliche nicht zur Ringbildung verwandte Va-
lenzen in zwei zu beiden Seiten der Ringebene befindlichen
parallelen Ebenen liegen.

Auch fiir das Hexamethylen gestalten sich die Betrach-
tungen der experimentell festgestellten Verhiltnisse am ein-
fachsten, wenn man mit Baeyer annimmt, daB die Kohlen-
stoffe in einer und die Wasserstoffe in zwei parallelen Ebenen
liegen, wie folgende Figur zeigt [vgl. Alfr. Werner und
H. E. Conrad, Ber. D. Chem. Ges. 32, 3046; 1899]:

Durch eine derartige ringformig
geschlossene Bindungsart wird die freie
Rotationsfahigkeit der Kohlenstoffe um
ihre gemeinsame Achse, wie wir sie
bei den offenen kettenférmigen Ver-
bindungen annehmen muBten, unmog-
lich gemacht. Infolgedessen kann bei
diesen Verbindungen nicht nur optische,
sondern auch geometrische Isomerie in
die Erscheinung treten. Die geome-
trische Isomerie wird bedingt durch
entgegengesetzte rdumliche Lagerung
der Atome in bezug auf die Ringebene. Dementsprechend
sind zwei stereoisomere Disubstitutionsprodukte méoglich, je-
nachdem zwei Wasserstoffe auf einer Seite oder auf ein und
der anderen Seite der Ringebene durch andere Atome oder
Atomgruppen ersetzt sind.

‘Wiillner-Festschrift. 7
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Man spricht von einer Cis-Form, wenn sich die Substi-
‘tuenten auf derselben Seite der Kohlenstoffebene befinden und
von einer Cis-trans-Form, wenn sie sich auf verschiedenen
Seiten befinden. So kennen wir eine Cis- und eine Cis-trans-
Hexamethylen-o-dicarbonsiéiure, welche durch folgende schema-
tische Formeln versinnbildlicht werden.

Es_lge H &
Hz\/ B n) Hs/ cooH H )H
\\II : \\ll ||
|
COOH COOH H COOH
Cis-Sture Trans-Séure
Fig. 10. Fig. 11

Es ist ersichtlich, daB hier die in Cis-Stellung befind-
lichen Carboxyle ndher zusammengeriickt sind als die in Cis-
trans-Stellung befindlichen. Noch deutlicher tritt dies hervor,
wenn man zur Darstellung dieser Konstitutionsformeln die
oben erwihnten Tetraedermodelle benutzt.

Infolge der groBeren riumlichen Anniherung gilt nun fiir
die Cis-Carboxyle dasselbe, was vorher fiir die p-Stellung der
offenen Kohlenstoffketten gesagt wurde, daB zwei Gruppen in
Cis-Stellung leichter unter intramolekularem Ringschlu zu-
samentreten als solche in Cis-trans-Stellung.

Daher bildet sich z. B. das Anhydrid der Cis-Hexahydrophtal-
sidure leichter als dasjenige der Cis-trans-Hexahydrophtalsiure
(Fig. 12 und Fig. 13).

Auch ist die Verbindung I stabil, die Verbindung II da-
gegen infolge der herrschenden Spannung labil, so daf letztere
beim Erhitzen in erstere iibergeht.

Im nachfolgenden soll die rdumliche Konfiguration des
Kamphers und einiger seiner wichtigsten Derivate erldutert
werden. Dabei kommen die besprochenen Grundsitze der
Stereochemie simtlich in Betracht. Deshalb muBten dieselben
‘einleitend, wenn auch nur in aller Kiirze erwihnt werden.
Wer iiber diese Fragen eingehendere Auskunft und Belehrung
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sucht, findet solche in der Originalabhandlung von J. H. van’t
Hoff ,Dix années dans l'histoire d’'une théorie®, iibersetzt und
neu bearbeitet mit W. Meyerhoffer, ferner in dem Hand-
und Lehrbuch der Stereochemie von C. A. Bischoff, sowie in
dem GrundriB der Stereochemie von Hantzsch und dem Lehr-
buch der Stereochemie von A. Werner usw.

Durch die Stereochemie wurde eine groBe Zahl von Iso-
merieerscheinungen dem Verstiudnis ndher geritickt, welche
man frither unter der Bezeichnung physikalische Isomerie zu-
sammenzufassen pflegte, ohne mit diesem Namen einen be-

I I
CH,—CH, CH,—CH,
Be(H  Hocp, ge(H o CO%cn,
C—- C c—0 C

I | |
0C—0-—CO oc’ =®
Cis-Hexahydrophtalsiure- Cis-trans-Hexahydrophtal-
Anhydrid. siure-Anhydrid.
Fig. 12. Fig. 18.

stimmten Begriff verbinden zu konnen. Es darf aber nicht
verschwiegen werden, daB die Erklirung derjenigen Erschei-
nungen, welche auf gerichtete Valenzen und die absolute Lage
der Atome im Raume, sowie die verschiedene Entfernung der
Atome in dem Molekiil zuriickgefithrt werden, auf viel weniger
sicherem Fundament stehen als die Deutung der optischen
Isomerie durch molekulare Asymmetrie.

Besonders die Annahme von Valenzeinheiten als ,gerich-
tete Krifte“ und die Verteilung dieser Anziehungskrifte in die
vier Ecken eines Tetraeders, anstatt der Zusammenfassung in
eine resultierende, diirften dem gestrengen Physiker wenig
nach dem Sinne sein. Infolgedessen hat bereits van’t Hoff
die Erscheinungen der Affinitit als Wirkung der Form der
Atome zu erkliren versucht und W. Ostwald sagt in seinem
Lehrbuch der allgemeinen Chemie hieriiber: ,Diese Annahme
erfillt alle Vorbedingungen, die man an eine entwicklungs-

fahige Hypothese stellen muB. Sie enthiélt keine Voraus-
7*
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setzung irgend welcher besonderen Eigenschaften, sondern be-
zieht sich auf etwas, was den Atomen als endlichen Quanti-
titen Materie ohnedies zukommt, die Form.“

Spiter hat eine Anzahl von Chemikern mit der Valenz
des Kohlenstoffes andere und z. T. mechanische Vorstellungen
in Verbindung gebracht. Da aber diese Anschauungen in
letzter Linie doch immer auf das Tetraeder zuriickzufiihren
sind, andererseits durch Zeichnungen und Modelle nicht so ein-
fach dargestellt werden konnen wie die hier wiedergegebenen,
so werde ich die nachfolgenden Auseinandersetzungen iiber die
Symmetrieverhéltnisse des Kamphers an der Hand jener ein-
facheren Darstellungsweise machen.

Aber fragen wir uns: Soll diese Darstellungsweise mehr
sein als eine theoretische Vorstellung in anschaulicher Form?
Ist sie das Ebenbild der Wirklichkeit?, so miissen wir diese
Frage mit ,nein“ beantworten.

Immerhin hat die Theorie sich hier als ein recht brauch-
barer Wegweiser bewdhrt, um neue Fragen an das Experiment
zu stellen.

Die riumliche Konfiguration des Kamphers.

Der Beweis fiir die Konstitution des Kamphers wurde in
einer Reihe von Experimentaluntersuchungen?) durch J. Bredt
erbracht.

Die Bredtsche Kampherformel enthilt zwei Kohlenstoff-
atome mit je vier verschiedenen Substituenten, d. h. also zwei
asymmetrische Kohlenstoffe. Dieselben sind auBerdem noch
unter sich ungleichartig, sie tragen in nachstehender Formel
die Zahlen (1) und (4):

1) Ann. Chem. Pharm. 226, 249. 289, 1. 292, 56. 299, 131. 810,
112. 314, 370. 828, 338. Ber. D. Chem. Ges. 18, 2989. 26, 3047. 27,
2092. 28, 316. 35. 1286.
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1)
H,C CH -CH,
| ?
CH,—~C—CH, |
2 | i
H,C—— — C(CH,)—CO
4) -
Fig. 14.

Der Kampher miifite demzufolge nach den allgemeinen
Gesetzen der Stereochemie in vier sterisch verschiedenen Formen
auftreten, von denen je zwei Paar atomistisch und optisch-
enantiomorph sein sollten. Da der Kampher ein ringformiges
Gebilde ist, so ergibt sich aus dem in der Einleitung Gesagten,
daB je zwei von diesen Formen auch geometrische (Cis-trans)-
Isomerie aufweisen konnten.

In Wirklichkeit existiert der Kampher nur in zwei optisch-
aktiven Modifikationen, als d-Kampher (Japankampher) und
als 1-Kampher (Matricariakampher) (siehe Fig. 15 u. 16 auf
der Tafel am SchluB dieser Abhandlung).

Daher machte van’t Hoff auf der Naturforscherversamm-
lung zu Aachen (18. September 1900) mit vollem Recht die
Einwendung, daB es nach seiner Theorie vier optische Isomeren
des Kamphers geben miisse, wenn die Bredtsche Formel die
richtige sei. Bredt zeigte demgegeniiber an dem Modell,
welches durch vorstehende Zeichnung wiedergegeben wird, daf
hier eine Ausnahme von der van’t Hoffschen Regel vorliege.

Die beiden asymmetrischen Kohlenstoffe 1 und 4 sind
Glieder eines Hexamethylenringes. Diese beiden asymmetrischen
Ringkohlenstoffe sind auBerdem noch durch ein weiteres Briicken-
kohlenstoffatom — m — (Mesomethylen) verkettet, so daB die-
selben an je drei Punkten untereinander in Verbindung stehen.
Dadurch sind die Valenzrichtungen in einer Weise festgelegt,
daB die Cis-trans-Isomerie nicht mehr auftreten kann, so daB
fiir den Kampher nur noch zwei optisch-isomere Formen iibrig
bleiben. Bereits im Jahre 1895 hatte Aschan diese An-
schauung in allgemeiner Form fiir dreifache Ringsysteme ent-
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wickelt, er hat sie dann ein halbes Jahr nach der Aachener
Naturforscherversammlung (Ann. Chem. Pharm. 316,196 ; 23. Mérz
1901) auch auf die Bredtsche Konstitutionsformel des Kamphers
ibertragen. Die Diskussion iiber diese Frage wurde 1902 bei
der Karlsbader Naturforscherversammlung auf Anregung von
van’t Hoff fortgesetzt. Zd.H. Skraup #uBerte sich iiber den
EinfluB der Briickenbindung auf die Asymmetrie (Ber. D. Chem.
Ges. 35, 3981; 1902) wie folgt:

»Bei der Betrachtung der Modelle, die sich fiir die er-
wihnte Klasse von zyklischen Verbindungen konstruieren lassen,
ergibt sich die Giiltigkeit dieser Ausnahme ohne weiteres.

Ohne Modell 148t sie sich in folgender Weise veran-
schaulichen:

»In einem Zyklopropen nachstehender Formel (Fig. 17),

‘i‘ a

a * *(!:
C\C ¢ c d

c— c* -\cC

v—-C ll) 1',

Fig. 17. Fig. 18. Fig. 19.

in welchem naturgemiB eine sterische Isomerie unméglich ist,
wird Asymmetrie eintreten, wenn eine der doppelten Bindungen
gelost wird und statt ihrer eine Verbriickung z. B. durch die
Gruppe C dd eintritt.

Dieses kann in zwei Arten erfolgen, und zwar einmal
wenn die Bindung links gelost wird und C dd iiber die Ebene
des Papiers tritt, das andere Mal, wenn die Bindung rechts
sich 16st und C dd unter die Ebene des Papiers kommt.“

,2Man sieht auch mit Hilfe dieser Zeichnungen, daB eine
Vertauschung der Substituenten a gegen b, oder cc gegen dd
eine weitere neue Form nicht liefern kann, da ja infolge der
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Verkettung der Kohlenstoffe bei diesem Austausch mit der
Asymmetrie des einen auch die Asymmetrie des anderen
Kohlenstoffatoms sich &ndert und deshalb immer wieder eine
der beiden zyklischen bereits erhaltenen Formeln resultiert.

»Das gilt nur weiter auch dann, wenn C<: oder C/\g
durch eine beliebige Anzahl von Methylengruppen oder von
diesen abgeleiteten Substituenten ersetzt worden wire, wenn
also Ringe und Briicken von beliebiger Kohlenstoffzahl vor-
liegen.“

Im AnschluB an diese Auseinandersetzung von Skraup
macht P. Jacobson (1 c¢. S. 3984) ,Bemerkungen zur Stereo-
chemie bizyklischer Systeme“, in denen er darauf hinweist,
daB obige Annahme nur unter der Voraussetzung giiltig seien,
daB die Kohlenstoffatome, welche die doppel- bzw. mehrfach-
zyklischen Kernsysteme bilden, die der geringsten Spannung
entsprechende gegenseitige Stellung einnehmen. In bezug auf
die doppelten Ringsysteme und speziell dasjenige des Kamphers
sagt Jacobson:

»Theoretisch konstruierbar sind die vier aktiven Formen
bei (tegenwart zweier ungleichartig asymmetrischer Kohlen-
stoffatome in jedem Fall. Fiir die Bredtsche Kampherformel*)
leuchtet dies z. B. ein, wenn man sie aus der Formel 21 eines
Trimethylzyklopentanons entstehen liBt, indem man zwei
Wasserstoffatome durch die Athylenbiicke ersetzt. Denn dieses
Trimethylzyklopentanon der Formel 21 enthélt ein asymme-

1) Ich schlage vor die Verbindungen der Camphanreihe stets so zu
schreiben, wie dies in allen meinen Publikationen geschehen ist, daB die
CO- und C—CH,-Gruppen nach unten zu liegen kommen (Fig. 22).

Ich folge hier einem Vorschlage von Baeyer (Ber. D. Chem. Ges.
27, 436; 1894), den er fiir die Verbindungen der Terpanreihe gemacht
hat, indem er sich die Modelle der Konstitutionsformeln so aufgehiingt
denkt, daB der Schwerpunkt mdglichst tief liegt. DaB eine verschieden-
artige Schreibweise solcher ringférmigen Formeln leicht zu MiBverstind-
nissen fiihren kann, hat sich bei anderer Gelegenheit gezeigt (vgl.
Ann. Chem. u. Pharm. 289, 19; 1895). :
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trisches Kohlenstoffatom, existiert mithin in einer d- und einer
I-Form. In jede einzelne dieser Formen kann man nun auf
zweierlei Weise die Athylenbriicke einsetzen, indem man letz-
tere entweder zwei Cis-Wasserstoffatome oder zwei Trans-Wasser-
stoffatome vertreten laBt.”

»Man kann natiirlich auch von dem carbonylfreien Fiinf-
ring ausgehen und in diesen die Briicke CO: CH, einsetzen

E"S
C.CH, HeCH,
co
H,C co
clcn,), C(CH,),
ILC CH, CH,
CH HCH
Fig. 20. Fig. 21.

oder in den Sechsring die Briicke — C (CH,), —. Man iiberzeugt
sich am Modell leicht, daB es fiir das Resultat gleichgiiltig ist,

CH von welchem der drei Teilringe
man zum Aufbau des bizykli-
H,C CH, schen Systems ausgeht; denn
" die anfinglich verschiedenartig
C(CH,), aussehenden Kombinationen,
welche man nach den drei Ver-
H,C CO fahren erhilt, lassen sich, so-

weit sie einander in der Anord-
C.CH,

Fig. 22 nung entsprechen, durch pre-
hung ohne Losung einer
Bindung ineinander iiberfiilhren. Es bleiben aber immer
vier Konfigurationen — d- und 1-cis-Form, d- und I-trans-
Form — iibrig, welche ineinander durch keine Drehung
ohne Loésung von Bindungen zu verwandeln sind und
denen demnach selbstindige Existenzfihigkeit zugeschrieben
werden muB.“
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Die hier in Betracht gezogenen Verhiltnisse lassen sich
sehr gut durch die Jacobsonschen Atommodelle veranschau-
lichen, welche die Atome durch Kugeln, die Verbindungsglieder
durch biegsame Bleistibe darstellen. Wir wollen der Kiirze
wegen im nachfolgenden die beiden geometrisch-isomeren von
Jacobson angenommenen Modifikationen des Kamphers als
Cis-Kampher und Cis-trans-Kampher bezeichnen. Konstruiert
man diese Isomeren, wie von Jacobson unter anderem an-
gegeben, indem man vom Hexamethylenring ausgeht und zwei
in Para-Stellung befindliche Kohlenstoffe durch einen Briicken-
kohlenstoff verbindet, so kann man hier das Baeyersche

H
a4 Ne

H,C CH, HC CH,

H,C Cco H,C Co
O CN
CH, CH,
Fig. 28. Fig. 24.

Hexamethylen, in welchem die Kohlenstoffe in einer Ebene
liegen (Fig. 9), nicht zugrunde legen; denn die Annahme, daB
der Briickenkohlenstoff in der Cis-Form zwei andere Kohlenstoffe
tiberspannt und in der Trans-Form auBerdem noch sich S-formig
durch den Sechsring hindurchwindet, wie vorstehende Formeln
(Fig.23 und Fig. 24), in denen der Briickenkohlenstoff durch eine
punktierte Linie angedeutet wird, dies darstellen, ist unzulissig.

Die Tetraedertheorie erfordert vielmehr, wie dies in der
Einleitung erortert wurde, daB sich die Kohlenstoffe bei der
RingschlieBung gegenseitig so weit nihern, bis sie in Beriih-
rung kommen. Daraus ergeben sich fiir den d- und 1-cis-
Kampher ohne weiteres die riumlichen Modelle, wie sie durch
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die Zeichnungen (Fig. 15 und 16, siehe die Tafel am SchluB
dieser Abhandlung) dargestellt werden.
Der hypothetische Cis-trans-Kampher 1i8t sich alsdann
von dem bekannten Cis-Kampher in zweierlei Weise ableiten:
Entweder man dreht die CH-Gruppe so weit um die Ver-
bindungsachsen mit den benachbarten CH,;-Resten auf das zentrale,
H aus der Ebene heraustretende Meso-
H,C——C——CH, Kohlenstoffatom zu, bis man die Briicken-
bindung mit dem Wasserstoff vertau-
CH;-C-CH, schen kann, oder man dreht in gleicher
Weise die C — CH,-Gruppe, bis man
EC—C—CO die Briickenbindung mit dem Methyl
CH vertauschen kann.
Fig. 3. Man erhilt dann den Cis-trans-Kam-
pher in folgenden zwei rdumlich ver-
schiedenen Formen, welche ineinander durch keine Drehung
ohne Losung von Bindungen zu verwandeln sind und sich wie
optische Antipoden zueinander verhalten. Der Cis-trans-Kam-
pher (F ig. 27) wird aber erst dann zum Spiegelbilde von

\ /CH
CH, < e CH, / P
CH, CH{ N o—CH,

HC C o
CHs ne— \co

Fig. 26. Fig. 21.

Fig. 26, wenn in einem der beiden Antipoden die zwei asym-
metrischen Kohlenstoffe gegeneinander gedreht worden sind,
bis die sie verbindende Mesomethylenbriicke auf die entgegen-
gesetzte Seite der Hexamethylenring-Ebene zu liegen kommt.
Gibt man die Existenzfahigkeit derartiger Cis-trans-Kampher
zu, 80 muB man noch einer dritten Moglichkeit Rechnung
tragen, welche darin besteht, daB man die CH- und CCH,-
Gruppen des Cis-Kamphers gemeinsam gegeneinander der
Mitte zu dreht. Dadurch treten H und CH; im Inneren des
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Ringes in Berithrung und die Briickenbindung CH; — C — CHj
kommt, wenn sie im Cis-Kampher (Fig. 25) hinter der Ebene
des Papiers lag, vor die Ebene des Papiers zu liegen (Fig. 28).

Das Molekiil des Kamphers wird also gewissermaBen von
aufen nach innen umgestiilpt, dhnlich wie man einen Hand-
schuh von der &uBeren Seite auf

,C CH
die innere umstiilpen kann. Nach ? \ / z

dem was iiber die natiirliche Te- <

traederlage gesagt wurde, miiBten —CH,

durch detartige Umdrehungen H20 co
des Molekiils starke Spannungen Fig. 8.

entstehen. Nach den bisherigen
Erfahrungen scheinen solche Zustéinde im Kamphermolekhl jen-
seits der Moglichkeit zu liegen.
Ahnliche Verhiiltnisse, wie bei den gesittigten bizyklischen
Verbindungen, bestehen bei den ungesittigten monozyklischen
CH

CH —~2_-H
o o 112(,/7/
RN
¢\ _JcH
H‘ CH, HC———CH,
Fig. 29. Fig. 80.

Sechsringen, worauf bereits C. Harries in seiner meisterhaft
verfaBten Monographie der Terpene und Kampherderivate
(Lehrb. d. organischen Chemie von V. Meyer u. B. Jacobson.
IL. T. I. 8.776) hinweist.

Harries nimmt an, daB zwei Tetrahydrobenzole (Fig. 29
u. 30) bestehen konnten, eine Cis- und eine Cis-trans-Form,
welche in #hnlicher Weise durch Drehung unter Auswechselung
von Kohlenstoffbindungen ineinander iiberfithrbar seien, wie
im Vorstehenden fiir die raumisomeren Kampher beschrieben
wurde.

Harries meint, daB diese Isomerieverhiltnisse leichter
bei den Tetrahydrophtalsiuren (Fig. 33 u. 34) experimentell zu
verfolgen seien, welche die doppelte Bindung zwischen den
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beiden Carboxylen besitzen und sich zueinander wie die Malein-
siure (Fig. 31) zur Furmar-siure (Fig. 32) verhalten.

Mag diese Analogie vom rein theoretischen Standpunkte
noch so einleuchtend erscheinen, so muB man doch dagegen
einwenden, daB sie, bei Zugrundelegung der Kekuléschen
Benzolformel, auch die Existenz einer fumaroiden Phtalséiure
und isomerer Penta- und Hexasubstitutionsprodukte des Ben-

H~__-COH H-_-COH
C
!
CO,H COOH H
Fig. 31. Fig. 32.

zols voraussehen lieBe, wihrend doch die gesamten iiber-
aus reichen Erfahrungen in der Benzolchemie auf das ent-
schiedenste gegen eine solche Annahme sprechen. Die gleiche
Anschauung vertritt auch Baeyer, indem er sich in seiner

CH
2 COH CH,
H“CGV 2 B e 0N
' I
C ‘ CO,_,H—C
H? CH. I —

\COH H,C ey,

Fig. 33. Fig. 34.

grundlegenden Abhandlung iiber geometrische Isomerieverhilt-
nisse hydrierter Phtalsiuren zu dieser Frage wie folgt #duBert:

,In einem solchen Gebilde miiBten starke Spannungen
vorhanden sein, und es ist daher, auch die Existenzfihigkeit
desselben vorausgesetzt, sehr wenig wahrscheinlich, daB es
gelingen konnte, das gewdhnliche Tetrahydrobenzol oder ein
Derivat desselben in diese-geometrisch isomeren Formen iiber-
zufithren. Das Experiment hat hierfiir auch keine Anhalts-
punkte gegeben und somit eine neue Bestitigung fiir die
Richtigkeit der stereochemischen Anschauungen beigebracht.”

Es ist auch der Versuch gemacht worden, derartige geo-
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metrisch entgegengesetzte Modifikationen, welche durch Ver-
biegen eines ungesittigten Pentamethylenringes unter Aus-
wechselung von Kohlenstoffbindungen konstruierbar sind, zur
Interpretation der chemischen Verschiedenheiten, welche zwischen
den beiden Campholytséuren bestehen, heranzuziehen. Hier aber
hat sich die Erklirungsweise nachgewiesenermaBen als un-
richtig herausgestellt. Noyes vertrat ndmlich frither (Am.
Chem. Journ. 23, 134 24, 287; 1900. Ber. D. Chem. Ges.
28, 551) die Anschauung, die «-Campholytsiure, welche
sich beim Behandeln mit Sauren leicht in f-Campholytsiure
umwandelt, stiinde zu letzterer im Verhiltnis obiger Cis- und
Trans-Isomerie. Er gab daher diesen Verbindungen die Namen
ciscampholytic-acid. und cistranscampholytic-acid. und schrieb
ihnen folgende Formeln zu:

CH, |
CH2 | i CI‘IS--—C—GI'I3
CH,—C—CH;, |
CH,—C
C—CH, ; \
I | C—COOH
CH,— - — C—COOH CH,
Cis-Campholytsdure. Cis-trans-Campholytsiiure.
Fig. 35. Fig. 36.

In Wirklichkeit tritt bei der Umwandlung der «- in die
p-Séure eine intramolekulare Atomverschiebung ein, so daB
beide Séuren ein ganz verschiedenes Kohlenstoffskelett ent-
halten, wie folgende Formeln zeigen'):

1) Wenn Aschan (Ann. Chem. Pharm. 816, 198; 1901) von der
Bredtschen Konstitutionsformel des Kamphers sagt: ,,Sie vermag weder
die Bildung der Isolauronolsiure aus der Kamphersiiure, noch die Ent-
stehung und das Verhalten der f-Campholensiure und der Hydroxy-
dihydrolauronolsiure in zufriederstellender Weise zu erkliren*, so muB
demgegeniiber daran erinnert werden, daB ich bereits auf der Aachener
Naturforscherversammlung (18. Sept. 1900) auf das entschiedenste betont
hatte, daB hier eine Umlagerung stattfinde. Das betreffende Referat
erschien dann in der Chemikerzeitung 80, 859; 1900 und die aus-
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CHj— - ——CH—COOH CH;——C—COOH

|

CH,—C—CH, CH,
|

CH——— CH, €—C

| | l

CH, CH, CH,

«-Campholytsiure. p-Campholytsiure (Iso-
. lauronolsiure).
Fig. 31. Fig. 38.

Damit ist aber keineswegs gesagt, daB die Nichtexistenz einer
Cis-trans-Form bei den bisher besprochenen ringférmigen Ver-
bindungen nun auch die gleiche verneinende Annahme fiir
solche Ringe bedingt, welche in der geschlossenen Kette eine
groBere Anzahl von Gliedern enthalten. Konstruieren wir z. B.

“ CH, CH, co

Fig. 39. Fig. 40.

am Modell einen Ring mit 10 Kohlenstoffen, so folgt aus dem
in der Einleitung iiber Kohlenstoffringbildung (siehe Fig. 6
und 7) Gesagten, daB hier eine doppelte Einknickung des
Ringes durch die natiirliche spannungslose Tetraederlage be-
dingt werden kann, wihrend durch die gleiche Einknickung
im Hexamethylenring des Kamphers (siehe Fig. 28) eine starke
Spannung erzeugt wird.

fiihrliche Abhandlung am 6. Dez. 1900 in Ann. Chem. u. Pharm. 314, 891.
Da obige Abhandlung von Aschan ,,Uber die Konstitution des Kamphers**
erst am 23. Miirz 1901 bei der Redaktion von Liebigs Annalen ein-
gelaufen ist, so muBte ihm die von mir gegebene Erklirung bekannt
sein, trotzdem erwiithnte er sie nicht.
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Es ist daher konstruktiv mdglich, in einer derartigen
kohlenstoffreicheren Verbindung (Fig. 39) die benachbarten
Kohlenstoffe & und b sowohl in Cis- wie in Cis-trans-Stellung
durch ein Briickenkohlenstoff fast spannungslos zu verbinden.
Dadurch wiirde ein ringhomologer Kampher in die Erscheinung
treten konnen, der die vier von Jacobson angenommenen rdum-
lich verschiedenen Konfigurationen tatsichlich besiBe (Fig. 40):

Skraup geht daher in seiner sonst so treffenden Ausein-
andersetzung (l. ¢.) in dieser Hinsicht vielleicht einen Schritt
zu weit, wenn er sagt: ,Gleichzeitig hat sich aber heraus-
gestellt, daB die von van’t Hoff bei dem Kampher beobachtete
Einschrinkung nicht nur beim Kampher, sondern ganz all-
gemein iiberall dort auftritt, wo in zyklischen Verbindungen
Verbriickungen bestehen, welche an der Asymmetrie von zwei
Kohlenstoffatomen gleichzeitig beteiligt sind, wo also die Briicke
mit beiden Enden mit den zwei asymmetrischen Kohlenstoff-
atomen verbunden ist. Das gilt, gleichgiiltig ob die Briicken
in Ortho-, Meta- oder Para-Stellung ansetzen, ob die Briicken
aus einem oder mehreren Kohlenstoffen bestehen und ob die
Ringe in welch’ immer Verbriickungen der erwihnten Art vor-
kommen, also drei-, vier-, fiinf-, sechs- oder mehrgliedrig
sind. Wesentlich ist nur, daB die Enden der Briicken mit
den asymmetrischen Kohlenstoffatomen in Bindung stehen.“

Wir haben im vorstehenden darauf hingewiesen, daB
gemiB Baeyers Auffassung im Hexamethylen die sechs Ring-
kohlenstoffe in einer und derselben Ebene angeordnet sind,
obwohl diese Anordnung eine gewisse Ablenkung der Valenz-
richtungen erfordert. Ebenso haben wir bereits dargelegt, daB
der Kampher sich von diesem planen Hexamethylen nicht ab-
leiten liBt. Baeyer macht andererseits (Ann. Chem. Pharm.
276, 265; 1893) darauf aufmerksam: ,DaB das Hexamethylen,
auch wenn es fiir gewGhnlich eine kreisférmige Struktur be-
sitzt, sich doch ebenso leicht wie eine offene Kette verbiegen
laBt.«

Uber die Normalkonfiguration des Hexamethylens hat sich
dann Sachse (Ber. D. Chem. Ges. 23, 1363; 1890. Zeitschr.
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Phys. Chem. 10, 203; 1892 u. 11, 185; 1893) eine Vorstellung
gemacht, die ebenso einfach wie pausibel ist.

Sachse macht keine anderen als die allgemein aner-
kannten Voraussetzungen:

1) die vier Affinititen des Kohlenstoffs sind vom Mittel-
punkte nach den KEcken eines reguliren Tetraeders
gerichtet;

2) zwei durch einfache Bindung verkettete Kohlenstoff-
atome streben sich so zu lagern, daB die Richtungen

Fig. 41. Fig. 42.

der beiden sich bindenden Affinititen in eine gerade
Linie fallen.
Es entwickeln sich dann zwei Sechsringe ohne jedwelche
Spannung:
1) eine starre symmetrische Konfiguration.
2) eine labile, zwischen zwei Endpunkten spannungslos
drehbare, unsymmetrische Konfiguration.
Von letzterer, welche durch Fig. 41 wiedergegeben ist,
leitet sich das Camphan, der dem Kampher zugrunde liegende
Kohlenwasserstoff, in folgender Weise ab:
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Ein Wasserstof — W — an einem aus der Ebene heraus-
tretenden Kohlenstoffe wird durch Methyl (dargestellt in Fig. 42
durch eine schwarze Kugel) ersetzt. Alsdann werden die beiden
aus der Ebene herausspringenden Kohlenstoffe durch das Briicken-
kohlenstoff (Mesomethylen) verbunden, indem die beiden in
Cis-Stellung befindlichen Wasserstoffe A und B ausgetauscht
werden. Da der Abstand dieser beiden Wasserstoffe A und B,
wie aus der Zeichnung hervorgeht, gleich der Hohe zweier
Tetraeder ist, so miissen dieselben, bevor sie durch den Meso-
methylen-Kohlenstoff ersetzt werden kénnen, durch Verbiegen

H\
C JH
H .07
H 7\
H “c\ 3
H /“CH,
\ ’

R F N
<N\
N\
«
o=

; N
H\('):,/ . CH,
H

Fig. 48.

des Hexamethylenringes einander genihert werden, und zwar
um eine Strecke, welche gleich ist der Hohe zweier Tetraeder,
vermindert um die Kantenlinge eines Tetraeders.

Da die Zeichnung einer derartigen Figur nicht geniigend
durchsichtig sein wiirde, so werden zur Darstellung des Cam-
phans und seiner Derivate auf der Ebene des Papiers besser
die Kekuléschen Atommodelle (siehe Fig. 4) benutzt, in denen
die Kohlenstoffe durch Kugeln, die nach den Ecken des Te-
traeders gerichteten Valenzen durch lingere Stibe versinn-
bildlicht sind.

Das Camphan erscheint dann, von der Seite gesehen, in

obigen Gestalten (Fig. 43 und Fig. 44).

‘Willner-Festschrift. 8
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Das Molekiil des Camphans liBt sich als eine unregel-
miBige Pyramide auffassen, an der man drei Zonen unter-
scheiden kann.

Die erste Zone oder die Spitze der Pyramide wird durch
die Gruppe CH; — C — CH; gebildet, die ich als Mesomethylen-
rest bezeichne, da sie die Briicke im Hexamethylenring bildet.

Die zweite Zone oder die Mittelzone besteht aus den
Gruppen ;CH und 3C — CH;; Wasserstoff und Methyl stehen
hier zueinander in Anti-Stellung dhnlich wie die Wasserstoffe
des Acetylens.

Die dritte Zone oder die Basis der Pyramide setzt sich
aus vier CH,-Resten zusammen. Die vier Kohlenstoffe liegen
in einer Ebene. Von den acht Wasserstoffen liegen je vier
und vier ebenfalls in einer Ebene, vier oberhalb und vier
unterhalb der Kohlenstoffbasis. Betrachtet man die Lage dieser
Wasserstoffe am Modell, so findet man, daB die Wasserstoffe
unterhalb der Kohlenstoffbasis dem Innenraum der Pyramide.
zugewandt sind und rdumlich ndher aneinander geriickt liegen
als die vier Wasserstoffe oberhalb der Kohlenstoffbasis, welche
auf der Oberfliche der Pyramide voneinander abgewandt stehen.

Ich bezeichne daher das kleinere durch die Wasserstoffe
gebildete Viereck, welches am FuBe der Pyramide liegt, als
die Endo-Stellung und das groBere Viereck der Wasserstoffe,
welches um die Pyramide herumliuft, als die Exo-Stellung.
Diese Unterscheidung einer Endo- und Exo-Stellung ist fiir
die Konstitutionsbetrachtung der zahlreichen Substitutionspro-
dukte des Camphans und des Kamphers, deren Substituenten
in eine der vier CH,-Gruppen eingetreten sind, von ganz be-
sonderer Bedeutung. Ein Beispiel moge dies erldutern.

Montgolfier (Compt. rend. 83, 341; 1876) hat als erster
den Nachweis der Bildung von vier optisch-isomeren Alko-
holen der Borneolreihe bei der Reduktion des R- und L-Kam-
phers erbracht (Compt. rend. 89, 341; 1889). Er bezeichnet.
die beiden aus dem R-Kampher bei der Einwirkung von Na-~
trium oder alkoholischem Kali gebildeten Alkohole als ,Cam-
phol stable“ und ,Camphol instuble“. Montgolfier besaB
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somit schon die richtige Erkenntnis von der ungleichen Be-
stindigkeit der beiden Reihen dieser Camphole.

Haller hat spiter (Ann. Chem. Phys. (6) 1, 27, 28; 1889)
die Versuche von Montgolfier bestitigt. Er unterscheidet
die beiden Paare aktiver Camphole als «- und B-Camphol
oder als Camphol und Isocamphol und nimmt an, daB die-
selben zueinander im Verhiltnis der geometrischen und nicht
der optischen Isomerie stehen.

Seine Auffassung von der Isomerie der Camphole versinn-
bildlicht Haller (Wurtz, Dictionaire de chémie, suppl. I S.862)
an der Hand des damals geltenden Kekuléschen Kampher-
schemas wie folgt (Fig. 45 siehe S.116).

Haller bemerkt dazu:

»11 est facile de voir que les schémas des bornéols
dérivés du camphre gauche représentent les images de ceux
des camphols obtenus au moyen du camphre droit.

Cette manieére de représenter les différents bornéols
permet de nous rendre compte aisément de lexistence de
quatre isomeres. Enfin il convient d’ajouter que les quatre
bornéols sont des composés énantiomorphes seulement deux
par deux. D’une part il y a les a-camphols et d’autre part
les B-camphols. Ces derniers, énantiomorphes l'un par rap-
port & l'autre, sont en méme temps stéréoisomériques avec
les a-camphols sans &tre énantiomorphes avec eux.“

Das Isocamphol, welches jetzt meist Isoborneol genannt
wird, ist nicht nur im Drehungsvermdgen, sondern auch in bezug
auf Loslichkeit, Flichtigkeit und leichtere Zersetzlichkeit von
dem Camphol (Borneol) unterschieden. In seinem ganzen
chemischen Verhalten steht das Isoborneol den tertidiren Alko-
holen sehr nahe. Da aus dem Isoborneol durch Wasserabspal-
tung leicht ein ungesittigter Kohlenwasserstoff, das Camphen,
entsteht, welches unschwer nach dem eleganten Verfahren von
Bertram und Wahlbaum (J. pr. Chem. (2) 49, 1; 1894)
wiederum in jenes zuriickgewandelt werden kann, so macht
Wagner (Cothener Chem. Ztg. 23, 931; 1899), ausgehend

von der durch ihn in Betracht gezogenen. Konstitution des
8*
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Camphens, den RiickschluB auf das Isoborneol und spricht

dieses als tertisren Alkohol an.
Die gleiche Ansicht wie Wagner #uBert spiter auch

Semmler (Ber. D. Chem. Ges. 33, 774; 1900). Er sagt:
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,Die im folgenden angegebenen Versuche sollen mit dieser
(stereochemischen) Auffassung der Konstitution von Borneol
und Isoborneol brechen, sie sollen die Frage nach der Kon-
stitution des letzteren, ob sekunddrer oder tertidrer Alkohol
vorliegt, zur vollen Entscheidung bringen. Noch weiter, die
Versuche werden lehren, daB wir in der Anordnung der Kohlen-
stoffatome zum Molekiil einen ganz anderen Korper im Iso-
borneol vor uns haben als im Borneol.“ '

Semmler hatte gezeigt, daB man im Zinkstaub ein vor-
ziigliches Mittel besitzt, um tertiiren Alkoholen unter geeig-
neten Bedingungen den Sauerstoff zu entziehen, daB aber se-
kundére und primére Alkohole bei dieser Einwirkung #uBerst
trige oder gar nicht reagieren. Indem er nun die beiden
Borneole in dieser Hinsicht priifte, erhielt er aus dem Iso-
borneol unter Austritt des Sauerstoffs ein Hydrocamphen
C,oH,;s vom Schmpt. 85° wohingegen das Bormeol nicht rea-
gierte. Dieses Hydrocamphen ist verschieden von dem oben
erwihnten Camphan C,H,; vom Schmpt. 1553° welches
Semmler nach dem Verfahren von Bredt und v. Rosenberg
durch Reduktion von Pinenhydrochlorid mit Natrium und Al-
kohol mit den gleichen Resultaten wie wir darstellt?), wobei
ihm unsere vier Jahre iltere Mitteilung entgangen zu sein
scheint, da er keine Notiz davon nimmt. Da Semmler den
Zinkstaub auf das Isoborneol bei 220° im Bombenrohr ein-
wirken 14Bt, so ist eine intramolekulare Umlagerung bei dieser
hohen Temperatur keineswegs ausgeschlossen. Sagt er doch
selbst in der Einleitung zu seiner Arbeit iiber ,Borneol und

1) Fr. Heusler, Die Terpene (1896), S.41. Der Annahme von
Aschan (Ann. Chem. Pharm. 816, 233; 1901), daB bei der Reduktion
mit Natrium in Alkohol, welche wir iibrigens im Gegensatz zu Aschan
bei gewothnlicher Temperatur unter Kiihlung vollstindig durchgefiihrt
haben, leichter eine Umlagerung erfolgen konne als bei dem Verfahren
von Aschan in saurer Losung mit Zinkstaub, Eisessig und Jodwasser-
stoff, kann ich nicht zustimmen. Die Erfahrung iiber Umlagerungen in
der Kampherreihe lehren, daB solche zu allermeist in saurer, nicht in
alkalischer Losung erfolgen.
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Isoborneol®, daB leicht Verschiebungen in den Kohlenstoff-
bindungen des Kamphermolekiils vorkommen konnen und da8
namentlich die Einwirkung von saueren Reagentien, sowie
Destillation bei gewthnlichem Druck iiber offener Flamme
(also hohe Temperaturen) zu vermeiden sind, wenn wir einen
untriiglichen Einblick in die Anordnung der Atome dieser
Molekiile erhalten wollen.

Wie gerechtfertigt diese Warnung ist, lehrt die von
Montgolfier (Compt. rend. 83, 341. 89, 101) festgesetzte Tat-
sache, daB das Camphol instable (Isoborneol) durch Erhitzen
mit Stearinsiure auf 200—220° in Camphol stable (Borneol)
umgewandelt werden kann.

In dieser Beziehung verhdlt sich das Isoborneol nicht
anders als das durch Wasserabspaltung daraus gewonnene
Camphen, welches beim Erhitzen auf 200° mit Chlorzink oder
auf 250° fiir sich in einen isomeren fliissigen Kohlenwasser-
stoff verwandelt wird (Heusler, Die Terpene S. 18). Die
Umlagerung, welche das Isoborneol nach meinem Dafiirhalten
beim Erhitzen mit Zinkstaub auf 229° erleidet, findet nicht
statt, wenn man es zuniichst in das entsprechende Chlorid,
das Isobornylchlorid, iiberfithrt und letzteres bei niederer Tem-
peratur mit Natrium und Alkohol reduziert. Man erhilt dann
dasselbe Camphan vom Schmpt. 155,3% welches auch aus dem
Pinenhydrochlorid entsteht.

Wenn die Anordnung der Kohlenstoffatome zum Molekiil
im Isoborneol eine andere wire als im Borneol, so miiBte
sich dies in der Verschiedenheit der Oxydationsprodukte der
beiden isomeren Verbindungen zeigen. Alle Versuche, die
nach dieser Richtung angestellt wurden, belehren uns aber
vom Gegenteil.

Montgolfier hat bereits die Beobachtung gemacht, daB
die beiden durch Reduktion des Kamphers entstehenden Bor-
neole durch Oxydation mit Salpetersiure in denselben Kampher,
aus dem sie hervorgegangen sind, von der urspriinglichen
Drehkraft zuriickverwandelt werden. Spiter sind an Stelle der
Salpetersiiure andere saure Oxydationsmittel, wie Chromsiure
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oder Permanganate in Eisessiglosung mit demselbem Ergebnis
zur Anwendung gekommen (Bertram und Wahlbaum, J. pr.
Chem. 49,10;1894. Semmler, Ber. D. Chem. Ges. 33,3430; 1900).

Es ist dann von Semmler der Einwand erhoben worden,
daB durch diese sauren Oxydationsmittel eine intramolekulare
Umlagerung herbeigefiihrt worden sei.

Daher ist fiir diese Frage die Tatsache von groBter Be-
deutung, daB das Isoborneol auch durch Kaliumpermanganat
in neutraler bzw. schwach alkalischer Ldsung bei gewdhn-
licher Temperatur zu Kampher oxydiert wird. Majewski
(Inaug.-Diss. Leipzig 1898) hat gezeigt, daB man sowohl Bor-
neol als auch Isoborneol in Benzollosung durch. Schiitteln mit
einer wisserigen Kaliumpermanganatlésung in ein und denselben
Kampher iiberfihren kann, dessen Oxim den Schmelzpunkt
117—1175° zeigt. Allerdings muB man hierzu die beiden
Losungen, welche sich nicht mischen, iiber einen Monat durch-
schiitteln, um 40 g Isoborneol zu oxydieren (vgl. das Franz.
Pat. 341513 vom 21. Mérz 1904 der Chem. Fabr. auf Aktien
vorm. J. Scheering & Co.).

Es ist uns nun gelungen, dieses umstéindliche Oxydations-
verfahren dadurch wesentlich zu vereinfachen, daf wir das Iso-
borneol, in Aceton gelost, mit einer wisserigen Permanganat-
16sung oxydierten. Da eine homogene Mischung eintritt, ist
die umsténdliche Operation des Schiittelns nicht erforderlich.
Bei Anwendung von 20 g Isoborneol und 15 g Permanganat
war die Losung nach 5—6 tigigem Stehen bei Zimmertempe-
ratur entfirbt. Den gleichen Verlauf nimmt die Oxydation
des Borneols unter denselben Verhiltnissen. Die Ausbeute
an Kampher ist ebenfalls in beiden Féllen anndhernd die
gleiche.

Demgegeniiber bleibt die Frage zu beantworten: Worauf
ist das in mancher Hinsicht so verschiedenartige chemische
Verhalten der beiden Borneole zuriickzufiihren? Welche Um-
stinde verleihen dem Isoborneol scheinbar den Charakter eines
tertiiren Alkohols?

Die Erkldrung fiir diese zunichst auffallend erscheinende
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Tatsache wird nach meinem Dafiirhalten dadurch gegeben, daB
man das Borneol als eine Exo-, das Iso-Borneol als ein Endo-
Verbindung des Camphans auffafit.

Wie bereits bemerkt, liegen in der dritten Zone des
Kamphers acht Wasserstoffe in zwei parallelen Ebenen. Die
vier Wasserstoffe in Endo-Stellung bilden die Eckpunkte eines
kleineren Vierecks als die iibrigen vier Wasserstoffe in der
Exo-Stellung.

Exo-

Fig. 46.

Die vier bekannten optisch-aktiven Borneole lassen sich
demnach durch folgende réumliche Formelbilder darstellen
(Fig. 47, 48, 49 und 50).

»Eixo-Borneol“ (oder nach der Genfer Nomenklatur ,Exo-
Camphanol“) ist diejenige Verbindung, welche Montgolfier
als ,,Camphol stable“ bezeichnete und ,Endo-Borneol“ (oder
»Endo-Camphanol®) ist das ,Camphol instable von Mont-
golfier bzw. ,Iso-Camphol“ von Haller. Die gleichhedeuten-
den synonymen Bezeichnungen finden sich in folgenden zwei
Reihen zusammengestellt:

R. u. L. Exo-Borneol (Ex.-Camphanol)
» s  Camphol-stable

» » 5 o-Camphol

” o » Bomeol.

R. u. L. Endo-Borneol (En.-Camphanol)
» 3 » Camphol-instable

» »n » B-Camphol (Iso-Camphol)

» 3 » Iso-Borneol.

Die Abspaltung von Wasser, Halogenwasserstoff usw. er-
folgt in der Endo-Stellung weit leichter als in der Exo-Stellung.
Daher verhdlt sich das Endo-Borneol in dieser Beziehung
einem tertiiren Alkohol sehr dhnlich. TUber die Konstitution

(Fig. 47 u. 48).

(Fig. 49 u. 50).
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des hierdurch gebildeten ungesiittigten Kohlenwasserstoffs, des
Camphens, sind von zahlreichen Forschern die verschiedensten

v H
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A B HH\,/C(
aN H/({( Q\}{ \C /CHJ
/ ! i
CHs * N 5: C/H H E ) ; \CH3
N : \H \C I ///
N\ ' /
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CH \“/C H\(E;/’// \CH3
OH “OH
Exo-Borneole.
Fig. 47. Fig. 48.
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CH, -C Ct 3
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Endo-Borneole.
Fig. 49. Fig. 50.

Ansichten geduBert worden, ohne daf sich blslang eine Ent-
scheidung hitte treffen lassen.
Ich gehe daher auf diese Frage hier nicht niher ein.
Der Beweis, daB das Camphol-stable ein Exo-Borneol ist,
liBt sich an der Hand unserer rédumlichen Kampherformel
fihren.
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Bouchardat und Lafont haben zuerst die wichtige Be-
obachtung gemacht, daB franzosisches Terpentingl bei lingerem
Erhitzen mit Benzoésiure den Benzoéester des 1-Borneols
liefert. Heute kennen wir eine ganze Reihe analoger Methoden,
durch welche der Ubergang des Pinens zu Borneol und seinen
Derivaten (Bornylacetat, Bornylformiat, Bornylchlorid usw.) be-
werkstelligt werden kann.

Nach Wagner kommt dem Pinen folgende aus meiner
Kampherformel abgeleitete Konstitution zu:

CH,— CH -— CH,
‘ |
CH,—C—CH,

| |
J / |
|

CH, C==—-CH

th,

Fig. 51.

Es 148t sich nun an den vorstehend beschriebenen
Modellen der Borneole zeigen, daB bei Anlagerung von Wasser,
Benzoésiure, Essigsdure, Halogenwasserstoffsiuren usw. an das
Pinen die hinzutretenden Komponenten sich stets in die Exo-
Stellung begeben miissen, weil das Mesomethylen (m) in dem
viergliedrigen Picean-Ring ebenfalls die Exo-Stellung einnimmt.
Geht man bei diesen Additionsreaktionen vom amerikanischen
Terpentingl aus, so sind die erwahnten Additionsprodukte
ebenso wie der durch Oxydation daraus gewonnene Kampher
nach den vorliegenden Angaben meist optisch-inaktiv. So
haben Armstrong und Tilden (Ber. D. Chem. Ges. 12,
1755; 1879) unter den Reaktionsprodukten der Schwefel-
siure auf Terpentinol inaktives Borneol aufgefunden, welches
bei der Oxydation zum inaktiven Kampfer fiihrte.

Forster und Tilden (Journ. Chem. Soc. 63, 1388; 1893)
zeigten, daB das Additionsprodukt von Pikrinséiure an Terpen-
tin6l beim Verseifen inaktives Borneol liefert.
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Neuerdings wird in den Vereinigten Staaten von Nord-
amerika synthetischer Kampher anscheinend mit Erfolg dar-
gestellt: man erhitzt Terpentinol mit Oxalsiure, wobei das
Oxalat des Borneols entsteht, und gewinnt aus letzterem durch
Oxydation den Kampher. Dieses Borneol, ebenso wie der
daraus dargestellte Kampher sind nach Angabe von Noyes
inaktiv.

Die Additionsprodukte von Salzséiure und Bromwasser-
stoffsiure an amerikanisches Rechts-Pinen sind nach Wallach
und Conradi (Ann. Chem. Pharm. 252, 156) und Pesci (Gaz.
chim. 1888, 223) inaktiv. Auch das Hydrojodid aus d-Pinen
ist nach Aschan (Ber. D. Chem. Ges. 33, 1006; 1900) inaktiv.

Die leichte Inaktivierung des Rechts Pinen beim Ubergang
in die Borneolreihe 1dBt sich erkliren, wenn man annimmt,
daB aus dem Pinen zundchst durch Umlagerung ein Camphen
mit {reien Valenzen in Exo-Stellung entsteht und daB die hin-
zutretenden Addenden dann in gleichem Mafle die rechts- und
linksdrehende gesittigte Verbindung eingehen, so daB das End-
produkt racemisch wird, z. B.

CH,—CH— —CH,
| ' CH, CH CH,
o r HCI CH,—C—CH,
1 I I I
| CH -C CH
|
CH—— (IJ - —CH | CH, !
CH, ‘QS)\ s - Exo-Camphen.
R-Pinen. l )
CH, CH cn, ¥ CH, CH CH,
| 1 |
CHs—(IJ——CH,, ' n . CH,— | —CH,
CHCl — C- CH, CH, C CHC1
| |
CH, CH,
L-Bornylchlorid (Pinen- R-Bornylchlorid (Pinen-
hydrochlorid). hydrochlorid).

Fig. 52.
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Warum das franzosische 1-Pinen beim Ubergang in die
Borneolreihe nicht inaktiviert wird und sich in dieser Be-
ziechung vom amerikanischen r-Pinen verschieden verhilt, dafiir
fehlt uns noch jegliche Erkldrung.

Einfacher als beim bizyklischen Kampfer liegen die stereo-
chemischen Verhiltnisse bei solchen Derivaten desselben, welche
durch Aufspaltung eines der beiden Ringsysteme monozyklisch
geworden sind. :

Das Oxydationsprodukt des Kamphers, die Kamphersiure,
besitzt ebenso wie der Kampher zwei asymmetrische Kohlen-
stoffe. Bei der Oxydation ist das doppelte Ringsystem des
Kamphers an einer Stelle gelost und dadurch zum einfachen
Ringe geworden. Infolgedessen existiert die Kamphersiure
wie solches die van’t Hoff-Baeyersche Theorie voraussieht,
in . vier verschiedenen optisch-isomeren Modifikationen als
d- und l-(cis) Kamphersiure sowie als d- und I-(cis-trans) Iso-
Kamphersiure (siehe Fig. 53, 54 u. 55, 56 auf der Tafel am
Schluf dieser Abhandlung).

Nur die beiden Cis-Formen der Kamphersiure sind, wie
J. E. Marsh zuerst gezeigt hat, befihigt, ein Anhydrid zu
bilden, nicht aber die beiden Cis-trans-Modifikationen. Darin
liegt ein weiterer Beweis dafiir, daB die Valenzrichtungen in
der Cis-trans-Stellung eine Anndherung bis zum Zusammen-
schluf der Atome hier unmoglich machen. Infolgedessen
kennen wir nur zwei und nicht vier Anhydride der Kampher-
siure: denn wie im Kampher so ist auch im Kamphersiure-
anhydrid ein doppeltes Ringsystem vorhanden.

Als das nichst niedere Homologe der Kamphersdure ist
nach Bredt!) die Apokamphersiure anzusehen. Sie besitzt
zwei asymmetrische Kohlenstoffe, doch sind dieselben im Gegen-
satz zur Kamphersiure nicht mit verschiedenen Atomen bzw.

1) Verhandlungen der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und
Arzte 1896, S. 127. Chem. Zeitung 84, 840; 2896. Die hier gegebene
Konstitution der Apokampherséiure wurde ebenso, wie die der Kampher-
sdure, durch die schéne Untersuchung von Gustav Komppa (Ber. D.
Chem. Ges 24, 2472; 1901) auf synthetischem Wege bestitigt.



Studie iiber die riumliche Konfiguration des Kamphers usw. 125

Atomgruppen, sondern beide mit gleichen Elementen verbunden.
Die Apokamphersiure unterscheidet sich dementsprechend von
ihren Homologen, der Kamphersiure und Homokamphersiure
dadurch, daB sie symmetrisch gebaut ist, in bezug auf eine
Ebene, welche durch A—B senkrecht gegen die Ebene des
Papiers lduft.

CH;—CH—COOH

|
Ao | ........ CH,.C.CH- B
|
CH,—CH——COOH
Apokamphersiure.
CH,—CH——COOH (JH —CH——CH,—COOH
|
A ‘CH,,CCH,,B At CHy CCH ........................................... B
| |
CH,—C——COOH CH2—6——— COOH
|
CH, CH,
Kamphersiure. Homokamphers#ure.
Fig. 57.

Wie die Kamphersiure, so tritt auch die Apokampher-
sdure in zwei sterisch verschiedenen Modifikationen, in einer
Cis- und einer Cis-trans-Form, auf (siehe Fig. 58 u. 59 auf der
Tafel am SchluB dieser Abhandlung).

Auch hier ist nur die Cis-Form zur Anhydridbildung be-
fahigt. Die Cis-Apokamphersiure entspricht der inaktiven
Weinsiiure (Mesoweinséiure). Sie muB sich durch das Fehlen
der optischen Aktivitit von den Cis-Kamphersiuren und den
Cis-Homokampherséuren unterscheiden (¥ig. 60).

Dies wurde bestitigt durch die Untersuchungen von
Bredt!), welcher in Gemeinschaft mit Jagelki zeigte, daB
eine zehnprozentige alkoholische Losung der Cis-Apokampher-
siure die Ebene des polarisierten Lichtes nicht ablenkt, ebenso
wie der neutrale Apokamphersiureithylester keine Drehung
aufweist.

Der Grundkohlenwasserstoff der Kampherreihe ist das

1) L e
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Camphan (Dihydrocamphen). Demselben kommt nach Bredt
und von Rosenberg?!) die folgende Konstitution zu (siehe
Fig. 61 auf der Tafel am SchluB dieser Abhandlung):

Das Camphan ist ebenso wie die Cis-Apokamphersiure
symmetrisch gebaut und demzufolge nach den iibereinstimmen-

COOH
H—C—OH
| »
H—-C—OH

|
COOH

Inaktive Weinsilure.

COOH = H
[ T B N~y g
CH—C- H COH
' | 0 i
CH,.C.CH, RO
| * i
R R A BN
COOH Sl
CO,H
Inaktive Apokamphersiiure.
Fig. 60.

den Beobachtungen von Kachler und Spitzer, Bredt und
v. Rosenberg, sowie Aschan optisch-inaktiv. Stellt man
die Modelle des Kamphers und Camphans einerseits, sowie der
Kamphersiure und Cis-Apokamphersiure andererseits einander
gegeniiber,

1) Fr. Heusler, Die Terpene (1896) S. 41 (Separatabdruck aus
Fehling, Neues Handworterbuch der Chemie), vgl. auch: Kachler
und Spitzer: Ber. D. Chem. Ges. 18, 615, 2236; 1880. Baeyer, ib. 26,
826; 1893. Aschan, Ann. Chem. Pharm. 816, 234; 1901.
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CH, CH CH, CH, CH CH,
| |
CH,—C—CH, ! CH,—C—CH;,
| | g
CH, C Cco CH, C CH,
| .o
. CH, CH,
Kampher (opt.-aktiv). Camphan (opt.-inaktiv).
CH, CH——COOH CH,——CH-——COOH
I |
cH,—C—CH, ' CH,—C—CH,
H,—— C——COOH CH,— —CH---—COOH
CH, Cis-Apokamphersiiure (opt.-
Kamphersiiure {opt.-aktiv). inaktiv).
Fig. 62.

so erkennt man, daB in beiden Fillen mit der optischen
Aktivitit auch die Asymmetrie im Aufbau der Molekiile ver-
schwunden ist.

Andererseits erkennt man, daB die Symmetrieebene des
Camphans senkrecht steht zur Symmetrieebene der Cis-Apo-
kamphersiure. Damit haben die obigen Konstitutionsformeln
auf stereochemischer Grundlage nach zweierlei Richtungen hin
ihre -Bestitigung gefunden.

Berichtigung.
S. 91 Z. 6 und Z. 20 v. o. lies Natrium statt Kalium.



Uber Bandenspektra.

Von

Avc. HagenBAcH, Aachen.
(Mit 1 Figur im Text und Figuren auf 1 Tafel.)

Einleitung.

Heutzutage herrscht wohl kein Zweifel mehr dariiber, da8
die Spektren der Elemente charakteristisch sind, d. h. daB jedes
chemische Element ein oder auch mehrere Spektren besitzt,
die nur von dem betreffenden Element erzeugt werden konnen,
so daB kein Spektrum, ja sogar keine einzige Linie gleichzeitig
zwei oder mehreren Elementen angehort. Das Auftreten eines
bestimmten Emissionsspektrums ist somit ein Beweis fiir das
Vorhandensein des betreffenden Stoffes in der Lichtquelle.
Wir wissen z. B, daB, wenn eine Lichtquelle mit dem Spek-
troskop betrachtet die beiden D-Linien zeigt, in der Lichtquelle
Natriumdampf leuchtet. )

Ferner kann man mit Sicherheit aussagen, daB viele Ele-
mente nicht nur ein, sondern zwei oder mehrere vollkommen
verschiedene Spektren besitzen, je nach den Bedingungen, unter
denen wir den Dampf zum Leuchten bringen.

Ebenso wie die Elemente haben auch eine Reihe von
chemischen Verbindungen definierte Spektren; ein solches , Ver-
bindungsspektrum® ist ebenfalls ein Beweis fiir das Vorhanden-
sein des betreffenden Molekiils.

Dem Aussehen oder besser dem Bau nach kann man die
Spektren in zwei Kategorien teilen, nidmlich in die Linien-
und Bandenspektren.
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Quecksilber z. B. besitzt drei Spektren, zwei Linien und
ein Bandenspektrum, die alle drei in einer GeiBlerrohre erzeugt
werden konnen, je nachdem groBe, kleine oder gar keine Ka-
pazitit dem sekundiiren Stromkreis parallel geschaltet wird.

Wenn man auch die duBeren Bedingungen kennt, wie das
eine oder das andere Spektrum zu erzeugen ist, so wei man
damit noch nichts iiber die eigentlichen Emissionszentren.

Seit der Griindung der Elektronentheorie ist die Frage
nach der Ursache des Leuchtens viel aktueller geworden.
Zeeman ist es gelungen, die Lichtschwingungen durch ein
Magnetfeld zu beeinflussen und deshalb ist man nun auch ge-
neigt, in den Elektronen die Individuen zu sehen, welche die
Schwingungen ausfithren, die wir als Spektrallinien erkennen.
Von den verschiedenen Ansichten, die von Spektroskopikern
ausgesprochen sind, will ich nur einiges erwihnen. Runge
geht von dem Zeemaneffekt aus und nimmt an, daB diejenigen
Linien, welche von dem Magnetfelde beeinfluBt werden, von
den negativen Elektronen herstammen. Eine Stiitze liegt darin,

daB die bekannte Grofe "% (m Masse, ¢ Ladung eines Elektrons)

der GriBenordnung nach denselben Wert besitzt, wie der aus
den Kathodenstrahlen bestimmte. Diejenigen Spektren, welche
den Zeemaneffekt nicht zeigen, sollen von den positiv ge-
ladenen Molekiilen herstammen. Hiergegen sind verschiedene
Einwiinde gemacht worden. Ein Element nédmlich gibt in den
meisten Féllen entweder ein Banden- oder ein Linienspektrum,
nicht aber gleichzeitig beide; jedenfalls konnen die Versuchs-
bedingungen so gewihlt werden, alsdann miifte in einem Fall
das negative Elektron oder der positive Kern die zugefiihrte
Energie aufspeichern, ohne dieselbe nach auen durch Strahlung
abzugeben. Ich moche noch auf eine andere Schwierigkeit
aufmerksam machen. Die Spektren, welche den Zeemaneffekt
zeigen, sind die Linienspektren und ganz speziell die Serien,
wihrend die Banden durch das Magnetfeld nicht beeinfluft
werden. Die Serien nun, die dieser Ansicht nach von den

Elektronen herriihren, zeigen aber Beziehungen zu den Atom-
Wllner-Festschrift. 9
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gewichten der Elemente. Die Abstéinde der Linien der Dublets
bei den Alkalien und der Triplets bei den Erdalkalien sind ja
geradezu ein MaB fiir die Atomgewichte der betreffenden Ele-
mente. Die negativen Partikel, die iiberall gleich groB sein
sollen und rund etwa den tausendsten Teil der Masse des
Atomes ausmachen, konnen doch nicht eine Schwingungsdauer
haben, die abhingig ist von der Masse des positiven Atomes.

Man kann schlieBlich auch diesen Einwand noch umgehen,
indem man die Masse {iberhaupt als scheinbare bezeichnet, und
die Masse der Atome durch die Bewegungen eines Elektronen-
komplexes als scheinbare auffaBt. Thomson?) sucht sich
von der Struktur der Atome ganz bestimmte Vorstellungen zu
machen. Er nimmt an, daB um ein positives Elektron eine
Anzahl von negativen Elektronen alle auf Kreisen in einer
Meridianebene um das Zentrum der Kugel herum liegen. Ist
die Ladung der positiven Kugel und der negativen Elektronen
gleich, so entspricht der ganze Komplex einem neutralen Atom.
Sind zuviel oder zu wenig negative Elektronen herumgelagert,
so hat man ein positives oder negatives Ion. Diese Ansicht
nimmt auch Nutting?) an und érklart die priméren und sekun-
daren Spektren (Hittorf-Pliickersche Bezeichnung) aus den
moglichen Schwingungen der Ringsysteme beziehungsweise der
losgerissenen Elektronen. Hemsalech zieht zur Erklirung der
verschiedenen Spektren des Stickstoffes die ZusammenstiBe der
Elektronen und Ionen heran. Auch Deslandres®) beteiligt
sich an diesen Spekulationen. Um den Unterschied zwischen
Banden und Linien zu erkldren, stellt er sich vor, daB bei

1) J. J. Thomson, Uber die Struktur der Atome: eine Unter-
suchung der Stabilitit und der Schwingungsperioden einer Anzahl Kor-
puskeln, die in gleichen Abstinden auf dem Umfange eines Kreises an-
geordnet sind, mit Anwendung der Resultate auf die Atomstruktur.
Phil. mag. (6) 7, 237; 1904 und Beibl. 28, 1270; 1904.

2) P. G. Nutting, On secondary spectra and the conditions under
which they may be produced. Bull. Bureau of Standards. 1, 833; 1904.

3) H. Deslandres, Hauptmerkmale der Linien- und Bandenspektra.
Betrachtungen ilber den Ursprung beider Spektren. Compt. rend. 137,
1013, 1903; und Beibl. 28, 660, 1904. :
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der Bewegung der Elektronen drei Effekte eintreten konnen.
Erstens kann ein Elektron gegen ein Molekiil stoBen, wo durch
die allgemeinste Bewegung ein Bandenspektrum entstehen soll.
Zweitens soll die Zerlegung eines Molekiils in Atome oder
andere Teile die einfacheren Banden erzeugen und drittens soll
die Vereinigung von Elektron mit Atom die Emission der
Linienspektren verursachen. J. Stark’) unterzieht die Spektren
des Quecksilbers der Kritik. Er steht auf dem Standpunkte, daf
die Linienspektren den positiven Atomionen zuzuschreiben seien.
Das eine davon soll dem einwertigen, das andere dem zwei-
wertigen Atomion zukommen. Das Bandenspektrum kommt
nach ihm durch Wiederanlagerung eines negativen Elektrons an
ein positives Ion zustande. ,Sind bei den Ionen eines Elementes
mehrere Wertigkeits- oder Dissoziationsstufen vorhanden, so
werden dem Elemente auch mehrere Bandenspektren verschie-
dener Struktur eigen sein, von denen je eines zur Emission
kommt bei der Riickbildung einer hohern zur niedern Disso-
ziationsstufe . ... Jedes Element, welches mehrere Valenz-
stufen besitzt, kann entsprechend viele strukturell verschiedene
Linienspektren besitzen.“

Es konnten noch mancherlei diesbeziigliche Bemerkungen
und Ansichten herangezogen werden, es wird aber geniigen,
um zu zeigen, daB man von allen Seiten bemiiht ist, durch
bestimmte Vorstellungen sich ein Bild zu machen von dem
Entstehen der Spektren. FaBt man aber alle diese Aussagen
zusammen, so muB man gestehen, daB man trotz der Elek-
tronentheorie mit all diesen Spekulationen noch nichts erreicht
hat. Es ist ja zu hoffen, daB man auf theoretischem Wege
dazu gelangt, den komplizierten Bau der Spektren durch mathe-
matische Formeln darzustellen, die nur mit Zuhilfenahme ge-
wisser Vorstellungen iiber die Kriifte zwischen den Elektronen
aufgestellt sind, aber bis dahin wird es zweckmiBig sein, durch
experimentelle Untersuchungen der Konstitution der Spektren
und deren Beeinflussung durch #uBere Kriifte nachzugehen.

1) J. Stark, Uber zwei Linienspektra des Quecksilbers. Drude's

Ann. 16, 490; 1905.
9%
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Die Struktur der Bandenspektra.

Obschon von direktem Augenschein die Struktur der
Banden als gesetzmiBig auffallt, wihrend die Linienspektren
auf den ersten Blick als ein wirres Durcheinander von Linien
erscheinen, so ist es doch zuerst gelungen, fiir eine Reihe von
Linienspektren den Bau gewisser Gruppen durch eine mathe-
matische Formel darzustellen. Solche Gruppen haben ja be-
kanntlich den Namen Serien erhalten.

Bei den Banden kann man natiirlich nur da von einer
Struktur sprechen, wo dieselben in einzelne Linien aufgeldst
sind. Ist das nicht der Fall, so nennt man die Banden diffus.
Offenbar ist die Annahme nicht richtig, daB jede Bande bei
geniigender Dispersion auflosbar ist. Man denke sich bloB
den Fall, die tatsichliche Breite der Linien sei groBer wie der
Abstand der Linien der Bande, dann kann man die Dispersion
beliebig steigern, man wird stets einen kontinuierlichen Grund
erhalten. Solche diffuse Banden existieren sicherlich, sie bieten
aber einstweilen wenig Interesse.

Der erste, der fiir den Bau der Banden brauchbare Gesetz-
miBigkeiten aufstellte, war Deslandres. Seine Gesetze be-
ziehen sich teils auf die Kanten der Bande, d. h. auf die An-
finge von Serien, teils auf die Serien.!) Nach einer Reihe von
Untersuchungen, die von Schiilern von Prof. Kayser in Bonn
ausgefithrt sind?), ist wohl mit Sicherheit zu behaupten, daB

1) Ich verweise hier auf die Darstellung in Kaysers Handbuch
der Spektroskopie, Band 2, S. 475 ff. und die Originalabhandlungen von
Deslandres, Compt. rend. 100, 1256; 1885. 103, 875; 1886 und 104,
172; 18817.

2) P. Hermesdorf, Uber Messungen im Stickstoffspektrum. In-
auguraldissertation. Bonn 1902. Georgi, Universititsdruckerei.

J. Loos, Uber Wellenlingen und GesetzmiBigkeiten in den Haupt-
banden des sogenannten Kohlenoxydbandenspektrums. Inauguraldisser-
tation. Bonn 1903. Georgi, Universitétsdruckerei.

J. Lauwartz, Uber Messungen und GesetzmiBigkeiten im Banden-
spektrum der Tonerde. Inauguraldissertation. Bonn 1903. Georgi,
Universititsdruckerei.
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die Gesetze alle nur anniherungsweise giiltig sind, und nur
iber ein Stiick der Banden angewandt werden konnen. Es
muB aber betont werden, daB sie von auBerordentlicher Be-
deutung sind, weil es nur mittels dieser Regeln gelingt, die
zu einer Serie zusammengehorigen Linien zu erkennen.

Von der Kante einer Bande geht mindestens eine Serie aus.
Nach Deslandres bilden die Schwingungszahlen (reziproken
Wellenliingen) eine arithmetische Reihe. Kayser und Runge
hatten in der Cyanbande 3884 nachgewiesen, daB die Abstéinde
der Linien einer solchen Serie nicht immer zunehmen, sondern
in einem bestimmten Abstande von der Kante konstant werden
und dann sogar abnmehmen, was dem Deslandresschen Gesetz

widerspricht. Wesentlich spiter hat dann Thiele?) eine ganz’

andere Auffassung von den Banden verdffentlicht. Nach ihm
liuft eine Bande nicht ins Unendliche, sondern die von einer
Kante ausgehende Serie konvergiert wieder in einer andern
Kante. King?) hat zuerst diese sogenannten ,Schwinze“ der
Bande 3884 entdeckt. Unter Anwendung sehr groBer Dis-
persion ist es Jungbluth (L c.) gelungen, die Zusammen-
gehorigkeit der Kanten der Kopfe mit den Kanten der Schwiinze
festzustellen. Er konnte die Serien fast von Anfang bis Ende
verfolgen und fand, daB die erste Kante des Kopfes mit der

0. H. Hindrichs, {ber Messungen und GesetzmiBigkeiten in dem
vierten Kohlebande. Inauguraldissertation. Bonn 1904. E. Eisele.

P. Meyerheim, Uber das Bandenspektrum des Wasserdampfes.
Inauguraldissertation. Bonn 1904. S. Foppen.

W. Lanzrath, Uber das Bandenspektrum des Kupfers in der
Knallgasflamme. Inauguraldissertation. Bonn 1904.

Fr. Jungbluth, GesetzmiBigkeiten in dem Bau der dritten Cyan-
bande. Inauguraldissertation. Bonn 1904; und Astrophys. Journ. 20,
237; 1904.

B. Kiibitz, Uber Absorptionsbanden der Chlorsiuren. Inaugural-
dissertation. Bonn 1904. P. Hauptmann.

1) J. N. Thiele, On the law of spectral series. Astrophys. Journ. 6,

65; 1895; und Resolution into series of the third band of the carbon-
bands spectrum. Astrophys. Journ. 8, 1; 1898.

2) A. 8. King, Some new pecularities in the structure of the:

cyanogenbands. Astrophys. Journ. 14, 323; 1901.
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letzten des Schwanzes zusammenhingt. AuBer der Bande 3884
ist noch keine in dieser Hinsicht genauer durchstudiert.

Da damit aber festgestellt ist, da8 die Banden in einem
endlichen Stiick des Spektrums verlaufen, und eine solche voll-
kommene Bande eine gewisse Symmetrie aufweist, so scheint
es nicht mehr so auffallend, daB wir bei den verschiedenen
Elementen und Verbindungen bald Banden finden, die nach
Rot, bald solche, die nach Violett hin verlaufen. Wir kdonnen
die Vermutung aussprechen, daB wir es bald mit den Kopfen,
bald mit den Schwinzen zu tun haben. Bei der Bande 3884
ist zwar die Intensitit der Kopfe sehr viel groBer, aber in
andern Fillen kann dies ja umgekehrt liegen und dann wiirden
“wir unter gewdhnlichen Umstinden nur die Schwinze finden.
Dies hat durchaus nichts Unwahrscheinliches an sich, da, wie
wir im niichsten Abschnitt sehen werden, die Intensititen
variiert werden konnen.

Einwirkung des Druckes auf die Banden.

Es ist schon erwihnt worden, daB die Banden sich im
Magnetfelde anders verhalten wie die Linien. Auch in einem
andern Punkt nehmen die Banden eine Sonderstellung ein,
nimlich beim Druck. Humphreys und Mohler?) haben ge-
zeigt, daB, wenn man den Bogen unter Druck brennt, viele
Linien verschoben werden. Die Betrige der Verschiebungen
sind zwar klein, aber trotzdem konnten gewisse GesetzmiBig-
keiten gefunden werden. Die Banden aber behalten ihre Lage
bei Druckinderungen unveréndert bei.

Da ich noch in Bonn eine Reihe von Aufnahmen mit
Bogen unter Druck ausgefiihrt habe, jetzt aber nicht Gelegen-
heit habe, die angefangene Untersuchung weiterzufiihren, so
mochte ich mir hier erlauben, iiber die vorldufigen Resultate
kurz zu berichten. Ich fiihle mich hauptsichlich durch eine

1) W. J. Humphreys und J. F. Mohler, Effect of pressure on
the wave-length of lines in the arc spectra of certain elements. Astro-
phys. Journ. 3, 114; 1896.
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kiirzlich von Deslandres verdffentlichte Arbeit veranlaBt, zu
der ich einiges Erginzendes sagen kann.

Um den elektrischen Lichtbogen unter Druck zu brennen,
wurde folgende Einrichtung getroffen: In einem eisernen
Kasten 4 (s. Fig. 1)
waren verschiedene
Ansitze und Off-
nungen angebracht,
die zum Einfiihren

der Elektroden und
zum Beobachten usw.
dienten. B war ein
etwa 10 em langer
Hohlzylinder, in dem D
ein gut eingeschlif-
fener Stahlzylinder C
als Triger der einen
Elektrode E ver-
schiebbar eingesetzt
war. Unten war C
mit einer groBen
Schraubenmutter M
verbunden  und
konnte durch Schraun-
ben so weit gehoben
werden, daB die Elek-
troden sich beriihr-
ten. So war es mog-
lich, den unter Druck
héufig erléschenden Fig. 1.
Bogen wiederin Gang
zu bringen. D war ein aufgeschraubter Deckel, der mit einem
Lederring eine Quarzplatte anprefte, die auch das ultraviolette
Licht austreten lieB. Auf der gegeniiberliegenden Stelle befand
sich auch eine kleine leicht abzudichtende Offnung F, durch
welche man die mit Metallen oder Metallsalzen beschlagene Quarz-

c | B
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platte wieder reinigen konnte. Die beiden Ansitze G und
H dienten einerseits zur Anbringung eines Manometers und
andererseits zur Verbindung mit einer Kohlensiurebombe,
die den Druck lieferte. Die zweite Elektrode befand sich
in einem verstellbaren Arm, der mit der Messingplatte ver-
Iotet war. Die Platte war nach oben und unten durch
zwei Fiberringe L isoliert und mit einem Metallring N auf
den Deckel M mittels 8 kriftiger Schrauben gepreft. Der
Deckel war mit einem Gewinde mit dem Kasten fest ver-
schraubt. Die verschiedenen Dichtungen hielten alle bis
20 Atmosphéren dicht, nur an der Gleitstelle der verschieb-
baren Elektrode zischte die Kohlensiure etwas heraus, doch
konnte man von der Bombe durch passende Hahnstellung stets
so viel zustromen lassen, daB wihrend der Zeit der Exposition
der Druck auf eine halbe Atmosphire konstant blieb.

Im allgemeinen brennt der Bogen unter Druck sehr schlecht.
Bei einer Spannung von 76 Volt kann man die Elektroden
selten iiber ein bis zwei Millimeter entfernen, ohne daB der
Bogen erlischt.

Die Aufnahmen sind in gewohnter Weise mit einem groBen
Rowlandschen Konkavgitter von 6,6 m Kriimmungradius auf-
genommen. Die Aufstellung des Gitters ist die Rowlandsche.
Zu Vergleichszwecken wurde stets auf dieselbe photographische
Platte das Spektrum des Bogens unter Druck und ohne Druck
(bald in Luft, bald in Kohlensiureatmosphire) untereinander
photographiert. Als Elektroden dienten Kohlen bald rein, bald
mit Salzen bestrichen.

Uber den EinfluB des Druckes auf Bandenspektren ist noch
sehr wenig bekannt. Aufgefallen war den Spektroskopikern
die Tatsache, daB die Cyanbande 3884 bei geringem Druck,
also in GreiBlerrGhren erzeugt, zwischen der ersten und zweiten
Kante ein auffilliges Minimum zeigt. Soviel ich weil, war
dies Minimum auch von Deslandres in Sternspektren be-
obachtet.

Auf gewisse Unterschiede in den Stickstoffbanden, je nach-
dem dieselben unter Atmosphérendruck oder in VakuumrShren
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erreugt sind, haben wir') zuerst aufmerksam gemacht. Vor
allem ist auffillig, daB der Intensititsabfall in den Banden in
den beiden Fillen ein anderer ist, und auBerdem verhalten
sich die verschiedenen Serien der Banden unter Druck anders
wie im Vakuum.

Deslandres®) bestitigt nun die Tatsache und verfolgt
die Anderungen genauer, was ihm dadurch mdglich wird, da8
er groBe Dispersion anwendet.

Die von ihm untersuchte Stickstoffbande 3914 hat in der
Struktur groBe Ahnlichkeit mit der Cyanbande 3884 und nun
stellt sich heraus, daB auch die Anderungen, welche der Druck
hervorbringt, in beiden Fillen identisch sind. Diese Beobach-
tungen beziehen sich alle auf Unterschiede zwischen Atmo-
sphirendruck und wenigen Millimetern.

Meine Aufnahmen enthalten die Kohle- und die Cyanbanden.
Da der Bogen in Kohlensiure brannte, so treten die Cyan-
banden an Intensitét gegen die Kohlebanden zuriick, oder noch
richtiger ist die Behauptung, daB die Kohlebanden iiberhaupt
intensiver werden, ohne daB die Cyanbanden viel an Intensitit
verlieren. Eine Ausnahme macht allerdings die erste Cyan-
bande, welche ganz verschwindet, wenn man den Stickstoff ganz
ausschlieft.®)

Eine Verschiebung der Kanten oder der Serienlinien habe
auch ich nirgends beobachtet.

BeeinfluBt hingegen wird die Intensitit und die Schirfe
der Banden. Beide Gruppen von Banden, die der Kohle und
des Cyans, werden unter Druck unscharf; hingegen wird die
Unschéirfe bei den Kohlebanden bedeutender. Moglicherweise
spielt hier auch die Gegenwart von Kohlensiure eine Rolle.

Was nun die Intensitit innerhalb der Banden betrifft, so

1) A. Hagenbach und H. Konen, Uber das Bandenspektrum des
Stickstoffs bei Atmosphirendruck. Phys. Zeitschr. 4, 227; 1903.

2) Deslandres, Groupe des bandes negativ de l'air avec une
forte dispersion variation du spectre avec la pression. Compt. rend. 139,
1174; 1905.

3) O. H. Hindrichs, L c.
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ist zuniichst auffallend, daB in der Bande 5165 die eine Serie
bis zu Beginn der niéichsten Bande 4737 kaum eine Abnahme
der Intensitiit zeigt. Die Kante nimmt gegeniiber Atmosphiren-
druck an Intensitit nicht zu. Ich mdchte nach meinen Auf-
nahmen sogar sagen, daB diese eine Serie ihre grofite Intensitit
gar nicht mehr in der Kante hat, sondern etwa 100 AE tiefer.
Die anderen Serien hingegen scheinen unter Druck ebenso
rasch abzuklingen wie sonst. Auch in der Bande 4737 kommen
Unterschiede vor, hingegen habe ich zu wenig Material, um
die Sache quantitativ verfolgen zu konnen. Ich mdochte nur
ganz allgemein bemerken, daB auch bei hoheren Drucken
(15—20 Atm.) shnliche Unterschiede eintreten, wie Deslandres
und wir dieselben bei niederen Drucken bemerkt haben.

Auf der Tafel befindet sich ein Stiick einer solchen Auf-
nahme des Bogens unter Druck. Der zweite Streifen ist die
Fortsetzung des ersten. Man sieht den Kopf der Bande 5165
und erkennt leicht die eine starke Serie, die bis zur Kante der
niichsten Kohlebande 4737 kaum an Intensitét abgenommen hat.
Vor der Kante 5165 befindet sich das Magnesiumtriplet 5184,
5173, 5168 stark verbreitert und selbst umgekehrt unter Druck,
wihrend darunter unter Atmosphirendruck dieselben Linien
diese Erscheinung nicht zeigen. Der Druck betrug bei der Auf-
nahme 16 Atm. Die Dispersion betrigt rund 2 A. E. pro mm.

Der Bau der Banden ist im allgemeinen ein sehr ver-
wickelter und das Aufsuchen der zusammengehorigen Linien
ist eine auBerordentlich miihsame Arbeit. Hoffentlich wird
sich der Druckeinflu ganz allgemein bei den Banden zeigen,
dann hiitte man ein gutes Hilfsmittel einzelne Serien leicht
herauszufinden und ferner werden voraussichtlich manche Teile
von Banden durch Intensititsverschiebung zuginglich, die man
unter normalem Druck nicht photographieren kann. Hier ist
ein reiches Feld fiir experimentelle Arbeiten.

Vorkommen der Bandenspektren.

Will man ein Element auf sein Spektrum hin unter-
suchen, so muB man dasselbe in Dampfform zum Leuchten
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bringen. Bei festen Substanzen hat man hauptsichlich drei
Methoden. Erstens dient als intensivste Lichtquelle der elek-
trische Lichtbogen, wobei man als Elektroden Kohlen, auf die
man ein Salz oder das Element selbst bringt, oder Metalle
(zur Untersuchung derselben) verwendet. Zweitens kann man
den Funken zwischen denselben Elektroden tibergehen lassen
und erhéilt dann das Funkenspektrum. Drittens liefert die
Substanz, in eine nicht leuchtende Flamme gebracht, das
Flammenspektrum. Bei Gasen muf man GeiBlersche Rohren
anwenden.

Frigt man nun, bei welchen Methoden Banden auftreten,
so kann man sagen, daB bei allen genannten Methoden unter
Umstéinden solche erscheinen, am seltensten allerdings im
Funken, am héufigsten in der Flamme. Sehr viel schwieriger
ist aber die Frage zu beantworten, welche Banden Elementen
und welche chemischen Verbindungen angehéren. Verbindungs-
spektren bestehen, soviel wir bis jetzt wissen, stets aus Banden.
Verwenden wir Salze zur Erzeugung, so erhalten wir durch
die hohe Temperatur, durch chemische und elektrische Ein-
flisse Zersetzungen. Haufig aber werden auch Umsetzungen
besonders bei Gegenwart von Sauerstoff eintreten. Manche
Banden werden aus diesem Grunde den Oxyden zugesprochen.
Auf diesem Gebiete herrschen aber noch mehr Vermutungen
wie Beweise.

Da wir (Konen und ich) fiir die Zusammenstellung des
Spektralatlasses!)unter moglichst denselben Versuchsbedingungen
von fast allen chemischen Elementen die verschiedenen Spektren
aufgenommen haben, so sei es mir gestattet, eine kurze Zu-
sammenstellung der Elemente zu geben, welche nach einer der
genannten Methoden Banden zeigen.

Die iibrige Literatur ist nur so weit beriicksichtigt, als es
zur Erginzung notwendig erschien.

Ich unterscheide nicht, ob die Banden diffus oder in

1) A. Hagenbach und H. Konen, Atlas der Emissionsspektren
der meisten Elemente. Gustav Fischer, Jena 1905.
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Linien aufgeldst sind, schon aus dem Grunde, weil unsere mit
relativ kleiner Dispersion aufgenommenen Photographien hiufig
den Entscheid nicht zulassen, ob die nicht aufgelosten Banden
wirklich oder nur wegen zu geringer Dispersion diffus er-
scheinen. ’

Von den Alkalien zeigen Natrium, Kalium und Rubidium
diffuse Banden in der Leuchtgas-Sauerstoffflamme; im Bogen
und Funken sind gewdhnlich nur Linien. Es ist nicht mit
Bestimmtheit zu sagen, ob dieselben den Oxyden oder den
Elementen zuzuschreiben sind.

Besonders stark erscheinen Banden bei den Erdalkalien.
Bei Verwendung der Chloride erhielten wir Banden im Bogen,
in der Flamme und mit Ausnahme von Ba auch im Funken
mit Kapazitit. W&hlt man andere Salze, so treten hiufig
teilweise andere Banden auf. E. Wiedemann!) hat die
Oxyde, Chloride, Bromide, Jodide und Fluoride der Erdalkalien
in der Flamme qualitativ studiert und gefunden, daB jedesmal
andere Banden aufleuchten. Wir haben in unserm Atlas nur
ein Beispiel dafiir gegeben, indem wir Baryumchlorid und
-hydroxyd in die Flamme gebracht haben. Bei letzterem treten
Banden auf, die in der mit Chlorid gemachten Aufnahme
fehlen; offenbar aber zeigen diese eine andere Struktur als die
entsprechenden Banden des CaO und SrO, gehdren also viel-
leicht dem Ba selbst an. Zu erwihnen wire hier auch noch,
daB King?) durch Erhitzen im elektrischen Ofen von den drei
Erdalkalien eine Reihe von Banden im Ultraviolett entdeckt
hat, die, da auch in diesem Falle Luft zugegen war, dem Oxyd
zugeschrieben wurden.

Von der Gruppe Magnesium, Zink, Cadmium und Queck-
silber geben die beiden ersten in der Flamme einen konti-
nuierlichen Grund, der als diffuse Banden aufzufassen ist.
Magnesium besitzt im Bogen, besonders wenn er intermittierend

1) E. Wiedemann, Uber Verbindungsspektren. Boltzmann-Fest-
schrift S. 816, 1904.

2) A. 8. King, Uber Emissionsspektren von Metallen im elektri-
schen Ofen. Drude's Ann. 16, 360; 1905.
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brennt, eine Gruppe von Oxydbanden, die in Linien auflosbar
sind. Cd gibt nach Hartley auch Banden. Interessant ist Hg.
Im Vakuumrohr, wenn keine Kapazitit eingeschaltet ist, liefert
"Hg ein linienreiches Bandenspektrum. Unter Uwmstéinden tritt
es auch in der Vakuumbogenlampe auf. Hier hat man es mit
Sicherheit mit einem Spektrum eines Elementes zu tun.?)
Lingst bekannt sind auch die Bandenspektren der Halogenide
des Hg. Bor besitzt zwei Bandenspektren, ein diffuses in der
Flamme, im Funken und auch im Bogen in gewissen Teilen
(darauf komme ich im SchluBabschnitt noch zuriick), und ein
auflosbares im Kern des Bogens.

Aluminium hat ein aus zahlreichen Gruppen bestehendes
Bandenspektrum, das der Tonerde oder dem Al selbst ange-
hort.?) Lauwartz (L c.) hat es auf die Struktur hin genauer
untersucht. Bei Indium fanden wir keine Bande, wihrend
Thallium durch eine diffuse Bande in der Flamme nachweis-
bar ist.

Zink und Blei lassen sich in der Flamme durch charak-
teristische Banden erkennen, ebenso Wismut. Vermutlich sind
es Verbindungsspektra.

Arsen, Antimon, Silicium und Niob haben im Bogen nur
Linien. Die eine Bande im Funkenspektrum des Zirkons ge-
hort vielleicht einem andern Element an.

Sehr stark und charakteristisch -sind die Banden von
Yttrium, Ytterbium und Lanthan im Bogen. Um diese Sub-
stanzen nachzuweisen, diirften die Banden ein wesentlich ein-
facheres Mittel sein, wie die Linienspektren, die aus zahllosen,
meist schwachen Linien zusammengesetzt sind.

Von der ganzen Gruppe Cer, Praseodym, Neodym, Sama-
rium, Gadolinium, Holmium und Erbium ist nur bei Ho eine
Bande entdeckt worden und diese ist als zweifelhaft zu be-
zeichnen. Wolfram und Thor besitzen viele intensive Banden,

1) Vgl. Literatur bei J. Starck, L c.
2) A. Wiillner, Festschrift, Bonn 1868. u. B. Hasselberg, Zur
Spektroskopie der Verbindungen: Spektrum der Tonerde. Stockholm 1892.
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letzteres sogar im Funken. Uran ist nicht geniigend bekannt;
die Linien sind so zahlreich, daB man es mit groBer Dispersion
untersuchen miiBte.

Molybdén, Titan, Vanadium und Chrom haben Banden im
Bogen, von Mangan, Eisen, Nickel und Kobalt die beiden
ersten im Bogen und Flamme, die beiden letzten nur in der
Flamme. Die Platinmetalle weisen nur Linien auf.

In den Flammenspektren von Kupfer und Silber hat
Hartley?!) zahlreiche Banden photographiert. King (1. c.) hat
im Elektrischen Ofen bei Cu noch neue Banden aufgefunden.
Lanzrath (1. ¢) hat einzelne Banden genauer ausgemessen.
Mit Ausnahme von Wasserstoff, Helium und Argon gaben alle
in GeiBlerrohren untersuchten Gase Banden, nimlich Stickstoff,
Phosphor, Sauerstoff, Selen, Sehwefel, Tellur?, Chlor, Brom
und Jod, und zwar meistens, wenn keine Leidener Flasche dem
Stromkreis parallel geschaltet wird.

Kohle liefert im Bogen die bekannten Kohle- und Cyan-
banden. Ferner sind noch verschiedene Verbindungsspektren,
das sogenannte Swan- und das Kohlenoxydspektrum bekannt,
wovon das erstere im Brenner bei Gegenwart von Kohlen-
wasserstoffen entsteht, das letztere im GeiBlerrohr erhalten
werden kann.

Man ersieht aus dieser Zusammenstellung, daB die Mehr-
zahl der Elemente bzw. deren Oxyde und andere Verbindungen
Bandenspektren erzeugen konnen. Stellte man aber die Liste
der genauer untersuchten Banden zusammen, so wiirde man
recht bald zu Ende sein. Das Studium der Struktur ist nur
moglich bei groBer Dispersion und héufig vereitelt die geringe
Lichtstirke der Apparate die Untersuchung. Uber Beziehungen
der Banden zu andern physikalischen GroBen ist so gut wie
noch nichts bekannt, es bedarf weiterer systematischen Arbeiten.

1) W. N. Hartley und H. Ramage, Bandenspektra von Metallen
in Flammen. Dubl. Trans. (2) 7, 338; 1902. Bei Anwendung einer Sauer-
stoff-Wasserstofflamme zeigen die meisten Elemente Bandenspektra.

Pr—
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Uber die Emission verschiedener Teile des Bogens.

Die genannten Lichtquellen Bogen, Funken, Flamme und
GeiBlerrhren sind alle mehr oder weniger komplizierter Natur.
Schon von bloBem Auge kann man konstatieren, daf verschie-
dene Teile der Lichtquellen verschieden emittieren.

Um den elektrischen Lichtbogen in den einzelnen Teilen
spektral zu untersuchen, gibt es mehrere Methoden. Die élteste
ist wohl von Lockyer angegeben und unter dem Namen der
Methode der ,kurzen und langen Linien“ bekannt. Dem Prip-
zipe nach wird diese Methode vielfach angewendet, indem man
schon aus rein praktischen Griinden den Bogen auf den Spalt
projiziert. Jedoch werden meistens durch das zufillige Hin-
und Herschwanken des Bogens wihrend der Expositionszeit
alle Teile des Spaltes von allen Teilen des Bogens bestrahlt,
so daB man ein Spektrum aller Teile des Bogens ohne Aus-
wahl erhilt. Beim Konkavgitter kommt noch der Astigmatis-
mus dazu, der ungiinstig wirkt.

Fiir die Untersuchung der Bandenspektren ist es wiinschens-
wert, nur einzelne Teile des Bogens spektral zu photogra-
phieren.

Ich habe zu diesem Zweck ein sehr groBes Bild des
Bogens entworfen und dafiir Sorge getragen, daB gerade der ge-
wiinschte Teil auf den Spalt fiel. Bei einer etwa fiinffachen Ver-
groBerung ist das Bild so groB, daB man auch bei den immer
eintretenden Schwankungen des Bogens eine gewiinschte Stelle
mit dem Spalt herausschneiden kann. Hier ist noch eine
andere Beobachtungsart zu nennen. Abney?) gibt eine Me-
thode an, wonach man eine Lichtquelle in einer Spektrallinie
beobachten kann. Fiir konstante Lichtquellen wie die Sonne
ist dieselbe wohl mit Erfolg anzuwenden, hingegen habe ich
mich iiberzeugt, daB man beim Bogen keine brauchbaren
photographischen Aufnahmen erhilt, die man miteinander ver-
gleichen konnte. Selbst wenn man mit einem Doppelspalt

1) Abney, Proc. roy. soc. 60, 13; 1896/97. Fiir die Methode sei
auf die Abhandlung verwiesen.
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zwei zu untersuchende Linien herausschneidet und also zwei
Bilder des Bogens gleichzeitig aufnimmt, so bleibt eben der
flackernde Bogen ein ungiinstiges Objekt, da man mit Moment-
aufpahmen nicht auskommt.

Es ist bekannt, daB bei Anwendung von Kohleelektroden
der eigentliche Bogen, d. h. die Stelle zwischen den Kohlen
die Cyan- und Kohlebanden emittiert.

Brennt man den Bogen mit groBer Stromstirke, so ge-
winnt er eine etwas andere Form, indem seitlich noch eine
»Flamme® entsteht, die mehrere Zentimeter lang sein kann und
nach oben flackert. Diese Flamme kann man stets erzeugen,
ob man reine Kohlen nimmt, oder ob irgend ein Salz einge-
fithrt ist.

Von dieser Flamme habe ich nach der vorherbeschriebenen
Methode, wobei ein stark vergrioBertes Bild auf den Spalt pro-
jiziert wird, eine Reihe von Aufnahmen gemacht, nachdem ich
mich mit einem Taschenspektroskop tiberzeugt hatte, daB die-
selbe hiufig Banden emittiert.

Da mir kein Spektrograph zur Verfiigung stand, so habe
ich mir mit einem gewGhnlichen Spektralapparat mit zwei
Prismen geholfen, wobei das Fernrohr durch eine gewGhn-
liche photographische Kamera ersetzt war. Als Linse benutzte
ich aber nicht ein achromatisches Objektiv, sondern eine ganz
einfache Linse.') Ich erhielt dabei das ganze sichtbare Spektrum
gleichzeitig auf der Ebene der schief stehenden Platte so weit
scharf, daB es fiir qualitative Untersuchung geniigte. Die
Brennweite der Linse betrug 40 cm. Die orthochromatischen
Platten (Kransleder, Miinchen) reichten bei langer Exposition
bis etwa 670, wihrend man bei kurzer Exposition nur noch
das Orange erhielt.

Zunichst benutzte ich gewGhnliche Kohleelektroden. Die
Flamme leuchtet hellgriin. Die Aufnahme zeigt ein Banden-
spektrum, bestehend aus diffusen Banden. Die Lage der

1) Vgl. J. Hartmann, Uber ein Kameraobjektiv fiir Spektro-
graphen. Zeitschr. f. Instrumentenkunde, 24, 257; 1904.
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Banden lieB vermuten, daB man es mit Borbanden zu tun hat.
Bor besitzt zwei Bandenspektren. Das eine lingst bekannte
entsteht im Bunsenbrenner bzw. Knallgasgefifie bei Gegenwart
von Borsiure. Die Banden gehdren wahrscheinlich der Bor-
siure an. Das zweite ist einige Male gesehen worden, wir
haben es im Atlas zum ersten Male reproduziert. Nimmt man
dasselbe mit dem groBen Konkavgitter auf, so sind die Banden
in zahllose Linien aufgeldst, wie wir uns durch Aufnahmen
iiberzeugt haben. Dies Spektrum ist wohl dem Bor zuzu-
schreiben. .

Um nun die Identitdt des Bandenspektrums, das in der
Flamme des Kohlebogens erscheint, mit dem diffusen Borsiure-
spektrum zu beweisen, wurde die Hilfte des Spaltes mit der
Bogenflamme, die andere Hilfte mit der Leuchtgas-Sauerstoff-
flamme, in die Borsiure auf einem Kohlenstibchen eingefiihrt
wurde, beleuchtet. Die Aufnahme zeigt vollkommene Koinzidenz
der Banden, wie die Reproduktion (vgl. Tafel Fig. 4) er-
kennen l46t. .

Ich habe Kohlen von verschiedenen Firmen untersucht,
sie zeigten alle dasselbe. DaB Kohlen Bor enthalten, war
schon bekannt durch einige Borlinien, die immer als ,Bogen-
linien“ auftreten. Auffillig erscheint die Tatsache aber doch.

Ferner brachte ich in den Bogen Borsiure und verglich
den eigentlichen Bogen mit der bei groBer Stromstirke ent-
stehenden Flamme. Man findet, wie zu erwarten ist, die beiden
verschiedenen Bandenspektren, das eine im eigentlichen Bogen,
das andere in der Flamme.

Ich habe dann noch eine Anzahl beliebiger Salze der
Alkalien und Erdalkalien auf diese Weise untersucht. Man
erhilt fast immer Banden, und zwar wahrscheinlich die der
Oxyde besonders leicht. Vor allem mochte ich nur darauf
aufmerksam machen, daB die Intensitit wesentlich iiberlegen
ist der des Knallgasgeblises, was fiir die Aufnahme mit erheb-
licher Dispersion wichtig ist. Bei der reproduzierten Aufnahme
z. B. betrigt die Exposition des Brenners das zwolffache.

Die zweite Reproduktion ist eine Aufnahme der Bogen-
‘Willner-Festschrift. 10
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flamme, wo BaCl; auf die Kohlen gebracht war. Die Expo-
sitionsdauer betrng 20 Sek. Man erkennt die zaklreichen
Banden (Oxyd? und Chlorid?).

Nur nebenbei will ich bemerken, daB auch fiir die Linien-
spektren Interessantes bei dieser Methode zu erwarten ist, in-
dem in der Flamme die Linien auch nur mit Auswahl er-
scheinen.

Jedenfalls ist es wiinschenswert, nach dieser Methode ver-
schiedene Salze der Elemente zu untersuchen.



A. Hagenbach, Uber Bandenspektra.
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Eine optische Methode zur direkten Messung des
Mitschwingens bei Pendelbeobachtungen.

Von

K. R. Kocs, Stuttgart.
(Mit 2 Figuren.)

Bei allen Messungen der Schwerkraft durch Pendel-
schwingungen ist bekanntlich die Kenntnis der GroBe des
elastischen Mitschwingens der Pendelunterlage (des Stativs)
von groBer Wichtigkeit; die Vernachldssigung dieser Storungs-
quelle fiihrt, wie die Beobachtungen zeigen, unter Umstinden
zu nicht unbedeutenden Fehlern in der Bestimmung der Schwer-
kraft selbst.

Diese von Bessel nicht beriicksichtigte, wenngleich wohl
gekannte!) wichtige Korrektion wurde bis 1875 bei den
Pendelmessungen vernachléssigt, bis in diesem Jahr auf An-
regung des Generals v. Baeyer dieselbe von Peirce (Hoboken)
und gleichzeitig von Cellérier (Genf) gleichsam von neuem
entdeckt und der Betrag, um den sich die Lénge des mathe-
mathischen Pendels durch das Mitschwingen des Stativs dndert,
durch eine Formel festgelegt wurde, die, unter Einfiihrung
gewisser vereinfachender Betrachtungen und erlaubter Vernach-
lissigungen abgeleitet, eine sehr einfache Beziehung zwischen
dem vom Pendel ausgeiibten Druck Mg (M — der Masse des
Pendels), der Elastizitit E des Stativs, der Liénge ! des un-

1) Helmert, Beitrige zur Theorie des Reversionspendels. Pots-
dam 1898. 8. 67ff
10%*
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gestorten mathematischen Pendels, dem Abstand % des Schwer-
punkts des Pendels von der Schneide, mit der es auf der
Unterlage (dem Stativ) ruht, feststellt. Die durch das Mit-
schwingen gestorte Linge des mathematischen Pendels I’ ist
ndmlich (vgl. Helmert, L ¢, S. 70)

’ M g9 h

l =l+#E,..l_.
Die Anderung der Pendellinge und damit der Schwingungs-
daver wiirde mithin durch das zweite Glied der rechten Seite

My

der Gleichung durch -~ - —};— gegeben sein.

Uber die GroBe E herrscht in der einschligigen Literatur
eine gewisse Unbestimmtheit.!) Jedenfalls erhilt man, wenn man

entsprechend der bekannten Beziehung: Elastizitit = D—efg g%l
als Deformation die Verschiebung de des Pendellagers, die
wihrend und durch die Schwingungen des Pendels eintritt,
— die sich direkt messen liBt — in die obige Gleichung von
Peirce einsetzt, Werte von I’— [ und daraus berechnete An-
derungen der Schwingungsdauer d¢, die der Wirklichkeit nicht
entsprechen.

Es 148t sich natiirlich empirisch eine Beziehung zwischen
der direkt beobachteten Verschiebung des angewandten Lagers
und der dadurch bewirkten Anderung der Schwingungsdauer
aufstellen. Doch werden die gefundenen Konstanten doch nur fiir
dieses bestimmte Stativ und seine Aufstellung Giiltigkeit haben,
so daf ich hier nicht naher darauf eingehen will. Ich habe
mich begniigt einfach Proportionalitit zwischen beiden an-
zunehmen.

Die Verschiebungen des Lagers (des Stativkopfes) werden
jedenfalls nur gering sein; es ist deshalb eine Messungsmethode
von geniigender Prizision zu wihlen. Mit dem Mikroskop
werden sich diese Verlegungen unter Umstinden wohl noch
wahrnehmen, aber, da seine Leistungsfahigkeit nur bis zur
Erkennung von GroBen bis 0,17 u ca. reicht, nicht mit ge-

1) Helmert, 1 c., S. 71.
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niigender Priizision messen lassen. Versuche, diese Bewegungen
durch mechanische Mittel etwa nach Art des Fithlhebels zu
vergréBern und damit der Messung zuginglich zu machen,
fihrten nicht zum Ziele.!) Ich versuchte deshalb diese Ver-
schiebungen nach der mit Erfolg von mir zur Messung ge-
ringer elastischer Biegungen von Stiben und damit Bestim-
mungen der Elastizititskoeffizienten von Kristallen benutzten
Methode®) der Verschiebung von Interferenzfranzen, also durch
Lichtwellen zu messen.

Die Versuche wurden in der Weise ausgefiihrt, daB auf
einer festen Unterlage eine vertikale Glasplatte parallel zu
einer an der Auflageplatte des Pendels (also am Pendelstativ-
kopf) befestigten in geringem Abstand aufgestellt wurde.
Zwischen beiden Platten wurden durch homogenes Licht Inter-
ferenzen erzeugt und dann bei dem Mitschwingen des Stativs
die am Fadenkreuz eines davor fest aufgestellten Mikroskops
durchgehenden Interferenzfranzen gezihlt. Jede Verschiebung
der Streifen gegen das Fadenkreuz um ihren Abstand von-
einander entspricht bei senkrechter Inzidenz des Lichtes einer
Verlegung des Stativkopfes um die' halbe Wellenléinge des an-
gewandten homogenen Lichtes. Benutzt man z. B. das griine
Quecksilberlicht, so 1d8t sich, da ein Zehntel des Abstandes
der Streifen noch bequem zu schitzen ist, die Verschiebung
selbst auf rund 0,02 u genau angeben. Der Bequemlichkeit
in seiner Erzeugung und Anwendung wegen benutzte ich fiir
die von mir im Pendelkeller angestellten Versuche das durch
Chlornatrium in einer kleinen Weingeistflamme oder im Bunsen-
brenner erzeugte Natriumlicht, da wegen der ortlichen Ver-

1) Die Arbeit von Nagaoka, Shinjo, Otani, Absol. Messung der
Schwerkraft in Kyoto usw., in der eine mechanische Methode der Mes-
sung angegeben ist, war noch nicht erschienen, als ich diese Versuche
anstellte.

2) Vgl. K. R. Koch, Uber die Bestimmung der Elastizitatskoeffi-
zienten aus der Biegung kurzer Stibchen. Wied. Ann. 5, S.251ff. Unter-
suchungen tber die Elastizitit der Kristalle des reguléren Systems.
Ebenda 18, S. 325 ff.
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hiiltnisse die Anwendung einer Quecksilberbogenlampe nicht
moglich war; hierdurch ist dann allerdings die Genauigkeits-
grenze auf rund 0,03 g erhoht.

Bei den Vorversuchen war das v. Sternecksche Stativ?),
auf dem ruhend das Pendel seine Schwingungen ausfiihrte, auf
einem in die Haushauptwand eingemauerten Sandsteinkonsol von
12 em Dicke aufgestellt. An der Stirnfliche des v. Sterneckschen
Stativs, moglichst parallel zum Pendelspiegel, war die Spiegel-

L CN glasplatte (G,) (vgl.

m Fig. 1) von ungefahr

AN 2 >< 2 cm Fliche
= e mit Klebwachs an-

—_— 8 gekittet; auf einem
\ P ! unmittelbar daneben
g ) ! an derselben Wand
: & mit zwei groBen
Haken  befestigten
' transportablen Holz-

‘@ konsol (von unge-
faihr 10 cm Dicke)

2

%‘M — =0 9% befand sich auf pas-
Z 5 sendem Stativ  be-
festigt die zweite
Fig. 1 Spiegelglasplatte G,,
die der am Pendel-
stativ befestigten in geringem (ca. 0,2—0,3 mm betragenden)
Abstand parallel gegeniibergestellt wurde. Eine dritte unter
45° geneigte Platte G, reflektierte das von der Lichtquelle
L kommende, durch die Konvexlinse C parallel gemachte
Licht auf die Platten G, und G,, zwischen denen sich bei

paralleler Stellung dann die Interferenzen ausbildeten.
Die parallele Stellung wurde anstatt durch miihsames Aus-
probieren mit den Stellschrauben sehr leicht in der Weise
hervorgerufen, daB unter Zwischenlage eines Staniolblittchens

— 1

1) Hiufig beschrieben z. B. Ztschr. f. Instr. 8, 1888, 8. 157 ff.
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beide Platten G, und G, unter Benutzung der Schraube (Schr)
leicht gegeneinander gepreBt wurden. Erweichte man hierbei
(etwa durch leichte Erwérmung vermittelst eines Ziindholzes)
das Klebwachs, mit dem G, am v. Sterneckschen Stativ be-
festigt war, so stellten sich beide Platten von selbst hin-
reichend parallel; 16ste man dann nach Erhirtung des Kleb-
wachses die Schraube (Schr), so konnte das Staniolblatt leicht
entfernt werden und eine etwa wiinschenswerte geringe Kor-
rektion durch eine der Schrauben (S, bis S,) ausgefiihrt werden.
Man hatte so zugleich durch die Zwischenlagerung des Staniol-
blattes auch die GewiBheit, daB eine Beriihrung der Glasplatten
G, und G, nicht stattfand.!) Auffillig war bei dieser mehr
provisorischen Aufstellung der #uBerst geringe Betrag der Ver-
schiebung des Stativs von nur ca. 0,8 bis 0,9, also im Mittel
von 0,85 Streifenbreiten — also da die Wellenlinge des an-
gewandten Natriumlichtes 0,000589 mm betrug, von 0,00025 mm
=250 uyp —. Das Pendel besaB hierbei die bei den Pendel-
messungen gebriuchliche Amplitude von 12 bis 13 Bogen-
minuten. Es liegt nun der Einwand nahe, daB die Schwin-
gungen durch die Wand auch auf das zweite Konsol und damit
auf den Interferenzapparat iibertragen wiirden, der somit eben-
falls Mitschwingungen ausfiihrte, so daB die beobachtete Streifen-
verschiebung nur die Differenz der beiden Amplituden geben
wiirde. Ich erinnere hierbei an die bekannte Tatsache, daB
Pendeluhren, solange sie an derselben Wand nebeneinander
aufgehiingt sind, eine bemerkenswerte Ubereinstimmung ihres
Ganges zeigen, die aufhort, wenn man sie voneinander
trennt.

Es wurde deshalb das Pendelstativ auf einem Steinpfeiler,
der auf dem ZementfuBboden aufgegypst war, aufgestellt, ge-
trennt von ihm war ein zweiter Steinpfeiler aufgebaut, auf

1) In der Figur ist (Pf) ein Pfeiler, auf dem das v. Sternecksche
Stativ (St) aufgestellt ist. (4) ist das Achatlager, auf dem das Pendel (P)
seine Schwingungen ausfiihrt. (F') ist ein Fadenpendel, (7%) ein Thermo-
meter. (L) ist die Quelle des homogenen Lichtes, (C) eine Konvexlinse,
um die Strahlen parallel zu machen.
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dem sich das Stativ mit dem Interferenzapparat befand. Die
Beobachtungen ergaben nicht wesentlich andere Werte als vor-
her; namlich bei einer Amplitude des Pendels von ca. 13’
eine Verschiebung der Inferenzstreifen um ungefihr 0,6 ihrer
Breite, mithin eine Verschiebung von rund 180 uu.

Da auch gegen diese Aufstellung derselbe Einwand er-
hoben werden konnte, so wurde fiir die definitiven Unter-
suchungen der zweite Pfeiler, der den Interferenzapparat trug,
durch eine andere einwandfrei-stabile Aufstellung ersetzt.

Die hintere Abtei-
lung des Pendelkellers
besitzt ndmlich einen
schmalen Gang zwischen
gls zwei Fundamentmauern
A und B (vgl. Fig. 2).
Der Pendelpfeiler (P)
wurde zwischen diesen
auf dem ZementfuBboden
aufgegypst, auf ihm das
‘s1o v. Sternecksche Stativ
Naghae S T mit Pendel aufgestellt,

g und ungeféhr parallel zu

. einer der Seiten seiner

Kopfplatte zwischen die

Fig. 2. Fundamentmauern wer-

den in derselben zwei

eiserne Triger (T') einzementiert (vgl. Fig. 1 und 2); um den
Durchgang nicht dauernd zu stéren, waren die Triger nicht
direkt eingemauert, sondern auf eingemauerte eiserne Konsolen
aufgeschraubt.  Dadurch scheint mir eine Beeinflussung
des auf ihnen aufgestellten Interferenzapparates durch die
Schwingungen des Pendels vollkommen ausgeschlossen. Auch
hier zeigten sich der GroBenordnung nach die gleichen Ver-
schiebungen wie bei den friiheren Versuchen, nimlich eine
im Takte des schwingenden Pendels hervorgerufene Schwin-
gung des Stativkopfes von 0,4 bis 0,6 Streifenbreiten, also
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von ca. 150 pu, bei einer Amplitude des Pendels von
ca 12°.

Mit dieser Aufstellung wurden nun die definitiven Ver-
suche angestellt.

An dem Pendelstativkopf war auBerdem noch ein Faden-
pendel (F') befestigt, das die in meiner Mitteilung (Versff. d.
Kgl. Wiirtt. Komm. f. d. internat. Erdmessung. Relative Schwere-
messungen I, S. 361 ff) beschriebene Form hatte, d. h. an einem
diinnen Kokonfaden hingt ein Spiegel, der zugleich den Pendel-
korper vertritt (Gewicht 3,1 g), dessen reflektierende Fliche
horizontal (nach unten) gerichtet ist; vermittelst eines unter
ihm befindlichen total reflektierenden Prismas konnen seine
Schwingungen mit Fernrohr und Skala bestimmt werden; da
die Ablesung auf ca. !, mm genau erfolgen kann, so ist sein
Ausschlag bei dem eingehaltenen Skalenabstand von iiber 3 m
auf ca. 3” genau zu bestimmen. Die Linge des Fadenpendels
konnte, wie 1. ¢. S. 363 beschrieben, verindert und vermittelst
des Koinzidenzverfahrens seine Schwingungsdauer mit wiinschens-
wertester Genauigkeit mit der des Hauptpendels in Uberein-
stimmung gebracht werden. Die Theorie des Fadenpendels ist
schon von mehreren Forschern ausfiihrlich gegeben worden.')

1) Vgl. C. v. Orff, Bestimmung der Liinge des einfachen Sekunden-
pendels usw. Miinchen 1883. Abh. d. K. bayer. Akad. d.Wiss. II.K1. XIV.Bd.
III. Abt. — Bestimmung der Polhthe und Intensitdt der Schwerkraft auf
22 Stationen von der Ostsee bis zur Schneekoppe. Berlin 1896. S. 249.
Beobacht. mit dem Fadenpendel von Dr. Kiihnen. — Bestimmung der
Polhdhe u. Intensitit der Schwerkraft in der Nihe des Berliner Meri~
dians von Arkona bis Elsterwerda. Berlin 1902. S. 83. E. BorraB8, Das
Mitschwingen des Pendellagers usw. (Beides in: Verdff. d. Kgl. preuB. geod.
Instituts).

Uber das sogenannte ,Wippverfahren* zur Bestimmung des Mit-
schwingens vgl. Schumann, Astron. Nachrichten Nr. 8353; ferner in
den vorgenannten Verdff. d. Kgl. preuB. geod. Instituts. Berlin 1896.
8. 169 Haasemann. S. 269 E. BorraB. — Berlin 1902. 8. 95 ff.
E. Borra8.

Uber andere Methoden zur Messung der Stabilitit der Unterlage
vgl. R. Schumann, Ztschr. f. Instr. 1897. Astron. Nachrichten Bd. 140
S. 2567. Haid, Astron. Nachr. Bd. 146 S. 331ff. Haid, Best. d. Intens.
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Von den verschiedenen aufgestellten Formeln habe ich fiir
diese Messungen die von Herrn E. BorraB (in: Best. d. Pol-
hohe und der Intensitit der Schwerkraft in der Nihe des
Berliner Meridians. Berlin 1902. S. 87) gegebene Formel

benutzt:

, ¢ — ot + {2 @~ o)

14 e~ ¥@-a) _ gp—(@—a)t gqq T 770

worin « den Ausschlag, s die Schwingungsdauer, a das Démpfungs-
verhiltnis des Hauptpendels, «', s’ und a’ dieselben GroBen fiir
das Fadenpendel bezeichnen. Es wollte mir jedoch nicht ge-
lingen, vermittelst dieser Formel einwurfsfreie Bestimmungen
der Mitschwingungskorrektion zu ermitteln, da offenbar die in
der Formel gegebenen Bestimmungsstiicke sich fiir mein Faden-
pendel nicht mit der nétigen Genauigkeit ermitteln lieBen. Ich
suchte deshalb die Mitschwingungskorrektion und ihre Be-
ziehung zur direkt gemessenen Schwingung des Pendellagers
sowie zum Ausschlag des Fadenpendels empirisch zu bestimmen,
indem ich das Hauptpendel zuerst auf dem von mir benutzten
Eckkonsol (vgl. Relat. Schweremessungen in Wiirttemberg I
S. 3581), auf dem das Mitschwingen des Pendellagers von
von mir als verschwindend klein angenommen ist, schwingen
lieB und durch eine lingere Reihe von Messungen seine
Schwingungsdauer gegen ein zweites Pendel, das geradeso
aufgehiingt war, durch synchrone Beobachtung bestimmte;
darauf wurde die Schwingungsdauer des ersten Pendels, das
jetzt in anderer Weise aufgehiingt war — also z. B. auf dem
v. Sterneckschen Stativ — wiederum durch eine Reihe syn-
chroner Beobachtungen mit der des zweiten Pendels, das auf
dem fest angenommenen Eckkonsol verblieb, ermittelt; der

d. Schwerkraft in Karlsruhe, StraBb. usw. Berlin 1904. — Nagaoka,
Shinjs, Otani, Abs. Messung d. Schwerkr., Journal. Tokyo Vol. XVI.

Ferner Theoret. Erorterungen in: Helmert, Beitr. z. Theorie des
Reversionspendels 1898. Wegen der Zerstreutheit des Materials macht
diese Aufzihlung keinen Anspruch auf Vollstindigkeit.
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Unterschied der beobachteten Differenzen der Schwingungs-
dauern gibt dann offenbar die Korrektion wegen Mitschwingens
fir die benutzte Pendelaufhangung, vorausgesetzt daB die Mit-
schwingungskorrektion fiir das Eckkonsol verschwindend klein
ist; ist dies micht der Fall und ist dieselbe ermittelt, so ist
offenbar jener oben angefithrte Wert um den Betrag dieser
Korrektion zu vermehren.

Es war nun zuniichst festzustellen, ob eine wenn auch
nur angeniiherte Proportionalitit zwischen den beobachteten
Verschiebungen des Pendellagers und der Amplitude des Haupt-
pendels bestiinde. Es wurde zu dem Zweck das Pendel auf
. dem v. Sterneckschen Stativ, das selbst auf dem transportablen
dreiteiligen Sandsteinpfeiler aufgestellt war, aufgelegt. Es er-
gab sich, daB eine solche angeniherte Proportionalitit vor-
handen ist, wie folgende kleine Tabelle zeigt.

Amplitude Verschiebung des Pendellagers
des Hauptpendels
in Minuten beobachtet ! berechnet
106,8° 137 up 737 up
34,0° 251 pu 235 uu
16,0° 109 up 110 up

Es wird mithin erlaubt sein, aus den bei groferen Ampli-
tuden beobachteten Verschiebungen der Interferenzfranzen extra-
polierend die bei kleinerer Amplitude auftretende, aber etwa
nicht mehr wahrnehmbare zu berechnen, um wenigstens iiber
die ungefihre GroBe der dabei zu vermutenden Instabilitéit des
Lagers Anhaltspunkte zu gewinnen.

Von Interesse war es fiir mich zuniichst zu untersuchen,
wie weit das von mir benutzte Eckkonsol mit darauf ver-
schraubtem Stativ den Anspriichen an hinreichende Stabilitit
geniigte. Wie ich anderenorts mehrfach bemerkt habe, war
bei Benutzung unter gewGhnlichen Bedingungen (also bei Ampli-
tuden von 12’ bis 13") am genau abgestimmten . Fadenpendel
keine Spur einer Bewegung wahrzunehmen; erst wenn die
Amplitude auf den 4—b5fachen Betrag gesteigert war, konnten
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geringe Bewegungen von etwa 0,1 bis 0,2 mm Skalenteilen am
Fadenpendel wahrgenommen werden. Jedenfalls waren die mit
Spiegel und Skala beobachteten Ausschlige des Fadenpendels
zu gering, um nach der Formel des Herrn BorraB berechnet
zuverlidssige Werte zu geben.?)

Um jetzt die Stabilitit des Eckkonsols nach der Inter-
ferenzmethode zu untersuchen, wurde ein Steinpfeiler vor dem
iber Eck eingemauerten eisernen Triiger?), auf dem das eigent-
liche Pendelstativ aufgeschraubt ist, auf dem ZementfuBboden
des Pendelkellers mit Zement befestigt; auf dem Konsol wurde,
wie gewshnlich, das Pendelstativ®) durch Zug- und Druck-
schrauben befestigt und vorn mit der Glasplatte (G,) versehen.
Auf dem davor aufgestellten Pfeiler fand dann der Interferenz-
apparat Platz. Wurde nun das eingehéingte Hauptpendel mit
gewohnlicher bei den Schweremessungen benutzter Amplitude
von ungefdhr 12” in Schwingungen versetzt, so war {iberhaupt
keine Verschiebung der Interferenzen zu bemerken — dies war
auch nicht der Fall, wenn die Amplitude so weit (bis 35")
gesteigert wurde, daB die ganze Skala des Koinzidenzapparates
ausgenutzt wurde. Um auch groBere Amplituden zu benutzen
und auch messen zu konnen, stellte ich in 5100 mm Ent-
fernung eine Skala auf, vor dem Pendelspiegel eine Nernst-
lampe mit horizontal gestelltem Leuchtkdrper und projizierte
vermittelst einer passenden Linse durch Reflexion an dem
Pendelspiegel das Bild des linearen Leuchtkorpers der Nernst-
lampe auf die Skala. Es wurde eine groBe Anzahl von Beob-
achtungen ausgefiihrt, und ich erhielt bei einer Amplitude der
Pendelschwingungen im Mittel von 2° 16" Verschiebungen der

1) Selbstverstéindlich sind zuverlidssige derartige Beobachtungen in
Stuttgart bei der ungiinstigen Lage des phys. Instituts nur in den Nacht-
stunden moglich, und zwar nur in der Zeit von O bis 8" wenn auf
dem nicht weit entfernten Bahnhof der Betrieb eingeschriinkt ist; jedoch
ist auch dies nicht einmal regelmiiBig in allen Niichten der Fall; sonst
treten wegen der Bodenunruhe haufig sporadische Bewegungen der
Fadenpendel auf.

2) L c. S. 359. 8) 1. c. S. 360.
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Interferenzstreifen, die zwischen 0,1 und 0,2 Streifenbreiten
geschiitzt wurden, d. h. also Verschiebungen des Stativkopfes
von 44 ug, also eine (einseitige) Amplitude von rund 20 g,
wie dies aus folgender Tabelle hervorgeht.

Amplitude Verschiebung

des Pendels in Interferenz- .

in Minuten Streifenbreiten m b
134’ : 0,1 29,5
140° 0,2 59,0
137 0,2 59,0
184 0,1 295
125° 0,1 295

Alles neu eingestellt

153’ 0,2 : 59,0
143° 0,2 59,0
125 0,1 295

Mittel 136° i 0,15 442

Da nun eine Proportionalitéit zwischen der Amplitude des
Pendels und der hierdurch verursachten Schwingung des Pendel-
lagers zu bestehen scheint, so wiirde aus einer Verschiebung
der Streifen um 0,15 ihrer Breite bei 136" Amplitude des
Pendels fiir die gewShnlich angewandte eine Verschiebung der
Streifen um %/, davon, also um 0,015, zu erwarten sein, d. h.
eine (einseitige) Verschiebung von rund 2 pyu des Pendellagers.

Es handelt sich nun darum, experimentell den Zusammen-
hang zwischen der Korrektion fiir das Mitschwingen und der
darch Verschiebung der Interferenzstreifen bestimmten Schwin-
gung des Pendelstativkopfes festzulegen.

Ich benutzte dazu die zwei Pendel VII und VIII, deren
Schwingungsdauern auf dem Eckkonsol durch synchrone Be-
obachtungen verglichen waren. Pendel VII blieb nun stindig
auf dem festen Eckkonsol, wihrend Pendel VIII auf das
v. Sternecksche Stativ gebracht war, das selbst in verschie-
dener Weise aufgestellt wurde. Es war nimlich entweder in
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gewohnlicher Weise auf dem dazu gehorigen dreiteiligen Sand-
steinpfeiler aufgestellt — ob das eiserne FuBkreuz, auf dem
das eigentliche Stativ in Vertiefungen stand, dabei festgegypst
war oder nicht, machte wenig Unterschied —, oder es war
das FuBkreuz unterlegt durch dicken Pappendeckel oder durch
Gummiplatten. Durch die letztgenannten Vorkehrungen sollte
absichtlich ein lebhafteres Mitschwingen des Stativs bewirkt
werden. Selbstverstindlich sind in diesen beiden letzten Fillen
die Verhiltnisse komplizierterer Natur.

Es wurde nun folgendes beobachtet:

A. Beide Pendel VII und VIII fiihrten ihre Schwingungen
auf den festen Eckkonsolen aus; die synchronen Beobachtungen
ergaben folgende Schwingungsdauern:

Pendel VII Pendel VIII
t; = 0,508 162 2 Sek. t; = 0,508 120 2 Sek.
(Mittel aus vier Beob.-Reihen) (Mittel aus vier Beob.-Reihen)

Diff. ¢, — t, = 420 - 10-7 Sek.

In der Tabelle S. 157 entspricht einer Amplitude von 136" auf
dem Eckkonsol eine Verschiebung (nach einer Seite) von
22 pu, daraus wiirde fiir 13,6” ein Wert von 2,2 uu, d. h. also
fir die gewohnliche Amplitude von 12’ ein solcher von rund
2 uu folgen.

B. Pendel VII blieb auf dem Eckkonsol. Pendel VIII
wurde auf das v. Sternecksche Stativ gelegt, das auf dem
schon erwihnten dreiteiligen Sandsteinpfeiler stand. Es wurden
folgende Schwingungsdauern ermittelt:

Pendel VII Pendel VIII
t; = 0,5081625 Sek. t, = 0,508133 5 Sek.
(Mittel aus vier Beob.-Reihen) (Mittel aus vier Beob.- Reihen)

Diff. ¢, —t; =290 - 10~ 7 Sek.
Die gleichzeitig am Interferenzapparat durch zahlreiche Ab-
lesungen festgestellte Wanderung der Interferenzstreifen betrug

zwischen 0,4 und 0,6 Streifenbreiten, also im Mittel 0,5 Streifen-
breiten bei einer mittleren Amplitude von 16° des Haupt-
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pendels; das entspricht einer einseitigen Verlegung des Stativ-
kopfes von rund T4 uu. .

C. Pendel VII blieb wiederum auf dem Eckkonsol,
Pendel VIII auf dem v. Sterneckschen Stativ, dessen FuB-
kreuz auf Gummiplatten von 6 mm Dicke ruhte.

Es wurden die Schwingungsdauern beobachtet:

Pendel VII Pendel VIII
t, = 0,508163 0 Sek. ty = 0,508 2620 Sek.
(Mittel aus vier Beob.-Reihen) (Mittel aus vier Beob.- Reihen)

Diff. £, — t, = — 990 - 107 Sek.

Die Messung am Interferenzapparat war leider in diesem
Fall nicht mit der notigen Prézision ausfiihrbar, da, wie es
schien, auBer der im Halbsekundentakt vor sich gehenden
langsamen Schwingung noch schnelle Vibrationen in der Mitte
der Schwingungszeit auftraten, die ein Verwischen der Inter-
ferenzfranzen hervorriefen. Man nahm deutlich am Anfang
und Ende der Verschiebung ein Wandern der Streifen um
ca. 1Y, Streifenbreite wahr, dazwischen waren dann fiir einen
Augenblick die Interferenzstreifen verschwunden. Aus der
Geschwindigkeit, mit der die Verschiebung vor sich geht,
wiirde ich vermuten, daB in dieser kritischen Zeit noch 1 bis
2 Streifen durch das Fadenkreuz gewandert sind. Ich wiirde
mithin die Verschiebung im ganzen auf ungefihr 4—5 Inter-
ferenzstreifen schitzen. Da dies einer Verschiebung von
ca. 1,5 u entspricht, so muB es auch direkt durch ein Mi-
kroskop beobachtet werden kénnen. In der Tat lieB sich
durch ein Mikroskop am Okularmikrometer ein taktmiBiges
Hin- und Hergehen von ungefihr 0,5 Teilstrich feststellen.
Da nun bei der angewandten VergriBerung ein Teil des Okular-
mikrometers 3,4 u entspricht, so wiirde die beobachtete Ver-
schiebung (durch das Mikroskop gemessen) rund 1700 uw be-
tragen; dies wiirde, wie man sieht, einem Voriibergang von
ca. 5 Interferenzstreifen entsprechen.

D. Pendel VII blieb, wie immer, auf dem Wandkonsol,
Pendel VIII befand sich wieder auf dem v. Sterneckschen
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Stativ, dessen FuBkreuz diesmal durch Pappscheiben von
2,5 mm Dicke unterlegt war. Leider sind die Journale dieser
seinerzeit zusammen mit den Versuchen von A bis C aus-
gefithrten Beobachtungen irgendwie verlegt oder verloren ge-
gangen, so daB neue Beobachtungen mit in der Zwischenzeit
verinderten Pendeln ausgefiihrt werden muBten. Es wurden
wieder zunichst Pendel VII und VIII (die frisch vergoldet
und deren Spiegel erneuert waren) auf den festen Eckkonsolen
durch synchrone Beobachtungen miteinander verglichen. Es
ergab sich )

«) auf Eckkonsol:

Pendel VII Pendel VIII

t;, = 0,508 146 6 Sek. t, = 0,508113 2 Sek.

(Mittel aus 21 Beob.-Reihen) (Mittel aus 21 Beob.-Reihen)?*)

Diff. #, — #, — 334 - 10-7 Sek.

B) Pendel VII auf Eckkonsol; Pendel VIII, wie erwihnt,
auf v. Sterneckschem Stativ mit Papplatten unterlegt:

Pendel VII Pendel VIII
t; = 0,508145 2 Sek. t, = 05081469 Sek.
(Mittel aus vier Beob.-Reihen) (Mittel aus vier Beob.-Reihen)

Diff. #, — t; = — 17 - 10~7 Sek.

Die gleichzeitig ausgefiihrten Versuche am Interferenz-
apparat ergaben Verschiebungen des Stativkopfes von 1,3 bis
1,4 Streifen, also im Mittel von 1,35 Streifenbreiten, d. h. also
eine Verschiebung von 398 up bei ca. 16’ Amplitude des
Hauptpendels. Da die Verschiebung nur einseitig berechnet
wird, so wiirde fiir die wahre Amplitude des Stativkopfes die
Hilfte jener GroBe, also rund 200 uu, in Betracht kommen.

Folgende Zusammenstellung gibt den Zusammenhang
zwischen der direkt beobachteten Korrektion, um welche die
Schwingungsdauer zu verkleinern ist, zu den direkt gemes-
senen Amplituden des Stativkopfes:

1) Diese groSe Anzahl von Beobachtungsreihen diente einem an-
deren Zweck.
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Amplitude d. Schwingungen

Mitschwingungs- des Stativkopfes Bemerkungen iiber die
korrektion Unterlage
beobachtet | berechnet
180 - 10~ 7 Sek. 4 pp 84 up v. Sternecksches Stativ
auf dreiteil. Pfeiler
361 - 10~ " Sek. 200 pp 226 up | ,, unterlegt mit Pappe
1320 - 10~ 7 Sek. 850 pp 850 pup » unterlegt mit Gummi-
platte

Fiir die von mir bei allen Schweremessungen benutzte
Aufstellung auf dem Eckkonsol wiirde sich hieraus eine Mit-
schwingungskorrektion (unter Annahme proportionaler Ande-
rung) von rund 3 -10-7 Sek. ergeben, wenn die ebenfalls aus
proportionalem Verhalten von Amplitude und Stativbewegung
errechnete Verschiebung 2 up betragen wiirde. - Da auf allen
Beobachtungsstationen jedoch genau dieselben Verhiltnisse ob-
walten, so fillt selbstverstindlich bei den relativen Messungen
(Vergleichungen der Schwerkraft auf verschiedenen Stationen)
diese Korrektion heraus.

Wollte man direkt aus der beobachteten Amplitude des
Lagers beispielsweise fiir die Schwingungen auf v. Sterneck-
schem Stativ (auf dreiteiligem Pfeiler), also von 74 uu, nach
der Formel von Peirce die Korrektion fiir das Mitschwingen
berechnen, so wiirde man Korrektionswerte erhalten, die
bedeutend zu klein ausfallen wiirden.

‘Witllner-Festschrift. 11



Lissajous-Figuren und Resonanzwirkungen bei schwin-
genden Schraubenfedern; ihre Verwertung zur Be-
stimmung des Poissonschen Verhaltnisses.

Von

A. SoMMERFELD, Aachen.
(Mit 7 Figuren im Text und 1 Tafel.)

Dic nachstehend zu beschreibenden Versuche sind im
physikalischen Institut der Technischen Hochschule ausgefiihrt;
die verwendeten Apparate wurden von dem Institutsmechaniker
Hrn. Feldhausen in gewohnter Vortrefflichkeit hergestellt.

Meine urspriingliche Absicht dabei war, zu einer einfachen
und genauen Bestimmung der Poissonschen Verhiltniszahl
(Querkontraktion durch Lingsdilatation eines elastischen Mate-
rials) zu gelangen und womdéglich diese Bestimmung einem
Horerkreise unmittelbar sichtbar zu machen. Ich hatte schon
frither bemerkt, daB diese Absicht in besonders geeigneter
Weise durch Verwendung von zylindrischen Schraubenfedern
zu erreichen ist. Kine friiher hergestellte Feder von 2,5 mm
starkem Stahldraht zeigte aber, in Schwingungen versetzt, so
erhebliche Dimpfung, daB die erwarteten Erscheinungen nicht
geniigend hervortraten. Die jetzt verwendeten Federn aus
Stahldraht oder aus Konstantandraht sind 0,7 mm stark; ihre
Dampfung erwies sich als so gering, da8 die Amplitude nach
200 Schwingungen immer noch reichlich die Hilfte der ur-
spriinglichen betrug. Die Federn wurden am oberen Ende in
einem Stativ eingeklemmt und am unteren Ende mit einer
regulierbaren Zusatzmasse versehen (vgl. Fig. 1).
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1. Erster Weg, statische Beobachtung.

Es ist eine bekannte, wenn auch auf den ersten Blick
iiberraschende Tatsache, daB eine Schraubenfeder hauptsichlich
auf Torsion beansprucht wird, wenn sie durch eine in ihrer
Lingsachse wirkende
Kraft auseinander-
gezogen oder zusam-
mengedriickt  wird,
daB sie dagegen
hauptsiichlich  auf
Biegung beansprucht
wird, wenn sie in
einer Ebene senk-
recht zur Lings-
achse durch ein
Kriftepaar verdreht
wird (vgl. Fig. 2a
und b).

Im ersten Falle
gibt némlich die in
der Léngsachse an-
gebrachte Kraft @
fiir jeden Querschnitt
ein Moment, welches
néherungsweise (bei
hinreichend flacher
‘Windung der Feder)
um die Richtung
der Drahtachse wirkt.
Ein solches Moment Fig. 1.
beansprucht den
Querschnitt auf Torsion und heiBt Torsionsmoment. Im zweiten
Falle denken wir uns das verdrehende Kriftepaar aus zwei
Kriften P/2 gebildet, die am Federdrahte angreifen. Seine

Ebene steht nidherungsweise senkrecht auf jedem Querschnitt;
u*
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seine Pfeilrichtung, welche mit der Léngsachse der Feder
tibereinstimmt, ist einem Durchmesser des betrachteten Quer-
schnittes nahezu parallel. Ein solches Moment beansprucht
den Querschnitt auf Biegung und heiBt Biegungsmoment. Die
neutrale Linie jedes Querschnittes ist der dem Momentenpfeil
parallele vertikale Durchmesser des Drahtes.

Im Falle der Figur 2a gebe die Feder um y in vertikaler
Richtung nach; im Falle der Figur 2b folge sie dem ver-

2r
E
Iy 72 —m
i<z

l ig. 2 b
Q

Fig. 2a.

2r

l

&}

drehenden Kriftepaar um den am Federumfang gemessenen
Bogen z in horizontaler Richtung. Es gilt dann in erster
Niéherung?)®)

GJ
(1) Q'—_?fy’ P=?2'l' z.

l ist die Lénge des Federdrahtes, gemessen in der mittleren
Schraubenlinie, » der Abstand dieser Linie von der Lingsachse
der Feder oder der Radius des Zylinders, auf dem die mittlere
Schraubenlinie verliuft. J bedeutet das Trégheitsmoment des
als kreisformig vorausgesetzten Querschnittes um einen Durch-
messer desselben, J, das Triigheitsmoment des Querschnittes

1)2) Vgl hier und im folgenden die ,Mathematischen Erl#ute-
rungen® am Ende des Textes.
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um die Drahtachse oder das sog. polare Trigheitsmoment.
Bekanntlich ist
J,=2J.

Endlich bedeutet in der in der Technik iiblichen Bezeichnung
E den gewdhnlichen Elastizititmodul, G den sog. Schubelasti-
zititsmodul oder Torsionsmodul. Nach der Elastizititstheorie
sind beide bekanntlich miteinander und mit dem Poissonschen
Verhiiltnis g verbunden durch die Gleichung

E=2G(1+np).

Das Produkt EJ, welches gelegentlich treffend als Biegungs-
steifigkeit bezeichnet wird, hingt hiernach mit dem Produkte
GJ,, welches entsprechend Torsions- oder Schubsteifigkeit zu
nennen wire, durch die Gleichung zusammen:

@ EJ=GJ,(1+ p).

Das Auftreten des einen oder anderen Produktes in der Gl. (1)
kennzeichnet die y- bzw. z-Deformation der Feder als Torsions-
bzw. als Biegungswirkung.

Aus diesen Bemerkungen ergibt sich bereits ein erster
Weg zur Messung der Poissonschen Zahl: Man bestimme
zu gegebenem P und ¢ die zugehdrigen Deformationen z und y.
Dann erhdlt man nach den GL (1) und (2) 14 u gleich
Py/Qx. Abgesehen davon aber, daB dieser Weg vier unab-
héngige Messungen notig macht und daB die kleinen Form-
inderungen y und z mit groBer prozentischer Genauigkeit be-
stimmt werden miiBten, wiirde eine derartige Beobachtung, wie
alle statischen Messungen in der Elastizitidtstheorie, durch
Nachwirkungserscheinungen getriibt werden.

2. Zweiter Weg. Gesonderte Beobachtung der beiden
Schwingungszeiten.

Viel geeigneter ist ein zweiter dynamischer Weg,
bei dem die Liéngenmessungen durch Zeitmessungen ersetzt
werden. Die Feder moge nicht durch die statischen #uBeren
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Krifte P und @, sondern durch die Trigheitskrifte ihrer Be-
wegung deformiert werden.

Es sei M die fiir die auf und ab gehende y-Bewegung in
Betracht kommende Masse, also der Hauptsache nach die Masse
der an der Feder unten angebrachten Platte und es sei 6 das
Trigheitsmoment der an der drehenden z-Bewegung teilnehmen-
den Massen. Wir ersetzen in bekannter Weise 6 durch eine
auf den Radius » reduzierte Masse M’, so daB 6§ = M'r®. Den
Massen M und M’ ist ersichtlich auch ein Teil der Feder-
masse m hinzurechnen. In der Tat nimmt diese sowohl an
den y- wie an den zx-Deformationen teil, jedoch in einem vom
freien Ende nach der Einspannungsstelle hin abnehmenden
MaBe. Man iiberzeugt sich leicht!), daB dieser Bruchteil der
Federmasse in beiden Fillen m/3 betragt.

Nach dem d’Alembertschen Prinzip sind Trigheits-
krifte ebenso zu behandeln wie &uBere Krifte. Wir haben
also an Stelle von @ die Trigheitskraft der y-Bewegung
— Mdty/dt® zu setzen. In gleicher Weise tritt an Stelle von
P einfach — M'd*x/dt®. Da nidmlich (1/r)d%z/d¢* die Winkel-
beschleunigung der z-Bewegung ist, wird das Moment der
zugehorigen Trigheitskrifte um die Liangsachse

—_eL ﬂ’£=_M',‘f;:”
woraus die auf den Radius r reduzierte Umfangskraft durch
Division mit » entsteht.

Aus den Gl. (1) ergeben sich so die folgenden Schwingungs-

gleichungen:

ary | G, ,d*z | EJ
(3) Md'tg+7fy=0; My + 5 2=0.
Schreiben wir dieselben in der Form
a? d:

;{g + 2 =0, dee’ + n'y =0,
80 bedeuten n, und n, die betreffenden Schwingungszahlen in
2% Sekunden:

1 EJ 1 GJ,
4) n® = AL ny? = M e
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und es ist nach (2)
®) L =g+
nt M

Auf diesem zweiten Wege gewinnt man also 14 g in
folgender Weise: Man beobachte einmal eine 2z-Schwingung
der Feder, das andere Mal eine y-Schwingung. Die zugehdrigen
Schwingungszahlen », und n, lassen sich sehr genau abzihlen,
wenn man die Beobachtungszeit nicht zu kurz nimmt. Ferner
bestimme man unter Beriicksichtigung der Eigenmasse m der
Feder durch Wagung die Masse M und etwa durch anschlieBende
Rechnung die reduzierte Masse M’. Man findet dann 1+ g
gleich dem Verhdltnis M'n*/ Mn?.

Dieser Weg ist von Hrn. Wilberforth¥) tatsichlich mit
Erfolg eingeschlagen und wird, wie ich hore, im Praktikum
des Cavendish-Laboratoriums in Cambridge ofters benutazt.

3. Dritter Weg. Gemeinsame Beobachtung der beiden
Schwingungsformen. Lissajous-Figuren.

Wir kionnen aber die Beobachtungsmethode noch wesent-
lich einfacher und genauer gestalten, wenn wir die beiden
Schwingungen nicht gesondert, sondern gemeinsam anregen.
Waren sie urspriinglich phasengleich, so miissen sie wegen der
Verschiedenheit der Schwingungszahlen %, und n, alsbald
phasenungleich werden; war also urspriinglich eine geradlinige
Schwingung angeregt, so muB dieselbe in eine wechselnde
elliptische Form iibergehen. Es entsteht dabei das charakte-
ristische Bild einer Lissajousschen Figur, wobei jeder Punkt
der Feder oder der mit ihr verbundenen Platte eine je auf
einem Zylinder gelegene Lissajous-Figur beschreibt.

Um die Figur sichtbar zu machen, ist an der Platte ein
diinnes vertikales Kupferblech (vgl. Fig. 1) mit einem feinen
Lochelchen angebracht. Das Blech muB natiirlich einen ge-
wissen Abstand von der Federachse haben, damit sein Lochelchen

*) Philosophbical Magazine 38 (1894) S. 386.
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nicht nur die y-, sondern auch die z-Schwingungen mit-
macht. Durch das Lochelchen gehen die Strahlen eines Pro-
jektionsapparates. Die Bahn des bewegten Liochelchens wird
durch eine Linse in vergroBertem MaBstabe auf einen Wand-
schirm geworfen.

Fig. 3 stellt das theoretische Bild einer Lissajous-Kurve
dar, bei welcher sich die Dauer der Horizontalschwingung zu
der der Vertikalschwingung wie 20:19, also die zugehorigen
Schwingungszahlen #,:n, wie 19:20 verhalten. Wenn wie in
unserem Falle die Schwingungen nicht merklich gedémpft sind,
ist die ganze Figur in ein Rechteck eingeschlossen, dessen
Seiten die doppelten GroBen der urspriinglich angeregten Am-
plituden haben. Diese Seiten werden von der Lissajous-

Fig. 3. Fig. 4.

Kurve der Reihe nach beriihrt, wobei jeder folgende Beriihrungs-
punkt dem vorangehenden auf den vertikalen Seiten vorauseilt,
auf den horizontalen hinter ihm zuriickbleibt. Da nach Ab-
lauf von 20 Vertikal- oder 19 Horizontalschwingungen die ur-
spriingliche Phasengleichheit wiederhergestellt ist, so kehrt die
Kurve nach eben dieser Anzahl von Schwingungen wieder zu
ihrem Anfangsverlauf zuriick. Die Anzahl der dazwischen
durchlaufenen Schwingungen (in unserem FKalle 19 bis 20, je
nachdem wir unser Augenmerk auf den Horizontal- oder Ver-
tikalausschlag richten) ist somit charakteristisch fiir den ver-
hiltnisméBigen Unterschied der Schwingungszahlen.

Wir bezeichnen jene Anzahl mit N und haben, je nach-
dem wir sie in FEinheiten der Horizontal- oder Vertikal-
schwingung messen:
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N=—"1"_ pgw. N=_"0

Ny — Ny Ny —n

Indem wir unter der Annahme wenig verschiedener », und n,
im Zghler eine mittlere Schwingungszahl (n, 4+ n,)/2 einfiihren,
konnen wir auch sagen
1 n + n,
=g
oder etwas bequemer mit demselben Recht

(6) Nomitm om N1

3 ER) : R
ne? — m, n, N-—-1

Nehmen wir die Gl (5) hinzu, so ergibt sich ein dritter
Weg zur Bestimmung der Poissonschen Zahl u. Wir haben
nidmlich nach (5) und (6)

M N—1
(M ltu =3 551

Es ist also nur notig, die Anzahl der Uberginge in der
Lissajous-Figur abzuzihlen, was in der Projektion #uBerst
bequem ist, und das Massenverhdltnis M’/M zu ermitteln.
Auf diesem Wege wird die Gestalt der Lissajous-Figur un-
mittelbar charakteristisch fiir die GroBe von u.

4. Abstimmung der beiden Schwingungen auf einander.
Ihre gegenseitige Koppelung.

Es lag nun nahe, die Bestimmung von N und mittelbar
diejenige von p dadurch zu verfeinern, daB man N moglichst
groB machte, also #, und », einander moglichst nahe brachte.
Dies 148t sich ersichtlich durch Anbringung geeigneter Zusatz-
massen in gewissem Umfange erreichen. In die Mitte der
Platte ist nach unten herausragend ein Schraubchen eingelassen.
Auf dieses konnen zentrisch durchbohrte Gewichte aufgebracht
werden; dieselben werden durch eine kleine Mutter von unten
her festgedriickt (vgl. Fig. 1). Es sind Gewichte von 10; 5;
2; 25 1; 0,5; 0,2; 0,2; 0,1; 0,06 g vorgesehen. Durch diese
kann die Masse M vergroBert und daher die Vertikal-

.
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schwingung verlangsamt werden. Gleichzeitig wird allerdings
auch die reduzierte Masse M’ vergroBert und die Horizon-
talschwingung verlangsamt, aber in viel geringerem Grade,
weil die in der Nahe der Achse befindlichen Zusatzmassen
wenig zum Triigheitsmomente beitragen. Wir konnen also
durch solche Zusatzmassen in der Tat die Schwingungszahl #,,
wenn sie ohne dieselben griBer als », war, der letzteren Zahl
nihern und damit N vergroBern. Fiir die Abmessungen der
mit der Feder dauernd verbundenen Platte ergibt sich hieraus
noch, daB ihr Trigheitsmoment nicht zu klein sein darf. Soll
néimlich ohne Zusatzmassen ny > n, sein, so muB nach Gl (5)
M > M (1+ u) sein. Fiir eine geometrisch regelmiBige Platte
ist M’ = M, wenn der Radius des Umfanges der Platte gleich
dem }/2-fachen desjenigen Radius » ist, auf welchen M’ redu-
ziert wird; fiir unsere Zwecke muBite also der Umfangsradius
groBer als /2 r gewihlt werden. Aus diesem Grunde sieht
man in Fig. 1 die Platte ein Betriichtliches iiber die Feder-
windungen {iberstehen. Es ist bei der dort dargestellten Feder
v = 12 mm und der Umfangsradius = 19 mm.

Indessen zeigten sich bei der Durchfiilhrung dieses Ge-
dankens ganz neue und unerwartete Erscheinungen. Je mehr
wir durch Anbringung von Zusatzmassen die Zahlen », und n,
einander nihern, um so mehr stimmen wir die beiden Schwin-
gungen aufeinander ab. Der eine Schwingungstyp wird dann
duberst empfindlich gegen die Einwirkungen, die von der An-
regung des anderen Schwingungstyps ausgehen. DaB solche
Einwirkungen vorhanden, daB also die beiden Freiheitsgrade
miteinander gekoppelt sind, erkennt man leicht folgender-
mafen.

Greift an der Feder eine axiale Kraft ¢ an (vgl. Fig. 2a),
so wird sich die Feder nicht lediglich in axialer Richtung
verléingern, sondern sie wird gleichzeitig in peripherer Richtung
etwas zuriickweichen. Wird die Feder durch die Umfangs-
kraft P beansprucht (vgl. Fig. 2b), so wird sie nicht rein in
peripherer Richtung folgen, sondern sie wird sich zugleich in
axialer Richtung etwas verkiirzen oder verlingern, je nach-




(8)
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dem die Richtung von P der Fortschreitung der Federwin-
dungen entspricht oder ihr widerspricht. Die GroBe dieser
Zuriickweichung usw. hiingt ersichtlich von der Steigung der
Schraubenwindungen ab, also von dem Winkel &, unter dem
die mittlere Schraubenlinie gegen die Horizontale geneigt ist.
In der Grenze fiir « = 0 verschwinden die soeben genannten
sekundiiren Wirkungen; sie wachsen mit zunehmender Neigung e
Unsere bisherigen Formeln gelten daher nur fiir den Grenzfall
o = 0 einer unendlich flach gewickelten Feder, wo sin « =0,
cos « = 1 gesetzt werden kann. Sie sind unzuldnglich, wenn
die beiden Freiheitsgrade der Feder durch besondere Wahl der
Umstinde besonders empfindlich gegeneinander gemacht sind.

Man erkennt dies auch aus der folgenden Uberlegung. Das
in Abschn. 1 genannte Moment der Kraft @ (vgl Fig. 2a) steht
unter Beriicksichtigung des Steigungswinkels o nicht genau
senkrecht auf dem einzelnen Federquerschnitte, sondern bildet
mit seiner Normalen den Winkel «. Dasselbe liefert daher
auBer einem Torsionsmomente @r cos « auch ein Biegungs-
moment vom Betrage @r sin «. Ebenso steht die Ebene des
Kriftepaares Pr (vgl. Fig. 2b) nicht genau senkrecht auf dem ein-
zelnen Federquerschnitt und liefert daher auBer einem Biegungs-
momente Pr cos ¢ auch ein Torsionsmoment vom Betrage
— Pr sin e.

Hiernach sind unsere Gl (1) zu korrigieren. Sie lauten
bei beliebigem Steigungswinkel « unter Voraussetzung hin-
reichend kleiner Deformationen z und y°) 6):

e =%(G¢7pcos’a+EJsin3a)y + *ril(GJp—EJ')sinacOSax,
P= (BJcosa + GJ, sin® ez + —+; (G, — EJ) sine cos r .

Mit « = O entstehen hieraus, wie es sein muB, unsere
Formeln (1), d. h. reine Torsion bei @, reine Biegung bei P.
Mit « = x/2 ergibt sich umgekehrt reine Torsion bei P, reine
Biegung bei Q.

Bei Benutzung von Gl. (2) schreiben sich die Gl. (8) etwas
bequemer folgendermaBen:
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Q—'“l {(1+y. sin® o)y — pu sin & cos az},
®

GJ
P=—F{(1+ ucos® @)z — p sin & cos ay}.

Wir gehen wieder von der statischen Beanspruchung durch
die Kriifte Q und P zu der dynamischen durch die Trigheits-
krifte

d d’a:
Q = dtil) P= dt’

tiber. Die entstehenden Gleichungen schreiben wir

(10) dt’ :+ a*(z —hy) =0, dt’ Y+ by — kz) =
mit den Abkiirzungen:

GJ . .
a’ = 1;[' ~sf (1 + p cos® ), b"_';kt?lﬂ(l_*_ysmza)’

h=y,smacosa k=usma005a.
1+ pcos?a? 14 psin? e
Die GroBen % und k sind nach M. Wien*) als Koppelungs-
koeffizienten zu bezeichnen. Es sind dieses reine Zahlen, von
deren GroBe es abhingt, ob wir die Koppelung als ,lose oder
nenge’ bezeichnen. Die Koppelung ist um so loser, je kleiner
h und %, d. h. je kleiner « ist. Die beiden Schwingungs-
typen unserer Feder sind also sozusagen durch die
Endlichkeit des Steigungswinkels ¢« miteinander ver-
koppelt. DaB auch der Wert von u auf das MaB der Koppe-
lung EinfluB nimmt, 1i8t erwarten, daB die Riickwirkungs-
erscheinungen der beiden Schwingungen zu einer besonders
geeigneten und scharfen Bestimmung von g fiihren werden.
Mit « =0, wo a®=n2, b*=n?, h =k =0, fallen wir
natiirlich auf unsere fritheren Gl. (3) zuriick.

(11)

*) Ann. d. Phys. et Chem. 1897, S. 151, vgl. insbes. S. 154.
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5. Rickwirkung der beiden Schwingungen aufein-
ander. Die Bedingung der vollkommenen Resonanz. .

Das durch die Gl (10) definierte mechanische System von
zwei Freiheitsgraden ist zweier permanenter harmonischer
Schwingungen fihig. Macht man den iiblichen Ansatz

x = Ae™, y= Be™,
so ergibt sich aus Gl (10) die Doppelgleichung:
(1 2) A ha? b — n?

BT &F—n? " T kb?

Diese liefert zwei mogliche Werte fiir das Quadrat der Schwin-
gungszahl », niamlich:

2 2 2 __ 2
18)  pu=TF T YOS e

und je ein entsprechendes Amplitudenverhiltnis 4/B. Um eine
der permanenten Schwingungsformen (im allgemeinen elliptische
Schwingungen) zu erhalten, hat man also sowohl die Horizontal-
wie die Vertikalschwingung nach einem bestimmten Verhiltnis
" anzuregen. Dabei kann man bemerken, daB mit h=% =0
(Vernachlissigung der Koppelung) diese permanenten Schwin-
gungen in die reine Vertikal- oder Horizontalschwingung iiber-
gehen.

Bei jeder anderen Anregung dagegen muB die Schwingungs-
form wechseln. Die allgemeine Bewegung des Systems (das
allgemeine Integral der Gln. (10)) setzt sich némlich aus den
Schwingungen von den Zahlen 7, und %, zusammen. Regt
man insbesondere eine reine Vertikalschwingung an, entsprechend
den Anfangsbedingungen:

dz _dy

T=ar T at

=0,
so wird die Bewegung dargestellt durch:
(14) x = A (cos m,t — cos ngt), y = B, cos n,t + B, cos n,t

mit den Konstanten:
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A:B,:B; = ha: (a® — n,®) : — (a® — n,?)
(13) 11 1
TRV T b —

Die aus dieser Darstellung folgenden Erscheinungen sind
wohlbekannt. Ein klassisches Beispiel dafiir liefern die sym-
pathischen Pendel: zwei aufeinander abgestimmte Pendel sind
an demselben nachgiebigen Draht oder Stativ aufgehingt und
dadurch mehr oder minder lose gekoppelt. St6Bt man das
eine Pendel an, so tibertriigt es vermdge der Koppelung Wir-
kungen auf das andere Pendel, welche dieses in zunehmende
Schwingung versetzen. Gleichzeitig muB der Schwingungsaus-
schlag des ersten Pendels abnehmen. Ist die Abstimmung
eine vollkommene, so geht die ganze Energie von dem ersten
auf das zweite Pendel iiber und das erste kommt voriiber-
gehend zur Ruhe. Von da ab wirkt das zweite Pendel als das
anregende, versetzt das erste in zunehmende Bewegung, geht
selbst in seiner Bewegungsenergie bis auf O zuriick usf
Die Dauer des Energieiiberganges von 1 iiber 2 nach 1 hingt
auBer von dem Grade der Koppelung ab von der Vollkommen-
heit der Abstimmung, sie ist um so groBer, je loser die Koppe-
lung und je besser die Abstimmung.

In unserem Falle werden die Freiheitsgrade der beiden
Pendel vertreten durch die beiden Moglichkeiten der Vertikal-
und Horizontalschwingung. Regt man die Vertikalschwingung
allein an, so stellt sich alsbald auch ein Betrag an Horizontal-
schwingung ein. Wir sprechen von vollkommener Reso-
nanz, wenn die Energie der Vertikalschwingung vollstindig
in die der Horizontalschwingung und umgekehrt transformiert
wird, wenn also bald die Vertikalschwingung, bald die Hori-
zontalschwingung vollstindig aussetzt. Fiir sich betrachtet
intermittiert jede der beiden Schwingungskomponenten und
bietet das charakteristische Bild der Schwebungsfiguren dar.
Diese Auffassung des Vorganges als Schwebungs- oder In-
terferenz- Erscheinung wird durch die Darstellung d. Gl (14)
nahe gelegt. Wenn », und », wenig verschieden sind, so heben
sich z. B. fiir die 2-Schwingung die beiden Kosinusfunktionen
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bei kleinem ¢ gegenseitig merklich auf. Im Verlaufe der Zeit
eilt aber die schnellere Schwingung (z. B. diejenige von der
Schwingungszahl #,) der langsameren voran. Ist der Phasen-
unterschied zwischen 7,¢ und ;¢ gleich = geworden, so ad-
dieren sich die beiden Kosinusglieder, ist er gleich 2z, so
heben sie sich wieder auf usf. Als Schwebungsdauer be-

zeichnen wir die Zeit
2n

ny — my’
in der jede der beiden Schwingungen von einem Maximum
des Ausschlags bis zum niichsten Maximum oder von einem
Minimum bis zum néchsten Minimum gelangt. Indem wir die
Schwebungsdauer in der Zeiteinheit der einen oder anderen
permanenten Schwingung messen, erhalten wir die Ubergangs-
zahl N der Energie. Um keine der beiden Zahlen n, und n,
zu bevorzugen, werden wir dabei von einer mittleren perma-
nenten Schwingungszahl (%, 4+ #,)/2 oder von einer mittleren
permanenten Schwingungsdauer
2-2%
n +
sprechen. Unsere Definition der Ubergangszahl lautet daher
zunichst:
N — Schwebungsdaner %, + 1,
Schwingungsdauer  2(n, — n,)
Da indessen eine deutliche Schwebung nur zustande kommt,
wenn 7, und #; wenig voneinander verschieden sind, so konnen
wir hierfir auch mit gentigender Genauigkeit und unter Be-
riicksichtigung von Gl. (13) schreiben:
(16) N=_;'_x:+:s:~=__4“’_+_b_'_:_,
¢ P My V(a* — b%? 4 4hka®b?
Vollstindige Resonanz, d. h. vollstindige Transformation
der Energie aus der einen in die andere Schwingungsform
liegt vor, wenn die urspriinglich angeregte Vertikalschwingung
nach Verlauf der halben Schwebungsdauer vollstindig erlischt
Wihrend die maximale Amplitude dieser Schwingung nach
Gl. (14) B, 4+ B, betiiigt, wird ihre minimale Amplitude
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B, — B;. Die Resonanzbedingung lautet also einfach B, = B,
oder wegen Gl. (15):
n?—a*=a’— n® und zugleich b®— n,®=n?— b2
also
ni4 nd=2a"=20% d h a?=0%
Nach der Bedeutung von a? und %% Gl. (11), bedingt dieses
eine ganz bestimmte Wahl des Massenverhiltnisses M/M’,
niamlich " ,
| cos? &
an w = .

Wir zeigen leicht, daB wir auf dieselbe Bedingung ge-
filhrt werden, wenn wir die Ubergangszahl N zu einem Maxi-
mum machen wollen. Schreiben wir zu dem Zwecke voriiber-
gehend « = b*/a’, so ist nach Gl (16):

14+u dN 21 —2hk) (1 — u)

U9 V=i @ T At aw
Somit verschwindet d N/du fiir den Wert v =1, d. i. a® = b2
Der Maximalwert der Ubergangszahl lautet hiernach

19) Nopax = o Ya +u sin" @) (1 + wcos? o)

VhE @ 8in & cos o
Er hingt bezeichnenderweise von dem geometrischen Mittel
der Koppelungskoeffizienten ab, ist also um so groBer, je loser
die beiden Freiheitsgrade gekoppelt sind.

Eine kleine Ungenauigkeit liegt bei dieser Berechnung
darin, daB auch der Winkel o« von der Belastung M etwas
abhingt, indem sich die Feder auszieht, daB man also bei der
Differentiation von Gl (18) auch den Koeffizienten hk als ver-
dnderlich mit « behandeln sollte. Doch tiberzeugt man sich
leicht, daB diese Ungenauigkeit praktisch ohne EinfluB ist.

6. Die Gestalt der Resonanzkurven und ihr Zusammen-
hang mit den Lissajous-Kurven. Vierte Methode zur
Bestimmung von u.

Die theoretische Kurve (Fig. 4 auf 8. 168) ist unter der An-
nahme g =1/4, sine=1/5, h=0,0395, k=0,0485 gezeichnet.
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Dabei ist nach unserer Resonanzbedingung M'/M =123, a®=b%
7, = a®(1 4+ 0,044) n® = a®*(1 — 0044), max = 22, 8

A:B;:B,=090:—1:—1

gewdhlt. Die Kurve beginnt mit- einem vertikalen Aste
und geht nach etwa 11 Umléufen in einen merklich horizon-
talen Ast tber. Die dazwischen liegenden Umléufe kénnen
als mehr oder minder abgeplattete ungeschlossene Ellipsen
beschrieben werden. Alle diese Umldufe sind einem Rhombus
eingeschrieben, dessen vertikale Diagonale mit — (B, + B,) = 2
und dessen horizontale mit 24 = 1,8 proportional ist. Die
Horizontalschwingung geht dann in abermals etwa 11 Umléufen
in die Vertikalschwingung iiber, usf.

Wir nennen eine derartige Figur eine Resonanzkurve.
Figuren desselben Typus mit sehr viel mannigfaltigeren Um-
liufen haben wir auf photographischem Wege durch d1e Feder
selbst aufzeichnen lassen (vgl. die Tafel).

Zwischen unseren Resonanzkurven einerseits und unseren
Lissajous-Kurven andererseits besteht ein innerer Zusammen-
hang. Die Ubergangszahl N ist nimlich far beide
durch die gleiche Formel bestimmt. Wir setzen, um
dieses einzusehen, nicht vollkommene Resonanz voraus, in
welchem Falle die Lissajous-Figuren durch den Resonanz-
effekt kompliziert werden, sondern begeben uns in hinreichen-
den Abstand von der vollkommenen Resonanz. Das Massen-
verhiltnis M/M’ sei also so gewihlt, daB die in Gl (18) vor-
kommende HilfsgroBe » merklich von 1 verschieden sei oder,
genauer gesagt, daB (1 —u)? groB gegeniiber der kleinen
GroBe 4hk sei. Dann konnen wir Gl. (18) vereinfachen zu

14+ N1
N= 1 -—}- u’ YV_-—l}i
Die Bedeutung von « war:
b® M1+ psin®a
U= T M T fpcosta

= U.

Somit ergibt sich fiir dié Ubergangszahl N der unvollkommenen

Resonanzkurven die Beziehung:
‘Willner-Festschrift. 12
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14 pcos®*ec M N-—1

1+4psinfe M N1

Diese Beziehung erweist sich mit GL (7) fir die Ubergangs-
zahl N der Lissajous-Kurven identisch, wenn man noch, ent-
sprechend der frither innegehaltenen Naherung, cos ¢ =1,
sin « = O setzt. Umgekehrt kann man nun auch die frithere
Formel (7) fiir die Lissajous-Kurven mit Riicksicht auf den
Steigungswinkel « keorrigieren und, wo dies ndtig sein sollte,
direkt durch Gl. (16) ersetzen.

Ubrigens ergibt sich diese Identitit der beiden Ubergangs-
zahlen N auch unmittelbar aus ihren Definitionsgleichungen (6)
und (16), wenn man bedenkt, daB die in Gl. (16) vorkommenden
Schwingungszahlen n,, ny der permanenten Schwingungen bei
unvollkommener Resonanz in die in Gl (6) vorkommenden
Zahlen der Horizontal- und Vertikalschwingung iibergehen.

Hiernach steht die jetzt zu bezeichnende vierte Methode
zur Bestimmung von g nicht im Gegensatz zu unserer
dritten Methode, sondern erginzt diese fiir den Fall der
vollkommenen Resonanz, wo sie ungangbar wird. Unsere
vierte definitive Methode besteht in folgendem: Man passe die
am unteren Ende der Feder anzubringenden Zusatzmassen der-
art ab, daB die Ubergangszahl N der Resonanzkurven so groB
wie moglich wird. Aus dem so erhaltenen Npqx bestimme man
p mittels GL (19).

Es liegt auf der Hand, daB diese Bestimmung von u viel
genauer wird als jede der vorhergehenden. Denn einmal it
sich Npnax Wegen seiner GroBe (bei unseren Federn 93 bzw. 35)
mit groBerer prozentischer Genauigkeit abzihlen wie die
kleineren Ubergangszahlen der Lissajous-Kuryen, und zweitens
geht in Gl (19) nur noch der Steigungswinkel « ein, der sich
aus den Abmessungen der Feder sehr scharf entnehmen liSt,
wihrend das immerhin etwas hypothetische Massenverhiltnis
M’/M, das in der Ubergangszahl fiir die Lissajous-Kurven
vorkam, hier herausgefallen ist. Die Bestimmung von u ist
also jetzt zuriickgefiihrt auf eine zeitliche Abzihlung und auf
einfache Langenmessungen.
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Gleichzeitig gestattet -die experimentelle Herstellung der
vollkommenen Resonanz zusammen mit Gl (17) auch das
Massenverhiltnis M'/M und damit die reduzierte Masse M’
viel genauer zu finden, als dieses durch die Berechnung der
Trigheitsmomente moglich wire. Hierbei wird der aus Gl (19)
gefundene Wert von u benutzt und die Masse M als Summe
der zur vollkommenen Resonanz aufgebrachten Zusatzmassen
und der durch Wigung bestimmten Masse von Feder und
Platte eingesetzt. Das so erhaltene M’ gibt zunichst nur die
reduzierte Masse der zur vollkommenen Resonanz gehorigen
Massenverteilung. Da aber die Zusatzmassen nur wenig zu M’
beitragen, kann man nun auch hinreichend genau den bei
anderen Belastungen in Betracht kommenden Wert von M’
abschitzen.

Die besprochenen Resonanzeffekte sind zuerst von Herrn
Wilberforth beobachtet und auf Grund der Differential-
gleichungen (10) erklért, aber nicht zur Bestimmung von u
verwertet. Auf die oben (8. 167) zitierte Arbeit von Herrn
Wilberforth bin ich nachtriiglich durch freundliche Mitteilung
von Herrn Searle aufmerksam gemacht worden.

1. Messungsergebnisse.

In der Nihe der vollkommenen Resonanz wurde N aus
den Resonanzkurven, in groBerem Abstande davon auch aus
den Lissajouskurven entnommen. Die auf letztere Weise er-
haltenen Zahlen sind durch * gekennzeichnet. Im Interesse
der Genauigkeit der Beobachtung wurden stets 3 bis 5 Uber-
ginge abgezihlt.

a) Erste Feder aus Stahldraht.

Masse von Feder und Platte usw. ohne Zusatzbelastungen
gewogen, M, = 32,86, Anzahl der Federwindungen: s — 14%,,
Linge der Feder ohne .Zusatzbelastung, parallel der Achse
kathetometrisch gemessen: H = 53,28 mm, Durchmesser der
Federwindungen: 2r = 24 mm, hieraus Linge des Drahtes ge-

12*
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rechnet: Z=V53,28’+ (u-24-%9—)’ = 1118 mm, Masse von

10 ecm des Drahtes, gewogen: m,, = 0,342 g, Gesamtmasse des
Federdrahtes gerechnet m = 3,42 - 10-%.] = 3,82 g. Somit
wird die in Betracht kommende auf und ab gehende Masse

1004 TJV

Fig. 5.

M= M,—2m=3031g AusH= 5328 und I = 1118 er-
gibt sich
sin @ = 2 — 0,04766, cos « = 0,998 86.

Kathetometrisch wurde gefunden, daB bei 5 g Zusatzbelastung
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H um 4H=350 mm, also sine um Asina = 0,003 14 zu-
nahm, cose um A cosa = 0,00015 abnahm.

Die Beobachtung der Ubergangszahl N bei verschiedenen
Zusatzbelastungen wird durch Fig. 5 und in der Néhe von
Numax durch Fig. 6 sowie durch die fN
beiden ersten Zeilen der Tabelle 1
(S. 184) dargestellt. s

Wie man sieht, ergibt sich
ein scharfes Maximum der Reso-
nanz und nach beiden Seiten hin
ein ungefihr symmetrischer Abfall.

Die genauere Lage des Maxi-
mums ist durch freihéindiges Ein-
tragen einer den gemessenen Kurven-
punkten sich anschlieBenden Kurve
abgeleitet:

Ordinate des Maximums 92,7,

Abszisse ,, » 08 g. TN

Bei dieser Zusatzbelastung von
0,8 g wird nach obigem

sin & = 0,047 66 + 0,003 14 ,
— 0,04 816, Constantan -\ draht

as a7 a9 Lgr

cos « = 0,998 86 — 20,0015
= 0,99 884. 0 s 8 sagr.
Um nun g aus Gl (19) zu be- e &
rechnen, verfahre man etwa so: Man setze im Zahler der rechten

Seite von Gl (19) fir u einen Naherungswert ein, z. B. den
Poissonschen Wert 1/4. Dann wird zunschst:

(1+L. : 1 ;

om VL C00BIE)(1 4 T 000888) _ 5501
92,7-0,04816 - 0,99884

Indem man diesen Wert im Zahler von Gl (19) benutzt,

erhilt man als korrigierten Wert 0,250 8 und bei nochmaliger

Wiederholung abermals p = 0,2508. Dies ist zugleich nach
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dem, was oben iiber die Genauigkeit unserer jetzigen Methode
gesagt wurde, der zuverlissigste Einzelwert, den wir fiir
finden konnen. Nach der Genauigkeit der Bestimmung von 2V
und sin « diirfen wir bei unserer Feder den Wert

p = 0,251
als mindestens auf 1 v. H. garantiert ansehen.

Gleichzeitig liefert die Abszisse des Resonanzmaximums,
welche 0,8 g Zusatzbelastung entsprach, einen scharfen Wert
von M’'. Es ist némlich jetzt 3 = 30,31 + 0,80, also nach
Gl (17):

, 14 0,250
M =31,11] 3:--0:60_1— — 3888

Fir andere Zusatzbelastungen 148t sich der Wert von M’
jetzt leicht geniigend genau rechnen. Da n#dmlich unsere Zusatz-
massen zylindrische Scheiben vom Radius 55 mm sind, so

liefert die Reduktion von a g Zusatzmasse auf den Abstand

r =12 mm: %a (i’; )’= 0,105 a g. Hieraus folgt z. B. bei

der Zusatzbelastung Null: M’ = 38,88 — 0,08 = 38,80 g.

In der zweiten Zeile der Tabelle 1 sind die so erhaltenen
Werte von M'/M fiir jede Zusatzbelastung eingetragen, in der
vierten Zeile der Wert von sin «, welcher, wie erwidhnt, mit
der Belastung variiert. Die vierte Zeile enthilt diejenigen
Werte von N, die sich aus Gl (16) mit g = 0,250 ergeben. Die
finfte Zeile stellt vergleichsweise diejenigen N zusammen, die
sich mit p= 0,260 aus Gl (16) berechnen. Durch Inter-
polation aus der vierten und fiinften sind in der sechsten Zeile
diejenigen N berechnet, die dem Werte y=0,251 entsprechen.
Diese liegen den beobachteten fast durchweg so nahe, daB wir sagen
konnen: die simtlichen beobachteten Ubergangszahlen
sind mit dem aus der Resonanzbedingung gefolgerten
Werte von g gut vertriglich. Indem man schlieBlich die
beobachteten N mit den in der vierten und fiinften Zeile ent-
haltenen vergleicht, kann man durch abermalige Interpolation
dasjenige w angeben, welches den Messungswerten selbst ent-
spricht, vgl. die letzte Zeile.
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Der Mittelwert*) aus dem u der letzten Zeile betrigt
p = 0,250.

b) Zweite Feder aus Konstantandraht, (Konstantan ist
eine Legierung von 60 Teilen Cu und 40 Teilen Ni.)

Mit den bei unserer ersten Feder erklirten Bezeichnungen
ergibt sich bei der zweiten Feder:

M, =19,03 g, z =13%,, H= 9158, 2r = 27, | = 1170,
myy = 0,2515, m = 2,93, M = 17,08, sin e = 0,07827,
cos « = 0,99695, 4 sin « = 0,01449, 4 cos « = 0,00123.

Die beobachteten Ubergangszahlen zeigen Fig. 5 und in der
Nihe des Maximums Fig. 6, sowie Tabelle 2. Das Maximum
wird interpoliert zu

Ordinate: 34,6, Abszisse: 5,650 g Zusatzlast.

Hieraus berechnet sich in der oben angegebenen Weise
uw=0357, M =30,71.

Die Einrichtung der Tabelle 2 ist dieselbe wie die von 1.
Auch hier ist die innere Ubereinstimmung der Beobachtungen
durchaus befriedigend, wie namentlich aus dem Vergleich der
ersten und sechsten Zeile hervorgeht. Als Mittelwert von u
berechnet sich y = 0,355.

Noch sei bemerkt, daB der betrichtlich groBere Wert
von u bei der zweiten Feder eine erheblich andere Massen-
verteilung nétig machte, wie bei der ersten. Die urspriingliche
Ausfithrung der Konstantanfeder mit Platte war derjenigen der
Stahldrahtfeder analog. Dabei zeigte sich aber, daf sich durch
Hinzufiigung von Zusatzmassen die vollkommene Resonanz
iiberhaupt nicht erreichen lieB. Es muBte daher das Trigheits-

% Es hat kaum einen Zweck, die verschiedenen Beobachtungen
mit verschiedenen Gewichten zu behalten, da die an sich ungiinstigeren
Beobachtungen in griBerem Abstande von dem Resonanzmaximum durch
oftere Wiederholung verschirft sind. Der offenbar fehlerhafte Wert fiir
die Zusatzbelastung von 10 g ist bei der Mittelbildung fortgelassen,
ebenso bei der zweiten Feder derjenige fiir die Zusatzbelastung von 5,4 g.
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moment wesentlich vergroBert, die Masse der Platte also mehr

nach auBen hin verlegt werden. Der Grund hiervon liegt

in GL (17), die ndherungsweise geschrieben werden kann:
M/M=1+p.

Andererseits hat die geringere Schirfe und Hohe des Re-
sonanzmaximums ihren Grund darin, daB die Koppelung eine
engere war; diese Feder wurde némlich durch die Belastung
stirker auseinander gezogen und nahm somit einen griBeren
Steigungswinkel « an, wie die weniger nachgiebige erste Feder.

8. Photographische Aufnahmen.

Zur Verwendung kam die Feder aus Stahldraht. Das in
Fig. 1 abgebildete Blech muBte zur Abblendung seitlichen
Lichtes erheblich vergréBert (auf 5><5 ¢m) und das Ldchel-
chen erheblich verkleinert werden (auf etwa 0,05 mm). Um
moglichst scharfe Bilder zu erhalten, war genaue Einstellung
erforderlich; auch erwies sich das Licht der Projektionslampe -
etwas zu intensiv, so daB es durch eine divergente Linse ge-
schwicht wurde. Hinter dem Blech befand sich ein recht-
eckiges Diaphragma, welches ebenfalls der Abblendung
schiidlichen Seitenlichtes diente. Das Licht ging durch das
Léchelchen des Blechs in direktem Strahlengang auf das photo-
graphische Objektiv (Zeifisches Aplanar). Die photographische
Platte befand sich im Abstande etwa 60 em vom Objektiv,
entsprechend einer VergréBerung der Elongationen des Lochel-
chens auf etwa das Doppelte. Es wurde zunichst eine griBere
Elongation angeregt und so lange gewartet, bis dieselbe so weit
abgedimpft war, daB das Blech zusammen mit dem Diaphragma
kein Seitenlicht mehr eintreten lieB. Die Anregung erfolgte
von Hand.

Die erste Figur der Tafel zeichnet sich durch besondere
Schirfe der Linienfilhrung aus. Urspriingliche Anregung ver-
tikal, Zusatzmassen entsprechend der Bedingung der voll-
kommenen Resonanz. Die auf den horizontalen Diagonalen
des Rhombus gelegenen Ecken .derselben, Umkehrpunkte der
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Horizontalschwingungen, sind wegen des Diaphragma leider
nicht mehr auf die Platte gekommen. Die Aufnahme begann,
nachdem die Feder bereits eine volle Resonanzfigur beschrieben
hatte, kurz vor Eintritt der reinen Vertikalschwingung und
schloB kurz nach Eintritt der niichstfolgenden Horizontal-
schwingung. Daher kommt es, daB ein schmaler vertikaler
und horizontaler Meniskus von den Kurven doppelt iiberdeckt
ist und sich dementsprechend von dem einfach iiberdeckten
Teil der Figur etwas abhebt.

Die Ubereinstimmung dieser Figur mit der theoretischen
Fig. 4 ist ersichtlich. Der einzige Unterschied besteht darin,
daB die Koppelung jetzt viel loser, die Ubergangszahl also viel
groBer und die Linienziige viel zahlreicher sind wie dort. Es
wire aussichtslos, eine so mannigfaltige und feine Figur, wie
sie uns die Feder selbst photographisch aufgezeichnet hat,
von Hand herstellen zu wollen.

Bei der zweiten Figur der Tafel war die Einstellung lange
nicht so scharf. Anregung und Wahl der Zusatzmassen wie
bei der ersten Figur. Die Aufnahme begann ein betrichtliches
nach der reinen Vertikalschwingung und schloB um etwa eben-
soviel nach der reinen Horizontalschwingung. Deshalb ist ein
Meniskus von horizontaler Erstreckung doppelt iiberdeckt, da-
gegen ein Meniskus von vertikaler Erstreckung frei geblieben.
Auch fehlen aus diesem Grunde die Endpunkte der vertikale
Rhombusdiagonale. '

Im allgemeinen wird man zu Beginn auBer der reinen
Vertikalschwingung immer auch eine kleine ,,Pendelschwingung*
anregen, bei der das beschwerte untere Ende der Feder seit-
lich hin und her geht. Fiir die Abzihlung der Ubergangszahl
auf dem Wandschirm und daher auch fiir die Bestimmung
von u ist diese Pendelung unschidlich, weil das Auge die ver-
hiltnismiBig langsame Pendelbewegung ganz von selbst von
den abzuzihlenden schnelleren Schwingungsbewegungen ab-
sondert. Fiir die photographische Aufnahme wirkt sie dagegen
storend. Deshalb sind die hier reproduzierten Platten eine
Auswahl aus einer groBeren Anzahl von Aufnahmen, bei denen
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die urspriingliche Anregung weniger giinstig, d. h. die Pendelung
stirker ausgefallen war. Ein Beispiel fiir ziemlich erhebliche
Pendelung gibt Fig. 3 der Tafel. Die UmriBfigur, die ohne
Pendelung rhombisch sein wiirde, ist zu einem Sechseck de-
formiert. Die schmale obere.und untere Horizontalseite der-
selben zeigt den Betrag der Pendelung. Interessant ist, daB
auch bei der Betrachtung der photographischen Aufnahme das
Auge selbsttitig eine gewisse Absonderung der Pendelbewegung
vornimmt. Namentlich bei halb geschlossenen Augen erhilt
man nimlich das perspektivische Bild eines Kastens, dessen
verkiirzte Tiefenerstreckung eben der Pendelbewegung ent-
spricht.

Die Schiefstellung der ,Vertikalschwingung“ gegen die
vertikale Richtung, die in Fig. 3 mit der Pendelung in erheb-
lichem MaBe verbunden ist, tritt iibrigens andeutungsweise
bereits in Fig. 1 und 2 der Tafel hervor. In Fig. 1 zeigt sich die
Pendelung iibrigens auch darin, daB die Kurveniste in Gruppen
zu je dreien etwas aneinander riicken.

Im Gegensatz zu den drei bisherigen Resonanzfiguren ist
das letzte Bild der Tafel eine Lissajousfigur. Die Zusatzmasse
betrug gegeniiber dem Falle der vollkommenen Resonanz 4 g.
Wiederum ist die Verwandtschaft dieser Figar mit der theo-
retischen Lissajousfigur 3 ersichtlich. Ubrigens kann man
nicht erwarten, daB die Lissajouskurven in der Photographie
so geometrisch regelmifig werden wie die Resonanzkurven,
weil sich bei der schwierigeren Anregung beider Schwingungen
leichter eine unbeabsichtigte Pendelung einstellt wie bei der
Anregung der reinen Vertikal- oder Horizontalschwingung. In
der Tat tritt diese Pendelung in unserer letzten Figur deutlich
hervor: Wihrend die horizontalen Begrenzungszeiten des Recht-
ecks sich scharf abzeichnen, da sie durch die Pendelungen nicht
beeinfluft werden, sind die vertikalen Begrenzungsseiten ge-
wissermaBen doppelt vorhanden; ein Teil der Kurvendste beriihrt
die #uBere, ein Teil die innere dieser Seiten. Ihr Abstand
gibt die Amplitude der Pendelung.




188 A. SOMMERFELD:

Zum SchluB ist es mir eine angenehme Pflicht, meinem
Assistenten Herrn P. Debye zu danken, der mich bei der
theoretischen und experimentellen Durchfithrung dieser Arbeit
in vorziiglicher Weise unterstiitzt hat.

Der Institutsmechaniker H. Feldhausen ist bereit, die
hier verwendeten Federn nebst Zusatzmassen auch nach aus-
wiirts zu liefern (Preis 35 ). '

Mathematische Erléinterungen.

1. Naherungsformeln. Methode der Forminde-
rungsarbeit. :

Der Beweis der Gl. (1) gestaltet sich am -einfachsten,
wenn wir von der Forménderungsarbeit (elastische
potentielle Energie) ¥ ausgehen. Fiir die Volumeinheit
betrigt diese bekanntlich:

bei Torsion, Schubspannung z - - - - - -

12
2 G
0.2
S

Man integriere diese Arbeitsbetriige iiber den Querschnitt,
indem man die bekannten Verteilungsgesetze der Schub- und
Biegungsspannungen iiber den kreisférmigen Querschnitt be-
riicksichtigt und den bekannten Zusammenhang der groBten
Schubspannung tna.x mit dem Torsionsmomente Qr und der
groBten Biegungsspannung om.x mit dem Biegungsmomente Pr
eintriigt. So erhilt man als Forminderungsarbeit fiir die
Léngeneinheit des Drahtes:

bei Biegung, Zug- oder Drucksp. v - - -

‘ ; (@n?
bei Torsion - - - 26 /7
bei Biegung- - - ;Pé);,

Dieser - Ausdruck ist noch iiber die Drahtlinge ! zu in-
tegrieren. Da aber die Kraftmomente Pr, Qr, sowie die Trig-
heitsmomente J,, J lings des Drahtes konstant sind, so ergibt
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sich die gesamte elastische Energie, als Funktion der Kriifte P, @
dargestellt:
bei Torsion .71 bei Biegung Lt
2GJp’ 2EJ

Hieraus berechnen sich die Deformationen y und z in Rich-
tung der Kriifte Q und P durch Differentiation nach @ und P
(vgl. hierzu Nr. 7 der Erlduterungen). Wir erhalten so die
mit (1) iibereinstimmenden Gleichungen:

ril Prl
(20) - »37;, z= Tk
2. Fortsetzung. Methode der elastischen Linie.
Man weif, daB die Ausbiegungen eines geraden Stabes durch
die Bedingung bestimmt werden: Kriimmung gleich Biegungs-
moment dividiert durch EJ. Entsprechend lautet das Gesetz
fiir einen doppelt gekriimmten Stab, dessen Krtimmungsradius
groB gegen die Abmessungen des Querschnitts ist: Hinzu-
kommende erste Kriimmung gleich Biegungsmoment dividiert
durch EJ, also (vgl. die folgende Nr. 3) in erster Naherung:
cos?e x Pr
1) 4(55 == &1

Ferner hat man beim geraden Stabe das Gesetz: Torsions-
winkel pro Lingeneinheit gleich Torsionsmoment dividiert
durch GJ,. Entsprechend lautet das Gesetz fir einen Stab
von doppelter Kriimmung: Hinzukommende zweite Kriimmung
(auch Torsion genannt) gleich Torsionsmoment dividiert durch
G J,, also (vgl die folgende Nr. 3) in erster Niéherung

81n ¢ CO8 «' r
) A(P) = =g

Diese Ergebnisse (21) und (22) stimmen natiirlich mit (20)
tiberein.

3. Erste und zweite Kriimmung der Schrauben-
linie. Bekanntlich definiert man die erste bzw. zweite Kriim-
mung einer Raumkurve am besten dadurch, daB man die Kurve
durch parallele Tangenten bzw. Binormalen auf die Einheits-
kugel abbildet und die fragliche Krimmung als Verhiltnis des
Linienelementes do des sphirischen Abbildes zum Linien-



(23)

190 A. SOMMERFELD:

elemente ds der Raumkurve erklirt. Aus der Schraubenlinie
entsteht bei der Abbildung durch parallele Tangenten bzw.
Binormalen im Mittelpunkte der Einheitskugel ein Rotations-

kegel von dem halben Offnungswinkel : — ¢ bzw. a; derselbe
schneidet die Einheitskugel je in einem Parallelkreise vom
Linienelement

do = cos e dp bzw. do = sin e dg,
wo dg den Drehungswinkel bedeutet, der bei der Erzeugung
der Schraubenlinie zum Linienelement

ds = rdg

COos

gehort. Somit wird

sin o cos

eos®o . .
erste Kriimmung = —,— zweite Kriimmung = ;

Wir driicken die Anderung dieser Kriimmungen
A (Ej_’ﬁ) and 4 (sina co8 a)’

r
die durch irgend eine elastische Deformation der Feder ent-
stehen, durch # und y aus. Offenbar hat man, wenn H die
parallel der Achse gemessene Hohe der Feder bedeutet:
z=dH und

. H .
sln ¢ = -, Asma=~y—, do= —y, Acose = —4 22
l l lcosa l cose

Ist ferner ¢ der Drehungswinkel, der zur Beschreibung
der ganzen Schraubenlinie gehort, so hat man

z 7 cos x
d(p = Py cosa = -‘lqj, Aa (— ;‘f) = r
Hieraus folgt

cos® cose\ , COBx x
d( - )=cosad(7)+-—r—-Acosa=cosa”

S
—sine -
sma .5,

CO8 ¢
7

A (Sin“ co'!’a) = co;a A sin ¢ + sin « A(

r

- Y 4 gineZ
)——cosarl—l—sma”,

also naherungsweise fir « = O die in (21) und (22) benutzten
Werte der hinzukommenden Kriimmungen.

4. Beriicksichtigung der Eigenmasse der Feder.
Die Korrektion, welche wegen der Eigenmasse eines schwingen-
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den elastischen Systems anzubringen ist, ist allgemein von
Lord Rayleigh, Theory of Sound, § 156 (2. Aufl. Bd.I p. 250)
berechnet worden, unter der Annahme, daf die jeweilige Form
des elastischen Systems als Gleichgewichtsform behandelt werden
kann. Dies trifft allemal dann zu, wenn das elastische System
durch Zusatzmassen (in unserem Fall hauptsiichlich die Platte
am unteren Ende) derart beschwert ist, daB die Schwingungs-
dauer des belasteten Systems groB gegen die Schwingungs-
dauer des unbelasteten Systems wird. Ich habe mich iiberzeugt,
daf man zu demselben Ergebnis wie Lord Rayleigh gelangt,
wenn man die genaue (partielle) Differentialgleichung der Feder-
schwingung aufstellt und die die Perioden definierende tran-
szendente Gleichung fiir den Fall vereinfacht, daB die Feder-
masse m klein gegen die Zusatzmassen M, bzw. die reduzierten
Zusatzmassen M’ ist. In die Formel fiir die Schwingungs-
perioden tritt denn als wirksame Masse, wie im Text behauptet:

M=M,+ym, M' =M+ 5m.

5. Genauer Ausdruck fiir die Forminderungs-
arbeit der Feder. Nach dem unter 1. Gesagten betrigt die
gesamte potentielle Energie der Feder, wenn M, das Torsions-
moment, M, das Biegungsmoment bedeutet:

’ LM M
24 V= (et £5)

Fir M, und M, setzen wir nicht mehr die gendherten
Werte Qr und Pr ein, sondern die S.171 genannten genauen
Werte

(25) { M,= Qr cosa + Prsina,

M, = Prcosa — Qrsin .

Dadurch gewinnen wir die folgende Darstellung von ¥V
als Funktion der Krifte P, Q:

(26) V= T_:—l (?lj; (@cosa+ Psinea)?+ %(Pcos a—@sin a)g).

Aus dieser ergeben sich die zu den Kriften gehorigen
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Wege z, y durch Differentiation nach P, @ (vgl hierzu Nr. 7
der Erliuterungen) namlich:

x=z—1‘; é; (Qcosasma+Psxn’a)+ EJ (Pcos ¢ — Q@sinx cos «),
ov

Y=3¢ GJ (Qcos a—{—Psmacosa)—{-EJ(——Psmacosa + @sinf«).

Die rechten Seiten sind lineare Funktionen von P und @;
die Determinante ihrer Koeffizienten berechnet sich einfach zu
(r*1)'/EJGJ, Kehrt man also die Gleichungen um, so er-
gibt sich:

@0 P= ;1,—1 (Edcos*a+ G sin’e) z+ ’:—I(GJP—EJ) singcosc ¥,
Q=.1,(GJ,cos’a+ EJsin’a)y+ ,,(GJ,— EJ)sinacose z.
Dies sind die frither benutzten Gleichungen (8).
6. Die genauen Gleichungen der elastischen Linie.

Will man die unter 2. genannte Methode genau machen, so
hat man in den Gl. (21) und (22) statt Pr und ¢ die genauen

Werte (25) von M, und M, einzutragen und statt o (('os ")
und 4 (ﬂ“ﬁ;“s “) die genauen Werte (23). Man erhilt:

cos?a .
; )= Prcose — Qrsine

M,—EJ4(

EJ .
=,y (cosaz—siney),
(28)

M, = Gde(cowrﬂq) = @rcose + Prsine

f

GJ .
- (cosey + sina ),

und durch Auflésung nach P und @ abermals die Gl (27).

Ubrigens gestatten die GL (28) auch unmittelbar den
Ausdruck von ¥ in (24) als Funktion der Wege x, y hin-
zuschreiben, ndmlich in der Form:

@) V= —{ 67,[a ()] + £5[a (%))

GJ (cosay+smax)’+EJ(cosaz—s1nay)’}

2r’l {
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Nach allgemeinen Regeln der analytischen Mechanik ge-
winnt man hieraus abermals die Kriifte P, @ als Ableitungen
nach z und y. Das Resultat stimmt wieder mit den Gl (8)
oder (27) tiberein.

Den Ausdruck (29) leitet Lord Kelvin ab, vgl. Natural
Philosophy Bd. II, art. 605, und an derselben Stelle unsere
Gl (27), wobei aber noch nicht die fiir uns unentbehrliche
Beschriinkung auf hinreichend kleine Deformationen # und y
gemacht ist. .

7. Einschriankende Bemerkung zu den Nrn. 1 und 5.
Das in Nr. 6 benutzte Verfahren P = oV/cz, Q = 2V /cy, bei
dem V als Funktion der Wege z, y gedacht wird, folgt un-
mittelbar aus dem Begriffe der Arbeitsfunktion und ist all-
gemeingiiltig. Das Gleiche gilt nicht von dem in Nr.1 und 5
angewandten Verfahren z = 0V/s P, y =0V /¢ Q, bei welchem
V als Funktion der Krifte P und @ angesehen wird. Viel-
mehr hat man im allgemeinen so vorzugehen, da man zu-
nichst eine ,modifizierte Arbeitsfunktion® W=V —zP —y@Q
bildet, diese als Funktion der P, @ darstellt und die Wege z, y
nach der Vorschrift z = — 0 W/o0P, y=— 0W/3Q berechnet.
Wenn aber im besonderen die Zusammenhinge zwischen z, y
und P, @ als linear behandelt werden konnen und dement-
sprechend ¥V als homogene quadratische Funktion angesehen
werden darf, so wird P+ yQ =2V, W =— 7V und daher
=+ 0V[oP, y=+ 0V/6Q. Diese Besonderheit liegt z. B.
bei den sog. kleinen Schwingungen eines elastischen Systems,
also auch in unserem Falle vor.

‘Witllner-Festschrift. 13



Beziehungen zwischen Symmetrie und Determinanten
in einigen Aufgaben der Fachwerktheorie.

Von

Aveust HerTwia, Aachen.
(Mit 4 Figuren.)

§ 1.

In der Statik der Baukonstruktion, besonders bei der
Fachwerkberechnung, liegt die Aufgabe vor, = lineare Glei-
chungen mit » Unbekannten zu losen. Ist die Zahl » groB,
so ist die Arbeit der zahlenmiBigen Ausrechnung sehr um-
fangreich. Daher hat man zeichnerische Verfahren zur Be-
rechnung der Fachwerke erfunden, um das Losen der Glei-
chungen zu umgehen: Man kann, wie Klein?) sagt, die gra-
phische Statik als die Lehre von der Auflésung # linearer
Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten auffassen. Jedoch
fiilhren bei einigen Problemen die graphischen Methoden nicht
unmittelbar zum Ziel, sondern es bleibt schlieBlich doch noch
die Aufgabe iibrig, mehrere lineare (leichungen zu losen, wenn
auch die Zahl der Gleichungen und Unbekannten durch die
Vorarbeiten kleiner geworden ist. So liegen die Verhiltnisse
bei der Berechnung von Fachwerken nach der Ersatzstab-
methode, von Miiller-Breslau, bei der Berechnung statisch
unbestimmter Systeme usw.

Zu dem groBen Zeitaufwand fiir die Losung tritt unter Um-
stinden noch ein weiterer Ubelstand in der Unsicherheit der

1) Klein, Einleitung in die hthere Geometrie I, S. 346.
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Unbekannten, wenn die Koeffizienten der Gleichungen nicht
fehlerfrei und scharf bestimmt sind'), auch wenn ‘die Glei-
chungen voneinander unabhéngig sind.

Um ein Bild iiber den mittleren Fehler der Unbekannten
zu gewinnen, kann man diesen, wie unten gezeigt, berechnen.
Jedoch wird die Berechnung noch zeitraubender wie die Losung
der Gleichungen. Nun bietet bei den oben genannten Problemen
die bei praktischen Fillen fast immer vorhandene Symmetrie
Mittel, sowohl die Losung der Gleichungen als auch die Be-
stimmung des mittleren Fehlers der Unbekannten wesentlich
zu vereinfachen.

Die Losung der Gleichungen mit Hilfe der Determinanten
ist in allgemeinen Fillen bekanntlich nicht praktisch, wenn es
sich nur um die zahlenm#Bige Ausrechnung handelt. Da gibt
es iibersichtlichere und schneller zum Ziele fiihrende Elimi-
nationsmethoden. Jedoch werden wir gerade mit den Determi-
nanten besser arbeiten, wenn wir geschlossene Ausdriicke fiir
die Unbekannten brauchen, wenn Symmetrie vorhanden ist
und wenn es mdoglich ist, die Symmetrieeigenschaften so zu
benutzen, daB die Koeffizienten gleichsam die Symmetrie
widerspiegeln. Dann entstehen besondere Determinanten,
die einfach auszuwerten sind. Ehe wir auf diese eingehen,
wollen wir eine Betrachtung iiber die Ermittelung des mittleren
Fehlers der Unbekannten einschalten.

§ 2. Der mittlere Fehler der Unbekannten.

In den » linearen Gleichungen seien die Koeffizienten und
die Konstanten mit Fehlern behaftet. Die Unbekannten sind

in Determinantenform
D

xz
X=7

als Funktion der Koeffizienten und Konstanten

X=f<a11 *t Ay kl”’ kn)
dargestellt.

1) Miiller-Breslau, Statik der Baukonstruktion, Bd. II, S. 153.
13*
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Sind die mittleren Fehler m,, und m, der a,, und % so
klein, daB ihre hoheren Potenzen vernachldssigt werden konnen,
so ist der mittlere Fehler M von X

=Y (3 (oLm aif, mig) - (2L ) +(§[ o)t Gl )’
aau aau (D) (aa,, - Dz aa_a?;)
of _ 19D,
ok, D 0k,

D
Mit Beriicksichtigung, daB —~ = X wird,

1 aDz 2 oD
M=5 VZ’”r"L('aa,;) +(xf) 2 xgen |+ 2w ()
wobei rs und & fiber 1 bis % auszudehnen ist.

Der mittlere Fehler hingt also ab von der GroBe der
Determinante D, der GroSe der Minoren (rn — 1) Ordnung,
von D und D,, dem Vorzeichen des Produktengliedes

0D, 4D

0a aa”

2. X.

und der Zahl n.

Ist die Determinante D der Null nahe, so wird der Fehler,
auch bei kleinen Fehlern der a und %, sehr groB. Diese Tat-
sache findet bei statischen Aufgaben ihre Erklirung darin, daB
die Systeme mit D = O beweglich sind. Doch ist die GroBe
der Determinante D allein kein Kriterium fiir den mittleren
Fehler. Auch bei Determinanten D, die von O weiter ab-
weichen, kann trotz der kleinen Fehler der @ und & der Fehler
der Unbekannten groB werden. Aus der Formel 148t sich nur
ersehen, daB der ungiinstigste Fall vorliegt, wenn neben den
anderen oben genannten KFehlerwirkungen negative Glieder

oD, D
da,, Ga,,

2-X.

auftreten, und daB der Fehler mit der Zahl » zunimmt. Um
sich ein Bild tiber den mittleren Fehler zu verschaffen, muB
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man M zahlenmiBig berechnen. Befolgen aber die Koeffi-
zienten keine besonderen Gesetze, so ist die Ausrechnung zu
langwierig.

8 3.

Kehren wir nun zu unserer Aufgabe der Berechnung der
n linearen Gleichungen mit % Unbekannten zuriick. Die
Losung mit Determinanten wird bequem, wenn sowohl die
Nennerdeterminante als auch die Zahlerdeterminanten einfach
aufzulésen sind. Zur Bestimmung des mittleren Fehlers ist
auBerdem eine leichte Ermittelung der Unterdeterminanten
(x — 1.) Ordnung erforderlich. SchlieBlich wird es fiir die Ge-
nauigkeit der Rechnung giinstig sein, wenn die Zahl der ver-
schiedenen Koeffizienten moglichst klein wird. Dadurch wird
der mittlere Fehler der Unbekannten zwar nicht geringer, aber
man kann ohne iiberm#Bigen Zeitaufwand diese geringere Zahl
der Koeffizienten genau bestimmen.

Diesen Anforderungen werden die zyklischen Determi-
nanten und eine Reihe von Determinanten allgemeinerer Bau-
art gerecht. Bei den schon angedeuteten Problemen, die uns
spiter beschiftigen werden, konnen wir mit Benutzung der
Symmetrieeigenschaften die Unbekannten so wihlen, daB sie
durch derartige Determinanten ausgedriickt werden.

§ 4 Determinanten n. Ordnung, aus » Elementen
gebildet.

Von diesen betrachten wir zuerst einen Spezialfall, die
zyklischen Determinanten.

1. Die einfache zyklische Determinante besteht aus den
verschiedenen Elementen der ersten Reihe, die in der zweiten
und den folgenden in zyklischer Vertauschung wiederkehren.

‘ al a2 a,s a4 ----- a”
Az A3, Oy a,a,
= D.
| GGy G30ag Ayt
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Von diesen Determinanten ist bekannt'), daB sie sich in
n Faktoren spalten, welche aus den Elementen mit Hilfe der
Einheitswurzeln rational zusammengesetzt sind.

D—(-1)? Y o) 9le) - - 9(ay)
o(z)=a, + az + aga? - - - a,xz" L

(n 1) (n—

D.e o« sind die Einheitswurzeln aus
a® = 1.

Ferner sind die Unterdeterminanten mit Vorzeichen 4, von a,
gleich fiir alle a, der ersten und der folgenden Zeilen. Da-

1 az)»_

her ist 4, = -~ - Aus diesen Sitzen ergibt sich eine ein-

fache zahlenmaﬁlge Berechnung der Determinante D.
Nach Logarithmierung und Differentiation von D wird z. B.

o9 (o) 1 09(x) 1 09,
nd =D <H&3 T o) oa e o4 ):
Auch diese Werte sind in Zahlen schnell auszumitteln.

Die Nennerdeterminante D, der Gleichungen mit zyklischen
Koeffizienten und beliebigen Konstanten %, bis %, lassen sich
alle durch die Unterdeterminante 4 von D und die Konstanten
k ausdriicken.

D, = klAl + ke dy -+ knAnr

Dy=Fk A, + k4, -~~—|—kA1

oD,
Fir die Fehlerbestlmmung sind dle und die —- schon
in den A gegeben.

oD, A 04 2 . ’
Die ——= sind mit Hilfe der - - =~ = D einfach zu finden.
oa, da, Jdada,
. 04, | n 41 -
Von den %% Ableitungen - 5q Sind nur » (——72 ) verschieden,
denn y
¢*D _©A,  pp 04,
2;,3 :_ ca, o _aaaéa;_ ca,

1) Pascal, Die Determinanten, S. 71 ff. In deutscher Ubersetzung
bei B. G. Teubner erschienen.



Beziehungen zwischen Symmetrie und Determinanten usw. 199

2. Pascal weist schon in seinem obengenannten Buche
darauf hin (8. 83), daB die zyklische Determinante nur ein
Sonderfall viel allgemeinerer Determinanten #. Ordnung aus
» Elementen ist.

Pascal sagt dort: ,Stellen wir uns # GréBen vor und
eine Gruppe von Substitutionen mit bezug auf diese GroBen,
eine Gruppe, die nur » Substitutionen enthalte; d. h. wie man
sich in der Lehre von den Substitutionen ausdriickt, ihre Ord-
nung und ihr Grad seien einander gleich. Dann ordnen wir
auf einer ersten Zeile #» Elemente, auf die anderen Zeilen ver-
teilen wir dieselben Elemente, nur in fortlaufender Reihe den
Substitutionen gemdB vertauscht.“. Diese Determinanten wollen
wir kurz als Pascalsche bezeichnen. Diese Determinanten
haben die fiir uns wichtige Eigenschaft, daB sie einfach zahlen-
miBig zu berechnen sind. Transformiert man die Determi-
nanten, indem man zu einigen Reihen und Kolonnen mit Fak-
toren multiplizierte andere Réihen oder Kolonnen hinzufiigt,
so kann man einige Elemente der transformierten Determi-
nante zu Null machen. Dann sieht man, daf die Determi-
nanten in Faktoren zerfallen, die z. B. die Elemente linear
oder quadratisch enthalten.

Die Elemente seien @, - - - a,, die zugehorigen Unterdeter-
minanten 4, --- A,, dann ist leicht zu ersehen, daB

(@ +a;+---a)(4, +4,+---4,)=D.

Diese Beziehung gibt eine einfache Probe fiir die Ausrech-
nung der A. .

Die Unterdeterminanten A, eines Elementes @, sind gleich,
wo auch a, in der Determinante steht. Also ist

Sonderfille dieser Determinanten sind, wie schon gesagt, die
zyklischen und die von Pascal erwidhnten Determinanten von
Puchta und N6ther. Diese sind von der Ordnung 2¢
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ag a; ag ag

Andere Beispiele treten uns bei den
berechnungen entgegen, wie diese Determinante:

a, az ag b
as a, a; by
a ay a; by
bl b2 bs al'
by by b, ag
by b, by ag

b
by
b,
Oy
1
as

D=a-8-y-0.

a=a,+a,+a;+b + b+ b,
y=0a,+a+a—b —b—b
B=thy - uyg— Uy - uy
0 =uuy — ug'u,

uy = (a, + by) — (a5 + by)

uy = (ag + b;) — (a5 + by)

ug = (ag + by) — (a; + bs)

uy = (@, + by) — (ay + bs).
Bei den u' erscheint in den Klammern das negative Vor-
zeichen. Die Berechnung der Unbekannten in @leichungen
mit diesen Nennerdeterminanten gestaltet sich wie bei den

zyklischen. Ich erwihne gleich: Die Beziehung der Determi-
nanten zu den Symmetrieeigenschaften der Fachwerke beruht

spiteren Fachwerk-
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auf den Gruppeneigenschaften, der Symmetrie.!) Den Sub-
stitutionen der Elemente entsprechen die Deckoperationen,
z. B. Drehungen gewisser geometrischer GroBen. Der Gruppe
der Substitutionen entspricht die Gruppe der Operationen. Die
Beziehung wird weiter unten an Beispielen erliutert werden.

§ 5. Determinanten n. Ordnung mit mehr als n ver-
schiedenen Elementen.

Im allgemeinen ist es nicht moglich, bei den spateren
Rechnungen mit Determinanten aus » Elementen auszukommen-
Wir miissen daher noch allgemeinere Determinanten unter-
suchen. Bei diesen Determinanten sind die Unterdeterminanten
nicht mehr so einfach zu finden. Man muB daher ein anderes
Verfahren zur Berechnung der Unbekannten einschlagen. Zu
beachten ist, daB die n Gleichungen mit » Unbekannten nicht
bloB fiir bestimmte Zahlenwerte der Konstanten %k zu be-
rechnen sind. Bei den spiteren Problemen ist es wichtig, die
X durch die % auszudriicken. Die Koeffizienten der ¥ konnen
sofort durch Zahlen angegeben werden. Will man auch die
mittleren Fehler der X bestimmen, so muB man die X als ge-
schlossene Werte der ¥ und der Koeffizienten a bestimmen
um sie nach a und % differenzieren zu kénnen. In den meisten
Determinanten, die in praktischen Fillen vorkommen, lassen
sich durch geeignete Komposition der Reihen und Kolonnen
Elemente auf der einen Seite der Diagonale zu Null machen.
Es zerfillt die Determinante in ein Produkt z. B. aus denm
Elementen einer Diagonale oder aus den Hauptminoren 2. Ord-
nung:

1) ,,Alle Deckoperationen, welche eine symmetrische Figur in sich
iiberfithren, bilden eine endliche Gruppe von Operationen“, s. Schén-
flieB, Kristallsysteme und Kristallstruktur, S. 65.

Klein, Vorlesungen iiber hthere Geometrie, II. Teil.
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12345678 |
1 a, b a; by a; by a; U,
2 ay by a; b, a, b ag by
3 a; bya b a; b a; b,
4 a by a; by a; by ag by
5ia5 by a; by a, b, ay by |
6 | b a, by ag by a, b,
T a; b a; by ag by ay b
S;a8 by a, bs ag b, as by
| 1 , 2 49 | 5 —1
1434547 (a,-+ay)H @y a1) (b, +0,) + (bgt-b) 0 | 0 ’
2+4+6+8 (aytag)+(a,+ ag) (bs+Ds) -+ (by+b5) 0 I 0
448 a,+ ag i b, + b, (bs+Us) — (b4+bs)I(az+ao)+(a4+as)
5+7 a, +a; b5 + by (by+by) — (bu+bs')l(a1 +a5)—(a;+ a;)
347 . ay +a, by + b, 0 ; 0
648 as + ag b + by 0 ! 0
T a, b, by — b, ‘ a, — a,
8 ag . be by — by a; — ag
EAHXAVAT) X+ X4 Yt X)) X+, | X4+ 7,
| g =7, =z, =z

Diese Umformung der Determinante zeigt iibersichtlich
an, in welcher Weise man die (leichungen umformen mub,
einmal durch Addition, ferner durch Hinzufiigung gewisser
Glieder mit positiven und negativen Vorzeichen und Einfiih-
rung neuer Unbekannten Z, so daB die Gleichungen die Koetfi-
zienten erhalten, welche in der transformierten Determinante
als Elemente erscheinen. In dem oben angefiihrten Beispiel
sind am Rand der umgeformten Determinante die Komposi-
tionen der Reihen und Kolonnen und die Substitutionen der
Unbekannten angegeben. Entweder 16st man schrittweise die
Gleichungen und findet zuerst Z, = X, + Xy + Y, + Y; usw.
Kommt es nur auf die zahlenmiBige Ausrechnung an, so ist
diese Methode am einfachsten. Zuletzt findet man Y; und Y,
und dann riickwirts durch Einsetzen in die Z die tibrigen X
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und Y. Um geschlossene Ausdriicke fiir die X und Y zu er-
halten, entwickelt man besser die Zihlerdeterminanten des
Gleichungssystems der Z. Dann erscheinen gleich die Fak-
toren, welche sich bei der Division durch die Nennerdetermi-
nante herausheben. Jetzt wollen wir noch einige Determi-
nanten der besprochenen Art aufzihlen, die bei unseren Pro-
blemen auftreten. 1. Unter den erweiterten zyklischen De-
terminanten wollen wir solche verstehen, die aus m? quadrati-
schen, in sich zyklischen Matrizes von der r. Ordnung gebildet

81 6—2  |1—5—(3—1B—9—(6—2)
0 0 ‘ 0 J 0 ky+ kg ok,
0 0 ’ 0 ‘ 0 kyt b+ gtk
0 0 ‘ 0 | 0 ky 4k
0 0 | 0 ! 0 kg + K,
(@, —ag)+(as— a,)|(b,—bs) + (ba-‘b';)’ 0 0 ks + &,
!(az_as)+(a4—as) (bs—b) + (b,—bs) Y ' 0 ks + 44
A — 0y by — b, (b5—b3) — (by—b5)|(1,—at6)+(a,— a5) k;
a, —0g b, — by (by—Dbg) — (by—,)|(a,—as)+(@s—a;)| ° ks
X+ Y, Y, + Y, Y, Y,
I = Z5 = Ze = Z7 l = Zs

sind. Im allgemeinsten Falle sind die je r Elemente der
m Matrizes verschieden. Gleichungen, die auf solche Determi-
nanten fiihren, sind unbequem zu losen. Ist » ungerade, dann
sind keine wesentlichen Vereinfachungen méglich. Ist r gerade,
so kann man die Losung der - m Gleichungen zunichst auf

die Lésung von % -m G@leichungen zuriickfiihren, ohne Ein-

fiilhrung komplexer Substitutionen. Denn die zyklische Ma-
trix der 7. Ordnung liBt sich durch Komposition der Reihen
und Kolonnen umformen, da8 ein Minor der Ordnung /2 mit
den Elementen O entsteht. Wiirde man imagindre Faktoren
benutzen, so kénnte man die zyklische Matrix umformen, daB
die Glieder auf der einen Seite der Diagonale Null werden,
daB sich also die gegebene Determinante auf ein Produkt aus
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Minoren m. Ordnung reduziert. Ist » eine Potenz von 2, so
fihrt die Umformung der Nennerdeterminante auf ein Produkt
von Determinanten der Ordnung 2-m, so daB die r - m. Glei-
chungen durch schrittweises Losen von 2m Gleichungen er-
ledigt werden konnen. Ist schlieBlich » = 4, so ldBt sich mit
Einfithrung einfacher komplexer Substitutionen die Determi-
nante zerlegen in ein Produkt aus m Determinanten m. Ord-
nung. Die Matrix 4. Ordnung aus den Elementen a,, a,, a4, a,
geht iiber in eine solche, deren Diagonalglieder

a, + as + a3 + ay,

@ —ay + ag —a,

@ + itay;— ag — iay,

a, — tay — ay + iay,
sind, und deren Glieder auf der einen Seite der Diagonale O
sind. Diese Art Determinanten nimmt bei besonderen Pro-
blemen einfachere Formen an dadurch, daB einzelne von den
Elementen von vornherein O sind und ferner in einzelnen Ma-
trizes die Elemente gleich werden und nur in anderer Reihen-
folge auftreten. Ein Beispiel ist folgende Determinante, die
wir spiater bei der Berechnung eines riumlichen Fachwerkes
benutzen werden, und deren Entwicklung sofort durchgefiihrt

werden kann. Nach Umstellung einiger Reihen entsteht die
Determinante:

1 2 3 4|5 6 1 si

11| a b 0 0 |—e—f 0 O
2 5 —b—a 0 0 +f—c 0 ol
3 4,0 +a+b 0| 0 —e—f 0
4 8/ 0 —b—a 0| 0 +f—e 0
|

5 3| 0 0 +a+b| 0 0 —e —f|
6 7| 0 0 —b—a| O O+f——e.
724 0 0 4a —f 0 0 —e;
8 6|—a 0 O —b|—e O O+f|
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1| 5 le—1|6—5s'8—14—2/7-5[8—6

14+34+56+7a+b—e—f] 0 0,0 0 0, 0
2144648 —a—bif—e 0 | 0 i 0 00 o
8+17 I 4+b —f |la—bl—et+f O 0 0o 0
448 | —a| —e —b+a+f+e| o ! o 0 ! 0
548 = —a| —e| +a| +ei 2a | 0 0 ‘ 0
6—17 | —b| +f | +b -fl 0 ' 2a | O 0

? Ly —f | = S —b1a|+f +e

8 . —a| —e | +a| te| +a, —b| +e, —f

D = — (a® — b%) (4¢") (40%) (f* + ¢*).

2. Von den mannigfaltigen Determinanten, auf die man
bei den spiteren Problemen stoBt, wollen wir noch ein Bei-
spiel erwihnen. Die auf S. 202 als Beispiel benutzte Determi-
nante aus 27 Gliedern liBt sich umformen in eine solche, bei
der in der Diagonale Matrizes 2. Ordnung stehen, wihrend die
tibrigen Glieder der einen Seite 0 sind. Die Umformung ist
dort schon durchgefiihrt.

§ 6. Berechnung symmetrischer Fachwerke nach der
Ersatzstabmethode.

Von den oben erwihnten Problemen der Fachwerktheorie,
welche auch bei Anwendung graphischer Methoden schlieBlich
doch noch auf die Losung mehrerer linearer Gleichungen
fiihren, wollen wir jetzt die Berechnung statisch bestimmter
Fachwerke nach der Ersatzstabmethode von Miiller-Breslau
niher ins Auge fassen. Wir wollen untersuchen, wie sich bei
diesen Aufgaben die Beziehung der Fachwerksymmetrie zu den
Determinanten gestaltet.

Die Ermittlung der Stabspannkrifte nach dem Ersatz-
stabverfahren verlduft in folgender Weise. Hat man ein Fach-
werk, welches sich nach den sonstigen Methoden nicht be-
rechnen liBt, so nimmt man eine Anzahl statischer GréoBen
heraus und fiigt eben so viele andere GrioBen hinzu, so daB ein
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System entsteht, welches starr und nach bequemen Verfahren
zu untersuchen ist.

Die beseitigten statischen GréBen in dem urspriinglichen
Fachwerk, hervorgerufen durch eine gegebene Belastung P,
seien X, X, ..., die hinzugefiigten GroBen im sogenannten
Ersatzsystem ¥, ¥, .... Denkt man sich nun das Ersatzsystem,
einmal belastet durch die gegebenen Lasten P, andererseits
durch die unbekannten, vorliufig als #uBere Krifte angebrachten
GroBen X, so kann man die statischen Gr&Ben des Ersatz-
systems als lineare Funktionen der Lasten P und X anschreiben

Sp=8p0+ Su1 Xy + Spe Xsg + S,s X5 + - - ..
S, kann als die statische GroBe S, im Ersatzsystem gedeutet
werden, die nur durch die Krifte P erzeugt, S,,, die nur
durch X, =1 erzeugt wird. So kann man die hinzugefiigten
statischen GriBen V auch als lineare Funktionen der P und X
ausdriicken und schlieBlich die X so bestimmen, daB die V=0
werden. Diese n linearen Gleichungen liefern die #n GroBen X,
wenn die Nennerdeterminante von O verschieden ist.')

Ist die Anordnung der Werte X und ¥ im Fachwerk so,
daB sie durch Drehung, Spiegelung, Inversion oder Drehspiege-
lung in sich selbst iibergefiihrt werden konnen, so liegen die
Werte symmetrisch. SchonflieB unterscheidet in dem ob-
genannten Buch fiir riumliche Gebilde, entsprechend den vier Typen
der Bewegung vier Typen der Symmetrie, Symmetrie gegen eine
Achse erster Art, Symmetrie gegen eine Ebene, Symmetrie
gegen einen Punkt und Symmetrie gegen eine Achse zweiter
Art. Von diesen Typen kommen bei unsern Fachwerken
hauptsichlich nur die der Drehung entsprechenden Typen vor.

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen diesen
Typen und den oben betrachteten Determinanten?

1) Uber die Prioritit dieser Methode hat sich ein unerfreulicher
Streit entsponnen, indem sie von manchen Seiten Henneberg zuge-
schrieben wird (Henneberg, Statik der starren Systeme, S. 288 ff.).
Mir scheint noch ein wichtiger Schritt notwendig zu sein, um von der
Methode Hennebergs zu der Ersatzstabmethode zu gelangen. Diesen
Schritt hat Miiller-Breslau ausgefiihrt.
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Wir haben nicht bloB die Symmetrie des Fachwerkes ins
Auge zu fassen, sondern auch die Symmetrie in der Anordnung
der X und V.

1. Das Fachwerk besitze eine = zihlige Symmetrie-
achse. Durch #n Drehungen um den Winkel -25 kann das

Fachwerk mit sich zur Deckung gebracht werden. Die
Drehungen bilden die sogenannten zyklischen Gruppen. Bei
der Zahl und Anordnung der X und ¥ muB man zwei Fille
unterscheiden. Einmal sollen sowohl die X als auch die V
siamtlich durch die moglichen Deckoperationen des Fachwerkes
in sich iibergefithrt werden konnen, die .X in sich, und die V
in sich. Die Zahl der X beziehungsweise ¥ stimmt mit der
Zahl der Operationen in der Gruppe iiberein. Im andern Falle
soll die Zahl der X beziehungsweise der V groBer sein als
die Anzahl der Operationen in der Gruppe, und zwar soll sie
ein Vielfaches dieser Zahl sein, so daB die X beziehungsweise
V in mehrere Reihen zerfallen, deren X beziehungsweise ¥V
in sich iibergefiihrt werden konnen. Sind » Werte X und V
vorhanden, welche die » zihlige Symmetrieachse besitzen, und
bezeichnen wir die » Werte ¥V infolge X, = 1,mit a,, a,, ... @,
so entspricht der Drehungsgruppe die Gruppe der zyklischen
Vertauschungen der Werte a.

Praktische Bedeutung erhalten die Untersuchungen zwar
erst bei der Berechnung rdumlicher Fachwerke. Trotzdem
wollen wir hier der Einfachheit wegen, als Beispiele, soweit
moglich, ebene Fachwerke benutzen, die ohne Riicksicht auf
konstruktive Verwendbarkeit gebildet sind. Das ist hier um
so -mehr zuldssig, als die Symmetrieklassen, welche nur aus
riumlichen Gebilden bestehen, fiir rdumliche Fachwerke keine
Rolle spielen.

In dem Fachwerk in Fig. 1 werden die Auflagerkrifte
auf dem #uBeren Kreis als X gewidhlt und die Stibe V ein-
geschaltet. Das Ersatzsystem ist starr und nach Bestimmung
der Auflagerkrifte 4 durch kinematische Methoden einfach zu
berechnen. Die Determinanten der @ ist die gewdhnliche
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zyklische Determinante. Der weitere Rechnungsgang ist nach
den obigen Bemerkungen iiber die Determinanten klar.
D=—(a,+a;+ay+a) (a, + o —ay - a,)
(@, — ap? — (@, — a?).

Wird einer der drei Klammerausdriicke O, dann ist das

Fachwerk beweglich. In dem Beispiel haben wir eine n-zihlige
Symmetrieachse und je # X und 7, die in sich ibergefiihrt
werden konnen. Stimmt die Zahl der X beziehungsweise V
mit der Zahl n der Operationen der Gruppe iiberein und
konnen sie alle durch Drehungen in sich iibergefithrt werden,
so entsteht eine zyklische Determinante. Wiirde noch eine
zweite Reihe von je », X und ¥V vorhanden sein, wie im
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Fachwerk der Figur 2, dessen Symmetrieachse vierzihlig ist, so
ersieht man sofort, daB die Koeffizienten eine erweiterte zyklische
Determinante (siehe 8. 203) bilden. Es erscheinen vier in sich
zyklische quadratische Matrizes der Elemente a, bis a,, b, bis b,,
¢, bis ¢, und d; bis d,. Die Berechnung der Gleichungen ist
umstindlich, wenn nicht gerade, wie in diesem Beispiele, der

Grad der quadratischen Matrix 4 ist. Bisher hatten wir nur
eine n-zihlige Symmetrieachse, die man bei ebenen Gebilden
auch durch ein Symmetriezentrum ersetzen kann.

2. Gehen wir einen Schritt weiter, so kommen wir zu
den Drehungsgruppen mit einer n-zéhligen Symmetrieachse
und 7 zweizihligen, zur ersten senkrechten, Nebenachsen, den

sogenannten Dieder-Gruppen. Diese enthalten 22 Drehungen.
Wiillner-Festschrift. 14
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entsprechend, und ist die Zahl der Ersatzstibe ebenso gro8
wie die Zahl der Deckoperationen der Symmetriegruppe, dann

“0
54'%.‘0.
Q) %
S
&y
1° 2 1 i

sind diese Fille mit den schon behandelten identisch. Ist die
Zahl der Ersatzstibe aber grofer, so kann im Vergleich zu
den obenangefiihrten entsprechenden Beispielen Vereinfachung
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in der Ausrechnung der Determinanten entstehen dadurch, daB
Elemente von vornherein O sind.

Die Berechnung der X und Y wird ebenso, wie oben,
durchgefiihrt. Als Beispiel sei ein rdumliches Fachwerk ge-
withlt, welches vom Verfasser fiir den neuen botanischen
Garten zu Dahlem im Jahre 1901 entworfen und berechnet ist
(siehe Fig. 4). Auf die Gesichtspunkte, welche zur Wahl des
Systemes gefithrt haben, soll hier nicht weiter eingegangen
werden. Die Kuppel tiberdeckt einen quadratischen Raum von
20 m Seitenlinge. Die Punkte 2, 3, 4 in den vier Quadranten
sind feste Gelenke, die Punkte 1 und 5 Fiihrungen in hori-
zontalen Geraden, senkrecht zu den Seiten des Quadrats. Die
saimtlichen Knotenpunkte liegen auf zwei sich durchdringenden
Zylinderflichen.

Denkt man sich die Stibe X, bis X, und Y, bis Y, be-
seitigt und dafir die Auflager bei 1 und 5 in feste Gelenke
verwandelt, so entsteht ein starres Ersatzsystem, welches durch
schrittweise Zerlegung einer Kraft nach drei Richtungen be-
rechnet werden kann. Die Auflagerkrifte ¥, und W, bei 1
und 5 sind @ und b infolge X, =1, — ¢ und f infolge Y, = 1.
Die Nennerdeterminante der X und Y ist auf Seite 204 darge-
stellt, umgeformt und entwickelt.

Um eine geschlossene Form fiir die X und Y zu erhalten,
mit deren Hilfe sie sofort fiir allerlei Belastungen angegeben
werden konnen, werden die Nennerdeterminanten bestimmt.
Der Rechnungsgang schlieBt sich also dem auf Seite 203 dar-
gestellten an.



Uber die Abscheidung von Silber aus Schwefelsilber
bei Gegenwart von Quecksilber.

Von

F. WiLLy HiNricHSEN und Tosio WATANABE, Aachen.
(Mit 8 Figuren.)

Unter den mannigfachen Verfahren zur Gewinnung des
Silbers aus seinen Erzen spielt zumal in Amerika das Amal-
gamationsverfahren eine besonders groBe Rolle. Die feinge-
pulverten Erze werden mit Wasser und Kochsalz angeriihrt
und innig vermischt, sodann wird ein Gemisch von Ferri- und
Cuprisalzen (Patio-ProzeB) bzw. Cuprosalz (Kréhnke-ProzeB)
sowie Quecksilber hinzugegeben und die ganze Masse lingere
Zeit gut durchgeriihrt, etwa von Maultieren durchgetreten. Es
scheidet sich dann Silber ab, welches mit dem Quecksilber ein
Amalgam bildet und aus diesem durch Abdestillieren des
Quecksilbers gewonnen werden kann. Da die nach ihrem Ent-
decker Krohnke genannte Methode theoretisch noch durch-
aus der Aufklirung bedarf, unternahmen wir es einer dem
einen von uns von Herrn Geheimrat W. Borchers gegebenen
Anregung folgend einige Versuche in dieser’ Richtung anzu-
stellen. Im folgenden seien die ersten Krgebnisse dieser
Untersuchung mitgeteilt, da sie vielleicht geeignet sein diirften,
einige Fingerzeige fiir ein spiteres eingehenderes Studium der
Theorie des Krihnke-Prozesses zu liefern.

Nach Kréhnke') hat man bei dieser Arbeitsweise zwei

1) Methode zur Entsilberung von Erzen. Stuttgart, Enke, 1900,
S.22ff. Vgl. Hollemann, Lehrbuch der anorganischen Chemie, Leipzig,
2. Aufl,, 1903, S. 311.
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verschiedene Faktoren zu unterscheiden: einmal die chemische
Umsetzung zwischen den Erzen und dem Kupferchlorid bzw.
~chlorilr, andererseits die galvanische Einwirkung der Metalle
selbst oder ihrer Amalgame auf das Schwefelsilber. Was den
ersten Punkt betrifft, so ist wahrscheinlich folgender Vorgang
anzunehmen: das Kupferchlorid setzt sich mit dem Schwefel-
silber unter Abscheidung von Schwefel um im Sinne der
Gleichung:

2 CuCl; + Ag,S = Cu,Cl, + 2 AgCl + 8.

Das Kupferchloriir vermag sodann, da es sich glatt in der
Kochsalzlosung auflost, noch ein weiteres Molekiil Schwefel-
silber zu entschwefeln, indem es selbst dabei in Kupfersulﬁir
iibergeht nach der Formel:

Cu,Cl, + Ag,S = Cu,S + 2 AgCL

Das Chlorsilber geht in Losung und gibt infolge der galvani-
schen Einwirkung der freien Metalle oder der Amalgame
metallisches Silber, welches sich im iiberschiissigen Quecksilber
16st. In bezug auf die ,galvanische Wirkung steht das Zink
dem Kupfer nach, trotzdem es in der Spannungsreihe weiter
vom Silber entfernt steht als letzteres, hauptséichlich wohl aus
dem Grunde, weil das entstehende Zinkchlorid das Schwefel-
silber nicht in Chlorsilber iiberzufiihren vermag. Auch das
Quecksilber besitzt nach Krohnke schon die Fahigkeit Schwefel-
silber unter Abscheidung von metallischem Silber zu zersetzen,
Jjedoch nur in sehr geringem MaBe entsprechend seiner Stellung
in der Spannungsreihe. Seine Wirksamkeit ist also in erster
Linie auf sein Losungsvermdgen fiir das Silber zuriickzu-
fithren.

Bemerkenswert ist, daB weder die ,galvanische Einwirkung*
noch die Umsetzung mit Kupferchloriir fiir sich geniigt, um
eine vollstindige Ausnutzung der Erze zu ermdglichen. Erst
beide Wirkungen zusammen geben befriedigende Resultate.

Wie aus diesen kurzen Bemerkungen zur Geniige hervor-
gehen diirfte, bedarf die Theorie des Kr6hnke-Prozesses noch
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sehr der Durcharbeitung. Vor allem galt es, die Rolle, welche
das Quecksilber bei dem Verfahren spielt, aufzukliren.

Um einen systematischen Uberblick iiber die komplizierten
Verhiltnisse bei der Gewinnung des Silbers nach dem Amal-
gamationsverfahren zu gewinnen, erschien es am zweckmiBigsten,
die moglichen Gleichgewichte in dem Systeme Schwefelsilber,
Quecksilber, Kochsalz und Wasser auf Grund der Léslichkeits-
verhiiltnisse zu studieren. Daneben galt es, die elektromotori-
schen Krifte, die bei den zu untersuchenden Reaktionen in das
Spiel kommen, zu messen. Bei der Kiirze der uns zur Ver-
figung stehenden Zeit muBten wir uns zundchst auf einige
allgemeine orientierende Vorversuche beschriinken, um vor allem
die Richtung festzustellen, in welcher ein systematisches
Weiterarbeiten besondere Aussicht auf Erfolg bot. Da die
gewohnlichen Silbererze wegen ihres Gehaltes an Arsen, Anti-
mon usf. das Problem sehr komplizierten, wurden die im
nachfolgenden beschriebenen Versuche mit kiinstlich darge-
stelltem reinen Schwefelsilber ausgefiihrt.

Die Messungen der elektromotorischen Kriifte wurden in
dem ‘hiesigen elektrometallurgischen Institute vorgenommen.
Wir sind dem Direktor desselben, Herrn Geheimrat Borchers,
sowie dem Direktor des anorganischen und elektrochemischen
Laboratoriums, Herrn Geheimrat Classen, fiir die Uberlassung
der Mittel ihrer Institute zu Dank verpflichtet. Besonderen
Dank schulden wir ferner Herrn Dr. Bornemann fiir seine
freundliche Unterstiitzung des einen von uns (W.) bei der
Messung der elektromotorischen Krifte. .

Unm einen vollstindigen Uberblick tiber die Gleichgewichts-
verhiltnisse in dem oben erwihnten quaternéiren Systeme zu
erlangen, galt es, zundchst die Loslichkeitsverhiltnisse in den
einfacheren Kombinationen der vier Komponenten zu studieren.
Wir beschiftigen uns daher zuerst mit den bin#iren Gemischen,
den Systemen aus zwei Komponenten. Hier kamen folgende
Fille in Betracht: 1. Schwefelsilber-Wasser. 2. Schwefelsilber-
Chlornatrium. 3. Schwefelsilber-Quecksilber. 4. Quecksilber-
Wasser. 5. Quecksilber-Chlornatrium. 6. Chlornatrium-Wasser.
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Die Léslichkeit von Quecksilber wie auch von Schwefel-
silber in Wasser ist praktisch gleich Null, mit festem Chlor-
natrium setzen sich beide Substanzen praktisch ebenfalls nicht
um. Die Gleichgewichte zwischen Chlornatrium und Wasser
sind durch die Léslichkeits- und Gefrierkurve festgelegt und
bekannt. Es eriibrigt daher nur, die Umsetzung zwischen
Schwefelsilber und Quecksilber zu untersuchen. Und zwar
handelt es sich darum, den EinfluB zu studieren, welchen
1. die relativen Konzentrationen der beiden Komponenten,
2. die Temperatur und 3. die Zeit auf diese Reaktion ausiiben.

Die Versuche wurden in einem groBen Schiittelthermo-
staten?) ausgefithrt. Derselbe bestand aus einem rechtwinklig
gebauten Kasten aus Kupferblech, dessen quadratische Grund-
fliche eine Seitenlinge von 35 cm besaB. In der Mitte des
GefiBes war eine horizontale starke Messingachse eingelassen,
welche den zur Aufnahme der Schiittelflaschen bestimmten
Blechrahmen trug. Zu diesem Zwecke waren an der unteren
inneren Seite des Rahmens Einfassungen angebracht, in welche
der FuB der Schiittelflaschen gerade hineinpaBte, wihrend an
der oberen inneren Seite mit Hilfe von Schraubenfiihrung be-
wegliche Kappen aus Messing sich befanden, welche in ihrer
GroBe den Gummistopfen der Schiittelflaschen entsprachen. Auf
diese Weise konnten die Flaschen nach dem Einfiillen durch
Anziehen der Schrauben festgeklemmt werden. An der Achse
war ferner ein Schwungrad angebracht, welches mit einem am
oberen Rande des Thermostaten in geeigneter Weise befestigten
Triebrade durch eine Schnur verbunden war. Die ganze
Schiittelvorrichtung, die also gleichzeitig als Rithrer diente,
wurde durch einen Heinricischen HeiBluftmotor angetrieben.
In den Thermostaten wurde ferner von ‘oben ein horizontales
Blech mit umgebogenem Rande hineingehiingt, welches mit
Lochern versehen war, um die Zirkulation des Wassers in dem
Apparate nicht zu stéren Diese Vorrichtung diente dazu, falls

1) Vgl. Hinrichsen und Sachsel, Zeitschr. f. physikal. Chem.,
50, 91; 1904.
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erforderlich, die Flaschen nach dem Schiitteln noch einige
Zeit bei der betreffenden Temperatur stehen zu lassen, um ein
besseres Absetzen des Bodenkdrpers zu bewirken. Dies war
z. B. der Fall bei den spiiter zu beschreibenden Versuchen zur
Bestimmung der Ldslichkeit von Schwefelsilber in Kochsalz-
léosung. KEs wurde dann nach einigem Stehen der beim
Schiitteln verwandte Gummistopfen durch einen #hnlichen,
aber doppelt durchbohrten ersetzt. Durch die eine Offnung
war ein kurzes, rechtwinklig gebogenes Glasrohr gesteckt,
durch die andere ein ebenfalls rechtwinkliges, unten erweitertes
Rohr, welches bis nahe zum Boden des GefiéBes reichte. In
der Erweiterung war etwas Glaswolle enthalten, die als Filter
diente. Mit Hilfe eines an das kurze Glasrohr angelegten
Gummiballgeblidses konnte man etwas von der klaren Fliissig-
keit durch das Filter in z. B. ein Wigeglischen pressen und
dann analysieren (vgl. Fig. 1). Zum Konstanterhalten der Tem-
— - peratur im Thermostaten diente ein Ost-

f waldscher Toluol-Thermoregulator von
I’ 'r { geeigneter Form.

Bei den Versuchen iiber die Um-
setzung zwischen Schwefelsilber und
Quecksilber gelangten 11,5 g Quecksilber

und 1 g Schwefelsilber zur Anwendung.

] Die Quecksilbermenge war auch in allen

spiteren Versuchen stets die gleiche.

Fig- 1. Nachdem bei 15° 19 Stunden geschiittelt

war, wurde das Quecksilber durch Schlimmen mit Wasser
und nachheriges Trocknen von dem unverinderten Schwefel-
silber getrennt’) und das entstandene Amalgam von dem iiber-
schiissigen Quecksilber durch Hindurchpressen durch Leder ge-
schieden. Das feste Silberamalgam blieb hierbei zuritick. Der
Silbergehalt des Amalgames betriigt etwa 209, Es ergab sich

1) Bei den spiiteren Versuchen mit Salzlsungen muBte naturgemi
erst lingere Zeit ausgewaschen werden, um das Amalgam von der noch
anhaftenden Losung vollstindig zu befreien.



Uber die Abscheidung von Silber aus Schwefelsilber usw. 219

eine Menge von 0,4866 g Amalgam. Danach vermag also bereits
Quecksilber allein merkliche Mengen Silber aus dem Sulfide ab-
zuscheiden. Der gefundenen Amalgammenge entspricht etwa ein
Gehalt von 0,09 g Ag. Bei einem zweiten Versuche, bei welchem
das Schiitteln nur 12 Stunden fortgesetzt wurde, ergaben sich
bei Zimmertemperatur 0,0756 g Ag. Die Zeitdauer des Schiittelns
vermehrt danach die Ausbeute in wachsendem MaBe. Uber
den EinfluB der Temperatur suchten wir uns durch einen bei
40° angestellten Versuch zu orientieren. Hierbei fanden wir
nach etwas iiber siebenstiindigem Schiitteln (auf lingere Zeit
konnten wir den Thermostaten nicht konstant halten, da der
Versuch iiber Nacht unterbrochen werden muBte), 0,0702 g
Silber, also anndhernd die gleiche Menge wie bei 15°, die
Temperatursteigerung scheint also nur von geringem EinfluB
auf die umgesetzte Menge Schwefelsilber zu sein.

Wendet man statt Quecksilber Zinkamalgam an, so erhilt
man beim Schiitteln mit Schwefelsilber bei 40° eine zihe
Masse, indem anscheinend vollsténdige Vermischung der Kom-
ponenten eintritt.

Von terniren Systemen waren die folgenden drei zu
untersuchen: I. Quecksilber-Kochsalz-Wasser, II. Schwefelsilber-
Kochsalz-Wasser und III. Quecksilber-Schwefelsilber- Wasser.
Das vierte mogliche System mit drei Komponenten: Queck-
silber-Schwefelsilber-Chlornatrium fiel fort, da eine Beeinflussung
des Gleichgewichtes zwischen Quecksilber und Schwefelsilber
durch festes Kochsalz nicht zu erwarten war.

Die Einwirkung von gesiittigter Chlornatriumlésung auf Queck-
silber ergab weder beim Schiitteln bei Zimmertemperatur noch
bei lingerem Kochen am RiickfluBkiithler merkliche Mengen von
Kalomel. Auch bei dem zweiten Falle, der Behandlung von
Schwefelsilber mit Chlornatriumlosung war vorauszusehen, da8
eine Umsetzung unter Bildung von Chlorsilber, das in der tiber-
schilssigen Salzlosung gelost bleiben wiirde, nur in geringem
Betrage statthaben konne, da infolge der Kleinheit des Lds-
lichkeitsproduktes von Schwefelsilber sogleich wieder die um-
gekehrte Reaktion, Bildung von Schwefelsilber aus Chlorsilber
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und Schwefelnatrium, eintreten wiirde. Infolgedessen suchten
wir zunidchst festzustellen, ob auf Zusatz von Schwefelsilber
iberhaupt eine Anderung der Leitfihigkeit der Chlornatrium-
16sung nachweisbar sei. Zu diesem Zwecke wurde die Leit-
fahigkeit einer Kochsalzlosung, welche 264 g NaCl im Liter
enthielt, ohne und mit Zusatz von Schwefelsilber gemessen.
Die Methode war die von Kohlrausch angegebene, als Elek-
troden dienten platinierte Platinbleche nach Arrhenius. Die
Kapazitit des Widerstandsgeféifies wurde mittels Chlorkalium-
losung von bekanntem Gehalte ermittelt. Weder bei 17,3°
noch bei 45,5° lieB sich eine Beeinflussung des an sich sehr
hohen Wertes des Leitvermdgens konstatieren. Dagegen lie8
sich in 20-prozentiger Chlornatriumlésung nach dem Filtrieren
mit Schwefelammonium eine kleine Menge Schwefelsilber aus-
fillen. Es hatte demnach die Bildung von Chlorsilber in sehr
geringem Betrage stattgefunden, das in der Kochsalzlosung ge-
16st blieb und dann infolge der Vermehrung der Schwefelionen
beim Versetzen mit (NH,),S niedergeschlagen wurde.

Zu der Untersuchung des Falles III. (Quecksilber-Schwefel-
silber-Wasser) wurden zu der gewohnlichen Menge Hg (11,56 g)
05 g Ag,S und 40 cem Wasser gegeben und geschiittelt.
Nach zwolfstiindiger Einwirkung bei Zimmertemperatur bzw.
siebenstiindigem Schiitteln bei 40° ergaben sich nur 0,0162 g bzw.
0,0462 g Ag, withrend unter den nimlichen Bedingungen, wie
bereits erwihnt, ohne Zusatz von Wasser 0,0756 bzw. 0,0702 g Ag
erhalten wurden. Die Gegenwart von Wasser wirkt also an-
scheinend der Umsetzung zwischen Quecksilber und Schwefel-
silber entgegen. Auf eine Erklirung dieses merkwiirdigen Be-
fundes wird spiter eingegangen werden. Bemerkenswert ist
ferner, daB in diesem Falle die Erhéhung der Temperatur eine
betrichtliche Verbesserung der Ausbeute mit sich bringt.

Bei Anwendung von Zinkamalgam an Stelle von Queck-
silber wurde unter Zusatz von Wasser unter den gleichen Be-
dingungen keine Bildung von Silberamalgam beobachtet.

Wir gehen nunmehr zu dem eigentlichen Zwecke der
vorliegenden Untersuchung, der Einwirkung von Kochsalz-
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l16sung auf Geemische von Quecksilber und Schwefelsilber, iiber.
Auch bei diesen Versuchen wurden wieder je 11,5 g Hg,
40 ccm der betreffenden Losung und 05 g Ag,S angewandt.
Die Temperatur betrug wieder 14° (Zimmertemperatur) bzw.
40°. Die Resultate seien in der folgenden kleinen Tabelle zu-
sammengestellt (vgl. Fig. 2):

G""iﬁzlc’?““te bei 14° bei 40°
0 0,0162 g Ag 0,0402 g Ag
6 0,0700 01642
10 0,867 01695
20 01172 01785
26 01377 0,1657(?),,

Der letzte Wert ist unsicher. Aus den Zahlen geht deut-
lich hervor, daB die Umsetzung durch steigenden Chlor-
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natriumgehalt der Losung in wachsendem MaBe begiinstigt
wird. Ebenso erhoht Steigerung der Temperatur die Ausbeute.

Um die ,galvanische Einwirkung“ des Zinks auf Schwefel-
silber zu priifen, wurde folgender Versuch, der von Krshnke?)
angegeben ist, nachgepriift. Ein Silberblech wird durch kurzes
Eintauchen in warme Schwefelammoniumlésung oberflichlich

1) L e, 8. 25.
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mit Schwefelsilber iiberzogen und in Kochsalzlosung mit einem
Zinkstab kurz geschlossen. Hierbei tritt momentan Abscheidung
von metallischem Silber auf dem Zinkstabe ein, wihrend sich
gleichzeitig Schwefelzink bildet. Nach diesem Vorversuche
wurden die oben beschriebenen Versuche in vollstindig analoger
Weise wiederholt, indem dem Quecksilber 1 g Zinkamalgam
mit einem Gehalt von 149, Zn zugesetzt wurde. Die Ver-
suchstemperaturen waren 15° und 40° Die Resultate finden
sich in der folgenden Tabelle zusammengestellt (vgl. Fig. 3):

Gewichtsprozente

NaCl bei 15°: bei 40°:

0 0 0

6 01136 g Ag 0,1548 g Ag
10 01283 02282
20 01542 03224
26 01742 03230

Auch bei Verwendung von Zinkamalgam wird also die
Ausbeute durch gréBeren Kochsalzgehalt der angewandten
Losung, sowie durch Steigerung der Temperatur merklich ver-
bessert. KEin Vergleich mit den bei Anwendung von reinem
Quecksilber erhaltenen Zahlen lehrt ferner, daB die Umsetzung
bei Gegenwart von Zink, d. h. unter dessen ,galvanischer Ein-
wirkung“ zu einem hdheren Betrage stattfindet, indem bei
Zimmertemperatur alle mit Amalgam erhaltenen Werte hoher
liegen als die mit Quecksilber gefundenen, wihrend bei 40°
ein Ansteigen der Werte zu gunsten des Zinkamalgames erst
bei hoheren Chlornatriumkonzentrationen eintritt.

Die Analyse des zinkhaltigen Silberamalgames bot einige
Schwierigkeiten. Wihrend das reine Silberamalgam einfach
in der Weise sich analysieren lieB, daB das Quecksilber ab-
destilliert wurde, wobei das Silber zuriickblieb, muBte bei
Gegenwart von Zink die Legierung erst dem KupellationsprozeB
unterworfen werden, Zu diesem Zwecke wurde das Amalgam
mit Blei im Muffelofen verschmolzen, wobei auf 2 g der Legie-
rung etwa 30 g Pb und 0,5 g Borax verwandt wurden, und das
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Blei in bekannter Weise abgetrieben. Das Silber blieb dann
in reinem Zustande zuriick.

In reinem Wasser wirkt Zinkamalgam auf Schwefelsilber
nicht merklich ein, da sofort Zersetzung unter Abscheidung
von Zinkhydroxyd eintritt.

Die Spannung zwischen Zink und Schwefelsilber betriigt
in 20-prozentiger Chlornatriumlésung bei Zimmertemperatur
0,965 Volt. Die des Eisens gegen Schwefelsilber ist unter
gleichen Bedingungen kleiner: 0,36 bis 0,44 Volt. Dement-
sprechend wurde bei dem Ersatze des Zinks durch Eisen bei
der gleichen Versuchsanordnung, wie vorher beschrieben, aus
Schwefelsilber kein Silber abgeschieden. Auch gegen die natiir-
lichen Silbersulfiderze zeigt Zink in 20-prozentiger Kochsalz-
losung hohe elektromotorische Krifte: gegen natiirliches Schwefel-
silber 0,94 Volt und gegen arsenhaltiges Erz 0,90 Volt. Uber
die zu diesen Messungen benutzten Apparate wird an anderer
Stelle berichtet werden.

Um zu entscheiden, ob die Nichtwirksamkeit des Eisens
moglicherweise von der Natur des angewandten Elektrolyten
(NaCl) abpéinge, wurden noch einige Versuche mit anderen
Losungen angestellt, und zwar wurden verwandt Schwefelsiure
von 0,19, Ferrosulfatlésung von 0,2°, und Cyankaliumlésung
von 0,029%, Die Versuchstemperatur betrug 18° die Dauer
des Schiittelns 9 Stunden und 40 Minuten. Folgende Resultate
wurden erhalten:

Losung: ohne Eisen: mit Eisen:
H,S0, 0,0260 g Ag 0,1452 g Ag
FeSO, 0,0120 00243
KCN 0,0542 0,1465

Wie aus diesen Zahlen hervorgeht, begiinstigt Eisen die
Umsetzung zwischen Quecksilber und Schwefelsilber bei Gegen-
wart von Schwefelsiure und Cyankalium in hohem MaBe, und
es fragt sich nun, worauf das abweichende Verhalten der
. Kochsalzlosung beruht. Eine Andeutung fiir eine Erklirungs-
moglichkeit zeigte sich, als reines Quecksilber fiir sich mit
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Chlornatrium- bzw. Cyankaliumlésung in einem Reagensglase
geschiittelt wurde. Wihrend im Falle der Kochsalzlésung das
Quecksilber in eine groBe Anzahl kleiner Kiigelchen zerfiel,
bildete es unter der Cyankaliumldsung eine zusammenhingende
glatte Fliche, ohne sich im geringsten zu zerteilen. Daraus
folgt, daB die Umsetzung zwischen Schwefelsilber und Queck-
silber auBer von der chemischen und galvanischen Einwirkung
der hinzugesetzten Substanzen auch noch von dem Verhiltnis
der Oberflachenspannungen, d. h. von der Art der Be-
riihrung, also von rein mechanischen Bedingungen abhiingt.
Denn im Falle der Chlornatriumlésung wird, wie durch das Zer-
fallen des Quecksilbers in einzelne Kiigelchen sich ergibt, in erster
Linie die Kohision des Quecksilbers wirksam, die Beriihrung
mit dem Schwefelsilber daher weniger innig sein als im Falle
des Cyankaliums. Durch diese Betrachtungsweise findet auch
die vorher erwiihnte merkwiirdige Tatsache ihre Erklarung, daB
die Umsetzung zwischen Schwefelsilber und Quecksilber bei
Gegenwart von Wasser nur zu einem viel geringeren Betrage
vor sich geht als ohne Wasserzusatz. Auch hierbei wirkt das
Wasser in der Weise, da es die innige Berithrung zwischen
den beiden Komponenten aufhebt.

Fir diese Anschauung scheint auch noch folgende Beob-
achtung zu sprechen: Die Kohision des Quecksilbers wird durch
Zusatz von Zink vermindert. L#&Bt man daher unter Koch-
salzlosungen Zinkamalgame verschiedener Konzentration auf
Schwefelsilber reagieren, so ist vorauszusehen, daB die Ausbeute
an Silber mit steigendem Zinkgehalte wachsen muB, da mit
zunehmender Zinkkonzentration die Tendenz des Quecksilbers,
in einzelne Kiigelchen zu zerfallen, abnehmen muB. In der
Tat zeigte sich, daB bei 18° und fiinfstiindigem Schiitteln unter
Anwendung gleicher Mengen wie in den fritheren Versuchen
bei einem Zinkgehalt von 2,5 mg noch kein Silber nachweisbar
war, wihrend bei Zusatz von 5 wg Zink zu dem Quecksilber
unter gleichen Umsténden 0,0467 g Ag erhalten wurden.

Auch die Vermehrung der angewandten Quecksilbermenge
wirkt in gleichem Sinne, indem aunch hierdurch die Beriihrungs-
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fliche vergroBert wird. So ergab sich unter 20-prozentiger
Kochsalzlosung bei 18,2° nach vierstiindigem Schiitteln mit
115 g Hg 00794 g Ag, mit der doppelten Menge Hg:
0,0837 g Ag.

Um den EinfluB der Konzentration des Cyankaliums auf
die Entsilberung des Schwefelsilbers durch Eisen zu studieren,
wurde bei 18° vier Stunden lang geschiittelt: Es ergaben sich
folgende Zahlen:

Gewichtsprozente KCN: 0,029, 0,04 0,29%,
gef. Silber: 0,0602 g 00813 g 03479 g

Auch hier ist also die Menge abgeschiedenen Silbers der
Konzentration des Cyankaliums proportional. Dagegen ist die
Spannung zwischen Eisen und Schwefelsilber in 0,2-prozentiger
Cyankaliumlosung nur sehr klein: je nach der Oberflichen-
beschaffenheit der angewandten Eisenplatte schwankten die
Werte von 0,01 bis zu 0,16 Volt. Die Kleinheit dieser elek-
tromotorischen Kriifte deutet darauf hin, daB bei diesem System
die ,,galvanische Einwirkung“ des Eisens nicht sehr in Betracht
kommt. Die Wirkung des Metallbleches diirfte in erster Linie
auf die mechanische Durchmischung der Komponenten beim
Schiitteln zuriickzufiithren sein. In der Tat lieB sich fast das
gleiche Resultat erzielen, wenn man das Eisen durch ein gleich
groBes Glasplittchen ersetzte. So ergab sich unter Chlor-
natriumlésung mit Eisenblech: 0,0962 g Ag, mit Eisen in
Form von Blumendraht 0,1140 g Ag, endlich mit einem Glas-
plittchen unter denselben Bedingungen 0,1084 g Ag. In einer
anderen Versuchsreihe mit 0,2-prozentiger Cyankaliumlésung
wurde gefunden: mit Eisen 0,2940 g Ag, mit Glas 0,3396 g Ag

Es wurden ferner noch eine Anzahl weiterer Versuche mit
Zink in Cyankaliumlosung, mit Kupfer u. a. ausgefiihrt. Je-
doch sind die diesbeziiglichen Untersuchungen noch nicht ab-
gerundet genug, um hier schon mitgeteilt zu werden. Wir
hoffen spiter an anderer Stelle darauf zuriickkommen zu
konnen.

Es seien deshalb nur noch die wesentlichsten Ergebnisse
‘Witllner-Festschrift. 15
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unserer vorldufigen Untersuchung in aller Kiirze zusammen-
gefaBt:

1. Die aus Schwefelsilber durch Quecksilber bei Gegen-
wart von Kochsalzlosung abgeschiedene Menge Silber ist
proportional der Konzentration des Chlornatriums und der
Temperatur. Sie wichst ferner mit Steigerung der Queck-
silbermenge.

2. Die Ausbeute wird bedeutend verbessert durch Zusatz
von Zink, wihrend Eisen in Kochsalzlosung unwirksam ist.
Die Verhiltnisse liegen umgekehrt bei Verwendung von Cyan-
kaliuml6sung.

3. AuBer der chemischen und galvanischen Einwirkung
scheint die Oberflichenspannung und im Zusammenhange da-
mit die rein mechanische Seite des Problems, die GroBe der
Bertihrungsfliche und die Gelegenheit zu inniger Beriihrung,
eine wesentliche Rolle zu spielen.



Aussichten auf Vereinfachung des Kupferhitten-
betriebes.

Von

W. BorcHERs, Aachen.
(Mit 2 Figuren.)

Wo ein Verschmelzen der Kupfererze iiberhaupt einen
wirtschaftlichen Erfolg erméglicht, arbeitet man iiberall iber-
einstimmend aus bekannten Griinden zuniichst nach folgenden
Grundsétzen:

1. Erzrosten.
2. Rohsteinschmelzen.

Gestattet es die Natur der Erze, so werden diese beiden
Arbeiten zu einem oxydierenden Verschmelzen bzw. Verblasen
(Kiessteinschmelzen, Pyritic Smelting) vereinigt.

In dem Rohsteine denkt man sich das Kupfer schon als
CuyS neben FeS und zahlreichen anderen Sulfiden enthalten.
Sein Kupfergehalt schwankt zwischen 20 und 40°,.

Nun folgen

3. Rohsteinrosten.
4. Konzentrationssteinschmelzen.

Auch diese Arbeiten werden vielfach in einem oxydieren-
den Verschmelzen (Verblasen) vereinigt. Nur vereinzelt (Wales)
wiederholt man Rosten und Steinschmelzen.

Der Spurstein, mit Kupfergehalten von 72 bis 799,

ndhert sich in seiner Zusammensetzung dem Cu,S.
15*
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Diesen Anreicherungsarbeiten des Kupfers in seinem
Sulfid folgen nun die

Rohmetallarbeiten,

in deren Ausfithrung sich nun sehr voneinander abweichende
Wege entwickelt haben.

Der silberreiche Mansfelder Stein wird sulfatisierend
auf ein aus CuO und Ag,S0, bestehendes Produkt gerdstet (5),
welches nach Auslaugen des Ag,SO, in Flammofen reduzie-
rend verschmolzen (6) wird.

Edelmetallérmerer oder von Edelmetallen freier Stein wird
selten auf Oxyd verrostet, um dann oxydierend verschmolzen
zu werden (Rostreduktionsarbeit).

In den meisten Kupferhiitten verschmilzt man den Stein
oxydierend entweder in Flammofen oder in Konvertern,

5. Rostreaktionsschmelzen,

s0 daB sich die entstehenden Oxyde mit den noch unzersetzten
Sulfiden zu Metall und Schwefeldioxyd umsetzen.

(Roh- oder Schwarzkupfer.)

Fiir die nun folgende

Feinkupfergewinnang

wendet man bei Edelmetallgehalten fast allgemein die
6. Elektrolyse

an; in anderen Fillen das

(6.) Raffinationsschmelzen,

bestehend aus einem oxydierenden Schmelzen, mit einem
mehr oder weniger Cu,0 enthaltenden sonst reinen Kupfer,
dem Garkupfer, und einem reduzierenden Verschmelzen
zur Entfernung des Kupferoxyduls unter Erzeugung -eines
himmerbaren reinen Metalles, des hammergaren Kupfers
oder Raffinades.

An diese Schmelzarbeiten schlieBt sich aber nun ein
ganzer Anhang von Nacharbeiten zur Bewiltigung der metall-
reicheren Schmelzabfiille (Schlacken-, Kupferkritzen), Konden-
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sationsprodukte (Flugstaub) und Ofenbruch, fiir welche auf
groBeren Werken besondere Hiitten titig sein miissen. Der
Umfang dieser Arbeiten richtet sich natiirlich ganz nach der
Natur und Menge der in den verarbeiteten Erzen neben Kupfer
anwesenden Metalle und Metallverbindungen. Als ein weiterer
Ubelstand kommt hinzu, daB weder die Abgase der Flamm-
ofen noch die Abgase der Konverter bisher mit Erfolg un-
schiddlich oder gar nutzbar gemacht werden konnten.

GroBere Versuchsreihen, welche im Institute fiir Metall-
hiittenwesen und Elektrometallurgie wihrend der letzten Jahre
zur Ausfithrung gebracht werden konnten, stellen uns nun Be-
triebsvereinfachungen in Aussicht, deren Gkonomische Ergeb-
nisse gliicklicherweise die technische Durchfiihrung nicht nur
im Interesse der Kupferindustrie, sondern auch im Interesse
der Arbeiter und der Nachbarschaft der Kupferhiitten wirksam
unterstiitzen.

Die erste dieser Versuchsreihen, ausgefiihrt von meinem
damaligen Assistenten, jetzigen Ingenieur der Gewerkschaft
Klingenthal-Graslitzer Kupferbergbau,

Herrn Hiitteningenieur Paul Brandt,

hat das Verhalten der verschiedenen Arten von
Kupferstein beim Verblasen mittels mit Sauerstoff

angereicherter Luft
klargestellt.

Einige Folgerungen aus der Anwendung an Sauerstoff
reicherer, also an Stickstoff #rmerer Gasgemenge gegeniiber
der atmosphirischen Luft ergeben sich ja ohne weiteres durch
Rechnung: :

hohere Verbrennungstemperatur, somit groBere Reaktions-
geschwindigkeit;

geringeres Abgasvolumen;

hohere Konzentration der Abgase an SO,

Hierin liegt allerdings noch nicht ohne weiteres der Er-
folg, welcher fiir den Hiittenmann maBgebend ist, seine Arbeits-
weise zu #ndern. Die Versuche gaben uns aber mehr, als von
vornherein zu erwarten war. :
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Nach mehreren vergeblichen Bemiihungen, das Reaktions-
schmelzen in dem urspriinglich fir das metallurgische In-
stitut gebauten Versuchskonverter (Borchers, Das neue In-
stitut fiir Metallhiittenwesen und Elektrometallurgie an der
Koniglichen Technischen Hochschule zu Aachen, W. Knapp,
Halle a. S. 1903, 32) durchzufiihren, lieB ich einen gleich-
zeitig als Flammofen verwendbaren Konverter bauen, indem
ein von Charlier (Metallurgie 1904, 1, 182) angegebener
Ofen mit Winddiisen und deren Zuleitungen versehen wurde.
Dieser Konverter bildet einen horizontal gelagerten Zylinder,
welcher in einem seiner Boden eine zentrale Offnung besitzt
zur Einfiihrung eines kriftigen Gasgeblidsebrenners. Von hier
aus 1Bt sich nun, wie die inzwischen ausgefiihrten Versuche
erwiesen haben, die Konverterauskleidung in wenigen Stunden
auf deutliche Rotglut erhitzen. Durch einen Trichteraufsatz
wird der Konverter dann mit dem zu verblasenden Material
nebst Zuschligen beschickt. Dasselbe schmilzt dann unter
fortgesetztem Heizen mittels der Gasgebliseflamme ein, so
daB nun durch eine kurze Drehung des Konverters die in
horizontaler Reihe in dem Konverterzylinder angeordneten
~ Winddiisen unter gleichzeitigem Beginn des Anblasens unter
das Niveau der Schmelze gesenkt werden konnen. Zur gleich-
miBigen Mischung der Luft mit Sauerstoff hatte ich in die
Windleitung ein K6rtingsches Dampfstrahlgeblise eingefiigt.
In die sonst zum Einblagsen von Dampf bestimmte und durch
einen KonusverschluB regulierbare Diise wurde von einer Sauer-
stoffbombe Sauerstoff zugefiihrt, wihrend die beiden anderen
Ein- und Austrittséffnungen fiir Gase in die Windleitung ein-
geschaltet waren. Es lieB sich auf diese Weise der Sauerstoff-
gehalt der Luft regeln. Als Ausgangsmaterial diente fiir die
ersten Versuche Kupferrohstein von Oker. Zur Fortsetzung der
Versuche, besonders mit Riicksicht auf das Verhalten des
Silbers bei silberreichem Kupferstein, waren uns noch einige
Posten Kupferstein von der Mansfelder Gewerkschaft zur Ver-
fiigung gestellt worden.

Schon die ersten Versuche ergaben, daB nur eine ganz



Fig. 1.



232

‘W. Borcaers:

schwache Anreicherung der Luft, nimlich auf nur 25 bis 289,
Sauerstoff, ausreichte, alle fiir diesen Betrieb praktisch iiber-
haupt moglichen Vorteile zu sichern. EinschlieBlich der oben
als naturnotwendige Folgen der Sauerstoffanreicherung des Ge-
blasewindes erwithnten Ergebnisse war die Summe des Er-
reichten:

1.

2.

Erhhung der Reaktionstemperatur um 100 bis 200°
gegeniiber der Arbeit mit normaler Luft. _
Erhohung der Reaktionsgeschwindigkeit in dem MaBe,
daB die Verblasezeit auf %, bis !, derjenigen mit nor-
mal zusammengesetzter Luft abgekiirzt wurde.

. Verringerung des Abgasvolumens, bzw. Erhéhung der

Konzentration des Schwefeldioxyds in demselben von
7 bis 129%, (bei normaler Luft), auf 14 bis 209, (bei
obigen Sauerstoffgehalten des Windes).

. Schnelle Verschlackung wihrend des Blasens in die

Schmelze eingestreuten Sandes, der bei Anwendung
normalen Windes sich fast unveréindert eingesprengt in
der Schlacke wiederfand.

. Trotz hoherer Temperatur des Konverterinhaltes ge-

ringere Abnutzung der Konverterauskleidung.

. Der Sauerstoffverbrauch ist so gering, daB ohne Be-

rechnung der erzielten Vorteile die Kosten von 1 kg
Kupfer nicht mehr als um 0,01 M. erhdht werden.
Hieraus 148t sich nun wieder folgern, und zwar

aus 2, daf die Leistungsfihigkeit einer bestehenden Kon-

verteranlage auf etwa das Doppelte geéteigert werden
kann, bzw. daB neue Konverteranlagen kleiner ent-
worfen werden konnen und geringere Anlagekosten
erfordern werden;

aus 2 und 4, daB der Verlauf des Gesamtschmelzens so

schuell vor sich geht, daB von einer gegebenen Masse
basischen Materiales weniger als bei der Arbeit mit
normaler Luft mit der Konverterauskleidung in Be-
rithrung kommt;
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aus 1, 2, 4, 5, daB die Lebensdauer der Konverterausklei-
dung also wiederum die Leistungsfihigkeit einer
Anlage erhoht, die Kosten von Anlage und Betrieb
voraussichtlich noch weiter verringert werden
konnen, wenn man entweder mit basischer Aus-
kleidung arbeitet oder die Auskleidung, welches
auch ihr chemischer Charakter sei, kiihl hilt, in

ﬂ_,j:k'I
|
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Fig. 2.

beiden Fillen aber den zur Bildung einer neutralen
bzw. schwach basischen Schlacke erforderlichen
Sand wihrend des Verblasens zuschligt;

aus 3, daB eine Verarbeitung der Konvertergichtgase auf
Schwefelsiure ohne erhebliche Konstruktions- und
Betriebsschwierigkeiten durchfiihrbar wird. Gewi
wiirde ja die Konzentration der bei Verwendung
von normaler Luft erhaltenen Abgase ausreichend
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fiir den Schwefelsdurebetrieb sein, wenn der Zutritt
von Luft bei den Konvertermiindungen zu den Ab-
gasen in einfacher Weise zu verhindern wire; der
Konverter muB aber wihrend des Betriebes fast
stindig gedreht werden, wodurch ein einigermafBen
dichter AnschluB der Konvertermiindung an die
Abgasleitungen sehr erschwert wird.

Die Verluste an Silber stellen sich beim Verblasen von
Rohstein auf Konzentrationsstein auch bei Sauerstoffgehalten
von 289 so niedrig, daB sie fast vernachlissigt werden konnen.
Beim Verblasen des Spursteins auf Schwarzkupfer aber wachsen
sie erheblich. Vielleicht wiirden dadurch die oben geschilderten
Vorteile bei der Verarbeitung edelmetallreichen Steines griBten-
teils aufgewogen werden, wenn das Verblasen des Spursteines
auf Schwarzkupfer unvermeidlich wire; das ist aber nicht
der Fall.

Als eine gliickliche Krginzung dieses Verfahrens hat sich
die Moglichkeit der Durchfiihrung der

Elektrolyse des Spursteines
ergeben, welche Herr
Dr. Ing. E. Giinther
unter beratender Mitwirkung des Herrn
Hiitteningenieur Faktor R. Franke-Eisleben

in meinem Laboratorium ausgearbeitet hat.

Die direkte elektrolytische Verarbeitung von Kupferstein
ist ein altes Problem, welches trotz gzahlreicher in kleinem
und groBem MaBstabe und mehrfach unter Aufwendung er-
heblicher Kosten unternommener Versuche bis zur Auffindung
der diesem Verfahren zu grunde liegenden Bedingungen prak-
tisch ungelost geblieben war. '

Die ersten Vorschlige, Kupferstein als Anode nach dem
Vorbilde der Kupferraffination zu benutzen, rithren von André
(DRP. Nr. 6048 vom 1. November 1877) her. Mit groBen An-
strengungen wurden die Versuche nach einem in vielen Punkten
mit demjenigen von André iibereinstimmenden Verfahren von
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Marchese (DRP. Nr. 22429 vom 2. Mai 1882) auf den An-
lagen zu Casarza bei Sestri-Levante in Italien und zu Stolberg
im Rheinlande zu Anfang der 80er Jahre des vorigen Jahrhun-
derts wieder aufgenommen; immer ohne Erfolg. Nihere An-
gaben iiber diese Versuche, die Einrichtungen, die Arbeits-
weise und die schlieBlichen MiBerfolge enthalten: La Lumiére
Electrique 1884, 14, Hefte 40, 42, 44; Marchese, Traitement
électrolytique des Mattes cuivreuses au Stolberg, Génes 1885;
Cohen in der Zeitschrift fiir Elektrochemie 1894, 1, 50. Be-
sonders die letzte Arbeit berichtet eingehend iiber die Einzel-
heiten der erfolglos gebliebenen Anstrengungen, dieses fiir die
gesamte Kupferindustrie so bedeutsame Problem zu 16sen.

Wenn, was schon bei den Stolberger Versuchen fest-
gestellt wurde, bei der Elektrolyse der frither angewandten
Kupfersteinsorten in saurem Kupfersulfat durch die Mitwirkung
von Ferrisulfat bzw. SO,-Ionen aus den die Anodensubstanz
bildenden Sulfiden die Metalle unter Ablagerung von Schwefel
auf der Anodenoberfliche anfangs glatt, spiter unter Aufwand
einer erheblichen elektromotorischen Kraft in die Losung und
aus dieser. das Kupfer auf die Kathode iibergefiihrt werden, so
haben unsere Versuche ergeben, daB dies folgende Griinde hat:

Die Losung der Affinitét zwischen Cu,S und FeS und anderen
Sulfiden verlangt an sich schon einen gréBeren Kraftverbrauch,
als den Berechnungen der bisherigen Experimentatoren ent-
spricht.

Die Menge pro Raumeinheit und die mechanische Be-
schaffenheit des aus FeS, dem vorwiegend als Nebenbestand-
teil in dem Kupferstein vorkommenden Metallsulfide und des
aus Cu,S abgeschiedenen Schwefels sind nicht unwesentlich
verschieden, wie ein Blick auf die Molekular- und Atomge-
wichtszahlen beweist:

1) ' FeS(88) = Fe(56) + S(32),
@) Cu,S(158) = Cu,(126) + S(32).

Bei dem Losungsprozesse verschwinden auf die gleiche zuriick-
bleibende Schwefelmenge im ersten Falle 56, im zweiten Falle



236 W. BorcrERs:

126 Gewichtsteile Metall; im ersten Falle ein Atom, im zweiten
Falle zwei Atome Metall. Je griBer der Gehalt an FeS, desto
groBer die Menge und desto dichter die Beschaffenheit des pro
Raumeinheit auf der Anode zuriickbleibenden Schwefels.

Je mehr Schwefel und je dichter sich derselbe ablagert,
desto schneller vergroBert sich der mechanische Widerstand
gegen den Zutritt der wirksamen Bestandteile des Elektro-
Iyten zu der noch zu losenden Anodensubstanz, desto lang-
samer konnen sich andererseits die auf der noch wirksamen
Anodenoberfliche entstehenden Elektrolysierprodukte entfernen
und desto leichter entstehen unter der den Konzentrations-
ausgleich hemmenden Schwefeldecke Produkte, welche stérende
bzw. kostspielige elektromotorische Gegenwirkungen veran-
lassen.

Selbstverstindlich spielt auch die Menge und der chemische
Charakter der bei den kupferirmeren Steinsorten noch in ver-
héltnisméBig grofen Mengen vorhandenen Fremdmetalle bei
der Bildung solcher stérenden Verbindungen (z. B. Bleisuper-
oxyd) eine gewisse Rolle. Bei der Erfiillung der von uns er-
mittelten, gleich zu erdrternden Vorbedingungen fiir die elek-
trolytische Verarbeitung des Kupfersteines werden jedoch auch
diese Ubelstinde ohne besondere MaBnahmen beseitigt, wes-
halb derselben in Nachstehendem nicht besonders mehr Er-
wihnung geschieht.

Wir haben nun ermittelt, daB die bisher die Kupferstein-
elektrolyse hindernden Schwierigkeiten beseitigt werden, wenn
man den Stein auf eine in der Nihe von 809, Kupfer liegende
Konzentration durch die bekannten Flammofen oder Konverter-
prozesse, am zweckmiBigsten durch letztere verschmilzt, zu
Platten oder sonstwie geeigneten Korpern vergieBt und diese
als Anoden in einem aus saurer Kupfersulfatlauge bestehenden
Elektrolyten gegeniiber reinen Kupferblechen als Kathoden
elektrolysiert. Praktisch geniigt schon eine Konzentration von
7189, Kupfer. Unterhalb derselben mehren sich aber die von
fast allen fritheren Experimentatoren mit drmeren Steinen be-
obachteten Schwierigkeiten in so merkbarer Weise, daf ein
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Stein von etwa 729, Kupfer schon als nahezu ebenso schlecht
elektrolysierbar bezeichnet werden kann, wie die frither in
Stolberg benutzten 15 bis 20%, Kupfer enthaltenden Steine.
Uber 809, Kupfer einen Stein zu konzentrieren, ist wegen der
zunehmenden Kupferabscheidung wihrend der Konzentrations-
arbeit nicht mehr ratsam; man ndhert sich dann den Stadien
der Roh-(Schwarz-)Kupfererzeugung; der Zweck dieses Ver-
fahrens ist aber die Elektrolyse von Kupferstein. Die Grenzen
der direkten elektrolytischen Verarbeitbarkeit des Kupfersteins
an sich liegen also oberhalb 72% Kupfer bis etwa 809,
Kupfer, und zwar wenn man bei dem Konzentrationsschmelzen
des Kupfersteines die Abscheidung von Bodenkupfer moglichst
einschrinken will, bei durchschnittlich 789,

Bekanntlich 148t sich die Konzentration des Kupfersteines
iiber 809, Kupfer fortsetzen; aber es finden dann schon
Kupferabscheidungen in gr6Beren Mengen statt, so daB man
beim VergieBen der Konzentrate zu Anoden Mischungen von
Kupfersulfiir mit metallisch ausgeschiedenem Kupfer und Legie-
rungen beider erhilt, die sich natiirlich auch elektrolysieren
lassen. In den Stein eingebettetes metallisches Kupfer hindert die
Elektrolyse nicht; aber es ist zu beriicksichtigen, daB eine iiber
809, Kupfer hinausgehende Konzentration auch die Vorberei-
tungskosten, ohne entsprechende Vorteile einzubringen, erhéht.

Elektrolysiert man Stein von 78 bis 809, Kupfer bei
einer Stromdichte von ungefihr 75 A/qm Kathoden- bzw.
Anodenfliche, so bleibt die Badspannung zwischen Anode und
Kathode auch nach Ablagerung ziemlich dicker Schwefel-
schichten meist noch unterhalb 1,0 Volt bei gewéhnlicher Tem-
peratur und iiblicher Laugenbewegung, bei auf 50 bis 60° er-
hohter Temperatur noch unterhalb 0,7 Volt.

Ob und wie oft wihrend der Elektrolyse die Schwefel-
ablagerungen von der Anode abgestoBen werden miissen, wird
wesentlich von den ortlichen Arbeitsverhéltnissen, besonders
von der GriBe der Faktoren, Arbeitslohne und Kraftkosten ab-
héngen; es lassen sich dariiber keine allgemein giiltigen Vor-
schriften geben.
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Die von den Anoden abgestoBenen bzw. schlieBlich als
Riickstinde verbleibenden Schwefelkrusten konnen in der Weise
zu gute gemacht werden, daB man zunichst den Schwefel mit
seinen bekannten Losungsmitteln auslaugt, oder ihn ausschmilzt
(z. B. nach Schaffner unter Wasser und Dampfdruck, be-
schrieben in Lunge, Soda-Industrie, 2. Aufl, 2. Bd, 733/735)
oder ihn nach bekannten Methoden auf bekannte Schwefel-
verbindungen (z. B. Schwefelsiiure) verarbeitet. Der bei Aus-
fihrung irgend eines dieser Verfahren nach Entfernung des
Schwefels verbleibende Riickstand, welcher noch unzersetzte
Sulfide und andere Verbindungen der im Stein vorhanden ge-
wesenen Bestandteile, auch Metalle (z. B. Kupfer und Edel-
metalle) enthalten kann, wird gleich dem Anodenschlamm der
Kupferraffinerien eventuell auf Kupfervitriol und Edelmetalle
verarbeitet. Etwa im Stein vorhanden gewesenes Nickel und
andere Metalle dieser Gruppe gehen in die Losung, aber nicht
zur Kathode tiiber; sie werden, wenn sich eine hinreichende
Menge davon in dem Elektrolyten angesammelt hat, nach den
bekannten Methoden der Verarbeitung unreiner Elektrolyte
der Kupferraffination bzw. der Kupfer - Nickelscheidung ge-
wonnen.

Die durch die vorstehend beschriebene Arbeitsweise er-
reichten technischen und wirtschaftlichen Vorteile sind folgende:

Beseitigung der Arbeit des Verschmelzens von Kupfer-
konzentrationsstein (Spurstein) auf Rohkupfer, also unmittel-
bare Gewinnung von Elektrolytkupfer aus reichem Spurstein.

Beseitigung der Entwicklung schwer nutzbar zu machen-
der, auf die Vegetation in der Umgebung von Hiittenwerken
schidigend wirkender Gase.

Gewinnung der groBeren Menge des im Stein an Metall
gebundenen Schwefels als solchen oder in Form vorteilhaft
verkduflicher Schwefelverbindungen.

Das Gesamtergebnis  beider Versuchsreihen wiirde kurz
zusammengefaBt in einer Vereinfachung des Kupferhiitten-
betriebes zu folgenden Arbeiten bestehen:

1. Erzrosten,
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2. Rohsteinschmelzen,

3. Verblasen des Rohsteines (mit Luft von hochstens 259,
Sauerstoff auf einen Konzentrationsstein von 75 bis
809%),

4. Elektrolytische Verarbeitung des Konzentrationssteines
auf Elektrolytkupfer, Schwefel und Edelmetalle, even-
tuell auch Nickel- und Kobaltsalze,

wobei in den Stadien 3. und 4. noch als besondere Vorteile
erreicht werden:

Erh6hung der Leistungsfihigkeit des Konverterbetriebes,

Unschidlich- und Nutzbarmachung alles Schwefels der Erze,

Verringerung der Edelmetallverluste, :

Vermeidung der Entstehung der bisher so zahlreichen
Metallabfille und deren umstindlicher Verarbeitung,

GroBeres Nickelausbringen bei der Verarbeitung nickel-
haltiger Kupfererze,

Ausbringen einer einheitlichen Kupfersorte groBter Reinheit.



Beitrag zur Kenntnis der Eisenkohlenstofflegierungen
hoheren Kohlenstoffgehaltes.

Von

F. Wisst, Aachen.
(Mit 8 Abbildungen, 8 Kurven und 4 Tafeln.)

Die chemische Analyse der Metalle und Legierungen, sowie
die Priifung der mechanischen Eigenschaften derselben, ver-
mittelten bis vor kurzer Zeit dem Metallurgen die Aufschliisse
iiber die Natur der Legierungen. Durch Prof. A. Marteus-
Berlin ist das Mikroskop als Hilfsmittel fiir die Untersuchung
der Metalle und Metallsungen in Aufnahme gekommen, und es
sind der Anwendung dieser Untersuchungsmethode im Verein
mit dem Studium der Erstarrungs- und Erkaltungsvorginge
viele neue Tatsachen iiber das Wesen der Legierungen zu
verdanken.

Eine eigentiimliche Erscheinung beziiglich der Untersuchung
der Eisenkohlenstofflegierungen besteht darin, daB die Legie-
rungen des Eisens mit niedrigem Kohlenstoffgehalte, also das
Eisen und der Stahl, viel griindlicher und eingehender unter-
sucht sind, als diejenigen mit hoheren Gehalten an Kohlen-
stoff, welchen Legierungen wir die Bezeichnung weiles und
graues Roheisen beilegen. Es ist daher nicht verwunderlich,
daB die Kenntnis der inneren Vorginge beim Erstarren der
Legierungen bis zwei Prozent Kohlenstoff und die thermische
Behandlung derselben sehr detailliert ist, und daB die Theorien
tiber diese Vorginge mit den beobachteten Tatsachen in Ein-
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klang stehen. Anders liegen die Verhiltnisse bei den Legie-
rungen mit hoherem Kohlenstoffgehalte. Hier sind die ex-
perimentell festgestellten Tatsachen nicht sehr zahlreich und
iberdies zum Teil widersprechend, so daf in diesem Falle die
aufgestellte Theorie tiber die Erstarrungs- und Erkaltungs-
vorginge keine allgemeine Geltung beanspruchen kann. In
kurzen Ziigen soll diese Theorie erldutert werden.

Das Element Eisen besteht in drei. Modifikationen als
o-, B- und p-Eisen, welche bei den Temperaturen 780° C und
900° C ineinander iberfithrbar sind. Dieselben unterscheiden
sich durch ihre Loslichkeit fiir Kohlenstoff, und zwar kann
y-Eisen etwa bis zwei Prozent Kohlenstoff in Losung halten,
B-Eisen besitzt eine beschrinktere und «-Eisen keine Loslich-
keit fiir Kohlenstoff. Ferner vermogen sich Eisen und Kohlen-
stoff zu Carbid, Fe,C, zu verbinden, und letzteres sich in Eisen
zu l6sen; ob der Kohlenstoff als solcher, oder an das Eisen,
als Carbid gebunden in den Losungen vorhanden ist, konnte
bislang noch nicht entschieden werden. Es deuten jedoch
manche Erscheinungen darauf hin, daB, wenigstens bei Tem-
peraturen unterhalb 1000° C, der Kohlenstoff als Carbid in
Losung ist. Das Studium des Verhaltens dieser Legierungen
beim Abkiihlen und Erwérmen, wobei die Bildung oder das
Verschwinden einzelner Bestandteile durch Wirmeentwickelung
oder Warmebindung angezeigt wird, ergab schlieBlich das in
Abb. 1 von Roberts-Austen dargestellte Diagramm, worin
die Abszissen den Prozentgehalt an Kohlenstoff, die Ordinaten
die Temperaturen angeben. Die Linienziige sind durch Ver-
bindung aller derjenigen Punkte (Haltepunkte) erzeugt, bei
welchen wihrend der Abkiihlung ein momentaner Stillstand
in der Temperaturabnahme stattfindet. Nach den von Prof.
B. Roozeboom?) gegebenen Erklirungen wiirde z. B. die Ab-
kiihlung eines Eisens mit etwa 3, Kohlenstoff folgendermaBen
verlaufen: Bei 1250° C beginnen Mischkristalle von Eisen mit

1) Eisen und Stahl vom Standpunkte der Phasenlehre. Zeitschr.
f. phys. Chemie 84 S. 439 (1900).
Witllner-Festschrift. 16
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1,5%, Kohlenstoff sich auszuscheiden, wihrend die Mutterlauge
ihren Kohlenstoffgehalt bis 4,3, anreichert und gleichzeitig
die Temperatur bis auf 1130° C sinkt. Bei dieser Temperatur
ist die Zusammensetzung der Mutterlauge Mischkristalle-Graphit
mit insgesamt 4,3%, Kohlenstoff erreicht und es verbleibt die
Temperatur auf dieser Hohe, bis die ganze Masse erstarrt ist.
Wenn es moglich wire, diesen Zustand bei gewdhnlicher Tem-
peratur festzuhalten, miifte sich ein inniges Gemenge von
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Fig. 1.

Mischkristallen mit Graphit zeigen. Bei weiterer Abkiihlung
soll sich bei einer bestimmten Temperatur (1000° C) das
Carbid aus der Gleichung
Mischkristalle 4+ Graphit = Carbid
bilden, so daB wir unterhalb dieser Temperatur, vorausgesetzt,
daB obige Reaktion quantitativ verlduft,
Mischkristalle + Carbid

haben werden. Mit sinkender Temperatur vermindert sich die
Loslichkeit der Mischkristalle fiir Kohlenstoff mehr und mehr,
so daB weiteres Carbid bis zu dem Augenblick, wo die Misch-
kristalle den Gehalt von 0,9%, Kohlenstoff erreicht haben,



Beitrag zur Kenntnis der Eisenkohlenstofflegierungen usw. 243

ausgeschieden wird, wihrend die Temperatur bis auf 700° C
gefallen ist. Analog der fliissigen Mutterlauge Mischkristalle-
Graphit bei 1130° C bleibt bei 700° C eine feste Mutterlauge
von Mischkristallen von konstanter Zusammensetzung (0,9,
Kohlenstoff) zuriick, welche bei dieser Temperatur in ihre
Komponenten: Eisen und Carbid zerfilll. Wir haben also
schlieBlich nur folgende zwei Gefiigebestandteile vor uns:

Carbid und Eisen,

nach ihrer metallographischen Bezeichnung Cementit und Ferrit.
Bei einem Kohlenstoffgehalte tiber 4,3%, Kohlenstoff wiirden
die Vorgiinge analog verlaufen, nur daB beim Beginn der Er-
starrung nicht Mischkristalle, sondern Graphit sich ausscheidet,
welcher bei geniigend langsamer Abkithlung infolge seines ge-
ringen spezifischen Gewichtes an die Oberfliche des Metall-
bades steigen wiirde. Auch hier wiirden wir schlieBlich die
Zusammensetzung
Cementit, Ferrit, (Spuren von Graphit)

erhalten miissen.

Da diese von Roozeboom aufgestellte Theorie in vielen
Punkten. der Erfahrung widerspricht, was schon von verschie-
denen Seiten hervorgehoben worden ist'), wurden zur Ge-
winnung weiterer Aufschliisse an Hand von moglichst einwand-
freiem Materiale nachstehend beschriebene Versuche angestellt.

Um das System Eisen = Kohlenstoff zu erhalten, wurde
schwedisches Hufnageleisen (SchweiBeisen) von der Zusammen-
setzung:

C =00359,
Si = 0,002,
Mn = 0,019,
P =00379,
S =100029,

Schlacke = 0,40 9/,

mit reinster Zuckerkohle, welche nur Spuren von Riickstand
1) Heyn, Labile und metastabile Gleichgewichte in Eisen-Kohlen-
stofflegierungen. Zeitschrift fiir Elektrochemie 1904.
16*
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enthielt, zusammengeschmolzen. Zur Verhiitung einer Reduk-
tion von Kieselsiure wurden zur Schmelzung Graphittiegel
benutzt, deren Wandungen mit Magnesit ausgekleidet waren;
es gelang auf diese Weise Roheisensorten zu erzeugen, welche
auBer Kohlenstoff nur etwa 0,1%, Fremdkorper enthielten, wie
folgende Analysentabelle zeigt (siehe S. 245).

Zur Feststellung der Abkiihlungskurve wurde in das ge-
schmolzene Metall ein durch ein diinnes Porzellanrohr ge-
schiitztes Thermoelement aus Platin Platinrhodium 7' eingefiihrt
(Abb. 2), dessen kalte Lotstellen in einem KEiskasten E auf 0°

gehalten wurden und von da durch Kupferdraht mit einem
Millivoltmeter G verbunden waren. Die Abkithlungskurven

T
|
4
\
if— -
( i
g
I o
Fig. 8.

sind mittels der in Abb. 3 skizzierten Vorrichtung aufgenommen
worden: Die Trommel 7' wird durch ein genau gehendes Uhr-
werk in gleichméBige Umdrehung versetzt. Gleichzeitig ver-
schiebt sich durch eine Schraubenspindel die auf einem
Schlitten befestigte Schreibfeder N bei jeder Umdrehung in
der Art der Drehbanksupporte um 2 mm, auf diese Weise
eine kontinuierliche Schraubenlinie auf dem mit einem Blatt
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Analysen der Eisenkohlenstofflegierungen.
539 91 |
No. g § .’g ‘ §) i S Mn P 8 : Bemerkungen
i M |
% | % [ % [ % % | % | % | % |
1] 256 roo ‘ 1,69 ‘ 087 '0,019 I 0,019
2 | 391 ‘002 2,89 l S
3 3,56 0,008' 2,68 | 1,022 | 0,019 ' 0,020 | ; 0,087 | 0,012 o
4|31 !o,os 3,24 048 | 0,024 | 0,020 0038 | 0018
5 | 381|002 |3,18]061 0,086 | 0,012
6 | 3,20 iO’O5 ' —  — loos 10,015 0,088 | 0,014 | Kurve No. 3
7404 i065:090 |oo24 0017]0038’0014
-8|294 ’208'082 , No. 1
9! 298 002 ‘ 2,06 ‘091- ’ 0,045 | 0,021 ‘-0‘0-37 | 0,015 l
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i4 33 |0, i 0,009 ; 0,021 I 0,088 ' 0,017 | Kurve No-;
; 4,82 '3,31 l 0,77 ‘0,74 | 0,011 | ‘ 0,021 | 0,038 0,017
16 | 4,66 3,22 | 0,66 ‘078 ! 0,012 | 0,016 Kurve No. 8
17 1 8,94 228‘|10;).057 0,106 0,017 0,036 | 0,018 6
i;ﬁg ’ 2,24 | 0,90 |o,65 \mi 0,020 | o_,oss_l 0,018 | Kurve No. 5
19 ‘3,02 0,37 | 1,32 1,33 ‘o,oos " 0,021 l 0,085 | 0,018 | Kurve No. 2
20 265000 | 154|111 ‘0,029 ‘ 0,018 | 0,087 i 0,015
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Papier bespannten Mantel des Zylinders 7' zeichnend. Um die
Nadel in einem gegebenen Augenblicke zu einem Ausschlage
zu veranlassen, wird durch den Kontakt J in dem Elektro-
magneten M ein Strom geschlossen, wodurch der Arm A4,
welcher die Feder trigt, angezogen wird. Man beobachtet
nun den Gang des Galvanometerzeigers und schlieBt fiir einen
Augenblick den Strom, wenn der Zeiger ein bestimmtes Inter-
vall, etwa 10° C, durchlaufen hat. Der Abstand zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Hikchen gibt also die Anzahl von
Sekunden an, welche die Metallmasse brauchte, um sich um
das betr. Temperaturintervall abzukiihlen. Im vorliegenden
Falle entsprechen 5 mm einer Sekunde. Zur bildlichen Dar-
stellung der Abkiihlungskurven wurden als Abszissen die Tem-
peraturen, als Ordinaten die Anzahl von Sekunden aufgetragen,
welche erforderlich sind, das Metall um 10° C abzukiihlen.
Entsteht nun in einem gegebenen Augenblick eine Verzogerung
in der Wirmeabgabe, so wird sich diese Tatsache dadurch
kundgeben, daB die Ordinate mehr oder weniger plétzlich steigt.
Von den in der Tabelle mit No. 6, 8, 11, 14, 16, 17, 18, 19
bezeichneten Legierungen sind die Abkiihlungskurven 1 bis 8
wiedergegeben, und sollen an Hand derselben die Vorginge
beim Erstarren und beim Abkiihlen niher ins Auge gefaBt
werden.

Wie aus den Analysen ersichtlich, ist der Kohlenstoff-
gehalt der Proben bis auf 4,89, gesteigert worden; es miiBite
also z. B. bei No. 20 mit 4,829 Kohlenstoff nach der oben
gegebenen Theorie die Menge von 4,82—4,30, also etwa 0,5%,
Graphit, d. h. bei der angewandten Metallmenge von 1 kg etwa
5 g Graphit, auf der Oberfliche sich zeigen. Es fand sich in-
dessen keine Spur von Garschaum, der Graphit war vielmehr
vollstindig gleichmédBig in der Masse des Kisens verteilt.
Man konnte die Moglichkeit einwenden, daB der Graphit nicht
Zeit genug hatte, um bis zur Oberfliche zu steigen; in diesem
Falle miifte man wenigstens erwarten, daB infolge des Be-
strebens, nach oben zu steigen, im oberen Teil der Probe
mehr Graphit als im unteren Teile derselben vorhanden ge-
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wesen wire, was wiederum nicht der Fall war. Bedenkt man
andererseits, mit welcher Geschwindigkeit der Garschaum aus
hochgarem Roheisen beim Austritt aus dem Hochofen sich
abscheidet, so wird man die Annahme nicht von der Hand
weisen konnen, daB der Graphit nicht ein priméres, sondern
ein sekundéres Produkt ist, welches erst wihrend oder nach
der Erstarrung einer hochkohlehaltigen Legierung sich hat
bilden konnen. Ob der Graphit ein Zersetzungsprodukt einer
festen Losung oder eines bereits ausgeschiedenen Carbids ist,
miissen reichhaltigere Untersuchungen erweisen. Wenn der
Graphit ein priméres Produkt wire, so miiSte durch eine mog-
lichst rasche Abkiihlung seine Bildung bzw. Erhaltung in der
fliissigen Masse begiinstigt werden, wihrend durch langsame
Abkiihlung die Moglichkeit der Bildung von Carbid nach der
von Roozeboom aufgestellten Gleichung

Mischkristalle + Graphit = Carbid

begiinstigt werden miiBte. Es ist jedoch gerade das Gegenteil
der Fall. Langsame Abkiihlung befordert die Graphitbildung,
rasche Abkiihlung erschwert bzw. verhindert sie vollstindig.
Gewisse Roheisensorten, welche nur eine beschrinkte Menge
Silicium enthalten, zeigen bei rascher Abkiihlung keine merk-
liche Graphitbildung, sie weisen das Bruchaussehen des weiBen
Roheisens auf; erstarren dieselben dagegen langsam, so tritt
Graphitbildung auf. '

Von diesem dem Praktiker allgemein bekannten Verhalten
des Roheisens macht man bei der Herstellung des sog. Hart-
gusses Gebrauch. Solche Teile der GuBstiicke, welche hart
sein sollen, also weiBes Roheisen enthalten miissen, kithlt man
rasch ab, wihrend die iibrigen Teile der GuBstiicke langsam
erkalten und deshalb graues Roheisen aufweisen. (Panzerplatten
des Kruppschen Grusonwerkes, Polierwalzen mit gehirtetem-
Mantel, Laufrider mit gehirteter Lauffiiche usw.) :

Die Betrachtung der Analysen zeigt, daB ein EinfluB des
Siliciums in den geringen Mengen, in welchen er in dem vor-
liegenden Materiale vorkommt, auf die Graphitbildung nicht
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erkennbar ist. No. 14 mit 0,009 Si und 3,76 Gesamtkohlen-
stoff weist einen Gehalt von 2,339, Graphit auf, wihrend
No. 17, dessen Gehalt an Silicium durch ReiBen der Tiegel-
auskleidung wihrend des Schmelzens auf 0,19, gestiegen ist,
bei 3,94 (tesamtkohlenstoff nur 2,28%, Graphit enthdlt. Da
andererseits (No. 5) ein Gehalt von 0,19, Silicium bei einem
Kohlenstoffgehalt von 3,89, nur Spuren von Graphit auszu-
scheiden vermochte, diirfen wir wohl mit Recht annehmen,
daB die in diesen Untersuchungen beobachtete Graphitaus-
scheidung nicht dem Silicium zuzuschreiben ist.

Die gleichmiBige Verteilung des Graphits in grauem Roh-
eisen hat mehrere Autoren (Ledebur) veranlaBt, seine Ent-
stehung wie folgt zu erkléren. :

» --Auch jene Saigerung, welcher der im Eisen verteilte
Graphit entstammt, kann offenbar nur dann stattfinden, wenn
das erstarrende Eisen weniger Kohlenstoff als das fliissige in
Losung zu halten vermag; mit anderen Worten: wenn das
Sittigungsvermigen des erstarrenden Eisens fiir Kohlenstoff
niedriger ist als das des fliissigen. Nicht bei jedem im fliis-
sigen Zustande mit Kohlenstoff gesittigten Eisen liegt dieser
Fall vor; Eisen, welches nur Kohlenstoff, ohne sonstige Fremd-
korper, entha.lt ‘scheidet beim Erstarren keinen Graphit aus.
Damit Graphltblldung stattfinde, muB neben dem Kohlenstoff
noch ein zweiter Korper zugegen sein, welcher das Sittigungs-
vermiégen des erstarrenden Eisens fiir Kohlenstoff stirker als
das des vollstindig fliissigen abmindert und solcherart wihrend
des Erstarrens den Kohlenstoff zwingt, aus seiner Losung im
Eisen auszukristallisieren. In den meisten Fillen, wo Graphit-
bildung stattfindet, spielt das Silicium diese Rolle.“?)

Die in der Tabelle aufgefilhrten Analysen zeigen in
acht Fillen Graphitgehalte, die zum Teil iiber 3%, hinausgehen
und 699%, bzw. 689, des Gesamtkohlenstoffgehaltes betragen.
Es ist also nachgewiesen, daB in dem System Eisen = Kohlen-

1) A. Ledebur, Handbuch der Eisenhiittenkunde, IV. Aufl,, 8. 310.
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stoff zur Bildung von Graphit ein zweiter Korper neben dem
Kohlenstoff nicht vorhanden sein muB.

Ferner zeigt das Studium der Mikrophotographien und
Abkiihlungskurven, daB obige Erklirung, so einleuchtend sie
auch im ersten Augenblicke erscheint, in dieser Form aus-
gesprochen, nicht geniigt.

In dem grauen Roheisen (Lichtbild 3) finden wir neben
freiem Graphit und Perlit wenige Adern von Cementit. Es
miiBte also der im Perlit und Cementit enthaltene Kohlenstoff
fir diesen Fall das Losungsvermigen des erstarrten KEisens
fiir Kohlenstoff darstellen, vorausgesetzt daB mit abnehmender
Temperatur die Loslichkeit nicht noch weiter herabgedriickt
wird. Nach der Analyse ist die Menge dieses Kohlenstoffs
gleich Gesamtkohlenstoff weniger Graphit (No. 18) = 3,79 —2,24
= 1,559, welches also fiir diesen Fall die Maximalmenge an
gelostem Kohlenstoff im erstarrten Eisen sein wiirde. Berechnet
man dieselbe Zahl fiir No. 5, ein weiBes Eisen von ihnlicher
Zusammensetzung, so erhalten wir 3,01 — 0,02 = 3,799, also
eine etwa 24fach groBere Loslichkeit, bei einer sonst fast
identischen Zusammensetzung. Auch bei den anderen Bei-
spielen liBt sich keine annihernd konstante Zahl fiir die
Hochstmengen an geloster Kohle festlegen. Sehr lehrreich ist
das Lichtbild No. 5, welches ein meliertes Eisen zeigt, d. i. ein
weiBes Eisen, in welchem Hofe von grauem Eisen mehr oder
weniger regelmifig durch die Masse verstreut sind. Wegen
ihrer unmittelbaren Nachbarschaft kiihlen sich die grauen und
weiBen Stellen gleich rasch ab. Nun beweist die Erfahrung,
daB durch langsamere Abkiihlung dieses Eisen grau geworden

~wire; wir haben also jetzt eine unvollendete Reaktion vor

uns, deren Endprodukt Graphit und deren Anfangsmaterial
entweder eine Losung des Kohlenstoffes in Eisen oder Cementit
ist. Diese Reaktion, welche im Augenblicke der Erstarrung
beginnt, ist mit dem Unterschreiten der Erstarrungstemperatur
nicht etwa beendigt. Die Abkiihlungskurven zeigen, besonders
fiir das graue Eisen, eine Verzogerung der Temperaturabnahme,
welche nicht nur bei 1130° C, sondern auch unterhalb der-
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selben stattfindet, ein Zeichen, daB die beim Erstarrungspunkte
1130° C begonnene Reaktion sich noch weiter unter Warme-
abgabe fortsetzt, wodurch ein Verzogerungsintervall von manch-
mal 10 bis 15° C erzeugt wird. In welcher Weise dieses
Intervall von dem ausgeschiedenen Graphit beeinfluBt wird,
" namentlich die quantitative Bestimmung der hierbei frei wer-
denden Wirme, diirfte noch viel Interessantes bringen.

Uber die Lage und Bedeutung des Erstarrungspunktes
bei 1130° C ist noch zu bemerken, daB er geringe Schwan-
kungen trotz des verschiedenen Kohlenstoffgehaltes aufweist;
8o liegt derselbe fiir

|
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jedenfalls sinkt oder steigt er mit wachsendem Kohlenstoff-
gehalte nicht in erkennbarer Weise.

Durch. andere Versuche ist zur Geniige erhirtet, daB die
Schmelztemperatur des Eisens durch Kohlenstoff erniedrigt
wird. Man nimmt an, daB ein Prozent Kohlenstoff dieselbe
um 100° C erniedrigt. Diese Auffassung ist jedoch nach
obigem nicht im ganzen Umfange richtig. Sobald bei einem
gewissen, noch nicht néher festgelegten Kohlenstoffgehalt die
Schmelztemperatur des Eisens ein gewisses Minimum, an-
scheinend 1130° C erreicht hat, ist weitere Kohlenstoffzufuhr
auf die Erniedrigung des Schmelzpunktes ohne EinfluB.

Bei der Betrachtung der Abkiihlungskurven fillt noch auf,
daB zwischen den Haltepunkten bei 1135° C und 700° C die
Linie ziemlich regelmiBig verliuft. In dem Diagramm von
Roberts-Austen sehen wir, daB die Cementitlinie bei etwa
29/, plétzlich endigt, trotzdem bei diesem Kohlenstoffgehalte
in keiner Weise eine plotzliche Verfinderung des innern Auf-
baues der Legierungen besteht. Im Gegenteil, dieser Halte-
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punkt, welcher die Ausscheidung von {iberschiissigem Cementit
(Carbid) angibt, miite um so deutlicher werden, je hoher der
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Kohlenstoffgehalt, also auch der Cementitgehalt der Metall-
masse wird. Roozeboom legt die Linie dieser Haltepunkte
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bei Materialien von hoherem Kohlenstoffgehalt als 2%, von
1000° C an horizontal und nimmt an, da der Augenblick der
Cementitbildung in den Abkiihlungskurven deshalb nicht sicht-
bar wird, weil die Wérmeentwicklung zu gering sei, um sich
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durch ein Halten oder Verzogern in der Temperaturabnahme
bemerkbar zu machen. .

Durch neuere Versuche?) sind in der Gegend von 1000° C
geringe Wirmeentwicklungen konstatiert worden, wenigstens
in einer Anzahl von Fillen; doch macht Osmond darauf auf-
merksam?), daB bei Aufnahmen von Abkiihlungskurven sehr
leicht durch oberflichliche Oxydation unkontrollierbare Schwan-
kungen in der Temperaturabnahme stattfinden kénnen. Durch
die vorliegenden Versuche wurden zwischen 1130° und 700°
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keine Verzogerungen konstatiert; der eine Fall (bei 800°)
Kurve No. 7 diirfte auf einen Beobachtungsfehler zuriickzu-
fihren sein.

Somit gewinnt die von Osmond?) und Heyn?®) bereits
ausgesprochene Vermutung, daB die Cementitbildung bei 1135° C
stattfindet, immer mehr an Wahrscheinlichkeit. Bei dieser Tem-
peratur wiirde sich bei weifem Eisen schon wihrend der Er-
starrung Carbid ausscheiden, bei grauem Eisen wiirde die

1) Charpenter und Keeling, Journ. of the Iron and Steel In-
stitute. Mai 1904.

2) Revue de Mellurgie. Juli 1904. . 437.
3) Heyn, a.a. O.
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Graphitbildung stattfinden, beides Vorginge, welche sich durch
erhebliche Wirmeentwicklung anzeigen. Bemerkenswert. ist,
daB das Halten oder die Verzogerung in der Temperatur-
abnahme sich auf ein Intervall von manchmal nur 10°C er-
streckt, and es wird spéteren Untersuchungen vorbehalten sein,
durch moglichst langes Ausdehnen dieses Intervalles iiber
dessen genaue Bedeutung Klarheit zu bringen.
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Der weitere Verlauf der Abkiihlung bringt bei 700° wieder
eine erhebliche Verzogerung; wie wir bei der metallographi-
schen Untersuchung sehen werden, entspricht dieser Punkt der
Temperatur, wo Carbid in Eisen unléslich ist und dadurch
die ganze Masse von Mischkristallen in ein inniges physikali-
sches Gemich von Carbid und Eisen, Cementit und Ferrit
zerfillt. Dies innige Gemisch trigt den Namen Perlit. In
den wiedergegebenen Abkiihlungskurven tritt dieser Punkt
sowohl beim weiBen als auch bei dem grauen Eisen deutlich
auf, entsprechend den erheblichen Mengen von Perlit, welche
in beiden enthalten sind (Lichtbilder No. 1 bis 6). Die Lage
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dieser Punkte ist ebenfalls nicht konstant, wie nachstehend
ersichtlich..

Material No.. . . . ... ... 8’19!6114|1s|17lu|16
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Die Schwankungen liegen auBerhalb der méglichen Fehler
in der Temperaturmessung; da jedoch geringe Verschiedenheit
in der Abkithlungsgeschwindigkeit die Lage dieser Punkte
deutlich veréndert, so diirften die Differenzen wohl auf solche
Verschiedenheiten zuriickzufiihren sein.

Es ist nun eine dankbare Aufgabe, diese aus der thermi-
schen Untersuchung des Materiales gewonnenen Anschauungen
durch eine unabhingige Methode zu stiitzen bzw. zu erweitern.
Das Mikroskop ist fiir die Untersuchung der Metalle und
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Legierungen ein unentbehrliches Hilfsmittel geworden und
konnte noch wertvollere Aufschliisse geben, wenn es moglich
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wire, bei jeder beliebigen Temperatur das durch einen ebenen
Schnitt oder Schliff bloBgelegte Geftige zu beobachten; da je-
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doch die hier in Betracht kommenden Temperaturen eine un-
mittelbare Verwendung des Mikroskops ausschlieBen, miissen
wir das der Metallmasse bei héherer Temperatur eigentiim-
liche Gefiige fixieren und bei gewShnlicher Temperatur zu:
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Anschauung bringen. Wir werden ja dann allerdings einen
labilen Zustand hervorbringen und es wird stets das Bestreben
vorliegen, die unterdriickte . Verinderung nachtriglich nach-
zuholen.

Betrachten wir zunichst die langsam abgekiihlten Mate-
rialien. Dieselben konnten sowohl die Verinderungen bei
1135° C als diejenigen bei 700° C vollstindig durchlaufen.
Graphitfreies Roheisen wird also freies Carbid als Cementit
und Perlit, das Eutektikum von Carbid und Eisen, enthalten.
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Lichtbild 1 zeigt in 50facher linearer VergroBerung ein solches
Eisen. Dasselbe besteht aus weiBen Feldern, welche mit zahl-
reichen dunklen Stellen durchsetzt sind. Bei stirkerer Ver-
groBerung (Lichtbild 2) erweisen sich letztere als eine Anzahl
feiner Lamellen, welche das -charakteristische Gefiige des
eutektischen Gemisches, des Perlites, aufweisen. Der Cementit
ist auBerordentlich hart und von verdiinnten S#uren unan-
greifbar. Behandelt man einen ebenen Schliff mit solchen, so
wird der Cementit unangegriffen im Relief bleiben, wihrend
vom Perlit die einzelnen Ferritiderchen zwischen den Cementit-
lamellen weggeitzt werden. Auf diese Weise wirken die Perlit-
stellen als Gitter und geben zu den eigenartigen Lichteffekten
Veranlassung, welche Perlmutter auszeichnen; von letzterem
rithrt auch der Name Perlit.
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Bei grauem Roheisen findet sich ein Teil des Kohlenstoffs
als Graphit ausgeschieden und so werden neben Cementit und
Perlit schwarze Adern von Graphit auftreten, welcher wihrend
des Schleifens meistens herausgerissen wird. Lichtbild 3 zeigt
ein solches Gefiige hei 500facher VergroBerung. Es kommt
hi#ufig vor, namentlich bei sehr langsamer Abkiihlung, daB die
Cementitlamellen des Perlites sich sehr weit voneinander ent-
fernen, ein freies Ferritfeld zwischen sich zuriicklassend. Da
der Ferrit zwar angegriffen, aber von dem hier angewandten
Atzmittel, einer vierproz. Losung von Pikrinsiure in Alkohol,
nicht gefirbt wird, kann man sich zur Unterscheidung von
Ferrit und Perlit deren verschiedene mineralogische Hiirte
nutzbar machen. Durch eine Stahlnadel wird Ferrit geritzt,
Cementit nicht. Auch der Perlit wird geritzt, trotzdem nur
die vorstehenden Cementitlamellen von der Nadel getroffen
werden. Da dieselben #uBerst diinn und dabei spréde sind
so werden sie durch die Nadel einfach durchgebrochen, weil
sie von letzterer auf Biegung beansprucht werden.

Lichtbild 4 zeigt einen solchen NadelriB, welcher den
Perlit ritzt, nicht aber den Cementit. Der Graphit durchzieht
das Gefiige in Form wurmartiger Adern, hiufig bildet er
groBere Hofe, je nachdem der ebene Schnitt die Graphithlitter
schneidet. Im letzteren Falle wird alsdann wihrend des Schlei-
fens der Probe der Graphit herausgerissen und man sieht dann
in verschwonimenen Umrissen das Gefiige der angrenzenden
Flichen. Den unmittelbaren Ubergang zwischen weiBem und
grauem Roheisen von derselben Zusammensetzung zeigt Licht-
bild 5, welches schon oben erwihnt wurde.

Wie wir bereits gesehen haben, geht wihrend der Ab-
kithlung bei 700°C die aus Mischkristallen von 0,90%, Kohlen-
stoff bestehende Mutterlauge in ein inniges Gemenge von Ferrit
und Cementit iiber. Dieser Vorgang ist reversibel; es lost
sich also bei dieser Temperatur der Cementit in Ferrit unter
Bildung von Mischkristallen, welche als Gefiigebestandteil den
Namen Martensit erhalten haben. Fixieren wir das Gefiige
dieser Kristalle durch plétzliche Abkiihlung (Abschrecken), so

Wiillner-Festschrift. 17
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erhalten wir ein gleichmiBiges Gefiige, das den Charakter von
Kristallaggregaten besitzt (Spaltflichen, kristallinische Korne-
lung). Lichtbild 6 zeigt ein bei 990° C abgeschrecktes weiBes
Roheisen. Die weiBen Felder sind unverinderter Cementit,
durchbrochen von einer Grundmasse, deren Gefiige in Licht-
bild 7 aufgelost ist. Wir sehen, daB dasselbe aus einer hellen
Grundmasse besteht, welche von dunkeln sich in spitzen
Winkeln oder im Dreieck kreuzenden Nadeln durchsetzt sind,
ferner schwarze unregelméBige Felder ohne erkennbare Struktur.

Um iiber die Bedeutung dieser drei verschiedenen Be-
standteile klar zu werden, muB man sich iiber den bei der
Erwérmung bei 700°C sich abspielenden Lésungsvorgang und
die spater bei der Abschreckung moglichen Verénderungen
klar werden. Von H. Le Chatelier ist nachgewiesen worden,
daB, wenn der Cementit sich im Ferrit 16st, zundchst eine
plotzliche Volumvermehrung mit nachfolgender plotzlicher
Volumverminderung stattfindet, worauf das Volumen entspre-
chend der steigenden Temperatur sich langsam vergroBert.
Diese plotzliche Volumvermehrung entspricht der Bildung eines
strukturlosen leicht fiarbbaren Bestandteiles, den Osmond be-
reits erkannt und Troostit genannt hat. Es wird also stets
dann Troostit auftreten, wenn Cementit noch im Begriffe steht,
sich zu losen und dies wird so lange geschehen, bis die Grund-
masse mit Cementit gesittigt ist. Die Menge des Troostits
wird also abnehmen, je hoher die Temperatur ist, bei welcher
abgeschreckt wird, weil sich die Mischkristalle bei steigender
Temperatur rascher mit Cementit sittigen, und je linger die
Erhitzung bei gegebener Temperatur gedauert hat, wodurch
dem Troostit Zeit gegeben wird, sich in den kristallinischen
Martensit zu verwandeln.

Durch die Erhitzung haben wir also bei 900° C die Be-
standteile Cementit, Martensit und Troostit, da der Augenblick
der Sittigung des Martensites durch Cementit nicht abgewartet
wurde. Wiirden durch das Abschrecken die Verhaltnisse voll-
kommen unverindert erhalten, so diirften auch nur diese drei
Gefiigebestandteile vorkommen. Da aber eine gewisse Zeit
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verflieBt, kann sich der Martensit his zu einem gewissen Teile
entmischen. Unter diesen Entmischungsprodukten, deren Wesen
noch wenig klar ist, hat man ein besonders auffilliges mit
dem Namen Austenit bezeichnet; dasselbe ist in Lichtbild 7
die helle Grundmasse, welche von dunkleren Martensitnadeln
durchkreuzt ist. Wird die Temperatur noch mehr gesteigert,
so nimmt die Troostitmenge deutlich ab, die Entmischung der
Mischkristalle in Martensit und Austenit nimmt zu, da die
Zeit, welche das Material zum Durchlaufen von 1050° C bis
700° C braucht, naturgemdB groBer ist, als wenn es sich nur
von 900°C an abkiihlt. Lichtbild 8 zeigt neben Cementit und
etwas Troostit die in Austenitmasse eingelagerten Martensit-
nadeln. Sehr interessant ist die Beobachtung, daB der bei
hochgekohltem Stahl nur bei sehr hohen Abschrecktempera-
turen auftretende Austenit bei dem Roheisen schon in erheb-
lich niedrigeren Temperaturen beobachtet wird, ferner das gleich-
zeitige Auftreten von Austenit neben Troostit.

Ganz #hnliche Verhéltnisse finden wir bei dem grauen
Roheisen. Betrachten wir das Roheisen in Lichtbild 3, so sehen
wir auBer Perlit nur wenige schmale Streifen von Cementit,
der Rest ist Graphit. Dieser fein verteilte Cementit wird sich
naturgemiB leichter in Ferrit 16sen als die groBen Massen des
Cementits im weiBen Eisen (Lichtbild 1 und 2). Infolgedessen
wird die Troostitbildung nicht anndhernd so reichlich auf-
treten wie bei dem weiBlen Roheisen, Lichtbild 9 zeigt uns bei
900° C abgeschrecktes graues Roheisen; man sieht hier be-
sonders deutlich das Bestreben der dunkeln Martensitnadeln
sich in der Austenitmasse in Dreiecken zu schneiden. Bei dem
in Lichtbild 10 abgebildeten, bei 1100°C abgeschreckten Eisen
ist das Bestreben sich zu entmischen noch deutlicher aus-
geprigt. Man bemerkt gleichzeitig, daB die Nadeln hierbei
hell, die Grundmasse dunkel gefirbt ist, eine Erscheinung, auf
welche Le Chatelier schon aufmerksam gemacht hat.')

1) Le Chatelier, L'austénite. Revue de métallurgie 1904.
17*
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Wir haben bei dem letzten Beispiele nur reversible Vor-
ginge betrachtet. Bei der Temperatur von 700° C lést sich
Cementit in Ferrit zu Martensit; hitten wir, statt in Eiswasser
abzuschrecken, die Abkiihlung langsam vor sich gehen lassen, so
wiirde sich, wie wir frither gesehen haben, der Martensit wieder in
Perlit = Cementit und Ferrit zerlegt haben. Gliiht man nun aber
ein Eisen, welches oberhalb 700° C freien Cementit enthilt,
lingere Zeit bei einer hohen Temperatur (Nihe von 1000° C),
so wird ein nicht reversibler Vorgang eintreten: ndmlich

Carbid (Cementit) = Ferrit 4+ (Temper-) Kohle.

Dieser Vorgang ist in den Lichtbildern 11 bis 13 anschaulich
illustriert. Lichtbild 11 zeigt ein rasch abgekiihltes weiBes
Eisen, welches hellen Cementit in verhéltnismiBig feiner Ver-
teilung aufweist, von einer dunkeln Grundmasse durchsetzt, die
Kohlenstoff in fester Losung enthélt. Dieses Material, wihrend
50 Stunden auf 980°C im luftleeren Raume gegliiht, zeigte
nach langsamem Erkalten das Gefiige Lichtbild 12, in stiirkerer
VergroBerung Lichtbild 13. Schwarze unregelmiBige Knoten
sind von lichten Hofen umgeben, zwischen den letzteren be-
finden sich Saume von Perlit. Das vorher glasharte Material
1aBt sich mit Leichtigkeit feilen, entsprechend seiner Zusammen-
setzung Temperkohle, Ferrit, Perlit. Wird die so gebildete
Temperkohle auf irgend eine Weise etwa durch Oxydation ent-
fernt, so bleibt ein Eisen, welches nur aus Ferrit und Perlit
besteht, also schmiedbar ist. Diese Verwandlung des weiBen,
sproden, nicht schmiedbaren Gusses in weichen Stahl nennt
man Tempern, das Endprodukt TemperguB oder schmied-
baren GuB. :

Dieser Vorgang der Zerlegung des Cementites in Ferrit
und Temperkohle hat gerade fiir die Theorie sehr groBes Inter-
esse. Zunichst muB hervorgehoben werden, da8 das Material,
welches zu den in den Lichtbildern 11 bis 13 illustrierten
Versuchen gedient hat, fast frei von Si war, jedenfalls nicht
iiber 0,008, enthielt; der Gesamtkohlenstoffgehalt betrug 3,87,
ferner enthielt es 0,09 Mn, 0,008 P und 0,01 S.
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Reiner Cementit ist also in der Nihe von 1000° C keine
stabile Verbindung, sondern zerfillt in die Elemente Eisen und
- Kohlenstoff. Ein scharfer Beweis dafiir, ob die dunkeln Nester
innerhalb der Ferrithtfe elementarer Kohlenstoff sind oder
irgend ein kohlenstoffreiches Carbid, welches in HNO,; unter
Freiwerden von Kohlenstoff sich 1ost, diirfte schwer zu lie-
fern sein.

Wenn die Zerlegung des Cementits begonnen hat, so hort
dieselbe nicht etwa in dem Augenblicke auf, wo simtlicher
iiberschiissiger Cementit zersetzt ist, sondern setzt sich fort,
moglicherweise bis zur Bildung des Systems Ferrit = Temper-
kohle. Das in Lichtbild 11 bis 13 angefiihrte Beispiel zeigt
neben Perlit (0,9, Kohlenstoff) viel freien Ferrit, (0,0%, Kohlen-
stoff) also im Durchschnitt etwa 0,49, Kohlenstoff, der Rest
38 —04=234, d i. 899 des Gesamtkohlenstoffgehaltes ist
Temperkohle. Diese Tatsache spricht sehr zu Gunsten der
Annahme Heyns'), welcher das System Ferrit-Kohlenstoff
fir stabil und die andern Systeme als Unterkiihlungserschei-
nungen betrachtet.

Ferner ist es nicht zuldssig, die Losungsfihigkeit des
Eisens fiir Kohlenstoff dadurch festzustellen, daB man reines
durch Séure abgeschiedenes Carbid zum Schmelzen bringt und
den Kohlenstoffgehalt des restierenden Eisenkonigs als Sattigungs-
punkt betrachtet. Je nach dem Zersetzungsgrade des Carbids
vor dem Schmelzen kann derselbe bis zu 909, steigen, wie
wir eben sahen, und es wird ein groBer Teil des Kohlenstoffs an
der Oberfliche schwimmen; wieviel von letzterem von dem
fiissigen Metall aufgenommen wird, héngt hauptsichlich von
der Zeit, ferner aber von andern nicht genau bekannten Um-
stinden ab. Zu letzteren gehort 2. B. die Dichtigkeit des auf
dem Metall befindlichen Kohlenstoffs; diese Versuche haben be-
- wiesen, daB z. B. mit leichtem RuB die Kohlung von Schmiede-
eisen zu Roheisen von 3,59, etwa 5mal so lange Zeit in An-

" 1) Heyn, a. a. O.
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spruch nahm als mittels gegliihter Zuckerkohle, bei im ibrigen
identischen Verhiltnissen.

Unterhalb 700° C ist die Bildurg von Kohle aus Cementit
in sonst reinem Eisen nicht mdoglich. Lichtbild 14 zeigt ein
weiles Eisen (mit Spuren von Graphit) nach 50stiindigem
Glithen bei 650° C. Die charakteristische lamellare Struktur
des Perlits ist vollstindig aufgehoben, indem die einzelnen
Cementitlamellen sich zu kleinen unregelmiBig geformten
Kltimpchen zusammengeballt haben. Diese Erscheinungsform
des Perlits hat man wohl mit dem Namen ,korniger Perlit®
bezeichnet.

Die einzelnen Lamellen, aus welchen der Perlit aufgebaut
ist, werden um so klarer, je langsamer die Temperatur von
oberhalb 710°C durchlaufen wird; sinkt sie sehr rasch, so
bleibt, wie wir oben gesehen haben, Martensit. Je mnach der
Geschwindigkeit der Abkiihlung gibt es nun mehr oder weniger
ausgeprigte Ubergangsformen, von denen wir bereits eine, den
Troostit, kennen gelernt haben. Man hat ferner noch den
Sorbit unterschieden, welcher bei stirkster VergroBerung wohl
schon eine Andeutung der lamellaren Struktur besitzt, jedoch
von gewissen Reagentien gefirbt wird, wihrend beim Perlit
dies nicht zutrifft. Ob Sorbit und Troostit wirklich verschie-
dene Bestandteile sind, ist nicht leicht zu entscheiden, méglich
ist aber die Annahme, daB sie die Endglieder einer kontinuier-
lichen Reihe von Ubergangsformen von Martensit und Perlit
oder umgekehrt sind. _

Praktisch wie theoretisch wiirde es von weitesttragender
Bedeutung sein, wenn diese Vorginge auch auf chemischem
Wege verfolgt werden konnten. Die Entdeckung, daB der
Kohlenstoff des ausgegliithten (cementithaltigen) Stahles in
einem andern Zustande vorkommt als bei dem abgeschreckten
(martensithaltigen), fiihrte zu dem Nachweis, daB in den lang-
sam abgekiihlten Stihlen ein Carbid von der Zusammensetzung
Fe,C enthalten ist, welches beim Losen des Materials in ver-
diinnten S#uren als schweres Pulver zuriickbleibt, und wie wir
oben sahen, als Cementit einen Gefiigebestandteil abgibt. Auf-
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fallenderweise scheint es nicht méoglich zu sein die quantitative
Bestimmung dieses Carbides in der Weise auszufiihren, da8
man das Material unter entsprechenden VorsichtsmaBregeln in
stark verdiinnten Siuren 16st. Lichtbild 15 zeigt uns das Ge-
fiige eines weiflen Roheisens, welches langsam abgekiihlt wurde,
also nur aus freiem Cementit und den zum Perlit gehorigen
Lamellen, nach dem obigen ebenfalls Carbid Fe;C, besteht.
Der Gesamtkohlenstoffgehalt ist 2,659, und miiBte bei der itb-
blichen Methode der Carbidbestimmung vollstindig in dem
Carbidriickstande verbleiben. Trotzdem ergab die Bestimmung
des in diesem Riickstande enthaltenen Kohlenstoffs nur 1,549,
d. h. einen Verlust von 2,65 — 1,54 = 1,11%, Kohlenstoff, das
sind ungefahr 419, des Gesamtkohlenstoffs. Lichtbild 16 zeigt
das Gefiige eines langsam abgekiihlten grauen Roheisens mit
einem Gesamtkohlenstoffgehalte von 4,66°), Ziehen wir hier-
von den Graphitgehalt 3,22 ab, so bleibt ein Gehalt an ge-
bundener Kohle von

4,66 — 3,22 = 1,419,.

Die direkte Bestimmung ergab 0,66%, an Carbid gebundene
Kohle, was wieder einem Verluste von 1,44 — 0,66 = 0,789,
des gesamten gebundenen Kohlenstoffs entspricht. Auf welche
Weise dieser Verlust, der auch bei allen iibrigen Proben zu
verzeichnen ist, erklirt werden kann, konnte nicht festgestellt
werden. Jedenfalls zeigt das regelméBige Auftreten desselben,
daB die Anschauungen iiber die Zusammensetzung verschiedener
Gefiigebildner des Eisens mit den Ergebnissen der chemischen
Analyse nicht in Einklang zu bringen sind.

Die Ansicht von Benedicks!), daB der Ferrit der Eisen-
sorten mit iber 0,59, Gesamtkohlenstoff etwas Kohlenstoff
(0,27%,) in Losung halten konnte, kann wohl als ausreichende
Erklérung der Erscheinung fiir die von ihm untersuchten Stahl-
sorten gelten, geniigt aber nicht, um die Ursachen der groBien

1) Recherches physiques et physico-chimiques sur l'acier au car-
bone. A. Felix, Leipzig.
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Verluste an Kohlenstoff beim Roheisen auch nur einigermaBen
plausibel zu machen.

Zum Schlusse ist es mir eine angenehme Pflicht, Herrn
Dipl. Ing. Paul Oberhoffer, besonders aber meinem Mit-
arbeiter Herrn Dipl. Ing. Paul Goerens fiir ihre aufopferungs-
volle Mithilfe bei vorliegender Arbeit meinen herzlichsten Dank
auszusprechen.











































