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Vorwort.

Die mathematischen und astronomischen Abhandlungen von
J. F. Encke, welche zum grifsten Theil in den Berliner Astro-
nomischen Jahrbiichern enthalten sind, haben aunch jetzt noch einen
so hohen Werth fiir das Studium und die Anwendung exacter
Rechnungsmethoden iiberhaupt, dafs es zweckmifsig erschienen ist,
einen neuen, zusammenfassenden Abdruck der wichtigsten derselben
zu veranstalten, um so mehr als ein grofser Theil der beziiglichen
Jahrgiinge des Jahrbuchs vergriffen ist.
' Der Unterzeichnete, welcher von den Encke’schen Erben mit
der Herausgabe der Abhandlungen betraut worden ist, hat sich
nur um eine moglichst correcte Wiedergabe derselben bemiiht und
sich nur ganz minimale und einleuchtende Aenderungen gestattet.

Bei der Auswahl der in diese neue Ausgabe aufzunehmenden
Abhandlungen bin ich von Seiten der hiesigen Sternwarte und des
astronomischen Recheninstitutes freundlichst berathen worden.

Der vorliegende I. Band umfasst laut Inhaltsverzeichnifs
Encke’s Untersuchungen iiber solche Rechnungsmethoden, welche
in allen exacten Wissenschaften zur Anwendung gelangen konnen.

Der II. Band wird die ebenfalls allgemein wichtigen Unter-
suchungen iiber Fehlertheorie, Methode der kleinsten Quadrate und
Anschliefsendes, und erst der IIT. Band die specifisch astronomi-
schen, aber auch die beriihmte Abhandlung ,De formulis dioptricis“
bringen.

Berlin 1887, November. .

Harry Gravelius.
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Ueber Interpolation.”)

Interpoliren heifst im Allgemeinen das Verfahren, wodaurch man
aus gegebenen numerischen Werthen irgend welcher Function einer
Grofse, oder nach dem astronomischen Sprachgebrauch, eines Ar-.
gumentes, den Werth dieser Function fiir einen andern gegebenen
‘Werth des Argumentes bestimmt, ohne die Form der Function selbst
zn kennen, ja ohne sie kennen zu wollen. Als Hiilfstheorem dient
hiezu der Taylorsche Lehrsatz, insofern er allgemein die Ent-
wickelung jeder Function umfasst. Nach ihm lifst sich jede
Function einer zweitheiligen Grifse in eine Reihe auflosen, die zum
ersten Gliede die Function des ersten Theiles selbst hat, und in

_ den folgenden nach Potenzen des zweiten Theiles fortschreitet,

wobei die Coefficienten aus den Derivirten der Function in Be-
zug auf den ersten Theil gebildet werden. Um die Reihe
schnell convergiren zu machen, nimmt man gewthnlich diesen
zweiten Theil .sehr klein an. Man mufs daher auch bei der An-
wendung anf das Interpoliren den Werth, von welchem man aus-
gehen will, so nahe als moglich dem gegebenen zu bringen suchen.

Die Fille, in welchen der Taylorsche Satz eine Ausnahme
erleidet, kommen bei der Interpolation nicht vor, wenn man sie
nur so anwendet, wie sie allein angewandt werden sollte, das heifst,

*) Der folgende Aufsatz ist aus den Vorlesungen entlehnt, die ich im -.
Jahre 1812 bei dem Herrn Hofrath Gaufs zu héren das Gliick hatte. In.
dem ganzen Gange der Entwickelung bin ich, so viel die Erinnerung ge-
stattete, dem Vortrage meines hochgeehrten Lehrers gefolgt, da er die grofste

Griindlichkeit mit der grofsten Einfachheit und Eleganz verbindet.
Encke’s Abbandl L 1



2 Ueber Interpolation.

wenn der gesuchte numerische Werth der Function von den ge-
gebenen eingeschlossen ist, und sie innerhalb dieser Grenzen nicht
unendlich oder unméglich wird.

Der leichteren Uebersicht wegen soll angenommen werden,
dafs vier Werthe gegeben sind. Das Verfahren wird sich ohne
Miihe auf jede grofsere Zahl ausdehnen lassen. Die vier Werthe
des Argumentes sollen mit p ¢ r 3, die zugehdrigen der Function
mit P Q B S bezeichnet werden. Fiir das Argument  sucht man
den numerischen Werth der Function X.

Nach dem Taylorschen Lehrsatze ist

f (4 + ©)=c+c 0+ cgu? + cgu®. ..
Nimmt man einen Werth a nahe an x, so dafs
w=x—a
so wird
f@=a+p@—a)+yx—a)+d(x—a)...
wo « f y J unbekannte Coefficienten sind. Zu ihrer Bestimmung
dienen die vier Bedingungen, dafs fiir
xz=p f@)=P
r=gq f@=9Q u.s w.

Man hat also die vier Gleichungen
P=c+f(p—a)+ry(p—a)P+d(p—a)®
Q=c+f(g—a)+7r(¢g—a)P+d(qg—a)
R=ea+f(r—a)+y(r—al+d(r—a)
S=a+pf(s—a)+y(s—a)l+4+0d(s—a)

aus welchen sich die vier Coefficienten « 8y d, aber auch nicht
mehrere, durch Elimination bestimmen lassen. Folglich erhilt
man auch nur die Entwickelung von 7 () bis za (z — a)® inclusive,
und mufs annehmen, dafs die folgenden Glieder der Reihe als ver-
schwindend betrachtet werden koénnen.

Die Elimination ist leicht zu tibersehen, und bedarf nicht einer
weiteren Ausfihrung. Statt indessen die Werthe « 8 y J in jedem
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einzelnen Falle zu sucher, und dann in f(2) zu substitniren, kommt
man darch eine andere Betrachtung kiirzer zum Ziele.

Aus der Uebersicht des Geschiftes der Elimination ergiebt
sich sogleich, wie die Werthe von « 8 y J in Bezug auf die Po-
tenzen von P Q@ R S beschaffen sein werden. Bei der linearen
Form der Gleichungen, werden P @ R S nur linear darin vor-
kommen, zugleich wird es aber auch in @ # y J kein Glied geben,
welches nicht eine der Grifsen P Q@ B S als Faktor enthielte.
Oder die Form von « 8 y J wird im allgemeinen sein:

cP+c¢ Q+cg B4+c3 S.

Substituirt man diese Werthe nun in f(z), so wird auch in f (z)
kein Glied ohne eine der Grofsen P Q R S vorkommen, oder es wird

X=nP+yQ+¢ R+0c¢ S

wo 7 x ¢ ¢ bis jetzt noch unbestimmte Coefficienten sind, welche
indessen, wie sie auch beschaffen sein mdgen, x nur auf die dritte
Potenz inclusive enthalten diirfen, weil in der urspriinglichen
Gleichung nur ( — a)® vorkommt.

‘Wendet man nun auf diese letzte Form die vier Bedingungen
des Problems an, so hat man offenbar fiir

r=p w=1 =0 ¢=0 o¢=0
r=q =0 x=1 ¢=0 o=0
r=r =0 =0 ¢=1 0¢=0
r=3s =0 =0 ¢=0 o=1

Soll aber 7w =0 werden fiir z=g¢q, x=r, x=s, so lehrt die
Algebra, dafs v die Factoren z —¢q, £ —r, £ —s enthalten mufs,
und zwar wenn, was hier stillschweigend vorausgesetzt wird, ¢ r s
verschiedene Grofsen sind, alle drei Factoren zugleich. In dem,
was 7v sonst noch enth#lt, darf kein 2 mehr vorkommen, weil x
sonst gegen die Voraussetzung 'die dritte Potenz fiberschreiten
wiirde.” Nennt man also C den Inbegriff der iibrigen constanten
Factoren von 7, so ist

"=Cx—qux—r z-—s
. 1#
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Nach der ersten Bedingung ist aber 7w =1 fiir x =p, folglich

oder

und

1=Cp—qp—rp—s

1
- P—qp—rp—s
also
_ T—qx—r z—8
p—qp—rp-—s
Dieselben Schliisse auf x ¢ ¢ angewendet geben den allge-

meinen Ausdruck

@

T—ga—rz—=s 0 T—p Xx—r x—8
pP—qp—7rp—s 9—peq—rq—s
L—PL—gI—8 o TPT—GET
r—pr—qr—s S—p 8S—q $—r

X=

+R

welcher die gegebenen Bedingungen nicht nur erfiillt, sondern
auch wenn z die dritte Potenz nicht iiberschreiten soll, der
einzige ist, der sie vollstindig erfiillt. Die Differenz eines
jeden andern nicht damit identischen von (I), miifste n#&mlich,
den -Bedingungen der Aufgabe zufolge, Null werden fiir die
vier Werthe:

=p, x=q r=7, r=3=8
folglich die vier Factoren # —p x—gq # —r x — s zugleich ent~
halten, oder x auf die vierte Potenz erhoben, gegen die Vor-
aussetzung.
Man kann der Gleichung (I) noch eine elegantere Form
geben, wenn man auf beiden Seiten mit

r—pr—qr—r x—s
dividirt. Sie wird dann
X P + 0

T—prT—qa—r a8 = Pp—ap—qp—rp—s = q—%q—pI—r -3

R + S
r—Zr—pr—qr—s 8—& 8—p 8—q S—r
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Nimmt man hier, da die Form von f(x) ganz willkiirlich
gelassen ist, fiir X... 2™ an, wodurch also P...p™ Q... ¢™ u.s.w.
wird, so lisst sich diese Gleichung auch so ausdriicken: Wenn
n Grofsen abcd gegeben sind (statt der vorigen xpgr), und
die mte Potenz einer jeden derselben dividirt wird durch das
Product aller Differenzen der zur Potenz erhobenen Grofse
von jeder der iibrigen, so ist die Summe aller » Quotienten
jedesmal =0, so lange m zwischen O und #— 2 beides inclu-
sive liegt. Diese letztere Beschrinkung wird durch die Be-
dingung herbeigefiihrt, dafs bei der Herleitung der Reihe die
Potenzen hoher als z® ausgeschlossen wurden.

Die Untersuchung iiber den Werth der Reihe

am bm cm

a—ba—ca—d. .. Tb—ab—cb—d...

B)

+c—-a c—bc—d... etc. (4)

bei » Grofsen fiir jeden beliebigen Werth von m, fiihrt za
einer néheren Schitzung des Fehlers einer Interpolation. Zu
diesem Ende entwickele man den Bruch

1 1
Y y—-ay-by—cy—d...

auf zweifache Weise. Zuerst, indem man ihn ansieht als
das Product der einzelnen Briiche

1 1 1
y—a’ y—-b’' y—c

, ete.

jeden von diesen fiir sich entwickelt, und dann alle multipli-
cirt. Da

v—a =y l4ay~?+a¥y3...
———yib =yl byt bayS, .,
80 wird

—Ilf=y—"+Ay—("+1>+By-("+2)+...

Fiir den gegenwirtigen Zweck braucht man die Coefficienten
AB... nicht weiter zu kennen. Sie sind iibrigens nach com-
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binatorischen Lehren fiir die — (n -+ )t Potenz von y, die rt*
Classe der Combinationen mit Wiederholungen aus % Ele-
menten, nach Posselt’s Bezeichnung, welcher diese Reihen
(A) niher untersucht hat®),

r(())u
Lost man zweitens—l?in die Summe der einzelnen Par-

tialbriiche auf, deren Nenner respective y—a, y—b, y—c¢
sind, so lehrt das bekannte Verfahren, dafs die Z#hler dieser
Briiche erhalten werden, wenn man in die iibrigen Factoren

von —;7, fir ¥ bei jedem Partialbruche den Werth substituirt,

der entsteht, wenn man den Nenner des Partialbruches =0
setzt, insofern abcd alle von einander verschieden sind.
Folglich wird
1 L1
a—ba—ca—d y—a
-+ 1 - ete.
b—ab—cb—d y—b

Entwickelt man hier wieder die Briiche

1
Y

1 1
g/——a’ ﬂ ete.
in Reihen, so wird
1 LY 1
YT a-ba-—ca-d.. .{y—l+ay-2+“ﬁy—s' "

1
Ty sy s s e e L

1
+c—a c—bc—d.. .{y—1+cy—9+ Y.,

Snmmirt man alle diese, so werden die Coefficienten der
verschiedenen Pptenzen von y lanter Reihen von derselben
Form wie (A). Bezeichnet man also die Summe einer solchen

*) In seiner vortrefflichen Dissertation: De functionibus guibusdam sym-
metricis Auct. Posselt. Gottingae 1818.
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Reihe mit [0], [1],.... [m], je nach dem Grade der Potenz, zu
welcher die Zahler der Briiche erhoben sind, so wird

5= Oy [y + 2. ..
+n=2y- -V [n—1ly ...+ [p+r -1y 6+n

und die Vergleichung der Coefficienten derselben Potenz von y
in (B) und (C) giebt sogleich iibereinstimmend mit dem Obigen
[0]=0[1]=0...bis[n—2]=0

dagegen aber

[»—1]=1 und allgemein [n+ r — 1] ="(0)".
Aus dem ersten Resultate

[n—1]=1
wird sich das fiir die Interpolation verlangte ergeben.
Gesetzt nﬁ.mlich, es sei in dem vollstindigen Ausdrucke
von f (x), dag vierte oder merklichste Glied aufser den angewan-
den noch ‘
+ &+ (x—a)t

so werden auch PQRS, da sie ans dem vollstindigen Aus-
druck berechnet sind, noch die Glieder &(p — a)t, &(q— @)%
& (r — a)t, e (s — a)* enthalten, und der Ausdruck (I) wird aufser
den Werthen, die von den niederen Potenzen bis zur 3t in-
clusive herrithren, noch das Increment haben:

(p—a)*
P—T p—q p—r p—s8

(¢—a)*
—xq—pq—"rq—s

(r—a)*
r—xr—pr—qr—s

(s—a)*
R 8—p 8—q 8—r }

—sx—pr—qXT—" x—s{

Es werden aber die Nenner dieser Briiche njcht gefindert,
wenn man in ihnen die Werthe von Zp grs simmtlich um a
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vermindert, folglich wird man nach dem eben bewiesenen
Theorem den in {} eingeschlossenen Theil auch so schreiben
konnen:

 (@—ap
Z—p X—q X—r T—S8

und die Formel (I) giebt folglich den Werth

X=a+B@x—a)+y(x—a)P—d(x—a)
+s(x—af—srx—pr—qr—r rx—s

Oder in Bezug auf die vierten Potenzen allein, ist der
Fehler der Interpolation, d. h. das, was man ihr noch hinzu-
fiigen miifste, um den wahren Werth zu erhalten:

+e@—p) @—¢) @—71) (@—3)

Die Bedingungen der Aufgabe lehren zwar nichts iiber
den Werth von s, allein wenn man die Wahl hat, welche Ar-
gumente man zur Interpolation anwenden kann, so kann man
sie wenigstens so wihlen, dals das Product

r—pr—qx—rx—s

ein Minimum wird. Offenbar aber wird das der Fall sein, wenn
einer der Werthe p ¢ 7 s dem x so nahe als moglich liegt, und die
andern zu beiden Seiten so gleichférmig, als die gegebenen
Daten verstatten, vertheilt sind. Wollte man z. B. fiir z =41}
interpoliren, so wiirde, wenn man die Argumente 40 41 42 43
wihlte, der Fehler der Kleinstmoglichste

40
=+g¢

fiir 41 42 43 44 wiirde er =—g—(l)s, und fiir die Argumente

39 40 41 42 =— %55 so dafs das Verhéltnifs der Fehler, ab-

gesehen von dem Zeichen, sein wiirde:
10:20: 14.
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Diese Regel, die anzuwendenden Werthe p ¢ r s stets
80 zu wihlen, dafs x moglichst nahe ihrer Mitte fallt, sollte
nie aufser Acht gelassen werden.

Die allgemeine Formel (I) kann bei einer einzelnen Inter-
polation manchmal mit Nutzen gebrancht werden. Sie hat den
Vortheil, dafs, wenn vielleicht eine der Grifsen P @ R S fehler-
haft sein sollte, man bei ihr sogleich iibersieht, wie grofs der
Einflufs dieses Fehlers anf X sei. Sie hat aber den Nach-
theil, dafs man gewshnlich nicht weifs, wie viele Glieder
P QRS zur genauen Interpolation hinreichen und nothig sind,
und darum auch bei ibrer einzelnen Anwendung nicht sicher
ist, ob man die Hulserste Genauigkeit erreicht hat.

Um diese Uebersicht zu erleichtern, entwickele man die
Formel (I) in eine Reihe, die successive von dem Gebrauche
zweier Grofsen, zu dem von dreien u. s. w. aufsteigt. Nennt
man den Werth von X aus » Grofsen hergeleitet X», so hat man

X,—X,= gZPrazr
S—p s—q s—r
x*—p T—q o—
+B( i~ rprd)
Q /x-p x—r x—s_ r—p (L‘—’I‘)
(Q—P q—7rq—s q—pa—r
_l_P(:v—qw—rx—s_ .'L'—qx—r)
pr—qp—rp—s8 p—4p-T
oder wenn man zusammenzieht

P Q
X,—X,—x—p z— —{
A N P e R e
+ B + 5 1
r—pr—qr—s = s—ps—qs—r)

_ Eben so wird

P 0 R }
X, — =1 — — { =+ —+
8 ‘X‘ zZ—pr—q p—q p—r q—p q—r r—p r—q

p Q
X,— X, =x— {___+__}
. Ag 1 p P—q 7—p
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X, =P da bei einem gegebenen Werthe von Interpolation
eigentlich nicht die Rede sein kann. Eben so ist X; — X
nichts anderes als der einfache Proportionaltheil.

Die in {} eingeschlossenen Grofsen sind ganz symmetrische
Functionen von 2, 3, 4, und, wie man ohne vollstindigen Be-
weis doch bald iibersieht, von fiinf und mehreren Grofsen.
Jeder Functionenwerth ist in ihnen dividirt durch das Product
aller Differenzen des zugehdérigen Argumentes von jedem der
ibrigen. Man nenne sie Differenzgrofsen, und bezeichne sie,
je nach den Grifsen, die zu ihrer Bildung beitragen, durch
[pq], [pgr] u. s. w. Bei der Symmetrie der Formeln sind
[par] und [grp] identisch, oder die Buchstaben lassen sich
willkiirlich vertauschen.

Durch die Addition der verschiedenen Werthe erhilt jetzt
die Formel (I) die zum Gebrauch bequemere Gestalt

Xy=P+z—plp-gJ+z—pz—qlp-q-7]
+x—pr—qr—r[p-q-r-3] Imn

Am leichtesten wird die Bildung der Differenzgrifsen
fibersehen, wenn man zwei von denselben Dimensionen, in
welchen alle Elemente bis auf eines dieselben sind, von ein-
ander abzieht. So z. B. ist

_ Ll S { 1 1 |
lg-r-s]—[p-q-r]= s—q s—r + er—q r—s  r—pr—q|
1 1) 1
+ - —
¢ { tra—s gpar L pmapr

S + R s—p
$—qs—r r—pr—qr—s
Qs—p P
—pq9-—rq—s p—qp—r
=(s—p) [p-q-7-3]

und wie man bald iibersieht, ganz allgemein

lg----ye]l—[p--yl=C—p) [p----ye]
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Denkt man sich also die Differenzgréfsen, wozu man der
Symmetrie wegen P Q B S selbst rechnen kann, so unterein-
andergesetzt:

P P[p q]
g | Q7 " [p-gr]
r R [qtr_l [q.r.s] Lp‘th's] [p.q.lrusnt]
8 S[r.S] [r-stt] [q.r.s.t]
[s-¢]
t{ T

so entsteht jede folgende Verticalreihe, indem man ein Glied
der vorhergehenden von dem darunterstehenden abzieht, und
diese Differenz dividirt durch die Differenz der Argumente,
auf welche die beiden durch die n#chst hohere und nichst
tiefere Differenzgrofse gezogenen Diagonalen hinweisen. Es
ist némlich:

- 9P
[p-q] = r—a
[g-r1—[p-4d]
[prgr] = 5208
[p-q-r-s]l= [q-r-s]s-_—_p[p-q.r] w s.

wQ

Bei dieser Anwendung der Formel (II) wird man immer
von oben herunter interpoliren, und auf die verschiedenen
Zeichen Riicksicht nehmen miissen. Vortheilhafter und leichter
zu f{ibersehen ist es, wenn man aus der Mitte, oder aus der
Gegend, wo x sich befindet, heraus interpolirte. Bei allen
Formeln ist bisher auf eine bestimmte Anordnung gar keine
Riicksicht genommen worden. Man wird also auch eine andere
Grofse als P zur ersten machen konnen. Wihlt man die
Anordnung B Q S P T, so wird die Formel (II): ‘

X,=R+zx—r[r-gl+z—rax—qlr-q-9
+r—rx—qxr—38[r-q-s-p
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Iv)

Q)

(VD)

Ueber Interpolation.
oder mit erlaubter Vertauschung der Buchstaben:

(I1I) X, =R+x—7r[gr]+x—rx—q[q:7-5]

+x—rx—qx—s[p-q-r-s]

und wenn man einen Blick auf das obige Schema wirft, so -
sieht man, dafls die hier gebrauchten Differenzgrofsen [q-7],
[g-7+8], [p-q-7-s] alle wechselsweise iiber und unter einer
horizontalen Linie liegen, die man zwischen B und [¢- 7]
mitten durchziehen kann. Eben so wiirde die Anordnung
B S QTP die Formel geben:

X,=R+az—r [rs]+x—rx—s[q-r-s]
+x—rx—sx—qlg-r-s:i

wo die horizontale Linie zwischen R und [r-s] durchgezogen
werden mufs. Die Formel (III) gilt fir den Fall, wo «
zwischen ¢ und 7, die (IV), wo = zwischen 7 und s liegt.

Man kann beide in einen Ausdruck zusammenfassen, wenn
man alle Grofsen p ¢ u. 8. w., die auf der einen Seite von
x liegen, mit @, a,—, -+ a; @ bezeichnet, wobei ¢ dem = am
néchsten, die auf der anderen Seite liegenden s¢--- mit b &
by +++ by, wobei wiederum & dem x am nichsten. Setzt man
nun iiberhaupt, dals unter @ immer die dem x néihere Grofse,
unter b die entferntere verstanden werden soll, so werden
beide Formeln

X=A+z—a[a-D]+x—a x—0b [a abd]
+x—ax—bx—a [0,abb]
+x—azx—br—a -0 [a,ga,la,bbl]....

Zur Berechnung ist es am bequemsten, die Differenz-
grofsen successive durch die folgenden zu verbessern, oder die
Formel, mit Absonderung der gemeinschaftlichen Factoren,
80 zu schreiben: :

X=A+z—alab] +2—b{a abl+z—a o abbl]--}}}
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Man gebraucht dabei die Factoren in folgender Ordnung
Z—bpy =gy =1y T— 0y -+ T—ay, z—b, x—a.

‘Wenn man also von = ausgeht, und zuerst das n#chste Glied
nimmt, um # — @ zu erhalten, dann auf der andern Seite x — b
bildet, jetzt wieder x — a; und so immer abwechselnd, so mufs
man beim Gebrauch die Reihe der Factoren génzlich umkehren.

Diese letzteren Formeln haben den erheblichen Vorzug,
dafs man bei ihnen die Zeichen nicht zu beriicksichtigen
braucht, wenn man sich nur zur Regel macht, die Differenz-
grofsen immer so zu verbessern, dass sie dadurch dem friiher
erwihnten Striche, iiber und unter welchem sie wechselseitig
liegen, stets niher gebracht werden, oder dafs die Correction
sie der jenseits des Striches liegenden Differenzgrifse annihert.
Den Grund hievon ersiecht man, wenn man die beiden Fiille,
wo der Correctionsfactor von der Form z—a,, und wo er von
der x — b, ist, unterscheidet. Im ersteren Falle ist die Cor-
rection stets

+Z—ay [@nGq—1+cabee by_y )

‘Wihlt man der Kiirze wegen ein bestimmtes Beispiel, wo »
etwa =1, und entwirft sich das gehérige Schema, so wird
man finden, dafs die angegebene Regel verlangt, dafls

[mab] +2 — 0, [4 adb)]
immer falle zwischen
[abb,] und [a,ab]

Nun ist aber nach dem frither Bewiesenen

by, ] — b
[aabb,] = 1 ;3_5:1“ ]
folglich wird der Ausdruck (C)

Xrx—

= [wod] + 5 = {[abh] ~ [ab])
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und der Factor
r—h
by—a
ist in allen Fiéllen, vermige der angenommenen Bezeichnung,

positiv und kleiner als 1. Da man nun statt [abd;] auch
schreiben kann

[6,08] +{{add,] — [mab]}

so sieht man, dafs die Correction stets, der Regel gemifs,
nach [abb,] zu, die Differenzgrofse [¢,ab] hin corrigirt, den -
einzigen Fall ausgenommen, ‘dafs durch eine frithere Correction
die Differenzgrofse [a,2bb,] in ihrem Zeichen gedndert wire.
In diesem einzigen Ausnahmefall wird eine Entfernung statt-
finden. Allein bei einiger Aufmerksamkeit wird man besonders
bei mehreren Interpolationen sich hierin nicht irren konnen.

Dasselbe findet bei dem zweiten Falle, wo der Corrections-
factor von der Form x — b, ist, statt. Die Correction ist dann

(x"‘bn) [an+1a'n' ceab... bn]
wird angebracht an [a,:-- ab.--b,), und soll dieses der Diffe-
renzgrofse
[a'.'.l“'ab"'b“_’]

ndher bringen. Die beiden den obigen analogen Ausdriicke
werden hier:

.ab. by —%([a,.--ab--b,.]—[a,..,.lua.b--b,_l])
cab. b — ([a,.'-ab--b,.]—[a,.._.1~-ab--b,._1])
wobei wiederum der Factor
x—b,
g +1— by

stets positiv und kleiner als 1 ist. Dieselbe Ausnahme findet
auch hier wie oben statt.
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Wendet man nun diese allgemeinen Formeln auf den bei
astronomischen Interpolationen h#ufigsten Fall an, wo p ¢ s
eine arithmetische Reihe bilden, so sieht man sogleich, dafs
die Differenzgriofsen in die sogenannten ersten, zweiten, dritten
und folgenden Differenzen tibergehen, jede respective durch
das Product aller ganzen Zahlen bis zu ihrem Zeiger inclusive
dividirt. Oder es wird

[p-q] =AP
:p

[pogr] =54
sp -’

A

[pg-rol= 255
wobei die gleichen Intervalle ¢ —p, » —g etc. als Einheiten
angesehen werden. Setzt man

z—p=t
in diesen Einheiten ausgedriickt, und schreibt iiberall
statt £ —q--cx—p—(¢—p) -

T—rem—p—(r—p)

80 wird die Formel (II):

tet—1 tet—
1

I* X=P+t-AP+-—5— AP+ 2

1.
2 3

ASP..

die gewdhnliche Interpolationsformel.

Versteht man dagegen unter A A? A® die Differenzen,
welche wechselsweise unter und iiber dem horizontalen Striche
liegen, der von der Gegend des x aus gezogen wird, so wird
bei aufsteigendem Argumente aus (IIL.), wenn r —z=ft,
oder « zwischen g und r liegt: '

@ X=R-t-pQ+ Bt pp Ui g

und aus (IV) wenn z —r =%, oder = zwischen  und s liegt:

tet—1 tet—1t+1 4
12 '—IW—A .R .....

av* X=R+tAR~+ AR+
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1

‘Wire das Argument bei den letzte;l Formeln nicht auf-
steigend, sondern niedersteigend, so wiirden die Zeichen
der Glieder in beiden nur zu vertauschen sein, wenn man #
immer als positiv ansehen will. Fiir die snccessive Verbesse-
rung der Differenzen erhilt man

r-tne- T an-E p o2 ek m

R+t{AR+——{A*R+fi‘—1-{ABR+t 2 A*R.. m

Wenn ¢ genau gleich -21<, oder wenn = genan in der Mitte

zwischen ¢ und » liegt, so ist es, in Hinsicht auf die Genauig-
keit, einerlei, ob man von ¢ aus vorwirts, oder von 7 aus
riickwirts interpolirt. Die erste Form wiirde nach (IV)*
heifsen:

.. . —
X—Q+1pQ+ = prgi D= m0h g
und die zweite nach (]I[)*

X=R—-;-AQ+ 1/12._ 1/22 AR l/ls._l/;._S/; A%Q

Bei der Verbindung beider fallen alle ungeraden Diffe-
renzen heraus, und wenn man die jedesmaligen Summen der
geraden Differenzen, die anf derselben horizontalen Linie mit

Q und R stehen, daurch %' %' u. s. w. bezeichnet, oder setzt
Q+ R=k
A2Q+AR=F
AN OQ+NAN*R=F" u. s W.
80 heilst die Formel

ll kl+113 kll __3__5_5_]0'“
94 272468 2 24681012 2 °°°

et {w-2{w-2 { . M
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Bei dieser Formel kann man sich wieder die Riicksicht
auf die Zeichen durch eine andere Betrachtung ersparen.
Bezeichnet man n#mlich die beiden Differenzen, die irgend
welches % bilden, mit 8 und 8, und die n#ichstvorhergehende
und folgende mit ‘S und £, und bildet sich das Schema:

‘8
g -8 .
gl ﬁl_pﬂ—2ﬂ+ﬁ

" __ Qi ﬁ“_2ﬁ‘+ﬂ
pu ﬂ ﬂ

80 wird, wenn
br=pg+p kntl=p"—pg — B+ '8
=p'+'g—kn
oder es ist immer
[y LR Wy

Die Correction hat aber immer die Form

kn — afn+1

wo e positiv und kleiner als 1. Folglich wird die an k* oder
g+ B' angebrachte Correction stets so wirken, dals sie die
Summe £+ 4’ von der Summe der nichstfolgenden und nichst-
vorhergehenden Differenz entfernt, den Fall ausgenommen, '
wo k»+1 durch eine friihere Correction sein Zeichen geéindert
haben sollte, was bei mehreren aufeinanderfolgenden Interpo-
lationen leicht zu iibersehen ist, und nie zu Irrthiimern fiihren
wird. Diese letzte Formel (V)* ist so genau, und zugleich so
bequem, dafs bei Berechnung einer Tafel man immer wohl
thun wird, fir Intervalle, die um eine ganze Potenz von 2
von einander entfernt sind, die strengen Werthe zu berechnen,
und dann die zwischenliegenden nach dieser Formel za suchen.

Zur Bildung von Beispielen wollen wir den umstehenden
Theil der Ephemeride fiir die Mondslinge aus dem Jahrbuch

fir 1830 benutzen:
Euncke’s Abhandl. I 2
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i JAY N? O At
Apr. 4 0b152° 15' 56,'6

12 158 15 45,5+Z::§48'9—148,2
5 0 164 13 46,2 0T 951 + 231 1.2
5 56 35,6 219 !
12 170 10 21,8 132 L9 o¢
6 0176 5 b4,z o034 o 0 194 7
554 48,6 ’

12 182 0 42,8

Wollte man hier die I)ﬁ.nge fiir Apr. 5 Tt haben, so miifste
man von Apr. 5 128 ausgehen und die Formel (ITII)* anwenden.
Die Factoren £ —a z— b ete. nach V und VI, immer darch
die Ordnungszahl der Differenz dividirt, sind dasselbe, was in

t—1
IIT* durch #, —— ete. ausgedriickt wird; man hat also die

Correctionsfactoren:
5 T 1 1
12 24 36 48

und wenn man die Reihe umkehrt:
19 17 7

19 17 5
48 36 24 12

Die Verbesserung der dritten Differenz durch die vierte wird

25-19
® = 1,0
und ist, ohne weitere Riicksicht auf das Zeichen zu nehmen,
so anzubringen, dafs 21,9 dem 19,4 gendhert wird. Folglich
wird die verbesserte dritte Differenz 20,9. Hiemit wird die

zZweite:
13,2+4320,9=1 13,07

weil die Verbesserung eine Anndherung an 1 25,1 bewirken soll.
Die verbesserte erste wird jetzt:

5 56 35,6 — 4 73,01 =5 56 14,29

aus dem nimlichen Grunde. Nimmt man hievon ; und sub-
trahirt sie von 170 10 21,8, so hat man:

Apr. 5, T...167°41' 55,85
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Wiire man von Apr. 5 O® nach der Formel (IV)* ausge-
gangen, gegen die obige Regel, so wiirden die Factoren ge-
wesen sein:

1 5 1 1
12 A 36 18

und die verbesserten Differenzen nach der Ordnung:
22,3 1133 5 56 50,87

wodurch ebenfalls dieselbe Liinge erhalten wire. Dafs die
gegebene Regel vollkommen mit dem Wechsel der Zeichen in
diesem Beispiel fibereinstimmt, wird Jeder bei gehoriger
Riicksichtnahme daraunf finden.

Um die Leichtigkeit der Interpolation in die Mitte hinein
nach der Formel (V)* zu bemerken, suche man die Lingen
fiir Apr. 5 6t und 18t. Da die vierten Differenzen unsicher
sind, so braucht man sie eigentlich nicht einmal mitzunehmen,
auch wird ihr Einflufs nur dann merklich sein, wenn sie be-
trichtlicher sind wie hier, da die Summe %” multiplicirt wird
mit4 -4 - % =385. Man hat folglich fiir

6 ... K=—2983... —4k=+1854
18h .. kK=—1470... —} k' =+1338

Und dann:

Apr. 5. Ob 164° 13' 462
pr " +2 58 21,1

6 167 12 138 32 2y
1210 10 2 8 200 15
18 173 8 14 1 :

" prsgp 194

6. 0 176 5 54 ,2

Interpolirt man wieder in die Mitte hinein, so hat man fiir
2‘
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O, H=—3842 —jk=s+43

Apr. 5. 6h 16712 13,3
9 1684119712964 o
12021 "%

12 170 10 21,8

woraus nach der gewdhnlichen Interpolationsformel (IL)* fiir 7>
=1
167 12 13,3
+ 29 4213
-+ 0,48
Th...167 41 55,9
wie oben. Die Riicksicht auf die Zeichen hiitte man sich bei
der Interpolation in die Mitte hinein wieder ersparen kinnen,
weil ein Blick zeigt, dafs die %# vergriofsert werden miissen.
Hat man nicht fiir ganze Stunden zu interpoliren, sondern
fiir eine Zeit, die einzelne Secunden enthélt, so kann man sich
erlauben, bei den Correctionsfactoren der hoheren Differenzen
einen gen#herten &Hchten Bruch statt des wahren ¢ zu substi-
tuiren. So wenn man die Liinge fiir den Austritt von 82 LEoNis
Tk 24/ 16" haben will, so wird, wenn man von Apr. 5 12t ausgeht:
§ 4035 44
12
wofiir man ans den Kettenbriichen den gendherten Werth %
erhilt. Die Factoren werden also:

8 18 21
26 39 52
die verbesserten Differenzen
20,9 1128 5° 56! 13,20

Wendet man bei dieser letzten den genauen Werth von ¢ an,
so erhilt man:

70 24' 16 ... 167° 53’ 56,7
iibereinstimmend mit der Interpolation aus den gefundenen
Werthen fiir 62 9t und 12b.
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Die mechanische Quadratur griindet sich auf die Herleitung
des allgemeinen Ausdrucks fiir irgend welche Function aus ge-
gebenen numerischen Werthen derselben vermittelst der Interpo-
lationsrechnung. Die gegebenen Werthe der Function werden
immer bestimmten Werthen der Variabeln entsprechen, welche in
der Function enthalten sind. Fiir den Fall der allein hier be-
trachtet werden wird, dafs nur eine unabhingige Variable vor-
kommt, konnen die bestimmten Werthe dieser Variabeln, fiir
welche die Werthe der Function gegeben sind, entweder keiner
festen Ordnung folgen, in welchem Falle die Interpolationsrech-
nung mit ungleichen Intervallen anzuwenden sein wird, und die so-

*) Bei meinem Aufenthalt in Gottingen im Jahre 1812 ibertrug mir
Herr Hofrath Gaufs die Berechnung der speciellen Storungen der Pallas,
und leitete mir zu diesem Behufe seine Methoden und Formeln ab, deren er
seit lingerer Zeit sich bedient hatte. Er hatte damals die Absicht selbst
etwas iiber diesen Gegenstand bekannt zu machen und behielt sich diese Er-
lguterung vor. Jetzt wo leider die Aussicht auf ein eigenes Werk von
Gauls, wegen seiner vielfachen andern wichtigen Untersuchungen, so gut
wie verschwunden scheint, hat er es mir gestattet, das was ich aus seinen
Vortréigen fiir die nachherige hiufige Anwendung auf Cometen und kleine
Planeten benutzt habe hier zu publiciren; wobei ich nur noch hinzuzufiigen
mir erlaube, dafs der Weg zum Beweise der Formeln nicht genau der ist,
welchen Gaufs bei mir genommen, weil es mir nicht rathsam schien allzu
viele verwandte Betrachtungen einzumischen. Diese Bemerkung soll, wie sich
von selbst versteht, nur bevorworten, dafs wenn vielleicht in der Beweisfiih-
rung Einiges nicht bestimmt genug erscheinen méchte, der Fehler ganz allein
mir zur Last f§llt.
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genannten Cotesischen Formeln hervorgehen, oder sie konnen eine
arithmetische Progression bilden, wobei die gewdhnliche Interpo-
lation benutzt wird. Nur diese letzte regelméfsige Reihefolge der
Argumente wird bei dem Problem der speciellen Stérungen mit
Vortheil gew#hlt werden konnen, weswegen auch hier nur eine
arithmetische Progression bei der Aufeinanderfolge der Argumente
vorausgesetzt wird.

Zur leichten Uebersicht der verschiedenen Differenzreihen
welche hier vorkommen werden, bezeichne man die Reihefolge der
‘Werthe des Arguments, oder der bestimmten Werthe der Variabeln
fir welche die numerischen Werthe der Function gegeben sind, mit

a, a+ lo, a + 2w, 0+ 3a0,....
und die ihnen entsprechenden Werthe der Function mit

f@), fle+1), fl@a+2), f(a+3),....

wobei unter dem Functionszeichen die gewiihlte Einheit des Inter-
valls @ weggelassen ist. Irgend welcher unbestimmte Werth der
Variabeln wird dann. durch @ +7nw, und der Function durch
f(a+nw) ausgedriickt werden konnen, wo = eine positive oder
negative, ganze oder gebrochene Zahl sein kann. Die ersten Dif-
ferenzen von f(a), f(a + 1), f(a + 2) etc. mégen durch das Functions-
zeichen ' angedeutet werden, und um den Ort der Differenz
jedesmal anzugeben, fiige man unter f' das arithmetische Mittel
der Argumente hinzu, welche bei den beiden Functionen f zum
Grunde liegen, aus deren Differenz f' entstanden ist. Es wird also

f@+)—f@ =f(@a+1)
f@a+2)—fla+1)=f"(a+3) ete.

Dasselbe Gesetz in Hinsicht auf die Bezeichnung finde auch
bei allen folgenden Differenzen statt. Die zweiten Differenzen
sollen durch f*, die dritten durch f*' etc. angedeutet werden,
jedesmal mit Hinzufiigung des arithmetischen Mittels aus den Ar-
gumenten, welche bei den beiden vorhergehenden Hauptfunctionen
statt finden, deren Differenz die neue Function ist. So wird
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flla+i)—Ff@—4=r(a
fl@a+d)—F(@a+y=r"'(@+1) ete.
flla+1)—f@ =f"@a+1)
fla+2)—f'la+1)=f"a+3) etec.

Diese Bezeichnung erinnert zugleich daran, dafs die verschie-
denen Differenzreihen, eben so wie die urspriingliche Function, als
Grofsen angesehen werden miissen, welche einer arithmetischen
Reihe von Argumenten entsprechen. Wenn man die Differenz
f'(@ — 1), als eine Function von (¢ — ) wirklich betrachten wollte,
so wird f'(a+ }) dieselbe Function von (a + §) sein, weil jene in
diese fibergeht wenn man (@ + 1) statt (z) substitnirt. Die unter
den Functionszeichen stehenden Argumente bei den ungeraden
Differenzreihen, der ersten, dritten, fiinften u. s. w. enthalten bei
den wirklich vorkommenden Differenzen immer Briiche deren
Nenner 2 ist, bei den geraden Differenzreihen sind alle Argumente
der wirklich vorkommenden Differenzen aus ganzen Zahlen gebildet.

Das vollstindige Schema wird hiernach folgendes:

23

Haupt-

function. L Diff

Argument. IL. Diff. IIL. Diff. IV. Diff. | ete.

a—2- -0

a—1-w
a
a+1l-
a+2.0
ete.

fla—2)
f@a—1)
f(@)
fa+1)
fa+2)
ete.

flla—1%)
f—1)
f'(@+1)
fa+4$

ete.

f'@—2)
-1
(@)
f'@+1)
f*(@+2)
etc.

f'e—1
f“@—1)
f“(@+14)
f'"(a+3)

ete.

7 (a—2)

M@-1

™ (@)

Y (@+1)

" (a+2)
ete.

In der Interpolationsrechnung wird bewiesen, dafs fiir irgend
welchen Werth des Argumentes :--a+nw-... die Gleichung gilt:

fla+nw)=f(a)+nf (a + {) +

nn—1
1 2

) 1 (a)

+Dnmn—1)®
1 2 3

Dpva+d)....

(1) +(n';'l)7;(n‘;l) f‘“(a+})+(n

m+2)(n+1)nn—1)(n—
+ 33 1 3

4_ 2) fIV (a)
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und eben so weil

fe+d=Ff @-pH+r (@
i@+ =r"a—1)+ ) ete

anch sein wird:

(@ + nw) = £(@) +nfa— )+ 28D pg)
@  4EEIRED g BN EEDRG=L o,
+(n—;—2)(n-;1)¢;(n:l)(n;2)fv(a_,)

Die erste Formel wird am vortheilhaftesten gebraucht wenn
n positiv ist, die zweite wenn 7» negativ ist. Fiir einen sehr
kleinen Werth von # kann man jede der beiden Formeln mit nahe
gleicher Genauigkeit anwenden, oder noch besser das arithmetische
Mittel ans ihnen. Um dieses iibersichtlich schreiben zu konnen,
fiihre man die neue Bezeichnung ein, dafs das arithmetische Mittel
zweier auf einander folgenden Functionen in jeder Differenzreihe
durch dasselbe Functionszeichen, mit Hinzufiigung des arithme-
tischen Mittels ans den Argumenten der beiden Functionen ange-
deutet werden soll. Es wird hiernach

if @+D)+3f @—D=F(a

1 @+D+4if @+ =F (a+1) et
@+ +5f'@ =f'(a+D
If@+2)+if'(@+1)=f"(a+4}) ete.
ifMa+H+ifia—3)=r"@
if'a+dH+if'@+p=r"(a+1) ete

Der fehlende Bruch mit dem Nenner 2 bei deh ungeraden
Differenzreihen, oder einem ungeraden Accente des Functions-
zeichens, deutet folglich ein arithmetisches Mittel an; ebenso ein
vorkommender Bruch bei den geraden Differenzreihen und Accenten
ein arithmetisches Mittel zwischen zwei gleichnamigen Functionen.
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Wendet man dieses auf das arithmetische Mittel zwischen (1)
und (2) an, so wird

f(a+nm)=f(a)+'nf’(a)+?—;f"(a)+ ('n"i-l)’n('n 1) f(a)

®) (n-il-l) ik f;(n4 Y ()

(n+2)( +1) —1)( 2) v
+2er)r@-De Y. ..

Ordnet man diese Reihe nach Potenzen von n so wird:

f@+no)=f@+ n{f @—1f"@+ 5 @—1icl(@)...}
+ 4T @)= fT @+ o5 [T @)}
+ gn¥{fl@)— 11" @+ ™(@)....}
4 + et @— " @....}
+ i 08 {f" (@)— 3 /™(@)....}
+ 13t (@)....}
+5on’ {f@) . ...}

wo nur f"(a), f™(a), f*(a) wirklich in den Differenzreihen vorkom-
men, f'(a), f''(a), f'(a), {"(a) die arithmetischen Mittel sind, welche
in dem allgemeinen Schema auf einer Horizontallinie stehend ge-
dacht werden Konnen, die durch f(a), f*(a), f™(a), f™(@). - . gezogen
worden ist.

Diese Reihe giebt unmittelbar die Werthe der Differential-
il Pfa) o f( )

“da ' da?’

quotienten etc. Denn da —

nichts anderes ist

als die Grenze von ﬂ—i?::z;f() bei unendlich kieinem 7 (falls w als

2 3
constant beibehalten werden soll) und eben so @f@) &°1(a) ete. so wird

da® * ~da?

df(a) {f, @— % @)+ 3% ¥ (@ — i ™@). .. .}
®) dﬂf Dl @ = & @+ Ao @ .

@ f(a)

=3 {f’“(a) 1@+l ™M@)....}
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anf(a) . nm . .
= dem Coefficienten vonm— in der obi-

gen Reihe multiplicirt mit ;1;. Der Differentialquotient irgend wel-

und ﬁberha.upt

cher Function f(a + nw) wird daraus

df(a+nw)_df(a+'nm). 1 _(%@_{_nwd’f(a)_'_ %o 2d”)"(;l,)_i_

da dn 0
wenn man die eben gegebenen Werthe substituirt, oder wenn man
nicht nach Potenzen von # ordnen will:

d—“f(ad: ne) 1 {f’(a) +nfr(a)+2 1 TS f“(a)+———-—4:z2—324n (@)
©) e

So wie in (4) die Argumentwerthe a durchgiingig eingefiithrt
sind, wobei das arithmetische Mittel der ungeraden Differenzen
angewandt werden mufste, so kann man auch die Argumentenwerthe
(@ — %) durchgéingig einfiihren, in welchem Falle das arithmetische
Mittel bei den geraden Differenzen eintreten wird. Schreibt man
fira+nw...a—1lo+ ®m+1)w so wird aus (1)

f(a+nw)=f(a—l)+(n+1)f’(a—§)+—(z‘#)—:’—f" (@—1)

(nt2)(n+1)n 1 (@ -'>+<”T2)<"*;‘>’;<”;” (@ —1)
(n-i—3)(n-l2-2)(n—?l’-l)n(n l)f"(a D..

und wenn man das arithmetische Mittel zwischen dieser Formel
und (2) nimmt, so erhilt man

f(@+nw) = f(a—w})+(n+=z)f’(a—i)+(n+1)”f“ S

+ BEDAOAY pu gy BFDOEDRO D v,y

LOFDEADAE D OFD v,y

M
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Die Entwickelung dieser Formel nach Potenzen von » macht
sich nicht ganz so einfach wie (4) weil hier in jedem Factoren
einer Potenz von 7 alle Differenzen sowohl der geraden als der
ungeraden Reihen vorkommen, wéhrend dort entweder lauter gerade
oder lauter ungerade zusammen verbunden waren. Man erhiilt,
weil f@—1)+41f(a—$=7(a)

fla+nw) =

fa+ ni{f @—D+31f'(@—H+H " @—D—11fT@—D...}

+ Emf @—P+E =) =T @— D).}

+ 1 W@ — P+ a—1)...)

ot a—1)...)
wie anch die unmittelbare Substitution von
f@=fl@—D+if'@—PH+if'@a—1)
fll@=f'le—1+if'a—13
und die damit verwandten fiir /‘a, f™a, in (4) ergeben wiirden.
Fiir den Differentialquotienten erhdlt man:

df(a+nw) df(a+ne) 1
o = _——

{f’(a—&)+(n+%) fia—14)

wdn o
snE+3n—+ 3 4nd 4-¢nt —2an —2
+—y 5 g fe-D+—7 5 3 ¢ i
Fiir einen Werth n = — § oder einen wenig davon verschiedenen

wird man nach dieser Formel den Differentialquotienten am direc-
testen finden; fiir » =0, oder wenig davon verschieden, ist die in
(6) gegebene Form vorzuziehen.*)

So wie die ersten und folgenden Differenzreihen den ersten
und hoheren Differentialquotienten um so ndher entsprechen, je
schneller die Differenzen iiberhaupt abnehmen oder je kleiner das
Intervall genommen worden, eben so werden auch umgekehrt die
erste und die iibrigen noch weiter vorgehenden summirten Reihen,

*) Die beiden Formeln fiir den Differentialquotienten sind identisch mit
den von Bessel und Hansen gegebenen in Schumacher Astronom. Nachr.
I 137. £,
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den ersten und hohern Integralen zwischen bestimmten Grenzen
um so niher kommen, je enger die berechneten Werthe der zu
integrirenden Function stehen. Sei also das Integral

z!
f(x)-dz
'

numerisch zn bestimmen. Man nehme unter den Werthen welche
z wirklich haben kann irgend einen beliebigen...a, und verbinde
damit einen Zuwachs von a, der mit w bezeichnet werden moge,
von beliebiger Grifse, berechne eine Anzahl Functionen f(a),
fla+1w), f(a+2w) etc., setze ferner

r—a
=n
(/]
woraus
dx=w-dn
i i
r'—a _ x! =0 _
"] @ )
so wird
x“ nll

f@dx =0 fla+mnw)dn
x! n'

und das allgemeine Integral fiir die letzte Form findet sich so-
gleich aus (4)

ff(a+nm)dn=M+nf(a)

PP @4 1 @+ o 7 (@ —rkef™@)-}
+ AR @ daf" @+ (@) )

+ @4 @M@ )

+ T @— 4 (@) )

+ kel @ @)
~+-
-+

+

we (@) )
Today 1 {fvx Na) ...}
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wo M die Constante ist. Substituirt man hier fir » einmal »’'
und nachher %', zieht das Resultat der ersten Substitution von der
zweiten ab, 'so hat man das bestimmte Integral zwischen den
Grenzen »' und »'. Offenbar wird das;iResultat am einfachsten
wenn die Grofse a so gewihlt ist, dafs »'' = — ', oder wenn a=
3 (@' +2"), weil in diesem Falle die geraden Potenzen von % bei
der Subtraction verschwinden. Wire zwar die Anfangsgrenze »'
gegeben, aber die Grenze des Endes n' unbestimmt gelassen, so
wiirde man die Constante M so bestimmen dals das Integral fiir
n=mn' Null wiirde, also setzen

M= —w'f(@)—§n2{f (@) — } £(6) + o5 (@) — 1o [™0) ...}
— 8 {fu(a) — 7 F0) + o5 @) . ..} ete.

und damit das Integral bis zm jeder beliebigen spitern Grenze
n erhalten. Um die hier vorkommenden Werthe f'(@), f'(a), f'*'(a) ete.
zu bekommen, wird man so viele Grifsen f(a—2), f(a—1), f(a),
" f(a+1) als nothig sein mogen zn bestimmen haben.

Gewohnlich sind die Grenzen z und 2’ so entfernt von
einander, dafs man eine betréchtliche Anzahl von Functionen f za
berechnen gezwungen ist. Denn entweder wird in diesem Falle
bei mifsigem w, die Zahl n'' —n' sehr grofs, oder bei grofsem w
werden die hoheren Differenzen f¥*(a), f™(a) noch sehr betrichtlich
sein. Ist man aber doch gezwungen eine grofsere Anzahl von
Werthen zu berechnen, so kann man sich die Substitution der
Grenzen wesentlich erleichtern, wenn man das ganze Integral in
80 viele einzelne Kkleinere zerfillt als »' —n' Einheiten enthilt.
Die bequemste Form wird nach der obigen Bemerkung dabei die
folgende sein:

Man wihle a so, dafs

oder dafs
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und berechne sowohl f(a),f(a+1), f(a+2)... so weit es nothig
sein sollte, als anch noch einige Werthe vor f(a), f(a—1), f(a—2) etc.
Dann wird

n=+44%
fa+no)dn=F@)+  F{f* @) — 15" @)+ f™@...}
n=—4j + @ - @ ...)

+ saabso T @) ... }

oder wenn man zusammenzieht

ﬁ(a +nw) dn=1(a) + oz (@) — s+ " (@) + n’v’é 5f7(a)..

NG

Ganz auf die nimliche Weise wird

n—1=+13%
ﬁ(a+mo) dn—ﬁ(a+1w+(n—1)w)d(n 1)

— l —
"f(“"‘ 1)+ o1 f'(a+ 1)—‘37%0 @+ 1)+ 3o (e +1)...
+ &
f(a+nw)dn=f (a+2)+4' [ (a+2)—sHs [ (0+2)+ 550 /™ (a+2)...
+4
und sofort fiir jede ganze Zahl <:
i+ %
f(W)dn—ﬂa-HHu‘zf’ (@+40) — stEo M (a+) + od¥¥so 7 (aH9) ...
i—%
folglich, wenn man alle einzelnen Integrale in eine Summe ver-
einigt, so wird:
i+
fe+nw)ydn={f@) +f @+1)+f (@+2)...+f (a+1)}
-3 + H={f'@+f'@+1)+f'@+2)..+f'(@+1)
- stk @+ e+ D)+ fT(a+2)...+f (@ +1)}
+ oo {f"@) + M@+ 1)+ (@ +2)...+f(a+i)}. ..




Ueber mechanische Quadratur. 31
Nun aber ist nach dem obigen Schema

flr@+r'@+1)...+f@+i)=Ff (@+i+§—f (@a—13)
@+ a+1)...+fMa+i)=F"a+i+4) —f"ac—1%)
f“(a)+f“(a+1)...+f"(a+z’)=f‘(a+z‘+})—-f‘(a—-&)

ind eben so wiirde wenn man vor f(2) noch eine summirte Reihe
iitte deren Differenz f(a), f(a + 1).... f(a + i) wire, und welche der
pnalogie nach mit ‘f(a —13), ‘f(@+13).... ‘fa+i+1) bezeichnet
& erden kann:

f@+f@+1).... +fla+d)="fla+i+ ) —'fla—19),

o dafs das Integral sich einfach so schreiben lisst:

t+%
f(a+nw)dn= f @+i+)) — 't (@—13)
-3 + A @+i+d) — Kf (e—D
(10) = stkofe+i+3) + silofe—9

+oifso [ (@ +i+d) —oifss/ (@ —1)..

Es ist hier offenbar ganz gleichgiiltig welchen Werth man in
der Reihe der summirten Function ‘f fiir /(¢ —4) angenommen
hat, da er erst zu jedem Gliede einmal hinzugefiigt ist, und bei
dem Integral nachher wieder abgezogen wird. Man kann ihn ent-
weder =0 annehmen, oder gleich dem Werth des Integrals bis
zn der Grenze m = —§, wenn vielleicht das neue Integral sich an
ein fritheres anschliefsen sollte. Nimmt man immer die Glieder
zusammen welche sich auf die Anfangsgrenze beziehen und setzt
sie = C, so dafs

C=—='fa—3) - fla—3)+sHs (@ —%) — sd¢%¥sc T (@— %)

so vertritt C fiir jede spitere Endgrenze die Stelle der Constante,
und die vollstindige Anordnung wird:
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Argument. ff::tli); Summirte Function.
c
a f(a) fla+H=C+f(a)

a+le | fla+1) | fa+§)=C+f(a)+f(a+1)
at+20 | fla+2) | fla+4)=C+f(a)+f(a+1)+f(a+2)
a+3w | fla+3) | ete.

Eine solche Tabelle vertritt vollig die Stelle des allgemeinen
Integrals von = — 4, bis zu jeder beliebigen spiteren Grenze von
der Form n=1+4, oder "' =a+ (¢ + ) . Es wird fiir sie

i+%
fa+nw)dn="fa+i++f@+i+— s [ @+i+4)
—% + s T @+i+4)....

Um endlich das f f (x) @ z unmittelbar zn haben, fiihre man

den Factor w, der dabei noch hinzukommt, sogleich dadurch ein, dafs
man statt f(a), f(a+ 1) ete. of (@), of (a + 1) ete. ansetzt und damit
auch die Differenz- und summirte Reihe bildet.

Bei der starken Convergenz der Coefficienten von f, ', 17,
in dieser Integralformel, wird es selten néthig und nicht einmal
rathsam sein, auch nur die hier gegebenen Glieder alle zu be-
nutzen. Denn theils wird man, wenn die Veriinderung der
Function f bei dem gewihlten Intervall @ so grofs ist, dafs die
finfte und folgenden Differenzreihen noch merklichen Einflufs
dufsern, jedenfalls sich gendthigt sehen, vor f(a) und nach f(a + 1)
noch eine betrichtliche Anzahl von Gliedern zu berechnen, um die
s 'Y ¥, des Anfangs und Endes bilden zu konnen, theils wird
die Natur der h#ufig sehr verwickelten Function / (da man, wenn
die Integration direct sich ausfilhren lie(se, die mechanische
Quadratur schwerlich anwenden wiirde) in der Regel es unmdglich
machen, den Grad der Convergenz der hohern Differenzreihen so
scharf zu bestimmen, dafs wenn die fiinften und hohern noch
betriichtliche Glieder darbieten, es nicht zu fiirchten wire, es
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mochten auch noch die weit hohern Differenzreihen einen nach-
theiligen Einflufs ausiiben. Im Allgemeinen h#ngt die Sicherheit
der Integration davon ab, ob die gewihlte Einheit des Intervalls
o klein genug ist, um aus den wirklich berechneten Werthen von
f alle zwischenliegende, sowohl am Anfang als in der Mitte und
am Ende, mit aller der Schérfe interpoliren zu konnen, die man
zu erreichen beabsichtigt. Es wird vorzuziehen sein, hierin lieber
etwas zu viel zu thun, und @ etwas zu klein anzunehmen, als sich
der Gefahr auszusetzen, die ganze Rechnung durch mangelnde
Genauigkeit des Endresultats unniitz zu machen. Auch wird man
bei der Verkleinerung von w schnell genug dahin kommen, die
hoheren Differenzreihen unmerklich zu machen, da sich ihre Werthe
bei der mt® Differenzreihe, nach der mt Potenz der Verringerung
von @ richten, so dafs fir 5 @ die fiinften Differenzen nur noch
der 32ste Theil der fiiuften Differenzen fir @ sind. Der anschei-
nende Vortheil, dals bei den Gliedern, die nicht am Anfange und
Ende vorkommen, die zu ihnen gehorigen Differenzwerthe gar nicht.
in Rechnung genommen werden, weil der Anfang jedes folgenden
Integrals das Ende des vorhergehenden ist, verschwindet, wenn
man bedenkt, dafs Unregelmifsigkeiten in den Differenzwerthen
der Mitte, doch nothwendig sich auch in den zum Anfang und
Ende gehorigen Werthen werden #ufsern miissen, wenn die Diffe-
renzen nur weit genug fortgesetzt wiirden. Unter dem geometri-
schen Bilde der Quadratur betrachtet, mufs man so viele Ordi-
naten... f(a)... der Curve kennen, dafs wenn man durch die
Endpunkte derselben eine parabolische Curve legt, diese iiberall
mit der wahren Curve iibereinkommt. Sollte hier aufserhalb des
Anfanges und Endes in irgend einer Ordinate die wahre Curve
von der parabolischen abweichen, so wird man den Flicheninhalt
zwischen der Curve und der Abscissenaxe immer fehlerhaft finden,
selbst dann wenn sie anch am Anfang und am Ende vollig mit
der wahren zusammentrifft. Es miissen in diesem Falle in der
wahren Gleichung der Curve Glieder enthalten sein, die durch

den zufdlligen numerischen Werth bei einigen oder den meisten
Encke’s Abhandl. L 3
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Ordinaten vernichtet oder unmerklich werden, die aber an sich
eben so wesentlich zur Erkenntnifs ihres Ganges nothwendig sind,
und die man iibersehen hat, weil man gerade solche Ordinaten,
in denen sie besonders hervortreten, nicht beriicksichtigte.

Bei festbestimmten Grenzen wird es immer moglich sein, dem

Intervall @ eine solche Grofse zu geben, dafs die Form n'=—}
und »'' =14+ § erfillt werde. Es bedarf dazu nur dafs
i —
TS

Indessen konnen doch Fille eintreten wo man selbst dann, aus
den schon berechneten Werthen £, fiir andere Grenzen den Werth
des Integrals zu haben wiinschte. Am héunfigsten vielleicht fiir
n'=0, n' =14 Die Vorschriften dazu sind eben so einfach. Fiir

das Integral .
?
ﬁ(a +nw)dn
0

theilt man das ganze Integral in die einzelnen Theile

1 2
ﬁ(a+nw) dn ﬁ(a+nw) dn etc.
0 . 1

Nach (4) ist aber
1
ﬁ(wm) dn=f(0)+ 1@+ 1@ — 5" @ rha ™ @+ rh o @)
0 + 1877 (@) — 1a'so (@) . . .
Schafft man hier zuerst die f'(a), f'“(a), f*(@), *(a) fort, um lauter
wirklich vorkommende Differenzgrossen zu haben, vermoge der
Gleichungen:
fl@y=Ff@+3)—2f'@=Ff@a+1)—fla)—%f'(a)
f'@)=f"'(a+1)—f"(@)— % "(a) ete.
so wird der Ausdruck
1 .
fl@a+ne)dn=14%(f(@+1)+ fla) — & (' @+ 1) + f(a))
0+ s (fY (@ + 1) + (@) — 135550 T (@ + 1) + [T(a)) . ...
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und eben so
n2
fla+no)dn=%({f@+2)+fl@+1) — & (' (@+2)+'(a+1))
J1 4 s (T @42+ (a+1)— gl T (a+2)+M(@+1)...
bis zu
(Fat-nas) dnm (F(@ 1)+ (6im 1) — s 7" (@) -+ (@+i=1)
s—1 + s (T@+d)+T@+i—1)

— s M@+ +fM@+i—1))...

folglich wird die ganze Summe

ﬁ(a +nw)dn=

f@+i+P+¥f@+i—3)—¥f(a+4)—¥f@—1)
- {f’(a+%+*})+ fa+i—dH— f@+d)— f(a—d}
+ e e@+i+hH+f"@+i—H—1"(@+dH—f"(a— '})}
—adel f@+i+D+f" @+i—H—f" @+H—f" (a—3)}--

‘Wenn man also das arithmetische Mittel zweier auf einander
folgenden Differenzgrofsen wie oben bezeichnet, und nur bei
‘f(@—13%), um die willkiirliche Annahme desselben deutlicher aus-
zusprechen, die Ausnahme macht, dass man es nicht mit ‘f(a + %)
verbindet, sondern fiir das letztere die Gleichung anwendet

fla+="fla—d+f(a),

80 wird
3
A1) | f(a+nw)dn="f(a+3)— {5 ' (a+i)+ #55 "' (@ +9)— st [ (a+9)
0 —'fla—H)—3f@)+%H/(@ —761"@ +ail"@)...
Die letzten Glieder entsprechen wieder der Constante fiir die
Anfangsgrenze n=0. Der Unterschied zwischen dieser Formel
und der Integration bei Grenzen die in der Mitte eines Intervalls
liegen, dafs n#mlich hier die numerischen Coefficienten bedeutend
grosser sind als bei (10), diirfte von keiner grossen Erheblichkeit

sein, wenn nur @ an sich klein genag angenommen ist.
3&
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Die Uebereinstimmung beider Formeln wird sich sogleich er-
geben, wenn man die beiderseitigen Grenzen anders combinirt,
und also etwa das Integral sucht

ff(a+nw)dn
—%

Es wird hierzu nur nothig sein zn (11), und zwar zu den Glie-
dern der Anfangsgrenze, den Betrag des Integrals

(1}
ff(a+nm)dn
—%

hinzuzulegen. Dieser aber findet sich nach (9)

=1£@ — 4 @) + 75 (@) + vk (@) — 1750 [T (@) — 14835 ¥ (@)
+ 1o38is0 7 (@) - . -

und wenn man ihn zu den Gliedern der Anfangsgrenze von (11)

hinzulegt, so findet man die Summe

—'fla—3)— 2 (@) +5 (@) + 51&c (@) — 1T%a0 T (@) — 58P [ (@)
+r1o38d5o (@) . . -

Nun aber ist:
fr@—3f@=r'(@—-1%
@) —3 T @=7"(@—4%)
r@—3fM"@)y=r1"(@—1%)
folglich wird der obige Ausdruck:
=fle—D—Hf@—PD+FHE—D) - TmlT@—1) ..
iibereinstimmend mit (10) und das Integral wird:
)
f@+nw)dn="f(a+1i)— 15f' (a+9)+ A5 " (a+72) — 53" (a+9) ...
—% —'f(a—3)— 24/ (@a—3)+ 51 ' (@) =50l (a—5) -
Ganz auf dieselbe Weise wird:
i+}
f(a+nw)dn=
Ftit D) +def @Hi+D) = sHo " @+i+D) + sdfeof "(@+i+})
—'f(@a— 3)—1f@)+1 [ (@) =745 [ (@) + sdtdo [T (@)

wo iiberall die Function ‘/(a—%) ganz willkiirlich ist.
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Ueberhaupt aber liegt es in der Bedeutung der angewandten
Ausdriicke, dafs man keineswegs blofs an die Grenzen O, {, %,
i+, Bgebunden ist, sondern fast mit derselben Leichtigkeit das
Integral bis zu jeder beliebigen Grenze finden kann, wenn man
irgendf welche Reihe von Werthen seines Differentials berechnet
hat. Direct wird sich diese Erweiterung ergeben, wenn man von
irgend einer Grenze von der Form ¢ -4 an, bis zu einem beliebi-
gen Werthe ¢+ 4 +n' das Integral sucht. Um dabei leichter ein
dem Friiheren analoges Endresultat zn erhalten, verbinde man die
Gleichungen (3) und (7). Die erste giebt

fl@+n'w)=Afla)+ A'f (@) + A" ' (@) + A" " (@) + A" ™ (a)...
wenn

4 =1 A="n'
— n'? i __ (nl+1) n' ('nl_l)
A"=1g Al=""5"3
AV — (n'+1)n' m'(n'—1) A¥ — n +2)(n’+l)n‘(n‘ 1)(n‘-2) et
12 3 4 2 8 4 5 o

Die zweite
fla+n)=Bf(a—D+B'f(@a—P+B"f'(a—)+B"f"(@@—3)

+BYf"(@—13)--
wenn
B =1 B =n+4
, (n)m ,_(nF+1)n(n+4)
Bi=1"3 BY'="H"5 3
(n+2)n+1)n(n—1) n+2) (n+1)n(n—1) (n+3)
F—<3353 1 Bi=—5—35 "3 1 5 ¢
Sucht man jetzt das Integral
—5+n
f (a + nw)) dn
1
-7

nach der letzten Formel, so wird es

’ _’}'*'” —%4—% .2.+n
=f(a—%3ﬁ3dn+f<a—&) Bin+ o= f v

— 1
T
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und die wirkliche Integrirung jedes Factors giebt bei diesen

Grenzen:
fB dn=n'
2
[Ban=1
8 '
fran-3t 3
JBman— 4% — i+ o

n' n's 25978 Bn'
“ t—4 —_— — .
JBman= 555 — <885 * 33860 — 1052
ete. ete.
Diese Werthe lassen sich aber auch so schreiben:

[Ban =4

[Bian =a

[Bran = s+ 4
[Bran = 4+ 3 4 |
[Bran=av + g 4 — g 4
[Bran=amt g av = g 4

[Bran=amy g 47 — ot 4"+ i, A
ete.  ete.
8o dass die Gleichung wird:

— 4+
fr:(a+mo) an=
¥
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A (@—D+fed! P a—D—sHd' [T+l 0D
+ A" f @D+ A" PUa——sthd" [T@—D
AP @—])+ A" (@)~ 5H A" ™ (a—)
+ AT fUa— P+ KA (@—d) ~
+A7 [ (a—1)+5 A7 fa—)
+A"f (a—) |
+A"V(a—})

Betrachtet man die in der Reihe der ungeraden Differenzen

stehenden, und durch f (a—13), /' (a—1%), fF(a—%), ™ (a—13) ete.
bezeichneten Grossen, als wirkliche Functionen von (@—3% ), wo-
durch die Grossen f'‘(a), f~(a), f¥a)... die ersten Differenzen dieser
Grossen werden, so giebt die erste der beiden eben hingeschrie-
benen Formeln:

f (a—jo+n'w)=f (a—3)+4"' ' (a—3)+4"f"(a—3)
+ A" fY(a—13)...

' (e—to+n'w)=f"(@@—p+4' f¥@—PP+4"f" (a—3)
+ A" (a—3)...

ffea—jo+n'w)=Ff" (a—3+4' "(a—3)...

und wenn man dasselbe auf die Functionen ‘f ausdehnt, anch ,

'‘fla—to+n'w)="fla—})+4' f(a—3})+4"f (a—3)
+ A (a—3p)...

wodurch der Ausdruck fiir das obige Integral wird:

—i+n
f (@+nw) dn= f @—3+n)—f (a—4)
-t +  H{f @—t+n)—f (@—D)
— s { " @—t+n)— f (@)}
+ st | 17 (a—d+n)— 7 @—3)} .-

oder ganz allgemein wird:
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ﬁ(a+nw)dag= 'f (a+n')—'f (a+n')
w +  K{f @+n")—f (a+n))
— stis | M @+n")— " (a+nY)|

+ 5850 { 7 (@+0") — 7 (a+n")]

(12)

wenn man die in den ungeraden Differenz- und summirten Reihen
vorkommenden Grofsen betrachtet als wirkliche Functionen des
Argumentes welches unter dem Functionszeichen steht, und dem-
gemilfs fir jedes vorkommende Argument der Grenze, die Werthe
streng mit Riicksicht auf die hoheren Differenzen interpolirt. Ein
Satz, der auch an sich schon in dem regelmé#fsigen Fortschritte
aller vorkommenden Functionen nach der Einheit des Intervalls
liegt. Am bequemsten sind jedenfalls Grenzen von der Form
i+ & bei welchen alle Interpolation erspart wird. Fiir Grenzen
von der Form ¢ entstehen die numerischen Coefficienten aus der
Verbindung der Coefficienten fiir die Interpolation in die Mitte
hinein. :

T — 1 tabs — 1w

mit den Integrations-Coefficienten

1 + 45 — st + 3%
wonach
I = %
— 4 =— 1% + 175
+ tiis =+ z¥s — 1 71 — £ xtdos
— redss = — adrs + 1 * 7het T stho + 1 - w0

Als ein Beispiel dieser Integration moge

tll

dn
j—ﬁ' . dt
tl
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dienen wo Z der Differentialquotient in Bezug auf die Zeit von
der Storung ist, welche die Lénge des Perihels der Vesta durch
die directe Anziehung des Jupiters erleidet. Die in Z—’: zum
Grunde liegende Zeiteinheit ist der mittlere Tag. Es fand sich,
dass die Function —(ﬂ— 5o beschaffen ist, dafs man mit hinléinglicher

Schérfe, aus Werthen welche von 42 zu 42 Tagen berechnet waren,
auf alle zwischenliegende schliessen kann. Es ward deshalb o =
42 Tage angenommen, und da der Anfang des Integrals auf 1810.
Jan. 0. =¢' angesetzt war, so wurden um die bequemste Form der

Integration fiir ihn zu haben, eine Reihe von Werthen des (z—:
berechnet filr
tV—3w, t'— 30, t' —fo, t'+ 30, '+ 30, ' +30---

und dabei, um sogleich das Integral selbst zu erhalten, nicht —Zg—

sondern 42 il angesetzt. Die der Anfangsgrenze entsprechende

Constante ist dann, wenn 42%1‘— = f(a +nw) genommen wird:

=—g:if @—)+ 51" (@ — 1) — &%/ (@ — 1) -

wo das letzte Glied (und selbst das vorletzte fast) ganz unmerklich
war. Diese Griosse C wird an die Stelle von ‘f(a —%) gesetzt,
und dann die summirte Function ‘f gebildet, welche, verbunden mit
ihrer Correction durch f', /'’ etc., das Integral fiir jede beliebige
Zahl von 1810, Jan. 0. an giebt, wenn man nSthigenfalls interpo-
lirt. Die zuletzt noch hinzuzulegende Constante wird der Werth
sein, den 7 am Jan. 0. 1810. wirklich hatte. Die vollstindige Ta-
belle ist die folgende:
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h
0 Par. Zt.

Argument.

d=n
' 42"'d?

'fla+i+14)

1809. -Sept. 17.
Oct. 29.
Dec. 10.
Jan. 21.
Mrz. 4.
Apr. 15.

1810.

Mai 27.

a— 3w
a— 2w
a— @
a

a + @
a+ 2a
a+ 3w

+ 80,550
+ 56,829
+ 176,602
+ 90,348
+ 98,589
+ 102,308
+102,193

— 0571
+ 89,777
+ 188,366
+ 290,674
+ 392,867

Jul. 8.
Aug. 19.
Sept. 30.
Nov. 11,
Dec. 23.
1811. Febr. 3.
Mrz. 17. 54,004
. Apr. 28, 48,982
Fiir den Betrag des Integrals von 1810. Jan. O. bis 1811.
Jan. 13. findet sich die zweite Grenze = a + (8 + 4) @ und damit
der Werth:
+ 817,249 — 0,335, 6 — 0,002. 1 = + 816,911,
Fiir 1811. Febr. 3. wird nach der Formel
‘fl@a+i) — 5 @+9 + Mo (@+7)
hier wo ¢ =9 ist, gefunden:
+ 847,660 + 0,619. 7 + 0,009. 7 = 4+ 848",289
fir Febr. 24, wird der Werth..... = + 877",185.

Fiir irgend welchen andern Zeitpunkt etwa 1811. Febr. 10,
wird das Argument a+ (9 +3) w=0a+ (9 +4) o — } o. Man er-
hiilt durch Interpolation:

'f (a+9+3%—13) =+ 858,627
f @+9+3—4H=— 17202
f"@e+9+%—% =+ 0608

+ 98,947
93,259
85,839
11,461
68,876
60,822

+ 491814
+ 585,073
+ 670,912
+ 748,373
+ 817,249
+ 878,071
+ 932,075

a+ 4o
a4+ S
o+ 6w
a+ Tow
a+ 8w
e+ 9o
a+10w
a+1le

++ 4+ ++
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folglich das Integral bis 1811. Febr. 10:
= + 858,627 + & | — 7,992} — x}iy {+ 0,608} = + 858",321.
Derselbe Werth mufs auch aus der Interpolation der Storungs-
werthe fiir andere Epochen folgen. Es ist der Betrag

bis 1811. Jan. 13. =+ 816,911
Febr. 3.=+ 848,289
Febr. 24, = + 877,185
Mrz. 17. = + 905,"573,

woraus mit Riicksicht auf die zweiten und dritten Differenzen fiir
1811, Febr. 10. folgt ... 858,322 iibereinstimmend mit oben.

Durch die Ausdehnung dieser Integra.lfdrmel auf alle beliebi-
gen Grenzen, wodurch sie das allgemeine Integral vollig vertritt,
wird es keine Schwierigkeiten haben, doppelte, dreifache und iber-
haupt mehrfache Integrale zu berechnen. Wire zu finden

2z
X =f f (@) dx?
!

wo die nach dem ersten Integrale hinzuzufiigende Constante sich
ebenfalls jedesmal durch die Anfangsgrenze bestimmen lassen soll,
so hat man fir

T=a+nw dz = wdn.

X=m’ff;(a+nm)dn’

Das erste Integral wird hier
ff(a+1'm) dn=M +'f@+nw)+ g f @+nw) — sz (@+na)- -
wo M=—'f@+n)—Jf @+n)+sHo " @+n)---

Denkt man sich diese Constante wie oben gleich von Anfang
zur Bildung der summirten Reihe benutzt, so wird:

[f(@+nw)dnmf(a-+ 1)+ af (5-+-10)-+ B (a-+10) + 7" (@) o
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wenn a § y statt der Coefficienten + ¢, — 5445, + vidso, gesetzt
werden. Hieraus folgt sogleich

f ff(a—i-m»)dn’= f‘f(a-i—mo)dn-f—a ff' (a+nw)dn + B f " (@ +nw)dn
+ rﬁ‘v(a+nw)dn+M'

Nun aber ist nach der obigen Formel angewandt auf jede
Differenzreihe:

f‘ f (a+nw)dn = "fla+nw) + ef(a+nw) + B (a+nw)+y™(a+nw)--

. f I (@+nw)dn = { fla-+nw) -+ af" (a-+nw)-+Bf™ (a+nw)-
B | f*(a+nw)dn =B { " (a-+nw)+af™(a+nw)- }
y f [ (a-+nw)in =y [ (a+nw)-}

folglich zusammen das doppelte Integral

='fla+nw)+2af(@+nw)+(a®+28) " (a+nw)
+(2a8+2y) T (a+nw)

mit hinzugefiigter Constante, oder wenn man die numerischen
‘Werthe wieder substituirt:

f fla+nw) dn? = "f(@+n")+ #5 f@+n") — gl ' (@ +n")
n' A + 5™ (@+n")...

(3) i@ 4n)—y fa+n')+gko [ (@+1)— siies [~ (a+1)

Hitte man die Constante bei der ersten Integration nicht an-
gesetzt, so wiirde hiezn noch gefiigt werden miissen:

M. (s —n).

Die wirklichen vorkommenden Differenzen entsprechen hier
den Argumenten @ +iw, in ganzen Zahlen. Fiir Grenzen von
anderer Form wird man interpoliren miissen, indem man die Func-
tionen “fff'f™ als wirkliche Functionen dieses Arguments an-
sieht. Die Grosse “f(a+n') ist wieder ganz willkiirlich, da sie
zuerst zur Bildung der zweiten summirten Reihe benutzt, nachher
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im Integral ahgezogen wird. Will man das doppelte Integral in
Bezug auf z unmittelbar haben, so wird man den Factor «? hin-
zufiigen, oder statt f(a+nw) ansetzen miissen: w?f(a+nw) und
damit die Differenz und summirten Reihen bilden. Das erste
Integral in Bezug auf » das man unter dieser Annahme erhilt,

ist dann gleich @ [ £(2) dz, und mufs mit @ dividirt werden, wenn

man auch f f(x) dx kennen will.

Ganz auf dieselbe Weise findet sich das dreifache Integral
aus der Summe von:

fﬂf (@ + nw) dn = "'f (@ + nw) + a'f (@ -+ nw) + Bf (@-+nw)
7 [ (@+na)...

2 f f (a+nw)dn= 2 &!f (@ +10) +202 f (4 +ne0)
+2a8f" (a+w)

@+28) [ 1" (@ +na) dn= @ +26) f' (& + nw)
+(a2+28)af" (a+nw)

2(@f+7) [ f™(a-+nw) dn = 2 (#f+7) [ (a-+nw)

oder wenn man addirt und substituirt

1

o [[[f@). dat = "f @+ nw)+ 3 o'f (@-+10) + 3@+ B) 0+ nw)
+(@+6af+37) " (a+nw)...

="f (@ +nw)+§'f (@ +n0)— 535 1 (@ +nw) + 533 [ (@ +no) . ...

wobei, wenn man nicht gleich die verschiedenep Constanten in den
summirten Reihen beriicksichtigt hat, noch hinzuzufiigen sein wird:

M+~ Mn+4 Mn2.

Die ungeraden summirten und Differenzreihen welche hier vor-
kommen, und von denen man bei den etwa nothigen Interpolationen
ausgehen mufs, beziehen sich wieder auf Argumente von der Form
a+(i+3)w.

Gewohnlich werden bei diesen Integrationen, besonders fiir
die Anfangsgrenzen, die Formen a¢+iw und a4+ (i+})w gewihlt
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werden. Tn Bezug auf diese beiden mdgen hier noch die speciellen
Vorschriften fiir ein doppeltes Integral folgen.

‘Werde zuerst gesucht

ﬂf(a+m)dn’

80 wird man die erste Integration so ausfiilhren, dafs man nach
(11) in die erste Stelle der summirten Reihe ‘f fiir ‘f(a—3%)
annimmt:
Co=—11@)+ f'(@) — d& " (@) + stk T (@) ...
Mit diesem Werthe bildet man die erste summirte Reihe

‘fa+P==C +f(a)
fa+D="fla++fla+1)
‘fa+3)="'f(a+ 3)+ f(a +2) ete.

Hieran schliefst sich die zweite summirte Reihe “f(a) so, dafs
als erstes Glied derselben an die Stelle der willkiirlichen Grofse
“f(a) gesetzt wird:

Co=—1af@)+ 1t (@) — ¥z (@) ...
als der negative Werth des Integrals fiir ® =0. Bildet man dann
die zweite summirte Reihe »
“fla+1)= Ci+'fla+1)
“fla+2)="fla+1)+'fla+ 4
"fla+3)="f(a+2)+ 'f(a + %) etc.

so hat man fiir jede spitere Grenze a +iw den Werth von:

s
f fla+nw)dn?="fla+i)+ M f@+9)—gls " (@+9)
° + g2 ™ (a +9) ete.
und fiir jede beliebige Grenze a + (i + n'') @ den richtigen Werth,
wenn man fir das Argument @ + (¢ + »") o, die Functionen
“f (@+1), f(a+1), f'(a+17) etc. so interpolirt, als ob sie Func-
tionen des Arguments a + i@ wirklich wiren und dann berechnet:
"fla+i+n")+Hf(@a+i+n")—gis [ (@+i+n") el (@+2+n")...
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Das Schema ist also in diesem Falle fiir Anfangsgrenze n=0:

aupt- I IL

Argument. ﬁg,c,fotn, summ. Reihe, | summ. Reihe.

e—1l.o| fla—1) C

a f(a) e G

e+1l.0 | fla+1) ,;EZ : g “f(a +1)

a+2.0 | f@a+2) “fla+2)
ete. ete.

‘Werde zweitens gesucht:

T4+
f f (@ +nw)dn?
-1

so wird man die erste Integration so ausfiihren, dafs man nach
(10) in die erste Stelle der summirten Reihe ‘f, fiir fla—3)
annimmt:

C_,l"""nf(a D+ l'@—H -l @—19)..
Mit diesem Werthe bildet man die erste summirte Reihe:

fa+H=C_, +fa)
‘fla+)="fa+H+fla+1)
f@+d="f@a+3)+fla+2)... etc

Zum Anschluss der zweiten Reihe sei irgend eine willkiir-
liche Grifse an die Stelle von “f(2 —1) angenommen, und mit ihr
“fl@)="f(la—1)+ C__1 gebildet. Zuerst wird man jetzt den Werth
des doppelten Integrals fiir » =— % zu suchen haben, um ihn von
allen spiteren abzuziehen. Hierzu mufs man die Grofsen “f, f,
f ete. interpoliren fiir das Argument ¢ — } @, wenn man sie wirk-
lich als Functionen von ¢« —1® und @ betrachtet. Die Inter-
polation giebt in den verschiedenen Reihen die Werthe:

“fa—-H—tfe—3+ds@—D—BdulMe@—1...
fa—d— Ff'@—H+dsfMl@—d
flla—H- ¥ 0@—9
M(a—1)
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wo “f(a—3)=1%"f(a—1)+ 4 "f(a) und eben so alle fibrigen Func-
tionen arithmetische Mittel sind. Multiplicirt man die erste Reihe
mit 1, die zweite mit + %, die dritte mit — 51y, die vierte mit
o und nimmt die Summe, so erhdlt man als Werth des Inte-
grals fir n=—1%

“fa—H—Hf—PD+dLe—H—d3EmMTla-13)...

Da f(a — 1) ganz willkiirlich ist, also auch = Null gesetzt
werden kann, so wird “f(a—3)="fl@—1)+31'fla—3=3C_;
oder nach dem obigen Werthe:

=—Fl@— D+ l"C—D -1 6—1)...
Substituirt man diesen Werth und reducirt vermittelst der

Gleichungen:
f @—H=fl@—1f(@—13
" e—PH=4f'@-1)+%f" (@
f'e-PH=r'@—-7'@-1)
Mla—3=3f"@-1)—%f"(a)
fa@a—dH=Mr@—-r"@—1)

80 léfst sich der Werth des Integrals fiir » =— 1 so schreiben:

— 25 @) + 515 {27 @)+ (0— 1)} — 5% {377 (@) +2 " (a—1)} -+
Diese Grofse soll wegen der Anfangsgrenze iiberall abgezogen

werden. Setzt man also an die Stelle von ‘f(ea—1) die Grofse

C‘-—i wo: .

O y=+ 24 (@) — sHs {21 (@) +(a— D)+ 588553 ™ (@42 (a—1)} -

so wird der beabsichtigte Zweck ein fiir allemal erreicht, und das

vollstindige Schema wird fiir Anfangsgrenze n=—j%:

Haupt- L IL.
Argument. | ¢ nction. |summ. Reihe. | summ. Reibe.

a—to | fle=1) | % c_y

@ f(@ o “f(a@)

a+le | fla+1) ”:((Zig “f(o+1)

a+2w f(a+2) if (@+3) f(a+2)

a+3w f(a+3) “f (@a+3)
ete. ete.
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Fiir jede spitere Grenze a-+(i+n")w wird auch hier wieder:

f f f(a+nw)dn®="f(a+i+n")+  f(a+i+8")—g}5 " (a+3+0")
g M (a+i+nY). ..

wobei fiir jedes n' die verschiedenen Functionen so interpolirt
werden miissen, als ob die wirklich in der summirten Reihe “f
vorkommenden Werthe Functionen von a+iw wiren. In dem
speciellen Falle, dafs n"=4% ist, giebt die Interpolation in die Mitte
hinein nach der eben ausgefiihrten Rechnung:

$+4
14) f@a+new)dn®="fla+i+3 —Lf@+i+13)
it } +af@+i+d) — M @+i+3)...

wenn man unter ‘f(e+¢-+ 1) das arithmetische Mittel zwischen
“f(@a+14) and “f(a + ¢+ 1) versteht, und #hnlich bei allen andern
Functionen £, £, ™. Es bedarf keiner weiteren Erwihnung, dafs
in den beiden Fillen der meistentheils nothige Factor »? fiir das
doppelte Integral schon in den Functionen f enthalten gedacht
worden ist, und dafs das erste Integral, wenn man es aus der-
selben Tabelle ableiten will, eben deshalb mit w zu dividiren ist.

Es kann hierbei noch angenehm sein, das Gesetz der an-
scheinend so unregelmifsig fortgehenden numerischen Coefficienten
zu bestimmen, um eine festere Priifung, leichtere Ableitung, und
nothigenfalls Fortsetzung derselben zu gewinnen. Hierzu wird am
zweckmifsigsten eine Function dienen, welche eine leichte Bildung
der Differenz- und summirten Reihen gestattet, niemals auf con-
stante Differenzen fiihrt, und leicht direct integrirbar ist. Rine
solche ist e wenn e die Basis des logarithmischen Systems. Sucht
man das einfache oder doppelte Integral von e* dx, und e* dx?
innerhalb bestimmter Grenzen, so wird man zur Ausfiihrung der

mechanischen Quadratur, von einem bestimmten Werthe & an, fiir
Encke’s Abhandl L 4
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den man a =0 setzen kann, die Werthe e3—2% ¢a—1% ea ga+1® g,
berechnen und die Differenzen bilden. Die Tafel wird folgende:
Gestalt erhalten:

Argument. |  Daopt I Diff. IL. Dift. IIL Diff.
a—2w e €30 (¥ —1)2

e (v — 1) =30 (¢ — 1)3
a—1loe e 30 (¥ — 1)2

@ (¥ —1) 2 (¥ — 1)8
a 0 e® (1)

et (e—1) o (& — 1)
a+lw eto e’ (e?—-1)

e (e—1) e (e?—1)3
a+2w et et (¥ —1)*2 :

woraus sich die Fortsetzung der Differenzreihen von selbst ergiebt.
Man kann den simmtlichen Reihen sogleich die Form geben, dafs
gsie Functionen von (@ — 3 @), (@ — @) etc. werden, wenn man die
Hiilfsgrosse einfiihrt: '

+§w_e—im=u

e

Es wird damit:
emo (e —1)r=e™TiN

wodurch sich die Differenzreihen schreiben lassen:

Haupt- . . .
Argument. | o P 1. Diff. I1. Diff. IIL. Diff.
a—2w [ _3 e, o2 —jo ’
e’ u e . ud
a—1lw e —io e —jo
o e 2. u . . e - ud |,
a e ABERRY
L o etio. y o L o 1o, g |,
e+l . u
a+2w et etiv. o?

Hieraus geht sogleich auch die Form der summirten Reihen
hervor. Es wird némlich:
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Argument, ff:;g:;. I. summ. Reihe, | IL. sﬁmng. Reihe,
1A
. a—20 e o 1 e—’"..ua‘
u
a—1lw e 1 e . 1
i, 1 u?
u
a e? 1
w1 “
a+1lw eto 1
et ,
a+20 | et oo, 1
Y]

Die Annahme dieser Form fiir die mechanische Quadratur ist
gestattet, weil bei der einfachen Integration ‘f(a — %) willkiirlich

ist. Setzt man es aber .==e_-im—;‘1— 8o ergeben sich die andern

Werthe. Ganz derselbe Fall tritt bei der zweifachen Integration
fiir //f (@ — 1) ein, nur wird man za beriicksichtigen haben, dafs
bei diesem Anfange fiir die zweite summirte Reihe, auf die Con-
stante, welche der ersten Integration zukommen méchte, keine
Riicksicht genommen ist, man also auch bei der Vergleichung des
Resultats der mechanischen Quadratur mit der directen Integration,
diese letztere ohne Riicksicht auf die Constante der ersten Inte-
gration auszufiihren haben wird.

‘Werde jetzt zuerst gesucht:

+4
A=fe’“”dn
-3
80 wird nach fritherem (pag. 30) wegen 6" 2% _ 1o _,,.
A=1+ 50— gl ut+ ;B8 us ...

‘Werde zweitens gesucht:

)
B =fe’"" dn
0

40
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so wird nach (11):
B=(ttu 4 otto H—.‘—.w%uﬁ—ﬁh«“-nf

—}(e+'l°’+e—l°’) g.%—i';u+-il;“-,u3—¢%2-§3u°-nl
oder da
etio_ o gy tiv 19
. =(E"+1u
B=*(9m+1){1—’11§“’+'1‘l§l6“4— 048 us...}

Werde drittens gesucht:

1
C= ffe‘” an?
0

ohne Riicksicht anf die Constante des ersten Integrals so wird

nach (13):

1
C=e _“T‘*‘ili_z_i?“"" oago Uhe o

1
—& | g+ i sl W+ soro e e
oder
c o1 14-Lgf— -l gbg 3L g8
= u? + g% — g5 W+ Gosso W

‘Werde endlich viertens gesucht unter derselben Bedingung:

+14
D=f A9 dne
-3
8o wird nach (14):

1 .
D= *ew)zz—_’ili‘"x"%%'“a—loau’a “""‘

1 .
—0 11,2 361 _ 4
—%e ""ug —as+ hio %W — roasse ¥e e

oder da ,
e+m__ e—-m= (e§w+ e—{m) (eim_ e-—-iw)
=+ 1%u
L T4 o
D=‘}—“T‘ 1—ghu?+ o w— s ¥i- 0 {
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Fiir die directe Integration wird wenn:
z=ne dz = wdn

few dn = % fewdx=%fconst.

ffe'"” dn? = % ffe'dx‘= %+ Const.

and die Grenzen %' und »" werden sich verwandeln in:

z' =n'e x' =n'e
Hieraus folgt:

A=e+}w_e-—{w=—‘_‘—

®—1 ®—1 2 « 2
B=—g =@+ gy o=@+ D

@—1 (e"—1) ul
C= w? =S u? )"ZoT
pdt=_w A%t w2

®® »? % «? e{ﬂ_,_g—{m

und die Vergleichung der auf den beiden verschiedenen Wegen
erhaltenen Resultate giebt, wenn beide richtig sein sollen, die

Gleichungen:
=1 e — s u o+ g
C g . .

3 . ‘

o o —je—lmTaW s ut—gilgute
P .

u9

-

pn =1+i’i“"“ﬂ3“4+'ouo“°“'
u? 2 1—1g? 4 9
Ml g — i

ol go —ie . : .
zu welcher Priifung man also jetzt noch der Reihenentwickelung von

v nd _.2_._
@ N s T

nach ‘Potenzen von « bedarf.
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Aus der Gleichung:
e-l-]o)
erhiilt man durch Aufldsung der quadratischen Gleichung

e+iu

Pt L

— oy

= ju+py@Q+1ud)
=—%u+pA+1ud)
folglich:
o1+
T 2 =+juyd
+e
1.3 w 1,3.5 wut
sty e rde w0 @
und auf der andern Seite auch
jo=log. hyp. (Ru+V(1+}u?)
folglich wenn man zur leichteren Reihenentwickelung zuerst diffe-
rentiirt:
_i+iu+jw)
% tu+py(+3149

=—_L_—
V(@A +iu)

*d

oder
o+ puy?
—1—}%- +13 w 1.3.5 u®
: 22 2.4 2¢ 2.4.6 28
Integrirt man jetzt wieder, wobei eine Constante nicht hinzu-
gefiigt werden darf, weil fir v =0 auch
3o =1log. hyp. 1=0

LN}

sohatma.n:
1.3 ud 1.3.5 w?
o=u—}-}- 22*'2 1w T ode b
woraus endlich
u 1
v ; —— (&)

ud 1.3
1—f+degrt+gydoge
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Es sind also die Reihen, welche in den verschiedenen Inte-
grationen vorkommen, und zwar bei

d,...= 2 =F.

(/]

2

B....=2. _—F E

@ oo
, u?
(J-.-.———F p

w2  _m

D....=g5 G = E

wovon man sich durch die wirkliche Ausfiihrung der Divisionen
und Maultiplicationen iiberzeugen kann.

Durch diese Reihen und ihre Werthe kann man auch die oben

angegebenen Constanten C,, C;, C_ 4 (o ‘ ansdriicken. Es wird

Co=—1%+1 "+ %) ’;’;u—,‘;’t—,u3+3-,‘,—2—g3u°...2

e§”+e—*”: % 2 . t
e *e Y% ___ <
o o, i

2u
I §
u o’

oder gleich dem Werthe der summirten Function, an deren Stelle
Co gesetzt ist, nebst dem Werthe der Constante fiir die Anfangs-
grenze »=0. Eben so findet sich

w [ U ()]

wo die hinzugefiigte Grofse der Werth der Constante fir die
Anfangsgrenze n=—} ist.

Fiir C; hat man
i

e
¥ o

1
C; =——_F.=

und fir
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@ iv e
C_y= T Tt +3 ®

nach gehdriger Entwickelung, welche am leichtesten ausgefiihrt
wird, wenn man fir die vorkommenden Grofsen ihre gleich-
bedeutenden 'Werthe nach den Gleichungen setzt:

1=}E"+e 1) W+}u.e_ to
2+ =3+ 1) e rquct®
3+2c ="+ 1) e—*”+}uAe-h’. ..

i)a.s erste Glied in C! und C’_‘

gleicher Stelle stehenden summirten Function. Das zweite ist die
bei der zweiten Integration sich ergebende Constante fiir die
Grenzen #» =0 und %= — 4. Das dritte Glied in C‘_‘ ist das

Integral der bei der ersten Integration hinzugefiigten Constante,
genommen von #»=—}% bis n=—1, Es fehlt bei C!, weil der
Ort von C; dem Anfange beider Integrationen entspricht. Wenn
man diese Werthe in die beiden obigen allgemeinen Schemata ge-
setzt hitte, so wiirde man erhalten haben:

ist immer der Werth der an

P+ +hn___e—h:
en? dn =
J -4
1
eodn = 21

— o
]
|
g
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d. h. die vollstindigen Integrale mit Riicksicht auf alle Constanten.
Uebrigens ist es von selbst klar, dafs die oben gegebene Ent-
wickelung fiir die dritte Integration dem Cubus der Reihe F ent-
sprechen mufs, und sofort bei allen folgenden.

Als ‘Beispiel einer zweifachen Integration mége das Integral
dw
au=[. -ar

dienen, wo p die mittlere tégliche siderische Bewegung der Vesta
ist, und % den Differentialquotienten (in Bezug aunf die Zeit) von
der Storung ausdriickt, welche das w der Vesta durch die directe
Anziehung des Jupiters erleidet. Das erste Integral f z—’: dt wird

das wahre von den Stérungen afficirte » geben. Das zweite die
mittlere Anomalie, welche zufolge der Stérung von u jedesmal

stattfindet. Die Einheit in —”% ist wiederum der mittlere Tag,

das Zeitintervall o war gleich 42 Tagen. Der Anfang beider
Integrale fiel auf 1810. Jan. 0. Um A M unmittelbar zu erhalten,
wurde:

dw adw
2., = had il
o — 1764, it

als die Function / angesetzt, und fiir verschiedene Zeiten nimlich fiir:

a—3mw, a—2w, a, a+w ete.
wo -
a = 1810, Jan. 0. 4+ {® =1810. Jan. 21.

war, warden die Werthe von f (a +nm) berechnet. Hieraus ent-
stand mit Zuziehung der Constanten C_, und C‘_, die folgende
Tafel. .
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h
O Par. Zt.

1809. Sept.

Oct.
Dec.
Jan.
Mrz.
Apr.
Mai

Jul.

1810,

Aug.
Sept.

Nov.
Dec.
1811.
Mrz.
Apr.

17,
29.
10.
21.

4,
15,
21.

8.
19.
30.
11.
23.

Febr. 3.

117.
28.

Ueber mechanische Quadratur.

3w
2w

a+ o
a4+ 20
a4+ 3o
a+ 4o
a4+ Hw
a+ 6o
a+ T
a4+ 8w
a+ 9w
a+ 10w
a+1llw

Es wird hier nimlich
' (@a—1})=—0,59834
' (@ —1) =+ 0,07565
=+ 0,062177
' (a —§)=—0,01288

Weiter als bis f“‘ ward nicht zuriickgegangen, weil die

Spriinge, welche sich sowohl hier bei

dn

" (@

+ 657219

-+ 5,82592

+ 5,15193
+ 4,55359
-+ 4,01802
+ 3,53914
-+ 3,10646
+2,71163
-+ 2,34609
+2,00418
-+ 1,68040
-+ 1,36911
+1,06719
+0,77184
+ 0,48183

.........

+12,13564
+ 15,24210
+17,95313
+ 20,29982
+ 22,30400
+ 23,98440
+ 25,356351
+ 26,42070
+ 217,19254

dat

ooooooooo

oooooooooo

+ 0,18914
+ 0,21403
+ 4,79251
+ 13,38901
+ 25,52465
+ 40,76675
+ 58,72048
+ 179,02030
+ 101,32430
+125,30870
+150,66221
-+ 1717,08291
+ 204,27545

L2 als auch frither bei

wrx in den hoheren Differenzen des Anfangs finden, nicht im

Gange der Function liegen, sondern darin, dafs an dieser Stelle
zwei nach verschiedenen Elementen gefiihrte Rechnungen zusammen-
stofsen. Zufolge dieser Werthe wird:

C_ =+ 0,02493 — 0,00004 = + 0,02489
C'_ ;=+0,18973 — 0,00059 = + 0,18914.
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Fiir 1811, Jan. 13. folgt damit weil das Argument =a+ 8+ )
“f (@a+11)=+137,98545.5
— % f @+i)=— 0,05075.6
+ 13" (@+ )=+ 0,00007.1
AM=41317,934717. von 1810. Jan. O. bis 1811. Jan. 13.
fiir 1811, Febr. 3... (@ +9. ®)... wird:

uf (@+ 9) =+ 150,66221
+ ¢ f (@+.9 =+ 0,08893.3
—qls '@+ 9) =— 0,00002.7
A M= +150,75112. von 1810, Jan. 0. bis 1811. Febr. 3.
Auf gleiche Weise folgt fiir das einfache Integral, dessen
Werth hier = 42Ap wird, bis 1811. Jan. 13.
'‘f (a+ 4=+ 25,35351
+ o ' (a+45)=— 0,01258
—sto "' (@+5) =+ 0,00001
42 A p = + 25,34094
Ap=+ 0603356 von 1810. Jan. 0. bis 1811. Jan. 13.
und bis 1811. Febr. 3.

if (@+9) =-+25,88710.5
— 7 ' (@+9) =+ 0,02488.6
+ s @+ 9) =— 3.2
420 p =+ 2591196
Ap =+ 0,616951. von 1810. Jan. O, bis 1811, Febr. 3.

Ueberhaupt werden die Integrale fiir verschiedene Epochen,
immer von 1810. Jan. O. an gerechnet bis:

1811, Jan. 13. Ap=+0,603356 A M = + 137,93477

Febr. 3. =+ 0,616951 =+ 150,75112
Febr. 24. =+ 0,628771 =+ 163,83430
Mrz. 11, =+ 0,638821 =+ 177,14721.

Wollte man fiir eine andere Zeit, etwa fiir 1811. Febr, 10.,
oder das Argument a+ (9 + {) o, unmittelbar aus der Tafel das
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erste und zweite Integral nehmen, so wiirde man fir 42 A w inter-
poliren miissen:

‘f @+9+="f (a+9-+§—14)=-+26/09809
f @+9+3=1F @+9+3—}H=— 029740
flll(a+9+%)= flll(a+9+,}._.;)==— 0,00175

und fir A M:

“f (a+9+3) =+ 154,99961
f (@+9+}=+ 101754
f'@+9+3)=+ 000636

woraus man fiir Febr. 10, erhalten wiirde:

42 Ap =+ 2609809 —0,01239 .2 +0,00000.5
=+ 2608570
Ap =+ 0621088 1810. Jan. 0. — 1811. Febr. 10.
AM =+ 164,99961 +0,08479 . 5 — 0,00002 . 6
= +155,08438 1810, Jan. 0. — 1811. Febr. 10.

womit die Interpolation aus den fritheren Werthen vollkommen
fibereinstimmt. Wird der Betrag aller iibrigen Storungen ebenso
berechnet, so wird man zuletzt noch den Werth, den g fiir 1810.
Jan. 0. wirklich hatte, etwa w, hinzuzulegen haben zu A, und
eben so den jedesmaligen Werth, den M ohne die Stérungen ge-
habt haben wiirde, zu A M. Der letztere wird von der Form sein
M, + (n + }) wyy. Es wiirde nur eine unniitze Vermehrung der
Rechnung gewesen sein, wenn man, um alles unmittelbar zu er-
halten, statt der Constante C_, angesetzt hitte C_, +42p, und
statt C'_ ;... C'_,+ My—} ap,




Ueber eine andere Methode, zu den Formeln der
mechanischen Quadratur zu gelangen.

Bei der neueren Art, die Stérungen zu berechnen, wird die
mechanische Quadratur so h#ufig und in so verschiedener Weise
angewandt, dafs eine Betrachtung derselben nach den mannig-
fachen Gesichtspunkten, die sie darbietet, nicht unangemessen er- -
scheint. Im Jahrbuche fiir 1837*) habe ich sie aus den Inter-
polationsformeln abgeleitet. In dem Anhange zu dem Nautical
almanac von 1856 hat Herr Airy die nothigen Ausdriicke auf eine
andere Art bewiesen, und in einer Abhandlung: ,,Nouvelle méthode
pour calculer les perturbations des planétes par M. Encke, mémoire
traduit par MM. Terquem et Lafon, Nancy 1858“ sind diese Aus-
driicke noch auf eine andere Weise abgeleitet worden. Es ist in
der That iiberfliissig, einen neuen Beweis hinzufiigen zn wollen.
Jeder, der sie anwendet, wird doch den einen oder den andern
Weg fiir seine Auffassungsweise am vorziiglichsten finden. Aber
dennoch konnen einige Betrachtungen dariiber den Nutzen haben,
das eigentliche Wesen derselben Denen, welche zuerst damit be-
kannt werden, klarer vor Augen zu bringen als die blofse Ent-
wickelung der Zahlen und Formeln allein es vermag. Dieses
wird der Zweck der folgenden Zeilen sein.

1)

Bei der Anwendung der mechanischen Quadratur haben wir
es, wie iiberhaupt in den meisten Anwendungen bei der Astronomie,
mit lauter Grofsen zu thun, die, wenn man sie fiir verschiedene
Werthe der Variabeln, von denen sie abhéingen, bestimmt, und die

*) Diese Ausgabe Band I pag. 21.
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(nicht zu grofsen) Aenderungen jener Werthe in arithmetischer Pro-
gression fortschreiten li(st, auf arithmetische Reihen von héheren
Ordnungen fiihren, das heifst auf solche Reihen, bei welchen
irgend eine der hoheren Differenzen als constant oder verschwin-
dend betrachtet werden kann. Fiir alle solche Reihen, bei denen
die Continuitdt stets stattfindet, gilt der Taylor’sche Lehrsatz in
aller Strenge und ohne Auspahme. Wie weit man seine Ent-
wickelung fiihren mufs, hingt von der Grofse der Aenderung ab,
die man in regelmifsiger Reihefolge bei der zum Grunde gelegten
Variabeln annimmt. Es gehort ein praktischer Takt, der nicht
auf bestimmte Regeln sich zuriickfithren lifst, dazu, um das rich-
tige Verhiltnifs zwischen der Genauigkeit, die man erreichen will,
und der dazm nothigen Weitlduftigkeit der Rechnung zu finden.

So wie bei dem Taylor'schen Satze Differential-Quotienten
der verschiedenen” Ordnungen vorkommen, so werden bei der An-
wendung die Differenzen gebraucht werden, die aus den verschie-
denen Werthen der Functionen hervorgehen. Beide sind einander
ganz analog. Wenn der Differential-Quotient der ersten Ordnung
die Geschwindigkeit ist, mit welcher sich die Function fiir einen
bestimmten Werth der zom Grunde liegenden Variabeln oder des
Arguments #ndert, und zwar auf eine dabei angenommene Einheit
bezogen, so ist die erste Differenz der Inbegriff der simmtlichen
Aenderungen, welche der Werth der Function fiir eine angenommene
Aenderung des Argumentes erlitten hat. Sie mufs deshalb, mehr
oder minder genihert, das Product des Differential-Quotienten in
die Aenderung des Argumentes sein, wenn man die letztere in
den Einheiten ausdriickt, die bei dem Differential-Quotienten zum
Grunde liegen. Wird deshalb der Differential-Quotient der ersten
Ordnung bei der Function f(x) mit f'(x) bezeichnet, so liegt es in
der Natur der Sache, die erste Differenz analog, aber doch ver-
schieden, durch f; anzudeuten. Dabei wird bei nicht allzn grofsem
Intervalle des Arguments — es moge das Intervall mit @ bezeichnet
werden — und zwei aufeinander folgenden Werthen a und @ + o,
die Differenz der Functionen f(a) und f (2 + ) in der Regel am
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nichsten durch wf'(a+ 4 w) ausgedriickt werden. Zweckmélfsig
wird deshalb anch die erste Differenz

fla+w)—f@)=rf(a+ ;)
bezeichnet werden; und zwar dieses mit um so grofserem Rechte,

als bei der einfachen Betrachtung der Entwickelung nach dem
Taylor’schen Satze:

f(@+w)=f(a-+jw)+}of (a+} o)+ o’ f' @+ fo)+ Lo’ (@+} o).

fa=fla+iw)—jof' (@+]0)+ie’f" (@+30)—F5 0 " (a+{0).
die Differenz

f@+w)—f@=eof (a+3iw)+ ;03" (a+ j0)...

sich als eine wirkliche Function von @ + 1w darstellt, da die
Differential-Quotienten f' (¢ + {w), f'"'(a+ %), Functionen von z
sind, in welchen nach der Differentiation = a + } o gesetzt worden
ist. Stellt man deshalb die Argumente, von a an, regelméfsig mit
dem Intervalle  fortschreitend, vertikal untereinander, und setzt
die dazu gehorigen Functionen daneben, so wird, wenn man eine
horizontale Linie zwischen @ und @ + @ hindurch fiihrt, ganz der

bisherigen Entwickelung gemifs, die vertikale Reihe der ersten
Differenz bei den Functionen sich so stellen:

Arg. Funet. I Diff.
a f(@)

fi(@+ o)
a+w f(a + o)

fi(a+ )

a+20 fa+2m)
fol@+3w)

a+3w f(a+3w)

ete.

in welcher Bezeichnung fiir diese erste Differenz sich alles ver-

einigt, was man wiinschen kann: die Analogie mit den Differential-
Quotienten, der Ort, wohin die Differenz gehort, oder die beiden
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Functionen, aus denen sie gebildet ist, und der Begriff, dafs die
ersten Differenzen wirklich als reine Functionen der Argumente
(6 4+ fw), (@ + o), (@ + o) ete. anzusehen sind; und da sie eben-
falls eine arithmetische Reihe der htheren Ordnung bilden, eine
vollstindige Interpolation bei ihnen stattfinden kann. Wenn folglich
die erste Differenz

fi @+ w)

f@+io)—f(@+iw)
verlangt wird, so wird es nur ndthig sein zwischen
fo(@+4mw) und f;(a+}o)
strenge mit Riicksicht auf die hoheren Differenzen zu interpoliren,

um ohne die neuen Functionen f(a + §®) und f(a + 4®) zu bilden,
den richtigen Werth zu erhalten.

()

Es wird kaum néthig sein, hinzuzufiigen, dafs diese Betrach-
tungen bei den hoheren Differenzen sich fortsetzen. Die zweiten
Differenzen werden folglich wieder den ganzen Argumenten a,
a+ o, a+ 2w etc. entsprechen, oder es wird '

fol@+jw)—f;(a— o) =f;(a)

fi(@a+jo)—fi(@+jw)={; (a+ o) ete.
Sie werden reine Functionen von a, a + w etc. bilden und darnach
interpolirt werden konnen, wenn es erforderlich ist. Spiter wird
es doch noch nothig sein, direct nachzaweisen, dafs f;(az) eine
Function von f“(a) f™(a) etc. ist, und also iiberhaupt eine Function
von @ sein mufs, wenn nach der Differentiation x = a gesetzt wird.
Hier braucht deshalb nur die Analogie zu Hiilfe genommen zu
werden.

Die dritten Differenzen werden wieder halbe Intervalle in

ihrem Argumente haben, oder es wird

fol@+m) —fia " =f'(a+40)

fo(@+2w)—f, (@a+ w)={, (a+ jw) ete.

oder
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Bei den vierten Differenzen, iiberhaupt bei denen mit gerader
Ordnungszahl, treten ganze Argumente ein, bei den fiinften, iiber-

haupt bei denen mit ungerader Ordnungszahl, halbe Intervalle.
Das Schema wird also

Arg. Funct. I. Diff. II. Diff. III. Diff. IV. Diff.
a f (@) fs @ 13 (@)
fi(@+ i) fi' (@ + jw)
a+o f(e+w) fo (@ + @) ¥ (e + w)
’ fo(@+3w) fo (@ + )
a+20 f(a+20) fo (@ + 2@) @+ 2w)
ete. ete.

Alle Vertikalreihen bilden Reihen einer hiheren arithmetischen
Ordnung und konnen fiir jedes andere Argument interpolirt werden,
wenn man nur gehorig beriicksichtigt, ob die wirklich gebildeten
Differenzen Functionen von ganzen Argumenten sind oder von
gebrochenen, das heilst von solchen, die halbe Intervalle neben
sich haben.

So wie bei dem Taylor’schen Satze ein folgendes Glied das
Differential des vorhergehenden, oder das vorhergehende Glied
das Integral des folgenden enth#lt, so ist von selbst klar, dals
derselbe Zusammenhang zwischen den Reihen der Differenzen und
der summirten Functionen stattfinden mufs, oder den Reihen, von
deren erster die gegebenen Functionen f(a), f(a + ») ete. die Diffe-
renzen sind, von deren zweiter summirter Function die erste die
Differenz ist u. s. w. Bezeichnet man nach der Analogie die erste
sammirte Function mit ‘/;,, die zweite mit "'f,, die dritte mit ‘‘f,,
so werden auch diese als Reihen von hoherer arithmetischer Ord-
nung gelten miissen, und zwar werden bei der ersten, dritten, und
iiberhaupt denen mit ungerader Ordnungszahl, die ihnen zuge-
horigen Argumente ein halbes Intervall enthalten und Functionen
von gebrochenem Argumente sein, die zweiten, vierten und fiber-
haupt die mit gerader Ordnungszahl, zu ganzen Argumenten und

solchen Functionen gehoren. Das Schema wird folglich werden:
Encke’s Abhandl. L 5
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Arg. III. summ. Funct. IL summ. Funct. I. summ.Funct. Funet.

a “fo(a) f(a)
“fo(a + 1) 'fola + j )

g+ “fo(a + ) f(a+ )
“fola + w) ‘fo@a+ o)

a+ 20 @+ 2w) f(a+2w)
"fo(a + ) 'fo(a + o)

a+3e “fo(a + 3m) @+ 3w)

ete. ete.

Auch hier gilt Alles so wie bei den Differenzen, und die
Verminderung der Accente, wenn man es so nennen will, oder die
Vertauschung von /' mit £, /' mit ‘f, f mit *f, f' mit “f geben,
bei der Vergleichung mit dem Schema bis zur vierten Differenz,
die Bezeichnung von selbst an. Der Anfang bei den summirten
Functionen wird durch die Constanten bei der Integration bedingt.
Er ist z. B. bei der ersten summirten Function vollig gleichgiiltig,
sobald man nur ein bestimmtes Integral verlangt, oder die
Differenz zweier summirter Functionen in der Vertikalreihe der
ersten summirten Functionen. Bei den héheren mufs auf die Con-
stanten der niederen summirten Functionen fiir den Anfang Riick-
sicht genommen werden. Das Schema der Differenzen und sum-
mirten Functionen ist vollig der Gliederung der Taylor’schen Reihe
analog.

3)

Es moge hier noch eine Bezeichnung angefiihrt werden,
welche blos zur leichtern Hinschreibung dient. Bei allen Vertikal-
reihen konnen durch Interpolation andere Argumente eingefiihrt
werden, doch wird dieses in der Regel nur bei der Interpolation
in die Mitte hinein stattfinden, so dafs z. B. bei den Vertikal-
reihen, die von der Form @ + nw sind, eine andere von der Form
a+ (n+ 4)w interpolirt wird, oder umgekehrt bei den Vertikal-
reiken von der Form @+ (n+ §)w, eine andere von der Form
a+no. Bei dieser Interpolation kommt das arithmetische Mittel,
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zweier anfeinander folgenden Werthe, bei denen die Argumente
nur um @ verschieden sind, aber welche immer derselben Vertikal-
reihe angehoren, vor. Man bezeichne ein solches arithmetisches
Mittel durch das untere Zeichen 4 statt o, und setze das arith-
metische Mittel der Argumente hinzu, so wird nie eine Zwei-
deutigkeit entstehen. So z. B. ist

1@ +f@+w)=f, (a+}m)
1@ +io)+fi(@+iw)=f; @@+ o)
1" @+ o)+ £ (a+2w) =1} (6+ o)
$(fo @+30) + (a+§w) =f, (a+2w)

und so fort. Bei diesem arithmetischen Mittel wird also ein
ganzes Argument bei den Differenzen und summirten Functionen
von ungerader Ordnungszahl vorkommen, dagegen Argumente mit
halben Intervallen bei den Differenzen und summirten Functionen
von gerader Ordnungszahl. Diese Bezeichnung ist nicht wesentlich,
aber sie macht die Formeln eleganter und iibersichtlicher. Man
mufs nur dabei unterscheiden, dafs namentlich

f 4 (e + ) ganz verschieden ist von f(a+ }w)

and #hnlich bei den andern Functionen.

(4)

Die eigentliche Aufgabe der mechanischen Quadratur ist die
Ermittelung des Integrals durch die Berechnung der einzelnen
Werthe der Differential-Quotienten. Um indessen von dem allge-
meinen Taylor’schen Satze ausgehen zu kdnnen, wird es passender
sein, die Summe der einzelnen Differential-Quotienten, oder der
gegebenen Functionen, aus dem Taylor’schen Satze herzuleiten.
Driickt man jede niichste Function durch die ihr um ein Intervall
nachfolgende aums, und schreibt eine Reihe solcher Gleichungen

untereinander, so hat man:
5.
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f@=f@+w) —of' @+w) +ju’f@+a)
—--&waf‘“(a+m)+g';m‘fv(a+“’) ......
f@+w)=f(a+2w)—of (@a+20)+ e’ ' (a+20)
— g0’ [ (@ +20) + Jy 0t [T (a + 2w)
fe+2w)=f(@+30)—wf (@+3w)+ja'f" (@+30)
_ %ws fm (a+ 3«,) + ot f"(a +3w)....
f(a+3w)= f(a+4¢0)—"’f'(“"‘4“’)""}"’”“(“"'4‘”)
i H wa fm (@ + 4w0) + ,l,m‘f“(a + 3m)

f (a-+(n—2)w) = £(@ + (—1)w) —af' (a+(—1)w) + 07" (a+(n—1))
— @8 U (@ + (—1)w) + fy0* [ @+ (n—1)o)....
f@+n—1w)=fla+n0)—of (a+nw)+ ' (@a+nw)
— 3@ " (@ + nw) + g0t {7V (a + nw)

Summirt man diese s#mmtlichen Gleichungen, so wird auf der
linken Seite nur f(a) iibrig bleiben, und auf der rechten Seite im
ersten Gliede f(a + nw). In den iibrigen Gliedern kommen die
Summen der verschiedenen Differential-Quotienten, von dem Argu- |
mente @ + @ bis zu dem Argumente a + nw, iiberall vor. Bezeichnet
man die endlichen Summen #hnlich wie die Integrale, indem man |
das letzte Argument als Endgrenze ansetzt, von der in gewohn- |
licher Weise gebildeten Summe den Werth der Function fiir die
Anfangsgrenze aber wieder abzieht, so dafs also:

f' @+ @)+ @+20)...+ ' (@+n0) =3 ' (&+mw)
80 wird das Ganze

f@=f@+ne)—w 2 f (@+mw)

m=n
+tw? I (a+mw)

m=o0

m=n
— 4w 3 " (a + mw)

m=0

m=n
+ g0t I ¥ (a + mw) ete.

m=o

oder es wird
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m=n
o2 (a+mw)=Ff(a+nw)—f(a)
m=o0

m=n
+ w2 3 (a+ma)

m=0

m=n
— 303 2 (a+me)
m=o
m=n '
+ o0t 2 T (a + ma) ete.
m=0

Da nun aber die Entwickelung ganz aunf dieselbe Weise
auch bei /', ' ete. stattfinden kann, so lassen sich die end-
lichen Summen auf der rechten Seite eliminiren. Man hat ganz
analog

w 2" (@+mw) =1 a+ne)—f (@)
+ &w{?f‘“ (a +ma)
— %wsm?"f" (a + mao)

+ 7 ot 3] ¥ (a+ mw) ete.
m=0

w 2 " (@+mw) =" (@+nw)— " (a)
+4 wemgnf"(a + maw)

— %m"m;”f'(a +ma) ete.
m=o

Multiplicirt man die Gleichung fiir = (a + m®) mit 1, die fir
3 (@ +me) mit eyw, fir X @+me) mit 8,0°, fir S (a+ma)
mit y,»® u. 8. w.,, und summirt die Produkte, wo e, 8¢, 7, ete.
unbestimmte Coefficienten sind, iiber die man so verfigen kann,
dafs in der Summe aller Produkte die endlichen Summen der
rechten Seite wegfallen, so hat man:
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® S 1 (@+ma) -+ (@g—3) @b 3 [* (@ +me)
+ (B — ko + ) @ 3 £ (a+me)

+ (o — o+ bay—otp) @ 3 ™ (@ mar)....

=f(a+nw)—f(a)+ a0 (f' (@ +nw)—f'(a)
+ oot (f* (@ +nw) — ' (a))
+ 709® (f'"' (a + nw) — f'(a))
+ B0 (f™ (a + nw) — 7 (a)).....
Fir die Wegschaffung simmtlicher endlichen Summen, aufser

der fir /' (¢ +mw), hat man folglich die Gleichungen, welche be-
liebig fortgesetzt werden konnen:

a—4=0

Bo—Ya+4=0

Yo — 4B+ @ — o5 =0
ete.

oder wenn man sie nacheinander auflost:

o =13
Bo=+1%
7o=0

dy=— iy

& =0

fo =+ 3otro
% =0

Jo=— 1yots00

Bezeichnet man diese Briiche absolut genommen mit
4, = T Ay =iy Ay = yoizo A, = 1y5tso0

8o wird also die obige Gleichung:
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® 3 ' (@+ma)=f(a+nw)—F(a)

+ 4o (f' (a+nw)—f' (a)

+ 4, @0 (" (a + nw) — ' (a))

— 4y o' (f7 (@ + new) — [T (a))
+ Ag 08 (™ (a + nw) —"" (@)).....

Da aun f(x)= [f'(z)dz, so kann man fir fla+nw)— f(d)
schreiben:

=a+nw
[f @dx

und wenn man die Functionen, fiir welche die successiven Werthe
berechnet werden, lieber mit /() statt mit f* (a) bezeichnet (in der
That sind sie eigentlich Differential-Quotienten), so wird die Be-
stimmung eines bestimmten Integrals, indem man fiberall die
Accente in der obigen Formel um einen vermindert, durch mecha-
nische Quadratur, in dem Ausdrucke enthalten sein:

@ 3 f (a+ma) = [ @) dz + 4o (f (@ -+ ne) — £ (@)

+ 4, @ (f' (a +nw)—f' (a))
_A’ @? (fll(a+”m)_fvll(a))
+ Az 08 (f¥ (a + no) — [~ (a)

Die Glieder, die hier auf der rechten Seite neben dem Inte-
grale stehen, und die den Unterschied zwischen diesem und der
einfachen Summenformel bilden, sind sonach blos ans den Gliedern
der Taylor’schen Reihe entstanden und werden immer geringer, je
kleiner das Intervall angenommen wird. Sie sind die Reduction
der Summenformel bei endlichem Intervall auf Summen bei un-
endlich kleinem oder verschwindendem Intervall, das heifst anf das
wirkliche Integral.

(GD) ‘

Die auffallende Eigenschaft der Zahlen «, B, 7, etc., dafs

von f, an gerechnet nur die Zahlen in ungerader Stelle einen
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endlichen Werth haben, die in gerader Stelle stets = O sind, erléntert
Euler in seiner Differentialrechnang Cap. V. Zuerst entspringen
sie aus der Entwickelung des Bruches

1

== — 2 "
v 1—Ju+dul— Jgud.... 1+ u+ foud + 7, u® ete.

wie man sogleich sieht, wenn man mit dem Nenner des Bruches
hiniiber multiplicirt, und da bei der Anwendung von Exponential-
Functionen Euler zeigt, dafs

1+ u? + ut
Ve 2-4 " 2-4-6.8
Tan= u? ut

1+

4.6 16810

so wird, wenn @, wie der Augenschein lehrt, = 4 ist, keine un-

gerade Potenz in der Reihe vorkommen, die den Werth von V— fu

ausdriickt, also 7o, &, %, etc. = Null werden. Ferner wird
»}ucotg%u=1—Al u? — Agut — Agus.....

wenn fiir 4,, 4, A; die obigen Werthe angenommen werden.
Endlich héingen diese 4,, 4;, 43, auch zusammen mit den Sammen
der reciproken Werthe der geraden Potenzen der natiirlichen
Zahlen, wenn man sie in das Unendliche fortsetzt. Wenn

1L 1 1 1, [ 1
( +W+"3§_+—4T§_""m;_)_ “ms

gesetzt wird, so ist

1] 1
=77 | 2
1] 1
A2=Lm4_’ 28 ;4
[ 1] 1
As—_mo ' TOb g

und iiberhaupt

A"=[ mén ] "2 T i
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Fiir die mechanische Quadratur bedarf man dieser Eigen-
schaften weiter nicht. Man wird niemals mehr als die drei Werthe
hichstens gebrauchen, die sich unmittelbar ihren numerischen
Werthen nach ergeben aus den angefiihrten Gleichungen. Immerhin
zeigt die letzte Relation fiir 4,, dafs, weil bei erhthtem n die

[—"%,;— J sich immer mehr der Einheit n#hern, die 4 nahe ab-
nehmen werden, nach einer geometrischen Progression, deren Ex-

ponent —2—,—1;,— oder etwa 45 ist.

6.
Die Formel

w”?f(a + mw) =‘T}?x)da: +to (f(a+nw)—f(a))

+ Ay 0 (f' (4 +nw)— ' (@)
— 4, @t (P (@ +new) — P (@)
+ Ay @ (" (@ + 1) — 7 (@) .o

hat das Unbequeme, dafs anf beiden Seiten dieselben Grﬁfseli, f (@
und f(a+ nw), vorkommen. Die linke Seite ist

o(f@+ao)+f@+2w)+f(@+30)...+f(a+nw)
Schafft man das Glied der rechten Seite hiniiber
1o (f (@ +nw) —f(a)
so werden beide Theile

o (}f (@+if @+ o) +Ef(@+0)+3f(@+20) ...
+(f (@ +(n—1) w) + 4f (4 + nw))

Dieses fiihrt daraixf, die Form der Ausdriicke etwas zu &ndern,
um einen einfacheren Ausdruck zu bekommen. Setzt man zuerst

a+ o statt a, o statt o, 2n statt »
so wird die linke Seite und damit die Gleichung:
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tolf(@a+w) +f(@a+20)+f(a+30)..+f(@+na)
+iolf(@a+ o)+ f(a+ o)+ f@a+ i) ... +f(a+ (n+1)e)
a+Mm+Po
= [f@dz-+ @@+ @+ Do) —f @+ o)
at+iw
+ 14, o' (f' (a4 B+ 1) o) —f' (a+ }w))
— Yy 4y 0t (' (@ + (n+ $)w) — " (a + o))
+ g 4y 0° (" (a+ (n+ Do) — " (a + }w))
Vertauscht man aber in derselben Gleichung allein
a mit s+ 4o
80 wird die Gleichung
o(f@+io)+f@a+in)+f(@+i0)...+f(a+®n+ 1) o))
at+m+PHo
= [f@dz+ 40 (f @+ 0+ Do) — @+ o)
at+tow
+ 4, 0 (f' (a4 + ) w)—f' (a+ o)
— Ay ot ("' (@ + (n+ ) ) — "' (a + } ®))
+ Az 0t (¥ (a + (n+ }) w) — ¥ (a + $w)) ete.
‘Multiplicirt man die vorletzte Gleichung mit 2 und zieht die letzte
davon ab, so wird
w3 f(a+mm)=f?(a?)*&w3 (A—) 4, @ (' (@ -+ (n+ Do) — ' (@-+}a)
at+jw
+(1—3) 4y w0t (" (a+(n+1)0)—f" (a+10))
_ —(1—g) 4308 (f" (a+(n+4)w)—f" (a-+}w)) ete.
Ein Ausdruck, aus welchem, durch Ver#inderung der Grenzen
des Integrals, der vorhin bemerkte Uebelstand, dafs dieselben
Grofsen auf beiden Seiten vorkommen, verschwunden ist, und der
deshalb einen kleinen Vorzug auch wegen der kleineren Corrections-
Coefficienten vor dem andern hat.

@)

Hiermit wiirde die Aufgabe vollstindig geldst sein, wenn die

Differential-Quotienten wirklich gegeben wéren. Es wiirde dann,
wenn statt der 4 die Zahlen eingesetzt werden:
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ﬁ((;ﬁ)xw—@ S (@+me) + dal ' @+ (- Do) =1 (a4 4o}

a+iw
— sPso @t {f" @+ + ) w) — [ (@ + f o))
+ yetbso 0t {7 (@ + (0 + §)0) — " (a + L)}
oder nach der ersten Form:

a+nw

ff(x)da:—m E f (a+mw)—to (f (@ +no)—f(a))

— 170* (' (3 + nw) —f' ()
+7ig0! (Y (@ +nw)— " (a))
— 3oke00® (T (@ +nw) — 17 (2)

Da indessen nicht die Differential-Quotienten der berechneten
Functionen, sondern die numerischen Differenzen gegeben sind, so
bedarf es zur Bequemlichkeit der Rechnung noch der Reduction
der einen auf die andern. Es wiirde ein bedeutender Umweg sein,
wenn man zuerst die Differential-Quotienten berechnen miifste, um
die Integrale dann vermittelst ihrer zu finden.

Die Gleichungen zwischen den Differential-Quotienten und den
Differenzen finden sich wiederum durch einfache Anwendung des
Taylor'schen Satzes. Man hat die beiden Gleichungen

f(a+w)=f(a+w)+of (a+}w)+ 3wl (a+L0)+ Lo (6+}w)+....

f (@) =f(a+ }o)—}of (a+30)+§0’f' (a+10)— Lo " (a+{0)+....
folglich wird wegen 1 (2 + @) — f(a@)={}(a + o)
fi(@+io)=of (@a+}o)+fo® ' (@ + o)+ 155 0° T (6 + @)
Fiihrt man hier die Differential-Quotienten 7 (a), f* (a), "' (@) etc.
ein, so wird:

f'@+io)=Ff" (@) + o f"(a)+ 3o ' (a) + 50 [T (a) +
f (@+30) =" (a) + ;@ [7 (0) ..o

und das Ganze wird
fi(a+4o)=af(a)+] @*f'(@)+ 3 @® " (@) + g 0t [T (@) +rhg0® 7 (@) +-....

Es wird daraus, wegen
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fo(@a+3w)=f(a+w)—f(a)
fola—}w)=f(a)—f(a—w)
wenn man « negativ setzt und auf der rechten Seite die Zeichen
mit Riicksicht anf die Entwicklungen von f'(a — }w) etc. &ndert:
fi(a—fw)=w f'(a)—{ &*f"(a)+} w®f" (@)— g5 0*f™ (@) +1d5 @°f" (a) —
oder wegen
fola+jw)—f,(a—4w)={; (a)
erhilt man
fo (@) ="' (@) + {5 @® [ (@) + 5g50° 7 (@)-....
Geht man so fort, so findet man
fo(@+30)=0f" (@+t0)+{a®f7 (@ + jo)+
7 (@) =o' ff%(a)+ $«° " (a)
fi(@+}o) =07 (a+ o)+ o' [ (a+ jo)
fe(a) =w® f"(a)+ {w® " (a) ete.

Nimmt man hier die Functionen mit ganzen Argumenten zu-
sammen, und die, bei welchen halbe Argumente vorkommen, so
hat man die beiden Systeme, wobei die Entwickelung etwas weiter
fortgefiihrt ist:
fo(a+iw)=wf'(a+ fo)+ fod ' (@ + {0)+ rg550° f* (a+ 1)

+ yarsso @ [ (@ + Jo) +
o @+ o) =0 f'(a + 30) + $0° f7 (@ +j0)+ rifg 0’ [T (a+i0)+
i@+ j0)=0bf7 (a+fu)+ fo' [ (@+ o)
und
fo (@)= @® " (@) + {50t {7 (a) + 5l @® {7 (a) + g5ts©® 7™(@) ...
7 (@) =w* [ (a)+ 0® 7 (a) + g5 0° f71(a) .....
fii(a)=aw®f"(a)+ twd 7 (a) + ......

Leitet man aans diesen beiden Systemen die Werthe von
' (@a+ o) [ (a+ fw) etc., f'' (a), [T (a) etc. aus den gegebenen
Grofsen f(a + fw) 3 (@ + ) ete., £, (a), {5 (@) etc. ab, was durch
einfache Multiplication mit zweckméfsigen Zahlen-Coefficienten und
Summirung der Producte geschieht, so erh#lt man:
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o f' (@+30)={f (@+i0)—4f, @+ Fo)+ 5[] (@+ o)

— 15l % (@ + )
w® ' (a) =fi (@ —12fT @)+ f7 (@) — 33T (@)
ol fl(@a+dw)=Ff7@+30)—31f] (@+310)+ 130 (@ + 30)
o* TV (a) =17 @—3fT @+ 3is 0" (@)
b ¥ (@a+go)=f7 (@a+gw)— & (a+ }w)

w® f¥ (a) =fv@—1f" (9

in welchen Ausdriicken die Entwickelung so weit getrieben ist,
als man sie irgend gebraucht. In der Praxis wird man niemals
so weit gehen, sondern statt bis zar 7ten und 8ten Differenz fort-
zugehen, lieber die Intervalle bei den Argumenten verringern,
wodurch man hochstens bis zur fiinften oder vierten Differenz zu
gehen nothig haben wird.

(CH)

Diese Ableitung fiir den Ausdruck der Differential-Quotienten
durch Differenzen ist die eleméntarste, wenn man einmal blos von
dem Taylor'schen Satze ausgehen will. Aber sie ist ungemein
weitlduftig und deshalb unbefriedigend. Man kann sie weit iiber-
gichtlicher und eleganter machen, wenn man eine analytische
Function zum Grunde legt, welche die Eigenschaften vereinigt,
Ausdriicke fiir die Differenzen und Differential-Quotienten zu geben,
die nie abbrechen, den hier gewihlten Bezeichnungen sich an-
schliefsen und die simmtlichen Ausdriicke auf eine oder einige
Reihen reduciren, deren Entwickelung analytisch gegeben ist. Die
Zahlen-Coefficienten miissen sich bei ihr vollig genau ergeben, da
sie von der Natur der Function ganz unabhéngig sind.

Eine solche ist die Exponential-Function e*. Legt man sie
statt der allgemeinen Function /() zum Grunde, so hat man zuerst
fiir die Differential-Quotienten in Bezug auf z stets denselben
‘Werth e*. Es werden folglich

f@=e f'(a)=e fl'(@=e ["(a)=es
f@a+ao)=f (a+o0)=f"@+w)=f"(a+ o) =+ n. 8 w.
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Fiir die Differenzen aber hat man

fi@+jo)=e+0 8 =a+1o(eio g 10)

setzt,

foa

fi@+io)y=e+i%.y =f' (@+40) u
fo (@)

=(e“+‘1“'——e“"i"’) (eim_e—{w)

=¢e® (e‘l"’—-e"i"’)’

oder iibersichtlicher, wenn man

etio __eg—to—y

=f11a.“s

fi@+4o)=e*+1%. 48 =i (g + j0) - ud

()

=e“ . u’
=e* ., ut
u. 8. W.

=f"a-.ut

wie sich aus dem beliebig fortzusetzenden Schema

Arg. Function. 1. Diff. II. Diff. II1. Diff. 1V. Diff.
a—am e —w B— 0,y €% @ ytieee
ep—to.y =10 43
a Cal e . u? e . ut
stio g, estiowys
a+ow | et @Btro, 42 s toye.,....

unmittelbar ergiebt. Substituirt man diese Werthe in die obigen
Gleichungen fiir o f' (@ + } »), ®®f" (@) u. 8. w. hinein, und hebt auf
beiden Seiten die gleichen Factoren i LA hinweg, so bleibt
iiberall nur eine Potenz von o auf der linken, und eine Reihe
nach Potenzen von % auf der rechten Seite fibrig. Entwickelt
man deshalb aus der Gleichung

erio_og—jo_y

den Werth von @ nach einer Reihe, die nach Potenzen von # fort-
geht, so wird diese Reihe und ihre Potenzen die numerischen
Coefficienten in den obigen Entwickelungen geben miissen.

Zu diesem Zwecke hat man zuerst ams
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etio__pg—io_y

€+iw—+‘gu+vw

0= _—Ju+ V(I +1ud)
folglich

etio gm0 2V (1 + Fud)

2

TS T =(1+}u?)~#

Es ist aber auch nach dem Werthe von e*1®
g do _ _d+iu+uyt
du su+ VY@ +fu?)

dw _
oder Fu = A+ 3

folglich

o={1+}u) " ddu
ohne weitere Hinzufiigung einer Constante, weil fir =0 auch
@ =0 wird. In den beiden Reihen

1.3 ut 1.3.5 ut
an—3 w199 W
A+4ud)y t=1—F§ —— 22 + 54 o 546 9 T

und

3 . 5
o=+ tdu=u—}-%. gz + ;i % ;‘ ot

und den Potenzen dieser letzteren wird also das Gesetz der obigen
Zahlen-Coefficienten in dem Ausdrucke der Differential-Quotienten
durch die Differenzen enthalten sein. In der That ist:

0 =% — gy U + gioud — p gzt ...
0f =u? — frut + Jout — gigub...
wd=ud— 1 w4 (3fu...

ot =ut— } ub + gI5ub...

o =ud—pul..

08 =y8— 1 48,..
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Fiigt man auf der linken Seite die Differential-Quotienten je nach
den Potenzen von o, bei den geraden bezogen auf das Argument a,
bei den ungeraden bezogen auf das Argument @ + o, hinzu, und
vertauscht auf der rechten die Potenzen von % mit den Differenzen
derselben Ordnung, ebenfalls bei den ungeraden fiir das Argument
a+4o, bei den geraden fiir das Argument @, so hat man die
obigen Werthe, die man hiernach beliebig fortsetzen kann.

®.)

Die Ausdriicke der Differential-Quotienten durch die Diffe-
renzen in (8), kann man in die erste Integralformel in (7) sogleich
substituiren, weil in derselben dann die Werthe der Differenzen
fol@a+jw), fo'(@+tw), f7 (@+ o), f5(), £ (@), 5 (a), vorkommen,
die unmittelbar bei der Bildung der Differenzen vorliegen. Fiir
die zweite Integralformel in (7) ist noch eine kleine Umformung
nothig. Hier werden /' (a), ' (@), f~ (@), durch Differenzen aus-
gedriickt werden miissen, die folglich auch die Form haben werden
fo(a), fo (@), fy (a), aber bei der Bildung der Differenzen aus den
gegebenen Functionen nicht unmittelbar vorliegen, sondern erst
durch Interpolation hergeleitet werden miifsten. Man wiirde z. B.
den Werth von f,(¢) aus den beiden Werthen f,(¢—4w) und
fo(@+ } o), die wirklich vorliegen, und ihren Differenzen, durch
Interpolation zu suchen haben. Allein man kann auf leichterem
Wege die nothigen Reiben- Entwickelungen finden. Betrachtet
man die Exponential-Function, so wird in ihr

fo@=e - u
wenn man es aus der Bildung der Functionen f (¢ — 4 w), f(a + }w),
f (a + 3 w) ableitete.
Dagegen wird hier
fi(@+}o)=ertioy
fo(a—}to)=e"1%y
folglich wird
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2
etio o~ lo’

fo@=%1(f.@+10)+1(@— tw)

oder nach der oben eingefithrten Bezeichnung

2

etioy o—io

fo@=r;@ -

Da nun ganz dasselbe auch bei

-2
e+§w +e—§w

fo@=f@ -

2
e+§w+e—1m

fl@=r]@

stattfindet, so wird in den Reihen von %, nach welchen « und
seine Potenzen entwickelt sind (und also auch in den Ausdriicken,
wodurch die Differential-Quotienten aus den Differenzen hervor-
gehen), durch eine einfache Multiplication mit der Reihe, welche

den Werth von 2 nach Potenzen von « giebt, oder
etio 4 g~{o

nach dem obigen durch

2

i ete — A

der vollstindige Ausdruck der Differential-Quotienten gegeben
sein. Nur wird man hier die Potenzen von %, mit dem arith-
metischen Mittel von derselben Ordnung und mit demselben
Argumente bezeichnet, vertauschen, wobei die Differenzen von un-
gerader Ordnung ganze Argumente, die von gerader Ordnung ge-
brochene oder halbe Intervalle enthalten.

Nimmt man deshalb die Reihe

1.3 ut 1.3.5 wu

— u?
(1+.}u2) *=1——&—2—2+—2.—4~- 7——2-T6—'7‘+ ........

und multiplicirt sie mit den verschiedenen Potenzen von », so wird:
Encke’s Abhandl. L 6
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2
W — =y —ud  fub — y1zu’....
e"‘*"’+e“i‘° % 515 T30
2
2 — 22 4 0 2,6
0 — = —Put+ ub ...
T Povt + 2o
@3 . ———2———=u3——%u5+ ot ...
etio 4 o—to
2
wt =t — Jrub...
etie o~ do 7
2
W =S — LU ..

etio g o—io

und durch Einfithrung der arithmetischen Mittel wird

o f @  =f@O=1]@+ )@ rief{ (@

@ " (@+}o) =1 @+ 30) — f4fT @+ o) + F /T (@ + 19)-...
W@ =} @— ] @+ rhof]" @

' 7 @+ §0) =] @+ §o) — 5 [T @+ f0)..

w® v (@) = fg (@) — %f;“ (@)....

Dieses sind die Ausdriicke, die in die zweite Integralformel
eingefiihrt werden miissen, um die Correctionen durch die Diffe-
renzen auszudriicken.

(10.)

Endlich, da hier nun Differenzen mit ihren Bezeichnungen
eingefithrt sind, wird es zweckméfsig sein, auch die summirten
Funktionen statt der bisherigen = zu setzen. Es wird

"3 f(@+ma) =@+ )+ f(@+20)....+ @+ nw)

='fol@a+®n+1) 0)—'f (a+jo)

und auf &hnliche Weise wie bei den Differenzen arithmetische
Mittel vorkommen in der zweiten Formel, wird es auch bei den
Summen der Fall sein. Es ist ndmlich
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"3 f (@ +mo)— § (f(a + nw) — £(@)

=1f(@)+f(a+ )+ f(a+20)+f(a+3w0)+...+f(a+(1n—1) w)+ f(@a+nw)

=}'f@+io)—%'fo(@a—Lw)+'fo(@a+(nm—)w)—"fi(a+ )
+3'fh@+m+PHo)—1'foe+n—Do)

=3(fo (a+ @+ Po)+'fi(a+n—DHw)—;(fo(a+30)+'fo(a—Lw))

=1} (a+n0)—'f, (@)

Substituirt man jetzt die Differenzen statt der Differential-Quo-
tienten, so wird nach gehoriger Reduction

a+m+o
I f(x)dx-_-m} 'fo @+ (n+ D) — fo @+ o)

a+to
+ 7% {fo (a+ (0 + Do) —fo (@ + f)}
— st {fo (@ + (0 + Do) — 5 (@ + o)}
+ varsss {fS @+ (n+ Pw)—f3 (e + o)} ete.

und
a+now

[f@da=a'f, @) — f, @

— {fi (a +nw)— f’i (a)}

+ 2o {f} (@ + na)—f} @)

— shto {f] @+na)— ] (@) ete. f

Bei dem letzten Integrale thut man gut, die erste Zeile anf der
rechten Seite

'fy (@ +nw)—f, (@)
80 zu schreiben

fy@+ne)—'fola+10)+1f(@)
weil in dem arithmetischen Mittel ‘f§(a) bereits ein Theil des In-

tegrals enthalten ist, und die summirte Funktion doch mit einem
‘fo (@ + % ) beginnen mufs, eine Grofse, die ganz an sich willkiir-

lich ist, da sie im Integrale wieder abgezogen wird.
6#
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Die letzten Glieder in beiden Ausdriicken, die zu den Argu-
menten @+ 3@ und a gehoren, bilden, wenn man das Integral be-
liebig fortsetzen will, die Constante des Anfangs. Man kann des-
halb die Formeln auch so schreiben, dafs man fiir die erste sum-
mirte Funktion an die Stelle von 'f, (@ + o) setzt

01} ={—difo@+30)+ 515 o (@+10)— 5o [ (@+ o)}
und damit die summirte Reihe bildet. Es wird dann ganz voll-
stindig

a+(n+ ]

ff(x)dx—w{ fo(@+(n+§)w) + 45 fo (@ + 0+ §)w)
—xtkofo @+ (n+ }w)
dfso [3 (a+(n+ Ho)}
Fiir die zweite Formel setzt man an die Stelle von ‘f, (¢ + 4 w)

Co={+%f(@)+ rz f}' (@) — s fi (@) + 53340 fi (@)...}

und erhilt dann, wenn man damit die saummirte Reihe bildet,
ebenfalls vollsténdig

at+nw

Jf@dz=olf, (@+no)—{;f; (a+na)
+ 5% f';(a + nw)
—soamo ) (@ +no)... }
z

Es wird dann das bestimmte Integral a + o bis e+ (n+})w
und @ bis (@ +nw) vollstindig gefunden, wenn man an die Zahlen
der summirten Funktion, die zu dem End-Argumente gehoren, nur
die angegebenen drei Correctionen anbringt und nihert sich in
dieser Form der Entwickelung des allgemeinen Integrals.

(11.)

Am einfachsten lassen sich beide Ausdriicke so in Worten
fassen. Es sei, um die kleinen Briiche zu vermeiden,
=4, B=—3tto 7 =+ 5e58s0 ete.

und man habe fiir die zu integrirende Funktion f(x) die Reihen-
folge von Werthen
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f(a), f(a + w), f(a + 2m)....
beliebig weit berechnet, so wird das Integral allgemein werden:

[fa)dz=aff, @+no)+af} (@ -+ na)
+Bf% (e +no)
+rfi@+nw)+..}
+ Const.

wo die Constante so bestimmt wird, dafs fiir das Argument, fir
welches das Integral Null werden soll, es sei dieses das Argu-
ment (¢+n'w), die vorangehenden Ausdriicke mit negativem
Zeichen hinzugesetzt werden, also

Const. = — o {'fy (@ +n'o) + af, (4 +n'w)
+ B (@ +n'w)
+7f3 (@ +n'o).....}

Dieser allgemeine Ausdruck wird in der Rechnung am ein-
fachsten, wenn, wie in der ersten Integrationsformel von (10), die
‘Zahlen 7 und 7' von der Form (¢ +3) und (¢' + %) werden, weil
dann unmittelbar die ans der Reihe f(a), f(a + ) u. 8. w. sich er-
gebende summirte Funktion ‘f (@ + (i + %) @), und Differenzen
fol@a+(G+1w), fo(a+(G+dow), fJ(a+(E+3)w), ohne weitere
Aenderung angewandt werden konnen, und eben so bei 7. Ist
aber 7 von einer andern Form, so miissen diese Funktionen von
'for Fos oy fo etc. aus den wirklich dastehenden Zahlen so inter-
polirt werden, als ob sie reine Funktionen der Argumente
a+(t+4)o bei allen wiren.

Ein Beispiel dieser Art giebt die zweite Integrationsformel,
wo n von der Form ¢ ist, und ' von der Form #. Die hier noth-
wendige Interpolation in die Mitte hinein ist bei ihr ausgefiihrt,
und da hier die arithmetischen Mittel der Funktionen von
a+(i+%) o, und a4+ (¢ —4)o vorkommen, so sind diese eingefiihrt
und die Reihe

1—5 u?+ 55 ut — ghoig ub ...
ist entstanden aus dem Producte von
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1+ au?®+ But + yus ...
mit der bei der Interpolation in die Mitte hinein geltenden Reihe
A +3d) =1 — 3w+ Fgut — Fred ...

Zur Bequemlichkeit der Rechnung kann man hier noch hinzu-
fiigen, dafs man am besten thut, nicht

f(a’)v f(a' + "’)’ f((l -+ 2"’), ete.

anzusetzen, sondern
o f(a), o f(a + ), o f(a+2w) ete.

Da dieser Faktor » sowohl in die Differenzen als in die sum-
mirten Funktionen, die man ans o f(a), @ f(a + o), o f(a + 2mw)
bildet, von selbst iibergeht, so fillt er in diesem Falle aus der
rechten Seite vollig weg. ‘

Endlich kann man noch bemerken, dafs, wenn man das Bei-
spiel der Exponentialgriofse ¢ auch bei der Integrationsformel ver-
folgt, die summirte Funktion

'@t o) =ertio -
wird und da fezdz fiir = (a + o) wiederum e**}?igst, die obige
Integralformel die Gleichung geben wird

1 .
1=w-{7+au+ﬂu3+ru°"..}

woraus folgt

%-=1+¢;m,2 + But + yub ...
oder
% U u
o (do - ut 1.3 ud
f_cmdu u_i.§2—2+ﬂ-%g .....
das heifst

1

1+ ou?+But+ yub....=
142 T h 5 o8
1—gsu?+ gl — i u

so dafs die Werthe «, 8, y etc., wenn man sie fortsetzen wollte,
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aus dem reciproken Werthe der Reihe entstehen wiirden, die bei
dem ersten Differential- Quotienten f'(a + 4w) stattfindet, wie es
auch bei dem Integrale in der Natur der Sache liegt.

(12.)

Vermittelst dieses allgemeinen Ausdrucks der Integration fiir
jede Form des Argumentes, néthigenfalls mit Zuziehung der In-
terpolation, werden sich die zweiten, dritten und folgenden Inte-
grationen ohne alle Miithe ausfiihren und ableiten lassen. Bei der
Bildung der verschiedenen Constanten findet immer dasselbe Prin-
cip statt, die allgemeinen Integrationsformeln so zu benutzen, dafs
man die Werthe der Constanten mit ihrer Zuziehung richtig er-
hélt. Diese Werthe sind an der gehorigen Stelle in den sum-
mirten Reihen so anzusetzen und zu der Bildung der summirten
Reihen zu benutzen, dafs spiter auf die Anfangsgrenze nicht mehr
Riicksicht zu nehmen ist, sondern an alle Werthe der dadurch
gebildeten summirten Reihen nur die Correctionen der Endgrenze
anzubringen sind. Die Bequemlichkeit der Rechnung wird dabei
allein noch einige Betrachtungen nothig machen.

Werde zuerst das zweite Integral gesucht, so giebt die all-
gemeine Formel fiir das erste Integral

ff(x)dx=w{‘f0 @+ nw)+af,(e+ nw)
+Bf (@ + nw)
+7f% (@ + nw)..... }
die verschiedenen Theile des zweiten Integrals, je nach den
Theilen, aus denen das erste besteht. Setzt man zuerst statt
fla+nw) ... 'fo (@ +nw)

80 hat man fiir den ersten Theil des zweiten Integrals den Ausdruck
fdz {flx)dx=
o {'fo (a + nw) + af(a +nw) +Bf; (@ +nw) +r [ (@ + no)
weil bei den beiderseitigen hohern arithmetischen Reihen die Dif-

ferenzreihen nur vorriicken. Eben so werden die folgenden Theile,
wenn man fiir
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f(a +nw) nach und nach f, (¢ + nw)
» » =» [o@+nw)
s » » [ba(@+ne)
setzt, respective

o*{af(a+nw)+ ol fi(a+nw)+afff (a+nw) e}

w?{ B fola+nw)+affy (a+nw)....}
w?{ rfo (@+no)...}
Zusammen wird also
?—;l'; [ f(@)dz=w? {”f0 (@+nw)+2af(a+nw)

+ (@2 +28) fo (a +no)
+2(ef+7)f5 (@a+no)..}

oder die Zahlenreihe der wirklichen Integrations - Coefficienten
wird die Form geben

at+nw
faz ff@)dz = o?{"fy (a + nw) + {5 f(a+nw)
— 315 fo (@+nw)
+ gouso fo (@ +nw) ...}
bei denen, wenn man
o = i‘iy ﬁl=_ﬁs Nn=-+ o4‘so

setzt, die Reihe

w \2
l+a1u’+ﬂ1u4+nu4+...=(7)

pach dem oben am Ende von (11) angefiihrten Werthe. Un-
mittelbar kann sie angewandt werden fiir
ne=1ia

weil in den geraden summirten Reihen und Differenzen die Werthe
“fol@a+iw), fla+iw), fo(a+iw), fo'(a+imw) ohne weitere vor-
zunehmende Aenderung vorkommen.

Ist aber nw von der Form (i + §)®, so miissen diese Reihen
80 in die Mitte hinein interpolirt werden, als wiren sie reine
Funktionen von (@ +iw). Multiplicirt man also
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und fiihrt statt der wirklichen Differenzen die arithmetischen
Mittel ein, so erh¥lt man

a+ i+

fdz ff(x)dx—-m”{“f @+G+3w) — nf’} @+ G+ Do)
+ T%;Uf;(a"‘(i"‘v})w)
— s ] @+ (i + D) ...}

Es wird bei der Rechnung bequemer sein, bei einer solchen
zweiten Integration nicht f(a), f (e + ) u. s. w. anzusetzen, sondern
®? f(a), ©®f(a+ ®) etc. Man erhilt dann allerdings das erste
Integral, verbunden mit dem Factor ®, und mufs, wenn man es
gebrauchen will, mit diesem Factor erst dividiren. In der Regel
aber wird man grofsere und bequemere Zahlenwerthe erhalten.

(13.)
‘Wendet man dasselbe Verfahren auf die |dritte Integration an,
80 wird man erhalten

a+now

Jdzx fdz [ f(@)dz=w¥{"f (a + nw) + }'f, (@ + nw)
+ o0 fo (@ + nw)
+ 5otsso /o (@ + nw) e}

Setzt man hier
og=3%  Pa=—1drm V2= 5i%¥s0

80 entspnngt die Reihe aus diesen Coefficienten aus (—) ; oder
es ist
8
1+a2u2+ﬂ2u4+r2u°+...=_(%) .
Unmittelbar ist diese Form anzuwenden, wenn » von der Form
ist ¢+ J, wegen der ungeraden Ordnungszahl der summirten Reihen
und Differenzen. Fiir die Form
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n=1
wird man die letzte Reihe

1+eayu?+ By ut + yyu® + ... multipliciren mit (1+ }u?™¥,
und statt der Differenzen arithmetische Mittel einfithren miissen.
Man erhélt dann .

Jazfdaff@)dv=0"f, @+ i)+ 5l fy(a+iv)

- n’zlmf;‘ (@+iw)... }

Das Glied mit ‘f\} (a +iw) hat hier den Coefficienten Null, so
dafs mit verhdltnifsméfsig weit grofserer N#herung als bei den
friitheren Integrationen, die dritte summirte Funktion das dreifache
Integral ausdriickt. "

(14.)

Es mogen jetzt die Werthe der sowohl am Anfange als am
Ende der Integration anzusetzenden Gréfsen, welche nach den
bisher ausgesprochenen Grundsétzen nur bei dem Anfange beson-
ders eine etwas grofsere Miihe der Berechnung verlangen, so fiir
die drei ersten Integrationen fibersichtlich zusammengestellt wer-
den, und zwar fiir beide Formen von # und ', =a und =a+ 3w, dafs
man unmittelbar das jedesmalige Nothige daraus entnehmen kann.

Zuerst hat man nach dem Ausdrucke fiir -3— in einer Reihe,

und ihrer Potenzen bis zur dritten:

[
@ =1+ -211 u2 — 3}%'6 ut 4 ‘5‘376-6756 ub ... }

=1+aul+ But+ yud.....

u?
—_ 2 4
——(b—é—- =1 -+ ﬁgu — '2'}'6 u* + ";'63118"5 u“ e
=14+aqut+ But+ pus...
ud
ws

=1 -+ ‘g‘ u2 — T'OTEU ut -+ -q‘g" ’EU u8 cere
=14+o0ui+ But+ ryud....

Die Werthe «, 8, 7, &, 81, 71, %, B 73 die hierdurch gege-
ben sind, bilden die Zahlenwerthe der Coefficienten, welche bei der
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ersten, zweiten und dritten Integration fiir die wirklich dastehen-
den Differenzen gebraucht werden.

Multiplicirt man diese Reihen mit (1 + }u?)~ 1, so erhilt man

u —
— (1) =1 el Gt — g b
=140 ul+ g ut+ y ul......
w2

A+ pu) T =1 -l e A }
=1+ea,ut+ B; w4y, ub......

%Z— cA+1w) T =1— 0w+ g wt—58k u°.'....}
=1+ea,u+ B, u+ y, us........

Die Werthe o, 8, 7, @), 81, 71, %2, B2, 73, die hierdurch
gegeben sind, und_nothigenfalls fortgesetzt werden konnen, bilden
die Zahlenwerthe, welche bei der ersten, zweiten und dritten In-
tegration bei Anwendung der arithmetischen Mittel gebraucht werden.

Es sei jetzt die Anfangsgrenze fiir alle drei Integrationen so
gegeben, dals fir ='=a die Integrale simmtlich Null werden.
Hat man dann die Reihe der Werthe berechnet

f(a), f(a + w), fla+2)...fla+nw)...
80 bildet man fiir die Anfangsgrenze von der Form:
1) n=4¢=0
bei der ersten Integration die erste summirte Reihe so, dafs
man an die Stelle von ‘f; (@ + 3 w) setzt

(4) 'fo(a"“}"’):Co-‘-‘":f(a)—“lf_é(“)—ﬂlf:;(a)—i" MO

Fiir die zweite Integration, fiigt man mit Beibehaltung der
ersten summirten Reihe, eine zweite sammirte Reihe hinzu, indem
man an die Stelle von “f,(a) setzt:

(B) "o (@) = Co={— e, (@) — By f5 (@) — 1 [T (@) e}

Fiir die dritte Integration bildet man aus der zweiten sum-
mirten Reihe eine dritte summirte Reihe, indem man in derselben
anfingt, mit dem Werthe C;, der an die Stelle von “/fy(a + 4 w)
gesetzt wird, wo
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© “fo(@a+ )= Co={—}a; f(a)+p1 fy(a —}w)
+in{fo(a+4w)+3f; (a—jmw))....}
Wenn dagegen die Anfangsgrenze fiir alle drei Integrationen
80 gegeben ist, dafs fiir x=a + jw die Integrale simmtlich Null
werden, 8o bildet man bei der Form
2) n=tv+1}
die erste summirte Reihe, so dafs man an die Stelle von ‘f(a+ 4 ®)

die Grofse Ci setzt, wo

(D) fo@+iw)=C, ={—afo(@+}0)—Bf;(@+}e)

—7fi@+}0) ...}

Fir die zweite Integration wird unter Beibehaltung der auf

diese Weise gebildeten ersten summirten Reibe fiir den Anfang
an die Stelle von “fy(a) die Grifse Cé‘ gesetzt, wo

(E) “fo @ =Cy ={af @+ w)+B2f; (6+w)+[5(a)
+7@Bf% @+ @)+ 2(7 (@) .....}
Vermittelst der hiemit gebildeten zweiten summirten Reihe,
wird fiir die dritte Integration eine dritte summirte Reihe gebildet,
bei der der Anfang gemacht wird, indem man an die Stelle von
ity (@ + o) die Grofse Ci setzt, wo

(F) “fola+jo)=Cp ={—e'fo(at+iw)—ffo(a+ o)
—73fo @+ }0) ... }

Es stellen sich folglich die Anfinge der drei summirten
Reihen so: wenn die Integrale simmtlich Null sind fiir die An-

fangsgrenze
sner 1) z'=a

Argument.| Funktion. | I. summ. Reihe, II. summ. Reihe.  (III. summ. Reihe.

a f(@) Co

Cy Co
a+ow | fla+ w) Cy+ Cq
C,+f(a+w) Co+Cy +C,q
a+2w | f(a+2w) 20,+C, +fa+wo
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2) fir z'=a+}w
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1II.

Arg. Funktion. | I. summ, Reihe. II. summ. Reihe. summ. Reihe.
e |f(@) Ci
% , %
a+o |f(a+ o) C}+C*
Oy +f(a+w) C,+ 0;+0;}'
a+20|f(a+2m) 2C%+C§+f(a+w)

Der Werth der ganzen bestimmten Integrale hingt dann nur
von der Form der Endgrenze ab, und ist, je nachdem diese von
der Form @ + ¢ oder a + (¢ + })w ist, von einander unterschieden.
Indessen wird der Ausdruck derselben weit einfacher, weil keine
Riicksicht mehr genommen zu werden braucht auf die in den
andern sammirten Reihen anzusetzenden Zahlen, welche sich aus
den ausgefiihrten Summirungen von selbst ergeben. Man hat dann

1) fir die Endgrenze x=a + .

2) fiir die Endgrenze x=0a+ (¢ + })o.

Sf@dz=0 {'fy (@ + (C+ ) o) +eafy (@+(G+}) o)
+ 815 (a+@+Do)+ [ (a+(G+4 o) +....
faz (fx)dr=0w?{ ”f* @+ (¢t + 4) o) + a,’f} @+ (E+3) w)
+8, f;‘ @+@+3)@) +riff(@+@+ Do) +....
fdzfdz(f(@)dz=a?{"'f, (@ + (i + §) ®) + &' (@ + (i + }) )
+ Bofo(a + (G + 4) @) + 75f5'(@ + (i + o) +.....

ff(x)dx=w{‘f1,: (@ + i)+ o fi (@ +iw) +ﬂ'f'." (@ +iw)
+ 7 f, (a+m) .....

fdxff(a})dx—mﬁ{ufo @+i0)+ o f(@+io)+ 8 fq (@ +zw)> .

+nfo(@+io)..

dx [dn (@) dwm ¥ "'f, (@ -+ i)+ @}'f, (a+ i)+ B (4-+ia)
Fdaftaffeis—oyf, % *

+7; fi’(a + @),
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(15.)

Setzt man in diesen letzten Ausdriicken ¢ =0, so wird man

die Werthe der oben angegebenen Constanten erhalten fiir

1) x'=a
hat man aus dem ersten Systeme
{'f} @+ @+ f} @+7 f] @) }=0
oder weil
(4) 'f, @ ="fole+}10)— 3 @=C—4f (@
den Werth von C, wie oben.
Eben so wird fir C, die Gleichung
(B) {"fo@+e f(@+B fo@)+r [T@)...}=0
oder weil “f, (a) =Cy, den Werth von C, geben.
Endlich fiir C; hat man bei dem dritten Integrale
{1y @)+ @3y @)+ B3y (@) + 13} (@) o} =0
oder weil
‘“f% (@) =""f, (@ + $ @) — }"f, (a)
und Cg="'f4 (a + 4w); Co="fo(a)

(Ci—4Co+ oy 'fy @) +Bi [ @+ 731} @ o} =
Da nun aber
@,=0, f83=—4, und Y.=—2n
ist, so wird, wenn man die fritheren Werthe substituirt
—1GC, =+jef@ +ihfo(@ +info@)
+ ey lf% (@) = 0
+8; [} @)= —b 1, @
+73 £y @)= —27 1} @

Dabei ist

0

.....
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fo @ =Ffo(a+j0)—f,(a—}w)
f; @ =415 @+ o) + §f; (a—fo)
fy@=f; @+30)—fy (a—tw)
fy @) =4fg' @+ 40)+3fs' (a— o)
und die Gleichung wird
©) Co+{4 o f(@)— B, fo (a—}w)
—1n{fs@+10)+3f5@a—}a)}=0
und giebt damit den obigen Werth von Cj.
Aus dem zweiten Systeme hat man fiir
2) r=a+jw
(D) 0’}+{af(',(a+,}m)+ﬂf’(‘;(a+}w)+rf3’(a+,}w)...}=0

weil
C,} ='fo(a+ }w)

Bei der zweiten Integration wird
“f, @+3w)=C}+3C;
=C’;—iaf&(a+}W)—iﬂf'3(0+}w)—*}rfov(a+iw)
und damit soll die Gleichung stattfinden
C,—tefo@+i0)— 1B o+ 30)— 37 fi(a+}w)...
+a;f§(a+1}¢n)+ﬂ{ fé‘(a+,}w)+y{ o (a+ $).... =0
Es ist hier aber
ay=—a, f,=—238  yi=—Dbr.u.
und

fola+40) =f(a+w)—f@)
fya+3w) =} f(a+w)+ 1@

so wie die analogen Werthe bei /, und f§. Setzt man diese
Werthe zusammen, so wird

(B) Cy—af(a+w)—B2f,(a+0)+1; @) —r{3(F @+a)+2fF (@)=0

wie es der oben gegebene Werth verlangt.
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Endlich findet wegen Ci=‘“fo(a+’}w) fir die dritte Inte-
gration die Gleichung statt

C,i;'f'“s'fo(a"' o)+ B3 fo(@a+30)+rafo(a+ jw)=0

oder wegen ‘fy(a + )= C*
F) C,;‘*‘%C%'Fﬂafé(a‘*"}“’)"'hf'o"(a"'*}"’)=0

wie es die obige Angabe verlangt.

Fir den Anfang der verschiedenen Integrationen wird man
die zu berechnenden Funktionen immer so wihlen konnen, dafs
bei berechneten f(a), f(a + w) etc. der Anfang entweder auf
' =a, oder =a + J fillt und reicht dann mit diesen Formeln aus.

Fiir die Endgrenze ist es mir am bequemsten vorgekommen,
einige Werthe der Integrale fiir
a+(G—1o, a+(G—§)o, a+iw, a+ G+ o, a+ G+ 1w

nach den hier gegebenen Ausdriicken zu berechnen und aus ihnen
den Werth des Integrals flir andere Grenzen, die nicht auf a + i@
und @ + (i + ) o fallen, strenge zu interpoliren. Man kann &hn-
lich auch bei dem Anfange verfahren, nur wird man bei den
hoheren Integrationen, auf den richtigen Beginn der simmtlichen
vorangehenden summirten Reihen zu sehen haben.

(16.)
Als Beispiel kann noch die Annahme
f(x) = x4, a=1, w=1,
behandelt werden. Es wird damit fiir
1) z'=1
ff@)da= } 25—}
fdz (f(a)de =5 2*— § o+ }
fd=z fdz (f(r)de=zl52"— s a® +{o— 14
und fiir
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2 z'=15
[f@da= § 25—

160
fazf f(x)da =45 2*— 3« + 33}

fdz (dz [ f(x)da =515 2" — 3] 2 + 3] o — 48]
Zu dem Anfange der Reihen bei der mechanigcheﬁ Quadratur
bedarf man der Differenzen der ersten Werthe von f(a), f(a +w)u.s.w.

Diese sind

Arg. \Funkt fo | fo | fo | S | f3

a—w | O 0 2 24
1 12 0

a 1 1 14 24
15 36 0

a+w | 2 16 50 24

Soll nun zuerst die Anfangsgrenze
1) /=1
sein, 80 wird nach den in (14) gegebenen Werthen
=1}f(a)+—Lfi (@) — 755 f'i'(a)+ S 1 (@)
C 72 (@) + 515 f6 (@) — 55550 /6 (@)
——*f(a) 7ho Fo (@ — 30) + 733455 (F(@ +40)+3f ¢ (a—F w)
und da hier

f@=1 fi@=14 fila—}a)=1
fi@=8 fS@=2 [fia—}e)=12

fy@=24 fo(a+}a)=36
f}@=
80 wird
Co = + 0,8000
C, =—0,0373
Co =—0,0274

und die summirten Reihen bilden sich so:
Encke’s Abhandl. I.
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g | fa | ‘fla+iw) “f@y 1 (e + o)
a 1 | 1 i — 0,087
! + 0800 — 0027
a+w 2 | 16 .+ 0,763
I + 16,800 + 0,736
a+2w 3 | 81 + 17,563
| + 97,800 + 18,299
a+3w 4 . 256 + 115,363
; + 353,800 + 133,662
a+4o b | 625 + 469,163
| + 978,800 + 602,825
a+dw 6 1296 + 1447,963
etc. | ete.
Wird
2) =15
angenommen, 8o sind die Werthe zu nehmen:
C%= 21 fo@+40) + 51t fo (@ + 3 0) — 58550 [0 (@ + § )

Cy =71/ (0+0)— g5 (2 (@ +0) + (@) + 557550 3fF (@+w) +2fTa)

C"I‘= §'fo(@+ §0) + 3555 fo (@ + 30) — 3¢50 [o (@ + $ )
Da nun hier
fol@a+fw)=15 f (@a+w) =16
fo(a+ jw)=36 fo(@ =14
fi(@+ jw)=0 fo (@ + w) =50 i
(a) =24
fola+w) =

und wenn man den Werth von (J",I an die Stelle von ‘fy(a + jw)
setzt

C’§= T fo@+ 40) — s fo (@ + fo)
so werden die Werthe ‘
C,=-—0,0188
z
Cji =+ 0,3757

Cy =+0,1025
T
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und die summirten Reihen bilden sich fiir den Anfangswerth
=15 so:

Arg. | f(@) | 'foa+}w) “fo(@) “fola+ tw)
a 1 1 + 0,376
— 0,019 + 0,103
a+w 2 16 — 0,143
+ 15481 — 0,040
a+2w 3 81 + 15,338
+ 96,481 + 15,298
a+ 3w 4 256 + 111,819
+ 353,481 + 127,117
a+4o b 625 + 465,300
+ 978,481 + 592,417
a+Hw 6 1296 + 1443,781
ete. ete.

Aus beiden Tabellen werden sich die richtigen Werthe nach
den Formeln I und IT in (14) ergeben, die nach der Substitution
der Zahlen werden:

fiir
1) z=a+i0

»ff(x)dx=w {‘f* (@ +tw) — v f{'r (@ +iw) + %a%f‘} (@ + tw)
— §0480 f%v(a+z'w)

fd:c J’f(x)dx=¢,,2{ufo (@+i0) + & f(@ +i0) — 5} fo (@ +iw)

+ goaso /o (@ +iw)
Jdzfdz [ f(@)dz=0d{"f, (@+iol+siof| (@Hio)—sHn ] (@+ie)...)

und fiir
2) r=a+(G@+ o

ff@dz=w{f, (@ + (i + 1) ©) + g5 fo (@ + (i + })w)
—ste0f 0@+ (i+3) o)+ 5856 (@ + ¢+ w)
jdwff(x)dx=w“’{“f}(a + (¢ +4)w) — 44 fy(a+ (i + })w)
+7130 ,‘;’(a+(i+vlr>fw)—ﬁfn—ef;’(w(iﬂ)w)

fdzfdz (f@dz=wb{""f, (a + (i + §)©) — § 'fo (@ + (i + §) )
+ g0 fo (a+ i+ 1) w)— 555 [0 (a+i+ ) w)

7‘



Ueber die
Cotes’ischen Integrations-Faktoren.”)

Die Methode der mechanischen Quadratur, wie sie in dem
Jahrbuche fiir 1862%*) aus dem Taylor'schen Lehrsatze, oder
frither aus der Lehre von der Interpolation abgeleitet wurde, ist
fiir die Stérungs-Rechnungen, bei denen die Resultate fiir eine
lingere Zeit hintereinander gefordert werden, und in denen stets
neue fiir die folgenden Zeiten geltende Werthe sich an das frithere
anschliefsen sollen, unstreitig die bequemste und vortheilhafteste.
Indessen wird bei andern Aufgaben, wie z. B. in der Meteorologie,
die Integration nicht immer in fortlaufendem Zusammenhange ver-
langt, sondern auf bestimmte Zeitabschnitte beschriénkt, so dafs
nicht wie bei den Storungen die Anfangsgrenze allein fest ge-
geben ist und die Endgrenze immer weiter und weiter hinausge-
riickt wird, sondern beide Grenzen zunidchst ganz bestimmt sind.

*) Anmerkung. Die hier von Encke nach Gaufs vorgetragene
Newton-Cotes'ische Integrationsmethode hat in Heine's Handbuch der Kugel-
funktionen Band II eine sehr eingehende und weiterfilhrende Darstellung ge-
funden. Siehe auch den Aufsatz des Herrn Christoffel im 55. Bande des
Journals f. Mathematik.

**) Diese Ausgabe Band I pag. 61.
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Bei fortgesetzten Untersuchungen kann dann allerdings die erste
Endgrenze als nene Anfangsgrenze bei einem folgenden Integrale
angesetzt, und so ein Ganzes fiir lingere Zeitintervalle gebildet
werden, zundchst aber werden doch nur bestimmte Abschnitte in
das Auge gefafst. In solchen Fillen ist es weit bequemer, die
unmittelbar berechneten Differential-Quotienten zum Grunde zu
legen und nicht die Differenzen derselben zu Hiilfe zu rufen. Dieses
fihrt auf die sogenannten Cotes’ischen Integrations-Coefficienten.

Newton hat (wie Jacobi in Crelle Journ. I p. 302 be-
merkt) in den Principiis eine Methode angegeben, wie man durch
eine Anzahl gegebener Punkte eine parabolische Curye legemss. .
konne. Diese Aufgabe erscheint analytisch als Integratl;ions-Pro-
blem, aus mehreren Gliedern einer Reihe das airéemeine zu fin-
den. Newton hat hiervon eine Anwendung auf die Quadraturen
gemacht, und hat ferner von jenem Integrations-Problem und seiner
Anwendung auf die Quadraturen in einer kleinen Schrift gehandelt,
welche Methodus differentialis betitelt ist, und zuerst der Amster-
damer Ausgabe seiner Principia vom Jahre 1723 nebst andern
Abhandlungen angehiingt gefunden wird. Hier r#th er unter an-
derm, zum Behuf der leichteren Berechnung der Integrale, fiir
jede Zahl der berechneten Ordinaten, deren Intervalle er gleich
grofs annimmt, Tafeln anzufertigen, von denen er auch selbst einen
Anfang giebt, und die hernach Roger Cotes in seiner Harmonia
mensurarum fortgesetzt hat.

In den Gottinger Commentarien (Comment. Gotting. Recentiores
Vol. II1. Class. mathem. p. 39sqq.) zeigt aber Gaufls, dals man
darch schickliche Wahl der Abscissen, fiir welche die Ordinaten
berechnet werden, den Grad der Niaherung auf das Doppelte
treiben kann; und da diese Bestimmung unabhéngig von der Natur
der zu quadrirenden Curven geschieht, so ist es moglich, auch
nach der so vervollkommneten Methode Tafeln zu verfertigen, von
denen Gaufs eine Probe gegeben hat. Gaufs gelangt zu seinen
Resultaten anf dem Wege einer schwierigen Induktion, die durch
die sogenannte Kdstner’sche Methode, wenn etwas fiir die Zahl n
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gilt, es auch fiir die Zahl 2+ 1 zu erweisen, zur Allgemeinheit
erhoben werden kann. Ein direkter Beweis war also sehr zu
wiinschen und die grofse Einfachheit und Eleganz der Gaufs-
ischen Resultate liefs einen einfachen Weg vermuthen. Jacobi
in Crelle Journ. I pag. 301 u. folg., fand einen solchen so ein-
fachen, und man mdochte sagen so direkt auns der Natur des Pro-
blems abgeleiteten, dals man ibn unstreitig als den wahren an-
sehen mufs.

Gauls hatte wahrscheinlich grifsere Hoffnungen auf diese Art
der Integration gebaut, als er spiter verwirklicht fand. Er be-
schiiftigte sich zu der Zeit, als ich unter ihm studirte, mit seiner
Abhandlung, von der die einzelnen Bogen mir zur Abschrift mit-
getheilt wurden, die ich noch als ein werthvolles Andenken be-
wahre. Die Berechnung der Pallas-Stérungen, die ebenfalls in
dieser Zeit mit grofsem Eifer von ihm verfolgt wurde, mochte mit
diesen Untersuchungen in enger Verbindung stehen. Spiater hat
er, so viel mir bekannt, keinen Gebrauch davon gemacht, wovon
der Grund nicht schwer nachzuweisen sein diirfte, und iiberhaupt
mochte bei periodischen, grofsere Zeitrdume umfassenden Funktionen
eine Anwendung dieser Methode hochst selten vorkommen. Nur
bei der Berechnung des numerischen Werthes eines einzelnen ganz
bestimmten Integrals, dessen Ermittelung auf anderem Wege allzu
beschwerlich ist, wird man eine zweckmi(sige Anwendang machen
konnen, wie Gaufs es bei seiner Abhandlung in Bezug aui das

Integral
dx

lgx

von z= 100000 bis == 200000 als Beispiel ausgefiihrt hat.

_Die schwierige Induktion, durch welche Gauls zu seinem Re-
sultate gelangt, zeigt sich anch in dem ersten Theile, worin er
die rein Cotes’ischen Ausdriicke fiir solche Ordinaten entwickelt,
welche gleichen Intervallen der Abscissen angehoren, und beson-
ders da, wo er die Grenze der Genanigkeit bestimmt, die bei jeder
angenommenen Zahl von Abscissen zu erwarten ist, wobei sich
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das auffallende Resultat ergiebt, dafs, wenngleich mit der ver-
mehrten Anzahl der Ordinaten die Genauigkeit des erhaltenen
Werthes immer zunimmt, doch es allgemein genommen immer vor-
theilhafter ist, fiir die Anzahl der Intervalle zwischen den Abscissen
eine gerade Zahl zu nehmen als eine ungerade. Denn die Ge-
naunigkeit, womit man das Integral erhilt, nimmt nur wenig zu,
wenn man von einer geraden Anzahl der Intervalle zur nichst-
folgenden ungeraden Anzahl iibergeht; der Grad der Anndherung
bleibt derselbe, nur der Coefficient des Irrthums wird verringert;
wihrend bei dem Uebergange von einer ungeraden Anzahl von
Intervallen zur nichstfolgenden geraden, der zu befiirchtende Irr-
thum sogleich um zwei Ordnungen sinkt. Diese Eigenschaft, die
wahrscheinlich bei Gauls der erste Anlafs gewesen ist, durch
eine andere Vertheilung der Intervalle zu versuchen, die Genauig-
keit auf das grofstmoglichste Maafs zu treiben, ist allerdings von
Gaufs, wie sich von selbst bei diesem Meister versteht, strenge
erwiesen, gewahrt aber nicht die Anschaulichkeit, die man bei dem
an sich einfachen Satze wiinschen mochte, sowie auch das Ver-
hiltnifs der einzelnen Coefficienten bei der Entwickelung des
Fehlers nach einer Reihe, welche nach ganzen Potenzen der Va-
riabeln fortgeht, bei Gaufls durch blofse Induktion gefunden und
nachher erst erwiesen, meinem Gefiihle nach etwas fremdartig er-
scheint, was, sowie man den Jacobi’schen strengen Beweis auf
diesen einfachen Fall der gleichen Intervalle anwendet, von selbst
wegfillt. Ich will deshalb hier den Beweis von Jacobi auf die
Ermittelung des Fehlers, den man bei den von Cotes behandelten
gleichen Intervallen im Integrale zu befiirchten hat, anwenden.
Das Integral
fyd=

sei zwischen den Grenzen =0 bis =1 zu finden. Der ana-
lytische Ausdruck der Funktion von x, welche hier als y aufge-
filhrt wird, sei entweder unbekannt, oder der Ausdruck ¥ = f(x) zu
unbequem und verwickelt, um damit die Integration auszufiihren.
Man kenne aber den numerischen Werth von v fiir 2+ 1 Punkte,
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welche in der Regel wenigstens %wischen O und 1 liegen, so
dafs fiir

z=a y={(a)
rT=a y=_[(a)
-'{"=“2 ?{=f(aa)
z=a, y = f(a,)

den numerischen Werthen nach gegeben sind, so wird sich nach
der Interpolationsformel von Liagrange eine Form finden lassen,
welche den einzigen hier bekannten Bedingungen geniigt, dafs
dem Werthe von x =a, der Werth y=7{(a,) entspricht. Diese
Form, in welcher ¥ in eine Reihe nach den ganzen Potenzen von =
entwickelt erscheint, wird wegen der n + 1 Werthe f(a), die Coef-
ficienten der Reihe von z° bis z" strenge finden lassen, so dafs der
Ausdruck von y in dieser Form ganz vollstindig und genau wird,
wenn die Reihenentwickelung von ¥ nur bis zur nte® Potenz von x
geht, oder innerhalb dieser Potenz aufhort.
Bezeichnet man das Produkt

1) (x—a) —a) (x—ay)....(x—ay)
durch ¢ (x), so wird sich die Lagrange’sche Interpolationsformel
auch so ableiten lassen, dafs man den Bruch

@)

9 (2)
in die partiellen Briiche auflist, deren jeder einen der Faktoren
x—a etc. bis * —a, zum Nenner hat. Da nach der Natur der
Aufgabe hier keine gleichen Faktoren vorkommen koénnen, so wird
der Zghler jedes dieser partiellen Briiche nach den Vorschriften
der Differentialrechnung geschrieben werden konnen:

Flam)

9’ (@)
fiir den Nenner z—a,, wenn man unter ¢'(2,) den Werth des
ersten Differential- Coefficienten ¢’ (x) = 013% fiir den Werth x=a,

versteht. Es wird damit der Ausdrack
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f) f(a) f(a) f(a)
@ T Twe—a TF@e—a T T P —a)
und folglich

fl@ o@) fla) 9@ fla) 9@
@ IO e Y@ e—w) @) T T 9l
welches die Lagrange’sche Interpolationsformel ist. Der Zahlen-
coefficient, mit dem jedes f(a,) multiplicirt wird, wenn m eine von
den Zahlen O bis 7 ist, wird fiir den Werth a,, von # nothwendig = 1,
fiir jeden andern Werth aber =0, weil

? (%)

z—a, =@x—a)(@—a)....( —Ap—1) (T —Cpt1)....(®—a,)
und folglich
(;p—_(_a(":):)=(am—a)(am_a'l)----(am_am—l)(am_am+l)----(am_an)

oder = ¢'(a,,) ist, fiir jeden der andern m Werthe aufser a, aber
einen Faktor =0 enthilt.

Aus der Entwickelung der Gleichung (2), wenn man die rechte
Seite unter einen gemeinschaftlichen Nenner bringt, geht aber
hervor, dafs nur dann die Gleichung stremge richtig sein kann,
wenn f(x) eine Funktion von x ist, die in Bezug auf 2 mindestens
um eine Ordnung niedriger ist als ¢ (x). Die Lagrange’sche In-
terpolationsformel wird strenge fiir f(x) nurgelten, wenn f(x) nicht
iiber die »* Ordnung in Bezug auf x steigt, da ¢ (x) bis zur » + 1ten
" geht, eine Beschrinkung, die eben so erhalten wird, wenn man die
Lagrange’sche Interpolationsformel aus der Entwickelung ihrer
einzelnen Glieder nach dem Taylor’schen Lehrsatze herleitet.

Denkt man sich daher f(x) in eine Reihe nach steigenden Po-
tenzen von = entwickelt und geht dabei iiber die n'e Potenz hinaus,
oder nimmt man

@ f@=K+Kz+EKz?. . Ka"+K, 12" + K922 ...

80 wird die Gleichung (2) nur die Glieder bis zu z" geben kionnen
und der volle Ausdruck von ¥ wird erst erhalten, wenn die hheren
Potenzen besonders hinzugefiigt werden. Dividirt man deshalb f(x)
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durch ¢(x), so dals man die ganze rationale Funktion von x, welche

in 5—\((3;—)) enthalten ist, besonders erhiilt, und fiigt den noch iibrig
bleibenden unechten Bruch hinzu, so ist die strenge Form von y
vollstéindig

y=Vo@+U

wo V eine ganze rationale Funktion von « ist, welche aus den in ¥

enthaltenen Gliedern von z"*! an entstanden ist. Der erste Theil

Ve(x) wird in allen den Fillen, in welchen man einen der Werthe
x = a bis zu = a, numerisch substitnirt, mit ¢(x) selbst =0, und
die Lagrange’sche Interpolationsformel giebt, auch wenn die
Entwickelung von ¥y iiber dien'! Potenz hinausgeht, immer nur
den Werth der aus
y=U

allein folgen wiirde. Der Fehler der Lagrange'schen Inter-
polationsformel und iiberhaupt aller Interpolationen, welche wvon
einer nach steigenden ganzen Potenzen der Variabeln geordneten
Form der Entwickelung ausgehen, ist folglich

=Ve(x)

und er tritt in allen den Fillen ein, in welchen ein Werth von x
angewandt wird, der nicht zu den » + 1 Werthen a bis a, gehort.

Einen bequemen analytischen Ausdruck, der zugleich eine
leichte Uebersicht fiir die Schitzung des Fehlers gewihrt, erhiilt

man, wenn man —— in eine Reihe nach fallenden ganzen Potenzen

¢ ()
von z entwickelt. Es sei
. 1 1 q q
(O) ‘};('i)_—‘?_"jl“f‘—xn_i_?'-f-?%_—s--{-....
Bildet man dann das Produkt -7;((—% und nimmt aus demselben

nur die Glieder, welche ganze positive Potenzen von z, die Null
mit eingeschlossen, enthalten, so werden diese die Grofse V geben.
Nach der obigen Form der Entwickelung von f(x)
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fQ)=K+Kx+Ky2®....+ K"+ Ko 12"+t ...
f(z

wird folglich in 9 @)
V=Ky+1+ @+ q) Kn+2
+ @+ 2+ q5) Ku s
+@3+q X+ x+q,) Knta--.-
Der Fehler der Lagrange’schen Interpolationsformel wird des-
halb bei der Entwickelung nach ganzen steigenden Potenzen von x

V(@)= Kps+19(@)
+ @+ q) 9@ Ky +2
+ @+ q x4+ ) 9() Ky 43
+ @+ 2+ G+ ¢;) p@) Knpa+. ...

Bei der Anwendung auf das Integral f‘ ydxz, wenn man die
0

Lagrange’sche Formel als den allgemeinen Ausdruck von ¥ an-
sieht, wird man deshalb den Fehler

fl Vo(x)dx
0
begehen und dieser sich aus den Integralen
f9@ds, fog@ds, [o'9@ dw etc.
o (V] V]

zusammensetzen und berechnen lassen. Diese Betrachtungen
gelten ganz allgemein fiir jede Annahme, welche man bei der An-
ordnung der Werthe @ a, a,. ... fiir # hat eintreten lassen.

Betrachtet man zuerst den Fall, der bei den Cotes’ischen
Formeln stattfindet, dafs die Werthe von o den Anfangswerth und
den Endwerth von O und 1, und aufserdem die in gleichen Inter-
vallen zwischen beiden Grenzen :liegenden Werthe begreifen, oder
dafs

1 2 n—1
a=0,ul=7, a2=7 ..... Ay —1=

, Gy =1

wenn 7 die Anzahl der Intervalle ist, so kann man durch die
Sitze iiber die Summen der Potenzen der Wurzeln einer algebrai-
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schen Gleichung, die Entwickelung von ¢(x) durch die Zahl » auns-
driicken. Es sind nimlich die Werthe von a, die hier angenommen
werden, die Wurzeln der Gleichung ¢ (z)=0. Wire also

X=2"+pa™ 1ppa™2..... =0
80 hat man durch Differentiation
ilgl(_mx"‘“‘ +(m—1)p, ™% 4 (m —2) py 2™ 8.
dx ™ 4+p, ™ pp™2, L.
1 1 1

+ ..
r—a x—a, z—ag

und wenn man die partiellen Briiche in Reihen entwickelt

d:ngX =z l4a 2 2+a2z-8+a%x4.....
+xl4ax2+alcd3+alxt.....
+rltar2+a’rc34+atc.....

ete. ete.

oder wenn man die Summen der Potenzen simmtlicher Wurzeln
je nach dem Grade der Potenz, zu welcher jede Wurzel erhoben
ist, mit S ), (@), [ (3), ete. bezeichnet

X -t [ a2+ f@at+ B ot

Multiplicirt man sowohl die erste Form von d:lng als auch

diese letzte mit X und entwickelt das Produkt in die wirklichen
Reihen nach z, so giebt die Vergleichung der Coefficienten der-
selben Potenz die Gleichungen
m=m

(m—1)py=/Q1) +mp,

(m—2) py =/f(2) +p1./(1) +mp, ete.
oder einfacher

JA)+p; =0

S@) +p1 /(1) +2p, =0

JS3) +p1/(2)+pa/(1)3ps =0 ete.
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Liegen die sémmtlichen Wurzeln in gleichen Intervallen zwi-
schen O und 1, so héngen die j (1), f£(2), £(3) von den Summen
der Potenzen der natiirlichen Zahlen ab, fiir welche man bei den
‘Werthen

o, L, 2 ... n—1 4
n' mn n
die Ausdriicke hat

JO)=34(n+1)

n+1)2n+1)
/@)= =

_ (n+1)

Jd) = (n+1) (2n+31())7f3n2+3n+ 1) etc.

so dafs man erhilt

X=g@)=2""'—}(n+1)2"
m—1)(n+1) (3n+2)x”‘1

+ %4n
_ =2 —1)(n+1)* -
48n
L (=8)(n—2)(n— 1)(n+1) {15m2(n+1)—2 (5 n+4)} I
5760m3
ete.

und durch Umkehrung (p—%x—) ableiten konnte.

Noch einfacher leitet man aber aus —alc— auf dieselbe Weise,

wenn man die oben angenommene Form der Entwickelung von qﬁ
beibehiilt, die Gleichungen ab:

JO=a

JS@)+qi=2q

JB)+ a1 /) + 9 /(1)=3gs
JE)+ 01 /(B)+ 4 /(2) + g3 /(1) = 44, ete.
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woraus man sogleich erhilt

1 1
g@ "t TAOFD oy

+ m+2)m+1)(3n+1) 1

24n xﬂ+3
+(n+3)(n+2)(n+1)’ 1
484n xﬂ+4
+ O+ (n+3)(n+2)(n+1) {15n(n+1p—2(5n+1)} 1
5760m® 5
ete.

Man hat demnach bei » gleichen Intervallen der Abscissen
zwischen O und 1 die Werthe

h=3mn+1)

_ (m+2)m+1)Bn+1)
9= 24n

_ m+3)(n+2)(n+ 1)
q4=(n+4)(n+3)(n+2)(n+1){15n(n+1)’——2(5'n+ 1)

576073
und der Fehler des Werthes, welchen die Cotes’ischen Integra-

tionsformeln geben, wird bei dem Integrale fl ydx, nach dem oben

o

angefiihrten Werthe von Ve (x)
(Bar1+ 01 K+ 0 Kuss.... ) fo(@)do
+{Knrs+ 91 Kpas+ G Knss. ...} fro@) dz
+{Knws+ 1 Knga. ... }jx2¢(m)dx etc.

Bei der symmetrischen Vertheilung der Werthe von =0 bis
=1, fillt es von selbst in die Augen, dafs die Ausdriicke ein-
facher werden, wenn man den Anfangspunkt in die Mitte zwischen
beide Grenzen verlegt. Fiihrt man deshalb als neue Variable die
Grofse w ein, so dafs

) r=w+4%
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so werden die Grenzen fiir w sich verwandeln in —% und + 3%
und das Integral

v d
fydx wird Sy dw

° —1
die Funktion ¢ (x) wird iibergehen in

pw)=(w +§)<w+ 7%?) (w _’_7?,2_—”4). (w—-’%) (w_’_'2ln2>(w_,})

und es wird damit

1) fiir n= einer geraden Zahl
2 2
0 s o). o )

oder eine ungerade Funktion von w, und

2) fiir n = einer ungeraden Zahl

O gw=@—pe—LoL) @ L) - )

4n? 4n?
oder einer geraden Funktion von w.
Filhrt man hier ebenfalls die Summen der Potenzen der na-
tiirlichen Zahlen ein, so erh#lt man

+1_ (m+1)(m+2) .y

¢(W) =wﬂ - 24n*7 - w
(10) L= DE+ D) +2) Grr1?)
576073

Hauptsidchlich kommt indessen hier in Betracht, dafs bei dem In-
tegral nach w, die Grenzen — % und + %, an Grofse einander gleich
und nuar im Zeichen verschieden sind. Es folgt daraus, dafs

. +1
J9 @) dx =fg(;v) dw

jedesmal =0 wird, wenn @(w) eine ungerade Funktion von w ist,
also wenn n eine gerade Zahl, und eben so werden die andern
Integrale

+3 +
S qu)(w) dw, fwt¢(w)dw
- ~1
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in diesem Falle ebenfalls gleich Null, so dafs die Glieder in dem
Ausdrucke des Fehlers des ganzen Integrals, welche von solchen
Ausdriicken abhiingen, ebenfalls gleich Null werden, wihrend die
Integrale

+1 + 3
Jwe(w)dw, fwdep(w)dw ete.
—1 -1

einen endlichen Werth behalten. Der entgegengesetzte Fall tritt
ein, wenn n eine ungerade Zahl, also ¢ (w) eine gerade Funktion

und /‘;-(fv)d w eine ungerade Funktion von w wird. Jedes Integral,
in welchem ¢(w) mit einer geraden Potenz von w, die Null mit ein-
gerechnet, multiplicirt unter dem Integralzeichen vorkommt, wird
fir n gerade = Null und die davon abhéingigen Glieder des Fehlers
der Cotes’ischen Integration verschwinden, wihrend die andern
Glieder bleiben. Dagegen verschwinden bei » ungerade die Inte-
grale, die unter dem Integralzeichen das Produkt einer ungeraden
Potenz von w mit ¢(w) enthalten, und nur die andern Glieder in
dem Ausdrucke des Fehlers der Cotes’ischen Formeln bleiben.

Hierans folgen in Verbindung mit den Werthen von ¢, die
oben angegeben sind, die S#tze, welche Gaufls aus der Induktion
gefunden hat. Er bemerkt némlich, nachdem er das Verzeichnifs
der Cotes’ischen Werthe und der bei ihnen zu befiirchtenden
Fehler gegeben hat, dafs, wenn man den zu befiirchtenden Fehler
durch

kn Ky +kpi1 Kpy1+knia Koga. ..

bezeichnet, iiberall bei » gerade k,+1 = O und aufserdem

kuis= n_—;—i ky+2 gefunden wird, bei n ungerade aber
n+2 .
Fpio = —5— kn+1, und beweist es aus dem Ausdrucke des

Fehlers und der Entwickelung nach einer andern Variabeln, die
mit dem hier eingefiihrten w iibereinkommt.

Am einfachsten erhdlt man diese Sdtze, wenn man den Fehler
der Lagrange’schen Interpolationsformel wegen der Vernach-
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ldssigung der hoheren Potenzen die iiber die n'* hinausgehen, das
oben angefiihrte V¢ (x), auf die Variable «w bringt; der obige Aus-
druck war
Vo@)=Kair19@)
+ (@ +q) Ko +29(@)
+ @2+ q X+ @) K3 9 (2)
etc.

Fihrt man hier statt ¢ () die Funktion ¢ (w) ein, und statt z....w—+},
substitnirt auch die Werthe

_ _  (n+2)(n+1)Bn+1)
6=31(n+1) ¢= 24n

so wird man die Form erhalten

Vg@)=| Ensrt 252 Kyt OEDED TN D g o)

3
+ (Bpsa+ 0 Kp s w g (u0)
+ (Kn+3....) w2 ew).

Der Fehler der Cotes’ischen Integration ist aber
J Vo(x)de
oder nach dem eben gegebenen Ausdrucke von ¢(x) und w
/j I:(p(w) dw
Hieraus ergiebt sich sogleich, dafs

1) fiir n gerade
wo also

+1 +1
Sew)dw=0 Jwiew)dw=0
—1 —3
der Ausdruck des Fehlers ist
+13
=Kz +tm+3)Knss....) fw*sv(w)dw

und Xk, immer gleich Null ist.
Encke's Abhandl. I 8
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2) Fiir # ungerade

+ ¢
werden wegen SJwow)dw=0

die ersten Glieder des Fehlers

+1
{Eas1+3 (1+2) Kora) So(w)dw

Es sind deshalb, ganz wie Gaufls es gefunden und bewiesen
bat, bei der Form des Fehlers

ko1 Kny1+ Kot K?+2+kn+8 Keys....

die ersten zwei Glieder
1) bei n gerade

+14 +1
/w*¢(W)dw-K.+2+1l (n+3) @;‘P(W)dw-lﬁ.ﬂ-- .-

2) bei n ungerade

+13 +3

J3(0)dw- Earr+kn+2) o) dw- Koy
oder im ersten Falle kots=3m+3)k,42
im zweiten kniro=3(m+2)k, 41

Cotes hat den Ausdruck der Integrations-Coefficienten bis
zu n =10 berechnet, und Gaufls in seiner Abhandlung eben so
weit die Coefficienten bei der Entwickelung des Fehlers bis %, 4o
und %, s fir » gerade, und %, und %, 4 fiir » ungerade hinzu-
gefiigt. Durch den obigen Ausdruck von ¢w kann man die Werthe
dieser letzten Coefficienten allgemein als Funktion von # geben
bis zu n=4, da ¢(z) und ¢(w) bis zu w" % entwickelt sind. Die
aligemeine Form wird bei der weiteren Fortsetzung immer weit-
lduftiger, so dafs bei dem geringen Interesse, welches sie hat, eine
weitere Entwickelung unnothig sein wiirde. Denn da
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?(w)=wn+l_ (n""12)4€::+2) wn—l
L =2 1)(7&5-70-6(1))”§n+2)(5n+l2) -t
11 m+2) n+1) 1
ow) 1 24n wh+?
LB+ D+ ) Bn—2) 1
5760n8 w o

so wird fiir » ungerade
+1

_ 1 _ n+1)(n+2) 1
Jowdw 2"+ (0 1 9) 24n? g*—1
—i

L =@+ (n+2) Gn+12) 1

5760 n3 gn—3
und fiir » gerade
i 1 1 n+2) 1
n +

Jrgwaw= m+3) 2" 24n 2"
-4

L=+ )+ Bn+12) 1

5760n3 gn—3

Man erhilt damit fiir

n=1k=—4 k=—}

n=2k=0 k=—ri5 k=—14%

n=3 ky=—xly k=—, i3

n=4 k=0 ky=—qigy M=—qyiyg
fir =25 wird man fiir ¢gw den Ausdruck haben

(w? — Af5) (W? — 183) (W — 1iv)
oder @ (w) = w — 7y w* + 3385 w? — ruvo.
und also fiir /¢ (w) dw den Ausdruck
Sow) dw =3} w' — 5 w° + 34385 WP — g5l w

Fiir die Grenzen — 4 und + 4 werden diese vier Glieder
8.
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1 1 7 1 259 1 9

"7 " 287 100 2¢ 730000 22 40000
von denen die drei ersten in der obigen allgemeinen Form ent-

halten sind, das vierte eine Entwickelung von @(w) bis zn w"~>
erfordert haben wiirde. Die ganze Summe giebt fiir n=>5

kg = — xq%'ss und damit %; = — 5%

In ganz dhnlicher Weise wird man blofs durch wirkliche Ent-
wickelung von ¢ (w) nach den Zahlenwerthen die Fehler-Coefficienten
bis zu 7 =10 ohne allzu grofse Miihe gleich finden kénnen. Alle
ohne Ausnahme haben das Vorzeichen Minus. Die Tafel der
Cotesi’schen Integrations-Faktoren, nebst den dazu gehdrigen
Fehler-Coefficienten, erlanbe ich mir hier nach Gaufs vollstindig
herzusetzen, da sie selten so gefunden wird. Die Berechnung der

Integrations-Faktoren, die mit R, R/, RY,..... R® bezeichnet
werden mogen, so dafs
1)  Jyde=Rf@+Ef(@)+R'f@).... R®f(a),

wird sich, wie es auch bei Gaufs angegeben wird, am einfachsten

machen, wenn man 9@ fiir alle Zahlen O, L, 2 R |
XT— Qp n'’ n

gleich m gesetzt, wirklich durch Multiplikation entwickelt und
numerisch integrirt. Sei

f"’(’”) do =X,

._._am

und der numerische Werth von % fir x=am, der am leich-

m

testen aus dem Produkt
@mn—0) Om— ) (@m— ) e (O — Cp—1) (B — 1) oo . (B — Q)
gefunden wird, oder was dasselbe ist

¢'@m)=Mn

g0 wird R™ = %ﬂ Auch kann der einfacheren Bezeichnung
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wegen immer der Werth der Integrations-Faktoren, die symmetrisch
gleich weit vom Anfang oder Ende liegen, zusammen angegeben
‘werden, da bei den Annahmen fiir die Intervalle nach Cotes immer

sein mufs, was Gaufs durch Einfihrung einer dem w analogen
neuen Variabeln beweist.

Tafel der Cotes’ischen Integrations-Faktoren
und der Fehler-Coefficienten des Integrals nach Gaufs.

n=1
R=R =1}
kp=—1% kg=—1%
n=2
R=R'=1, R=3
ks=0 ki=—15% k=—1
n=3
R=R"=1, R=R'=4}
ky=— 35 ks =— i35
n=4

n=>5
—_ RV — 19 i RIV __ 253 o Pl 25
R=R"=j%, R =R 23 R'=R" =25
—_ 11 1
ko = 323001 k7 = T 18000
n=~6

R=RM™— 131 R = R"= 3811 R = RV = 40

17280°
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n=8
R-'R""=-=5-8§-§-5. RIHRVH:'%, R“-R"=_|—t'?'¥37
RMI-RV:%’ R"=_i*s'55i5
k=0 ky=—rmllwe b=
n=9
R=Rn=§z&§6'69 R‘=Rvm=so 00! R“=R“'=,—§—{3,
RY = RV = %, RY=R"= ‘z‘gssogo
ko =—gsridtose  Fu=— rmrittase

n=10
R=Rx=5|§%°7“51,-,, R'=R"=1’i%’§“§v R“=Rvm='—-,l‘3°§l§1§51,
R“'=R'"=, ‘1 - RW=R"=—,—*.%,3§'§, Rv=“ 21

ku=0 k= —155d550000000 K18 =— 31050840000
‘Wire hiernach das Integral

nd
x.—_f—x—
8

oder der hyperbolische Logarithmus von § zu finden, so wiirde es
anf die Form gebracht werden

- dzx
8+
0
und fir ¥ den Werth y= e geben. Es warerfolglich filr
n=1
f@=%  f@)=4%
X=-L
=0,11805....
n=2
f@)=1, f(@) =& fla) =43
X =35

=0,11778 322. ...
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n=3
f@)=1% f(a)=75% f(a) =55 f(as) =1}
X = At
=0,117718 3119...
_ n=4
f (“) = 1§, f(a) =3 (@) = 1, fas) =%, f(a)=1%.
= x“z” Sentiy
=0,11778 30367 713.... °

Die Entwickelung von f(x) wird

Es wird folglich der Fehler des Integra.ls wegen Kn=(—1)" gn%
firn=1...=— -§T+—i~ o =—0,00026 45
n=2 =-T;6—;g+% ~§- — —0,00000 01758
n=3  ——glo e 000000 00777
11 1 1

— o588 8¢ T 168 §=—0,00000. 00000 998

Diese Fehler stimmen, so weit die Vernachlissigung der
spiteren Glieder es gestattet, vollkommen mit dem wahren Werthe
0,11778 30356 5638 und zeigen auch, wie sehr viel grofser die
erlangte Genaunigkeit ist bei dem Uebergange von einem ungeraden 7
zn dem nichstfolgenden geraden, als bei dem Uebergange von
einem geraden » zu dem n#chstfolgenden ungeraden.

Sind demnach die Werthe der a ihrer Vertheilung nach ge-
geben, wie es bei Cotes der Fall ist, so wird man zuerst aus

ihnen die Funktion ¢(x) bilden miissen, und aus derselben

( )
damit ¥ und endlich den Fehler des Integrals erhalten. Er hat

immer denselben Werth



120 Ueber die Cotes'ischen Integrations-Faktoren.

A =j'V(p(zc)dx

wenn man ihn mit Jacobi durch A bezeichnet. Da er sich aber
zusammensetzt aus den Integralen

Zx ¢(x) dx, c_)/':11:‘B ¢ (x)dx ete. 6/’.1:"' Px)dx
80 kann man auch die Aufgabe umkehren, und vor einer Gleichung
¢x)=0
ausgehen. Hat diese Gleichung lauter reelle positive Wurzeln
an der Zahl n+1, so kann man diese fiir die Werthe der Ab-
scissen annehmen und mit den so erhaltenen @ die Operation des
Integrirens vornehmen. So wie in dem friiheren Falle die Bildung
von ¢(x) die lastigste Operation ist, so ist es in dem zweiten Falle

die Ableitung der Wurzeln der Gleichung, oder die Bestimmung
-der a. Dabei aber gewdhrt der zweite Fall den grofsen Vortheil,

dafs man es in seiner Gewalt hat, so viele jxm ¢ (x) dx successive

von j(p(x) dx an gleich Null zu machen als die Aufgabe gestattet,
und damit eine Anzahl der Coefficienten des Ausdrucks von A
von K, 43 an zu vernichten. Dieses ist durch die neue Methode
von Gaufs geschehen und die schwierige Induktion, die ihn
darauf gefiihrt hat, durch den Jacobi’schen directen Beweis so
concis abgeleitet worden, dafs nur noch der Gang, den dieser
dabei genommen hat, kurz angedeutet werden moge.

Die Integrale, die hier verschwinden sollen, haben die Grenzen O
und 1, und es miissen, um die auf einander folgenden Glieder der
Entwickelung von & aufzuheben oder zu vernichten, und folglich

die grofstmoglichste Genauigkeit des Integrals j ydx zu erreichen,
die Integrale
o/I(p(a:) dx, [‘x ¢(x)dx, {Er:” gE)de.... Z'x" ¢(x)dx

Null werden. Da ¢(x) eine Funktion von der (n -+ 1)t® Ordnung
von z ist, so ist es unmoglich, weiter zu gehen und noch mehr als
diese n+ 1 Integrale verschwinden zu machen, weil ihre Zahl
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gleich der Anzahl der Wurzeln der Gleichung ist, iiber welche
allein man verfiigen kann.
Jacobi zeigt zumerst durch eine einfache Reduktionsformel,

dafs die Yerschwindung der n-+-1 Integrale of' ¢ (x) dx bis of' ¢ (x)dx

auch bedingt, dafs die (n+1) Integ'raleo./l @ () dz bis o_/"' tlo@da"*!
zwischen denselben Grenzen genommen verschwinden miissen und
umgekehrt. Sind die Grenzen wie hier O und 1, d. h.: bestimmt
man das Integral so, dafs, wenn es fiir =0 verschwindet, es
auch fiir x=1 verschwinden soll, so kann man die Aufgabe, die
hier vorliegt, auch so fassen:

Man soll eine Funktion ZZ(x) finden, die fiir =0 und fiir
x =1 zugleich mit ihrem 1ten, 2ten 3ten hig nten Differentiale ver-
schwindet. Dieses fordert wieder, dafs ZI(x) die Faktoren a"*!

und (x—1)"*! habe und umgekehrt; jede Funktion, die den Faktor

n+1 (

x z—1"*! hat und aufserdem nur constante Faktoren, er-

filllt diese Bedingungen. Da nun
p@)=@F—a)(@®—a)(®—ay)..... (x—ay,)

also eine ganze rationale Funktion von der (z+ 1)*2 Ordnung ist,

80 ist H(x)=/""! @(x)da®*! schon an sich von der (2m -+ 2)ten

Ordnung. Bildet man deshalb

dn+l x (xﬂ+1 (x _ 1)n+1)

dx”+1

und dividirt mit dem constanten Faktof. der sich bei der Differen-
tiation entwickelt, so erhilt man

(n+ 1)2 (n+ 1) n? n—1
“’(”)=x”+l"2ﬁ2—“'"+”1-2.(-2n+-2)(2n+1) v
(m+1)2n2(n—1)>2 —2
T 12320 +2) 2n+1) 20)
" m+1)nn—1)n—2)....1
=D ek Gnr DN .. (D)

Die Wurzeln der Gleichung, wenn dieses so bestimmte ¢ (x) =0
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gesetzt wird, geben die Grofsen a bis a,, und da die Wurzeln der
Gleichung ZZ(z) =0 alle reell und »+1 von ihnen =0, die 7+ 1
andern =1 gind, so folgt aus der Lehre von den Gleichungen,
dafs die @ bis a, simmtlich alle reell sind und zwischen O und 1
liegen.

Zuletzt bestimmt Jacobi auch den Ausdruck des Fehlers
und findet die Form fiir denselben, den er nicht blofs auf sein
erstes Glied beschrinkt, ganz so wie bei Gaufs, némlich fiir das
erste Glied:

by H___( 123....(n+1) )2 1
" m+2)(n+3)(n+4)....2n+2)/ 2n+3

Es kann hier noch bemerkt werden, dafs hier wie bei Gauls
die Zahl » die Anzahl der Intervalle bedeutet, wihrend bei Ja-
cobi n die Anzahl der Abscissen ist.

Auch hier erlaube ich mir nach Gaufs die Werthe der @ und
der R, die wie bei den Cotes’ischen Werthen symmetrisch in Be-
zug auf den Anfang und das Ende vertheilt sind, bis auf 10 De-
cimalen herzusetzen, um alle Zahlenwerthe beisammen zu haben.

Tafel der Vertheilung der Abscissen-Werthe und der
Integrations-Faktoren bei der Gaufs’ischen
Integration von

fydx
o
n=0
a=05
R=1
k= 14y
n=1

a = 02113248654
a, = 0,7886751346
R=R'=1}

k4 = T&U
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n=2
a = 0,1127016654
a' =05
a' = 0,8872983346
R=R'=1y
R =%
ke = 3500
n=3
a = 0,0694318442
o' = 0,3300094782
a' = 0,6699905218
a'' = 0,9305681558
R= R =0,1739274226
R' = R" =0,3260725774
= II}UU
n=4
a = 0,0469100770
a' = 0,2307653449
a'' =05
a'' =0,7692346551
a'v = 0,9530899230
R = R" =0,1184634425
R' =R’ =0,2393143352
R =0,2844444444 = S

pa— ]
klo = TUB5IT

n=>5

a = 0,0337652429

a' = 0,1693953068

a'! = 0,3806904070

a''' =0,6193095930

a’¥ = 0,8306046932

a’¥ = 0,9662347571
R =R’ =0,0856622462
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R' = R"Y = 0,1803807865
R" = R'" =0,2339569673
ki = r1co'voss
n==~0
a = 0,0254460438
a' = 0,1292344072
a' =0,2970774243
alll —_ 0‘5
a' = 0,7029225757
a’¥ = 0,8707655928
a¥' = 0,9745539562
R = R™ =0,06474243831
R'=R" =0,1398526957
R = RV = 0,1909150253
R =0,2089795918 =" 335
ku = 175519350

Man sieht hieraus, dafs 3 Abscissen bei Gaufs dieselbe Ge-
nanigkeit geben wie 5 bei Cotes, sowie 6 Abscissen bei Gaufs
noch genauere Resultate geben wie 11 bei Cotes; anch fallt bei
Gaufs der Unterschied zwischen der Genauigkeit bei gerader und
ungerader Zahl der Intervalle ganz weg. In den ersten fiinf
Jahren der neuen Berliner Sternwarte beobachtete mein damaliger
Gehiilfe, der jetzige Direktor der Breslaner Sternwarte, Herr
Prof. Galle, dreimal téglich den Barometerstand und Thermo-
meterstand zu den Zeiten, welche um den neunten Theil des
ganzen Tagebogens spéter als Sonnenaufgang und frither als
Sonnenuntergang fielen und zur Zeit des nahen Mittags. Er er-
reichte dadurch dieselbe Genauigkeit, als wenn er fiinfmal tiglich
in gleichen Zeitintervallen die Beobachtungen angestellt hitte, wie
es in der That auch die Erfahrung bei der Herleitung des mittlern
Thermo- und Barometerstandes aus seinen Beobachtungen, ver-
glichen mit denen einer léngeren Reihe von Jahren, bestétigt hat.




Allgemeine
Auflosung der numerischen Gleichungen.

Der Loisung des Problems, welches Lagrange so aunsdriickt:
Etant domnée une équation numérique sans aucune notion de la
grandeur nt de la nature de ses racines, em trouver les valeurs
numériques, exactes s’il est possible, ow aussi approchées qu’on
voudra, .

ist durch Hrn. Prof. Gradffe in Ziirich eine neue Seite abgewonnen
worden. In seiner Schrift: Die Auflésung der héheren nume-
rischen Gleichungen als Beantwortung einer von der Kgl.
Akademie der Wissenschaften zu Berlin aufgestellten
Preisfrage, Ziirich 1837, zeigt er, dafs, wenn man aus einer
gegebenen Gleichung eine andere ableitet, deren Wurzeln sehr
hobe Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind, aus
den Coefficienten der letzten Gleichung die reellen Wurzeln und
die Moduln der imagindiren sich sédmtlich ergeben. Er zeigt auch
den einfachsten Weg, zu solchen sehr hohen Potenzen der Wurzeln
zu gelangen. Diese Sitze sind in den folgenden Blittern zu-
sammengestellt, und mit dem vervollstindigt, was sie noch fiir die
ginzliche Losung des Problems vermissen liefsen. Né#émlich mit
der Ermittelung der imagin#ren Wurzeln selbst auf einfachem und
strengem Wege, mit einer Erleichterung des Verfahrens bei Wurzeln,
die nahe zusammenliegen, und auch bei sehr hohen Potenzen sich
nicht entscheidend genug trennen wiirden, und mit den Methoden
die Werthe so weit der Wahrheit néher za bringen, als man immer
wiinschen mag.
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Die so auf Hrn. Prof. Gréffe’s neuem Wege sich ergebende
Aufldsung empfiehlt sich in sehr hohem Grade durch ihre Allge-
meinheit, Strenge und Kiirze. Sie ist in so fern direct, als sie
keine Versuche irgend welcher Art nothig macht. Sie ist auf alle
noch so hohen Grade der Gleichungen anwendbar, fiihrt nie anf
Gleichungen htheren Grades als die gegebene ist, und verlangt
bei ihrem stets unver&indert bleibenden Verfahren nie unausfiihr-
bare Rechnungen. Die Natur der Wurzeln, die Anzahl der ima-
ginéren, legt ihr durchaus kein Hindernifs in den Weg, sie giebt
immer bestimmte Resultate, fiber deren Richtigkeit die einfachste
Substitution entscheiden l&fst. Sie setzt durchaus gar keine Kennt-
nifs von der Natur der Wurzeln voraus, sowie sie iiberhaupt aus
den einfachsten Eigenschaften der Gleichungen sich herleiten lifst.
Fir die Kiirze derselben spricht endlich der Umstand, dafs die
Bestimmung der sémtlichen Wurzeln einer Gleichung vom 7 t®
Grade bei sechs imaginiiren Wurzeln, so weit der Wahrheit ge-
néhert als Logarithmen von 7 Decimalen es erlauben, in etwa zwei
bis drei Stunden g#nzlich vollendet sein wird.

* *

Die Anuflosung der Gleichungen kommt bekanntlich daraunf
hinaus: die linearen Faktoren zu finden, aus deren Multiplication
mit einander die Funktion einer Variabeln entstanden ist, welche
fir gewisse Werthe dieser Variabeln verschwinden soll. Etwas
abweichend von dem gewéhnlichen Sprachgebrauch, werde ich die
bekannte Griofse in einem solchen linearen Faktor, die Wurzel der
Gleichung nennen, so dafs wenn ein Faktor einer Funktion von
durch x + a bezeichnet wird, e kiinftig die Wurzel der Gleichung
heifst, welche entsteht, wenn man die Funktion gleich Null setzt.
Man hat bei dieser Benennung den fir die numerische Rechnung
angenehmen Vortheil, dafs eine einfachere Betrachtung der Zeichen
eintritt. Geht man némlich von positiven Wurzeln aus, wie es am
angemessensten ist, so hat man nach dem gewdhnlichen Sprach-
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gebranch in einer Gleichung, die lauter positive Wurzeln hat,
abwechselnde Zeichen, iwihrend nach der hier angenommenen Be-
nennung lauter positive Zeichen in diesem Falle vorkommen. Der
an sich unerhebliche Unterschied wird nur bemerkt, um Mifsver-
stdndnisse zu verhiiten.

Betrachtet man zuerst den Fall, wo alle Wuarzeln reell und
unter sich verschieden sind, so ist die Gleichung entstanden aus
einem Produkt von der Form

(@+a)(@+b)(x+c)y(x+d)....=0.

Nach bekannten Lehren werden bei der wirklich ausgefiihrten
Multiplication die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von =
gebildet aus den Combinationen (ochne Wiederholung) der Wurzeln
zu 1, zu 2, zu 3, so dals jeder Coefficient die ‘Summe aller &hn-
lichen Combinationen ist. Bezeichnet man also die Summen solcher
Combinationen, je nach dem Grade derselben mit [a], [abd], [abc]
etc., so wird die entwickelte Gleichung )

an +[a]an—1+[ab]am 2+ [abc]am 3+ [abed]an—4....=0.

Aus den Coefficienten einer solchen Gleichung kann man aber
nach bekannten Lehren alle symmetrischen Funktionen der Warzeln
finden und numerisch berechnen, ohne die Wurzeln selbst zu
kennen. Man kann folglich auch vermittelst dieser Coefficienten

_die Combinationen beliebig hoher Potenzen der Wurzeln zu 1,
zu 2, zu 3 bestimmen, oder die Summen [a™], [a™ bm], [a™ b» cm] ete.
Folglich kann man auch die sdmtlichen Coefficienten einer Gleichung
angeben, deren Wurzeln die m*" Potenzen der Wurzeln der urspriing-
lich gegebenen Gleichung sind, n&mlich

a4 [am]an—14[am hm]an—2+ [am bm cm]an—3 4 ..., =0,

Die Grofse von m kann ganz beliebig, so hoch man will, ange-
nommen werden. Man nehme nun an, um den Gang der Ent-
wickelung leichter zu fibersehen, es sei unter den Wurzeln a die
grofste, b die niichst grofste, ¢ die folgende etc. oder es sei

a>b, b>c, ¢>d, d>e....ete,
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ferner sei m eine sehr hohe Potenz, so wird in
[am]=am+bm 4 cm+dm+em. ...
fir einen gewissen Grad der Niherung, endlich einmal der Fall
stattfinden bei stets vergrofsertem m, dals e verschwindet oder
vernachlissigt werden kann gegen d™, d™ gegen c™, c¢™ gegen
bm, bm gegen a™, und also auch die Summe aller Potenzen der
kleineren Wurzeln gegen die Potenz der griofsten. In diesem
Falle wird man setzen konnen
[am] = am.
Das #hnliche wird in der Summe [a™ bm] stattfinden in Bezug aunf
das Glied ambm, welches zuletzt nothwendig gegen die Summe
aller andern am ¢m, am dm, bm c™ ete. iiberwiegen mufs. Es wird
folglich ebenfalls dann gesetzt werden konnen
[am bm] = am bm
und ganz analog bei allen folgenden Gliedern, oder die End-
gleichung wird bei stets vergriofsertem m endlich einmal die Form
annehmen

an + amxr—14 ambmxﬂ—?_'_ambmcmxﬂ—3+ambmcmdmxn—4+ “”=O_

Hat man die Coefficienten dieser Gleichung numerisch, so hat man
am pm

unmittelbar a», durch Division von dann auch 4™, nachher

am

mcm
Cambm
tenzen aller Wurzeln zu gleicher Zeit, aus denen sich die Wurzeln
selbst durch Ausziehung der mter 'Wurzel ergeben. Das Kenn-
zeichen, ob fiir einen bestimmten Grad der Né#herung die Grenze
erreicht sei, wird man darin finden, dafs wenn man von der Po-
tenz m zu der Potenz m' iibergeht, also aus der obigen Gleichung
die folgende bildet

ar +[am ] an—1+ [ambm ] an =2 4 [am™ bm emi] an—8 ..., =0,

aus dem Bruche

die Coefficienten der gleichen Potenzen von z in beiden Gleichungen
sich verhalten wie die mte Potenz einer Grofse zu der m'ten der-

ebenfalls ¢», und iiberhaupt die mter Po-
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selben, oder wenn man die Logarithmen eines Coefficienten von
2#—r in beiden Gleichungen hat, die etwa durch lg @, in der
ersten, lg e, in der zweiten bezeichnet werden mégen, so mufs
fir den angenommenen Grad der Niherung

% Ige, = % lgan oder lge, = % lgey,

sein, und zwar bleibend, da in speciellen Féllen es wohl sein
kann, dafs die Summe simmtlicher kleinerer Wurzeln und ihrer
Combinationen doch noch erheblich genug ist, um ein #hnliches
Verhéltnifs hervorzurufen. Indessen wird die Moglichkeit dieser
Ausnahme immer verringert werden, je mehr m wichst, und wird
zuletzt ganz aufhoren.

Wollte man die Erhebung zu solchen sehr hohen Potenzen
auf die gewohnliche Art durch Bildung der symmetrischen Funk-
tionen bewirken, so wiirde die Rechnung nicht ausfiithrbar sein.
Man erreicht aber dasselbe, wenn man stufenweise erst die Wurzeln
zur Potenz p erhebt, und die Gleichung bildet, welche den a2,
b? etec. entspricht. Leitet man aus den numerisch berechneten
Coefficienten dieser Gleichung die andere ab, welche die pt® Potenz
der Wurzeln derselben enthiilt, so hat man die Gleichung, deren
Wurzeln die ppte Potenz der Wurzeln der urspriinglich gegebenen
Gleichung sind, und fihrt man so fort, so erhilt man nach und
nach Gleichungen, deren Wurzeln

ar a?? a8 etc.

sind, wo folglich m gleich einer Potenz von p sehr schnell wichst.
Schon die kleinsten Zahlen fiir » werden hier alle Bequemlichkeit

gewéhren.
Wiire zuerst p =2 und die vorgegebene Gleichung:

a2 a2 4 ... . 4+ a,=0,

1 ..
so schreibe man fiir z...22%, Die lmeareg Factoren dieser Glei-

chung werden dann sein
Encke’s Abhandl. I 9
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(x'}-ka) (x’}+b) (z'}+c)...=0.
Schafft man aus ihr alle Wurzelgrofsen weg, so werden die Fac-
toren der neuen Gleichung

(x—a?) (x—0%) (x—¢c?)...=0,
und um positive Wurzeln zu erhalten (in dem obigen Sinne), &n-
dere man das Zeichen aller Glieder, die der zweiten, vierten etc.,
das heifst also, iiberhaupt einer geraden Ordnungszahl angehoren,
wenn man von der hochsten Potenz von z anfingt und keine
fibergeht.

Zur Wegschaffung der Wurzelgriéfsen kann man davon aus-
gehen, dafs fiir p+¢=0 auch p2—¢?=0. Wenn man die Glei-
chung also in zwei solche Theile abtheilt, dals jeder fir sich,
wenn man ihn in das Quadrat erhebt, von aller Irrationalitit frei
ist, so ist das Verlangte erreicht. Diese Theile koénnen in jedem
Falle sein

n n—2 n—4 n—6

2240z 2 o ¥ +agx 2
n—1 n—3 n—>5 n—1

und ar ? t+or? oy oy ?
Thre Quadrate sind
42,2 1+ e}

=24+ 20y )" —3+ o }x"‘*...

+ 2e, + 2a4 + 20, 04
+ 2e,
und
aluh 1+ 20 0272+ af | a8+ 2a50;) At 44+ @ JanS5. ..
+2e, o +20, a; +2e50,
+ 20 0

Nimmt man die Differenz dieser Quadrate und édndert die
Zeichen, wie eben bemerkt, so wird

o+ efjar 4 a? Y24+ ! Y234 e \art4 ... =0
—20:2‘ —20, a4 —2a, 0, — 205 o
+2ea, + 2@, o + 20y g
—2a4 — 20,

+ 2oy
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die Gleichung sein, deren Wurzeln a?, 5%, ¢? etc. sind. Diese
Form giebt eine hochst einfache und iibersichtliche Rechnung.
Der Coefficient einer Potenz von 2 in der neuen Gleichung wird
gebildet durch die Verbindung des Quadrats des Coefficienten der-
selben Potenz in der schon berechneten Gleichung, mit den dop-
pelten Producten je zweier gleich weit zu beiden Seiten von ihm
abstehender Coefficienten, die letzteren regelmifsig mit abwechseln-
den Zeichen genommen.

Eine #hnliche Ableitung kann man auch fiir p =3 machen.
Da jedesmal, was auch p, ¢ und » sein mogen,

@P+a+rP=pP+P+r’+3(p+q+7r) (pg+gr+pr)—3pgr,
so wird auch immer, wenn p + g+ r =0,
PP+ +r3—3pgr=0.
‘Wenn man also in der gegebenen Gleichung statt ... ot schreibt,

wodurch die linearen Factoren werden :c'-'f+a, b +b und hier
die Wurzelgrofsen wegschafft, so erhdlt man die Factoren x -+ a3,
x + b3, x + 3, ohne dafs es nothig wire, die Zeichen nachher noch
zu #ndern. Zu dieser Wegschaffung ist es nach der eben ange-
filhrten Gleichung nur erforderlich, die Gleichung in drei solche
Theile zu theilen, dafs der Cubus jedes einzelnen und das Product
aller§dreigfrei von einer Irrationalitit ist. Solche Theile konnen
immergsein:

n n—38 n—6
x3 +oagx 3 dogx 3 4 e =4
n—1 n—4 n—1
alx8+a4x8+a7x3 ....... =B
n—2 n—5 n—8
a2x3 +a5:c3+a8x3 ..... =C,
Denn sie werden
n
x3 {1+a3w—1+a6a:°2----} =A
n—1
x 8 {a]+a4x—1+a7x—2....} =B
n—2
x 3 {a2+a5x“1+a8x—2....} =,
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die offenbar, jeder fir sich znm Cubus erhoben, und mit einander
multiplicirt, frei von einer Irrationalitdt sind. Bildet man also
A3+ B8+ C®— 3 ABC,
so werden die ersten Glieder
a® + (& — 3 @ + Bag) P2
+ (e +3a'e, — 30y — Sy gy — By, + 3ot + Beaxg) 272
a’— 3y + 3ata; — 30 —3 a0 +3 0 + 3 oty ) P8

{ —3mage, —3oga; — ey a5 + 6oy, + 3oy }

Der Vortheil der Kiirze und Einfachheit ist so entschieden
bei dem Falle p =2, dafs weder das bedeutend langsamere Fort-
schreiten der Potenzen 2, 4, 8, 16 etc., verglichen mit 3, 9, 27 ete.,
ihm Eintrag thut, noch selbst der Umstand, dafs fiir p gleich einer
geraden Zahl, der Unterschied zwischen einer positiven und einer
negativen Wurzel gleich anfangs verschwindet, wihrend eine unge-
rade Potenz ihn bestehen lifst. Wenn man die Wurzel ihrer ab-
soluten Grofse nach kennt, und nur das Zeichen ungewifs ist, so
reicht eine einfache Substitution, wobei man die geraden und un-
geraden Potenzen von x von einander trennt, sogleich hin, um
dariiber zu entscheiden. Sonst kinnte man auch durch Substitution
der ndichsten positiven und negativen Grenzen in runden Zahlen
um so unbedenklicher dariiber sich versichern, als man alle andern
‘Wurzeln gleichzeitig kennen lernt, und folglich die Grenzen stets
so nehmen kann, dafs nur die eine Wurzel innerhalb derselben vor-
handen ist.

Eine solche Substitution des zuerst gefundenen Werthes wird
man doch nicht vermeiden konnen, abgesehen von der Priifung der
Richtigkeit, die sie gewihrt, da es niemals rathsam sein wird,
gleich Anfangs die Grenze der Genauigkeit, bis zu welcher man
gehen will, mit einem Male zu umfassen. Die Rechnung mufs
mit Logarithmen ausgefiihrt werden. Aus einem spiter zu er-
wihnenden Grunde sind Logarithmen von fiinf Decimalen, in jedem
Falle, wo man eine grofse Genauigkeit haben will, vorzuziehen.
Angenommen daher, was spiter immer vorausgesetzt werden soll,
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es werde die erste Rechnung mit Logarithmen von fiinf Decimalen
und so ausgefithrt, dafs man nach Potenzen von 2 fortschreitet, so
kann man sowohl im Voraus iibersehen, wie weit man gehen, wie
viele solcher Rechnungen man machen mufs, als auch das Ver-
fahren, wie der gefundene Werth am bequemsten verbessert wird,
angeben. . )

Die Grenze fiir alle Wurzeln wird erreicht sein, wenn das
Quadrat jedes Coefficienten, so gegen das doppelte Product der
ihm zur Seite stehenden iiberwiegt, dafs das letztere auf die fiinfte
Decimale keinen Einflufs mehr hat, oder bei Logarithmen von fiinf
Decimalen kleiner als der 100,000t Theil des ersteren ist. Das
grofste Product, wenn man sich der Grenze einmal schon gendihert
hat, werden immer die beiden n#chsten Coefficienten geben. Denn
wenn die Reihefolge der Coefficienten ist

ampm, gmpmem gmhmemdm, gmpmcmdmen, gmphmemdmem fm,
80 wird fiir den mittelsten der Werth in der neuen Gleichung werden
a?m b2m c2m g2m — 2 g2m h2m c2m gmem 2 g2m h2m cm gm gm fm
wo das zweite Glied zum dritten sich verh#lt wie ¢m: fm, dagegen
das erste zum zweiten wie d™: 2em. Ueberhaupt kommt man sehr
bald dahin, dafs die folgenden Glieder nach dem zweiten unbe-
tréichtlich werden. Soll aber das zweite gegen das erste ver-
schwinden, so dafs es nicht mehr in Rechnung gebracht werden
kann, so mufs '
100,000 - m < §dm oder (—Z’-)"> 200,000

d. h. m > &30%
. lg?
Hieraus ergiebt sich fiir die Werthe
411 m=128 =2
—g— =1,01 m=1227 < 211
d

—=1,001 m=12212 < 214
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und bei einem grifseren % natfirlich eine mm so viel geringere

Anzahl von Operationen. Es folgt hieraus, dafs man in der Regel
mit sieben Umformungen vollig ausreicht. In dem ungewdhnlichen

Falle von so #dufserst nahe liegenden Wurzeln, wie fiir % =1,01

oder 1,001, wiirde man doch nur elf und vierzehn Operationen ge-
brauchen. Allein es wird spiiter gezeigt werden, dafs Fille sol-
cher sehr nahe liegenden Wurzeln, nach der Art der gleichen
‘Wurzeln behandelt werden konnen, so dafs man die Operationen
gar nicht ndthig hat so weit fortzusetzen, bis die Wurzeln selbst
von einander getrennt sind, sondern nur so weit, bis ihr Product
sich von den Producten der #ibrigen Wurzeln mit einander unter-
scheidet. Bei héufigen Anwendungen ist mir kein Beispiel vorge-
kommen, wo auch im ungiinstigsten Falle von sieben Wurzeln, die
simmtlich zwischen 1,1 und 1,6 lagen, mehr als acht Operationen
nothig gewesen wiren.

In der Regel wird man bei einer Rechnung mit fiinf Deci-
malen, nach Ausziehung der mt® Wurzel, den Werth der Wurzel
sehr genau erhalten, so dafs die finfte Decimale immer sicher,
und meistentheils selbst die sechste es ist. Dieses scheint daher
zu kommen, dafs im Anfange bei den ersten Operationen die Coef-
ficienten sich aus mehreren Theilen znsammensetzen, so dafs die Un-
gewifsheit der letzten Stelle verringert wird, weil selten alle Fehler
der letzten Decimale auf eine Seite fallen. Bei der Ausziehung
der mt Wurzel dividirt man aber auf einmal mit einer grofsen
Zahl, und vermindert so die Ungewilsheit der letzten Decimale.

Bei dieser sehr grofsen Anniherung an die Wahrheit, bis
auf den 100,000eten Theil des Ganzen, kann man unbedenklich den
Taylor'schen Lehrsatz oder die Newton’sche Approximationsme-
thode anwenden; denn die Unsicherheit derselben findet nur dann
statt, wenn der Werth, von dem man ausgeht, nicht blofs einer,
sondern mehreren Wurzeln sehr nahe ist. Nach dem Taylor’schen
Satze wird fiir
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r=xy+ Nx,

Fl@) = fag) + 2 (%)

—dwo Axo_{_....

Hat f(x) die Form, in der die Gleichungen immer als gegeben an-
gesehen werden
B+ 2B+ @y 22

so wird g—g%)-=nw:_1+(n—1)almg—2+(n_2)“2mg—3+....

oder o 1{%‘0—)%% -t~ t+n—2agaf =2+
0

Hat man also die Substitution von z,, dem gefundenen geniherten
Werthe, in die Gleichung gemacht, wovon das Resultat mit [x7]
bezeichnet werden moge, so multiplicirt man jedes Glied mit dem
Exponenten der Potenz von z, die darin vorkommt, das Resultat
dieser Operation moge mit [nx?] bezeichnet werden, dann wird

Dxy ___[=3]
y =gz = [na%] "

wo M der Modulus des briggischen Systems ist, dessen logar.
= 9,6377843. Auf diese Weise wird man ohne eine grofsere Miihe,
als die Substitution des Werthes von z, in die Gleichung, den
‘Werth von lg z so genau erhalten, als Logarithmen von 7 Deci-
malen ihn zu geben vermogen, da die Multiplication mit den Ex-
ponenten kaum in Betracht kommt. Eine grifsere Genauigkeit
wird kaum je verlangt werden, und kann, wenn sie gewiinscht wird,
auf dieselbe Weise erhalten werden.

Betrachtet man zweitens den Fall, in welchem alle Wurzeln
imagindr sind, und unter diesen wiederum keine mit der andern
zusammenfallend, so wird es, um mit imagindiren Grofsen nicht in
der Rechnung zu thun zu haben, am gerathensten sein, von den
trinomischen Factoren auszugehen, in welche sich jede solche Glei-
chung zerlegen lassen mufs. Sei die allgemeine Form eines solchen

Factors
@+ fz+ g*
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wo g bei imaginfiren Wurzeln stets reell ist, so sind die beiden

linearen Factoren dieser Grofse bekanntlich von der Form
z+ea+fy—1 und r+e—fpy—1

oder auch, wenn

VAT T gy e

x4+ g(cosp +sing) —1) und x+g(cosgp —sing L’ — 1),
80 dafs g=)/(a®+ 82 und f=2gcosg,
folglich fiir imaginire Wurzeln oder bei reellem ¢ stets

<2g.
Werden aus solchen Factoren die Factoren hergeleitet, welche die
mtn Potenzen der Wurzeln enthalten, so werden diese letzteren,

wegen
(cosp x=8ing |/ — 1)m = cosm¢ L= sinmey |» — 1,

vollstindig werden:
z+ g™ (cosme +sinme |/ —1), x+ gm(cosmep —sinmeg )/ — 1),
woraus der trinomische Factor entsteht
x? 4 2gm cosmep  + gom,
oder wenn man ihn bezeichnet durch
22+ fnx + g™,
80 wird wiederum bei imaginiren Wurzeln

fn=2gm cosmg < 2¢m,
d. h. f kann nie griofser als 2g™ werden, abgesehen vom Zeichen.
Es kann némlich f,, =2¢™ werden, wenn m¢ ein vielfaches von v
ist, und wenn es dieses einmal geworden ist, so wird es bei der
Erhebung in das Quadrat oder die hoheren Potenzen stets diesen
Werth behalten. Imaginire Wurzeln geben in diesem speciellen
Falle dasselbe Resultat, wie gleiche reelle. In allen andern Fillen
aber wird f,, je nach dem verschiedenen Werthe von cosme,
bald ab-, bald zunehmen, im Zeichen wechseln, stets aber der ab-
soluten Grofse nach kleiner als 2g™ bleiben.
Hat nun eine Gleichung lauter imaginire Wurzeln, so wird
sie das Product lauter solcher trinomischer Factoren sein, in wel-
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chen f<2g ist. Die Form dieses Productes wird, wenn die ein-
zelnen Factoren sind

2+ fr+g2 x+fr+g°, 2+ e+ g%, .. ete
und wenn die obige Summen-Bezeichnung beibehalten wird

2+ [f] 2t + (%] + [F] a8
+ {1+ D ans
+ (PN + PPV ] ans

+ ([yé g% ... 59"+ [gg" .. g9’ fa-Bfn-1]) g2

+([g°g" ... goD* fo-v]

+ ¢%9°...gn-0? =0.
Dafs diese Form die richtige ist, wird man aus den einfachen Ge-
setzen der Multiplication ableiten konnen, und dafs namentlich in
den letzten Gliedern die f einzeln, oder zu zweien, oder zu dreien
mit den ¢ combinirt vorkommen miissen, eben so wie in den ersten
Gliedern, so dafs das zweite und vorletzte, das dritte und dritt-
letzte etc. einander in Bezug auf den Grad der f, die mit einander
und den g multiplicirt sind, entsprechen, wird man sogleich iiber-
sehen, wenn man die trinomischen Factoren so schreibt

92{1+—£,—x+ gl—aﬁ}, 9‘2{1+g%x+ g—kx”} ete.
und sie dann miteinander multiplicirt.

Werden nun aus einer solchen Gleichung die Gleichungen her-
geleitet, deren Wurzeln die mt» Potenzen der urspriinglichen
Wurzeln sind, so geht f iiber in fn, f in f'm etc., g% in g2,
g% in g™ und die neue Gleichung wird folglich die Form haben:
2% + [fm] 271 + ([g7] + [fuf" m]) 2272 '

+ ([97f' m) + [ ml''m]) 2273
+ (PG ™) + [Pl '] + '] 2278

- ([PmgPn .. gD + [ghng ™. g f-2fy-1]) a8
+([gm g™ ..g0— D" fat]
+ gimgm g—nim =0.
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Nimmt man hier wiederum zur leichteren Uebersicht des Ganges
an, dafs g der grofste Modul (nach der gewdhnlichen Benennung),
g' der n#chstgrifste, g' der folgende u. 8. w. oder dafs

g >gl’ gl > gll, gll > ylll. ..

und kein Modul dem andern gleich ist, und betrachtet man zumerst
die Glieder, in welchen die Potenz eine gerade Zahl ist, so wird
bei ihren Coefficienten das jedesmal vorkommende, von allen f,,
ganz freie Glied ...[¢™ g*™ g™, ..}, ganz &hnlich wie bei den
reellen Wurzeln, bei vergrofsertem m zuletzt {ibergehen in

gm g™ g,
8o dafs fiir [¢?™] geschrieben werden kann g?m, fiir [g2m g®™] ... g2mg®™
u. 8. w. Neben diesen S8ummen kommen aber noch theils solche
Summen vor, in denen mehrere g mit mehreren f verbunden sind,
oder auch solche, wo nur f darin enthalten sind. In allen diesen
Summen miissen die f immer in gerader Zahl vorhanden sein.
Substitnirt man hier fiir jedes f,, seine #ufserste Grenze 2g™, so
wird das Resultat zuverlissig immer grofser oder gleich grofs mit
dem eigentlichen Werthe, und die Grenze, der sich mit ver-
grofsertem m diese Summen ndhern, wenn man in ihnen jedes /i
mit 2¢g™ vertauscht hat, kann nie iiberschritten werden. Hiernach
wird bei dem Coefficienten von 2272 die Summe [fmf'm] niemals
die Summe von 4[g™ g'™] #berschreiten konnen, folglich wird auch
die Grenze dieser letzten Summe bei vergrd(sertem m, némlich
die Grifse 4gmg'™ selbst der #ufserste Grenzwerth fiir [fnf'm] sein.
VYon den beiden Theilen aber, aus denen der Coefficient zuletzt
allein besteht

.

gm+4gm g™

wird auch der zweite zuletzt verschwinden miissen gegen den

ersten, sobald
g >49™,

d. h, sobald 9>y lﬂ} 4,
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denn in einem solchen Falle wird irgend einmal, wenn m erhoht

worden ist zu m?, gn* ganz und gar iiberwiegen. Die Zahl 4
unter dem Wurzelzeichen ist unabhiéngig von der Potenz m, und

bleibt fiir alle Werthe derselben constant, folglich wird sich 34
der Einheit immer mehr und mehr nihern, und zuletzt so ganz

damit zusammenfallen, dafs die Bedingung g > ¢' 1?4 iibergeht in
g>g'. So z. B.ist fiir m=128

m
4 =1,0102,
Es geht demnach, sobald g > ¢' der Coefficient von x?7-2,
[9?™] + [fmf'm] tiber in g2m.
Ganz dieselben Schliisse lassen sich bei allen Coefficienten machen,
welche mit geraden Potenzen verbunden sind, und man braucht
bei ihnen immer nur die Summen, welche lauter g enthalten, zu
vergleichen mit den Summen, in welchen zwei f mit den g ver-
bunden sind. Kommen n#mlich mehr f als zwei in der Summe
vor, 8o gehoren sie nothwendig zu kleineren g als die sind, welche
in den Summen vorkommen die nur g enthalten. Im Allgemeinen
werden mit vergrofsertem m die Coefficienten der geraden Potenzen
von z, ganz wie bei den reellen Wurzeln fibergehen in
g™, g™ g ", gmyg
Die Coefficienten der ungeraden Potenzen von = enthalten kein
Glied, in welchem nicht wenigstens ein f,, vorkime, und da jedes
solche f,, schwankende Werthe hat, selbst Null werden kann oder
doch einen sehr kleinen Werth erhalten, so konnen diese Coeffi-
cienten auch bei noch so grofsem m nie einer bestimmten Grenze
sich n&hern, den Ausnahmefall ausgenommen, wenn m¢ ein Viel-
faches von v ist, welcher, da er mit den gleichen reellen Wurzeln
zusammenfillt, spéter betrachtet werden soll. Bei lauter imagi-
ndren Wurzeln und ungleichen Moduln wechselt ein unbestimmtes
Glied stets ab mit einem -solchen, welches den Werth eines neuen
9 zu den vorigen hinzufiigt. Wenn folglich die Grenze, in

2m i2m
L

g™, ete.
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welcher die Endform stattfindet, erreicht ist, woriiber man eben
80 wie bei den reellen Wurzeln durch den Gang der Rechnung
unterrichtet wird, so hat die Gleichung die Form:

a4 fy 2201 4 gim x3n—2 4 fi x3n-8 1 gIm g p2n—d | £ g2u—5
+ gim gi¥m guIm g20—6 =0,

wo durch fo, fo, fo der schwankende Werth der Coefficienten be-
zeichnet wird.
Man findet also ganz auf dieselbe Weise, wie bei den reellen

gzm g’zm )
2m

—_ gl2m

‘Wurzeln, durch successive Divisionen erst g2», dann

u. 8. w. So dals jetzt bei bekannten g die zu jedem Modul ge-
horigen f noch zu bestimmen sind.

Hiezu bietet die gegebene Gleichung selbst weit mehr Be-
dingungsgleichungen dar, als nothig sind, so dafs sich a priori
iibersehen lifst, dafs die verschiedenen f jedesmal linear und ohne
Zweideutigkeit sich bestimmen lassen miissen. Eine Gleichung
vom 2ntn Grade, in der alle g bekannt sind, enthidlt in ihren
2n + 1 Q@Gliedern 2n Coefficienten, in denen die unbekannten
Grofsen f an der Zahl n enthalten sind, und ans welchen sie be-
stimmt werden konnen. Von diesen Coefficienten ist einer, der
letzte, frei von allen f, von den noch iibrigen 27 —1 sind zwei,
der zweite und vorletzte, vom ersten Grade in Bezng auf die f,
zwei, der dritte und drittletzte, vom zweiten Grade und iiberhaupt
sind immer zwei gleich weit vom Anfange und Ende abstehende
Coefficienten von gleichem Grade in Bezug auf die / durch alle
Grade durch bis zum (% —1)t" inclusive, der mittelste alleinstehende
aber vom n%? Grade. Man kann deswegen zur Bestimmung der f
so verfahren, dafs man aus

o =[f] und g, 1=[g2g"... g% f0r-1)

zwei f linear als Function der iibrigen und bekannter Grofsen be-
stimmt. Es mogen dieses etwa f und f' sein. Substituirt man
diese Werthe in
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o =[]+ [ff
Cyna=[g29" ... gD +[g2g? ... g-9? fn-2) fln—1)],

so hat man zwei Gleichungen vom zweiten Grade, aus deren Ver-
bindung sich ein drittes f, etwa f"', linear als Function der iibrigen
finden ldfst. Dieses geschieht unmittelbar durch die Division
beider Gleichungen in einander, bis ein Ausdruck iibrig bleibt,
der nur noch die erste Potenz von /' enthilt. Die Substitution
dieses Werthes in eine der Gleichungen, ans der er hervorging,
wird eine Gleichang vom 4te» Grade geben, aus welcher die drei
' verschwanden sind, und wenn man die Werthe dieser drei
Grofsen in die Coefficienten von 22#—3 und «® substituirt, so hat
man zwei neue Gleichungen vom 6tr Grade, die in Verbindung
mit der vom 4t Grade wieder linear zwei neue f als Functionen
der iibrigen bestimmen lassen miissen. Allein auf diesem Wege
wird man doch hochstens noch ein viertes f, etwa '/, bestimmen
konnen, oder also nur in dem Falle von 8 imaginiren Wurzeln
Gebrauch davon machen konnen. Denn die Elimination von /'
aus einer Gleichang vom 4t und vom 6t Grade wird mindestens
zu einer Gleichung vom 24%ten Grade fithren, die sich nicht mehr
behandeln lifst. In der Praxis wird der Grad noch hoher steigen.
Denn wenn man sich nicht die Mithe geben will, die symmetri-
schen Functionen der Wurzeln zu bilden, sondern den Weg der
Division, der auch der einzige wirklich anwendbare sein mochte,
wihlt, so wird man bei der Verbindung einer Gleichung vom
m¥n Grade mit einer vom nten in der Regel'so viele fiberfliissige
Factoren einfiihren miissen, dafs die Endgleichung, in welcher die
zu eliminirende Grofse nur noch auf der ersten Potenz sich be-
findet, in Bezug auf die iibrigen darin enthaltenen Unbekannten,
vom (m+n— 2)n Grade ist, also durch die Substitution des aus
ihr erhaltenen Werthes nothwendig einen hoheren Grad als den
mnter erreichen l#fst, wenn m und n» die Potenz 2 fibersteigen.
Man wird deshalb héchstens bis zur Bestimmung von vier / diesen
Weg einschlagen konnen.
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In der That scheint es aber auch in der Natur der Aufgabe
zu liegen, dals eine gewisse Weitldufigkeit nicht zu vermeiden ist.
Denn wenn auch nur 7 Grofsen f gesucht werden, so wiirde doch
eine Gleichung vom nt® Grade allein nicht dem Probleme geniigen,
wenn man sie auch aufstellen kénnte. Man verlangt némlich nicht
blofs die Werthe der verschiedenen f selbst, sondern man verlangt
den Werth eines jeden bestimmten f, was einem bestimmten g an-
gehort. Sonach mdchte es wohl die einfachste Auflosnng sein,
die sich erwarten li(st, wenn man eine Gleichung angiebt, die je
nachdem man den Werth eines bestimmten ¢ in sie hinein sub-
stitnirt, auch jedesmal das zugehorige f giebt. Diese Gleichung
mufs vom nte» Grade sein, da in dem Falle, das simmtliche Mo-
duln g einander gleich wéren, wihrend die ‘Winkel ¢ und folglich
die f verschieden sind, die » Werthe von f aus den Wurzeln der
Gleichung sich ergeben miifsten. Kann man damit eine #hnliche
Gleichung niederen Grades verbinden, die bei gleicher Substitution
des bestimmten g jedesmal als gemeinschaftliche Wurzel mit der
ersten Gleichung den verlangten Werth von f hat, so dafs man
durch einfache Division den Werth von f linear findet, und lifst
sich diese Division mit der grofsten Bequemlichkeit in jedem
Falle ausfiihren, so scheint die Aufgabe so einfach’gelijst zu sein,
als die Natur des Gegenstandes es erlaubt.

Solche zwei Gleichungen erlangt man auf die einfachste
Weise, wenn man die allgemeine Form der imaginiren Wurzeln in
die gegebene Gleichung hinein substituirt. Ein Werth

z=r(cosyp + sing}/—1)
giebt, wenn man ihn in die Gleichung
x?n + al x?n—l + a2 w?n—2.. “cen + azn = O

setzt, durch Trennung des imagindren vom reellen, oder indem
man den zweiten Werth =7 (cosp —sing | —1) ebenfalls ein-
filhrt, und die Resultate beider Substitutionen verbindet, zwei
Gleichungen:
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O=1r"mcos2n ¢+ a2 1cos(2n—1) @ + a3 r2%—2cos(2n—2) ...
+ ";211—-1 7 COS Y + oy

O=rngin2n ¢ + e, r27-15in 2n—1) ¢ + e, r2728in 2n—2) .. ..
+ etg,—1 7 SinQP.

Multiplicirt man die erste mit cosng und die zweite mit sinng
und addirt beide i’roducte, und maultiplicirt man nachher auch die
erste mit sinng und die zweite mit cos# ¢ und subtrahirt das erste
Product vom zweiten, so erhélt man die zwei Gleichungen:

O=rmcosng + a, 127 1cos(m—1)¢g + ay 1272 cos(n—2) @. . . ..

+ otgp—a 72 COS(N—2) P + @9y 7 COS(M—1) p +tp, COSNYP
O=1rginng + a, r271gin (n—1) @ + &g 79,2 8in (—2) @. ....

— 03,272 8In (0 —2)p — @941 7 8in (B —1) p—ag, SinN P,

In diesen enthalten immer die gleich weit vom Ende und vom An-
fange abstehenden Glieder einerlei Sinus und Cosinus. Vereinigt
man diese und setzt man also

1 +agyr—20 =g 1 —ayr—2 =y

o) + g1 7= @D =g o — 0y 11~ 0D =y,
@y + agn-g 7OV = @ — Gy g NV =y,
@1 + Opyq 772 =fn-1 Opy — Opyq 772 ="7Yn—1
e, -+ oy = B,

so werden die beiden Gleichungen, wenn man sie mit »2* dividirt

B Bs Bn—1 Bn

5CoS(M—2)¢p......+ oy CosSQ + ~ o,m

0= ﬂcosmp-i- cos(n— 1)q>+

Vn—1

7 sin(n— 1)q>+ sm(n 2)@...... +rnlsm(p

O=ysinng +-—

Es lassen sich aber durch die bekannten Reihen die Cosinus
und Sinus des vielfachen Winkels als Function der Cosinus und
Sinus des einfachen ausdriicken, und fiir # gleich einer ganzen
positiven Zahl ist allgemein, wenn man alle negativen Potenzen
der Cosinus und Sinus des einfachen Winkels weglifst:
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cosng =2n—1coggm — —;‘- 23 coggpn2 4 n(l_n-—23) 2n—5 cog gt

O TS
sinng — On—1 — _t?_ -3 —3 M(_ﬂ 5 n—5
g 2n—1 cog gpn—1 i 208 cosgr—3+ 1.9 2n—5¢c08

_ (n—4)(n—b)(n—6) (B =B)n—6)(n—T)(n—8)op_g 4 g9

20—Tcosgpn— 71+

1.2.3 1.2.3.4

etc.

Substitunirt man diese Reihen in die beiden letzten Gleichun-
gen, so erhdlt man:

0=20"18cosp"+ % 27=2cos g1+ % 278 cos g2

+ i:g 2n—4 cos g3 + ﬁ‘ 2n—5 cog gpn—4

- _”’1;1 % 2n—4 cog @n—3 — T2 % 905 gog pn—4
+n-1n.—2.-3 B2n=5 cosgr—t+. ... ete.

0=271ycos (p”‘1+ Y192 cosqa"—2+ 27—8 coggpn—3

—_ .”L_]_.E 72”—‘3 cos ¢n—3

+ —:g 2n—4 cos g4 + % 2n—5 cog g5 ;

_ '—n-1_3 71 on-4 gog gn—t — (ﬁ#)‘ 2. 95 cos g

w(n)r%—5 coS qyl—5+ etc |
Man wiinscht aber eigentlich nicht cos ¢ zu erhalten, sondern die
Grofse f des trinomischen Factors der beiden imaginéren Wurzeln,
also nach der angenommenen Form =1 (cos¢ *sing |/—1) die
Grofse
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—2rcosp=t.
Multiplicirt man deshalb, um ¢ als Wurzel zu bekommen, die Glieder
beider Gleichungen nacheinander mit
(—2r)0% (=2, (—2n? (—27°...

so werden sich beide Gleichungen durch 2+-1 dividiren lassen, und
die Endform wird mit Weglassung aller negativen Potenzen von ¢
sein:
O=ptn—fy tr1 4y tv-2 — By tv8.... 18,

— 12 (B 52— (n—1) B 18 + (n—2) fy vt — .- )

+ #[n(n—3) Bin—4 (n-—l)(n—4) 8tn- 5_‘_(714—2)(111—5) Pr }

¢ Jn(n—4) (n—5) , . (n—l) (n—5) (n—6)
{ 1.2.3 PP~ 71.3.3 pltH'“'}
O )

0=rtq—1_ntn—2+72tn—s_ntn—4.. ot Yu—1
— 1% {(1—2) y 17 — (n—8) 1y tv~4 -+ (n—4) o 5+ ... }

(n—3) (n—4) (n—4) (n—5)

e e —’1"‘"""}

{(n—4)(n—5)(n—6) 1 (n—b) (n—6)(n— 7) .
1.2.3 1.2.3 n® }

(n—5) (n—6) m\—T7)(n—8) _.._

{ 1.2.3.4 rer 9"”}" ete.

Wenn in die Werthe der 8 und 7, und in diese beiden Glei-
chungen, fiir » ein bestimmtes g sabstitnirt ist, so werden beide
Gleichungen eine gemeinschaftliche Wurzel fiir ¢ geben miissen,
welche nichts anderes als der Werth des f ist, was zu dem sub-
stitnirten g gehort. Die simmtlichen Ausdriicke sind hochst ein-
fach. Der Grad der Gleichungen ist nicht hther als unumgiing-
lich nothig, und die Division 1&fst sich, wie sogleich gezeigt wer-
den wird, mit der grofsten Leichtigkeit vermittelst der Logarithmen
ausfithren, so dafs man ohne Miihe aus dem gemeinschaftlichen

linearen Divisor beider Gleichungen den Werth von f ohne Zwei-
Encke’s Abhandl. L 10
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deutigkeit erh&lt. Gehoren mehrere f zu demselben Werthe von g,
wenn n#mlich mehrere Paare imaginirer Wurzeln gleiche Moduln
haben, so wird der gemeinschaftliche Divisior ein guadratischer
oder cubischer. Die Wurzeln miissen in diesem Falle stets reell
sein und die verschiedenen Werthe fiir die einzelnen f geben.
Fir die einfacheren gewohnlichen Félle sind die Formeln

folgende:
Vier imagindre Wurzeln.

1'+er-t=4 1 —eyr4=y
o +ayri=4 o —ogrli=p
20 =p, 4
O=p82—B t+B,—287r2
0=yt —n.

Hier reicht die letzte Gleichung schon allein aus. Die erste kann
als Priiffung der Rechnung gebraucht werden.

Sechs imagindre Wurzeln.

1 +art=48 1 —qgrt=y

o +agri=p o —agri=p

at+ear2=p oy —a =y,
204 =8

0=pt"— 8,2+ (B, — 378t — (B — 24,77
O=yB—nt +@s—rrd).

Acht imagindre Wurzeln.

1 +a3r8=48 1l —agr8=y

o +ari=4 o —orS=p

oyt agrt=p ay—agri=1p,

g+ agr2 =4 a3 —as 12 =ypy
2e, =g,

O=pt—F 15+ (B —4Br) 12 — By — 3Pt + B, — 203 r2 +2fr*
O=yB—nt+(a— 27t —(r3—nrd).

Es wiirde keine Miihe machen, die Division in Zeichen wirk-
lich auszufiihren, und den Ausdruck von ¢ als Function von »? und
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den 8 und y hinzusetzen. Allein es ist weit bequemer, die Division
numerisch zu machen. Denn vermittelst der Gaufs'ischen Tafeln,
welche aus den, Logarithmen zweier Zahlen sogleich durch ein-
maliges Eingehen den Logarithmen der Summe und Differenz ganz
strenge finden lassen, und die besonders fiir Logarithmen von
5 Decimalen hiochst bequem sind (fiir 7 Decimalen ist mir der Ge-
brauch dieser Tafeln nicht so bequem vorgekommen, doch kann es
Mangel an Uebung sein), dividirt man solche Gleichungen mit
einer Leichtigkeit in einander, die nichts zu wiinschen #ibrig lafst.

Bei den Gaufs'ischen Tafeln wird der Logarithme von a4 b
gefunden dadurch, dafs man zu dem Logarithmen der grifsten
Zahl eine aus den Tafeln genommene hinzugelegt oder abzieht.
Die Form ist also allgemein

Ig (@ +b)=1ga=+ B,

wo B mit lga—1g b gefunden wird. Man bestimme nun die Lo-
garithmen simmtlicher Coefficienten beider Gleichungen und bringe
sie durch Abziehen von lg g in der ersten, und lgy in der zweiten
Gleichung auf die Form

O=in —gtv14g'tn—2—4g"tr8,

O=tr1 —gto24 g o3 5ot

Hier bedeuten die d und s die Logarithmen der Coefficienten,
denen die Zeichen ebenso wie den Zahlen vorgesetzt werden.
Geht man non mit 6 —e& oder ¢—dJ in die Gaunfs’ischen Tafeln-
ein, und ebenso mit J'—s&' oder & —d' etc., so erhilt man die
verschiedenen B, die gehorig unter s&'&"” gesetzt werden, und
nach den Zeichen mit dem grofseren Logarithmen verbunden geben

O=7(0to1 4 ['tn—3 4 [ign8, |

Diese Gleichung bringt man wieder durch Abziehen von { auf die
Form

O=tr14gin244'in8, ., efe.
und verbindet sie auf dieselbe Weise mit der Gleichung vom

(n — 1)ten Grade. Auf dieselbe Weise fihrt man fort, bis man zu
. 10*
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dem linearen gemeinschaftlichen Factor kommt, der gleich Null

gesetzt, den Werth von f giebt. Das Schema ist also folgendes:
O=pi» —pBir14By—nfri)p—2 . .... etc.
O=ytr1—y 724 (rg—(n—2)yr¥) t»3, .. ete.

Hieraus werden zuerst die Logarithmen statt der Zahlen gesetzt,
die Zeichen der Zahlen aber beibehalten, und dann wird nach
und nach gebildet
O=t0 4 dir-14-d'tn—24-4" 03,
O=tir14pgtn24¢ tn8 4 g tnt, |
B B B“...
glr—1 g/ tv24 ¢ »—3,
O=tn—14 [tn24 [/ in—8 4 [V pn—d |
' B, B, B;...
ntv2 gt g it
O=t0—24 4 08 - o/ w4 4/ P05 |
B, B, B;...
2in—2 o' (n—8 - x! fn—e |
O=1tr—24 4 08 4 it Q05 .

Die einzige Tafel, die man gebraucht bei dieser Division, ist
die @aufs’ische fiir Differenz und Summe der Logarithmen, und
die |{Hauptaufmerksamkeit wird auf die Zeichen gerichtet werden
milssen, um gehorig zu addiren oder zu subtrahiren, und dem
Resultate sein ihm zukommendes Zeichen zu geben.

Die beiden G@Gleichungen zwischen ¢ und » haben aber noch
eine weitere Bedeutung, die fir die Auflosung der Gleichungen
im Allgemeinen von Wichtigkeit ist. Denn wenngleich sie aus der
Form der imaginiren Wurzeln abgeleitet sind, so gelten sie doch
fiir alle trinomische Factoren, auch fiir die, deren Wurzeln reell
gsind. Wenn fiir irgend welchen trinomischen Factor

24+tx+v

der Werth von v bekannt geworden ist, und man substitairt ihn
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an die Stelle der 7% in 8, y und in die beiden Gleichungen, so
giebt die Division beider in einander den Werth von ¢, der zu v
gehort. Man kann némlich die beiden linearem Factoren von

2% +tx+v jedesmal darstellen unter der Form

(z+y)v) (x 4+ —;— Vv )
Denn fiir ein positives v, oder |/v = einer reellen Grifse g, wird
1
t=g(y+)

g\y v |
und da ¢ in diesem Falle die Summe beider Wurzeln ist, So wer-
den die Wurzeln selbst gy und g %—, oder wenn man sie mit @ und &

bezeichnet, so wird

Vi SVE eeve

Diese Form gilt fir reelle Wurzeln, welche, wegen v positiv,
gleiches Zeichen haben miissen, so wie fiir imaginire, bei welchen
letzteren:

e+fy/—1 e+fp—1 O _ \
V=V B T V@ Ty vy - ITVER.

‘Wenn aber v negativ, der Fall, wo die Wurzeln stets reell
sein miissen, aber verschiedenes Zeichen haben, so ‘wird

y=;y—1 ‘/ﬂ, % =1 V%, g=v-1lyad,

und folglich t=a—2b,
wie es hier sein mufs. Substitnirt man nun in die Gleichung
W4 21 gy 2292l + ag, =

die beiden Werthe von =
9y y ’

80 erhilt man zwei Gleichungen
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gﬁ yﬂl —a gﬁﬂ—l yZﬂ—l +ay gﬂl—? y’u—? —sene
+ @39’y —@y19y +ay=0
gy —a @Pr1ly—Cn—1) g gin-2y—Cn-2 _.....

+ 3,392y 3 — a1 9Y 1 +aze=0.

Man multiplicire die erste mit g2y, die zweite mit g~ y», so
werden sie

yl _aly—lyl—l +a2g—2?r—2 —csene
+ @3p—3 g—QI—Z) y—(’l—Q) —_ a2“_1g—0u—1) y—(u—l) + aﬂlg_zly—”=0
y—-n — g-l y—(ﬂ—l) ~+ ay g—z y—(ﬂ"'z) —ceses

+ageg gTEDY—2 gy, g @Dyl L, gys =0,

Legt man diese beiden letzten zusammen, und subtrahirt sie von
einander, so erhilt man die zwei folgenden Gleichungen:

(y‘+y““)—¢1 g—l (y"—1+y""‘”)+agy" (yn—2+y—(ﬁ—~2))_. oo
+ aga3 g @82 (yp=2 4 y—=D) — g, g g— @D (Y1 4y~ D)
+opg Yt +y ) =0
und
(‘,,ﬁ —_ y—l) —a y—l (yw—l _y—(l—l)) + ey g—2 (yn—?__ y—(ﬁ—:)) —ee
— O3 g OV (I —y~ D) + oy g OFD (Yt —y— )
—omg (yr—y ) =0.

"~ Um hier die Glieder, welche gleich weit ab vom Anfang und
Ende stehen, und die einerlei Potenz von y angehiren, zu ver-
einigen, setze man wie oben:

1 4o, g™ =8 1 —ay g =y

o +agy 1 g @D =6 o — g1 gD =y, g

o3+ ey 3 g NN =p, 03— 99~ OV =p

Op1+Cp1§2  =ffy Gy g — Opi1 g2 = Yn—1
2e, = B,

so erhilt man die Form



Allgemeine Auflésung der numerischen Gleichuugen. 151

por -y — gty 1+ By oty —
ﬂ,.—
+ g1
rar—y ) — -ty + g @2 —y D) — -
rn—
yn—-l
Es haben nun aber die hier vorkommenden Functionen die
Eigenschaft, wovon man sich durch unmittelbare Rechnung fiber-
zeugen kann, dals
Py =Gy )@y ) =@y )
Pyt =G+y )@y O — @ -y~ D),
fiir welche letztere Gleichung man auch schreiben kann

yr—y =(y+y_1) ( yr1 _.y-—(n—l) )_(yn-—2__y-—(n—2) );

@+ 9y F =0

Y-y =0

y—yt y—y! y—y?
fingt man also von den einfachsten Functionen dieser Art an, so ist
YP+y =2

Yy +yl= % nach dem Obigen
y2+y—2=i_2

g2
y3+y-3——t;—3

9 9
y4+y"4-— 4?+2

und allgemein, was sich ebenfalls durch Priifung bei dem Ueber-
gange von 7 auf n-+1 zeigen lifst, mit Weglassung aller nega-
tiven Potenzen von {:

w * 02 m(n=3) n(n—4)(n—5) fn—6
Pyt =m Tt et Ty et T 1.2.3 g8

eine Reihe, die ganz der obigen Cosinus-Reihe entspricht, da ihre
Ableitung auch vollig identisch mit der von der Reihe fiir cos n¢g ist.
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Ebenso ist
y—y?!
y—y!
y—y1 !
Yoy _t
y—y* 9
y—ys_ 2

1 2 1

y—y1t g
y'—yt_ 8 t

und allgemein mit Weglassung aller negativen Potenzen von ¢:

Py o1 8 (1-8)(n-4) =5 _ (n—4) (n-5)(n-6) 1=~"
g8 1.2 g5 1-2.3 s

Eine Reihe, die wiederum mit der obigen Reihe fir ——- 'r;qo der

Form und Ableitung nach identisch ist.
Substitnirt man nun diese Werthe in die obigen Gleichungen,
und multiplicirt sie nachher mit g®, so erhilt man

Bt» —B vty B2 _BtnB..... + B,

— | Bt — B (n—1) o8+ B () ot |

+g‘{ n. (”’;3) H_MM tn—!i.,....} etc. =0,
rtﬂ-l_rl t”-2+72 tﬂ—s.__.ys m4..... =+ Yn-1

— gy (n—2) 8 —y, (n—3) tr—t + yy (n—4) 15 - -+ |

g l y OB &2 a-9) tﬂ—ﬁ---} ete. =0,

das heifst ganz die obigen Gleichungen. Es ist klar, dafs hier ¢*
nur statt v eingefiihrt ist, um J/v=g bequemer zu schreiben.
Auch kommen in den simmtlichen Formeln nur Potenzen von g*
vor. Hiernach lifst sich ganz allgemein folgender Satz aussprechen:
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Wenn in einem trinomischen Factor einer Gleichung
o e 2L ey 22 ... + gy =0,
der von der Form ist & +tx +v, die Grifse v auf irgend welche

Art bekannt geworden ist, so findet man das zugehérige ¢, wenn
man setzt:

®9n —_%m _
1 + - 1 - Y
®3p—1 C29—1
o + = =p 6 — v:_1 =n
&20—2 - C29—2
@ -+ = Be ey — v::f =7
1 Cnt1
Op—1+ v = fn—1 Cp1— ) =¥n—1
2a, =g,

und dann die gemeinschaftliche Wurzel der folgenden beiden Glei-
chungen, in welchen alle negativen Potenzen von ¢ weggelassen
werden milssen, auf bekannte Weise bestimmt:

Bin — Bt By fyn ..k e

—o {Bntr—3— B, (n—1) 8 1 B, (n—2) ot — .+ |
n(n—3) (n—1)(n—4) ..
+vﬁ{ﬂ_i_._2__tn—4_ﬂ‘.__lT_tw 5_....}

_vs{thﬂ—G_.u.} ete. =0,

ol Rl o CY Al (Y A AEERE -F A
—v [y(—2)t» 8 —y (n-B) tr A+ (n—4) "5 0. )

+;02{ 7.(_”%).(2@%5_"1&%)_#—64_..--}
+v’{ 4 (”_4)1(’.‘;?)3(”—6) =7 —... } ete. =0,

Sobald v und ¢ gefunden sind, so werden die einfachen Fac-
toren des trinomischen Factors am leichtesten auf folgende Art
bestimmt, wobei drei Fille zu unterscheiden sind:
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1) v positiv t<2pv
t . . 2 — 3 —
3y v = 0089; @ + 1z +v=(z + {cosg +sing )—1} Vv)
(@ + {cosg —sing y—1} /1)

2) v positiv t>2pv

2‘;” =ging; 2+tx+v=(z+cotgsp V) (x+tgip L/ v),
3) v negativ

210

T —189; P Hiz—e=(@+cotgiplv)(@—tgipl/v)

Es wird hier bei }/v iiberall abgesehen von dem Zeichen, was v
vor sich hat, und nur seine absolute Grifse in Betfracht gezogen.

Bei der Anwendung dieses allgemeinen Satzes macht man den
Grad der Gleichling immer zu einer geraden Zahl; wenn es nithig
sein sollte, durch Hinzufiigung eines Factors (z+0) oder durch
Multiplication der Gleichung mit x, wobei @y, dann = Null wird.

Aufserdem kann bei der Benutzung der oben entwickelten
Art, die v durch lauter gerade Potenzen der Wurzeln za bestimmen,
der Zweifel entstehen, ob in den trinomischen Factoren v positiv .
oder negativ zn nehmen ist. Will man diesem Zweifel ganz aus-
weichen, so bestimme man nicht die trinomischen Factoren der
gegebenen Gleichung selbst, sondern die trinomischen Factoren
der Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der urspriinglichen
‘Wurzeln sind, oder der ersten unter den abgeleiteten. Diese
Gleichung wird n#mlich za Wurzeln haben 1) die Quadrate der
reellen Wurzeln der gegebenen Gleichung, die als Quadrate ihrer
Natur nach positiv sind, und stets ein positives » geben miissen;
2) die Quadrate der vollstindigen imaginiren Wurzeln der ge-
gebenen Gleichung, die den trinomischen Factor 22 +2¢? cos2¢ 2+ gt
geben, und also ebenfalls ein positives v; 3) die Quadrate der un-
vollsténdigen imaginiren Wurzeln unter den gegebenen, = + gp/—1,
x—g)/—1, wenn solche vorhanden sind, in denen ¢ =90° oder
fiberhanpt von der Form (% + )7, diese werden den irinomischen
Factor 22 —2¢?x + g* also ebenfalls ein positives v geben; auch
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kann nie der Fall eintreten, dafs die beiden einzelnen Factoren
(x — ¢®) (x — g°) getrennt wiirden, und sich so mit anderen zu einem
negativen v verbinden, da die v stets ihrer Grofse nach geordnet
erscheinen, und folglich zwei gleich grofse lineare Factoren sich
nothwendig zu einem trinomischen Factor vereinigen miissen.
‘Wenn man auf diese Weise die trinomischen Factoren der ersten
abgeleiteten Gleichung, welche etwa durch

22+t 2+ v,

bezeichnet werden mogen, gefunden hat, wo v, nothwendig stets
positiv sein mufs, so hat man fiir die Factoren der gegebenen
Gleichung
v=oV0, I=VH'£21 1)

wo die Vorzeichen zusammengehdren, und wobei man auch noch
den Fall, dafs ¢ positiv oder negativ sein kann, in Betracht ziehen
mufs. Bei reellen Wurzeln wird sich dieses leicht entscheiden,
und bei imaginiren kann man auch immer direct die Factoren der
gegebenen Gleichung selbst bestimmen, da v bei diesen immer
positiv ist. .

Ueberhaupt ist diese Ungewifsheit fiber das Zeichen von v von
keinem praktischen Nachtheil. Denn der Fall, wo man bei reellen
Wurzeln es vorziehen mufs, die trinomischen Factoren statt der
einzelnen Wurzeln selbst zu bestimmen, fritt nur ein, wenn zwei
Waurzeln gleich oder so nahe einander gleich gind, dafs sie erst
sehr spit sich von einander trennen lassen wiirden. Unter gleichen
Waurzeln werden alle die verstanden, welche der absoluten Grofse
nach ohne Riicksicht auf das Zeichen einander gleich sind oder
nahe kommen. Ein solcher Fall ist an sich schor sehr selten,
wenn er aber eintritt, so giebt es ein fast immer unfehlbares
Kennzeichen, das oder die v, die zu- reellen Wurzeln gehoren,
von denen zu unterscheiden, die von imaginiren gebildet werden.
Denn da alle reellen Wurzeln gleich in der ersten abgeleiteten
Gleichung nur positive Wurzeln geben, so kann irgend ein nega-
tives Zeichen fiberhaupt nur dann in irgend einer der abgeleiteten
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Gleichungen vorkommen, wenn die erste Gleichung imagin#re
Wurzeln hat, und bei den verschiedenen Stufen, die m und mit
ihm cos mg durchgeht, wird anch fast immer in einer der abge-
leiteten Gleichungen in diesem Falle einmal ein Minuszeichen er-
scheinen. Dieser Zeichenwechsel wird einem oder mehreren Coef-
ficienten, in denen er zumerst sich gezeigt hat, wiederum in den
meisten Fillen eigen bleiben, und kann besonders bei den hoheren
Potenzen der Wurzeln als ein sicheres Kennzeichen angesehen
werden, dafs der Coefficient, welcher zuerst nach einem solchen
Minuszeichen eine bestimmte Grenze erreicht, den Modul einer
imagindren Wurzel enthilt. Man kann daher mit volliger Sicher-
heit schliefsen, dafs wenn vor einem Gliede, wodurch ein v be-
stimmt wird, ein anderes vorhergeht, welches bei den hé&heren
Potenzen irgend einmal einen Zeichenwechsel dargeboten hat, das
aus diesem @liede erhaltene v nothwendig positiv ist, und wird nur
bei den v, denen nie ein Zeichenwechsel vorangegangen ist, tiber
das Zeichen ungewifs sein konnen, und also auch nar in diesem
seltenen Falle zu dem vorgeschlagenen Mittel zu greifen
branchen. .

Endlich wird es in jedem Falle zweckmiifsig sein, die beiden
linearen Gleichungen in Bezug auf /, die ans den Coefficienten e,
und a3,-; hervorgehen, mit zn benutzen, so dafs man, vermittelst
der zuletzt abgeleiteten Gleichungen, immer zwei / weniger als
fiberbaupt erforderlich sind, bestimmt..

Hat man anf diese Weise die erste Niherung fiir die Werthe
von ¢ und v, ebenfalls vermittelst der Logarithmen von 5 Deci-
malen erhalten, so ist es eben 8o leicht wie bei den reellen Wurs
zeln die genauneren Werthe zn finden. Die Gleichung

F(@) = fag)+ &) (”") By =

findet auch hier statt. Hat der trinomische Factor imaginire
Wurzeln, wo folglich

2y =— go (08, + singy V—1), Zy = — go(cos P, — sing,1/—1),
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so erhiilt man durch Substitution von (— g,)* cos ng, fir jedes 7,
und (— go)* sinng, fir jedes z,” den Werth von
[(@o)=[(— go}* cosng,] + [(— go)* sinng,] —1
und f@o)= [(— go)* cosng,] — [(— go)* sinng,] p/—1.
Auf gleiche Weise wird
[na8] = [n(— go)* cosng,] + [n(— go)* sinng,] 1 /—1

md  [225"] = [n(— go)* cosngy] — [n(— go)* sinne,] —1.
Endlich wird wegen

1g 24 =1g (— 90) + 18 (cos @, + 8in gy |—1)

=1g (— 90) + Po V:‘l
und lgz =1g(—9) +91—1
Dlgzy=AD0Ilggy, +ADgyV—1
und ebenso Alg z, = Algg, — D¢, —1.
Setzt man also, was immer erlaubt ist
[(— 90> cosnpy] =Pcos Q@  [n(—go)"cosng,] =g cos ¢
[(— g0 sinng]=PsinQ@  [n(—go)* sinngy] = ¢ sin ,

80 hat man die zwei Gleichungen
0=Pcos @+ Psin Q1/—1+{ecosyp+esiny /—1} {Alggy+ Ay, 1/ —1}
0="PcosQ@— PsinQY—1+{ecosy—esiny—1} {Algg,—Ago/—1},
aus welchen man durch Verbindung vermittelst Addition und Sub-
traction erhilt

0=Pcos Q+ocosy Algg,— e siny A,

0= Psin Q + ¢ siny Algg, + ¢ cosy A g,
oder nach gehoriger Elimination
_ Peos@y) 4 _Psin(@—y)

e 9 e Y
wo der Factor M wie oben den Modulus des briggischen Systems
bezeichnet. Aus beiden kann man, wenn man es vorzieht, ableiten
rfy, =—-2E% cOS(3—¢+%)
__ Pcos(@—y+g,)

Blgfo 0C0SQ, X

Algg, = Dgy=—

oder
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Die Rechnung kommt sonach im Wesentlichen auf die Sub-
stitution von den beiden Werthen von z* = (— g)® cosn ¢ und
" = (—g)* sin ng hinaus, da die Ermittelung von n(— g)* cosng
und n(— g)" sinng, oder die Multiplication jedes Gliedes mit dem
Exponenten der Potenz von x, welche in ihm vorkommt, kaum in
Anschlag zu bringen ist.

Sind beide Wurzeln reell, so substituirt man jede einzelne in
die Gleichung, und bestimmt ihre Correction, wie oben gezeigt
ward, oder wenn man es vorzieht, so kann man die Correction von v
und ¢ suchen. Die Substitution der Wurzeln giebt, wenn pv=g

[(— 9%l =4, [(—9ys)"] =B,

9o

weil die beiden Werthe von = sind — g,v, und — T’ und darauns
0

folgen die Differentialquotienten in Bezug auf den Logarithmen
der Wurzeln

[(r(— %%l =p,  [#(— gy =14
Man hat folglich
0=A+p{Dlgg+Dlgy}

0=B+q{Dlgg,—Dlgy }s
woraus

1 4 B
”M_mgg°_'—*{7+7}
1 A B
i Slev *{ P 4 }

und dann wegen Algt, =Alg g, + Alg (yo + —yl—) fiir Wurzeln, die
0

gleiche Zeichen haben, folgen wird:

1 A B
7A18”o=—{7‘+_q‘}
1 4 B Y| B}
I[—Algto=—}(—p——+—q—)—~}cosq>{7——q—

=—{%cosu}cp’+—g—sin§q>2}
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und filr A1gt0=A1ggo+A1g(yo——y1—), fir Warzeln, die un-
0

gleiche Zeichen haben

1 Y B}
FA]gUO-——%?'F?

1 A B 4 B}
1[4 2B z}
- cow{p cO_S%fp 7 sing ¢ 1.

In diesem letzten Satze ist durch die Ermittelung der trino-
mischen Factoren die Auflosung der Aufgabe vollstéindig enthalten,
und es wird nun keine Schwierigkeit haben, in dem allgemeinen
Falle, wo imaginire und reelle Wurzeln zugleich vorkommen, den
Gang der Operationen und die Form des Endresultats zu iiber-
sehen. Man kann dazu entweder die beiden oben gegebenen
Formen fiir reelle Wurzeln und fiir imagindre mit einander mul-
tipliciren, wodurch man erhalten wird

x4 {[am] + [fm]} 21 {[am bm] +[a™fa] + [g2m]} 2n—2
+{[ambmom] + [ambnfo] + [amgm] + [y 2tns
+{[ambmondn] + [ambmonf,] + [ambmgn] + [amgnf'n]
+ [gmg ™™ atnt. ... ete. =0.

Oder noch einfacher betrachtet man jede Gleichung, nachdem man
nothigenfalls ihren Grad durch Multiplication mit # zu einer ge-
raden Zahl gemacht hat, als ein Product der trinomischen Factoren

@@+tx+v)@2+tr+v)( @@+ +0")...=0.
Wenn dann durch Erhebung der Wurzeln zur mt» Potenz die Form
erhalten ist:
w"‘+01 xz"_l+02x9“_2+03x2“'3+04.’£2""4. .o +%=O,
80 findet im Allgemeinen, unter der Annahme, dafs v>v', v'>v,
v >, vle-D > o), und jede reelle Wurzel, welche zu einem v
gehort, grofser ist als jede zu einem kleineren v gehdrige Wurzel,

oder die Quadratwurzel aus einem kleineren v, das Verhalten statt,
dafs nach der Grofse der v geordnet:
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CG ==

C, =vmwo™

Co =vmo™op™

: -

Corgg=1vmp™ ™ o)™
Die Coefficienten C,, C;, C;, iiberhaupt die von der Form Cap4-1
sind dagegen Functionen der verschiedenen ¢; wenn irgend ein v
zu einem trinomischen Factor gehort, dessen Wurzeln reell sind,
so wird C3,41 die Form haben

Copg1= ™, .. ylr—1)™ ay,

wo a, die grofste reelle Wurzel ist, die zu v, gehdrt; das letztere
hat dann den Werth a, b, und man findet durch Division

02r+1 021' 2

Sarloan, e
Wenn dagegen v™) zu einem trinomigchen Factor gehort, dessen
Wurzeln imaginir sind, so n#hert sich Cgn4; nicht continuirlich
einer bestimmten Grenze, sondern hat stets Werthe, die niemals
den Werth von

2um ™y, pr—Dytr) I

iberschreiten konnen. Der Coefficient Cz, 41 beh#lt folglich immer
schwankende, h#ufig mit dem Minuszeichen behaftete, Werthe,
welches letztere, wenn es sich in irgend einer der abgeleiteten
Gleichungen zeigt, ein unfehlbares Kennzeichen ist, dafs die ge-
gebene Gleichung imaginéire Wurzeln hat. Hat man durch Di-

vision von
02f+2 —_ vr
Cor _
die v" gefunden, sie mdgen zu imaginiren Wurzeln gehdren oder
zu reellen, so benutzt man zur Bestimmung der ¢, wenn nicht mehr
als 4 imaginire Wurzeln vorhanden sind oder zwei ¢ gesucht
werden, die linearen Gleichungen, die sich fiir die ¢ aus den Coef-
ficienten ; und @, der gegebenen Gleichung finden. Werden

mehrere ¢ verlangt, so substituirt man die Werthe der verschie-
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denen » in die oben entwickelten Gleichungen vom xten und (n—1)ten
Grade, und erh#lt durch die Aufsuchung ihres gemeinschaftlichen
Divisors den Werth des zu jedem v gehédrigen ¢. -
Im Falle endlich, dafs ein v zu vollig gleichen Wurzeln ge-
hort, so hat der Coefficient Cg,.4.1 den Werth
Coppr=20mu™, lr—0mymim
denselben, welcher bei imagindiren Wurzeln die #ufserste Grenze
bildet. .
Ausnahmen von dieser allgemeinen Regel treten nur ein, wenn
die obigen Bedingungen nicht alle erfiillt sind, wenn also z B.
gleiche reelle Wurzeln oder der Modul eines imagindren Wurzel-
paares zwischen zwei oder mehreren reellen Wurzeln liegt, die
der Grofse der v nach zu einem und demselben v gehéren. In
diesem Falle ordnen sich die Glieder, die zu solchen Ausnahmen
gehoren, immer so, wie die Reihefolge der Coefficienten in den
einfachen Factoren, welche diese Ausnahme bilden, sich darstellt.
Wenn also 3 gleiche reelle Wurzeln vorhanden wiren, die mit der
néchststehenden ungleichen reellen Wurzel ein Product zweier tri-
nomischer Factoren bilden werden, so ist wegen
(x+a)? (x+Db) = xt + (3a+Db) x® + (3a® +3abd) 22 + (3a?b+ad) x+add,
fir b <a die Aufeinanderfolge der C

Gy =vmo™ o™

Coppg = 3™, or—D™ gm

Copig=3vm o™, ¢r=)™ g2m

Coppg=vm 0™ .., ¢r=D™ gfm

Copps =M™ |, =D gdmpm — gmpi™ | ge—D™ pr)™ e+ ™,
Und ganz #hnlich werden die iibrigen Coefficienten der verschie-
denen Potenzen eines Binoms sich in Féllen von mehreren gleichen
‘Wurzeln zeigen. Ebenso iibersieht man leicht die Reihefolge,

wenn b >a wire.
.Wenn eine reelle Wurzel gleich dem Modul einer imaginiren

wiire, und also wiedernm mit der n#chstangrenzenden reellen
Encke’s AbhandlL I ° 11
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‘Wurzel verbunden, ein doppelter trinomischer Factor sich bildete,
80 geht die Form
(@ +fr+¢°) (z +g) (z + a)

=+ (@ +f + g) 2*+ (ag + af +fg+g%) 2* + (afg+ ag® + 9%) 2 +ag®
im Falle ¢ < g wire, weil f, sich dem 2¢™ moglicherweise ndhern,

und auf keinen Fall fir immer dagegen als verschwindend be-
trachtet werden kann, iiber in:

) 4+ % o3 4 % 22 4 gBm x4 gmgim
und folglich wird die Reihefoige der Coefficienten werden
Gy =vmy™.., o™ '
Cyp+1 = unbestimmt und schwankend
C;r+2 = unbestimmt und schwankend
Coris =VmV™ . ., pr—D™ gir)Im

Corpa = V™0™ ., pr—D™ g3 gm — ymyi™ | ylr—D™ yO)® yr+)™

und ganz #hnlich in allen andern Fillen. Gleiche Moduln bei
mehreren Paaren imaginérer Wurzeln werden drei aufeinander fol-
gende unbestimmte Glieder geben, wenn zwei Moduln -einander
gleich sind, 5 aufeinander folgende unbestimmte Glieder, wenn
drei Moduln gleich sind u. s. w. Es wird hiernach keine Schwierig-
keit haben, sich in allen Fillen den Gang erkliren zu konnen, und
die Resultate daraus herzuleiten. '

Es mufs hiebei beachtet werden, dafs wenn man immer zu
geraden Potenzen erhebt, die Gleichheit der Wurzeln von der ab-
soluten Grofse ohne Riicksicht auf das Zeichen zm verstehen ist,
und dafs eben deswegen das Zeichen der o, welche nicht zu ima-
giniren Wurzeln gehoren, zweideutig ist, wenn man auf die ur-
spriingliche Gleichung zuriickgeht. Die Zweldeutigkeit hdtt auf,
wenn man die Gleichung auflost, welche den Quadraten der Wurzeln
entspricht. In ihr sind alle v positiv. Dasselbe gilt von den
Zeichen der einfachen reellen Wurzeln, iiber welehe daréh un-

mittelbare Substitation oder auf anderm Wege stets zu entschei-
den ist.
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Diese Ausnahmefiille von gleichen Wurzeln und Moduln er-
fordern aber aufserdem noch, bei der Verbesserung der zuerstge-
fundenen Niherungswerthe, eine besondere Beriicksichtigung. Denn
wenn man nicht aus der Natur der Aufgabe, welche dureh eine -
Gleichung ausgedriickt wird, weifs, dafs in aller Strenge gleiche
Wurzeln vorhanden sein miissen, so giebt die erste Niherung, wenn
sie auf gleiche Wurzeln und Moduln fiihrt, doch nichts anderes
zu erkennen, als dafs diese Gleichheit innerhalb der Grenzen dieser
ersten Niherung stattfindet. Sie kann aber nicht berechtigen, bei
der Verbesserung der gefandenen Werthe diese Gleichheit beizu-
behalten und vorauszusetzen. Es miissen daher die verbesserten
Werthe duarch eine Methode gefunden werden, welche iiber diesen
Punkt entscheidet, ibgesehen davon, dafs die oben angefiihrten
Formeln fiir die Verbesserung der ersten Werthe die Ungleichheit
simmtlicher Wurzeln und selbst eine merkliche Ungleichheit vore
aussetzen, welche mindestens das Doppelte der etwaigen Ver-
besserung betrégt, und fiir die praktische Brauchbarkeit noch
stirker gsein mulfs,

Zur Erhaltung einer solchen Verbesserungsmethode setze man
wie oben » .

f@)=@~+a)(@+b)(x+c)(x+d).....

und bezeichne aufserdem das Product

1 1 1 1
(1+_x+a y) (1+—x+b y) <1 +——;H_c y) (1+ 7+ y) .....
durch die Form

ldgy+ayt+ay3+ayt.....
so dafs
ao l 1 1 1 N
1= 2+a  z+b | x+ec & z+d | z+a

AT Tra)@+d) | @ra ato) @by @te) _(a:-i—a)(x—i—b)]

1 1 - 1

B @t atb) @t T @@ @) _(x+a)(z+b)(xH)]u's'w'
11%
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oder &, die Samme der Combinationen der mtn QOrdnung ohne

. 1 1 .
‘Wiederholung von den %= Elementen e’ w+b’ etc. bezeichnet.

Man wird nun ohne Miihe finden, dafs jedesmal
df(x)

ax =& [(x)
7 g =4l
1 @f@)

1.2.3 dog — /@

1 anf@)
1793 m dom — @)

sein wird. Es enthilt nimlich &,/ () die Combinationen der (n—m)te»
Ordnung von 7 Elementen (z + a), ( +b), deren es

nn—1)(n—2)..... (n—m—+1)
1.2.3..... m

verschiedene giebt. Jedes einzelne dieser Glieder differentiirt,
giebt (n—m) Werthe, in welchen immer (n—m—1) solcher Elemente

verbunden sind, znsammen sind also in ﬂ%{?—»
nn—1)(n-2)..... (n—m)
1.2.3..... m :

Gliedeér, deren jedes (n—m—1) Factoren enthiilt, und da in dieser
Summe nur Combinationen von der (n—m—l)fm. Ordnung enthalten
sein konnen, und auch alle symmetrish darin enthalten sein miissen,
solcher Combinationen aber nur ’
nm—1)(n—2)..... (n—m)
1.2-3..... (m+1)

moglich sind, so mufs sich jede Combination (m+ 1) mal wieder-
~holen. Oder es ist

d(emf ()
dx

=(m+ 1) Em+1 f (),
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woraus der allgemeine Ausdruck folgt. Wendet man nun auf f(x)
.den Taylor'schen Lehrsatz an und setzt man

x =2+ A9,
so wird

f@) =)+ 202 ago o 2 LIE)

1.2 da°?

Bezeichnet man also durch s, die &,, welche den Factoren (x°+ a),
(x® +b), (#°+c) etc. entsprechen, und substituirt, so wird

@ =F@) {1+ 862 Aa®+ 62 Az +e0 Axd®. ...},
welche Reihe Glied fiir Glied der Taylor'schen Reihe entspricht,
so dafs das Resultat aus den m ersten Gliedern dieser Reihe voll-
kommen identisch ist mit dem Resultat aus den m ersten Gliedern
der Taylor'schen Reihe. ES soll nun f(x) Null werden fiir gewisse
‘Werthe von z, also mufs, was auch z° fiir ein Werth sein mag,
da nach der Form von f(x) die Taylor’sche Reihe, wenn sie ganz
zu Ende gefiihrt wird, stets den strengen Werth giebt, ein Werth
von Az gefunden werden, der der Gleichung

0=1+8"Ax+ & A2 +5° A%, ...

Axd® 4

entspricht, und jedes Resultat, was aus dieser Form bei einer ge-
wissen Anzahl Glieder gefunden wird, mufs eben so aus der
gleichen Anzahl Glieder der Taylor’schen Reihe hervorgehen.

Sei jetzt 2° ein Werth, der einer negativen Wurzel sehr nahe
_kommt,‘ etwa 29=—a? so wird Axz®=a’—a eine kleine Grofse
der ersten Ordnung, deren verschiedene Potenzen nur dann in der
Gleichung

. 0=1+&"0a" + & Ao + &2 Aad® ..
das erste Glied ...1... aufheben konnen, wenn sie mlt Factoren
multiplicirt werden, deren Nenner ébenfalls kleine Grofsen der
ersten Ordnung zu den verschiedenen Potenzen von Az° erhoben
enthalten, wihrend die Zshler Grofsen der Ot» Ordnung sind. Ein

solcher Factor wird in -
PR SR SR + .
P70 %40 " a—a® b—ad "
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nur das erste Glied sein, wenn die fibrigen Wurzeln so unter-
schieden von a sind, dafs b —a® c—a°® nicht als kleine Grifsen
der ersten Ordnung betrachtet werden konnen. In diesem Falle
werden anch die folgenden &,°, &°... keine Nenner enthalten, welche
als Grofsen der zweiten und dritten etc. Ordnang die Kleinheit

von Ax*%, Az®®... ete. aufheben, und eine merkliche Grofse her-
vorbringen kdnnten, weil die stattfindenden Combinationen ohne
Wiederholung sind. Man findet folglich ohne merklichen Fehler

Ax® aus

1
a—al

oder Az =a®—q.

Vermittelst des ersten Differentials von f(x) wird man daber bei
lauter ungleichen Wurzeln und hinlinglicher NZherung an eine
derselben, einen genaueren Werth finden, worin die Anwendbar-
keit und Beschrinkuag der Newton’schen Approximationsmethode
ausgesprochen ist.

Wenn aber aufser @ noch eine zweite Wurzel & dem a® so
nahe liegt, dafs b — a® ebenfalls eine kleine Grifse erster Ordnung
fst, so wird nicht allein

O=14s'Ax0=1+ N

1 1

o=
a—ad + b—ad’

&

sondern es kommt nun auch in &° ein Glied vor, welches mit Axo?
verbunden ebenfalls eine Grofse Ot Ordnung giebt, und nicht tiber-
gangen werden darf. N#mlich ohne merklichen Fehler wird

' o 1

T (@a—a®) (-9 y

Die Gleichung . 0=1+¢°Aad+&° Axo®

&°

zerlegt sich dann in die FactorenO = (1 + aewa"o) (1 + bew;’o )

Oder: Wenn zwei Wurzeln vorhanden sind, die 'eimander ‘sehr

dfiz) 1 &f
i = T e

nahe sind, :80 berechnet man und findet aus
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der Auflosung der quadratischen Gleichung zwei Wurzeln, welche,
zu dem N#herungswerthe —a® hinzugefiigt, die wahren Werthe
geben, .die man sucht. Die folgenden &’ &’ etc. haben hier weiter
keinen Einflus. In der Regel werden, wenn a° und 4° reell sind,
beide Wurzeln dieser quadratischen Gleichung reell seim; sind sie
gleich, 8o sind diefHauptwurzeln innerhalb der Grenzen der neuen
N&herung wiederum’ als gleich anzunehmen. Sind sie aber ima-
ginir, so hatte die Hauptgleichung zwei imaginire Wurzeln von
der Form a+8})/—1 und a —B8}/—1. Indessen mufs in diesem
Falle 8 eine kleine Grofse der ersten Ordnung sein, weil in & die
beiden Glieder fir imaginire Wurzeln
1 1
dra+fr—1 T wra—pfy—1
gich vereinigen in '
2@+a) 2
(x + a)* + p* 8

r+a+——r
r+a

und also nur dann eine kleine Grofse der ersten Ordnung im Nenner

geben konnen, wenn 8 von derselben Ordnung wie o — a® ist. Auf
0’

die absolute Grofse von d,;(:o) und d;iix:) kommt es dabei nicht an.

Es kann der Fall eintreten, dafs dg(;o) = Null wird, sowohl bei

reellen als imaginiren Wwrzeln. Es ist aber unmdglich, dafs alle
Differentialquotienten, welche nothig sind, zugleich Null werden,
weil in diesem Falle die Aufgabe eine unbestimmte wiirde.
Hiemit ist der Weg fiir alle ferneren Fille angezeigt. Wenn
bei der ersten Niherung m nahe gleiche Wurzeln gefunden sind,.
an f(a°)
da™
chung vom mte® Grade auf. Diese Auflosung, .die niemals in solchen
Ausnahmefillen zn vermeiden sein wird, mufs immer zum Ziele
fiihren, und wird es um so leichter, als durch den eingefiihrten
Néherungswerth «° die Az° wenn sie verschieden sind, ein sehr

so geht man bis zu & fort oder bis zn

, und 18st die Glei-
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merkliches Verhiltnifs zu einander haben miissen, und die Schnellig-
keit der Auflssung von diesem Verhiltni(s der Wurzeln zu einander
abhiingt, wie schon oben bemerkt ward. Auch ist es ein Vorzug
dieser Auflosungsmethode, dafs man von allen Wurzeln sehr ge-
nkherte Werthe findet, und folglich {iber die mogliche Anzahl
einander sehr nahe liegender gar nicht in Zweifel sein kann.
Fiir die numerische Rechnung ist es bequemer, zu setzen

Ao

2 =20 + 20 5
x

und die Taylor'sche Reihe zu schreiben

_ dfz® D 2 A2 f(x0) [ AxP\2
f(x)—'f(xo)"‘xo—’i‘—-za—-—xT-'f'*ﬂ 7;0—2_ (—xo—) +.-.
Es werden niimlich die Werthe
df(x®

T =2, d———;';(:f)=[n(n——l)x°"], ete.

aus dem ersten f(2°) durch einfache Hultiplica.tion jedes Gliedes
mit » (der Potenz von z° die darin vorkommt), mit (2—1) u. s. w.

f@) =[], a°

gefunden. Der Werth A%, den man findet, wird dann fast

immer gleich Algx® gesetzt werden konnen, mit Riicksicht auf
den Modulus des briggischen Systems.

Dieses Verfahren gilt allgemein fiir reelle jund imaginére
‘Wurzeln. Indessen ist es vielleicht nicht iiberfliissig, in Bezug
-auf die letzteren eine n#here Entwickelung hinzuzufiigen. Wenn
zwei Paare imagindrer Wurzeln von der Form e+ 83'—1 und
und o' g'}/—1 einander so nahe liegen, dafs die erste Niherung
gleiche imaginire Wurzeln von der Form of + 8°}/—1 gegeben hat,
80 brancht hier nur der Fall betrachtet zu werden, wo g° eine
merkliche Grofse hat, weil der andere, wenn S° sehr klein ist,
sich aus der Substitution der reellen Wurzel 2°=—a® ergeben
wiirde, wie oben bei zwei gleichen reellen Wurzeln angefiihrt ist.
In diesem Falle wird &° den Werth haben, wenn 2° = — a® — 80 |/—1
substituirt ist:
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1 1

e—d+E—O 1 A —dr -1’
‘denn die Verbindung von —a®—£° /—1 mit a—8 }/—1 und e'—8' |/—1
wird in dem Nenner die sehr merklichen Grofsen — (8 + )} —1
und — (8' + £°) |/—1 einfiihren, die sich nicht gegenseitig vernichten.
Dasselbe wird in &’ stattfinden, welches den Werth erhilt

1

@—a"+@—F V-1 (@ —a"+@' —)r—1) °
Die spiteren Werthe von &°, &° haben keinen Einflufs. Man wird
also aus der Gleichung
dfat) Dad x0? _dzf(xO)(Axo )2
dx® 2 1.2 da® | 0 /)’
wenn fiir 2° der Werth — o® —f° |/—1 gesetzt ist, die beiden
Wurzeln fiir A2° erhalten aus der Gleichung

(D20 +a—a+(B—F) -1} (Ao +a' —a+ (8 — ) 1/—1}=0

0=f(@) +2°

und anf dieselbe Weise, wenn — a® + 8°)/—1 substituirt ist, aus
{bat+ea—ad—B—F) V-1} (A2’ +a' —ad— (' — ) )~1}=0

und die Verbindung dieser beiden Gleichungen vom zweiten Grade
in Bezug auf Ax° die man so erhiilt, wird eine Gleichung vom
vierten Grade geben, némlich:

(b +e—a® (8 —B) 11} {Ax°+a‘—a°;!:(ﬁ‘—ﬁ°)|/—1}=0.

Sind deshalb die Wurzeln wirklich ungleich, so mufs man durch
unmittelbare Substitution entscheiden, welches Wurzel-Paar zu
o®+8°)/—1, und welches zu o® —g°)/—1 gehort. Ebenso wird
man bei drei nahe gleichen Paaren imaginirer Wurzeln auf eine Glei-
chung vom 6% Grade gefiihrt, bei vieren auf eine vom achten w. s. w.

Die Form dieser Gleichungen wird sich am leichtesten iiber-
sehen lassen, wenn man setzt

o0=7r0cosg®  B°=10 gin¢?
und damit
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[(—®)" cosn ¢°] = Pcos@ [(—r°)"sinng’] = Psin@
[n(—r°)® cosn¢] =0 cosyy [(n(—r°)"sinng’] =¢ siny
[n(n—1) (—r°)» cosng®] = ¢’ cosyy’ [n(n—1) (—r°)" sinn¢®] = ¢’ siny’
[n(n—1) (n—2) (—r°)» cosn ¢°] = ¢" cosy"
[n(n—1) (n—2) (—°)® sinng®] = ¢" siny" etec.
Es wn'd dann die Gleichung aus der Substitution von
2=—a—f—1
)8

oo

'0'== { Pcos Q+¢ cosy —; Lot +40 cosw‘(Axo) +3e0" cos w“(Axo) }’

0= PcosQ+eocosy ——+~}e‘ cosy’ (—xo) +3e0" cos:p“(

4§

| +{Psm0+esm¢—-+*¢’ s““”( xo) +e smw(

%I%

oder wenn man die ’—1 wegschafft

[Pst+esmw +14 e sinw‘(%o) +30" sinw“(%o)s.... }2,
welche letztere Gleichung ebenfalls fir die Sabstitution von
2% =—a®+ 0 )/—1 gilt, so dafs man immer nur auf eine Gleichung
von demselben Grade mit der Anzahl der imaginiren Wirzeln
gefithrt wird.

In den einfacheren Fillen, wo zwei Pa.a.re oder drei Paare -
imaginirer Wurzeln gleich sind, kommt man indessen noch ein-
facher zum Ziel, und ohne alle Zweideutigkeit, wepn man bei der
ersten aus der Substitution von 2°=—ea® —°/—1 allein hervor-
gehenden Gleichung stehen bleibt, und diese Gleichung auflost.
Man bekommt dann unmittelbar die Werthe von e—a®+(8—f°) p/—1
und von &' —a®+ (8'— 89 /—1. Diese Gleichungen unterscheiden
gich freilich von den gewdhnlichen dadurch, dafs ihre Coefficienten
imagindre Grofsen sind, aber fiir die Fille, fiir welche man Glei-
chungen direct auflosen kann, also bis zam 4t Grade, oder bis
zu vier Paaren nahe gleicher imaginirer Wurzeln, wird man diese
Auflosung fast mit derselben Leichtigkeit wie bei reellen Coef-
ficienten machen. Es mdgen hier noch die einfachen Formeln fiir
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die Aufldsung einer solchen quadratischen Gleichung mit imaginéiren
Coefficienten folgen. ) '

Die imagindren Coefficienten lassen sich leicht dividiren und
multipliciren, wenn sie auf die Form 4 cosp + 4 sinw Y —1 gebracht
sind, weil

Acosp +4sinp Y —1
Acosp' £ A'sinp'y —1

=%{cos (w—p') £ sin (w —p') ¥ —1}.

Man bringt also die gegebene Gleichung "
0= P (cos @+ sinQ y—1) + ¢ (cosy + siny Y —1) —AF-

+ 4 ¢’ (cosy’ + siny’ y—1) (A—a’fo-)s
zuerst auf die Form
9 .
(&) + 29—9 (co8 ( — )+ sin (y— y) Y —1)
22 (o0s @)+ sin @—) Y1) =0,

Ax?
a0

+

woraus
D20 _ _ g(oos (y—y)+sin(p—y) V1)
z0 _ e’ .

4 V e%(cos2(yp-y')+sin2(p~y')y ~1)-2Pe’ (cos(@-y)+sin(@-y')y -1)

‘2 . .
‘ (4

Setzt man jetzt, was immer erlaubt ist

02 co82p =% cos2 (¥ — ¢') — 2P o' cos(Q —¢')

d?8in2y =?sin2 (y — ¢') — 2. P¢' sin (Q — y'),

80 wird

B2 elcos(y—y)+sin(p—y)y—1) _d(cosy +siny y~1)
20 e' el .

Nun ist

B _ a—ad (=) y—1
o - drpy-1

Setzt man also
e—a%=1] cosL B—p=1l sinL
o  =r'cosg® B =rising’,
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80 wird
DN l l .
- cos (L —¢°) + 5 sin (L — ¢°) V-1,
folglich wird man erhalten

l o @ , )
—rTcos(L PO = — o cos(zp—tp)d:e—,cosr

4

‘Wenn man den wahren Werth von 2 durch
—7rcosgp —7rsing y—1
ausdriickt, so wird
r%cosg®+1cos L =r cosgp
7 sing® + ! sin L =r sing
oder 70+ 1cos (L — ¢%) = r cos (¢ — ¢%)
I sin (L — ¢°) =7 sin (¢ — ¢°)

so dafs
r [ , d
Wcos(«p—¢°)=1——e,—cos(tp—tp):!:e—,cosr
Fron @ - = —Lsin )k sy,

wobei die doppelten Vorzeichen so zu nehmen sind, dafs die obern
zusammengehoren und auch die untern.

Die simmtlichen Formeln fiir zwei Paare gleicher imaginérer
‘Waurzeln sind also folgende: '

Man bestimmt aus den Substitutionen von (—7%)" cosn¢ fiir 2"
und (—%)® sin @ fiir 2" die Werthe P, Q, e, ¥, o, ¥'. Dann
setzt man

d2cos2y =¢%cos2 (¥ —y')—2P¢' cos (Q — tp’)
d28in2y =? sin2 (v — ¢') — 2P ¢’ sin (Q — ¢')
und hat sofort:

d
—-cos (¢ — ¢p°) =1- ?9‘_ cos (w Y)x o cosy

d
T = —_ 2 2
ro.sm(tp q)) Py sin (y —¢')+ Py siny.
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‘Fiir den ersten Werth kann man bei der Kleinheit von ¢ — ¢°
meistentheils r_’; setzen, fiir den zweiten, weil % nahe eins, den

Werth ¢ —¢°. Man wird dann in den meisten F#llen schreiben

konnen:

1 ] )
== Dlgrd=— —-cos(y —- ')+ — cos
M g 3 (Y--v) 3 v

A"\ =—% sin (zp—w'):tei, siny.

In diesen Ausdriicken sind sowohl die fiir gleiche Wurzeln ent-
halten, fiir welche @ =y =v'=0, als auch lifst sich aus ihnen
die oben gegebene Bestimmung der verbesserten Werthe bei un-
gleichen Wurzeln herleiten. Es ist wegen des doppelten Vor-
zeichens =+ gleichgiiltig, welchen Werth von y man aus 2y wéhlt,
da es freisteht, sowohl y als 180 + y zu nehmen. Fiir drei Paare
gleicher imagindirer Wurzeln wird die Cardanische Formel sich
ebenfalls ganz bequem gebrauchen lassen. :

In dem hier Gegebenen ist die Auflésung der Aufgabe voll-
stindig enthalten. Es kann kein Fall vorkommen, der sich nicht
in aller Strenge durch die angegebenen |Ausdriicke losen liefse.
Ungleiche Wurzeln, reell oder imaginér, trennen sich von selbst,
und bei gleichen oder nahe gleichen Wurzeln sind leichte und
strenge Mittel gegeben, von einem gemeinschaftlichen N#herungs-
werthe aus entweder der volligen Gleichheit der Wurzeln sich zu
versichern, oder die einzelnen Wurzeln selbst zu berechnen. Bei
einem praktischen Gegenstande wird es jetzt moch ein Interesse
haben, an einigen Beispielen jden Gang_ der Rechnung kennen zu
lernen.

Als erstes Beispiel moge die Gleichung siebenten Grades
dienen, wodurch nach Gaufls die Punkte auf einer gegebenen Ab-
scissenlinie bestimmt werden, welche fiir die. mechanische Quadratur’
das moglichst vortheilhafte Resultat geben, wenn man iiberhaupt
nicht mehr als sieben Ordinaten anwenden will. Diese Gleichung
heifst
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1 63 1% , 1% 63 1 1

L — e, 4 .+ _
z b a3 +429.z 3432 0.

7 7 +13 52 £ v 1437 " 286

Sucht man hier zuerst die Logarithmen der Coefficienten auf,
welchen die Zeichen ebenso wie den Zahlen vorgesetzt. werden, so
wird die Gleichung:
27 — 0,5440680 z¢ + 0,6853971 z° — 0,6270347 &4 + 0,0877020 23 -
—9,3429745 2? + 8,2126407 z — 6,4644527 = 0.

Es ist fiir die Rechnung angenehmer, keine Logarithmen von
Briichen zu haben, weil man bei der Erhebung zu sehr hohen Po-
tenzen immer dann beachten mufs, ob —10 oder — 20, eder ein
anderes Vielfaches von 10 von der Charakteristik abgezogen wer-
den mufs. Man lege deshalb zu dem Logarithmen aller Coeffi-
cienten ein Vielfaches einer solchen Zahl hinzu, welche die Briiche
wegschafft, und zwar zu dem Coefficienten von 27— das rfache
dieser Zahl, so wird man alle Wurzeln mit einem bestimmten
Factor multiplicirt erhalten. Kann man dabei bewirken, dafs e, =1
wird, so wird die Rechnung etwas bequemer. Hier wird der Zweck
erreicht, wenn man die Vielfachen von 10 — 6,4644¢ 6’$64453?=0,5050782

hinzulegt. Die Gleichung wird dann

27 — 1,0491462 28 + 1,6965535 2® — 2,0422693 #* + 2,1080148 «*°
— 1,8683655 42 + 1,2431099 # — 0,0000001 = O,

Bei dem Anfange der Rechnung zeigt sich hier sogleich, dafls
man mehr als finf Decimalen bei den ersten Erhebungen zu hthern
Potenzen anwenden mufs. Denn es wird z. B.

Ig e = 3,39111

lg — 2@, a5 =— 3,39245

Ig +20, =+ 2,40904.
‘Wenn aber die Differenz zweier Logarithmen so klein wie hier ist,
nur 0,00134, so bewirkt nach den Gaufs'ischen Tafeln die Unsicher~
heit einer einzigen Einheit in der letaten finften Stelle schon
einen Fehler von 330 Einheiten in dem Logarithmen der Differenz,
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so dafs sich das Resultat gar nicht verbiirgen lifst. Man wird
also die beiden ersten Erhebungen hier mit 7 Decimalstellen aus-
. . fihren mfiissen, so wie es iilberhaupt vortheilhaft ist, die ersten
Erhebungen moglichst genau zu machen. Die Fehler in denselbeil
pflanzen sich zu beiden Seiten in vergriofsertem Maaflsstabe fort,
besonders bei Gleichungen wie diese mit lanter reellen Wurzeln,
in denen immer Subtractionen vorkommen. Man findet so:

Potenz der Wureeln =21

" 7+ 1,4180048 28 + 2,3959870 25 +- 3,0189949 z* + 3,2738401 z*
: + 3,0739348 22 + 2,2004297 z ~+ 0,0000002 = O.

Potenz der Wurzeln =22

o + 2,2735725 &8 + 4,0410890 28 -+ 5,3386202 2 + 6,0534451 28
+5,9093643 22 -+ 4,3578860 & -+ 0,0000004 = 0,

Yon hier an kann man mit fiinf Decimalen rechnen, weil sich
doch, des eben bemerkten Umstandes wegen, auch bei sieben De-
cimalen die letzten Stellen nicht verbiirgen lassen werden. Die
kleinen nothigen Hilfsmittel, bei den grofsen Charakteristiken
eine Anzehl Einheiten erst wegzunehmen, und nach gemachter
Addaition und Subtraction wieder zuzulegen, wird jeder Rechner
sich selbst machen. Schon von jetzt an sind die’ Producte der
entfernter stehenden Coefficienten wenig merklich.

. Potenz der Wurzeln =28
27+ 4,12268 2%+ 7,61495 25 + 10,36176 a* + 11,96640 2*
+11,78333 22 + 8,71441z + 0,00000 = 0.

Potenz der Wurzeln =24

27+ 7,97094 28 + 15,03723 x° + 20,65592 x* + 23,91840 «*
+ 23,66553 22 + 17,42882 x + 0,00000 = 0.

Potenz der Wurzeln =25

£+ 1581746 2° +- 30,04231 25 + 41,30800 x* -+ 47,83679
+ 47,13106 a9 + 34,85764 & + 0,00000 = 0.
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Potenz der Wurzeln =26
27+ 31,61214 2° + 60,08366 2° + 82,61598 ¢ + 95,67358 3
+ 94,26212 22+ 69,71528 z + 0,00000 = O.

Potenz der Wurzeln =27
x7 + 63,22365 x® + 120,16732 x5 + 165,23196 2* + 191,34716 23
+ 188,52424 2? 4 139,43056 = -+ 0,00000_ = 0.

Hier wird die Rechnung geschlossen. Bei allen andern Coef-
ficienten sind schon die newen Werthe die reinen Quadrate der
fritheren, und auch bei ¢; wird «®— 2ea; nicht mehr von e? sich
unterscheiden. Es sind folglich alle Wurzeln reell, und wenn man
die Logarithmen nach einander subtrahirt, so hat man

lg a'® = 63,22365 1g @ =0,493935
lg b = 56,94367 1g b= 0444872
lg = 4506464 1g ¢ = 0,352067
lg d128= 26,11520 1g d =0,204025
lg €1 = 125,17708 — 128,0 lg e=9,977946
1g f128= 178,90632 — 128,0 lg f=9,616456
1g g% = 116,56944 — 256,0 1g g = 8,910699

Zieht man von diesen Wurzeln den oben hinzugeftigten Logarithmen
0,5050782 ab, so hat man die wahren Wurzeln der gegebenen Glei-
chung : .

Ig @ = 9,98886
1g b=9,93979
lg c = 9,84699
lg d = 9,69895
1g e=9,47287
lg f=9,11138
lg g = 8,40562

‘Werden die negativen Werthe dieser Wurzeln, um ihre Zeichen
kennen zu lernen und sie zu verbessern, in die Gleichung substi-
tuirt, so zeigt sich, dals sie keinen Fehler geben, der auch noch
bei einer Rechnung mit sieben Decimalen bemerkt werden konnte.
So z. B. findet man fiir 1gb = 9,9397900
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7 = + 0,3789047 To'=+ 2,6523329
o 8 = — 1,5233790 By 28 = — 9,1402740
oy 25 = + 2,4229648 Bty 2° = -+ 12,1148240
oy 2t = — 1,9328347 dogoi=— 7,7313388
e, 28 = + 0,8073689 Sa, a8 =+ 24221067
o 2% — — 0,1669377 2y 2% = — 0,3338754
g% = +0,0142047 @y x =+ 0,0142047
@ =— 00002914 —
8RS 60020199
f(@® =+ 0,0000003. dx®
Es wiirde folglich
1 _ —0,0000003
a7 2182 =% 5020199 .

wenn iiberhaupt der Werth von f(x°) verbiirgt werden konnte, was
hier keineswegs der Fall ist, da 3 die achte bedeutende Ziffer ist
in den Zahlen, aus denen f(x°) gebildet wird, wéhrend schon die
siebente ungewils sein mufs. Will man also hier die Logarithmen
der Wurzeln verbessern, so mufs inan bei der Substitution Loga-
rithmen von 10 Decimalen anwenden oder unmittelbar substituiren,
eine Miihe, die hier unnothig scheint, da Gaufs die Wurzeln bis
auf 16 Decimalen gegeben hat, so dafs man den strengen Werth
mit dem gefundenen gendherten vergleichen kann. Die Loga-
rithmen der wahren Wurzeln und die Unterschiede von der eben
gefundenen ersten N#herung sind:

lg a = 9,98881 Unterschied 0,00005
b = 9,93990 ” 0,00011
¢ =9,84691 ” 0,00008
d = 9,69897 » 0,00002
e=9,47287 ” 0,00000
f=9,11138 ” 0,00000
g = 8,40562 - 0,00000

Die Wurzeln (nach meiner Benennung) sind alle negativ.
Obgleich diese Unterschiede fiir die erste Néherung simmtlich

hochst unbedeutend sind, der grofste = ;g5 des Ganzen, so sieht
Encke’s Abbandl. I 12
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man doch, dafs sie im Grande blofs von dem bemerkten Umstande
bei «; in der ersten Potenzirung herriihren. Ich habe dieses Bei-
spiel als das ungiinstigste unter den mir bekannten bei der ersten
Naherung gewahlt, wie iiberhaupt die Lage von sieben reellen
Wurzeln, s&mmtlich zwischen O und 1, bei jeder Methode wegen
der Nothwendigkeit, mit griofserer Genaunigkeit, als man sonst bei
den ersten Versuchen zu thun pflegt, zu substitniren, die Losung
erschwert haben wiirde. Die Vergrofserung der Wurzeln allein
wiirde bei keiner Methode wesentlich zur Erleichterung beigetragen
haben. Hitte man iibrigens, wozn aber kein Grund vorhanden
war, dem oben gefundenen Werthe von f(z°) trauen wollen, so
wilrde man erhalten haben
Alg brigg. x° = + 0,000065,

wodarch man der Wahrheit ndher gekommen wire. Ein Zeichen,
dafs die Uebereinstimmung der ersten Niherung nicht blofs zu-
fillig war.

Als zweites Beispiel kann die hochste Gleichung dienen,
welche Fourier in seinem vortrefflichen Werke pag. 111 unter
den Beispielen auffiibrt: ,

21 —22°—3a84+42?—Hx+6=0.
Potene der Wurzeln = 2!
2 +4a8—225— 22t +292% — 1422 — 232436 =0.
Potenz der Wurzeln =22
z" 4 20 2% + 78 2% + 54 % + 58I x3 +- 1386 22 + 1637 2 + 1296 =0

oder um von jetzt an Logarithmen zu gebrauchen
27 +1,30103 28 + 1,89209 x5 + 1,73239 x* + 2,77012 a8 + 8,14176 z*
=+ 3,18667 = + 3,11261 =0.
Potenz der Wurzeln =28
x"+2,38739 2 + 3,70774 2 — 4,66350 z* + 5,58565 28 +- 5,39859 «*
—6,08996 x + 6,22522 =0.
Die Minuszeichen in der zweiten Gleichung zeigten schon an,
dafs .imaginlire Wurzeln vorhanden seien. In der letzten Gleichung
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kann man aus dem Orte der Minuszeichen mit Sicherheit schliefsen,
dafs der Coefficient von 2® einen Modul, und das bekannte Glied
einen zweiten Modul geben wird.

Potenz der Wurzeln =2* )
27+ 4,69313 2%+ T7,6499525— 9,39198 2¢ + 11,18557 «®
+ 11,94810 2% + 11,82750z + 12,45044 = 0.

Potenz der Wurzeln =25
2"+ 9,37002 2° + 15,34998 x5 — 18,87658 2* + 22,44623 x®
+ 23,75387 22 — 24,60849 x + 24,90088 = 0.

Potenz der Wurzeln = 28
z7+ 18,73971 28 + 30,70300 «® — 37,83535 x* + 44,89718 «8
+ 47,76037 2 + 49,06887 x + 49,80176 = 0.

Potenz der Wurzeln =27
27+ 37,47942 2 + 61,40601 2° — 75,61594 ot + 89,79441 28
+ 95,49582 22 + 97,80854x + 99,60352 = 0.

Potenz der Wurzeln =28
x7 + 74,95884 x® 4 122,81202 % — 151,32153 ¢ + 179,58882 3
+ 190,99129 2? + 195,21132 = + 199,20704 = O,

Hier schliefst die Rechnung, da alle Coefficienten, mit Aus-
nahme zweier, zn imaginiren Wurzeln gehoriger, welche durch
die Minuszeichen angedeutet waren, reine Quadrate sind und im
Fortgange der Rechnung keine Veréinderung wiirden erleiden
konnen. Zieht man jeden vorhergehenden Coefficienten von dem
folgenden ab, so geben die Verbindungen der Coefficienten von

| 27 und 28 lg a%® = 74,95884 lga =0,292808
! 2% und 28 lg 5% = 47,85318 lgb =0,186927
«® und x* unbestimmt
5 und «3 1g g°'2 = 56,77680 1g ¢® =0,221785
2% und 2? lg ¢26 = 11,40247 lgc =0,044541
z? und = unbestimmt
2 und 2°  1gg®P= 821675  1g g =0,032093

12¢



180 Aligemeine Aufldsung der numerischen Gleichungen.

Da hier nur zwei Paare imaginirer Wurzeln sind, so kann
man die beiden in Bezug auf f linearen Gleichungen, die sich
aus o, und o ergeben, anwenden. Hiezn ist es aber erforderlich,
erst des Zeichens von a, b, ¢ sich zu versichern. Eine beildufige
Substitution zeigt, dafs a positiv ist, & negativ und ¢ negativ.
Denn es geben z. B. bei ¢, wenn man lgz=0,044541% (oder
negativ) substituirt, die ungeradem Potenzen z7, % 2% x den
‘Werth der aus ihnen erhaltenen Summe

=+ 10,9106

und die geraden Potenzen z*, ® und 2° den Werth der aus ihnen

erhaltenen Summe
=+ 10,9106

Es mufs folglich ein positiver Werth von x substituirt werden,
oder ¢ negativ genommen. Die beiden linearen Gleichungen sind
a+b+c+f+f =, =0
9?9 (@b+ac+bo)+abeg f +abe g’ f=a,=—5,

welche in Zahlen ausgedriickt werden
f+f =+0,68341

3,60055 f + 5,57264 f' = + 1,26927

woraus man erhilt
=+ 1,29258 f'=—0,60917.
Die erste N#herung giebt daher die linke Seite der Gleichung als
das Product der Factoren
(x + 1,96249) (x — 1,53790) (x —1,10800) (z? +1,29258 -+ 1,66642)
(2% —0,60917 2+ 1,07669).

Will man diese Werthe verbessern, z. B. den ersten der beiden
trinomischen Factoren, so findet sich fiir ihn

lg r0=0,11089 @0 = b59° 57’ 25;'3,
Der leichteren Rechnung wegen nehme man aber ¢° in runden

Zehnern von Secunden, etwa
@° = 59° 57/ 20",
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Man erhélt damit
— 797 cos 7T ¢® = — 3,0148035
— ay r°° cosH g0 = + 3,5605688
— o, 7°° cos 3¢ = — 6,4534218
+ g 9% cos 2¢° = — 3,3238460
— g 7% cos ¢ =+ 3,2315650
bek. Glied ... =+ 6,0
[(—r%) cosn ¢°] = + 0,0000630
ferner
— 707 §in7¢® = — 5,1569226
— ay 7°° sinb ¢® = — 6,2226992
— &, ° sin3¢° = + 0,0150177
+ ag r°? gin2¢° = + 5,7777520
— ey 0 sin ¢° =+ 5,6872230
[(—r®) sinn %] = + 0,0003709
Hieraus folgt dann weiter:
lg P=6,515433
Q = 80° 21' 351
und damit

A 1gr9 = + 0,0000027 -
0,1108927 -

so dafls lgg =
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— 1197 cos T 0= — 21,1036245
— Doy 10° cosHgp® = + 17,8028440
—3a, 7% cos3¢® = — 19,3602654
+ 205 7% c0s2¢0 = — 6,6476920
— agr® cos ¢'=+ 3,2315655

[n(—r0) cosng®] = — 26,0771724

— 7707 8in 7 ¢® = — 36,0984582
— Dy r® ginHg® = — 31,1134960
—3a,r° gin3¢® =+ 0,0450531
+ 205 72 §in2¢° = + 11,5555040
— agr® gin 9=+ 55872230

[#(—r%)" sinng®] = —50,0241741.

1g o = 1,751380
W = 242° 28' 215

56 Ag =+ 0/'42
56 =59 57 20:42.

Auf &hnliche Art wird ¢' und ¢’ genauer gefunden und fir
die reellen Wurzeln hat man z. B. fiir a

1g a® = 0,292808

—a" = —112,112997
—aga® =+ 58219704
—e, 0%’ =+ 22,674894
+ o5 a%® =+ 15,405508

— @@ =+ 9,812460
bek. Glied =+ 6,0
[(—a%"] =— 0,000431,

- —Ta%" =— 784,790979
— by a®® = + 291,098520
—3e,a°® =1 68,024682
+ 205 a*® =+ 30,811016
— @ga® =+ 9812460

[n(—9)an] = — 385,044301
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woraus Alga® = — 0,0000005 lga = 0,2928075.
Die Verbesserung jedes einzelnen Werthes, isolirt fiir sich, giebt
zuletzt die Factoren der Gleichung:

{«* —0,6092132 x +1,0766801 } {«* +1,2926302  + 1,6664238 }
{z + 1,9624901 } < { z — 1,5378905 } {=—1,1080166 },

welche, da jeder fiir sich gefunden ist, die Priifung der Rechnung
gewdhren, dafs sein mufs
a+b+c+f+f=ea =0

Die Werthe der ersten N#herung sind in diesem Beispiel so
nahe der Wahrheit, wie man es fiir fiinfstellige Logarithmen kaum
erwarten durfte.

Als drittes Beispiel einer Gleichung mit mehr als vier imagi-
nidren Wurzeln kann die Gleichung dienen

27432t +6=0

Potenz der Wurzeln =21
74 92t 4+ 3622 4 36 =0.

Potenz der Wurzeln =22
27 4 81 x* — 648 8 4 1944 2?2 — 2592 x + 1296 = 0.

Potenz der Wurzeln =28

27— 1296 25 + 11745 x* + 104976 22 + 629856 22 + 1679616 x
+ 1679616 = O,
Von hier an Logarithmen:

Potenz der Wurzeln =24
z'+ 3,41364 2%+ 6,27636 25+ 8,60926 x¢ — 9,91005 z3?
+10,92186 22 + 11,84836 = + 12,45042 = 0.

Potenz der Wurzeln =25
"+ 6,46828 28 + 12,16012 2% + 17,29346 x* + 17,89851 2®
+ 22,31679 22 + 22,41671  + 24,90084 = 0.

‘ Potenz der Wurzeln =28
27 + 12,75961 2 + 23,97079 «° + 34,58689 x* — 39,91125 «°
+ 44,63668 x? — 47,561776 2 + 49,80168 = 0.
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Potenz der Wurzeln =27
27 + 25,49393 x8 + 47,63345 25+ 69,17378 z* + 79,561832 «8
+ 89,26074 22+ 94,72963 = + 99,60336 = O.

- Potenz der Wurzeln = 28
27+ 50,98747 28 + 94,96298 «8 + 138,34756 * + 158,73567 28
+178,52144 x2 4 189,15081 = + 199,20672 = 0.

Hier wird die Rechnung geschlossen, weil die Coefficienten von
2% x% 2? und das bekannte Glied reine Quadrate bleiben. Die
negativen Coefficienten von % und « in der 6ten abgeleiteten Glei-
chung, zeigen, da(s die Coefficienten, die auf sie folgen, zwei Mo-
duln bestimmen werden. Auch der Coefficient von 2® ist in der
dritten abgeleiteten Gleichung negativ. Es ist deshalb sehr wahr-
scheinlich, dafs auch der Coefficient von z* einen Modul bestimmt.
Die erste Wurzel ist reell. Aus der successiven Division erhilt man

lg a®¢ = 50,98747 lga =0,199170
1g 92 = 817,36009 lg g =0,341250
1g 9°* =40,17388 1g 9* =0,156929
1g 9"°** = 20,68528 lg "* = 0,080802.

Um die zn den verschiedenen g gehérigen f zu finden, wird
die Gleichung zu einer vom achten Grade gemacht. Es ist dann

=0, =0, =3, e, =0, “_5=‘0’ @3 =0, a;=6, ag=0,
womit die # und y werden '
=1, B= 6"-63 p2=00 ﬁ8=3’ By =0,.
r=1, pn=—6r% y=0 y=38
Die beiden Gleichungen fiir ¢ werden also
O0=Tt+—6r—618—4r2{34 (1814 —3)t + 21+
O0=1346r—6¢2—2r2¢t —(6r—4 <+ 3).

Wird hier zuerst 1g r? =0,34125 substituirt, und die Coefficienten ,
logarithmisch mit vorgesetztem Zeichen geschrieben, so stellt sich
die Division beider Gleichungen in einander so:
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0 = ¢+ — 9,75440 £ — 0,94331 2 -+ 9,86872 ¢ + 0,98353
0= 8 +9,75440 2 — 0,64228 t — 0,62802
IgB........ 030108  0,30103  0,06969

— 0,05543 8 — 0,64228 ¢2 + 0,69771 ¢ + 0,98353
0= 1%+ 0,68685 2 — 0,64228 t — 0,92810

IgB......... 0,06909 oo 0,30198
— 051716 £8............. t +0,62612
O=1£ ... ¢t — 0,10836
igB"....... 0,00000  0,15026

+0,58685 ¢2 — 0,49202 ¢ — 0,92810
0=12—9,90517¢ — 0,34125

IgB"....... 0,00000  0,38189
+9,90517 ¢ + 9,95936
0=t +0,05419.

Die Uebereinstimmung dieses letzten Werthes von ¢ mit einer
Wurzel der Gleichung O=1#— 0,10836 zeigt, dafs die Annahme
eines positiven 72 richtig ist. Bei der Einfachheit der Coefficienten
in den beiden Gleichungen, welche durch

a1=aa=u4=a5=a6=as=0
herbeigefiihrt ist, kann man auch die Gleichungen unmittelbar in
einander dividiren, wodurch man erhélt:

3ri2
rl4 4 1874 — 36

Substituirt man hier lg ¢"® =0,15693 und lg ¢ =0,08080, so er-
hilt man die logarithmischen Werthe:

0=/ +0,28435 0=f" —0,16895.

0=t+

Es sind folglich die Factoren aus der ersten Niherung:

0 = (2 +1,58186) (? — 1,13289 2-+2,19405) (2 — 1,92464 x +1,43527).
(%2 +1,47553 2+1,20447).
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Die durch eine Rechnung mit 7 Decimalen gefundenen verbesserten
Werthe sind:

0 = (% + 1,5818592) (2 — 1,1328854 x +- 2,1940798)
(2 — 1,9246556 x + 1,4352554) (22 + 1,4756817 -+ 1,2044862),

Als letztes Beispiel endlich einer Trennung gleicher, oder nahe
gleicher, reeller oder imaginirer Wurzeln moge die Gleichung
dienen:

0 = 2* -+ 4,002 2% + 14,01801 &2 +- 20,03802  + 25,07005.

Bei jeder ersten N#herung wird man geneigt sein, die rechte Seite
der Gleichung fiir ein vollstéindiges Quadrat zu halten. Denn es ist

{7 + 2,001 2 + 5,007} 2 = & -+ 4,002 2° + 14,018001 * + 20,038014
+ 25,070049,

welcher Werth sich von der rechten Seite der Gleichung nur in
der fiinften Decimalstelle erst unterscheidet. Es wiirde sonach
eine sehr weitldufige Rechnung werden, wenn man durch Potenzi-
rung der Wurzeln die einzelnen Wurzeln oder Moduln trennen
wollte. Angenommen daher, man habe nach 6 oder 7 Operationen
die Ueberzeugung gewonnen, dafs hier zwei einander sehr nahe
stehende trinomische Factoren stattfinden, so wiirde man als erste
Niherung annehmen

9% =g = 5,007 f=r=2001
und daraus
lg 0 = 0,3497888 ¢° = 63° 26' 26,'4.
Der leichteren Rechnung wegen nehme man
1g 0 = 0,3498000 ¢° = 63° 26' 20",

so giebt die Substitution bei Logarithmen von 10 Decimalen, die
hier n6thig sind:
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+ 7% cosd @0 =— 7,0137170573
— a, r°® cos 390 = + 44,1162372122
+ oy 7°% cog 290 = — 42,1228012449
—ayr® cos @°=— 20,0498010266

+ 25,07005
[(—7%» cos ng®] =— 0,0000321166
+70* gin 4 % = — 24,0716609670
— o, ™°® gin 3¢0 =+ 8,0305364993
+ g 7% gin 2¢p° = + 56,1476453709
— g7 gin ¢ = — 40,1064968325

[(—7%» sinn %] =+ 0,0000240707
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4% cosdg® = — 28,0548682292
— 3ay 7°° c0s3 ¢° = + 132,3487116366
+ 2, 9% cos2¢0 = — 84,2456024898
— ag7? cos ¢°=— 20,0498010266

0,0015601090

[n(—r°)" cos ng?] = —

4r°* gind g = — 96,2866438680
— 3a, 7°° 8in3¢0 = + 24,0916094979
+ 20, 7% gin2¢° = + 112,2952907418
— o7 sin ¢° = — 40,1064968325

[n(—r°» sinng’] = — 0,0062404608

Wegen der Gleichheit der Wurzeln mufs hier noch hinzugefiigt

werden

841 cosd g
—2.3a, 7% cos3 g0
+1.20,79% cos2¢"

- — 84,1646047
= + 264,6974233
= — 84,2456025

[n(n—1) (—7r%" cosng?] =+ 96,2872161

3.47%* gindg°
—2.8e r*®gin3¢0
+1:2¢, 7% 5in2¢°

= —288,8599316
=+ 48,1832190
= +112,2052907

[m(n—1) (—rO) ginn @] = — 128,3814219

Aus diesen Werthen ergiebt sich

lg P=5,603531
lg ¢ = 7,808380
g o' = 2,205414

woraus weiter folgt
1g J = 9,054660
und dann

Q =143° 85710
¥ =255 57 49,7
¥’ =306 52 13,0,

y =8°329:35
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L =1—0,000025276 = 0,000699739

;’-0
¢ — g0 =+ 6,417 =+ 20;434.
Man hat folglich folgende zusammengehorige Werthe
lg g = 0,3500928 ¢ = 63° 26’ 46,85
~1g ¢' = 0,3494850 ¢' =63°26' 5,98

und wenn man hieraus die Factoren der Gleichung bildet, so er-
hilt man:
(z + 1,0010021 + 2,0030005 }/—1) (z + 1,0010021 — 2,0030005 1/—1)
(z + 0,9999979 + 2,0000009 )—1) (x + 0,9999979 — 2,0000009 1/—1).
Die Factoren, aus denen sie wirklich gebildet ist, sind
(®+ 1,001 + 2,003 y—1) (x + 1,000 % 2,000 v-1)

und die kleinen Unterschiede der berechneten Werthe, riihren nur
davon her, wie die obigen Zahlen ausweisen, dafs auch mit Lo-
garithmen von 10 Decimalen die letzten 3 Decimalstellen in f(x0)
sich nicht mehr verbiirgen lassen. Es sind némlich die wahren
Werthe )

lg g = 0,3500926 ¢ =63°26' 47,01

lg ¢' = 0,3494850 ¢'=63°26' 5,82
von welchen die Winkel um 0,16, die Logarithmen der Moduln
um 2 Einheiten der letzten Decimale bei dem ersten abweichend,
bei dem zweiten vollig tibereinstimmend gefunden sind.



Ueber die Entwickelung
einer Funktion in eine periodische Reihe

nach Herrn Le Verrier's Vorschlag.

Die Entwickelung einer Funktion in eine nach den Sinus und
Cosinas der Vielfachen eines Winkels fortschreitenden Reihe, ist
in der angewandten Mathematik von so grofser Bedeutung, dafs
jede Modification der bisher angewandten Methoden, um auf mecha-
nischem Wege (so genannt zum Unterschiede von dem rein analy-
tischen) die numerischen Werthe der Coefficienten der einzelnen
Glieder dieser Reihe zu erhalten, mit dem grofsten Danke aufge-
nommen werden mu(s. Eine solche hat Herr Le Verrier in dem
ersten Bande der Annales de U'Observatoire impérial de Paris,
Paris 1855 pag. 384, angegeben und abgeleitet. Seine Ableitung
griindet sich auf die imaginéren Ausdriicke fiir Sinus und Cosinus,
und gewidhrt dadurch meiner Ansicht nach keine so leichte und
klare Uebersicht, als bei der Einfachheit des znm Grunde liegenden
Gedankens es wiinschenswerth ist. Hier werde ich deshalb diese
Ableitung auf die gewohnliche Form zuriickfiihren. Es hat mir
dabei not_hwendig geschienen, die ersten Transformationen vielleicht
etwas zu weitliufig im Detail auszufiihren. Wenn man aber eine
vollstindige Einsicht fiber die etwaigen Vorziige dieser Methode
erlangen will, und iiber die Félle, in denen vorzugsweise diese
Methode zu empfehlen sein wiirde, so wird zum sichern Urtheil
einige Weitliufigkeit nicht gescheut werden diirfen.

Bisher ging man von den namerischen Werthen aus, welche
die Funktion erhilt, wenn man zu der Einheit des Winkels, fiir
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welchen man ihre Werthe berechnete, einen aliquoten Theil der
Peripherie wéhlte. Man theilte die Peripherie in beliebige 27
Theile und erhielt eben deshalb auch 2% verschiedene Werthe der
Funktion, und nicht mehr; so dals man vermittelst derselben 2n
Coefficienten der Reihe bestimmen konnte, wozu man gewdhnlich
die ersten n +1 Coefficienten der Cosinus und n —1 Coefficienten
der Sinus wihlte. An sich braucht die Zahl der Theile keine
gerade Zahl zu sein. Allein die Bequemlichkeit des Werthes =
bei einer geraden Anzahl von Theilen ist so grofs, dafs bei einer
ernstlichen griofseren Anwendung wohl niemals der Fall einer un-
geraden Anzahl von Theilen gewihlt worden ist. Sind die 2%
numerischen Werthe der Funktion gefunden, so sind die Combi-
nationen, die man bei ihrer Verbindung eintreten léfst, am die 2x
Coefficienten daraus zu erhalten, einfach genug. Bei der Ent-
wickelung des reciproken Werthes von dem Cubus des Abstandes
der Pallas vom Jupiter bin ich an einigen Stellen bis zu 27 =48
fortgegangen, und konnte die 25 Cosinus-Coefficienten und 23 Sinus-
Coefficienten noch ohne allzugrofse Miihe erhalten.

2 . .
Statt dieses Werthes 2: , der immer nur 27 verschiedene

Funktions-Werthe geben kann, nimmt Herr Le Verrier einen
ganz beliebigen Werth fiir den einfachen Winkel an, er moge, wie
im folgenden, 2« heifsen. Man kann voraussetzem, dafs 2e in-
commensurabel mit 27 ist. Wire er commensurabel, so wiirde das
dltere Verfahren eintreten konnen. Diese willkiirliche Annahme
eines zu 27 incommensurabeln Winkels gestattet nicht blos, 2n
verschiedene Funktionswerthe zu finden, sondern unendlich viele,
oder so viele man will, und folglich, da bei gehoriger Behandlung
jeder Funktionswerth einen Coefficienten, sei es eines Cosinus oder
eines Sinus bestimmen ldfst, so viele Coefficienten der Reihe zu
bestimmen, als man fiir nthig hélt. Man kann folglich bei diesem
Verfahren zuerst sich darauf beschrénken, m Coefficienten aus
m Funktions-Werthen herzuleiten. Sollten diese nicht ausreichen,
80 kommt es darauf an, die Bereckhnung von m -+ m' Coefficienten
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so einzurichten, dafs man die ersten Rechnungen fiir 'die ersten
m Coefficienten benutzen kann, aum zu ihnen neue m' Coefficienten
hinzuzuftigen. Wenn dieses gelingen sollte, so wiirde man auf
diesem Wege durch successive Vermehrung der Zahl m + '+ m'/,
vielleicht am leichtesten den Zweck erreichen bis zu der Grensze,
die man sich vorgesetzt hat.

Die Form der periodischen Reihe, in welche man die Funktion
entwickeln will, sei

X=Cy+C, cos z + S, 8in x
+ Cj cos 2z + S, sin 22z
+ Cy cos 3z + Sy sin 3z
+C,cos 4z + S, sin 4z
+G; cosiz +8; sin ¢

+ Cy cos kx + S sin kx

Man berechne zuerst die Werthe von X fiir £ =0, z =2, 2 =2 2¢,
z=3:2e¢, x=4-2a bis zu z=n-2¢, wenn man % +1 Coeffi-
cienten bestimmen will. Dabei sei 2« ein willkiirlicher, aber mit 2
nicht commensurabler Winkel. Die numerischen Werthe mogen
nit Ry, R,, R,, R;, R, bis zu R, bezeichnet werden. Man hat also
.Ro = Co + 01
+ Gy
+ G
+C,
+C’.
+.Ck
R, =C,+C cos 2a+ 8, sin 2«
+ Cyco8 4a+ Sysin 4o

+Cscos 6“+Sssin 6“
+Cycos 8a+ 8, sin 8a

+C; cos 2ie + §; sin Zia

+ G, cos 2ka + 8, sin2ka
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Ry=Cy+ C, cos 4+ 8, sin 4a
+ Cyco8 8+ S;sin 8e
+ C3 cos 12 + S, sin 12«
+ C, cos 16a + 8, sin 16«

+ C’. cosdic+ S; sindic

+ é’;, cosdka + S sindke
By =Cy+ C,cos 6+ S sin 6
+ C; cos 12 + S; sin 12«
+ Cy cos 18a + S; sin 18
+ C, cos 24 + S, sin 24e

+ C‘. cos 6ia + S; sin 6t

+ Cg cosbka + S, sin 6k
und fiberhaupt
Ri—1=Cy+Cicos Rk—2)e+ S, sin Rk—2)e
+Cycos (dk—4)a+ Sysin (dk—4) e
+ C3cos (Bk—6)a+ S;sin (6k—6) e
+Cicos (8k—8)a+ 8, sin Bk—8)«a

+C; cosi(2k —2) @+ 8; sini (2k—2) @
Ry =Cy+ C; cos 2ka+ 8, sin 2ke
+ Cycos 4ka+ S;sin 4ke
+ Cy cos 6ka+ Sy sin 6ke
+C, co8 8ka+ S, sin 8ke
+ G cos2ika+ 8; sin2ika.
Am einfachsten bestimmt man die Werthe der Coefficienten

durch successive Elimination, wozu sich fiir C, die einfachen ersten
Differenzen darbieten. Bildet man also

-Ro'—Rl"’(l)l
Rl —-R5='(1)n
By —Ry=(1)
Rg—R4‘j(l)4

Ri—1—Ri=(1)
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so wird man in den Grofsen (1) kein C, mehr haben, und zugleich
lassen die Werthe derselben auf folgende Art sich schreiben, wie
man sogleich sieht:
(1, = 2sin a(Cisin a—S;cos «a)
+28in 2 (Cy8in 2 — Sy cos 2@)
+2sin 3 (Cysin 3a— S cos 3a)
+2sinde(C,sin 4a—8,cos 4a)

+2sinia(C,-sin c’a—S.-.cos ia)
(1)3= 2sin «(C,sin 3a— 8, cos 3a)
+28in2e(Cysin 6a— S; cos 6e)
+25in3e(Cysin 9a— S; cos 9a)
+ 2 sin 4_a (C,sin 12a — S, cos 120)

+ 2 sin ie (C; sin 32 — S; cos 3t )
(I)3= 2sin «(C, sin He— S, cos Hea)
+ 2 sin 2 (Cy 8in 10 — S cos 10«)
+ 2 sin 3 (C; 8in 15— S; cos 15a)
+ 2 gin 4 (C sin 20a — S cos 20a)

+2sin ta(C; sinhia—S; cos Hia)
und so fort, so wie allgemein
(= 2sin a(C sin (2k—1)c — S8 cos (2k—1)a)
+25in 2e (C, sin2 2k — 1) e — S; cos2 Rk — 1) )
+ 2 8in 3e (C; 8in3 (2k — 1) ¢ — Sy cos3 2k — 1) )
+2sin4a(C,sind 2k —1)a— 8, cosd 2k —1)a)

+25in i (C; sini 2k — 1) e— S cosi (2k—1) &)
Es wird auch des Folgenden wegen bequemer sein, durch
Hilfswinkel' die Cosinus und Sinus der gleichen Vielfachen zu
vereinigen. Sei deshalb ' '

C, =M, cos N, 8, = M, sin N,
Cy = M, cos N, Sy = M, sin N,
Cs = M, cos N, S = M, sin N,
C, =M, cos N, S, = M, sin N,

C; = M; cos N; 8; = M; sin N;
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so werden die Formen der ersten Differenz

(Iy= 2sin ¢ M;sin (¢—N)
+25sin 2a¢ M,sin (2e — N,)
+2s5in3e Mgsin (3a— Ny)
+2sin4a M,sin (4e—N,)

+2sin ie M; sin (te— N;)
(1);= 2sin a M sin Ba—N)
+ 28in2¢ M, sin (6a— N;)
+2sin3c Mgsin (9a— Ny)
+2sinde M, sin(12¢—N,)

+2sinie M; sin (3ia — N;)
(1)s= 2sin a¢(M;sin Ba—N,))
+ 2 sin 2e (M, sin (10 — Ny))
+ 2 sin 3a M; sin (15a — Ny)
+2sinde M, sin (20a— N,)

+2sin ie M sin (Bia — N;)

(1)y= 2sin ¢ M sin (Te—N)

+28in2e M, sin (14 — N,)

+2gin 3¢ M, sin (21 — Ny)

+2sin4e M, sin (28« — N,)

+235in e M; sin (Tie — N;)

und sofort allgemein

(L= 2sin eM;sin (Qk—1)a—N,)
+2sin 2a¢ M, sin (2 2k — 1) a — Ny)
+ 2 gin 3e Mg 5in (3 (2% — 1) @ — Ny)
+2sin 40 M, sin (4 2k —1)a—N,)

+2sin e M; sin (i 2k —1) a— N;)

Wollte man aus diesen ersten Differenzen die folgende Differenz
bilden, so wiirde immer nur eine der Grifsen M; oder N eliminirt
werden koénnen, und die erhaltenen Formen wiirden eben deshalb

unsymmetrisch ausfallen. Geht man aber sogleich zur zweiten
Encke’s AbhandlL L 18
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Differenz der Grofsen (1), oder wenigstens zn einer analogen Ver-
bindung, fiber, so erhdlt man symmetrische, leicht iibersichtliche
Formen und eliminirt zu gleicher Zeit immer die zwei Grofsen M,
und Ny, M; und N; ... M; und N; u. 8. w.

In den verschiedenen Grofsen (1) kommen die Grifsen M,
und N; so vor:

in Ay ....... 2 sin @ M; sin (@ — NN,)
in 1)y ....... 2 gin & M, sin (3a — N))
in (s ....... 2 gin @ M, sin (e — N,)
in (1) ....... 2 gin @ M, sin (Te — N))
i
in (g ....... 2 sin @ M; sin (2% — 1) e — N))

Die Faktoren 2sine sind iiberall dieselben. Die Winkel unter
dem Sinus bilden eine arithmetische Progression, deren Differenz 2«
ist. Es ist nun aber nach der elementaren Formel
—s8in(n—2)e+2cos 2a sin e — sin (n+ 2) e =0.
Bildet man folglich die Grofsen

— (1) +2cos2a(l)g—(1)y =(2)

— (1) +2cos2a(l)— (1), =(2)

—(1)s + 2 cos 2a (1), —(1); =(2)

= (Dk-1+ 2 cos 2e (1) — (=)
80 werden aus der Reihe der Grifsen (2), die offenbar eine grofse
Analogie mit den zweiten Differenzen der Grofsen (1) haben, die
beiden Grofsen M; und N; verschwunden sein.

Die Grofsen M; und N; kommen dagegen in den Grofsen (1)

unter folgender Verbindung vor:

in (1) .... 2sin2a M, sin (2 — N,)

in (1) .... 25in2a¢ Mysin (6x— Ny)

in (1) .... 28in 2 M, sin (10« — Ny)

in (1)4 «e.. 28in 2 M, sin (14 — Np)

in (1);, . 28in2e M, sin (2 2k — 1) a — Ny)

Die Fa.ktoren 28in 2e sind auch hier iiberall gleich. Die Winkel
unter dem Sinuszeichen bilden eine arithmetische’ Progression,
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deren Differenz 4« ist. Wenn folglich fiir alle Glieder in (1) das-
selbe Gesetz der Bildung der Grofsen (2) angewandt wird, so hat

man in
— Ay +2co8a(l)g— (1)s=(2),

das Glied
2 sin 2 M, { — sin (2¢ — Ny) + 2 cos @ sin (6 — Ny) — sin (10a — Np)}
und da, wenn fiir eine arithmetische Progression, deren Differenz
in den Winkeln ke ist,

— gin (n—h)a+Zcos_hasinna—sin(n+h)a=0,
80 wird fir eine andere arithmetische Progression, deren Differenz
in den Winkeln ge ist, die Grofse

G = —gin(n— g) @+ 2 cos he sin ne — gin (n + g)o

=4gind(9g—Ar)sin}(9+ h)sin ne

was am einfachsten erhalten wird, wenn man

—gin(n —g) @ + 2 cos (ge) sin ne — s8in (n + g)ea =0
von G abzieht. Bei den Grofsen M; und N, ist in den Grofsen (1)
. die arithmetische Progression der Winkel so, dafs g =4 ist,
wihrend bei den Grofsen (2) 2 =2 ist. Man hat also G =

4 sin @ sin 3¢ sinne, folglich erscheinen die Grofsen M; und N,
in den Grofsen (2) unter folgenden Verbindungen:

in )y .... 8sinasin 2asin3a My sin (6 — Ny)

in (2)5 .... 8sin @ sin 2« sin 3a M, sin (10 — Ny)

in (2), .... 8sinesgin 2« sin 3o M, sin (14a — Ny)

in ) .... 8sinasin 2¢sin S« M, sin (2(2k—1) e—Ny)
und iiberhanpt wird eine #hnliche Form bei allen-andern Gliedern M;
und N; stattfinden. So wird vorkommen fiir die Grifsen Mz und Ny

in (2); .... 8sin2esin 3 sin 4 M sin (9 — Ng)

in (2); .... 8sin 2esin 3 sin 4« M; sin (15 — N)

in (2), .... 8sin2a sin 3« sin 4@ My sin (21la — Ny)

in ) .... 8sin2esin 3 sin 4 M; sin (3(2k—1) e— N;)
Allgemein

13+
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in @ ..... 8sin (v — 1) @ sin ¢e sin ({ + 1) & M;sin (i 2k —1) & — N))

Hat man also die Grofsen (2) gebildet, so ist ihr analytischer
Ausdruck:

(2= 8sin esin2esin3a M;sin (6 — N,)
+ 8 5in 2 sin 2 8in 3@ M sin  (9e — Ng)
+ 8 8in 3e sin 4 sin Sz M, gin (12 — N))
+8sin (¢*—1)e sin ¢ @ sin (¢+1) @ M;sin (3ia—N;)
(2)s= 8sin e sin 2e sin 3a M, sin (10e — Ny)
+ 8 gin 2 sin 3 e sin 4a M; sin (15 — Ny)
+ 8sin 3a sin 4 sin S M, sin (20a — N,)
"+ 8sin :(i—l) e sinze sin (i+15a M;gin (Bie—N;)
()= 8sin esin 2asin 3e M, sin (14a — N,)
+ 8 8in 2 8in 3« sin 4 & My sin (21« — Np)
+8sin3a sin4 e sin e M, sin (28« — N,)
+ 8 sin (i—1) @ sinie sin (i+1)a M; sin (Tie—N; )
und iiberhaupt allgemein :
@k = 8sin csin2esin3a M, sin (2(2k—1)ae— N,)
+ 8 sin 2 sin 3 sin 4 M, sin (3(2k — 1) ¢ — IN;)
+ 88in 3 sin 4 sin 5o M, sin (4(2k — 1)@ —N,)
+ 8 sin(i—1)e sinie sin (i+1)e M; sin(i(2k—1)a—N;)

Es geht hieraus schon hervor, wie man fortfahren kann. Ganz
dhnlich wie aus den Grofsen (1) die beiden M; und N; eliminirt
worden sind durch Bildung der Grifsen (2), so wird man auch aus
diesen letzteren die M, und N, wegschaffen konnen durch analoge
Bildung von Grofsen (3), und zwar wird hier der Faktor 2 cos 4«
anzuwenden sein, weil 4 die Differenz der Winkel ist, deren Sinus
mit M, verbunden ist. Wenn man also bildet

—(2) +2cos4a()—(2) =%
—(2) +2cos4e(2),—(2) =)
—(2)y +2cos4x(2);—(2)s =3k

— @1+ 2 cos 4 2 — @pr1= B
so sind aus allen diesen Grofsen (3) die Werthe von M; und N, .
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verschwunden und der Ausdruck derselben féngt mit M; und N;
an; da bei diesen die Winkel in einer arithmetischen Progression,
deren Differenz 6« ist, fortschreiten, also das obige g hier 6 ist,
so wie das obige » hier 4 wird, so kommen als neue Faktoren
bei My und N; hinzu 4sine sin5e. Bei M, und N,, wo g=8«a
ist, kommen hinzu 4 sin 2« sin 6« und so fort, bei M; und N; die
Faktoren 4 sin (¢! — 2) @ -8in (¢ + 2)e. Damit wird sich gleich der
analytische Ausdruck der Grofsen (3) hinschreiben lassen. Es wird
(3)3= 32sin esin 2« sin 3e sin 4« sin Ha M; sin (15a — Ny)
+ 32 sin 2a sin 3 sin 4« sin be sin 6e M, sin (20e — N,)
+ 32 sin 3a sin 4« sin S sin 6e sin Ta M; sin (25 — N;)
+ 32 s:in (¢t—2)easin(t—1)esintasin(t+1)asin(t+2) e
M; gin (5 i — Nj)
3)y= 32sin e@sin 2« sin 3« sin 4« sin He M sin (21 — Ny)
+ 32 sin 2 sin 3 sin 4 sin He sin 6 M, sin (28a — N)
+ 32 sin 3« sin 4« sin S« sin 6« sin Ta M; sin (35 — N;)
+ 32 sin (i — 2) @ sin (i — 1) @ gin s sin (6 + 1) @ sin i + 2)a
M; sin (Tiee — N;)
Bk = 32sin esin2e gin 3 sin 4e sin S M sin (3 (2% —1) @ — N)
+ 32 sin 2 sin 3« sin 4« sin S sin 6 M, sin (4 (2k—1) « — N,)
+ 32 s:in(i—2)asin(z'— l)asgintesin(¢+1)esin(¢+2) e
M;sin 6 2k — 1) e — N;)
Aus den Grofsen (3) werden die Grofsen (4) gebildet durch
~@s +2c0862@)—@) =@
- (3)k— 1+2c086e (3% — (B +1=4%
Sie lassen die Grofsen M; und N; verschwinden und fiigen
den andern Gliedern neue Faktoren hinzu, nimlich

in (4) {

u. 8. w. Es moichte wohl an den bisherigen Entwickelungen hin-
reichend sein, um den allgemeinen Gang und die Form der Glieder
klar za iibersehen.

.... 4sin asin Te den Gliedern mit M, und N,
e... 45in 2easin 8e ” s My 5 Ng
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Fiir die Uebersicht aller der Werthe, welche man berechnen
mufs, wird es am besten sein, sie in folgender Uebersicht zusammen-
zustellen.

B,
B, (s
By, (1) (2

B, (s @ O

By st -3(k—-3 Bk —3
By a(De-2@k—2

By 1 (D1

Ry

Die Grofsen (1) sind die reinen ersten Differenzen der Grofsen R,
so dafs immer die folgende von der vorhergehenden abgezogen
wird. Die folgenden Grofsen entstehen aus jeder vorhergehenden
Vertikalreihe durch einen Ausdruck von der Form

— D1 +2co82e(1); — (1)g=(2);
—(2)g +2cos de (2); — (2),=(3)s
—(8)s +2co8 6 (3), —(3)s = (4),

u. 8. w. Da in den Grofsen (1) das Glied C, fehlt, in den Grofsen (2)
anfserdem noch M; und N; in (3) noch M; und N; eliminirt sind,
so sieht man, dafs bei Fortsetzung der Reihen zuletzt Grofsen (m)
vorkommen, in welchen alle Coefficienten bis auf M, und N, eli-
minirt sind und die der kleineren Vielfachen nicht mehr vorkom-
men, und wenn man deshalb zm dem Schlusse berechtigt ist, dals
alle spiteren Coefficienten zu vernachlissigen sind, so wird man
zuerst M, und N,, aus zwei Gleichungen der Grofsen (m) bestimmen
und durch Substitation dieser Werthe nach und nach bis zu M,
und N; heruntersteigen.

Gewohnlich wird es die Absicht sein, alle Coefficienten bis zu
" einem bestimmten hin, also etwa bis zu C; und S; oder M; und N;
zu erhalten. Man wird dann 27+ 1 Werthe B berechnen miissen.
Aus ihnen entstehen 2: Werthe (1), 2¢—2 Werthe (2), (2¢—4)
Werthe (3) u. 8. w. bis 4 Werthe (¢ — 1) und endlich zwei Werthe ().
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Die- letzteren geben unmittelbar M; und ;, in so fern die Coeffi-
cienten C;.1, Si+1 etc. zu vernachlissigen sind. Die Grofsen (¢:—1)
geben vermittelst der eben gefundenen M; und N; die beiden
Werthe M; _; und N;_;, und so geht man zuriick, bis man aus
zwei Grofsen (1) die Werthe M; und Ny erhilt. Der vereinzelte
Werth C, wird ‘gefunden aus
Co=Ry—C—-C—0C;....

Hiernach stellen sich die s#mmtlichen Operationen, um 2:+ 1

Coefficienten zu bestimmen, so:
I. Berechnung der Werthe R, von R, bis zn R;
II. Bildung der Grofsen (1) von (1); bis (1);, wobei
By — Ry =10
Der Ausdruck dieser Grofsen ist
(Dr=2={2sinia M; (sini 2k — 1) « — N;)}
wenn man fiir ¢ alle ganzen Zahlen setzt von
t=1 bis zu ¢ =1
und fiir & alle ganzen Zahlen von
k=1 bis zu k=21
I. Bildung der Grifsen (2) von (2); bis zu (2)2i—1, wobei
—Mr-1+2co8 2 (1 — (Ve+1=02
Der Ausdruck dieser Grofsen ist:
(2 =Z2{8sin (¢! — 1) @ sin e sin (¢ + 1) & M;sin 2k — 1) ¢ — N;)}
wenn fiir ¢ alle ganzen Zahlen gesetzt werden von
t=2 bis zu i=1
und fiir % alle ganzen Zahlen von )
k=2 bis zu k=2i—1
IV. Bildung der Grofsen (3) von (3); bis zu (3)3:—2, wobei
—(@r-1+2cosde (2 — h+1=0B%
Der Ausdruck dieser Grofsen ist:
(@) =3{32sin (6 —2)asin (i — 1) esiniesin((+ 1) esin (i + 2 @
M;sin (i 2k — 1) e — N;)}
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wenn fiir ¢ alle ganzen Zahlen gesetzt werden von
t=23 bis zu i =1
und fir % alle ganze Zahlen von
k=3 bis zu k=2 —2
V. Bildung der Grofsen (4) von (4), bis zu (4);—s, wobei
—Bk-1+2co86a@)i—Bk+1= 4k
Der Ausdruck dieser Grofsen ist
(A =2{128sin (i —3)e. ... sin (¢ +3) @ M; sin (i @k — 1) « — IV;)}
wenn fiir < alle ganzen Zahlen gesetzt werden von
i=4 bis zu i =14
und fir k alle ganzen Zahlen von
k=4 bis zu k=2i -3

In derselben Weise geht man zu den Grofsen (5) fort mit
—(Hr-1+2cos8e (4 — (D +1=0k
deren Ausdruck sich ebenfalls ergiebt
Br=2{512sin (¢ —4) e ....sin(i+4)eMsin(:(2k—1) e — N;)}

und kommt endlich zn den Grofsen (¢ — 1), welche eni;stehen aus
+(@E—2p-1+2co8Ri—4)a(t —2%—(F —r+1=0— 1)
Der Ausdruck dieser Grofsen ist:
(i—1)p=={2%"%sin asin2e...sin(2i—3)aM;—sin((t—1)(2k—1)e—N; )
+ 221-8gin 2 sinde...sin (2i—2) e M; sin (i (2k—1)a—N; )

wo k nur die vier Werthe k=7 —1, ¢, ¢+ 1 und ¢+ 2 haben kann
und endlich ganz zuletzt auf die Grofsen (¢), deren es nur 2 giebt

(@ =2 1ginasin2e....... sin (27 — 1) @ M; sin (i(2¢ — 1) @ — ;)
(841 =221sin @ sin 2e ....... sin (26 — 1) e M; sin (¢6(2i + 1) & — ;)
Es sind folglich der Reihe nach folgende Grofsen ermittelt
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R,

R, (x

Ry, (1); (2

Ry ()3 (25 (3

B, M @ Bk (@

B (D @ Bk @ ... ()
1:3i+1 Wit+1 @41 Bli+1 Di+1 (@i +1

Ryi g (1)2i-s (223 B)is 4)izs
Ryig(1)2i—2(2)i—2(3)i-2

By (1)gi-1(2)i

Ry; (1)

Ehe man weiter geht wird es zweckmifsig sein, in jedem dieser
Werthe den Coefficienten des ersten Gliedes auf 1 zu bringen.
Dieser Coefficient von M; bei (1), von M, bei (2) ete. ist bei allen
Grofsen dieser Art gleich und ein Sinusprodukt von sin e« bis
zum Sinus von (2m — 1) ¢ multiplicirt mit einer Potenz von 2 in
jedem Werthe von (m),. Man bilde also

ey
k=3 sin e
_ @)
(2] = 8 sin e sin 2¢ sin 3«
_ (3
[3) = 35 5in w sin 2 sin 3 5in 4o sin ber
[4], = D
;¢ 128 sin @ sin 2 sin 3o sin 4e sin be sin 6e sin T
' (O

k= Tsmesmoasmsa.. . .sm@i—Da

so werden sich jetzt die Gleichungen, aus denen die'M und N ge-
funden werden sollen, so stellen, wenn man immer die zwei Glei-
chungen fiir jedes M und N benutzt, welche von der Form (1)
und (1)i4+1, (3) und (3)i+1 etc. sind und von dem letzten Paare,
aus welchem M; und N; sich ergeben, anfiingt.

[k =MsinG@i—1)e—N)

[i}+1 = M sin (6 2 + 1) & — ;)
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[ —1)i= My sin ((—1)(2i—1)a— N; )
R (3;22)“ M; sin (i (2 — 1) a — N;)

[6—1k+1= Mi_y8in (1 —1)(2¢+1) e — N;)
+MM.-sm(z(2z+l)a—N,-)

sin ¢
[i—2k = M; psin (i —2) (2i—1)a— N;_y)
in—(fitl__a%)_i'M;_ISin ((@— 1) (2i~ 1)“—Ni-1)

gin(2¢—3)easin (2t —4) &
sin @ sin 2e
[(—2}41=M; 2sin(G—2)2i+1)ae— N; )
sin (27 — 4
+SEZDE y s (6 - 1) @i+1) @) — Nicy)
+ Sm(m_.3)s{n(2i_4)a]k[;sin(i(2z'+l)a— )
sin e gin 2e
[[—38)i=M;38in(t—3)2¢—1)ae— N;_y)
sin (2¢{—6) « . .
+—sin—a‘- M.'_z sin ((t — 2) (2’&-— l)lx—N,'_g)
8in (2¢—5)e sin (2i —6 . .
S 'Sm l“si:l“z(a‘ 2 5,y sin (G —1) @i— 1)a—N; _y)
8in(2¢ — 4)esin(2¢—bH)e sin (2 —
sin  sin 2@ sin 3
[[—8ks1=M; 3s8in((—3)(2{+ 1) — N;_3)
sin (2 — 6 o e .
+ —(m;—aﬂ M asin (6 —2) @i+ D a—Niy)
8in(2¢ —5)x-sin (2 —6 . .
-+ Bin( Sin);‘sf:l"g(; )% o,y sin((i— 1) (2i+1)a— N;_y)
sm (2¢—4)asin(2i—bH) xsin (2i—6)
sin e sm 2ea sin 3

+ 6)e o, sin(i2i—1)a—y)

Misin (i(2i+1) a—Ny)

3} = 3, sin (3 @i e ;) + SID0% b, sin (4 2i—1) a—N,)
sin 6 - sin T
sin « sin 2a
sin 6« sin T sin 8«
sin e sin 2« sin 3

M; sin (5 (2¢ — 1) @ — Ny)

M sin (6 (27 — 1) &« — N;) ete.
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sm 6¢x

[8)i+1 = M; sin (3(2¢ + 1) @ — Ng) +

gin 6 sin T
sin @ sin 2¢
sin 6« sin 7 sin 8a
sin e sin 2e sin 3

[2)i= M, sin (2(2i — 1) ¢ — N,) +

M,sin (4 (27 +1)e— Ny

M sin (5 (2¢ + 1) @ — NNy)

M; sin (6 (2¢ + 1) @« — Ny) ete.

sm 4a

M sin (3 (2¢ — 1) @ — Ny)

sin 4e sin Her
sin @ sin 2«

sin 4« sin Ha sin 6
sin @ sin 2¢ sin 3

M, sin (4 (26 — 1) e — N}

M;sin (6 (2i —1)e— Nj) ... ete

)1 = M, sin @ @i+ 1)@ — Ny) + s;fn“: M, sin (3 @i+ 1) a— Ny)
gin 4 sin Her . .
m M4 sin (4 (2?« -+ 1) a.—" .N4)

gin 4e sin He sin 6
gin er 8in 2 sin 3

[1k = M, sin (2 — 1) & — V) +

Mysin (5 (2i+1)e— N;) ... ete

sm 2a

M2 sin (2 (2¢ — 1) e — N,)

sin 3«
Sin o M;sin(3(2i — 1) — Ny)
+ s::: M,sin(42i—1)a—Ny) ...+ etc.'

024y, sin 2 i + 1) @ — Ny)

[lji+1 =M, sin (@i +1) @ — M) +

sm 3e
e M; sin (3 (27 + 1) @ — Ny)
s;:‘n‘i M, sin (4 (20 + 1) & — N,) + ete.

Man erhiilt aus diesen Gleichungen folglich nach und nach
immer zwei Werthe von

My sin(k (26— 1)e—N;) und Mg sin(k (25 + 1) e — Ny)

Sei der erste = der Zahl 4, der zweite = der Zahl B, so wird
M, cos Ny sin (k (2i — 1) @) — My sin Ny cos (k(2e — 1) @) = 4

M;, cos Ny sin (% (2¢ + 1) @) — My sin Ny cos (k(2¢+1)a) =B
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oder
M, cos Ny = C = Beos(k(2:—1) :i)n—2 ;cdacos *2i+1)e)
M, sin Ny— S, = B gin (k(2¢— 1) :i)n-; ’.ziasm k2i+1)e)

und zuletzt C, aus den Bestimmungen aller iibrigen C; bis C;
durch Subtraction ihrer Summe von R,.

‘Wenn nun nach der Bestimmung der C und S bis zu C; und S;
es.sich zeigen sollte, dafs die folgenden Coefficienten bis zu Ciy
und S;» noch ermittelt werden miifsten, so wiirde ein grofser Theil
der Rechnungen allerdings nicht zu wiederholen sein. Die Werthe
bis By;(1)2;(2)3i—1 etc. bleiben. Man hat noch hinzuzufiigen die
Berechnung von Ro;yy bis Rg;49; und damit zu bilden die Grofsen
(1)i+1 bis (1)gi42s. Ferner (2)o; bis (2 i49i—1s (B)2i—1 bis (Blaitai-2,
(4)3i—2 bis (4)2i42¢—s u. 8. w. Man wird dann die Ermittelung der
Werthe aus den Grofsen bestimmen, welche die Marke ¢+ ¢ und
¢ + ¢ + 1 tragen, oder aus Ry, Riti+1y (1)i+iy (1)iti41 ete., und wird
dieses Verfahren so lange fortsetzen konnen, bis man mit Sicherheit
behaupten kann, die néthige Grenze erreicht zu haben. Es geht
hieraus hervor, dafs ein grofser Theil der Rechnungen beibehalten
wird, aber freilich die Ableitung der C und S aus den Grifsen
(1) (2) (3) ete. nach einer gednderten Form neu gemacht.

Der Vortheil, der dadurch erreicht wird, kann erst vollkommen
deutlich iibersehen werden, wenn man durch praktische Anwen-
dungen sich vollig in den Besitz der anzuwendenden Formeln ge-
setzt hat. Ich wage nicht, dariiber ein Urtheil zu féllen, da ich
bei den wenigen Anwendungen, die ich von dieser Methode ge-
macht habe, gerade in der Herleitung der C und S aus den Grifsen
(1) (@) (3) eine gewisse Schwierigkeit gefunden habe. Je hihere
Vielfache kommen, desto mehr setzen sich die Werthe der C und S
aus einzelnen Theilen zu einer Summe zusammen. Wenn man bis
zu M; und N; gehen will, so wird M; und &; aus ¢ Gliedern zu-
sammengesetzt werden, die aus Produkten der iibrigen M und N
mit Briichen entstehen, welche auns den Sinussen der Vielfachen
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von « gebildet werden und bei welchen auf die Zeichen natiirlich
genau Riicksicht genommen werden mufs. Diese Form der Rech-
nung ist mir nicht gerade die angenehmste und kann bei der ge-
wohnlichen Art der Ermittelung der Coefficienten aus Werthen,
welche sich auf Winkel beziehen, die gleichméfsig in der Péripherie
vertheilt sind, wenigstens bis zu dem Coefficienten des zwolffachen
‘Winkels vermieden werden. Da indessen, wenn man sich einmal
fir ein bestimmtes e entschieden hat, die Faktoren, welche aus
den Sinus der Vielfachen von « entstehen, ein- fiir allemal be-
rechnet werden konnen, so mag die Form fiir andere Rechner ihre
Vorziige haben.

Ich fiige hier noch ein Beispiel hinzu:
Es seien fir 2« =42° 14’ folgende 9 Werthe berechnet

R, =—1,8586986
R, = +1,6200211
R, — + 4,1962233
Ry — -+ 4,5912438
R, =+ 2,1838515
Ry — —0,2990814
R, —— 3,2312842
R, =— 45368275
R, — — 3,3571685

Man erhilt hieraus
(1), = — 3,4787197
1)y = — 2,5762022
(1); = — 0,3950205
(1), = + 1,8073923
(1) = + 3,0829329
(1) = + 2,9322028
(1); = + 1,3055433
(1)g = — 1,1796590

Hierauns ergeben sich
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(2)s = -+ 0,0588296
(2)s = + 0,1838526
(2), = — 0,0114766
(2); = — 0,1743046
(2)s = — 0,0463902
(2), = + 0,1807402

ferner
(3)s = — 0,0118971
(3), = — 0,0117612
(8)s = + 0,0242522
(3)e = — 0,0153819
und zuletzt

(4), = + 0,0017026
(4)s = — 0,0018444.
Zur Ermlttelung der Coefficienten C,
S, bildet man zuerst
[4], = + 0,0001501
[4]s = — 0,0001626
[3], = —0,0017712
[3]s = + 0,0036524
[2], = — 0,0066284
[2]s = — 0,1006708
[1], = + 2,5083983
[1]s = + 4,2786634
und hat dann die Gleichungen
[4) = C, sin 28 — 8, cos 28
[4]s = C, sin 36a — S, cos 36
[3]e = C; sin 21 — S5 cos 21e +

[8]s = Cy sin 2T — S cos 2T +
[2], = G, sin 14e — 8, cos 14«
sin 4e

gin 4 ¢ sin He
sin e sin 2¢

Ch 029 08’ 041 'S'lv Sm Sas

sm 6a

= [k
[4]s

n6a

o (Cs sin 21 — Ss COS 21“)

(C, sin 28 — 8, cos 28a)
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[2)s = C; sin 18 — S; cos 18e

s;l Lo (Cs 8in 27 — S cos 27 )
sin 4@ sin Her )
“Smasinge (0t 36— 8, cos 36a)
[1),=C sin Te — 8 cos Te
s:: 2 (Cy sin 14e — S cos 14e)
q;:] da (C4 sin 21 — S cos 21 )
+ s;“ 4¢ ¢, sin 28 — 8, cos 28¢)

[1]; = C, sin 9 — S, cos 9«
sin 2¢

+ v (C; 8in 18 — S, cos 18«)
+ ';n 3¢ (Cy 8in 27 — 8 cos 27a)
s;n do (C, sin 36 — S, cos 36“)

oder wenn
C;sinika— 8; cos tha = P; (ike)
gesetzt wifd, die folgenden, leichter zu iibersehenden Gleichungen
P, (28¢) = [4],
P, (362) = [4];

P, (210) = [3], — 22%% p, (280)

P, (27) = [3]; — ‘:‘;6“ P4 (36)

Py(40) = (2], - S04€ p (51 _ Bndasinbe p o,

sin & sin ¢ 8in 2
_ sin4a sin 4e sin Ser N

P, (1a)=[1],— f;“—“’-"imm) 03¢ py210) — 242 p, (950)

B 90)=[1]— 2222 p, (19a) — H3% p, (97) ML p (350
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und damit

0, = Pa (k@i +1) o) cos (k(2i—1) @) — Py (k(2i—1) @)eos (k (2i+1)a)
sin 2k e

8, = Pr(®@i+1) @) sin k(@i — 1) e — Py (k 2i—1) o) sin (k2i+1)e)
sin 2k e

Man erh#lt hier
P, (28a) = + 0,0001501 P, (36) = — 0,0001626
Py (2la) =—0,0021062 P, (27e) = + 0,0040143
Py (14a) = — 0,0014063 P; (18a) = —0,1111176
P, (Te) =+ 2,56158299 P, (9c) =+ 4,4767656

und daraus zuletzt

C, = — 0,0000673 8, = + 0,0001561
C; = — 0,0016994 8, = -+ 0,0036555
C; = — 0,0469688 8; = +0,1011360
C, = —1,9510791 8, = -+ 4,2004395

und aus der Summe der C verbunden mit R,

C, = — 1,8586986 -+ 1,9998146
— +0,1411160

so dafs die Reihe wird

. +0,1411160 — 1,9510791 cos ® + 4,2004395 sin ®
—0,0469688 cos 2w + 0,1011360 sin 2w
— 0,0016994 cos 3w + 0,0036555 sin 3w
— 0,0000673 cos 4w + 0,0001561 gin 40

Die Werthe R sind die heliocentrischen Coordinaten des Ju-
piters, bezogen auf die Pallasbahn, und zwar die #, genommen in
der Ebene der Pallasbahn, wenn die Axe der x in die Apsiden-
linie der Pallasbahn gelegt wird, positiv nach der Seite des Pe-
rihels der Pallas und die Entwickelung nach der mittleren Anomalie
geschieht. Ich hatte dieselbe Reihe aus 24 in der Peripherie:
gleich vertheilten Winkeln und den dazu gehorigen Werthen B
entwickelt und dafiir erhalten:
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+0,1411198 — 1,9510790 cos @ + 4,2004382 sin ¢«
— 0,0469672 cos 2w + 0,1011344 sin 2w
— 0,0016961 cos 3w -+ 0,0036522 sin 3w
— 0,0000726 cos 4 @ + 0,0001564 sin 4@
— 0,0000035 cos 5w + 0,0000075 sin He

Der Versuch, durch Hinzufiigung von R, und Ry, auch noch C;
und S; bestimmen zu wollen, filhrt zu keinem befriedigenden Re-
sultate. Man erhilt

R, =—0,2157188
Ry =+ 3,0663635
und damit
(1) = — 3,1414497
(1)10 = — 38,2820823
(2)s =+ 0,0890350
(2)y = —0,1902028
(3); =—0,0077891
(8)s =+ 0,0266330
(4)s = + 0,0019220
(4); =—0,0019412
(5)s = — 0,0000044
(5)¢ =+ 0,0000129
Hieraus wird :
[5)s = + 0,0000029
[6)s = — 0,0000085
und endlich R
s = — 0,0000097
S5 = — 0,0000071.

Der Grund liegt eben darin, weshalb auch die anderen Coeffi-
cienten in den letzten beiden Decimalen so stark von einander
abweichen. Die Grifse der R erlaubt nur, die ersten fiinf Decimal-
stellen bei einer Rechnung mit 7 Decimalen verbiirgen zu konnen.
Die letzten zwei Decimalstellen bleiben immer mehr oder weniger

ungewifs. Bei verschiedenen Werthen, von denen man ausgeht,
Encke's Abhandl, L 14
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konnen deshalb die Werthe der Coefficienten nur so weit fiberein--
stimmen, als sie dem wahren Werthe vollkommen entsprechend
sind. Im Grunde ist doch die Entwickelung in eine periodische
Reihe, wenn gegebene numerische Grifsen dadurch dargestellt
werden sollen, eine Interpolation angewandt auf die bestimmte
Form einer periodischen Reihe. Das gewohnliche Verfahren, durch
Werthe, die in der Periode gleichméfsig vertheilt sind, die Coeffi-
cienten zu bestimmen, benutzt nur die Werthe selbst und ent-
spricht deshalb der Interpolation, welche aus der Lagrange'schen
Interpolationsformel unmittelbar hervorgeht. Das hier von Herrn
Le Verrier vorgeschlagene benutzt Grifsen, welche den Differenzen
analog sind und durch sie ausgedriickt werden konnen. Die
Grifsen (1) sind unmittelbar die ersten Differenzen. Die Grofsen (2)
werden aus drei aunfeinander folgenden Grofsen (1) hergeleitet.
Seien diese letzteren drei @, b, ¢, so wird, wenn die Differenzen
gebildet werden

a wolda=a—0b
Da
b A2h Ab=b—e¢
c Ab AN2b=+a—2b+c

weil die hieraus abgeleitete Grofse (2) gebildet wird durch
2)=—a+2coska-b—c
A%+ (2)=—4sinGka) b
(2)=—~A%2%>0—45sin 3k a)?b

Es wird deshalb die Grifse (2) die Fehler, welche in den
zweiten Differenzen von a, b, ¢, wegen der urspriinglichen Mangel-
haftigkeit der Hauptwerthe sich zeigen, theilen konnen und wiirde
sie genau zeigen, wenn das Glied b sin 4% @2 nicht eine Modifi-
kation eintreten liefse. Da nun die Grofsen selbst schon erste
Differenzen sind und die spiteren Grofsen (3), (4) etc. auf ghnliche
Weise aus (2) gebildet werden wie (2) aus (1), so wird man sich
auf Fehler gefafst machen miissen, welche in den ungeraden Diffe-
renzen eintreten werden, wenn die Werthe R, von denen ausge-
gangen wird, nicht ganz strenge richtig sind. Diese Fehler richten
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