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Vorwort zur ersten Auflage,

Die
freundliche Aufnahme, welche meine vor drei Jahren

erschienene >Theorie der Bewegung der Himmelskorper*

erfuhr, und die Aufforderung von Seite der Verlagshand-

lung zur Bearbeitung einer neuen Auflage ermunterten mich,

dieselbe durch eine Keihe von Arbeiten aus dem Gebiete

der theoretischen Astronomie, mit welchen ich mich mehrere

Jahre hindurch beschaftigt hatte, zum vorliegenden Grund-

riB zu erganzen. Ubrigens babe icb den unter dem oben

erwahnten Titel erschienenen Teil, dessen Inbalt hauptsach-
lich in der GauBscben Babnbestimmung aus drei Orten

und der Olbersscben Metbode besteht, durcb weitlaufigere

Ausfuhrung der Zwischenrechnungen, Erlauterung einzelner

dunkler Stellen, Yermebrung der Beispiele und Amnerkungen

vollstandig umgearbeitet. In den hinzugefugten Partien 1st

die GauBscbe Babnbestimmung aus vier Orten, die Bahn-

bestimmungen aus einer groBeren Eeibe von Beobacbtungen,
die Beriicksicbtigung der Korrektionen und der Storungen
und endlicb die Gescbicbte der Planetentbeorien gegeben.
Die Aufnabme der GauBscben Babnbestimmung aus vier

Orten konnte um so leicbter gescbeben, da icb bereits in

meiner Tb. d. B. die Bahnbestimmung aus drei Orten nacb

dieser Metbode umgeformt batte. Die Berecbnung der spe-

ziellen Storungen nacb Eneke diirfte aucb in nicbtastro-

nomiscben Kreisen, in welcben sie vielleicbt wenig bekannt

sein diirfte, Beacbtung linden. Hinsichtlich der Gescbicbte

der Planetentbeorien babe ich mir zum Zweck gesetzt, die

leider so wenig bekannte Entdeckungsgeschichte der Kepler-
schen Gesetze weiteren Kreisen zuganglich zu machen und
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in das Studium der Keplerschen Werke, welches gegenwartig

durch die treffliche Gesamtausgabe von Chr. F risen sehr

erleichtert ist, emzufiihren. Fur das Verstandnis dieser

Entdeckungsgeschichte ist jedoch auch die Darstellung der

Theorien von Ptolemaus und Kopernikus unerlaBlich. Uber

die Wiirdigkeit der Aufnahme dieses Teiles war ich nicht

einen Moment im Zweifel; ich. glaube sogar, daB diese

Partien dem Interessantesten in der Geschichte der "Wlssen-

schaften anzureihen seien.

Getreu der urspriinglichen Bestimmung meiner Th. d. B.,

dieses Buch Studierenden der mathematischen Physik zu

widmen, habe ich manches fiir den Fachastronomen Inter-

essante absichtlich unterdruckt. Solches kann leicht aus

den Quellen oder Zeitschriften nachgelesen werden.

Die dem Inhaltsverzeichnisse dessen Bearbeitung ich

Herrn Albert v. Ettingshausen, Assistent der Physik
an der hiesigen Universitat, verdanke beigegebene Lite-

raturangabe bezieht sich nur auf die bei der Ausarbeitung
dieses Buches benutzten Schriften.

Bei der Korrektur fand ich iiberdies an den Herren

Albert v. Ettingshausen und Johann G-erst die freund-

lichste Unterstiitzung, wofiir ich ihnen meinen innigsten

Dank ausspreche.

Graz, im Marz 1871.

J. Frischauf.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Die vorliegende zweite Auflage schlieBt sich in der An-

lage vollkommen der ersten an. Da dieser GrundriB haupt-
sachlich fiir den ersten Unterricht in theoretischer Astro-

nomie bestimmt ist und als solcher seinerzeit groBen Beifall

und allgemeine Zustimmung gefunden hat, so wurden im

ersten und zweiten Teile im Haupttexte keine wesentlichen

Anderungen vorgenommen, sondern nur zum Zwecke des

leichteren Verstandnisses einzelne Stellen erweitert.

Dagegen wurde fiir diese beiden Teile der Anhang be-

deutend vermehrt. Besonders moge auf drei groBe Zusatze

hingewiesen werden, die auch fiir Fachastronomen Interesse

besitzen diirften. Der erste betrifft die Losung der Auf-

gaben bezuglich der Bewegung eines Himmelskorpers in

einer Hyperbel durch die Einfiihrung der Hyperbelfunktionen,
die der Verfasser bereits in Nr. 2980 (1890) der Astro-

nomischen Nachrichten im Umrisse mitgeteilt hat. Es ist

geradezu auffallend, daB die Hyperbelfunktionen gegenwartig
in der theoretischen Physik, trotzdem daB seit nahezu zwanzig
Jahren in der technischen Mechanik davon ein umfassender

Gebrauch gemacht wird, fast gar keine Verwendung finden.

Es ware sehr wunschenswert, und es wiirde auch vollauf

geniigen, wenn, wie es hier im Anhange geschehen ist, in

den Lehrbiichern der Analysis auf einigen Seiten die Defi-

nitionen und Hauptsatze der Hyperbelfunktionen mitgeteilt

wurden, mittels welcher dann nach der Losung einer Reihe

von Aufgaben fiir die Ellipse die auf die Hyperbel beziig-

lichen fast ohne Rechnung nur abgeschrieben werden konnen.

Statt dessen qualt man sich, nachdem man die Ellipsen-

aufgaben gelost hat, neuerdings mit analytischen Entwick-

lungen fiir die Hyperbel, in denen dann statt der kompen-
diosen durchsichtigen Hyperbelfunktionen, durch welche die
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vollstandige Analogie der Ellipsen- und Hyperbelsatze und

Aufgaben ersichtlich wird, unbequeme logarithmische Aus-

driicke vorkommen. Die zweite groBere Note des Anhanges
enthalt die Yerbesserung der GauBschen GroBen P und Q
bei der Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen fiir die

erste Hypothese. An den drei von GauB in der Theoria

motus gegebenen Beispielen wurde der Nutzen dieser Ver-

besserung der GroBen P und Q erprobt. Ein dritter groBerer

Zusatz gibt eine sehr einfache Ableitung der Gibbsschen

Ausdriicke fiir die Dreiecksverhaltnisse
,
ohne Beniitzung

der Theorie der Yektoren, sowie deren Yerwendung zur

Bahnbestimmung.
Trotz der giinstigen Anzeigen der ersten Auflage, von

denen besonders die des Herrn Geh. Keg.-Eats Dr. F. E.

Helmert in der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik

(19. Jahrgang) und jene im >Literarischen Centralblatt fiir

Deutschland* (Jahrgang 1872) zu erwahnen sind, und wo
in letzterer gesagt wird: >Der dritte historische Teil wird

auch der jetzigen Schule von Astronomen sehr zu statten

kommen, hat der in Art. 16 (S. 37) vorgenommene Ersatz

der Gleichung achten Grades durch eine andere, leichter

zu losende bisher keine Beachtung gefunden, wo bereits fiir

deren Auflosung A. de Gasparis in den >Astronomischen

Nachrichten Nr. 1101 sogar eine allerdings nur wenig
Nutzen gewahrende Tafel gegeben hat. Abgesehen davon,

daB aus der Gleichung (11) des Yerfassers die Unbekannte

xr

viel leichter zu bestimmen ist und iiberdies eine der Auf-

gabe fremde Wurzel vermieden wird, als die GauBsche %

aus der Gleichung (IY) des Art. 141 der Theoria motus,
so wird diese letztere Gleichung strenge genommen erst aus

der des Yerfassers erhalten.

Yielfach wurde in den Anzeigen der ersten Auflage der

Wunsch geauBert, der Yerfasser moge in einer neuen Aus-

gabe auch einzelne Probleme aus der Mechanik des Himmels,
besonders Prazession, aufnehmen. Im Interesse der Wahrung
des elementaren Charakters des Buches und der Beschran-

kung auf theoretische Astronomic ist dies wieder nicht
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geschehen. Freunde dieser Untersuchungen und alle jene, die

sich fiir spezielle Fragen aus der theoretischen Astronomie

interessieren, mogen auf die aiisfuhrliche, von Herrn Dr.

H. Buchholz besorgte zweite Auflage von Klinkerfues

Theoretische Astronomie (Braunschweig 1899) verwiesen

werden. Fiir die praktischen Berechnungen konnen die

>Tafeln zur theoretischen Astronomie* von Julius Bau-

schinger (Leipzig 1901) mit bestem Erfolge benutzt werden.

Graz, im Februar 1903.

Johannes Frischauf.

Vorwort zur dritten Auflage,

Auch diese Auflage hat im Haupttexte nur geringe

Anderungen erfahren, dagegen wurde die in der vorigen

Auflage nur angedeutete Verwendung der Gibbsschen Aus-

driicke der Dreiecksverhaltnisse fiir die Bahnbestimmung
ausfiihrlich behandelt, zumal die daraus erhaltene Losung
der Aufgabe der Bahnbestimmung, welche wohl als GauB-
Gribbssche Methode bezeichnet werden darf, als die ein-

fachste erklart und den Eechnern empfohlen werden kann.

Zur Erhaltung der Ubersichtlichkeit wurde fiir diesen Teil

der Erweiterungen ein erster Anhang gebildet, die Anmer-

kungen und Zusatze in einen zweiten und dritten Anhang
gestellt.

Graz, im November 1921.

Johannes Frischauf.



Gr. Bad. Sternwarte Heidelberg.

Heidelberg, den 3. Oktober 1917.

Hochgeehrter Herr Professor!

Aus dem heutigen Heft der Leopoldina ersehen wir, dafi Sie

am 17. Sept. den achtzigsten Geburtstag feierten.

"Wir mochten nicht versaumen, leider nachtraglich, unseren herz-

lichsten Gliickwunsch auszusprechen und mit dem Wunsche zu ver-

binden, daC Sie noch lange in >Frische sich Ihres Lebensabendes

erfreuen mochten.

Ihre wissenschaftlichen Arbeiten und besonders Ihre Schriften

haben Ihnen einen dauernden Ehrenplatz in der Geschichte unserer

Wissenschaft erworben. Es gibt wolil keinen deutschen Astronomen

der jetzigen Generation, dem nicht Ihr prachtiger GrundriC der

theoretischen Astronomic* die erste Grundlage seiner Bildung gab,

so daB wir uns alle als Ihre dankbaren Schuler betrachten.

LA.: Max Wolf (m.p.)

Direktor der Bad. Sternwarte.

Herrn Professor Dr. Johannes Frischauf, Graz.



I n h a 1 1.

Erster Teil.

Beziehungen zwischen den die Bewegungen der Himmels-

korper um die Sonne bestimmenden Grofien.

Erster Abschnitt.

Beziehungen hinsiehtlich eines einzelnen Ortes in der

Art,
Balm -

Seite

1. Keplers Gesetze; Definitionen 1
)

1

2. Auflosung der Aufgabe: aus der wahren Anomalie die mitt-

lere zu finden 2
). Konstante der theoria motus3) 3

3. Auflosung des Keplerschen Problems: aus der mittleren Ano-
malie die wahre und den Radiusvektor zu finden .... 6

4. Uber die Bewegung in einer parabolischen Balm 4
)
.... 7

Zwelter Abschnitt.

Beziehungen zwischen mehreren Orten in der Bahn.

5. Hilfssatze 9

6. Berechnung der Bahnelemente eines Himmelskorpers aus zwei

Radienvektoren, dem Unterschied der zugehorigen wahren
Anomalien und der Zwischenzeit 9

I. Fiir die Ellipse 5); II. fur die Parabel.

7. Lambertsche Formeln fur die Parabel^) . 18

Literatur.
1) Das erste und zweite Keplersche Gesetz ist enthalten in der Astronomia nova

... a Joanne Keplero 1609 (gedruckt zu Heidelberg), das dritte Gesetz in des

Joannis Kepleri Harmonices mundi libri V, Lincii, 1619. III. u. V. Band der

Frischschen Ausgabe.

2) Eine andere Ableitung der Gleichung (7) gibt Mobius, Elemente der Mechanik
des Himmels, Leipzig, 1843. Die hier gegebene Ableitung dieser Gleichung ist

die tlbertragung des Vorganges von Kepler.

3) GauB, Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem am-

bientium, Hamburgi, 1809. (Deutsch von Haase, 1865.) Neue Ausgabe, 7. Bd.
GauB' Werke, Gotha, 1871. tlber GravitationsmaB und GauBsches Massen- und
ZeitmaB siehe Dr. Felix Auerbach, Kanon der iPhysik, Leipzig, 1899.

4) Olbers, Abhandlung iiber die leichteste und bequemste Methode, die Bahn eines

Kometen zu berechnen. Zum erstenmal von F. v. Zach, Weimar, 1797, zum
zweitenmal von En eke 1847 und zum drittenmal von Galle 1864, enthalt nebst

anderen Hilfstafeln die Barkersche Tafel in vollstandiger Weise.

5) Losung von GauB. Eine genaherte Losung dieser wichtigen Aufgabe enthalt

bereits Eulers Theoria motuum planetarum et cometarum, Berolini 1744, (Deutsch
von Pacassi, Wien, 1781).

6) En eke, Berliner astronomisches Jahrbuch fiir 1883.



X

Art. Seite

8. Berechnung des Parameters aus drei Orten eines Himmels-

korpers; Ableitung- einer fur die Bahnbestimmung wichtigen

Formed) , . 19

Dritter Abschnitt.

Beziehungen Mnsichtlich eines einzelnen Ortes

im Raume 8
).

9. Definitionen: Knoten, Neigung der .Bahn, Langen in der

Bahn, Lange des Perihels, Elemente der Bewegung des

Himmelskorpers. Heliozentrische Lange und Breite. Argu-
ment der Breite 21

10. Eelationen zwischen den heliozentrischen GroCen und den

Langen in der Bahn 24

11. Lage eines Punktes im Raume. Verwandlung der heliozen-

trischen Langen, Breiten und Distanzen in geozentrische

und umgekehrt. Kurtierte Distanzen 25

12. Es wird gezeigt, wie sich die heliozentrischen Koordinaten

direkt durch die wahre Anomalie und den Radiusvektor

ausdriicken lassen 27

Vierter Absehnitt.

Beziehungen zwischen mehreren Orten im Raume 9
).

13. Bestimmung der Lange des Knotens, der Neigung der Bahn
und der Argumente der Breite aus zwei heliozentrischen

Langen und Breiten 28

14. Beziehungen zwischen den Koordinaten und den Dreiecks-

flachen dreier (heliozentrischer) Orte eines Himmelskorpers 29

Zweiter Teil.

Bahnbestimmung der Planeten und Kometen.

Erster Abschnitt.

Bestimmung einer elliptischen Bahn aus drei geo-
zentrischen Beobachtungen 10

).

15. Fur die Bestimmung der sechs Elemente der elliptischen

Bewegung eines Himmelskorpers werden drei geozentrische

Beobachtungen desselben, die zugehorigen Orte der Erde

und die Beobachtungszeiten als gegeben vorausgesetzt.
Die Unmoglichkeit einer unmittelbaren Losung der Auf-

gabe notigt dieselbe durch sukzessive Naherungen zu losen,

7) GauB, Theoria motus, art. 82.

8) GauB, Theoria motus, zweiter Abschnitt des 1. B.

9) GauB, Theoriamotus,vierterAbschnittdesl.B.,undEncke, Berl.astr. J.furl854.

10) Die einleitenden Bemerkungen des Art. 15 sind nach GauB, Theoria motus,
art. 115, 131135, die Umformung der Gleichung (1) durch die GroBen J und A"



XI

Art. Seite

zu welchem Zwecke die HilfsgroBeu P und Q eingefuhrt

werden 31

16. Fortsetzung; Berechnung der Bahnelemente mit Hilfe der

kurtierten Distanzen 37

17. Erlauterung der Berechnung der HilfsgrSCen P und Q in

den verschiedenen Hypothesen 40

18. Beispiel; Berechnung der Elemente des Planeten Juno. . 42

Zweiter Abschnitt.

Bestimmung einer parabolischen Balm aus drei geo-
zentrischen Beobachtungen nach der Methode von

Gibers").

19. Fiir die Bestimmung einer parabolischen Bahn geniigt es,

das Verhaltnis der kurtierten Entfernung der ersten und
dritten Beobachtung zu kennen, um mit Hilfe der Lambert-

schen Formel diese GroCe zu bestimmen 48

20. Urspriinglicher Ausdruck fiir die Olberssche Voraussetzung 50

21. Beispiel; Berechnung der Elemente des Kometen II, 1813 51

Dritter Abschnitt.

Bestimmung einer elliptischen Bahn aus vier geo-
zentrischen Beobachtungen, von denen nur zwei voll-

standig sind 12
).

22. Diese Bestimmung sttitzt sich auf die Berechnung der Hilfs-

groBen PI, PS, Qi, Q%, aus denen die kurtierten Entfer-

nungen in den mittleren Beobachtungen und aus diesen die

Elemente erhalten werden 53

Vierter Abschnitt.

Uber die Vorbereitungsrechnungen bei Bahn-

bestimmungen 13
).

23. Einleitung 58

24. I. Verwandlung von Rektaszension und Deklination in Lange
und Breite und umgekehrt 68

nach Encke, Berl. astr. J. fiir 1854 (herausgegeben mit JP. A. Hansens Ab-
handlung von J. Bauschinger in Ostwalds Klassiker der exakten Wissen-

schaften, Nr. 141) gegeben. Die Einfiihrung der GroBen P und Q riihrt von
GauB her. Die Losung in dem Art. 16 ist dem G a u B schen Vorgange derBahn-

bestimmung aus vier Orten angepaBt.

11) Gibers, Abhandlung . . . und Encke, Berl. astr. J. fur 1833. Eine Umformung
der Ausdrucke des ersten und dritten Radiusvektors und der zugehorigen Sehne
hat GauB gegeben, mitgeteilt auch in der deutschen Ausgabe der Theoria motus
von Haase.

12) GauB, Theoria motus, zweiter Abschnitt des 2. B.

13) Brunnow, Lehrbuch des spharischen Astronomic, Berlin, 1852; zweite Auf-

lage 1862, und GauB, Theoria motus, zweiter Abschnitt, und Beispiel art: 150.



XII

Art. Seite

25. II. Parallaxe. Befreiung der Beobachtungen von derselben;

Horizontalparallaxe 60

26. Methods von GauB, die Parallaxe zu beriicksichtigen ohne

Kenntnis der Entfernung des Gestirnes von der Erde . . 63

27. III. Aberration des Lichtes. Tagliche und jahrliche Aberra-

tion. GroBterWert derselben 65

28. EinfluB der Aberration auf die Lange und Breite eines Fix-

sternes. Jahrliche Parallaxe 67

29. Berechnung der Aberration bei Gestirnen mit eigener Be-

wegung 70

30. IV. Prazession und Nutation. Definition: wahre und schein-

bare Aquinoktialpunkte ,
Schiefe der Ekliptik usw., mitt-

lere Lange, mittlere Schiefe der Ekliptik 71

31. Fortsetzung; mittlerer und scheinbarer Ort 73

32. Beispiel iiber die angegebenen Reduktionen 73

Fiinfter Abschnitt.

Bahnbestimmungen aus einer grofieren Reihe von

Beobachtungen 14
).

33. Ephemeriden; Berechnung derselben 77

34. "Outerschied der beobachteten undberechneten Orte
;
Normal-

ort 81

35. Verbesserung der Elemente eines Himmelskorpers aus spa-

teren Beobachtungen : 1. vermittels der Entfernungen zweier

Orte von der Erde; 2. vermittels der Elemente Knoten und

Neigung. Modification fur parabolische Bahnen .... 83

Sechster Abschnitt.

Bahnbestimmung mit Beriicksichtigung der

Storungen 15
).

36. Erklarungen. Berechnung der speziellen Storungen durch

die mechanischen Quadraturen bei kleinen Planeten und

Kometen anwendbar; oskulierende Elemente 87

37. Enckesche Methode; Bestimmung der Storungen der Koor-

dinaten 90

38. Formeln fur die mechanischen Quadraturen 91

14) J. Bauschinger, tlber das Problem der Bahnverbesserung, Veroffentlichungen

des Konigl. Astron. Eechen-Institutes zu Berlin. Nr. 23. Berlin, 1903.

15) Encke, Berl. astr. J. fur 1837, 1838, 1857, 1858. tber die bei den Storungs-

rechnungen angewandte Quadratur vgl. Encke in den Berl. astr. J. fiir 1837,

1858, 1862 und Airy, Nautical Almanac fiir 1856. Nach einer Mitteilung En ekes
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netarum, etc., Venet. 1488, von welchem zahlreiche Ausgaben existieren.
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Erster Teil.

Beziehungen zwischen den die Bewegungen
der Himmelskorper um die jSonne

bestiminenden Grofien.

Erster Abschnitt.

Beziehungen hinsichtlich eines einzelnen Ortes

in der Balm.

l.

Betrachtet man die Planeten als mathematische Punkte

und beriicksichtigt man bloB die Anziehung der Sonne, so

geschieht die Bewegung derselben nach folgenden Gesetzen :

I. Die Planeten bewegen sich in Ellipsen, in deren

einem (gemeinsamen) Brennpunkte sich der Mittel-

punkt der Sonne befindet.

II. Die von der Sonne nach dem Planeten gezogene

Gerade iiberstreicht der Zeit proportionale Flachen.

III. Die Wiirfel der groBen Achsen zweier Planeten ver-

halten sich wie die Quadrate ihrer Umlaufszeiten.

Diese Gesetze sind von Kepler (geb. 1571, gest. 1630)

gefunden worden.

Beriicksichtigt man die Anziehung des Planeten auf die

Sonne, so ist der Wiirfel der groBen Achse dem Produkte

aus dem Quadrate der Umlaufszeit mit der Summe der

Massen der Sonne und des Planeten proportional.

Frisehauf, Astronomie. 3. Aufl. 1



Es stelle die Ellipse der Figur (Fig. 1) die Bahn eines

Planeten vor, im Brennpunkte S sei die Sonne. 1st AP
die groBe Achse der Ellipse, so

ist der dem Brennpunkte S naher

liegende Punkt P zugleich derjenige

Punkt der Bahn, in welchem der

Planet der Sonne am nachsten

kommt; der Punkt P wird daher das

Perihelium oder die Sonnennahe genannt. Im anderen

Endpunkte A ist der Planet von der Sonne am weitesten ent-

fernt, der Punkt A wird daher das Aphelium oder die

Sonnenferne genannt. Beide Punkte heiBt man Ap-

siden, und die Gerade AP, sobald nur ihre Lage beriick-

sichtigt wird, die Apsidenlinie.

Ist der Mittelpunkt der Ellipse, AO = OP= a die

halbe groBe Achse, OS = ae, so heiBt e die Exzentri-

zitat. Die kleinste Entfernung des Planeten von der

Sonne ist daher SP = OP OS = a (I e), die groBte

8A = OA + SO = a(l + e), daher die mittlere = a =
der halben groBen Achse. In der mittleren Entfernung be-

findet sich der Planet, wenn er durch den einen oder den

anderen Endpunkt der kleinen Achse geht.

Befindet sich der Planet im Punkte L seiner Bahn, so

heiBt die Gerade SL = r der Radius Yektor, und der

Winkel P8L = v dieCwahre Anomalie des Planeten.

Dieser Winkel wird vom Perihelium im Sinne der Bewegung
des Planeten (in der Eigur durch einen beigesetzten Pfeil

ausgedriickt) von bis 360 gezahlt. Die beiden GroBen

r und v sind die Polarkoordinaten des Planeten in bezug

auf die Sonne als Anfangspunkt (Pol) und die Apsidenlinie

als Grundlinie (Achse).



2.

Aus der wahren Anomalie v die Zeit
,

in welcher sie

vorn Planeten beschrieben wird, zu finden.

1st U die Umlaufszeit des Planeten, so verhalt sich t

zu U wie der Sektor PSL zur Flache der ganzen Ellipse.

Um das letztere Verhaltnis zu berechnen, bedient man sich

des sogenannten exzentrischen Kreises, der in der Ebene

der Ellipse liber der grofien Achse AP als Durchmesser

beschrieben wird. Eine vom Punkte L auf die Gerade AP
gefallte Senkrechte LJ treffe den Kreis in K. Der Winkel

POK heifit die exzentrische Anomalie und wird mit

E bezeichnet.

Nun ist SJ= OJ OS, d. h.

(1) r cos v = a cos E ae.

Aus der Polargleichung der Ellipse

r==

folgt, wenn man den Wert von r cos v aus (1) in diese

Gleichung setzt,

(2) r = a ae cos E.

Aus den Gleichungen (1) und (2) erhalt man durch Ad-

dition und Subtraktion

r (1 + cos v)
= a(l e)(l + cos #)

/ (1 cos v)
== a (1 + e) (1 cos E) .

Zieht man aus diesen Gleichungen die Quadratwurzel

aus, so erhalt man

(3) Vr cos { t; = Va(l e) cos

(4) Vr sin | v == Va(l + e) sin

Durch Division und Multiplikation erhalt man

(5) tang \ v = ]/i| tang 4^

(6) r sin v = a 1/1 e2 sin #.



Aus der Gleicbung (6) folgt

r 8mv:a sin E, d. i. LJ: KJ= Vl e* : 1,

d. h. die Ordinate in der Ellipse verbalt sich zur Ordinate

des exzentrischen Kreises wie die kleine Halbachse b =
a Vl &* zur groBen a. Zieht man eine zweite (unendlich

nabe) Ordinate, so findet dasselbe Verbaltnis zwiscben den

dadurcb bestimmten Trapezen statt, mitbin erbalt man, wenn

die ganzen Flachen in Trapeze zerlegt werden,

PJL : PJK= b : a = a : not,

wo G die Flacbe der Ellipse bedeutet. Ebenso ist, wenn

8 einen beliebigen Punkt der Geraden AP bedeutet, das

Verhaltnis der Dreiecke

SJL:SJK=b:a,
mitbin das Verbaltnis der Sektoren

SPL:SPK=
'

Gi
daraus folgt

U: t = G : SPL = not :

Es ist aber ^ SPK = OPK OSK
PK= | OP PK | OS - JK= ^a-aE ^ae-a sin E,

also U : t = 2?r : E e sin E\

setzt man ferner -^
= ^ ,

so wird

(7) pt = EesuiE.
Die GroBejit

= M heifit die mittlere Anomalie
T
die

Grb'Be
f.i

ist die mittlere Bewegung in der Zeiteinheit.

Aus v erbalt man nach (5) die exzentriscbe Anomalie E
und damit nacb (7) die mittlere Anomalie M oder die Zeit t.

Aus dem Vorbergehenden ist ersicbtlicb, daB

fur * = 0, M==E=v = ist,

> * = *7 M=E=v = 180



In der Gleichung (7) 1st der Hilfswinkel E in Teilen

des Halbmessers auszudriicken, driickt man jedoch -?? und

e sin E im GradmaBe aus, so kann auch E in Graden bei-

behalten werden 1

).

Aus dem Vernaltnisse der Flache der Ellipse zur Flache

des Kreises = 1/1 e"
2

: 1 folgt

Der Ausdruck Tca%Vp\ U stellt die. in der Zeiteinheit

vom Radius Vektor beschriebene Flache, d. i. die Flachen-

geschwindigkeit, dar.

Sind m, m' die Massen zweier Planeten, die Masse der

Sonne = 1 gesetzt, a, a ihre mittleren Entfernungen, C7, U'

ihre Umlaufszeiten, so ist nach dem verbesserten dritten

Keplerschen Gesetze

a* : a' s == U2
(1 + m) : U'* (1 + m'),

es ist daher = ==-
,
also auch - - fur alle Plane-

uyi+m uyi+m
ten konstant. 2

)
Bezeichnet man mit k den Wert dieser Kon-

stante, so wird die Flachengeschwindigkeit= -5- V1 -f-m yp ,

die mittlere Bewegung i = ^Vl -f- m : a$.

Die GroBe /c heifit die Konstante der theoria motus,

GauB bestimmt deren Wert aus der Bewegung der Erde.

Als Einheit der Distanzen wird die mittlere Entfernung der

Erde von der Sonne, als Zeiteinheit der mittlere Sonnentag

angenommen. Mit den Werten

U= 365.2563835, m = ^^TTF = 0.0000028192

erhalt man
log k == 8.2355814414

k = 0.01720209895. 3

/a/



Die umgekehrte, unter dem Namen des Keplerschen
Problems beriihmte Aufgabe, namlich >aus der mittleren

Anomalie die wahre und den Radius Yektor zu finden,

kommt in der Anwendung weit haufiger vor.

Zunachst ist die Gleichung E = M -f- e sinE nach E
aufzulosen. Die Auflosung kann entweder durch Reihen

oder indirekt durch Versuche bewerkstelligt werden. Man

beginnt mit einem Naherungswert E und rechnet nun

jEi = M-\-e sinEQ

= M+e sin

so lange, bis man keine verschiedenen Werte von E erhalt

als E kann man, wenn kein anderer Naherungswert bekannt

ist, M annehmen. Aus zwei Naherungswerten kann man

durch die regula falsi einen gena ueren Wert erhalten. 4
)

Beispiel. Es sei M= 332 28' 32M1, e = 0.2451028,

daher log e in Sekunden = 4.7037734.

Setzt man E = 332, so erhalt man

EI =325 53', #2
= 324 36'

Ez
= 324 22' 26", E* = 324 17' 42"

E5
= 324 16' 47", #6

= 324 16' 36" usw.

bis man schlieBHch E= 324 16' 33 ".30 erhalt.

Nimmt man die regula falsi zu Hilfe, so erhalt man

aus a =325 53' =32436'. Setzt man

ferner a' = 324, so wird ' = 324 13'.5;

aus welchen Werten man nach 4
)
erhalt

w = 324 13'.5 + 3'.3= 324 16'.8,

welchcr Wert, wie man ersieht, dem wahren Werte von E



schon ziemlich nahe kommt. Mittelst Tafeln (Bauschinger,

Tafel X XIV) wird diese Rechnung sehr gekiirzt.

1st nun log a = 0.4223802, so erhalt man nach (2) und

(5) der Art. 2

log r = 0.3260215, v = 315 2' 0".76 .

Ebenso kann man aus den Gleichungen (1) und (6) oder (3)

und (4) des Art. 2 die GroBen r und v erhalten.

Die Kometen bewegen sich in Bahnen, die man in

erster Annaherung als Parabeln betrachten kann. Der am

Schlusse von Art. 2 gefundene Ausdruck fiir die Flachen-

geschwindigkeit gestattet eine Anwendung des zweiten und

dritten Keplerschen Gesetzes auf die Bewegung eines Him-

melskorpers in einer Parabel.

1st der Bogen PL ein Stuck einer Parabel, so ist das

Flachenstuck JPL der Parabel = %JP.JL.
Die Polargleichung der Parabel ist

r==
1

Die in der Zeit t vom Radius Vektor durchstrichene

Flache SPL

= Vl + rn Vp t = Dreieck SJL + |JPL

Nun ist

rsmv = pta,ng%v, SJrcosv = ^(l tang|t;
2
),

JP=SP-SJ= ftang |t;2.

Setzt man ^ = ^, so ist q die kleinste Entfernung des

Kometen von der Sonne, und es wird

(8)
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Fur die Kometen setzt man immer m = 0.

Multipliziert man die Gleichung (8) mil 75 und setzt

75
J- = <7, log <? = 9.9601277182,

1/2

so geht die Gleichung (8) iiber in

(8*)
~ = 75 tang \v + 25 tang ^v*.
q*

n
Die GroBe r = (.1

heiBt mittlere tagliche Bewe-
2

n
gung, die GroBe ^-t = M mittlere Anomalie des Ko-

fi

meten. Aus t erhalt man v und umgekehrt aus v die Zeit t.

Die Barkersche Tafel (Bauschinger, Tafel XV und XVI)

gibt fiir den Wert von v, welchen man fur die Parabel in

der Regel von bis =b 180 zahlt, die GroBe M und um-

gekehrt.

Beispiel. Fur log q = 0.08469 erhalt man

logju = 9.83309.

1st nun, wenn die Perihelzeit T = Mai 19.5175 1st, fiir

April 14.54694 desselben Jahres die wahre Anomalie zu be-

rechnen, so ist t = 34.97056 Tage, und man erhalt

logM= n 1.37680

und damit aus der Barkerschen Tafel

v = 34 12' 52" == 325 47' 8".

Aus v erhalt man logr = 0.12400.
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Zweiter Abschnitt.

Beziehungen zwischen mehreren Orten in der Balm.

5.

Hilfssatze : Bedeuten A, B, C drei beliebige Winkel, so 1st

II. cos^L sm(B
wie man durch Entwicklung von sin (B C) . . . unmittelbar

findet.

6.

Es seien r, v\ r', v' die Polarkoordinaten zweier Orte

eines Himmelskorpers in der Bahn, t die Zeit, welche der-

selbe braucht, um vom ersten Ort zum zweiten zu gelangen;

aus r, /, v' v, t die Elemente des Planeten in der Bahn

zu bestimmen.
T. Fur die Ellipse.

Aus den Grleichungen *

V r sin \v = Va (1 -J- e) sin

V r cos ^ v = Va (1 e) cos

V? sin^i;'= I/a (1 + e) sin

V? cos 4^ v'= Va (1 e) cos | E'

folgt

Vrr' sin | v cos | v' = a Vl e* sin^E cos

cos ^ v sin | v' = a V\ e2 cos ^E sin \Er

sin
-J
v sin | v' = a (1 + e) sin \E sin

Vrr' cos v cos
|-

v' = a (1 e) cos 1^7 cos

Setzt man Kurze halber v' v = 2f, E' E=2g, E'+E
= 2G, so erhalt man aus den Gleicnungen (1) durch Sub-

traktion der beiden ersteren und Addition der beiden letzteren

(1)

(2) Vrr' sin f= a VI e* sin g

(3) Vrr'e cos = a cosg a cos Gf.
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Aus r = a ae cosE, r
r

a ae cosE" folgt

/ -f- r = 2a 2ae cosg cosGr= 2a sin#2+ 2 cos fcosg Vr/7
,

indem statt ae cos G aus (3) der Wert a cos g YrY cos f

gesetzt wird; woraus dann

_ r -\- r' 2 cos f cos g V rr'

2 sin 2 ~>

Oder a =
2 sin ^

2

Setzt man, wenn cos f positiv 1st,

r+ r' 2 cos f Vrr
7 = 4 cos f Vr/

oder

(4) z^-^i+rL,
*

so wird

(5)
in g-

und

wo das obere oder untere Zeichen stattfindet, je nachdem

sin^r positiv oder negativ ist.

1st aber cos f negativ, so setze man

r+ / 2 cos f Vr?= 4 cos f Vr7 L
oder

(4*) L = - r+ r'

. = -f'

und es wird

(5*) a =
smp2

Sind r, if die Zeiten, welche seit dem Durchgange durch

das Perihel verflossen sind, also T' T = t\ so ist, die

Masse des Planeten gleich Null gesetzt,

\T=EesmE, ~Tf =Er

esinJS", also
a? cf-

^|
= E' E e (sinEr

sin E)

= 2 g 2 e sin g cos (7 .
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Setzt man statt e cos G den "Wert aus (3), so wird

^|
= 2g sin 2# 4- 2 cos/* sin # ^^

Substituiert man fiir V a den Wert und setzt der Kiirze

wegen
n. kt
6

) i-r i
= m

2^ cos jfi (rr')
f

so wird

(7) m =
(I + sin |tf)4 + (I+ sin ^^2)

wo fiir m das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem

positiv oder negativ ist.

1st cos f negativ, so setze man

und man erhalt

(7*) Jf=-(L-sin

wo das obere Zeichen gilt fiir sin<7 positiv, das untere fiir

sin# negativ.
-

Zuerst ist die Grleichung (7) oder (7*) nach g aufzu-

losen.

Es sei zunachst g nicht sehr groB*); in diesem Falle

kann ^~
n
81

^
9

in eine Reihe nach Potenzen von sinf#
2

entwickelt werden. .

Es ist

2g= 4 fa sing = 2 sin|# cos \g= 2 sinf y 1 sin \g* ,

2#=2 sin^cos^r= 4sin-|^fVl sin|^
2

Beriicksichtigt man, daB

*) Bis 30 ungefahr.
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1st, so erhalt man

2g - sin2g= 3 2
sin|^_ 1^6

sin-|p
5

-f
si

sin0
3= 8 sin|#3

_ 12 sin *#
5+ 3 sin^

Bezeichnet man der Kiirze halber - - mit ^ und

setzt sm|(7
2 =

a;, so wird

Bezeichnet man den Zanler von X. mit Z, den Nenner

mit Nj so wird

~ N~ N:Z

Bntwickelt man N: Z in eine Beihe nach Potenzen von

x, so erhalt man

wenn
l

oder

a) = [8.75696]^+ [8.5187]^s + . .

,

wo die eingeklammerten Zahlen Logarithmen sind, gesetzt

wird. Es wird daher

Setzt man diesen Ausdruck von X in die Gleichung (7)

und bedenkt man, daB, wenn g nicht groB ist, nur das

obere Zeichen stattfindet, so erhalt man

Setzt man
m

so wird

xX
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also

i, = l I

^ m* -I+
4+^-

oder

gesetzt wird.

Die Gleichurig fur y entwickelt, gibt

y) y* y* hy~%h=:Q. +

Diese Gleichung hat eine positive "Wurzel. 5
)

Aus der Gleichung y = l +
y2(,_^(x

_,
})

folgt, daB,

wenn die Zeit t im Verhaltnis zur Umlaufszeit als eine kleine

GroBe erster Ordnung betrachtet wird, y 1 nahe = f ra 2

eine kleine GroBe zweiter Ordnung ist. Setzt man nahe-

rungsweise

y = 1
rr cos

so betragt der Fehler eine kleine GroBe vierter Ordnung.

Diese Ordnung wird nicht geandert, wenn cosf 1, rf
__ ri __ / 2

gesetzt wird, wenn die Exzentrizitat e als kleine

GroBe erster Ordnung betrachtet werden kann, der Unter-

schied / r daher als kleine GroBe zweiter Ordnung. Es

ist daher mit einem Fehler vierter Ordnung

Mit einem Fehler sechster Ordnung ist

x = m**- Z fm4
.

Die Auflosung der Gleichung (7) geschieht nun auf fol-

gende Art: Fur die erste Annaherung rechne man nach
)

mit dem Naherungswert x = m2
I (genauer x = m 2

I |w4
), erhalt damit nach

ft)
h und nach y) y, aus y
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rechne man x\ mit diesem Werte x wird neuerdings be-

rechnet, usw. Die Bauschinger Tafel XIX gibt fiir das

Argument h log y\ Tafel XX fur x .

Aus ic erhalt man #; ist # gefunden, so hat man nach

Gleichung (5)

__
sin <7

2
2/
2 sin $r

2
,

~
ky-rr' cos /"

2 sic

Aus der Gleichung (2), d. h. aus

ayie* sing = Vrr' sin fund Vp= Va (1 e2
)
= al ~ e2

,

I/a

folgt mit Berucksichtigung der vorhergehenden Gleichung

yr * -
kt >

mithin

y = kVpt : rr' sin 2/",

d. h. y ist das Verhaltnis des elliptischen Sektors zwischen

den beiden Radien Vektoren und dem durch dieselben be-

stimmten Dreiecke.

Die Grofien ra, (Irf-'&fa (l+ xftlC sind daher bezie-

hungsweise der Sektorflache (zwischen den Radien Vektoren

und dem elliptischen Bogen), der Dreiecksflache (zwischen

den Radien Vektoren und der Chorde), der Segmentflache

(zwischen dem Bogen und der Chorde) proportional.

Ist p gefunden, so erhalt man aus den Gleichungen fiir

r und / p
e cos v = 1

r

e cos v' =r ^ 1 .

Setzt man v' = v -+- (v
r

v)
= v -j- 2 f und entwickelt

cos (v -j- 2 f) ,
so wird

e sin v = (^- l) cot 2/
1

(4 l) cosec 2/
1

(9)

e CQ8V = 1,
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aus welchen Gleichungen e und v und damit auch v' er-

halten werden.

Die mittleren Anomalien M und M! erhalt man aus

tang \v'

M=E
Mf=E'esmE'.

Die mittlere tagliche Bewegung y, wird erhalten aus

k M'-M
/t== ?

= ~
1st g groB, so laBt sich die Gleichung (7) oder (7*) sicher

und leicht durch Versuche auflosen; sicher, weil ^T 8"

sich genau mittels trigonometischer Tafeln berechnen laBt;

leicht, weil dieser Fall nur bei bereits naherungsweise be-

kannten Bahnen vorkommt, wo also ein Naherungswert von g

schon gegeben ist. In diesem Falle bestimmt man dann

aus (5) oder (5*) die GroBe a, hierauf aus (2) die GroBe

Vl e2 und aus beiden die GroBe p\ die iibrige Rechnung
ist genau so wie in dem friiheren Falle.

Urn I sicher und bequem zu berechnen, setze man auf

der linken Seite der Gleichung mit I

cos/*= 1 2 sin

damit wird

l== *i*if*

cos/"

setzt man

SO Wird

L. = tang (45

cos f cos f

und ebenso
cos f cos
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Beispiel. Es sei logr = 0.3307925, log/= 0.3222617,

v' v = 7 34' 49".87, t = 21.934433 Tage.

Man erhalt:

w = - 8' 26 ".46, I = 0.0011202067, logm* = 7.2735971.

Setzt man zunachst = 0, so wird & = 0.0022501 und

damit log*/ = 0.0010815, woraus x = 0.0007480399 folgt.

f 1st in diesem Falle verschwindend. Aus x folgt

^ = 3 8' 4".226 und damit log a = 0.4223804.

Aus (8) folgt log p = 0.3954732 und damit aus (9)

und (10)

loge = 9.3893483, in Sekunden loge = 4.7037734.

v = 310 56' 9".39, v'= 318 30' 59".26.

Statt der Exzentritat e fiihrt G-auB den spitzen Winkel (p

ein, wo sin
<p
= e ist; aus p und cp erhalt man a sehr be-

quem nach der Formel a = p : cos g)
2

.

Damit erhalt man auch bequemere Formeln zur scharfen

Berechnung von v aus E und E aus v. Es ist nach Art. 2,

(3), (4) und (6)

Vrsm |- (v E) = |- ]/ a (VT+~e VT^~e) sin E,

setzt man sin
<p
= cos (90 f/>),

so wird

(10*) sin * (v j&) =l/-sin 4^ sin E =T/^ Ei^ sin v .
;

r r r a cosy

Fiir dieses Beispiel ist

g>
= 14 11' 16".47 und daraus log a = 0.4223802.

Die TJbereinstimmung der beiden Werte von log a dient als

Kontrolle der Rechnung; fiir den letzteren braucht man /

nicht mit dieser Genauigkeit zu rechnen, welche der erste

erfordert.

Aus den wahren Anomalien und der Exzentritat er-

halt man
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E = 320 52' 19".16, E' = 327 8' 27" 64

M= 329 44' 2".84, M' = 334 45' 38".02

M' M= 18095 ".18.

Aus log a erhalt man die mittlere tagliche Bewegung

I.L
= 824 ".9663, also in der Zeit t betragt die mittlere

Bewegung 18095".17. Die Ubereinstimmung mit M.' M
dient als Kontrolle der Rechnung.

6
)

II. Fur die Parabel.

Aus r = ^ ; ,
/ = ~-^ erhalt man

cos \ v1 ' cos \ v 1-

l/I cos \v = -4= I/I cos ^ v' =-4=
f q y r V q

]/
r>

und daraus, indem man v' = v -}-2f setzt,

13)

aus welchen Gleichungen g, v und t;' erhalten werden. Aus

$c = 75 tang \ v + 25 tang | v
3

-^ ^' = 75 tang v' + 25 tang ^ v's

9
a

erhalt man T und T', d. i. die Zeiten, welche seit dem

Durchgange durch das Perihel verflossen sind; aus diesen

und den Beobachtungszeiten erhalt man die Zeit des Durch-

ganges des Himmelskorpers durch das Perihel. Die tlber-

einstimmung dieser beiden Zeiten dient als Kontrolle der

Rechnung.

Beispiel. Es sei log r = 0.13896, log/ = 0.11068,

v' v = 12 IV 35", t = 14,04929 Tage.

Frischauf
,
Astronomic. 3. Aufl. 2
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Man erhalt

log? = 0.08469, v = - 40 5' 16", v' = - 27 53' 41".

Aus v erhalt man T = 41.968 Tage.

- v' - -27.918 -

7.

Fur die Bestimmung einer parabolischen Bahn 1st eine

unter dem Namen der Lambertschen Gleichung bekannte

Formel von groBer Wicbtigkeit.

Nach den Gleicbungen (14) ist, wegen T' T
t,

Q = 75 (tang |-
v' tang -|

v + 25 (tang f if* tang

= 25 (tang -|V tang \v) (3 -f- tang \v2 + tang Jt;

+ tang \ */2).

Da 1+ tang i-v tang|v' ^^-: ; ,
1 -j- tang^^

2= V
cos^^cos^i;" cos-?27

1 + tangi^ 2=
.
r- =

, tang4v
r

tang iv = ^^-r -
ist;

cos!/27
cos^vcos^v'

so folgt

Ci __ 25 sin/ / cosf 1
_J._ \

cos^^ coa^v' \CO8^ cos^v' V cos-^0
2 *"

cos^^'
2
/

"

Setzt man fiir (7 den Wert ^, ferner aus 7* = -,'

2 cos|t?
2>

die Werte-^-,-=, so wird
cos^-t; r ^

;
cos^v'

'

Bedeutet s die Sebne zwiscben dem ersten und zweiten

Orte, so ist

S 2 == r2 4. /2 _ 2r/ cos 2/
1=

(r+ r')
2 4V cos/"

2

4rr f

cos/
2 =

(r + /)
2 s2 = (r+ / + s) (r + /

5).

Setzt man r -f- r' -f- s = ra2
,
r + / s = w2

,
so wird

'.2 '

= mn,
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wo das obere Zeichen stattfindet, wenn cosf positiv, das

untere Zeichen, wenn cosf negativ ist.

Nun ist

sin/*
2 = sin \(v' v)*

=
(sin \:V

r

cos \v cos ^v' sin
-|z;)

2

= cos |v2 + cos |#'
2 2 cos ^ (t/ v) cos -J-v cos^V

q q 2 q cosf __ r-\-r
f

2cos/'j/rr
/

--7+ ^7- y^7
:

rr'

'

oder mit Beriicksichtigung der Gleichungen (16)

(17) 2 sin/Vr? = (w rp w) Y2iq.

Substituiert man die "Werte von r + ^> cos/Vr/, si

in die Gleicnung (15), so erhalt man

oder, indem man statt m und n die Werte setzt,

(18) 6 kt = (r 4- / 4- s)l + (r 4- / 5)!,

welche Gleichung die Lambertsche Formel heifit, wie-

wohl sie bereits von Euler angegeben wurde. Das obere

Zeichen wird genommen, wenn 2f=v' v kleiner als 180

ist, das untere, wenn 2 f gro'Ber als 180 ist. In der Eegel

findet nur der erste Fall statt.

8.

Es seien r, v, r'
, v'\ /', v" drei Orte eines Himmels-

korpers in der Bahn, so ist

- = 1 4- ecosv

~ = 1 4- ecosv'

2a = 1 4- e cos v".

Multipliziert man diese Gleichungen resp. mit sin (if /'),

sin
(v'

r

v) ,
sin (v v') und addiert man

,
so wird zufolge

der Formel II. des Art. 5.

2*
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sin (v
r -

v") + |r
sin (*;"

-
v) + sin

(t;
-

t,')

= sin (i/ v") + sin (v" v) + sin (v v').

Multipliziert man mit rr' r" und setzt Kiirze halber

rr' sin 2f = n", rr" sin 2f = ',
/r" sin 2f= w,

. j rn r'n' 4- r"n"
so wird P = -

, .

-
? r "n

rr'r" (sin 2^ sin 2f + ain 2^) .

beriicksichtigt man ferner, daB

sin a + sin ft sin (a + ft)
= 2 sin

-|- ( + /?) (cos -|- (a /?)

cos-l- (a + /?))== 4 sini (a + /?) sin|-

ist, so wird

n q _ rr>r"8infsinf'8mf'
P- n-n'+n"

In diesem Ausdrucke sind \n, %ri , {?*" die EJachen

der Dreiecke bzw. zwischen dem zweiten und dritten> dem

ersten und dritten, dem ersten und zweiten Radius Vektor;

der Nenner ist daher die doppelte Dreiecksflache, welche

durch die drei Orte des Himmelskorpers im Raume be-

stimmt ist. "Wegen

rn : r'n' : r"n" = sin 2f: sin 2f : sin 2f
folgt: Sind die Winkel 2f und 2f" spitz (2f kann dann

spitz oder stumpf sein), so konnen rn, r'n'
^
r"n" als die

drei Seiten eines Dreieckes betrachtet werden, deren gegen-

uberliegende Winkel 2f, 180 2f, 2f" sind.

Aus dem obigen fiir p gefundenen Ausdrucke laBt sich

eine Formel fiir
n+

ableiten, welche in der Folge von

Wichtigkeit ist.

Sind namlich
, -f, f die Zwischenzeiten bzw. zwischen

dem zweiten und dritten, dem ersten und dritten, dem ersten

und zweiten Orte, und setzt man
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so ist zufolge Gleichung (8) des Art. 6

y^ __ yn y^ y" n
"

v p -- --, vp- #,

,
" "

also .te

wo die Bedeutung von y und #" klar 1st. Durch Gleich-

stellung dieses Wertes von p mit dem in Gleichung (19)

erhalt man
sin fsmf sinf" &&"n n t-'n -

r.

yy nn
Da

nri' = r'r" sm2f- rr' sin 2f
_ 4rr' 2 r

"
sin f cos f sinf cos /

ist, so wird

cos f cosf 2 yy" rr' r" cos f cos f cos /""
*

(20) ! n 7)
\ > n'

r 2 yg" rr' r" cos /" cosf Cos f' ;

Dritter Abschnitt.

Beziehungen hinsichtlich eines einzelnen Ortes

im Raume.

Um den Ort eines Himmelskorpers im Raume in Be-

ziehung auf einen gegebenen Punkt angeben zu konnen,

ist zuerst die Kenntnis der Lage der Bahnebene gegen eine

bekannte Ebene und die der Apsidenlinie in der Bahnebene

erforderlich. Denkt man sich um den Mittelpunkt der Sonne

eine Kugelflache beschrieben, so werden sich auf dieser die

Bahn des Himmelskorpers als ein groBter Kreis, die von

dem Mittelpunkte der Sonne nach dem Himmelskorper ge-

zogenen Geraden als Punkte darstellen. Wenn die zu be-
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stimmenden Ebenen und G-eraden nicht durch die Sonne

selbst hindurchgehen, so sollen dieselben durch parallel

durch den Mittelpunkt der Sonne gelegte Ebenen und Ge-

rade ersetzt werden.

Die Ebene der Bahn eines Himmelskorpers schneidet

im allgemeinen die Ebene der Erdbahn oder Ekliptik; diese

Durchschnittslinie heifit die Knotenlinie; die Durch-

schnittspunkte der erwahnten Kugelflache mit der Knoten-

linie heifien Knoten, derjenige, wo der Planet von der

siidlichen Gegend in die nordliche Gegend der Ekliptik

iibergeht, heiBt der aufsteigende, der andere der ab-

steigende Knoten, in diesem geht der Himmelskorper von

der nb'rdlichen Gegend der Ekliptik in die siidliche iiber.

Die Lage der Knoten wird durch ihren nach der Ordnung
der Zeichen gezahlten Abstand von dem Fruhlings-Aqui-

noktium bezeichnet, d. i. die Lange des Knotens.

Es sei (Fig. 2) YQ^ ein Teil der Ekliptk, Y QP ein

Teil der Bahn des Himmelskorpers, Y der Friihlingspunkt

(die Bichtung der Bewegung ist durch

beigesetzte Pfeile bezeichnet). Der spha-

rische Winkel EQP stellt den Winkel

^ der Bahn und Ekliptik vor, dieser Win-
f /&> D kei hejflt die Neigung der Bahn des
x^-

Himmelskorpers gegen die Ekliptik oder

einfach dieNeigung der Bahn; die Neigung wird von

bis 180 gezahlt. Bezeichnet in der Figur Q den auf-

steigenden Knoten, so stellt der Bogen YS die Lange des

aufsteigenden Knotens dar. Wird dieser Bogen in der Bahn

von Q aus entgegengesetzt der Bichtung der Bewegung des

Himmelskorpers abgetragen, so erhalt man dadurch den

Punkt Yo j
die von diesem Punkt in der Bichtung der Be-

wegung gezahlten Bogen werden Langen in der Bahn
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genannt. 1st daher P das Perihel (eigentlich die Projektion

des Perihels), so heiBt^P die Lange des Perihels.

In Figur 2 ist daher

^fQ = Q = Lange des aufsteigenden Knotens,

^3-EQ P= i = Neigung der Bahn,

YoP = n = JSTeigung des Perihels.

Ist L ein Ort des Himmelskorpers, v die wahre, H die

mittlere Anomalie desselben, so heiBt II-}- v die wahre,

II -f-M die mittlere Lange des Hiinmelskorpers in der

Bahn. Die siehen GroBen: 1) mittlere Lange fiir einen be-

stimmten Zeitpunkt, 2) mittlere Entfernung, 3) Exzentrizitat,

4) Lange des Perihels, 5) Lange des aufsteigenden Knotens,

6) Neigung der Bahn, 7) Masse des Himmelskorpers heiBen

die Elemente. der Bewegung des Himmelskorpers.
Bei der Parabel vertritt die Zeit des Periheldurchganges die

Stelle des ersten Elementes. Statt des Elementes in 2)

wird die Distanz im Perihel genommen. Bei den Kometen

und den kleinen Planeten setzt man die Masse immer

gleich Null.

Die Lage eines Punktes z. B. L, an der Oberflache der

Kugel wird am einfachsten durch den Abstand desselben

von der Ekliptik, d. i. die Breite, und durch den Abstand

des FuBpunktes des Perpendikels auf die Ekliptik von dem

Friihlingspunkt, d. i. die Lange, bestimmt. Es sei also

der Bogen LD senkrecht auf YJ<7, so heiBt ^D = I die

Lange, DL = b die Breite [des Punktes L. Die Breite

wird von beiden Seiten der Ekliptik an bis 90 gezahlt,

oberhalb (d. i. in der nordlichen Region) der Ekliptik positiv,

unterhalb negativ gezahlt. Da der Mittelpunkt der Sonne

als Mittelpunkt der Kugel angenommen wurde, so nennt

man I und &heliozentrische Lange und Breite. Bezeichnet
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man den Bogen QL mit w, so heiBt u das Argument
der Breite, dabei 1st u = II Q -+- v.

Aus der obigen Zahlweise folgt, daB fiir * <; 90 die

GroBen I Q und w, fiir &>90 die GroBen I Q und

360 u in demselben Quadranten liegen.

10.

Die Lage eines Punktes im Raume wird entweder durch

die Abstande desselben von drei sich einander unter rechten

Winkeln schneidenden Ebenen, d. i. durch rechtwinklige

Koordinaten oder durch den Abstand von einem gegebenen

Anfangspunkt und durch zwei Winkel, d. i. durch Polar-

koordinaten, bestimmt. 1st der Punkt der Koordinaten-

anfang der Achsen OX, OF, OZ, ferner MPJ_XY,
PQ J_OX, so stellen die drei Strecken

= z dierecht-

winkligen Koordinaten des PunktesM
dar. Der Punkt Jfkann auch bestimmt

y werden: 1) durch die (absolut genom-

meneJDistanz OMr, durch denWin-

kel XOP = I gezahlt von der posi-

tiven ic-Achse an gegen die positive

y-Achse von bis 360 und durch den Winkel MOP=b
gezahlt von bis =b 90, je nachdem der Punkt M auf der

positiven oder negativen Seite der sxAchse liegt. 2) Durch

die Distanz OMr, durch den Winkel XOM=u ge-

zahlt von bis 360 und durch den Winkel MQP = i der

Ebene MOQ mit der Ebene XY gezahlt von bis 180.

Zwischen diesen Koordinaten findet folgender Zusammen-

hang statt:

1) Aus HP = OM sin b, OP = OM cos 6, OQ =
OP cos I, PQ= OP sin/ folgt
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x = r cos b cos I

(1) y r cos 6 sin Z

^ = r sin 5 .

2) Aus OQ=OMcosu, MQ=OMsmu, PQ=
cos *, JfP= IfQ sin i folgt

# = r cos ^

(2) y = r sin w cos a"

z = r sin u sin a.

1st die Gerade 0.X die Linie nach dem aufsteigenden

Knoten, die Ebene XT die Ekliptik, H X die Ebene der

Bahn des Himmelskorpers, so sind die Polarkoordinaten I

und b (sowie u und i) mit den GroBen I Q und b (sowie

u und i) des vorigen Artikels identisch, man erhalt daher

durch Gleichstellung der beiden Systeme von #, t/,
z fol-

gende Gleichungen

(3) cos b cos
[I Q) = cos w

(4) cos b sin
(J Q) = sin w cos i

(5) sin. 6 = sin ft sin a*.

11.

Es sei der Mittelpunkt der Sonne der Koordinaten-

anfang, die Ekliptik die #i/-Ebene, die positive z-Achse

sei nach dem Friihlingspunkt, die positive /-Achse nach

dem Punkt 90 Lange, die positive ^-Achse nach dem Nord-

pol der Ekliptik gerichtet. Sind daher
/, &, r die helio-

zentrische Lange, Breite und Distanz eines Punktes von

der Sonne, x, y, % die rechtwinkligen Koordinaten desselben

auf das vorhin erwahnte Achsensystem bezogen;
so driicken

die Gleichungen (1) des vorigen Artikels unmittelbar den

Zusammenhang der heliozentrischen rechtwinkligen und

Polarkoordinaten aus.
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Sind L, B, R die heliozentrische Lange, Breite und

Distanz des Mittelpunktes der Erde von der Sonn.e, F, X, Z
die reclitwinkligen Koordinaten, so ist analog

JL = jR cosB cos L, r= J? cos J? sin, Z=Rs'mB.

Denkt man sich durch den Mittelpunkt der Erde ein

dem friiheren Achsensystem paralleles Achsensystem gelegt,

so sollen durch I und die geozentrische Lange und

Breite, durch J die Distanz des Punktes von dem Mittel-

punkte der Erde bezeichnet werden. Sind
, 17,

die recht-

winkligen geozentrischen Koordinaten dieses Punktes, so ist

| = J cos /? cos A

(6) r]
= 4 cos /? sin A

= z/ sin/?,

und es ist

Die GroBe r cos b ist die Projektion der Distanz des

Punktes von der Sonne auf die Ekliptik und heiBt kur-

tierte Distanz von der Sonne. Ebenso heiBt 4 cos/:/
=

die kurtierte Distanz des Punktes von der Erde.

Die Breite B der Erde ist nahe gleich Null und wird

daher gewohnlich vernachlassigt ;
unter dieser Voraussetzung

erhalt man fur die heliozentrischen Koordinaten die Aus-

driicke

r cos b cos / = x g cos A + R cos L

(7) r cos b sin I = y = Q sin A + R sin I>

r sin 6 = & = Q tang /? .

Vermittelst dieser Ausdriicke kann man die heliozentrischen

Langen, Breiten und Distanzen in geometrische verwandeln,

und umgekehrt.
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Aus r2 = x* -}- ?/
2

-f- ^2 oder

7-2= (e cos A + R cos L)2 4. (Q sin A 4- -R sin Z/)
2 -f e

2
tang

2
,

folgt durch Entwicklung der Quadrate

(8) r2 = jR2 + 2JS cos (A L) $ -f- sec /?
2
?
2

.

12.

Die heliozentrisehen Koordinaten fiir das Achsensystem

des vorigen Artikels lassen sich unmittelbar durch r und v

ausdriicken. Setzt man in den Gleichungen (1) des Art. 10

* = *-Q + Q> so wird

x = r cos b cos (I Q) cos Q r cos b sin
(I Q) sin Q,

y= r cos 6 sin
(I Q) cosQ+ r cos 5 cos

(Z Q) sin Q,

und beriicksichtigt man Gleichungen (3), (4), (5), so wird

x = r cos u cos Q r sin w sin Q cos
,

y = r sinu cos Q cos * -f- r cos u sin Q ,

Setzt man
cos Q = / sin J.

sin Q cos i = I cos .4,

sin Q = m sin5
cos Q cos = m cosB

:

sin i n,

wo
J, w, ra positiy genommen werden, so wird

x = Ir sin (4 -f- w)

(9) y = mr sin (B + )

^ = nr sin w .

Da u = IT Q -j- v ist, so sind x, y, z unmittelbar

durch r und v ausgedriickt, wenn
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gesetzt wird; es wird dann namlich

x = Ir sin (51 + v)

(10) y mr sin (S3 -f- v)

% = nr sin
(( + v) .

Diese Formeln sind dann sehr bequem, wenn mehrere

Orte zu rechnen sind.

Beispiel: Es sei

Q = 1717'53".84, * = 136'54".20.

Man erhalt

A = 26121'33".86, B = 170 53' 52".92,

logZ = 9.9997341, logw = 9.9888016, logn = 9.3558483.

1st nun II Q = 241 9' 34".06, so wird

= 142 31' 7^.92, S3 = 523'26".98.

Hierbei dient die Gleichung (aus (10))

J2 sin 5I2 + m2 sin $2 + ^2 sin ^2 = 1

als Kontrolle der B-echnung.

Fiir v = 3152'0".76, logr = 0.3260215 wird

log x = 0.3219717, logy = 9.4063011, log % = 9.1272776.

Vierter Abschnitt.

Beziehnngen zwischen mehreren Orten im Raume.

13.

Aus zwei heliozentrischen Orten I,
b und

/',
V im Raume,

die Lange des aufsteigenden Knotens Q, die Neigung der

Bahn i und die Argumente der Breite u, u' zu bestimmen.

Aus den Gleichungen (4) und (5) des Art. 10 folgt durch

Division

tang b = tang i sin
(I Q)

tang b'= tang i sin \C Q}.
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Setzt man I' Q = I Q + Z'
Z, so erhalt man zur

Bestimmung der Unbekannten Q und i folgende Gleichungen

tang i sin
(Z Q) = tang b

Wachsen die heliozentrischen Langen mit der Zeit, so

ist i< 90, im entgegengesetzten Falle ist i> 90.

Hat man Q und i gefunden, so bestimmt man die Ar-

gumente der Breite nach den aus (3) und (4) des Art. 10

durch Division erhaltenen Formeln

tang ^ === *ang(/--Q)

(2)

cos*

Ist <<90 ,
so liegen Z Q und u in demselben Quadranten.

> z>90 > 360 u

14.

Es seien x, y, *; a/, y', %,'\ x", y", 2" drei heliozen-

trische Orte eines Himmelskorpers im Eaume, so ist nach

(10) des Art. 12

T = I sin (51 -j- v)V

Multipliziert man diese Grleichungen resp. mit sin(t>' v"),

sin (v" v) ,
sin (v v') und addiert man

,
so erhalt man

mit Beriicksichtigung der Formel I des Art. 5

~ sin (v' v") -f ^ sin (v" v} + ^ sin (v ^) ==

oder

asrV' sin (v" v') x'rr" sinfv" v) + aj
f/

r/' sin (v' v)
= .



30

Da //'sin (v" v
f

)
= n, rr" sin (v" v)

= ri
,
r/sin (v

r

v)
= n"

gesetzt wurde, so wird

nx rix' -f- ri'x" = 0, ebenso

ny n'y' + ri'y"
=

nx, ri %' -f- w"*" = 0. 8
)

Driickt man die heliozentrischen Koordinaten durch die

geozentrischen aus, so wird gemaB der Ausdrucke (7) des

Art. 11

(3) n (Q cos A + R cos L) ri (Q' cos I' + R' cos Z/)

+ n" (Q* cos r H- ^" cos L") =
(4) 7i (Q sin A 4- ^ sin L) ra' (^' sin A' + jR' sin L')

-f w" fe" sin A"+ E" sin L") =
(5) n Q tang ft

ri Q' tang f + "

^>" tang ft"
= .



Zweiter Teil.

Bahnbestimmung der Planeten und Kometen.

Erster Abschnitt.

Bestimmung einer elliptischen Balm aus drei

geozentrischen Beobachtungen.

15.

Vernachlassigt man die Masse des Himmelskorpers ,
so

sind bei einer elliptischen Balm sechs Elemente zu be-

stimmen. Zu dieser Bestimmung miissen daher sechs von

einander unabhangige GroBen, welche von den Elementen

abhangen, gegeben sein. Diese gegebenen GroBen konnen

nur von der Erde aus beobachtete Orte des Himmelskorpers

sein, und da jede solche Ortsbestimmung zwei Daten, etwa

Lange und Breite liefert
,
so sollen drei geozentrische Beob-

achtungen als gegeben betrachtet werden. Diese Beobach-

tungen diirfen keine zu groBe heliozentrische Bewegung

umfassen, indem sonst Voraussetzungen, zu welchen man

bei einer ersten Bahnbestimmung genotigt ist, nicht statt-

finden.

Waren fiir zwei Beobachtungen auBer den geozentrischen

Langen und Breiten noch die Entfernungen des Himmels-

korpers von der Erde gegeben, so konnte man daraus die

heliozentrischen Langen, Breiten und Entfernungen des

Himmelskorpers rechnen, und damit nach Art. 13 Neigung,

Knoten und Argument der Breite, und dann nach Art. 6



die ubrigen Elemente bestimmen. Wir versuchen daher zu-

nachst die Bestimmung der Entfernungen des Himmels-

korpers von der Erde.

Es bedeuten, wie friiher

t
,

f
,
f die Zwischenzeiten zwischen bzw. der zweiten und

dritten, ersten und dritten, ersten und zweiten

Beobachtung,

A, A', A" die drei geozentrischen Langen des Himmels-

korpers,

/?, /?', ft" dessen Breiten,

, 0',
>" dessen kurtierte Entfernungen von der Erde,

L, L', L" die heliozentrischen Langen der Erde,

jK
, R', R" die Entfernungen der Erde von der Sonne.

Die G-leichungen (3), (4), (5) des Art. 14 sind linear

nach nq, n'$', ri'tf'-,
bestimmt man diese GroBen, so wird

jede in der Form
ncc + n'cc'+ ri'a"

erhalten, wo a, a', a" gegebene Zahlen sind. Daraus folgt,

daB wenn die Werte der Verhaltnisse n : n' und n" : ri be-

kannt waren, man unmittelbar ^ie GroBen Q, ^>' 7 Q" finden

konnte. Nun ist

n" &" '

Die Verhaltnisse ?/, y' , y
1

weichen von der Einheit um
kleine GroBen der zweiten Ordnung ab, wenn die Zwischen-

zeiten t und f als kleine GroBen erster Ordnung betrachtet

werden. Man konnte daher versuchen, in erster Annaherung
fiir die Yerhaltnisse n : ri und n" : ri die Yerhaltnisse # : #'

und &":&' zu setzen. Diese Yoraussetzung ist jedoch un-

statthaft; denn eliminiert man aus den Gleichungen (3), (4), (5)

die GroBen Q und
(/', so erhalt man



33

nR (tang ft sin (A" L) tang /J" sin (A L})

nR' (tang ft sin (A" ') tang ft" sin (A J7))

(1) + n'TT (tang ft sin (A" L") tang /?" sin (A L"))

- ri $' (tang ft sin (A" A') tang p' sin (A"- A)

+ tang ft" sin (A" A))
=

,

welche Grleichung zur Bestimmung von Q' dient.

Diese Gleichung laBt sich durch die Einfiihrung von

HilfsgroBen auf folgende Art umformen:

Es stelle (Fig. 4) 8 den Mittelpunkt der Sonne, T den

Mittelpunkt der Erde und L den Ort des Planeten dar,

ferner seien (Fig. 5) A, A', A" die drei heliozentrischen

Fig. 5.

"'

S T

Orte der Erde auf der Himmelskugel, J5, JB', B" die drei

geozentrischen Orte des Himmelskorpers, C, C', C7" die helio-

zentrischen Orte desselben. 1st K der Durchschnittspunkt

des grofiten E[reises durch die auBersten geozentrischen

Orte des Himmelskorpers (d. i. durch die Punkte B, B")

mit der Ekliptik, so werde die Lange dieses Punktes mit

K, die Neigung des eben erwahnten groBten Kreises mit

J bezeichnet. Dabei ist

(2)

tang (t
= sin (A K] tang J

tang /J"
== sin (r K) tang J,

aus welchen Gleichungen (ahnlich wie in Art. 13) tangJ
und K erhalten werden, wobei tang J positiv genommen wird.

Frischauf, Astronomic. 3. Aufl. 3
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Durch Einfuhrung der HilfsgroBen J und K erhalt man

mit Beriicksichtigung der Formel I des Art. 5, indem man

fur A, B, C bzw. A K, X'K, L K setzt,

tang ft sin (r L) tang f sin (I L)

= tang J sin (A" A) sin (L K),

und analoges fiir die iibrigen Ausdriicke.

Die Gleichung (1) geht daher iiber in

n R sin (I" I) sin (L JQ tangJ
n' R' sin (r A) sin (L' K) tangJ

(3) + ri'R" sin (r A) sin (L" 7f) tangJ
- n' ?' (sin (r I) sin (A' K) tang </

-
tang/?' sin (/l" ;i))

= 0.

Fuhrt man die HilfsgroBe /? ein durch die Gleichung

(4) tang /?
= sin (K - K) tang /,

so folgt aus der Gleichung (3)

= _ ^ sin (L-K) -j- ^'E' sinfL' JT)cos /S tangJ
ri'R" sin (L"K).

Setzt man der Kiirze halber

/A , J5T) , ^ sin (L' K)
>

- a
'

~~ = ^
7

~~

so wird aus (5)

H\ ?' - /
bn + dn"

c^7~ "^~
Die GroBe /J

ist vermoge der Gleichung (A) die Breite

des Durchschnittspunktes I? des Breitenkreises \B'D' des

zweiten Punktes J5' mit dem erwahnten groBten Kreise durch

die beiden Punkte B und B".

Die GroBe /?' ft, in der Fig. 5 durch den Bogen J?
'

versinnlicht, hangt von der Kriimmung des geozentrischen

WegesBB'B" ab, sie ist daher im allgemeinen eine kleine
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GroBe zweiter Ordnung, wenn die Linie BB'B" eine kleine

GroBe der ersten Ordnung ist. Aus den Ausdriicken fur

a ,&,e, d ersieht man, daB b und d kleine GroBen der 2ten,

d. i. groBe GroBen der zweiten Ordnung sind.

Daraus folgt unmittelbar die Unbrauchbarkeit der Ver-

haltnisse # : & und -9-" : & als Naherungswerte fiir die Ver-

haltnisse n:ri und n":nr

. Denn wiirde man in der Glei-

chung (7) diese Naherungswerte setzen, so wiirde man in

den Annahmen fiir n\ri und n":n' kleine GroBen der

zweiten Ordnung vernachlassigen, wodurch man dann, wegen

der groBen Fakloren b und d, die GroBe e' im allgemeinen

mit einem endlichen Fehler behaftet erhalten wiirde.

Die Verhaltnisse n : n' und n" : ri lassen sich mit hin-

reichender Genauigkeit durcb die GroBe / ausdriicken, wo-

durch dann die Gleichung (7) eine einzige Unbekannte

(Q' oder r') enthalt.

GauB verfahrt auf folgende Art.

Schreibt man die Gleichung (7) in der Form

Q' _ _ bn + dn" n+
ti^

cosT
7
~

n-\-n" ~n' '

so konnen fiir diese Form Annahmen gemacht werden,

welche zu einem brauchbaren Werte von
'

fiihren.

Setzt man in dem Faktor statt -,T das Ver-n -J- n n
o

haltnis ^ ,
so ist der Fehler im allgemeinen nur eine kleine

GroBe der ersten Ordnung; denn es ist

. _ bn + dn" __ b& + d&" __ (b d}

n + n" ^-4-^"
~

($+ #

Nun ist, weil R" nahe = R ist, d b nahe

also von der Ordnnng - ^ ! d. i. von der Ordnung

3*
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- 1
;
##" von der Ordnung -f- 2, y" y von der Ordnung

-f- 2, also der Zahler der Differenz 4 eine kleine GroBe

der dritten Ordnung. Der Nenner von 4 ist eine kleine

GroBe zweiter Ordnung, also die Differenz z/ im allgemeinen

von der ersten Ordnung.

Der Faktor
n + 1

"

ist nach Art. 8 Gleichung (20)

n'
r

2rr'r"yy" cos f cosf cos/"

Da die Kosinusse der Winkel /*, f, f" von der Einheit

ebenfalls nur um GroBen zweiter Ordnung abweichen, so ist

auf einen Fehler vierter Ordnung genau
~ = 1 -f-

Die Verhaltnisse ^ , ^ weichen, wenn man die Exzentri-

zitat der Bahn als eine kleine GroBe erster Ordnung be-

trachtet, von der Einheit bloB um kleine GroBen zweiter

*). Q/' *J- ^J."

Ordnung ab. Setzt man daher statt -^ die GroBe -~^- ,

so wird der Fehler von
'

von (jer vierten Ordnung sein.
%

FaBt man das Vorhergehende zusammen, so erhalt man

schlieBlich folgendes Resultat: In der Gleichung

* .~ "
"

cos/S'

ist der Fehler von $' im allgemeinen nur eine kleine GroBe

der ersten Ordnung.

Setzt man die genauen Werte

Q

so ist in aller Strenge

= y. o"'

(Q\

__
yy"rr" cosfcoap cosf"

Q
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Nimmt man in der Gleichung (9) fiir P und Q die Nahe-
atf

rungswerte und ##", so wird die GroBe Q' im allge-

meinen mit einem Fehler erster Ordmmg behaftet sein,9
)

1G.

Nach der Gleichung (8) des Art. 11 ist

cos 6'+ -
COS/?'

wo cos d
f = cos /?' cos (V I/) ist, oder

COS <

dabei bedeutet <5' den Bogen A'B'.

Setzt man Rr

sin (5' = a', Rr

cos <5'+ -^
=

x', so wird

(10) r'2 = a'2 ^ a/,^ = x> - R> cos (T,

dabei bedeutet x' die Projektion von / auf seine zugehorige

geozentrische Entfernung; die Gleichung (9) geht iiber in

oder wenn
*,

, 6-h^P , fr+ dP ()
jR' cos <5' -f- c = e, e '

gesetzt wird, in

(ii) s?..

Um /, d. i. Va' 2+ a;' 2 bequem zu berechnen, setze man

tang d =. so wird
B

sin *' cos ' '

dabei bedeutet %' den Bogen C'Br

.

Aus der Gleichung (11) wird die Unbekannte x' durch

Versuche bestimmt, in der Hegel ist x' von A nicht sehr

verschieden. Denn die bier durchgefuhrte Bahnbestimmung
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kommt fast nur bei Asteroiden in Anwenching; bei diesen

1st, Eros ausgenommen (fur letzteren sinkt r3 bis 1.5 herab),

r3
groBer als 5.

Die Gleichung (11) laBt sicb in eine fur die Untersuchung

der Wurzeln bequemere Form bringen. Multipliziert man

mit -- und setzt
-^-
= J, so wird

es bedeuten daher die Wurzeln von (11) die Werte fur

die Durchschnittspunkte der beiden Kurven

Die erste Kurve ist eine Gerade, welche die g-Achse im

Punkte
,
die ?y-Achse im Punkte - - scbneidet

;
die zweite

Kurve ist krummlinig, gegen die ^-Achse symmetrisch,

die, J-Achse ist Asymptote. Fur | = ist
??
= 1 ein

Maximum; fiir | = -J
ist je ein Wendepunkt, von

= bis | = dz
-J-

ist die Kurve konkav, von | = zb
-J-

bis | == dz oo konvex gegen die |-Acbse. Das Zeichen von

v)
ist positiv. Ordnet man die Gleichung (11), so fallt die

Entscheidung des Zeichens von y weg. Man erhalt daher

fiir die Kurve

3 (oder | = tang a
, rj
= cos a 3

)

zwei gegen die |- und ^-Achse symmetrische Aste, welche

von jeder Geraden in zwei oder vier Punkten geschnitten

werden. Nur fiir eine Gerade

17
= a

,
a absolut > 1

,

fallen die zwei Schnittpunkte im Unendlichen zusammen.

Beschrankt man sich auf positive Werte von | und ^r ,

so erhalt man einen oder drei Schnittpunkte; im letzteren
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Falle sind jene auszuschliefien
,

fiir welche $' : cos
ft'

sehr

klein oder negativ wird.

1st a/ gefunden, so erhalt man daraus / und (/. Dann

erhalt man aus

w"
Hat man die GroBe o

r und die Verhaltnisses n' ' n'

gefunden, so erhalt man aus den Gleichungen (3) und (4)

des Art. 14 die GroBen Q und Q". Bequemer werden die

Formeln, wenn man noch die Gleichung (5) desselben

Artikels benutzt.

Eliminiert man namlich aus den Gleichungen (3) und (4)

die GroBe ri'R", so erhalt man

n (Q sin (I L") + E sin (L L"))

n' (Q' sin (I
1

L") -f R' sin L' L"))

+ 7/Vsin(r-L") = 0.

Eliminiert man aus dieser Gleichung und der Gleichung

(5) die GroBe ri'q", so wird:

n Q (tang ft sin (r L") tang f
r

sin (^ L"))

-
H'Q (tang /?'sin (A" L") tang /*" sin (K L"))

+ tang^'(^^ sin (L"- L)
- n'tf sin (U- L'))

= .

Fiihrt man fiir tang ft und tang ft" die HilfsgroBen J und

JT ein, so wird der Koeffizient von ng

tang J sin (r A) sin (L" Jf) .

Setzt man im Koeffizienten von rig'

tang /S'
= tang $> + tang ft' tang /?

= tangJsin(r - K)1 COS

so geht derselbe iiber in

tang J sin (r- I') sin (L"
-

J5T) -f
sin(

f "~^ sin tt"-
; n 'cos 8 cos
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Ferner ist

nE sin (L" L) n'R sin (L" L'}

T> ,T r\li n'R'sin(L"L')= nE ton (i - i)
(1

-
-^^TC.-^

Setzt man

RE' sin (L'
-

L) = JT, J?'#" sin (L" L') = N,

so wird
R'8in(L"L f

) = JST

Es ist daher

/1 9\ _ /
8*nW ^')

i #osec/3' sin (A" L
(J-O) Q I; ... . f- ; rr-r. TT- *

: ,TII ~l
\sin (A A; sin (A /] Sin \Li 1

_L_
-ft ein (" ) sin (A" K) /2V

_' _i \

sin (A" A)

'

ein (L"K) \N'
'

~n
"~

)

'

Ebenso erhalt man, indem man den ersten Ort mit dem

dritten vertauscht:

,-jjx
Isin ('A' A) ^ OQ sec ft

r sin (A -L)\ n' ,"
[sin (A"- A)

~"
sin (A" A)

"

sin(L ^)/
'

^"' ^

T^,,
sin (L" L) sin (/t K] IN" n' -. \

sin (A" A) sin (L K) \N f n" J

Aus den Gleichungen (13) und (14) erhalt man Q und p".

Ist Q, Q', Q" gefunden, so rechne man nach den For-

meln (7) des Art. 11 und den analogen Formeln fiir den

zweiten und dritten Ort, die heliozentrischen Langen,

Breiten und Kadien Vektoren des Himmelskorpers. Aus

diesen GroBen kann man die Elemente nach Art. 13 und

Art. 6 rechnen.

17.

Wie man ersieht, setzt diese Methode voraus, daB die

Werte von P und Q bekannt sind. Allein diese GroBen

sind unbekannt; aber man kann dafiir als erste Hypothese

die Naherungswerte
- und ##" setzen, und mit diesen
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Werten fiihre man die Rechnung, jedoch nicht bis zum

Schlusse, durch; sondern hat man die GroBen r
y /, r" und

u, u'j u" ermittelt, so recline man nach Art. 6 aus

r, r'] uf u = v' v = 2f" und #" die GroBe y"

r
^
/'

;
u"__ u'

===v"_ v
'
:== 2f # ?/,

und damit neue Werte von P und Q nach den Formeln

~
& y"

' rr" yy" cos f cos f cos f"

Mit diesen Werten von P und Q wird die Rechnung wieder-

holt, diese Wiederholung geschieht so oft, bis man Werte

von P und Q bekommt, welche von den fruheren gar nicht

oder nur sehr wenig verschieden sind.

In dieser Hypothese, als der letzten, fiihre man die Rech-

nung mit den GroBen r, /', v' v, #", y" und den GroBen

/, r"j v" v'j #, y zu Ende. Die Ubereinstimmung dient

als Kontrolle. Sicherer verfahrt man, namentlich bei ersten

Bahnbestimmungen, wo die heliozentrische Bewegung in der

Regel gering ist, wenn man in der letzten Hypothese aus

den GroBen
/, T; 6, 6"; r, r"; v" v, &' die Elemente der

Bahn rechnet. Als Kontrolle der Rechnung berechne man

den mittleren Ort aus den erhaltenen Elementen.

Bei diesen verschiedenen Hypothesen fiir die GroBen

P und Q ist es vorteilhaft, so viele Rechnungen als mog-
lich von den Hypothesen unabhangig zu machen und auf

unmittelbar gegebene GroBen zuruckzufuhren. Die GroBen

Jf, tang J", , ft, c, d, e, a' . . . hangen nur von den ge-

gebenen Beobachtungsdaten ab, werden daher nur einmal

gerechnet. Dasselbe gilt auch von den Koeffizienten von

""*' ^ ' ^ " l
>

' ' der Gleicbungen (
13

)
und

(
14

)-

Zusatz. Die Sicherheit dieser Rechnungen hangt haupt-

sachlich von der Bestimmung der Konstanten tang J und K
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und von der GroBe des Bogens BQ B'= /?' /? ab. Fallt

der erste geozentrische Ort mit dem dritten nahe zusammen,

so kann man aus den Gleichungen (2) die GroBen tang J"

und K nicht genau bestimmen. Liegen die drei geozentri-

schen Orte B, J9', B" nahe in einem groBten Kreise, so ist

der Bogen BQB' eine kleine GroBe hoherer Ordnung als

zweiter; die dargestellte Methode der Bahnbestimmung ist

daher nicht anwendbar. Dieser Fall tritt dann immer ein,

wenn die Neigung der Bahn sehr klein ist (oder nahe 180

betragt).

18.

Zur Erlauterung dieser Methode soil folgendes von GauB

gegebene Beispiel dienen*). Fiir den Planeten Juno sind

als Beobachtungen und zugehorige Erdorte gegeben:

1804 Okt. 5.458644

Beobachtungszeiten ^7 421885
auf den Pariser

97*QQqn77
Meridian reduziert. * <.6y6(J ( i

I = 354 44' 31".60 /?
= 4 59' 31".06

I' = 352 34' 22".12 f = 6 21' 55".07

r= 351 34' 30".01 p= 7 17' 50".95

L = 12 28' 27".76 log R = 9.9996826

L'= 2419'49".05 log R' = 9.9980979

L"= 34 16' 9".65 log R"= 9.9969678,

welche GroBen auf das mittlere Fruhlings-Aquinox 1805.0

bezogen sind. Damit erhalt man

*) Eine Bahnbestimmung bei kleinen Zwischenzeiten (etwa 5 15

Tagen zwischen je zwei Beobachtungen) muB mit aller Scharfe

aiebenstelliger Logarithmen gerechnet werden. Bei groCeren Zwi-

schenzeiten reicht man auch mit sechsstelligen Logarithmen-

tafeln aus.
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log tang J= 9.8718259
,

K = 1 28' 49".34

/?
= -634'31".394

Ioga = 7.6953221

b = 38.43487

c = 77.976545

logd= 2.0352814

jK'cosd'^ 0.8413488

e = 78.817894

loga'= 9.7262084.

Setzt man

so wird

logJ. =9.6317132 log^ =0.3290193

log A" = 9.7331305 log B" = 0.6134162

log N: N' = 9.6657486 log N" : N'= 9.7441299

log # = 9.2343285 log ^ = 9.3134303.

Alle diese Zahlen sind von den verschiedenen Hypothesen

fur P und Q unabhangig.

In erster Hypothese setze man:

log P = 0.0791018, log Q = 8.5477588,

damit erhalt man
I = 2.189052

Nun lose man die Gleichung

x' = I

nach xr

auf. Fur die kleinen Planeten liegt / =
ungefahr zwischen 2 und 3. Man setze nun 3 log / = 1.00

und 3 log/ = 1.30: damit erhalt man x' = 2.054 und x'

= 2.121.
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Substituiert man diese Werte in die obige Gleichung,

so erhalt man 0.0066 und 0.0613 als Fehler, und

damit nach der regula falsi x' = 2.0459 als genaueren Wert,

aus welchem x' = 2.045902 als definitiver Wert von x' er-

halten wird.

Die reellen Wurzeln der vorigen Gleichung liegen bei

Xi = 0.580, x2 = 4- 0.850, xs
= 2.0459; die positive

Wurzel x% ist nahezu R' cos 6', fiir diese wird >' nahezu

Null. Diese Wurzel bezieht sich auf den Endort und kommt

bei Bahnbestimmungen mit kleinen Zwischenzeiten gewohn-

lich vor. Der Grund liegt darin, daB die Erdorte, von denen

aus die geozentrischen Richtungen des Planeten genommen

werden, ebenfalls den drei Gleichungen (3), (4), (5) des

Art. 14 geniigen.

Wird diese Gleichung durch Wegschaffung der Quadrat-

wurzel geordnet in

(rf-Apfa' + rf*)
1^2

,

so kommt noch die reelle positive Wurzel x4 -f- 2.2928

hinzu, die der Gleichung (11) fremd ist.

Mit dem definitiven Wert von x' wird erhalten

log ?'
= 0.0781403, log / = 0.3251111

log Q = 0.0651853, log Q"= 0.0961795

I = 2 56' 7".96

I' = 6 57' 15 ".19

r=1022'37".72

log tang b = n 8.6769275 log r = 0.3299972

log tang V = n 8.8013853 log r' = 0.3251113

log tang b"= n 8.8835959 log /'= 0.3212583.

Aus Z, I", tang ft, tang b" erhalt man

9 = 1715'46".47

i= 13 2' 31 ".68
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und damit log tang b' = n 8.8013852. Die Ubereinstimmung

der beiden Werte von log r' und log tang b' dient als Kon-

trolle.

Nun erhalt man u = 192 8' 36".96 und

uf - u ==. 2f'= 4 6' 44".53

u" -u' = 2f = 329'47".09

u _ u = 2f = 7 36' 31 ".62.

Aus r, /, f" und &" erhalt man log y" = 0.0003191.

Aus /, r", f und # erhalt man log y = 0.0002285.

Damit erhalt man folgende Werte von P und Q

log P = 0.0790112, log Q = 8.5476184,

dabei weicht log P von dem friiheren um 906, log Q urn

1404 Einheiten der siebenten Dezimale ab. Mit diesen

neuen Werten von P und Q wiederhole man die Rechnung.

Es wird

/ = 2.192683, log ft
= 0.1309601

und damit

x' = 2.050484, log /= 0.3260214

log Q'
= 0.0797892

log Q = 0.0666582, log Q" = 0.0979442

I = 255'13".71

l'= 6 55' 24^.83

?= 10 19' 56 ".40

log tang b = n 8.6776066, log r = 0.3307925

log tang b' = n 8.8021271, log / = 0.3260214

log tang b"= n 8.8843618, log /'= 0.3222617.

Aus Z, Z", tang &, tang b" erhalt man

Q = 171 T 53'
r

.84

t= 136'54".20

und damit log tang b' = 8.8021268 als Kontrolle. Ferner

wird u = 192 5' 43". 45 und
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u' u = 2f"=4 5'51".31

u" u'=2f '== 3 28' 58 ".56

u" u = 2f'= 7 34' 49".87

log y = 0.0002270, log y"= 0.0003172.

Damit erhalt man folgende neue Werte von P und Q

log P = 0.0790116, log Q = 8.5476326,

welche von den vorigen bzw. um 4 und 142 Einheiten der

siebenten Dezimale abweichen. Diese Unterschiede sind

so klein, daB eine nochmalige Wiederholung der Rechnung

nicht mehr nb'tig ist. Der grb'Bere Unterschied in log Q hat,

da Q:r' 5 nur eine kleine GroBe zweiter Ordnung ist, auf

die Rechnung keinen EinfluB.

"Wegen der Kleinheit der heliozentrischen Bewegung

rechne man aus r, /', u" u und #' die Elemente in der

Bahn. Diese Berechnung ist im Beispiele des Art. 6 durch-

gefuhrt.

Aus u und v erhalt man

u v = n Q = 241 9' 34".06.

Stellt man die gefundenen Elemente zusammen, so er-

halt man fiir den Planeten Juno folgende Elemente:

Epoche 1804, Okt. 5.458644

j&f=32944' 2' .84

n = 312 17' 27".90

Q ==171 7'53".84

i= 13 6'54".20

cp= 1411'16".47

IJL
= 824".9663

log a = 0.4223802.

Zur Kontrolle errechne man aus den erhaltenen Ele-

menten den mittleren Ort. Die mittlere Bewegung zwischen

der ersten und zweiten Beobachtung betragt (.it"
= 9869".27
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= 244'29".27, damit erhalt man durch Addition zur GroBe

M die mittlere Anomalie

M' = 33228'32".ll,

und aus dieser nach Art. 3

Er = 324 16' 33".30

^' = 315 2' 0".76

log / = 0.3260215.

Aus v
r

erhalt man u' und damit nach (1) und (2) des

Art. 19 die heliozentrische Lange und Breite I' und b'.

Aus
I',

b' und r' erhalt man nach (5) des Art. 11 die Ko-

ordinaten x', /', &'.

Aus r' und v' erhalt man die Koordinaten x', y
r

,
%' auch

nach Art. 12.

Aus den heliozentrischen Koordinaten erhalt man die

geozentrischen und damit

;/ = 35234'22".22

/*'
= _6 21'55".Q8

log ?'
= 0.0797895.

Der Fehler in A' betragt O'MO, der Fehler in p betragt

0".01. Man sieht, wie genau in diesem Beispiele die zweite

Hypothese fiir P und Q die Beobachtungen darstellt. Bei

groBeren Zwischenzeiten, etwa von hundert Tagen, werden

selbst bei einer vollig unbekannten Bahn nur drei oder

hochstens vier Hypothesen erforderlich sein. In diesem Falle

besitzt man aber in der Kegel bereits genaherte Elemente,

aus welchen man sich die erste Hypothese fiir P und, Q
ableitet.
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Zweiter Abschnitt.

Bestimmung einer parabolischen Balm aus drei geo-
zentrischen Beobachtungen nacli der Methode

von Gibers.

19.

Eliminiert man aus den Gleichungen (3), (4) und (5) des

Art. 14 die GroBen rig' und n'R*), so erhalt man fol-

gende Gleichung

11 Q (tang ft' sin (A U) tang ft sin (A' L'))

4- ri'Q" (tang/?' sin (r L') -, tang ft"sin (K L'))

- nE tang/?' sin (L
r

L)+ ri'R" tang f sin (L" L') = 0,

oder indem man das Verhaltnis e": Q bestimmt,

m "
.
tang /3' sin (A L'} tang /9 sin (V L'}

Q

=~~
n"

'

tang/3" sin (P/ L'} tang 0' sin (V L'}

( rcR sin (L' L) + w"JT' sin (L" L')) tang /g
y

(tang /3"7in (A' L') tang? sin (?/' L)) w" ^

Das zweite Glied des Verhaltnisses ist
Q

tangpR sin (L' L) /JR" sin (L" L')~
^(tang|S"sin(A' L') tang ^' sin (A" L')) \ ^sinlL' L) j

Nun ist

J?" sin (L" L'} R'Rf' sin (L"- Lf
) N

R sin (L' L}
~ ~

RR' sin (I/- L)
~

2V^"

'

Die Verhaltnisse -^ , -^- weichen von den Verhaltnissen
j o

^r==^>7
der Zwischenzeiten nur um GroBen der zweiten

Ordnung ab. Der Faktor (^~^") ^es zweiten Gliedes

von ist daher von der zweiten Ordnung; der Zahler des

ersten Faktors dieses Gliedes, d. i. die GroBe

= tang p'R sin (L'L]
ist eine kleine GroBe erster Ordnung, der Nenner

= Q (tang fT sin (A' L'} tang p sin (I" L'})

") Vgl. die Ableitung der Gleichung (13) des Art. 16.
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ebenfalls von der ersten Ordnung; denn dieser Ausdruck

reduziert sich durch Einfiihrung von HilfsgroBen J und K
auf: tang Jsm(L' K) sin (A" //). Der erste Faktor

ist daher eine endliche GroBe.

Es ist daher das zweite Glied des Verhaltnisses ^- in
Q

der Gleichung (1) eine kleine GroBe der zweiten Ordnung.

Vernachlassigt man daher dieses Glied und setzt im ersten

Gliede statt
-,

die GroBe =
;

so erhalt man, bis auf

einen Fehler zweiter Ordnung genau,

,gj Q^ t_ tang ft' sin (I I/) tang /? sin (X L'}

~Q J'\ tang p" sin (A' L'} tang/3' sin (*" I/)
'

oder Q"= MQ ,
wo die Bedeutung von M klar ist.

JSTach Art. 11 ist, zufolge der Gleichung (8),

(3) r* = & + 2 R cos (I L} $ -f- sec 2
e
2

;

ebenso

(4) /'2 = jR"2+ 2 ^" cos (r JO") Jf^ H- sec /J"
2 If2 e2 .

Bedeutet s die Sehne zwischen dem ersten und dritten

Orte des Himmelskorpers, so ist

S2 = (x xy + (IJ
i.

y)2 + (

." _ s)s

o"2 + 2/"
2 -h ^"2 + '

2 + y* 4-^2 -2 (a?" + yy" + *")

= r2 + /'2 2
(a;a;"+ yy" 4- *") .

Setzt man statt x, y, %\ x", y", z" ihre "Werte durch die

geozentrischen Koordinaten ausgedriickt, so erhalt man

(5) s2= r2+ r"* 2RR" cos (L" L) 2(RM cos (A" L)

+ R" cos (A Z7)) ^ 2 (cos <r A) + tang /? tang /?") Jf^2.

Ist f die Zwischenzeit zwischen der ersten und dritten

Beobachtung, so folgt nach der Lambertschen Formel

(6) 6kf=(r + r"+ s)
1
qp (? -j- r" s)

1
.

Denkt man sich aus den Gleichungen (3), (4), (5) die

Werte von /, ?", s in die Lambertsche Gleichung (6) ge-

Frischauf, Astronoinie. 3. Aufl. 4
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setzt, so geht diese in eine Gleichung uber, welche bloB

die Unbekannte ^ enthalt. Aus dieser Gleichung hat man

daher diese Unbekannte zu bestimmen. Diese Bestimmung

geschieht am einfacbsten durch Versuche. Man nimmt fiir

Q einen Wert an, recbnet damit nach (3), (4), (5) die

GroBen r, /', s und sieht, ob der Lambertschen Formel (6)

geniigt wird. Man andert nun Q so lange, bis die Glei-

chung (6) erfiillt wird. Aus zwei Annahmen fiir Q ,
welche

bereits der Wahrheit ziemlich nahe kommen, erhalt man

durcb die regula falsi einen genauen Wert von Q. Aus Q

erhalt man Q"= MQ . Die Bauschinger-Tafeln XXII und

XXIV dienen zur Abkiirzung der Rechnung.

Mit den GroBen
(?, Q" und den geozentriscben Langen

und Breiten recbne man /*,/,&; r"
t I", b" und bierauf nacb

Art. 13 und Art. 6 die Bahnelemente.

Mit den gefundenen Elementen recbne man den Ort

des Himmelskorpers zur Zeit der mittleren Beobacbtung.

Stimmt dieser mit dem beobacbteten iiberein, so ist die

Kecbnung beendet; weicbt aber der berecbnete Ort von dem

beobachteten um mebr als die mb'glichen Beobacbtungsfebler

ab, so verandere man die GroBe M so lange, bis die Dar-

stellung des mittleren Ortes innerbalb der Grenze der Beob-

acbtungsfebler gelingt.

20.

Wie man ersiebt, bestebt der Nerv dieser Metbode,

welche ausschlieBlich bei Kometenbahnen angewendet wird,

in der Bestimmung des Verhaltnisses Q" : Q und in der An-

wendung der Lambertschen Formel. Fiir das Verhaltnis

Q" : wurde die Annahme gemacht, daB man fiir n" : n und

N" : N das Yerhaltnis der Zwischenzeiten setzen konne
;
diese

Annahme ist, wie man aus n":n = r sin (v' v) : /'sin (v" v')
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ersieht, identisch mit der Voraussetzung, daB die Sehnen

der Kometenbabn und der Erdbahn zwischen den auBersten

Beobachtungen von den mittleren Radien Vektoren in dem

Verhaltnisse der Zeiten geschnitten werden. Lambert

batte bereits dieses Verbaltnis Q : Q" bestimmt; statt aber

die Aufgabe weiter analytisch zu behandeln, wie Olbers

getan, der dadurch diese bochst einfache Methode der Be-

recbnung einer Knotenbabn erhielt, kehrte Lambert wieder

zur Konstruktion zuriick.

21.

Zur Erlauterung dieser Methode soil ein von GauB ge-

gebenes Beispiel dienen*). Fur den zweiten Kometen vom

Jabre 1813 bat man folgende Angaben.

Mittlere Gottinger Zeit Lange Breite

1813 April 7.55002 I = 271 16' 38"
ft
= + 29 2' 0"

14.54694 I'= 266 27' 22" p'= + 22 52' 18"

21.59931 r=25648' 8" /?"= + 9 53' 12"

L = 197 47' 41" log R = 0.00091

L'= 204 38' 45" log E' = 0.00175

L"= 211 31' 25" log R"= 0.00260 .

Damit erbalt man

logM= 9.75799
,

6kf= 1.4501

r = V1.00420 + 0.56981 + 1.30810^

r"= V1.01205 + 0.81092 + 0.33805^2

s = T/0.05765 0.22389^ + 0.42612^2.

Nun sucbe man (durch passende Wabl von Q) die Werte

von r, r", s so zu bestimmen, daB der Gleichung

t r r" s 1 Qkf = X =

*) Fur Kometenbahnen geniigt haufig emefunfstelligeRechnung.

4*
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geniigt wird. Setzt man Q = 1, so wird r = 1.70, /'= 1.57,

5 = 0.51 und ,X=4- 1.27; also ist Q zu groB. Setzt man

e = |, so wird r = 1.26, /'= 1.23, 5 = 0.23 und X =
0.35; also ist $ zu klein. Aus den beiden Werten fur

X schlieBt man, daB Q nahe = 0.6 ist. Man erhalt nun

mit den Werten g = 0.60 und Q = 0.65

Q = 0.60 $ = 0.65

r = 1.34797 r = 1.38830

r"= 1.27290 r"= 1.29690

s = 0.27700 4 = 0.30358

X = - 0.1055 ^ = + 0.0598

und damit
(>
= 0.632 . . . Rechnet man nun mit Q

= 0.632

und Q = 0.637, so wird

Q = 0.632 Q = 0.637

r = 1.37364 r = 1.37770

r"= 1.28824 ?"= 1.29065

s = 0.29386 s = 0.29656

J[ == _ 0.0125 J[ == 4- 0.0022

und damit

Q = 0.63625,
woraus folgt

log Q = 9.80364
, log Q"= 9.56163

I = 225 4' 22", log tang b = 9.42381
, log r = 0.13896

r= 223 6' 55", log tang &"= 8.69316
, log /'= 0.11068 .

Da Z>T ist, so ist *>90. Damit erhalt man

i = 98 58' 57"

Q = 4240f

8"

u = 164 57' r, u"=^ 177 8' 36".

Damit erhalt man nach Art. 6

n = 247 42f 25"

log 2 = 0.08469.
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Fur die Perihelzeit T erhalt man

aus v . . . T = April 49.518

aus v". . . T== April 49.517

also im Mittel T= Mai 18.5175.

Berechnet man mit diesen Elementen den mittleren

Kometenort (vgl. Art. 4), so findet man

A' =266 21' 15", /S'
= + 2252'18".

Die Lange stimmt bis auf 7", die Breite vollkommen mit

der Beobachtung iiberein. 11
)

Dritter Abschnitt.

Bestimmung einer elliptischen Bahn aus vier

geozentrischen Beobachtungen, von denen nur zwei

vollstandig sind.

22.

Die im ersten Abschnitte dargestellte Methode, eine

elliptische Bahn zu bestimmen, ist wie bereits im Art. 17

erwahnt wurde in manchen Fallen nicht anwendbar. In

solchen Fallen kann man aus vier Langen und zwei Breiten

die Bahn bestimmen.

Es seien also vier geozentrische Beobachtungen gegeben,

der Bequemlichkeit der Rechnung halber werden die vier

Langen und die beiden mittleren Breiten benlitzt; die auBer-

sten Breiten sind nicht erforderlich, dienen jedoch schlieB-

lich als Kontrolle der Rechnung. Die Bedeutung der Buch-

staben ist hier dieselbe, wie im ersten Abschnitte; d. h. es

sind also

^, ^lj ^-2; ^-3

A ft, ft, ft

die Langen und Breiten des Himmelskorpers usw., #01 ,
f 2; -

die Zwischenzeiten zwischen der ersten und zweiten, ersten
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und dritten, . . . Beobachtung. Analog 1st die Bedeutung von

won "02, und 2/oi> 2/02,

als doppelte Dreiecksflachen und Verhaltnisse des ellipti-

schen Sektors zum zugehorigen Dreiecke.

Nach Art. 14 Gleichung (3) und (4) 1st:

nn (Q cos ^ + -K cos L) w02 (1 cos At -f- R1 cos LI)

H~ ^01 (#2 cos ^2 + -^2 COS -L2 )
= 0,

w12 (0 sin A -f- R sin .L) w02 (^i sin At + J?! sin L^
H~ ^01 (^2 sin ^2 + -^2 sin ^2) = 0.

Eliminiert man aus diesen beiden Gleichungen die GroBe
^>,

so erhalt man

(1) %2 (J? sin (L I)
- w02 (QI sin (Ai A) + E^ sin (L4 *- A))

+ ^01 (^2 sin (A2 A) +^ sin (L2 /))
= .

Ebenso folgt aus der zweiten, dritten und vierten Beobach-

tung, indem man aus denselben Gleichungen des Art. 14

die GroBe Q$ eliminiert,

(2) nn (QI sin (^ ^3 ) + Ri sin (Zr, A3 ))

%3(^2sin(A2 A8 )+^2 sin(L2 ^))+ni2R^sm(Ls A3)=0.

Die Gleichung (1) laBt sich umformen in

sin (i,
-

A) C03& +c) =
oder in

%2 R sin (L X) 902 cos /gt sin (^ X) / gt A sin (Lj A)in (^ X) / gt
,
A sin (Lj A) \

in(A2 --^) \cos ^
""

cos fa sin(Ai A)/cos/?2sin(A2 A) ?

g2 _. J?2sin(L2 ^) __. Qr
cos & cos /?2 sin (A2 A)

Setzt man analog mit der Gleichung (10), Art. 15

^008^=^, + 22,008^ = ^
so geht diese Gleichung iiber in
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J?! sin (Li A)
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j cos =
cos pi sin (Ai A)

Jg sin (L A) _
cos ft' sin (At

cos #> sin (A2 A)

~
7 cos & sin (A2 A)

gesetzt wird. Setzt man = Pt ,
so 1st nach der Glei

cos $> sin (A2

d. Setzt

chung (12), Art. 15

t

9

also

+ Pi

t""

wo die Bedeutung von Ci klar ist.

Man erhalt daher

Setzt man auBerdem

- x2
- Pi i/ = q , ^ (1 +

so erhalt man

(3) *2
=

Cl
-

Auf dieselbe Art erhalt man aus der G-leichung (2), in

dem man
R2 sin (La A3) ,

j?3 sin (L3 P.3) __ cos /32 sin (A2 A3)

cos
,tft

sin (A! A3)

~ !
3 ' cos ft sin (Ai A3)

A3)

cosftsin(A1 -A3

ferner

z
t ^3P2 = c2 ,

-u2 (l 4-P2 )
= d2 ,

2
= ist.wo P2
= ist. setzt
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(4) x, = c2

1+
)l

Der Gang der Rechnung ist nun derselbe wie im ersten

Abschnitte: man rechnet zuerst die Konstanten % ,
a2 > &i>

^2 > *i >
X2 > /"i ^2 ?

v\ i ^35 hierauf verschafltt man sich aus

den genauen Werten

T> #12 ^01 r> #12 2/23

*i F* T~ 7 -T2 ==:
"sr"

'

#01 2/12 #23 2/12

2/012/12^*^2 cos /Ol cos /02 COS /12
'

^122/23^1 **3 COS/12 COS/13 COS/23

in der ersten Hypothese die Werte

rechnet damit Cj , rfj ,
c2 ^2 un(^ lost dann die Gleichungen

(3) und (4) nach x
{
und x2 auf.

Diese Auflosung geschieht durch Versuche. Man erhalt

in der Regel schon Naberungswerte, wenn man Q = Q2
=

setzt, wodurch

erbalten wird. Bei Asteroiden kann man r^ = r< = 20,

also statt rf c?

setzen
?
wodurch die Genauigkeit erhoht wird.

Ist nun i ein Naherungswert von x
,
so setze man diesen

in (3), erhalt daraus x2
=

2 ?
welcher Wert in (4) gesetzt

a?!
= JXi gibt. Wiederholt man nun die Eechnung mit a?!

=
It + v\ >

so erhalte man a?2
==

2 + ^2 un^ ^i == -^i "+" -^i-

Aus diesen Angaben erhalt man nach der regula falsi*)

*) Es sind namlich A = ^ Xi und JL' =
die Fehler der ersten und zweiten Substitution. Die Anderungen
der Unbekannten x\ und x% sind bzw. v\ und yo-
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Aus ^ und x2 erhalt man ^ , (>2 und damit (wie im ersten

Abschnitte) die heliozentrischen Orte rt ,
rz ;

Zt , ^ ; Z^ ,
&2 5

cia-

mit die Differenz der waliren Anomalien t;2 vt
= u^ u^ ,

woraus dann folgt, wegen

2 _ p __
nw

~
r sin (i v)

'

r sin (t% g) 1 + PI

(5) rmnfa-tO^ ^= ^und

1 4- Pi
r sin (fo v} = r

-1- W i\ sin fa?5

Pi

oder, da t*2 t* = t'2 t^ + fa v) ist,

//-\ >'i (1 + PI) \ *'2 sin (vz

(6) r cos fa v)
=

Y hTT
~~ c^tfa vi)

-
p

Aus den Gleichungen (5) und (6) erhalt man r und #t v.

Ebenso erhalt man r3 und v3 #2 aus ^en Gleichungen

/r?\ / \

(7) r3 sin fa v2 )
=

/o\ / \ o > ,/
(8) r3 cos(r,

- r2 )
= =^- - - cot (vt

-

Nun bestimme man, wie im ersten Abschnitte, neue

verbesserte "Werte von P1 ,
P2 , Q , Q2 ^n letzter Hypothese

fiihre man die Berechnung der Elemente zu Ende. Ist die

heliozentrische Bewegung sehr klein, so kann man aus r,

r3, ^3^ ^03 die Elemente in der Bahn rechnen.

Mit den erhaltenen Elementen berechne man die beiden

auBersten Orte; man ersieht dann, mit welchem Grade der

Genauigkeit die auBersten Breiten durch die gefundenen

Elemente dargestellt werden.
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Vierter Abschnitt.

Uber die Vorbereitungsreclmungen bei Bahn-

bestimmimgen*).

23.

In den drei ersten Abschnitten wurde die Yoraussetzung

gemacht, daB die zur Bahnbestimmung verwendeten Beob-

achtungen die wahren geozentrischen Orte (Lange und Breite)

des Himmelskorpers seien. Die Beobachtungen, wie sie un-

mittelbar gegeben sind, sind scheinbare Rektaszensionen

und Deklinationen; es sind daher eine Keihe von Vorbe-

reitungsreclmungen notig, um dieselben in geozentrische

Lange und Breite zu verwandeln. Es soil daher hier zu-

nachst die Theorie dieser Rechnung gegeben werden.

I. Verwandlung von Eektaszension und
Deklination in Lange und Breite und umgekehrt.

24.

Es seien a, d die Rektaszension und Deklination, A, /?

die Lange und Breite eines Sternes, e die Schiefe der Ekliptik.

Die hieher genorigen Formeln werden auf folgende Art

erhalten. Sind x
, yQ ,

% die beliozentrischen Koordinaten

eines Punktes in bezug auf die Ekliptik als #2/-Ebene;

x, ?/, % die Koordinaten in bezug auf den Aquator als

#^-Ebene (die x-Achse fiir beide Systeme nach dem Friih-

lingspunkte gerichtet), so ist, wenn e die Schiefe der Eklip-

tik bedeutet,

XQ =X
yQ
= y cos e -J- % sin

zQ = z cos e y sin e.

*) In diesem Abschnitte sind im Texte die neuen jetzt ange-
nommenen Werte der Konstanten mitgeteilt, wahrend in den aus

der Theoria motus entlehnten Beispielen die zu GrauB' Zeiten giil-

tigen Konstanten verwendet wurden.
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X = XQ

y = yQ COS ZQ sin

z =
2/

sin e -f- cos

Driickt man analog wie im Art. 10 die rechtwinkligen

Koordinaten durch die Polarkoordinaten aus, so erhalt man

aus diesen beiden Systemen die beziiglichen Verwandlungs-

formeln von Rektaszension und Deklination in Lange und

Breite und umgekehrt.

1) Gegeben sei a, d; man bestimme A, /?.

cos A cos/5?
= cos a cos 6

sink cos/? = sin d sine -f- cosd cos sin a

sin/?
= sin d cos cosd sin sin a.

Setzt man
cosd sin a = m sin If

sind = m cos Jf,
so wird

sin/ cos/5 = m sin(Jf+ ),

sin/5 = m cos(M-f- ).

Jf wird in demjenigen Quadranten genommen, fiir wel-

cben m positiv ist. Als Kontrolle der Eechnung kann die

Grleichung

tang/5 = sin A cot(Jf -j- e)

benutzt werden.

2) Gegeben sei A, /?; man bestimme a, 6.

cos a cos d = cos A cos /?

sin a cosd = sin/5 sin + cos/5 sin I cose

sin (5 = sin/5 cosf + cos/5 sin I shi.

Setzt man
sin/5 = n smN

cos/5 sin A = n cosiV,
so wird

sin a cos d = n cos(N-\- e)

sind = n sin(2V+ e).
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Als Kontrolle der Recbnung kann die Gleichung

tang d = sin a tangf^-f- e).

benutzt werden.

II. Parallaxe.

25.

Unter Parallaxe eines Planeten oder Kometen ver-

steht man die Ortsveranderung, welche der Himmelskorper

erleidet, wenn man denselben statt vom Mittelpunkte der

Erde von einem Punkte der Oberflache der Erde aus beob-

achtet. Die Erde kann man, wegen der Kleinheit der

Parallaxe, als eine Kugel betrachten.

Man denke sich ein Koordinatensystem, in welchem der

Aquator die ie^-Ebene, der Mittelpunkt der Erde der Koor-

dinaten-Anfangspunkt ist. Die positive a>Achse sei nach

dem Fruhlingspunkte, die positive ?/-Achse nach dem Punkte

90 Rektaszension gerichtet. Sind X, Y, Z die Koordi-

naten des Beobachtungsortes, so ist

JT = Q cos (p cos
,
Y= Q cos (p sin 0, Z ^ sin

q> ,

wo Q den Radius der Erde, (p
die geograpbiscbe Breite und

die Sternzeit des Beobachtungsortes bedeutet.

Sind Xj y, z die Koordinaten des Himmelskorpers ; ,
d

die Rektaszension und Deklination, 4 die Entfernung vom

Ursprunge, so ist

x = 4 cos 6 cos a
, y = J cos d sin

,
% = z/ sin d.

Legt man durch den Beobacbtungsort ein zweites paralleles

Acbsensystem, sind #', y
1

',
%,' die Koordinaten und a', <f

,
Jf

die mit der Parallaxe bebaftete Rektaszension, Deklination

und Entfernung des Himmelskorpers, so ist

x' = J' cos d' cos
', y'
= //' cos d' sin a'

,
2' = ^' sin (T .
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Aus x = x' + X, y = y'+Y, + z = *' + Z folgt

(1) z/' cos d' cos a' = z/ cos d cos a cos cp cos

(2) z/' cos 6' sin a' = z/ cos (5 sin a cos <p sin

(3) z/' sin d' = z/ sin d - sin cp .

Aus diesen Gleichungen erhalt man a', ($',
z/' aus or, d, z/

und umgekehrt. Bequemer ist es aber, unmittelbar a' a
,

d' d zn bestimmen.

Multipliziert man (1) mit sin or, (2) mit -{-cos a und

addiert die Produkte, so erhalt man

z/' cos d' sin (' a)
= cos cp

sin (0 a) .

Multipliziert man (1) mit -f- cos a. (2) mit -f- sin a und ad-

diert die Produkte, so erhalt man

4' cos d' cos (a' a)
= J cos d cos qp (0 a).

Dividiert man die beiden letzten Gleichungen, so wird

, , ,
. Q cos (p sin (& a) _~

^cos^T- Q cos (f cos (& -~^j
"

Setzt man cos (a' a)
= 1 2 sin ^ (a

f

a)
2

,
so geht

die vorletzte Gleichung uber in

z/' cos 6' = z/ cos 6 Q cos
r/>

cos (0 a)

-f-2z/'cos(5'sinJt-(a' )2

= J cos (5 Q cos 9 cos (0 a)

+ z/
r

cos 6' sin (a' a) tang | (a' a)

= z/ cos (5 cos cp (cos (0 a]

-f- sin (0 a) tang | (' a))

s cos (<9 i- (a -f- '))= cos 6 o cos cr>
^

' COS \ (a' a)

Setzt man der Kiirze halber

m sin y = sin
cp

cos((6>m cos y = cos ?
y

'
. .

>

cos |('
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so wird
4' cos 6' = J cos (5 w cos 7

^' sin 6
f = z/ sin d Qm sin y

woraus ahnlich wie fruher folgt

z/ . cos (y d)
sin y

Die GroBe d' wird nicht benotigt.

Die GroBen a a, 6' d sind in der Regel sehr klein;

man kann dann statt der Tangenten die Bogen setzen. Be-

zeichnet man die mittlere Entfernung der Erde von der

Sonne mit R, so ist

g __ Q'-R
,

Q : R ist der Sinus des Winkels, unter welchem der Radius

der Erde von der Sonne aus erscheint, d. i. die Hori-

zontalparallaxe der Sonne; bezeichnet man dieselbe mit TC,

so ist

|i
= sin 7t = it, da K = 8".80 ist.

Die GroBe ^/ driickt man immer in Teilen von R aus und

bezeichnet diese Zahl mit z/, so daB man statt
-^

die GroBe

-j
setzen kann. Beriicksichtigt man ferner, daB r =y

ist, wenn x gegen b sehr klein ist, so erhalt man fiir die

GroBen a' a, S' d die Ausdriicke

, _
n cos q> sin (9 )

J COS (f

*, _ n sin (p sin (y <f)~~~ ~~
-j ;J sin/

wenn man auBerdem statt ^ (a -f- ')
die GroBen a
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setzt. Die letzteren Ausdriicke erhalt man etwas einfacher,

wenn man in 4' cos d' cos (a' a) die GroBe cos (a' a) = 1

setzt. Da a in Sekunden ausgedriickt ist, so erhalt man

dadurch
'

a
,

6' d unmittelbar in Sekunden aus-

gedriickt.

Der Winkel a ist der Stundenwinkel der Beobach-

tung; fur den Meridian ist derselbe = 0, also

r r\ sr * TT sin (op tf)

a a = 0, y (p, o o =-- ---
Setzt man in den gefundenen Ausdriicken statt der

Rektazsension und Deklination die Lange und Breite des Ge-

stirns, und nimmt man statt und cp
die daraus nach Art. 24

berechnete Lange I und Breite b des Beobachtungsortes, so

erhalt man die Ausdriicke fur die Parallaxe in Lange und

Breite.

26.

Die im vorigen Artikel erhaltenen Ausdriicke fiir die

Parallaxe setzen die Entfernung z/ des Gestirns als bekannt

voraus, fiir eine erste Bahnbestimmung kann daher diese

Reduktion nicht durchgefiihrt werden.

Will man dennoch die Parallaxe beriicksichtigen, so

kann man sich der folgenden (von GauB gegebenen) Methode

bedienen.

GauB fiihrt namlich statt des Beobachtungsortes den

Durchschnittspunkt F der von dem Beobachtungsorte nach

dem Gestirne gezogenen Eichtungslinie mit der Ekliptik ein.

Es seien
Z, 6, Q die Lange, Breite und Distanz des Be-

obachtungsortes auf den Mittelpunkt der

Erde bezogen.

/, /?,
4 die Lange, Breite und Distanz des Ge-

stirnes in bezug auf den Beobachtungsort.
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L, B, R die heliozentrische Lange, Breite und

Distanz des Mittelpunktes der Erde.

L', Bf

,
R dieselben GroBen des Punktes F, wo also

B = 1st.

4 -4- d die Distanz des Gestirnes vom Punkte F.

Nun bestimme man die rechtwinkligen Koordinaten |,

t]j
des Beobachtungsortes in bezug auf die Sonne als

Koordinatenanfang und ein Achsensystem wie in Art. 11.

Diese Bestimmung kann auf zweifache Art durchgefiihrt

werden:

1) Man gehe von der Sonne zum Punkte F und von

F zum Beobachtungsort, man erhalt fur die Koordinaten

, 17,
die Werte

| = E' cos L' -\-d cos ft cos I
'

77
= R' sin L' -f- 6 cos /? sin A

f= +^ sin/9.

2) Man gehe von der Sonne zum Mittelpunkte der Erde

und von diesem Punkte zum Beobachtungsort, man erhalt

dadurch
= R, cos B cos L + Q cos b cos

i?
= -R cos 5 sin L -f- cos & sin Z

= JRsinJ3 +^sin&.

Durch Gleichstellung dieser Ausdriicke ergibt sich durch

eine ahnliche Rechnung wie im vorigen Artikel, wenn man

statt cos B, cos (U L) die Einheit, statt sin B, sin (L' L)

die Bogen B, L' L setzt,

R'= R -f TT cos b cos (I L) p cos (A )

TV r TT cos 6 sin (/ L) ,u sin (A L)

rr-T" "s7
"

wo fi
= (JSB+ TT sini) cot/J ist.
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Behalt man in R r

die GroBen TT und u in Sekunden

bei, so ist

pt __ T> i
n cos & cos (I ^) i" cos ^ L)

206265
~

Die GroBe d = ^ -2 wird dadurch = ongo '^
--

<u 206265 cos /?

Da das Licht die mittlere Entfernung der Erde von der

Sonne in 498.5 Sekunden zuriicklegt, so braucht es, um die

Distanz d zuriickzulegen, die Zeit

498.5VAQQ r; AT = 4:^0.0 O = cinfnr*"
-

206265 cos ^

diese Zeit muB zur Beobachtungszeit addiert werden, um

die entsprechende Zeit fiir den Punkt F zu erhalten.

Beipiel

I = 345 45', ft
= 4 59'.5, I = 24 29', b = 46 53'

L = 12 29', J?= -f- 0".49, log^= 9.9995, TT = 8".6.

Daraus folgt log fi
= n 1.8891, und damit

log 7t cos b cos (I L) sin 1" = 5.4452

log ^tt
cos (A L) sin 1"= ^6.5536

Zahl == + 0.0000279, Zahl = + 0.0003577

R R = + 0.0003856.

log
7rcos6s

^
(/ -Ll = 0.0875, log

*=M = 1.3732

Zahl = + r.22
,

Zahl + 23 ".61

L' L = 22".39;

Reduktion der Zeit= 0.19 Sekunden, also verschwindend.

III. Aberration des Lichtes.

27.

Unter Abberration versteht man jene scheinbare Orts-

veranderung, welche ein Gestirn infolge der Bewegung der

Erde und der endlichen Geschwindigkeit des Lichtes erleidet.

Frischauf, Astronomie. 3. Aufl. 5
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Die Ortsveranderung, welche infolge der jahrlichen Be-

wegung der Erde um die Sonne entsteht, heiBt die jahr-

liche, jene Orcsveranderung, welche infolge der Achsen-

drehung der Erde entsteht, die tagliche Aberration; wegen

der Kleinheit der letzteren soil hier nur die erstere behan-

delt werden. Bei dieser Untersuchung genugt es, die Erd-

bahn als einen Kreis mit dem Badius R der mittleren

Entfernung vorauszusetzen.

Es sei (Fig. 6) S ein Stern in der Bichtung baS\ legt

das Licht den Weg a b zuriick, wah-

rend die Erde*) den "Weg cb macht,

so muB das Fernrohr in die Lage ca

gjebracht werden, so daB a das Ob-

jektiv und c das Okular vorstellt:

denn in dieser Lage bleibt das Licht

bestandig in der Achse des Fern-

rohres. 1st namlich das Fernrohr in

die parallele Lage nri gekommen und ist m der Durch-

schnitt der Geraden nn' und a&, so folgt

am : ab = en: cb

oder am : en ab : cb Verhaltnis der Geschwindigkeiten

des Lichtes und der Erde.

Ist daher ba'
|| ca, so sieht man den Stern in der Bich-

tung ba' etwa in S'\ es erleidet daher der Stern eine Orts-

veranderung, welche gleich ist dem Winkel O = SbS' =
aba'. Der groBte "Wert dieses Winkels ist bestimmt durch

d. i. durch das Verhaltnis der Geschwindigkeiten der Erde

*) D. i. der Mittelpunkt der Erde, in welchem das Auge des

Beobachters vorausgesetzt wird.
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und des Lichtes; setzt man fur diese ihre Werte, so er-

halt man Q = WAI.

Um den EinfluB der Aberration auf die Lange und

Breite eines Fixsternes zu bestimmen: sei L die heliozen-

trische Lange des Punktes c, L+ w die Lange des Punktes b\

T die Zeit, wahrend der die Erde von c nach b gelangt oder

das Licht den Weg ab zuriicklegt, ^ die Geschwindigkeit

des Lichtes, / = ca = ba' die Lange des Fernrohres. Es

seien ferner

/,, ft die wahre, durch die Bichtung ba,

/', ft' die scheinbare, durch die Richtung ca
||
bar

bestimmte

Lange und Breite des Sternes.

Man lege durch den Punkt c ein Achsensystem, in wel-

chem (wie in Art. 11) die x-Achse nach dem Friihlings-

punkte, die /-Achse nach dem Punkte 90 Lange gerichtet

ist, und bestimme die Koordinaten des Punktes a. Dieses

kann auf zweifache Art geschehen.

1) Man erhalt unmittelbar

I cos (? cos I'
,

I cos
ft'

sin A', / sin
ft'

als Koordinaten von a.

2) Man gehe von c zum Punkt b und von b zurn Punkt a.

Da die Gerade cb (als Tangente an die Erdbahn im

Punkte c) mit der z-Achse den Winkel 90 -f L bildet, so

sind

cb cos (90 + L) ,
cb sin (90 + L) ,

oder, wegen cb = Rw,
RwsinLj RwcosL,

die Koordinaten des Punktes b.

Ferner sind, wegen ab = ^ttr,

HT cos ft cos /, I.IT cos ft sin A, /ur sin /?

die Koordinaten von a in bezug auf b als Anfang.



68

Es sind daher

Rw sin L -f- [ix cos ft cos A

-f- J2^ cos L -{-^ cos /? sin A

/w r sin ft

die Koordinaten von a in bezug auf c als Anfang.

Man erhalt daher durch Grleichstellung dieser Werte

I cos ft' cos I! = |nxr cos ft cos A R sin

/ cos
/?'

sin A' = ^r cos /? sin A -{- R cos

/ sin/5' = [AT sin/?.

Der Quotient
-r ist die Winkelgeschwindigkeit der Erde

um die Sonne. 1st die Sekunde die Zeiteinheit, so folgt,

360
da die tagliche Bewegung der Erde um die Sonne =

335 2~64

= 59' 8".2 betragt, fiir die Bewegung in einer Zeitsekunde
KQf Qrr O= =0".041067, welche GroBe hier in Teile des

Halbmessers zu verwandeln ist.

Aus den obigen Grleichungen folgt auf die bekannte

Weise

I' _ i = A . 1L Cos (L I) sec ft
/U T

ft' ft
= A . JfL sin (L I) sin ft.

7p

Da = Anzabl der Zeitsekunden, in welcher das Licht

die Entfernung R zuriicklegt 498.5 Sekunden (nach Pariser

Konferenz 1896), so ist

-

-|-
= 498.5 X (T.041067 = 20".47 = (7*) ,

*) Die Konstante G ist mit dein in Art. 27 erhaltenen groBten
Werte von identisch. Denn Rw und px sind die gleichzeitigen

Wege der Erde und des Lichtes, also ihr Quotient das Verhaltnis

der Geschwindigkeiten.
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welcher Ausdruck in Sekunden beibehalten wird, um A' I

ft' ft unmittelbar in Sekunden zu erhalten. Es ist dahe

A' I = 20"Al cos (L I) sec ft

/J"
=

ft
= 20".47 sin (L A) sin 0.

Zusatz 1. Man denke sich an der Himmelskugel ein

Koordinatensystem ;
den wahren Ort I, ft des Sternes als

Koordinatenanfang, die Beriihrungsebene an die Kugel als

#2/-Ebene, die #-Achse parallel zur Ekliptik. Die Koordi-

naten f, rj
des Punktes //, ft* werden

==
(A' A) cos = cos (L A)*)

17
=

ft' ft
= <7 sin

( A) sin ft.

Aus diesen Gleichungen folgt

d. h. der scneinbare Ort K, ft'
ernes Sternes beschreibt um

den wahren Ort A, ft auf der Himmelskugel in einem Jahre

eine Ellipse, deren Achsen 2 (7, 2 C sin ft sind.

Zusatz 2. Unter jahrlicher Parallaxe der Fixsterne

versteht man jene Ortveranderung, welche die Sterne er-

leiden, indem man sie statt von der ruhenden Sonne von

der um letztere sich bewegenden Erde aus beobachtet.

Sind A, /?,
4 die heliozentrische; ^/, ft',

/I' die geozen-

trische Lange, Breite und Distanz eines Sternes, so ist

/I' cos
ft'

cos I' = J cos ft cos I R cos L
4' cos ft' sin I' = z/ cos /J sin /I J? sin -L

z/' sin
ft' =4 sin /?,

woraus folgt

r A = D sin (L A) sec /?

*) 1st J der Bogen eines Parallelkreises, L der zugehorige des

groCten Kreises, 9? der Abstand beider Kreiee, so ist l= Lcos<p.
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7">

wo D = sin D =
-j gesetzt wurde. Die GroBe D beiBt die

jahrliche Parallaxe der Fixsterne.

Setzt man in den Formeln fur die Aberration statt L
die GroBe 90-}-, statt C die GroBe C, so erbalt man

die Ausdriicke fiir die Parallaxe. Der Verlauf der beiden

Erscheinungen ist also im allgemeinen derselbe, nur sind

sie urn ein Vierteljahr verschieden.

Die Erscheinung der Aberration wurde von dem eng-

lichen Astronomen James Bradley beim Suchen nacli

der Parallaxe der Fixsterne entdeckt und erklart.

Hat das Gestirn eine eigene Bewegung, wie dies bei

den Planeten und Kometen der Fall ist, so geschieht die

Berechnung der Aberration anders.

Es seien (Fig. 7) 8, A dieOrte des Him-

melskorpers und des Objektivs zur Zeit T\

s, a die bzw. Orte zur Zeit
,
wo t T die

Zeit ist, wahrend welcher das Licht den

WegSa, dieErde denWegAa zuriicklegt.

Der Lichtstrahl 8A trifft das Objektiv

nicht, sondern der Strahl8a
;
damit dieser

in das Auge des Beobachters kommt, muB

das Fernrohr die Richtung ca baben, wo cb = a a' der Weg
der Erde in der Zeit ist, wabrend das Licbt den "Weg a b

zuriicklegt. Ist f die Zeit, zu welcber das Licbt das Okular b

erreicbt, d. b. Beobacbtungszeit, so ist, weil man innerhalb

der kleinen Zeit f T die Bewegung der Erde geradlinig

und gleichformig betrachten kann und das Licbt eine kon-

stante Gescbwindigkeit bat

Aa : aa' = t T : f t



71

also Aa : aa' = Sa : ab, und da ^.AaS = a'ab ist, so

folgt Sa
||
a'b oder ac\

d. h. : Der scheinbare Ort des Gestirnes zur Zeit if ist gleich

dem wahren Orte zur Zeit I7
. Setzt man Sb = 4, so ist

die Zeit T = t' T, welche das Licht braucht, um den

Weg 4 zuriickzulegen = 498s
.5 z/, also

T=f 498S.5 4.

Daraus ergeben sich folgende Regeln der Beriicksich-

tigung der Aberration:

1) Man nehme statt der Beobachtungszeit f die Zeit T.

2) Man befreie den beobachteten Ort von der durch

die Forineln des Art. 28 bestimmten Fixsternaberration,

wodurch man die Bichtung ba erhalt; diese Richtung ist

diejenige, in welcher man den wahren Ort S des Gestirnes

zur Zeit T von dem Orte b der Erde zur Zeit f erblickt.

Diese Methode ist bei einer ersteu Bannbestimmung die

bequemste.

IV. Prazession und Nutation.

30.

Unter Prazession und Nutation versteht man den

Inbegriff aller Veranderungen, welche der Aquator und die

Ekliptik in ihren Lagen erleiden. Diese Veranderungen

sind eine Folge der Anziehung des Mondes, der Sonne und

der groBeren Planeten auf die abgeplattete und um ihre

Achse rotierende Erde. Diese Veranderungen sind teils

(hauptsachlich) der Zeit proportional, teils periodisch; erstere

heiBen Prazession, letztere Nutation.

Die Prazession besteht in dem Zuruckgehen der Nacht-

gleichenpunkte und der Veranderung der Schiefe der Eklip-

tik; dieses Zuriickweichen betragt im Jahre 1750 + t die

GroBe
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I' = 50".211 + (T.000244 t,

also von 1750 bis 1750 -f- 1

I = 50".211 1 4- 0".OOG122 *2.

Der Winkel des Aquators von 1750 -+- 1 mit der Ekliptik

von 1750 -f t ist

e = 23 28' 18".0 .0".484 f
,

dieser Winkel heiBt die mittlere Schiefe der Ekliptik.

Die Prazession der Nachtgleichen, wodurch die Langen
der Sterne um dieselbe GroBe zunehmen, wurde von Hip-

parch (130 v. Chr.) durch Vergleichung mit den 150 Jahre

alteren Beohachtungen des Timocharis entdeckt.

Die Nutation enthalt die periodischen Veranderungen ;

dieselbe hangt hauptsachlich von der Lange des Monds-

knotens ab; die Veranderungen der Lange eines Sternes

und der Scbiefe der Ekliptik sind resp.

Jl = 17".2 sin Q, 4e= + 9".2 cos Q,

wo Q die Lange des aufsteigenden Knotens des Mondes be-

deutet. Da die Knotenlinie des Mondes innerhalb 19 Jahren

einen Umlauf macht, so ist die Wirkung der Nutation ahn-

lich jener der Aberration. Die Nutation wurde ebenfalls

von Bradley entdeckt.

Man nennt die Durchschnittspunkte des wahren Aqua-
tors mit der wahren Ekliptik zur Zeit t die wahren oder

scheinbaren Aquinoktialpunkte ,
den Winkel derselben

Ebenen die wahre oder scheinb are Schiefe der Ekliptik,

die von dem wahren Friihlingspunkte gezahlten Langen die

wahren oder scheinbaren Langen. Befreit man die

Langen von der Nutation und ebenso die Schiefe der Eklip-

tik, so erhalt man die mittleren Langen und die mitt-

lere Schiefe der Ekliptik. Die mittleren Langen der Sterne

werden daber von dem Frublingspunkte des oben. bestiinmten.
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Pjquators

mit der Ekliptik zur Zeit 175() -f ^ gezahlt: dieser

unkt heiBt das mittler e Fruhlingsaquinoktium von 1750+ 1.

31.

Man kann die Veranderungen der Lage der Sterne in

Lange und Breite in die entsprechenden Veranderungen der

Rektaszension und Deklination verwandeln. Durch die Be-

obachtung erhalt man die scheinbare mit Aberration und

Parallaxe behaftete Rektaszension und Deklinatior^ des Ge-

stirnes.

1st das Gestirn ein Fixstern, so befreit man die Beob-

achtung von der Aberration und Nutation, wodurch man

die mittlere E-ektaszension und Deklination zur Zeit der

Beobachtung erhalt. Vermittels der bekannten Prazession

kann man diese mittlere Position auf ein bestimmtes Aqui-

noktium und den zugehorigen Aquator beziehen. In dieser

1

Weise sind die Fixsternverzeichnisse angelegt.

1st das Gestirn ein Planet, so befreit man die Beob-

achtung von der Parallaxe, wodurch man den scheinbaren

gepzentrischen Ort erhalt
;/diese^osition

befreit man noch

von der Aberration und Nuta/EJon, wodurch man den mitt-

leren Qrt zur Zeit der Beobachtung_erhalt ?
welchen man

/wieder auf ein bestimmtes Aquinoktium reduzieren kann .

Die zur Bahnbestimmung zu verwendenden Beobach-

tungen miissen auf ein gemeinsames mittleres Aquinoktium

und die zugehorige mittlere Grundebene (Aquator oder

Ekliptik) bezogen werden.

32.

Um die im vorhergehenden angegebenen Reduktionen

zu erlautern, mogen dieselben an den Beobachtungen des

Beispieles des Art. 18 vorgenommen werden. Fur den

Planeten Juno gibt GauB (Theoria motus, art. 150) folgende

Daten:
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Mittlere Zeit von Scheinbare Scheinbare
Greenwich Rektaszension Deklination

1804 Okt. 5 10" 51 6s 357 10' 22".35 6 40' 8"

17 9 7' 58 10s 355 43' 45".30 8 47' 25"

27 9*16"41 8 35511'10".95 -10 2' 28".

Aus den Sonnentafeln*) findet man fiir dieselben Zeiten:

Datum

OkTB
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Addiert man zu den Sonnenlangen 1^0 und verwandelt

man die Breiten in die entgegengesetzten, so erhalt man

die Erdorte.

Nun bestimme man nach denselben Formeln fiir die

drei Beobachtungen die L'ange und Breite des Beobach-

tungsortes.

Fiir Greenwich ist cp
= 51 28' 39"; da die Beobach-

tungen im Meridiane angestellt sind, so sind die Rektas-

zensionen der Juno gleich den Sternzeiten der Beobach-

tungen.

Man erhalt fiir den Beobachtungsort

Datum Lange Breite

23 25' 47 24'

23 r 47 36'.

Nun nehme man nach Art. 26 die den Erdorten ent-

sprechenden Punkte F; man erhalt

Reduction
Datum L' L R'R der Zeit

Okt. 5 - 22".39 + 0.0003856

17 - 27".21 + 0.0002329

27 - 35".82 + 0.0002085

Die Reduktion der Zeit ist also verschwindend.

Nun ziehe man von den Langen der Erde die Nutation

ab und reduziere dann dieselben auf ein mittleres Friih-

lingsaquinoktium; GauB wahlt das fiir den Anfang des

Jahres 1805. Die jahrliche Prazession betragt im Jahre 1804 :

50"22, also bis zum Beginn des Jahres 1805 betragt die-

selbe fur die drei Beobachtungen bzw. 11".87, 10".23
7 8".86,

welche GroBen zu den Langen dazu addiert werden, weil

dieselben mit der Zeit wachsen.
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Die Aberration beriicksichtigt man nach der in Art. 29

2) angegebenen Methode: man befreit die Beobachtungen

von der Fixsternaberration
,

diese betragt fiir die Langen

bzw. + 19".12, -f- 17".ll
, + 14".82; fur die Breite 0".53,

1".18, 1".75, welche GroBen von den Beobachtungen

subtrahiert werden. Fiir die Erdorte sind nun die Beob-

achtungszeiten ,
fiir die Junoorte die um die Lichtzeit

493sd verminderten Zeiten zu nehmen. Man vernachlassigt

in erster Hypothese diese Reduktion der Zeit und fiihrt

bei der Berechnung der Werte von P und Q in letzter

Hypothese die verbesserten Zwischenzeiten ein.

Bringt man nun an die Beobachtungen samtliche hier

angegebene Korrektionen an, so erhalt man die in Art. 18

gegebenen Daten. Die Beobachtungszeiten gibt man in

Dezimalteilen eines Tages statt in Stunden, Minuten und

Sekunden an. Fiir diese Verwandlung dient die Bau-

schinger-Tafel III.

Bei der Methode des ersten Abschnittes erhalt man un-

mittelbar die drei Distanzen des Planeten von der Erde.

Eechnet man mit den gefundenen Werten der ersten Hypo-

these

log -41 = 0.06685, log -^ = 0.08083, log-^ = 0.09971D
COS^S

&
COSTS'

&
COS^"

die Korrektionen der Zeiten, so erhalt man, da 493s =
0.005706 Tage ist:

-0.006655, -0.006873, -0.007179 Tage;

und damit die verbesserten Zeiten

Okt.5. 451989

17. 415012

27. 385898,
woraus

t" = 11.963023, logy = 9.3134223

t = 9.970886 lo^ = 9.2343153
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folgt. Berechnet man mit diesen Werten die zweite Hypo-
these von P und Q, so erh'alt man

logP = 0.0790164, log<? = 8.5475972,

mit welchen "Werten die zweite Hypothese (und ebenso,

wenn notig, die folgenden) gerechnet wird. Dadurch ist

auf alle Korrektionen der Beobachtungen Riicksicht ge-

nommen.

Zusatz. Bei der Methode des dritten Abschnittes er-

halt man unmittelbar g * und g2
-

COS/?i COS ^o

vierte Beobachtung erhalt man ^

kannten Werten r und ?*3 .

Es ist namlich

^-
= x R cos<5, x =

wo cosd = cos ft cos (A L) ist.

Setzt man
R sin cf

Eiir die erste und

aus den bereits be-

so wird

x = r cos cp ,

^ = r cos qp
R cos d.

Ebenso findet man die Distanz

Fiinfter Abschnitt.

Bahnbestimmungen aus einer grofieren Reihe von

Beobachtungen.

Zur Vergleichung der Beobachtungen mit den aus den

zugehorigen Elementen berechneten Orten eines Himmels-

korpers bedient man sich einer Ephemeride, d. i. einer
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Tafel, welche die in konstanten Intervallen berechneten

Orte des Himmelskorpers enthalt. Vermittels einer solchen

iiber die ganze Zeit der Beobachtungsreihe sich erstrecken-

den Ephemeride kann man sich durch Interpolation jeden

Ort leicht verschaffen. Fiir die groBeren Planeten rechnet

man die Ephemeriden fiir das ganze Jahr, fiir die kleinen

Planeten meist nur fiir den Monat der Opposition, weil sie

um diese Zeit der Erde am nachsten, und daher am besten

zu beobachten sind.

Um eine Ephemeride zu berechnen, bestimmt man die

mittlere Anomalie der ersten Position, addiert dann fort-

gesetzt die dem Intervalle entsprechende mittlere Bewegung

hinzu, wodurch man die mittleren Anomalien der samt-

lichen Positionen erhalt. Aus den mittleren Anomalien

bestimme man nach Art. 3 die exzentrischen und aus diesen

die wahren Anomalien und Radienvektoren nach den Glei-

chungen (3), (4) des Art. 2, oder nach den Gleichungen (1)

und (6)

r cos v = a (cosE e)

r sin v = a cos cp
sin E.

Aus r und v konnen unmittelbar die auf den Aquator

bezogenen heliozentrischen Koordinaten erhalten werden.

Denn sind XQ , yQj %Q die heliozentrischen Koordinaten

eines Punktes in bezug auf die Ekliptik als a^-Ebene;

x, y, ^.die Koordinaten in bezug auf den Aquator als

x?/-Ebene (die x-Achse fiir beide Systeme nach dem

Eriihlingspunkte gerichtet), so ist, wenn s die Schiefe der

Ekliptik bedeutet,

x, =
2/ sin -f- ^o cos e -
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Nun ist nach Art. 12

XQ r cos u cos Q r sin u sin Q cos *

yQ
= r sin ^ cos Q cos i -f- / cos w sin Q

~Q = r sin w sin i.

Substituiert man diese Werte in den obigen Gleichungen,

so erhalt man, wenn

a sin A = cos Q
a cos ,4 = sin Q cos i

b sin B = sin Q cos e

b cos J5= cos Q cos * cos s sin i sin

c sin (7 = sin Q sin e

c cos C= cos Q cos sin e -f- sin i cos e,

gesetzt wird,

a; = ar sin (51 -f- 1?)

y = br sin (S3 -f- v)

^ = cr sin ((-{-;).

Vgl. Art. 12.

Zur bequemeren Berechnung von

b cos B und c cos C
setze man

,cos Q '

so wird

c cos C = -- sin (0 +
Allein die Berechnung von r und v ist fur die Koor-

dinaten iiberflussig; man kann dieselben unmittelbar durch

die exzentrische Anomalie ausdriicken.
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Denn jeder Ausdruck von der Form kr sin (K-\- v) geht

durch Substitution von r sin v
,
r cos v iiber in

ak cos K cos 9 sin E + #& sin JT (cos .27
6) .

Bestimmt man I, Lj I durch die Gleichungen:

I sin L = a& sin JT

cosL = ak cos
<jp

cosK
I = el sin L = ea/c sin jBT,

so wird
kr sin (jST + v)

= I sin (L -f E) -f- A
,

wo /, L }
I konstant sind. Die GroBe r rechnet man, falls

man dieselbe benotigt, nach der Formel

r a ae cos E.

Sind nun X, Y
7
Z die geozentrischen Koordinaten der

Sonne (welche den heliozentrischen der Erde gleich und ent-

gegengesetzt sind), so erhalt man die geozentrische Rektas-

zension, Deklination und Distanz des Himiaelskorpers aus

^/ cos d cos a = x 4- X.

J cos d sin a = y -f- Y
4 sin 6 z -j- Z.

Die GroBen
,
d sind auf den mittleren Aquator be-

zogen, auf welchen sicn die Elemente JT, Q ,
i beziehen, und

auf welchen man auch die Koordinaten X, Y, Z beziehen

muB. Es sind daher die GroBen a, d noch auf den schein-

baren Aquator zu beziehen; man fiige daher die Prazession

bis zur Zeit der Position und die fur dieselbe Zeit statt-

findende Nutation hinzu. Diese Rechnung kann sehr bequem

mit Hilfe der in den Berliner astronomischen Jahrbuchern

gegebenen Tafeln ausgefiihrt werden*).

*) Auf S. 22 41 findet man die auf das mittlere Aquinoktium

bezogenen Sonnenkoordinaten X, Y, Z; auf S. 312337 die fur die

Reduktion vom mittleren Aquinoktium auf das scheinbare erforder-

lichen Hilfstabellen. Die nahere Einrichtung ist in den Jahrbuchern

selbet angegeben.
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Bei der wirklichen Berechnung der Ephemeriden 1st es

nicht notig, alle Positionen direkt zu rechnen; sondern bei

den kleinen Planeten z. B. geniigt es, dieselben von vier

zu vier Tagen (fur die Mitternacht) zu rechnen und die

Zwischenpositionen zu interpolieren.

Um nun einen beobachteten Ort mit Hilfe einer Ephe-

meride zu vergleichen, bestimme man zunacnst nach den

Ausdriicken
n sin (0 )

a a = --- cos cpy cos

. ?. n . sin (y J
1

)

6 d = --
-f sm cp

-
J sin y

tan? <P

die Parallaxe; durch Subtraktion von dem beobachteten

Orte erhalt man den geozentrischen Ort. In der Hegel

wird die Parallaxe, oder das Produkt derselben mit der

Distanz z/, von dem Beobachter angegeben. 1st dieses

nicht der Fall, so muB man sich aus der angegebenen

mittleren Zeit der Beobachtung die Sternzeit ableiten:

dieses geschieht dadurch, daB man die mittlere Zeit in

Sternzeitintervall verwandelt und die dem Beobachtungs-

orte entsprechende Sternzeit des Mittags dazu addiert. Die

Sternzeit des Mittags ist gleich der Rektaszension der mitt-

leren Sonne zur Zeit des Mittags. Damit kann dann die

Parallaxe berechnet werden. HilfsgroBen dazu gibt Bau-

schinger in Tafel XXXII.

Ist die Beobachtungszeit ,
so bestimme man durch

Interpolation mit dem Argumente T t 498s
.5 4 die

Position der Ephemeride ;
diese mit dem von der Parallaxe

befreiten Orte verglichen, gibt den Fehler der Ephemeride

Frischauf, Astronomie. 3. Aufl. Q



82

zur Zeit T
:

d. i. den Unterschied: Beobachtung -

Rechniing.

Die Beobachtungen sind namlich trotz aller Sorgfalt

mit unvermeidlichen kleinen Beobaehtungsfehlern behaftet;

es wird daher eine aus drei oder vier Beobachtungen ge-

rechnete Bahn nicht alle iibrigen Beobachtungen genau

darstellen, sondern es werden sich Unterschiede zwischen

Beobachtung und Rechnung zeigen. Diese Unterschiede

werden bei den spateren Beobachtungen um so mehr wach-

sen, je kleiner das Bahnstiick ist, welches die Beobach-

tungen, aus denen die Bahn gerechnet wurde, umfassen.

Hat man daher eine groBere Reihe von Beobachtungen,

so wird man aus diesen eine Bahn zu bestimmen suchen,

welche sich alien Beobachtungen moglichst genau anschlieBt.

Die Mittel, wodurch ein solcher AnschluB erreicht wird,

sind folgende:

Man bestimmt fiir die ganze Reihe der Beobachtungen

den Unterschied zwischen Beobachtung und Rechnung: es

sei B der beobachtete, R der berechnete Ort. Der Unter-

schied B R laBt sich, wenn die'Zeit t klein ist, als Funk-

tion der Zeit t durch eine Reihe darstellen

B R = a -\- bt -f- c& -f- . .,

wo a, &, c, . . konstant sind, und, wenn die Elemente der

Bahn nicht zu ungenau sind, in der Form B R = a-\-bt.

Es seien nun 6?t , c^, . . dn die den Beobachtungszeiten

j ,
#2 ,

. . tn entsprechenden Unterschiede. Zahlt man die

Zeiten ^ ,
. . tn vom arithmetischen Mittel T derselben, so ist

*i 4- 12 + 4- tn = 0;

der dem arthmetischen Mittel T entsprechende Fehler wird

(wegen t 0)
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Berechnet man fiir die Zeit T den Ort R, so ist R -f- a

der von den Beobachtungsfehlern moglichst befreite Ort;

denn man kann voraussetzen
,
daB in der Summe d^ -f- d^

+ . . -f- dn die in den GroBen dt ,
d2 ,

. . dn enthaltenen

Beobachtungsfehler sich groBtenteils aufheben. Diese Unter-

suchung macht man sowohl fiir die Rektaszension als auch

fiir die Deklination; man erhalt auf diese Art eine aus

mehreren Orten abgeleitete Position, welche man einen

Normalort nennt.

Bei den kleinen Planeten und Kometen konnen Beob-

achtungen, die einen Zeitraum von zebn bis dreiBig Tagen

umfassen, zu einem Normalort vereinigt werden. Fiir die

erste Erscheinung (Opposition), wo die Beobachtungen selten

einen Zeitraum von mehr als hundert Tagen umfassen, ge-

niigt es, aus denselben drei oder vier Normalorte mit mog-

lichst nahe gleichen Zwischenzeiten zu bilden und aus den-

selben nach den in den ersten drei Abschnitten gegebenen

Methoden die Bahn zu bestimmen.

35.

Ist ein Planet in zwei oder mehreren Oppositionen beob-

achtet worden, so sind die im ersten und dritten Abschnitte

angegebenen Methoden nicht mehr anwendbar: allein in

diesem Falle besitzt man aus der ersten Opposition bereits

ziemlich genaue Elemente, und die nachsten Oppositionen

werden dann hauptsachlich zur Yerbesserung dieser Ele-

mente benutzt.

Aus der ersten Opposition nehme man einen oder zwei

moglichst entfernte Normalorte, aus jeder folgenden Oppo-
sition (da man in denselben den Planeten nicht so oft be-

obachtet) einen Normalort; nun bestimmt man die Bahn

auf folgende Art:

6*
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Man wahle zwei moglichst genaue und hinreichend (um

eine oder mehrere Oppositionen) entfernte Normalorte L, U .

Man kann nun die Elemente als Funktionen der (unbe-

kannten) zu diesen beiden Normalorten zugehorigen Ent-

fernungen des Himmelskorpers von der Erde betrachten.

Flir die Orte L, L' rechne man aus den genaherten Ele-

menten die Entfernungen D, D' von der Erde. Um die

wahren Entfernungen zu bestimmen, bilde man die drei

Hypothesen
I. II. III.

D D + d D
D' D' D' -f d',

wo d und d' kleine Anderungen sind, die bis auf 0.001

genommen werden diirfen. Man bestimme nun fiir diese

drei Hypothesen der Entfernungen und der Orte L, U drei

Elementensysteme und berechne mit diesen die iibrigen

Normalorte. Es seien

I. II. III.

M, Jf+a, M-\-p

M', M'+ a', M+ f

die berechneten Normalwerte, wobei die einzelnen Langen

und Breiten besonders bezeichnet gedacnt werden. Die

zugehorigen beobachteten Orte seien N, N', . .

Sind D -\- x -

d, D' -\- y dr

die wahren Entfernungen,

so sind die damit berechneten Beobachtungen

M+ax + py*)

*) 1st namlich die Anderung einer von D und D' abhangigen

GroCe, welche der Anderung d von D entspricht, so entspricht der

Anderung dx die Anderung ax. Analoges gilt fur die Anderungen
von Df

. Der gleichzeitigen Anderung von D und D' entspricht die

Summe der Anderungen. Interpolation nach zwei Argumenten.
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welche den GroBen N, N', . . . gleich sind. Man erhalt daher

Gleichungen von der Form

N M = ax + fiy

N' M'= a'x+ p'y

Aus einem Normalort erhalt man zwei solche Gleichungen;

hat man mehrere Orte, so kann man nach der Methode

der kleinsten Quadrate
12

)
die wahrscheinlichsten "Werte von

x, y bestimmen. Aus den verbesserten Distanzen oder durch

Interpolation bestimme man die verbesserten Elemente
;
denn

diese stellen sich ebenfalls in der Form dar

M. -j- ax-}- py.

Diese Methode stellt die beiden Orte L und L' voll-

kommen, die iibrigen, wenn mehrere sind, moglichst genau

dar. Die Orte L, L' miissen moglichst fehlerfrei sein, weil

deren Fehler in die Elementenbestimmung, also auch in die

Darstellung der iibrigen Orte iibergehen.

Diese Methode setzt auBerdem voraus, daB man die

zweiten Potenzen von xd und yd' vernachlassigen kann.

Erhalt man fur x undj?/ Werte, die mehrere Einheiten

betragen, so wiederhole man diese Reclaming, wobei man

die durch die erste Rechnung erhaltenen Distanzen als erste

Hypothese nimmt.

Statt der Entfernungen D, jy des Himmelskorpers von

der Erde kann man sich auf ganz analogem Wege der Ele-

mente Q und i bedienen. Die hierhergehorige Methode er-

gibt sich aus der Losung der folgenden Aufgabe:
>Aus dem geozentrischen Orte und der Lage der Bahn-

ebene, d. i. Knoten und Neigung, den heliozentrischen Ort

zu bestimmen.

Legt man die oxAchse in die Knotenlinie, so hat man

die Gleichungen (indem man in den Gleichungen (7) des
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Art. 11 statt /,
L bzw. I Q, L Q setzt und die For-

meln des Art. 10 beriicksichtigt)

(1) r cos u R cos (L Q) = J cos /? cos (A Q)

(2) r sin w cos R sin
( Q) = 4 cos /? sin (A Q)

(3) r sin w sin = 4 sin /? .

Eliminiert man aus den Gleichungen (1) und (2) die GroBe

R, so erhalt man

(4) r cos u sin
( Q) r sin u cos i cos (L Q)
= 4 cos /? sin (L A) .

Durch Elimination von 4 aus den Gleichungen (3) und (4)

folgt

(5) tang U =_sin(L
cos * cos (L Q )

sin p -{- sin i sin (L A) cos

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt durch Elimination

von 4
IR\ r _ ^_ ^ sin (L - A)

sin w cos cos (^, Q )
cos w sin (A Q )

1st /? positiv, so liegt u zwischen und 180,
* negativ, > 180 360.

Fiir /?
'= ist u = oder 180 zu nehmen, so daB r po-

sitiv wird.

Die Rechnung ist so wie im vorigen Falle, indem man

statt der GroBen D, D' die Elemente Q, i setzt.

Zusatz 1. Bei einer parabolischen Bahn kann man

die Elemente auch als Funktionen des Verhaltnisses der

kurtierten Entfernungen der Orte L und L' betrachten. Man

rechnet nun aus zwei Annahmen dieses Verhaltnisses wo-

von die eine M aus den genaherten Elementen erhalten wird,

die andere Jf-f-w ist, wo m eine kleine Anderung ist,
-

Elemente.

Mit diesen beiden Elementensystemen vergleicht man die

ubrigen Beobachtungen und bestimmt dadurch das wahr-



87

scheinlichste Verhaltnis M-\-x- m, aus welchem (oder durch

Interpolation) man die zugehorigen Elemente findet.

Zusatz 2. Bei ganz genauen Rechnungen kann man

die Anderungen der berechneten Orte durch die Differential-

formeln der Elemente darstellen und damit die Korrektionen

der Elemente nach der Methode der kleinsten Quadrate

ermitteln. 13
)

Sechster Abschnitt.

Bahnbestimmung mit Beriicksiehtigung der

Storungen.

36.

Die in den friiheren Abschnitten dargestellten Bahn-

bestimmungen beriicksichtigen nur die gegenseitige An-

ziehung der Sonne und des Himmelskorpers; dadurch er-

halt man als relative Babn des Himmelskorpers um die

Sonne einen Kegelschnitt, in dessen einem Brennpunkte

sich die Sonne befindet. Vernioge der allgemeinen An-

ziehung weicht die wirkliche Bewegung der Himmelskorper

von der unter der obigen Voraussetzung bestimmten Be-

wegung ab, welche Abweicbung man unter dem IS; amen

Storungen begreift.

Es soil nun die Bewegung ernes Himmelskorpers, welcher

der gestorte heiBt, bestimmt werden, wenn aufier der

Sonne noch ein anderer storender Himmelskorper einwirkt

(Problem der drei Korper).

Um die relative Bewegung des gestorten Himmelskorpers

um die Sonne zu erhalten, bringe man die auf die Sonne

wirkende Kraft im entgegengesetzten Sinne an Sonne und

Himmelskorper an. Es seien nun, wenn & die Masse der

Sonne ist, deren Mittelpunkt als Koordinaten-Anfang ge-

setzt wird:
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x, y, z, mk2 die Koordinaten und Masse des gestorten

x'j y', %', m'k* > stb'renden

Himmelskorpers, deren Distanz; dabei ist

g
l =(3?- Xy+(y'-yy+ (~'-~ }

1.

Zerlegt man die Einwirkungen in drei Komponenten
nach den Koordinatenrichtungen, und nimmt die Krafte

positiv, wenn sie die Koordinaten des bewegten Punktes

zu vergroBern, negativ, wenn sie dieselben zu verkleinern

suchen, so sind fiir die a>Richtung

/c
2
^, -{-m'k^

x
%

x
die auf den gestorten Himmelskorper

--ra'^J. > die Sonne

wirkenden beschleunigenden Krafte, also

die in der #-Eichtung wirkende Kraft, welche -f- -^ ist.

Man erhalt daher

g _j_ &2 (1 + m
) ^
= m'^2 /^^ _ ^J ?

ebenso

Sind mehrere storende Himmelskorper vorhanden, so

bleiben die linken Teile dieser Gleichungen ungeandert;

recnts erhalt man fiir jeden storenden Himmelskorper ein

ahnliches Glied, deren Summe die in dieser Achsenrichtung

wirkende storende Kraft ist.

Aus den Gleichungen (1) hat man aj, ?/, % als Funk-

tionen der Zeit t zu bestimmen. Die direkte Losung iiber-

schreitet die Krafte der gegenwartigen Analysis, man ist

daher gezwungen, die Aufgabe sukzessive durch Reihen-
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entwicklungen zu losen. Man kann entweder unmittelbar

die heliozentrisclien Koordinaten durch die Zeit ausdrucken,

d. i. die Storungen der Koordinaten entwickeln, oder die

Aufgabe auch dadurch losen, daB man die Voraussetzung

macht: die Bewegung des gestorten Himmelskorpers ge-

schieht in einem Kegelschnitt, dessen Elemente verander-

lich sind, in welchem jedoch der Ort und die Geschwindig-

keit des Himmelskorpers zur Zeit t nach den Regeln der

Bewegung im Kegelschnitte mit den zur Zeit t geltenden

Elementen bestimmt wird (Methode der Variation der Kon-

stanten). Statt der Reihenentwicklungen bedient man sich

gegenwartig bei den kleinen Planeten und Kometen meist

des Verfahrens der Berechnung der speziellen Storungen

durch die mechanischen Quadraturen. Zu diesem Ende

teilt man das Zeitintervall
,

fur welcbes die Storungen zu

bestimmen sind, in eine Anzahl gleicher Teile; fiir den

Anfang T des Zeitintervailes seien die oskulierenden Ele-

mente, d. h. die Elemente, aus welchen fiir die Zeit T der

berechnete Ort und die Geschwindigkeit des Himmelskorpers

mit dem wirklichen Orte und der wirklichen Geschwindig-

keit ubereinstimmt
, gegeben. Man bestimmt nun aus den

storenden Kraften fiir die einzelnen Teile des Zeitintervailes

die Geschwindigkeiten der Elemente und leitet aus diesen

durch die mechanische Quadratur die zugehorigen Ele-

mente ab.

Kiirzer ist die Eechnung, wenn man statt der Storungen

der Elemente die Storungen der Koordinaten bestimmt.

Letztere Methode wurde zuerst von Bond in Cambridge

und unabbangig von En eke in Berlin angegeben; von letz-

terem jedoch in einer fiir die Anwendung hochst bequemen

Form, weshalb die Methode gegenwartig die Enckesche

Methode heiBt.
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37.

Es seien zur Zeit t: x, y, % die wahren (gestorten) Koor-

dinaten, XQ , y$, * die fur dieselbe Zeit mit den zur Zeit I

oskulierenden Elementen gerechneten Koordinaten; setzt man

x = XQ-t-, y = #o-h'7) ^ = ^ + C,

so kann man die Storungen J, ??, f auf folgende Art be-

stimmen.

Es ist, wenn man die gegenseitige Einwirkung der Sonne

und des gestorten Himmelskorpers allein beriicksichtigt:

(2)

Subtrahiert man von den Gleichungen (1) die Gleichungen (2),

so erhalt man

und analog fiir die iibrigen Gleichungen.

Um -^| ^- bequemer zu berechnen, setze man es

Nun ist

oder

4 f) I+ (yp+ 4"?) <? + (o +

WO

ist.
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Aus ^ = 1 -f- 2 q folgt
r

^ = (14-24)
f

,
oder

y*ft^ o 3-5 3-o*7 .

Setzt man

so wird 1
|-
= /# ,

und daraus folgt

Mithin 1st

, 1tt X Xr= mk --
ebenso

= '*> - + (i + } (^g*
-

S).

Aus den Gleichungen (3) erhalt man durch die mecha-

nische Quadratur die GroBen |, rj 1
C. Zu diesem Ende

mogen zunachst die hierzu notigen Formeln entwickelt

werden.

Die Auswertung eines bestimmten Integrals einer Funk-

tion (als Differentialquotient betrachtet) durch gegebene

Funktionswerte wird allgemein als >niechanische Quadra-

tur * bezeichnet. Fur den vorliegenden Zweck werden die

Funktionswerte in gleichen Intervallen der unabhangigen

Veranderlichen berechnet, vorausgesetzt ;
zur Ableitung der

notigen Formeln wird die zu integrierende Funktion durch

eine ganze Funktion (d. i. arithmetische Reihe hoherer Ord-

nung) ersetzt. Je hoher der Grad derselben ist, desto ge-

nauer wird der Wert des Integrals erhalten,
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I. Es sei f(x) eine stetige Funktion von x. In der

Reihe der Werte

f(a), f(a + w), f(a

laBt sich jede der drei Zahlen f(a -j- w 1 w\ f(a -\-nw),

-f(p -{- w + 1 w) genau darstellen durch die Formel

indem man x = a -f- nw -j- v setzt.

Denn setzt man v = w, 0, -f- w, so wird

/"(a -f- w 1 e0)
= a /? + y

f(a + nw) = a

f(a _j_ j^+T.w) = a + /?+ /,
daraus folgt

a = /*(# -j- Tizt?)

nw) f(a + w^TI w

2y = /"(a + n + 1 w)
--

f(a -f- ww) (f(a

+ f(a -f. w - 1 . W
)).

Bequemer werden die Ausdriicke, wenn man die Differenzen

der Funktionswerte einfiihrt. Setzt man

f (a -{- n H- 1 w) f [a -j- nw) = /"' (a + w 4- 1- w)

f (a -[- n -+- 1 w?) f(a-{-n |- w) = /""(a -f- wee?) usw.

so wird

2ft = f (a +~n~=\ - w) H- />+ ^T-jTT . w
)

2y =f"(a + mv).

Es ist daher fiir x = a -J-

welche Formel fiir v= w, und -\-w vollkommen richtig ist.

Allein auch fiir jeden, zwischen a+ w \-w und

a -\-n-\-\--w liegenden "Wert von x laBt sich f(x) durch
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diese Formel mit groBer G-enauigkeit darstellen, wenn die

"Werte /"(), f (a -f- w] ,../"( + n w) naherungsweise als

Glieder einer arithmetischen Heine zweiter Ordnung be-

trachtet werden konnen.

II. Es sei nun das Integral ff(x) dx zwischen den

Grenzen a -f- w und a -\- n -f- 1-
w zu finden.

Es ist das unbestimmte Integral

also innerhalb der Grenzen ~ = i bis ~ = -f- 1 ,
d. h.

von x = a -4-n i w bis x = a-{-n-\- ^-w

a + n JL.
- w

= w^a H- nw) + &f (a + ww)).

Setzt man in dieser Gleichung n = 1j 2, 3,..w, und

addiert die erhaltenen Gleichungen, so wird

ff(x)
dx = iv{f(a + w

) + f(a + 2w)-i----h f(a + nw

+ A (/"' ( + v) + r ( + 2 w) + - - + /"/ ( + nw))}.

Fiihrt man die Summenreihen ein und bezeichnet die

Glieder der ersten Summenreihe, von welcher

f(a), f(a + w),..

die Differenzen sind, mit
'/",

die Glieder der zweiten Sum-

menreihe mit "f, . .
,
so ist konsequent mit der friiberen

Bezeicbnung

'f(a + M w) 'f(a + n \ - w) == f(a

Setzt man in dieser Gleicbung n 1
,
2

,
. . n und ad-

diert die erhaltenen Gleichungen, so wird
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>f(a + n + i w)
- 7(o + | w) = f(a

+ /( + 2w) H h /"( + ww);
ebenso 1st

/> -f-^Fl z<?)
-

/' (o-f-
i . w) = f'(a

Es ist daher

a+~~

(1) f(x)dx--=w(f(a+ n-\-%
-

w)

Das Anfangsglied einer summierten Reihe ist willkiirlich
;

betrachtet man 'f(a -f- %w) als Anfangsglied der ersten

Summenreihe, so ist es am bequemsten, dasselbe so zu be-

stimmen, daB

wird, also

'f(a + ^c}

wird; in diesem Falle erhalt man

a + n + JL to

)
^^= ^ (7( + + i ^)+A /" (

III. Bezeichnet man den "Wert des gefundenen Inte-

grals mit ^(a -f- + i w
) 7

so werden aus der Reihe der

Funktionswerte

..f(a w), f(a), f(a + w), f(a + 2w), . . /"(a + ww), . .

und den zugehorigen Differenzen nach der Formel (2) die

Integrale

bekannt. Aus diesen Werten erhalt man wiecler

a + n + 1 w a + n + 1 w

fff(x)
d& =fF(x} dx.
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Nach Gleichung (1) gibt w'f(a -f- n + \ - w) integriert

'f(a -f- n -+ 1 w -f-

-7W-AA*));

/" (a + JM- 4- w) gibt integriert: (/"(a+ 7i 4- 1-w) /"(a)

also

a 4- n + 1 .

(3)

Die Formeln (1) und (3) gelten auch, wenn ^ gebrochen

1st, d. h. in dem Sinne, daB es gleichgiiltig ist, ob man

sich aus den fiir ganze n erhaltenen Integralen den Wert

des Integrals fiir ein gebrochenes n interpoliert oder die

fur letzteres n interpolierten Glieder der Summenreihen

benutzt.

Subtrahiert man von dem Integral in (3) das Integral

so erhalt man
a + n + l-w

fff(x)
dx*= uP ('f(a + T+T. w] -a n-w

Die Glieder "f(a+ f w), f(a -f- ^ w) sind durch Interpolation

zu bestimmen. Es ist fiir die Interpolation in die Mitte

Fiir den Beginn der ersten Summenreihe wurde

'f(a+ i,
u-)^-^f(a + ^v)

gesetzt. Fuhrt man diese "Werte ein, so erhalt man
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a -f- n + 1 w

fff(x)
dx = w*Cf(a+ n+ 1 - w)+ &f(a + n+ 1 - w)

Bestimmt man das willkurliche Anfangsglied der zweiten

Summenreihe dergestalt, daB

-7M + A/> + ^ = 0, also 7(a) = A/>H-0 ist;

so wird
a + n + 1 w

(4) j^f^d^
a + ^w

Das Hauptglied der Formel (4), namlich

+ w + 1 - w) ,

ist aus den Werten der urspriinglichen Keihe /"(a), f(a-}-w),

f(a-{-nw) bekannt; dieses G-lied ist bereits ein Nahe-

rungswert des zweiten Integrals. Aus dem Gange der ur-

spriinglichen Reihe bis zum Gliede f(a -\-nw) laBt sich

auch ein SchluB auf f(a+ n 4- 1 w) machen, also das

Integral, (wenn f(a -j- n -f- 1 w) nicht mehr gegeben ist)

mit groBer Genauigkeit erhalten, da ein Fehler in der An-

nahme des letzteren Gliedes durch den Faktor ^ nocb

sehr vermindert wird. 14
)

Um nun die Storungen f, ^, 'C zu erhalten, setze man

den Anfang derselben auf den Oskulationspunkt und be-

zeichne diesen mit a + -|
w. Man rechne nun nach den

Gleichungen (3) des Art. 37 fur die Zeiten a und a+ w

die Werte von -^ . . .
,
indem man in den rechten Teilen

dt"

dieser Gleichungen | = t\
= = setzt. Bezeichnet man

,
so erhalt man dadurch f[a] J f(a-\-iv]

und damit f (a -\-\w). Nun erhalt man Werte fwr'f(a + -|
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"f(a), undmit diesen kann man durch Fortsetzung der Summen-

reihen die Werte von fiir t = a und t= a+ w erhalten.

Genau auf demselben Wege erhalt man fiir die Zeiten

t = a und t = a -\- iv genaherte Werte von
17

und .

Nun berechne man mit den genaherten Werten von j , rj ,

neuerdings ihre zweiten Differentialquotienten nach den

Formeln (3) des Art. 37, wodurch man dann genauere Werte

fiir |, 17,
t erhalt. Die Eechnung wird so oft wiederholt,

bis man keine verschiedenen Werte erhalt. Die Fortsetzung

fiir die weiteren Argumente hat nach dem obigen keine

Schwierigkeit.

Bei spiel. Fiir den Planeten Asia sind die Storungen,

welche derselbe von 1868 Januar 22 an durch den Planeten

Jupiter erleidet, zu bestimmen.

Es werde w = 20 Tage, m'= ln . QQ und m = gesetzt.
-L\J4: 1 OO

Fiir die B/echnung ist es bequemer, gleich w^f(a -\-nw]

zu berechnen. Es ist in Einheiten der siebenten Dezimale

log (w*m'W) = 3.05291 = log TWO'-

Mit den zur Zeit 1868 Jan. 22 oskulierenden Elementen

des Planeten Asia erhalt man

1868 Arg. x /o *o Iogr

Jan. 12 a -2.5620 +1.0545 0.2063 0.4438

Febr. 1 a + w 2.6077 0.8693 0.1902 0.4402

- 21 a + 2w 2.6387 0.6791 0.1731 0.4362

Marzl2 a + 3w -2.6543 +0.4850 -0.1549 0.4318.

Fiir den Planeten Jupiter hat man fiir dieselben Zeiten

y -< 8 -< -<^
+ 4.8100 -1.2759 -0.1041 -44.06 +11.69 +0.95

4.8448 1.1222 0.1054 44.44 10.30 0.97

4.8748 0.9673 0.1067 44.83 8.89 0.98

+ 4.9001 -0.8116 -0.1078 -45.14+ 7.48 +0.99.

Frischauf, Astronomie. 3. Aufl. 7
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Damit erhalt man, indem man fiir Jan. 12 und Febr. 1

zunachst J, 17,
=

setzt, folgende genaherte Werte:

Arg . log , *g ,,3 .,

a 0.8883 -26.04 +5.99 +1.20
a + w 0.8873 -26.10 +5.40 +1.18,

aus welchen Werten durch Bildung der Summen und Dif-

ferenzen nach (4) des Art. 38 erhalten werden

Arg. | rj C

a -3.3 +0.7 +0.2
a -\-w 3.3 +0.8 +0.2.

Mit diesen Werten rechne man neuerdings die Ausdriicke

^~dfi'
'

'
wo^urc^1 man ^e verbesserten "Werte

o& o &r) o rf2C
Arg. *w ^ ^2__

a -26.07 +6.00 +1.21
a + w 26.13 +5.41 +1.19

erhalt, welche von den vorigen beinahe nicht verschieden

sind. Aus diesen konstruiert man sich folgende Tafel

Arg. f >f f f
fiir ^

a 1.09 -26.07

0.00 0.06

a + w 1.09 26.13

- 26.13

a-\-2w 27.22

fiir rj

a + 0.25 + 6.00

+ 0.02 -0.59

a-\-w 0.27 + 5.41

+ 5.43

a -\-2w + 5.70
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Arg. "f 'f f f
fiir

a + 0.05 + 1.21

0.00 - 0.02

a+ w +0.05 +1.19
+ 1.19

a + 2w +1.24.

Aus diesen Angaben ersieht man unmittelbar,

f(a + 2w) fiir f, ij,
bzw. von 26.2, +4.8, +1.2

(indem man die ersten Differenzen anbringt) nicht sehr

verschieden sein werden, woraus durch Anwendung der

Formel (4) des Art. 38 fiir a + 2w folgt

= -29.4, 17= + 6,1,
= + 1.3.

Damit erhalt man

log <>
= 0.8860, ^ = - 28.62, *** = + 4.89,

welche Werte von den obigen so wenig verschieden sind,

daB eine Wiederholung der Eechnung iiberfliissig ist. Durch

Fortsetzung der ersten und zweiten Summenreihe erhalt man

Arg. "/ 'f f f
fiir |

-0.39
a + 2w 27.22 26.52

52.65
a + 3w 79.87

fiir TI

52
a + 2w + 5.70 + 4.89

+ 10.32

a+ 3w +16.02
fiir C

-0.08
a+ 2tv + 1.24 + 1.11

+ 2.30

a-\-3w + 3.54

7*
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Man sieht nun, daB f(a-}-3w) fiir f, 17,
bzw. von

-
27.2, + 4.4, + 1.0

nicht sehr verschieden sein kann: denn aus dem Gange der

Differenzen /' ersieht man, daB f(a -\-3w) f(a ~\-2w) fur

f, 17,
t ungefahr bzw.

-
0.7,

-
0.5,

- 0.1

sein diirfte. Damit erhalt man fiir a-{-3w

= - 82.2, 17
= + 16.4, == -f 3.6,

mit welchen Werten

log Q = 0.8845, ^2 = _27.18, ^2|=

erhalten wird. Auf diese Art wird die Rechnung fortgesetzt.

Nach denselben Regeln werden die Storungen von

a-\-\w an zuriick fiir die Argumente

a, a w, a 2^, . .

bestimmt.

40.

Beriicksichtigt man nur die Storungen erster Ordnung,

so kann man

-$*+*i+$e, f= B

und
Xr X _ X' XQ

~?~ ~?0*~''
setzen.

Allein die Beriicksichtigung der Glieder hoherer Ordnung

ist mit nicht viel mehr Arbeit verbunden, da man in

xo + 4? x> x
i

- un^ Q nur die genanerten Werte von

|, i;, ? einzufiihren hat. Den genauen Wert von log/*erhalt

man aus der Tafel XXVI von Bauschinger.



ior

Bei der Berechnung der speziellen Storungen nach der

angegebenen Methode wurde die Yoraussetzung gemacht,

daB fiir den Anfang der Storungen die oskulierenden Ele-

mente bekannt sind. Allein diese Elemente setzen die

Kenntnis der Storungen voraus; man kann daher die osku-

lierenden Elemente und die zugehorigen Storungen nur durch

abwechselnd wiederholte Verbesserungen bestimmen.

Man betrachtet die nach den vorigen Abschnitten aus

den Beobachtungen erhaltenen Elemente als oskulierend fiir

eine gewisse Zeit T, am besten fiir die Mitte des Zeitraumes,

den die Beobachtungen, aus welchen die Elemente erhalten

wurden, umfassen.

Mit diesen Elementen rechne man fiir die Beobachtungen
die Storungen der Koordinaten und aus diesen die Storungen

des geozentrischen Ortes (Lange und Breite). Man findet

die Stoning des geozentrischen Ortes, indem man denselben

zuerst mit den Koordinaten z-
, / ,

z und dann mit den

Koordinaten x = XQ -f- f , 2/
= #o + 1?)* = *o + b rechnet;

der Unterschied der beiden Orte ist die Stoning des geo-

zentrischen Ortes.

Nun befreie man die Beobachtungen von den Storungen

und rechne aus diesen von den Storungen befreiten Orten

neue Elemente. Mit diesen wiederholt man die Storungs-

rechnungen und die Berechnung neuer Elemente so oft, bis

kein Unterschied stattfindet. In der Regel geniigt eine

Wiederholung der Berechnung der Storungen und der os-

kulierenden Elemente,



Dritter Teil.

Geschichte der Planetentheorien.

Einleitung.

42.

Der Unterschied zwischen Fixsternen und Planeten war

schon in friihester Zeit bekannt: Fixsterne nannte man die-

jenigen Himmelskorper, welche ihre gegenseitige Stellung

am Himmel nicht verandern, wahrend man Planeten, d. i.

irrende Sterne, diejenige nannte, welche ihre Stellung am

Himmel verandern. Im Altertum zahlte man sieben Pla-

neten: Sonne, Mond, Merkur, Venus, Mars, Jupiter und

Saturn. Durch die fortgesetzte Bestimmung der Orte eines

Planeten auf der Himmelskugel kann man ein Bild seines

Laufes erhalten. Die Beobachtungen lehren, dafi sowohl

dieser Lauf als auch die einzelnen Vorgange desselben hochst

verwickelter Natur sind.

Man hatte bereits im Altertum erkannt, daB die Un-

regelmaBigkeiten im Planetenlauf von zweierlei Natur sind,

welche man]daher mit den Namen der ersten und zweiten

Ungleichheit bezeichnete. Der erste Versuch einer Er-

klarung dieser Erscheinungen geschah auf Grundlage der

Ideen der griechischen Naturphilosophie. Nach diesen gait

die Kugel als der vollkommenste Korper, die Kreislinie als

die vollkommenste Linie. Man dachte sich daher die Welt

als eine Kugel, in deren Mittelpunkte sich der Mittelpunkt
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der ruhenden Erde befindet, und suchte die Bewegung der

Planeten durch die Zusammensetzung gleichformiger Be-

wegungen in Kreisen darzustellen, ohne dafi man sich um
die physischen Ursachen derselben kiimmerte, hochstens an

die Stelle von Kraften die festen Spharen oder Firma-

mente setzte.

Um in Kiirze das Wesen dieser beiden Ungleichheiten

zu bezeichnen, mag hier nur an die elliptische Bewegung
der Planeten um die Sonne erinnert werden. Die Unter-

schiede, welche dadurch entstehen, daB die Bewegung der

Planeten nicht in Kreisen, sondern in Ellijpsen geschieht,

bildeten die jerste Ungleichheit. Die zweite Ungleichheit

hat darin ihren Grand, daB wir die Beobachtungen der

GTestirne auf der Erde, welche sich selbst um die Sonne be-

wegt, anstellen. Alle die jetzt als scheinbar erkannten Orts-

veranderungen der Planeten, welche durch die jahrliche Be-

wegung der Erde entstehen und welche sich hauptsachlich

in den Stillstanden und riicklaufigen Bewegungen auBern,

bildeten die zweite Ungleichheit. Die erste Ungleichheit

auBert sich wieder in den UngleichmaBigkeiten der zweiten

Ungleichheit; z. B. in derVerschiedenheit der Zeiten zwischeix

den Konjunktionen und Oppositionen, GroBe des Bogens
der riicklaufigen Bewegung, usw.

Unvermischt mit der zweiten Ungleichheit zeigt sich die

erste in der Bewegung der Sonne und des Mondes um die

Erde, bei letzterem hatte jedoch bereits Ptolemaus (wegen

der bedeutenden Storungen durch die Sonne) eine dritte

Ungleichheit, die Evektion, hinzugefugt.
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Erster Abschnitt.

Altere Theorien.

43.

Die Notwendigkeit einer Erklarung und Darstellung der

Planetenbewegung wurde bereits von Plato betont. Sein

Schiller Eudoxus von Cnidus (geb. 408, gest. um 355

v. Chr. *)) loste diese Aufgabe, soweit sie sich auf die zweite

Ungleichheit bezog, durch die homozentrischen Spharen.
Jeder Himmelskorper ist in dem Aquator einer Sphare, welche

um ihre Pole rotiert, befestigt; die Pole dieser Sphare

werden von einer zweiten, ebenfalls um ihre Pole rotierenden

Sphare getragen, usw. Durch passende Wahl der Stellung

der Pole und der Rotationsgeschwindigkeiten konnten die

Bewegungen im grofien und ganzen dargestellt werden, wenn

fiir Sonne und Mond je drei Spharen, fiir jeden Planeten

vier Spharen angenommen wurden. Durch diese Theorie

wurden die Langen von Jupiter und Saturn und teilweise

von Merkur ziemlich gut dargestellt; weniger war dies bei

Venus, am schlechtesten bei Mars der Fall; fiir die Breiten

geniigte jedoch diese Theorie. Eine Reform derselben wurde

von Callipus durch Yermehrung der Spharen der einzelnen

Planeten bewerkstelligt.
15

)

Die erste auch fiir die Berechnung der Planetenorter

anwendbare Theorie wurde von den Alexandrinern Astro-

*) Eudoxus, durch den Spartaner Argesilaus an den agyptischen

Konig Nectanabis empfohlen, wurde von Chonuphis (Priester von

Heliopolis) in die Geheimnisse der agyptischen Wiseenschaften ein-

geweiht, wobei er auch Daten iiber die Zeitdauer der Bewegungs-
momente (Dauer der Riicklaufe usw.) erhielt. Nach den Zeugnissen
der Alten Btand Eudoxus in dem Rufe eines bedeutenden Geometers,
dessen Arbeiten zum groBen Teile bei der Zusammenstellung der

Elemente durch Euklid aufgenommen wurden.
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nomen, deren beriihmteste Yertreter Hipparch (um 130

v. Chr.) und Claudius Ptolemaus (um 150 n. Chr.) waren,

aufgestellt. In des letzteren Almagest, einer Sammlung

mathematischer und astronomischer Schriften, 1st diese

Theorie streng geometrisch durchgefuhrt.

Die erwahnten Astronomen bedienten sich zur Darstel-

lung des Planetenlaufes zweier Hilfsmittel: des exzentri-

schen Kreises fiir die erste Ungleichheit, des Epizykels
fiir die zweite Ungleichheit. Es soil daher hier die Theorie

dieser beiden Hilfsmittel gegeben werden.

I. Exzentrischer Kreis.

Es sei (Fig. 8) der Mittelpunkt des exzentrischen

Kreises, a dessen Radius. Der Punkt S im Inneren des ex-
is.

zentrischen Kreises sei der Mittel-

punkt der Welt, in dem durch die

beiden Punkte 8 und bestimm-

ten DurchmesserA P(der Apsiden-

linie des exzentrischen Kreises)

babe der PunktF die Eigenschaft,

daB von demselben aus die Be-

wegung eines Punktes L im Umfang des exzentrischen Kreises

gleichformig erscheint, so daB die vom Punkte F nach L

gezogenen Geraden in gleichen Zeiten gleiche "Winkel bilden.

Diese Geraden schneiden daher einen aus dem Punkte F
als Mittelpunkt mit dem Radius = a beschriebenen Kreis

in gleichen Bogen. Dieser Kreis heiBt der Aquant, der

Punkt F der Ausgleichspunkt oder das punctum aequans.

Der Winkel PSL = #, welchen die Gerade SL mit der

Apsidenlinie bildet, heiBt die wahreAnomalie, der Winkel

PFL = a, welchen die Gerade FL mit der Apsidenlinie

bildet, heiBt die mittlere Anomalie des exzentrischen
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Kreises
;
beide Winkel werden im Sinne der Bewegung von

bis 360 gezahlt*).

1st OS = ae, FO = ae', also FS = a(e -j- e'), so heiBt

e die Exzentritat des exzentrisehen Kreises, e
r

die Exzen-

trizitat des Aquanten, e-\-e
r

die ganze Exzentrizitat.

Der Winkel OLS = cp heiBt die optische Gleichung
> FLO = ip physische >

Die Summe cp -f- if*
= FLS = v a heiBt die Mittel-

punktsgleichung.

Sind die Elemente a, e, e gegeben. so kann man fiir

die mittlere Anomalie a den wahren Ort des Punktes L
berechnen.

Denn aus dem Dreiecke FLO erhalt man, aus

sin ip
= e' sin a

,

den Winkel ip.

Aus dem Dreiecke OLS erhalt man, da Winkel SOL
=

\\) -f- a ist, den Winkel cp und die Distanz SL = r.

Aus cp , i//
und a folgt : v = a -{- cp -+- ip .

Umgekehrt kann man aus v und r die mittlere Ano-

malie a bestimmen.

II. Epizykcl.

Um den Punkt L (Fig. 9} als Mittelpunkt beschreibt im

ptolemaischen System der Planet M
einen Kreis, dieser Kreis heiBt der

Epizykel. Die vom Punkte S nach

dem Mittelpunkte L des Epizykels ge-

zogene Gerade bestimmt den Durch-

p messer AP, d. i. die wahre Apsiden-

*) Urspriinglicli, etwa bis Euler, zahlte man die Anomalien

vom Punkte A (Apogeum, Aphel), hier sollen die Anomalien immer
vom Punkte P (Perigeum, Perihel) gezahlt werden.
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linie des Epizykels. Ein darauf senkrechter Durchmesser

wird der mittlere Durchmesser genannt.

Der Punkt A' heiBt das wahre Apogeum des Epizykels.

P' > Perigeum >

In Verbindung mit dem Epizykel wird der exzentrische

Kreis deferierender Kreis genannt.

Einem im Punkte S befindlichen Auge erscheint (bei

ruhendem Punkte L) die Bewegung des PunktesM im oberen

Teile des Epizykels rechtlaufig, im unteren riicklaufig.

44.

Um die Genauigkeit zu priifen, mit welcher die erste
vi

Ungleichheit dargestellt werden kann, moge die Entwick-

lung der GroBen r und v sowohl fiir die Ellipse als fur

den exzentrischen Kreis in Reihen nach Potenzen der Ex-

zentrizitat gegeben werden.

Hilfssatze.

1) 1st b klein, so folgt aus

b smu
tanS<P = ]^T^

*J
M

9 =b sin u+ b* sin 2u + .

/'

2) 1st

tang x a tang y ,

wo a nahe = 1 1st, so folgt

(x v) == _ )siny cosy
1 + a tang 2/

2 2 cos 2/2 -f- 2 a sin^
oder

a 1 rsm 2 ^
-y) = -

-
tfr

"~~* J.

1 -5TI
also
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3) 1st h sehr klein, so 1st

sin (#+ /&)== sin x -f- cos a? &

cos (a?+ h) = cos a? sin x ft
,

indem man cos h = 1
,
sin & = & setzt.

I. Bezeichnet man fiir die Ellipse die mittlere Anomalie

ebenfalls mit a, so ist nach Art. 2

E= a-f- esinjEJ,

also bis auf einen Fehler zweiter Potenz von e

E = a -f- ^ sin a
,

und bis auf einen Fehler dritter Potenz von e

E = a -|- e sin (a -f- e sin a) ,

oder nach 3)

E= a + e sin a -}- ^ e2 sin 2 a .

Aus tang^=ji^ tang
~

folgt nach 2)

Substituiert man statt E den obigen Wert, so erhalt

man bis auf einen Fehler dritter Potenz von e

(1) v = a -f- 2 e sin a -f- f e2 sin 2 a .

Aus ~ = 1 e cos E folgt, wegen

cos E= cos
( + e sin a)

= cos a e sin a2
,

(2)
- = 1 e cos a -j- e2 sin a2

a = 1 + ^e
2 6 cos a f e2 cos 2 a.

II. Fiir den exzentrischen Kreis ist

sin (p
= e sin v

,
sin

i//
= e' sin a .

Daraus folgt bis auf einen Fehler dritter Ordnung
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<p
= e sinv, ip

= e' sin a,
oder

cp
= e sin (a 4- (p + t/>)

= e sin a -f- e cos a (gp -f- i//).

Setzt man im letzten Gliede cp -}-?/;
=

(e -}- e') sin a
,

so

erhalt man

(3) cp + t/>
= v a = (e + e') sin a + ^e(e -f e') sin2 a.

Projiziert man (Fig. 8) den Radiusvektor $L auf die

Gerade OL, so erhalt man

r coscp = a ae cosE.

Setzt man in ^ fur-J = 1 + 4 r/>

2 = 1 + i e2 sin a2
,COS

<jp
COS

<jp

ae COSjE
1

.. ^ r-r f i ..ij
in - - fur cos cp

= 1
,
i; = a -f- e sin a . so erhalt man

COS QP

(4)
- = 1 + |(e

2+ 2ee') e cosa |(e
2 + 2ee') cos2.

Vergleicht man den exzentrischen Kreis

e = 0.11332, e' = 0.07232*)

mit der Ellipse fiir e = 0.093
,

so erhalt man als Fehler

der wahren Anomalie:

Ellipse Kreis == 1'.2 since + IM sin2a,

also im Maximum ungefahr(^
; Der Fehler von r : a ist

jedoch, wie aus den Formeln (2) und (3) unmittelbar er-

hellt, sehr bedeutend.

Fur e = ist der exzentrische Kreis mit dem Aquan-
ten identisch, und man hat, wenn e = 2 gesetzt wird,

v a
-j- 2s sina + 2c2 sin2a

= 1 + e 2 2 cos a 6 2 cos 2 a .

Fiir eine Ellipse mit der Exzentrizitat e = e betragt

der Unterschied in v

*) Dieser Kreis ist bei Keplers Untersuclmng der Marsbahn von

groCer Wichtigkeit; e = 0.093 ist der wahre Wert der Exzentrizitat

des Mars zu Keplers Zeiten.
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Ellipse Exzenter = f e2 sin 2a,

also fiir d, == 45, 135
,

. . ein Maximum.

Man nennt diesen Fall >Einfache Exzentrizitat*.

Nach dieser Yoraussetzung warden die Orte der Sonne

berechnet. Man hatte bereits damals die UnregelmaBigkeit

der jabrlicben Sonnenbewegung erkannt, z. B. um vom Friib-

lingspunkte zum Herbstpunkte zu gelangen, braucht nach

Ptolemaus die Sonne 186 Tage 11 Stunden, wabrend sie vom

Herbstpunkt zum Friiblingspunkt 178 Tage 18 Stunden be-

nb'tigt. Selbst in den Teilen dieser Bogen der Ekliptik wurden

Unterscniede bemerkt. Wegen derKleinheit der Exzentrizitat e

= 0.0168 betragt der groBte Febler dieser Hypothesenu^43^
Eine yon S parallel mil der Geraden OL (oder FL)

gezogene G-erade bestimmt die mittlere Sonne*). Die

Eicbtungen yon nacb L und von S nacb der mittleren

Sonne sind daber einander parallel.

Fiir e' == e gleicbe Teilung der Exzentrizitat wird:

v = a -j- 2e sin a -f- e2 sin2a

= 1 +-|e
2 e cosa fe

2 cos2a.

Diese Konstruktion wurde bei den Planeten, mit Aus-

nabme des Merkur, angewendet.

Der Unterscbied Ellipse Exzenter betragt

in'v: -\-\e* sin 2 a

Fiir a = 45, 135, . . ist der Unterschied von v, und

fiir a = 90, 270 der von ein Maximum.

*) Diese mittlere Sonne ist nicht identisch mit der mittleren

Sonne, welche uns zum MaC der Zeit dient; letztere bewegt sich

im Aquator gleichf6rmig und geht mit der, durch die mittlere Ano-

malie bestimmten, ersten mittleren Sonne gleichzeitig durch den

Priihlingspunkt.
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Fiir den Planeten Mars 1st e = 0.093
;
also die grb'Bten

Unterschiede von v und bzw. 7'.5 und 0.00432.
a

45.

Bestimmung der Lange der Planeten.

Die Bewegung des Planeten in Lange 1st zusammen-

gesetzt aus der Bewegung des Mittelpunktes des Epizykels

im exzentrischen Kreise und des Planeten im Umfange des

Epizykels; die Regeln der Berechnung sind jedoch ver-

schieden fur die oberen Planeten (Mars, Jupiter, Saturn)

und unteren Planeten (Venus und Merkur).

Bei der Langenbestimmung werden die Ebene des ex-

zentrischen Kreises und des Epizykels in der Ekliptik

liegend vorausgesetzt.
16

)

1) Bei den oberen Planeten hatte man beobachtet, daB

im Mittel jeder Planet in seiner siderischen Umlaufszeit zu

demselben Punkt des Tierkreises zuruckkehrt; d. h.
,
daB

die erste Ungleichheit von dem Qrte der Sonne unabhangig

ist. Der Mittelpunkt L des Epizykels bewegt sich daher

in der siderischen Umlaufszeit des Planeten im Umfange
des exzentrischen Kreises von der gleichen Teilung der Ex-

zentrizitat derart, daB, fur die Erde als Mittelpunkt der

Welt im Punkte S, diese Bewegung vom Punkt (.Fjaus

gleichformig erscheint.

Die zweite Ungleichheit hangt von der Stellung des

Planeten gegen die Sonne ab. Geht die Linie nach der

mittleren Sonne durch den Planeten, so findet eine mitt-

lere Konjunktion oder Opposition des Planeten mit der

Sonne statt*). Zur Zeit der mittleren Konjunktion befindet

*) Ein Gestirn ist in Konjunktion oder Opposition mit der Sonne,
wenn der Langenunterschied bzw. oder 180 betragt; die heliozen-

trische Lange des Gestirnes ist dann gleich der geozentrischen.
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sich der Planet im wahren Apogeum, zur Zeit der mittleren

Opposition im wahren Perigeum des Epizykels; es ver-

schwindet daher die zweite Ungleichheit.

Die Bewegung des Planeten M im Epizykel geschieht

nun derart, daB der Winkel A'LM gleich ist dem Uber-

schusse der mittleren Sonnenbewegung in der Ekliptik liber

die (wahre) Bewegung des Punktes L fiir die seit der mitt-

leren Konjunktion verflossene Zeit.

Daraus folgt, indem man zu beiden Bewegungen die

gemeinschaftliche Lange zur Zeit der mittleren Konjunk-

tion ^ddiert :

Lange der<4aittleren Sonne wahre Lange des Punktes

L = Winkel A'LM] d. i. die Gerade_j^Jf ist paralleLzu

jer
vom Punkte S nach der mittleren Sonne gezogenen

Geraden.

Fiir die Berechnung des Ortes M sei die Lage der

Apsidenlinie des exzentrischen Kreises, die Exzentrizitat,

das Verhaltnis der Radien der beiden Kreise und die mitt-

lere Lange des Punktes L gegeben.

Man bestimme die mittlere Anomalie = mittlere Lange

Lange des Perihels und aus dieser nach Art. 43 die

wahre Anomalie und die GroBe SL = r, wobei OL = 1

gesetzt wird.

In dem Dreiecke SLM rechne man nun aus SL, LM
und dem eingeschlossenen Winkel die Distanz SM und den

Winkel LSM] dieser zur Lange des Punktes L hinzu-

addiert, gibt die Lange des Planeten Jf. 17
)

2) Bei den unteren Planeten hatte man beobachtet, daB

sie im Mittel mit der Sonne zugleich zu demselben Punkt

des Tierkreises zuriickkehren und daB die zweite Ungleich-

heit von dem Orte der Sonne unabhangig ist.



Eiir die Venus gilt dieselbe Berechnungsmethode der

Lange wie bei den oberen Planeten
; jedoch mit dem Unter-

schiede, daB die Bewegung des Mittelpunktes des Epizykels

identisch ist mit der Bewegung der mittleren Sonne, wo-

gegen sich der Planet in der synodischen Umlaufszeit

(= 583 Tage) im Epizykel gleichformig herumbewegt.

3) Fur den PlanetenMerkur (derselbe bereitete, wegen der

bedeutendenExzentrizitat=
-J-,

den alten Astronomen groBere

Schwierigkeiten) wurde eine besondere Theorie gegeben.

Um den Punkt F (Pig. 10) beschreibe man mit dem

Radius ae einen Kreis, welcher also durch den Punkt 0,

welcher das pmictum aequans ist, geht. Von aus be-

wegt sich der Mittelpunkt C des deferierenden Kreises ent-

gegengesetzt der Bewegung der Him-

melskorper derart, daB der Winkel

OFC gleich der mittleren Anomalie

des Planeten ist. Die mittlere Lange

des Mittelpunktes des Epizykels ist

gleich der Lange der mittleren Sonne.

Beschreibt man aus C mit dem Radius des deferierenden

Kreises einen Kreis, welcher die unter der Richtung der

mittleren Anomalie gezogene Grerade OL im Punkte L

schneidet, so ist L der Mittelpunkt des Epizykels. Dazu

kommt noch die Bewegung des Planeten im Epizykel, welche

in der synodischen Umlaufszeit (= 116 Tage) einen Umlauf

betragt.

Die Theorie des Planeten Merkur unterscheidet sich von

der fiir die iibrigen Planeten:

1) Durch die einfache Exzentrizitat.

2) Der Mittelpunkt des deferierenden Kreises ist nicht

fest, sondern bewegt sich auf einemKreise, dessen Radius= ae

und dessen Mittelpunkt das friihere punctum aequans ist. 18
)

Frischauf, Astronomie. 3. Aufl. g
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46.

Bestimmung der Breite der Planeten.

1) Fur die oberen Planeten. Hinsichtlich der Breite

dieser Planeten hat man folgende Erscheinungen beobachtet:

Die Breiten sind sowohl nordlich als sudlich, die nordlichen

Breiten sind haufiger als die siidlichen; die groBten nord-

lichen Breiten sind untereinander verschieden
;
dasselbe gilt

auch von den siidlichen; letztere sind groBer als erstere.

Wahrend eines siderischenllmlaufes verschwinden die Breiten

zweimal.

Durch das Weltzentrum S sei eine auf die Apsidenlinie

senkrechte Gerade gezogen die Knotenlinie des ex-

zentrischen Kreises; der Ebene desselben gebe man eine

solche (feste) Neigung gegen die Ekliptik, daB der groBere

Teil des exzentrischen Kreises nordlich, der kleinere also

siidlich liegt. Liegt der Mittelpunkt des Epizykels in einem

Knoten des exzentrischen Kreises, so fallt die Ebene des

Epizykels mit der Ekliptik zusammen; die Breite des Planeten

verschwindet. Wahrend der Bewegung des Mittelpunktes

des Epizykels vom aufsteigenden Knoten bis zum Apo-

geum A neigt sich dessen Ebene langsam, so daB das Apo-

geum des Epizykels sich nach Siiden, daB Perigeum nach

Norden wendet; dabei bleibt der mittlere Durchmesser par-

allel zur Ekliptik. Am groBten ist diese Schwankung im

hochsten Punkte des exzentrischen Kreises, d. i. im Punkte A.

Yon diesem Punkte bis zum absteigenden Knoten vermin-

dert sich diese Schwankung nach demselben Gesetze. Bei

der weiteren Bewegung des Mittelpunktes des Epizykels

nahert sich dessen Apogeum nach Norden, also das Peri-

geum nach Siiden.

2) Fur die unteren Planeten wird die Breite durch

eine veranderliche Neigung der Ebene des deferierenden
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Kreises gegen die Ekliptik und durch Schwankungen der

Ebene des Epizykels um dessen mittleren Durchmesser und

dessen Apsidenlinie erklart.

Zweiter Abschnitt.

Neuere Theorien.

a) Kopernikus.

47.

Die Planetentheorie des Ptolemaus hat sich beinahe vier-

zehn Jahrhunderte erhalten, dieselbe war die herrschende

bei alien gebildeten Volkern. Die Geistesschatze der Griechen

in der Astronomie warden im Mittelalter hauptsachlich

durch die Araber erhalten
;
in Deutschland geschah die Be-

griindung der Astronomie im fiinfzehnten Jahrhundert durch

Peurbach und Regiomontanus, welche in der Wieder-

herstellung des bei den Griechen eingenommenen Stand-

punktes und des Verstandnisses des Almagestes bestand.

Erst mit dem Ende des Mittelalters trat eine groBe

Revolution der Sternkunde durch Nikolaus Kopernikus

(geb. 1475, gest. 1543) ein. Kopernikus zeigte in seinem

Werke De revolutionibus orbium coekstium, welches 1543

zu Niirnberg erschien, daB sich die Erscheinungen der Be-

wegungen der Gestirne viel einfacher erklaren lassen, wenn

man die Bewegung der Erde voraussetzt. Die Idee der

Einheit und Einfachheit der Natur diirfte ihn besonders

zu dieser Annahme gefiihrt haben weniger die Schriften

der Alten, indem die daselbst (von Aristarch v. Samos,

Nicetas, Philolaus u. a.) gegebenen Andeutungen uber die

Bewegung der Erde, weil damit nicht eine Erklarung der

Erscheinungen der Bewegungen der Himmelskorper ver-

8*
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bunden wurde, ziemlich spurlos voriibergehen muBten. Zu

diesem Zwecke gab Kopernikus der Erde drei Bewegungen:

1) Eine Achsendrehung, um die tagliche Umdrehung der

Himmelskugel, 2) eine jahrliche Bewegung der Erde mit

einer schiefen Lage der Erdachse gegen die Ekliptik, um

die jahrliche Bewegung der Sonne und die Schiefe der

Ekliptik, 3) eine langsame Bewegung der Pole der Erd-

achse um die Pole der Ekliptik, um die Erscheinung der

Prazession der Nachtgleichen zu erklaren.

Fiir die jahrliche Bewegung der Erde um die Sonne

setzte Kopernikus, ubereinstimmend mit Ptolemaus, die ein-

fache Exzentritat voraus.

Fur die Erklarung der ersten Ungleichheit der Planeten-

bewegung (die zweite Ungleichheit fiel infolge der jahr-

lichen Bewegung der Erde weg) bediente sich Kopernikus

der Epizykeln.

Es sei (Fig. 11) S der Mittelpunkt der Welt, als welcher

von Kopernikus der Mittelpunkt der Erdbahn, d. i. der

F
.

11
mittlere Sonnenort, angenommen wurde.

Die Gerade AP sei die Apsidenlinie.

Um den Punkt 8 bewege sich in der

Entfernung 8J= a -der Mittelpunkt J

des grb'Beren Epizykels vom Halbmesser

JK= %ae, um den Punkt J bewege

sich der Mittelpunkt K des kleineren Epizykels vom Halb-

messer KL = ^ae, und im Umfang des letzteren der Planet L

derart, daB die Winkel der Geraden SJ, JK, KL mit der

Apsidenlinie AP bzw.:

a, 180, 2 a

sind, wo a die mittlere Anomalie bedeutet.

Zieht man die Gerade KR parallel zur Geraden JS

und macht 80 = ae, so ist SR = fae und RO = \ae;
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d. h. die Bewegung ist dieselbe, wenn sich der Punkt K
um den Punkt R und der Planet L um den Punkt K
bewegt.

Zieht man die Gerade RL' = \ae parallel mit der Ge-

raden KL, so sind LL', KR, JS einander parallel; d. h.

man kann auch den Punkt L' um den Punkt R* und den

Planeten L um den Punkt L' sich bewegen lassen.

Diese drei von Kopernikus unter den Namen 1) Epicepi-

cyclus, 2) Eccentrepicyclus, 3) Eccentri eccentrus angegebenen

Formen der Planetentheorie, geben also denselben Ort des

Planeten. Dieselben wurden unmittelbar bei den Planeten,

mit Ausnahme Merkurs, angewendet; letzterer erforderte

wegen der groBen Exzentrizitat eine besondere Theorie.

Setzt man 8L = r und bezeichnet man den Winkel PSL
mit v, so erhalt man durch Projektion auf ein durch den

Punkt 8 gelegtes rechtwinkliges Achsensystem, fiir welches

die Gerade AP die #-Achse ist, die Gleichungen

r cos v = a cos a \ae-\-\ae cos 2 a

r sin v = a sin a -|- ^ae sin 2 a,

woraus folgt
r cos(f )

= a ae cos a

r sin (v a)
= 2ae sin a

,

und damit

e cos a

also bis auf Glieder zweiter Ordnung

v = a H- 2e sin a + e2 sin 2

=c 1 -f- 02 e cos a e2 cos 2 a .

Hinsichtlich der wahren Anomalien ersetzen sich, bis auf

Glieder zweiter Ordnung der Exzentrizitat (einschlieBlich)

die kopernikanische Theorie und der exzentrische Kreis mit

gleicher Teilung der Exzentrizitat. Vgl. Art. 44.
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Die Breite der Planeten wird bei Kopernikus durch ahn-

liche Schwankungen wie bei Ptolemaus erklart.

b) Tycho Brahe und Kepler
48.

Das kopernikanische System hatte anfanglich viele Gegner

gefunden, wozu mancherlei Yeranlassung war. Erstens war

der unmittelbare Gewinn fiir die berechnende Astronomie

gering; denn die Basis der kopernikanischen Planetentheorie

waren groBtenteils die alten Beobachtungen, auf welchen

der Almagest des Ptolemaus beruhte, nur einige wenige

Beobachtungen von Kopernikus selbst und drei Niirnberger

Beobachtungen des Planeten Merkur von Bernhard Walther

und Johann Schoner wurden noch verwendet. Die von

Erasmus Reinhold nach dieser Theorie berechnetenj)r_u-

tenischen Tafeln wichen zu Keplers Zeiten von dem be-

obachteten Qrte urn Grade ab, so daB sich die Kichtigkeit

der Theorie nicht priifen lieB und das Ansehen des Alma-

gest bei der Unduldsamkeit der religiosen Parteien dadurch

fast gar nicht erschiittert wurde.

Der Einwurf, daB die Fixsterne keine jahr lichen Paral-

laxen zeigen, konnte, unter Hinweisung auf die Kleinheit

derselben, wegen der Ungenauigkeit der Beobachtungen der

damaligen Zeit, noch leicht zuriickgewiesen werden.

AuBerdem machte das Verstandnis des kopernikanischen

Werkes den Zeitgenossen bedeutende Schwierigkeiten; denn

friiher hatte man vorausgesetzt, daB jede beobachtete Be-

wegung eines Korpers demselben auch wirklich zukomme,

wahrend Kopernikus die Stillstande und riicklaufigen Be-

wegungen fur Schein erklarte, entstanden durch die Be-

wegung der Erde. Man warf dem rieuen Systeme vor, daB

es die Begriffe von Ruhe und Bewegung verwirre. Von
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diesem Yorwurfe wurde es erst durch Galilei durch die

Einfuhrung des Be^riges^^_reMv^JBe^wegung gereinigt

AuBerdem lieferte Galilei durch die vermittels seines Fern-

rohres erhaltenen Entdeckungen : der Mondberge, Sonnen-

flecken, Jupitertrabanten (ein Abbild der Planeten], Yenus-

phasen und die Auflosung der MilchstraBe in Sterne, Be-

lege fiir das kopernikanische Weltsystem.

Das groBte Yerdienst fiir das kopernikaniscbe System

gebiihrt jedoch Kepler.

49.

Johannes Kepler, geb. 1571 zu Weil im Wiirttem-

bergischen, war berufen, der eigentliche Reformator der theo-

retischen Astronomie zu werden. Yon Tubingen, wo inn sein

Lehrer Mastlin in das kopernikanische System einfiihrte,

wurde er nach vollendeten Studien den steirischen Standen

als Lehrer der Mathematik und Moral fiir das protestan-

tische Gymnasium in Graz empfohlen. Unterstiitzt von einer

fast divinatorischen Erfindungsgabe vereint mit einem eisernen

FleiBe und einer unbegrenzten Yorliebe fiir alles Geheim-

nisvolle und Wunderbare, gelang es Kepler, die wahren

Gesetze der Planetenbewegung zu entdecken. Dabei ist es

hochst beachtenswert, daB Kepler dieselben hauptsachlich

zum Zwecke der Begriindung seiner kosmischen Ideen,

welche in einer Yereinigung der pythagoraischen Yorstel-

lungen mit den christlichen Ideen seiner Zeit bestanden,

entdeckte. Dieser mystische Zug seines Geistes tritt am

deutlichsten in seinem bereits 1596 erschienenen Erstlings-

werke (Prodromus . .
.)

hervor.

Anfanglich suchte Kepler ein Gesetz zwischen den Ent-

fernungen der Planeten von der Sonne, jedoch ohne Erfolg;

nun versuchte er auf geometrischem Wege das Geheimnis
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des Weltbaues zu ergriinden. Das Krumme 1st ein Bild

Gottes, in der Kugel selbst ist durcb den Mittelpunkt, die

Oberflacbe und die Gleicbbeit der Beschaffenheit zwiscben

Mittelpunkt und Oberflacbe die Dreieinigkeit versinnlicht.

Bei der Erscbaffung der Welt wurde zuerst die alles urn-

fassende Fixsternenspbare nacb dem Vollkommensten in der

Geometric, dem Bilde der Kugel, geschaffen. Das Voll-

kommenste nach der Kugel sind die flinf regularen Korper.

Diese batten scbon bei den Pytbagoraern eine kosmologische

Bedeutung. Es bedeutete namlicb ein Wiirfel die Erde,

das Ikosaeder den Himmel, die Pyramide das Feuer, die

beiden iibrigen die Luft und das Wasser. Das Planeten-

system ist daber nacb der Idee der fiinf regularen Korper

gebildet. Dieser Grundgedanke wird nun auf folgende Art

durcbgefiibrt: Jedem regularen Korper laBt sicb eine Kugel

umscbreiben und einscbreiben. Die secbs Planetenspbaren

bilden fiinf Zwiscbenraume, zwiscben welcbe man die fiinf

regularen Korper so einscbalten kann, dafi die Sonne

als gemeinsamer Mittelpunkt der Spharen und regularen

Korper vorausgesetzt jedem dieser Korper eine Spbare

urn- und einbescbrieben ist.

Da jedocb die Bewegung der Planeten nicht in Kreisen

gescbiebt, in deren Mittelpunkt sicb die Sonne befindet,

sondern in exzentriscben Babnen, so gab Kepler den Spbaren

(abnlich wie Peurbacb) eine solcbe Dicke, als der Unter-

scbied der groBten und kleinsten Entfernung des Planeten

von der Sonne betragt.

Die Aufeinanderfolge ist derart: Saturn, Kubus, Ju-

piter, Tetraeder, Mars, Dodekaeder, Erde, Ikosa-

eder, Venus, Oktaeder, Merkur. Dabei ist die Saturn-

spbare dem Wiirfel umscbrieben, die Jupiterspbare dem

Wiirfel einbeschrieben und dem Tetraeder umscbrieben, usw.
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Die Anordnung war nun so, daB z. B. die innere Ober-

flache der Saturnsphare dem "Wurfel einbescbrieben war,

und ebenso bei den iibrigen Planeten.

Setzt man den Halbmesser der umscbriebenen Kugel
= 1000, so ist der Halbmesser der einbescbriebenen Kugel im

Kubus 577

Tetraeder 333

Dodekaeder 795

Ikosaeder 795

Oktaeder 577.

Bescbreibt man in das von den vier mittleren Seiten des

Oktaeders gebildete Quadrat einen Kreis, so ist dessen

Halbmesser = 707.

Fur die aus der Tbeorie des Kopernikus folgenden Werte

der Entfernungen der Planeten vom Mittelpunkte der Erd-

babn ergibt sicb:

Setzt man
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hatte die sichere Uberzeugung, daB seine Ideen des Welt-

baues nach den regularen Korpern mit den richtig bestimmten

Entfernungen und Exzentrizitaten iiberemstimmen wiirden.

Es handelte sich also urn genauere Werte fiir diese GroBen;

allein fur diese waren genauere Beobachtungen notig als

diejenigen waren, auf welche Kopernikus seine Theorie ge-

griindet hatte. Zum Gliicke fiir Keplers reformatorische

Bestrebungen war gleichzeitig in der Beobachtungskunst

ein riesiger Fortschritt gemacht worden durch den dani-

schen Astronomen Tycho Brahe.

50.

Tycho Brahe, geb. 1546, stamrnte aus einem alten

danischen Geschlechte. Schon in friihester Jugend sich mit

Astronomic beschaftigend, erkannte er die Ungenauigkcit

der Beobachtungen als die eigentliche Quelle der Fehler

der astronomischen Tafeln, und faBte daher den Plan, auf

Grundlage sorgfaltiger Beobachtungen neue astronomische

Tafeln zu rechnen. Die MiBachtung der Wissenschaften

durch den danischen Adel bewog ihn zu einer Reise nach

Deutschland, wo er mit den meisten Astronomen seiner

Zeit Bekanntschaft machte. Auf einer zweiten Reise hielt

er sich langere Zeit beim Landgrafen Wilhelm IV. von

Hessen auf, welcher ebenfalls durch Vereinfachung der

astronomischen Instrumente eine groBere Genauigkeit der

Beobachtungen anstrebte. Nach seiner E-iickkehr nach

Danemark lieB ihm der Konig Friedrich II., welcher durch

den Landgrafen Wilhelm auf Tycho aufmerksam gemacht

war, auf der Insel Hween ein mit alien Hilfsmitteln ver-

sehenes Observatorium >Uranienburg errichten.

Mit Hilfe zahlreicher Schiller wurde in dem Zeitraume

von 21 Jahren ein groBes Fixsternverzeichnis angelegt, fort-
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gesetzte Beobachtungen der Sonne, des Mondes, der Pla-

neten und Kometen angestellt. Es wurden die Instrumental-

fehler mit Hilfe der Beobachtungen bestimmt, und die Kor-

rektionen der Beobachtungen ermittelt.

Nach dem Tode Friedrichs II. wurde Tycho durch die

Intrigen des Ministers Walkendorf gezwungen, sein Vater-

land zu verlassen. Er folgte nun einem Rufe des Kaisers

Rudolf H. nach Prag, welches nun der Sitz der Astronomic

wurde. Hier sollten vor allem aus den Beobachtungen neue

astronomische Tafeln gerechnet werden, zu welcher Arbeit

fast alle mathematischen Krafte der damaligen Zeit auf-

geboten wurden; auch Kepler, welcher durch sein Geheimnis

des "Weltbaues bereits die Aufmerksamkeit der astronomi-

schen Welt auf sich gelenkt hatte, wurde hierzu von Tycho

eingeladen. Kepler, ohnedies durch die Religionsverfolgung

bedrangt, kam gegen Ende Januar 1600 nach Prag. Hier

hatte Tycho mit Hilfe des Longomontanus bereits die

Theorie der Sonne und des Mondes vollendet und machte

sich eben an die Bearbeitung der Planeten, als er plotzlich

(1601) starb.

Das System, nach welchem Tycho die Bewegungen der

Planeten darstellen wollte, war ein Ubergang vom ptole-

maischen zum kopernikanischen. Tycho setzt die ruhende

Erde als Weltzentrum voraus, laBt urn dieselbe in einem

exzentrischen Kreise mit einfacher Exzentrizitat die Sonne

bewegen und urn diese in der ersten kopernikanischen Form

(Epicepicyclus) die Planeten, wobei sogar mit Ausnahme

des Planeten Mars dasselbe Verhaltnis der Radien der Epi-

cykeln angenommen wurde. AuBerdem bezog man im tycho-

nischen Systeme die Beobachtungen nicht auf den wahren

Sonnenort, sondern auf den mittleren, d. i. den Mittelpunkt

der Erdbahn.
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51.

Kepler, nach Tycbos Tode zum Leiter der kaiserlichen

Sternwarte ernannt, batte nun dessen astronomische Auf-

gaben ubernommen. Da Longomontanus sich gerade mit

den Arbeiten iiber den Planeten Mars beschaftigte, so be-

gann Kepler seine Untersucbungen mit diesem Planeten.

Man batte fiir denselben bereits eine Tbeorie erdacht, welcbe

die Langen in der Babn auf ungefabr 12' darstellte, nur

mit den Breiten ging es ziemlicb scblecht.

Der Planet Mars ist ganz geeignet, fiir eine ricbtige

Tbeorie die Grundlage zu liefern. Die verhaltnismaBig kurze

Umlaufszeit (nahezu zwei Jabre) gestattet bei ibm als oberen

Planeten eine Verfolgung an alien Punkten seiner Bahn in

einem Zeitraum von wenig Jabren. Die bedeutende Ex-

zentrizitat der Marsbabn = -fa und die Nahe des Planeten

zur Erde zur Zeit der Opposition bewirkt, daG die Unrich-

tigkeit einer falschen Annabme in der Figur der Babn

augenblicklicb bervortreten muBte. Dem Kepler standen

die zablreicben Beobacbtungen Tycbos zu Gebote. Diese

umfaBten einen Zeitraum von 16 Jabren, waren auf die

ganze Bahn gleicbformig verteilt und dabei von einer groBen

Genauigkeit, auf bocbstens 2' unsieber. Fiir die spateren

Zeiten bediente sicb Kepler teils eigener, teils der ebenfalls

vortrefflichen Beobacbtungen des David Fabricius.

Die Bemubungen Keplers in betreff des Planeten Mars

fiihrten ibn scblieBlicb zur Entdeckung seiner beiden ersten

Gesetze, welche in dem Werke: Astrotiomia nova alno-

koyriTog, seu Physica coelestis tradita commentariis de motibus

stellae Martis, ex observationibus G. V. Tychonis Brake . . .

1609* enthalten sind.

Die Scbwierigkeiten dieser Untersucbungen bestanden

darin, daB zwei Aufgaben: die Auffindung der Bewegungs-
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gesetze und die Bestimmung der Elemente des Mars zu-

gleich gelost werden muBten. Fur jede Annabme der Be-

wegungsgesetze muBten die Elemente meist neu bestimmt

werden; fiir die Ricbtigkeit der Annahme und der daraus

gefolgerten Elemente diente die Darstellung solcher Beob-

acbtungen, aus welcben die Elemente nicht gerechnet waren,

als Kontrolle. Dabei muBte die Ubereinstimmung von Be-

obacbtung und Recbnung so weit gefiibrt werden, daB der

Unterschied zwiscben Beobacbtung und Recbnung den

groBten zulassigen Beobacbtungsfebler nicbt iiberstieg.

52.

Kepler folgte bei seinen Untersucbungen anfangs nocb

den Ideen des Ptolemaus, Kopernikus und Tycbo. Zunacbst

sucbte er die Losung der Frage der ersten Ungleichheit,

die Bestimmung der Elemente der Marsbabn; fiir die Be-

wegung wurden die friiberen Gesetze vorausgesetzt.

Bei der Bestimmung der Elemente konnen die auf die

Lage der Babn beziiglicben getrennt von den iibrigen be-

stimmt werden; Kepler begann daher seine Untersucbungen

mit der Bestimmung der Lage der Marsbabn, d. i. mit der

Bestimmung der Knoten und der Neigung.

I. 1st der Planet zur Zeit der Opposition im Knoten,

so ist dessen Breite gleicb Null und die beobacbtete geo-

zentrische Lange = der beliozentriscben Lange = der Lange

des Knotens. Kepler findet fiir die Lange des aufsteigenden

Knotens Q = 46|- . Den absteigenden Knoten findet Kepler

auf der entgegengesetzten Seite der Sonne, also um 180

verscbieden.

II. Die Neigung bestimmt Kepler direkt aus solcben

Beobachtungen des Planeten Mars, fiir welcbe sich die Erde

in der Knotenlinie der Marsbabn befand. Ist G namlicb
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der Unterschied der geozentrischen Lange des Mars und des

Knotens, /? die beobachtete 'Breite, so wird die Neigung i

erhalten aus:

1st zugleich G = 90, d. h. die Sonne mit dem Planeten

in Quadratur, so ist i =
/?, d. h. die beobachtete Breite

= der Neigung der Bahn. Auch eine Beobachtung dieser

Art fand Kepler in dem tychonischen Nachlasse. Kepler

lindet auf diese Art, und durch zwei andere Methoden be-

statigend, fiir die Neigung den "Wert

'/=!<> 50'.

Durch die Vergleichung einer grb'Beren Anzahl von Be-

obachtungen erhalt Kepler das wichtige Resultat: 1) Die

Knotenlinie der Marsbahn geht nicht durch den mittleren

Sonnenort (durch den wahren bestatiget er am Schlusse)

und hat eine konstante Lage; 2) die Neigung ist unver-

anderlich. Es gibt daher keine Schwankungen der exzen-

trischen Bahnen.

HI. Kepler reduzierte nun die auf den Mittelpunkt der

Erdbahn bezogenen Langen des Planeten Mars auf den

wahren Ort der Sonne; denn letztere ist das Zentrum der

Welt, nicht der leere Mittelpunkt der Erdbahn.

Von zwolf Oppositionen des Planeten Mars (1580 bis

1604) wahlte Kepler vier aus (die von den Jahren 1587,

1591, 1593, 1595); fiir diese vier Orte waren gegeben:

a) Die vier wahren Langen in der Bahn. b) Die vier mitt-

leren Langen in der Bahn, deren Differenzen man, da die

mittlere Bewegung durch die Umlaufszeit bekannt war, genau

kannte. Infolge der Ungenauigkeit der ersten mittleren

Lange konnte man dieselben mit einem konstanten Fehler

voraussetzen. c) Die beobachteten (geozentrischen) Breiten.
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Es seien (Fig. 12) MiJ J 2̂J -^3, -^4 die vier Orte des

Planeten in der Babn, S sei der Mittelpunkt der Sonne,

ASP die Apsidenlinie. Kepler

suchte nun eine Bahn unter der

Voraussetzung, daB erstens die

vier Punkte Ml . . M4 in einem

Kreise, dessen Mittelpunkt ist,

liegen, zweitens die Bewegung des

Planeten von dem Punkte F aus

gleichformig erscheint, wobei die

Punkte F, 0, S in der Apsiden-

linie liegen. Die letztere Annahme

wird dadurch gefordert, daB die Bewegung am schnellsten

ist, wenn das Gestirn der Sonne am nachsten ist.

Die Auflosung geschieht indirekt. Es werde die Lage

der Apsidenlinie und die erste mittlere Anomalie, also die

Winkel
PSMI, PFMt

als bekannt vorausgesetzt*).

Man setze FS = e, und rechne aus den Dreiecken

FSMi, FSM2 ,
FSMS ,

FSM4 ,
in welchem die Seite FS

und die Winkel an derselben bekannt sind, die Entfernungen

SMi, SM2 , SMz, SMt in Teilen von c.

Aus den Dreiecken SMt
M2 und SM^M^ erhalt man

den Winkel MI des Vierecks MiM^M3M4:
und analog die

Winkel Jf2 ,
If3 ,

M. Sollen die vier Punkte M^ . . M
in einem Kreise liegen, so muB daher

1) M, -f- MS = MI + M, = 180.

Da der Punkt als Mittelpunkt des Kreises voraus-

gesetzt wird, so ist Winkel MiOM4 = 2M1
M2M^ der

*) Naherungswerte waren von Tycho angegeben.
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letztere Winkel ist durch die Teile Mi M^S und

bekannt. Bestimmt man im Dreiecke SMi
M

4^

die Seite

MI MI, so kann man im gleichschenkligen Dreiecke OMtM4

den Radius M^ = OM^ in Teilen von c und den Winkel

OMiMt rechnen; mithin auch c in Teilen des Radius an-

geben. Da Winkel OMi 8 = OM^M4 SM^M^ ist, so

kann man im Dreiecke OSM
{
die Seite OS und den Winkel

OSMI bestimmen; nun ist Winkel

2) 0^ = 180 P&Mi.

Man andert nun die Lage der Geraden AP, d. h. den

Winkel PSM^ und die erste mittlere Anomalie, d. L den

Winkel PFM so lange, bis die Bedingungen 1) und 2)

erfullt sind*9).

Nach siebenzig Versuchen erhielt Kepler eine Kreisbahn
;

dabei war, OP= OA = 1 gesetzt:

FO = 0.07232, OS = 0.11332,

also die ganze Exzentrizitat= 0.18564, die Halfte = 0.09282.

Kepler nannte dieseBahn die stellvertretende Hypo-

these, dieselbe stellte (vgl. Art. 44) die Langen in der Babn

auf ungefahr V bis(2^)dar, also bis auf die Genauigkeit

[der tychoniscben Beobacbtungen; sie gibt aber den B-adius-

jjektor Jalscb.

Ungeacbtet der guten Darstellung der Langen in der

Bahn (von den Breiten macbt Kepler keine Erwabnung)

verwarf Kepler diese exzentrische Kreisbahn; dazu bewogen

ibn die unmittelbaren Bestimmungen der Entfernungen des

Mittelpunktes der Babn von dem Mittelpunkte der Welt

(d. i. der Sonne). Kepler bestimmt aus solcben Beobacb-

tungen, wo der Planet in der Nabe des Apbel und Peribel

war (mit Zuziehung der tycboniscben Daten fiir die Ent-
|1

fernung der Erde von der Sonne) die groBte und kleinste 1 1
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Entfernung des Mars von der Sonne und daraus die Ex-

zentrizitat. 20
)

Er findet hierbei e nahe = 0.09, welcher

Wert von e = 0.11332 sehr verschieden ist, mit dem Werte

-|(e -f- e) = 0.09282 nahe ubereinstimmt. Kepler versuchte

nun die gleiche Teilung mit der Exzentrizitat = 0.09282.

Diese Voraussetzung gab in den Anomalien von ungefahr

45, 135, . . einen Fehler von 8' bis 9'*). Diese acht

Minuten waren fiir Kepler der Beweis der Unrichtigkeit

der exzentrischen Kreisbahn mit gleicher Exzentrizitat.

Der stellvertretenden Hypothese bediente sich Kepler zur

Berecbnung der wahren Anomalie, woher er ibr auch diesen

Namen gab.

53.

Mit der Erkenntnis der Unbaltbarkeit der im vorigen

Artikel erwahnten Hypotbesen fiir die Marsbabn trat ein

Wendepunkt in den Arbeiten Keplers ein; er folgte von

nun an nur mebr seinen eigenen Ideen. Zunachst versuchte

nun Kepler die Losung der Frage der zweiten Ungleichheit?

und da diese ihren Grund in der Bewegung der Erde hat
r

so suchte Kepler eine genaue Bestimmung der Erdbahn.

Die Notwendigkeit der Losung dieser Aufgabe fur die

weiteren Untersuchungen iiber die Marsbewegung hatte er

bereits bei der Widerlegung der stellvertretenden Hypothese

erkannt.

Tycho hatte die Sonnenbahn als einen exzentrischen

Kreis mit dem Mittelpunkt als punctum aequans voraus-

gesetzt. Durch die Bestimmung der grofiten Mittelpunkts-

gleichung cp
= 2 3J-' erhielt er die Exzentrizitat

sin cp
== e = 0.03584, die Halfte = 0.01792.

*) Da dieser Wert der Exzentrizitat von dem wahren sehr wenig-

abweicht, so geniigt fiir die Fehlerschatzung der Unterschied der
Glieder der zweiten Potenz, wie er in Art. 44 angegeben ist.

Frischauf, Astronomie, 3. Aufl. 9
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Kepler hatte bereits in seinem >Geheinmis des Welt-

baues die Ansicht geauBert, daB, wenn die Erde nach der

kopernikanischen Ansicht ein Planet ist, die gleiche Teilung

stattfinden miiBte. Als nun Tycho an Kepler schrieb, daB

sich die Erdbahn (aus den Beobachtungen der oberen Pla-

neten) zu verengern und erweitern scheme, kam Kepler un-

mittelbar zur Ansicht, daB ihr Mittelpunkt nicht das punctwn

aequans sein konne.

Kepler suchte nun eine unabhangige Bestimmung der

Elemente der Erdbahn und bediente sich hierzu der Beob-

achtungen des Planeten Mars.

Es sei (Fig. 13) der Planet Mars mehrmals in demselben

Punkte M seiner Bahn beobachtet worden. 21
)
Zur Zeit der

ersten Beobachtung sei die Erde im

Punkte E1 . Ist N die Projektion des

Ortes M auf die Ekliptik, so sind, wenn

man die heliozentrische Lange des

Punktes M oder N und die Lange der

Sonne kennt*), im Dreiecke SE^N
die samtlichen Winkel bekannt, also das Verhaltnis

SEi : SN
gegeben.

Nach Ablauf eines siderischen Marsjahres befinde sich

die Erde im Punkte E2 ,
man erhalt dadurch wieder das

Verhaltnis

SE2 : SN; usw.

Man kann daher die Distanzen 8Eiy SE2j . . in Teilen

der Distanz SN bestimmen.

*) Die heliozentrische Lange des Mars erhalt man hinreichend

genau aus der stellvertretenden Hypothese, die Lange der Sonne

durch die Beobachtung.
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1) Sind (Fig. 14) zwei Distanzen JEi ,
SE2 und deren

Lage gegeben, so erhalt man - - die Lage der Apsiden-

linie AP der Erdbahn (aus den tycho-

nischen Bestimmungen) als bekannt

vorausgesetzt die Elemente der Erd-

bahn auf die folgende Art: Im Drei-

ecke SEi E2 bestimme man die Sehne

E^ und den Winkel bei^. Zieht

man vom Mittelpunkte die Gerade OBA-E^E^, ferner

SD LEiEi, 8C\\E^E^ so erhalt man im Dreiecke SE^ D
die Seiten SD = CB und E^D und damit

Im Dreiecke SOC kennt man die Seite SC und den

Winkel OSC, weil die Lagen der Geraden E^E^ und AP
bekannt sind, man erhalt daher die Seite 0(7 und OS.

Aus OB = OC+ SD und EB erhalt man den Eadius

OEi = OE% und damit die Exzentrizitat

e=*-.

2) Sind (Fig. 15) drei Distanzen SEi9 SE2 ,
SES und

deren Lage gegeben, so kann man aus denselben samtliche

Elemente der Erdbahn bestimmen. In

dem Dreiecke SEi
E2 rechne man die

Seite EiE2 , analog E^E^^ E$E. Nun

bestimme man den Winkel E^E^E^\

da dieser = | Winkel E^ OE% 1st, so j

kann man im Dreiecke OE
iE2 den

Kadius OE^ = OE2 und den Winkel

OEiEi berechnen. Damit erhalt man

den Winkel OE1 S = Winkel /SjEl^ OE^E^, wodurch

im Dreiecke OSE^ die beiden Seiten und der eingeschlossene
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Winkel bekannt sind. Aus dem Dreiecke OSEi erhalt man

die GroBe und Eichtung der Seite OS.

Kepler fand nach diesen Methoden fiir die Exzentrizitat

im Mittel den Wert: e = 0.01800, also ungefahr den halben

Wert der Entfernung des punctum aequans von der Sonne

nach dem tychonischen System. Damit war die gleiche Tei-

jung der Exzentrizitat fiir die Erdbahn nachgewiesen.

Zusatz. 1st die Erdbahn bekannt, so kennt man im

Dreiecke SE^E^ der Fig. 13 die Seiten 8E^ SE% und den

Winkel Ei SE2 . Man kann daher die Seite E1
E2 und die

Winkel bei E^ und E2 rechnen. Da der Winkel SEi
N der

beobachtete Langenunterschied zwischen Mars und Sonne

1st, so 1st der Winkel E^E^Nnnd. analog der Winkel E^E2N
bekannt: man kann daher im Dreiecke E1E2N die Seiten

EN und EIN berechnen. Man kann nun aus dem Drei-

ecke SEiN oder SE^N die Seite SN und die Lage dieser

Linie, d. i. die Projektion der Entfernung von der Sonne

und die heliozentrische Lange des Mars bestimmen.

In dem Dreiecke E^MN ist der Winkel bei Ei
= der

beobachteten Breite, man erhalt daher die Distanz MN.
Aus dieser und der Distanz SN erhalt man den Winkel

NSM = der heliozentrischen Breite des Mars und die

Distanz SM des Planeten von der Sonne.

54.

Die leitende Idee fiir die weiteren Untersuchungen Keplers

liber die Bewegung des Mars lieferte ihm die bereits im

Geheimnis des Weltbaues ausgesprochene Ansicht, daB die

Sonne die Ursache der Planetenbewegung ist, also die Ge-

schwindigkeit des Planeten von seiner Entfernung von der

Sonne abhangig ist. Die Kraft, welche den Planeten kreis-

formig bewegt, nimmt namlich mit der Entfernung ab
;
denn
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sie verbreitet sich (ahrilich wie das Licht) auf einen groBeren

Raum. Dieser Gedanke fuhrte ihn zunachst zur Entdeckung

seines zweiten Gesetzes, welches also der Zeit nach das

erste ist.

Die Ableitung geschieht bei Kepler auf die folgende Art:

1) Die Zeit, welche der Planet braucht, urn gleiche und

unendlich kleine Bogen des exzentrischen Kreises zu be-

schreiben, sind der Entfernung des Planeten von der Sonne

proportional. Fiir die Orte des Planeten in der Nahe des

Perihel und Aphel wird dies im Sinne der ptolemaischen

Theorie so bewiesen:

Es sei (Fig. 16) MFN eine durch das punctum aequans F
gezogene Gerade, welche mit der

Apsidenlinie PA einen sehr kleinen

TVinkel bildet, so werden die Bogen

PM und AN in gleichen Zeiten

zuriickgelegt. Da fiir die Bogen

MP und AN die Sehnen gesetzt werden konnen und

A PMF~ A ANF ist, so ist

PM: AN=FP:FA = 8A : SP,
oder

Ist PM=ms, AN= ns und t die Zeit, in welcher

der Bogen PM oder AN zuriickgelegt wird, so sind die

Zeiten, in welcher ein Bogen s in der Nahe des Perihels

und Aphels zuriickgelegt werden. bzw. und -
: also ihrm n '

Verbaltms = SP:SA.

Diesen fiir die Apsiden gefundenen Satz dehnt Kepler

auf alle Punkte der Bahn aus und folgert:

2) Die Summe der Zeiten, in welcher ein endlicher

Bogen beschrieben wird, ist also proportional der Summe
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der Entfernungen, d. i. der Flache, welche der Kadiusvektor

durchstreift (zweites Keplersches Gesetz).

Das Gesetz ist richtig, die Ableitung aber falsch, die-

selbe gilt nur fiir die Apsiden, welche Punkte hier Kepler

nur beriicksiclitigt.
22

)

Kepler ist sich dieses Fehlers, wenn fiir die Summen

der Entfernungen die Flachen gesetzt werden, bewuBt; er

halt jedoch an der Richtigkeit des zweiten Gesetzes fort-

wahrend fest, da es, wie im nachsten Artikel bewiesen wird,

durch die Bewegung der Erde um die Sonne bestatigt wird.

Zusatz. Sind w und w' die den Bogen PM und AN
zugehorigen Winkel, so ist

woraus mit Zuziehung von PM- SP= AN- SA folgt

welche Grleichung fiir alle Punkte der Bahn giiltig ist; denn

sie enthalt das zweite Gesetz.

55.

Durch das zweite Gesetz wird zum erstenmal an die

Stelle der bis jetzt festgehaltenen geometrischen Auf-

fassung der planetarischen Bewegung diemechanische (als

Ausflufi der bewegenden Kraft der Sonne) gesetzt.

Dieses Gesetz gibt fiir die Bewegung eines Himmels-

korpers in einer Kreisbahn nachstehende Bestimmung der

Mittelpunktsgleichung und des Radiusvektors.
Fig. 17.

1) Die Flache 8PL (Fig. 17) ist das MaB

der mittleren Anomalie, denn dieselbe ist der

Zeit proportional.

Der Winkel POL = E ist die exzentrische

o S F Anonialie.
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Die Flache des Dreiecks SLO ist das MaB des Uber-

schusses der exzentrischen Anomalie iiber die mittlere.

Der Winkel cp
= SLO, d. i. die optische Gleichung, ist

der UberschuB der wahren Anomalie iiber die exzentrische.

Ist t die seit dem Durchgange durch das Perihel ver-

flossene Zeit, U die Umlaufszeit des Planeten, so ist

Flache SPL :a*7t = t:U

Flache SPL = Flache OPL A OSL

also

E esinE= -t = mittlere Anomalie = a .

2) Projiziert man den Radiusvektor SL auf die Gerade

OL, so erhalt man

r cos
cp
= a ae cosE

r sin cp
= aesin E,

woraus
r = (a ae cosE) sec <p

esinJE

folgt. AuBerdem ist v = E-\- (p.

Aus diesen Gleichungen folgt

v = a -f- Ze sin a -{- f e* sin 2 a -f-

Die Differenz: Ellipse Kreis = \ e2 sin 2 a*) ,
also

im Maximum wieder ungefahr 8' (welchen Fehler, s. nachsto

Seite, auch Kepler bei der Vergleichung der tychonischen Be-

obachtungen fand). Der Fehler ist (bis auf Glieder zweiter

Ordnung) von gleicher GroBe, aber entgegengesetztem Zei-

chen, wie bei der Hypothese der gleichen Teilung der Ex-

zentrizitat.

Fiir die Erde ist diese Differenz verschwindend
;
urn das

neue Gesetz auch durch die Bewegung des Mars zu kon-

*) Vgl. die Note des Art. 52.
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trollieren, ermittelte Kepler aus den Beobachtungen des

Mars in der Nahe des Perihels und Aphels neue Werte fiir

die Lage der Apsidenlinie, Perihelzeit, mittlere Entfernung

und Exzentrizitat der Marsbahn. Die Vergleichung der

tychonischen Beobachtungen gab wieder Unterschiede in

den Langen, die im Maximum auf ungefahr 8' stiegen.

56-

Nachdem alle Versuche, unter Voraussetzung des exzen-

trischen Kreises, die Marsbahn aus den beobachteten

Langen zu bestimmen, miBlungen waren, suchte Kepler ver-

mittels der Entfernungen des Mars von der Sonne die Figur

der Bahn zu bestimmen.

Zu diesem Ende rechnete er drei Distanzen auBer den

Oppositionen; die eine in der Nahe der mittleren Entfer-

nungen, die beiden anderen nahe am Aphel. Das Resultat

war folgendes:

aus der Kreishyp. aus den Beob.

berechnete Entfernungen

1.48539 1.47750

1.63883 1.63100

1.66605 1.66255.

Die Fehler betragen bzw. 789, 783, 350 Einheiten der

fiinften Dezimale.

Weil die wahren Distanzen kleiner sind, als die aus der

Kreishypothese berechneten, so folgerte Kepler: Die Bahn

des Planeten ist kein Kreis, sondern eine Art von Oval,

welches sich in den Apsiden an den Kreis anschliefit, gegen

die mittleren Entfernungen zu von dem Kreise immer mehr

abweicht. Fur diese Ovalform gibt sogar Kepler Griinde;

die Konstruktion dieser ovalformigen Kurve (mit einem

breiteren Ende im Aphel und einem spitzeren im Perihel)
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zu bestimmen, sowie dieselbe in Teile nach gegebenem Ver-

haltnisse zu teilen, machten ihm grofie Schwierigkeiten.

Beide Aufgaben wurden nur naherungsweise auf folgende

Art gelost:

1) Die Punkte der Ovallinie werden durch Verbindung

der stellvertretenden Hypothese des Art. 52 III. mit der

der gleichen Teilung erhalten. Die stellvertretende Hypo-

these bestimmt die wahre Lage des Radiusvektors. Be-

schreibt man aus der Mitte der ganzen Exzentrizitat FS

(der Fig. 8) mit der mittleren Entfernung als Halbmesser

einen Kreis und zieht den Radius ON unter dem Winkel

der mittleren Anomalie, so stellt die Distanz SN die wahre

GroBe des Radiusvektors dar. Zieht man daher von S

unter der wahren Lage des Radiusvektors eine Gerade und

schneidet auf ihr SL = SN ab, so ist der Punkt L der

Ort des Planeten in der Ovale. Aus dieser Konstruktion

folgt

r2 = a2 2a^e cos a + a2e2

= (a ae cos a)
2 + a2 e2 sin a2

- = 1 e cos a -f- ie2 sin a2
;a

Ellipse Ovale = |-e
2 sin a 2

.

2) Fur die Quadrierung und Teilung der Ovale (von der

Sonne aus) bediente sich Kepler einer Ellipse, deren groBte

Breite des sichelfb'rmigen Randes, den sie vom exzentrischen

Kreis abschneidet, 0.00858a betragt; denn von dieser GroBe

war die groBte Breite der durch die Ovallinie abgeschnit-

tenen Sichel.

Als jedoch Kepler die nach der Ovalhypothese berech-

neten Distanzen des Mars von der Sonne mit den aus den

Beobachtungen erhaltenen verglich, fand er sie zu klein,
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und zwar in der Nahe der mittleren Entfeisiung urn 660 Ein-

heiten der fiinften Stelle. Ebense hatte sein astronomischer

Freund David Fabricius, dem er diese letzteren Unter-

suchungen mitgeteilt hatte, aus der Yergleichung der be-

rechneten (geozentrischen) Orte mit den Beobachtungen ge-

sclilossen, daB die Ovalhypothese die Disfanzen zu kurz

gabe. Kepler war jedoch bereits mit der Verbesserung

seiner Theorie beschaftigt, als er von Fabricius diese Nach-

richt erhielt; diese Verbesserung, die ihn schlieBlich zur

wahren Figur der Marsbahn fuhrte, bot sich ihm auf fol-

gendem Wege dar.

Fiir den in Art. 55 erwahnten Wert der Exzentrizitat

e = 0.09264 ist die optische Gleichung cp, entsprechend der

groSten Mittelpunktsgleichung, bestimmt durch

tang cp
=

e, also
cp
= 5 18'.

Durch einen gliicklichen Zufall geriet Kepler auf die

Sekante dieses "Winkels = 1.00429, welche von der Einheit

um 0.00429 abweicht. Ungefahr dieselbe GroBe betragt in

der Nahe der mittleren Entfernungen der Fehler von -

im exzentrischen Kreise. >Setzt man daher in der mitt-

leren Entfernung statt der Sekante der optischen Gleichung

den Radius, so erhalt man den wahren Wert. Dieses fur

die Anomalien von nahe =90 oder 270 gefundene Re-

sultat dehnte Kepler auf alle Punkte der Bahn aus; er

schloB ganz allgemein, daB man durch die Multiplikation

des aus dem exzentrischen Kreise erhaltenen Radiusvektors

mit dem Kosinus der optischen Gleichung die wahre Distanz

erhalt; d. h. daB r = a ae cosE

ist. 23
)

Dieses Resultat bestatigt Kepler durch die Verglei-

chung mit einer Reihe von Distanzen, welche er aus den

tychonischen Beobachtungen erhalten hatte.
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Nachdem das Gesetz fur die GroBe des Eadiusvektors

gefunden war, handelte es sich um die Bestimmung der

Lage desselben; diese muBte so gewahlt werden, daB das

obige empirisch gefundene Gesetz nicht gestort wiirde. Dazu

bot sich fiir Kepler zunachst folgendes dar:

Es sei (Fig. 18) der Mittelpunkt des exzentrischen

Kreises, OS die Exzentrizitat. Beschreibt man aus S mit

demselben Eadius einen Kreis, und aus einem beliebigen

Punkt If des Umfanges des
I lg. lo.

letzteren mit dem Radius

= OS einen Epicykel, so

schneidet dieser den ex-

zentrischenKreis im Punkte

L derart, daB das Viereck

OSML einParallelogramm

ist, wie man unmittelbar ersieht, wenn man die Gerade SL
zieht. Ein aus dem Punkte als Mittelpunkt beschriebener

exzentrischer Kreis kann daher durch einen aus 8 mit dem-

selben Halbmesser beschriebenen Kreis und einen Epicykel

ersetzt werden, wenn der Radius des Epicykels gleich ist

der Exzentrizitat.

Ist nun ^3- POL = E= exzentrischen Anomalie be-

stimmt nach Art. 55
,

so ist ^C LMS = E, also SR
= 8M EM= a ae cos E = r, wenn LE _L SM ist.

Der Planet hat sich daher mit seinem Perihel in dem

zur Sonne gerichteten Durchmesser des Epicykels von seiner

anfanglichen Entfernung p = a ae um die GroBe q =
ae(1 cos E) entfernt.

Beschreibt man nun aus dem Punkte S mit dem Radius

SR einen Kreis, welcher die Gerade OL im Punkte T

schneidet, so stellt ST die GroBe und Lage des Radius-

vektors dar.
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Als jedoch Kepler diese Bestimmung der Lage mit der

stellvertretenden Hypothese verglich, fand er Unterschiede

von 4' 5'; er war nun selbst bereit, das obige richtige

Gesetz der Distanzen fallen zu lassen.

Nun kehrte Kepler wieder zur Ellipse zuriick, da er

sich dieser Linie bereits bei der Ovalhypothese als Hilfs-

mittel bedient hatte, er setzte jedoch gemaB den friiheren

Bestimmungen fiir die Marsbahn eine Ellipse, deren grb'Bte

Breite des sichelformigen Randes, welchen dieselbe vom

exzentrischen Kreis abschneidet, 0.00429 a betragt*).

Kepler beweist nun, daB gerade in der Ellipse, wenn

sicb im Brennpunkte die Sonne befindet,

r = a ae cosE

ist; die Lage des Radiusvektors ist dann bestimmt durch

r cos v = a cos E ae.

Der Fehler der vorigen Lagenbestimmung hatte, wie

Kepler selbst bemerkt, seinen Grund darin, daB statt des

Durcbschnittspunktes der Senkrechten vom Punkte L auf

die Apsidenlinie mit dem Kreisbogen RT (d. i. des Punktes

der Ellipse) der Punkt T als Ort des Planeten genommen
wird.

Statt des Verhaltnisses der elliptischen Flachen setzt

Kepler (genau nach dem in Art. 2 durchgefiihrten Wege)

das entsprechende Verhaltnis der Flachen des exzentrischen

Kreises.

Auf diese Art erhielt Kepler das wichtige Resultat:

Die Bahn des Mars ist eine Ellipse, in deren einem Brenn-

punkte sich der Mittelpunkt der Sonne befindet.

*) Fur die obige Exzentrizitat betragt der genaue Wert dieser

Breite 0.00431 a.
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57.

SchlieBlich beschaftigte sich Kepler mit einer Verbesse-

rung der Marselemente, namentlich mit der genaueren Be-

stimmung von Knoten und Neigung, welche fiir die Dar-

stellung der Breiten von besonderer Wichtigkeit sind. Trotz

aller Sorgfalt konnten letztere nur bis auf 4' 5' dargestellt

werden. Kepler schob diese Unterschiede auf die Fehler

der Beobachtungen, auf die Refraktion und Parallaxe.

Diese beiden Gesetze wandte Kepler auch auf die iibrigen

Planeten an, und bestimmte unter Yoraussetzung dieser Ge-

setze deren Bahnelemente. Auf Grundlage dieser neuen

Elemente und der tychonischen Beobachtungen der Fix-

sterne und des Mondes wurden die rudolfinischen

Tafeln (erschienen 1627) berechnet; die ersten astronomi-

schen Tafeln, die sich auf die wahre Planetentheorie griin-

deten. Das Bediirfnis nach neuen, richtigeren Tafeln hatte

sich immer mehr gesteigert; denn im Jahre 1625 betrug

die Abweichung des Mars von den prutenischen Tafeln

nahe 5. Den Namen trugen die Tafeln von dem Gonner

der Astronomie Kaiser Rudolf II. (gest. 1612). Der An-

fang zu diesen Tafeln geschah bereits durch Tycho: die

theoretischen Arbeiten Keplers, die traurigen Verhaltnisse

des dreiBigjahrigen Krieges batten das Erscheinen derselben

so lange verzogert.

58.

Durch die Bestimmung der genaueren Bahnelemente der

Planeten aus den tychonischen Beobachtungen wurde die

in Art. 49 angefiihrte Idee des Geheimnisses des Weltbaues

nach den fiinf regularen Korpern nicht bestatigt.

Die Aufsuchung des Grundes dieser Abweichung fiihrte

Keplern zur Harmonie der Welt, dargestellt in dessen
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>Harmonicas mundi, . . Lintii 1619
,
in welcher sein drittes

Gesetz enthalten 1st 24
).

Den Ausgang dieser Untersuchungen bildete seine bereits

im Geheimnis des Weltbaues ausgesprochene Ansicbt, daB

im Sonnensystem (soweit es ihm bekannt war) Gesetz und

Ordnung herrsche, daB die Anzahl der Planeten und die

Anordnung ihrer Bahnen bestimmten Gesetzen unterworfen

sei und daB die Bewegungen in bestimmten, zum System

gehorigen Ursacben ibren Grund haben. Durcb das Gesetz

der fiinf regularenKorper ist nur die Anordnung des Planeten-

systems im groBen und ganzen gegeben, also die Urform

des ruhenden Systems ;
die Bewegung in den einzelnen Inter-

vallen ist durcb die Harmonien der Welt (des Himmeis)

geregelt, der Bewegung zuliebe muBten die den fiinf

regularen Korpern entsprecbenden Entfernungen etwas ge-

andert werden, so daB gewisse Unterscbiede von der Dar-

stellung nacb der Idee der fiinf Korper eintreten miissen.

Diese beiden Prinzipe steben durcb die regularen Viel-

ecke in Verbindung. In den fiinf regularen Korpern kommen

nur das Dreieck, Yiereck und Fiinfeck vor, ebenso geben

nur die Teilungen einer Saite nacb den Zablen 2, 3 und

5 Konsonanzen.

Die Harmonien, wodurcb die Bewegungen der Planeten

im besonderen bestimmt sind, sind nur in den taglicben

beliozentriscben Winkelbewegungen ausgedriickt; in den

taglicben Wegstiicken desbalb nicbt, weil diese den Ent-

fernungen umgekebrt proportional sind, und letztere den

fiinf Korpern und nicbt den Harmonien angepaBt sind.

Man kann die taglicben Winkelbewegungen gleicbsam

als Tone betracbten, deren Scbwingungszabl gleicb ist der

Anzabl der Sekunden der Winkelbewegung. Andert sich

daber die tagliche Winkelbewegung, so andert sicb der Ton ;
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der Planet wird daher bei seiner Bewegung ein gewisses

Tonintervall durchlaufen.

Die taglichen Winkelbewegungen andern sich mit den

Entfernungen des Planeten von der Sonne; sind nainlich

w, w' die taglichen Winkelbewegungen fiir die Zeiten
,
f

,

die zugehorigen Entfernungen r, /, so ist nach dem zweiten

keplerischen Gesetze

wenn die GroBen r, /; w, w' innerhalb eines Tages als kon-

stant angesehen werden. Daraus folgt
_

r:r' = Vwf

: Vw .

Aus dem Verhaltnisse der groBten und kleinsten tag-

lichen Winkelbewegung kann man das Verhaltnis der klein-

sten und groBten Entfernungen bestimmen, und damit erhalt

man die Exzentrizitat

= r' r = \ r:r'~
r'+r l-|-r:r"

wo r die kleinste und / die groBte Entfernung bedeutet.

59.

Die Harmonien sind nach Kepler in der Planetenbewe-

gung in folgender Weise ausgedrlickt :

1) Sind die Verhaltnisse der langsamsten Bewegung eines

Planeten zu seiner schnellsten, d. h. das Intervall seines tief-

sten Tones zum hochsten, von kleinen Unreinheiten abgesehen,

bei den Planeten mit Ausnahme von Erde und Venus har-

monisch.

Denn aus den tychonischen Beobachtungen ergeben sich

nahezu folgende Verhaltnisse:

Fur Saturn | = groBe Terz, fur Jupiter f = kleine

Terz; fur Mars f = Quinte, fur Erde || = Halbton, fur

Venus || = Diesis, fur Merkur T\= Oktave mit kleiner Terz.
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2) Sind auch die Extreme der taglichen Bewegung je

zweier Planeten harmonisch. Diese Vergleichung kann auf

doppelte Weise durchgefiihrt werden.

a) Man bestimmt das Intervall der langsamsten Bewegung
ernes oberen Planeten zur schnellsten des nachst unteren:

divergierendes Intervall .

b) Man bestimmt das Intervall der schnellsten Bewegung

des oberen Planeten zur langsamsten des nachst unteren:

> konvergierendes Intervall .

Fur beide Arten von Intervallen erhalt man wieder aus

den tychonischen Beobachtungen nahezu harmonische Zahlen
;

dadurch ist es moglich, daB samtliche Planeten zusammen-

klingen.

Durch die' Harmonien in 1) ist, wie im vorigen Artikel

erwahnt wurde, die Exzentrizitat, und durch diese die Form

der Bahn bestimmt. Ebenso laBt sich aus dem Intervalle

des Tones, welches ein Planet bei seiner Bewegung durch-

lauft, das Verhaltnis seiner Entfernungen r:rf

Vw' : w
bestimmen

;
man kann daher auch die Entfernung r in Teilen

einer bestimmten /, etwa gleich der mittleren, angeben.

Sind daher die Verhaltnisse der mittleren Entfernungen der

Planeten zu irgendeiner mittleren bekannt, so kann man

die Entfernung r in Teilen dieser mittleren Entfernung an-

geben.

Aus den fiinf regularen Korpern lassen sich die genauen

Werte der Verhaltnisse der mittleren Entfernungen nicht

bestimmen, die wahren Werte folgen aus den Harmonien:

es mlissen sich daher aus den mittleren taglichen "Winkel-

bewegungen der Planeten, welche zu den mittleren Ent-

fernungen gehoren, diese Verhaltnisse bestimmen lassen.

Dazu ist notig, daB das Gesetz zwischen den mittleren tag-

lichen Winkelbewegungen (oder Umlaufszeiten) und den
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mittleren Entfernungen bekannt ist; in diesem Gesetze 1st

die Verbindung der beiden Prinzipe des Weltbaues nach

den fiinf regularen Korpern und nach den Harmonien aus-

gedriickt.

Zunachst war es gewiB, daB die Umlaufszeit eines Pla-

neten von seiner mittleren Entfernung abhangt; daB der

groBeren Umlaufszeit die gro'Bere Entfernung entspricht,

daB jedoch das Verhaltnis kein einfaches ist, sondern das

der Uinlaufszeiten groBer ist. Kepler erklarte dies dadurch,

daB die Umlaufszeit des entfernteren Planeten einerseits

durch den groBeren Raum, den der Planet zu durchlaufen

hat, anderseits durch die Abnahme der Sonnenkraft in der

Entfernung vergroBert wird. Es war eine gliickliche Idee,

die ihn bestimmte, die verschiedenen Potenzen der Umlaufs-

zeiten und mittleren Entfernungen miteinander zu verglei-

chen. Kepler spricht das gefundene Gesetz im 3. Kapitel

des fiinften Buches der Harmonien folgendermaBen aus:

>Es ist ganz gewiB, daB das Verhaltnis der periodischen

Umlaufszeiten genau das einundeinhalbfache*) des Verhalt-

nisses der mittleren Entfernungen der Planeten, d. i. der

Planetenspharen selbst, ist.

60.

Durch Umkehrung der gefundenen Resultate erhalt

Kepler folgendes Axiom: Die Weltakkorde und die Har-

monien sind der Zweck des Weltschopfers, die GroBe (be-

stimmt durch die fiinf regularen Korper) und die Form

(bestimmt durch die Exzentrizitaten) der Bahnen sind das

Mittel dazu.

Diese ganze Untersuchung Keplers bezweckte eine Zu-

sammenfassung des Sonnensystems als eines wohlgeordneten

*) Alterer Ausdruck fur die Hte Potenz eines VerhM,ltnisses.

Frischauf, Astronomie. 3. Aufl. ^Q
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Ganzen, d. i. als Kosmos, also eine Zuriickfiihrung der

Elemente der Planeten und ihrer Bewegungen auf mathe-

matische Verhaltnisse. Von den Elementen waren fiir inn

die auf die Lage der Bahn und auf die Epoche beziiglichen

durch den Zufall, die auf die GroBe und Form der Bahn

beziiglichen durch die Harmonien bestimmt. Diese Idee

wird in folgender Weise verwirklicht:

Fiir einen einzelnen Planeten findet die Harmonie in

den Punkten seiner Apsidenlinie statt; damit eine Gesamt-

liarmonie moglich ist, durften fiir die einzelnen Planeten

nur solche Harmonien gewahlt werden, welche den fiinf

Korpern angepaBt sind, d. h. es muBten den Planeten be-

stimmte mittlere Bewegungen zugeteilt werden; diese hangen

daher von den mittleren Entfernungen ab. Umgekehrt

kb'nnen aus dem Gesetze der Harmonien die mittleren Ent-

fernungen und Exzentrizitaten bestimmt werden. 25
)

Das Verstandnis der keplerischen Gesetze erhielt sich

hauptsachlich in England, wo sie nicht nur durch neue Be-

obachtungen bestatigt wurden, sondern wo man Unter-

suchungen iiber die infolge der allgemeinen Anziehung ver-

ursachten Storungen anstellte. Durch Newtons Ent-

deckung der allgemeinen Anziehung fanden die keplerischen

Gesetze einerseits ihren innern Zusammenhang, als auch

andererseits die zur Darstellung der Planetenbewegung notige

Erganzung. Am Kontinente wurden die von Kepler zur

Erklarung der Erscheinung erdachten Kraftkreise zur Wir-

beltheorie ausgebildet, welche Theorie sich bis Ende des

achtzehnten Jahrhunderts erhielt. 26
)
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Dritter Abschnitt.

Zum Problem der Bahnbestimmung.

61.

Wie bereits im Art. 57 erwahnt wurde, verdankt man

Keplern die erste genauere Bestimmung der Bahnelemente

der Erde und der fiinf groBeren Planeten. Diese Be-

stimmung war, nach der Erkenntnis der wahren Bewegungs-

gesetze, insofern von keiner grofien Schwierigkeit, da man

mit Zuziehung der altesten Beobachtungen genaue Werte

fiir die mittleren taglichen Bewegungen erhielt, und anderer-

seits fiir die iibrigen Elemente aus dem reichen Schatze

der tychonischen Beobachtungen die zur Bestimmung eines

jeden Elementes passendsten Beobachtungen ausgewahlt

werden konnten. Selbst die Entdeckung des Planeten

Uranus (im Jahre 1781 durch W. Herschel) forderte

das Problem der Bahnbestimmung der Planeten nicht weiter,

da man vermoge der Kleinheit der Exzentrizitat und der

Neigung der Bahn durch die Voraussetzung einer kreis-

formigen Bahn, deren Ebene mit der Ekliptik zusammen-

fallt, bereits hinreichend genaherte Elemente erhielt.

Man kann namlich in diesem Falle aus zwei beobach-

teten Langen die Elemente: mittlere Entfernung und Epoche

bestimmen.

Es seien (Fig. 19)

Fig. 19.
LIJ L2 die Orte des Planeten,

Si, EI die zugehorigen Orte der Erde,

8 die Sonne.

1st t die Zwischenzeit der beiden Be-

obachtungen, so ist die zugehorige mittlere

Bewegung

10*



148

wo a = SLi = SL2 die mittlere Entfernung bedeutet.

Aus den Dreiecken SE^L^ SE2L2 folgt, wenn SEi = jR1;

Winkel ^A^ = Ai -A#iS = ^ ,
usw. und Ei&Ei = S

gesetzt wird,

(1) sin Ll =

(2) -*4
= S

a 2

Man muB nun die GroBe a so bestimmen, daB den

Gleichungen (1) und (2) geniigt \vird.

Fur den Planeten Uranus wird diese Losung dadurch

vereinfacht, daB a gegen R v

oder -K2 senr r ^ -ist; man

kann daher in (1) statt der Sinusse die Bogen setzen, und

erhalt dadurch

,- _ RL sin EI j _ RZ sin &2
''

asinl" '
:

asinl"

kt a i IT t IT Qno i
A sin J!i +

a 2

oder, wenn

sn ~ 4
=/?,a^ : =

,

wobei a und A: in Sekunden auszudriicken ist, gesetzt wird,

ace3
-j- @x = A:#.

Yermittels der regula falsi kann man diesen erhaltenen

Wert cc derart verbessern, daB er den Gleichungen (1) und

(2) vollkommen geniigt.

Ist a gefunden, so erbalt man die Epoche aus dem

Winkel E^SL^ oder E28L2 .

Die genauere Bahnbestimmung konnte man bis dahin

aufschieben, wo man aus den haufigeren und entfernteren
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Beobachtungen die passendsten auswahlen konnte. Diese

Bestiinmung wurde auBerdem durch das Auffinden alterer

Beobaclitungen des Uranus erleichtert.

62.

Ungleich grofiere Schwierigkeiten verursachte die Bahn-

bestimmung des ersten Asteroiden Ceres. Dieser Planet

wurde am 1. Januar 1801 von Piazzi in Palermo bei der

Beobachtung von Fixsternen entdeckt und bis zum 11. Fe-

bruar beobachtet. Hier handelte es sich zum ersten Male

um die Losung der Aufgabe: Die Bahn eines Himmels-

korpers aus Beobachtungen, die keinen grofien Zeitraum

umfassen, ohne jede hypothetische Voraussetzung zu be-

stimmen.

Karl Friedr. GauB (geb. 1777, gest. 1855), der sich

bereits vor der Entdeckung der Ceres mit dem eben ge-

nannten Problem beschaftigt hatte, bestimmte nun fiir die

Ceres eine Bahn, welche die ganze B,eihe der Piazzischen

Beobachtungen (andere waren nicht vorhanden) hochst be-

friedigend darstellte. Die erste heitere Nacht der nachsten

Erscheinung, in der man den Planeten suchte, gab den-

selben an dem berechneten Orte.

Aus den urspriinglichen Methoden, welche GauB zur

Berechnung der Ceresbahn angewandt hatte, entwickelte

sich infolge fortgesetzter Untersuchungen dessen Theoria

motus corporum coekstium in sectionibus conicis solem am-

bientium*.

Die weiteren Bemiihungen beziiglich der erwahnten

Hauptaufgabe der theoretischen Astronomic waren teils auf

die Yereinfachung der dabei erforderlichen Eechnungen,
teils auf einen genaueren Ausgang fiir eine erste Hypothese

gerichtet. Als bedeutendsten Fortschritt in letzterer Be-
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ziehung miissen die einfachen und dabei sehr genauen

Naherungsausdrucke, die J. W. Gribbs fiir die Dreiecks-

verhaltnisse n:n':n" gegeben hat, erwahnt werden.

68.

Nicht geringer waren die Schwierigkeiten ,
welche sich

yor der Aufstellung der Olberschen Methode der Bahn-

bestimmung der Kometen entgegenstellten. Obgleich man

bei den Kometenbahnen (mindestens in erster Annaherung)

mit der Parabel 27
)

ausreicht also ein Element weniger

zu bestimmen hat
,
so wird dieser Yorteil durch den Um-

stand, daB man, wegen der kurzen Sichtbarkeit dieser

Himmelskorper, sich die Beobachtungen nicht willkiirlich

auswahlen kann, sondern diejenigen benutzen muB, welche

der Zufall darbietet, bei weitem aufgewogen. Man wurde

daher bei den Kometen zu der unmittelbaren Losung des

Problems, eine parabolische Bahn zu bestimmen, gedrangt.

Die erste Losung des eben genannten Problems gab

Newton, wodurch man jedoch erst (auf dem Wege der

Konstruktion) nach ziemlich muhsamen und zahlreichen Yer-

suchen die gesuchten Elemente erhalt. Die direkte analy-

tische Losung wiirde zu ganz unauflosbaren Gleichungen

fiihren; man zog es daher vor, auf indirektem "Wege die

Aufgabe analytisch zu losen. La Caille bediente sich des

Yerfahrens, fiir drei Beobachtungen durch Yersuche die

beiden auBersten Distanzen des Kometen von der Erde

derart zu bestimmen, daB der mittleren Beobachtung durch

die daraus erhaltenen Elemente geniigt wird. Das ziemlich

muhsame Yerfahren der Bestimmung zweier Unbekannten

suchten Boscovich, Lambert, Euler durch Yoraus-

setzungen iiber die Bewegung der Kometen zu vereinfachen:

1) daB das Stuck der Kometenbahn zwischen den auBersten
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Bewegungen geradlinig sei und vom Kometen gleichformig

durchlaufen werde
; 2) daB die Sehne vom mittleren Radius-

vektor im Verhaltnisse der Zeiten geschnitten werde. 28
)
Durcfa

diese Yoraussetzungen wurde allerdings die Aufgabe auf die

Auflosung einer Gleichung mit einer Unbekannten zuruck-

gefiihrt; allein entweder waren die erhaltenen Elemente zu

ungenau oder die Losung dieser Gleichung noch immer

sehr schwierig. Selbst die vollkommeneren Losungen v<m

La Grange und La Place erforderten so muhsame Rech-

nungen, daB fiir die praktische Durchfiilirung wenig ge-

wonnen war. Erst durch Wilhelm Olbers (geb. 1758,

gest. 1840) wurde vermittels der in Art. 20 erwahnten Vor-

aussetzungen jene Losung der Aufgabe gegeben, welche in

theoretischer und praktischer Hinsicht jeder Forderung ge-

niigte, und die bis jetzt noch nicht durch eine vollkom-

menere Methode verdrangt wurde. 29
)



Erster Anhang.

I. Reihenentwicklungen fiir die Dreiecksflachen und
deren Verhaltnisse.

1. Die Differentialgleichungen fiir die Bewegung eines

Himmelskorpers (als Massenpunkt betrachtet) um die Sonne,

konnen auch dadurch integriert werden, daB man die Koor-

dinaten als Potenzreihen nach der Zeit voraussetzt. Nimmt

man 1: k = 58 13244088 mittlere Sonnentage als Zeit-

einheit, so erhalt man fiir die Bewegung des Massenpunktes

x
} y, z die Gleichungen

und analog fiir y und % dabei ist

dx \dx"

Mittels der obigen Bewegungsgleichung konnen A^, A3 ,

durch AQ und A ausgedriickt werden. Nimmt man als

Zeitanfang die Zeit der mittleren Beobachtung, sind

#, ?/,
% die Koordinaten fiir t #"

x',y',z' i * . t=
x", y", % > t = #,

so erhalt man

x" =
x =



153

of= -,-

wenn

~
TS*

s ' ~
rf7'

"

gesetzt wird, in cr
"

die Glieder mit e#6
,
in a

rf

die mit

vernachlassigt werden. a und a^ werden aus cr
" und at

"

erhalten, indem man & durch -d-" ersetzt.

Die zugehorigen Werte von y und ^/" werden erhalten,

indem man A
,
A mit J5

, ^ vertauscht, wo

Nimmt man die Bahnebene als x?/-Ebene, so ist

n = //' sin (v" v
r

)
= xy" d'y

ri= rr" sin (v" v]
= xy" x"y ;

setzt man fiir x, y, x", y" die obigen Ausdriicke, so wird

wo

damit wird

,
ri = & V~p F,

U = 1 - w2
- ^ (Ti^ + (1

-

F = 1 - ^~

r, also ^ =
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ds 3 1 fcs 1 d*s 5

dt
= *^> Wdfi

= S%2 > 3!<P
= S^3, i

letztere Ausdriicke fiir t = genommen.

ri
f = $"V^U",

wo J7" aus U erhalten wird, indem man #" statt # setzt.

Die Bezeichnungen /", ^ ,
a2 ,

. . wurden von P. Harzer* )

eingefiihrt. Harzer setzt auBerdem

da /* bei der Bahnbestimmung meist klein ist, so sind

^ :rif) ^ :ri| von ^ nicht sehr verschieden. Diese GrroBe

kann daher als Haupttypus der kleinen GroBen erster Ord-

nung angesehen werden.

2. Ein bemerkenswerter Naherungsausdruck fiir die

Dreiecksflache wird erhalten durch

y= 1 - (1
-

f)W + (1
-

(3'=
1 + (1 + />!"+ (1 +

. = 1 + falV + ((1

(rr")3

Setzt man ^_v^ ,./ =
so wird

wo nur Glieder mit a2^
4

, a^v*,
- vernachlassigt sind.

sinw':w r

ist das Verhaltnis des Dreieckes zum Sektor bei

der kreisformigen Bewegung mit dem Radius r .

*) Publikation der Sternwarte in Kiel IX. 1901.
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"Wegen

kann mit gleichem Grade der Genauigkeit und Uberein-
o

TE

o

stimmung des Gliedes mit a2 gleich -j- TE fyv* im obigen

Verhaltnis

r.
= *(r + Oder ^=|(l+ j

gesetzt werden; fiir die letztere Annahme fallt das Glied

mit (/iV* weg.

(a

TQ wird aus /, /' gerechnet; das erste Fehlerglied des Fak-

tors sin w : w ist + ^ (1 -f- /")
4a2v4

.

3. Durch Division erhalt man

n'~ 2 V
welchen Ausdruck man in eine Potenzreihe nach v ent-

wickeln kann.

1 g^yl + g^yl -f- a5 ,,5

gesetzt, so ist

64)(62 02)

Damit wird mit Yernachlassigung der Glieder mit e/6
,

. .

5



156

Fur die Naherungswerte nach 2 wird

n _ 1 +/* sin cu
f
sin

n'
~

2 to
'

<o
r

mit dem ersten Fehlergliede

n _ 1 +/* sin cu
f
sin m'_ 1 -f- f o>' o>

n'
~

2 to
'

<o
r 2 sin w'

'

sinw

Das Verhaltnis ri':n' wird aus n:n' erhalten, indem

man f und v durch f und v ersetzt.

4. Aus

M=EeBmE, r a aecosE,

erhalt man
dE 1 d?E 1 rfr

dabei ist

dr I/a . n d*r ae , ^ , e cost?

-j7= -1 e sm E. -7T3 = -
,- (cos .Z? e)

=
5

dtf r e?22 r3 x r2

also

aus dieser Gleichung folgt, daB der dritte, vierte, . . Diffe-

rentialquotient von r durch den ersten und zweiten ausge-

druckt werden konnen.

Durch Differenziation der obigen Gleichung erhalt man

dt dp ' dt

also wenn r durch 5 = 1 : /*
3
ausgedriickt wird,

S S2 '

damit
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II. Die Gibbsschen Ausdriicke fiir die Dreiecks-

verhaltnisse.

Bricht man in den Reihenentwicklungen der Koordi-

naten des Himmelskorpers mit den Gliedern mit 4
ab, sind

drei Orte (x, y, z), (x
r

, ?/, #'), (#", y", z") gegeben, so er-

halt man zur Bestimmung der fiinf Koeffizienten A^, Ait

AZ, A%1 A folgende sechs Gleichungen

X = A ^Ai +y2^' ^"3^ _j_ #"4^
X' =A Q

x" = A 4- &A 4- W
- = 2 At - Gy^s +

Aus diesen sechs Gleichungen konnen die Koeffizienten

AQ ,
. . A eliminiert werden. Setzt man die Werte von A$

und A% in die erste und dritte, so wird Ai eliminiert, indem

man die erste mit
-5-, die dritte mit #" multipliziert und

dann addiert man erhalt

setzt man den Wert von A^ in die vierte und sechste

Gleichung, so erhalt man

woraus

' +^% - #v *L
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.

erhalten wird; setzt man diese Werte in die obige Gleichung
und ordnet man nach x, x', x", so erhalt man

--2 ^ ^^ _J_ ^2

12 r3

(1)

125 = ^^' #2 & 12 jy =

In gleicher Weise erhalt man

welche drei Gleichungen zusammen die Gibbssche Funda-

mental-(Vektoren-)Gleichung enthalten.

Setzt man

JV=

so folgt aus dem Yergleich mit den Gleichungen des

Art. 14, daB
N:N':N"=n:ri:n".

Durch Einfiihrung der Grb'Be f erhalt man

#= A (6 -/")*",

2. Um die Genauigkeit der Gibbsschen Ausdriicke zu

prUfen, stelle man deren Fehler in Potenzreihen nach v

dar; diese Entwicklung soil hier ebenfalls bis auf die Glieder
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sechster Ordnung durchgefiihrt werden, aber mit Vernach-

lassigung der mit e multiplizierten Glieder sechster Ordnung.

Setzt man in dem Gibbsschen Ausdrucke

I+ _ 1
B B' B'2 BB' B'*

~~
$ ' 'Z 'Q s '3 '9 'Bf

-pi

fur (/ : r)3 den Wert

1 - (1
-

f) OiV + (1
- fYo^ - (1

-
/-)3^3,

so erhalt man zugehorige Reihenentwicklung von N: N'.

Damit erhalt man fur den Unterschied

n N

FI (f)
= :^ (9

-

^3 (f)
= -

(3
- l*f+ 32f> + 2/3 _ 3/4)

- 21 -

Der Unterschied
n" N"

wird aus m erhalten, indem man f und v statt f und v

setzt.

3. Aus den Werten r, /, /' konnen (7t und <72 und da-

mit cr3 ,
. . auf folgende Art bestimmt werden. Es ist

3= 1 H- (1 + f] OiV + (1 + /l
2^2+ (1
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Setzt man in diese Gleichungen fur cr3 ,
. . ihre Werte

durch GI und o"2 ausgedriickt, so erhalt man zwei Glei-

chungen, aus welchen G und a2 bestimmt werden konnen.

Die Auflosung dieser Gleichungen kann auf folgende Art

geschehen. Bezeichnet man mit a und
/? die Naherungs-

werte von GI und <72 ,
wenn in den obigen Gleichungen die

Glieder mit r3
,

. . vernachlassigt werden, d. h. ist

'= 1 + (1 + f)
av + (1 +

oder

so setze man die genauen Werte in der Form

GI = a -f- a^ -j- 2^
2 + ' '

<72
=

ft +^ + &2^
2 H---

in die obigen Bestimmungsgleichungen und bestimme daraus

die Koeffizienten aiy a2 ,
. . bi ,

&2 Man erhalt dann

gesetzt, fiir ^ ,
(72 , (73 ,

. . folgende Werte

tfj
= a 4- 1(1

(73
= ^ W -f-
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Da in der Praxis f als eine kleine GroBe, (mindestens

erster Ordnung} angesehen werden kann, co ebenfalls meistens

klein ist, so wiirde es geniigen, falls nur Glieder sechster

Ordnung in m und m" beriicksichtigt werden,

zu setzen. Es ist aber zweckmaBig, anzusetzen

+
(ti

t) _/ ft)

-g^ az = p + fcov, 02 = -g

Die Logarithmen der in Einheiten der siebenten Stelle

gegebenen GroBen F2 (f), Fi(f), Fz (f), FQ (f) werden aus

beifolgender Tafel entnommen.

F,(f) wird Null fur f= 0.063, FQ (f) wird Null fur

f 0.074. In den Bereichen dieser Wurzeln interpoliert

man die betreffenden Zablen statt der Logarithmen. In

Einheiten der fiinften Stelle ist

+ 0.05
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im ersten Falle 1st: $ positiv, -9-" negativ, /"positiv,

,,
zweiten

,,
& negativ, &" positiv, f negativ.

Bei gleichen Zwischenzeiten ist f= 3, die Glieder mit

a/
4 fallen ebenfalls weg.

III. Die Gibbssche Methode der Bahnbestimmung.

1. Gibbs verwendet die drei Gleichungen (1), (2), (3)

unmittelbar zur Bestimmung der (heliozentrischen und geo-

zentrischen) Entfernungen des Himmelskorpers. Als Un-

bekannte werclen am zweckmaBigsten (wie in Art. 16, (10))

GroBen g, q
f

, (f benutzt,

q = ^r -f- R cosd, cos d = cos/5 cos (I Z>),

o / T) * . R cos L \# COS# COSA JKCOSO-\-- H
\* cos p cos A /

cos p

% =sm/3(q R cos 6) ,

7-2= #
2
-l-^

2
, p = .

ebenso fiir den zweiten und dritten Ort.

Diese GroBen g, q', q" werden aus den Gleichungen (1),

(2), (3) auf folgende Art bestimmt. Es seien q, q', q" Nahe-

rungswerte fiir diese GroBen, q-{-4q, q' + Jq', q"-{-4q'
r

die verbesserten Werte, so miissen letztere den drei Glei-

chungen (1), (2), (3) geniigen. Dabei entwickelt man (wie

in Note 4), 4 angegeben ist) nach Potenzen Jq, 4q', 4<f\

in der Regel begniigt man sich mit den ersten Potenzen,

oder beriicksichtigt die zweiten nur naherungsweise. Fiir

N, N', N" wahle man die Form

indem man die obigen Ausdriicke durch &' dividiert und

# = A&, &"= A"& setzt.

11*
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Aus der Ableitung der Gibbsschen Ausdriicke n:n'

und n":n', oder aus dem Umstande, daB deren Glieder

mit r4
gleich, aber entgegengesetzt sind, die Unterschiede

x" x,.. von der ersten Ordnung sind, folgt, daB diese

zuletzt erhaltenen Gleichungen einsclilieBlicli der Glieder

mit r4 genau sind.

Fur den Anfang der Rechnung setzt man die Be-

wegung als kreisformig mit dem Radius r voraus, dadurch

enthalt jede der obigen drei Gleichungen nur diese Unbe-

kannte. Fiir einen kleinen Planeten setze man in eine

dieser Gleichungen log/*
= 0.3 und logr = 0.4, dann kann

man aus zugehorigen Resultaten durch Interpolation die

auch eine Extrapolation werden kann logr nahezu auf

zwei Dezimalen richtig erhalten. Mit diesem Werte logr

werden die Ausgangswerte q, q', q" berechnet. Gibbs er-

zielt zwar beim Oeresbeispiel mit dem Ausgange logr= 0.516

(Mittel der mittleren Entfernungen von Mars und Jupiter)

ein gutes Resultat; aber nur deshalb, weil infolge der ver-

haltnismaBig groBen Zwischenzeiten ein Unterschied zwischen

kleinen und groBen Zahlen kaum gemacht werden kann.

Bei wirklich kleinen Zwischenzeiten ist diese Methode prak-

tisch unbrauchbar. Denn der Koeffizient von 4q' ist von

der Summe der Koeffizienten von Jq und z/g" nur um

GroBen zweiter Ordnung verschieden; der Nenner dieser

Unbekannten daher sehr klein (beim Juno-Beispiel fiir logr

= 0.333 ist er 0.000041), und wird durch fehlerhafte An-

nahme von q , #', q" sehr beeinfluBt. Gleiches gilt von den Zah-

lern von ^/^, 4q' , 4(f. Von einer Zusammenstellung der

hieher gehorigen Formeln kann daher abgesehen werden*).

*) Eine solche mit ausfiihrlicher Erlauterung der Unbrauchbar-

keit dieser Bestimmung hat der Verfasser in seiner Schrift >Die

GauD-Gibbssche Methode .... Leipzig, 1905, gegeben.
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IV. Gaufi-Gibbssche Methode.

1. Die Gibbsschen Ausdriicke fiir n\ri und n" in' geben

fiir diese GroBen das erste Fehlerglied von vierter Ordnung
nach v

,
dasselbe von gleicher GroBe und entgegengesetzten

Zeichen und iiberdies mit dem Faktor f und einem kleinen

Koeffizienten. In Wirklichkeit ist daher die Ordnungzahl

ihrer Fehler eine kleine GroBe hoherer Ordnung als vierter,

und da die Gibbsschen Ausdriicke iiberaus einfach sind,

so lassen sie sich auch mit groBem Yorteil auf die in

Art. 15, 16 gegebene GauBsche Methode anwenden, wodurch

fiir die erste Hypothese die Genauigkeit der Gibbsschen

Ausdriicke mit der Leichtigkeit der Ausfiihrung der Rech-

nung nach GauB vereint werden kann. In Ubereinstimmung

mit dem daselbst gelehrten Yorgange verfahrt man auf

folgende Art. Setzt man in die Gleichung (7) des Art. 15

n' n'

fiir n:n' und ri'\ri die Gibbsschen Naherungswerte, so

erhalt man

(Ab + A"d}r'*+ ABb(r' : r)* + A"B"d(r' : /')
3

cos /9' r'3 B'

oder nach Ausfiihrung der Division

(7=

also

p ^
D === c (Ab + A'd] + E'

ist mit dem "Werte A der Gleichung (11) des Art. 16 erster

Hypothese identisch.
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Um die Genauigkeit dieser Gleicbung zu priifen, moge

eine Abscbatzung des ersten Fehjergliedes fiir q' bei den

kleinen Planeten mitgeteilt werden. Dieses betragt

Wird F2 (f) durcb f: 40 ersetzt, fiir 6cr2 der groBte negative

Wert 9e, etwa = 3, gesetzt, so wird dieses Feblerglied

wobei dieser Koeffizient von v^ in der Praxis kaum die

Einheit erreicht. Selbst fiir das GauBsche Juno-Beispiel,

wo b = 38.43, d = 108.46, also d b = 70 mit b oder d

von gleicber Ordnung erscbeint, f= 0.091, wird dieser ver-

groBerte Koeffizient 0.64 (der genaue betragt 0.26); fiir

Pallas nur 0.023.

Hypothesen von S. In erst er setzt man r = r' = r"

und erhalt damit

dabei wird C+ S = ^', die Gleichung (11*) wird mit der

Bestimmungsgleichung der GroBe x' = q' der verbesserten

ersten GauBschen Hypothese identisch. Diese Annahme

bewirkt fiir q' einen Fehler

i^3-((l
- ^) (b

-
d)
- 4/> + d))aiy

3
;

also, wenn #, y nicbt sehr verscbieden sind, von der Ord-

nung drei. Giinstig wirkt aucb der Umstand, daB in der

Praxis B' von B und B", also auch C von S ungefahr das

Fiinffacbe ist.

Die Glgpbungen (12) des Art. 16 werden in erster Hypo-

tbese ersetzt durch

__ j
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deren Fehler ist (nach G-auBscher Schatzung) von der Ord-

nung vier; die Sicherheit wird noch dadurch erhoht, daB

abgesehen von der Kleinheit von B und B" in der Praxis

diese GroBen positiv sind; damit rechnet man nach den

Gleichungen (13) und (14) Q und Q" und daraus r und /';

deren Sicherheit hangt nur von der Sicherheit der GroBe >' ab.

Mit den erhaltenen Werten von r, r', /' wird die zweite

Hypothese von S berechnet, wobei man, falls eine ganz

unbekannte Bahn zu bestimmen ist, an die Zwischenzeiten

die Korrektion wegen Aberration anbringt, womit man die

genauen Werte von A, A', B, B', B" erhalt.

Mit dem erhaltenen Werte 8 der zweiten Hypothese

wird die Gleichung (11*) neuerdings aufgelost, wodurch man

die zusammengehorigen Werte q', r', Q' der zweiten Hypo-
these erhalt. Mit dem Werte / dieser Hypothese und den

Werten r und /' aus der ersten Hypothese werden

n '

gerechnet und dann in Verbindung mit dem Werte $' der

zweiten Hypothese zur Bestimmung von Q und Q" und da-

mit von r und r" verwendet.

Aus den erhaltenen Werten r, /, /' der zweiten Hypo-
these wird die dritte Hypothese von S, und daraus werden

die Werte von r, r', /' der dritten Hypothese bestimmt; usw.

Die Gleichung (11*) wird durch Versuche aufgelost. Bei

einer ganz unbekannten Bahn eines kleinen Planeten ver-

nachlassigtman zunachst B' und setzt r' 3 = 10 und / 2 = 20,

womit man die beiden Werte

10 20

fur q' erhalt, mit welchen man die Losung zunachst nach
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der Regula falsi beginnt. Fur die weitere Verbesserung

verwendet man zweckmaBiger die Newtonsche Methode.

1st q' ein Naherungswert und setzt man

/%') = D - r
-

q'

so ist

der verbesserte Wert.

Ist q' bereits auf die ersten drei bedeutenden Stellen

genau, so kann fur diese und fur die folgenden Hypothesen

von 8 der damit etwa vierstellig berechnete "Wert von f(q'}

beibehalten werden.

Beriicksichtigt man die zweiten Potenzen der Verbesse-

rung von q' und setzt man

h -

so ist der genauere Wert von q'

Oder, wenn
,

== + gesetzt

"Werden iiberdies die Zeiten wegen Aberration verbessert,
' + ^5', C+4C, D+ 4D, S+4S die neuen

Werte von B', C, D, 8, so ist der neue Ausgangswert

q' + 4q' bestimmt durch

Sind q', r' die Werte der Hypothese 8, ist 8' die darauf

folgende Hypothese, so wird fur diese die Auflosung der

(rleichung (11*) mit dem Werte
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88
q

" h -f'
begonnen.

Die Kechnung der Hypothesen mit S wird so lange wieder-

bolt, bis die Unterscbiede in log r' binreicbend klein werden.

Zwei Hypotbesen geniigen gewobnlicb, drei selbst beim GauB-

scben Ceres-Beispiel. Die vollstandige Durcbfiibrung dieser

Rechnung entspricbt der >ersten Gibbsscben Hypothese.

2. Die GauB-Gibbsscbe Metbode liefert die Grundlagen

der einzelnen Hypotbesen, als welcbe aucb die Naherungs-

werte von n:n und n":nr

angeseben werden konnen, be-

reits nacb Erbalt von r, r', r", wabrend nacb GauB ab-

gesehen von der um eine Ordmmg hoberen Genauigkeit der

Gleicbung (11*) gegeniiber der Gleicbung (11) am Ausgange

der Hypotbesenrecbnungen nocb die GroBen
/", /"', /"", y, y"

benotigt werden. Ein weiterer Vorteil der Recbnung ist

aucb darin begrlindet, daB nacb Berecbnung des alien

Hypotbesen fur S gemeinsamen Ausdruckes D keine GroBe

als Unterscbied groBer Zablen erbalten wird.

3. Die Konvergenz der Hypotbesen fiir S moge an den

GauB scben Beispielen der Tbeoria Motus Juno, Pallas und

Ceres erlautert werden. Fiir eine genaue Beurteilung der

Konvergenz miissen entweder in alien Hypotbesen S die

(wegen Aberration) unkorrigierten oder korrigierten Zeiten

beibebalten werden
;
es darf also nicbt die erste Hypotbese S

mit den unkorrigierten, die zweite und die folgenden mit den

korrigierten Zeiten gerecbnet werden.

I. Beim Planeten Juno geniigt die zweite Hypothese
von 8. Denn der Wert von log r' weicbt von dem der dritten

Hypotbese nur um drei Einbeiten der siebenten Stelle ab.

II. Beim Pallas-Beispiel gibt die erste Hypotbese 8 die

Werte logr, log/, log/' mit Unterscbieden 3997, 1367,
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+ 850 von den definitiven (dritten) GauBschen, wahrend

sie fur die GauBsche erste Hypothese ,- 16062, --2188,

+ 13778 Einheiten der siebenten Stelle betragen; wobei

allerdings fiir die dritte GauBsche Hypothese die Zeiten

korrigiert wurden. Fiir die zweite Hypothese S betragen

diese Unterschiede +99, +27, +101.

III. Beim Ceres-Beispiel, das auch als Leistungsprobe

der GauBschen Methode angesehen werden kann, sind

$ : / 0.52
,
&" : r'f 0.55 kleine GroBen erster Ordnung,

c = 1.10 . .
,

b = 3.11 . .
,

d = 2.04 . .

groB zweiter Ordnung; bei den letzteren findet ein Ubergang

vom Negativen zum Positiven statt, wodurch die Abschatzung

der Ordnung der GroBen illusorisch wird. Fiir dieses Bei-

spiel gibt P. Harzer durch differentiellen AnschluB an die

Beobachtungen folgende definitive "Werte

logr = 0.4282785 daraus folgt

log/ = 0.4132812 log n:n' = 9.7512420

log/'= 0.4062010, logri':ri = 9.7768747.

Die Abweichungen von diesen Werten in Einheiten der

siebenten Stelle betragen fiir die I., II., III. Hypothese

von S

\

L
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4- Wenn bei groBeren Zwischenzeiten & und -3-" die

Gibbsschen Ausdriicke nicht ausreichen, so rechnet man

mit den bisher erhaltenen Werten r, /, r", wie in Art. 16

und 17 angegeben ist, die GroBen /", /"', /""
und ?/, #",

damit

__ -5^ y_
* _

cos f cos f cosf

n'
~~~

1 + P

als genaue Werte zu r, r', /' zugehorig.

Eine Abkiirzung dieser Eechnung kann, wie in Note (10) 3.

mitgeteilt ist, durch Berechnung der G-roBen
/", /"', /"" aus

dem Dreiecke mit den Seiten rn, r'ri
',
/V erzielt werden.

Die Yerbesserung der "Werte r, /, /' kann nun auf

zweierlei Art geschehen:

1) Mit den erhaltenen Werten P und Q werden (nach

den Gleichungen (11), (12), (13), (14) des Art. 16) neue

Werte von (^', , Q") oder (/, r, r") gerechnet; d. h. es

wird das gewohnliche GauBsche Yerfahren der Bestimmung

der Entfernungen aus P und Q eingeschlagen.

2) Die Yerbesserung der erhaltenen Werte r, /, /' oder

g, q
f

, q" kann auch auf differentiellem Wege geschehen,

indem den drei Bewegungsgleichungen durch die richtigen

Werte g-j-z/g, q'-\-4q', q"-i-4q" geniigt wird, wobei

fiir n : n' und n" : n' die vorigen durch P und Q bestimmten

Ausdriicke benutzt werden, fur die Differentialquotienten

von n:n' und ri':ri die strengen Ausdriicke durch die

Gibbsschen ersetzt werden. Da aber, wie bereits erwahnt

wurde, die drei Gleichungen (3), (4), (5) des Art. 14 (nach

Division durch n') wegen der Kleinheit des Nenners und

Unsicherheit der Rechnung nicht geeignet sind, so benutze

man die Gleichungen (7) des Art. 15, (13) und (14) des

Art. 16. Die Aufstellung (30) und Auflosung dieser Glei-
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chungen nach z/g, Jq
r

, Jc[' erscheint aber deshalb in der

Eegel iiberfliissig, well die erhaltenen Werte P und Q von

jenen, welche den genauen Werten r, /, r" entsprechen,

nur wenig abweicben. Es geniigt daher die aus P und Q
erhaltenen genaueren Werte n:ri und ri'in* in die Glei-

chungen (7) des Art. 15, (13) und (14) des Art. 16 einzu-

setzen, um definitive Werte von </, , Q" zu ernalten, mit

welchen dann die Berecbnung der Elemente vorgenommen
wird. Bei groBer Zwischenzeit der ersten und dritten Be-

obachtung wird diese Yerbesserung der Entfernungen notigen-

falls wiederholt.

5. Firr das Ceres-Beispiel erhalt man aus den Werten

/*, /, /' der dritten Hypotbese S

f= 1539'32758
, f"= 1548'9'/44

,

welcbe von den definitiven Harzerscben nur um 1'.'55

und 1'.'85 abweicben. Damit wird

log = 9.7512451
, log

~= 9.7768770
,

die damit berecbneten Werte von logr, log/, log/' weicben

von den definitiven Harzers um + 21, 11, +6 Einbeiten

der siebenten Stelle ab. Wiederbolt man die Hechnung
mit der erwahnten Abkiirzung der Berecbnung von

/", f
(die Abweicbungen von den definitiven betragen O'/O, (XI),

so erhalt man Werte von log n : ri und log n" : w', die von

den definitiven um + 5 und 1 Einheiten der siebenten

Stelle abweicben; die daraus berecbneten Werte von logr,

log/, log/' weicben von den definitiven um 3, +4, -|- 4

Einheiten ab.

Wird gleicb die erste Verbesserung derart ausgefiihrt,

daB man die GroBen
/", f" aus dem Dreiecke mit den Seiten

r n , r" n"
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wo r, /, r" die Werte der dritten Hypothese fur S,

log = 9.7513081, log ^=9. 7769427

die aus ihnen gerechneten Gibbsschen Werte bedeuten, be-

stimmt; so erhalt man zwar

f= 1539'37'.'6
, f = 1548'17'.'4

,

damit Werte fur log r
, log/, log/', die von den definitiven

Harzerschen um + 40, 11, -{- 42 abweichen. Die Wieder-

holung der Bechnung gibt aber genau dieselben Werte wie

vorher.

Zur Wiirdigung dieser Art der Bestimmung der drei

heliozentrischen Entfernungen r, /, /' sollen noch die Ab-

weichungen der Logaritbmen der Werte von GauB IV.

interpolierter (End-) Hypothese und der Harzerschen Spezial-

Methode (S. 96) mitgeteilt werden. Diese betragen in Ein-

heiten der siebenten Stelle
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Redlining mag folgendes bemerkt werden. Der Naherungs-

wert ft der GroBe o"2 der wichtigsten dieser Verbesserung

wird als Quotient zweier Grb'Ben erhalten, dessen Divi-

dend eine kleine GroBe dritter Ordnung ist, die aus den

endlichen Werten r, r', /' (ohne Zuziehung kleinerer Fak-

toren) gerechnet werden muB
;
der Nenner wird unmittelbar

als kleine GroBe zweiter Ordnung erhalten und ist sicher,

wenn auch / nur in den ersteren Stellen sicher ist. Etwas

sicherer ist die Bestimmung des Zahlers von a als kleine

GroBe zweiter Ordnung. Aus den Werten

rechnet man a und ft mit fiinfstelligen Logarithmen. Sind

aber logr, log/, log/' auch nur um wenige Einheiten der

fiinften Stelle unsicher, so kann trotz teilweiser Fehler-

tilgung (vgl. Zweiter Anhang, Nr. 10)3) durch das Ver-

schwinden der sicheren Anfangsstellen bei der Berechnung

der Zahlen von a und ft unter ungiinstigen Umstanden in

log a kaum die dritte Stelle, in log ft
kaum die zweite Stelle

der Mantisse mit Sicherheit verbiirgt werden. Fur die Be-

rechnung von Oj ,
<72 , 0-3 aus den Werten a und ft geniigen

drei- oder hochstens vierstellige Logarithmen. Durch diesen

Umstand wird diese Verbesserung der Gibbsschen Aus-

driicke der Dreiecksverhaltnisse auf kleine Werte von v

(etwa bis v = 1 : 4) beschrankt, und dadurch erscheint auch

die Beriicksichtigung der hoheren Potenzen von v iiberfliissig.

Nach Bestimmung der Verbesserungen m und m" werden

die verbesserten Werte von log n : ri und log n" : nf

nach

der Formel

log(a + h)
= loga +M

M= 0.4343 logM = 9.6378

berechnet.
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Die Yerbesserungen m und m" kann man bei hinrei-

chender Genauigkeit von r, / /' als konstant ansehen,

d. h. ob man sie mit den genauen oder mit den nur nahe-

rungsweise bekannten Werten ?*, /, /' rechnet.

Setzt man die strengen Ausdriicke

> r\>-\ i .

/->,
.-, -,

^=^ Gibbs + m, -rf=^r Gibbs + m

so geht die Gleichung (11*) iiber in

(11**) q'
=

I>'-^:4->> D' = D-(bm
Die Bestimmung der GroBe q' aus dieser Gleichung ge-

schieht auf die folgende Art: Mit den zuletzt aus der Hypo-
these 8 erhaltenen Werten r, /, /' wird ein neuer Hypo-
thesenwert S' gerechnet; ist q' der zu 8 und D, q'

der zu S' und D' zugehorige Wert, so ist

-bm dm"

Damit erhalt man die Yerbesserung von log/

Mit den Werten logr und logr" der Hypothese S und

dem soeben erhaltenen Werte log r' -\- Jlog/ werden die

Gibbsschen Ausdriicke n : n' und n": n' gerechnet und diesen

die Yerbesserungen m und m" hinzugefiigt; damit werden

die definitiven Werte q und q" gerechnet. Aus den Unter-

schieden 4q und Jc[' erhalt man

z/logr = M^Jq, 4logr"=M^4q"
fiir die zu den Werten logr und log/' der Hypothese 8

hinzuzufiigenden Yerbesserungen.

8' muB genau gerechnet werden; fiir die Berechnung

von Jq', z/log/, z/logr, z/log/' nach den obigen Glei-
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chungen genugen vierstellige Logarithmen. Fur das Pallas-

Beispiel erhalt man aus den GauBschen Daten fiir die zweite

Hypothese 8

log r = 0.3631059
, log r

r = 0.3507164
,

log/' = 0.3369435.

Die Zahler von a und /? werden bzw. 0.04506 und

- 0.002632. Aus a und ft folgt

a, = 0.513
,

(72
= - 0.070

,
as
= - 0.239 .

Damit werden die Posten von

m m
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(Gribbs erster Hypothese) zur definitiven Bahnbestimmung

eines kleinen Planeten vollig aus. Bei Zwischenzeiten

von nur 10 bis 20 Tagen je zweier Beobacbtungen macht

sicb die Unsicberheit der Rechnung bei jeder Methode un-

angenehm geltend. Denn abgesehen von den unvermeid-

lichen Beobacbtungsfeblern laBt sicb fiir die Konstante D
der Gleicbung (11*) bei dem GauBschen Beispiel Juno selbst

bei sorgfaltigst gefiibrter siebenstelliger Kecbnung kaum

die fiinfte Dezimale sicber bestimmen. Denn ein Fehier

von nur je einer Einbeit in den Logaritbmen von &, c, d

kann in D einen Febier von vier Einbeiten, in log/ von

zwei Einbeiten der fiinften Dezimale bewirken.

8. Hinsichtlich des Einflusses der Beobacbtungsfebler

mag bemerkt werden, daB P. Harzer bei Voraussetzung

feblerfreier Erdorte und eines Feblers von 1" fiir die geo-

zentriscben Beobacbtungen als wabrscbeinlicben Fehler von

logr, log/, log/' fiir das Juno-Beispiel 5967, fiir das

Pallas-Beispiel 238 Einbeiten der siebenten Dezimale erhalt.

Die Riicksichtnahme auf die unvermeidlicben Beobach-

tungsfebler gestattet die Ausdebnung der GauB-Gibbsscben

Metbode (obne die im vorigen mitgeteilte Yerbesserung

sogenannte zweite Hypothese )
sicber fiir eine Zwischen-

zeit von 60 Tagen der ersten und dritten Beobachtung.

Bei einer Babnbestimmung aus Einzelbeobacbtungen kann

die Anwendbarkeit auf eine nocb groBere Zwiscbenzeit an-

gesetzt werden.

9. Durcb die GauB-Gibbsscbe Metbode diirfte wobl die

Grenze an Genauigkeit und Bequemlicbkeit der Rechnung
erreicbt worden sein, die bei einer ersten Babnbestimmung

gefordert werden kann. Besonders riihmt "W. Fabritius

(
AstronomiscbeNachricbten* Nr.3061 undNr. 3065,Bd. 128,

1891) die Verwendung der Gibbsscben Ausdriicke der Drei-

Frischauf, Astronomie. 3. Aufl. 12
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ecksverhaltnisse sowohl zur Bahnbestimmung aus drei Be-

obachtungen, als auch aus vier Beobachtungen und der

parabolischen Bahnen. Fabritius erklart: Bei Kometen

mit bedeutender heliozentrischer Bewegung brachte diese

Methode konvergierende Eesultate, wo andere Methoden

divergierende ergaben .

Eine Steigerung der Genauigkeit der ersten Haupthypo-

these entsprechend der > ersten Gibbsschen konnte

fiir groBere Werte von f allenfalls dadurch versucht

werden, daB man den Gibbsschen Ausdriicken das erste

Fehlerglied

beifiigt, dabei fiir <72 den Naherungswert /? setzt.

Die dadurch gesteigerte Genauigkeit lohnt aber nicht

die Mehrrechnung, so daB es am zweckmaBigsten erscheint,

erst, nachdem die Gibbsscne Nanerung erschopft ist, die

zugehorige Yerbesserung zu rechnen.

Das giinstigste K-esultat der Verwendung der GauB schen

Fundamentalgleichung (7) des Art. 15 erhalt man mit den

Gibbsschen Ausdriicken beinahe zu gleichen Zwischenzeiten,

wo f dann als kleine GroBe boherer Ordnung erscheint.

Die Fehlerglieder der Dreiecksverhaltnisse vierter und fiinfter

Ordnung fallen weg, und wegen der Kleinheit des Koeffi-

zienten F = ^ (-J-
von Fi , ^ von F$) werden Q' und

auch Q und Q" mit einem Fehler fiinfter Ordnung erhalten.

Die Frage nach dem besten Ausgange zur Bestimmung der

Entfernung der mittleren Beobachtung bei einer ersten

Bahnbestimmung muB zu Gunsten der ersten GauB-Gibbs-

schen Hypothese S, welche mit der verbesserten ersten

GauBschen zusammenfallt, beantwortet werden. Wiewohl

dies bereits in Note 10), 2 geniigend begriindet erscheint,

so mogen dennoch, da vielfach die irrige Ansicht herrscht,
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als ob (namentlich bei nahezu gleichen Zwischenzeiten) die

Enckeschen Annahmen fiir die Dreiecksverhaltnisse das

giinstigste Eesultat liefern, die Fehler der beiden Be-

stimmungsarten der Entfernung der mittleren Beobachtung

mit einander verglichen werden. Zu diesem Zwecke miissen

die groBten Fehlerglieder von

In dn"

n'
~^~

n'

d. h. die Glieder mit a^ 3 und ^4
angefiihrt werden.

Das Glied mit G^V* ist beiden Bestimmungsarten ge-

meinsam und bewirkt in der Entfernung der mittleren Be-

obaclitung f als kleine GroBe erster Ordnung voraus-

gesetzt einen Fehler vierter Ordnung.

Das Glied mit v^ bewirkte bei Gibbs nach S. 164 einen

Fehler vierter Ordnung.

Fiir die Enckesche Bestimmung wird das Fehlerglied

mit ^4
,
wenn naherungsweise b und d durch ^ (b + d)

ersetzt werden, und f
2
vernachlassigt wird, -^ (Z?-{-rf)^

4
,

also eine kleine GroBe zweiter Ordnung und dabei unab-

hangig von f.

Zusatz. Andere Annahmen, indem man als Ausgang
zur Bestimmung der Dreiecksverhaltnisse die Ausdriicke

von I, 3 S. 155 benutzt, beriicksichtigen zwar das von a

und <J2 freie (bei Gibbs sehr kleine) Glied mit ^4
;
haben

aber den Nachteil, daB sie erstens zu einer transzendenten

Gleichung fiir die Bestimmung von / (oder q') fiihren,

zweitens, daB in der Praxis die Fehlerglieder mit a%v* (die

groBten) ungleich groBer als bei Gibbs werden. Das Ver-

haltnis der Fehlerglieder mit o^4 dieser Annahme zur

Gibbs schen ist fiir n\ri

12*
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z. B. bei Pallas (f
= 0.1268) das 14.5- und 12-fache, bei

Ceres (/"= 0.03056) das 53.3- und 55.8-fache der beziig-

lichen Gibbsschen.

V. Zusammenstellung der Formeln zur

Bahnbestimmung.

I. Gegeben sind fiir die drei Beobachtungen: die schein-

baren Rektaszensionen a und Deklinationen d und die Be-

obachtungszeiten; diese werden, auf Berliner Zeit reduziert,

in Teile des Tages verwandelt, als solche mit t bezeichnet,

und fiir sie aus Berliner Astronomisches Jahrbuch die

Sonnenorte (L'ange, Breite und Log R) entnommen, die

Sonnenlangen werden durch Hinzufiigung von =b 180 in

Erdlangen L, die Sonnenbreiten durch Anderung ihrer

Zeichen in die entgegengesetzten, in Erdbreiten, verwandelt.

Die scheinbaren Eektaszensionen a und Deklinationen d

werden auf das gemeinsame Koordinatensystem fiir den

Jahresanfang durch Hinzufiigung der GroBen z/a und z/d

bezogen, dabei ist

= (f -f- g tan d sin
(
G 4- a) -f- h sec d sin (H+ a)),

z4 d= (g cos (G -f- a) 4- h sin d cos (H -j- a) + i cos (5);

die GroBen /", #, h, i, G, H werden ebenfalls aus Ber-

liner Astronomisches Jahrbuch entnommen. Mit der mitt-

leren Schiefe der Ekliptik fiir den Jahresanfang werden sie

nach Art. 24, 1) in Lange A und Breite /? verwandelt,

welch letztere B/echnung auch mit sechsstelligen Loga-

rithmen ausgefiihrt werden darf.

Yielfach werden bei ersten Bahnbestimmungen Paral-

laxe und Sonnenbreite vernachlassigt; man kann aber diese

Korrektionen streng beriicksichtigen, wenn man jede Be-
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obachtung nach Art. 26 auf ihren locus fictus F bezieht.

Damit erhalt man folgende Daten:

t I $ L logE
f V fT L'logR'
t" V'p" L"logR'.

II. In den nachfolgenden Formeln werden die friiheren

Bezeichnungen der Art. 15, 16, ... beibehalten und nur einige

selbstverstandliche Anderungen, z. B. n statt n : ri
,
N statt

N: N' . . . vorgenommen.

tanJ sin (I K) = ,tan /?

tan /3" tan 3 cos (*" A)

Kontrolle tan J sin (A" K) = tan/5".

tan /?
= tanJ sin (A' K)

(tan/3' tan/?o) cos/S'^0= tanJ

, _ _ , __~ ~

=
A;(<" Q, log k = 8.2355814

B = ^(1 - 4/-~ f*)tf*, B" =
Kontrolle ^5 4- 5' + ^"5"

Die Rechnung dieser HilfsgroBen wird siebenstellig aus-

gefiihrt, ftir 5, 5', 5" geniigen selbstverstandlich sechs-

stellige und bei sehr kleinen Zwischenzeiten sogar fiinf-

stellige Logarithmen. Die noch folgende Rechnung darf

auch sechsstellig ausgefiihrt werden.

cosd == cos/? cos(A L), Rsmd=p, Rcosd,

wo 0<<(5<;180 1st, und ebenso fiir den zweiten und

dritten Ort.
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R' siu(L" - L') _ R'sin(L'-L)
R sin (L" L)

~~

.B" sin (L" L)

sin (A" A') , aosec/3' sin (A" L"}
sin (A" A)

"^
sin (A" X) sin (#' #)

sin (A' A) a sec /?' sin (A L)

sin (A" A) sin (A" A) sin (L K)

w R sin
(
L" L

)
sin (*"

-
ffi w " E" sin (L

" ~ L) sin
(
* ~ K]>

1-1
sin (A" A) sin(L" K)

1 ^
~~

sin (A" A) sin(L K)

III. Erste Hypothese fur 8.

S = AbB+ A'dB"

Diese Gleichung wird durch Yersuche (S. 20) aufgelost.

2'= e' : cos /?' + .#' cos (T.

'*) __ A" (1 + B" : r*)_
ft>

q== Q: cos/9 4- jR cos<5, 5" = ^": cos^"+ ^ r'

cos(5'

7-2 = 1 2 r"2 = "2 __ "2
.

Zweite und dritte Hypothese fur 8.

Bei einer noch. ganz unbekannten Bahn werden zuerst

die Beobachtungszeiten beziiglich der Aberration verbessert.

Statt der Zeit t wird t Jt genommen, wo

Jt= TQ:COS@ logT= 7.7611810,

in Einheiten des mittleren Tages, logT= 5.99676 10, wenn

58 - 13244 mittlere Tage als Zeiteinneit gewahlt wird.

Mit den verbesserten Zeiten werden f und #', damit

A, A', B, J3', B", C, D neu berechnet; dann der Wert 8

in zweiter Hypothese
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gesetzt, die Gleichung

aufgelost.

'* =

die iibrigen Forineln sind dieselben wie in der ersten Hypo-
these. Mit den erhaltenen Werten r, r

f

,
r" wird die dritte

Hypothese fiir S gerechnet, usw.

IV. Ableitung der Elemente.

r cos b cos (I L) = Q cos (I L)-\- E
r cos b sin

(Z L) Q sin (A L)

r sin b = Q tan /?

und den entsprechenden Formeln des dritten Ortes werden

/, tan 6, r- T, tan&/r

7
/' erhalten.

tan i sin (I >)
= tan 6

, 7 tan 6" tan & cos (I" I)

Kontrolle tan * sin (/" .Q)
= tanV .

cos^ cos*

Aus w" w
; r, r" werden die Elemente in der Balm

nach Art. 6 gerechnet. Zunachst wird y' (das Verhaltnis

des Sektors zum Dreieck) bestimmt. Die dazu notigen

Formeln und Tafeln gibt Bauschinger in Tafel XIX
und XX (eventuell bei kleinen Zwischenzeiten auch XXI).
Dann ist

e snv =
(^ ij

cot2/" |^-
--

l) cosec2/"
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e = sin cp 7
a = p : cos

tan
|-

J = taai> = tan(45

ebenso #".

M= E e smE, ebenso M".

loge
stc = loge + 5.3144251.

/t
= \ ==

"
.

log 7,;
sec = 3.5500066

Verbesserung der Dreiecksverhaltnisse.

Betragt fiir einen kleinen Planeten die Zwiscnenzeit der

ersten und dritten Beobachtung mehr als 60 Tage, so ver-

bessere man, bevor die Elemente gerechnet werden, nach

den in 4) S. 169173, und 6) S. 173174 gelehrten Metnoden

die Verhaltnisse n uud n" und damit die heliozentrischen

und geozentrischen Entfernungen.

1) Fur Zwischenzeiten bis 100 Tage. Aus r, /, /' der

letzten Hypothese 8 rechnet man die Gibbsschen Verhalt-

nisse n und n"\ die diesen hinzuzufiigenden Verbesserungen

m und m" werden erhalten

J>
2r' 2
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m" wird aus m erbalten, indem man f und v statt /"

und v setzt.

Die Logaritbmen der in Einheiten der siebenten Stelle

gegebenen GroBen JP2 (/), J^f), F9 {f),
FQ (f) werden aus

der Tafel S. 8 entnommen.

log (n+ m) = log n+ If
, logM= 9.6378

Die Verbesserung der GroBen g, q', q" (oder r, /, /') ist

auf S. 168 mitgeteilt.

2) Fur Zwischenzeiten iiber 100 Tage. Ist eine ganz

unbekannte Bahn zu bestimmen, so rechne man wie in 1).

Fiir die Beriicksichtigung der Glieder boherer als secbster

Ordnung recbne man nacb Note 10) 3, die halben Dreiecks-

winkel
/", /", damit die Yerbaltnisse /, y" und damit P und Q1

woraus wie in 4 S. 169 angegeben ist, verbesserte Werte

von $', q, q" erbalten werden.

Zusatz. In den Fallen 1 und 2 besitzt man meistens

genaberte Elemente, man kann daher die Verbesserung der

Dreiecksverhaltnisse gleicb am Beginne der Eecbnung in

die Babnbestimmung einbezieben. Aus e und v' recbnet

man (bocbstens vierstellig)

ff
__ __ ^ _ _ 3e cos vr 15 e* cos tf*

Y 1 + e cos v'
' 1 + ecoe vr

damit m und m". In der Gleicbung zur Bestimmung von q'

wird die GroBe D' = D (bm+ dw") statt D benutzt. Die
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Gibbsschen Dreiecksverhaltnisse werden dann (wie ange-

geben ist) verbessert und aus diesen mit Zuziehung der

GroBe Q' die GroBen q und q" bestimmt.

Fiir erne parabolische Bahn mit nicht zu kleinen Werten

von TJ /, /' kann der Gibbssche Ausdruck

dazu benutzt werden, um mittels der Gleichung (1) des

Art. 19 eine zweite Hypothese des Verhaltnisses Q" : Q zu

erhalten, nachdem aus der ersten Hypothese (Gleichung (2))

genaherte Werte von r, /, /' und Q bekannt sind.



Zweiter Anhang.

Anmerkungen und Zusatze.

1) S. 5. Um einen in Teilen des Halbmessers gegebenen

Winkel => x in G-raden = x auszudriicken, verfahrt man

auf folgende Art:

"
360

' ~
360-60

*

"360-602 '

'. ! .*

der Winkel ist, bzw. in Graden, Minuten, Sekunden aus-

gedriickt. 3gQ 6Q2
ist der in Teilen des Halbmessers aus-

gedriickte Bogen fiir den Zentriwinkel = 1", dieser Bogen
ist sehr nahe = sin 1". Es ist daher

x = x"- sin 1", x" == x : sin 1" = 206264.81 x.

In der Gleichung M= E e smE sind M und E7

in

Teilen des Halbmessers ausgedriickt. Um diese Gleichung

auf das GradmaB zu beziehen, denke man sich M und E
in Sekunden beibehalten und e in Sekunden ausgedriickt,

was durch Multiplikation mit der Zahl 206264.81 geschieht.

Um M unmittelbar in Sekunden zu erhalten, braucht man

nur in dem Ausdrucke fiir M - - t die Zahl k in
a*

Sekunden auszudriicken, wodurch man

k = 3548".18761, log k = 3.5500066
erhalt.

2) Nach dem Newtonschen Gravitationsgesetze wird die

Wechselwirkung der Masse mY auf die in der Entfernung r

befindliche Masse m-2 ausgedriickt durch
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wo C eine Konstante 1st.

Zur Bestimmung der physikalischen Dimension*) von C

muB bemerkt werden, daB fiir die obige Kraft die Dimension

[mlt~z] ist, wo m, Z, t die drei Einheiten fiir Masse, Lange

und Zeit bedeuten. Aus der Gleichheit der Dimension ver-

schiedener Kraftausdriicke erhalt man fiir C die Dimen-

sion [w-
1 /^-2

].

Im Sonnensystem werden die Massen der Himmelskorper

in Teilen der Sonnenmasse M ausgedriickt; die Masse eines

Himmelskorpers also in der Form mM. Die Bewegungs-

gleichungen werden (nach Art. 36)

H+ CM (1 + m)
~ = 0, ebenso fiir y und %

;

durch Integration folgt

Bedeutet U die Umlaufszeit, so ist also

r>w =

in den obigen Bewegungsgleichungen ist daher CM durch A;
2

zu ersetzen.

Durch passende Wahl der Masseneinheit kann die Masse

der Sonnen = A:
2

gesetzt werden. Um diese Masseneinheit

zu bestimmen, moge zunachst der Zahlenwert von C im

absoluten MaBsystem (Zentimeter, Sekunden und Gramm)
bestimmt werden.

*) D. i. Produkt der Potenzen der drei Grundeinheiten, auf

welclie die MaCzalal einer physikalischen GroBe bezogen wird. Statt

dieser Benennung sollte wohl eine paesendere etwa abgeleitete
Einheit oder bloB Einheit eingefiihrt werden. Das Ungeeig-
nete der Benennung ^.Dimension* tritt um so greller hervor, wenn
man z. B. (Everett) der Dimension des Winkels (Bogen :Halbmesser)
oder der Totalkrummung = setzt.
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Die Anziehung der Erde betragt an ihrer Oberflache

980.6 Krafteinheiten. Betrachtet man die Erde als Kugel

vom Radius R und der mittleren Dichte d, so ist

E = 6.3646 x 108cm, d = 5.6
;

980.6 = C-
C = 6.568x lO-sfer-

1 cm3 sec~2
].

Um C auf das MaB der Theoria motus in Lange imd

Zeit zu reduzieren, ist:

Mittlere Entfernung der Erde von der Sonne

6.3646 X108 _ 8848 .m
'

:8
>

1 Tag = 24x602
sec;

man muB daher die vorige Zahl fiir C mit

~2 o
9ftfi ^ 10-30=

multiplizieren, wodurch man erhalt

(7=1.5015x10-37,

wobei die Masseneinheit das Gramm ist.

k k = 0.0172...

Nimmt man 1037
: 1.5015 Gramm als Masseneinheit, so ist

die MaBzahl der Sonnenmasse

M=k^.
Die bescbleunigende Kraft der Sonne ist daher

Nimmt man als Zeiteinheit 1 : k mittlere Sonnentage, wo

1: k = 58.13244088,

so wird die Beschleunigung
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also gleich Eins, wenn m vernachlassigt werden kann und

r = 1 gesetzt wird. _
3) Neue genauere Bestimmungen von U und m der

Erde wtirden einen genaueren Wert von k ergeben; so ist

nach Newcomb
Dauer des siderischen Jahres 365.25636042 mittlere Tage,

also kleiner;

Masse Erde + Mond =

also groBer als der GauB sche Wert. Dennoch wird in den

astronomischen Kechnungen die GauBsche Konstante

beibehalten. Deren Wert bezieht sich dann auf einen idea-

len Planeten, dessen mittlere Entfernung von der Sonne

als Langeneinheit angenommen wird, dessen Umlaufszeit

und Masse gleich jenen der GauB schen Erdwerte sind; fur

die mittlere Entfernung a der Erde folgt dann nach den

obigen genaueren Bestimmungen a = 1.000000030. Bau-

schinger nimmt in seinen Tafeln log a = 0.00000010.

4) Zur Auflosung der in der theoretischen Astronomie

vorkommenden Gleichungen vom hoheren Grade oder tran-

scendenten werden hauptsachlich die regula falsi und die

Newton sche Methode benutzt. Beide beruhen darauf, daB

fiir die stetige Funktion X von x, deren Wurzeln zu be-

stimmen sind, der Unterschied der Funktionswerte X(b)

-X (a) dem Unterschiede b a proportional gesetzt werden

kann, wenn b a klein ist.

In der Kegel ist bei einer Gleichung nur eine Wurzel

bei mehreren Gleichungen nur ein System zusammen-
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gehoriger Werte der Unbekannten
,
deren Wert beilaufig

bekannt 1st, zu bestimmen.

1. Eegula falsi. 1st X = eine Gleichung zur Be-

stimmung der Unbekannten x, w eine bestimmte Wurzel,

a, a' zwei Naherungswerte von w, so sei fur

x = w X=0
x = a X A
x = ar X = A'.

Sind a w, a' w klein, so gilt naherungsweise

a w : a' w = A : A',
woraus

folgt. Es ist vorteilhaft, die Naherungen a und a' so zu

wahlen, daB die Wurzel w zwischen dieselben fallt.

In der Anwendung tritt naufig der Fall ein, daB

X=c + f(x)-x

ist, wo f(x) die Unbekannte x enthalt, dabei aber klein ist

und fur geringe Anderungen von x sich wenig andert. In

diesem Falle ist es zweckmaBig, das obige Verfahren etwas

zu modifizieren.

Sind namlich a und a' zwei Naherungswerte von w
,
so

sind
a = c + f(a), a ' = c+ f(a')

zwei genauere Werte von iv, und A= a a, A' = a' a'

die Fehler.

Aus

folgt

a w : a' w = a a: a' ar

a w : a' w = a a : a' a',

und daraus folgt

(2) w==
A A'

~

A'-A '
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Fur a' nimmt man in diesem Falle gewohnlich die

Grb'Be a, dann ist

A = a a, A' = ' a

und

(3)
- = '-^S^r

2. Statt der regula falsi kann man auch die Newtonsche

Methode anwenden. Setzt man

a) = a + h
,

so ist naherungsweise

JC(w) = -X(a) -f -X A = 0,

X (a) X (a)

(4)
* =

-:ZM>'
M' =

-Z^)-
Fiir die Gleichung (11) des Art. 16 erhalt man, diese

Methode auf das Beispiel des Art. 18 angewendet,

X I JL.-yf X' il-* A
3

x
'
^ ' x

a = 2.054, JS: (a)
= 0.0066

,
X' (a)

= 0.8245

w = 2.04600 als genaueren Wert.

"Wiederholt man mit diesem Werte als a die Kechmmg,

so wird
X (a)

= - 0.000078
,

-X' (a)
= 0.8034

^ = 2.045903.

3. Mit erhohter Genauigkeit kann h aus

X(w) = X(a) + -X' (a) h + .X>) y=
bestimmt werden. Zur Auflosung dieser Gleichung mag
bemerkt werden: Die Wurzeln der Gleichung

wo c gegen b klein ist,

2a

entwickle man naherungsweise nach
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-i 2ac o' ~" = -''

^
C

^ - _A4_^_J_^_
2

/*1
~

~T~~ 68 > ^2- a H
6 68

wovon fiir die vorliegende Aufgabe nur ^ (die absolut kleine

Wurzel) zu brauchen ist, die auch aus der obigen Gleichung

erhalten wird, indem man

A= _*i
b b

setzt und in das zweite Glied fiir h den Naherungswert c : b

einsetzt*).

Auf die gegebene Gleichung angewendet, erhalt man

h
X'(a] X'(a) 2 >

oder h = hQ + //

~yrr / _\

4. Ist a? eine Wurzel der Gleichung

(1) />, a, b, c,...) =
fiir eine gegebene Annahme der Konstanten a, 6, c, ...,

so kann fiir die Konstanten a 4- /^a, b -\- 4b ,
c + ^ c

? >

woz/a, z/6, z/c,... kleine Anderungen sind
?
die zu obiger

Wurzel x zugehorige Wurzel x -}- Jx der Gleichung

(2) f(x-\-4x, a-t-Jdib + Jb, c -f- z/c, . .
.)
=

naherungsweise mittels der Gleichung

erhalten werden.

Bei hinreichender Kleinheit von z/a, z/6, z/c. . . kann der

erhaltene Wert x + dx als definitive Wurzel betrachtet

werden; ist dies nicht der Fall, so wird die Auflosung der

Gleichung (2) mit dem erhaltenen Werte x -j- Jx begonnen.

*) Die wiederholte Einsetzung des erhaltenen Wertes von h liefert

die hoheren Potenzen der Entwicklung der obigen Quadratwurzel.

Frischauf, Astronomic. 3. Aufl. 13
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5. Diese beiden Metboden lassen sich auch auf Glei-

chungen mit mehreren Unbekannten anwenden.

Sind zur Bestimmung von x
y y, % drei Gleichungen

(1) U=0, F=0, W = Q

gegeben, sind x0i yQ ,
# zusammengeborige Naberungswerte

von #, y, *, so setze man

a? = JC6 + f, y = yQ + rn z = z + ;

fuhrt man diese Werte in die drei Gleicbungen (1) ein, so

erbalt man

= Z7 + 4g+ 17 + C +
[

Glieder mit

(2)
0= Fo-M'g-KB'iy + C'e+j g*, ft &
=^+^+^+^+ I gi?,gf, 17 f.

C4, F
, TFo sind die "Werte von C7J F, TF; A,B,C,...

deren partielle Differentialquotienten fiir das Wertsystem

^0; 2/0 > ^0-

Yernacblassigt man in den Gleicbungen (2) die Glieder

zweiter Ordnung, so erbalt man fur f , 17, f Naberungswerte g ,

7^0, ro . Berecbnet man mit diesen die Glieder zweiter Ord-

nung in (2), so seien U', F', W deren Betrage. Bestimmt

man wieder aus den Gleicbungen (2) die Werte von g, 17, ,

indem man die Glieder zweiter Ordnung vernacblassigt und

Uf

, F', W statt Z7
,
F

,
TF setzt, sind g', i;',

'

die daraus

erbaltenen Werte, so sind

S = go + g', ^=^0 + ^', ?=?o + '

die genaueren Werte von g, ??,
C.

Bei dieser Bestimmung wird der Nenner der Unbekannten

nur einmal berecbnet; fiir die Berecbnung der Zabler konnen

Teile der Eecbnung fiir die beiden Systeme der Unbekannten

beibebalten werden.

Mit den erbaltenen Werten XQ + , yQ + 17, ^o + a^s

verbesserte Werte a:
, ^ ,

* wird die Kecbnung wiederbolt.
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Diese Wiederholung wird so oft vorgenommen ,
bis die

Werte
, 17,

verschwindend klein ausfalien.

Zur Rechnung nach der Newton schen Methode mag
noch bemerkt werden: Bei den spateren Wiederholungen

geniigt es in der Regel, die GroBen X(a), UQj F ,
TT neu

zu rechnen, die friiheren Werte von X'(a), sowie der Koeffi-

zienten A, B, C, . . . konnen beibehalten und die Glieder

zweiter Ordnung vernachlassigt werden. Die GroBen X(a),

&QI ^o> ^o sind bei den Wiederholungen in der Regel

genau etwa mit siebenstelligen Tafeln zu berechnen;

fur X'(a), sowie fiir die Koeffizienten -4, B, (7, ... und fiir

die Glieder zweiter Ordnung geniigen fiinfstellige, ja sogar

vierstellige Tafeln, iiberdies konnen fiir die Berechnung der

letzteren GroBen statt der genauen Funktions-Ausdriicke

auch Naherungs-Ausdriicke genommen werden.

5) S. 13. 1st h klein, so laBt sich die positive Wurzel y

der kubischen Gleichung 7) durch folgende Reihe darstellen

y = 1 + *fh
~ VT ^2 + Wf A3,

logy = [9.683542]^ [9.93341] A
2 + [0.3281]^,

wo die eingeklammerten Zahlen Logarithmen sind. Man
setzt y in der Form

y = 1 H- Ah -h BW> + C^ 3 H

voraus und bestimmt die Koeffizienten A, B, (7, ... derart,

daB der Gleichung y) identisch geniigt wird. Fiir groBere

Werte von h
,
etwa von 0.02 an, kann man sich nach dieser

Reihe Naherungswerte von y verschaffen
,
und dann ver-

mittels der regula falsi den genauen Wert aus der kubischen

Gleichung bestimmen.

6) S. 17. Naherungsweise kann diese Aufgabe auf fol-

gende Art gelost werden.

13*
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Es 1st die doppelte Dreiecksflache

rr' sin(t>' v)
= ab (sin(E

r

sinE) e (sin"~ sinJ7)),

die doppelte Sektorsflache

ktVp = ab(E'Ee (sinE" E)) = ab (M
r

M)]

also ihr Yerhaltnis (indem man fur sin (E
f

E) die Reihe

setzt),

3! ~W^- 5! M'

Mit Yernachlassigung der Glieder mit e(E
r

E)
z ist

E'-E= M'-M+ e cos ^^- (E
r-

E),

E+ E'
1 e cos =

also das obige Yerhaltnis

i1
3! L E+E'\*^ 5! /,

II e cos
g

1 II e cos

Mit Yernachlassigung von Gliedern mit e (E
f

E)i wird

also das obige Yerhaltnis, & = kt gesetzt,

L___ - _ __1
""3!^3""

l~5!^'" ~^T ?

~^f'
9.4

mit Yernachlassigung von Grliedern mit e
g ; d. h. bei dieser

Genauigkeit kann man zur Bestimmung des Flachenverhalt-

nisses die Bewegung als kreisformig mit dem Radius r be-

trachten.

Mit gleichem Grade von Genauigkeit kann, wegen
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oder -i =
.J |-L

gesetzt werden.

Fur rQ = VV/ wird

sin (v
r

v)
=I/ sin w

also naherungsweise

mit Vernachlassigung der Glieder hoherer Ordnung

v
r

v = (1 -f- \e cos VQ) co
,

mit gleichem Grade von Genauigkeit ist co das Mittel von

E E und v'v. Fur das Beispiel des Art. 6 erhalt

man als Werte von Iogr

0.3265481, 0.3265271, 0.3264643,

damit fiir logy als Naherungswerte

0.0010805, 0.0010807, 0.0010817,

welche von den genauen um

+ 10, +8, -2

Einheiten der siebenten Stelle abweichen.

Beschrankt man sich auf die zwei ersten Glieder und setzt

rr'sinfo' *>)__-./ 7"
i

so wird

^ = p'+ 1 Vr/ sin (v' v)
2

,

welche beide letzten Formeln mit den Eulerschen iiberein-

stimmen. Fur das obige Beispiel erhalt man
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logp resp. 0.3954878 und 0.3954854,

welche von dem genauen um 146 und 122 Einheiten der

siebenten Stelle abweichen.

7) S. 21. Bei Anwendung der Hyperbelfunktionen zur

Losung von Aufgaben beziiglich der Bewegung in einer

Hyperbel erhalt man ganz analoge Ausdriicke jenen des

ersten und zweiten Abschnittes fiir die Ellipse.

1. Als Hyperbelfunktionen werden definiert:

e
x-e~ x

2

X , &3
, X5

,

2

- 1 _4_^l_4_^_i-
"~

2!
'

4!
'

' *

'

oder
1

(J{tt x = -r sin xi , QQ$X = cosxi.
^

Diese Funktionen haben daher die Periode 2/r.

usw.

Daraus folgt: 1st x positiv, so ist @tn x positiv und wachst

mit x von bis oo. Ist x positiv oder negativ, so ist @o$ x

positiv und wachst mit (absolut) x von 1 bis oo.

Fiir groBe positive Werte von x wachsen @tn x und 06 x

we

(xy) =
also

1 =
Ist @tn x = *

,
so heiBt x = 2(cc @in usw.
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= log (x

0$ a = log (x l

dx

Wird
1

@{n x = tan y ,
also @o$ x . Xanx = sm y

cosy'

gesetzt, so heiBt y der Lambert sche transcendente

Winkel.

Aus

sin y -t- sin

sm -K-

= tan T+f

folgt

2. Der Nachweis der Analogic der Losungen der Be-

wegungsaufgaben fiir die Ellipse und Hyperbel wird auf

Fig. 20.

*) Die Logarithmen in diesen Formeln sind selbstverstandlicli

natiirliche.
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folgende Art geliefert: 1st (Fig. 20) der Mittelpunkt des

Kegelschnittes, P das Perihel, S der Brennpunkt (mit der

Sonne), L der Ort des Himmelskorpers, so ist mit Kiick-

sicht auf das Vorzeichen der Flachen

Sektor SPL = Sektor OPL Dreieck OSL.

Setzt man
OL = u, Winkel POL = w

,

so ist der doppelte Sektor OPL
S =

wo fiir die Ellipse oder Hyperbel

also

cos a)2 , ifi sin a) 2
^

~772 jJ -1
1

Fiir die Ellipse setze man

z = tan-Z,
dann wird

8 = abE',

und aus der Gleichung der Ellipse (indem man u2 cosw 2
,

w2 sin w2
bestimmt)

u cos o> = a cos 2, w sin co = b sin J^,

woraus unmittelbar

r cos v = a cos jE' ae
,

r sin v = ^ sin jE7

folgt.

Da die doppelte Dreiecksflache

OSL = ae-u sina) = abe smE

ist, so folgt fiir die doppelte Flache des Sektors $P.L

ab(Ee sinE).

Aus dem Ausdrucke kVl + m V~pi fiir die doppelte

Flache des Sektors PSL erhalt man, wenn die Masse m

yernachlassigt wird,
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Va
es ist daber

.*

Fiir die Hyperbel setze man

dann wird
S= abE,

u cos to = a

u sin CD = b @tnE r sin v
,

r cos v = a (e (0$ E).

Fiir die Hyperbel ist es zweckmaBiger, die Flachen,

sowie die GroBen w, E, v fiir positive Ordinaten von L

positiv, fiir negative Ordinaten negativ zu nebmen. In

diesem Sinne wird die obige Flacbengleichung

Sektor SPL = Dreieck OSL Sektor OPL,
woraus dann (analog wie bei der Ellipse) fiir den doppelten

Sektor SPL
ab(e

Ta?
folgt.

Die GroBen w, v, E werden positiv und negativ von

bis a, von bis 180 a, von bis oo genommen, wo

a den spitzen Winkel, fiir welcben cos a = l:e, bedeutet.

Aus der Gleichung zwischen r, E und v folgt

V7sin v =

Auch die Gleichungen jener fiir die Ellipse gegebenen

Losung der fundamentalen Aufgabe des Art. 6 des zweiten
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Abschnittes erleiden nur jene Anderungen, welclie die ge-

ringen Unterschiede der Eigenschaften der Kreis- und

Hyperbelfunktionen bedingen. Die Gleichungen (5) und

(5*), (7) und (7*) dieses Art. werden fur die Hyperbel

2 (I @in-ff2) cos

- in

in i^ @
"

,

wo i, m\ L, M dieselbe Bedeutung haben wie in Art. 6;

das doppelte Zeichen in den beiden letzten Gleichungen

fallt weg, da @m# immer positiv ist, wenn man, wie dies

gewohnlich geschient, die Neigung der Bahn von bis 180

zahlt, wodurch die Unterscheidung von direkter und retro-

grader Bewegung entfallt.

Setzt man

so ernalt man fur die Entwicklung von Z und fiir die Auf-

losung der obigen Grleichungen in % Ausdriicke, die aus

jenen des Art. 6 hervorgehen ,
indem man x mit % ver-

tauscht. Die ubrigen Formeln dieses Artikels bleiben un-

verandert.

3. Fiir a = b wird E= CD; die Ellipse ist dann eine

Kreislinie, die Hyperbel gleichseitig. Setzt man iiberdies

a = 1, so werden die Koordinaten des Punktes L

Ellipse Hyperbel
x = cos at x CEoS co

y = sin co y =
S = co.
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Die Hyperbelfunktionen @o$ w und in to werden in ana-

loger "Weise an der gleichseitigen Hyperbel a = 1 versinn-

licht, wie die Kreisfunktionen cosw und sin to an einem

Kreise mit dem .Radius 1
;
dabei bedeutet w den doppelten

Sektor POL.
Aus x1

if-
= 1 folgt, daB 1, ?/, x als die drei Seiten

eines rechtwinkligen Dreiecks erscheinen, wo der der Ordi-

nate gegeniiberliegende spitze Winkel der Lambertsche tran-

scendente Winkel ist.

4. Von den Tafelwerken liber Hyperbelfunktionen mogen

erwahnt werden:

A. Forti, Tavole del logaritmi de
1 numeri e delle fun-

zioni circolari ed iperboliclie* (Torino Firenze Milano,

1870). Links die siebenstelligen Logarithmen der Kreis-

funktionen mit dem Argumente </),
rechts die der Hyperbel-

funktionen, wo tan
cp
= sin T = Xan at gesetzt ist, T der

Lambertsche transcendente "Winkel ist; auBerdem ist links cp,

in Teilen des Halbmessers, rechts w und logw angesetzt.

Die wenigen Zahlen, die der Verfasser priifte, waren meistens

in der letzten Stelle fehlerhaft. In seinen sechsstelligen

Nuove tavole delle funzioni iperboliche (Roma, 1892) gibt

er fur die Funktionen

@in co
,
^o^ to

,
Xan to

,

mit to als Argument, auf der linken Seite die gemeinen

Logarithmen, auf der rechten deren Zahlenwerte und iiber-

dies den Lambertschen transcendenten Winkel. Sonder-

barerweise verbiirgt der Autor selbst fiir seine Zahlen im

allgemeinen nur die fiinfte Stelle.

E. Lampe hat auf Grundlage einer sorgfaltigen Prii-

fung dieses Tafelwerkes (Verhandlungen der physikalischen

Gesellschaft zu Berlin im Jahre 1897
) nachgewiesen, daB

die sechste Stelle als unsicher zu betrachten ist.
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Dr. W. Ligowski gibt in seinen Tafeln der Hyperbel-

funktionen und der Kreisfunktionen* (Berlin, 1890) diese

"Werte mit Wechsel des Intervalles und der Anzahl der

Stellen. Mit Benutzung des zum Argumente zugehorigen,

auf zwei bzw. drei Dezimalstellen der Sekunde angegebenen

Lambertschen transcendenten Winkels lassen sich auch die

siebenstelligen Logarithmen der Hyperbelfunktionen er-

mitteln.

Die Auflosung der Aufgaben zur Bestimmung eines

Hyperbelortes erfordert mittels dieser Tafeln kaum mehr

Zeit als die eines Ortes in einer Ellipse. Fiir die Bestim-

mung der GroBe E aus der mittleren Anomalie M wird zu-

nachst mittels der Tafeln der Hyperbelfunktionen S. 58 u. ff.

fast ohne Rechnung fiir den Wert E die Stelle zwischen

zwei aufeinanderfolgenden Tafelwerten ermittelt und daraus

mittels regula falsi E auf vier Dezimalstellen genau er-

halten. Die Verbesserung dieses Wertes E wird dann am

leichtesten nach der Newtonschen Metnode durchgefiihrt.

Aus den Tafeln bestimmt man den genauen Wert des zu

1 gehorigen transcendenten Winkels, rechnet damit

genau A = e inE EQ M
naherungsweise B = e (5o^ E 1

,

dann ist

der verbesserte Wert von E. Fur die weiteren Daten der

Ortsbestimmung kann auch der verbesserte Wert des tran-

scendenten Winkels benutzt werden.

8) S. 24. Die Koordinaten der drei heliozentrischen Orte

geniigen der Gleichung der Bahnebene, also Gleichungen
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Ax + By + Cz =
Ax' + By' 4- Cz' =

Bestimmt man aus zwei derselben die Verhaltnisse A : C,

B: C und setzt diese Werte in die dritte, so erhalt man

nach x, x', x" geordnet

x (y"z
r -

y'z")
- x' (y"%

-
yx?) + of (y'x -yz') = Q.

Nun ist y"z
r

y'x," die doppelte Projektion des Dreiecks

SL'L" auf die i/^-Ebene, usw. Dividiert man diese Glei-

chung durch den Kosinus des Neigungswinkels der Bahn-

ebene mit der 2/%-Ebene, so erhalt man

nx rix' + n"x"=Q.

Ebenso erhalt man die beiden anderen Gleichungen,

wenn man nach y, y', y" und 2, &', x," ordnet.

Es ist klar, daB diese drei Grleichungen, wenn fiir n, n
r

,
n"

ihre geometrischen Ausdriicke r'r" sin (v" v'} ,
. . . gesetzt

werden, dieselbe identische Gleichung geben. Diese Iden-

titat hort auf, wenn fiir die Verhaltnisse n:n':n" andere,

aus den Bewegungsgesetzen herruhrende Ausdriicke gewahlt

werden und die heliozentrischen GroBen x, y, z, . . . durch

den geozentrischen und Erdorte ersetzt werden, wie dies

in Art. 15 geschieht.

9) S. 29. Zu Art. 15. 1. Die Gleichungen (3), (4), (5)

des Art. 14 werden identisch erfiillt, wenn

2
= Q

' = Q
= 0, also r = R, r

r = R', r" = R"

gesetzt wird, woraus

n N n" N"

wo N, Nr

, N", die auf die Erdorte beziiglichen doppelten

Dreieckflachen bedeuten, folgt.
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2. Fur drei Winkel L K,U K, L" K findet die

Gleichung statt

sin (L K) sin (L" L 1

)
sin (U K) sin (L" L)

+ sin (I/' JBT) sin (Zr' L) = 0;

mit .K, -R', jR" multipliziert und durch aQ dividiert erhalt man

, N ,N" n
c b-^ d^r = 0.

x .#' JV'

Damit kann die Gleichung (7) des Art. 15 auch auf die

Eorm gebracht werden

_ ,
/
N n

\
, IN" n"\-

\w>'~"rt)~
i a\w~wr

woraus wieder (wie oben) ein Wert Q'
=

folgt, wenn fiir

N:N*, N"\N', n:n', ri'\ri die genauen Werte gesetzt

werden, hingegen wird ein Wert (/ nahe gleich erhalten,

wenn fiir n:n' und ri':n' nur Naherungswerte, fiir N:N r

und N" : N' aber die genauen gesetzt werden. Dieser Wert Q'

bezieht sich auf den Erdort der mittleren Beobachtung.

3. Mit der Genauigkeit der ersten GauBschen Hypotnese

folgt aus

bn+ dn" __ b& + d&" bN+ dN" eNf

n + n" & + &"
'

N+N"
"
N+N"

Q' cN'
"

N+ N"
'

~~rt~

cosT
7
= C

2 \W PSJ
'

Da >':cos/?' positiv ist, so folgt aus dieser Gleichung:

Ist c positiv, so ist r'^>R
f

y

c negativ, r r

<^ Rr

;

fur c positiv sind sin(L' K), sin
(/?' ft) gleich,

c negativ sin (L' ^T), sin
(/?' ft) entgegengesetzt
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bezeichnet; im ersten Falle liegen die Punkte B' und A'

auf den entgegengesetzten, im zweiten Falle auf derselben

Seite des groBten Kreises durch die Punkte B und B".

Diese Folgerung bildet das Lambertsche Theorem,
betreffend den scheinbaren Lauf eines Kometen; in obiger

Gleichung ausgedriickt erklart GauB in seinem mehrere

Jahre vor Erscheinen der Theoria motus verfaBten Aufsatz

Summarische Ubersicht der zur Bestimmung der Bahnen

der beyden neuen Hauptplaneten angewandten Methoden

(F. v. Zach. Monatliche Korrespondenz. 20. Bd., 1809) fur

die erste Annaherung: Diese Formel ist der wichtigste

Theil der ganzen Methode'und ihre erste Grundlage.

4. Der gemeinsame Nenner von w>:cos/?, rig'icosfi',

ri'()":cosp" ist der sechsfache Inbalt der Pyramide, deren

Spitze der Mittelpunkt einer Kugelflache mit dem Radius

Eins, deren Grundflache das Dreieck der drei geozentrischen

Orte des Himmelskorpers auf dieser Kugelflache ist. Dieser

Inhalt wird Null: erstens, wenn die drei geozentrischen Orte

in einem groBten Kreise liegen; zweitens, wenn zwei Orte

(etwa der erste und zweite) zusammenfalien
,

also der

Zwischenlauf eine Schleife bildet was auch als spezieller

Fall des ersten angesehen werden kann.

Im ersten Falle konnen die drei Gleichungen (3), (4), (5)

des Art. 14 durch ^
=

(/
=

Q"
= identisch erfiillt werden.

Im zweiten Falle wird der Nenner identisch gleich Null,

die Gleichungen (3), (4), (5) des Art. 14 gehen iiber in

(nQ n'g') cos I + ri'g" cos A"= A

(HQ n'g') sin I + ri'g" sin I"= B
(n$ U'Q') tan /? + ri'q" tan 0" = C,

woraus nur nq U'Q' und
ri'tf' bestimmt werden konnen.

Aus den beiden ersten folgt
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n"g" sin (r A)
= nE sin (L 1) n'R' sin (L

r

A)

4-w"J2"8in(L"-- I)

(
n Q n'Q

r

)
sin (r A)

= nE sin (L I") n'R' sin (L' r)

+ ri'R"sm(L" r).

Sind # und &" klein, so sind die Zahler von Q" und

-^- Q Q' kleine GroBen der zweiten Ordnung, deren Nenner

von der ersten. Abgesehen von der Unbestimmtheit von

Q und Q'J werden fiir
, Q', Q" kleine Werte erhalten, die

sich bei einem kleinen Planeten auf die Erdorte beziehen

wiirden.

5. Um die Ordnungszahl des Koeffizienten von n'q' der

Gleichung (1) des Art. 15 zu bestimmen, setze man

tan/? = tan/?' M" + ^2^"
2 ----

tan/?" = tan f + b^ + 62^2 4----

r = r + 1^ + /2#2 + 4^3 -|

sin a = a
-J-
a 3

-f-

Damit erhalt man fiir diesen Koeffizienten

&tftf
r

(J tan /?'^3
_ j^ + b^) H----

Die GroBe aQ wird aus diesem Koeffizienten durch Divi-

sion mit sin (I" 1)
= l^' + erhalten, sie hat daher

die Form A&&", kann aber durch die Kleinheit des Koeffi-

zienten A auf eine GrroBe dritter und noch hoherer Ordnung

herabsinken.

10) S. 37. tlber die Genauigkeit der GroBen P und Q.

1. Zu dieser theoretischen Fehlerbestimmung, wie sie

GauB gegeben hat, mag bemerkt werden: Zwei kleine (oder

groBe) GroBen derselben Ordnung haben eine endliche Zahl

als Verhaltnis. 1st x eine kleine GroBe erster Ordnung,
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so ist ax eine kleine GroBe der wten Ordnung, wenn a

endlich ist. Die Ordnung der Summe oder Differenz zweier

kleiner GroBen verschiedener Ordnung wird durch die ge-

ringere Ordnung der beiden GroBen bestimmt. Die Ord-

nung des Produktes oder Quotienten zweier kleiner GroBen

ist die Summe oder Differenz der Ordnungszahlen der

beiden GroBen.

1st U= u 4- u'
,
V= v 4- v', wo u und v Naherungs-

werte von 17,
F sind, also u', v' deren Fehler; so ist der

Fehler

UV uv = uv' 4- vu' 4- u'v nahe = uv' 4- vu',

wenn man das sehr kleine Produkt u'v' der Fehler ver-

nachlassigt.

Die Ordnungszahl des Fehlers des Produktes UV, wenn

dafiir uv gesetzt wird, ist daher durch die Ordnungszahl

von uv' -^ vu' bestimmt.

"Wendet man diesen Satz auf

T-T TT ton + dn" n -f- n"

n -f- n" n'

an, so ist U= - l

~_.
eine kleine GroBe der 2 ten Ord-

nung, der Fehler v' eine GroBe der vierten Ordnung, also

uv' eine kleine GroBe der zweiten Ordnung. V= -i
ist von der nullten Ordnung, der Fehler u' von der ersten

Ordnung, also das Produkt vu' von der ersten Ordnung.

Der Fehler von UV ist daher von der ersten Ordnung, da

die Summe von kleinen GroBen erster und zweiter Ordnung
eine GroBe erster Ordnung ist.

Als kleine GroBen erster Ordnung werden nach GauB

bei der Bahnbestimmung eines kleinen Planeten die auf der

Kugelflache vom Halbmesser gleich Eins in der Zwischen-

Frischauf, Astronomic. 3. Aufl. 14
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zeit von der ersten zur dritten Beobachtung zuriickgelegten

heliozentrischen und geozentrischen Wege und der Exzen-

trizitat der Balm vorausgesetzt. Besonders werden als solche

GroBen die Werte von

betrachtet.

Bei Kometen kann einer maBigen heliozentrischen Be-

wegung eine bedeutende geozentrische und umgekehrt bei

kleinen Zwischenzeiten entsprechen.

Diese theoretische Fehlerschatzung von Q' : cos/5' findet

in der Praxis glucklicherweise nicht statt, denn sonst ware

die Bahnbestimmung eines Asteroiden eine sehr miihsam

ausfuhrbare Eechnung. Diese scheinbare Nichtuberein-

stimmung von Theorie und Praxis in der Ordnungsbestim-

inung des Fehlers von Q' : cos (? riihrt daher, daB die Ord-

nungszahl einer kleinen GroBe durch einen beigefiigten

Faktor a <] 1 erhb'ht werden kann, und die Differenz zweier

kleiner GroBen derselben Ordnung eine GroBe hoherer

Ordnung sein kann.

In den meisten Fallen der Praxis kann der Unterschied

(9- &") :r^als eine kleine GroBe zweiter Ordnung vor-

ausgesetzt werden.

Beim Ceres-Beispiel, dasalsLeistungsprobederGauBschen

Methode angesehen werden kann, erscheinen ^:/^=0.52,

&" : / = 0.55 als kleine GroBen erster Ordnung, auch noch

^:/l= 1.1; dagegen

6 = -3.11..., c = 1.10..., d = 2M...

als groB zweiter Ordnung ;
hierbei findet ein Ubergang vom

Negativen zum Positiven statt, wodurch die Abschatzung

der Ordnung der GroBen illusorisch wird. Dennoch findet,



211

besonders begiinstigt durch die nahezu gleichen Werte #, &"

und die kleine Exzentrizitat = 0.08, noch eine verhaltnis-

maBig rasche Konvergenz der Hypothesen fiir P und Q statt.

2. Ubrigens laBt sich auch in der ersten GauBschen

Hypothese die Genauigkeit der Bestimmung von Q' : cos /?'

um mindestens eine Ordnnng steigern.

Fiir den Unterschied S. 35

erhalt man einen Naherungswert, indem man im Zahler

setzt, im Nenner

Damit wird dieser Unterschied naherungsweise

ist also verschwindend, wenn ^ nahezu = &" ist, was in der

Praxis, wo fiir eine Bahnbestimmung meistens eine Auswahl

von Beobachtungen vorhanden ist, haufig stattfindet.

Eine Yerbesserung der GroBe Q fiir die erste Hypo-
these wird dadurch erzielt, daB man beachtet, daB wegen

rr" nahe = r/2 + a (&

bei nicht sehr verschiedenen # und &" (mit einem Fehler

dritter Ordnung) gleich 1 gesetzt werden kann; yy"cosf

cos/' cos/"" wird naherungsweise gerechnet, indem man

1 i
^~ O J? ^

y =,l+,2f--~,...
setzt; damit wird

14*



212

T)f

yy" cos f cos f cos f"
= 1 ^

= T
i

(5 #'2 (# #")2) nahe =

n _ ##"

Die Gleichung (11) geht dadurch uber in

(11') x' = I
-73-^-7^ ,

^' 2 -

Fiir die Berechmmg der Yerhaltnisse n:ri und n" :n' aus

den Gleichungen (12) geniigt es

zu setzen. Diese Berechnungsart kann als verbesserte

erste GauBsche Hypothese bezeichnet werden.

Piir das Juno-Beispiel betragt der Unterschied in log r'

+ 9100 beider >unverbesserten und 200 Einheiten der

siebenten Stelle bei der verbesserten ersten Hypothese

von jenem der zweiten.

Die obige Verbesserung von bn + dn" : n -f- n" ist gleich-

wertig mit der Annahme einer kreisformigen Bewegung vom

Radius / in der Zwischenzeit zur genaherten Bestimmung

der Verhaltnisse n : n' und n" : n' bei Vernachlassigung der

G-lieder mit &" . . .
,
welche mit der Enckeschen Annahme

zusammenfallt. Setzt man in den zweiten Posten

2^ + ^=3^, & + 2#" = 3^,

so erhalt man die GauBsche erste Hypothese.

3. Zur Berechnung der Dreiecksverhaltnisse aus der

GauBschen GroBe P und Q
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p __ -^ y_ Q __Wr't'.rr"
'

~&y"' yy" eosfcosf cos/
7'

mag bemerkt werden: Die gegebenen Werte #, #', &"

werden zur Berechnung der Glieder nullter, r, r', r" der

Glieder zweiter, /", /*, /"" der Glieder vierter Ordnung der

Dreiecksverhaltnisse benotigt. Letzteres erhellt daraus, daB

nur in Gliedern zweiter Ordnung cos/", cos/', cos/"" vor-

kommen, und bei der Berechnung von h und h" (Art. 6)

nur in mH und m"H" die Werte von sin I/
2 und sin-|/"

2
.

Die Sicberheit einer Hypotbese von P und Q hangt daber

bauptsacblich von der Genauigkeit der Werte r, /, r" ab.

Sind daber diese GroBen bereits soweit genau, daB damit

die Dreiecksverbaltnisse mit einer Genauigkeit, welcbe

siebenstellige Tafeln gestatten, erbalten werden, so kann

deren Berechnung als abgescblossen erklart werden.

Eine Abkiirzung der von GauB vorgeschlagenen Be-

rechnung der GroBen
/", /"', f", wie in Art. 16 und 17 an-

gegeben ist, wird dadurch erzielt, daB man 2/
1

,
180 2/*' 7

2f" als die Winkel des Dreiecks mit den gegeniiberliegenden

Seiten nr, rir', ri'r" oder

betracbtet, wobei fur r : /, /' : /, n : ri, n" : ri die eben er-

baltenen Werte verwendet werden.

Man erbalt daraus

Bei dieser Eecbnung werden, da s c eine kleine GroBe

zweiter Ordnung ist, a, b genauer (etwa sechsstelb'g) be-

rechnet; ist 5 c berechnet, so kann die weitere Be-
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rechnung von
/", /"', f" vier- oder fiinfstellig ausgefuhrt

werden.

4. Die Grleichungen (13) und (14) des Art. 16, die Encke
zur Bestimmung von g und Q" durch Q' vorgeschlagen hat,

haben vor jenen, von Q' freien, den Vorzug, daB nur bei Q'

aber nicht bei Q und Q" eine Unsicherheit der Rechnung

zufolge des Umstandes der Bestimmung einer GroBe durch

eine Differenz zweier groBer Zahlen eintritt*).

Da die Ordnungszahl der Fehler von n : ri und n" : ri

um zwei Einheiten hoher ist als jene von /, so hat auf die

Ordnungszahl der Fehler von und >" nur der Posten

mit (/ EinfluB. Zur Beurteilung dieser Teilfehler von $'

und Q" sollen die Koeffizienten von Q' naherungsweise be-

stimmt werden.
'

_

k

1 ^- &
sin (V A) k _ _ _ _ <~~~~ '

k

Mit Vernachlassigung der Glieder zweiter Ordnung ist

n'

setzt man a = A9&", so werden diese Koeffizienten von

und Q" beziiglich

*) Auch Gaufi bestimmt bei seinem Vorgange die heliozentrischen

Entfernungen der ersten und dritten Beobachtung aus der mitt-

leren ohne neue Unsicherheit.
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also naherungsweise von der Form

! + #" und 1 B&.

Die Grb'Ben Q und Q" (oder r und r") werden daher mit

gleicher Sicherheit erhalten wie Q' (oder r'}.

Aus der Form der Gleichungen (13) und (14) und der

Art der Berechnung von r aus Q folgt: 1st v der Fehler

von /, so konnen die Fehler der berechneten Werte r

und /' (mit Yernachlassigung der kleinen GroBen hb'herer

Ordnung) in der Form vorausgesetzt werden

v(l a#"), v(l + a#),

wo #,#" klein sind, mindestens der Ordnung Eins. Yon

gleicher Ordnung und Form sind die Fehler der Argumente

der Breite, die Fehler von cos/", cos/"', cos/"" sind urn

zwei Ordnungen hoher.

Damit kann die Frage der Konvergenz der GauBschen

Hypothesen fur die in der Praxis am haufigsten vorkom-

menden Bahnbestimmungen beantwortet werden; dabei wird

vorausgesetzt

bj G^ d groB zweiter, b d erster Ordnung,

&' : /I, (# #") : ^-', e klein erster Ordnung;

die GauBsche erste (unverbesserte) Hypothese liefert dann r'

(also auch r und r") mit einem Fehler zweiter Ordnung.

1st ft die Ordnungszahl der Fehler von r, /, r" einer

Hypothese P und Q ,
P und Q' die nachste Hypothese, so

haben auf die Ordnungszahl des Fehlers von

6 (?V)^ cos/3

nur die Glieder mit #2
,
#"2

EinfluB; der Fehler von P' ist

daher von der Ordnung p -j- 3 ,
dieser bewirkt auf Q' einen

Fehler der Ordnung ^ + 2. In dem Quotienten r:r' und
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in dem Pro-

dukte rr":r' 2 die der Ordnung ^-j-1, wie aus

#") r" + v (1 + a #)

r'

naherungsweise

ersichtlich ist; die Fehler von cos/", cos/', cos/" sind von

der Ordnung ^ -|-
2. Der Fehler von Q' ist daher von der

Ordnung ^-f-4, sein Fehler-EinfluB auf $' (oder /) von

der Ordnung p + 2 .

Aus der Form der Fehler der berechneten Werte r, /, r"

folgt uberdies, daB trotz der Ungenauigkeit von r, /, /'

die nach 3. bestimmten Winkel
/*, /', /" mit gleichem

Grade von Genauigkeit wie nach Art. 16 und 17 erhalten

werden.

5. Die GauBsche Methode der Bahnbestimmung setzt

die Entwickelbarkeit der Verhaltnisse n : ri und n" : n' nach

Potenzreihen der IJnterschiede der Anomalien (etwa ^ : r'^
,

<9-":r"s) bei Beschrankung auf eine geringe Gliederzahl

voraus. Fur drei auf einander folgende Oppositionen eines

kleinen Planeten ist diese Methode daher ebensowenig an-

wendbar, als etwa die auf nur drei oder vier Glieder be-

schrankten Sinus- oder Cosinus-Eeihen fur ein Argument
uber 1 bei einer vorgeschriebenen Genauigkeit auf sieben

oder noch mehr Stellen.

11) S. 22. Direkte und retrograde Bewegung.
Statt die Neigung der Bahn nach GauB von bis 180

zu zahlen, zahlt man dieselbe auch von bis 90 und unter-

scheidet zwischen direkter und retrograder Bewegung.

Ist die Neigung der Bahn grb'Ber als 90
,
so nimmt man



217

das Supplement der Neigung, fiigt aber hinzu, daB die Be-

wegung retrograde sei, wahrend man sie in dem anderen

Falle (wo '<;90 ist) direkte nennt. In diesem Falle

.p. 21
werden die Langen in der Bahn von

einem Punkte Y' (
FiS- 21

) gezahlt,

welcher in der Bichtung der Bewe-

gung des Himmelskorpers ebensoweit

entfernt ist wie der aufsteigende Kno-

ten vom Fruhlingsaquinoktium. Die

Langen in der Bahn werden in einer der Bewegung entgegen-

gesetzten Bichtung gezahlt *). Ist nun Yo der fiktive Fruh-

lingspunkt in der Bahn nach der GauBschen, Y' der fiktive

Friihlingspunkt nach der alteren (gewohnlichen) Zahlung;

bedeuten i, Q ,
^L Neigung, Lange des Knotens, Lange in

der Bahn nach der GauBschen, i'j Q', ^ dieselben GroBen

nach der alteren Zahlung, so findet folgender Zusammen-

hang statt

Fiir die Langen des Perihels hat man daher II -{- IV
= 2Q. Ist u das Argument der Breite, d. i. die Ent-

fernung des Himmelskorpers vom Knoten, v die wahre

Anomalie, d. i. die Entfernung vom Perihel, beide GroBen

in der Bichtung der Bewegung gezahlt, so ist

M = Q' ^' = ^ Q, v = n f -sl' = _A-n.

Fiir das in Art. 21 gegebene Beispiel hat man i' =
81 1' 3", jr = 19737'51", muB aber den Zusatz machen

Bewegung retrograde*.

*) In der Fig. 21 bedeutet: Pfeil 1 die Eichtung der Bewegung
der Erde, Pfeil 2 die Richtung der Bewegung des Himmelskorpers,
Pfeil 3 die Richtung der Zahlung nach der alteren (gewohnlichen)
Methode.
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12) Methods der kleinsten Quadrate. Es seien

aus den n Gleichungen

#! = m
i 4- ax 4- b^y -j- c z =

t-2
= 7W2 -f- CL^X 4- &2?/ 4- C2^ =

>n = mn 4- *# 4- 6W# 4- c* = ,

wo mt ,
m2 ,

. . . mw durch Beobachtung erhalten werden, die

Unbekannten x, y, z (deren Anzahl der Einfachheit halber

gleich drei gesetzt wurde) zu bestimmen.

Waren die beobachteten GroBen mif m% ,
. . . mn voll-

kommen genau, so konnte man aus dreien dieser Grlei-

chungen die Unbekannten x, y^ % bestimmen; die iibrigen

n 3 Grleichungen werden fiir diese Werte der Unbe-

kannten vollkommen erfiillt. Wegen der unvermeidlichen

Beobachtungsfebler werden die GroBen mi ,
m2 ,

. . . mn nicht

vollkommen genau sein, es kann daher durch ein System

von Werten a?, y, % nicht samtlichen obigen Gleichungen

geniigt werden.

In diesem Falle bestimmt man die Unbekannten derart,

daB alien Gleichungen moglichst geniigt wird; man erreicht

dieses, indem man die Summe

8 = vj 4- ^2
2 H h >n

2

zu einem Minimum macht. Dazu ist erforderlich, daB

dS r\ dS r\ dS
p.

~~7
~ " ^1 ~7

==~ ^1 ~J
" ^

ax dy d%,

wird, welche Gleichungen entwickelt geben

[aa] x 4- fab] y 4- [
ac

]
% + [am] =0

[ab] x 4- [bb] y + [be] z -\- [b m] =
[ac]x 4- [be] y 4- [cc] z 4- [em] = ,

wo
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[aa] = a^ai +- a2 2 H-----h anan

\ab}
= a^bi -f- ajb^ -f- ...-{- anbn usw. ist.

Auf dieselbe "Weise verfahrt man,'wenn mehr als drei

Unbekannte vorhanden sind.

Im vorigen wurde die stillschweigende Voraussetzung

gemacht, daB alle (beobachteten) GroBen ml7 w2 ,...ww

von gleicher Genauigkeit sind. Ist jedoch eine Beobach-

tung von groBerer Genauigkeit, so sagt man: die Beob-

achtung hat ein groBeres Gewicht*. Um diesen Umstand

in Recbnung zu ziehen, kann man sich die zugehorige

Gleichung so oft angesetzt denken, als ihr groBeres Ge-

wicht betragt.

Sind daher (auf irgend eine Einheit bezogen)

Pi, P2,.--P

die Gewichte der Beobacbtungen

mt , m^. . . mn ,

so mache man die Summe

zu einem Minimum.

Da die Unbekannten aus der Bedingung, daB die Summe

S der Quadrate der Febler v
it v2 ,

. . . vn ein Minimum wird,

bestimmt werden, so heiBt diese Bestimmung Metbode der

kleinsten Quadrate .

Fiir eine Unbekannte ist

[paa]x-\- [pam] = 0.

1st % = a2
= * = an = 1

,
sind ferner die Gewichte

aller Beobachtungen gleich, so ist

*

d. i. das arithmetische Mittel.
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13) S. 156. Uber das Problem der Bahnverbesserung

mogen folgende neuere Arbeiten angefiihrt werden.

P. Harzer in der erwahnten Publikation der Stern-

warte in Kiel. XI. Es wird die Losung der Aufgabe ge-

liefert: Zu den Naherungswerten dreier geozentrischer Ent-

fernungen die Yerbesserungen zu finden, die eine strenge

Darstellung der Beobachtungen bewirken. Diese Aufgabe

wird fur die Ellipse, fiir eine nahezu parabolische Bahn und

fiir die Parabel gelost.

J. Bauschinger in Nr. 23 Yeronentlichungen des

Koniglichen Astronomischen Rechen-Institutes zu Berlin .

1903. Der Yerfasser liefert: I. Die Differentialquotienten

der geozentrischen Rektaszension und Deklination nach den

Elementen. II. Die Yariation der geozentrischen Distanzen.

In I wird die Grundform der Differentialquotienten ent-

wickelt, wo die die Neigung, Knoten und Distanz Perihel

vom Knoten ersetzenden HilfsgroBen naturgemaB auftreten;

aus der Grundform werden die Schonfeldschen und Tint-

jenschen Formeln letztere in Strenge hergeleitet. Zur

Abteilung II. In Art. 35 werden die Differentialquotienten

der zur Bahnverbesserung verwendeten Orte des Himmels-

korpers empirisch bestimmt, da die streng entwickelten

Formeln zu kompliziert erscheinen. Bauschinger erklart

mit Recht das gewohnliche Yerfahren: ein in praxi recht

wirksames, selten fehlschlagendes Mittel, das aber doch

miihsam und analytisch roh ist; er empfiehlt daher statt

dessen solche Entwicklungen nach Potenzen der Zeit, die

zu rechnerisch brauchbaren sich gestalten. S. Tint
j
en hat

im Berliner Astronomischen Jahrbuch 1878 (>Uber Yer-

besserung von Planetenbahn-Bestimmungen und einige dabei

zulassige Abkiirzungen) dieses Yerfahren zuerst mitgeteilt,

dasselbe wird von Bauschinger erweitert; es kann aber ohne
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besondere Mehrrechnung noch zu einem genaueren Ab-

schluB gebracht werden. (Dritter Anhang.)

14) S. 101. Setzt man f(x) in der Form voraus

/ 1 )
-

r.p.y~r7\yfj \w ] W/ '

wo x = a + nw -f- v ist, so erhalt man durch passende

Bestimmung von a, . . . e fur

die "Werte

f(a -f- n 2 w), /"(a + ^ 1
;},

/(a + w + 1 .
w), f (a + n + 2 .

w),

und alle in der Nahe von a-^-nw liegenden Funktions-

werte, wenn man f(x) als das allgemeine Glied einer arith-

metischen Reihe vierter Ordnung betrachten kann. Aus

den fiinf "Werten folgt

a = f(a + nw)

n - -

Die weitere Entwicklung ist so wie in Art. 38.

Damit erhalt man

+ n + i" w

T j f (a+
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a + n + 1 w

/"(a;) d#2 == w^ ('f(a + n+lw) + -^ /"(

wobei

W
) +
+ 2/^(0 + 20))

zur Bildung der ersten und zweiten Summenreihe als An-

fangswerte angesetzt werden.

Aus den Funktionswerten kann man aucli die Werte der

Differentialquotienten bestimmen.

Denn es 1st

2v ,3^2 4^3

Fiir v = 0, d. h. fur x= a -f nw, soil der Differential-

quotient mit fo(a-\-nw) bezeichnet werden. Es ist daher

wfi(a + nw) = H/
7

(a + w+J w) + f(a+H^\ -

w))

-
iV (f

m
(a+ + w) + /""(a + =I

i w)),

und ebenso

w*fS(a + nw) = f"(a + ww) -faf
iv

(a + ww), usw.

Zusatz. Bei der obigen Integration fallen die Glieder

mit den ungeraden Potenzen nach v von f(x) weg. Der

Fehler des Integrals ist daner von gleicher Ordnung, ob

man fur f(x) eine Funktion von geradem Grade oder des

nachstnoheren ungeraden wahlt.

15) S. 146. Aus diesen Grundsatzen entwickelte sich

die sogenannte Spharentheorie. Die Weltsphare wird

in neun konzentrische durchsicntige Spharen geteilt; in den

ersten sieben befanden sich die Planeten
; Mond, Sonne,

Merkur usw., in der achten waren die Fixsterne, die neunte,

das primum mobile, umschloB die ubrigen und erteilte ihnen
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die zur Darstellung der Erscheinung notigen Bewegungen.

Der Widerspruch der festen Spharen mit der epizyklischen

Bewegung der Planeten wurde erst durch Peurbach

(14231461) dadurch gelost, daB er den Spharen eine solche

Dicke gab, daB der Planet mit samt seinem Epizykel zwi-

schen der auBeren und inneren Flache eingeschlossen war.

Durch Tycho, welcher die Kometen als kosmische Korper

erkannte, wurde die Ansicht der festen Spharen zerstort.

16) Der Unterschied zwischen der Lange in der Bahn und

der heliozentrischen Lange, d. i. die GroBe u
(I Q),

heiBt die Reduktion auf die Ekliptik.

Aus

tang u = taPg(fT^
cos*

folgt nach 2) des Art. 44 wegen der Kleinheit von i

Das Maximum = -
betragt fiir den Planeten Mars

52 ".8. Kepler findet die Reduktion kleiner als 1'.

Die alten Astronomen vernachlassigten die Reduktion

und rechneten die Lange so, als ob die Bewegung des Pla-

neten in der Ekliptik geschehe.

17) S. 112. Bestimmung der Bahnelemente der oberen

Planeten nach Cl. Ptolemaus.

Fiir die Elemente des exzentrischen Kreises, d. i. der

Exzentrizitat und der Lage der Apsidenlinie dienen die

Langen zur Zeit der Opposition.

Gegeben sind: Drei wahre Langen zur Zeit der Oppo-

sition und die zugehorigen mittleren Bewegungen.
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1. Unter der Voraussetzung der >einfachenExzentrizitat.

Es seien (Pig. 22) Mlt M2 , M$ drei Orte eines oberen

Planeten im exzentrischen Kreise, der Mittelpunkt F das

punctum aequans.

Die WinkelM SM2 ,
M2SMS sind die wahren Bewegungen

von der ersten zur zweiten, zweiten zur dritten Beobach-

tung, wahrend die Winkel M^FMi,

M^FMz die zugehorigen mittleren Be-
j

wegungen smd. \

Setzt man a = 1
,
und verlangert

man SM^ bis zum Punkte R und zieht

RM2j R>MS ,
so kann man aus den

Dreiecken SRM%, SRMS die Seiten

RM2 , RM% durch RS und damit

^L RM2Mz bestimmen. Dadurch wird der Bogen MiQR
und damit RT und FT, wo T die Mitte von M R 1st, be-

kannt. Bestimmt man auBerdem RS aus RM% oder RM3 ,

so erhalt man ST= RS - RT, und damit FS und ^C F8T\
wodurch die Exzentrizitat und die Lage der Apsidenlinie

bekannt ist.

2. Fiir die gleiche Teilung der Exzentrizitat* kann

man in erster Annaherung die Elemente nach 1. bestimmen.

Man bezeichne mit Jf den Durchschnittspunkt des Aquan-
ten mit der G-eraden FL der Pig. 8, so kann man aus den

genaherten Elementen den Winkel LSM bestimmen. Diese

E,echnung wird fur jeden der drei Orte durchgefuhrt, da-

durch erhalt man den Pall 1.

Nach dieser Methode findet Ptolemaus fiir den Planeten

Mars e = 0.10, JT = 295 30'.

Das Verhaltnis des Eadius des Epizykels zum Eadius

des Exzenters wird durch eine Beobachtung auBerhalb der

Opposition bestimmt.
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18) S. 111. Die Rechnung fur die Bestimmung des

Punktes L stellt sich so: Man bestimint die Sehne 0(7,

hierauf im Dreieck COL, in welchem Winkel COL = 90

-\-2cc ist, die Seite OL und schlieBlich im Dreieck OSL
die SL = r und Winkel OSL = ISO v.

19) S. 126. Diese Bedingungen sind in der Tat hin-

reichend. Denn wird der Gleichung 1) geniigt, so liegen

die vier Punkte M^ ,
. . . Jf4 in einem Kreise, d. h. je zwei

Grade SM^ und FM
,

. . . /Y4 und FM4 schneiden sich in

Punkten Jfl7 ... 3f4j die in dem Umfang eines Kreises

liegen. Wird der Gleichung 2) geniigt, so liegen die Punkte

Fj 0, S in einer Geraden, wo der Mittelpunkt des Kreises

ist. Der Winkel OM^S kann namlich doppelt gerechnet

werden, zunachst aus

OMiS = OM1MI SMiMi

und aus O'Jfi, SM, und aSM^ = 180 - P8M^ wo

der Durchschnittspunkt der Geraden M mit der Geraden

F8 ist. Ist nun der Punkt 0' mit dem Punkt identisch,

so miissen die beiden Werte von OM^S iibereinstimmen,

wenn man O'M^ = Radius des Kreises setzt. Da im Kreis-

viereck M\ . . . M nun OM^ = OM = dem Radius ist, so

ist der Mittelpunkt desselben.

20) S. 129. Diese Rechnung ist bei Kepler so gefiihrt:

Die heliozentrische Breite folgt aus

sin b = sin i sin u .

a) Ist der Planet mit der Sonne in Opposition, so ist

_ ff sin/3~
sin(/3 b}'

Frischauf, Astronomic. 3. Aufl. 15
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b) Fiir Beobachtungen auBerhalb der Opposition erhalt

man r aus
r cos b sin

(I A)
= R sin (L /) .

Fiir R nimmt Kepler einmal den Wert aus den tycho-

nischen Elementen, und dann den Wert R 1; dadurch

erhalt er Grenzwerte fiir die Exzentrizitat e, welche ihn

zum Yerwerfen der stellvertretenden Hypothese veranlaBten.

21) S. 130. DaB bei den oberen Planeten diese Erschei-

nung eintreten muB, erhellt aus folgendem:

1st (Fig. 13) N die Projektion eines oberen Planeten M
auf die Ebene der Erdbahn, S das punctum aequanSj E1

und E% die Orte der Erde fiir denselben Punkt M des

Planeten, so folgt: 1st S der Mittelpunkt der Erdbahn, so

wird Winkel EiNB = E^NS, wenn "Winkel EiSN= E2SN
ist

;
ist aber S nicht der Mittelpunkt der Erdbahn, so sind

die beiden ersteren Winkel voneinander verschieden, wenn

auch letztere Winkel einander gleich sind.

Um die angegebene Lage fiir den Planeten Mars zu er-

halten, beriicksichtige man, daB in seiner siderischen Um-

laufszeit = 687 Tage die Erde 2 Umlaufe 52 54' zuriick-

legt. Beobachtet man daher den Mars in solcher Lage, daB

EiSN=2l2T, 42 54', . . .

ist, so wird nach bzw. ein, zwei, . . . Umlaufen Winkel E2SN
= EiNS sein. Fiir Mars stieg der Unterschied der Winkel

und ES bis auf 2.

22) S. 131. Sind r, r' zwei Distanzen, ,
a' die Winkel

derselben mit ihren Tangenten an die Bahn, tf,
t' die Zeiten,

in welchen die unendlich kleinen Bogen 1 = 1' beschrieben

werden, so ist in Strenge
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Ir sin a:l'r' sin a' = :
',

oder
t :

' == r sin a : r
r

sin a'.

Der Fehler der Ableitung besteht darin, daB Kepler

statt des Yerhaltnisses r sin a : r
r

sin a' das Yerhaltnis r : r'

setzt, dann aber das Yerhaltnis Ir : I' r' fur das Yerhaltnis

der Flachen nimmt; beide Fehler heben sich im Eesultate

auf. Fur die Apsidenlinie ist, wegen a = a' = 90, t : t'

= r:rr

.

23) S. 131. Projiziert man den exzentrischen Kreis ortho-

gonal auf eine Ebene, welche durch die Apsidenlinie geht

und deren Neigung durch sin s = e bestimmt ist, so ist

die Neigung der Projektion des Radiusvektors im exzentri-

schen Kreise gleich der optischen Gleichung r/>.

Denn ist M die Projektion des Punktes L des exzen-

trischen Kreises, so erhalt man aus dem durch die Geraden

SP, SL, SM bestimmten Dreikante, wenn ^ LSM= I

gesetzt wird, und v die wahre Anomalie des exzentrischen

Kreises bedeutet,

sin I = sin v sin e = e sin v = sin cp ,

d. h. I =
(p.

Die Punkte M bilden eine Ellipse als Pro-

jektion des exzentrischen Kreises. Ygl. Art. 2.

24) S. 141. Der Ursprung der Harmonie der Welt

sich auBernd in einer Tonmythe ist bei den Pythago-

raern zu finden. In Platos Republik heiBt es: Auf jeder

der acht Weltspharen (Fixsternsphare ,
. . . Mondsphare.

Ygl. Anm. 13) sitzt eine Sirene, die, mit herumbewegt, einen

Ton von sich gibt; alle acht Tone fliefien zusammen zu

einem ubereinstimmenden Einklang. Cl. Ptolemaus hatte

sogar eine Harmonik verfaBt, von deren 3. Buche (vom

15*
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3. Kap. an) Kepler eine Ubersetzung liefert und seine Re-

sultate mit denen des Ptolemaus vergleicht. Tycho fiillte

den Weltraum mit Luft, welche von den kreisenden Welt-

korpern erschuttert, die Tone erzeugt. Kepler ist gegen

die Ansicht einer musikalischen Harmonie, weil keine Musik

des Weltraumes existiert und die Bewegung der Himmels-

korper keine so heftige ist, daB man sie horen konnte. Die

Harmonien konnen daher nur vermittels des Lichtes, d. i.

in den sichtbaren Bewegungen der Himmelskorper wahr-

genommen werden.

25) S. 146. Aus den tychonischen Beobachtungen ist

die sehnellste und langsamste Winkelbewegung eines jeden

Planeten gegeben; durch geringe Anderungen dieser Zahlen

erhalt man harmonische Verhaltnisse fiir die Vergleichungen

1) und 2) des Art. 59. Umgekehrt: Ist das Gesetz der Har-

monien gegeben, so erhalt man aus dem Verhaltnisse der

schnellsten und langsamsten Bewegung die Exzentrizitat

und die mittlere Bewegung. Aus den Verhaltnissen der

mittleren Bewegungen erhalt man nach dem dritten G-esetze

die Verhaltnisse der mittleren Entfernungen. Die mittleren

Bewegungen bestimmt Kepler dadurch, daB er vom geo-

metrischen Mittel aus der schnellsten und langsamsten Be-

wegung den halben Unterschied zwischen dem arithmetischen

und geometrischen Mittel derselben Zahlen abzieht. Ist

daher g die groBte, k die kleinste Winkelgeschwindigkeit,

so ist die mittlere

26) S. 146. Die Zeit zwischen Kepler und Newton

lieferte fiir die theoretische Astronomic kaum einen Fort-

schritt. In Deutschland wirkte der Verfall der Kultur in-
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folge des dreiBigjahrigen Krieges und die religiose Un-

duldsamkeit gegen die kopernikanische Lehre der Erdbe-

wegung hindernd fiir das Verstandnis der Keplerschen Ge-

setze. Yon den wichtigsten Arbeiten aus dieser Zeit mogen

erwahnt werden:

IsmaelisBullialdi Astronomia Philolaica. Opus novum,

in quo motus Planetarum per novam et veram Hypothesim

demonstratur . . . (Parisiis, 1645). Beruht auf kopernikani-

scher Weltanschauung. Der Planetenweg wird zwar als

elliptisch vorausgesetzt, aber statt des zweiten Keplerschen

Gesetzes wird angenommen: In einem Brennpunkt 8 ist die

Sonne, vom anderen F aus erscheint die Bewegung des

Planeten L als gleichformig-einfache elliptische Hypo-

these. Da Boulliaud Nachfolger fand, mdge derVergleich

dieser Hypothese mit der Keplerschen angefiihrt werden.

Aus dem Dreiecke FSL (vgl. Fig. 1 des Art. 1), wo F der

zweite Brennpunkt, 8FL = a die mittlere Anomalie ist,

erhalt man

r2 = (2a r)
2 + 4a 2 e2 4(2a r) ae cos a

2e cos a -f- e2

1 e cos
r a

sm (v ft = sin a .

Vernachlassigt man die Glieder mit e 3
,
so folgt

r : a = 1 e cos a + e 2 sin a 2

v = a -f- 2e sin a -\- e2 sin 2 a
;

also der Wert von r : a ubereinstimmend mit dem Kepler-

schen, v mit dem fiir den exzentrischen Kreis.

Philippi Lansbergii Tabulae motuum coelestium per-

petuae; ex omnium temporum observationibus constructae,

temporumque omnium observationibus consentientes. Item,
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novae et genuinae motuum coelestium Theoricae; et Astro-

nomicarum observationum Thesaurus. Middelburgi Zelandiae,

1633. Lansberg (geb. 1561, gest. 1632) verfaBte ein geo-

metrisches Werk (liber Dreieck und Kreis) und mehrere

astronomische, von welchen die erwahnten Tafeln sein Haupt-

werk bilden. Eine Gesamtausgabe erschien 1663 unter dem

Titel: Philippi Lansbergii, Astronomi celeberrimi, opera

omnia. Im Vorwort (1632, im 71. Jahre seines Alters) er-

klart Lansberg, daB er an den Tafeln, die im Gegensatz

zu den neueren in alphonsinischer Form konstruiert sind,

44 Jahre gearbeitet habe, daB die Nichtubereinstimmung

der rudolphinischen Tafeln mit dem Himmel ihn zu deren

Herstellung veranlaBt habe, daB seine Tafeln mit den Be-

obachtungen der friiheren Jahrhunderte in wunderbarer

"Weise iibereinstimmen, was durch den beigegebenen The-

saurus erwiesen werde. Die Theorie stiitzt Lansberg auf

kopernikanischer Weltanschauung, aber fur den Planetenweg

wird der exzentrische Kreis angenommen. Diese Tafeln

fanden anfangs groBe Anerkennung, ihre Fehler gegeniiber

den rudolphinischen wurden dennoch bald erkannt. Beson-

ders trat der Englander Jeremias Horrox, trotzdem die

Lansbergschen Tafeln den Yoriibergang der Venus vor die

Sonne 1639 richtig, die rudolphinischen aber unrichtig an-

gaben, zugunsten der Theorie und der Tafeln Keplers auf.

Horrox, geb. 1619 zu Toxteth (Lancashire, gest. am 5. Januar

1641 (Jul. St.), begann seine Studien 1663 mit den "Werken

von Lansberg, Tycho und Kepler, stellte bereits 1635 seine

ersten Beobachtungen an, trat 1636 in Verbindung mit

seinem astronomischen Freunde "Wilhelm Crabtree (der

wenige Tage nach ihm starb). Horrox schatzte anfangs

die Werke des Lansberg sehr, fand aber bald Widerspruche

der Beobachtungen mit den Tafeln und in den Hypothesen,



231

wahrend er bei Kepler die Hypothesen widerspruchfrei und

mit der Natur iibereinstimmend erkannte und die inner-

halb gewisser Grenzen bleibenden Fehler der rudolphini-

schen Tafeln auf die nicht hinreichend genau bestimmten

Elemente schob. Der Venusvoriibergang vor der Sonne

(24. Nov. 1639) wurde von ihm 1640 beschrieben und von

Hevel 22 Jahre spater herausgegeben. Dadurch wurde

man auf Horrox aufmerksam, und 30 Jahre nach dessen

Tode wurden von Johannes Wallis die Entwiirfe zu einer

verbesserten Astronomic, die Beobachtungen und Briefe an

Crabtree als Jeremiae Horoccii opera posthuma (London,

1673) herausgegeben. Deren wichtigster Teil S. 1239 ist

betitelt: Astronomia Kepleriana defensa et promota*. Im

Interesse des Ansehens der ganz verfehlten Lansbergschen

Tafeln gegenliber der richtigen Theorie Keplers bedauert

"Wallis das Erscheinen nach erst 30 Jahren. Zur Wiirdi-

gung der Leistungen des Horrox mogen die SchluBworte

der Epistola Nuncupatoria hier angefiihrt werden: Mit

so wenig Jahren, so geringen Hilfsmitteln, so groBen ent-

gegenstehenden Schwierigkeiten hat Horrox so groBe Fort-

schritte gemacht. Was hatte er bei langem Leben, mit dem

Notigsten versehen, unterstiitzt durch den Rat gelehrter

Manner, geleistet? Inzwischen erfreuen wir uns an dem,

was wir besitzen.

Der Jesuit G. B. Riccioli gibt in seinen zwei Haupt-

werken Almagestum novum (Bononiae, 1651) und Astro-

nomia reformata (Bononiae, 1665) viele mit Miihe und FleiB

zusammengestellte Daten. Er versucht die Widerlegung

der kopernikanischen Lehre der Erdbewegung (fiihrt da-

gegen 77 Griinde und selbst Fallversuche an), spricht sich

aber trotzdem uber die Arbeiten Keplers, besonders iiber

die gute Darstellung der Marsbewegung durch die rudol-
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phinischen Tafeln hochst anerkennend aus (Et sane pluri-

mum in hoc Keplero debet Astronomia).

Der Jesuit Andreas Tacquet, durch seine prazise kri-

tische Darstellung in den fiinf Buchern uber Zylinder und

Binge bekannt, behandelt Kepler und Boulliaud im sechsten

und achten Buche seiner Astronomia*. Im ersteren wird

gesagt: Ihre Hypothese, mit groBem Scharfsinn erdacht und

mit hochster Miihe ausgefuhrt, gefallt mir nicht: 1. "Wegen

der vorausgesetzten Erdbewegung. 2. Wegen der Zweiteilung

der Exzentrizitat, die man, wenn es anders geht (was gewiB

moglich ist), vermeiden muB. 3. Wegen der Schwierigkeit

und nichtgeometrischen Art (ageometriam) der Kechnung,

ein Grund, der mir allein geniigt, daB ich den Kreis der

Ellipse vorziehe, da es das Ziel der Hypothesen ist, daB

die Bewegungen der Gestirne in Zahlen ausgedriickt werden.

Im achten Buche wird gesagt ; Kepler und Boulliaud haben

auch dieses Neue eingefiihrt, daB sie fur den kreisformigen

Weg der Planeten die Ellipse setzten. Aber durch Kreise

werden die Bewegungen der Himmelskorper bequemer dar-

gestellt als durch Ellipsen. Deshalb habe ich die Ellipsen

am Himmel, die die Kreise so sehr verdrangen sollen, weder

je geliebt, noch Hebe ich sie jetzt (nee amavi unquam, nee

adhuc amo).

27) Tycho und Kepler batten aus den kleinen Par-

allaxen der Kometen den SchluB gezogen, daB ihr Ab-

stand groBer als der des Mondes ist; wegen ihren voriiber-

gehenden Erscheinungen glaubte Kepler fiir den sichtbaren

Weg die Gerade annehmen zu diirfen. Diesen hat Johannes

Hevel (16111687) zum Teil gekriimmt gegen das Welt-

zentrum konkav, als parabolisch gelegentlich hyperbolisch

bezeichnet. Sein Schiller Georg Samuel Dorfel erganzte
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diese Hypothese in seinen Astronomischen Beobachtungen

des groBen Cometen 1680 und 1681* (Plauen 1681) dahin:

0b nicht dieses (und der andern) Cometen Bewegungslinie

eine solche Parabole sei, dero Focus in das Centrum der

Sonne zu setzen?

28) S. 151. Betrachtet man das Bahnstiick des Kometen

als eine vom Kometen gleichformig durchlaufene Gerade,

so gilt dies auch von den Projektionen auf die Koordinaten-

achsen. Es ist daher

x'x:x"x'=t"'.t.

Schafft man die Briiche weg und eetzt t + f'= t
f

,
so wird

und ebenso

fy-*y-My=o
fa /V-t-r*"=0,

welche Gleichungen aus den in Art. 15 gemachten Voraus-

setzungen hervorgehen, die fur die praktische Berechnung

nicht recht zulassig sind.

29) S. 151. Eine deutsche Ausgabe mit Anmerkungen
der J. H. Lamberts Abhandlungen zur Bahnbestimmung
der Cometen* gibt J. Bauschinger in >0stwalds Klassiker

der exakten Wissenschaften, Nr. 133. Aus Bauschingers

Geschichte der Bahnbestimmung moge als Erganzung zu

Art. 20 und 63 bemerkt werden, daB Du Sejour 1779

eine Methode geliefert hat, welche mit der Olbersschen

identisch ist, ohne daB der Autor selbst den Wert seiner

Arbeit erkannte. _
30) S. 152. Diese Gleichungen zur Verbesserung von

<?> <?'> #" werden erhalten: Esseienr,/, /'; q, q', q"\ ^>, Q' } Q"
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zusammengehorige Werte, n : ?&'/und n" : n' die aus ihnen ge-

rechneten genauen Dreiecksverbaltnisse. Man rechne (S. 153)

n cos

-
a

deren Differentialien werden, wenn fiir n : n' und n" : ri die

Gibbsschen Ausdriicke gewahlt werden, wegen

= 3Bq n,_ ZB'cf _' "
'

"

mit Yernachlassigung von Fz/g, . . .

Die Verbesserungen 4q, 4q' , 4c[' sind aus den Glei-

chungen

^+^=0, 7+ ^=0, TT+Fi=0
zu bestimmen.

Nach dem Yorgange auf S. 152 und 153 werden die Glie-

der mit Q, Q', Q" vernachlassigt; was in der Praxis deshalb

gestattet ist, weil fur die Bestimmung der Dreiecksverhalt-

nisse
7*, /, /' nur zur Berechnung kleiner GroBen zweiter

Ordnung benotigt werden.



Dritter Anhang.

Zur Variation der geozentrischen Distanzen.

1. Aus den Gleichungen

r cos b cos I = x Q cos /? cos I -f- R cos L
y cos b sinl = y = Q cos /? sin A -j- jR sin L
r sin & = z = g sin /? fe die geozentrische Distanz)

erhalt man durch Differentiation

dx = cos b cos Idr r cos b sin /d/ r sin b cos M&

rf^
= cos b sin Mr -j- r cos & cos Idl r sin 6 sin Idb

dz = sin bdr -j- r cos d&
;

daraus folgt

r cos bdl = cos /<% sin Idx

r sin &c?& = cosbdr (cos Idx -f- sin Zd^)

r cosbdh = dz smbdr

rdb = cos bdz sin b (cos Idx -\- sin Z^?/)

dr sin bdz-{- cos 6 (cos /d a? + sin Idy) ;

analog fiir den geozentrischen Ort, wenn R, L als konstant

angesehen werden,

Q cos fidk = cos Idy sin hdx

gdp = cosftdz sin/? (cosX^ + sin Idy}

dg = sin pdz + cos/? (cos hdx + sin Ac??/) .

2. Bei der Variation der geozentrischen Distanzen ver-

wendet man in der Regel den ersten und dritten Ort der

zu verbessernden Bahn. Sind A, /? und A", /?" die beiden

beobachteten Orte (oder Normalorte), Q und Q" (oder # und q")

die aus den Elementen gerechneten genaherten Distanzen,
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so werden die genauen durch g -\- dg und >"+ dq" (wo dg
= dq, d()"= dq") bezeichnet: /, /? und A", /?" werden als

konstant betrachtet. Dann 1st

dx = cos cos >ldg dx"= cos ft" cos r'dg"

dy = cos /?
sin Idq dy"= cos /9" sin A"d#"

d# = sin /?d# d*" = sin ft"d<f

rdr = qdq r"dtjf =
q'

f

dq".

Ein dritter Ort gleichgiiltig, ob derselbe ein Zwischenort

oder ein auBerhalb liegender ist -- sei durch (A', ft') ge-

geben. Dessen heliozentrische Koordinaten x'
, y', %,' sind

gegeben durch

a/= nx + ri'x", analog 05', ?/';

rfo:'= ndse -j- ^'^cc" -\-xdn-\- x"dn", usw.,

wo ?* und n" die zwei Dreiecksverhaltnisse sind. Ist (x'y'xf)

der aus den zu verbessernden Elementen berechnete Ort,

x'

-f- dx'j y' 4- dy', %,'+ ^^' der aus den wahren durch

q + dqj q"-}- dq" bestimmte Ort, so sind in dx', dy', dz,',

auch die Differentialien dn und dn" durch dq und dq" aus-

zudriicken. Allein die streng genauen Formeln fiir dn und

dn" sind (vgl. 8) sehr kompliziert und mlihsam zu berechnen.

Beriicksichtigt man, daB in der Gleichung fiir dxf

(ebenso

fiir dy' und dxf) die Koeffizienten von dq und dq" in den

Gliedern ndx + ri'dx" von den nullten, in den Gliedern

von xdn-}-x"dn" aber von der zweiten Ordnung -- also

im Yerhaltnis zu der ersteren klein sind so geniigt es zur

Bestimmung von dn und dn" fiir n und n" Naherungsaus-

driicke zu verwenden.

3. Tietjen, der dieses geklirzte Yerfahren nur fiir den

Fall einer einzigen Erscheinung, besonders wenn sich die

Beobachtungen nur iiber einen kurzen Zeitraum erstrecken

(bei Zwischenzeiten, die nur reichlich einen Monat um-
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fassen) empfiehlt, beniitzt fiir das Verhaltnis Sektor : Dreieck

die Formel

und setzt fiir die drei "Werte r, /, r" die Gleichung

#V = #r + #V oder r' = Ar+ A'Y'

voraus.

Aus
r = r' #"H- p&"*, r"= r' + a& + /?#

2

folgt

in der Gleichung
/ = Ar

wird daher das Grlied mit e^-^-'
7

vernachlassigt.

Aus dem Ausdrucke fiir ^/ folgt, dafi zur Darstellung

der von dn und dn" GroBen vierter Ordnung vernachlassigt

werden.

Bei Tietjen, der iiberdies den Ort (#', ?/', %') als zwi-

schenliegenden Normalort voraussetzt, ist diese Inter-

polation von / fiir die Differentialien von n und n" ge-

stattet; weniger ist dies der Fall bei einer Extrapolation,

d. i. wenn eine gegebene Bahnbestimmung durch eine spatere

oder (was wohl selten der Fall ist) durch eine erst nach-

traglich bekannt gewordene friihere Beobachtung derselben

Erscheinung verbessert werden soil. Bauschinger setzt den

Ort (x
r

, y
r

, %'} auBerhalb liegend voraus - - was bei dieser

Art der Bannverbesserung in der Regel der Fall ist .

Fiir die Dreiecksverhaltnisse beniitzt er die Gibbsschen

Ausdriicke
;
zur Bestimmung von dn und dn" entwickelt er

die Dreiecksflacnen oder was gleichwertig ist die Drei-

ecksverhaltnisse nach Potenzen je von r und r" allein und

deren Differentialquotienten. Werden die Glieder mit den
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zweiten Differentialquotienten vernachlassigt, so erhalt man

zwei Gleichungen von der Form

aus welchen dn und dn" bestimmt werden; der Grad der

Genauigkeit 1st aber nicht hoher als bei Anwendung der

Tietjenschen Ausdriicke.

4. Bei Verwendung der Gibbsschen Ausdriicke der Drei-

ecksverhaltnisse erhalt man in den Gleichungen fiir x' =
nx-{- nV, if , z', wenn in

r'= Ar + A"r"
'

oder
7S-
=4 + ^* (FeHer (l-t/2)^-

2

)
gesetzt wird,

Fehler der Ordnung ^5
,

ev^.

Durch Differentiation folgt fiir die Gibbsscben Aus-

driicke

Werden fiir r
r

die obigen Naherungswerte gesetzt, so

erhalt man bzw.

(l
-

)

dn = - 3A (B+
B'n)

- 3A"B'n
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letztere Formeln sind etwas bequemer. Fur die Anwendung
setze man sie in der Form an

- dn = -

Da fur einen auBerhalb liegenden Normalort (#', y
r

, z')

F absolut in der Begel zwischen 1 und 3 liegt, so ist B'

die kleinste der drei Zahlen B, B', B", wodurch der Ein-

fluB einer fehlerhaften Annahme fiir r' vermindert wird.

5. Eine Steigerung der Genauigkeit in den Werten dx',

dy', dz' bietet hinsichtlicli der Glieder ndx-\- ri'dx" usw.

keine Schwierigkeit, da aus den zu verbessernden Elementen

die Werte n und n" mit beliebiger Genauigkeit erhalten

werden konnen. Anders verhalt es sich mit den Gliedern

xdn -}-x"dn" usw., welche ebenfalls durch dq und dq" aus-

zudriicken sind. Zu diesem Zwecke miissen genauere Aus-

driicke fiir n und n" als Funktionen von r, r', r" gewahlt

werden, ferner noch eine Gleichung aufgestellt werden,

aus der dr* in einer dem genaueren Ansatze von n und nr

entsprechenden Genauigkeit durch dr und dr" erhalten wird.

Wird den Gibbsschen Ausdriicken das erste Verbesse-

rungsglied U mit v l
hinzugefiigt, wobei fiir a2 der Nahe-

rungswert /? (S. 160) gesetzt wird, so erhalt man mit einem

Fehler der Ordnung ev*>

n = n Gibbs -j- u, n" = ri
f

Gibbs u,

welche Verbesserungen den obigen Gibbsschen Ausdriicken

fiir n, n" und dn, dn" hinzuzufiigen sind.
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Vermittels der Gibbsscben Ausdriicke der Dreiecksver-

haltnisse wird aucb eine binreichend genaue Beziebung der

GroBen dr, dr\ dr" erhalten.

Bedeuten n, n" die genauen Werte der Dreiecksverbalt-

nisse, so folgt aus den G-leichungen x' = nx -f- n"x", ebenso

fiir y und xf

r'2 = ^2r2 + ri"*r'"> + 2nn" (xx"+ yy"+ %%") .

Setzt man fiir n und n" die Gibbsschen Ausdriicke, so

wird

2AA" l

Hinsicbtlicb der Genauigkeit dieser Gleicbung mag bemerkt

werden: sind n
1
n" die Gibbsscben Ausdriicke, so wird mit

Beiziebung des Gliedes u mit r4

= nx + ?*H- w - - a; =

also deren Febler von der Ordnung

Durcb Differentiation folgt

fiir den Ausdruck xx" -\- yy" -\- %%" und sein Differential

folgt

xx"+ yy"+ zz"= r/' cos (t/' v)
= rr" cos (^(7') ,

z")
= r" cos(BC")dq + r cos(B"C)dq",
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cos (<?") = cos/? cosW cos (I I") + sin/?' sin b"

cos ("(7) = cos/?" cos 6 cos(r /) + sin/?" sin ft,

dabei bedeuten J3, S" und (7, (7" die geozentriscben und

beliozentrischen Orte des Himmelskorpers auf der Kugel

mit dem Radius Eins der Fig. 5 des Art. 15. Damit wird

-
Q"dq",

AA"(l + ^)/'((l
+

)

COS (BC")
- 3^

Mit Vernachlassigung der GrroBen (B:r3
)

2
,
... die in den

Koeffizienten von dn und dn" nur GroBen sechster Ord-

nung liefern, wird

+

cos (B"C)
- 3^ ^- cos

(CC")}

Damit erhalt man fiir die Gibbsschen Ausdriicke

B'Q" ,

9

Frischauf, Astronomie. 3. Aufl. 16



242

/

welche Ausdriicke der Voraussetzung, daB xf

, y', %' genau

einschlieBlich der Glieder mit ^4
sind, entsprechen.

Aus dn Gibbs + du
,
dn" Q-ibbs du erhalt man die

geforderten Differentialien der Dreiecksverhaltnisse mit einer

Genauigkeit, welche der Annahme derselben mit einem Fehler

der Ordnung evb
entspricht. Eine weitere Steigerung an Ge-

nauigkeit ist ohne bedeutende Mehrrechnung nicht moglich.

6. Setzt man nun die Werte dx, dx", . . . dn, dn", aus-

gedriickt durch dq und dq", in die drei Gleichungen

dx' = ndx + n"dx" + xdn + x"dn"

usw., so erhalt man dx', dy', dzf linear durch dq und dq"

ausgedriickt; setzt man diese Ausdriicke in die Gleichungen

g
r

cosfi'dl'
= cosk'dy' sink'dx'

g'dfi'
= cosfi'dz' sin/J' (cos Hdx'+ sin k'dy'),

wo dl', dfl' die Unterschiede sind, welche aus dem Vergleich

Beobachtung Rechnung des zu verbessernden Ebenen-

systemes erhalten wurden, so nehmen diese die Form an

aus welchen beiden Gleichungen dq und dq" erhalten werden.

Sind mehrere Normalorte (A
7

, /?') vorhanden, so werden diese

GroBen nach der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt.

7. Fur mehr als eine Erscheinung (Opposition eines

kleinen Planeten) laBt sich diese Abkiirzung der Eechnung

nicht anwenden. Denn fur die nachste Opposition (#', y', %')

steigt, wenn etwa &' = 1 angenommen wird, f bis 13

oder noch hoher. In den Reihenentwicklungen fiir die Drei-

ecksverhaltnisse wurden zugleich mit v auch (14-/")^,
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(\'f)v und allenfalls noch 2v als kleine GroBen erster

Ordnung angesehen. Setzt man fiir &' = 1 v = \ ,
so wird

fur 1 6<j2 = 1, das Fehlerglied mit r4
(absolut) 0.8.

Fiir groBere Werte der Exzentrizitat kann 1 6 cr2 bis 4,

also das Fehlerglied mit v^ bis 3 ansteigen. In diesem

Falle muB man wohl das in Art. 35 auseinandergesetzte

empirische Verfahren anwenden, das aber in der Regel selbst

bei mehr als drei Erscheinungen eines kleinen Planeten noch

zum Ziele fiihrt.

8. Ubrigens wird eine Abkiirzung der Rechnung des in

Art. 35 mitgeteilten Verfahrens dadurch erzielt, daB man

zum Teile die Differentialien der Elemente, welche den par-

tiellen Anderungen dq und dq" entsprechen, rechnet*).

Diese Rechnung wird vier- oder hochstens fiinfstellig aus-

gefiihrt. Zunachst mogen einige den Hypothesen II und III

gemeinsame Formeln zusammengestellt werden.

1) Sind A, ft konstant, so folgt aus den Gleicnungen in 2

dQ = dq, rdr == qdq\

,
7

cos /? sin (A l}dQ
CLi --7

--
,

r cos o

wegen

g cos ft sin (A /) + R sin (L l)
= 0,

7L JR sin 8 cos (I L) ^ R . , /7 T \dgdb - -do = smb cos(/ L .

r2 r '

Q

2) 1st MQ die mittlere Anomalie der Epoche, & die von

ihr gezahlte Zeit, so folgt aus

*) Fiir parabolische Bahnen kann diese differenzielle Berechnung
vollstandig gefiihrt werden, wie dies Dr. A. 0. Leuschner mit Er-

folg in seinen >Beitrage zur Kometenbahnbestimmung (Berlin, 1897)

nachgewiesen hat.

16*
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M= Jf + 4- = E e s

a?

77, v 1/1 + 61 E
r = a ae cos E, tan

2
=

I/ j-^
tan -~-

,

-^
= tan

90
sin vdM -j- I tan rp sin v& f -^-

a5

)
d^i

cosqp cosvdq),

v = cos (p (-^-1
(c?Jf + #d^) + ly + ll cos

(JD
sin vdcp .

Ferner ist

__
a 6 p 7

p

3) Ist K der Modulus der briggischen Logarithmen, so

folgt aus

, , i
. V dx dx d log brigg x

dlog\>nggx = K~, ,->*_ -1^ -;

um ^ r in Bogensekunden auszudriicken, wird durch sin 1"

dividiert; es ist daher

/ dx\ "_ d log brigg x

\x~}
=

logK= 9.63778
, log

-^

= 5.67665.

Fur die zweite Hypothese II wird Q in Q + dg veran-

dert, Q", also auch r", T, b" bleiben konstant. Aus

tan b = tan i sin
(I Q) ,

tan 6"= tan i sin (/" Q)

folgt durch logarithmische Differentiation

= = .

di
. + cot O) (dl dO)'

= ^_*_.+ cot (r Q) rf -4- Q ;sin* cos*

4. cot (i-'

sin (" )
m

n(r Q)sin(L Q) #
rf^

sin (/" I) r cos 6 e
'

di = sin e cos cot (r Q) dQ .
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Aus

cos u = cos b cos
(I Q) ,

cos u"= cos b" cos (/" Q)

folgt durch logarithmisclie Differentiation

tan udu = tan bdb + tan (I Q) (dl dQ)
tan u"du"= - tan (/" Q )

d Q ;

wegen tan e^ cos i= tan
(J Q ) ,

ist = sin i cos (I Q ),

dw = sin i cos
(Z Q) db + cos i (dl dQ)

du" = cosi(

d [u" u)
= sin i cos

(Z Q)db cos id/
,

. . , fsin 6 cos t
sin i cos b = -r -.

-
-r;

sm(/ Q)
1

setzt man fur dl^ db die Werte, so wird

du == du" d (u" u) ,
d (u"- u) = d2f.

Fiir die dritte Hypothese III wird der erste Ort mit dem

dritten vertauscht; damit wird

,70 _ sin (I Q )
sin (#' Q )

^ ^g"
"

sin(r r"cos6" ?
" '

di = + sin* cos i cot
(Z Q)dQ,

du = cos id Q ,

<sin &
"2 cos

(
r- L") cot

(
r~ Q )

Bis hierher bietet die Berechnung der Differentialen

nach den strengen Formeln keine Schwierigkeit; fur deren

Fortsetzung miiBte man bei einer elliptischen Bahn zunachst

aus (7) des Art. 6 -~- loder
-p) bestimmen; diese Rechnung
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wird so kompliziert, daB die direkte Berechnung vorzu-

ziehen ist.

Gehoren der erste und dritte Ort, welche zur Bahn-

bestimmung verwendet werden, verschiedenen Erscheinungen

an, so wird die Berechnung der Elemente a, e, p aus den

Werten r, r", u" u der Hypothesen II und III direkt nach

Art. 6, S. 11, zu Ende gefuhrt.

Gehoren aber der erste und dritte Ort derselben Er-

scheinung an, so rechnet man die GroBe ?/, wozu sechsstel-

lige Kechnung geniigt, auch dann, wenn die Elementen-

berechnung siebenstellig gefuhrt wird. Aus y wird p nach

rr" sin 2f
vp = y ^~

siebenstellig gerechnet, wodurch dp erhalten wird.

Als weitere verwendbare Differentialien mogen noch

folgen: Aus den Gleichungen

ecosv 1, ecosv"=~ 1

folgt

e siuvdv + cosvde = I -1 = m
r \p rj

e sin v"dv -f- cos v"de = ~ + e smv"d (v" v) n

sm2f cos cpdcp
= m sinv" n sinv

sin2f smcpdv =mcosv" ncosv,

wo m und n in Bogensekunden auszudriicken sind. Bei

kleinen Werten von e und f ist dv nur unsicher zu be-

stimmen.

Aus dp und dq> werden nach 2) da, dM ,
dv erhalten.
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