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Vorwort.

Die nachfolgende Einfithrung in die Einsteinsche Relativitits-
theorie ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die im Winter-
semester 1919—20 und Sommersemester 1920 an der Universitit
Heidelberg gehalten wurden.
Sie sucht in moglichst einfacher Weise die grundlegenden
«~ Untersuchungen iiber diese Theorie wiederzugeben, wobei auf eine
« mathematische Darstellung des Gegenstandes nicht verzichtet
7L werden konnte. Ohne ein tieferes Eindringen in die mathema- °
~*> tischen Probleme der Relatjvitiéitstheorie kann man deren Gedanken-
- ~gange niemals wirklich verstehen. Die Relativititstheorie gehdrt
*¥ der theoretischen Physik im weitesten Sinne an, und diese ist
.. mathematische Beschreibung der physikalischen Naturvorginge.

Dem Zweck des Buches entsprechend — eine erste Einfiih-
rung zu geben — umfassen die vorausgesetzten Kenntnisse in
Mathematik und Physik etwa diejenigen, die an den Hochschulen
in den ersten Semestern erworben werden.

Daf ein Astronom es unternommen hat, eine solche Einfiihrung
zu schreiben, diirfte nicht weiter wundernehmen. Denn die Rela-
tivitidtstheorie ist ebensosehr eine Angelegenheit der Astromomie
wie der Physik, nicht nur deshalb, weil die Nachweise iiber ihre
Giiltigkeit augenblicklich gerade auf astronomischem Gebiet liegen.

Heidelberg-Kdnigstuhl, Februar 1921. .
A. Kopff.
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- Einleitung.

Bci einer ersten Beschiftigung mit der Relativititstheorie lduft
man leicht Gefahr, sich allzusehr in Einzelheiten zu verlieren
und die prinzipiellen Fragen zu iibersehen. Fiir das Studium des
Folgenden bedeutet es deshalb vielleicht eine Erleichterung, wenn
wir versuchen, die grundlegenden Gedankenginge herauszuheben,
soweit dies ohne mathematische Hilfsmittel moglich ist. Hierbei
muB freilich manches gesagt werden, was sich spéterhin noch ein-
mal wiederholt.

An die Spitze der Physik stellt die Relativititstheorie den Satz:
Alle Bewéegungen in der Natur sind solche von Massen
oder Energien gegeneinander; alle Bewegungsvorginge sind
also relative (Relativititsprinzip). Wir treten damit in Gegensatz
zur klassischen Physik, welche absolute und relative Bewegungen
kennt. Erinnern wir uns an einige einfache Beispiele. Eine
relative Bewegung ist diejenige eines gleichmifig geradeaus
fahrenden Eisenbahnzuges gegen die Umgebung, oder allgemeiner,
die geradlinige und- gleichformige Bewegung einer Masse
gegen eine Bezugsmasse. Wir kdnnen das Koordinatensystem,
auf welches wir die Beschreibung beziehen, in die Bezugsmasse
oder die bewegte Masse legen und erhalten in beiden Fiillen eine
gleichlautende Beschreibung fiir den Bewegungsvorgang.

Anders liegen dagegen die Verhiltnisse nach Auffassung der
klassischen Mechanik bei der Rotationsbewegung. Rotiert ein
Kérper gegen ein Koordinaténsystem, in welchem das Galileische
Trigheitsgesetz gilt (Galileisches Koordinatensystem), so
treten Zentrifugalkrifte auf, wobei es gleichgiiltig ist, ob in der Um-
gebung des Korpers sich ruhende Massen befinden oder nicht. Ruht
dagegen der zentrale Kérper, und rotieren die Massen der Umgebung
um ihn, so fehlen die Zentrifugalkrifte. Eine Vertauschung von

rotierender, zentraler-Masse und den Massen der Umgebung (Be-
Kopff, Relativititstheorie. 1




2 Einleitung.

zugsmassen) fiihrt also zu verschiedenen Bewegungserscheinungen.
Die Rotation ist eine absolute Bewegung.

Dasselbe gilt fiir die Beschleunigung. Besitzt ein Massen-
punkt eine gewisse Beschleunigung gegen eine Bezugsmasse, die
in einem Galileischen ‘Koordinatensystem ruht, so ist eine Ver-
tauschung von bewegter Masse und Bezugsmasse wiederum nicht
ausfiihrbar, ohne dafl zugleich die Beschreibung des Bewegungs-
vorganges eine Anderung erfihrt. Denn legen wir das Koordinaten-
system in den beschleunigten Massenpunkt, so wird das Koordinaten-
system selbst ein beschleunigtes, und in ihm gelten andere Be-
wegungsgesetze als im Galileischen System.

Auch in Elektrizitit und Optik kennt die klassische Physik
absolute Bewegungen, nimlich solche gegen den ruhenden Ather.
. Das mit ihm fest verbundene Koordinatensystem' stellt ein bevor-

zugtes System dar.

Nun haben wir aber noch niemals in der Natur absolute
Bewegungen (also Bewegungen gegen den Raum schlechthin)
beobachtet. Jede Rotation, die wir wahrnehmen, jede Beschleu-
nigung erfolgt gegen irgendwelche Massen. Noch niemals ist der
Nachweis fiir die .Existenz des Athers gelungen. Das physi-
-kalische Weltbild wire einfacher und der Wirklichkeit
entsprechender, wenn wir alle Bewegungen als relative
deuten konnten. Das hat wohl vor Einstein am deutlichsten
E. Mach ausgesprochen. Es sei nur an seine Ausfiihrungen iiber
die Rotation erinnert?). "

»Fiir mich gibt es iiberhaupt nur eine relative Bewegung und
ich kann darin einen Unterschied zwischen Rotation und Translation
nicht machen. Dreht sich ein Kérper relativ gegen den Fix-
sternhimmel, so treten Fliehkriifte auf, dreht er sich relativ
gegen einen andern Korper, nicht aber gegen den Fixstern-
himmel, so fehlen dié Fliehkrifte. Ich habe nichts dagegen, dafl
man die erstere Rotation eine absolute nennt, wenn man nur
nicht vergiit, dafl dies nichts anderes heifit, als eine relative
Drehung gegen den Fixsternhimmel. Konnen wir vielleicht das
Wasserglas Newtons festhalten, den Fixsternhimmel dagegen ro-
tieren, und das Fehlen der Fliehkrifte nun nachweisen?

1) E. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwickelung. 5. Aufl. Leipzig
1904. S. 252,
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Der Versuch ist nicht nachweisbar, der Gedanke iiberhaupt
sinnlos, da beide Fiille sinnlich voneinander nicht zu unterscheiden
sind. Ich halte demnach beide Fille fiir denselben Fall und die-
Newtonsche Unterscheidung fiir eine Illusion.®

Hier ist das Ziel einer Relativititstheorie bereits erkannt, doch
sie durchzufiihren hat erst Albert Einstein vermocht, wenn sie
auch freilich heute noch lange nicht zu Ende gefiihrt ist, und wir
nicht einmal sagen konnen, wohin sie uns schlieflich bringen wird.

Aber was bereits vollendet vorliegt, spricht zu ihren Gunsten.
1905 setzten die Untersuchungen Einsteins iiber den spezielleren
Fall der Relativitit aller geradlinigen und gleichférmigen
Bewegungen in Mechanik und Elektrizitit ein, die fiir uns nun’
Vorbereitungen fiir die Untersuchungen iiber die Relativitdit aller
Bewegungen bedeuten. Diese letzteren sind — wiederum von
Einstein — in den Jahren 1915—1918 zu einem gewissen Ab-
schluB gebracht worden.

Es mufiten, gestiitzt auf den Relativititsgedanken, Natur-
gesetzei aufgestellt werden, die sich nicht, wie die Newtonschen
oder Maxwellschen Gleichungen, auf bevorzugte Koordinatensysteme
beschrénken, sondern die fiir jedes beliebig bewegte System
unveridndert gelten. Die mathematischen Hilfsmittel hierfiir
waren bereits in der allgemeinen Tensoranalysis gegeben.

Diese Naturgesetze fiihrten mit Notwendigkeit, wie eine einfache
Uberlegung zeigt, zu einer Theorie der Gravitation. Denn
soll z. B. die Bewegung eines fallenden Steines gegen die Erde
eine relative sein, so miissen wir die Beschreibung des Bewegungs-
vorganges sowohl in bezug auf die Erde als auch in bezug auf
den Stein geben konnen, und in beiden Fiillen mufl die Beschreibung
dieselbe sein. ,Der Stein bewegt sich beschleunigt im ruhenden
Gravitationsfeld der Erde®, oder ,der Stein ruht im beschleunigten,
gravitationsfreien Koordinatensystem der Erde“ sind die beiden
gleichlautenden Beschreibungen. Sie fiihren dazu, alle Bewegungs-
vorgéinge im ruhenden Gravitationsfeld denen im beschleunigt be-
wegten, gravitationsfreien System gleichzusetzen (Einsteinsches
Aqmvalenzprinzxp)

Die fiir beliebig bewegte Koordinatensysteme unveranderlichen
Bewegungsgesetze fiihren so zu Gesetzen fiir die unter dem Ein-
fluf der Gravitation stattfindende Bewegung. Die Gravitation’

, 1



4 Einleitung.

ist hierbei als etwas Besonderes aus dem Kreis der iibrigen Kriifte
herausgehoben. - Uberall in unserem mit Materie erfiillten Raum
sind Gravitationsfelder. Das Vorhandensein der Gravitations-
energie wird damit zur physikalischen Eigenschaft des Raumes.

Vieles Neue .und. Ungewohnte haben diese Untersuchungen zur
Folge gehabt. Die Vorstellung des Athers als einer iiberall
ruhenden, alles durchdringenden Substanz hat fallen miissen.
Materie und elektromagnetische Energie sind miteinander
identisch. Réumliche und zeitliche Gréflen: sind von der
Bewegung des Koordinatensystems abhiingig, und damit infolge
des Aquivalenzprinzips auch abhingig vom Gravitationsfeld, auf
das wir sie beziehen. Die geometrischen Eigenschaften von Raum
und Zeit bestehen nicht an und fiir sich, sondern nur in bezug
auf die im Raum vorhandene Materie. '

So hat die Relativititstheorie die bisher getrennten Begriffe
Raum, Zeit, Materie in wunderbarer Weise zu einem physika-
lischen Weltbild von auflerordentlicher Einfachheit zusammen-
gefafit: Materie und elektromagnetische Energie sind eine
Einheit geworden, und diese bestimmt iiberall die physi-
kalischen Eigenschaften des Raumes zu jeder Zeit (das
Gravitationsfeld) und zugleich die Metrik von Raum und
Zeit. :
Im einzelnen ist das Relativitdtsprinzip in seiner allgemeinsten
Form noch lange nicht erschopft. Durchgefiihrt ist die Relativitidts-
theorie erst, soweit die Gravitationskrifte im Sinne der klassischen
Mechanik dabei in Frage kommen. Und auch fiir . diesen Teil
der Physik ist noch nicht gezeigt, daB alle Erscheinungen, die wir
" in der Natur wahrnehmen, den Forderungen der Relativitiitstheorie
- gemif auftreten. Dieses Ziel ist ja auch durch die wissenschaft-
liche Arbeit einiger Jahre gar nicht zu erreichen.

Das bisher Errungene ist aber doch von solcher Bedeutung,
daBl wir beim Riickblick auf die Theorien der klassischen Physik
uns wohl der Worte C. Neumanns?) erinnern diirfen:

»So hoch und vollendet eine Theorie auch dastehen mag,
. immer werden wir gezwungen sein, von ihren Prinzipien uns aufs
genaueste Rechenschaft abzulegen. Immer werden wir im Auge

1) C. Neumann, Uber die Prinzipien der Galilei-Newtonschen
Theorie. Antrittsvorlesung. Leipzig 1870.




Einleitung, ‘ 5

behalten miissen, dafl diese Prinzipien etwas Willkiirliches und
folglich etwas Bewegliches sind; damit wir womdglich in jedem
Augenblick {ibersehen konnen, welche Wirkung eine Anderung
dieser Prinzipien auf die ganze Gestaltung der Theorie ausiiben
wiirde; und zur rechten Zeit eine solche Anderung eintreten zu
lassen imstande sind; damit wir (mit einem Wort) die Theorie vor
einer Versteinerung, vor einer Erstarrung zu bewahren im-
stande sind, welche nur verderblich, fiir den Fortschritt der
Wissenschaft nur hinderlich sein kann.®




*  Erster Teil.
-Spezielle Relativititstheorie.

§ 1. Das Galileische Relativititsprinzip. Die Prinzipe der
Relativitiitstheorie.

Schon die klassische Mechanik kennt ein Relativititsprinzip,
dessen genauere Betrachtung uns unmittelbar zu der Problem-
stellung der Einsteinschen Relativititstheorie hinfiihrt.

Das Newtonsche Grundgesetz der Mechanik wird in einem Car-
tesischen Koordinatensystem — es sei stets ein rechtshindiges
System zugrunde gelegt — durch drei Differentialgleichhngen dar-
gestellt: ' ‘

2x d? d*z
(1) X—'m%:Ov, Y—ma¥=0, Z_mEF

X, Y, Z sind die Komponenten einer auf die Masse m wirkenden
Kraft, die zweiten Ableitungen der Koordinaten x, y, z nach der
Zeit sind die Beschleunigungskomponenten dieser Masse. Das
Koordinatensystem K, fiir welches die Gleichungen (1) die Be-
schreibung der Bewegung von m geben, wird als ruhendes oder
Galileisches bezeichnet. In ihm wird, wie aus den Grund-
gleichungen hervorgeht, ein Massenpunkt, auf den keine duflere
Kraft wirkt, entweder ruhen oder sich gleichférmig und geradlinig
fortbewegen. Die Giiltigkeit des Galileischen Tréigheitsgesetzes
ist also an das Galileische Koordinatensystem K gebunden.

Wir legen uns nun die Frage vor: Was wird aus dem mecha-
nischen Grundgesetz (und dem Trigheitsgesetz), wenn wir die
Bewegungsvorgiinge nicht mehr auf ein ,ruhendes® Koordinaten-
system beziehen? :

Fiir einen im Anfangspunkt unseres ruhenden Bezugssystems K
sich befindenden Beobachter B sind die Gleichungen (1) maBigebend.
Nun moge B selbst relativ zu K eine beliebige Bewegung aus-

=0.
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fiihren. Wir suchen die Gleichungen, die an Stelle von (1) die
Bewegung von m in bezug auf den Beobachter B beschreiben.
Wir verbinden mit B 'als Koordinatenanfangspunkt ein zweites
Cartesisches System K' (Koordinaten: x/, ', 2’), dessen Achsen
denen von K parallel seien. x,, ¥,, 2, stelle den Ort von B im
System K zu irgendeiner Zeit dar; sie sind beliebige Funktionen
der Zeit. ’

Dann ist:
) 'x'=x—.xo’ Y=y—%, Z=z—2,
woraus folgt: ‘
@) dx _dx' dx, dy _dy - ady, d? dz dz,

dt  dt dt’ dt  dt dt’ dt  dt dt

Die Gleichungen (3) bezeichnet man als das Additionstheorem
der Geschwindigkeiten der klassischen Mechanik. Die Ge-
schwindigkeit in bezug auf K ist die Summe der Geschwindigkeit
in bezug auf K’ und der Geschwindigkeit von K’ gegen K.

Fiir die Beschleunigungen ergibt‘sich entsprechend: .
dx’ _ d*x dx, d*y dy dy, d7 a2z d’z,
de*  di®  dee’ dt det det’ def df de
Die wirkende Kraft ist vom Koordinatensystem un-
abhiéngig, ihre Komponenten bleiben im System K’ dieselben wie
in K (d. h. X’ = X usw.), so daB dic Bewegung von m im Bezugs-
system K’ beschrieben wird durch:

4

, azx’ dzx , azy’ ay
®) X—mag=mym, Y-omo=mng2,
, 7 déz, '
Z—m aee = Mae

Mechanisches Grundgesetz sowohl wie Triigheitsgesetz haben
ihre Giiltigkeit verloren. Bei bekannter #uBerer Kraft X', Y, 2’
ist es dem Beobachter B méglich, durch mechanische Messungen
im System K’ den Betrag seiner Beschleunigung gegen das ruhende
System- festzustellen. .

Ist jedoch die Bewegung von B (d. h. von K’ gegen K) gerad-
linig und gleichférmig, also:

©) x, = ut, y,=uvt, z, = wt,

s 7‘) M. Planck, Einfiihrung in die allgemeine Mechanik. Leipzig 1916.
. 71,
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wo u, v, w die. Geschwindigkeitskomponenten von B darstellen,
so geht (5) iiber in:

azx’ azy' , | d22t
an =0 Y- mgr=0, Lo mge =
Mechanisches Grundgesetz und Trigheitsgesetz bleiben nun auch
in K’ bestehen. Fiir den Beobachter B besteht keine Mdéglichkeit,
durch Messungen-in K’ die Geschwindigkeit seiner eigenen Be-
wegung zu ermitteln.

Das mechanische Grundgesetz beschreibt also die Bewegung
von m nicht nur in einem ruhenden System, sondern in jedem
anderen, das sich relativ zu diesem in gleichformiger Translation
befindet. K’ ist ebenfalls ein Galileisches Koordinatensystem und
kann als ruhend aufgefafit werden. {

Die Gleichungen (1) gehen in sich selbst iiber, wenn man anf
sie die ,Galilei-Transformation“:

(7 X —m

(£)) x'=x—ut, Yy =y —uvt, 7 =z— wt
anwendet; hierbei ist noch als Identitit angenommen:

(8) t=t,

also vorausgesetzt, dafl die Zeit als unabhéngige Variable in beiden
Systemen dieselbe unabhingige Grofle sei. Die Grundgleichungen
der Mechanik sind mit anderen Worten in bezug auf die Galilei-
Transformation invariant?),

Diese Invarianz der Gleichungen (1) ist nicht eine rein formale
mathematische Eigenschaft derselben; sie besitzt vielmehr, wie aus
- dem Vorhergehenden schon hervorgeht, einen tieferen physika-

lischen Sinn. Betrachten wir noch einmal ein einfaches Beispiel.
Fiir die Bewegung des Schwerpunktes des Sonnensystems gilt
wegen der groflen Entfernung der Fixsterne mit ganz erheblicher
Anndherung das Trigheitsgesetz. Es ist also fiir die Anwendung
der allgemeinen Bewegungsgleichungen (1) vdllig gleichgiiltig, ob

1) Eine Gleichung oder ein Ausdruck ist invariant in bezug auf eine
Reihe von Koordinatensystemen, wenn fiir jedes dieser Systeme dieselbe
Form bestehen bleibt; eine GroBe, die in jedem System denselben Wert
behiilt, heiflt eine Invariante. Jede Angabe iiber Invarianz hat nur dann
einen Sinn, wenn die Gruppe von Koordinatensystemen, auf welche sie
sich bezieht, deflniert ist. Dies geschieht durch Festsetzung der Trans-
formationsgleichungen, durch welche die Systeme ineinander {ibergehen.
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das System als Ganzes ruht oder sich in gleichférmiger Translation
befindet. Keine mechanische Messung innerhalb des Sonnensystems
vermag zugunsten der einen oder anderen Moglichkeit zu ent-
scheiden. Wir beobachten lediglich relative Bewegungen inner-
halb des Systems und konnen nichts iiber dessen absolute Bewegung
im Raum aussagen. Auch wenn die Fixsternbeobachtungen ergeben
haben, dafl das Sonnensystem sich geradlinig und gleichférmig
gegen das Fixsternsystem bewegt, so ist damit wieder nur eine
Relativbewegung festgestellt. Die Eigenschaft der Invarianz des
mechanischen Grundgesetzes in bezug auf die Galilei-Transfor-
mation ist also identisch mit der Aussage: bei allen Bewegungen
von Massen, die wir beobachten, bleibt ein nach Grofie und Richtung
konstanter Teil unbestimmt. Die Natur zeigt uns nur relative
Bewegungen von Massen gegeneinander, keine absoluten Be-
wegungen (d. h. keine Bewegungen gegen ein besonders aus-
gezeichnetes Koordinatensystem), wenigstens soweit gleichformige
Translationen in Frage kommen.

Diese grundlegende Bedeutung der Invarianzeigenschaft fiihrt
dazu, sie als ein Prinzip der Mechanik, als das Galilei-New-

tonsche Relativitdtsprinzip zu bezeichnen.
' Wir kdénnen es so formulieren:

Das Grundgesetz, nach welchem die Vorginge in einem mecha-
nischen System erfolgen, ist unabhiingig davon, auf welches von
zwei relativ zueinander in gleichférmiger Translation sich be-
findenden Koordinatensystemen diese Vorginge bezogen werden.

Oder in mathematischer Fassung:

Die Grundgleichungen, welche die mechanischen Naturvorginge
beschreiben, sind gegen die Galilei-Transformation (8) invariant.

Zwei Bemerkungen verschiedener Art seien hier eingeschaltet.

Die kinetische Energie einer sich bewegenden Masse m ist

definiert durch E = —Z—mv’ , wo v die Geschwindigkeit von m be-

deutet. E ist also in den beiden gleichberechtigten Galileischen
Systemen K und K’, die durch Gleichungen (6) miteinander ver-
banden sind, verschieden; es gibt immer ein solches System, fiir
welches E = 0 ist. In ihm ruht die Masse m. Diese Abhingigkeit
der GroBe der Energie einer Masse von der Wahl des Koordinaten-
systems ist deshalb so bemerkenswert, weil in der zu entwickelnden

MPEC AR el
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Relativititstheorie analoge Abhéngigkeiten auftreten werden, die
vielfach befremdend erschienen sind.

Ein zweites. Wir kdnnen den vorhergehenden Ausfiihrungem
eine mathematisch bedeutend einfachere Darstellung geben, wenm
wir uns der Ausdrucksweise der Vektorenrechnung bedienen.

Wir verstehen unter einem Vektor eine Griéfle, welcher
sowohl ein bestimmter Wert als auch eine eindeutig gegebene
Richtung zukommt; er ist also darstellbar durch eine gerichtete
Strecke. Die Richtung mufl in bezug auf irgendein Koordinaten-
system gegeben sein. Wir bezeichnen die Vektoren durch deutsche
Buchstaben. Ein Vektor ist also die Kraft &, die Entfernung x
eines Punktes vom Koordinatenanfang, die Geschwindigkeit %,

2

die Beschleunigung g——tﬁ Eine Griofle, deren Wert durch eine

absolute Zahl unabhiingig von jedem Koordinatensystem gegeben
ist, die keine Richtung besitzt, heiit Skalar oder Invariante; sie
wird durch lateinische Buchstaben bezeichnet. Ein Skalar ist z. B.
die Masse m. Sind von Punkt zu Punkt bestimmte Skalare oder
Vektoren gegeben, so spricht man von einem skalaren oder
Vektorfeld.

Wir kénnen einen Vektor nach irgendeinem gegebenen Koordi-
" natensystem in Komponenten zerlegen, wobei wir vorerst stets ein
rechtshiindiges Cartesisches System zugrunde legen. Die Kompo-
nenten eines vom Koordinatenanfangspunkt ausgehenden Vektors sind
identisch mit den rechtwinkligen Koordinaten seines Endpunktes.
Die Komponenten eines Vektors a bezeichnen wir mit ax, ay, a:
oder auch a,, a,, a,; den absoluten Wert mit |a| oder a. |a| ist
ein Skalar, Vielfach nennt man auch die drei Groflen ax, ay, @:
insgesamt einen Vektor.

Es ist: . \
) . la| = Vai + o} +af.

. Die Richtung des Vektors ist in einem gegebenen System fest-

gelegt durch:
(10) cose, =‘|(TT"I, cosa, ——:'%, cosag = Tzil"

Umgekehrt sind die Komponenten darstelibar durch:
(11) ax =|a|cose,, a, = |a|cosa,, a; =|a|cose,.
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Die Komponenten eines Vektors bleiben bei einer Parallelver- -
schiebung des Koordinatensystems' ungeéindert, bei einer Drehung
transformieren sie sich wie die Koordinaten eines Punktes. Sie
besitzen also in jedem gedrehten System andere Werte. Ihre
analytische Form (11) dagegen bleibt auch in solchen Systemen
dieselbe, die drei Ausdriicke (11) gelten formal fiir jedes Koordi-
natensystem. Dabei konnen a bzw. die drei Komponenten be-
liebige analytische Funktionen sein; im Fall eines Vektorfeldes
sind es Funktionen der Koordinaten. Ein Beispiel ist in der linken
Seite von (14) und deren Komponentenzerlegung gegeben.

Ist nun ein Vektor a null, so sind es auch seine Komponenten
und zwar in jedem System. Die Gleichungen:

(12) ax=0, a=0, a=0 .
sind demnach invariante Gleichungen in bezug auf alle Cartesi-
schen Systeme, die durch Parallelverschiecbung und Drehung aus-
einander hervorgehen. Sie konnen in die Gleichung:

(13) a=20

zusammengefafit werden, die unabhingig vom Koordinatensysfem
fir jede Richtung des Vektors a gilt.

Setzt man zwei Vektoren einander gleich, so bedeutet dies,
daB die Grofien nach Betrag und Richtung iibereinstimmen. +a
und — a sind zwei Vektoren von gleichem Betrag, aber entgegen-
gesetzter Richtung.

Vektdren von gleicher oder entgegengesetzter Richtung lassen
sich addieren, in'dem man ihre absoluten Werte oder ihre Kom-
ponenten addiert. Ebenso konnen wir einen Vektor mit einem
Skalar multiplizieren durch Multiplikation seines absoluten Betrags
oder seiner Komponenten; die Richtung bleibt dabei ungeéindert.

Kraft und Beschleunigung sind Vektoren gleicher Richtung;
man kann also das Newtonsche Grundgesetz, nach welchem die
auf eine Masse wirkende Kraft dieser Masse und der ihr durch

die Kraft erteilten Beschleumgung proportional ist, in der Form
schrejben: \

' d’r
‘4 — _— ==
(14 R—m_5=0.
. d’t atx
Die Komponenten des Vektors & — m r sind X —m qp V-

Die Gleiohung (14) ist also identisch mit den drei Newtonschen
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Grundgleichungen (1). Die Beziehung (14) stellt dieses Grund-
gesetz in Vektorform dar. Die drei Komponentengleichungen (1)
gelten demnach fiir jede beliebige Richtung von Kraft und Be-
schleunigung und fiir jedes beliebig gedrehte Cartesische Koordi-
natensystem ).

-Auflerdem aber zeigt die Vektorform (14), dafl die Grund-
gleichungen auch in bezug auf die Galilei-Transformation invariant
sind. Denn fiir ein Koordinatensystem K’, das sich geradlinig und
gleichformig gegen K bewegt — und nur fiir ein solches — bleibt
neben der Kraft auch die Beschleunigung nach Grofle und Rich-
tung ungeindert.

Wir kénnen aber auch Vektoren addieren, die verschiedene
Richtung haben. Wir verfahren nach dem Gesetz des Parallelo-
gramms der Geschwindigkeiten und schreiben symbolisch:

(15) c=a-}+b, :

wo die Summe ¢ nach Linge und Richtung die Diagonale des aus
den Vektoren a und b gebildeten Parallelogramms ist. Nehmen wir
eine Zerlegung der Vektoren in Komponenten vor, so miissen wir
die entsprechenden Komponenten addieren.

Ist z. B. die Geschwindigkeit eines Punktes im System K durch

U

Z—t gegeben, die desselben Punktes in K’ durch % und ist die

relative Geschwindigkeit von K’ gegen K nun %, so erhalten

wir die Beziehung:

dr _dr,  dr dY _dr dr,
(16) = dttar % mTa ar
~ Diese Gleichung ist nach einer Zerlegung in Koordinaten
identisch mit (3), stellt also das Additionstheorem der Ge-
schwindigkeiten in Vektorform dar.
Wir kehren nun wieder zu unserem Relativitdtsprinzip zuriick.

Es ist sicher in grofiler Anndherung richtig. Vermdgen doch die

1) Man kann sich hiervon auch durch Ausrechnen iiberzeugen. Fiir
'
ein gedrehtes Koordinatensystem gehen die Gleichungen in X' — m%—‘% =0
usw. iiber. Vgl z. B. M. Planck, Einfilhrung in die allgemeine Mechanik.
S. 72,
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Grundgleichungen (1), welche das Prinzip erfiillen, mit aulerordent-
licher Schiirfe alle mechanischen Bewegungsvorginge auf der Erde
und im Sonnensystem und verwandten Systemen wiederzugeben.

Doch sobald wir uns auf den Boden unseres klassischen Rela-
tivitdtsprinzips stellen, fiihlen wir auch sofort das Unbefriedigende,
das in der zweifachen Beschrinkung liegt, die ihm anhaftet. Gilt
das Relativititsprinzip nur fiir mechanische Vorginge oder auch
tiir solche elektrischer (und optischer) Natur? Bezieht es sich
nur auf Koordinatensysteme, die sich gleichformig und geradlinig
zueinander bewegen, oder auch auf beliebig zueinander bewegte
Systeme? '

Diese beiden Fragen beantworten, heifit: die gesamten Folge-
rungen aus diesen Fragestellungen ziehen und priifen, ob das
Geschehen in der Natur mit diesen Folgerungen iiber-
einstimmt, Wir haben damit zwei Hypothesen gewonnen, welche
die Grundlage unserer physikalischen Naturbeschreibung bilden
sollen. Wir sind zu dem speziellen und aligemeinen Rela-
tivitdtsprinzip von Einstein gelangt. Wir wollen beide zundchst
aussprechen, ohne ihnen. freilich eine schiirfere mathematische
Fassung geben zu kénnen. o

Das spezielle Relativititsprinzip lautet: Sind K und K’
zwei in bezug zueinander gleichférmig und geradlinig bewegte
Koordinatensysteme, so verliduft alles Naturgeschehen (in Mechanik
und Elektrizitdt) in bezug auf K’ nach genau denselben allge-
meinen Gesetzen wie in bezug auf K.

Bisher hat die Theorie der Elektrizitit angenommen, dafl ihre
Grundgleichungen nur in einem Koordinatensystem, demjenigen
des ruhenden Athers, gelten. Es ist hier also, im Gegensatz zur
klassischen Mechanik, ein bevorzugtes System vorhanden. Jede
Bewegung gegen dieses kann als absolute Bewegung aufgefafit
werden. Das spezielle Relativititsprinzip verwirft diese Bevor-
zugung eines Systems; es wird unsere Aufgabe sein zu unter-
suchen, ob wir uns hierbei mit der Wirklichkeit in Ubereinstim-
mung befinden.

Das allgemeine Relativitdtsprinzip lautet: Sind K und K’
zwei beliebig zueinander bewegte Koordinatensysteme, so gelten
in beiden fiir die Beschreibung aller Naturvorginge (in Mechanik
und Elektrizitit) genau dieselben allgemeinen Gesetze.
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Auch hier stehen wir im Widerspruch zur Auffassung der bis-
herigen Theorie. Vergleichen wir z. B. zwei Systeme, ein ruhen-
'des und ein dazu gleichformig rotierendes. Das erste sei ein Galilei-
sches System, in welchem das Triigheitsgesetz gilt. Befindet sich
nun der Massenpunkt im rotierenden System, so wirkt auf ihn
eine Trigheitskraft und erteilt ihm eine Beschleunigung. Durch
die Beobachtung der Triigheitskriifte innerhalb eines Systems k&n-
nen wir also, wie die klassische Mechanik lehrt, entscheiden, ob
dieses ruht oder gleichformig rotiert, Das ruhende System ist
ein ausgezeichnetes, die Rotation gegen dieses eine absolute Be-
wegung. ) \

Diese Auffassung ist immer als unbefriedigend angesehen
worden, da sie keine Erklirung der Erscheinung, kein Zuriick-
fiihren auf einfachere Erscheinungen enthilt. Rotation gegen ein
absolutes, ruhendes System und Auftreten von Tragheitskriften
sind nur als verschiedene Ausdrucksweisen derselben ‘Erséheinung
aufzufassen.

Nun béobachten wir aber in der Natur die Rotation niemals
anders als gegen Massen auflerhalb des rotierenden Systems, und
kinematisch ist die Rotation nur auf diese Weise nachweisbar.
Wir wissen gar nicht, ob Trigheitskrifte auch dann auftreten
wiirden, wenn ‘alle dufleren Massen fehlten. Stellen wir uns auf
den Standpunkt des allgemeinen Relativititsprinzips, so verneinen
wir dies. Die Rotationsbewegung ist danach eine Relativbewegung
gegen #ulere Massen; die Trigheitskrifte sind als Gravitations-
wirkung dieser dufleren Massen aufzufassen. Auch wenn unser
System selbst ruht, und die #ufleren Massen dagegen rotieren,
miissen dieselben Krifte auftreten.

So enthilt erst das allgemeine Relativitdtsprinzip die strenge
Durchfiihrung des Relativititsgedankens. Wie beim speziellen
Relativititsprinzip eine geradlinige und gleichformige Bewegung
unbestimmt und unbestimmbar bleibt, so beim allgemeinen eine
beliebige Bewegung, also eine beliebige Translation und Rotation.
Wie wir kinematisch nur Relativbewegungen wahrnehmen, so nach
dem allgemeinen Prinzip auch dynamisch. Die Natur zeigt uns
niemals absolute Bewegungen irgendwelcher Art weder in Mechanik
noch in Elektrizitit, das ist der physikalische Sinn des aligemeinen
Relativitidtsprinzips. :

|
|
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Ebenso wie das spezielle Relativitiitsprinzip die Aufstellung von
Naturgesetzen verlangt, die beim Ubergang aus einem System in
ein dazu geradlinig und gleichférmig bewegtes sich nicht &adern,
so fordert das allgemeine Prinzip Naturgesetze, die fiir beliebig
bewegte Systeme gelten. Diese Gesetze aufzustellen und
mit der Wirklichkeit zu vergleichen, ist die eigentliche
Aufgabe der Relativitdtstheorie. '

Wir wenden uns nun wieder dem speziellen Relativititsprinzip_
zu; miissen aber zuvor noch die Frage erledigen, ob dessen be-
sondere Behandlung nicht durch die Aufstellung des allgemeinen
Prinzips iiberflissig geworden ist. Dies ist durchaus nicht der
Fall. Wenn es auch in der Natur nur wenig gleichformige Trans-
lationen gibt, so wird doch die Diskussion des speziellen Prinzips
vor allem die Begriffe Raum, Zeit und Masse kliren. Da ferner
jede beliebige Bewegung von Punkten in sehr kleinen Zeitinter- )
vallen als gleichformig und geradlinig angenommen werden kann,
und wir in der.allgemeinen Relativititstheorie die Aufstellung von
Differentialgesetzen anstreben, die das Naturgeschehen im Unend-
lichkleinen beschreiben, so wird die spezielle Relativititstheorie ,
die notwendige Grundlage der allgemeinen sein.

§ 2. Die Isotropie des Raumes in der Physik und die
Relativitit der zeitlichen und riumlichen GrdBen.

DaBl das Relativititsprinzip in seiner jhm soeben gegebenen
speziellen Formulierung auf die mechanischen Probleme anwend-
bar ist, steht fiir uns aufler Zweifel. Wenn es nun auch fiir
elektrische (und optische) Erscheinungen gelten soll, miissen wir
zuerst nachpriifen, ob es nicht Tatsachen gibt, die hier seine Zu-
lissigkeit von allem Anfang an ausschliefien.

Denken wir uns eine Reihe von Galileischen Koordinaten-
systemen, die sich zueinander in gleichférmiger Translation be-
finden; sie mégen mit K, K’ usw.!) bezeichnet werden. Wenn
wir in einem System K fiir die elektrischen Erscheinungen be-
sonders einfache Grundgesetze gefunden haben, so verlangen wir, :

1) Da wir es in der speziellen Relativititstheorie immer mit solchen
Systemen zu tun haben, so soll im ersten Teil die Bezeichnung K, K'...
sich stets (wenn nicht ausdriicklich anderes gesagt ist) auf geradlinig und
gleichformig zueinander bewegte Galileische Systeme beziehen.

.
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daBl dieselben Gesetze auch im System K’, K" ... gelten. Die
Gleichungen, welche diese Gesetze darstellen, miissen beim Uber-
gang von einem System in das andere invariant bleiben. Es darf
unter den Systemen K kein bevorzugtes Koordinatensystem geben.
Wiire ein solches doch vorhanden, so miite folgendes ein-
treten. Die Erde kann fiir die Dauer unserer meisten physi-
kalischen Experimente als Triger eines unserer Koordinaten-
_systeme K angesehen werden. Doch indert dieses System fort-
wihrend seine Bewegungsrichtung; es kann nur voriibergehend
mit dem bevorzugten System zusammenfallen. Zu verschiedenen
Zeiten miifiten unsere Experimente infolge der wechselnden Be-
wegung geggn das ,absolute® System verschiedene Versuchs-
ergebnisse zeigen; die Bewegung der Erde miifite in die Natur-
gesetze eingehen. Nach der bisher in der Physik geldufigen An-
schauung der Elektronentheorie ist nun ein solches .bevorzugtes
. System in der Tat vorhanden. Der Tréiger der elektrischen und
optischen Bewegungsvorgéinge war als ruhende Substanz (Ather)
gedacht; in dem damit verbundenen Koordinatensystem miissen
die Naturgesetze eine besonders einfache Form zeigen!). Eine
Anzahl von elektrischen und optischen Versuchen sind mit aller
denkbaren Genauigkeit ausgefiihrt worden, um zu priifen, ob die
Erdbewegung in den Meflergebnissen zutage tritt. Dies ist jedoch
"nirgends der Fall. Soweit unsere Beobachtungsgenauigkeit reicht,
verhilt sich der irdische physikalische Raum vdllig isotrop; eine
Tatsache, welche das s'pezielle Relativititsprinzip geradezu als
etwas Notwendiges fordert.
- Unter diesen Versuchen sei besonders der von Michelson
hervorgehoben. Hat das Licht im ruhenden Ather die Geschwindig-
keit ¢, so mufl es zufolge des Additionstheorems der Geschwindig-
keiten (3) in der klassischen Mechanik relativ zu der mit der Ge-
schwindigkeit v bewegten Erde die Geschwindigkeit ¢ — v oder
¢ -+ v zeigen, wenn es sich mit der Erde oder gegen die Erde
bewegt. Das Experiment ergibt aber, dafl auch gegen die bewegte
Erde die Lichtfortpflanzung nach allen Richtungen, im Widerspruch

1) Teilweise hat man schon vor der Relativititstheorie die Ather-
vorstellung fallen lassen; das bevorzugte Koordinatensystem, an welches
die Gleichungen der Elektronentheorie gebunden sein sollten, blieb jedoch
bestehen.
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zum Additionstheorem, gleichmigig erfolgt. Der Betrag der Licht-
geschwindigkeit selbst bleibt dabei unbestimmt.

Ferner sei der Versuch von Trouton und Noble genannt, die

eine geladene Kondensatorplatte in eine zur Erdbewegung schiefe

Lage brachten. Nach der Elektronentheorie wire das Auftreten

eines Kriaftepaares zu erwarten gewesen, welches die Plattenebene
der Bewegungsrichtung parallel zu stellen bestrebt ist. Ein weiterer
Versuch von Trouton und Rankine bezweckte die zu erwartende
elektrische Widerstandsdnderung nachzuweisen, die ein Draht er-
fihrt, wenn er in die Bewegungsrichtung der Erde oder senkrecht
dazu gebracht wird. In beiden Fillen blieb der gesuchte Effekt
aus. Das bevorzugte Koordinatensystem, gegen das die Erde sich
bewegen sollte, blieb vefborgen. '

Es mufl nun hervorgehoben werden, dafl diese Unstimmigkeit
der Erfahrung mit der bisherigen Theorie — ohne Anerkennung
des Relativititsprinzips — dadurch beseitigt werden kann, dafl man
zu Hilfshypothesen greift, die die Elektronentheorie erginzen. So
1at sich der Michelson-Versuch erkliren, wenn man unter Bei-
behaltung des ruhenden substantiellen Athers annimmt, alle be-
wegten Korper ziehen sich in der Bewegungsrichtung in einem
bestimmten Verhiltnis (vgl. § 5) zusammen (Lorentz-Kontraktion).
Doch so viele verschiedenartige Experimente, so viele neue Hypo-
thesen sind zu ihrer Erklirung notwendig gewesen?).

Hier setzte Einstein mit seiner ersten im Jahre 1905 er-
schienenen Arbeit?) ein. Wenn bei den elektrischen Experimenten
kein bevorzugtes Koordinatensystem nachweisbar ist, so .gibt es
ein solches nicht; es gilt also das spezielle Relativitidts-
prinzip fiir Mechanik und Elektrizitit. Das war der vdllig

neue Standpunkt Einsteins, dessen Konsequenzen im folgenden
zu ziehen sind. ‘

Die Unmdglichkeit eines bevorzugten Koordinatensystems fiir
die elektrischen Erscheinungen schlieft zunichst die Unméglich-

1) Niheres iiber die Darstellung der verschiedenen hier angegebenen
Versuche durch die Elektronentheorie findet sich bei M.Abraham, Theorie
der Elektrizitdt, Bd. II, 3. Aufl., Leipzig 1914.

2) A. Einstein, Zur Elektrodynamik bewegter Korper. Annalen d.
Phys,, Bd.17, 1905. Abgedruckt in Lorentz-Einstein-Minkowski, Das
Relativitatsprinzip, Leipzig 1915.

Kopft, Relativititstheorie. . 2
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keit der Vorstellung vom Ather als einer ruhendea Sub-
stanz in sich. Nur dann kann z, B. die Lichtgeschwindigkeit in
jedem System K, K’ ... denselben konstanten Betrag besitzen.

Wir miissen nun zur mathematischen Formulierung des
speziellen Relativitdtsprinzips iibergehen. In seiner Be-
-schrénkung auf die Mechanik war es als Galilei-Newtonsches
Relativititsprinzip identisch mit dem Satz von der Invarianz der
mechanischen Grundgleichungen gegen die Galilei-Trans-
formation (8). Es liegt nahe, dieselbe Transformation auch fiir das
spezielle Relativitdtsprinzip in seiner weiteren Fassung zugrunde
zu legen.

Untersuchen wir, ob dies mdoglich lst Wir beschreiten dabei
den historisch eingeschlagenen Weg, indem wir nicht sofort die
Grundgleichungen der Elektrizitit und Optik (die Maxwellschen
Gleichungen) heranziehen, sondern- uns auf einen ganz einfachen
Fall beschrinken. Wir betrachten das Ausbreitungsgesetz des
Lichtes im Vakuum. Es sind zweierlei Bedingungen zu erfiillen.
Einmal soll in einem ruhend gedachten Koordinatensystem K (in
der Elektronentheorie ist es dasjenige des Athers, hier ein. be-
liebiges, wie der Michelson-Versuch ergibt) die Ausbreitung des
Lichtes im Vakuum unabhéngig von der Art und dem Bewegungs-
zustand der Lichtquelle nach allen Seiten und iiberall mit derselben
konstanten Geschwindigkeit ¢ = 300000 km/sec erfolgen. Man
nennt diese Aussage das Prinzip der Konstanz der Vakuum-
lichtgeschwindigkeit. Legt man den Anfangspunkt des Koordi-
natensystems K in den Ort der punktférmig gedachten Lichtquelle
zur Zeit der Lichtaussendung und beginnt in diesem Augenbhck
die Zeitzihlung, so lautet dieses Prinzip:

(17) R4+ 22—t =0,

wo ¢ unsere universelle Konstante ist. Die zweite Bedingung
lautet: in irgendeinem anderen der friiher definierten Koordinaten-
systeme K’ soll die Ausbreitung nach genau demselben Gesetz
erfolgen. Ist Koordinatenanfang und Zeitanfang wie vorher gewéhlt,
und bezeichnet man die auf K’ sich beziehenden Koordinaten mit

Strichen, so muf} also auch:
. (18) Xty 4 22—t =0
sein. Hierbei ist ¢ gemiu dieselbe Konstante wie in (17).
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Die8e zweite Aussage ist identisch mit' dem speziellen Rela-
tivititsprinzip. Man bezeichnet sie gelegentlich auch als Satz der
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit (vielleicht wire: Satz der In-
varianz der Lichtgeschwindigkeit vorzuziehen, wenn schon
eine besondere Bezeichnung. erwiinscht ist).

Der Vergleich von (17) und (18) zeigt sofort, dafli unsere Galilei-
Transformation (8) nicht imstande ist, die beiden Gleichungen
ineinander iiberzufiihren. (17) ist gegen die Galilei-Transformation
nicht invariant. Das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
widerspricht also dem Relativititsprinzip in der Galilei-Newtonschen
Fassung. Da jedoch das erstere Prinzip aufler allem Zweifel steht,
und auch das spezielle Relativititsprinzip im Rahmen unserer Er-
fahrungen gilt, so bleibt nur {ibrig, zunichst einmal dig in der
Mechanik gefundene Form der Galileischen Transformationsglei-
chungen fiir Elektrizitit und Optik zu verwerfen.

Schon vorher (S. 16) sind wir’ auf denselben Widerspruch ge-
stoflen. Das mechanische Additionstheorem der Geschwindigkeiten,
aus dem die Galilei-Transformation folgt, verlangt, dal falls die -
Lichtgeschwindigkeit in K den Wert ¢ hat, sie in K’ einen anderen
Wert besitzt. Die Beobachtung hat jedochsin ﬁbereinstimmung mit
dem speziellen Relativititsprinzip fiir K und K’ gleiche Werte ergeben,
wodurch also auch das Additionstheorem in Frage gestellt ist.

Nun gibt es wirklich einen Punkt, in welchem Additionstheorem
und Galilei-Transformation angreifbar sind. Wir setzten im vor-
hergehenden Abschnitt: (8') ¢+ = #'. Die Zeit ist in der klassischen
Mechanik eine unabhiingig von jedem Koordinatensystem bestehende,
absolute Verinderliche. Dies bedeutet eine Annahme. Wir miissen
zu einer Revision des Zeitbegriffes in der Physik schreiten.

Ein exakte Definition der Zeit ist notwendig, und sie ist so zu
geben, dal auf Grund der Definition Zeitmessungen méglich sind.

An einem einzigen Ort kdnnen wir die Zeit durch eine irgendwie
konstruierte Uhr messen und sagen, die Zeit ist gegeben durch
die Zeigerstellung der Uhr. Sind an verschiedenen Stellen Uhren,
so mufl die Méglichkeit des Vergleichs gegeben sein. Man konnte
eine Vergleichsuhr von einer Stelle an eine andere tragen; so kiime
man zu einer absoluten Zeit. Doch hier sind Zweifel méglich.
Wir haben bereits S. 17-gesehen, dafl Lingen sich bei einer Be-
wegung verdndern (allerdings dort vom Standpunkt der Elektronen-

2
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theorie aus; die Relativititstheorie wird uns aber ebenfalls dazu
fiihren). Es ist denkbar, dafl bei der unmittelbaren Zeitiibertragung
auch Anderungen im Gang der Uhren eintreten?). Wir haben
aber die Moglichkeit einer Uhrvergleichung mit Hilfe von Licht-
signalen oder elektrischen Signalen.

Bleiben wir einmal in einem System K. Wir kénnen hier mit
Hilfe der Lichtausbreitung eine v6llig einwandfreie Definition
der Zeit geben. Wir brauchen nicht einmal die Grofle der Licht-
geschwindigkeit als bekannt anzunehmen, stiitzen uns vielmehr
allein auf das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, wonach
die Ausbreitung des Lichtes nach allen Richtungen gleichmaéfig
erfolgt (S. 18). Wir wollen zwei gleichartige Uhren an den Orten A
und B vergleichen und setzen nur voraus, dafl das Licht von 4
nach B ebensolange braucht als von B nach A. Ein Lichtsignal
mdge von'A nach B und von-da sofort wieder nach A gehen.
ts sei die Ausgangszeit in A, fg in B, 4 die Ankunftszeit in A.

Dann ist:

- (19) tg—tg =1y —tg.

Hieraus ergibt sich g, d. h. die Angabe, welche die Uhr in B
bei der Ankunft des Lichtsignals zeigen mufl, wenn die Angaben
der Uhren in 4 und B iibereinstimmen sollen.’

Durch die Beziehung (19) ist die Zeit in B so definiert, daB
sie mit derjenigen in A iibereinstimmt. Wir sagen, die Uhr in B
geht synchron mit der Uhr in 4. Die Lichtgeschwindigkeit selbst
ergibt sich aus:

(20)

¢ = 2AB
th—ta
Wenn nun das Prinzip der Konstanz der Vakuumlichtgeschwindig-
keit erfiillt ist, so gelten, wenn wir an der soeben gegebenen
Definition des Synchronismus festhalten, allgemein die Aussagen:
1. Wenn die Uhr in B synchron mit der Uhr in A lduft, so
lduft die Uhr in A synchron mit der Uhr in B,
2. 'Wenn die Uhr in 4 sowohl mit der Uhr in B als auch' mit
der Uhr in C synchron lduft, so laufen auch die Uhren in B
und C synchron relativ zueinander.

1) Gangiinderungen infolge Unvollkommenheit des Mechanismus kommen
hier natiirlich nicht in Frage. Wir verstehen unter Uhren immer vollkommen
richtig gehende Uhren z. B. schwingende Atome.
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Man iiberzeugt sich hiervon leicht, wenn man beachtet, dafl
die Entfernung zwischen zwei beliebigen Punkten stets gleich ¢ - 4t
ist, wo ¢ unsere oben bestimmte Lichtgeschwindigkeit, /¢ den Zeit-
unterschied bedeutet, welcher der Bewegung des Lichtes vom einen
nach dem anderen Punkt entspricht. '

Wir konnen es also erreichen, daf}' alle Uhren, die in einem
System ruhen, synchron laufen. Denken wir uns in jedem Punkt
unseres Systems eine solche Uhr aufgestellt, so ist die Zeit irgend-
eines Ereignisses definiert durch die Angabe der Uhr, die sich
an der betreffenden Stelle befindet. Gleichzeitig sind zwei Er-
eignisse an verschiedenen Stellen, wenn die Angaben der dort sich
befindenden Uhren iibereinstimmen. Doch sind diese Aussagen
iiber Zeit und gleichzeitig an unser eines beliebig festgelegtes System
gebunden, denn nur innerhalb desselben ist die Ausbreitung des
Lichtes eine nach allen Richtungen gleichmifige.

Wir betrachten nun die Lichtausbreitung von zwei verschiedenen
Systemen K und K’ aus. Wir denken uns die beiden Uhren in 4
und B fest verbunden, etwa auf den Enden eines Stabes angebracht.
Der Stab mége in K’ ruhen, K’ selbst bewege sich in der Richtung AB
des Stabes mit konstanter Geschwindigkeit v relativ zu K. Die
Uhren in A und B sollen die Zeit des ,ruhenden® Systems K an-
geben; sie miissen also in ihren Angaben iibereinstimmen mit den
ruhenden Uhren von K, an deren Stelle sie sich gerade befinden.
Die Uhbren in 4 und B sind synchron mit allen Uhren des Systems K.

Nun mége wieder ein Lichtstrahl von A nach' B und zuriick
laufen. In K wird der Vorgang folgendermaflen beobachtet. Ein
Beobachter sieht, dal die Bewegung des Stabes AB mit der Ge-
schwindigkeit v, die Bewegung des Lichtes mit der Geschwindig-
keit ¢ erfolgt. Fiir ihn ist die relative Geschwindigkeit beider
fiir den Weg des Lichtes von A nach B: ¢ — v, fiir den Weg von B
nach A dagegen: ¢ -+ v. Innerhalb eines Systems gilt also un-
verindert das' mechanische Additionstheorem der Geschwindigkeiten.
Werden die Ausgangs- bzw. Ankunftszeiten des Lichtes in 4, B
und A wieder mit ¢4, £g und #,4 bezeichnet, so ist nun nach An-
gabe der Uhren im System K:

(21) tg—ts =

r
5 tyr —tp =
c—uv’ c+v’

wo r die Entfernung AB bedeutet, so wie sie im System K wahr-
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genommen wird. #p ist, dies sei nochmals hervorgehoben, die
Angabe der Ubr in B im Augenblick der Ankunft des Lichtsignals,
wobei die Uhr in B synchron mit derjenigen in A lauft (bezogen
auf das System K).

Ein Beobachter in K’, der die Bewegung des Stabes mitmacht
wird nun andererseits wahrnehmen, dafl das Licht von A nach B
und zuriick sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegt. Er mége die
Uhr in A als mafigebend betrachten; wenn diejenige in B fiir ihn
synchron mit A ginge, so miifite die Uhr in B bei der Ankunft
des Lichtsignals eine Zeit ¢3 zeigen, fiir welche tg — tx = tar — 1
wire. Die Uhr in B zeigt aber eine andere Zeit; sie ist im
System K’ also nicht synchron mit A.

Hieraus folgt: Ereignisse, die im System K gleichzeitig sind,
sind es in K’ nicht. Der Begriff gleichzeitig ist kein absoluter,
sondern ein relativer, an das Koordinatensystem gebundener.
Synchron laufende Uhren sind nur in jeweils einem System méglich;
alle Zeitangaben beziehen sich nur auf eines der Koordinaten-
systemé K, K'.... Ebenso wie die Angaben von riumlichen
Koordinaten erst einen Sinn'erhalten durch Angabe des Koordi-
natensystems, auf welches sie sich beziehen, ebenso ist auch zur
Festlegung einer Zeitangabe ein System zu definieren, in bezug auf
welches sie gilt.

So ist also durch Einstein der Begriff ,absolute Zeit* hinfillig
geworden. Dies bezieht sich allerdings zunichst nur auf alles
Naturgeschehen in Elektrizitit und Optik. Doch ist es nicht denkbar,
daB in der Mechanik ein absoluter und in der Elektrizitiit ein rela-
tiver Zeitbegriff gilt (hdufig sind ja beide Gebiete in demselben
Vorgang verkniipft); da die Relativitit der Zeit in der elektrischen
Erscheinungswelt als eine notwendige Vorstellung zutage getreten
ist, so miissen wir die klassische Mechanik fallen lassen und
versuchen, eine neue Mechanik aufzubauen. Doch das wird uns
erst spiter (§ 9) beschiftigen.

Auch von einer anderen Seite her zeigt sich dieselbe Forderuﬂg
Wir haben in der klassischen Mechanik Léngen (Abstinde von
Punkten starrer Korper) als unabhiingig vom Koordinatensystem
bestehend angenommen. Wir messen solche Lingen durch Ao
legen eines Mafistabes. Befindet sich eine als Gerade gedachtt
Linge in der Richtung ihrer Ausdehnung in geradliniger und gleich-

'
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formiger Bewegung relativ zu einem Koordinatensystem K, so
konnen wir die Liinge mittels eines mitbeﬁlegten Mafistabes,
also in einem bewegten System K’, messen, wir erhalten die
sLdnge des Stabes im bewegten System®. Wir konnen je-
doch die Messung noch in anderer Weise vornehmen. Wir legen
unter Benutzung von Uhren, die im System K syncliron gehen,
Anfang und Ende des Stabes zu derselben Zeit im ruhenden
System K fest. Mit dem vorher benutzten, nun aber im System K
ruhenden Mafistab messen wir die soeben in K festgelegte Ent-
fernung der Endpunkte unserer Lidnge aus. Wir erhalten die
»Linge des bewegten Stabes im ruhenden System®. Die
klassische Mechanik nimmt an, dafl die beiden so bestimmten
Lingen einander gleich sind. Dies ist willkiirlich und, wie wir
bald sehen werden,'unvertriiglich mit der gleichzeitigen Giiltigkeit
des Prinzips der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit und des spe-
ziellen Relativititsprinzips in der Elektrizitit. Dann ist aber auch
der Begriff ,starrer Korper® nicht mehr méglich.

Mit der Ubertragung des Galilei-Newtonschen Relativitiitsprinzips
auf alle Naturvorginge sind also grundlegende Anderungen im
Gebéude der Mechanik notwendig verkniipft.

§ 3. Die Raum-Zeit-Koordinaten und die Lorentz-
Transformation.

Die Abhingigkeit der Zeitangaben von dem sich bewegenden
Koordinatensystem, auf welches sie sich bezichen, hat dazu gefiihrt,

die Zeit als vierte Koordinate neben den drei rdumlichen ein-
zufiihren.

Alle riumlichen Wahrnehmungen erfolgen zu irgendeiner Zeit;
alle Zeitangaben sind an riumliche Vorginge gekniipft. Alles Ge-
schehen spielt sich fiir uns in einer vierdimensionalen Welt ab,
wobei drei Dimensionen dem Raum zugehdren, die vierte der Zeit.
Diese Auffassung ist durchaus nicht neu; wir haben auch schon
immer in graphischen Darstellungen die Zeit als Koordinate auf-
getragen. Aber die untrennbare Veérkniipfung von Raum und Zeit
in allen physikalischen Erscheinungen ist doch erst durch die Fest-
stellung der Relativitit der Zeit als etwas Notwendiges hervor-
getreten. So hat auch erst im Rahmen der Relativititstheorie
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H. Minkowski?) die Raum-Zeit-Vorstellung so weit ausgebant, dafl
wir nun alles Geschehen in Raum und Zeit durch eine vier-
dimensionale Geometrie im Raum-Zeit-Kontinuum darzustellen ver-
mogen. Wir konnen also unsere relativ zueinander bewegten
rdumlichen Systeme K, K’ ... als vierdimensionale Raum -Zeit-
Systeme auffassen. Die ungestrichenen und gestrichenen Koordi-
naten werden durch besondere Transformationsgleichungen -in-
einander iibergehen, deren Herleitung unsere niichste Aufgabe ist.

Unser vierdimensionales Kontinuum nennen wir mit Minkowski
die ,Welt®. x, y, z, t heilen die Koordinaten eines ,Weltpunktes®.
Das Kontinuum der x, y, z allein wollen wir im folgenden stets
als ,Raum® bezeichnen. Vorerst mégen sich die x, y, z auf ein
riumliches Cartesisches System beziehen. In welcher Weise
die Zeit aufzutragen ist, wird sich bald ergeben.

Um auch #uBerlich der Zeit den Charakter der vierten ‘Welt-
koordinate zu geben, setzen wir:
(22) X=1%, Y=2X, 2z=2x, Ct=2Xx,.
¢ ist die Vakuumlichtgeschwindigkeit. Die Wahl von ct statt # ist
aus Griinden der Symmetrie erfolgt. Wir kdnnen freilich die

Gleichsetzung x, = ct auch in anderer Weise deuten. ¢t ist der_

Lichtweg in der Zeit ¢; messen wir die Zeit in einer solchen Ein-
heit, daf dasseibe Zeitintervall durch x, dargestellt wird, so ist
die Lichtgeschwindigkeit 1. x, = ct bedeutet also die Einfiihrung
einer Zeiteinheit, fiir welche ¢ = 1 wird. Vorldufig jedoch soll
der urspriingliche Wert der Lichtgeschwindigkeit beibehalten werden;
x, ist also lediglich ein Symbol fiir das Produkt ct.

Wir werden in Zukunft die Koordinaten x, y, 2z, ¢ und
X,, Xy, %3, X, nebeneinander fiihren und zwar die neuen Koordi-
naten fiir die Darstellung der Relativititstheorie, die #lteren fiir
die bisherigen Theorien oder fiir den Vergleich mit diesen; ge-
legentlich auch, wenn es sich darum handelt, durch Hervortreten-
lassen der Zeit die Resultate moglichst zu veranschaulichen.

Wir kehren nun zu dem Problem des vorhergehenden Para-
graphen (S. 18) zuriick. Das Prinzip der Konstanz der Vakuum-
lichtgeschwindigkeit lautet in einem System K:

(23) x4+ x3 + x5 —x3; =0.
1) Vgl. dessen Vortrag ,Raum und Zeit“ Abdruck in Lorentz-Ein-
stein- Minkowski Das Relativititsprinzip, Leipzig 1915,
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Das spezielle Relativititsprinzip verlangt, dal die Gleichung (23)
unveriindert in jedem zu K geradlinig und gleichférmig bewegten
System K’ ... gilt.

Dabei setzen wir natiirlich voraus, dafl die Lingen und Zeiten
in jedem der Systeme K, K'... mit denselben Mafstiben und
Uhren gemessen werden; ein Maflistab behilt also innerhalb jedes
Systems, in welchem er ruht, seine Linge; ebemso eine Uhr
ihren Gang, wenn sie von einem System zu einem anderen ge-
bracht wird.

Wir miissen nun die Galilei-Transformation durch eine andere
ersetzen, fiir welche die Gleichung (23) invariant ist, gleichgiiltig
ob wir sie auf ein ruhendes (K) oder dazu gleichférmig und
geradlinig bewegtes rdumliches System (K’) beziehen.
Fiir die Ableitung dieser Transformationsgleichungen folgen wir
einem von Einstein neuerdings emgeschlagenen, besonders ein-
fachen Weg?).

D1e Koordinatensysteme K und K’ wihlen wir so, daB. ihre
x1-Achsen dauernd miteinander und mit der Richtung der relativen
Geschwindigkeit von K’ gegen K zusammenfallen. Ein Lichtstrahl
mdge sich in der positiven x,-Achse, ein anderer in der neganven
bewegen. Dann ist zufolge (23) in K:

(24) %, — %, = 0; bzw. x, +x, = 0.
Im bewegten System K’ ist

(25) X,—¥,=0; X +%=0,

also:

(26) (x; —x) =4 (x, — x,); o+ x) = pn(x +x,).
Setzen wir: . ‘ '
27) ’ P e ol P Y Lo

2’ . 2’
so folgt aus (26):
(28) . Xy = ax, — bx,; x, = ax, — bx, .
Sind a und b bekannt, dann sind die Transformationsgleichungen,

welche die Glefchungen (24) in das gestrichene System iiberfiihren,
gefunden.

1) A. Einstein, Uber die spezielle und die allgemeine Relativitits-
theorie. Sammlung Vieweg, Heft 38 (Anhang).
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Fiir den Koordinatenanfangspunkt von K ‘ist x; =0, also:
b

@ =,

Ist v die Geschwindigkeit von K’ relativ 'gegen K, so ist aber:

(30) x = vt oder x,=—:ix“
_also: °

b v
@) @ ¢

Denken wir uns nun einen Einheitsmafistab, das eine Mal in
K’, das andere Mal in K ruhend, so muBl im ersten Fall seine
Linge gemessen von K aus gleich der Linge sein, die er, in K
ruhend und von K’ aus gemessen, besitzt. Die Messung des be-
wegten Stabes vom ruhenden System aus geschieht dabei nach
dem S. 23 geschilderten Verfahren.

Setzen wir zuerst x, = 0, so wird nach (28) x; = ax,. Die
Linge eines Stabes x;, = 1 wird also in K:

(32) Ax, = —-

Eliminieren wir x, aus den beiden Gleichungen (28) und setzen
dann fiir das andere Mal x, = 0, so ergibt sich:

! 2
(33) J(,=a(l—%)xl,
also fiir x, = 1: -
. vt
(34) Ax’1=a(l —c_”)'
Da 4x, = A4x}, so ist:
’ 1 1
35 a = =
©5) V v Vi—pg
( =
wo:
v
6 = —
(36) B=-

gesetzt ist.
Die Transformationsgleichungen (28) lauten demnach:

37) . X _ % —Bx, ¥ _ Xa—B%

vi—g’ Tt Vi—pe
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Durch (37) gehen die Gleichungen (24) in (25) iiber. Zu- )

gleich ist:
@38) - X — X = — ’

Behalten die beiden Systeme K und K’ die Lage ihrer Achsen ¢
und die Richtung ihrer relativen Geschwindigkeit bei, erfolgt aber
die Bewegung des Lichtstrahls vom Koordinatenanfangspunkt in
beliebiger Richtung, also zufolge der Gleichung (23), so treten zu
(37) noch die Gleichungen x, = x, und x; = x, hinzu. Man er-
hélt also die Transformationsgleichungen:

(39) x,1=%, x’2=xa', Xy = Xg, xizz;l:__ﬂ;:"
Die Gleichungen (39) fiihren [wie auch (38) zeigt] (23) in sich
selbst iiber.* Die Koordinatensysteme sind dabei so gewihlt, daB
dem Weltpunkt x, = x, = x; = x, = 0 der Weltpunkt x; = x, =
x, = x, = 0 entspricht.
Die Umkehrung von (39) ergibt:

(40) x1=%" Xy = Xp, Xg= Xy, x4=%1—_*—_f8%'

Besonders ist nun zu beachten, daB die Transformationsglei-
chungen (39) bzw. (40) nicht nur die Gleichung (23) erfiillen, son-
dern jeden beliebigen Wert: '

41) s = x; + x5 + x5 — x}
in sich selbst iiberfiihren; d. h. die quadratische Form xj +
x3 + x; — x; ist gegeniiber den angegebenen Transformationen
eine Invariante. Dabei sind Lingen und Zeiten in allen Systemen
mit denselben MafBstiben und denselben Uhren gemessen (vgl.
S. 25). .

Man nennt die Gleichungen (39) bzw. (40) die Lorentz-
Transformation; sie ist auler von W. Voigt auch bereits von
H. A. Lorentz in einer Arbeit'), die als Vorldufer der Relativitits-
theorie aufzufassen ist, aufgestellt worden.

Kehren wir wieder zur ilteren Bezeichnung x, y, 2, ¢ der Welt-
punkte zuriick, so lautet die Loreptz-Transformation:

1) H. A, Lorentz, Electromagnetic phenomena in a system moving
with any velocity smaller than that of light. Ubersetzt in Lorentz-Einstein-
Minkowski, Das Relativitdtsprinzip, Leipzig 1915.
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nx‘_"‘Ut
— = =y, =2, ' =

V—?’ Y V. v®
1—— : 1——

oder in ihrér Umkehrung: - \

2 «=

v
£
x’+’Ut’ ’ ’ c?
(43) x—_—"——‘—_T, y=%, 2=z, tz—;.
. v py
== ‘ — e

Wird die Bewegung eines Lichtstrahles im System K durch x,
y, z, t dargestellt, so erhilt man dessen Bewegung in K" durch
ﬁbertragung der einzelnen Weltpunkte mittels der Lorentz-Trans-
formation. In beiden Systemen erfolgt die Bewegung” des Lichtes
mit der Geschwindigkeit c.

Wir kénnen nun auch noch die Beschrinkung iiber die Lage
der x;-Achsen fallen lassen. Denken wir uns zwei beliebig orien-
tierte Cartesische Koordinatensysteme K und K’; K’ bewegt sich
irgendwie geradlinig und gleichformig gegen K. Der Ausdruck
x; + x; + x; — x; bleibt immer ungeéndert, wenn wir dem Sy-
stem K eine rdumliche Drehung geben, denn fiir eine solche
behilt x -+ x2 4 x7 denselben Wert. Wir konnen also die Form
x4 xp 4+ x; —x; in X7+ x4+ %} — x? durch drei lineare
Transformationen iiberfiihren. : .

Wir wihlen zwei Zwischensysteme K°® und K” mit den Ko-
ordinaten x3, x3, x3, x, bzw. x’, xJ', x3’, x;, von denen K° aus
K und K% aus K’ durch rdumliche Drehungen hervorgeht. Fiir
K°® und K selbst mégen x3- bzw. x}'-Achse miteinander und mit
der Richtung der refativen Geschwindigkeit von K’ gegen K zu-
sammenfallen. Dann behilt unsere quadratische Form x% - x2 -+
x2 — x? jhren Wert, wenn wir sie 1. durch rdumliche Drehung in
%% + x2® + x3° — x3; 2. durch die Lorentz-Transformation in
x3'% 4 x9'% + %3 — x7 und 3. wiederum durch ri#umliche Drehung
in x4 %} 4 %} — x} iiberfiihren. :

Man kann die drei linearen Transformationen zu einer einzigen
zusammenfassen, die man im Gegensatz zu der vorhergehenden
speziellen als allgemeine Lorentz-Transformation be-
zeichnet. Ihre Koeffizienten sind wie die der speziellen Lorentz-

1
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Transformation (S. 27) reelle konstante Grofien. Rein formal
lautet sie: 1

Xy = 0y Xy 0y, X+ 0y x 0y, X,
(44) x’,;a21xl+a”x2+a23x3+a“x4 4

Xy == Ogy X3+ 05y X+ gy %y + 05, X,

Xy = 0y, X, + 0,y Xyt Oy Xyt 0y X, .

Da %+ X2+ x2— %2 =x+x2+x2 —x? sein soll, so

miissen zwischen den von Punkt zu Punkt konstanten Koeffizienten
folgende 10 Bedingungsgleichungen bestehen:

m=4 m=4 .
2«13,,,:—!—-1 (n=1,2,3) Zaﬁu:—-l

@5 nll . "
Zam,,a,,,ozo (n,o=1,2,3,4; n=¥o).
m=1 ’ ) :

Diese Bedingungen weichen von den aus der analytischen
Geometrie bekannten ,Orthogonalitits-Bedingungen® dadurch ab,
dafl die vierte Quadratsumme negativ ist. Auch den Ubergang
von K’ nach K kénnen wir durch ein entsprechendes System von
Transformationsgleichungen darstellen. Ferner kann eine Lorentz-
Transformation, die von K nach K’ fiihrt, und eine zweite, die
von K’ nach K” fiihrt, zu einer einzigen von K nach K" fiihren-
den vereinigt werden. Simtliche Lorentz-Transformationen bilden
eine ,Gruppe“?), und zwar eine' lineare homogene Gruppe.

Vergegenwirtigen wir uns nun wieder unsere Problemstellung.
Das spezielle Relativitdtsprinzip verlangt, daf die aligemeinen Natur-
gesetze unverindert gelten sollen, gleichgiiltig ob wir sie auf K oder
K’ beziehen. Ein solches Naturgesetz ist das Prinzip der Konstanz
der Lichtgeschwindigkeit; daB es nicht nur in einem bevorzugten
Koordinatensystem gilt, sondern in jedem anderen, das sich dazu
in gleichférmiger Translation befindet, beweist der Versuch von
Michelson. Der Ubergang der verschiedemen Systeme ineinander
mufl aber dann durch die Lorentz-Transformation erfolgen. Diese
tritt fiir unseren optischen Vorgang an die Stelle der Galilei-Trans-
formation. Ihre Bedeutung geht aber dariiber weit hinaus. Wir
werden zeigen, -daB nicht nur das Gesetz der Lichtausbreitung,

1) Vgl. hierzu: F. Klein, Uber di¢ geometrischen Grundlagen der
Lorgntzgruppe. Physikal. Zeitschr. Bd. 12, 1911, S, 17.
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sondern die bereits bestehenden elektrischen Grundgesetze iiber-
haupt ungeiéindert fiir jedes der Systeme K, K’ ... gelten, wenn
wir fiir die Umrechnung der Grundgleichungen die Lorentz-Trans-
formation verwenden. Alle relativ zueinander in gleichformiger
Translation sich befindenden Bezugssysteme, die durch diese " Trans-
formation aus einem berechtigten System (im welchem die elek-
* trischen Grundgleichungen gelten) hervorgehen, sind fiir die elek-
trischen und optischen Vorginge gleichwertig. Ebenso wie also
in der Mechanik die Invarianz der Naturgesetze in bezug auf die
Galilei-Transformation der mathematische Ausdruck des Galilei-
Newtonschen Relativititsprinzips ist, ebenso stellt die Invarianz
in bezug auf die Lorentz-Transformation die mathematische
Formulierung des speziellen Relativititsprinzips, zunichst
fiir Optik und Elektrizitéit, dar.

Wir hitten damit zwei Relativitétsprinzipe, das eine fiir Mechanik,
das andere fiir Elektrizitit und Optik. Beide konnen aber nicht
nebeneinander bestehen, ebensowenig wie eine absolute Zeit in
der Mechanik und eine relative in der Elektrizitit. Denken wir
uns irgendeinen Vorgang, der zugleich mechanischer und elek-
trischer Natur ist (z. B. die Drehung eines Hebels durch elektro-
magnetische Krifte), so wiirde der Vorgang in seinem mechanischen
Teil irgendeinem aus der Schar derjenigen Koordinatensysteme
angehdren, die durch die Galilei-Transformation auseinander hervor-.
gehen. ' Zugleich miifite er sich (in seinem elektrischen Teil) in
einem der unendlich vielen Bezugssysteme, die durch die Lorentz-
Transformation bedingt sind,” abspielen. Der ins Auge gefafite
Vorgang miifite also ein durch beide Relativititsprinzipe bestimmtes,
ausgezeichnetes System festlegen, ebenso wie z. B. ein Punkt, der
zugleich auf zwei Kurven liegen soll, eben deren Schnittpunkt ist.
Es kann also fiir Mechanik und Elektrizitdt nur ein Relativitits-
prinzip geben. ' ,

. Da fiir die Elektrizitiit die Galilei-Transformation mit Sicherheit
nicht gilt, so bleibt nur die Mdoglichkeit, die Lorentz-Trans-
formation auch in der Mechanik als mathematischen Aus-
druck des Relativititsprinzips anzusehen. Dafl wir damit

_ nicht etwas Unmdgliches verlangen, geht schon daraus hervor, daf
fiir kleine Relativgeschwindigkeiten v der beiden Systeme K und
K’ (verglichen mit der Lichtgeschwindigkeit ¢) die Lorentz-Trans-
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formation (42) in die Galilei-Transformation' (x' = x — vt; y = y;
2/ = z; ¢ = t) iibergeht. Wir werden also erwarten kinnen, dafl
fiir kleine v, wie sie fast iiberall in der Natur vorkommen, die
klassische Mechanik ihre Giiltigkeit behilt. Diese Erwartung wird
sich spiter (§ 9) bestitigt finden.

Wir werden von nun an die Invarianz der Naturgesetze
beziiglich der Lorentz-Transformation als mathematischen
Ausdruck des speziellen Relativitdtsprinzips in Elektrizi-
tit und Mechanik ansehen. Diejenigen Gesetze, welche diese
Invarianzbedingung erfiillen, sind fiir uns die ,richtigen®; sie lassen
eine geradlinige und gleichformige Bewegung in allen Naturvorgiingen
unbestimmt. Alle Naturgesetze gelten dann nicht nur in einem
berechtigten Koordinatensystem, sondern unveriéndert in der drei-
fach unendlichen Mannigfaltigkeit von Systemen, die sich gegen
dieses eine in gleichformiger Translation befinden, und fiir welche
die Koordinaten durch die Lorentz-Transformation auseinander
hervorgehen. :

Es braucht wohl kaum besonders hervorgehoben zu werden, dafl
die Lorentz-Transformation auch fiir unendlich kleine Gréflen be-
stehen bleibt; dal man also stets x,, x,, x,, x, durch dx,, dx,, dx3,
dx, usw, ersetzen kann. Insbesondere ist:

(46) ds® = dx} + dx} + dx; — dx}
eine Invariante in bezug auf die Lorentz-Transformation.

§ 4. Raumartige .und zeitartige Weltvektoren.

Die réumlichen Koordinaten x3, x,, x, eines Weltpunktes dachten
wir uns in einem Cartesischen Koordinatensystem aufgetragen;
wir wollen nun die Frage erledigen, wie die Zeitkoordinate x: mit
den drei rdumlichen in Verbindung zu bringen ist.

Im Cartesischen System stellt x] + x; 4 x; das Quadrat der
Entfernung des Raumpunktes x,, x,, x*, vom Anfangspunkt des
Systems dar. Bei einer Drehung des Systems, d. h. bei einer
linearen, homogenen und orthogonalen Transformation, bleibt der
Wert der quadratischen Form ungeiindert. In unserem vierdimen-
sionalen Raum-Zeit-Kontinuum bleibt in analoger Weise bei der
linearen homogenen Transformation (44) der Wert der quadratischen
Form x] + x; + x; — x; erhalten. Letztere bezeichnen wir als
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den Raum-Zeit-Abstand des Weltpunktes x,, x,, x;, x, vom Koordi-
natenanfangspunkt. -

Doch bedeutet unsere Form im zweiten Fall nicht einfach eine
Erweiterung von drei auf vier Dimensionen; x{ hat vielmehr ein
negatives Vorzeichen (die Form ist vom Traghextsmdex. 1), x, ist
also als imaginére Strecke von der L Lange x4 aufzulass€i. Wir
konnen uns die Zeitkoordinate x, = ¢t in der vierten Dimension
senkrecht zu den drei Raumkoordinaten als reelle Zahl, aber
auf einer imagindiren Achse. aufgetragen denken. Die vier-
dimensionale Raum-Zeit-Geometrie ist so zwar der Euklidischen
Geometrie nahe verwandt, aber nicht einfach eine vierdimensionale
Euklidische Geometrie selbst.

Wir konnen nun freilich die Analogie mit letzterer formal noch
dadurch weiter zum Ausdruck bringen, dafl wir als Zeitkoordinate
(vgl. S. 24) den Wert x, = ict wihlen, wodurch die quadratische
Form in x} 4 x + x5 + x; iibergeht; x, ist dann als imaginire
Zahl auf einer reellen Achse aufzutragen, die senkrecht zu den
drei Raumachsen steht. Die Wahl der imagindiren Zeitkoordinate
hat den Vorteil, dall. wit die Formeln der dreidimensionalen Geo-
metrie, besonders der dreidimensionalen Vektoranalysis, auf vier
Dimensionen erweitert, sofort fiir die Darstellung der speziellen
Relativitiitstheorie verwerten konnen?), wihrend wir bei unserer
zuerst getroffenen Festsetzung x, =— ct erst eine Vektoranalysis
fiir die besondere Nicht-Euklidische Geometrie schaffen miissen.
Wenn wir trotzdem fiir die folgende Darstellung die Wahl x, — ct
vorziehen, so geschieht es deshalb, weil durch sie leichter der
Ubergang zur allgemeinen Relativitdtstheorie hergestellt, wird, die
s)ich als unmittelbare Anwendung der Nicht-Euklidischen Geometrie
in der allgemeinsten Form erweisen wird. '

Doch wollen wir die imaginire Zeitkoordinate ict einen Augen-
blick benutzen, um mit ihrer Hilfe zu zeigen, daB wir die spezielle
Lorentz-Transformation in einfacher Weise als Drehung um
einen imaginiren Winkel deuten konnen. '

Setzen wir x, = ix,, so geht die Lorentz-Transformation (37)
iiber in:

@7 q:%ﬁ%, ;;:55/__%@-

1) Vgl. M. Laue, Das Relativitatsprinzip, 2. Aufl.,, Braunschweig 1913.
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Wir definieren nun einen imaginiren Winkel ¢ durch:
(48) sin<p=%, coscp=V——l—_l_——E, tang«p=iﬁ=i% .

Die Lorentz-Transformation wird daon:

(49) x;=x,cosp-+Xx,sinp, x;=—x,singp-+x,cosqp,
wovon die Umkehrung lautet:
(50) X, =2x3c08¢ —Xx,8inp, X, =x;8in¢p-+X;cosqp.

Die spezielle Lorentz-Transformation stellt also eine Drehung
um den imagindren Winkel ¢ dar, und man kann demnach die
allgemeine Lorentz-Transformation aus drei Drehungen zusammen-
setzen (vgl. S. 28). '

Die Weltpunkte sollen nun weiterhin durch die vier reellen
GréBen x,, %,, %;, %,, wie sie durch die Gleichungen (22) definiert
‘wurden, festgelegt werden. Entsprechend der S. 10 getroffenen
Festsetzung konnen wir hier die vier Grifilen als Komponenten
eines Vektors z im vierdimensionalen Kontinuum auffassen
und allgemein als Weltvektor jeweils vier Werte definieren, die
sich wie die Koordinaten eines Weltpunktes (also nach der Lorentz-
Transformation) transformieren. Die Linge s unseres Vektors,
d. h. der Raum-Zeit-Abstand vom Koordinatenanfangspunkt, ist
durch die' quadratische Form:

(41) st =ux % +x—xg

gegeben. Wihrend aber ein dreidimensionaler riumlicher Abstand
stets reell ist, kann s reell oder imaginir sein, je nachdem
x; + x3 + x; = x} ist. Der Wert s besteht nun unabhiingig von
der besonderen Wahl des Koordinatensystems; die Einteilung der
Weltpunkte in solche mit reellem oder imaginirem Abstand vom
Nullpunkt bzw. die Einteilung der Weltvektoren in solche
mit reeller oder imagindrer Linge gilt also unabhiingig von
jedem Koordinatensystem.

Wir kdonen die beiden Arten von Vektoren in einfacher Weise
deuten. Sei s* = x} + x2 4+ x} — x? positiv, und denken wir
uns den Wert in allen moglichen Koordinatensystemen K, K'...
festgelegt, dann ist stets eines (K,) vorhanden, fiir das x, = 0 ist.
s = Vx} + x + x; stellt dann in Ko den riumlichen Abstand des
Weltpunktes vom Anfangspunkt dar. Diese beiden Punkte befinden

sich gleichzeitig in der durch 0, 0, O und x,, x,, x, definierten
Kopff, Relativititstheorie. 3 .
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riumlichen Lage; man sagt, der Weltpunkt ist mit dem Nullpunkt
in dem gewihlten Koordinatensystem K, ,gleichzeitig®. Es gibt
also ein Koordinatensystem, in welchem fiir s* > 0 der Welt-
abstand zur rdumlichen Entfernung wird; wir nennen deshalb
" einen solchen Abstand s = Vx® + x2 + x — x® oder den ent-
sprechenden Vektor raumartig.

Ist s> =x} 4+ x; + x; — x; negativ, so gibt es stets eines (K,)
unter den Systemen K, K'..., fir welches x, = x, = x, =0,
bzw. s =V — x; ist. Der Abstand des Weltpunktes vom Nullpunkt
der Raum- und Zeitzihlung wird in diesem System allein durch
die GroBe ix, dargestellt, d. h. durch die Grole x,, auf einer
imaginiren Zeitachse aufgetragen, die den Weltpunkt und Nullpunkt
miteinander verbindet. Der Weltpunkt ruht dauerhd im Anfangs-
punkt des ausgezeichneten réumlichen Koordinatensystems K,,
dagegen ist die Zeitkoordinate fiir diesen Punkt von null auf x, = c¢
angewachsen; der Weltpunkt wird also durch eine Uhr veranschau-
licht, die im Anfangspunkt unseres besonders gewihlten (gegen K
gleichformig bewegten) Systems K, ruht. Der Abstand ist in
unserem Fall ein rein zeitlicher. Wir nennen deshalb jeden Ab-
stand oder Vektor, fiir welchen s® < O ist, zeitartig.

Wir konnen ihn auch durch:

(51) S=xg—x— %X >n+ x4 x5

definieren, wo s nun wieder reell ist. Denken wir uns jetzt einen
geradlinig und gleichformig bewegten Punkt. Ihm mdgen in einem
Augenblick die Koordinaten x,, x;, x;, x, in demjenigen Syste\m
zukommen, in welchem er sich bewegt. Eine mit ihm fest ver-
bundene Uhr dagegen wird in demselben Augenblick in dem mit

dem Punkt fest verbundenen System die Zeit % in Sekunden an-

geben. Wir nennen diese Zeit die Eigenzeit des béwegien
Punktes und setzen sie:

‘ 1
(52) T=_Vi—Gi+xn+x),
oder in der ilteren Bezeichnung:

1 242 2 —_ T
(53) r=?Vct——(x Fy2 422 =1t 1— 5

wo g die Geschwindigkeit des Punktes ist.
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Filhren wir als Zeiteinheit diejenige ein, fiir welche ¢ = 1 ist
(vgl. S. 24), dann ist die Eigenzeit unmittelbar durch:
(54) s=Vai — (2 + 22+ x2)=x,V1—0®.
gegeben, wo v nun die Geschwindigkeit unseres Punktes in der
neuen Zeiteinheit bedeutet.

Besonders anschaulich tritt der Unterschied zwischen raum-
artigen und Zzeitartigen Vektoren zutage, wenn wir ‘eine von
H. Minkowski gegebene geometrische Darstellung der

Lorentz-Transformation heranziehen. Diese wird uns zugleich
eine Reihe weiterer Folgerungen liefern.

Xy Xyt

. - . x
Zwischengebret : o Iwischengebiet

Diesserts

L4

Fig. 1.

Wir legen zwei zueinander bewegte Systeme K und K’ zu-
grunde; die x,- bzw. x;-Achse mogen wieder untereinander und
mit der Richtung der relativen Geschwindigkeit zusammenfallen.
Wir betrachten einen Vorgang in der x:xs-Ebene, fiir den also
die Lorentz-Transformation in der einfachen Form (37) gilt.

‘Wir zeichnen (Fig. 1) in der xixs-Ebene, in welcher die posi-
tive x3~ bzw. x-Achse durch die zueinander senkrechten Geraden

3*

' ’u‘»yz‘;
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OX, und OX, festgelegt ist, die gleichseitigen Hyperbeln
x} —x;=-+1 und x] — x; = — 1, sowie dieGeraden x, + x, — 0
und x, —x, = 0. Wir ziehen zwei Gerade OX; und OX;, die

" mit der x,- und x,-Achse den Winkel (wo tangy =g = % ist)

bilden und beweisen folgenden Satz:

Sind fiir das Koordinatensystem K die rdumliche x;-Achse und
die zeitliche x,-Achse durch zwei aufeinander senkrecht stehende
Gerade x, und x, festgelegt und bedeuten die Abstinde OX, und OX,
der Scheitelpunkte der Hyperbeln die Einheiten fiir die Koordi-
naten x, und x,, so sind die entsprechenden Achsen fiir das dazu
bewegte System K’ durch die Geraden OX; und OX, gegeben,
welche mit OX, bzw. OX, den Winkel vy bilden. Hierbei stellen
die Abstinde des Anfangspunktes O von den Schmittpunkten X;
und X, mit den Hyperbeln zugleich die Einheiten fiir x; bzw. x, dar.

Der Beweis ist der folgende. ‘

Sind die Koordinaten eines Punktes im System K durch x,, x,,
diejenigen desselben Punktes in K’ durch x], x; festgelegt, so be-
stehen zufolge unserer Figur bei einer zunichst beliebigen Lage
der x;- und x;,-Achse die Beziehungen: )

(55) x; = ax, + bx,, x, = cx,+ dx,.

Fiir unsere besonders getroffene Wahl der x)- und x,-Achse
nehmen die Koeffizienten der Transformationsgleichungen besondere,
~ jetzt herzuleitende Werte an. Im System K ist die Lage von X;

durch die Gleichungen x; — x; = -+ 1 und x, = @8x,, die von X]

- durch x; — x3 = — 1 und x, = @x, bestimmt; also ist im System K:
1 i
fiir X!: x, —m —— X, =
ATy T p
fir X;: x, = i L

—_— Xy = ———"
Vi—g' Y Vi—p
Im gestrichenen System soll zufolge unseres Satzes sein
fir X;: x; =1, x, =0
fiir X;: x;, =0, x, =1.

Setzt man diese Werte in (55) ein, so ergibt jeder der Punkte X,
und X, je ein Gleichungspaar zur Bestimmung der Koeffizienten.
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Die Ausnl'echnung liefert:

gl B B g1
]/—l—ﬂz’ ],——l—ﬁ” l—ﬂs, ],—l—’-ﬂg’

sodaBl (55) iibergeht in:

_ % —Bx,, __ X —B%
8 = Vi—p’ 7 g

Die Gleichungen sind véllig identisch mit der Lorentz-Trans-
formation (37) [S. 26]. Hierdurch ist unser Satz bewiesen. Unsere
Konstruktion gestattet in einfacher Weise x}, ¥, aus x,, x, und
umgekehrt herzuleiten.

In unserer vierdimensionalen Geometrie steht allerdings die '
(imaginiire) x,-Achse auf der x}-Achse senkrecht, was in der Figur
nicht der Fall ist. Wir miissen aber beachten, dafl unsere Figur
das Bild einer speziellen Nicht-Euklidischen Geometrie in einer
reellen Euklidischen Ebene darstellt.

Die Figur 18t uns nun. sofort raumartige und zeitartige.
Vektoren unterscheiden. Fiir die ersteren ist xj > x3; sie liegen
also alle, wenn wir uns auf den ersten Quadranten beschrinken,
zwischen der Geraden OC (x, = x,) und der positiven x,-Achse.
Die zeitartigen Vektoren, fiir welche x; < x}, befinden sich zwischen
derselben Geraden und der positiven x,-Achse. Entsprechendes
gilt fir die anderen Quadranten, so daf also alle raumartigen Vek-
toren in die mit ,Zwischengebiet“, alle zeitartigen in die mit
sjenseits von O“ bzw. ,diesseits von O“ bezeichneten Teile unserer
Ebene fallen. Die Grenzen zwischen beiden Arten von Vektoren
bilden die Geraden x, = + x, bzw. x, = — x,. Diese Einteilung
gilt unabhiingig vom Koordinatensystem, d. h. ein raumartiger Vektor
kann nicht zeitartig werden und umgekehrt, da, wie die Figur zeigt,
die beiden Grenzgeraden ihre Lage unabhiingig von jedem Koordi-
natensystem besitzen. '

Fiir jeden raumartigen Vektor gibt es nun ein Koordinaten-
system, fiir welches er eine rein rdumliche Distanz darstellt. So
ist z. B. 04 in unserer Figur fiir das System K ein raumartiger
Raum-Zeit-Vektor, im System K’, auf dessen x}-Achse er liegt,
ein rdumlicher Abstand von der Linge x; = OA, wihrend x;, = 0
fiir O und 4 gilt. A ist ,gleichzeitig“ mit O geworden. Analog
ist OB in K ein zeitartiger Raum-Zeit-Vektor, in K’ ein rein zeit-
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licher Abstand von der Linge x, = OB, wihrend fiir B "und 0
nunmehr x; = O ist, B also dauernd im rdumlichen Anfangspunkt
ruht. Umgekehrt kdnnen rein rdumliche oder rein zeitliche Absténde
bei geeigneter Koordinatenwahl in Raum-Zeit-Vektoren {ibergehen.

Ein wichtiger Unterschied zwischen raumartigen und zeitartigen
Vektoren ist noch besonders hervorzuheben. Betrachten wir den
raumartigen Vektor OD. Sein Endpunkt D wird im System K
durch positive Werte x, und x, festgelegt; das Ereignis, das durch D
dargestellt wird, liegt also zeitlich nach dem Ereignis O. Es gibt
aber auch -ein Koordinatensystem, in welchem D gleichzeitig mit 0
ist, und schlieflich solche Systeme (in unserer Zeichnung gehéort K’
zu diesen), in denen die Koordinate x;, von D negativ wird, das
Ereignis D zeitlich also vor O fillt. Sind zwei Ereignisse (Welt-
punkte) O und D durch einen raumartigen Vektor verbunden, so
gibt es Koordinatensysteme, in welchen O vor D, und solche, in
welchen D vor O eintritt; in einem einzelnen System sind O und D
gleichzeitig. -

Anders bei einem zeitartigen Vektor. Hat sein Endpunkt
(O sei der Anfangspunkt) als Zeitkoordinate einen positiven Wert x,,
so behilt er diesen in jedem System. Das durch den Endpunkt
dargestelite Ereignis folgt immer zeitlich auf O; der Endpunkt
liegt jenseits von O. Ebenso bleibt ein Raumzeitpunkt mit nega-
tivem x, immer diesseits von O; das Ereignis geht O vorher.
Die zeitartigen Vektoren weisen entweder in die Zukunft oder in
die Vergangenheit. Jeder .zeitartige Vektor kann durch gerad-
linige und gleichformige Bewegung eines einzigen Raumpunktes
zustande kommen.

Uber die Geschwindigkeit, mit der sich ein solcher Punkt
bewegt, kdnnen wir folgendes sagen. Sei diese v. Dann ist fiir

den zeitartigen Vektor x, — vt und xj — x; = (* — ¢*) ' = — 5"
Also ist v <c¢. Als Grenzwert tritt v = ¢ auf, wofiir x; — x; = 0
ist. Die Geraden x, = - x, und » = — x,, welche der Fort-

bewegung mit Lichtgeschwindigkeit entsprechen, sind noch den
zeitartigen Vektoren zuzurechnen. Fiir groflere Werte von v wire
x? — x® = - s*, der Vektor also raumartig. Ein solcher kann
nicht durch Fortbewegung eines einzelnen Punktes entstehen.
Da wir die Bewegung jedér Masse oder Energie durch die Be-
wegung eines Punktes darstellen konnen, der zeitartige Raumzeit-
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vektor also ein Symbol fiir alle (zun#ichst geradlinigen und gleich-
formigen) Bewegungsvorgiinge von Materie und Energie bedeutet,
so folgt hieraus, dafl Materie und Energie sich nur mit einer
Geschwindigkeit fortbewegen kann, die kleiner oder hoch-
stens gleich der Lichtgeschwindigkeit ist. Auch die Gravi-
tation z. B. kann sich hdchstens mit Lichtgeschwmdlgkelt fort-
pfanzen.

‘Zu demselben Ergebnis konnen wir auch auf andere Weise
gelangen. Ein Punkt mége sich mit der Geschwindigkeit V> ¢
fortpflanzen und zwar von A4 nach B liings der x-Achse des Systems K.

Dann ist:
CONE P
Nach der Lorentz-Transformation (42) ist im System K’:
L A= Ga— ) P4
(58) | At = m ' — dtl/l_:? .

‘Da V> c ist, kann man es durch geeignete Wahl von v er-
reichen, dal 4¢ null oder negativ wird. .Es gibe also Systeme,
in welchen der Punkt von B sich nach 4 bewegte.

Die Lichtgeschwindigkeit kann also durch keinen sich fort-
bewegenden Punkt iiberschritten werden. -Kein Bewegungsvorgang
materieller oder energetischer Natur kann mit groflerer als der
Lichtgeschwindigkeit erfolgen.

Diese spielt daher in der Relativititstheorie dle Rolle einer Grenz-.
geschwindigkeit, ebenso wie die unendlich grole Geschwindigkeit
in der klassischen Physik. Wir weérden darauf noch einmal in
etwas anderem Zusammenhang im nachsten Paragraphen zuriick-
kommen (S. 51).

Dafl keine Bewegung der angegebenen Art mit groflerer als
der Lichtgeschwindigkeit erfolgen kann, geht noch unmittelbar aus
der Lorentz-Transformation [Gleichungen (42) und (43)] selbst her-
vor. Denn denken wir uns mit dem sich fortbewegenden Punkt
ein Koordinatensystem fest verbunden, so wiirde diese fiir v >¢
auf imaginire Raumkoordinaten fiihren. In der Tat sind- auch

nirgends in der Natur gréflere Geschwindigkeiten als die des Lichtes
beobachtet worden.
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Alle fiir die x, x,-Ebene gefundenen Verhiltnisse lassen sich
nun ohne weiteres auf die vierdimensionale Welt iibertragen, da die
Koordinaten x, und x, vén der Lorentz-Transformation gar mnicht
betroffen werden. Alle Weltvektoren zerfallen in raumartige und
zeitartige von genau den eben geschilderten Eigenschaften. Die
Grenze wird von Vektoren gebildet, die dem Fortschreiten eines
Punktes mit Lichtgeschwindigkeit entsprechen. Geometrisch ge-
sprochen zerfillt die vierdimensionale Welt in einen Teil jenseits
von O, in welchem alle Punkte liegen, die von O ausgehen; einen
Teil diesseits von O, der alle Punkte enthdlt, die zu O sich
hinbewegen; sowie ein Zwischengebiet, in welchem alle Punkte
sich befinden, die mit O ,gleichzeitig* sein konnen. Die Trennung
erfolgt durch die beiden Mintel eines vierdimensionalen Kegel-
raumes x; -+ x; -+ x; — x; = 0, den Vorkegel und Nachkegel.
Der erstere umfafit alle Punkte, die mit Lichtgeschwindigkeit zu
O hineilen, der zweite solche, die mit Lichtgeschwindigkeit von
O ausgehen. Diese Einteilung aller von einem Punkt ausgehenden
Raum-Zeit-Vektoren gilt fiir jedes beliebige Koordinatensystem K,
K' usw,

Die ganzen soeben gegebenen Ableitungen kénnen wir ohne
weiteres auf den fiir die allgemeine Relativititstheorie wichtigen
Fall ibertragen, dafl der Wel&mnkt Xy, X5 X3 %, dem Koordinaten-
anfangspunkt unendlich benachbart liegt. Seine Koordinaten bzw.
die Komponenten des entsprechenden unendlich kleinen Vektors
sind dann dx,, dx,, dx,, dx, und der Raum-Zeit-Abstand ist fest-
gelegt durch: ‘

(59) ds® = dx® + dx? + dx? — dx2.

Wir bezeichnen die Grofle ds als das Linienelement einer
Raum-Zeit-Kurve oder Weltlinie. Die Weltlinie ist aus beliebigen,
unendlich kleinen Raum-Zeit-Vektoren zusammengesetzt. Je nach-
dem dx; -+ dx; - dx; = dx; ist, unterscheiden wir wieder raum-
und zeitartige Vektoren; die Einteilung der Welt in die durch Vor-
und Nachkegel getrennten zeitartigen Teile diesseits und jenseits
von O und das raumartige Zwischengebiet bleibt fiir die unend- -
lich kleine Umgebung unseres als Koordinaten-Anfang gewihlten
Punktes bestehen. Da ds? gegen die Lorentz-Transformation in-
variant ist, so gilt die Einteilung wieder unabhiingig vom Koordi-

-
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natensystem. Fiir einen zeitartigen Vektor konnen wir auch schreiben:
(60) ds® = dx; — dx; — dx} — dx3; dxg > dx} + dx} - dx}.
Der Abstand ds fiir einen zeitartigen Vektor kann aus den
Elementen dx,, dx,, dx,, dx, eines einzelnen sich beliebig be-
wegenden Punktes gebildet werden. Das zeitartige Linienelement
(60) charakterisiert also die willkiirliche Bewegung eines Punktes.

Das Element der Eigenzeit des sich beliebig bewegenden
Punktes ist analog (52):

2
61y dr ;%dez — (dx: -+ dx;—l- dx;) = dt !/ 1— 5
oder fiir die Zeiteinheit, fiir welche ¢ =1 ist, analog (54)::
(62) ds=Vdx? — (dx? + dx2 + dx3) = dx, V1 — o®,
Hierbei ist ¢ bzw. v die momentane Geschwindigkeit des Punktes
in demjenigen System, in welchem seine augenblickliche Bewegung
durch dx,, dx,, dx,, dx, (= cdt) beschrieben wird.

Die Eigenzeit des Weltlinienelementes ist eine Invariante der
Lorentz-Transformation [vgl. (46)].

§ 5. Geometrische und mechanischev Folgerungen aus der .

Lorentz-Transformation.

Die spezielle Relativititstheorie ist identisch mit der Forderung
der Invarianz der Naturgesetze gegen die Lorentz-Transformation.
Alle Folgerungen, die wir aus letzterer ziehen, geben uns in ihrer
Gesamtheit notwendig dasjenige physikalische Weltbild, das wir
als das ,richtige® ansehen miissen, wenn wir uns auf den Boden
der speziellen Relativitiitstheorie stellen.

Sehen wir zu, ob diese Forderungen sich im Rahmen dessen
halten, was wir fiir unser Denken als mdglich und fiir unsere
Sinne als wirklich bezeichnen.

In der klassischen Mechanik betrachteten wir eine Linge (d. h.
also fiir unsere Sinne die Linge eines Stabes oder einer auf das
Papier gezeichneten Geraden) als konstant, gleichgiiltig ob wir sie
in Ruhe oder in der Bewegung messen (vgl. S. 22). Dies war
eine Annahme; denkmdglich ist auch das Gegenteil. S

Nach der Relativitiitstheorie gilt folgendes. Ein Stab, der in
einem System K’ ruht, mdge die Linge !, haben; wir legen ihn
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in die x}-Achse, die parallel der Richtung der Geschwindigkeit von
K’ gegen K verlduft. Die Endpunkte des Stabes seien x3” und .x;"
Dann ist:

(63) l,=x}' — xy = 4x,.

Wir messen seine Liinge in K nach dem S. 23 gegebenen Ver-
fahren. Wir verwenden die Lorentz-Transformation (37), in welcher
fiir K die Zeit x, = ct fiir beide Endpunkte (deren Koordinaten
x] und x; sind) denselben Wert hat. Also ist:

(64) , X —x =0 —x): V1=

oder wenn wir die Linge des Stabes’in K mit I bezeichnen:

(65) , z=1,,1/1-—,32=z,|/1—%:-

1 ist die Linge desselben Stabes in K, der in K’ die Léinge I, be-
sitzt; in bezug auf K befindet sich der Stab in geradliniger und
gleichférmiger Bewegung lings seiner Richtung mit der Geschwindig-
keit v. 1 und I, sind dabei in K bzw. K’ mit denselben Mal-
stiben gemessen; dies ist so zu verstehen, daB zwei Mafistibe, die
in K dieselbe Liinge besitzen, diese auch in zwei verschiedenen
Systemen K und K’ fiir dort sich befindende Beobachter behalten,
wenn der eine MaBstab in K, der andere in K’ ruht (vgl. S. 25)

Aus (65) folgt, daB der gegen K bewegte Stab, wenn er in der
Richtung der Geschwindigkeit liegt, eine Verkiirzuig im Ver-
hiltnis V1 — g2, gemessen vom System K aus, erfihrt. Die
Lorentz-Kontraktion (vgl. S. 17) wird so zu einer Folge des
Relativititsprinzips. Je grofer v ist, desto kiirzer erscheint der
Stab im System K; bewegt er sich mit Lichtgeschwindigkeit, so
wird seine Linge null. - Kommt er dagegen in K zur Ruhe, S0
wird hier seine Linge l,. Die Linge eines Stabes ist — in not-
wendiger Ubereinstimmung mit den vorhergehenden Ausfiihrungen
- iiber die Mafistibe — fiir jedes System, in welchem .er ruht, eine
Konstante I,, die wir als Ruhlinge bezeichnen. '

Liegt der Stab bei seiner Bewegung senkrecht zur Bewegungs-
richtung, so ergibt sich nach der Lorentz-Transformation dieselbe
Linge l,, gleichgiiltig, ob er vom ruhenden System K oder vom
mitbewegten aus gemessen wird. Jeder in beliebiger Lage sich
befindende Stab erscheint von K aus gemessen so weit verkiirzt,
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als es der in die Bewegungsrichtung fallenden Komponente seiner
: Lange entspricht.
" Hieraus folgt auch, da die Winkel zwischen zwei Geraden im all-
gemeinen in verschiedenen Systemen verschiedene Grdfien besitzen.
Sind anfangs im System K zwei gleichlange, parallele, ruhende
Mafistibe !, und I, vorhanden, und wird der eine, l,, jetzt mit
konstanter Geschwxndlgkeit in seiner Lingsrichtung bewegt - (ruht
also nun in einem System K’) so erscheint er, in K mit I, ge-
messen, verkiirzt. Mifit man jedoch I, in K’ mit dem Mafstab I,
so erscheint umgekehrt I, verkiirzt. Sobald beide Mafistibe in
demselben System zur Ruhe kommen, besitzen sie vneder dieselbe
Linge. '
Jeder Koérper, der sich relativ zu K so bewegt, dal er in K’
ruht, zeigt in der Bewegungsrichtung eine Verkiirzung. Sein Vo-
lumen, gemessen von K aus, ist gegebén durch:

(66) V="V, V1 —pe,

wo V, das Ruhvolumen bedeutet. Ein Elektron, das in der

Ruhe Kugelgestalt besitzt, plattet sich bei gleichférmiger Translation '

in der Bewegungsrichtung ab. Die Relativitiitstheorie fiihrt so un-
mittelbar zu der schon von H. A. Lorentz in die Elektrodynamik
eingefiihrten Form des Elektrons?); die hierauf gegriindeten Be-

wegungsgesetze fiir die Elektronen in Kathoden- und g-Strahlen:

stehen mit den Versuchsergebnissen in ﬁbereinstimmung (vgl. § 9).

Dai die vorstehenden Folgerungen mit der Wirklichkeit iiber-
einstimmen, zeigt der Michelsonsche Versuch, auf den die Her-
leitung der Lorentz-Transformation gegriindet ist. Die Licht-
geschwindigkeit kann in jedem der Systeme K, K’ ... nur dann
denselben konstanten Wert ¢ besitzen, wenn die Linge in der an-
gegebenen Weise von der Geschwindigkeit, mit der sie sich be-
wegt, abhiingt. Auch wenn wir uns gar nicht auf den Standpunkt
der Relativititstheorie, sondern den der ilteren Elektronentheorie

stellen, ist die Annahme, daB ein in seiner Lingsrichtung bewegter
2

Stab sich im Verhiltnis 1— :_I,

ruhenden Syétem aus, zur Erklirung des Michelsonschen Versuches
unerlifilich (vgl. S. 17).

1) M. Abraham, Theorie der Elektrizitit. II. Bd., ‘3. Aufl.,, Leipzig

1914; S. 181.

+ 1 verkiirzt, gemessen vom °

e
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" Von tiefgehender Bedeutung ist diese erste aus der Lorentz-
Transformation entwickelte Forderung der Relativitit der Lingen
fiir dile Geometrie. Wir verlangen von den geometrischen Sitzen,
dafl sie der Wirklichkeit entsprechen. Also miissen auch geo-
metrische Strecken verschiedene Linge besitzen, je nachdem sie
in einem System K ruhen oder sich relativ zu diesem geradlinig
‘und gleichformig béwegen. Die ‘Grofe von Winkeln und die Ge-
stalt von geometrischen flichenhaften oder rdumlichen Gebilden
héingt vom Bewegungszustand ab.

Die Siitze der gesamten Euklidischen Geometrie der
Ebene und des Raumes gelten ausschlieflich fiir geometrische
Gebilde, die sich relativ zueinander in Ruhe befinden.

Die zweite Forderung aus der Lorentz-Transformation be-
zieht sich auf die Zeit. Dafl die Zeit in der Relativititstheorie
im Gegensatz zur klassischen Physik ein relativer Begriff ist,
wurde schon friiher (S. 22) erértert. . Wir konnen nun genauere
Beziehungen zwischen den in verschiedenen Systemen geltenden
Zeiten herleiten. Die Zeit ist in jedem System durch alle Uhren
festgelegt, die in diesem synchron laufen. Wir brauchen also
immer nur eine Uhr, die im Anfangspunkt des Koordinatensystems
K, K’ ... ruht, zu betrachten.
~ Eine in K’ ruhende Uhr gehe von t, bis #;, = ¢, + 4t'; die ent-
sprechende Differenz der Zeitkoordinaten ist dann #x, = x}" — xJ".
Die ridumlichen Koordinaten in K’ sind fiir #, und #, null. Also
ergibt die Lorentz-Transformation (40) fiir die Differenz der zeit-
lichen Koordinaten in K: '

ax,
(67) ) dxgzx:_xzzyl—:ﬁ)
oder fiir die Differenz der Uhrenangaben selbst:
. 4 ’ ’
(68) ar=_At _ 4t

]/1_132 Vl__,‘l;_:.

At ist die Zeitdifferenz zwischen zwei Ereignissen (den Stellungen
der Uhrzeiger) in dem gegen K bewegten System K’. Wihrend
dieser Zeit lduft die Uhr in K um At weiter. Dabei wird die Zeit
in K und K’ mit zwei gleichgehenden Uhren gemessen (vgl. S. 25);
ebenso wie bei MaBstiben nehmen wir an, daB die beiden

— N
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Mefuhren, die gleich laufen, solange sie in K ruhen, auch dann
gleich laufen, wenn die eine in K, die* andere in K’ ruht, und
zwar fiir Beobachter in K bzw. K'. Anders liegen nach Gleichung (68)
die Dinge, wenn die in einem System K’ ruhende Uhr (die an
Stelle irgendeines gleichmiﬂig ablaufenden Ereignisses tritt) mit
einer gleichartigen Uhr in K verglichen wird. Es ist 4t > A4t
Die mit K’ bewegte Uhr geht also langsamer; sie bleibt wihrend
der ganzen Dauer der Bewegung fiir einen Beobachter in K hinter
der in K ruhenden Uhr zuriick,. Ein FEreignis lduft in K’ lang-
samer ah_ als in K. Der Betrag des Zuriickbleibens hiingt wieder
von der Grofe der Geschwindigkeit v von K’ gegen K ab. Je
groBer die Geschwindigkeit, desto langsamer geht die Uhr; fiir
v = ¢ kommt sie zum Stillstehen. Gelangt dagegen die Uhr in
K zur Ruhe, so geht sie ebenso wie die bereits in K ruhende Uhr.

Befinden sich nun in K zwei gleiche '(zuerst ruhende) Uhren 4
und B, und bewegen wir dann B mit konstanter Geschwindigkeit
geradlinig erst von A weg und dann wieder nach A zuriick, so
wird die Uhr B wiithrend der Bewegung dauernd hinter A zuriick-
bleiben und nach ihrer Riickkehr gegen A nachgehen. Ebenso
wird, wenn wir 4 von B weg und wieder dahin zuriickfiihren,
A gegen B nachgehen. Hierin liegt scheinbar ein Paradoxon.
Betrachten wir noch einmal den ersten Vorgang, bei welchem B
gegen A bewegt wird. Da die Bewegung der beiden Uhren eine
relative ist, konnen wir ebensogut sagen, A bewegt sich gegen B und
wir hitten damit den zweiten Vorgang. Es miiite also die Uhr B
gegen A und gleichzeitig A gegen B nachgehen, was unmoglich ist.

In Wirklichkeit sind aber die beiden Vorgiinge grundsitzlich
voneinander verschieden. Beim ersten erfihrt B durch eine Kraft
erst eine Beschleunigung von A weg, bis die konstante relative
Geschwindigkeit erreicht ist; dann wird durch eine in umgekehrter
Richtung wirkende, beschleunigende Kraft die Geschwindigkeit in
ihrer Richtung umgekehrt und schlieBlich durch eine weitere Kraft
die Uhr B zur Ruhe gebracht. A bleibt unbeeinflut. Beim zweiten
Vorgang wirken die Krifte dagegen auf A4, und B wird nicht be-
einfluit. Es sind also zwei physikalisch verschiedene Vorginge,
die nach ihrem Ablauf in bezug auf den relativen Stand der beiden
Ubren zu verschiedenen Ergebnissen fiihrten. Eine genauere Er-
klirung der bei den Beschleunigungen eintretenden Wirkungen auf



46 Spezielle Relativitdtstheorie.

den Gang der Uhren wird erst im Rahmen der allgemeinen Rela-
tivititstheorie méoglich sein (vgl. IL Teil § 10). Hier kann nur
noch hervorgehoben werden, dal widhrend der relativen, gerad-
linigen und gleichférmigen Bewegung von 4 gegen B. so-
wohl beim ersten als auch beim zweiten Vorgang, die Uhr A fiir
einen Beobachter bei B und die Uhr B fiir einen solchen bei 4
nachgeht; dies ist die einzige Folgerung, die aus dem speziellen
Relativititsprinzip bzw. der Lorentz-Transformation zu ziehen maog-
lich ist, da sie lediglich Aussagen iiber die Zeit in Systemen ent-
hilt, die sich relativ zueinander in gleichformiger Translation be-
finden. Dafl das Zuriickbleiben der bewegten Uhr gegen die ruhende
- eine objektiv giiltige Erscheinung ist, konnen wir moch auf eine
andere Weise darlegen.” Wir denken uns zwei Weltpunkte 1 und 2,
die wir durch eine Weltlinie (vgl. S. 40) verbinden. Das eine Mal
moge es eine gerade Weltlinie sein. Wir wihlen unser Ko-
ordinatensystem so, dafi die Weltgerade mit der x,-Achse zusammen-
fallt (vgl. S. 32), d. h. wir betrachten eine Uhr, die dauernd in
einem System K ruht; die Punkte 1 und 2 sind dann durch An-
fangs- und Endstellung des Uhrzeigers gegeben. Ihnen entsprechen
zwei Punkte der x,-Achse unseres Systems K, von denen der
erste in den Nullpunkt fallen moge. Die Eigenzeit der geraden
Weltlinie ist nach (61): '

(69) T, = —lc—fdx“
N 1
wobei das Integral lings der x,-Achse zu nehmen ist.

Wir gehen nun von 1 nach 2 in demselben soeben gewihlten
Koordinatensystem K, aber auf einem krummlinigen Raum-Zeit-
Weg. Wir betrachten mit anderen Worten von K aus eine Uhr,
die im Punkt 1 in K ruht, sich dann relativ zu K hin- und her-
bewegt und in Punkt 2 in 'K wieder zur Ruhe kommt. Die Eigen-
zeit jedes Weltlinienelements ist nach (61) anzusetzen; die gesamte
Eigenzeit der krummen Weltlinie ist also?):

. 2
(70) Ty = % f Vdx: — (dx? + dx® + dx?).
¢ .

1) Hierbei ist von einem EinfluB der Beschleunigungen auf die bt_-,-
wegte Uhr abgesehen.

o

ST e
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Dabei ist auch fiir diese Weltlinie der Betrag %— dx4‘dersAelbe

1
wie fiir die Weltgerade, denn er bedeutet den Abstand x, der
Punkte 1 und 2, d. h, den zeitlichen Abstand der beiden Punkte,
gemessen durch eine in K ruhende Uhr. -

Dann ist aber 7z, < <7,. Die gerade Weltlinie hat dem-
nach die lingste Eigenzeit. Diese entspricht der Angabe
einer in K ruhenden Uhr. Jede andere Uhr, welche die soeben
beschriebene Bewegung gegen K ausfiihrt, zeigt bei der Riickkehr
zur ersten Uhr einen geringeren Zeitablauf, ist also gegen die
erste Uhr nachgegangen.

Die fiir den Gang von Uhren aus der Lorentz-Transformation
gezogenen Folgerungen gelten natiirlich fiir den zeitlichen Ablauf
beliebiger Vorginge. Ein Beispiel, das die Verhiltnisse besonders
scharf hervortreten 1dfit, hat Einstein') gegeben. ,Wenn wir
einen lebenden Organismus in eine Schachtel hineinbrichten und
ihn dieselbe Hin- und Herbewegung ausfiihren lieBen wie verher
die Uhr, so konnte man es erreichen, dafl dieser Organismus nach
einem beliebig langen Fluge beliebig wenig. gedndert wieder an
seinen urspriinglichen Ort zuriickkehrt, wihrend ganz entsprechend
beschaffene Organismen, welche an den urspriinglichen Orten
ruhend geblicben sind, lingst neuen Generationen Platz gemacht
haben. Fiir den bewegten Organismus war die lange Zeit der
Reise nur ein Augenblick, falls die Bewegung annihernd mit Licht-
geschwindigkeit erfolgte.“

Ein Vergleich der zweiten durch die Lorentz-Transformation
gestellten Forderung mit der Wirklichkeit ist im allgemeinen nicht
moglich, da die in der Natur vorkommenden Geschwindigkeiten v
meist sehr klein gegen die Lichtgeschwindigkeit sind. Natiirlich
stehen die beziiglich der Zeit gezogenen Folgerungen im Einklang
mit den Ergebnissen des Michelson-Versuches, der ja die Grund-
lage der Lorentz-Transformation bildet. Grofle Geschwindigkeiten
finden wir jedoch bei den verschiedenen Strahlungen elektrischer
Natur, und hier 148t sich vielleicht in absehbarer Zeit eine Nach-
priifung der Theorie durchfiihren. Ein Atom ist nichts anderes

1) Vierteljahrschrift der Naturforsch. Gesellsch, in Ziirich, Bd. 56, 1911,
8.12. Zirich 1912,

RS rRe - o b,
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als eine Uhr; seine Schwingungsdauer kann als Zeiteinheit ge-
wihit werden. Zwei gleiche Atome, ob ruhend oder beweg,
besitzen dieselbe Schwingungsdauer ausgedriickt in Eigen-
zeit. Der Vergleich der Schwingungsdauer eines ruhenden und
eines bewegten Atoms in demselben System muBl also den von
der Lorentz-Transformation geforderten Unterschied ergeben.

Eine dritte Forderung des speziellen Relativititsprinzips fihrt
zu dem Einsteinschen Additionstheorem der Geschwindig-
keiten. Es ist der experimentellen Nachpriifung zuginglich.

In der klassischen Mechanik galt das Additionstheorem (3) oder
(16). Wir addierten dort die Geschwindigkeit eines Massenpunktes
in K’ und die Geschwindigkeit des Systems K’ gegen K selbst
wie zwei gleichartige Groflen zu einer in K geltenden Geschwindig-
keit. In der Relativititstheorie éndern sich Linge und Zeit, wenmn
wir von K aus Vorginge in K’ betrachten; es ist also auch m
erwarten, dafl das einfache Additionstheorem nicht mehr gilt.

Zur Herleitung des neuen Theorems wilhlen wir der groferen
Anschaulichkeit halber die idltere Bezeichnung der Raum-Zeit-
Koordinaten und setzen die Geschwindigkeitskomponenten von ¢
im System K:

dx dy dz
(71) 0= o> & =5 4= ;5
entsprechend sind:

ax' , _dy , d7

y __ “X — — &<
(72) Qx = ar’ Qy ar’ q: ar

die Geschwindigkeiten in K'.
Aus der Lorentz-Transformation (42) folgt:

dx
z ¥ _dt_"at 4y dyat  df _dzdt
at' Y1 —gdf> daf atdf’ df  dtadtd’
_vax
d_t'__ c*dt
dt Vi —p
Also:
y_ OGx—v Vi —pg . VI —f
(74) G = —), Qy=——————, G=—77>"
1 — YO 1 — Y 1 — Y
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oder entsprechend aus (43):

N g Vi—p _qVi—gp
(15) Qx——'v_(:'?‘s ’_—vq” Qz———v_q,'
l+'c: o 1+ c’x l—i__t_:iﬁ.

Die Gleichungen (74) und (75) stellen das Einsteipsche
Additionstheorem dar; sie treten an Stelle des Satzes (16), der
in der hier gebrauchten Bezeichnung q’ = q -+ v lautet. Sie gelten
fir die S.25 getroffene spezielle Wahl der Koordinatensysteme.

Fiir die absoluten Betridge erhalten wir die Gleichung?):

’ 2
q*+ v 4 2q'vcos¥ — (g;g sin 3’)

(76) q’: 7 [} '
Q’U r /
(1 -+ —Zg—cos\‘})
' -l/ e e
tang ¥ = q,—:—q_,_
X

Beschrinken wir uns auf einen Vorgang, der sich lings der
x-Achse fortpflanzt, fiir den also qy=q;=0 und q.=q;=0
wird, so bleibt nur die erste der Gleichungen (74) oder (75) bestehen.

Wir wollen die Richtigkeit unserer Beziehungen durch den
Fizeauschen Versuch nachpriifen.

Ein Lichtstrahl besitzt in einer ruhenden Substanz, deren

® . wird die-Substanz
n

Brechungsindex n ist,” die ‘Geschwindigkeit

mit der Geschwindigkeit v bewegt und zwar in der Richtung des
Lichtstrahles oder entgegengesetzt derselben, so ist die Geschwindig-
keit des Lichtes bezogen auf das Koordinatensystem des Beob-
achters, relativ zu welchem die Substanz sich bewegt, nicht, wie
das Additionstheorem der klassischen Mechanik erwarten liefle,

c
~--% v, sondern zufolge des Experiments —c—:‘:'u l—L s, WO
n S n . n®
1 . opi . .
(l — 'n—’) der Fresnelsche Mitfiihrungskoeffizient ist.

Dieses Ergebnis ist die unmittelbare Folge von (75). Die Ge-
schwindigkgit v ist diejenige unseres Systems K’ (= hewegte Sub-

1) Gleichung (76) ergibt sich durch Quadrieren und Addieren von (75).
Vgl. A. Einstein, Zur Elektrodynamik bewegter Kdrper, § 5 (Annal. d.
Phys. Bd. 17, 1905 oder Lorentz-Einstein-Minkowski, Das Relativi-
titsprinzip. Leipzig 1915) oder auch M. Laue, Das Relativititsprinzip.

Kopft, Relativititstheorle. 4

esne Do
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stanz) gegen K (= ruhender Beobachter). Die Geschwindigkeit

des Lichtes jn K’ ist g5 = % .
Hieraus folgt, je nachdem die Geschwindigkeit v dieselbe oder
die entgegengesetzte Richtung wie q% hat, nach (75):

£y .
n c
] = = —* —_——]-
(77) qx 7 " 'v(l n®
“en

Hierbei sind die Glieder zweiter Ordnung in % gegen die

Glieder erster Ordnung als sehr kleine Gréflen vernachliissigt
Der Fizeausche Versuch ist also eine experimentelle Be-
stitigung des Einsteinschen Additionstheorems und da-
mit der Lorentz-Transformation.

Es sei aber hervorgehoben, dall auch die Elektronentheorie
imstande ist, den Fizeauschen Versuch zu erkldren. Wesentlich
ist dabei die Annahme, dal es fiir jhre Grundgleichungen ein be-
vorzugtes System, das des ruhenden Athers, gibt?). So ist gerade
dieser Versuch lange Zeit als Beweis fiir die Existenz des ruhen-
den Athers angesehen worden. Aber unser Additionstheorem zeigt,
daB diese Annahme zur Erklirung des Fizeauschen Versuches
durchaus nicht notwendig ist.

Wir wollen nun aus der ersten der Gleichungen (75) noch
einige weitere Folgerungen ziehen, indem wir wieder die Be-
wegungsvorgéinge parallel der x-Achse annehmen wollen.

Ein Ereignis moge sich im System K’ mit einer Geschwindig-
keit gy <c fortpflanzen; ebenso sei die Relativgeschwindigkeit
beider Systeme (K und K') v<c. Beide Geschwindigkeiten haben

dieselbe Richtung. .
Wir setzen:

(78) QGx=c—k, v=c—1I; k und 1>0.
Dann ist nach (75) die ,Summe*“ beider Geschwindigkeiten in K:
2c—k—1
(79) G =2¢ ki <ec.

—k— 1=
2c— %k +c

1) Vgl. M, Abraham, Theorie der Elektrizitdt 2. Bd., 3. Aufl,, S.205

/
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Zwei Unterlichtgeschwindigkeiten, wovon die eine sich auf ein
Ereignis in K’, die andere auf K’ selbst bezieht, geben zueinander
addiert im System K wieder eine Unterlichtgeschwindigkeit. )

Setzt man k = 0, so ist q; = ¢, eine nach den Voraussetzungen
selbstverstiindliche Folgerung der Lorentz-Transformation. Aber
auch fir ! =0 wird q=c¢. Eine Unterlichtgeschwindigkeit zur
Lichtgeschwindigkeit addiert gibt wieder eine Lichtgeschwindigkeit.
Es zeigt sich also auch hier wieder, ebenso wie S. 39, daB die
Lichtgeschwindigkeit eine Grenzgeschwindigkeit ist, die der unend-
lichen groen Geschwindigkeit der klassischen Mechanik entspricht.

Addiert man dagegen zwei Geschwindigkeiten in demselben
System, beobachtet man z. B. die Fortpflanzung eines Lichtstrahles
in K relativ zu einem sich in K bewegenden Korper, so gilt das
Additionstheorem der klassischen Mechanik. Man erhdlt dann bei
entgegengesetzter Bewegungsrichtung ' beider eine relative Ge-
schwindigkeit, die groSer als ¢ ist. Dabei bleibt aber jede Ge-
schwindigkeit fiir sich getrennt beobachtbar; ein Widerspruch zu
der Aussage, groBere Geschwindigkeiten als die des Lichtes kommen
bei den Bewegungsvorgingen von Materie oder Energie in der
Natur nicht vor, besteht also nicht. ‘

So hat die Lorentz-Transformation zu einer Reihe von Folge-
rungen gefiihrt, die zwar ungewohnt sind, aber dem folgerichtigen
Denken nicht widersprechen. Sie stehen in Ubereinstimmung mit
dem Geschehen in der Natur und vermégen Versuche wie den
von Michelson oder Fizeau in einfaherer Weise (weil aus

einem Prinzip heraus) zu beschreiben als die Elektronentheorie. .

Dafl die durch die Lorentz-Transformation dargestelite spezielle
Relativititstheorie sowohl wie die Elektronentheorie die Erschei-
nungen wiederzugeben vermag, hat seinen tieferen Grund darin,
daBl beide prinzipiell identisch sind. Die Grundgleichungen der
Elektrodynamik in der Maxwell-Lorentzschen Form gehorchen dem
speziellen Relativitdtsprinzip; also miissen alle Erscheinungen, die
durch jene dargestellt werden, auch durch die Relativititstheorie
erklirt werden kénnen.

Doch bevor wir uns dem Nachweis der Invarianz der Grundglei-
chungen der Elektrodynamik zuwenden kénnen, miissen wir uns mit
den dazu notwendigen mathematischen Hilfsmitteln vertraut machen.
VWir wenden uns zuerst noch einmal der ilteren Vektoranalysis zu.

4‘
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§ 6. Ubersicht iiber die altere Vektor- und Tensoranalysis.
Grundgleichungen der Elektrodynamik.

Der Begriff des Vektors, sowie die Sidtze {iber die Multi-
plikation von Vektoren mit Skalaren und iiber die Addition wvon
Vektoren wurden bereits in § 1 (S. 11 u. 12) erldutert. Wir miissen
uns jetzt noch etwas weiter mit Vektoranalysis beschiftigen®).

Wir leiten zuerst die Sitze iiber die Multiplikation von Vek-
toren her. Wir kgqnnen in der Physik zwei Arten von Produkten
von Vektoren. '

Wir bezeichnen das Produkt des Vektors Kraft (@) mit dem
Vektor Weg (b) als Arbeit. Bilden die Richtungen von Kraft und
Weg einen Winkel (ab) miteinander, so ist die Arbeit:

(80) ab=a-b = |a||b]| cos (ab).

Arbeit ist ein Skalar; ab heift demnach skalares Produkt
der beiden Vektoren. Es ist durch (80) definiert. Es folgt hieraus
ab = ba.

Wir nennen ferner das Produkt des Vektors Kraft (a) mit dem
Vektor Hebelarm (b) das statische Moment oder Drehungsmoment.
Bilden die beiden Vektoren wieder einen Winkel (ab), so ist das
Drehungsmoment: ’

81) ¢ == [ab] = |a||B| sin (ab)¢.

Das Drehungsmoment ist ein Vektor; [ab] heifit deshalb Vektor-
produkt von a und b. @Seine Definition ist durch (81) gegeben.
Der absolute Betrag des Vektors ¢ = [ab] ist |a||b| sin (ab). Seine
Richtung ist die Senkrechte zur Ebene ab und zwar diejenige, fir
welche a, b, ¢ in der hingeschriebenen Reihenfolge ein Rechts-
system wird. Hierbei gehen wir von a nach b durch die kiirzeste
Drehung, In (81) ist diese Richtung durch die Bezeichnung ¢
festgelegt; ¢ bedeutet einen Vektor von der angegebenen Richtung
und der Léinge 1 (Einheitsvektor). Bildet man das Vektorprodukt [ba],

1) An dieser Stelle kdnnen nur die hauptséchlichsten Resultate gegeben
werden. Fiir etwas eingehendere Beschiftigung sei z. B. R. Gans, Ein-
fihrung in die Vektoranalysis 3. Aufl. Leipzig 1913 oder S. Valentiner,
Vektoranalysis. Sammlung Gdschen Nr. 354 empfohlen. Das Buch von
Gans enthilt zugleich eine Zusammenstellung der wichtigsten Gleichungen
der Elektrodynamik, auf welche im folgenden auch nur hingewiesen werden

kann.
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so miissen die Vektoren in der Reihenfolge b, a, ¢ ein Rechtssystem
ergeben; die Richtung von ¢ hat sich umgekehrt. Es ist [ba] = — [ab].

Das Vektorprodukt ist ein Vektor ganz anderer Art als die
zuerst definierten Vektoren. Wihrend letztere ihr Vorzeichen #ndern,
wenn sidmtliche Achsen eines Koordinatensystems ihre Richtung
umkehren (polare Vektoren), bleibt fiir Vektoren von der Art
des Vektorprodukts das Zeichen unge#éindert (achsiale Vektoren).

Das skalare und vektorielle Produkt zweier Vektoren ldflt sich
nun auch durch deren Komponenten darstellen.

Seien i, {, T drei aufeinander senkrecht stehende Einheitsvek-
toren, die ein Cartesisches Koordinatensystem festlegen, so liflit
sich zufolge des Satzes iiber die Addition von Vektoren (S. 12)
jeder Vektor in di; Form bringen:

(82) a = axi + ayi + a;t,

WO az, Gy, a; die Vektorkomponenten in unserem Cartesischen
System sind.
Nach (80) und (81) ist nun:

(83)  Hi=j=H=1 ii=if=HH=0
und:
®4) il =Gil =01 =0, Gl=—IMhl=1,

(fl = — [l =1, til = — [ifl =1i.
Demnach ist, wenn wir die Vektoren a und b skalar bzw. vek-
toriell multiplizieren:

(85) ab = (a:i 4 ayi -+ azf) . (bxt -+ byi -+ bzf) =a,;b; 4 a,b, -+ a;b;
und:
[ab] = [a.t 4+ ayi <+ a.f, bt - byi -+ b.f] =
(aybz - azby)i -+ (asz — a,b,)f + (axby - aybx)f ==
(86) tjt
ay ay a; |-
bx by b
Die Groflen (ayb. — a.b,) usw. sind die Komponenten des Vektor-
produkts; man bezeichnet sie auch mit [ab]x, [ab],, [ab]..
Am wichtigsten fiir die Relativititstheorie ist das skalare Produkt
in seiner Komponentendarstellung (85). Gehen wir ndmlich von
unserem Cartesischen Koordinatensystem durch Drehung in ein
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anderes iiber, in welchem die Vektorkomponenten von a bzw. b
mit a%, a}, a; bzw. b;, by, b; bezeichhet werden, so ist:
(87) by + ayby 4 a;b, = a3b% }- a3 bj - a3 b’.

Das skalare Produkt ist gegeniiber einer Drehung des
Cartesischen Koordinatensystems invariant; sein Wert eine
Invariante. Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich aus der
Definitionsgleichung (80).

Doch kdnnen wir uns auch auf folgende Weise davon iiber-
zeugen.

Bei einer Drehung aus einem orthogonalen System in ein
anderes gelten fiir die Koordinaten eines Punktes die linearen homo-
genen Transformationsgleichungen:

ox’ dx’ ox’

x’=qux+al,y+a"z=ﬂx —b;y+b—zz
1
, ’\ 8y ¥ ¥
(88) y =a21x+aggy+a232=gx+—8;y+$z
, 74 ¥4 V4
F= e Xt 0y oz =X+ Y+ 52

wobei zwischen den Koeffizienten die Orthogonalititsbedingungen
bestehen miissen:

m=3
. Dot =+1 (n=1,2,3)
@ I,
Domntno=0 (8, 0=1,2,3; nF0).
m=1 '
Entsprechende Gleichungen gelten auch fiir die Koeffizienten
dx’ '
% usw., die im ganzen Raum Konstante sind.

_ Zufolge dieser Orthogonalititsbedingungen wird x'¢ 4y’ 2'¢=
x® 4+ y® 4 2%, oder fiir die Koordinaten zweier verschiedener
P‘mkte.: X%y + ¥1Ye + 212 = %, %, + 31, + 212,

Nun sind die Vektorkomponenten ay, ay, a; und by, by, b, nichts
anderes als die Koordinaten zweier Punkte im Cartesischen System.
Die Vektorkomponenten transformieren sich also nach den
~ Gleichungen (88) unter Beriicksichtigung der Orthogonalititsbe-
dingungen (89). Das skalare Produkt a-b = a,b, + a,b, 5~ a.b, ist
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demnach invariant. Nun moégen in einem Cartesischen Koordi-
natensystem alle Komponenten eines Vektors null sein; also: '
(90) a; = ay = a; = 0.

Sei b irgendein beliebiger anderer Vektor, dessen Komponenten
von null verschieden sind; dann ist in unserem Koordinatensystem
a-b = 0. Diese Beziehung gilt zugleich fiir alle Cartesischen
Koordinatensysteme, die wir durch Drehung aus dem einen erhalten.
Da unser Vektor b in einem anderen System die im ‘allgemeinen
von hul! verschiedenen Komponenten b, b}, b hat, so ist auch:
91) , ay = ay = a; =

Sind alle Komponenten eines Vektors in' einem Cartesischen
Koordinatensystem null, so sind sie es — wie bereits aus der
Vektordefinition S. 11 folgte — in jedem anderen, das daraus durch
eine Drehung hervorgeht. Wir kénnen, wie S. 11, die Beziehungen
(90) und (91) durch:

(92) a=20

ersetzen. Die Richtigkeit dieses Satzes ist an die Invarianz von (87)
gebunden, gilt also zun#ichst nur fiir Cartesische Systeme. Die
Erweiterung auf allgemeinere Koordinatensysteme wird erst ‘der
folgende Paragraph ergeben. Man kann die Invarianzbedingung (87)
auch beniitzen, um einen Vektor zu definieren. Drei beliebige
GroSen oder analztische Ausdrucke bilden dann einen Vektor
wenn_sie mit den Komponenten eines willkiirlich gewahlten Vektors
die Gleichung (87) erfiillen. Ist nun ein Naturgeseétz, durch eﬁfé“
Glmoder drel Glelchungen (90) gegeben, so behilt es
— man beachte die Ausfiihrungen S. 11 — bei der Transfor-
mation (88) und (89) seine Form. a., ay, a, bedeuten hierbei die
Vektorkomponenten in jedem durch die¢ Transformationsgleichungen
festgelegten System. Ein Naturgesetz, das durch Nullsetzen
aller Komponenten eines dreidimensionalen Vektors ge-
bildet wird, ist gegen homogene lineare und orthogonale
Transformationen invariant. Der Beweis fiir die Invarianz
eines Naturgesetzes ist.also durch die Vektorschreibweise bereits)
erbracht. Wir haben als Beispiel schon das mechamscbe Grund-
gesetz (14) kennen gelernt,

Das Vorstehende gilt natiirlich auch fiir Gesetze, die in der

Gleichsetzung zweier Vektoren oder je zweier entsprechender
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Vektorkomponenten bestehen, denn diese lassen sich immer im die
Form (92) bzw. (90) bringen.

Wir konnen nun durch Differentiation von Skalarem oder
von Vektorkomponenten zu neuen Gebilden gelangen.

¢ sei ein Skalar. Als Gradient von ¢ bezeichnen wir einen
Vektor von det Form:

. h)
(93) | grad ¢ = L4 + P+ 32t
2)2 6(5 bbqf sind also Komponenten eines Vektors, dessen Be-

deutung wir am besten auf folgende Weise erldutern.

Wir denken uns ein skalares Feld im Raum (z. B. ein Tempe-
.raturfeld); @ ist von Ort zu Ort verschieden, die Werte bestehen
jedoch unabhiingig vom Koordinatensystem. Es ist also:

(94) @ = f(x, ¥, 2) =f’(x’s y’» )
eine Invariante; die ungestrichenen und gestrichenen Kompo-
nenten stellen identische Punkte in verschiedenen Systemen dar.

Gehen wir von einem Punkt zu irgendeinem benachbarten, so
#ndert sich ¢, und zwar in verschiedener Weise je nach der Rich-
tung, in der wir fortschreiten. Fiir eine Richtung ist die Anderung
die rascheste. Wir denken uns dfe Flichen ¢ = f (x, y, 2) = const,,
die Niveaufldchen, konstruiert: Dann steht die Richtung schnell-
ster Anderung auf der durch den Punkt x, y, z gehenden Niveau-
fliche senkrecht; die Richtungskosinus der auf der Fliche ¢ = const.
senkrecht stehenden Geraden sind, wie die analytische Geometrie
zeigt, gegeben durch:

o¢

0x

Vi b

oy

cos (nx) =

@5 cos (19) = — e

VED+ G+ G

cos (nz) == .
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Die GroSe der raschesten Anderung, bezogen auf die unendhch

kleine Lingeneinheit, ist der Betrag von d¥2 fiir die eben deﬂ-
nierte Richtung. Also: :

dp _dpdx  dpdy  dgdz
(96) dn~ d¥x dn ' dy dn + ¥z dn

dp

== H cos (nx) + —= b ? cos (ny) + ? cos (n2)

_ V(2. (32 692)

= Ve + o)+ G2

Fassen wir die grofSte Anderung von ¢ an irgendeiner Stelle,

bezogen auf die Lingeneinheit, als Vektor auf, dessen Richtung
durch (95) und dessen absoluter Betrag durch (96) gegeben ist,
so sind seine Vektorkomponenten die Differentialquotienten
9 9 -
b% s 3% s %;2 + Unser Vektor der grofiten Anderung des Skalars ¢
ist also gerade der durch (93) definierte Gradient. Diese Defi-
nition gilt zundchst fiir jedes Cartesische Koordinatensystem. Wir
werden spiter (§ 7) sehen, daf die Giiltigkeit der Definition ,grad*

noch weiter reicht. Wir konnen die Diﬂ‘erentfalquotienten ‘;—‘f usw.

auch symbolisch als Produkte des Skalars ¢ mit den Differential-

d d
operatoren YL 3y’ 3z auffassen und letztere als Vektorkompo-

nenten deuten. .
Bilden wir das Differential:

b ) h)
97) dp =T dx+ 3L dy + 32 az,

so 1i8t sich dieses als skalares Produkt der beiden Vektoren
grad ¢ und (dx-i-4 dy-i-4 dz-T) ansehen. Der Betrag der
Anderung eines Skalars @ beim Fortschreiten in irgendeiner Rich-
tung ist also wieder ein Skalar.

Wir kommen zu einem zweiten Ausdruck. ay, ay, a, seien

die Komponenten des Vektors a in irgendeinem Cartesischen Ko-
ordinatensystem. Dann ist:

da;
(98) diva = ?—’i‘f + a“” + b‘;

ein Skalar; wir bezeichnen ihn als die Divergenz von a.
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~Auch sie lid0t eine einfache Deutung zu. Ist S ein Vplumén,
o seine Oberfliche, so ist?): :

9 x
(99) —c—lde dedydz —ja,dydz ——ja,cos(nx) do.

o
Hierbei ist die Integration iiber das ganze Volumen bzw. die
ganze Oberfliche auszudehnen; der Winkel (7x) ist der Winkel
zwischen der positiven x-Achse und der inneren Flichennormalen
von do. Entsprechende Beziehungen gelten fiir ay und a;. Also
erhilt man: ' )

(loo)i/‘(a a,+ba, +aa’)d8=T/ (a,cos(nx)+c;,cos(ny)+a,cos(nz))da

a,do,

o
oder:

(101) /diqu8=——fa,,da.
S ¢

a, ist die Komponente des Vektors a an der Stelle do der Ober-
fliche bezogen auf 8ie Richtung der inneren Normalen von do.
Gleichung (101) gibt die Verwandlung eines Raumintegrals in ein
Flichenintegral; wir bezeichnen sie als Gaufischen Integralsatz.
Zugleich gibt sie folgende Deutung der Divergenz. a, mdge
eine in der Richtung der Normalen in der Zeiteinheit durch die
Einheit der Oberfliche stromende Fliissigkeitsmenge darstellen.
Das Flichenintegral von (101) bedeutet dann die ganze aus der
Oberfliche von S ausstromende Menge. div a ist also die aus
der unendlich kleinen Volumeneinheit in der Zeiteinheit aus-
stromende Fliissigkeitsmenge. Wir konnen auch schreiben:

' a.do
102 diva = — lim .
w2 - lim [
g

div a ist das Oberflichenintegral {iber die unendlich klein gedachte
Volumeneinheit.

Da das Oberflichenintegral von jedem Koordinatensystem un-
abhiingig ist, so gilt (101) und (102) fiir jedes beliebige System.

1) Vgl. z. B. R. Gans, Einftiihrung in die Vektoranalysis, Leipzig 1905,
S. 29.
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Wir fiihren schlieflich noch eine dritte GréBe ein. Sind
ix, Gy, a. wieder die Komponenten eines Vektors a in einem Car-
tesischen System, so wird ein neuer Vektor, die Rotation von a
in demselben System definiert durch:

: - [dar  da, da; da; da, day
(103) fota—(S; a;)""(?; )i+( )f

i f t
d d ?
3x dy dz
a; ay ag
Die Rotation von a ist also ein axialer Vektor. Wir kénnen
der Rotation bzw. der Komponente derselben nach einer beliebigen
Richtung n mit Hilfe des Stokesschen Satzes:

(104) fads == [ rot, ado,
4 J & =
wo das erste Integral iiber die das Flichenstiick ¢ umschlieSende

Kurve s zu nehmen ist, wieder eine vom Koordinatensystem un-
abhidngige Definition geben:

ads
1 =i .
(105) rot, a “11=ng 3o
§

Aus den vorstehend gegebenen Definitionsgleichungen (93),
(98) und (103) fiir Gradient, Divergenz und Rotation sind durch
eine einfache Rechnung folgende Beziehungen herzuleiten:

(1086) . divrota=0

(107) . rotgradgp =0

(108) div grad ¢ = ¢

(109) _rotrot a = grad div a—A4da.

NP b'¢ a”q)
Hierbei ist: ¢ = —5 + - + 3z 2 , sowie Za ein Vektor mit

. aﬂ h i b
den Komponenten Za, = Y azx + azx +3 ax

und entsprechenden
day und Aa;.
Wir wollen nunmehr die Gleichungen der Elektrodynamik und

zwar diejenigen der Elektronentheorie von H. A. Lorentz an-
schreiben. Sie sollen uns ein Beispiel fir die Verwendung der

-



60 ' Spezielle Relativittstheorie.

Vektoranalysis in der theoretischen Physik geben und zugleich die
Grundlage fiir den Nachweis liefern, dal die Theorie der Elektri-
zitit mit dem speziellen Relativititsprinzip in Ubereinstimmung
steht. Wir werden zeigen, dafl die hingeschriebenen Gleichungen
in bezug auf die Lorentz-Transformation invariant sind.

Die Feldgleichungen der Elektronentheorie lauten:

—_ 123
(110) rot(? = PRy
: 1 RE
(111) _ rot5=7(6—t+eq)
(112) divE =
(113) divy =0.

Diese Gleichungen bilden die Grundlage der mathematischen
Beschreibung aller elektromagnetischen Vorginge im Vakuum, zum
Teil freilich nur unter Heranziehung von Hilfshypothesen. Die
Vektoren € und § bedeuten nach Grifle und Richtung die elek-
trische und magnetische Feldstirke, d. h. die Kraft, die an irgend-
einer Raumstelle auf die elektrische bzw. magnetische Menge !
wirkt.

Gleichung (110), die ebenso wie (111) die Zusammenfassung
je dreier Komponentengleichungen darstellt!), gibt eine Differential-
beziehung fiir die durch eine zeitliche Anderung der magnetischen
Feldstirke an derselben Stelle hervorgerufene elektrische Feld-
stiirke. :

Die Gleichung (111) liefert umgekehrt die magnetische Feld-
stirke als Funktion der zeitlichen Anderung von €. Zugleich be-
stimmt sie den infolge der Bewegung von Elektrizitit (d. h. der {
Elektronen) entstehenden Teil der magnetischen Feldstirke § als
Funktion der mit der Geschwindigkeit q konvektiv bewegten Elek- ’
trizitit von der Dichte ¢. @q bezieht sich auf die Zeiteinheit, |
ebenso auch die das elektromagnetische Feld darstellenden Grogen€ |
und §. Dabei deuten wir diese Grofen als Kraftflug, d. h. fassen |
€ und $ als die in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit stré- \
mende elektrische bzw. magnetische Kraft auf. Die Gleichung (112)
gibt den Zusammenhang zwischen der in der Zeiteinheit aus der
Volumeneinheit austretenden elektris‘chen Feldstirke (die wir uns

N

1) Die Gleichungen (110) bis (113) sind in § 8 ausfiihrlich geschrieben.
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uch durch die in der Volumeneinheit entspringenden Anzahl von
rraftlinien veranschaulichen kénnen) und der an derselben Stelle-
ich befindenden Elektrizitit von der Dichte ¢. divE = 0 sagt
us, daBl an einer von Elektrizitdt freien Stelle die in die unend-
ich kleine Volumeneinheit eintretende Feldstdrke gleich der aus-
retenden ist.

Analog ist Gleichung (113) dahin zu deuten, dal freier Magne-
ismus {iberhaupt nicht vorkommt, sondern § immer nur infolge
fer durch die Gleichung (111) beschriebenen Vorginge auftritt.
Lu den Feldgleichungen (110) bis (113) tritt noch die Grund-
gleichung: .

(119) §—e (€ + 4 [5]),
sowie die beiden Gleichungen:
(115) W= @+,

(116) _ G = c[EY]
hinzu. Die Grofe § stellt die elektromagnetische Kraft-
dichte, W die Dichte der elektromagnetischen Energie
dar; &, der Poyntingsche Vektor, die Dichte der Energie-
stromung. § bezieht sich auf Volumen- und Zeiteinheit, W auf
die Volumeneinheit, & schlieQlich- auf Flichen- und Zeiteinheit
und zwar in einem j,ruhenden® System.

Die Gleichung (114) fiir die Dichte § der ponderomotorischen
Kraft ist eine Kombination des Coulombschen Gesetzes (F = ¢€)

und desjenigen von Biot-Savart (if = —i— [qS]) . Die Bedeutung

von (115) wird spiter (§ 8) deutlicher hervortreten. Zu (116) ist
zu bemerken, da8 S,do die elektromagnetische Energie darstellt,
die in der Zeiteigheit durch das Flichenelement do stromt.
Neben den Vektoren treten in der Physik ihnen analoge Zu-
standsgrdBen auf, die wir als Tensoren bezeichnen. Jeder Tensor
. APy
ist durch neun Komponenten festgelegt. Hat ein Tensor von
Punkt zu Punkt bestimmt gegebene Werte, so bezeichnet man die
Gesamtheit als Tensorfeld.
Solche Zustandsgréfen bzw. ihre Komponenten nehmen je nach
der Wahl des Koordinatensystems wechselnde Werte an, die durch
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niher zu definierende Transformationsgleichungen ineinander ib

gehen.  Analytisch behalten sie aber, ebenso wie die Vekt

komponenten, ihre Form fiir jedes (Cartesische) Koordinatensyste

Beil einem Tensorfeld sind die Tensoren Funktionen der Koordi
naten, dle unabhéingig vom besonderen System bestehen.

Wir betrachten zuerst als Beispiel eines Tensors die au
ein unendlich kleines Volumen eines elastischen Kérpers wirkende
elastische Druckkraft oder Spannung?); diese besteht, ebenso
wie der Kraftvektor, unabhiingig vom Koordinatensystem.- Die auf
die unendlich kleine Volumeneinheit wirkende Kraft 1dfit sich i

die Form bringen:
AX, X, X,

K== % 3

Y. 3y, Y,

17 Ky=—5% — dy ¥z
K. ::__“EZ£__.ggi__‘aZ;.

0x oy 0z

Hierbei sind die Grofien X., X, usw. die neun Komponenter
des die Spannung festlegenden elastischen Spannungstensors.
Sie lassen sich als Druck- und Schubkriifte, die an den Begren-
zungsflichen der Volumeneinheit wirksam sind, deuten und z. B.
in die Form bringen:

x,——zx( %0 (§+ + Z5))

Y, = —ZK(M—I— ( §+°”+b€)>

Z

z,z—-zx( +e(°§+-a—'7+—-))
(118) Y,=Z,=.-K(bn+b€> 0y 0z

1) Vgl.z. B. G. Kirchhoff, Vorlesungen iiber Mechanik. 11. Vorlesung
oder H. v. Helmholtz, Vorlesungen fiber theoretische Physik. 2. Bd.

§ 23 und 24.
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& 7, € sind die unendlich klein angenommenen Verriickungen
des Punktes x, y, z, auf den die elastische Druckkraft wirkt,
K und O sind Konstante, die von der Natur des Kérpers. ab-
hdingen. ,Wie aus den Ableitungen dieser Gleichungen hervor-
geht, gelten sie ungeindert fiir jedes Koordinatensystem® (Kirch-
hoff).

Wir definieren nun den Tensor allgemein entsprechend
der S. 55 gegebenen Vektordefinition.

Haben neun Grofien:

Qxr Qxy Qir
(119) Qyx Gy Gy
Qzx azy Qzz

die Eigenschaft, daB der Ausdruck:
(120) Zau‘ ;b = azx 0x by + axya: by -+ ay; a5 6, - -

in bezug auf jede beliebige Drehung des Cartes:schen Koordinaten-
systems eine Invariante ist, wobei a und b willkiirlich zu wihlende
Vektoren sind, dann nennen wir (119) einen Ten ; die ein-
zelnen Komponenten Tensorkomponenten. Diese transfor-
mieren sich nach Gleichungen, die aus der Invarianz von (120)
hervorgehen?).

Fassen wir in (120) die Glieder mit b,, by, b zusammen, so
konnen wir den Tensor auch dadurch definieren, dafl seine
Komponenten mit den Vektorkomponenten von a zu den drei

Groflen:
Gxx Gy + Gyx Gy - Qzx Q; = i
(121) Gy 0x + Qyy Gy 0y a; = 1,
Qxz Qx + Qy; Qy +0za. =t
zusammengefalt, diese zu Komponenten eines neuen Vektors !
machen sollen. Man beachte bei dieser Definition die Analogie
von (121) mit (117).
Dafl die als Tensoren definierten Zuétandsgrc’iﬂen in jedem

System dieselbe analytische Form besitzen, geht aus folgender
Uberlegung hervor.

1) Wir werden in § 7 die Herleitung der Transformationsgleichungen
in griferem Zusammenhang kennen lernen.



64 Spezielle Relativitdtstheorie.

Setzt man fiir die Tensorkomponenten die Werte:
(122) G =G, (hk=21x1,2)
wobei ¢; und b, Vektorkomponenten sind, so erhdlt man einen
Tensor spezieller Art. Von dem Tensorcharakter der Grofen

(122) iiberzeugt man sich durch Einsetzen in (121). Man erhilt
z. B. fiir die erste Gleichung: . : .

(123) Dy (ax ¢+ ay¢ -+ a:¢) = ty;
die Klammeér .ist eine Invariante.

Sind neun beliebige GroBen ai gegeben, welche die Bedin-
gungen (121) erfiillen, so kann man sie im allgemeinen mnicht i
der Form (122) darstellen.

Wohl aber 148t sich jeder Tensor in folgender Weise auf eine
Reihe von Vektorkomponenten zuriickfiihren. Man kann in jedem
Koordinatensystem setzen:

\(124) Qik — Ofl)bf‘n +,a:_mb;‘z) + aﬁ-"bﬁ,”,
" wo a/ b usw. die Komponenten von drei Paaren von Vektoren
sind; hierbei erfiillt (124) mit Riicksicht auf (122) die Gleichungen
(121)5 Nun k6nnen die drei Vektoren bV, b'®, b willkiirlich ge-
wihlt werden, die neun Komponenten der Vektoren a¥’, a'®, a*
sind durch die neun Gleichungen (124) eindeutig bestimmt. Die
Tensorkomponenten transformieren sich wie die rechten Seiten
von (124), Aus dieser Gleichung folgt aber, wenn man die aus
(11) sich ergebende Eigenschaft der Vektoren beachtet, daf die
Tensorkomponenten in jedem System dieselben analytischen Aus-
driicke sind. _

Man nennt einen Tensor symmetrisch, wenn:

\

(125) Qxy = Qyx, Axz = Qzx, Qyz = Qzy,
antisymmetrisch (oder unsymmetrisch), wenn:
(126) Qxy = — Qyx, Oxz = — Oz, Qy; = — Qzy,
0 =0, gy,so, Qz=0.
Sind sémtliche Komponenten eines Tensors in einem Koordi-
natensystem null, so folgt sowohl aus (124) als auch aus den De- (

finitionsgleichungen (120) oder (121), daB die Gesamtheit der Ten-
sorkomponenten in jedem Cartesischen System null ist, das a0 |

dem einen durch Drehung hervorgeht.

L
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Wir finden demnach in Analogie mit S. 55:

~Wird ein Naturgesetz durch Nullsetzen siéimtlicher Kompo-
nenten eines Tensors-dargestellt, so ist es — da die Komponenten
ihre analytische Form in jedem System behalten — in bezug auf
jede beliebige Drehung des Cartesischen Systems invariant.

Ein symmetrischer Tensor findet nun in der Elektrodynamik
und zwar bereits in der dlteren Maxwellschen Theorie Ver-
wendung.

Man kann die auf die unendlich kleine Einheit des Volumens
wirkende ponderomotorische Kraft des elektromagnetischen Feldes er-
setzen durch Kriifte, die an seiner Oberfliche angreifen. Diese sind
analog den schon als Beispiel fiir Tensoren erwihnten Kriiften der
elastischen Spannung gebildet; man nennt sie deshalb auch Krifte
der Maxwellschen Spannung?). Die Komponenten der auf die
Volumeneinheit sich beziehenden ponderomotorischen Kraft P sind
entsprechend den Formeln (117) der elastischen :Spannung (S. 62):

354x 65;, bsx:
—Pe=g -+t 5,
d a a -
(127) — B, =—~5"’+~—5”+ >z
25us | I8y a 22
— P, = 5’+ 5’ +53 =3

Die drei Komponenten von (127) entsprechen'v6llig den Vek-
torkomponenten (121). Die GréBen $.x, Sxy usw. stellen die Kom-
ponenten des Maxwellschen Spannungstensors bezogen auf die
Volumeneinheit dar. Sie sind analog mit den an der Ober-
flicheneinheit angreifenden Druck- und Schubkréften der Elastizi-
titstheorie, wobei hier die jeweilige Flichennormale nach innen
positlv angenommen ist. Der Vektor P entspricht nicht ganz
der Kraftdichte § der Elektronentheorie [vgl. (114)]. Hlerauf wird
noch spiter (§ 8) einzugehen sein.

Die rechten Seiten von (127) sind symbolisch als Divergenzen auf-
zufassen; P also als ein Vektor, dessen Komponenten die Form von
Divergenzen besitzen. . Wir fiihren deshalb fiir ¥ das Symbol ein:

(128) P = — bdivs.

1) Fiir die Maxwellsche Spannung vgl. Abraham Fo p pl, Theorie ‘der
Elektrmtﬁt Bd. L.

Kopff, Relnlviti(stheorie.

5
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Die Komponenten des Maxwellschen Spannungstensors kdnnen
wir in folgender Weise auf die Komponenten des elektromagnetischen
Feldes zuriickfiihren; es ist:

(129) Sz = 3 (€2 4 $%) — €2 — HF

Sy = — (€: €y + H: H)

und analoge Gleichungen fiir die iibrigen Komponenten. Die
Gleichungen (129) gelten fiir jedes Koordinatensystem.

Es lassen sich nun sdmtliche hier fiir drei Dimensionen ent-
wickelten Siitze sofort auf vier Dimensionen iibertragen, und diese
erweiterte Vektorenrechnung lieSe sich in der speziellen Relativi-
titstheorie verwenden, wenn man ein Koordinatensystem mit vier
aufeinander senkrecht stehenden reellen Achsen zugrunde legen
wiirde. Die Invarianz des skalaren Produktes zweier vierdimensio-
naler Vektoren — analog der Gleichung (87) — ist jedoch an
lineare orthogonale Transformationsgleichungen gebunden. Die
allgemeine Lorentz-Transformation in der von uns gewihiten Form
(44) und (45) ist zwar linear, aber nicht orthogonal (vgl. S. 29).
Hierdurch wird eine Erweiterung der Vektoranalysis notwendig, zu
der wir uns jetzt wenden wollen.

§ 7. Aligemeine Tensoranalysis (I. Teil).

Wir gehen zur Begriindung der aligemeinen Tensoranalysis noch
einmal auf unsere Definition des skalaren Produktes S. 53 .zuriick.
Wir hatten als Beispiel aus der Physik den Satz: ,Arbent = Kraft
'mal Weg* gewiihlt.

Der ,Weg“, den wir uns als gerade Strecke, als Verschiebung,
dachten, ist ein Vektor, d. h. eine Grofle, deren Komponemten sich
ebenso transformieren wie die Koordinaten. Die ,Kraft® ist durch
eine gerichtete Strecke darstellbar; sie wurde ebenfalls als Vektor
in dem angegebenen Sinn aufgefafit. Die ;Arbeit ist ein Skalar;
ihr Wert bleibt unabhiingig von jedem Koordinatensystem derselbe.
Legten wir fiir die Darstellung unserer Vektoren Cartesische
Koordinatensysteme zugrunde, die durch Drehung ineinander iiber-
gingen, so galt der Satz von der Invarianz des skalaren Produktes

05 = Oxbx + ayb + agbz
Nun ist aber der invariante Begnﬂ‘ Arbelt sicherlich nicht
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an die Cartesischen Koordinatensysteme gebunden; er bleibt fiir
Koordinatensysteme allgemeinerer Art bestehen. Wir wollen nun
im folgenden Gruppen von Koordinatensystemen zugrunde legen,
fir welche die endlichen Koordinaten analytisch durch lineare
Transformationen auseinander hervorgehen. Zwischen den
Koeffizienten der Transformationsgleichungen sollen im allgemeinen
keinerlei Bedingungen, vor allem jedoch keine Orthogonali-
titsbedingungen bestehen. Die Achsen solcher Koordi-
natensysteme sind geradlinig und schneidem sich unter beliebigen
Winkeln. . Die MaBeinheiten auf den einzelnen Achsen bestehen
unabhiingig voneinander; wir messen also auf jeder Achse mit
einem anderen, durch die Transformationsgleichungen festgelegten
Magstab. Wir bezeichnen solche Koordinatensysteme als affine.

Zu der angegebenen Art von Transformationen gehdrt die Lorentz-
Transformation (44) und (45) fiir ein vierdimensionales Kontinuum
als spezieller Fall. Zwar sind Bedingungsgleichungen vorhanden,
wir haben es nicht mit allgemeinen affinen Systemen zu tun,
aber diese sind nicht die Bedingungen der Orthogonalitit. Daf3
sich die Lorentz-Transformation auf affine Systeme besonderer Art
im Euklidischen Kontinuum bezieht, geht aus der geometrischen
Darstellung S. 35 hervor. !

Den Begriff , Verschiebung® kdnnen wir nun auf affine Systeme
iibertragen. Die Komponenten der Verschiebung sind identisch
mit den Koordinaten von Punkten im affinen Koordinatensystem;
sie transformieren sich also wieder wie die Koordinaten. Ebenso
lift sich die Kraft in demselben System in Komponenten zer-
legen. Sind die Komponenten der Kraft in irgendeinem affinen
System k,, kg, ky, die der Verschiebung v,, vp, v, so ist die Ge-
samtarbeit jedenfalls k,v. + ksvg + kyv,. Diese soll invariant
sein. Das ist nur dann mdglich, wenn fiir die Kraft nicht die-
selben Transformationsgleichungen gelten, wie fiir die Verschie-
bung. ®Wir miissen die Kraft als eine andere Art von Vektor.
auffassen, fiir welchen neue Transformationsgleichungen aufzu- .
stellen sind.

Wir betrachten die Aufgabe sogleich allgemeiner. Mit Riicksicht
auf unser Raum-Zeit-Kontinuum gehen wir zu vier Dimensionen
liber. Wir wihlen ein beliebiges affines Koordinatensystem.
Wir legen zwei Arten von Vektoren (im vierdimensionalen

54

.
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Kontinuum auch als Vierervektoren bezeichnet) zugrunde. Dit
-einen, die dem ,Weg" entsprechen, nennen wir kontravariant
Vektoren; ihre Komponenten seien a!, a? a? a*. Die de
Kraft ‘analogen Vektoren bezeichnen wir als kovariant, die Kon
ponenten mit b,, b,, b,, b,. Bei den kontravarianten Vektorer
wihlen wir also den oberen?!), bei den kovarianten den unterer
Index. ‘

'Die Berechtigung der Einfiilhrung dieser beiden Arten va
Vektoren und ihrer Erweiterung zu Tensoren wird sich dadurch e~

" geben, daBl die Gleichungen der Physik, wie wir an den Gleichunge

der Elektrodynamik sehen werden, durch sie besonders einfah
und iibersichtlich erscheinen. Vor allem erledigen sich alle Ir
varianzuntersuchungen von selbst.

" Beide Arten von Vektoren sind wieder durch gerichtete Strecken
darstellbar, die unabhiéingig vom Koordinatensystem existieren. Der |
analytische Ausdruck der Vektorkomponenten besteht also fiir jedes
affine Koordinatensystem (vgl. S. 11). Das letztere gilt, wie sict
noch ergibt, auch fiir die Komponenten der Tensoren; die wi
bereits S. 63 fiir dreidimensionale rechtwinklige Koordinatensysteme
definiert haben, und die in erweiterter Form zu iibernehmen sind.

Es wird sich nun zeigen, daB Vektor- und Tensorkomponenter
jeder Art beim Ubergang aus einem affinen Koordinatensystem it
ein anderes sich durch lineare homogene Gleichungen ineinander
transformieren. Sind also sdmtliche Komponenten eines Vektors

in jedem.

Entsprechend den Ausfiihrungen S. 55 und 65 finden wir also:!
Sind Naturgesetze durch Nullsetzen aller Komponenten irgend-
eines Vektors oder Tensors dargestellt, so sind sie fiir ale affinet
Koordinatensysteme — und hierzu gehéren die Systeme der Lorentz:
Transformation — invariant.

Wir gehen jetzt zur Herleitung der Transformrations:
gleichungen iiber. Nur die kontravarianten Vektoren sind wirk
liche Verschiebungen, die sich wie die Koordinaten transformieres-
Fiir sie allein gelten also (vgl. S. 54) die Gleichungen:

mem——

1) Im allgemeinen wird zwischen oberem Index und Exponent eine
Verwechselung nicht mdglich sein. In besonderen Fillen ist die zu pot¢™
zierende GrbBe in Klammern zu setzen.
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a"=%ial+§£a’+a +

x, Xg o bx4
a¥ = bxl 1+ X, 2—'_bx, 8+ : at

b f
Die Koeffizienten —ﬁ usw. sind rdumlich und zeitlich

0x, ‘
konstant; sie unterliegen den Orthogonalititsbedingungen
nicht. ‘

Man kann (130) zusammenfassen in: _

(131) _2:’:’“ k— g:iak i, k=1, 2, 3, 4.

Wir. haben bei dem zweiten Ausdruck von (131) das Summen-
zeichen weggelassen und wollen dies in Zukunft immer tun, wo-
bei wir ein fiir allemal die Festsetzung treffen:

Wenn in einem Term eines Ausdruckes derselbe Index
zweimal auftritt, das eine Mal als oberer, das andere Mal
als unterer Index, so ist stets iiber ihn zu summieren
(und zwar in unserem vierdimensionalen Kontinuum fiir alle Werte
von 1 bis 4), wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil angegeben ist.

Es ist noch zu beachten, daB auch die Koordinaten oder deren '
Inkremente Komponenten von kontravarianten Vektoren sind;
wir schreiben aber bei diesen die Indizes ausnahmsweise als untere,
behalten also die Bezeichnung x,, x;...., dx,, dx,.... bei.

Es gelten also fiir die Koordinaten selbst die Transfor-
mationsgleichungen: :

) ol

(132) ' x = Yol
analoge Gleichungen bestehen fiir die Differentiale:
. h) , \
. (133) dx; = b—x’dx,,

Nun verlangen wir entsprechend den Bedingungen S. 54, dafl:
(134) a‘b, +aabg+a‘b3 +a‘b4=a"b’l +a”b’,+a"b',+a"’b§
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oder:

(135) ' a*b, — Invariante

fiir alle Koordinatensysteme sei, die durch (132) ineinander Giber-
gehen. -

Daraus ergibt sxch das Transformationsgesetz fiir den kovarianten
Vektor. Die Umkehrung von (131) fithrt zunédchst zu:

. bx,,
k — l’
(136) at =3 xi
"~ Also ist:
bx
(137 a'b; = atbe = by xf a,

und als Transformationsgesetz beim Ubergang vom ungestrichener
Koordinatensystem zum gestrichenen folgt?):

bxk
"

Die g—;,:—‘ sind auch hier konstante Gréfien. Orthogonalitiits-
bedingungen bestehen natiirlich wieder nicht.

Wir konnen nun kontravariante Vektoren als solche defi-
nieren, die sich nach (131), kovariant® als solche, die sich
nach (138) transformieren.

Da die allgemeine Lorentz-Transformation in der Form (44) eine
lineare, aber keine orthogonale Transformation im Sinne von (88)
und (89) ist, so miissen wir schon in der speziellen Relativitits-
theorie zwischen kontravarianten und kovarianten Vek-
toren unterscheiden; die Beziehung zwischen beiden wird infolgé
der Zusatzbedingungen (45) eine sehr einfache werden. Wir gehen
jedoch vorerst nicht darauf ein (vgl. S. 78).

Wir wollen auch den Begriff des Tensors, den wir S. 63
aufgestellt hatten, auf ein affines Koordinatensystem erweitern.
Wir definieren zunichst Tensoren II. Ranges (oder zweiter
Stufe). -

1) Es ist zu beachten, dafl:

“"'=2”k?) —'2“" bx’ b .
ik

und die a} beliebig wihlbare Vektorkomponenten smd.

(138) b; = by.
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Wir bezelchnen einen Tensor IL Ranges als kontravariant,
wenn seine simtlichen 16 Komponenten a® (also a1}, a2, .... a)
die Bedingung erfiillen?):

(139) a’*¢;d, = Invariante

fiir alle affinen Koordinatensysteme, wobei also ¢; und di; Vektoren
sind, die sich nach (138) transformieren.

Die 16 Produkte der Vektorkomponenten a' und b* erfiillen
ohne weiteres die Bedingung (139), so dall also a'b* einen kontra- -
varianten Tensor II. Ranges darstellt. Es ist aber nicht die all-
gemeinste Form. Vielmehr lassen sich 16 beliebige solche Tensor-
komponenten stets als Summe der a'b* von vier geeignet gewihlten

Paaren von kontravarianten Vektoren analog (124) darstellen. Es
ist also:

(140) . ak = a;‘l)b?l) + afz)bz‘z) + a(ia)bfs) + a(inb&)'

Der Beweis entspricht vollig dem S. 64 gegebenen.

Die Komponenten a; eines kovarianten Tensors IL Rnnges
sind definiert zufolge:
(141) " aic'd* = Invariante.

SchlieBlich stellen wir noch einen gemischten Tensor 1L Ranges a¥
auf, fiir welchen: _

{142) atc'd, = Invariante

ist. ‘

Die kovarianten Tensorkomponenten lassen sich auf die Summe
der a;bx, die gemischten Tensorkomponenten auf die Summe der
a;b* von vier entsprechend gewihlten Paaren von Vektoren zuriick-
fihren. Hierdurch ist ebenso wie S. 64 der Beweis erbracht, da
die analytische Form der Tensorkomponenten unabhingig vom
besonderen Koordinatensystem besteht.

Die letztere fiir alle drei Arten von Tensoren IL. Ranges be-
stehende Eigenschaft fiihrt unmittelbar zu den Transformations-
gleichungen, welche die Werte der Tensorkomponenten aus dem
ungestrichenen System in das gestrichene iiberfiihren.” Diese sind

dieselben wie die fiir die entsprechenden Produkte der Vektor-
komponenten geltenden.

1) Hierbei ist, wie stets, {iber die / und k zu ‘summieren.
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Sie lauten fiir den kontravarianten Tensor II. Ranges:

, dx] 0x,
mr . _7° "M ok,
(143) a™ %, bx,,a 3
fiir den kovarianten Tensor:
, dx; Oxx &5
(144) Am = b—xi -67
und fiir den gemischten Tensor:
A% X
ml
(145) . ap = Py Em"a .

Diese selben Transformationsgleichungen hitte man ebenso aus
den Definitionsgleichungen (139), (141) und (142) herleiten kGnnen.
Das Verfahren hitte dem der Ableitung der Transformationsglei-
chungen (138) aus (136) und (135) entsprochen.

Man kann die Transformationsgleichungen (143), (144) und (145)
wiederum zur Definition der koatravarianten, kovarianten und
gemischten Tensoren II. Ranges benutzen.

Den Definitionsgleichungen (139), (141) und (142) entsprechend
lassen sich auch Tensoren IIl. und héheren Ranges bilden. So
ist z. B. durch:

(146) a a'b*c; = Invariante
fiir alle affinen Koordinatensysteme ein gemischter Tensor III. Ranges
mit den Koeffizienten aj, festgelegt. Die Transformationsgleichungen

sind in analoger Weise zu erwgitern. Tensoren beliebigen Ranges
kann man analog (140) auf Vektoren zuriickfiihren, womit auch
fiir sie erwiesen ist, dal ihre analytische Form fiir jedes unserer
Koordinatensysteme unverindert besteht. Der Vektor ist sinn-
gemif als Tensor L. Ranges, der Skalar als kontravarianter oder
kovarianter Tensor nullten Ranges zu bezeichnen. Sind Vektoren
oder Tensoren von Punkt zu Punkt gegeben, so bezeichnet man
deren Gesamtheit wiederum als Vektor- oder Tensorfeld. Die
Komponenten sind Funktionen der Koordinaten, die fiir jedes
System gelten. <
Tensoren’ II. oder héheren Ranges nennt man symmetrisch,
wenn zwei Komponenten, die durch Vertauschung zweier Indices
auseinander hervorgehen, gleich sind, antisymmetrisch (oder un-
symmetrisch), wenn sie entgegengesetzt gleich sind (vgl. S. 64).
Diese Eigenschaften bestehen unabhiingig vom Bezugssystem.
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Wir beweisen als Beispiel, dafl a* = a* eine fiir jedes
Koordinatensystem bestehende Eigenschaft eines Tensors ist.
Es ist:

: 0x] X/ 0x] dxn
dme . _ 70 TTM ik T M ki
(147) - a bx; bxga bxg bx,, :

Da iiber alle i, k =1, 2, 3, 4 zu summieren ist, so kann
man bei der doppelten Summation die Buchstaben i und & ver-
tauschen, ohne daB der Ausdruck geindert wird. Man erhiilt also:

Ax, 0x] . '
. ogm — ™ ik —— gmi
(148) a o bx,,a = a

Ein besonders einfacher gemischter Tensor II. Ranges ist noch

hervorzuheben. Vergleicht man (135) und (142), so folgt, dal
die Werte:

6‘. = [ —
(149) A 1 (i=k)

h=0 (+K
die Komponenten eines Tensors II. Ranges darstellen.

Bei allen unseren Definitionen wurde nun bisher angenommen,
daB die x; affine Koordiniten in einem vierdimensionalen Eukli-
dischen Kontinuum sind. Fiir diese allein gelten die simtlichen
aufgestellten linearen Transformationsgleichungen mit konstanten
Koeffizienten. .

Nun gibt es aber noch Koordinatensysteme beliebiger anderer
Art, die man simtlich unter dem Begriff der Systeme krumm-
liniger Koordinaten oder Parameter zusammenfait. So sind
z. B. sphirische oder Zylinderkoordinaten besondere Arten von
Parametern, die man von drei auf vier Dimensionen erweitern.
kann. . '

Cartesische oder affine Koordinaten, sphirische oder Zylinder-
koordinaten im Raum haben alle eine Eigenschaft gemeinsam: zur
Festlegung eines Raumpunktes sind drei Zahlenangaben notwendig,
sobald das Koordinatensystem definiert ist. Will man gar keine
Voraussetzung iiber die Art der Koordinatendarstellung machen,
S0 kann man allgemein sagen, die Lage eines Raumpunktes ist
durch die Angabe von drei Parametern bestimmt?).

1) Wir lassen vorerst die l‘frage ganz offen, ob wir es mit einem Eukli-
dischen oder Nichteuklidischen Kontinuum zu tun haben (vgl. 1L Teil § 11).
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Entsprechend ist im vierdimensionalen Kontinuum ein Welt-
punkt durch vier Parameter, die wir wieder mit x,, x,, x,, x, be-
zeichnen wollen, festgelegt. Sidmtliche Weltpunkte bilden eine
vierdimensionale Mannigf?ltigkeit. Ein Punkt, der in einem
beliebigen Koordinatensystem durch vier Parameter x,, x,, X5, X,
bestimmt ist, wird in einem anderen System durch vier Werte
Xyy Xy, X3, X, festgelegt sein. Zwischen den gestrichenen wund
ungestrichenen Parametern bestehen aber nicht mehr die ein-
fachen linearen Beziehungen (132). Wollen wir gar keine beson-
dere Parameterdarstellung hervorheben, so miissen wir vielmehr

setzen:
(‘50) X = fi(%,, Xg5 X5, EAR i=1,2 3,4,

wo die x} im allgemeinsten Fall von Punkt zu Punkt verschiedene
Funktionen der x; sind. Wir miissen aber annehmen, dafl diese
Funktionen stetig differenzierbar sind, und die Funktionaldeterminante
von null verschieden ist, :

Dann bestehen die vier Gleichungen:

ox} bxi ' bxi dxi

(151) dx,-—a dx + d + d + =.a—xkdx,,.

. ox}
Hierbei sind die Koeffizienten 6—;‘—, von Punkt zu Punkt ver-
k

schiedene Grdéfien, zwischen denen im allgemeinen Fall keine
Bedingungsgleichungen bestehen. Die Gleichungen (151) stimmen
formal mit (133) iiberein. Beschrinken wir uns auf die unendlich
kleine Umgebung eines Punktes, so sind auch hier die Koeffizienten
als konstant anzusehen, und fiir die unendlich kleine Verschiebung
(»Weg*), deren Komponenten dx,, dx,, dx,, dx, sind, gelten die-
selben Transformationsgleichungen wie bei endhchen affinen Ko-
ordinatensystemen.

Gehen wir also von endllchen Verschiebungen zu un-
endlich kleinen iiber, beschrinken wir uns auf die Umgebung
eines Punktes, so konnen wir bei beliebiger Parameterdar-
stellung der Weltpunkte die Begriffe Vektoren und Tensoren,
sowie deren Transformationsgleichungen unveréndert bei-
behalten. Vektoren und Tensoren Sind aber bei beliebigen Ko-
ordinatensystemen an den Punkt gebunden; sie bilden ein Vektor-
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oder Tensorfeld, und die Koeffizienten der Transformationsgleichungen
variieren von Punkt zu Punkt.

Die Eigenschaften der Invarianz, die bei affinen Koordinaten-
systemen sich auf endliche Gro8en und Beziehungen im Endlichen
erstreckten, gelten bei beliebigen Koordinatensystemen jeweils nur
fiir die unendlich kleine Umgebung eines Punktes; invariante Be--
ziehungen sind Differentialgleichungen.

Alle Aussagen der allgemeinen Tensoranalysis beziehen sich
also. auf das Enhdliche und Unendlichkleine in affinen, oder nur
auf das Unendlichkleine in beliebigen Koordinatensystemen.
Naturgesetze, die durch Nullsetzen aller Komponenten eines be-
liebigen Tensors ausgedriickt sind, kénnen Beziehungen zwischen
endlichen Gréen sein,/ dann besteht Invarianz in bezug auf die
Transformationsgleichungen (132). Oder es sind Differentialgesetze ;
dann sind sie in bezug auf Koordinatensysteme invariant, fiir
welche (133) oder (151) gilt. Nur in dem auf (151) sich be-
ziehenden Fall sind die Naturgesetze aligemein (d. h. in be-
zug auf beliebige Koprdinatentransformationen) invariant.

Die Lorentz-Transformation (44) ist wegen (45) ein spezieller
Fall der Transformationsgleichungen (132)., Die Gesetze der In-
varianz in bezvg auf diese Transformation sind also durch Speziali-
sierung unserer Tensoranalysis zu erhalten. Die gegen die Lorentz-

Transformation invarianten Differentialgesetze sind nicht allgemein
invariant. Wenn in den Transformationsgleichungen (44) die Ko-
ordinaten x; durch die Differentiale dx; ersetzt werden,®erhalten
wir wegen der Konstanz der Koeffizienten im Endlichen' keinen
Spezialfall von (151), soidern von (133).

Wir gehen nun zu den wichtigsten Sétzen der Tensoralgebra
iiber. - Haben wir zwei Tensoren gleichen Ranges und gleicher Art,
80 kdnnen wir sie, wie aus den Definitionsgleichungen hervorgeht,
zu einem neuen Tensor vereinigen, indem wir die entsprechenden
Komponenten addieren. Wir nennen diesen Vorgang die Addition
von Tensoren. Das Resultat ist ein Tensor gleichen Ranges und
gleicher Art. Der Beweis kann auch durch die Transformations-
gleichungen gegeben werden, die bei einer solchen Addition un-
geandert bestehen bleiben.

Ferner versteht man unter der &ufleren Multlpllkation von
zwei Tensoren die Bildung eines neuen Tensors dadurch, dal
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man alle Komponenten des einen Tensors mit allen Komponenten
des anderen multipliziert. So erhdlt man z. B. neue Tensorkompo—
nenten auf folgende Weise: 4

ax = aiby
(l 52) . afum == gikpim

alr == apb™.

Dafl diese Produkte Tensorkomponenten sind, 140t sich beispiels-
weise fiir den letzten Fall folgendermaflen nachweisen. a; und
b'm sind Tensorkomponenten; also ist axc'd* und b*™e, f, invariant,
Das Produkt beider Summen aib'™cid*e,f, ist ebenfalls invariant.
Die a;b'™ sind demnach die Komponenten eines gemischten Tensors
vierten Ranges. Den ersten ‘Fall haben wir bereits S. 71 be-
handelt. In entsprechender Weise ist der Beweis fiir den Tensor-
charakter des #dufleren Produktes zweier oder mehrerer Tensoren
stets zu erbringen.

- Unter gewissen Umstinden kann mdn auch aus Tensoren héheren
Ranges solche von niedrigerem Rang erhalten. Man nennt eine
solche Operation die Verjiingung von Tensoren.

- Seien die Komponenten a¥ eines gemischten Tensors Il. Ranges

-gegebgn. Wir bilden die Summe2a§ = a! und wollen zeigen,
i

daB sie eine Invariante ist. Nach S. 71 liBt sich a! allgemein
darstellen durch:

(l53) | 2 (ll)l (n)’
=1

wobei n sich auf die vier einzelnen Paare der Vektoren bezieht,
aus denen die Tensorkomponenten zusammengesetzt werden kénnen.
Nun ist aber a;¥ fiir jedes Vektorpaar eine Invariante, also ist
auch: ‘

i J— .
(154) a; = Invariante.

Aus einem gemischten Tensor II. Ranges erhilt man also durch
Gleichsetzung des oberen und unteren Index und Summation iiber:
diesen eine Invariante. Der Satz gilt noch allgemeiner:

Setzt man bei einem gemischten Tensor beliebigen Ranges einen
oberen einem unteren Index gleich und summiert nach diesem, so-
erhilt man einen gemischten Tensor, der im Rang um zwei Ein-
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heiten (die eine kommt auf die oberen, die andere auf die unteren:
Indices) niedriger ist.

Wir wollen den Beweis fiir den Tensor atm erbnngen at*bic d'e,
ist eine Invariante; sondern wir hiervon ak™b'c, ab, so ergibt sich
aus der soeben angegebenen Invarianz, dafl der abgesonderte Teil
ein Tensor II. Ranges ist, so dal wir schreiben kdnnen:

(155) akmbic, = fm.
Setzen wir l— m und summieren, so ist
(156) a¥b'c, = Invariante;

a¥ also ein Temsor IL. Ranges, und wir kdnnen setzen:
(157) at = ak.

Die #duflere Multiplikation und die Verjiingung konnen beide
gleichzeitig in Anwendung kommen. So gibt z. B. die #uflere
Multiplikation von @, und b' den Tensor al,, woraus fiir kK = [ und
Summijerung der kovariante Tensor L. Ranges a; hervorgeht. a; ist
das Ergebnis einer inneren Multiplikation der Tensoren au
und ». Aus ax und '™ folgt durch #uBere Maultiplikation und
‘Verjiingung der Tensor a!. Man spricht in diesem Fall von einer
gemischten Multiplikation der Tensoren a; und b™™.

Wir kehren nun wieder zur speziellen Relativitits-
theorie zuriick, wollen aber zuvor noch einen Tensor, der
weiterhin eine bedeutende Rolle spielen wird, in allgemeiner Form
kennen lernen. Das invariante Linienelement (59) bezieht sich
auf Cartesische Koordinaten. Gehen wir zu einem beliebigen (im
Unendlichkleinen affinen) Koordinatensystem durch die Trans-
formation (151) {iber, so nimmt das Linienelement die Form an:
-(158) ds® = g,,dx} + g,,dx,dx; + -+ = gadxidxi(ga = gu).
ds® ist eine Invariante. Die Koeffizienken g; sind also die Kom-
ponenten eines symmetrischen kovarianten Tensors IL Ranges
[vgl. (141)]. Wir nennen ihn den allgemeinen Fundamental-

tensor. Fiir die spezielle Relativititstheorie geht (158) in (59)
iiber. Die Koeffizienten gi nehmen also die Werte an:

(159) g,, =1, g, =1, & =F1, g ,=—1, gik:o(iﬂ: k).
Wir bezeichnen diesen Tensor als Fundamentaltensor der
speziellen Relativitdtstheorie. Wir beniitzen diesen, um
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den einfachen Zusammenhang abzuleiten, der in der speziellen
Relativitdtstheorie zwischen kontravarianten und kovarianten
Tensoren besteht (vgl. S.'70).
 Nach unseren Regeln iiber innere Multiplikation ist fiir jeden
beliebigen Tensor gi:
a; = gxa* bzw. ay = gugima™.
Fiir den Tensor (159) wird: '

(160) a=a(i=1,2 3); a, = — a*
bzw. . ' .
(liﬁl) aik‘='a'k(i:4kf: 1, 2, 3); au = a*(k =1, 2, 3)
ay = —a*(i =1, 2, 3); a,, =+ a**.
Ebenso 1dfit sich auch zeigen:
(162) at = a"‘(;: :: z: g’ 4); ak =—a*k=1, 2, 3, 4).

Hitten wir in der speziellen Relativititstheorie vier aufeinander
senkrechte reelle Achsen gewihlt, so wire der Unterschied
zwischen kontravariant und kovariant ganz verschwunden.

Aligemein konnen wir fiir unsere Wahl des Koordinatensystems
die Regel ableiten: tritt in der speziellen Relativititstheorie bei
irgendwelchen Tensorkomponenten der Index i = 1, 2, 3 von oben
nach unten oder umgekehrt, so behalten diese Komponenten un-
verandert ihren Wert; fiir den Index i = 4 wird das Zeichen ver-
tauscht, falls die Anzahl der die Stelle wechselnden Indizes un-
gerade ist.

Diese Beziehungen gelten unabhingig von jedem Koordinaten-
system, denn die Koeffizienten des Fundamentaltensors haben stets
dieselben Werte (159); sie sind aber an die Bedingungen (45) der
Lorentz-Transformation gebunden, sind also nur im Rahmen der
speziellen Relativititstheorie anwendbar.

' Sei nun ferner ¢ ein Skalar, dessen Wert in unserem vier-
dimensionalen Kontinuum von Punkt zu Punkt wechselt (Skalarfeld),
dann ist die Anderung beim Fortschreiten in einer festgelegten

Richtung (d. h. beim Ubergang zu einem benachbarten Punkt):
.
_ g g 0 1
A (:163) dp = o, dx, + o, dx, 3, dx, 4 %, dx,
ebenfalls ein Skalar (vgl. S. 57). dx,, dx,, dx,, dx, ist ein kontra-
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varianter Vektor. :—Z’ sind also kovariante Vektorkompo-
i
nenten (Gradient).

Da ¢ ein Skalar ist, so kdnnen wir (ihnlich wie S.57) den

Differentialoperator :x als kovarianten Vektor auffassen. Doch
' .

gilt dies allgemein nur .in Verbindung mit einem Skalar. Wir
konnen nun aber zeigen, daB innerhalb der speziellen Relativitits-
theorie (jedoch nicht innerhalb der allgemeinen; vgl. IL Teil § 12)

das Symbol -6%:— auch in Verbindung mit beliebigen Tensoren
4

als kovarianter Vektor betrachtet werden kann. E

Der Ausdruck fla'bkc, ist eine lnvariante. d', b, ¢, sind Kom-
ponenten beliebiger Vektoren; wir wollen annehmen, dal diese
in jedem System von Ort zu Ort dieselben konstanten Kom-
ponenten besitzen. Diese Annahme ist nur fiir die spezielle
Relativititstheorie, d. h. fiir lineare Transformationen mit von
Punkt zu Punkt konstanten Koeffizienten zuldssig. Der Tensor f}
mdge von Ort zu Ort wechseln. Die Anderung unserer Invariante

infolge einer bestimmt gegebenen Verriickung ist wieder eine In-
variante, also:

oft
(164) Y a'b*c¢;d x, = Invariante.
k .
Folglich ist:
) i
(165) k — gt

Wir haben den Tensor durch Differentiation im Rang
um eine Einheit (kovariant) erhdht. Wir konnen die Differen-
tiation allgemein als duBlere Multiplikation eines Tensors mit dem

kovarianten Vektor Sb; auffassen?).
1

Hieraus ergeben sich leicht einige weitere Sitze.

1) Es ist zu beachten, daBl dies nur fir die spezielle Relativitatstheorie
gilt. Auch in der dlteren Vektoranalysis ist der Satz in entsprechender
Weise giiltig (vgl. S.57). Dort sind jedoch kontravariante und kovariante
Vektoren und Tensoren einander gleich.
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Sind ¢; die Komponenten eines kovarianten Vektors, so siad

%‘i—: diejenigen eines kovarianten Tensors II. Ranges und:

dopi Mpk
(166) Fa = e  dx;
ist ein ebensolcher antisymmetrischer Tensor. 6’;"‘ ist ein
1

Tensor 1L Ranges. Aus (166) folgt nun:

OFu  OFy;  dFy
T T
Die linke Seite von (167) ist wieder ein Tensor III. Ranges.
(167) sagt aus, dafl simtliche Komponenten dieses Tensors null
sind. Ein Naturgesetz, das in die Form (167) gebracht wird, ist
deshalb in bezug auf die Lorentz-Transformation invariant.
, Aus dem Tensor Fy konnen wir nach (161) den Tensor F*
. bilden, er ist ebenfalls antisymmetrisch.
Durch. Verjiingung erhalten wir hieraus den kontravariante
Tensor ersten Ranges:
dFik dF&

(l68) §t= a—xk oder s — ‘S;; =

(167)

Diese Gleichung stellt wiederum eine gegen die Lorentz-Trans-
formation invariante Beziehung dar.

§ 8. Die Elektrodynamik des leeren Raumes.

Wir haben bis jetzt nur gezeigt, daf die Gleichung, welche die
Ausbreitung des Lichtes darstellt, in bezug auf die Lorentz-Trans-
formation invariant ist. Das spezielle Relativititsprinzip verlangt
aber, daB die Grundgleichungen fiir alle Vorginge in Mechanik und
Elektrizitit diese Invarianzeigenschaft besitzen sollen.

Trifft dies fiir die bereits von den i#lteren Theorien aufge
stellten Grundgleichungen nicht zu, so sind diese zu verwerfen
und miissen durch neue ersetzt werden.

Wir wollen nun jedoch den Nachweis erbringen, daB die Grund-
gleichungen der Maxwell- Lorentzschen Elektrodynamik gegen di¢
Lorentz-Transformation invariant sind, Es geniigt zu diesem Zweck
zu zeigen, dafl diese Gleichungen sich in vierdimensionaler Tes-
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sorform schreiben lassen. Wir legen dabei die Gleichungen der
Elektronentheorie in der Form zugrunde, in der wir sie bereits
S. 60 zusammengestellt haben,

Nach der Elektronentheorie bleibt die Ladung eines Elektrons
unverdndert, wenn dieses aus der Ruhe in die Bewegung iiber-
geht. Die Elektrizititsmenge e bleibt also dieselbe, wenn sie in
K oder in dem dazu bewegten System K’ ruht. Die Elektrizi-
titsmenge ist demnach eing Invariante der Lorentz-Trans—f
formation.

Die elektrische Dichte ist definiert durch:

e
(169) =

also ist ¢- ¥ = Invariante.

Das Volumen, das in Ruhe den Betrag V, besitzt, wird bei
gleichfdrmiger Translation mit der Geschwindigkeit g [vgl. (66)]

3
V= Vol/ 1 — %;, Also gilt fir die Dichte ¢ beim Ubergang

aus der Ruhe in die gleichformige Bewegung weggxi oV =g,V
die Transformationsgleichung:

(170) o=
q'
Vi-%

Die Ruhedichte ¢, ist ebenso wie das Ruhevolumen V, eine
Invariante.

Wir fiihren jetzt emxge neue Vektoren ein; zuniichst die Vierer-
geschwindigkeit. Fiir einen bewegten Punkt ist dx,, dx,, dx,,
dx, (= cdt) ein kontravarianter Vierervektor von zeitartiger Rich-
tung. Dieser Vektor bleibt bestehen, wenn wir jede Komponente
durch das invariante Linienelement ds (vgl. S. 31 u. 40) divi-
dieren; also ist die Vierergeschwindigkeit:

{17 o= dx

ds i=1234

ebenfalls ein kontravarianter zeitartiger Vierervektor.
Beachten wir die Gleichung (vgl. S. 34 u. 41):

-
(172) ds=cdt)/1— % =dtVe* — ¢

Kopft, Relativititstheorie.
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und (vgl. S. 48):

. dx ' dx dx
(1) Ftl = Qx, d_: = Qy, 7: = Qqz,
so ist:
ol — dx, 2t — qy
ds qs qﬂ ’
. Ty Cc 1 — Ty
c ¢
(173)
s Qs . . dx, 1
wt = o =4 T
[4 1 — C_’ 1— ?-

Die Vierergeschwindigkeit eines Weltpunktes ist damit durch
die rdumliche Geschwindigkeit ¢ dieses Punktes und ihre drei

Komponenten q:, qy, q. ausgedriickt.
Bilden wir die Komponenten der Stromdichte: —e%, (’T‘b’ 9::

und nehmen hierzu ¢, so folgt aus (173) und (170), indem wir

2
'l:‘/ —_ %—,— durch ¢ ersetzen, dafl diese vier Griflen wiederum

einen kontravarianten Vierervektor darstellen. Er lautet:

G179y . st=

Den aus Stromdichte und Ladungsdichte gebildeten Vierervektor s’

nennen wir den Viererstrom.
Ferner kennt die Lorentzsche Elektrodynamik den Begriff des
dreidimensionalen Vektorpotentials, dessen drei Komponenten

fxs fy, |z durch:

(175) ' —$H=rotf

definiert sind, sowie das skalare Potential ¢, definiert durch:
1

(176) € — u grad ¢;

'wobei f und ¢ durch die Gleichung:

l

c bt

miteinander. verbunden sind.
Die vier Groglen f,, fy, f:, ¢ bilden nun ebenfalls einen kontra-

varianten Vierervektor. Der Beweis ist folgender. Aus (175), (176)

177 + divi=0
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und (177) sowie den Grundgleichungen (112) div @ = ¢ und (111)

rot § — % % = %q ergeben sich die Wellengleichungen?):
. 1 %p
and ' ‘
1 ¥ eq,
(179) df—th—,—c,
(179) ist die Zusammenfassung von drei Komponentengleichungen.
Die Komponenten von { sind mit denen von e_c‘! in derselben Weise

eq

¢
erginzt, so gilt dasselbe auch fiir f und ¢. Wir bezeichnen den
letzteren Vierervektor als elektromagnetisches Vierere
potential ¢! und setzen:

(180) P=f 0'=F, =1, ¢o* =0,

verkniipft wie @ mit 0. Da sich durch ¢ zu einem Vierervektor

oder fiir die kovarianten Komponenten nach (160):
(181) P =T, pa =Ty, s =1, . = — 9.

Aus dem kovarianten Vektor (181) bilden wir nach (166) einen
antisymmetrischen Tensor Il Ranges. Wir erhalten z. B. fiir die
Komponenten:

(182)

) _ ¥, Vg, 10 d¢
Fld’——-m—axl—c at—l— —-—I—(E,,usw.

Hierbei sind die Gréfen §. und €, zufolge den Definitions-
gleichungen (175) und (176) angesetzt. Die ganze Durchrechnung
ergibt:

Fo =G, F,, =Gy, - F,, =G
Fyy = 9, Fyy = 9y, Fn‘= 9H:

1) Sit-:he M. Abraham, Theorie der Elektrizitat, Bd. Il. Leipzig 1914,

§6. Die elektromagnetischen Potentiale; oder auch R. Gans, Einfiihrung

in die Vektoranalysis. Leipzig 1905, Kapitel IV, § 12, Die retardierten
Potentiale. Die Deflnition der 4 siche S. 59.

(183)

6*
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oder

" — %y F24 — — ’ 34— 2
(184) ¢ % ¢

F* = 5::’ F* = 5}_, F1t = 5:-

Bei der Vertauschung von jeweils zwei Indizes kehren sich die
Vorzeichen der Komponenten um.

Die Komponenten des elektromagnetischen Feldes sind
also Komponenten eines antisymmetrischen Tensors
II. Ranges F* (man bezeichnet diesen nach einer #lteren Termino-
logie auch als Sechservektor); sie lassen sich nach (166) auf
die Komponenten des elektromagnetischen Viererpotentials (180)
oder (181) zuriickfithren. Zur Beschreibung aller elektromagne-
tischen und optischen Vorginge ist also nur die Kenntms des
Vlererpotentnals notwendig. .

Wir zerlegen nun die Gmndgleichungen der Elektronentheorie
(110) bis (113) in ihre Komponenten und erhalten zwei Gruppen
von je vier Gleichungen:

39: _ 35, 1 3E 1
dy dz RY P QQx.
. T T T o oY
(185) 2% N . N
% % 136 _ 1
Tdax dy c o c "
aoz, 3G, B
.°y+ - ¢
sowie:
06,36, 135, _,
dy 0z c 3 ’
G +acﬁ,+1a& 5
. ox c
186 .
1e0 e, 36 L 138,
0x. Oy c ot
09: |, 3%y , 9. S
dx +3y dy | dz =0.

Die Definitionsgleichungen (174), (183) und '(184) lassen er-
kennen, daB man die Gleichungssysteme (185) und (186) in.der
vierdimens:onalen vektoriellen Form schretben kann:
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dFi

(187) —b—x: = s (i, k= i, 2, 3, 4)

und: o .
. -0 dF;

(188) Fu | OFu EB—=0 (@G kl1=1,2 3 4.

bxg b—xk —6;;

Die Gleichungen sind véllig mit (167) und (168) identisch;
damit ist der Beweis erbracht, dafl die Feldgleichungen der
Elektronentheorie in bezug auf die Lorentz-Transforma-
" tion igvariant sind. Die Feldgleichungen sind also in unserem
S. 41 formulierten Sinn bereits als physikalisch ,richtig® anzu-
sehen. Diese Invarianz der elektromagnetischen Grundgleichungen
gegeniiber der Lorentz-Transformation ist nicht nur eine analytische
Eigenschaft derselben; sie besagt vielmehr, daBl alle rein elektro-
magnetischen Bewegungs-Vorgiinge insofern relative sind, als sie
eine gleichformige Translation des Bezugssystems unbestimmt
lassen. Vor allem aber spricht sie zugunsten der Lorentz-Trans-
formation selbst. Wir haben in den Feldgleichungen der Elek-
tronentheorie ein System von Gleichungen, das die Erscheinungen
der Elektrizitdt und Optik im Bereich unserer Beobachtungsgenauig-
keit véllig hinreichend wiedergibt; dafl diese schon vor Aufstellung
des speziellen Relativitidtsprinzips gewonnenen Gleichungen letzteres
erfiillen, zeigt wohl, dal unser Prinzip in seiner mathematischen
Fassung (S. 30) als Grundlage der theoretischen Physik eine tiefere
Berechtigung hat. Die Grundgleichungen sind nun aber Differen-
tialgesetze; sie beschreiben die Vorginge im Unendlichkleinen.
Da die allgemeine Relativititstheorie andererseits im Unendlich-
kleinen bei besonderer Wahl des Koordinatensystems in die spezielle
iibergeht (vgl. S. 15), so -ist die Invarianz unserer Differential-
gleichungen zugleich eine wesentliche Stiitze fiir das allgemeine
Relativititsprinzip.

Dig¢ Gleichungen der Elektrodynamik in ihrer ilteren Form,
sowie in derjenigen der Tensoranalysis, beziehen sich zunéchst
auf ein ,ruhendes® System K. Gehen wir aus ihm in ein anderes -
K', K" ... iiber, so bleiben zwar die Grundgleichungen formal
ungedndert; die darin auftretenden Groflen nehmen jedoch in

1) Die Anzahl der Gleichungen (188) ist diejenige der Anzahl der

Kombinationen aus 4 Elementen zur dritten Klasse ohne Wiederholung,
also 4.
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jedem System andere Werte an. Da diese GroBen Vektoren und
Tensoren sind, so gelten fiir sie die in § 7 aufgesteliten Trans-
formationsgleichungen. Wir wollen nun im allgemeinen von der
Herleitung spezieller Transformationsgleichungen in der
Elektrodynamlk absehen, doch aber an zwex Belsplelen die Art
der Ableitung zeigen.

Der Einfachheit halber sei vorausgesetzt, da der Ubergang
von K’ nach K zufolge der speziellen Lorentz-Transformation (43)
erfolgt. Kontravariante Vierervektoren transformieren sxch wie
die Koordinaten. Also ist fiir den Viererstrom nach (43)

’ Qx+'u

- (189) g = ¢ = Vies v ¢y,  ea: =g
vqx
e=¢ yr_—

Fiir kovariante Tensoren II. Ranges gelten die Transformations-
gleichungen (144), die wir auch schreiben kénnen:

'__ 0x] 3xm .,
(190) Ftk = 6xl 'b—x; F[m.
So ist z. B.: :
3x, bx’ 0x, dx,
(191) Fi, = dx, dx, Fio + 55 3%, dx, o5

die iibrigen Glieder fallen fort. Unter Beriicksichtigung der Lérentz-
Transformation (39) und der Beziehungen (183) erhilt man:

B ,
(192) H: = Vl 8+ =6

Auf diese Weise leitet man folgendes System von Transformations-
gleichungen fiir die Komponenten des elektromagnetischen
Feldes her:

&x=(ﬁ: Sx——'s;:
| 6, _B TS o %6
(193) Vi—p Vi—pe
6, &—B% o 846
Vi—p Vi—p

Die Zerlegung des elektromagnetischen Feldes in einen elek-

!
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trischen und einen magnetischen Teil hat also aur relative Be-
deutung.
Wir stellen nun die fiir die Relativititstheorie wichtigsten Ten-
soren, die Viererkraft und den Energie-Impuls-Tensor, auf.
Die Dichte der ponderomotorischen Kraft des elektro-
magnetischen Feldes war:

(114) & — e €+ sl)-

‘Wir,kénnen auch diese in eine andere Form bringen.

Wir setzen die Beziehung an:
(194) p' = Fig; Gk=1,23,4)
und berechnen die vier Komponenten. Es ist unter Beachtung
von (184), (174) und (85):

(195) p'= F“s, + F'%s, 4 F'4s, = eq’ H: — eq’ $y + 0C: =

Q(Gx + [qblx) = i?x;

ebenso ist p* = §,; p* = §.. Die drei ersten Gleichungen von
(194) stimmen also mit (114) {iberein.
Ferner?!):

(196) pt= —i’— € + ¢,€, + q.C,) = —z—(q‘:})' .

qF ist die in der Zeiteinheit von der Kraftdichte geleistete Arbeit,
also die Leistungsdichte des elektromagnetischen Feldes.

Die Kompanenten der Kraftdichte bilden zusammen mit der
Leistungsdichte" (als zeitlicher Komponente) einen kontravarianten
Vierervektor p’;, den wir Viererkraft des elektromagneuschen
Feldes nennen.

Wir konnen auch eine kovariante Viererkraft definieren durch:

(197) - pi = Fys*,
wobei der Ubergang von den kontravarianten Vektoren und Ten-
soren zu den kovarianten und umgekehrt nach (161) und (162)

erfolgt. Ebenso wie nun in der Maxwellschen Elektrodynamik die
auf die Volumeneinheit wirkende ponderomotorische Kraft durch

1) Man beachte, daB q und [q§] zwei Vektoren sind, die aufeinander
senkrecht stehen. Deren skalares Produkt ist nach (80) null.
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einen symmetrischen Spannungstensor dargestellt wurde (S. 65),
kann auch die Viererkraft aus einem vierdimensionalen symme-
trischen Tensor, dem Energie-Impuls-Tensor, oder kiirzer
Energie-Tensor, hergeleitet werden.

Wir setzen:

(198) St = F F& — 38| FJ3,
wo & den Tensor mit den Komponenten 1(i = k) und O0(i k)
bedeutet (vgl. S. 73) und:
(199) |F|* =} FaF®
ist. Wir berechnen den Ausdruck‘)-

oSk B|F|’
200 _.__ kr .
( ) bek kZ’ iraxk'l'zr' bxk 221: Ax;
Hierbei wird fiir die rechte Seite:

L Glied = — > Fi,s"= — p;
r

wegen (187) und (197);
I Glied =2’Fk'(l O, 1 9F ")
k,r

weil :
aFri bpu aFg,
kr Frk Fkr .
%TF N kZ’ 0x, 2' ox, >’
L. 1dFp 1 1 thk,)
ML Glied — — 5 S 0r—=— 5 52 (pk,a + PR

1 xr O Fir
=227
wegen (161).
Also ist:

. 1 .
(. 4 IIL) Glied = — 7%’1?" (

bF,k 3F,,  OFy
3, + 3% dx; + bx,,) 0

wegen (167).

1) Wir schreiben ausnahmsweise die Summenzeichen.
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Wir erhalten demnach fiir die kovariante Viererkraft die Gleichung:

oSk .
(201) —_—pi = E (l, k= l, 2, 3, 4)

oder fiir die kontravariante Viererkraft:
) Sik
(202) —pt = EYs .

Damit ist die Viererkraft auf einen Tensor II. Ranges,
den Energie-Impuls-Tensor, zuriickgefiihrt. Dafl er sym-
metrisch ist, zeigt unmittelbar der Ansatz (198). ‘

Die Beziehungen '(201) und (202) sind ebenso wie die Defini-
tionsgleichungen (194) und (197) in bezug auf die Lorentz-Trans-
formation invariant; wir haben immer wieder von den Ableitungen
des § 7 Gebrauch gemacht, die sich auf die spezielle Relativitits-
theorie beschrinken (S. 77ff.). Die Komponenten des Energie-
Impuls-Tensors lassen sich nun aus bekannten Groflen der
Elektrodynamik darstellen.

Wir gehen von (198) aus und beachten (183) und (184).

' Dann ist z. B.:
§; = Fy, F" — § GFu F*) = .
H: + 9 — € -39 — €) =31 (€ + $") — € — 9z,
oder nach (129):
S} = S = 5,y
Ferner: '
s: = FlrF"= 6.\'52 —‘515)' = [ﬁslx,
oder nach (116):
S11 — S14 — @;
c

schliefllich: ‘
Si=—C - —C -3 —¢)=—1C +959,
oder nach (115): ’
St=w.
Fiilhren wir die Rechnung vollstindig durch, so erhalten wir
fir den kontravarianten Energie-Impuls-Tensor S, aus

dem nach (202) die Viererkraft folgt, die folgenden kontravarianten
Komponenten S*: '
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Ss
Sxx 5:y 5xz T
Gy
o Sxy Syy Sy: s
(203) S = S
==
Sxz Syzr Sz c
& & & 4
[4 [4 (4

Hierbei sind die Sxx, Sxy ... die Komponenten des Maxwellschen
Spannungstensors (129), S,, S,, S; die Komponenten des Poyn-
tingschen Vektors (116) und W die Dichte der elektromagnetischen
Energie (115). Wir werden diesem Tensor sogleich noch eine
etwas andere Form geben.

Wir wollen zeigen,.dafl die Gleichungen:

St
i —
(202) p 3%

zugleich den Energnesatz und die Impulssitze der Elek-
trodynamik enthalten, dafl sie also die dynamlsche Grund-
gleichung der Theorie der Elektrizitit und Optlk dar-
stellen.

Wir betrachten zuerst die zeiﬂiche Komponente. Nach (196)

e =L .

Ferner ist:

3% 1 G, |, 3G, 3G, | 1w 1 1aW
(2049) s;:—?(vﬂ“ +37 )+7r TWve+o5
also ist:
oW L
(205) Y3 +(@%) +dive = 0.

w
3 ist die Zunahme der elektromagnetischen Energiedichte in

' der Zéiteinheit; (q) ist die Arbeitsleistung der ponderomotorischen
Kraft, also die Zunahme der mechanischen Energiedichte in der

04
© Zeiteinheit, wofur ~— geschrxeben werden kann. D1e beiden ersten

Summanden geben dle gesamte Zunahme der Energiedichte. Nach
S. 58 stellt nun die Divergenz eine in der Zeiteinheit aus der
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Volumeneinheit austretende Strémung dar. Deuten wir den Vek-
tor © als elektromagnetische Energiestromung, so sagt
unsere Gleichung in der Form:

W A

aus: die gesamte in der Zeiteinheit erfolgende Zunahme der Energte-
dichte ist gleich der in die unendlich kleine Volumeneinheit ein-
tretenden Energiestromung. Durch Einfiihrung des B'egriﬂ’es der
elektromagnetischen Energiestromung haben wir so den urspriing-
lich fiir rein mechanische Vorginge gefundenen “Satz der Er-
haltung der Energie auf die Elektrodynamik ausgedehnt. Zu-
gleich ist darch (206) die Definition der Grdofe W (vgl. S. 61) als
elektromagnetische Energiedichte gerechtfertigt.

Eine Bemerkung ist noch wegen der partiellen Differential-

(208)

\

d d .
quotienten —5‘%’ bzw. b—': hinzuzufiigen. Die zeitliche Anderung

der Energiedichte eines kleinen materiellen Raumteilchens kann
einmal dadurch bedingt sein, dafl die Energie an einer gegebenen

9

Stelle sich #ndert; wir schreiben hierfiir b—PtV . Es kann aber
auch durch Lagedinderung des Raumteilchens eine Dichtednderung
. . Wdx ‘Wdy IWd:z .
eintreten; letztere ist dann Hﬂ_l—b_yﬁ Szdt Die ge-
samte zeitliche Anderung der Energiedichte eines bewegten
materiellen Raumteilchens ist demnach:
AW _dW _ dWdx  Wdy  Wdz
dt ¥t ' dxdt ' dydt ' dzdt

Fiir unseren Energiesatz (206) kommt nur die Anderung fiir
ein mit einem ,ruhenden® Koordinatensystem fest verbundenes

(207)

- h
Raumteilchen, also die Anderung an einem gegebenen Ort g in

Frage. Betrachten wir dagegen einen sich unter dem Einflul rein
mechanischer Kriifte bewegenden Massenpunkt, so ist die ge-
samte Energieiinderung durch die Einwirkung der Kraft bedingt

dt
auch z. B. fiir den Impuls.

und wir kdnnen setzen: dE _ q&. - Dieselben Uberlegungen gelten

Y
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Ist nun in Gleichung (206) divS = 0, tritt also in die Volumen-
einheit Energie weder aus noch ein, so ist:
W ¥

(208) T3 + Yl o,
oder: '
(2Q9) W + A = konstant,

‘Es findet also nur eine Umsetzung von elektromagnetischer
Energie in mechanische und umgekehrt statt.

Betrachten wir rein elektrodynamische Vorginge, so ist
A = 0, also lautet unser Energiesatz fiir die Volumeneinheit:

- (210) ?—:'+ divG =o0.

Wir behandeln nun die drei riumlichen Komponenten von (202)
zusammen. Es ist [vgl. (127)]:

- dSH* Vs, ds ds 136
1 — 90 X O05xy xz 1 x
@ p=8 D% (ax Tyt T a at)
136,
=%

Entsprechende Werte erhalten wir fir p* und p®; die Zusam-

menfassung in eine dreidimensionale Vektorgleichung ergibt also:
106

Damit ist der zwischen den Griofien § und P bestehende Zu-
sammenhang (vgl. S. 65) gefunden. Wir wollen zeigen, daB die
Gleichung (212) den Satz der Erhaltung des Impulses in der
Elektrodynamik darstellt.

Erinnern wir uns zuniichst an die Bedeutung, welche dieser
Satz (auch als Satz der Erhaltung ‘der Bewegungsgréfe oder Im-
pulsgréfile bezeichnet) in der klassischen Mechanik hat.

Wir bezeichnen als mechanischen Impuls die Grofle:

dr
(213) G=m at’
so dafl, wenn & die wirkende Kraft ist, die Bewegungsgleichungen
lauten:’
dx d6
& ist also die Zunahme des Impulses in der Zeiteinheit; (214)
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sagt aus, daB der Impuls des sich bewegenden Massenpunktes nur
durch Einwirkung einer Kraft anwiichst. Ist ein mechanisches
System im Gleichgewicht, 1st also fiir dieses 2R = 0, so ist auch-

2’———— = 0, oder:

(215) 2 ® = konstant.

Die letztere Gleichung stellt den Satz der Erhaltung der Im-
pulsgrdfle im engeren Sinn dar; nach (215) ist die Summe der
Impulse eines abgeschlossenen Systems konstant.

Nun gehen wir zu (212) zuriick. Die ponderomotorische Kraft-
dichte § ist dort die durch die elektromagnetische Kraftwirkung
bedingte Zunahme des mechanischen Impulses &, bezogen auf die

»ruhende® Volumeneinheit, also der Impulsdichte. Wir konnen
setzen:

(216) | F =

ot

Um in Ubereinstimmung mit dem mechanischen Impulssatz zu
bleiben, deuten wir ferner die Grége:

1

als elektromagnetische Impulsdichte'), sowie P = — bdins
als elektromagnetische Impulsstrémung. Jede Komponente
der Impulsstromung ist eine Divergenz, also eine Strémung in
dem S. 58 erlduterten Sinn. Die die Impulsstromung charakteri-
sierenden Gréflen sind die Komponenten der Maxwellschen Span-
nung, sie bilden also einen dreidimensionalen kontravarianten Tensor
II. Ranges.

Die Gleichung (212) sagt nun aus, daf die Zunahme des
mechanischen und elektromagnetischen Impulses zusammen gleich
der eintretenden Impulsstrémung bezogen auf Volumen- und Zeit-
einheit ist. Wir haben damit die allgemeinste Form des Satzes
der Erhaltung des Impulses, den wir auch schreiben kdnnen:
. L]
(218) 3
1) Dieser Begriff gilt in der Physik unabhdngig von der Relativitifs-

theorie. Vgl. M. Abraham, Theorie der Elektnzntit Bd. II, 3. Aufl. Leipzig
1914, S. 189.

= — divs.
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Findet fiir ein System kein Zu- oder Abstromen des elektro-
magnetischen Impulses statt, ist dins — 0, so ist:
06 | dg

oder:
(220) ® + g = konstant.

Die Summe aus mechanischem und elektromagnetischem Im-
puls bleibt also fiir die Volumeneinheit unveriindert.
Betrachten wir wieder rein elektromagnetische Vorginge, so
geht (218) iiber in:
g

(221) s =B = —tivs.

Infolge der Einfiihrung der elektromagnetischen Impulsdichte g,
die an Stelle von —::—6 in den letzten Gliedern der drei rium-

lichen Komponenten von (2b2) tritt, ist nun der Energie-Impuls-
Tensor (203) in der Form zu schreiben:

Sxx Sxy Sxz CQx

Sxy Syy Syz CQy

(222) S == sxz syz sll c 9:
& & &
[ 4 c

Aus diesen endgiiltigen Werten des Energie-Impuls-Tensors er-
geben sich nach (202) die gegen die Lorentz-Transformation in-
varianten Energie- und Impulssitze. Da die Komponenten des
Tensors (222) aus dem Viererpotential (180) bzw. (181) hergeleitet
werden konnen, so sind auf letzteres die sidmtlichen Zustands-
grolen der Elektrodynamik zuriickgefiihrt.

Die Grundgleichungen der Elektrodynamik der speziellen Rela-
tivitdtstheorie haben sich im Vorhergehenden als identisch mit den-
jenigen der Elektronentheorie erwiesen. Nur galten diese in der
Elektronentheorie fiir ein bevorzugtes System, wiihrend sie in Wirk-
lichkeit in allen Systemen bestehen, die durch irgendeine Lorentz-
Transformation auseinander hervorgehen. Diese Sachlage bringt
es mit. sich, dafl die Elektrodynamik der Relativitdtstheorie zu
keinen neuen Ergebnissen fiihrt, wenn auch in ihr die besonderen
Annahmen, welche die Elektronentheorie zur Erkldrung einzelner Er-
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scheinungen machen mufite, in Wegfall kommen (vgl. S. 17). Das-
selbe gilt fiir die Optik; Erscheinungen wie z. B. Aberration oder
Dopplersches Prinzip ergeben sich ohne weiteres aus dem spezi-
ellen Relativititsprinzip.

Die Relativititstheorie ist nun auch in der Lage, in einfacher
Weise eine Elektrodynamik bewegter Korper aufzubauen?). Doch
wiirde es den Rahmen dieser Einfiihrung iiberschreiten, wenn
solche spezielleren Fragen hier behandelt werden soliten. Ebenso
mufl auf eine Darstellung der Thermodynamik verzichtet werden;
wir miissen uns vielmehr dem wichtigsten Gebiet der Relativitiits-
theorie, der Mechanik, zuwenden, '

§ 9. Die Mechanik der speziellen Relativititstheorie.
Materie und Energie.

Die klassische Mechanik gehorcht dem speziellen Relativitits-
prinzip in der ihm S. 30 gegebenen mathematischen Formulierung
nicht; ihre Grundgleichungen sind gegen die Lorentz-Transforma-
tion mnicht invariant.

Wir miissen also- die Mechanik auf neuer Grundlage aufbauen.
Die Elektrodynamik hatte uns auf die Grundgleichungen (202) ge-
fiihrt, die sich in den Satz der Erhaltung der Energie (205) und
der Erhaltung des Impulses (212) zerlegen lielen.

Beide Erhaltungssitze stellen, wie schon im vorhergehenden
Paragraphen (S. 91 u. 92) ausgefiihrt wurde, Erfahrungstatsachen
dar, die zuerst in der Mechanik gewonnen worden sind. Die
Sitze der Erhaltung der Energie und des Impulses miissen also
auch die wesentlichsten Grundlagen der neuen Mechanik bilden.

In welcher anslytischen Form sind sie anzusetzen?

. Beide Sitze miissen auch in der Mechanik gegen die Lorentz-
Transformation invariant sein. Treten mechanische und elektro-
dynamische Vorginge zusammen auf, so mufl die Beschreibung
dieser gemeinsamen Vorginge nach dem Relativititsprinzip in allen
Systemen K, K ... dieselbe sein. Seien z. B. Krifte mechanischen

1) H. Minkowski, Die Grundgleichungen fiir die elektrodynamischen
Vorgdnge in bewegten Kdrpern. Nachr. der Ges. d. Wiss. zu Géttingen.
Math, Phys. KI. Sitzung vom 21. Dez. 1907. Abgedruckt in H. Minkowski,

" Zwei Abhandlungen iiber die Grundgleichungen der Elektrodynamik. Leipzig
1910, .
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und elektrodynamischen Ursprungs in einem System im Gleich-
gewicht, so miissen sie es in jedem anderen auch bleiben. Alle
ponderomotorischen Krifte, nicht nur diejenigen des elektromagne-
tischen Feldes, miissen sich der Lorentz-Transformation gegeniiber
gleich verhalten. Wir geben deshalb den Erhaltungssitzen bei rein
mechanischen Vorgingen dieselbe Form wie bei rein elektro-
dynamischen Vorgidngen [vgl. (210) und (221)], wir ordnen daxmt
formal die Mechanik der Elektrodynamik unter.

Der Satz der Erhaltung der Energie lautet also in der Me-
chanik:

. )
(223) altv +divG =0,
der Satz der Erhaltung des Impulses:
)
(224) 3%- — — divs.

Beide Glelchungen gelten wieder fiir die Volumenemhelt- wir
werden also durch unsere Ansitze zunichst auf eine Mechanik
der Kontinua gefiihrt. Die Bedeutung der Grofien Si., 5;, cery
S, g und W ist nun natiirlich eine andere als in der Elektro-
dynamik, doch bilden sie in ihrer Gesamtheit wieder einen kon-
travarianten, symmetrischen Tensor II. Ranges. W ist jetzt die
mechanische Energiedichte, deren Anderung durch ein Zu- oder
Abstromen von Energie (durch eine Arbeitsleistung in irgendeinem
Sinn) bedingt ist. Wir dehnen also die Vorstellung der Energie-
stromung als Vektor & auch auf die Mechanik?) aus, indem wir
alle Energieiibertragung als Vorgiinge der Nahewirkung auf-
fassen. Dazu gehéren: mechanische Energieleitung durch Druck
oder Stofl, Wirmestrahlung und Wérmeleitung, Konvektionsstrmung
von Atomen und Elektronen, schlieBlich auch die Energiefort-
pflanzung der Gravitation. Unsere Gleichung (223) sagt dann
aus, daf die Anderung der Energiedichte an irgendeiner Stelle in
der Zeiteinheit gleich der in die Volumeneinheit ein- oder aus-
tretenden Energiestrémung ist.

In Gleichung (224) bedeutet ¢ nun den mechanischen Impuls

der Volumeneinheit und die Impulsinderung b_g die von der Vo-

1) vgl. M. Planck, Bemerkungen zum Prinzip der Aktion und Reaktion
in der allgemeinen Dynamik. Physik. Zeitschr. Bd. 9, S. 828, 1908.




§ 9. Die Mechanik der speziellen Relativititstheorie usw. 97

lumeneinheit ausgehende oder auf dieselbe einwirkende mechanische
Kraft. In unserer Nahewirkungsmechanik ist die Impulsénderung
durch eine mechanische Impulsstrémung hervorgerufen, die durch
die Komponenten s; eines dreidimensionalen Spannungstensors
festgelegt ist. Die Wirkung beliebiger mechanischer Kriifte lidfit
sich durch einen solchen Tensor darstellen; der Spannungstensor
der Elastizititstheorie ist nur ein spezieller Fall. :

Impulsdichte und Energiestromung stehen auch in der Mechanik
in dem einfachen Zusammenhang:

]

Der stromenden Energie kommt also ein Impuls zu (Satz vom
Impuls des Energiestroms).

Betrachten wir nicht rein mechanische Vorginge, sondern solche
die teils mechanischer, teils elgktromagnetischer Natur sind, so
konnen wir — wie aus den Erwidgungen dieses und des vorher-
gehenden Paragraphen hervorgeht — die Erhaltungssdtze der
Energie und des Impulses in derselben Form (223) und (224) bei-
behalten. Die darin vorkommenden Grofien bedeuten dann gleich-
zeitig mechanische und elektromagnetische Energie, Impulskompo-
nenten usw. Wie auch Gleichung (209) und (220) zeigt, stellen
die mechanischen und elektromagnetischen ‘Zustandsgrofen nur
verschiedene Erscheinungsformen der einen Energie, des einen
Impulses dar. Doch wir wollen uns im folgenden lediglich anf
mechanische Vorgidnge beschrinken.

Die Gleichungen (223) und (224) sind aus (202) dadurch her-
vorgegangen, dafl wir p! = O setzten. Wir kénnen also auch fiir
die Mechanik beide wieder in die Form:

3T

zusammenfassen.  Wir haben damit die dynamische Grund-
gleichung der Mechanik gewonnen. T#* jist ein Tensor der
S. 94 angegebenen Art, fiir welchen wir einen Inhalt suchen
miissen.

Durch folgenden Ansatz, den wir fiir die Mechanik des Punktes
eingehender erdrtern wollen, werden wir zu Gleichungen gefiihrt,
.welche die Newtonschen Grundgleichungen als Niherungsglei-

Kopff, Relativititstheorie. , 7
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chungen enthalten. Unser Ansatz steht also dadurch mit der Wirk-
lichkeit von vornherein in weitem MaBe in Ubereinstimmung. Wir
zerlegen T* in zwei Tensoren:

(227) T — Rik | Si,
Hierbei ist:

dx, dxk
Hogs ds

U, ist die der elektromagnetischen (vgl. S. 81) entsprechende
mechanische Ruhedichte. &' bzw. u* sind die Komponenten
der Vierergeschwindigkeit (vgl. S. 81). R¥* hiingt lediglich von der
bewegten Materie ab; der Tensor R* heiit Energie-Impuls-
Tensor (oder Energietensor) der Materie. Wihlen wir die Zeit-
einheit so, dafl ¢ = 1 wird (vgl. S. 24), so ist:

(229) R* = u, u'uk, 4
S* ist ein Tensor, der die auf die Volumeneinheit einwirken-

den #ufleren Krifte festlegt. Nach (202) kénnen wir - formal
setzen: '

(228) R* = c*u n'n* = c*

d St .
(230) = - P'y

bxk

wo nun die p’ die Komponeqten der dufleren mechanischen Vierer-
kraft (vgl. S. 87) sind. Wirkt keine #uere Kraft, so ist pi =10
und; :
(231) T# — R¥ — c*u n'nk.
- OR* | .
Wir kénnen nun dem Ausdruck Y eine einfachere Form
%

geben.

Wir erhalten:

OR* ib(,uou") .., 0@
P e L v

’ d(u, ) . oy C
Der Ausdruck Y ist null. Wir konnen ihn n#mlich in
k

der Form schreibén:

d(u,u) ox, dxA) d dx,
@33) == axl("" w, ds) T T e ( Ko ds)
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Da nach (173) dx‘ -——-1——’! und nach (170) die Gréle
q .
V‘ -
—”"—:f =u i;t, wobei u die Dichte der Materie in demjenigeti
4
¢

System bedeutét, in .welchem die Bewegung mit der Geschwindig-
keit g erfolgt, so lautet unser Ausdruck nun:

wo ™0 (o

bxk Sx_l bx‘

YR
)+....+ ‘u.

dx,

Setzen wir diesen null, so erhalten wir in dlterer Bezeich-
nung: '

o . .
(235) a—":—l—dw(yq)—-—-o.

*  Wir haben damit die Kontinuitdtsgleichung der Materie?)
erhalten, d. h. den analytischen Ausdruck dafiir, das diejenige

Materie, die in der Zeiteinheit in . die Volumeneinheit eintritt '
(also %!tﬁ)’ durch die Oberfliche hineingelangt (vgl. die Definition

der Divergenz S. 58).
Danach wird:
: R . LLu o ddldx dd
(236) m—tﬂﬂm——(:ﬂomd—s—-c#oi?,
und die dynamische Grundgleichung (226) geht unter Beriick-
sichtigung von (230) iiber in:

du .
(237) ctu, ds = p! (i=1234).

Sie bezieht sich wiederum auf die Volumeneinheit. Ihre In-
varianz in bezug auf die Lorentz-Transformation folgt unmittelbar
aus der vektoriellen Form. :

Nun wollen wir die Bewegung ¢iner Masse betrachten, die
wir uns im Schwerpunkt vereinigt denken. Wir haben beide
Seiten von (237) iiber das Volumen der Masse zu integrieren und
erhalten so dieBewegungsgleichungeneines Massenpunktes.

1) Vgl. auch z. B. R.Gans, Exnl’uhrung in die Vektoranalysis, S. 66.
Leipzig 1905.

7%
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Es wiire unstatthaft, beide Seiten der Gleichung (237) mit d V, dem
Volumenelement, zu multiplizieren; dV ist keine Invariante der
Lorentz-Transformation (vgl. S. 43), und der Vektorcharakter einer
Gleichung bleibt nur erhalten, wenn die Komponenten mit einer

Invarianten multipliziert werden. Eine solche ist aber av =
: q
T
Wir konnen also setzen:
da' d d
(238)  ctp, = Ve —cam ¥ —p 4V
ds ‘V q d qz
1 — = 1 1
c® c®

wo dm das Massenelement bedeutet. Da die Komponenten von
Geschwindigkeit und Beschleunigung fiir alle Teile unserer Masse
dieselben sind, so.ergibt die Integration iiber das ganze Volumen:

(239) ctm dui == "—l—Afp'dV= ___;L: Ki.
ds V ql V q2

du’ . . : .
s sind die Komponenten der Viererbeschleunigung unseres

Massenschwerpunktes, K! die Komponenten der auf die ganze Masse
wirkenden Viererkraft.

In Analogie mit der Viererkraft des elektromagnetischen Feldes
(S. 87) kénnen wir fiir die Komponenten von

4 : 1 dE
(240) Ki: R, R, R,, - @
schreiben, wo Ki, Ky, &, die drei Komponenten der auf unseren

Massenpunkt wirkenden Kraft & sind, % die Zunahme der Energie,

d. h. die von & in der Zeiteinheit geleistete Arbeit. Wir konnen
auch die Komponenten der Viererbeschleunigung in eine andere
Form bringen. Es ist nach (172) und (173):

du* d (dx, dx, 1

“ds _ ds\dx, ds dt ro
1— 1—-5

du® du®
Entsprechend lautet 3 und ar )

(241)
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Ferner ist:

S . |
(242) L !

dS EV q‘ ‘V q’.
I—FC I—F

Die Gleichung (239) fiihrt deshalb, wenn wir die drei ersten
Komponenten sofort wieder zu einer drexdxmenslonalen vektoriellen
Beziehung zusammenfassen, auf:

__d mqg
(243) R—dt<V 7
11—
c

und:

. dE d mc2
(244) TR 7
s

Wir haben damit die Minkowskischen Grundgleichungen
fir die Dynamik des Massenpunktes erhalten. Entsprechend der
Gleichung (202) in der Elektrodynamik (vgl. S. 90) stellt (243) den
Satz der Erhaltung des Impulses, (244) den Satz der Erhal-
tung der Energie dar.

Abweichend von der klassischen Mechanik hat in der Rela-
tivitdtstheorie der Impuls die Form:

(245) G =19 .

Doch kommen wir dem Wert (213) um so n#her, je kleiner
q ist.
Fiir die Energie folgt aus (244):

mc® 1 3q"
24 _—— = 3 —_— —_ ceee
@46) E Y ”""(H'zc' g &+ ) :
—
. 1 3 4
=mc’+—2—mq’—l—§m%+""

Fiir kleine Geschwindigkeiten g stimmt die kinetische Energie
bis auf das konstante Glied mc* sehr nahe mit dem Wert der
klassischen Mechanik 2 mg® iiberein. Wir finden also, daB fiir
Geschwindigkeiten von Massenpunkten, die verglichen mit der
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Lichtgeschwindigkeit klein sind, die Dynamik der speziellen Rela-
tivititstheorie in die Newtonsche iibergeht. Unser Rela'tivititsprinzip
fiihrt also in der Mechanik zu neuen Grundgesetzen, welche die
bisher geltenden als Niherungsgleichungen in sich enthalten, und
welche deshalb auch den grofiten Teil der Vorgiénge in der Natur
mit wenigstens derselben Schirfe darstellen wie die Newtonschen
Grundgleichungen.

Da erst fiir groflere Geschwindigkeiten merkbare Unterschiede
zwischen beiden Theorien auftreten, so konnen erst solche Vor-
.ginge die Berechtigung der Relativititstheorie erweisen. Der Be-
obachtung zugiinglich sind grofiei Geschwindigkeiten von Massen-
punkten bei allen Korpuskularstrahlungen. Diese gestatten also,
die Gleichungen (243) und (244) auf ihre Richtigkeit zu priifen.
Eine Ubereinstimmung mit den Beobachtungen findet statt. Doch
fiihrt auch hier wieder die Lorentzsche Elektronentheorie in Ver-
bindung mit der Annahme des nichtstarren Elektrons (vgl. S. 43) zu
demselben Bewegungsgesetz, so daf} also die Strahlungserscheinungen
nicht zwischen Elektronen- und Relativitétstheorie (wie auch schon
nicht mit Sicherheit zwischen der Annahme eines starren oder un-
starren Elektrons) entscheiden konnen?). -

Eine Liicke vor allem ld8t nun die spezielle Relativititstheorie
in der Mechanik. Wollen wir auf besondere Fille eingehen, so
mufl die iufere Kraft & bekannt sein. Fiir den wichtigsten Fall,
daB R die Gravitationskraft ist,. fehlt uns in der speziellen Rela-
tivititstheorie die Losung. Das Newtonsche Gravitationsgesetz ist
‘ein Fernwirkungsgesetz. Wir miiiten aber nach (230) die Kompo-
nenten K [vgl. (240)] auf Tensorkomponenten S* zuriickfiihren
konnen; die Wirkung der Gravitation miiite durch ein Nahewirkungs-
gesetz darstellbar sein. -

-Erst die allgemeine Relativititstheorie kann die Lésung dieses
Problems bringen. Doch bevor wir uns dieser zuwenden, ziehen
wir noch eine letzte Folgerung aus unseren mechanischen Grund-
gesetzen. : ‘ '

1) M. Abraham, Theorie der Elektrizitit. II. Bd., 3. Aufl,, § 22. Vgl
auch die Literaturangaben bei M. Laue, Das Relativititsprinzip, sowie
z.B. A.H.Bucherer, Messungen an Becquerelstrahlen. Die experimentelle
Bestitigung der Lorentz-Einsteinschen Theorie. Physik. Zeitschrift Bd. 9,
1908, S. 755. C :
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Die Gleigchung (225) zeigte, dafl die sich bewegende Energie
einen Impuls besitzt. Der Impuls ist aber in der Mechanik an
die sich bewegende trige Masse gekniipft; es muBl also der
Energie ebenso wie der Masse Trigheit zukommen. In der Tat
besteht nicht nur, wie die Gleichung (225) erwarten lifit, ein
enger Zusammenhang zwischen Energic und Masse, sondern die
Masse, die Materie, selbst erweist sich als eine besondere Form
der Energie. Die zwischen Masse und Energie bestehende Be-
ziehung kdnnen wir auf verschiedene. Weise herleiten. Durch .(228)
hatten wir den Energie-Impuls-Tensor der bewegten Materie definiert.
Betrachten wir denselben Tensor fiir das System, in welchem die
Materie ruht, so lauten [vgl. (173)] seine Komponenten:

0000
0000
0000
0 0 0cy,

‘An derselben Stelle, an der hier c2u, steht, befindet sich in
der Elektrodynamik die Energiedichte W. Zwischen Energiedichte
und Massendichte erwarten wir also den Zusammenhang W = c’p,.

Dies wird durch (246) bestitigt.

Die Energie eines ruhenden Kérpers wxrd nach diéser Gleichung
aicht null, sondern es ist:

{(248) E = c*m.

Die Energie einer Masse in dem System, in wélchem der Kérper
ruht, ist gleich dieser Masse multipliziert mit ¢* (Satz der Trig-
heit der Energie). ’

Eine Anderung der Masse bedingt eine solche der Energie und
‘umgekehrt; die Masse ist also eine besondere Energieform.

Noch anschaulicher werden die Verhiltnisse durch folgende
ﬁberlegung’). Ein abgeschlossenes System ebener Lichtwellen moge
sich im Koordinatensystem K unter einem Winkel ¢ gegen die
positive x-Achse fortbewegen. Der Betrag der Energie des sich
bewegenden Systems sei E. Transformieren wir die Energie E -
-auf ein Koordinatensystem K’, das sich gegen K geradlinig und

247) R=

1) A.Einstein, Ist die Trigheit eines Kdrpers von seinem Energie-
inhalt abh#ingig? Annalen der Physik Bd. 17 (1905). Abgedruckt in Lorentz-
Einstein-Minkowski, Das Relativitdtsprinzip. Leipzig 1915.
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gleichformig mit der Geschwindigkeit v parallel der x-Achse bewegt,
so ergibt sich?): : -
‘: 1—f8cos ¢
249 | E'=E———7~
( ) . m 2

v
wo = s ist.

Nun befinde sich im System K ein Korper ruhend mit der
Energie E,; seine Energie in K’ sei E;,. Er sende unter einem
‘Winkel ¢ gegen die x-Achse nach entgegengesetzten Richtungen

die Energie -—g— (im System K gemessen) aus.

Dann ist die Energie nach der Aussendung in K:

(250) E,=E, —(5—-{-—5—) =E,—E .
in K':

o g _(EV—Bcosgp Eltfcosg) , _E |
e E=F—(; Viep 2 vm) B yi=p

Die Subtraktion beider Gleichungen ergibt:
: 1
(252) (E’—E)=(E’——E)-—E(———+—l)~
] 1 1 o 0 Vi‘-_—ﬁg
Der Unterschied der'Energien E, und E|, bzw.-E, und E] im

System K und K’ ist aber gerade (die kinetische Energie des in K
ruhenden Kérpers vor und nach der Enmergieabgabe. Setzen wir:

" (253) , Ec—E,=K,, E;—E, =K,,
so wird: ¢ :

1 « . E v®
@4 K, =K —EQ+if+ - —)=K—5 2,

wenn wir uns auf die Glieder zweiter Ordnung beschrinken. Da
die kinetische Energie einer Masse m durch 1 mv® gegeben ist,
so miissen wir aus (253) schlieen, daB der Korper vor dem
Aussenden die Masse m, und nachher die Masse m, besitzt,
und daf:

v? v® E ®

(255) m, "é— .= m, 2 F —E' N
1) Die Herleitung der Transformationsgleichung findet sich bei A. Ein-

stein, Zur Elektrodynamik bewegter Krper. § 8. Annalen der Physik Bd. 17
(1905). Abgedruckt wie bei Anm. auf voriger Seite.
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oder:

E
(256) my=m,— 5 ) l
ist.

Gibt ein Korper Energie ab, so verkleinert sich seine Masse

um -cE—s Zwischen tréger 'Masse und Energie besteht die Be-
. 1

ziehung:
E !
(257) m = "

Die trige Masse eines Kdrpers ist ein Mafl fiir seinen
Energieinhalt. Masse ist zusammengeballte Energie. Materie
und elektromagnetisches Feld sind also identisch. Die
Energie des elektromagnetischen Feldes existiert, ebenso wie die
Materie, als etwas vdllig Selbstindiges und ist nicht an ein unab- °
hingig davon bestehendes Medium, den Ather der klassischen
Physik (vgl. auch S. 18), gebunden. Man kann Materie in Energie
transformieren und umgekehrt.

Qualitativ wird dieses Ergebnis durch die Erscheinung des
Zerfalls radioaktiver Substanzen bestiitigt, doch bedeutet ein Energie-
verlust von 1 Erg einen Massenverlust von 9-10—2 g, so dall eine
quantitative Nachpriifung augenblicklich nicht durchfiihrbar ist.

Aus der Identitit von triger Masse und Energie folgt noch:
der Satz der Erhaltung der Energie und der Satz der Erhaltung
der Materie schmelzen zu einem einzigen zusammen, den wir den
Satz der Erhaltung der Energie nennen. Neben ihn tritt als
vollig gleichwertig der Satz der Erhaltung des Impulses, die beide
zusammen auch die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie
bilden werden.




Zweiter Teil.

Allgemeine Relativititstheorie.

§ 10. Das Aquivalenzprinzip.

Die klassische Mechanik hat- bereits gelehrt, dafl alle gerad-
linigen und gleichférmigen Bewegungen von Massen relative sind;
bei allen mechanischen Bewegungsvorgdingen bleibt eine gleich-
formige Translation unbestimmt, ’

Die spezielle Relativititstheorie hat ferner gezeigt, dal auch
die elektrischen und optischen Bewegungsvorgiinge, soweit gleich-
formige Translationen in Frage kommen, als relative aufzufassen
sind. Durch die Aufstellung der Lorentz-Transformation gelang
zuerst fiir das Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit der
Nachweis, dafl eine Ausdehnung des Relativitdtsprinzips der Me-
chanik auf Elektrizitit und Optik méglich ist, wenn nur der Zeit-
begriff als ein relativer angenommen wird, und die Euklidische
Geometrie- sich auf zueinander ruhende Gebilde beschrdnkt. Eine
neue Mechanik war freilich die notwendige Folge der Lorentz-
Transformation.

Neben den relativen Bewegungen kennt nun aber die klassische
Mechanik absolute. Wenn wir ein Galileisches (absolutes) Ko-
ordinatensystem als ein solches definieren, in welchem die New-
tonschen Bewegungsgesetze (1) gelten, so sind alle rotierenden
Koordinatensysteme davon grundsitzlich verschieden. Im Galilei-
schen Koordinatensystem bewegt sich ein keinen #uBeren Kriften
unterworfener Massenpunkt geradlinig und gleichférmig weiter, im
rotierenden System (auch im gleichformig rotierenden) wirken
Zentrifugalkréifte auf ihn ein. Das Auftreten dieser Krifte ist an
die Rotationsbewegung gegen ein Galileisches Koordinaten-
system gebunden; die Rotation ist damit eine absolute Bewe-
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gung. Dieser Standpunkt der klassischen Mechanik verzichtet ein
fiir allemal auf eine erkenntnistheoretisch befriedigende Erklédrung
der Rotation.

Demgegeniiber haben bereits unsere einleitenden Ausfuhrungen
S. 14 erkennen lassen, dafl eine solche Erklirung in den Rahmen
des MG&glichen tritt, sobald wir unser Relativititsprinzip zu einem
aligemeinen erweitern. Die Rotation ist dann eine Bewegung, die
relativ zu irgendwelchen Massen, erfolgt. Die Zentrifugalkrifte
sind nicht durch die Rotation gegen ein Koordinatensystem, son-’
dern durch'eine solche gegen die Massen verursacht und durch.
letztere bedingt. Ganz allgemein betrachten wir jetzt jede be-
liebige Bewegung, also die Beschleunigung und Rotation, als eine
relative. Eine Masse und eine zu ihr beliebig bewegte z, B. bilden
ein System, das selbst irgendeine willkiirliche, fiir immer unbe-
stimmbare Bewegung ausfilhren kann. Durch diese Auffas-
sung erst gelangen wir in Ubereinstimmung mit der un-
mittelbaren Anschauung, die uns immer nur Bewegungen
von Kdrpern oder Energien relativ zueinander zeigt.

Hieraus ergibt sich sofort eine grundlegende Forderung fiir die
Beschaffenheit der allgemeinen Gesetze der Physik.

Haben wir jetzt in einem Koordinatensystem allgemeine
Grundgesetze der physikalischen Naturbeschreibung gefunden, so
miissen sie in jedem dazu beliebig bewegten System ihre
Form behalten. Wire dies nicht der Fall, besiflen die Grund-
gesetze nur in einem Koordinatensystem oder in einer Gruppe
von solchen Giiltigkeit, so kdnnten wir durch die Beobachtung
feststellen, ob wir uns in einem ausgezeichneten System, oder in
(»absoluter®) Bewegung zu diesem befinden.

Wir unterscheiden in der allgemeinen Relativititstheorie nicht
mehr zwischen Koordinatensystemen, in bezug auf welche die
Grundgesetze gelten oder nicht gelten; ihr analytischer Ausdruck
muBl bestehen bleiben, wenn das Bezugssystem beliebige, von
Stelle zu Stelle verschiedene Bewegungen ausfiihrt. Wir haben
damit ein Prinzip gewonnen, das uns bei der Aufstellung aller
Grundgesetze leiten mufl: die allgemeinen Naturgesetze sind
fiir jedes beliebig bewegte Koordinatensystem. invariant.

Dies bedeutet eine ungeheuere Veremfachung der phys:kallschen
Naturbeschrexbung :



108 . Allgemeine Relativititstheorie.

Stellen wir uns auf den Boden dieses allgemeinen Relativitiits-
prinzips, so besteht unsere Aufgabe darin, Naturgesetze, welche
diese allgemeine Invarianzeigenschaft besitzen, zu gewinnen und
mit der Wirklichkeit zu vergleichen. Das Ergebnis dieses
Vergleiches wird dariiber entscheiden miissen, ob unse-
rem allgemeinen Relativititsprinzip die Berechtigung
zukommt, als grundlegendes Prinzip an die Spitze der
Physik zu treten. ,

Doch ehe wir zur analytischen Behandlung der uns vorgelegten
Aufgabe schreiten, kdnnen wir der Frage ndher treten, ob in
Elektrizitit und Mechanik iiberhaupt Hinweise auf die Relativitit
beliebiger Bewegungen vorhanden sind. Inwiefern dies fiir Elek-
trizitit und Optik zutrifft, ist bereits S. 85 ausgefiihrt worden.
Noch sinnfilliger tritt dieser Hinweis in der Mechanik zutage.

Wir behandeln ein einfaches Beispiel. Wir betrachten einen
fallenden Stein — d. h. einen sich selbst iiberlassenen Massen-
punkt — in einem Zimmer, das unser Koordinatensystem dar-
stellen moge. Der Stein fillt mit einer gewissen Beschleunigung
zu Boden. Die Ursache hierfiir suchen wir im Gravitationsfeld
der Erde, das wir im Bereich des Zimmers als homogen an-
sehen konnen. Die Bewegung des Steines erfolgt dabei in bezug
auf unser ruhend oder gleichformig bewegt gedachtes Koordinaten-
system, das fiir die Beschleunigung des Steines nach der Auf-
- fassung der klassischen Mechanik ein absolutes ist. In ihm
gilt das Newtonsche Bewegungsgesetz; die Schwerkraft ist eine
der im Newtonschen Gesetz zuldssigen Krifte und hat mit dem
gewidhlten Koordinatensystem an sich nichts zu tun.

Nach der allgemeinen Relativititstheorie dagegen ist die Be-
wegung des Steines in bezug auf das Zimmer eine relative. Die
' bewegte Masse (Stein) und die Bezugsmasse (Zimmer) miissen
miteinander vertauscht werden kdonnen, ohne dafl die Beschrei-
bung des Bewegungsvorganges sich im Prinzip #éndert.
Wir miissen sagen konnen: der Stein bewegt sich mit der Be-

schleunigung g gegen die Erde, oder die Erde?) bewegt sich mit der
Beschleunigung g gegen den Stein. Im ersten Fall befindet sich
der Stein im ruhenden Gravitationsfeld der Etde.” Im zweiten Fall
ruht der Stein bzw. befindet sich in gleichfésrmiger Translation und

1) Hinzuzufiigen ist strenggenommen: und das gesamte Universum.
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das Koordinatensystem besitzt eine Beschleunigung, die der des
fallenden Steines im ersten Fall entgegen gerichtet ist; ein Gravi-
tationsfeld ist im zweiten Fall nicht vorhanden.

Hierbei ist zu beachten, dafl das Gravitationsfeld der Erde als
Ganzes natiirlich nicht durch ein beschleunigtes Bezugssystem er- -
setzt werden kann. Dies gilt vielmehr nur fiir kleine Teile, so-
weit das Gravitationsfeld als homogen anzunehmen ist.

Wenn nun beide Systeme, das ruhende System des homogenen
Gravitationsfeldes und das beschleunigte, gravitationsfreie fiir die
Beschreibung unseres Vorganges gleichwertig sein sollen,. so darf
kein Experiment zugunsten der einen oder anderen Auffassung ent-
scheiden. Lifit man in dem Zimmer aufler dem Stein noch Kérper
aus anderen Stoffen und von anderer physikalischer Beschaffen-
heit ,fallen®, so miissen alle dieselbe Beschleunigung besitzen.

Das allgemeine Relativititsprinzip fordert also die Gleichheit
der trdgen und der schweren Masse. Denn die Anziehungs-

kraft der Erde an irgendeiner Stelle ist einmal gleich dem Pro-

2
dukt aus triger Masse m; und Beschleunigung 37: und ebenso

gleich dem Produkt aus schwerer Masse m; und Intensitdt des
Gravitationsfeldes g. Daraus folgt:

(258) a‘ir m,

at = m® .

Ist die Beschleunigung an-irgendeiner Stelle fiir alle Massen
dieselbe, so folgt m, = my;. ’

Die Gleichheit der trigen.und schweren Masse ist nun aber
eine Beobachtungstatsache von auflerordentlich grofier Zuverlissig-
keit, besonders seitdem R. v. E6tv6s seine Messungen mit der
Torsionswage durchgefiihrt hat!). Die allgemeine Relativititstheorie
stiitzt sich demnach in jhrer grundlegenden Forderung auf eine
vollig sichergestellte Erscheinung der Mechanik. Wihrend bisher
die Gleichheit der trigen und schweren Masse als eine zufillige
Eigenschaft der Kérper galt, die keiner weiteren Erklirung be-

durfte, vermag nun die allgemeine Relativitatstheorie die Erschei-
nung in befriedigender Weise zu deuten.

Y) Vgl. hieriiber z. B. die zusammenfassenden Aufsdtze von D. Pekdr
in ,Die Naturwissenschaften“ 7. Jahrg. Berlin 1919,
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Ob wir eine Masse als trige oder schwer auffassen,
hdangt von der Wahl des Koordinatensystems ab. Kehren
wir noch einmal zum Experiment des fallenden Steines zuriick.
Das eine Mal fillt er als schwere Masse unter der Einwirkung
unseres Gravitationsfeldes. Das andere Mal fehlt das Gravitations-
feld — wir sind im Galileischen Bezugsraum — und der Stein
bewegt sich geradlinig und gleichformig als trige Masse. Die
Beschleunigung kommt nun dadurch zustande, dafl wir die Be-
wegung auf ein beschleunigtes System beziehen. Je nach der
Wahl des Koordinatensystems ist die Masse tridge oder schwen_-,'

Anschaulicher treten die Verhiltnisse wohl noch bei folgendem
Gedankenexperiment hervor, In einem von irgendwelchen duBeren

-Kriften freien (Galileischen) Bezugssystem bewege sich ein von der

Auflenwelt abgeschlossener Raum, ein Kasten, miit gleichformiger
Beschleunigung in der Richtung nach der Decke. Dann werden
in diesem Raum alle sich selbst iiberlassenen Korper mit derselben
Beschleunigung zu Boden ,fallen. Der Beobachter im Zimmer
wird eine Bewegung der Kérper wahrnehmen, die er vollstindig
als eine solche von schweren Massen im Gravitationsfeld deuten
kann und sogar mit Recht deutet, wenn er von seiner eigenen
Bewegung nichts weil. Ein auflerhalb des Zimmers im Gali-
leischen System ruhender Beobachter dagegen nimmt die Be-
wegung als die von trigen Massen wahr.

Jede beobachtete, gleichformige Beschleunigung eines
sich selbst iiberlassenen Massenpunktes kann also ent-
weder als beschleunigte Bewegung einer schweren Masse
in einem ruhenden homogenen Gravitationsfeld oder als
gleichformige Bewegung einer trigen Masse in einem
beschleunigten, gravitationsfreien Koordinatensystem
beschrieben werden (Einsteinsches Aquivalenzprinzip?)).
Das Gravitationsfeld existiert nicht als etwas Absolutes, sondern
ist an das Koordinatensystem gebunden, ebenso wie wir das frither
fiir die kinetische Energie erkannt hatten (vgl. S. 9). Vom Gravi-
tationsfeld an einer Stelle der Erdoberfliche zu sprechen, hat nur

1) Vgl. hierzu und fiir das Folgende: A.Einstein, Uber den Einflul
der Schwerkraft auf die Ausbreitung des Lichtes. Annalen der Physik (4)
Bd. 35, 1911, S. 898. Abdruck in H. A.Lorentz, A.Einstein, H. Min-

kowski. Das Relativitdtsprinzip, 3. Aufl.,, Leipzig 1920. !
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Sinn in bezug auf ein mit ihr fest verbundenes, ruhendes Koordi-
natensystem. ' :

Eine Bemerkung sei hier emgefugt. Durch eine besondere
Koordinatenwahl kénnen wir auch die Beschleunigung ganz zum
Verschwinden bringen. Befinden wir uns in einem homogenen
Gravitationsfeld und beschreiben die Bewegung von irgendwelchen
Massen in bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Beschleunigung
nach Groéfle und Richtung mit derjenigen der Schwere zusammen-
‘fillt, so geht diese Bewegung ebenso vor sich, als ob das Koordi-
natensystem ruht, und ein Gravitationsfeld nicht vor-
handen ist. Fiir jede Koordinatenwahl mufl jedoch, wie wir
spiiter - noch sehen, die Bewegung von sich selbst iiberlassenen
Massenpunkten durch dasselbe invariante Grundgesetz dargestelit
werden.

Zufolge den S. 103 gegebenen Ausfiihrungen kommt nun der °
Energie ebenso wie der Masse Trigheit zu. Nach dem
Aquivalenzprinzip ist demnach bei geeigneter Wahl des Koordinaten-
systems auch jede Art von Energie (z. B. die Energie des elektro-
magnetischen Feldes) schwer; jede Art von Energie muf8 also
selbst eine Gravitationswirkung ausiiben (Prinzip der Wirkung
und Gegenwirkung). Materie und Energie verhalten sich also vdllig
gleich. Die Materie ist auch in der allgemeinen Relativitdtstheorie
als eine besondere Erscheinungsform der Energie zu deuten.

Wir sind dadurch zu einer Erweiterung des Einsteinschen
Aquivalenzprinzips gekommen: fiir .die Beschreibung aller
Naturvorgiinge ist ein ruhendes homogenes Gravitations-
feldeinem gleichférmigbeschleunigten, gravitationsfreien
Koordinatensystem gleichwertig, dessen Beschleunigung der-
jenigen der Gravitation in der GréBe gleich, in der Richtung ent-
gegengesetzt gleich ist.

Betrachten wir also irgendeinen Vorgang mechanischer oder
elektrischer Natur in einem gleichférmig beschleunigten Koordi-
natensystem, das einem von Gravitation freien Raum angehdrt, so
mufl sich dieser nach dem Aquivalenzprinzip in einem ruhenden
homogenen Gravitationsfeld in genau derselben Weise abspielen.
Ein geworfener Stein muB im Gravitationsfeld eine gekriimmte
Bahn beschreiben. Ebenso aber auch ein Lichtstrahl: Massen
wirken auf die Energie der Lichtes ebenso gravitierend wie auf
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den geworfenen Stein. Die Lichtgeschwindigkeit ist im Gravi-

tationsfeld nicht konstant. Es ist hier schon zu erkennen, dal das

Aquivalenzprinzip schlieBlich zu einer Theorie der Gravi-

tation fiihren wird.

Zuniichst gelangen wir zu Folgerungen, die der Nachprufung
durch die Beobachtung unmittelbar zugénglich sind.

Wir behandeln folgenden Fall. Von einem im Anfangspunkt

eines Koordinatensystems K liegenden Punkt S, (siehe Fig. 2) gehe

. . Licht ldngs der positiven

z z-Achse nach dem in der Ent-

1 ‘fernung h liegenden Punkt S,.

s _ Das Koordinatensystem K moge

53* ) sich mit der Beschleunigung

in der Richtung der positiven

' z-@chse bewegen. Das Licht

Y3 ’ hat in S, die Schwingungs-

' l dauer »,. Beginat die Be-

, .y Wegung von K im Augenblick

' l t des Abgangs unseres Licht-

strahles aus S,, so wird bei

seiner Ankunft im Punkt S,
Fig. 2. dieser eine Geschwindigkeit

v =y-t besitzen, wo t die
' Zeit ist, die das Licht von S, nach S, brauchte. Nach dem
Dopplerschen Prinzip?) jst die in S, beobachtete Schwingungs-
dauer », gegeben durch:

(259) R ap— (1 — —'c’—)

‘Machen wir die Annahme, die nur naherungsweise‘ zutrifft (aber,
wie wir noch sehen werden, mit einer fiir unsere Betrachtungen
hinreichenden Genauigkeit), dal auch im beschleunigten System K

die Lichtgeschwindigkeit den konstanten Wert ¢ besitzt, so ist t = —%,
also die Schwingungsdauer:

h
(260) vy = 1»2( — 0—27)

Die Schwingungsdauer erscheint in S, vergrdfert.
1) Siehe z. B. O.D. Chwolson, Lehrbuch der Physik. I. Bd., S.202.
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Unser beschleunigtes Koordinatensystem K kénnen wir nun
nach dem Aquivalenzprinzip durch ein ruhendes ersetzen unter der
Annahme der Existenz eines Gravitationsfeldes mit der konstanten
Schwerebeschleunigung y in Richtung der negativen z-Achse. Gehen
wir nun in der Richtung der positiven z-Achse um dz weiter, so
wiachst das Gravitationspotential’)) um den Betrag:

(261) d® = ydz; 1

hy ist demnach der Betrag, um welchen das Gravitationspotential
in S, grofler ist als in'S,. Setzen wir die Potentialdifferenz zwischen
S, und S, gleich @, so lautet (260): ‘
(262) v, = w,(l - ci:)

Unser Aquivalenzprinzip lehrt also: geht im homogenen Gravi-
tationsfeld Licht von einer Stelle kleineren nach einer solchen
hoheren Potentials, so erscheint seine Schwingungsdauer », um

(1] . o . "
den Betrag v,—g (wofiir wir auch 'Vl?- setzen konnen) vergrofiert

und zwar in erster Néherung wegen der Voraussetzung konstanter
Lichtgeschwindigkeit in K.

Machen wir die Annahme, dal dasselbe Gesetz nicht nur fiir
‘homogene, sondern fiir beliebige Gravitationsfelder gilt?), so mufl
Licht, das von Stellen niedrigeren Potentials, also von(grﬁﬂeren
Massen, zu uns gelangt, im Spektrum eine Linienverschiebung
nach Rot zeigen, wenn wir es mit einer Lichtquelle derselben
Beschaffenheit beim Beobachter vergleichen. Im umgekehrten
Fall findet eine Verschiebung nach Violett statt,

Es sind nun aber schon sehr groBe Potentialdifferenzen @ not-
wendig, damit der Betrag der Linienverschiebung mefbar wird.

o
Fiir das Licht, das van der Sonne zur Erde gelangt, hat ra den

Wert?) 2>< 10~5; hieraus folgt, da &’—l—ll='2>< 108, eine Linien-
2

1) Das Gravitationspotential ist eine wesentlich negative Gréfie; das
wachsende Gravitationspotential wird absolut kleiner.

2) Vgl. hierzu auch die Ausfiihrungen in § 14, sowie den Vortrag
M.v.Laues, Uber neue Versuche zur Optik bewegter Kérper, auf der
Naturforscherversammlung Bad Nauheim 1920.

3) Vgl. u.a. K. Schwarzschild, Uber die Verschiebungen der Bande
bei 3883 A. E. im Sonnenspektrum. Sitzber. d. Berl. Ak. d. W. 1914, S, 1201.

Kop!f, Relativititstheorie. 8
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verschiebung von 0,008 A. E. bei 4 = 400uu, was einem Doppler-
Effekt von etwa 0,6 km in der Sekunde entsprechen wiirde. Aus
der Kleinheit der Verschiebung erkennt man auch, dafl es be-
rechtigt ist, sich bei der Berechnung der Veréinderung der Schwin-
gungsdauer auf ein Niherungsverfahren zu beschrinken.

Der Betrag der Verschiebung ist noch meBbar, doch haben
groBere Reihen von Schwarzschild, Evershed und besonders St. John?)
keine positiven Ergebnisse gebracht. Die Vorginge innerhalb der
Sonnenatmosphire sind auBerordentlich verwickelt, Druck- und
Temperaturverhiltnisse, unter denen die Sonnengase leuchten, sind
nicht ohne weiteres im Laboratorium nachzubilden. Die wesent-
lichste Bedingung fiir den Nachweis der Linienverschiebungen,
ndmlich die, dafl die Vergleichslichtquelle von genau derselben
Beschaffenheit sei, wie diejenige, von der das Licht ausgeht, ist
‘nur sehr schwer und nur angenidhert zu erfiillen. Neuerdings
haben L. Grebe und A. Bachem?) zeigen kénnen, dafli wahrscheinlich
die im Sonnenspektrum gemessenen Linien teilweise unsymmetrisch
sind, und unter Beriicksichtigung dieser Unsymmetrie ergeben sich
fiir die Rotverschiebung Werte, welche mit den von der Relativi-
titstheorie verlangten nahe iibereinstimmen. Doch sind hier noch
eingehende weitere Untersuchungen notwendig, ehe ein abschlie-
flendes Urteil moglich ist. - :

Auch die Masse der Fixsterne ist im allgemeinen grofl genug,
um mefbare Linienverschiebungen hervorzurufen. Hier sind aber
die Verhiltnisse noch dadurch verwickelter als bei der Sonne,
daB, aufler durch die Vorginge in der Atmosphire selbst, auch
durch die unbekannte Bewegung der Sterne im Weltall Linien-
verschiebungen hervorgerufen werden. Gewisse Spektraltypen (B-,
K- und M-Sterne) lassen nun systematische Verschiebungen
erkennen, die auf grofle Massen dieser Sterne hinzudeuten scheinen,

1) Ch. E. St.John, The principle of generalized relativity and the dis-
placement of Frauenhofer lines toward the red. Astrophys. Journal. Vol. 46.
1917, S. 249.

) L. Grebe und A. Bachem, Uber den Einstein-Effekt im Gravitations-
feld der Sonne. Ber. d. Dtsch. Phys. Ges. 1919, S. 454, Ferner: Uber die
Einsteinverschiebung im Gravitationsfeld der Sonne. Zeitschr, f. Physik
Bd. 1, S.51, 1920; sowie der Vortrag L. Grebes auf der Naturforscher-
versammlung Bad Nauheim 1920,
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freilich sind die hierbei auftauchenden Fragen noch nicht ge-
kldrt?). . R
Hervorzuheben ist aber eine eigentiimliche Erscheinung, auf
die E. Freuadlich®) hingewiesen hat. Sind Fixsterne mit Nebel<
massen ridumlich verbunden, so dall sie also eine gemeinsame Be-
wegung im Weltenraum besitzen, und beobachtet man das Licht,
das von beiden ausgeht, so ist zu erwarten, dafl das Sternspektrum
wegen der erheblich gréferen Massenanhdiufung in den Sternen
eine Rotverschiebung gegen die Linien des Nebelspektrums zeigt.
Eine Nachpriifung ist einmal bei den Sternen (meist vom Typus B)
mdglich gewesen, die sehr wahrscheinlich organisch zum Orionnebel
gehdren. Sie besitzen im Durchschnitt gegen den Orionnebel eine
Rotverschiebung,. die als Dopplereffekt gedeutet - 6,0 km betrigt.

Ferner gibt es eine Reihe von Sternen (wiederum meist vom
Typus B) mit Kalziumlinien, welche ein véllig anderes Aussehen
als die iibrigen Linien des Spektrums zeigen. Wahrscheinlich ist
es, dafl diese Sterne von Kalziumwolken umgeben sind. Auch hier
zeigt das Sternspektrum eine Rotverschiebung, und zwar im Mittel
um - 6,3 km, gegen die Kalzium-Nebellinien. Der Betrag ist in
beiden Fillen grofer, als ihn die B-Sterne im Durchschnitt er-
geben (-4 4,3 km); doch spricht dies in keiner Weise gegen 'die
Auffassung, daf die Verschiebungen einen Gravitationseffekt dar-
stellen. Vielmehr ist diese Deutung einfacher als manche andere,
die man der beobachteten Erscheinung sonst geben konnte, Die
Massen der Sterne von Spektraltypus B wiiren allerdings erheblich
grofler, als man bisher arngenommen hat.

Wenn die Erkldrung zutrifft, welche die allgemeine Relativitits-
theorie fiir die systematische Rotverschiebung in den Sternspektren
gibt, so stehen wir vor GesetzmiBigkeiten, die fiir die Astronomie

1) Von neuerer Literatur vgl. E. Freundlich, Zur Priifung der all-
gemeinen Relativitdtstheorie. ,Die Naturwissenschaften®, 7, Jahrg., 1919,
S.620. E. Freundlich, Uber die Gravitationsverschiebung der Spektral-
linien bei Fixsternen. II. Mitt. Phys. Zeitschr., 20. Jahrg., 1919, S. 561.
W. de Sitter, On Einsteins theory of gravitation and its astronomical
consequences (I. Paper). Monthly Notices of the Royal Astronom. Society.
Vol 76, 1916, S.719. H.Ludendorff, Weitere Untersuchungen iiber die
;Aassen der spektroskopischen Doppelsterne. Astr. Nachr. Bd. 211, 1920,

. 105,

%) Vgl. die beiden vorhergehend zitierten Arbeiten.

8#
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von auflerordentlicher Tragweite sind. Das Gravitationspotential
an der Oberfliche eines Sternes, das fiir die Rotverschiebung masg-

gebend ist, lautet: @ = E:— (m = Sternmasse, r = Sternradius);

d
wenn wir Linienverschiebungen auf Sonne und Stern miteinander
~ vergleichen, d. h. durch Spektralmessungen @y : @ bestimmen?):
' (263) T =(?—*ﬁ) (de)%
mo  \Pp/ \dx

Die Rotverschiebung erlaubt zwar nicht, die Sternmasse selbst,
wohl aber m*l/z,; zu ermitteln.

Nun ist die absolute Helligkeit eines Sternes proportional der
Grofle O-T%, wo O die Oberfliche, T die absolute Temperatur des
Sternes bedeutet; oder es ist:

absolut. Helligkeit prop. (LZ—) T+,

Y
andererseits ist r proportional (r_n_) ) (d = Sterndichte). Es folgt also,

Koénnen wir aus dem Charakter des Sternspektrums auf Dichte
und absolute Temperatur des Sternes schlieSen, was immerhin mit
einer gewissen Sicherheit maéglich ist, so gibt die Rotverschiebung
in Verbindung mit der scheinbaren Helligkeit an der Sphire die
Parallaxe des Fixsterns. Wenn es also gelingt, bei einem
Fixstern die Gravitationsverschiebung im Spektrum von den iibrigen
Einfliissen zu trennen, durch welche ebenfalls Linienverschiebungen
hervorgerufen werden kdonnen, so besteht ein gangbarer Weg zur
Ermittlung der Entfernung des Sternes. Es konnten damit spektro-
skopische Beobachtungen dem Astronomen das wesentlichste Element
liefern, das er zur Untersuchung der Bewegungsvorgiinge im Fixstern-
system braucht, und das ihm andere Methoden nur unvollkommen
oder gar nicht geben kdnnen. Der Versuch, den E. Freundlich?)
mit den Sternen der Orion-Nebelgruppe unternommen hat, fiihrte
zu einem Resultat, das mit den Ergebnissen anderer Methoden
iibereinstimmt.

Die aus dem Aqmvalenzprmzip sich ergebende Gleichung (262)
beschrinkt sich nun nicht auf die Schwingungsdauer leuchtender

1) H. Seeliger, Uber die Gravitationswirkung auf die Spektrallinien.
Astr. Nachr, Bd. 202. 1916. S. 83.
2) Vgl. Anm. 1) S, 115.
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Atome. Jedes schwingende Atom ist eine Uhr (vgl. S. 47). Wir
kdonnen also unsere Beziehung (262) auch in folgender Weise inter-
pretieren. Hat man zwei vollig gleiche Uhren 4 und B (die an
derselben Stelle in ihrem Gang {ibereinstimmen) und bringt man
die eine, A, an eine Stelle kleineren Gravitationspotentials, .d. h. in
die N#@he grofler Massen, so' geht sie verglichen mit B langsamer,
an Stellen hoheren Gravitationspotentials dagegen rascher, und

zwar geht sie verglichen mit B um den Betrag 47, -g—: nach oder

vor, wenn A7, die Zeit ist, welche die Uhr B zuriickgelegt hat,
und @ die Potentialdifferenz der Stellen B minus A bedeutet.

Dieser Satz gibt uns die Erkldrung fiir das in der spe-

_ziellen Relativitdtstheorie (S. 45) auftretende scheinbare Uhren-
paradoxon?).

Wir hatten folgenden Vorgang betrachtet. Von zwei Uhren 4
und B, die zuerst im Anfangspunkt eines Galileischen Bezugssystems
ruhen, bewegt sich die eine, B, mit konstanter Geschwindigkeit v
lings der positiven x-Achse von 4 weg und wieder dahin zuriick.
Die Geschwindigkeitsinderungen sind durch Kréfte verursacht,
die jeweils kurze Zeit auf B wirken. Diese Kriifte mégen auf
den Gang der Uhr B ohne Einflul sein; es war dann:

’ 2
(264) At = ——ﬂg-—=4t,(1 +%%+ ),

2
'/1__”_
A

oder die Uhr B ist bei ihrer Riickkehr gegen A um den Betrag
2 .
3 4t %2— in erster Niherung zuriickgeblieben.

Die Bewegung beider Uhren ist nun aber eine relative; wir
kénnen bei der Beschreibung auch A als bewegt und B als ruhend
annehmen. Doch wurde bereits (vgl. S. 45) hervorgehoben, daS,
wenn die Kriifte statt auf B auf A wirken, wir physikalisch einen
anderen Vorgang erhalten. Wir miissen vielmehr den ersten Vorgang,
wenn wir B als ruhend ansehen, und dieselben Krifte wie vorher
auf B wirken, folgendermaflen beschreiben.

A und B ruhen anfangs im Koordmarenanfangspunkt unseres

1) A Einstein, Dialog iiber Einwidnde gegen die Relativititstheorie.
»Die Naturwissenschaften“, 6. Jahrg., 1918, S, 697.
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Systems. Es entsteht kurze Zeit ein homogenes Gravitationsfeld?)
in Richtung der negativen x-Achse; beide Uhren erfahren dieselbe
Beschleunigung; auf B wirkt aber eine Kraft, welche die Uhr an
ihrer Stelle festhdlt. A bewegt sich nach dem Verschwinden des
Gravitationsfeldes mit konstanter Geschwindigkeit v in der Richtung
der negativen x-Achse, bis sie den Abstand k von B erreicht hat.
Es entsteht dann kurze Zeit ein homogenes Gravitationsfeld in
Richtung der positiven x-Achse; wieder hilt eine Kraft B fest.
Das Gravitationsfeld verschwindet, sobald A die Geschwindigkeit v
in Richtung der positiven x-Achse besitzt. Ein entsprechendes
Gravitationsfeld und eine erneut auf B wirkende Kraft stellt schlieSlich
wieder den urspriinglichen Zustand her.

Wihrend der gleichformigen Bewegung bleibt die Uhr 4 gegen B
zuriick; setzen wir jetzt:

L u' LY l v’
(265) 4t1=4¢,V1—F=4t’(1 _?2?’*‘"')’

2
80 bleibt A um } A¢, —Z—. (in erster Nidherung) zuriick. Nun befindet

sich A und B zeitweise in einem homogenen Gravitationsfeld (mit
der Beschleunigung 7). Am Anfang und Ende der Bewegung ist
das Potential fiir beide Uhren dasselbe, bei der Umkehr von 4
aber findet sich letztere an einer Stelle, an welcher das Gravitations-

potential um hy gréSer ist. Die Uhr geht also um Az - % vor,

wo Az, die Zeit (gemessen mit B) bedeutet, wiihrend welcher das
zweite Gravitationsfeld besteht. Es ist aber:

dr, = -27—‘-,; h=3dtw.

Die Uhr A geht wihrend des Ubergangs von der negativen in
: 2
die positive Richtung um A¢, %; vor.

. 2
' Im Verlauf des ganzen Vorgangs geht demnach A um ;}dt,%

(in erster Ndherung) vor.

1) Niheres iiber das entstehende Gravitationsfcld siehe § 14. Dort wird
sich auch zeigen, dafl die hier gegebene Darstellung eine Ndherung be-
deutet. Die strenge Durchfiihrung wiirde aber wegen der allgemeinen
Invarianz der Grundgleichungen zu demselben Resultat fiihren. -
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Es "bleibt also bei unserem Vorgang B gegen A im Ganzen
um denselben Betrag zuriick, gleichgiiltig ob wir 4 oder B als
ruhend annehmen, genau wie es die allgemeine Relativitit aller

Bewegungsvorgiinge verlangt.

’ Wir sind jetzt auch in der Lage, das bei einer gleichférmigen
Rotation auftretende Zentrifugalfeld in Ubereinstimmung mit
unserem Aquivalenzprinzip als Gravitationsfeld zu deuten
{vgl. S. 107). Jeder in einem rotierenden Koordinatensystem sich
selbst {iberlassene Massenpunkt (auf den also keine Gravitations-
kriafte wirken) erfihrt in bezug auf dieses System eine gewisse -
Beschleunigung, die an irgendeiner Stelle allein von der Rota-
tionsgeschwindigkeit abhdngt, d. h. fiir alle Massen dieselbe ist.
Der Punkt bewegt sich als trige Masse, die Beschleunigung riihrt
von der Bewegung des Koordinatensystems her. Von diesem
Gesichtspunkt aus allein hat die klassische Mechanik die Erschei-
nung des Zentrifugalfeldes, das Auftreten der Zentrifugalkriifte
-gedeutet. .

Infolge der Gleichheit der trigen und schweren Masse entspricht
jedoch die Bewegung im Zentrifugalfeld an einer bestimmten Stelle
vollig derjenigen im Gravitationsfeld, so dal es z. B. an einer Stelle
der Erdoberfliche nicht mdéglich ist, Gravitationsbeschleunigung
-und Zentrifugalbeschleunigung zu trennen. Im Ganzen sind allerdings
beide Felder verschieden; das Zentrifugalfeld nimmt nach auflen
hin zu.

Betrachten wir also das rotierende Koordinatensystem nun als
ruhend, so befindet sich der Massenpunkt in einem Gravitations-
feld. Da die allgemeine Relativititstheorie nur eine Rotation gegen
Massen kennt, die sich auBlerhalb des rotierenden Bezugskdrpers
befinden, so ist anzunehmen, daBl das bei der zweiten Wahl des
Koordinatensystems auftretende Gravitationsfeld auf das Vor-
‘handensein jener Massen (,ferne Massen“) zuriickzufiihren ist. In

welcher Weise diese Gravitationswirkung zustande kommt, kann
hier noch nicht erdrtert werden?).

1) Vgl.'§ 14. Von einer trigen Masse in dem hier gebrauchten Sinn
‘kann allerdings in der Relativitdtstheorie in ihrer allgemeinsten Form nicht
mehr gesprochen werden. Da aber auch dort eine Masse, der wir eine
Anfangsgeschwindigkeit erteilen, sich in einem mit dem Fixsternhimmel
fest verbundenen Koordinatensystem (in ihm ruhen die Sterne im Durch-
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Wir konnen schlieBlich das Ergebnis unserer bisherigen Uater-
suchungen dahin zusammenfassen: das aus dem allgemeinen Rela-
tivitdtsprinzip unmittelbar hervorgehende Aquivalenzprinzip steht
nirgends in Widerspruch mit der Erfahrung!); es vermag vielmehr
eine Reihe von Erscheinungen — vor allem die Gleichheit der
trigen und schweren Masse — zu deuten, fiir welche bisher eine
Erklirung gar nicht oder nur unvollkommen mdglich war. Hierauf
gestiitzt kénnen wir das Problem der mathematischen Behandlung
nngeres allgemeinen Relativititsprinzips in Angriff nehmen.

§ 11. Die Zusammenhiinge der allgemeinen Relativitits-
theorie mit der Riemannschen Geometrie.

Wir fordern die Invarianz der allgemeinen Naturgesetze in bezug
auf beliebig zueinander bewegte Koordinatensysteme. Darin ist
nach den vorhergehenden Ausfiihrungen die Forderung der Invarianz
fiir beliebige Gravitationsfelder enthalten. Die spezielle Relativitits-
theorie zeigte, daBl bei Bezugssystemen, die sich relativ.zueinander
in gleichférmiger Translation befinden, die Zeit an das einzelne
System gebunden ist, und die Invarianz in bezug auf diese Systeme
auf eine solche gegen eine lineare Transformation in einem vier-
dimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum besonderer Art zuriickgefiihrt

.werden kann. Wir werden anzunehmen haben, da8 auch fiir be-
liebig zueinander bewegte, willkiirliche Systeme die Zeit eine
relative, vom System abhingige ist, dal wir es also in der all-
gemeinen Relativitiitstheorie wieder mit einem vierdimensionalen
Raum-Zeit- Kontinuum, jedoch von aligemeinerer Natur zu tun
haben. : . '

In welcher Weise die Koordinaten aufzufassen sind, veranschau-
lichen wir uns zuerst an einem Beispiel. Wir denken uns einen
von irgendwelchen Gravitationsfeldern freien Raum wund fiihren
in ihm ein Galileisches Koordinatensystem K ein. In ihm gilt fiir
ruhende geometrische Gebilde die Euklidische Geometrie, ruhende
Uhren geben die Zeit des Systems an.

schnitt) in grofler Entfernung von den iibrigen Massen geradlinig und
gleichfdrmig bewegt, ebenso wie hier die trige Masse, so bleibt die hier
gegebene Erklirung bestehen.

) Der endgiiltige Nachweis der Rotverschiebung der Spektrallinien
fehlt freilich noch. .
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Bestimmen wir in diesem System die Koordinaten eines Raum-
punktes, so messen wir mittels starrer endlicher (gerader)
Mafstibe durch Aneinanderlegen die Linge der Projektionen dieses
Purfktes auf irgendwelche festgelegten Achsen. Hierbei hat ein
Mafistab fiir einen Beobachter an jeder Stelle dieselbe unverinderte
Linge. Bringen wir einen Stab von der Linge s an irgendeine
Stelle unseres Raumes und fiihren ein Cartesisches Koordinaten-
system ein, so besteht fiir jede Lage von s die Beziehung:

(266) 82 = (x, — %) + (y; — ¥2)* + (2, — 2,)%, ,
WO X,, ¥, - ... die Koordinaten der Endpunkte von s sind. Hat

der Stab die unendlich kleine Linge ds, so ist an jeder Stelle
des Raumes: '

(266") ds® = dx* + dy* + dz®,

wobei die Differentiale dx, dy, dz sich auf irgendein Cartesisches
Koordinatensystem beziehen. Durch Summation von (266') kommen
wir wieder auf (266) zuriick.

Einen solchen Raum nun, in welchem ein starrer, endlicher
Mafistab iiberall dieselbe Linge hat, und in welchem die sich,
daraus ergebenden geometrischen Eigenschaften (in ihrer Gesamtheit
bezeichnen wir sie als Euklidische Geometrie) gelten, nennen wir
ein dreidimensionales Euklidisches Kontinuum. Im gegen-
teiligen Fall sprechen wir von einem Nichteuklidischen Kon-
tinuum.

Bei irgendwelchen physikalischen Messungen haben wir bisher
stets bewuflit oder unbewufit ein Euklidisches Kontinuum zugrunde
gelegt, seine geometrischen Eigenschaften als die Eigenschaften
des Raumes schlechthin angesehen. Ebenso wie die rdumlichen
Koordinaten messen wir die zeitliche durch Aneinanderreihen einer
Zeiteinheit, die von einer iiberall gleichmiBig gehenden Uhr ge-
liefert wird. Auch die Zeit besitzt danach Euklidische Struktur.

Zufolge der speziellen Relativititstheorie bleibt diese Auffassung
von Raum und Zeit bestehen, wenn unsere Messungen sich inner-
halb eines geradlinig und gleichférmig bewegten Systems auf alle
in diesem ruhenden Gebilde erstrecken.

Jetzt moge aber ein zweites System K’ gegen K gleichférmig
rotieren. Wir wollen die Rotationsachse als z-Achse wihlen und
uns auf die xy-Ebene beschrinkepn. Wir betrachten diese als
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rotierende Kreisscheibe, deren Mittelpunkt der Koordinatenanfangs-
punkt von K und K’ ist. Gleichlange kleine Strecken, 'die in ver-
schiedener Entfernung vom Scheibenmittelpunkt senkrecht zum
Radius aufgetragen sind, werden nun zufolge der speziellen Rela-
tivitdtstheorie, von K.aus gemessen, in verschiedener Weise ver-
kiirzt erscheinen, wihrend dieselben Strecken, lings des Radius
aufgetragen, ihre Linge behalten. Messen wir den Umfang eines
konzentrischen Kreises unserer Scheibe mittels eines in K ruhen-
den unendlich kleinen Mafistabes, so erhalten wir 2rm; mittels
eines relativ zu K’ ruhenden MaBstabes dagegen erhalten wir einen
Wert, der grofler als 2rm ist, um so groQer, je weiter auflen wir
den Umfang messen. Von K aus beurteilt, also fiir einen im
Scheibenmittelpunkt ruhenden Beobachter, der zugleich in K’ ruht,
gilt auf der Scheibe die Euklidische Geometrie nicht. Zeichnet
der Beobachter im Mittelpunkt der Scheibé z. B. in ein Cartesi-
sches Koordinatensystem von unendlich kleiner Ausdehnung eine
geometrische Figur und legt das Ganze an irgendeine andere Stelle
der Scheibe, so erscheint ihm Netz und Figur verzerrt. Es ist
also nicht mehr mdglich, die Koordinaten eines Punktes der ro-
tierenden Scheibe in der fiir das Euklidische Kontinuum angegebenen
Weise festzulegen. Ridumliche Koordinatendifferenzen k6nnen nicht
mit einem im ganzen System giiltigen MaBstab d. h. durch Anein-
anderlegen eines unverédnderlichen Maistabes gemessen werden.
Wir befinden uns vielmehr in einem Nichteuklidischen Konti-
nuum, in welchem wir gezwungen sind, die Lage der Punkte
durch Koordinaten anzugeben, die wir krummlinige bzw. Gaufische
Koordinaten oder Parameter nennen (vgl. die S. 124 folgenden
Ausfithrungen, sowie S. 73).

Dieselben Verhiltnisse wie bei den riumhchen ‘Koordinaten
finden wir bei der Zeit. Uhren, die an verschiedenen Stellen der
rotierenden Scheibe aufgestellt und mit einer im Mittelpunkt
ruhenden Uhr verglichen werden, gehen um so langsamer, je
weiter auflén sie sich befinden. In K’ ruhende Uhren gehen nicht
synchron; es gibt in diesem System keine einheitliche Zeit, deren
Einheiten sich etwa auf einer Achse senkrecht zu den rdumlichen
Achsen als gleichlange Intervalle auftragen liefen. Zeitliche Diffe-
renzen konnen nicht mit einer im ‘ganzen System giiltigen Normal-
uhr bestimmt werden. Auch -die Zeit tritt als Parameter auf
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galt, bleibt fir beliebig bewegte Koordinatensysteme bestehen.
Denken wir uns an irgendeiner Stelle einen Beobachter, so werden
relativ zu ihm die iibrigen Punkte des Systems in kleinen Zeit-
riumen gleichférmige Translationen ausfiilhren, die von Punkt zu
Punkt wverschieden sind. Von Punkt zu Punkt wird ein Einheits~
ma@istab fiir ihn eine andere Linge besitzen, eine Uhr einen
anderen Gang. :

Da jedes beliebig_ bewegte Koordinatensystem, sei es be-.

schleunigt oder rotierend, bei entsprechender Transformation zu
Gravitationsfeldern fiihrt, die im allgemeinsten Fall von Punkt zu
Punkt variieren (der rotierenden Scheibe entspricht ein rotations-
symmetrisches Gravitationsfeld, das von innen nach auflen zu-
nimmt), so gelten diese Verhdltnisse auch fiir beliebige Gra-
vitationsfelder. Die Lingen- und Zeiteinheiten sind von einem
Punkt aus betrachtet an verschiedenen Stellen des Gravitations-
feldes verschieden.

Das Raum-Zeit-Kontinuum der allgemeinen Relativititstheorie ist
also ein Nichteuklidisches Kontinuum der allgemeinsten
Art, die Raum-Zeit-Punkte sind durch Parameter festzu-
legen. Nur in dem einen Fall, bei welchem beschleunigte oder
rotierende Koordinatensysteme, also Gravitationsfelder, nicht vor-
handen sind, ist der Raum ein Euklidisches Kontinuum, und die
Zeit auf einer imaginiren Achse senkrecht zum Raum aufzutragen;
rdumliche und zeitliche Groflen sind in der zuerst angegebenen
Weise mefibar, wenn auch unser vierdimensionales Raum-Zeit-
Kontinuum sich hier schon als ein Nichteuklidisches spezieller Art,
mit dem Euklidischen enge verwandtes, darstellt, _

Die Einfiilhrung der Parameter in die allgemeine Relativitits-
theorie zeigt nun bereits an dieser Stelle deren engen Zusammen-
hang mit der allgemeinen Riemannschen Geometriel), wie sie
durch die Antrittsvorlesung B. Riemanns ,Uber die Hypothesen,
welche der Geometrie zugrunde liegen“?) begriindet worden ist.

1) Doch ist die allgemeine Relativititstheorie unabhingig von der Rie- '
mannschen Geometrie entstanden (vgl. E. Freundlich, ,Die Naturwissen-
schaften“ 8. Jahrg. 1920. S. 235).

?) B.Riemann, Gesammelte mathematische Werke. Nr. XIII. Auch
neu herausgegeben und erldutert von H. Weyl. Berlin 1919.

Was fiir das rotierende Koordinatensystem als speziellen Fall -
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Wir miissen uns nun etwas eingehender mit der Parameter-
darstellung der geometrischen Gebilde beschiftigen. Der besseren
Anschaulichkeit halber beschrinken wir uns auf zwei Dimen-
.sionen. _

Schon in der Ebene kennen wir neben dem rechtwinkligen
(Cartesischen) Koordinaten auch Parameter, Durch die Transfor-
mation: '
(267) x#rcoqu, y=rsing
fiihren wir z. B. Cartesische Koordinaten in Polarkoordinaten iiber;
r und ¢ sind Parameter, durch welche die Lage eines Punktes in
der Ebene bestimmt ist. Solange wir die Annahme machen, daf
ein beliebiger endlicher MaBstab iiberall dieselbe Lénge hat, kdonnen
wir immer wieder auf der Ebene ein Cartesisches Koordinaten-
netz ziehen und die Polarkoordinaten in Cartesische verwandeln.
Die Ebene ist hier auch bei Parameterdarstellung der Koordinatea
ein Euklidisches Kontinuum.

Sobald wir unsere Annahme fallen lassen, wird sie ein Nicht-
- euklidisches Kontinuum, wie es die rotierende Scheibe bzw. das
entsprechende Gravitationsfeld vom Mittelpunkt aus betrachtet ist.
Wohl kdnnen wir jeden Punkt der Scheibe in bezug auf den Mittel-
punkt durch die Parameter r und ¢ festlegen. Aber da ein Ein-
heitsmaflstab an verschiedenen Stellen (vom Mittelpunkt aus be-
urteilt) verschiedene Linge besitzt, so kénnen wir z. B. die kon-
stante Linge s eines Stabes, den wir lings des Radius in
verschiedene Entfernungen vom Mittelpunkt bringen, nicht durch
§? = (x, — x,)* 4 (y, — y,)? darstellen. In der Ebene als Nicht-
euklidischem Kontinuum sind also Cartesische Koordinaten nicht
mehr moglich.

Immer aber kdonnen wir die Lage eines Punktes durch Para-
meter auf unendlich viele Arten festlegen. Im aligemeinsten Fall
bedecken wir die Ebene mit zwei Scharen von beliebigen Kurven,
die wir mit:

(268) u, = konst., @, = konst,

bezeichnen (Gaufisches Koordinatensystem). Alle u,-Kurven
gehen kontinuierlich ineinander iiber, ohne sich zu schneiden;
dasselbe gilt fiir die z,-Kurven. Jede u,-Kurve soll jede u,-Kurve
nur in einem Punkt schneiden. Fiir unsere Parameterdarstellung
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r und ¢ sind diese Kurven die Radien und konzentrischen Kreise.
Jeder Punkt ist als Schnittpunkt einer z,- und u,-Kurve, also
durch zwei Zahlenwerte gegeben. Soll eine metrische Geometrie
auf der Ebene in Parametern mdglich sein, so miissen wir die
Zahlenwerte fir das gewdhite Parameternetz, d. h. die Dichte
dieses Netzes an jeder Stelle, irgendwie festlegen, Wir miissen
eine unendlich kleine Liingeneinheit definieren, die den Abstand
benachbarter Kurven von Punkt zu Punkt angibt. Jedes ,Messen*
besteht dann im Bestimmen der Zahlen z, und n,, durch welche
die beiden in irgendeinem festgélegten Punkt sich schneidenden
Parameterkurven charakterisiert sind. ‘

Gehen wir von der Ebene zu einer beliebig gekriimmten
Fléche iiber, so fdllt die Moglichkeit, auf dieser mit starren, end-
lichen (geraden) Mafistiben zZu messen, ganz fort. Eine beliebige
Fliche von irgendwelcher Kriimmung ist immer ein zweidimensio-
nales Nichteuklidisches Kontinuum. Irgendein Fliéchenpunkt ist
durch zwei Parameterwerte festgelegt, wobei im allgemeinsten Fall
die Parameterlinien beliebige sich schneidende Scharen von gz,-
und uz,-Kurven auf der Fliche sind. Die Dichte des Parameter-
netzes mufl auch hier festgelegt sein, wenn eine Geometrie auf
der Fldche bestehen soll.

Wir geben. als Beispiel zwei Parameterdarstellungen der
Kugel. . '

Wir gehen dabei von der Gleichung der Einheitskugel im
Raum aus, die wir auf ein rdumliches Cartesisches Koordinaten-
system beziehen:

(269) xRty 422=1.

Diese Gleichung wird erfiillt durch:
(270) x = cosu,cosu,, y=cosu,sinn,, z=sing,.

Die Lage eines Punktes auf der Kugel ist durch die Parameter
u, und u,, Breite und Linge, gegeben. Die Parameterlinien sind
die Breiten- und Lingenkreise auf der Kugel.

Eine andere Parameterdarstellung der Kugel erhalten wir da-
durch, daB wir vom Mittelpunkt aus alle Punkte auf die Tangential-

ebene z = 1 im Siidpol projizieren. Sind die Cartesischen Koordi-
naten in der Tangentialebene u,, u,, so ist:
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C n, - u
71 =——*.———l_._—__, =——’—’
@) * Va4l 41 y‘ Vu; + af + 1
1
\ —Vu:—l—u:-{—l.

Jeder Punkt auf der Kugel ist durch ein Wertepaar u,, n, fest-
gelegt. =z, und z, sind nicht nur die Koordinaten der Kugel-
punkte in der Bildebene, sondern zugleich Parameter auf der
Kugel selbst, Dem Netz Cartesischer Koordinaten der Bildebene
entspricht ein Netz von Parameterlinien auf der Kugel. In ent-
" sprechender Weise kdnnen wir auch die Parameter u, und z, in
(270) zugleich als Koordinaten in einer Ebene auffassen. Wir
erhalten jedes Mal eine Abbildung der Kugel auf die Ebene.

Im allgemeinsten Fall ist analog (270) und (271) die Parameter-
darstellung einer beliebigen Fliche, deren Koordinaten in einem
riumlichen Cartesischen System x, y, z sind, durch:

(272) x=x (un uz) ’ y=y (un ), z ’= z(up u,)
gegeben. Jeder Punkt ist durch zwei zusammengehdrende Werte
der Parameter un, und uz, bestimmt. Immer entspricht ihm ein
Punkt in Cartesischen Koordinaten auf einer Bildebene.

Ein besonders bemerkenswerte Parameterdarstellung ist noch

folgende. Ist die Flidche in einem rdumlichen Cartesischen System
durch:

(273) z=f(x1y)
festgelegt, so ist:

(274) x=1u,, y=1u,, z=7f(g,u)=7r%27)

ein spezieller Fall von (272). Die Abbildung der Flichenpunkte
ist eine senkrechte Projektion auf die ky-Ebene. Die Parameter
sind zugleich Cartesische Koordinaten in der Projektionsebene;
die Parameterlinien eine entsprechende Ubertragung des Cartesi-
schen Netzes dieser Ebene auf die Fliche.

Ebenso wie nun in unserem zweidimensionalen Nichteuklidischen
Kontinuum jeder Punkt durch zwei Parameterwerte festgelegt ist,
soll in der allgemeinen Relativititstheorie jeder Raum-Zeit-Punkt
durch vier solche Werte bestimmt sein. Jedem Weltpunkt ent-
sprechen also vier Parameter x,, x;, X;, X,, von denen. Xy Xgy %3
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rdumlich, x, zeitlich ist. Jedes Naturgesetz ist ein Gleichungs-.
system zwischen solchen Parametern. .

Stehen wir numr durch die Forderung, dafl wir bei unseren Be-
obachtungen keine Cartesischen Koordinaten bestimmen, sondern :
Parameter, nicht in Widerspruch mit der Erfahrung?

Alle physikalischen Messungen sind in letzter Linie rdumliche

und zeitliche Messungen. Wir messen mit Mafistiben, die wir
bisher als starr ansahen; mit Uhren, deren Gang wir als unver-
énderlich annahmen. Das sind jedoch Hypothesen, die wir fallen
lassen konnen, ohne beim Messen auf Widerspriiche zu stoflen.
Denn unsere Messungen beruhen lediglich auf der Kon~
statierung von Koinzidenzen rdumlicher und zeitlicher
Art. Wir bringen Punkte méglichst zur rdumlichen Deckung mit
anderen Punkten; wir beobachten das Zusammentreffen eines Er-
.eignisses mit einer bestimmten Zeigerstellung unserer Uhr. Wenn:
auch ein Mafistab sich beliebig kriimmt oder dehnt, eine Uhr be-
liebig ihren Gang idndert, sobald wir sie an verschiedene Stellen
des Raumes bringen, das Mefiverfahren als solches bleibt dadurch
unberiihrt. Koinzidenzen konnen ebensogut in Parametern wie
in Cartesischen Koordinaten stattfinden. Von dieser Seite des
Problems ist also ein Widerspruch gegen die Forderung der all-
gemeinen Relativitiitstheorie nicht zu erwarten. Vielmehr das
Gegenteil.

Die Tatsache, dal wir lediglich Komzldenzen beobachten k6nnen
(ebenso wie diejenige, da wir nur relative Bewegungen wahr-
nehmen), zeigt, da kein Grund vorliegt, gewisse Koordinaten-
systeme besonders zu bevorzugen. Wir sind deshalb auch be-
rechtigt, unserem S. 107 aufgestellten Problem eine noch weitere
Fassung zu geben, wodurch der Zusammenhang mit der Riemann-
schen Geometrie noch enger wird. Wir verlangten Invarianz in
bezug auf beliebig zueinander bewegte Systeme. Wir geben dem
Problem sicher die denkbar grifite Allgemeinheit, wenn wir, statt
dessen, eine Invarianz gegeniiber beliebigen Koordinaten-
transformationen fordern. ‘Unsere allgemeinen Naturgesetze
sollen also unverdndert bestehen bleiben, wenn der ﬁbergang aus
einem System in ein anderes auf Grund der aligemeinen Trans-
formationsgleichungen:

(275) %= fi (X35 Xgy X34 X,) i=123,4
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erfolgt. Da in irgendwie bewegten Systemen die riumlichen und
zeitlichen Parameter sich @ndern (vgl. S. 120), so sind diese Ande-
rungen in unserer allgemeineren Forderung auf jeden Fall ent-
halten. Ob freilich in der Physik eine Einschrinkung der Pro-
blemstellung durch die Natur der Dinge von vornherein geboten
wire, ist eine Frage, die hier (vgl. jedoch S. 137) nicht erdrtert
werden soll?), .

Wir stellen uns also jetzt die Aufgabe: Naturgesetze aufzu-
finden, die gegeniiber beliebigen Koordinaten- (bzw. Parameter-)
Transformationen invariant sind. Nach unseren Ausfiihrungen Giber
Invarianz (S. 75) werden es Differentialgksetze sein miissen. Sie
werden der Form nach Gesetze einer vierdimensionalen Raum-
Zeit-Geometrie sein.

In dieser allgemeinen Fassung hat die Aufgabe natiirlich keinen
Sinn. Wollen wir geometrische Sdtze herleiten, so miissen die
geometrischen Gréfen numerisch erfaSbar sein. Wir miissen
messen kdnnen, und dazu miissen MaBeinheiten festgelegt werden.
Zur Losung unserer Aufgabe ist eine Festsetzung iiber die
in beliebigen Koordinatensystemen geltenden Maflein-
heiten im Unendlichkleinen notwendig (vgl. S. 125). Auch
die Euklidische Geometrie ist erst dadurch mdglich, dal wir an-
nehmen, Mafstibe bleiben im ganzen Raum unveréndert.

Wir kénnten nun unmittelbar an die Riemannsche Geometrie
ankniipfen. Doch wollen wir — dem historischen Gang folgend —
das Problem zuerst von der rein physikalischen Seite aus be-
handeln. - Wir werden dabei finden, dal der Zusammenhang zwi-
schen Riemannscher Geometrie und allgemeiner Relativititstheorie
ein noch weit engerer ist, als er bisher schon hervortrat.

Wir betrachten in einem beliebigen Koordinatensystem K die
unendlich kleine Umgebung eines Punktes P, in welcher ein Gra-
vitationsfeld vorhanden sein mdge. Nach den S. 111 gegebenen
Ausfiihrungen kénnen wir in einem unendlich kleinen r#umlichen
Gebiet und fiir ein unendlich kleines Zeitintervall das System K
stets durch ein so zu ihm beschleunigtes ersetzen, dafl in dem
neuen System K’ ein Gravitationsfeld nicht vorhanden ist,
und dieses zugleich als nicht beschleunigt angesehen

1) Siehe hierzu E. Kretschmann, Uber den physikalischen Sinn der
Relativititspostulate. Annal. d. Physik (4) Bd. 53. 1917. S, 575.
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werden kann. Wir nennen das so definierte vierdimensionale
System K’ das &drtliche oder -lokale Raum-Zeit-System in der
Umgebung eines Punktes, K wollen wir als das allgemeine
System?®) bezeichnen.

Ersetzen wir das System K mittels einer willkiirlichen Trans-
formation (275) durch irgendein anderes, oder bringen wir die
unendlich kleine Umgebung des Punktes P an eine andere Stelle
unseres beliebigen Systems K, so kénnen wir vom allgemeinen
immer wieder zu einem zu P gehdrenden lokalen System gelangen.
In allen lokalen Systemen erfolgen an jeder Stelle die Vorginge
so, als ob dieses unendlich kleine Gebiet gravitationsfrei und un-
beschleﬁnigt sei.

" Wir machen nun die Annahme: fiir alle lokalen Koordi-
natensysteme K’, die irgendwelchen unendlich kleinen
vierdimensionalen Gebieten angehdren, gelte die spe-
zielle Relativititstheorie.

Wir legen einen unserem Punkt P unendlich benachbarten:
Weltpunkt P’ durch vier reelle Koordinaten dX,, dX,, dX,, dX,
fest, die sich nun auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit
drei imagindren und einer reellen Achse beziehen?). Unser
Linienelement im lokalen System setzen wir also in der allge-
meinen Relativititstheorie stets in der Form (60) an und schreiben:

(276) ds® = dX2 — (dX? + dX: 4 dX?).

ds® ist nun positiv fiir ein zeitartiges, negativ fiir ein ®aumartiges
Linienelement. Im ersteren Fall ist P’ aus P durch eine Be-
‘wegung hervorgegangen. Die rdumlichen Koordinaten von P" in
bezug auf P konnen durch einen innerhalb jedes lokalen Systems
unverénderlichen, unendlich kleinen Mafistab gemessen werden,
die Zeitkoordinate durch eine Uhr, die ihren Gang in jedem lokalen
System beibehilt. ds® hat einen bestimmten, nach der speziellen
Relativititstheorie fiir jedes lokale System unverindert be-
stehenden, durch Raum-Zeit-Messung zu ermittelnden Wert.

1) Man, nennt das allgemeine Parametersystem auch das natiirliche
System, die Parameter selbst natiirliche Koordinaten. Lingen und
Zeiten, die durch Parameterdifferenzen festgelegt sind, kénnen wir darum
als ,natiirlich gemessen* bezeichnen.

2) Diese von der friiheren abweichende Art der Wahl der Koordi-

aatenachsen behalten wir im folgenden aus ZweckmiBigkeitsgriinden bei.
Kopff, Relativititstheorie. 9
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Die Lichtgeschwindigkeit besitzt in jedem lokalen
System ‘den universellen Wertc. Treffen wir fiir die Zeit-
einheit die S. 24 angegebene Wahl, so wird ¢ = 1.

‘Die Lage des Punktes P’ in bezug auf P ist nun in einem all-
gemeinen System K durch vier Parameterdifferentiale dx,, dx,,
dx,, dx, festgelegt. Das allgemeine System ist in der unendlich
kleinen Umgebung von P ein von Punkt zu Punkt verschiedenes
affines mit noch zu bestimmenden Mafverhéitnissen (vgl. S. 67).
Da zwischen Cartesischem und affinem System die Beziehungen:

(277) xX; = Ok Xk (a,-k = konst.)

allgemein bestehen, so erhalten wir hier zwischen den Differentialen
die linearen, homogenen Gleichungen:.

(278) dX; = apdxy.
Unser Linienelement (276) geht im allgemeinen System iiber in:
(279) ds® = ggdx;dx; 8k = gu).

Der Wert von ds? ist dabei der in unserem lokalen System be-
stimmte. Da ds? nach (276) eine Invariante ist, so fiihrt auch
jede beliebige Koordinatentransformation (275) fiir (279) stets zu
demselben Wert von ds®.

Aus der Annahme, dafl fiir alle lokalen Koordinatensysteme
die spezielle Relativititstheorie besteht, folgt also: das Linien-
element ds ist eine Invariante in bezug aufjede beliebige
Transformation unserer Raum-Zeit-Parameter. Das vier-
dimensionale Linienelement besteht unabhiéingig von jeder
besonderen Koordinatenwahl.

Ein Linienelement behdlt also seinen Wert an jeder ,Stelle*
bei beliebiger Koordinatentransformation, oder weénn wir es von
einer ,Stelle” unseres vierdimensionalen Systems an irgendeine
andere bringen. Immer kann sein Wert durch rdumliche und
zeitliche Messungen in dem jeweils bestehenden lokalen System
erhalten werden. Die dabei zu benutzenden, unendlich kleinen
Mafstibe behalten in jedem lokalen System, also fiir einen
Beobachter, der sich an der Stelle des Punktes P selbst
befindet, dieselbe Liénge; die zu benutzende Uhr denselben Gang.
Wie sich Maflstibe und Uhren im allgemeinen System (be-
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urteilt von einer bestimmt festgelegten Stelle aus) ver-
halten, werden wir bald besprechen kénnen (vgl. S. 134).

Das invariante Linienelement wird es nun ermdglichen, die
MaBverhiltnisse an jeder Stelle unseres Parametersystems festzu-
legen. Zuvor -miissen wir noch mit einer wichtigen Eigenschaft
der Koeffizienten g; bekannt werden.

Die Koeffizienten g des Linienelements sind im allgemeinen
System zufolge (278) Funktionen der Parameter x;, deren Wert
im allgemeinsten Fall von Punkt zu Punkt wechselt. Die gix hidngen
jedoch nicht von der Art des lokalen Systems ab. Gehen wir
von einem allgemeinen System K zu einem anderen iiber, so ist
unabhiingig von jedem lokalen System:

(280) dst = gidx;dx; = ghdxdx.
Die gi sind also lediglich Funktionen der Parameter des zu-
gehdrenden Systems K. .

lIhre Bedeutung in der allgememen Relativitdtstheorie geht aus
folgendem hervor. In der speziellen Relativititstheorie, d. h. fiir zu-
einander geradlinig und gleichférmig bewegte Systeme bestehen fiir
die S. 129 neu getroffene Wahl des Koordinatensystems die Werte:

—1 0 0 0
0 —1 0 0
0 0 —1 0
0 0 0 +1

in beliebigen endlichen Gebieten [vgl. (159)]. Ein sich selbst
iiberlassener Massenpunkt bewegt sich m einem solchen Gebiet
geradlinig und gleichférmig.

Gehen wir nun durch eine beliebige Substitution (275) zu einem
willkiirlich bewegten Raum-Zeit-System iiber, so werden die gi be-
liebige Funktionen der x;. In bezug auf das neue Koordinaten-
system ist die Bewegung unseres Punktes krummlinig und un-
gleichfdrmig; jedoch ist sie unabhiingig von der Natur des bewegten
Massenpunktes selbst. Der Ma.ssenpunkt befindet sich in einem
Gravitationsfeld. Je nach der Beschaffenheit des Gravitationsfeldes
sind die g; andere und andere Funktionen der Parameter. Die
10 Koeffizienten g; des Linienelements in einem belie- .
bigen Raum-Zeit-System beschreiben also das Gravi-
tationsfeld an jeder Stelle des Systems. Im lokalen Koordi-

A ge

(281)
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natensystem dagegen sind die gz konstant und kift;nen durch eine
besondere Transformation in die Werte (281) iibergefiihrt werden.
Aus einem spiter noch zu erdrternden Grund - bezeichnen wir
die gy als die Potentiale des Gravitationsfeldes.

Dafl die gi zugleich auch die MafBverhiltnisse im allgemeinen
Parametersystem bestimmen, erkennen wir sofort, wénn wir uns
wieder der Riemannschen Geometrie zuwenden.

Wir haben bis jetzt gefunden, daBl jeder Punkt einer Flache
.durch zwei unabhiéngige Wertangaben festgelegt ist; wir bezeichnen
die Fliche mit Riemann als zweifach ausgedehnte Mannig-
faltigkeit. Entsprechend wird jede Kurve als einfach, jeder Raum
als dreifach, die ,Welt® als vierfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit
zu bezeichnen sein. Noch fehit uns die Mdoglichkeit in diesen
Mannigfaltigkeiten zu messen, also eine metrische Geometrie auf-
zubauen; es fehlt uns eine Festsetzung iiber den auf einer be-
liebigen Fliche — wir ‘wollen uns jetzt wieder auf zwei Dimen-
sionen beschrinken — zu beniitzenden Mafistab (vgl. S. 128).

Hieriiber konnen verschiedene Annahmen gemacht werden.
Riemann schriénkt in seiner Antrittsvorlesung die verschiedenen
Maglichkeiten so weit ein, dal schliefilich als der auf der ganzen
Fldche giiltige, unverinderliche Mafistab das unendlich
kleine Linienelement ds, der Abstand zweier unendlich be-
nachbarter, starr miteinander verbundener Punkte bleibt?). Wir
kommen dadurch — in Analogie mit den Forderungen der all-
gemeinen Relativitédtstheorie (S. 130) — zu einer bestimmten, der
Riemannschen Differentialgeometrie.

Die Form des Linienelements einer Fldche, ausgedriickt durch
die Flichenparameter, erhalten wir auf folgende Weise. Ist eine
Fliche durch rdumliche Cartesische Koordinaten festgelegt, so ist
der Abstand zweier unendlich benachbarter Punkte: -

(282) ds® = dx® 4 dy* +} dz?,
wo nach (272):

ox
(283) dx = 5~ d + duz,

1) In welcher Weise andere Annabhmen moglich sind, zeigt z.B. die
Untersuchung von H. Weyl, Gravitation und Elektrizitat. Sitzber. d. preu8.
Akad. d. Wiss. 1918. S.465. Vgl. auch den Vortrag von H. Weyl: Elektrizitit
und Gravitation auf der Naturforscherversammlung Bad Nauheim 1920.
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und entsprechend dy und dz lauten. Also wird der Abstand ds
bestimmt durch:

) .

(284) ds* = > gadmdm, (@ = gu)-
i, k=1

Hierbei ist:

) 9 9

(285) g — x 0x | dy dy | 9z ¥z

dw; du, | dm; om ' dmy oy

Die 10 Grolen gi sind Funktionen der Parameter und in der
unendlich kleinen Umgebung eines Punktes konstant.

Das Linienelement (284) ist vollig identisch mit dem Ausdruck
(279) der allgemeinen Relativititstheorie. Wie dort ds® unveriindert
fiir jedes Koordinatensystem besteht, so auch hier. Auch in der
Riemannschen Geometrie ist ds eine Invariante in bezug
auf belieblge Koordinatentransformationen.

Wie dort im Unendlichkleinen die spezielle Relativititstheorie
gilt, so besteht hier im Unendlichkleinen infolge der Unver-
dnderlichkeit des Linienelements ds die Euklidische Geometrie,
Es liSt sich demnach in der Umgebung jedes Punktes das all-
gemeine Koordinatensystem der Fliche durch ein Cartesisches
ersetzen und durch lineare, homogene Transformation das Linien-
element entsprechend der Gleichung (276) in die Form:

(286) ds® = dx® | dy?,

bringen?). Ein solches Cartesisches System, das in der Umgebung
eines Punktes besteht, werden wir wieder ein lokales System
nennen. In ihm gilt der Pythagoreische Lehrsatz (286).

Je nach den gewihiten Parametern nimmt das Linienelement
(284) verschiedene Formen an. Fiir die Einheitskugel (269) erhalten
wir z. B. aus (285) bei der Parameterdarstellung (270): ’

(287) ds® = duj + cos®u,du;,

und fiir (271) das Linienelement:

(1 + 2% + o) (du? + duﬁ) — (z,du, + n,du,)*
(1 + i + w3’

Das invariante Linienelement (284) legt nun, wie wir
zeigen wollen, in der Riemannschen Geometrie die Mafiverhdlt-

(288) ds* =

A 1) dx, dy sind hier keine totalen Differentiale. Vgl. auch S. 136,
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nisse der Fldche in eindeutiger Weise fest. In der unendlich
kleinen Umgebung eines Punktes ist jedes allgemeine System als
ein affines aufzufassen (vgl. S. 74); die beiden Koordinatenachsen
schneiden sich unter beliebigem Winkel, auf jeder der Achsen gilt
eine andere MaBleinheit. Sind die Achsen und die Maflverhiltnisse
auf ihnen gegeben, so ist die Geometrie in der Umgebung des
Punktes P festgelegt. Wir kénnen dann die Lage eines benach-
" barten Punktes P’ durch zwei Zahlenwerte eindeutig angeben.

Geben wir einem Linienelement mit bekannten Koeffizienten
g« die Lidnge eins, so besitzen wir damit zunichst einen Einheits-
mafistab in der Umgebung jedes Punktes (im lokalen System).
Zugleich ist auch das Parameternetz auf der Fliche fir die Um-
gebung jedes Punktes in dem ebhen ausgefiihrten Sinn bestimmt,
'da wir nun die Moglichkeit besitzen, die MaBverhdltnisse von einer
Stelle an jede beliebig andere zu iibertragen.

Liegt ndmlich auf einer beliebigen Fliche der dem Punkt P
unendlich benachbarte Punkt P’ auf der durch P gehenden u,-Linie,
so ist fiir den Abstand PP’ =— ds = 1. die Differenz der Parameter
gegeben durch:

—— ! .
Ve

Die u,-Linien sind also an der Stelle P so dicht zu wihlen,

(289) ~du, =0, du,

dal zwischen P und P’ die Anzahl solcher Linien zu liegen

1
l g22
kommt. Wihlen. wir PP’ = ds = 1 auf der durch P gehenden
u,-Linie, so ist entsprechend:

1

(290) do, = ——, dug,=0,
) g!l
und die Anzahl der u,-Linien ist durch ! festgelegt. Ein un-
Ve

endlich kleiner MaBstab, der im lokalen System die Linge eins
hat, besitzt im allgemeinen System eine davon verschiedene, von
seiner Lage abhiingende Linge. Die GréBen V;_;: und Vg; geben
fiir das Parametersystem an jeder Stelle das Verhdltnis der beiden
Magstibe des affinen Systems zu dem MaBstab im lokalen System.

Auch der Winkel zwischen den beiden Achsen des affinen
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Systems ist durch die Koeffizienten gy des Linienelements fest-
gelegt. Wie sich in der Differentialgeometrie zeigen 1aBt?), ist
der Winkel zwischen zwei beliebigen unendlich kleinen
Verschiebungen, deren Komponenten du,, du, bzw. du,, du, sind,
gegeben durch:

{291) cos @ =
g.du,0u, +g,;(du, 0, +du,dn,)+g,,du,du,
Vg, dut+2g,,du,du,+ g, dul Vgu6u1+2g“5u16u,+g,,6u,

Fillt die eine Verschiebung in die u,-Linie, die andere in die
a,-Linie, so erhalten wir hieraus:

&2
(292) CoOsS @ = ——2—
: V&11: 8as

Dadurch ist das Achsensystem des affinen Systems also
festgelegt.

Ferner ist der Inhalt des unendlich kleinen, zwischen benden
Verschiebungen liegenden Parallelogramms’)

du,dun
293 1
(293) aJ = V- ou,du, |’
wo g die Determinante der gy, also:
(294) , — | 81 &ae
- £ 8o1 822

bedeutet. Damit ist gezeigt, da das Linienelement die Geometrie
auf der Fliche eindeutig bestimmt. Fiir verschiedene Parameter-
darstellungen derselben Fliche, also fiir verschiedene Formen des
Linienelements wie z. B. (287) und (288) kommen wir auf ver-
schiedene Arten von Geometrien.

Es ist jedoch zu beachten, dafl die Koeffizienten gy des Linien-
elements wohl die Geometrie auf der Fliche festlegen, nicht
aber die Fliche selbst. Denken wir uns zwei Flichen, auf
denen Punkt fiir Punkt die Linienelemente iibereinstimmen, so
konnen wir die eine auf der anderen so abbilden, dafl jeder Kurve
auf einer Fliche eine gleichlange Kurve auf der anderen entspricht.

Die eine Fliche ist auf der anderen abwickelbar, oder die eine

1) Vgl. z. B. G. Scheffers, Einfiihrung in- die Theorie der Flichen. .

2. Aufl,, Leipzig 1913, S. 39.
%) Ebenda S. 45.
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Fldche ldit sich auf der anderen verbiegen. Sind die Koeffizienten
des Linienelements fiir jeden Punkt gegeben, so gilt-also die
dadurch bestimmte Geometrie fiir alle aufeinander abwickelbaren
Flidchen.

ie beschrinkt sich nicht auf diese; sie gilt z. B. ebenso auf
der pBildebene® (vgl. S. 126), wenn wir auf dieser dem Linien-
element die Gleichung (284) zuweisen. So ist die Geometrie auf
der Kugel und der Bildebene dieselbe, wenn auf letzterer das
Linienelement die Gestalt (287) oder (288) hat.

Einen Punkt wollen wir hier noch erledigen. Wir haben S. 121
hervorgehoben, dafl im Euklidischen Kontinuum bei der Wahl eines.
Cartesischen Koordinatensystems das Linienelement eine hesonders.
.einfache Form (266") besitzt, und auch S. 124 darauf hingewiesen,
dafl die Ebene das einzige zweidimensionale Kontinuum ist, das
Euklidisch sein kann. :

‘Wir wollen hierfiir den Nachweis erbringen.

Auf einer Fliche soll ein Parameternetz so bestimmt werden,
daB das Linienelement an jeder Stelle die Form:

(295) ds® = du} + dug

im allgemeinen System hat. Untersuchen wir, fiir welche Flichen
dies mdglich ist. Wir gehen auf die Parameterdarstellung (274)
zuriick; x, y, z sind dort die Koordinaten in einem beliebig zu
wﬁhlenden Cartesischen System. Nach (285) nehmen die Ko-
effizienten die Form an:

296) g, = 1+(’)’ g, =LY

¥x dy

JAY
oy

Soll das Lmlenelement auf der ganzen Fliche die Form (295)
besitzen, so mufl z = f(x, y) fiir jedes x und y konstant sein. Die
Flache ist eine Ebene, die parallel zur entsprechend gewihlten
xy-Ebene verlduft. Die Parameter z, und z, sind Cartesische
Koordinaten in der Ebene.

Wiéhrend also in jedem der unendlich kleinen Umgebung eines.
Punktes angehdrenden lokalen System das Linienelement fiir jede
beliebige Fliche die Form ds® = dx® 4 dy® besitzt, besteht
allein auf der Ebene (und ‘auf jeder darauf abwickelbaren Fliche)
die Maoglichkeit, ein Koordinatennetz so zu ziehen, dal das Linien-
element im allgemeinen System ds® = dx® 4 dy® lautet.

: g,,=1+(
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Gehen wir in der Ebene von Cartesischen zu affinen Koordi-
naten iiber, so nimmt das Linienelement die Form (284) an. Dabei
sind die gy in der ganzen Ebene konstante Gréfen..

Wir k&nnen also folgenden Satz aussprechen:

Besteht in einem zweidimensionalen Kontinuum die’ Euklidische
Geometrie, so miissen sich die Koeffizienten g; des Linienele-
ments (284) durch irgendwelche Transformationen der Parameter
in Konstante iiberfiilhren lassen.

Dieselben geometrischen Verhiltnisse gelten nun auch fiir drei
und jede hdhere Anzahl von Dimensionen. Im allgemeinén sind
die Koeffizienten g; des n-dimensionalen Linienelements:

(297) ds® = gy dx;dx; Gk=1,2...n)

Funktionen des Ortes. Sie bestimmen die Geometrie an jeder
Stelle des Kontinuums. Besitzen sie iiberall konstante Werte, oder
gibt es Transformationen, durch welche sie in solche iibergefiihrt
werden, so ist das Kontinuum ein Euklidisches; wir bezeichnen die
n-fache Punkt-Mannigfaltigkeit mit Riemann als eben.

Durch die vorstehenden Betrachtungen haben wir nun die
weitere Deutung der Koeffizienten des Linienelements (279) unseres
‘Raum-Zeit-Kontinuums gewonnen. Die g; beschreiben nicht nur
das Gravitationsfeld an jeder Stelle des Raumes zu jeder Zeit, son-

dern geben zugleich' — zufolge der Invarianz des Linienelements,
also zufolge der Voraussetzung, dafl im Unendlichkleinen die
spezielle Relativititstheorie gilt — die metrischen Eigen-

schaften unseres vierdimensionalen Kontinuums von
Punkt zu Punkt.

Hierbei ist freilich der Unterschied zwnschen rdumlichen
und zeitlichen Koordinaten véllig verschwunden. Wollen
wir jedoch mit der Anschauung in Ubereinstimmung bleiben, so
mufl eine Trennung der ,Welt in Raum und Zeit weiter
bestehen. Wir konnen hierbei dem Linienelement (279) eine
speziellere Form geben.

In unserem lokalen System (S. 129) war das Linienelement
durch (276) dargestellt, die Koeffizienten gi durch .(281).

Dasselbe gilt fiir ein unbeschleunigtes, endliches System in
einem gravitationsfreien Raum; dieser ist durch konstante Ko-
effizienten g; charakterisiert, die sich durch eine Transformation
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immer in (281) iiberfiihren lassen. Das Koordinatensystem, dem
dieses Linienelement zugehdrt, ist ein rdumliches Cartesisches
System. Die reelle Zeitachse steht auf den drei rdumlichen
imagindren Achsen (vgl.S. 129), also auf jeder beliebigen rdium-
lichen Richtung senkrecht. Wir konnen sagen: der Zeitvektor
steht auf dem Raum senkrecht. Soll die Zeit ihre Sonder-
stellung gegeniiber den rdumlichen Koordinaten auch in der all-
gemeinen Relativitdtstheorie wahren, soll sie weiterhin als Vektor
auf jeder rdumlichen Richtung senkrecht stehen, so mufl das
Linienelement die Form annehmen:

(298) ds® = ffdx; — do*,
wo:

3
(299) do* = D' yadx dx

i, k=1
ist. Unsere Koeffizienten g; sind also hier:

’ —_— i k=1,2,3
(300) 8ik Yik (, ’ ,3)
&i=gu=0, 8 = f".

Die Koeffizienten y; beschreiben die in unserem beliebig be-
wegten rdumlichen System oder in dem entsprechenden Gravita-
tionsfeld von Punkt zu Punkt bestehende Geometrie, f* den Zu-
sammenhang der Zeit mit diesem System. Beschrinken wir unsere
beliebigen vierdimensionalen Koordinaten-Transformationen auf
solche, die sich auf beliebig zueinander bewegte riumliche Systeme
beziehen, bei denen also Raum und Zeit getrennt bestehen, so
148t sich das Linienelement stets in die Form (298) bringen.’

Dieses Linienelement zeigt nun auch, in welcher Weise wir
mit Hilfe der gi die Metrik des allgemeinen Raum-Zeit-Systems
an jeder Stelle festlegen konnen. Wir kniipfen an die Uber-
legungen an, die S. 134 fiir die Fliche durchgefiihrt worden sind.

In der speziellen Relativititstheorie besitzt das Linienelement
ds® = dx} — (dx} + dx; + dx3) fiir jedes geradlinig und gleich-
formig bewegte System denselben Wert. Hierbei war angenommen,
daBl innerhalb eines Systems jeder endliche Mafistab seine Linge,
jede Uhr ihren Gang behilt, wenn wir sie aus einem System in
ein. dazu gleichformig bewegtes brachten. Stablinge und Uhrgang
waren von der Geschwindigkeit eines Systems dann abhéngig,
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.wenn wir sie von einem dazu relativ ruhenden System aus be
urteilen. ' :

In der allgemeinen Relativititstheorie ist das Linienelement
ds® = gu.dx;dx, eine Invariante fiir jede beliebige Transformation
der Parameter x;. Der Wert von ds wird durch Messungen in
einem lokalen System mittels unendlich kleiner Mafstibe - und
mittels Uhren erhalten, von denen beiden wir annehmen, dafi sie
sich beim Verbringen von einem lokalen System in ein anderes
nicht @ndern. Wir miissen nun untersuchen, wie verhalten sich
die Maflstibe und Uhren vom allgemeinen System aus beurteilt.
Befinden wir uns an der Stelle, an der gemessen werden soll,
nicht selbst, so sind die unendlich kleinen Mafistibe, sowie die
Uhren nicht unmittelbar verwendbar. Wir nehmen lediglich rdum-
liche und zeitliche Parameterdifferenzen wahr, und diese sind fiir
dasselbe unveridnderliche ds von Ort zu Ort verschieden.

Betrachten wir den rdumlichen Abstand zweier unendlich be-
nachbarter, starr miteinander verbundener Punkte. Fiir ihn ist
dt = 0, und wihlen wir ihn als Maflstab, so wird nach (298)
ds® = — 1 (gemessen in einem lokalen System). Dieser Wert ist
eine Invariante fir jede beliebige vierdimensionale Koordinaten-
transformation; ds behdlt seinen Wert an jeder Stelle des allge-
meinen Systems. Legen wir die beiden Punkte an irgendeinen
Ort so, dafl ihre Verbindungslinie in die x,-Achse unseres allge-
meinen Systems an irgendeiner Stelle fillt, so wird dx, = dx, =0
und g,,dx] = — 1, oder:

l .
V— 8u *

(301) dx, =

Die Endpunkte des starren Stibchens ds =V — 1 haben also
in unserem Parameternetz nicht den absoluten Abstand eins, son-
dern den durch (301) als Parameterdifferenz festgelegten Wert. Da
nun in der allgemeinen Relativititstheorie das natiirliche Messen -
im Bestimmen von Parameterdifferenzen innerhalb des allgemeinen
Systems besteht — wir kdnnen nur in unserer unmittelbaren Um-
gebung Euklidisch messen —, so werden die Lingen an jeder
Stelle von den Koeffizienten des Linienelements abhingen. Neben
die konstante Linge im lokalen System tritt die variable Linge im
allgemeinen. Dasselbe gilt von den Zeiten. Denn betrachten wir
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ginen rein zeitlichen Abstand ds® = f*dx; = 1, so ist die Para-
meterdifferenz an jeder Stelle:

(302) dx, = —-

Die Grifle f ist nichts anderes als die Lichtgeschwindigkeit im
allgemeinen System. Ist ndmlich der Raum-Zeit-Abstand ds in
(298) so entstanden, daB ein Punkt P sich mit Lichtgeschwindig-
keit nach dem unendlich benachbarten P/ bewegt hat, so ist nach
(276) ds = 0, also im allgemeinen System fiir die Bewegung mit
Lichtgeschwindigkeit:

do
(3(?3) f= dx,

f ist im allgemeinen von 1 verschieden und eine Funktion der
Parameter (vgl. S. 112).

Fiir das allgemeine Parametersystem ist also Stablinge und
Uhrgang von Ort zu Ort verdinderlich; beide sind Funktionen der
Koeffizienten des Linienelements an jeder Stelle; sie sind also in
letzter Linie vom Gravitationsfeld abhéngig, das zugleich
metrisches Feld ist. . ‘

Machen wir die Annahme, dafl das Gravitationsfeld durch die
Materie des Weltenraums eindeutig gegeben ist, so legt also
die Materie die Metrik von Raum und Zeit fest!). Die
Geometrie an irgendeiner Stelle des Raumes ist durch
die Materie der Umgebung bestimmt?). Der Raum hat also
seine Gegenstindlichkeit und Selbstindigkeit vollig verloren. Die
Relativititstheorie kennt nicht nur keine Bewegung mehr relativ
zum ,Raum“; der Raum besitzt auch an und fiir sich keine geometri-
schen Eigenschaften mehr.

Damit sind wir an der Stelle angelangt, von der aus wir die
grundlegenden Gedankengiinge der allgemeinen Relativititstheorie
iiberblicken kénnen.

1) Vgl. hierzu jedoch H. Weyl, Raum, Zeit, Materie. Berlin 1918.
S. 176. Fufinote. ’

2) Dafl die Linge eines Maflstabes oder der Gang einer Uhr vom
Gravitationsfeld abhiéingt, in welchem sich Mafistab und Uhr beflnden,
ist vielleicht weniger erstaunlich, wenn wir uns einmal vergegenwirtigen,
daB beide auch z. B. von der Temperatur abhi#ngig sind, die an einer
Stelle des Raumes herrscht. .
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Schon die spezielle Relativititstheorie hatte dazu gefiihrt, Ma-
terie - und elektromagnetisches Feld als eine Einheit aufzufassen
(vgl. S. 105); das Aquivalenzprinzip ergab von neuem; daf Materie
und elektromagnetische Energie sich im Gravitationsfeld véllig
gleich verhalten. Die Einheit von Materie und Elektrizitit, in
ihrer Gesamtheit als ,Feld® bezeichnet, ist also das in der Welt
urspriinglich Vorhandene, ewig in Bewegung und Wechsel begriffen,
aber im Ganzen doch unzerstérbar. .

Daneben steht ein zweites. Uberall in unserem wirklichen, mit
Materie erfillten Raum ist an jeder Stelle, an welcher Materie
(oder das ,Feld“) nicht selbst vorhanden ist, doch eine Energie
wirksam, die wir Gravitation nennen. Es treten physikalische
Eigenschaften, das Gravitationsfeld, auf, die an Raum und
Zeit gebunden sind. Die Materie bedingt dieses Gravitationsfeld.
Sie bedingt zugleich auch die metrischen Eigenschaften von Raum
und Zeit. Geben wir dem Inbegriff der physikalischen Eigen-
schaften des Raumes den Namen ,Ather® 1), so fiihrt das Relativi-
titsprinzip zu dem Satz: das ,Feld® bestimmt den ,Ather® zu jeder
Zeit und zugleich die metrischen Eigenschaften von Raum und Zeit
in eindeutiger Weise. Die Koeffizienten gy, welche die Metrik von
Raum und Zeit festlegen, sind bestimmend fiir alle Bewegungs-
vorgdinge; sie selbst sind Funktionen von Materie und Elektrizitit.

Die Aufgabe der Relativititstheorie besteht also einmal darin,

allgemeine invariante Naturgesetze fiir alle Bewegungsvorginge
aufzustellen, und zugleich darin, invariante Gesetze fiir die Ab-
hingigkeit der g; von der Materie herzuleiten. Einstein hat

1) Wir behalten also den Begriff ,Ather fiir dasjenige Reale bei, das
im Raum an Stellen vorhanden ist, an denen Materie und elektromagne-
tische Energie fehlt. In diesem Sinne kdnnen wir den Gravitationsither
als ,Raum* schlechthin auffassen und in Gegensatz zur ,Materie“ stellen.
Inwiefern wir den Ather auch weiterhin als Medium ansehen konnen,
dem freilich alle mechanis¢hen und kinetischen Eigenschaften fehlen, dar-
iiber siche A.Einstein, Ather und Relativititstheorie, Berlin 1920. Ein
grundlegender Unterschied zwischen dem Ather der klassischen Physik
und dem der Relativitdtstheorie ist immer im Auge zu behalten. Ersterer
war der Inbegriff physikalischer Eigenschaften, die dem Raum an jeder
Stelle in gleicher Weise .zukamen, und die selbstindig und unverinderlich
existierten. Der Ather der Relativititstheorie ist an die im Raum vor-

handene Materie (und das elektromagnetische Feld). gebunden und variiert
riumlich und zeitlich. ' '
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diese Aufgabe in seiner Gravitationstheorie geldost oder wenig-
stens di¢ fundamentalen Ansitze gegeben. ‘

Hier endlich sind wir auch in der Lage, die Forderungen der
Invarianz auf Grund unserer geometrischen Betrachtungen in aller
Schirfe zu definieren. Wir verlangen eine Invarianz der all-
gemeinen Naturgesetze in bezug auf alle beliebigen Systeme
unter der Voraussetzung, dafl im Unendlichkleinen bei
geeigneter Koordinatenwahl die spezielle Relativitits-
theorie gilt (vgl, S. 129); oder wir verlangen eine Invarianz im
Riemannschen vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum.

Ehe wir uns jedoch der Lésung der Aufgaben der allgemeinen
Relativitiitstheorie zuwenden, miissen wir noch einmal zur Tensor-
analysis zuriickkehren.

§ 12. Aligemeine Tensoranalysis (II. Teil).
Die Grundgleichungen der allgemeinen Relativitdtstheorie.

In § 7 hatten wir die allgemeine Tensoranalysis so weit be-
handelt, als deren Kenntnis fiir die spezielle Relativititstheorie
notwendig war,

Wir miissen uns nun im besonderen mit der Bildung von
Tensoren durch Differentiation im allgemeinsten Fall be-
schiftigen und haben dazu noch einige Vorbereitungen notwendig.

Einmal folgendes. Das durch (279) definierte Linienelement
ist eine Invariante in bezug auf beliebige Koordinatentransforma-
tionen. Die Koeffizienten gi des Liniénelementes bilden demnach,
wie wir bereits S. 77 hervorhoben, einen symmetrischen ko-
varianten Tensor II. Ranges, .den wir als Fundamental-
tensor bezeichnen.

Es gibt auch einen kontravarianten Fundamentaltensor,
den wir aus dem kovarianten herleiten konnen. Wir zeigen: ist g
die Determinante der gy (= g), also:

_ 811 &2 &3 Bue .
81 822 823 8su
(304) g= = | g
831 &3 8as 8sa | g
8 8z 8us Bu *
so bllden die Unterdeterminanten zu gy dividiert durch g dne

Komponenten g* (= g9 eines kontravarianten Tensors.
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Beachtet man, dafl die Determinante:

4
g=_2 g (g*g),
Lhk=1
und ferner, dafl eine Determinante, bei welcher zwei Horizantal-
oder Vertikalreihen denselben Wert haben, null ist, so ergibt sich
die Beziehung:

=1 firi=k
. okr —

(305) seg =4 ! =0 ‘firi¥ k.

Die Summation ist hier nur iiber r auszufiihren (Verjiingung).
8 ist selbst ein Tensor (vgl. S. 73), den wir als gemischten
Fundamentaltensor bezeichnen.

Nun ist:
(306) ds“ = g,-kdx; dxk = gi,df,dx,- dxk = g,-,gmg“dx,- dx;, .

Beachten wir, dafi:

(307) gisdx; = dé;, gredx, = d&;
kovariante Vierervektoren sind, so ist:
(308) ‘ ds® = gtd& dé& .-

. Die Koeffizienten g sind also Komponenten eines kontra-
varianten Tensors Il. Ranges, des kontravarianten Fundamen-
taltensors. Wir konnen aus den Komponenten des kovarianten
Fundamentaltensors stets diejenigen des kontravarianten herleiten
und umgekehrt. '

Wegen des Vorzeichens von g ist nun noch eine besondere
Festsetzung zu treffen. Der Inhalt eines unendlich kleinen vier-
dimensionalen Raum-Zeit-Volumens ist nach (293):

dJ = Vg dx, dx, dx, dx, .

- Der Wert dJ besteht unabhiingig vom Koordinatensystem. Fiir
das lokale System ist nach der S. 129 getroffenen Wahl der Achsen
Vg an jeder Stelle imaginédr, da hierfiir die gi in die Werte (281)
iibergehen. Die dX,, .... dagegen sind reell (vgl. S. 32). Wir
wollen nun annehmen, daB auch die dx,,.... fir jedes System
reell sind; wir haben damit die Koordinatenwahl begrenzt. dJ ist
nun stets eine imaginire Grofle. Setzen wir jedoch von jetzt ab
fest — wodurch unsere Ausfiihrungen iiber den kovarianten und
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kontravarianten Fundamentaltensbr nicht beriihrt werden —, dafl g
den negativen Wert der Determinante bedeuten soll, also: '
(309) = |gik|’

so wird dJ reell. g kann sein Vorzeichen fiir keine Koordinaten-
wahl-dndern. '

Fiir spezielle Koordinatensysteme kann Vg =1 werden?).
Abgesehen von dieser Einschrinkung sind die gi immer noch be-
liebiger Anderungen fahig; es gibt also unendlich viele Koordi-
natensysteme dieser Art. Fiir alle solche Systeme nehmen nun
die Beziehungen der Relativititstheorie besonders einfache Formen
“an. Es ist deshalb fiir viele Untersuchungen zweckmiflig, auf
derartige Systeme zuriickzugehen. Wir werden hier &fter von
dieser Vereinfachung Gebrauch machen, da es sich hier darum
handelt, einen Uberblick iiber die GesetzmiBigkeiten unserer
Theorie zu gewinnen. Zuerst freilich miissen die Grundgesetze
in vélliger Allgemeinheit gewonnen werden. Dann aber wird die
Spezialisierung des Systems uns rascher zu Ergebnissen fiihren,
als die allgemeinen Gleichungen. Wieweit freilich diese Ergeb-
nisse ganz allgemein gelten, wieweit sie sich auf unsere spezi-
ellere Koordinatenwahl erstrecken, kann nur von Fall zu Fall die
weitere Untersuchung zeigen.

Wir wollen ferner die Gleichung der geoddtischen Linie
in unserem vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum her-
leiten. Das Linienelenient ds, der Abstand zweier benachbarter
Raum-Zeit-Punkte P und P’ (wir nehmen an, daf P’ aus P durch
eine Bewegung hervorgegangen ist), hat als Invariante einen vom
Koordinatensystem unabhéngigen Wert. Dasselbe gilt fiir die zwischen |
zwei festen Punkten P, und P, gezogene beliebige Weltlinie, deren

Pg
Lﬁnge/ds betriigt. Definieren wir die geodiitische Weltlinie
r .
als einle solche, fiir die die Linge einen Extremylert besitzt, fir|

welche also: i
Pg |

(310) ' 6/&18 =0
Py

1) Dies bedeutet eine Beschrinkung auf diejenigen Koordinatensysteme, |
fiir welche die Funktionaldeterminante 1 ist. |
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ist, so besteht auch die Gleichung (310) unabhiingig vom Koordi-
natensystem. Die Gleichung (310) der geoditischen Linie fiihrt
nun auf vier totale Differentialgleichingen, die unabhingig
von der - -besonderen Wahl des Koordmatensystems ebenfalls die
geoditische Linie definieren.

Fassen wir die Bogenlinge L einer Raum-Zeit-Kurve als Funktion
eines beliebigen Parameters ¢ auf, der in den Punkten P, und P,
die Werte a und b hat, so ist:

b
~ - axi dx
@311) —fs f]/ at at o det,
a.

wo:
dx; dx;

| J— — c—
312) F'=en 5y o
gesetzt ist. Fiir die geoditische Linie ist also: .

b
(313) f6th =0.

a
Aus (312) ergibt sich, wenn man beachtet, dall gy = gu ist:
__dgpdx; dx; dx; o (dxk

G 2rop =My, 4 g, E"(_)'

Nun wollen wir annehmen, dafl der Parameter ¢ die Bogen-
linge s der Kurve sei. Dann ist F = 1, und wir erhalten:

1 gk dx; dx, dx; ddx;
— 18Xl 5 | o .
@18)  F =33, s as 0¥ T & 55 g
1
Der zweite Teil des Integrals [ 0Fds lautet:

e
g d o fa
(316) g;ka%ddxk=[g,~k£dxk]— f (g,,‘ )dsdxk
(‘3
a a

Der erste Posten der rechten Seite verschwindet, da die Varia-

tionen Jx; in den Endpunkten der Kurve null sind. Aus (315)
ergibt sich also:
Kopff, Relativititstheorie.

10
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: b .
g dx; dx; d dx;
1 e — 2 g, 2 =
(317) f{, 3% ds ds Ox, ds(g"‘ ds) 6ku ds=0.

dx, und Jx; sind willkiirliche Variationen.

Wir kénnen dx, = Jx; setzen, da in jedem Teil von (317) iiber
die Indizes r bzw. k von 1 bis 4 zu summieren ist. Es folgt also
aus (317): \ 4 *

’ 1 98k dx; dxi d dx;
(318) ;b_mﬁ—d_s__ﬁ(gi’d_s)—:’o’

Wir haben damit vier Gleichungen (r = 1, 2, 3, 4) gewonnen,
die wir noch weiter umformen wollen. Zunidchst wird:

ax; O0gir dxp dx;  , 0gp dx;idx;

ds* Tox, ds ds *ox ds ds O

Beachten wir, dafl der zweite Summand sich wegen der iiber i
und k vorzunehmenden Summation auch in der Form:

(2 2o d

2 (ka bx, ds —d—;
schreiben lifit, und fiihren wir die Christoffelschen Drei-
indizes-Symbole erster Art:

ik __ . (d&r , dgrv Og
o [Meiaer

(3 1 9) 8ir

ein, so- lautet (319) jetzt:

dx, [ik]dx, dxe

%29 g e T r Jas as =

Da weiter:
s dxm: &xn  dx:
(322) glem e = O o5 = g

so folgt, wenn wir die Christoffelschen Dreiindizes-Symbole
zweiter Art:

[ ik ik
(323) e[ F]-{"

beniitzen, schlieBlich als Gleichungssystem der geodédtischen
Linie:

. d®x, ik) dx; dx,
(324) et t}d_;?z?k=°'

Diese vier Gleichungen (¢ = 1, 2, 3, 4) behalten bei beliebigen
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Koordinatentransformationen ihre Gestalt; sie bestehen unabhiingig
von der besonderen Wahl des Koordinatensystems. Die

Groflen {lkl bzw. [lrk] sind in { und k symmetrisch.

Nunmehr kdnnen wir zur Bildung neuer Tensoren durch
Differentiation iibergehen.

Durch ¢ sei ein Skalarfeld im Raum gegeben (vgl. S. 78).
@ ist also an einer bestimmten Stelle invariant gegen jede be-
liebige Koordinatentransformation (275). Die ]‘.nderung dp beim
Fortschreiten in einer bestimmten Raum-Zeit-Richtung ist ebenfalls

invariant; ebenso auch ¥ = _(p Nun ist aber:
_dg a¢ dx _  dx
(325) Tds mds s
g
Qi == —xpxst also ein kovarianter Tensor I. Ranges, wie wir

bereits S. 79 gezeigt hatten. Ferner ist aus denselben Griinden-

dy

wie vorhera eine Invariante.
Da: ’
2 2 .
(326) dtp Yo dxidxy  dp d'x;

T xdxp ds ds ' dx; ds®

4

ist, so kdonnen wir hieraus zun#chst auf die Existenz eines Tensors
nicht schliefen.

Setzen wir nun aber fest: die Kurve, lings deren wir
differenzieren, ist eine geoddtische Linie, so ist:

d‘x,___{ }dx.dx,‘

ds® ds ds’
also wird:

dy [ ¥¢ ik blp]dxi dxx
827) _d-s—-_[bxibxk t |dx.|ds ds
Hieraus ergibt sich, dafi:
3 ik|dp dg; ik
(328) Ve = bx,bxk—{ t }8;,_ 3 t|®

ein kovarianter Tensor IL Ranges ist, der aus dem Kompo-
. ’ 10*
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nenten des Tensors L Ranges ¢ = %Zl‘ nach (328) zusammen-
gesetzt wird, i ist in i und k symmetrisch. Die Annahme, dafl
wir lings einer geoditischen Linie differenzieren sollen, bedeutet
fiir unsere Beziehung (328) keine Beschrinkung. Denn wir kdnnen
von einem Punkt zu jedem benachbarten auf einer geoditischen
Linie fortschreiten. Unser Bildungsgesetz, das nun allerdings nicht
mehr die einfache Form wie das der speziellen Relativitdtstheorie
(vgl. S. 79) besitzt, ist also beliebig anwendbar. Es besteht fir
jede Koordinatentransformation, ist also allgemein invariant.

Wir hatten bei der Herleitung von (328) die Annahme gemacht,

d
dafl der Tensor ¢; als Gradient eines Skalars, %, darstelibar ist.
i

Das Bildnngsgesefz (328) besteht aber fiir jeden beliebigen Tensor
I. Ranges.

Der Beweis ist folgendermafien zu erbringen. Sind u und ¥
Skalare, so ist u :—:: ein kovarianter Tensor I. Ranges. Dasselbe
gilt aucﬁ fiir:

oy,
(329) S y(l) b “) + (’) (’) + (8) b (') + (() b;") b

WO [y Vyys - - - - Wieder Skalure sind.

Jeder beliebige Tensor I. Ranges mit den Komponenten «p,, die
Funktionen der x; sind, 10t sich aber in die Form (329). bringen.
Man braucht nur:

(330) Uy = P1s MK : Pas  Ka) = Pss M= P
V=% VYa=%X V9g=% YaT5%

zu -setzen.
Soll also jeder beliebige Tensor I. Ranges ¢; durch:
(331) Wuk - axk { t } q)‘

zu dem Tensor II. Ranges v fiilhren, so geniigt es, den Beweis

)
fiir S;, oder noch einfacher fiir pb—:é, zu erbringen. Nun ist aber

nach (328):
. 32y ik b_'v
¢ bxibxk " t)ox:




§ 12. Allgemeine Tensoranalysis (II. Teil) usw. 149

ein Tensor II. Ranges; ebenso auch:

du v
. bx, Bxk
Die Addition beider Tensoren ergibt den Tensor:
b bv ik
, N —
(3319 Bxk bxi { }(

Der Vergleich mit (331) zeigt, dafl diese Beziehung in der Tat
fiir jeden beliebigen kovarianten Tensor 1. Ranges ¢; anwendbar ist.

Mit der Gleichung. (331) ist nur eine der Beziehungen her-
‘geleitet, die in einer fiir beliebige Koordinatensysteme geltenden
Form zeigen, in welcher Weise wir durch Differentiation Tensoren
h3heren Ranges entwickeln konnen. Im folgenden seien noch
einige weitere solche Bildungsgesetze zusammengestellt, die spiter
noch gebraucht werden. Auf ihre Ableitung muf verzichtet werden.
Es sei vielmehr auf das Lehrbuch von H. Weyl: ,Raum, Zeit, Materie*
verwiesen, oder auf A. Emstem »Die Grundlage der allgemeinen
Relativititstheorie®.

Beachtet man, daB die Indizes den Charakter der Tensoren
bezeichnen, so sind die nachfolgenden Gleichungen ohne weiteres
verstindlich, Es ist:

(332) | wk=gi—°k+{l.}¢f
) It ki
(333) | ¢k1=b—i):‘+{i}¢;:—{t}lp;
in__ dg* It a )]
- (334) wt—bx"i‘{i}(]) +{k]¢.

Eine weitere Gruppe von Gleichungen, deren Ableitung ebenfalls
hier nicht gegeben werden soll, stellt Beziehungen zwischen den
Koeffizienten g des Fundamentaltensors dar. Die dabei auftretende
Grofle g ist wieder durch (309) definiert. Die Beziehungen lauten:

(3‘,35) —l—- d £ o lblogy— —1 g"‘ agxk 1, bg"‘
yg X, 2 A%, 2 ik 3%,
oghk ., 08t
(336) by — gogt e
Ogi gt
(337) dX; = — Bis&kt ox,
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639) (e fr) e )
oo V)=

Wir setzen schlieBlich noch zwei Gruppen von Gleichungen
hierher, die durch Verjiingung aus (333) und (334) gewonnen sind,
und welche Tensoren II. Ranges auf solche 1. Ranges zuriickzufiihren
gestatten. Die Gleichungen sind:

(340) = b"”+{ 4 }«p? {’k’} ok
(341) ’*”_Sx—k { } “'+{i}<p"'
-oder:
: . 1 a(VE‘P‘k) ir| .
(342) w;—fg—w——{s}qu
_ 1 egH) .
(343) —T bxk { i }¢ °
Die G]eichung (332) fiihrt durch Verjﬁngung zu dem Skalar:
- 1 3(Veg)
(344) bx, +{ } oder ?g %

Wir wollen jetzt, ausgehend von den soeben gegebenen Diffe-
rentialbeziehungen, die Grundgleichungen der allgemeinen
Relativititstheorie entwickeln. In der speziellen Relativitiits-
theorie war nach (166) Fy — 90 _ als Differenz zweier

bxk bx,
Tensoren II. Ranges mit vertauschten Indizes ein antisymmetri-
scher Tensor. Einen entsprechenden Tensor erhalten wir in der
aligemeinen Theorie (d. h. als Beziehung, die fiir beliebige Koordi-
natentransformationen invariant ist), indem wir die Differenz bilden:
: ’ do; ik \ dk ki 3q>1 A3
(345) Fp = ( Y { . }(pr) ——({%—{r }tpr) S x

Fy erhilt also dieselbe Form wie vorher. Demnach gilt auch
in der alligemeinen Relativititstheorle wieder entsprechend (167)
bzw. (188) die Beziehung:

’ dFy OF;; O Fy
(346) b_xg+ Yl Tl
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Dagegen sind fiir die Transformation von kovarianten Tensoren
in kontravariante und umgekehrt mit Hilfe des (kovarianten oder
kontravarianten) Fundamentaltensors die allgemelnen Beziehungen
(vgl. S. 78): :

a; = gxa*; a = gkay,
G47) aik = Gugma™;, a* = glgma,
und #dhnliche anzuwenden.

Auch ist fiir die Bildung der (168) entsprechenden Gleichung
3

zu beachten, dafl in der allgemeinen Relativititstheorie b—f—k kein
' k

kontravarianter Vektor mehr wie friiher (vgl. S. 79) ist. Wir

miissen jetzt vielmehr auf (341) zuriickgreifen. Ist dort ¢* ein

antisymmetrischer Tensor, so ist der letzte Posten der rechten

Seite null. Denn {klt} ist symmetrisch, ¢* antisymmetrisch, bei

der Summation des Produkts heider iiber alle k und # heben sich
je zwei Posten weg. Beachten wir noch (339), so lifit sich aus
einem antisymmetrischen Tensor Il Ranges ein Tensor L. Ranges
auf folgende Weise bilden:

. gk 1 3Vg 1 3(Vgo*
(348) Y= 4 L 30zen
dxg ]/E %, ]/E dx
Wir erhalten also an Stelle von (168) bzw. (187) in der alige-
meinen Relativitdtstheorie die Beziehung:

(349) 1 aVEFy _
‘@ bxk

In (346) und (349) haben wir die beiden Gleichungen gewonnen,
die in der speziellen Relativititstheorie mit den Maxwellschen
Feldgleichungen identisch waren. Beide Gleichungen sind gegen-
iiber beliebigen Koordinatentransformationen invariant, sie stellen
also eine Erweiterung der Feldgleichungen der Elektrodynamik fiir
Vorginge im Gravitationsfeld dar. Sobald wir rein elektrische
Vorgiinge betrachten, ein Gravitationsfeld also nicht annehmen, ist
Vg konstant; (349) geht also in (187) iiber?).

1) Beim Vergleich mit den in §8 hergeleiteten Formeln ist zu be-
achten, 'da dort die Vorzeichen der Koeffizienten des speziellen Funda-
mentaltensors (159) denen des Linienelements (276) entgegengesetzt sind.
Nach der S. 129 getroffenen neuen Festsetzung ist der S.78 gegebene Zu-
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Unsere Gleichung:

. Sk . .
(202) —p= I’
sowie das dynamische Grundgesetz:
(226) T o
bxk

sind nun noch in der allgemeinen Relativititstheorle durch neue
Gleichungen zu ersetzen, die allgemein invariant sein miissen.
Sie ergeben sich sofort aus der fiir beliebige Tensoren geltenden
Gleichung (341). Beriicksichtigt man die Symmetrie von S¥%, sowie
die bei (348) ausgefiihrte Umrechnung, so wird:

;1 3(Vg s*) rs
(350) —p —TgT+{i}Sn'

Ubertragen wir die S. 97 durchgefiihrten Uberlegungen auf
unseren allgemeinen Fall, so lauten die vier Grundgleichungen
der allgemeinen Relativitiitstheorie:

S B 1 77 ) TS| s
(351) _V—E-T_'-{ilr =0.

Diese Gleichung besteht fiir jedes beliebige Koordinaten-
system. Sie stellt eine Erweiterung des Energie-Impuls-
Satzes fiir das Gravitationsfeld dar!). Sie geht in die ent-
sprechende Gleichung (226) der speziellen Relativititstheorie iiber,
sobald kein Gravitationsfeld vorhanden ist. Denn dann sind die
gx konstant, Vg ebenso, und der zweite Posten von (351) ver-
schwindet.

Wiren wir statt von (341) von (340) ausgegangen, so hitten
sich die Grundgleichungen in der Form ergeben:-

1 (Ve . [ir
(352) Fg—ar_{s‘r;=o.

sammenhang zwischen den kovarianten und kontravarianten Tensoren nicht
mehr zutreffend. Doch wollen wir festsetzen, dal ¢;, Fy, p), si, S ihr
Zeichen behalten. p; und S," z. B. nehmen dann entgegengesetzte Zeichen
wie friiher an. Vgl. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie. Kap. IV.

1) Vgl. hierzu A.Einstein, Der Energiesatz in der allgemeinen Rela-
tivititstheorie. Sitzungsber. der Preufl. Akad. d. Wiss. 1918, S.448. Siehe
auch die Ausfiihrungen im folgenden § 13.
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In ihrer allgemeinen Form beschreiben die Gleichungen (351)
oder (352) alle elektromagnetischen oder mechanischen Bewegungs-
vorgiénge im Gravitationsfeld. '

Wir miissen nur die Tensorkomponenten Ty oder T* durch
ihre jeweils fiir den Vorgang zu wihlenden Werte ersetzen; fir
die Elektrodynamik durch (198); fiir die Mechanik durch die (231)
entsprechenden Beziehungen. '

Es sei hier noch bemerkt, dafl- wir die dynamischen Grund-
gleichungen auf ein Hamiltonsches Prinzip zuriickfiihren
konnen?).

§ 13. Die Einsteinsche Gravitationstheorie.

Wir wollen uns nun der Bewegung eines Massenpunkjt'e"sf' '
in der aligemeinen Relativititstheorie zuwenden. Wir beschrin-
ken uné zunéchst auf alle Koordinatensysteme, fiir welche
VE-— 1 ist.

Zufolge (229) setzen wir den kontravarianten Energle-lmpuls-

Tensor eines sich bewegenden Massenpunktes:

(353) E A T* = mu' uk,

1 9 ik ATk
Ve (];ET ) b—T— geht dann nach der S. 99 gegebenen Ableitung

g vk
in m%:— iiber, und unsere Grundgleichungen (351) nehmen die
Form an:

d i
(354) m dl; = — {rls} Be—m {r:} uus,
oder: .
' du rs| . .

(355) ds—-—{i}uu.

Diese Gleichung ist aber vollig identisch mit der Gleichung
(324) der geoditischen Linie. Sie ist nicht nur invariant fiir alle
Koordinatensysteme, fiir die Vg = 1 ist, sondern fiir alle be-
liebigen Koordinatensysteme. Wir haben mit dem Bewegungsgesetz

(355) ein fiir den Massenpunkt allgemein invariantes Gesetz ge-
funden. : '

1) Vgl. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie. § 27. Der Energie-Impuls-
Tensor.
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Es sagt aus: jeder sich selbst iiberlassene Massenpunkt
beschreibt in einem beliebig bewegten Koordinaten-
system oder dem entsprechenden Gravitationsfeld eine
geoditische Raum-Zeitlinie. Oder: die Weltlinie eines
sich bewegenden Massenpunktes ist eine geodétische
Linie. . )
Wir haben so eine Verallgemeinerung des Galileischen Trig-
heitsgesetzes gewonnen, wonach ein freier Massenpunkt sich im
gravitationslosen Raum geradlinig und gleichférmig bewegt.

Die durch das Gravitationsfeld auf einen Massenpunkt ausge-
du’
ds

(35%6) .  pi—=— l’is} "=_m{ris}uiuk'

iibte Kraft p' = m hat die Form:

Die wirkende Kraft besteht aus zweierlei Faktdren; der erste

rs s . .
{ ; } hidngt nur vom Gravitationsfeld, der zweite von der Materie

ab. Die Kraft ist proportional der Masse; die Beschleunigung
also unabhiingig von der Masse, wie es der Gravitationskraft er-
fahrungsgemif entspricht. Fiir ein lokales Koordinatensystem sind

alle Faktoren {rls} = 0 (vgl. S. 146); die Punktbewegung ist die

Galileische. Krifte wirken ,im gravitationsfreien System nicht.
Die Gleichung (354) steht also mit den bisher aufgesteliten Ge-
setzmiBigkeiten der Punktbewegung in Ubereinstimmung. Sie ist
jedoch viel allgemeiner als das Newtonsche Grundgesetz, da sie
die Bewegung eines Punktes unter dem Einflul von Trig-
heit und Schwere in jedem beliebigen Koordinaten-
system wiedergibt.

Hervorzuheben ist die Analogie der Gleichung (356) mit der
Gleichung (194) fiir die ponderomotorische Kraft des elektro-
magnetischen Feldes, die unter Beachtung der S. 152 getroffenen
Annahme iiber die Vorzeichen lautet:

(357) p' = — Fisk
,Die Fi hiéngen nur vom elektromagnetischen Feld ab, die s*

stellen die bewegte Elektrizitit dar. Die Feldkomponenten F; sind
durch Differentiation des elektromagnetischen Potentials ¢; ent-
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standen (vgl. S. 83). Ebenso sind die Komponenten des Gra-

vitationsfeldes?):

(358) {’l s} = r‘

nach (323) aus den Differentialquotienten der gi gebildet. Wir be-
zeichnen deshalb die 10 TensorgréBen g; als das Potential
des . metrischen oder Gravitationsfeldes. Diese Bezeich-
nung wird sich bei dem spiter durchzufiihrenden Vergleich mit
der Newtonschen Theorie als bésonders berechtigt erweisen (vgl.
auch S. 132).

Die Bewegung eines Punktes im Gravitationsfeld einer Masse

(z. B. eines Planeten im Gravitationsfeld der Sonne) ist nun nach
(355) dann vollstindig beschrieben, wenn es gelingt, die Gravita-
tionspotentiale g aus der Masse herzuleiten. Die allgemeine Rela-
tivitdtstheorie stellt also die Forderung, allgemein invariante
Gleichungen (Gravitationsgleichungen) zwischen den g
und der Masse aufzustellen und fiihrt dadurch zu einer
Theorie der Gravitation.

Einstein greift bei der Aufstellung seiner Gravitationstheorie
auf die Poissonsche Gleichung:

(359) A0 =4nkp

zuriick, wo @ das Gravitationspotential der klassischen Mechanik,
p die Massendichte, k die Newtonsche Gravitationskonstante be-
deutet. Die Gleichung (359) stellt den Zusammenhang zwischen
Gravitationspotential und Materie in der Newtonschen Mechanik
dar. Eine entsprechende Beziehung ist fiir die allgemeine Rela-
tivitdtstheorie aufzustellen.

Die Materie ist hier nach (229) durch den Energie- Impuls-
Tensor T%* = p,u'u* charakterisiert. Wir werden diesen Tensor
zu einem von den g; abhiingigen Tensor in Beziehung zu setzen
haben. Eine Gleichsetzung von aligemeinen Tensorkomponenten
erfiillt sofort unsere aufgestelite Invarianzbedingung. Nun gibt es
in der Differentialgeometrie einen Tensor II. Ranges, der aus den

1) Die Grofle I",’, hat in der allgemeinen Relativititstheorie keinen

Tensorcharakter, da auch die gf", aus denen sie zusammengesetzt 1st,
re

einen solchen nicht besitzen (vgl. S. 79).
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0 0 0
g in #hnlicher Weise aufgebaut ist, wie 4@ = b +b 3y

in der Poissonschen Gleichung aus @. Er lautet.
‘ d (ir 0 |ik ir| |ks ik)| |rs
oo = ()= +TH T - THT)
" Er wird als der Riemann-Christoffelsche Tensor (oder

Kriimmungstensor) bezeichnet. Durch Verjiingung fiihrt er auf
die invariante Krimmung:

(361) R = g*Ry.

Beschrinken wir uns auf Koordmatensysteme, fiir welche V_—- 1
ist, so geht (360) wegen (339) in:

9 [ik ir)| | ks

ey m= = {1 {THY
iiber. !

Man konnte nun, wie dies Einstein zuerst getan hat?), die
Gravitationsgleichungen in der Form:
(363) Ry = — » Ty
ansetzen. Dann miifite aber Ry an Stelle von Ty in die Grund-
gleichung (351) eingefiihrt, diese erfiillen. Letzteres ist jedoch
nicht der Fall; (363) ist also zu verwerfen. Wir werden sofort
zeigen, dafl die Gleichung (363) durch eine andere zu ersetzen
ist, damit die invariante Gleichung (351) befriedigt wird. Wir
beschrinken uns dabei auf solche Koordinatensysteme,
fiir die Vg =1 ist?).

Zuerst sind einige Vorbereitungen notwendig.

In der klassischen Mechanik reduziert sich die Poissonsche
Gleichung fiir das Potential im Fall, daB an einer Stelle des

.Raumes Materie nicht selbst vorhanden ist, auf die Laplacesche

Gleichung: , .
(364) 49 =0.

1) Einstein, Zur allgemeinen Relativitdtstheorie. Sitzungsber. der
Preufl. Akad. d. Wiss. 1915, S. 778 u. 799. '

2) A.Einstein, Die Feldgleichungen der Gravitation. Sitzungsber.d.
Preufl. Akad. d. Wiss. 1915. S.844. Der allgemeine Beweis ist von Ein-
stein in der’Arbeit: Hamiltonsches Prinzip und allgemeine Relativitits-
theorie. Sitzungsber. d. Preuf. Akad. d. Wiss. 1916. S. 1111 gegeben. (Ab
druck in H. A, Lorentz, A. Einstein, H. Minkowski, Das Relativitits-
prinzip. 3. Aufl. Leipzig 1920.) Vgl. anch H. Weyl, Raum, Zeit, Materic.
Kap. IV,
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In der allgemeinek\(Relativititstheorie ist der Tensor Tax an
solchen Stellen in allen Komponenten null. Nach (363) wire die
(364) entsprechende Gleichung:

(365) ' . Rx=0.

Dieser Ansatz ist mit der Grundgleichung (351) vereinbar.
Einstein geht von ihm bei seiner Gravitationstheorie aus und be-
zeichnet die 10 Gleichungen (365) als die Feldgleichyngen der -
-Gravitation bei Abwesenheit von Materie.

Wir wollen diese Gleichungen zuniichst in eine andere Form
bringen. Wir kdnnen sie nach (358) schreiben:

3l
Ax,

(366) = I3 Iy,
Nun fiihrt das Hamiltonsche Prinzip:
(367) 3 f Hdx, dx,dx,dx, = 0

auf die Gleichungen?):

o [0H 0H -
@es) 5w (o) ~3 =
wobei: o
(369) =g

gesetzt wurde. Wir wollen zeigen, dal die Gleichungen (368) mit
den Gleichungen (366) identisch sind, wenn wir:

(370) H=gtI'' I}
setzen. Die Gravitationsgleichungen sind also auf ein
Hamiltonsches Prinzip zuriickfiihrbar. Es ist:

371) 6H—bgk6gk+bgkag*
=ITI;dgk+2g*ItdI:,
= —I]I;og*+2I.0(g*I3),

wobei im zweiten Glied die Indizes, iiber die zu summieren ist,

teilweise vertauscht worden sind.
In:

oy bgkh 0gm gk
r k — k osh —_
2T 0 (g* I) = TI;;d (g' & (bx,. 3%k ax,,))

1) Enzyklop#die d. math. Wissenschaften. Bd. IL 1. S. 615,
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heben sich nun die beiden letzten Glieder weg, da das letzte Glied
bei Vertauschung von h und k, sowie i und s dem vorletzten
gleich wird. Unter Beriicksichtigung von (336) geht dann (371)
iiber in:

(372) 0H = — I I} dgk — I dgv.
Demnach ist:
0H s OH

und beim Einsetzen dieser Werte geht (368) in (366) iiber.
Wir konnen den Gravitation_sgleichungen (366) jetzt noch eine
dritte Form geben. Wir multiplizieren (368) mit g¥ und erhalten:

d (& dH\ OdHd¥g* dH¥
i, 358) ~ g 0w, ~ g 05, =
wobei:
dg g
bx,=_a—x;

gesetzt ist. Hieraus folgt:

. d OH dH
(374) a_x,(gf"@‘)_&_,—o'
Setzen wir:

: H
(375) —2xtl’=g;"‘a~é,.—,,—drﬂ,
so geht (374) iiber in:

oty

(376) = 0.

Diese Beziehung tritt an Stelle von (366).

Beriicksichtigt man die Werte (373) und (370) und beachtet
auflerdem die Gleichung (338), so kann man an® Stelle von (375)
die folgende Beziehung setzen:

(377) xt] =1 0 g* [T, — g* i T,
Die #; hiingen nur von den Komponenten des Gravitationsfeldes
ab. Sie erfiillen die Gleichungen (376), die vollstindig mit dem

Energie-Impuls-Satz (226) der speziellen Relativitﬁtstheqrig iiber-
einstimmt. Deshalb ist fiir die #; die Bezeichnung Energie-
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komponenten des Gravitationsfeldes berechtigt. Jedoch sind
die #; keine Tensorkomponenten, wie sich aus der Definitions-
gleichung (377) und der Anmerkung S. 155 zu den I, : ergibt.
Wir leiten nun eine vierte Form der Gravitationsgleichungen
her. Wir multiplizieren die Gravitationsgleichungen (366) mit g*
und summieren, bilden also den Ausdruck Ri = 0. Bei Benutzing

von (338) wird hieraus: *

Y 4 d . Yol
(378) M b_x:k = (g"' -rik) — I bix,
b r r r
=3z (gklrik) -+ gmr:w - g""l‘ﬁrl"ik .
b n r $
=5, &"In) + " i+ g T
. = ' Iir;
oder: .
(379) 36; ("Il = — g"I.Ty.
Wir setzen nun:
(380) #t, =3 0,g" Ii [ — g" I Ti.

Die Verjiingung dieser Gleichung nach i und ! ergibt?):
@81)  aff = xt = 2" I, — LT = ¢ LT,
Aus (380) und (381) folgt:
%(ti— 3 0i) = — g" I,
so dafl unsere Gleichung (366) schliellich iibergeht in:
d

(382) 5, €T = (el — ).

Wir haben damit eine weitere Form der Gravitationsgleichungen
im materiefrelen Raum gewonnen. Ist nun an einer Raumstelle
Materie vorhanden, die durch den Energietensor T; gegeben ist,
80 kdonnen wir ihn zu R; dadurch in Beziehung setzen, da8 wir
an Stelle von (382) schreiben:

@89 o (r) =l 1) — 3+ 1)),

1) Die Verjingung von dﬁ liefert wegen der Summation den Betrag 4
[vgl. (305)].
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wo T die Verjiingung von Ti bedeutet. Einstein begriindet die
Einfiihrung der Summen der Komponenten der tf' und T} in (383)
folgendermafien?). ,Betrachtet man ein vollstindiges System (z. B.
das Sonnensystem), so wird dic Gesamtmasse des Systems, also
auch seine gesamte gravitierende Wirkung, von der Gesamtenergie
des Systems, also von der ponderablen und Gravitationsenergie
zusammen,¥abhiingen. Dies wird sich dadurch ausdriicken lassen,
dafl man in (382) an Stelle der Energiekomponenten # des Gravi-
tationsfeldes allein die Summen # -+ T der Energiekomponenten
von Materie und Gravitationsfeld einfiihrt.®

Beachten wir, dafl wegen (378) die Gleichung (382) mit: — Ri=0
identisch gesetzt werden kann, so ldBt sich (383) in der Form
schreiben:

(384) Ry = — #(Tye — 3 8aT).

Diese Gleichung tritt an Stelle von (363) als die ge-
suchte Gravitationsgleichung, welche die gz als Funktion der
Materie darstellt. Nach der hier gegebenen Ableitung besteht sie
zwar nur als invariante Beziehung fiir alle Koordinatensysteme
mit Vg = 1, doch kann man ausgehend von einem erweiterten
Hamiltonschen Prinzip zeigen, daB sie fiir beliebige Koordinaten-
systeme Giiltigkeit hat (vgl. Anm. 2. S. 156).

Wir miissen nunmehr den Beweis erbringen, dafl die Glei-
chung (384) sich mit der Grundgleichung (351) der algemeinen
Relativitdtstheorie, d. h. mit dem erweiterten Energie-Impulssatz,
in Einklang befindet. Wir gehen hierbei auf (383) zuriick. Die
Verjiingung nach i und ! ergibt:

d n
(385) 3, & Toa) = — 2+ T);
also folgt aus (383) und (385):
a r mn r
(386) o (6" Th — 3 elg™ i) = #(t} + 7).

Wir wollen nun (386) nach x; differenzieren und zeigen, dal
die linke Seite identisch null wird. Wir bilden:

b n g dg, dg:
1 i ro _‘3 _lle_ in .
@87 5 a ("I =14 5155 [g g (bx,. Y ax.,)]

1) A. Einstein, Die Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie.
Leipzig 1916. S. 47. -
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Vertauschen wir bei der Summation iiber r, I, n, 0 im dritten
Posten der rechten Seite r und ! bzw. n und o, so wird er dem
ersten entgegengesetzt gleich. Demnach ist:

i In ~r o n _or agm'; B’g" 7
©88) T =155 [i & 3 ]“ Py vl

Hierbei ist die Beziehung (336) herangezogen und bei der

Summation der Buchstabe ! durch n ersetzt.

Ferner ist:
mn . mn
(389) ~} s O™ T = — 4 6 T
o2 dg, og dg,
.1 mn _1p mp O8np _ O8mn\ )
4 h-xra-xi [g (bxn + bxm bxp )]

Der letzte Posten der rechten Seite verschwindet wegen (335)
bei der Annahme Vg — 1. Die beiden anderen lassen sich, da
iiber m und n zu summieren ist, zusammenfassen, und es folgt
mit Riicksicht auf (336)

mn _ O .
(390) —3 ax 57, € Ton) = +3 55
Die Zusammenfassung von (388) und (390) fiihrt auf:
e A ydei)=o.
Demnach ist nach (386)‘
(392) 8 (t‘ +Ti) =0.
. bx;

Vergleichen wir diese aus (383) hervorgegangene Gleichung
mit der Grundgleichung (226) der speziellen Relativitiitstheorie,
so. zeigt sich, daB an jeder Stelle des Raumes die Erhaltungssiitze
der Energie und des Impulses noch gelten, wenn wir neben den
Komponenten des Energie-Tensors der Materie Energiekomponenten
des Gravitationsfeldes einfiilhren. Die Erhaltungssédtze gelten
dann fiir die Summe beider Energiekomponenten?).

Mit Hilfe von (392) konnen wir (384) auf die Grundgleichung
(352) der allgemeinen Relativititstheorie zuriickfiihren.

1) Fiir die hier auftretenden Fragen vgl. A. Einstein, Der Energiesatz
in der allgemeinen Relativititstheorie. Sitz.-Ber. d. preufl. Akad. d. W.
1018, S.448. Siehe auch S. 152.
Kopff, Relativititstheorie. 11
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Wir wollen die Gleichung (384) mit g* multiplizieren:
o LY . : :
@93)  — gy K+ dnliTh = — xgaTa + xgngaT.
_Der letzte Posten der rechten Seite ist bei der Annahme Vg = 1

"wegen (335) null.
l

Die linke Seite konnen wir in die Form x . bringen. Aus:

bx,
375 2xth =0 H— g‘"’: ag;
folgt ndmlich:
(394) SPLL) 'i(bH OH dgn
TR xm ™ dx;\0 gk bg"‘ Ax;
Beachtet man, dafl:
0H 3H oH b
(395) 3xm — 3gk &n +bg"‘ .
ist, so wird: .
M d (3H\ | H
@0 2wy = ’g”‘a(@)ﬂ?g”‘m
ar‘ .
Die Gleichung (393) fiihrt demnach auf:
'htm
(397) a—x‘—-g"‘Tu‘—O
oder wegen (392) auf:
. b ’ln ik
(308) Mw 4 138 .

o0x; | 2dxn,

Diese letztere Gleichung ist aber, wie noch eine einfaclkre Um-
rechnung zeigt, mit der Grundglexchung (352) identisch.
Nach (338) ist:

@0 3 Tu=— 3T+ )T
= — gk Ty =—TkTr.
(398) nimmt also die Form an:
bT,f, mr|.,,
- Ty

Damit haben wir ausgehend von der Gravitationsgleichung (383)
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die Grundgleichung der aligemeinen Relatw:taitstheorie in der Form
(352) hergeleitet.

. Die Einsteinschen Gravitationsgleichungen (384) stehen
also mit den Grundgleichungen (351) bzw. (352) der all-
gemeinen Relativititstheorie in Ubereinstim mung. Sie
griinden sich also in letzter Linie auf die Siitze der Erhaltung von
Energie und Impuls, die das Fundament unserer in Elektrizitit
und Mechanik hergeleiteten Gesetzmifligkeiten bildeten. Der Be-
weis hierfiir 148t sich auch, wie schon S. 156 hervorgehoben wurde,
fiir beliebige Koordinatensysteme (unabhingig von der Beschrénkung
Vg = 1) erbringen.

In dieser 0berein§timmung liegt zundchst der Nachweis fiir die
Berechtigung der aufgestellten Gravitationsgleichungen, die an sich
natiirlich etwas durchaus Willkiirliches sind. Ihre eigentliche Be-
rechtigung erhalten sie erst dadurch, dal es gelingt, die beob-
achteten Erscheinungen durch sie darzustellen. Wir werden uns
damit im folgenden Paragraphen .beschiftigen.

Wir wollen nun den Gravitationsgleichungen (384) noch eine
andere Form geben. Wir multiplizieren diese Gleichung mit g%
und verjiingen.

Dann ist: :

R= —x(T—2T),

oder:
(401) \ R=xT.
(384) geht dann iiber in:
(402) Ry — 38xR = — nTi.

Die beiden Gleichungen (384) und (402). wollen wir als die
Einsteinschen Gravitationsgleichungen L Art bezeichnen.
Sie geben den Potentialtensor der Gravitation als Funktion des
Tensors der Materie. Doch ist damit die Einsteinsche Gravita-
tionstheorie nicht abgeschlossen. .

Wir kdonnen die Gravitatlonsglelchungen noch durch
allgemeinere ersetzen.

Die invariante Kriimmung R in Gleichung (361) ist nicht die
allgemeinste aus den gi und jhren Ableitungen zusammengesetzte
Invariante; dies ist vielmehr der Ausdruck:

(403) R =aR+p= ag"‘R,-k+ﬂ,‘
11+
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wobei ¢ und g Konstanten sind. Wir kénnen R’ auch in der Form:
(404) - R = g% (R — 4 gu)

schreiben (A = konst.), also unsere Gravitationsgleichungen da-
durch erweitern, da wir an Stelle von Ry den Tensor Ry — Ag:
setzen.

Die erweiterten Einsteinschen Grav:tatnonsg]elchun-
gen?') (wir wollen sie zum Unterschied von (384) und (402) als
die Gravitationsgleichungen II. Art bezeichnen) lauten dann:
(405) Ry —Agu = — %(Ty — %gikT) .

Diese Gravitationsgleichungen befinden sich ebenfalls mit der
Grundgleichung (351) bzw. (352) der allgemeinen Relativitétstheorie
in Ubereinstimmung. Der Beweis hierfiir soll jedoch nicht er-
bracht werden?).

Wir wollen auch die Gleichungen (405) noch in eine ‘andere
- Form bringen. Wir bilden durch Multiplikation mit g* und Ad-
dition die skalare Gleichung:

(406) R—4h=—x(T—2T)=x«T.

Diese Gleichung, mit (405) zusammengefaSt, ergibt die Gravita-
tionsgleichungen II. Art in der zweiten Form:

(407) (R — 38« R+ Agu = — % Ty
Wir kénnen in diesen Gleichungen die universelle Konstante 4
durch eine andere Grofle ersetzen. Ist an einer Stelle weder

Materie noch . elektromagnetische Energie vorhanden, so ist in
(406) T = 0 zu setzen. Demnach wird:

(408) A= %,
wenn wir mit R, die skalare Kriimmung an einer solchen Stelle
bezeichnen.

R, ist also ebenfalls eine universelle Konstante. Setzen Wwir

den Wert (408) fiir 1 in (407) ein, so geht diese Gleichung iiber in:
(409) (Rx — 38« R+ 384k Ry = — xTy.

1) A.Einstein, Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Rela-
tivititstheorie. Sitzungsber. der Preufl. Akad..d. Wiss. 1917. S. 142, Ab-
druck in H. A. Lorentz, A. Einstein, H Minkowski, Das-Relativitits-
prinzip. 3. Aufl. Leipzig 1920.

2) Siehe a. a. O. S. 151.
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RO
4
in die I Art iiber.

Ausgehend von der Konstanz von R, hat nun Einstein noch
einmal andere Gravitationsgleichungen aufgestellt?), die wir
diejenigen IIl. Art nennen wollen. Sie lauten:

(410) R,'k—;gn,R=-—xTa¢.

Wir wollen zeigen, daB sie im Prinzip mit denen IL Art
identisch sind. '

Fiir (410) konnen wir schreiben:

Ist A= —% =0, so gehen die Gravitationsgleichungen II. Art

@11 (Ra— 38R +1gaRy = —5(Ta+ - &ulR — R}

~Die Gleichung (411) ist von (409) ‘nur dadurch verschieden, da8
an Stelle des Tensors Tj der Materie der von der skalaren Kriim-

mung abhiingende Tensor Ty - 4l_x gx[R — R)] tritt. Fiihren wir

hierfiir eine neue Bezeichnung ein, so herrscht vollige Uberein-
stimmung. Die universelle Konstante 4 ist in (410) verschwunden;
es besteht dafiir die Bedingung, daB fir Ty = O die skalare
Krimmung R nicht, wie bei den Gravitationsgleichungen I. Art,
null wird, sondern in den konstanten Wert R, iibergehen soll.

Die Gravitationsgleichungen I. Art sind also von denen IIL
(bzw. III.) Art wesentlich verschieden. Wir miissen uns hiermit
noch eingehender beschiftigen.

Wir kdnnen, wie wir im nichsten Paragraphen noch zeigen
werden, fiir die Gravitationsgleichungen I. Art Lésungen unter der
Voraussetzung finden, daB fiir ganz im Endlichen gelegene Massen
die gx im rdumlich Unendlichen bei geeigneter Koordinatenwahl
in die Werte (281) iibergehen. Es besteht also die Annahme, dal
in sehr grofier Entfernung von Massen die spezielle Relativitits-
theorie gilt. Ob und wie weit die dadurch bestimmten gz spezielle
Losungen der Gravitationsgleichungen I. Art sind, soll hier nicht
untersucht werden; auf jeden Fall sind solche Losungen mdglich.

1) A.Einstein, Spielen Gravitationsfelder im Aufbau der materiellen
Elementarteilchen eine wesentliche Rolle? Sitzungsber. der Preuff. Akad.
d. Wiss. 1919. S.349. Abdruck wie in Note 1) auf voriger Seite,
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Diese aus den Gravitationsgleichungen I. Art hervorgehenden
gx haben die Eigenschaft, dal sie nur zum Teil durch die
Materie bestimmt sind, zum groferen Teil aber durch die im
Unendlichen festgelegten Werte (vgl. § 14).

Hiernach wire also anzunehmen, dafl die Geometrie unseres
Raumes (und der Zeit) im ganzen die Euklidische ist; nur in der
‘Ndhe von ‘Massen (bzw. des gFeldes®) wird die Geometrie Nicht-
euklidisch. Wir kénnen auf Grund unserer Gravitationsgleichungen
I. Art den Raum als quasi-Euklidisch bezeichnen. Denken wir
uns alle Materie aus jhm entfernt, so bleibt ein Euklidischer Raum
zuriick. Die gz nehmen iiberall die Werte (281) an.

Dies steht aber in Widerspruch mit dem Relativitits-
prinzip im allgemeinsten Sinn. Danach sollen die geometri-
schen- Eigenschaften des Raumes allein durch die Materie fest-
gelegt sein. Ohne Materie sollen wir micht vom Raum sprechen
diirfen. Alle rdumlichen Eigenschaften bestehen nur in bezug auf
die darin vorhandene Materie. Die gi sollen allein durch diese
bestimmt sein. :

Ein anderes kommt hinzu. Gilt in grofler Entfernung von
Massen oder in massefreien endlichen Riumen die spezielle Rela-
tivitdtstheorie, so besitzt ein einziger Massenpunkt, den wir dahin
verbringen, Trigheit; die spezielle Relativititstheorie kennt triige
Massen an und fiir sich, deren als ,trige* bezeichnete Eigenschaft
also unabhiingig von anderen Massen besteht (vgl. S. 100ff.)2). Eine
solche Masse. wiirde einer Geschwindigkeitsinderung einen Wider-
stand entgegensetzen. Nach unserer allgemeinsten Auffassung der
Relativitit kann man aber von der Bewegung oder Anderung der
Bewegung einer Masse gar nicht sprechen — ebensowenig wie
von Rotation —, wenn nur diese eine Masse existiert. In der
speziellen Relativititstheorie ist noch eine Bewegung gegen aus-
gezeichnete Koordinatensysteme mdoglich, niémlich gegen die un-
endlich vielen zueinander geradlinig und gleichformig bewegten
Systeme, fiir die das Grundgesetz (226) gilt. Diese letztere Vor-
stellung ist in der allgemeinen Relativititstheorie gefallen. Die

1) Vgl hierzu auch: A. Einstein, Kosmologische Betrachtungen zur
aligemeinen Relativititstheorie. Sitzungsber. der Berl. Akad. d. Wiss. 1917.
S.142ff. (Abdruck in H. A. Lorentz, A.Einstein H. Minkowski, Das
Relativitdtsprinzip. 3. Aufl. Leipzig 1920.)




§ 13. Die Einsteinsche Gravitationstheorie. 167

Gravitationsgleichungen I. Art fiihren also auf eine Losung, die
dem allgemeinen Relativititsprinzip widerspricht.

Erst die Gravitationsgleichungen IL (bzw. IIl.) Art er-
fillen das Prinzip der allgemeinen Relativitit véllig.
Wir wollen den Beweis fiir die Gravitationsgleichungen IL Art
(405) erbringen. ' .

Wir zeigen zundchst, dafl eine rdumlich geschlossene
Welt mit gleichmifig verteilter, im Durchschnitt ruhen-
der Materie mit diesen Gravitationsgleichungen verein-
bar ist. :

Beziehen wir uns auf das Koordinatensystem, in welchem die
Materie im Durchschnitt ruht, so wird der Energie-Impuls-Tensor -
nach (229) dargestellt durch:

0 0 0 0
0 0 0 0
(412) 0 0 0 0
0 0 0 g,

4, ist hierbei die mittlere Dichte der Materie; sie sei in bezug
auf Raum und Zeit konstant. Die Materie legt also ein statisches
Gravitationsfeld fest. Die gi, die zu bestimmen unsere Aufgabe
ist, sind von der Zeit unabhiingig. Nehmen wir eine Trennung
der Parameter nach Raum und Zeit vor, so kénnen wir dem Linien-
element die Form (298) geben; wir setzen also:

(413) A ) 81 = 82 = 8. = 0.
Ferner kann zufolge der Bewegungsgleichung (355) ein Punkt

nur dann in Ruhe verharren, wenn g, — konst. ist. Denn fiir
einen solchen Punkt ist dx, = dx, = dx; = 0.

Die Gleichung (355) fordert {414} = 0 oder:

>
(414) [‘*i‘]=—§?g;—:=o (i=1,2,3); g,— konst.

g, ist also rdumlich und zeitlich konstant.

Wir setzen: = .
(415) g, =1

Es bleiben nun noch die Koeffizienten g (i, k = 1, 2, 3) her-
zuleiten, welche die Metrik des Raumes festlegen. Wir nehmen
einen besonderen Fall des geschlossenen Raumes, den sphiirischen
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Raum an. Wir gehen von einem vierdimensionalen Euklidischen
Raum mit den Cartesischen Koordinaten §,, §,, &,, &, aus?). Das
vierdimensionale rdumliche Linienelement ist:

(416) -de® = d&} + d§; + d§; + d&}.

In diesem Raum ist die dreidimensionale Hyperfliche definiert
durch:

(417) S+&E+E+E=2a.

a ist der konstante Kriimmungsradius des sphérischen Raumes.
&, &, &, fassen wir nun als Parameter des dreidimensionalen
Raumes im Sinn unserer Gleichungen (274) auf. Denkem wir uns
also alle vierdimensionalen Punkte auf die Hyperebene 5§, =0
projiziert, so sind die §,, &,, §, zugleich Cartesische Koordinaten
des dreidimensionalen Bildraumes. Das Linienelement do in diesem
erhalten wir dadurch, daB wir aus (416) und (417) §, eliminieren.
&, ist durch (417) als Funktion der dreidimensionalen Koordinaten
festgelegt. Die Ausrechnung ergibt:

© do® = yxd&id& i,k=1,2,3
' 1)
: a—p
wo 0 =1 (i =k) bzw. = 0 (i F k) und ¢* = &% + &2 - &° ist.
Fiir die Potentiale g; selbst erhilt man also:

418
(418) Yk = O +

25

@9 s——(ut g Tmp GE-vad
Hierbei haben wir an Stelle der Parameter &;, & die Parameter x;, ¢
des dreidimensionalen rdumlichen Kontinuums gesetzt.

Die Gravitationsgleichungen (405) werden nun, wie sich sofort
ergibt, durch die Ty (412) und die gx (413), (415) und (419) erfiillt;
diese ga stellen also eine Losung unserer Gravitationsgleichungen
IL Art dar. Beachten wir die Definitionsgleichung (360) fiir R,
so ergibt sich zuerst:

(420) Rs =Ry = Ru=0.

Die Gleichung (405) geht fiir i — k — 4, wenn wir beriick-

sichtigen, dafl T = p, ist, ijber in: '

1) Man beachte im folgenden die Analogie mit den Ausfiihrungen
S. 125ff. und 1321
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421) — A= %
oder:

_ Ry, _ xu,
(422) A= i 2

Die Konstante A oder die skalure Kriimmung R, ist durch die
Dichte der Materie bestimmt. Fiir die zu Ry = Ry (I = 1, 2, 3)
gehorenden Gleichungen (405) werden beide Seiten identisch null.

Es bleiben noch die Gravitationsgleichungen fiir i, k=1, 2, 3
zu behandeln. Fiir diese schlagen wir einen besonderen Weg ein.
In den Ry (i, k=1, 2, 3) kommt wegen (413), (415) und der
zeitlichen Konstanz der g; der Index 4 gar nicht vor. Unsere
Ri sind nur von den rdumlichen g; (419) dbhidngig; sie sind
also Funktionen des Ortes. Da in unserem sphirischen Raum
alle Punkte gleichwertig sind, jeder Punkt also die Koordinaten
X, = X, = X, = 0 haben kann, so geniigt es, die Rechnung fiir
"einen solchen Punkt durchzufiihren.

Die gi (i, k=1, 2, 3, 4) nehmen fiir unseren ridumlichen
Nullpunkt die Werte: }

-1 0 0 0
0o —1 0 0
(423) 0 o —1 0
0 0 0 41
an. Die ersten Differentialquotienten aller gi werden wegen (419)
null. Der Tensor Ry nimmt also den speziellen.Wert an:

. A B BT

Hierin ist i, k = 1, 2, 3 zu setzen. Die Ausrechnung ergibt:

2

Ry=— S firi=k
(425) e @ e

Ry = 0 fiir i 3 k, .
so dafl die Gravitationsgleichungen (405) auf die Beziehung:

: 2 ry '

42 — = = — e
(426) SH+i=-2

fiihren. Die Gravitationsgleichungen werden also durch eine rdumlich
geschlossene, endliche Welt befriedigt, wenn:
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s R xu

A=—=—0 2l __
(427) 2 >
ist. Der Radius a des sphiirischen Raumes steht in einfacher
* Beziehung zu unserer Konstanten 4 bzw. dem Kriimmungsskalar R,.
Das Volumen unseres Raumes ist 272q®. Die Gesamtmasse der

Welt ist demnach:

1
a@

(428) M= p,-27°a* = 4n* %

Aus dieser Gleichung geht hervor, dall sobald die Gesamt-
masse M verschwindet, auch der Radius a des sphérischen Raumes
null wird. Die Geometrie des Raumes ist also véllig an die Materie
gebunden; sobald keine Materie vorhanden ist, hat es keinen Sinn
von einem Raum und einer Bewegung oder einer Geometrie in
diesem zu sprechen. Die durch die Geometrie beschriebenen
Eigenschaften des Raumes sind allein durch die vorhan-
dene Materie bedingt. Der Raum im ganzen ist eine geschlossene
dreidimensionale Mannigfaltigkeit konstanter positiver Kriimmung,
die wir als sphirisch annehmen konnen?!). In der Nihe von
Massen weicht die Geometrie hiervon in einer durch die Masse
bedingten Weise ab. Wir konnen die Geometrie, die durch die
Gravitationsgleichungen Il und IIL Art festgelegt ist, als quasi-
sphirisch bezeichnen. Beschrinken wir uns auf kleine Gebiete —
das lokale Koordinatensystem —, so bleibt die Euklidische Geo-
metrie als Ndherung mit vollem Recht bestehen.

Durch die Erweiterung der urspriinglichen ~Gravitationsglei-
chungen (I. Art) ist der Relativititsgedanke zu Ende gedacht.' Zu-
gleich hat durch die Einsteinsche Gravitationstheorie die Geometrie
jhre letzte Vollendung erfahren. Wenn Riemann am Schluf seiner
frither (vgl. S. 123) erwiihnten Antrittsvorlesung darauf hingewiesen
hat, daB der Grund der Mafiverhéltnisse des Raumes wohl aufer-
halb, in darauf wirkenden bindenden Kriften, gesucht werden muf,
so hat Einstein diese Kréfte als die Gravitationskriifte der
Materie erkannt. ’

1) Es wire auch ein elliptischer Raum mdglich. Vgl. F. Klein,
Uber die Integralform der Erhaltungssitze und die Theorie der riumlich
geschlossenen Welt. Nachr. d. Gesellsch, 'd. W. zu Gdttingen. Math, Phys.
Kl1. 1918. 8. 405,
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Die Annahme gleichférmig verteilter, ruhender Materie trifft
nun freilich im Weltall nicht véllig zu. Wohl wissen 'wir, dall die
Sterne relativ zueinander nur eine sehr geringe Geschwindigkeit,
verglichen mit der Lichtgeschwindigkeit, besitzen, so dal wir die
Materie im Durchschnitt als ruhend annehmen kdnnen. Aber die
Verteilung ist nicht gleichmiBig. Unser Fixsternsystem — die
Gesamtheit der beobachtbaren Sterne — zeigt eine deutlich aus-
gesprochene Hiufung in der Milchstrale. Die Annahme gleich-
méafliger Verteilung ist also nur als erste Anndherung an die
Wirklichkeit aufzufassen. , '

Schliefllich miissen wir noch versuchen, die Grofle des Kriim-
mungsradius @ unseres endlichen, geschlossenen Raumes zu be-
stimmen. W. de Sitter?) hat auf Grund verschiedener Annahmen den
Radius a berechnet und dafiir Werte von 10'2 bis 10'® Erdbahnradien
gefunden. Dem wiirde eine mittlere Dichte von etwa 10~ g fiir
den Kubikzentimeter entsprechen. Die Konstante A besitzt hiernach
etwa den Wert 4 = 100, 1 ist also sehr klein. Wir kénnen
es deshalb immer vernachldssigen, wenn wir uns auf Bewegungs-
vorgidnge in kleinen Teilen des Weltalls beschrinken. Fiir alle
Untersuchungen innerhalb des Sonnensystems sind also die Ein-
steipschen Gravitationsgleichungen I. Art v8llig hinreichend. Auf
sie werden wir uns auch bei den folgenden Betrachtungen zu-
erst beschrinken.,

§ 14. Besondere Fille der Gravitationstheorie.
Das Gravitationsfeld der Sterne.

Bei der Behandlung einzelner Fille der Gravitationstheorie
beschrinken wir uns aus den am Ende des vorhergehenden Para-
graphen angegebenen Griinden zunéchst auf die Gravitationsglei-

" chungen L Art. .

Wir zeigen zuerst, daB diese unter gewissen Voraus-
setzungen auf die Newtonsche Theorie als erste Ndherung
fiihren. Wir betrachten lediglich Koordinatensysteme, fiir welche
Vg=1 ist Wir nehmen an, dafl die gz von den Werten (281)

1) W.deSitter, On Einsteins theory of gravitation, and its astronomical
consequences. III. paper. Monthly Not. of. R. A.S. Vol. 78. Nr. 1. Diese
Rechnungen beziehen sich auf den elliptischen Raum. Vgl. Anm. S. 170.
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der speziellen Relativitdtstheorie nur um kleine GréB8en erster
Ordnung abweichen, und da wir Groéflen zweiter und hdherer
Ordnung vernachlidssigen konnen. Die Gravitationsfelder sollen
ferner durch Massen erzeugt sein, die sich ganz im Endlichen be-
finden.

Im rédumlich Unendlichen sollen die gix vollig in die Werte (281)
iibergehen. Ferner beschrinken wir uns auf Geschwindigkeiten,
die gegen die Lichtgeschwindigkeit klein sind. Wir betrachten

dx, dx, dx,

deshalb auch 25’ ds’ ds als kleine Gréflen I. Ordnung und

setzen ‘fi « bis. auf Groﬁen II. Ordnung gleich 1.
Die Bewegungsglexchungen (355) eines materiellen
Punktes im Gravitationsfeld gehen danach iiber in:

a*x;

da T l=0;

oder, wenn ds = dx, = dt gesetzt, also die Zeiteinheit so gewihit
wird, dafl ¢ = 1 ist, in:

&x;
(430) . S+ =o.

(429)

Nun ist: I}, = g"‘[t: ] Fiir unsere Niherung sind die g*

fiir i & k GroBen erster Ordnung; fiir i = k dagegen nahe = !
(vgl. S. 142). Daraus folgt:

_ 44 .
——|%] =129

= [4]

und die Bewegungsgleichungen lauten:

a’x; 44 .
=5 =129

&x, _ [ 44 ]
Codet 4
Die letzte dieser Gleichungen fiihrt auf die Identitit 0 = 0.

Betrachten wir nun noch die Materie, auf welche wir die Be-
wegung des Massenpunktes beziehen, als ruhend, behandeln wir

431)

(432)
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also ein statisches Gravitationsfeld, in welchem die gx von der
Zeit unabhiingig sind, so gehen die Bewegungsgleichungen (432)
schlieBlich iiber in: ' ‘

d’xf_ 198
(433) ';i?;——- —;-S-x‘i— , (l =1, 2, 3).

Diese Gleichungen sind mit den Newtonschen Bewegungs-
gleichungen identisch; Eu ist das Gravitationspotential der New-

tonschen Theorie (vgl. hierzu S. 155). Die Bewegung eines
materiellen Punktes ist also in erster Ndherung zllein durch die
Komponente g, unseres Potentialtensors bestimmt.

Ebenso ergibt sich, da die Einsteinschen Gravitationsgleichungen
I. Art (384) bei derselben Niherung auf die Poissonsche Glei-

chung (359) fiilhren. Der Energietensor der Materie ist nidmlich
bestimmt durch:

dx, dx
{¢ J— —
(229) ~ o g5 ds
oder:
» _ dx;  dx,
(434) Trs = po8nt ds & ds

" Fiir unsere Ndherung éind alle Komponenten bis auf T,, null.
Es bleibt:

2
(435) T =t (gu. %) = Ho-
Ferner ist:
(436) ’T=gikTik'=.g“T44=‘“o' N
Die rechte Seite der Gravitationsgleichung geht demnach fiir -
i=k=4in —x(T,, —;8,T) = — %y, iber. Da es sich in

der Newtonschen Theorie lediglich um die Bestimmung von g,,
handelt, so kénnen wir uns, wie wir sofort erkennen werden, mit
dieser ‘einen Gleichung begniigen. :

Wir betrachten nun die linke Seite von (384) und gehen hierzu

auf (362) zuriick. Das zweite Glied ist klein von zweiter Ordnung.
Das erste liefert: '

(437) —a—b;{irk}=—_bj£(gﬂ[ilk])=

il 1 a2 el 3]-li]
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Fir i = k = 4 geht dieser Ausdruck wegen (320) in:

8 , ¥ g“ a’g“) =—14
we  —3(GE+ T+ 55 %
iiber. Die letzte der Gleichungen (384) lautet also:
(439) _ . Ay, = nu,.

Sie stimmt mit der Poissonschen Gleichung (359) iiberein.

Die Newtonsche Theorie ist also als Ndherung in der
Einsteinschen Gravitationstheorie enthalten.

Das Gravitationspotential') ist nach (439) und (433):

1 Hod
(440) 2 g“ 8717 / r + konst

Leiten wir das Gravitationspotential aus der iiblichen Form der
Poissonschen Gleichung (359) her, so miissen wir an Stelle von
(433) die Gleichung:
ax; 100

(#41) P77

-
’

setzen. Der Faktor —}; riilhrt davon her, dal wir des Vergleiches

wegen hier dieselbe Zeiteinheit einfilhren miissen wie bei (433)
und dort ist dt = dx, (= cdt nach der alten Bezeichnung) gesetzt.
Bei der gewihlten Zeiteinheit erhalten wir fiir das Gravitations-
potential : '

(442) . (D=—F/ ° . - konst.,

wobei k den Wert 6.7 >< 10-8 hat. Zwischen der gewohnlichen
Gravitationskonstanten ¥ und der Konstanten x der Einsteinschen
Gravitationstheorie besteht die Beziehung:

(443) x= ’i:‘f = 1.87 <1077,

Wir fiihren nun an zweiter Stelle die gendherte Integration
unserer Gravitationsgleichungen I Art vollstindig durch?®).

1) Vgl. z. B. M. Planck, Einfiihrung in die allgemeine Mechanik. S. 55,

?) Einstein, Erklirung der Perihelbewegung des Merkur aus der
allgemeinen Relativitdtstheorie. Sitzungsber. der Preul. Akad. d. Wiss. 1915.
S. 833.
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Wir nehmen hierbei folgenden einfachen Fall an. Eine Masse M
(z. B. die Sonne) .sei gegeben; wir wollen die simtlichen Kompo-
nenten g des Gravitationsfeldes auBerhalb der Masse néherungs-
weise bestimmen. Hierbei sei wieder VE}= 1. Die gi miissen

die Gleichung erfiillen;

(366) s Ih—= ILLE.

Um die gx eindeutig festlegen zu kdnnen, miissen wir ein
Koordinaten-(bzw. Parameter-)system definieren, auf das sie sich
beziehen sollen. Beim Ubergang zu einem beliebigen anderen
System transformieren sich die gz nach den Gesetzen der Tensor- .
analysis, wihrend Gravitationsgleichungen und Bewegungsglei-
chungen natiirlich ihrer Form nach bestehen bleiben.

Wir wihlen nun das Parametersystem entsprechend der Para-
meterdarstellung (274) fiir die Fliche. Die Parameter in dem als
beliebige dreidimensionale Mannigfaltigkeit anzunehmenden Raum
sollen zugleich rechtwinklige Koordinaten x,, x,, x, im Euklidischen

»Bildraum® sein; x, = ct stehe in jedem Weltpunkt auf dem Raum
senkrecht und habe in der Abbildung der Welt Euklidische Struktur.
Die Parameter x,, x,, x;, x, entsprechen also im Bild den Koordi-
naten der speziellen Relativitdtstheorie. Das vierdimensionale
Linienelement hat aber nicht die spezielle Form (276), sondern
die allgemeine (279). Die zu bestimmenden Koeffizienten gi legen
die Geometrie\in der Umgebung jedes Punktes fest (vgl. S. 138).
Die gi miissen noch folgende Forderungen erfiillen?).

1) Alle Komponenten gy sind ¥on der Zeit unabhingig.

2) Die Koeffizienten gi; = giu (i = 1, 2, 3) sind streng gleich
null (vgl. S. 138). ‘

3) Die Losung ist rdumlich symmetrlsch um den in den
Mittelpunkt der Masse M zu legenden Anfangspunkt unseres
Koordinatensystems. Die Losung gilt also nicht nur fiir ein
Koordinatensystem, sondern fiir jedes dazu um den Anfangs-

‘ punkt gedrehte.

4) In unendlich grofier Entfernung von M gehen die gx in die

Werte (281) der speziellen Relativititstheorie iiber.

'

1) Vgl. auch K. Schwarzschild, Uber das Gravitationsfeld eines
Massenpunktes nach der Einsteinschen Theorie. Sitzungsber. der Preufl.
Akad. d. Wiss. 1916. S. 190.
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Die diese Bedingungen erfiillende Losung unserer Gravitations-
gleichungen lautet nun:

. X
gk = — O —a’ rf* (, k=1, 2, 3)
(444) . BGa=gi=0 @i=1, 2, 3
e
8u = r

Hierbei ist 0% = 1 bzw. = O fiir i = k bzw. i & k. r bedeutet
die GroBe - Vx2 + x% + x. Die Konstante « ist, um mit (440)
in Ubereinstimmung zu kommen, zu setzen:

_xM _ 2kM

(445) 4w

M ist die Masse, deren Gravitationspotentiale g; wir bestimmen.

Wir miissen nun zeigen, dafl das Wertesystem (444) die Gravi-
tationsgleichungen (366), sowie die Bedingung V_— 1 n@herungs-
weise erfiillt.

Wir betrachten hierbei wieder wie vorher die Unterschiede
der gx gegen 1 bzw. 0 als kleine Grofien I. Ordnung und ver-
nachlidssigen dagegen diejenigen II. und hoherer Ordnung.

Dafl die Determinantenbedingung VE= 1 erfiillt ist, erkennen
wir sofort durch Einsetzen.

Wir erhalten, wenn wir uns auf Glieder I. Ordnung beschrinken:

gl _ K% KX
( 1 ar) a . « . 0
(446)'g__—_— -:- o o o o« o o e o
0 0 0 1—-Z
r

Il

o)
=gt

Die Gravitationsgleichung (366) geht ndherungsweise iiber in:

' d ., 0 Tik
(447) a—xrr,-k—g—xr[ ! ]—o,

g . . . ik7.
wobei die Summation iiber r = 1, 2, 3 zu erstrecken ist. [ f] ist
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wvon x, unabhiingig. Setzen wir die Werte (444) in (447) ein, so
werden die letzteren Gléichungen befriedigt. Wir iiberzeugen uns
in einem Einzelfall. Es ist:

sl rls als]

=l__a_ (agn) 0 (agsz) 0 (38, +% _ Egﬁ)
® dx, bx, T bx, ox, : ¥x, \dx, | dx, - dx,

-1 ¥ (xe)+ ¥ (ﬁ)

o bxlbx, 0x,0%, \7 dx,0x, \ 1*

+—“’ (-l
dxgdx, \ 7 x;\ r® :

Die Ausrechnung der Differentialquotienten zeigt, dafl s@mtliche
Glieder der geschweiften Klammer sich gegenseitig wegheben.

Die unter (444) gefundenen g; lassen uns nun die durch die
Masse M festgelegten metrischen Eigenschaften von Raum und
Zeit als Funktion der Entfernung r von M erkennen. Wir haben
hier einen speziellen Fall, der S. 138ff. durchgefiihrten allgemeineren
Betrachtungen vor -uns.

Legen wir einen unendlich kleinen Einheitsmafistab, fiir welchen
ds* = — 1 ist, in die x,~Achse, so ist nach (301), wenn wir
x, =T, X, = x, = 0 beachten: .

) 1 a
(448) dx, = Z.
V_gu V1+a Vl—l-—— e

Wihrend der Stab im lokalen System die Lénge 1 besitzt, ist er
im aligemeinen System verkiirzt, wenn er radial angelegt wird. Da
wir stets Parameterdifferenzen ,messen®, so erscheint also ein Stab,
der in unserer unmittelbaren Niihe (im lokalen System) eine gewisse
Linge dl besitzt, stets verkiirzt, wenn wir ihn an irgendeine Stelle
unseres Gravitationsfeldes in eine radiale Lage bringen. Er er-
scheint um so kiirzer, je niher er der Masse M-zu liegen kommt.

Bringen wir nun den Einheitsmafistab in tangentiale Lage.
Dann ist wieder x, = r, x, = x; = 0. Also:

(449) dx, = LN

V_ 822

Der tangential angelegte Stab erscheint stets unverkiirzt.
Ko p ff, Relativititstheorie. 12
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Betrachten wir noch eine Einheitsuhr. Nach (302) ist:

dx, = 1 — 1 oy _Bu—1
YU Ve Vit @D 2
. oder: :
_ o M % fudvV__ @
(450) dx‘_lf+2r_l+8nr_l+8n r_'—__l é

Jede ‘Uhr 1duft also, verglichen mit einer Uhr in unserer
unmittelbaren Ndhe (im lokalen System), iiberall im Gravitations-
feld langsamer, um so langsamer, je niher sie sich der Masse
befindet. Das Licht, das von einem schwingenden Atom zu uns
.gelangt, mufl eine Verschiebung nach Rot zeigen. Wir kommen
damit zu demselben Ergebnis,” das wir schon in § 10 unmittelbar
aus dem Aquivalenzprinzip gewonnen hatten. Beim Vergleich ist
nur zu beachten, da @ in:(262) eine Potentialdifferenz, dagegen
in (450) das Potential selbst bedeutet.

‘Wir untersuchen nun noch den Gang eines Llchtstrahles
im Gravitationsfeld unserer Masse M. Die Bewegung eines
Lichtstrahles ist im aligemeinen System durch:

(451) ds® = ggdxidx, = 0
festgelegt (vgl. S. 140). Ferner ist die beobachtete Lichtgeschwindig-

keit, wenn wir die Bewegung in dem S. 175 definierten Euklidischen
- Bildraum betrachten, durch:

w Ve

dacl dx, dx, .
dx,’ dx.’ dx,
raum aus (451), wenn die Richtung an irgendemer Stelle (d. h.
dx, :dx,:dx,) bekannt ist. Da die Koeffizienten g; nicht konstant
sind, so ist auch die Lichtgeschwindigkeit y im Gravitationsfeld
variabel, wie wir bereits friiher (vgl. S. 140) gefunden hatten.
Ein Lichtstrahl ist also im allgemeinen, wenn er in der Nihe der
Masse M voriibergeht, gekriimmt, Den Betrag der Kriimmung
wollen wir berechnen.

Wir betrachten einen Lichtstrahl, der in der x,x,-Blldebene
verlduft.

definiert. Hierbei ergeben sich die Groflen im Bild-




§ 14. Besondere Fille der Gravitationstheorie usw. 179

Der Krummungswmkel auf dem unendlich kleinen Weg ydt ist
nach nachstehender Fig. 3: X

‘ =" 4, %

(453) 1 dt = ¥x, dt,

wobei der Winkel positiv rechnet, wenn die Kriimmung nach dem

Koordinatenanfangspunkt hin konkav ist. Die Gesamtkriimmung

X2

T;;d(]&*df

© a8 17 Y

Fig. 3.

eines senkrecht zur x,-Achse in der Richtung der positiven x,-Achse

und in der Entfernung 4 an M vorbeigehenden Lichtstrahles konnen

wir gendhert?):
+
. — oy .
(}54) 4 B=+ f o dx,

setzen. B stellt die Krimmung des Lichtstrahles dar, wenn wir
seinen Weg in der Bildebene x,x, in Cartesischen Koordinaten
auftragen. Bei der Wahl unseres Koordinatensystems ist dx, = 0.
Die Anderung dx, auf dem Lichtweg dx, sehen wir als unendlich
kleine Grofle zweiter Ordnung an; es ist also auch dx, = 0, und
(451) geht iiber in:

(455) &oedx3 + g,dx, = 0.
Die Geschwindigkeit y ist nach (452) und (444):

~(456) 7'=(;[§:)%=[(‘— ‘_“_)T_‘ +3) |

Diese letzte Gleichung zeigt, daB die Llchtgeschwmdlgkelt hier
den Wert 1 nicht iibersteigen kann.

1) Die strenge Rechnung wire in anderer Weise durchzufiithren. Vgl.
H. Weyl, Raum, Zeit, Materie. §29.

12¢
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Der gendherte Wert der Kriimmung wird nun:

([ i e

Fiihrt man Polarkoordinaten ein, setzt also:
' ' 4
x =4, x, = Atgd; T= 039’
so ergibt die Ausrechnung der Integrale fiir die Gesamtkriimmung
den Wert:
a (2 2 2a xM 4kM
@s7) B=7(7+7)—7_272—02.4'
Fiir einen am Sonnenrand vorbeigehenden Lichtstrahl wire
folgender Betrag der Kriimmung zu erwarten. Da:

k = 6.7 < 10-8g—°1’"—éEe , ¢=23>< 10! cm/sec, Mg =2 >< 108 gr,
4 = 7> 10" cm ist, so wird:
(458) B =8> 105 = 1/7.

Die Abnahme der Strahlenkrimmung mit zunehmender Ent-
fernung von der Sonne erfolgt nach der Formel (457).

Die hier gefundene GesetzmifBigkeit ist der Nachpriifung durch
die-Beobachtung unmittelbar zugiinglich. Bei totalen Sonnenfinster-
nissen ist es moglich, die Orter von Fixsternen in unmittelbarer
Néhe der Sonne photographisch festzuhalten, und durch Vergleich
mit den Ortern derselben Sterne aus Aufnahmen am Nachthimmel
140t sich der Betrag der Kriimmung ausmessen. Da wir auch die
beobachteten Betrige der Kriimmung in einem Euklidischen Bild-
raum darstellen, so kann ein direkter Vergleich mit der Theorie
durchgefiihrt werden.

Bei der totalen Sonnenfinsternis vom 29. Mai 1919 ist es zum
erstenmal zwei englischen Expeditionen gelungen, brauchbare Auf-
nahmen von Fixsternen zu erhalten, und die beobachteten Ver-
schiebungen zeigen sehr gute Ubereinstimmung mit den von der
Einsteinschen Gravitationstheorie geforderten Betriigen?). Doch

1) Sir F. W. Dyson, A. S. Eddington und C. Davidson. A deter-

mination of the deflection of light by the suns gravitational field, from
observations made at the total eclipse of May 29, 1919. Philosoph. Transact.
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bedarf dieses Ergebnis noch der Sicherstellung durch weitere
Beobachtungen bei zukiinftigen Finsternissen.

Wir kehren jetzt zur Bewegung eines Punktes (Planeten)
im Gravitationsfeld der Masse M (Sonne) zuriick. Die Be-
wegung wird durch die Gleichung der geoditischen Linie:

d x; dx, dx,
(3.55) . ds* +{ ds ds
beschrieben.’ ‘

Die Niéherungswerte (444) fiihren freilich, wie wir bereits
zeigten, zur Newtonschen Theorie. Wollen wir feststellen, ob die
Einsteinsche Gravitationstheorie Unterschiede gegen diese bedingt,
so miissen wir eine strengere Lésung suchen, die mindestens die
kleinen Groflen zweiter Ordnung beibehilt. Diese ist zuerst von:
Einstein gegeben worden (vgl. Anm. 2. S, 174). -Die véllig strenge
Losung der Gravitationsgleichungen 1. Art hat Schwarzschild (vgl.
Anm. S.175) gefunden?).

Wir wollen uns hier darauf beschrinken die Ergebmsse der
strengen Losung anzufiihren. Wihlen wir das Linienelement in
der Form: ‘

(459) ds* = f*dx; — dao®,

(vgl. S. 138), so treten an Stelle der Grdfien (444) die folgenden
strengen Werte:

aX; X .
gik=—5ik'—}?g5£ @i k=1, 2, 3)
(460) 8= gu=0 i=1,23)
I A
= =1-2

Die Wahl des Koordinaten- (Paraméter-)Systems ist dieselbe
wie fiir die gendherte -Losung. Auch erfiillen die gz dieselben
Bedingungen wie dort. Insbesondere ist wieder Vg = 1.

of the R. Soc. of London. Ser. A. Vol. 220. S.291. Vgl. auch E.Freundlich,
Der Bericht der englischen Sonnenfinsternisexpedition iiber die Ablenkung
des Lichtes im Gravitationsfelde der Sonne. ,Die Naturwissenschaften“
8. Jahrg. 1920, Heft 34. S. 667.

1) Vgl. auch H: Weyl, Raum, Zeit, Materie. § 30. Strenge Ldsung
des Einkdrperproblems.
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Die Gleichung (355) der geodiitischen Linie ergibt fiir den
Index i = 4 das Prinzip der lebendigen Kraft in der Form:

@s1) 2 () +re—o (3= -
und fiir die Indizes i = 1, 2, 3 die Flichensitze:

_ d‘P_
(462) ror=c.

Der Unterschied gegen die Newtonsche Theorie!) besteht darin,
dafl die Differentiation hier nach der Eigenzeit s statt nach der
Zeit t erfolgt; auBerdem hat das dritte Glied von (461) den Faktor
(r — o) statt r. Die beiden Gleichungen (461) und (462) gestatten ¢
als Funktion von r herzuleiten, beschreiben also die Bewegung
.des Punktes vollstindig. r und ¢ sind Parameter im allgemeinen
System, die wir in einem Euklidischen Bildraum (vgl. S. 175) auf-
tragen wollen. Die Bewegung, die wir erhalten werden, bezieht sich
also auf ein System von Polarkoordinaten im gewdhnlichen -Sinn.

Da wir die Bewegung der Planeten in bezug auf die Sonne
" in der Astronomie ebenfalls in einem solchen Systeme festlegen,
so ist ein unmittelbarer Vergleich der Theorie mit der Wirklich-
keit mdglich.

Wir verfahren bei der Elimination: der Eigenzeit aus (461) und
(462) ebenso wie in der Newtonschen Theorie.

Setzen wir:

ot

(463) . . r==—,

"

so geht (461) iiber in:

(,ds)=ag—c—c”e (1 — ap).

Dividieren wir durch den aus (462) sich ergebenden Ausdruck:

agp\* _ s 4
( ds =ce,
so erhalten wir fiir die gesuchte Gleichung zwischen r und ¢:
' de\® i 2 3 '
(464) (d(p = ,,q 0 + a@’.

1) Vgl, auch fiir das Folgende, M. Planck, Einfiihrung in die allge-
meine Mechanik. S. 64ff.
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In der Newtonschen Theorie fehlt das letzte Glied der reehten
Seite. Das Polynom zweiten Grades ¢* — ‘% e+ CTC, hat dort fir

die Planetehbewegung zwei positive Wurzeln ¢, und ¢, die der
Entfernung des Perihels bzw. Aphels der Bahn entsprechen. Es
ist also ¢, > 0> ¢, Da die rechte Seite von (464) diese beiden
Ldsungen ebenfalls ergeben muB, so besitzt sie zufolge eines Satzes
der Algebra drei positive Wurzeln. Die eine davon, g,, ist, wie
wir sehen werden, erheblich gréBer als ¢, bzw. g,.

Wir kénnen also fiir (464) schreiben:

(465) de)’_ a(e, — @) (e, — @) (e — @)
, do

Filhren wir statt der Konstanten ¢, und g, die in der Astro-
nomie gebriduchlichen .Gréflen a (halbé grofle Bahnachse) und e
(Exzentrizitdt) ein, indem wir setzen:

(466) 1 —au—o, ei — a(l + o),
so0 wird: ! . *

2 2 2e 2e
(467) el+e’=a(l—e’)=_p—’ 91—"9n="——‘—‘a(1__e,)=;"

p = a(l — ¢ ist hierbei der Parameter der Bahn. Vergleichen
wir die Koeffizienten von ¢* in (464) und (465), so folgt:

1
{468) 0 + 0, + 0, =

.
o

Unter Beachtung von (445) und (443) ergibt sich hieraus, dafl g,
sehr groll im Vergleich zu ¢, und ¢, ist. Die gesuchte Beziehung
zwischen r und ¢ nimmt nun zufolge (465) die Form an:

de
(469) ¢ = f -
- V“(Qo —o e, — o —e)
In der Newtonschen Theorie lautet die analoge Beziehung:
de

(470)

Vie— 0 —e)
und diese fiihrt auf die Integralgleichung:

- P
1 4+ ecos@’

d. h. auf die Gleichung eines .Kegelschnittes, wobei 6 die wahre

(471) r
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Anomalie bedeutet. ('471) 1a6t sich unter Benutzung von (467)
auch schreiben:
_ote__e—¢
Wir fiilhren nun den Wert d@ aus (470) in (469) ein und er-
halten:

cos .

" do _ déo
Ve(e, — o) Va(eo_el + @ O
: 2

473) ¢ =

_2- € cos 0)

@ ist also danach eine Funktion der wahren Anomalie
des Kegelschnittes. Der Massenpunkt bewegt sich auch nach
der Einsteinschen Gravitationstheorie in einem Kegelschnitt. Be-
ziehen wir die Richtung des Radiusvektors auf die Perihelrichtung,
so ist diese durch den Winkel 0 gegeben. Beziehen wir sie jedoch
auf eine feste Richtung unseres Bildraumes, so ist sie durch ¢
definiert. Der Kegelschnitt selbst fiihrt also eine Drehung
aus. Beschrinken wir uns auf die Ellipse, so ist das Perihel
durch die Werte @ = 0, 27, .... festgelegt. Einem vollen Umlauf
des Punktes in der Ellipse entspricht der Winkel:

474)

f e '
(p= - .
o+ e G —e
: Va(qo— A 2 2 3 ’cos0)

Da ¢, und ¢,, soweit die Planeten in Frage kommen, nur wenig
voneinander verschieden sind, so kdnnen wir fiir diese ndherungs-
weise setzen:

(475) id

P = .
Va(eo _a -;— (’2)

Nun ist

—143__ %
]/( ot e) N7 i) e
G~ ( ' a(l —e?)
Das Perlhel der Ellipse riickt also wihrend eines Um-
laufes um a 1 ,) vor. Beachtet man noch, dafl mach dem

dritten Keplerschen Gesetz:
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4nta®

T ==

ist, also:
2kM 87%q®
“=a =
so riickt das Perihel einer Planetenbahn nach .der Einsteinschen
Gravitationstheorie bei jedem Umlauf um den Betrag:

2
(476) : e = 24n®

a®
T*c2 (1 — €
weiter.

Nun zeigen die Bewegungen unserer Planeten in der Tat, wenn
man sie von den Einfliissen der gegenseitigen Stérungen befreit,
ein solches Fortriicken ihrer Bahnellipse, die allerdings infolge der
geringen Exzentrizititen nur bei Merkur sicher zu bestimmen ist.

"Hier wurde sie auch zuerst von Leverrier aufgefunden. Sie er-

reicht fir Merkur in 100 Jahren den immerhin erheblichen Betrag
von 41" (=2"). Die Einsteinsche Theorie ergibt hierfiir
43", Fiir Venus ist der beobachtete Wert ganz unsicher. Fiir
Erde und Mars sind die Werte: '

Beobachtung:  Theorie:
Erde 6” (i 8”) 4'[ .
Mars 8" (= 4") 1”7,
Die ausgezeichnete Ubereinstimmung des aus der Theorie sich

ergebenden Fortschreitens des Merkurperihels mit dem aus den
Beobachtungen folgenden Betrag ist ein ganz wesentliches Argu-

ment zugunsten der Einsteinschen Gravitationstheorie. Doch ist

es bei dem gegenwirtigen Stand unserer Kenntnisse kein aus-
schlaggebendes. H. v. Seeliger hat gezeigt!), dal auch durch
Massen in der Nidhe der Sonne die beobachteten Perihelbewegungen
(sowie andere Anomalien der Planetenbahnen) zustande kommen
konnen. Es gibt augenblicklich ‘allerdings kein Mittel das Vor--

1) H.Seeliger, Das Zodiakallicht und die empirischen Glieder in der
Bewegung der inneren Planeten. Sitzungsber. d. math.-phys. Klasse der
Akad. d. Wiss. Miinchen, Bd. 36. 1906. S. 505. Ferner: E. Freundlich,
Uber die Erklirung der Anomalien im Planetensystem durch die Gravita-
tionswirkung interplanetarer Massen. Astron. Nachrichten, Bd. 201. S. 49.
H. Seeliger, Uber die Anomalien in der Bewegung der inneren Planeten.
Astron. Nachrichten, Bd. 201. S, 273.



186 Allgemeine Relativititstheorie.

handensein oder Nichtvorhandensein solcher Massen unabhingig
von diesen Anomalien nachzuweisen. Die Newtonsche Theorie
muf also bei der Erkldrung der Perihelbewegung zu hypothetischen
Massen greifen, auf welche die Einsteinsche Gravitationstheorie
ganz verzichten kann. '

" Noch ein weiteres Problem, das fiir die Relativititstheorie von
grundlegender Bedeutung ist, soll kurz behandelt werden: das
Rotationsproblem. Wir haben die Rotation wiederholt als Bei-
spiel herangezogen, um den Unterschied zwischen relativer und
absoluter Bewegung, zwischen der Auffassung der klassischen
Mechanik und derjenigen der Relativititstheorie besonders hervor-
zuheben. Wir miissen nun von der Relativititstheorie verlangen,
dafl sie die bei der Rotation auftretenden Zentrifugal- und Coriolis-
krifte auch wirklich auf das Vorhandensein von Massen zuriick-
fiihrt, die sich auflerhalb des rotierenden Systems befinden.

Eine erste Losung dieses Problems ist auf Grund der Gravita-
tionsgleichungen I. Art von H. Thirring!) gegeben worden. Im
Innern einer mit Masse gleichmiiig belegten, rotierenden Hohl-
kugel tritt ein Gravitationsfeld auf; und dieses iibt auf einen dort
sich befindenden Massenpunkt Krifte aus, die den Zentrifugal- und
Corioliskriiften der klassischen Mechanik analog sind und von der
Masse der Hohlkugel und deren Rotationsgeschwindigkeit abhingen.
Bei der Integration der Gravitationsgleichungen war hier ebenso
wie bei der Losung des Einkérperproblems (vgl. S. 175) anzu-
nehmen notwendig, daB die GréSen g im Unendlichfernen in die
Werte der speziellen Relativititstheorie iibergehen. Infolgedessen
bezieht sich das Ergebnis nur auf ein beschrinktes Gebiet im
Endlichen. ’

Sobald aber, unabhingig von der Rotation der Hohlkugel, das
Bezugssystem selbst gegen ein Koordinatensystem rotiert, in
welchem die Grenzbedingungen im Unendlichfernen erfiilit sind,
treten die gewdhnlichen Zentrifugal- und Corioliskrifte der klas-
sischen Mechanik wieder auf und zwar auch dann, wenn alle
Massen des Universums verschwinden. Wie wir bereits friiher
(vgl. S. 166) sahen, hesitzt eine Masse in einem Koordinatensystem
der angegebenen Art Triigheit, ohne dall andere Massen vorhanden

1) H. Thirring, Uber die Wirkung rotierender ferner Massen in der
Einsteinschen Gravitationstheorie. Physikal. Zeitschr. 19, Jahrg. 1918, S.33.
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sind; es miissen also auch im vorliegenden Fall innerhalb eines
rotierenden Koordinatensystems die Zentrifugalkrifte als reine
Trigheitskrifte im Sinne der klassischen Mechanik erscheinen.
Eine L3sung des allgemeinen Rotationsproblems ist demnach von
den Gravitationsgleichungen I. Art nicht zu erwarten. :

Wir miissen dazu vielmehr diejenigen II. oder IIl. Art heran-
ziehen. Die S. 167ff. als Losung der. Gravitationsgleichungen
II. Art gegebenen Gravitationspotentiale gz sind ausschliefilich
durch die gesamte (im Durchschnitt gleichmiBig verteilte und
ruhendé) Materie des Weltalls bedingt. Verschwindet dessen Ge-
samtmasse, so wird der Kriimmungsradius des dreidimensionalen
Raumes null, und das Gravitationsfeld der gu hort, ebenso wie
der Raum selbst, zu existieren auf. Die ge'gebenen gix beschreiben
also angenihert das Gravitationsfeld der Sterne, bezogen
auf ein Koordinatensystem, in welchem die Sterne im Durchschnitt
ruhen?).

Gehen wir von diesem Koordinatensystem durch die Trans-
formationsgleichungen:

xy, = + x, cos (v’ x,) + x, sin (v’ x,) -
477) : X, = — %, sin (0'x,) -+ x, cos (' x,)
Xy = X35 Xy =X,

in ein anderes iiber, das relativ zum ersten’ mit der Winkel-
geschwindigkeit ’ gleichmiBig rotiert, so vermégen. die Bewegungs-
gleichungen (355) der Relativititstheorie Aufschlul iiber die in dem
neuen Koordinatensystem auftretenden Krifte zu geben. Wir
kdnnen die Bewegungsgleichungen, bezogen auf das rotierende
Koordinatensystem, genihert in der Form schreiben?2):

d®x; dx), x, dx,
(478) dtak=_2(Tf4ﬁ+rgg%+rgcﬁ)_rfv

1) Man kénnte dieses System als ein ,ausgezeichnetes Koordi-
natensystem® bezeichnen, wenn man damit den Sinn verbinden will,
daf} in ihm die Bewegungsvorgéinge im Sternsystem sich besonders ein-
fach darstellen. Es ist jedenfalls zweckmiBig fiir solche Vorgiinge ge-
rade dieses Koordinatensystem zu wihlen, ebenso wie es fiir die Be-
wegungsvorgéinge im Sonnensystem zweckmifig ist, das Bezugssystem
durch den Sonnenmittelpunkt oder den Schwerpunkt des Sonnensystems
festzulegen. Fiir die Naturgesetze selbst ist es kein ausgezeichnetes
System, denn diese gelten unveréindert in jedem System.

2) H. Thirring, a. a. O.
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Die Feldkomponenten I'f, werden nach (323) aus den gi her-
geleitet. Letztere, ebenfalls bezogen auf das rotierende Koordi-
natensystem, erhalten wir mittels der Transformationsgleichungen
(144) aus (413), (415), (419) und (477). Es ergeben sich bei der
-hier in Frage kommenden Ndherung die Werte?):

Bl =%0; g=—x0];

8. =0; g =1—(7+ 5w
sowie hieraus unter Beachtung von (358):

(479)

A La=—d; I =40
(480) ' Fu=—-Ti=—x0"
‘ I, =—TI3 = —xuw?

Die iibrigen I'% sind null.

Setzt man diese Betrigé in die Bewegungsgleichungen (478)
ein, so folgt: . '

@ ,dx, ,,

ap = T2 g T Re

%, N AN
(481) W——-—Zw —‘17+x,w

a*x; ‘

= =0.

In dem gegen die ruhende Materie des Weltalls ro-
tierenden Koordinatensystem treten also die gewdhnlichen Zentri-
fugal- und Corioliskrifte der klassischen Mechanik auf. Die auf
~ einen Magsenpunkt im rotierenden System wirkenden Krifte sind

also nicht durch eine dem Punkt selbst anhaftende ,Trigheit® ver-
ursacht, sondern durch das Gravitationsfeld der gesamten Massen
des Weltalls; diese Krifte werden durch die Rotationsbewegung
relativ zu den Massen ausgeldst und verschwinden mit ihr. Die
sog. Trigheitskrifte haben also ihren Charakter als ,Scheinkrifte”
- vollig eingebiifit; sie sind vielmehr den Gravitationskriften unter-
geordnet. Dies bedeutet einen ungeheueren Fortschritt in der
Erkenntnis der physikalischen Naturvorginge.

Da unsere Gesetze der Relativititstheorie allgemein invariant
sind, so miissen dieselben Zentrifugal- und Corioliskrifte auch
auftreten, wenn das zuerst rotierende Koordinatensystem nun ruht,

1) Vgl. Physikal. Zeitschr. 22, Jahrg, 1921. S.24.
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und das ganze Universum gegen dieses mit der Winkelgeschwindig-
keit @’ rotiert. Dies ist der Sinn der Aussage, da nach der all-
gemeinen Relativititstheorie ebensowohl die Erde rotieren, und
der Fixsternhimmel ruhen, als auch die Erde ruhen, und der Fix-
sternhimmel rotieren kann. Beide Fille sind nicht nur kinematisch,
sondernh auch dynamisch gleichwertig. . Sie sind in Wirklich-
keit nur ein Fall, der in verschiedener Art beschrieben werden
kann.

Ebenso wie nun die Trigheitskrifte bei der Rotation durch das
Gravitationsfeld der Sterne verursacht sind, haben wir uns vor-
zustellen, dafl iiberall, wo wir Trigheitswirkungen wahr-
nehmen, dies Gravitationswirkungen der gesamten Massen
des Universums sind (Relativitit der Trigheit). Geben wir
z. B. einer Kugel einen Stofl, so erfdhrt sie eine Beschleunigung
relativ zu den Massen. Die Beschleunigung 16st in gleicher Weise
wie die Rotationsbewegung die von der gesamten Materie des Welt-
alls ausgehenden Gravitationskrdfte aus. Diese wirken auf die .
Kugel und verursachen deren Trégheitswiderstand. Genau die-
selben Gravitationskrifte miissen auch wirksam werden, wenn die
Kugel ruht und das ganze Universum eine Beschleunigung relativ
zur Kugel- erfihrt. Die durch diese Beschleunigung hervorgerufene,
auf die Kugel wirkende Gravitationskraft der Massen des Univer-
sums mufl durch eine #uflere Kraft kompensiert werden, und diese
letztere ist identisch mit der Kraft, die bei der ersten Art der
Beschreibung der Kugel den Sto gab. Wir konnen uns dabei
vorstellen, dall wihrend der Beschleunigungsphase das Gravitations-
feld in &hnlicher Weise induziert wird, wie ,beschleunigt bewegte
elektrische Ladungen ein elektrisches Feld induzieren®?).

Die so ausgeldsten Gravitationskrifte sind bereits friiher (vgl.
S. 117) bei der Erklirung des Uhrenparadoxons herangezogen
worden. Wir konnen die Bewegung der beiden Uhren 4 und B
relativ zueinander auf zweierlei verschiedene Arten beschreiben,
die beidemal denselben Vorgang, nur von verschiedenem Stand-
punkt aus, wiedergeben. Das eine Mal erfihrt die Uhr B durch
wirkende Krifte Beschleunigungen relativ zur ruhenden Uhr 4
und (wie wir jetzt hinzufiigen miissen) relativ zu den ruhenden

1) A.Einstein, Dialog iiber Einwdnde gegen die Relativititstheorie.
Die Naturwissenschaften. 6. Jahrg. 1918. S. 700.
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Massen des Universums. Das andere Mal befindet sich die Uhr 4
und das Universum in beschleunigter Bewegung, widhrend die
Ubhr B durch dieselben wirkenden Krifte wie vorher in Ruhe
gehalten wird. Diese letzteren Krifte heben gerade die Wirkung
der wihrend der Beschleunigungsphase auftretenden Gravitations-
krifte auf. ’

Mit dieser zweiten Beschreibung ist diejenige identisch, die
wir friiher fiir denselben Vorgang gaben: Die Uhren 4 und B be-
finden sich zeitweise in einem homogenen Gravitationsfeld, wobei
die Uhr B wihrend dessen Auftreten jeweils durch eine wirkende
Kraft festgehalten wird. Doch ist diese letztere Beschreibung nur
niherungsweise zutreffend, da die Annahme endlicher homogener
Gravitationsfelder eine Euklidische Struktur des Raumes in deren
Bereich voraussetzt. Der Raum ist aber nur in begrenzten Ge-
bieten und da auch nur ndherungsweise Euklidisch.

Die hier gegebene Darstellung der Relativitit der Trégheit be-
darf im einzelnen noch der weiteren Durcharbeitung. Eines ist
jedoch sicher. Wir diirfen sie nicht verwerfen, ohne zugleich dem
Relativitiitsprinzip seine allgemeinste Giiltigkeit zu nehmen. Eine
Relativitatstheorie, die das Gravitationsfeld der Sterne und
dessen durch Rotation oder Beschleunigung ausgeloste Wirkung
verwerfen miilte, wire keine Relativititstheorie im Sinne unseres
allgemeinen Prinzips. Sie bliebe auf halbem Wege stehen. Wollte
man sie nur auf die Gravitationskrifte im Sinne der klassischen
Mechanik anwenden?), so hiefle das, die Gravitationsgleichungen
L. Art anerkennen, diejenigen II. bzw. IIl. Art aber ablehnen. Dann
wire z. B. die Rotation gar keine relative Bewegung.

Ob wir freilich die Gravitationsgleichungen II. bzw. IIl. Art als
der Wirklichkeit entsprechend ansehen diirfen, hidngt ganz wesent-
lich von einem Punkt ab. Die beiden letzten Arten der Glei-
chungen verlangen ein endliches, ridumlich geschlossenes Uni-
versum?). '

+ 1) P. Lenard, Uber Relativitdtstheorie, Ather, Gravitation. Neue, ver-
mehrte Ausgabe. Leipzig 1920. S, 17. )

2) W. de Sitter (vgl. On Einsteins theory of gravitation, and its
astronomical consequences. Monthly Notices of R. Astron. Society Vol. 78.
No. 1. Nov. 1917) hat allerdings eine andere Losung der Gravitationsglei-
chungen II. Art gegeben, die zu diesen Folgerungen nicht fiihrt. Sie ist

N



§ 14. Besondere Fille der Gravitationstheorie usw. ° 10t

Die Astronomie -vermag gegenwirtig — und vielleicht noch
auf lange Zeit hinaus — keine entscheidende Antwort auf die Frage
nach der Endlichkeit der Welt zu geben, wenn die Maoglichkeit
derselben auch durchaus nicht von der Hand zu weisen ist?),
W. de Sitter?) vor allem hat im Zusammenhang mit der Rela-
tivititstheorie untersucht, ob unsere astronomischen Beobachtungs-
ergebnisse mit der Annahme einer endlichen Welt vereinbar sind
und Widerspriiche nicht gefunden. Er hat dabei den schon friiher
(S. 171) gegebenen Wert fiir den Kriimmungsradius des Universums
hergeleitet. Doch das sind erste Versuche, die, so erfreulich ihre
Ergebnisse fiir die Relativititstheorie sind, doch noch bedeutend
weitergefiihrt werden miissen, und fiir welche das Beobachtungs- '
material nur sehr langsam gewonnen werden kann.

In gleicher Weise wie die Gravitationsgleichungen I. Art ihrer
endgiiltigen Bestitigung harren?®), sind wir also auch gegenwirtig
nicht in der Lage, die Richtigkeit der Gravitationsgleichungen
IL. (bzw. IIL) Art aus der Wirklichkeit nachzuweisen. Die Endlichkeit
des Weltalls ist heute als eine Vorhersage der Relativititstheorie
zu betrachten, deren Wahrscheinlichkeit in dem Mafle wichst, in
welchem das Prinzip der Relativitit aller Bewegungsvorginge sich
an anderen Erscheinungen bewdhrt. Notwendig aber wird es sein,
diese Endlichkeit einmal aus den Beobachtungen unmittelbar her-
zuleiten.

Noch gilt, was H. Weyl iiber die Relatlvndtstheorle in seinem
grundlegenden Werk ,Raum, Zeit, Materie (1. Auflage) sagt, zu
dessen Studium, ebenso wie zu dem der Originalarbeiten hinzu-

aber sonst physikalisch vdllig unbefriedigend und soll hier weiter nicht
behandelt werden. (Vgl. F. Klein, Uber die Integralform der Erhaltungs-
sitze und' die Theorie der riumlich geschlossenen Welt. Nachr. der Got-
tinger Gesellsch. der Wiss. math.-phys. KI. 1918. §. 394.)

1) Vgl. Die Naturwissenschaften 9. Jahrg. 1921. Heft1. S.9.

2) W. de Sitter, On Einsteins theory of gravitation, and its astro-
nomical consequences. 3. paper. Monthly Notices of R. Astron. Society.
Vol. 78. No. 1. Nov. 1917 und W. de Sitter, On the curvature of space.
K. Akademie van Wetenschappen te Amsterdam. Proceedings Vol. 20.
S.229, 1917. .

3) Vgl hierzu auch: K. F. Bottlinger, Die astronomischen Priifungs-
mdglichkeiten der Relativititstheorie. Jahrbich der Radioaktivitit und
Elektronik, Bd.17. Heft 2.
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fiihren, die Absicht dieses Buches war: ,lhre eigentliche Stiitze
findet sie weniger in der Erfahrung, als in ihrer eigenen inneren
Folgerichtigkeit, durch welche sie der klassischen Mechanik ganz
erheblich iiberlegen ist, und darin, dafl sie in einer die Vernunft
aufs hdéchste befriedigenden Weise das Ritsel der Relativitit "der
Bewegung und der Gravitation"auf einen Schlag 16st.“

Wenn auch gegenwirtig ernste Widerspriiche zwischen der Rela-
tivitdtstheorie und der Wirklichkeit nirgends vorliegen, so mufl es
.doch der Zukunft vorbehalten bleiben, den Nachweis der vdolligen
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung zu erbringen.
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(Abkiirzungen: allg. = allgemein; klass. = klassisch; Mech. = Mechanik; Rel.Th. = Relativitits-
theorie; spez. = speziell; Syst. = Koordinatensystem.)

AbbildungvonFlichen aufdie Ebene
126, 136.
Absolutes Syst. 16ff, 108.
Abwickelbar 135.
Additionstheorem der Geschwin-
digkeiten, in der klass. Mech. 7, 12,
19; — in der Rel.Th. 48ff.
Affines Syst. 671 75, 130.
Allgemeines Syst. 129,
Antisymmetrischer Tensor 64, 72.
Aquivalenzprinzip, Einsteinsches
3, 106ff, 1101
Arbeit als Invariante 52, 66ff.
Astronomische Priifung der alig.
Rel.Th. 113ff, 180, 185, 191.
Ather der klass. Physik 4, 13, 16,
18; — der allg. Rel.Th. 141,
Atome, schwingende 48, 112ff.

Beschleunigung 2ff, 100, 108ff,
110.

Bewegung, absolute 1ff, 9, 13f,
106; — gleichférmige 1, 3, 7, 15;
— von Syst. siehe Koordinatensyst.;
— eines Massenpunktes in der New-
tonschen Mech. 6ff, 171ff; in der
spez. Rel.Th. 99ff; in der allg.

* Rel.Th. 1531, 181ff; — relative 1ff,

.9, 13ff, 1061, 108,

Bewegungsgrdfie 92,

Bildebene, Euklidische 126, 136,

Bildraum, Euklidischer 175, 178, 182.

Biot-Savartsches Gesetz 61.

Bogenelementsiehe Linienelement.

Kopff, Relativititstheorie.

Christoffelsche Dreiindizessym-
bole 146.

.Corioliskraft 188.
Coulombsches Gesetz 61.

Determinante der Gravitations-
potentiale 142fF.

Dichte, elektrische 81; — der Ma-
terie 98fF.

Diesseits von O 35, 38, 40.

Differentialoperator 57, 79.

Differentialquatienten nach der
Zeit 91. _

Differentiation von Skalaren und
Vektoren S6ff; von Tensoren 78ff,
142, 1471

Divergenz 574

Dopplersches Prinzip 112.

Drehungsmoment 52,

Dreiindizessymbole, Christoffel-
sche 146.

Dynamische Grundgleichungen
siehe Grundgleichungen. )

Eben, Ebene 124, 136f.

Eigenzeit 34, 41, 47.

Elastische Spannung 62.

Elektrizititsmenge 81.

Elektrodynamikdesleeren Raumes
80ff; — bewegter Kdorper 17, 95;
— Elektrodynamische Grundglei-
chungen siehe Grundgleichungen.

Elektromagnetisches Feld 60, 66,
831, 141. :

13
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Elektron, Lorentzsches 43, 102.

Elliptischer Raum 170, 171,

Endliche (rdumlich geschlossene)
Welt 167, 190fF. '

Energie, elektromagnet. 4, 101ff;
— Gravitationsenergie siehe Gra-
vitation; kinetische 9, 104;
— identisch mit Materie 103ff;
— triige und schwer 111.

Energiedichte, elektromagnet. 61,
89ff, 103; — mech. 96ff, 103.

Energie-Impuls-Tensor (Energie-
Tens.) der Elektrodynamik 87ff,
90, 94; — der Materie 98, 153, 155.

Energiesatz (Energie-Impulssatz)
der Elektrodynamik 90ff; — der
Mech. 96, 101, 105; — der allg.
Rel.Th. 152f, 1611

Energiestrdmung elektromagnet,

61, 91; — mech. 96ff.

Erhaltungssatz von Energie und
Impuls siehe Energiesatz; — der
Materie 105.

Feld 141; siehe auch elektromagnet.,
Gravitations-, skalares, Vektor-,
Tensor-Feld.

Feldgleichungen der Elektronen-
theorie siehe elektrodyn. Grund-
gleichungen; — der Gravitation
sieche Gravitationsgleichungen.

Fixsternsystem 171.

Fliche 125ff, 132ff, 135; — MafBver-
hiltnisse 132ff; siche auch Linien-
element.

Flichenparameter 124ff.

Flichens#tze in der allg. Rel.Th.
182.

Form, quadratische 27.

Fundamentaltensor, Differential-
beziehungen 149; — gemischter
(4%) 73, 143; — kontravarianter, ko-
varianter 77, 142ff, 151.

Galileisches Syst. 1, 6ff.
Galilei-Transformation 8.

’ Galilei-Newtonsches Relativitits-

prinzip 6ff, 9,
Gaufischer Integralsatz 58; Gauf-
sche Koordinaten siche Parameter.
Gemischter Fundamentaltensor
(df‘) 73, 143; — Teasor 71.
Geodidtische Linie 144ff, 147, 154.
Geometrie, Euklidische 44, 120f,
166; — auf der Fliche 135; — im
lokalen Syst. 133; — Abhingigkeit
von der Materie 140, 166ff, 170,
— Nichteuklidische 120ff; — in der
spez. Rel.Th. 44; — in der allg. Rel.-
Th. (Riemannsche Geometrie) 120,
— Riemannsche 120ff, 123, 132f.
Geschwindigkeit, Addition S0f,
sieche auch Additionstheorem; —
von Materie und Energie 38ff, SOf;
— in der spez. Rel.Th. sieche auch
Vierergeschwindigkeit.
Gleichzeitig 21 f.
Gradient 56, 79.
Gravitation 3ff, 96, 102, 141.
Gravitationsfeld 108F, 123 ff, 131f,
14011, 154ff; — Komponenten 155;
— der rotierenden Hohlkugel 186;
— im rotierenden Syst. 186ff; —
der Sterne 187ff, 190.
Gravitationsgleichungen 155,
150ff; — I, IL, III. Art 163ff; —
Integration 167ff, 174, 181; — bei
Abwesenheit von Materie 157; —
Obereinstimmung mit den Grund-
gleichungen der allg. Rel.Th. 160f.
Gravitationskonstante der Ein-
steinschen Gravitationstheorie 174;
— der Newtonschen Mech. 155, 174.
Gravitationspotential(e) der New-
tonschen Mech. 155, 173; — der
allg. Rel.Th. 131ff, 155, 175, 181,
— des sphirischen Raumes 167f,
188.
Gravitationstheorie,Einsteinsche
112, 142, 153,
Grundgleichungen dynamische,
der Elektrodynamik 90; der Mech.

-
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der spez. Rel.Th. 97, 99, 101 ff; der
allg. Rel.Th. 152ff; — elektrodyna-
mische, der Elektronentheorie SOff,
84ff; in der allg. Rel.Th. 151; —
Minkowskische 101; — Newtonsche
6, 8, 11, 97, 102, 171 f.

Gruppe in der Transformations-
theorie 29.

Hamiltonsches Prihzip 153, 156,
157.

Imagindre Koordinatenachsen 32,
129; — Linge eines Vektors 33,
129; — Winkel 32.

Impuls, elektromagnet, 93; — des
Energiestromes 97; — mech. 92;
— in der spez. Rel.Th. 101.

Impulsdichte, elektromagnet. 93;
— mech. 96.

impulssatz der Elektrodynamik 90,
92 ff; — der klass. Mech. 92; — der
Mech. der spgz. Rel.Th. 96, 101;
— 'siehe auch Energiesatz (Energie-
Impulssatz).

Impulsstromung,
93; — mech. 97.

Index, oberer, unterer 68.

Invariant 8,

Invariante (Skalar) 8, 10, 27, 31;
— siehe auch Invarianz.

Invarianz der Gleichungen der
geoditischen Linie 144ff, 147, 153;
— der Gravitationsgleichungen 156,
1601f; der . elektrodynamisch.
Grundgleichungen 51, 80, 85; —
der Grundgleichungen der klass.
Mech. 8, 12; —: der Grundglei-
chungen der Mech. der spez. Rel.Th.
95ff; — der Grundgleichungen in
der allg. Rel.Th. 150ff; — der Licht-
geschwindigkeit 19; — des Linien-

. elementes siehe dieses; — der
Naturgesetze 3, 13, 15, 18, 41, 55,
'65, 68, 75; 80ff, 95f, 107f, 120,
127, 142, 144, 147, 150fF, 152, 155;

elektromagnet.

— der aus Vektoren und Tensoren
gebildeten Ausdriicke 11, 53, 601, .
75, 80.

'Isotropie des physikalischen Rau-

mes 15fF.

Jenseits von O 35, 38, 40.

Koinzidenzen 127.

Konstante 2 der Gravitationstheorie
164ff, 171.

Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
181F, 24. '
Kontinuititsgleichung der Ma-

terie 89.

Kontinuum, Euklidisches 121; —
Nichteuklidisches 121ff.

Kontravariant 68ff, 78.

Koordinatensystem, - absolutes
16ff, 108; — affines 67fF, 75, 130;
— allgemeines 129; — beliebig be-
wegtes 3, 7, 13, 107, 123; — Galilei-
sches 1, 6f; — fiir Vg =1 s. [42ff;
— gleichformig beschleunigtes 3,
110ff; — gleichfdrmig bewegtes 7,
13, 15, 25, 31; — lokales (Grtliches)
129; — natiirliches 129; -- ro-
tierendes 14, 106, 121, 186ff; —
ruhendes 6ff, 16; — vierdimensio-
nales 31ff, 120ff, 129; siehe auch
Raum-Zeit-Koordinaten.,

Kovariant 68ff, 78.

Kraft als Vektor 52, 67ff; — Prin-
zip der lebendigen Kraft 182,

Kraftdichte elektromagnetische
(ponderomotorische) 61, 87;
mech. 98.

Krummlinige Koordinaten siehe
Parameter.

Krimmung, invariante 156, 164fF;
— der Lichtstrahlen im Gravita-
tionsfeld 111, 178fF.

Krimmungsradius des geschlos-
senen Raumes 168, 171.

Krimmungstensor 156.

13*
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Kugeloberfliche, Llnienelement| — Zusammenhang mit Raum uad
auf ders. 133; — Parameterdar-| Zeit 4, 140ff, 166, 170.

stellung 125.

Léinge 41; — bewegte 17, 42; siehe
auch Magstab.
Lingenmessung

Rel.Th. 221 .
Laplacesche Gleichung 156.
Leistungsdichte 87. :
Lichtgeschwindigkeit 39, 51; —

im Gravitationsfeld 178%; — In-

varianz 19; — Konstanz 18ff, 24; —
inderallg. Rel.Th. 112,130, 140, 178fF.
Linienelement in der Ebene 136;

— Bedeutung der Koeffizienten in

der allg. Rel.Th. 131; — im lokalen

Syst. 129, 133, 136; — als Mafiein-

heit 132ff, 134; — im Raum 12I,

in der spez.

132; — in der spez. Rel.Th. 31,
40ff, 77; — in der allg. Rel.Th. 77,
12011, 144 — bei Trennung von

Raum uud Zeit 138; — in der Rie-
mannschen Geomeme 13218, 1361F.
Lokales Syst. 129,
Lorentz-Kontraktion 17, 42.
Lorentz-Transformation, allg. 281,
33, 75; — spez. 25ff, 28, 30ff, 33;
— geometrische Darstellung 35fF.

Mannigfaltigkeit 74, 132, 137,

~ Masse als Energieform 4, 103ff; —
—triige 103 Y, 109 %, 119 f; — Gleich-
heit der trigen und schweren Masse
1091, 119; — siehe auch Tr#gheit.

Massen, ,ferne® 119.

Magleinheit 128, 132f.

Mafistab im - allg, System 132, 139,
177; — bewegter 23; — endlicher
2211, 25, 121,

Mafiverh#ltnisse einer Flidche
132ff; — im Raum-Zeit-Kontinuum
138 1771

Materie siehe auch Masse; — Ener-
gie-Impuls-Tensor der M. 98, 153,
155; — Erhaltungssatz der Mat. 105;

Maxwellsche Spannung 65f;
Theorie 65.

Mechanik, Newtonsche 6ff, 171#;
— der spez. Rel.Th. 30, 95ff; —
der allg. Rel.Th. siehe Gravitations-
‘theorie.

Metrische Eigenschaften im allg.
Syst. 132, 134, 137 ff; — im Gravita-
tionsfeld einer Masse 177,

Minkowskische geometrische Dar-
stellungder Lorentz-Transformation
35ff; — Grundgleichungen 101; —
Raum-Zeit-Darstellung 24.

Moment, statisches 52.

Nachkegel 35, 40.

Naturgesetze, siehe Invarianz der
Naturgesetze.

Natiirliche Koordinaten 129.

Newtonsche Mech. siehe Mech,
sowie auch Grundgleichungen

Niveauflichen 56.

Oberer Index 68.

Orthogonalitits-Bedingungen 29,
54.

Ortliches System 129,

Parameter 73ff, 108fF, 122, 134, —
Maflverhiltnisse im Parametersy-
stem 134.

Perihelverschiebung der Pl
netenbahnen 184ff.

Planetenbewegung
Rel.Th. 181ff.

Poissonsche Gleichung 155, 173.

Potential, elektrodynamisches (ska-
lares, Vektorpotential) 82; — in der
klass. Mech. 155, 173.

Potentiale des Gravitationsfeldes in
der allg.Rel.Th. 131 £, 155, 175, 181.

Poyntingscher Vektor 61, 90f,97.

Punkt, Umgebung eines P. 741, 128,
133,

in der allg
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Quadratische Form 27.
Q u asi-Buklidisch 166; quasisphirisch
170.

R aum 24; — raumartig 34, 37ff, 129;
— rdumliche Koordinaten 31, 129;
—- Verkniipfung von Raum und Zeit
4, 23ff; — und Zeit abhingig von
der Materie 140ff, 166, 170.

Raumlich geschlossene Welt 167fF,
1901, ‘

Raum-Zeit-Abstand 31ff, 138,

" Raum-Zeit-Koordinaten 23ff, 120,
123, 137.
Relativititsprinzip, allgemeines

1, 3, 13ff, 85, 107f, 166, 190ff;
— Galilei-Newtonsches 6ff, 9, 18,
30; — im lokalen System 129fF;
— spezielles 3, 13, 17f, 25fF, 291F, 41.
Relativititstheorie, Aufgabe der
spez. 13ff, der allg. 3, 13ff, 1071,
120, 128,
Riemann-Christoffelscher Ten-
sor (Krimmungstensor) 156.
RiemannscheGeometrie sieche Geo-
metrie.
Rotation 1 ff, 14, 1061, 119, 121, 186 fF.
Rotation als Vektor 59.
Rotverschiebung der
linien 112ff, 178.
Ruhdichte, elektrische 81, mech.
98; — Ruhldnge 42; — Ruhvolumen
43, 81.
Ruhendes System 6ff, 16, 187.

Spektral-

Sechservektor 84,

Skalar siehe Invariante.

Skalares Feld 10, 56, 78, 147; —
Potential 82; — Produkt 52ff; In-
varianz desselben 54.

Sphirischer Raym 167f;
samtmasse dess. 170.

Spannung, elastische 62; — Max-
wellsche 65fF.

Spektrallinien siehe Rotverschie-
bung.

— Ge-

Sterne, Gravitationsfeld 187, 190;
— Gravitationspotential 116;
Parallaxe 116.

Stokesscher Satz 59..

Stromdichte, elektrische 82.

Symmetnscher Tensor 64, 72.

Synchron 20f.

Tensoranalysis 61ff;
meine 66f, 142fF;
bereich 75.

Tensor(en) 61ff, 66ﬁ’ 70, 142f; —
Addition 75ff; — Antisymmetrische
(unsymmetrische) 64,72; — Bildung
durch Differentiation 78fF; in der

" spez. Rel.Th. 79, in.der allg. Rel.Th.
147ff; —Tensorfeld 61; —gemischte
’71 — kontravar., kovariante 68, 71;
in der spez. Rel.Th. 78; — Multlph-
kation 75 ff; —verschiedenen Ranges
(Stufe) 70ff; — symmetrische 64,72;
—Transformationsgleichungen71ff,
151; — Verjiingung 76.

Tragheit (trige Masse) 103ff, 1091,
119,166, 189; — der Energie 103, 111,

Trigheitsgesetz 6, 8, 154.

Trégheitsindex 32.

Tragheitskraft(Zentrifugalkraft)i4,
188, siehe auch Zentrifugalkraft. .

Trigheitswiderstand 189,

Transformationsgleichungen,
allgemeine von Parametern 74, 127fF;
— der Elektrodynamik 86, 103ff; —
Galilei-Tr. 8; — lineare 67,
Lorentzsche siehe Lorentz-Trans-
formation; — orthogonale 54; —
fiir Tensoren 71ff; — fiir Vektoren
68 ff.

— allge-
— Giiltigkeits-

Uhren 19ff, 25, 117; — im allg. Syst.
139ff; — bewegte 45ff; — im Gra-
vitationsfeld 122ff, 178; — Uhren-
paradoxon 45, 117ff, 189ff.

Unsymmetrischer (antisymmetr.)
Tensor 64, 72.

Unterer Index 68.
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Vektoranalysis 10ff, 52f.
Vektor(en) 10ff, 52ff; — achsiale 53;

— Addition 11ff; — Vektorfeld 10; "

— kontravariante und kovariante
68; — Multiplikation 11, 52ff; —
polare 53; — Poyntingscher V. 61,
90ft, 87; — in der Umgebung eines
Punktes 74ff; — raumartige 34,
37ff; — Vektorpotential, elektro-
dynam. 82; — Vektorprodukt 52fF;
— vierdimensionale 33, 68; — Welt-
vektoren 33; — zeitartige 34, 37f.
Verbiegen 135.
Verkiirzung von Lingen 17, 4211
Verjiingung von Tensoren 76.
Verschiebung (Vektor) 66ff, 74;
— von Spektrallinien 112ff, 178,
Versuch von Fizeau 49ff; — von
Michelson 16, 43; — von Trouton
und-Noble 17; — von Trouton und
Rankine 17.
Viererbeschleunigung 100; — Vierer-
geschwindigkeit 81; — Viererkraft,

elektromagnet. 87ff, mech. 100; -
Viererpotential, elektromagn. 82f;
— Viererstrom 82; — Vierervek-
tor 68. .
Vorkegel 35, 40.

Welt 24, 137; — Weltlinie 40; — Welt-
punkt 24; — Weltvektor 33.

Winkel, im affinen System 67, 135;
— bewegter in der spez. Rel.Th. 43;
— imagindrer 32; — zwischen un-
endlich kleinen Verschiebungen 135.

Zeit 4, 191, 231,44, 1201F, 138, siche
auch Raum; — absolute 19, 22; —
zeitartig 34, 371, 129; — Zeiteinheit
24; — als Funktion des Gravitations-
feldes 140, 177; — Zeitkoordinaten
2311, 3111, 1201, 122, 129; — von der
Materie abhingig 4, 140, 177.

Zwischengebiet 35, 40.

Zentrifugalkraft (Trigheitskraft)
14, 106, 119, 188,

Druck von Breitkopf

& Hiirtel in Leipzig.
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